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TARSULATI ELET

I/1. Az 1997. évi nagyrendezvényekrdl

a) Ratz Laszlé vandorgyiilés (Eger, jilius 1-4., résztvev6k szdma: 443 {6,
koziiliik hatdrainkon tilrél 28-an érkeztek. Idén j kezdeményezésként meghivast
kapott a rendezvényre két — tanara 4ltal javasolt — pedag6gusjelslt is.)

A jilius 1-jei plendris iilést Fejes T6th Gabor, a Tarsulat f6titkdra nyitotta meg, a
Beke Mané-emlékdijakat is 6 adta at.

Az els6 plenaris el6adést (az 1997. évi ,Nagy Beke-dijas”) Freud Rébert tar-
totta; Erd6s Pal két probléméjardl beszélt, majd Pécze Gébor pedagégiai targyd
el6adasa hangzott el.

A vandorgyiilés, a szokdsoknak megfelelGen juilius 2—-4. kozott szekci6iiléseken
folytatta munkajat. Igyekeztilk elére ¢sszegytjteni minél tobb eldadds kivonatéat,
hogy ezt kiosztva megktnnyitsitk a szekciék kozotti valasztést.

Az als6 tagozatos szekciéban nem csak feladatmegoldasokat hallhattak a részt-
vev6k, hanem mdédszertani Stleteket, gyakorlatban hasznosithaté metédusokat is
kaptak. A szekcid, kozvélemény-kutatds alapjan legjobban tetszett el6addsa Ko-
vécs Csongorné-Szeredi Eva ,Als6s munka fels6s szemmel” c. el6addsa volt.

A fels6 tagozatban kiilonosen a feladatmegold6 szeminariumok munkajat di-
csérték a résztvevsk, koziiliik is Pintér Klara, Mikusi Imre, Nagy Erzsébet foglal-
kozésait.

A kézépiskolai szekci6ban teritékre keriilt a mindenki szdmaéra izgalmas val6-
szinfiség-szamitas témakore; két el6adas is foglalkozott vele. Ebben a szekciéban
Torok Turul ,Val6sziniiségszamitds az érettségin”, Urban Janos ,Péter Roézsa”,
Majoros Méria—Vasarhelyi Eva ,Oktatasi szitudcidk, gyengékkel j6l” c. el6adésa,
valamint Juhédsz Istvan feladatmegold6 szemindriuma kapték a legtobb szavazatot.

A szekciéiiléseket jol egészitették ki a kiilonbozé killitdsok és konyvarusitasok
(CALIBRA, Mozaik, TypoTeX).

A fels6oktatasi ankét eladésait és az informatikai rendezvényeket is szdmosan
latogattak.

MAGYAR
TUBOMANYOS AKADEMA
KONYVTARA



A néhdny éves gyakorlatnak megfelel6en péntek délutdntél szombat délig a
MATKAPOCS rendezvényei zajlottak (36 {6 részvételével).

A véndorgyftilés befejezéseként az Oktatdsi Bizottsag kibGvitett iilést tartott,
értékelve a rendezvényt. Az iilésen a rendezvény jovéjét illet6en tobbek kozott a
kovetkez6k hangzottak el:

- egy-két évre eldre ,adatbank” forméajaban j6 lenne el6ad6k neveit és témaéit
osszegytjteni. (Kozilik az ,ismeretlenek” kapjanak kiprobalasi lehetGséget [vala-
milyen tdborban, vagy hasonl6 férumon].)

— legaldbb 5 éves tanitdsi tapasztalat nélkiil senki se tarthasson elGadést.
A ,szabaly” aldl csak szakmailag nagyon indokolt esetben lehet felmentést adni. (P1.
az id6rél-idore felkérend6 kiemelked§ tehetségii egyetemi hallgat6k bemutatkozasai
[6ket tanaraik javasolhatjak, akik teljes felelgsséget is kell, hogy vallaljanak értiik],
vagy egyes szamitdstechnikai bemutaték esetén)

b) Extremalis grafok konferencia (Balatonlelle, jilius 27-augusztus 2.,
résztvevlk szama 70, magyar 44, kiilfoldi 26 {6)

Az 1997. évi International Colloquium on Extremal Graph Theory c. konferenciat
julius 27-t61 augusztus 2-ig rendeztiik meg Balatonlellén (a Hotel Giuseppeben).

A véarakozasnak nagyjabol megfelelGen az 6sszejovetelnek 70 résztvevéje volt.
Ez is azt mutatja, és a visszajelzésekb6l is az deriil ki, hogy a konferencia rendkiviil
sikeres volt. A méret is optimadlis volt, hiszen igy nem kellett parhuzamos szekci-
6kat szervezni, a tarsasdg végig egyiitt volt, (ez az el6addsok menetrendjében is
megengedett kis mértékd rugalmassagot).

Ugyanakkor nem biztos, hogy minden évben kell egy diszkrét matematika
konferencidt szervezni, ugyanis informalisan kaptunk olyan visszajelzést, miszerint
el6z6 (el6z6 két) évben mar voltak Magyarorszdgon, most inkabb méshovd mennek.
Egyszertien nagyon megnétt a konferencidk szadma vildgszerte. Az el6adédsok sora,
kiilsnosen a kiemelt, 40 perceseké mindenki szamaéra igen impressziv volt.

Ezek az el6adédsok a kbvetkezSk voltak:

Beck J6zsef — Ramsey type games on complete graphs

Bollob4s Béla — Judicious partitions of graphs and hypergraphs

Adrian Bondy — Minimum degree conditions for circuits

Ralph Faudree — Extremal problems for cycles in graphs

Fiiredi Zoltan — New asymptotics on bipartite Turdn numbers

Gyéarfas Andras — How to make maximal triangle-free graphs

Gyéri Ervin — Extremal graph problems on triangles, pentagons and hexagons

Hajnal Andras — A metric generalization of Ramsey’s theorem



Alexander Kostochka — On the number of edges in colour-critical graphs and
hypergraphs ‘

Felix Lazebnik — Some extremal problems on graphs with forbidden cycles

Pach Janos — Extremal problems for geomtric graphs

Hans-Jiirgen Promel — Induced Ramsey numbers

Simonovits Mikl6s — General methods to prove exact results in extremal graph
theory

Sés Vera — Extremal graph theory and application, Turan Ramsey theorems

Andrew Thomason — On the number of complete and empty subgraphs

Bjarne Toft — Graph colouring problems and results

Tuza Zsolt — Some unsolved extremal problems.

2. Az 1997. évi tarsulati dijak odaitélésérdl

a) Szele Tibor-emlékérem

Az 1997. évi Szele Tibor-emlékérmet Juhdsz Istvdn, a matematikai tudomany dok-
tora, az MTA Matematikai Kutatéintézetének osztalyvezetGje kapta.

Szinte szimbolikus, hogy Juhasz Istvan tudomanyos kutatémunkajat 1963-ban,
a halmazelméletet forradalmian megijit6 Cohen-médszer felfedezésének évében
kezdte meg. E m6dszernek legfontosabb alkalmazési teriiletévé hamarosan az 4lta-
lanos topol6gia valt, mert kitlint, hogy szdmos topolégiai kérdésre a véilasz attol
filgg, milyen feltevésekkel egészitjilkk ki a halmazelmélet klasszikus ZFC axiéma-
rendszerét; a Cohen-médszer éppen azt teszi lehet6vé, hogy az ilyen feltevéseknek
ZFC-ben megcéafolhatatlan, azaz konzisztens voltat bebizonyitsuk. Juhdsz Istvan
rovid id6 alatt beledolgozta magat az igy kialakult in. halmazelméleti topolégi-
aba, s annak egyik legeredményesebb kutatéjava valt. Szaznél tobb folyéiratcikk
mellett 6 irta a témakor els6 kismonografidjat, ennek lényegesen bévitett aj valto-
zatét, valamint tobb fontos kéziktnyvnek e kérdéskorrel foglalkozé fejezetét.

Mindennek eredményeképpen Juhdsz Istvant vildgszerte a halmazelméleti to-
polégia vezets kutatoi kozott tartjak szdmon, s lényeges szerepe van abban, hogy
ma Budapest ennek a tudomanyéagnak vildgviszonylatban egyik legmegbecsiiltebb
kutatécentruma. Ennek készénhet6k meghivasai szdmos konferencia felkért nagye-
l6ad4sénak megtartdsara, valamint hosszabb ideji vendégprofesszori vagy vendég-
kutatoi dllas betoltésére.

Juhdsz Istvan szivesen dolgozik egyiitt mas kutatokkal kozleményeinek tobb
mint fele egy vagy tobb tarsszerzdével kozosen készillt. Az utébbiak kozott nagy
szdmban szerepelnek olyan néala fiatalabb kutaték, akik az 6sztonzést t6le kaptak
s igy tanitvanyai kozé sorolhatoék.



Néhény olyan kutat6 neve, akikre Juhdsz meghatdrozé mértéki hatést gyako-
rolt:

Magyarorszdg: Balogh Zoltan, Gerlits Janos, Nagy Zsigmond, Soukup Lajos,
Szentmikl6ssy Zoltdn. Hollandia: E. van Douwen, F. van Engelen, J. van Mill.
Kanada: J. Steyvans, S. Watson, W. Weiss. USA: A. Berner, K. Ciesielski. A fentiek
koziil tobben ma mar maguk is széles korben elismert kutatéva fejlédtek.

(Csészéar Akos)

b) Beke Mané-emlékdij

Az emlékdij 1. fokozatdban — ,Nagy Beke”-dijban részesiilt Freud Rébert,

a dij II. fokozatdt a kovetkez6k kaptak: Acs Katalin, Bir6 Balint, Deli Lajos,
Kothencz Janosné, Nagy Jo6zsefné, Peresztegi Laszlo.

Indoklas

Freud Rdbert 1970-ben szerzett matematikus szakos egyetemi diplomét az ELTE
TTK-n. 27 éve az ELTE oktatéja.

F6 kutatasi teriilete a kombinatorikus szimelmélet. Kutatasi eredményei alap-
jén szamos konferencia- és vendégoktatoéi meghivast kapott. Tobb dolgozatat idézi
az egyik legfontosabb szamelméleti monografia (R. Guy: Unsolved problems in
number theory).

Két amerikai egyetemen volt vendégprofesszor: Ohio State Universityn (Co-
lumbus) és a University of Californian (Los Angeles).

Elsadéként, gyakorlatvezet&ként rendszeresen kapcsolatba keriilt a tanarjelsl-
tekkel is. Ezt a munkat is a ra jellemz§ lelkesedéssel, alapossiggal, igényességgel,
matematikai tisztasdggal végezte. A matematikai problémak elmélyiilt elemzésének
szerves részeként a tandrjelvltek magukkal vihették a bel6le sugarz6 pedagogusi el-
hivatottsdgot, mint médszertani alapelvet a tanuléi aktivitds maximalis kihaszna-
lasat, tovdbba a matematikdban mindeniitt ott rejl6 szépség, harménia felmutata-
sanak igényét. Ez a hatdsa mar a tanarjeloltek gyakorl6évében is észlelhets volt a
didkokkal végzett munkédjukban.

Szakmai tevékenységéért szamos kitiintetésben részesiilt (Rényi Kato-dij,
Griinwald Géza-dij. Kivalé6 Munkaért Erdemérem 1986, az ELTE TTK Kival6 Ok-
tatéja 1989, Pro Universitate Erem 1996).

A matematikai kozélet rendkiviil aktiv résztvevéje. Szamos bizottsdg, munka-
csoport tagja (t8bbek kdzott a TTK Kari Tandcs, ELTE TTK Oktatési Bizottsag,
Schweitzer Miklés-emlékverseny bizottsag).
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Az Orszégos Kozépiskolai Tanulméanyi Verseny specidlis matematika tantervi
bizottsdgdnak elntke.

Az ELTE TTK egyik legkival6bb és legnépszertibb oktatdja.

Az ELTE TTK-n az algebra és szamelmélet szinte valamennyi tertiiletét ok-
tatja (tanarszakon, matematikus szakon és a PhD program keretében is). Oktatasi
tevékenységének fontos része a témavezetés (szakdolgozatok, didkkori palyazatok,
doktori és kandid4tusi disszertdciék témavezetGje).

A tudoményos ismeretterjesztésben is faradhatatlan.

Rendszeresen tart ismeretterjeszté el6adasokat. Sok éve szervezi a F&vérosi
Pedagégiai Intézet, illetve a TIT Szabadegyetem matematika tanartovabbképzé és
ismeretterjeszté programjait.

Szakirodalmi tevékenysége is kimagasl6: 20 tudoményos dolgozat, 3 ismeret-
terjeszté cikk és 1 konyv, 7 konyvforditds szerepel a listdn. A Lineéris algebra
c. tankdnyve (amely 1996-ban jelent meg) kival6 felépitése és gondosan 6sszeva-
logatott feladatanyagéan kiviil széles latékorével és a lineéris algebra szertedgazoé
kapcsolatainak és alkalmazéasainak bemutatasdval emelkedik ki a témat targyalo
mitivek sorabol. '

Acs Katalin Szegeden a Juhdsz Gyula Tanarképzé Féiskolan matematika-
fizika szakon végzett 1978-ban. 3 évig vidéken tanitott, majd kiillsnboz6 budapesti
altalanos iskoldkban, jelenleg a VII. keriileti Dob Utcai Altalanos Iskola tanéra.

Csal4di indittatdsa és személyes érdeklgdése egyardnt a matematika és a ma-
tematikatanitas szeretetét, s ezért valo tenniakarast erdsitették benne.

Nagy empétidval fordul a tanitvanyai felé. A matematika tanitdsdban arra
torekszik, hogy minden gyereknek sajat képességeihez igazitva adjon dtmutatést.
Gondot fordit arra, hogy ne kall6djanak el a gyengébb eredményti gyerekek kozott
a matematikabol tehetségesebbek. Az iskolai matematikai és természettudoményos
versenyek egyik f6 szervezdje.

Sokoldali, mfvelt ember, és tanitvanyainak a nevelésében is a teljességre to-
rekszik. Egy kreativitast fejleszt6 FPI-s kisérlet matematikat és természettudoma-
nyokat érint§ részének kidolgozéja, kiprébalsja volt. Fontosnak tartja az alsé és
fels6 tagozatos tanari munka szoros kapcsolatdnak dpoldsat, ezért nagyon sokat
tesz a keriiletében, 1997-ben kisérletként egy elsGs osztdly tanitdsat is elvallalta
matematikabol.

Szeretettel és igényes médszertani kultirdval foglalkozik a szociélisan, vagy
anyagilag hatranyos helyzett didkjaival.

To6bb éve fogad matematikatandar szakos hallgatékat az ELTE Tanarképzé Féis-
kolai Karérol pedagégiai gyakorlatra, és a szokdsost messze meghaladé alapossaggal
adja 4t tapasztalatait.

A matematikai nevelés orszagos feladataibdl is részt véallal. A NAT matemati-
kat kidolgozo csoport egyik tagjaként dolgozott tobb éven 4at.



1990 6ta a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Oktatédsi Szakosztalyanak tit-
kéra. Ebben a funkciéban inditotta Szendrei Jalidval kézsen a most is j6l mitkods
tandrklubot, amely értékes médszertani és szakmai programjaival orszdgosan nép-
szer( a kollégdk kozott.

Fontosnak tartja a kézelmilt matematikatdrténeti értékeinek meg6rzését. Szer-
vezGként, szerkesztGként tobb videofilm készitésében vett részt ennek a hagyoma-
ny6rzésnek a szellemében. Kezdeményezésére film késziilt tobbek kozott Péter Ro-
zsa, Kalmar Lészlé, Fejér Lip6t és Riesz Frigyes munkassagarél, a matematikai
olimpikonok visszaemlékezéseibél, a Ratz Laszlé Vandorgytilésekrsl.

A vandorgytiléseknek sok éve lelkes és dldozatkész szervezGje.

Biré Bdlint 1980-ban végzett a debreceni Kossuth Lajos Tudoményegyetem
matematika-fizika szakan. Egy évet Kiskunfélegyhazan tanitott, majd Egerben volt
nevelGtanar. 1983-t6l hat évig szakkozépiskoldban tanitott, 1989-t6l az egri Szilagyi
Erzsébet Gimnédzium tanéra.

Szakmai felkésziiltsége kivald, iskoldjaban a specidlis matematika tagozaton,
annak beindit4satol kezdve tanit. A Matematika Tanitasa c. foly6irat tanéri fela-
datmegold6 versenyére megoldésokat kiild be.

Tanitvanyai részt vesznek a KoMalL pontversenyén, kiemelkeden szerepelnek
a megyei versenyeken, az Arany Déniel versenyen és az OKTV-n. A megyei verse-
nyek szervezésében jelentss szerepet véllal. Tehetséges tanitvanyait a matematika
szeretetére, a matematikai problémékban val6é elmélyedésre neveli. Kevésbé tehet-
séges tanitvanyainak rendszeresen tart korrepetalast, felzarkoéztaté jellegi foglalko-
zésokat.

Szaméra pedagégiai sikert az jelent, ha matematika irdnt érdekl6d6 tanitvanyai
a felsGoktatdsban jol megalljak a helyiiket, a tovabb nem tanul6kkal kapcsolatban
pedig az, ha még a leggyengébbek sem félnek a matematikatol.

1995-t61 az OKTV 1. kategoridgjanak bizottsagi tagja. 1996 dprilisiban meghi-
vést kapott az V. Nemzetktzi Magyar Matematikaverseny zstirijébe.

1995 6ta Heves megye matematika szaktandcsadéja. Ilyen mindségben e rovid
id6 alatt is sokat tett a tanarok szakmai, médszertani felkészitéséért, példaul azért
is, hogy az 1j helyi tantervek megfelel§ matematikatanitast biztositsanak.

1996-t61 a BJMT Heves megyei Tagozatdnak a titkdra. Ebben a min&ségében
sok segitséget nytdjtott az idei vandorgyfilés el6készitésében.

1979-ben szerzett a KLTE-n matematika—fizika szakos kézépiskolai tanéri okle-
velet. Tanari tevékenységét — feleségével egyiitt — azota is a hajdiszoboszléi Hogyes
Endre Gimnaziumban fejti ki.

Deli Lajos a debreceni Fazekas Gimnazium Specidlis matematika tagozatan
érettségizett.

Deli Lajos sokat tett Hajdi-Bihar megyében a tanarokért, az ifjiségért.



4 évig volt Hajdi-Bihar megye gimnaziumainak matematikai szaktatanéicsa-
ddja, ahol élénk matematikai életet valésitott meg. Tartalmas elGaddsokat, feladat-
megold6 szemindriumokat szervezett tapasztalt kollégdk bevondsaval, a palyakez-
dék szdméra pedig moédszertani szemindriumsorozatokat. A BJMT Hajd-Bihar
megyei Tagozata és az MPI kozds szervezésti megyei matematikaverseny koordina-
tora volt hosszu ideig.

Egy cikluson keresztiil a BJMT H-B megyei vezetGségének tagja volt. Rend-
szeresen részt vesz a RLV-n és szaktanacsad6ként tdmogatta a H-B megyei tanarok
részvételét.

Nyitott és fogékony az j irant. A H6gyes Endre Gimnéziumban (Hajddszo-
boszl6) egyik szervezsje volt a hatosztalyos gimnaziumi osztalyoknak.

Ezek matematika tantervét & készitette. Sikerét jelzi, hogy tébb iskola ezt a
tantervet hasznalja.

Evek 6ta tart varosi tehetséggondoz6 szakkort stodikeseknek és hatodikosok-
nak, ahovd még a kornyezs falvakbol és tanydkrol is bejarnak a gyerekek. Itt egy-
részt megkedvelteti a matematikat, mésrészt el6késziti a didkokat tovabbi kdzép-
iskolai tanulményaikra. Altaldnos iskolds és kozépiskolds tanitvanyai is j6l szere-
pelnek a megyei és orszagos versenyeken, a kozelmiltban sokszor végeztek az els6
helyeken a Zrinyi, a Kalmér, és a Varga Tamads-versenyeken.

Didkjai aktivan résztvesznek a KsMaL feladatmegold6-versenyén.

Deli Lajos tobb orszagos, illetve megyei innovéciés palyamunkat irt és 3 al-

kalommal dijat is nyert. Tervezi, hogy szakkori fiizet formédjdban megjelenteti a
szakkorokon feldolgozott feladatokat, médszertani Gtmutatéval egyiitt.

A gimn4ziumban meghivott el6ad6kkal sokszor tartanak ,rendhagy6” mate-
matikaorat. A tatai matematika szaktdbor egyik rendszeres el6adGja. A megye és
a Fazekas Gimnézium (Debrecen) érdekl6d6 tanul6i szdméra nyari matematikai
tabort szervezett.

Deli Lajos volt a birdl6ja a kdzépiskolai matematikai 8sszefoglalé feladatgytij-
temény megoldaskostetének.

Hosszi ideje fejt ki példamutaté és nagyon aktiv munkat a matematika nép-
szerfisitése és a matematikaoktatas érdekében.

Kothencz Janosné 1967-ben a Jozsef Attila Tudomanyegyetemen szerezte meg
matematika-fizika szakos tanari diplom4jat. Egyévi budapesti tanitas utdan Szegedre
keriilt a jelenlegi Tisza-parti Altalanos Iskoldba, ahol t&bb mint 30 éve végzi lelkesen
oktat6-nevel6 munkajat, melynek sordn folyamatosan képzi magat.

A szerzett ismereteket szélesebb kérben is kamatoztatta és kamatozatja mun-
kaja soran. A megyei és varosi szakmai tovabbképzéseken rendszeresen tartott be-
mutaté ordkat, médszertani foglalkozasokat matematika szakos kollégai szamaéra,
ahol a mindennapi munkshoz mindig hasznosithaté tleteket, tandcsokat kaptak a
résztvevik. Sok-sok egyéni elképzelést, jitdst honositott meg iskoldjaban, ahol az
O munkédja nyoman gazdag hagyomanyai vannak a tehetségnevelésnek. Célja, hogy
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tanitvanyai a matematika tanuldsa sordn taldlkozhassanak a megismerés és felfe-
dezés oromével. Rendkiviili alapossaggal végzett felkészit6 munkédja eredményessé-
gét sok-sok tanitvdnya kimagaslé versenyeredménye dicséri, koziilik nem egy ma
mar matematikusként, vagy matematikatandrként tevékenykedik. A jov6 pedagé-
gusnemzedékének képzésében is részt vesz. 1983 6ta a Juhdsz Gyula Tandrképzs
Fé&iskola Matematika Tanszékének kiils szakvezets tandra. A IV. éves hallgatok jo

utraval6t, alapos el6készitést kapnak a ndla végzett tanitdsi gyakorlat alatt.

Megalakuldsa 6ta egyik legaktivabb tagja a Csongrad Megyei Matematika-
fizikatanarok szegedi alkotémihelyének. E munkacsoportban végzett tevékenységé-
nek is koszonhets, hogy Csongrad megyében a megyei szervezésii matematikaver-
senyek olyan népszertiek az &altaldnos iskoldsok korében. A megyei versenybizott-
sag egyik legalaposabb résztvevdje. Hodmez6vasarhelyen és kornyékén O vezeti a
versenybizottsdgot, 6t biztak meg a versenyfeladatok sszedllitasaval. A Csongrad
megyében megjelend szakfolyéiratokban publikdlt. A pedagégus munkat élethiva-
tasnak tekinti. Kollégai elismerik, becsiilik kovetkezetességét.

Igazi alkot6 pedagégus. Iskoldjaban ,Vezet6 Pedagégus” mindsitést kapott.
1982-ben ,Kival6 Munkaért” kitiintetésben részesiilt.

Nagy Jozsefné tanit6i diplomajat 1958-ban szerezte Egerben, tobb évtizedes
tapasztalattal rendelkez6, szakmailag igen jol felkésziilt tanit6, pélydjat Matra-
derecskén kezdte, majd 1969-t6]1 a FPI gyakorl6iskoldjaban tanitott. A kisiskolds
korosztély oktatdsat diplomaszerzés 6ta hozzaértéssel, gyermekszeretettel végzi.

Erdekl6ds, nyitott, magat folyamatosan képzs, biztos hattértudéssal rendel-
kezG pedagdgus.

A matematika tanitdsaval palyakezdése 6ta kiemelten foglalkozik. A logikus
gondolkodés fejlesztésében igen szép eredményeket ért el tanitvanyai kérében. 1978-
t6l, mint gyakorl6 iskolai nevel§ tanité, folyamatosan részt vett a pedagégusok
felkészitésében, az 4j matematika tanterv terjesztésében. Bemutat6érdin a mate-
matikai tanitdsdnak korszert mddszereit alkalmazta, igy t6bbszéz tanitét inditott
el a szemléletvéltds utjan.

Kiemelked6 munkat végzett a TIT KMBK szakkorok vezetésében, a matema-
tika irdnt érdekl6dé tanul6k fejlesztésében. A TIT felkérésére a 3—4. osztélyos szak-
kori fiizetek és médszertani dtmutatok egyik szerzGje. Ezek mellett mindig nagy
gondot forditott a matematikabdl gyengébb tanuldk felzarkéztatasara.

Szakértelmére matematika mérési anyagok készitésében, taneszkozok lektora-
lasdban a mai napig szamit a Févarosi Pedagégiai Intézet.

Két évvel ezel6tt nyugdijba vonult. A gyermekekkel val6 foglalkozdst azonban
nem adta fel. A Napklub Alapitvany szervezésében hétranyos helyzet( kisiskolé-
sok napi, iskolai felkészitését végzi, kiilonds tekintettel a matematikai képességek
fejlesztésére.

A matematikdval valé elkstelezettségét s hozzaértését mutatja az is, hogy évek
6ta szakértoként vesz részt a Kalmar Laszl6 matematikai versenyen, mint zstiritag.
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Peresztegi Ldszl6 1970-ben végzett matematika-fizika szakon az ELTE TTK-n.
1970-t61 folyamatosan a Szombathelyi Nagy Lajos Gimnézium tanéra.

1987-t61 matematikai munkakszsség-vezets. Iskoldjaban sikerrel megijitja a
szakkori tevékenységet, amiben folyamatosan, sikeresen vesz részt maga is. 1988-
t6l a varos altalanos iskoldsai (7-8. osztalyosak) szdmdra tartott foglalkozasokat.
Kiemelten szorgalmazza a KsMaL gyakorlatainak, feladatainak megoldasat. Az egy
tanuléra juté atlagpontszam alapjan j6 az iskola helyezése.

1992-ben II. dijat nyert a régié kozépiskolai tanarai szdmara kiirt toébbfordulés
matematikai feladatmegold6 versenyen. 1992-t61 a Vas megyei matematikai ver-
senyfelkészits szakkort vezeti. Megszallottan gytjti a nehéz feladatokat. 1992-ben
a Soproni Regiondlis Matematika Konferencidn elsad4st tartott ,Erdekes szakkori
feladatok” cimmel. 1993-ban az Erlangeni Matematikai Intézetben tartott eladast
ysMagyar kzépiskolai versenyfeladatok” cimmel. A megye matematikatanéarai sza-
mara rendezett klubfoglalkozdsok rendszeres kézremiiksdgje. 1995 6ta a Vas megyei
Pedag6giai Intézet megbizasabol szaktandcsad6ként tevékenykedik, ezt a munkajat
is igen lelkiismeretesen végzi.

Kiilonos hangsilyt fektet az Orszagos Tanulmanyi Versenyen matematikabol
résztvevek felkészitésére. Tanitvanyai, szakkorosel szdmos j6 helyezést értek el a
KoMaL pontversenyében, az OKTV, Arany Déaniel, Kenguru, Sz&kefalvi, Zrinyi-
versenyeken.

1997-ben az OKTV matematikai versenybizottsagok javaslatara, didkjai évek
Ota tarto sikeres felkészitéséért és versenyeredményeiért Oktatdsi Miniszteri elisme-
résben részesiilt.

c) Griinwald Géza-emlékdij

Az 1997. évi dijban Csizmadia Gyorgy, Hajdu Lajos, Morvai Gusztav és Nagy Gabor
részesiilt

Indoklas

Csizmadia Gyorgy 1991-ben szerzett matematikus diplomat az ELTE-n. Mér hall-
gat6 kordban megoldott egy Ramsey-tipust kérdést, és az6ta nemzetkozi visszhan-
got kivalté szép eredményeket ért el a kombinatorikus geometridban.

Hajdu Lajos 1992-ben végzett a KLTE matematikus szakan. Ertékes ered-
ményeket ért el Turdn P4l egy irreducibilis polinomokra vonatkozé probléméjaval
kapcsolatban, kombinatorikus egyenleteket oldott meg és effektiv eredményeket ért
el elliptikus és szuperelliptikus egyenletek megoldasara vonatkozoélag.

Morvai Gusztdv a BME-n szerzett villamosmérnoki oklevelet 1991-ben és 1996-
ban matematikab6l PhD-t. Kutatasi terillete a nemparaméteres stirtiségfiiggvények
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és regresszi6 fiiggvények becslése, ahol abban az esetben ért el eredményeket, amikor
a regresszi6s fliggvény mar nem becsiilhet& univerzalisan az ergodikus mintabél.

Nagy Gdbor 1995-ben végzett a JATE matematikus szakan, és a Geometriai
Tanszék tanarsegédje. F6 erGssége a geometriai és algebrai technikdk kombinalésa,
melynek révén tisztan geometriai tételeket is tovabb tudott fejleszteni. Eredményei
hurokosztalyokhoz tartozé hélézatok automorfizmuscsoportjira vonatkoznak.

Mind a négy dijban részesitett fiatal kutaté szdmos publikiciét készitett és
megjelent a tudoményos élet nemzetkdzi szinterén.

d) Farkas Gyula-emlékdij

1997-ben 3 fiatal matematikus nyerte el a Farkas Gyula-emlékdijat: Almasi Béla
adjunktus (Kossuth Lajos Tudoméanyegyetem, Matematikai és Informatikai Intézet
Informéciétechnolégia Tanszék),

Békési Jozsef adjunktus (Juhdsz Gyula Tandrképz6 Féiskola, Szamitastechnikai
Tanszék) és

Meészaros Csaba tudoméanyos munkatdars (MTA Szamitdastechnikai és Automatiza-
lasi Kutaté Intézet, Operdci6kutatas és Dontési Rendszerek Laboratérium).

Indokléas

Almadsi Béla 1966-ban sziiletett. 1989-ben a KLTE matematikus szakin szerzett
diploméat. 1995-ben védte meg egyetemi doktori értekezését. Kutatasi teriilete el-
s@sorban a szamit6gép-hadlézatok sztochasztikus modellezése. Vizsgdlatai a meghi-
béasod6 szamitégéprendszerek hatékonysiginak és megbizhatésdginak elemzésére
irdnyulnak. E targykorben elért eredményeir6l eddig 6 dolgozata jelent meg kiilon-
bz folysiratokban. Szamos konferencidn is beszamolt eredményeir6l. Tudoméanyos
publikaciék mellett igen hasznos kézikdnyveket, magyar nyelvi leirdsokat, oktatasi
segédanyagokat is készitett. 1992-ben a paderborni egyetemen volt vendégkutaté.

Békési Jozsef 1963-ban sziiletett, 1987-ben a J6zsef Attila Tudoményegyete-
men szerzett matematikusi diplomét. Idén védte meg PhD értekezését. Kutatési
teriiletei a dontéselmélet, és a kombinatorikus optimalizdlas. Eredményei egy része
adattomoritési kérdésekkel kapcsolatos, ebben a témakérben sikeriilt tébb nyitott
kérdést is megoldania. Egy masik sikeres teriilete a kombinatorikus optimalizalason
beliili ladapakolds problémakore, kiilonbtzé heurisztikus algoritmusok viselkedésé-
nek vizsgalata. Eddig 4 dolgozata jelent meg igen rangos folyé6iratokban. Eredmé-
nyeir6l mar tobb konferencidn és kiilfsldi egyetemen tartott el6adést, 1997-ben 2
hoénapig a TU Graz vendégkutatdja volt.

Mészdros Csaba 1967-ben sziiletett, 1991-ben az E6tvos Lorand Tudoménye-
gyetemen szerzett matematikus diploméat. 1996-ban szerzett PhD fokozatot. Kuta-
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tasi teriilete az optimalizalas. A bels6 pontos algoritmusok hatékony implementéaci-
6janak kérdéseit, alkalmazasait vizsgélja. F6 eredménye a jelenlegi implementacios
technolégidkon tilmutaté eljardsok elméleti kidolgozasa és ezek vizsgalata a gya-
korlatban. Elért eredményeinek elismeréseként felkért tarsszerzGje a Kluwer Acade-
mic Publishers gondozdsdban megjelent ,Interior Point Methods of Mathematical
Programming” cimi kétetnek. A SZTAKI Operéciékutatas és Dontési Rendszerek
Laboratériumanak tagjaként résztvevgje dontéstamogaté rendszerek kutatdsanak
és fejlesztésének. Tevékenységét ezen a teriileten is tobb alkalmaz4s ill. publikacié
jelzi.

e) Rényi Katé-emlékdij

A Rényi Katé6-dij 1. fokozatdban részesiilt Pete Gdbor, a JATE IV. éves hallga-
t6ja, aki egy sakktabldra vonatkozé ismert feladatot altaldnosit, vizsgilja annak
tobbdimenziés és véletlen varidnsait is. Egy dolgozata a ,Random Structures and
Applications”-ba lett benyujtva, 3 tovabbi a ,Polygon”-ban jelent meg, illetve kéz-
iratban van.

Szintén I. fokozatban részesiilt Szegedy Baldzs, az ELTE V. éves hallgatdja.
Szegedy a véges csoportok elméletével foglalkozik. A ,Journal of Algebra”-ban meg-
jelent cikke M. Gech egy matrixcsoportok reprezentécidjara vonatkozé problémajat
oldja meg. Egy publikdlatlan cikke klasszikus csoportok Sylow részcsoportjaival
foglalkozik.

A Rényi Kat6-dij II. fokozatdban részesiilt Horvith Mdrta, a BME végzett
hallgat6ja. Horvath Marta a statisztikus alakfelismeréssel, az empirikus hibami-
nimalizaldson alapulé moédszerekkel foglalkozik. A Vapnik—Cervonenkis dimenzié
moédositdsaval olyan dimenziéfogalmat vezetett be, amely jobban illeszkedik az
alakfelismerés feladatahoz.

f) Patai Laszl6-dij

Az 1997. évi dijat Csérnyei Marianna, az ELTE IV. éves matematikus szakos
hallgatéja kapta.

Indoklas

Csérnyei Marianna az egyik legkivalobb matematikushallgaténk az Eotvos Lorand
Tudoményegyetemen. Kozépiskolds kora 6ta a matematikai versenyek ismert és
sikeres résztvevdje.

1993-ban az Orszdgos Kozépiskolai Tanulményi Versenyen I. helyezést ért el,
ugyanez évben a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidn aranyérmet szerzett.
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1994-ben az Olimpidn eziistérmes, és a Schweitzer Mikl6s-emlékversenyen III.
dijas.

1995-ben a Schweitzer-versenyen megint III. dijat szerzett.

1996-ban egyediili els6 dijasként megnyerte a Schweitzer Mikl6s-emlékversenyt.

Csérnyei Marianna az egyetemi tanulményait is lelkiismeretesen, tehetségé-
hez mélté kivalé eredményekkel végezte, tanulmanyai mellett gyakorlatvezetést is
vallalt az ELTE TTK Analizis Tanszéken.

1996-ban két didkkori palyazatot is készitett, melyekkel sikeresen szerepelt az
idei Orszagos Tudoményos Didkkori Konferencian. Lelkes résztvevdje és rendszeres
el6adéja az egyetemi val6s fiiggvénytani szemindriumnak.

Hat angol nyelvli dolgozatot irt, melyb&l 1997-ig egy mar megjelent, kett&t
kozlésre elfogadtak, tovabbi harmat pedig kiilénboz6 szaklapokhoz kizlésre benytj-
tott.

Csornyei Marianna a matematika (valés fiiggvénytan) aktiv és sikeres kutatéja,
akinek a matematika természetes életeleme, tehetsége és eddigi eredményei alapjan
a magyar matematika egyik legnagyobb igérete.

Az 1997. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai-emlékverseny eredménye:

I dijas: Szegedy Baldzs, az ELTE V. éves hallgatéja,
II. dijas: Frenkel Péter, az ELTE I. éves hallgatoéja,
Pap Gyula, az ELTE I. éves hallgatdja,
III1. dijas: Braun Gdbor, az ELTE I. éves hallgatoja,
Kdlmdn Tamds, az ELTE V. éves hallgatéja,
Matolcsi Mdté, az ELTE V. éves hallgatéja,
dicséretben részesiilt: Timdr Addm, a JATE IIL éves hallgat6ja,

kiilondicséretben részesiilt: Bérczi Gergely, a szegedi Sadgvari Endre Gimnazium 12.
oszt. tanuléja.

II/1. Az 1997. évi nagyrendezvényekrdl

a) R4tz Laszl6 vandorgytilés(Nyiregyhdaza, jilius 1-4., résztvevsk szama: 456
{6, koziiliik hatdrainkon talr6l 32-en érkeztek.)

A julius 1-jei plendris iilésen Fabidnné Gyimesi Livia és Mér6 Lasz16 tartottak
elGadast, ekkor adtuk at az 1998. évi Beke Man6-emlékdijakat is.
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A vandorgyfilés, a szokdsoknak megfelelSen jilius 2-4. kozott szekci6iiléseken
folytatta munkajat. Igyekeztiink el6re tsszegyiijteni minél tobb el6adas kivonatét,
hogy ezt kiosztva megkonnyitsiik a szekciok kozotti valasztést.

Miel6tt részletesen végigktvetnénk az egyes szekcik munkajit, szeretnénk
megjegyezni, hogy visszajelzések alapjan szakmailag és szervezésileg is kiemelkeds
sikert volt a rendezvény.

Az alsé tagozatos szekci6ban, a szokdsoknak megfelel6en nem csak feladat-
megoldasokat hallhattak a résztvevék, hanem médszertani 6tleteket, gyakorlatban
hasznosithaté metédusokat is kaptak. Kozvélemény-kutatds alapjan a szekcié leg-
jobban tetszett elGadasai a Székely Baldzsné és Torok Tamés altal tartottak voltak.

A fels6 tagozatban kiillondsen a feladatmegold6é szemindriumok (Deli Lajos,
Kubatov Antal és Mészaros Jozsef) munkdjat dicsérték a résztvevsk; az e szek-
ci6ban elhangzottak kozill Fazakas Tiinde, Kiss Sandor és Méra Xavér elGadésai
nyerték el leginkabb a hallgat6sig tetszését. A kozépiskolai szekciéban is a fela-
datmegold6 szeminariumok (Mihélyi Gyula, Peresztegi Laszl6, Veres Pal) voltak a
leglatogatottabbak. A szekci6 el6adasai koziil a legnagyobb tetszést Csorba Ferenc,
Fazakas Tiinde, Filep Lészl6 és Surdnyi L4szl6 el6adésa aratta.

A fels6oktatasi ankét eladasain — tobbek kozott — sz6 esett a tandrtovabbkép-
zés16l és a tervezett didaktikai PhD képzésrél is. A szekci6iiléseket jol egészitették
ki a kiilénboz6 kiallitasok és konyvarusitdsok (CALIBRA, Mozaik, Miszaki Kiadé,
Tankonyvkiad6, TypoTeX). A néhany éves gyakorlatnak megfelelen péntek délu-
tdantol szombat délig a MATKAPOCS rendezvényei zajlottak 37 {6 részvételével.

b) ,,Dimensions and Dynamics” konferencia (Miskolc, jilius 20-24.,
résztvevsk szama 36 {6; 10 orszagbol)

A konferencidn részt vett a témakor legnevesebb képviselsi koziil: R. D. Mauldin
(USA), K. L. Falconar (GB), P. Mattila (SF), B. Solomyak (USA), M. Urbanski
(USA), M. Zahle (D). Mind a fenti személyek, mind a t&bbi résztvevs a konferenciat
nagyon sikeresnek tartotta, amit részben sz6ban, részben a konferencia 6ta kiildstt
email-jeikben fejeztek ki. A konferencia szakmai szempontbdl azért volt fontos,
mert egyrészt Miskolcon a témédban dolgozo fiatalok (Kovacs Béla, Korei Attila)
megismerkedhettek a téma legnevesebb képviselGivel, mésrészt azon magyar mate-
matikusok, akik nem ezzel a témaval foglalkoznak, de a kutatasi teriiletiik érinti
a konferencia témé4jat, szintén kapcsolatot teremthettek ezen a teriileten dolgoz6
legfontosabb emberek egy jelent&s részével.

Minthogy a konferencia téméija a dimenzidelmélet és dinamikai rendszerek
elmélete fiatal kutatasi téma, a miskolci konferencia volt a mésodik ebbe a téméba
vago konferencia a vildgon (nem szamitva helyi jellegt kisebb Osszejoveteleket).
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c) 8. Nemzetkszi Topolégia Konferencia (Gyula, augusztus 9-15.,
résztvevlk szdma 62 {6; 23 orszagbdl).

A rendezvénynek az Erkel Ferenc Gimnazium adott otthont, a sz6 atvitt és tény-
leges értelmében egyarant.

Annak ellenére, hogy Budapesten a rendezvénnyel egyidében kéthetes nyéri
iskola zajlott a téma egy részét lefedve, a klasszikus topol6gia aldbbi nagynevii
képvisel6i tartottak elGadast:

A. Arhangelskii — On dense subspaces and normality, an application, some open
problems

Z. Balogh — Dowker spaces in the 90’s

G. Gruenhage — More on alfa spaces

J. Jaworowski — Free involutions and circle actions in Lens spaces
K. Kunen — Bohr topologies

S. Mardesic — Shape theory and its applications.

A konferencidn elhangzott el6adasok lektoralt valtozatat a Topology and Its
Applications c. foly6irat kozli.

2. Az 1998. évi tarsulati dijak odaitélésérdl

a) Szele Tibor-emlékérem

Az 1998. évi Szele Tibor-emlékérmet Tusnddy Gdbor nyerte el.

Tusnady Gabor 1941-ben sziiletett. 1964-ben végezett matematikusként, 1965
6ta az MTA Matematikai Kutaté Intézetében a Matematikai Statisztikai Osztalyon
dolgozik.

Az egyetemi doktori cimet 1972-ben szerezte meg, ezutin 1973-ban nyolc
hénapot 8sztondijasként a kanadai Kingston véaroskdban dolgozott D. G. Watts
irdnyit4sa alatt. Kandidatusi fokozatot 1979-ban szerzett.

1976-ban meghivott el6adé volt Grenoble-ban az European Meeting of Sta-
tisticians konferencidn. 1978-ban az MT Akadémia neki itélte az Erdés Pal-dijat.
1980 és 1984 kozott tagja volt a Bernoulli Society regiondlis bizottsaganak.

1965 és 1982 kozott a Kozépiskolai Matematikai Lapok, 1983 és 1985 kozott
a The Annals of Statistics, 1983 és 1991 koz6tt a Probability Theory and Related
Fields szerkesztésében vett részt.

1966 6ta dolgozik egyiitt Czeizel Endrével a velesziiletett rendellenességek sta-
tisztikai vizsgdlatdban. 1982 6ta dolgozik az Orszdgos Onkol6giai Intézetben, té-
méja a patoldgiai vizsgdlatok statisztikai kiértékelése és immunol6giai folyamatok
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modellezése. 1988 6ta foglalkozik biztositdsmatematikdval, elkészitette a magyar
népesség szdmanak el6rejelzését 2050-ig. Tandcsado tagja a Nyugdijbiztositasi On-
korméanyzat Tavlati Fejlesztési Bizottsdganak.

b) Beke Mané-emlékdij

1998-ban a Beke Man6-emlékdij I. fokozatat
Békefi Zsuzsa, a veszprémi Lovassy Laszl6 Gimnéazium tanara;
a Beke Man6-emlékdij II. fokozatét
Cselyuszka Antalné, a székesfehérvari Hétvezér Altalanos Iskola tanara,

Csordds Mihdly, aki jelenleg a kecskeméti Berkes Ferenc Szakkdzépiskolaban
tanit, korabban a Zrinyi Ilona Altalanos Iskola tanara volt,

Doleszik Magdolna, a Ratkai Altalanos Iskola tanara,

Freller Miklés, a dombévari Illyés Gyula Gimnézium tanéra,

Roéka Sdndor, a nyiregyhdzi Bessenyei Gydrgy Tanarképzs Féiskola docense
és

Szildgyiné Oravecz Mdrta, a F6varosi Pedagégiai Intézet vezets tanitdja kapja.

Indoklas

Békefi Zsuzsa az ELTE TTK matematika-fizika szakdnak elvégzése utan tanari
pély4jat a keszthelyi gimnaziumban kezdte, majd a veszprémi Lovassy Lészlé6 Gim-
néziumba keriilt, ahol jelenleg is dolgozik. Itt elsGsorban a specidlis matematika
tagozaton tanit.

Kittin szakmai felkésziiltsége, alland6 onképzése, tevékenységének kritikus
elemzése, elhivatottsdga, lelkiismeretessége és megnyers egyénisége egyiittesen ma-
gyardzzék a matematikatanitasban elért kival6 eredményeit.

Széles korben ismertté tették 6t a matematika tagozatos osztalyok tandrai-
nak tartott bemutat6é 6rai. Tobb mint 20 éve tagja az orszagos egyetemi irasbeli
felvételi vizsgabizottsagnak. Lektoralta az Egyetemi Felvételi Feladatok Matema-
tikabol c. sorozat kdteteit, ezt a munkat a sorozat szerzdje, Scharnitzky Viktor, az
egyik kotet el6szavaban kiilon is nagyra értékelte. Tobbszor szerepelt el6adéként
a TIT Kis Matematikusok Bardti Koére mozgalmanak orszagos tanéari rendezvé-
nyein. Sok éve rendszeresen tart megyei el6készits és tehetséggondoz6 szakkoroket.
Részt vesz Veszprém megyében a tanartovdbbképzésben is. Grafelmélet példatarat
allitott ossze, amely a Veszprém megyei Pedagégiai Intézet gondozdsdban jelent
meg.
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Hossz1 éveken keresztiil a BJMT Oktatasi Szakosztalydnak alelnskeként, majd
elnokeként kiemelked6 munkat végzett a Ratz Laszlo Vandorgyflések programja-
inak kialakitdsdban és megszervezésében. A szakosztaly munkéjanak irdnyitasat
toretlen lelkesedéssel, igen sok &tlettel és 1j, hasznos kezdeményezésekkel végezte
egészen 1996-ig, amikor megszaporodott iskolai feladatai miatt mar nem tudta
tovabb vallalni ezt a munkat. Iskoldjaban a pedagégiai munkaterv elkészitése mel-
lett kidolgozta az ott inditott hatosztdlyos gimndzium matematika tantervét és
irAnyitotta az ezzel kapcsolatos szervez& munkékat. 1997-ben figyelemfelhivé, gon-
dolatébreszt tanulméanyt irt a tervbe vett kétszintii matematika érettségi vizsga
varhaté eredményeirsl az eddigi egységes rendszer tapasztalatai alapjan, ezzel is se-
gitve a reform zokken6mentes életbeléptetését. 1998-ban Brusznyai-dijjal tiintették
ki kival6 tandri munkéja elismeréseként.

Cselyuszka Antalné matematika-fizika szakos altalanos iskolai tanar t6bb mint
30 éve dolgozik a pedagégus palyéan; 19 évig falusi iskoldban tanitott matematikat
és fizikat, 1982-t6] a székesfehérvari Hétvezér Altaldnos Iskola tansra. Az 1988/89-
es tanévtdl els6ként véllalta a varosban akkor indulé matematika tagozatos 6todik
osztdly tanitdsit. Erre tudatosan késziilt, tovibbképzéseken vett részt, és tapasz-
talatcsere latogatdsokat tett az orszdg szdmos matematika tagozatos iskoldjaban.

Cselyuszka Antalné szakmai tudédsaval és a tanul6kkal toérténs odaadé foglalko-
zdsaval sokat tett a gyerekek tehetségének kibontakoztatasaért. Mind az 4ltaldnos
tanterv szerint tanul6, mind pedig tagozatos tanitvanyai kozott igen sok olyan ta-
lalhato, akik altalanos iskolai versenyeken, majd késGbb a kozépiskolaban és az
egyetemen is kiemelkedd teljesitményt nydjtottak a matematika és a természettu-
doméanyok teriiletén.

Csordas Mihdly a szegedi Juhdsz Gyula Tanarképzd Féiskola elvégzése utdn
f6leg altalanos iskolakban tanitott. A 80-as években a kecskeméti Zrinyi Ilona Alta-
lanos Iskoldban 6 vezette be a szadmitdstechnika oktatdsat. A 90-es években elindi-
totta, majd orszidgosan is megszervezte az egyre népszeriibb Zrinyi Ilona matemati-
kai versenyt. A Zrinyi-verseny szervezSbizottsagdanak elndke, tovibbd szerkesztGje
a verseny feladatait és azok megoldasait évente példas gyorsasidggal megjelentets
kiadvanynak. Rendszeres el6adéja a Mozaik Oktatasi Stadi6 altal szervezett Méd-
szertani Napoknak, és a Ratz Laszl6 Vandorgytlésen is vezetett feladatmegold6
szeminariumot. Iskoldjaban ,hazi hasznalati” tantervet dolgozott ki és néhany
kollégdjaval kozosen értékes feladatgytijteményt allitott dssze. Tanitvanyai rendre
sikeresen szerepelnek a kiilonb6z6 matematikai versenyeken.

Doleszdk Magdolna a nyiregyhézi Bessenyei Gyorgy Tandrképz6 Féiskolan
szerzett matematika tandrszakos oklevelet. Hosszi idén keresztiil tanitott sziils-
falujaban, Médon, két évig tanulméanyi feliigyel6ként is tevékenykedett. 1991 6ta a
Ratkai Altalanos Iskola tanara.

Onképzéssel, komplex tovabbképzésekkel rendszeresen gyarapitja ismereteit.
Minden eszkozt megragad, hogy a gyerekek szamara kozelebb hozza, szinesebbé és
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érdekesebbé tegye a matematikdt és annak tanuldsat. A tanuldk felzarkoztatédsara,
illetve a tehetségek gondozéasara specidlis fejlesztd feladatsorokat dolgozott ki, egyik
foliasorat megyei jitdsként is elfogadtak. KMBK szakkort vezetett, rendszeresen
résztvesz szaktdborok szervezésében és lebonyolitdsdaban. Az orszagos férumokon
felkérésre tobbszor tartott sikeres mddszertani elGaddsokat. Bemutaté oréit a kis
falvak tanarai mellett az ELTE neves kiilfoldi vendégtandrai is nagyra értékelték.

Freller Miklos matematika-fizika szakos kozépiskolai tanar 1970 6ta tanit a
dombévari Illyés Gyula (kordbban G&gvs Igndc) Gimnaziumban. 22 éve vezeti
kivdl6an és nagy odaadédssal a Tolna megyei I. és II. osztalyos gimnazistak kdzponti
szakkorét. A BJMT Tolna Megyei Tagozatanak vezetdségi tagja, a kozépiskolai
versenyek felel6se, az Arany Déniel-verseny megyei kdzépbizottsaganak tagja.

Freller Miklos sokoldali és nagyhatédsi tanaregyéniség, mindkét szakjat ki-
magaslé szakmai felkészilltséggel tanitja. Nevéhez fiiz6dik a Dombévaron mitkodd
specidlis matematika tagozatos osztdlyok és a hozzdjuk kapcsolédé szakmai ren-
dezvények megszervezése. A megyében rendszeresen tart tanartovibbképzést, eh-
hez tobb témakorbsl igényes feladatsorokat készitett. Emellett atom- és magfizikai
példatarat allitott 6ssze, amely a kozeljovEben orszagos terjesztésben is megjelenik.

Roka Sdndor a KLTE-n szerzett matematikusi és matematika tanéari diplomat.
3 évig kozépiskoldban tanitott, 1985-t6] dolgozik a Bessenyei Gyorgy Tanéarképzd
Fé&iskola Matematika Tanszékén. 1997-ben lett fGiskolai docens. 1983-ban és 1984-
ben is 3. dijas lett a BJMT Matematikatanarok Versenyén. 1985-t6] tart tehet-
séggondoz6 vérosi szakkort. Kiilonboz6 lapokban 20-nal tobb tehetséggondozassal,
szakkori munkaval kapcsolatos cikke jelent meg. Megyei matematikaversenyek fela-
datsorainak tsszesllitasat végzi évek 6ta. A Réatz Léaszl6 Vandorgytlésen tobbszor
vezetett feladatmegoldé szemindriumot, s gyakran szerepel elGad6ként tanartovabb-
képzéseken is. 1992-ben jelent meg az 1000 feladat az elemi matematika korébsl
c. feladatgytijteménye. Az6ta tovabbi kényvei is megjelentek, amelyek szintén a
tehetséggondozast segitik.

1990-t61 kezdve minden tanévben megszervez egy nyolcfordulés feladatmegold6
pontversenyt 10-14 éveseknek. Ezen az orszdgos levelezd tehetséggondozoé versenyen
a résztvevok szama 1000 koriil szokott lenni. 1994 &szén beinditotta az Abacus,
Matematikai Lapok 10-14 éveseknek c. lapot, s ett6l kezdve az Abacus ad teret a
pontversenynek. A lapban fizika, sakk és méas rovatok és versenyek is vannak.

Szildgyiné Oravecz Mdrta a budapesti Tanit6képzs F&iskoldn szerzett tanit6i
oklevelet. 1994-ig a XV. keriileti Czaban Samu Altalanos Iskoldban tanitott, azota
a Fovarosi Pedagégiai Intézet vezetd tanitéja. Tanitéi munkajanak legalapvet&bb
vonésa a gyerekek okos szeretete, gyermekségiik elfogaddsa és tisztelete. AlapvetGen
nagy gonddal épiti minden tanitvanyanak ismeretrendszerét, fogalmait, fejleszti ké-
pességeiket, készségeiket. Nincs olyan novendéke, akiben ne taldlnd meg az értéket,
nincs, akir6l lemondana.
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Téarsszerzdje az 1. és 2. osztalyos tankonyvcsalddnak. Tobb sikeres tanfolya-
mot vezetett, a Ratz Laszl6 Vandorgytlésnek is tobbszor volt el6addja. Részt vesz
a Budapesti Tanit6képz& F&iskola hallgatéinak gyakorlati képzésében. Szakmai igé-
nyessége, pszicholégiai-pedagégiai—matematikai felkésziiltsége és szines, egyediilallé
modszertani eszkoztara nagy hatast gyakorol hallgatéira és kollégdira egyarant.

c) Griinwald Géza-emlékdij

A dijat 1998-ban Losonczi Attila, Sziklai Péter és Talata Istvan kaptak.

Indoklas

Losonczi Attila a Magyar Tudoményos Akadémia Matematikai Kutatéintézetének
osztondijas kutatéja; 1971-ben sziiletett.

Mar hallgaté kordban, majd az ELTE doktori iskoldjanak latogatdsa kozben
is kiterjedt és eredményes kutatémunkét végzett az altalanos topolégia teriiletén,
kozelebbrsl a kvaziuniform terek elméletében. Eredményeirsl nyole cikket készi-
tett; ezek koziil egy megjelent, tovabbi négy van sajté alatt, harom pedig kozlésre
benytjtva.

Els6 két cikke a kvaziuniform terek bévitéseivel, pontosabban véges szami 1j
pont hozzavételével el6allé bovitéseivel foglalkozik: sziikséges és elegendd feltételt
fogalmaz meg ilyen bévités létezésére, és megmutatja, hogy az ilyen bévitések a
tartalmazasra nézve hal6t alkotnak. Alaposan elemzi az igy el6all6 hal6 tulajdon-
sagait: f6 eredménye szerint izomorfia erejéig jellemezni tudja ezeket a halokat.

3. dolgozata a szimultan kiterjesztéseknek egy specidlis esetét vizsgdlja, ti. azt,
amikor egy X halmazt két diszjunkt Y és Z részre bontunk, X-en megadunk egy
topolégiat, Y-on és Z-n egy-egy kvaziuniformitast, és ezekhez kerestink kompatibilis
kvéaziuniform kiterjesztést.

4. cikében egy tranzitiv kvaziuniformitds indukalt kvaziszomszédsagaval kom-
patibilis legdurvabb kvaziuniformitdst szerkeszti meg egy meglepSen egyszert
konstrukci6val, s ennek igen érdekes alkalmazéasait mutatja be.

5. cikke azt az esetet vizsgélja, amikor egy topolégidhoz taldlhaté legdurvabb
kompatibilis kvaziuniformitas.

A 6-8. cikkek hallatlanul érdekes, igen ttletes konstrukciékkal igazolhaté sza-
mossagi kérdéseket vizsgalnak. A 6. f6 eredménye az, hogy egy topolégidhoz vagy
csak egyetlen kompatibilis kvaziuniformit4s talalhat6, vagy pedig legalabb 22 . Igen
érdekesek a vizsgélt specidlis esetek is. 7. probléméja hasonl6, de topolégia helyett
megadott kviziszomszédsaggal; itt elsGsorban a tranzitivitas feltétele esetén nyer-
het6k j6 eredmények. Végiil a 8. egy lokdlisan kompakt Hausdorff-tér legdurvabb
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kompatibilis kvaziszomszédsdga esetén vizsgilja a fenti problémaét, és erre ismét a
fentiekhez hasonl6 eredményeket taldl.

Losonczi Attila eddigi munkédssadga bévelkedik nehéz, csak szdamos megleps
btlet mozgdsitasaval megoldhaté problémék felvetésében és eredményes vizsgalata-
ban. Ezek révén a szerz§ fiatal kora ellenére is elmondhaté, hogy a kvéziuniform
tereknek nemzetkozileg is elismert, sokat igér6 kutatdja.

Sziklai Péter 1968 oktéberében sziiletett. Munkai a véges geometria témako-
rébe tartoznak. Ezen belill a teriilet legfrissebb kérdéseivel (magpontok, hézagos
polinomok, lefogé ponthalmazok), valamint klasszikus problémakkal (siivegek, ka-
rakterisztikaval rendelkezs sikok) egyarant foglalkozik. 1998-ig ¢sszesen 5 dolgozata
jelent meg nemzetkozi foly6iratban vagy referélt konferencia-kiadvanyban. Egyet
kozlésre elfogadott a Discrete Math., egy dolgozatot nyijtott be (a Geom. Dedicata-
hoz), tovabbi két dolgozata van kéziratban. Kandidatusi értekezését 1998 jiliusaban
védte meg.

A magpontok vizsgdlata a 80-as években indult meg Blokhuis és Wilbrink
rovid frappans bizonyitdsdval, mellyel megmutattdk, hogy ha egy (¢ + 1) pontd
S C PG(2,q) halmaz legalabb ¢ sugédrsor minden egyenesét a tart6tél killdnbdzé
pontban metszi, akkor S egy egyenes. Kés6bb Blokhuis, majd Gécs, Sziklai és Sz6nyi
messzemenden altalanositottdk a magpontok — a fenti tulajdonsagi sugérsorok
tart6i — fogalmat a rajuk vonatkozé becslésekkel egyiitt. Ezekhez a vizsgalatokhoz
azo6ta tobben, pl. Simeon Ball is csatlakoztak.

A véges testek kombinatorikai alkalmazasaiban fontos téma a négyzetelemek
tulajdonsdgainak vizsgélata.

Az A. Blokhuisszal kozos ,Small complete caps on the Klein quadric” Bull.
Belg: Math. Soc. Simon Stevin (1998) dolgozat a cimnek megfeleléen a Klein
kvadrika egy tartalmazdsra maximadlis siivegének meéretére ad alsé becslést. Az
eredmény lényegesen jobb, mint a standard médon kaphato.

,2Homogeneous planes” J. Geometry 57 (1996), 191-196, valamint a Blokhu-
isszal kozos dolgozatukban a p karakterisztikaju sikokat vizsgaljak. Toébb mint negy-
ven éve sejtik, hogy az ilyen sikok csak testre épitett sikok lehetnek. A benyijtott
dolgozat megoldja a problémét, ha a sik rendje p?.

Elmondhatjuk, hogy Sziklai Péter nemzetkozileg sokat vizsgélt témékban ért el
szép eredményeket, melyek rangos nemzetkozi folybiratokban jelentek meg. Kiilono-
sen kiemelésre mélt6 a p karakterisztikdji sikokra vonatkozé tobb mint negyvenéves
sejtésnek a ¢ = p esetben valé Blokhuisszal kozts) bizonyitasa.

Talata Istvdn 1968. szeptember 24-én sziiletett. Tanulmanyait az Eotvos Lo-
rand Tudoméanyegyetem matematikus szakdn végezte, diploméjat 1993-ban sze-
rezte. Tovabbi tanulméanyait az ELTE doktori iskoldjdban folytatta Bezdek Karoly
vezetésével, majd 1996 6ta az Auburn University PhD hallgatéja.

Talata Istvannak 1998-ig 6 dolgozata jelent meg vagy van kozlésre elfogadva,
tovabbi hat dolgozata van kéziratban. Matematikai tevékenységének {6 teriilete az
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elhelyezések és fedések elmélete. ElsG cikkei a Hadwiger-Levi féle lefedési problé-
maval, illet6leg az ezzel a kérdéssel rokon megyvilagitasi feladatokkal foglalkoznak.
Hadwiger egy maig nyitott sejtése szerint tetsz6leges d dimenziés K konvex test
lefedhets K-nak legfeljebb 2¢ szami kisebb homotetikus példanyaval, s a 2¢ szama
példanyra csak parallelotop esetén van sziikség. A kérdést vizsgéltdk kiilonbozé
speciélis testekre. Bezdek Karoly és Bisztriczky Tibor bebizonyitottdk a sejtést
ciklikus politépok duélisaira. Becslésiiket Talata Istvdn jelentGsen megjavitotta.
Paros dimenzi6 esetén pontosan meghatéarozta ezen politotépok Hadwiger fedési
szamat, paratlan dimenzié esetén pedig aszimptotikusan éles becslést adott ra.

Talata Istvan legjobb erdménye probléméjaval kapcsolatosak egy K C R% kon-
vex test Hadwiger szdméara exponenciélis alsé korlatot adott. A bizonyitas kiilonle-
ges szépsége, hogy az, megleps médon, a Milman, Lindenstrauss, Pisier és Bourgain
altal kifejlesztett geometriai funkciondlanalizis eszkdzeit haszndlja. Kevésbé 1atva-
nyos, de igen nehéz Talata Istvannak a Hadwiger szimokkal kapcsolatos egy masik
eredménye, amelyben meghatéarozza a tetraéder Hadwiger szamat.

Récsgeometridval foglalkoz6 szép cikkében konvex testekbe es¢ racspontok
szamdara ad alsé becslést a racsszélesség segitségével. Ez javitja Lovasz és Kannan
egy tételét.

d) Farkas Gyula-emlékdij

1998-ban a Farkas Gyula-emlékdijat Szkaliczki Tibor (MTA Szamitdstechnikai és
Automatizalasi Kutat6 Intézet, Informatikai Osztaly) nyerte el.

Indoklas

Szkaliczki Tibor 1967-ben sziiletett. 1993-ban a Budapesti Miiszaki Egyetemen,
miiszaki informatika szakon szerzett diplomat. 1993 és 1996 kozott ugyanitt volt
doktori 0sztondfjas. 1998-ban védte meg PhD értekezését. Kutatdsi tertilete a nagy-
bonyolultsagu integralt aramkorok (VLSI) huzalozdstervezési algoritmusai. A hu-
zaloz4s terén kitiizhets kiilobnb6z6 minimalizélasi feladatok bonyolultsagaval fog-
lalkozik. Fontosabb eredményei azt igazoljak, hogy bizonyos ilyen tipusi feladatok
NP-teljesek. Ezt olyan esetre is sikeriilt beldtnia, amellyel kordbban a témakor
leghiresebb szakért6i is foglalkoztak, eredményteleniil. Mas esetben viszont meg-
mutatta, hogy a feladat megoldhat6 polinomiélis algoritmussal.

Elért eredményeit a matematikusok és a mérnskok is érdekesnek talaltak, mar
az 1997-ben tartott 16. Nemzetkdzi Matematikai Programozasi Szimpéziumon is
hivatkozott rajuk két elGaddas.
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e) Rényi Katé-emlékdij

A Térsulat Elntksége az aldbbi bizottsagot hozta létre a dij odaitélésére: Gyory
Kalmén (elnsk), Komjath Péter (titkar), Kirdly Zoltdn, Lippner Gyorgy, Pollak
Gyorgy, Sebestyén Zoltan, Totik Vilmos.

A bizottsag 1998. december 16-i kirlevelével az alabbi hatérozatot hozta:

A Rényi Kat6-dijban részesiti Gydéry Madtét, aki idén szerzett diplomét a
KLTE-n és jelenleg I. éves PhD hallgato, 6nall6 tudomanyos munkat IV. éves kora
6ta végez Molnar Lajos témavezetése mellett. A XXIII. OTDK-n els6 dijat kapott.
Tarsszerz6vel irott 3 kozos dolgozata van megjelenés alatt, egy negyedik megjelent.
ijabb eredményeit leir6 cikke van el6késziiletben. Két nemzetkozi konferencian tar-
tott el6adast.

f) Patai Alapitvany dija

A dijat odaitéls bizottsag gy hatdrozott, hogy az 1998. évi dijat Gy6ry Maté és
Imreh Csanédd kapja.

Indoklas

Imreh Csandd 1998-ban végzett matematikus szakon a JATE-n, jelenleg ugyanott
PhD o6sztondijas, de korabbi kutatasai alapjan egy féléves meghivast kapott a grazi
egyetemre. Négy dolgozata megjelent, tovabbi négy dolgozata megjelenés alatt van.
Ezek egy része ismeretterjeszté mii, amelyek jelentGségét nem szabad lebecsiilni,
az utobbi dolgozatai azonban egy ma sokat kutatott és nagy érdeklGdésre szamot
tart6 teriilethez kot6dnek, ezek téméja héal6zati folyamatok szintézise (PNS prob-
léma). Az 4ltala és tdrsszerz6i 4ltal vizsgdlt modell egy speciélis kombinatorikus
optimalizalasi probléméahoz vezet. Mivel a vizsgalt probléma NP-teljes, ezért fontos
a jol megoldhaté specidlis részosztdlyok meghatarozasa. Ezen a teriileten sikertilt
tobb eredményt elérnie, a probléma grafjara tett megszoritdsokkal olyan specidlis
feladatosztalyokat tudott meghatérozni, amelyek j6l megoldhaték.

Imreh Csanad az egyik legszorgalmasabb és legtehetségesebb matematikus
hallgat6ja volt a JATE-nak az elmilt években. Eddigi munkdja alapjan messze-
menden alkalmas a Patai Alapitvany dijara.
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Az 1998. évi Schweitzer Miklés Emlékverseny eredménye:

I. dijas: Szegedy Baldzs, az ELTE 1998-ban végzett hallgatéja,

II. dijas: Frenkel Péter, az ELTE II. éves hallgatéja,

II1. dijas: Pap Gyula, az ELTE II. éves hallgatéja,

Abért Miklss, az ELTE 1998-ban végzett hallgatéja,

dicséretben részesiiltek: Mdtrai Tamds, az ELTE II. éves hallgatdja,
Pete Gdbor, a JATE V. éves hallgatéja,

Timdr Addém, a JATE IV. éves hallgatéja,

Juhdsz Andrds, a Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn. IV. oszt. tanulgja,
Bérczi Gergely, a JATE 1. éves hallgatoja,

Kun Gdbor, az ELTE 1. éves hallgatdja,

Braun Gdbor, az ELTE II. éves hallgatdja,

Lippner Gdbor, az ELTE 1. éves hallgatéja.
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FAKTORANALIZIS

TUSNADY GABOR

Bevezetés

1965. mé4jus elsején léptem be az Intézetbe. Harper Lewis Don’t kill a blackbird
cimi kbnyvének egy kislany a h&se és a mesélGje is egyben, & inditja azzal a kényvet,
hogy testvére mellé harmadik jatszétarsnak egyik nyar elején a krumplidgyasok
kozott felbukkant a szomszédbdl egy vendég fit. Az én torténetem ugyan nem a
belépésemmel kezd6dstt, de a tobbit felejtsiik el.

Az Obudai Hajégyarba kiildstt ki el6szor Rényi ismerkedni a matematika alkal-
mazésaival. Monath Lajos mérnok tr volt a partnerem, a gyar dramfogyasztasdnak
az ingadozasait kellet vizsgdlnom. Voltak ugyan adatok, de a pontatlansdguk miatt
alig lehetett hasznalni azokat. Keritettem egy stoppert, és magam mértem 6réakon
at a fogyasztdsmérs kattandsai kozott eltelt id6t. 1966-ban rovid ideig hetente egy
nap az Orszagos Kozegészségiigyi Intézetben voltam. Itt sok baratra tettem szert.
Koch Sandor doktor tr dodekaéder alakd virusok kotGdését volt képes befolyasolni
valami hétkdznapi anyag adagoldsdval, én csak mint egy btivészinas lehettem jelen,
ha Rényivel dolgozott. De amikor Vértes Laszl6, a Samu megtalal6ja az emberi ci-
vilizdaco fejlodésére felirt univerzalis egyenletét szerette volna igazolni a k&baltak
atmérgjének eloszlasaban tapasztalhaté valtozasokkal, Rényi ram bizta a szamola-
sokat. Amit én tovadbbadtam Rupp Martanak, aki valahol egy zérét O-nak hagyott
lyukasztani, és ez egy kis id6re megallitotta a mi fejlsdésiinket. A tiszta-fejes ered-
ményiinket Komlé6ssal még el tudtuk mondani Rényinek, de a bedgyazédst mar nem.

Egy ember emléke legendék gyijteménye. Nekem csak egy sajat legendam van:
Rényi TIT el6adasat hallgattuk Katéval fejkendds nénikék kozott. Végiil, amikor
mindenki elment, Kat6 cicdsan azt mondta Bubanak, hogy tudod, abban nem
vagyok biztos, hogy amikor hosszasan ecsetelted a Hilbert-tér bels szépségeit,
azokat val6ban sikeriilt teljesen vildgossd tenned minden jelenlevd szdméra. De
amikor lattad az 6rddon, hogy mar csak két perced van, és nemes egyszertiséggel
azt mondtad, hogy a Banach-tér ugyanolyan, mint a Hilbert-tér, csak nincsen benne
skalaris szorzés, akkor érezni lehetett, hogy a dolog lényegét mindenki megértette.

Minden mérés alapja valamilyen 8sszehasonlités, egybevetés. Tenyerem rate-
szem néhanyszor az asztalra, igy hatarozom meg, mekkora teritG kell ra. Adott

23



két szamozott, egyforma elemszami véges pontrendszer a véges dimenziés euklide-
szi térben. Keressiik azt az egybevagosagot, amelyik az egyiket gy viszi a méasik
koézelébe, hogy az azonos szamu pontok tavolsdgainak négyzetdsszege minimalis le-
gyen. Ez kozismert feladat. Kapcsolatban 4ll azzal a kevésbé kozismert feladattal,
hogy véges sok vektorhoz keressiink hozzdjuk legktzelebbi ortonormélt rendszert.
Ezt nevezhetjiik optimalis ortonorméldsnak. (A vektorok szdma nem lehet nagyobb
a dimenzi6éndl.) Hasonl6 vagy kevésbé hasonl6 dolgok egybevetésének a médja az,
hogy megprébaljuk a dolgokat 8sszeilleszteni, mint egy széttort cserép darabjait. Ha,
tudni akarjuk, milyen viszonyban &ll az orszdg banyéiban rejl§ szénkészlete a hée-
rémiivek igényével, akkor megnézziik, hogy a legolcsébb széllitds mennyibe kertil.
Az, hogy az egyes banyakbdl hova mennyi szenet széllitunk a kétféle széneloszlés el-
térésének a mértéke. Véletlen dolgok eloszldsanak az 6sszehasonlitdsakor a szallitas
azt jelenti, hogy a kiilon-kiilon definilt véletlen vilagokat egy kozos térbe helyezziik
bele. Ezt hivjuk bedgyazdsnak. A bedgyazas szamomra legfontosabb kérdése meg-
valaszolatlan. Czeizel Endre vizsgalatainak a kiértékeléséhez kezdtem el a dolgot
megforditani. Eredetileg eloszlasok tavolsagat segitett kimérni a bedgyazas, lassan
jottem ra, hogy az egyiittes eloszlas Gjabb és djabb térbe val6 vetitése, bedgyazéasa
statisztikai diagnosztikira hasznalhaté. Ez a maximal korreldci6 ut6élete.

A bedgyazas

Pethg Bertalan 1970 t4jan a schisophrén betegeket 7-8 csoportra osztotta, és azt
igazoland6, hogy ezek a kezelésben j6l hasznalhaté csoportok, hosszitdva vizsgé-
latba kezdett. Minden csoportbdl kivalasztott 40 beteget, ezekhez illesztett kont-
rollt keritett, és az igy kialakulé populacién vagy tizféle pszicholé6giai tesztet vett
fel egy erre a célra szervezett csapattal. A vizsgalatot 6t év milva megismételte, és
a kapott adatok kiértékelése volt a doktori dolgozata. Most Gjra megvizsgalja a po-
puléciét. Még csak az adatok el6készitésénél tartunk, de méris szeretnék a dologhdl
valamit latni.

Van mondjuk 500 ember, ezek mindegyikén tiz kiillosnbtz6 vizsgalat mindegyi-
két 1/2 valészintiséggel vagy végrehajtjuk vagy nem. Egy vizsgélathoz koriilbeliil
30 valtoz6 tartozik, amelyeknek vagy maximum tiz kiilonb6z6 értékiik lehet (de a
kiilonbozs értékek szama dltaldban kevesebb, legtobbszor 4), vagy szdz-kétszazig
fut6 értékek lehetnek, mint az IQ-n4al. Ha csak kevés érték van is, azok is tobbnyire
rendezettek, mintha valamilyen szempontbél a bajok szdmét adnank meg.

Els6 ismerkedésiil a kovetkezét csindlom. Minden emberhez hozzarendelek két
fiiggetlen standard normaélis eloszlasu véletlen szamot. Ez az emberek kétdimenzids
képe. Innen elindulva két 1épést ismételgetek felvéiltva.

Emberekbdl valtozék. Minden egyes vizsgdlat minden egyes véltoz6janak min-
den egyes lehetséges értékére veszem azon emberek képének az dtlagat, akikre elvé-
gezték azt a vizsgdlatot, és akiknek erre a viltozéra a mondott érték lett a vizsgalat

eredménye.
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Valtozokbél emberek. Minden egyes ember 1j képe az illetén elvégzett vizs-
gdlatokhoz tartozo valtozok képe atlaganak dtlaga.

Kétdimenzi6s kép helyett akdrhdny dimenziés képet hasznalhatnék, csak hat
az ember kétdimenziéban tud rajzolni. Lehetne a kép Hilbert térbeli is, vagy akar
Banach térbeli, a fontos az, hogy abban a térben tudjak atlagot szamolni. Tébb
dimenziéban az algoritmus az egyes koordinatdkon identikus. Nagy baj lenne, ha az
eredmény nem lene az. Akkor hat mire j6 a tobb dimenzi6? Semmit nem nyeriink,
ha nem iktatjuk a lépések kozé a Schmidt-ortogonalizaci6t.

- Emberekre veszem az elsé koordinatdk atlagat, azt kivonom az emberek els§
koordinat4jaboél. Aztan veszem az els6 koordinatdk négyzetdsszegének négyzetgys-
két, azzal elosztom az els§ koordindtdkat. Veszem a mésodik koordindtak atlagat,
azt kivonom az emberek masodik koordinatajabol. Az ortogonalizalds azt jelenti,
hogy 6sszegezem a két koordinéta szorzatat, ezzel szorzom az elsé koordinatékat, és
ezt a szorzatot kivonom a méasodik koordinatakbol. Végiil veszem a mésodik koor-
dindtak négyzettsszegének négyzetgyovkét, azzal elosztom a méasodik koordinatédkat.
(Ez a lépés persze mar nem értelmezheté Banach térben.)

Madarjéslas: nem sért meg aki ezt mondja a dologra. En szeretem csindlni, fo-
kozatosan tanulgatom kiolvasni a kapott képekbél az adatmez6 struktirajat. Czei-
zel doktor hipergrafjaibol képezhet6 clustereket nézegettem eredetileg ezzel a méd-
szerrel. Ha le kell rajzolni egy grafot, az éleket rugéknak képzelem. J6 lenne, ha
lenne fizikai alapja is az algoritmusnak, de a Schmidt-ortogonalizalds miatt nincsen.
Simonovits Mikl6s ezen a ponton a csiicsokra fizikailag értelmezhetd kiils6 erGket
alkalmaz. Masok egyszertien hozzarendelnek valamilyen szimmetrikus matrixot a
grafhoz, és veszik annak a sajatértékeit, sajatvektorait. Nem tudom, irdnyitott gra-
fokkal lehet-e valamit csinédlni. Fak evoliciGjat vizsgilva persze ezt az algoritmust
is alkalmaztam. Esze dgdban se volt a fakat tisztességes faknak mutatni. Kényte-
len voltam nyers erGszakkal lerajzolni a fdimat. Barmennyire is szereti egy anya
a gyermekét vagy taldn éppen azért ha j6 a rabld, segitségiil rend6rt hiv, nem a
gyermekét.

Ideghalézatok korében Teuvo Kohonen SOM algoritmusa emlékeztet az én al-
goritmusomra. Amikor az els6 grafos algoritmust elmondtam Persi Diaconisnak,
6 kells tisztelettel ugyan de szeliden figyelmeztetett arra, hogy ill6 volna az EM
algoritmust ismernem. Aztan Csiszar Imrével 4j bizonyitast adtunk az algoritmus
konvergenciajara, err6l Leo Breimannak a sajat ACE algoritmusa jutott az eszébe.
Eszerint az (X, A), (Y, B) mérhets terek szorzatdn adott P valészintiségi mérték
mellett felvaltva alkalmazzuk az (X,.A)-ra, (Y, B)-ra val6 feltételes varhato érték
képzést. Tehdt az “alternating conditional expectation” az én bedgyazasom abszt-
rakt véltozata, de azt nem latjuk, hogy van-e kozvetlen kapcsolata az EM konver-
gencigjanak bizonyitdsadhoz hasznélt valtakoz6 divergencia vetitéssel. Itt is igaz az,
hogy ugyan a vildgon minden mindennel 6sszefiig, de ugyanazt a dolgot mindenki
masként csindlja: nem egyetlen algoritmus van, mert a részletek apré médositasa
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nagyon eltéré eredményekre vezethet. Ez a mechanikus médszerek hiveit elriaszt-
hatja, de szerintem a médszer erejét igazolja.

Szeretik a maximadl korreldci6 szamldjara irni, hogy bolhabél elefantot csinal:
ha valahol a tér valamelyik eldugott sarkdban van a véltozék kozott egy picike kis
egyetértés, azt nagyitja ki. Mi mést tehetne?

Dinamikus faktoranalizis

Ziermann Margit 1975 tdjan Bankovi Gyorggyel és Veliczky Jozseffel gazdasagi
id6sorokra vitte 4t a klasszikus statisztika faktoranalizis médszerét. Eredetileg az

az elképzelés, hogy
X =AZ +e¢,

ahol X és e n-dimenzi6és normaélis eloszlasi véletlen vektorok, Z k-dimenziés stan-
dard normélis véltozé, A n x k méret, ismeretlen konstansokat tartalmazé vektor,
Z és ¢ fiiggetlenek, és € koordinatai is fiiggetlenek. Ez a modell akkor hat4sos, ha
k n-hez viszonyitva kicsi, mondjuk k = \/n, ami azt jelenti, hogy az eredeti n-féle
adat helyett alkalmasan megvélasztott és transzformélt \/n-féle adat is elég. Ez
a szemlélet vezetett arra, hogy ha X id&sor, akkor koordindtainak olyan linearis
kombinécigjat keressiik, amelyre a kovetkezd két feltétel egyszerre teljesiil:

— az 1j idésorbdl X jol becsiilhets

— az 1j idGsor bnmagabdl jol el6rejelezhetd.
E két kovetelmény koziil az els6 felel meg a klasszikus faktoranalizisnek, a mé-
sodik azt tiikrozi, hogy ezt idGsorokra adaptaljuk. Természetes gondolat ezt gy
fejleszteni tovabb, hogy az 1j idGsor is tébbdimenzos legyen, mondjuk legyen k a di-
menzi6ja, ahol k és n viszonya véltozatlan. Ez az dltaldnositas vezetett a kbvetkezd

problamara.

A Z probléma

Legyen n pozitiv egész, és legyenek Z;,..., Z, n x n mértd valés, pozitiv szemide-
finit matrixok, melyekre

(%) =21, 4=1, 0.1,

ahol tr a diagonalisbeli elemek 6sszegét jeloli, és legyen

L=,
i=1
ahol I az n xn méretii egységmaétrixot jelsli. Ez konvex halmaz, ennek extremalisait
keressiik. Azt sejtjiik, hogy ezek a kovetkezdek. Legyen k kisebb mint n és legyen C
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k x n méretti matrix, melynek a c; ; elemei nem negativ egészek, a sorok sszege n,
és az oszlopok Usszege k. Vesziink k alkalmasan valasztott n-dimenzi6s ortonormalt
bazist, és legyen

ahol S;; = YI_, ¢, diad (U) = UUT, és U; s a j-edik bazis s-edik eleme. Ez a
sejtéstink dgy alakult ki, hogy elGszor azt hittiikk, &k = 1 elegend6. Erre volt egy
rossz bizonyitdsunk, amiben Lovasz Laszl6 hibat taldlt. Ezt kdvetSen ifjia Boroczky
Karoly bizonyitotta a sejtést n < 3 mellett, majd n = 4 mellett k = 2-re talaltunk
olyan C' maétrixot, és hozzd taroz6 ortonormélt bazist, amelyb6l a £k = 1 esethez
tartozé konvex burokhoz nem tartozé Zi,..., Z, rendszert kapunk.

Sejtésiinknek van egy konnyi és egy nehéz fele. A kénnyd rész azt tisztdzni,
hogy adott n-hez milyen nagy k kell. A nehéz azt megmutatni, hogy ha egyesit-
jiik az 6sszes C maéatrixhoz és ortonormélt bazishoz tartoz6 Zi,..., Z, rendszert,
megkapjuk az eredeti halmazt.

Absztrakt faktoranalizis

Legyenek ((X;,A;), 1 = 1,...,n) tetszés szerinti mérhet6 terek, legyen (X,A) a
szorzatuk, és legyen P val6szintiségi mérték (X, A) felett. A rendszer faktoranalizise
egy olyan (Y,B) mérhet6 tér, és az (X, A),(Y,B) terek szorzata felett olyan Q
val6szintiségi mérték, melyre teljesiil, hogy

- @-nak a (X, A) térre vett vetiilete P

— @ szerint Y-ranézve az ((X;, A:), i = 1,...,n) terek feltételesen fuggetlenek.
Ha valami eleget tesz ezeknek a feltételeknek, azt hasit6 bedgyazasnak mondjuk.

Talan érthetd, miért ezt mondjuk legédltalanosabb faktoranalizisnek. Meglepd,
hogy a legegyszertibb kérdéseket se tudjuk megvalaszolni.

Ellenpélddval megmutathat6, hogy dltaldban nem feltétleniil 1étezik minimalis
hasit6é bedgyazas. De mi a létezés elégséges feltétele?

Igaz-e ez, hogy normélis eloszldsra az absztrakt definicié szerint az eredeti
modellt kapjuk?

Normélis eloszldsra az absztrakt definicié geometriai merélegességre redukalé-
dik. Van-e itt minimalis hasitas? (Egyszer taldn taldltunk ellenpéldat, de elfeled-
tiik.)

Mi a helyzet, ha az X;-k végesek? Ez felel meg a velesziiletett rendellenessé-
gekre alkalmazott rejtett struktira modellnek, igy persze amit akkor kideritettiink
az EM algoritmussal kapcsolatban, az most felhasznalhaté (Pick-Tusnady (1980),
Tusnady (1982), Csiszar-Tusnady (1984)) viszont valtozatlanul nyitott a modellnek
az a verzidja, amikor Y a kétdimenziés tér, és a feltételes eloszlasok logisztikusak.
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Mi4s irdnyt specializdldsa a modellnek a Boole faktoranalizis. Itt annyit fejlesztet-
tem a modellen, épp az altaldanos modell szellemében, hogy a modell adta biteket
még atkilldom egy zajos csatornén.

A circularis dichroismus goérbéinek felbontasa

A fehérjék ismertté valt térszerkezetei azt mutatjak, hogy van benniik néhany j6l
azonosithaté, bizonyos egyszertisitéssel ismétl6dének mondhaté szerkezeti elem.
Ezek koziil a két legfontosabb az alfa hélix és a béta red6. Az alfa hélix spiral
alaki, a béta redd farészfog alaki. A poldros fényt ezek a szerkezeti elemek a
hullamhossz fiiggvényében j6l azonosithaté médon forgatjdk el. Ez a jelenség a
circuldris dichroizmus. Egy fehérje elforgatdsi gérbéje a komponenseihez tartozé
gorbék keveréke. Ezt a gorbét sokkal egyszertibb kimérni mint a térszerkezetet, és
ha fel tudjuk bontani a komponenseire, akkor az egyes térformék aranyat kapjuk.

Jeloljiik a mérésb6l kapott gorbék halmazat F-fel, a komponensek szaméat k-
val, az egyes komponenseket g1, ..., gk-val. Az a feladat, hogy adott F-hez és k-hoz
keressiik azt a g,..., g fliggvényhalmazt, amelyre 5 feF d(f,91,--.,9x) minimé-
lis, ahol d(f,¢1,...,9x) az f fliggvénynek a g1, ..., gr fiilggvények altal kifeszitett
altért6l Lo-ben mért tavolsdga. Ennek a feladatnak ismert a megolddsa. Az is is-
mert, hogy &ltaldban csak a g¢i,...,gx fiiggvények altere van egyértelmiien meg-
hatdrozva, maguk a fliggvények nem. Azt javasoltuk, hogy a fiiggvényeket azaltal
tegyiik meghatarozotta, hogy megkoveteljiik, hogy az dltaluk meghatarozott szimp-
lex térfogata minimalis. gy jutottunk a kvetkezs feladatra. Adott a k-dimenzis
térben véges sok pont. Keressiik a pontokat tartalmazé szimplexek kozott a mini-
malis térfogatit. Fejes T6th Gabor ttlete alapjan ez a feladat a kovetkezé algebrai
alakra hozhat6. Adott egy k& X n méretdi C matrix, amelynek elemei nem negati-
vak, és az oszlopok tsszege 1. Megengedett lépés az, hogy az egyik sort elhagyjuk,
a tobbit tetszés szerinti pozitiv szdmokkal megszorozhatjuk arra tigyelvén, hogy a
csonka oszloptsszegek ne valjanak 1-nél nagyobba. Ezutan kipétoljuk a kihagyott
sor elemeit gy, hogy az oszloptsszegek djra eggyel legyenek egyenlek. A meg-
engedett lépéseket tetszés szerinti sorrendben és szdmban alkalmazhatjuk egymads
utdn. A feladat a kdzben hasznélt szorzé szamok szorzatdnak a maximalizaléasa.

Ha rogzitjiik az elhagyott sort a szorzék szorzatdnak maximalizdldsa az dgy
nevezett Bregman-algoritmussal érhet6 el. Az igy kapott komponens gérbék jo
egyezést mutatnak azoknak a fehérjéknek az ered6 gorbéivel, amelyekben az egyes
szerkezeti elemek tisztan fordulnak elé.

A C matrix elemei keverési aranyok, ezért nem negativok, és az osszegik
ezért egy. Ezek a kényszerfeltételek valészintileg sok mas feladatban fellépnek, ahol
faktoranalizist alakalmaznak. Szdmomra nehezen érthets, hogy el6ttiink mésok
miért nem iitkoztek ebbe. Amit én itt csindltam, az nem sok, csak egy hosszi
it elss lépése.
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Gabor Tusnady: Factor analysis

Following the ideas of Margit Ziermann we developed a generalization of dynamical
factor analysis. Given a probability measure in the product of measurable spaces a
factor splitting means an embedding of the product space into a larger one having
the property that the original component spaces are conditionally independent.
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JELENTES AZ 1997. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1997. november 7. és 17. koz6tt rendezte
meg az 1997. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékversenyt. A versenyen ko-
zépiskolai tanuldk, egyetemi vagy f6iskolai hallgaték, valamint 1997-ben egyetemet
illetve f6iskolat végzettek vehettek részt.

A verseny megrendezésére a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a kovetkezé
bizottsagot jelolte ki: Gy6ry Kalmén (elnok), Gilanyi Attila, Hajdu Lajos (titkdrok),
Araté Matyas, Bacsé Sandor, B6di Béla, Brindza Béla, Daréczy Zoltan, Domosi
P4l, Dragélin Albert, Fazekas Istvan, Gadl Istvin, Kormos Janos, Nagy Péter, Pap
Gyula, Péles Zsolt, PethG Attila, Szab6 Jozsef, Szaz Arpad, Székelyhidi Laszlo,
Szilasi J6zsef, Sztrik Janos, Taméssy Lajos. A bizottsag munkijaban Molnar Lajos,
tovabbd Pap Gyula helyett IspaAny Marton is részt vett.

A bizottsag 10 feladatot ttizott ki. E feladatokat — sorrendben — Karolyi Gyula,
Ruzsa Imre, Brindza Béla, Csdkany Béla, Csirmaz Laszl6, Totik Vilmos, Pales
Zsolt, Molnar Lajos, Szilasi J6zsef valamint Tusnady Géabor bocsétotta a bizottsag
rendelkezésére.

A versenyre 26 versenyzd 97 megoldést nytjtott be, amelyek koziil 52 bizonyult
teljesnek. A beérkezett megoldasok értékelése utdn a versenybizottsag a kdvetkezd
dontést hozta:

L dijban és 9000 F't pénzjutalomban részesiil Szegedy Baldzs, az ELTE V. éves
hallgatéja;

II. dijban és 6000 F't pénzjutalomban részesiil Frenkel Péter, az ELTE 1. éves
hallgatéja, Pap Gyula, az ELTE I. éves hallgatéja;

III. dijban és 4000 Ft pénzjutalomban részesiil Braun Gdbor, az ELTE I. éves
hallgatéja, Kdlmdn Tamds, az ELTE V. éves hallgat6ja, Matolcsi Mdté, az ELTE
V. éves hallgatéja;

Dicséretben és 2000 Ft pénzjutalomban részesiil Timdr Addm, az JATE III.
éves hallgatéja;

Kiilon dicséretben és 1000 Ft pénzjutalomban részesiil Bérczi Gergely, a szegedi
Sagvari Endre Gimnézium 12. oszt. tanul6ja.
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Indoklas

Szegedy Baldzs megoldotta az 1., 2., 3., 4., 5. és 10. feladatot. A 6. feladatra
adott megoldédsa hidnyos, a 7. és 8. feladat megold4dsa sordn részeredményeket ért
el. A versenyzok koziil egyediil 6 oldotta meg a 2. és 10. feladatot.

Frenkel Péter megoldotta az 1., 3., 4., 5. és 6. feladatot. Az 1. feladatra
benytjtott megolddsa kiemelkedd.

Pap Gyula megoldotta az 1., 3., 4., 5. és 6. feladatot. A 4. feladatra két elvileg
kiilsnbozd, teljes megoldast adott, a 6. feladatra benytjtott megoldasa kiemelkedd.

Braun Gdbor megoldotta az 1., 3., 4. és 6. feladatot. A 6. feladatra adott
megoldésa kiemelkedd.

Kdlmdn Tamds megoldottaaz 1.,4., 5. és 9. feladatot. A 9. feladatra benyuijtott
megoldasa kiemelkedd, a 6. feladatra részmegoldast adott. Egyediil 6 oldotta meg
a 9. feladatot.

Matolesi Mdté megoldotta az 1., 3., 4., és 5. feladatot, a 6. feladatra adott
megold4sa hidnyos, a 7. feladat megoldasa sordn részeredményeket ért el.

Timdr Addm megoldotta a 4., 5. és 6. feladatot, az 1. feladatra hidnyos meg-
oldast adott.

Beérczi Gergely kozépiskolai tanulé megoldotta a 4. és 5. feladatot.

Az 1997. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékverseny feladatai

1. Definidljuk minden k pozitiv egész szamra grafoknak egy G osztilyat a ko-
vetkez6 médon. Egy G = (V, E) graf pontosan akkor eleme Gi-nak, ha létezik
éleinek olyan ¢ : E — [k] = {1,2,...,k} szinezése, hogy a csicsok tetszéleges
¢ : V — [k] szinezése esetén taldlhat6 a grafnak olyan e = {z,y} éle, melyre
o(z) = ¢(y) = ¥(e). Bizonyitsuk be, hogy léteznek ¢; < cp pozitiv konstansok az
alabbi két tulajdonsaggal:

(i) minden Gi-beli grafnak legaldbb c; k? cstcsa van;

(i) van Gi-ban olyan graf, melynek legfeljebb cok? cstcsa van.

2. Legyen A = {1,4,6,...} azon n természetes szdmok sorozata, melyekre n
paros szami, n+ 1 pedig paratlan szami primszam szorzata (az ismétl6dé primeket
multiplicitassal véve). Bizonyitsuk be, hogy az A elemeinek reciprokaibél képzett
sor divergens.

3. Jeldlje fo(X) € Z[X] aII}_; (X + j — 1) polinomot. Mutassuk meg, hogy
ha az a és 3 szmokra fige7(@) = figeq(B) = 0, akkor fige7(a) # fi999(8)-

4. Egy 0 — 1-métrix elemi véltoztatdsin egy elemének és vele egyiitt Osszes
vizszintes, fiiggsleges és 4tl6s szomszédainak (0-rél 1-re vagy 1-r6l O-ra val6) meg-

valtoztatasat értjilk. Zérusmatrixsza alakithaté-e minden 1791 x 1791 tipusa 0 —1-
matrix elemi véltoztatdsokkal?
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5. Legyen a; > a2 > a3 > a4 > ... nulldhoz tart6 sorozat. Egy egység
oldali négyzetbe a; sugari koroket tesziink atfedés nélkiil egészen addig, mig tobb
mér nem fér el. (Kordbban letett kért nem szabad elmozditani.) Ezutdn ay sugart
koroket helyeziink a megmaradt részbe addig, amig t6bb mar nem fér el. Folytassuk
ezt az eljarast az as,aq,... sugara korokkel. Mekkora lehet a korok altal lefedett
rész teriilete?

6. Legyen k végtelen szamossag és legyenek A, B k szamossagi halmazok.
Konstruédljuk meg f : A — B fiiggvényeknek egy olyan 2" szdmossagi F csaladjat,
hogy akarhogyan vélasztunk véges sok kiilsnb6z6 fi,...,fn € F figgvényt és
tetszbleges by, ...,b, € B elemeket, mindig van olyan a € A, amelyre fi(a) = by,

sa TalE)i=Dhs

7. Legyen G egy Abel-csoport, 0 < e <1és f : G — R" egy olyan fiiggvény,
amely kielégiti az

[ f(@+y) = f(2) = f)|| < ellF @) (z,y) € G°

egyenl6tlenséget. Igazoljuk, hogy ekkor léteznek olyan A : G — R™ additiv és
¢ : A(G) — R folytonos fiiggvények, hogy f = p o A.

8. Legyen H végtelen dimenziés szeparabilis komplex Hilbert-tér és jelolje
B(H) a M korlatos lineéris operdtorainak algebrajat. Tekintsiik az

loo (N, B(H)) = {(4n) | 4n € B(H) (n € N), sup | A,]| < 00}

és a
C(BN,B(H)) = {f : BN — B(H)| f folytonos a B(H)-beli norméara nézve }

algebrakat a pontonkénti miiveletekkel és a szuprémumnormaval. Mutassuk meg,
hogy ezen C*-algebrak nem izometrikusan izomorfak. (Itt SN jeloli a természetes
szamok halmazanak Stone-Cech kompaktifikaltjat.) .

9. Legyen adva egy (M,g) Riemann-sokasig. Terjessziik ki a g metrikus
tenzort a T M érintGsokasagra a kovetkezo elGirdssal: ha a,b € T,TM (v € T,M),
akkor

Gu(a,b) := gp(&(0), 5(0)) + g,(DaX (0), DgY (0)),

ahol a, 3 olyan M-beli gorbék, hogy a(0) = 4(0) = p; X és Y a- illetve S-menti
vektormezs az X (0) = a, Y(0) = b feltétellel; D, és Dg a Levi-Civita konnexi6
szerinti, a megfelel6 gorbék menti kovaridns derivdldas operatora. Harmonikus-e az
(M, g) Riemann-sokaség energiafiiggvénye a (T'M, §) Riemann-sokasagon?
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10. Rendeljiink egy n-dimenziés kocka csicsaihoz fiiggetlen standard normélis
eloszlast val6szintiségi valtozokat. Egy csiicsot mondjunk nagyobbnak egy mésik-
nél, ha a hozzérendelt szdm nagyobb mint a mésikhoz rendelt. Definidljunk egy
bolyongést a csticsokon a kovetkezd szabalyok szerint:

a) a kezd6pontot az 8sszes csics kozill egyenls val6sziniiséggel valasztjuk,

b) ha utunk sordn olyan pontba jutunk, amelyhez taldlhaté a vele szomszédos
csicsok kozott nala nagyobb, ezek koziil egyenl6 valosziniséggel valasztjuk a
kovetkezs pontot,

c¢) ha ilyen nincs, megéllunk.
Igazoljuk, hogy tetszéleges pozitiv e-hoz taldlhat6 olyan K, hogy

P(A> Klogn) <e

teljesiil minden n > 1 mellett, ahol A a bolyongés lépéseinek a szdma.

A megoldasok ismertetése

Az 1. feladat megoldasa

Grafon az alabbiakban egyszeri grafot értiink. Megmutatjuk, hogy minden Gj-beli grafnak leg-

24 (*
alabb 24+ 14243+ -+ (k—1)=2+ (:) csticsa van. (Mivel —kg?l — %, ez bizonyitja, hogy

barmely pozitiv e-ra ¢; = % — € megfelel, ha k elég nagy, illetve ¢; = %inf (1 - % + f,—) P i—

megfelel minden k-ra).

Teljes indukciéval bizonyitunk. k = 1-re allitdsunk igaz, mert egy G1-beli grafnak nyilvan
legalabb 2 csicsa van. Tegyiik fel, hogy k > 2, és k-nal kisebb egészekre igaz az allitas. Legyen
G € Gy, IV(G)] = n. Legyen 1 a G-nek egy, a feladat szerinti tulajdonsigt élszinezése. G-nek
legfeljebb (’2‘) éle van, tehat van olyan szin, mely legfeljebb (z—) élen szerepel. Feltehetjiik, hogy ez
a k szin. Legyen H a k szin(i élek alkotta részgraf. Ekkor IV(H)l =mn, |E(H)| < Q Azt allitjuk,
hogy H-ban van (k — 1) fiiggetlen pont. Ellenkezé esetben ugyanis H-nak legaldbb annyi éle
volna, mint annak a 7" grafnak, melyet tgy kapunk, hogy az n pontot a lehets legegyenletesebben
(k — 2) részre osztjuk, és két pontot pontosan akkor kétiink 6ssze, ha egy osztalyban vannak (ez
a Turéan-tétel klikk helyett antiklikkre fogalmazott valtozata). Ha T-ben az osztéilyok elemszama

ay,az,...,ai_z, akkor — felhasznalva (;) konvex voltat —
k—2
a; ) (523 —1)
|B(T)| = 2; (5) 2 le=2)(*7) =—0—
=

Az ellentmondashoz elég volna megmutatni, hogy ez nagyobb, mint -(z—), azaz, hogy 75 — 1>
"k;l. Ez ekvivalens algebrai lépésekkel n > (k;l) alakba irhaté. Ez viszont kévetkezik az
indukciés feltevésbél, és abbél, hogy G, C Gr_1. (Ha ugyanis G € Gy, akkor a G-nek a feladat

szerinti k-élszinezésében a k szini éleket (k— 1) sziniire atfestve a feladat szerinti (k—1)-élszinezést
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kapunk: V¢ : V — [k — 1]-re van egy csticsaival megegyez§ szinfi él az eredeti élszinezés szerint,
és ez nem lehet k szini, tehat az 0j szinezés szerint is ilyen.)

Ezzel belittuk, hogy H-ban van (k — 1) fiiggetlen pont, legyen egy ilyen (k — 1) ponti
halmaz A. Ekkor G — A € Gj_;. Ha ugyanis ¥-t megszoritjuk G — A-ra, akkor G — A-nak a
feladat szerinti 9’ élszinezését kapjuk (k — 1)-re: ha volna olyan ¢ : V(G — A) — [k — 1], hogy
nincs ¢(z) = ¢(y) = ¢'(e)-t kielégits e = {x,y} él, akkor ezt a p(a) = k (a € A) utasitas szerint
kiegészitve sem lesz ilyen él G-ben, mert G — A-ra ezt feltettiik (itt irhatunk v’ helyett 1-t, mert
G — A-ban nincs k szind pont), G — A és A koéz6tt nem lesz ilyen él, mert G — A pontjai nem
k szinfiek, A pontjai k szinfiek; és A-n beliil sem lesz, mert A fiiggetlen ponthalmaz H-ban, igy
nincs benne k szind él.

Tehat G — A € Gi-1, igy V(G — A) > 2+ (*3) (indukcios feltevés), tehat V(G) >
24 (kgl) +(kk—-1)=2+ (;), és készen vagyunk.

Megmutatjuk, hogy c2 = 4 megfelels. A Csebisev-tétel szerint van olyan p prim, hogy
k < p < 2k. Legyen Fp a mod p maradékosztélyok teste. Legyen V(G) = Fg, és a,b,c,d,i € Fp,
a#c i€{0,1,...,k— 1} esetén huzzunk be (a,b) és (c,d) kozott egy (i + 1) szinf élt, ha F-ben

d—b
c—a

=4,

(1)

Ez a relacié nyilvan szimmetrikus az (a,b) és a (c,d) parra; és tranzitiv a V(G)-n értelmezett
»& = y vagy az {z,y} él be van huzva i + 1 szinnel” relacié: d — b = i(c — a), f —d = i(e — ¢)
esetén f —b = i(e — a). Tehat az 7 + 1 szin{ élek alkotta részgraf minden komponense teljes
és p pontl, mert régzitett a, b, i esetén fussa be ¢ az Fp \ {a}-t; a p — 1 eset mindegyikében
pontosan 1 megoldasa van d-re nézve az (1) elséfoku Fp-beli egyenletnek. Ezért a komponensek
szama £ = p. Ha ¢ a pontok egy k-szinezése, akkor p2 > kp miatt van olyan szin, melyet
legalabb p + 1-szer hasznal, tehat az illet& szin szerinti komponensek kéz6tt van olyan C, melyben
a szint legalabb kétszer hasznélja: ¢(z) = p(y). A komponens teljes, igy {z,y} = e € E(C), és
Y(e) = p(z) = ¢(y)-
Ezzel belattuk, hogy a fent definialt v élszinezés kielégiti a feladat feltételeit. Mivel |V (G)| =
p? < 4k?, ez igazolja allitasunkat.
Frenkel Péter megolddsa alapjdn.

A feladatra 13 versenyzd nyujtott be dolgozatot. Frenkel Péter megoldasa kiemelkedd. Braun
Gébor, Kalman Taméas, Matolcsi Maté, Pap Gyula, Pete Gabor és Szegedy Baldzs megoldasa
teljes. Elekes Marton, Hegedtis Pal, Tichler Krisztidn és Timéar Addam részmegoldast adott.

A 2. feladat megoldasa

Jeldlje w(n) az n szdm primosztéinak szamat multiplicitassal szamolva, és legyen A(n) = (—1)
a Liouville fiiggvény. A persze teljesen multiplikativ, azaz mindig A(mn) = A(m)A(n), és

w(n)

) L(z) =Y A(n) = ofa),

n<lz

ami a primszamtétellel ekvivalens.

Legyen
B={n:An)#An+1)}.

Ha
B ={bh <bs <,

akkor A = {b1, b3, bs,...} minden masodik B-beli elemet tartalmazza. fgy elég belatni, hogy B
elemeinek reciprokosszege divergens.
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Jelslje M; a B halmaz elemeinek szamat a J; = [2°~1,2' — 1] intervallumban. Allitdsunk
persze ekvivalens azzal, hogy a Z M; /2" sor divergens. Tegyiik fel, hogy ez nem igy van. Ekkor
talalunk olyan k szamot, hogy

(2) > M2 < 1/6.

i=k

A folytatés alapgondolata a kévetkezs. Ha ismerjitkk A(n) értékeit Ji-ben, akkor ismerjiik
Ji41 paros szamain is, sorra az el6z6 intervallum szamainak ellentettjei. Ha most A(n) és A(n+1)
csak ,ritkdn” kiilonbdzhet, akkor ismerjiik J; 41 legtébb péaratlan szdmén is, kevés kivétellel annyi,
mint az el6z6 paros szamon. Ezt ismételve azt fogjuk kapni, hogy A értékei lényegében hosszi
homogén blokkokbél allnak, ami ellentmond (1)-nek.

Pontosabban, legyen

oR—y O |
Se= ) AT Y A@i+i).
j=2k—1 i=0

Ekkor Sp = 2F—1. Mivel A(27t1j) = A(2)A(275) = —A(27), ezért

akiy v+l o1
Gpif — B8 = Z ,\(2’]')( Z —A(2'+1j+i)—22A(2’j+i)> =

j=2k-1 i=0 =0
2k -1 2"-1
= Z A(275) Z (= 2@ 5 +20) = A2 4 2i + 1) — 20(275 + 0)).
j=2k-1 i=0

Am \(27j +1) = —A(27F1j + 2i), igy a fenti 6sszegben a nagy zérdjeles tag értéke
A2 4+ 24) — A2 4 20 4+ 1).
Ennek abszolit értéke 2 vagy 0 aszerint, hogy 2"+1j + 2i € B vagy nem. gy tehat
[Sr4+1 —28r| £ 2Mg i

Ezt elosztjuk 2k+7+1_pel:

Sr41 Sr Migr41
9k+r+1 ~ 9k+r | = T ok+r
Ezeket tekintve r = 0, ..., R—1-re a haromszog-egyenlétlenség és (2) miatt (és mert Sp/2%F = 1/2)
1 Sr i
(3) ’5—2k+n|52(Mk+1/2+ +-) < 1/3.

Maésrészt fix k mellett 7 — oo esetén (1) miatt
2k—1

= Z M2 ) (L(27G +1) = 1) = L275 - 1)) = 0(2"),

j=2k=1
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igy nagy R-re (3) nem é&llhat fenn.
A feladat kit@z6jének megolddsa alapjdn.

A feladatra 8 dolgozat érkezett. Szegedy Baldzs megoldasa teljes.

A 3. feladat megoldasa

Ha p primszam, akkor a Z[X] polinomgyfrtben fp(X) = X?—X (mod p) és f,(X) = —1 (mod p)
(1d. pl. Turan P&l, Gyarmati Edit: Szdmelmélet, kézirat, Tankényvkiadé, Budapest, 1985). Az
Eisenstein ,kritérium” alkalmazasaval adédik, hogy f;, irreducibilis, tehat az o és B definialé
polinomjai f{g9, €s figgq, mivel 1997 és 1999 ikerprimek.

Jelolje K a Q(a, B) algebrai szamtestet és Ng/g(7) a 7 € K elem K-ra vonatkozé relativ
norméajat. A relativ norma multiplikativ, ezért

Fio07(0) ... figer(—1996) \ K:Q(a
o) = (Lo A (1000 o,
tovabba e T e
- K:
N!K/Q(leQQ(,B)) = ( 1999 lggg}ggg )[ x> Q(ﬁ)],

ahol [K : Q(a)] és [K : Q(B)] a K fokszamat jelslik a Q(a) illetve Q(B) testek felett. A jobboldalon
all6 tortek f,(X) = —1 (mod p) miatt nem egyszerisithetsek, igy (még) az fioo7(c) és fi900(8)
normai sem lehetnek egyenlGek.

A feladat kitiz65ének megolddsa alapjdn.

A feladatra 10 versenyzé nyujtott be megoldast. Braun Gabor, Elekes Marton, Frenkel
Péter, Hegediis Pal, Matolcsi Maté, Pap Gyula és Szegedy Baldzs megoldasa teljes, Pete Gabor
részeredményeket ért el.

A 4. feladat megoldasa

I. megoldas. Eszrevessziik, hogy két elemi valtoztatis sorrendje kézémbos, tovabba ugyanaz az
elemi valtoztatds (azaz a matrix ugyanazon helyén 4ll6 elemnek és szomszédainak megvaltozta-
tédsa) kétszer végrehajtva a maétrixot nem valtoztatja (a mondat els6 része miatt akkor sem, ha
ezeket nem kézvetleniil egymas utan hajtjuk végre). Elemi véltoztatdsok minden sorozata helyet-
tesithetd tehat kiilonbozd elemi atalakitdsok egy halmazdval, ennélfogva maga is megadhaté egy
1791 x 1791 tipusG 0 — l-métrixszal (a tovdbbiakban a jelz6ket elhagyva réviden: mdtrizszal),
amelyben a (szomszédaikkal egyiitt) megvéltoztatandé elemek helyén 1 ll, masutt 0. Ezért elemi
véltoztatasok sorozata helyett beszélhetiink valtoztatdsmatrixrél. Azt a matrixot, amellyé az A
matrixot a B valtoztatdsmatrix valtoztatja, jeloljik B(A)-val. A feladatban szerepls kérdés te-
hat az, hogy van-e minden A matrixhoz olyan V4 véltoztatdsmatrix, hogy V4(A) = O, ahol O a
zérusmatrix jele. Amde V4(A) = O ugyanazt jelenti, mint V4(0) = A, ezért a kérdés az, hogy
az 8sszes matrixok halmazanak v : B +— B(O) énmagaba valé leképezése sziirjektiv-e, amit a
skatulyaelv miatt ugy is kérdezhetiink, hogy v kolcsénosen egyértelmii-e.

Tegyiik fel, hogy nem. Legyenek Bj, B kiilénb6z6 matrixok, amelyekre B1(0O) = B2(O).
Akkor a B és By egymds utani végrehajtasaval torténd valtoztatassorozat O-t O-ba viszi at;
masrészt ennek a valtoztatdssorozatnak az eredménye ugyanaz, mint a By + Ba(# O) matrixé,
ahol + a mod 2 osszeadas. Feltevésiinkbél tehat kovetkezik, hogy van olyan C métrix, amely
nem zérusmatrix, és amelyre C(O) = O. Nevezziik az ilyet lusta mdtriznak (hiszen nem csinal
semmit).

Ha van lusta matrix, akkor van olyan lusta matrix is, amely a vizszintes kézépvonalara (azaz
a 896-odik soréra) vonatkozéan szimmetrikus. Mert, ha C; lusta, de nem ilyen, akkor tiikrozziik
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kozépvonaldra. Kapjuk a C2 matrixot, s ekkor C1 + C2 mar a kivant tulajdonsagi lesz. Ugyanezzel
a fogassal taldlunk olyan D lusta maétrixot is, amely mindkét kézépvonalara nézve szimmetrikus.

D mindkét kézépvonala sziikségképpen vagy csupa 0, vagy 110110...011011 alakii. Ellen-
kez& esetben ugyanis D(O) nem lehetne zérusmétrix, mert valamelyik kozépvonalan lenne 1 (itt
felhasznaljuk azt, hogy D kétszeres szimmetridja miatt egy kézépvonal minden helye D azon a
kézépvonalon kiviili 1 elemei kéziil paros szamiival szomszédos, és igy D(O) barmelyik kézépvona-
lanak minden eleme csak D ugyanazon a helyen &ll6 elemétél és annak ugyanazon a kézépvonalon
levé szomszédaitdl fiigg). A masodik lehetéség azonban nem éllhat fenn, mert 1791 nem 3k + 2
alakd.

Ebbél kévetkezik, hogy D-nek mind a négy 895 x 895 tipusi sarokalmétrixa is lusta. Ezek
ugyanis zérusmatrixot csindlnak az 1791 x 1791 tipusi zérusmatrix megfelel6 sarokalmatrixai-
bél, mégpedig kiviildllé elemen végrehajtott elemi valtoztatdsok segitsége nélkiil (erre kellett a
kézépvonalak ,kiiiritése” ). Van tehat 895 x 895 tipust lusta matrix is. Ezt a meggondolast megis-
mételve nyerjiik n? tipusi lusta matrix létezését az n = 447,223,111, 55, 27, 13 értékekre, és végiil
n = 6-ra. :

Megint a skatulyaelv alapjan ez azt jelenti, hogy 6 X 6 tipusti 0—1-métrixokra — ezentil ezeket
nevezziik réviden métrixoknak —a ¢ : B +— B(O) leképezés nem sziirjektiv. Ezt megcéfolﬁénk, ha
minden (%, j) parhoz (1 < 7,5 < 6) taldlnank olyan B;; matrixot, amely O-nak egyetlen, mégpedig
az i-edik sora j-edik helyén 4ll6 elemét véltoztatja meg (mas széval, amelyre (B;;) éppen az E;;
elemi matrix), mert ekkor bdrmely B = (by;) matrixra X

( Z B.-,-)(O) =B.

b;j=1

Az elemi valtoztatasok szimmetrikus volta miatt elegendé, ha az (z,7) = (1,1), (1, 2), (1, 3),(2,2),
(2,3), (3, 3) indexparokhoz talalunk ilyen matrixokat. Erre harom lehetséges médszer:
(1) Oldjuk meg a
6
Z ‘P(Era) *Trs = E‘J

ro=1

linedris egyenletrendszert a kételemii test felett. Ha z,, maris a megoldisokat jeldli, a
B;j = (xrs) métrixra ¢(B;j) = Bi; = E;j. Ez nem szép médszer, mert 36 egyenletiink
és ugyanannyi ismeretleniink van, mégpedig hatszor; igaz, a MAPLE masodpercek alatt
boldogul vele.

2) Ugyanezeket a B;; métrixokat ki is lehet taldlni (egyszeriiek és szépek):
J

00 0 000 000000
04 1 0 11 T (1 W) O A
(T O O T | S FiaLeny
Bu=1500000|" B2=|l00 000 0]"
01 1 0 1 1 I 1 0N L1
0F = Oy N0 1. 4 1 1 T VG ¢ O R |
00 0 000 1. @ 1 0 g A
110000 e e L O T
110000 1 4 470 1, i
Bu=lo 00000 B2=|000 000/
110000 1 4 1 9 1 1
ix T 10r ‘08 10} 10 i 9 Aol 1 i
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B3 = ) B3z =

e O e e
e O b b
cococoocoo
(= i — A — N — i — i —
ococoocoo
cocoocoo
COO0O - =
COO O - =
o oo ooo
cocoocoo
cocooocoo
OO0 O00C

(3) Tekintsiik az E;j,cp(E;j),i,oz(E;j)( = go(tp(Egj))),... matrixokat. E sorozatban sziikség-
képpen ismétlédés lép fel, s ha az els6 ismétl6d6 matrix nem E;; lenne, akkor ¢ nem lenne
kélcsonosen egyértelmi, ahonnan a feladat kérdésére nemleges vélasz kovetkeznék. Am trivi-
alis szamolassal azt kapjuk, hogy a hat megvizsgiland6 eset mindegyikében ¢'*(E;;) = E;j,
és ©*(Eij) # ¢'(Eij), ha 0 < k < | < 14. Innen pedig Bij = ¢'3(E;;). (Ha igy jarunk el,
hat helyett csak négy esetet kell megnézniink, mert Lpz(E]]) = E33, s ezért B3z = ¢(E11),
tovabba pr(En) éppen Ej; centralis tiikrozottje, s ezért Bop a ¢?(E11) métrix centrélis
titkrozottje.)

A cafolathoz sziikséges matrixokat eldallitottuk, nem létezik tehat 6 x 6 tipusi lusta 0 — 1-
matrix. Ezért a feladat kérdésére a valasz igen.

A feladat kit@iz67ének megolddsa alapjdn.

II. megoldas. Jeldlje Mi791(F2) a kételemi test feletti 1791 x 1791-es matrixok halmazait,
valamint M;; € Mi701(F2) annak az elemi valtoztatdsnak a matrixat, amely az i-edik sor j-
edik eleméhez, mint megvaltoztatandé elemhez tartozik. A feladatban szerepls kérdés ekvivalens
azzal, hogy az M;; alaka matrixok 1 < 4,j < 1791-re generaljak-e az M1791(F2)-t.

Legyen V = Fé”gl) az Fy feletti 1791 dimenziés vektortér és A; € V az a vektor, amelynek
i-edik koordinatija és annak szomszédai 1-gyel egyenl&ek, a tébbi koordinataja pedig 0. Legyen

6:{0, hai=1 (mod 3),
N 1 kiilénben.

1791
Ekkor Z = E eiAi = e1 = (1,0,...,0), mivel 3 | 1791. Ha X € V tetszbleges, akkor az A;-k

1=
linedris kombinaciéjaval megkaphatjuk azt a vektort, amelynek minden koordinitaja egyezik X-
ével, kivéve esetleg az els6t. Ezek utdn Z segitségével X-et is elgallithatjuk. Tehat az A; vektorok,
i=1,...,1791-re, generaljak V-t.

Az Myj,..., My791; métrixok (melyekben egymds alatt j = 1 és 1791-re ketts, kiilonben
harom egyforma V-beli elem all) felhasznéaldsaval linearisan kikombinalhaté minden olyan K;;
matrix (1 < 7,5 < 1791), melynek i-edik sordnak j-edik oszlopdban és annak vizszintes szom-
szédaiban 1 &ll, a tébbi helyen 0. A Kji,..., K;1791 métrixok linearis kombinéciéjaként pedig
elall minden E;j (1 < 4,7, < 1791) elemi matrix (melyeknek az i-edik sor j-edik eleme 1, t6bbi .
eleme pedig 0). Felhasznélva, hogy az elemi matrixokkal generalhaté az Mi791(F2), kapjuk, hogy
a feladat kérdésére a vélasz igen.

Megjegyezziik, hogy a feladat 1791 helyett barmilyen nem 3k + 2 alakii természetes szimra
atfogalmazhaté, s a megoldas hasonléan végezhetd.

Pap Gyula és Szegedy Baldzs megolddsa alapjdin.

A feladatra 20 dolgozat érkezett. Pap Gyula két, lényegesen kiilénbszs teljes megoldast
adott. Bérczi Gergely, Binder Tamés, Braun Gébor, Frenkel Péter, Hajdu Sandor Zoltan, Hegedfis
Pal, Imreh Csanad, Kalmén Tamds, Langi Zsolt, Matolcsi M4té, Matrai Tamas, Mester Péter,
Nagy Katalin, Pete Gabor, Szegedy Balazs, Tichler Krisztian és Timar Adam megoldéasa teljes.
Elekes Marton részmegoldast adott.
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Az 5. feladat megoldasa

Legyenek a korok a megadott sorrendben ki, k2, ... . Ezek koziil a; sugarud az elsé n;. A kovetkezd
ng sugara ag, stb. Most vegyiik az els§ ny +na + - -+ + ny kért ahogy vannak, a maradék korsket
pedig nagyitsuk ki a kézéppontjukbdl kétszeresiikre. Ezek a korok le kell, hogy fedjék a négyzetet.
Ha nem, akkor a négyzetnek van egy le nem fedett P pontja; ez nincs az els6 ny +na+- - -+ny, korlap
egyikén sem, legyen tivolsiga ezen kérlapok mindegyikétsl nagyobb, mint am (m > k). Most a

" P koriili am sugari kor am,,-nél nagyobb tavolsigra van mindegyik a,, sugari kor kézéppontjatol,
hiszen P egyik ilyen kér kétszeresében sincs benne. Ezért a P kériili a,, sugari kér nem metszi
egyik am sugari (és azt megel6z8) kért sem. Ez ellentmond annak, hogy addig tettiink a,, sugari
koroket, amig tobb mar nem fér.

Jelolje t1,ta,. .. a korok teriiletét. Ekkor E t; < 1. Ezért a farokosszegek nulldhoz tartanak.
Ugyanakkor van végtelen sok m index, hogy z t; + z 2t; > 1, ami csak dgy lehet, hogy

i<m i>m
Z t;=1.
A feladat kit@zé6jének megolddsa alapjdin.

A feladatra 21 versenyzé nyujtott be dolgozatot. Bérczi Gergely, Elekes Marton, Frenkel
Péter, Imreh Csanidd, Kalman Tamdés, Langi Zsolt, Matolcsi M4até, Matrai Taméas, Pap Gyula,
Szabé Szilard, Szegedy Balazs, és Timar Adam megoldasa teljes. Zuhdn Tamas hidnyos megoldast,
Pete Gabor részmegoldéast adott.

A 6. feladat megoldasa
Legyen K egy k szamossagi rendszam. Adott m € N természetes szamra tekintsiik a Hy, = K™ X

BY" halmazt. Ennek szamossaga: |Hm| = |K™| X |B(2) | = k- kK = k. Kovetkezésképpen
H= UmeN H,, szémossaga |w| - & = &.

Mivel H ekvivalens A-val, elegendé megadnunk a H — B fiiggvényeknek a feladatban el&irt
tulajdonsagu F csaladjat. Az fg : H — B fiiggvényt minden g € {0, l}K-ra a kovetkezSképpen
definidljuk:

fy(h) = x(g(kl)v see ag(km))v

ahol m-et a h € Hp relacié definidlja, (k1,...,km) jeloli h-nak a K™-beli, z pedig h-nak
a BUOIH peji komponensét. Ha 2 = 1,...,n-re a g; € {O,I}K transzfinit 0 — l-sorozatok
kiilonbozéek és b; € B, akkor létezik olyan h € H, amelyre fg (h) = b; teljesiil. Val6ban,
i # j esetén g; és g; legaldbb egy helyen kiilonboz&ek. Tehat megadhaté olyan kq,...,km € K
(m = ('2‘)) amelyekre g; és g; valamelyik k; helyen kiilonboz6 értétiiek. Most z-et Ggy valasztjuk
B({O'l};"—bfﬂ, hogy z-nek a (g;(k;),...,g;(km)) helyen felvett értéke legyen b; (i = 1,...,n).
Ez a valasztas lehetséges, hiszen a (gi(k1),...,9i(km)) és (g;(k1),--.,9;(km)) {0,1}™-beli m-
esek kiilonboéz6ek, ha i # j. Az x egyéb helyeken felvett értékét tetszblegesen adjuk meg. fgy
meghataroztunk olyan h = ((k1,...,km),z) € Hm elemet, amelyre fg, (h) = b;.
Tehat az F = { fglg € {0,1}¥ } filggvénycsalad eleget tesz a feladat kovetelményének.
Pap Gyula megolddsa alapjdn.
A feladatra 13 dolgozat érkezett. Braun Géabor és Pap Gyula kiemelkeds, Frenkel Péter
és Timar Adam teljes megoldast adott. Matolcsi Maté és Szegedy Baldzs megoldasa hiinyos,

Elekes Marton, Hegediis P4l, Kalman Tamés, Mester Péter, Pete Gébor és Szovati Eva a feladat
megoldasa soran részeredményeket ért el.
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A 7. feladat megoldasa

Jelsljiik B(p,r)-rel a p € R™ kériili r sugart zart gémbét. Ekkor a feladatbeli egyenlétlenség
ekvivalens az aldbbi tartalmazassal:

) f@+y) - f(=) € B(f@)ellfw)l)-

Ismeretes, hogy minden Abel-csoport amendbilis (Hewitt—Ross, Abstract Harmonic Analysis),
azaz a G-n értelmezett korlatos valés fiiggvények terén létezik transzlacié invaridns kozépérték, -
azaz egy olyan M : B(G) — R linearis leképezés, amelyre

Mfy=M) & WfsMfsaupf
G

teljesiil, ahol fi(z) = f(t + z) az f fiiggvény t-vel valé eltoltjat jelsli.
Ha f = (f1,..., fn) : G — R™ egy vektorértékii fiiggvény, akkor legyen

Mf=(Mfr,...,Mfn).

Azonnal lathaté, hogy M transzlacié invarians linearis leképezés B(G,R™)-bsl R™-be, amely
teljesiti még az aldbbi kézépérték tulajdonsagot is:

Mf € v f(G).

Az (1) feltétel szerint az ¢ — f(x +y) — f(z) fiiggvény korldtos, ezért a kézepelés az x véltozéban
elvégezhetd, és azt kapjuk, hogy

(2) A(y) := Mz [f(z +y) - f(2)] € B(F(w),ellF@)ll).-
Megmutatjuk, hogy A additiv. Valéban, y, z € G esetén

A(y) + A(2) = Mz [f(z +y) — f(2)] + Mz[f(z + 2) — f(z)] =
= Mz[f(:c +z+y)— f(z+ z)] + M:[f(:c +z)— f(z)] =
= Mz[f(z + 2 +y) — f(z)] = A(y + 2).

A (2) relacié azt jelenti, hogy
lA@) = f@ll < ells @)l

Tehat
[lla@)ll = lF@)ll| < ellf@ll-

Innen kapjuk, hogy
a-ollfwll < lawll < a +o)lls@)l.

A feladatban szereplé egyenlétlenségbél hasonléan kévetkezik, hogy

a-alls@ll < lf@+v) - 1@l < @ +o)lls Il
A fenti dsszefiiggések alapjan kapjuk, hogy

1+
=

1—¢
1+4+¢

lA@l < 5@ +v) - f@)]| < 7= AW
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Végrehajtva az y := y — x helyettesitést

14
1-—¢

l—¢

e [lA(w) - A=)]|,

lA®) — A@)|| < lIf@) - f(2)]| <

(3)

s ebbédl az egyenlétlenségbél vildgos, hogy f(x) = f(y) akkor és csak akkor teljesiil, ha A(z) =
A(y). Tehat a

¢(A(2)) = f(2) (z€G)
dsszefiiggéssel értelmezett ¢ : A(G) — R™ fiiggvény korrektiil van meghatarozva. A (3) egyenl6t-
lenségbdl azonnal adédik, hogy

;
1+

1+4¢
-,
——lle ¢l

Zlls = tll < lle(s) - el <

ami azt mutatja, hogy ¢ injektiv, folytonos és az inverze is folytonos. (Az is lathaté, hogy a ¢
fiiggvény maga is eleget tesz egy, a feladatban talalhatéhoz hasonlé egyenlétlenségnek.)

A feladat kil@z6jének megolddsa alapjdn.

A feladatra négy dolgozat érkezett: Elekes Marton, Matolcsi Maté, Pete Gabor és Szegedy
Balazs részeredményeket ért el a megoldés soran.

A 8. feladat megoldasa

Azt fogjuk belatni, hogy C(BN, B(H))-nak van olyan nemzérus reprezentaciéja (*-megérzé multi-
plikativ linearis leképezése) B(H)-n, ami eltinik a minimélis projekciék halmazan, mig
loo(N, B(H))-nek nem létezik ilyen reprezentacidja. Az allitas ebb&l mar azonnal adédik.

Egy C*-algebra nemzérus p projekciéjat (6nadjungélt idempotensét) minimalisnak nevezziik,
ha nem irhaté fel p = p1 + p2 alakban, ahol pi,p2 nemzérus projekciék, melyekre p1p2 =
0. Hatarozzuk meg C(BN, B(H)) minimalis projekciéit. Tetszéleges f € C(BN, B(H)) projekcié
esetén f értékei B(H)-beli projekciék. Ha f, s igy ”f()” is eltiinik N-en, akkor a Stone-Cech
kompaktifikacié tulajdonsagai miatt f = 0. Tehat ha f # 0 projekcié C(BN, B(H))-ban, akkor f az
N valamely pontjdban egy nemzérus B(H)-beli projekciét vesz fel értékként. Ha f-et megszorozzuk
ezen pont karakterisztikus fliggvényével, akkor projekciét kapunk. Innen mér nyilvanvalé médon
adédik, hogy ha f minimaélis projekcié, akkor f valamely N-beli pontban egy 1-rangi projekciét
vesz fel értékként, SN tébbi pontjdban pedig eltiinik. Az, hogy minden ilyen tipusu fiiggvény
minimalis projekcié C(BN, B(H))-ben, vilagos. Tekintsiink most egy p € SN\ N pontot és az
f +— f(p) médon definialt leképezését C(BN, B(H))-nak B(H)-ba. Nyilvanvalé, hogy ez egy

nemzérus reprezentacié, ami eltinik a minimalis projekciék halmazan.

Tekintsiik most az Eoo(N, B(’H)) algebra esetét. Ezen C*-algebra minimélis projekciéi ép-
pen azon sorozatok, melyek egyetlen koordinataja kiilonbézik 0-tél, s ez egy l-rangu projekcié
B(H)-ban. Legyen @ : Zoo(N, B(H)) — B(H) nemzérus reprezentacié, ami eltiinik a minimaélis
projekciékon. Vildgos, hogy ekkor @ eltiinik azon kovéges sorozatokon is, melyek nemzérus koordi-
natai véges rangi operatorok. Legyen (e, ) teljes ortonormalt rendszer H-ban és jelslje S € B(H)
az ezen bazishoz tartozé unilaterdlis shift-et. TetszSleges n € N esetén legyen P, az e1,...,en
rendszer altal generélt altérre valé ortogonalis projekcié. Ha n,m € N, akkor

(1) ®(Pn, Pn, Pn,...)®(S,5%,8%,...) = ®(P.S,P.S%, P,S3,..)=0

ugyanis m > n esetén P, S™ = 0, mig P,S™ véges rangi operator ha m < n. Tekintsiik most
az A +— P(A,AA,...) leképezését B(H)-nak énmagadba. Vildgos, hogy ez egy reprezentaciéja
B(H)-nak B(H)-n. Mivel H szeparabilis, egy nevezetes tétel miatt az ilyen reprezentaciék mind
normalisak (azaz folytonosak az egységgémb gyenge- illetve erds operator topolégidjara vonat-
kozéan). Lasd pl. R. V. Kadison and J. R. Ringrose, Fundamentals of the Theory of Operator
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Algebras, Vol II., Academic Press, 1986, 10.4.14. Corollary a 757. oldalon. Mivel a (P, ) sorozat
gyenge-hatarértéke az I identitas, ezért

lim ®(Pn, Pn, Pn,...) = ®(I,1,1,...)

a gyenge operator topolégidban. Az (1) miatt kapjuk, hogy
(8. 52,8%.. y=d(L L. 1,...)8(S,8%,8%..) =0,

ahonnan

0= &(S*,52",5%",...)98(s,82,83,...)=9(,1,1,...).
Ebbél adédik, hogy
0=9%(1,1,1,...)2(A1, A2, A3,...) = ®(A1,A2, A3, ...)
tetszoleges (A1, A2, Az,...) € Zco(N, B(H)) esetén. A bizonyitds ezzel teljes.
A feladat kitizéjének megolddsa alapjdin.
A feladatra 5 dolgozat érkezett. Teljes megoldast senki sem adott, Hegediis Pal megoldédsa

hidnyos, Szegedy Baldzs értékelhet& részeredményeket ért el.

A 9. feladat megoldasa

(a) Nézziink meg eldszor egy nagyon specialis esetet. Tekintsiik az R™ sokasagot (m € N), ellatva
a (, ) kanonikus Riemann-struktiraval (azaz a standard bels szorzattal), s legyen (e;)™, R™
szokasos ortonormélt bazisa. Erre vonatkozéan a Laplace-operétor a

n n
A= ZD? = Ze?
i=1 i=1

alakban adhaté meg (D; : f € C®(R™) — D;f € C*®(R™) az i-edik parciilis derivalds
operatora, amely természetes médon azonosithaté e;-vel). Az energiafiiggvény

E:veR™ = E():=[v||2 = (v,).

Ennek v-beli gradiense a
grad E(v) = 2v

vektor. A gradiens és a derivalt kézotti j6l ismert kapcsolat szerint
Yv,a € R™ : E'(v)(a) = (grad E(v), a);

igy specidlisan

Vv = Zvie; : D;E(v) = E'(v)(e;) = 2(v,e;) = 20° (1 <3< m).

=1

Masképpen irva: )
ei(E)(v) = 20*,
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kovetkezésképpen
e(E)v)=2 (1<i<m),

s ennélfogva most
AE =2m.

Latni fogjuk, hogy ennél tébb szamolas az altaldnos eset elintézéséhez sem sziikséges.

(b) Tekintsiikk ezutan az (M, g) Riemann-sokasagot, foltételezve, hogy dimM = m > 1.
Jelslje # : TM — M az M érintényalabjat. Az energiafiiggvény most az

E: TM — R, v € ToM — E(v) := gp(v,v) =: ||v]|?

eliras szerint hat. TetszGleges v € T'M esetén a m leképezés Tym : TyTM — Tr(,yM v-beli
érint&leképezése linedris sziirjekcié, amelynek nullterét a v-beli vertikdlis altérnek nevezziik és
Vo T M-mel jelsljiik. Az (M, g) Riemann-sokasag Levi-Civita konnexiéjanak birtokdban megkonst-
rudlhaté egy K : TTM — TM 1n. konnektor (1d. pl. Arthur L. Besse: Manifolds all of whose
Geodesics are Closed, Springer Verlag, 1978). Tetsz6leges v € TM esetén K, : T,TM — ()M
ugyancsak linearis sziirjekci6é, ennek nulltere a H,TM := Ker K, un. v-beli horizontdlis altér.
Fennall, hogy
H,TM & V,TM =T, TM.

A Tym | HyTM é K, [ V,TM linearis izomorfizmusok TpM-re; segitségiikkel —
T (v) M-16l torténd visszahtzas (,,pull-back”) révén — euklideszi tér struktiira definidlhaté H,T M-
en és V,TM-en. Ilyen médon T, T'M is euklideszi vektortérré tehet§ azzal a megkotéssel, hogy
HyTM és V;TM legyenek ortogondlisak. Ez az eljards Riemann-struktirat szarmaztat a T M
érintGsokasagon, az un. Sasaki-metrikat; jelsljiik ezt gs-sel. Egyszerien dtgondolhaté, hogy a fel-
adatben megadott § metrikus tenzor éppen a gs Sasaki-metrika.

Tetszbleges v € TM esetén kijelslhets tehat T, T M-nek egy olyan (hi,...,hm, €1,...,em)
ortonormalt béazisa, hogy h; € HyTM, e; € V,TM (1 < i < m). Az energiafiiggvény h; és e;
szerinti masodik derivaltjanak kiszamitasiahoz elegend§ a fiiggvényt olyan

a1, ...,0m, ﬁly---y,@m : [0,1] —'TM
gérbék mentén tekinteni, melyekre
@i(0) = hi, Bi(0)=e; (1<i<m).

Ilyen f3; gérbéket kénnyd megadni. Mivel VoTM = Ty Ty ()M, e; TpM-beli vektorral azonosit-

haté, s igy
Bi : [0,1] = TM, t - Bi(t):=v+te; (1<i<m)

a kivant tulajdonsagu gorbe. Az (a)-ban leirtak figyelembevételével ekkor
(1) eE=2 (1<i<m)

adédik. Alkalmas a; gérbéket tgy lehet el&illitani, hogy M-ben p-n 4tmené, T, w(h;) kezd&sebes-
ségi gorbét — példaul geodetikust — tekintiink, s ennek mentén v-t parhuzamosan eltoljuk. Mivel
a parhuzamos eltoldsok izometridk, E konstans a; mentén; s ezért

(2) h?2E=0 (1<i<m).
Az (1) és (2) bsszefiiggések alapjan megallapithatjuk, hogy
VpEM : ApE=2m #0,
kovetkezésképpen az (M, g) Riemann-sokasag energiafiiggvénye a
(TM,§) = (TM, g.)

Riemann-sokasagon bizonyosan nem harmonikus.
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Megjegyzés. Ismert, hogy ha (U, (u')™ ) térkép az (M, g) Riemann-sokaségon, f : M — R
pedig sima fiiggvény, akkor

3) Af U= e D (g""\/'éaf),

1
VG oui duk

ahol (gi*) := (gjk)‘l, G := det(gij), s a kétszer el6fordulé indexekre 6sszegzés értends 1-t&l m-
ig. Bz a kovetkez6 megoldasi lehetGségeket kindlja: szamitsuk ki g, komponensfiiggvényeit, majd
alkalmazzuk — értelemszer(ien — (3)-t. Az at jarhaté, de igen komoly technikai nehézségek adédnak,
ha alkalmatlan lokdlis bazisban dolgozunk. Egy ,alkalmas” lokalis bazist a kévetkezéképpen
kapunk: Legyen o
(x=1W), (=¥,

az (U, (u’):"=1) térkép altal indukalt térkép TM-en (ekkor z* := u' o7, y' := du'); legyenek to-
vabba F:‘j a Levi-Civita konnexié komponensfiiggvényei az M-en alapulvett térképre vonatkozéan.
Ha F:F =y (Tij* o), és

9 %0 9 :
i axi—[‘iw, ei:= — (1 <i<m),

oyt

akkor X(T'M) (hi,e;)™, lokalis bazisa ,alkalmas” lesz.
Kdlmdn Tamds megolddsa alapjan.

A feladatra egyediil Kdlman Tamas nyudjtott be dolgozatot. Az éltala adott megoldas kie-
melkedd.

A 10. feladat megoldésa

El&szér vegyiik észre, hogy a feladat megoldasa szempontjabél nem lényeges, hogy éppen fiigget-
len normalis eloszlasokat rendeliink a kocka csticsaihoz. Valéjaban arrél van sz6, hogy vessziik a
kocka csiicsainak egy véletlen permutéaciéjat az egyenletes eloszlds szerint, és akkor lépiink egy
A csicsbél egy vele szomszédosba, ha A kordbban szerepel a permutaciéban, mint az a csics,
ahova lépiink. Definidljuk ezutan az alabbi Gj stratégiat, amely ekvivalens azzal, amit a fela-
dat mond. Bolyongjunk gy a kockdn, hogy miutan beériink egy csiicsba egymdas utan egyen-
letes eloszlas szerint teszteljiik a szomszédos csiicsokat abbél a szempontbdl, egyéltalin mehe-
tiink-e oda, és mindjart menjiink is abba az elsé csticsba, ahova mehetiink anélkiil, hogy a tébbit
tesztelnénk. Jegyezziik meg, merre jartunk, és ezeket a csicsokat mar ne teszteljiik djra. Utunk
sordn szamlaljuk a tesztelt csticsokat elsének mondva azt, ahonnan indulunk (noha azt nem tesz-
teljiik). Legyen &; értéke 1 vagy 0 aszerint, hogy a t-ediknek tesztelt cstiicsba mehetiink-e. Ezek a
valésziniiségi valtozék fiiggetlennek egymastél, és

Plee=1) =1/t

teljesiil minden ¢-re, hiszen a csticsok érték szerinti sorrendje tisztan véletlen, és ezt nem befolya-
solja a bolyongési stratégiank sem. A t-dik tesztelés el6tt meglatogatott csicsok szdama

t

0 = Z €y
=1
hiszen akkor és csakis akkor lépiink az i-diknek tesztelt csiicsba, ha ¢; = 1. Legyen

ve=min{i : 1> ¢ g =1},
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ez fliggetlen az €1,...,€e¢ valtozoktol. Legyen 7 az utolsé meglatogatott csticsig tesztelt csiicsok
szama. Ekkor A\ = n,, és

PA>T)=EP(n >T |7) < E(P(ne > T)I(r < t)+ I(r > 1)) <
< P(ne >T)+ P(r > t)

minden (t,T) par esetén, hiszen régzitett T' mellett P(n: > T) t-ben monoton nem csékken.
A Markov-egyenlétlenség miatt a jobboldalon szerepl§ els§ valészintiség becsiilhets a

t
1 1 TR
P < — = — s t
(e >T) < ~Eme Tzi 7(C+loga 1)

i=1

médon, ahol C alkalmasan vélasztott konstans. Masrészt a {r > t} esemény magéval vonja a
{vt < t+n} eseményt, és

n
P({ve >t+n}) > P(etqi =0,3=1,...,n) = (1—-—1—) ;

t+n
igy i o
P(T>t)§1—(1——) i
t+n t+n
Legyen T' = K logy, n és t = Kn. Ekkor
C +logy, K 1 1 C +logy K 1 ;
P(A> K1 < —=—+4 = < — :
A>Klomm) S s TR TEF1S—®  tTEYER

ahol a jobboldal K alkalmas megvélasztasaval kisebbé tehet6 e-nal. Ezt akartuk bizonyftani.

Megjegyzés 1. A megoldasban nem &llitottuk, hogy csak akkor allunk meg, ha v¢ > t + n,
csak azt, hogy vt > t + n, esetén mar biztosan megéllunk. (Tulajdonképpen n helyett eleve
mondhatnank n — 1-et, hiszen oda nem akarunk menni, ahonnan jéttiink.)

Megjegyzés 2. Belathaté, hogy 7/n-nek van hatéareloszlasa, és ez megegyezik egy, a végtelen
szamegyenesen értelmezett standard Poisson folyamatban a

min{z : e¥ —e® > 1}

valésziniiségi valtozé eloszldsaval, ahol y az z-t6l jobbra levé pont, és = a folyamat tetszéleges
pontja. Az is beldthats, hogy A-nak a 7-ra vett feltételes hatareloszlasa 7 paraméterd Poisson

eloszlas. Igy (A — logn)/+1/logn hatareloszlasa standard normalis.
A feladat kitdzéjének megolddsa alapjdin.

A feladatra 2 dolgozat érkezett. Szegedy Baldzs megoldasa teljes.

46



JELENTES AZ 1998. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

PROKAJ VILMOS

Az 1998-as Schweitzer Mikl6s-emlékverseny szervezése 1998. szeptember kdzepén
kezd6dott el. A verseny lebonyolitasara bizottsag alakult a kovetkezd tagokbol:
Laczkovich Miklés elnok, Csaszar Akos, Fried Ervin, Freud Rébert, Pélfy Péter
Pél, Makai Endre, Ruzsa Imre, Michaletzky Gytrgy, Buczolich Zoltén tagok, Pro-
kaj Vilmos titkdr. MeglehetGsen rovid id6 allt rendelkezésre arra, hogy a feladatja-
vaslatokat bekérjiik. Ennek ellenére szeptember 30-ig igen sok, ¢sszesen 35 javaslat
érkezett. A versenyfeladatokrol a bizottsag 1998. okt6ber 5-én déntott.

A versenyt 1998. okt6éber 16-a és 1998. oktéber 26-a kozott rendeztiik meg.
A feladatsor felkeriilt az Internetre is, igy kiilf6ldon tanul6 magyar didkokhoz is
eljuthatott.

Huszonegy versenyzs, sszesen 73 megoldast kiildétt be a Bolyai Janos Mate-
matikai Tarsulathoz. Az 6todik feladat bizonyult a legnehezebbnek, erre egyetlen
egy megoldéds érkezett, amely viszont hibas volt. Ugyancsak igen nehéznek bizo-
nyult a negyedik, nyolcadik és tizedik feladat is. A negyedik feladatra egyetlen,
hibatlan megoldas, a nyolcadik és tizedik feladatra két-két megoldas érkezett, egy-
egy j6 és egy-egy hibds. Legtobben (szdm szerint tizenheten) a mésodik feladat
megoldasdval prébalkoztak. Erre a feladatra tiz helyes, 6t részleges és két rossz
megoldas sziiletett. Sokan foglalkoztak még (tizenharman) az elsé feladattal. Erre
nyolc helyes, hdrom hidnyos és két rossz megoldast kiildtek be a versenyz&k.

A beérkezett megoldasok javitdsat a bizottsag tagjai ill. a feladatok kittiz6i
végezték. A dijak odaitélésérsl a Schweitzer bizottsag 1998. december 9-én dontott.
A bizottsag egyhangilag tgy hatarozott, hogy az 1998. évi Schweitzer Mikl6s ma-
tematikai emlékverseny dijazottai: Szegedy Baldzs 1. dij és 20.000 F't pénzjutalom,
Frenkel Péter I1. dij és 15.000 Ft pénzjutalom, Papp Gyula és Abert Miklés I11. dij
és 10-10.000 Ft pénzjutalom. Dicséretben részesiiltek Mdtrai Tamds, Juhdsz And-
rds, Timdr Addm, Pete Gdbor, Bérczi Gergely, Kun Gdbor, Lippner Gdbor, Braun
Gadbor.

A dontés indoklasaképpen alljon itt a dijazottak és dicséretben részesiiltek
teljesitménye.

Szegedy Baldzs az els6, masodik, harmadik, hatodik, hetedik, nyolcadik és ki-
lencedik feladatra nytjtott be megoldast. Megoldédsai a nyolcas feladattél eltekintve
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jok, ebben a feladatban egy olyan részeredményt hasznélt, amit nem igazolt, tehét
ez a megoldasa hidnyos.

Frenkel Péter az els6, masodik, harmadik, negyedik, 6todik, hetedik és kilen-
cedik feladatra nyijtott be megoldast. Az els6, méasodik, harmadik és negyedik
feladatra adott megoldasa j6, a harmadik feladatra adott megolddsa kiemelkedé.
Az 6todik feladatot nem sikeriilt helyesen megoldania, a hetedik feladatnal csak a
trividlis résszel foglakozott. A kilencedik feladat megoldésa j6, bar kissé pontatlan.

Pap Gyula az els6, méasodik, hatodik, hetedik és kilencedik feladatra nydjtott
be megoldést. Az els§ feladatra adott megolddsa j6. A méasodik feladat kénnyebbik
felével nem foglalkozott. A hatodik feladat megoldasa sordn a keriilet és tertilet
hanyadoséara 800-as fels6 becslést kapott. A feladatra sziiletett helyes megoldasok
kozott ez volt a legjobb fels6 korlat. A hetedik feladat megolddsa jo, végil a
kilencedik feladathoz j6 gondolatot irt le zavarosan.

Abért Miklos az els6, masodik, harmadik, hatodik és hetedik feladatra nytdjtott
be megoldést. Az els6 és masodik feladatra adott megolddsa j6, a harmadik fela-
dat lényeges 1épését megtaldlta az irodalomban. A hatodik feladat megoldasa egy
kénnyen javithat6 apré hibat tartalmaz, az 4ltala kapott fels§ becslés a legnagyobb
a helyes megoldasok kozott, 10*®. A hetedik feladat megold4saban részeredményt
ért el.

Juhdsz Andrds IV. osztéalyos gimnazista létére harom feladatra nytdjtott be
megoldést. Az els§ feladatra adott megolddsa kiemelkeds. Egyrészt a feladat 4l-
litasat némiképp altaldnositotta, masrészt az & megolddsa volt a legszabatosabb.
A méasodik feladatra adott megoldésa j6. A hetedik feladat megolddsdban részered-
ményt ért el. n > 5-re indukciés bizonyitast ad, de a kezd6lépésrél elfeledkezik.

Kun Gdbor a masodik, harmadik, hatodik és hetedik feladatra nydjtott be
megoldast. A méasodik feladatra adott megolddsa kiemelkeds, bar a leirds kissé
pongyola. A harmadik feladat megolddsa nem j6. A hatodik feladat megoldasa
hibés. A hetedik feladatot j6l oldotta meg n > 10-re. Kiemelends, hogy az Erdds-
Szekeres tétel megkeriilésével bizonyitja az 4llitast, tovabb4 ez az eredmény er&sebb
mint a kit{iz6 dltal kordbban ismert allitas.

Braun Gdbor a masodik és kilencedik feladatra adott megolddst. Mindkét
megoldasa jo.

Lippner Gdbor a méasodik és hetedik feladatra nytjtott be megoldast. Mindkét
megoldésa jo.

Bérczi Gergely az els6, masodik, harmadik, hatodik és hetedik feladatra nyj-
tott be megoldast. Az els6 feladatra adott megoldasa j6, a masodik feladat meg-
oldasaban kifelejtett egy trivialis esetet. A harmadik feladattal kapcsolatban ré-
szeredményt sikeriilt elérnie. A hatodik feladat megold4sa hibas. A hetedik feladat
megoldasaban részeredményt ért el és a megoldas leirdsa hidnyos.

Mdtrai Tamds az els6, masodik, harmadik, hatodik és hetedik feladatra nyij-
tott be megoldast. Az els6 feladatra adott megolddsa j6. A mésodik feladat nehezeb-
bik részére hibas megoldast ad. A harmadik feladat megoldasa sordn kijavithat6, de
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stlyos hibat vétett. A hatodik feladatra adott megolddsa hibas. A hetedik feladat
megoldésa sordn javithat6 hibat vétett.

Pete Gdbor az els6, méasodik, harmadik, nyolcadik, kilencedik és tizedik fel-
adatra adott be megoldast. Az els6 feladatra adott megolddsa hibas. A mésodik
feladatra kiemelked6 megoldast adott, de stilusa pongyola. A harmadik feladatra
adott megoldasa rossz. A nyolcadik feladatra hibds bizonyitast adott. A kilencedik
feladattal anal6g 4llitast taldlt az irodalomban, amely azonban nem fedi le teljes
egészében a feladat allitasat, igy megoldédsa formalisan hibas. A tizedik feladat 4lli-
tasanal gyengébb és egyszertibb eredményt igazolt, ezért ez a megoldédsa nem teljes
értékd.

Timdr Addm az els6, masodik, hetedik és kilencedik feladatra nydjtott be
megoldast. Az els6 feladatra adott megolddsa j6. A masodik feladat megoldasa
kiemelkeds. A hetedik feladat megoldadsa sok érdekes elemet is tartalmaz, mégis
hibas. A kilencedik feladat megoldasa rossz.

A dijak kiosztdsdra 1998. december 15-én kertiilt sor.

A bizottsag tagjai drvendetesnek tartjak, hogy a korabbi évekhez képest no-
vekedett a verseny iranti érdekldés.

Az 1998. évi Schweitzer Miklés-emlékverseny feladatai és megoldasai

1. A feladatot javasolta: Hajnal Andrds. Megadhat6-e kontinuum sok kontinuum
szamossagu halmaz gy, hogy
(i) barmely kett6 metszete véges, és
(i) minden halmaz, amelyik mindegyiket metszi, valamelyiket végtelen halmazban
metszi?

2. A feladatot javasolta: Ruzsa Imre. Legyen egy f polinomhoz P; azon
n egész szémok szdma, amelyekre f(n) (akdr pozitiv, akir negativ) primszdm.
Legyen gqq = max Py, ahol f végigfut a d foka Q folstt reducibilis egész egyiitthatés
polinomokon. Bizonyitsuk be, hogy elég nagy d-re d+1 < qq < d+ 2.

vagy
Tetsz6leges f polinomra jelslje Py azon n egész szdmok szdmét, amelyekre f(n)
(pozitiv) primszam. Legyen g4 = max Py, ahol f végigfut a d-edfoku, Q folott
reducibilis egész egyiitthat6s polinomokon. Bizonyitsuk be, hogy minden d > 2
szamra qq = d.

3. A feladatot javasolta: Biré Andrds. Legyen p prim és f : Z, — C a p-
edrendii ciklikus csoporton értelmezett komplex értéki fiiggvény. Definidljuk f
Fourier-transzforméltjat az

p—1
fk) =3 fe®™/? (ke Z,)
=0
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formulaval. Mutassuk meg, hogy ha f és f zérushelyeinek egyiittes szama legaldbb
p, akkor f azonosan nulla.

4. A feladatot javasolta: Buczolich Zoltdn. Tetsz6leges H C R mérhets
halmazra definidljuk az (a,(H)) sorozatot az

2n
an(H) = A ([o, 1]\ | (H +log, k))
k=n
formuléval, ahol A a Lebesgue-mértéket, log, pedig a kettes alapi logaritmust jelsli.
Bizonyitsuk be, hogy 1étezik olyan mérhets, 1 szerint periodikus, nem nulla
mértékd H C R halmaz, melyre az a,(H) sorozat egyetlen I, térhez sem tartozik
(1l € p< )
Milyen 1 < p < oo szamokra igaz, hogy valahanyszor H mérhet6 1 szerint
periodikus és nem nulla mértékd akkor a hozzatartozé a,(H) sorozat l,-beli.

vagy

Létezik-e olyan H mérhets 1-szerint periodikus halmaz, amelyre
(an(H)) € Co \U0<p<°°lp?

5. A feladatot javasolta: Haldsz Gdbor. Legyen K olyan nyilt kérlap a komplex
sikon, amelynek hatdra 4tmegy a —1 és +1 pontokon, és legyen K» a K tiikérképe
a valos tengelyre. Legyen tovabba D; = K; N Ko, és Dy a D kiilseje. Tegyiik fel,
hogy az w;(z) fiiggvény harmonikus a D; tartoményon és folytonos a lezartjan,
u2(2) harmonikus Dy-ben (beleértve a oo-t is) és folytonos a lezdrtjan, tovabb4
u1(z) = wua(2) a Dy és Do tartoméanyok koz6s hataran. Bizonyitand6, hogy ha
u1(z) > 0 minden —1 < x < 1-re, akkor us(x) > 0 minden z > 1-re és z < —1-re.

6. A feladatot javasolta: Keleti Tamds. Legyen U a sikban fekvd, véges sok
(nem feltétleniil egyallasi és nem feltétleniil diszjunkt) z4rt egységnégyzet unidja.
Lehet-e U kertiletének és teriiletének hanyadosa akarmilyen nagy?

7. A feladatot javasolta: Kdrolyi Gyula. Legyen P egy 4n pontbdl 4ll6 hal-
maz a sikban gy, hogy a pontok koziil semelyik hdrom nem esik egy egyenesre.
Bizonyitsuk be, hogy ha n elég nagy, akkor a kvetkez& két allitas ekvivalens.

(i) P feloszthaté n darab négyelemii részhalmazra tgy, hogy minden egyes rész-
halmaz egy—egy konvex négyszog csicsait alkossa.

(ii) P nem bonthat6 fel két, paratlan elemszamu A és B részre gy, hogy minden
olyan konvex négyszognek, melynek csicsai P-bdl keriilnek ki, mind A-ba,
mind B-be paros szdmiu csiicsa essék.

8. A feladatot javasolta: Juhdsz Istvdin. Bizonyitandé, hogy ha egy kompakt
T, tér minden R; szdmossagu altere M, akkor az egész tér is M. (Egy topologikus
tér M7, ha minden pontjanak van megszamlalhat6 kdrnyezetbézisa.)
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9. A feladatot javasolta: Bogndr Mdtyds. Legyen G olyan tartomany (&ssze-
fiiggd nyilt halmaz) az R? sikban, amelynek hatara lokalisan 0sszefiiggs. Bizonyit-
suk be, hogy ekkor G hatérdnak minden ¢ pontjédhoz létezik olyan v, egyszerf iv
R?-ben, amelyre ¢ € v, és vy \ {¢} C G.

Tovéabbi lehetséges kérdések:

(i) Mutassuk meg, hogy G hatardnak lokélis dsszefiiggGsége nem helyettesithetd

G hataranak osszefiiggGségével!

(i) Mutassuk meg, hogy ha az R? sikot az R3 térrel helyettesitjiik, akkor az 4llitds
nem marad érvényben!

10. A feladatot javasolta: Major Péter. Legyen &, &o, . .. fiiggetlen, nulla var-
hat6 értéki val6szintiségi valtoz6k olyan sorozata, melyre lim E(£2) = 0, tovabba
n—oo

legyen S, = ) &;. Jelolje I(A) az A esemény indikatorfiiggvényét. Bizonyitsuk be,
=1

hogy
1 —1
lognZE I({lrgf‘gxklsjl > \/E}> i

1 val6szintiséggel, ha n — oo.

A megoldasok ismertetése

Az 1. feladat megoldasa

Igen. Legyen M egy kontinuumos, megszamléalhatéan végtelen halmazokbél all6 majdnem disz-
junkt halmazrendszer N-en, azaz A, B € M esetén |A N B| < oo, tovabba legyen A; = {i} X R
(i eN).

Az Osszes valés sorozatok halmaza kontinuum szamossagu, igy van egy ¢ : M — NR
bijekeié. Legyen Ay = (o(H) | H) U ({H} x R). Ekkor

A={A; :ieNJU{Ay : H e M}

kontinuum szdmossagu halmazokbél 4ll6, kontinuum szdmossdgi halmazrendszer, ami eleget tesz
az allitasnak.

Az (i) tulajdonsag igazolasdhoz tekintsiik az A # B € A halmazokat. Hirom esetet kiilon-
boztethetiink meg:

Ha A= A; és B = Aj akkor i # j hiszen A # B és ezért AN B = 0.

Ha A = A; és B = Ay valamely H € M halmazra, akkor AN B C {(i, <p(H)(i))}, igy a
metszet legfeljebb 1 elemii.

Ha A= Ay és B = Ag akkor H # S kiilénben A = B volna és igy ANB C ¢(H) [ (HNS)
ezért AN B-nek legfeljebb |H N S| eleme van, ami M vélasztasa folytan véges.

Ha egy B halmaz A minden elemét metszi akkor metszi az A; halmazok mindegyikét is és
igy létezik olyan f : N — R sorozat amire f C BN N x R, f-hez létezik pontosan egy H € M
amire f = ¢(H). Erre a H-ra BN Ay végtelen.
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Megoldék: Szegedy Balazs, Frenkel Péter, Pap Gyula, Abért Miklés, Matrai Tamas, Juhasz
Andras, Timar Gabor, Bérczi Gergely. Részeredményt ért el Pete Gabor, Mester Péter, Bernath
Attila.

A 2. feladat megoldasa

El&szor olyan d-edfokd polinomot konstrualunk, melyre Py = d. Legyenek p1, ..., pq—1 kiilonbozd
primszamok, és legyen t olyan természetes szam, hogy

r=1+t(p1—1)...(Pa—1—1)

is prim. Ekkor
f(@)=2(1+t(p1 —2)...(Pa-1 — 2))

olyan d foku polinom, hogy f(p:) = pi, f(1) =r.
Most ratériink a fels§ becslésre.

Lemma. Legyen g olyan egész egyiitthatés polinom, hogy azon n egész szamok szama, melyekre
g(n) = %1, nagyobb, mint k = degg. Ekkor g az aldbbi polinomok egyike egy +g(+z + m)
transzformacio erejéig:

l—z, 1-2z,

z(z—3)+1, 2z(z—2)+1,
z(z — 1)(z — 3) + 1.

Bizonyitas. Ha g 1 és —1 koziil csak az egyiket veszi fel, azt persze legfeljebb k-szor teheti.
Tegyiik fel, hogy mindkett&t felveszi egész szamon; a leirt transzformaciéval elérhetjiik, hogy a
legkisebb egész szam, amelyre g(n) = %1, az n =0 és g(0) = 1. Az a — b|g(a) — g(b) oszthatésig
miatt g(n) = —1 csak n = 1 vagy 2 esetén lehet, innen pedig g(n) = 1 csak n < 4 mellett. Ez
véges sok lehetdség a +1 értékekre. Ha van [ el8irt 1 értékiink, meghatarozhatjuk azt az egyetlen
< 1 —1 foki polinomot, amely ezeket felveszi; ez nem mindig lesz egész egyiitthatés, amikor pedig
az lesz, a fentieket kapjuk.

A megoldas folytatdsa. Legyen tehat f = gh reducibilis. f prim értékei kétfélék, vagy g(n) =
+1, h(n) = *p, vagy g(n) = xp, h(n) = £1. Tegyiik fel, hogy ezekbdl egyiitt tébb mint d van;
ekkor vagy az elsé fajtabél té6bb van mint deg g = k, vagy a masodikbél tébb mint degh =1 = d—k.
Feltehetjiik, hogy az els6bél, és ekkor feltehetjiik, hogy g a lemmaban felsorolt 5 polinom egyike.
A legkisebb n, amelyre |g(n)| = 1, mindig a 0; a legnagyobb legyen b, ami 1, 2, 3 lehet. Mindegyik
g polinom a [0,b] intervallum egészein csak a +1,0 értékeket veszi fel, tehat a 2. fajta értékek
[0, b]-n kiviil esnek.

Polinomaink a (—oo, —1] és [b+ 1, 00) félegyeneseken konstans elGjeltiek, tehat ha a masodik
tipusi prim értékeknél h(n) = 1 és h(n) = —1 is el6fordul, akkor az egyik egy n1 < —1, a masik
egy nz > b+ 1> 2 szamnal; ez pedig az ny — nz|h(n1) — h(n2) oszthatésignak ellentmond. fgy
csak az egyik lép fel, mondjuk h(n) = e, g(n) = ep, ahol e 1 és —1 valamelyike. Legyenek az ilyen
n szdmok uq,...,um. Ekkor

h(z)=e+r(z)(z—u1)...(x —um)

(1) l=degh=m+degr.
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Tekintsiik most azokat a szamokat, ahol g(n) = 1 és h(n) = %p; legyenek ezek 0 < v; <
... < vg < b. Mivel |h(v;)| > 2, h(v;) és

h(v;) — e =7r(v;)(vi —u1) ... (vi — um)

elgjele azonos. Mivel u; ¢ [0,b], a H(v.; — u;) tényez8k eljele azonos; igy a h(v;) sorozatnak
csak annyi jelvaltasa lehet, mint r(v;)-nek, vagyis maximum degr. A sz6bajové g polinomokhoz
tartozé +1 sorozatok viszont olyanok,hogy beléliik z jelvaltassal legfeljebb k + z vilaszthaté ki.
(Ez z = 0 esetén trivialis. Az 6sszes +1 érték szama legfeljebb k + 1, kivéve a g(z) = z(z —3) + 1
esetet, ahol k 4 2, és ez elintézi a tobbi eseteket, kivéve a z = 1, g mint fent lehetdséget, ahol a
+ — —+ sorozatrél van sz6, amibél 1 jelvaltassal csak 3 vehetd ki.) Eszerint

s < k+degr.

Ezt (1)-gyel 8sszevetve latjuk, hogy a primek szdma =m +s <!+ k =d.

Megoldék: Abért Miklés, Braun Gabor, Bérczi Gergely, Frenkel Péter, Juhdsz Andris, Kun
Gébor, Lippner Gébor, Pete Gabor, Szegedy Baléazs, Timar Adam teljes értékii megoldast adtak.
Bernath Attila, Borsanyi Akos, Matrai Tamas, Mester Péter, Papp Gyula részeredményt értek el.

A 3. feladat megoldasa

Elskésziiletképpen jellje ¢ = €27%/P az egyik primitiv p-edik egységgyckot és legyen R = Z|[e].
Jél ismert, hogy € minimélpolinomja a

p—-1 P_1
j=1

koérosztasi polinom. Ide 1l-et helyettesitve azt kapjuk, hogy Hf;ll(l - sj) = p. A baloldalon
allé tényez6k tehat egymassal asszocialtak R-ben, hiszen 1 — ¢/ = (1 —¢)(14+¢e+ - +€&/71)
és1l—e=(1- ej)(l +el 4 +ej(’°"1)), ha jk = 1 mod p. Innen lathaté, hogy 1 — ¢
nem egység R-ben és az R/(1 — ¢) faktorgyiri karakterisztikija p. Mivel R tetszéleges elemére
a2eP~ 2+ ...+ aje+ag =ap—2+ - -+ a1 +ag mod (1 —¢) ezért az R/(1 — ¢) faktorgyiird nem
més mint a p-elemi Z, test.

Legyen f : Zp — C a feladatban szereplé fiiggvény és definidljuk a
9(z) = f(p — 1)z*~1 + - f(1)z + £(0) € Cla]

poliniomot. Ekkor f(lc) = g(e*). Tegyiik fel, hogy f nem azonosan nulla, és jelsljiik f, illetve f
zérushelyeinek halmazat Z-vel, illetve Z-pal. Ez azt jelenti, hogy az f(0), ..., f(p — 1) komplex
szamok nem trivialis megoldasat szolgaltatjak az f(I) = 0 (I € Z), g(¢*) = 0 (k € Z) homogén
linearis egyenletrendszernek. Ekkor ennek az egyenletrendszernek az egyiitthatéit tartalmazé
Q[e] korosztési testben is van nem trividlis megoldasa, tehit az altalinosség csorbitdsa nélkiil
feltehetjiik, hogy f értékei az R gyiriibél valék legyenek. Ha ezek utan f minden értéke oszthaté
(1 — €)-nal, akkor osszuk el f-et 1 — ¢ lehetd legnagyobb hatvanydval, igy még azt is elérhetjiik,
hogy f minden értéke R-beli legyen, de legaldbb egy értéke ne legyen oszthaté (1 — ¢)-nal.
Ilyen f-re tekintsiik a g(x) polinom g(x) képét az R[x] — R[z]/(1 — €) = Zp[z] természetes
homomorfizmusnal. Vilasztasunk folytin ez nem zérus polinom, de minden k € Z szimra a k-
adfoki tag egyiitthatéja g(x)-ben, és igy g(x)-ben is nulla.
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Ha k € Z, akkor ¢* gyﬁke g(x)-nek, igy a kévetkezd felbontast nyerjiik:

9(@) = h(@) [J @ -<b),

kez

ahol h(z) egy alkalmas nem-zérus polinom. A homomorf képekre attérve kapjuk a
3(@) = h(2)(@ - 1\Z!

felbontast. Feladatunk megoldasahoz tehat elegendd igazolnunk a kévetkezd allitast:

Ha egy 7Zp feletti p-nél kisebb foki nem-zérus polinomnak az 1 legaldbb k-szoros gyoke,
akkor a polinomnak k-nél tébb egyiitthatéja kiilonbézik null4tdl.

Ezt az éllitast a polinom fokara vonatkozé teljes indukciéval latjuk be. Ha a polinom
konstans, akkor az allitds nyilvanvalé. Egyébként két esetet kiildnbéztetiink meg. Amennyiben
a polinom konstans tagja 0, akkor z-szel osztva azonnal vissza tudjuk vezetni az éllitast az eggyel
kisebb fokid polinomra vonatkozéra. Ha pedig a polinom konstans tagja nem 0, akkor tekinthetjiik
a polinom derivaltjit. Ebben pontosan eggyel kevesebb nullatél kiilénb6zé egyiitthaté van, mint
az eredeti polinomban, mivel a legalabb els6foku tagok derivdltja nem tiinhet el a fokszamra
tett kikétés miatt. Ugyanakkor a derivaltnak az 1 legaldbb (k — 1)-szeres gydke, igy az indukciés
feltevés alkalmazhaté.

Megoldék: A fenti megoldas Frenkel Pétertl szarmazik. Megoldottdk még Abért Miklés, Bor-
sanyi Akos és Szegedy Balazs.

A 4. feladat megoldéasa

A feladat megfolgalmazasa alapjan nyilvinvald, hogy elegendé az egységnyi keriiletli kérvonalon
S1 = R/Z-n okoskodni. Az 8sszeadds + a modulé 1 8sszeadsst jelsli, intervallum alatt adott
koriiljarasi irdny mentén vett fvet fogunk érteni, A jelsli a normalizalt Lebesgue mértéket Sl-en,
azaz A\(S!) = 1. Teljes indukciéval kénnyen ellenérizhetd, hogy

{logy(2i—1) : i=1,...,D} = {logyk : k=D,...,2D} mod 1.

A révidebb ifrasméd kedvéért jelslje r; = logy(2i — 1)-et. Az el6z6 észrevétel alapjan elegendd
olyan H C S! mérhet8, nem nulla mértékii halmazt konstrualni, amire az

an(H) = A(sl \Ja+ "‘k))
k=1

sorozat egyetlen lp térhez sem tartozik hozza. H komlementerének minusz egyszeresére atfogal-
mazva, elegendd olyan A C S ! nem teljes mértékii, mérhets halmazt megadni, amire a

,\( (- rk))
k=1

sorozat elég lassan tart nulldhoz. Azt fogjuk megmutatni, hogy ilyen A halmaz létezik s6t a fenti
sorozat tetszSlegesen lassan tarthat 0-hoz (alkalmas A halmaz esetén).

Rogzitsiink le olyan bp = 0 < by < bz... és n1 < np < ... szigorian monoton szimsoroza-
tokat, melyekre
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1. bp — 1/2, és az 1/2 — by, sorozat egyetlen I, térhez sem tartozik hozza, pl. b, = % — W:_HT

ha n > 0,
d
N _ 1
2 (o) > 5
és vezessiik be a

d
C:(l) e {Zkﬂ‘i 1 0% kg Snl), K egész},

i=1
tovabba a Cd = CZ | jeldlést.

Rekurziéval definidljuk az Ag C A; C Az... C S! nyilt halmazokat, igy hogy A(An) = bn.
Legyen Ao = 0. Ha Ao, ..., Ag—1 mar definialt, akkor legyen Ay = Ag_1U (Cﬁd +(0, td)) ahol tg4-
t ugy valasztjuk, hogy A(A4) = by teljesiiljén. Az, hogy ilyen ty létezik, annak a kévetkezménye,
hogy a t — A(Ad_l U (C,‘fd + (0, t))) fiiggvény nyilvanval6an folytonos és t = 0 esetén by_1 az
értéke (ami kisebb mint by), mig t = 1 esetén 1 (ami nagyobb mint bg).

Legyen ezek utdn A = U3 Ay. Mivel Ag C Agyq ezért A(A) = limg_.oo A(Aq) = 1/2, tehat
A nem teljes mértéki, és nyllvé.nvaléa.n mérheté (nyilt) halmaz. Tudjuk, hogy

(1) /\( U (C,‘fd+(0,td))) >MA\Ap-1) = %—bD—L
d>D

Bebizonyitjuk, hogy

1. o/l
d
A(U(Cd—l ng—1,ng4,...,n4 +(0’td))>25(5_bD—l)'
d>D ey ) e !
D db index d—D db index

A bal oldalon ﬂD 2 (A —r;) egy részhalmazanak a Lebesgue-mértéke 4ll, igy (2) igazolasaval
a feladat allitasat is beléttuk

(2) igazolasahoz vezessiik be az

fD(é):A<U( g — 1 cooytd — 15 Ndyi oo yNd +(0’t‘5)))
d>D NSt e e

6 db index (d—5) dbindex
jeldlést. Megmutatjuk, hogy

é
np L

3 6) > - —bp- )
® 0@ 2 (7225) (5 -t

§ = 0-ra ez éppen (1), § = D-re pedig (np/(np + 1))D > 1/2 folytan erésebb, mint ami kell.
(3)-hoz nyilvan elegendé igazolni, hogy

(4) faly =~ fD(6 - 1)

Rogzitsiik le 6-t és d > D-re legyen

d
Xd_c d'_l ng —lng-np, ng,...,ng +(O,td),
S e’
8—1 db index (d—6) db index
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és X = Ug>pXg4. Ha most Y = X + {0,7s,...,(k — 1)rs } akkor

fp(8) = X(X +{0,7s,...,(np — )rs}) = A(Yap),

tovabba
fp(6—1)= A(X + {0,7s,... ,nD1‘5}) = AMYnp+1)s

(4) abbdl fog kévetkezni, hogy a 0, A(Y1),A(Y2),... sorozat differencidi monoton fogyé sorozatot
alkotnak, igy
AYnp+1) _ fp(6-1)

fo(6=1) = fp(6) = A(Ynp+1) = A(Ynp) < el

ami (4)-gyel ekvivalens.
Vizsgaljuk meg tehdt az A(Y}) sorozat differencdit. Y C Yiy1 miatt A(Yegr \ Yi) =
A(Yie41) — A(Yr), €s Yi41 \ Yi C X + krs. Konnyi végiggondolni, hogy

(X +krs) N Y D {(X + (k= 1)rs) N Y1} +7s5,
ezért

A(Ye41 \ Ya) = XX + krs) = M(X + krs) N Yi) <
SAMX 4+ (k—1)rs) = A((X + (k= 1)r5) N Y1) = A(Y \ Y—1).

Megoldék: A fenti megoldds Frenkel Péteré.

Az 5. feladat megoldasa

1. Megoldas. A
z+1

1-2z

linedris transzforméciéval a lencseszer(i tartomany szégtérbe megy at, és ui-bél és uz-bél a zart
sikon folytonos u(z) fiiggvény lesz, amely adott 0 < o < 7 mellett harmonikus az

{te'® :t>0} & {te=i¥ :t>0}

sugarakon kiviil. Igazolni kell, hogy u(z) > 0 (z > 0) esetén u(z) > 0 (z < 0).

A
{z : |argz| < E}
' 2

szogtartoméanyt a 2™/ (17/® = 1) leképezés a jobb félsikba viszi, az u(z) figgvényt az ott
harmonikus u(z*/™) fiiggvénybe, amelynek keriileti értékei az imaginarius tengelyen,

ey J 2(w1¥e#), hay>o,
) = u(|y|%e—i%), ha y < 0.

A jobb félsikban a Dirichlet feladat megolddsat ezen peremértékekkel a pozitiv tengelyen a
kovetkezd integralformula adja meg:

u(ﬁ):i/‘”Mdyzf/”h(ww(—y)dy:g U@t
0

T 2 z2+y2 T $2+y2 T 12+y2

Y,
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ahol bevezettiik az F

def i gy
Ut) = u(te'.‘ ) + (te £2e8)
jelslést.

Az y = t™/ helyettesitéssel

u(z) = Tra U(t) txl-_l dt (:E > 0)‘
2x 2
@ Jo Te fte

és végiil az x — e®, t — et helyettesitéssel

Bl gy
o) ® / GO N T

« 0o ezult +e%t
1= 2

=_/ E3 zU(E)L t dt:iU(et)* )
a [ ex(@=t)} o~5(=-t) a coch (%t)

*-gal jeloljiik a konvoliciét.

A komplementer szégtartomanynak az origéra vett tiikorképe a

2T — «
z: |argz| < o

szogtartomany, és az el6zd szamolasban a-t 27 — c-val helyettesitve

u(—e®) = = aU(et)*

1

cosh ( 2""_‘1 t)

ugyanazzal az U(et) fiiggvénnyel!

a = 7 esetén a két képlet megegyezik, ami a tiikrézési elv alapjan eleve nyilvanvalé, és az
allitas trivialis.

a < 7 esetén

def o def 27 — «
a=—<b=
™

és ha talalunk olyan K € £, K(t) > 0 fiiggvényt, amellyel

i | 1
— St = t * K(t)y
cosh i cosh i
akkor &
u(—e”) = u(et) * K (t),
2T —

amibél valéban kévetkezik, hogy u(z) > 0 (z < 0), La u(z) > 0 (z > 0).
K (t) kiszamitasara a Fourier transzformaciét hasznaljuk. Altalaban

00, zt
/ e - 2T
oo Goshit cosh (i-’zlz)

[Rz| < 1 esetén. Legegyszeriibben tgy szémithatjuk ki az integralt, hogy a valés tengelyt im-vel
feltolva azon ellenkez8 irdnyban integralunk, ami az eredeti integral e'™*-szeresét adja, (hiszen
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az integrandus szamléléja e*™*-vel, a nevezSje —1-gyel szorzédik), majd kiszamitjuk az egyetlen
kézbezart szingularitds, iw/2 reziduumat.

1/ cosh (t/a) Fourier transzformaltja tehat

oo g oo X
etzt em.:t 2
/ ~dt=a / dt = -
oo COsh 7 oo Coshit cosh (%z)

Ugyanezt felirva a helyett b-vel és figyelembvéve, hogy a Fourier transzformacié a konvoliciét
kozonséges szorzasba viszi, a keresett K(t) filggvény Fourier transzformaltja

2
a bx )’
cosh ( ) a:)

p cosh (u )

A Fourier transzformacié inverziés képlete,

oo am C 3
Kt def b b cosh ( 2 :c) _ 1 e—if;tz cosh (bz)
2ra J_ o cosh (57":1:) n2a s : coshz

dx

alapjan errdl kell megmutatnunk, hogy nem-negativ és £;-beli.

A szamlaléban levs cosh-t a definiciéja szerint két tagra bontva a kévetkezs két integral 1ép

fel: e
/‘°° e—tﬁtzﬂ:ﬁ-z o
de =
=5 coshz cosh(:ti% + %)

altalanos formulank szerint, ugyanis

2 a a
R—-—21—t+ = = 1
| ]
Innen 9
K(t) =R
am cosh (12—2 + %)

A nevezd valds része

t
am cos (%%) coshg >0,

hiszen 0 < a/b < 1, és exponencidlisan tart co-hez t — oo esetén. Ezért a reciprok valés része is
pozitiv, és exponencialisan tart 0-hoz. A bizonyitast ezzel befejeztiik.

2. Megoldas (vazlatosan): Legyen w valés, |w| > 1, és G(z,w) a D2 tartomany Green fliggvénye:
G(z,w) a D3 hataran eltiing, a belsejében pozitiv harmonikus fiiggvény a oco-t is beleértve, de
z = w kivételével, ahol G(z,w) + log |z — w| harmonikus.

G(z,w) beterjeszthetd D1-be folytonosan tigy, hogy ott szubharmonikus legyen, s6t a [—1,1]
szakaszon kiviil harmonikus is.

Ezt legegyszer(ibben a siknak a
z—1

z+1

linedris tortfiiggvénnyel valé leképezésével lathatjuk be. Ha a D; lencseszerd tartomany belsé
szoge +1-ben o< 7), akkor a leképezés Da-t a

2T — «
{z:]argz|< 5 }
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szogtartomanyba viszi. Ennek a

ponthoz tartozé Green fiiggvénye

" x
2T —a 4 wg’r—“

log ——'——T
z¥ r—a — woi o

17/27—a — 1. e

Errél 1athaté, hogy mind a fels§, mind az alsé félsikban harmonikusan folytathaté a szég-
tartomdnyon tul egészen a negativ tengelyig, és a negativ tengelyen a szimmetria miatt a két
folytatas ugyanazokhoz az értékekhez vezet.

S6t a negativ tengelyen &t is folytathaté mind a felsd, mind az alsé félsikbél. Példaul a
fels6bél az alséba folytatva ismét a konkrét alakbél latszik, hogy origé kériili kérvonalon haladva
a fiiggvény monoton csokkend. A negativ tengely koérnyezetében tehat az elGbb leirt kiterjesztés
két harmonikus fiiggvény maximuma lesz, és mint ilyen, szubharmonikus.

Visszatérve marmost az eredeti sikra, legyen mindjart altalinosabban D és D3 a zart sik
két nyilt halmaza, egymasnak kiilsejei a kellSen sima kéz8s 8Dy = dD3 hatarral, w € D3 rogzitett
pont, és G(z) az egész sikon folytonos, szubharmonikus fiiggvény, amely D lezarasanak egy, (a
[—1,1] szakasz szerepét jatszé) E zart részhalmazatél eltekintve harmonikus is, kivéve z = w-t,
ahol G(z) + log |z — w| harmonikus, és G(z) = 0 (z € 8Dy = 8D3). Legyen tovibba (az uj(z) és
up(z) altal meghatdrozott fiiggvény szerepét jatszo) u(z) fiiggvény a zart sikon folytonos, D1-ben
és Da-ben harmonikus.

Irjuk fel a Green formulat Ds-re:

/ (u-(?—ci — G-a—u) ds = //(u.AG — GAu)dzx dy,
oD on on
2 D2

ahol @/8n a kiils6 normalis szerinti derivalt, ds az ivhosszelem, A a Laplace operdtor, drdy a
teriiletelem.

G(z) =0 (z € dD2), AG(z) = 0 D3-ben kivéve a w pontot, ahol
AGdxdy = —Alog|z — w|dzdy

disztribiicié értelemben a w-be koncentralt Dirac-§ pontmérték —2m-szerese, mig Au(z) = 0
mindeniitt Dy-ben. A formula tehat igy egyszeriisédik:

/ uE ds = —27mu(w).
8D, on

(Ez a formula, amely a Dirichlet feladat megoldasat adja D»-re, tulajdonképpen az 1. Megoldésban
is szerepel.)

frjuk fel ugyanezt a formulat Dj-re:

/ (uﬁ = Ga—“) ds = //(uAG — GAu) dz dy,
on on
8D,y D
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Ismét G(z) =0 (z € dD1). A szubharmonikus fiiggvények Riesz-féle reprezentaciéja szerint
G(z) = / log |z — a| dp(a) — log |z — w],
E

ahol p az E halmazra koncentralt alkalmas valészintiségi mérték. AG(z) = 0 Di-ben E-n kiviil,
altalaban azonban disztribicié értelemben

AGdzdy = A/ log |z — a| du(a) dz dy = 2wdp.
E

Awu(z) = 0 most is mindeniitt. D1 Green formulaja tehat igy alakul:

/ uf;—G ds = 21r/ u(a) du(a).
oDy M E

A baloldal ugyanaz, mint Dy esetében ellenkez§ el&jellel, tehat

u(w):/u(a)dp(a).
E

(Az 1. Megoldasban is ugyanezt a formulat vezettiik le mas uton.) Specidlisan u(a) > 0 (a € E)
esetén u(w) > 0, amivel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

A 6. feladat megoldasa

Nem lehet akdrmilyen nagy. Ennek igazolasihoz vegyiink a 2d oldalhosszisagi négyzetracs racs-
pontjai kériil egy-egy d sugard kort, igy a sik egy diszjunkt korpakolasat kapjuk. Ha d elég kicsi
(d = (\/f - 1) /2), akkor minden egységnégyzet tartalmaz legaldbb egy ilyen kérlapot.

Egy rogzitett korlaphoz tekintsiik azokat (az uniéban szerepls) egységnégyzeteket, melyek
&t tartalmazzék, legyen K ezek unidja. Jeldljitk O-val a kérlap kézéppontjat. K nyilvin egy O-bél
csillagszertien konvex sokszdglap. A csicsokat O-val 8sszekdtve, K-t haromszogekre daraboljuk.
Mivel a haromszdg O-val szemkozti oldala egy, a d sugara kérlapot tartalmazé négyzet oldaldnak
egy darabja, a hdromszég O-hoz tartozé magassiga legaldbb d. Tehéat a haromszdg teriilete / az
O-val szemkozti oldal legalabb d/2, vagyis K teriilete/keriilete is legalabb d/2. De K benne van
egy V/2 sugarii kérben (valéjsban még kisebben), igy a teriilete legfeljebb 2m. Tehat K keriilete
legfeljebb 47 /d.

Tegyiik fel, hogy N olyan kérlap volt, amelyiket legaldbb egy egységnégyzetiink tartalmaz.
Ekkor a teljes Gnié (U) tartalmaz N diszjunkt d sugart kérlapot, igy teriilete legaldbb Nd?.
Mivel U a fentiekben szerepld K halmazok egyesitése, ezért a keriilete legfeljebb K-k keriiletének
Ssszege, vagyis Ndx/d.

3
Tehét a keriilet és teriilet ardnya legfeljebb 4/d® ( = 32/(\/5 - 1) , azaz kb. 450).
Megoldék: Szegedy Balazs, Pap gyula, Abért Miklés.

A 7. feladat megoldasa

Vilagos, hogy (i) teljesiilése (ii) sziikséges feltétele, n értékétél fiiggetleniil. Megmutatjuk, hogy
n > 9 esetén a feltétel elégséges is.

Kiindulépontunk Klein Eszter tétele (a tovibbiakban KET) mely szerint barmely 5 altalanos
helyzeti pont kézétt a sikban taldlhaté 4, melyek egy konvex négyszdg csicsait alkotjdk. Az
egyszertiség kedvéért egy ponthalmazt konvexnek hivunk, ha a benne szereplé pontok egy konvex
sokszdg csicsai, ellenkez§ esetben pedig konkdvnak.

El6szor egy masik elégséges feltételt fogalmazunk meg.
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Lemma. Tegyiik fel, hogy a 4n ponti P halmazbdl kivalaszthaték X1, X2, X3 és Y1,Y2,Y3,Ys
kiilénb6zé pontok tdgy, hogy {X1, X2, X3,Y;} konvex minden i = 1,2,3,4 esetén, mig {Y1,Y>2,
Y3, Y4} konkav. Ekkor (i) teljesiil.

Bizonyitas. KET miatt a fennmaradé 4n—7 pontbél n—2 csicsdiszjunkt konvex négyszég alkot-
haté. Jeldlje a kimaradé pontot Z. Az {Y1, Y2, Y3, Ys, Z} halmazb6l KET miatt kivalaszthato egy
konvex négyszog, ez nem lehet {Y1, Y2, Y3, Ys}. Az éltaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy {Y1, Y2, Y3, Z} konvex. Mivel Mivel {X1, X2, X3,Y4} is konvex, P-re teljesiil (i). H

A tovabbiakban tegyiik fel tehat, hogy n > 9 és a 4n pontd P halmazra (ii) teljesiil.
Elgszor is megmutatjuk, hogy léteznek kiilonb6z6 A1, Az, Az és B, Ba, ..., By pontok ugy, hogy
{A1, A2, A3, B;} konvex minden 1 < i < 7 esetén. Minden pontétésben taldlhaté egy konvex
négyszog KET alapjan, tovibba egy rogzitett konvex négyszog 4n — 4 kiilonb6z6 6tésben van
benne, ezért a konvex négyesek szima legalabb 4n1_ 7 (45" ) — %(44" ) Minden konvex négyes 4 db.
hiromszéget tartalmaz ezért van olyan hiromszdg, amely legalabb

S0) _an-a

(5) 3

konvex négyeshez tartozik, amint azt bizonyitani akartuk.

Ha {Bi, Ba, ..., B7} tartalmaz konkav négyest, akkor a lemma alapjan (i) teljesiil, és készen
vagyunk. Ellenkez8 esetben {Bj, Bz,..., Br} konvex. Legyen ekkor B = {B1,B2,...,By}, k > 7
maximalis konvex halmaz, B esetleg az Ay, A2, A3 pontokat is tartalmazhatja.

A lemma miatt feltehetjiik, hogy minden C € P \ B pontra {Ba«,Bg,B,C} konkav,
ha 1 < a < B < v < k. Elgszér is, B maximilis volta miatt nem lehet, hogy minden
{Ba«, Bg, By,C} halmaz konvex. Ha lenne két diszjunkt indexhalmaz, {e, 3,7} és {6,¢,n} ugy,
hogy {Ba,Bg,By,C} konvex és {Bs, Be, By,C} konkév, akkor a lemmaét alkalmazhatnank az
{X1,X2,X3} = {Ba,Bg, By} és {Y1,Y2,Y3,Ys} = {Bs, Be, By,C} halmazokra. Tovabba, ha
lennének olyan «, 3,7, § indexek, hogy {Ba, Bg, By,C} konvex és { Ba, Bg, Bs, C} konkav, akkor
ezekt6l kiilsnboz6 €, n, ¢ indexekkel (k > 7 miatt ilyenek léteznek) tekintve a {Be, By, B¢,C}
halmazt, az akdr konvex, akir konkiv, a feladatot az elsé esetre visszavezethetnénk. Végiil, ha
lennének olyan a, 3, 7, 6, ¢ indexek, hogy {Ba,Bg, By,C} konvex és {Ba, Bs, B, C} konkav,
akkor akir konvex, akir konkdv a {Ba, By, B:,C} halmaz, a feladatot az el§z6 esetre visszave-
zethetnénk.

Ha B péros és |B| > 6 (ez teljesiil, hiszen k > 7), akkor valasszunk ki a P\ B halmazbdl
paronként kézds pont nélkiili konvex négyeseket, amilyen sokat csak lehet.

KET miatt a fennmaradé pontok szama 0, 2 vagy 4. Az els6 esetben készen is vagyunk, hiszen
B pontjai nyilvin beoszthaték a kivant médon. A mésodik esetben legyen ez a két pont Pp, P2
és alkalmazzuk KET-et a {B1, B2, B3, P1, P2} halmazra. Mivel {B1, Bz, B3, P;} nem konvex, a
kapott konvex négyes Pj-et és Po-t is tartalmazza. A harmadik esetben ezt a lépést kétszer kell
elvégezni, hogy mar csak B-hez tartozé pontok maradjanak, |B| > 6 miatt ez lehetséges is.

Végiil, ha B paratlan, akkor van Py, P2, P3 € P\B melyre valamely B; € B-re { Py, P, P3, B;}
konvex. Ellenkez& esetben ugyanis a {A = B, B = P\ B} partici6 (ii)-nek ellentmondana. Ekkor

a P' = P\ {Py, Pz, P3,B;} halmazban B' = BN P'-re B' paros, |B'| > 6, és igy az el6z6
gondolatmenet megismételhetd.

Megoldék: A fenti megoldds Kun Gabor megoldasa alapjan sziiletett. Helyes megoldést adott
még Lippner Gabor, Papp Gyula és Szegedy Balazs. Kénnyen javithat6 hibat tartalmazott Matrai
Tamaés megoldasa.
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A 8. feladat megoldasa (Szegedy Baldzs megoldasa alapjan)

Néhany egyszer(i lemmaval kezdjiik a bizonyitast.

Lemma 1. Legyen X reguléris tér és Y C X sitrd. Ha tetszéleges x € X-re az Y U {z} altér M,
akkor X Is az.

Bizonyitas. Legyen z € X tetszsleges. A feltétel szerint z-nek létezik megszamlalhaté kérnye-
zetbdzisa az S = Y U {z} altérben, azaz G1,G?2, ... nyilt részhalmazai X-nek, hogy tetsz&leges
N C X nyilt esetén x € SN G; C N NS teljesiil valamely ¢ indexre.

Ha most V C X nyilt és * € H akkor a regularitds miatt létezik olyan U nyilt amire
2 € U C U C V. A fentiek szerint ekkor valamely i-re SN G; C U. SN G; stirti Gi-ben
ezért G; C SNG; C U C V. Ezzel belattuk, hogy tetszéleges € V nyilthoz létezik i amivel
z € G; CV,azaz {G; : i =1,2,...} az = kérnyezetbazisa X-ben. W

Lemma 2. Legyen X kompakt Hausdorff tér. Egy p € X pontnak pontosan akkor van megszam-
l4lhaté kérnyezetbazisa, ha {p} G halmaz.

Bizonyitas. Ha a p pontnak van megszamldhaté kérnyezetbazisa és a tér legaldbb T akkor ennek
metszete csak p-bél all. Elegend& tehat a megfoditast igazolni.

Ha {p} G;s akkor léteznek G1,Ga,... nyiltak, hogy NG} egyetlen eleme p. A G halmazok
tovabbi csékkentésével az is elérhetd, hogy Gi;4+1 C Gi, igy ezt eleve feltehetjiik a G; sorozatrél.
Azt kell igazolnunk, hogy ha p € U és U nyilt akkor létezik olyan i, hogy G; C U. Nincs mit
igazolni akkor ha U = X ezért csak az U # X esettel kell foglalkoznunk. Ekkor

UuU{F.-“ ci=1,2,} = X.

A kompaktsdg miatt ennek a fedésnek van véges részfedése. Mivel a G;° monoton névé
halmazsorozat és U # X, ezért van két elemd részfedés is, mondjuk U UGy". De ekkor p € Gy C
G C U. Tehsat G;,1=1,2,... megszdmlshaté kérnyezetbazis. W

Lemma 3. Legyen Y kompakt M, térésS C Y, |S| > No. Ekkor S-nek végtelen sok kondenziciés
pontja van.

Bizonyitas. Rekurziéval definidlunk egy megfelelé sorozatot. Ehhez el6szor azt mutatjuk meg,
hogy van kondenziciés pont. Ellenkez esetben, minden p pontnak van olyan nyilt U, kérnyezete,
amelyben csak megszamldhaté sok pontja esik S-nek. A kompaktsidg miatt a {Up : p € Y}
fedésnek létezik véges részfedése amibél |Y| < Ro kdvetezne, ez azonban ellentmondas.

Legyen most p az S egy kondenzéiciés pontja. A tér M; tehat létezik G; nyilt halmazokbél
4116 sorozat melyre N;G; = {p}. Emiatt

S\ {p} CUiS\Gi.

Létezik tehat olyan G; amire |S \ G;| > Ro.

Ezek utan az el6z6 gondolatmenetet ismételve Y \ G; ill. S\ G; halmazokra kapunk egy
méasodik kondenziciés pontot. A rekurziét folytatva elgall kondenzaciés pontoknak egy végtelen
sorozata. W
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Legyen most X kompakt T5 tér. Tegyiik fel, hogy az allitas feltétele teljesiil, tehat X minden
Ny szdmossagih altere M;. Indirekt médon okoskodunk és belatjuk, hogy ellenmondasra jutunk
abbdl a feltevésbél, hogy X nem M.

Transzfinit rekurziéval definidljuk a po, Zo (o < w1) sorozatokat tgy, hogy a kévetkezs
tulajdonsagok teljesiiljenek.

(1) Zo nyilt halmazok megszamlalhaté csaladja, pa € ﬂ.’l'a, p-t8l kiilonbéz6 pontja X-nek.
(2) Minden U € Z, nyilthoz létezik V € Za, hogy V C U.

(3) NZan{pp - B <o) = {p).

(4) ha B < a akkor Ig C Za.

Tegyiik fel, hogy sikeriilt definidlni a pn, Zo sorozatokat. Az (2) tulajdonsagbdl kovetkezik,
hogy ﬂfa zart minden a < w esetén.

A feltevésiink és a 2. Lemma szerint Y = {p} U {pa : @« <w1} M tér, amely kompakt
tehat a 3. Lemma szerint létezik olyan q # p pontja amely a {po : & < w1} halmaz kondenzéciés
pontja, azaz minden U kérnyezetére igaz, hogy az

{a : pa € U}

nem korlétos wi-ben. Kihasznélva a (1) (4) és (2) tulajdonsagokat ebbél az is kévetkezik, hogy
tetszbleges a < wy rendszamra,

qE{pﬁ:ﬂ>a}cﬂI.,.

Ugyanakkor az Y tér My, tehat a g pont a {pg : B < w1} halmaz valamely megszdmlalhaté
részének is torlédasi pontja, tehat létezik o, hogy

q€{ps : B<a}

Ekkor azonban

q€{pg :,ﬁ<a}nﬂIa

is teljesiilne, ami a (3) tulajdonsaggal egyiitt ellenmond annak, hogy p # g.
Az allitast tehat igazoltuk, ha megmutatjuk, hogy a fenti pa,Z« sorozat megkonstrualhaté.
Legyen Ty a p nyilt kérnyezeteinek egy sorozata, amelyre a (2) tulajdonsag teljesiil. Ilyen
nyilvdn van a tér regularitdsa miatt. Mivel az indirekt feltevés szerint a p pontnak nincs meg-
szamlalhaté kornyezetbazisa, fgy a 2. Lemma szerint nL, # {p}. Legyen po a nI° halmaz
tetsz&leges p-t6l kiillonb6z6 pontja.

Ha Ig,pg (B < @) mar definidlva van, akkor minden mér definialt ps ponthoz valasszunk
egy (2) tulajdonsidgnak megfelels Gg,,, sorozatot a p pont kornyezetei koziil Ggy pg & Gp,1 és
legyen

N — UIﬁU{Gﬁ.n < a, n €N}
B<a
Az igy definialt To a p nyilt kérnyezeteibél 4116 megszamlalhaté halmazrendszer, ami kielégiti az
(2), (3), (4) tulajdonséagokat.

n To # {p} mert T, megszamlalhaté, legyen po a metszet tetsz6leges p-t6l kslonbozé pontja.
Ezzel (1) is teljesiil.

Ezzel a pa,Z. sorozat létezését is igazoltuk és az 4llitast teljes egészében bebizonyitottuk.

Megoldé: Szegedy Balazs.
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A 9. feladat megoldasa

Legyen So D S1 D ... a ¢ pont egy (késébb régzitends) kérnyezetbazisa. Megmutatjuk, hogy
létezik osszefiiggd nyilt halmazoknak olyan Ho D H; D ... sorozata, amire H, C S, N G. Ez
elegendd, hiszen legyen p, € Hyp egy-egy rogzitett pont. Mivel H, 6sszefiiggd és Hn4+1 C Hyp ezért
Pn €S pny1 Osszekdthetd folytonos Hn-ben haladé ivvel, legyen ez ¢, : [l/n, 1/(n + 1)] — Hp,
amire @wn(1/n) = pn és @n(1/(n + l)) = Pp+il:

A Lpn([]. /n,1/(n+ 1)) folytonos iveket egyesitve, egyszeriisitve és kiegészitve a ¢ ponttal épp
az elGirt tulajdonsagi vg ivet kapjuk.

Rogzitsiink egy ¢ € G tetszéleges pontot. Valasszunk egy pozitiv szamokbdl all6, szigorian
monoton fogyé (en) szdmsorozatot ugy, hogy €1 legyen kisebb mint xo és g tavolsaga. Jeldlje S;
a q kozepd, ¢; sugard nyilt kérlapot és Sp a teljes sikot. Legyen tovibba M; a G N S; azon H
komponenseinek halmaza, melyek metszik S;1-et.

A (V, E) irényitott graf legyen a kovetkezs: a gréf cstcsainak halmaza V = U}, M; azaz,
az M-k diszjunkt Gniéja. Masképpen fogalmazva B

v ={(H,i) : He M;, i>0}.

Ha u,v € V akkor u-bél v-be pontosan akkor megy egy él, ha valamely i > 0 indexre u = (H, 1) és
v=(H',i+ 1), tovabba H' C H. A (V, E) graf nyilvanval6an egy fa, amelynek gyokere az (G, 0)
cstics. Vilagos, hogy pontosan akkor létezik olyan &sszefiiggd nyilt halmazokbdl all6 H., sorozat,
melyre Hno41 C Hn C Sn NG (n > 0), ha a (V, E) grafban létezik végtelen hosszi 4dg. Ehhez
elegendd, hogy a (V, E) graf teljesiti a Kénig lemma feltételeit, azaz a gyokértsl n tavolsigra 1évé
pontok szadma, mésszéval My, véges, és minden m-re létezik legaldbb m hosszisigi ag.

ElsSként azt mutatjuk meg, hogy létezik tetsz&leges hosszisagiu ag. Mivel ¢ a G-nek hatér-
pontja, igy G N Sm+1 nem iires; jeldlje ennek egy tetszéleges pontjat y. i < m esetén legyen H;
az S; N G azon komponense, ami y-t tartalmazza. Vildgos, hogy H;4+1 C H; és egyik sem iires,
tehat a {(Hi,i) 442100 .,m} egy m hosszisigu ag a (V, E) grafban.

Hatramaradt M; végességének igazoldsa. Ezt csak ¢ > 1 esetére kell igazolni, mivel Mg egy
elemti. Legyen i rogzitett és rendeljiink hozza minden H € M; komponenshez egy ty torsttvonalat
a kovetkezSképpen:

Vélasszunk egy y € H N S;41 pontot, G &sszefiiggs, tehat y dsszekdthets xo-lal egy G-ben
haladé egyszerti téréttvonal segitségével, ezt jeldlje t. A t téréttvonalon rogzitsiik azt a természetes
rendezést, mely szerint y a legkisebb pont és z¢ a legnagyobb. Legyen A a t téréttvonalnak az,
az imént rogzitett rendezés szerinti, legkisebb pontja ami mar nincs H;-ben. Az igy definiélt A az
S; koérlemez hatarpontja. Valéban kénnyi végiggondolni, hogy sem kiils§, sem pedig belsé pont
nem lehet. Legyen B a t tordttvonalnak az A-nél kisebb, legnagyobb olyan pontja ami H—ben
van. B az S;41 hatarpontja. Végezetiil legyen ty a t torottvonal B és A kozé es része.

Az ily médon vélasztott tg toréttvonalaknak azt a tulajdonsagat fogjuk kihasznalni, hogy
ha H € M; akkor ty az S; \ Si41 zart kérgy(rit ,keresztiil szeli” és a végpontjaitél eltekintve
H-ban halad.

Legyen K a q kozep( (e; +€i41)/2 sugari kérvonal. A kévetkez8 észrevétel segit a bizonyitas
befejezésében.

Allitas. Ha az U C S; \ Si41 Osszefiiggs nyilt halmaz a p € K pont kérnyezete és
{HEM; :tgnU # 0}

legalabb harom elemi, akkor U N G nem 06sszefiiggo.

Ez elegend§ M; végességének igazolasshoz. Ugyanis legyen p € K tetsz8leges. Ekkor létezik
olyan Up nyilt kérnyezete p-nek ami a {ty : H € M;} torsttvonalak kozill csak véges sokat
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metsz. Valéban ha p a G-nek bels6 vagy kiilsé pontja, akkor ez vilagos. Ha p a G-nek hatarpontja,
akkor létezik olyan Up C S; \ Si41 kérnyezete, amire Up N G ésszefiiggs, hiszen G lokélisan
osszefiiggs. De ez az Up kérnyezet a fenti &llitds szerint a {tg : H € M;} tordéttvonalak kéziil
legfeljebb kett6t metszhet. K kompaktsaga miatt az {Up : p € K} fedésnek van véges részfedése,
de akkor sszesen csak véges sok olyan {tyg : H € M;} téréttvonal létezhet ami K-t metszi. Mivel
minden H € M;-re rogzitettiink egy ty toréttvonalat, ami nyilvanvaléan metszi a K kérvonalat,
M;-nek is végesnek kell lennie.

Az allitas igazolasa. Legyen H1, Ha, Hs az M; harom olyan eleme melyekhez tartozé téréttvo-
nalak (a révidség kedvéért legyenek ezek) t1, t2, t3 metszik U-t. Kifogjuk hasznalni azt a szemlélet
szamara egyébként vilagos tényt, hogy t1 Uta Utz az S;\ S;+1 nyilt kérgy{ir(it harom komponensre
vagja szét, azaz az

Si\ (St Ut1 Uta U ts)

nyilt halmaznak pontosan hiarom komponense van, Vi, Vo, V3. Az is vilagos, hogy egy ilyen V}
komponens hatéra a t1, ta, t3 poligonok kéziil pontosan egytsl diszjunkt. Igy a V-k jelslését
valaszthatjuk tgy, hogy Vi Nt = 0.

Legyen t olyan U-ban haladé térottvonal, ami a tx N U (k = 1,2,3) nem iires halmazok
mindegyikét metszi, és minimalis abban az értelemben, hogy nincs olyan val6di része ami szintén
tortéttvonal lenne és mindharom halmazt metszené.

t minimalitésa folytadn végpontjai csak a t; téréttvonalakon lehetnek, és a két végpontjanak
kiilonb6z6 torottvonalakra kell illeszkednie. Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy t
kezdépontja a t1, vépgpontja a t3 poligonon van. Ezzel egyittal egy rendezést is régzitettiink t-n.

Legyen A az a legkisebb pont t-n, ami a tp téréttvonalra is illeszkedik. t' jelsli a t téréttvo-
nalnak a kezdSpont és A kozé esS darabjat. t' a végpontjaitél eltekintve V3-ban van és mivel két
végpontja a S; NG kiilénb6z6 komponenseiben van, ezért t' metszi G hatarat is, tehat VaN(dGNU)
nem iires. Hasonlé okoskod4s mutatja, hogy Vi N (G NU) sem iires. De ez egyuttal azt is jelenti,
hogy G N U nem &sszefiiggs, amivel az allitast igazoltuk.

Megoldék: Braun Gabor, Szegedy Balazs, Frenkel Péter, Mester Péter, Papp Gyula, Pete Géabor.
Részeredményt ért el Nagy Béla.

A 10. feladat megoldéasa

Ha 2!-1 < k < 2!, akkor

{( max |Sj| > ﬂ)} c {( max_|S;| > 2(1—1)/2)} &
1sisks T 1<5<2!

1
21/4 2([—1)/2
c U{(, max,, 15 - 501> s oo )
p=0 i

(Vegytik észre, hogy a jobb oldalon szerepl§ kifejezés csak l-en keresztiil fiigg k-t6l.)

Alkalmazva az el6z6 osszefiiggést minden 2™ < k < 2™%1 és 1 < m < [ szamra kapjuk,

hogy az
= 91/4
= i — Sop 2 9(m+p—2)/4
i Z ! { (2rs?3§:+1 155 = San] > o —32 :

m=p

65



p=1,2,... valésziniiségi valtozdk teljesitik az

n
1 1
= Si|>Vk)} <
lognzk {(fsnj?kl’b )}‘
k=1
1

1 1
< - ; <
St 2 H(zme>ve)} <

=}
IA

m=0 21:|—l<k<2vn
21/4
< § § S; — Sgp| > —_o(m+p-2)/4 | L _
- l°g" {(2p<]<2p+ll i = Swl> s
m=0 p-O
21/4
= S; — 3 —2(m+P—1)/4 <
lognz Z {(1.<J<2,,+l| j — Sor| > 21/4 _ =
p=0 m=p
9 l
< 7 E Np-
p=0

egyenlGtlenséget, ha 2!~! < n < 2!. Ezért elég belatni, hogy

% Zn,, — 0 1 valészintiséggel, ha | — oo.
p=0

Az np val6sziniiségi valtozok fliggetlenek, és a Kolmogorov egyenlStlenség alapjan

i
P(B =P s Gy ___— olm+p-1)/4 ) <«
i (ws'?f’;zm' 1=l > R -
2P+l

2

L (p—m)/2
< V2(2 1) )2 < const. £(p)2 3
ahol
2rtl
e(p) =277 Z a?—»O, ha p — oco.
j=2»
Ezért

oo oo
Enp = Z P(Bp,m) < const. Z 5(11)2("_"‘)/2 =

m=p m=p

= const. £(p) E 030,

m=0
oo oo
ha p — oo. Tovabba Eng = z Z P (Bp‘m al Bp,m:), és By v C Bpm, ha m! > m. Ezért

m=pm'=p

oo [}
Eqf =Y (m—p)P(Bpm) < const. Y e(p)(m —p)2P~™/2 — 0,

m=p m=p
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ha p — oo.

l
1
fgy llim 7 E Enp =0, és az 7, valészintiségi valtozok teljesitik a nagy szamok torvényét,
— 00

p=1
azaz

1
%Z(np — Emnp) — 0, 1 valésziniiséggel, ha | — oo.
p=1
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BUCSU ERDOS PALTOL

KATONA GYULA

A Magyar Tudoméanyos Akadémia Matematikai Kutaté Intézete munkatarsainak
nevében bucstzom Erdés PAaltol.

A nemzetkozi sajté szerint nem volt allandé munkahelye, hiszen allandéan
utazott. Ez talan tulzés, hiszen a mi Intézetiink biiszkélkedhetett azzal, hogy rend-
szeresen ott dolgozott, és ezért munkabért is kapott. Ez a munkaviszony valéban
kiilénleges volt. Nem volt besorolva egyik Osztalyunkba sem, nevetségesnek tar-
tottuk volna, hogy Erdés Pal egy bizonyos Osztalyhoz ,tartozzon”. Nem kellett
szabadsagot kérnie, hiszen tigyis mindannyian tudtuk, mikor utazik el. A jelen-
tésekben nem soroltuk fel cikkeit, idézeteit. Nem éreztiik volna sportszertinek az
azokkal val6 dicsekvést.

De kiilonleges volt hatasa is az Intézetre. Ha itthon volt, megvaltozott az élet.
Elfoglalt egy jol megkozelithetS szobat, legtobbszor az igazgatdét, Osszegytjtotte
4-5 munkatarsat és azokkal egyid6ben kiilonféle témakon dolgozott. Alig birtak
tartani a tempot vele, a 83 évessel.

Mint szerkeszté bizottsagi tag, igen sok folydiratot kapott, ezeket mind a
konyvtarunknak ajandékozta. Ez nagyon fontos forrasa volt a konyvtarnak.

Nem volt semmi hivatalos funkci6ja, nem szeretett bizottsagokban iilni. Mégis
a legnagyobb tudomanyszervezd volt. Matematikusok ezreinek a munkajat, sorsét
szervezte. Azzal, hogy érdekes problémakat adott nekik, azzal, hogy példat mu-
tatott a matematika szeretetébdl, hogy pénzdijakat tizott ki, hogy reklamozta a
fiatalok szép eredményeit. Ahol megjelent a vilagban, ott felpezsdiilt a matematikai
élet.

Egyike vagyok annak a sokezer matematikusnak, akinek munkéjat, sorsat szer-
vezte, segitette. Amikor masodéves hallgaté koromban kezembe nyomta egy mun-
kajanak kiilénlenyomatat egy megoldatlan problémaéaval, egy életre sz6léan déntGen
meghatarozta matematikai érdeklédésemet. Amikor a probléméat megoldottam, el-
vitt egy étterembe ebédelni. Hatalmas kitiintetésnek éreztem. Ilyen egyszeri esz-
kozokkel szervezte a tudomanyt.

Vannak nagy matematikusok, akik egyediil menetelnek egy hosszi titon, ami-
kor elég messzire jutottak, konyvekben publikiljak a teljes elméletet. Erdds Pal
ezt masképp csinélta. Otleteit mar csirdjukban elosztotta a vilagban. Az elmélete-
ket sok-sok matematikus fejlesztette ki dtletei alapjan, és tdmogatasa segitségével.
A konyveket méasok irtak meg. Ezekbdl az otletekbdl sokkal tobb elmélet sziiletett,



mint amennyit egy ember — még ha olyan termékeny is, mint Erdds P4l — képes lett
volna egy életen at kidolgozni. Erdés P4l ugyanolyan zsenidlis tudomanyszervezd
volt, mint amilyen zseniélis tudos.

Nem mondhatom, hogy példaképiink volt. Nem, nem, 6 kovethetetlen volt,
mint ahogy Zeusz nem lehet példaképe egy f6ldi halandénak.

Sokat szoktak irni kiilonleges életmédjarél. Pedig voltak hasonlé életmédok.
Erdds Pal a matematika szerzetese volt. Ahogy a kdzépkori szerzetesek egész életii-
ket Isten dics6itésének szentelték, és mindent ennek rendeltek alé, Erdss Pal életét
a Matematika Istenének szentelte. Mindent eszerint tett, a vilagi hivsdgokat meg-
vetette. De a matematika szerzetesének életmodjahoz hozzatartozott, hogy évente
tobbszor beutazza a vilagot. Igy tudott még tobb embert megtériteni.

Mint a matematikusok tobbsége, & is tgy gondolta, hogy a matematikusok a
matematikit nem sajat kényiik-kedviik szerint talaljak ki, hanem a meglévé mate-
matikat fedezik fel. Vagyis hitt a matematika objektivitdsaban. Ezt 6 ugy fejezte
ki, hogy van egy Konyv, nagy K-val, amiben a legszebb, legjobb bizonyitasok all-
nak. Nagy dicséret volt, ha valakinek azt mondta, hogy ,a bizonyitdsod a Kényvbél
van”. Afeletti elkeseredettségiinkben, hogy elvesztettiik 6t, az vigasztalhat benniin-
ket, hogy az6ta mar a Konyvet olvashatja. Bar ahogy ismerjiik, méar ki is olvasta.
Most mér 4tirja. Az angyalok pedig korbeiilik, és matematikai problémakon torik
a fejiiket.

Kozismerten sokat szeretett viccel6dni idés koraval, hamarosan eljové halal-
lal. Mi ezt persze nem szerettiik hallgatni. Hatvan éves koraban elnevezte magat
P.G.0.M.-nek, ami a Poor Great Old Man réviditése. Otévenként tjabb és Gjabb
betiiket talalt ki. A jelen alkalomra mar nem adott nekiink ilyen réviditést. Javas-
latom E.P.H.M.G., Erdés Pél, a Halhatatlan Matematikai Géniusz.

Pali Bécsi! Tudom, hogy tobbet mar nem fogod elfoglalni az igazgatéi szo-
bat. De szeretném szellemedet ott 1atni, érezni tovibbra is. Az Intézetben is, az
orszagban is, és az egész vilagon.

G. O. H. Katona: Farewell to Paul Erddés

Eulogy at Erdds’s funeral on 18 October 1996.




ERDOS PAL: AZ EMBER ES A MATEMATIKUS
(1913-1996)*

SIMONOVITS MIKLOS ES T. SOS VERA

1. El6sz6

Erddgs Pal a huszadik szazad egyik legkiemelkedébb matématikusa volt.

Nemcsak a matematikusok kérében, nemcsak a tudomanyos vilagban volt elis-
mert és kozismert, hanem egy sokkal szélesebb kozonség el6tt is, nemcsak Magyar-
orszagon, hanem szerte a vilagon.

Ebben a cikkben megkiséreljiikk Erdés Palt olyannak mutatni be, amilyennek
mi lattuk. Nem probaljuk matematikai munkassagat még csak véazlatosan sem is-
mertetni: ez messze tulmenne a kereteken. Evtizedekkel ezel6tt ezt részben mar
megtették ugyanitt, a Matematikai Lapok oldalain Turan P4l [71] és Hajnal And-
ras [48]. Ismertetiink néhany részletet Erdds munkassagabol, elsGsorban az egysze-
riibben elmagyarazhat6 kombinatorikai és szamelméleti eredményeire szoritkozva.
Matematikusi egyéniségével, stilusaval és kénnyebben megkéozelithet eredményei-
vel az Olvaso egyebek k6zott megismerkedhet tébb mint 30 a Matematikai Lapok
szédmara irt cikkén keresztiil.? :

Erdés Pal mar életében is legendava valt. ErGs egyénisége, vilagos erkolcsi
alapelvei, a matematikaért valo rajongésa, és a kiilvilag altal meghatéarozott koril-
mények arra késztették, hogy egy teljesen szokatlan életformat alakitson ki maga-.
nak. Erdds szamara eltorpiilt a jelentGsége az élet sok olyan részletének, amelyre
a legtobb ember igencsak odafigyel. Igy hat nem megleps, hogy egyes kiiléncsé-
geir6l — idénként a valosagnak megfelelGen, maskor tulozva — gyakran mesélnek
ismerdsei, illetve a réla szolo irasok. Erdés az ilyen torténetek koziil bizonyosakkal
nem torédott, masokra viszont szivesen emlékezett vissza, és 6 is felidézte azokat,

1Ez a cikk a métrahazi ,miihely” nyomén kiadott kétetben jelent meg eredetileg, angolul [64],
Miklés Simonovits, Vera T. S6s: The Mathematics of Paul Erdés cimi cikkének erésen atdolgozott,
magyar nyelvii valtozata. A forditas Szasz Réka munkaja, az atdolgozast a szerz6k végezték. Az
eredeti cikk a Recent Trends in Combinatorics, The Legacy of Paul Erdés cimd kotet 9-20.
oldalan jelent meg, eds.: Ervin Gyéri és Vera T. S6s (2000), copyright Cambridge University
Press, Cambridge. A cikk sok ponton tamaszkodik T. Sos [66] cikkére is.

2A cikk végén talalhato egy lista Erdds a Matematikai Lapokban megjelent cikkeirdl.



egyben hitelesitve is ezen anekdotakat. (Bizonyosak viszont kifejezetten bosszan-
tottak.) Mint ahogy ez a szenvedélyes zseniknél sajnos gyakran megtorténik, az ir6k
a kiiloncségeirdl szolo torténetek segitségével vélik megmutatni, hogy mennyire kii-
l6nleges ember volt. Azok szamara viszont, akik Erdést kozelrdl ismerték, ezek a
torténetek talan mulatsigosak, de messze nem ragadjik meg személyiségének lé-
nyegét, ami nagyon is életkozeli volt.

2. Erdégs és a magyar matematika

A magyar matematikanak tobb szempontbdl is ériasi adottsidga, hogy voltak kie-
melked§ egyéniségei, akik vilagszinvonalra emelték. A magyar kulttura és a vilag-
kultura, a magyar tudomany és a vilagtudomany kapcsolatanak nagyon fontos és
bonyolult kérdését nem lehet néhany mondatban, vagy néhany oldalon elintézni.
Ebben a cikkben viszont ki kell emelniink, hogy Erdds Pal egyike volt azon ma-
gyar matematikusoknak, akik a legtobbet tették azért, hogy a magyar matematika
vilaghiressé valjék, és hogy nagyszami, nemzetkozi szinten is elismert magyar ma-
tematikus nevel6djon ki.

Turan Pal, (aki egyetemi éveik ota egyik legjobb baratja volt Erdésnek) a ko-
vetkezdket irta Erdds 50. sziiletésnapjira, a Matematikai Lapokban, 1963-ban [71],
hosszabb, matematikailag is igen érdekes cikke befejezéseként, szeretetet, elismerést
némi élcelédéssel is vegyitve:

.- 1958-ban Kossuth dijjal lett kitiintetve, 1956-ban a Magyar Tudo-
ményos Akadémia levelezG-, majd 1961-ben rendes tagja lett. De hagy-
juk a felsorolast; Erdés matematikai palyaja felfelé ivel, ha ma mar csak
masod- vagy harmadnaponként is ir csak egy dolgozatot. Hatdsa erc-
sebb, mint valaha; 6 a jelenkori magyar matematika egyik legerésebb
stimulatora. Kivanjuk neki, hogy dolgozatainak szaima szigortian mono-
ton novekedjék, olvasoinak pedig, hogy sajtohibdinak szama szigortan
monoton fogyjon.”

* %k 3k

Erdds hatasa nemcsak a kutatoi szinten jelent meg. Csodagyerek volt és felnGtt
kor4dban nagy odafigyeléssel foglalkozott maga is csodagyerekekkel, tehetséges ifjak-
kal, és emellett gyakran adott el§ tanaroknak, vagy irt a Matematikai Lapok olva-
soinak, legutobb geometriarol, [32] azt megeldzGen Palfy Péter Pallal csoportokrol,
[37], és el6tte még sok mas cikket és megemlékezést, geometriarol, szamelméletrdl,
diofantikus approximéciorél, algebrarol. Az egyik elss, 1956-os ,Mat-Lap" cikke két
a Matematikai Lapok feladatrovataban feladott problémahoz kapcsolodik [33].



Liberdlis gondolat Lenin és Sztdlin fényképe alatt: Erdés matematikdrdl beszél dltalanos
iskoldsoknak Sztdlinvdrosban, 1955-ben

3. Matrahaza

Erdésnek életeleme volt a konferencidkon valo részvétel. Ezek az idészakok széa-
méra a pezsgd életet jelentették, azt, hogy matematikai problémakat diszkutalha-
tott, barataival, kollégaival lehetett egyiitt. Az egyik els6 nemzetkozi konferencia
grafelméletbsl Magyarorszagon volt, Dobogokén, 1959-ben, majd a hatvanas évek-
ben beindult a magyar kombinatorika és szamelmélet konferencia-sorozat, melyek
mindegyikén résztvett. Ezek koziil is kiemelnénk az Erdés 60. 70. és 80. sziiletés-
napjara Magyarorszégon szervezett konferencidkat, [74], de emellett 80. sziiletés-
napjara konferenciat szerveztek a tiszteletére Cambridge-ben, Pragéban, [75] és
Kalamazoo-ban (USA) is.

Halala utan 3 évvel, 1999-ben egy konferenciét szerveztiink emlékére a Magyar
Tudoméanyos Akadémia Roosevelt téri palotajaban, 450 résztvevével, 120 meghivott
elsadoval.? Az egész konferencia Erdésrdl szolt, a féeldadok Erd6s matematikajarol
tartottak attekints el6adasokat, és a tobbi el6adas is Erdés matematikajahoz kap-
csolodott. Ezek tobbsége a kozelmultban két vastag kotetben, 1400 oldalon jelent
meg a Bolyai Janos Matematikai Térsulat és a Springer kozos kiadasaban [76].%
A konferencia szervezésével az volt a célunk, hogy lehetéséget teremtsiink Erdds
egyediilalloan széles spektrumi matematikai munkassaganak bemutataséra.

3Ez tiszta matematikaban egy kiilonlegesen nagy konferencianak szamit.
4A kitetben megtaldlhaté a szamos szakmai attekintd cikk mellett tobb megemlékezés régi
baratai tollabol.



Ebben a cikkben két emlékezetes konferenciarol szolunk részletesebben.

1995-ben egy nemzetkozi tudomanyos mihelyt (workshop-ot) szerveztiink ke-
vés résztvevivel, Matrahazan. A ,workshop"-ok abban kiilonb6znek a szokvéanyos
konferenciaktol, hogy kevés eléadas szerepel a programjukban, ezek kozott gyakran
vannak attekinté el6adasok, és nagyobb szerepet kapnak a résztvevék tudomanyos
beszélgetései, ,egylitt-dolgozasa”. Matrahazan csak 9 el6adas volt. Az ilyen kisebb
konferenciakat, workshopokat Erdds kiilonosen szerette: otthon érezte magat, régi
baratok és fiatal matematikusok vették koriil. Ilyenkor lehetett legjobban csodalni
azt a kiilonleges képességét, hogy szimultan dolgozott teljesen kiilonb&z6 problé-
makon, teljesen kiilonb6zé emberekkel.

R

A mitrahdzi konferencia csoportképe

Ennek a workshopnak az volt a célja, hogy Gsszehozza a szakembereket a kom-
binatorikus matematika egymdastol tavolabbi teriileteirél, pontosabban, a tiszta
kombinatorika, a grafelmélet, a kombinatorikus szamelmélet és a véletlen grafok

7



elméletének témaibol.> Egy hetet toltottiink ott ,bizonyitdsokkal és sejtésekkel”.®
Emléksziink, hogy Erdés intenziven dolgozott példaul Peter Cameronnal egy kom-
binatorikus szamelméleti kérdésen. Cikkiik részben a szemiink lattara sziiletett,
posthumous jelent meg a workshop kotetében [7].

Ezen a workshop-on amelyet a Magyar Tudoményos Akadémia métrahazai
iidiil6jében rendeztiink, maga a helyszin is kiilonleges légkort és hangulatot je-
lentett Erdés szdmara. Erdést itt nagy szeretet, tisztelet, és tor6dés vette koriil.
A 60-as évek vége 6ta Erdds rendszeresen eltoltott itt 1-2 hetet. Kiilonosen kelle-
mes emléktiek voltak szaméara azok az id&szakok, amikor még édesanyja és baratai,
Kalmar Laszlo és felesége, Rényi Alfréd és felesége, Rényi Kato, Turan Pal tarsasa-
gaban lehetett itt. A fenti neveket nem kell olvaséinknak bemutatni, azt azonban
talan kevesen tudjak, hogy Kalmar Laszlo segitett Erddsnek megirni az elsé cikkét,
amely a Csebisev tétel egy 1j, egyszertisitett bizonyitasat tartalmazta.” 8 Métraha-
zan sziiletett néhany korabbi, Erdss Pallal kozos kedvenc cikkiink is, pl. 42], [43].

A matrahézi iidiil6ben az élethez hozzatartozott, hogy itt a legkiilénbéz6bb
tudomanyok jeles képvisel6i voltak egyiitt, nemcsak matematikusok, akik természe-
tesen nemcsak dolgoztak, hanem politizaltak, torténelemrdl és kozgazdasagtanrol,
biol6giarol, fizikarol, orvostudomanyokrél beszélgettek.

Ezekben a beszélgetésekben Erdés nagy érdeklSdéssel és széleskdri tdjéko-
zottsaggal vett részt. A beszélgetésekhez kivalo keretet adtak a hosszabb-révidebb
sétak. Erdésnek voltak kedvenc sétattjai. Az egyik egy kis kilato toronyba vezetett,
ahova mindig szivesen felmaszott.

Emellett Erdés rengeteget pingpongozott itt sajatos, kissé furcsa, de igen

hatékony stilusaban®, sakkozott, és go-zott (sokaig 6 volt a legjobb magyar go
jatékos).10 Bridzselni is szeretett.

4. Varso, egy évvel késGbb

Erd6s Varséban halt meg 1996. szeptember 20-a4n. Haldlanak koriilményei mé-
lyen megrenditéek voltak. A varséi Banach Koézpontban 1996 &szén egy Gthetes
konferencia-sorozatot rendeztek. Erdds két hetet toltott ezen a workshop-sorozaton.
Elvezte a matematikai légkort, de sokat panaszkodott a hideg id6jarasra. Két el6-
adast tartott, a masodikat szeptember 18-an, szerdan. Nagy sikere volt.

5Igen ismert matematikusok mellett azonban a tehetséges fiatal diakok koziil is sokan itt voltak.

6Ez Erdds kedvenc kifejezése volt. Néha, szokasos tulzasaival, azt mondta, hogy addig van
értelme az embernek élni, amig sejteni és bizonyitani tud.

7Kés6bb Kalmar az Erdés féle bizonyitast a Kézépiskolai Matematikai Lapokban dolgozta fel,
[52].

8(Csebisev tétele azt mondja ki, hogy bairmely egész szam és a kétszeres koz6tt van primszém.

9talan azért volt furcsa a stilusa, mert nem volt nagyon jo a szeme, de kitindek voltak a
reflexei?

10Nagyon jo sakkoz6 volt, de a matematikusok kozdtt ez kevésbé megleps. A GO egy kinai
eredet(i jaték amelyik talan ugyanolyan komoly és mély, mint a sakk, csak Eurépaban kevésbé
elterjedt.



Erdds Go-zik (1941)

Péntek hajnali harom koriil, egy szivrohamot kovetSen, a szallodai szob4jabol
kérhazba keriilt. Hamarosan elvesztette eszméletét. Délutdn harom ora koriil egy
méasodik, végzetes szivrohamot kapott.

Baratai, kollégai, szerencsétlen koriilmények folytan, csak ezutan értesiilhettek
kérhazbavitelérdl és halalarol.

X X X

Erdds — akinek idsebb korara er6sodott humora morbid oldala, — gyakran , ki-
fejtette”, hogy az ,glet befejezésének legszebb médja” ,,... megtartani egy eladast,
befejezni egy bizonyitast, letenni a krétat, és meghalni...” Bizonyos értelemben
ugy ment el, ahogyan azt kivanta. A legutols6 napig matematikin gondolkozott,
sejtett és bizonyitott.

Barmerre jart a vildgban, a nap szinte minden percében tor6ds és szeretettel
gondoskod6 kollégék hada vette koriil, és barati, szeretd gondoskodas, amelyet egyre



kevésbé tudott nélkiil6zni — mégis utolsé éraiban magara maradt, az idegen kérhazi
kornyezetben, idegenek kozott.
Mindnyajunk érzéseit fejezte ki Vojta Rodl egy e-mailben:

,Pali bacsi nélkiil mar semmi sem lesz a régi”.!!

5. Erdés matematikajarol

Erdés még nincs 18 éves, amikor megold egy Koénig Dénestdl hallott grafelméleti
problémat. (Ezt K6nig beveszi konyvébe, amely az els6 és évtizedekig az egyetlen
grafelméleti monografia.) Fejér Lipotnal doktoral, téméaja szamelmélet, primszamok
szamtani sorokban valé eloszlésa.

Erdés 1934-ben Mordell meghivasara 4 évre Manchesterbe megy. Ekozben
rendszeresen hazajar Budapestre: évente haromszor tobb hetet tolt itthon szii-
leivel és barataival. 1938-ban az els6k kozott van, akik ugy itélik meg, hogy el
kell hagyni Magyarorszagot. Szeptemberben a Princeton-i Institute for Advanced
Study meghivasara az USA-ba megy és csak 10 év mulva, 1948-ban jon haza, hogy
rajongva szeretett édesanyjat és baratait meglatogassa. 1955-t61 mar rendszeressé
valnak hosszabb-révidebb ideig tarté hazalatogatasai. 1962-t6l az MTA Matema-
tikai Kutatéintézetének munkatarsa. Emellett valtozatlanul jarja a viladgot, az év
jelentds részét kiilfldon tolti.

* kX

1939-ben kezdte a ,nomad” életmédot: allandéan uton volt, egyik helyrésl a
mésikra utazott.

Azonban életformajanak nem az volt a leglényegesebb vonasa, hogy sok helyen
jart. Ennél sokkal fontosabb az, hogy rendkiviil konnyen volt képes ,matematikai”
és ,emberi” kapcsolatot teremteni, baratsigokat kotni, barmerre is jart. Amikor
0j helyre érkezett, az ottani matematikusokkal elkezdett beszélgetni, kikérdezte
Sket kutatasi témajukrol, elkezdett gondolkodni a kérdéseiken, és gyakran meglepd
megoldésokkal allt els. Ehhez hozzatartozik, hogy hihetetleniil gyors is volt.

Gyakran megesik, hogy a matematikailag nagyon erés, mély, és gyors gondol-
kodasu matematikusokkal bénité egyiitt dolgozni. Nagyon nyomaszt6 tud lenni,
amikor hénapokig gondolkodunk egy kérdésen, és egyszercsak taldlkozunk valaki-
vel, aki feltesz néhany kérdést, és megoldja problémankat. Erdéssel teljesen més
volt a helyzet. Annak ellenére, hogy tisztdban voltunk azzal, hogy egy matematikai
6rias iil veliink szemben, a vele valé beszélgetésekkor Erdés olyan kiilonos légkort
teremtett, hogy vele egyenrangtnak érezhettiik magunkat. Gyakran tett fel a masik
teriiletéhez kozel 4116 kérdéseket, vagy olyanokat, amelyeknél 6 megakadt. Mindenki
boldog volt, ha valaszolni tudott a kérdéseire, és biiszke volt, ha sikeriilt megolda-
nia egy ,Erdds problémat”,'? majd elmondhatta neki a megoldast. De 6 nem allt

1«Things won’t be the same without uncle Paul”.
123zaz, Erdost foglalkoztatd matematikai kérdést.
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meg itt, hanem tovabbi kapcsolédé kérdéseket tett fel, az eredetileg artatlannak
latsz6 kérdésbdl kiindulé Gjabb és Gjabb irdnyokba kutatva tovabb.

Mindannyiunknak vannak errél torténetei. Hadd mutassuk ezt be Hajnal And-
ras torténetén keresztiil. (Hajnal ezt a torténetet részletesen leirja Erdés Kombi-
natorikus Halmazelméleti hatasat taglalé egyik attekint6 cikkében [49], mi itt ma-
gyarra forditottuk és kissé leroviditettiik.)!® Erdss Kalmarnal volt litogatéban,
amikor Hajnal el6szor taldlkozott vele. Hajnal ezt irja:

,2Abban az id6ben Kalmar Laszl6 aspiransa voltam Szegeden ... Erdds
lejott Szegedre meglatogatni az egyetemet. ... Engem tigy mutattak be
neki, mint egy igéretes fiatalembert, aki halmazelméletet tanul. [Hajnal
axiomatikus halmazelmeélettel foglalkozott ekkortajt, disszertacidjat a
relativ konstrualhat6sagbol irta.]| Hamarosan magunkra hagytak ben-
niinket Kalméar egyetemi szobajaban, két hatalmas fotelben iilve, ko-
zottiink egy kavézo asztallal. Ugy éreztem, nagyon oreg: 43 éves volt,
én 25. Nagyon megtisztelve éreztem magamat és zavarban is voltam,
hogy egyediil hagytak ezzel a hires emberrel. Akkor még nem tudtam,
hogy legtobb fiatal munkatarsaval hasonlé koriilmények kozott talalko-
zott. Erd6s megkérdezte, mi érdekel engem halmazelméleten beliil. En a
relativ konstrudlhatésig téméajaban dolgoztam, és nagyon biiszke is vol-
tam erre. Elkezdtem tehat elmagyarazni az eredményeimet. O nagyon
udvariasan végighallgatott, majd, amikor befejeztem, megkérdezte: ,ér-
dekli 6nt a normaélis halmazelmélet is?...”

Itt Hajnal leirja a beszélgetésiik matematikai témajit, amit dtugrunk. Min-
denesetre, Hajnal feltett Erddsnek egy kérdést a sokvaltozos halmaz-leképezésekkel
kapcsolatban. Hajnal igy folytatja:

,Szerencsére ez tetszett Erdésnek. Elénk beszélgetésbe kezdtiink, ami
egyre folyékonyabb és kozvetlenebb lett. Az elsé dolog, amit téle ta-
nultam, (és ez elég sok id6be tellett nekem) az volt, hogy & soha sem
kezdte az altalanos esettel. ElGszor azt akarta kideriteni, mi torténik a
kétvaltozos esetben.

Késébb Erdés szeliden rabeszélte Hajnalt, hogy (Fodor Gézaval) méasszanak
fel a szegedi Dom tornyéaba.

»#Addigra mar két évet toltottem el Szegeden, de soha nem okozott ne-
hézséget, hogy ellenélljak barmiféle nyomasnak, hogy felmasszak a to-
ronyba. Nagy meglepetésemre, Erdds inditvanyanak nem tudtam ellen-
allni. A lépcs6kon felfelé haladva Erdds tjabb és ujabb eredményeket
és sejtéseket fogalmazott meg, mikézben néha arra panaszkodott, hogy
kicsit szédiil.

13 A téma, pontosabban Erdés és a halmazelmélet kapcsolata irant érdeklédsk szamara a mar
emlitett, a Matematikai Lapokban megjelent Hajnal cikket is ajanlhatunk [48].
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Este Kalmaréknal vacsoraztunk, ahol a matematikai disszkusszi6 a hal-
mazfliggvényekrsl tovabbfolytatédott, néha keveredve ErdGs Sam-re és
Joe-ra (azaz, az USA-ra és Szovjetuniora) vonatkozé megjegyzéseivel.

Amikor elvaltunk, az mar majdnem olyan volt, mintha régi baratok val-
tak volna el, és volt egy félig kész kozos cikkiink, amelyet mar levelezés
utjan is befejezhettiink.”

6. Ars Mathematica: ,,Sejtés és Bizonyitas”...

Erd6s matematikajarél ugy tudhatjuk meg a legtdbbet, ha eredetiben olvassuk el
néhany cikkét. Ezeknek egy része — elsGsorban a kombinatorika, de a szamelmélet és
a geometria teriiletérdl is — van 6sszegytjtve az 1973-ban az MIT Press altal kiadott
,Art of Counting” (azaz, ,,A szamolas miivészete”) cinmd kotetben [15]. A konyv egy
kitiing valogatas Erdds cikkeibdl.

Az olvasé szamara talan a méar emlitett, tobb mint 30, a Matematikai Lapok-
ban megjelent cikke a legelérhetébb forrds. Ezekre mi elészeretettel fogunk hivat-
kozni.

To6bb attekinté tanulmény jelent meg munkéssagarol a 80-adik sziiletésnapja
alkalmébdl, illetve halala 6ta. Csak néhényat emlitve: Bollobas [5], Hajnal [49],
Ruzsa [61], Sarkozy [62] és Simonovits [63]. Ezenkiviil melegen ajanljuk Turan mar
emlitett frasat [71] és Erd6s egy sajat cikkét [30], valamint egy életérdl szol6 hosszu
cikket Babaitol [2], és egyet T. Sostol [66]. Sokat arul el Erdés matematikajarol még
Chung és Graham konyve Erdds megoldatlan grafelméleti sejtéseir6l, problémaéirol
is [6]. ;

Vegiil sokat megtudhatunk Erdds matematikajarol és személyiségérdl azokbol
a cikkekbdl, amelyeket ¢ maga irt baratair6l: Turanrol [19], [18], [20], [18], Gallairél,
[23], Kalmarrol [16], Godelrsl [27], Gabriel Diracrél [21], Ernst Strausr6l [24], Stan
Ulamrol [25], Richard Radordl [26].

* ¥ %

Mar emlitettiik, hogy amikor Erdds 50 éves lett, Turan irt egy attekintést [71]
Erdés matematikai munkéassagarol. Turdn sorai még ma is azok kozé az irasok kozé
tartoznak, amelyek a legjobban segitenek Erd6s matematikdjanak megértésében.'?
Cikke ,bevezetd” részében Turdn a kovetkezSképpen ir:

,Nem konnyt annak a feladata, aki Erdés Pal matematikai munkainak
akar csak vazlatos ismertetésére véallalkozik azon alkalomboél, hogy 1963
marcius 26-an lesz 50 éves. ... Nehézzé teszi elGszor az is, hogy ...
tudoméanyos dolgozatainak szama kozel 400,... tehat egy mozartinak
nevezhetd termékenység és e cikk szlikségképpen korlatozott terjedelme.

14Nem meglep6, hogy amikor Erdésrél irunk, sokan hasznéaljuk Turan sorait. Az viszont érde-
kesebb, hogy maga Erdés is ezt a forrast haszrilta egyik utols6 cikkében [30].
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Még nehezebbé teszi az, hogy a dolgozatok témakdre a matematika
oly tavolesé teriileteit foglalja magéban, melyre Erdson kiviil nehezen
talalni benniik egyenlGen kompetens szakértGt.”

,De f6leg nehézzé tette az irast az, hogy munkainak és hatasanak ismer-
tetése nehezen valaszthatoé el matematikusi egyéniségétol.”

,Bizonyos értelemben egy occidentélis [nyugati] Ramanujan &, annak
erejével és korlataival, szingularis és egyszeri jelenség. . .

Eddig publikalt munkai nagyjaboél a kovetkezs témakorokre vonatkoz-
nak:

1. Aritmetika [Szamelmélet]

2. Valo6szintiségszamitas, ergodelmélet,

3. Grafelmélet, aszimptotikus kombinatorika

4. Konstruktiv fliggvénytan,

5. Halmazelmélet, halmazelméleti topologia,

6. Sorelmélet

7. Komplex fiiggvénytan,

8. Geometria.

”

Ezek a sorok tobb, mint 30 éve irédtak. Addigra Erdds koriilbeliil 400 cikket
irt (ma a publikéci6s listaja koriilbeliil 1500 cikket tartalmaz).

* * %

Ugy tiinik, hogy elmiltak azok az id6k, amikor a matematikusok képesek vol-
tak t6bb kiilonboz6 témat mélyen megérteni, és ezekben maradandét alkotni. Valaki
egyszer azt mondta, Hilbert volt az utolsé polihisztor. Az bizonyos, hogy Erdds ut-
tord volt tobb, egymastol fiiggetlen teriileten, és a mai matematika szamos aganak
nyilvanval6an ¢ volt az egyik megteremtGje. Arra is tobb példa van, hogy valaki
més — egy adott teriileten — irt egy vagy két uttors cikket, aztan Erdés elkezdett
kérdezni, tételeket sejteni és bizonyitani, és a teriilet néhany elszigetelt eredmény
gytjteményéb6l virdgzo elméletté valtozott. Sokszor munkatarsaiban sem tudato-
sodott azonnal, hogy mi is torténik: Erdgs kérdései és valaszai csak egy kis teriilet
utols6 hidnyossagait potoltak, vagy pedig egy jelents elmélet van kialakuloban.

Erdés matematikajanak leirdsdban két szempontot fogunk kovetni:

Megemlitjiik néhany fontosabb eredményét. Bemutatjuk, hogyan néttek ki
elméletek Erdés ,kis” kérdéseib6l. Ezek kozott voltak, ahol Erdés fejlesztette ki
az elméletet, mashol mésok folytattak az Erdds altal elkezdett kutatasokat.
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Nem probaljuk ezeket szétvilasztani, mert Erd&snél is minden mindennel
osszefonodott.

Erd6s matematikai munkassaganak elsé két évtizedében elsGsorban szamel-
mélettel és analizissel foglalkozott. Ma ugy ttinhet, hogy legtobbet kombinatorikai,
diszkrét matematikai témakon dolgozott: grafelméleten, kombinatorikus szamelmé-
leten, kombinatorikus halmazelméleten. Val6jaban, a korabbi munkéaiban is sokszor
megtalalhat6 a kombinatorikus jelleg. Ugyanakkor a legtobb a 13. oldalon 1-8. alatt
felsorolt téma is az élete végéig megjelenik munkassagaban.

Néhany éve megkértiik, hogy irjon egy cikket ,kedvenc tételeirsl” [30], a szoka-
sos ,kedvenc problémairél” helyett, abba a kotetbe, amit a 80-adik sziiletésnapjara
adtunk ki [74]. Ez a cikk, amelyben leirja a sajat értékelését, segit kivalasztani
néhanyat a legfontosabb eredményei koziil. Most ezek koziil emlitiink néhanyat.

* % X

Erdés elemi bizonyitast talalt sok klasszikus primszamelméleti tételre. A prim-
szamok szaméra Gauss sejtette, hogy ez n-ig kb. ﬁ;, de ezt csak sokkal késébb
sikeriilt bizonyitani a Riemann féle ((s) := ) an fiiggvény mély analitikus tulaj-
donséagainak felhasznalasaval. 1948-ban Erdés és Selberg egy rég vart elemi bizo-
nyitast talaltak a primszamtételre. Itt az ,elemi” azt jelenti, hogy nem hasznél
komplex fiiggvénytant. Az eredménytél egyébként akkor azt vartdk, hogy attorést
fog eredményezni a szaimelmélet és a Riemann sejtésre vonatkozo kutatasok terén,
de ez — tgy tinik — nem kovetkezett be. A torténetet és az Erdés-Selberg bizo-
nyitas egy részletesen kidolgozott varidnsat megtalalhatjuk a Hoffmann—Surényi

cikkben [50].

* ¥ %

Erdss megfigyelte, hogy néhany szamelméleti fliggvény viselkedése nagyon ha-
sonlit a fiiggetlen valészintiségi valtozok dsszegének viselkedéséhez: Kaccal [36] és
Wintnerrel [46] a szamelmélet egy teljesen 4j agat inditottak el. Az elmélet léenyegét
diéhéjban tgy lehet leirni, hogy ha bizonyos szamelméleti fliggvényeket vizsgalunk,
azok viselkedése sok szempontbdl olyan, mintha a primek egymastol fliggetlen vé-
letlen szamok lennének. Példaul, egy szam primosztéinak szima normalis eloszlésu.

¥ %k k
Régota vizsgalt, hogyan lehet minél pontosabban megadni az 22 +y? < 1" egész
megoldasainak szamat. Mivel ez nem mas, mint az origd koézéppontu, VT sugari
korben levs racspontok szama, ez nagy T-re a kor teriiletéhez van kozel: 71"+ o(T').
A keérdés az, hogy lehet-e jelentdsen javitani a fenti becslést. Hardy és Littlewood
megmutattik, hogy ha f(7") jeloli a tekintett racspontok szamat, akkor
|£(T) — =T
(T'log T)l/ "
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nem tarthat 0-hoz, azaz (alkalmas ¢ > 0 konstansra) van tetsz6leges nagy T', amire
a hibatag nagyobb, mint ¢(7 log T)l/ 5 :

Erdds és Fuchs [34] észrevették, hogy a négyzetszamok helyett hasonl6 jelenség
igaz egészek tetszGleges sorozatara. A fentihez kapcsolédéan belattak, hogy

Erdés—Fuchs tétel. Barmely ay,...,a,,... sorozatra, ha F(T) az a; +a; < T
megoldéasainak szama, akkor barmely ¢ > 0-ra

|F(T) - cT|
(T/(log T)?)**
nem tarthat 0-hoz.

Ez azt jelenti, hogy az a; + a; < T megoldasszama nem lehet tul kozel egy
linearis fiiggvényhez. (Ennek az a tartalma, hogy az a; + a; = n megoldasszama
nemcsak, hogy nem lehet konstans, de még atlagban sem lehet tul kozel egy kons-
tanshoz.)

* X %

Erdés olyan matematikus volt, akit elsGsorban a ,konkrét kérdések” érdekeltek.

Erdés baratja és szerzétarsa, Ernst Straus (aki egy ideig Albert Einstennek
asszisztense és szerzétarsa is volt) igy irt rola: ,A problémamegoldék hercege és a
kérdésfelvetSk csaszara.” Erdds ezt a kovetkezSképpen fogalmazza:

A kérdések mindig is matematikai életem lényeges részét alkottak. Egy
jOl kivalasztott kérdés a matematika egy adott teriiletének alapvetd ne-
hézségét kiilonitheti el, és igy olyan szintjelz6ként szolgéalhat, amihez
viszonyitani lehet a teriileten elért haladast. Egy artatlannak ting kér-
désen gyakran nem is latszik valodi természete. . .”.

Sok matematikus inkabb elméletek felépitését tekinti feladatédnak, és amikor
megakad, akkor megvizsgal specialis eseteket, hogy a részleteket tisztazza.

Erdés az ellenkezé modszerrel dolgozott. Specialis esetekbdl indult ki, megta-
madta 6ket, egyre tobb eredményt bizonyitott az egyes kérdések koriil, kezdetben
csak kis magvat épitve ki annak, ami késsbb egy teljes elméletté nétte ki magat.'®
Az aldbbiakban ezt mutatjuk be néhany példan.

Erdekes illusztraciéja Erdés matematizalasi stilusanak a hires Erd6s-Szekeres
problémakor kifejlédése is. ErdGs és Szekeres [45] egy Klein Eszter éltal feltett
szokatlan kérdésbdl indultak ki:

Adott n altalanos helyzett pont a sikon, milyen nagy konvex k-szog vélaszthatod
ki ebbdl a ponthalmazbol? Kénnyi belatni, hogy 5 pont koziil mindig kivalaszthaté
4 konvex helyzetii. Azt mar sokkal nehezebb bizonyitani, hogy 9 pont koziil kiva-
laszthato 5 konvex helyzetd. Erdds és Szekeres bebizonyitott egy altalanos tételt

15F7 deriilt ki a Hajnal Andras 4ltal leirt els6 talalkozasukbol is, 11. old.

15



[45]. Ekozben tulajdonképpen tjra felfedezték Ramsey tételét [59] amely segitett
az eredeti kérdés megoldasaban. Ramsey mas motivacioval indult és kevéssel meg-
elézte ket a tételt bizonyitasaval.l®

Maga a geometriai tétel a kovetkez6t mondja ki:

Erddés—Szekeres tétel (1936). Minden k > 3 egészhez van olyan f(k) szam, hogy
ha a sikon legalabb f(k) pontot vesziink, akkor ezek kézott lesz k olyan, amelyek
egy konvex k-szoget hataroznak meg.

Erdés és Szekeres azt sejtették, hogy f(k) lehets legkisebb értéke 25-2 4 1.17
Ez maéig is megoldatlan.

Ramsey tétele a legegyszeribb altalanos esetben, Erdds és Szekeres megfogal-
mazasaban igy szol:

Erdés és Szekeres ,,Ramsey” tétele ([45]). Legyen adott két pozitiv egész, k
és L. Ha egy G graf pontszama

1) An><k;f12),

akkor G vagy tartalmaz egy teljes k-ast, vagy egy lires [-est.

A tétel felfoghaté a skatulya-elv 4ltalanositiasidnak is, ez magyardzza, hogy
nagyon sok helyen alkalmazhato, grafelméletben, szamelméletben, elméleti szami-
togéptudomanyban, és még sok mas teriileten.

De ha a tétel nem volna alkalmazhato, akkor is elmondanank réla, hogy sok
és mély altalanositisa van, és hogy ma a kombinatorikdban van kiilon elmélete
a véges és végtelen Ramsey tipusu kérdéseknek, és mindenképpen ezek a modern
kombinatorika egyik legmélyebb, legkiterjedtebb teriiletét jelentik.!8

k %k %

A Ramsey tétellel elérkeztiink a kombinatorikéhoz.

A kombinatorika a szdmitégéptudomannyal valé kolesonhatasa kovetkeztében
robbanésszerii fejlédésen ment, 4t az elmult két-harom évtizedben. Bar Erdds maga
sohasem foglalkozott kézvetleniil szamitogéptudomannyal, Erdgs matematikajanak
hatasa nagyon er6sen érzédik a kombinatorikdban és az ezzel szoros kapcsolatban
levs szamitoégéptudoméanyban. Példaul ,véletlen modszere” az elméleti szamitogeép-
tudomany hatékony eszkozéveé valt, tobbek kozott algoritmusok sebességének alsé
becslésénél hasznaljak.

16 A torténet részletes leirdsa megtalalhato példaul Szekeres cikkében [67] az Art of Counting
[15] bevezets részében.

17A7 Erdés féle geometriai problémak irant érdekl¢d6knek ajanljuk a Pach-Agarwal kony-
vet [56].

18Gtandard konyv a témakorbél Graham, Rothschild és Spencer monografidja [47]
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Erdés kedvenc kombinatorikai teriiletei kozé tartoztak a Ramsey elmélet, az
.extremalis grafok elmélete, és a véletlen grafok elmélete is. (Ez a harom elmélet
egymassal is dsszefonédott.) Mi itt — illusztracioként — a véletlen grafokkal fogunk
foglalkozni. Miért éppen ezzel? LA val6sziniiségszamitasi modszerek alkalmazasa
voros fonalként huzodik végig Erdés egész munkéssagéan...” irja Turdn a méar
tobbszor idézett cikkében. Ez a véletlen grafoknal is nagyon jol érzékelhetd.
Ennek a teriiletnek egyre né a jelentésége. A véletlen médszerek szamelmé-
letben, grafelméletben, és sok mas teriileten valo tudatos alkalmazasa Erdés egyik
legnagyobb érdeme.

A véletlen strukturdkra vonatkozé eredményeket harom csoportba érdemes
osztanunk:

(1) Vannak eredmények, amelyek arrél szélnak, hogy bizonyos determinisztikus
strukturak véletlenszeri vonasokat mutatnak. (Ilyenek a mér emlitett, a primsza-
mokra vonatkozé tételek, az Erdés—Kac tétel, stb.)

(2) Mas eredmények véletlen modszerekkel bizonyitjak bizonyos objektumok
létezését.

(3) Vegiil az utolsé csoportba tartoznak azok az eredmények, ahol adott tipusu
objektumokat generalunk véletlenszerten, de nem azért, hogy valaminek a létezését
bizonyitsuk, hanem, hogy ezek tipikus struktirdjat irjuk le.

A fenti osztalyozas fontos Erdés matematikajaban, az annak nyoman kialakult
terlileteken és a vele parhuzamosan masok altal kifejlesztett elméletekben is.

* %k k

Turannak egy Ramsey-tipusu kérdésére valaszolva Erdés véletlen modszereket
kezdett alkalmazni a grafelméletben. Mi is volt ez a kérdés?

Az Erdés-Szekeres képletbdl azonnal latjuk, hogy minden n pontu graf tartal-
maz egy legaldbb %logg n meéret teljest vagy tlirest. Erd6st bebizonyitotta, hogy

Erdés tétel [10]. Van olyan G, n-pontu graf, melyben a legnagyobb teljes és a
legnagyobb iires részgraf is legfeljebb 2 log, n méret.

A cikk egyszert leszamolast hasznalva bizonyitja ilyen grafok létezését, anélkiil,
hogy egyetlen konkrét ilyen grafot is megadna. Valojaban azt mutatja meg, hogy
magjdnem mindegyik grdaf ilyen.

Mindmaig izgalmas nyitott kérdés egy ilyen graf megkonstrualésa.

Bizonyos értelemben ekkor sziiletett meg a véletlen médszer. Késgbb ennek a
modszernek egyre kifinomultabb valtozatait hasznalva Erdds bebizonyitotta a nagy
derékbdségii'® és nagy kromatikus szdmmal rendelkez6 grafok létezését [12], [13].

Erdés tétel. Minden k és g egész szamra van olyan G graf, amelyiknek nincs g-nél
révidebb kére, de a kromatikus szama nagyobb, mint k.

19A derékbéség a graf legrvidebb korének hossza. Az angol ,,girth” sz6t szoktuk itt hasznalni.
Egy graf kromatikus szama az a legkisebb egész, hogy ennyi szinnel tgy is meg lehet szinezni a
graf pontjait, hogy minden él 2 kiilonb6z6 szinii pontot kosson Gssze.

187



Az ilyen grafok létezése azért megleps, mert a nagy derékbdség azt jelenti,
hogy a graf ritka, kevés éle van, és addig a magas kromatikus szamot stri részekkel
velték biztosithaténak. A bizonyitasi médszer meglehetsen bonyolult, de egy igen
egyszert és fontos 1j gondolatot tartalmaz:

Nem azt mutatjuk meg, hogy valamilyen megadott pontszamu és él-
szamu grafok kozott majdnem mindegyik magas kromatikus szamu és
derékb&ségl, hanem azt, hogy majdnem mindegyikbdl elhagyhaté né-
hany él, hogy azutan mar ilyenné valjék.

Az elébbi Erdds féle egzisztenciabizonyitas determinisztikussé tétele volt Lo-
vasz egyik elsé kiemelkedd eredménye [55]. Azzal, hogy a magat a tételt dltald-
nositotta hipergrifokra, egy messze nem trivialis indukcids bizonyitast tudott adni
ra.

A yéletlen modszeres egzisztenciabizonyitasoknak” szamtalan alkalmazésa van
grafelmélet legkiilonb6zébb teriiletein. Kapcsolodik a kérdés az extremalis grafok
elméletéhez is, amirdl itt most nem irunk (bar Erdésnek dont6 hatasa volt ennek
kifejlédésében, ¢és bar mindkét szerz6 kedvenc kutatasi teriiletei kozé tartozik). Es
kapcsolodik a kérdés az expander grafok modern elméletéhez is.?°

A véletlen modszeres egzisztenciabizonyitasok egyik csucspontja az Erdds—
Lovasz cikkben megjelent a Lovész szita (Lovasz Local Lemma) [35]. Ezt a lemmat
algoritmusokban is gyakran hasznaljak.

* %k %

Erdds és Rényi a 60-as években megfogalmaztak a véletlen grafok bizonyos
modelljeit (ezeknek méar voltak el6zményei, pl. Gilbertnél) és tobb a véletlen grafok
tipikus strukturdjara vonatkoz6 tételt bizonyitottak be, [38], [39], [40], [41], a
kovetkezo kérdésre keresve a valaszt:

Mi az, hogy véletlen graf, és tipikusan milyen tulajdonsigai vannak?

A kérdés csirajaban mar ott volt a fentebb megfogalmazott egzisztencia-
bizonyitasokban is.

Ma a véletlen grafok elmélete is az egyik legjelentGsebb aga a kombinatorika-
nak. Az alabbiakban néhany idevonatkozo tételt mutatunk be, leegyszertsitve és a
definicidkat elhagyva.

Abban a véletlen grafmodellben, amelyet Erdés, majd késébb Erdés és Rényi
hasznaltak, [41] egy f(n) pozitiv egész értéki fiiggvényhez tekintjiik az Osszes, az
adott x1,...,z, csicsokon megadhato f(n) éld grafot. Ezek szama

o= (53)

20Az expander grafok fontos szerepet jatszanak az alkalmazéasokban, pl. a biztonsagos
informéacié-tovabbitasban.
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Ezek koziil kivalasztunk egyet, 1/M (n) valészintséggel.

Egy mésik nagyon elterjedt véletlen grafmodellben, egy p(n) > 0 pozmv értékii
fiiggvényhez, az adott z1,...,z, cstcsokon az () pontparra mindegyikére kisor-
soljuk, hogy kivalasszuk-e az adott x;x; élt, vagy sem. A kivalasztis valoszintsége
p(n) és az élvalasztasok egymastol fiiggetlen események.

A kovetkezo tétel szerint a legtobb grafnak nincs szimmetriaja.

Tétel (Erd6s-Rényi, Aszimmetrikus grafok). Ha az zi,...,z, pontokon meg-
adunk egy véletlen gréafot, p > 0 konstans élval6sziniiséggel, akkor annak val6szinii-
sége, hogy a pontoknak legyen olyan permuticiéja, amely a grafot 6nmagaba viszi
elenyészo: 0-hoz tart, ha n — oo.

Az alabbi tétel (megint nagyon leegyszertsitve) azt mondja ki, hogy az n
pontra éleket dobalva le egyméas utan, véletlenszerien a graf abban a pillanatban
valik Osszefiiggdvé, amikor élszama eléri az —%nlog n-et.

Tétel (Erdés-Rényi, Osszefiiggdség). Ha c > 1 és az z1,...,x, pontokon meg-
adunk egy véletlen grafot, p > c'ﬁﬁﬂ élvalosziniséggel, akkor a kapott graf Gssze-
fiiggs, 1-hez tarto6 valoszintdséggel, han — oo. Ha viszont ¢ < 1, akkor ezen véletlen
graf nem Osszefiiggs, 1-hez tarté valészintiséggel.

Rényi Alfréd halala utan®! nem volt vilagos, hogy milyen iranyban fog fejlédni
a véletlen grafok elmélete. Mindenesetre volt néhany olyan probléma, melyek meg-
oldisa nagyon izgalmasnak latszott. Az egyik a véletlen grafok kromatikus szamara
vonatkozott, a méasik a véletlen grafok Hamilton korére. A kromatikus szamra vo-
natkozo tételt Bollobas Béla bizonyitotta be, egy bizonyos Spencer és Shamir altal
bizonyitott eredményt is felhasznalva [4]. Kicsit leegyszeriisitve a tétel igy fogal-
mazhato:

Véletlen grafok komatikus szama. Majdnem minden n ponti graf kromatikus
szdma aszimptotikusan ﬁ.

A masik, talan (?7) leghiresebb nyitott kérdés arra vonatkozott, hogy egy vé-
letlen grafban milyen élszamnél jelenik meg a Hamilton kor. Erre vonatkozik

Posa tétele [58]. Létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy ha egy életlen grafnak cnlogn
éle van, akkor 1-hez tarté valésziniiséggel van benne Hamilton kor.

Nem folytatjuk ezen nagyon vonzé és dinamikusan fejlédé teriilet ismertetését.
Az érdeklddé olvaso tajékozodhat Erdés vagy Erdds és Rényi eredeti cikkeib6l, vagy
Erdés és Spencer [44], Bollobés (3], Alon és Spencer [1] monografiaibol.

* %k %k

Erddsnek jelentds és szép valosziniiségszamitasi eredményei is vannak, ame-
lyek talan kevésbé kozismertek, de ezekrdl itt nem szolunk részletesen. Eredményei

211970-ben
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koézott vannak bolyongasi tételek, a 0-1 sorozatokra vonatkozé tételek. Ehhez téar-
sulnak a véletlen modszerek alkalmazasai a tiszta matematika mas teriiletein.

ook

Erdds stilusanak egyik alapvets vonasa volt, hogy meglepd kérdéseket tett fel,
amelyek a matematika tavoli teriileteit kétotték Ossze.

Munkassagaban 0sszekapcsolodott a szamelmélet, a kombinatorika/gréafelmélet
és a geometria. A grafelmélet és geometria Osszekapcsolasara szép példa a kévetkezd.
T6bb, mint 6tven éve Erdés a kovetkezst kérdezte [11]:

,,Legfeljebb hany egységnyi tavolsag lehet n sikbeli pont k6zott?”

Azt sejtette, hogy legfeljebb O(n“’“”)”. Ez a sejtés azon alapul, hogy talal-
hato olyan élhossziségi racs, melyben az egységtavolsagok szama egy c/n sugari
korlemezben kicsit tébb, mint linearis. A sejtés szerint ez az optimum.

A kérdés geometriainak tinhet, de nyilvanvaléan nem hasonlit a szokisos
geometriai kérdésekre.

Konnyen 6sszekapcsolhato ez azzal a klasszikus szamelméleti kérdéssel, hogy
adott m > 0 egész szamot héanyféleképpen lehet felirni 22 + y? alakban, ahol z és
y egészek, amir6l mar irtunk (1. 14. old.).

A sejtést konnyii megérteni, de bizonyitids még nem sziiletett ra. Erdds régton
észrevette, hogy egy egyszert, (a K5 3-a vonatkozo) extremalis graf tétel az O(n®/?)
becslést adja. Jozsa és Szemerédi egy sokkal bonyolultabb okoskodasa [51] a o(n®/?)
fels6 becslést eredményezi. Sok évvel késébb Spencer, Szemerédi és Trotter [65]
bebizonyitottik, hogy az egységtivolsagok szama O(n?/?)-nal becsiilhetd feliilrsl, és
Peter Brass megmutatta, hogy bizonyos Minkowski geometridkban ez éles lehet.?3
Az utébbi eredmény jelentGsége az, hogy ezek szerint — ha igaz a sejtés — a sik
BEuklideszi szerkezetét nem trivialis modon kell kihasznalni. Ugy tiinik, hogy a fenti
sejtés a kombinatorikus geometria egyik legnehezebb kérdése.

Az elmilt 50 évben a tévolsagok eloszlasa (4ltaldnos metrikus terekben is)
nehéz és sokat kutatott teriiletté valt. Meglep6 médon az ilyen tipusi kérdések a

szamitogéptudomanyban is fontossa valtak. Egyebek kozott a robotok mozgasara
vonatkoz6 matematikai kutatasok vezetnek gyakran Erdds tipusu kérdésekre.

* k%

Erdds matematikdjarol szolva mindenképpen meg kell emliteni Erdds és Turan
egy sejtését, amely Van der Waerdennek a szimtani sorozatokrol sz616 nagyon hires
tételével kapcsolatos. A tétel azt mondja ki, hogy

Van der Waerden tétele. Ha régzitiink két tetszéleges pozitiv egészt, k-t és r-
et, és az egész szamokat beosztjuk r osztélyba, akkor legalabb az egyik osztalyban
lesz k olyan szam, amelyek szamtani sort alkotnak.

22azaz, minden € > O-ra legfeljebb n!*< | feltéve, hogy n > ng(e).
23Egy Minkowski geometria azzal jellemezhets, hogy megadunk egy centrdlszimmetrikus konvex

sikidomot és azt kéveteljiitk meg, hogy ez legyen a geometridban az egységkorlemez.
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A negyvenes évek elején Erdgs és Turan — Van der Waerden tételének kap-
csén, — a kovetkezs kérdést tette fel: mi a maximalis hossza az olyan [1,n]-beli
egész szamokbol 4llo sorozatoknak, amelyek nem tartalmaznak k-tagu szamtani
sorozatot? Sejtésiik az volt, hogy ez a maximum o(n).?* K. F. Roth 1954-ben be-
bizonyitotta ezt k = 3-ra, és 1973-ban E. Szemerédi bebizonyitotta az altalanos
esetet [68] (amiért egy 1000$-os dijat kapott Erddstdl). H. Fiirstenberg és 1. Katz-
nelson ennek az eredménynek tobbféle altalanositasat bizonyitottak be az ergodel-
mélet eszkozeit hasznalva. Az utols6 évtizedben egy egészen 1j teriilet alakult ki
ebbdl az artatlannak tind kérdésbol. Itt kell megjegyezniink, hogy Tim Gowers-
nek aki 1998-ban Fields Ermet kapott, legkiemelked6bb eredményei kozott vannak
a Szemerédi tétel bizonyos élesitései. Ezen eredményei bizonyitdsaban hasznélja
a Freiman-Ruzsa tételt (az additiv szamelmeélet egyik alapvetd tételét) és Ruzsa
bizonyitasi modszereit [60].

20

Egy érdekes idekapcsolédo Erdés probléma a kovetkezs: Igaz-e, hogy ha egész
szamok egy sorozatéara ., al = 00, akkor minden k-ra van az a;-kbdl all6 k tagu
szamtani sor. Ha ez igaz volna, a Szemerédi tétel egy élesitése lenne. Mivel a prim-
szamok reciprokosszege divergens, ebbdl az is kovetkezne, hogy van minden k-ra
csupa primbdl 4ll6 szamtani sor. Ez Erdés egyik kedvenc és mindmaig megoldatlan
problémaja.

Magarol a Van der Waerden és Ramsey témakorrdl is irt egy cikket Erdds a
Matematikai Lapokban [14].

7. Erdés életvitele

Harom érték allt Erdds életvitelének kozéppontjaban: a fliggetlenség, az igazsag
keresése és a tor6dé emberszeretet.

A tudomany, a politika és a mindennapi élet igazsdgainak keresése volt 6rokos
munkijanak és termékenységének a hajtoereje, alarendelve ennek fajdalmat, beteg-
séget, Oregséget. Hogy biztositsa személyes fliggetlenségét (a politikai hatalomtol,
ideolégiai dogmaktol, és az 6t koriilvevs vilag szokéasaitol), feladott csaladot, biz-
tos munkahelyet, tulajdont. Ezt nem lehetett aldozatok nélkiil megtenni, amint
azt maga is sokszor megjegyezte. Egész életében vallalta ennek kovetkezményeit.
Utolsé napjaiig folytatta nomad életmédjat, mikézben évente 20-30 cikket irt, és
tobb tucat elGadast tartott.

Ellentétben sokak véleményével, nem volt aszkéta, mégha a tulajdont nem is
tartotta sokra. Ellenkezéleg, nagyon is élvezte az életet. Zene, olvasés, kirandulas
stb. mind lényeges részei voltak életének. Idénként valamelyikiink szobajaba be-
lépve kezébe vett egy kdnyvet, kicsit beleolvasott, majd kolcsonkérte azt, és a vilag
egy masik pontjarol kiildte vissza postdn. Amint mar kordbban irtuk, meglep&en

24Magyarul, ha pl. k = 100, és € > 0 tetszéleges kis pozitiv szam, és 1 és n kozott kivalasztunk
tébb mint en egész szamot, akkor mindig taldlunk kdzottiik egy 100 hosszusagi szamtani sort,
feltéve, hogy n (e-tol fiiggben) elég nagy.
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Erdés kirdinduldson

jartas volt az irodalomban, a biologiaban, a toérténelemben és a politikdban. Sze-
rette a zenét, kiilondsen Bachot, Hindelt és Mozartot. Ha valamelyikiinkkel egytitt
dolgozott, gyakran kérte, hogy tegyiik fel egyik kedvenc lemezét.

Szeretett étterembe jarni, és gurmandhoz ill§ izlése volt (a gurmand étvagya
nélkiil). Szeretett embereket étterembe hivni, és szerette, ha j6 hangulatu vendégse-
gekbe, vagy finom vacsorakra hivtak. Szeretett jo szallodakban lakni. Ugyanakkor
Indidban nem volt hajlandé rendes ételt enni, és jo éttermekbe menni. Pedig nem
volt pénzsziikében. Ugy gondolta, hogy egy olyan orszagban, ahol t&bb szazmilli6
ember éhezik, nem ehet 11gy, mint egy gurmand. Amikor a bombayi Tata Intézetben
csodagyerekekrdl tartott elGadast, megjegyezte nagyrészt jomodiaakbol allo kozon-
ségének, hogy nem érti, hogyan fogadhatja el az ember a jolétet ilyen mindeniitt
jelenlévé szegénység kozepette.

% ok

Erdés torodott az emberekkel. MegértG és egyiittérz6 ember volt. Megrendi-
tette, ha valamelyik baratja nehéz helyzetbe keriilt. Erdds sokféleképpen segitett
masoknak. Segitett matematizalasban, fiatalok palyajanak egyengetésében, sokszor
anyagi segitséget is nyujtott. Miutan édesanyja meghalt, érzelmi okokb6l nem hasz-
nalta toébbé budapesti lakasat, inkabb az Akadémia vendéghazaban lakott. Lalkésat
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igy éveken keresztiil baratainak adta kolcson: azoknak a magyaroknak, akik éppen
koltozkodtek, vagy Magyarorszagra latogatoé kiilfoldi baratainak.

T

A baratsag nagyon fontos szerepet toltott be Erdds életében. 1930-ban, amikor
egyetemi hallgato lett, megismerkedett Gallai Tiborral, Griinwald Gézaval, Klein
Eszterrel, Turan Pallal, Vazsonyi Endrével és masokkal a Pazmany Péter Tudo-
manyegyetemrdl,®® valamint Szekeres Gyorggyel, aki vegyészmérnok hallgato volt
a Miiszaki Egyetemen, és a két egyetem kozott ingazott.

Gallai Tibor, Erdds, Wachsberger Mdrta
az Anonymus-szoborndl

253 mai E6tvos Lorand Tudomanyegyetem
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A visszaemlékezéseik szerint rendszeres talalkozoik, egész napos kirandulasaik
Budapest kérnyékén vagy a Varosligeti Anonymus szobornél valé6 matematizalasuk
minden szempontbol nagy hatassal voltak a jovGjlikre.

Egyfajta nyitott, ,peripatetikus” egyetem volt ez. A kor szocidlisan és politi-
kailag kirekeszt6 magatartdsa, — ami mindnyajukat érintette, — hozta létre.

Szekeres Gyorgy igy irt ezekrdl az évekrol:

Egy flatal matematikusokbél allé6 nagyon szoros kor volt a mienk, a
legkivalobbak koziliik Erdds, Turan és Gallai voltak. Az itt kovacso-
lodott baratsagok a legtartosabbak voltak azok koziil, amiket valaha
is lattam, tuléltéek a harmincas évek felfordulédsat, egy szoérnyd vilag-
héaborut, és azt, hogy szétszoroédtunk a vildg minden tajara. Féként
matematikarol, személyes pletykakrol, és politikarol beszéltiink.”

Klein Eszter, Szekeres felesége, pedig igy irt a hires Anonymus szobor koriili
matematizalasukrol:?®

,1929 (7) Gszén mi elsGéves egyetemi hallgatok voltunk. Az analizis
tanszéken Fejér Lipot adott els, a gyakorlatokat Veress Pal vezette.
Egy ilyen gyakorlat alatt Veress megemlitette a Pdlya-Szegs konyvet
[57] és tanacsolta, hogy egy paran alljunk Ossze, és menjiink végig a
feladatokon, — nem tud ennél job'b bevezetést az analizisbe. Ez a tanéacs
inditotta el a mi kis csoportunkat. Az Anonymus szobor nagyon jo6
talalkozo pont volt, gy emlékszem, szerda délutanonként talalkoztunk.

Egy Polya-Szegst kolesonoztiink a konyvtarbol és minden héten kimé-
soltunk 2-3 feladatot, hogy kidolgozzuk a kévetkezé hétre. Ez valoszini-
leg 1929 tavaszan kezd6dott, az els6 résztvevsk Turan Pal, Wachsberger
Marta, Klein Eszter voltak, de nagyon hamar megnovekedett a cso-
port. Szekeres Gyorgy a miiegyetemrdl, idénként Sag Miklés, szintén a
miiegyetemrsl. Hamarosan egy fizikai problémakonyvon is dolgoztunk.
A nyéri sziinet sem Allitotta meg ezt a rendszeres talalkozast: rossz
idében a Matematikai Szeminariumban (7) talalkoztunk. Azt hiszem,
a kovetkezs évben csatlakozott Erdés Pal, hozva Griinwald Tibort?7.
Idénként megjelent Griinwald Géza, aki a Szegedi Egyetemen tanult, és
Molnar Laszlo, aki Ziirichben tanult A kovetkezs évben Székely Lili és
Elek Tibor kacpsolédtak be, mint rendszeres résztvevisk.”

* ¥ X%

Erdésnek legendas volt az édesanyjaval valo kapcsolata. A haboru és a poli-
tikai helyzet miatt tiz évig nem lathattak egymast. ElGszor 1948-ban tért vissza

26egyikiink kérésére, 2 évvel ezelstt.
27 Azaz, Gallai Tibort.
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latogatoéba Budapestre. 1955 utan rendszeresen hazalatogatott Magyarorszagra, és
attol kezdve egyre tobb id6t toltottek egyiitt, ez életének egyik legfontosabb része
lett. A 60-as évektdl egyiitt utaztak, egyiitt élték Erdds vandor életét. Anyja halala
teljesen megvaltoztatta Erdds életét és életérzését.

* % %k

A cikkek, az eléadésok, a levelezés, és a személyes beszélgetések mind fontos
részei voltak Erdds matematikai kapcsolatainak.

Cikkeiben és el6adasaiban egy sajatos miifajt alakitott ki. Koriilbeliil 200
problémafelvets cikket irt, amelyek tobb tucat egy téméahoz kapcsolédé kérdést
fogalmaznak meg, és egyben ismertetik a téma hatterét, illetve az addigi része-
redményeket. Az utolsé évtizedekben elGadasaira is ez volt jellemzd, akar plenaris
eladast tartott nemzetkozi kongresszuson, akar ismeretterjesztd el6adast tanarok
vagy didkok szamaéara. Az el6adasokat részeredményekkel, sejtésekkel, és torténe-
tekkel (ugynevezett ,erddsizmusokkal”) tarkitotta. Nagyon szeretett matematikarol
beszélgetni, kdzépiskolas didkokkal is, és vilaghiri matematikusokkal egyaréant.

Legendas memoridja volt. Emlékezett a sajat és masok eredményeire a kiada-
suk helyével és datuméaval egyiitt, tobb szdz matematikussal valé tobb évtizeddel
korabbi beszélgetésére, ugy, ahogy mas a tegnap torténtekre sem emlékszik.

Kiilon meg kell emliteniink a levelezését is, ami része volt napirendjének, élet-
modjanak. Vannak, akik tobb szdz, masok tobb tucat levelet 6riznek, amelyeket
Erdés a sajatos, csak ra jellemz6 stilusdban irt, ide-oda ugralva régi és ij matema-
tikai kérdésekrdl politikara, baratokra és munkatarsakra, napi élményeire.

Tobb ezer kérdést fogalmazott meg, leirta a hozzajuk kapcsol6dé részeredmeé-
nyeket. Matematikai hireket kozvetitett leveleiben, foldrajzi és politikai hatarokon
keresztiil, kozeli baratait és alkalmi ismerdseit k6zos munkéra 6szténozve. (Sok szép
eredmeény sziiletett igy, kizarolag levelezés utjan.)

* % %

Természetesen barmi, amit Erddsrél irtink jellemz6bb lehetett életének egyik
szakaszara, mint egy masikra.

A szamtalan legenda és anekdota ellenére, amelyek egy részét halala 6ta tovabb
szinezték, és koltotték, Erddsre mindig ugy fogunk emlékezni, mint melegszivi,
egyiittérzs, és nagylelkii emberre és a 20. szazad kiilonlegesen nagyhatasu kivételes
matematikusara. Erdds brilidns elme, kivételes szellem, és kivételesen mélyérzésu
ember volt, aki egy kivételes életvitelt alkotott maganak. Reméljiik, hogy Erdds
Palrol ez a kép er6sodik majd fel, és marad fenn az id6k soréan.
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POSA LAJOS ELOADASA
ERDOS-KONFERENCIA, 1999.

Kedves Hallgatosag!

Pali bacsir6l szeretnék ezt-azt mesélni. Kezdjiik a legelején, volt egy elsé talalko-
zasunk. Tizenkét éves voltam akkor. Pali bacsi nagyon szerette ezt a talalkozast,
a velem val6 talalkozasat elmesélni, és nagyon sokszor el is mesélte, tobben meg is
irtak, sokszor el is olvastam. Es én nem meséltem el még idaig sohasem, vagy lega-
labbis nem emlékszem ra. Arra gondoltam, hogy ha mar egyszer igy 0sszejottiink,
akkor most az egyszer ezt én mesélem el. Egyszer talan én is elmesélhetem.

No szoéval, tizenkét éves voltam. A Muzeum korit 6-8-ban, a TTK épiiletében
kezd6dott a talalkozas, ott volt anyam kollégaja és baratnéje, Péter Rozsi néni, gon-
dolom azért, hogy ne féljek az idegen bécsit6l. Meg kell mondanom azonban, hogy
egyaltalan nem féltem az idegen bacsitol. Rozsi nénitél talan egy kicsit igen. . . (aki
ismerte 6t, annak nem kell elmagyaraznom, hogy egy kicsit lehetett téle félni, bar
nagyon szerettem Rozsi nénit, de hat most nem réla akarok mesélni). Ezzel szemben
Pali bacsitol egyaltalan nem féltem, éspedig azért nem, mert nem volt benne semmi
felelmetes. Nagyon kedves volt, megnyugtatd volt a tarsasaga. Azt ugyan nem ér-
tettem, miért nevez Epszilonnak, tagyhogy meg is kérdeztem, hogy miért lennék
én Epszilon, mire azt felelte, hogy a matematikidban igy nevezik a kis mennyisé-
geket. Ezt akkor, tizenkét évesen nem értettem, s emlékszem, egy kicsit tiinddtem
azon, hogy mit6l kicsi vagy nagy egy mennyiség. Nagyon nem izgathatott, mert
nem kérdeztem meg.

Az Osszeismerkedés utan, ami egy folyosén tortént, elmentiink a Muzeum
Kavéhazba ebédelni. Ott a leves kanalazasa kozben, ahogy ezt Pali bacsi sohasem
hagyta ki a mesébdl, foltett nekem egy kérdést:

Az 1,2,3,...,2n szamok koziil (n+1)-et kivalasztottunk. Bizonyitsuk be, hogy
van kozottiik kettd, amelyek relativ primek.

Kicsit gondolkoztam rajta, majd azt mondtam, hogy hat ennyi szam kozott
biztosan vannak szomszédosak is. (Ha ezt a 2n szdmot n darab parra szétbontjuk:

11,2,] 3,4, -« [ 2n~1,2n]

és n + 1 szamot kivalasztunk az n parbol, akkor lesz olyan par, amelybdl mind a
kett6t ki kell valasztanunk, s ezek a szamok szomszédosak lesznek.) Szomszédos
szamok pedig mindig relativ primek.
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Hat igy tortént, ezt mesélte el a Pali bacsi olyan sokszor. El kell 4rulnom
azonban, hogy én erre az egészre nem emlékszem, mindezt csak onnan tudom,
hogy ... olvastam meg hallottam sokszor. Se arra nem emlékszem, hogy ezt Pali
bacsi kérdezi, és arra sem, hogy ezen gondolkodom. Kiesett a fejembél. Gyakori,
hogy a gyerekek a kiskorukban torténteket onnan tudjak, hogy a sziileik gyakran
el-elmesélik, és végiil ez mar majdnem olyan, mintha személyes emlék lenne, igy
vagyok ezzel én is, csak itt a Pali bacsi a meséls. Ezzel szemben sokkal jobban
emlékszem erre a kérdésre:

Az 1,2,3,...,2n szamok koziil (n+1)-et kivalasztottunk. Bizonyitsuk be, hogy
biztosan van kozottiik osztd és tobbszoros.

Ugyanugy kezdddik, szintén kivéalasztunk ebbdl a 2n szambol (n + 1)-et, de
most azt allitjuk, hogy van koézottiik osztd és tEbbszorss, tehat van kozottiik két
olyan szam, amelyek egyike tobbszordse a masiknak. Ez sokkal nehezebb, mint az
el6z6, nem is oldottam meg ott, rogton az ebéd alatt, néhany napig gondolkoztam,
nagyon izgatott ez a kérdés. Még emlékszem a megoldas pillanatara...Talan ha
lesz id6 ra, elmondom a megoldast is. Mindenesetre azt mar most mondom, hogy
ez Pali béacsi egyik legkedvesebb probléméaja volt. Nagyon szerette ezt a kérdést.
A gélyavari el6adasban! éppen nem hangzott el, de egyébként sokszor elmesélte.

Milyen volt a kapcsolatom vele? A leglényegesebb az, hogy tdkéletesen egyen-
rangu partnerként kezelt engem, és egyaltalan mindenkit, aki vele kapcsolatba ke-
rilt, tehat ez nem az én személyemnek szolt, a gyerekeket, felnGtteket, és most én
azért inkidbb a gyerekekrdl beszélek, minden fontoskodas nélkiil, minden kivagyi-
sag nélkiil teljesen egyenrangu partnernek tekintette, és ez a lényébdl fakadt, nem
szerep volt, egyszerten igy ¢rezte.

A masik, amit el akarok mondani, és szintén nagyon jellemzd Pali bacsi és a
gyerekek kapcsolatara, hogy igen kordan mondott megoldatlan problémékat. Nem
volt nagyon didaktikus, nem torekedett annyira, hogy valamit folépitsen, gyorsan
ratért a megoldatlan problémékra. Ez Gsszefiiggésben van az el6zével, tehat a ter-
mészetével, hat ha egyszer a maéasik egyenrangu partner, akkor ugy banok vele,
mintha olyan lenne, mint én. En mit is csinalok, matematikai problémakon gon-
dolkozom, akkor tehdt mondom neki azokat, amelyek szaimomra most épp érdekes
problémaék, és amiket 6 azért képes megérteni.

Most felidézek egy masfajta tanitast. Jartam, kicsivel késébb Gallai Tiborhoz,
akit szintén nagyon szerettem. Gallaihoz hetente egyszer mentem, mindig ugyanab-
ban az idében, mindig megkent zsemlékkel vart, gondosan elkészitett zsemlékkel,
és feladta a gondosan elGkészitett feladatokat, a feladatok egymasra épiiltek, és
nem (vagy csak nagyon ritkdn) mondott megoldatlan problémékat. Pali béacsival
rendszerteleniil taldlkoztam, soha semmilyen zsemlét nem kent meg, a feladatsorai
nem voltak igazan felépitettek, elég otletszertiek voltak, és nagyon gyorsan mondott
megoldatlan problémékat.

Elmesélem, hogy miért kaptam ki késébb gyakran, néha Pali bacsitél és tébb-
szor Hajnal Andrastol, egy kicsit a gondolkodasmaédjukat akarom ezzel bemutatni.

1Az el6adasom elstt videofelvételrsl megnéztiik Pali bacsi 1993-as golyavari elsadasat. A fel-
vétel a 80. sziiletésnap alkalmabol késziilt.
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Hallottam télitk roppant érdekes megoldott kérdéseket, és nagyon izgatott, hogy
hogyan lehet ezeket megoldani. Igazabol egy kérdés nem attél volt szdmomra ked-
ves els6dlegesen, hogy megoldatlan, hanem hogy szép és érdekes. Es 6k sokszor
mondtak, hogy ne ezen gondolkozzél, mert ezt mar megcsinaltak! Jo, hogy tényleg
érdekes és szép, de mar megcsinaltak. Hanem inkdbb azon gondolkozzam, amit még
nem csinaltak meg. Mert azzal lehet a tudomanyt gazdagitani.

Most sok év utan magam is gyerekekkel foglalkozom, nem érzem olyan rettene-
tesen fontosnak, hogy a gyerek nagyon koran megoldatlan problémakkal talalkoz-
zon. Azt fontosnak tartom, hogy kutatasi helyzetbe keriiljon, fontos, hogy olyasmi
torténjen vele, ami egy kutatoval kutatas kozben, példaul hogy nehéz feladaton
gondolkozzon. Nem érzem, igazan lényegesnek, hogy ez megoldatlan legyen. Ha
megoldatlan problémakat adunk gyerekeknek, nem tudjuk megtervezni a munka-
jukat, mert mi magunk se tudjuk, hogy mi kell a megoldashoz. Jobban tervezhetd
egy kutatéasi helyzet, ha én tudom, hogy a probléma hogyan oldhat6 meg, és akkor
olyan helyzeteket tudok teremteni, amelyek meghatarozott irdnyba visznek, meg-
hatarozott modszereket igényelnek, és jol el6 is tudom késziteni ezt a pillanatot.
Az a fontos, hogy a gyerek fejében milyen folyamatok jatsz6dnak le. Ha egy fela-
dat hasznos, ha a rajta val6 gondolkodas serkenté, akkor ebbél semmit nem von
le, hogy mar megoldottak. Tovabba a matematika bizonyos témaihoz nem is vezet
ilyen 1ut, ezeknél a teriileteknél nagyon-nagyon sokat kell ahhoz tanulni, hogy valaki
mér abba a helyzetbe keriiljon, hogy megoldatlan problémén gondolkozhasson.

Ettsl fiiggetleniil természetesen nagyon j6 dolog volt, amit Pali bacsi csinalt.
Azt mondhatnam az 6 modszerét nézve, hogy mégis csak vezet a matematikahoz
kiralyi at. Valamilyen értelemben ez kiralyi ut volt. Tehat a témakor rendes felépi-
tése nélkiil, a részletek szisztematikus atgondoldsa nélkiil egy-egy érdekes feladattal
eljutni az aktualis problémékhoz. Nem minden teriileten lehetséges ez. De hét 6
olyan teriileteken csinélta, ahol lehetséges.

Leveleztem is Pali bacsival. Mutatok néhany olyan feladatot, amit levélben
kaptam téle, azazhogy annyi év utidn nem tudom mér, hogy mi volt ebbél levél
és mi szemeélyes kozlés. Négy probléma, megoldott problémak, természetesen nem
csak megoldatlan problémékat mondott Pali bacsi, mondott megoldottakat is, most
négy megoldott probléméat mutatok.

)) 1
il e=1+1—+—+—'+... irracionalis.

1
n+1+n+2

1 1
2. 1 < n<m egészek = - + T = nem lehet egész.

3. H C N végtelen halmaz. H elemei a pj,ps,...,pr primekbdl épiilnek fel.
= létezik egy a; | as | a3 ... végtelen osztélanc H-ban.

4. A Ramsey-tétel.

Csupa érdekes kérdés, talan olyan nagyon nem is kell ket kommentalnom. . ..
De azért az els6 feladathoz tegyiik hozza: ezt egy 14-15 éves gyereknek adta fol, aki
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nem ismerte a végtelen sor dsszegének fogalmat. Es az e szamrol se tudott tébbet,
mint hogy ennek a végtelen Osszegnek az értéke.

A harmadik feladatban az az érdekes, ahogy a végtelen fogalméat exponélja.
Egy végtelen halmazban, természetes szaimok egy végtelen halmazaban van egy
végtelen osztélanc, ha ez a halmaz olyan, hogy véges sok primbdl épiil fol. Ugye,
ha végtelen sok primbd6l épiil fol, akkor ez nem igaz, a primszamok halmazaban
egyaltalan nincs osztd és tObbszords. Tehat az lényeges, hogy végtelen sok eleme
van, de ez véges sok primbdl épiil f6l. Ez a feladat nagyon j6, és a végtelenrsl
val6é gondolkodasnak az izét, médszerét mutatja. Tehat példaul egy ilyen feladattal -
bele lehet 16kni valakit abba, hogy mi a véges ¢és a végtelen, és hogyan lehet ezzel
banni. A Ramsey-tétel azt mondja, hogy ha egy végtelen teljes graf éleit két szinnel
megszinezziik, akkor lesz benne egy végtelen, teljes, egyszini részgraf. Ez szintén a
véges-végtelennel kapcsolatos els6 nagy 16kések egyike lehetett.

Ahogy err6l mar beszéltem, Pali bacsi tehat adott megoldott kérdéseket, de
nem nagyon szisztematikusan, nem nagyon felépitve, és elég tiirelmetleniil varta a
pillanatot, hogy a szdmara sokkal kedvesebb megoldatlan probléméakra ratérhessen.
Hat ilyet nagyon sokat mondott nekem, most egyet bemutatok ezek koziil. El6sz6r
is ismerkedjiink meg a Dirac-tétellel. A Dirac-tétel azt mondja ki, hogy ha egy
grafnak 2n pontja van, és mindegyik pont foka legalabb n, akkor a graf tartalmaz
Hamilton-kort (azaz olyan kort, amely a graf minden pontjan atmegy).

Minden tétel kapcsan folmertilhet az élesség probléméja. A tétel latszolag éles.
Ugyanis ha folvesziink pontokat két kupacban, az egyikbe (n — 1)-et, a masikba
(n + 1)-et tesziink, és a két kupac kozott minden lehetséges élt behtuzunk, akkor
most minden pont foka legaldbb n — 1.

n — 1 pont

« n+1 pont

A graf pedig nyilvanvaléan nem tartalmaz Hamilton-kort, hiszen ha elképzeljiik
a kort, ahogy fol-le lépdeliink a két rész kozott, akkor a végén lathatéan bajba
kertiliink, mert font méar elfogynak a pontok, amikor lent még nem fogytak el.
Igy vagy tigy, de mindenki kénnyen végiggondolhatja, hogy ebben a grafban miért
nincsen Hamilton-kor.

Tehat akkor ugy latszik, hogy a Dirac-tétel éles. Pali bacsi azonban belevitt
ebbe a témakorbe egy egészen 4j gondolatot, amit nekem régtén el is mondott,
egyébként hit azt nem kell mondanom, hogy hihetetlen képessége volt az érde-
kes kérdések felvetésére, és ezeket mindig nagyon onzetleniil osztogatta. Nos, azt
a kérdést vetette fol Pali bacsi, hogy ha maér ilyen frontélisan, minden pontra vo-
natkozéan a fokszamfeltételt nem is lehet gyengiteni, de talin megengedhetnénk
néhany kivételes pontot. Mondjuk, van egy darab masodfoku pont, és a tobbire 4ll
az eddigi feltétel. Vagy két darab harmadfoku pontot engedélyeziink, a tobbi pont

foka most is legaldbb n legyen. Vagy lehet harom kivételes pont is, de legalabb
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negyedfokuak legyenek stb. Ilyen értelemben taldn lehetne a Dirac-tételt élesiteni.
Akkor nekem nagyon megtetszett ez a gondolat, hogy egy ilyen kevert feltétellel
is lehetne probéalkozni, és az elébbi sejtést sikertilt bebizonyitanom, s6t egy ennél
erGsebb allitas is kijott. Ebbdl lett az els6 6nallo cikkem.

Pali bacsi az év legnagyobb részében kiilfoldon tartézkodott. Ilyenkor levelez-
tiink, ha pedig Pesten volt, akkor mindennapos telefonkapcsolatban voltunk egy-
massal. Egyébként a leveleir6l hadd mondjak annyit, hogy egyszer egy osztalytar-
sam nalam jart, amikor egy levelét kibontottam, és percekig kacagott azon, hogy
a level igy kezdgdott: Kedves Posa Lajos! Remélem, jol vagy. Legyen n pozitiv
egész szam. ..” Széval nem volt sok cicazas, cicomazas, ratért a lényegre. Igy ment
mindez egy j6 darabig.

Hogy alakult késobb a kapcsolatunk? Az ugy tortént, hogy a késébbiekben is
sok problémat mondott nekem, azonban az érdeklédésem irantuk elkezdett csok-
kenni. Tehat egyre rosszabb partner lettem, kevésbé csillogd szemmel gondolkoz-
tam a kérdésein, és ezt persze észrevette, ritkabban telefonalt, és aztan eljott az
az id6, amikor Pali bacsi ugy jart Pesten, hogy fel se hivott engem telefonon, te-
hat mar nem érezte fontosnak, hogy beszélgessiink. Multak az évek, és aztan azért
egyszer-egyszer folhivott — ritkdn —, és ha valami érdekl6dést mutattam a kérdé-
sei irdnt, mondjuk, visszahivtam, és valamelyik kérdésével kapcsolatban mondtam
valamit, akkor nagyon lelkes lett, és ilyenkor el6fordult, hogy néhény napig akar
naponta négyszer is felhivott telefonon, mert akkor megint azt érezte, hogy vala-
milyen munkatarsi kapcsolat alakulhat ki kozottiink. Ezt szerette volna, és én is
szerettem volna, de az élet masként alakult.

Nem volt megelégedve a palyafutdsommal. Tanari tevékenységemet nem be-
csiilte sokra. Ez persze engem bosszantott, de err6l most nem kivanok tébbet be-
szélni. Viszont még szeretnék mesélni két dolgot vele kapcsolatban. Az egyik sok
évvel késébb tortént, mint az emlitettek. Kilenc évvel ezel6tt csindltam egy mate-
matikai tabort gyerekeknek, akik akkor 15 évesek voltak. A szinhely egy budapesti
kollégium, jelen vannak 15 éves gyerekek, élvonalbeli 15 éves gyerekek, s Pali bacsi
éppen Pesten volt. Megkérdeztem, hogy lenne-e kedve eljénni. Volt kedve eljonni.
Egyébként nem kellett kiilondsebben udvarolni neki ahhoz, hogy gyerekeket meg-
nézzen vagy gyerekekkel dsszeismerkedjen, és talan Lovasz Laci és Ruzsa Imre majd
elmesélik?, hogy 6k hogyan ismerkedtek meg Pali bacsival. En mar nem emlékszem
arra, hogy kik voltak, akiket elvittem Pali bacsihoz, ugyanis annyira termeészetes
volt a szamara, hogy 6 barkit megnéz. Mar gimnazista koromban is, ha megemlitet-
tem, hogy szeretném elhozni egy baratomat vagy ismerdsémet, akit nagyon érdekel
a matematika, akkor minden tovabbi nélkiil mondta, hogy persze, persze, hozd csak
el, és igy aztan ez nem volt esemény, tehat nem is maradt meg igazan a fejemben.

Igy az is természetes volt Pali bacsinak, hogy eljott akkor a 15 éves gyerekek-
hez, s gondolom, oriilni fognak a jelenlévék, ha most bepillantunk abba, hogy mit
is csinélt kilenc évvel ezel6tt Pali bacsi azon a délutanon. Szerencsére feljegyeztem
a feladatokat.

2Utanam 6k tartottak eladast.
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10.
11

38

. Az 1,2,3,...,2" szamok koziil legfeljebb hanyat lehet kivalasztani ugy, hogy

a bel6liik képezhets Gsszes Osszeg kiilonbozs legyen?

. Minden haromszog egyenl&szar.

. Barmely n szam egyenld.

x+y+z2>22(p+qg+r)

. Primszamokrol

a.) n és 2n kozott van prim.
b.) H p < 4"
p<n

c.) n2 és (n + 1)? kozott van prim (megoldatlan)

d.) n® és (n + 1)® kozott van prim (megoldott).

e.) n > 4, paros = felbonthato két prim Osszegére.

f.) Van-e végtelen sok ikerprim?

g.) Van-e végtelen sok n? + 1 alakt prim?
Adott a sikban 5 pont, nem esik 3 egy egyenesre = kivalaszthat6 koziiliik egy
konvex négyszog 4 csucsa.

9 pont = konvex 0tsz6g 5 csucsa.
Sejtés: 272 + 1 pont = konvex n-szdg cstcsai.

Konvex n-szégnek mindig van olyan cstcsa, amelyt6l nincs 4 cstcs azonos
tavolsagra.

— (3,3). (5 — (3,3) nem igaz.)

— (4,4) Ismert a legkisebb z, amelyre igaz.

— (5,5) Szamitogéppel remélhetd, hogy megtalaljuk a legkisebbet.
z — (6,6) Szamitogéppel sincs sok remény.

. Gallai-tétel: adott a sikban véges sok pont, amelyek nem esnek egy egyenesre.

Ekkor biztosan van olyan egyenes, amely pontosan kettén megy at az adott
pontok koziil.

Adott (n+ 1) (egész) szam 2n-ig = Van kozottik oszt6 és tobbszoros.

Hény szdmot kell megadni n-ig = van kozottiik két kiilonbozd, amelyek
Osszege is a szamok kozott van?



12. Hany szam n-ig = Van kozottiik harom, z < y < z, melyre z + y, y + z és
T + z is a szamok kozott van?

5
Sejtés: 3™ Pali bacsi 1000 Ft-ot ajanlott fel a megoldasért.

Ez az el6adas a taborban 1990-ben hangzott el. Ma délutin videofelvételen
lattuk, hogy mit mondott el Pali bacsi 80 éves koraban, 1993-ban a Gélyavarban. Jol
lathaték a kedves, fontosnak érzett, visszatérd motivumok. A nyitokérdés ugyebar
ugyanaz. De ebben a tdbori misorban ez utan mindjart két olyan dolog kovetkezett,
ami most engem is meglepett, amikor annyi év utan elGvettem a feljegyzéseimet.
Kicsit bolondozott a gyerekekkel, mutatott két hibas bizonyitast. Egy bizonyitast
arra, hogy minden haromszog egyenlGszari, és levezette, hogy barmely n szam
egyenl6. Ez teljes indukciéval ment, n szerinti teljes indukciéval. Ezek jol ismert
tréfak, de ha most nem latnam a fiizetemben, nem is gondolnam, hogy ilyenfajta
bolondozéas is benne volt a repertoarjaban.

Kimondta, persze bizonyit4s nélkiil az Erdés—Mordell-egyenlGtlenséget (4.).
Primszamokrol elmesélte a kedvenc megoldatlan problémakat, de hozzatett két rég-
6ta igazolt allitast (5/a,b), természetesen semmit se bizonyitva. A konvex sokszo-
gek kivalasztasanak probléméajarol az eladasdban méar sokat hallottunk. A 8. pont-
ban azonban olyasmirél van sz, ami nem szerepelt a golyavari eldadasban, noha
ezt a témat is nagyon szerette és gyakran emlegette.

Mit is jelentenek ezek a nyilak? A méar emlitett Ramsey-tétel véges valtozata-
ir6l van sz6. x — (4,4) példaul a kévetkezd allitast jelenti: ha egy = pontbél allé
teljes graf éleit két szinnel megszinezziik, akkor a graf tartalmazni fog egy 4-pontu,
teljes, egyszint részgrafot. Erdekes, hogy az utolsé kérdést mennyire reménytelen-
nek tartotta.

A 9. és a 10. allitast nagyon szerette elmesélni. Erdekes kérdések, kerek véla-
szok. Eldadasaiban Pali bacsi viszonylag ritkin mondott bizonyitasokat. De ennek
a két allitasnak szerette elmondani a bizonyitasat is. Megvan benniik a matematika
varazsa. Nehéz rajonni ezekre a bizonyitasokra, de utélag révidek és gyonyoriek.
A 10. feladat megoldasat most elmondom.

Helyezziik el az 1,2, 3, ..., 2n szamokat kiilonb6z6 sorokba a kovetkez6 modon:

1,2,4,8,...
3,6,12,24, ...
5,10, 20, 40, . . .

2n -3

2n -1
A sorok a paratlan szamokkal kezdGdnek, tehat a sorok szama n (hiszen n
paratlan szam van 2n-ig). A megadott (n+ 1) szam igy nem eshet csupa kiilonb&z6

sorba, tehat van kozottiik ketts, amelyek egy sorban vannak. Egy soron beliil
azonban barmelyik két szam oszté-t6bbszords viszonyban all egymassal.
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Amikor ezt a feladatot Pali bacsi nekem feladta, én nem jottem ra erre a
megoldésra. Van egy sokkal kevésbé szellemes, de konnyebben megtalalhato teljes
indukciés bizonyitas is.

Még egy torténet van hatra, és ez mar az utolsé talidlkozasunkrol szol. 1996
nyaran volt az Ifjusagi Matematikai Kongresszus Miskolcon, hat héttel Pali bacsi
halala el6tt. A f6szervezd megkért, érjem el valahogyan, hogy Pali bacsi egy eladéas
erejéig meglatogassa a konferencidt. Most sem volt nehéz dolgom..., elég volt
néhany sz6. Egerben tartottak ugyanabban az id6ben egy masik konferenciat,
onnan jott at Pali bacsi minket meglatogatni.

Szoéval eljott, megtartotta az eldadast, olyan jellegd volt, mint amilyenekkel
ma mar taldlkoztunk. Sajnos nem jegyzeteltem, és igy nem tudok beszamolni a
részletekrdl. Az eldadas utan egy kicsit rosszkedviinek lattam, odamentem és elme-
séltem, hogy van itt a konferencian a résztvevok kozott két kicsi gyerek, 11-12 éve-
sek, megkérdeztem, hogy lenne-e kedve megismerkedni veliik. Egészen felélénkiilt a
gondolattol, mondta, hogy nagyon szivesen taldlkozna a gyerekekkel. Osszehoztam
Gket egymadssal, de aztan valamiért el kellett mennem mashova.

Este bankett volt, a résztvevék kisebb termek kozott oszlottak szét. Kivancsi
lettem, hol van Pali bacsi, abban se voltam biztos, hogy itt van-e még, vagy vissza-
ment mar Egerbe. Be-benéztem hat a termekbe, és az egyikben meg is taldltam.
Egy hosszu asztal végénél iilt, két oldalan a két kisfiuval. Csendben voltak, nem
beszélgettek, addigra Pali bacsi mar elfaradhatott. A tobbick, akik az asztalnal dl-
tek, felnéttek voltak, zajosak, vidamak, talan néhany pohéar bor is lecsiiszott méar a
torkukon, nem vettek tudomast a kisfitikkrol és az id6s bacsirol. Odamentem, és {id-
vozoltem Gket. Pali bacsi magahoz tért, odahajolt hozzam, és azt kérdezte: ,Mondd,
feladhatom a gyerekeknek azt, hogy ha adott (n + 1) szam 2n-ig, akkor...?” ,Még
ne, Pali bacsi - feleltem —, talan majd legkozelebb. ..”

Lajos Podsa: Personal reminiscences on Paul Erdés
The author’s personal reminiscences about Paul Erdés. Erdés often talked about
his encounters with the author. This paper is the same story explained from the

other point of view. Transcript of a lecture given at the Conference “Paul Erdés
and his Mathematics”, Budapest July 4-11, 1999.
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ERDOS PAL: AZ EGYUTTMUKODES MESTERE!

JERROLD W. GROSSMAN

Az utébbi tobb mint hatvan évben Erdgs Pal a kozos kutatds muvészetét soha
nem ismert magassagokba emelte. Ebben a révid cikkben tudomanyos egyiittmii-
kodéseit vizsgdlva be szeretnénk mutatni széleskérd matematikai érdekl6dését, a
koriilotte 1évé embereket és masokkal kozos kutatdsanak hatasat a matematika vi-
lagara. Nem matematikai munkassagira vagy egyéniségére akarunk koncentralni,
hanem arra, milyen kovetkeztetések vonhatok le publikacios listdjanak tanulméanyo-
z4sabol. Ez tehat nem matematikai, nem is életrajzi, inkabb bibliografiai megkoze-
litése Erdésnek. Az adatok nagy része a jelen szamban megjelend bibliografiabol és
a Mathematical Reviews (MR) [13] adatbazisabol szarmazik. Hasznos informacio-
forras volt tovabbéa a The Hypertext Bibliography Project (ez egy elméleti computer
science cikkeket tartalmazé adatbézis) [11], a Zentralblatt [16], a Jahrbuch [10],
felsorolhatatlan mennyiségi nekrolog és személyes kozlések sora. Korabbi cikkek
ezekben a témakban (3, 4, 7, 8, 14].

Vitathatatlan, hogy Erdds ma méar legenda, akinek hire (kiiloncsége és zseni-
alitisa miatt egyarant) messze tulmutat a kutaté6 matematikusok kézdsségén. Van
mar rola videofilm [2], cikkek magas példanyszamban megjelené képeslapokban
[9,15] (és persze matematikai cikkek is — egy csodalatos példa erre [1]), internet
graffiti (pl. az a t6le szirmazé mondas, hogy a matematikus olyan gép, amely kavé-
bol tételeket allit el6, azon a Vilaghélozat oldalon, mely a html nyelv bemutatésara
lett tervezve [12]). De teljesitménye és stilusa mar az egyetemi (és alkalmazott) ma-
tematikusok tabordaban folklorisztikussa valt.

Az olvasok nagy része valészintleg hallott méar az Erdds szamroél, melynek re-
kurziv definici6ja a kovetkezs. EP? Erdés szama 0. Minden n > 0-ra, ha valakinek
még nincs Erdds szama, de irt egy kozos matematikai cikket valakivel, akinek az
Erdés szama n, akkor az 6 Erdds szama n + 1 lesz. Akihez ezzel az eljarassal nem
rendeltiink Erdds szamot, annak az Erdds szama oo. Tehat egy ember Erdés szama
nem més, mint a kérdéses személy tavolsaga Erdss Paltol a C egyittmikiodés: grdf-
ban (ahol két szerz6 kozé akkor huzunk élet, ha van kozos cikkiik — természetesen
nem kell kizarélag matematikusokra szoritkozni). Példaul Albert Einstein Erdds
szdma, 2, hiszen koz0s eredménye nincs Erdéssel, de volt kozos publikiciéja Ernst

1Ez a cikk J. W. Grossman: Paul Erd6s: Master of Collaboration cimii cikkének magyar
forditasa (forditotta Gacs Andrés). Az eredeti a Mathematics of Paul Erdds kitet 467-477. oldalan
jelent meg (Eds.: R. L. Graham, J. Nesetfil), Algorithms and Combinatorics, 14 (1999), copyright
Springer-Verlag (Berlin-Heidelberg).

2Erdss Pal egyik gyakran, szinte csak magyarok altal hasznalt beceneve.
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H. Abbott 74; J. Aczél 65; R. Aharoni 88; M. Aigner 87; M. Ajtai 81; L. Alaoglu 44:2;
Y. Alavi 87:7; K. Alladi 77:5; N. Alon 85:2; J. Anderson 85; B. Andrasfai 74;
N. Ankeny 54; N. Anning 45; B. Aronov 94; J. Ash 74; D. Avis 88:2; L. Babai 80:3;
G. Babu 75:3; F. Bagemihl 53:4; A. Balog 90; L. Bankoff 73; A. Barak 84;
P. Bateman 50:5; J. Baumgartner 79:2; L. Beasley 87; M. Behzad 91; S. Benkoski 74;
M. Berger 88; E. Bertram 94; A. Bialostocki 95; A. Blass 92; M. Bleicher 75:3;

A. Boals 87:2; R. Boas, Jr. 48; D. Boes 81; B. Bollobas 62:14; D. Bonar 77; J. Bondy 73;
R. Bonnet 74; I. Borosh 78; J. Bosak 71; J. Bovey 75; J. Brenner 87; J. Brillhart 83;
B. Brindza 91; T. Brown 85:2; W. Brown 73:6; R. Buck 48; S. Burr 75:24;

D. Busolini 77; L. Caccetta 85:4; P. Cameron 90; E. Canfield 83; F. Carroll 77;

F. Cater 78; M. Cates 76; P. Catlin 80; J. Chalk 59; G. Chartrand 87:5; C. Chen 76;
G. Chen 93:2; H. Chen 92; R. Chen 88; P. Chinn 81; S. Choi 74:3; S. Chowla 50:3;
C. Chui 78; F. Chung 79:13; K.-L. Chung 47:4; V. Chvatal 72:3; B. Clark 85;

L. Clark 93; J. Clarkson 43; J. Clunie 67; S. Cohen 76; C. Colbourn 85; J. Conway 79;
A. Copeland 46; H. Croft 79; E. Csaki 85; I. Csiszar 65; J. Czipszer 62; D. Darling 56:2;
R. Darst 81; H. Davenport 36:7; R. Davies 75; D. Daykin 76:2; N. de Bruijn 48:6; D. de
Caen 86; J.-M. De Koninck 81; P. Deheuvels 87; J. Dénes 69; J. Deshouillers 76;

M. Deza 75:4; H. Diamond 78:3; G. Dirac 63; J. Dixmier 87; Y. Dowker 59; D. Drake 90;
U. Dudley 83; R. Duke 77:7; A. Dvoretzky 50:8; E. Ecklund, Jr. 74:2; A. Edrei 85;
R. Eggleton 72:7; M. El-Zahar 85; G. Elekes 81; P. Elliott 69:3; R. Entringer 72:3;
M. Erné 86; A. Evans 89; V. Faber 81:3; S. Fajtlowicz 77:4; R. Faudree 76:41; L. Fejes
Toth 56; E. Feldheim 36; W. Feller 49; A. Felzenbaum 88; L. Few 64; P. Fishburn 91:4;
G. Fodor 56:3; D. Fon Der Flaass 92; J. Fowler 85:2; A. Fraenkel 88; P. Frankl 78:6;
A. Freedman 90; G. Freiman 90; G. Freud 74; R. Freud 83:4; E. Fried 72; H. Fried 47;
W. Fuchs 56; Z. Fiiredi 82:9; I. Gal 48:3; J. Galambos 74; T. Gallai 36:8; F. Galvin 75:6;
L. Gerencsér 70; J. Gillis 37; L. Gillman 55; J. Gimbel 90:4; A. Ginzburg 61:2;

W. Goddard 94; C. Godsil 88; M. Goldberg 88; M. Golomb 55; A. Goodman 66;

B. Gordon 64; R. Gould 87:3; R. Graham 72:26; A. Granville 90; D. Grieser 87,
K. Grill 87; P. Gruber 89; B. Griinbaum 73:2; G. Griinwald 37:3; D. Gunderson 95;
H. Gupta 76; M. Guy 79; R. Guy 70:4; A. Gyarfas 88:9; E. Gyéri 92:2; K. Gyéry 80;
A. Hajnal 58:54; G. Halasz 91; R. Hall 73:13; J. Hammer 89; H. Hanani 62:2;

D. Hanson 74; F. Harary 65:2; G. Hardy 78; W. Hare 87; C. Harner 73; S. Hartman 67,
E. Héartter 66; E. Harzheim 86; J. Hattingh 93; S. Hechler 75:2; S. Hedetniemi 87;
Z. Hedrlin 72; N. Hegyvari 83:3; H. Heilbronn 64; P. Hell 89; R. Hemminger 84;

M. Henning 93; M. Henriksen 55; F. Herzog 50:6; M. Herzog 70; D. Hickerson 89:2;
D. Higgs 84; A. Hildebrand 87; N. Hindman 76:2; A. Hobbs 77:3; A. Hoffman 80;
V. Hoggatt, Jr. 78; D. Holton 84; R. Holzman 94; P. Hordk 94; M. Horvath 91;

E. Howorka 80; D. Hsu 92; G. Hunt 53; J. Hwang 78:2; K.-H. Indlekofer 87;

A. Ingham 64; A. Ivi¢ 80:7; E. Jabotinsky 58:3; S. Jackson 94; M. Jacobson 87:2;
V. Jarnik 37; G. Jin 93; F. Jones 82:2; I. Jo6 87:9; M. Jo6 92; M. Kac 39:5;

P. Kainen 78; S. Kakutani 43:7; I. Kaplansky 46:2; J. Karamata 56; I. Katai 69:7;
Zhao Ke 38:4; P. Kelly 63:2; J. Kennedy 87; H. Kestelman 63; S. Khare 76;

H. Kierstead 91; P. Kiss 88:2; M. Klamkin 73:2; M. Klawe 80; D. Kleitman 68:6;
M. Klugerman 94; J. Knappenberger 93; J. Koksma 49:2; P. Komjath 86:2;

J. Komloés 70:3; V. Komornik 90:2; I. Koren 88; A. Kostochka 92; T. Kévari 56;

S. Krantz 88; D. Kratsch 91; A. Kro6 89; E. Kubicka 90; G. Kubicki 91; K. Kunen 81;
C. Lacampagne 85:3; J. Larson 79:5; R. Laskar 83:3; H. Lefmann 95; J. Lehel 91;
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J. Lehner 41; B. Lengyel 38; W. LeVeque 63; M. Lewin 95; D. Lick 91; N. Linial 87:2;
J. Liu 92; M. Loebl 95; G. Lorentz 58; L. Lovasz 73:6; J. Loxton 79; T. Luczak 92:3;
A. Macintyre 54; M. Magidor 76; K. Mahler 38:2; H. Maier 87; E. Makai 91:2;

M. Makkai 66; P. Malde 87:2; S. Marcus 57; A. Maté 70:3; R. Mauldin 76:4;

T. Maxsein 90; M. Mays 88; J. McCanna 92; R. McEliece 71; B. McKay 84;

A. Meir 71:5; G. Mills 81; E. Milner 66:15; H. Minc 73; L. Mirsky 52;

P. Montgomery 73:3; J. Moon 64:4; S. Moran 87:2; P. Morton 83; L. Moser 64:3;

R. Mullin 83; M. Ram Murty 87; V. Kumar Murty 87; M. Nathanson 75:18;

J. Nesetril 83:3; E. Netanyahu 73; J. Neveu 63; D. Newman 74:5; P. Ney 74;

J.-L. Nicolas 75:16; I. Niven 45:6; D. Norton 88; P. O’Neil 73; R. Oblath 37;

A. Odlyzko 79:3; O. Oellermann 87:4; A. Offord 56; E. Ordman 85:6; J. Oxtoby 55;
J. Pach 80:16; P. Palfy 87:2; Z. Palka 83:2; E. Palmer 83; Z. Papp 80; T. Parsons 88;
C. Payan 82; D. Penney 78; K. Phelps 85; A. Pinkus 85; G. Piranian 47:14;

R. Pollack 89; H. Pollard 49; C. Pomerance 78:20; L. Pésa 62:4; K. Prachar 61;

D. Preiss 76; P. Pudaite 87; N. Pullman 85:2; G. Purdy 71:8; L. Pyber 88:2;

R. Rado 50:18; K. Ramachandra 75:2; S. Rao 92; A. Reddy 73:11; T. Reid 95;

A. Rényi 50:32; P. Révész 75:9; B. Reznick 87; I. Richards 77; L. Richmond 76:5;

G. Rieger 75; H. Riesel 88; R. Robinson 83; V. Radl 83:8; C. Rogers 53:7; A. Rosa 71;
P. Rosenbloom 46; B. Rothschild 73:8; C. Rousseau 76:30; L. Rubel 64:2; A. Rubin 80;
M. Rudin 75; I. Ruzsa 73:5; C. Ryavec 72; H. Sachs 63; B. Saffari 79; E. Saias 95;
M. Saks 86; P. Salamon 88; A. Sarkozy 66:57; N. Sauer 75; J. Schaer 75; R. Schelp 76:34;
P. Scherk 58; A. Schinzel 60:2; E. Schmutz 91; J. Schénheim 70:3; L. Schulman 94;
S. Schuster 81:2; A. Schwenk 87:4; S. Segal 78; W. Seidel 53; J. Selfridge 67:13;

S. Selkow 80; A. Seress 86: J. Shallit 91; H. N. Shapiro 51:3; H. S. Shapiro 65;

A. Sharma 65; S. Shelah 72:3; T. Sheng 75; A. Shields 65; O. Shisha 85; T. Shorey 76;
G. Silberman 88; R. Silverman 83; A. Simmons 73; M. Simonovits 66:21; N. Singhi 77:2;
J. Sirait 94; T. Sirao 59; D. Skilton 85:3; B. Smith 81; P. Smith 90; A. Soifer 93:2;
V. Sés 66:33; E. Specker 61; J. Spencer 71:22; C. Spiro-Silverman 90; W. Staton 91:2;
A. Stein 83; S. Stein 63:2; C. Stewart 76:4; D. Stinson 83; A. Stone 45:3; H. Straight 90;
E. Straus 53:20; M. Subbarao 72:2; H. Sun 93; J. Suranyi 59:3; H. Swart 93;

J. Szabados 78:4; M. Szalay 77:6; M. Szegedy 87; G. Szeg6 42:2; L. Székely 87:2;

G. Szekeres 34:5; E. Szemerédi 66:29; P. Sziisz 58:2; A. Tarski 43:2; A. Taylor 92;

H. Taylor 71:3; S. Taylor 57:7; G. Tenenbaum 81:6; P. Tetali 90; C. Thomassen 89;
R. Tijdeman 88; W. Trotter 78:2; P. Turan 34:29; J. Turk 84; W. Tutte 65; Z. Tuza 89:8;
S. Ulam 68:3; K. Urbanik 58; J. Vaaler 87:2; E. van Kampen 40; J. van Lint 66:2;

A. Varma 86:2; R. Vaughan 74:2; E. Vazsonyi 36:2; P. Vértesi 80:7;

K. Vesztergombi 88:2; K. Vijayan 85:3; I. Vincze 58:2; B. Volkmann 66; S. Wagstaff,
Jr. 80; G. Weiss 83; D. West 85:2; A. Williamson 87; R. M. Wilson 85; R. J. Wilson 77;
P. Winkler 89; A. Wintner 39:3; N. Wormald 86; F. Yao 79; A. Zaks 90; S. Zaks 88;
Y. Zalcstein 87:3; S. Zaremba 73; Z. Zhang 93:2; A. Ziv 61

1. 4bra. Erdés Pdl tdrsszerzon

Straus-szal, aki EP egyik {6 tarsszerz6je. A szérszalhasogatok megvitathatjak,
hogyan kell egy olyan cikket szimolni, melynek tobb mint két szerzéje van, mi
azt a liberalis megkozelitést valasztjuk, hogy egy k-szerzds cikk (§) szerzéje koaiil
barmely ketté szomszédos C-ben.

Egy masik elterjedt valtozat szerint, ha valaki p > 0 kozos cikket irt EP-vel,
akkor az Erdds szdma 1/p. Sarkozi Andrés (55) és Hajnal Andrés (2) rendelkeznek
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a legkisebb Erdés szammal e szerint a definicié szerint, a tovabbi sorrend Faudree,
Schelp, Simonovits, Pomerance, Straus, Nathanson, Rado, Nicolas, Pach, Milner,
Bollobas, Piranian, F. Chung, Hall, Selfridge és Reddy, mindannyian 0.1 alatti
értékkel.

Jelenleg 458 olyan ember ismert, akiknek 1 az Erdés szama, neviiket az 1. tab-
lazat tartalmazza. Az ,,z y:n” jelentése az, hogy = 19y-ban publikalt el6szér Erddssel
kozos cikket, és a mai napig n kozos cikkiik jelent meg (esetleg tovabbi tarsszerzék-
kel); n = 1 esetén n-et elhagytuk. A tarsszerz6k koriilbeliil 60%-anak van egyetlen
kozos cikke Erddssel. A kozos cikkek atlagos szama a tarsszerzékon beliil 3.2, 6.1-es
szorassal.

E cikk iroja elektronikus listakat tart fent Erdds tarsszerzéirdl és a tarsszer-
z6k tarsszerz6irdl (azaz azokrol, akiknek az ErdGs szama nem tobb 2-nél), évente
kiegészitve azokat. Ezeket barkinek hozzaférhetové fogjuk tenni anonymus ftp-n [6]
vagy a vilaghélozaton [5] keresztiil. (Nyilvan tobbek kozott a szerzék azonositésa-
nak nehézségei miatt az adatok nem 100%-osan pontosak, de bizunk benne, hogy
a hibak szdma nem tul nagy.)

Amint azt [7]-ben kiemelik a szerzék, a tudomanyos matematikai cikkek szer-
z6inek atlagos szama Erdés Pal élete alatt dramai iitemben nétt. (Erdekes kérdés,
okozo6ja volt-e Erdds ennek a valtozasnak.) Példaul az MR-ben szerepld cikkek kdzt
a ketts vagy tobb szerzdsok aranya mint az id6 fiiggvénye nétt. Mig 56 éve (ami-
kor az MR indult) még tobb mint 90%-a volt a cikkeknek egy szerzé munkaja, ma
mar a cikkek alig fele egy szerzés. Ugyanez alatt az id§ alatt a két szerz8s cikkek
aranya 10% alol koriilbeliil egyharmadra nétt. 1940-ben lényegében nem léteztek
olyan cikkek, melyeket harom ember irt, plane nem olyanok, melyeket négy vagy
tobb; mara a matematikai tudomanyokban a cikkek koriilbelill 10%-4anak harom
vagy tobb szerzgje van, koriilbeliil 2%-nak négy vagy tobb.

Ugyanez a folyamat figyelheté meg EP-nél, de az egyiittmikddés még szem-
beszokébb. A 2. dbra grafikonjan az 1-, 2-, 3- és a > 4-szerz8s cikkek arénya
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2. dbra. A tdrsszerzdk szdima Erdds Pdl cikkeiben a kilonbozd években
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figyelhet6 meg Erdés publikacios listdjaban évrél évre. (Ezek majdnem mindegyike
tudomanyos cikk. A tébbi konyv, cikk emberekrdl vagy més iras.) Referencia ked-
véért a 4. abran lathatok a szoban forgé abszolut értékek, azaz a publikaciok szama
évrél évre. (Az utolso két érték — 1994 és 1995 — valdszindleg tul alacsony az ada-
tok hidnyossidga miatt.) A 4. dbra 6sszegzése szerint EP munkéinak kevesebb mint
egyharmada egyéni véllalkozas. Valojaban Erdés tarsszerzdinek atlagos szama (Er-
déssel egyiitt) majdnem pontosan kettd.

50 +
40 +
30 4+
20 +
10 1
04
N WL~ ¥ O MOY N WO - Y~ 0 Mmoo N W
MM M ST S ST DWW WM W W WM~~~ Mmoo O O
f S~ Y- N (Y (= = = = = = - - = (O« O« e - = - A= =

3. dbra. Erdds Pdl cikkeinek szdma az évek sordn
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4. abra. Erdds Pdl cikkeinek megoszldsa a tdrsszerzdk szima szerint

Erdés jelenlegi miikodési modszere (melyet azéta alkalmaz, midta 1954 koriil -
elhagyta allando6 allasat a Notre Dame-ban) teljesen egyéninek szamit a matemati-
kusok kozott. Egy dllando intézménynél (kutatointézetnél vagy egyetemi tanszéken)
val6 kutatéds helyett folytonos mozgasban van, mindig egy konferencian vagy egy
kutaté kozpontban latogat éppen egy matematikust. Sokszor tolt néhany héna-
pot nyaron Budapesten, ahol tagja a Magyar Tudomanyos Akadémidnak és ahol
a legtermékenyebb térsszerzGinek tobbségével dolgozhat egyiitt. Felsorolhatatlan
mennyiségii kedvenc tartézkodasi helyei kozé tartozik Memphis, Tennessee, New
York City.

Minden évben ott van a Southeastern Combinatorics Confernce-en (Boca Ra-
ton, Florida vagy Baton Rouge, Louisiana) és rengeteg méas olyan rendszeres dssze-
jovetelen, melynek téméaja beleillik rendkiviil tag érdeklédési korébe. Példaul az e
cikk frasa koriili hénapokban EP ttiterve a kovetkezs: Atlanta, Memphis, harom
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varos Texasban, New Jersey, New Haven, Baton Rouge, Colorado, Franciaorszag,
Neémetorszag, Kalamazoo és Pennsylvania, ebben a sorrendben.

Mivel utazasai soran EP egyre tobb emberrel talalkozik, nem meglepd, hogy
1936 6ta minden évben volt uj tarsszerzGje. (1936 el6tt csak ketten irtak vele kozos
cikket: Turan P4l és Szekeres Gyorgy 1934-ben.) Az 6todik 4bra a tarsszerzék sza-
manak emelkedését mutatja, mig a hatodikon ennek a fiiggvénynek az id6 szerinti
diszkrét derivaltja lathato. EP a cikkek megirasat altalaban a tarsszerzékre hagyja,
részben azért, mert allitasa szerint nem tud gépelni.
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5. &bra. Erdds tdrsszerzéinek szdma mint az 1dé figgvénye

35 +

30 +

25 +

20 4

15 +

10 +

o1 Ll Il I

D :I:lj.ll;nlrll"—l]ﬂrﬂ”nﬂﬂlnrrﬂpﬂllnlﬂl |l|ll[l‘]”” |llIllIllIi||[|]l’||“l]]==
N Do T O MWD NI DT~ O MmWw N D
e T T i i SO SO U N ¥ SO ¥ B = SR BV = S Y S = S == S = SO - = (=
e - e e T I = = = = = = = = = - = (= = A=)

6. abra. Az 1uj tdrsszerzdék szama €évrdl évre

Amint a csatolt lista is mutatja, Erdgs Pal cikkei a matematika szdmtalan te-
riiletét fedik le és sokszor tobb teriilet k6zott teremtenek kapcsolatot. (Az utébbira
szép példa a valoszintiségszamitas alkalmazésa a kombinatorikiban.) A Mathema-
tical Reviews jelenleg koriilbelill 60 matematikai teriiletet tart szamon a ,,Matema-
tikai logika alapjai”-tol az ,JInformaci6 és kommunikacio, halozatok” cimiig (plusz
egy torténeti és biografiai rész), minden egyes cikk ezen teriiletek valamelyikébe
van besorolva. Ez a lista az id6vel kicsit véltozik, néha béviil, néha egy-egy katego-
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ria megsziinik, mivel az MR mindig a legmodernebb iranyzatokat igyekszik kdvetni.
Az EP munkéi altal lefedett teriiletek az Osszes teriilet vagy azok elédeinek koriil-
beliil 40%-at teszik ki, persze gyakran egy-egy cikk tobb targyteriiletbe is beleférne
és igy nehéz egy kategoériaba sorolni. Nemcsak a két f6 4g, a szamelmélet és a
kombinatorika tartozik ide, tovibba mélyrehat6é kutatis az approximéci6elmélet-
ben, geometridban, halmazelméletben és valoszintségszamitasban, hanem cikkek a
kovetkez6 témékban: matematikai logika, haléelmélet és rendezett algebrai struk-
turdk, linearis algebra, csoportelmélet, topologikus csoportok, polinomok, mérték
és integralas, komplex fiiggvénytan, véges differenciak és fiiggvényegyenletek, sorok
és sorozatok, Fourier analizis, funkcionalanalizis, altalanos és algebrai topologia,
statisztika, numerikus analizis, szimitogéptudomdany és informaciéelmélet.

mas
valdszinliségszam. [
approximacidelm. [ 2.3%
életrajz [12.7%
halmazelmélet []3.5%
geometria | 5.2%

szamelmélet | : T 39%
kombinatorika R _ ] 42%
0% 10% 20% 30% 40% 50%

7. 4bra. Erdés Pdl 1979 Jta megjelent cikkeinek megoszldsa teriletek szerint

A 7. abran lathato tablazat EP 1980 ota irt cikkei témdajanak megoszlasat
mutatja az MR besorolasa szerint. Egy ilyen tablazatot konny( csinalni, mivel az
MR-n4l szerepls kod (,review number”) els6 két jegye a pontosvesszé utan a cikk
témajanak megfelelé kategoria kodja. A 8. abran egy kevésbé pontos kordiagram
lathato, mely a 80 el6tt megjelent cikkeket is tartalmazza. J6l lathaté az utébbi
15 évben az eltol6d4s a kombinatorika irdnyaba (persze a grafelméletet idesorolva),
parhuzamosan a szdmelmélet visszaesésével. Ez persze nyilvanvald, ha figyelembe
vessziik, hogy a korai cikkek majdnem mindegyike szdmelméleti volt (1932 és 1939
kozott koriilbeliil 60 a 64-bél.)

Mivel Erdés tarsszerz6i olyan sokféle teriiletrsl valok, az ember azt varja, hogy
a 2, 3 vagy kicsit magasabb Erdds szammal rendelkez6k halmaza mar a matema-
tika minden agat lefedi. Ez természetesen igy is van. A Fields medal nyertesei
az utébbi harom ciklusban (1986-1994) mind az Erdds komponensben vannak az
egyiittmiikodési grafban, valamennyiiik Erdds szama legfeljebb 9. Ebbe a csoportba
elméleti fizikus is tartozik, amit példaul a kovetkezd ut mutat: Edward Witten -
Chiara Nappi— Robert Israel - Robert Phelps — David Preiss — Erdés Pal. Igy aztan
az a sejtés valik indokoltta, hogy sok (talan majdnem minden) fizikus is az Erdds
komponensben van, de akkor mar ugyanez igaz kell legyen sok (majdnem min-
den) természettudoésra. Figyelembe véve a grafelmélet és a statisztika szdmtalan
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43%
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8. abra. Erdds Pdl cikkeinek megoszldsa tdrgyterilet szerint (megkizelitdleg)

alkalmazasat a tarsadalomtudomanyokban, azt gyanithatjuk, hogy a bolcsészettu-
‘domanyok sok kutatdja is ide tartozik.

Erdekes megvizsgélni Erdés tarsszerzéinek publikaciés jegyzékét (vagy lega-
labbis a tarsszerzdségi listdkat), hogy mennyi egyiittmiikodés figyelheté meg, ha
EP kilép a képbdl. Legyen E; az 1 Erdds szamu emberek altal feszitett részgrafja
C-nek. Az 1995-ig Osszesitett adatok szerint Fj-nek 458 csticsa és 1218 éle van;
tehat egy atlagos tarsszerzdje Erdésnek tobb mint 5 masik Erdés tarsszerzével mi-
kodott egytitt. (A median viszont az atlaggal szemben csak 3. A széras 6, és van
30 folotti érték is négy esetben: Ron Graham, Frank Harary, Vojtech Rodl és Joel
Spencer.) Osszesen 40 izolalt cstcsa van Ej-nek (kevesebb mint 9%), és harom
olyan komponense, melyekben két-két cstics van. A maradék 412 csics Osszefliggd
részgrafot feszit Eq-ben. Ugy tiinik, EP stilusa mindenkit megfert&z.

Kicsit altalanosabban megkézelitve a kérdést kidertil, hogy az 1 Erdés szam-
mal rendelkezék atlagosan 20 kiilonbozé emberrel miikddnek egyiitt (median 15,
széréas 22), és csak hat olyan van koztik, aki Erdéson kiviil senkivel nem irt ko-
z6s cikket. Otnek van koziiliik tobb mint 100 tarsszerzéje (Frank Harary, Saharon
Shelah, Ron Graham, Noga Alon és Dan Kleitman).

4546 tovabbi emberre EP masodkézbdl hatott, 6k azok, akik egyiitt kutattak,
a kivételezett 458 valamelyikével. A 2 Erdés szamuak haromnegyedének van csak
egy olyan tarsszerzGje, akinek Erdds szama 1, (azaz bel6liik pontosan egy ketts
hosszu ut vezet Erdéshéz C-ben). Az atlagos 1 Erdds szamu tarsszerzéik szama
viszont 1.5 (szoéras 1.2), és ez a szam eléri a 13-at (Dwight Duffus és Linda Lesniak
esetében).

A csatolt bibliografia kortilbelil 1400 cikket sorol fel, ami valésziniileg nem
teljes, féleg a legujabb dolgozatok miatt. Az 1939 6ta keletkezett cikkek nagy része
megtalalhaté a Mathematical Reviews adatbazisiban. Az MR minden eddigi sza-
méban van Osszefoglalé Erdgs cikkrél, példaul az 1. szam 1. oldalan egy 6sszefoglalo
egy Gallai Tiborral kozds cikkrél, melyet Polya Gyorgy irt. Erdekes megemliteni,
hogy a mésodik legtermékenyebb szerz§ az MR adatbazisaban Leonard Carlitz ko-
riilbeliil 735 cikkel. Carlitz ErdSs szama 2 (hét kiilonb6z6 tarsszerzén keresztiil)
és szamtalan Erd6s cikknek 6 irta az MR 6sszefoglalojat. Osszességében majdnem
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500 ember irt 6sszefoglalot az MR-nek Erdgs cikkeirdl. EP is irt az MR-nek, a mai
napig tobb mint 700 6sszefoglal6 flizédik a nevéhez.

Ha valaki akar a cikkben, akir az egyiittmiikodék listaiban, akar a csatolt
bibliografiaban hibat talal, vagy kiegészitést szeretne tenni, minél el6bb forduljon
a szerz6hoz (grossman@oakland.edu).

Epilégus

Erdés Pal publikiciés listdja a haladla utin is novekedett, és még mindig béviil.
28 cikke jelent meg 1997-ben, 14 0j tarsszerzével, 10 1j cikk és 4 4j tarsszerzé 1998-
ban, 22 cikk és 13 4j tarsszerz6 1999-ben, egy illetve 3 1j cikk 2000-ben es 2001-ben
(nincs 0j tarsszerzd), és eddig 3 cikk 2002-ben (egy 0j téarsszerzével). A jelen allas
szerint Erdgsnek Osszesen 1519 cikke van, de valészind, hogy nem ez lesz a végleges
szam.
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ERDOS PAL KALANDOZASAI A VEGTELEN
GRAFOK VILAGABAN*

KOMJATH PETER

Veszélyes lenne Erdés szertedgazd matematikai tevékenységébdl egy fejezetet kie-
melni, mégis talan mondhatjuk azt, hogy a gréafelmélet a matematika olyan aga,
amely hosszi id6re szinte azonossa valt Erdéssel. Kénig Dénes hii tanitvanyaként,
ahol ez egyaltalan lehetséges volt, a tételeket kiterjesztette a végtelen esetre is, ih-
letett és szenvedélyes érdekldésébdl sziiletett a végtelen grafok elméletének szam-
talan szép tétele, kihivé sejtése. Ebben a cikkben ezek koziil nydjtok 4t egy csokor-
raval6t, idénként a késébbi fejleményeket is megemlitve.

Az érdekldds olvasé Erdés halmazelméleti munkairél személyes hangi beszé-
mol6t talalhat Hajnal Andrés irasaiban [28]-ban, illetve angolul [30]-ban.

1. Erdés legkorabbi végtelen grafokra vonatkozo eredménye Menger tételének al-
talanositésa volt. 1931-ben, még elsGs egyetemistaként Kénig Dénes el6adasan hal-
lotta elGszor Menger tételét, amely szerint, ha egy véges grafban adott két Gssze
nem kotott pont, A és B, akkor a (végpontoktol eltekintve) pontdiszjunkt A-B
utak maximalis szama megegyezik az A-t B-t8] szeparalé ponthalmaz minimaélis
meéretével. Végtelen grafoknal természetesen két (véges vagy végtelen) szamossig
egyenlgségerdl van sz és ErdGs azonnal megcesinalta ezt az esetet is, be is kertilt
Kénig nevezetes 1936-os grafelmélet monografidjaba ([41]).

Sok évvel kés6bb Erdés, aki elégedetlen volt a fenti altalanositassal, megtalalta
a tétel végtelen grafokra vonatkozé maésik, ,valédi” formajat, ismét megmutatva
ragyogo, problémafelvetsi tehetséget. Uj sejtése szerint, amelyre rendkiviil biiszke
volt — joggal — és nagyon sokszor megemlitette, ha G egy (véges vagy végtelen)
graf, A és B 0Gssze nem kotott pontok, akkor van diszjunkt A-B-utak egy P
rendszere és egy S szeparald halmaz, hogy S minden pontja egy és csak egy P-
beli dton van és minden P-beli Gton egy és csak egy S-beli pont fekszik. Kénnyi
latni, hogy ha G véges, akkor ez az allitas ekvivalens a Menger tétellel. Ez a sejtés
mind a mai napig megoldatlan, igen nehéznek tiinik ([10]). Megszamlalhato esetét
Ron Aharoni igazolta ([2]). Tulajdonképpen szdmos mas ismert min-max tételnek

*A ,Paul Erdés and his mathematics” (Budapest, 1999. jalius 4-11) konferencian tartott
el6adés kib6vitett valtozata. Halaval tartozom Hajnal Andréasnak és egy anonim lektornak szamos
észrevetelért.
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megfogalmazhaté olyan végtelen grafokra (vagy halmazrendszerekre) vonatkozo
altalanositasa, ahol a kivant bijekciot az illeszkedés szolgaltatja. Ezek kozil a
Konig-tétel (ami tulajdonképpen a Menger tétel specidlis esete) megfelel6jét Ron
Aharoni igazolta: minden paros grafban van fiiggetlen éleknek olyan I és lefogo
pontoknak olyan C' halmaza, hogy minden I-beli él pontosan egy pontban metszi
C-t. A bizonyitas igen nehéz, felhasznélja a végtelen paros grafok faktorizaciojanak
elméletét ([1]).

2. A fiatal Erdésnek és baratainak egy, manapsag szinte elfelejtett eredménye Euler
hires tételét altalanositja végtelen grafokra, szitkséges és elégséges feltételt adva
olyan ut létezésére, amely valamennyi élt pontosan egyszer érint. Vazsonyi Endre
visszaemlékezésében leirja, hogy Erdds milyen fantasztikusan gyorsan talalta meg
a jo bizonyitéast.

Tétel (Erdgs-Gallai-Vazsonyi, 1936, [12], [13]). Egy G végtelen grafnak akkor és
csak akkor van Euler-vonala, ha

(a.) G Gsszetiiggd;
(b.) G megszamlalhato;
(c.) nincs pdratlan foki szogpont;

(d.) ha A pontok véges halmaza, akkor G — A-nak legfeljebb két végtelen Gsszefiiggd
komponense van;

(e.) ha A pontok olyan véges halmaza, hogy G|A-ban minden pont fokszdma paros,
akkor G-bél az A-beli élek elhagyasaval kapott grafnak pontosan egy végtelen
komponense van.

3. Szintén egy korai, de karakterisztikusan szép eredmény az Erdos—Kakutani-
tétel: az N, szogpontu teljes graf (tehat Ky,) felbomlik megszamlalhaté sok fa
egyesitésére ([22]). Ez a ma mar nem t1l nehéznek szamito tétel elss hallasra annyira
meghokkentd, hogy még gyanakszunk is, hogy trividlisan hamis. Persze utoélag
kénnytd latni, hogy csak egy ujabb, szép varidnsa a ,nagy halmazok felbontésa
kevés kicsire” témanak (a sik Sierpinski-felbontésa, a valés szimok halmaza lehet
megszamlalhato sok Hamel-bézis uniéjpa, amit szintén az Erdés—Kakutani-cikkben
talalhatunk, stb).

4. Erdds egy tovabbi, palyaja viszonylag korai szakaszan de Bruijn-nel kézosen
nyert eredménye szerint egy (végtelen) graf k-szinezhetGsége véges részgrafjain
mulik.

Tétel (de Bruijn-ErdSs [5]). Ha k természetes szam, akkor egy végtelen graf

pontosan akkor k-szinezhetd, ha minden véges részgrifja az.

Azt lehet tehat mondani, hogy a véges kromatikus, végtelen grafoknak nincs el-
méletiik. E tétel érdekessége, hogy sokféleképpen lehet igazolni: jolrendezve az alap-
halmazt és transzfinit rekurziéval, a Teichmiiller—Tukey lemmaval, a Zorn-lemmaéval
(Dirac Gabor és Posa Lajos, lasd [42], 9.14.). Erdgsék a Tyihonov kompaktsagi
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tételt hasznaltik. Ez azért nem olyan nagyon meglepd, mivel a tétel valdjaban
specialis esete a Godel-féle kompaktsagi tételnek.

Hasonl6 bizonyitassal szamos, agynevezett kompaktsagi argumentum bizonyit-
hato: véges k esetén, egy (végtelen) graf akkor és csak akkor irdnyithaté ugy, hogy
minden pont ki-foka legfeljebb k, ha ez minden véges részgrafra igaz; ha egy graf
minden véges részgrafja élszinezhetd két szinnel homogén haromszog nélkiil, akkor
az egész graf is, stb.

5. Szamos Erdés-felfedezés kiindulopontja lett Tutte, Zykov és Ungar észrevétele:
van tetszéleges nagy kromatikus szamu, haromszognélkiili véges graf.

Erddés nevezetessé valt modszerével, véletlen grafokkal igazolta, hogy min-
den k-ra és s-re van olyan (véges) graf, amely k-kromatikus és nem tartalmaz
C3,Cl4,...,Cs-et, tehat rovid kordket ([9]). Ez sokkal nehezebb, mint a Cs-ra vo-
natkozoé konstrukeio: valoban, hosszu ideig nem is sikeriilt Erdds egzisztencia bizo-
nyitasat konkrét konstrukciéval helyettesiteni.

Erddst mindig érdekelte, hogyan lehet végtelen grafokra kiterjeszteni ezt az
eredményt és sikeriilt is Richard Radoval késziteni olyan haromszognélkiili grafot,
amely & szinnel nem szinezhetd (és 2" szamossagu, [23]). Hosszu ideig probalkozott
a két tétel kozos altalanositasaval, az azonban csak nem akart kijonni, mig — most
mar Hajnal Andrassal kozosen dolgozva — fel nem fedezték azt a varatlan tényt,
hogy megszamlalhatonal nagyobb kromatikus graf mindenképpen tartalmaz Cy-et,
s6t, minden véges paros grafot.

A bizonyitas mellékterméke egy masik felfedezés volt, a sorozatszam fogalméaé.
Egy G graf sorozatszama legfeljebb u (angolul coloring number, tehat Col (G) < p),
ha van szogpontjainak olyan jolrendezése, amelyben minden cstcsbol kevesebb,
mint p él megy lefelé. Persze, Col (G) = u, ha Col (G) < u igaz, de nincs 7 < p
szamossig, amire Col (G) < 7 teljesiilne (a kromatikus szam definicija is ha-
sonl6 minimum, Chr (G) a legkisebb p amire G-nek van p szinnel jo szinezése).
Ha Col (G) < p, akkor a G graf transzfinit rekurziéval, az adott jélrendezés men-
tén, kiszinezheté p szinnel, igy Chr(G) < Col(G). Ennek a fogalomnak el6nye,
hogy egyrészt a fentiek szerint nagy kromatikus szamu graf sorozatszama is nagy,
mésrészt egy adott p-re a legalabb u sorozatszamu grafok osztalya jobban kezel-
hets. Példaul, egy N szamossagu G graf sorozatszama pontosan akkor Np, ha a
szogpontok bdrmelyik wy rendszamu V(G) = {vy : a < w;} felsorolasdban stacio-
narius azon a rendszamok halmaza, amelyekre v, végtelen sok korabbi pontba van
bekotve.

Erdés és Hajnal belattak, hogy Col (G) > w esetén G tartalmaz minden véges
paros grafot. Mivel vannak tetszélegesen nagy sorozatszamu péros grafok, ez a
mobdszer nem adhat tobbet nagykromatikus grafok részgrafjairol.

Egy graf sorozatszdmanak értéke kozel van ahhoz a szdmossaghoz, ahany
erd6 unidjara lehet a grafot felbontani. Nevezetesen, ha Col (G) < st akkor X
eléall, mint x erd6 unidja. Itt x véges vagy végtelen szamossag. Ez végtelen x-ra
megfordithato, véges szamossagokra pedig a kovetkezd igaz: ha egy graf n erdd
uniodja (n véges), akkor sorozatszama legfeljebb 2n és ez pontos ([15]).
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6. Felfedezésiik utan Erdés és Hajnal mar kénnyen meg tudta fogalmazni és
be tudta bizonyitani a révid korok kizarasara vonatkozé Erddés tétel transzfinit
analogonjat: minden n-re van tetszéleges nagy kromatikus graf, amelyben nincs
C5, Csye 5 Coigia

Itt érdemes megemliteni egy egyszertd, de hatékony konstrukciot: az élgrafot.
Ehhez legyen x végtelen szamossag és vegyiink egy (2%)" szamossagu (A, <) ren-
dezett halmazt. Az X (A, <) élgraf pontjai az A-beli {z,y} pontparok és pontosan
T <y < z esetén kotjik ossze {z,y}-t {y, z}-vel. Kénnyen lathato, hogy X (4, <)
haromszogmentes. Ha pedig s szinnel szinezziik, az az A alaphalmaz parjainak lesz
r-szinezése és az ugynevezett Erdés—Rado-tétel miatt van egyszini haromszog, te-
hat o < y < z, hogy {z,y},{y, z}, {z, z} szine ugyanaz, tehat {z,y} és {y, 2z} fenti
X (A, <) grafunk két azonos szini, 6sszekotott pontja lesz. Ezért a készitett graf
kromatikus szdma legalabb . (Ez a példa egyébként, a véges Ramsey-tétel segit-
ségével, rendkiviil egyszerd példat szolgaltat tetszélegesen nagy kromatikus, véges,
haromszognélkiili grafokra: egy elég nagy véges rendezett halmaz élgrafja.)

Erdds és Hajnal ezt a konstrukciot altalanositottak olyan nagykromatikus
grafok konstrualasara, amelyek nem tartalmaznak C3, Cs, . .., Cop41-€t, tehat rovid
paratlan koroket.

Konstrukciojuk egy egyszeri megfogalmazéisa a kovetkezs: Tegyiik fel, hogy
X = (V(X),E(X)) graf a rendezett V(X) ponthalmazon. Készitsiik el a kovet-
kez6 X' = (V(X'), E(X')) grafot. X' V(X') szégponthalmaza F(X) és a csatla-
kozo éleket kotjiik dssze, tehat {z,y} és {y,z} Gssze van kétve, ha z < y < =z.
Koénnyen lathato, hogy ha X-ben nincs Cj3,Cs,...,Co,—1, akkor X’-ben nincs
C3,Cs,...,Cony1, tovabba (ez Fred Galvin észrevétele, [27]) ha X kromatikus
szama (2") nal nagyobb, akkor X'-é k-nal nagyobb.

Ezért, ha X a A = ( ) szamossagu teljes graf, akkor X olyan k-nal
nagyobb kromatikus graf, amelyben nincs C3,Cs, ..., vagy Ca2,+1 ([16]) (n hatva-
nyozas, illetve vessz6). Kénnyt atgondolni, hogy az igy kapott graf az ugynevezett
n-shift graf: Sh,()) szogpontjai egy A tipusu jolrendezett halmaz n + 1-es részhal-
mazai, az élek pedig a csatlakozé n + 1-esek: az

{ {is « o B by T o + 5B

alakd parok, ahol zg < z; < -+ < Tp41.

A shift-grafokhoz hasonlo, de kisebb szamossagu grafok az ugynevezett
Specker-grafok. Ezek a kovetkezoképpen lettek definidlva. Vegylink egy & > Ng
szamossagot. Grafunk alaphalmaza [k]", azaz s n-elemi részhalmazainak halmaza.
Két ilyet, mondjuk a (névéleg felsoxolt) {z1,...,2n}-et & {y1,...,yn}-€t ponto-
san akkor kétiink 6ssze, ha kozos elem nélkiiliek és egyesitésiikben az elemek egy
megadott sorrendben kévetkeznek. Példaul, n = 3-ra egy lehetGség:

T <Ty <Y1 <T3<Y2<Y3
(ez volt Specker eredeti példaja). Be lehet bizonyitani, hogy a graf kromatikus

szama K és az OsszekoOtési elGirds alkalmas megvélasztasaval kiillonbozs véges gra-
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fokat zarhatunk ki, példaul ismét a paratlan kéroket egy bizonyos hatarig. Vegyiik
észre, hogy itt a graf szimossdga ugyanannyi, mint a kromatikus szama: x ([14]).

7. Richard Rado kérdezte, hogy a de Bruijn-Erdds tulajdonséag teljesiil-e a soro-
zatszamra. Ez meglep6 mdédon nem igaz: van olyan végtelen graf, amelynek a so-
rozatszama pontosan 4 és minden véges részgrafjanak a sorozatszama legfeljebb 3.
Altalaban ha a véges részgrafok sorozatszama legfeljebb k > 2, akkor a graf soro-
zatszama legfeljebb 2k — 2 és ez pontos. (Erdés-Hajnal, [14]).

Van viszont a sorozatszamra egy mésfajta, nagyon fontos kompaktsag: Shelah
igazolta, hogy ha u végtelen szamossag, A > p szingularis szimossag, G A szamos-
sagu graf, amelynek minden A-nal kisebb szamossagu részgrafjanak sorozatszama
legfeljebb u akkor ez G-re is igaz ([48]). Ezzel a grafok sorozatszamanak egy egy-
szerii jellemzése adodott, aminek segitségével példaul lehetéve valt a Col (G) > w-
nak eleget tevd grafok barmilyen szdmossdgu kitelezd részgrafjainak leirasa (Kom-
jath, [34]).

Shelah egyébként ramutatott arra, hogy egy joval mélyebben fekvs jelenségrol
van sz6: axiomatizalta azokat a problémaosztalyokat, amelyekre a fentihez hasonlo
szingularis kompaktsag teljesiil (6t elsGsorban az érdekelte, milyen A > w szamos-
sagra van olyan A\ szamossagiu Abel-csoport ami nem szabad, de minden kisebb
szAmossagu részesoportja az. A tétel szerint szingularis A-ra nincs).

Sikeriilt belatnom, hogy ez a jelenség a kromatikus szamra nem all fenn:
konzisztens, hogy van olyan R, szamossiagua G graf, amelynek minden kisebb
szamossagu részgrafja megszamlalhaté kromatikus, de maga G nem (ekkor persze
G kromatikus szama csak Ry lehet, [35]). Egy elegans forszolassal Shelah azt is
megmutatta, hogy ez teljesiilhet az Altalanositott Kontinuumhipotézissel egyiitt is,
s6t, ilyen példak léteznek a konstrualhatoségi axioma feltételezése mellett ([50]).

8. Erddsék tehat meghatéaroztak, hogy melyek azok a véges grafok, amelyek min-
denképpen megjelennek a megszamldlhaténal nagyobb kromatikus grafokban (a
parosak). Viszont mindenképpen kell tartalmaznia legalabb egy paratlan kort (kii-
lénben 2-kromatikus lenne). Erdds és Hajnal rogton elkezdte vizsgalni, hogy mit
mondhatunk véges grafok azon osztalyair6l, amelyeket tartalmaznia kell. Igy sej-
tették, hogy ha G kromatikus szdma Ng-nal nagyobb, akkor G tartalmaz minden
elég nagy paratlan kort. Ezt kés6bb Erdgs—Hajnal-Shelah ([20]) és Thomassen [52],
egymastol fiiggetleniil be is bizonyitotta.

Legyen X végtelen graf, jelolje F(X) véges részgrafjainak halmazat. Erdds
és Hajnal igen sokat spekulalt azon, mit tudhatunk az F(X) alaka halmazokrol,
ahol X Kk > w-kromatikus, de még nagyon messze vagyunk attél, hogy a végsé
valaszt megfogalmazhassuk. Feltehets, hogy a valasz ugyanaz minden k > w-ra (ez
Erdés-Hajnal, illetve Taylor sejtése, [20]). Egy ennél erGsebb sejtés volt, hogy ha
X megszamlalhatonal nagyobb kromatikus, akkor F(X) tartalmazza F( Shy(w))-
t valamilyen n-re. Ez a komolyan sosem gondolt sejtés meg is lett cafolva aztan
[31]-ben.

A helyzetet tovabb bonyolitja, hogy van még egy paraméter, amely szere-
pet jatszik: a graf szamossdga. Vegyiik példaul az élgrafok véges részgrafjait,
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F(Sha(w))-t. Van (28%)" szamossagu, csak ezeket tartalmazo, megszamlalhato-

nal nagyobb kromatikus graf: Shy ((2‘*")+). Ha viszont egy 2™ szdmossagt G graf
minden véges részgrafja F ( Sha(w))-beli, akkor G bedgyazhaté egy kontinuum sz-
mossagu ¢lgrafba ami Galvin idézett tétele miatt megszamlalhaté kromatikus.

9. Erdés kimondott még két karakterisztikusan szép sejtést a véges részgrafokra.

Legyen G megszamlalhatonal nagyobb kromatikus szamu graf. Készitsiik el a
kovetkezd, természetes szamokbol természetes szamokba képezs fliggvényt. fo(n)
G n-szogpontu részgrafjai kromatikus szamainak maximuma. Nyilvanvaloan
fa(n) < n és fg monoton né. Tovabba a de Bruijn—-Erdés-tételbsl kovetkezik,
hogy fa(n) — oco. Erdds kérdése az, lehet-e ez a divergencia tetszélegesen lassu?

Erdés, Hajnal és Szemerédi [21]-ben bebizonyitottak, hogy az Shy(A) shift-
grafra fe(n) olyan rendben tart végtelenhez, mint a (k — 1)-szer iterélt logarit-
mus. Igy tehat van olyan (2““)+ szamossagu legalabb Nj-kromatikus graf, amelyre
fa(n) = O(logn). Ezzel kapcsolatban sikeriilt [36]-ben egy ilyen tulajdonsagu
280 szamossagu grafot konstrudlnom. E moédszer kovetkezményeképpen az Erdds—
Hajnal-Szemerédi-féle shift-grafnal ,eggyel kisebb” szamossagu graf kaphaté: olyan
G graf, amire fg(n) a k-szorosan iteralt logaritmus rendjében tart végtelenhez, s
szdmossiga (QZM )+ helyett 22" (k hatvanyozas).

Erdés, Hajnal és Szemerédi cikkiikben szamos rokon fliggvényt is megvizsgal-
tak. Belattak példaul, hogy egy Shy(\) shift-grafra minden n-szogpontu részben
van ( 1 %)n nagysagu paros részgraf. Ha tehat egy G grafra és n természetes
szamra fl(n) jeldli a legnagyobb szamot, amekkora fiiggetlen halmaz barmely n
pont kézott van, akkor minden € > O-ra van tetszélegesen nagy kromatikus graf,
hogy f&(n) > (% - E)n. Masrészt konnyen lathato, hogy minden megszamlalha-
tonal nagyobb kromatikus G grafra van olyan € > 0, hogy minden elég nagy n-re
filn) < (% - s)n, ugyanis van olyan m, hogy G tartalmaz végtelen sok disz-
junkt Ch,,,q1-et és ha ezekbdl k példanyt vesziink, akkor a legnagyobb fiiggetlen
halmaznak legfeljebb km eleme van.

Fennmarad a kérdés, van-e Nj-kromatikus és N; szdmossédgu olyan G graf,
amelyre f&(n) > cn valamilyen ¢ > O-ra. (A shift-graf (2}*“)+ szamossagu.)
A Specker-grafok nem jok; ezekre

nloglogn

[21]-ben a kivetkez6 g (n) fiiggvényt is vizsgaltak. Adott megszamldlhatonal
nagyobb kromatikus G' graf esetén legyen gg(n) az a legkisebb szam, ahény él
elhagyasaval G minden n-szogpontu részgrafja parossa tehets. Belatjak, hogy az
élgrafra ga(n) < 2n%/? és 4ltalaban a shiftgrafok segitségével minden € > 0-ra
adhato olyan megszamlalhatonal nagyobb kromatikus G graf, hogy gg(n) = (n*¢).

A masik sejtés a kovetkezs. Barmely két megszamlalhatonal nagyobb kroma-
tikus grafnak van kozos 4-kromatikus részgrafja. Az analog allitas 4 helyett 3-mal
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konnyen kovetkezik az idézett Erdés-Hajnal-Shelah-Thomassen tételbdl; a két graf
mindegyike tartalmaz minden elég hosszu paratlan kort. A 4-re vonatkozo sejtés
ravaszsaga az, hogy anélkiil utal hasonlo tételre, hogy megmondana pontosan me-
lyek is azok a 4-kromatikus grafok, melyek kozill majdnem mindet tartalmaznia
kell egy Ny-kromatikus grafnak.

10. Természetesen még nehezebb kérdés az, melyek a megszamlalhaté kételezo rész-
grafok. Erdds és Hajnal mar [14]-ben igazolta, hogy ha egy graf kromatikus szama
(s6t sorozatszama) nagyobb, mint megszamléilhato, akkor minden n-re van benne
K, x,, tehat a teljes paros graf n és R, szamossagu osztalyokkal. Hajnal kés6ébb
azt is belatta, hogy sziikségképpen tartalmazza a ,félgraf”-ot, tehat azt a grafot az
{zi,yi : i < w} szogpontokon, amelyben z; dssze van kotve y;-vel, ha i < j. Még
korabban Hajnal azt is bebizonyitotta, hogy van olyan graf, amelynek a kromatikus
szama legalabb N, és nem tartalmazza K, -t a teljes megszamlalhato paros grafot.

Ezeket az eredményeket valamelyest kiterjesztettiik [31]-ben.

Tétel (Hajnal-Komjath, [31]). Minden megszamlalhaténal nagyobb kromatikus
szamu graf tartalmazza Gy-t, de nem feltétlenil Gi-et, ahol Go szégpontjai
{zi,yi,z : © < w}, minden y; be van kotve minden x;-be, ha j < i és z be van
kotve minden xj-be. G| ugyanez, de két pont van, zo és z1, ami minden x;-be be
van kotve.

Ennek nyoméan végiil is sikeriilt meghatarozni az Gsszes olyan grafot, amely
minden megszamlalhaténal nagyobb sorozatszamu grafban megjelenik ([34]), de a
hasonlé probléma a kromatikus szamra még teljesen nyitott.

Megoldatlan marad Erdés kévetkezs szép sejtése: ha X olyan graf, amelynek
a kromatikus szama legalabb R;, akkor X tartalmaz (nemiires) w-osszefiiggs rész-
grafot. A sejtést az motivalta, hogy, mint Erdés és Hajnal megmutattak, minden
megszamlalhaténal nagyobb kromatikus graf tartalmazza a K, ,, teljes paros grafot
(n véges), az pedig n-szeresen Osszefiiggd. Meg lehet azt is mutatni, hogy minden
ilyen graf tartalmaz n-6szefliggs megszamlalhatonal nagyobb kromatikus grafot, de
az w-Osszefliggdségre ez nem igaz ([33], [35]).

11. Ezekkel kapcsolatos a kovetkez6 Erdds-sejtés is. Miutan kideriilt, hogy van
K, -t nem tartalmazo Rj-kromatikus graf, Erdés azonnal megkérdezte, el lehet-
e még hagyni a haromszoget is. Ezt késébb Hajnal igazolta is. Ennek egy masik
lehetséges bizonyitdsa vilna lehetévé, ha a kivetkezs éllitas igaz lenne: ha X kro-
matikus széama legalabb Ry, akkor van olyan haromszognélkili Y € X (tehat rész-
graf), aminek a kromatikus szama legalabb R;. A fentieket figyelembe véve tovabb
is lehet terjeszteni a sejtést: ha X kromatikus szama xk > w, akkor minden n-re
van s-kromatikus Y C X, amiben nincs C3,Cs,...,Cont1, & = w esetén pedig
olyan Y is van, amiben nincs C3,Cy,...,C,; ez kiterjesztené a rovid kor nélkiili,
nagy kromatikus véges grafok létezésére vonatkozo Erdds-tételt ([9]). Az utobbi
sejtés leggyengébb, csak haromszogeket kizaro esetét Rodl igazolta [47], az alta-
lanos eset még megoldatlan. Az elsé sejtést Shelahhal megcéafoltuk mar a k = Ry
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illetve a haromszog esetére: konzisztens, hogy van olyan N; szdmossagu és kroma-
tikus szamu graf, amelynek minden haromszégnélkiili részgrafja megszamlalhato
kromatikus, [39].

12. Egy probléma, amelyet nem Erdds talalt ki, de megtetszett neki és sokszor em-
litette problémacikkeiben, a Darboux tulajdonsag. Fred Galvin vette észre, hogy
noha véges £ < A\-ra nyilvanvaloan igaz (a de Bruijn—Erdgs-tétel segitségével) hogy
minden A-kromatikus graf tartalmaz s-kromatikust, ez tavolrol sem nyilvanvalo,
ha x és A végtelen. Azért még be lehet latni, ismét a de Bruijn-Erd&s—tétellel
Kk = No-ra, ezért az els6 nyitott kérdés k = N;, A = No. Galvin cikkében ([27]) be-
latta, hogy legalabbis a feszitett részgrafot kovetels verzid konzisztensen hamis; ha
ugyanis 2% = 21 < 282 4]I fenn (ez tényleg kiforszolhat6), akkor a 2"? szamos-
sagu rendezett halmazon definialt élgrafra a kovetkezd igaz: kromatikus szama No,
feszitett részgrafjai pontosan az X’ alaka grafok egy valamilyen X él-részgrafra,
minden ilyen X’ kromatikus szdma < s pontosan akkor, ha X kromatikus szama
< 2%, Ezért, ha X’ kromatikus szama < Xj, akkor X kromatikus szama 2% = 2%1,
innen X' kromatikus szama < Vg, tehat nincs pontosan Nj-kromatikus feszitett
részgraf.

Késobb sikeriilt igazolnom, hogy konzisztensen van olyan Np szdmossagu, Na-
kromatikus graf, aminek nincs Nj-kromatikus (feszitett, vagy nem feszitett) rész-
grafja ([35]).

13. Erdds és Hajnal vette észre a kovetkez6t. Ha igaz a kontinuumhipotézis, akkor
van olyan Ry szdmossagu, Ny-kromatikus G graf, hogy G-nek minden N; szamossagu
részgrafja megszamlalhaté kromatikus. Nevezetesen: legyen G egy No szdmossagu
rendezett halmaz élgrafja. Rogton megkérdezték (és megismételték hires probléma-
cikkiikben, [17]-ben) lehet-e még G kromatikus szama R,? Ez a probléma hossza
ideig megoldatlan maradt, majd kideriilt mindkét irdny konzisztencidjal. Baum-
gartner [3] belatta, hogy konzisztensen létezik ilyen G, Foreman és Laver pedig azt
igazolta [26], hogy ha konzisztens ugynevezett oridsi szamossig létezése, akkor az
is, hogy nincs ilyen G. Mindkét bizonyitas igen nehéz. Késébb Shelah igazolta ilyen
G létezését a konstrualhatosagi axiomabol, [50].

Erdés és Hajnal a kovetkezd érdekes megjegyzést flizte a kiindulé konstrukci-
6hoz ([16]). Legyen G(wa,w) a kdvetkezd graf: szogpontjai az wy — w fliggvények
és Osszekotjiik az f és g fliggvényeket, ha f(a) # g(a) teljesiil minden elég nagy
a < wy-re. Erre bebizonyitottdk a kdvetkezd tulajdonsagokat:

(a.) G(w2,w) minden N; szamossagu részgrafja megszamlalhato kromatikus;
(b.) ha a G Ry szamossagn graf minden N; szdmossagn részgrifja megszamlalhato
kromatikus, akkor G beagyazhat6 G(wsy,w)-ba.

Ezért, ha a kontinuumbhipotézis teljesiil, akkor tudjuk, hogy van olyan R,
szamossagu Nj-kromatikus G graf, amire a (b.)-beli feltétel teljesiil, igy beagyaz-
hato G(w2,w)-ba, ezért G(wsz,w) kromatikus szama legalabb R, (szamossaga persze

LA (halmazelméleti) fiiggetlenség feliitotte rat fejet. (E.P.)
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Ro"? = 2%2). Vajon mennyi? Erre részben sikeriilt valaszt adni [37]-ben: az Altala-
nositott Kontinuumhipotézis mellett a kromatikus szam lehet N, is és Rg is. Végiil
pedig Foreman belatta, hogy ha konzisztens igynevezett majdnem 6riasi szimossag
létezése, akkor N is lehet ([25]). Kés6bb Todorcevic mindenféle feltevés nélkiil be-
latta, hogy G(ws,w) kromatikus szama mindig nagyobb megszamlalhatonal ([54]).

14. Ramsey tétele és altalaban a Ramsey-tipusu jelenségek felfedezése és vizsgélata
mindig Erdés kutatisainak kézpontjaban volt. Legegyszertibb esete szerint, ha a
hat elem kozti 6sszes part két szinnel szineziink, van egyszini haromszog. A hal-
mazelméletben szokésos jelolés szerint: 6 — (3)5, ahol csak az nem vilagos, melyik
kettes mit jelent: a fols6 utal arra, hogy (a 6-elemi halmaz) 2-elemt részhalmaza-
ir6l van szo, az als6 2 pedig a szinek szama. Azt tehat, hogy 5-tel az allitas nem
igaz, 5 /4 (3)§-vel jeloljiik, a hires 17-tudds feladatot pedig 17 — (3)§-mal (azaz,
ha 17 pont parjait 3 szinnel szinezziik, mindig van egyszini harmas). A végtelen
Ramsey-tétel igy fogalmazhat6: ha r, n pozitiv egész szamok, akkor Ry — (N());
azaz, ha egy végtelen halmaz r-eseit n szinnel szinezziik, mindig van végtelen egy-
szint (homogén) részhalmaz. Ennek az allitdsnak a paraméterek megvaltoztatasa-
val kaphato végtelen szamossagokra vonatkoz6 variansait Erdés, Hajnal és Richard
Rado vizsgalta ki az 6tvenes és hatvanas években, az igy sziiletett elmélet a partici-
okalkulus. Lehet azonban, legalibbis az r = 2 esetet, tisztan grafelméleti allitasnak
tekinteni: ha a megszamlalhatoan végtelen teljes graf éleit két szinnel szinezziik, ak-
kor valamelyik szinben van végtelen homogén részgraf. Erdés kollégaival szenvedé-
lyesen kutatta a Ramsey-tétel grafelméleti altalanositasait. Mar 1942-ben elintézte
az alapkérdést: ha adva van grafoknak egy tetszoleges {X, : a < K} sorozata, ak-
kor van egy olyan Y graf, hogy ha Y éleit az a@ < k rendszamokkal szinezziik, akkor
valamelyik a-ra van a szint példany X,-bol. Ez ugyanis kovetkezik a kévetkezd
(manapsag Erdds-Rado-tételnek nevezett) particiotételbsl ([8]):
@) = (st

15. Kézenfekvonek tiint a probléma olyan variansait keresni, amelyekben a fenti
egyszerd megoldas lehetdsége kizart. Egy ilyen, Walter Deubertdl eredd, valtozat,
amikor a feszitett célgrafot koveteliink, ekkor nyilvin nem okoskodhatunk azzal,
hogy minden graf teljes grafba agyazhato, azokra pedig tudjuk a tételt. Jeloljiik az
erre vonatkozo pozitiv allitast ¥V — (X, : a < K)Z—Vel, ha pedig azonos célgrafok
vannak, ¥ — (X )i-val. Itt mar a legegyszertibb eset is meglehetésen rafinaltan
bizonyithato tétel: ha X véges graf, akkor van olyan Y véges graf, hogy Y — (X)g
teljestil, szavakban: ha Y éleit két szinnel kiszinezziik, akkor van egyszini feszitett
példany X-bdl. Ezt egyszerre és fiiggetleniil tobben igazoltak: W. Deuber [6], [7],
V. Rédl [46], Erdés—Hajnal-Posa [18]. Az elsd két szerzg tigyes indukeidt hasznalt.
Erddsék azonban sokkal tobbet igazoltak.

Tétel (Erdés-Hajnal-Posa, [18]).
(a.) Ha Xy, X7 megszamlalhato, X lokdlisan véges, akkor van megszamlalhato'Y,
amire Y — (XO,XI)Z.

59



(b.) Ha Y megszamlahato graf, akkor Y - (Ku.w)®>.
(c.) Ha Xy, X1, ..., X véges sok megszamlalhaté graf, akkor van olyan kontinu-
umszamossagu Y graf, amire Y — (Xo,..., X k)2 teljestil.

A végtelen grafok elmélete szempontjabol ezek az eredmények nyitva hagytak
az alapkérdést: igaz-e, hogy mmden X grathoz és minden s szadmossaghoz van
olyan Y graf, amire Y — (X ) teljesiil. E témakorben varatlanul negativ megoldas
sziiletett [32]-ben: megmutattuk, hogy (egy Cohen-val6s hozzidadasaval) konzisztens
hogy van olyan W; szamossagu X graf, hogy semmilyen Y grafra nem teljesiil
Y — (X )g Rogton ezutan Shelah igazolta, hogy a pozitiv valasz is konzisztens:
minden X grafhoz és minden s szamossighoz van olyan Y graf, amire Y »— (X )i
teljesiil (s6t, tetszéleges strukturara belatta, [49]). Kés6bb megmutattam, hogy
nem véletlen, hogy Shelah osztalyforszolast hasznél: minden halmazforszolas, aml
egyaltalan forszol valamit, ad olyan X grafot és k szamossagot, hogy Y /- (X )
teljesiil minden Y grafra ([38]). Végil Hajnal bebizonyitotta a kovetkezs nehéz
tételt: ha X véges graf és s tetszGleges szdmossag, akkor van olyan Y graf, hogy
Y — (X)? teljesiil ([29]).

E teriilet nevezetes megoldatlan probléméaja, hogy ki lehet-e terjeszteni a fenti
Hajnal-tételt megszamlalhatd grafokra. A sejtés szerint tehat, ha X megszamlal-
hato graf és k szamosséag, akkor van olyan Y graf, hogy ¥ — (X ) Mivel van uni-
verzéalis megszamlalhato graf (Rado), elég lenne a tételt arra bizonyitani. A Rado-
fele graf rdadasul nem véltoztathato forszolassal, igy eleve reménytelen a [32]-beli
modszerek alkalmazasa ellenpélda forszolasara.

16. Egy masik lehetGség az élszinezési probléma megnehezitésére a kovetkezd.
Induljunk ki az eredeti allitasbol, tehat abbol, hogy ha a Kj teljes graf éleit 2 szinnel
szinezziik, akkor mindenképpen van egyszini haromszog, azaz K¢ — (K 3) Persze
ez a tula]donsag minden olyan grafra is teljesiil, ami tartalmazza Kg-ot: K¢ < X-re

(Kd) Erdés és Hajnal azt kérdezte 1967-ben, van-e olyan X (véges) graf, ami
nem tartalmaz Kg-ot, de X — (Kg) igaz. Ilyen grafot konstrualt G. L. Cherlin,
R. Graham, van Lint és P6sa Lajos. Pésa példija Ks-6t sem tartalmazott de a
végss kérdésre, hogy van-e K4-et sem tartalmazé X graf, amire X — (K;;)2 teljestil,
csak Jon Folkman tudott vélaszt adni egy nagyon szellemes és mély konstrukcié
segitségével [24]. Folkman peéldaja gigaszi volt, tobb, mint

10
101()1“1010
10

ponttal, és Erddst mindig érdekelte, lehet-e nagysagat példaul 1010 ala csokkenteni.
Frankl és Rodl kb. 10! pontu grafot konstrualt, ezt kissé megjavitotta Joel Spencer,
példajanak néhanyszor szazmillié pontja van ([51]). Legujabban? Gyarfas Andras
talalt egy minddssze 165 pontbdl allo példat s ezzel igazolta Erdds sejtését, hogy a
szogpontszam ezer ald csokkenthetd.

22000. december 14.
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Nesetiil és Rodl bebizonyitotta az dltalanos véges tételt is: ha X véges graf,
ami nem tartalmaz K, t k > 2 természetes szam, akkor van ugyancsak Kp-nélkiili
Y graf, amire Y — (X ) teljesiil ([43], [44]).

Erdds és Hajnal [15]-ben részletesen vizsgalta a végtelen esetet is. A kovetke-
zGket bizonyitottak be.

Tétel (Erdgs-Hajnal [15]).
(a.) Ha k végtelen, n véges, van olyan k szamossagu K,1-et nem tartalmazoé graf,

aminek a szégpontjait k-nal kevesebb részre osztva mindig van egyszind K.

(b.) Ha &, \ végtelen, van xk* szdmosségi K +-t nem tartalmazé graf, aminek a

szogpontjait k-nél kevesebb részre osztva mindig van egyszind K.

ry+\ F
(c.) Ha Kk végtelen, van olyan (2(2 )+) szdmossagu, Ky,-t nem tartalmazo graf,
amely éleinek minden « szinnel valé szinezésében tartalmaz minden n < w-ra
egyszini K,-et.
(d.) Ha k végtelen szdmossag, van olyan (25)% szamossagii, K (3xy+-t nem tartal-
mazé graf, aminek az éleit k szinnel szinezve mindig adodik egyszind K+ .

(d.) bizonyitasa a (25)* A (2%, 291 ésa 20" - (297, (x1),)’
particié relaciokon alapszik.

Ezzel kapcsolatban azt a megjegyzést tehetjiik, hogy az Erdds-Hajnal mod-
szert alkalmazva egy picit erésithets, azon az aron, hogy noveljiik a grafot. Legyen
a konkrétsag kedvéért x = Ry. Van olyan \ szimossag, amire A = AR < AN, Erre
tudjuk At — (AF, (w1),)>-t és A% A (A, ws)’-t, tehat At 4 (A*,wz)’-t. Ez
ut6bbi graf egyik osztéalya tehat olyan Ky,-t nem tartalmazé graf, amiben nincs
fiiggetlen A\*-0s, ezért a masik tétel miatt minden Ry szinnel torténd élszinezésben
van egyszind Ky, -s.

Egyszeri bizonyitast (c.)-re a gyengébb \ = (.‘222~ )+ korlattal a kdvetkezékép-
pen nyerhetiink: legyen grafunk szégponthalmaza A parjainak halmaza, s kossiik
Ossze {x y}-t {x y'}- vel ha v < < y < y. Ebben a grafban nincs KN(,, mert az

;;;;;

kezik a A — (2n ),c particio relaciébol (Erdés-Rado tetel)

A legérdekesebb nyitott kérdések a kovetkezSk. Van-e olyan Ky4-et nem tar-
talmazo graf, amit ha megszamlalhato sok szmnel élszineziink, mindig keletkezik
egyszind haromszog, azaz K4y £ X — (K3) . Ezt a probléméat Erdds nagyon
szerette, sokszor emlitette el6adéasaiban, problemacikkeiben. Meég ki is tiizott 250
dollart a megoldasra.

Shelah [49]-ben bebizonyitotta a konzisztenciajat ennek az allitdsnak, tehat
azt, hogy forszolassal kaphato 112yen X graf. Eredményének van egy érdekes kovet—
kezménye. Ha Ky £ X — (K3)y,, akkor X-re igaz a gyengébb Ky £ X — (K3)
relacio is. A de Bruijn—Erdés-tételnél emlitett kompaktsagl elv miatt X tartal-
maz olyan véges Y grafot, hogy K4 £ Y — (K3) teljesiil. Végiil, mivel forszolas
nem véltoztatja meg a véges grafok tulajdonsigait, Shelah eredménye miatt az
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alapmodellben is mindenképpen van ilyen Y, tehat a Shelah-féle forszolas adja a
Folkman-graf létezését, de nem tiinik lehetségesnek ebbdl a bizonyitasbol egy konk-
rét konstrukci6 kielemzése.

(Van egy masik, szintén kivilasztasi axiomat hasznalé bizonyitasa a Folkman
graf létezésének. [4]-ben Baumgartner és Hajnal azt igazolja, hogy ha X graf
egy w} tipusi halmazon, és nincs benne wjw tipusi fiiggetlen részhalmaz, akkor
X minden két szinnel torténd élszinezésében van egyszind haromszog. Masrészt,
feltéve a kontinuumhipotézist, van ilyen tulajdonsagu, K4-et nem tartalmazo graf.
Mivel forszolassal mindig el tudjuk érni, hogy a kontinuumhipotézis teljesiiljon, azt
kapjuk, hogy a halmazelmélet minden modelljének van olyan bévitése, amelyben
van Ky LY — (K 3)§—et kielégits graf. Tehat, akkor az alapmodellben is van. Tehat
a halmazelmélet minden modelljében van, tehat bizonyithato a létezése.)

Az, hogy mindenféle feltevés nélkiil van olyan X graf, ami nem tartalmaz K4-et
és X — (I(g)i“ teljesiil, mint emlitettiik, mindmaig megoldatlan.

Erdds és Hajnal [15] cikkének egy masik megoldatlan kérdése, hogy van-¢ Ky, -
et nem tartalmazé X graf, amire X — (Km,)in teljestil.

Shelah modszerét tovabbfejlesztve [40]-ben igazoltuk, hogy konzisztens a teljes
Ramsey-jelenség: ha X tetszéleges graf, p szamossig, X nem tartalmaz K,-t,
akkor van olyan Y graf, ami szintén nem tartalmaz K,-t, és Y — (X)i teljesiil.
Ez viszont, mint Hajnallal megmutattuk, mar nem igaz minden feltevés nélkil:
konzisztens, hogy van olyan haromszoégnélkiili X graf, hogy ha valamilyen Y-ra
Y - (X)i“ teljestil, akkor Y tartalmaz Ky,-t [32]).

17. Erdés és munkatarsai vizsgaltak a grafok altalanositasait is, tehat ekkor vala-
milyen n-re egy adott S alaphalmaz bizonyos n-elemii részhalmazaibol 4116 H rend-
szert tanulményozunk. H kromatikus szama a legkisebb olyan szémossag, ahany
szinnel S kiszinezhetd anélkiil, hogy valamelyik H-beli halmaz egyszintivé valna.
Az n = 2 esetben tehat a grafokat kapjuk. Mar [14]-ben tettek néhany megjegyzést
erre az altalanos esetre, példaul bebizonyitottik a kévetkezét (n = 3-ra mondjuk
ki): ha H harmashalmazok N; szamossigu, N;-kromatikus rendszere, akkor van
két harmas, A, B € H, hogy AN B kételemd (nevezziik ezt az {A, B} rendszert
rombusznak). A bizonyitas is kozeli rokona a grafokra vonatkozo, hasonls, Cy tar-
talmazasat kimondo tételének. Ugy tiint, az egész elmélet szépen atvihetGaz n > 2
esetre, csak eggyel tobb paraméter fog mindeniitt szerepelni.

Es ekkor teljesen varatlan fordulat kivetkezett, kideriilt, hogy az n > 2 eset
lényegesen kiilonbozik a grafokétol: Erdds, Hajnal és Rothschild [19]-ben meg-
mutatta, hogy van megszamlalhatéonal nagyobb kromatikus rombusznélkiili har-
masrendszer. A rendszer szamossaga (2”“)+ és a konstrukcié meglepGen egyszerii:
S alaphalmaznak vegyiik egy (2“")+ szdmossdgl halmaz parjait, H-ba pedig az
{{z,y},{y, z}, {z, z}} alakt harmasokat tegyiik be. Kézvetlen szimolds mutatja,
hogy H-ban nincs rombusz, tovabba H nem szinezhets jol Rg szinnel, hiszen, ha
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egy ekkora halmaz parjait ennyi szinnel szinezziik, akkor Erdés nevezetes tétele?
miatt mindig van egyszini haromszog, ami pontosan olyan H-beli harmas, melynek
mindharom eleme ugyanolyan szind.

Ezutéan intenziv kutatas kezd6détt. [11]-ben mar Erdés, Galvin és Hajnal tobb,
mint egyéves kutatasinak eredményeit olvashatjuk. Részletesen vizsgaltak, mekko-
ranak kell lennie egy rombuszmentes, megszamlalhatonal nagyobb kromatikus hér-
masrendszernek. Mint lattuk, R;-nél mindenképpen nagyobbnak. Ha a MA,; axiéma
teljestil, akkor k-nal is nagyobbnak. A mésik irdnyban talaljuk a fenti (2““)Jr Sz4-
mossagi példat. Azt is belattak, hogy ha a w; 4 [wl];‘:1 particiérelacio? teljesiil,
akkor van 2% nagysaga példa is. Az, hogy w; 4 [wl]i1 teljesiil, ekkor és még hosszu
ideig nem volt ismert, végiil Todorcevic bizonyitotta be ([53]).

Az altalanos esetre bebizonyitottdk, hogy ha H n elemi halmazok rendszere,
amelyben barmely két halmaz metszete legfeljebb ¢ elemt, és mi + 2 < n, akkor
|H| < k™ esetén még H kromatikus szdma legfeljebb x. Feltéve az altalanositott
kontinuumhipotézist ez pontos: a paraméterek minden mas megvalasztasa esetén
ellenpélda van. ‘

Noha a kilencvenoldalas [11] cikk strtin tartalmaz tételeket, becsléseket, konst-
rukcidkat, sok egészen egyszert, alapvets problémat is felvetnek benne, amelyek
mindmaéig megoldatlanok, kivizsgalatlanok. Melyek azok a harmasrendszerek, ame-
lyek mindenképpen eléfordulnak egy megszamlalhatonal nagyobb kromatikus har-
masrendszerben? Azonos vélaszt kapunk-e, ha a jmegszamlalhatonal nagyobb” kife-
jezést ,Xj-nél nagyobb”-ra cseréljiik? Melyik a legkisebb olyan x szdmossag, amelyre
teljesiil, hogy ha S véges harmasrendszer és van S-et nem tartalmazd, megszam-
lalhaténal nagyobb kromatikus szamia H harmasrendszer, akkor van ilyen, amelyre
|H| < & is teljesiil? (K6nnyen lathato, hogy ilyen k létezik.) Igaz-e, hogy ha S; és Sz
héarmasrendszerek és kiilon-kiilon mindkettére van 6t elhagyé megszamlalhaténal
nagyobb kromatikus szami harmasrendszer, akkor van olyan is, amely mindkettGt
kihagyja?

Remélem, sikeriilt az olvasot meggy6znom nemcsak arrél, hogy a végtelen gra-
fok elmélete érdekes, de arrdl is, hogy Erdés jellegzetes gondolkodasa, problémafel-
vetései jelentdsen hozzajarultak e témakor fejlédéséhez.

3Ezt a fontos eredményt altalaban Erdés-Rado tételként szoktak emliteni, pedig elészér Erdés
egyediil fedezte fel és bizonyitotta [8]-ban. Az r-esek szinezésére vonatkoz6 analég eredmény r > 3-
ra viszont valéban helyesen nevezheté Erdés—Rado tételnek.

E Y [n]i relaci6 azt mondja ki, hogy egy A szamossaga S alaphalmaz parjainak van olyan
u szinnel szinezése, hogy S minden s szamossaga részhalmazaban szerepel minden szin. Ekkor
tehat X /4 [k]Z és A /£ (k) ekvivalensek.
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Péter Komjath: Paul Erdés’s adventures in the realm of infinite graphs

Two of the important areas of the mathematics of Paul Erdds are graph theory and
infinity. No surprise that in his long career he frequently returned to the theory of
infinite graphs, indeed, arguably he was the leading figure of this theory.

In this short article we survey some of the topics discovered and extensively

studied by Erdds prominent among them being those connected with the Ramsey
phenomenon and the chromatic number.
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NEHANY KOMBINATORIKUS PROBLEMAROL
I. RESZ: KLASSZIKUS ILLESZKEDESI KERDESEK

ELEKES GYORGY

El6sz6 a cikksorozathoz

A sik pontjai és egyenesei kozott felleps illeszkedések szamat és strukturajat Jack-
son [9] és Sylvester [14, 15, 16, 17] 6ta vizsgaljak.

Az euklideszi sik és a véges projektiv sik illeszkedési strukturaja kozti — érez-
het6 — kiilonbséget el6szor Gallai tétele [8] 6ntotte matematikai formaba, kimu-
tatva, hogy R2-ben barmely nem-kollinearis véges ponthalmaz meghataroz olyan
egyenest, amelyen a rendszerbdl pontosan két pont van. (Ez egy véges geometriaban
nem teljesiil; pl. a teljes ponthalmazra sem.)

A 80-as években — Erdés egy sejtése nyoman — az illeszkedési szamok intenziv
és szisztematikus vizsgalata kezdddott. Elgszor Beck [1] és Szemerédi-Trotter (1. II.
rész 1.5 tétel, lasd még [13]) talalt nem-trivialis fels6 becsléseket (Erdds sejtését is
igazolva) egyenesekre, majd egységkorokre. Ezeket az eredményeket altalanositotta
Clarkson—Edelsbrunner—Guibas—Sharir—Welzl [3]; végiil — r-paraméteres gérbesere-
gekre — Pach—Sharir [11, 12].

Nagyon keveset tudunk viszont az optimaélis struktirakrol — és még kevesebbet
az azt csak nagysagrendben megkozelitéekrdl. Az ismert eredményeknek azonban
érdekes alkalmazésai vannak; az utolsé néhany részben ezekbdl mutatunk be néhé-
nyat.

1. A Sylvester—Gallai tétel

A kombinatorikus geometria els6 nem-trivilis eredménye eredetileg Sylvester sej-
tése volt [14]. A probléma:

kivalaszthaté-e a sikon véges sok pont — nem mind egy egyenesen — gy, hogy
barmely kettét 0sszekioto egyenesen legyen harmadik is?

70 évvel késébb Erdés ujra felfedezte a kérdést, melyre végiil Gallai taldlta meg a
(tagado) valaszt:
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1.1. Tétel (Sylvester sejtés, Gallai tétel). Ha a sik véges sok pontja nincs mind egy
egyenesen, akkor van olyan egyenes, amelyik pontosan kett6t tartalmaz koziiliik.

Az ilyen kétpontu egyeneseket a tovabbiakban ,Gallai-egyeneseknek” nevezziik.

Bizonyitas (Kelly): Mivel a pontok nem mind kollinedrisak, akirhogy vesziink
keét kijeldlt pontot, az Gket 6sszek6td egyenesen kiwiil lesz olyan harmadik, amellyel
nem-elfajulé6 haromszoget alkotnak. Tekintsiik az Osszes (de természetesen véges
szamu) ilyen hiromszog Osszes (pozitiv) magassiga kozill az egyik legkisebbet!
Legyen ez pl. az ABC haromszog A-bodl induld, BC-re meréleges magassaga.

Megmutatjuk, hogy a BC oldalegyenesen nincs tovabbi D pont a kijeloltek
kozil - igy megtalaljuk a keresett Gallai-egyenest.

Ha B, C és D egy egyenesbe esne (és feltehetjiik, hogy koziiliik C' a kdzépso,
lasd 1. dbra), akkor az AC B< és AC D« szogek koziil valamelyik legalabb derékszog
volna.

A

B c D
1. dbra: Ha lenne tovdbbi pont a BC egyenesen. . .

Legyen pl. ACD< > 90°. Ekkor az ACD haromszégben AD a leghosszabb
oldal; specialisan hosszabb, mint C'D. De nagyobb oldalhoz kisebb magassag tar-
tozik (az am, = 27" = cm, teriilet-képletek szerint), igy a C-b6l indulé magassag
révidebb lenne az A-bdél indulonal; utébbi azonban azonos az ABC haromszig
ugyancsak A-bol indulé magassagaval, ami — feltevésiink szerint — minimalis. El-
lentmondasra jutottunk; D nem létezhet. W

Erdemes megemliteni e tétel egyik szép kivetkezményét.

1.2. Tétel. Ha n sikbeli pont nem mind kollinedris, akkor legalabb n kiilénb6zd
egyenest hatiroznak meg.

Bizonyitas: teljes indukcio; az n = 3 eset trivialis.

Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas és tekintsiink n nem-kollinearis pontot!
Gallai tétele szerint létezik két pontu egyenes; hagyjuk el err6l az egyik pontot!

Ha a maradék n — 1 mind egy egyenesbe esik, akkor az elhagyottat visszavéve,
az minden méssal csupa kiilonbozé egyenest ad; ez Gsszesen éppen n egyenes.

Ha pedig a maradék n — 1 nem kollineéaris, akkor alkalmazhatjuk az indukcios
feltételt. Eszerint ¢k legalabb n — 1 egyenest hataroznak meg, s ezek kozott NEM
szerepel az a Gallai-egyenes, melynek egyik pontjat elhagytuk. Tehat e pontot
visszavéve, ijjabb, legalabb n-edik egyenest is taldlunk. |
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Az 1.1. és 1.2. Tételeket kimondhatjuk ugy is, hogy az egyenesek és pontok
szerepét felcseréljiik. Ismeretes, hogy az illeszkedési tételek ilyen értelemben lé-
nyegében szimmetrikusak: igaz allitasokbol ,szerepcserével” ismét igaz allitasokat
kapunk, hiszen az illeszkedési alaptulajdonsidgok (axiémak) is lényegében szimmet-
rikusak.

A |lényegében” sz6t azért is hangsilyoztuk, mert teljes szimmetria csak akkor
teljesiil, ha a sikot végtelen tavoli pontokkal egészitjiik ki. Két pontra ugyanis
mindig illeszkedik egyenes, két egyenesre azonban nem biztos, hogy illeszkedik
VEGESBELI pont.

1.3. Tétel. Ha a sik véges sok egyenese nem megy at mind egy ponton, akkor van
olyan (esetleg végtelen tavoli) pont, amelyik pontosan kettére illeszkedik koziiliik.

(Ugyanez végtelen tavoli pontok nélkiil: ha az egyenesek nem mind mennek
at egy ponton és nem is mind parhuzamosak, akkor vagy van olyan pont, amelyik
pontosan kettére illeszkedik koziiliik, vagy van olyan irdny, amellyel pontosan kettd
parhuzamos.)

1.4. Tétel. Ha n sikbeli egyenes nem megy at mind egy ponton, akkor legalabb n
kiilénbozé (esetleg végtelen tavoli) metszéspontjuk van.

Ha akarjuk, elkeriilhetjiik a végtelen tavoli pontokat; ennek azonban az az ara,
hogy ki kell zarnunk a parhuzamos egyenesparokat.

1.5. Tétel. Ha a sik véges sok egyenese kozott nincs két parhuzamos és nem is megy
at mind egy ponton, akkor van olyan (kézdnséges véges) pont, amelyik pontosan
kettére illeszkedik koziiliik.

1.6. Tétel. Ha n sikbeli egyenes kozitt nincs két parhuzamos és nem is megy at
mind egy ponton, akkor legalabb n kiilonbozdé (kozonséges véges) metszéspontjuk
van.

Ut6bbi kettst visszavezethetjiik az 1.1. és 1.2. Tételekre:
1.7. Definicio. Nevezziik parabolikus dualitasnak a kévetkezé megfeleltetést:
P(a,b) — {y = 2az — b},

ahol tehét a sik pontjait és nem-fliggsleges egyeneseit rendeljiik kdlcsondsen egy-
mashoz. (A ,parabolikus” sz6 magyarazata: az y = x? parabola pontjainak az ott
hazott érintsk felelnek meg — és viszont.) Konnyen lathaté — és fel is hasznaljuk —,
hogy ez a hozzarendelés illeszkedéstarto.

Az 1.5., 1.6. Tételek bizonyitasa: Ha sziikséges, forgassuk ugy az egyenes-
halmazt, hogy egyikiik se legyen fiiggéleges. A fent definidlt médon rendeljiink
az egyenesekhez pontokat és metszéspontjaikhoz egyeneseket. Alkalmazzuk az 1.1.
ill. 1.2. Tételeket; az igy adod6 Gallai-egyenes illetve n kiilonboz6 egyenes eredetijei
megfeleld metszéspontok lesznek. W
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Az 1.3. és 1.4. Tételeket is visszavezethetjiikk a most igazoltakra alkalmas
pontbol (mésik sikra) valé vetitéssel, csak arra kell iigyelniink, hogy a vetiilet-
egyenesek kozott ne legyen két parhuzamos.

Az 1.1. Tételb6l tudjuk, hogy legalabb egy Gallai-egyenest minden nem-
kollinearis ponthalmaz meghatéaroz. Igaz-e, hogy mindig van tébb is, ha n > 3?7

Jeloljiik g(n)-nel a legnagyobb olyan egész szamot, melyre a sik tetszéleges
n nem-kollinearis pontja legalabb g(n) Gallai-egyenest hataroz meg. (Gallai tétele
szerint g(n) > 1.) Kelly és Moser mutatta meg [10], hogy g(n) > [3n/7] (ahol [z]
az x valos szam felsé egész része; a legkisebb, z-nél nem kisebb egész). EgyenlGség
all példaul n = 6-ra és n = 7-re (lasd 2. &bra).

2. dbra: g(6) = g(7) = 3. A legaldbb hdrom ponti egyenesek folytonos vonallal,
a Gallai-eqyenesek szaggatottal jelolve

Becslésiiket kés6bb Csima és Sawyer még egy picivel megjavitotta [4, 5]:
1.8. Tétel. Ha n # 7, akkor g(n) > [6n/13].

A legjobb ismert konstrukciéban csak n/2 Gallai-egyenes van (lasd 3.7. Meg-
jegyzés); — lehetséges, hogy ez méar a minimum.

1.9. Sejtés. g(n) > [n/2], ha n elég nagy.

2. Probléma a gyltimdlcs6sben
Ugyancsak Sylvestertdl szarmazik az az el6zével rokon kérdés, mely az angol nyelvi
irodalomban ,Orchard Problem” néven valt ismertté (ennek magyaritasara tesz

kisérletet a szerzé e szakasz cimében):

iiltessiink el gy n gytimdolcsfat, hogy a leheté legtébb egyenesre essen koziiliik
legalabb harom!
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A pontosabb fogalmazas céljabol nevezziink (n,t)-konfiguracionak egy n kii-
16nb6z6 pontbol és ¢ kiilonbozd kijelolt egyenesbdl allo strukturat, ha mind a ¢
egyenesre legalabb harom pont esik. (Természetesen a pontparok altal meghata-
rozott egyeneseket nem mind vessziik be, pl. a Gallai-egyeneseket semmiképpen
sem.) Jeloljiik tovabba s(n)-nel a legnagyobb olyan t értéket, melyre talalhaté (n,t)-
konfiguracio.

2.1. Probléma. Hatdrozzuk meg s(n)-et n fiiggvényében!
Az n paraméter kis értékei koziil n = 3,4, 5-re s(3)

nyilvanvalé. Olyan példakat sem nehéz talalni, amelyek s(6)
ot mutatjak (lasd 2. abra).

s(4) = 1 és 3(6) = 2
> 4-et illetve s(7) > 6-

Léteznek-e még jobb konfiguracidk ezen két értékre? Megmutatjuk, hogy a
valasz tagado.

Szamoljuk 8ssze, hdny pontpéar szerepelne Gsszesen egy (6,5) illetve (7,7)
konfiguracio egyenesein! Az elsé esetben ez az 6t egyenes mindegyikén legalabb
(g) = 3 par; osszesen legalabb 53 = 15 = (J) — ¢s minden part természetesen
csak egyszer szamoltunk. A masodikban pedig a hét egyenesen egyiitt legalabb
7-3 = 21 = (7). Azt kaptuk, hogy mindkét esetben az dsszes par a konfiguracio
egy-egy > 3 pontu egyenesén tldogélne; igy a pontok nem hatarozhatninak meg
egyetlen Gallai-egyenest sem! Ellentmondasra jutottunk az 1.1. Tétellel — tehat
ilyen konfiguraciok nem létezhetnek.

Ezzel a kettGs leszamlalasi otlettel kozvetlen Gsszefiiggést is kaphatunk s(n) és
az el6z6 szakaszban definialt g(n) Gallai-szam kozott.

2.2. Lemma.

3s(n>+g(n>s(’;), ahonnan s(n) < K(’;)—g(n)) /3J-

Valoban, egy (n,t)-konfiguracié mind a t egyenesén legalabb harom pontpar
talalhato; a Gallai-egyeneseken pedig egy-egy. W

Példaul n = 9-re innen — az 1.8. Tétel g(9) > [6-9/13] = 5 becslését
hasznalva — s(9) < 10 adodik; vagyis ekkor legfeljebb (9,10) konfiguracio létezhet.
Ezzel a specialis esettel mar Jackson is foglalkozott (Sylvester el6tt 60 évvel) méar
emlitett konyvében [9]. Erdemes megprébalkozni vele.

2.3. Feladat. Rajzoljunk kilenc pontot és tiz egyenest gy, hogy minden egyenesre
harom pont illeszkedjen — masszéval: készitsiink (9, 10) konfiguraciot!

s(n) ismert értékeit Burr-Griinbaum-Sloan [2] foglalja 6ssze:

| 4
1

n || 3
E

|5]6|7|8] 6]10]12 [12[13] 14|15 |16 ...
s(n)| 2

[24ale6][7]0]12]6]20] 22| 7 [37]?

7 |



Mint lathaté, 13 < n < 15-re és 17-t6l felfelé s(n) pontos értéke ismeretlen;
ezekre csak becsléseket tudunk, pl. 22 < s(13) < 24. A fels6 becslések egy része,
pl. s(11) < 16, s(13) < 24 és s(16) < 37, a 2.2. Lemmabol és az 1.8. Tételbol
kévetkezik. A tébbi egyedi elemzést igényel. Az alsé becslések egyre bonyolultabb
konstrukciokbol adodnak.

3. Nagysagrend és aszimptotika s(n)-re.

Az el62z6 szakaszban lattuk (2.2. Lemma), hogy s(n) legfeljebb masodfoku fiiggvénye
lehet m-nek. Elérheté-e ez a nagysagrend? A valasz igenl§, mint azt az aldbbi
észrevétel és az azt kovets egyszertd példa mutatja.

3.1. Lemma. Az y = 23 egyenletti gérbe harom kiilénb6z6 pontja, pl. (a,a),
(b,b3) és (c,c®) pontosan akkor esik egy egyenesbe, ha a + b+ ¢ = 0.

Bizonyitas: Ha a harom pont az y = ux + v egyenletd egyenesre esik, akkor az

(1) B =uzx+v azaz 23 —ur—v=0
egyenlet gyGkei a, b és c. A gyckok Gsszege pedig, mint ismeretes, a masodfoku tag
egyltthatojanak ellentettje, jelen esetben 0. Visszafelé, ha a + b + ¢ = 0, akkor az
(x — a)(z — b)(z — c) = 0 egyenletet hozhatjuk (1) alaktra. m

3.2. Példa. Legyen n = 2k + 1 és valasszuk ki az y = x° egyenletii gérbe kivetkezs
n pontjat:
{(,%); i = -k, —(k—1),...,-1,0,1,...,k}.

Megmutatjuk, hogy ez a ponthalmaz legalabb k?/2 ~ n?/8 harompontu egye-
nest hataroz meg.

(k—1)+(k—2)+...4+2+1+40 = k(k—1)/2 darab olyan rendezett (i1, i2) par van,
melyekre 1 < 15,15 < k és még i1 + i < k is teljesiil. Ha a sorrendtél eltekintiink,
az ilyen (rendezetlen) parok szama még mindig tobb lesz, mint k(k — 1)/4 (az
i1 = i eseteket eleve csak egyszer szamoltuk). Mindegyik parhoz talalhato olyan
i3 € {—k,...,—1}, melyre i; + iy + i3 = 0; tehéat az ilyen z-koordinataju pontok
egy egyenesbe esnek az el6z6 lemma szerint. Hasonl6an legalabb k(k — 1)/4 olyan
kollinearis harmas létezik, melyekben két negativ és egy pozitiv koordinata szerepel.
Hozzaadva ezekhez a k darab —i,0,4 tipust harmast, tobb, mint k2/2 ~ n?/8
harompontu egyenest kapunk.

Sok egyéb példa adhaté még cn? harompontiu egyenessel, kiilénbzé ¢ > 0
konstans szorzok mellett. Bemutatunk néhanyat ezek koziil; a pontos aszimptotikat
(azaz a lehetd legjobb ¢ konstanst) az utols6 3.11. Példa adja majd. Ez utébbinak
megértését megkonnyitendd javasoljuk, hogy a T. Olvas6 — ha még nem baratkozott
meg a paraméterezéssel karakterizalt kollinearitas fogalméval — a 3.3-3.6. Példakat
is részletesen nézze végig.
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3.3. Példa. Vegyiink fel két parhuzamos egyenesen egy-egy n/4 tagi szamtani ‘
sorozatot, kozép-parhuzamosukon pedik egy n/2—1 tagt dupla siriségi ponthal-
mazt! (Lasd 3.(a) abra; a megfelel6 paraméterezést a 3.(b) abra mutatja).

-2 -1 0 1 2

o——o—o—o——o |

4 3 2 1 0-1-2-3-4
—o—o0—6—o—o6—-6——o6—6—o6—

-2 -1 0 2

1

¢ —— 0 e ————

3. dbra: Szamtani sorozatok hdrom pdrhuzamos egyenesen

Ehhez a kevesebb, mint n ponthoz n?/16 olyan egyenes taldlhato, amelyek
harmat tartalmaznak, hiszen az n/4 taga szamtani sorozatokbol ennyiféleképpen
vehetiink ki egyet-egyet és ezek 6sszekots egyenese mindig dtmegy a kézéps6 halmaz
egy pontjan is.

3.4. Példa. Legyen n = 12k és helyezziink el egy A1A2A3A haromszog bldalegye-
nesein n/3-n/3 (azaz 4k-4k) pontot ugy, hogy egy-egy egyenesen a két csucstol
(pl. A;-t6l és A;-t6l) valo iranyitott tavolsagukra

AP
== e { £1,+2%!, . +o*k-1}
PA,

teljesiiljon! (Lasd 4. abra; a pontok mellé irt értékek a fenti hanyadosok.)

-1/2 Al e

18 1/4 12 1 2 4 8 \

4. dbra: Ponthalmazok hirom nem pdarhuzamos egyenesen

Menelaos tétele szerint a harom oldalegyenes egy-egy pontja akkor és csak ak-
kor kollinearis, ha a megfelel osztoviszonyok szorzata —1. Ha tehéat az osztéviszony
ellentettjével paramétereziink, akkor a kollinearités feltétele az, hogy a paraméte-
rek szorzata 1 -~ masszdval a kitevGk Osszege nulla - legyen. Innen mar egyszertien
szamolhato, hogy legalabb cn? haromszoros egyenes létezik, alkalmas pozitiv c ab-
szolut konstansra. i
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Kovetkezé példank konstrualasadhoz elGszor vegyiik észre, hogy az y = 2?

parabola két, pl. (a, a?), (b, b*) pontjat 6sszekots egyenes az y = —1 egyenest azon
pontban metszi, amelynek z-koordinatéja

ab—1

_— h 0.
SRS % a a+b#

(2)
Paraméterezziik a parabolat az iranyszéggel, ekkor az « paraméterhez tartozo pont
(tga,tg?a) lesz; az y = —1 egyenes v # 0 + kn paraméterd pontja pedig legyen
az, melynek z-koordinatija 1/tg~y. A kovetkezd észrevétel egyszeriien kovetkezik a
(2) képletbsl, amely a tangens fliggvény addicios képletének negativ reciprokahoz
hasonl6 szerkezet.

3.5. Lemma. A parabola «,[ paraméterd és az egyenes vy paraméterd pontjai
pontosan akkor kollinearisak, ha oo + 3 +~v =0+ kn (lasd 5. 4bra). m

5. dbra: (tga,tg® a), (tg B,tg? B) és (1/tgy, —1) kollinedris, ha oo+ B+ v = km

3.6. Példa. Legyen n = 4m + 1 és « fussa be a

0 T 2mm
2m 41" 2m+1

értékeket; v pedig ugyanezeket, kivéve 0-t. Ekkor a parabola a, 3 paramétert olyan
pontpérjainak szama, melyekre a + 8 # 0 + km, legalabb 2m(2m + 1)/2 ~ n?/8
lesz, és mindegyik ilyen par harompontu egyenest hataroz meg.

3.7. Megjegyzés. Mivel a fenti példa kissé mesterkéltnek tiinhet, nem art némi
magyarazatot fizni hozza.

Vegyiik egy szabalyos 2m + 1-sz0g cstcsait; a csiics-parok altal meghatéarozott
Osszes (szintén 2m + 1 darab) iranyt pedig reprezentaljuk a végtelen tavoli egyenes
megfelel§ pontjaival. Errél, az el6zénél természetesebb modon definidlt n = 4m +
2 elemii ponthalmazrél kénnyen lathatd, hogy en? darab haromszoros egyenest
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hataroz meg. Még az is igaz, hogy csak n/2 Gallai-egyenese van! (Ez mutatja, hogy
az 1.9. Sejtésben az n/2-es als6 korlat nem javithaté.)

Szépséghibanak legfeljebb az tiinhet, hogy a pontok fele végtelen tavoli. Ennek
elkeriilésére sziiletett a 3.6. Példa; nevezetesen egy masik sikra valo olyan vetités
atjan, ahol a szabalyos sokszog koreé irt kor az y = z? egyenlett parabolaba megy at,
a végtelen tavoli egyenes pedig az y = —1 egyenletiibe. (K6zben az egyik végtelen
tavoli pont elveszett, mert végtelen tavoli maradt — igy a Gallai-egyenesek szama
m — 1 = n/4-gyel nétt.)

3.8. Példa. Egy /n x y/n-es négyzetrdcs csucsai is > cn? darab héaromszoros
egyenest hatdroznak meg, alkalmas ¢ > 0 abszolut konstanssal.

Errél barki kénnyen meggy6zheti magat, bar a preciz becsléshez az Euler-féle
¢ fiiggvenyre is sziikség van — ahol ¢(n) az n-nél kisebb, hozza relativ prim pozitiv
egészek szama. (A szamolas részletezésétdl eltekintiink.)

3.9. Megjegyzés. Ez a példa kissé kilog a sorbol, mert itt a kollinearitast nem
paraméterezés irja le.

Utols6 példankhoz tekintsiink egy harmadrendi (azaz harmadfoku egyenlettel

leirt) gorbeét, példaul azt, melynek egyenlete
(3) v =2-z-6.

Vigyéazat! A bal oldalon nem y, hanem a négyzete szerepel; lasd 6. &bra.

15 |

6. dbra: Egy harmadrendi elliptikus gorbe

A kovetkezd allitas az algebrai geometria egyik alapvetd eredménye.

’

3.10. Lemma. A fenti gérbe (és hozza hasonléan minden ugynevezett ,elliptikus’
harmadrendd is) paraméterezhetd (0,1)-beli értékekkel gy, hogy hdrom pontja
akkor és csak akkor essék egy egyenesbe, ha a megfelel6 paraméterek Osszege egész.

[Ha tgy tetszik, az ésszeg = 0 (mod 1), vagy egyszerten 1 vagy 2 — hiszen
nagyobb nem lehet.|
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Erdekes, hogy a fenti lemmaban egy (u,u,v) tipusii paraméter-harmas az
u paraméterd pontban huzott, a v paramétertin atmend érintének felel meg; az
(u,u,u) alakuak pedig — ahol u sziikségképpen vagy 1/3, vagy 2/3 — inflexi6s
érintének.

Az atlagosnal érdekl6débb olvasok kedvéert megjegyezziik azt is, hogy a para-
méterezést lényegében a Weierstrass-féle p fliggvény inverze adja — ennek azonban
a tovabbiakban nem lesz jelentdsége.

3.11. Példa. Tekintsiik a (3) gorbének a 3.10. Lemma szerinti paraméterezését; a
ponthalmaz pedig alljon az

1 2 n
(4) y
n+l n+1 n+1

paraméter-értékekhez tartozo n pontbol.

Megmutatjuk, hogy ezek =~ n?/6 haromszoros egyenest hataroznak meg.
Nyilvan elég annyit igazolni, hogy ennyiféle (i, 7, k) harmas létezik, melyekre
1 < 14,7,k < n, killonboz6ek és i + j + k az n + 1-nek egész szamu tobbszorose.
Marpedig ,majdnem mind” az (g) darab 4, j parhoz (sorrend nem szamit) pontosan
egy alkalmas k létezik. A kivételek két csoportba oszthatok:
(a) k =i —vagy k = j, de a sorrend nem szamitott — azaz 2i+j oszthat6 n+1-gyel;
ilyen par pedig legfeljebb n létezik (minden i-hez legfeljebb egy);
(b)i+j =n+1 (amikor £ = 0 vagy n + 1 lenne); az ilyen parok szama is n.

Az alkalmas (7, 7) parokbol indulva tehat legalabb

e n n—n—2—§n
2 - 2 2

j6 harmast kapunk. Mivel mindegyikhez pontosan haromféleképp jutottunk el, a
kiilénboz6 harmasok szama legalabb n?/6 — 5n/6.

Azt a kivetkeztetést vonhatjuk le, hogy s(n) aszimptotikusan n?/6, hiszen

n® B <()<1 n n? ln
— — e gn) < = =— — Zn,
6 - — 3

6 2 6 6

ahol a bal oldali als6 becslés a fenti példabol, a jobb oldali pedig a 2.2. Lem-
mabol szarmazik. Itt a hiba linearis (tehéat sokkal kisebb, mint n?). Az els6foki
tagok egyiitthatéin még javithatunk egy kicsit; pl. fels¢ becslésként n > 7 -re
n?/6 — 25n/78 adodik a Csima-Sawyer féle 1.8. Tételbsl. A legjobb ismert also
becsléshez pedig Sylvester a (3) harmadrendd gorbe {0,1/n,...,(n —1)/n} para-
méterd pontjait hasznalta. (Sajnos a 0 paraméterid altaldban végtelen tavoli, de
alkalmas vetités utan 6 is ,,bejon” a végesbe.) Ekkor a (b) tipust rossz harmasok
elttinnek (jok lesznek), igy az s(n) > n?/6 —n/2 becsléshez jutunk. A hiba azonban
tovabbra is linearis marad.

A konstrukci6 Burr—Griinbaum-Sloan [2] érdeme; ugyanennek kissé egyszert-
sitett valtozatat talalta Fiiredi és Palasti [7].
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3.12. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy (a négyzetracs kivételével) osszes példank-
ban van valami kozos. Egy-egy kommutativ (azaz Abel-féle) csoport — nevezetesen
hol R additiv csoportja, hol R — {0} multiplikativ csoportja, hol pedig a mod 1
Osszeadas-csoport — elemeivel paramétereztiink egy-egy harmadrendd gorbét. Ha-
rom pont kollinearitasanak feltétele pedig mindentitt az volt, hogy paramétereikre
a csoportmiiveletet (Osszeadast vagy szorzast) alkalmazva, az eredmény a csoport
neutralis (null vagy egység) eleme legyen.

Hol szerepel harmadrendi gorbe a 3.3., 3.4., 3.6. Példakban? Harom egyenes,
pl. y =mix+ by, y = mox + by, y = maox + by pontjaibol all6 halmaz jellemezhetd
az (y — myx — by)(y — mox — by)(y — maz — bz) = 0 harmadfoku egyenlettel;
az y = ax? + bxr + c parabola és az y = uzx + v egyenes egyesitése pedig az
(y — az? — bz — ¢)(y — ux — v) = 0 — szintén harmadfoku — egyenlettel. (Ez a
két harmadrendd gorbe persze ,elfajuld”, azaz ,reducibilis”.)

Sokféle kérdést lehet feltenni a fenti észrevételbdl kiindulva, de még a kovetkezd
— legegyszeriibb — valtozat [6] is megoldatlan.

3.13. Sejtés. Ha n pont legalabb cn? hiromszoros egyenest hatdroz meg, akkor
van 10, amelyek egy harmadrendi gérbére esnek — feltéve, hogy n > ny(c).

Itt azért 10 a ,blivos szam”, mert kilenc pontot mindig tartalmaz egy alkalmas
— esetleg reducibilis — harmadrendi goérbe. A sejtésre persze nem ellenpéldék a
(legalabb 4 x 4-es) négyzetracsok sem, hiszen harom (pl. parhuzamos) egyenes
pontjai egy (elfajul6) harmadrendii gorbét alkotnak.

E probléméaval kapcsolatban érdemes megemliteni néhany, ebbe az irdnyba
mutato részeredményt.

3.14. Tétel ([6]). Tegyiik fel, hogy az r-edrendi (azaz r-edfoki polinomegyenletet
kielégit6) v algebrai gorbén létezik n pont, melyek legalabb cn? darab haromszoros
egyenest hatdroznak meg. Ekkor

(i) ha «y irreducibilis, akkor csakis r = 3-adrendu lehet;
(ii) ha «y reducibilis, akkor tartalmaz harmadrendi részt;

— feltéve, hogy n > ng(r,c).

Ha nem kotjiik ki, hogy az egész ponthalmaz egyetlen, rogzitett rendd gérbén
helyezkedjen el, csak egy részérdl tessziik fel ezt, akkor is igaz lesz a fentihez hasonlo
allitas. Peldaul egy kés6bbi rész eredményeibdl az alabbiak kovetkeznek:

ha egy H ponthalmaz harom, egyenként n/3 ponti részre bonthaté
(pl. H = H, U H, U H3) gy, hogy

(a) H, egy |, egyenesre, H, egy l, egyenesre esik; H3 pedig diszjunkt Iy Uly-
tél (de tovabbi feltételt nem tesziink ra);

(b) legalabb cn? olyan egyenes létezik, amely mindharom H;-bél tartalmaz
egy-egy pontot,
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akkor alkalmas, csak c-tél fiiggd ¢* konstanssal Hs-nak is legaldbb c*n pontja
kollinedris.

Erre az eredményre és egy-két rokonara kés6bbi részekben még visszatériink. Sajnos
a probléma teljesen dltaldnos ponthalmazokra igen nehéznek tiinik.

4. Erdés ,altalanositott gyiimdlesosei”

Erdés vetette fel azt a kérdést, mit mondhatunk, ha nem harom, hanem k& > 4
pontu egyeneseket kerestink. Itt a k = 4 esettel foglalkozunk; a tetszSleges k-ra
vonatkozo6 kérdéseket és eredményeket a kovetkezd részben vizsgaljuk.

A pontos maximum k& = 4-re sem — mondhatni: itt ,még kevésbé” — ismert; a
nagységrend viszont tovabbra is n? koriili lesz. Egyrészt nyilvin nem lehet t&bb;
mésrészt pedig ez most is elérhetd, mint azt a kovetkezd két példa (barmelyike)
mutatja.

4.1. Példa (v.6. 3.3. Példa). Négy parhuzamos egyenesen egy-egy szamtani soro-
zat. :

4.2. Példa (v.5. 3.8. Példa). Tovabbra is megfelel a /1 x y/n-es négyzetracs, sét a
d > 3 dimenziés /n x ¥/n x ... x {/n-es kockaracsok sikbeli vetiiletei is. (A pontos
becslés tjra az Euler-féle ¢ fiiggvényen mulik.)

Mivel csak ez a két konstrukeio ismeretes (lasd alabb a 4.4. Megjegyzést és a
kozelmultban sziiletett 4.5. Tételt is), természetes modon vetSdik fel a kévetkezd
— szintén Erddstdl szarmazé — kérdés. '

4.3. Probléma (Erdés). Igaz-e, hogy ha a sik n pontja legalabb cn?® darab négy-
vagy tobbponti egyenest hatdroz meg, akkor tartalmaz ot kollinearisat is — feltéve,
hogy n > ng(c)?

Valoszintleg igaz lesz még az is, hogy létezik > t kollinearis pont, ha n >
no(e, t). Talan n® is mindig talalhato, alkalmas 0 < a = a(c) < 1-re. Ennél tébb
azonban nem varhato, hiszen a 4.2. Példaban a kockaracs vetiiletében csak n'/¢
pont esik egy egyenesbe.

4.4. Megjegyzés. Erdekes, hogy a fenti kettén kiviil a tobbi, sok haromszoros
egyenest meghatarozé konstrukciénak nincs négypontu megfelelgje. Ez féleg a 3.2.
és 3.11. Példak esetében furcsa.

Miért ne lehetne egy negyedfoku polinom grafikonjan vagy egy altalanos (ir-
reducibilis) negyedrendii gérbén n olyan pontot talalni, amelyek sok négyszeres
egyenest hatdroznak meg? (Az ilyen gérbéken persze négynél tébb kollinedris pont
automatikusan kizart lenne; negyedfoku egyenletnek ugyanis legfeljebb négy gyoke
lehet.) Ezt a kérdést el6szor Simonovits Miklos vetette fel. A valasz — mint emli-
tettiik — meglepd |6].
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4.5.

Tétel. r > 4-edrendi irreducibilis algebrai gérbén elhelyezkedé n pont nem-

hogy cn® darab négyszeres egyenest, de még cn'-"® darab hdromszorosat(!) sem
hatarozhat meg — ha n > ng(c,r).

Az allitas kozeli rokona a korabbi 3.14. Tételnek; bizonyitasukra egy késébbi

részben még visszatériink.
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Gyorgy Elekes: On some combinatorial problems. (Part I.)

Incidences between points and straight lines in the plane — both their maximal
number and their structure — have been studied since Jackson and Sylvester
started investigating them in the 19th century.

Gallai’s Theorem was the first result which pointed out the apparent difference
between the incidence structures of the Euclidean and the finite (projective) planes,
showing that in the former one, any non-collinear finite point set determines a
straight line which contains exactly two points of the set. (This is false for finite
planes, e.g. for the whole set.)

In the 1980’s — motivated by a conjecture of Erdés — bounds on the number
of incidences became the subject of intensive studies. Beck and Szemerédi—Trotter
found the first non-trivial bounds for straight lines (the latter also settled Erdds’
conjecture). These were later extended by Clarkson-Edelsbrunner—Guibas—Sharir—
Welzl and — to r-parametric families of curves — by Pach and Sharir.

Very little is known about the optimal configurations — let alone those which
only attain the best order of magnitude. However, the few such results found so far
have some nice applications; the are the subject of the forthcoming parts.
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JELENTES AZ 1999. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1999. oktéber 29. és november 8. kézott ren-
dezte meg az 1999. évi Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt. A versenyen
kozépiskolai tanulok, egyetemi és féiskolai hallgatdk, valamint 1999-ben egyetemet
vagy féiskolat végzettek vehettek részt.

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat a verseny megrendezésére a kovetkezd
bizottsagot kerte fel: Totik Vilmos (elndk), Szab6 Laszlo Imre (titkar), Balintné
Szendrei Maria, Csdkany Béla, Csorgs Sandor, Czédli Gabor, Hajnal Péter, Hatvani
Laszlo, Kérchy Laszl6, Kincses Janos, Kramli Andras, Leindler Laszlo, Makay Géza,
Simanyi Nandor, Szendrei Agnes és Tandori Karoly.

A versenybizottsag 11 feladatot tizott ki. A feladatokat sorrendben Komjath
Péter, Ruzsa Imre, Hajnal Andras és Pach Janos, Elek Gabor és Tardos Gabor,
Totik Vilmos, Ruzsa Imre, Krisztin Tibor, Kincses Janos, Szab6 Laszl6 Imre, Sztics
Andras és Csorgd Sandor bocsatotta a bizottsag rendelkezésére.

A versenyre 18 versenyzé 100 megoldast nyujtott be. Ezek értékelése utan a
versenybizottsag a kovetkezd dontést hozta:

L. dijban és 30 000 Ft pénzjutalomban részesiil Frenkel Péter, az ELTE III. éves
matematikus hallgatoja;

II. dijban és 20 000-20 000 Ft pénzjutalomban részesiilnek Braun Gdbor és
Madtrai Tamds, az ELTE III. éves matematikus hallgatoi;

III. dijban és 10 000-10 000 Ft pénzjutalomban részesiilnek Bérczi Gergely
és Kun Gdbor, az ELTE II. éves, és Pap Gyula az ELTE III. éves matematikus
hallgatoi;

Dicséretben részesilnek Lippner Gdbor, az ELTE II. éves, Terpai Tamads, az
ELTE 1. éves, és Valkd Benedek, az ELTE V. éves matematikus hallgatoi.

Indoklas:

Frenkel Péter megoldja az 1., 2., 3., 4., 5., 6., 8. és 9. feladatokat. Hianyos a
10. és 11. feladatra adott megoldasa. Egyediil 6 oldja meg a 6. és 9. feladatokat, és
a 10. feladat megoldasaban is 6 jut a legmesszebb.

Braun Gdbor megoldja az 1., 2., 3., 4., 5. és 11. feladatokat. Er6sen hianyos
megoldast nyajt be a 6. és a 9. feladatokra. KiemelkedGen szép a 3., az 5. és a
11. feladatokra adott megoldasa.
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Matrai Tamds megoldjaaz 1.,2.,3.,4., 5., 7., és 8. feladatokat. Er6sen hianyos
a 9. feladatra adott megoldéasa.

Bérczi Gergely megoldja az 1., 2., 4., 5. és 8. feladatokat. ErGsen hidnyos
megoldast ad a 9. feladatra.

Kun Gdbor j6 megoldast ad a 3., 4., 5. és 8. feladatokra. Kissé hianyos a
2. feladatra, és er6sen hidnyos a 11. feladatra adott megoldasa.

Pap Gyula megoldja a 2., 3., 4., 5. és 7. feladatokat. Hianyos a 8. feladatra, és
erdsen hianyos a 9. feladatra benyujtott megoldésa.

Lippner Gdbor helyesen oldja meg a 2., 4., 5. és 8. feladatokat. A 11. feladatra
benyujtott megoldasa erdsen hidnyos.

Terpai Tamds megoldja a 2. és 4. feladatokat. Hianyos az 5., 7. és 8. feladatra
adott megoldésa, és erdsen hidnyos a 9. feladatra benyujtott megoldasa.

Valko Benedek megoldja a 3., 5. és 11. feladatokat. Részeredményeket ér el a
9. és a 10. feladatban. A 11. feladatra adott megoldasa kiemelkedsd.

Az 1999. évi Schweitzer Miklos Matematikai Emlékverseny feladatai

1. Nevezziik kornek a sik egy A részhalmazat, ha van olyan pont, hogy minden
ebbdl kiindulé félegyenes az A halmazt egy pontban metszi. Igazoljuk, hogy a sik
lefedhetd megszdamlalhat6é sok korrel.

2. Legyen € > 0. Igazoljuk, hogy minden elég nagy n természetes szimhoz
vannak olyan z,y,z természetes szamok, hogy n? + 22 = y? + 22, és amelyekre
v,z < (1 +¢€)n/V2.

3. Bizonyitand6, hogy barmely véges G grathoz van egy ¢(G) > 0 konstans
ugy, hogy minden n-pontu grafban, melynek nincs G-vel izomorf feszitett részgrafja,
van két, egyenként legalabb n¢%) elemii diszjunkt csiicshalmaz, melyek kzt vagy
minden él be van huzva, vagy pedig egyetlenegy él sem fut.

PP

|z— f(z)| korlatos. A korlatos permutaciok a permutécioszorzassal egy W csoportot
alkotnak. Mutassuk meg, hogy a racionalis szamok additiv csoportja nem izomorf
W egyetlen részcsoportjaval sem.

5. Legyen a > —2, és egy n természetes szamra legyen y1,...,yn a

n
T AT E=1,...,n
],_lyjj+k+a n+l+k+a’

egyenletrendszer megoldasa. Igazoljuk, hogy y;_1yj+1 < yjz- teljesiil minden 1 <
j < n indexre.
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6. Mutassuk meg, hogy minden 1-periédusi L?(0,1)-be es6 f valés fiiggvény-
hez létezik harom ugyanilyen tulajdonsagu g1, g2, g3 fiiggvény tgy, hogy valamilyen
cop, C1,C2, €3 konstansokkal

3

f(z) =co + Z (9i(z + ) — gi(x)).

i=1

7. Legyen adott az f : R — R folytonos fiiggvény a tf(t) > 0 (¢t # 0)
tulajdonsaggal. Igazoljuk, hogy létezik egy nem azonosan nulla differencialhatoé y :
[0,00) — R fiiggvény, melyre y'(t) = f(y(t — 1)) teljesiil minden ¢ > 1 szdmra, és
y zérohelyeinek halmaza nem korlatos.

8. Adott a C kor belsejében egy 17" haromszoglemez. Igazoljuk, hogy nem létezik
olyan zart konvex halmaz a C belsejében, amelyik kiilonbo6zik T-t6l, de a C kérvonal
minden pontjabol ugyanakkora szog alatt latszik, mint 7.

9. Legyen Pi,..., P, illetve Q1,...,Q, a sik két konvex sokszoge ellentétes
koriiljarassal. Bizonyitando, hogy van olyan egyenes, amely a P,Q, ..., P,Q, sza-
kaszok mindegyikét metszi.

10. Legyen M = F} x --- x Fy k darab sima zart feliilet (2-dimenziés, C*°,
kompakt, Osszefiiggs, hatar nélkiili sokasag) szorzata, mely feliiletek koziil pontosan
s darab nem iranyithat6. Bizonyitsuk be, hogy M beéagyazhaté R2*+s+1be.

11. Legyenek {Un‘l,...,Un,n}:o=1 teljesen fiiggetlen, a [0,1] intervallumon
egyenletes eloszlasu véletlen valtozok, és a > 1 esetén tekintsiik a H,, = { [n®*Un],
..., [n®Up n] } halmazokat, ahol | - | az egész részt jeldli. Igazoljuk, hogy a Hy, N
(22 H,,) halmazok elemszamai akkor és csakis akkor alkotnak majdnem biz-

m=n+1

tosan korlatos sorozatot, ha a > 3.

A megoldasok ismertetése

Az 1. feladat megoldasa
I. megoldds

Legyen H az R test egy transzcendenciabéazisa @ felett. Ekkor H végtelen halmaz
(kiilonben R megszamlalhaté volna). Legyenek hi, ha, ... kiilénb6z6 elemei a H halmaz-
nak. Legyen K, a H\{h,} halmaztol algebrailag fiiggs valos szamok teste. Ekkor K, x K,
lefedhetd egy kérrel, mert a (hn,h2) ponton atmené barmely egyenes legfeljebb 1 pont-
ban metszi a K, x K, halmazt (ellenkez6 esetben h, kielégitene egy K, feletti legfeljebb
masodfoki nemtrivialis egyenletet, ami H algebrai fiiggetlensége miatt lehetetlen).

Belatjuk, hogy R x R = Un=,(Kn x Ky). Legyen (z,y) € R x R tetsz0leges. Az x és
y szamok algebrailag fiiggenek H-t6l, igy annak valamely véges H' részét6l is. Ha most n
olyan, hogy h, ¢ H', akkor (z,y) € K, X K.

Frenkel Péter megolddsa
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1I. megoldds

Nevezziik M-kornek a sik egy A részhalmazat, ha van olyan pont, hogy minden ezen
atmend egyenes az A halmazt megszamlalhaté sok pontban metszi. Nyilvain minden M-
kor megszamlalhaté sok azonos koézéppontu korrel lefedhets. Megjegyezziik, hogy minden
egyenes része egy kornek (melynek kdzéppontja az egyenesen kiviil van). Igy eleg megmu-
tatni, hogy a sik lefedheté megszamlalhat6 sok M-korrel és egy egyenessel.

Legyen H a valés szamok halmazanak egy Hamel-bazisa. Ekkor minden z valés szam
egyértelmien felirhato = -7 | r;h; alakban, ahol h; € H és r; # 0 racionalis szam,
U= 0 QY Liegyen TUm) = {Hiiy. o sllin s

Tekintsiik minden g # 0 egészhez a

Hy={(z,y) : z,y € R, 2 #0, T(y/x) c T((y - 9)/z) }

halmazt. Azt allitjuk, hogy H, egy M-kor.

Valéban, a H, halmazhoz megfelel6 kézéppont a (0,q) pont. Jeldlje ugyanis ep, q a
(0, q) ponton atmens m meredekségi egyenest. Ha (z,y) € em,q, ahol z # 0, akkor m =
(y—q)/z, és ha még (z,y) € H, is teljesiil, akkor a t = y/z jelolést bevezetve (z,y) € e,
tovabba T'(t) C T'((y—q)/z) = T(m). Viszont régzitett m meredekséghez megszamlalhat6
sok olyan t érték létezik, melyre 7'(t) C T'(m), hiszen ha T'(m) C {h1,...,hn}, akkor t =
rih1 + -+ r.hy,, ahol az ri, ..., r, € Q egyiitthatékat megszamlalhatéan sokféleképpen
valaszthatjuk meg. Azonban ¢ # 0 miatt e; 0 N em,q legfeljebb 1-elemd minden ¢ szamra,
és mivel T'(t) C T'(m) csak megszamlalhato sok t esetén teljesiil, ezért a HyNepm, ¢ halmaz
is megszamlalhat6. Az y-tengelyen pedig egyetlen Hy-beli pont sincs, mert (z,y) € H,
esetén z # 0.

Masrészt a Hg halmazok az y-tengely kivételével lefedik a sikot, azaz minden (z,y)
ponthoz, ahol = # 0, létezik g # 0 egész, melyre T'(y/z) C T((y — q)/x). Legyen ugyanis
y/x =hiri+- 4 hgrg és 1/x = lysi+- - -+ lnsSm, ahol hy, ... hg, b1, ..., 1, € H, tovabba
T1,...,Tk,S1,...,8mn nullatol kiilléonbo6zé racionalis szamok. Ekkor a g egész szamot elég
nagyra valasztva elérhetd, hogy ha valamely 1 <7 < k és 1 < 7 < m index esetén h; = [;,
akkor r; # g¢s; teljesiiljon (legyen példaul ¢ > |r;/s;| minden ilyen ,;j parra). Ekkor
T(y/x —q-(1/x)) = {h1,...,he} U {l1,...,lm}. Tehat T((y — q)/z) D T(y/x), és igy
(x,y) € Hq, ahol ¢ > 0.

Tehat a Hy M-korok (g € Z \ {0}) és az y-tengely lefedik a sikot, amib&l kovetkezik
a feladat allitasa.

Juhdsz Andrds megolddsa

II1. megoldds

Mivel a szamegyenes része egy kornek, elég a komplementer halmazt lefedni. Azt
igazoljuk, hogy ha akirhogyan adott egy megszamlalhatoan végtelen K = {P1, Ps,...}
halmaz a szamegyenesen, és egy I1 C C\ R halmaz, akkor 1 lefedheté megszamlalhato6 sok
olyan korrel, amelyek kozéppontjai K-beliek. Ezt H szamossagara vonatkozo transzfinit
indukcioval igazoljuk. Ha ez megszamlalhato, akkor az allitas igaz, ezért legyen |H| = &,
és tegyiik fel, hogy k-nal kisebb szdmossagu halmazokra mar igazoltuk az allitast.

Nevezzilkk H-t zartnak, ha minden olyan pontot tartalmaz, amely két olyan egyenes
metszéspontjaként eléall, amelyek atmennek H ill. K egy-egy pontjan. Mivel tetszdleges
H-ra ilyen egyenes par csak (& - No)2 = Kk lehet, az Gsszes ilyen egyenes metszéspontjat hoz-
zavéve H-hoz, majd ezt az eljarast megszamlalhato sokszor megismételve megkaphatjuk
H lezarasat, amely az el6bbiek alapjan ismét x szamossagu.
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Feltehetjiik tehat, hogy H zart. Allitsuk el H-t H = Up<Hy* alakban, ahol a Hj*-
ok k-nal kisebb szamossagiak, legyen H{ = Up<¢H;" és legyen H¢ a H¢ halmaz lezartja.
Konnyen lathato, hogy limeszrendszamra He = Ug<¢Hy teljesiil. € szerinti transzfinit
indukciéval definialjuk H¢ egy beosztasat K-ba es6é kozépponti korokbe (minden K-beli
pontot csak egyszer hasznalva kézéppontként) oly médon, hogy kordbbi pontok beosztéasat
minden lépésben megtartjuk, és magukat a kordket is ezen konstrukci6 alatt definialjuk.
Limeszrendszamra nincs mit csinélni, ezért legyen £ = v + 1, és az indukcios feltevésnek
megfelelen legyen H, = C; U---UC; U ---, ahol a C;-k rendre P; € K kézépponti
részkoroket jelolnek. Az indukcios feltevés miatt a H. 41\ [, halmaz, melynek szamossaga
kisebb mint x, lefedheté Py, Ps, Ps, ... kdzépponta Dy, D3, Ds, . .. korokkel, és hasonléan
lefedhets P, Py, Ps, ... kozéppontu Es, Ey, Fs, ... korokkel is. Tehat egy tetszéleges P €
H. 1\ Hy pont rajta van egy Daj 1 és egy Eai koron. A megfelels, P-t tartalmazé Ppj 1
ill. Py végpontu félegyenesek legyenek [ és lz. Az nem lehet, hogy mind /;-nek mind
l2-nek a metszete H.-val nem iires, mivel ekkor H. zartsdga miatt P € H, volna. Tehat
pl. h N Hy = 0, de akkor P hozzatehet6 a Caj41 részkorhoz.

Az indukci6 ily médon végigvihets, és az allitas kovetkezik.
Bérczi Gergely megolddsa alapjin

7 dolgozat érkezett. Helyes Bérczi Gergely, Braun Gébor, Frenkel Péter, Juhész
Andras, Matrai Tamas és Timar Adam megoldasa.

A 2. feladat megoldasa
I. megoldds

Elgszor is jegyezziik meg, hogy barmely 6 > 0-ra vannak olyan u és v relativ prim
természetes szamok, hogy (u + iv)/(u — iv) argumentuma 6-nél kozelebb van 7 /4-hez. Ez
vilagos, hiszen mindéssze tan 7/8-at kell approximalni v/u alaki racionélis szamokkal.

Marmost a megoldas menete az, hogy megmutatjuk, hogy van olyan, csak u-tél és
v-t6l fiiggv6 N szam, hogy minden elég nagy n-re van egy n + iz alaki szam, amely
oszthaté (u — iv)-vel (azaz a hanyados is a + bi alakt valamilyen a,b egészekkel), és
0 <z < N. Ha ezt tudjuk, akkor, mivel (u + 2v)/(u — iv) abszolut értéke 1, az n + iz és
y+iz:= (n +iz)(u+ ) /(u — iv) szamok abszolut értéke megegyezik, azaz

n2+m2:y2+22.

Tovabba nagy n-re n+ix argumentuma 0 és 0 kozé esik, ezért az y+1z szam argumentuma
csak legfeljebb 26-val tér el m/4-t6l. De ez azt jelenti, hogy 1 — 46 < z/y < 1 + 46, és igy
az el6z6 egyenl6ség 0 < £/20-ra és n > 2N/e-ra adja, hogy v,z < (1 + €)n/V/2.

A fenti oszthat6sag igazolasahoz eldszor is vegyiink olyan uo, vo egészeket, amelyekre
up < 0, vo > 0 és uug + vvo = 1 fennall. Mivel u és v relativ primek, ilyenek vannak.
Méarmost egy nagy n szamot osszunk el (u? + v?)-tel, azaz irjuk fel n = (u* + v*)t + no
alakban, ahol 0 < no < u? + v%. A p = ut + uono és ¢ = vt + vono szamokra igaz az, hogy
up + vqg = n, és ugyanakkor az * = uq — pv = (uvo — vup)no szam nemnegativ, és nem
nagyobb, mint (uvo — vuo)(u? 4+ v?), amely fiiggetlen n-t6l. Marpedig ezek a relaciok azt
jelentik, hogy (u — iv)(p + iq) = n + iz, ahol 0 < z < (uvy — vuo)(u? + v?).

Totik Vilmos megolddsa
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I1. megoldds

Legyen o azon ivhez tartoz6 kozépponti szog, melyet az (1 + £/2)n sugaru, origo
kozépponti kérbsl a 0 < y,z < (1 4 €)n/v/2 négyzet kimetsz az y,z sikon. o persze
fiiggetlen n-t6l. Legyen k kés6bb rogzitends pozitiv egész. Legyen n olyan nagy, hogy
VEn > 5%,

A —1 szam kvadratikus maradék (mod 5F). Legyen ugyanis g primitiv gyok (mod 5%),
és legyen 0 < s < ¢(5%) = 4 -5 az a kitevs, amelyre —1 = ¢° (mod 5*). Ekkor
1 = (-1)® = ¢*, igy 2s oszthat6 a ¢(5F) = 4. 5%~! szammal, tehat s paros. Ezért az

X? = —1 (mod 5*) kongruencianak van megoldasa, és n>-tel valo végigszorzassal kap-
juk, hogy az > = —n? (mod 5F) kongruencia is megoldhat6; legyen 0 < z < 5% < \/en

egy megoldas. Ekkor tehat n® + z? = 5%d = (2+14)*(2 —i)*d. A Gauss-egészek koré-
ben érvényes a szamelmélet alaptétele, és n + x¢ lényegében egyértelmi felbontésa az
n — z1 felbontasanak tényezénkénti konjugaltja. Tovabba 2 + 1 Gauss prim, mert norméja
5, ami primszdm. Ezért n + i = (2+1)"“(2 —7)"6, ahol u + v > k és § Gauss egész.
Vegyiik a (2+4)*16,(24+ )"t 12 —1)6,...,(2 + 9)(2-9)*716, (2 - 9)*T5 szamo-
kat. Ez legalabb k + 1 kiilonb6z6 szam (a szamelmélet alaptétele miatt, hiszen 2 + 7 és
2 — 1 nem asszocialtak). Az orig6é koriili v/n? + 22 sugart korén vannak, és argumentu-
maik szamtani sorozatot alkotnak (mod 2r). Mivel (2 —1)/(2 + i) argumentuma irra-
cionélis szamszorosa m-nek (ellenkez6 esetben ugyanis valamilyen r természetes szamra
(2—1)"(24+1:)7" =1 lenne, ami nem lehetséges, hiszen 2 + i és 2 — i nem asszocialtak),
igy (2 —1)/(2+ 1) hatvanyai mindeniitt siriek az egységkoron (lasd pl. Gyarmati-Turan:
Szamelmélet, 8.17. Tétel). Tehat elég nagy k esetén minden « hosszi ivbe belelépnek az
L...,(2-9/2+ z))k szamok. Egy ilyen k-t régzitve, minden elég nagy n-re miko-
dik a fenti gondolatmenet, és az emlitett legalabb k& + 1 Gauss-egész kozott van olyan,
— legyen ez y + 2z¢ — melyre ’arg(y + z1) — 7r/4| < af2. Ekkor y% + 2% = n? 4 o2,
ly + zi| = |n +zi] < /(1 +e)n? < (1+¢/2)n. Ezekbdl y,z < (1 + )n/V/2 adédik

az a definici6ja miatt, amivel az allitast igazoltuk.
Frenkel Péter megolddsa
14 dolgozat érkezett. Helyes Bérczi Gergely, Braun Gabor, Frenkel Péter, Lippner

Gabor, Matrai Taméas, Pap Gyula és Terpai Tamas dolgozata. Hianyos Halasi Zoltan és
Kun Gabor dolgozata. Erésen hianyos Gyarmati Katalin és Juhasz Andras dolgozata.

A 3. feladat megoldasa

Mivel tetsz6leges ¢ pozitiv kitevs esetén n® > 1, ezért a feladat G-vel izomorf
feszitett részgraf hianya esetén egy legalabb 4 pontu alkalmas részgraf létezését kivanja.
Természetesen ez csak elég nagy pontszam esetén lehetséges.

Segédtétel. Legyenek n, k természetes szamok, k > 2. Legyen adva egy graf kn ponton,
amelyek k darab n elemi részre vannak osztva, mondjuk ezek Si,...,Sk. Ekkor vagy van
a gréfnak olyan k ponti teljes részgrafja, amelynek mindegyik S;-ben pontosan egy pontja
van (az ilyet nevezziik atlésnak), vagy van olyan két olyan

m= =]

pontu részhalmaz, amelyek kozott nincs él, és amelyek koziil az egyik egy S;-ben, a masik
egy Sj-ben van, i # j.
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Bizonyitas: k szerinti teljes indukci6t hasznalunk. Ha k = 2, az allitds nyilvanvalo.
Tegyiik fel most, hogy k > 3 és k — 1 részre mar ismerjiik az allitas.

1. eset: van Sk-ban egy olyan pont, amelybdl mindegyik Si-be (i < k — 1) legalabb
m*~? él megy. Legyenek 71 C S1,...,= Tk—1 C Sk_1 ezzel a ponttal 6sszekotott m* =2
elemd halmazok. Alkalmazzuk az indukci6s feltevést arra a részgrafra, amelyet a Ti-k
feszitenek ki. Ha ebben van teljes k — 1-es atlos, azt kiegészitve a mi pontunkkal kapunk
egy teljes k-as atlos részt az eredeti grafban. Ha nincs, akkor vannak iires paros grafot
kifeszitG részek, amelyek elemszama

[(m*~%)

1/(k—2)]

)

ahogy kivantuk.

2. eset: ilyen pont nincs. Ekkor S minden pontjabol valamelyik S;-be < mF=2 — 1
él megy. Van legalabb n/(k — 1) olyan pont, amelyre ez az i érték kozos. Valasszunk ki
ezek koziil m-et. Ezt megtehetjiik, ha

(1) n>(k-1)m.
Ezekbdl S;-be Gsszesen
-m<n—-m

él megy, igy van m olyan pont, amelybe egy sem megy. Ez az m pont és a kivalasztott m
adja a két m-es részt.

Ha pedig (1) nem teljesiil, akkor
mF ! <n<(k-1)m,

vagyis m*~2 < k—1. Mivel 2572 > k—1, ezért ekkor m = 1, és a kivant részgraf egyszerten
két 6ssze nem kotott pont. Ilyen van, kivéve hogyha minden él be van hizva minden S;, S;
kozott, amely esetben atlos k-as van.

Ezzel a segédtételt igazoltuk.

Legyen marmost G pontjainak szima k. Vegyiink fel az n pontt grafban k darab [n/k]
elemszamu részt, ezek lesznek az S;-k. Ha G-ben i és j 6ssze van kotve, akkor megtartjuk
az S; és S; kozotti éleket, ha nem, megforditjuk, vagyis pontosan akkor kotiink &ssze
két élet az Gj grafban, ha az eredetiben nem volt. Ekkor az 1) graf atlés teljes gréfja
az eredeti graf G-vel izomorf feszitett részgrafjanak felel meg. Ha ilyen nincs, akkor a
segédtétel szerint van két legalabb

[(n/K]M <D > %nl/(k—l)
elemszamu kupac valamely S;, Sj-ben, amelyben az uj grafban nincs él. Ez az eredeti
grafban vagy iires, vagy teljes paros részgraf.
Braun Gdbor és Ruzsa Imre megolddsa
Megjegyzés.

Braun Gébor a kovetkez6 altalanosabb allitast mondja ki és bizonyitja: Legyen adva
k szin, legyen G a teljes graf egy k szint hasznél6 élszinezett példanya. Ekkor elég nagy
pontszam esetén tetszGleges T teljes graf k szinnel torténd élszinezése esetén talalhatunk
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T-nek egy teljes részgrafjat, amely szinezés tart6 médon izomorf G-vel, vagy talalhaté két
diszjunkt n°%) nagysagi diszjunkt ponthalmaz, amelyek kozotti élek nem hasznaljak fel
az Osszes szint.

Val6ban, T' ponthalmazat osszuk fel |V(G)| darab egyenl$ diszjunkt halmazra (al-
kalmasan kicsi maradék ponthalmazzal) amelyeket G cstcsival azonositunk. Ezen az osz-
talyozott ponthalmazon definidlunk egy S grafot a kdvetkezé modon: két osztaly kozott
pontosan azokat az éleket huzzuk be, amelyek 7-beli szine megegyezik a két osztalynak
megfelel6 G-beli csticsok szinével.

A segédtétel alapjan ez az allitas konnyen belathaté. Egy |V (G)| elemszami teljes
részgraf S-ben megfelel G egy szintart6 példanyanak 7-ben, illetve két osztaly kozotti,
nagy, ures, teljes paros graf megfelel egy teljes paros grafnak 7T-ben, amely élein 1évé
szinek koziil hianyzik az a szin, amely a két osztalynak megfelel6 G-beli csicsot 0sszekotd
él szine.

9 megoldés érkezett. Helyes Braun Gébor, Frenkel Péter, Gyarmati Katalin, Halasi
Zoltan, Kun Gabor, Matrai Taméas, Pap Gyula és Valké Benedek megoldésa.

A 4. feladat megoldasa

W-ben minden végtelen rendud elemnek csak véges sok k-ra lehet k-adik gyoke. Legyen
ugyanis f végtelen rendd korlatos permutacio, és tegyiik fel, hogy k > [:r - f(:r)] teljestil
minden z egész szamra. Ekkor nem lehet f-nek k-adik gyoke W-ben. Legyen ugyanis
g* = f egy korlatos g-re és legyen Ix—g(z)| maximuma [. Vegyiink egy x egészet, melynek
g-palyaja n-nél nagyobb elemszamu (ilyen van, hiszen g is végtelen rendi). A g*(z) elemek
1 = 0,1,...,n esetén kiilonboz8ek, de barmely kettd koziil az egyik elérheté a masikbol
f-et legfeljebb n/k-szor alkalmazva, és g-t legfeljebb k — l-szer alkalmazva. Igy ezek az
elemek egy n + 1 elemi részhalmazat adjak az egészeknek, melynek atmér6je maximum
(k—1)(n/k+1), ami n > lk(k — 1) esetén ellentmondas.

A kitizé6k (Elek Gdbor és Tardos Gdbor) megolddsa

15 megoldas érkezett. Helyes Bérczi Gergely, Borsanyi Akos, Braun Gabor, Frenkel
Péter, Gyarmati Katalin, Halasi Zoltan, Kun Gé4bor, Lippner Gabor, Matrai Tamés, Pap
Gyula, Pete Gabor, Terpai Tamas és Timar Adam megoldasa. Er6sen hidnyos Hartmann
Miklés megoldésa.

Az 5. feladat megoldasa
Tekintsiik a
P(z) = 2" = ynz" ™! —ga-12™ "t — o —guz —m
polinomot! Az y;-k definiciéja szerint
1 1

n+1+k+a_j=lyjj+k+a

1
/ P(z)zF 'z dx =
0
minden k = 1,2,--- ,n-re, azaz P olyan n-edfokd polinom, amelyre

(1) /01 P(z)Q(z)z* 'dz =0
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minden legfeljebb (n — 1)-edfokn @ polinomra. Kénnyen lathat6, hogy ekkor P minden
zérushelye valos és a [0, 1] intervallumba esik. Valoban, ha ez nem lenne igaz, akkor P
legfeljebb (n —1)-szer véaltana elGjelet a (0, 1) intervallumban, igy véve azt a Q-t amelynek
azon (0, 1)-beli pontok a zérushelyei amelyekben P elGjelet vélt, ellentmondasba keriilnénk
(1)-gyel, hiszen a PQ polinom 4llandé elgjeld (0, 1)-en.

Legyenek z1,...,zn a P zérushelyei. Ekkor yn41-; = (=1)7*1S;, ahol
S= % mm
i1 <1< <ty
az x1,...,%n szdmok j-edik elemi szimmetrikus polinomja.
Az igazolando6 allitas tehat az, hogy ha w1, ...,z, nemnegativak, akkor

2
Snt2-j9n-j < Sny1-;

minden 1 < j < n-re, vagy ami ugyanaz, S;—1Sj41 < Sf minden 1 < j < n-re, ami egy
jol ismert egyenl6tlenség, de kozvetleniil is konnyen lathat6. Valéban, mind az S;-1S5;+1
szorzat, mind az SJ? szorzat
2 2
xi; Py -xikxik+l o .xizj—k

alaku szorzatok osszege. Egy ilyen szorzat az S;_1S;4+1-ben csak ugy szerepelhet, hogy
két olyan u és v, S;j_i-ben illetve S;ii-ben fellépd tag szorzata, amelyek mindegyike
tartalmazza az xi,,...,2;, tényezdket, és az x;,_ ,,...,Ti,;_, tényez0k kozil pontosan
j — 1 — k szerepel u-ban, mig a tébbi v-ben fordul el6. Tehat a fenti tagot az S;-1S5j41

szorzat pontosan
(ff gy 1) —

tartalmazza. Ugyanez a gondolatmenet adja, hogy a fenti tagot az S; szorzat pontosan

2j-2k\ _
j—k Ze:

tartalmazza. Marmost az S;_15j41 < Sf egyenlStlenség azonnal adédik abbol, hogy
25 =2 _ (2 —2%
j—k—-1) ~\ j—k

A kitiz6 (Totik Vilmos) és Braun Gdbor megolddsa

minden k < j-re.

Megjegyzések.

1. A versenyz6k tobbsége a Cramer szabaly alapjan megoldotta az egyenletrend-
szert, és az el6fordul6 determinansokat explicit médon kiszamolta. Ez az egyenletrendszer
specialis alakja miatt éppen lehetséges volt, de hosszadalmas szamoléssal jart. :

2. A fenti megoldas bizonyos mas egyenletrendszerek esetén is adja a feladat allitasat,
ilyen pl. az

"z‘:‘ U LD,
ST GHR T (k)
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egyenletrendszer.

13 dolgozat érkezett. Helyes Bérczi Gergely, Borsanyi Akos, Braun Gabor, Frenkel
Péter, Gerbicz Robert, Juhasz Andras, Kun Gabor, Lippner Gabor, Matrai Tamas, Niko-
lényi Istvan, Pap Gyula és Valké Benedek megoldasa. Hianyos Terpai Tamés dolgozata.

A 6. feladat megoldasa

Tekintsiik az )
ke, k=0,+1,+2,...

teljes ortonormalt rendszert L?(0, 1)-ben, és legyen

f(.'L')N Z akeilc21rz

k=—o0c0
ill. =
gi(z) ~ Z by ;2" j=1,2.3,

k=—c0

ahol a jobb oldalakon a Fourier-sorfejtések allnak a fenti rendszer szerint, azaz pl.

1 ;
ar =/ f(t)e—lk.Z‘n‘t dt
0

minden k-ra. Legyen co = ao. Mivel a g;(x + ¢;) fliggvény Fourier-egyiitthatoéi a
br ;€2 k=0,+1,42,...

szamok, attérve Fourier-sorokra az allitas az, hogy ha {ax}y-_. € l2 (a két iranyban
végtelen I3), ag = 0, akkor j = 1,2, 3-ra vannak olyan {bx,;},. __ € l> sorozatok és c;
valos szamok, hogy

3

(l) i = Z(eilﬂﬂ'c, =) l)bk,]‘

i=1
teljesiil minden k-ra. Konnyen lathato, hogy ha

3

Ck - Z leik27rcj,, - 1I’

j=1

€s
(2) > 2 <o,

akkor (1) megoldhato lo-beli {bk ; }-kel. Ugyanis ha egy adott k-ra jx € {1,2,3} jeloli azt
az indexet, amelyre ]eikz"c-i - l| maximalis, akkor legyen

:S')ul?i‘w

Ak

WJk T eikz"c-ik — 1’

by

és a masik kettd by, ; legyen 0. Ezek megoldjak (1)-et, és (2) miatt a {bk,j}f:_oo,j =1,2,3
sorozatok mind l2-ben vannak.
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Megmutatjuk, hogy ha a cj-ket véletleniil valasztjuk, akkor (2) majdnem biztosan
fennall. Legyen d(x1,x2,x3) az (z1,22,23) pont tavolsaga a hozza legkozelebbi egész ko-
ordinataji ponttsl R3-ban. Nyilvanvaléan Cy/d(kei, kez, kes) két pozitiv konstans kozott
van k-t6l fiiggetleniil, ezért elég megmutatni, hogy vannak olyan c; szamok, amelyekre
{ar/d(ker, kea, kcs)}:’:_w € l;. Ehhez elegend§ igazolni, hogy

2

a
3 E ——k _____de) degdes < 0.
() \/[‘0‘1]3 % d(kcl,kC2,kC3)2 S . o

Ez ugyanaz, mint

1
4 2/ il 50,
“) ;“’“ o d(ker, keg k)P Lo 2SS

és ez utobbi integral fiiggetlen k-t6l. Valéban, ha a kc; — z; helyettesitést alkalmazzuk,
akkor, mivel az integrandusz minden valtozéjaban 1 szerint periodikus, azt kapjuk, hogy
az integral ugyanaz, mint

1 / 1 1
- ————————dz)dz2dz3 = / ———————dr; dra dzx3.
ka [0./:]3 d(z1w$2ym3)2 [0,1]3 d(217127m3)2

Tovabba ez az integral véges, mert azon pontok mértéke a [0,1]® kockiban, amelyre
d(z1,x2,23) < r < 1/2, megegyezik az r sugari gomb térfogataval, azaz 4r37/3-mal,
és igy pl. az integral kisebb, mint

= LN
4+§—3(2-(t+1))2 <30

Tehat (3) és (4) igaz, hiszen {ax} € lo.
Totik Vilmos és lényegében Frenkel Péter megolddsa

3 dolgozat érkezett. Helyes Frenkel Péter dolgozata. Er6sen hianyos Braun Gabor
dolgozata.

A 7. feladat megoldasa

Vegyiik észre, hogy ha egy megoldas egy 2 hosszu [a,b] C [0, c0) intervallumon pozi-
tiv, akkor minden x > b-re pozitiv. Ebb6l azonnal kivetkezik, hogy ha azon megoldasokat,
amelyek valahonnan kezdve pozitivak, megszoritjuk a [0, 1] intervallumra, akkor a C[0, 1]
egy nem iires nyilt halmazat kapjuk (ugyanis az elég egyszeriien lathaté, hogy ha két
megoldas kozel van [0,1]-n, akkor minden el6re adott véges intervallumon is kozel van-
nak egymashoz). Ugyanigy a valahonnan kezdve negativ megold4sokbél kapjuk a C[0, 1]
egy masik, az el6z6t6l diszjunkt nem iires nyilt részhalmazat. De C[0,1] \ {fo} (ahol fo
az azonosan 0 fiiggvényt jeloli) osszefiiggs, igy a fenti két halmazon kiviil van még egy
u € C[0,1]\ {fo} fiiggveny, és ezt a differencidlegyenlet segitségével folytatva olyan megol-
dast kapunk, amely nem azonosan 0, és nem is pozitiv illetve negativ valahonnan kezdve,
azaz a zérohelyeinek halmaza nem korlatos.
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Ha netén ez a megoldas nem lenne differencialhaté [0, co)-en, akkor toljuk el balra 2
egyseggel.
T6bb versenyzd megolddsa alapjdn

4 megoldas érkezett. Helyes Matrai Tamas, Pap Gyula és Pete Gabor megoldasa.
Hianyos Terpai Taméas megoldasa.

A 8. feladat megoldasa

Legyen 7" egy T-t6l kiilonbozs zart konvex alakzat a C kérvonalon beliil, ami C'
minden pontjabol T-vel azonos szogben latszik. Ekkor nyilvan nem lehet TNT' = () és T
ill. T" egyike sem tartalmazhatja a mésikat.

Létezik olyan P € C pont, hogy a bel6le T-hez ill. T"-héz allitott egy-egy tamaszegye-
nes egybeesik (legyen ez az egyenes e). Ekkor, a lat6szogek egyenl@sége miatt a P pontbol
a T-hez ill. T'-hoz &llitott masik tdmaszegyenesek is egybeesnek (legyen ez az egyenes f).
Legyen az f N C-nek a P-t6l kiilonb6z6 @ pontjabol a T-hez (és T'-hoz) allitott masik
tdmaszegyenes g. Legyenek a T-nek egy-egy e-re, f-re ill. g-re es6 pontja rendre E, F és
G; a T'-nek ezekre es6 valamely pontjai E', F',G’. Elgszor tegyiik fel, hogy {E, F,G}-t
csak egyféleképp valaszthattuk (azaz T egyik oldala sem esik e U f U g-re).

Ha most az EF és E'F’ szakaszoknak van pontosan egy kézos pontjuk, akkor P-t
megfeleld iranyba elmozditva a C-n, nagyobb szégben latjuk E'F’-t, mint EF-et (és igy
T-t). Hasonlé6 igaz az I'G és F'G’ szakaszokra és a @ pontra. Tehat a megfelel§ szakaszok
nem metszhetik egymast pontosan egy pontban, amibél kiovetkezik, hogy vagy E = E’,
F = F' ¢s G = G’ (amit kizarhatunk T ¢ T’ miatt), vagy pedig az EG és E'G’ szakaszok
egy pontban metszik egymast. Ekkor viszont e N (C\f) és g N (C\f) kozil a megfelel6t
kivalasztva, és felhasznalva, hogy bel6le EG ugyanolyan szogben latszik, mint 7', ismét
azt kapjuk, hogy E’'G’ nagyobb szégben latszik T-nél.

Maradt az a lehetdség, hogy az e, f,g egyenesek valamelyikére esik 7' egy oldala.
Konnyen lathato, hogy ekkor eMg pontja T-nek. Feltehetd, hogy g az az egyenes, aminek 7T'-
vel vett metszete egy oldal. Ha ugyanis f lenne ilyen (e-t szimmetria okokbol kizarhatjuk),
akkor vegyiik az e N (C\f) -ben T-hez huzott e-t6l kiilénbéz6 e’ tdmaszegyenest és az
(e, e, f) egyenesharmast tekintsiik az eddigi (e, f, g) helyett.

Korabbi okoskodasunk alapjan most is feltehetd, hogy |EF N E'F’| # 1 (hiszen e-
re és f-re ismét csak egy-egy 7-beli pont esik), s6t, EF N E'F’ = () is igaz kell legyen.
Valoban, maskiilonben E' = E = e g, vagyis e N g pontja T'-nek is. Mivel T és T" is az
e, f,g egyenesek altal bezart haromszogbe esik, e N g-n végtelen sok olyan egyenes megy
at, ami T-t és T'-t is csak e pontban metszi. Ezek koziil alkalmasat valasztva és a C-vel
vett metszéspontjaiban felvéve a masik tamaszegyenest T-hez (és T'-hoz), a kapott harom
egyenesre alkalmazhaté az els§ gondolatmenet.

Tehat EF N E'F’ =, igy F’ kozelebb van P-hez, mint F. De akkor a g N (C\f)
pontbol a 7'-héz mas g-t6l kiilonb6z6 tamaszegyenes tartozik, mint 7T-hez, és F'G’ (és
igy T') nagyobb szdgben latszik innen, mint 7. Ezzel az utols6 eset is ellentmondasra
vezetett.

Timdr Addm megolddsa alapjin

11 dolgozat érkezett. Helyes Bérczi Gergely, Frenkel Péter, Kun Gabor, Lippner
Gabor és Matrai Tamaés dolgozata. Hianyos Pap Gyula, Terpai Tamas és Timar Adam
dolgozata. Erdsen hidnyos Juhasz Andrés dolgozata.
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A 9. feladat megoldasa

Ha a két konvex sokszoglap egymasba nem nytlo, akkor egy ket (gyengén) elva-
laszt6 egyenes jo lesz. Tegyiik fel, hogy egymésba nyuléak. Legyen K és L két konvex
halmaz, melyeket gy kapunk, hogy a sokszéglapokat az oldalaik félé rajzolt (elég kis)
kérszeletekkel egeészitjiik ki. Legyenek ¢ : S' — 0K és 1 : S' — 0L homomorfizmusok,
melyekre ¢ (e*2™/™) = Py és ¢(e*?™/™) = Qi (k = 1,...,n). (Itt S* a komplex sik egy-
ségkore). Minden € € S* iranyhoz egyértelmien létezik egy € irany e. irdnyitott egyenes,
amely altal meghatarozott bal oldali félsik ¢ szerinti Gsképe S'-en ugyanolyan hosszu,
mint a jobb oldali félsik v szerinti 6sképe. Valéoban, legyen [ egy, az € iranyra merdéleges
egyenes. Minden ¢ irdnyu e egyenest egyértelmien meghatarozza, hogy az | mely pontjan
megy at. Ha ez a P pont, akkor e helyett irjunk e(P)-t. Marmost az e(P) altal megha-
tarozott bal oldali félsik ¢ szerinti 6sképének ill. a jobb oldali félsik v melletti &sképének
a hossza a P-nek ellentés értelmi folytonos és szigorian monoton fiiggvényei, ezért e két
hossz kiilonbsége is a P-nek folytonos és szigorian monoton fiiggvénye. Tovabba ez a kii-
l6nbség a 27 ill. —27 értékeket egyardnt felveszi amikor K és L egyszerre vannak az e(P)
meghatarozta bal ill. jobb oldali félsikban. Ezekb6l mar kovetkezik, hogy ez a kiilonbség
egyetlen helyen veszi fel a nullat, amivel e. létezését és egyértelmiiségét igazoltuk.

Vilagos, hogy e. pontosan kétszer metszi a K és L hatarokat. Legyen fo(e) ill. go(e)
az ec irdnyitasa szerinti masodik metszéspont K -n ill. dL-en. Legyen fi(e) illetve f2(e)
azon € irany1 iranyitott timaszegyenes tamasztéasi pontja, melytél K balra, illetve jobbra
esik, és g1(¢) illetve g2(e) ugyanez L-re. Vilagos, hogy ha |¢’ — €| elég kicsi, akkor fo(e') a
OK hatar fi(e) és fa(e) ltal meghatarozott fo(e)-t tartalmazo6 ivének fix kis kornyezetébe
esik. Tovabba, barmely €' irdnyra, e. és e.s metszik egymast K U L-ben, kiilénben az e,
altal meghatérozott félsikok ¢, illetve 1) szerinti Gsképei szigori tartalmazasi relaciéban
allnanak az e. altal meghatarozottakéival, ami lehetetlen. Ebbél nyilvanvaléan kovetkezik,
hogy fo folytonos. Hasonléan lathat6, hogy go folytonos.

Tekintsiik most a v; = ¢ ‘o fiés & =9 log : S' — S! folytonos leképezéseket.
Feltehetjiik, hogy K volt pozitivan és 0L negativan iranyitva. Ekkor v, és 2 koriilfor-
dulési szama 1, a 8, és J2 fliiggvényeké pedig —1. 7o sohasem egyezik meg ~i1-gyel vagy
v2-vel, ezért o koriilfordulasi szama is 1; ugyanugy do kériilfordulasi szima —1. Ezért
létezik * gy, hogy vo(e”) = do(e"). '

Allitjuk, hogy az e.- egyenes megfelel a feladat feltételeinek. Valéban, a szerinte vett
I, = {e : () a bal félsikban} C S'
és )
I, = {€ : ¥(¢) a jobb félsikban} C S*

ivek megegyeznek, hiszen ugyanolyan hossziak (az e.- tulajdonsaga alapjan), és az 6ra-
mutaté jarasaval megegyez6 iranyban vett kozos végpontjuk e*. Méarmost Pr (Qx) akkor
és csakis akkor van az e.- egyenes bal (jobb) oldalan, ha e¥2™/" ¢ I, (eF*™/™ ¢ 1), és
igy az I, és I, ivek megegyezése azt jelenti, hogy Pr és Qk az e.+ egyenesnek mindig
ellentétes oldalara esnek, és ezt kellett igazolnunk.

Frenkel Péter megolddsa

12 megoldas érkezett. Helyes Frenkel Péter megoldasa. Erésen hianyos Bérczi Gergely,
Braun Gabor, Matrai Tamas, Pap Gyula, Terpai Tamas és Valk6é Benedek megoldasa.
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A 10. feladat megoldasa

A bizonyitast a k szamra vonatkozo indukcioval végezziik. Sziikségiink lesz két se-
gédtételre:

1. Segédtétel. Ha az F' zart feliilet irdnyithato, akkor F X R diffeomorfan beagyazhato
az R® térbe.

Bizonyitas: Jol ismert tény, hogy egy F iranyithato feliilet megkaphato toruszok Gssze-
fiiggs univjakent. Ezért F beigyazhaté egy F' C R® részsokasagként R3-ba. Az F feliilet
iranyithatosaga miatt F-en globalisan értelmezhetd az egységvektorokbol allo n(q) (¢ € F)
normalis vektormez6. Minden (gq,t) € F' x (—¢,€) pontra (itt ¢ > 0 rogzitett) tekintsiik
a ®(q,t) = g+t -n(q) € R® pontot. Az inverz fiiggvény tétel értelmében a ® leképezés
az F' x {0} minden pontjanak egy kornyezetében diffeomorfizmus. Az F' kompaktsagat
felhasznalva azonnal kapjuk, hogy létezik olyan, elegendGen kicsi €9 > 0 szdm, amire ¢ :
F x (—¢0,€0) — R® diffeomorf beagyazas R*-ba. Mivel a (—¢o,¢€0) intervallum diffeomorf
R-rel, kapjuk a segédtétel allitasat.

2. Segédtétel. Ha az F zart feliilet nem irdnyithat6 és n > 2, akkor F' x R™ diffeomorfan
beagyazhaté az R" térbe.

(Megjegyezziik, hogy ezen segédtétel allitasa az n érték novelésével trivialis modon
gyengiil, tehat a segédtétel legerdsebb esete az n = 2.)

Bizonyitas: Az elbbi bizonyitast modositjuk. Ismert tény, hogy létezik j : F' — R® im-
merzi6, azaz minden pontban 2 rangu leképezés (lasd: Hilbert—-Cohn-Vossen: Anschauliche
Geometrie). Az R® teret tgy fogjuk fel, mint az R™*2 tér els6 3 koordinatatengelye altal
kifeszitett alteret. Az n+3 > 5 = 2-dim F + 1 feltétel miatt egy generikus ¢ : F — R™*3
leképezés mar beagyazas (Whitney), ezért van a j immerzionak tetszélegesen kicsi ¢ :
F — R™? beagyazas perturbacioja. Ezen perturbacio kicsinysége miatt az RS fép
utolsé n tengelye altal kifeszitett V altér a ((F') sokasag minden p pontjaban transzverza-
lis lesz a ((F') p-beli érintdterére. Ortogonalizacioval azonnal kapjuk, hogy a ¢(F') sokasag
R"™*3_beli normalnyalabja tartalmaz egy E =~ (F) x R", (F) x R"-nel izomorf, azaz tri-
vialis résznyalabot. Minden p € «(F) pont esetén tekintsiik az E nyalab p pont feletti
E, fibrumabol az o-nal révidebb (g0 > 0, g0 < 1 kicsi fix szam) vektorok W, halmazat.
Az el6z6 segédtétel bizonyitasahoz hasonlé médon kapjuk, hogy az UPGL(F) W, halmaz az
F x R™ sokasaggal diffeomorf részsokasaga R™*3-nak. Valoban, alkossanak a (I7) feletti
Yi,...,Y, sima normalvektor-mez6k egy ortonormalt rendszert. Minden p € «(F) pont-
hoz és & = (x1,...,Zn) € R™ vektorhoz rendeljiik hozza a ¥(p, &) = p+3 7, @iV € R"*3
pontot. A feltételek szerint a W leképezés a t(F') x R™ nyalab 0 szelésének minden pontjaban
maximalis, azaz n + 2 rangu, tehat lokalis bedgyazas az ilyen pontokban. Az I’ kompakt-
sagat felhasznalva kapjuk tehat, hogy a W leképezés diffeomorfan bedgyazza R™*-ba a
t(F) x R™ nyalab eo-nal rovidebb vektorai halmazat, ha az o elegendéen kicsinek van
valasztva.

Ezutan mar kénnyen elvégezhetjiik az indukci6s bizonyitast. A £ = 1 esetben az
allitas igaz, mivel j6l ismert, hogy minden iranyithato zart feliilet beagyazhaté R3-ba,
illetve minden nem iranyithato zart feliilet beagyazhat6 az R* térbe (Whitney).

Nézziik most az indukcios lépést! Legyen k > 1, M = Fy x M’ = Fi X Fo X -+ X F},
és az F; zart feliiletek koziil pontosan s darab nem iranyithat6. Tegyiik fel el6szor, hogy
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Fy iranyithato. Az indukcios feltevés szerint az M’ = F, x -+ x F} sokasag beagyazhato
az R***+°~1 térbe. Emiatt tehat az M = Fy x M’ sokasag beagyazhat6 az Fy x R2F+3-1 =
(F1 x R) x R?***=2 terbe. Az elsG segédtétel szerint viszont az F) x R tér beagyazhato az
R? térbe, és igy végiil az M = Fy x M’ tér beagyazhat6 lesz a R® x R -2 = R2k+s+1
térbe.

Neézziik meg végiil azt az esetet, amikor I nem irdnyithat6! Ekkor az M’ = Fj X
-++ x Fy sokasaghoz tartoz6 beagyazasi dimenzi6 érték 2k + s — 2 lesz, ami eztuttal 3-mal
kisebb az M = Fy x M’ sokasagra bizonyitandé értéknél. Az indukcios feltevés szerint az
M = Fy x M’ tér beagyazhaté az Fy x R?***~2 szorzatba, ahol most az n = 2k + s — 2
szam legaldbb 3. A 2. segédtételiink igy azonnal adja az indukciés lépést.

Szics Andrds és Simdnyi Nindor megolddsa
Megjegyzés

Bebizonyithat6, hogy a feladat allitasa éles, vagyis, hogy a feladatban leirt sokasag
a feladatban megadottnal alacsonyabb dimenzios euklideszi térbe soha nem agyazhaté
be. Ez az tn. karakterisztikus osztalyok segitségével lathato be. (Lasd: Husemoller: Fibre
bundles, vagy Milnor-Stasheff: Characteristic classes.)

3 dolgozat érkezett. Hianyos Frenkel Péter dolgozata. Erésen hianyos Valk6 Benedek
dolgozata.
A 11. feladat megoldasa
ElGszor egy olyan Osszefiiggeést igazolunk, melyet mindvégig hasznalni fogunk. Legyen
Fo= || Ha
m=n+1

Ekkor a kovetkezs Osszefiiggeés teljesiil barmely o > 1 esetén:

mCI

(1) P(i,....5; ¢ Fa) = [ (1—L) DL < ror L85 £ 1P

m>n

Valoban, felhasznalva a valoszindségi valtozok teljes fiiggetlenségét:

N ﬁ{Lm“U,n,kJ;eil,...,ij}):

m>n k=1

Pliisessi35 & Fu) = P

AT N

P(LmaUm,kJ ?é’l:],...,ij) =

I
-

Il
—3
-
P N
=
3
ko
R
C-
3=
R
3t
N
L
|

Il
/:_‘\
I
3 |b,

?
S
S

ahol kihasznaltuk, hogy az [ii/m®, (it + 1)/m®) intervallumok paronként diszjunktak és
[0,1) részei, tovabba, hogy az U, x valtozok a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasiak.
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A megoldas vazlata ezek utan a kovetkezs:
I. a <2 esete;
II. o> 2 esete:
1. pi") becslése (definici6jat lasd alabb);
2. a > 3 esete;

3. 2< a < 3 esete.

I. Legyen tehat mostantél kezdve o < 2. El6szor is vegyiik észre, hogy
(2) 11 (1 - -1—>m =0
me g
m>n
Ehhez elég megmutatni, hogy

Zmln(l—%) = 0.

m>n

Ez pedig egyszertien kovetkezik az In(1 + z) < z egyenl6tlenségb6l, amely minden z > —1
szamra fennall (esetiinkben x = —1/m*®):

i e

m>n m>n m>n

Az (1) és (2) formulédkbol egyszerten adodik, hogy
Pi¢ F,)=0, 0<i< |n®|,

és igy 1 valosziniséggel H, C {0,1,...,|n%]} C F,.. Ezért elég megmutatni, hogy
H, elemszama (a tovabbiakban |Hy|) 1 valoszindséggel nem korlatos, ha n — oco. Ha
[2] = min{k € Z : k > z} az = szam ,felss egész része”, akkor

[log n] [logn]

{IHal 210gn} D () {[n°Uns) # [n°Unn)s-.., [n%Unia| } = () A
=2 =2

Tehat A; az az esemény, hogy Uy i ¢ U;;ll [|_n°’Un|jJ /n%, ([naUn,j] +1>/n°‘), ennek valo-
szintsége pedig — feltéve, hogy Az, ..., A;—1 bekiovetkezett, azaz Ln"‘UmlJ 5 A [n"‘Un,,-lj
kiilonboz6k - egy kicsivel tébb, mint 1 — (¢ — 1)/n®. (Ha valamilyen j < i szamra
|n*Un,;| = |n®], akkor az [[n“Un,jJ/n“, (Ln“Un,jj + 1)/n"‘) intervallum kiloghat [0, 1]-
bél.) Tehat

n [log n]
(3) P(lHn|210gn)2P(ﬂAi) = [ P(Ail A2n--nAiy) >
=2 =2
flog n] L og n] 2
> [ (1-352) >(1_M) 51 [lognl®.
== nﬂ noz na

96



ahol az utols6 egyenltlenség a Bernoulli-egyenl6tlenség ((1 4 2)" > 1+ na, 2 > -2,
n € N) specialis esete. Mindezekbél lathato, hogy lim,— P(|Hn| > log n) = 1, tovabba
a |Hy| valészintiségi valtozok teljesen fiiggetlenek, igy a Borel-Cantelli lemma alapjan a
{|Hn| > logn} események koziil 1 valoszintséggel végtelen sok bekovetkezik, ami maga
utan vonja a &Hn|) sorozat nem korlatos voltat. Azaz a (|H,|) sorozat 1 val6szintséggel
nem korlatos. [A Versenybizottsag megjegyzése: A jelen a € [1,2] esetben Valko Benedek

ugyanigy gondolkodik és a fentinél tobbet bizonyit, nevezetesen azt, hogy >, P(|Hn N
Fnl S \/1_7’) Zn 1 (lI—I"ll S \/7_71) =4 OO]

IT. 1. Legyen k rogzitett pozitiv egész és legyen
P (ingnen s in) = Pllny. .. ix € Fo)y, 04 < <8 < 0%

A tovabbiakban kideriil, hogy pfc") (i1,...,1k) értéke nem fiigg az i1,...,7x szamoktol,
ezért a kés6bbiekben majd roviden csak pi")-t fogunk irni. Célunk o > 2 esetén igazolni,
hogy

(i e 3
(4) B &

ahol ~ a gyenge aszimptotikat jeloli. (Ha (an), (bn) két pozitiv tagu sorozat, akkor a, = b,
definici6 szerint pontosan akkor, ha léteznek c¢1,c2 > 0 konstansok tigy, hogy minden n
indexre cian < bn < c2an.)

Itt p(")(zl,...,ik) annak a val6szindsége, hogy az i1 ¢ Fy, i2 & Fn,...,in & Fy
események egyike sem kovetkezik be. Ezt szamitsuk ki a szitaformulaval, felhasznélva az

(1) egyenldséget:
. m
II (1 - L) ,
ma

k
®) e B ()
=0 J m>n

Innen rogton adodik, hogy pfc")(il, ...,1k) nem fiigg az i1,...,1x szamoktol. A tovab-
biakban az (5) egyenletben szereplé végtelen szorzatok igen pontos megbecslésére lesz
sziikségiink.

Az In fiiggvényt 1 koriili hatvanysora elejével becsiilve:

jk+1
In (1 = _> Z Imle (m(k+1)a> 2

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

j 4t s
(6) Z mIn (1 - 1—71—0‘) = 3 m Z g (m(k+1)c¢> =
m n

m>n £=1
Y i 1 1
L e J B -k+1
=325 Y - 0o( T ).
£=1 m>n m>n

A rovidség kedvéeért legyen S5 = 3 1/m”. Ismeretes, hogy ez a sor 8 > 1 esetén

konvergens és

m>n

1
np-1

(B > 1 rogzitett).
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« > 2 miatt & (6) képletben szereplé Gsszes ilyen sor konvergens (la — 1 > a—1 > 1).
Ezt a jelolést hasznalva alkalmazzuk a fenti (6) Osszefliggésre az exponencialis fliggvényt,
és az exponencialis fliggvényt becsiiljiik a zérus koriili Taylor-soranak elejével:

4

[ (1= )" =0 (- 500 )

m>n £=1
% 1 k jl Y
S B AU )
t=0 =1
i e k+1
+O(<—273n,m—1—0(] Sn,(k+1)a 1)) >
=1

A hatvanyozdsokat a polinomiélis tétel szerint elvégezve egy olyan dsszeget kapunk, mely-
nek tagjai

konstans - j HSnfa 7 (Zlitizf, 1§£1<€2<.v-<€v)

i=1 i=1

alakuak. Egy ilyen tag gyengén aszimptotikusan ekvivalens az n~ i1 tiltia=2) Lifejezés-
sel.

Zt(&a 2) (Zw)a—zZt,_ea 2Zt1>€a 2Zet,_éa 2 = l(a—2),

i=1

és itt egyenlGség pontosan akkor all, ha ¢; = -+- = ¢, = 1, azaz hav = 1,4, = 1,t; = {.
Innen lathato, hogy ¢ > k esetén a tag nagysagrendje legfeljebb 1/(nk(*~?)), és csak 1
tag eseten pontosan ennyi, mégpedig amelyik az ¢; = 1,¢; = k,v = 1 értékekhez tartozik:

(=n*
k! k< ] qnn 1-

- Az { < kindexekhez tartozo tagokat csoportositva j-nek egy legfeljebb (k—1)-edfoki
polinomjat kapjuk, melyben az egyiitthatok nem fiiggnek j-t6l (de n-tél igen), ugyanis
ilyen tag nem szirmazik egyetlen hibabol (O(...) kifejezésbél) sem. Tehat

1 " ( 1)': k. gk o 1
H B m—a e gn(]) iy I\,k ] On,a-1 S nk(ﬂ_Q)"”l )

m>n

(itt ¢ > 0 és q csak a-t0l és k-tol fiigg,) ahol g, egy legfeljebb (k—1)-edfoki polinom, mely-
nek egyiitthatéi nem fiiggnek j-t6l, de n-t6l fiigghetnek. Behelyettesitve az (5) egyenletbe
6s a kovetkezo lemmat felhasznalva kapjuk, hogy

] 1 1L
(n) (). = <k ~
) Dp =0y @i llk) = —kkb”,a_l —I—O( k(u_2)+q> oy

Segeédtétel. Legyen g € R[] legfeljebb k-adfokii polinom, és jeldlje a az a* egyiitthato-
jat. Ekkor

Z( 1>J() ()= (~1)F-kl-a  (k>0).

1=0
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Bizonyitas: k-ra vonatkozo teljes indukcioval bizonyitunk. Tekintve, hogy a bizonyitandé

egyenldség mindkét oldala g-ben linearis, elég az egyenldséget az 1,z, 2%, ..., z* bazisra

igazolni. Az 1 polinomra az allitas a kovetkezd jol ismert azonossag:

i( 1y k 1, ha k=0
= J 0, ha £>0.

Ezzel egyuttal a k = 0 esetet is elintéztiik. £ > 0 és 1 <t < k esetén

Y R R P B

k=1 Ap=1X.. i |G hat <k
_k);(_l)< i >(2+1) *{(4)’“.1;!, ha t =k,

ahol az utolso egyenldségnél az indukcios feltevést alkalmaztuk az (z + 1)~ polinomra.

Ezzel az egyenléséget az x, x?, 2* polinomokra is belattuk.

2. Legyen
Tn = [Hn N Fnl =

(e <]
U H1TL L

m=n+1

Az [n®Un], [n®Unz], ..., [n®Unn| valtozok mindegyike csak véges sok értéket vehet
fel, egyiittesen is csak véges sokféle értékiik lehet. Aszerint, hogy ezen valtozok milyen
értékeket vesznek fel, kapunk egy véges By, ..., B, teljes eseményrendszert. Vegyiink egy
tetszGleges 1 < t < 7 egész szamot. A B, esemény bekovetkezésekor Hn = {i1,... i}
(¢ < n) valamilyen 1 < 47 < -+ < i, < |n®| egészekre. Alkalmazva a Bonferroni-
egyenlGtlenséget és az {U,n,k} valtozok fliggetlenségét:

P(zn > k| By) = P(az ij € Fn (1 < j < £) események koziil
legalabb k bekovetkezik | B;) <

: . ) (n n\ (n
Z P(z,-,,...,zjkanlBt)=(k)p( )S(lc>p§°)’

1<j1 < <jp st

IA

(itt (i) =0, ha ¢ < k) igy a teljes valosziniiség tétele szerint:

Yl
n n n (64
Plen 2 k) = Y Plen 2 k| B)P(By) <Z< >pi)PB)— (,C)pi’sm,

t=1

felhasznalva, hogy (}) ~ n* és P & 1/n* = rigzitett k-ra (c egy k-tol fiiggd konstans).
Legyen o > 3, és a k szamot valasszuk olyan nagy pozitiv egésznek, hogy o > 3 +
1/k. Ekkor k(a =3) B L,48% Yoo Plits 2 k) & €Y% L 1/nke® < too, azaz 1
valoszintséggel az {x, > Ii}zozl események koziil csak véges sok kévetkezik be a Borel-
Cantelli lemma miatt. De ha csak véges sok n-re teljesiil @, > k, akkor az (z,) sorozat
korlatos. Ezzel belattuk, hogy a > 3 esetén az (x,) sorozat 1 valoszintséggel korlatos.
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3. Mostantol kezdve feltételezziik, hogy 2 < a < 3. Hasonl6 gondolatmenettel, mint
ahogy az L. részben a (3) képletet igazoltuk megmutathato6, hogy

o= (- 2)s (220 0o

és mivel a > 2, ezért

(8) Iy Py =n)=1.

n—oo

Legyen k rogzitett pozitiv egész, tovabba legyen ¢ = o — 2. Emlékeztetiink arra, hogy

aszerint, hogy az [n®Un.],...,|n%Unn| valtozok milyen értéket vesznek fel, kaptuk a
Bi, ..., By teljes eseményrendszert. Legyen 1 < t < 7 olyan, hogy a B; eseménynél
|Hy| =n, Hy, = {i1,...,1n}. A kiovetkezs becsléshez a Bonferroni-egyenlétlenséget és a (7)

Osszefliggest hasznaljuk. A ¢-t olyan kicsi pozitiv szamnak vélasztjuk, hogy (7) fennalljon
akkor is, ha k helyére (kK + 1)-et helyettesitiink. Ki fogjuk hasznélni, hogy 2 < a < 3
kovetkeztében 0 < € < 1.

Pz, > k| B:) = P(az i; € F, (1 <j <n) események koziil
legalabb k bekovetkezik | B,) >

Vv

P(az i; € Fn (1 < j <nf) események kdziil
legalabb k bekdvetkezik | By) >

n*]) [n] ) (n
(k P k| 7 PR =
_ ("] K e
‘(;; St ) +0 e | -
[n°] 1 k+1 1 i
k<k+1 (k+1)’“+‘s" 1O\ SEe ) | =

[n*] ! A giEl=s 1
( >Sno, 1 <Zt_’°— = (k‘+1)k+1 g T Sn,a1> +O(;L—q>.

Itt O(1/n%) a hibatagokbol szarmazik az (l'fj) & W, (E::;J) L) &5 S o 0 R
1/n®"2 = 1/n° becsléseket felhasznalva. Tekintve, hogy Sna-1 ~ 1/n°, létezik olyan
a > 0 konstans, hogy limsup,, _, . n°Sn a-1 < a és igy

v

Il

1 k |nf| -k 1 k
s : n,o— 2 T L Ba o e d
e (“ Rt DFT ET M ) TR
A jobb oldalon pozitiv szam &ll, ha a < (k+ 1)***/k*! = (k+1)(1 + 1/k)* !, ami biz-

tosan fennall, ha k a-t6l fiiggGen elég nagy (a csak a-tél fiigg). Minthogy (L" J)Sﬁ i) B
nk(1/n°)* =1, igy vegiil is a kovetkezs eredményre jutunk:
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Ha k a-tol fiigg6en clég nagy, akkor létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy minden elég
nagy n-re és az n-hez tartozé Bi-re, melyre |H,| = n, fennall, hogy P(z., > k| B:) > c.
Ekkor

n n
Plan 2k =Y Pla, 2 k| BIPB) 2 3. eP(B)y=oP(H.=9)

=1 t=1
B.c{1HuI1=n}

Igy (8)-at figyelembe véve kivetkezik, hogy liminf, o, P(2z, > k) > 0. A Fatou-lemmat
alkalmazva kapjuk, hogy ha k elég nagy, akkor

P(lim sup{z, > /c}) > limsup P(z, > k) > liminf P(z, > k) > 0.

Legyen A, = 0(Un1,...,Unn) az Un 1, ..., Un » valtozok 4ltal generalt o-algebra. Ekkor
az A, o-algebrak teljesen fiiggetlenek (n = 1,2,...), tovabba limsup, {z. > k} €
o(An, Ans1, Angta,...), igy a Kolmogorov-féle 0-1 térvény szerint

P(lim sup{z, > k}) € {0,1}.

De nagy k-ra ezen val6sziniiség — mint fentebb kimutattuk — pozitiv, igy sziikségkép-
pen P(limsup, {w, > k}) = 1. Tehét ha k clég nagy, akkor 1 valésziniséggel végtelen
sok n-re teljesil x,, > k, amibd6l kivetkezik, hogy az (x,) sorozat 1 val6sziniséggel nem
korlatos.

Braun Gdbor megolddsa

9 dolgozat érkezett. Helyes Braun Gabor és Valké Benedek dolgozata. Hidnyos Fren-
kel Péter dolgozata. Erdsen hianyos Kun Gabor, Lippner Gabor és Pete Gabor dolgozata.
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