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Neumann Janos axiomatikus halmazelméleti
munkassagarél

HajnaL ANDRAS

Ebben a cikkben Neumann Janos a halmazelmélet axioma-
tikus megalapozasa terén 1922 és 1930 kozott kifejtett alapvetd
jelentéségli munkassagéaval foglalkozunk.

Mint ismeretes a halmazelmélet axiomatizalasat azok a logi-
kai ellentmonddsok, antinomidk tették sziikségessé, amelyek az tin.
naiv halmazelmélet felépitése soran felléptek. Mikor Neumann Janos
elsd cikke errdl a targyrél megijelent, a halmazelmélet axiomatiza-
lasa még kialakuloban volt. Létezett mar a halmazelmélet Zer-
melo—Fraenkel-féle axiomarendszere', de még igen kezdetleges
staidiumban. Ebben a Z.—F.-féle axiomarendszerben 3 alapfogalom
szerepelt, az elem fogalma, a halmaz fogalma és az ,x-halmaz az
y-halmaz eleme“ reldcié. Mar Zermelo felsorolta azokat az erre az
alapfogalmakra vonatkoz6 axiomékat, amelyeket a halmazelmélet
szokésos tételeinek levezetéséhez sziikségesnek vélt, azonban a fel-
sorolds részben hidnyos volt, részben pedig a felsorolt axiomak
megfogalmazdsa még pontatlan. Két axioma volt, amelynek meg-
fogalmazdsa ebben az axiomarendszerben gondot okozott, ez a két
axioma a részhalmaz-axioma és a potlas-axioma volt.

A részhalmaz-axioma azt biztositja, hogy ha x tetszGleges
halmaz, és 7(y) tetszOleges ,finit“ tulajdonsag, akkor létezik az
x halmaz 7(y) tulajdonsagu y elemekb&l allé részhalmaza. Azt
azonban, hogy milyen tulajdonsdgok finit tulajdonsagok, Zermeld-
nak még nem sikeriilt pontosan definialni.

A pétlas axiomdja azt biztositja, hogy ha x tetszbleges hal-
maz és f tetszbleges fiiggvény, amely x minden elemén értelmezve
van, akkor létezik az x halmaz elemeinek f dltal adott képeibdl
alkotott halmaz. Fraenkel vizsgalatai sordn kideriilt, hogy bar a

1 A halmazelmélet Z.—F.-féle axiomarendszerének torténeti kialakulésara
és az ezzel kapcsolatos irodalmi utaldsokra vonatkozéan lasd [6]-ot.



fliggvény fogalma definidlhaté az 4ltala vizsgdlt axiomatikus hal-
mazelméletben, a potlds axiomdjiéban azonban nem elegend6 az
ilyen fiiggvényekre szoritkozni, hanem valamilyen médon definialni
kell egy altalanosabb fiiggvényfogalmat.

Az emlitett nehézségeken kiviil az sem volt plauzibilis, hogy
a halmazelmélet valoban felépithett teljes egészében a Z.—F.-féle
axiomdk alapjan. Nem volt nehéz ugyan ezeknek az axiomdknak
az alapjan definidlni pl. a kolcsonosen egyértelmii leképezés fogal-
mat, és ennek alapjén definidlni azt, hogy két halmaz mikor egyenld
szamossagu, a szamossag fogalmdnak definicidja azonban mar
reménytelennek latszott ij alapfogalom bevezetése nélkiil. A naiv
halmazelméletben ui. itt 1ényegében ugy jarunk el, hogy az egy-
massal ekvivalens halmazoknak ezt a tulajdonsagat (ti., hogy egy-
massal ekvivalensek) nevezziik a szamossaguknak. Ennek megfe-
leléen az axiomatikus halmazelméletben posztuldljuk vagy bebizo-
nyitjuk bizonyos elemek létezését tigy, hogy minden halmaz hozza
legyen rendelve egy és csak egy ilyen elemhez, az egymassal ekvi-
valensek €s csak ezek ugyanahhoz az elemhez. llyen elemek defi-
nidldsdra azonban mint lattuk, a naiv halmazelméletben nem tore-
kedtiink és problematikus volt, hogy az axiomatikus halmazelmé-
letben definidlni lehet-e ezeket vagy pedig létezésiiket fel kell tenni.
Hasonl6 volt a helyzet a naiv halmazelmélet tobbi tn. ,absztrak-
cioval definialt“ fogalma, pl. a rendszam és a rendtipus esetén.

Ezért volt jelent6s, hogy Neumannak [1] cikkében sikeriilt
megalkotni a Z.—F.-axiomarendszer alapfogalmai és mar ismert
axiomai segitségével a rendszdmok és ezen keresztil — a Kiva-
lasztasi axioma felhaszndldsdval — a szamossdgok axiomatikus
elméletét. Neumann alapgondolata az, hogy az tires halmaz legyen
a legkisebb rendszdm, és minden mdas rendszamot reprezentaljunk
ugy, mint az Osszes ndla kisebb rendszamok halmazat. Ennek
megfeleléen a rendszamok :

0=0, 1={0}, 2={0, {0}}, 3={0, {0}, {0, {0}}}, ...
ooy ©={0, {0}, {0, {0}, {0, {0}, {0, {O}}}, ...}, w+1—=
= {0, {0}, {0, {0}}r {0, {0}: {0, O}}}’ e

-+ {0,{0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {O}}, .. }}, - ..

stb. lesznek. Az emlitett cikkben Neumann megmutatja, hogy lehet
az axiomatikus halmazelméletben olyan tulajdonsadgot definidlni,®

2 Természetesen ott nem transzfinit indukcioval, hiszen amig a rend-
szamok nincsenek értelmezve errél nem is lehet beszélni.



melynek az ilyen alakii halmazok tesznek eleget, s ha ezeket
ugy rendezi, hogy x <y akkor és csak akkor all, ha x €y, akkor
ezek val6ban kielégitd axiomatikus megfelel6i a rendszamoknak.’
Ez utébb emlitett ailitds igazolasdban addig jut el, hogy kimondija
a transzfinit indukcidval valé definicio tételét és vdazolja ennek
bizonyitésat. i

Mint ismeretes, a transzfinit indukcioval valé definicio jogo-
sultsdga azt jelenti, hogy ha megadunk egy g-fiiggvényt, amely
megmutatja, hogy egy f fiiggvény « helyen felvett értéke hogyan
fliggjon «-tol, és az «-nal kisebb helyeken felvett értékeitél, akkor
ilyen f fiiggvény létezik és értéke minden e rendszamra egyértelmiien
meg van hatarozva.

Mikor azutdn Fraenkelnek sikeriilt pontosan definidlni azt az
altalanosabb fiiggvényfogalmat, amelyre a halmazelmélet. felépité-
séhez a potlas axiomdjaban sziikség van — és ezzel egyiitt pon-
tos értelmet adni a részhalmaz axiomédban szerepld finit tulajdon-
sag fogalmanak — Neumann [3] cikkében visszatért a transzfinit
indukcidval valé definicio kérdésére, és bebizonyitotta ennek jogo-
sultsagat erre az altalanosabb fiiggvényfogalomra is, ezzel lényegé-
ben befejezve a halmazelmélet axiomatikus felépitését a Z.—F.-féle
axiomarendszer alapjan.*

A Z.—F.-féle axiomarendszer azonban tobb szempontbol nem
volt kielégit6. El0szor is a részhalmaz-axioma €s a potlas-axioma
pontos megfogalmazasa utdn kideriilt, hogy ezek tulajdonképpen
axiomasémak, amelyek megszamldlhatéan végtelen sok kiilonboz6
axiomat foglalnak Ossze. Mdsodszor itt az antinomidkat gy keriilik
el, hogy a talnagy halmazok létezését eleve Kizérjak. Az Osszes
halmazok halmazanak létezését pl. nem lehet bizonyitani. Harmad-
szor pedig a Fraenkel altal megadott fiiggvényfogalom tulsagosan
bonyolult, attekinthetetlen és nehezen kezelhetd volt.

Neumann tehat mikor azt a célt tiizte maga elé, hogy meg-
adja a halmazelmélet megfelel6 axiomatizalasat, azt tartotta szem
elott, hogy az axioma-rendszer véges sok axiomabol alljon, lehet6-
leg létezzenek benne a nagyon nagy halmazok is, Ovatosan meg-
kiilonboztetve a nem tal nagyoktdl, hogy antinomidk mégse legye-
nek, és végiil, hogy az axiomarendszer technikailag konnyebben

5 Ha a rendszamok axiomatikus elméletét mar megalkottuk, akkor a
szamossagokat mar definidlhatjuk tgy, hogy minden szdmosségot a legkisebb
ilyen szamossagu rendszammal reprezentalunk. Ez lehetséges, mert egy adott
rendszammal egyenld szamossagu rendszamok mar halmazt alkotnak.

4 Neumann ebben a cikkében tulajdonképpen azt is bebizonyitja, hogy
a Fraenkel altal megadott fiiggvényfogalom még nem elég altalanos és azt egy
kissé modositani kell, hogy most mar valoban kielégito legyen.



legyen kezelhetd, mint elddje. Ez utobbi pedig tgy latszott meg-
valosithatonak, ha a halmaz fogalma helyett a fiiggvényt valasztja
alapfogalomnak. Neumann doktori disszertaci6jaban meg is adott
egy ilyen axioma-rendszert és megadta a halmazelmélet felépitését
ennek az axiomarendszernek alapjan.’

A Neumann-féle axiomarendszer alapfogalmai a kovetkezok :
a fiiggvény, melyet Neumann Il.-dolog-nak nevez és az elem, ame-
lyet l.-dolog-nak nevez, (a két fogalom kore érintkezik, az olyan
doigokat, amelyek I.-dolgok és Il.-dolgok is, I., Il.-dolgoknak
nevezi.) Tovabba két operacid, az egyik az [f, x], amelynek akkor
¢és csak akkor van értelme, ha f Il.-dolog és x l.-dolog és értéke
mindig [.-dolog, s amely az , f-fiiggvény értékét az x helyen“ rep-
rezentalja, a masik egy szintén kétvaltozés (x,y) operacio, amely
csak I.-dolgokra van értelmezve, és amely a rendezett par fogal-
mat fogja reprezentdlni. Ezenkiviil még 2 alapfogalom van az A
és B konstansok.

A halmaz fogalmat és az elemének lenni relaciot ezekb6l az
axiomdk segitségével mar definidlja. Hogy a nagy osszességek léte-
z€sét biztositsa, el6szor a halmazéndl altalanosabb osztaly-fogal-
mat definidlja. Egy f Il.-dolgot akkor nevez osztilynak, ha az
csak az A és B elemeket veszi fel értékként. Az x I. dolog akkor
eleme az f-osztilynak, ha [f, x] A. Halmaznak pedig csak akkor
nevez egy f-osztalyt, ha nincs olyan fiiggvény, amely ezt az Osz-
szes l.-dolgok osztilydra képezi le, ha tehat nem tilsdgosan nagy.
Az antinomidk elkeriilésére pedig felteszi — a IV. 2. axiomaban —
hogy egy f Il.-dolog akkor és csak akkor nem I.—Il.-dolog, ha
azon x elemek osztalya, amelyekre [f, x] 5+ A all, leképezheto egy
fiiggvény segitségével az 6sszes I.-dolgok osztalydra. Ez az axioma
biztositja, hogy egy ,nagy halmaz“, tehat egy olyan osztély,
amelyik nem halmaz nem lehet l.-dolog, és ezért nem lehet eleme
egyetlen osztalynak sem Ez pedig megakadalyozza az antindmidk
szokdsos bizonyitdsainak reprodukélasat.

A terjedelem korlatozott volta lehetetlenné teszi annak meg-
mutatasat, hogy hogyan sikeriil Neumannak véges sok axiomaval
lehetévé tenni a halmazelmélet axiomatizalasat és felépitését. Csak
annyit jegyziink meg, hogy ez lényegében akkor lehetséges, ha
minden a [f, x] és (x,y) operaciékbdl az — és & relaciokbdl fel-
épiil6 ¢(x) logikai formularol, amely csak I.-dolgokon atfutd kotott
valtozokat tartalmaz, az axiomdk alapjan be lehet bizonyitani, hogy
van olyan f Il.-dolog, amelyre barmely x I.-dologra ¢(x)=
=|[f, x]= A all, azaz létezik az ilyen tulajdonsiagu x I.-dolgok

5 Lasd [2]-6t és [4]-et. A felépités részletesen csak [4]-ben van leirva.



osztalya. Ahhoz pedig, hogy ezt a tételt kiilon-kiilon minden ¢
formuldra be lehessen bizonyitani, elegend6 az ilyen formuldk fel-
épitésére szolgald véges sok logikai operacionak (helyettesités, kon-
junkcio, negacié, exisztencialis kvantifikdcid) megfelel6 feltételes
exisztencia axiomak teljesiilését kikotni.” Természetesen az axioma-
rendszer ezeken az axiomakon kiviil tartalmaz még a rész-halmaz
és potlas-axioman kiviili Z.—F.-féle axiomaknak megfelelo axio-
makat, pl. végtelenségi axiomakat.

A Neumann-féle axioma-rendszernek azonban még elég sok
szépséghibaja van. Eloszor is az, hogy az alapfogalmak vélasztasa
nem természetes, masodszor az, hogy technikailag még mindig
nem elég konnyen kezelhetd. Ezért ma mar az axiomatikus vizs-
galatokban nem igen haszndljak. Idékozben Bernays és Godel
munkassaga nyoman kialakult a halmazelmélet természetesebb, a
halmaz, az osztély, és az ,,elemének lenni” relacio fogalmakon épiilod
axiomarendszere, amely szintén véges sok axiomabdl &ll.” Az azon-
ban, hogy ezeket az axiomarendszereket sikeriil végesen axiomati-
zélni, ugyanazon a gondolaton alapul, amelyet a Neumann is hasz-
nalt és a halmazelmélet felépitésének technikai megkonnyitésénél
szerepet jatsz6 meta-tételek ebben az axioma-rendszerben is alap-
vetbek.

Maga Neumann is végzett tovabbi vizsgalatokat [5]-ben axio-
marendszerének egyszeriisitésére, tovdbbd annak megmutatasara,
hogy axiomarendszere épp olyan természetes, mint a Z.—F.-féle
alapfogalmakon épiilé axiomarendszer.

Az eredeti Neumann-féle axiomarendszerben a mar emlitett
IV. 2 axioma tiinik elsdsorban természetellenesnek. Ebbdl ui. kovet-
kezik, hogy barmely két osztily, amely nem halmaz ekvivalens.
A Russel-antiménia gondolatmenetét alkalmazva adddik, hogy az
osszes l.-dolgok osztdlya nem halmaz. A Burali—Forti-féle anti-
moénia miatt pedig az Osszes rendszamok osztdlya sem halmaz,
ezért ez a két osztdly ekvivalens és igy az Osszes l.-dolgok osz-
tdlya jol rendezhetd. Ezért a IV.2 axioma burkoltan tartalmazza
a kivalasztasi axiomat is. Ez mar azért is hatrdnyos, mert igy a
Neumann-féle axioma-rendszert az eredeti formajidban nem is lehet
a kivélasztsi axioma nélkiil vizsgélni.

¢ A ¢ formulak mondott tulajdonsagat kimondo tétel, nem halmazelmé-
leti tétel, és bizonyitasa csak azt mutatja meg, hogy minden konkrét formula
esetén hogyan kellene ezt a tételt a halmazelméletben bizonyitani. Az ilyen
tételeket meta-tételeknek nevezik és a halmazelmélet axiomatikus felépitésének
megkonnyitésére Neumann alkalmazta el6szor. Neumann idézett [4] dolgozata-
ban az altalunk emlitett meta-tétel tobb kiilonboz6 segédtételre bontva szerepel.
7 Errdl részletesebben lasd [6]-ot.
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Neumann ezért megfogalmazta a IV.2 axiomat gyengébb
alakban is, amelyben lényegében azt mondja ki, hogy ha egy
osztaly ekvivalens egy halmazzal, akkor maga is halmaz. Meg-
mutatta, hogy ha az eredeti axiomarendszer IV.2 axiomdjat evvel
a gyengé€bb axioméval helyettesiti, és ehhez még a kivalasztasi
axiomat is hozzaveszi, akkor, ha az igy kapott gyengébb axioma-
rendszer ellentmonddstalan, ugy ellentmondastalan az & eredeti
axiomarendszere is. Miutdn az emlitett gyengébb axiomarendszer
mar csak ,természetes“ axiomdkat tartalmaz, az eredeti axioma-
rendszer is elfogadhaté.®

Neumann ezenkiviill — szintén [5]-ben — megmutatta, hogy
ha az eredeti axiomarendszere ellentmondastalan, akkor ellentmon-
dastalan marad akkor is, ha a kovetkezd feltevéseket hozzavessziik
az axiomarendszerhez :

a) minden l.-dolog I.—II.-dolog.

b) az A, B értékek specidlisan O-val és {0}-val egyenlo.

¢) a (x,y) rendezett par {{x}, {x, y}}-nal egyenld.

d) nincs olyan \’/égtelen X1, ..., Xu, ... halmazsorozat, amelyre
Xes X (n==1,2.") j

b) és c¢) azt mutatja, hogy az axiomarendszer attekinthettsége
végett tal sok alapfogalmat vezettiink be sziikségteleniil.

a)-t a Z.—F.-axiomarendszerben a meghatirozottsagi axioma
erds formajanak hivjdk, mert ott lényegében azt fejezi ki, hogy az
egyetlen elem, amelynek -nincs eleme az iires halmaz, itt azt fejezi
ki, hogy minden dolog fiiggvény, de itt is nevezhetjiik a meghata-
rozottsagi axioma erds formajanak, mert azt fejezi ki, hogy az
egyébként csak fiiggvényekre érvényes meghatdrozottsagi axioma
a (M[[f, x]=[g x]] >f=g axioma béarmely két f, g-dologra
teljestil.

d)-t a fundéltsdg axioméjanak nevezik és ekvivalens avval,
hogy minden halmaz megkaphaté az iires halmazbol a hatvany-
halmaz és Osszeghalmaz-képzés transzfinit iteralasaval.

Az emlitett relativ ellentmonddastalansagi tételeknek az a jelen-
t0sége, hogy az a)-b)-c)-d) feltételeknek is eleget tevé Neumann-
féle axiomarendszer lényegesen &ttekinthet6bb és igy tovabbi axio-
matikus vizsgélatokra alkalmasabb. 3

8 Jdokozben meglehetésen bonyolult logikai eszkozokkel kimutattak,
hogy ha a Z.—F.-féle axiomarendszer ellentmondastalan, akkor ellentmondas-
talan a Neumann-féle axiomarendszer is. Lasd pl. [7]. A megforditott allitas
nyilvanvald, mert a Z.—F.-axiomarendszer minden halmazokra és az e-relaciéra
vonatkoz6 axiomaja tétele vagy axiomaja a Neumann-féle axiomarendszernek.
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Bolyai Farkas,
a matematika modern didaktikdjanak elGfutdra

(Halalanak szazéves évfordulojara)

— A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szegedi Jubileumi Vandorgyiilésén
tartott eléadas —

Konyves Toth KALMAN

Tulajdonképpeni eléaddsom megkezdése el6tt a dolgozat eloz-
ményeit szeretném par szoval elmondani.

A kérdést elsdizben dr. Dévid Lajos vetette fel a Magyar Peda-
gogiai folyoirat 1921. évi XXX. kotetében (148. lap), majd Bujdosé
Ermnd fejtette ki részletesen ,A matematika didaktikaja Bolyai
Farkasnal“ cimii, .1934-ben kiadott értekezésében. Ebben a mun-
kaban Bujdos6é Erné bebizonyitja, hogy a modern matematikatani-
tas altalanos elvei Bolyai Farkasnal, vildgviszonylatban is elsfiz-
ben, hidnytalanul megtalalhatok.

Szdmomra a kérdést dr. Karteszi Ferenc professzor tr tette
fel, az 1954. évi Természettudomanyi Kari palydzatokkal kapcso-
latban, s munkdmban azéta is, amiben csak tehette, segitett. Ezért
itt is szeretnék koszonetet mondani.

Ezutian legnagyobb koszonet illeti meg dr. Visnya Aladar
nyugalmazott igazgatd kartarsat, aki Bolyai Farkas eredeti konyveit
rendelkezésemre bocsdtotta, s ezzel egyaltalan lehetévé tette a

kutatast.

*
* *

1 A szovegben minden idézet Bolyai Farkas eredeti, kiilonboz6 helye-
ken kiadott irasaib6l valo. Az eldadas jellege miatt nem Kkozlom a pontos
megtalalasi helyet. Az a&ltalanos és a fiiggvénytani rész megkozelitden teljes
kifejtését ,Hogyan jelentkeznek Bolyai Farkasnal a modern tanitas alapelvei
a matematikatanitisban“ cimmel a Matematika Tanitasa folyéirat szamara
megirtam ¢és a szerkesztéségnek atnytjtottam, kozlése eddig nem tortént meg.
— A geometriai részt teljes egészében Bolyai Farkas Urtan elemei kezd(knek
c. tankonyvébol vettem, ennek a konyvnek mai szaknyelvre altalam atiiltetett
kiadasa a kozeljovoben jelenik meg a Tankonyvkiad6 Vallalat Szakkori Fiizetek-
sorozataban.
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1856. november 20-dn halt meg Bolyai Farkas. Eletében tel-
jes mértékben megvaldsult, amit Aritmetikaja (1843.) Végszavaban
ir: ,A matézist grof Sternau jolelkii Oregasszonyhoz hasonlitja,
mely szaraz csont-kezével az arcrol letorli a konnyet: de ez se
torolheti azokrdl le, akik inkabb ifjii (ti. asszony) altal szereznek
tobbet is. — A haladl angyala térli mind le; minden Aabrazaton
vagy a remény csalfa mosolya, vagy az évek bi-irata; s a szam-
talan forrasokbol jaj-ztigva omld arban a més iranti érzés kereke
meredten all; s alig vehetni el egy-két cseppet a keserfiség ten-
gerébbl.“ —

Ezekbe a sorokba egész szerencsétlen életfolyamat beleszo-
ritja: szeretetét a matematika irdnt, szerencsétlen hazassagait; fidval,
Janossal és a ,nagy“ Gauss-szal kapcsolatos reményeket; az ered-
mény nélkiil eliramlé hosszi éveket; a kisvaros €s a nagyvilag
(Gauss, Magyar Tudoményos Akadémia) érzéketlenségét rendkiviili
erbfeszitései irant.

Erofeszitése valoban rendkiviili volt, mar csak anyagi koriil-
ményei miatt is: , Fizetésiinkkel lehetetlen béérniink; az €let gondja
eloli a lelket, az id6t elveszi, s a Hazara tér a mi karunk, —
hogy’ vilagoljunk masoknak mutatni az utat a sotétbe, ha nints
honnét tolteni az olajat?“

Es mégis vilagolt a sotétben, a régimédi tanitds sotétségé-
ben, pedig szerinte ,bizonyos dolgoknak megvan a maguk epo-
chaja, amikor kiilonbozé helyeken egyidében fedeztetnek fel; mint
tavasszal az ibolydk mindeniitt kikelnek“; mégis, a modern tanitas
elveit, korat megel6zden, megtalaljuk nala.

Nincs idd arra, hogy teljességre torekedjem, csupan fObb
vonasaiban szeretném megmutatni Bolyai Farkas mai szemmel
nézve is modern didaktikai munkdssdgat. — Gazdag irdsos hagya-
tékaban szétszortan is, rendszeresen Kkifejtve is, taldlhatunk adatokat
modern gondolkoddsanak megismeréséhez.

Példaul a fudomdnyossdg megvaldsitasaval kapcsolatban a
kovetkezbket irja: ,Minden, ami tanittatik, valésdg (azaz a lélek
épiiletére tartozd) legyen; maradjon el, ami a lelket vagy nem
formdlja, vagy egyébnek, ami konnyebben és inkébb formalna,
helyét veszi el; a tudomanyt is le kell a lehetségig minden sziik-
ségtelenbdl vetkeztetni, magaban is elég nagy s mind né; mire
emelni haszontalan terhet, ‘melyet a modi vagy a hiu biiszkeség
teszen red a valé kont6jara; nem azt teszi ugyan ez, hogy a tudo-
many konnyfiszeriivé tétessék: alaposon kell a legalsébb oskoldban
is tanitani, és tigy, hogy a legfelsoben tanitandokkal megegyezz€ék;
sok fiigg a kezdettél, hogy a folytatds, ha sziikséges lesz, egy
planum szerint menjen. — De a valésdg is a korhoz s a tanulo
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eszenyilasdhoz legyen mérve.“ — Ebben a szovegben egyben a
koncenftrikus tdrgyaldsmod alapelvét is lefekteti; €s, ami ma is
probléma, a tilferhelés ellen is felemeli a szavat, és megmutatja a
megoldds egyetlen raciondlis utjat.

A mechanikus, formalis, konyv- és értelemnélkiili ,,magolas-
sal“ szemben nagyon fontosnak tartja az értelemszeriiséget. Egyik
baratjat levélben megszidja: ,Miért nem magyardztad meg neki,
ha megtanultattad? vagy miért tanultattdl olyant, amit magyarazni
nem akartdl? — de tollem tudta meg, hogy azt érteni is kell!“
Pedig nagy a haszna a magyardzatnak: ,Magyardztam neki beléle,
s ugy tetszett, mintha 1j vilag nyilt volna meg eldtte.“ — Panasz-
kodik a marosvasarhelyi allapotokra is (Gaussnak): ,, Mikor ide-
jottem, alig akadt valaki a kollégiumban, aki tobbet tudott volna,
mint gépiesen a négy miiveletet.“

Alapelvnek tekinti a szemlélefesség minél nagyobb mértékii
megvalositdsat is. A tanité ,mindég azokon kezdje, amit lathat,
foghat.“ Egyik tanitvdnya kiilon kiemeli rdla: ,El6adasa... szem-
léltetd (intuitiv) volt. Konyveiben is nyoma van ennek, mert ott a
geometrikus alakokat tigy allitja elé, hogy azok a papir sikjdbol
kikelnek, mind a harom kiterjedést el6tiintetve.“ Szinezi is abrdit,
a kezdetleges nyomdatechnika miatt minden egyes kdnyvben szabad
kézzel.

Sokszor hangstilyozza a ma is hallhatd tobbi elveket, rend-
szerességet, Ondllosagot, érthet6séget, az elmélet és a gyakorlat
egységét s a tobbieket.

A matematika tudoményos felépitése, amelyet Tentamenjében
és a Kurzer Grundriss-ban talalhatunk meg feldolgozva, nala nem
azonos a didaktikai szempontbél vald rendszerezéssel. Az anyag
didaktikai sorrendjét Aritmetikdjaban (1843., 180. lap) taldljuk meg
lefektetve. A két rendszer kozott a legnagyobb eltérés talan az,
hogy tudomanyos rendszerében bizonyos mértékben kiilonvalasztja
az aritmetikat és a geometriat, a didaktikai rendszerben viszont
egybeépiti a kettot, mindeniitt a cél gyorsabb elérését s a nagyobb
érthetoséget tartva szem el6tt.

Mind az aritmetika mind a geometria ©nallosdganak skru-
puldzus végigvitele szerinte ,tilzéds; rovid az élet, a dolog s nehéz-
ség sok: az id6t s erSt kimélni kell; s a szamot és tért, két orok
testvért, az er0szakos elvédlasztds helyett, egymas kolcsonos segit-
ségére, Ossze kell olelkeztetni.“

A didaktikus rendszerrel kapcsolatban sziikséges megjegyez-
niink, hogy ez a felépités is feltételezi mar a matematikdahoz sziik-
séges elemi alapfogalmak, mint pl. a szamldlds s az alapmiiveletek
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koznapi fogalmai, a legelemibb geometriai formak s bizonyos
térszemlélet ismeretét.

Az Aritmetika (1843.) 180. lapjar6l a didaktikus rendszer a
kovetkezd :

1. El6szor az aritmetika és a geometria kozos alapfogalmait
tiizi ki megtargyaldsra, ilyenek pl. a rész, a semmi, az egyenldség,
részenkénti egyenldség, mennyiség, szdm, nagyobb-kisebb, mérés
stb. fogalma.

2. Ezutan el6szor a geometria elemei kovetkezzenek az egy-
bevagosdggal kapcsolatos problémakkal, majd

3. az aritmetika elemeit kell targyalni: ezek a szorzds és osz-
tas altalanossdgban valé értelmezése, s az ezekkel kapcsolatos,
tortek, aranypdarok, stb ismertetése. Jellemz0, hogy a szorzést mért-
lezésnek, a szorzatot eggymeértinek nevezi, utalva a miiveleteknek a
mérésb6l €s Osszehasonlitasbol valo szarmazasara; az osztast pdr-
zdsnak, hiszen adott szorzatbdl és tényezébdl keressiik az adott
tényez6 parjat. A targyalasmodban az algebraban sziikséges nem
kommutativ szorzat megalapozasa is felfedezhetd.

4. Ezutdn visszatér a geometridra, az aranypdrok ismerete
lehetové teszi a parhuzamos szel6k tételének, majd a haromszogek
hasonldsaganak és altaldban a hasonlosagnak térgyalasat (kitér az
Osszemérhetetlen esetekre is). Bemutatja ennek kozvetlen kovetkez-
ményeit, kiilon hangstilyozza a miiveletek, mint a szorzds, osztas,
négyzetgyokvonas, grafikus elvégzésének modjait, a teriiletszamitas
alapfogalmait.

5. A miiveletek megismerésével a kiilonboz6 sorozatok tar-
gyalasa is lehet6vé vélt, a sorbafejtés legegyszeriibb eseteivel, ilyen
pl. a szamtani és mértani sorozat, (a+ b)", stb.

6. Ezutan a sik trigonometridjdnak elemeit tanitja, annyit,
amennyi a hatvanyfogalom 4ltalanositdsdhoz sziikséges belole.
A sorozatokat is ezért vette eldre.

7. A hatvanyozds és a logaritmus daltaldnos elméletét szam-
tani és mértani sor tagjainak egy-egyértelmii megfeleltetésére
alapozza.

8. A trigonometria tobbi része ezutin kovetkezhet.

9. ,Azutidn johetne a fliggvénytan; ahova az egyenlettan, az
infinitezimdlis szamitds és a tobbi is tartozik, ahol sziikséges,
geometriailag vildgositva (érthetdvé téve),

10. ily késziilettel lehetne a geometria felsébb mezejére 1épni.«

Lassuk ezek utidn néhdny konkrét probléma targyaldsmodiat.

I. Az aritmetika és a geometria azért kapcsolodik nala any-
nyira szoros egységbe, mert szerinte elvont mennyiség nincs, min-
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den mennyiség ,egyeni képviseletben®, azaz megfelel6 hossztusagu
egyenes szakasznak képzelve lép be a szamitdasok menetébe, és
minden veliik végzett miivelet eredménye ismét tdvolsdg, mint
ahogyan a ma is hasznalatos grafikus miiveletvégzésnél tapasz-
talhato.

II. a) A fiiggvényekkel kapcsolatban érdemes idézniink fiigg-
vény-definiciojat; ezen a modern fiiggvényfogalom ize érezhet®:
yHa valtozdt (valtozokat) dllandoval (dllandokkal) tetsz6-
leges (algebrai vagy geometriai) miivelettel kapcsolunk
Ossze, az ezt kifejezd képezet (képlet, utasitas): fiiggvény.
Ez koz0s jele (képe) mindannak, amit — a valtoz6 akarmelyik
megengedett értékét véve — eredményiil kapunk.“ (Ezért nevezi
kozképnek a fliggvényt.)

b) Hogy mennyire éltalanos ez a fiiggvényfogalom, fiiggvény-
abréazolasaval kapcsolatban is lathatjuk: pl. ,valamely egyenesen
n6ljon x valamely pontt6l kezdve, s minden x-b6l bizonyos torvény
szerint emeljtink mer0Olegest, ezen merblegeseket jelvljiik y-nal,
akkor az y-ok halmaza, vagy az y-ok felsé végének halmaza, vagy
a bezart teriilet mind x fiiggvénye“. — Masik dbrézolasi méd: mozgéd
Y-tengely segitségével” Megemliti még pl. a polar-koordinata-rend-
szereket is. ¢

c) Az egyenletek megoldasat mint a fiiggvények konkrét
értékéhez tartozd valtozoérték keresését targyalja. A megoldéssal
kapcsolatban megemlékezik az egyenértékii 4talakitds fontossaga-
rol: a kapott végeredmény éppen akkor elégiti ki bizonyo-
san az eredeti egyenletet, ,ha minden miivelet, mellyel az els6
egyenletb6l az utolsot kaptuk, olyan, hogy ha pl. A-bdl kovetke-
zett B, kovetkezzék B-bol is A.“

Az egyenletmegoldds menetét mdsodfoki betiiegyiitthatds,
nevezOben is ismeretlent tartalmazé egyenleten mutatja be.
» Tulajdonképpen azon az uton mehet a tanulé: igyekezzék, hogy
az egyenlet egyik oldala maga az ismeretlen legyen, a mésik oldal
csupa ismeretesekbdl alljon.“ ,Konnyebb megoldani az egyenletet,
ha tiszta: vagyis ha az ismeretlen csak egy tagban szerepel. Ezért
Onként jon arra torekedni, hogy a nem-tisztat is tisztdva tegyiik.“
Itt elsésorban a masodfokt egyenlet megolddsara céloz, de érte-
lemszeriien magasabbfoku egyenleteknél is ez a modszer. ,Ha

x helyébe y-+ k-t tesziink x*-+ax--b-ben, s k— — %,

masodfokt egyenlet jon ki, melyben y az ismeretlen; ennek érté-

oly tiszta

kéhez —%-t kell hozzdadni, hogy x-t megkapjuk.“



[ 17

Ez a fiiggvénytranszformaciés eljards a nem-elséfokt egyen-
letek megoldasanak altalanosabb utjat mutatja, mint az 6nké-
nyes, formélis algebrai, teljes-négyzetté-kiegészités. Szemlélete-
sebb is a masodfoka fiiggvény abrazoldsabol kiindulva az egyen-
letek grafikus megoldasan at ezen az uton vezetni a tanul6k gon-
dolkodasat; igy jobban a fiiggvények vizsgalatahoz kap-
csolédik az egyenletek tdrgyaldsa, a magasabbfoktak felé is meg-
van a tovabbépités lehetésége, s az igy rendszerezett
anyag szildrdabban maradhat a tanulok emlékezetében.

ll. @) Az egyenessel, féleg természetével, tulajdonsagaival
kapcsolatban, nagyon ovatosan bénik Bolyai Farkas, hiszen mar
megjelent nagy fia korszakalkoté miive, az Appendix, s ez gyOke-
resen felforgatott sok addigi szemléletes elképzelést.

A kovetkezd definiciét adja: ,Egyenes vonal az olyan
gorbe, amelynek akarmely két pontjat valasztjuk is ki, a vonal
koztiikk levd alkotd részével egybevagd masik gorbe nem létezik
ugyanazon két pont kozott.“ Gyakorlatban is alkalmazza: ,A tere-
pen kisebb tavolsdgon Kkifeszitett zsinor, kotél vagy lanc segitsé-
gével jeloliink ki egyenest. A kotél vagy lanc annal inkdbb meg-
kozeliti az egyenest, minél kisebb sulyd s minél inkabb megfeszi-
tik; de meg kell jegyezni, hogy vizszintes helyzetben
véges erdvel nem feszithetjik tokéletesen egye-
nesbe“ S6t: ,még azt is meg kell jegyezniink, hogy — ha a
terep nem sik — akkor nem egyenest, hanem két pont kozotti
egyenesre illeszthetd fiiggbleges siknak és a Fold szinének met-
szésvonalat jelolhetjiik meg.“

Ezekbol latszik, mennyire tisztdn igyekszik megtartani az
egyenes fogalmat, mennyire megkiilonbozteti az egyenest mind-
attol, amit altalaban, a koznyelvben, egye-
nesnek szokds nevezni. £

b) A parhuzamos egyenesekkel EX—T0
még Gvatosabban banik. A parhuzamossag fa-t1>
lényegét 6 is a nem-metszésben latja. Még +=——= c\/’

0

az euklidesi geometridn beliili szerkesz-
téseknél is keriili a parhuzamosok htizédsat.
Ennek, persze, az is oka, hogy az egyet-
len egyélii vonalzot és az egy korzét minél
gazdasagosabban haszndlhassa fel.

fgy pl. pirhuzamos hizésa nélkiil végzi el adott szakasz
n-edrészének megszerkesztését.

»~AB szakasz n-edrészét kell megszerkeszteni. (1. &bra)
AK félegyenesre tetszésszerinti u szakaszt valasztva mérjiik fel az
AK= (n-+1)-u és AF = (n—1)-u szakaszokat; jeloljiik kia K B-re

1. dbra

2 Matematikai Lapok
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vonatkoz6 D tiikorképét; DF metszi ki AB-b6l azt a C pontot,

melyre CB= An—B

Bizonyitds. Legyen KE||AB, s E DF és KE metszéspontja.

A lathat6 hasonl6 haromszogekbsl: KE:BC—DK:DB, tehat

KE—=2BC. Ugyancsak a hasonldsag miatt: AC:EK— AF:FK,

vagyis AC:2BC—=(n—1)-u:2u, ebb6l 2u-AC=2u-(n—1)-BC,
tehat AB=n-BC.

Masik moédszer. (2. dbra) AK félegyenesre, ismét tetszés-

szerinti u szakaszt valasztva, mérjiik fel az AF=(n—2)-u és az

AK — (n—1)-u szakaszokat. Ezutan KB fél-

/ egyenesre mérjik fel a KD—(n—1)-KB

szakaszt. DF metszi ki AB-b6l azt a C

pontot, melyre CB = % !

Bizonyitds. Legyen BE||AK, s E DF
és BE metszéspontja. A lathat6 hasonld
haromszogekbdl: BE:KF = D B: DK, tehat

s (AR ) ;
2o dbraoe Das=g (n—1)v’ Ugyancsak a hasonlésag

miatt: AC:BC=AF:BE, vagyis AC:BC=
n—2

—(n—2)-u:—-—7 1, ebb6l AC—(n—1)-BC, tehit, AB—n-BC.

Ennél a médszernél csokkenthetjiik a korzobedllitisok szamat,
ha K a B kozéppontia u sugarti €s az A kozépponti (n—1)-u
sugarti korok metszéspontja, ekkor ugyanis KD = KA.“

¢) Ha nem pérhuzamos két sikbeli egyenes, s csak egy kozos
pontjuk van, szog keletkezik. A szog nagységat a szdrai kozti —
csucsa koriil akarmekkora sugarral irt — koriv nagysdgaval jel-
lemzi; s6t a szoget és az ivet egyenl6knek is mondja, ha a figye-
lembe vett szogek mindegyikénél ugyanolyan sugarti korivek
szerepelnek. '

Talan legszebb alkalmazasi teriilete ezen szogmérési mdd-
szernek Bolyai Farkas kozépponti és keriileti szogekre vonatkozé
bizonyitdsa. Természetesen ugyanezt a bizonyitdst masféle szog-
mértékkel is meg lehet fogalmazni, de ez illik legjobban a tétel
és a bizonyitds természetéhez.

Bevezetésiil, a merdlegesszaru szogek segitségével, a szoka-
sos modon bizonyitja Bolyai Farkas: , A kor érint6jének az érintési
pontbdl kiinduld htrjaval bezart szoge a hur két végével meg-
hatérozott ivhez tartoz6 kozépponti szog fele.“ — Ezt felhasznalva

A -{n-iju Fou
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bizonyitja a tételt: ,Barmely keriileti szog fele az ugyanazon ivhez
tartozo kozépponti szognek.“

Bizonyitds. (3. abra)
wDCAx+ACByx+BCEyx = és (az idézett tétel szerint)

—

DCA;—%, CE{———B—zcvalammt CA+AB+BC 27,
AB
csak ACByx = = lehetséges. Ezt kellett bizonyitani.”
0 4 E 4
¢ 5 4
y V] P L . 7 ctr‘
3. dbra 4. dbra

IV. Bolyai Farkas ,Alkalmazéas a kozéletre“ cimii fejezetben,
a terepen valé mérések modszereit mutatja be. A legtobbet alkal-
mazott modszer: hasonld idomok megfelel6 oldalainak ardnya
alapjan valé szamitds. Ugyanerre a célra llitia be a Trigonometria
tanitasat is. A szogfiiggvények definiciojat igy adja meg:

»Az egységnyi atfogdji derékszogli hiromszog akarmelyik
oldala (4. abra) a vele szemkozti szognek és mellékszogének is
sinusa; és a szdg sinusdnak ellentettje a szbg ellentettjének sinusa

is egyben. Amennyiben pedig y—i—d— 5 T sinusa d-nak cosi-

nusa; €s _n_;{c pedig tang k.« Ez a definici6 a teljes kOr Osszes

szogelre értelmezi a szogfiiggvényeket. Mégpedig a —w<e <0
és a 0 <« <z intervallumban (az atfogd is sinusa a derékszog-
nek). Explicite sin 0=cos7 hianyzik, de ez is értelmezhetd a
»520g sinusdnak ellentettje a szog ellentettiének sinusa is egyben“

defmlcxoval hiszen sin (—0) = — sin 0 =0 kell legyen. Ezzel a meg-
jegyzéssel, mivel 0 mellékszoge -z, a szogfuggvenyek értelmezési
tartomanya —n = e = sr-re egésziil ki. —

a) Ennek a definicionak kozvetlen kovetkezményei a szogfiigg-
vényekre vonatkozd elbjelszabalyok és a sinus-tétel.

2%
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b) Konnyen adédnak az osszeg-képletek is. Barmely harom-
sz0g esetén ugyanis (5. abra)

sin (& + @8) = sin &= sin y;
€és vagy (6. dbra szerint):
c=acosf+bcos e,
vagy (7. abra szerint):
c=bcose—acosp —

=a cos -+ b cos c.

s 4
<t
o
R B
T 4 2 T 8
5. dbra 6. dbra

Alkalmazzuk a sinus-tételt:

siny ¢ acos@+bcose
sing - b b :

rendezve:

: ; _
sin (¢ 4 ) = sin y — asin f cos —Il;bcosasmp’ ’

mivel pedig
asin f=bsin «,
fennall :
sin (e -+ 8) = sin « cos # - cos « sin 3.

A sin (e—@)-ra vonatkozo megfeleld oOsszefiiggést hasonléan
vezeti le, a cosinusra vonatkozéakat pedig ezekbol a

COs @ = sin (% — a) definicié segitségével.
fgy ezeknek az Osszefiiggéseknek a levezelése az 0sszes,
haromszogekkel kapcsolatban eléforduld esetekre érvényes, tehét a
gyakorlatilag eléforduld esetekre. Egyediili megkotés: a haromszog
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szogosszege. — A mostani kozépiskolai tankonyvekben taldlhatd
bizonyitds csak hegyesszogosszegii pozitiv hegyesszbgekre érvé-
nyes, tehat a gyakorlati sziikségességet sem fedezi. Az dltalinos
esetre sz0l6 bizonyitast kozépiskolaban sehol sem targyaljuk, mégis,
legalabb az eléforduld esetekre érvényes erejli bizonyitas sziikséges
volna. — Bolyai Farkas, elemi moddszerekkel, levezeti teljes alta-
lanossagban is az osszegképleteket.

¢) Az ugynevezett cosinus-tételt Bolyai Farkas csak adott harom
oldal esetén a szogek kiszdmitisdra alkalmazza; két oldal és a
kozbezart szog megadasakor szokatlan Osszefiiggést vezet le (5.4bra,
a,b,7): A sinus tétel szerint:

a _sine__ sin(8+y)  singcosy+cosSsiny,
b St StHoy o sin 8 2

és, cos f-val egyszeriisitve:

a :tgp’cos;f—}—sin Y

b tg @
Innen
atg 8—=btgpcosy+bsiny,
rendezve
__ bsiny
il cosy’

Ez az osszefiiggés a cosinus-tételnél sokkal konnyebben kezelhet6,
még a tangens-tételnél is; az utébbival szemben egyetlen hatranya,
hogy a nevez6ben levé kiilonbség miatt a logaritmus nem hasz-
a+B8 a—p

nalhato kozvetleniil; de a tangens-tétel )

kifejezéseivel

osszevetve ez a hatrany is elenyészo.

Valéban csodédlatos, hogy elmaradt kornyezete ellenére fteljes
modern elvszeriiség jellemezte munkajat. Az az érzésiink, hogy erre
éppen a matematika mfivelése tette 6t képessé, s ugyanezért tar-
totta 6 is sziikségesnek a matematika tanitasat: ,Az vissza is adhat
azon kiils6 vildgossagbdl, mellyel még csak mint félholddal, sziir-
kiiletesen vildgitunk bele ebbe a virradastél messzenéz6 éjszakaba.“

Ezzel a megemlékezéssel ¢s méltatassal adot szeretnénk
leréni Bolyai Farkasnak: a halat, melyet kornyezete és kozvetlen
utédai megtagadtak téle. Nem szémitott hélara, azért adta ki név-
teleniil tankonyveit, s mert tudta: ,A halara szamit6 neveld, nem
méltd rea; aki halatlan, pedig méltd, hogy a gyermekek sarral
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hajigaljak, s a holgyek jéghidegen taszitsak; mert jOltevét, 16vo s
leend® sziiléket hiit.“ '

Megnyugtathatjuk egyben Bolyai Farkast afel6l, amit vagyva
vagyott megmutatni, ,hogy nem csak semmivel terhelte, elég sar-
ban, a kimivel6dés szekerét“.

AUJIAKTUKA MATEMATUKU ®APKALI-A BOYAU
K. Konyves TOTH

W. BOLYAI PRECURSOR OF MODERN DIDACTICS OF MATHEMATICS.
(TO THE 100" anniversary of his death).

K. Konyves TOTH.



Korbe és kor koré irt sokszogekrol

Fejes TotH LAszLo

Jelen dolgozatban bebizonyitjuk a kovetkezd két tételt,' amelyek-
ben 7(s)- és L(s)-sel jeloljiik valamely s sikidom teriiletét és
keriiletét.

1. Legyen S, egy k kir koré irt n-szig S. egy k koré irt

szabdlyos n-szog, K. az S, koré irt kor és S S, és K, kozos
része. Akkor

T(Sh) = T(S»)
és egyenldség csak akkor dll, ha S, is szabdlyos.

2. Legyen s, egy K korbe irt n-szog, s, egy K-ba irt sza-
bdlyos n-szog, k. az S,-be irt kir és s, s. és k, konvex burka.
Akkor
' L) =L (5.) .

és egyenldség csak akkor dll fenn, ha s, is szabdlyos.

1. dbra - 2. dbra

1 Az elsd tétel nem tij [L. Fejes Tortw, New proof of a minimum pro-
perty of the regular n-gon, Amer. Math. Monthly 54 (1947) 589] és azt csak a
masodikkal valo kapcsolata miatt kozoljiik itt.
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Nyilvanval6 modon 7°(S.)= 7(S») és L(s.) = L(s»). Ezért
tételeink tartalmazzdk a, Lhuilier- és Steinerre viszonyulo, jol ismert
T(S))=T(S) és L(s.)=L(5) egyenlbtlenséget. Latni fogjuk
viszont, hogy az L(S,) = L(S,) és T(s.) = T (5,) egyenlétlenség a
a fenti irdnyban nem élesithetd, amennyiben az L(S;) = L(S,) és
T (s%) = T(s,) egyenl6tlenség altaliban nem igaz.

Els6 tételiink bizonyitasa meglepben egyszerii. Tekintsiik a k
kor kozéppontjat S, i-edik oldalaval Gsszekoto félegyenesek S,-en
kiviil és K,-en beliil es6 pontjainak /; halmazat. Nyilvanvalo, hogy
T (h)) = T (s), ahol s jelenti K,-nek k egy érintdje altal lemetszett
szeletét. Ezért

THE =T~ ;1 T(h) = T(K.) — nT(s) = T(S,).

Egyenl6ség csak akkor all fenn, ha a &; halmazok mind egybe-
vagok s-sel, vagyis ha S, kongruens S,-sal.

A masodik tétel bizonyitéséhoz tegytik fel, hogy K sugara 1 s
igy k. sugara r, —cos — . Jeldljiik sy i-edik ,,0ldalanak“ latoszogét,
K kozéppontjabdl 2m;- el Akkor ennek az oldalnak a hossza (@),
ahol

. Jr
2 sin w 2220

[IA

w

lIA

b

=

AL Lome T T T
(2rn(a)—'—)+25in——, —< o=
n, IR |

Mivel [(w) (O,zt/n)-ben konkav, (s/n,sr)-ben linedris és
! (%—O =2cos%=2ru= ! %+O), azért [(w) az egész
(0, <) intervallumban konkdv, s igy a Jensen-féle egyenlGtlenség
szerint

= Zl(a)[) =nl (%) == sin%z L (Sh):

Az egyenl6ség esete nyilvanvald.

Az els6 tétel bizonyitdsa minden valtoztatas nélkiil, a maso-
diké pedig értelemszerii modositassal alkalmazhat6é a nem-euklideszi
sikban is. Erdemes tovdbbad megjegyezni, hogy a gombi geometria-
ban a két tétel egyméssal ekvivalens. A gombi polaritasban ugyanis
egy k kornek, egy k koré irt szabdlyos n-szognek és az e koré irt
K, kornek megfelel egy K kor, egy K-ba irt szabdlyos n-szog és
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egy ebbe irt k., kor. Nézziik mi felel meg egy k koré irt S, n-szog
K,-be es6 S; részének. S,-nek nyilvanvaléan egy K-ba irt s, n-szog
a képe. Mozogjon a P pont S,-nek egy K,-et metsz6 oldalan K,
belsejében. Ekdzben a P-hez tartozé p fékor s, egyik csicsa koriil
forog. Amikor P eléri K,-et, akkor p érinti k,-et. Mozgassuk most
P-t K,-en S, kovetkezd oldalaig. Ekkor p beburkolja k. egy ivét,
s végiil atmegy s, kovetkezo csticsan. Lathaté ebbdl, hogy mikodz-
ben P végigfut S; hataran, p beburkolja sk-ot, tehat S;-nak a
polaritasaban s; felel meg. Mivel tovdbba, a polaritas ismert tulaj-
donsagai alapjan, 7(S»)+L(s:) =2z, azért T(S;) akkor lesz
minimalis, amikor L (s3) maximalis. Ezzel a két tétel ekvivalenciaja
be van bizonyitva.

Példat mutatunk még egy-egy olyan sokszogre, amelyre
L(SY) < L(S,), illetbleg T(sy)> T(s.). Legyen S, az egységnyi
sugartt k kor koré irt derékszogii egyenl6szari haromszog. Akkor

L (S =2+4l/§+%=9,97.-- < L(S,)=6)3=10,39--.

Ha viszont s, az egységnyi sugari K korbe irt derékszogii egyenl6-
szari haromszog, akkor k; és s, egyesitett halmazanak teriilete

1+%, s ezért
7 5 /27
TEH)>1+2=130>TE) :l%: 1,2,

O MHOTOYTOJIbHUKAX, BIIMCAHHBIX B OKPYYKHOCTb
1 OMMUCAHHBIX BOKPYT OKPYYXHOCTHU

L. Fejes ToTH

[lycts R ecTh NpaBuIbHBIN N-YrOJIbHUK, K-OKPY)KHOCTh, BNHCaHHas B R,
K-OKpy>KHOCTb, OMMCaHHAsi BOKPYr R, S 71-yroJbHuK, ONMCAHHBI BOKpYr k, S n-
YroJbHHK, BIHMCAHHBIN B K, s* oOwas yacth S u K, S* Beinykaast orubarouast
S u k. Joxasbigaercsi, uro 7 (s*)= T(R) n L (S*) =L (R), rae T 00603Ha4aer
naomanp, a L nepumerp. [lokaswipaetcs Takke, 4to Hepagenctea L* (s) = L (R)
u T(8*) = T(R), BooGLIe TOBOPS, HE MMEIOT MECTa.

UBER EINEM KREIS EIN- UND UMBESCHRIEBENE VIELECKE
L. Fejes ToTH

Es sei R ein regelmissiges n-Eck vom Inkreis & und Umkreis K, s ein
k umbeschriebenes, S ein K einbeschriebenes n-Eck, s* der Durchschnitt von
s und K und S* die konvexe Hiille von S und k. Es wird gezeigt, dass
T(sY=T(R) und L(S*) =L (R), wo, 7 und L* Flicheninhalt und Umfang
bedeuten. Dagegen gelten die Ungleichungen L(s*)= L(R) und T(S$*)=T(R)
im allgemeinen nicht.



“Geocze Zoard

SziinAssy Barna

(Varga Ofto professzornak tisztelettel 50. sziiletésnapja alkalmdval)

A farkasréti temettében a hosi halottak sirjai kozott szeré-
nyen hiizodik meg egy toredezett, egyszerfi kis kokereszt, rajta a
felirat: Dr. Ge6cze Zoard hadnagy, 1. npf. gy.e. Budapest 1 1916.
a2

Kevesen tudjak, hogy a sirban a magyar matematika szazad
eleji hosi koranak egyik legnagyobb hatasu, és a kiilfoldi szak-
irodalomban ma gyakran emlegetett kutatdja alussza Orok almat.
Itthon a kozvetleniil érdekelt matematikusokon kiviil alig ismerik
GEGCZE nevét, a vele foglalkozo két terjedelmesebb dolgozat' a
masodik vilaghaborti eseményei kovetkeztében nem jutott el az
olvas6khoz.

Ez a rovid ismertetés nem tart szdmot a teljességre, célja
inkdbb annak a felvazoldsa, hogy GEOCZE Zoard alapvetd mate-
matikai gondolatai miként terebélyesedtek ki a modern analizis
egy tekintélyes fejezetévé.

1 SzEnAssy Barna: Emlékbeszéd Gedcze Zoirp felett. Stephaneum. Buda-
pest, 1941,

SzinAssy Barna: Ge6cze Zoirp matematikai munkassiga és a felszin-
mérés djabb eredményei. A Szent Istvan Akadémia 1943. évi Ertesit6jében.
118—142. 1.
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GEeOCZE Zoard 1873. augusztus 23-an Budapesten sziiletett.
Apja a Ludovika tandra, a kiegyezés kordnak egyik legképzettebb
hadészati szakirdja volt, kinek a magyar katonai nyelv sokat
koszon. Zoard a VIIL., majd a IV. Kkertileti férealiskoldban végezte
kozépiskolai tanulmanyait, meglehetds kozépszerii eredménnyel.
Elethivatasul “a tanari palyat valasztotta, az oklevél megszerzése
céljabol a budapesti tudomanyegyetem bolcsésztudoményi karara
iratkozott be. Mint ismeretes a mult szazad végén a tudomany-
egyetem matematikus hallgatéi szdmdra a miiegyetem professzorai
is tartottak eléadasokat. GEOCzEre nagy hatast gyakoroltak KONIG
Gyula mélyenszdnté és gondolatébreszt6 kollégiumai, kedvet kapott
az onallo buvarkodashoz, és vizsgalatanak eredményeit palyamunka
formajaban be is nyujtotta. A munka azonban nem vivta ki KONIG
Gyula elismerését, a hirtelen haragit GEOCZE a Kkritikara igen ma-
gyarosan adta meg vélaszat. Ezaltal el is vesztette KONIG tovabbi
tamogatasat, ami azért nagyon sajndlatos, mert akkori matematiku-
saink tobbsége — koztudomasilag — KONIG Gyulatol kapta az
inditast, és az 6 szava dontd jelent6ségii volt szakmai és oktatds-
tigyi kérdésekben egyarant.

GEOCZE — mint szakvizsgds tandr —1896-ban allast val-
lalt a podolini algimnaziumban. Itt hamarosan megndsiilt, felesége
Lippoczy Irma mintaképe volt a szeretd élettdrsnak, ki mindig a
legnagyobb odaaddssal segitette 4t férjét az élet elkeriilhetetlen zok-
kendin.

Eletének legkozelebbi allomésa az ungvari alredliskola volt,
hova 1899-ben keriilt rendes tandri mindségben. Az érdekes, szinte
kiillonc emberr6l sok jellegzetes emléket Oriztek meg volt ottani kar-
tarsai és tanitvanyai. Gyakorta lehetett latni, amint kezében egy
hatalmas akdacfa fokossal, szdjaban az elmaradhatatlan Virginia
szivarral mar hajnali 6t érakor szokasos korutjara indult az Ung-
var-kornyéki hegyekbe, vagy a szép fekvésii szolokertekbe. Robusz-
tus alakja legkevésbé sem vallott elmélyed6 matematikusra. Fiitty-
sz6 mellett, a fokossal nagyokat kaszalva barangolta a vidéket és
kozben éllanddan toprengett. :

Hazassagabol hét fia és egy ledny szarmazott. Gyermekeit
rajongasig szerette, de csaladi boldogsagara arnyékot vetettek a
nevelés stilyos anyagi terhei. Val6jaban azonban csak egy dolog
keseritette el: tudomanyos vizsgalatai, melyek az akkor rohamosan
épiild valés fliggvénytan korébe tartoztak, minduntalan elakadtak
a szamdra csaknem elérhetetlen szakirodalom hidnya miatt. Elso
értekezése [1]* az ungvari alrealiskola 1905. évi Ertesitéjében jelent

2 Szogletes zar6jelben levd szamok Geéeze dolgozatainak sorszamaira
vonatkoznak.
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meg, ezt egy €v milva ugyanitt olyan tanulmany kovette, melynek
targya késobbi kizdrdlagos vizsgdlati teriiletéhez, a felszinmérés
problémakoréhez tartozik [2]. Az értekezésben taldlhat6 uj gondo-
latokat SCHLESINGER Lajos a kolozsvéri egyetem tanara vette észre,
ki fel is szolitotta, hogy eredményeit roviden foglalja ©ssze. Ez
a kis tanulminy 1907-ben a Comptes Rendus-ben latott nap-
vilagot [4].

Ez az értekezés alapot szolgdltatott arra, hogy a kultusz-
minisztérium egy évre szO016 Osztondijjal a valés fiiggvénytani
kutatdsok centruméba, Parizsba kiildje GEeoczét. Itt alkalma volt
megismernie a francia matematikusok — BAIRE, BOREL, LEBESGUE,
POINCARE — legtijabb eredményeit. Kiilonosen LEBESGUE munkas-
sagat tanulmanyozta nagy figyelemmel, els6 Périzsban irott tanul-
manyat is neki kiildte el birdlatra. Sajnos még LEBESGUEnél is
kudarcot vallott — mint annak idején KONIGnél — az értekezés
olvasatlanul keriilt vissza. Mint a kisérd levél elarulja, LEBESGUE
nem tudott megbardtkozni GEOCZE nehéz stilusaval, az altala be-
vezetett sok 1 elnevezéssel ¢és jeloléssel. Azonban arrdl is van
dokumentumunk, hogy midén LEBESGUE késébb megismerte GEOCZE
eredményeit, igen sokra értékelte azokat.

Tudoménytorténeti érdekesség kedvéért megemlitem, hogy
Parizsban GEOCZE gyakran taldlkozott Madame CURIE-vel, késébb
leveleztek is. Maria SKLODOWSKA iparkodott rabeszélni matematiku-
sunkat, hogy maradjon kinn, erre GEOCZEnek az volt a valasza,
hogy a legkisebb magyar egyetem katedrajit sem cserélné el a
Sorbonneért.

Az els6 Osztondijas év gazdag, de be nem fejezett tanulma-
nyai indokolttd tették, hogy egy évi itthoni munka utin 1910-ben
tijra Parizsba menjen GEOCZE. Ennek az évnek szép eredménye
volt a Sorbonne doktori oklevele, a ,docteur de 'université“.

Hazatérése utan egyre novekvé hire, kiszélesedd munkassaga
a tudomanyos élet kozéppontjaba, Budapestre szolitotta. Uj munka-
helye az V. keriileti féredliskola volt, itt tanitott ezutdn az els6
vilaghaboru Kkitoréséig. Eredményei kell6 alapot nyujtottak, hogy
1913-ban a budapesti tudomanyegyetem ,Sokasagelmélet és valos
valtozok fiiggvényei“ c. targykorbdl magantanarra képesitse. FEJER
Lip6ttél tudom, hogy a referenseknek sok munkat adott GEOCZE
nehezen érthetd dolgozatainak elbiraldsa.

Ugyanebben az évben az Akadémia palydzatot irt ki egy nagy-
szabast matematikai mii 0Osszedllitisdra. ,,A halmazelmélet geo-
metriai alkalmazasai“ c. tervezete alapjan az Akadémia GEOCzEt
bizta meg, sajnos ennek a munkadnak csak kis toredéke késziilt el.
Egy ideig a bokros kozépiskolai tanari elfoglaltsdg hatraltatta,
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késobb a frontszolgalat lehetetlenné tette az alapos tanulményokat
igényl6, uttor6 munka megirdsat.

Ugyanis a vilaghabora kitérése utdn csakhamar behivtak
GEeOczEt katonai szolgalatra. Mint tartalékos tiszt el6bb a szerb
arcvonalon "kiizdott, itt résztvett POTIOREK tédborszernagy szomorti
Drina melletti visszavonuldsdban. A hihetetlen aldozatokkal jaro
hadmiivelet soran GEOCZE ezredét is szétszortdk, a megmaradt kis
létszamt legénységet és tiszteket egy zaszloaljba tomoritve az
északi frontra vitték. A jelentkezés alkalmaval ismerte meg GEOCZEt
PFLANZER-BALTIN vezérezredes. Kimélni akarva a neki elére be-
ajanlott matematikust, egy villamos erOmiitelep halozatanak ellen-
Orzésével bizta meg. Mintegy 25 km hosszti vonalat kellett
GEOCczEnek naponta hol gyalog, hol lohaton bejarnia. A munka
farasztoé volt ugyan, de elvégzése utan jutott id6 a matematikara
is. Dolgozatait tdbori postdn kiildozgette haza, a korrekturdt mar
itthon -maradt kartérsai végezték el.

A vezérezredes kétségtelen joindulatdnak azonban csakhamar
tragikus lett a vége: GEOCZE hatalmas fizikuma sem sokdig birta
a megerdlteté munkat. Csernovicbdl nagy betegen Bécsbe szallitot-
tdk, innen hazavagyott, haza is hoztdk. Alapos meghiiléssel, és —
amint az egykori kérhazi bizonyitvdny mondja — a hadi faradal-
mak dltal megviselt idegzettel vették fel 1916. tavaszan egyik buda-
pesti korhazba. Szivbajjal péarosult oedema munkaereje teljében
oltotta ki életét ugyanezen év november 26-an.

Az V. keriileti realiskola Ertesitjében FROHLICH Kéroly irt
szép nekrologot, a Matematikai és Fizikai Térsulat 1916. dec. 7-én
tartott iilésén — a hdsi haldlt halt ZEMPLEN Gy6zOvel egyszerre —
réla is kegyeletes szavakkal emlékezett meg EOTVOS Lorand :

»Még egy megrenditd veszteségiinket kell bejelentenem. Mult
h6é 26-d4n a harctéren szerzett betegsége kovetkeztében elhunyt
GEOCZE Zoard, a nagy mathematikus, a mi kedves tarsunk, aki a
feliiletek elméletére vonatkozd vizsgalodasainak vilagraszolo ered-
ményeit itt veliink is kozolni szokta. Sem hézi gondok és gyerme-
kek zaja, sem a lovészarok kényelmetlenségei s az agyuk dorgése
nem zavartdk meg 6t abban, hogy gondolkozasat kedvenc felada-
tanak megoldasiara osszpontositsa s arra vonatkoz6 tuddsunkat
kibéviteni ¢és mélyiteni torekedjék. Tiszteletet és hervadhatatlan
babért érdemel az, ki mint 6 eszményi célt tliz maga elé s ahhoz

hit marad a haldlaig.“
*

Geocze Zoard matematikai tevékenysége egész terjedelmében
olyan problémak koriil csoportosul, melyek megoldasa valds fiigg-
vénytani eszkozoket igényel. Szakdolgozataban és els6 nyomtatas-
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ban megijelent értekezésében [1] olyan geometriai konstrukciot adott
meg, mely mindeniitt folytonos, azonban tetszélegesen kis inter-
vallumban végtelen ivhosszii gorbét allit el6. Beigazolddott, hogy
e konstrukci6 egyszersmind egyik legegyszeriibb példa mindeniitt
folytonos, seholsem differencidlhato fiiggvényre. A Gedcze-féle
példa ismertetését mell6zziik, mivel azzal, valamint néhany kon-
zekvenciajaval a Matematikai Lapokban két cikk is foglalkozott.?

GEOCZE tobbi dolgozatai a felszinméréssel kapcsolatos kér-
désekrol szdlnak. Ezirdnya vizsgalatainak megértéséhez és értéke-
léséhez célszerii el6bb néhany fogalmat és torténelmi adatot fel-
emliteniink.

A felszinszamitds kiépitéséhez a feliilet két elvileg kiilonboz6é
definici6jabol indulhatunk ki. A hétkdznapi szemléletnek igen jol
megfelel, ha a feliiletdarabot, mint az egységnégyzetnek a harom-
dimenzids térben elhelyezett kolcsondsen egyértelmii és folytonos
képét vezetjiik be. Legyen az igy definidlt feliilet neve egyszeri
(GEOCZE kifejezésével élve: igazi). Ertelmezhetjiik azonban a fel-
tiletet tisztin formalisan is: az u, v paramétersikon megadunk
egy zart Jordan-gorbét, valamint az ezdltal hatarolt paramétertar-
tomanyban egyértékii és folytonos x(u,v), y(u,v), z(u, v) fiigg-
vényhdrmast. Nevezziik e fiiggvényhdrmast folytonos feliiletnek.

Az - F:x=x(uv); y=yUv); z=2(,v) (1)

fiiggvényeket a derékszogii térbeli koordinatarendszerben abrazolva
zart pontsokasdgot nyeriink. Folytonos feliiletek esetén a felszin-
szamitas fiiggetlen minden geometriai- okoskodastol, és kifejezetten
a tobbviltozos fiiggvények analizisének korébe tartozik.

Abban -a specidlis esetben, mikor x =u; y —wv, a konnyeb-
ben kezelhetd

2=f(x) 2

fliggvényt nyerjiik.
A felszinszamitds kérdésében még a jelen szazad elején is
tisztazatlan volt szdmos probléma. Ismerték ugyan — fOként

EULER, MONGE, RODRIGUES, GAUSS, PEANO, MINKOWSKI, HERMITE
és SCHWARz alapvetd munkdssaga révén — a feliilet és a felszin
tobb értelmezését is, de a minduntalan felmeriilt nehézségek azt
bizonyitottdk, hogy ezek az értelmezések hidnyosak, vagy hibéasak,
és segitségiikkel a felszinmérés probléméja nem intézhet6 el teljes
egészében. Régebben 4ltaldban siklapti haromszogeket irtak a fe-

3 KANTOoR SANDOR: GEGCZE ZoArp fiiggvénye mindeniitt folytonos, de
sehol sem differencialhato. Matematikai Lapok, VIII. évi. 264—267. I.

Csiszir Akos: Megjegyzés Gedcze Zoirp fiiggvényéhez. Uo. 268—271.



31

liiletbe, és a felszint a haromszogek teriiletosszege hatéarértékeként
értelmezték, ha a hdromszog oldalak hossza a zérus felé tart. Ez az
értelmezés analogonja az ivhossz hurok segitségével tortén6 meg-
kozelitésének. Azonban 1880-ban H. A. SCHWARZ egy GENOCCHI-
hoz irott levelében megmutatta, hogy az egyenes hengerbe irott
haromszoges poliéderhalozat teriilete a hataratmenet kell6 meg-
valasztasa esetén nem tart a hengerpalést felszinéhez.

A — ma mar tankonyvekben is szereplé — Schwarz-féle
példa a mult szazad végétodl kezdve arra inditott tobb matematikust,
hogy tiizetesebb vizsgalat ald vegyék a felszin definicidjat. Egye-
sek a beirt haromszogekre tettek bizonyos megszoritasokat,' masok
ij értelmezéseket adtak a felszinre. PEANO® szerint a kovetkezd
modon kell eljarnunk : osszuk fel valami mdédon a feliiletet véges
szami darabra, és e darabokat egymastél elvdlasztva deformacio
nélkiil vigyiik valamilyen véghelyzetbe. Vetitsiik e darabok mind-
egyikét merdlegesen egy adott sikra, az igy kapott vetiiletek terii-
letosszege legyen 7. A feliiletdarab minden lehetséges feldarabo-
lasara, és e darabok minden lehetd helyzetére képezett 7" értékek
supremuma a Peano-féle felszin. Jele legyen P(F).

Minkowski® a felszin értelmezésekor abbol az alapgondolat-
bol indult ki, hogy a kobtartalom kiszdmitdsa &ltaldban kisebb
nehézségekkel jar mint a felsziné, kovetkezésképpen a felszinmé-
rést lehetdleg a kobtartalom mérésébol kell eldallitanunk. Irjunk e
célbdl a feliilet minden pontjabol, mint kozéppontokbdl r sugart
gomboket. A tér azon pontjai, melyek e gombok legaldbb egyiké-
nek feliiletén vagy belsejében vannak, egy testet hatdroznak meg,
legyen ennek a kobtartalma V(r). Ha létezik lim Kz(—;—), akkor ez

r—0 o
a Minkowski-féle felszin. Konvex feliiletekre a Minkowski-féle fel-
szinmérték sikerrel alkalmazhaté, azonban példak szerkeszthetdk
olyan nem zart feliiletekre, melyeknél a Minkowski-féle felszin
kisebb a mads értelmezések révén nyerhetd felszinmértéknél (L.
GEOCZE [10§ II. 258—259. 1.) °

4 PI. O. Houoer (Beitrdge zur Potentialtheorie. Dissertation. Stuttgart,
1882. 29. 1) szerint a beirt haromszogek barmely szogének bizonyos véges

hatarok kozott kell lennie. RabemacHer (Uber partielle und totale Differenzier-
barkeit. Math. Annalen, 79. k. 1919. 340—359. 1.) megkoveteli, hogy a beirt
haromszogek sikja a hataratmenetnél a feliilet érintésikjdhoz tartson.
A Schwarz-példa esetében konnyen igazolhat6 e feltétel elégséges volta.

5 (. Peano: Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale. Torino,
1887. 164. 1.

6 H. Minkowski: Uber die Begriffe Linge, Oberfliche und Volumen.
Jahresbericht d.d. Math. Ver. 9. k. 1901. 115—121. L
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A modern vizsgalatok altaliban LEBESGUE felszin definiciojat
veszik alapul. Ezt egyszeri feltiletekre a kovetkezOként adhatjuk
meg : jelolje A (P) az egyszerfi, siklapi hdromszogekbdl osszetett
poliéderfeliilet elemi értelemben vett felszinét (a haromszogek terii-
letosszegét), legyen tovéabba S valamilyen egyszerii feliilet, P,
pedig egyszerii poliéder-feliiletek S-hez konvergdld sorozata. Az
A (P,) szamsorozatnak altalaban nincs hatarértéke, de lim A (P,) min-

dig létezik, és értéke fiigg S-t6l, valamint a P, sorozat megvdlaszta-
satol. Az S-hez konvergdl6 kiilonboz6 P, sorozatoknak megfelel
lim A (P,) szamhalmaz also hatdra az S feliilet Lebesgue-féle fel-
szine. Jele legyen L(S).

Az L(S) funkciénal nyilvin mar csak az S feliilett6l fiigg.
Cikkiink terjedelme nem teszi lehet6vé, hogy az L (S)-re érvényes
fontosabb reldciokat felsoroljuk, tovdbbd a definiciéban szerepld
konvergencia (FRECHET-t6l szdrmazo) fogalmét precizir6zzuk. Meg-
emlitendd azonban, hogy a Lebesgue-féle definici6 — mutatis
mutandis — atvihetd a folyfonos feliiletekre is, és ezdltal definial-
haté az L (F) funkcional.”

A Lebesgue-féle definiciobdl kovetkezik, hogy a feliilethez
konvergal6 poliédersorozat a felszinre csak feliilrl szab hatart.
A Lebesgue-definici6 eme tulajdonsdgat GeOCZE felhasznalta egy
olyan — az irodalomban gyakran idézett — példa konstrudldsara
[12, 15], mely a helyzetet legrosszabb, mintegy torz esetében
mutatja be: ;

Adjuk meg a feliiletet az (1) folytonos transzformaciokkal,
ahol az u, v paraméterek a Q egységnégyzetben vdltoznak. Osz-
szuk fel Q-t az u, illetve a » tengelyekkel parhuzamos egyenesek
révén ¢° szami kongruens kisebb négyzetre, majd minden
kis négyzetet egy atloja segitségével két haromszogre. Igy 2¢*
egybevago haromszoget nyeriink. Ha egy ilyen haromszog cstics-
pontjai A, B, C, akkor ezeknek a feliileten feleljenek meg az
A°, B°, C° pontok. Legyen A°, B°, C° csticspontt siklapt harom-
szogek teriiletének Osszege 7,, akkor

L(F)=limT,.

q->®
Ha most a feliilet csak az u paraméter fiiggvénye, vagyis
Fix=x(), y=y), z=z(u) (3)

7 Az irodalomban a felszinértelmezéssel kapcsolaiban altaldban LEBesGuE:
Intégrale, Longueur, Aire (Annali di Mat. IIl. sorozat, 7. kotet, 1902, 315. 1.)
c. tanulmanyat idézik. Torténelmi hiiség kedvéért meg kell emliteniink, hogy
a definici6t Lesescue mar eldbb publikalta. V6. Sur la définition de I'aire d’une
surface. Comptes Rendus, 129. kotet. 1899. 870—883. 1.
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akkor minden A°, B°, C° csticspontt siklapti haromszog teriilete

zérus, mivel a szerkesztés modja miatt harom csticsa koziil kettd

egybeesik. Igy azonban lim 7,=0, kovetkezésképpen L (F)=0.
g—>®

Ha azonban (3) olyan térgorbét értelmez, mely egy kocka
minden pontjat kitolti — ilyen térgorbe létezését PEANO mutatta
ki — akkor egyszersmind olyan feliiletet is megadtunk, mely egy
kocka minden pontjat kitolti, és melynek felszine zérus.

Viszont egyszerii feliilet esetén a Lebesgue-féle felszin min-
dig nagyobb zérusnal — ezt legel6szor GEOCZEnek sikeriilt iga-

zolnia. [14]
*

GEOCZE Zoard egyik Osztondijas jelentésébdl tudjuk, hogy a
Lebesgue-féle felszindefiniciét csak els6 périzsi tartozkoddsa ide-
jén, 1908-ban ismerte meg. Azonban ezt megel6z6leg, 1906-ban
6 maga is adott egy felszindefiniciot [2], mely igen eredményesen
felhasznalhatonak bizonyult a felszinmérés elméletében :

Osszuk fel az F feliiletet az F,, F,, ..., F, részekre, és ez
utobbiakat projicialjuk merélegesen az xy, yz €s zx koordinata-
sikokra. Az F; feliiletdarab harom projekci6janak a teriilete legyen
a;, b:, c; és képezziik a kovetkezd Osszeget:

S (@b

=1
Ennek az osszegnek F minden lehetséges felosztisara adodo
supremuma a Gedcze-fele felszin.

Ertelemszerfileg elvarhat6, hogy a Lebesgue és a Gedcze-féle
felszinmérték bizonyos — a feliiletre kirott — feltételek teljesiilése
esetén kozos értéket adjon; a kutatdsok egyik fontos célja éppen ezen
feltételek megallapitasa. Ezen tdlmendleg azonban még a kérdések
egész sora vethetd fel : mi mondhat6 a kiilonféle felszindefiniciok
egymashoz vald viszonyarol, mi az érvényességi kore a klaszikus
kett6s integralnak® a felszin kiszamitdsa terén, hogyan éltalanosit-

& A klasszikus kettOs integral

()re: I(F)— ”(E G— F2)* dudv
R

L
s : Al 0f 2 af 2 2
@-re:  I(f) [Qﬂ(d_x) +(W) +1] " dxdy
A betiik jelentése ismeretes az analizisbol,

3 Matematikai Lapok
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hatok az eredmények hiperfeliiletekre, stb. Mindezek a problémak
felvethetok a (2)-vel megadott, egyszeriibben kezelhets, valamint
a paraméterekkel értelmezett (1) feliiletekkel kapcsolatban, hol a
viszonyok j6val bonyolultabbak. GEOCZE e probléméik egy részé-
ben végleges jellegli eredményeket ért el, masutt meginditdja lett
a modern analiziskutatidsok egy uj fejezetének.

Hangsiilyoznunk kell, hogy GEOGCZE nehezen kivethet6 vizs-
galatainak attekinthetobb kidolgozasaban és tovabbfejlesztésében
eléviilhetetlen érdemeket szerzett a magyar sziarmazasti RADO
Tibor, jelenleg az ohi6i egyetem professzora, aki RIESz Frigyes
buzditisara a hiszas évek kozepe tajan kezdett GEOCZE dolgoza-
taival és a felszinmérés kérdésével foglalkozni. Nagyrészt RADO
munkassaganak koszonhetd, hogy a felszinmérés problémakorér6l
ma mar terjedelmes monografidkkal rendelkeziink’, melyek szerves
egységbe ontik az utobbi 3—4 évtized alatt megjelent — tobb-
szazra becsiilhetdé — értekezések 1ényegesebb eredményeit.

GEOCZE vizsgalatainak tobbsége a (2) egyenlettel megadott
feliiletekre vonatkozik. Ennél felszindefinicioja a kovetkezoként alakul :
legyen g a Q egységnégyzet egy olyan négyzetekre vald feloszta-
sanak egyik eleme, hogy a ¢ csticspontjai rendre (x;, y1), (X2, J),
(x2, ¥2), (x1,3.). A g négyzet minden (x,yp) pontjara tehat igaz,
hogy x; = x = xy; ) = y = »,. Vezessiik be a kovetkezo relacidkat:

0@ )= |1 f05 1) —F (e 3] dx

Ya

bz q)= | |f (%, »)—f(x:,9)|dy

¢ (2 g) — (to—x:) (3 — 1)

c(z,q) nyilvan a g négyzet teriilete; a(z,q) pedig annak az xz
sikba es6 idomoknak a mértéke, melyeta z =f(x, ) és z=7f(x, y.)
gorbék, valamint ezen sik x=Xx,, x= X, egyenesei hatarolnak.
Hasonl6féle az értelme b (z, g)-nak az yz sikon. A térbeli Pythago-
ras-tétellel allithaté marmost el a

g(z,q)=(@+ b+

9 T. Rap6: Length and area. Amer. Math. Soc. Colloquium Publications.
30. kotet. New-York, 1948.

L. Cesari: Surface area. Princeton, 1956.

Az ezekben taldlhaté gazdag bibliografia feleslegessé teszi e helyen
egyes tanulmanyok idézését.
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Gedcze-féle alapmennyiség. Az egységnégyzet mostani feloszlasat
jeldlje D, akkor ;

G D)= e ).

A G (z, D) fiiggvényre GEOCZE — tobbek kozot — az alabbi alap-
vetd Osszefiiggéseket igazolta :

Ha D™ a D egy tovabbi alfelosztdsa akkor G(z2,D) =
=Gz, D7) 3

Ha 2.(x,y)— z(x,y) akkor G (2., D)— G (z, D).

Igazolhat6 tovabba, hogy a Q négyzet minden lehetséges fel-
osztasa esetén folyfonos feliiletekre létezik

limsup G (2, D)=1"(2),

I'(2) a feliilet Gedcze-féle felszine.
Altalaban pedig igaz, hogy

- L(2),
ey
res ;o (@)
GeOCzE matematikai munkdssdgdnak egyik legjelentésebb
eredménye annak igazoldsa, hogy rektifikdlhato™ feliiletekre (4)-nél
az egyenl0ség van érvényben, 1927-ben RADO Tibor a tételt ugy
moédositotta, hogy Aallitdsa folyfonos feliiletekre is igaz. Megjegy-
zem, hogy ez emlitett tétel levezetésekor GEOCZE még nem hasznal-
hatta fel az tijabb valdsfiiggvénytani kutatdsok eredményeit, és —
hogy tigy mondjuk — a matematikai szerszimot maganak kellett
megteremtenie. [gy hasznos eredményeket ért el a féligfolytonos
fiiggvények [9] és a feliiletek érintésikjainak elmélete koriil is [17].
_ Legyen per definitionem az f(x,y) kétvaltozds fiiggvény
V, (x)-el jelolt teljes varidcidja egyenlé annak az egyvaltozos
fiiggvénynek a teljes varidcidjaval, amely f(x, y)-bol ugy szamazik,
hogy x valamely rogzitett (0, 1) intervallumbeli értékénél y a (0,1)
intervallumban valtozik ; hasonlé mddon definidlandé a V. (y) tel-
jes variacio is. A Gedcze-féle alapmennyiségek segitségével iga-
zolhato, hogy

1

L) = | V,(0dx +d[ V.(y)dy+1.

10 Rektifikdlhaté a z=—f(x, y) feliilet, ha eleget tesz a Lipschitz-féle fel-
tételnek, vagyis (X, y1) # (X3, y») esetén létezik olyan véges pozitiv K allandd,

hogy
|f O, 1) —F (X2, ) | = K| (6 — Xol24-(r — 1221 *

3*
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Kovetkezésképpen, ha megadhaté olyan pozitiv véges K szam,
hogy

1 1

[viwax+ [v.yay=k (5)

akkor a z—=f(x,y) feliilet Lebesgue-féle felszine véges. Igaz az is,
hogy e kritérium a felszin végességéhez nemcsak elegend®, hanem
sziikséges is [18]."

GEOCZE néhdny eredményt a nem paraméterekkel értelmezett
hiperfeliiletekre is igazolt, ez az A4ltaldnositis mar kiilonosebb
nehézségekkel nem jar. Igy pl. az u— f(x, y, 2) hiperfeliilet hiper-
felszinének végességéhez (5)-hoz hasonldan sziikséges és elégséges,
hogy az

11353 | 1

X 1
JJ V. (x,y)dxdy+ ” V,(x,2)dxdz+ “ V. (y,2)dydz
00 0

0 00

Osszegre megadhatd legyen egy véges pozitiv K korlat.

Itt V.(x,y) a haromvaltozés fiiggvény totdlis varidcidja, ha
x-et és y-t rogzitjiik és 2 valtozik. ([13], [18] 80—81.1.)

Amig a (2) egyenlettel értelmezett feliiletek felszinének kér-
dése foként GEOCZE Zoard, LAMPARIELLO, TONELLI, RADO Tibor és
masok munkéssaga révén mar régebben elintézést nyert, addig a
paraméterekkel értelmezett feliiletek felszinének problémajaban bizo-
nyos topologikus jellegii nehézségek miatt csak az utolsd években
sikeriilt végleges eredményeket elérnie RADO Tibornak és Lamberto
Cesarinak. GEOCZE hozzékezdett ugyan e problémakornek a kidol-
gozasahoz, de nagyszabasu programjanak a megvalositdsdhoz mar
nem volt ideje. Utols6 — részben mar poszthumusz — értekezései
inkdbb csak korvonalazzédk a teenddket. E teriileten elért konkrét
eredményei koziil ketté6t emeliink ki. Egyik az a kritérium, mely
szerint a paraméterekkel értelmezett feliilet felszinének végességé-
hez sziikséges és elegendd, hogy létezzék v, ==, esetén olyan
véges pozitiv K allando, hogy

| (&, v) =X (&, v + [y (1, v)) —y (&, v)| +
+ |z (u, m) —z (u, vo)| < K | v;—,|
legyen [11]. Masik eredménye szerint [17, 19] a paraméteres alak-

1 Ugyanezt a kritériumot taldlta kés6bb TowneLu is: Sulla quadratura
della superficie. Rend. della Ac. dei Lincei. 1926. 357—362. I.
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ban eldéllitott rektifikdlhato feliiletekre is érvényes az
LEy= G(F)=~(E)— 1)

egyenletsor.

Egyébként a felszinmérés kérdésével is ugy vagyunk bizo-
nyos mértékig, mint a szadmelmélet egyik-mésik problémajaval :
a probléma és az eredmény konnyen megfogalmazhato, de az ered-
ményhez vezetd ut rendkiviil nehéz. Mindazaltal GE6CZE bonyolult,
sokszor az érthetetlenség hatarait surolo levezetéseit RADO Tibor-
nak sikeriilt lényegesen egyszeriisitenie azdltal, hogy a Gebcze-
féle vetiiletek helyébe mas, a lényegen nem valtoztato, de a valos
fiiggvénytani kovetelményeknek jobban megfelelé uj fogalmat, a
vetiiletmag fogalmat helyettesitette.” ]

*

A masok altal elért tjabb eredmények mar inkdbb csak a
specidlis teriileteken miikod® matematikusokat érdekelhetik. Nap-
jainkban is gyakran latnak napvildgot olyan tanulméanyok, melyek a
felszinmérés valamelyik nyilt kérdését fejtegetik — GEOCZE neve
mindezekben 1gy szerepel, mint aki ttoré volt a problémakdrben.
Igy munkassadga némileg a hadvezér szerepkoréhez hasonlithatd:
a nagy hadaszati tervet megalkotta, de a részletek kidolgozisa
tobb vonatkozésban mar masokra vart.

GEOCZE ZOARD MEGJELENT DOLGOZATAI

[1] Folytonos rendszert képezd sikgorbék ivhosszardl. Az ungvari redliskola
1904/5. tanévi Ertesit6jében. 32 lap.

[2] A forgasfeliilet quadraturaja. Az ungvari realiskola 1905/6. tanévi Ertesi-
téjében. 12 lap.

[3] z=f(x, y) feliilet quadraturaja. Budapest, 1906. 58 lap. Kézzel irott ¢és
sokszorositott kiadas.

[4] Quadrature des surfaces, courbes. Comptes Rendus, 144. kotet, 1907.
253—256. 1.

[5] Adatok a z= f(x,y) feliilet quadraturajdhoz. Math. Termtud. Ertesito.
26. kotet, 1908. 475—512. 1.

[6] Quadrature des surfaces courbes. Thése. Paris, 1908. 88 lap. Ugyanez:
Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn.
26. kotet, 1910. 1—88. 1. 5

[7] Recherches générales sur la quadrature des surfaces courbes. Mathema-
tische und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. 27. k.
1911. 121, 131—163,, 30. k. 1914. 1-29. 1.

12 Erre vonatkozdlag 1. pl. Ran6: A felszinmérés elméletéhez. Math. és
Természettud. Ert. 45. k. 1928. 225—244. 1.
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[13] Sur la q%adgature des variétés. Comptes Rendus. 157. kotet, 1913.
910—912. 1
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[16] A zérus teriiletii feliiletrdl. Mathematikai és Természettudomanyi Ertesité
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Megjegyzések egy versemyfeladathoz

Erp6s PAL €és SurAnyr JAnos

1. Ismeretes, hogy az 1, 2, ..., k szamok szorzatdval barmely
egymasutdni k szam szorzata oszthat6. GaLrLal Tibort6l' szarmazik
az a kérdés, hogy ha tetszésszerint adunk meg kiilonb6z6-egésze-
ket és annyi egymasutdni egész szdmot, mint az adott szamok
legnagyobbika, akkor hany szamot kell ezek koziil kivalasztani,
hogy a kivdlasztott szamok szorzata mar minden esetben oszthatd
legyen az adott szdmok szorzatdval. Specidlisan 2 és 3 szdmra a
kovetkezd kérdés adédik — és ez versenyfeladatként, szerepelt® —

Dontsiik el a kovetkezd dllitdsok helyességét :

a) Ha a>b pozitiv egész szdmok, akkor bdrmely b szdmii
egymdsutdn kovetkezd egész szdm kozott van két olyan, amelyek
szorzata oszthato ab-vel.

b) Ha a<b<c pozitiv egész szdmok, akkor bdrmely ¢ szdmti
egymdsutdn kovetkezd egész szdm kiozott van hdrom olyan, amelyek
szorzata oszthatoé abc-vel.

A vélasz® az a) kérdésre igenl6, a b) kérdésre viszont pl.
=11l 13 c=T11-13-6s5a

(6:7-11-13—T1 =) 5935 = x = 6077 — (6-7-11-13 4 T1)

szamkoz ellenpéldat szolgaltat. Ennek kapcsan tovdbbi kérdések
meriilnek fel: lehet-e attekintést nyerni az osszes ellenpélddkon ?
Hany szam kivalasztasat kell megengedni ahhoz, hogy szorzatuk oszt-
hat6 legyen abc-vel? Vagy a 3 szam kivalasztdsanil maradva meg
milyen g();-nél nagyobb) «-ra lesz igaz, hogy barmely «c hosszi-
sagu szamkoz egészeibdl kivalaszthaté 3 egész szam 1gy, hogy

1 Szbbeli kozlés 1948-bol.

2 [1] Lasd a 6. feladatot a 329. oldalon. A [ ]-be tett szdmok a dolgo-
zat végén felsorolt cikkekre utalnak.

3 [1] 338. old.
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szorzatuk oszthato legyen abc-vel? Az elsé kérdésre nyerhetd va-
lasz meg fogja adni a kulcsot a tovabbiak megvalaszolasahoz is,
ezért ezzel fogunk részletesebben foglalkozni. Végiil megemlitiink
néhdny eredményt a felvetett dltaldnos problémara vonatkozdan is.

2. Legyen adva hdrom kiilonb6z6 szdm' a, b, ¢ és annyi
egymdsutani szim, mint a hdrom szam legnagyobbika. A kovet-
kez6 meggondolasok mind azon az egyszerii tényen alapulnak, hogy
ha a hdrom szam valamelyike egy r egész szdm s-szeresénél nem
kisebb, akkor az egymasutani szimok kozt r-nek legaldbb s tobbszo-
rose szerepel — hiszen legaldbb rs egymasutani egész szamunk van.

Minden esetre van az egymasutdni szamok kozt a-nak, b-nek
és c-nek egy-egy tobbszorose. Ha ezek a tobbszorosok kiilonbozé
szamok, akkor szorzatuk oszthatdé abc-vel. Ha ugyanaz a k szam
oszthatd mondjuk a-val és b-vel és van egy ettdl kiilonboz6 [ szam,
amelyik c-vel is oszthato, akkor k& oszthatd a és b legkisebb kozos
tobbszorosével, [a, b]-vel. Ha mondjuk a<b, akkor az (e, b) leg-
nagyobb kozos osztdé valédi osztdja b-nek, s igy nem nagyobb
annak a felénél. Van tehdt az egymdsutdni szdmok kozt k-n Kkiviil
is egy (a, b)-vel oszthatd szam. Ha ez egy [-t6l is kiilonboz6 m szam,
akkor klm oszthatd az [a, b]c(a, b)=abc szammal.

Ha (a, b)-vel oszthaté szamként /-et talaljuk, akkor ez oszt-
haté [(a, b), c]-vel, viszont van k-n és [-en kiviil legalabb még egy
szam, amelyik oszthaté ((a, b),c) =(a, b, ¢)-vel, a harom szam leg-
nagyobb ko0zos osztdjaval, mert ennek a harom szam legnagyobbika
legaldabb haromszorosa. Az igy kivalasztott harom szam szorzata
tehat oszthat6 az

[a, b] [(a, b),c] ((a, b), ¢) =]a, b] (a, b)c = abc
szammal. ‘

3. Az eddigiek szerint ellenpélda csak olyan esetben allhat
elo, ha az egymasutani szdmok kozt van olyan k& szdm, amelyik
a-val is, b-vel is, c-vel is oszthatd, és a harom szam egyikének sincs
az egymasutani szdmok kozt ett6l kiilonbozo tobbszorose. Ez csak
akkor kovetkezhet be, ha a harom szam legnagyobbika is kisebb
a legkisebb kétszeresénél.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy ez fenndll. Legyen (a,b,c)=d
a=ad,b=b.d,c=cd. Ekkor (a,, b:,c))=1, és igy az (a, b)=
=u,(a,c)="v, (b, c) =w szamok paronkint relativ primek. Tovabba
vannak olyan a’, &', ¢’ egészek, amelyekkel fenndll a =a’uvd, b=
—b'uwd,c—=c'vwd és a’, b, ¢’ szintén paronkint relativ primek.

4 Nagysagi megkotést szimmetria kedvéért nem tettiink a harom szamra
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Megmutat]uk hogy ellenpélda létezéséhez az is sziikséges,
hogy @ =b"=c =1, legyen, tovdbba u, v, w kiillonboz6 primek
legyenek, amelyek legnagyobblka is kisebb a legkisebb kétszere-
sénél, £ pedig ne legyen oszthatdé egyikiik négyzetével sem.

Ha pl. a’>1, akkor van k-n kiviil még egy uvd-vel oszthaté
[ szam; tovabba b és ¢ koziil valamelyik wd-nek legaldbb kétsze-
rese és igy van egy wd-vel oszthatd szdm is k-n kiviil. Ha ez [-t6l
is kiilonbozo6, akkor szorzata k-val és [-lel oszthatd abc-vel; ha
" [ oszthaté wd-vel is, akkor oszthatdé uvwd-vel is és van d-nek a
kivalasztott két szdmon Kkiviil is legalabb egy t0bbszorose az egy-
masutdn szamok kozt, a harom kivalasztott szdm szorzata ez eset-
ben is oszthaté abc-vel.

Legyen most u= u,u, dsszetett szdam. Ha a két 1-nél nagyobb
tényez6 valamelyike legalabb 3, akkor biztosan taldlhato két egy-
‘)

— |-vel,

mastol és k-6l kiilonbozod szdm, amelyek egyike ulvd(z
2

a masika w,wd (z ui)-gyel oszthatd és ezeknek és k-nak a szorzata
1

oszthaté abc-vel. Ha viszont u, —u,— 2 és ugyanaz a k-t6l kiilon-
b6z6 [ szam oszthatd wu,vd-vel és u,wd-vel, akkor ez a szam
2vwd-vel is oszthatd. Mivel pedig a—4vd és b—4wd kozil
az egyik nem kisebb mint 8d, igy el6fordul egy harmadik szam
az egymasutani szimok kozt, amelyik 2d-vel oszthatd. Ezzel ismét
taldltunk 3 szdmot, amelyek szorzata oszthato abc-vel

Tegyiik most fel, hogy k oszthatoé pl. u’-tel. Mivel a és k
koziil valamelyik legalabb kétszerese vd-nek, b és c¢ koziil pedig
valamelyik legalabb kétszerese wd-nek, igy az elébbiekhez hason-
16an ismét taldlhaté harom szam, amelyek szorzata oszthatd abc-vel.

4. Legyen mostmar @’ =¥b'=c =1 és u,v,w prim, tovabba
a,b és c egyikének se forduljon el6 tobbszorose az egymasutani
szamok kozt k-n kiviil. Ekkor nem- valaszthato ki A-hoz még két
szam ugy, hogy szorzatuk oszthaté legyen abc-vel. El6fordulhat
azonban, hogy u*d-nek, »*d-nek és w’d-nek talalunk egy-egy tobb-
sz0rosét és ezek szorzata ismét oszthatd abce-vel. Az emlitett harom
szam koziil kettohoz taldlhaté nagyobb a,b,c kozott, s igy ezek-
nek mindig szerepel tobbszorose az egymasutam szamok kozt, a
legnagyobbnak azonban — legyen ez pl. w*d — nem biztos, hogy
1ép fel tobbszorose, s6t belathatd, hogy van uvwd-nek olyan tobb-
szorose, amely wid-nek az Ot kozrefogd mindkét tobbszorosétol
messzebb van, mint a, b, ¢ legkisebbike. Az ilyen tulajdonsagi
tobbszorosok kozt talalhato olyan k szam is, amelyik u, v, w egyi-
kének sem oszthaté a négyzetével. Ekoriil pedlg k1]elolhetd egy
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olyan szamkoz, amelyiknek hossza a, b, ¢ legnagyobbikaval egyenld,
és amelyik — k-t leszdmitva — nem tartalmazza abc és w’d
egyikének sem tobbszorosét.

5. Nem tériink ki d elemzésére, bar arra is nyerhet6k vol-
nanak bizonyos megszoritisok. Az (a, b,c)=1 esetben az ellen-
példak kovetkez6 teljes attekintését nyertiik :

. TETEL. Ha az® a<b<c egész szdmok relativ primek, akkor
abban és csak abban az esetben van c¢ egymdsutdni egész szdm,
amelyek koziil nem vdlaszthato ki 3 ugy, hogy szorzatuk oszthato
legyen abc-vel, ha a =uv, b=uw, c=vw alaku, u,v,w primek
és u<v<w<2u. :

Az egymdsutdni szdmok kozt kell lennie egynek, amelyiknek
legnagyobb kozos osztéja abce-vel uvw, de sem a-nak mds tibb-
szorose, sem w’-nek tobbszirise nem fordulhat eld a szdmok kozitt.

Ebbél az eredménybdl kovetkezik, hogy a cikk elején emlitett
ellenpélda a lehet6 legkisebb a,b,c értékeket adja meg, mert 7
a legkisebb primszam, amely utdn van két, a kétszeresénél kisebb
primszam. Viszont a 143(=11-13), 187(—11-17), 221(=13-17)
szamokhoz az emlitett ellenpélddéndl kisebb szamokbdl allo

(11-13-17—18=) 2313 = x = 2533 (=11-13-17 + 102)

szamsorozat is ellenpéldat szolgéltat, mert 17° = 289-nek,a 11-13-17
== 2431-et kozrefogo tobbszorosei: 2312(=8-283) és 2601(=9-289)
nem esnek ebbe a szamkozbe.

6. Eijtsiik most el ismét el az (a, b, c)=1 feltevést. A 4. pont
elején tett feltételek mellett ekkor is van ud, vd és wd-nek egy-egy
k-tol kiilonboz6 tobbszorose az egymasutani szamok kozt (és ezek
biztosan kiilonboznek egymaéstol). Igy

II. TETEL. Ha a<b<c egész szdmok és tetszés szerint adunk
meg ¢ Sszdmu egymdsuldni egész szdmot, ezek kozt mindig van
legfeljebb 4 olyan, amelyik szorzata oszthaté abc-vel.

7. Keressiink végiil olyan e pozitiv szamot, amelyre igaz az,
hogy (a<b<c-t ismét feltéve) barmely «c hosszlisigli szamkoz
egészei kozt van harom, amelyek szorzata oszthatd abc-vel. Nyil-
van csak azokat az eseteket kell vizsgélni, amelyekben a ¢ hosszii-
sagu szamkozre ez még nem teljesiil. Tegyiik fel tehdat ismét a
~ 4. pont elején szerepld kovetelményeket, és azt is, hogy (a, b, c)=1.

5 Mivel a b, ¢ szerepe szimmetrikus, nyilvin nem jelenti az éltaldnos-
sag megszoritasat, hogy itt ismét eléirtuk nagysagi sorrendjiiket.
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Ebben az esetben «c-nek legaldbb akkoranak kell lennie,
mint 2a=2uv és w? koziil a kisebb, tehit e-ra kell, hogy

: :
(1) a= min(zuv ,L)_mm(zu,w)
c c w’

teljesiiljon. igy « nagyobb a két szam mértani kdzepénél (tekintve,
hogy a két szdm nem lehet egyenl):

2uv =i
(2) (C<VW:V27.

Mivel u/v<1, de 1-hez tetszés szerinti kozeli értékeket fel-
vehet, tovabba, ha u és v kozel egyenldk, w pedig |/2u-hoz kozeli
érték, akkor 2u/w és w/v egyidejiileg tetszés szerint kozel lehet
V2-hoz, — ezek a feltételek pedig kielégithetok, mert a szom-
szédos primek hdnyadosa 1-hez tart, — igy a tekintett esetben «
minimalis értéke /2. Ez az érték abban az esetben is megfelel, ha
(a, b,c)=d>1, (de a4.pont tobbi kikotései teljesiilnek) mert ekkor

¢c> min (cz—;, c%): min (2uvd, w'd),

és ebben az esetben valéban kivalaszthatd egy ec hosszlisagt szam-
koz egészeibdl 3 ligy, hogy szorzatuk oszthaté legyen abe-vel.

I TETEL. Ha a<b<c. akkor bdrmely |2¢ hosszisdgii szdm-
kiz egészeibil kivdlaszthato 3, amelyek szorzata oszthato abc-vel.

Ha i<|/2, akkor megadhaté olyan a<b<c szdmhdrimas és
olyan Aic hossziisdgu szdmkoz, amelyiknek az egészeire az dllitds
mdr nem fteljesiil.

8. A nyert ellenpélddk segitségével konnyen belathato az is,
hogy

IV. TETEL. Ha k legaldbb 3, akkor mindig megadhaté k
kiilonbozd egész szdm és annyi egymdsuldni egész, mint az adott
szdmok legnagyobbika, hogy az egymdsutdni egészek koziil seme-
lyik k szorzata ne legyen oszthato az adott egészek szorzatdval.

Az 1. pont ellenpéldaja pl. konnyen moédosithaté tigy, hogy
minden 3=k=12-re ellenpéldat szolgaltasson. Vegyiink ki a
13,2-13, .. ., 11:13 szamok koziil k—1-et, de tgy, hogy 7-13 és
11-13 koztiik legyen és ar e lil szamot Ezek szorzata oszthatod
7*-11%-13*"1-nel.



Az 1. pontban adott szdmkozben nincs 13-nak 1-nél maga-
sabb hatvanyéval oszthat6 szam, igy k—1 szamot kell kivalasztani,
hogy szorzatuk oszthato legyen 13*'-nel. Ezek kozt szerepelhet a
7-11-gyel oszthat6 6006, de sem 7-nek, sem 11-nek mas tobb-
szorose nem szerepelhet. Mivel 7-11-nek sem szerepel mas tobb-
szorose az adott szamkozben, mint 6006, igy még legalabb 2 sza-
mot kell kivédlasztani, hogy a szorzat 7*-nel is, 11*-nel is oszthato
legyen.

Hasonldan lathat6 be a tétel 12-nél nagyobb k-ra is, ha elég
nagy u,v,w primszamokat vesziink, amelyekre u<v<w<2u és
egy olyan szamkozt, mely eleget tesz az I. tételbeli feltételnek.

9. Az igy nyert ellenpélddkban & szam megadasa esetén k1
szam kivalasztdsa mindig elegendd, dltaldban azonban ennél sok-
kal rosszabb is lehet a helyzet. Vegyiink / primszamot: p, <p,<---<px
gy, hogy 2pi nagyobb legyen, mint p;. Ez tetszésszerinti [-re
lehetséges, mivel a szomszédos primek héanyadosa 1-hez tart.
Képezziik az osszes p;p; (i, j=1,...,1) szamokat. Ezek szama

I
b

Talalhatunk olyan p; egymasutini szamot, amelyek kozott el6for-
dul pip,...p: egy tobbszorose, amely ezen primek egyikének a
négyzetével sem oszthatd, ezen kiviil nem fordul el6 a pip;
(i,j=1,... I; i5j) tobbszorose. Végiil pi,ps, ..., pi-nek csak
- egy-egy to0bbszorose fordul eld, de ezek sem oszthatok a meg-
felel6 p-nek 2-nél magasabb kitevds hatvanyaval. Ilyen szamkoz
a 2p;>p; feltétel kovetkeztében alkalmas kongruencidk megolda-
saval megadhato.
Az adott szamok szorzata

1+1 1+1 1+1

VRV 0, I o T

Kivalasztva a tobb, pi-vel, vagy valamelyik p-nek magasabb hat-
vanyaval oszthat6 szdmokat, ezek szdima [+ 1 és szorzatuk az adott
primek mindegyikének a kobével oszthaté. Minden tovabbi prim-
tényez6hoz tehat mar egy-egy kiilon szdm kivalasztisa sziikséges,
Osszesen [([—2)-€, az elébbi [+ 1 szammal egyiitt /(I— 1) + 1 szamot
kell tehat a kérdéses szamkozbOl kivalasztani, hogy szorzatuk oszt-
hat6é legyen az adott /(/ 4 1)/2 szam szorzataval. Itt tehat a kiva-
lasztando szamok szdma kozel kétszerese az adottakénak. Azt nem
tudjuk, hogy lehet-e ez az ariny lényegesen kedvezdtlenebb is.
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10. Egy tovabbi rokon probléma a kovetkez6: f(n) jelentse
azt a legkisebb szamot, amely mellett igaz, hogy béarhogy adunk
is meg n kiilonbozé természetes szdmot

3) A< A< <A,

tetszésszerinti f(n)a, egymdsutani egész szam koziil kivéalaszthato
n szam ugy, hogy koztiik minden a;-nek szerepeljen tobbszorose
és kiilonboz6 a-khez kivalasztott tobbszorosok kiilonbozok legye-
nek. Meghatarozandd f(n). Az el6z6 bekezdés eredményébdl kovet-
kezik, hogy f(n)=2 masrészt vilagos. hogy f(n)=n, azonban
ennél jobb becslések is nyerhetok.

Ismeretes, [2], hogy ha n egy adott természetes szam, akkor
azoknak a szamoknak a szdma egy elég nagy x korlat alatt, ame-
lyeknek nincs n és 2n kozé es6 oszt6ja, kisebb, mint

X
(4) (‘Og n)a ’
- ahol e allando. Ebbél kovetkezik, hogy f(n) minden hataron til
né, ha n nd. Vélasszuk ugyanis a--k gyanant az n €s 2n kozti
szamokat, mdsrészt az (1, x) szamkozt osszuk f(n)2n hosszlisag

szakaszokra. Ezek szdma [ és mindegyikben van n szam,

X
2/ |
amelyek koziil mindegyik egy-egy (egymastél Kiilonboz6) n+i
alakli szam tobbszorose. [gy x-ig az n €és 2n kozti szamoknak
legalabb :

Sk

szami tobbszorose van és ez nem lehet nagyobb (4)-nél. EbboéI
adddik, hogy alkalmas ¢ dllanddval

f(n)=c (log n)=.

11. Lényegesen javithatd a felsé becslés is. Legyenek a (3)
alatti szamok tetszés szerint adva. Barmely 2a, hosszlisaga inter-
vallumban van mindegyik a;,-nek tobbszorose. Ha valamilyen
k<n-re legfeliebb £ kiilonboz6 szam valaszthato ki ezzel a tulaj-
donsdggal és k' a legkisebb egész, amelyik nem kisebb, mint k/n,
akkor a kivalasztott szamok kozt van legalabb egy, — jeloljiik
m-mel — amelyik legaldbb X’ kiilonboz6é a;-vel, mondjuk a;-gyel,
a;-vel, s it. a;,-vel oszthatd. Ekkor vagy m-+ai, m—+ai,...,
m+a;,, vagy pedig m—a,, m—a, ...,m—a;, mind az adott
2a, hosszlisagli szamkozbe esnek és rendre oszthatok az egymaés-
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tol kiilonbozé a;,, ai,, ..., a;,-vel. Az adott szimnak tehat kivalaszt-

hato egy-egy tobbszorose tgy is, hogy azok kozt legalabb &’
kiilonbdz6 legyen s igy k és k' vélasztasa szerint

’>_£ S
k== 0’ k=Vn.

Az igy kivalasztott legalabb |/n tobbszoroshoz vélasszunk ki
egy-egy a;-t.

Ugyanigy lathat6, hogy a maradé m,—n—k=n—|/n darab
a;-hez a csatlakoz6 2a, hosszisdgu szamkozbol ismét kivalasztha-
tunk legalabb |'n, szdmot tigy, hogy a maradé a-k mindegyiké-
nek legyen koztiikk tobbszorose. Mindegyik kivédlasztott szamhoz
hozzarendeliink egy osztojat az a;-k koziil és ezt addig folytatjuk,
mig minden a;-re sor keriil. Ha ez [ 1€pés utan kovetkezik be, akkor

f(n)=2L.
12. Becsiilniink kell tehat /-et n segitségével. Tudjuk, hogy az
Ny="n, Nys1 = n,— | ny, (r=0,1,...,1—1)

sorozatra
l
Z l m=n,
A=0

mert a bal oldal nem kisebb mint az egyes Iépésekben kivalasz-
tott a;-k szamanak az Osszege.
Legyen x=)n és jeloljiikk [-szel azoknak a A-knak a szamat,

amelyekre

X — x g
s Vn.=x -azaz Z <m=x.

Egy ilyen n,-t minden lépésben }/m;-val, tehat legaldbb x/2-
vel csokkentiink és ezt az x°/4 és x* kozé es6 legnagyobbdl kiin-
dulva [,—1-szer ismételve ebben az intervallumban maradunk,
tehat

S 3
(l.r——])7<"zx, II<—2-X+1.
Legyen S az a természetes szam, amelyre
2S< Vzé zs'H. ;

Ekkor [-et azon A-k szdmdnak Osszegeként hatdrozva meg, melyek-
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hez tartoz6 m-k négyzetgyoke sorra a (1/5', .V_”), (Kﬁ V_”), e

A _ A e
( Jn V_”) (V_”, 1) intervallumba esnek,
2S-l ’ 2S ) 2S

3/n  1—1/25¢
IMZ’W“Z(z 2L ) Em s b

ogn

<3!/n+S<3]/n—|— <Cl/n

ahol C egy alkalmas, 3-nal nagyobb allandé.
Ezzel egyszersmind f(n)-re azt nyertiik, hogy egy alkalmas

C’ allandoval 5
f(my=C'Vn.

Megjegyezziik, hogy mind a két korlat még nagyon durva-
nak latszik. Az als6 korlat megdllapitdsdnal minden a@,-nek minden
tobbszorosét szdmba vettiik a tekintetbe vett intervallumokban és
nem mindegyiknek csak egy-egy tobbszorosét. A felsé becslésnél
viszont az egy-egy 2a, hosszusagl intervallumba es6 Kiilonb6z6
tobbszorosok szamanak becslése latszik durvanak.
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3AMEYAHUS K OJHOW IMPOBJIEME
P. Erp6s 1 J. SurAnyI

[ycts 0 < @y < -+« < a, faHHbIE LeJble 4YNCaa. ABTOPHI H3YHAIOT CIeAy-
IOLLy0 OpOOGJEMY: CKOJBKO 4YHCEN HY)XHO BBIOpPAaTh M3 IOCIEA0BATENbHBIX
UEJIBIX YUCEJI, YHCIO KOTOPHIX &,, 4YTOObI NPOU3BENEHHE BBLIOPAHHBIX YHCE]
[eNNUn0Ch Ha @, + -+ @, . JleranpHO paccMarpuBaercs cayyait n = 3. (JToT caydai
ObIT TPENIOKeH Ha MaTeMaTH4ecKoil KOHKypce umenu Schweizer-a 1954-oro
rozaa.) Jloka3biBaeTcs Tarxe, 4To, ecau £ >0 u n AOCTATOYHO BEJMKO, TO MOKET
noTpedoBarTkCs Gonbie yem (2—e) n uncen, HO OCTA€TCsl OTKPBITHIM BOHNPOC :
9TO /M Camblil HEOJArONPUATHBI Cydail.
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[lycte panee f(n) o60s3HavaeT HAMMEHbLIEE YHCIO, AJS KOTOPOrO MMEET
MECTO ciaepyiouee : u3 f(n) a, nocaef0BaTeNbHBIX LEIbIX YHCE] MOYXHO BbIGPATh
N0 KPaTHOMy 4ucen dy, ..., d, TaK, 4TOObl K PasJAM4HBIM @; OTHOCHIUCH Pas-

JH4YHBIE KpaTHble. [lOKA3BIBAETCS, YTO C HEKOTOPHIMHM MOCTOSIHHBIMUM C, C, &
c(logn)* < f(n) <c'Vn.

[loupumomy, oGe ouenku MoryT ObiTh yayumennel. C ompepenenuem
BEPXHEil I'paHu CBsisaH CAEAYIOLMA BONPOC: K CKOJBKAM @; MOYKHO BHIGpPATh

NONapHO Pa3/NMYHble KPATHbIE M3 MPOMEXYTKA AJMHBI 24a,. JIerko BHAETH, 4TO

TaKuX @; HE MEHbLIE Yn, Ho m sTta ouenka, NOBHANMOMY, MOKeT OBbITb yiy4d-
LIEHHA.

BEMERKUNGEN ZU EINER AUFGABE EINES MATHEMATISCHEN
WETTBEWERBS

von P. Erpn6s und ]. SuRANYI

Es seien 0<'a,<Z - - - < a,, gegebene ganze Zahlen. Aus beliebig gegebenen
a, aufeinander folgenden ganzen Zahlen sollen gewisse so ausgewahlt werden,
dass ihr Produkt durch a,-...-a, teilbar sei. Der Fall n = 3 (Gegenstand der
Aufgabe 6 des M. Schweitzer mathematischen Wettbewerbes, 1954) wird niher
behandelt, es wird ferner gezeigt, dass fiir grosse Werte von n, bei beliebigen
e >0 die Auswahl von mehr als (2—s)n Elementen nétig sein kann. Die Frage
bleibt offen, ob nicht noch ungiinstigere Félle vorkommen konnen.

Es sei ferner f(n) die Kkleinste Zahl, fiir die bei beliebig gegebenen
a;-Zahlen aus beliebigen f(n)a, aufeinainder folgenden ganzen Zahlen zu jedem
a; so ein Vielfaches zugeordnet werden kann, dass zu verschiedenen a; ver-
schiedene Vielfache gehoren. Es wird mit passenden Konstanten ¢, ¢, &

c(log n)*< f(n)<c'Vn gezeigt, keiner der Schranken scheint aber genau zu sein.
In Zusammenhang mit der oberen Schranke wird gezeigt, dass aus

2a, aufeinander folgenden ganzen Zahlen wenigstens J/n verschiedene Viel-

fachen von verschiedenen a; ausgewihlt werden konnen, Jn scheint aber
wieder nicht die genaue untere Grenze zu sein.



A halmazelmélet ekvivalencia-tételérol
SzAsz PAL

Ha a X és Y halmazokra X~Y' cY és Y~X' < X, akkor
X~Y.

A halmazelmélet e jolismert alapvetd ekvivalenciatételét leg-
kozvetlenebbiil és legegyszeriibben KONIG GYULA [1] bizonyitotta
be 1906-ban. Ez elvontan és tomoren el6adott bizonyitast a grdf-
elmélet nyelvén késébb KONIG DENES [2] fogalmazta meg.

Az alabbi sorokban részletesen leirt bizonyitds lényegében
megegyezik KONIG GYULA idézett bizonyitdsaval [3], de annal vala-
mivel talain még egyszeriibb és szemléletesebb [4].

*

Legyen az X~ ekvivalencidaban az x¢€ X elemhez tartozo
y€Y’ elem y=f(x), az Y~X’ ekvivalencidban pedig az y€Y
elemhez tartozé x€ X’ elem x=q(y).

Nevezziik az itt szerepld y= f(x) relaciokat szemléletesen
JJ-kapcsoknak“, az x=¢(y) relacidkat pedig ,¢-kapcsoknak®.

X, € X’ esetén az y,=f(x,) kapoccsal kezdddd ,visszakeresési
sorozat“ alatt a véges vagy végtelen

Yo=J(x0), Xo=0(0), ..., yi=f(x), Xi=@(Yin1), ...

kapocs-sorozatot értjiik. Ha ebben eljutvdn az y, — f(x,) kapocsig
itt mar x,€ X—X’, akkor e kapoccsal a sorozat befejezodik. Vagy
ha eljutvdn az x,=¢@(y..1) kapocsig itt mar y,., € Y—Y’, akkor
a sorozat be is fejezodik ezzel a kapoccsal. Amennyiben x € X—X',
az y=f(x) kapoccsal kezd6do visszakeresési sorozat per defini-
tionem ebbdl az egy kapocsbdl élljon.

Hasonloképpen, y,€Y’ esetén az x,= @ () kapoccsal kez-
- dodé ,visszakeresési sorozat“ alatt a véges vagy végtelen

Xo=00), 11==F(X1), .., Xi=@Pir1), Yirn =f(Xi1), ...
kapocs-sorozatot értjiikk. Ha y€ Y—Y’, akkor az x=¢(y) kapocs-

4 Matematikai Lapok
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csal kezd6dd visszakeresési sorozatot per definitionem ez az egyet-
len kapocs alkossa.

E definiciokbdl foly6lag valamely visszakeresési sorozat vagy

) f-kapoccsal végzodik,
vagy - ;

II) ¢-kapoccsal végzodik,
vagy pedig

III) végtelen.

A fenti tétel bebizonyitdsa most méar abbél fog allani, hogy
bizonyos kapcsokat ,kidobunk“ s megmutatjuk, hogy a megmaradé
kapcsok az X és YV halmazok elemeinek kolcsonosen egyértelmii
vonatkozasat létesitik.

1. dbra

Akdr f-kapcsot, akar ¢-kapcsot megtartunk, ha a vele kez-
d6do6 visszakeresési sorozat ugyanolyan tipust kapoccsal végzodik,
viszont kidobunk, ha a mésik fajta kapoccsal végzédik. Tovabba
végtelen visszakeresési sorozat esetén a kezd® kapcsot megtartjuk
ha f-kapocs, viszont kidobjuk ha ¢-kapocs (vagy pedig a fordi-
tottban allapodunk meg).

Megmutatjuk, hogy ilyen eljards mellett minden x€X elem
egy és csak egy y€Y elemmel marad kapcsolva és viszont.

El6szor is x€ X—X’ esetén ez x€ X elem mar eleve egyediil
az f(x)=y€Y’ elemmel van kapcsolva (1.dbra) és az y= f(x)
f-kapocs meg is marad, minthogy a vele kezd0d®é visszakeresési
sorozat ebbdl az egy kapocsbdl all s igy f-kapoccsal is végzddik.
Valamely x,€X’ elemet pedig eredetileg két kapocs kapcsol: az
Yo=f(x,) f-kapocs és bizonyos x,=¢(),) ¢-kapocs (1. abra).
Minthogy azonban ez f-kapoccsal kezd6dd visszakeresési sorozat-
nak az utébbi ¢-kapoccsal kezd6dé éppen a folytatdsa, azért e két
sorozatra egyidejiileg all fenn vagy az I), vagy a II), vagy pedig
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a III) eset. Megallapodasunk szerint az 1) esetben az y, = j(x,)
kapcsot megtartjuk, viszont az x,—¢(y;) kapcsot kidobjuk, a II)
esetben forditva, a III) esetben pedig az y,=f(x,) kapcsot meg-
tartjuk, viszont az x,—@(y;) kapcsot kidobjuk (vagy forditva,
aszerint, hogy ez esetre nézve hogyan allapodtunk meg). Szodval
az x,€ X’ elemet eredetileg kapcsolo két kapocs koziil egy €és csak
egy megmarad.

HasonlOképpen, y€ Y—Y’ esetén ez y€ Y elem eleve egyediil
a ¢(y)=x€X' elemmel van kapcsolva (2. dbra) s az x=¢(y)
@-kapocs meg is marad, miutin a vele kezdddd visszakeresési
sorozatot ez az egyetlen kapocs alkotja, tehat ¢-kapoccsal is vég-
z6dik. Valamely y, €Y’ elemet pedig eredetileg két kapocs kapcsol:
az x,= () ¢-kapocs és bizonyos y, = f(x;) f-kapocs (2. abra).

2. dbra

Mivel pedig e ¢-kapoccsal kezd6d6 visszakeresési sorozatnak az
utobbi f-kapoccsal kezd6d6 éppen a folytatdsa, azért a fentebbiek-
hez hasonldéan adddik, hogy ez €Y’ elemet eleve kapcsold két
kapocs koziil egy és csak egy megmarad. :

Ezzel kimutattuk, hogy minden x€ X elem egy €s csak egy -
y€Y elemmel marad kapcsolva és forditva. Ha tehat minden x € X
elemhez a vele kapcsolva maradt y€Y elemet rendeljiik hozza,
akkor ezaltal kolcsonosen egyértelmili vonatkozést létesitiink az X
és Y halmazok elemei kozott. Tehat X~Y, qu.e.d.

Ebbél a bizonyitdsbol (amely mint mondottuk 1ényegében
Konig GyuLa bizonyitdsa), lathatd, hogy érvényes az ekvivalencia-
tétel kovetkezd élesitése is, amelyet hatarozottan el6szor S. BANACH
[5] mondott ki: «

Ha az X-halmazt valamely f kolcsondsen egyértelmii leképe-
26s az Y halmaz egy részhalmazdra, tovdbbd az Y halmazt vala-
mely ¢ kolcsondsen egyértelmii leképezés az X halmaz egy rész-

4%
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halmazdra képezi le, akkor az X halmaz két egymdstol idegen X,
és X,, az Y pedig két egymdstol idegen Y, és Y, halmaz Gsszegére
bonthaté ugy, hogy az X, halmazt az f leképezés Yi-te, az Y,
halmazt pedig a ¢ leképezés X.-re képezi le. :

Ugyanis az X, ill. ¥ halmaznak az eredeti kapcsok egy része
fenti ,kidobdsa“ utdn f-kapocs déltal kapcsolt elemei bizonyos
Xy, ill. ¥, halmazt, ¢-kapocs altal kapcsolt elemei pedig bizonyos
X, ill. ¥, halmazt alkotnak s ezek éppen a mondott tulajdonsaguak.
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O TEOPEME 3KBUBAJIEHILIUM TEOPUU MHOYKECTB
P. Szisz

BripaGoTaercst B HarasiiHOS M JeTanbHoll popme gokasartenscTBo J. Konig
K TeOpeme aKBMBajJeHUuH KaHTOpa B TEOpHM MHOMKECTB.

UBER DEN AQUIVALENZSATZ DER MENGENLEHRE

Von PauL Szisz
(Auszug)

-Der bekannte Beweis von J. Konig, fiir den Cantorschen Aquivalenzsatz,
wird in ausfiihrlicher und anschaulicher Form ausgearbeitet.
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Analitikus fiiggvények zérushelyeinek eloszldsa
és a Cauchy—Hadamard-formula

MikoLAs MiKLOS

1. Legyen z — x-iy komplex viéltozd, f(2) =u(x, y) +iv(x,y)
valamely |z| <o korbelsdben regularis fiiggvény. f(z) zérushelyei-
nek szamara, valamint a gyokok abszolit értékeinek szorzatdra
vonatkozdlag a komplex fiiggvénytan nevezetes, klasszikusnak sza-
mit6 tételei nyujtanak tajékoztatist — igy a logaritmikus derivalt
reziduumanak felhasznaldsa, HADAMARD ¢és JENSEN idevagod (kb.
félszazados) eredményei.’ Mindazonéltal nem tekinthetd kielégitéen
megoldottnak a kovetkez6 alapvetd probléma: adva lévén f(z)-nek
c=f(0)+0, c,=F™(0)m! (m=1,2,...) TAYLOR-egyiitthatoi,
hogyan lehet kizdrolag ezek segitségével pontosan meghatarozni,
ill. alulrdl j61 megbecsiilni a kezd6ponthoz legkodzelebbi (egy vagy
tobb) gyoknek O-t6l vald tdvolsdgaty mas széval: annak a legna-
gyobb (|z| <o-ban levd, origo-centrumti) kornek a sugarat,
melyen beliil f(2) nem tiinik el.

E rovid dolgozatban az emlitett probléméat meromorf fiigg-
vényekre kiterjesztve, a CAuCHYy—HADAMARD-féle formula felhasz-
nalasaval kozelitjiilk meg : egy determinénst tartalmazé explicit el6é-
allitas (1. tétel) levezetése, egy ehhez csatlakozo kiegészités (Il
tétel) és néhany megjegyzés utin megmutatjuk, hogy a keresett
korsugar értéke egyszeriibb, jol &ttekinthet6 alakban is irhato,
mely utébbi lényegileg nem javithaté alsé becslést szolgaltat
(IIL—I1V. tétel). Végiil eredményiinket algebrai egyenletek legkisebb
abszolut értékii gyokével kapcsolatban alkalmazzuk (V. tétel).

2. A kovetkez6kben allanddan ¢, = f®(0)/n! (n=0,1,2,...)
és R = oo azon R, szamok fels® hatdrat jelenti, melyekre a |2|< R,
korben f(z) szinguldris helyei O (sik) JORDAN-mértékii halmazt
alkotnak és itt f(2)=~0.

1 V6. pl. SzAsz PAL: A diff. és integralszamitds elemei, 2. kiadas (Bp.,
1951), I1. kotet; L. Bieereach: Funktionentheorie, .—II.
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. TETEL. Tegyiik fel, hogy f(z) meromorf* egy |z| <o < >
 korlemezben és f(0)==0.

f(2)-nek akkor és csak akkor van zérushelye a szobanforgo
korbelsoben, ha

|¢o]

(1) v < V< oo,
ahol
1
V=Ilim|H,|”
és
Cy Cy-1 7+ C2 (1
Cy-1 Cy2 **- €1 Co
(2) Hy=/|¢€y2 Cyg +2+ € 0 (=12

.....................

(1) teljesiilése esetén
(3) R=|co| V.

BizoNYITAS. 1° f(2) |2|=e koron beliili pdlusainak szama
a feltevés szerint, gyokeinek szdma pedig az analitikus fiiggvények
identitdsi tételbdl folydan véges; az utobbi szamot jeloljiik N-el.

Nyilvanval6é, hogy 1/f(z) a |z|<o korlemeznek minden
olyan pontjaban holomorf, mely f(z)-nek nem O-helye; f(z) gyokei
f(z) '-nek pélusai és viszont, tovabba gyok-multiplicitisnak a
reciprok fiiggvénynél a kapcsolt p6lus rendszama felel meg.*

Innen a CaucHy—TAyLOR-féle Kkifejtési tétel alapjan rogton
kovetkezik, hogy az

f@ ' =rotnzt+rd 4o
1.3 35l
=l f@71  (=0,1,..)

MACLAURIN-sorel6allitds R* konvergencia-sugara N=0 esetén = o,

“

2 Azaz legfeljebb véges-szamti poélustél eltekintve holomorf.

8 H, képzésmodja nyilvanval6: a harmadik sortél kezdve minden sor-
ban ¢g-tél jobbra csupa 0 all.

4 f(z) barmely pélusa — pontosabban szélva — f(z) '-nek megsziin-
tethetd szinguldris helye, mely a megfelel6 hatarértéknek fiiggvényértékként
valé bevezetése utdn a pélus rendszdmaval egyenldé multiplicitasi zérushellyé
valik.
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N =1 mellett pedig 0 < R*= R < ¢; masrészt a CAUCHY—HADA-
MARD-formula szerint mindkét esetben

) R —Tim | .
2° Igy elegend6 még azt igazolnunk, hogy
®) i )7 = e V.
Val6éban, a (4)-bél adédé — a kezddpont bizonyos kornyeze-

tében érvényes —

M Got+ryiz4--+y2?+ ) (o+c1z4 - +c2"+ ) =1

azonossag ¢s a CAucHy-féle szorzdsi szabdly felhasznaldséval
nyerjiik (co==0!):

® Vyoco=1, y0=055
voCy+ Y11+ --- Fyw-161 +ypc0—=0 (»=1,2,...),

s az els6 v+ 1 egyenletb6l a CRAMER-szabdly szerint :

Cie Do Ol s 2 Cot il 0
C65 O 1o G G110

_(-—1)” OF e st 65N G 0
o B

o B
LI G0 0
0

v (v+1)

=(=1) 2 ¢*"H, r=1,2,...).
(9)-b6l kozvetleniil (6)-ra jutunk, qu. e. d.

3. A fenti megoldds abban az esetben is szolgaltat als6
becslést R szamdra, ha f(z) meromorf voltat nem Kkotjiik ki.

II. TETEL. Legyen B(2) = D' c.2" (co5+0) egy pozitiv  kon-
n=>0
vergencia-sugarii hatvdnysor és jelolje f(z) a P (2)-bol analitikus
folytatdssal keletkezo egyértékii (teljes) analitikus fiiggvényt.

Akkor f(z) meromorf és nem tinik el a |z|<|col V™' korle-
mezben, tehdt :

(10) R = || o

v



Bizonyitas. Tekintsiik a (9) egyiitthatokkal képzett > 7, 2”
»=0

hatvénysort; ez — mint tudjuk — f(2)"' MACLAURIN-sora, tehat
konvergencia-sugara :

R*:|C0| V—l

pbzitiv. A sor osszegfiiggvénye, azaz f(z)"' a |z| < R* korbelss-
ben reguldris 1évén, kovetkezik, hogy f(z)-nek itt legfeljebb polu-
sai vannak (véges szamban) és egyetlen O-helye sincs.

4. (2) a szimmetrikus determinansok egy nevezetes aloszta-
lydba, az
Ao Al Ag; sie'e An, 1
A, Ay Az - A
As A3 Ay --r A

An—l An An+l i A"n-:!

tipusti un. rekurrens determindnsok kozé tartozik.® Ezeknek fontos

alkalmazdsaik vannak az algebrai egyenletek, a bilinearis és kvad-

ratikus alakok elméletében (diszkrimindns-négyzet, elemi osztok

stb.)’; lényeges tulajdonsidguk, hogy mindegyik A,-t a megfeleld
k

A* Ay =Z(—1)i (f) A;_; differenciaval helyettesitve (k=1,2,...),
=)

a determindns értéke nem valtozik.” Minthogy azonban egy ily

determinans egyszerfi kiszdmitdsarol csak igen specidlis esetekben
lehet szo, felvetédik H, megbecslésének problémaja.
A determinans-definiciot figyelembe véve, trividlis a

k=0 ;.
g(Zm) r=12..))
=1
egyenl6tlenség, honnan
(11) V=2 |al;
k=0

5 Hasznalatos a ,Hankel-féle“ vagy ,ortoszimmetrikus“ elnevezés is-

6 V6. pl. R. Fricke: Algebra, I. (Braunschweig, 1924); tovabba G.
Frosenws: Uber die Elementarteiler der Determinanten, Sitzungsber. d. Preuss.
Akad. Berlin, 1894, 31—44.

7 L. pl. Bexe Mano6: Determinansok, 60—63. o.
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ez az eredmény mindjart javithato az ismert Hadamard-féle deter-
mindnstétel felhasznalasaval :* tetsz6leges, komplex szamokbol képe-
zett determindns abszolut értéke nem lehet nagyobb, mint a sorok
(vagy oszlopok) normdinak’ szorzata. — Kapjuk:

Hy =(of+laf+--+tlal)y - @=12..)

(12) 3 1
[1er).

%

lIA

ami (10) alapjan az

(13) R= ool (3 lai)

becslésre vezet. ((11)—(13)-ban felteendé > |ci|, ill. > |2 kon-
vergenciaja.) ¥

Megemlitjiik, hogy |z| =1 mellett regularis f(2) fiiggvény
esetében (13) egy mas — a fiiggvénytanban és analitikus szamelmé-
letben tobbszor alkalmazott — egyenlétlenségnek is folyomanya,"
tovabba, hogy ez esetben a hatvanysorok PARSEVAL-formulaja
alapjan :

=

o2}
Wl

| m%ﬁof P29,

k=0

5. A fentiekben H, fels6 Kkorlatjaként olyan szorzatot (ill.
hatvanyt) adtunk meg, melynek tagszama (6sszeg-alakban) »-»!

(ill. (»+1)"). Hogy ez meglehetdsen durva becslést jelent, kitiinik
abbol, hogy H,-t az utols6 sor elemei szerint kifejtve, majd a
nyert — H,-vel egyezd tipusi — aldeterminansok Kifejtését, ugyan-
ugy tovabb folytatva, végiil is /H, szamara 2""! tagi Osszeget ka-
punk; szeretn0k marmost a végeredményt mennél egyszeriibb,
konnyen attekinthetd alakban felirni, hogy (13) javitdsa lehetsé-
gessé valjék. — Erre vonatkozélag fenndll a kovetkezd

8 L. J. Hapamarp : Résolution d’une question relative aux déterminants.
Bull. des Sci. Math. (2) 17. (1893), 240—246. A val6és elemek esetére vonat-
koz6é W. Wirtinger-féle bizonyitds megtalalhatd Szisz PAL i. m., 418. o.

9 Egy (ay, a,...,a,) komplex szamrendszer normdjdn — mintismeretes

5 b
— az (|, 2+ |as|2+-- -+ |a,?)® (nem-negativ) szamot értjiik.

10 V6. pl. E. Lanpav: Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Bd. II. (Leipzig,
1927), 102—103.
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III. TETEL. Az elemek tetszdleges vdlasztdsa mellett a (2)
deterinindns értéke :

v(v+1) v
(15) H=(—1) 2 2(—1)* i R (AR 0
ahol
(16) SA,-V T Z Cny*® 'c1lx-11
Nty =v
n;>0

J

BIZONYITAS. Legyen megadva =1 és egy (co,C1,...C)
komplex értékrendszer ; feltehetjiik, hogy co=~0, mert kiilénben (2)
mellékdiagonalisatol ]obbra csupa 0 all s az allitds evidens.

Tekintsiik most a

Pr(2)= Z R

n=0

polinomot ; {= g, (2) — co jelolés mellett irhatjuk:

L—l:cél[—]———l] -

co+C ¢Co 1+ (&/co) :
=G b+ b —6 T F—. (5] <o

gy z=0 bizonyos kornyezetében

@ ()" —9 O '=(+) '—e'=

— 2 (1} S )_
A=1 n=1
- —(M—l) S Nyteeetny
Z( Z Cny**Cip 2" s —
A=1 =1
k
Zw: zk 2( x (M—l) Z gk 0e
k=1 A=1 e tny =k : X
1=n=y

J
masrészt elegendd kis abszolit értékii 2-kre (vo. (4), (9)

2@ =g O =22,

‘ 1L Itt tehat az Osszegezés azokra a pezitiv egész (ny,...,n,) értékrend-
szerekre terjesztend6 ki, melyek kielégitik a ny - --- 4n, —» feltételt. —

Minthogy igy S, , nem fiigghet c¢,-t6l, (15) szerint H, cy-nak legfeljebb
(v — 1)-edfokit polinomja.
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ahol
k(k+1) 2
(17) Yio=r=(—1) 2 G VH L (k=1;2,...,%).
A hatvanysorok unicitési tételét alkalmazva, kapjuk tehat
1.(1.+1) k
(18) " Hy=(—1) 2 2( il W ST

Nyt =k
n;=1

J

(k=1 2520 %)
ami k= esetén éppen az allitast szolgaltatja.”
6. Az 1.—III. tétel ﬁsszekapcso']éséval kimondhatjuk : vala-

mely, z=0 kornyezetében a ch 2" (co == 0) sorral adott, s ebb6l

n=>0

analitikus folytatassal definialt f(z) fiiggvény mindenesetre mero-
morf és nem tiinik el a

1

(>0)

(_1)} 1—ASA’ =

(19) z|=|co| 11m

kor belse]eben ha f(z) még egy (19)-cel koncentrikus, nagyobb
sugara koron beliil is meromorf, akkor f(z) legkisebb abszoliit
értékii (egy vagy tobb) gyoke a (19) koron fekszik, ugyhogy

1

(20) = |eo| - hm

A 1 -\
Sy

Nem nehéz e nevezetes (19) kor sugardra jo also korlatot
adni.

IV. TETEL. 1. Ha f(2)= 2>, c.2" (|2| < %) és co7=0, lovdbbd
n—>0

*) |ew| =KB" (m=1,2,...), ahol K és B pozitiv dllandok,
akkor

21 e A
ek - REgmTEw)y

12 (15) nyilvan masként is bebizonyithat6, pl. teljes indukciéval, de a
fenti, generatorfiiggvényt hasznalé okoskodas latszik a legegyszerﬁbbnek
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specidlisan (21) fenndll K= max |f(z)|, B=1/r mellett, ha r>0
értékét ugy adjuk meg, hogy f?z) holomorf a |z| = r kirlemezben.

2. (21) nem javithaté abban az értelemben, hogy f(z) alkal-
mas vdlasztdsa mellett, megfelelo K, B konstansokkal az egyenld-
ség jele érvényes.

BizonyiTAs. 1° Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy barmely
adott (pozitiv egész) »-re:

(22) T 1=(Z::) G==1,27.9.
Nyteeeny=v

NjBO
Valoban,

feltéve (22) érvényességét a A=1,2,..., k értékekre és megalla-
pitva, hogy a v =ni+4ns4- -+ + m.y diofantoszi egyenlet pozitiv
megoldasainak szdma nyilvin a v—1=n;} - +n, v—2 =
=m+-+n,..., V—(V—k)=k=n+4---+n. egyenletek
megfelelé megoldas-szamainak osszege, kapjuk :

@
r—2 —3 k—1 —1
7“”$G—J*&—J+”+Q—J=Fk}
2° (22) és a feltételezett (*) egyenldtlenségek felhasznalasaval

irhatjuk :

|| = :

=

2 (=178,
=1

= o

w1 =B ke b

1
V:ml pr'7

V>

= B(K+|cl);
tehat (10)-re tekintettel
R=|a|V' = |e|-B" (K+|e)™

A jol ismert Cauchy-féle egyiitthato becslések : |c.| = M (r)r ™
(m=0,1,...) — ahol M (r)= max|f(2)| — mutatjak, hogy min-
|2|=r
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den hatvanysorra teljesiil (*) pl. K=M(r), B=r"' mellett
1
(lim [c.|™ < r'< o).
m->m
3° Tekintsiik a

@3) g=Lltmiza oy

linedris tortfiiggvényt, ahol £> 0, » >0, @, >0. Minthogy most

Co=—ao, Cu=2x0 (Mm=1,2,...), K és B értékéiil onként add-
dik #, ill. 8, a (21)-be valo behelyettesités pedig az o/ (x + eo)
korlatot adja. De ez éppen g (2) egyetlen gyoke, tehat példankra

(44)]
(24) : R ﬂ(”‘l‘ao) 2
qu, e.'d:

7. (21)-gyel kapcsolatban kijelentjiik, hogy konkrét f(2) fiigg-
vény esetén nincs akaddlya (*)-ban K és B ,legjobb“, azaz olyan
megvélasztdsdnak, mely (21) jobboldalat a lehetd legnagyobba
teszi. Ugyancsak nem érdektelen megjegyezni, hogy (20)-hoz, ill.
a IV. tételhez természetesen az [.—II. tételt6l fiiggetleniil is eljut-
hatunk, legrovidebben akkor, ha felhaszndljuk az Osszetett fliggvé-
nyek magasabb derivéltjaira vonatkozo (ma elég kevéssé ismert)
un. FAA b1 Bruno-féle formulat,.® Mindamellett H, determindns-
alakjanak regisztralasa sem tlinik feleslegesnek, az innen kézen-
fekvd modon folyd (az irodalomban mds igazoldssal eléforduld)
(13) becsléssel egyiitt: bizonyos esetekben a (2) determinans meg-
felel6 atalakitdsa hasznos lehet.

8. Még a 6. §-ban targyaltaknak egy konnyl alkalmazisara,
algebrai egyenletek legkisebb abszolit gyokének meghatirozasara
kivanunk ramutatni. — Mint ismeretes, az irodalomban taldlhaté
explicit gyok-becslések foleg olyan kor sugaranak az egyiitthatok-
kal valo kifejezését adjak, mely tartalmazza az egyenlet Osszes
gyokeit, vagy legaldbb egy gyokét — azaz felsd korlatokrol van
sz0 a gyokok abszolut értéke szdmara; FEJER LipOTnak egy neve-
zetes eredménye olyan felsd becslést ad a kezd6ponthoz legkoze-

13 Tébbvaltozds és vektor-vektor fiiggvényekre valo kiterjesztését, vala-
mint alkalmazasokat illetben vé. M. Mikoris: Uber die hoheren Differential-
koeffizienten zusammengesetzter Skalar- bzw. Vektorfunktionen und einige
A;lwendungen derselben. Annales Univ. Sci. Budapest, 1. (1958). 49—65; kiil.
57, (4.3).
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lebbi gytk modulusira, mely csak az egyenletben tényleg el6for-
dul6 tagok szamatol, valamint a két legalacsonyabb foku tagtol
fiigg.* A kozelitd eljardsok koziil kiemelendd az iterativ jellegii
D. BERNOULLI—GRAFFE-féle moddszer, tovabba tobb, TURAN PAL
maddszerének alkalmazdsaval nyert idevagd eredmény.® — A kovet-
kez6 tétel egyrészt kifejezi a kezddponthoz legkozelebbi gyok
abszolat értékét pontosan és kozvetleniil az egyenlet egyiitthatdival,
mdésrészt hasznalhaté alsé korlatot ad meg ezen érték (tehat egy-
uttal az Osszes gyokok abszolit értéke) szadmara. i

V. TETEL. Jelolje § (j=1,2,...,N) egy Qu(2)=cp+
F 2"+ oot 2" O=po<pr<-<pp=M; 6,70, n=
=0, 1,..., h) komplex egyiitthatés polinom kiilonbozd gydikeit
és legyen R,— min |§|.
1=j=N
Akkor fenndll

1

(25) Ri=/co|- lim g(_l)%:;‘* ]
ahol : %
(26) v Z Cp,,l ki 'Cp";‘ >
Dt tPp, =¥
tovdbbd
C -1
(27) Ri= ( St 1) ;
ol
és egyiittal
. IC{)‘
(28) R = min (1, ACur)
ahol
(29) Ci,n= max|cp,|.

1=n=h

BizoNyiTAS. 1° A (25)—(26) el6dllitas azonnal adodik (20)-bol,
ha figyelembe vessziik, hogy S, (16) alatti kifejezésben csak

14 L. pl. Fejer LipoT: Az algebrai egyenletek legkisebb abszolut értéki
gyokérdl. Mat. és Phys. Lapok, 17 (1908), 308—324.

15 L. pl. O. Perron: Algebra, II. (Berlin—Leipzig, 1927), 20—40, ill-
Turin PAL: Az analizis egy modszerérdl és annak egyes alkalmazéasairdl (Bp.:
1943, Akad. Kiado); II. rész, 8. § (108—113. 0.) — V6. még A. Renvi—P. Turin:
On the zeros of polynomials, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 3 (1952), 275—284;
tovdbba P. Turin: Remark on the preceding paper of J. W. S. CasskLs,
Acta Math. Acad. Sci. Hung., 7 (1936), 291—294.
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azok a tagok nem tiinnek el, melyekben az osszes indexek a
(p1, P2, - - ., pn) €rtékrendszerbdl valok.

2° Mivel |¢, | = Ci,n (n=1,2,..., h), alkalmazhatjuk (21)-et
K=Ci,» és B=1 mellett, mialtal éppen (27)-re jutunk.

3° Hogy (25)-b6l megkapjuk (28)-at (ami bizonyos esetekben
élesebb becslést jelent (27)-nél, csupan azt kell észrevenniink,

hogy

1=h
2 P HPp="
és altalaban — mint teljes indukciéval konnyen kovetkezik —
(30) i A=1,2,...,7).
Py teetPp, =V

)l;\

Valdban, (30) alapjan irhatjuk:
;(_1)7\(—‘(“)’_}‘0&1 Cl h,COl1 IZ(h Cl h) )

| ol

honnan
h |

1 AN R = ICI,

iim 31 (1 = |h-Cu

aszerint, amint hC/|co| = 1, illetdleg hCyu/|co| > 1. Az utdbbi
egyenlétlenség pedig [co|-vel valéd beszorzas utdn (28)-at szolgal-
tatja, qu. e. d.

9. (27) és egy jol ismert felsd becslés alapjan a Qu(2) =0
egyenlet valamennyi gyikére az igen konnyen megjegyezhetd

1
(C]h ) _1gj‘<cﬂh +1

|co |car|
=125 N=M)
limitacié érvényes, ahol Co ;1 = max |c, ["°
0=n=h-1
Végiil megjegyezziik, hogy a dolgozat eredményei természe-
tesen nemcsak O-helyek, hanem komplex véltozos fiiggvények tel-
jes értékkészletének vizsgalatira felhasznalhatok: ha w adott
komplex szam és a oly pont, melyben f(a)=~ w, akkor f(z) a-hoz
legkozelebbi ,w-helyének“ keresése F(2)— f(z+a) w 0-hoz
legkozelebbi gyokének keresésével egyértelmii.

(Beérkezett 1959. III. 31-én)

16 A fels6 korlatra vonatkozdlag vo. pl. Perron, i. m., 21. o.
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PACHPE/IEJIEHUE HYJIEN AHAJIUTUYECKUX ®YHKIUNA U OPMYJIA
CAUCHY—HADAMARD-A

M. Mikoris (Bypanewr)

[ycts (hynximsi KOMMIEKCHON mepemedHoil f(2) peryabspHa B HAYaIbLHOI
TouKe, o =F(0)#0, ¢,,=f 0)/(m)! (In=1,2,...).

Pab6ora sanumatcst caeayromeil npo6iemoii: Kakum 00pasom MOXHO onpe-
JEINTb MM XOpOLIO OLEHHTh CHU3Y aOCOJIOTHOE 3HauaHue R HauOAmKailero

@
k 0 Hynsg avanuTuueckoW (yHKUMM, NOPOKAEHHON BIEMEHTOM E Ch 2
n=0
HCKTIYUTEAbHO C IOMOLBIO Co, €1, Copvne
PesyabTarer: 9

Teopema I. lIpepnonoxum 4T0 f(2) mepomop¢pua B

Kpyre |2|<@e<oo. f(2) umeeT 35€Ch HyAb B TOM W TOAbKO
1

B Tom cayuae, ecanm nmeetr mecto (). 3pece V= Iim |H,|”
V>

H,-onpepemntens (2) Ecan suimonnsiercs (I), 10 R=|¢y| V1.
Teopema Il. f(2) BO BCAKOM Cnyyae mepomoppHa u
#0 B kpyre |z|<|c|V!, noeTomy BHnOnHsieTCs (10).

Ha ochoBaunu Tteopembl 06 ompepemmrtensx Hadamard-a B xauectse
cneacteusi noayuaetcs (13), npu ycnosum, 4yto X [ci |2 CXOAMTCS.

Teopema lIl. Buauenne onpenenntens (2) (s caynae
NIOBIX KOMNJAEKCHBIX 3/IEMEHTOB) MOJMKET OBITh 3amNuCaHoO
B Buge (15)—(16).

CneacTBue : B ABYX MpPEALIECTBYIOLINX TEOpeMax

1

¥ v
Vi= lim | > )" S, ,| (>0).

ry—>o |A=1

Teopema I. Ecanm ¢y #0, |cs| <KB" (m=1,2,..)rne K u B
NONOXHUTEJNbHBE NOCTOSIHHBIE, TO R=|¢|/B(K-+|cl). dra
OleHKAa HEe MOKEeT OB Th yIYYMEHHA B TOM CMBICJI€, 4TO NPH
noaxopnsiuem Brib6ope f(2) nnoctossHHLX K,B umeer mecto
paBeHCTBRBO.

(ITpumep: (23), rae >0, x>0, ¢y >0.)

Teopema. [lycTh pasauydHble KOPHH MHOrOYJIEHA

h
Qu@=2¢, 2’ O=py<p<---<p,=M;c, #0)

n=0
eyt §(j=12,..., N=M) n nycte R = min |§. Torpa umeer
I=j=N
mecTo (25), rpe (26), u (27), rpe (28), (29).]

Ipumensisi aTu Teopembl K F (2) = f(z + a) — w BmecTo f(2), moayunm
COOTBETCTBYIOIME TEOPEMBI O ,W-mecTax“ f(2).
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ON THE DISTRIBUTION OF ZEROS OF ANALYTIC FUNCTIONS AND
THE CAUCHY—HADAMARD FORMULA

By M. Mikoris (Budapest)

Let f(2) be a function regular at the origin, ¢, =f(0) # 0, ¢,,— f™ (0)/m!
(m=1,2,...) the TavLor (MacLauvriN) coefficients of f(2); let us denote by
R the upper bound of the numbers R, >0 such that the analytic continuation

s0]
of f(z)::Z c,2" does not vanish for |z| < Ry, i. e. the minimal distance R

n=0
of the zeros of this function from the origin. — The paper deals with the
following fundamental problem: give the exact value or a sharp lower estimate,
resp., for R, using only the prescribed values ¢, ¢;, Cs,....

Results :
I. Suppose that f(z) is meromorphic for |z|<e < oco. — There
is at least one zero of f(z) within |z|= e if and only if (1) holds with
1
V=Ilim |H,|”, H, denoting the (recurrent) determinant (2); if (1) is fulfilled,
V>

we have R—|c,|V.

1. In any case, f(2) is meromorphic and #0 for |z| <|c,| V', so that
(10) holds.

Applying the well-known “determinant-theorem® of Hapamarp, we get
the inequality (13), provided that Z |, 2 < oo.

. In case of arbitrary complex elements, the value of the determinant
(2) may be written in the form (15) with (16).

Corollary : in Th. I.—II, we have
1

v v
Vi=lim | X' (=D ¢S, ,| 0.
r—>o | A=1
V. If ¢o#0, |c,,| =KB™ (m=1,2,...), where K and B are positive
constants, then R = |c,|/B (K -+ |¢;|). — The last estimation cannot be impro-
ved in the sense that in certain special cases (for some f(z), B and K being
suitably chosen) the sign of equality is valid.
(Example: (23) with 28>0, x>0, ¢;>0.)
h
V. Write Qu@)= ¢, 2" O=po<p1 < <p,=M;c, #0);
O n n

let§; (j=12,..., N= Mgzbe all the distinct zeros of Q,,(2), furthermore
Ry = min |§].
1=/=N-
Then we have (25) with (26) and both (27) and (28) with (29).
By considering F(z)=f(z-+ a)—w, the above propositions yield
corresponding ones on the points where f(z) assumes a given complex
value w.

5 Matematikai Lapok



Megjegyzés Jénoésy Lajos egy dolgozatihoz

FEnYS IsTvAN

Janossy Lajos egyik dolgozatiban' ramutatott arra, hogy
egyes val6szinfiségszamitasi problémdknal a Laplace-transzformacio
azért hasznilhato el6nyosen, mert az két fiiggvény f(f) és g(¢)
konvoluciéjat, tehat az :

t
(m fra=|ft—n)g(@at
0
fiiggvényt az fés g Laplace-transzformaltjanak szorzatdba viszi at.
A szerz6 altal vizsgalt problémdknal gyakran lépnek fel a kétval-
tozds u(x,y) és »(x,y) fiiggvényekbdl képezett
Yy

@) utv—[u(x, ot y)dt

alaku fiiggvények is. Vilagos, hogy az (1) alatti konvoluci6 a (2)
alattinak specialis esete: ha ugyanis u(x,y)=u(y—x) ésv(x,y) =
=uv(y—x), akkor (2) a két fiiggvény konvolucidjat szolgaltatja a
t=y—x helyettesités mellett. Janossy kifejtette, hogy el6nyosen
hasznalhato lenne egy olyan, az u (x,y) kétvédltozos fiiggvények
halmazin értelmezett homogén, linedris transzformacio, mely a (2)
alatt értelmezett altalanositott konvoluciot a ,tényez6k“ transzfor-
maltjinak szorzatdba viszi at. O a kovetkezd transzformdéciét ajan-
lotta: tekintsiik az u(x, y)-t egy linedris homogén integralegyenlet
magjanak. E mag valamely sajatértéke legyen s, a hozzatartozo

jobb- és baloldali sajatfiiggvények legyenek ¢, (x) és v (y);l’;—sés
% fliggvényeket (s-ben) tekinti altalanositott Laplace-transzformal-

I L. Janossy: On The generalization of the Laplace-transform in proba-
bility theory. Acta Math. Hung. II. 1951. p. 177—183.
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taknak. Ha u, az u mag k-ik iterdltja, akkor ennek altalanositott
Laplace—transzforméltja% ill. % Janossy ezt az £ (fi) =[S ()JF

formula analogonjanak tekinti, itt f; az f fiiggvény k-ik iteraltjat
jelenti (fi=/fs%f%:--xf), £ a Laplace-transzformaci6 szokésos jele.
Ennek a Janossy altal ajanlott transzformdcionak tobb hatranya
van és nagyon is egyes specidlis valoszinfiségszamitasi problémak
testére van szabva. A transzformélandd « fiiggvénynek ui. nem
mindig létezik sajatértéke, ezesetben transzformaltrol nem is beszél-
hetiink. Masodszor e transzformacié a konvoluci6 tétel analogon-
jat csak akkor mutatja, ha a transzformailando fiiggvényeknek
kozos sajatfiiggvényrendszeritk van, ez pedig nagyon er6s meg-
szoritas.

E hatranyok kikiiszobolésére taldn célszerfibb az alabbi &lta-
lanositott Laplace-transzformaciét hasznalni, mely joval kevesebb
megszoritds mellett alkalmazhato.

Azonnal belathatd, hogy olyan homogén linedris transzfor-
macio, mely a konvolucio-tétel analog tulajdonsagaval bir, bar-
milyen kétvaltozés fiiggvényre nem definidlhat6. Ennek oka az,
hogy mig az (1) alatti konvoluci6 miivelete kommutativ, addig a
(2) alatti altalanositott konvolucié &ltaldban nem az. Ezért tehat
kiindulunk egy u kétvéltozés fiiggvénybdl, és tekintjiik az Osszes
vele permutabilis v (x, y) fiiggvényt, tehat azokat, melyekre

L=,

A v fiiggvények ezen osztalydt jeloljiik V.-val. Az Aaltalanositott
Laplace-transzformaciot csak a V, folott fogjuk definidlni.

Legyen u= T(f) egy homogén lineéris transzformacio, mely
minden /=0-ra definialt és Laplace-transzforméciéval biré f(f)
egyvaltozos fiiggvényt a V, halmaz valamely fiiggvényébe viszi at.
Err6l tegyiik még fel, hogy egyértelmiien megfordithaté és olyan,

hogy ha

' =17 es v=—-(2),
S u=T7T(f) és (&)
(3) utv— T(fxg).

Ha ilyen T transzformdcié létezik, akkor u altalanositott Laplace-
- transzformaltjat a kovetkez6 médon definialjuk:?

L) =2[T"@)]=2(f)
2 771 el jeldljiik T inverzét. A

6%



68

Ennek tényleg meg van az a tulajdonséga, hogy
Luiv)=L(u)-L(@),

Lu,v)=2(f+g)=S(H)L(g)=L(u) L)

Az egész tehat egy az el6bbi tulajdonsdgokkal bird 7'(f) transz-
formaci6 1étén mulik. De ilyen létezik, példaul az un. Szahnovics-
féle.” Ennek explicit alakjat a kovetkez0 modon nyerhetjiik: legyen
k(x,y) egy tetszOleges Volterra tipusti magfiiggvény. Akkor az
&k operator egyértékii inverze létezik: [6+k] ', 8 jelenti az
identitdsoperatort, azt tehat, mely minden fiiggvényt sajatmagaba
visz at. Az f(t) egyvaltozos fiiggvény helyett tekintsiik az f(y—x)
fiiggvényt és ehhez az f-hez a kovetkezé u(x,y) fiiggvényt ren-
deljiikk hozza:

u=T()=[8+K.f(y—x) I [8+A".
Vilagos, hogy ez a transzformdcié homogén linedris, egyértékii
inverzzel rendelkezd. Inverze:
F—x)=[8+K" ul[8+4].

Ha f(f) befutja az Osszes f=0-ra definidlt egyvaltozés folytonos
fiiggvényt, akkor 7(f) befutja az Osszes u-val permutabilis két-
véltozos fiiggvényt.

Végiil, a Szahnovics-féle transzformacié rendelkezik a (3)

alatti tulajdonsaggal. Figyelembevéve ugyanis azt, hogy [84 4] '?
[6+k]=¢& és f(y—x):g (y—x)=[f*gli=y-., adodik, hogy
uyo=[8+K fi[8+ A [6+K g[8+ M "=
=[8+K S8 8+ K =[8+ K (f*2) [8+K ' =T (f*g).

Az elmondottak alapjan tehat valamely V, fiiggvényosztaly
tagjai kozott éppen tigy kiépithetd az altalanositott Laplace-transz-
formacio segitségével az operdtorszamitds, mint az egyvaltozés
fiiggvényeknél szokasos. Ha példaul f(¢) differencidlhato és f(f)
Laplace-transzforméltja is létezik, tovabba =7 (f’), akkor

“) L (@) =2 (f)=s(f) —f(0)=sL(u) — f(0).
8 L. A. Szahnovics (JI. A. Caxnosny): CrnexrpajibHuii aHaIM30nepaTopon

x

BUJE. Kfsz (x—1) f () dt. Ussectnsi Axanemmn Hayx CCCP 22. 299—
0 o

308. 1938.

mert
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Konnyen tisztaizhato az is, hogy az u-rél u(x, y)-ra valo attérés
miiveletének (,altalanositott differencialas“) mi felel meg. Ha fel-
tessziik, hogy

FO—FO) =1 O dt=1x7,

akkor
u=TH)=TAxf)+T(fO)=TM:IT)+fO)T(1)=

S T(1):@+£(0) T(1).

u tehat a

(5) T(1)sa=u—f(0) T(1)

els6fajii Volterra-tipusti integralegyenlet megoldasa. Annak sziik-
séges és elégséges feltétele, hogy az (5) egyenletnek megoldasa

létezzék az, hogy f— T'(u) mindeniitt differencidlhat6 fiiggvény
legyen. Ha K(x, y) rezolvens magija R(x,y), akkor

T()=[8+AI1I[B+A =[8+AI1I[E—R] =
y i

14| K, dt — | R(, y) dt — | | K(x0) R(ty) dtdt=E (x,3),

x

tehat E(x,y) az x—y egyenes mentén = 1. Feltételezve azt, hogy
K és u az x szerint folytonosan differencidlhatoak, az (5) egyen-
letb6l az ad6dik (ha mindkét oldalat x-szerint differencidljuk), hogy

Y

%) dEiGG D) ol A 0E
- E@ou )+ | EED g yat=2% —f0)F.
vagyis :
= SCEEGY: S el
ll—JT”(f,J/)dt-~f(0)—ax AT

Ez u-ban egy masodfaji Volterra tipusti integrdlegyenlet, melynek

feltevéseink mellett egyértelmii megoldasa létezik. Ha%—x rezolvens

magija o(x,y), akkor
aE 0 . 0E  ou
i Y f(O)———].

©) B=f 05 l ax  ox

7 tehat u-bél egy bonyolult integrddifferencial operator segitségé-
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vel nyerhet6. Lassuk az eddigiek egy gyakorlati alkalmazdsat! Ha
tekintjiikk példaul az

u+tiu=—v
integrodifferencialegyenletet (z a (6) alatti kifejezést jelenti), ahol
v adott a V, fliggvényosztalyba tartozé fiiggvény 2 pedig allando
szam, akkor ennek az integrodifferencidl egyenletnek a megoldasa

az altalanositott Laplace-transzformaci6é segitségével igen egy-
szerfien igy torténhet:

L(@)+2L(u)=L()

+HL@)=L@)+p,
ahol p egy dlland6 (a kir6tt kezdeti feltételtdl fiigg). Ebbol

i oo ) s A p
% e e

u="T(e"xg+pe™)

(4) alapjan

— £ (e g +pet);

ahol g =T ().
Az altalanositott Laplace-transzformdcio elméletének kidolgo-

zésa és alkalmazésainak részletesebb ismertetése tallépi e dolgozat
kereteit, erre egyebiitt tériink vissza.

3AMEYAHUE K OJIHOI PABOTE L. JANOSSY

I. FEnYO

L. Janossy B opnoii cBoeit paGore mpejaraer uCHO/b30BaTh OAHO Mpe-
00pasoBauue, spasgOuEeecs 00600menneM npeobpasosanust Laplace-a, koTopoe
MOKET TPUMEHATHCI MNPU PEIEHHH HEKOTOPBIX TEOPETHKO-BEPOATHOCTHBIX
npobnem. OpHako ato mpeoOpa3oBaHME MMEET PsiA HeaocTaTtkoB. Hacrosmast
paboTa paccmaTtpuBaeT ciaenyiouiee npeoGpazoBaHue, KOTOPAsi Jy4dlle MOMKET
paccmaTpuBaThCsi Kak 0600wienne npeobpasosannsi Laplace-a: Ilycte V ects
TaKO€ MHOXECTBO (yHKUMil ABYX NEPEMEHHBIX, JIIsi KOTOPHIX JeiicTBue

1{
u:uzJu(x,t)v(t,y)dt (1, v€V)

nepemecTumo. Toraa, kKak M3BECTHO, CYLIECTBYET TaKOe TOA0OHOE Npeodpaso-
BaHue 7, KOTOpoe otobpaskaer V HA MHOXECTBO (DYHKLMil, ONPENENEHHBIX Ha
orpeske [0, oc). Ilox oGoGmEnnmiM mnpeoGpazosannem Laplace-a  dynkuyum
u(x, y) € V nounmaercs npeo6pasosasue :

L@)=L[T" )]
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rne T~! npeo6pasosanne, oopathoe 7, $ 0003Ha4YaeT OObIYHOE NPEOOPasoBaHNe

Laplace-a. 9To npeo6pa3oBaHune sIBISIETCS OYEHb CWJIBHBIM aHAJI0rOM nNpeoopaso-
paune Laplace-a, nanpumep,

L(utv)=L(u)L @) (u, vE V).

EINE BEMERKUNG ZUR ARBEIT VON L. JANOSSY: ON THE GENERA-
LISATION OF THE LAPLACE-TRANSFORM IN PROBABILITY THEORY

I. FENY6

Es sei V eine Klasse derjenigen Funktionen von zwei Verdnderlichen,
fiir welche die Operation

Y
u:vzfu(x,t)v(l,y) dt
. x

kommutativ ist. Es existiert dann eine eindeutig umkehrbare Ahnlichkeits-
transformation 7, welche die Funktionen von V in die in [0, oc) definierte
Funktionen iiberfiihrt. Folgende Transformation wird betrachtet:

L@)=¢8I[T ‘)]

Q ist das Zeichen der Laplace-Transformation, T-! die Inverse von T. Die
Transformation Zeigt eine grosse Ahnlichkeit zur Laplace-Transformation, z. B.

L(u*v)=L (1) L (v).



A gorog matematika definiciés-axiématikus alapjai
SzaB6 ArpAD

Bevezetés.

. Az euklidészi alapelvek torténeti problémaja.

. Az aritmetika els6bbsége.

. Az egység és a szdmok.

A szamok oszthatosaga.

. Az oszthatésag és a geometria.

. ,Az egész nagyobb, mint a rész“.

. Hogyan keriilt sor a geometria axidmatikus megalapozaséra ?

NOOUA W=

Bevezetés

Az elmult évek sordn tobb dolgozatban igyekeztem kimutatni,
hogy a legrégibb gorog deduktiv matematika keletkezése az eleai
filozofia hatasanak tulajdonithat6.! Erre a gondolatra — az id6-
rend figyelembevételén kiviil — két megfigyelés vezetett. Egyrészt
ugyanis az a koriilmény, hogy gyakran taldlkozunk az V. szazadi
gorog matematikdban n. indirekt bizonyitdsi formdval, annak a
torténeti jellegli sejtésnek a foldllitdsdra késztetett, hogy deduktiv
matematika mindaddig nem is lehetséges, amig nem ismeretes az
indirekt bizonyitasi forma.” Mdrpedig ennek a bizonyitasi formanak
a kialakitasa aligha rekonstrudlhaté valamely mégcsak empirikus-
praktikus jellegii matematika keretein beliil; annal kénnyebb volt
viszont rdmutatnom arra, hogyan jott létre ez a gondolkozasi forma
az eleai filozéfidban.? Mdsrészt ngy-lattam: az eleai filozofia hata-

1 A. Szaso: ,Eleatica“ (Acta Antiqua Acad. Scient. Hung. IIl. Budapest,
1955, 67—103); ,Hogyan lett a matematika deduktiv tudomannya ?“ (Mate-
matikai Lapok VIII., Budapest, 1957, 8—36 és 232—247); , A matematikai bizo-
nyitds gorog terminus technicusa“ (Antik Tanulmanyok, Budapest, 1958, 25 —43).

2 ,Hogyan lett a matematika deduktiv tudoméannya ?“ i. h.

3 Természetesen nem ismételhetem meg ebben az Osszefiiggésben azt
az egész gondolatmenetet, amelynek sordn erre a kovetkeztetésre jutottam.
Minthogy azonban ma még sokan kétségbevonjak tételem helyességét — azt
a gondolatot ti. hogy a gorég matematikusok az indirekt bizonyitast csakugyan
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sat bizonyitja a gordog matematika evidencia-fogalmanak torténeti
fejlodése is.* Azt hiszem, sikeriilt kimutatnom, hogy a legrégibb

az eleataktol tanultdk —, legyen szabad ezattal emlékeztetnem legfontosabb
régebbi érveimre.

1. Az indirekt bizonyitas legrégibb ismert alkalmazasal — legalabbis a
gorogok kozott! — ParmeniDEs tanitokolteményében talaljuk. Ugyanennek

a bizonyitasi formanak legrégibb matematikai alkalmazasai mai tudasunk szerint
mind késdbbiek, a ParmenipEs ufdni id6kbél szarmaznak. ;

2. Nincs magyarazatunk arra, hogyan talalhattdk volna meg az indirekt
bizonyitasi format praktikus-empirikus matematikai imeretek alapjan. Ez mas
szbval azt jelenti: megoldatlan rejtély maradna, hogyan jottek ra az indirekt
bizonyitas alkalmazadsanak a lehetOségére, és foként arra, hogy ilymédon csak-
ugyan lehet bizonyitani valamit, ha ennek a miifogasnak — az indirekt bizo-
nyitasnak — a keletkezését valamilyen kezdetleges még csak empirikus jel-
legli matematikai gyakorlatbdl akarnok levezetni. (Ezzel szemben megmagya-
razhaté ennek a gondolkozasi modnak a kialakuldsa az eleai filozofian beliil ;
lasd erre vonatkozéan ,Zum Verstindnis der Eleaten“ c. tanulmanyomat Acta
Antiqua Acad. Scient. Hung. II. 1954, 243—289).

3. Az indirekt bizonyitasnak az alkalmazdsa a gorog matematikdban
egyiitt 1ép fel egy egészen kiilonds antiempirikus és szemléletellenes tenden-
ciaval. Nincs magyarazat arra a csak praktikus-empirikus matematika szem-
pontjabol, miért kapcsolodott dssze ez a két jelenség: az indirekt bizonyitas
és az antiempirikus tendencia. De nagyon j6] megmagyarazhaté6 ugyanez a
kapcsolat az eleai filozofia szempontjabdl. Az eleatdknak el kellett utasitaniok
minden empiriat, érzéki észrevevést és praktikus tapasztalatot, mert csak igy
tarthattak ki indirekt bizonyitasaikbdl adodo kovetkeztetéseik mellett. Az in-
direkt bizonyitds kapcsolata az antiempirikus tendenciaval természetesen ott
jott létre, ahol ennek megvolt a maga eértelme, az eleai filozéfidban. A mate-
matikusok ezt a kettot egyiitt vették at és egyiitt alkalmaztak ott is, ahol a
kett kapcsolata nem volt sziikségszerti, hiszen a matematikdban az indirekt
bizonyitas legtobbszor nem mondott ellent a tapasztalatnak.

4. Abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy azt is meg tudjuk
mondani: mi késztette a legrégibb matematikusokat az indirekt bizonyitas eleai
modszerének az atvételére ? Ez a moédszer lehetové tette szamukra egy olyan
tény kimutatasat, amely tény praktikus-empirikus médszerekkel nem mutathat6
ki, ez pedig az inkommenzurabilitds létezése. Az, hogy két mennyiség pl. a
-négyzet oldala és atloja dsszemérhetetlen végérvényesen praktikus-empirikus
modszerekkel nem mutathaté ki; de nagyon konnyen kimutathaté ez az in-
direkt bizonyitas alkalmazasaval; vo. ,Eleatica“ i. h.

E négy pontban oOsszefoglalt érvek alapjan tovabbra is fenntartom
régebbi tételemet: az indirekt bizonyitast a gorog matematika az eleai filozd-
fiabol vette at. — Erdekes egyébként, hogy néha felbukkan a szakirodalom-
ban egy-egy olyan utalds, amely arra mutat, hogy masok is kozeljartak mar az
elobbi négy pontban megokolt kovetkeztetésemhez. J. E. Horrmann , Geschichte
der Mathematik, erster Teil. Von den Anfdngen bis zum Auftreten von Fermat und
Descartes. Berlin 1953 (Sammlung Géschen Bd. 226) cimfi munkajabol szar-
mazik pl. a kovetkezd idézet (27 1.): , Jetzt bemichtigten sich die Mathemati-
ker der indirekten Schlussweise, die schon Zenon von Elea (490 ?—430 ?)
angewendet hatte, um die landldufigen Ansichten vom Wesen des Raumes,
der Zeit und vor allem der Bewegung durch scharfsinnige Trugschliisse in
Frage zu stellen“.

1 A matematikai bizonyitds gorog terminus technicusa“ i. h.
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gorog matematikdban az evidencia empirikus-szemléletes jellegii
volt; mar az V. szizadban folvéltotta azonban az ilyen jellegti,
kezdetleges evidencidra valo torekvést egy egészen kiilonos anti-
empirikus és szemléletellenes tendencia. Ez a tendencia egyszerre
jelentkezett az indirekt bizonyitasi forma els6 matematikai alkal-
mazasaival, €és ugyanigy mint amaz: az eleai filozofia hatdsara
volt visszavezethetd.

Ebben a dolgozatban az eleai filozéfidnak a gordog mate-
matika definiciés-axiomatikus megalapozadsara gyakorolt hatasat
igyekszem kimutatni.

1. Az euklidészi alapelvek torténeti problémaja

Mint ismeretes, EUKLIDES klasszikus munkajiban, az i. e.
300 koriil keletkezett ,Elemek“-ben, mindjart a mii elején egy
harmas csoportban sorolja f6l a matematika alapelveit, vagy mas
néven: principiumait.” Latin forditdsban definitiones, postulata és
communes animi conceptiones e harmas csoport neve.® PROKLOS az
yElemek® tjplatonikus magyarazoja az i.sz. V. szdzadban részle-
tesen targyalja miivében azt a kérdést, mi az értelme ‘és jelento-
sége ezeknek a Dbe-nem-bizonyitott alapelveknek az egész mate-
matika szempontjab6l, s6t PROKLOs kisérletet tesz arra is, hogy
megvilagitsa, miben kiilonboznek egymastél a folsorolt harmas
csoport tagjai.” Szerinte az alapelvek (principiumok) bizonyitas

5 Eukuipks szdvegében nincs kozos osszefoglald neve a definitiones, pos-
tulata és communes animi conceptiones elnevezésii csoportokba foglalt mate-
matikai principumoknak. Az djplatonikus kommentator, ProkLos doxai vagy
dnodéoers néven foglalja ssze ezt a harom csoportot. A régebbi elnevezeés,
amely legalabbis PLaton korabol mar kimutathatd, dwodéoeg volt; vo. PLATON,
Resp. VI. 510 C.

¢ E dolgozatban szandékosan haszndlom mindig e hdrom gorog termi-
nus latin forditdsat gy, ahogy megtalalja ezt az olvasé Eukupks modern ki-
adojanal J. L. Hemseranél is (Euclidis Elementa, Vol. I Lipsiae 1883). Nem
akarok ugyanis foglalkozni a terminolégia-torténet bonyolult, csak filologiai
érdekességfi problémajaval. Mint mas Osszefiiggésben kimutattam mar, e harom
terminus koziil kettd — a definitiones és a communes animi conceptiones —
gorog megnevezése EukLipés mai szovegében késObbi eredeti, nem magatol
EukLipgstdl szarmazik ; EukLipgs e két csoport megnevezésére még mas gorog
szavakat hasznalt, csak késobb valtoztattdk meg e terminusok gorog neveit
részben ArisToTELEs részben pedig a sztoikus filozofia hatdsara. Lasd erre
vonatkozolag ,Die Grundlagen in der friihgriechischen Mathematik” ¢, dolgo-
zatomat : Studi Italiani di Filologia Classica XXX. 1958, 1—51.

7 Procur Diadochi in primum Euclidis Elementorum librum commen-
tarii, ed. G. FriepLeiN, Lipsiae 1873 75 kk. — A szamunkra legfontosabb
Proklos-helyeket német forditdsban kozli: 0. Becker, Grundlagen der Mathe-
matik in geschichtlicher Entwicklung, Freiburg-Miinchen 1954 98 kk. és 121. kk.
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nélkiil eldrebocsatott allitdsok, amelyeket nem is kell bizonyitanunk,
amelyekb0dl azonban sorra levezethetok a matematika Osszes tételei.
Csak az nem deriil ki PROKLOS magyardzataibodl: hogyan jottek ra
a torténeti fejlodés sordn arra, hogy az egész matematika ilyen be
nem bizonyitott allitdsokra épiil?

Erre a kérdésiinkre a modern tudomdany is legtobbszor csak
ugy valaszol, hogy emlékeztet ARISTOTELESre. El szoktidk mon-
dani,’ hogy ARISTOTELES el6tt még arrol vitatkoztak az emberek :
egydltalan van-e olyan tudomany, amely mindent bebizonyit?
Hiszen ennek a torekvésnek sziikségszerlien ,regressus-in infini-
tum“-hoz kell vezetnie! Vagy taldn megkeriilhetd volna ez a
nehézség akkor, ha a tudomény egyes tételeit egymasbol vezetnék
le?” Emlékeztetnek aztin arra, hogy ARISTOTELES volt az, aki
tudatosan szembefordult mind a két felfogassal; & mutatott ra
el@szor arra, hogy minden tudomdnynak bizonyithatatlan de mégis
igaz principiumokb6!l kell kiindulnia, s6t 6, ARISTOTELES volt az
is, aki el6szor tette vizsgélat targyava a kérdést: milyeneknek kell
lenniok a tudomany kiinduldsul vélasztott bizonyithatatlan princi-
piumainak. — Minthogy azonban PROKLOS egy alkalommal meg-
emliti: a pergéi APOLLONIOS megprobélta bebizonyitani EUKLIDES
elsé egyenléségi axiomajat —, egyesek tigy gondoljak, hogy éppen
ez a tény a bizonyiték arra: milyen nehéz volt érvényre juttatnia
ARISTOTELESnek a bizonyitdsra és a bizonyithatatlan principiu-
mokra vonatkozé felfogdsat; még szdz évvel késébb a pergéi
APOLLONIOS sem értette meg vildgosan ARISTOTELES tanitasat, bar-
milyen kivalé matematikus volt is egyébként." — Mint latjuk, ez
a felfogas rendkiviil fontosnak tartja ARISTOTELES szerepét a gorog
matematika definiciés-axiématikus megalapozasaban. Szinte az a
benyomasunk — az el6bbi gondolatmenet alapjan —, mintha ARris-
TOTELES érdeme volna az, hogy egyszer folismerték a matematikai
bizonyithatosag elvi hatarait s ezzel egyiitt a definicids-axiomatikus
megalapozas lehet6ségét, illetdleg sziikségszeriiségét. Nem tagadja
ugyan az imént ismertetett felfogds sem, hogy ARISTOTELES elgon-
doldsdnak kifejtésekor mar jelentés matematikai anyagra tamasz-
kodhatott — azaz méas szo6val: a matematika definicids-axiomatikus
megalapozdsdnak legaldbb a kezdetei mar ARISTOTELES elbtt is
meglehettek —, de mégis hangsiilyozza:* ARISTOTELES érdeme,

8 Vo. K. v. Fritz, ,Die Apxar in der griechischen Mathematik“, Archiv
fiir Begriffsgeschichte Bd. 1. Bonn 1955.

9 Analytica posteriora I 3, 72 b, 5 kk.; I 19—23; p. 83 b, 32—84 a 6.

10 Procrus 183, 13 kk.

11 K. v, Fritz i. h. 64—65.

12 K. v. Fritz uo. 98.
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hogy félreérthetetleniil leszogezte: minden tudomdanynak bizonyit-
hatatlan de mégis megtdmadhatatlan principiumokbol kell kiindulnia.
Marpedig ha ez csakugyan igy volt, akkor mégiscsak ARISTOTELES
érdeme az, hogy legalabb elvben — alig egy generaciéval korab-
ban mint EUKLIDES — el6készitette a talajt a matematika definicios-
axiomatikus megalapozdsahoz. Latszolag j6I vag ehhez az elgon-
dolashoz az a tény is, hogy a pergéi APOLLONIOS még ARISTOTE-
LES utdn is bizonyitani akarta EUKLIDES elsO egyenldségi axiomajat ;
mintha ez is azt mutatnd, hogy az emberek ARISTOTELES el6tt
aligha lehettek tisztdban a matematikai bizonyithatésag elvi
korlataival.

Nem oOhajtom kétségbevonni ennek az itt vazolt felfogasnak
a viszonylagos igazat. ARISTOTELES emlitett gondolatai részben
csakugyan megvilagitjdk azokat a nehézségeket is, amelyekkel a
korabeli matematikusoknak meg kellett kiizdeniok. De azt hiszem,
mégis thlzas volna ebbdl arra kovetkeztetni, hogy ARISTOTELESnek
egyaltalan jelentds szerepe lett volna a gorog matematika defini-
cids-axiomatikus megalapozidsdnak el6készitésében. A gorog mate-
matikdanak azok az alapelvei, amelyeket EUKLIDES miive legelején
osszedllit, joval az ARISTOTELESt megel6z6 idokbol szarmaznak.

Ezt a tényt — legaldbb részben — mar a régebbi kutatas is
folismerte. TANNERY pl. figyelmeztetett arra,”” hogy az ,Elemek*
els6 konyvének 4. €s 7. definicidjadt — az ,egyenes vonal“ és a
»sik feliilet* meghatdrozdsat — EUKLIDES egydltalin nem hasznélja
miivében. Még ennél is felttindbb, hogy helyenként az euklidészi
definiciok terminologidja sem egyezik azzal a terminoldgidval,
amelyet EUKLIDES tételeiben és bizonyitdsaiban hasznal. A ,tégla-
lap“ neve pl. az els6 konyv 22. definiciojaban gorogiil, ézeodunxec,
holott EUKLIDES ezt a sikidomot egyébként mindig mapadinié-
yoauuov-nak nevezi. Ugyanez a 22. definicié emliti a ,rombusz“
fogalmat is, amelyrél EUKLIDES egyetlenegy tételében sem beszél;
majd hallunk a ,romboid“-rél (doufoeidéc), amelyet EUKLIDES
késObb a tételek sordn egydltaldn nem kiilonboztet meg a wapedinis-
yoauuov-tol. De nem kovetkezetesek az ,Elemek“ elsé konyvének
definiciéi a ,sokszogek“ elnevezését illetben sem; mert a 19.
definicio értelmében azt varnank, hogy a ,sokszogeket“ oldalaik
szerint fogjuk megnevezni (voindevoa, noldniecvoc), holott EUKLI-
DES késObb ezeket az idomokat mindig kovetkezetesen szdgeik
szerint nevezi meg (woiywvow, mevedywror etc.).

13 P. Tannery, “Sur la locution & Zoov”, Revue des Etudes grecques t.
X 1897 14 - 18— Mémoires Scientifiques (publiés par J. L. Heieera—H. G. Zeu-
THEN, Toulouse-Paris 1912) Il 540—544. .

14 P, Tannery, “Sur l'authenticité des axiomes d’Euclide”, Bulletin des
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TANNERY ezekhez a megfigyeléseihez azt a nyilvdn helyes
kovetkeztetést fiizte, hogy az euklidészi ,Elemek“ els6 konyvének
definicioi bxzonyara nem is magatél EUKLIDES-t6l szdrmaznak.”
EukLIDEsnek nagyon sok el6dje volt mar, s ezek a régebbi mate-
matikusok — kiilonosén ha ,Elemeket“ dllitottak ssze — bizo-
nyara ugyantgy definicidkat bocsatottak fejtegetéseik elé, mint
késébb maga EUKLIDES is tette. EUKLIDES pedig va]oszmﬂleg sok
mindent készen vett at elédeitél.”® Igy torténhetett ‘meg aztan, hogy
olyasmi is belekeriilt definicioi kozé, amire a mii szempontjabol
tulajdonképpen mar nem volt sziiksége; maskor meg megfeled-
kezett arrdl, hogy ezeknek a definicioknak a terminoldgidja nem pon-
tosan ugyanaz, mint a tételek és bizonyitdsok sordn hasznalt termi-
nologia. Ez ugyan stilyos hiba volt a matematika szempontjabdl,
de mégis hdlasak lehetiink érte EUKLIDESnek, mert éppen ez teszi
lehet6vé szamunkra, hogy némi bepillantast nyerjiink az EUKLIDES-*
eltti matematika torténetébe.

TANNERY ezt a sejtését igazaban csak az ,Elemek“ els6
konyvének definicidira vonatkoztatta. Azota viszont — fiiggetleniil
TANNERYt6l — hasonl6 torténeti megitélésben részesiilt mar EUKLI-
DEsnek tn. kongruencia-axiomaja is.”” K.v. FRITZ ugyanis észre-
vette, hogy EUKLIDES ugyan feldllitja ezt az axiomat, de aztan
kés6bb — egy-két jelentéktelen esett6l eltekintve — tgyszolvan
sohasem haszndlja, holott gyakran lényegesen megkonnyithette
volna a dolgat azzal, ha éppen erre az axidmdra hivatkozik. Ennek
a kiilonos eljarasnak az oka az, hogy EUKLIDES nyilvan keriilni
akarja az egymasra-illesztésnek azt az empirikus modszerét, ame-
lyet ez az axioma szentesit.” Tudjuk viszont PROKLOS szovegébol,
hogy a kérdéses axidoma modszerét — az empirikus egymésra-
illesztést — régebben olyan bizonyitdsokban is hasznaltdk, ame-
lyeket EUKLIDES mar egyaltalin nem vesz f6l miivébe. Ezt a mod-
szert tehat, amely — gy latszik — még a gorog matematika
régebbi korszakabol szdrmazik, EUKLIDES el6tt gyakran hasznal-
hattak. EUKLIDES viszont arra torekedett, hogy ezt a régi modszert
lehetéleg kivetkOztesse eredeti empirikus jellegéb6l.” — A 7. euk-

Sciences mathématiques, 2% série, t. VIII 1884, 162—175—= Mém. Scient.
1l 48—63.

15 Mém. Scient. II 55.

16 Ugyanigy itéli meg az euklidészi definicibkat A. M. Frexkian (Le
postulat chez Euclide et chez les modernes, Paris 1940 14) is.

17 Eucl. Elem. I. Communes animi conceptiones VII: “Quae inter se
congruunt, aequalia sunt.”

18 K.v.Fritz i. h. 76 k.

19 Uo. 94.
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lidészi axioma — a kongruencia axiomaja — tehat olyan modszert
szentesit, amelyet EUKLIDES mar lehetdleg keriilni igyekszik. Ez a
koriilmény arra mutat, hogy EUKLIDES kérdéses axioméja bizonyéra
éppentigy régebbi korok oroksége, mint ahogy az elébb emlitett
kiilonos definiciok is csak azzal magyardzhatok, hogy ezek EUKLI-
- DES kordban tulajdonképpen mdar idejétmult hagyomany voltak.
Az emlitett megfigyelések nagyon konnyen azt a gyanit
kelthetik : vajon EUKLIDES tobbi matematikai alapelve nem ugyan-
igy régebbi korok hagyomanyabdl szémazik-e ? — Ez az elgondo-
las mindenesetre jol illenék ahhoz, ami ma mar kozismert EUKLI-
DES-r6l. EUKLIDES tulajdonképpen nem volt nagy matematikus.
Miivének legfontosabb és legnehezebb részeit készen vette at mas
szerzOktol, foként THEAITETOStO! (az ,Elemek“ X. és XIII. kony-
vét) és Eupoxostol (az V. és XII. konyvet). Ezek a részek, vala-
#mint az ,Elemek“ aritmetikar6l szolé konyvei (VII és IX), csak-
ugyan magas szinvonalon mozognak; mas részek viszont messze
elmaradnak ezek mogott, gyakran hibasak és fogalmazasukban itt-
ott zavarosak. EUKLIDES matematikai szinvonala nyilvan attdl fiigg,
hogy milyen szinvonali forrds éllott a rendelkezésére. Ott ahol
kivalo matematikusok munkait hasznilhatta, 6 maga is kivalo
munkat végzett; ott viszont, ahol mintaképe alacsonyabb szinvo-
nalon mozgott, & sem tudott magasabbra emelkedni. EUKLIDES
nem teremtd géniusz, inkdbb csak iigyes didaktikus volt.* — Ha
viszont az ,Elemek“ szerz6je tudds komplikator mddjara szerkesz-
tette miivét, akkor eleve folteheté, hogy ugyanezzel a modszerrel
allitotta 0ssze tudomdanyinak alapelveit is. Kiindulhatunk tehat
abbol a foltevésbol, hogy az euklidészi ,Elemek“ alapelvei bizo-
nydra régebbi korok hagyomanyabol szarmaznak. Kérdés csak az:
vajon torténeti adatok tdmogatjik-e ezt a foltevésiinket ?

2. Az aritmetika elsGbbsége

Miel6tt megkisérelném kimutatni néhany euklidészi alapelv
torténeti eredetét, érdemes lesz folfigyelniink a gordg matematika
egyik kiilonos vondsdra. Mint ismeretes, a gordg matematika tal-
nyomorészt geomefriai jellegii. EUKLIDES legismertebb miive tulaj-
donképpen a geometria ,elemeit“ foglalja 0ssze, s mindaz ami
nem-geometria er0sen héttérbe szorul ndla, igy pl. az egész arit-
metika az ,Elemek“ VII., VIII. és IX. konyvében. Ma mar tudjuk,
hogy a gorog matematikai tudomdnynak ez a targyaldsi modja

20 B. L. van. der Waerpen, Erwachende Wissenschaft, Basel-Stuttgart
1956, 323.
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egy olyan éltaldnos ,geometrizdlasnak“ a kovetkezménye, amely —
jollehet mar az EUKLIDES el6tti korokban divatba jott — igazaban
mégis masodlagos jelenség;* ugy latszik, ezt az utélagos ,geo-
metrizdlast az irraciondlis mennyiségek felismerése tette sziiké-
gessé.” Ahhoz ugyanis, hogy éltalanos egzakt megoldast talaljanak
a masodfokti egyenletekre, at kellett térniok a szdmok teriiletérol
a geometriai mennyiségek teriiletére. Az a bizonyos ,geometrikus
algebra“, amelyet EUKLIDES ,Elemeinek® II. és VI. konyve targyal,
érvényes irraciondlis szakaszokra is, €s mégis egzakt tudoméany.
— Tudjuk viszont, hogy a gorogok régebben a matematikdnak ez
el6tt a geometrizaldsa el6tt, még mdskeépp itélték meg a geometriat.
A pythagoreus ARCHYTAS pl. i. e. 400 koriil még a kovetkezOket
irhatta ,a logisztika (=aritmetika) mint tudomany messze foliil-
mulja a tobbit, kiilondsen a geometridt, mert ez (= az aritmetika)
vilagosabban kezeli targyat, mint amazok ... és ahol a geometria
mar nem boldogul, a logisztika (=az aritmetika) még tovabb
bizonyit.“* — Ezt az idézetet eddig szinte csak arra hasznélta fel
a torténeti kutatds, hogy érzékeltesse azt a nagy valtozast, amely-
nek nem sokkal ARCHYTAS utdn — az irracionalis mennyiségek
felfedezése és az ezzel osszefiiggd altaldnos geometrizalds miatt —
be kellett kovetkeznie a tudomanyos szemléletben.” De egyaltaldn

21 V6. O. NEUGEBAUER, ,,Zur geometrischen Algebra — Studien zur Gesch.
der antiken Algebra III (Quellen und Studien zur Gesch. der Mathematik etc.
Abt. B. Bd. 3 Berlin 1936 245—259) és B. L. van der WaErDpEN, ,Zenon und
die Grundlagenkrise der griechischen Mathematik“, Math. Ann. 117, 1940
141 —161.

22 Lasd B. L. van der Waerpen ,Erwachende Wissenschaft® c. konyvé-
ben a 204. lapon kezd6dé fejezetet: ,Wozu die geometrische Einkleidung ?¢

23 H, Diets—W. Kranz, Fragmente der Vorsokratikers 47 (= Vorsokrati-
kert 35) Archytas B 4.

24 O. NeuGerBAUER i. h. 247:  Die Prignanz dieses Ausspruchs ist umso
interessanter, als er ja nur um wenige Jahre dalter ist, als die Geometrisierung
der griechischen Mathematik, die wir als ihre klassisohe Form anzusehen
gewOhnt sind“ és B. L. van der Waerpen, Math. Ann. 117 1940, 158 : ,Wenige
Jahrzehnte spiter hat sich das Blatt bereits gewendet : TuearTeETOs entwickelt
seine Klassifikation der irrationalen Strecken, und bei Prarto ist das Verhilt-
nis zwischen Logistik und Geometrie vollstandlg umgekehrt (?). Die bisherige
Logistik ist als Wissenschaft verpont, die geometrischen Schliisse sind die
wahren Vorbilder exakter Beweisfiilhrung. Bei Evkuip ist die Algebra vollends
aus dem Bereich der offiziellen Geometrie verbannt und darf nur in geometri-
schem Gewande, als Flichenrechnung oder geometrische Algebra ihr Dasein
fristen.“ — Meg kel mégis jegyeznem, hogy ez az utobbi idézet — ott, ahol
a kérdodjelet (?) kozbeszurtam — nem elég egyértelmii. A valdésagban ti. Pra-
TON csak a prakiikus logisztikdt szamiizi a tudomanybol — éppentigy egyéb-
ként mint a praktikus geometriat is. Kiilonben azonban mint teérétikus tudo-
mény az aritmetika tovabbra is megtartotta elsébbségét — legalabb elvben —
a teoretikus geometriaval szemben.
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nem tették fel ezzel kapcsolatban azt a kérdést; tulajdonképpen
miért is volt annyira bizalmatlan ARCHYTAS a geometridval szem-
ben ? — Mint majd késébb latni fogjuk; ez a kérdés dontd jelen-
toségli az egész gOrdg matematika torténeti fejlddésének a meg-
értése szempontjabol.

Ugy latszik, régebben a geometridt egydltalin nem is tartot-
tak matematikai diszciplindnak. JAMBLICHOS, a Vita Pythagorica
szerzOje megemliti pl. egy alkalommal, hogy a legrégibb geometriai
kézikonyvnek — az un. ,pythagorasi geometridnak“ (# yewuerpic
nmoog Ilvdaydoov —, amelynek alapjan el6szor tartottak geometriai
targya eldadasokat,” ISTOPIH volt a neve.” Ha marmost meg-
gondoljuk egyrészt azt, hogy a pythagoreusok tudomanyukat,
kiilonosen a szamokrdl sz6l6 tanitdst, wadjucara névvel jelolték,”
masrészt pedig azt, hogy isrooin csak valamiyen empirikus, latas-
bol szarmazé tudast lehet,® akkor JAMBLICHOSnak idézett hiradasat
nem is magyarazhatjuk masként, csak 1gy, hogy abban az id6ben
amikor a geometria még isropin volt, ezt az ismeretanyagot nem
is tartottdk még igazi uddnue-nak. — Ugy latszik, még PROKLOS,
az euklidészi ,Elemek“ kés6i kommentatora is tud arrél hogy a
geometridt nem mindjart kezdetben, csak valamikor késébh ismer-
ték el igazi matematikai diszciplindnak, és még akkor is csak az
aritmetikat kovetd masodik helyre tették. Erre mutatnak ~PROKLOS
kovetkezd szavai: ,Hogy a geometria is része az egész matemati-
kanak, és hogy mdsodik helyen dll az aritmetika utdn ..., ezt mar
kifejtették a régiek, nem sziikséges itt részletezniink.“* Kiilonosen
tanulsdgosak ezek a szavak azért, mert ebbdl latjuk, hogy a geo-
metridt — legaldbb elvben — még akkor is ,mdsodrangi tudo-
manynak“ tartottdk, amikor mar az egész gorog matematikat réges-
régen geometrizaltak.

2 V6. B. L. van der WaerpeN, Erwachende Wissenschaft 191.
2 JamsricHos, Vita Pythagorica 89. — A hely magyarazatdhoz lasd
»A matematikai bizonyitds gordog terminus technicusa“ c. dolgozatomat az i. h.

21 B. L. van der WaerpeN, ,Die Arithmetik der Pythagoreer 1, Math.
Ann. 120 1947/49 127: Die Pythagoreer verstanden unter waedjuara ein geord-
netes System von Sitzen und Beweisen, und die grosste und erste von diesen
Wissenschaften war ihnen die Lehre von den Zahlen (vgl. Praton, Epinomis
990 C)“. — AristoterLés Metaph. A 5. fejezet) szerint a pythagoreusok voltak
az elsok, akik wuadjuera-val foglalkoztak; vO. K. Rememeister, Das exakte
Denken der Griechen, Hamburg 1949 52.

28 B, SneLr, Die Ausdriicke fiir den Begriff des Wissens in der vor-
platonischen Philosophie (Philologische Untersuchungen herausg. von A. Kigs-
stinGg und U. v. WiLamowitz—MoELLENDORFF 29. Heft, Berlin 1924) 59—71;
A. Frenkian, Revue des Etudes Indoeuropéennes, Bucarest-Paris 1938 468—474.

20 ProcLus 48, 9 kk. Ugyanez az aritmetika és geometria rangsoroldsa
Pratonnal is (Epinomis 990 CD).
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Nem akarom egyeldre részletesebben targyalni azt a kérdést:
mi az oka annak, hogy az antik tudoményban az aritmetika és
geometria egymashoz valo viszonyanak problémdjailyen ellentmondd
megitélésben részesiilt? — A kiilonds ti. az, hogy egy torténetileg
jol meghatarozhaté idépontban az egész gorog matematikat geo-
metrizaltdk, mert folismerték ennek a targyaldsi modnak az el6nyeit;
természetes, hogy ebben a ,geometrizalt matematikiban“ az arit-
metika csak alarendelt szerephez juthatott; tgy latszik azonban,
ez mégsem akadalyozta meg az antik teorétikusokat abban, hogy
tovabbra is az aritmetikat tartsdk elsérangti tudomanynak, a geo-
metridt pedig csak utina a masodik helyre tegyék. Anélkiil, hogy
mar most magyarazatot keresnék erre a kiilonos jelenségre, egyelore
inkabb a kovetkezokre hivom fel a figyelmet: az a koriilmény,
hogy volt a deduktiv matematika kialakuldsa soran egy olyan kor-
szak, amikor a geometriat mégcsak iorogin-nek nevezték, holott
ugyanebben az id6ben az aritmetikdt mar a joval igényesebb
padnue szoval jelolték, arra mutat, mintha ebben az idében még
csak az aritmetikat tartottdk volna ,jolmegalapozott® matematikai
diszciplinanak, mintha ekkor még nem ismerték volna azokat az
alapelveket, amelyek késébb lehetévé tették, hogy a geometriaban
is a matematika egyik részdiszciplinjat lassak.” — Bar ez a
gondolat egyeldre csak bizonytalan sejtés, mégis indokolhatja a
kovetkezd modszertani kisérletet : keressiik el6bb az aritmetika
alapelveinek torténeti eredetét, és csak azutan tegyiik fel a kér-
dést: honnan szarmaznak a gorog geometria alapelvei. Mert igaz
ugyan, hogy EUKLIDESzZ csak az ,Elemek“ VII. konyvében kezdi
targyalni az aritmetikat, de ez az eljards — feltehetben — csak a
gorog matematika utdlagos geometrizdlasabol kovetkezik; az emli-
tett meggondolasok mindenesetre azt a gyantt keltik, mintha a
gorog matematika legrégibb alapelvei az aritmetikai alapelvek let-
tek volna.

A kovetkezékben behatébban vizsgdlom a gordg aritmetika
alapelveit, azaz EUkLIDES ,Elemei“ VII. kofnyvének néhany defi-

s rer

3. Az egység és a szamok

Az euklidészi aritmetika definicidinak vizsgalatdit nagyon
megkonnyiti az a koriilmény, hogy az ,Elemek“ IX. konyvének
Hfiggelékében* (IX 21—36) fennmaradt az a bizonyos paros- és

30 ProcLus szerint (48, 9 kk.): % yeousroia s 6y Eéoti undnuarinis
#égos.

6 Matematikai Lapok
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paratlanrol szO0l6 tanitds, amely mai tudasunk szerint a gorog
deduktiv matematika egyik legrégibb tételsorozata. O. BECKER
megallapitdsa szerint” ez a tételsorozat még az i.e. V. szdazad
kozepérdl vagy e szazad elsd felébdl szarmazik.” Szervésen hozza-
tartozik ‘azonban ehhez a tételsorozathoz a VII. konyv néhany defi-
nicidja (6—9 és 12) is. Nyilvanvald, hogy el6bb tudniok kellett
az antik aritmetikusoknak azt, hogy mi a ,pdros* illetdleg ,parat-
lan szam“, s csak azutin kezdhettek hozzad egy ilyen tétel-
sorozat Osszeallitisahoz. Ugyanaz a datdlds tehat, amely érvé-
nyes magdra a tételsorozatra, érvényes kell hogy legyen az
emlitett definiciokra. Tudta ezt méar BECKER is, bar nyomatéko-
san nem hangstlyozta.” Konnyfi lesz azonban kiegésziteniink BEC-
KERnek ezekre a definiciokra vonatkoz6 megallapitasait. - Viligos
ugyanis, hogy nemcsak az altala emlitett definiciok (VII. def.
6—9 ¢s 12) tartoznak szervesen a paros és pdratlan elméletéhez.
Mert aligha lehet paros és pdratlan szamokat megkiilonboztetni
anélkiil, hogy az ember ne gondolkoznék egyszersmind azon is:
mi a szdm? Tobbé-kevésbé tehat a szdm definicidja is (VII. def.
2.) ,alkotorésze“ az emlitett tételsorozatnak. Minthogy viszont
az euklidészi definicid szerint: ,a szam egységekbol Osszetett
halmaz“,* gy latszik, az ,egység“ definicioja (VI def. 1) sem
hagyhato ki a paros és pdratlan elméletébél. Csakugyan taldlko-
zunk az ,egy“ fogalméaval nemcsak a ,paratlan szdm“ eukli-
dészi definiciojanak (VII def. 7) egyik valtozatiban, hanem tébb
izben a pédros és pdratlanrol sz6l6 tanitds tételeiben illetdleg
bizonyitdsaiban is. — Véleményem szerint tehat az ,egység“ és a
»szam“ definicidja szerves alkotorésze az emlitett tételsorozatnak;
ezeknek a definicioknak is meg kellett mar lenniok akkor, ami-
kor a paros é€s pdratlan elméletét folépitették..

Felmeriilhet ezzel a sejtéssel szemben az a gyanu, hogy az
egység és a szdm euklidészi definici6it talan mégis csak késtbb,
filozofiai spekuldciok alapjan fogalmaztik meg, és nem mar abban

31 O. Becker, Quellen und Studien zur Gesch. der Mathematik etc.
Abt. B Bd. 3, 1936 533—553.

32 0. Becker, Grundlagen der Mathematik in geschichtlicher Entwick-
lung, Freiburg—Miinchen 1954 38.

33 Lasd Grundlagen efc. i.h.: ,Den Sitzen Elementa IX 21—34 sind
die Definitionen 6—9, 12 aus dem VII. Buch voranzustellen.“

3 Aoududg 0w 10 dn wovddwr Ovyneluevov mAipdog., C. THAER német
forditasa (Die Elemente von Euklid, Leipzig 1935) ugyancsak hasznilja e de-
finicié német szovegében a ,halmaz* (Menge) kifejezést. Bar ez Euklidésszel
lf(apcsolatban anakronizmusnak latszik, mégis 1asd ehhez e dolgozat két utolsod
ejezetét.
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a régi korban, amikor magat a tételsorozatot osszedllitotték. Ezt a
gyanut féként az a meggondolas timogathatna, hogya paros €s pa-
ratlan elmélete csupa egyszeril, trividlis tételb6l all; az emberek
az els6 pillantdsra az a benyomdsa, mintha egydéltalin nem is
volna sziikségiink az egység és a szdm pontos definicidira, ahhoz,
hogy ilyen trividlis tételeket folallitsunk. — De ha jobban meggon-
doljuk, val6jaban még ez a tény sem ellene, inkdbb mellette sz6l
annak, hogy az egység és a szdm definiciinak meg kellett mar
lenniok akkor, amikor a kérdéses tételsorozatot 0Osszedllitottak.
A kiilonos ti. az, hogy bar a paros és paratlan trividlis tételeit
szinte soha senki kétségbe nem vonhatta, aki egy kevéssé is fog-
lalkozott a szamokkal, mégis ezeket a tételeket kinos pontossaggal
1épésrol-1épésre  bebizonyitottak; igy volt ez egyébként — mai
tudasunk szerint — az egész korai gorog matematikiban.*® Ez
viszont azt mutatja, hogy azt, aki e tételeket oOsszedllitotta, tulaj-
donképpen nem is annyira az allitisok konkrét tartalma érdekelte,
mint inkdbb az elmélet folépitése. Nyilvdn azt akarta bemutatni,
hogyan haladunk lépésrdl-lépésre még egy ilyen egyszerii esetben
is, ha valamit hidnytalanul bizonyitani akarunk. A paros és paratlan
elméletének hianytalan bizonyitasahoz viszont nélkiilozhetetlen az
egység és a szam definicioja. — De szerencsére mds uton is meg-
gy6zodhetiink arrdl, hogy a két emlitett definici6 — az egy ¢és a
szdm — csakugyan nagyon régi korbol szdrmazik.

A VII. konyv elsd definicioja szerint: ,egy az, ami szerint
minden dolgot egynek mondunk.“* A megfogalmazds annyira
tomor, hogy az elsd pillanatra alig sejtjilk, mi minden lappang
mogotte. Minthogy azonban egy alkalommal PLATON is emliti az
,egységrol szolo tanitast“,” érdemes lesz kozelebbrél megvizsgal-
nunk, mit ért ezen. Egy izben PLATON ,Allam“ c. dialogusaban
ezt olvassuk :*®

,Hiszen tudod, hogy a matematikusok kinevetnék azt, aki
megprobalnd felosztani az egyet, és semmiképpen sem jarulnanak
hozza kisérletéhez; mert ha te részekre akarndd bontani az egy-
séget, 0k ehelyett inkdbb megsokszorozndk, mert mindenképpen el
akarndk keriilni azt, hogy az egy valaha is ,nem-egy“-nek, hanem
sok részbol allonak tiinjék fel. Ha aztdn valaki megkérdezné tOliik :
miféle szamokrol beszéltek, ti kiilonos emberek ? Hat hol van

35 V6. B. L. van der Waerpen, Math. Ann. 120 1947/49 139.

36 Movdg é0tw, nad’ jlv Enagrov 1@v dviav &v Adyerac.
37 Praton, Resp. VII 525: 4 meol 6 &v uddnous.
38 Praton, Resp. VII 525 D—526 A.

H*
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olyan egység, amilyeneknek ti definidljatok:* egyik a masikkal
teljesen egyenld, semmi kiilonbség sincs kozottiik, és egyik sem
bonthat6 részekre? — Ugyan mit felelnének erre a kérdésre?
Nemde azt, hogy olyan szamokr6l beszélnek, amelyeket csak
elgondolni lehet, és amelyek masként mint gondolati titon nem is
hozzéférhet6ek.

Az egység tehat eszerint oszthatatlan. Igaz ugyan, hogy a
gyakorlatban minden egység részeire bonthatd, s nyilvanvalo az is,
hogy a gorog kereskeddk, épitészek, mérnokok lépten-nyomon
szamoltak tortekkel is, de.nem igy volt ez ebben a régi tudo-
manyban. A gorog aritmetika ARCHIMEDES kordig egyaltalan nem
vett tudomdast a tortekr6l. Mint a Platon-idézet mondja, az arit-
metikusok a részekre bontds helyett inkdbb megsokszoroztik az
egyet. A smyrnai THEON meg is magyardzza, hogyan értsiik e
szavakat: ,Ha az egyef a lathato dolgok vildgdban osztjuk, akkor
ez test mivoltdban kisebb lesz és részeire bomlik ugyan, szam-
szerfien azonban novekszik, mert az egy helyére sok dolog [ép.“*
Ezek a szavak nemcsak az elébbi Platon-idézet értelmét magyaraz-
zak, hanem — ami ezittal fontosabb — redvildgitanak egyszer-
smind az euklidészi definicié értelmére is: egy az, ami szerint
minden dolgot egynek mondunk“. Ez a tény viszont mar Onma-
gaban is fontos tdmpont az euklidészi definicié datalasahoz. Nyil-
vanvalo, hogy ennek a definicionak a PLATONt megel6z6 id6kbol
kell szarmaznia, ha mar PLATON is ugyanabban az értelemben
beszélhetett az egyrdl, mint az euklidészi definici6. — Ugyanezt a
provizérikus  datdldsunkat tdmogatja a kovetkezd megfigyelés.
B. L. van der WAERDEN megallapitotta az euklidészi ,Elemek“
VIL.  kényvér6l, hogy ennek tételei minden valésziniiség szerint
még az i. e. V. szazadbdl szdrmaznak." Azok a matematikai prob-
lémak viszont, amelyeket ez a konyv targyal, tulajdonképpen mind
abbol adédtak, hogy a torteket ki akartak kiiszobolni a szamel-
meletb6l, mert az egyet oszthatatlannak tartottdk.” Az egység
euklidészi definiciéjanak meg kellett tehat mar lennie i.e. V. sza-
zadban is. — A kovetkezokben majd latni fogjuk, hogy valdjaban

8 "0 Yavudgior, megl molwy dodudv SialéyegPe, év olg 16 Ev olow
duets dfodté o ; Az idézet utolsé elotti szavaban a gorog ,axioma“ sz6
tove rejlik. PLaTon, kordban az ,axiéma“ sz6 még definiciot 1s jelenthetett.
A terminologia kérdéséhez lasd ,Die Grundlagen in der friihgriechischen
Mathematik“ (Studi Italiani di Filologia Classica 1958) c. dolgozatomat.

40 Idézi B. L. van der Waerpen, Erwachende Wissenschaft 189.

4 B. L. van der Waerpen, ,Die Arithmetik der - Pythagoreer 14, Math.
Ann. 120 1947/49 127—153.

42 B. L. van der Waerpen, Erwachende Wissenschaft 188 k.
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éppen ezzel a definicioval — egy — kezdddott az egész korai gorog
deduktiv matematika.

Tanulsagos elobbi Platén-idézetiink azért is, mert félreérthe-
tetleniil megmagyarazza: miért tartjdk az aritmetikusok oszthatat-
lannak az egységet ? Azt akarjdk ezzel elkeriilni, ,hogy az egy valaha
is nem-egynek, hanem sok részb6l allénak tiinjék fel“ (évidafoduevor
wi] mwove qavy O Ev un & dAle modda udgoee). Mert ha az egy
oszthatd volna akkor ez azt jelentené, hogy az, ami egy, nemcsak
egy, hanem egyszersmind ennek az ellenkezbje: ,nem-egy“, sok
is. Ez mas szoval azt jelenti, hogy az egy oszthatésdga implikalja
azt a gondolatot: az egy. fogalma magaban zirja nemcsak az
egyet, hanem ellenkez6jét, a ,nem-egyet“, a sokat is. — Latjuk e
rovid interpretdciobol : mi vezetett tulajdonképpen az egy osztha-
tatlansagdnak a gondolatira? — Felfedezték az ellentmondast
abban a gondolatban, hogy ,az egy oszthato“ — mas szoval: ez
a gondolat implikdlja egyszersmind azt is, hogy az egy fogalma
ellentmondédsos (az, ami egy ugyanakkor ,nem-egy“, sok is) —, s
éppen ez az ellentmondas mutatta, hogy a vizsgalt gondolat (,az
egy oszthat6“) nem lehet igaz, ennek a gondolatnak az ellenkezdje
kell hogy igaz legyen: ,az egy oszthatatlan“.

Latjuk Platon-idézetiink eddig bemutatott interpretaci6jabol:

1. Az egység euklidészi definicioja csakugyan pregnans, tob-
bet mond, mint amennyit az els6 pillanatra latunk bel6le. Mert ezt
az allitast — ,egy az, ami szerint minden dolgot egynek mon-
dunk“ — hajlandék volndnk az els6é pillantdsra szinte semmit-
mondo, csak leird megallapitasnak tartani. Ezzel azonban alaposan
tévednénk. Mert ezek az egyszerii szavak val6jadban még azt is
megokoljék : miért kellett a korai gorog aritmetikdnak kiiktatnia a
torteket a szamelmélet korébol. A latszolag ,semmitmond6” eukli-
dészi definicio val6jaban egy elég hosszii gondolatsor zarotétele ;
ez a megallapitds igazdban valaszt is a két lehet6ség koziil : oszi-
hatd-e vagy oszthatatlan-e az egy?

2. Latjuk az elébbi Platon-idézetb6l azt is, mi vezetett az
egy oszthatatlansaganak a gondolatdhoz, azaz: hogyan jutottak az
egy euklidészi definiciojahoz; felismerték annak az allitisnak, hogy
,az egy oszthat6“, ellentmonddsos jellegét, és ebbdl a felismerés-
bol lattdk, hogy csak a madsik allitds lehet igaz: ,az egy osztha-
tatlan“. — Tanulsdgos a targyalt definici6 keletkezésének itt meg-
vilagitott utja azért is, mert mas oOsszefiiggésben ramutattam mar
arra, hogy a korai gorog matematika bizonyitismddja gyakran
ugyanez volt.” A pythagoreusok tn. indirekt bizonyitdsi modja

43 Szao A., ,Hogyan lett a matematikai deduktivitudomannya?“ i.h.,
és ,A matematikai bizonyitds gorog terminus technicusa® i. h.
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éppen abbdl allt, hogy egy gondolatsor folyaman kimutattak vala-
mely dllitds ellentmondasos jellegét, amely dllitds éppen azért nem
is lehet igaz, s ez volt a bizonyiték arra, hogy a vizsgalt allitas
ellenkezGje a helyes. Az egy definicidjanak a feldllitisakor tehat
ugyanazt az utat és ugyanazt a moédszert kovették — ti. az indi-
rekt bizonyitast — mint nagyon sok levezetett tétel igazoldsakor.
Az egység euklidészi definicioja tulajdonképpen egy indirekt bizo-
nyitds zarotétele. Ez a koriilmény viszont egyszersmind cafolat
is arra a feltevésre, mintha a gorog matematikabana szigoru bizo-
nyitdsi mod kialakuldsa okvetleniil kordbban kezdddott volna, mint
az els6 definicios megalapozasi kisérletek.* Az a tény, hogy az
egység euklidészi definicidja tulajdonképpen egy ugyanolyan indirekt
bizonyitds zaro6tétele, mint amilyennel mar a legrégibb ismert gorog
matematikai tételek bizonyitdsaiban is taldlkozunk, inkabb -amellett
sz0l, mintha a legrégibb matematikai bizonyitasokkal egy idébol
szarmazhatnanak a legrégibb definicidk is.

Még tovabb kovetkeztethetiink, ha alaposabban megvizsgéljuk
elobbi Platon-idézetiinket. Ez az idézet ugyanis hangstilyozza a
kivetkez6 gondolatokat: ,az egy oszthatatlan“, ,csak gondolatban
létezik“, ,minden egy Onmagaban teljesen egyforma és rész nél-
kiili“. Ha jol meggondoljuk ezt a jellemzést — és kiilonosen akkor,
ha nemcsak - forditdsban, hanem egyszersmind gorog eredetijében
is olvassuk a szoveg megfogalmazdsat: ioo» ve Exaoror mav mavti
xal 0008 ouixpov - drapéoor. uogov ve Exov v Eaurd 0V0Ey —
lehetetlen, hogy esziinkbe ne jusson: PARMENIDES. Hiszen & haj-
szalpontosan ugyanezekkel a vonasokkal jellemezte az eleai , 1étezot“
(70 dv). Szinte taldlomra idézhetjilk PARMENIDES tanitékolteményé-
nek toredékeib6l a kovetkezd sorokat: ,Nem is oszthaté a [étezd,
mert egész és egyforma. Sem er6sebb sem gyengébb 1ét nincs
“benne sehol, amely Osszefiiggését gatolhatnd : mindeniitt egyformén
létezovel van tele. Ezért Osszefliggd egészében, és Iétezo tapad
benne hidnytalanul [éfezdhoz.“” Nem véletlen az sem, hogy az
eleai filozofia rendszerében a [éfezd (10 Gv) és az egy (vo &)
tulajdonképpen azonos fogalmak.

Az a benyomasunk tehat, hogy az egység euklidészi defini-
cidja valéjaban nem is egyéb, mint az eleai /étezor6l szOld tanitds
tomor oOsszefoglaldsa. Jellemz6, hogy ehhez a definicidhoz is
ugyanazon az ftton — az indirekt bizonyitds alkalmazasaval —
jutottak el, mint ahogy PARMENIDES is indirekt titon jutott el a

4 K. v. Fritz i. h. 90 k.

% H. DieLs—W. Kranz, Fragmente der Vorsokratiker> I 28 Parmenides
B fr. 8, 22 kk.
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létezordl szolo tanitasdhoz. Az egyrél szol6 matematikai tanitas
tehat (f) nmeol ©0 &v uddnorg), amelyet PLATON emleget,” azonos
az eleai filozofidnak a [étezdr6l szOl6 tanitdsaval.

Az a megallapitds, hogy EUKLIDES aritmetikajanak legels®
definicidja tulajdonképpen PARMENIDESnek a [éfezdrdl szol6 tani-
tasat foglalja 0ssze, igazdban egydltalain nem meglep6. Tobbszor
ramutattam mar arra, hogy pythagoreusok tn. indirekt bizonyitési
formaja — a korai gorog deduktiv matematika nélkiilozhetetlen
modszere — az eleai filozofiabol szarmazik. Kiemeltem azt is,
hogy elképzelhetetlennek tartom- a torténeti folyamat forditott fej-
16désrendjét : eredetileg nem a matematikusok fejlesztették ki sajat
gyakorlatukban az indirekt bizonyitds modszerét, és nem 0k bocsa-
tottak kés6bb ezt a modszert az eleai filozofusok rendelkezésére,
hanem éppen ellenkezbleg : a deduktiv matematika elsé képvisel6i
az indirekt bizonyitast az eleai filozéfusoktdl tanultak.® Val6szinii
volt tehat mar régebbi kutatésaim alapjan is, hogy a korai gorog
deduktiv matematika elképzelhetetlen az eleai filozofia nélkiil.
Ugyanezt a megallapitdst tdmogatja a most kifejtett felismerés :
ugy latszik, az aritmetika definici6s megalapozasanak els6 kisérlete
is Osszefiigg az eleai filozofia tanitdsdval; ezért foglalja Ossze
tomoren az euklidészi aritmetika elsd definicioja PARMENIDESnek a
létezorol szolo tanitasat.

*

Az egység euklidészi definicidjanak vizsgalata az eleai filo-
zO6fia kozelébe vezetett. Minthogy viszont ismeretes: nemcsak a
targyalt definici6 — amelyet a hagyomany magdra PYTHAGORASra
vezet vissza® — tomor osszefoglalasa a legfontosabb eleai tanitds-
nak, hanem kiilonben is vannak olyan vonésai a korai gorog
matematikanak, amelyek eleai hatdsra vallanak,” konnyen arra gon-
dolhatnank, hogy a legrégibb deduktiv gorog matematika talan
nem is egyéb, mint az eleai filozofia tovabbfejlesztése. Csakugyan
azt hiszem, ez a gondolat — legalabb részben — igazolhato.
Miel6tt azonban folytatndm ennek a nézetnek kozelebbi megokola-
sat, helyesbitenem kell a régebbi kutatisnak egyik -elterjedt téve-
dését.

4 V6. O. Gicon, Der Ursprung der griechischen Philosophie, Basel
1945 250. 3

47 Prarton, Resp. VII 525.

48 Lasd ehhez az 1. jegyzetben emlitett dolgozataimat, valamint e dol-
gozat 3. jegyzetének szivegét.

49 V6. Sext. Emp. ad. math. X 260—261. :

_ % A gyakran hasznalt indirekt bizonyitasi forman kiviil kiilonosen a

gOrog matematika antiempirikus es szemléletellenes tendenciajara gondolha-
tunk ; lasd elobb emlitett dolgozataimat.



A tudoményos irodalom az eleatdk és pythagoreusok egymas-
hoz valé viszonyat gyakran nem tgy itéli meg, ahogy eddigi fej-
tegetéseimbol kovetkeznék. A pythagoreusok aritmetikdjaban ugyanis
nem az eleai filozofia tovabbfejlesztését latjak, hanem ehelyett az
eleatdk és pythagoreusok ,szembendllasarél“ beszélnek. Ez a fel-
fogis, amelynek legjelent6sebb képvisel6je annak idején TANNERY
volt,” f6ként a kovetkezd harom tétellel jellemezhett :

1. PARMENIDES filozofidja, jollehet a pythagoreusok tanitisai-
bél sarjadt ki (?), lényegében mégis a pythagoreusok pluralista
felfogdsa ellen iranyult. ’ '

2. A pythagoreusok voltak PARMENIDES legélesebb és leg-
veszélyesebb ellenfelei, minthogy tovabbra is kitartottak régebbi
keletli pluralizmusuk mellett.

3. Az eleai ZENONnak, PARMENIDES tanitvanyanak az érvei
a pythagoreus pluralizmus ellen irdnyultak; ZENON azt akarta
kimutatni érveivel, hogy a mozgas egyaltaldn nem volna lehet-
séges, ha igaz volna a pythagoreusok pluralizmusa.

Ezek koziil a gondolatok koziil kiilonosen elterjedt volt az
utols6 pontban emlitett.”” Bar a szakirodalom ma mar elég szkep-
tikusan itéli meg ezt a konstrukci6t,” amely komolyanvehetd érvek-
kel vagy antik adatokkal nem is tdmogathatd, mégis érdemes lesz
alaposabban megvizsgdlnunk az egész elgondoldsnak legaldbb a
magvat. Kérdés ti. az: beszélhetiink-e egyaltalin az eleatdk és

51 “Pour I'histoire de la science helléne, Paris 1887” 249—250: Par-
ménide avait écrit son poeme dans un milieu ou, comme penseurs, les pytha-
goriens seuls étaient en honeur ; il avait reproduit plus ou moins exactement
leur enseignement exotérique ... mais en tout cas, il avait nié la vérité de
leur thése dualiste. — p. 250: les attaques contre son poeme durent donc
venir surtout de pythagoriens, et c’est eux que Zénon prit a partie. —
p. 248—249: Zénon n’a nullement nié¢ le mouvement.. . il a seulement affirmé
son incompatibilité avec la croyance a la pluralité.

52 Lasd ezekhez C. Tuaer bibliografiai adatait: ,Antike Mathematik
1906—1930“ (Bursians Jahresberichte iiber die Fortschritte der klass. Alter-
tumswissenschaft 1943 Bd. 283 44. kk.), kiilongsen F. Cajor: (Isis 3, 1920—21,
7—20), R. Monporro (Riv. Fil. 5, 1927 433—452) ¢és Ph. B. E. JourpaIN
(Mind 25, 1916 42—55; 28, 1919 123—124) dolgozatait. — ZinON argumen-
tumainak ilyen értelmezése ellen foglalt allast: B. L. van der Waerpen, Math.
Ann. 117 1940 143 k. - ;

% Q. Viastos idézi pl. J. E. Raven konyvérdl (Pythagoreans and Elea-
tics. An account of the interaction between the two opposed schools during
the fifth and early fourth centuries B. C., Cambridge 1948) irt kritikajaban
(Gnomon 1953, 31) W. A. Hemer (The Pythagoreans and Greek Mathematics,
AJPh 61 1940 21) megallapitasat: ,there is not, so far as I know, a single
hint in our sources that the Greeks were aware of the purpose of Zeno to
criticize the fundamental doctrines of the Pythagoreans.“
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pythagoreusok (= aritmetikusok) ,szembenallasardl“, €s ha igen,
mi volt ez?

Mint ismeretes, az eleatdk csak az egynek, az d»-nak a léte-
zését fogadtdk el és tagadtdk, hogy a sok, a tobb lehetd volna,
mert azt tartottdk, hogy ebben az utobbiban kimutathato a gondo-
lat onellentmondasa.” Ha viszont tagadjuk a sok, létezését, akkor
egyaltalan nem lehetséges semmiféle aritmetika. — Mar ebbdl is
lathat6, hogy az aritmetikusok nem tehették magukéva minden tovabbi
nélkiil az eleai tanitast. Atvehették ugyan az eleai filozofia elveit
az egyre vonatkozéan, de a sok megitélésében sziikségszeriien
mas allaspontra kellett helyezkedniok, mert kiilonben magat az
aritmetikat tagadtdk volna meg. Csakugyan, az aritmetika masodik
definicidja EUkLIDESnél éppen a sok fogalmat vezeti be, amikor
kimondja: ,a szdm egységekbil Osszetett halmaz“.

Csakugyan volt tehdt kiilonbség eleatdk és pythagoreusok
kozott a sok megitélésében. De tévedés volna, ha azt hinndk, hogy
ez a két iranyzat — az eleatdk és a pythagoreusok (= aritmetiku-
sok) — szembendlltak egymdssal. Mert a pythagoreusok bevezet-
ték ugyan a sok fogalmat a ,szam* definici6javal, de ezzel még
egyaltalan nem vontdk kétségbe az egyr6l szo6ld eleai tanitast;
éppen ellenkezbleg, mint PLATON mondja: ,megsokszorozték az
egyet“” Hogy pedig az egynek ez a ,megsokszorozasa“ valoban
az eleai tanitds tovabbfejlesztése volt, azt a kovetkez6kbdl latjuk.

1. A gorog aritmetikusok ugyantigy kezelték a szdmokat,
mint az eleatik a [léfez6t. PLATON egy alkalommal hangstlyozza,
hogy az aritmetikdban a szamoknak nincs lathat6 és tapinthatd
testiik ;*° a szdmok csak gondolati elemek, amelyek masként mint
gondolkozds utjan nem is hozzaférhetdek.” Eppenigy Ovta mar
PARMENIDES is tanitvanyait attol, hogy a létezot az dv-t, érzékszer-
veikkel, latdssal, hallassal vagy tapintdssal akarjdk tapasztalni;
mint tanitokolteményében irja: ,Ne bizd magad a sok mindennel
kisérletez6 megszokasra: céltalan latdsodra, zlig6 halldsodra vagy
nyelvedre. Ne ezekkel, értelmeddel dontsd el a sokatvitatott kér-
dést, amelyet eléd tarok“.® — Azaltal viszont, hogy a szamok az
aritmetika korében mar ugyanolyan gondolati elemekké lettek, mint

5 Vo. W. Caeerie, Die Vorsokratiker, Leipzig 1935 173 kk.

5 Praton, Resp. VII 525 E.

5 Uo. 525 D: oddeus) dmodeybuevov édw g adrj) bgard 9 dnrd oouara
Eyovras aouiuovs mEoTELwOUEVOS OLaleynTa.

51 Uo. 526: dv dievondivar pbvov éyyweei, dling 0'oddepuds uerayetol-
Leodar dvvazir.

58 Frg. 1, 34 kk.
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amilyen az eleai filozofidban az egy volt, nem is lehetett mar
- tobbé olyan koénnyen kétségbevonni a ,sok“ létezését, mint ezt
megel6zden; hiszen az eleaiak a ,sok“ fogalmat csak mint a
tapasztalhato és érzékelheté vilag konkrét megijelenési formajat
vontak kétségbe. A ,szam“ viszont mar nem ebben a konkrét érte-
lemben volt ,sok“, hanem mint az absztrakt eleai egy ugyancsak
absztrakt megsokszorozasa.

2. Egy maésik, még fontosabb érv amellett, hogy a szdm fo-
galma csakugyan az eleai egynek, a [éfezdnek a tovabbfejlesztése,
a kovetkez6. PLATON vildgosan megmeondja, hogy mi volt az arit-
metikusok célja az egy megsokszorozasaval: ezzel akartdk meg-
keriilni az egy oszthatosagat.” A pythagoreus aritmetika a torteket
csakugyan szdmviszonyokkd (ardnyokkd) alakitotta at s ezzel a
tort helyébe tette ennek matematikai aequivalensét.”” Vagyis a defi-
nicioval megteremtett (j szamfogalom lehetévé tette, hogy tovabbra
is fonntartsak azt az eleai tételt, hogy ,az egy oszthatatlan“. (Ne-
vezziik ezt a tételt a tovdbbiakban roviden az eleai ,oszthatatlan-
sag dogmajanak“.)

Nyilvanvalo, hogy az a szamfogalom, amelyet az euklidészi
definicio bevezet — ,a szdm egységekbdl osszetett halmaz“ —
nem azonos a régi, naiv és hagyomanyos szimfogalommal. A py-
thagoreus ,szdm“ nemcsak abban kiilonbozik a mindennapitol,
hogy a torteket figyelmen kiviil hagyja — ha a szdm egységekbol
Osszetett halmaz, akkor a tort nem szdm. Még ennél is érdekesebb
taldan, hogy a pythagoreusok az egyet is kirekesztették a szamok
korébol. Bar a szamsor az eggyel kezdodik, és koznapi felfogas
szerint természetesen az egy is szam, ez nem volt Osszeegyeztet-
het6 a eleai-pythagoreus gondolkodéssal. Mert a szdmok mint egy-
ségekbdl osszetett halmazok alkotorészeire, egységekre bonthatok,
az egy maga viszont mar oszthatatlan. Ezért az egyet kiemelték a
szamsorbol és kiilon elbdndsban részesitették. Ez vezetett aztdn
ilyen koriilményes megfogalmazésokra: ,Ha a valamely szam,
vagy az egy...," Erdekes azonban megfigyelni, milyen neheziikre
esett az els6 gorog matematikusoknak, a pythagéreusoknak allan-
doan szemel6tt tartani azt, hogy az egy nem szam. Hogy ezt pél-
daval illlusztrdljam, hivatkozom az ,Elemek® VII. konyvének két
tételére. (Mint ismeretes, B. L. van der WAERDEN kimutatta, hogy
az euklidészi ,Elemek® VII. konyve pythagoreus eredetli, még az

59 Prarton, Resp. VII 525 D—E. (A szoveg forditasat fontebb mar idéztem.)
60 B, L. van der WaerpeN, Erwachende Wissenschaft 189.
61 B. L. van der Waerpen, uo. 180, 1. jegyzet.
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i.e. V. szazadbdl szdrmazik.?) Az egyik tétel, amelyikre hivatkozni
akarok (VII 9), igy hangzik:

,Ha valamely szdm része® egy mdsiknak, és egy tovdbbi
szdm ugyanaz a része ismét egy mdsiknak, akkor folcse-
rélve is az elso szdam 1gy viszonylik a harmadikhoz, mint a mdso-
dik a negyedikhez.“

Ez a tétel tehat kimondja, hogy ha a:b=c:d, akkor a bels6
tagokat folcserélve is érvényes az ardnyossag: a:c=b:d. Ugyan-
ezt mondja ki EUKLIDES VII 15 tétele is arra az esetre, ha a=1.

wHa valamely szdmban megvan maradék nélkiil az egység,
és egy tovdbbi szdim ugyanolyan mértékben megvan ma-
radek nélkiil ismét egy mdsik szamban, akkor folcserélve is az egy-
ség gy viszonylik a harmadik szdmhoz, mint a mdsodik a
negyedikhez.

Nem kétséges, hogy ez a tétel ugyanazt dllitja, mint az el6bbi,
arra az esetre, ha a= 1. Csak azért kellett ezt kiilon is felallitani
és az elobbit6l fiiggetleniil ujra bebizonyitani, mert antik elmélet
szerint az egy ,nem szam“. — Feltiin0 azonban az utdbbi tétel
rendkiviil koriilményes megfogalmazdsa. Azzal most nem érdemes
foglalkoznunk, hogy a praemissa maga is semmitmondo tautolo-
gia ,ha valamely szdmban megvan maradék nélkiil az egység ...
— ez a feltételes mondat semmitmondo, mert a szdm antik defi-
niciojabol (,egységekbdl Osszetett halmaz“) eo ipso kovetkezik,
hogy minden szamban megvan maradék nélkiil az egység. De el
kell ismerniink, hogy a praemissdnak ez a semmitmondo jellege a
szoveg eredeti gorog fogalmazdsabol nem tiinik ki olyan élesen,
mint amilyenné a magyar forditisban lett. Ez tehat még megbo-
csathato. — De az eredetiben is zavardéan hat az, hogy a szerzd
Jnegyedik szam“-rél beszél. Hiszen a tételt éppen azért kellett tijra
felallitania, mert antik elmélet szerint az egy ,nem szam“. Mar-
pedig ha ez igy van, akkor az Altala targyalt formulaban (1:b—=
=c:d) egyaltalan nincs ,negyedik szam“. A szerzd tehat iigyetlen
fogalmazasaval eldrulta magat: mégiscsak ugy kezelte az egyef,
mintha szam volna.

*

E fejezet oOsszefoglalasaként megdllapithatjuk, hogy az eukli-
dészi aritmetika elsd két definicidja — az egy és a szdm — min-
den jel szerint az eleai filozofiai hatdséra vall. E definiciok meg-

62 Math. Ann. 120 1947/49 127 kk.

6 A rész* és ,részek“ euklidészi terminusokkal a kovetkezd fejezet-
ben foglalkozunk. E két tétel magyar forditasban igyekeztem megtartani az
eredeti terminusokat.
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fogalmazasat dont6 mértékben befolydsolta az osztds problémadja,
illetdleg az eleai filozofia oszthatatlansdg dogméja. Ezt a nézetemet
tamogatja és kiboviti a kovetkez6 fejezet.

4. A szamok oszthatésaga

A pythagoreusok csak azért tarthattak ki tovabbra is az egy
oszthatatlansagardl szolo eleai tanitds mellett, mert az egyet meg-
sokszoroztdk szdmokkd. Ezen az uton a tort helyébe allithattak
matematikai aequivalensét: két vagy tobb szdm egymashoz valo
viszonyat, az aranyt. Ezzel azonban még kordntsem oldottdk meg
véglegesen az osztds probléméjat. Mert az egyef most mar ugyan
valoban oszthatatlannak tarthattdk, de azdltal hogy megsokszoroz-
tak, tj értelme lett az osztds fogalmanak. Ha a szdm ,egységek-
boOl Osszetett halmaz“, akkor minden szdm egységekre bonthatd,
azaz ,oszthato“ is. Latjuk tehat, hogy az ,oszthatésag“ fogalma
— ¢éppen az egy megsokszorozasa kovetkeztében — 1j értelmet
kapott. Az eleai filozofidban az a kérdés, hogy ,oszthato-e“ vagy
»oszthatatlan-e“ még csak a [létezdre (v0 év), az egyre vonatkozott,
s ezért az eleatdk a ,konkrét sok“ fogalmaval egyiitt tagadhattak
az ,oszthatosagot“ is; de egészen mas lett a helyzet akkor, ami-
kor a pythagoreusok az egy megsokszorozasaval, azaz: a szdm
definiciojaval megteremtették az ,absztrakt sok“ fogalmat. Ujra fel
kellett most mar vetniok az ,oszthatésag“ kérdését is. — Csak-
ugyan latni fogjuk majd a kovetkezOkben, hogy a legrégibb go-
rog aritmetika alapvetd, centrdlis problémdja az oszthatdésiag kér-
dése volt.

Részben mér a régebbi kutatas is felismerte azt, hogy az ,oszt-
hatosag“ a pythagoreus aritmetika fontos problémédja volt. B. L.
van der WAERDEN utalt pl. arra, hogy valdsziniileg éppen a tortek-
kel valo szdmolds problémaja adott alkalmat annak a régi pytha-
goreus szamelméletének a feldllitdsara, amelynek egy részét az
euklidészi ,Elemek“ VII. konyve targyalja. Hangstilyoznia kellett
azonban, hogy e tételek szerz6jét az ,Elemek*“ VII. konyvében
nem annyira a szamok oszthatosdga, mint inkdbb az ardnyok és
az aranyok egyszeriisitésének a kérdése érdekelte.” A régi szam-
elméletnek ez a toredéke nyilvan még abbol a korbdl szdarmazik,
amikor a legfontosabb probléma az ,egy oszthatatlansaga“ volt.
Mindenekel6tt a tortek matematikai aequivalensét kellett megtalalni
az aranyokban; el6szor erre Oszpontosult a régi aritmetikusok

64 Erwachende Wissenschaft 188 k.
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figyelme. Ugyanakkor azonban fontos probléma volt maguknak a
szamoknak az oszthatésaga is; ezt latjuk az ,Elemek“ VII. kony-
vének tobb alapvetd definicidjabol. Abban a szerencsés helyzetben
vagyunk, hogy — legalabb részben — megvilagithatjuk ezeknek a
definicioknak a genezisét is.

A gorog aritmetika legrégibb ismert tételsorozata, a paros és
paratlan elmélete az osztas illetdleg pontosabban: a kétfelé-osztas
problémajabol sarjadt ki.” A legegyszeriibb fajta osztas: a kétfelé-
osztds, a felezés. Az az ige, amellyel a gordg aritmetika a felezést
jeloli, diageiv, az eleai filozofia korabbi terminoldgidjaban még
csak dltalaban az ,oszthatosigot“ jelolte; o0d0: diawperér Eomw,
ynem is oszthatdo (ti. a létez6) — mondja PARMENIDES tanitd-
kolteménye.” Kétségtelen, hogy odwaroeir sz0 régebbi jelentése:
,Szétszedni, osztani“; ebben az értelemben haszndlja ezt még
PARMENIDES. A szonak ebbdl a régebbi, altalanosabb jelentésébdl
csak késobb fejlodhetett ki az a specidlis jelentés, amelyben ugyanez
a sz6 az aritmetikdban hasznalatos: ,felezni (ti. valamely sza-
mot)“.” Ebben az esetben tehdt a szénak a jelentésfejl6dése
is azt mutatja, hogy az ,osztis“ amely régebben az eleai filo-
zofidban még nem volt tobb, mint maganak a [éfezdnek, az
egy-nek meghatarozatlan részekre vald ,oszthatosdga“ (illeto-
leg pontosabban: ,oszthatatlansdga“) csak kés6bb az aritmetikd-
ban specializalodott valamely szam ,kétfelé-oszthatosdganak, ille-
toleg ,felezhetoségének a problémajavd. A pdaros és pdratlanrél
sz0l0 pythagoreus elmélet a szamokat aszerint kiilonboztette meg,
hogy ,felezhetok“ vagy ,nem-felezhet6k“, pdrosak illetéleg pdrat-
lanok. Feltehet6, hogy éppen ez a megkiilonboztetés volt a kezdet
a szamok oszthatésaganak behatébb vizsgalata sordn; erre épiilt
az egész tételsorozat, a paros és paratlan elmélete.

Miutan azonban az ,osztds“ eleai terminusat, a deaiosiv igét
az aritmetikaban a felezés megjelolésére foglaltdk le, a szamok
egyéb oszthatésaganak jelolésére Gj terminusokat kellett bevezet-
niok. Ezeknek az 1 terminusoknak a genezise tobbé-kevésbé
fényt vet a korai gorog aritmetika torténetére is.

65 Lasd: A. Szaeo, ,Eleatica i.h. 78 kk.

66 H. Dies—W. Kranz, Fragmente der Vorsokratiker’ 1 8 B fr. 8. 22.

67 Jellemzd, hogy az euklidészi definici6é (Elem. VII. def. 6 és 7) a drogeiv
igét mar csak a diya adverbiummal (,kétfelé“) egésziti ki.- A paros szam pon-
tosabb definicibja Pratonnal még igy hangzott: ,két egyenlé részre oszthato“
(Leg. 895 E). A régebbi, a platoni szohasznalat mutatja, hogy az eleai ter-
minus aritmetikai értelmét kezdetben pontosabban meg kellett hatarozni.
Késobb megelégedhettek a kevésbé pontos adverbium (diye) kiegészitésével is,
mert ekkor a diawpeiv igét mint terminust az aritmetikiban — a paros és
paratlan elméletétol eltekintve — mar egyaltalan nem hasznaltak.
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Mindenekel6tt meglepd, hogy az ,Elemek“ VII. konyvében
az aritmetikai definiciok tobb izben hasznaljdk azt a gordg igét,
amelyet egyébként a ,mérés“ megjelolésére szoktak hasznalni:
weroety vagy xarauetroeiv. Feltlind ennek az igének a hasznélata
azért mert a ,mérés“ sokkal inkdbb a geometridra jellemzd, mint-
sem az aritmetikara. A torzsszam euklidészi definiciojat pl. (VII
def. 11) tartalma szerint a kovetkez6képpen fordithatnank ma-
gyarra: ,torzsszam az, amelyben csak az egy van meg maradékta-
lanul“; az eredeti megfogalmazas azonban tulajdonképpen igy hang-
zik: ,torzsszam az, amelyet csak az eggyel lehet mérni“.” A ,,me-
rés“ igéjének a haszndlata az aritmetikiban fényt vet arra is,
hogyan szemléltette az antik aritmetikus a szdmokat és az egyet.
Mind a szdmoket mind pedig az egyet vonalszakaszok abrazoltak;
természetesen a szdm definicidja értelmében — ,a szam egységek-
bol Osszetett halmaz“ — szdmok abrdzoldsara csak olyan szakaszo-
kat valaszthattak, amelyek tobbszorosei voltak az egy abrazolasara
vélasztott szakasznak. A szdmoknak ez a vonalszakaszokkal valo
abrazolasa kozismert és dltaldnos az egész antik aritmetikdban.
Bizonyos az is, hogy a ,mérés“ igéjének aritmetikai definiciékban
csak akkor van értelme, ha a szdmoknak és az egynek erre az
abrazolasmédjara gondolunk. Amig nem volt ilyen abrazolasmad,
addig nem is lehetett hasznalni a ,mérés“ igéjét abban az értelem-
ben, amelyben pl. ezt a torzsszdm elébb idézett - definiciéja hasz-
nalja. Ez a koriilmény viszont lehetévé tesz szamunkra egy fontos
kronol6giai megaéllapitist. — Az antik aritmetikdban ugyanis a
szamoknak vonalszakaszokkal valo dbrazoldsat megeldzte egy ennél
kezdetlegesebb dbrazoldsi mod. A paros és paratlan elméletét pl.,
mint O. BECKER kimutatta,” eredetileg nem vonalszakaszokkal
hanem szamolGkovekkel (w7por) szemléliették. A paros szamot fele-
részben fehér, felerészben pedig fekete kovekkel dbrazoltdk, mig
valamely paratlan szam esetében eggyel tobb fehér vagy fekete
kovet hasznaltak. (Hogy a vonalszakaszokkal valé abrazolas éppen
a paros €és paratlan esetében nem lehet az eredeti, arr6l meggyoz-
het benniinket maga az euklidészi definicié is: ,pdratlan az a
szam, amely nem felezhet6“. Mdr ebb6l is lathatjuk, hogy a paros
és paratlan szam kiilonbségét — a szdmnak vonalszakaszokkal valé
abrazoldsa esetén — egyaltalin nem lehet szemléltetni, hiszen
minden vonalszakasz felezhet6.) — Amint ezt a kérdést mas Osz-
szefiiggésben megvildgitottam mar: a szamolokovekkel valo kezdet-
legesebb szemléltetési modot akkor véltotta fel az antik aritmeti-

88 IMowrog dotduds éotww 6 movdde mévy werpoduevos.
® Quellen und Studien zur Gesch. der Mathematik etc. Abt. B. Bd. 3
1936 536 kk.
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kaban a szamoknak vonalszakaszokkal valo abrazoldsa, amikor —
a logikus, deduktiv bizonyitdsi médra vald attéréssel egyidében —
antiempirikus és szemléletellenes tendencia jelentkezett az Okori
tudomanyban.” Ha marmost valamely aritmetikai definicioban a
»meérés“ igéjével talalkozunk, akkor ez kétségbevonhatatlan jele annak,
hogy e definici6 megfogalmazasakor a szdmokat mar mint vonal-
szakaszokat dbrazoltdk. Minthogy viszont az el6bbi gondolatmenet
értelmében a szamoknak vonalszakaszokkal vaid &dbrdzoldsa jele
egyszersmind annak is, hogy mar a deduktiv aritmetika kordban
vagyunk, kimcndhatjuk: az ,Elemek“ VII. konyvében azok az
aritmetikai definiciok, amelyek a ,mérés“ igéjét hasznaljak,” mara
deduktiv tudomany uj fogalmait irjdk le; ez mds szdval azt jelenti,
hogy e fogalmakat mar a deduktiv tudomany teremtette meg. —
Természetesen 1j fogalmakat teremtett a deduktiv aritmetika az
egy €s a szdm esetében is, mert a kdznapi hasznélatban ezek a
szavak nem ugyanazt jelentették, mint az aritmetikdban; az egy
koznapi felfogds szerint oszthatd volt, nem tgy mint az aritmetika
»egy“ fogalma, a szdm pedig koznapi értelmezés szerint'tobb volt,
mint az, amit az aritmetikdban szdmnak neveztek, szamon a torte-
ket és az egyet is érthették. Ebben a két esetben azonban — az
egy és a szdm esetében — a deduktiv aritmetika csak moddositotta
a koznapi hasznalatbol atvett fogalmakat. Azokban az esetekben
viszont, amelyeket most kezdek targyalni, az aritmetikai definicio
olyan uj fogalmakat teremt, amelyeknek megfeleléje a koznapi
hasznélatbol egyaltalain nem ismeretes.

Tanulsagos pl. az ,Elemek“VIl. konyvének 3. és 4. defini-
cidja: mind a kettd egy-egy olyan fogalmat hatiroz meg, amely a
mai aritmetika szempontjabol rendkiviil egyszerii és kozonséges.
Ahhoz azonban, hogy e fogalmak genezisét is megértsiik, meg kell
vizsgalnunk mindkét definicio euklidészi megfogalmazasat. A VIL.
konyv 3. definicidja ugyanis kimondja:

sRésze valamely szdm egy mdésik szdmnak, a kisebb a
nagyobbnak, ha méri a nagyobbat.“

: Tudjuk mar az eddigiekbdl, hogyan értsiik az idézett defini-
cid utols6 kiemelt szavait. Ha egy kisebb szam ,mér“ egy na-
gyobb szamot, akkor ez azt jelenti, hogy maradéktalanul megvan

0 A kovetkezOkhoz lasd ,A matematikai bizonyitds gordog terminus
technicusa“ c. dolgozatomat az i. h.

1 llyen definiciok pl. az Elemek VII konyve elején a 3., 4., 5, 8., 9.,
10, 11,, 12, 13, 14. és 15. — Jellemzd, hogy a paros és paratlan szam defi-
niciéja — amely mai tudasunk szerint a legrégibb definiciok kozeé tartozik —
még nem hasznal]a ezt az igét, pedig az egyontetiiség kedvéért itt is ezt var-
nank.
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benne. Ezt a viszonyt két szam kozott — amelyet tehat mi az
»oszthatosag“ fogalméval jeloliink, a kisebb szam osztdja a na-
gyobbnak — az idézett definicié ugy mondja, hogy a kisebb szam,
amely ,méri“ a nagyobbat, része (uéooc) amannak. Az ,0szt6“ fo-
galmanak ez a megjelolése (,rész“ = uéoog) bnmagaban még nem
volna feltiin6. Erdekes azonban, hogy ennek a viszonynak az
ellenkezdjét, tehat azt, hogy valamely kisebb szam ,nem-osz-
téja“ egy nagyobbnak, hogyan fejezi ki EUKLIDES definicidja ? Mi
lesz-a neve annak a viszonynak két szam kozott, amellyel pl. a
8:3 ardnyban talalkozunk, amikor a kisebb szam (3) ,nem méri“
a nagyobbat (8), nincs meg benne maradéktalanul? — Eppen ezt
nevezi meg EUKLIDES masik vizsgalandd definicioja (VII. def. 4.):

sRészei (uéom) valamely szam egy masik szamnak, a
kisebb a nagyobbnak, ha nem méri (azaz: ha nincs meg benne
maradéktalanul).“™

Mint latjuk, a kiilonos ebben az esetben tulajdonképpen az,
hogy a ,nem-oszt6“ fogalmat ugyanannak a szénak a tobbessza-
maval (,részek“ — uéom) irjak koriil, amelynek egyesszama az
,08ztot” jelolte. Még feltiinbbb ez az antitézis — ,rész“ és ,részek*
ahelyett, hogy ,oszt6“ és ,nem-oszté“ — akkor, ha figyelembe
vessziik, hogy a paros €s pdaratlan szam antitézisét az euklidészi
definicié is a mi gondolkozdsunknak megfeleléen irja le: ,felez-
het6“ és ,nem-felezhet6“. — Mi lehet mdrmost a torténeti magya-
rdzata ennek a kiilonos definicios antitézisnek: ,rész“ és ,részek“?

Ugy gondolom, ennek a két definiciénak a genezisét jobban
megértjiik akkor, ha arra gondolunk, hogyan alakult ki az aritme-
tika rendszere az eleai filozofia tanitasaibol. Az eleatdk szerint a
létezd ,egy“ és ,oszthatatlan“, vagyis nyilvanvalo, hogy az eleai
filozofidban a ,rész“ (uéooc) fogalma nem is jatszhatott pozitiv
szerepet ; az eleatdknak a sok fogalmaval, a pluralizmussal egyiitt
a ,részt“ is tagadniok Kkellett. Megvdltozott azonban a helyzet
akkor, amikor a pythagoreusok az egyet megsokszoroztik és a
szamot mint ,egységekbol Osszetett halmazt“ definidltak. Az , o0szt-
hatosdg“ filozofiai problémaja ezaltal ujra aktudlissa lett s egyszer-
smind differencidlodott is. Kézenfekvd volt ekkor a legegyszeriibb
fajta oszthatésag a (,felezhet6ség®) jelolésére a leggyakrabban
hasznalt eleai terminust, a diargeiv igét hasznalni. Ugyanakkor viszont
azt a névszot — ,rész“ —ufpoc — amely az eleatdk 4ltal még
tagadott ,osztds“ eredményét jelolte, folhasznalhattak a szamok
egyeb oszthatésiganak a megijelolésére. Minthogy pedig a defini-

2 Def. 4. Méon éotiv dourduods dorduod 6 EAdoowr tod pellovos, draw
Hh) KOTCUETOR).
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cio szerint a szam egységekbdl all — ,egységekbdl Osszetett hal-
maz“ —, semmi akaddlya sem lett volna annak, hogy az egysége-
ket a szam részeinek tekintsék. Ugy latszik, csak a terminusokkal
vald takarékoskodds az oka annak, hogy az antik aritmetika azo-
kat az egységeket, amelyek egyiittvéve valamely szamot alkotnak,
sohasem nevezi részeknek. (Mert azt, hogy az egy minden szdm-
nak osztoja, ugy is ki lehetett fejezni, hogy az egy minden szamot
mér.®) A részek“ terminust inkabb lefoglaltdk annak a viszonynak
a jelolésére, amikor két szam koziil a kisebb nem volt osztéja a
nagyobbnak. Részeknek nevezték ebben az esetben a kisebb szé-
mot a nagyobbhoz viszonyitva azért, mert a kisebb szam ilyenkor
nagyobb szdmnak csak bizonyos ,,reszelt“ (uéom), egységeit fog-
lalta magaban. Amikor viszont a kisebb szdm maradéktalanul
megvolt a nagyobb szamban, azt mondhattak, hogy a kisebb ilyen-
kor a nagyebbnak nemcsak bizonyos ,részeit (= egységeit) fog-
lalja magaban, hanem teljes egészében is csakugyan ,része“
(= oszt6ja) amannak.

Ugy latszik tehat, hogy a gordg aritmetikdnak ez a két ter-
minusa — ,rész“ €s ,,reszek — ugyaniigy az eleai filozofia tanita-
sanak ©nalld tovabbfejlesztése soran alakult ki, mint az ,osztis“
jelolésére haszndlt dwupeiv ige (j, aritmetikai jelentése (,,felezni“).

Végiil pedig arra kell még felhivnom a figyelmet ebben a
fejezetben, hogy a torzsszamok és Osszetett szamok alapvet6 euk-
lidészi megkiilonboztetése ugyancsak az oszthatdsag vizsgalatabol
vezethetd le. Miutdn ugyanis megéllapitottdk, hogy a szdm defini-
cidja értelmében az egy minden szdmnak osztéja — az egy min-
den szamot mér —, lehet6vé valt a szamok kovetkezd dichoto-
mikus megkiilonboztetése : azok a szdmok, amelyeknek osztoja
»Csak az egy“ az un. ftorzsszdmok (VII. def. 11), és azok a szd-
mok, amelyeknek osztbja ,nem csak az egy“ (tehat az egyen ki-
viil valamely ,szam“ is, vo. VIL. def. 13) az Gn. dsszefett szdmok
(= nem torzsszamok).

%

Ha marmost attekintjiik legutobbi két fejezetiink eredményeit,
megaéllapithatjuk, hogy azok a legfontosabb alapvet6 aritmetikai
definiciok, amelyeket az euklidészi ,Elemek“ VII. konyve elé bo-
csatott gyiijteménybdl kiemeltiink — ,egy“, ,szdm“, ,paros szdm*,
yparatlan szam¥, ,rész“, yrészek“, ,torzsszam*, ,0sszetett szam“ —
ugy latszik, egytdl-egyig mind az eleai filozofia szerves tovabb-
fejlesztéseként magyarazhatok. A dont6 probléma, amely ezeknek a

7 Kozvetve ezt mondja ki a szdm definicidja is: ,egységekbdl Ossze-
tett halmaz.

7 Matematikai Lapok
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definicicknak a megfogalmazasat egydltalan sziikségszeriivé tette,
az ,oszthatosdg“ filozofiai kérdése volt, illetbleg az eleatak oszt-
hatatlansagi dogméja. A pythagoreusok tovdbbra is ki akartak tar-
tani a legfontosabb eleai tanitds értelmében az ellentmondasmen-
tesség elve mellett.” Ezért elobb a szdm definicidjaval — az egy
megsokszorozasiaval — megteremtették az ,absztrakt sok“ fogal-
mat, majd pedig, hogy az oszthatésdgnak ezaltal djra felmeriil6
problémajat ellentmonddsmentesen megoldjdk, az eleatidk példdjara
dichotomikus definiciokat vezettek be. — Ugy latszik, ez volt a
kezdete a gorog aritmetika definicids megalapozasanak bizonyara
még az i.e. V. szazad els6 felében.

5. Az oszthatésag és a geometria

Miés Osszeftiggésben roviden megemlitettem mar, hogy a
geometridban korantsem volt olyan konnyii alkalmazni az eleatik
elveit, mint az aritmetikdban.” Amikor pl. megprébaltdk, hogy az
eleai tanitds értelmében ne empirikusan, érzéki tapasztalds utjan
igazoljanak valamely ismeretet — vagyis amikor a matematikaban
mar nem elégedtek meg egyes konkrét esetek szemléletes bemu-
tatasaval, hanem logikus fiton altaldnos érvényfi absztrakt bizonyi-
tasokat kerestek-, viszonylag koOnnyfi volt a szdmokat ugy kezelni,
mint pusztin gondolati elemeket. Tulajdonképpen csak a konkrét
adott szamoktol kellett valahogyan megszabadulniok az aritmetiku-
soknak; ezért a szamokat nem abrdzoltik tobbé szamolokovekkel,
hanem azt mondtdk: legyen valamely tetszbleges vonalszakasz
valamilyen tetsz6leges szdm képe. Ennek az tjfajta ,szemléltetés-
nek“ megvolt az a nagy elénye, hogy mindig tudhattak: nem
azokrdl a vonalszakaszokrol van szo, amelyek valamely adott eset-
ben bizonyos szdmokat képviselnek, hiszen ugyanezek a vonalsza-
kaszok mas esetben egészen mas szdmokat is képviselhettek. Szinte
sohasem fenyegetett az a veszély, hogy az é4bradzolds puszta eszko-
zét (a vonalszakaszt) és azt, amit igy abrazoltak (a szamot), 6ssze-
tévesztik. De korantsem volt ilyen egyszerii a helyzet a geometria-
ban; itt mar alig tudtdk érvényesiteni azt az eleai elvet,

7 Nem térhetek ki ebben a dolgozatban arra a tételemre, hogy az
eleatdk legfébb érdeme a logikai ellentmondasmentesség elvének megfogal-
mazasa volt. Csak utalok eziittal régebbi dolgozataimra : ,Beitrdge zur Gesch.
der griechischen Dialektik“ (Acta Antiqua Acad. Scient. Hung. I 1953 377—410),.
»Zur Gesch. der Dialektik des Denkens“ (uo. 1l 1954 17—62), ,Zum Verstind-
nis der Eleaten“ (uo. 11 1954 245—289) és ,Eleatica“ i. h.

% Lasd ,A matematikai bizonyitds gorog terminus technicusa“ i. h.
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hogy elszakadjanak az érzéki tapasztalastol és pusztin a gondol-
kozds utjdn igazoljdk valamely 4&llitds helyességét. A geometriai
idomok tavolrél sem voltak olyan elvont, csak gondolati elemek,
mint a szamok. Hidba hangstlyoztdk volna pl., hogy a hiaromszog,
amelyet lerajzolnak, sohasem azonos a csak elgondolhatd harom-
szoggel; természetes, hogy a geometridban nem voltak olyan éles
hatarok az abrazolas puszta eszkioze és az 4brazolt gondolati tar-
talom kozott, mint amilyenek az aritmetikdban viszonylag konnyen
érvényesithetdek voltak. Eppenigy a geometriai bizonyitasban sem
volt olyan konnyii megszabadulni a konkrét szemléltetéstol, vagyis
az érzekszervek utjan nyert tapasztaldstdl, mint amilyen konnyen
megvaldsithaté volt ez az aritmetikdban. EUKLIDES ugyan mindent
elkovetett, hogy geometriai tételeinek és bizonyitdsainak konkrét
szemléletességét legalabb elkenddzze,” de ez a torekvése legtobb-
szor eredménytelen maradt: 4brdi tobbé-kevésbé mégiscsak szem-
léletesre sikeriiltek.

Még nagyobb nehézségekbe iitkdztek az elsé matematikusok
akkor, amikor a geometridban is vizsgalni kezdték az ,oszthato-
sagnak“ azt az eleai problémajat, amely az aritmetika felépitésé-
ben olyan termékenynek és 0sztonz6 hatdsinak bizonyult. Mar a
legrégibb pythagoreus aritmetikdban is kimutathatok a nyomai
annak, hogy az oszthat6saggal kapcsolatos geometriai nehézsége-
ket a gorog matematikusoknak igen kordn észre kellett venniok.
Ennek igazoldsdra érdemes lesz kozelebbr6l megismerniink EUK-
LIDES egyik aritmetikai tételének a bizonyitdsat. A vizsgalandé
tétel az ,Elemek“ VII. konyvében talalhaté (VII. 31), amelyr6l —
mint mar emlitettem — ismeretes, hogy pythagoreus eredetii, még
az i.e. V. szdzadbol szarmazik.” A tétel maga kimondja: Minden
osszetett szdmnak osztéja valamely torzsszam. A bizonyitds gon-
dolatmenete a kovetkez® :

Legyen a valamely tetszéleges Osszetett szim. Bebizonyitando,.
hogy van olyan torzsszam, amely osztGja ennek az a Osszetett szam-
nak. Minthogy a Osszetett szdm, a 13. definici6 értelmében osztéja
ennek valamely b szam, mert Osszetett éppen az a szam, amelynek
osztéja valamely mds, ndla kisebb szam. (Ne feledkezziink meg
arrl, hogy az antik aritmetika szerint: az egy nem szam!). A b
szdm viszont, amely osztéja a szamnak, vagy torzsszam, vagy
nem-torzszdm (= osszetett szdm),; harmadik lehet6ség nincs. Ha
torzsszam b, akkor madris igaznak bizonyult a VII. 31. tétel, mert
megvan az a torzsszam, amely osztoja a szamnak; ha viszont

6 Lasd uo.
7 B. L. van der Waerpen, Math. Ann. 120 1947/49 127—153.

T*
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nemtorzsszam (— Osszetett szam) b, akkor ismét a 13. definici6
értelmében osztja b-nek valamely ¢ szdm, amely ennek folytdn
osztoja természetesek a-nak is. Ez a ¢ szdm viszont megint vagy
torzsszam vagy nem-torzsszam; harmadik lehet6ség nincs. Ha
torzsszam ¢, akkor igaznak bizonyult a VII. 31. tétel, mert meg-
van az a c torzsszam, amely osztdja a Osszetett szamnak; ha
nem-torzsszam "¢, akkor tovdbb vizsgaljuk ennek a szdmnak d
szam osztojat, illetdleg esetleg d szam tovabbi osztdit mindaddig,
amig olyan torzsszamot nem taldlunk, amely osztdéja a Osszetett
szamnak. A bizonyitds hangsilyozza, hogy ezen az uton végiil is
taldlnunk kell egy olyan torzsszdmot, amely osztbja a Osszetett
szamnak. Mert ha nem taldlndnk olyan torzsszamot, amely osztdja
volna a szdmnak, akkor ez azt jelentené, hogy a szamnak végtelen
sok folyton kisebbedd osztéja van, amelyek mind oOsszetett sza-
mok, ez pedig a szdmok korében nem lehetséges (dmeo Zoriv
d@dvvaror év dorduoi).

Feltlin e bizonyitds utols6, gorogiil is idézett mondata, amely
azt allitja: a szdmok korében nem lehetséges, hogy valamely meny-
nyiségnek végtelen sok folyton kisebbedd osztoja legyen. Ez a
megfogalmazas ugyanis felkeltheti a kovetkezé gyanut: Vajon e
bizonyitds szerz6je nem azért beszélt-e olyan koriiltekinthet6 6va-
tossaggal a szdmok korérdl, amelyben nem lehetséges, hogy valamely
mennyiségnek végtelen sok folyton kisebbedd osztdja legyen, mert
tudomasa volt arrdl, hogy van egy olyan teriilet is, ahol ugyanez
nagyon konnyen lehetséges? — Csakugyan kimutathatjuk, hogy
az i.e. V. szdzadban — tehdt éppen abban az id6ben, amikor
B. L. van der WAERDEN sejtése szerint az euklidészi ,Elemek“
VII. konyvének keletkeznie kellett — sokatvitatott probléma volt :
»valamely mennyiség végtelen sok folyton kisebbedd oszt6ja“. Nem
kell ennek az dllitisnak az igazolasahoz egyéb, minthogy emlé-
keztessiink az eleai ZENON paradox érvelésére, amely szerint a
mozgas azért nem lehetséges, mert a mozgo testnek el6bb apalya
felét kellene befutnia; miel6tt azonban a mozgd test ezt a felezési
pontot clérhetné, elébb a fél-pélya felét kellene megtennie. Tovabb-
folytatva az igy elkezdett felezést, kideriil, hogy a mozgé test
palydja tuladonképpen végtelen sok szakasz Osszege.” — Nem lénye-
ges most az a kérdés: hogyan itéljiik meg ZENON emlitett para-
doxonat; az mindenesetre bizonyos, hogy elképzelhetetlen volna
ez az érvelés, ha nem tudnak, hogy minden szakasz folytonos
felezéssel végtelen sok, egyre kisebbedd szakaszok Gsszegére bont-

8 Lasd AristoteLes, Phys. Z 9.239b 9 és 2.233a 21.
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haté ;" viszont az igy keletkezd egyre kisebbed6 szakaszok mind-
egyike természetesen maradéktalanul megvan az egész szakaszban,
vagyis az egész szakasznak végtelen sok folyton kisebbedd osz-
téja van.

Vilagos tehat, hogy a targyalt euklidészi tétel (VII. 31) bizo-
nyitdsa a ,szdmok korét“ éppen a szakaszok korétdl, azaz a geo-
metridtdl akarta elhatdrolni. Valdban, antik felfogds szerint éppen
abban édllott az aritmetika nagy elénye, hogy ezen a teriileten si-
keriilt megoldani az oszthatésdgnak azt a problémdjat, amelyet
mai tuddsunk szerint az eleatdk vetettek fel. Miutdn az egyet oszt-
hatatlannak tekintették, a szdmot pedig mint ,egységekbdl Ossze-
tett halmazt“ definialtdk, vildgos. volt, hogy a szamok korében
barmely meghatdrozott mennyiségnek csak véges szamu osztdja
lehet. A végteleniil tovdbbfolytathatd osztds lehetdségével egyiitt
pedig kikiiszobolték az antik szdmelméletbdl azt is, amit a gorog.
matematika doonror-nak, kimondhatatlannak, irraciondlisnak, vagy
més szdval ellentmondasosnak tartott.*

De nem alkalmazhattdk ilyen egyszeriien az eleatdk elgondo-
lasat a geometridra. A legnagyobb nehézség ti. abbol kovetkezett,
hogy ugy latszott, mind az anyag mind pedig a tér végteleniil
oszthato . Eppen ezért arra a kovetkeztetésre kellett jutniok, hogy
sem az anyagban sem a térben — vagyis a geometridban —
nincs valami olyasmi, amit legkisebbnek lehetne nevezni.*® Viszony-
lag konnyii volt — mindaddig, amig csak szdmokrdl beszéltek —
a pusztdn gondolatban 1étez6 egyre hivatkozni, amely oszthatatlan
és legkisebb ; de nem talaltak ilyen legkisebb egységet a geometrid-
ban. Mint PROKLOS mondja: ,a geometridban egyaltalan nincs
olyasmi, ami a legkisebb volna, és ott, ahol az osztds végteleniil
folytathatd, ott megvan az irraciondlis (az ésszeritlen, 70 dZoyov)
is.“® Semmi akadalya sem volt annak, hogy az aritmetikdban az
egybdl és a szdmokbol induljanak ki, mert ezeknek nem volt anya-
guk, és mint pusztin gondolati elemek ellentmonddsmentesek le-
hettek, de a geometridban természetszeriileg nem talaltak ilyen
egyszerli elemeket, amelyekb6! kiindulhattak volna. ,Vildgos, hogy
a szamok anyagtalanabbak és tisztdbbak, mint a geometriai meny-

" V6. A. A. Fraenker, Abstract Set Theory, Amsterdam 1953 10 k. Meg-
jegyzendd azonban, hogy FrRaENKeL ZEnon két argumentumat, az elObbi jegy-
zetben emlitettet és az tn. Achillest (AristoTeLEs, Phys. Z. 9.239 b 14) Ossze-
vonja; ezért irhatja Osszefoglaldsul: ,an apparently intuitive instance of an
infinite aggregate is given by the set of all the segments that Achilles has to
cover until he can overtake the tortoise.“

8 Procrus 60, 7 kk. Vo. ,Eleatica i. h. 96 kk.

81 Procrus 60, 11 kk.

8 Uo. 60, 15.
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nyiségek, €és hogy ezért a szdmok alapja (principiuma doy7-ja) is
egyszeriibb, mint a geometriai mennyiségeké“ — irja PROKLOS.®

Meglep6ek e legutébbi Proklos-idézetek a torténész szamara
tobbek kozott azért is, mert az euklidészi ,Elemek“ 6kori magya-
razéja, PROKLOS ujplatonikus filozofus volt, aki az i.sz. V. szazad-
ban, tehat majdnem nyolcszdz évvel kés6bb élt, mint EUKLIDES.
Azok az eleai eredetii gondolatok viszont, amelyeket a legutobbi
Proklos-idézetekbdl is kiolvashatonak tartok, még joval az EUKLI-
DEst megel6z6 korbdl, az i. e. VI. szdzad végérdl vagy az V. ele-
jérél szarmaznak. — Dehat egyaltalan szabad-e az eleai filoz6fu-
soknak a matematikai gondolkozasra gyakorolt hatasit egy olyan
antik szerzének a szavaival illusztralni, aki kb. 1.000 évvel kés6bb
élt, mint a szébanforgd eleai filozéfusok, és amikor ez a szerzé
— PROKLOS — az emlitett helyen egyaltalin nem is hivatkozik az
eleatdkra ? — kérdezhetné az elfogulatlan olvas6. De barmennyire
indokoltnak latszik is az els6 pillantisra — éppen a szokatlanul
nagy id6-intervallum miatt — a kétkedd tartézkodds PrROKLOS gon-
dolatainak eredetét illetben, hangstlyoznom kell, hogy az adott
Osszefiiggésben alaptalan a gyand. Minden jel arra mutat, hogy
PROKLOS az itt vizsgalt kérdésben megbizhaté forrds. A geometria-
nak azokat a nehézségeit, amelyeket PROKLOS a tér végtelen oszt-
hatosagara vezet vissza, csakugyan az eleatdk fedezték fel legko-
rdbban. Az eleai ZENON pl. szdmos érvet tudott felsorolni annak
a bizonyitasara, hogy a ,tér“ fogalma ellentmondésos, s ezekben
az érvekben nemegyszer éppen a végtelen oszthatésigra utalt.* Az
eleatédk nem riadtak vissza attol sem, hogy levonjik a kovetkezte-
tést a térre vonatkozo felismerésiikb6l: az, ami annyira ellent-
mondasos, mint a ,tér“ fogalma, éppoly kevéssé lehet valosag,
mint a tobbi ellentmonddsos fogalom, pl. ,mozgds“, ,keletkezés“
vagy ,id0“; ez mas szoval azt jelenti, hogy az eleatdk fagadtdk
a tér létezését.®

Ha viszont tagadjuk a tér valosagat, akkor nem lehetséges a
térrol sz6l6 tudomany, a geometria sem. Ha a ,tér“ ellentmonda-
sos fogalom, akkor azok kozé tartozik ez is, amelyek eleai felfo-
gas szerint érzékszerveink atjdn tapasztalhaték ugyan, de amelyek
az ellentmonddsmentes gondolkozéds szdmara felfoghatatlanok, azaz
megismerhetetlenek. Ilyennek tartottdk az eleai filozéfusok pl. a
»,mozgast“. Nyilvanvalo, hogy tudtik az eleatdk is: a mozgds a
gyakorlatban lehetséges, lépten-nyomon bizonyitja ezt érzéki ész-

83 ProcLus 95. 23 kk.
81 V6. W. CapeLLe, Die Vorsokratiker, Leipzig 1935, 172 k.
85 V. Praron, Theait. 180 E.
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revevésiink. Az a koriilmény, hogy mégis tagadtdk a mozgast,
csak annyit jelenthet, hogy tigy gondoltdk : a mozgas az érzékszervek
utjan tapasztalhato, de a logikus, ellentmondasmentes gondolkozas
szamara felfoghatatlan, elgondolhatatlan. (Ezt jelenti az az eleai tétel,
hogy a mozgas csak hamis latszat — déSe —, olyasvalami, ami-
r6l nem lehet tudasunk.) Bizonydra igy kell érteniink azt a masik
eleai tételt is, hogy ,nincs tér“. A térre vonatkozé tuddsunk
ugyantigy ellentmonddsos, mint a mozgdsra vonatkozd tapasztala-
latunk. Mas szoéval: eleai felfogds szerint gy kellene megitélniink
a térre vonatkozo tudast is, mint a mozgdsra vonatkoz6 tapaszta-
latot : ezek csak érzékeléseink eredményei.

Ugy latszik, a régi pythagoreusok — akik, mint lattuk mar,
az aritmetikaban az eleai elvek megvaldsitdsara torekedtek — kez-
detben atvették a térre vonatkozo tudds eleai megitélését is. Leg-
alabbis erre mutat az a koriilmény, hogy egy fontebb idézett
hiradas szerint a geometria legrégibb kézikonyvének, az un. pytha-
gorasi geometridnak iovopin volt a neve.” A isropin sz6 eredetileg
csak latasbol szarmazo empirikus tuddast jelolhetett.

De a geometrianak ez a megitélése hosszi idére magukat a’
pythagoreusokat sem elégithette ki. Mert ez a tudomény mar az
Oket megel6z6 idében is elég fejlett volt. Még ha nem is volt a
geometria a régebbi korban deduktiv tudomany, bizonyara tobb
lehetett mar, mint amennyit a yeouergic elnevezés jelenteni latszik:
praktikus-empirikus ismeretek Osszessége a foldmérésrél. Az ionok
régi foldmérésének™ mar az eleatikat megel6z0 idokben is abban
az iranyban kellett fejlddnie, amely késébb — minden jel szerint
éppen az eleatdik nyomdn és foként a pythagoreus aritmetika
példajara — a tedrétikus tudomdnyhoz vezetett. Erre mutat az a
koriilmény, hogy a torténeti hagyomdny szerint méar a milétoszi
THALES ismerte a geometriai ,sz0g“ fogalmat, szogekre vonatkozo
tételeket allitott fel, s6t valamiképpen — feltehetbleg szemléletesen
és empirikusan — bizonyitotta is a tételeit. Erthet6, hogy mar
ezek a torténeti eldzmények is a geometria elvi megalapozasara
osztonozhették a pythagoreusokat.

Az elvi megalapozas kezdetben, tgy latszik, abbdl allett,
hogy minden tovabbi nélkiil az aritmetikat tették meg a geometria
alapjava. Ezért mondhatta ProkLOS, hogy ,a geometria masodik
helyen all az aritmetika utdn, minthogy ezaltal lesz teljessé és
ettol nyeri hatarait.“® Ennek az allitisnak a tartalmat csak akkor

86 Lasd fontebb ,Az aritmetika elsGbbsége“ c. fejezetet.

87 U. v. WiLamowrtz—MogLLEnDORFF, Platon 1 493: ,lonisch ist das Wost
uand die Sache (scil: yeopuergie)“; vo. B. SNeLL i.h. 78.

88 ProcLus 48, 9 Kk.
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értjiik meg igazan, ha kozelebbrél vizsgaljuk a ,pont“ euklideszi
definiciojat.

Az ,Elemek“ legels6 definicidja igy hangzik: ,Pont az, ami-
nek nincs része“.* Amiképpen az aritmetikarél szo6l6 konyvek
legels0 definicioja azt a legkisebb alkotérészt, az egyet nevezi
meg, amelynek sokszorozdsival a szdmok eléallithatok, ugyantgy
all a geometriai konyvek el6tt annak a megnevezése, ami a geo-
metridban a ,legkisebb“ (70 éAdyioror), a ponté. A két definiciot,
az egy €és a ponl meghatarozdsat, csakugyan oOsszehasonlithatjuk.
A szamokrdl sz6l6 fejtegetések annak a legkisebb alkotérésznek a
megnevezésével kezdddnek, amely antik felfogds szerint ,nem-
szdm“ ugyan, de amely nélkiil a szdmok mégis elképzelhetetlenek
volnanak; igy all a helyzet — antik felfogds szerint — a ponttal is,
amely dnmagaban nem geometriai mennyiség ugyan (o uéyedog)
de nélkiile mégis elképzelhetetlenek volndnak a geometriai meny-
nyiségek. — Els6 p1llantasra plauzibilisnek latszik ugyan ez az
Osszehasonlitdis — ¢és nem kétséges az sem, hogy a régi pytha-
goreusok éppen ebbdl indultak ki, amikor azt allitottdk, hogy az
egy ,helyezés nélkiili“, a pont pedig ,helyezéssel bir6“ valami®—
de tagadhatatlan ugyanakkor az is: mind az osszehasonlitis maga,
mind pedig a ,helyezésrél“ és ,helyezésnélkiiliségrol“ szélé sokat-
mondodan homalyos kifejezések igazaban csak arra jok, hogy
elkend6zzék az alapvetd nehézséget. Mert lassuk csak kozelebbrol,
mit allit a pont definicioja.

yPont az, aminek nincs része.“ E szerint a definicié szerint
a pontot gorogiil uéyedog dueoéc-nek, rész nélkiili mennyiségnek
vagy nagysagnak lehet nevezni. A megjelolésb6l magabdl is latszik,
hogy ez tulajdonképpen Onellentmondas, ,contradictio in adjecto“.
M¢ég érdekesebb azonban, hogy ezt a kifejezést az eleai ZENON is
hasznalta,” s nem kétséges az sem, hogy mit értett ezen. A ,rész
nélkiili nagysdg“ (uéyedos dueoés) ZENON nyelvén ugyanazt jelen-
tette a térre vonatkoztatva, amit az idére vonatkoztatva a , most“
(vov) széval jelolt. Nem véletlen, hogy még PROKLOS is a geo-
metriai ,pont“ fogalmat az id6beli ,most* fogalmaval hasonlitja
Ossze.” ZENON ugyanis az id6folyamatot farfamnélkiili idépontokra
(,most“ = »o») bontotta fel, és igy mutatta ki az ,id6“ és a ,moz-
gas“ fogalmanak ellentmonddsossdgat, elgondolhatatlansagat.”

80 Jpusior ionw, od pigog 0dPew.
% Procrus 59, 17. k.: § uév wovigs &derds éovw, 4 0& gruyuiy Séow Egovoa.
91 Pseupo—ARIsTOTELES, De lineis insec. 968 a 18.
92 ProcLus 93, 6.
¢ 93 Resz]etesebben errdl: A. Szaso, Zur Gesch. der Dialektik des Den-
ens, i. h.
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ARISTOTELES meg akarvan cafolni ZENONnak ezt az érvelését, arra
hivatkozott, hogy az id6 mint folyamat tavolr6l sem all csupa
,most“-bol, tartamnélkiili id6pontokbdl; ez csak ZENON hamis
praemissdja.* — Csakugyan, valaszthatunk a két lehet6ség kozott:
vagy igazat adunk érzéki tapasztalatainknak és elismerjiik az id6
létezését, nem tor6dvén azzal, hogy ez a fogalom, ,id6“, ellent-
mondéasos; ebben az esetben az a tartamnélkiili idépont, a ,most*,
amelyrdl ZENON beszél, csak az emberi gondolkozas realitasnélkiili
absztrakcidja. Ha viszont az ellentmondasmentesség kovetelményé-
hez ragaszkodunk, érzéki tapasztalatainkat kell téveseknek min6-
siteniink, s ebben az esetben csak tartamnélkiili idépontokrol
beszélhetiink, de el kell utasitanunk az ,id6“ fogalmat, mivel az
ellentmondédsos. Mint ismeretes, az eleatdk ezt az utobbi leheto-
séget valasztottdk. — Nem kétséges, hogy ugyanez az alternativa
érvényes a ,rész nélkiili nagysag“, a geomatriai pont fogalmara is.
Vagy eleve elismerjiik a tér létezését, ahogy ez érzéki tapaszta-
latainkbo6l adddik, s akkor a pont létezését kell tagadnunk; csak-
ugyan PROKLOS is azt allitja egy alkalommal, hogy a geometria-
ban nincs legklsebb mennyiség, tehat igazaban nem létezik a pont.”
Vagy szigortian ragaszkodunk az ellentmondasmentesség elvéhez,
s akkor a tér létezését kell tagadnunk. Ha viszont tagadjuk a tér
létezését, akkor egyaltalan nem lehetséges a térr6l sz6l6 tudomany,
a geometria sem.

Latjuk tehat, hogy a régi pythagoreusoknak az a torekvése,
hogy a geometriat éppenolyan ellentmonddsmentesen épitsék fel
mint az aritmetikat, tulajdonképpen zsdkutcdba vezetett. Taldléan
jellemezte ezt a helyzetet K. REIDEMEISTER a kovetkezO szavakkal:
»A pont és a vonal sem a szemlélet sem a gondolkozas szamara
nincs adva. Egynémely geometriai fogalom evidens; evidens az is,
hogy ezeket a fogalmakat ellentmonddsmentes rendszerbe akarjak
foglalni. De azokat a kezdeteket, amelyekbél levezethetd lenne a
tervezett elmélet, csak keresik mint ellentmonddsmentes kiegészi-
tését annak, ami evidens.“” Legfeljebb csak azzal kellene még
kiegésziteniink ezt a jellemzést, hogy a pythagoreusok igazdban
nem ftaldltdk meg azokat az egyszerii és ellentmondasmentes ala-
pokat, amelyekbdl kiindulva legaldbb éppoly ellentmondasmentesen

9 AristoTeLES, Phys. Z 9.239 b 30.

9% ProcLus 60, 11 k.

9 K. Rememeister, Das exakte Denken der Griechen, Hamburg 1949 12:
Punkte und Strecken sind weder dem Anschauenden noch dem Denkenden
gegeben. Einige geometrische Begriffe leuchten ein, die Idee, dieselben zu
einer widerspruchsfreien Theorie zu vereinigen, leuchtet ein. Die einfachen
Anfdange aber, aus denen sich diese geplante Theorie entwickeln liesse werden
gesucht als widerspruchsfreie Erginzungen des Einsichtigen.
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épithették volna fel geometridjukat, mint amennyire sikeriilt ez
nekik az aritmetikdban. S6t a pontnak — és ugyanigy a vonalnak
— definiciojaval tulajdonképpen hamis alapokra helyezték tudo-
manyukat, a geometriat. Mert a pont euklidészi definicidja értel-
mében igazaban tagadniok kellett volna a tér létezését s ezzel
egyiitt a geometriat is.

Csakugyan tudjuk, hogy az 6korban gyakran szemiikre vetet-
ték a geometria mfivel6inek: hamis tételekb6l indulnak ki.” Bizo-
nydra erre a régi kifogdsra gondolt az ujplatonikus PROKLOS is,
amikor felszolitotta a matematikusokat: szabaditsdk ki a geometriat
— mint képletesen mondta — ,Kalypsé karjaibol“ és emeljék e
tudomanyt a teljesebb, szellemibb megismerés szférajaba.”® Mint
ismeretes, N. HARTMANN 1igy gondolta, hogy PROKLOS e szavai
.eloremutatnak a geometridnak egy olyan targyaldsi modja felé,
amelyet csak joval kés6bb DESCARTES kezdett megvaldsitani, ti. az
analytikus geometria felé.”

6. ,,Az egész nagyobb, mint a rész*

\

A dolgozat eddigi fejezeteiben arra torekedtem, hogy rekon-
strudljam és megvilagitsam azt a torténeti folyamatot, amely a
deduktiv tudomédny elvi megalapozasdhoz vezetett. Kideriilt, hogy
ennek a megalapozdsnak az el0készitése az aritmetikaban két vila-
gosan megkiilonboztethetd 1épésbél allott. Egyrészt ugyanis valto-
‘zatlanul atvették az eleatdk alapelveit — mind az egyr6l és ennek
oszthatatlansdgarol szolé tanitdst, mind pedig az ellentmondas-
mentesség elvét altalaban; ez volt az elsé 1épés. Masrészt pedig
bevezettek egy 11j definiciot, a szdm fogalmanak a meghatarozasat;
ez a masik Iépés lehet6vé tette, hogy az aritmetikdban fenntartsak
az ellentmondasmentességrol szolo eleai tanitast. — Tulajdonkép-
pen tehat csak ez a masodik 1épés — a szdm fogalmanak a defi-
nicioja — tekinthet6 az aritmetika ©ndllo megalapozasanak. Mert
igazaban éppen ez a definicio teszi vilagossa annak a teriiletnek
— a szamok korének — a hatdrait, amelyeken beliil ellentmondds-
mentes allitisokat, tételeket fogalmazhattak meg. Ez a definicid
tehat csakugyan hozzdtartozott mar az aritmetika onalloé elvi meg-
alapozaséahoz. Vildgosan kitiinik EUKLIDES aritmetikai definicidinak

9 Ilyen szemrehdnyas ellen veszi védelmébe Aristoterés (Analyt. post.
1 10) a geometria miiveldit.

9 ProcLus 54—55.

% N. Hartmany, Des Proklus Diadochus philosophische Anfangsgriinde
der Mathematik, Giessen 1909 33; vo. A. Speiser, Die mathematische Denk-
weise, Basel—Stuttgart 1952, 64 k.
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ez a jelentdsége annak a tételnek a bizonyitisabol, amellyel mar
a megelozé fejezetben foglalkoztunk egyszer. Ennek a tételnek
(,Elemek“ VII 31) a bizonyitdsa ugyanis egyaltalin nem vonja
kétségbe ZENON dllitasat a ,végtelen sok egyre kisebbedd osztorol,
csak azt hangstlyozza, hogy a szdmok korében nem lehet valamely
mennyiségnek (szamnak) ,végtelen sok egyre kisebbedd osztoja“,
mert ez ellentmondana a szam definici6janak. Nyilvdnval6 tehat:
ugy fogalmaztak meg a szam definicidjat, hogy ez legyen az alapja
a red épiild tételek ellentmondismentességének.

Az a benyomasunk tehat, hogy a ,legrégibb matematikai
alapelvek“ éppen a definiciok lehettek. Ugy latszik, a torténeti
fejlodés soran a matematikdnak mint. deduktiv tudomanynak a
megalapozasat definiciok felallitisdval kezdhették. Csakugyan,
EUKLIDES-nél az aritmetikardl szolo konyvek el6tt nem is taldlunk
mas természetli matematikai alapelveket, mint definiciokat.'” Ez a
koriilmény is azt a feltevést tdmogatja, hogy a gordg aritmetikat
kezdetben, ugy latszik, csak definiciokra épitették. Természetesen
nem azt allitjuk ezzel, mintha a gorogok a szdmelméletben azokon
az aritmetikai definiciokon Kkiviil, amelyeket EUKLIDES felsorol, mas
matematikai alapelvet egydltalan nem is hasznaltidk volna. Régen
ismeretes mar, hogy EUKLIDES kiilonosen geometriai fejtegetéseiben
gyakran hasznal olyan elveket is, amelyeket nem sorol fel el6re-
bocsdtott principiumai kozott.' Nyilvanvalo, hogy ezekben az
esetekben nem-tudatosan egy-egy olyan elvet érvényesitett, amely-
nek principium-jellegét az 6korban még nem ismerték fel. Konnyen
kimutathatndnk réla ugyanezt az aritmetikdban is. Ha tehdt mégis
azt allitjuk, hogy az a pythagoreus aritmetika, amelyet az eukli-
dészi ,Elemek“ VII. konyvébol ismeriink csak definicidkra épiil,
akkor ez ngy értendd, hogy a régiek mindenesetre abban a meg-
gy6zO6désben lehettek: aritmetikai tételeiket csak az el6rebocsatott
definiciokbol vezetik le. Az aritmetikdhoz elégnek tarthattdk a defi-
nicidkat.

100 Az ,Elemek“ 1. konyvében a communes animi conceptiones néven
osszefoglalt csoportrél mar 6korban azt tartottak, hogy ezek az elvek altala-
nos érvényfiek, tehat az aritmetikara is vonatkoznak, az aritmetika is felhasz-
nalja ezeket az axiémakat. Ez kétségteleniil igaz ugyan, de a késdbbiekben
latni fogjuk majd, hogy ezek mégis geometriai eredetli axiomak, geometriai
problémak adtak alkalmat felallitasukra ; masrészt ezeket az elveket (communes
animi conceptiones) nem is hasznaltdk — vagy legalabbis: nem voltak tudata-

ban annak, hogy hasznaljdk — a legrégibb pythagoreus aritmetika tételeinek
bizonyitasaban.

101 Vo, P, Tannery, Sur lauthenticité des axiomes d’Euclide, Mém.
Scient. I 48—63. (“Il ne faut pas croire que les postulats et les notions
commt;nes représentent tout ce qu’Euclide admet de fait dans ses démonstra-
tions.”

WTED Lmte

KENYVTARD
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Fontos ez a megfigyelés azért, mert nyomara vezethet ben-
niinket annak: hogyan talaltak meg a godrog matematika tobbi
alapelvét. — Mar e dolgozat elsd fejezetében emlitettem, hogy
EukLIDES a matematika alapelveit az ,Elemek“ legelején harmas
csoportban sorolja fel; e hdrmas csoport nevei latin forditasban:
definitiones, postulata és communes animi conceptiones. Ha mar-
most azt kérdezziik, hogyan jott létre ez a harmas csoport, akkor
az eddig elmondottak alapjan a kovetkezdkre gondolhatunk.

A geometria definiciéit minden valésziniiség szerint az arit-
metikai definiciok mintajara fogalmaztdk meg. Lattuk mar, hogy a
pont euklidészi definicioja tulajdonképpen csak kisérlet arra, hogy
az egy aritmetikai definicidjat modositott formdban atvigyék a
geometria teriiletére. A geometriai pontnak, amelynek ,nincs része®,
nyilvan ugyanolyan oszthatatlannak kell lennie, mint az aritmetikai
egynek. Feltind a két els6 geometriai definicid egymdasutinja is:
»pont az, aminek nincs része“ és ,a vonal szélességnélkiili hosz-
szusag“; emlékeztet ez a két meghatiarozads az egy és a szdm
definicidjanak egymdsutan kovetkezésére az aritmetikaban. A kérdés
csak az: vajon miért nem kovették az aritmetika példdjat a ,,vonal“
meghatérozasaban is? Miért nem hatdroztdk meg a ,vonalat“ is
gy, mint a ,szamot“ az aritmetikiban? Ha a szam ,egységekbél
Osszetett halmaz“, akkor miért ne lehetett volna a vonal — | pon-
tok Osszessége“? — Egy ilyen meghatdrozds mindenesetre kézen-
fekvo lett volna, hiszen PROKLOS egyszer mar idézett szavai szerint
a geometria csakugyan az aritmetikabol indult ki. Es mégis gon-
dosan elkeriilték, hogy a vonalat vagy a szakaszt mint ,pontok
Osszességét” jeloljék meg. Latni fogjuk majd, hogy ez tudatos
eldvigydzatossag volt a régiek részérél, mert egy ilyen definicidval
mégcsak jobban kiemelték volna a geometria megalapozasanak azt
az ellentmondédsos jellegét, amelyet kiilonben is érezniok kellett.
Egyelére azonban hangstilyozzuk inkdbb csak azt a tényt, ami mar
a megel6z6 fejezetbdl is kideriilhetett: a pont geometriai definicidja
a pythagoreusokat sem elégithette ki. Nekik is tudniok kellett, hogy
ez a definici6 nem all azon a fokon, mint aritmetikai definicidik,
nem teszi lehetévé a geometridnak olyan ellentmonddsmentes fel-
épitését, mint amilyen az aritmetikaé.

Bizonyara éppen azért kényszeriiltek az antik matematikusok
postulatumok és axiomdk (— communes animi conceptiones) 6ssze-
allitdsara, mert éppen a geometridban nagyon hamar észre kellett
venniok, hogy a definiciok ©nmagukban nem elégségesek a
deduktiv tudomdny elvi megalapozasahoz. — Vildgos, hogy az
euklidészi postulatumok csakugyan geometriai eredetiiek; nem is
hasznalhatok ezek mashol, mint a geometridban. — Nem ilyen
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egyértelmii azoknak az alapelveknek a megitélése, amelyeket
EUKLIDES szovege communes animi conceptiones néven sorol fel.
Vannak ugyan ezek kozott is geometriai jellegii tételek, pl. a kon-
gruencia axidmaja, de a legtobb mégis altalanosabb érvényfi, nem-
csak a geometriaban hasznalhato, pl.: ,ha egyenl6kbdl egyenléket
vonunk ki, a maradékok egyenl6k.“ Mégis késébb latni fogjuk
majd, hogy az EUKLIDESnél communes animi conceptiones néven
felsorolt matematikai alapelvek geometriai eredetiiek; ez mas sz6-
val azt jelenti, hogy geometriai jellegii problémak adtak alkalmat
ezeknek a be nem bizonyithatd tételeknek a felallitisdra. A kovet-
kezokben azt a kérdést akarom megvizsgalni, hogyan ¢és miért
keriilt sor az EUKLIDESnél communes animi conceptionesnek neve-
zett matematikai alapelvek megfogalmazasara.

Mindenekeldtt arra kell emlékeztetnem, hogyan itélte meg a
régebbi kutatds ezeknek az elveknek a torténetét. Mar TANNERY
helyesen felismerte, hogy ezeknek a principiumoknak a gorog
megnevezése EUKLIDES szovegében (Kowai &vwvorar) késObbi, szto-
ikus eredetre vall.'” Kitlinik TANNERY egyik mellékes megjegy-
z€sébol az is, hogy mar ¢ kozel jart ahhoz a felismeréshez: a
régebbi és eredeti gorog terminust (@Siwua) csak utdlag a sztoikus
filozofia hatdsara valtoztattik meg EUKLIDES szovegében.'” — Mégis
TANNERY ezt az utébbi, nézetem szerint helyes gondolatat igaza-
ban feladta akkor, amikor ugyanabban a dolgozatiban egyszersmind
azt is allitotta, hogy a communes animi conceptiones néven meg-
jelolt elveket tulajdonképpen csak az EUKLIDES utani id6kben
allitottédk ossze'™, a gorog matematikusok; bizonyara csak akkor let-
tek figyelmesek ezekre az alapelvekre, amikor a pergéi APOLLONIOS
megprobalta bebizonyitani ¢ket.'” — Az a vélemény hogy a com-

102 Mém. Scient. II 60: “Ce terme d’#»voca n’est nullement de la langue
philosophique de I’époque; on le chercherait vainement avec une signification
technique (az én kiemelésem —. Sz. A)) dans I'oeuvre de Platon ou dans celle
d’Aristote ; il appartient aux stoiciens dont I’école commencait seulement au
temps d’Euclide etc.”

103 UJo. 62—63: “il est a remarquer, que les stoiciens changérent comp-
letement le sens du mot df/wua, et appelérent de ce nom une proposition
quelconque, vraie ou fausse; c’est 1a qu’il faut chercher la raison de I'adop-
tion d’ume autre désignation dans nos textes d’Euclide.

104 Uo. 56: Quant aux notions communes, elles ne seraient pas de
lui (= Euclide) ; il les aurait employées comme allant de soi ou comme sup-
posées par les définitions. :

105 Uo.: L’attention ne se serait portée sur cette question qu a I'époque
d’Apollonius, qui essaya de démontrer ces propositions et reconnut leur liai-
son avec la définition de Pégalité et des opérations de Iladdition et de la
soustraction géométriques. Les éditeurs succesifs d’Euclide auraient pris depuis
lors I'habitude d’insérer un recueil plus ou moins complet de ces notions
suivant le })oint de vue aquel ils se plagaient.
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munes animi conceptiones néven Osszefoglalt csoport az EUKLIDES
utani korbol szdrmazik, médrcsak azért is valdsziniitlen, mert tudjuk,
hogy az dSioua szét, ezeknek az alapelveknek régebbi nevét, mar
EUKLIDES el6tt ARISTOTELES kordban is haszndltik mint matema-
tikai terminust, s6t az egyik ilyen, EukLIDEsnél harmadik helyen
hagyomanyozott ,axiomat“ tobb izben szOszerint is idézi ArISTO-
TELES:' ,ha egyenlokbsl egyenléket vonunk ki, a maradékok
egyenlok.“ Mar ez a tény Onmagdban is amellett szol, hogy az
euklidészi communes animi conceptiones — legaldbbis nagy egé-
sziikkben — éppentigy régebbi korokbol szdarmaznak, mint a fon-
tebb targyalt definiciok. — Ezt a torténeti jellegli sejtést kiozelebbi
érvek is tdmogatjik. Az aldbbiakban EUKLIDES 8. axiomdjat vizs-

gilom meg kozelebbrol.
*

EUKLIDES 8. axiomdja kimondja: ,az egész nagyobb, mint a
rész“."” Erdekes ez a matematikai alapelv mar csak azért is, mert
EUkLIDES az ,Elemek“-ben — legaldbbis ebben a formajaban —
alig haszndlja. Annal gyakrabban taldlkozunk viszont EUKLIDES
indirekt bizonyitasaiban egy olyan sztereotip zar6formuldval, amely
valamiképpen Osszefiigg az idézett axiomaval. Az ,Elemek“ I.
konyve 6. tételének bizonyitdsdban pl. azt olvassuk: ha igaz volna
az a téves gondolat, amelyet cafolni akarunk, akkor ,a kisebb
egyenld volna a nagyobbal, ami nem lehetséges“. Ez a zar6formula
— ,a kisebb egyenl6 volna a nagyobbal, ami nem lehetséges“ —,
ugy latszik, EUKLIDES kordban kozismert és gyakran hasznalt for-
dulat volt a geometriai bizonyitdsokban, mert nemcsak EUKLIDES
hasznalja ezt, hanem taldlkozunk ezzel ugyanebben a megfogal-
mazasban az EUKLIDESnél valamivel idésebb pitanéi AuToLykOsnal
is."” EUKLIDES modern kiaddja, J. L. HEIBERG az ilyen esetekben
mindig utal — szoveghez fiizott latin forditdséban — a 8. axid-
maéra.'” Nem kétséges, hogy az utalds helyénvalé: a 8. axioma és
az emlitett sztereotip fordulat mind tartalmilag mind genetikusan
Osszefiigg egymdssal. A kérdés csak az: hogyan itéljiik meg Osz-
szefiiggésiiket? P. TANNERY, aki el6szor hivta fel a figyelmet arra,
hogy a 8. axioma és a vele rokon sztereotip formula nem azonosak,
igazaban csak felvetette a problémét, de nem adott rdA magyara-

106 Frdekes, hogy bar TANNERY is tudott errdl (vo. Mém. Scient. Il 62),
mégsem vette észre, mennyire ellentmond ez az elébbi jegyzetben idézett véle-
ményének.

107 T'0 GAov rod u&povg weildv éouw.

108 Pl. a “De sphaera quae movetur” (ed. HurtscH) c. munka 3. tételében.

109 P]. Vol. I pag. 26 et passim.
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zatot; ugy latszik arra gondolhatott, hogy a 8. axiomat csak utélag
és elég tigyetleniil absztrahaltik az EUKLIDESnél is gyakran hasz-
nalt sztereotip fordulatbol.™

Mindenekel6tt meg kell allapitanunk a 8. axiéma és a vele
csakugyan el6bb taldltak-e meg a sztereotip formulat és csak
késobb absztrahdltdk belble az axiomat magat — ugy- ahogy
TANNERY gondolta — vagy inkdbb mégis megforditva: nem a
késObbi sztereotip formula szdrmazik-e a régebbi axiomabol? —
Azt hiszem erre a kérdésre nagy valodsziniiséggel vélaszolhatunk.
Nem kell ehhez egyéb, mint hogy komolyan mérlegeljiik mind a két
lehetdséget, s rogton latjuk majd, hogy az egyik a kett6 koziil
sokkal valdszinfibb, mint a masik.

A 8. axiéma idézett szovege az ,egész“ és a ,rész“fogalmat
allitja szembe egymdssal, megéllapitvan, hogy e kettd koziil melyik
a nagyobb. A sztereotip formula viszont, amely kétségteleniil 0sz-
szefligg a targyalt axiomaval, egyaltalan nem is emliti ezeket a
fogalmakat: ,egész“ és ,rész“. ,A kisebb egyenld volna a nagyob-
bal, ami nem lehetséges“ — ebben a formuldban az ,egész“ és a
Srész* helyett a ,kisebb“ és a ,nagyobb“ fogalmai jelennek meg
olymddon, hogy az ,egész“ helyébe a ,nagyobb“, a ,rész“ helyébe
pedig a ,kisebb“ fogalma 1ép. Ha marmost abbdl indulunk ki,
hogy a régebben megfogalmazott axiomabol fejlédott ki késébb a
targyalt sztereotip formula, akkor egyéltalin nem nehéz megérte-
niink ezt a kettés fogalomcserét. Az ,egész“ fogalmat konnyen
felvalthatta a ,nagyobb“, és ugyanigy a ,rész“ fogalmat a ,kisebb“
fogalma, hiszen a gyakorlatban csakugyan valamely dolognak az
egésze mindig a nagyobb, és ugyanannak a dolognak a része pedig
az el6bbihez viszonyitva a kisebb mennyiség. — Ugy latszik tehat,
a sztereotip formula levezethet6 a 8. axiomabdl, s ez a koriilmény
amellett szdl, hogy bizonnyédra kordbban megvolt az axioma maga,
s csak kés6bb fejlodott ki ebbdl a sztereotip formula. — Ellen-
Orzésiil kiséreljilk meg most a masik feltevést, s induljunk ki abbdl
a gondolatbdl, hogy régebben mdar az axioma megfogalmazasa
elott is megvolt a sokszor haszndlt sztereotip fordulat: ,a kisebb
egyenld volna a nagyobbal, ami nem lehetséges“. Kérdés: hogyan
fejlodott ki ebbdl a formuldbdl az axiéma maga? Vajon elképzel-
het6-e, hogy a ,nagyobb“ és a ,kisebb“ antitéziséb6l — ha csak-
ugyan ez volt a régebbi — idovel kifejlédjék az ,egész“ és a
»rész“ antitézise? Felcserélhet6-e minden tovabbi nélkiil a ,nagyobb*
fogalma az ,egész“, a ,kisebb“ pedig a ,rész“ fogalméval? De

10 Mém, Scient. Il 54.
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hiszen az, ami nagyobb valamely dologbo6l, egydltalin nem min-
dig sziikségszeriien a dolog egésze is, ami pedig kisebb, az nem
feltétleniil egyszersmind rész is. Egy ilyen természetii fogalomcsere
lélektanilag a legkevésbé sem volna indokolt. A sztereotip formu-
labol tehat nem vezethetd le a vizsgalt axidma, és ez ismét amel-
lett sz6l, hogy bizonydra az axidma megfogalmazdsa a régebbi, és
a sztereotip formula a késobbi.

A relativ kronoldgidra vonatkoz6 vizsgalatunk tehat azzal az
eredménnyel jart: feltehetjiik, hogy kordabban megfogalmaztik
maganak az axiémanak a szovegét, ugy ahogy azt EUKLIDESnél
olvassuk, s csak késobb fejlesztették ki ebb6l az axiomabdl — a
geometria mindennapos bizonyitasi gyakorlata sordn — azt a szte-
reotip formulat, amelyet mar EUKLIDEs el6tt is gyakran hasznaltak.
Kérdés azonban: miért és mikor allitottdk fel ezt az axiomat?

Ez a megallapitds — ,az egész nagyobb, mint a rész“ —
annyira trividlis, hogy szinte azt kérdezziik: miért kellett ezt az
egyszerli ,igazsdgot“ mint axiomat kimondani? Nem alaptalan ez
a kérdésiink mar csak azért sem, mert EUKLIDES ezt az axiémat
elég ritkdn hasznélja. A sokszor hasznalt sztereotip fordulat, ame-
lyet épp az imént vezettiink vissza erre az axiémara, nem azonos
maganak az axiomdnak az allitidsdval. SOt szinte az a benyoma-
sunk, EUKLIDESnek magénak is sokkal inkdbb sziiksége lehetett
volna a ,nagyobb“ és  kisebb“ fogalmak definicidjara, mint erre
az axiomara, amely szinte csak arra jo, hogy ennek alapjan
kiokoskodjuk: hogyan lett beléle késébb az a sztereotip formula,
amelyet olyan gyakran hasznélnak.

Mi adhatott tehat alkalmat ennek az axiomanak a felallita-
sara: ,az egész nagyobb, mint a rész“? — Ugy gondolom, hogy
miel6tt ezt az axiomat felallitottak volna, bizonyara akadtak olya-
nok, akik kétségbevontdk ezt a trividlis ,igazsagot, s mikor aztin
lattak, hogy ez milyen kovetkezményekkel jar, kénytelenek voltak
az ellenkez6 értelmii 4llitdst mint magdban is evidens de be nem
bizonyithaté tételt axiomaként kimondani. Ez lehetett a kiilonos,
8. axioma eredete. — Abban a szerencsés helyzetben vagyunk,
hogy még a nevét is meg tudjuk mondani annak, aki kétségbe-
vonta azt a ftrividlis igazsagot, amelyet éppen ez.utin a kisérlet
utan kellett axiémaként kimondani.

ARISTOTELES beszél egy alkalommal™ az eleai ZENON egyik
érdekes paradoxondrdl, amely szerint ,a fele id6 egyenl6 a dup-
lajaval“ (foow eivar yodvov 1@ dimlaciy wov fjuovy).Sajnos, nem
ismerjitk sz6 szerint ZENON érvelését, még a gondolatmenetet is

11 AristoTeLes, Phys. Z 9.239b 33.
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csak annak az ARISTOTELESnek a hiradasabol rekonstrualhatjuk,
aki cafolni akarta ZENONt. De még igy is feltind ZENON konklu-
zidja. Az az allitds, hogy ,a fele id6 egyenl6 a duplajaval“ olyan
kiillonos Osszefiiggést akar megallapitani a ,fele“ és ,duplaja“
fogalmak kozott, ami ellenkezik minden jozan tapasztalattal. Még
érdekesebb ez a paradoxon, ha meggondoljuk, hogy ezek a fogal-
mak: ,fele“ és ,duplaja“ az adott Osszefiiggésben minden nehéz-
ség nélkiil helyettesithetk a ,rész“ és ,egész“ fogalmaival. Ha
ugyanis ZENON azt Adllitotta, hogy ,a fele id6 egyenl6 a duplaja-
val“, akkor nyilvdn valamely 1d6 részét tette egyenl6vé ugyan-
annak az idének az egészével. A zén6ni paradoxon tehdt éppen az
ellenkez6jét allitja annak, amit EUKLIDES 8. axiomadja tigy mond:
»az egész nagyobb, mint a rész“. — Mar ennek az egyszer(i meg-
allapitasnak az alapjan is felmeriilhet a kérdés: vajon nem éppen
azért kellett-e felallitani EUKLIDES 8. axiomajat, mert bizonyara
voltak olyanok, akik azt az igazsdgot, amelyet ez a tétel bizonyi-
tas nélkiil megéallapit, a ZENONéhoz hasonlé paradox érvelésekkel
kétségbevontdk? Legfeljebb csak az szélhatna ez ellen a kovet-
keztétés ellen, hogy ZENON paradoxona ARISTOTELES szavai sze-
rint az iddre vonatkozott, a 8. euklidészi axioma viszont altalanos
matematikai elv; vagyis nem latjuk még tisztin, vajon ZENON
paradox érvelése csakugyan kozvetleniil hatott-e a matematikusokra?
Ezért a kovetkez6kben megkisérelem — legaldbb nagy vondsok-
ban, hogy ebben az interpreticidban féként ZENON gondolatainak
rekonstrukciojara torekszem és csak mellékesen veszem figyelembe
ARISTOTELESnek ZENON ellen irdnyul6 kritikajat.

Megkonnyiti ZENON gondolatainak rekonstrukciojat az a koriil-
mény, hogy az ARISTOTELESt kommental6 SimPLICIUSndl fennmaradt
egy olyan magyarazo abra, amely a kérdéses szoveghelyhez kap-
csolodik, és amelyet SIMPLICIUS a régebbi kommentatort6l, az
aphrodisiasi ALEXANDERtO] vett 4t."* Ugyanezt az dbrat hasznalom
én is.

A A A A
BB~ B B
s g SR SN

ZENON — ARISTOTELES szerint — a kovetkezdképpen okosko-
dott: Legyenek adva valamely versenypalyan A, B €s C betiikkel jelolt
testek. A testek egy-egy sorban egymastol egyenld tavolsagra helyez-

112 SivpLicius 1016 kk.; vo. 1019, 27. — Mind a szoveget mind pedig
az 4abrat lasd H. Dieis, Vorsokratikert I 19 Zenon A 28.

8 Matematikai Lapok
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kednek el. Mind a harom sor négy-négy betiije tehdt négy-négy
kiilonboz6, de egymast6l egyenld tavolsagra elhelyezett és nyilvan
egyenld fomegii testet jelol — bar természetesen a gordg szoveg-
ben a ,tomeg“ terminus nem fordul el6. Az elsé sorban elhelye-
zett testek (A A A A) mozdulatlanok. A masik két sorban a testek
egyenesvonalt egyenletes mozgast végeznek abban az irdnyban,
ahogy ezt a nyilak mutatjak. Ha a B és C sorban elhelyezett tes-
tek ugyanabban az idépontban és éppen oft kezdik el mozgéasukat
azonos sebességgel, ahol az 4bra mutatja Oket, viligos, hogy
ugyanabban az id6pontban érik el a palya két ellentétes szélén
mozgasuk végsd pontjat. Ez mas szoéval azt jelenti, hogy egyenes-
vonalti egyenletes mozgds és azonos sebesség esetén az els6 B
test ugyanakkor érkezik jobboldalt az utolsé A test ald, amikor az
els6 C test megérkezik baloldalt az els6é A ald. — Ha marmost
— ZENON érvelése szerint — grafikusan abrdzolni akarnank a
mozgo test dltal megtett utat — vagy ami ebben az esetben egy-
értelmii ezzel: a mozgas idejét —, akkor ezt két A betiivel (A A)
jelolhetnénk, mert csakugyan mind az elsé B-vel mind pedig az
els6 C-vel jelolt test két A betiivel jelolt test mellett haladt el. —
ZENON azonban tigy gondolta, hogy a mozgasnak ugyanezt az
idotartamat nemcsak a nyugalomban maradd testeken mérhetjiik,
hanem éppentigy az azonos sebességgel de ellenkezd iranyban
halad6 testeken is. Ebben az utébbi esetben azonban az el6bb
mért id6tartamot nem két, hanem négy betiivel fogjuk jeldlni,
mert az els6 B test négy mozgéd C test mellett haladt el, és
ugyanez érvényes az els6 C testre is, amely négy mozg6 B test
mellett haladt el. A két mérés paradox eredménye tehat abbdl all,
hogy ugyanazt az id6tartamot egyszer két betiivel (A A), egyszer
meg négy betiivel (B B B B vagy C C C C) mértiik. Ezért ZENON
kovetkeztetése szerint: ,a fele id6 egyenld a dupldjaval®.

Miel6tt megkisérelnénk a Dbehatobb magyarazatot, érdemes
lesz kiemelniink az el6bbi gondolatmenetb6l egy olyan vonast,
amelyet eddig figyelmen kiviil hagytak a kommentatorok. Mint
emlitettem mar, a mellékelt 4bra betiii festeket jelolnek, amelyek
mozognak, illetéleg mozdulatlanul dllnak. Ugyanezek a betiik azon-
ban akkor, amikor az emlitett méréseket végezziik, mar nemcsak
testeket, hanem egyszersmind szakaszokat is jelolnek. Mert ha a
mozgas idejét két A betiivel mérjiik (A A) abbél a meggondoléds-
bol kiindulva, hogy ez alatt az id6 alatt a mozgd test két moz-
dulatlanul all6 A test mellett haladt el, akkor vildgos, hogy ebben
a jelolésben a két betti (A A) mar nemcsak a két mozdulatlanul
allo testet jelenti, hanem egyszersmind a mozgé testek altal meg-
tett atszakaszt is.



115

Ez a megfigyelés — hogy ti. a betiik az el6bbi gondolat-
menet értelmében nemcsak testeket, hanem egyszersmind szaka-
szokat is jelentenek — azért fontos, mert lehetové teszi a mellé-
kelt abra datalasat. Emlitettem mdr, hogy az dbra ugyan SiMPLI-
cwsnal maradt fenn, de még attél az ARISTOTELESt magyardzo
ALEXANDERtOl szdrmazik, aki az i. sz. 2. szdzad végén élt. EI6bbi
megfigyelésiink viszont arra vall, hogy &brdnk nem is az i. e. 4.
szazadbol, ARISTOTELESt6l, hanem még az i. e. 5. szdzad els0 felé-
bol, bizonyara magatél ZENONtOl szarmazik. Tudjuk ugyanis, hogy
az 5. szdzadi geometridban a vonalszakaszokat még csak egy-egy
betiivel jelolték — nem tigy mint kés6bb EUKLIDESnél a szakasz
két végpontjahoz irt két kiilonbozé betiivel —, ha pedig Ossze-
gezni akartak két szakaszt, akkor egyszeriien egymas mellé irtdk
a két szakasz jelolésére hasznalt két betiit, tehat pl. a D és E sza-
kasz osszegét (D-+E) igy jelolték: D E Ugyanezt a jelolési
modot hasznalja magyarazd abrank (A A= A-+A), amely mar
ARISTOTELES koraban is elavult volt. Ez tehat arra vall, hogy
ARISTOTELEs, amikor meg akarta cafolni ZENON paradoxonat, val-
tozatlanul vette at ZENON abrajat és nem modositotta azt a sajat
korabeli jelolési rendszernek megfelel6en. Igy keriilhetett ez az dbra
ARISTOTELES szovegéb6l a régi kommentatoron, az aphrodisiasi
ALEXANDERen keresztiil SimpLiCiUshoz, aki szdmunkra is megorizte.

Ugyanebbdl a megfigyelésiinkbdl adddik még egy mésik kovet-
keztetés. ZENON a ,fele idor6l“ és a ,duplajarol“ beszélt. A fele
idot“ két betiivel (A A), a ,dupldjat® pedig néggyel (BB B B vagy
CCCQC) jelvlte. Minthogy azonban a betitkk ebben az Osszefiiggés-
ben szakaszokat képviselnek, semmi akadalya sem lett volna annak,
hogy ZENON valamely szakasznak a felére és egészére allitsa fel
paradoxonat. — Latjuk tehat, hogy a zéndéni paradoxon valami-
képpen a geometria paradoxona is, hiszen éppen a geometria
foglalkozik szakaszokkal. Ez viszont azt latszik bizonyitani, hogy
EUkLIDES 8. axiomaja csakugyan osszefiigghet valamiképpen ezzel
a paradoxonnal, amely éppen a 8. axiomaban kimondott mate-
matikai elv evidensnek latszé igazsagat vonja kétségbe.

Lassuk ezek utdn kozelebbrdl ZENON tn. hamis kovetkezte-
tését. ARISTOTELES feltétlentil meg volt gydzbdve arr6l, hogy az
egész érvelés hamis. Tanitvanyai még néla is buzgobb igyekezet-
tel leplezték le az alokoskodast. Talan éppen EUDEMOS, a mate-
matika elsd torténésze ment ezen a téren a legmesszebbre. ,,ZENON-

113 Pl, ARCHYTAS (Boetius, De institutione musica. ed. G. FriepLem, Lip-
siae 1867 pag. 285); vo. B. L. van der WaerpeN, Math. Ann. 120 1947/49 134
és Szae6 A., ,A matematikai bizonyitds gorég terminus {echnicusa“ i. h. 35—36.
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nak ez az érvelése hihetetleniil ostoba, mondja EUDEMOS, mert
azonnal elarulja a benne rejld alokoskoddst — olvassuk SiMPLI-
ciusnal.™ Ugy latszik, ZENONnak nem sok szerencséje volt para-
doxondval az Okorban, s6t gyakran még ma is ugy itélik meg,
mint egykor az Aristotelés-tanitvanyok. Eppen ezért érdemes lesz
egyszer mind az alokoskodast, mind pedig a mogotte rejlé genia-
lis gondolatot kozelebbr6l megvizsgalnunk.

Ami az alokoskodast illeti, ez a kovetkezd. ZENONnak igaza
volt ugyan, amikor azt gondolta, hogy azonos sebesség (c) esetén
mind a mozgas idejét (f) mind pedig a megtett utat (s) abrazol-
hatjuk ugyanazzal a szakasszal; minden azonos id6szakasznak
megfelel ebben az esetben a megtett atnak egy-egy azonos nagy-
sagt szakasza. De mégis tévedett ZENON, -amikor figyelmen Kkiviil
hagyta, hogy ugyanazon ¢ id0szakasz alatt is megdupldzédik a
megtett Gt (2s), ha megduplazzuk a sebességet mint vektormeny-
nyiséget. Mert nyilvdnvald, hogy azoknak a testeknek egymashoz
viszonyitott sebessége, amelyek valtozatlan és azonos sebességgel
mozognak ugyan, de ellentétes irdnyban, nem egyszeriien csak c,
hanem 2c. Ezért nem is foghat6 fel ZENON 4abrajan a négy betii
(BBBB vagy CCCC) — a teljes szakasz — mint a megtett
utnak €s a mozgas idejének az abrazoldsa. Ez a négy betii mar
csak a két mozgo testcsoport altal egyiittesen megtett utat abréa-
zolja, mig az els6 esetben — amikor a mozgd testek dtjat a nyu-
galomban maradé testeken mértiik — a két betii (A A) nemcsak
a megtett utnak, hanem egyszersmind a mozgés idejének az abra-
zolasa is volt. Az dlokoskodas tehat abban all, hogy ZENON egy-
részt figyelmen kiviil hagyta a sebesség megduplazasat, masrészt
pedig az ,egész szakaszt“ a mozgas-id6 dabrazolasanak tiintette
fel, holott ez — ellentétes irdnyban mozgo testek esetén — mar
csak ezeknek a testeknek egymastol valo eltavolodasa.

Ebben az értelemben mutatjak ki ARISTOTELES tanitvanyai a
szofizmat ZENON okoskodasaban. De azt hiszem, stlyos hibaja
ennek az interpreticionak az, hogy figyelmen Kkiviil hagyja a zénoni
paradoxon genidlis magvat és egyaltalin nem veszi tudomasul azt
a problémat, amelyre ZENON fel akarta hivni a figyelmet. Minde-
nekel6tt félrevezetd az el6bbi interpretacioban a ,sebesség“ (c) és
a ,sebesség megduplazasanak“ (2c) a fogalma. Sebességen ugyanis
mi az ttnak az id6éhoz val6 viszonyat értjiik, vagyis azt az utsza-
kaszt, amelyet a mozg6 test egy bizonyos idGtartam alatt megtesz.
Ez mas szoval azt jelenti, hogy mind az utat mind pedig az id6t
olyan kisebb egységekre bontjuk fel, amelyeket valamilyen hossz-

114 Simpricius (ArisToTELES Physika-jahoz) 1019, 32 kk.
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mértékkel vagy tartammal mériink, holott ZENON egyaltalin nem
igy gondolkozott. O a mozgas idejét csupa tartamnélkiili idépontra,
,most“-ra bontotta fel, és ennek megfeleléen az 6 szemléletében
a szakasz is kiterjedés nélkiili pontok 0Osszesége volt.™ Eszerint
nala mind a szakasz fele, mind pedig a szakasz egésze (a szakasz
felének a ,duplaja“) végtelen sok pontbol all, egy-egy végtelen
halmaz. Es vajon ez a két halmaz nem ,egyenl6“-e valamiképpen
egymas kozott, ahogy ZENON gondolta?

A két halmaz pontjai csakugyan kolcsondsen és egyértelmiien
leképezhetok egymadsra. (Meggy6zOdhetiink errdl a kovetkezékép-
pen. Legyen AB szakasz az egyik halmaz — az, amelyet ZENON
a ,dupldjanak“ nevez — és CD a masik — az, amely ZENONnal
a ,fele“ az elébbinek. Ha osszekotjiik A pontot a C-vel és meg-
hosszabbitjuk ezt a vonalat mindaddig, amig £ pontban metszi a
BD szakasz meghosszabbitasat, akkor az ABE haromszoget nyer-
jiik. Ha marmost osszekotjiik AB szakasz tetszOleges x pontjat
E-vel, megkapjuk a CD szakaszon a & metszéspontot. Ha meg ‘a
CD szakasz tetszOleges w pontjat kotjiik Ossze E-vel, a vonal
meghosszabbitdsa megadja az AB szakaszon az m metszéspontot.
Az x és & illetbleg a u és m pontok egymasnak kolcsondsen meg-
fordithat6 leképezései. Ugyanez érvényes az
AB és CD szakasz barmely pontjara."’ Ez
pedig mas széval a halmazelmélet nyelvén
azt jelenti, hogy a két halmaz ekvivalens.
Végtelen halmazok esetében a részhalmaz is
ekvivalens lehet az egész halmazzal.

ZENONnak az a véleménye tehat, hogy
»a fele id6 ekvivalens (= egyenl6) a duplaja-
val“ — miutin 6 az id6t végtelen sok tar-
tamnélkiili idopontra, ,most“-ra bontotta fel
— a halmaz elmélet tanitasa szerint minden- Ldben:
esetre megallja a helyét. Ez a paradoxon
tulajdonképpen csak egy végtelen halmaznak részhalmazéval valo
ekvivalenciajat mondja ki. Természetes, hogy ebben a gondolat-
menetben az olyan fogalmak mint a ,sebesség“ és ,a sebesség
megduplazasa“ nem haszndlhatok. A mozgdsnak minden egyes
tartamnélkiili id6pontjdhoz a megtett atnak csak egyetlen egy Kiter-
jedésnélkiili térpontja tartozhatik. Eszerint a ,sebesség megdupla-

115 V. AristoteLes, Phys. Z 9.239 b 30.

116 A mozgas idejének és a megtett utnak ilyen kodlcsondsen egyértelmii
¢és megfordithato leképezése a valosagban éppen a mozgas ténye dltai valo-
sul meg.
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zdsa“ marcsak azért is elgondolhatatlan valami, mert ez azt jelen-
ten¢, hogy a test egyszerre (ugyanabban a tartamnélkiili idopont-
ban) két kiilonbozd térponton, tehat tulajdonképpen két kiilonbozo
helyen van — bar ebben az Osszefiiggésben magéanak a hely fogal-
manak is alig van mar értelme, hiszen a kiterjedésnélkiili térpont
mar nem is nevezhetd a sz6 igazi értelmében ,hely“-nek.

Vilagos, hogy ZENON ezzel a paradoxondval is csak a ,moz-
gas“, ,id6“ és ,tér“ fogalmak elgondolhatatlansdgat (= ellent-
mondasossagat) akarta kimutatni. Ugyanakkor azonban ,alokosko-
dasaval“ szinte anticipdlta is olyan problémék helyes megoldésat,
amelyeket magasabb fokon csak a modern halmazelmélet tudott
targyalni. Kimutatta ugyanis, hogy ezek a fogalmaink: ,rész*,
~€gesz“ és ,egyenl6“ csak véges halmazok esetében érvényesek.
Végtelen halmazok esetében a rész is ekvivalens lehet az egésszel.
— A gondolatmenet ,hibdja“ igazdban nem is az, hogy ZENON
figyelmen kiviil hagyta a ,sebesség megdupldzdsat“, hiszen ett6l
a fogalomalkotastdl 0 tudatosan elfordult. A hiba inkdbb az, hogy
nem kiilonboztette meg az ,ekvivalens“ fogalmat az ,egyenl6“
fogalmatol, az ekvivalenciat is ugyanazzal a gorog szoval jelolte
({oov), amelyet kiilonben csak az ,egyenl6“ jelolésére hasznaltak.
De ne feledkezziink meg arr6l sem, hogy mi magunk is csak
G. CANTOR, a modern halmazelmélet megalapitdja ota kiilonboz-
tetjiik meg kovetkezetesen ezt a két fogalmat.

Latjuk azonkiviil azt is, hogy ZENON igazdban nemcsak azt
bizonyitotta, amit ARISTOTELES allit réla: ,a fele idd ekvivalens
a duplajaval“. Ugyanakkor bizonyitania kellett azt is, hogy vala-
mely szakasznak a fele (egy része) ekvivalens a szakasz egészével
— ha a szakaszt mint végtelen sok pont Osszességét fogjuk fel.
Ezek a gondolatok pedig sziikségszeriien kovetkeztek a pont geo-
metriai definiciojabol. Ha pont az, aminek nincs része, akkor a
vonal csak végtelen sok pont 0Osszessége lehet, ebben az esetben
pedig minden vonalszakasz ekvivalens barmely részével. Ezért nem
lehetett a geometridban a vonalt mint pontok 0Osszességét defi-
nidlni. Es ebben az 0sszefiiggésben lesz érthetévé az is, miért
kellett felallitani a 8. euklidészi axiomat: az egész nagyobb, mint
a rész.

7. Hogyan keriilt sor
a geometria axiomatikus megalapozasara ?

A megel6z6 fejezetben kideriilt, hogy a 8. euklidészi axiéma
felallitisara ZENON targyalt paradoxona adott alkalmat. ZENON
ugyanis azt allitotta — ha szabad ARISTOTELESnek erre vonatkozd
szavait az elmondottak értelmében Aaltaldnosabban fogalmaznunk —,
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hogy ,a rész egyenld (= ekvivalens) az egésszel“. A 8. axioma
viszont éppen ezzel az dllitissal szemben szogezi le az empirikus
igazsagot: ,az egész nagyobb, mint a rész“.

A 8. axioma eredetének ez a megvilagitisa megerdsitheti azt
a gyantinkat is, hogy az EUKLIDESnél gyakran haszndlt sztereotip
formula — ,a kisebb egyenld volna a nagyobbal, ami nem lehet-
séges“ — csakugyan osszefiigg az axiomaval. Ha ugyanis merev
formalizmussal csak magéanak a 8. axiomdnak a szbvegéhez ragasz-
kodnank, konny{i lenne arra hivatkoznunk,. hogy ez az axioma
egyaltalan nem is beszél az ,egyenldség“ fogalmarol; ez a fogalom
csak az axiomabol levezetett sztereotip formula szovegében jelenik
meg. Minthogy azonban most mar tudjuk: a 8. axiéma éppen egy
olyan gondolatot cafol, amely valami ,elfogadhatatlant“ allitott az
egyenldségrél, nem lehet tovabb kétségiink az irdnt, hogy valoja-
ban ez az axiéma is az ,egyenl0ség“ problémajaval foglalkozik;
negativ megdllapitds ez arrol, hogy mi az ,egyenl6“: az egész és
a rész nem egyenlok, az egész nagyobb, mint a rész.

Jobban értheté ebben a megvilagitisban az is, hogyan fiigg
Ossze a 8. axioma a tobbi euklidészi axiomaval. EUKLIDESnél 0sz-
szesen 9 axiomat talalunk. Ezek koziil az utolsét, a 9.-t altalaban
nem tartjak authentikusnak,"” ezért ezzel most nem foglalkozunk.
A tobbi nyolc viszont mind arr6l allapit meg valamit: mi az
Legyenl6“ és mi a ,nem egyenlé“. Miutin az el6bbiekben tisz-
taztuk legalabb egy axioméanak az eredetét, kézenfekvd arra gon-
dolnunk, hogy bizonydra a tobbi egyenl6ségi axioma felallitasara
is ugyanaz a koriilmény adott alkalmat, amelyre a 8. axioma tar-
gyalasa soran ramutattunk. Minden jel arra mutat, hogy az ,egyen-
16ség“ fogalma az eleai filozofiaban lett annyira problématikussa,
hogy axiomaként empirikus megéllapitasokat kellett kimondani
arra vonatkozéan: mi a geometridban az ,egyenl6“ és a ,nem
egyenld“. (Ezért tartom az EUKLIDESnél communes animi conceptio-
nes néven Osszefoglalt csoportot geometriai eredetfi axio-
maknak.) Ezekben az esetekben azonban az allitds érvényességét
mar nem a gondolat ellentmondasmentessége — azaz tulajdon-
képpen az ellenkez6 vélemény ellentmondésossaganak a kimutatasa
— garantalta, mint az aritmetika definiciéiban, hanem — tekintet
nélkiil az eleai kovetelményre — pusztdn olyan praktikus-empirikus
tapasztalat, amelyet véges halmazok vizsgdlatdbdl absztrahdltak.

A 8. axiomanak az az allitasa, hogy az egész nagyobb, mint

a rész, evidens és azonnal érthet6 ugyan, de az eleatdk modszeré- .

3 17 V. pl. A. Frenkian, Le postulat chez Euclide et chez les modernes,
Paris 1940 20, 3. jegyzet.
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vel nem bizonyithat6. S6t, az eleatik modszerével éppen ennek az
axiéméanak az ellenkezéje volt bizonyithat6. Es mégis a bizonyit-
hatatlan, empirikus, csak véges halmazok esetére érvényes meg-
allapitast kellett a gorogoknek a matematika alapjava tenniok, mert
kiilonben egyaltalan nem lett volna felépitheté a geometria rend-
szere. — Ebben az osszefiiggésben lesz vildgossa annak az ariszto-
telészi gondolatnak a mélyebb értelme is, amelyet mar e dol-
gozat elsé fejezetében emlitettiink, hogy ti. a geometria tudoma-
nyanak bizonyithatatlan de mégis igaz és megtdmadhatatlan prin-
cipiumokbdl kell kiindulnia. Egyik ilyen bizonyithatatlan de mégis
empirikusan igaznak taldlt és megtdmadhatatlan alaptétel pl. a
8. axioma.

E dolgozat elobbi fejezetei megvilagithatjak azt a kérdést is:
hogyan jutottak a torténeti fejlédés soran arra a gondolatra, hogy
a matematikdnak mint deduktiv tudoménynak definicids-axidma-
tikus alapokb6l kell kiindulnia. Err6l az elmondottak alapjan a
kovetkez6t gondolhatjuk. Valoészinii, hogy a matematikai tudomdny
definicios-axiomatikus megalapozdsa el6szor a geometria teriiletén
lett tudatossa. Lattuk e dolgozatbél, hogy mar az aritmetika is az
eleai filozofia ondllo tovdbbfejlesztése volt. Az aritmetikdban azon-
ban tovdbbra is megtarthattdk az eleai filozofia dltal adott kere-
teket. Igaz, hogy a szamelméletben is egy alapvetden (j definiciot
— a szdm fogalmat — kellett bevezetniok a pythagoreusoknak,
de ez még nem dllitotta szembe 6ket PARMENIDES és ZENON filo-
z0fiajaval. Eppen ellenkez6leg: az tij definicié annyira termékeny-
nek bizonyult, hogy lehet6vé tette az eleai modszer tovabbi érvé-
nyesitését és egy olyan teriiletnek — az aritmetikinak — ellent-
monddsmentes felépitését, amely szinte tgy hatott- mint az eleai
filozofia tj és ondllé tartomanya. A pythagoreus aritmetika lett az
eleai filozofianak talan legnagyobb és legmaradandobb alkotasa.

De megviltozott a helyzet akkor, amikor a jolbevalt mddszert
a geometria teriiletén is érvényesiteni akartdk. Itt mar korantsem
voltak olyan konnyen alkalmazhatdk az eleaték elvei, mint az arit-
metikaban. S6t, ha egyéltaldn tudomdannya akartdk tenni a geo-
metriat, éppen az eleatdkkal szemben kellett elhatdrolniok magukat
az uj tanitas képviseldinek. (A geometridban mar nem hasznal-
hattédk azt az eleai logikat, amely a végtelen halmazok vizsgélata-
t6l sem riadt vissza.) Az elhatdrolds eszkoze pedig az axioma
volt, azaz olyan empirikus igazsdg, amelyet nem lehet ugyan
bizonyitani, s6t néha céafolhato is, amelyet azonban mégis a tovabbi
bizonyitds alapjava kellett tenniok. A geometria megalapozésa tehat
mar nemcsak az eleai filozofia tovabbifejlesztése volt, hanem egy-
szersmind dlldsfoglalds is az eleai filozofidval szemben.
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Végiil pedig arra szeretném még felhivni a figyelmet, hogy
az az allasfoglalas az eleai filozofidval szemben, amely az utokor
szamdra mint a gorog geometria elvi megalapozdsa maradt fenn,
minden jel szerint dontéen befolydsolta a logika kés6bbi fejlodé-
sét is. Mint ismeretes, L. E. J. BROUWER, a mai matematikai intui-
cionizmus megalapitoja allitotta fel azt a tételt, hogy az ariszto-
telészi logikat tulajdonképpen véges halmazok vizsgalatabol
absztrahaltak, és ezért ez a logika a matematikara — amennyiben
a matematika végtelen halmazokkal foglalkozik — nem is kotelez6
érvényit.”® Késobb O. BECKER megprobdlta ellenérizni ennek a
tételnek torténeti részét ARISTOTELES néhdny miivén és arra a meg-
allapitdsra jutott, hogy ARISTOTELES megvizsgalt munkdaiban —
néhany jelentéktelen kivételtdl eltekintve — csakugyan nincs dn.
~ transzfinit bizonyitds."” Bar e részleges vizsgalat eredményét
O. BECKER maga is csak provizérikusnak mindsitette, talan szabad
lesz mégis ezzel kapcsolatban e dolgqzat befejezéseként emlékez-
tetnem arra, hogy ARISTOTELES a ,végtelen“ fogalmat is altaldban
mindig abban a klasszikus értelemben hasznélja, amely a mate-
matikdaban G. CANTOR fellépéséig egyediil megengedett volt, vagyis
ezen mindig pofencidlis végtelent ért. Ez a dolgozat viszont meg-
gyOzhetett arrél, hogy mind a logikdban a véges haimazok vizs-
galatara valo korldtozodas, mind pedig a matematikdban a ,vég-
telen“ fogalmanak korlatozdsa a potencidlis végtelenre, tigy latszik,
a 8. euklidészi axioma feldllitasatol datalhatd. Ezt megel6zben
azonban az eleatdk logikai kérdésekkel kapcsolatban végtelen hal-
mazokat is vizsgaltak, sot kozeljartak az aktudlis végtelen fogal-
mahoz is.

AKCUOMATUYECKOE OCHOBAHUSI TPEYECKOV MATEMATUKH
A. SzaB6

ON THE AXIOMATIC FOUNDATION OF GREEK MATHEMATICS
A. SzaBo

: us L, E. ]J. BRouwer, Intuitionistische Mengenlehre (1919), .Jahresber.
d. Deutsch. Math. Vereingg. Bd. 28 203 kk.

119 0. Becker, Eudoxos-Studien IV. Anhang, Quellen und Studien zur
Gesch. der Mathematik etc. Abt. B Bd. 3 1936 380 kk.



Egy mésodfokti kongruencia geometriai vizsgilata

REmmaN IsTVAN

Az aldbbiakban geometriai meggondoldsok segitségével meg-
vizsgaljuk az

(1) Ax*+ By*+ Cz*4+ Dxy+ Exz+Fyz=0 (mod p)

(p paratlan prim) kongruencia megolddsainak szamat és megmu-
tatjuk, hogy ha a baloldalon 4ll6 kvadratikus forma determmansa
nem kongruens nulldval modulo p, akkor (1)-nek pontosan p*
megoldasa van.
Jeloljiik a mod p maradékosztaly-testet K-vel; e test elemei-
vel az (1) igy irhat6:
3
(2) Z Qo Xe X0, (@i = au., |a;| determinans = 0).
ko1
Vezessiik be az (xl,xj,x) rendezett elemharmas jel6lésére a
szokdsos
X (B0 S )

vektor-jelblést, az x-b0l szarmaztatott

(au X1+ Qo Xo + Q13 X5, Ao Xyt Ao Xy~ A3 X, Az Xy~ Ao Xyt 033)(3)

elemhdrmast pedig jeloljik A x-szel; jelolje tovabba wux az
X (X, X3, X3) és w(uy, Uy, us)

Uy Xy ~+ Uy Xy~ U3 X
-mal értelmezett skaldr szorzatat. Ezekkel a jelolésekkel (2)
(3) xAx=0

alakban irhatd. Az |a:| determindns szimmetrikus voltibol kovet-
kezik, hogy tetszbleges x és y elemhdrmasokra

“4) xAy=yAx.
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Feladatunk lényegileg a (3)-at kielégitd x elemharmasok szamanak
meghatarozasa.

: Vizsgédlatunk céljara tekintsiik a Kj-re épitett véges projektiv
sikgeometriat [2]. Mint ismeretes, pontnak, ill. egyenesnek tekint-
jlik a test elemeibdl képezett (x;, x,, x;) rendezett elemharmasokat,
amelyekben nem minden elem 0. Az x(x;, X, X;) €s y(J1, Vo, Vs)
pontokat (egyeneseket) akkor és csakis akkor tekintjiilk azonosak-
nak, ha van K,-ben olyan 4 elem, amelyre

Xi=47s (L==012 3

Az x(x,, x,, x;) pont és w(u,, u,, u;) egyenes illeszkedésének felté-
tele:

ux =0.

Az igy definidlt sikon érvényesek a kovetkez6 allitasok: két kiilon-
b6z6 pontra pontosan egy egyenes illeszkedik, két kiilonboz0 egye-
nesnek pontosan egy kozos pontja van. Harom pont akkor és
csakis akkor illeszkedik egy egyenesre, ha koziiliik barmelyik el6-
allithatd a masik kettd linedris kombinacidjaként, a test elemeibol
vett paraméterekkel. Mindezekbdl egyszeriien kovetkezik, hogy min-
den egyenesre p-+1 pont és minden pontra p-1 egyenes illesz-
kedik. A sik pontjainak és egyeneseinek szama egyenlo.

Tekintsiik most azt a polaritdst, amely a sik minden x pont-
jahoz (polusdhoz) az

u=—Ax

egyenest (poldrist) rendeli. Ez a hozzarendelés az |a;| determindns
nem nulla volta miatt kolcsonosen egyértelmii, tovabba: egy pont
akkor és csakis akkor illeszkedik egy egyeneshez, ha a pont pola-
risa is illeszkedik az egyenes pdlusdhoz. Nevezziik abszoliit pontnak
(egyenesnek) az olyan pontot (egyenest), amelyik illeszkedik polari-
séhoz (po6lusdhoz). Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az
x pont illeszkedjék poldriséra, u-ra, az

ux—xAx—0

egyenloség fenndllasa. Ezek szerint az és csakis az az elemharmas
szolgaltatja (3) egy megolddsat, amelyhez abszolut pont tartozik.
Célunk most a véges projektiv sik abszolit pontjainak meghata-
rozésa.

1. Ismeretes, hogy a véges projektiv sik minden polaritdsdnak
van legaldbb egy abszolut pontja [1].
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2. Egy egyenesen legfeljebb két abszolut pont létezhet. Legyen
ui. x és y abszolut pont, poldrisaik Ax és Ay, tehat

(5) xAx=0 és yAy=0.

Ha a feltevéssel ellentétben e két pont sszekotd egyenesén
lenne még egy abszolit pont, ez el6allithatd lenne x és y linedris
kombinécidjaként Ax+-wy alakban. Ez is illeszkedne polarisara,
tehat fennallna a

(Ax+uy) A(Ax+py)=0
egyenl6ség, ebbdl viszont (4) és (5) miatt
xAy=0 é yAx=0

kovetkezne; ez azonban azt jelentené, hogy két kiilonboz6 pont,
az x €s y illeszkedne két kiilonb6z6 egyeneshez, A x-hez és
Ay-hoz.

3. Ha egy nem-abszolit egyenesen van egy abszolut pont,
akkor van még egy. Legyen ui. u, nem-abszolit egyenes. Vélasz-
szunk ki ezen egy nem-abszolit pontot, x,-t (ilyen 2. miatt biztosan
létezik). Az x, polérisa, w, igy illeszkedik w, poélusira, x,-re és
u,-bél az x; pontot metszi ki; ennek poldrisa, u; ugyancsak illesz-
kedik x;-re és x,-ben metszi u,-et. Az igy szerkesztett x,,x; pont-
parhoz hasonléan pérokba szedhetjiik w, Osszes nem-abszolit
pontjait. Nyilvanvalo, hogy két kiilonb6z6 pontparnak nem lehet
kozos eleme, ezért w, nem-abszolit pontjainak szdma péros. Igy,
ha egy nem-abszoltt egyenesen van egy abszolit pont, a tobbi p
pont kozott kell lennie legaldbb még egy abszolit pontnak, hiszen
p paratlan.

4. Egy nem-abszoliit egyenesen 0 vagy 2 az abszolit pontok
szdma. Ez kozvetlen kovetkezménye a 2. és 3. éllitasoknak.

5. Egy abszolut egyenesre pontosan egy abszoliit pont illesz-
kedik. Ha ui. az w, abszolit egyenesre pdlusdn, x,-en kiviil még
egy x, abszolut pont is illeszkednék, akkor ennek w, polérisa is
illeszkednék az x, és x, pontokra, tehat azonos lenne u,-gyel.

Az allitds dudlisa:

6. Egy abszolit pontra pontosan egy abszolit egyenes illesz-
kedik.

7. A sik abszolit pontjainak szdma p-+1. Valasszuk ki az
1. szerint biztosan létez6 x, abszolut pontot. Az erre illeszkedd
u, abszolut egyenesen kiviil x,-en 6. miatt még p szamu nem-
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abszolut egyenes megy at, ez a p-+ 1 egyenes tartalmazza a sik
0sszes pontjait. 4. szerint az x;-re illeszkedd nem-abszolit egye-
nesek mindegyikén x,-en kiviil még egy abszolit pont van. A sik-
nak tehat van p+ 1 abszolit pontja. Tobb azonban nincs, mert ha
lenne, akkor x, valamelyik nem-abszolit egyenesén 3, vagy az
abszolut egyenesén 2 abszolut pont lenne, ami 4. és 5. miatt
lehetetlen.

Nyilvanvald, hogy a (1) kongruencia minden megoldasa egy
abszolit pontot, ill. abszolat egyenest ad meg, és minden abszo-
lut pont (egyenes) megoldéasa (1)-nek. Egy ponthoz azonban p—1
elemharmas tartozik, hiszen az (x,, X,, X3) €s (4X,, 4X,, AX;) ugyan-
azt a pontot szolgéltatjak és a 42 paraméter p—1 kiilonbozo érté-
ket vehet fel, igy az abszolut pontok (1)-nek

(D4 Dp—1)—=p=1

megoldasat adjak. Ehhez hozzészamitva még a trividlis (0,0, 0)
megoldast, nyerjiik, hogy

az (1) kongruencia megolddsainak szdma p.

Megijegyezziik, hogy a fentiekkel teljesen azonos modon vizs-
galhatnank a (2) egyenlet megoldasait a p rendii véges test felett.
Ebben az esetben arra az ismert eredményre jutunk, hogy a meg-
oldasok szama p>* [3].

IRODALOM
[1] Baer. R. Polarities in finite projektive planes. (Bull. Amer. Math. Soc. 52,
77—93 (1946)).
[2] Carmichaer, R. C. Introduction to the theory of groups of finite order.

Boston 1937.
[?;] Dickson, L. E. Linear groups. Leipzig 1901. \

PEOMETPUYECKOE WUCCIEJIOBAHUE OJHOI'O
CPABHEHUSI BTOPOI CTEINEHHU

I. REmman
B pa6ore 0Ka3blBae€TCs, YTO YNC/IO PEIUeHHil KBaAPaTH4YHOTO CPAaBHEHMS
3
E a; x;x, =0 (mod p)
i=1

(p-nPOCTOE 4UCIO0, Q= a4;) PABHO P2, €CIN ONPECINTEIb KBaPATHHHON OPMBI
HE JIeNTCS Ha p. :



126

Y1068l 10KA3aTL 9TO YTBEPIKAEHHE, PACCMATPHBAETCS] KOHEYHAs! NPOSKTUB-
Hasl TMIOCKOCTh, MOCTPOCHHASA HA TEJO KJIACCOB BhIYETOB OTHOCHUTE/NBHO p. Ha
9TOIl MIOCKOCTH ONPE/EISIeTCsI NOMSIPHOCTD, COMOCTABASIOIAs TOUKE x (X, Xg, X3)
NPSIMYIO

u (ay Xy + G2 X3 + Q13 Xy, Aoy Xy + Aoy Xo + Aoy Xy, Ay Xy + Agy X + Agg X).

Touxa naspiBaercst aGCOMIOTHOM, €CIH OHO PACHONOXKEHHA HAa COMOCTABIEHHOI
el NpsAMOii ; STH TOYKM CyTh PELIEHHs] MCCIeAyemoro cpasHenus.. [eomerpu-
YECKMMH M KOMOMHATOPHBIMH COOODPa)KEHMSIMHM [I0KA3BIBAETCSI, YTO IJOCKOCTh
copepyut p -+ 1 abCOMOTHBIX TOYEK, OTCIOAA CHIEAYeT, YTO YHUCIO pEeIeHHi
paeao (p+1) (p—1)+1=p2

PesynbTaT 5TUM K€ METONOM MOXeT ObiTh 0600WEH HA Cry4ail ypas-
HEHHS HaJ, KOHEYHBIM TEJIOM mopsiaka p*

3
R =0
1=l

k=1
(aiy = a;:, det|a;| #0), B aTOM cayyae uucao pewennii p2e,

GEOMETRISCHE UNSERSUCHUNG EINER QUADRATISCHEN KONGRUENZ

I. REmmaAN

In vorliegender Arbeit wird gezeigf, dass die Anzahl der Lésungen der
quadratischen Kongruenz

3
Z a;.x;x, =0 (mod p)
=1
k=1

(p prim, a,=—a,;) p> betrigt, insofern die Determinante der quadratischen
Form mod p nicht mit Null kongruent ist.

Zwecks der Losung betrachten wir die endliche projektive Ebene iiber
dem Restklassenkorper modulo p. Auf dieser Ebene erzeugen wir eine Pola-
ritit, die dem Punkte x(x;, x,, x;) die Gerade

u(@yy Xy + Ao X+ A1gXs, Aoy Xy + dooXo + A9yXy, A3y Xy - A3 Xs + Ag3X3)

zuordnet.. Wir nennen einen Punkt ,absolut“, wenn seine zugeordnete Gerade
ihn enthdlt. Die absoluten Punkte liefern die Losungen der untersuchten
Kongruenz. Mit Hilfe geometrischer, bzw. kombinatorischer Uberlegungen
zeigen wir, dass die Ebene p -1 absolute Punkte besitzt, daher die Anzahl

der Losungen
; @+ @—1+1=p
betragt.
Mit derselben Methode ldsst sich das Resultat auf die Losungen der
Gleichung
3
Zaikxixik =0 (ap=ga;, Det|a,|#0)
i=1
k=1
iiber einem endlichen Kérper der Ordnung p“ veraligemeinern; die Anzahl der
Losungen ist dann p*%.



Az Enestrom—Kakeya tételrél

Vineze IsTvAN

1. Jol ismert azon Enestrom (1893) és tole fiiggetleniil
Kakeya (1920) altal talalt egyszerii és szép tétel, mely szerint a

(1) o@R)=a+az+ -+, 2"=0
egyenletnek, melynek valds egyiitthatoira a
(2 : Q=== - Za=0

feltétel teljesiil, nem fekhetnek gyokei az egységkoron beliil. Kiter-
jedt irodalom ad e tételre bizonyitasokat, altalanositasokat, és
alkalmazasokat. Turdan Pal hivta fel a figyelmemet arra, hogy
tudomasa szerint e tétel komplex egyiitthatos egyenletekre vonat-
koz6 analogonja még nem szerepel az irodalomban. Utobb felhivta
a figyelmemet néhany tjabb cikkre [2, 3] amelyek a monotonitas
fogalmanak komplex szamokra val6 kiilonboz6 Kkiterjesztése esetére
mondanak ki polinomokra, ill. trigonometrikus polinomokra vonat-
koz6 tételeket. Az alabbiakban a komplex egyiitthatokra vonatkozo,
fentiektdl eltérd igen egyszerii monotonitdsi feltevéssel éliink és az
Enestrom—Kakeya tétel erre vonatkoz6 analogonjaval foglalkozunk.

2. Legyenek az (1) egyenlet egyiitthatoi
@ — e k=0;1:2 000
komplex szamok, melyek valds és komplex része elégitse ki az
(2) = =a,==a,=0,
b=b=b=«=b=0,

feltételeket. Ekkor fenndll az az allitds, ‘hogy a (2") feltételeknek
eleget tevd egyiitthatdji (1) egyenlet gyikei nem fekhetnek az r,—
__la+ibi|

i sugaru koron beliil.
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Minthogy a,=0 és b,=0 (a;+ b; ~0) minden értékére fenn-
all az ;
= latib]_ )2
Qb 2
egyenlbtlenség, ennélfogva allitdsunkbol kovetkezik, hogy a (2')

Jeltétel mellett az (1) egyenlet gyokei nem fekhetnek a ? =0,7071...
sugaru koron beliil

Allitasunk b,=0 esetben az Enestrom—Kakeya tételt adja,
azonban két szempontbol tekinthetd pontatlannak:

a) Nyitott kérdés, hogy a tételben szerepld r, hatar r,<1
esetben pontos-e? Az aldbbi 3.§-ban megmutatjuk, hogy az

14itz4+224224244- 2 25=0
egyenletnek, melynek egyiitthatdi kielégitik a (2') feltételeket, van
olyan z, gyoke, amelyre
0,905 < |z, < 0,91

tehat az egységkor belsejébe esik. Tételiink azonban erre az esetre

a sokkal kisebb r(,:Q hatart adja.

2
b) Az
®) () + (1 )z + (1402 =0
egyenleteknek nincsenek gyokei az egységkor belsejében, tételiink
(kozvetlen) alkalmazdsa mégis az r0=72<1 hatart adja meg.

Eppen ezéit az egyiitthatokra vonatkozo (2") feltételnél valamivel
altalanosabb feltétel alapjdn keriil megfogalmazasra és igy fentebbi
dllitasainkat is tartalmazza a kovetkezd

Tétel. Ha az a), @, ..., komplex szdmokhoz taldlhaté
olyan (g, ) szogpdr, hogy |¢—y| <
=g, 1-be k=012 .:.n

és
H=0i=0="=0,=0r
by=b,=b,=---=b,=0,

akkor az (1) egyenletnek nincs gyike a o,— S sugaru koron

a,+ b,
beliil
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Néhdany megjegyzés: Az ex=ai+ib: (k=0,1,...n) egyiitt-
hatokra vonatkozd (2) ,monotonitdsi“ feltétel geometriailag azt
jelenti, hogy a komplex sik elsé negyedébe esé «, komplex pon-
tokbol a tengelyekre huzott merbleges szakaszok k kiilonboz6
értékeire nem metszhetik egymdst (azonban Osszeeshetnek), hanem
a tengelyszakaszokkal alkotott négyzetek novekvé k-val tartalmaz-
zak a tovabbiakat. A tételiinkben mondott monotonitasi feltétel
marmost olyan komplex egytitthatokra vonatkozik, amelyek az origén
atmend valamely mds koordinata tengelyparra tesznek eleget ilyen
feltételnek.

Minthogy
\anew -+ b, eil.bl oy @ —y
= G e e
ennélfogva g,-ra az egyiitthatoktol fiiggetleniil csak |¢—v <%

esetben kaphatunkg vagy ennél jobb als6 hatart.

BizoNyiTAS: A klasszikus Hurwitz-féle bizonyitds menetét
alkalmazzuk: |z| <1-re érvényes a kovetkezd relacid

|(1—2)p ()| =|e—(ts— 1) 2—+ - —(@n-1— @) 2" — @y 2! | =
= |a—e?[(a—a) 2+ (@ —a) 2+ - +(an-1— @) 2"+ @ 2 | —
—e¥[(by—0:) 2+ (0, — b)) 22+ -+ + (ba-1—bu) 2" + b2 ] | =
= |ao|—(la—ai|2| + @ — @ |2 + -+ + |@n1—anl[2]" + an | 2|™) —
—([bo—b:|2| 4 [bs—bs| |2+ + - + |bn-1—bu| [2]" + bu|2[") =
= |aty| — (@ + bo)| 2.

Az utolso kifejezés azonban hatarozottan pozitiv, ha

vagyis e sugart kor nem tartalmazhat gyokot. Q. e. d.
3. Vizsgaljuk az
1+i+z4+22+---4+2=0
egyenletet, amely az
1_2n+1
11—z

=I

9 Matematikai Lapok
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alakban is irhat6. Ez az egyenlet egynél kisebb abszolut értékii
z-re csak akkor fteljesiilhet, ha az 1—2z"" és 1—z ,vektorok“
merdlegesek és z a 3., mig 2" az els6é siknegyedbe esik. Val6s
és komplex részre térve ugyanez olvashatd le az

1+4rsing—r*tcos(n+1)p =0
1—rcosgp—r*sin(n+1)p=0

egyenletrendszerb6l is. Ha q)=—%— és n=8 k—2 alakn, k=
=1,2,..., akkor r-re nézve a

J2—r—r#i—0

egyenlet adédik, amelynek baloldala az r—1 helyen }/2 — 2 < 0,
s igy az egyenletnek r, <1 gyoke van. A legkisebb abszolut értékii
gyokot n legkisebb szébajohetd értékére n—6-ra kapjuk, amikor
is rg-ra 0,905 < r;< 0,91 adodik.

4. Aczél Janos [1] dolgozatanak egy meggondoldsa az Enes-
trom—Kakeya tételre valds egyiitthatok esetén a kovetkezé egy-
szerii, elegans bizonyitast sugalmazza, (amely valdsziniileg szerepel
az 1rodalomban) Az (1) egyenletbol

(1_2) q) (Z) e ao_(ao—al) O Al g (an-l _a-n) Zn-‘an Z"+l N

vagy bevezetve a pr =ar—axs1,n=0,1,2,...n—1, p, = e, nem-
negativ mennyiségeket, egyenletiink a

PZAP 2 e P2

Potprt s+ pa A

alakra hozhat6. Minthogy a baloldal a 2*(k=1,2,...n41)

komplex pontrendszer stilypontja, amely e pontok legklsebb kon-

vex burkol6jan beliil fekszik, |z| <1-re fenti egyenlet nem Allhat,

amibdl a tétel adodik.

A 2.§-ban mondott tételiinkre hasonlé bizonyitds nyerhetd,

mely az aldbbi igen egyszeriien bizonyithaté tételen alapul:

Legyen z a z,,2,,...2, komplex pontrendszer ,silypontja“
a m=p+iq, 0 =0,0: =0 ,komplex“ tomegeloszlds e§etén 8

; (o +ig) 2

g (pr+iqw)

=1

N

)
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akkor

Snta

HER max |z |
1=k=n

3 (ritin)
Ebbo6l adddik a

max |z;§]§v—§|§|

1=k=1 2

egyenlbtlenség is, ami fiiggetlen a p; és @i szamoktdl.

IRODALOM

[1] Aczér J.: On some sequences defined by recurrences. Acta Universitatis
Szegediensis. Tom. XIII. Fasc. 2. (1949) 136 —139.

[2] Kristnaian, P. ;’ On Kakeya’s theorem. J. London Math. Soc. 30 (1955)
314—319.

[3] Zaring, W. M.: Multiply monoton complex sequences. Proc. Amer. Math.
Soc. (1953) 583—593.

O TEOPEME ENESTROM — KAKEYA

I. Vincze

Agrop pacnpocrpansier Teopemsr Enestrom —Kakeya na cayuail xom-
IJIEKCHBIX KO3(huanentos On }10!(&31:]8861‘ CIEAYIOLIYI0 TEOPEMY :

Ecnn KOMIJIEKCHBIE YACAA &, @y, ..., &, MOTYT ObITh 3aMMCAHHBI B BUJE
a, = a, €9+ b, e (k=0.:1,:50%'n)
rae
aOZa1> = ar,
bh=b=---=b,

TO ypaBHEHHE
o+ ayz+ -0 +a,2"=0

HE MMEeT KODHsI BHYTPHM Kpyra paguyca

Ccos

0=

2 -9
ao—i-bo 2

OTKPHITBIM OCTAETCSl C/AEAYIOLMil BONPOC: SIBISIETCS /I PaguyC g,
HANMEHBIIAM B CIy4Yae @ # 1. ABTOP NOKAa3LIBAET, YTO YPABHEHHS

| Ly A A R I e k=12..)

MMEIOT KOPEHb BHYTPM €[AMHWYHOrO KPyra, KOTOPHIl OJHAKO TMPEBOCXOAUT
AAHHYIO B TEOPEME rpaHb.

%
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ON THE THEOREM OF ENESTROM—KAKEYA

. Vincze

Author considers an analogon of the theorem of Enestrom—Kakeya for
complex coefficients. The following theorem is proved:

If the complex numbers a, ey, ... a, are of the form
o=a, P4 b e k=012 .0,

where |p—v| < 7t and

then the equation
g+ 24+ a,2n=0

cos

has no roots inside the circle with radius gy—= [l = i
ay+ by 2

It is an open question whether the limit g, is exact in the case @ % .

Author shows that the equations 1 + i+ 2z-4--.+2—0 (n=1,2,...) have a

root inside the unit circle, but it exceeds the limit given in the above theorem.




Allandészélességii sikgorbék egy jellemzése

Heppes ALADAR

Alpar Laszlé vetette fel a kovetkezd kérdést. Melyek azok a
zart, konvex sikgorbék, amelyeknek mindegyik htirja a huar altal
meghatdrozott ivek egyikének legnagyobb hirja.

A kérdés vizsgdlata az allanddszélességii gorbékhez vezetett.

DEFINiCIO: Allanddszélességii egy zéart, konvex sikgdrbe, ha
barmely két, a gorbét kozrefogé pdarhuzamos tdmaszegyenesének
egymastol valoé tévolsdga ugyanannyi. (Ez a tévolsdg a gorbe leg-
nagyobb htrjanak hosszaval egyenl6.)

Bebizonyitjuk a kovetkezd

TETELt: Egy zart, konvex sikgdrbe akkor és csak akko
allandoszélességii, ha mindegyik hirja a har altal meghatarozot
ivek egyikének legnagyobb hurja.

Elsé lépésként az allanddszélességli gorbék definicidjarol e
gorbék egy ismert jellemzésére tériink at, amely szerint egy zart,
konvex sikgorbe akkor és csak akkor dllandoszélességii, ha barmely
parhuzamos tdmaszegyenesparja merdleges a gorbének a tadmasz-
egyeneseket Osszekotdé harjara. A gorbe két pontjat dfellenesnek
nevezziik, ha e pontokon at parhuzamos tamaszegyenesek fektet-
het6k. (Konnyen belathatd, hogy az igy jellemzett gorbék az allando-
szélességiiek. Egyfel6l, ha a parhuzamos tamaszegyenesek tavol-
saga -alland6 érték, akkor az Oket 0sszekotd htr hossza ennél az
értéknél nagyobb nem lehet, a hir tehdt merdleges a tdmaszegye-
nesekre. Masfel6l, ha barmely két parhuzamos tamaszegyenes
meréleges az Oket 0sszekotd htrra, akkor a gorbe két ,atellenes
ive“ felfoghaté ugyanannak az egyenesseregnek — a legnagyobb
harok seregének — ortogondlis trajektoridjaként, s ezért a két iv
altal kimetszett hirok hossza, azaz a parhtizamos tdmaszegyenesek
tdvolsaga — allando érték.)

Ha egy allandészélességili gorbét tetszéleges pontjabol kiin-
dulva végigjarunk, a gorbe pontjainak a kezd6ponttél valo tavol-
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saga elébb monoton né, majd monoton fogy. Ellenkezé esetben
volna a gorbének olyan kozbiils6 P pontja, amelyhez a kezd6pont-
bdl a legnagyobb htirndl rovidebb és a P pontbeli tdmaszegyene-
sek egyikére merbleges htr vezetne. Minthogy a gorbe allando-
szélességii, a kezd6ponton at is fektethetnénk e hirra merdleges
tdmaszegyenest. Ez azonban lehetetlen, mert dllanddszélességii gor-
béknél a pirhuzamos tdmaszegyenesek tivolsiga a legnagyobb
hir hosszaval egyenld.

Tekintsiink most egy allanddszélességli gorbét és annak egy
nem maximdlis harjat. A har altal meghatarozott ivek koziil nevez-
zilk nagyobbnak azt, amely tartalmazza a har végpontjainak atel-
lenes pontjait. (E két pont nem eshet kiilonb6z6 ivekre, mert akkor
a gorbének lenne két, kozos pont nélkiili legnagyobb hitrja, ami
lehetetlen.) A vdlasztott hur egyik végpontjabdl kiindulva jarjuk
végig a kisebb ivet. Ekozben a kezddponttdl vald tavolsdg mono-
ton né amig a hur maésik végéhez jutunk. A Kkoriiljaras sordn
ugyanis a valoban fogy6 szakaszba csak a kezdépontnak a nagyobb
iven levd atellenes pontjan athaladva juthatnank el. (Az iv két bels6
pontja kozti tidvolsdg hasonlé okbdl monoton né, ha az egyik
pontot az iven a masiktdl tdavolodva az iv,

77— lletve a hir végpontjaba vissziik.) A kisebb
// ik ) iv legnagyobb hirja tehat a végpontjait

0sszekotd hur.

( b Induljunk ki ezutdn egy zart, konvex
LY - of gorbébodl, amelynek mindegyik hiirja a hir
R altal meghatarozott ivek egyikének leg-
\ /b nagyobb hurja. A tétel allitasaval ellentét-
ben tegyiik fel, hogy e gorbe nem éllando-
1. dbra szélességli €s igy van olyan P, P, hirja, amely
a parhuzamos 73, 7, tamaszegyeneseket koti
ossze, de nem merdleges azokra. Ha a 7, 7, tamaszegyenesekre
merbleges és a P, P, hir felezbpontjan atmend hurt meghtizzuk,
olyan hiirhoz jutunk, amely nem legnagyobb hiirja az altala meg-
hatarozott ivek egyikének sem. Egyik végének P,-t6l, masiknak
P,-t6l val6 tavolsaga — a derékszogii haromszogek oldalaira vo-
natkoz6 egyenlétlenség alapjan — nagyobb a hur hosszéanal.

(1958. jilius 8.)
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OB OJJHOM XAPAKTEPUSAIIMM KPUBBIX [IOCTOSIHHON LLIUPUHBI
A. Heppes

ABTOD I0Ka3bIBAET CAEAYIOILYI0 TeopeMy : HekoTopasi saMkHyTas mIocKas
KPHBAsl TOT/IAa ¥ TOJNBKO TOTAA €CTh KPHBAasi HOCTOSIHHOW ILIMPHUHBI, €CIH KaXKAas
ee XopAa sIBnsieTcsl HaubosblIell XOPAOH OfHOW M3 JABYX AYr, ONPENEIeHHBIX,
KOHI[AMH XODPABL.

ON CHARACTERISATION OF CURVES OF CONSTANT WIDTH

A. Heppes

The author proves the following theorem: A closed convex plane curve
is of constant width, if and only if, every chord of it is a greatest chord of
one of the two arcs determined by its endpoints.



Hatvinysorok konvergencia-tulajdonsagairél

CorrAD1 KERESZTELY

Bevezetés

E dolgozatban két, a hatvanysorok konvergenciakoron valo
viselkedésével kapcsolatos jelenség vizsgalatival akarunk foglal-
kozni. Az els6é ezek koziil igy fogalmazhat6 :

I. Tétel: Létezik olyan hatvdnysor, mely az egységkor kerii-
letén egyenletesen konvergens, de nem abszolut konvergens.
A masodik igy ontheté szavakba:

II. Tétel: Létezik oly, az egységkorben reguldris fiiggvény,
mely az egységkorben nem korldtos, s melynek hatvanysora az
egységkor keriiletén mindeniitt konvergens.

Mindkét probléma jol ismert, az elsd dllitdsat az alabbi sok-
kal tobbetmond¢ tétellel lehet helyettesiteni:

I. a. Tétel: Létezik oly
=2 b

n=—0

az egységkorben reguldris fiiggvény, melyre

>az
n=>0

az egységkor keriiletén egyenletesen konvergens, de adott tetsz6-
legesen kicsiny ¢ >0 esetén a

®

2 |-

n=0
végtelen sor divergens.
A dolgozat célja, hogy ezen ismert tételekre rovid és egy-
szerli bizonyitast adjon, melyeknek konstrukcitja talan érdemel
némi figyelmet.
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Az 1. Tétel H. Bohr-t6l, az I. a. tétel, Carleman-t6l szarma-
zik. Egy egyszerii konstrukci6 all Turan P4l [1] dolgozatdban is
az l. a. tétel bizonyitasara és ebben az I. tétellel foglalkoz6 dolgo-
zatok részletes jegyzéke is megtaldlhatd. Az I. tételt Landau is
targyalja ,Neuere Ergebnisse der Funktonentheorie“ c. konyvében.

A II. Tétel Fejér Lipottol valo; tole fiiggetleniil Kévari Tamas
és SoOs Vera is észrevették a tétel altal kimondott jelenséget [2].

Mi az I. és II. tételek bizonyitasdval fogunk foglalkozni.

I. §

Az 1. Tétel bizonyitdsa. A tétel allitisanak megfelel6 hatvény-
sort az alabbi alakban déllitjuk el6:

&= > P.(),

n=1
ahol a P,(2) polynomok az alabbi md6don vannak definialva:

on+l1 n
22

. ok
Pn(z)=Wk]:70(1—}—(—1)"22 ), (n==1,2,...).
Ezen polynomok el6szor is nem nytlnak egymasba, mert
n+l +Z e — n+2 = on+2
k=0

teljesiilése folytan P,(2) legmagabbfokii tagja alacsonyabbfoki
P..1(2) legalacsonyabbfoku tagjanal.

Masodszor ezen hatvanysor minden P,.(2) polynomjaban egy
tetsz6leges, el6forduld z-hatvany egyiitthatéja + 1, tekintettel arra,
hogy minden egész egyértelmiien allithato el6 kett6hatvanyok ossze-
geként. Ebbol kozvetleniil vildagos, hogy a szobanforgd hatvanysor
egyiitthatoinak abszolutérték osszege

31
n=1 1l
ami divergens.
A vizsgilt sor egyenletes konvergencidja igy lathat6 be:

legyen
g(@)=(1+2)(1—2)
mlax lg(@)| = rln[ax l(14+2)(1—2%)|=A
1zj=1 2|=1

ekkor nyilvin A <4, mert A=4 azt jelentené, hogy van oly
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|2o| =1 pont, melyre
|g&(20)| = 4
ez viszont lehetetlen, mivel

|g@) =1 +2|[1—2|=1 +|2]) (1 +|2[) =2-2=4

s az egyenléség is csak |l14-2zo|=2,|1—2zj|=2 esetben lenne
elérhetd, ami azonban az ebbdl folyd

142 =2
|1 '—Z()l= 1

egyenloségek folytin csak a |2,/ >1 esetén lenne elérhets. Igy
A= (2—¢)* jelolésben
=, _

|aa»§;§ﬁm@maﬁr|Af

(a1 _

2,; (2_ ) 2,; (2_8)1l+2=

ol 3]

s igy a P,(2) polynomsor egyenletesen konverges, s az %—es

szorzéfaktor miatt a hatvanysor egyenletes konvergenciaja is adodik.

IL §

 Hogy a IL tétel kovetelményeit teljesitd hatvanysor konstruk-
ciojat jobb megvilagitasba helyezziik elobb az aldbbi egyszerfi, az
I. Tétel specidlis esetét képez6 allitdst bizonyitjuk be:

IIl. Tétel: Létezik olyan hatvdnysor, mely az egységkor kerii-
letén mindeniitt konvergens, de nem abszolut konvergens.

Bizonyitds: Vizsgéljuk az alabbi polynomsort

f@)= 2P,
ahol a P,(2) polynomok az alabbi médon vannak definilva:

M
P,,(z)=W(l—z)", 0 B AR )
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Konnyii 1atni, hogy ez a polynomsor egytttal hatvanysor is,
mivel
n’+n<(nt1)y
folytin barmely két polynom nem tartalmaz azonos kitevjii z-hat-
vanyt.
Ezen polynomsor altal definialt hatvanysor az egységkor kerii-
letén nem abszolut konvergens, ugyanis

o= Sy (")
»—0 v
folytan a keriileten a hatvdnysor abszolut értékét tekintve a
@ 1 n n
g§n2"£§(v)
numerikus sorral van reprezentdlva, s ez

3(s)-»

r=0\ 7
eljesiilése folytdn a harmonikus-sor divergencidja miatt divergens.

A keriileti pontokban valé konvergencia igy lathaté: f(2)
részletosszegeit s,.(2)-vel jelolve az

[sn(2) —si(2)| < &

relacié6 megmutatdsa elég, hacsak m és [, &-t6l és 2-t6l fiiggben

elég nagy.
z —1 esetén
1 i 1 n n
\Pn(z)|<—n—‘ epkal iy

1—2
2

ahol
O<g<l

fgy a polynomsor minden |z|=1 pontban, hacsak z=—1

konvergens, s az =i7es szorzofaktor miatt maga a hatvanysor is

konvergens.
Ha z=—1, akkor a sor a
- 1
S

Leibnizt-sor konvergencidja folytdn konvergens.
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Ezen elOkészités utan lassuk a II. tétel bizonyitisat. Eloszor
egy megjegyzést akarunk tenni. Ha a -

@
2
2 a.z"
n=0
az egységkorben konvergens hatvanysorra

©
2P

n=0

divergens, akkor a hatvinysor Osszegfiiggvénye a kor belsejében
nem lehet korlétos.

Ezen megjegyzés utdn vizsgiljuk a > P,(2) polynomsort,

ahol
P =i (s (32,373
» __-2nlogl/2n . ’ N=42,9...)
Ez hatvanysor is, mert mint az el6z6 példanal lattuk
n—+n<(n+1)

folytin egymasbanyulds nincs. A vizsgalt hatvanysor konvergenciaja
az egységkor kertiletén ugyantgy lathat6, mint a bevezeto jellegii
tételnél.

Masrészt

i A © 1 n 2
Siar=3mn—3(1),

a=p 2 log n ;=\ v

Aeliley
r=0\ ¥V Y n

(2/1) o2
n 2n+1

s felhasznalva, hogy

valamint, hogy

arra jutunk, hogy
(44 ! o&l 1
m;:,a"" & n%é(Zn—}—l)logn ’

s a jobboldalon &ll6 sor divergencidja miatt az allitds a megjegy-
zés miatt adédik.
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[1] P. Turian: On some examples in the theory of power series. (Bull. of the
Am. Math Soc. 54 (1948) 932—936).
[2] Kévarr T.—S6s V. Matematikai Lapokban megjelent feladat.

O INOBEJEHUU CTEINEHHBIX PS/10B HA OKPY>XHOCTHU CXOJUMOCTH
K. CorrApI

Pa6ora saunmaercsi ABymsl npoGremamm, CBSI3SIHHBIMM C TOBEAEHHEM
CTEMEHHBIX PSA0B HA OKPY)XHOCTH CXOAUMOCTH. ITH NPOoGIEMBbI MSBECTHBI, HO
YTO MPOCTOTA KOHCTPYKUMii BACHY)KHBAET HEKOTOPOrO BHHMAHHSI.

Ilepsasi nmpoGiema: CywiecTByeT CTENEHHOW Psifl, PABHOMEPHO CXOA-

SUMACS HA eIMHUYHON OKPYKHOCTH, HO HE CXOASLUMACS aGCOMOTHO.

Bropasi npoGaema: cymectsyer CTENEHHOW psifi, Bes/e CXOAsuiics Ha
€IUHAYHON OKPY>KHOCTH, CyMMa KOTOPOrO HE OrpaHHYe€HHA BHYTPH EIHHHYHOH
OKPY)KHOCTH.

UBER KONVERGENZ-EIGENSCHAFTEN VON POTENZREIHEN

K. CorrApI1

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir zwei Probleme, die mit dem
Verhalten von Potenzreihen am Rande ihrer Konvergenzkreisen verbunden
sind.

Das erste dieser Probleme lautet: Es gibt eine Potenzreihe. die am
Rande des Einheitskreises gleichmissig, doch nicht absolut konvergiert.

Das zweite kann man so fassen: Es gibt eine Potenzreihe, die am
Rande des Einheitskreises iiberall konvergiert, doch stellt ihre Summe eine,
im Inneren des Einheitskreises unbeschrdankten Funktion dar.

Die Resultaten selbst, sind ja bekannt, doch vielleicht die Einfachkeit
der Konstruktionen verdient gewisse Interesse.
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Kitiizott feladatok

105, Legyen. f(x;, %3, i..5 Xa, .::) minden valos X, Xp; s Xa, - s
sorozatra értelmezett, mindegyik véltoz6jdban monoton novekvd
val6s fiiggvény. Igaz-e, hogy ha x,=y; (i=1,2,...), akkor

T B e R Moo VP s Tie RS
Czipszer Jdnos

106. Legyen k tetszblegesen adott természetes szdm. Bizo-
nyitand6, hogy végtelen sok olyan p primszdm van, amelyre az

==k yn et
egyenlet természetes szamokkal megoldhato.
Corrddi Keresztély

107. Bizonyitand6, hogy O<s<2s=1¢ esetén

S ()=
Csdszdr Akos

108. Az n-dimenzios euklidesi térben szabalyos m-parallelo-

topnak nevezziik az a+2a e; (0=«;=1) helyvektora pontok

Osszességet, ha az e vektorok nem nullvektorok, paronként orto-
gondlisak és koordinatiiknak egyike sem negatlv Kérdés, meg-
valaszthato-e véges sok szabdlyos m-parallelotop 1gy, hogy a tér-
nek 0-nal tobb, de 2m-nél kevesebb pontja legyen e parallelotopok
koztil paratlan soknak a csticspontja?

Grdtzer Gyorgy, Hajnal Andrds és Schmidt Eligius

10 Matematikai Lapok
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Megoldott feladatok

85. feladat. Konstrualjunk olyan hatvanysort, amelyik a zart
egységkorben konvergens, és Osszege ott nem korlatos.

(Kdvdri Tamds és T. Sos Vera)

Megoldds. Elég a hatvanysor konvergenciajat és nem korla-
tos voltat magén az egységkoron biztositani. Itt a z==e™ helyette-
sités utan a hatvanysort valos és képzetes részére felbontva két
konjugalt trigonometrikus sort kapunk. Elegendé ezek megkonstrua-
lasa olymodon, hogy mindeniitt konvergensek legyenek, és legalabb
egyikiik Osszege ne legyen korlatos.

Ha f(x) olyan 27z szerint priodikus, nem korlatos fiiggvény, *
amely minden x-re teljesiti a Dini-féle és a Pringsheim-féle kon-

vergenciakritériumokat, amelyre tehat % [f(x+ 1)+ f(x—1)—2f(x)]

és —;—[f(x-H)—f(x—t)] a t=0 hely kornyezetében L-integral-

hat6, akkor Fourier-sora megfelel a fenti kivinalmaknak. Dini sze-
rint ugyanis (lasd pl. Szdkefalvi-Nagy : Valds fiiggvények és fiigg-
vénysorok, 269. 0.) a sor minden x-re f(x)-hez konvergal, és azért
Osszege nem korlatos. Pringsheim szerint viszont (lasd uo. 279.0.)
a konjugélt sor is minden x-re konvergens.

llyen f(x) fliggvényt pl. a kovetkezOképpen készithetiink:
Legyen a —az<x=m értékekre f(x) =xg(x), és ezenkiviil 2-¢
szerint periodikus. Legyen g(x) paratlan, g(—jnz) =t {n=23;..)

1

a % helyek e sugart kornyezetében alkossdk a g(x) fiiggvény

gorbéjét az x-tengelyen nyugvo, % alapt és n* magassagt egyenl6-

szarit haromszogek szédrai, végiil legyen e kornyezeteken kiviil a
zért [0, 7z] intervallumban g(x)==0.
A konstrualt f(x) fiiggvény megfelel a kovetelményeinknek: f(x)

nem korlatos, hiszen f(%)znn (n=2,3,...); f(x) anyilt (0, )

intervallum minden egyes helyén nyilvdnval6an kielégiti a két fonti
kritériumot; az x=0 helyen Pringsheim kritériuma eleve teljesiil,
mert f(x) péros, Dini kritériuma viszont g(x) integrdlhatésagat
koveteli meg, ami a konstrukciobdl vildgos. .
Fdy Arpdd
A 85. feladat megoldasat bekiildotte még Sziisz Péter.
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Megjegyzés. Fejér L.: Aszimptotikus értékek meghatdrozasdrol
c. cikkében (Math. és Term. Tud. Ertesitd, 1908) bebizonyitotta, hogy

1
e

=2
rendelkezik a szébanforgd tulajdonsaggal.
: Turdn Pdl

86. feladat. Bizonyitandd, hogy minden % természetes szam-
hoz taldlhato végtelen sok n ugy, hogy

d(n) >li]a’(n—i) d(n+1i),

ahol d(n) n osztdinak szamat jelenti.
(Erdos Pdl)

I. megoldds. El6szor is megijegyezziik, hogy a feladat allitdsa
A. Schinzel egy tételének altalanositisa (lasd Publicationes Mathe-
maticae 3 (1954), 261—262). Valészintinek latszik, hogy ha A, az
els6 m primszdm szorzatat jeloli, és m elég nagy, akkor n—=A,
kielégiti a feladat kovetelményét. Ennek bizonyitdsa nem latszik
azonban konnyiinek. Mi azt bizonyitjuk, hogy ha m>m,(k), akkor
megvdlaszthatd a f< A, természetes szam ugy, hogy n=={A.
eleget tesz kovetelményiinknek.

Rogzitsiik egyel6re az |i| <A, feltételt kielégits, 0-tol kiilon-
boz6 i egész szamot. A tA, +i szamok mindegyike kisebb, mint
A,.(A,+1). Ezért e szamok minden A,,-nél nagyobb osztojanak
megfelel egy-egy A,-nél Kkisebb komplementer osztojuk. Ebbol
kovetkezik, hogy

A =1 Ayl

X dtAnt)=2 3 & (At

ahol d' az A,-nél kisebb oszték szamat jelenti.

A szambavett osztok mindegyike felirhatdo rs alakban, ahol
r(i, An) és (s, An)=1. A tA.+i (t=1,2,..., A,—1) sorozatele-
mei koziil az rs osztoval rendelkezoknek a szdma kisebb, mint

l—[—@. Ezeket figyelembe véve a

Ap-1 A

Z d’(tAm+t)<d[(t A Z (1+ "‘)<2d(1)A log A,

10%
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becsléshez jutunk. El6z6 eredményiink felhasznaldsaval a 0<|i| =
=k < A,, megszoritas mellett ilymdédon

4,,-1

t%: d(tA.+i)<4d(i)A, log A, <4kA, log A,

adodik. Ebbél kovetkezik, hogy a tA,.+i (t=1,2,..., A,—1) sza-
mok kozott (4kA./log A,)-nél kevesebb olyan van, amelyre
d(tAn+10) = (log A,)

teljesiil. Azoknak a ¢ ertekeknek a szama pedig, amelyekre a most
felirt egyenlétlenség az i+<0, |i| =k megszoritasoknak eleget tevd
i értékek valamelyikére teljesul kisebb, mint

8'k2Am,/10g Am < % Am <5 Am_l )

feltételezve, hogy m elég nagy. Van ezért olyan ¢ érték, amelyre
a szbéban forg6 egyenldtlenség a szamba jové i értékek egyikére
sem teljesiil, amelyre tehat az i==0, |i| =k megszoritasoknak ele-
get tevd 7 értékek mindegyikére

d(tA,TFi)<(log A,).

Az igy valasztott ¢ értékre teljesiil a

k
_l_]d(lAm_l) d(tAm + l) < (log Am)4k

egyenl6tlenség. Ebbol kovetkezik, hogy az n—=tA,, ertekre tel]esul
a feladat allitdsa, mert klmutat]uk hogy

(log A,)* <d(tAn).

Evégbol egyrészt arra hivatkozunk, hogy d(tA.) =d(A.,)=2",
masrészt pedig az

m MM m2

An=pDo... Pun<pu<(2")" =2

becslés felhasznalasaval arra, hogy m"" < 2", jbol felhaszndlva azt
hogy m egy megfelelen nagynak valasztott mo(k) értéknél nagyobb.

Erdos Pdl

Il. megoldds. A feladat allitasanal lényegesen tobbet bizonyi-
tunk. Bizonyitani fogjuk, hogy :
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Tetsz6legesen adott k, n,, m, természetes szdmokhoz és M= 1
értékhez megadhato olyan n>n, természetes szdm, amelyre

k
log ™ d(n)>M 1ld(n—v) d(n+7).
y=1

Itt log®x az r-szer iteralt logaritmusfiiggvényt jeloli.

Ezen tulmenden még aztis bizonyitjuk, hogy ha N(X) azok-
nak az 1=n=X intervallumban tartozo n értékeknek a szdmdt
Jjelenti, amelyekre a fenti egyenlidtlenség teljesiil, akkor elég nagy
X értékekre

N(X)>c¢ o
(X)>c log? X
ahol ¢ =c'(k; n,, my, M) az X értéktol fiiggetlen pozitiv dllando.

Allitasaink bizonyitasa végett rogzitsiik egyeldre m értékét,

jeloljiik pi-vel az i-edik torzsszamot, és tekintsiik a

(1) 0<n=0 (mod p,ps...Dw)

altal megszabott szdmtani haladvényt, tovdbbd a p,.. (i=1,2,...)
primszdmok mindegyikére a »=+1, +2,..., +k értékvalasztissal
ado6do

(2) V+ 1pm+£ (1 =O, ], 2, s .),

Osszesen 2k darab szamtani haladvanyt.

/ Ha ezekkel a szdmtani haladvdnyokkal a Brun-féle szita méd-
szerét alkalmazzuk, akkor a kovetkezO eredményhez jutunk: Léte-
zik olyan c==c(k)>2 allando, hogy ha az (1) sorozat X-nél nem
nagyobb elemei koziil kiszitaljuk a p,,+; = X'° primszamokhoz tar-
tozé (2) sorozatok elemeit, akkor a marad6 elemek N(X) szédmaéra,
elég nagy X mellett,

e, 4
N(X)>c log X
ahol ¢* = c"(k, m) az X értéktol fiiggetlen pozitiv allando.
- Nyilvanval6 tény, hogy a kiszitildas utdn marad6 n értékek
¢€s a szamba jov0 v értékek barmelyikével képzett n-+» szdmnak
csak X'°-nél nagyobb torzstényezoi vannak. Ezért a

dn+r)=2¢ (e =12, . k)
egyenl6tlenség alapjan

k
Hd(ll e 1’) d(n - )/) = ke
=1
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Ha figyelembe vessziik, hogy
d(n) ; 2m,
akkor belattuk, hogy ha m vélasztdsa eleget tesz az

[ exp(”'O' 1) { Mz?kc}
1,
log 2

m = my= max ]+12=m3(k;n0,m0,M)
megszoritdsoknak, akkor kivant tulajdonsagii n értékhez jutunk.
Itt exp”){x} az r-szer iterdlt exponencialis fiiggvényt jelenti. Ered-
ményiinkbol a kivant tulajdonsagti n értékek szamara adott becs-
1ésiink helyessége is kiolvashato.

Sao Pin-cung (Peking)

89. feladat. Bizonyitsuk, hogy tetsz6legesen adott, zérushoz
tart6 &,é&, ... sorozathoz talalhato a,,a,, ... sorozat ugy, hogy

an| > (n=1,2,..) és a JJ(1-+a,) szorzat konvergens.

n=1

~ (Turdn Pdl)

1. megoldds. Nyilvan feltehet6, hogy az adott &, &, ... soro-
zat elemeinek abszolat értéke 1-nél kisebb. E feltevés mellett bizo-
nyitjuk, hogy a feladat kovetelményein tiilmenten még az is elér-
hetd, hogy a végtelen szorzat értéke 1 legyen.

Valasszuk meg evégbdl az awi-1, au értékeket (k= 1,2, ...)
olyan moédon, hogy az |aw-1|>|&ux-1|, |@x|> || megkidtéseken
tiulmenden

(1 +(121;_1) (1 +[121.-)= 1
is teljesiiljon, hogy tovdbba az a,,a,,... sorozat 0O-hoz tartson.
Ezt elérhetjiikk, mert ha as.-, €értékéiil az
| €21 |
]—|$21,~|

|82k-1 |y

szamoknal nagyobb pozitiv értéket védlasztunk, akkor — mint egy-
szerli szamitds mutatja, — az |awx|>|ex| feltétel is teljesiil, és
minthogy az imént megadott also korlatok O-hoz tartanak, a vélasz-
tast ugy ejthetjiik meg, hogy az awx-, értékek sorozata, és ezzel
egyiitt az ad6do aw: értékek sorozata is 0-hoz tartson.

A kapott végtelen szorzat paros sok tényez6bdl allo részlet-
szorzatai 1-gyel egyenl6k, a pdratlan sok tényez6bdl dllok pedig
asv1 — 0 miatt 1-hez tartanak. A konstrudlt végtelen szorzat tehat
valéban 1-hez konvergél.

Quittner Pdl
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II. megoldds. Azt a tobbet mondo allitast bizonyitjuk, hogy
ha & —0, akkor van olyan {a,} sorozat, hogy |a.|=|e.| ¢és

11 (1+a,) konvergens. Nyilvan feltehet6 az altalinossdg megszo-
1

ritdsa nélkiil, hogy O0<|e,|<1 mar kezdettdl fogva teljesiil.
Legyen ekkor a,=]|¢| és, ha az a,,..., a, szamokat mar
megvalasztottuk, valasszuk meg a,,1-et a kovetkez6képpen: ha

=110 +a)=1, legyen a.1=—|e.1|, ha pedig p.<1,
1

akkor legyen a,.1= |&.1|. Az igy nyert végtelen szorzat konvergens.
‘ Ha ugyanis bizonyos n-t6l kezdve a,<O0 (vagy a.>0), akkor
a p, részletszorzatok n-t6l kezdve 1-nél nagyobb szamokbol allo
monoton csokkend sorozatot (vagy 1-nél kisebb pozitiv szamok-
bdl all6 monoton novekvé sorozatot) alkotnak. Ha viszont az a,
szamok sorozata végtelen sokszor valt el6jelet, akkor jelvaltas elott
a {p.} sorozat atlépi 1-et, utdna pedig 1 felé kozeledik egészen
addig, amig ujbol at nem Iépi 1-et, €s ujbol eldjelvaltds nem
kovetkezik be. Ha azonban n mér olyan nagy, hogy |e.|<e, akkor
az 1 atlépése utani p,-ekre 1—e<p,<1-+t¢, s ugyanez a Kozbe-
esbkre még inkabb 4ll, ugyhogy ekkor p,— 1. :

Csdszdr Akos

A 89. feladat megoldéasat bekiildték még Kdvdri Tamds,
Quittner Pdl (méasodik megoldastis), Sztand Tamds, Vincze Endre.

91. feladat. Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra,
hogy adott au (i, k=1,2,...) komplex szamokhoz mikor talal-
hat6é olyan négyzetesen integralhaté fiiggvényekbdl allé f,f,, ...

sorozat, melyre
[ffi=aa Gh=12..).

(Czipszer Jdnos)

1. megoldds. Tegyiik fel, hogy az %= ||a| végtelen matrix-
hoz talalhaték olyan f; € L* fiiggvények, hogy

M (i f) =] f:Fu =au.
ekkor nyilvan
@) Q=i
tovabba, ha 4,,...,4. tetszbleges komplex szdmokat jelol, akkor

0s(Zns, Sus)= 2 Suta,,

r=1 =1p==1



152

tehat a jobboldali Hermite-féle alak pozitiv definit vagy pozitiv
szemidefinit, amib6l ismert médon kovetkezik, hogy determindnsa
=0. Eszerint ;

8) az A mdtrix minden fominora nemnegativ.

Lathaté az is, hogy ha az f; fiiggvények linedrisan fiiggetlenek,

akkor az alak pozitiv definit, s igy determinansa pozitiv, ha viszont
az f;, fliggvények linedrisan fiiggenek. akkor az alak szemidefinit
és determindnsa eltiinik.

Megmutatjuk, hogy ha az 2 matrix az «) és () feltételeknek
eleget tesz, akkor taldlhatok is hozza (1)-nek eleget tevd f,€L®
fiiggvények. Vegyiink fel e célbol egy ortonormalis {¢;} fliggvény-
rendszert. A §) feltétel miatt a,, =0, tehdt y konstanst megvalaszt-
hatjuk agy, hogy |7|’=a, legyen. Az f,=y¢, jelolést alkalmazva
(1) teljesiil i, k =1 esetén.

Tegyiik most fel, hogy mar sikeriilt megvélasztani az fi, ..., fa
fligyvényeket tigy, hogy f: linearis kombinaci6ja legyen a ¢, ..., @:
fiiggvényeknek, és hogy (1) teljesiiljon 7, k = n mellett. Megmutat-
juk, hogy akkor f..1 is megvélaszthaté tigy, hogy lineiris kombi-
nacidja legyen a g, ..., ¢, fiiggvényeknek, és hogy (fi, fun) —
=a; .1 ((=1,..,n+1) teljesiiljon. Ezaltal teljes indukcioval
igazoljuk, hogy a keresett {f;} sorozat létezik.

Keressiink ki az fi,...,f. fliggvények koziil egy maximalis
linearisan fiiggetlen részrendszert; az egyszeriiség kedvéért felte-
het6 (mert a szamozas megvaltoztatasaval elérhetd), hogy ez a rész-
rendszer az f, ..., f» (r = n) fiiggvényekbdl all. Keressiik most f,,1-et

fn+1 ok )"lfl SRR lv‘fr 2 l??h‘—l

alakban. Ekkor a 4; és 4 egyiitthatdkat ugy kell megvélasztanunk,
hogy i=1, ..., n esetén

Fo Fosd= S B )+ A, ) =

2 TS
5 :;;:amlk=(li,n+1 =48
tovabba
(3) (fn+1 ’ fn+l) = An41,n41

legyen. Mindenek elétt megmutatjuk, hogy a 4, ...,4, szamokra
nyert (2) linedris egyenletrendszer megoldhaté. Ez azt jelenti, hogy az

ai ... Qir Q1 n41

1 | [ PSR SO0V | R s RS ) o ol d RO R R T BT RN R ]

A

“nr
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matrixok rangja megegyezik. 9, rangja azonban r, mert az f;, ..., f,
fiiggvények linearis fiiggetlensége folytin az I, matrix determi-
nansa pozitiv. B,. rangjanak megallapitidsa végett tekintsiik az
W41, 0+1 matrixot. Ha ennek rangja is csak r, akkor B,,-é is ennyi.
Ha ..y .+ rangja r-1, akkor ismert tétel szerint B,, valamely
(r+ 1)-edrendii aldetermindnsa csak akkor lehetne zérustdl kiilon-
bozd, ha az ugyanazon sorokbdl &ll6 fdminor sem tlinnék el; ez
utébbi azonban az ., matrixnak (r+ 1)-edrendii féminora és igy
elttinik, mert a megfelelé indexii f,, ..., fi,,, fiiggvények linedrisan
fiiggenek, hiszen f,, ..., f maximdlis linedrisan fitggetlen rendszert
alkotott. Nem lehet azonban .. .1 rangja (r-1)-nél nagyobb
sem; az imént idézett tétel szerint ennek bizonyitdsdhoz elég meg-
mutatni, hogy ..y,..1 minden (r-+2)-edrendii féminora elt{inik
(erre persze csak r<n esetén van sziikség). Egy ilyen féminor
azonban mindig tartalmaz egy olyan (r - 1)-edrend{i féminort, amely
mar aldeterminansa ,,-nek, s igy az eldbb mondottak szerint
eltiinik, tehat a hozza tartozd Hermite-féle alak szemidefinit, s
akkor a belole szegélyezéssel keletkezd vizsgalt féminorhoz tartozé
Hermite-féle alak nem lehet definit. Ezért ez az alak is csak sze-
midefinit lehet, s igy determindnsa ugyancsak eltiinik. Beléattuk ily
modon, hogy .11 €s ezzel egyiitt B, rangja is r.

Beblzonyltottuk a (2) egyenletrendszer megoldhatésagat. Meg-
oldasa az els6 r egyenletbol a Cramer-szabaly szerint nyerheto,
vagyis a

a1 were i A1, n+1 |
T an von Qyy ar,n+l
| Ani1,1 - -« Quil,r Angd, ot

determinans a,.,. eleméhez tartoz6 elGjeles aldetermindnsat Ci-val
(k=1, ..., 1), az Q.+1,2+1 elemhez tartozét pedig D-vel jelolve

s R s o == Cg o D
Jeloléseinkkel
(fn+1y n+1 (Zlf +Z'¢u+1, Z;hfk‘i“lfpm-l)
=23 tihat |Af=
ko fiz=2L
e S5 LS e ST
—=~D D%t
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Ha figyelembe vessziik, hogy i=r miatt > asCi=— ;.1 D,
. =1
akkor

1 < — ’
(,fn+1 ’ f;l+1) i ’5 Zl Qi n41 Ci+ I;v|'

"
adédik, és ebb8l > a; w41 Ci = C— @y, 11 D felhasznéldsaval (amit

=1
C ¢és D valds voltara valo tekintettel irhattunk fel ebben az alakban)

2
.

€
(fn+1, n+1) (& e ﬁ 'J[‘ an+1, n+1 + |l
fgy aztin (3) a
€

|l|":5

alakot olti, s ebb6l C nemnegativ, valamint D pozitiv voltara vald
tekintettel megallapithatjuk, hogy 4 is megvalaszthaté a kovetel-
ményeinket kielégité modon.
Csdszdr Akos
11. megoldds. Allitjuk, hogy a kivant tulajdonségun fiiggvények
megvalaszthatosagahoz sziikséges és elegendd, hogy a
“) szikxifkéo

1=1 k=1

egyenldtlenség alljon minden n természetes szamra és minden {x;}
komplex szamrendszerre.
A sziikségesség evidens, hiszen egyenlGtlenségiink baloldaldn

> xif; normajanak négyzete all.
220
Az elégségesség bizonyitdsa végett tekintsiik az

n=2ax (k=1,2,..)

alakban el6allithaté sorozatokat, ahol is az x, szamok koziil csak
véges sok kiilonbozik O-t6l. Az igy eldallitott y = {y} sorozatok
evidens médon linedris sokasdgot alkotnak. Ha

(5) ykzzaikxi; yf———Zamxi,
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legyen
(6) <y, y’> =AZ'yk§£E;ZL,‘a,kx,iiEZ - xiﬁkiié—:'Zx,-jzg

(itt felhasznaltuk azt a (4)-bo6l konnyen foly6é tényt, hogy a;=ax).
A definici6é ekvivalens alakjaibol lathato, hogy <y, y”> értéke nem
fiigg y és y' (5) alatti elddllitdsainak specialis valasztasatol. <y, y’>
nyilvan y-ban linedris, y’-ben pedig konjugalt-linedris. (4) alapjan
<y,y>=0. E tulaldonsagokbdl mar kovetkezik a Cauchy—Bunya-
kovszkij—Schwarz-féle egyenlétlenség érvényessége:

I<» ¥OP=0, >V ¥

Ha valamely y-ra <{y,y>=0, akkor tehdt minden y’-re <3,y >==0,
amibdl pedig (6) alapjan kovetkezik, hogy y minden y; kompo-
nense 0, azaz y=0.

- Az y sorozatok ezek szerint az {y,y"> belsdszorzat-definicio-
val egy (nem teljes) © Hilbert-teret alkotnak. Specidlisan, y®-lel
jeldlve azt a sorozatot, amely az x;=1, x, =0 (k==1[) vélasztas-
nak felel meg, azt kapjuk (6)-bol, hogy

<0, Y0 >— .

Ezek utin nem marad méas hétra, mint az y® vektorrend-
szernek az L’(a, b) fiiggvénytérbe vald izometrikus leképezése. Ez
lehetséges, hiszen § dimenzidja véges vagy megszamlélhato, hiszen
H-t az y© vektorok kifeszitik. Ezért pl. egy-egy teljes ortonormalt

rendszer segitségével izometrikusan leképezhet6 a megszamlalhatéan
végtelen dimenzidju L*(a, b) térbe.

Megjegyzés. Altalaban igaz, hogy ha k(p, q) valamely S XS
halmazon értelmezett pozitiv definit fiiggvény, azaz ha

> > k(pi, PYXT=0

s=1"k=%
minden S-beli p; és komplex x; értékrendszerre, akkor létezik egy
$ Hilbert-térben egy olyan {e,},es vektorrendszer, amelyre
(e, ) = k(p, ).

(Lasd pl. M. I'. Kpeiin: 9pMUTOBO—IIOJOKUTEJIBHBIE spa HA
opHopoaubix mpoctpancTeax (I yacrts), Yrpauckuit Marematuyeckuii
Kypuan Axap. Hayk YCCP, 1 (1949), 64—98, kiilondsen a 66.

lapon). Szdkefalvi-Nagy Béla
A 91. feladat megoldasat bekiildotte még Szfand Tamds.
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92. feladat. Legyen adva egy 0<n,<n,< ... sorozat. Alljon
az a, a, ... sorozat az (ny, ny1) intervallumokban a 2*-val oszt-
hat6 egész szamokbo6l. Adott r mellett tekintsiik az a;, +ai,+ --- +a;,
(h=i,=---=1i,) szamokat. Bizonyitandd, hogy e szdmok soroza-

tanak sfirtisége O.
(Erdds Pdl)

Megoldds. Az éllitast r-re vonatkozo teljes indukcioval bizo-
nyitjuk. Jelolje A,(x) az r-tagu osszegként eldallithatd, x-nél nem
nagyobb szdmok szdmat. Az x-nél nem nagyobb a; szamok sza-
mara, A,(x)-re vonatkozolag vildgos, hogy ha x>n;, akkor

1 Ai(x 1 1y 1
Al(.’c)énk-l—ﬁ(x—nk), —])(c—) = 27~'+x(1 e 2k)'

Bérmely pozitiv e-hoz megvélaszthatd k& gy, hogy az utolséd
kifejezés elsd tagja kisebb legyen /2-nél, majd ehhez a k érték-
hez x-t ugy, hogy x,>n; legyen és a masodik tag is kisebb le-
gyen &/2-nél. Ezzel elértiik, hogy x>x, esetén A,(x)/x<s. Azr=1
esetre bebizonyitottuk tehat az allitast.

Tegyiik fel, hogy valamilyen r—=o értékre helyes az allitas.
Legyen k egy tetszOleges természetes szam. A o1 tagi Osszeg-
ként elballithatd szamok koziil a 2*-val nem oszthatok el6allitisa-
ban szerepelnie kell egy m-ndl nem nagyobb tagnak, a tobbi tag
pedig egy o tagn Osszegként eléallitott szamot ad. Ezért

: : A 1 :
A= E+mide(o, | Bl o L Ty

Barmely pozitiv e-hoz megvélaszthatd k gy, hogy az utols6
kifejezés els6 tagja kisebb legyen &/2-nél, majd ehhez a k érték-
hez az indukcios feltevés értelmében x, tigy, hogy x,>n. legyen és

Ap(x) _ &
Y- 5 2n;
is teljesiiljon. Ezzel elértiik, hogy ha x>Xx,, akkor A, (x)/x<s.
fly m6don a feladat 4llitdsat r minden értékére igazoltuk,
Surdnyi Jdnos
A 92. feladat megoldasat bekiildte még Hajos Gyirgy és
Kévdri Tamads.



157

Problémes proposés

105. Soit f(x,, Xs, ..., Xu, ...) une fonction réelle définie pour
toute suite réelle x;, Xs,..., Xs,..., monotone croissante pour
chacune de ses variables. Peut-on conclure des relations x;=y:
(=12 5555) que

Py X5, ey Xy 2o ) P VT Pa; 7255 s n ) P
J. Czipszer

106. On donne un entier positif & arbitraire. Démontrer qu’il
existe une infinité de nombres premiers p pour lesquels 1’'équation

xt=2kyr | 2°

posseéde des solutions entiéres.
K. Corrddi

107. Démontrer que si 0<s<2s=¢{, alors
S (—1) (t—k) (s v
>yl k)_o.

108. Dans l'espace euclidien & n dimensions nous appelons
m-parallélotope régulier 'ensemble des points déterminés par les

A. Csdszdr

vecteurs a—{—z aie; (0=a:=1), si les vecteurs e; ne sont past

nuls, s’ils sont orthogonaux deux-a-deux et s’ils ont des coor-
données non-négatives. Peut-on choisir un nombre fini de m-pa-
rallélotopes réguliers de maniére telle que le nombre de tous les
points de lespace qui sont simultanément les sommets d’un
nombre impaire de ces m-parallélotopes, soit supérieur a O et

inférieur a 2m?
G. Gridtzer, A. Hajnal et E. Schmidt
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ERTESITES A II. MAGYAR MATEMATIKAI KONGRESSZUSROL

A Magyar Tudoményos Akadémia és a Bolyai Janos Matematikai Tar-
sulat kozosen rendezi meg Budapesten a II. Magyar Matematikai Kongresszust
1960. augusztus 24 ¢és 31. kozott. A kongresszus megemiékezik a nem
euklideszi geometria egyik felfedezoje, Bolyai Janos halalanak 100. évfordul6-
jarol. A kongresszuson az alabbi szekcidk fognak miikodni:

1. Algebra és szamelmélet

2. Geometria és topologia

3. Analizis

4. Valoszinfiségszamitds és matematikai statisztika

5. Matematikai logika és matematikai gépek elmélete

6. A matematika alkalmazésai ‘

7. A matematika torténete és oktatasa.

A kongresszus irdnt érdekléd6k forduljanak a kongresszus szervezd-
bizottsagahoz. Cim: Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai Kutaté Inté-
zete, Budapest, V., Redltanoda u. 13—15. A szervezdbizottsag az érdekl6dok
cimére rendszeresen megkiildi a kongresszusra vonatkozé tajékoztatdkat.

COOBIIIEHHME O BTOPOM BEHTEPCKOM MATEMATUYECKOM CBHE3/IE

24—31-oro arrycra 1960-oro ropa B Bypanemtre cocromtcsi BTOpPOW
BEHrepckuil marematuuecknii chesn. Cbeas coBmecTHo opraandyiotr Beurepckast
Axanemusi Hayk u Maremarnyeckoe OOwiectBo umenn Snoma Bosn. Cobeapn
Nno4TuT Namsath SIHoma Bosu, B CBA3M CO croierueM CO AHA ero cmeprn. Ha
cbe3ae Oyayt padoTaTh CleAyIOLHe CEeKIUM :

1) anre6pa u Teopus uucern,

2) reomeTpusi ¥ TOMOJOTHS,

3) anams,

4) Teopusl BEPOSITHOCTEN M MAaTeMaTHYeCcKas CTATUCTHKA,

5) matemaTnyeckas JOrHKa ¥ TEOPUsi MATEMATHYECKMX MALIAH,
6) npUNOKEHAsT MAaTEMAaTHKH,

T) mcTopusi MaTeMaTUKH M MPErnojaBaHue MaTemMa THUKH.

Murepecyromuecss MOryT 0OOpaTHTBCS K OPraHM3aUMOHHOMY KOMUTETY
cees3fa. Appec: Maremarnyeckuii Mucrutyr Beurepckoit Axagemun Hayk,
Budapest, V., Realtanoda u. 13/15. Opraun3auuosusiit KOMUTET OyIeT peryi-
SIPHO BBICHUIATL MHTEPECYHOLIMMCS uucpopmaumo OTHOCHTEJIBbHO Che3/1a.
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ANNOUNCEMENT
OF THE Il HUNGARIAN MATHEMATICAL CONGRESS

The II. Hungarian Mathematical Congress will take place from 24" till

31° of August, 1960, in Budapest, as organised jointly by the Hungarian
Academy of Sciences and the Bolyai Janos Mathematical Society. The Cong-
ress will commemorate of Bolyai Janos, one of the discoverers of the non-
euclidian geometry, at the occasion of the centenary of his death.

The following sections of the Congress will work:

. Algebra and number theory
. Geometry and topology
. Analysis
. Probability theory and mathematical statistics
. Mathematical logic and theory of mathematical machines
. Applications of mathematics
. History of mathematics and mathematical education

Those interested in the Congress should apply to the Organizing
Committee. Address: Mathematical Institute of the Hungarian Academy of
Sciences, Budapest, V., Redltanoda u. 13—15. The Organizing Committee
will regularly supply the inquirers with further informations concerning the
Congress.

N O OUR LoN =

; COMMUNICATION
SUR LE DEUXIEME CONGRES MATHEMATIQUE HONGROIS

L’Académie des Sciences de Hongrie et I’Association Mathématique
Janos Bolyai organiseront en commun le deuxiéme Congrés Mathématique
Hongrois qui se tiendra & Budapest du 24 au 31 Aodit 1960. Pendant le
Congres aura lieu la commémoration du 100-iéme anniversaire de la mort de
Janos Bolyai, 'un des fondateurs de la géométrie non-euclidienne.

Dans le cadre du Congrés prendront part les sections suivantes:

. Algébre et théorie des nombres

Géométrie et topologie

Analyse mathématique

. Calcul des probabilités et statistique mathématique

Logique mathématique et théorie des machines mathématiques
. Application des mathématiques

. Histoire et enseignement des mathématiques.

Les personnes intéressées au Congrés sont priées de s’informer aupres
du Comité d’Organisation du Congres. Adresse: Institut de Mathématique de
I’Académie des Sciences de Hongrie, Budapest, V., Realtanoda u. 13—15.

Le Comité d’organisation enverra systématiquement a l'adresse des
intérréssés les informations relatives a ce Congres.

NO U N~

ANMELDUNG DES II. UNGARISCHEN MATHEMATISCHEN KONGRESSES

Der II. Ungarische Mathematische Kongress wird vom 24. bis 31.
August 1960 in Budapest stattfinden. Der Kongress wird eine gemeinsame
Veranstaltung der Ungarischen Akademie der Wissenschaiten und der Bolyai
Janos Mathematischen Gesellschaft sein. Der Kongress wird Bolyai Janos,
eines . der Entdecker der nichteuklidischen Geometrie, anldsslich des 100.
Jahrestages seines Todes, gedenken. Im Rahmen des Kongresses werden die
folgenden Sektionen tagen:
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. Algebra und Zahlentheorie

Geometrie une Topologie .

. Analysis

. Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik

. Mathematische Logik und Theorie der mathematischen Maschinen
. Anwendungen der Mathematik

. Geschichte und Unterricht der Mathematik.

Die sich fiir den Kongress Interessierenden sollen sich zum Organi-
sationsausschuss des Kongresses wenden. Adresse: Mathematisches Institut
der Ungarischen Akademie der Waissenschaften, Budapest, V., Realtanoda
u. 13—15. Die Organisationsausschuss wird den Interessierten regelmissig
weitere Auskunft iiber dem Kongress erteilen.

~NO O W -

Olaszorszdg

Az Olasz Matematikai Tarsulat (Unione Matematica ltaliéna) 1959 szep-
tember 11-161 16-ig matematikai kongresszust rendez Napolyban. A kongresz-
szuson a kovetkezd szekcioiilések lesznek:

I. Algebra
1. Analizis
Ill. Val6sziniiségszamitas és alkalmazasai
IV. Geometria
V. Mechanika és matematikai fizika
VI, Topologia
VII. Matematika torténete, matematikai logika. Didaktika.

Szovjetunio

Kulturdlis csereegyezmény keretében Roézsa Pal 1958. X. 7-t6l XI. 19-ig
a Szovjetunidban jart. Moszkvaban a ,Hypermatrixok alkalmazasar6l korpusz-
kularis rendszerek mechanikajaban“ cimen tartott eléadast. 3

Prékopa Andras 1958, IX. 30-t6l X. 29-ig tartézkodott a Szovjetunioban.
Moszkvaban ¢€s Leningradban ,Stochasztikus halmazfiiggvények*, Kievben
pedig ,Masodlagos folyamatok elméletérdl“ és ,A magyar matematikai statisz-
tikai szervezetr6l“ cimen tartott eldadast.

Lengyelorszdg

A Lengyel Tudoméanyos Akadémia Matematikai Intézetének meghivasara
Erdés Pal, T. S6s Vera ¢és Turan Pal 1958. V. 19-t61 VI. 7-ig tartozkodott
Lengyelorszagban. Erdés Pal Varsoban, Krakéban, Wroclawban, Poznanban és
Lublinban eredményekrdl és megoldatlan problémakrol tartott elbadast kiilon-
boz6 targykorokbol. T. Sés Vera Wroclawban A lanctortalgoritmus geomet-
riai értelmezése és alkalmazasai“ cimen tartott el6adast. Turan P4l Varséban
»Magasabb foku kongruenciakrol“ és ,,A diofantikus approximacié elméletének
egyes tjabb problémairol“ cimen, Lublinban, Poznanban, Wroclawban és
Krakoban ,Egy kiilonos divergenciajelenség a hatvanysorok konvergencia koré-
nek keriiletén“ cimen tartott eléadast.

Kultiralis csereegyezmény keretében L. Ziermann Margit 1959. 1. 4—
I. 14-ig ¢és Tandori Karoly 1958. V. 19—VI. 7-ig tett latogatast. Tandori Karoly
Poznanban ,Uber die Konverdenz und Summierbarkeit der Orthogonalreihen®
és Lodzban ,Uber die orthogonalen Funktionen“ cimen két elGadast tartott
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Kina

Kalmar Laszlo a Kultircsereegyezmény keretében 1958. XI. 22—1959. III. 1-ig
Kinaban tartozkodott. Ott léte alatt a kovetkezd eléadasokat tartotta:
Pekingben: XI. 29-én A matemetikai logikarol
XII. 1-én A matematikai logikai fiiggvénykalkulus eldontésproblémajarol
2-4n Az 1n. eldonthetetlen matematikai problémakrél
4-én Church tételérdl. Matematikai axidmarendszerek ellentmondastalansa-
garol
5-én Godel és Church tételeinek bizonyitasarél. Matematikai axiémarendsze-
rek ellentmondastalanségarol.
6-4n Gentzen ellentmondastalansag-bizonyitasa egyszeriisitett valtozatanak
részletérol
8-an A matematikai logika néhany miiszaki alkalmazasarol I.
9-én » » » " II.
25-6n és 26-an A szegedi logikai géprol 1. és IL
1. 3, 4, 6 és 7-én Automatikus szamol6gépek programozéasanak néhany kérdé-
sérdl I-1V.
I. 5-én A felsboktatas néhany problémajardl a magyar egyetemeken:

Vuhanban: XII. 12-én A szegedi logikai géprol
13-4n Automatikus szamologépek programozasanak néhany kérdésérol.

Hangcsouban: XII. 21-én A matematikai logikar6l és néhany alkalmazasarol.

Sanghajban: XII. 17-én Automatikus szdmoldgépek programozasanak néhany
kérdéserol.
18-4n A szegedi logikai géprol

I. 12-én A matematikai logikarol :

13-4n A matematikai logika néhdny miiszaki alkalmazasarol.
. 14, 16, 19 és 20-an A matematikai logika elemei és miiszaki alkalmazéasai
. 20 és 21-én A szegedi logikai géprol
. 26, 27 és 28-an Automatikus szamolégépek programozasarol
. 29-én A felsdoktatds néhany problémajar6l a magyar egyetemeken
. 30-4n Az un. eldonthetetlen matematikai problémakroél. :

Romadnia

A Roméan Tudomanyos Akadémia Geometriai és topologiai kollokviumot
rendezett lasiban 1958. VI. 1—VI. 6-ig. A kollokviumon Bognir Matyas és
Csaszar Akos vettek részt és eldadtak ,Alekszandrov lokalis dualitdsi tételé-
nek altalanositasa® illetve, ,Egyszerli gérbékr6l“ cimen. A kollokvium befeje-
zése utan Csaszar Akos ,Konvex halmazokrol és fiiggvényekrdl® cimen tartott
elbadast Bukarestben. i

Kulturalis Csereegyezmény keretében Molnar Jozsef 1958. 1X. 9—30-ig
és Szép Jend 1959. II. 23—IIl. 10-ig tartézkodott Romanidban. Szép Jeno
Bukarestben és Kolozsvart , Algebrai srukturédk bovitése“ cimen tartott eldadast.

-~

Német Demokratikus Koztdrsasdg
Kultiralis csercegyezmény keretében Fodor Géza 1958. X.1—21-ig és

So6s Gyula 1958. V. 27—VII. 17-ig tartézkodott a Német Demokratikus Koz-
tarsasagban.

11 Matematikai Lapok



162

Csehszlovdkia

Kulturalis Csereegyezmény keretében Muszka Daniel 1958. IX. 26—XII.
11-ig és Steinfeld Ott6 1958. VI. 3—24-ig tett latogatast Csehszlovakidban
*

A Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik Saarbriicken-
ben konferencidt rendezett 1958 4prilisdban, melyen Egervary Jené ,Hyper-
matrix-algoritmusok mechanikai és elektrotechnikai alkalmazasai“ cimen tartott
eldadést. s

A Monsi miiegyetem ,Les Mathématiques de I'Ingenieur® cimen mfiszaki
matematikai konferencidt tartott 1958. janiusdban. Magyar részr6l Egervary
Jend vett részt. El6adasainak cime ,Discrete models and matrix methods in
engineering analysis“ és ,The Hungarian method in econometry“ volt. A kon-
ferencian részt vett még Freud Géza. ,Egy hovezetési feladatrol“ cimen tartott
eldadast. S

Egervary Jend 1958. jilius 2-an Bécsben ,Uber kombinatorische Eigen-
schaften von Matrizen und ihre Anwendungen in der Okonometrie“ cimen
adot elo.

Hollandia

Hajos Gyorgy az Utrechti egyetem meghivasara 1958, 1X. 10—X. 21-ig
Hollandidban tartézkodott. Utrechtben, Amsterdamban, Delftben és Leydenben
tartott eldadasokat. : §

Békéssy Andras 1958. I. 12—26-ig Hollandiaban volt tanulmanyiiton.
£

Fejes-Toth Lé4szl6 kiilonbozé meghivasoknak eleget téve 1958. X. 1—XI.
20-ig Helsinki, Stockholm, Uppsala, Kopenhaga, Kiel, Hamburg, Frankfurt
a. M, Heidelberg, Karlsruhe, Freiburg i. Br., Tiibingen, Miinchen és Erlangen
varosokban tartott eléadasokat, kozben részt vett X. 20—28-ig az Oberwolf-
achban rendezett ,Geometrie—Tagung“-on. Kinttartézkodasa alatt a kovetkezo.
cimeken tartott eléadést:

,Uber einige schone Extremalfiguren®,

yungeloste Probleme der anschaulichen Geometrie“
yKugelanordnungen in Ridumen konstanter Kriimung®,
,Bedeckung einer Kugel durch Kugeln®,

»Oymetrie und Wirtschaftlichkeit“.

,Kreislagerungsprobleme*.
*

Rédei Laszlo 1958 IV. 19—V. 12-ig tartozkodott kiili6ldon. Rostockban
és Uppsalaban ,Polinomgyfiriik idealjairdl foidealgyfirti felett* és ,Korosztasi
testekr6l“ cimen, Osloban ,A haromszog nevezetes pontjainak elmélete“ és.
yEls6fokban nemkommutativ véges félcsoportok“ cimen és Greifswaldban
,Kedvenc kutatdsi témaim“ cimen adott eld.

Ed

Rényi Alfréd 1958 augusztusidban meghivasra Amsterdamban ,Valés
szamok .eléallitasainak ergodikus tulajdonsagair6l“ cimen és St. Andrewsben
a Royal Statistical Society dltal rendezett matematikai statisztikai konferencian
»Valoszinfiség €s keverés“ cimen tartott eladast.
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Juvancz Iréneusz 1958. X. 15—21-ig részt vett a Deutsche Gesellschaft
fiir Erndhrung altal Bad Neuenahrban rendezett konferencian. ,Allgemeine
Probleme zur Statistik der Arteriosklerose“ cimen tartott eldadast.

*

Sarkadi Karoly ,Vizsgalatok a Bayes-tétel problémakoréb6l“ cimii kan-
didatusi disszertaci6jat 1958. jin. 6-an védte meg. Opponensek voltak:

Tandori Kéroly a matematikai tudomanyok doktora

Vincze Istvan a matematikai tudomanyok kandidatusa.

*

Fried Ervin ,Vektorterek Galois modulusa“ cimii kandidatusi értekezé-
set 1958. jin. 6-an védte meg: Opponensek voltak:

Rédei Laszl6 akadémikus

Kertész Andor a matematikai tudomanyok doktora.

1]%



Tarsulati élet

Matrixelmélet és alkalmazasai kollokvium elSadaskivonatai

Szeptember 22., hétfé de.

Bosznay Apim: Mechanikai lengdrendszerek vizsgdlata matrix-szdmitds segit-
ségével. Elméleti és gyakorlati szempontbdl egyarant fontos probléma mecha-
nikai lengdrendszerek sajatkorfrekvencidinak meghatarozasa. Hatarozatlan
szabadsagfok (rendszam) esetén jelenleg csak néhany egészen specialis fel-
épitésii lengorendszerfajta sajatkorfrekvenciait tudjuk explicite felirni, a
gyakorlati problémakban azonban az ilyeneknél altalanosabb lengérend-
szerek sajatkor-frekvencia-meghatarozasanak kérdése meriil fel. Gyakorlatilag
jol alkalmazhaté6 moédszerekkel is csak az tn. lancszer(i, sima modellel kap-
csolatban rendelkeziink. Célszerii tehat a nem ilyen modelleket veliik meg-
egyez0 sajatkorfrekvencidkkal bird lancszerii sima modellekre visszavezetni.
S. Falk adott egy ilyen modszert, de képleteinek levezetését nem kozolte.
Az eldadas a Lanczos altal szerkesztett egyik véges iteracids eljarasra tamasz-
kodva a matrixszdmitds alkalmazdsdval bemutatta ezeknek a képleteknek a
levezetését. Kiilonosen eldnyosnek tiinik a Falk-féle visszavezetés és az elo-
ad6 Aaltal régebben szerkesztett sajatkor-frekvencia meghatarozé modszer
osszekapcsolasa.

SzaBd JAnos: A matrix-szdamitds alkalmazdsa hidszerkezetek szildrdsdgi vizs-
gdlatdnal. Az alkalmazhatésag feltétele — a szuperpozicié lehetdsége és a
terhelések — alakvaltozasok kozotti linearis Osszefiiggés — hidszerkezetek-
nél vagy eleve teljes egészében, vagy az értelmezési tartomany egyes kisebb
szakaszain beliil kielégithetd. Az alkalmazas soran djabban elért eredmények
vazlatos ismertetése : :

1. A szobajove szilardsagtani feladatok tdlnyomo része egy Kx=b alaki
matrix-egyenlet megoldasara vezet, amelyben a technikai feltételek alapjan
kimutathato, hogy |K|# 0. A megoldast x = K 'b alakban nyerjiik, ahol
(K=[K;]; D=<K;>; A=KD '=B-+E; B=[bjby--- b,]; Fp—E és

F, =A"! jelolésekkel) az invertdlas az

gl E; bjefF;
J J-L 1+e; Fj—l bj

rekurziv formuldval hajthato végre.

2. A szilardsagtanbol vett példan (gerendatartd vizsgalata) egyszerli eszko-
zokkel kimutathaté egy differencialegyenlet differenciaggyenlettel valé meg-
kozelitéseébdl szarmazo hiba nagysagrendije.

3. Kétméretii folytonos szerkezetek (lemezek, falak, héjak, stb) numerikus
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szamitasanal alkalmazott matrixszamitasra épitett két modszer vazlatos
ismertetése : a) a parcialis differencialegyenletek kozelitése differenciaegyen-
letekkel, b) a folytonos modell megkozelitése véges stirliségli tartéraccsal.
Az utobbibdl szarmazd elonyok.

Fazekas Ferenc: Vdltozdé merevségii tengely kritikus szigsebességének vizs-
gdlata matrix-szdmitds segitségével. E problémat Egervary Jend 1949-ben
oldotta meg Kklasszikus moédszerrel. Az eléadd ugyanezt a problémat a
Marguerre-féle matrix-szamitdsos modszerrel targyalja.

A szimmetrikus elrendezésii forgd rendszer bal felének jobb szélsé darabija,
a rotor az y, — Ry, matrixegyenlettel jellemezhetd, ahol R negyedrendii
kvadratikus matrix, elemei o (szogsebesség) fiiggvényei.

A rétortol balra, az i-edik fengelyszakasz matrixegyenlete Viy1 = R;Xx;, ahol
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R, negyedrendii felsé haromszogmatrix. A feljes forgo rendszer matrixegyen-

e |
adodé homogén linearis egyenletrendszer determinansanak eltlinésébdl az
Egervaryndl is szereplé sajatértékegyenletet kapjuk. Ebbo6l pl. nomogramm
segitségével nyerhetd a legkisebb kritikus szogsebesség kozelitd értéke.

lete tehat yn+1:(HRi) Ry,. A keriileti feltételek figyelembevételével

Szenoy KiroLy: A Laplace-transzformdcio egy finit analdgidja. Linearis
differencial egyenletek megoldasa esetén a Laplace-transzformacié vissza-
transzformalasanal eléforduld nehézségek kikiiszobolésére javasolhato a fiigg-
vények diszkrét értékekkel valé eldallitasa. [lymodon az egyvaltozos fiiggvény
oszlop-, a kétvéltozés téglalapalaki matrixba foglalhaté. A fiiggvény diffe-
rencialhdanyadosat helyettesité differencia hanyadosanak matrixa pedig elo-
allithaté két oly oszlopmatrix Osszegeként, amelynél az elsd tag egy egyen-
letes triangular (haromszog) matrixnak (D) és a fiiggvény matrixdnak szor-
zata, a masodik pedig a fiiggvény kezdeti ertékének és a Dirac-fiiggvénynek
megfelelé matrixnak szorzata. Hasonloképpen lehet a k-adrendii differencia
hanyados matrixképét is meghatarozni. '
Az alland6 egyiitthatoji differencial egyenlet matrix el6allitisa Sy =z + Qe,
amelybe S és Q a D matrix polinomjaiként képzett egyenletes triangular-
matrixok. Mivel egyenletes trianguldr matrixok szorzata kommutabilis, ezek
a matrixok skalarként kezelhetdk, ilymédon S matrix inverze kénnyen meg-
hatarozhat6. A D matrix inverze, az L un. integraldsi matrix, amely az
1 (x—§) egységfiiggvény matrix eldallitisa. Belathaté, hogy L matrix pedig
(x—§

k!
—D (D + aE) '; tovabba, hogy y(x—¢&) fiiggvény a kovetkezd triangular

fiiggvény matrix alakja; e” @9 fiiggvényé pedig (E+ aL) ! —

matrixsor osszegével llithaté eld: D' y(x—g e “ 9P, amely a Laplace-

z-§=1
transzformacionak finit alakja. Bemutathato ebben az esetben is az elsd és
masodik eltolasi tétel érvényessége.
Valtozo egyiitthat6ju differencia egyenlet is megoldhato, azonban az S matrix
mar nem egyenletes trianguldr matrix, a tényezok felcserélésére pedig meg-
felelo algoritmust lehet hasznalni. ;

BrODY ANDRAS: A mdtrix-szdmitds felhaszndldsa a tdrsadalmi munkameg-
takaritds mérésére. Az elbadds szovege megijelenik a MTA Matematikai Ku-
tato Intézete Kozleményeiben.
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Szeptember 22., hétfé du.

Tasst Géza: Rugalmas-plasztikus dllapotit sztatikailag hatdrozatlan szerke-
zetek vizsgdlata matrix-szdmitds alkalmazdsdval. Ridszerkezetek teherbira-
sinak meghatdrozasanal és fervezésénél egyre nagyobb teret hodit a képlé-
kenységtan alapjan allo szamitas. Tetszéleges — egy paramétertol fiiggd —
teherhez tartozo erdjaték és alakvaltozdsi allapot meghatdrozasara azonban
a szokasos egyszerfisitd feltételezések mellett sem dolgoztak ki részletesen
altalanos eljarast. A matrixszamitas ez qj teriileten valé alkalmazasakor le
kell gy6zni az abbol adédé nehézségeket, hogy mivel a szuperpozicié elve
— szemben a rugalmas anyagu tartokkal — nem érvényes, a feladat egy
linearis egyenletrendszerrel nem fogalmazhaté meg.

A képlékeny alakvaltozds kozvetett figyelembevételének A. A. Gvozgyev altal
javasolt modszert tovabbfejlesztve a szerkezet erémddszerrel valé megolda-
sabo6l kiindulva linearis egyenletrendszer irhaté fel, amely azt fejezi ki, hogy
a — pl. hajlitott — tarté valamely keresztmetszetében a kiilso teher €s a
plasztikus csuklokon fellépd terheld elforduldsok hatésara legfeljebb a hatar-
nyomaték 1ép fel. Tordterhelés esetén az elfordulasokra felirhaté inhomogén
linearis egyenletrendszer egyiitthato matrixdnak rangja eggyel kisebb, mint
a rendszama. Automatikus modszerrel meghatarozhato a terhelési paraméter-
nek az az értéke, amelyre az egyenletrendszer kompatibilis. Minthogy a
folyasi mechanizmus altaliban elore nem ismert, a plasztikus csuklok Kki-
alakuldsdnak helyeit és a toroteher paraméterét egyszerti minimum feladattal
kell meghatarozni. Az eléforduldsoknak a toréterhelés fellépése pillanataban
val6 értékét az egyenletrendszer egy szabad paramétertdl fiiggd linedris
megolddasai szolgaltatjak. Az lesz a legutoljara kialakulé plasztikus csukld,
amelyen fellépd elforduldsnak, mint- a szabad paraméter linearis fliggvényé-
nek zérushelye extrémalis. A plasztikus csuklok kialakulasi sorrendjét, a
rajtuk fellépd elfordulasokat és a nyomatéki abrdkat ugyancsak szélsd érték
feladat megoldasa adja, s ehhez az egyenletrendszer egyiitthaté matrixa
bizonyos minormatrixainak invertaldsa sziikséges. Ezek egy-egy diad ismételt
levalasztasaval szamithatok. Az igy kidolgozott eljaras konnyen attekinthetd
és gépi uton is egyszeriien elvégezheto.

A matematikai probléma megoldasa jelentos részben Rozsa Pal munkdjanak
eredménye.

SANDOR IsTVAN : Feszitett betongerenda tartovégének fesziiltség-eloszlds-vizsgd-
lata a matrixszdmitds segitségével. Ha egy derékszogli négyszog keresztmet-
szetli gerenda sajat sikjaban miikodoé erokkel van terhelve, akkor sikbeli
fesziiltség allapot vizsgalatar6l van szo.

Ezt az allapotot a g, és ¢, normalis és 7, nyir6fesziiltségek jellemzik.
Mint ismeretes, az F(x,y) fesziiltségfiiggvény kielégiti a JAF (x,y)=0
biharmonikus differencialegyenletet és a megfeleld keriileti feltételeket. Ha a
differencialegyenletet differenciaegyenlettel kozelitjiik, akkor a kovetkezd
matrixegyenletet kapjuk a fesziiltségfiiggvénynek (a racspontokhoz tartozo)
értékeibol alkotott F matrixra:

C2F 4 2CFC+ FC2=P.
A P matrix magaban foglalja a keriileti feltételeket, C pedig a masodik dif-
ferencial képzésének megfelelé kontinudns matrix, amelynek ismert a spek-
tralfelbontasa: C =UAU*
Behelyettesitve az egyenletbe és bevezetve az S=U*FU és G—=U*PU
matrixokat, g
1

PR e O i o T S
Yoo R4+ 4
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édédik, ahonnan a keresett f; értékek, majd pedig a ¢, g, fesziiltségek

(kozelit6) értékei meghatarozhatok.

y? 11/

SirkANY Gyoray: Ellendramit szétvdlaszto vegyipari alapmiiveletek elméleti
Jfokozatszdmdnak meghatdrozdsarol. Az extrakcid, rektifikalas és abszorbcid
elméleti fokozatszaman (elméleti tanyérszam) azt értjiik, hogy 2 egymassal
csak részben vagy altalaban nem elegendd, ellenaramban mozgd folyadék-,
illetve gazfazisnak hanyszor kell egymassal érintkezni és koztiik fazisegyen-
stlyt el6allitani ahhoz, hogy az egyes fazisok koncentracioviszonyai eloirt
modon alakuljanak. Ezért az elméleti fokozatszamot a fazisegyensuly bealli-
tasat és a fazisok szétvalasat jellemzd egyenletekbdl lehet kiszamitani. Min-
den egyes elméleti fokozatra (érintkezési folyamatra) 4 tipusii egyenletet
lehet felirni: a koncentraciok fazisegyensiilyi Osszefliggését, a teljes anyag-
meérleget, egyik fazxskomponensre vonatkoz6 anyagmeérleget és a fazismeny-
nyiséget meghatdroz6 paraméter egyenlegét. Eszerint n elméleti meghataro-
zasara 4, egyenként n egyenletbdl allé egyenletrendszert nyeriink és a feladat
az egyes egyenletrendszerek egyenletei szamanak, n-nek kiszamitasa.
Az egyenletrendszerek e szokatlan, az egyenletek szamat meghatarozé meg-
* oldasat végeztiik el azon feltevések mellett, hogy a fazisegyensiilyt és a
fazismennyiséget meghatarozé paraméter viselkedését leird empirikus Ossze-
fiiggéseket szakaszonkent linearis fiiggvénnyel lehet megkozeliteni. Az igy
nyert egyenletrendszereket matrixegyenletek alakjaban irjuk fel. Linearis
matrixegyenleteket nyeriink, ha a fazismennyiséget meghatarozé6 paramétert
allanddénak tekinthetjiik. Az egyenletek szamanak meghatirozdsa a matrix-
“egyenletben szerepl6 nilpotens matrix explicit alakban konnyen el6allithat6
polinomjanak alkalmazasa révén valik lehetové. Bonyolultabb, nem linearis
matrixegyenletek adodnak, ha a fazismennyiséget meghatdrozo paramétert is
szakaszonként linedris fuggvenyekkel kozelitjiik. Ezekb6l a matrixegyenle-
tekbdl az ismeretlen koncentraciok kikiiszobolhetok és a megmaradd isme-
retlenek szdmdara tort-linedris rekurziés formulat nyeriink, amelyb6l n ismét
kiszamithaté. Az eddigi eredmények, — amelyekhez Rézsa Pal kozremiiko-
désével jutottunk, — Osszhangban vannak az irodalomban hasonld esetekre
nyert képletekkel.

Krekd BELa: A simplex mddszer néhdny alkalmazdsa (gazdasdgi problémdk
megolddsdra). Legyenek a by, b, ..., b, vektorok az n-dimenzios tér egyik
bazisanak vektorai. Ha va_lamelylk b ' vektort kicseréljiik a tér egy alkalma-
san megvalasztott a vektoraval, megvéltoznak a tér vektorainak az uj bazisra
vonatkozé koordinatai is. A linearis programozassal kapcsolatos szimplex
modszer numerikus szempontbdl is igen egyszerii eljarast ad az 1j koordi-
natak meghatarozasara. Ezt az eljarast elemi transzformaciénak fogjuk nevezni.
Illyen elemi transzformaciok sorozatos alkalmazasaval barmely A matrix
oszlopvektoraibol r lépésben kivalaszthatunk r olyan vektort, amely bazisat
alkotja az oszlopvektortérnek. (Az r az A rangja.) Ezzel a kérdéses matrix-
nak egy olyan, az

A = A] 3 A?
(myn) (my2) (A, n)
alakban felirhaté sajatos bazisfelbontasat nyerjiik, ahol az A, oszlopvektorai
a kivalasztott bazisvektorok lesznek, az A, pedig — oszlopvektorainak meg-
felel6 atrendezésével — az
[E, D]

alakra hozhat6. Itt az elsé blokk egy r-edrendii egységmatrix, a D pedig
egy (r, n—r) tipustt matrix.
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Tekintsiik ezutan az
Ax=—a

egyenletet. Ha torténetesen az A els6é r oszlopvektora alkotja az oszlop-
vektortér bazisat, akkor az elozéek szerint

A=A, -[E, D];
ha pedig egyenletiink eleget tesz a kompatibilitds kovetelményének, akkor
a=—Ajec.
E feltételek mellett egyenletiink ekvivalens lesz az
[E,D]x=c¢
egyenlettel. Ennek megoldasa pedig az

a0 [;] % [_ED] :

alakban irhato fel, ahol a t barmilyen n—r elemii vektor lehet. Nevezetes
koriilmény, hogy az emlitett numerikus eljards kozvetleniil szolgaltatja mind
a ¢, mind a D elemeit. Ugyanekkor a kompatibilitds kérdése is automatiku-
san realizalédik.

Ez a modszer természetesen jol alkalmazhaté a matrixok inverzének meg-
hatarozasara is. Erre szamos példa hozhat6 a gazdasagi tervezés teriiletérol.

DomoLkr Bint:  Szdllitdsi feladat megolddsa automatikus szdmologépek
segitségével. ,Szallitasi feladat“-nak a linearis programozas feladatdnak azt
a specialis esetét szoktak nevezni, amikor megadott x; =0, y, =0 és Cis =0
szdmokhoz kell olyan z;; nemnegativ elemekbol all6 matrixot keresni, hogy a

D 2=
e YT
== h
o (i=12..,m; j=12, ..., n)
Wz R
g%

&=l

feltételek teljesiilése mellett a

m n
A |

Cij Zij

==

Osszeg értéke minimalis legyen.

A feladat numerikus megoldasara altalaban hasznalatos modszer, egy tetszo-
leges kiindul6 megoldas sorozatos javitdsan alapul. El6ad6 vazolja a mod-
szer célravezetd voltidnak egy bizonyitdsat a matrixok és grafok kapcsolata
segitségével. Ramutat a modszer kiilonleges elényeire automatikus szamolo-
gépekre val6 alkalmazhatésag szempontjabol, valamint ismertet néhany problé-
mat, amelyek az M —3 gépre vald programozas soran vetddtek fel.

Szeptember 23., kedd de.

EGErvARY JENO : Konstruktiv modszer matrixoknak Jordan-féle normdlalakra
valo redukdldsdra. Az eléadott modszer a Jordan-féle normalalakra valo
redukalast két 1épésben hajtja végre, az adott matrix jobb- és baloldali
sajat- és fovektorainak szimultdn és szimmetrikus alkalmazésa mellett.
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El6szor a hermitikus projektoroknak bazisfaktorokra bontdsa dtjan nyert
transzformalé matrixokkal az adott matrixot olyan diagonélis hypermatrixokra
redukaljuk, amelynek blokkjai az egyes sajatértékekhez tartozo jobb- és bal-
oldali invaridns alterek bazisait szolgaltatjdk. Minden egyes blokk additive
tevodik Ossze egy idempotens €és egy nilpotens komponensbol.

Masodszor minden egyes nilpotens komponenshez egyszerii algoritmus segé-
lyével a jobb- és baloldali fovektoroknak egy biortogonalis rendszerét sza-
mitjuk ki. Ezek segélyével egy nem-derogatorius nilpotens matrix azonnal
Jordan alakra redukalhat, a derogatorius esetben pedig az eljaras iteracio-
javal adodik a végleges redukalt alak, mint Jordan-direkt 6sszege.

SzokeraLvi-Nacy Beva: Egyenletesen korldtos linedris transzformdciok véges
dimenzids euklidesi térben. Legyen y — Tx a véges dimenzios komplex euk-
lidesi R tér egy linedris transzformacidja (azaz T (ax;+ bx5)=aTx, +
-+ bTx,), és tegyiik fel, hogy ez egyenletesen korlatos abban az értelemben,
hogy létezik olyan M konstans, amelyre

IT" x| =M||xl|  (1=1,2,..)

||-]| jelentvén a vektorok hossziisagat. A kovetkezOt bizonyitotta be az elo-
ad6: T hasonlo egy kontrakciohoz, azaz van olyan invertdlhaté B lineéris

transzformaciéja R-nek onmagara, amelyre ]lBTB'lel =||x||-

Kovics LAszLo: Megjegyzés a linedris egyenletrendszerek elméletével kapcso-
latban. Az el6adé ramutatott a particiondlt matrixok szorzdsszabalyanak a
linedris egyenletrendszerek elméletével valé kapcsolatdra. A particionalt
matrixok szorzasszabalya természetes ekvivalencidt biztosit megfelel6 tipusi
matrixok felett értelmezett linearis egyenletrendszerek és skalaris egyenlet-
rendszerek kozott. Ezen ekvivalencia segitségével konstruktiv bizonyitas nyer-
hetd arra az elészor Kertész Andor altal bizonyitott tételre, amely szerint a
linearis egyenletrendszerek klasszikus elmélete féligegyszerii gyiiriik felett is
érvényes.

Szeptember 23., kedd du.

Reper Liszro és Turan PAL: A ciklikus matrix rangja véges test feletf. Ha
B egy g-elemii véges test, akkor szerzOk kimutattak, hogy az

a @y woee aq_z
uzq:2 a, @, 3

A A I CRON U R S e (R a"' E B, ao # 0
al a2 (" Vol Bl ao

.alakban irt ciklikus matrix rangja », ha » az

A =4, ,—- -—A4,,=0 A
-val van definidlva; itt A; jelenti az A j-ed rendii féminorjai dsszegét. A bizo-
nyitas indirekte adodik azon tételiikbdl, hogy az g+ a1 x + - - - + @, o X2-2=0
egyenlet B-beli kiilonboz6 megoldasainak szama az el6bbi »-vel egyenld.

q_l_,,aﬁO

Kawmir LAszL6: Egy probléma a Boole-féle matrixok dramkori alkalmazdsai-
val kapcsolatban. Boole-féle matrixnak neveziink egy (négyzetes) matrixot,
ha elemei valamely Boole-féle algebra elemei. Ilyen matrixokkal hasonléan
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v égziink miiveleteket, mint kozonséges matrixokkal, csak az elemek ossze-
a dasanak és szorzasanak szerepét a megieleld Boole-féle miiveletek (disz-
junkcio vagy més néven unio, ill. konjukcié vagy mas néven metszet) veszik at.

Tekintsiink egy elektromechanikus blokkot, amelynek R, R, ..., R; jelfogdl
bizonyos Xy, X, ..., X; kiilsé koriilményekre reagalnak oly mddon, hogy az
R; jelfog6 akkor és csak akkor hiiz meg, ha az x; koriilmény bekovetkezik;
ez esetben legyen X;=1, mas esetben X;= | (1=1,2,...,k). Legyen a
blokknak n kivezetése: Py, Ps, ..., P,. Legyenek eldirva a blokk miikodési
feltételei abban a formaban, hogy i, j=1,2,..., n esetén legyen elbirva,
hogy annak az itéletnek a logikai értéke, hogy a P; és P; pontok kozott a,
blokk vezetd Osszekottetést létesit, milyen f;; (Boole-féle) fiiggvénye legyen
az Xi, Xs, ..., X; logikai valtozoknak. Ezen f;; fiiggvények (logikai formuldk)
Boole-féle matrixot alkotnak. i

Minthogy a P; pontok mindegyike 6nmagaval mindig vezetd Osszekottetésbell
van (a kiils6 koriilményektol fiiggetlentiil), ezért azonosan f;— ¢4, vagyls
az F matrix atlés elemei 1-zal egyenl6k. Minthogy a P; pont akkor és csakis
akkor van vezetd Osszekottetésben a P; ponttal, ha P; vezetd dsszekdottetés-
ben van a P; ponttal, ezért f;;= f;;, vagyis a F matrix szimmetrikus. Mint-
hogy a vezetd Gsszekottetés tranzitiv, ezért valahanyszor f;= ¢t és f,=1*,
mindannyiszor f; =—*. Ebbol kovetkezik, hogy

Ja =Fafi N Lofan NV 2 - NV s

ha ugyanis a baloldal értéke 1, akkor a jobboldal f; fi;, tagja f, =1 miatt
1, tehat az egész jobboldal is; forditva, ha a jobboldal értéke t, vagyis
valamelyik tagja 1, akkor az emlitett tranzitivitis miatt a baloldal is 1.
Ennélfogva az F Boole-féle matrix idempotens: F2— F. (A tranzitivitas ezen
matrixelméleti atfogalmazasara Pollak Gyoérgy hivta fel a figyelmemet ; valo-
szinfinek tartom .azonban, hogy el6bb is ismert volt.)

Eszerint a sz6banforg6 elektromechanikus blokk F ,feltételmatrixa® az 4tlg-
ban csupa t elemet tartalmazo6, szimmetrikus, idempotens matrix; forditva,
minden ilyen matrix tekinthet6 feltételmatrixnak.

Marmost egy adott elektromechanikus blokk helyességének, vagyis annak
ellenOrzése, megfelel-e az eldirt miikodési feltételeknek, tehat annak az ité-
letnek logikai értéke, hogy a P; és P; pontok kozott van vezetd 6sszekot-
tetés, az X, X,, ..., X, logikai valtozok minden értéke mellett f;;(X;, Xs, ...
..., Xi)-val egyenld-e, rendszerint (amennyiben nem szoritkozunk szturéproba-
szerli ellen6rzésre) gy torténik, hogy j=2,3,...,n és. i=1,2,...,j—I
esetén ellendrizziik, a mondott egyenldség fenndll-e (Xy, Xs, ..., X; minden
értékére). Mas széval az F matrixnak csak azt a tulajdonsigat hasznaljuk
ki, hogy atléjaban csupa t all és hogy szimmetrikus. Ez azonban feleslege-
sen sok probat igényel, hiszen a matrix idempotenci4jat nem hasznaltuk ki.

Vilagos, hogy a mondott prébak koziil mindemellett egyetlen egyet sem hagy-
hatunk el minden esetben, mert hidba ellenériztiikk az emlitett egyenl6ség
fennallasat i< j, i # iy, j +# j, esetén (iy< j,), ebbdl még nem tudhatjuk,
fennall-e i =14, j= j, esetén is. Ugyanis elétfordulhat, hogy az Xi, X, ...
..., X; valtozok valamely értéke mellett /< j, i #i,, j# J, esetén f;= |,
ezzel, valamint az idempotencidval fi j,= 1 1S, fiyj,= | IS Osszefér. Mas
szoval: az F matrix atloalatti elemei az idempotencia miatt nem fiiggetle-
nek, mégsem (egyértékii) fiiggvénye egyik sem a tdbbinek.

Lehetségesnek latszik azonban az ellendrzéshez hasznalt probadk szémdanak
csOkkentése, ha nem maguknak a matrixelemeknek, hanem azok bizonyos
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Boole-féle fiiggvényeinek megegyezését ellendrizziik (a valésagos blokkra
vonatkozo ill. a miikodési feltételekbol kapott matrix esetén).

Igy a kovetkezd probléma adodik. Meghatdrozando egy F szimmetrikus,
idempotens, az dtloban csupa *t-at tartalmazo Boole-féle matrix f;; elemeinek
lehetd kevésszdmii Boole-féle /I'iggvényéb()’l allo olyan rendszere, hogy ameny-
nyiben e fiiggvényrendszer elemei két szimmetrikus, idempotens, az dtloban
csupa t-at tartalmazé Boole-féle matrix esetén megegyeznek, akkor a két
matrix azonos.

Rozsa PAL: A linedris programozds matrixelméleti megalapozdsa. A linearis
egyenletrendszerek megoldasanak problémdaja matrixelméleti szempontbdl
abban all, hogy az adott egyenletrendszert egy vele ekvivalens olyan egyenlet-
rendszerré alakitsuk at, amelynek egyiitthatomatrixa Hermite-féle normal
alakt. (A Hermite féle normal alakii matrix olyan kvadratikus matrix, amely-
nek fodiagondlisiban minden elem 1 vagy 0, ahol 1 all, ott ennek az oszlo-
paban valamennyi tébbi elem 0, ahol O all, ott ennek a sordban valamennyi
tobbi elem 0.) A Hermite-féle normal-alaka egyiitthatématrixszal bir6 egyen-
letrendszer tehat automatikusan szétvalasztja az ismeretleneket ,szabad“ és
,kotott“ ismeretlenekre. '

Megadhat6 egy egyszerii algoritmus, amelynek segitségével a Hermite-féle
normal-alaki matrix egy olyan masik ugyancsak Hermite-féle normalalaki
matrixra transzformalhat6, hogy az 1-esek a fodiagonalisnak mas helyén all-
janak, tehat masok legyenek az egyenletrendszer szabad, illetve kotott
ismeretlenei.

A lineéris programozés alapfeladata tudvalevden egy linedris egyenl6tlenség-
rendszer olyan nem-negativ megolddsainak a meghatarozasa, amelyek bizo-
nyos linearis fiiggvényt maximalizdlnak (ill. minimalizalnak). Ha az egyenl6t-
lenségrendszert 1 ismeretlenek behozadsaval egyenletrendszerré alakitjuk at,
Hermite-féle normalalaku egyiitthatomatrixszal bird egyenletrendszert nyeriink,
amelynek az adott feltételeket kielégité megoldasahoz az emlitett algoritmus
megfelel6 alkalmazasaval jutunk. Ezzel tulajdonképpen a Danizig nevéhez
fliz6dd ugynevezett szimplex-mddszernek tisztan matrixelméleti interpreta-
ciojat nyerjiik. 2B

Hayrman BfLa : Monokvadratikus egyenletrendszerek megolddsdril. Az egyet-
len masodfoku és tébb linedris egyenletbdl all6 egyenletrendszerekre explicit
megoldoképletet irt fel az eldéadd.

(1) (Pxi—R;)2=0,

ahol P és R; j6l kezelhet6 szimbolikus determinansok, x; pedig az egyik,
nem teljesen tetszGlegesen valasztott ismeretlen. A fenti képletet az egyen-
letek szamaval megegyez6 szami ismeretlent tartalmazo egyenletrendszerekre
vezette le, de megmutatta, hogy az altalanos eset Iényegileg erre vezethetd
vissza. :

Az (1) képlet segitségével elvégezte az elfadé a megoldasok teljes algebrai
diszkussziojat is. Végiil ramutatott, hogy a kovetett eljaras alkalmazhato
olyan, a monokvadratikushoz hasonl6é egyenletrendszerek esetében is, ame-

lyek a linearis egyenleteken kiviil egy tetszdleges magasabbfoku egyenletet
tartalmaznak.

PeTn6 ArPAD : Megjegyzés a) linedris egyenletrendszerek megoldhatésdgdval,
b) linedris differenciaegyenletek matrixmegolddsdval kapcsolatban.
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a) Ismeretes, hogy egy K ferdetestben adott Za,.jxj:bi =T
=1

=
linearis egyenletrendszer (itt n— m feltehetd, n # m esetben ui. az ismeret-
lenek ill. az egyenletek szamat trividlisan ugy noveljiik, hogy n=—m fenn-
alljon) egyértelmii megoldhat6saganak sziikséges és elegendd feltétele az
[a;;] (kvadratikus) matrix regularitasa. Az eléadd altalanositdasa a kovetkezd:
a fenti egyenletrendszer az ismeretlenek (xq, ..., x,) halmazanak (x,,,, ..., X»,)
(k = n) részhalmazat akkor és csak akkor hatarozza meg egyértelmiien, ha
1° a rendszer kompatibilis ; 2° rang [a;]] —k = rang [a’;;], ahol

Qisy J# 715 -5 V2

O jEE el W

b) b) A differenciaszamitasban a (kétvaltozos) parcialis allando egyiitthatoji
egyenletek kezddértékfeladatanak kozonséges egyenletek kezdoértékieladatava

valé redukcidjara ismeretes a generatorfiiggvénymodszer; az el6ado egy el-
jarast ismertetett, amellyel a redukcié elemi matrixszamitassal végrehajthato.

’

do—

AcziL JAnNos: A matrix-szdmitds alkalmazdsa a geometriai okjekiumok elmé-
letében. A matrixszamitasnak, azon beliil kiilonosen a multiplikativ matrix-
matrix fiiggvényeknek és a vektor-vektor fiiggvények matrixderivaltjinak
alkalmazasa a geometriai objektumok klasszifikaciéelméletére (linearis objek-
tumok), kovarians derivéltjara, algebrajara és komitansaira.

Hossz0 MikLos : A matrix-szdmitds alkalmazdsa a geometriai objektumok elme-
letében. II. Az eldado két egyszerii bizonyitast adott M. Kucharzewski azon
tételére, amely szerint a matrixok skalar értékii multiplikativ fiiggvénye
csupan a matrix determinansatél fiigg, éspedig kdzonséges értelemben multip-
likativ moédon. Az egyik bizonyitds azon alapszik, hogy minden matrix fel-
bonthaté két tényezore, amelyek kiilon-kiilon diagonalis alakra transzformal-
hatok, diagonalis matrixokra viszont mar egyszerlien bizonyithaté a tétel
allitisa; a masik bizonyitds ]J. Dieudonné egy tételére tamaszkodik, amely
szerint (egy ferdetest felett) minden invertalhaté matrix felbonthat6é olyan
tényezOk szorzatara, amelyeknek csupan egyik eleme kiilonbozik az egység-
matrixtol, s ilyen tipusi matrixok skalar értékii multiplikativ fiiggvénye mar
szintén egyszerfien kiszamithato.

Barocu AvBerT: Egydimenzios, egykomponensii elsé és mdsodosztdlyi geo-
metriai objektumok raciondlis {0rt transzformdcios képletének meghatdrozasa.
Az egydimenziés egy komponensii els6 és masodosztalyi racionalis tort
transzformécios képletii geometriai objektumok meghatarozasa a kovetkezd
matrix fiiggvény egyenletekhez vezet:

a) A(x,y) F(xy)=F(x) F(y)

b) A1 ¥ar 21, 29) (F (3121, yiza+ 2105) = F (21, 29) F (y1, 2

ahol F(x) = (f;;(x)) (i, j=1,2) 2 X 2-es tipustt matrixot jel5l.

Az elbadasban ezen fiiggvényegyenletek megolddsat, valamint a raciondlis

tort transzformdécios képletii geometriai objektumok meghatarozasat targyalta
az eldado.

Szekeres GYORGY: Matrixok exponencidlis és poldris elddllitdsa. Ismeretes,
hogy a klasszikus folytonos matrixcsoportok elemei eldallithatok A —=exp T
alakban, hol T egy linearis matrixtér elemeit futja végig. N. G. de Bruijn
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és az el6addé munkaja egyéb matrixsokasagok exponencialis elallitasat tar-
gyalja egységes modszer szerint. Példaul minden szimmetrikus unitér matrix
exp iS alakra hozhatd, ahol S valdés szimmetrikus.

Néhany tij poldris eldallitast is lehet nyerni a mdédszerrel, melyek kozt leg-
érdekesebb a kovetkez6 : Minden nem-szingulris matrix el6allithaté Rexp i T
alakban, ahol R, T val6s matrixok.

Erp6s PAL: Matrixok kombinatorikus tulajdonsdgai. Legyen (a;) n-edrendii

duplan sztochasztikus matrix. Van der Waerden 30 éve sejtette, hogy a ki-

fejtési tagok abszoliit értékeinek Gsszege
!

. E sejtés mindmaig

n! 1
= —,-, egyenldség akkor és csakis akkor, ha a;—=—
n n

nincsen bebizonyitva. ‘

El6ado sejtette, hogy mindig van egy 0-t6l kiilonb6zd kifejtési tag, amely-
ben a tényezdk Osszege = 1. Marcus ¢és Rhee be is bizonyitottdk, sot azt
is kimutattak, hogy van egy 0-t6l kiilonbozo kifejtési tag, amelyben a ténye-

20k Osszege = — > @’

N — ik
Eldado egy masik sejtése, hogy van egy kifejtési tag, amelyben a tényezok

1 Y. : :
szorzata =—, de ez eddig nincs bebizonyitva.
n

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat budapesti eldadasai
1958 julius 1-t61 december 31-ig

Szeptember 19.
K. Marunn: Uber hydrodinamische Existenzfragen.

Szeptember 20.

Surany1 JAnos : Egy nevezetes rdcsgeometriai tétel és alkalmazdsai. Kozépiskolai
matematikai délutan.

Oktober 10. {

I. M. Berezanszky) : Differencidloperdtorok felbontdsa sajdtfiiggvények szerint.

Az elbadas az Li,-ben értelmezett Onadjungalt operatorok sajatfiiggvények
szerinti felbontasaval foglalkozott, amely a korlatos operatorok kvaziinte-
grallal vald elballitdsa alapjan tortént. Ezek az eredmények alkalmazésra
keriiltek a kozonséges és parcidlis differencidloperatorok, valamint a diffe-
renciaoperatorok sajatftiggvények szerinti felbontasanal. Az elbéadas anyaga
a kovetkez6 cikkekben talalhato:

1. ,Razlozsényije po szobsztvennim funkcijam szumoszoprjazsennih opera-
torov“, Matem. Szbornyik, 43, NT. (1957), 75—126.

2. ,Razlozsényija po szobsztvennim funkcijam uravnyenyij b csasztnih raz-
rosztjah vtorovo porjadka“, Trudi Moszk. matem. ob.-va 5 (1956), 203—268.

Oktober 17.

S. Marcus: A Riemann-integrdl egy Lebesgue-tipusyi elméletérdl. Legyen E

az R" térnek egy kvadralhato halmaza. Az E-n értelmezett valos f fiiggvény
Jordan szerint mérheté E-n, ha azok az a-k, amelyekre az {x|x€E,f(x)>a}
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halmaz nem kvadrélhatd, megszadmlalhaté halmazt alkotnak. Az ilyen fiiggvé-
nyek részére egy megszamlalhat6 értékhalmazt allanddan elkeriild fiiggdleges
felosztasbol kiindulva egy integral értelmezhetd, amely a Lebesgue-féle
integréaltol csak annyiban kiilonbozik, hogy a Lebesgue-féle mérték helyébe
a Jordan-féle. mérték lép. Annak, hogy az E=n Kkorlatos f fiiggvény ilyen
értelemben integradlhat6 legyen, sziikséges és elegendé feltétele, hogy fy az
E-n majdnem mindeniitt folytonos legyen. Ez a tény mutatja, hogy az igy
értelmezett integral abban az esetben, amikor E kvadralhaté halmaz, a
Riemann-féle integrallal egyezik meg.

Oktober 17.
Az lfjusagi Matematikai Kor klubdélutanja.

Oktéber 18.

Horvay Katauin: Néhdny érdekes hdromszog szerkesztési feladat a hdrom-
sz0ghoz tartozo korok felhaszndldsdval. Kozépiskolai matematikai délutan.

Oktober 24.

St. Gokras : Differenzialkomitanten und Liesche Ableitung. Az £ .objektum-
mezének egy megadott & vektormezdre vonatkoz6 Lie-féle derivaltjat az
0, 9 mezokhoz tartozé differencidl komitansnak tekinthetjiik. Az eléadd azt
a célt tiizte ki, hogy £ és ¢ valamennyi differencialkomitansra vonatkozolag
mellékfeltételek vélasztdsaval a Lie-féle derivaltak klasszikus formaihoz eljus-
son. Ezt a célt bizonyos £2 mezoknél el lehet érni.

- Oktéber 31.
Freup GEza: Jackson approximdcios tételének lokalizdcidja egy pontra.

November 4.

L. Csakarov (Széfia): Uber die Verteilung der Nullstellen einiger Klassen
von Polynomen. >

November 14.
CsiszAr Akos: A komplex fiiggvénytan megalapozdsdrdl. Az eldadé a kom-
plex fiiggvénytan megalapozasanal fellépd topoldgiai nehézségek elkeriilésére
-egy felépitésmodot vazolt. Ebben az a pontnak a rektifikalhat6 (zart vagy
nem zart) L gorbére vonatkoz6 indexét az

’ 1 j dz
ind; a = .
2mi zZ—a

L

képlet definialja, majd a Cauchy-féle alaptételnek és integralformulanak tégla-
alapokra torténd bebizonyitdsa utdn a kovetkezd tételt bizomyitja be: Ha
f(2) regularis minden olyan pontban, amelynek a rektifikdlhato, zart C;
gorbékre vonatkoz6 indexdsszege nem 0 (s magukon e gorbéken is), akkor

ZJf(z) dz=0.
2 g

A bizonyitds f(2)-nek olyan racionalis fiiggvényekkel torténd egyenletes
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approximaciojan alapszik, amelyeknek polusait a C; gorbék egyiittvéve nem
keriilik meg.

November 13.

C. Fows: Spekirdlis halmazok néhdny alkalmazdsdrél. Egy H Hilbert-tér
T operatora spektralis halmazdnak fogalmat Neumann Janos vezette be
1951-ben [1]. F6 tételét (az egységkorlemez T-nek spektralis halmaza akkor
és csakis akkor, ha ||7||=1) tobbféleképpen bizonyitottak ([2], [3], [4]),
azonban kezelhetd funkcionalis kalkulus hidnydban a spektrédlis halamaz

du
fogalmat csupan a H-beli E:A(z‘)u egyenlet vizsgalatandl alkalmaztak.

Elbado6 vizsgalta ezt a kérdést és észrevette, hogy egy olyan funkcionalis
kalkulust kell konstrualni, amely olyan fiiggvényekre alkalmazhato, melyek
nem sziikségszeriien analitikusak az egész spektrumon, de analitikusak egy
regularis S spektralis halmaz belsejében és folytonosak az S halmazon,
kivéve F, S-nek véges szamiu olyan pontjat, melyek nem sajatértékei 7-nek.
Eldado ezt a kalkulust a harmonikus spektralis mérték bevezetésével tudta
megvalositani [6]. Legyen S spektralis halmaz, melynek hatara 7-nek egy
zé4rt Jordan-gorbéje. Akkor minden S-ben analitikus f(x) fliggvényre

1
(M IReAD)| =1l 5 Lf () + (Tl égl&l Ref(4)|.

Minden S-ben harmonikus u(4) valds fiiggvényhez hozzarendelheték olyan
S-ben egyértékii analitikus fiiggvények, hogy u (4)=Ref(4),4 € S. Definicio-
szeriien u (T)=Re f(T). (1) értelmében az u(4) — u(T) leképezés kiter-
jesztheté minden S-beli folytonos harmonikus fiiggvényre, megoérizve a line-
aritds és monotonitds tulajdonsagat (u (2) = 0-bdl kovetkezik u(7T)= 0).
Ily médon, ha ¢ ({) Fr S-en folytonos valos fiiggvény, a @(2) — ue (7) leke-
pezés linearis és monoton, ahol up(4) egy olyan megoldasa a Dirichlet-
problémanak, melyre up (£)=p () Fr S-en; kovetkezik, hogy létezik szim-
metrikus operatoroknak egy olyan {w (¢; 8, S)} csaladja, (ahol 8 F:S tetszo-
leges Borel-féle részhalmaza) amelyre

e (T) = [ ue(S) o (T d5, S).
Fr S

Ez a csalad 7-nek harmonikus spektralis mértéke. Konform leképezés ese-
tén invarians és 7T spektrdlis tulajdonsdgaival szoros kapcsolatban van;
példaul mindazon pontok, melyekre  (7;{C}, S)#0 T-nek FrS-en fekvo
sajatértékei (éppen ez a tulajdonsdg tette lehetéve ezt a kalkulust).

Eldad6 megjegyezte, hogy ezek az eredmények alkalmazhatok operatoroknak
Szokefalvi-Nagy-féle altalanositdsara is, azonban Szokefalvi-Nagy Béla fel-
hivta el6ado figyelmét, hogy sokkal egyszeriibb mdédon ugyanez a kalkulus
megkonstrualhaté (sokkal altalanosabban) kiindulva Szdékefalvi-Nagy Béla
egyik alapvetd tételébol [2], mely a kontrakciok unitér dilatacidjara vonat-
kozik; e célbol sziikség volt egy kontrakcié és annak unitér dilaticioja 4
sajatértékeinek (|4|=1) identitdsdra vonatkozo spekiralis tételre (ez az a
tulajdonsag, amit Schreiber [7] nem ismert fel és igy kénytelen volt az
operatorok osztalyat lesziikiteni). Szokefalvi-Nagy Béla és az elado ezt a
kérdést megoldottak [8]. El6ado nem tér ki valamennyi alkalmazésra. Regu-
laris spektralis halmaz esetén a harmonikus spektrdlis mérték a normal
dilatacio spektralis mértékének vetiileteként adddik (mint szerz6k azt [8]-ban
bevezették). De [6] modszerének finomitdsaval igen &ltaldnos spektrélis
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halmazok harmonikus spektralis mértéke konstrualhato és tovabbmendleg a
normal dilatici6 egzisztencidja is levezethetd. Eléado disszertaciéja [11]
éppen ezt tartalmazza. Ehhez a gondolatkdrhéz kapcsolédva az alabbi két
probléma vet6dott fel az eldadast kovetdé megbeszélés soran:

1. Melyek azok az operatorok, melyeknek spektralis gyiiriije {4;r=|1|=R};
2. Mely nem korlatos fiiggvények osztalyara terjeszthet6 ki a [8] funciondlis
kalkulus (még kontrakcio esetén is (§ 1.)). El6ado ugy véli, hogy ez lehet-
séges olyan f(4) fiiggvényekre, melyek analitikusak S= {4;|2|=1}-ben és
folytonosak F»8 = {4;|4|=1}-ben véges szamu olyan ({;) pont kivételével,
melyekre lim (A—§)"f(4) — 0 elég nagy rogzitett nj-ra.

Irodalom. [1] ]. von Neumann, Eine Spektraltheorie fiir allgemeine Operato-
ren eines unitiren Raumes, Math. Nachrichten, 4 (1951), 258—281. — [2]
B. Sz.-Naay, Sur les contractions de I'espace de Hilbert, Acta Sci. Math., 15
(1953) 87—92. — [3] E. Hevz, Ein von Neumannscher Satz iiber beschrinkte
Operatoren im Hilbertschen Raum, Gétt. Nachrichten (1952), 5—6. — [4]
Fr. Riesz et B. Sz.-Naay, Lecons d'analyse fonctionnelle, 2 éd. (Budapest),
1953. — [5] C. Foag, G. Gusst et V. Poenaru, L’étude de Iéquation -

du : > .
E:A(r)u pour certaines classes d’opérateurs non-bornés, Trans. Amer.

Math. Soc., 86 (1957), 335—347. — [6] C. Foiag, La Mesure harmonique-
spectrale et le théorie spectrale des opérateurs générau d’un espace de
Hilbert, Bull. Math. Soc. France, 85 (1957) 263—282. — [7] M. SCHREIBER,
A functional calculus for general operators in Hilbert space, Trans. Amer.
Math. Soc., 87 (1958) 108—118. — [8] B. Sz.-Naay et C. Foias, Sur les con-
tractions de l’espace de Hilbert, lll. Acta Sci. Math., 19 (1958) 26—46. —
[9] B. Sz.-Nacy et C. Foias, Une relation parmi les vecteurs propres d’un
opérateur de I'espace de Hilbert et de I'opérateur adjoint, Acta Sci. Math.
20 (1959). — [10] C. Foiag, Quelques applications des ensembles spectraux. I.
La mesure harmonique-spectrale (en roumain), Studii si cercetari mat.,
(a paraitre).

November 21.
Borrosis BeLa: Egy lefedési tételrél és annak alkalmazdsdrol. Az lfjisagi
Matematikai Kor el6addsa.

November 21.
GraeTzer Gyoray €s Scumipt E. Tamis: Disztributiv egyenldségekrdl. Legye-
nek f(x,y,2) és g(x, y,2) az L halé polinomjai. Az f(x, y, 2)=g(x, y, 2)
azonossagot disztributiv egyenldségnek nevezziik, ha L disztributivitisa ekvi-
valens f(a, b, c)=g(a, b, ¢) fennallasaval, minden q, b, ¢ € L-re. Az elbadas-
ban a kovetkezd két tétel bizonyitdsa szerepelt:
1. tétel. Az L modularis halé n eleme akkor és csak akkor neutrdlis, ha
valamely f(x, y, 2) =g (%, y, 2) disztributiv egyenldségre és minden a, b
elemparra f (n, a, b) =g (n, a, b).
2. tétel. Az L moduldris halé a, b, c elemharmaséra, s valamely f(x, y, z) =
g (x, y, 2) disztributiv egyenléségre akkor és csakis akkor all fenn f(a, b, ¢) —
=g(a b,c), haau®Nc)=(@Ubdn(aU o).

November 20.
Piszror IsTvAN: A halmazelmélet elemei. Kozépiskolai matematikai délutan.

December 5.
MéeszAros Lajos: Egy analdgids egyenletmegoldo gép bemutatdsa.
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December 12. :
A Beke Mané dij kiosztdsa. Az 1958. évi Kiirschdk Jozsef matematikai tanul6-
verseny eredményhirdetése és dijkiosztasa. A versenyfeladatokat Surdnyi
Jdnos ismertette.

December 13.
A Kozépiskolai Matematikai Lapok 1958. I. félévi pontversenyének eredmény-
hirdetése és dijkiosztasa.
Reman IstvAn : Egy geometriai {ranszformdcio és alkalmazdsai.

December 16.

Gipor EnDRENE: A matematikatanitds kérdései az edinburghi nemzetkozi
matematikai kongresszuson.

December 19.

SzaB6 ArPAD: A girdg matematika definicids axidmatikus megalapozdsa.
(Megijelenik a Mat. Lapok X.1—2. szdmdban.)

December 19.
Az Ifjisagi Matematikai Kor klubdélutanja.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szegedi Tagozatanak elSadasai
1958. januar 1-t81 december 31-ig

Januar 22.

AcziL JAnos: Fiiggvényegyenletekrdl és alkalmazdsaikrol (1. a szegedi vandor-
gyiilési eldadas szovegét).

Februar 22.

Freup Geza: Zygmund-féle ,sima“ figgvények (1. Budapest III. 28. Mat.
Lapok IX. 3—4.).

Marcius 8.

Gratzer Gyoray és Scumint E. Tamis: Hdlok kongruencia-reldcio-hdlojanak
karakterisztikus tulajdonsdgairdl. G. Birkhoff és O. Frink egyik cikkiikben
sziikséges feltételeket adtak egy haléora vonatkozdan, hogy egy alkalmas
struktira kongruencia-relacié haldjaval izomorf legyen. A kutatok egyelore
még messze vannak attél, hogy eldonthessék, vajon ezek a feltételek (kom-
plettség, gyenge atomossag, bizonyos folytonossagi tulajdonsagok stb.) elegen-
doek-e. Az el6adok két egészen specidlis esetben, amikor a vizsgalt halé
lanc vagy Boole-algebra, kimutattdk, hogy a kérdéses feltételek elegenddek.
Az eldadas anyaga az elbadOknak az Annales Univ. Sci. Budapestiensis de
Rolando Eo6tvos nominatae-ban megijelend cikkének elsd része.

Aprilis 18.

Apim AnprAs: Grdfelméleti vizsgdlatok kétpolusii hdlozatokrol. Az eldadas
elsd részére vonatkozéan a Matematikai Lapok IX. évfolyama (1958) 1—2.
szamanak 178. oldalan megjelent tartalmi kivonatra utalunk.!

Ezt kovetben tovabbi grafelméleti eredményeket ismertetett az el6ado. Az
eredmények olyan sorosan és parhuzamosan irreducibilis grafokra vonatkoz-

1 Az abra alatti sorban helyesen hét (7) ut olvasando.

12 Matematikai Lapok
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nak, amelyek rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy a kettds élek torlé-
sével eloallo grafnak is megy at palya barmely élén. Az ilyen grafok kettds
éleit soroljuk osztalyokba a kovetkezd relacid tranzitiv kiterjesztésével : két
él relacioban all, ha oly pontban futnak Ossze, amelyb6l csak KkettGs élek
indulnak ki. Az osztalyokat hidaknak nevezziik. A nyert tételek megvilagitjak
a hidak lehetséges elhelyezkedéseit a tekintett grafokban, tovabbi probléma
marad a hidak belsé szerkezetének vizsgalata. Az el6adas befejezd része a
kétpolusu grafok és logikai miiveletek kapcsolataval foglalkozott. Az ered-
mények konstruktiv modszereket adnak egy kétpdlusu graf sorosan ill. par-
huzamosan kapcsolt komponenseinek elkiilonitésére a graf altal realizalt
logikai mfivelet alapjan.

Majus 10.

Cshszir Akos: Egyszerii gorbék. Az R Hausdorfi-térben az x pont eldgazdsi
pont, ha x minden elég kicsiny nyilt kérnyezetének hatira legalabb harom
pontbdl all. R egyszeri gorbe, ha Gsszefiiggs, tobb pontbdl allé Hausdorff-
tér és nem tartalmaz eladgazési pontot. Az el6ad6 Czipszer JANossal kozosen,
uj bizonyitast adott F. FrankL ama tételére, amely szerint megszamlalhato
stiri halmazt tartalmazé egyszerii gorbe sziikségképpen vagy egy zart inter—
vallummal, vagy egy korvonallal, vagy egy egyenessel, vagy egy félegyenes-
sel homeomorf, s a legaltaldnosabb egyszerii gérbét is hasonlé médon nyer-
hetjiik, csak a fenti specialis alakzatok definici6jaban kell a valos szamok
halmazanak szerepét mas folytonosan rendezett halmazoknak adnunk. Meg-
mutatta tovabba, hogy a tétel elsd felében a megszamlalhato siir(i halmaz
létezésének feltevése poétolhatd azzal, hogy a tér metrizalhato.

K. MenGer egy tetelének altaldnositdsaként megmutatta még, hogy ha egy
tobb pontbdl allo, osszefiiggd, bikompakt R Hausdorff-tér csak véges szamii
elagazasi pontot tartalmaz s ha R minden pontjahoz talalhat6é olyan n ter-
mészetes szam, hogy e pontnak vannak tetszélegesen Kkicsiny, legfeljebb
n hatarponttal rendelkezd nyilt kornyezetei, akkor R véges szamu altalanos
iv egyesitése, amelyek koziil barmely keftonek legfeljebb egy végpontja
lehet kozos. (Altalanos iv az olyan tér, amely a zart intervallumhoz analog
moédon, de a valés szamok helyett tetszoleges folytonosan rendezett halmazbol
kiindulva nyerhet6 halmazzal homeomorf.) Ha itt R tartalmaz megszamlal-
hat6 sfirii részhalmazt, altalanos ivek helyett kozonséges ivek (azaz zart
intervallumokkal homeomorf halmazok) tehet6k. Ha tovabba a tébb pontbdl
allo, Osszefiiggd, bikompakt R Hausdorff-tér csak véges szamii eldgazasi
pontot tartalmaz, akkor R (tetszOleges szami) altalanos ivek egyesitése,
amelyek koziil barmely kettdnek csak egy kozis végpontja lehet; ha R tar~
talmaz megszamlalhaté sfiri részhalmazt, Aaltalanos iv helyett itt is kozon-
séges iv tehetd, s ezek szama legfeljebb megszamlalhato.

Végiil F. B. Jones egy tételének altalanositasaként megmutatta, hogy ha a
tobb pontbdl allo, osszefiiggd, lokalisan Gsszefiiggd és teljes R metrikus tér
nem tartalmaz tri6dat (azaz harom, egy kézos végpontbol kiindulé és mas
kozos pontot nem tartalmazé Hausdorff-teret), akkor R homeomorf vagy egy
zart intervallummal, vagy egy korvonallal, vagy egy egyenessel, vagy egy
félegyenessel. >

Majus 28.

SteNreLp OT10: Zassenhaus lemmdjdnak egy dltaldnositdsa.
Jtinius 3. -

Franmisek Sik (Bratislava): Uber Summen geordneter Gruppen.
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Oktober 8.

I. M. Berezanszkij (Szovjetunio) : Die Eigénfunktionenzerlegung [iir allgemeine
selbstadjungierte Operatoren.

Oktoéber 11. ;
S. Marcus (Romania): A projektiv halmazok meérhetdségeérdl.

Oktober 30.

L. F. Csajkovszky (Szovijetunid): A Szovjetunio elektronikus szdmoldgépei.
Beszamolo jellegii eléadas.

November 1.
A P. Jersov (Szovjetunié): A Szovjetunio Tudomdnyos Akadémidja Szdmi-

tasi Kozpontjdnak munkdja a programozds automatizildsa és a programok
ellendrzése terén. Beszamolo jellegli el6adas.

December 6.

SzAsz FERENc: Asszociativ gydriik néhdny osztdlydnak leirdsa. Meghataroztuk
a kovetkezd négy gyfirii osztalyt : :

1. Gyfiriik, amelyekben minden balidedl L = Re - L, alakd, ahol az dsszeg
direkt, e2=e €és L, nilbalideal.

2. Qyiiriik, amelyekben barmely valodi részgyiirli baloldali féideal.

3. QGytirlik, amelyekben barmely valddi részgyfirii felfeszitett baloldali féideal.
4. Qyir(ik, amelyekben a végesen generalt, nullatél kiilonb6zd valédi rész-
gyfiriik egymas kozt izomorfak.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Debreceni Tagozatanak elGadasai
1958. januar 1-t61 december 31-ig

Februar 13.
Gvarmatar Laszio : Ciklogrdfia. Eldadas kozépiskolai tanarok szdmara.

Februar 19.
Hossz0 MikLos: Az Euler-féle homogén fiiggvényrdl.
1. Legyen K, egy K test O-on kiviili része és H (x, y) olyan miivelet K;-n,
amelynek az x — ax - b [a (1), b(u), u € U] linearis transzformaciok auto-
morfizmusai. Feltéve, hogy minden x,-hoz van « € U gy, hogy a () x, + b(u)
a K, akarmelyik kivalasztott eleme
x=h(y—x), ha b*0
H(x, y)= 5 i
xg(yx-Y), ha b=0,
ahol ah () =h (az).
2. A silyozott kozépértékek [h(z)—=cz] egyik jellemz6 tulajdonsédga a H
miivelet autodisztributivitasa.
3. Az xxy==xy~! kvociens csoportmiivelet, mint specialis 0-ad fokii homo-
gén fiiggveny, jellemezhetd az (x«2)+(y*2) = x = y tulajdonsaggal.

Februar 26.

Fenyo IstvAN: A Mikusinski-féle operdtorszdmitds dltaldnositdsa. Tekintsiik
a 0 = x = y tartomanyban definialt, annak minden korlatos résztartomanya-

12*
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ban korlatos és folytonos fiiggvényeket. Két ilyen fiiggvény K és L konvolu-
cidjan az
Y
P [K(x, t) Lt y)dt

@

fiiggvényt értjiik. Ha azokat a fiiggvényeket vessziik, amelyekre az el6bbi
konvolucié miivelete kommutativ, akkor ezek egy nullosztomentes gyfiriit
alkotnak. Ezt hanyados testté bdvitve, ennek elemeit kétvaltozos operatorok-
nak nevezziik. Ha a gyiirli a K (x, y) =1 fiiggvényt tartalmazza, kapjuk a
Mikusinszki-féle operatortestet. Az eléadas a kétvaltozés operatortest tulaj-
donsagaival és integrodifferencidlegyenletek megoldasaira valo alkalmazasai-
val foglalkozott. .

Marcius 5.

Kovics LAszro ismertette Porva Gyoray : A gondolkodds iskoldja c. konyvét.
Elbadas kozépiskolai didkok részére a Kossuth Lajos Gyakorl6 gimnaziumban.

Marcius 12.

Vincze IstvAn: Statfisztikai hipotézisek vizsgdlata. A statisztikai proba vala-
mely statisztikai sokasagra vonatkozé feltételezés helyességének vizsgalatara
szolgal a sokasagbol vett kisebb-nagyobb minta alapjan. Az eléadé a statisz-
tikai probak természetét és problémakorét (elso- és masodfajit hiba, torzi-
tatlansag, konzisztencia, stb.) egy tétel selejtaranyanak ellendrzésére vonat-
koz6 mintavételi terv vizsgalatan keresztiil ismertette. — Végiil a statisztikai
probaknal nagy szerepet jatszd elégséges statisztikai fiiggvény fogalmat és
annak egy szemléltetd geometriai jelentését ismertette.

Marcius 18.

Kovics LiszLo: Feladaimegolddsok, versenyeldkészités. Eldadas kozépiskolai
didkok részére a Hajdiboszérményi Bocskai gimnaziumban.

Aprilis 2.
M. RosenBLaTT-RoTH (Romania): L’éfude des directions enveloppantes dans
un espace a conexion affine.
Aprilis 15.
BArTrAl PAL: Ergodelmélet.
Kovics Laszio : Gyiriik lefedésérol.
Aprilis 16.

BArTrat PAL: Egyenletek megolddsdval kapcsolatos furcsasdgok. Eldadas
kozépiskolai didkok részére a Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziumban.

Aprilis 18.

Csiszir Akos: Konvex halmazokrdl és fiiggvényekrdl. Az eléadé A. Ostrowski
egy ismert tételének kovetkezd altalanositasat bizonyitotta be: Legyen f(x)
a Jensen-féle értelemben konvex fiiggvény az n-dimenzios euklidesi tér
konvex nyilt K halmazan, s tegyiik fel, hogy van olyan mérheté g (x) fiigg-
vény, hogy valamely pozitiv mértékit mérhetd E C K halmazon f(x) = g (x)
fennall. Ekkor f(x) folytonos K-n. A bizonyitdis a kovetkez6 segédtételen
alapult: ha C az n-dimenZi6s euklidesi térben fekvé olyan halmaz, amely
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két pontjaval egyiitt az altaluk hatarolt szakasz felezopontjat is tartalmazza,
s ha C tartalmaz pozitiv mértékii mérhetdé részhalmazt, akkor C belseje
konvex ¢és C minden pontja belsejének hatardhoz tartozik.

Aprilis 25.
M. Kuczma (Lengyelorszag) : Multiplicative scalar functions of matrices.
Aprilis 28.

Renvi Karo: Periodikus egész fiiggvényekril. Az el6add ismertette perio-
dikus egész fiiggvények hatvanysoranak egyiitthaté sorozatara vonatkozo6
eredményeit.

Rénvr ALrrép : Keverd halmazsorozatok. Legyen w egy mérték az £ halmaz
részhalmazainak ¢ o-algebrajan és u (£2) =1. Nevezziik az A, € ¢ halmaz-
sorozatot e slirlisegii er6sen keverd halmazsorozatnak (0 << @ << 1), ha bar-
mely B € ¢ halmazra

(1) lim « (A, B) = au (B)

n—> o

ahol A,B az A, és B halmazok kozos részét jeloli. Az eldéado a kovetkezd
tételt bizonyitotta be: Ha A,=—£ és (1) teljesiil, abban az esetben, ha
B=A, (k==0, 1, ...), akkor barmely B € ¢]-ra teljesiil vagyis annak a sziik-
séges és elégséges feltétele, hogy az A, halmazsorozat erdsen keverd legyen,
az, hogy fennélljanak a

lim g (An Ak) —=al (Ak)

n-—>m

relaciok (k=1,2,...). Az el6add ismertette ennek a tételnek néhany vald-
szinliségszamitasi alkalmazasat. (Lasd Rényi A. “On mixing sequences of
sets”, Acta Math. Ac. Sci. Hung. 9 (1958/215—228.)

Aprilis 29.

KovAcs LAszLo : Feladatmegolddsok. Eldadas kozépiskolai didkok szamara a
HajdubOszorményi Gimnaziumban.

Méjus 9.

TurAn PAL: Egy kiilonds divergenciajelenség a konvergenciakor keriiletén.
Megjelent a Publications de I'Institut Mathématique, Beograd, T. XII., 19—26.

Junius 30.
Szu Buchin (Kinai Népkoztarsasag): A konnexio eImélete feliiletelemek terében.

Szeptember 16.

W. EncEL: Beitrage zur arithmetischen Theorie der Cremona-Transforma-
‘tionen der Ebene.

Oktober 3.
S. Marcus (Roménia): Egyenldtlenségekkel definidlt fiiggvényosztdlyok és
alkalmazasaik a fiiggvényegyenletek elméletében. Vizsgaljuk a fiiggvények
kovetkezd harom osztalyat:

a) A szubadditiv fiiggvények, amelyek eleget tesznek az f(x + y)=f(x)+f(»)
relacionak.
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b) A konvex fiiggvények, amelyek eleget tesznek az f (xzj) = fﬂ%—ﬂy)
relacidnak. :

c) Az intern fiiggvények, amelyekre a min [f(x),f(V)]=f (x_—;—y_)s

= max [f(x),f(y)] relaci6 érvényes. &)

Az intern fiiggvények egy Csaszar Akos 4ltal bevezetett fiiggvényosztalyt
altalanositanak; ezek a fiiggvények eleget tesznek a

minlf (9, SO < /(5] < max 17, ()] vagy

x+y
2

feltételeknek. Az a), b) és c) osztidlyok tanulmanyozasa eddig egymdstol
fiiggetleniil ment végbe, azonban felhasznalva az Osszeg-halmazok elméleté-
ben elért eredményeket, amelyeket S. Piccard a valos fiiggvények, mas
szerzO0k pedig az n-dimenziés tér ponthalmazai szamara dolgoztak ki, az
a), b) és c) osztalyok részére egy bizonyos pontig kozos elmélet fejleszthetd
ki. Ezen az tton elért eredményekb6l néhany peldat adunk. Legyen S(E)
az x + y alakid szdmok halmaza, ahol x€E, y€E.,

Feltételezziik, hogy barmely ¢ >0 mellett a (0, &) NS (E) halmaz tartalmaz egy
intervallumot. (Minden E halmaz, amelyre E N(0, &) pozitiv mértékii minden
pozitiv ¢-ra, eleget tesz a kovetelményeknek). Hogyha f szubadditiv (0, oc)-
ben és feliilrol korlatos E-n, akkor f feliilrdl korlatos barmely kompakt
I (0, o) intervallumon.

Legyen f valos fiiggvény, amely az R" térnek nyitott és konvex G halmazéan
konvex. Hogyha egy E c G pozitiv n-dimenzids mértékii halmazon az f fiigg-
vény mérheto fiiggvény altal majoralhatd, akkor f folytonos G-n. (Ezt a
tételt, amely A. Ostrowski egyik eredményét altalanositja, egyidejiileg, de
mas tton haladva Csaszar Akos is bebizonyitotta).

Oktober 10.
Szekeres Gyoray : Spinor-geometria.

min [ (), £ ()] =f( ) — max [£ (9. £ ()]

Erp6s PAL: Szdmelméleti problémdk.

Oktéber 17.
St. Gokas: Zwei Fragen aus der Riemannschen Geomelrie.

MooOr ArTHUR: Meghatdrozoit tipusii objektumokbol képezhetd tenzorokrol.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Miskolci Tagozatanak eladasai
1958. januar 1-t81 december 31-ig

Februar 7.

Gener LAszLo : Hiperkonvex metrikus terekbe valo folytonos transzformdciok-
rol. Az elbadé megadta a hiperkonvex metrikus terek értelmezését és ismer-
tette az ilyen terekre vonatkozé eddigi vizsgalatok eredményét. Ezutdn ratért
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a hiperkonvex metrikus terekbe vald folytonos transzformaciok approximala-
sanak és kiterjesztésének problémajara és vazolta ezen kérdés megoldasa-
ban elért sajat eredményeit. !

Februar 12.

NikopEmusz AnTaL: A gdzdinamikai egyenlet egy iij megolddsa. Az elbadd a
hangsebességnél nagyobb sebességgel haladd forgas-testek légellenallasanak
kiszamitasara adott egy 10j szamitasi eljarast. Ismertette a torténeti elozmé-
nyeket, sikbeli és kidpostestek koriil kialakult sebességi mezd meghataroza-
sat, végiil az altalanos (nem linearizalt) differencidlegyenlet megold4si mod-
szerét.

Februar 19.

GAspar Gvura: Egyenletek, egyenletrendézerek. I. rész. Bevezetd elbadas.
Kozépiskolai tanarok részére.

SzaBO JENG: Feladatok az ,Egyenletek, egyenletrendszerek® (1. rész). cimii
eldaddshoz. (Eldadéas kozépiskolai tanarok részére.)

Februar 26.

Tord GABor : Fejezetek a legiijabb atomkutatds korébdl. (Eldadas 4lt. iskolai
tanarok részére.) i

Marcius 4.

Vioné Ipiké: Komplex szdmok trigonometriai alakja. Elbdadas kozépiskolai
didkok részére.

Marcius 19.

%ASPAR Gvyuia: Egyenletek, egyenletrendszerek. I1. Eldadas kozépiskolai tanarok
reszeére.

Marcius 26.

Hnisz LAszuo : Hogyan készitsiik elé a tanuldkat fizikdbol az érettségi vizs-
gdlatra. Elbadéas kozépiskolai tanarok részére.

Aprilis 2.

OsApovics J. Gyura ismertette ,PoLva Gyorey: A gondolkodds iskoldja“ c.
kdnyvét.

Aprilis 8.

AcziL JAnos ismertette a |, Vorlesungen iiber Funktionalgleichungen und ihre
Anwendungen* c. Birkhauser (Basel) kiadasiaban megjelend konyvét.

Aprilis 16.

Egyenletek, egyenletrendszerek. IIl. Bevezetés: GAspAr (GyuLa.
Feladatok : Dark6 BELa.

Aprilis 23.

Perrich Geza: A miszaki rajz és az dbrdzolo geometriaoktatds kapesolata.
Elbadas kozépiskolai tanarok szamara.
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Aprilis 23.
SzaB6 JENG: A fiiggvényfogalom bevezetése és a fiiggvények vizsgdlata a
gimndzium IV. osztdlydban. Elbadas kozépiskolai tanirok részére Ozdon.

KoiLer Erzséser: Erdekes feladatok. Elbadas alt. iskolai tanirok részére.
Batir ZovtAN: Tréfds matematika. El6adas altalanos iskolas diakok szamara.

Naay ILona: Tobbismeretlenes egyenletrendszer megolddsa determindnsokkal.
Klubdélutan.

VigHO ILpik6: A logarléc felépitése és haszndlata. Elbadas kozépiskolai
diakok részére.

Vincze Enpre : Mire haszndlhato a pantogrdf ? Eldadas kozépiskolai didkok
reszere. A

Aprilis 24.

Huszray LAszLo: A kombinatorika elemei, alkalmazdsuk a binomidlis tétel
bizonyitdsdra. Elbadas kozépiskolai tanarok részére.

Aprilis 25.
NikopeEmusz AntaL: Nomogrammok készitése. Elbadas kozépiskolai tanarok
részére Mezokovesden. :

Aprilis 28.
Batir ZoLtAn: A matematika szerepe a tréfds szdmoldsban. Elbadéas didkok
részére.

Fonvap Zovtin : A hibaszdmitds alapfogalmai és az egyszerli szdmtani mii-
veletek hibadi. Eloadas kozépiskolai tanarok szamara.

Aprilis 30.
KerTESz ANDOR: A linedris egyenletrendszerek elméletének dltaldnositdsdrol.
Az el6ado a linedris egyenletrendszerek klasszikus elméletét ismertetve be-
szamolt azokrol az eredményekrél, amelyek ezt az elméletet egyrészt a tetszo-
legesen sok ismeretlent és egyenletet tartalmaz6 rendszerek, masrészt a félig-
egyszerii gyiiriik, ill. algebrailag zart operatormodulusok feletti linearis
egyenletrendszerek esetére altalanositjdk. Ravilagitott arra, hogy ebben az
altalanositasban milyen fontos szerepet jatszik az egyenletrendszer kompa-
tibilitisanak helyes értelmezése. Az ismertetett eredményeket példakkal
illusztralta.

Majus 7.
M. Kuczma (Krakko): Scalar valued multiplikative matrix functions. Az elo-
ad6 egy egyszeriibb bizonyitast mutatott Kucharzewski lengyel matematikus
azon tételére, amely szerint az ilyen fiiggvények a matrix determindnsénak
multiplikativ fiiggvenyei. Az egyszertisités abban all, hogy a matrixok diago-
nalis alakra valo transzformalasat egységnyi determindnsi matrixokkal szor-
zéassal és egyes tényezOknek egy sorbol (ill. oszlopbdl) valo kiemelésével s
egyidejiileg egy masik sornak (ill. oszlopnak) ugyanezen tényezével valo be-
szorzasaval el tudta érni sorok vagy oszlopok felcserélése nélkiil. Eldadas a
Népek Baratsagi Honapja keretében. :
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Mijus 7.

Huszthy LAszL6 ismertette az Ingenieur Archiv c. folydiratbdl ,,GROSSMANN :
Experimentelle Bestimmung von Torsionsspannungen durch eine hydrodinami-
sche Analogie“ c. cikkét. Eldadas a Népek Baratsagi Honapja Kkeretében.

Nikopemusz AntaL: Alkalmazott matematikai szakfolyobiratok ismertetése. E16-
adas a Népek Baratsagi Honapja keretében.

SaLAnk1 Jozser : Ferdefogazdsu fogaskerék gydrtdsdnak néhdny geometriai
problémaja. (Mérnoki diplomaterv ismertetése.)

Mijus 8.

Tor6 Bira: Matematikai bizonyitdsok. Elbadas a Putnoki Mezogazdasagi
Technikumban.

Maéjus 9.

SzarkA ZoLTAN: Raciondlis egész és tortfiiggvények dbrdzoldsa. Eldadas
Tokajban, a Petdfi gimnaziumban.

Tor6 Béra: Matematikai bizonyitdsok. Eléadas Ozdon, a Kozgazdasagj
Technikumban.

Nikopemusz ANTAL: A nomogrdfia eredményei. Eldadas a Foldes Ferenc gim-
naziumban.

Majus 13.

Vincze Enpre: A kozépértékek nagysdgrendi viszonyai. Eléadas a Kozgazda-
sagi Technikum Ipari Tagozatdban Miskolcon.

Majus 14.
Pazir BiLa: A korreldcioszamitds alapelve.
Oktober 8.

SzénAssy Barna: Bolyai Farkas. Matematikatorténeti eldadas a Gépipari
Technikumban Miskolcon.

Oktober 15.
BaTir ZovLtAN: Beszdmolo a balatonvildgosi matematikai kollokviumrol.
A balatonvilagosi matrixelméleti kollokvium ismertetése.

Hosszo MikLés: Beszdmolé a balatonvildgosi matematikai kollokviumrol.
A balatonvilagosi kollokviumokon elhangzott el6adasok ismertetése, kiilonos
tekintettel a matrixelméleti kollokviumon felmeriilt megoldatlan problémakra.

Oktober 29.
AcziL JAnos: A geometriai objektumok elméletének fiiggvényegyenletei I.
St. Gotas (Krakko): A geomelriai objektumok elméletének fiiggvényegyenletei
II. (A szerzok késziilo konyvének ismertetése.)

December 17.

Ursin Barnagis: Hogyan biztosithatjuk a tanulok ondllo munkdjdt a hdzi-
feladatok elkészitésével ? Elbadas kozépiskolai tanarok részére Miskolcon a
Gépipari Technikumban.
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December 17.

Parar Guszriv: Az dlt. iskolai VIII. o. szdmtan és mértan lenglgel tankényv
gsmertetéze s példdi. Eldadas alt. iskolai tanarok részére a Dayka G. dti
It. iskolaban.

December 17.

NikopEmusz ANTAL: Egyszerii nomogrammok szerkesztése. Eldadas didkok
részére a Kozgazdasagi Technikum Keresk. Tagozataban.



Kényvismertetés

Carson Flammer : Spheroidal Wave Functions
(Stanford University Press, Stanford, California, 1957, 220 oldal.)

A szferoidalis hullamfiiggvények a

W = lata

du
dz z

d
masodrendii homogén linearis differencidlegyenletnek bizonyos peremfeltétele-
ket kielégitd megoldasai. Ezek a peremfeltételek a megoldasoknak a differen-
cialegyenlet szingularis helyein vald viselkedését irjak el6. A szferoidalis hul-

lamfiiggvények y— u =0 esetén a Legendre-polinomokra redukél6dnak. y =0
esetén az (1) differencidlegyenlet az tn. hozzarendelt gombfiiggvények dif-
1

]+(l+yz‘3—l 5, )u:O

T2

ferencialegyenletével azonos, mig 3 esetén egyszerli transzformacidval

a Mathieu-féle fiiggvények differencidlegyenletét nyerhetjik beldle. Maga az
(1) differencialegyenlet egy szintén egyszerii atalakitassal olyan alakba irhato
at, amely az un. Heun-féle differencialegyenlet specialis esete.

Ha "az (1) differencidlegyenlet megoldasat a 0, + i (ill. + 1) helyek
koriili hatvanysorba fejtéssel kiséreljiik meg, akkor a hatvanysor koefficien-
seire haromtagi rekurziés formula addédik. Ez a rekurziés formula nem meg-
oldhat6 olyan értelemben, hogy a hatvadnysor n-ik egyiitthatoja zart formulaval
- nem adhat6 meg.

Hasonlé a helyzet akkor, ha az (1) differencialegyenletet

@
2 4 Phin ()
r=0

alakii, a hozzarendelt gombfiiggvények szerint halado végtelen sorbafejtéssel
probaljuk megoldani: a d, koefficiensek most is haromtagi rekurzids for-
mulanak tesznek eleget.

Ha |z| nagy szdm, akkor a Bessel-fliggvények szerinti sorbafejtés is
szamitasba johet. Az egyiitthatok itt is haromtagu rekurziés formulédnak
tesznek eleget.

A gyakorlat szempontjabél fontosak a szferoidalis hullamfiiggvényeknek
aszimptotikus eldallitasai a p paraméter nagy értékei esetén, tovabba a sajit-
értékek numerikus értékei a y és w paraméterek kiilonbozo értékei mellett.

A szferoidalis fiiggvényeknek legrégebbi felhasznalasara a du + 2u=0
térbeli hullamegyenletnek olyan megoldasanal keriilt sor, amely megoldas
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peremfeltételként elbirja, hogy egy forgasi ellipszoid feliiletén a hullamfiiggvény
— vagy ennek normalismenti derivaltja — O-val egyenl6. A szferoidalis hul-
lamfiiggvények egyéb felhasznaldsa szinte kizarolag a fizika egyes teriileteire
korlatozodik és fizikai problémak vizsgalatanal felmeriild kérdések voltak leg-
nagyobbrészt azok, amelyek e fliggvények elméletének tovabbfejlesztésére adtak
impulzust.

A jelen konyv a szferoidalis hullamfiiggvények tulajdonsagait allitja
ossze az alkalmazott matematikus, a matematikai fizikus és a mérnok szem-
pontjait szem el6tt tartva, tehat a targykort nem a tiszta matematikus szem-
sz0gebol nézi. (A szerzé az utobbiaknak Meixner és Schifke: Mathieusche
Funktionen und Sphéroidfunktionen cim{i konyvét ajanlja.) Célkitlizésének meg-
feleléen a szerzd a tételek bizonyitasat nem adja, ellenben pl. nagy részletes-
séggel ismerteti a fentebb emlitett sorbafejtések elsé néhany koefficienseinek
meghatarozasara szolgald, rovidnek egyaltalan nem nevezhetdé formuldkat,
tovabba a sajatértékek kozelitd meghatarozasara szolgalé sorbafejtések elsd
néhany tagjat. A konyv masodik fele pedig 166 kiilonféle tablazatban a szfe-
roiddlis hullamfiiggvényekkel kapcsolatos numerikus adatokat kozol.

Mint tablazatgyiijtemény azonban ez a konyv nem a legteljesebb, mert
Stratton, Morse, Chu, Little ¢s Corbaté azonos cimfi, ugyancsak 1957 évben
megjelent konyve nem kevesebb, mint 550 oldalon kozol e fiiggvényekkel kap-
csolatos numerikus adatokat.

Makai Endre

Dirk J. Struik : A matematika rovid torténete
(Gondolat, 1958.)

~ Nem elszigetelt jelenség, hogy a matematika specialis teriiletein onall6an
bivarkod6 tudésok koziil egyesek matematika-torténeti munkakat is irnak.
Elég, ha Loria, Hankel, Felix Klein, Gnyegyenko vagy van der Waerden nevét
emlitjiik. Az ilyen szerzék torténeti munkait altalaban az jellemzi, hogy ben-
niik er6sen kidomborodik az ir6 egyéni érdeklodési teriilete, mikozben a tole
tdvolabbesd matematikai diszciplinak ohatatlanul hatranyba keriilnek. A muilt
szazad komplex-fiiggvénytani és geometriai kutatdsainak aligha tudta volna
barki is plasztikusabb és szinvonalasabb Osszefoglalasat adni Felix Klein-nal
(Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert, I—IIL
kotet. 2. kiadas New York, 1956.), ugyanakkor az mar felt{ind, hogy ez a rend-
kiviil széles latokorti tudds milyen kevés szot forditott pl. a halmazelmélet és
a valos fiiggvénytan ismertetésére.

Onkénteleniil is ilyen gondolatok vet6dnek fel benniink, midén a kivald
differencidlgeométer, Dirk J. Struik most magyarul is megjelent, révidre szabott
matematika-torténetét lapozgatjuk. A konyv révén — a szerzd érdeklodési
korének megfeleloen — a terjedelemhez mérten mély és éles kép rajzolodik
ki a geometria tobbévezredes fejl6désérol, ehhez képest viszont az analizis és
a szamelmélet ismertetése hianyosabbnak latszik. Nem azt hianyoljuk — a
szerz$ az eldszoban mentegeti magat —, hogy nem jitott hely Roberval, Lam-
bert vagy Schwarz tevékenységének megemlitésére, de néhany sort biztositani
kellett volna olyan alkotok szamara, mint Mittag— Leffler, F. Neumann, Cesaro,
Csebisev, Markov, Kovalevszkaja és masok — esetleg kevésbé jelentés mate-
matikusok mellozése aran is.

Ezt az ardnytalansagot azonban szivesen megbocsatjuk a szerzének egy
eléggé nem méltanyolhatd és — nyugati matematikusrdl 1évén sz6 — bator-
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sagot, modern felfogast tiikroz6 torekvése mellett. Ez pedig az, hogy Struik
nem lart pour art miiveli a matematika-torténetet, hanem azt bedgyazva az
egyetemes tudomanytorténetbe, mindeniitt kidomboritja az eszmék megsziile-
tésének elsd rugoit, kultirpolitikai és tarsadalmi hétterét is. Ilyesféle tenden-
ciat lathatunk mar J. E. Hoffmann nem rég megjelent haromkotetes kis mate-
matika-torténetében (Sammlung Gdoschen, 226., 875. és 882. sz.) is, de sokkal
sziikebb keretek kozott, Struik azonban lathatdlag ezt tekintette konyve meg-
irdsa soran iranyité elvnek. Ilyen vonatkozasban sikeriilt is eredetit, 6nallot és
korszerfit nyujtania.

Sziikségtelennek tartjuk, hogy részletekbemenden ismertessiik a munka
anyagat. Roviden annyit mondhatunk, hogy a legrégibb idoktdl a XIX. szdzad
végéig bezarolag targyalja a matematika torténetét, sok helyen onall6 szem-
pontok szerint csoportositva az anyagot, és nem riadva vissza eddigi ismere-
teinktol eltérdé megallapitasoktol sem. Kiilonosen meggy6z6 a legujabb kuta-
tasokra timaszkodo ama véleménye, mely szerint a babiloni matematika maga-
sabb szinvonalon éllott, mint az egyiptomi, érdekes tovabba a kozépkori Kelet
matematikajardl irott cikke (4. fejezet: A Kelet a gorog tarsadalom lehanyat-
lasa utan). E részben egyébként érezhetd a jeles szovjet matematika-torténész,
Juskevics professzor komoly segitsége, a XIX. szazadrol sz0lo fejezetben pedig
Klein fentebb mar emlitett munkéjanak a hatasa.

Struik nagy olvasottsagat, tobb — a matematikat alkalmaz6 — szaktudo-
manyban valo jartassagat sok példaval igazolhatnank. Azonban éppen az anyag
ujszerii feldolgozasa olyan nehézségekkel jar, melyek konnyen vezetnek teve-
désekhez, pontatlansdgokhoz.

Nem igaz, pl. hogy Gauss ,1816. koriil birtokdban volt a nem-euklidesi
geometrianak“ (153. 1.), csak annyi allithato, hogy ismert néhany abszolut-geo-
metriai jellegli tételt. Bolyai Janos pedig nem ,megprobalkozott® (181.1.) az
abszolut-geometria megteremtésével, de azt valoban meg is alkotta. El6fordul-
nak ellentmondasok, atfedések, téves évszamok, a nevekben, konyvcimekben
és formuldkban elirasok is.

A magyar kiadas kiilsdben tetszetésebb az eredetinél, néhany képet
jobbal cseréltek ki. A forditas szo- és nem értelemszerinti, helyenként hibas is.
Ezaltal még csak szaporodott a félreérthetd, szakmailag téves Kkifejezések,
mondatok szama. Olvassuk, hogy Regiomontanus ,60,000 fokig szamolta ki a
sinus-értékeket* (94. 1.), Euler ,haldla utan sok kéziratot hagyott hatra® (128. 1.).
Megtudjuk, hogy ,gépekrdl szdlé konyvek jelentek meg joval a konyvnyom-
ta:t;§17s feltalalasa elott* (104. 1.), hogy D’Alembert-t ,lelencként“ talaltdk meg
(137. 1.).

Kar volt ezt az értékes, sokak altal vart, hézagpdtlo miivet ennyire pon-
tatlan formaban kiadni. Az esetleges masodik magyar kiadds mindenesetre még
gondos elOkészitést kivan.

Széndssy Barna






El6fizetheto

A Posta Kozponti Hirlap Irodanal (Budapest, V., Jo6zsef-nador
tér 1.) és barmely postahivatalnal. Csekkszdmlaszam: egyéni elo-
fizetésnél 61.257. Koziileti 61.066 (vagy atutalas az M. N. B. 47. sz.
folydszamlajara)
vagy

Az Akadémiai Kiadénal (Budapest, V., Alkotmany u. 21) csekk-
szamlaszam: 05.915,111—46 (vagy atutalds az M. N.B. 46. sz.
foly6szamlajara).
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forduljanak a Tdrsulat elnokségéhez (Budapest, V., Redltanoda-utca
13—15. Telefon: 187—330). Kozlésre szdnt dolgozatok (lehetlleg
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10.

11.

Oblith Richard dolgozatainak jegyzéke

. Merdleges szerkesztése egy egyenes adott pontjaban vonalzoval és étalon-

nal. Mathematikai és Physikai Lapok 18., 1909 p. 174—176.

. Bemerkungen zur Theorie der geometrischen Konstruktionen. Monatshefte

fiir Mathematik und Physik. 26., 1915., p. 295—298.

. Quadratische Reste und Nichtreste. Losung einer Aufgabe. Archiv der

Mathematik und Physik. 3 Reihe, Band 23. 1914/15. p. 187—188.

. Szamelméleti tételek. Mathematikai és Physikai Lapok 27., 1918., p. 91—94.

Az x3 4- k= )2 hatarozatlan egyenletrél. Bemutatva a Szent Istvdn Aka-
démia 1918. oktober 18.-i iilésén. Megjelent a Szent Istvan Akadémia
Ertesitdjében 3. kotet, 1918., p. 172—18 1.

. Analizis ¢s geometriai alkalmazdsai. Miiegyetemi hallgatok, mérnokok,

technikusok részére. Budapest 1920. Német Jozsef kiadasa. XVI +- 208 lap.

. A primszamok eloszlasardl. Bemutatva a Magyar Tudomanyos Akadémia

Ill. osztalyanak 1930. januar 14.-én tartott iilésében. Megjelent Mathe-
matikai és Természettudomanyi Ertesité 47., 1930, p. 250—253.
 Francia nyelvii kivonata uott. p. 254.

. Uber die Verteilung der Primzahlen. The Tohoku Mathematical Journal,

(Sendai, Japan) 32., 1930., p. 328—331.

. Uber Produkte aufeinander folgender Zahlen. The Tohoku Mathematical

Journal,- Memorial Volume on the Occasion of the 60 th birthday of
the Editor T. Hayashi. Vol. 38, 1933., p. 73—92.

Sur la théorie des constructions cubiqués. Bemutatva a francia Tudo-
manyos Akadémia 1933. november 27.-én tartott iilésében. Megijelent
Comptes Rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des Sci-
ences 197, 1933., p. 1383—1385.

Zur Theorie der Konstruktionen dritten Grades. The Tohoku Mathema-
tical Journal 39., 1934, p. 1—5.

12a) Egymasra kovetkezd szamkozok primszamairél. Matematikai és Fizikai

Lapok 41., 1934., p. 41—44.

b) Francia nyelvii kivonata uott. p. 44.

13.

Congruences with binomial Coefficients. Bemutatva az indiai Tudoméanyos
Akadémia 1934. november 9.-én tartott iilésében. Megjelent Proceedings
of the Indian Academ){ of Sciences Vol. 1., 1934, p. 383—386.
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14. Uber einen arithmetischen Satz von Kiirschak. Commentarii Mathematici
Helvetici 8., 1935/6 p. 186/187.

15. Uber Primzahlen in aufeinander folgenden Intervallen. Annali di mate-
matica pura ed applicata, serie 1V., tomo XIV., 1935—36., p. 299—303.
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Egervary Jené munkaissigarol
Rozsa PAL

1958. november 30-dn elhunyt EGERVARY JENO akadémikus,
egyetemi tanar, Tarsulatunk tiszteletbeli elntke. Halalaval nagy
veszteség érte mind a hazai, mind pedig a nemzetkdzi matemati-
kai életet.

EGERVARY JENO 1891. aprllls 16-an sziiletett Debrecenben.
A debreceni foredliskoldban tett érettségit 1909-ben. Egyetemi tanul-
manyait Budapesten, a Tudoményegyetemen végezte, 1914-ben
szerezte meg a doktori cimet. A budapesti Foldrengési Obszerva-
toriumban dolgozott mint tandrsegéd, majd a budapesti Fels6ipar-
iskola tandra lett. Kozben a szegedi Tudomanyegyetemen magan-
tandri képesitést nyert. Ezt 1927-ben visszavontak, és tobb, mint
tiz évig kellett virnia, amig ismét magdntanar lehetett. Ehhez az is
hozzajarult, hogy a Tandcskoztdrsasag alatt eladdsokat tartott az
Egyetemen — matematikdbdl. 1932-ben tudomanyos munkassiga-
nak elismeréseképpen a Konig Gyula jutalomban részesiilt. 1938-
ban a budapesti Tudoményegyetemen magantandr lett, majd 1941-
ben kinevezték a Miiegyetem nyilvanos rendes tanarava, ahol hald-
ladig miikodott. 1943-ban a Tudoméanyos Akadémia levelezd tagjai
sordba vélasztotta. A felszabadulds utdn nagy érdemeket szerzett
az alkalmazott matematika széles korben valo elterjesztése érdekeé-
ben kifejtett tevékenységével. Tevékeny szerepe volt a Magyar
Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének meg-
alapltasaban Ebben az Intézetben a ,,Mechanikai és Szilardsdgtani
Osztaly” vezettje, majd az Intézetnek Matematikai Kutatd Intézetté
vald atszervezése utdn a ,,Matrixelmélet és Alkalmazdsai Osztdly”
vezetbje volt halaldig. Tudomdnyos munkéassdganak elismeréséiil
kétszer tiintették ki Kossuth-dijjal: 1949-ben és 1953-ban. Oktatasi
tevékenységet az Epitéipari ¢és Kozlekedési Miiszaki Egyetemen
kiviil az Eotvos Lordnd Tudomanyegyetemen is kifejtett, ahol az
alkalmazott matematika szakos hallgatok részére a differencidl-
egyenletek cimii eldaddst tartotta éveken keresztiil.
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EGERVARY tudomanyos dolgozatainak jegyzékét a Matematikai
Lapok el6z6 (X. 1—2) szamdaban kozoltik. (A kovetkezOkben a
szogletes zarojelbe tett szamok az ottani dolgozatjegyzék megfeleld
dolgozatara valo utalast jelentik.) Ha kissé figyelmesebben nézi
az ember ezt a jegyzéket, lehetetlen észre nem venni, hogy mun-
kdssaganak nagyobbik része (tobb, mint 40 dolgozat!) a felszaba-
dulds ota eltelt 14 évre esik. A tudomdnyos munka anyagi és
erkolcsi megbecsiilése hatalmas mértékben bontakoztatta ki alkotd- -
kedvét. Eletének utolsé éveiben ez az aktivitis nem hogy csokkent
volna, ellenkezoleg: allando6an 1j eredményekkel gazdagitotta a nem-
zetkozi matematikai irodalmat és megbecsiilést szerzett a magyar
matematikusok nevének vildgszerte. Kétszeres veszteség szaimunkra,
hogy alketéerejének teljében-hagyott itt benniinket.

EGERVARY tudomdnyos munkdssgiganak ismertetése igen nehéz
feladat elé allit, annyira szertedgazo volt az érdekl6dési kore. Elso
eredményei, (de sok késébbi is), FEJER LiPOT munkdssagéhoz kap-
csolddnak. FEJER msp1ralta doktori értekezését is. Szamos dolgo-
zatot irt az analizis €s a fliggvénytan korébdl, kozben azonban
figyelme az algebrai egyenletek felé is fordult. Mér elsé dolgoza-
taira jellemz6, hogy a determindnselmélet sok helyiitt fontos és
hasznos segédeszkoz szerepét tolti be. Ezzel kapcsolatban talan
nem felesleges megemliteni, hogy 1932-ben KONIG DENES — tobbek
kozott — a kovetkezd szavakkal jellemezte EGERVARY addigi munkds-
sagat: ,,EGERVARY szdmolokészsége — elsdsorban ami a determindns-
szamitasokat illeti — voros fonalként végigvonul csaknem valamennyi
munkajan, és ebben a tekintetben miikodésében — HUNYADI JENO és
ScHoLTZ AGosTON munkdira gondolva — bizonyos fokig talan ma-
gyar matematikai tradiciok feléledését allapithatjuk meg.” Ugy vélem,
hogy'EGERVARY késObbi — foleg életének utolsd éveiben kozolt —
munkéi teljes pértékben aldtdmasztjdk KONIG DENES megéllapitésat.
Kozben azonban EGERVARY érdekl0dése — szinte parhuzamosan —
egyrészt geometriai, masrészt elméleti fizikai kérdések felé fordult.
1938-t01 kezdve kortilbeliil tizentt éven keresztiil egymasutan kozli
eredményeit a geometria és a differencidlegyenletek targykorébol, els6-
sorban az ortocentrikus koordinatarendszerrél és annak alkalmaza-
sair6l, valamint a hdromtest problémaval kapcsolatos vizsgalatairdl.
Eletének utolsé hat évében azutan szinte kizarolag a matrixelméleti
kutatisoknak szentelte munkassdgat, nagy figyelmet forditva az:
alkalmazasokra. .

EGERVARY valamennyi munkajat — miként eldaddsait is —
a vildgossdg, szabatossdg, valamint az elegancidra val6 torekvés
jellemzi. Stilusa tomor, sehol egy folosleges szot nem taldlni, de
ez sohasem megy az érthetdség rovéasara. Egyik legfébb eszkoze,
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amelynek segitségével mindig kozel tudja hozni az olvasot a targy-
hoz, a szemléltetés. Mdsik jellemzé vondsa, ami csaknem vala-
mennyi miivén végigvonul, az az igény, hogy eredményeinek az
alkalmazasi teriileteit megtaldlja és megmutassa, legyenek azok
a legelvontabb teriiletr6l valok is.

EGERVARY tudomédnyos munkassaganak itt kovetkezd ismerte-
tésénél felhaszndltam KONIG DEnEesnek az 1932. évi Kénig Gyula
jutalom odaitélése alkalmabol késziilt jelentését, amelyben EGERVARY
addigi eredményeinek igen szép értékelését adta.

EGERVARY els6 dolgozata [1], mint bolcsészdoktori értekezés,
az integralegyenletekre vonatkozik.
A

§ )+ [ K% 99 EdE— £

integralegyenlet megolddsa, ahol ¢ az ismeretlen fiiggvény, a, b,
f(x), K(x, &) pedig adott szamok, illetbleg fiiggvenyek, tudvalevileg
ugy foghaté fel, mint a kontinuumszerii végtelenbe val6é atvitele
az elemi algebra azon feladatanak, amely egy n-ismeretlenii, n
egyenletbél allo elséfoku egyenletrendszer megoldasat kivanja. Ezen
egyenletrendszer gy adodik, hogy az (a, b) integraldsi intervallu-
mot n egyenld hosszusdgu részletintervallumra bontjuk és az

b
| Kx 9y E)as

integralt az ezen beosztasra  vonatkozo kozelitd osszegével potoljuk.
Az ismeretlenek ez esetben a keresett ¢ fliggvénynek ezen osztd-
pontokban felvett értékei. Ezen ,,n-edik kozelité egyenletrendszer”
megoldasdbol az integrdlegyenlet megolddsa altalaban az n— oo
hataratmenettel adoédik. EGERVARY doktori értekezésében azt az
elméletileg is és az alkalmazasok szempontjabol is nevezetes esetet
vizsgalja, amikor K(x, £) az un. mag-fiiggvény csupan az x—§
kiilonbségtol fiigg és ennek b—a szerint periddikus fliggvénye.
E megszorité feltevés kovetkezménye, hogy a kozelité egyenlet-
rendszer determinansa ciklikus determinans lesz, és mint ilyen, egy
jol ismert determindns-tétel szerint, els6foku tényezékre bomlik.
Ez a koriilmény felesleg€ssé teszi a hatvanysorba valo fejtést, amely
az altaldnos esetben elkeriilhetetlen. EGERVARY explicite kiszamitja
a determindns hatarértékét n— oo-re és pedig FREDHOLM altaldnos
hatarattérési modszerétol eltérd, a specidlis esetre szabott egysze-
riibb modszerrel. Az igy adédo un. Fredholm-féle transzcendens
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maga is nem hatvanysoralakban, hanem primtényezos eldallitasban
adodik. E szorzatalak evidencidba hozza azt a mar régebben fel-
ismert tényt, hogy az tn. sajatértékek a mag Fourier-sorba vald
fejtésénél fellépd egyiitthatok reciprok értékei.

EGERVARY ezen vizsgalataihoz kapcsolddott FENYO ISTVAN,
aki eredményeit altalanositotta a Buletinul Politechnicii ,,Gh. Asa-
chi”’ 3. kotetében (1948), valamint a Publicationes Math. 2. és 3.
kotetében megjelent dolgozataiban.

1918-ban jelent meg EGERVARYnak a polinomok és algebrai
egyenletek korébe vago elsd dolgozata [4]. Kiindulépontul itt a
szinuszfiiggvény, illetve szinuszgorbe kovetkezé négy szemléletes
tulajdonsaga szolgal: 1) Egy tetszbleges zérushely és a szomszédos
“minimumhely kozti teriilet megegyezik e zérushely és a szomszé-
dos maximumhely kozti teriilettel. 2) Két szomszédos zérushely
kozti teriiletek mind megegyeznek. 3) Minden zérushely inflexios
pont. 4) Az Osszes maximumok és minimumok abszolit értékre -
megegyeznek.

EGERVARY azt a kérdést veti fel, hogy az adott n-edfoki u,
polinomok kozott, amelyeknek minden zérushelye valés és egy-
szeres, melyeknek van meg — kiiliin-kiilon — az 1), 2), 3) illetve -
4) tulajdonsaguk. [gy rendre a kovetkezé polinomokhoz jut:

1) ha a, b, C tetszbleges valos allandok, akkor

d'f[(x—a) (x—B)]"

a
dxn

ezek azok a polinomok, amelyek az n-edfokt Legendre-féle poli-
nombol a fiiggetlen valtozo linedris transzformdciojaval adodnak
(ez az eredmény FEJER LIPOTtOl szarmazik);

2) a Csebisev-féle n - 1-edfoku polinomok derivaltjai;

3) az n—1-edfokti Legendre-féle polinombdl integraldssal
(alkalmasan vélasztott alsé hatarral) és a fiiggetlen valtozo linedris
transzformaciojaval adédo fiiggvények;

4) maguk az n-edfoku Csebisev-polinomok.

EGERVARY azt is kimutatja, hogy az emlitett fiiggvények az
egyediiliek, amelyek az emlitett kovetelményeket kielégitik. E tulaj-
donsagok- tehat jellegzetesek az emlitett és az analizis szdmos feje-
zetében fontos szerepet jatszo polinomokra, igyhogy az EGERVARY
altal felismert geometriai sajatsagok e polinomok bevezetésére is
alkalmasak. ‘

A [7], [8] és [12] dolgozatokat kozosen az jellemzi, hogy a
karakterisztikus egyenletek alkalmazasat adja a hatvdnysorok és
polinomok elméletében. Ezekhez kapcsolddoit M. J. DIEUDONNEnak

U (X)=C
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a Comptes Rendus 192. koteteben meg]elent dolgozata és E. LANDAU
»Uber einen Egervdry'schen Satz* cimii, a Math. Zeitschrift 29.
kotetében megjelent dolgozata.
Legyen a |z|<1-re konvergens

fR)=cot+crz+ - Fcu12" -

hatvanysorra eldirva az els6 n egyiitthato, éspedlg ugy, hogy

O0<ch=c1=co=:--=c.1. FEJER a kovetkezd eredményekre jutott.

Az |f(2)|-nek |z|=1-re vonatkoz6 maximuma nem lehet kisebb,
n-1 .

mint a > x, =1 feltétel mellett tekintett
r=0
n-1

ZC'J'(xOXn—vA ~+ X1 Xn-p-2+ **+ + Xn-p-1X0)

r—0
kvadratikus alak maximuma. Ez a maximum pedig e kvadratikus
alak matrixdhoz tartozd karakterisztikus egyenlet (egyszeres).leg-
nagyobb gyoke: 4;. Van tovabba egy (|z|= 1-re regularis) racio-
nalis tortfiggvény, mégpedig

*x;’t—l _i"x’:_gz—{— P +x5z)z—1
n x;+x’;zfl_..._{_x:_lzu_1 ’

amelyet hatvanysorba fejtve a megadott kezdGegyiitthatokat kapjuk
és |z|<1-re abszolat értékének maximuma éppen 4;. EGERVARY
[7] dolgozatianak legfébb érdeme, hogy egy speciélis esetben tény-
legesen kiszamitja ezt a 4, gyokot. Ezt az esetet az ]ellem21 hogy
valamely o szamra, (ahol O<g— 1), co=0"1,6—0"2, ..., Caa=1.
EGERVARY kimutatja, hogy a karaktensztlkus egyenlet legnagyobb
gyoke: 2,(0), n és o monoton novekvd fiiggvénye és

1

h(z) =4

lim 4, (¢ )- =
- Ami specidlisan a o=1 és o= n—lil-l eseteket illeti, kimutatja,
hogy

1 e n n
® n e s

(n+] (n+1)7t—1 e

1 2
B TR
2EE o

Ezekben az esetekben EGERVARY egyszersmind kiszamitja a meg-
feleld /(z) racionalis tortfiiggvényeket is.

-
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A SzAsz Otroval egyiitt irt [8] dolgozatban targyalt kérdé-
sek a kovetkez6 altalanos probléma specidlis esetei. Legyen a val6s
ai, B, @, fo, ..., @y, B, Szamok valasztdsa azaltal korlatozott, hogy
feltessziik, hogy a

(1) 7)==l +4 (a, cos vt 8, sin v{)

tngonometrlkus polinom minden {#-re nem-negativ. A rogzitett
Qo, Ay, by, @, bs, . .., a,, b, szamokkal megalkotva az :

L(T) =a‘)+alal+blﬂl+ e +anan+bnﬁn

linearis format, az a kérdés, hogy L milyen hatdrok kozt valtoz-
hatik és mely «,, #, szamokra, illetve mely «(f) trigonometrikus
polinomra é€ri el két széls® értékét. FEJER és SzAsz vizsgélatai
alapjan erre a kovetkezd valasz adhato. Legyen »—=1,2,..., n-re
Cy=a,+1ib, és c., a ¢, konjugdlt komplex értéke, és ]elolje az
ai=ci; €rtékekbdl alkotott hermitikus matrix legkisebb, illetve
legnagyobb sajat értékét o, illetve 2. Ekkor o =L(7r)=£2. Azok
a 7 polinomok, amelyekre az els6 vagy masodik helyenaz egyenl6-
ségijel érvényes, egy homogén linedris egyenletrendszerb6l adddnak.

Az a,, b, szamok specializalasa altal EGERVARY és SzAsz a
kovetkez0 -nevezetes eredményre jutnak. A nem-negativ (1) alatti
trigonometrikus polinomok mindegyikére fenndllnak az aldbbi egyen-
[0tlenségek, amelyek egyrészt az egyes tagok amplituddjdra, mds-
részt a polinom differencidlhdnyadosdnak abszoliit értékére szolgdl-
tatnak felso korldtot:

Vcci+/9}f§2cosr——ﬂ—; k=1,2,...,n
]+

| dv e n(n—i—l)(n—i—2)
{dt}~V 12

Egyszersmind megallapitjak azokat az egyetlen v polinomokat,
amelyekre az egyik vagy a masik egyenl6tlenségben az egyenléség-
jel érvényes.

Ezekkel a vizsgalatokkal kapcsolatos a [12] dolgozat Bz az
egységkorben nem-negativ 4ltalanos harmonikus polinomokra vonat-
koz6 szélsdértékproblémdkat targyal.

Eloszor is egy HARNACKtOl szarmazé tétel élesitéseként a ko-
vetkezO tételt bizonyitja be. Legyen

P.(r, ) =14 > r"(a, cos vt+b,sinvf)>0, ha r<l,
r=1
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akkor teljesiil az alabbi két egyenlétlenség:

0‘1[
: cos (n+2)-+-
P )= L U (’? + 1) Our ha r=— 2
sin 03[ ) 0‘1]
cos n
2
(Oéaué n:—rZ)’
illetve %

cos (n+2) I

_|sin(n++1)9n 2

P” (r’ t) = Sin 19',,1 ha £ é \9171
cosn
2
T e TT
az egyenléségjel pedig csak a
. 2
R R el
sin 6
% lsm (HSEV0+1)0 +(n—v-+1)cos» ]r”cos vt
r=1

harmonikus polinomra teljesiil (0 = 6y, illetve 6 = x—9,), amely
az egységkor keriiletén a

P, t) — : x

2[sm(n+1)0+n+1]

sin 6

‘ sin(n—}—l)li— sin (n+1)_T

t+6 5 t—60
sin ——
2 2

/

sin

n-edrendii koszinusz-polinomba megy at. 6, =0, illetve 0M=ﬁ§
esetén specialis esetként’adédik FEJER egy-egy korabbi eredménye.

A tovabbiakban — egy S.BERNSTEIN dltal megoldott probléma
altalanositdsaként — a kovetkezé problémat oldja meg. Az egység-
kbrben nem-negaitv n-edrendii harmonikus polinomoknak adva van
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e kor keriiletének két helyén az értéke:
P”(l’q))=P<PgO; P11(1,Q//)=P(péo,

meghatarozandd az egységkor tetszoleges belso poﬁtjaban e poli-
nomok minimuma. EGERVARY azt taldlja, hogy (ha o<1)

s3]

P¢Sn(0, ’l//) +P1J}Sn(0, ¢)_2VP¢P1()

P”(@; O)Z v 5 -
8.0, 9)S.(0, ¥)—S. (fP_Qi” 93)
ahol
Suees B — sin (- 1)a—20 sin n« cos («—@) + o> sin (n—1)e :

(1—o*) sine

. az egyenl6ségjel pedig csak arra a P;(r, f) harmonikus polinomra
érvényes, amelynek az egységkoron felvett P, (1, 1) értéke a

VPx(1,1) o /Py
p—t ((p—yj )
Sn(—~2 ,rp) S.(0, ) 53 e o

Sn (,w—‘;i, 110) : Sn (?, 'l//) Sn(O, 'l/))

egyenletb6l adodik. Abban az esetben, ha ¢ =0, a BERNSTEINtSI
szarmazd probléma megoldédsara jutunk. (O ugyanis a kor kozép-
pontjaban kereste .a mininumot.)
Ugyancsak FEJER eredményeihez kapcsolddik a [15] dolgozat.
Ismeretes, hogy a ;

(2 Wi

g =z+22+...

geometriai sor a |2|=1 konvergenciakorét az 9{(W)§—% egy--

rétii félsikra képezi le; FEJER kimutatta, hogy-a zart egységkorben
a (2) sor egyetlen részletosszege sem egyrétii, egy masik dolgoza-
taban pedig kimutatta, hogy a geometriai sor harmad- (és maga-
sabb-) rendii aritmetikai kozepei a zdrt egységkorben egyrétiiek.
FEJER eredményeit EGERVARY a [15] dolgozatdban a kovetkezd
tételekkel egészitette ki:
(1
Su(2)
n

1. A (2) geometriai sor elsdrendii aritmetika kizepei,
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ahol

“

sP@)=nz+n—1)2+ -+ 42,
(1)( )

csillagszeriiek. (Egy tartomanyt tudvailevoen akkor neveziink egyik
bels6 pontjara nézve csillagszeriinek, ha ezen ponton athalado vala-
mennyi egyenesnek van a tartomdnnyal kozos szakasza.)

(@)
2. A (2) geometriai sor - i
zepei, ahol ( 2 )

D="F e +5)e w1+ [3)2

a zdrt egységkirben egyrétick és egy bizonyos, a w—0 pontot

belsd pontkent tartalmazo tartomdny valamennyi pontjdra nézve

csillagszeriiek. K
S (2)

3. A (2) geometriai sor +2
kozepei, ahol 3( )

2@="5Y+("T )+ -+ (3)

a zdrt egységkirben egyrétiiek és konvexek. E tételeire FEJER és
SzeGo, a_Duke Math. Journal 18. kotetében elegans alternativ
bizonyitasokat adtak.

A [37‘] dolgozatban FEJER LlPOT és SzAsz OTTO _egy-egy
eredményét! dltalanositja. Tekintsiik azon P(z) polinomok {7} hal-
mazat, amelyek teljesitik a kovetkezo feltételeket: 1) P(2) fokszama
nem nagyobb, mint n, 2) P(0)=0, 3) RP(z)=—1 ha [2|=1.
FEJER bebizonyitotta, hogy

—1=%RP")=n,
SzAsz O. pedig bebizonyitotta, hogy

a zdrt egységkorben egyrétitek és a w=————= perempontra nézve

mdsodrendii aritmetikai ko-

harmadrendit aritmetikai

T o G\ TT
- cotgmédP(ef) = cotg CESTA

Eredményeikb6l kovetkezik, hogy a {zz} halmazbdl vett P(z)
. polinomok daltal leképezett egységkor képei a

7T
=W =mn, cotg2(+1)_¢w cotgm

négyszog belsejébe esnek.
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A [37] dolgozatban EGERVARY meghatirozza a {sz} halmazbdl
vett polinomok altal leképezett egységkor képeinek ponto$ tarto-
manyat. Eredményei a kovetkezok:

1) A {m} halmaz polinomjai dltal leképezett egységkir egye-
sitett képe egy olyan konvex tartomdny, amely egybeesik a *
T
; n--1
polinom dltal leképezett egységkir képének konvex burkdval.

2) E konvex tartomdnyt meghatdrozé fiiggvény (a O pontra
vonatkoztatva):

B2y = {nz+(n=0)2+---+2"}, P@R)c{x}

sirr~nn_*_—01
p(0) = ARSI —a=0=uom.
sin P

A =0, illetve 0-:12"5 specidlis esetben adodik FEJER,

illetve SzAsz fent emlitett eredmérifé.

Az [5], [6], és [9] dolgozatokban EGERVARY az algebrai egyen-
letek gyokeinek elhelyezkedésével, illetve azon tartominyok meg-
hatarozasaval foglalkozik, amelyekben — az egyiitthatokra vagy a
gyOkokre vonatkoz6 bizonyos korlatozdsok mellett — egy-egy gyok
mozoghat. /

Az [5] és [6] dolgozat a szimmetrikus multilinedris alakokkal
kapcsolatos széls6értékfeladatokkal foglalkozd vizsgalatokat tartal-
mazza. A 2i,2e,...,2, valtozok legéltalanosabb szimmetrikus
multilineédris alakja

i
S=c02122 - Z;L"‘CIZ i ot A SO e Zzl +Cn}

" az itt szerepld Osszegek a z; valtozok elemi szimmetrikus alakijai.
Tekintsiik az S =0 egyenlet osszes (2, 22, .. ., 2,) gyokrendszereit.
Minden ilyen gyokrendszerhez tartozik egy m szam, mint a
|21], |22, ..., |22] szamok legkisebbike. HEAWOOD és GRACE vizs-
galataibol kideriil, hogy van olyan, csupdn a co,ci, ..., ¢, egyiitt-
hatoktol fiiggd M korlat, amelynél ezen m szamok egyike sem na-
gyobb €és amely M amellett olyan, hogy valamely az S=0 egyen-
letet kielégitd (21, 2, ..., 2,) rendszerhez tartoz6 m szammal meg-
egyezik. EGERVARY a kovetkez0 problémat veti fel és oldja meg:
meghatarozandok az S — 0 egyenlet mindazon (21, 23, .. ., 2,) gyok-
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rendszere1 amelyekre m = min (|21, (22}, ..., [2.]) a maximalis M
értéket veszi fel. Fontos szerepet ]atsmk itt az n-valtozos §=0
egyenlet egyvaltozos un. adjungalt egyenlete:

G(Q)ECO:H—F( )Cl Ehela e e ),

amely S—0-bol tgy adodik, hogy az 0sszes z-ket egyméssal
(és C-val) egyenlové tessziik. Legyenek i, Gs, ...,5, az adjungalt
egyenlet gyokei. EGERVARY kimutatja, hogy M a |4, |Gl ..., |G
szamok legnagyobbikdval egyenldé. Fo eredménye a kovetkezd.
Ha a G()=0 egyenlet abszoliit értékre legnagyobb gyskei mind
egyszeres gyokok és a G(5) =0 egyenlet nem minden gydkének
M az abszolit értéke, akkor az S==0 egyenletet kielégité minden
olyan (21, zs, ..., 2,) értékrendszer, amelyre

min (|21, |22}, ..., |2.[) = M,

CSupa megegyezi zy==2y==+++=2z,—2 szdmbol dll és z a G(£)=0
egyenlet valumelyik abszolit ériékre legnagyobb gyike.

A 9] dolgozat a trinom egyenlet gyikeinek elhelyezkedésével
foglalkoz1k A dolgozat alapgondolata, hogy két binom szorzatdnak
derivaltja az altalanos trinom. Binom egyenlet gyokeinek pedig a
Gauss-féle sikban egy szabdlyos sokszog szogpontjai felelnek meg.
Ezért a trinom egyenlet gyokhelyei tigy foghatok fel, mint két sza-
bélyos sokszog szogpontjaiba helyezett egységtomegek eréterének
egyehsulyi helyzetei, ha .feltessziik, hogy az er6k a tdvolsaggal
orditottan ardnyosak. Ezek alapjan EGERVARY az

3) Azvm4-Bzm - C=0;
=|Ale*®, B=|Bl|e#, C=|Cl|e” n és. m  relativ primszamok

trinom egyenlet. gyokeinek az elhelyezkedésére a kovetkezoket alla-
pitja meg. Huzzunk a kezddpontbol 2(n -+ m) félegyenest:

6— 0(n+m) y—(C+(2; + 1)./'[
n—+m

f— o = ﬂ——-fd-l-(nzl.u'*- 1)

(mod 27), A==172 5 n=m

(mod 277), W

6 g = y—B8+QR2v+1)=w
PR =

(med 2m)y\ ~w=12"n
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ezek n+m olyan szektort hatdroznak meg, amelyek nyildsszige

% n4m m 7T . ntm n 7T
1 o S S Rk illetve |65 =63 = T

Ezen szektorok mindegyike a (3) egyenletnek pontosan egy gyokét
tartaimazza. Mindegyik szektor a benne foglalt gyok pontos val-
tozasi tartomanyat adja, amennyiben az egyiitthatok argumentumai-
nak megtartisa és abszolut értékének valtoztatisa esetén a gyok
az egész zart szektort befutja.

A gyokok abszolut értékeinek az elhataroldsara a kovetkezo-
képpen kell eljarni. Huzzuk meg az

1Aiz1l+m__[812m+|cl s
‘Alzn-&-m_l__ {Blzm_l_(_l)m|ci :O

egyenletek gyokhelyein dthalado koncentrikus koroket. A korok
kozéppontja legyen a kezddpont. Az igy kapott

BJH-m i (n+n1)1t+m
Am Cn == n"mm

esettn n+m-+1,

illetve

esetén n-+m--2

11+m n+m
L (n+m)
Am Cn ntmm

kor n-m olyan kérgyiritartomdnyt hatdroz meg, amelyek mind-
egyike a (3) egyenletnek pontosan egy gyokét tartalmazza. Az igy
meghatarozott korgyiiriik a benniik foglalt gyok pontos valtozasi
tartomanyét adjak amennyiben az egyiitthatok abszolut értékének
megtartasa, és az argumentumok megvaltoztatdsa esetén a gyok
az egész zart korgyfiriit befutja.

A fenti két sikbeosztds egyesitésével meghatdrozhaté az az
n-+m korgyiriiszektor, amelyek mindegyike a (3) egyenletnek pon-
tosan egy gyokét tartalmazza.

‘E vizsgélatokkal bizonyos kapcsolatokat mutat a [10] dolgo-
zat, amely az Gin. KAKEYA-féle tétel dltalanositdsarol szol.

Legyen P és o két pozitiv szdm és P=p. Tegyiik fel a
pozitiv egyiitthatdju

(4) ao—l—alz—|—..._|_anznzo

egyenlet egyiitthat6ir6l, hogy »=0,1,2,..., m—1, m-1,.
esetében fennallnak a

(®) Pyayii—(P+0)a, +ar1>0
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egyenlotlenségek (itt a1 és a,. helyébe zérus teendd). Akkor a
(4) egyenletnek m gyoke a nyilt |z| <o tartomdnyban, n—m gyike
pedig a nyilt |z|>P tartomdnyban van. Ha egy vagy tobb (5)
egyenl6tlenség baloldala eltiinik, akkor némely gyok e tartomanyok
“hatéréra is eshet. KAKEYA tétele innen abban a specidlis esetben
adodik, amikor »=1,2,..., n—1-re fenndll a o¢a,.1—a,>0
egyenl6tlenség, ekkor ugyanis elég nagy pozitiv P esetén m = n-re
teljesiilnek az (5) egyenlotlenségek, tehat a (4) egyenletnek n gyoke
van a [z|<e¢ korben.

Az [5], [6], [9] és [10] dolgozatok nagy érdeklodést és vissz-
hangot keltettek a hazai és kiilf6ldi matematikusok korében. E mun-
kdkhoz kapcsolodott SzeGO G. és A. COHN a Mathematische Zeit-
schrift 13., illetve 14. kotetében megjelent dolgozatiban. Idézi
EGERVARYt VAN VLECK a Bulletin of the American Mathematical
Society 35. kotetében megijelent, az algebrai egyenletek gyokei el-
helyezkedésének ujabb irodalmar6l szold referatumban, majd M. J.
DIEUDONNE a Mémorial des Sciences Mathématiques sorozat ,,La
théorie analitique des polynomes d’une variable” cimii Kkotetében,

az Enzyklopddie der Mathematischen Wissenschaften 1j sorozatiban -

pedig W. SPECHT az ,,Algebrazsche Gleichungen mit reellen oder
komplexen Koeffizienten” cimii kotetben.

EGERVARY dolgozatai kozott kiilonleges helyet foglal el a
mdtrixok kombinatorikus tulajdonsdgaival foglalkozd [11] dolgozat,

egyrészt targyanal fogva, mdsrészt a legutobbi idokben az alkal- *

mazéasok révén nyert jelentéségénél fogva. A dolgozat KONIG DENES
kovetkezd tételéhez kapcsolodik. Barmely matrixra az olyan vona-
lak (azaz sorok és oszlopok) minimalis szama, melyek Osszessé-
giikben az osszes el nem tiin6 elemeket tartalmazzak, megegyezik
az olyan el nem tiin6 elemek maximaélis szdmaval, melyek paronként
nem fekiisznek egy vonalban. EGERVARY e tétel uj (ti. teljes indukciora
alapitott) bizonyitasat és altalanositisat adja. Ez az altalanositas a ko-
vetkezOképpen fogalmazhatd. Vdlasszunk ki a nem-negativ egész ele-
mekbdl dllo n-edrendii [a;] mdtrixbol n olyan elemet: ay,,,Qsy,, ...,Qr, ,
amelyek ketfesével mds-mds sorba és mds-mds oszlopba tar-
foznak és legyen M az Osszes igy adodo ay,+ o, ~+ -+ +au,
Osszegek maximdlis értéke. Legyenek mdsrészt iy, As, ..., Ay,
U1, U2, ..., Uy Olyan nem-negativ egész szamok,amelyek i, j—1,2,...,n-
re kielégitik a ZL-—}—ujz a;; feltételeket. Akkor a iy~ i+ As—+ps +
oAt pn Osszeg legkisebb értéke éppen M. (A fent emlitett

specnahs tétel innen abban az esetben adddik, ha minden a;; vagy’

0 vagy 1.)
Ennek a dolgozatnak a jelentdségét az adja meg, hogy tibb

14 Matematikai Lapok

"
PR e
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. mint hiisz évvel késébb H.W. KunN az Egyesiilt Allamokban fel-

ismerte a dolgozatban kozolt tétel alkalmazasi lehet6ségét a mate-
matikanak egy viszonylag (j, a kozgazdasagi alkalmazasokkal fog-
lalkozé tudomdnyagéaban, az ekonometridban. KONIG és EGERVARY
tiszteletére ,,magyar modszer’-nek nevezte eljardsat, amelyet az
tigynevezett hozzdrendelési (assignment) probléma megoldasara hasz-
nalt. Késébb M. M. FLooD tovébbfejlesztette a modszert, majd
EGERVARY, amikor 1957-ben tudomést szerzett az amerikai szerzok
munkairol, ezek eredményeinek a felhasznaldsdval alkalmazta a
modszert az ugynevezett szdllitdsi probléma megoldédsara.

A szallitasi probléma a kovetkez6. Adva van k& szamt termel6
hely és [ szamu fogyaszté hely. A 7 termel6 hely tarol »; egysé-
get (i=1,2,...,k), az F; fogyaszté hely igényel u; egységet

k l

(j=1,2,...,1). Tegyiik fel, hogy >'v;— >'w. Legyen a szalli-
i=1 po=1

tasi koltség 7; termeld helyrbl az Fj fogy/z;szt(') helyre ¢;; (nem-

negativ egész). Kérdés, hogyan kell a széllitast ugy megszervezni,

hogy a szallitasi 9sszkoltség minimalis legyen. Matematikai meg-
k 4

fogalmazasban ez azt jelenti, hogy a > Deijx; linearis forma

i=1 j=1
1
minimumat kell meghatarozni a > x;=» (i=1,2,...,k) és
=1

k
¥ xi—w (j=1,2,...,1) feltételi egyenletek és — a probléma
i=1

természetébdl folyd — x; =0 feltételi egyenldtlenségek kielégitése
mellett.

(Abban a specialis esetben, amikor »i=w;=1 (i=1,2,..., k;
—1,2,...,1), akkor a szallitdsi probléma ekvivalens az lgyneve-
zett hozzarendelési probléméaval.)

EGERVARY eljatrasa, amelyat a [70] és [71] dolgozatban fejtett
ki, lényegében azon alapszik, hogy a [c;] matrix soraihoz a 7,
oszlopaihoz pedig a w; multiplicitdsokat rendeli (i—1,2,...,k;
j=1,2,...,1), s ennek megfeleléen, ha a c¢; elemeknek valamely
részhalmazat az iy, 16s,...,,-edik sorbol és a ji, jo, ..., j,-adik
oszlopbol all6 vonalrendszer tartalmazza, akkor azt mondja, hogy
ez a részhalmaz »;, 4 v+ --- +1r,~p+yjl+;¢j2+ e multipli-
citisosszegli vonalrendszerrel van fedve. A c¢; elemeket iterativ

1épésekben a

1) 0
¢ =Dy (D —cy; =0 2=1,2,...

transzformaciokkal addig modositja (atlagban csokkenti), mig egy
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olyan transzformalt matrixhoz jut, amelynek O elemeit nem lehet
n-nél kisebb multiplicitasosszegili vonalrendszerrel fedni.

Az az ut, amelyet KONIG és EGERVARY emlitett tételei a graf-
elméleti megfogalmazastél a szallitdsi probléma megolddsdig be-
futottak, igen szépen és meggy6zden példizza az elmélet és gya-
korlat egységét, és azt a kolcsonhatast, amely mindkettd fejlodését
sziikségképpen eloreviszi.

EGERVARY geometriai targyi munkdinak a sorat a [17] dol-
gozat nyitja meg. Ebben az olyan tetraéderek fO6bb tulajdonsagait
targyalja szimmetrikus paraméterek segitségével, melyeknek magas-
sagai egy pontban talalkoznak. Ezek a magassagponttal bir6, vagy
ortocentrikus tetraéderek — azonkiviil, hogy magassagpontjuk van
— még szamos olyan analdgiat mutatnak a haromszoggel, amely
az altalanos tetraédernél nem 4ll fenn.

A o0;: €élhosszisagti ortocentrikus tetraéderre EGERVARY beve-
zeti a

=BT G L m—1,2,3,4
fiiggetlen paramétereket, és kimutatja, hogy annak élhossza, oldal-
lapfeliilete €s kobtartalma egyszerii osszefiiggésben van a 4; para-
méterek elemi szimmetrikus fliggvényeivel.

A [20], [21], [39] és [41] dolgozatokban azt mutatta meg,
hogy ortocentrikus szimplexszel (tetraéderrel) kapcsolatos vizsga-
latoknal el6nyosen alkalmazhaté az ,,ortocentrikus koordindtarend-
szer), azaz egy olyan baricentrikus (homogén) koordmatarendszer
amelynek alapszimplexe (tetraédere) ortocentrikus. :

Az n-méretli euklideszi tér gorbéire vonatkozd v1zsgalatokat
tartaimaz a [22] és [23] dolgozat.

A [22] dolgozat 6 eredménye a kovetkezd. Ha az n-méretii
euklideszi tér egy rektifikdlhaté gorbéjét az s ivhossz szerint n-szer
folytonosan differencidlhato

X1 =x1(8), Xz ==2%2(5); ..o s X ="2%a(S) :
fiiggvények hatarozzak meg, tovabba ha PO%P(SO) a gorbének
egy reguldris pontja, azaz olyan, amelyre nézve a
Xij— 2 LA o
== 1,,2, e
Gram-féle determinansok egyike sem tiinik el, akkor :

14*
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1) a gorbe P, pontjdhoz és ennek kirnyezetében felvett P
pontjdhoz tartozo k-méretii simuld hipersikok . hajldsszogének a
Py P, ivhosszhoz valo viszonya P,— Py esetén a kovetkezd hatdrér-
téket szolgdltatja: .

d’)k li UG l’ Gii1Gi1 Y
—t m === ’
ds " pir) Dob, G.

2) Egy [P(s1), P(82), ..., P(Sxs2)] hiirszimplex élhosszainak a
(k+12  V(PiPs+++ Piiy Pipg) V(Ps -+ Piys)

kPP V(P Py Priy) V(Po -+ - Pry1 Pryo)
fiiggvénye, ahol V(Py---Py) a k—1 méretii szimplex kobtartalma,
s,— Sy esetén ugyancsak a fenti hatdrértékhez tart

(6) lim @(PPs-++ Pis)— VG G

Py—~+Py Gk

D(PP; - Pous) —

Ezek szerint, ha az s k-adik gorbiiletet, mint a A-méretii

k

simuld hipersik kontingenciaszogének az ivelemhez val6 viszonyat
értelmezziik, akkor ezek a gorbiiletek, egyrészt, mint a koordinatak
derivaltjainak fiiggvényei, a BLASCHKE-féle gorbiiletekkel megegyez-
nek, masrészt a (6) eloallitds a gorbiileteket tavolsagfogalom be-
vezetésével metrizalt terekben is értelmezhet6vé teszik. Eredményének
f6 érdeme az, hogy BLASCHKE pusztdn formdlis titon nyert formu-
lajat geometriai tartalommal toltotte meg, amennyiben ahhoz az
n-edik gorbiilet geometriai definiciéjabol kiindulva sikeriilt eljutnia.
A gorbiilet e definicidja alapjan a FRENET-féle formuldk, tovabba
a simuld gombok és a gorbiiletek kozti Osszefiiggések megtartjak
a harommeéretii térben mutatkozo egyszerii és szimmetrikus alakjukat.

A [23] dolgozatban az n-méretii euklideszi tér gorbéinek
simulégombjeire vonatkozo kovetkez6 tételt bizonyitja be EGERVARY.
Ha teljesiilnek a [22] dolgozatban ftett feltételek, akkor a gorbén,
annak P(so) pontja kornyezetében felvett P(si),...P(sw+1) pontokon
dtmené k—1 méretii gomb hatdrhelyzete P(s,)— P(s0) esetén a
P(so0) ponthoz tartozo k—1 méretd simulogomb, amelynek Ry
sugardt, mint a koordindtdk derivdltjainak fiiggvényét, a

.__R;':'_l q’ q" oo q(k)

q’ ‘X‘u .Xl‘l S A‘Xlk :_0’ k=2,3,..-,n

q® X Xz cer X
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egyenlet hatdrozza meg, ahol

q(u):i 0 27 [x/(8)—x, (D]i=..

205" =]

Ennek alapjan a simulogdombok és a gorbiiletek kozt a kovetkezd
Osszefliggést dllapitja meg: :

Rh (dRz)“g ) Ro= O RL—QI
R—R, CERLEL S o G B

Kimutatja tovdbba, hogy az n-méretii térben érvényes az

2 2 dU 2_ 2 an—l 2
(R,,—R,,,g)(d—s)—ie;_l( - J

Osszefiiggés, ahol do a polusgorbe ds-hez tartozo ivelemét jelenti.
(Mindkét formula a haromméretii térre ismert megfeleld osszefiig-
gések altalanositésa.)

ALEXITS GYORGYgyel-egyiitt irt [24] dolgozatiban megadja a
linearis gorbtiletek altalanos elméletének az alapjait félmetrikus
terekben, és megmutatja, hogy az specidlis esetként magaban fog-
lalja az eflklideszi tér rektifikalhato gOrbéinek gorbiiletelméletét.
— Legyen pg az M félmetrikus tér p és ¢ pontjanak a tdvolsaga,
legyen

Rin=Ri+——"=

0 1
D 142y sy Ym) — 9| » i,.:1,2,-..,m
@192, ) =4 (@a)® J
tovabba
Z(pO’ply ) pn—}—l) =
n-+1
Ip()p i V‘D(pr --':p»b+1)D(pl, seey pn) | :I D(pO, ---,pn) D(pl; ) pn+1)|

(a nevezd O-tdl kiilonbdz6). n'=2 esetén x fiiggetlen p, sorrend-
jétol. Az M tér p, pontbeli n-edik linearis gorbiilete a kovetkezd:

%,L(po)z lim A(po, ...,_D,L+1) ¢

Py—>Do
9=1,2,.., yntl

(feltéve, hogy a hatarérték létezik), a mdsodfaju n-edik gorbiilet

pedig
x,,(po) —lim z(pl, s p,H.g)

Py—>Po
=12 ..., n42 e

(feltéve, hogy létezik).
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A dolgozat eredményei koziil felsorolunk néhany tételt. Egy
kompakt M térben akkor és csakis akkor létezik mindeniitt ) (po),
ha #,(po) mindeniitt létezik és folytonos. Legyen M kontinuum egy
E;. euklideszi térben. Ha 2, 1(p) M-ben mindeniitt O-t6l kiilonb6z6
¢és folytonos, akkor M megszamldlhatoan végtelen olyan rektifikal-
haté iv lokdlisan Osszefiiggd osszege, amelyeknek paronként csak
véges sok pontja kozos. Ha M specialisan olyan iv, amelynek
%,(0=1,2, ..., k) koordinatdi p,-ben az ivhossz szerint n - 1-szer

k

derivalhatok és ’ng’xg”\ #0, (i,/,=1,2,...,n), akkor x.(po)
: =]

létezik. Ha a deriviltak po-ban folytonosak is, akkor u(po) is
létezik. ,(po) €értékei megegyeznek (E,-ben) a FRENET-féle for-
muldk egyiitthatdival (a gorbiiletekkel). Ha M rektifikathaté gorbe
és midentitt »,(po) =0, akkor M egy n-méretii sikban van. EGER-
VARY credményei hatissal voltak L. M. BLUMENTHAL torzidora vonat-
kozd vizsgalataira (lasd: *’Theory and applications of distance geo-
mefry* cimii konyvét), valamint SAWYER hasonlo jellegii kutatasaira is.

A differencidlegyenletek tdrgykorébe tartozo elsé dolgozatat
[19] 1938-ban kozolte EGERVARY. A kés6bbi években is szdmos
dolgozata jelent meg e teriileten elért eredményeirdl, els6sorban a
haromtest-problémarol [30], [31], [32], tovabba forgd rendszerek kri-
tikus szogsebességének megallapitasardl [35], a hovezetés specidlis
keriileti feltételek esetén vald megoldasardl [45]. Nagy figyelmet
forditott a helyes matematikai modell megvalasztasaval kapcsolatos
kérdésekre. Ezirdnyu fejtegetéseit tartalmazza a [42] dolgozat. Kiilon
kell azonban megemliteni, hogy a differencidlegyenletekrél tartott
el6adasai soran mindig beleszotte azokba egyéni észrevételeit, meg-
jeLyzéseit, szdmos kisebb-nagyobb, kiilon nem is publikélt ered-
meényét, sajatos egyéni felépitést advan ezzel a targynak. Mindig
arra torekedett — mégpedig sikerrel —, hogy az anyag éttekinthet6-
ségét novelje, a szétdgazd kérdéseket egységes keretbe foglalja, €s,
hogy a mélyebb, altaldnosabb osszefiiggéseket megvildgitsa.

A [19] dolgozat az elektronmozgéas differencialegyenleteivel
foglalkozik. Tudyalevé, hogy konzervativ erdtérben torténd pont-
mozgas differencidlegyenleteinek els6 integraljait a klasszikus mecha-
nikai elvek (energiatétel, ciklikus koordinitik elve) szolgaltatjak.
Ezek kizarolagos alkalmazédsaval a pontmozgas problémaja tengely-
szimmetrikus er6tér esetén egyetlen masodrendii differencidlegyen-
letre redukalhatd €s centralis er6tér esetén kvadraturak segitségével
teljesen megoldhat6. EGERVARY a [19] dolgozataban kimutatta, hogy
az elektromagneses, tehat nem konzervativ erétérben torténd elektron-
mozgas differencidlegyenleteire a fenti altalanos elvek kiterjeszthetok
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és azok integraldsa szempontjdbdl ugyanolyan jelent6ségiiek, mint
konzervativ erGtér esetén. Ennek a kiterjesztésnek az a koriilmény
adja meg a lehet6ségét, hogy az elektronmozgés differencialegyen-
letei altalanositott kinetikus potencial bevezetésével a LAGRANGE-féle
alakra hozhatok.

A [30], [31] és [32] dolgozat a haromtest-probléma differencial-
egyenletének egy 0j alakjaval és annak specidlis esetekben valo
megoldasaval foglalkozik. EGERVARY érdekes analogiat vett észre
a haromtest-probléma és az erdmentes porgettyfi differencialegyen-
letei kozott. Ezen analégia megdllapitdsit annak a koriilménynek
a felismerése tette lehetévé, hogy mind a haromtest-probléma, mind
pedig az er6mentes porgettyii esetén a kinetikus és potencialis
energia csak a rendszer f6tehetetlenségi tengelyeinek sebességkompo-
nenseitdl és a testek ezen fotengelyekre vonatkozo koordinataitol,
valamint sebességkomponenseitdl fiigg, a térbeli abszolut helyzettol
azonban fiiggetlen. A porgettytielméletb6l ismeretes, hogy ha a
porgettyii fotehetetlenségi tengelyeit mint mozgd koordinatarendszert
tekintjiik, a porgettylimozgas 12-edrendii differencialegyenletrendszere
szétesik harom masodrendii és két harmadrendii rendszerre. A masod-
rendii rendszerek a stlypont mozgdsat hatirozzak meg, az egyik
harmadrendii rendszer alkotja a kinematikai egyenleteket, a masik har-
madrendii rendszer pedig azonos a porgettyii EULER-egyenleteivel.
EGERVARY megmutatja, hogy ha a haromtest-problémanal is a fote-
hetetlenségi tengelyeket tekinti-mozgd koordinatarendszerként (altala-
nos koordinatdknak két foinerciasugarat és egy szogkoordinatat va-
laszt), akkor a haromtest-probléma 18-adrendii differencidlegyenlet-
rendszere szétesik harom masodrendii, két harmadrendli €s egy
kilencedrendii rendszerré. A masod- és harmadrendii rendszerek
jelentése ugyanaz, mint a porgettyli esetén, a kilencedrendii rend-
szer pedig a haromtest-probléma egyenleteinek egy uj alakjaként
tekinthetd. E rendszernek nyilvan egy-egy elsé integralja az energia-
integral és a szogsebességek kozotti Osszefiiggést kifejezd integral.
Ezek segitségével és az ido kikiiszobolésével a rendszer hatodrendfire
redukalhaté. — Ha az altalanos koordinatdk (azaz egy-egy test
tavolsaga), ismertek az ido fiiggvényében, akkor a rendszer kvadra-
tiraval integralhat6. Ily modon a haromiest-probléma differencial-
egyenleteinek ezen uj alakjabol kiolvashaté LAGRANGEnak az a tétele,
hogy ha a harom test dltal meghatdrozott haromszog oldalainak a
mozgasat ismerjiik, mint az id6 fiiggvényét, akkor a probléma
kvadrattiraval megoldhato. Specidlis esetekben EGERVARY megoldja
a differencidlegyenletet és azt is megmutatja, hogy ezekbdl hogyan
adodik néhany, mas szerzd (pl. PYLARINOS, SZOKOLOV) éltal is
kozolt eredmény. 7
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TURAN PALlal kozosen irott [43] és [44] dolgozataiban a ki-
netikus gazelmélet alapjaival foglalkoznak. A gazt akar pontszerii
molekulak osszességének fogva fel egy mechanikai-determinisztikus
targyalds elképzelhetetlennek latszott, mert nem latszott, hogyan
johet ilyen uton ki, hogy bdrmily rendezetlen kezdeti helyzetbél a
molekuldk ,egész rovid” idén beliil egyenletes eloszlasuva rende-
z6dnek a géaztérben és ,kis idétartam” hijan egyenletes eloszlastiak
is maradnak. A két dolgozat koziil a magyar nyelvii [44] a telje-
sebb; ebben a s-€lii kockanak feltételezett £ edényben (nagy) n
szamu pontszer{i molekulat tetszbleges kezd6helyzetben

2 101

Xpo=n5 _l—l—rn_m)l/f, v=1,2/...,n;j=1,2;3,

kezdbsebességeket felvéve tiszta mechanisztikus targyalassal meg-
mutattak, hogy ha K egy tetszoleges, az edény €leivel parhuzamos
oldala kocka E-ben V; kobtartalommal és V(#, K) a t=f, ido-
pontban K-ban levd molekulak szama, akkor a 0={¢= n's iddinter-

vallumban
1

Yen %)

n T’

41
all fenn, kivéve egy legfeljebb cn®*log n osszid6tartamot. Ez kb. -
azt jelenti n~10” esetén, hogy fenti kezdeti sebességek mellett
a sfirliségingadozas 1%-nal kisebb egy nap alatt legfeljebb 5 mp
0sszid6 kivételével barmely K részkockaban. A redlishoz még ko-
zelebb 4ll6 modellt lehetett volna megadni, ha — mint a dolgozat
végén megjegyzik — az

T

ﬂNmm—

0

¢

Vi

—n| dt
TE

integral helyett az
7.
nrh V 9
J@m%—#ﬂm
0

targyalasabol indultak volna ki. E vizsgalatokat folytatja M. Lip-
SCHUTZ—JEWICH “Probability and determinism* cimii dolgozatdban
az American Journal of Physics 1957. kotetében.

Ugyancsak TURAN PALlal irta [72] és [73] dolgozatait. Ezek-
ben a ,legokonomikusabb stabilis’” interpoldcié meghatarozasaval
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foglalkoznak a [—1 + 1] kozben a p(x)=1 sulyfiiggvény mellett,
illetve a [0, oc] és [—oo, -+ oo] kozOkben az e, illetve e siily-
fiiggvények mellett. Hogy csak a legegyszerubb eredményt emlitsiik
meg, a [—1, + 1] intervallumra ,,optimalis” interpolacios eljarasnak a

1+

On(x,J’n ---,)’n):yl

:1%2 1—x2 Pn (x) )2
N
ta I—E;(Pn_-(’&)(x <5

altal adott eljarast talaljak, ahol P,.s(x) az (n—2)-ik Legendre-
polinom P, s(1)= 1 normalassal és &, az 0 gyokei. Ha az y,
értékek egy [—1, + 1]-ben folytonos fiiggvény értékei, akkor igen
roviden megmutatjak, hogy e o, interpolacios polmomok egyenle-
tesen konvergalnak f(x)-hez [—1, +1]-ben, mig FEJER hasonl6
,,lepcsoparabolal csak a [—1-4¢ 1—e] kozben konvergalnak.
* E dolgozat és FEJER bizonyos eredmenyeinek szintézise talalhaté
SzAsz PAL egy ujabb dolgozatéban és nyilvan tovabb1 vizsgalatok-
nak lesz kiindul6pontija.

PrcsF 9~ Paca (P4

1953-ban jelent meg EGERVARY 0Osszefoglalo jellegii matrix-
elméleti dolgozata [46], amely mintegy bevezetését képezi az ezutin
kovetkezd tevékenységének. Ez az az alap, amelyre €letének utolsé
hat évében kifejtett munkassaga épiilt, “tartalmazza mindazt, ami a
késdbbiek megértéséhez sziikséges, €s egyben elGrevetiti a tovabb-
fejlédés iranyait.

EGERVARY matrixelméleti munkdiban nagy szerepe van a mat-
rixok diadikus felbontdsanak. Maga a diadikus felbontis azel6tt
is ismert volt, 6 latta meg azonban el6szor az alkalmazésidban
rejlo lehetbségeket, amelynek révén 1j irdnyt szabott mind az elmé-
leti vizsgalatoknak, mind pedig a numerikus szamitdsi modszerek
egyszeriisitésének. A diadikus felbontds alkalmazésdnak a lehetosége
eloszor a matrixok bazisfaktorokra vald bontdsa kapcsan meriilt fel.

Legyen A n soros €s m oszlopos r-edrangti matrix. A bazis-
faktorokra val6 bontis feladata abban all, hogy az A matrixot
igy bontsuk fel egy r—edranga B és r-edrangti C* matrix szorza-

tara, hogy A=—BC'— b, ¢; legyen, ahol a by, vektorok B osz-
k

lopvektorai, a ¢ vektorok pedig C* sorvektorai.

A diadikus felbontds lényege marmost a kovetkez6. Ha A
rangja o(A)= 1, akkor van legalabb egy 0-t6l kiilonb6z6 ap, eleme.
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Képezziik az
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kiilonbséget. Az igy nyert A’ méatrix egy sora és egy oszlopa csupa
0 elemet tartalmaz, a tobbi eleme pedig az A matrix elemeib6l
képezett masodrendii determinansok. Ha a fenti eljarast az A" mat-
rixra megismételjiik, akkor olyan matrixhoz jutunk, amelynek mar két
sora és két oszlopa tartalmaz csupa O elemet, a tobbi eleme pedig
A’ elemeib6l alkotott masodrendii determindnsok, azaz A elemei-
bél alkotott harmadrendii determinidnsok. Az eljarast folytatva,
~r lépés utdn O matrixhoz jutunk. Ezzel a faktorizacio végetért.

A [47] dolgozataban EGERVARY a projektor (idempotens) mat-
rixokra vonatkozoan bizonyitja be a kovetkezd érdekes tételt. (Pro-
jektornak nevezziik a P matrixot, ha kielégiti a P —P =0 egyen-
letet.) Ha egy r-edrangtu P projektormdtrixot linedrisan fiiggetlen

diddok osszegeként P — Zu; vi. alakban dllitunk eld, akkor az

wy, illetve w; vektorok a projektormdtrix jobb-, ill. baloldali
sajdtvektorai, amelyek automatikusan biortogonalizdlva vannak, azaz
kielégitik az wiv, = 0y, Osszefiiggéseket. E tételnek az a felismerés
ad elméleti és gyakorlati jelent6séget, hogy a pro;ektormatnxot
nem is lehet masképpen diddok Osszegére bontani, mint tgy, hogy
a diddok vektor-tényez6i biortogonalisak. A tétel kdzvetlen alkal-
mazast nyer matrixok sajatvektorainak a meghatdrozasanal, vala-
mint altaldban egy matrix fiiggvényének kanonikus el6allitasanal.
Ismeretes ugyanis, hogy barmely matrix, illetve annak analitikus
fiiggvénye (ha a métrix valamennyi sa]atertéke a minimalegyenlet
egyszeres gyoke €s a fiiggvény konvergenciakorének belsejébe esik)
eléallithaté a LAGRANGE-féle matrix-polinomok linearis forméajaként.
A LAGRANGE-féle matrix-polinomokhoz tigy jutunk, hogy a matrix
minimalegyenletének gyokhelyein interpolalé LAGRANGE-féle alap-
polinomokban a skalar valtozoé helyébe irjuk a matrixot. Konnyen
kimutathatd, hogy ezek a Lagrange-féle métrix-polinomok projek-
torok, tehat, ha alkalmazzuk rajuk a fenti tételt, akkor a diadikus
felbontdsuk altal megkapjuk az adott matrix jobb- és baloldali
sajatvektorainak teljes biortogondlis rendszerét.

A matrixok diadikus felbontasidnak segitségével altalanositotta
EGERVARY STIELTJESnek egy matrixelméleti lemmajat [48],[49]. A lem-
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ma igy hangzik: Ha egy pozitiv definit kvadratikus alak métrixa-
nak a fodiagonalison kiviili valamennyi eleme negativ, akkor ezen
matrix reciprokanak valamennyi eleme pozitiv. EGERVARY bebizo-
nyitotta, hogy a fenti feltételek gyengébb feltételekkel helyettesithe-
tok. Tétele a kovetkezd. Ha egy mdirixnak valamennyi féminora
pozititv, valamennyi eleme a fodiagondlison kiviil nem-pozitiv és a
diagondlis folott levo hdromszogben minden egyes oszlopa, a dia-
gondlis alatt levé hdromszogben pedig minden egyes sora tartalmaz
legaldbb egy negativ elemet, akkor a mdtrix reciprokdnak vala-
mennyi eleme pozitiv. E tétel tovabbi dltalanositdsatadta R.S. VARGA,
,On a lemma of STIELTJES on matrices cimii, a Westinghouse
Electric Corporation kiadasaban, 1957-ben megjelent dolgozatdban.

Mint EGERVARY megjegyzi, az eredeti feltételek gyengitésének
a lehetoségét meglehetésen nyilvdnvalova teszi néhdny, a rugal-
masan kapcsolt részecskékbdl &ll6 rendszerek rugalmasségi matrixara
vonatkozo eredmény. Példaul, ha a rendszer olyan két végén rog-
zitett kurpuszkularis hir, amelyet egyenldé tomegii és egyenld ko-
zokben elhelyezett n tomegpont alkot, akkor a megfelelé rugal-
massagi matrix elemei a kovetkezOk:

2 ha i—k=0
ay.— § —1 ha Il—klzl
0 a tobbi.

Ennek reciproka, mint isrﬁeretes, csupa pozitiv elemet tartal-
maz, ami fizikailag is nyilvdnvald, mint a folytonos hirhoz tartozo
Green-fiiggvény pozitivitdsdra vonatkozé tétel finit analogonja.

Néhany tovabbi dolgozatéban a matrixok HERMITE-féle normal
alakjanak jut jelent6sebb szerep. Egy matrixot akkor neveziink
HERMITE-féle normdl alakunak, ha kielégiti a kovetkezo feltételeket:
1) hdromszogmatrix, azaz a fodiagondlis alatt, vagy felett csak O
elemet tartalmaz (felso, ill. alsé haromszogmatrix), 2) a fédiago-
nalisban 4ll6 elemek értéke 1 vagyO0, 3) a O fédiagonalis elemeket
tartalmaz6 sorok csupa 0-bdl allnak, 4) az 1 fédiagondlis eleme-
ket tartalmazo oszlopok (az 1-esen kiviil) csupa O elemet tartal-
maznak. Ha egy matrix csak az 1), 2), 3) feltételeket elégiti ki,
akkor azt kvazihermitikusnak nevezziik.

EGERVARY az [59] dolgozatban megmutatta, hogy a diadikus
felbontds segitségével hogyan bonthat6 fel egy adott kvadratikus
matrix egy nem-szinguldris és egy kvézihermitikus matrix szorza-
tara. (Egy alkalmas nem-szinguldris matrixszal valo szorzédssal a
kvazihermitikus matrix konnyen transzformdlhat6 HERMITE-féle
normal alakara.) Ugyanebben a dolgozatban az- HERMITE-féle
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normal alaka matrixok alkalmazasaval egyszerii és direkt bizonyi-
tast taldlunk a SyLvesTer-fele nullitis-torvényre. Egy matrix nulli-
tasa alatt értjiik a rendszdm és a rang kiilonbségét. A SYLVESTER-

_ féle tétel azt mondja ki, hogy két matrix szorzatinak a nullitdsa

legaldbb akkora, mint az egyes tényezOk nullitisa és legfeljebb
akkora, mint a tényez6k nullitisanak az Osszege. "

Az [51] és [55] dolgozatokban azt mutatja meg EGERVARY»
hogy a kvazihermitikus alakra val6 transzformalas révén hogyan
adhato éltalanos modszer olyan linearis egyenletrendszerek meg-
oldasara, amelyeknek egyiitthatomatrixa teljesen tetszbleges. A mod-
szer lényege az, hogy az Ax—=0 egyenletrendszer egyiitthat4-
matrixat olyan mddon kell két tényezd szorzatira bontani, hogy
az Ax=BCx=0 egyenletb6l Cx=0 kovetkezzék, a C mafrix
pedig minél jobban megkozelitse az HERMITE-féle normal alakot.
Ugyanisa Hx =0 egyenlet megoldasa, ha H HERMITE-féle normal
alakti, x= (E—H)¢t, ahol ¢ tetszéleges elemii paraméter-vektor.
Az HErRMITE-féle normdl alak egyuttal automatikusan szétvalasztja
az egyenletrendszer szabad és kotott ismeretleneit. EGERVARY Ki-
mutatja, hogy az adott A matrix diadikus felbontdsanak a segit-
ségével elérhetd, hogy a C matrix kvdzihermitikus legyen. Ez a
rendszer szabad €s kotott ismeretleneit szintén automatikusan szét-
valasztja, a kotott ismeretlenek pedig (a szabad ismeretlenek
fliggvényében) rekurziv titon egyszeriien meghatarozhatok. (Inhomo- °
gén linedris egyenletrendszer mindig visszavezethetd homogén
linedrisra.) Az eljards specialis esetként tartalmazza CHOLESKY és
BANACHIEWICZ modszerét, amely nem szinguldris egyiitthatomatrixok-
nak haromszogmdtrixokra valé faktorizacidjan alapszik.

Linedris egyenletrendszerek megolddsi modszereivel foglal-
kozik még a [62], [63] és [68] dolgozat is. Erdekes és egyben jel-
lemz6, hogy a matematika ezen sokak ltal teljesen lezartnak vélt
teriiletét EGERVARY szdmos 1j eredménnyel gazdagitotta. A [62] és
[69] dolgozatban egy olyan altaldnos rangcsékkentd eljarast dol-
goz ki, amely a diadikus felbontas dltalanositisgnak tekinthet6,
és lehet6séget ad a linedris egyenletrendszerek véges iferdcidval
valo egyszerli megoldasara. Az eljards a kovetkezd lemman alap-
szik. Ha valamely A mdirixbol be" diddot levonunk, A rangja .

akkor és csakis akkor csokken eggyel, ha a be® didd
. Auv‘A
b

alakban irhato fel, ahol u és v* tetszdleges, csupin a v*'Au =0
Jeltételt kielégito vekforok. Ha most egy tetszbleges r-edrangu A
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matrixbol indulunk ki, azt r linedrisan fiiggetlen diad Osszegére
tudjuk bontani az

A vi A,
Ak 1=Ak_—~—_r
¥ v A uy
iterativ eljarassal, ahol A;=A és w;, v; tetszéleges, csupan a .

vr Avuy =0

feltételt kielégitd vektorok. Ekkor A diadikus felbontasat

§v A}; ukvﬁ A/.:
A=Y Dribicy
= viAcu

szolgaltatja. (Az u,=ex, vi = e; valasztas mellett az el6z6ekben
~ismertetett diadikus felbontdshoz jutunk, lasd (7).)

Az ismertetett iterativ eljaras kozvetleniil alkaimazhaté az
Ax=0, o(A)=r egyenletrendszer megoldasara. Eszerint ezen
egyenletrendszer &ltalanos megolddsat x= X, szolgaltatja, ahol
t tetszbleges, X, pedig egy (n—r)-edrangti szimmetrikus projektor,
amelyet az

Xz, a2 Xo
e Ok
X =Xi————— Xi=E

a:'le X’” a"k

iteracioval nyeriink. (Az @, vektorok A matrix sorvektorai.) Azok
az a;X—0 egyenletek, amelyekre w==%;, az elézd egyenletek
kovetkezményei és automatikusan eliminalodnak. Abbol a célbdl,
hogy az adott egyenletrendszer linedrisan fiiggetlen megoldasainak
egy teljes rendszerét megkapjuk, meg kell hatarozni az X,.; matrix

XYY, XY=y, vl

bazisfaktorokra bontott alakjat (ez legcélszeriibben a (7) diadikus
felbontas segitségével valdsithato meg). Ekkor, mivel X, szimmet-
rikus projektor, az v, ..., ¥.., vektorok automatikusan eleget tesz-
nek az yiy; = 0y Osszefiiggéseknek, tehat az egyenletrendszer line-
arisan fiiggetlen megoldasainak egy ortonormalt rendszerét alkotjak.

A [60] dolgozatban EGERVARY a fenti rangcsokkentd eljarast
alkalmazza homogén linedris diofantoszi egyenletrendszerek meg-
oldasara. Egyetlen diofantoszi egyenlet esetén eredménye a BAR-
NETT—MENDEL-féle megolddsi formulat szolgaltatja.

A [68] dolgozatban ugyancsak a rangcsokkentd eljards segit-
ségével dolgozott ki egy madsik véges iteracios modszert linearis
egyenletrendszerek megolddsiara. Ez a modszer lényegében abban
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kiilonbozik az el6z6t6l, hogy itt az iteracids 1épés a kovetkezo:
Xk er,.. a_: k Xk

Xk+1 —— Xk R
a;, X;e,,

v Xy=EK,

ahol a 7, w. indexet gy kell megvalasztani minden egyes lépés-
nél, hogy a; X.e,, az a; X, vektornak egy 0-tol kiilonboz6 eleme
eleme legyen. Az X,.; matrix rangja n—#k, és kielégiti az els6
e egyenletet:  aiXy1 =0, ..., @i, Xi;1=0. Tovabba, mivel
Xie, =0, ..., Xsue, =0, az X, matrix »i-ik, ..., -k
oszlopa eltiinik, a tobbi pedig az elsd k egyenlet linedrisan fiigget-
len megoldasrendszere. Ily moédon r I€pés utin olyan matrixhoz
jutunk, amelyb6l a teljes linedrisan fiiggetlen megoldasrendszer
kozvetleniil kiolvashatd, feleslegessé valik tehat az X,.; matrixnak
a [62] dolgozatban emlitett diadikus felbontasa. — E moddszer a
a PURCELL-féle vektormodszer &ltalanositasa tetszéleges egyiitthat6-
matrixok esetére.” A modszer lehetdvé teszi két egyenletrendszer
egyidejli megoldasat is.

A [63] dolgozatban EGERVARY az inverz mdtrix fogalmat tet-
szble ges (téglalap alaki) matrixokra terjeszti ki és egy, az inverta-
landé matrix bazisfaktorokra valé bontdsdn alapuld eljarast ad az
altalanositott inverz kizdrolag raciondlis miiveletek segitségével tor-
ténd explicit elallitisara. Az altalanositott invertdlds vizsgalatanal
az egységmatrixnak, mint az egyetlen n-edrangi nem-szinguldris
projektornak a szerepét az n-dimenzidés térben az n-edrendii, de
tetszbleges r-edrangt szinguldris projektorok veszik at és az alta-
lanositott invertdlds esetén azt kivanjuk, hogy az adott mdtrix az
0 inverzével bdrmelyik oldalrol szorozva egy, vele megegyezd rangii
projektort eredményezzen. Az ily médon altalanositott inverz matrix
raciondlis miiveletekkel vald explicit eldallitasat az adott matrix
bazisfaktorokra valé bontisa teszi lehet6vé, (a baloldali tényezd
ugyanis balrdl, a jobboldali pedig jobbrol invertdlhatd). Az altala-
nos inverz eléallitisdra vonatkozik a kovetkezd tétel: Ha az adoft
r-edrangti A mdtrix bdzisfaktorokra bontott alakja A = A{AS3,
akkor az (AX)* = AX, illetve (XA) = X A 0sszefiiggéssel definidlt
r-edrangu X inverz mdtrix

X=Q/P'AQ'P*
alakban dllithato eld, ahol Q és P* tetszdleges, csupdn az |A$Q|=0,
P*Ay|£0 feltételeket kielégité mdtrix. Abban az esetben, ha Q=A.
é¢s P'=Al, akkor a fenti eredmény specidlis esetként kiadodik
R. PENROSE egy dolgozatiban kozolt altalanositott inverz. Nala
azonban az inverz matrix megszerkesztéséhez az invertaland6 mat-
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rix spektralfelbontdsanak az ismerete sziikséges. Az dltalanositott
inverz segitségével ugyancsak lehetséges olyan linedris egyenlet-
rendszerek megolddsanak explicit eli)a]lltasa, amelyeknek egyiitthato-
matrixa tetszéleges.

A matrixok bazisfaktorokra vald bontdsénak taldn a legszebb
alkalmazasa talalhato a [75] dolgozatban, amely egyszersmind EGER-
VARY matrixelméleti munkassagéanak betetdzését jelenti abban az
értelemben, hogy a matrixelmélet egy ©nmagdba zirt probléma-
korét egységes modszerrel targyalja és oldja meg. Ebben a dolgo-
zatban ugyanis EGERVARY olyan mddszert ad kvadratikus matrixok-
nak JorDAN-féle normél alakra vald redukaldsara, amely konstruktiv
abban az értelemben, hogy a mddszer — amennyiben a sajatérté-
kek ismeretesek — csupdn mdtrixok 0sszeaddsdt és szorzdsdt igényeli,
tehat megfelel6 automatikus szamologépen egyszeriien programoz-
hat6. A modszernél lényeges szerepet jatszik a matrixoknak bézis-
faktorokra valdé bontidsdra szolgdld algoritmus, a modszer attekint-
hetéségét pedig jelentékenyen noveli az a koriilmény, hogy az adott
matrix jobb- és baloldali sajat- és fOvektorait, a redukcido egész
folyaman szimultdn és szimmetrikusan hasznélja fel. A redukcids
modszer a kovetkezd két 1épésbol all.

1) Az adott n-edrendii A matrixhoz, a. LAGRANGE- és az
HERMITE-féle interpolacids polinomok felhasznalasaval, megszer-
keszthetok olyan Pi,..., P, projektorok, amelyek a

Pin:O, ha Gi=£y. €s ZPL:E
ye=l
vsszeftiggéseket elégitik ki. Ezeket a projektorokat P; = U, V7 alaki
bazisfaktorokra bontva, kozvetleniil (particionélt alakban) nyeriink
olyan n-edrendiit V* és U matrixokat, amelyek egymésnak inverzei,
és amelyekkel a V*AU transzformdciot végrehajtva :

<;‘1E°‘1 —|— Nl > 12 Em_, + N2 y . lm L + Nm>

“m

Ne=Vi(A—GLEYUs;: ' k=1,2,,.5;

alaku diagonalis hipermatrixot nyeriink. Itt E., «-rendii egység-
matrix, és N, a 4. sajatvektorhoz tartoz6 nilpotens komponens.

2) Adott « rendii és @ indexii N nilpotens matrixhoz egy-
szerfi algoritmussal szerkeszthet6k olyan

y'No-
¥ N2 ,
. es Ny, .. NI x)

*

A
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vektorok, amelyek @#<e« esetben kiegészithetok az e-dimenzids
vektortér biortogondlis bazisaivd. Ha ezzel a biortogonalis rend-
szerrel hasonlosagi transzforméciot végziink, akkor az N nilpotens

matrix az
Js 0]
& [o N,

alaka diagonéalis hipermatrixra redukélédik, ahol J; p-rendii Jordan-
blokk és N, egy e—g-rendii nilpotens matrix, amely a fenti
eljarassal tovabb redukélhatd.

Az eddigiektd] némileg eltéré problémakort targyal az [53]
és [54] dolgozat. Ezekben az a torekvés jut kifejezésre, hogy a
kozonséges matrixokra vonatkoz6 fogalmak és szamitasi mddszerek
pdronként felcserélhetd blokkokbol dllo hipermdtrixokra Kiterjeszthe-
tok legyenek. Ennek a jelentésége abban all, hogy egy mun-rendii
matrixszal valé miiveleteket visszavezeti m-edrend{i és n-edrendii
matrixokkal valo miiveletekre. Ilyen irdnyt régebbi eredmények a
direkt szorzat sajdiértékeire vonatkoznak, valamint olyan hiper-
maétrixok sajdtértékeire, amelyeknek a blokkjai ugyanazon A matrix
fii(A) fiiggvényei. Ebben a dolgozatdiban EGERVARY egyrészt kiter-
jeszti a fenti tipustt hipermatrixok sajatértékeire vonatkozé ered-
ményeket a sajdivektorokra is, mdsrészt a delermindns és adjungdlt
fogalmat, valamint kiszdmitdsuk modjat meghatarozza felcserélhetd
blokkokbol &lld hipermatrixokra. A dolgozat lényeges tételei a
kovetkezbk:

1. tétel. Ha [A;] hipermdtrix m-edrendii A.; blokkjai pdron-
ként felcserélhetok, akkor [A;]| determindnsa, illetve adjungdltja a
kovetkez0 képletekkel oldhaté meg:

det [A;;] = det (det[A;]),
adj [Ay] = adj [Ay] - {adj(det [Ay]) - XE.},
ahol

det [A,’j] = Z __T‘ All’x A'_'V_, .o Am'"
)

és adj [A;] olyan hipermdtrixot jelent, amelynek blokkjai ugyanolyan
mddon fiiggnek az Ay blokkoktdl, mint ahogy adjla;] kizionséges
adjungdlt elemei fiiggnek az a;; skaldr elemektol.

2. tétel. Ha A szimmeltrikus (hermitikus) m-edrendii mdtrix,
amelynek sajdtértékei ai,as, ..., a, és ha f;(x) (,j=1,2,...,n)
avalds x vdltozénak olyan, — egyébként tetszéleges — polinomyjai,
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amelyeknek egyediil az fi(x)=—f;(x) feltételt kell kielégitenitk,
akkor az Ai; = [;;(A) blokkokbol dll6 [A;;] hipermdtrix felbontdsdt

[A;j] :'l‘<,{11, ialety /{1“, 121, ey 2»_)”, RN ln,n], o l,,,,,>T*; T*T: Emn

szolgdltatja, ahol a A;; sajdtértékek és a

.

2
—

T= <I$J, | U 6>P<V1, Yo, i N>
transzformdlo mdtrix tényezdi az
A =Ula,a,...,a,pU"
[Lko ) =N Ghat; iz, ooy B Ve s il == @i it

spektrdlfelbontdsbol nyerheték, P pedig olyan permutdlo madtrix,
amely az

(1) (12) --- (1m) (21)(22) --- (2 m) - -+ (n1) (n2) - -- (nm)

alakban rendezett szdmpdrok sorozatdt

(11)(21) ---(n1) (12) (22) --- (n2) --- (1m) (2m) ---(nm)-

sorozatba transzformdlja. Ekkor [A;] sajdtvektorait T oszlopai adjdk.
A 2. tételnek szimmetrikus A ¢és B matrixokbol alkotott
direkt szorzatdra vonatkozé A-x<B =[Ab;] speciilis esetét érde-
mes kiilon megfogalmazni:
A-xB sajatértékei az A és B sajatértékeibdl alkotott a;b;
szorzatok, A-xB sajatvektorai pedig az A és B sajatvektoraibol
alkotott w;-Xw; direkt szorzatok.

A direkt szorzat fogalma alkalmas segédeszkoznek bizonyult
kiilonféle szabalyos szerkezetli mechanikai rendszerek matematikai
vizsgalatandl. A rdcsdinamikdban olyan részecskéknek a rendszerét
vizsgaljak, amelyek egyensiilyi helyzetiikben szabalyos racsot képez-
nek, s minden egyes részecskére a legkOzelebbi szomszédja gya-
korol hatéast, amely esetleg egy rogzitett peremrészecske is lehet. A ré-
szecskeékbol alkotott véges racs normal rezgéseinek az ismerete:
elsbrendii fontosségu az anyag korpuszkuldris elméletében. A 2. tétel
alkalmazasa lehetové teszi, hogy a kertilet mentén rogzitett két- és
haromdimenzidés tomegpontracs normal rezgéseit is meghatirozzuk.
Az eredmény a kovetkezd: a két- vagy. hdromdimenzios rdcs sajat-
vektorai az egydimenzios ,,élrdcsok” sajatvek oraibol alkotott direkt
szorzatok, a frekvencidk négyzete pedig az egydimenzids élrdcsok
frekvencidinak négyzetosszege.

15 Matematikai Lapok-
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1

A felcserélhetd blokkokbdl &ll6 hipermatrixokra vonatkozo
eredményeinek felhasznalasaval a [74] és [77] dolgozatban EGERVARY
egy j0l programozhaté mddszert dolgozott ki a fetszdleges alakti
tartomdnyokra vonatkoz6 Poisson-féle differenciaegyenlet megolda-
sara. Tudvalevo, hogy a matematikai fizikaban el6forduld parcidlis
differencidlegyenletek (Poisson-egyenlet, biharmonikus differencial-
egyenlet, stb.) numerikus megoldasanak sokszor hasznalt modszere
az tgynevezett rdcsmodszer. Ennek alkalmazasa esetén a feladat
egy sok ismeretlenes linedris algebrai egyenletrendszer megoldasara
vezet. Téglalap alaku tartomanyok esetén ennek az egyenletrendszernek
az egyiitthatomatrixa felcserélhet6 blokkokbdl &ll6 hipermatrix lesz,
amelynek invertdldsa az [53] dolgozat eredményeinek az alapjan
megoldottnak tekinthetd. Tetszbleges (rdcspontokbdl all) tartomany
esetén EGERVARY moddszerének az alapgondolata a kovetkez6: Bar-
mely (racspontokbdl all6) L tartomény bedgyazhaté egy T téglalap
alaka tartomanyba, az L-re vonatkozo differenciaegyenlet pedig
a T-re vonatkozd differenciaegyenlettél csak abban kiilonbozik,
hogy a keriileti feltételek megvaltoznak. Ez gyakorlatilag annyit
jelent, hogy a 7 tartomanyhoz tartoz6 — ismertnek tekinthetd
reciprokkal bir6 — egyiitthatomatrix egy minormdtrixdt kell inver-
talni. EGERVARY bebizonyitotta, hogy ha egy mdirix reciprokdbol
a (7) osszefiiggésnek megfelelden egy diddot levonunk, akkor a ka-
pott mdtrix csupa O elemet tartalmazo sordnck és oszlopdnak elha-
gydsdval nyert mdtrix nem mds, mint az eredeti mdtrix megféleld sord-
nak és oszlopdnak elhagydsdval adodo minormdtrix reciproka.' A dia-
dok levalasztdsanak iterdldsdval tehdt a 7 tartomdnyhoz tartozo
egyiitthatomatrix inverzéb0l tetszOleges L tartomanyhoz tartozo
egyiitthatomatrix inverze meghatérozhat6, mégpedig annyi lépésben,
ahany hatdr-rdcspontja az L tartomanynak nem kozos a 7 -tarto-
many hataréaval.

A matrixelmélet alkalmazésait illetben meg kell emliteni az
[59] dolgozatot, amelynek az ad érdekességet, hogy sztatikai fel-
adatok megolddsa sordn olyan linedris egyenletrendszerekre jut,
amelyek egyiitthatématrixai lényegileg ugyanolyan tipustiak, mint
amelyekkel eldszor ScHoLTZ és HUNYADI munkdikban foglalkoztak.

1 EcervArytol fiiggetleniil ugyanerre az eredményre jutott — mdas bizo-
nyitassal — Rozsa PAL és N. Sieser. Lasd: Rozsa P.: A mdtrixelmélet néhdny
uj iételércl és azok alkalmazdsdrol linedris differencia- és differencidlegyenletek
megolddsdra. Kandidatusi disszertacio, Budapest 1956. és I1. Poxa: ,,0 npume-
HEHNM KJIETOYHKIX MATPHI] B MENaHNKE KOPHYCKY JSIPHBIX cucteM’, Ycmexwu
mMartemaTtnyeckux Hayk 14 (1959) eoin. 4 (88) 207—211, valamint
H. Stenker—N. Sieeer: ,,Ein Reduktionssatz iiber Umkehrmatrizen und seine
Anwendung auf ein Beispiel aus des Statik“, Wissenschaftliche Zeitschrift der
Hochschule fiir Architektur und Bauwesen Weimar 6 (1958/59) 105—117.
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A feladat egy haromszoget alkoté harom radbdl, illetve egy tetra-
édert alkoto hat ridbol allo racsos szerkezet riderSinek a meg-
hatarozasa, ha a szerkezetet a csuklokban egyenstilyban lev6 ero-
rendszer terheli.

A [64] és [65] dolgozat a fiiggdhidak Aaltaldnos elméletét tar-
gyalja. A finitizalt lanchidmodell egyensilyi egyenletrendszerét:
matrixelméleti segédeszkozokkel allitja fel és oldja meg. Ezzel egy-
idejilleg azt a tényt is kell6 megvilagitasba helyezi, hogy a linearis
differencidlegyenletek elméletébdl ismert Green-fiiggvénynek (hatds-
fiiggvénynek), illetve a Green-fiiggvény . bilinearis sorfejtésének,
finit analogonokként, a fenti egyenletrendszer koefficiensmatrixanak
inverze, illetve annak spektrdlfelbontisa felelnek meg. EGERVARY
ezen eredményeihez kapcsolodik S. O. AspLUNDnak a Mathematica
Scandivanica 1. kotetében (1959) megjelent ,,Finite boundary value
problems solved by Green’s matrix” cimii dolgozata.

Meg kell még emliteni, hogy EGERVARY rendkiviili otletgaz-
dagsagarol nemcsak dolgozatainak nagy szdama, valamint egyetemi
eloadasainak egyéni szinekkel valo tarkitdsa tantskodik, hanem az
a szerep is, amelyet szamos feladat kitfizése, illetve megoldasa révén
a matematikai gondolkodasra valé nevelés terén betoltott. Rovat-
vezettje volt egy ideig a Matematikai és Fizikai Lapok ,Kitlizott
Feladatok“ rovatdnak, tevékenyen részt rett'a , Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung” feladat-rovatdban, majd. a
Matematikai Lapok hasonlo rovatdban. Nevéhez szamos érdekes
és otletes feladat kitiizése, illetve feladat-megoldds fiiz6dik, bele-
~értve tanuloversenyeinket is. .

Ez az ismertetés természetesen nem tarthat teljességre szamot.
Igyekeztem azonban miivein keresztiil bemutatni EGERVARY rend-
kiviil sokoldalu, szines matematikai egyéniségét. Munkassaga, mely
hosszt idén at termékenyitbleg fog hatni a fiatalabb matematikus-
nemzedékre, szolgaljon tanulsagul mindnydjunknak: volt munka-
tarsainak, tanitvanyainak, valamennyi baratjanak.

15%



. Neumann Jianos munkdssiga az algebriban
és szamelméletben

frta: Réper LAszLo

Neumann Janos korunk egyik legkivdlobb matematikusa volt.
1957-ben bekovetkezett haldla Ota lapunk hasdbjain tobb cikk
ismertette munkassagat rendre az operatorelmélet (és quantum-
mechanika), az elektronikus szamologépek elmélete, a geometria
s az axiomatikus halmazelmélet terén. Mindezen -tudoméanyagakban
egyenként kiérdemelte a ,nagy” jelzot, rendkiviili nagysaga pedig
abban 4ll, hogy dnmagaban egyesiteni tudta szinte az egész mate-
matikat, beleértve az algebrat és szamelméletet is.

Steinitz el6tt szokas volt az algebrat a matematika egyéb
teriiletei segédtudomanyanak tekinteni. Bar az algebra azota onallo
tudomannya valt, ezzel segédszerepe nem csokkent, hanem inkabb
megnovekedett. fgy Neumann Jdnos egész munkdssaga is oly nagy
mértékben hasznal algebrai appardtust, hogy 6t mar ezért jelentOs
algebristanak kell tartani, ezenfeliil azonban, béar viszonylag kisebb
szammal, igen nevezetes tisztdn algebrai és szamelméleti kutata-
sokat is végzett. E kutatdsai is igeh széles skdlat mutatnak, még-
pedig a kovetkezd teriiletekre esnek: algebrai egyenletek gyok-
elhatdroldsa, gytiriielmélet, testelmélet, topologikus csoportok elmé-
lete, haloelmélet, algebrai' szamelmélet, geometriai szamelmélet. Az
aldbbiakban roviden ismertetem Neumann Janosnak idevdagsd mun-

- kassagat, mellézve ennek a topologikus csoportok elméletébe tar-

tozo részét, amelyekr6l mas ismertetés fog szolni.

Neumann Jénosnak elsé dolgozata, amelyet Fekete Mihallyal
kozosen irtak: ,,Uber die Lage der Nullstellen gewisser Minimum-
polynome” (Jahresber. D. M. V. 31 (1922), 125—138), gyokel-
hatarolasi kérdésekkel foglalkozik. Legyen n adott természetes
szam. Jeloljon f(z) valamely 2"+ ---+-a. komplex egyiitthatos
polinomot. Legyen tovdbba E véges ponthalmaz a komplex szam-
sikon. A f(z) polinomot E-hez tartoz6 (n-edfokt) Csebicsev-féle
polinomnak nevezziik, ha |f(z)|-nek E halmazon felvett maximuma '

-
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minimalis. Egy ilyen Csebicsev-féle polinomot fr(2)-vel jelolok
De la Vallée Poussin szerint fg(2) létezik, s ha £ legaldbb n pont-
bol 4ll, egyértelmiien meghatarozott. A kovetkezék jo attekintése
végett f(z) polinomot specialisnak nevezem, ha egyiitthatoi valosak
* (azaz zérushelyei — multiplicitasukat is flgyelembe véve — a valds
tengelyre szimmetrikusan helyezkednek el), tovabba hasonloan
fz(z) polinomot specidlisnak nevezem, ha E a valés tengelyre
szimmetrikus. Gauss tétele szerint az f(z) zérushelyei az f(2)
zérushelyei halmazinak konvex burkdba esnek. Ehhez csatlakozik
Jensen tétele, amely szerint specidlis f(z) esetén az f’'(2) minden
zérushelye egy-egy olyan korlemezre esik, amelynek atmérdje f(2)-
nek két konjugalt zérushelyét koti Ossze. E két tételnek analogonjai
érvényesek fr(2)-re nézve. Mégpedig Fejér Lipot szerint barmely
fr(z) zérushelyei az E konvex burkaban fekszenek, hacsak E leg-
alabb n pontbdl all. Marmost Fekete és Neumann tétele hasonléan
egésziti ki Fejér tételét, mint ahogy Jensen tétele kiegésziti Gauss
tételét. Mégpedig érvényes: Bdarmely specidlis fz(2) zérushelyei
egy-egy olyan korlemezre esnek, amelynek - atmérOJe E-nek két
konjugdlt pontjat koti Ossze.

Neumann Janosnak egyetlen dolgozata van az algebrai szam-
elmélet korébol. Ismeretes, hogy a 19. szdzad matematikai kuta-
tasainak egyik legjelentosebb torekvése volt az algebrai szamel-
mélet megalapozasa. Kummer a rdola nevezett idedlis szaimok beve-
zetésével elintézte a korosztdsi testek esetét. Ez vezette Dedekindet
az idedlfogalom megalkotasara, amelynek segitségével 1877-ben
sikeriilt az algebrai szamelméletet megalapoznia. A feladatot vele
majdnem egyidében Kronecker is megoldotta, azonban a Dedekind-
féle idealelmélet bizonyult alkalmasabbnak. Ujabb forradalmi fej-
16dést jelentett a Hensel-féle p-adikus szam fogalma, s ezzel egyiitt
az algebrai szamelméletnek wj alapokra helyezése. A Dedekind-
¢s Hensel-féle elméleteknek bizonyos értelemben vald szintézisét
végezte Priifer 1925-ben az 4ltala megalkotott idedlis szamok
segitségével s mar a kovetkez6 évben megjelent Neumann ,,Zur
Priiferschen Theorie der idealen Zahlen” (Acta Sci. Math. Szeged,
2 (1926), 193—227) dolgozata, amelyben Priifer elméletét jelentd-
sen leegyszerisiti, s kibOviti, egyben a valés szamok Cantor-féle
elméletéhez, vagy még inkdbb a Hensel-féle elméletnek Kiirschak-
ill. Bauer-féle megalapozasahoz kozelebb hozza. Meg kell azonban
jegyezni, hogy azota az algebrai szamelmélet fejlodése mas utat
vett, mégpedig teljesen beleolvadt a testek értékeléselméletébe

(I. Hasse, Zahlentheorie, Berlin 1949.).
! A korszakalkoté Steinitz-féle testelmélet (1910) egyik alap-
tétele a transzcendens testbovitésekrél szdl, amely kimondja a
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transzcendenciabazis existenciajat s szamossaganak invarianciajat.
Ennek a tételnek specidlisan a valos szamok testére vonatkozo
része méar Lebesguet6l (1907) szarmazik. Neumann ,,Ein System
algebraisch unabhingiger Zahlen” (Math. Ann. 99 (1928), 134—141)
dolgozatdban explicite megadja a valds szamok testének kovetkezd,
kontinuum szdmossagu algebrailag fiiggetlen elemeit:

o 2lov]_ov?
A X0 :

v=0

ahol [x] az entier-fiiggvény, s o befutja a pozitiv szamok halmazat.
Megjegyzi, hogy ezek az A, szimok nem alkotnak transzcendencia-
bazist, ilyennek explicit megadasa nem is.remélhetd.

Minkowski hires tétele szerint n(=1) szamii

l{(X):[i(Xl,...‘,X,, (i=l,...,ll)

D =~0 determinansti valés homogén linedris polinom és |D| szor-
zatl ¢, ..., C, pozitiv szdmok esetén az

' LX) =c: (=154 n)

egyenlitlenségrendszernek van nemtrividlis (azaz nem csupa 0-bol
allo) diophantikus 'megoldasa. Szintén Minkowski hatardtmenettel
kimutatta, hogy a tétel igaz marad, ha a rendszerben n—1 szamu

» ”

=" jelt torliink, amiért n=2 esetén a

| 1110 <10

egyenl6tlenségnek szintén van nemtrividlis diophantikus megoldasa.
Ezt az utobbi allitast Neumann ,,Zum Beweise des Minkowskischen
- Satzes tiber Linearformen” (Math Zeitschr. 30(1929), 1—2) dol-
gozatdban egyszerii megjegyzéssel (hatdratmenet nélkiil) bizonyitja.
Elegend6 ugyanis e célbol Minkowski eredeti tételében c,-et az
|l,(x)| fiiggvénynek az egész helyekhez tartozd értékkészletén kiviil
valasztani (ami n=2 esetén lehetséges). Teljesség kedvéért meg-
jegyzem, hogy Minkowskinak a fenti egyenl6tlenségrendszerben
(bizonyos altala megnevezett trividlis kivételes esetek mell6zése
utdn) az Osszes "="" jelek torolhetdségére vonatkozd hires sejté-
sére Neumann gondolata mar hatdstalan, hanem ezt a sejtést
igen nagy apparatussal Hajés Gyorgy bizonyitotta.

Neumann Janosnak P. Jordan és E. Wigner szerzokkel kozos
,On an algebraic generalization of the quantum mechanical for-
malism” (Ann. Math. 35 (1934), 29—64) dolgozata tekintettel
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kvanfummechanikai alkalmazdsokra azckkal a valés szémok teste
folott formdlisan valdés végesrapgi kommutativ nemasszociativ
algebrakkal fcglalkozik, amelyekben a”a” = a*** és (a’b)a=a*(ba)
feltételek teljesiilnek. Mint egyik f6eredmény kideriil, hogy e két
tulajdonedg (a tobbi tulajdonsdg feltételezése mellett) ekvivalens.
Tovaktba sikeriil a szébanforgd algebrak teljes leirasa. Mégpedig
ezek olyan matrixalgebrdk, amelyekben a matrixok kozonséges
A-B szorzasa helyett az

AB:%(A-BJFB-A)

ugynevezett kvaziszorzas (vagy Jordan-féle szorzds) érvényes, s a
matrixok elemei valés szdmok, kivéve egyetlen esetet, amelyben
3X 3 tipusti Hermite-féle maétrixokr6l van sz6 s az elemek Cayley-
féle szamok. A. A. Albert “On a certain algebra of quantum
mechanics” (Ann. Math. 35 (1934), 65—73) csatlakozé dolgozat®-
ban kimutatja, hogy a mondott kivétel tényleges, azaz olyan eset-
rél szOl, amely nem izomorf a tobbi szoban forgd algebra egyi-
kével sem. :

- Neumannak egyik legjelent6sebb algebrai vizsgalatarol szol
,On regular rings” (Proc. Nat. Acad. U. S. A. 22(1936), 707—713)
dolgozata. Ebben bevezeti a ,,Neumann-féle regularitds” fogalmat,
mégpedig egy a gyliriielemet reguldrisnak nevez, ha az axa=a
egyenlet (a gyfiriiben) megoldhato. (Specidlisan ferdetestnek min-
den eleme reguldris.) Tovabba egy R egységelemes gyfirlinek két
balidedljat egymas inverzének nevezi, ha metszetiik 0, egyesitésiik
R, s magat a gyiiriit regularisnak nevezi, ha minden balidealja
regularis. (Ez a héaléelmélet nyelvén azt jelenti, hogy a balidealok
héaloja komplementumos.) Kimutatja, hogy (egységelemes gyiiriikon
beliil) a kovetkezd feltételek ekvivalensek: 1. A gyfirli regularis,
2. Minden jobbidedlnak van inverze (,,dualitds”), 3. Minden fél-
oldali féideal egy idempotens elemmel generdlhat6, 4. A gyiirii
minden eleme reguldris. Tovabbd kimutatja, hogy egységelemes
minimumfeltételes gyiirlik esetén a regularitds és féligegyszerfiség
ekvivalens tulajdonsidgok. A Neumann-féle regularitds azdta sok
vizsgalat targyat képezi. Kovacs Laszl6 ,,A note on regular rings”
(Publ. Math. Debrecen 4 (1955—56), 465—468) tobbek kozott
kimutatta, hogy egy gyfiri akkor és csak akkor Neumann-regu-
laris, ha barmely B balidedlra és / jobbidealra /B= /n B. (Meg-
jegyzendd, hogy & minden gyfiriiben érvényes.)

Neumann Janosnak F. ]. Murray-vel a metrikus gyfirfikrol
kozosen irt ,,On rings of operators, IV’ (Ann. Math. 44 (1943),
716—808) nagy dolgozataban segédeszkozként szerepel egy példa
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olyan megszamldlhatoé csoportra, amelyben az egységelem kizardsa
utdn minden elem Kkonjugéltjainak osztdlya végtelen. E példat
szerz6 altalanositotta.

A haléelméletben Neumann nem végzett oncéli vizsgalatokat,
hanem fOleg a folytonos geometridkrol és a reguldris gyfirlikrol
folytatott vizsgalatai tartalmaznak olyan segédvizsgalatokat, ame-
lyek hatésosan el6segitették g haloelmélet 1j fejlodését. Igy példaul
Neumann nyomdan alakult ki hdlpban (s éltalinosabban a részben
rendezett halmazokban) a centrum fogalma, tovdbba masokkal egy-
idében, de téliik fiiggetleniil, haloban alkalmazta az Urysohn-féle
csillag-konvergencia fogalméat. O vette észre, hogy minden modu-
laris komplementumos hélo relativ komplementumos, amely tételét
tijabban Szdsz Gabor élesitette. Szintén Neumann é&llapitotta meg,
hogy Boole-algebrakban érvényes a végtelen disztributivitas.



Ceva és Menelaos tételeinek. altalanositdsairdl

'MovLnir FErenc

1. Ismeretes a sikgeometridbol a kovetkezd két tétel:

CEVA TETELE. Legyenek A;, A;, A; a hdromszog A, A,, As
csticsaival szemkozti oldalegyeneseknek a cstcsoktdl kiilonbozd pont-
jai. Az A A, AL A, A AL egyenesek akkor és csak akkor mennek dt
egy kozos (végesben levd vagy végtelen tdvoli) ponton, ha

(A1 A A3) (A A AT) (A A, A = 1!

MENELAOS TETELE. Az elozd tétel jelolései mellett az Ay, A;, A
pontok akkor és csak akkor vannak egy egyenesen, ha

(A ArA3) (As A AD) (Ag Ay Ay — —

Tobb szerz6 foglalkozott a fenti tételek térbeli altalanositasai-
val, igy N. A. KoLmoGOROV [1], P. COUDERC és A. BALLICCIONI [2],
mig Z. NADENIK [3] és N. M. BESzkIN [4] e tételek n-dimenzios
altalanositdsait vizsgaltdk. A jelen dolgozatban 0Osszefoglaljuk és
tovabbi tételekkel egészitjiik ki Ceva és Menelaos tételeinek eddig
ismert n-dimenziés altalanositdsait, majd a kapott eredményeket
a tetraéderre alkalmazva, felhaszndijuk azokat a tetraeder néhany
nevezetes egyenesének és sikjanak vizsgélatara.

2. Ceva ¢s Menelaos tételeinek n-dimenzios altalanositasaihoz
sziikséglink van mindenekel6tt a hiromszdg n-dimenziés analo-
gonjanak, az n-dimenzios szimplexnek a fogalmara. Szimplexet alkot
az n-dimenzi6s euklideszi térben n--1 olyan pont, amelyek nin-
csenek egy hipersikban (n—1-dimenzids altérben). A pontok a
szimplex csicsai, a csticsokat Osszekotd egyenesek a szimplex élei.

1 (MNO) az M, N, O kollinedris pontok osztoviszonyat jeloli, azaz

MO
MNO)= ——
(MNO)— o,

(MNO)=—1; ha O végtelen tavoli pont.

ha O végesben levé pont (MO és ON eléjeleé tavolsagok),
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A szimplex valamelyik cstcsaval szemkozti hatdrolo lapnak nevez-
ziik a tobbi cstcs altal meghatdrozott n—1-dimenzios szimplexet,
az Ot tartalmazé hipersik a szimplex emlitett csticsdval szemkozti
lapsik. — A fenti értelmezés szerint a haromszog kétdimenzids,
a tetraéder haromdimenzids szimplexnek tekinthetd.

Vegyiink fel az A,, A,, ..., A,s1 csticsokkal rendelkezd n-di-
menzids szimplex, A;As.. A, mindegyik A;A; élegyenesén egy-
egy, a cstcsoktol kiilonbozé, de kiilonben tetszéleges (végesben
levé vagy végtelen tavoli). pontot és jeloljiik ezeket Aj-vel (i,j=

=1,2,...,n+1; A;=A;)> Azt mondjuk, hogy a kapott (n-gl)

szamii pont Ceva-, ill. Menelaos-elhelyezkedésii, ha kivalasztva
koziiliik. barmelyik A;A;A, haromszoglapon levd harom pontot,
azokra Ceva, ill. Menelaos tétele érvényes (azaz a pontokat a szem-
kozti haromszogcesticsokkal 6sszekoté egyenesek egy ponton men-
nek at, ill. a pontok egy egyenesen vannak). '

A Ceva- és Menelaos-elhelyezkedésii pontok fogalmanak fel-
hasznalasdval konnyen megadhatjuk a bevezetésben emlitett tételek
kovetkez6 egyszerli n-dimenzids altalanositasait:

A) n-DIMENZIOS CEVA-TETEL (l. BESzkIN [4]). Ha az A;; pon-
tok Ceva-elhelyezkedésiiek, akkor mindegyik A;A;Ar hdromszogben
ezeket " a pontokat a szemkozti haromszogcesticsokkal 0Osszekotd
egyenesek egy A;x ponton (Ceva-pont) mennek &t (A; az A:A;
egyenes Ceva-pontja). Tovédbbd barmelyik A;A;AxrA; tetraéderben -
a kapott A pontokat a szemkozti A, csicesal Osszekotd négy
egyenes paronként metszi egymast (ugyanis az AiAj és AiAum
egyenesek benne vannak az A;, A;, A; pontok dltal meghatarozott
sikban), kovetkezésképpen egy kozos A Ceva-ponton mennek at
(ellenkezd esetben ugyanis az egyenesek a tetraéder csticsaival
egyiitt egy sikban lennének, ami lehetetlen). Az eljardst tovabb foly-
tatva, végiil eljutunk a szimplexnek egyetlen P= A .1 Ceva-
pontjahoz. Bebizonyithatd [4], hogy ha barhogyan is bontjuk fel
az n-1 szamot pozitiv egész p és ¢ szamok Osszegére, az
Ay Ay, . Ai, rész-szimplex Ceva-pontjat az eredeti AjAs...Auu
szimplexre kiegészitd A; A;,...A;, rész-szimplex Ceva-pontjival 6sz-
szekotd egyenes atmegy a P ponton (specialisan: a szimplex csi-
csait a szemkozti lapsikok Ceva-pontjaival 0Osszekotd egyenesek
atmennek a P ponton). — Megforditva, ha a P pont nincs rajta
az A1A... A, szimplex egyik hatarold lapsikjan sem, akkor a P

2 A kovetkezokben — ha az ellenkez6jét kiilon nem tessziik fel — az
osszes el6fordulé pontok — a szimplex csticsai kivételével — végtelen tavoli
-pontok is lehetnek.
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pontot a szimplex csticsaival osszekotd egyeneseknek a szemkozti
lapsikokkal alkotott metszéspontjaib6l mint Ceva-pontokbdl kiin-
dulva, a fenti eljards megforditasaval a szimplex élein levd, egy-
értelmiien meghatarozott A; Ceva-elhelyezkedésii pontokhoz jutunk. .

Az elmondottakbol kozvetleniil adédnak Ceva tételének tetra-
éderre vonatkozd kovetkezd altalanositasai:

Al) Legyenek A, A;, A;, Al a tetraéder A,, A,, A;, A, csticsai-
val szemkozti lapsikoknak az élegyenesekre nem illeszked6 pontjai.
AZ ACAT AA AT A AL A egyenesek akkor és csak akkor mennek
at egy kozos ponton ha az Osszes haromszoglapon levé Aj pon-
tokat a haromszogcsticsokkal osszekotd A:A; (i, j=1,2,3,4;i))
egyenesek a tetraéder élegyeneseit hat Ceva- elhelyezkedésu pontban
metszik.

A2) A tetraéder szemkozti élegyenesein levé A; pontokat
Osszekotd egyenesek akkor és csak akkor mennek at egy kozos
ponton, ha az A;; pontok Ceva-elhelyezkedéstiek. (L. [2].) — (Itt
csak a feltétel elegendd volta kovetkezik a fentiekbol, a feltétel
sziikséges volta viszont egyszerii sztereometriai okoskodassal adodik.)

B) Ceva tételének fenti n-dimenzids altalanositasabol egysze-
riien addédik a kovetkezd tétel:

Ha az A; pontok Ceva-elhelyezkedésiiek, és igy a szimplex-
nek van egyetlen P Ceva-pontja, akkor barhogyan is bontjuk fel
az n-+1 szamot pozitiv egész p €és g szamok 0Osszegére, az
A Ai,.. A, rész-szimplex Ceva-pontja és a kiegészitd szimplex

AJ,,A ,---, Aj, csticsai altal meghatarozott ¢- -dimenzids sik tartal-

‘mazza a P pontot (specnahsan barmelylk A;; pont és az A;A,
élen kiviili n—1 szdmt A,(£ A, A;) csics altal meghatarozott
hipersikok atmennek a P ponton). — A bizonyitdshoz elég annylt
meg;egyezm hogy a fenti g-dimenzids sik tartalmazza az A; A,,... A,
és A;A;,...A;, rész-szimplexek Ceva-pontjait osszekoto egyenest
ami v1szont A) szerint atmegy a P ponton.

Megforditva, ha az A; pontokat az Ax(s£ Ai, A;) cslicsokkal
Osszekotd hipersikok egy kozos P ponton mennek at, amely nincs
rajta a szimplex egyik hatarold lapsikjan sem, akkor az Aj; pontok
Ceva-elhelyezkedésiiek. — Ugyanis barmelyxk rogzitett A, cstcsot
tartalmazé hipersikoknak az A.P egyenes kozos egyenese, igy azok
tartalmazzdk az - A, P egyenesnek a szemkozti lappal alkotott Aj
metszéspontjat. A kapott Ay Al (k=1,2,...,n-41) egyeneseknek
P kozos pontja, igy A) szerint az A/ pontokbol mint Ceva pontok-
bol kiindulva a szimplex élein levd A} Ceva-elhelyezkedésii pon-
tokhoz jutunk. De akkor tételiink elsé részébdl kifolyolag az
Ay.. A 1Al Aj. . Awn hipersik tartalmazza a P pontot. Mésrészt

~
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viszont a feltevés szerint P az Ay...A; 1A;;A ... A, hipersiknak
is pontja, kovetkezésképpen A;;= Aj;, mint az Ai... Ai-1PAji1. .. A
hipersiknak az A;A; élegyenessel val6 egyetlen kozos pontja, vagyis
az Ay pontok Ceva-elhelyezkedésiiek.

A most bizonyitott tétel tetraéder esetében a kovetkezokép-
pen szol:

B1) A tetraéder éleit a szemkozti élegyenesek A; pontjaival
0sszekotd hat siknak akkor és csak akkor van kozos pontja, ha
az A; pontok Ceva-elhelyezkedésiiek.

C) n-DIMENZIOS MENELAOS-TETEL. Az Aj; pontok akkor és
csak akkor tartoznak ugyanazon hipersikhoz, ha Menelaos-elhelyez-
kedésiiek. — (A bizonyitdsra vonatkozélag 1. BESzKIN [4].)

Tetraéderre kimondva :

C1) Az A; pontok akkor és csak akkor vannak egy sikban,
ha Menelaos-elhelyezkedéstiek. -

3. Ceva és Menelaos tételeinek el6zd, csak helyzetgeometriai
fogalmakat hasznalo 4ltalanositdsain tilmenden megadhatd ezen
tételeknek olyan kozos 4ltalanositasa is, melyben osztoviszony-
szorzat szerepel :

1. TETEL. Ha az n-dimenzios szimplex élegyenesein elhelyez-
kedd A;; pontok Ceva-, ill. Menelaos-elhelyezkedésiiek, akkor az élek-
bdl bdrhogyan kivdlasztott, a szimplex 0sszes csicsait tartalmazoé
zdrt AiAs... A1 n-dimenzids n--1-szogre fenndll

IT, = (A1 A2 Av) (A2 A3 Asg) - - (A1 A1 Air ) =1,
ill. s '
IT, = (A1 A2 A1) (A2 As A+ (A1 At Ay, 1)) = (—1)"

Megforditva, ha n pdros és az A;; pontokra II,=1, akkor a pon-
tok Ceva-elhelyezkedésiiek, ha Il,=— —1, akkor Menelaos-elhelyez-
kedestiek ; ha viszont n pdratlan és I1,=1, akkor az A; pontok
Ceva- vagy Menelaos-elhelyezkedésiiek. (V. 6. NADENIK [3].)

BizoNnyiTAs. Ha az A; pontok Ceva-elhelyezkedésiiek, akkor
az el6zokben emlitett eljdrdssal eljuthatunk a szimplex egyetlen P
Ceva-pontjadhoz. A P pontnak a szimplexre vonatkozo baricentrikus
koordinatait «, e, ..., @.-gyel jelolve,® a stilypont értelmezése

3 A sikbeli baricentrikus koordinatdk mintajara értelmezhetjiik az n-
dimenzids euklideszi térben a P pontnak egy megadott szimplexre vonatkoz6
baricentrikus ‘koordindtait : P[ey, as,..., @, ], ha az e, siilyokkal stilyozott A,
szimplexcsicsok silypontja P. Minden pontnak konstans szorz6tol eltekintve
egy €s csak egy baricentrikus koordinata-n +- 1-ese van. Végesben levo pontra
@+ ay+---+a, ,#0, végtelen tavoli pontra «; 4 ay+---4-a,  =0.
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' o
szerint (A;A;Ay) = ;", ahonnan
! :

a3 oyt €y
= Skl e

. it
[{A 5] Uy Cnyl

Ha viszont az A; pontok Menelaos-elhelyezkedésfiek, akkor meg-
hatirozva minden élegyenesen az A; pontnak az A; és A; pontokra
vonatkoz6 A} harmonikus tarsat, (A:A;A;)— —(A/A;A%) miatt
Ceva-elhelyezkedésii pontokhoz jutunk, amelyekb6l kiindulva ismét
eljuthatunk a szimplex egyetlen P Ceva-pontjdhoz. A P pont
a; (i=1,2,...,n+1) baricentrikus koordinatdira most nyilvan

(AidjAy) = —(Aid;Ag) = — & teljesill, ahonnan

n+l €2 €3 Upsl €1 n+1
P P g g T Y
) @ Uy Uy

Ezzel éllitdsunk elsd részét bizonyitottuk.

Allitisunk masodik részét n-re vonatkozo teljes indukcioval
bizonyitjuk. n = 2-re allitasunk nyilvan igaz (l. a haromszogre
vonatkoz6 Ceva-, ill. Menelaos-tételt). n = 3-ra allitasunkat a kovet-
kezOképpen igazolhatjuk : Tegyiik fel, hogy a tetraéder éleibol bar-
hogyan kivalasztott, a tetraéder Osszes csticsait tartalmazé zart
A A A A, térbeli négyszogre fenndll //;,=1. Ennek alapian felir-
hatjuk a kovetkezd egyenlOségeket:

[(A1 A Ap) (A A3 Ax)] (A3 A1 A5) (AiA1 An) =1,
[(A245A5) (A5 A, An)] (A1 AsA L) (AsAAg) =1,
[(Aa A1,A31) (Al A-.)Am)] (A;)A4 Am) (A4A3 A43) =1.

Az egyenléségek Osszeszorzasaval és (ABC)(BAC)=1 felhasz-
nalasaval kapjuk, hogy

[(Al AQAM) (A‘_’A:%A'.’.':) (A.A1 A:‘.I)F e 1’

vagyis a tetraéder fetszdleges A,A,A; haromszoglapjanak oldal-
egyenesein levé A; pontok Ceva- vagy Menelaos-elhelyezkedésiiek.
Ha mindegyik haromszoglapon levo pontok Ceva-elhelyezkedésiiek,
akkor definicié szerint az Osszes A;; pontok is ilyenek. Ha viszont
van olyan A,A.A, haromszog, melynek oldalegyenesein levd pontok
Menelaos-elhelyezkedéstiek, akkor az 0sszes A;; pontok is ilyenek.
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Ugyanis, ha a mésik harom haromszog kozul valamelyikre, pl.
A A, A-re Ceva tétele, azaz

(A] A2 Arz) (A2A4 A24) (A4A1A41) =1
teljesiilne, akkor a kapott egyenléséget az

(A2A1 Azx) (‘A1 A3A15) (A'} AzAaz =—1
egyenloséggel szorozva :

(A1 As Aw) (AsAzAa;)) (A2A4A24) (A4 Al An)_: —1
adodnék, feltevésiinkkel ellentétben.*
Tegyiik' fel most, hogy allitisunk n<k-ra mar igaz; bizo-

nyitjuk, hogy akkor n=k-ra is teljesiil. Legyen el6szor k paros
és II,—=1. Mivel IT,—1 a szimplex éleibol alkotott tetszéleges

zart AyAs...Apn k-dimenzios k- 1-szogre teljesiil, felirhatjuk a
kovetkezd egyenloségeket :

[(A1 4> A1s) (As A Asg)- - +(Ai-1 Ax Ar-1, 1))
(ArAri1 Asy 141) (A1 A Apgy, 1) =1,
[(A2AsAss) (A3 AsAss)- - -(ArAr Ar)]-

(1) (A1 A1 Ar 1) (A1 As Ay 0) = 1,

....................................

[(AkA1 A1) (A1 A2 Aro)- - +(Ar-2 Aik-1 Ak2,k-1)]-
(Ar-1 A1 Asict, esr) (A A A, 1) = 1.

Az egyenlOségek Osszeszorzasaval és (ABC)(BAC)=1 felhaszna-
lasaval kapjuk, hogy

[(A1A2A12) (A2 A3 Ass)- - - (Ak-1 Ax Ak-1,1) (Ax AL A) ! =
ahonnan, mivel k—1 pératlan, adodik
(A1 AsAs) (As A3 Ass)- (A1 Ax A1) (AvArAsr) =1,

és ez nyilvan teljesiil az A;As...ArAwa szimplex éleibdl alkotott
tetszoleges zart A, As...Ax k-szdgre. Mivel k—1 pératlan, az induk-

4 Konnyen belathat6, hogy tetraédernél a Menelaos-elhelyezkedésii pon-
tok vagy mind az élek meghosszabbitasain vannak, vagy valamelyik lapot hata-
rold élek meghoss7abb1tésa1n és a tobbi él belse]ében vagy két szemkozti él
meghosszabbitasain és a tobbi €l belsejében.



237

cids feltevés értelmében barmelyik A;A,...Ax k—1-dimenzi6s rész-
szimplex élegyenesein levd A; pontok Ceva- vagy Menelaos-elhe-
lyezkedésiiek. Ebb6l mér kovetkezik, hogy az A;As--- Ay Ay szim-
plex dsszes Ai; pontjai Ceva-elhelyezkedéstiek. Ugyanis az el6zbek
szerint nyilvan barmelyik A;A; A, haromszogre Ceva vagy Menelaos

tétele érvényes. Ha viszont volna olyan A, A,A; haromszog, amelyre
Menelaos tétele, vagyis

(Al AQAIQ) (AQA0 A‘Zﬂ) (ASAI A31) =—1
teljesiilne, akkor a kapatt egyenléséget az
(A1A3A13) (A3 AsAsy)- (A Ars1 Ar k1) (Ari1 At A, 1) =1
egyenldséggel szorozva iy

(A1 A A) (A2A3A23)' J '(AkAk—HAk. 1:+1)(Ak+1Al A, 1) = —1

adodnék, feltevésiinkkel ellentétben.
Ha k paros és /l,——1, akkor az (1) alatti egyenl6ségek-
ben jobboldalt mindeniitt —1 &ll, kovetkezésképpen .

[(A1 A2 Ap) (As AaAzs)‘ (A1 A Ay ) (A A At = (—1)F =1,
ahonnan ismét
(A1A2A12) (A2 A3 Ass)- + +(Ar-1 A An-1,1) (Ar A1 Ary) =1

adodik. Innen az el6z6 bizonyitds mintdjara konnyen belathato,
hogy az AiAs...A;Ar szimplex élegyenesein levd A; pontok
Menelaos-elhelyezkedéstiek.

Ha k paratlan és II,—1, akkor az
[(A1A2 A1) (A2 As Ass)- + - (Ar-2 Ar_1 Ar-g,5-1)]
(A1 Ar A1, 1) (A A A, 1) (A A Ansg, 1) =1,
[(A2 A3 Ass) (A3 AgAsy)-+(Ar-1A1 Ar 1, )]
(A1 A1 Ag i) (Ars1 A A1) (Ar Ao Ajo ) =1,

------------------------------------------------

[(Ak-1A1Ak-1,1)(A1A2A19) - - (Ar-3 Ak 2 Ak 3 k-2)]
(Ar-2Ars1 Ar-2,131) (Ars1 As Ari, 1) (A Ar-1 A1) =1

egyenlségek Osszeszorzdsdval és (ABC)(BAC)=1 felhasznélasa-
val kapjuk, hogy

[(AIAZAI‘.’,) (A2A3A23)' ? '(Ak—zAk—lAk—z,kJ) (A_k—lAlAk—l, 1)]7“2 TR
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ahonnan, mivel k—2 pdratlan, adédik
(2) (Al A2A412) (A-z As A23)' 3 '(AI:—2AI;—! Ak—!, 7.-—1) (Ak‘l A; Ak—l, 1) =]

és ez nyilvan teljesiil az A;As.. Ay Ary szimplex éleibdl alkotott
tetszoleges zart A As. A, 1 k—1-szogre. Az eljarast tovabb foly-
tatva most mar a k—2-, majd a k—4-,..., 6-dimenzids rész-
szimplexekre, kapjuk végiil, hogy az eredeti szimplex éleib6l alko-
tott fetfszdleges zart A,A,A;A, négyszogre

3 (A Ay Aw) (A3 AsAn) (A A As) (A A AL) = 1.

Mivel k—2 paratlan, az indukciés feltevés értelmében (2)-bél
kovetkezik, hogy Dbarmelyik AiAs...Ai1 k—2-dimenzids rész-
szimplex élegyenesein levd A; pontok Ceva- vagy Menelaos-elhe-
lyezkedésiiek. Ha mindegyik k—2-dimenziés rész-szimplex élegye-
nesein levé pontok Ceva-elhelyezkedéstiek, akkor az dsszes pontok
is ilyenek, hiszen mindegyik haromszogre Ceva tétele érvényes.
Ha viszont van olyan A;A,...A; ; rész-szimplex, melynek élegye-
nesein lev6é pontok Menelaos -elhelyezkedésiiek, akkor az dsszes
A; pontok is ilyenek. Ugyanis ekkor' az A, As, ..., A, pontok

~ koziil barhogyan kivalasztott haromszogre Menelaos’ tétele érvényes.
Ha pedig ezek koziil kivalasztott két tetszOleges pont, pl. A; és
As az A és Ap pontok koziil valamelyikkel, pl. Aj-val olyan
A As A hdromszoget alkotna, melyre Ceva tétele, vagyis

(A1A2A1) (A A A% (A A1 An) =1
teljestilne, akkor a kapott egyenl6séget az
\ (A3 A1 Ap)(Ar AsArs) (As A A) — —
~ egyenlOséggel szorozva
(A1AsAs3) (As A A) (A2 A Asy) (Ak A Apy) = —

adodnék, ami ellentmond (3)-nak. Ha viszont az A; Ay A1 hirom-
szogre teljesiilne

(A1 Ar Aur) (Ar Arer Ar 1) (A Ai Ay, 1)~1

(ahol A; az Ay, As, ..., Ai1 cstcsok koziil barmelyik lehet), akkor
ezt az el6zokbol mar kovetkezd

(A1 AsArs) (A A Av,)(A;A Apr) = —
‘egyenloseggel szorozva
(A A AP)(A A}A)))(A1A1Y1A/ I+1)(A]L]A Al+.] 1)77
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adodnék, (3)-mal ellentétben. Ezzel bebizonyitottuk, hogy az
, AiAs. . Ay szimplex Osszes haromszogére Menelaos tétele érvényes,
vagyis az A; pontok Menelaos-elhelyezkedésiiek.

MEGJEGYZES. A most bebizonyitott tétel — 0Osszevetve a 2.
fe]ezetben mondottakkal (. C) és B)) — djabb sziikséges, ill. elég-
séges feltételt ad arra vonatkozolag, hogy az A;; pontok egy hiper-
sikhoz tartozzanak, ill. hogy az A; pontokat az A.(s£ A4;, A;) csu-
csokkal oOsszekotd hipersikok egy kozos ponton menjenek at
(NADENIK [3] tételeinek altalanositasai).

4. Ha a héaromszogre vonatkozo, Ceva-tételt csak végesben
lev6 pontokra alkalmazzuk, akkor a benne szerepld osztéviszonyo-
kat részletesen kiirva, bizonyos eldjeles tavolsag-szorzatok egyen-
10ségéhez jutunk. Ezen észrevétel alapjan, az n-dimenzids euklide-
szi térben elbjeles tavolsdgok helyett eljeles térfogatokat szerepel-
tetve, megadhat6 Ceva tételének kovetkezd altaldnositasa:

2. TETEL. Legyenek Ai, As, ..., ALy a szimplex Ay, As, . . ., Aunt
csucsaival szemkozti  hatdrolo lapsikoknak olyan végesben levi
pontjai, amelyek nem tartoznak hozzd e lapokat hatdrolo n—2-
dimenzios lapsikok egyikéhez sem. [Jeliljitk tovdbbd Ki-lel az
Ar.. . AiiAiAiy .. At Avy . Ay n—1-dimenziés rész-szimplex
eldjeles térfogatdt (i, [=1,2,..., n+1; i=1)." Az A;A; (i=1, 2,.

, n+1) egyeneseknek akkor és csak akkor van kog_os (veaesben
Ievo vagy végtelen tdvoli) pontjuk, ha
4) KKK, 1., =C(E0) (konstans) (i., [, =1,2,. 1)

Tételiink bizonyitdsdhoz sziikségiink van a kovetkezd segéd-

tételre :

SEGEDTETEL. Legyen P az n-dimenziés térnek olyan végesben
levd pontja, amely nem tartozik hozzd az AiAs...A..1 Szimplexet
hatdrold n—1-dimenzios _lapstkok egyikéhez sem. A P pont bari-
centrikus koordindtdit ei-vel, az A;...Ai1PAiy...Ava szimplexek
eldjeles térfogatait Ki-vel jelb’lve (i:I e 1), Jfenndll

(5) C L KiiKsie i Koy = el as: @i

5> K;>0, ha A} az A;-vel szemkozti hatérolé lap A,-lel szemkozti n—2-
dimenzidés hatdranak azon az oldalan van, amelyen A;, ellenkew esetben K; <O0.

6 Tételiink elsd részét tetraéderre megfogalmazva I. Enzykl. d. math.
Wiss., III, 1/2, 1057.

T A tett feltevések értelmében mindegyik «; zérustdl kiilonb6zd és

16 Matematikai Lapok
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BizonyiTAs. Ismeretes, hogy az A;Aq...A.1 szimplex éléjele_s
térfogata definicié szerint

K:»rT!‘ a;ag: -+ an,
ahol ajas---a, a szimplex valamelyik csticsabol a tobbi csucsokba
vezetd ai, ag, . . ., @, n-dimenzios vektorok ,,vegyes szorzata”, vagyis
annak az n-edrendii determindnsnak az értéke, melynek i-ik sora-
ban az a; vektor koordinatdi allnak. Legyen A, a szimplexnek
egy A-t6l kiilonbdzé csicsa és jeloljiik innen az A; csticshoz -
vezetd vektort a;-vel (j=1,2,...,n), a P ponthoz vezet6 vektort
pedig p-vel. A stlypont értelmezése szerint

n+1 n+1
(6) (]_Zl‘ “f) P ]% aja; ~  (anu=0).

Az a;,as,...,a, vektorok sor.rendje megvalaszthaté 1dgy, hogy
K >0 legyen. Ekkor p (6) alatti kifejezését helyettesitve és a de-
termindns ismert tulajdonsagait felhasznalva kapjuk, hogy '

@;

l(i:”_'al"'a'blpai-kl"'arwl: ik K (i:l,2,...,n+1),
nt ot

2

J=1

N

n+1

amibl, minthogy K/Z ,; konstans, adodik (5).
=1

A 2. TETEL BIZONYITASA. Tételiink elsd része segédtételiink
kozvetlen kovetkezménye. Ugyanis tegyiik fel, hogy az A;A; egye-
neseknek van kozos pontjuk és jeloljikk ennek baricentrikus koor-
dinatait e.-vel (i=1,2,...,n+1). Ekkor, alkalmazva segédtéte-
liinket az A; csticsokkal szemkozti hatarold szimplexekre és a P= A;
pontokra (i—1,2,..., n4 1), kapjuk, hogy

Ki=Tiey =520 ot T e,
ahol 4; konstans, és igy :

R AN T e B

int1lnt1

i1 @in@ipr i, = C(5=0) (konstans).
A segédtétel bizonyitdsat kovetve konnyen belathaté, hogy K az
5 alatt mondottak szerint pozitiv, ill. negativ eldjelii.

Megforditva, ha (4) teljesiil, .akkor az A;A; egyenesek koziil
barmelyik kettd egy sikban van. Ezt az éltalanossidg megszoritasa
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nélkiil elegendd pl. az A, Ajés A,A; egyenesekre bizonyitani. Ehhez
jelolje az A, ill. A, csticcsal szemkozti hipersikokon beliil az A, A7,
ill. A,A; egyeneseknek az A;, A, ..., A pontok altal meghata-
rozott n—2-dimenzi6s sikkal valé metszéspontjat As, ill. A;. Az Ay,
ill. Ay csticcsal szemkozti lapokon Af, ill. A5 baricentrikus koor-
dinatait az [alo @13,y . .y Ay, n+1] ill. [azl,aog, “rein g 002 n+1] szam-n-
esekkel jeldlve, a stilypont értelmezése szerint Ag, ill. A; baricent-
rikus koordinatdi az A;A,...A,. szimplexre vonatkozéan s, ...,
5 B maty AR, . . o 5 0 ni1s Alkalmazva a segédtételt az A2A3...An+1
szimplexre és a P=A; pontra, ill. az A;As...A.s szimplexre és
a P= Aj pontra, kapjuk, hogy

Ki _ au il Koi  a
— : e it 22
K]j «yj sz w2

C1=3 .. n+1)

Az éltalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy i = 3 és j=4.
Ekkor a (4) alatti feltételt alkalmazva a kovetkezd alakban :

(’(131(24) (K32K45[(56' 5 'Kn+1, 1) P (K4 KQS) ([(RQI(JSKBG' ~ 'Kn+1, 1);
adodik

i g oy Kov -4 Ko
— ===, altaldban —F—=-—,
K. K, Ky Ky
ahonnan
a1 Qo R
e LR LY =3} vyt 1).
e (i, +1)

Innen a stlypont egyértelmiisége miatt kapjuk, hogy As== A, tehat
az A Aj, AsA5 egyenesek az Ai, As, As pontok sikjaban vannak.

© Mivel tehdt az A;A! egyenesek koziil barmelyik kettd egy
sikban van, péaronként metszik egymadst, kovetkezésképpen egy
kozos ponton mennek at (masképp volna hdrom olyan egyenes,
pl. A A,, Az A3, AsAj, amelyek haromszoget alkotnanak — melynek
egyik cslicsa végtelen tavoli pont is lehet — vagyis az Af, A3, A§
pontok az Aj, As, A; pontok sikjaban lennének, ami lehetetien).

MEGJEGYZES. A bizonyitis masodik részében a (4) alatti fel-
tételnél kevesebbet haszndltunk fel. Elegend6 lett volna annyit fel-
tenniink, hogy

(M : Kijkm———Kithj (G Lkl1=1:2,...,n+1)

16*
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5. Ceva és Menelaos tételeinek tetraéderre megfogalmazott
altalanositasait jol alkalmazhatjuk a tetraéder néhany ismert és
kevésbé ismert tulajdonsdganak egyszerii bizonyitdséra.”

a) A tetraéder stlyvonalai, azaz a csticsokat a szemkozti lapok
stlypontjaival tsszekotd egyenesek, tovabba a szemkozti élek fele-
zbpontjait Osszekotd egyenesek, valamint az éleket a szemkozti
élfelezbpontokkal ~6sszekttd sikok egy ponton, a tetraéder stly-
pontjan mennek 4. — Ugyanis az élek felezbpontjai Ceva-elhe-
lyezkedésii pontok. (V. 6. 1, Al), A2) és Bl).)

b) A tetraéder Osszes belsO lapszogfelezd sikjai, harom egy
csticsban Osszefutd élen atmend belsd és a tobbi élen dtmend kiilsd
lapszogfelezd sikjai, tovabba egy szemkozti élpar élein atmend
belsd és a tobbi élen atmend kiilsd lapszogfelez6 sikjai egy-egy
ponton mennek at, melyek rendre a beirt gobmb, hozzairt gobmb
(a tetraéder egyik lapjat kiviilr6l és a tobbi lap meghosszabbita-
sait érintd gomb), ill. a kiilsé érintogdmb (az Osszes lapok meg-
hosszabbitdsait érinté gomb) kozéppontjai (ez utobbi végtelen tavoli
pont is lehet). Viszont két szemkozti élpar élein atmend bels6 és
a tobbi két élen atmend kiils6 lapszogfelez6 sikok a szemkozti
éleket egy sikban levé pontokban metszik. — Ugyanis a tetraéder
barmelyik e élén atmend lapszogfelezd sik a szemkozli élegyenest
olyan pontban metszi, amely az élszakaszt az e élben talalkozo
haromszogek teriileteinek aranydban osztja — bels6 lapszogfelez
sik esetében ez az osztoviszony pozitiv, kiils6 esetében negativ.
Ebb6l mar egyszerfien kovetkezik, hogy a lapszogfelezd sikoknak
a szemkozti élekkel valdé metszéspontjai a fenti esetekben rendre
Ceva-, ill. Menelaos-elhelyezkedésiick. (V. 0. 1, B1), ill. C1).)

¢) A tetraéder magassadgvonalai, vagyis a csticsokbol a szem-
kozti lapokra bocsatott merélegesek akkor és csak akkor mennek
at egy kozos ponton, a tetraéder magassagpontjan, ha a talppon-
tokat a megfelel6 haromszogcesticsokkal 0Osszekotd egyenesek az
éleket hat Ceva-elhelyezkedésii pontban metszik. Ez pedig akkor
és csak akkor teljesiil, ha a szemkozti élek merélegesek egymasra
(ortocentrikus tetraéder). Ekkor a talppontok a lapok magassag-
pontjai, az éleken levO hat pont pedig a lapmagassagok talppont-
jai. A tetraéder magassdgpontjan athaladnak a szemkozti éleken
levd pontokat Osszekiotd egyenesek — melyek éppen a szemkozti
élek normaltranzverzalisai —, tovabba az éleken atmeno és a szem-
kozti élekre merdleges sikok — melyek az éleket éppen a fenti
hat pontban metszik. (V. 6. 1, Al), A2) és Bl).) — Al) alapjan

5] & ?6? tetraéder a), b), c) alatt kovetkezd tulajdonségaira vonatkozolag 1.
s [6l. g



243

a fenti allitds csak olyan tetraéderre igazolhatd, ahol a magassig-
vonalak talppontjai nincsenek rajta egyik élegyenesen sem. Kony-
nyen belathato azonban, hogy dllitisunk minden tetraéderre igaz
(l. pl. [6]).

d) A tetraéderlapok beirt koreinek, ill. egyik lap beirt koré-
nek és a tobbi lap ezen lap oldaléleit belsé pontban érint6 hozza-
irt koreinek kozéppontjait a szemkozti csticsokkal 0sszekotd egye-
nesek akkor és csak akkor mennek at egy-egy kozos ponton, ha
a szemkozti élek szorzata allandd (Zzodinamikus fetraéder). —
Ugyanis az emlitett korok, kozéppontjait a haromszogesticsokkal
osszekotd egyenesek, a belso, ill. a megfeleld bels6 és kiilsO €lszog-
felez egyenesek, akkor és csak akkor metszik az éleket hat Ceva-
elhelyezkedésii pontban, ha mindegyik élen a kapott két metszés-
pont megegyezik, vagyis — a szemkozti élparokat a:, a2, b1, b2,
1, c2-vel jelolve — az as élen levd metszéspontra a szogfelezOk
ismert tulajdonsdgabol

bgngZCﬂb],

ahonnan &b, =c;c,. Hasonldan kapjuk, hogy aias = cice. (V. 0.
1, A1).)?

e) Ismeretes, hogy a hdromszog beirt korének, ill. hozzairt
koreinek érintési pontjait a szemkozti csticsokkal 0sszekoto egye-
nesek egy-egy ponton mennek at (belso, ill. kiilsé Gergonne-pon-
tok). A tetraéderlapok belsé Gergonne-pontjait, ill. egyik lap bels6
és a masik harom lap ezen lap oldaléleit bels6 pontban érint6
hozzdirt koreihez tartozd kiils6 Gergonne-pontjait a szemkozti cst-
csokkal Osszekoto egyenesek akkor és csak akkor mennek at egy-
egy kozos ponton, ha a tetraédernek van bels6, ill. a Kkitiintetett
lap éleit belsé pontban érinté kiilsé élérintd gombje."” — Ugyanis
ennek sziikséges ¢é$ elégséges feltétele, hogy a lapok beirt korei,
ill. egyik lap beirt kore és a tobbi lap megfelel6 hozzairt korei a
tetraéder élein érintkezzenek, ami csak a kimondottak esetén tel-
jestl. (V. 6. 1, Al).)

o Konnyli megadni olyan tetraédert, melynéi a szemkozti élek szorzata
két szemkozti élparra megegyezik, de mégsem' izodinamikus. llyen pl. az a tet-
raéder, melynek alapja szabalyos haromszog, negyedik csicsanak ezen levo
mer6leges vetiilete pedig valamelyik haromszogestics, és ennek a csticsnak az
alaptdl vald tavolsaga megegyezik az alapharomszog oldalaval. Itt a harmadik
élpar éleinek végpontjaibol kiindul6 egyenesek paronként metszik egymast, de
a ket metszéspont kiilonbozo.

10 A belsd élérintd gomb a tetraéder valamennyi élét bels6 pontban,
valamely kiilsé élérinté gomb egyik lap hatarolo éleit belsd, a tobbi elt kiilsd
pontban érinti.



f) A tetraéder beirt gobmbjének, hozzairt gombjeinek, ill. kiilsd
érintogombjeinek érintési pontjait a szemkozti csticsokkal Ossze-
kotd egyenesek akkor és csak akkor mennek 4t egy-egy kozos
ponton, ha az érintési pontok beirt gombnél a haromszoglapok
els6 izogonadlis pontjai (izogondlis tetraéder), hozzéirt gombnél a
belsé érintési pont elsé izogondlis pont, a kiils6 érintési pontok
masodik izogondlis pontok, végiil kiils6 érint6gombnél azokon a

lapsikokon levé érintési pon-
A, : tok, melyeknek azonos ol-
: daldn van a gomb és a tet-
Ar  raéder, els6, a tobbi érintési
pontok mésodik izogonalis
pontok." (L. pl. [T7].)

Allitasunkigazolasahoz
induljunk ki abbdl, hogy
meghatdrozva mindegyik ha-
romszoglapon az érintbgom-
bok érintési pontjaibol a ha-
romszoget hatarolo élek la-
toszogeit, a tetraéder szem-
Kozti éleinek - latoszogei a
beirt gobmb és a kiils6 érint6-
. gombok érintési pontjaibol
As egyenldk, a hozzairt gbmbok

érintési pontjaibdl kiegészitod

szogek. Ugyanis a beirt gomb

B; érintési pontjaira nézve,
kiilso pontb6l a gombhoz huzott érintészakaszok egyenlosége miatt,
AlA,B;, A ’,%’A,;AjBl iy tehat AiBz;Aj{ :A,'B/Aj@: g (i,j, k, I
=1, 2,3,4; & =¢;), ahonnan az Osszes A;A;A. haromszogekre
felirt 2.7 —e&; + & & egyenloségekbol kovetkezik &; = &q. (L. az
la 4brat, amely a tetraédernek az [A;A,A,] sikban Kkiteritett halo-
zatat mutatja.) A tobbi érintdgombre vonatkoz6 fenti allitds ha-
sonl6an igazolhatd. — Marmost barmelyik -érintégomb érintési
pontjait a szemkozti csticsokkal 0sszek6té négy egyenes akkor és

la dbra

11 Elso, ill. masodik izogonalis pontnak nevezziik a haromszog oldalai
folé kifelé, ill. befelé irt egyenléoldalii haromszogek kiilsé csticsait a szem-
kozti haromszogesticsokkal osszekotd egyenesek kozos pontjat. Ha a harom-
szog mindegyik szoge kisebb 120°-nal, akkor az elsd izogondlis pontbdl mind-
harom oldal 120°-0s szog alatt latszik; ha van 120°-os szige, akkor ennek
csticsa az; ha van 120°-nal nagyobb szdge, akkor az els6 izogondlis pontbol,
tovabba mindegyik hiaromszognél a masodik izogonalis pontbél a haromszog
két oldala 60°-o0s, harmadik oldala 120°-os szog alatt latszik.
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csak akkor megy at egy kozos ponton, ha mindegyik lapon az
érintési pontokat a héaromszogcsticsokkal Osszekotd egyeneseknek
az élekkel alkotott metszéspontjait meghatarozva, a tetraéder mind-
egyik élén a kapott két pont megegyezik. Ez pedig a beirt gomb
B; érintési pontjaira nézve az 1b abran levé kétives, ill. haromives
szogek egyenlosége miatt akkor és csak akkor teljesiil, ha az 0sz-
szes &; szogek egyenlok, vagyis mindegyik 120°. Mivel B; a hé-
romsz0g belsé pontja, meg-
egyezik az els6é izogonalis
ponttal. Hasonléan igazol-
hatok a hozzairt gombre és
a kiils6 érintégombre vonat-
kozé allitasok is.”

A

6. Ismeretes, hogy a
tetraéder bizonyos nevezetes
vonalai (pl. a magassdgvo-
nalak) altalaban paronként
kitérok, de egy egykopenyfi
hiperboloid ugyanazon se-
regbeli alkotoi. Ezt figye-
lembe véve kindlkozik Ceva
tételének olyan éaltalanosita-
sa, amely sziikséges €s elég- .
séges feltételt ad arra vonat- Ib dbra
kozoan, hogy a tetraéder :
csticsaibol kiindulé négy egyenes ilyen tulajdonséggal rendelkezzék:

Al

. 3. TETEL. Jeloljiik Ai-vel a ftetraéder A; cstcsdval szemkozti

lapsiknak az élegyenesekre nem illeszkedd tetszdleges pontjdt
(i=1,2,3,4), tovibbd Ai-vel az A;A} (i==]) egyenesnek az Ay A
élegyenessel valo metszéspontjdt (Ai; == Aj). A pdronként kitéro
A; Al egyenesek akkor és csak akkor tartoznak egy mdsodrendii
vonalfeliilet ugyanazon seregbeli alkotoi kozé (hiperboloidikus elhe-

12 Az elmondottakb6l kovetkezik, hogy izogonalis tetraéder mindegyik
élszdge 120°-nal kisebb; tovabba, ha egy kiilsd érintdgomb érintési pontjait
a szemkozti cstcsokkal Osszekotd egyenesek egy kozds ponton mennek at,
akkor valamelyik éllel szemkozti két élszog nagyobb 120°-nal. — Ebbdl kiin-
dulva megadhat6 olyan tetraéder, melynél a beirt gomb érintési pontjait a
szemkozti csiicsokkal dsszekotd egyenesek koziil ketto-kettd metszi egymast,
de nem izogondlis. llyen pl. az a tetraéder, melynek lapjai két-két egybevago,
szimmetrikus elhelyezkedésii, 30°-0s, ill. 120°-0s szarszogli egyenldszaru harom-
sz0g. — A fentiek alapjan belathato az is, hogy a tetraéder beirt gombjének
érintési pontjai akkor és csak akkor egyeznek meg minden lapon a beirt kor
kozéppontjaval, ha a tetraéder szabalyos.
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lyezkedésiiek), ha mindegyik A;A.A, laphdromszigre
(8) (AJ'AJ,-A(z)(AI;A[Aij) (AIA/'A(;;) = 1

Ha a négy egyenes pdrhuzamos ugyanazon sikkal, akkor hiperbo-
likus paraboloid, egyébként egykipenyii hiperboloid alkotdi.

BizonyiTAs. Ha a négy péaronként kitéré egyenes hiperboloi-
dikus elhelyezkedésii, akkor barmelyiknek minden pontjabdl, pi. az
A;A! egyenes A; pontjabol hiizhatd a masik harmat metsz6 egyenes,
ami nyilvan az [A;A;Aj], [A:A:Al], [A: A Al] sikok kozOs egyenese.
Ez az egyenes az A;A;A; haromszog sikjat az A; Ay, AxAu, AlAu
egyenesek kozos pontjaban metszi, amibol Ceva tétele szerint ado-
dik (8). — Megforditva, ha (8) teljesiil, akkor a tetraéder barmelyik
A; csticsabol kiinduld fenti hdrom siknak van kozos egyenese,
ami az A;Al-t6l kiilonbozé masik harom ‘egyenest is metszi, kovet-
kezésképpen a négy egyenes hiperboloidikus elhelyezkedési.

A 3. tétel alkalmazdsaként megemlitjiik a kovetkezoket :

a) Ha a tetraéder egyik szemkozti élparja sem merdleges egy-
masra és a magassagvonalak talppontjai nincsenek rajta egyik él-
egyenesen sem, akkor a magassagvonalak hiperboloidikus elhelyez-
kedésiiek. — Ugyanis ekkor A/ az A; cstics meréleges vetiilete a
szemkozti lapon, tehat
fn; D I‘),- COS @ I

(A;AxAn) T 1y hcosan

(ahol t; az A;A.A; haromszog, t; az A, csiuccsal szemkozti lap |

teriilete, @; az A;A; éInél levd belso, ill. kiilsé lapszdg), amibdl
(8) kovetkezik." :

b) Ha a tetraédernek nincs két olyan szemkozti élparja, melyek
szorzata megegyezik, akkor a lapok beirt koreinek, ill. az egyik
lap beirt korének és a tobbi lap ezen lap oldaléleit belsé pontban
érintd hozzdirt koreinek kozéppontjait a szemkozti csticsokkal sz~
szekoth egyenesek hiperboloidikus elhelyezkedésiiek. — Ugyanis
ekkor a szogfelezd tétel értelmében

. A A;
(AjAkA”)z oo AiAJk’

13 A magassagvonalak nyilvan nem' lehetnek ugyanazon sikkal parhuza-
mosak (ugyanis ekkor a tetraéderlapok merdlegesek lennének erre a sikra),
tehat egykopenyii hiperboloidon vannak. — Egyébként konnyen belathato, hogy
ha a tetraéder egyik szemkozti élparja sem merGleges egymasra, akkor a ma-
gassagvonalak mindig egy egykopenyii hiperboloidon vannak.
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amibdl (mivel negativ elojel csak a hozzdirt korok kiilsd érintési
pontjainal 1ép fel, mégpedig egy szorzatbdn legfeljebb kétszer)
mar kovetkezik (8).

¢) Ha a tetraéder érintégdombjeinek érintési pontjait a szem-
kozti csticsokkal 0sszekotd egyenesek paronként kitérok, akkor
hiperboloidikus elhelyezkedésiieck. — Ugyanis a beirt gomb B;
érintési pontjaira A;A;Br /\ =~ A;A; B, /\ miatt ty =ty (tu az A:A; By
haromszog teriilete), amib6l

(A; AvAn) = —f—’
]

felhasznalasaval kovetkezik (8). Hasonldéan kapjuk a tobbi érintd-
gomb érintési pontjaira vonatkozé dllitast is. (L. [7].)™
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OB OBOBIIEHHUSX TEOPEM YEBBI I MEHEJIAY
d. Moauap

Pa60ta CONEP’KUT HECKONBKO M3BECTHHIX I HECKOJbKO HOBBIX N-MEPHBIX
Teopem Yeewt m Menenas (cm. tawke Hapenurk [3] u.Beckun [4]). Us
[OKA3aHHBIX TEOPEM OTMETHM CIEAYIOMIYIO:

Teopema 2. Ilycrs Af, AS, ..., A/ Takue TOUKM N — l-MepPHBIX rpa-
Heil n-MepHOro CUMIIEKCA, NPOTUBONO/IOKHBIX ero sepuusam A, A,, ..., A, 4,
KOTOpbIe He NpHHAAIeXar n—2-MepHoil rpamuue 3Tux rpaxeir. OGozuaynm

14 Az a), b), c) alatt szereplé A} pontokra (8) nyilvan akkor is teljesiil,
ha az A, A/ egyenesek péaronként nem kitérék, ekkor azonban nem lesznek
hiperboloidikus elhelyezkedesiiek. — Az [A;4;A7], [A; A, AL, [A;A,A]] sikok a),
ill. b) esetén az A, csticst triéder ,,magassagsikjai”, ill. ,,stlysikjai”, ezek tehat

egy-egy egyenesben metszik egymast.
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4yepes K, MONOKMTENbHBIA W orpuuarenbumﬁ o0BeM 72— 1-MepHOro mnopg-

cumnnexca Ay... A; ALA; . A AL AL GI=12, ..., n+1; i#]).
[Ipsimpie A,.A’ (1 = [ n+ 1) B TOM ¥ TONbKO B TOM C/Iy4ae MMEIOT
OOLLyI0 TOYKY MM o6mee HanpaeseHue, eciu Ki,lei,,zg---KinHz,,H =C

(nocrosiuno) (i,, l,=1,2,...,n-+41).

B ronue paGoThl aBTOp € TIOMOLBIO MOMY4EHHBIX PE3yAbTATOB H3y4aeT
HEKOTOPHIE 3HAMEHHTHIE MPSIMBIE M TLUIOCKOCTH TETPAs/ipa.

UBER EINIGE VERALLGEMEINERUNGEN
DER SATZE VON CEVA UND MENELAOS

F. MoLNAR

Die Arbeit enthilt einige bekannte bzw. neue Verallgemeinerungen der
Sitze von Ceva und Menelaos auf den n-dimensionalen . euklidischen Raum.
(vgl. Nipenik [3] und Beskiv [4]). Von den bewiesenen Sitzen sei der fol-
gende erwihnt:

Satz 2. Es seien A}, A),..., A, beliebige eigentliche Punkte der den
Scheitelpunkten Ay, As,..., A, des Simplexes gegeniiberliegenden n—1-dimen-

sionalen Seitenrdume, die nicht in den n—2-dimensionalen Seitenrdumen lie-
gen. Ferner bezeichne K, den Inhalt des n— l-dimensionalen Teilsimplexes

Ay A AA A A AL GE=1,2, ., n-1; i#]), mit Vorzei-

chen genommen. Die Geraden A;A! (i=\,2,...,n-+1) haben dann und nur
dann einen gemeinsamen (eigentlichen oder unendlich fernen) Punit, wenn
Kl;’xl(’z ! n+lln+l =€ (l” 19 =1 & 1)

ist, wobei C eine von Null verschiedene Konstante bedeutet.

Zuletzt verwendet der Verfasser die erhaltenen Ergebnisse auf die
Untersuchung einiger besonderen Geraden und Ebenen des Tetraeders.



Néhany megjegyzés trigonometrikus polinomokrél
Renyr Katé

Egy régebbi—dolgozatomban egy véges rendli periodikus
fiiggvényekre vonatkozo tétel ([1] IIl. Tétel) specidlis eseteként
([1] I. Tétel) adodott, hogy ha f(z) exponencialis tipusti periodikus
egész fiiggvény = tipusszammal és P periodussal és 7(f, 2,) jelenti
f(2) azon derivaltjainak szamat, melyeknek a 2z, pontban tobbszo-
ros gyokiik van, akkor

(1) T(f, zo)§%|PIT.

Amint az aldbbiakbdl kitfinik, ezen eredmény a fent emlitett
altalanosabb tétel nélkiil, teljesen elemi uton is megkaphato, fel-
hasznalva azt az ismert tételt (lasd pl. [2] 109. old. vagy [3] 165.
old.), hogy ha f(z) exponencialis tipust periodikus egész fiiggvény
7 tipusszammal és P periddussal, akkor

2k

e
2 @)= Z Cr eT“, ahol ~N§_]_|p|r,
k=-N . T

leal;—r—ed(endﬁ trigonometrikus polinom. Ezen
7
észrevétel azonban nem csupén (1) elemi bizonyitdsat teszi lehe-

tové, hanem a

vagyis f(2) legfeljebb

(1a) T(f, 2)) < 2N§%;P|T

pontos egyenl6tlenséghez vezet.

: A tovabbiakban el6szor n-fagi (és nem feltétleniil n-edrendii)
27t szerint periodikus trigonometrikus polinomokkal fogunk foglal-
kozni. Tobbszor haszndljuk majd a kovetkezd jeloléseket: E, (¢, 2,)
ill. E,(g, 25)-1al jeloljik a ¢(2) egész fiiggvény azon pératlan- ill.
parosrendii derivaltjainak szdmat, amelyek a z, pontban eltiinnek
és E(p,2)=E\(9, ZU)-{— Ez(‘P; 2y).
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Mindenek el6tt be fogjuk ldtni, hogy ha c.(2) valamely *
n-tagn cosinus-polinom, ¢,(2) == const., akkor
3 Ey(c., 0)=n—1.

Két esetet kell megkiilonboztetniink. Eloszor olyan cosinus-
polinomokat vizsgalunk, amelyeknek nincs konstans tagja, vagyis

4) cn(2)=a,cos kyz+a,cos kyz+ -+ +a, cos k, 2,

ahol K, k., ..., k, Kiilonboz6 pozitiv egész szamok. Tegyiik fel
— allitasunkkal ellentétben — , hogy

(5) e () R N R )

ahol'0=/ <, <---<l,. (5) nyilvanvaléan

(5a) by o R TG , )
=1
alakban irhato. lsmeretes azonban (lasd pl. [4] V. Fej. 48. Probl.),
hogy az
X1 x2 ...xz" I

x‘fa xgz Foes x::
R A s
determindns nullatdl kiilonbozo, feltéve, hogy x;, X, ..., xs kiilon-
boz6 pozitiv szamok, @, @, ..., «. pedig kiilonboz6 nem-negativ
egészek. Ebbdl kovetkezik, hogy az (5a) homogén linedris egyen-
letrendszernek csak a trividlis ¢,=a,=--- =@, =0 megoldasa
van. Tehat (4) alakt polinomokra (3) valéban fenndll.

Tekintsiink most olyan n-tagi cosinus-polinomokat, ame-
lyeknek van konstans tagja, vagyis

(4a) c(2)=a,+a,cos kyz+ -+ +a,-1 cos k.12,

ahol k, ks, ..., k.- kiilonboz6 pozitiv egész szamok. Akkor
n-1(2) = cu(2) —ay

olyan (n—1)-tagli cosinus-polinom, amelyiknek nincs konstamns

tagja, vagyis
Es(Yn-1,0)=n—2

Viszont [=1-re ¢’ (0)=171(0), tehat a (3) egyenlitienség (4a).
alakt polinomokra is igaz, s6t, utobbiakndl egyenléség legfeljebb «
akkor allhat fenn, ha ¢,(0) =
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Analog allitas igaz sinus- polmomokra ha s.(2) valamely
n-tagt sinus-polinom, s.(2) == 0, akkor

(6) E (5,,0)=n—1,
: Valéban legyen
(7) Sn(2)=0b,sink,z-+b,sinkyz+ -:- 4 b, sin k, 2,

ahol k, k., ..., k, kiilonb6z6 pozitiv egész szamok. Ha E;(s,, 0)=n
lenne, akkor s.(2) derivéltjara az E,(s,,0)=n egyenlotlenséget
kapnank, ami (3) miatt csak 1igy volna leletséges, ha s;(2) = const.
De akkor s.(z)=0 volna, hiszen a linedris fiiggvények koziil csak
a konstansok periodikusak.’

A A

(10) Cni1(2) = (1—cos 2)"
cosinus-polinom ill. ennek derivéltja egy példa arra, hogy (3) ill.
(6) nem javithato.

Térjiink most &t tetszOleges n-tagd P, (z) trigonometrikus
polinomokra, vagyis — a (4) ill. (4a) és (7) jeloléseket hasznalva

— legyen
P.(@)—=ci(2) 4 sn-:(2),
ahol 0=¢=n. Akkor

P (2) = "’(z)+s},’2t (2) (1=o, fg sy
vagyis
(11) (R0 — El(s,,g,O) és  Ex(Pn, 0)= Ez(Ct,O)
Ha

" (12) ., ¢+(2) & const.,
akkor (3)-bél kovetkezik, hogy
(13) Ea(c, 0)=t—1; .
viszont
(14) e
esetében (6) szerint
(15) Ei(s-t,0) =n—t—1.
1 Ugyanezen meggondolasbol kovetkezik, hogy ha . &
(©) P,(®=a,+ b, sinkjz4---+0b,  sink, 2z (ay #0),
akkor

(©) £ (B O =n—2,
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Ez azt jelenti, hogy ha (12) és (14) egyidejiileg fennall, akkor,
(11), (13) és (15) kovetkeztében

(16) Ei(P.,0)+ Es(P.,0)=n—2.

Osszefoglalva: Legyen P,(z) valamely n-tagti trigonometrikus
polinom, P,(0) =07 P.(2) 0. Ha Ei(P,,0)=n ill. Ex(P.,0)=n,
akkor P,(z) cosinus- ill. sinus-polinom; egyébként viszont

(17) E(P.,0)=n—2.

Most mar szinte onmagatol adodik az (1a) egyenldtlenség. Ha
ugyanis g(2) valamely 2z periédusii N-edrendii trigonometrikus
polinom, ;

z

N z
(18) 2(z)— ,,.gv et

akkor a kovetkezd esetek lehetségesek:

g(2) N-edrendii — vagyis legfeljebb N tagti sinus-polinom;
akkor, mivel a O helyen valamennyi péarosrendii derivalt eltiinik,
minden egyes eltiind pératlanrendii derivéltnak és az eggyel kisebb
(péaros) rendli derivaltnak is tobbszoros gyoke van a O pontban,
tehat 7(g,0)=2E,(g,0), vagyis (6) szerint T(g,0)=2N—2;

g(z) N-edrendii — vagyis legfeljebb N+ 1 tagti — cosinus-poli-
nom; akkor aszerint, hogy g(0)=0 illetéleg g(0)=~0, azt kapjuk,
hogy 7(g,0)=2E,(g,0)—1, illetéleg 7(g, 0)=2E,(g,0), vagyis
(3) szerint — figyelembe véve, hogy N--1 tag esetén egyeniOség
csak akkor allhat fenn, ha maga a fiiggvény is eltfinik a O helyen

g(2) N-edrendli — vagyis legfeljebb 2N+ 1 tagii — ,,vegyes”
polinom; ha g(0) =0, akkor (16) szerint E(g, 0) =2N—1, vagyis
T(g,0)=2N—2 és ez nyilvanvaloan igaz akkor is, ha g(0)=~0.

Ha tehat g(2) (18) alaku, akkor '

(1c) T(g,0)=2N—1,

ahol egyenl6ség kizarolag akkor lehet, ha g(z) N+ 1 tagl cosinus-
polinom és g(0)=0. A (10) alatti fiiggvény példa arra is, amikor
(1c)-ben egyenlGség van.

Az a tény, hogy az eddigiekben 2t szerint periodikus fiigg-
vényeket vizsgaltunk a O helyen, nem jelent megszoritast. Ha ui.

2 A P, (0) =0 feltételre kizarolag azért van sziikség, hogy a (8) alaki
polinomokat kizarjuk.

3 Ha g(2) N-edrendii — vagyis legfeljebb N 1 tagi — (8) alakii poli-
nom, akkor is 7'(g,0) =2E, (g, 0), vagyis (9) szerint 7(g,0)=2N—2.
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az f(z) fiiggvény (2) alaka — vagyls P periédustt N-edrendit
trigonometrikus polinom — és 2, a komplex sik egy tetszOleges
pontja, akkor a

g(2)=f[§i+zo]

’lm

fliggvény (18) alakd (dk—Cke sk ==0158.0.0.) 68

g"’(O)*( )f") () (=0,1,2,..).
Vagyis 7T(f, z,)) = T(g, 0) és ezzel éllitasunkat igazoltuk.
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HEKOTOPBIE SAMEYAHUSA O TPIFTOHOMETPIYECKUX MHOI'OYJIEHOB
, Rénvi Kato

Pesome

[yctb P,(z) TPUrOMOMETPHYECKHil MHOTOWIeHb HMEIOLINH 71 YJICHOB,
P.(0)=0, P,(z) 0. [Joka3aHo, 4TO €cIm YHCIC NPOU3BOAHLIX YETHOTO COOTB.
HeueTHOro mnopsigka or P,(2) wmsuesmBawowux B TOouke z=—=0 nperocxoaut
n—1, To P,(2) siBasiercsi HEYETHBHIM COOTB. YETHLIM; B OCTanbHOM (T.e. ecau
P,(z) “cmeuianHblid” MHOIOY/€Hb) YMCIO NPOMSBOAHBIX uaqesbmaroumx B TO4YKE
z=0 He npesocxoguT n—2.

SOME REMARKS ON TRIGONOMETRICAL POLYNOMIALS

by CATHERINE RENYI

Summary

Let P, (z) be a trigonometrical polynomial with n terms, P, (0)=0,
P,(2)#0. lt is shown, that if the number of those derivatives of even or
odd order of P, (z) which vanish in the point 2=0 exceeds n—1, then

|

3
a3

ey
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P, (2) is a sine- or cosine-polynomial respectively; otherwise — i.e. if P, (2)
is a “mixed” polynomial — the. number of those derivatives of P, (2) which
\ vanish in z=0 does not exceed n—2.
I In a previous paper the author has proved a theorem concerning peri-
s odic entire functions of finite order ([1] Theorem IIl.) from which she deduced

as a special case ([1] Theorem l.) that if f(z) is a periodic entire function of
E exponential type z with period P then if 7(f,z,) denotes the number of those
derivatives of f(z) which have multiple roots in the point z, we have inequ-
ality (1). This result was too much emphasised in [1].. As a matter of fact,
it is well known (see e. g, [2] p. 109) that if f(z) is a periodic entire function
P with period P and of exponential type z then f(2) is of the form (2), i. e. f(2)

I , P
f is a trigonometrical polynomial of order not exceeding lzj This remark and
= T

- the result above makes it possible to prove (1) in a completely elementary
i way; moreover one obtains in this way the best possible inequality, namely
g that for the function (2) we have (la).
i
i

L % T



Az informaciéelmélet egy fogalmanak
értelmezésérol

" Vineze L

1. Az informacio tovabbitdsanak matematikai elméletét C.
SHANNON [9] alapozta meg, akinek nagyjelentéségii kezdeményezd
munkdassaga az eltelt rovid id6 alatt rendkiviili érdeklodést valtott
ki a matematikusok, fizikusok €és hiradastechnikusok korében és
jelent6s kutatdsokat inditott meg. SHANNON a termodinamikai ent-
tropia fogalmabol kiindulva definidlta egy valosziniiségi eloszlas-
rendszer ,bizonytalansdgdnak” mértékét. Az altala adott entropia
fogalomnak szabatos matematikai targyaldsa diszkrét valosziniiségi
valtozok esetében A. J. HincsiNtdl [3] szdrmazik, mig folytonos el-
oszlasok esetében a kérdés tisztizasaban BALATONI J. és RENYI A.
[1], kiilonosen pedig RENYI A. egy ujabb dolgozata [8] alapvetd
jelentdségili. A walOszinfiségi eloszldsrendszerek - entropiajéval kap-
csolatos tovabbi vizsgdlatok sordn bevezették két eloszlas un. /-
és /-divergencidjat (lasd [4, 2, 5, 7]). Az [-divergencia KULLBACK
és LEIBLER [5], valamint KULLBACK [6] munkdiban nyert el6szor
jelent6s alkalmazast, mig A. PERez [7] mint egy valOsziniiségi
valtozénak egy mdsikra vonatkozd relativ informaciojat kezeli. Az
I-divergencia a matematikai statisztikaban is igen. hasznosnak mu-
tatkozik [6, 10]. Az alabbiakban az /-divergencidra adunk szem-

1életes informacioelméleti - értelmezést, nalunk azonban. — eltérben
PEREZ” targyaldsatol — a két eloszlasfiiggvény nem azonos sze-
repet jatszik.

Ertelmezésiink az informacionak ,,érdeklodésiink eloszlasdra
vonatkoztatott” mértékéhez vezet, amely fogalomrdl néhany példan
mutatjuk meg, hogy bizonvos gyakorlati kérdésfeltevéseknél hasz-
nalhatonak mutatkozik. Meggondolasunk a legegyszeriibb esetre
vonatkozik, mig az 4ltalanosabb esetek targyaldsara szerz0 vissza
kivan térni.

2. Legyenek egy kisérlet lehetséges kimenetelei az A,, 4y, ..., A,
események, amelyek rendre pl,pa.. ., bn valdszinfiséggel kovet-
keznek be.

17 Matematikai Lapok
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Ekkor az Ay, As,..., A, teljes eseményrendszer entrOpidjan,
bizonytalansdgdnak mértékén az

(1 E.= Zlh log—
nemnegativ mennyiséget szokas érteni. Erre a
0=E,=logn

egyenlOtlenség érvényes: legnagyobb a kisérlet kimenetelére vonat-
koz6 bizonytalansagunk akkor, ha p; = py=-- —pn:i, amikor

15 B —log n, mig E,—0, ha valamely1k esemény valoszmusege
1, mig a tobbié 0. Amikor az (Ay, As, ..., A,) rendszer (1) alatti
entrépxa]arol beszéltink, hallgatélagosan feltételezzﬁk, hogy a ki-
sérlet kimenetele szempontjéb(')l éppen ezek az események érde-
kelnek benniinket, és nem a bizonyos esemény valamely mas fel-
bontdsa. Ha nem volna semmi jelentdsége szamunkra annak,
hogy pl. az A; és A, események koziil melyik kovetkezik be,
akkor nyilvdn az Af, A3, ..., A, rendszerr6l beszélnenk, ahol
Al= A1+ As és — pi=p,+p- jeloléssel — ennek

1 o 1
7 + Ilo TrA
7+ 2l
az entropidja, amelyr6l konnyen kimutathatd, hogy /
E)L—l g‘ Eu)

¢
vagyis a blzonytalansag, ami varhato is, kisebb volna. — Ezt a
kovetkez8kben tigy fejezziik ki, hogy az Al,Az, ..., A, események
a kimenetel szempontjabdl ,,egyenlé mértékben” erdekelnek s ha
»érdeklodésiinknek az események kozotti' eloszldsat” mennyiségileg

En—l =

ki akarjuk fejezni, mindegyik eseményhez az % nagysagot ren-

deljiik; vagyis az (A, As, ..., A,) rendszer entropidja érdeklodé-
siinknek e lehetséges események kozotti %’—rlz—""’%) szerinti
eloszldsa esetén vezet az (1) formuldhoz, és az entrépia, vagyis a
bizonytalansag mértéke csakis ilyen feltételezés mellett bir érte-
lemmel.

Miel6tt a folytonos eloszlasra vonatkozé meggondoldsunkra
térnénk, vezessiik be az entrépig helyett a rendszerre vonatkozé
tajékozottsdgunk mértékét: vonjuk ki az entrépidt annak maxi-
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malis értékébol:
®) I,=log n—E,= > p:log np:,
]

erre szintén fenndll a
O=L=logn

relacié. Minthogy /, akkor éri el maximumat, ha E,=0, vagyis
ha a kimenetelt illetben nincs bizonytalansagunk, ennélfogva az
I, mennyiséget — véges rendszer esetén — nevezhetjiik a rend-
szer informacidjanak*.

3. Legyen most & folytonos valdsziniiségi véltozd F(x) el-
oszlasfiiggveénnyel, amelyr6l egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy
az egész szamegyenesen F'(x)= f(x) pozitiv siiriiségfiiggvénnyel
bir. Ha a &-re vonatkozé megfigyelésiink eredménye csupan olyan
szempontbol bir érdekességgel, hogy értéke a mediannal kisebb-e,
vagy nagyobb, akkor a rendszer informdcidja & eloszlasatol fiig-
getleniil adhat6 meg: /,(§)=0. Ha pedig csak a (E<x,) vagy a
(§ = x;) események érdekesek szamunkra, akkor az F(x)-t6] ke-
veéssé filiggd

1:,(8) = F(x,) log 2F (xo) + (1 — F(X,)) log 2(1 — F(x,))

eredményre jutunk.

Ha egy folytonos eloszldst & valdszinfiségi valtozéra vonat-
koz6 tdjékozottsigunk mértékét definidlni akarjuk, akkor figye-
lembe kell venni azt a nyilvanvalé szempontot, hogy a gyakorlat
szamara a § értéktartomanyanak nem feltétleniil minden pontja bir
egyenl6 mértékben érdekességgel: pl. igen nagy A és B pozitiv
értékek esetén a (§<—A) vagy (§>B) események nem olyan
»részletesen” érdekelnek, mint a (—A = § = B) intervallumon beliil
a & kimenetele. Folytonos & véltoz6 esetén marmost érdekl6désiink
eloszlasat a kovetkez0 modon értelmezziik: minden n = 2 termé-
szetes szamra megadjuk a szdmegyenesnek n részre vald olyan
felosztdsat, amely mellett minden rész egyenlé modon érdekel.
Ilyen felosztasrendszer akkor nem mond ellent 6nmaganak, ha fel-
foghato, mint egy eloszlas kvantiliseinek rendszere. Ez konnyen
beldthat6: az x{” ——oco és x{— 0o (n—2,3,...) jelvlések mel-

lett, ha n—2 esetén az (X <E<xf) és (xP =E< x¥) esemé-

* Megjegyezziik, hogy az irodalomban az ,informacié mennyiség” elne-
vezés mas vonatkozdsban és értelemben is el6fordul. Lasd Bavatoni—RENYI
[1], 14. oldal (16) formula.

17*
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nyek birnak azonos — %———%— — mértékben érdekességgel, akkor

n=—3 esetén nyilvan az x” <x{” <x¥ egyenlétlenségnek kell tel-
jesiilnie, tovabba minden n = 2k-ra az x” =x{" kell teljesiiljon,
s i. t. Altalaban tehat x" — x%" fog teljesiilni minden r egész
szamra s az n-hez tartozd osztdépontok -elvélasztjdk egyméstdl az
(n+1)-hez tartoz6 osztopontokat.

Ha az osztépontok

n) 7
gAY IR n=23,...

randszerét ilymodon megvélasztottuk, akkor az a @(x) fii-ggve'ﬁy,
amelyre @ (x{") — - k=0,1,2,...,n; n=2,3,... é&s amelyre az

egész szamegyenesen a monotonitdst megkoveteljiik, egyértelmiien
meghatarozott, erre @(—oc)=0, P(o<)= 1, azaz a valOszinliség-
eloszlasfiiggvényre jellemz6 tulajdonsagokkal bir.

A & valoszinliségi vaitozo informaciojat méarmost érdekl6dé-
siink @ eloszlasara nézve a kovetkezOképpen definidljuk: minden
n-re tekintjik a kovetkezd diszkrét eloszlasra az informaciot:
P =F(x")—Fx"); i=1,2,...,n. Erre az inform4cié:

I 2(§) = 2 (F")— F(xI") log n(F(x")— F(x).

=1
frjuk —:T helyébe a vele minden i-re egyenld @ (x")— @(x{"}) meny-
ﬁyiséget, akkor j
SR 2 FEG)—F(x,
Lo =2 (F(x")—F(x")) 1
,IJ(.) %( (X ) (x 1)) 08 (I)(xgn))_(p(x(iil)l

Legyen most F'(x)=f(x) >0 és @'(x)=q¢(x) >0 és végezziik el
az n— oo hataratmenetet (ami mindenkor a @(x) kvantilisei altal
adott osztépontrendszereken keresztiil torténik), akkor a & wvalto-

s rer

kez6 kifejezéséhez jutunk :

«©

3) 10® = | 7 log%dx

ami vagy véges nemnegativ érték, vagy oo. A siirliségfiiggvények
pozitivitasara vonatkozd feltételt helyettesithetjiik azzal, hogy az
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F(x) és @(x) eloszlasok egymdsra nézve kolcsondsen abszolit
folytonosak™.

RENYI ALFRED megjegyezte, hogy az [4(§) kifejezés nem
mds, mint a (0,1) intervallumban értelmezett 7 = @(&) valoszinii-
ségi valtozd szokéasos értelemben vett entropidja negativ eldjellel;

ugyanis 7 eloszlasfiiggvénye G(y)— F(®'(y)) és G (3)—g(®)
jeloléssel egyszerfien adodik az

1

to(9)= | o) 10g &5 di—— | g0 108 5505

Osszefiiggés. Ha a (0,1)-ben egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényét
w(y)-nal jeloljiik, akkor természetesen fenti reldcié az

1o(8) = Iy(n) = 1p(P(5))

relacioval azonos, vagyis az n= @ (&) transzformacié olyan valo-
szinliségi valtozéhoz vezet, amelyre nézve a (0,1) értelmezési tar-
tomanyon érdekl6désiink eloszldsa egyenletes.

* A (3) alatti kifejezés lényegében az irodalomban szereplé I-diver-
gencia, mig a J-divergencia ennek szimmetrizalt alakja:’
f(x)
P (x)

-amely mennyiség a két eloszlas eltérése mértékének tekinthetd.

J= | (F)—p() 1og == dx,

PACN

P (x)
- megforditva is. A (3) alatti kifejezés nem-negativitasa itt a véges rendszer
entropiajanak nem-negativitdsabol kovetkezik. Az irodalomban [5] ezt a Jensen-
féle egyenlotlenség segitségével szoktdk bizonyitani. — Megemlitem, hogy T.
Sos VEera erre a kovetkezd igen egyszerli és elegans bizonyitast kozolte ve-

lem: A logaritmus fiiggvény alakjabdl leolvashato, hogy

Ez utébbi nem-negativitdsa trivialis: ahol f(x)— ¢ (x)=0, ott

=1

1 - .
log —=1—*% : y
08 7=
s 7 (x)
Irjunk # = -et, akkor \
fx)
fx)
J(x) log —— = f(x) — ¢ (x).
P(x)
2 P
Minthogy [ i) dxi— J p(x)dx=1, innen integralassal allitdsunk
- -

kovetkezik.
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Ez a megjegyzés magyarazatit adja annak is, hogy diszkrét
esetben érdeklddésiink eloszlasaként miért nem jon tekintetbe va-
lamely az egyenletestdl eltérd (g, qq, ..., q.) eloszlas, vagyis fenti
értelmezéstink miért nem vezet

Z pi log

=1

alaku informéciohoz. Véges esetben ugyanis az értékek transzfor-
macibja az entrdpia, ill. informdci6 értékén nem vaéltoztat. Kivételt
képezhet az az eset, amikor a transzformécié kiilonbdz6 értékeket
azonosba visz at, amely esetben az ujabb rendszer entropidja és—
informdcidja az eredeti formaban szamitando, amint azt a 2. pont-
ban emtitettiik.

4. A D(x) eloszlasra vonatkozd (3) alatti relativ informacid
modot ad elsdsorban kiilonboz6 eloszlasok azonos @-re vonatkozd
informacidjanak Osszehasonlitdsdrg s azonos eloszlasok esetén kii-
16nboz6 meértékekre vonatkozo relativ informaciok mértékének ossze-
hasonlitisdra; az altalinos eset értelmezése tovabbi vizsgalatra
szorul, ami az entropianak RENYI dltal definidlt dimenzidja alapjan
torténhet.

Legkevesebb a relativ informdcionk a @(x)= F(x) mértékre
vonatkozolag, ti. /»(§)—0 és csakis ebben az esetben, amint az
konnyen igazolhato.

Ez megfelel annak, hogy véges rendszer esetén is az infor-
macio akkor és csakis akkor O, ha az ,,egyenl erdekessevgel
bir6 események mind egymdssal, és ezzel az érdekl6désiink mér-
tékével -azonos valoszmusegu események. Az egész szamegyenesen
»egyenld eloszlast” mértékre vonatkozo relativ informacié moéd-
szeriinkkel nem tirgyalhato: a szamegyenes két ,egyenld” részre
még feloszthato a O ponttal, de végesben fekv6 két pont mar nem
osztja harom ,egyenlé” részre. Ebben az esetben a RENy1 altal
adott targyaldas a megfelel6. ;

. 5. Ebben a paragrafusban az
I5©=0

relacionak néhany egyszerii kovetkezményét mutatjuk meg és pél-
dékat adunk.

a) Legyen f(x)=0 az egész szamegyenesen értelmezve és
legyen -

4) D' (x) =g (x)=

(z-n)?

e
e

1
/270
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Ekkor
; - = 1 4 S
15®) = [ 109 log fdx-+10g V20 + 5 | (x—ry 9 dx =0.

Ha most M(&)=u és D*()=0% akkor az informéciéelméletben
fontos szerepet jatszo6 kovetkezd kifejezésre kapunk fels6 korlatot:

@

Er—— | f(x)log f(x)dx = log | 2 teo.

Eredményiink azt adja, hogy az Er entropia az adott szorast el-
oszlasok kozott normadlis eloszlds esetén maximalis. Hasonloképpen
értelmezhet6 a pozitiv valtozokra vonatkoz(’) alabbi egyenl6tlen-
ség is.

b) Legyen & pozitiv val6szinfiségi valtozo, vagyis x< O-ra
f(x)=0 és legyen

5) @' (x) = p(x) — de =,
Ekkor

Io@= | 7 og fx+ log + + 2 [ xf(xyax.

Ha most M(E):;—, akkor a kovetkez§ relacidhoz jutunk:

i, ff(x) log f(x)dx = log %. '

¢) Ha & normdlis eloszldsi M(E)—u, varhaté értékkel és
D(§) =0, szorassal, és @’ (x) kifejezése a (4) alatti, akkor

M&Jﬁﬁ”wgg+%@_q.

Ha o,= o, akkor

Ip® =Yt

o’

E kifejezés értéke akkor nagy, ha |u—u,|> g,, vagyis va-
16ban akkor birunk nagy relativ informacidval @-re nézve, ha a
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varhat6 értékek igen tdvol esnek egymdstdl a szorashoz képest,
akkor ugyanis & értéke igen kis valdszinfiséggel esik abba a
(#—30, u-+30) intervallumba, ami igen nagy — 99,7 0% — mér-
tékben érdekel benniinket. :

d) Legyen most & exponenciélis eloszlasu M(«_E):% varhat6
értékkel, mig @' (x) kifejezése legyen az (5) alatti. Ekkor

15(&)==log ;; + (7/:;—1) =)

Ez az eredményiink is az elébbihez hasonlé médon tamasztja
ala az [-divergencianak, mint relativ informacionak fogalmat.

(Szerz6 eldadta az MTA Matematikai Kutaté Intézete Matematikai sta-
tisztikai osztalyanak 1958. november 20-i osztalyszemindriuman.)

IRODALOM

~

[1] Baratont J.—Reénvi A.: Az entrépia fogalmar6l. MTA Matematikai Kutaté
Intézetének Kozleményei, I (1956), 9—40 o.

[2] H4jex J.: A property of J-divergences of marginal probability distributions:
Yexocaosaukuil maremarnyeckuil jxkypHazd, 1. 8 (83) 1958, 460—
463. o.

[8] Xunuun A. 9.: IossTue SHTPONUH B TEOPUM BEPOSITHOCTEN. Ycnexu
Marematnuecknx Hayk, 1. 8 (1953) 3—51 o.

[4] Jerereys H.: Theory of probability. 2nd ed. Oxford, 1948.

[5] Kuieeack S.—LemsLer R. A.: On information and sufficiency. Annals of
Mathematical Statistics, 22 (1951), 79—86 o.

[6] KuLLeacu S.: An application of information theory to multivariate analysis.
Annals of Mathematical Statistics, 23 (1953), 3—51 o.

[7] Perez A.: Notions géneralisées d’incertitude, d’intropie et d’information

d du point de vue de la théorie de martingales. Transactions of

the first Prague Conférence on information theory, statistical de-
‘cision functions, random processes, Prague, 1957. 183—208 o.

[8] Rénvi A.: On the dimension and entropy of probability distributions.
Acta Mathematica A. Sci. Hungaricae, 10 (1959) 1, 193—215 o.

[9] Suannon C. E.: A mathematical system of communication. Bell System
Technical Journal, 27 (1948), 379—423 o. és 623—656 o.

[10] Canor W. H.: O BeposirHoCcTn GO/bLIMX OTKJIOHEHHIl CIy4ailHBIX BE/IH-
yud. Marematuuyeckuit cOopHuk, T. 42 (1957) I IL



263

OB OMNPEJEJIEHUU OJHOTIO IMOHATUY TEOPUHU MHPOPMALMKA

U. Buune
Pesnime
JuTpONHs MOMHON cucTeMbl Ay, Ay, ..., A,
5 1
E =S plop 5 O=E,=log n)
1=l i

rpe P(A)=p; (i=12; ..., n).

ITO BLIpAKEHHE SHTPONMK “MONTYaIMBO” TMPEANOAAraeT, ¥YTo C TOUKH
SpeHus MPOTEKaHusl COOLITHSI BO3MOKHBIE pe3ymbtaTel A, Ao, ..., A, munte-
pecylor Hac “B pasHOii crenenn”, Ecim Gbl GblI0 GEIpasamyHoO, Kakoe u3 CO-
Geituit A; u A, NpouM30IieT, TO SHTPONHIO AABAN0 Obl CIEAYIOLIEE BBIPAKEHHE :

1 2 1
E, =@ +p)log——+ 2 p;log —=E,.
i PR Pi+ Py %' D;

ITO 3amedaHne B Cayvae HENnpephIBHON Cay4dailHOM BeJHYMHBl NPHUBOAUT
K Mepe OTHOCHTENIbHOII MH(pOpMauuu, A1s KOTOPOH MOJy4aeTcsl BhIPaKEHne
I-pacxopnmocTu TeOpun MH(OPMALUH.
, Mepeupem crawana ¢ sHTpOnMH K Caeayioueil mepe uHpopmanum:

I,=logn—E, = Zpi log np; O=1,=logn).

=1

[ycre Teneps £ GyaeT HENPephLIBHON CayuyaiHON BEeJMYMHON C (hyHKLuei
pacnpeneneuust F(x) n dynxuuein naotnoctn F'(x)=f(x), rae f(x) >0 paa
BLUEX X.

C mpaxkTHYeckoil TOYKR 3PEHHsT 4acTO He Ka)KJasl TOYKA BEIIEeCTBEHHOI
OCBl mpeacTasasaeT Ajasi HaC OAMHAKOBBII uHTepec. Ecnam, Hanpumep, A u
OyeHn GObIME MONOKUTENLHRE ¥ucaa, TO yactTo cobptus (5 < —A) n ¢ 5 B)
B JAJbHENUINX [ETandX HEe MHTEPECYT, B UPOTUBOMOIOKHOCTH COGBITHIO
(—A < £< B). lloatomy BBOAMTCS “Mepa HauIeil 3aHHTEPECOBAHHOCTU’, OTHOCH-
TEJbHO C/y4YaiiHOil BEAMYMHBI &, YTO BHIPAKAETCS (PyHKUHEH pacrnpeneneHusi.
B KoHe4yHOM (JUCKPETHOM) Ciay4ae 9TO pacnpefeneHne pPaBHOMEPHO HAa COObI-
Tusix A, Ay, ..., A,, KOTOpBHIE, KAK MBI YK€ YNOMHMHAJbI, HHTEPECYIOT HAC B
“opuHaxkoBOil crenenn”. B ciaydae HenpepeiBHON COy4alHON BEIMYHHBI 751
MO0BIX 71 PAasfe/uM BeLeCTBEHHYI0 OChl Ha 71 -+ 1 Takux wacreil, Kaxaas us
KOTOPBIX B OJMHAKOBOIl Mepe 3HAYnTebHa 15 HaC. Takum 0Gpa30M Mbl NPUAEM

K cucteme paséuennn (x”, x(l”), v xf[”) BELECTBEHHON NpsiMOil (xf,")=— oct,
xM— oc). Jlerko BupeTh, YTO €Ta CHCTEMA IHIIb B TOM Clydyae HMEET .

—n
CMBICJI, €C/IH TOYKH x{.’" MOTyT PacCMaTPHBATHCS KAK KBAHTHIEHTHI HEKOTOPOH

(yHKUME pacnpepeneHusi: HANpUMEp, TOYKH, OTHOCSIUMECS K 7, AO/BKHBI OT-
AeNsATH APYr OT APyra TOYKH, OTHOCSWMECS K 7 -+ 1, AOKHO BBIIOAHATHCS

ycioBue xﬁc"’ =x" (r=1,2,...). 91a dynkuus pacnpenenenusi, KOTOPYIO Mbl
0603Haunm 4epez @D(X), OAHOSHAYHO ONPEAECTSETCS €6 BHAYCHUSIMH
P ) p

k g
m(xg’))z? k=0,1,2,...,n; n=23,...
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Ana pasHOro n Temnepb WHpopmauus

1, 5®= D [F)—F()] log n[F(x™)— F(x")]

=1
1
u zamenoit — — @(x") — d(x"), ecnm rocnonszoRathes yeroBMem @ (x) =
n

=@(x) >0 (— x< x<>), moAyyaeM CIEAYIONEe COOTHEIICHHE :

F(x)
p(x)

@©

lim 1, 5@ =I,@= | Je)log To5 dx.

-

Takum o6pasom BHIPAKEHIE 145(5) MOKET paccMaTpuBaThCs Kak WMHpOpMALUS
CIy4aiHON BeJMYMHBI §, OTHECEHHAs K PpacnpefeNeHd0 HALIEH  3auHTEPeCcO-
BaHHOCTH @ (X). ! 3

Ecmu pacnpepenenue & HopmansHO ¢ mapamerpamu (u,, 0p) U

2 (-p)?
1 =i

O)=—- [e 24,
\ l27l0’0 0
TO
; (14— po)?
I, () =——
2 20,

CrepopaTensHo, uHopmManus Beanka, ecam |u—uy|>o0,, T.€. ecim &
nonagaer Ha OTpesok |u—30,, u + 30,| ¢ OueHb ManOU BEPOSITHOCTHIO, YTO
ouyenb Oonmbmoii crenenn (1.e. 99,790) narepecyer Hac.

Crathl ynoMmHaeT TaKXKE HECKOJAbKO HPOCTBIX CIEACTBMM HEOTPHLA-
TeAHLHOCTH [-pacxopumMocTH.

ON AN INTERPRETATION OF A CONCEPT OF INFORMATION-THEORY
I. Vincze
Summary

1. The entropy of system of events A, 4, ..., A
P\l Del Mgy

is in case P(A)=p;,

n

.

n 1
E,= gpi log - O=E,=log n).

The expression of entropy implies the assumption that regarding the
result of the phenomenon under consideration the events 4;, A,, ... A, are of
“equal interest” to us. Would it namely be e.g. of no importance to us which
of the events A; and A, occurs, then the entropy of the system would ob-
viously be given by

1

PP

e 1
Erl—lz(pl+p2) 10g + ZP, log;§En-
Vo0 )
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‘This remark leads in case of a continuous random variable to the measure
of the relative information, for which the expression of I-divergence of the
information theory holds.

Let us first consider instead of the entropy the quantity

I,=logn—E, Zp, log np; O0=1,=logn)

Let now & be a continuous random variable with distribution function
F(x) and frequency function F’(x)= f(x) where f(x) >0 for any value of x.
If we are interested only in whether the observed value of & exceeds the
median or not, then we obtain for the information independent of the distri-
bution function L) =0. If we are interested in the events (—oc < 5=1X)
and (x, =& < =c) then the information is given by

1,6) — F(x,) log 2F(x) +- (1 _\F(_xo)) log 2(1—F(x)),

the value of which depends only to a relatively small degree on F(x).

From a practical point of view often not all points of the real line
are of the same importance. Are for example A and B large positive numbers,
then it often occurs, that the events (§ < —A) and (£ > B) do not interest us
in further details, in contrary to the event (—A< &< B). Now we introduce
the “distribution of our interest” regarding a random variable. This we
express by means of adistribution function. In the case of a finitedistribution
— as already mentioned — each event is of the same importance to us. In

this case our interest regarding the events A,,A,,..., A, is given by the
: e halr o dial 1 p 3
uniform distribution |[—, —, ..., —|. In "case of a continuous random va-
n n n

riable & we divide the real line for each n into parts, each of the
intervals being of equal importance to us. So we obtain a system

(x(()"), x(l"), i T xg’)) of the divisions of the real line, with x,()") — —20, x("") =50,
n=2,3,... It is easy to see that this system is only reasonable if the

points xg') can be regarded as the quantiles of a distribution function; as
e.g. the deviding points belonging to n must separafe those belonging, to
n-1, further the relations x=xU" (k=1,2,...) must hold. This
distribution function denoted by @(x) is uniquely determined by his values

k
@(x&”))zz, k:(), l,..-, n, n:]’ 21"'

For a given n the information is

i p @ Zw(x‘")) F(x")) log (n(F (") — F(x"))),

-or after the substitution of — = (D(x‘")) (xl('_'}),

A F(x™)—F (™)
L 5= FGEM) —FEM)) 1 :
n @) i:l( (") — F(x;"})) log Y=y
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_ If we assume furthermore that @'(x)= p(x) >0 for all real x, then we
obtain by means of limiting process the relation

LX) Lot
o dx=14(),

s
lim I, 5 @= | f()1log

which is the so-called I-divergence, and which is either a nonnegative finite
value or o. The expression /;(§) can be regarded as the information of the
random variable relative to the distribution @ of our interest.

Is @(x)=F(x), then I,(§)=0, which corresponds in the finite case
to p,= const.

In case of the “uniform distribution of the whole real line” the method
of Rényr gives suitable procedure. Is for example

LAy | (t-pp)?

PE< x):F(x):—,L— ’ R
£ V270, I
and
1 o
' D(x) = ——— e %
) V2n0 '
-
then
(g —102. AT
973 il e e, Rl S I
2¢) 202 TIoe 0(,+ 2 (01
Is 0= g,, then .
(10— w0y
L ()=———.
»®) 202

The information is large, if |u—u,|> 0,, that is if the random va-
riable ¢ falls with very small probability within the interval («—30, « - 30),
which does interest us to a great extent (namely 99,70/ of our interest is
concentrated in this interval).

The examination of the exponential case gives similar results. According

to a remark of A. Réxvi the expression /;(§) equals both the negative entropy
(in the common sense) of the random variable 7= ®(f) defined in the in-
terval (0,1) and our information about 7 relative to our interest uniform in
the some interval.

The article deals with some further consequences of the nonnegativity
of the relative information.



Sima fiiggvények approximdciéjirol

Freup Geza

Weierstrass jol ismert tétele szerint minden 2z szerint perio-
dikus folytonos f(x) fiiggvényt tetszbleges pontossaggal kozelit-
hetiink

(1) £ (%) = Qo+ Z (@xn €08 kx + by, sin kx)
=1

alaku trigonometrikus polinomokkal. Jackson és Bernstein vizsgé-
latai szerint szoros kapcsolat all fenn a kozelités ,josdga’ €és a
fiiggvény folytonossagi mértéke kozt [3]. A kozelités josagat azzal
mérjiik, hogy a fiiggvényt mar olyan trigonometrikus polinom is jol
kozeliti, melynek n rendszama alacsony. Egy f(x) folytonos fiigg-
vény folytonossagi mértékeként az

(2 o(d; f)= L) |f(x+h)—f(x)
a=[0,2n] 2

fiiggvényt tekintik. Jackson tétele szerint n minden értékéhez van
olyan trigonometrikus polinom, “amely f(x)-t61 kevesebbel tér el,
mint Aow(n!; f), ahol A, univerzélis alland6. Tovabbmenden, ha
f(x) r-szer folytonosan differencidlhaté, akkor van olyan {Z,(x)f

sorozat, hogy
[f()—t ()| =A.n"o(nt; fD) Fe= ] S e

ahol az {A,} sorozat se x-t6l, se f~t61 nem fiigg. (J. Favard késébb
bebizonyitotta, hogy az {A,} sorozat korlatos.) Bernstein mutatta
meg, hogy ez a tétel szamos fiiggvényklasszisra megfordithato.
Az f(x) fiiggvényrol akkor mondjuk, hogy e exponensii Lipschitz-
feltételnek tesz eleget (jelekben: f¢€Lipe«), ha ‘egy .alkalmasan
vélasztott K > 0 szdmmal eleget tesz az ‘

(3) |f(x+h)—f(x)| =K|h["
egyenlétlenségnek,. h és x minden értékére. Jackson tétele szerint
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akkor f(x)-et n~* rendben kozelithetjitk n-edrendii trigonometrikus

polinomokkal és Bernstein éppen azt mutatta ki, hogy e« <1 esetén

ez az allitis megfordithat6: Ha f(x)-et n-edrendii trigonometrikus
polinomokkal n-“ rendben tudjuk kozeliteni, ahol « < 1, akkor

f€Lip e Altalainosabban, legyen r egész szam és 0 < « <1. Az

f(x) fiiggvénynek akkor és csak akkor van olyan r-edrendii foly-

tonos derivaltja, amely a Lip ¢ osztdlyba tartozik, ha létezik olyan

{t.(x)} trigonometrikus polinomsorozat, hoay [

4) IfG)—t.(x)|=Kn—r-e.

Ki szeretnénk emelni a megforditasi tétel két legfontosabb hidanyos-
sagat: 1. Nem jellemezhetd segitségével a Lip 1 fiiggvényosztily,
2. nem lehet segitségével az approximdld polinomokrol leolvasni,
hogy a fiiggvény differencidlhaté-e (csak azt, hogy van-e Lipe -
osztalyba tartozo derivaltja).

Ami az elsd kérdést illeti, az Alexits és Zamansky egy ered-
ménye szerint a kon]ugalt fuggveny Fourier-sora segitségével meg-
valaszolhato'.

A masodik kérdésre Zygmund vizsgalatai vetettek fényt.- Ha
egy f(x) fiiggvény folytonosan differencidlhatd, akkor Jackson
tétele szerint alkalmasan valasztott #,(x) sorozatra x-ben egyen-
letesen

(5) lim n|f(x)—t,(x)| = 0.

- A forditottja nem igaz; Bernstein olyan f(x) fiiggvényt szerkesztett,
amelyre (5) alkalmasan valasztott {f,(x)}-szel x-ben egyenletesen
teljesiil és f(x) mégsem differencialhato.

Marmost Zygmund bebizonyitotta, hogy (5) akkor és csak
akkor elégithetd ki x-ben egyenletesen, ha f(x) folytonos és x-ben

egyenletesen
f(X+h)+f(x hN—2f(x) _

h—»O

Az ezen feltételnek eleget tevd folytonos f(x)-eket Zygmund sima
fiiggvényeknek (smooth functions) nevezte el. Konnyii kimutatni,
hogy azok a pontok, ahol egy sima filiggvény differencidlhato,
barmely tetszblegesen kis intervallumon beliil kontinuum szdmos-
sagtiak. Ennek alapjan kézenfekvé a 2. kérdést az aldbbival
helyettesiteni :

1 f€Lip1 akkor és csak akkor, ha f-at Fourier-soranak n-edrendii Fejér-
féle kozepe n-1 rendben kozeliti. (Lasd Alexits [1], [2] és M. Zamansky [4].)
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2. a) Melyek azok a pontok, ahol egy f(x) sima fiiggvény
differencialhat6 ?

Az alabbiakban ezt a kérdést fogjuk megvélaszolni.

TETEL: Legyen f(x) sima, vagyis alkalmasan vdlasztott
{t.(x)}-re (5) x-ben egyenletesen fteljesiil és § tetszdlegesen rogzitett
valos szdm. Az f(x) fiiggvény a & helyen akkor és csak akkor

differencidlhato, ha a
lim #,(§) = F(§)
hatdrérték létezik és ekkor F(§)=f'(5).

A tétel igazolasihoz az aldbbi lemmara lesz sziikségiink,
amely bizonyitas nélkiil meg van emlitve Zamansky cikkében:

Lemma: ha (5) x-ben egyenletesen teljesiil, akkor ugyancsak
x-ben egyenletesen

©6) ik lim L,(lx):o.

">

Bizonyitds®: (5) kovetkeztében tetszoleges ¢-hoz talalhato
olyan u, pozitiv egész szdm, hogy x minden értékére

(7 () —f(x)|=en! ha -n>2",
amibdl
[t (X)—Eu(x)| =2627%,
hacsak ‘u=u,. Igy a Bernstein-féle egyenlétlenség® értelmében

{t;;u—l (x)—t;L(X)| =8¢2" ha u= Uo.
Innen

"
27 @) =27 2 |t () —tip1®)| 27 sl 1 ()| =
0=y
4
=8827" > 20427\t 1 (x)| =88 4+ 27|, 1(X)]-
o=0

2 Az itt kozolt bizonyitas, amely egyszerﬁl;b, mint a szerz6é, Turam
Paltol szarmazik. it
3 Hat,(x) »-edrendii trigonometrikus polinom, akkor

|£,(0)| = » Max |z, (¥)]
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Legyen u, = u, olyan nagy, hogy a méasodik tag w=u, esetén &-nal
kisebb, akkor
(8) : 27" |Gu(x)| =9e.
Legyen n=2" és az a pozitiv egész szam, melyre 2“*' > n > 2";
(7) kovetkeztében

|ta(x)—tu(x)| =&(n” +27")=3en™
és igy a Bernstein-egyenl6tlenségbdl (#,—#w« n-edrendii tfigono-
metrikus polinom!)

[t () —tu(x)| = 3en,

végiil tekintettel (8)-ra
|t/ (x)| =3en+9¢2" =12¢n;

ebbol (6) kovetkezik.
Ratérhetiink a fotétel blzonyltasara Legyen|h|=1és az n==n(h)
pozitiv egész szamot vélasszuk ugy, hogy

il |h|" =n<2|a|.

(5) kovetkeztében

10 . iim (LEENE LEAR—4E |,
" |n|>0 €

A Taylor-képlet szerint
tll (g + h)_tn<§)
h

L By t:/ (E+ 9h).

A segédtétel és (9) kovetkeztében a jobb oldalon a masodik tag
zérushoz tart, ha i1 — 0 igy (10)-bél

]h[~>0

ebbdl tételiink allitdsai leolvashatok.
Befejezésiil megemlitjiik tételiink egy érdekes kovetkezményét.
Legyen :
@
(11) > (ax cos nyx -+ by sin n,.x)
k=1

hézagos trigonometrikus sor, ahol ,';“ >9>16és lim a; = lim b,=0.

k—>o© k—>e0
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Azt éllitjuk, hogy a (11) sor konvergenciapontjainak halmaza
olyan sfirfi, hogy minden intervallumba kontinuumnyi sok pontja
esik. Ezt a tételt Zygmund [6] méar bebizonyitotta. Mint latni fog-
juk, tételiink felhasznaldsaval a bizonyitas lényegesen egyszeriisodik
¢és attekinthetobbé vélik. Ennek igazolasara tekintsiik a (11) for-
malis integralasdval nyert

(12) g(x)=2> (ﬂ‘ sin nkx—i" cos nkx)

k=1 \ x ny
sort, amely a Cauchy-féle hanyadoskritérium értelmében minden
x-re konvergal. Legyen N pozitiv egész szdm és n,=N < n,.1 és
a (12) sor N-edrendii részletosszege

a . by
— sin nx—— cos n;X).
;. ny

-3

Akkor
1
g @ —sx(9)] = Max (@l +(buf) 2 5 =

= Max (Jau|+]0u]): 7 (187 + 9724 --2)

és igy »
\[im N[g(x)—sy(x)]=0.

Tehat g(x) sima fiiggvény, és a bebizonyitott tétel értelmében
egy adott & pontban akkor és csak akkor differencidlhatd, ha az
sv(&) sorozat konvergens. Az {sx(x)} sorozat tagjai nem egyebek,
mint a (11) sor részletosszegei, tehat a (11) sor pontosan azokban
a pontokban konvergens, ahol g(x) differencidlhatd. Ez minden
intervallumon beliil kontinuumnyi sok pontban bekovetkezik.

Kiegészitésképpen ismertetjilk annak bizonyitasat, hogy egy
sima folytonos /i(x) fiiggvény kontinuumnyi sok helyen diffe-
rencialhaté. Ha a h(x) fiiggvény egy szakaszon linearis, akkor ot
trivialis médon mindeniitt differencialhat6; elegendd tehat olyan
szakaszt vizsgdlnunk, ahol a fiiggvény nem linedris és legyen
[a, b] ezen szakasz belsejében. Mivel /i(x) sima, az

foy = 1O ) @)+

fliggvény is sima, hiszen a linearis rész masodik differencidja azono-
san zérus. Mivel f(x) nem lehet linedris [a,b]-ben és f(a)=f(b)=0,

18 Matematikai Lapok
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tehat legalabb egy kozbiilsé pontban nem tiinik el; vegyen ott fel
pl. pozitiv értéket. Akkor talalhaté olyan x,€(a, b) hely, ahol F(x)
felveszi [a, b]-beli maximumat:

Hark D—fls) g gy —FEI =R _

Ezen két hanyados oOsszege a fiiggvény simasdga kovetkeztében
zérushoz tart, ami csak ugy lehetséges, ha a két tag kiilon-kiilon
is tart zérushoz; tehdt f'(x,) létezik és zérussal egyenlé. Ennek

kovetkeztében A'(x,) is létezik és egyenld Ii(bb):—g(a)-val. Mivel

h(x) nem linearis, a%__ia(a-) fiiggvény nem lehet allando és

tekintettel arra, hogy folytonos x > a-ra, értékkésziete az adott
szakaszban Kitolt egy [m,, m,] intervallumot. Minden m € [m,, m,]-
hoz tartozik az adott szakasz egy x,.pontja, ahol i(x) differen-
cialhaté és h'(x,)=m. A kiillonboz6 m értekekhez nyilvan kiilon-
bbz6 x, pontok tartoznak, tehat az {x,} ponthalmaz szimossaga
kontinuum.
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O MNPUBJUYKEHUU TJIAJRUX PYHKIUN
I ®paip

CornacHo 3urmyHay 27 NmepuoOAMYEcKasl, HenpepbiBHas (yHKUHS Hasbl-
BAeThsl IJIAJKOil, €C/IM PaBHOMEPHO OTHOCHTEIBHO X

i SO W) 27 () A [ ).

0.
h—>0 (st

3urmynj A0Kasaza, 4To HeOOXOAMMBEIM M 0CTATOYHBIM YCIOBHEM STOTO SIBJISIETCS
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CyLIeCTBOBaHHE TOCIE0BATENbHOCTH TPHTOHOMETPUYECKHX MHOro4neHor (1)
Aas kotopoii umeer mecto (5). ABTOp jOkaskiBaeT, uTo raajkas (yHruus f(x),
putdepenuupyema B TOYKe & B TOM M TOJBKO B TOM ClIy4ae, ecin

lim &) =1’ ©).

C momoumipro eToro peaynbrara OH AaéT Gonee MPOCTOE A0KAa3aTeNbCTBO TEO-
peMbl 3MrmyHja, COrJjaCHO KOTOPOH TPUIrOHOMETPUYECKHil psify C npobGenamm
(11) cxoguTCs Ha MHOMKECTBE MEpbl KOHTHHYyMa, €ClIM ero K0a((huiueHTs!
CXOASATCA K HYJIO.

UBER DIE APPROXIMATION GLATTER ‘FUNKTIONEN
G. Freup

Eine nach 27 periodiéche stetige Funktion heisst nach Zygmund glatt,

x + h)—2f(x x—nh
wenn gleichmdssig in x lim Jx+h ];1( ) +/( ) =0 besteht. Infolge
h—>0
eines Satzes von Zygmund ist f(x) dann und nur dann glatt, falls es eine
Folge trigonometrischer Polynome (1) gibt, welche (5) befriedigen. Verf. zeigt,
dass die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass ein glattes f(x)
an der Stelle & differenzierbar sei, darin besteht, dass lim # (§)=/f'(5) sei.
n—>w

Mit Hilfe dessen wird ein vereinfachtes Beweis des Satzes angegeben, dass
i
jede trigonometrische Liickenreihe (11) mit% >4 > 1, deren Koeffizienten
%
gegen Null streben, auf einer Punktmenge mit der Michtigkeit des Kontinu-
ums Konvergiert. Dieses Resultat stammt ebenfalls von Zygmund.

18*
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Rédei Laszlé egy félesoport-elméleti problémajarol

Lajos SANDOR

REDEI LASzLO ,,Algebra I cimii konyvének-német kiaddsa-
ban' kozli az alabbi problémat:

Igaz-e, hogy ha egy félcsoport Frattini-részfélcsoportja iires,
akkor a félcsoport széthasithaté? O(F) = 3 esetén® ez igy van.

Félcsoportnak neveziink egy halmazt, ha értelmezve van benne
egy asszociativ miivelet. A Frattini- vagy ®-részfélcsoport fogalma
a csoportelméletben szereplé Frattini- vagy @-részcsoporthoz hason-
16an értelmezhetd. Egy tetszbleges F félcsoport @-részfélcsoportja
F mindazon elemeib6l all, amelyek F mindegyik generatorrend-
szerébél elhagyhatdk. Széthasithato félcsoporton olyan félcsoportot
értiink, amelynek minden nemiires részhalmaza részfélcsoportja ezen
félcsoportnak.

A kovetkezOkben ellenpéldat adunk a fenti sejtésre minden
3-nal nagyobb szamossig esetén. A kérdésre tehat csak O(F) = 3
esetén igenld a felelet.

1. Ellenpélda O(F) = 4-re. Tekintsiik a kovetkez6, Cayley
tablaikkal megadott 2 elemfi félcsoportokat:

Fol|l o, a, Fu|l b, b,
BT Gl s il S B
| a a b, | b b,

(llyen félcsoportokat alkotnak példaul az

1 I) 0 O)
a]:(o 0 ’ 022(1 1 ]

t L. Réper [2] 90. oldal.
2 O(F) az F félcsoport rendjét jeldli.
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illetve a
i 1 O) 5 (O 1)
1:(1 ) R ()5
matrixok a szokdsos matrix-szorzdsra nézve.)
Jeloljiikk F,-gyel e két félcsoport direkt szorzatit,
F4 = F21 X FQE-

F; elemei: (a1, b))=a, (a3, b)) =0, (a1, b;) = ab, (ag,‘bl): ba, s
Cayley tabldja
E ol ias sbsabsba

Qi as . @b idb
bilnba b sbadba
ab[>as2ababav
balba b b ba’

(i) F, széthasithatatlan, mert példaul az a, b elemekb6l allo
részhalmaz nem részfélcsoportja F,-nek.

(i) Fy D-részfélcsoportja iires, mert az a és b, illetve az ab
€s ba elemekbdl allo generatorrendszerek Fy-nek minimaélis gene-
ratorrendszerei, tehat F, barmely x eleméhez van olyan generétor-
rendszere F;-nek, amelyb6l x nem hagyhat6 el.

2. Ellenpélda tetszdleges w = 4 szdmossdgra. Legyen n elo-
szOr tetszOleges természetes szam. Tekintsiik az

Er=="Fit [Zl, e .,Z“_4]

halmazt’, ahol Fy az imént adott 4 elemii félcsoport, 2i,...2,-4
pedig tetszéleges Fy-hez nem tartozo elemek. F,-ben a szorzdst
igy eértelmezziik: y

Xy =%y mint F;-ben, ha x, y € F,,
(1) Ke=—ok 2 Nha ek (i=1,..4n—4),
B ey WA et G,j=1,...,n—4).
Ez a szorzds asszociativ, mert (xy)z=x(yz), ha x,y,z€ F,.

3 [x,9...] az x,y,... elemek halmazat jeloli.
4 = helyett itt =-t is vehetnénk, s6t altalanosabban n elemii ellen-

példat vigy is készithetiink, hogy F,-hez egyenként adjungalunk n—4 elemet,
adjungalason Hewrrt és Zuckerman [1] cikkének 2.2, 2.3, 2.4 és 2.5 tételei-

ben megadott adjunkciok barmelyikét értve.
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Ha egy szorzatban F;-beli elemek és z;-k is szerepelnek, akkor
(1) miatt F, elemei torolhet6k, ezért az asszociativitist mar csak
a z; elemekre kell igazolni. (2;2;)2zx = 2:(2;2:), mert (1) miatt mind-
két oldalon a maximdlis indexti z-vel egyenl6 a szorzat. Ezzel
bebizonyitottuk, hogy F, félcsoport az (1) szorzdsra nézve.

(i) F. széthasithatatlan, mert tartalmazza a széthasithatatlan
F, félcsoportot.

(ii) F. @-részfélesoportja iires. A szorzés (1) értelmezésébol
lathato, hogy a zi,...,2,-4 elemek nem hagyhatdk el F, egyetlen
generatorrendszerébdl sem, ezért F, generdtorrendszereit igy kapjuk,

hogy F, generéatorrendszereihez hozzévessziik a z,...,2,-4 €leme-
ket. Tehat

Fo=={0h; 20 ' Zacdbem A Dibw, 24055 =1, Zu s}y

s lathato, hogy F, egyik eleme sem hagyhat6 el F, mindegyik
generatorrendszerébél, azaz @(F,)= 0"

Ha marmost n tetszéleges végtelen szamosséag, akkor F,-hez
nem tartoz6 elemek n szamossagu jolrendezett halmazat csatoljuk
Fi-hez, s a miiveletet (1)-hez hasonléan definidljuk. Az el6bbi
gondolatmenettel bizonyithatd, hogy igy valoban ellenpéldat kapunk.

Ezzel minden n = 4 szdmossag esetén megadtunk n szamos-
sagli széthasithatatlan félcsoportot, amelynek @-részfélcsoportja
iires. REDEI LAszLO fenti sejtése tehat csak O(F) = 3 esetén igaz.

Y (1959. szeptember 30.)

IRODALOM

[1] E. Hewrrr and H. S. Zuckerman, Finite dimensional convolution algebras,
Acta Math., 93 (1955), 67—119.
[2] L. Réper, Algebra I. (Leipzig, 1959).

5 @(F) az F félcsoport ®@-részfélcsoportjat, a ,,(1” jel pedig az iires
halmazt jeloli. ;
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OB OJHOW TPOBJEME L. REDEI
S. Lajos -

ABTOp OTBEYaeT OTpMUATENbHO Ha caepyroumii sonpoc L. Reéper [2,
crp. 90]

Pacmennsempl au noayrpynnel, @-noanoayrpynnbl KOTOPBIX SIBASKOTCS
nycteimu? B cayuyae O(S) =3 10" BRImONHSIETCS. :

@-nopnonyrpynna OAHON nonyrpynnsl S COCTOMT M3 -BCEX SJIEMEHTOB
KOTOPHIE MOYKHO BBIYEPKNBATH M3 BCSKOW CHCTEMBI 00PA3YIOLMX NOAyrpynnst S.

[Tosyrpynna S HaspiBa€TCsl pacIlenisieMoii, €CIH BCSIKOE HENmyCToe moj-
MHOKECTBO MOJYrpynnbl S SBASIETCS NOANOJYTPYNNoil STOH NOAyrpynmbl.

ABTOpP Na€T KOHTPOPMMEPH! HAa JOOYI0 MOIHOCTH N =4, T. €. OTBET HA
npeabiaymmn Bonpoc L. REDEI dpnsercs yTBepANTENbHBIM TOFAA M TOJBKO
Torpa, korga O(S)=3.

ON A PROBLEM OF L. REDEI
S. Lajos

The author gives a negative answer to the following problem of
L. Reper [2, p. 90]: . 3
! Are all semigroups S with @(S)==[] splitting? In case O(S)=3 this
holds. :

@(S) is the Frattini- or @ subsemigroup of the semigroup S, which
consists of all elements of S which may be omitted from every generating
system of S.

A sp itting semigroup is a semigroup in which every non-empty set i8
a subsemigroup. 2

It is shown that to arbitrary cardinal number n=4, there exists a
non-splitting semigroup S of order n with @(S)= .

6 O(S) oGossayaer nopsAmOK moayrpynner S.
7 O(S) denotes the order of the semigroup S, 2(S) the @-subsemi-
~ group of S, and the symbol ,,(7” the empty set.



A hatvinysorok elméletének egy kérdésérsl’
TurAN PAL

Legyen f(2) reguldris az |z| < 1 korben és folytonos |z| = 1-
re, a z—=0 Kkoriili Taylor-sora legyen

@

(1) a, 2"
1

n=

Jolismert tény, hogy az (1) alatti sor |z| < 1-re konvergens és el6-
allitja f(2)-1. Fejér vette észre, hogy e tétel |z|= l-re altalaban
nem igaz.” Konnyen beldthat6 ezzel szemben, hogy, ha az (1)
alatti sor egyiitthatdira is tesziink kirovast éspedig azt,. hogy

lIA

l 1

2) | @ - L E o T

akkor az (1) alatti sor |2| = 1-re egyenletesen konvergal (éspedig
f(2)-hez). KézenfekvO kérdés, vajjon e nevezetes tételben a (2)
alatti feltétel nem helyettesithetd-e enyhébbel. A kovetkezbkben
megmutatjuk, hogy e kérdésre a felelet nemleges. Pontosabban
szolva fefszdleges pozitiv és monoton végtelenhez tarté w(n) soro-
zathoz taldlhato oly ]

3) Z anz

hatvdnysor, melynek f*(z) Osszegfiiggvénye |z| < 1-ben reguldris és
|z| = 1-ben folytonos, tovdbbd

w(n
|a.‘.|§—£~, T b A e
n: :
1 A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat altal rendezett sorelméleti kollok-
viumon 1959. oktéber 8-an tartott eléadas.

2 “Sur les singularités des séries de Fourier de fonctions continues”
Annales de I’Ecole Norm. Sup. 28 (1911) p. 63—103.
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de a

l[;ﬂ 8

sor mégis divergens.

Fejér dolgozatdnak megijelenése Ota ma]dnem 50 év telt el;
mar tiz évvel ezeltt, mikor e tételt talaltam, sem gondoltam, hogy
e tétel nem volna ismert. Hogy most mégis kozlom a tételt és
bizonyitasat, annak oka Karamatinak egy, az edinburgi kongresz-
szuson tett szobeli megjegyzésén kiviil az a tény, hogy a Proce-
edings of Amer. Math. Soc. 1958-ban k&z06lt egy dolgozatot®, mely
a kovetkez6 joval gyengébb tételt tartalmazza.

Tetszblegesen lassan végtelenhez tartd pozitiv w(n)-szamsoro-
zathoz talalhat6 oly

4) Z a;, cos nx
trlgonometrzkus sor, mely egy L-integrdlhato F(x) fiiggvény Fou-
gy Y
rier-sora, tovabbd n=1,2,...-ra
|a, | - (Il)
Wiy
és t—0-ra

| Fxyax= o(t)

de a (4)-sor x=0-ra mégis divergens.

Mint az idézett dolgozatban megadott konstrukciébdl roégton
lathato, a fenti F(x) x=0-ra nem folytonos, mig el6bb kimondott
tételiink nemcsak azt engedi kimondani, hogy F(x) minden valés
x-re folytonos lehet, hanem még F(x) un. konjugalt fiiggvénye is
és amellett a dlvergencna ténye megmarad.

Fejér ellenpélda-konstrukcija 1ényegileg a kétparameteres

n-1
g(z,k,n):z"(1 e
n
zn+1 zn+2 an )
L T O N TR

3 Kumari Sulaxana ,On the non-convergence of Founer series”, p.
293—299.
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bolinomok azon tulajdonsagan alapszik, hogy |z| = 1-re
(5) 'g(Z’ Ak,-ﬂ)l =C

fiiggetleniil k és n-tdl is. Fejér konstrukcidja voltakép egy metodus,
mely a hasonl6 feladatok egy egész sorozatdhoz adaptalhat6. Fel-
adatunkat a Fejér-féle metodus egy finomitasaval oldjuk meg,
amennyiben alapul a haromparameteres

1 > znm
e Tl ces —_
G(z,k,n,m)~z(n+n_l+ -+ =
(6) ! Zm-{-m > Zn+m+1 Z:Zn 3
W iy U S e TJ

polinomokat vessziik, ahol k nemnegativ egész, m <n pozitiv
egész szamok. Mivel

n-m+1
G(z, k, n,m)=g(2, k, n)—zk(fn_l -+
- 1 zn+l z¢1+2 Zntm- 1
e el A

=gz kn)—g( k+n—m+1,m—1)
tehat (7)-bél adodik |z| = 1-re
8) |G (2, k, n,m)| = 2C,

fiiggetleniil k, n és m-tél. Ezen megjegyzéssel a Fejér-féle elegans

konstrukcios metodus Osszes eddigi alkalmazisai a konstrualt

sorok egyiitthatdira vonatkozo erds felsd korlatozasokkal egészit-

het6k ki; mi csak a tételben adott eredményre fogunk szoritkozni.*
Hogy a dolog formélis részét ne komplikaljuk, szoritkozzunk az

w(n)=logn ;
specidlis esetre; az altaldnos esetben a konstrukcid teljesen analog.
Tekintsiik az

©) /@)= 5 G, 30", 306", )

=1

¢ Igen érdekes volna a targyalt elvek alapjan az egyiitthatéfeltételt kie-

légitd oly folytonos hatvanysor szerkesztése, mely |z|=l-nek ,nagy” rész-

halmazan divergal. Ugyancsak érdekes feladat volna az analég kérdés, ha az
<

egyiitthatofeltétel >'n|a, [ < oco.

n=1
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ftiggvényt. (8) alapjan f*(z) regularis |z| < 1-ben és folytonos
|z| =1-ben. A G-polinomok eﬁplicit kifejezéseit (6)-bol (9)-be
beirva és tekintve, hogy G(z, 36"+, 36"+ 35")_ben z el6forduld
legmagasabb Kkitevoje

3. 36"+ — 3E"+5+1)
mig a G(z, 36" a1y 36¢ D% arip)y 33HDYY polinom z-nek

P erig (> 3k

hatvanyaval kezdddik, latjuk, hogy (9) nem mds, mint egy hat-
vanysor zaroOjelezett alakja. Ezt

(10) F@=anr

n==81

alakba irva tehat csak azt kell igaiolnunk, hogy N = 81-re .

TN e
és a : 5
(12) D'a;  sor divergens.

n==81
Utobbi allitds igazoldsdra tekintsiik a (12)-sor m-ik részletosz-
szegeinek s), -sorozatat, ahol
(13) m=2-30"0—3",

~az l-ik zardjelezett ,blokk” ,balszarnya”-ban szereplé maximalis
index. Mivel
G,k n,m=0

tehdt (9)-bol és (6)-bol
ey
e 100

3, =334

L,

Sn AT
L)
88" ==
azaz az s, sorozat tényleg divergens.

Hatra van a (11) alatti allitds igazoldsa. Ha N nem Iép fel,
mint z exponense egyetlen G(z, 36™m | 36" 38")_ben sem, akkor
nyilvin ay=0; elég tehat csak azon N-eket nézni, melyek, mint
2 exponensé fellépnek valamelyik G(z, 3¢"+™, 36"+, 35")-ben. Vagy
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roviden: N valamely pozitiv egész [-re vagy az

(14) 36"m = N = 2. 86" _3"(— n,)
az l-ik ,,blokk” , halszarnya’’) vagy az

y gy
(15) (m=)2-36" 4 33" < N < 3.36"»

(az I-ik ,,blokk™ ,,jobbszérnya’) egyenl6tlenséget elégitse ki. A (14)-
esetben a G(z, k, n, m) polinomok ,balszarnyan” allé egyiitthatok
monotonitésat tekintve (1. (6)) '

N & n & o 3(313“3)_3313 1 e
1 N{aNlé,l . - Ay = e e .F_sa! Z
0og — log m log (2 - 36"+ —38%)
230 ., e 2.3" 2
K0 < log (3¢"+") : - (3"+P)log3 5 log3 "~
Végiil a (15)-esetben
LW' ! e S 1 z
logN"™"'" "F logN N—2.36"m
N . 1 x
(7) <N —2.36"  Jog (2.36"+m) T
e g 1 2‘3(313+l3) )
= (313+13) lOg ik (1 = Tl 3(313+13) <

1 ( 2.3<3”’+m) 3
<7 log 3 3" i log 3’

(16)- és (17)-el a (11)-allitds igazoldsa és igy az egész tételé is
befejezést nyert.



OB OIHON TOYKE TEOPHUM CTEMNEHHBIX PS10B
I. Typan '

B macrosiuieii 3amerke K J000# MeJJEHHO CTpemsiulencs K GeCKOHeuHaTH
NOCIEe0BaTEILHOCTH W(7) CTPOMTCS TAKOW CTENEHHOH PSif

@
r@= 2 az
n=1
CymMMa KOTOPOTro pe3yisipsa npu |z| < 1 HenipepsisHa npu |z| = 1, ast KOTOPOro

w(n)
Ia‘;‘;]é‘——n—— (I‘l:1,2,...)
U psA pacxopurTcs npm z=1.
KoscTpykuusi, kpome HexkoTopoil uaen deiiepa, onmpaersi Ha TOT thakr,
4yTo I |2z| =1, MOMOYKMTENLHOrO LEJOro A M MOJOMHTENbHBIX LENBIX m < n
HHOrO4JI€HBI

Aot gt

Zn-m Zntm zn+m+1 Z’Zn)

no MOAyHO HE NPEBOCXOAAT HEKOTOPOE NOJOYKUATENbHOE 4YHuCJ/I0, HE3aABUCSALICE
or k, n u m.

ON A POINT IN THE THEORY OF POWER-SERIES
By P. TurAn"

Given any positive sequence w(n) which tends to - oo arbitrarily
slowly, an example

M re=>dn
=1

is constructed, which is regular for |2| < 1 and continuous for |z|=1, the
restriction
o (n)
n

lan =

is for n=1,2, ... fulfilled and still the power-series (1) diverges for z=1.

The construction is based beyond some ideas of Fejér on the further
remgrlk that for |z| =1, positive integer k, positive integers m < n the poly-
nomials

G(z, k, n,m)=zk (i_;_i_}_ Bl s
n n—

zntm zntm+l Z?n)

are absolutely less than a positive numerical constant, independently of k&, n
and m. '



Egy additiv szimelméleti probléma

ErpGs PAL és SurAnvi JAnos

1. A Waring-féle problémakorrel és a vegyes el6jelii hatvany-
Osszegekkel val6 elédllitdsra vonatkozé analdg probléméval kap-
csolatban meriilt fel a kovetkez6 kérdés: elballithato-e minden n
. egész szam pl. négyzetszamok segitségével tigy, hogy 1-t61 vala-
milyen alkalmas r hatarig minden négyzetszamot felhaszndlunk
vagy pozitiv vagy negativ eldjellel, tehat

n—Dep, &=—+1 (G=1,2,..57)
=l =

alakban. Ha ez lehetséges, tovdbbi kérdés lehet r minimalis értéke
és adott n-hez mindazon r-értékek meghatdrozdsa, amelyekkel
ilyen el6allitas lehetséges.

Itt a négyzetszamokat természetesen csak példaként emlitet-
tik, a probléma hasonléan felvetédik négyzetszamok helyett tet-
szésszerinti adott k-val a k-adik hatvanyok sorozatira, de felvet-
hetd pl. a primszdmok sorozatira a négyzetszamok helyett és fel-
meriil a kérdés, nem érvényes-e olyan tétel, amely szerint egész
szamok bizonyos éltalanos, nem tul erds feltételnek eleget tevo
sorozataira ezek a kérdések megvélaszolhatok. Az alabbiakban egy
ilyen tételt bizonyitunk be.

2. Tegyiik fel egyelore, hogy a pozitiv egész szamokbol allo
al<(12<(13< St

sorozat olyan, hogy minden n természetes szdmra, vagy legalabb
egy alkalmas korlaton feliil mindegyikre fennall alkalmas r-rel, hogy

n=2gd;, &= ~+1 (=12...,7
=
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A csupa pozitiv taggal irt Osszegre vezessiik be a

=
§ aj=AT
EE

jelolést.
Ha Eiis Ejgy o+ 0y & értéke —1, a tobbi 8./"é -+ 1, akkor

Av—n=2(@),+a;+ -+ +a;),

tehat az A, értékek kozt végtelen sok pédrosnak és végtelen sok
paratlannak kell lennie, hogy tetszésszerinti n-hez legyen olyan
r, amelyre A.—n paros. Masrészt az (A,—n)/2 szdmnak legalabb
egy r-re elballithatonak kell lennie csupa kiilonbozd, és a,-nél
nem nagyobb a;-k 0sszegeként.

Ez a rovid meggondolds kozelebb hozza a kovetkezo tétel fel-
tételeinek egy részét:

Legyen 0 <a, < a, < -:+ egész szdmok sorozata:

a) amelyben végtelen sok pdratlan szdm van,

b) amelyre igaz, hogy bizonyos véges szdmu m,, ..., ms szdm
kivételével minden természetes szdm felbonthato csupa kiilonbizo
a;-k 0Osszegére, és

c) amelyre alkalmas k,-lal, ha k> k,, akkor

Ay < 2ar—my;

akkor minden n egész szdm elddllithato

n—='sia;, &§—+1, (G=12,...,7)
=1

alakban.
Legyen r, az az egész szdm, amelyre

r -1 r
n n

Z Q= Zdj.
=1 =1

Megadhaté egy c dllando 1zgy, hogy a fonti dllitdsban r felvehet
minden r,-nél és c-nél nagyobb értéket, amelyre A, és n egyezd
pdrossdgti.

Ha pl. az a;-k pératlanok, akkor r minimdlis értéke legfeljebb
r.+2, ha pedig véltakozva parosak és paratlanok, akkor legfel-
jebb r,+3. Az els6é esetbe tartozik pl. a primszamok sorozata, a
masodikba a négyzetszdmoké és altalaban a k-adik hatvanyoké.
A négyzetszamok és primszamok sorozatdra még visszatériink.



A c) feltételt a bizonyitdsban lényegesen kihasznaljuk, azon-
ban szokségességét nem latszik semmi plauzibilissé tenni.

3. A tétel allitdsai a kovetkez6 segédtételbdl olvashatok le:
A fonti tétel feltételei mellett ha valamilyen r-re

. téZaj=A
i=1

és t sem m; sem nem A,—m; alaku (i=1,2,...,s), akkor t eld-
dllithato csupa a,-nél nem nagyobb kiilonbozd a; oOsszegekent is.

Ebbol a kimondott tétel igy lathaté be: Legyen ¢ akkora,
hogy a..1 > 2m;. Legyen n tetszésszerinti természetes szam, r, pedig
jelentse az (1) egyenl6tlenséggel meghatérozott szamot. Legyen

r>ry, r>c és olyan, hogy n és A, —Zaj egyezd parossagu; az
j=
a) feltétel szerint van végtelen sok ilyen r érték. Képezziik a

A,—n
2

szamot; ez feltevésiink szerint egész. A ¢ megvalasztisa szerint

iy

s VAH—l—a,.—n ki A,,—n-ta, _ Qe
2 LG 2 i

> ms,

masrészt

Ar i Ar Ac+1 o A1
{‘r'< 7— Ar_? é Ar_ 72* —_— A'r‘_ 7? = Ar_lnS;

tehat #, sem nem m;, sem nem A,—m; alakd, és igy a segédtétel
szerint 7, el6allithaté csupa kiilonb6z6 és a,- nel nem nagyobb a;
Osszegeként:

t=a;+a,+ - +a hShg - <hEr
Innen :

H=Ar—2ta-:_23jaj:
\—1, ha j=j, vagy j, ..., vagy j,
-+ 1 kiilonben.

Segédtetelunkbol tehat egyszerfien kovetkezik a kimondott
tétel.

gy
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4. Ha t, és £, két kiilonb6zd természetes szam, amelyre
t,+1t,— A, és valamelyik el6allithaté csupa kiilonb6z6 €és a,-nél
nem nagyobb a; Osszegeként, akkor nyilvdnval6an ugyanez all a
masikra is. Ennek folytdn egyrészt vilagos, hogy a segédtétel az
m; szamokon kiviil az A,—m; alaka szdmokra sem lehet igaz,
masrészt igazolni elég a segédtételt pl. azokra a #-kre, amelyekre

0<t§%Ar.

Ha t egy ennek eleget tevé egész és nem valamelyik m;, akkor
amennyiben kisebb a,,1-nél, tigy el6éallithato a b) feltétel szerint
csupa kiilonboz6 a;-k osszegeként és ezek mind kisebbek a,..1-nél,
tehat nem nagyobbak a,-nél, {-re tehat egy segédtételiinknek is
megfeleld eléallitast kapunk.

Ha n = a1, akkor vélasszuk »-t ugy, hogy fennélljon -

G+ G+t + @ <t=ar+0-1+ - - + a1+,
és képezzik a ' .
' =n—a,—a,1— —aa(=a,)
szamot. Ha ez nem valamelyik m;, akkor ismét a b) feltétel szerint
eléallithato
s ! =a;+a,+ -+, 0,<e<: <g=a

alakban, s igy
t=t+a 401+ + =0+, +a;,+ G+ t+a
egy kivant alaku el6allitas.

5. Ha végiill valamilyen i-re ¢ =m;, akkor képezziik al

t" =1t +a..1 szamot. Legyen a; a sorozat utols6 eleme, amelyik
még nem nagyobb, mint ¢7/2, akkor a c) feltétel szerint

’’

¥ ak§7<ak+1<2ak—msét”——-ms.

Innen

m, <t —@ps1 < Qrsy
tehat b) folytin #’/—ay., eldallithato csupa kiilonbpzd a;-k
osszegeként és ezek az a;-k mind kisebbek @ -nél. Igy
" = (" —au1) + a1 is elédllithatd csupa kiilonboz6 a;-k Osszege-
ként, amelyek kozott ax,1 a legnagyobb. Mivel

=t 4o+ + a1 +a,
gmghits
‘f‘\\\\ﬁ M \‘~ A

19 Matematikai Lapok
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igy a segédtételt ebben az esetben is igazoltuk, ha még belatjuk,
hogy @i+t <awe. De

ak+1 7 t —Ms=—= lu + Ayy1 — Mg = Qy41 + m;—ms = Qui1 < Ayi2 .
Ezzel igazoltuk a segédtételt s egyszersmind a tételt is.

6. A primszamok sorozatat véve a;-k gyanant ismeretes,
hogy 1, 4 és 6 kivételével minden egész szam eldallithatd csupa
kiilonboz6 primek Osszegeként, masrészt', ha n =5, akkor p.. =
=2p,—17. Ebbbl a 3. pont gondolatmenetét kovetve és jeloléseit
haszndlva a.,;-nak valaszthato 13, tehat a tételdeli ¢ gyanant 5.

A négyzetszamokra mar lényegesen tobb a kivétel, de minden
128-ndl nagyobb egész szdm mdr elddllithato csupa kiilonbozo
négyzetszdm Osszegeként®. Méasrészt egyszerlien szamitassal belat-
hato, hogy ha n = 13, akkor

(n+1y = 2n*—129.

Most a..; gyanant 172 vglasztando és igy tételiinkben négyzetsza-
mok esetén ¢ vélaszthatd 17-nek.

7. Altaliban igen nehéz kérdés annak az eldontése, hogy
mikor allithat6 el6 minden elég nagy szam egy adott @, <a, < ---
egész szamokbol all6 sorozat kiilonboz6 elemeinek Osszegeként.
Ha egy sorozatra ez teljesiil, nevezziik 7, tulajdonsagunak. Nyil-
van sziikséges ehhez, hogy minden uz-hoz és m-hez legyen olyan
aj,, &,, . .., a;,, amelyre /

Qi v +a”5u(mod m).

Azt gondolhatnank, elégséges feltételt kapunk, ha ezen kiviil
még megkoveteljiik, hogy az ai.i/ax hanyados 1-hez tartson, ez
azonban nem &ll°.

1 Az ut6bbi allitas helyett mindjart az lathaté be, hogy minden m = 10-re
(nem csak primszamra) m és 2m—7 kozt van primszam. Erre ugyanolyan
gondolatmenet alkalmazhat6, mint arra, hogy n és 2n kozt van prim (L. pl.
[1] 129—132 old. v. [2] 341 —344. old.) Ennek az egyenlotlenségnek a felhaszna -
lasaval az eldbbi 12-nél nagyobb szamokra teljes indukci6val lathat6, addig
pedig konnyen ellendrizhetd.

2 Ez is teljes indukcidval lathaté be, mint a primszamokra vonatkozo
megfeleld allitas. A kovetkezd 33 szam nem allithatd eld kiilonbdzo négyzet-
szamok osszegeként: 2, 3, 6, 7,8, 11,12, 15, 18, 19, 22, 23, 24, 27, 28, 31, 32,
33, 43, 44, 47, 48, 51, 55, 60, 67, 72, 76, 92, 96, 112, 124, 128.

5 Errdl a kérdésrol 1P W S. CasskLs egy erdekes cikke van megjelenében
az Acta Sci. Mth. Univ. Szeged-ben.
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Ismeretes, [3], hogy az a,=—n* sorozatnak minden adott %
pozitiv egész szamra megvan a 7, tulajdonsiga, de pl. tetszOleges
relativ prim w és v mellett az 0sszes w*v' (k,[=0, 1,...) szamok-
bél allo sorozatrél csak legutébb mutatta meg BIRCH', hogy meg-
van a 7, tulajdonsidga. Erdekes kérdésnek latszik, hogy ha « egy
1 és 2 kozti szam, ¢ pedig adott pozitiv szdm, akkor az a, = [te"]
sorozatnak megvan-e a 7; tulajdonsaga.

Taldn természetesebb kérdés a kovetkezd tulajdonsag vizs-
galata: Azt mondjuk, hogy egy a, <a, < --- sorozat. 7, tulajdon--
sagu, ha megvan a 7, tulajdonsaga, €s ez akkor is megmarad, ha
a sorozatbol barhogy elhagyunk véges sok elemet. Nyilvanvaléan
megvan ez a tulajdonsaga az Osszes természetes szamoknak, vagy
az Osszes paratlan szamoknak, de nincs meg a 7, tulajdonséga

az a,— 2" sorozatnak, noha ez a 7\ tulajdonsaggal rendelkezik.
Ez a kérdés felvetés annyival latszik konnyebben megkozelithet6-
nek, a 7; tulajdonsdgénél, mert ez nem malhat néhany kis szdm
tulajdonséagain. (Hasonloan mint a Waring-féle problémakorben is
természetesebbnek bizonyult az elég nagy szamok -elballitasahoz
szilkséges k-adik hatvanyok szamanak kérdése, mint az Osszes
természetes szamok el64llitasaé’.)

A szamok k-adik hatvdnyanak adott % természetes szamra,
a primszamok sorozatinak megvan a 7, tulajdonsaga, talan mar
szerepelt is az irodalomban. Erdekes volna ebbdl a szempontbdl
is megvizsgalni 1 < e < 2-re az [¢"] (n=1, 2, ...) sorozatot.

IRODALOM

[1] Erp6s P.—SurAnvyr |.: Vdlogatott szdmelméleti ker(?esek (Budapest 1960,
Tankonyvklad(‘) V.) 250 old.

[2] G. H. Harovy—E. M. WricHr: An Introduction to the theory of numbers,
(Oxford, 1954) XVI - 419. old.

[3] R. Sprague: Uber Zerlegung in n-te Potenzen mit lauter verschiedenen
Grundzahlen, Math. Zeitschrift, 51 (1949), 466—468. old.

4 Dolgozata a Proc. of Cambridge Phil. Soc.-ben van sajté alatt. Ered-
meénye kovetkezik CasseLs 3. labjegyzetben emlitett eredményébdl is.
5 L. pl. [1] 170—185 old. v. [2] 317—325. old.
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OB OJHOW MBOBJEME AJAUTHUBHON TEOPUWU YUCEJ]
P. ErpGs u J. SurAnvi

7
ABTOpBI JI0KA3BIBAIOT, YTO, €C/IN IS GE3KOHEUHOH MOCIeOBATENLHOCTH
ueaslx uncen 0< a; < a, < --- BBINOJHAKTCA CIEAyroLiue yCI0BUS: a) nocune-
OBATEIBHOCTh COAEP)KUT BECKOHEYHO MHOIrO HEYETHBIX DJIEMEHTOB, D) 3a uc-
KJIIOYEHHEM HEKOTOPbIX YHCeN MMy < My < «++ < Mg KAKA0E IO0JIOXKNTEIbHOE
[EJI0e YMCA0 MOXKET ObITh NMPEACTABAEHHO B BUAE CYMMBl Pa3IMYHBIX, ) OIS
BCEX [I0CTATOYHO OGonmbmmx K @, < 2a;,—m,, TO BCAKOE LEI0e 4uCio n Mo-

JKET ObIThb NPEACTAaBJIECHHO B BUAE

r

pa=Daa g=£1 U=, 0

=1
3neck r MOKeT ObBITh 00MM JOCTATOYHO OOJBLIMM YHUCIOM, JIsi KOTOPOro

T
4ETHOCTH Z a; m n COBNAJAET.
i=1
XoTsi HE BMAHO, YTO YCIOBHE €) HEOOXOAWMO, OHO MIPAET CyHIECTBEHHYIO
ponb B J0KasaTennCTBE. DBbilo Obl MHTEPECHO [AaTh NPOCTOE [0CTATOYHOE
yC/IOBHE TOTO, KOrld HEKOTOPasi N0CAeA0BATEIbHOCTb YAOBAETBOPSIET YCAOBHIO D),
WA PEmNTY BBIOJHSIETCS JM OHO IS mociefosarensHocTn [te'] (n=1,2,...)
npu gansbx >0, 1 < e < 2,

UBER EIN PROBLEM AUS DER ADDITIVEN ZAHLENTHEORIE

von P. Erpés und J. Surany

Folgender Satz wird bewiesen: Fiir die aus ganzen Zahlen bestehende
Folge 0 < a; < a;, < --- gelte folgendes: a) Es gibt unendlich viele ungerade
Elemente der Folge, b) alle natiirliche Zahlen bis auf gewisse endlich viele:
my < --- < m, konnen als Summe von verschiedenen Elementen der Folge
dargestellt werden, c) fiir geniigend grosse Werte von k gilt az41 < 2a,— m,.
In diesem Falle kann jede ganze Zahl n in der Form

,.
R R

=1 X
dargestellt werden. Fiir 7 kann jeder geniigend grosser Wert gewihlt werden,
-

fiir dem die Paritit von n und Za, iibereinstimmen.
=Y
Kein Grund scheint die Notwendigkeit der Voraussetzung c) zeigen, im
Beweis wird sie aber wesentlich ausgeniitzt. Es wire interessant eine brauch-
bare hinreichende Bedingung dafiir zu geben dass eine Folge die Eigenschaft
b) besitzt, oder zu entscheiden, ob die Folge [fa"], wo ¢ >0, 1 < a < 2 gege-
bene Zahlen sind, die Eigenschaft b) besitzt oder nicht.



Jelentés az 1958. évi Schweitzer Miklés
matematikai emlékversenyraél

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1958. december 5. és
12-ike kozott rendezte meg a tizedik Schweitzer Mikloés matematikai
emlékversenyt.

A versenyen mindossze tizen vettek részt az el6z6 versenyek
17—30 résztvevojével szemben.

A versenybizottsag az els6 dijat és az ezzel jar6 1200 Ft pénz-
jutalmat CsiszAr IMREnek, az Eotvos Lorand Tudoményegyetem
III. éves alkalmazott matematika szakos hallgatéjanak itélte oda.
Csiszar Imre az 1., 7. és 9. feladat kivételével valamennyi feladatot
megoldotta, az 1. és a 7. feladatra is adott be részmegoldast.
Tobb feladat megoldasat altalanositotta.

A masodik dijat és az ezzel jar6 800 Ft pénzjutalmat BARTFAI
PAL, az Eo6tvos Lordnd Tudoményegyetem IV. éves alkalmazott
matematika szakos hallgat6janak itélte oda. Bartfai Pal helyes meg-
oldast adott az tsszes feladatra az 1., 7., 9. és 11. feladat kivéte-
lével. Az 1. és 7. feladatot is részben megoldotta. Tébb megjegy-
zést fliz az egyes feladatokhoz. A megolddsok kidolgozdsa nem
elég gondos. -

A bizottsdg dicséretben és 200 Ft értékii konyvjutalomban
részesiti STAHL JANOst, az E6tvos Lorand Tudomdanyegyetem II. éves

-matematika-fizika szakos hallgat6jat. Stdhl Janos oldotta meg leg-
szebben a 3. feladatot. Helyes megoldast adott még a 4., 6. és
8. feladatra is. :

Budapest, 1959. aprilis 10. A versenybizottsag tagjai:

CsAszAR Akos
Hajos GYORGY
“Kis OrTo
RENYI ALFRED
TurAN PAL

1. feladat.

Melyek azok a csoportok; amelyeknek minden generatorrend-
szere tartalmaz egy bazist? (Béazison a csoport olyan elemrend-
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szerét értjiilk, amelynek elemei 4ltal generdlt ciklikus csoportok
direkt szorzata maga a csoport.)

Erre a feladatra csak Papp Zoltin adott teljes megoldast.
Csiszar Imre megoldasa nem teljes, Bartfai Palé csak részben helyes.

Az aldbbiakban kozolt megoldds gondolatmenete megegyezik
Pappéval.

Be fogjuk bizonyitani, hogy azok a csoportok, amelyek eleget
tesznek a feladat kovetelményeinek vagy

1. egy p-ed és egy g-adrendii’ ciklikus csoport direkt szor-
zata (azaz pg-adrendii ciklikus csoport) vagy

2. rogzitett p és k-val pF-adrendii ciklikus csoportok direkt
szorzata. i

Legyen G a feladat kovetelményeit kielégitd csoport. Ekkor
G ciklikus csoportok direkt szorzata, tehat Abel-csoport.

Ha® G = Il{a,} és H bizonyos {a,}-k direkt szorzata, akkor
H is eleget tesz ‘a feladat kovetelményének. Ugyanis H-nak egy
generatorrendszerét a H-ban nem szerepld a,-kkal kiegészitve, G-
nek generatorrendszerét nyerjiik; ebbdl kivalaszthatd G-nek egy
bazisa és ha innen a hozzavett a,-kat elhagyjuk, H-nak bazisat
nyerjiik.

Feltehet6, hogy mindegyik a, vagy végtelenrendii vagy prim-
hatvanyrend{i. Most példdkat adunk olyan FH-kra, amelyek nem
teszriek eleget a feladat kovetelményének.

: 1. H=={a}, a végtelenrendii. [a* a°] generatorrendszer, de
nem tartalmaz bazist.

2. H={a} x{b}, O(a) =p*, O(b)=p', k>1’ Ekkor az [a,ab]
generdtorrendszer nem tartalmaz bazist. :

3. H=/{a} x{b}, O(@)=pik>1), O(b)=q'(gp). Itt az
[a, arb] generatorrendszer nem tartalmaz bazist.

4. H={a}><{b}><{c}, O(a)=p! 0(b)—q, O(c)=r, p+q,
pFr (p,q,r primek). Most az [ab, ac] generdtorrendszer nem
tartalmaz bézist.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a feladat kovetelményének csak
az 1. és 2. alatt emlitett csoportok tehetnek eleget. Ugyanis 1. miatt
G torziocsoport, 2. miatt azonos primszamhoz tartozé primhatvany- .
rendii komponensei mind azonosrendfiek, 3. miatt kiilonboz6é primek
csak akkor szerepelhetnek, ha a komponensek primrendiiek, de
akkor 4. miatt csak két tényezd lehet. Igy valéban mar csak a fent
emlitett két esetben teljesiilhet a feladat kovetelménye.

. 1 p és g primszamokat jelolnek.
2 {a} jelenti az a elem &ltal generalt ciklikus csoportot, II pedig direkt
szorzatot jelol.
3 0(a)-val jeloljiik az a elem rendjét. /
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Bebizonyitjuk, hogy ekkor a feladat kovetelménye val6ban
teljestil.

Az 1. esetben G-nek minden generatorrendszere tartalmaz
vagy egy pg- -adrendii elemet, vagy egy p-ed és egy g- adrendu
elemet, igy ez az eset jo.

Befe]ezesul bebizonyitjuk, hogy a 2. eset is jo.

Ebben az esetben G tetszbleges generatorrendszerébdl elhagy-
hatok a p*-nal alacsonyabbrendii elemek. A fennmaradé generéator-
rendszerb6l kivalasztunk egy maximalis fiiggetlen rendszert.* Err6l
fogjuk kimutatni, hogy bazis. Ezt ugy fogjuk belatni, hogy [-re
vonatkozo6 teljes indukci6val bebizonyitjuk: G-nek minden p'-ed-
rendii eleme benne van e rendszer altal generalt alcsoportban.

Ha b,, b.,... ez a rendszer és b a G-nek p*-adrendii eleme
az eredeti S generdtorrendszerben, akkor a linedris 0Osszefiiggés
miatt alkalmas egész n, ..., n.-rel

1 ny

(1) G s e

Mivel G-nek minden p-edrendii eleme eloéllithaté S elemeinek
pr-i-ik hatvanydval, G-nek ezen elemei el6allithatok a bi-k segit-
ségével is. Ezzel allitisunkat /=1-re mar bebizonyitottuk.

Tegyiik fel, hogy az allitds igaz 1,2,...,[—1-re és bizonyit-
suk azt [-re. (1) -bol p ik hatvanyozassal a baloldal 1 lesz, tehat
a jobb is, de ott a b;-k linedrisan fiiggetlenek, igy

k-1 _/

' =1, p'lnp, ni=p"'ni.
De ekkor (1)-bél

-1 l—1

[bpk"l bl—pk'ln;.”b;ph n,’-]p & o]
ahonnan az indukcids feltevés miatt [---] eleme az S &ltal generdlt

{S} alcsoportnak és igy b; € {S} miatt iie {S}. b p-edrendii
elem és igy G-nek tetszOleges p'-edrendil eleme valoban {S}-ben
van. /= k-ra kapjuk, hogy G —{S} és igy a 2. eset is jo.

2 felaa'at
Nevezziik az n pozmv egész szamot A-tipustinak, ha van

3
}/n-nél nagyobb torzstényezdje. Jelentse A(x) az x-nél nem nagyobb
A-tipusu szamok szamat. Bizonyitsuk be, hogy létezik

A (x)

~

lim

x>

4 Egy rendszer fiiggetlen, ha az elemei altal generalt alcsoport az elemek
altal generalt ciklikus alcsoportok direkt szorzata.



294

A feladatot Bartfai Pal és Csiszar Imre oldottak meg. Bartfai meg-

oldasa tobb pontatlansdgot tartalmaz, Csiszaré a hatarértéket is

meghatarozza, ezért az utobbit kozoljiik, 1ényegtelen valtoztatasokkal.
Elészor be fogjuk bizonyitani, hogy

lim 20 =4,
X

x>

azutan azt, hogy

TmA® _ o
X

L—» @

ahol

| =

L )

i 1 » log (2 21‘)
D‘—]0g3—710g 2 JT

w0

Innen az 4llitds nyilvan adédik és az is kovetkezik, hogy

lim i(—x—):tD

n—>m

Biztosan A- -tipusu mmden olyan x-nél nem nagyobb termé-

szetes szdm, amelynek van Vx -nél nagyobb torzstényezdje. A p-vel

oszthaté x-nél nem nagyobb természetes szamok szama [;], tehat

ha képezziik a Z [—;] Osszeget, akkor az Osszes fentemlitett
2'la< Pp=x

szamot osszeszamoltuk Kétszer szamoltuk azonban azokat, amelyek-

nek 2 kiilonboz6 V; nél nagyobb torzstényezdje is van (tobb nyil-
van nem lehet). Szamuk > [—qJ Tehat

) Bl —
TRIpg=zx

Am=z X [%] —pzqf[piq]

/
xR p==x

A tovabbi becsléseket a

Sl — =C+loglogx+0 (log x) (C allando)

=z
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aszimptotikus formuldbdl ad6do

= %—log ’9+O(

%< p< P

log x)
képlet alapjan végezziik.

Legyen ~§— < s< 1. Ekkor

e = = [E= = Ziom-

p. »511‘3.f’p<1- p x a<p<ms p

p=x

fogx )] + O(x%).

(A [] elhagyasaval elkovetett hibat a tagok szaméval becsiiljiik.)
Legyen tovdbba

—x[log3s+0(

1 1
'=a0<al<"'<ak=?.

3
Ekkor
bl Zalml
% =3
[ )
+L=Zkl a S e al_lpxq< %( 1/,,/1,5,}/2%) 25

@ ':"1<;p§:v trxlalg<®

=l

Legyen &> 0. Vdlasszuk az «; sorozatot olyan finoman, hogy a

: —x[—log o

= Z lOg (2-—2055- 1) (lOg &G lOg a,-_l)
=1

=1
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Osszeg ¢-ndl kevesebbel kiilonb6zzon az
: 1 1

jlog(z —2f)dlogt— Jlog(z 2 e

3‘ 3
integréltél. (Ez minden ¢>0 esetén lehetséges.)
Ekkor
X 3
—log®
q;/axp\q<1 [pq [ g 2 +
: 1
log(2 2t) ( )}
J dt-|-¢4-0 TEE
3
tehat
A(x)>x[lo S
ey g e B
&
J‘M(ﬁ_ -I—O( )]—i—O(xs)
?
amibdl ,
ol 1
A S “log (2—21)

1
8

Mivel ez tetszbleges —5— <s<1 és ¢>0 esetén igaz, egyittal

° 1| =

lim

T

iél’(c—x)zlogii—%logQ J k)_g(_2_2t)dt:D’

t

1
£l
tehat elsd allitisunk be van bizonyitva.
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Legyen ismét %<s<1 és jeloljiik As(x)-el az x* és x kozé

es® A-tipusti szamok szamat. Mivel minden x* és x kozé es6 A-
tipust szdmnak van x*®-nal nagyobb primtényezbje és p-vel oszt-

haté x-nél nem nagyobb szamok szdma e , az osszes fent emlitett

szamot Gsszeszdmoltuk, ha képezziik a >, [x] osszeget. De
3 8/3 <p=x

két kiilonboz6 |/x-nél nagyobb prlmszammal oszthatd szdmokat

kétszer szamoltuk, ezek szama > [——], tehat

xl/a <p<g<lle

Aly= > [_x-]— > [i}
(X) 33% =2 p a-lr/:;<;‘1;2«\"q<z pq

&

X £
/321 T [F] msm%ﬂ p [log +0 (log x)]

Legyen

1
§=a0<“1<"'<ak:

Itt

lIA

bR ¢i—ai1<0 =12, . k).

A [] elhagyasaval ered6 hibat a tagok szamaval becsiilve, azt
kapjuk, hogy

X

i

s [2]=
xls< 1)<q<z[pq] a'lacp<qcatl? [pq

&, )
- k7 Fhn
+' Z s-a;_1 lqu atla< pZ;<I —pq+ (X)+

i o
<p=st afll<gsa

+2[ b3 Z D Ry )]

A N i Y T |

ST

1‘/s<p_§x39/2 p x‘/g <p§xs/2 p

re3 ( 2 = Lrown—

o« D

@ lop=a 2P p=a
3s ‘ﬂk 2(8—&,’_1) ( )]
Y S e it b T der S$+0
—x[z log > —I-i : log = log e 410 ogx + O(x°*9).
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Itt felhasznaltuk azt, hogy

282

b =o([ #)- 0w —ofgt)

2
x1/3<p<xs/2 4 a8 < n < 252 n

Minden ¢>0 és s <1 szampdrhoz taldlhat6 olyan J > 0, hogy

Zlog — ) log -
-1

Lof =

e-ndl kevesebbet kiilonbozzon az Jlog (2—— &k ) dlogt mtegraltol és

s-+0 <1 legyen. Ekkor végeredményben azt nyerjiikk, hogy

o] =

A(x) = x[logi_—log ——JIOg(Z—ﬁ ﬂ_|_

+a-40 (lo x)] + O(xs+")

Innen, felhasznédlva azt, hogy A,(x) definicidja szerint

‘ A(x)—A,(x)
X

azt nyerjiik, hogy
3s

_—-«A(x)—l— A() logi—Llog

x> x> x

2

- jlo o2,



Mivel ez tetszOleges % <s<1 és >0 esetén igaz egytittal
& 1

Tim AJ(C ) e loed— - log > Jk’i(z—it)dt D.

3
Ezzel mésodik allitdsunk is be van bizonyitva.

3. feladat.

Bizonyitsuk be, hogy ha a pozitiv egész n szam torzsténye-
z0s elballitasdban legaldbb egy primtényez6 legaldbb a mésodik
hatvanyon szerepel, akkor n ugyanannyiféleképpen allithatd el
pdros sok 1-nél nagyobb egész szdm szorzataként, mint pdratlan
sok 1-nél nagyobb egész szam szorzataként. (Két elballitds, mely
csak a tényezOk sorrendjében kiilonbozik egymastol, kiilonbizonek
szamit.)

Ezt a feladatot Bartfai Pal, Csiszar Imre és Stahl Janos oldot-
tak meg. Stahl megolddsa a legszebb. Ismertetjiik ezt a megolddst.

Legyen

n=pups.--p&, a =2.

Tekintsiik n egy felbontasat:

n=aa,: ( ="l Zm,a,>1)

Legyen a; az els6 olyan tényezd, mely oszthaté p,-gyel. Ha
a;= p,, akkor feleltessiik meg az a,a,---a; felbontasnak az

(/S -ai_l(a,-am)- ch=0a"- -a,:_l(pa,:+,)- ey

felbontast. (.1 létezik, mert p,-nek még legaldbb egyszer szere-
pelnie kell, mivel ¢, = 2). Ha a; = p,, akkor pedig az :

a;
ai Qi1 D1 (—) Aiy1°
P1

felbontast.

Ilyen modon a paros, ill. paratlan szdmt tényez6t tartalmazo
elallitasok kozott megfeleltetést létesitettiink. Konnyfi latni, hogy
ez kolcsonosen egy-egyértelmii. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Csiszar megoldasa a kovetkezo :

Legyen n>1 természetes szam. Legyen 'n g(n)-féleképpen
elballithatd péaros szamt, h(n)-féleképpen paratlan szami egynél
nagyobb egészszam szorzatként. Legyen g(1)=1, h(1)=0.
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Jelentse ga(n), ill. ha(n) az n>1 szam paéros, ill. paratlan
tényez6szamn felbontdsai koziil azoknak a szamat, amelyek a d > 1
szammal kezdédnek (d|n).

Ekkor

ga(n)=nh (%) )

L
d
els6ként a d tényez6t, n-nek d-vel kezd6d6 paros tényezdszamii
felbontdsat kapjuk és megforditva; hasonloképpen

ui. barmely paratlan tényez6szimu felbontdsdhoz hozzévéve

ha(n) — g(%).
(Ez még d=n esetén is igaz, minthogy

ho(n)=1," gn(n)=0).
Tehat

|n
a>1 a>1

g =San=h4) nw=g(2),
dln d d éﬂﬁ d
amibdl az

' J(n) = g(m)—h(n)
fliggvényre azt nyerjiik, hogy

- 2o (2)-e[2)]-—2A43).

d>1

azaz
S =312)=0 na >t
an

n=1 esetén pedig

.}I;f(d):f(l):g(l)—h(l):l.

Tehat az f(n) fiiggvény Osszegezési fiiggvénye megegyezik
a Moebius-fiiggvényével, amib6l kovetkezik, hogy

f(n) = u(n).
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Ezzel a feladat allitisa bizonyitdst nyert, minthogy w(n)=0,
ha n oszthat6 legalabb egy primszam négyzetével. Egytttal meg-
hataroztuk az f(n)==g(n)—h(n) kiilonbség értékét négyzetmentes
szamokra is.

A feladat kovetkezd megolddsa Turan Paltél szarmazik.

Ha z=x+iy és x>1, akkor a Riemann-féle zetafiiggvény a

1 1 1
(2 )=t e s L

JEeeed 7
sorral van értelmezve és itt

1
L@)y=11
P ol l
pZ

Ekkor itt
et g L L ()
o= H(—+) o

ahol u(n) a Moebius-féle u-fiiggvény. Masrészt x = 2-re
[ - St LR
~ 2y 8t S

1 1 1 3

. <T+ﬂ+3j4‘+‘—“2‘<l’
azaz
1 1 2
. @:mzw[l—;(z)]Jr[l—C(z)lJr
i ...:g(_1)1'[§(z)—1]”-
De (2)-bél :

E@-1r=3"0

)
n——2 n°

ahol r,(n) jelenti fix » mellett azt, hogy n hanyféleképpen allithat
el6 mint » darab 1-nél nagyobb tényezd szorzata. Ezt (3)-ba téve

adodik, hogy
o (1) ,
g

n=2

1 i »
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Konnyen lathatd, hogy példdul x=3-ra a jobboldali kettés sor
abszolat konvergens, tehat itt

el S L3 iynw),

n—z n—z

ahol- a Z(—l)’ry(n) sor nyilvan csak latszolag végtelen. Az egy-
=0
értelmiiségi tétel szerint n = 2-re

PACIAOEION

amibdl a feladat allitisa és altalanositidsa négyzetmentes szdmokra
mar kovetkezik.

4. feladat.

Legyen P,P,P,P,P;P; egy konvex hatszog. Jeloljiik teriiletét
T-vel. és a PPy, P, P;, ill. PP atlok Q,, Q,, ill. Qs felezOpontjai
altal alkotott haromszog teriiletét f-vel. Bizonyitsuk be, hogy

1
t< i y [

Ezt a feladatot Bartfai
Pél, Csiszar Imre, Sarkozy
Andras és Stahl Janos oldot-
tak meg hibatlanul.

El6szor Bartfai elemi
megoldasat ismertetjiik.

A bizonyitds kozben
tobbszor fel lesz haszndlva
a kovetkezo tény : adott egy
egyenes 6s egy szakasz a
sikon, akkor a szakasz pont-
P R jai koziil valamelyik vég-
pontja van legtdvolabb az
egyenestol.

A Dbizonyitds alapot-
lete: A hatszoget at lehet
alakitani haromszoggé ugy,
..., hogy T nem valtozik, f nem
7 fogy.

Vélasszuk ki pl. a P,
csucsot. Ha ezt P, Ps-tal par-
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huzamosan mozgatjuk a P,P; oldaltél P;Ps-ig, a hatszog teriilete
nem valtozik, a Q, pont is egy egyenesszakaszon mozog ekozben,
ennek egyik végpontja lesz Q,Qs-tdl legtavolabb, tehdt # nem csok-

ken P,-nek az alkal-
mas oldalra, példaul
P,P,ra vald eltolasa-
val. Most és a tovab-
biakban az eltolt csti-
csok betiizése valtozat-
lan marad.

A megmaradt ot-
szOgben az egyik ol-
dalon hdrom P pont
van. Valasszuk ki az
ezzel szemkozti csti-
csot, jelenleg P;-0t, €s
toljuk ra P,Ps-tal par-
huzamosan valamelyik
szomszédos oldalra, pl.
P, Pi-ra, ugy. hogy ¢
ne csokkenjen.

A kapott négy-
szogben két szomszé-
dos oldalon van harom-
harom P pont. Az ezek-
61 kiilonbozo, esetiink-
ben P, cstics eltolasa
kovetkezik az el6zOk-
kel analog moédon. Ese-
tiinkben P, P, P;-ra ke-
riil. Ekkor @, a kapott
haromszog P, P, olda-
lanak felezOpontja lesz.
Toljuk el Pt P, vagy
P,-be gy, hogy t ne
csokkenjen. Esetiink-
ben ez P, lesz. Most
mar Q, is a haromszog
P, P, oldalanak felez6-
pontja lesz, tehat Q, Q-

<D
<o
.

o
L)

S0

5. dbra

a haromszog egy kozépvonala. Q, bels6é pont, tehdt a Q, QQQg A
hozzatartoz6 magassiga az eredetinek kevesebb, mint a fele. Mind-
ebbdl kovetkezik, hogy a 1 Q.Q:/\ teriilete kevesebb, mint a

20 Matematikai Lapok
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P,P,P;\\ teriiletének negyede, amibdl az éllitdis még inkdbb ko-

vetkezik. :
Elemi megoldast adott még Csiszdr, analitikusat Csiszar,

Sarkozy és Stahl. Az ut6bbit ismertetem, némileg kibdvitve.
Jeloljiik a hatszdg csticspontjainak koordinatait (x;, y)-vel.

Ekkor.Q; koordingtai Bt JetVos ipa

£ 2
Xy=la X, :
12 4 J’142“y4 1 XtX nty ‘2

_ I x4x »nts S

{== 2 2 2 : ST e Pl
Xg—;xs ymzLYs 1l X+ X VstV 2

Bontsuk fel a.determindnst 8 determindns 0sszegére és becsiiljiik
meg az Osszeg abszolut értékét az abszolyt értékek oOsszegével.
Azt kapjuk, hogy

! I T Xiv sl ’ S| Xqtw) el l
t=qpll% J 1+ng ¥ 1‘+Ax5 s 1| 4+|lxs ¥ 1|+
b e | |Xs ¥ 1 ‘ : ‘xg Vs 7l | X V1
| Xy oyt ‘ Xy Ve 1 | X s d ‘ SRR |
SR o T | B | o I 6 | ’ sy ol =
X ¥ 1 \l o 3. I Xs ¥ 1 Xs Yo 1 I

lia
T § (t123 + tl‘zﬁ ‘}— t153 + tlﬁﬁ + t4‘.7.3 + t426 71‘ t453 _I_ t456))

ahol t; a P:P;P./\ (roviden hy;) teriiletét jelenti. Konnyii meg-
gy6z0dni arrdl, hogy fus, Miss, Miss €8 P, i1l Risg, Piss, Russ €S hase
egyesitése a hatszoget adja, tehat a zardjelben allo kifejezés 27-vel
egyenlo, '

Az egyenl6ség elhagyhatd, mert a konvexitds miatt /. €s /1,5 ellen-
kezd eldjeltick és igy a fenti Osszeg abszolut értéke hatdrozottan
kisebb a megfelel6 abszolut értékek Osszegénél.
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5. feladat.

Bizonyitsuk be, hogy sem a nyilt, sem a zart intervallumot
nem lehet véges sok, paronként kozos pont nélkiili, egymésbol
eltoldssal szarmazé valddi részhalmaz egyesitéseként eldallitani.

Erre a feladatra Bartfai Pal és Csiszar Imre adtak helyes
megoldast. Megoldasuk lényege a kovetkezo.

El6szor a zart intervallum esetével foglalkozunk. Feltehetjiik,
hogy az E—|0, 1] intervallumrél van szé. :

Tegyiik fel indirekte, hogy

Es Lg B EnB—0; "Ei—=Efa
Feltehetjiik, hogy
DB O<id — = (=2t
Teljes indukcidval bebizonyitjuk, hogy ekkor
[ka, (k+1)a) € E;, (k+1)agE; (k=0,1,2,...).
Ebbél kovetkezik, hogy '
[ka, (k+1)a) € E

minden k-ra, ami lehetetlen, és ezzel az allitds be lesz bizonyitva.
k—0 esetén az allitas igaz, mert nyilvan

[0) a)EEO: aeEl;
tehat a ¢ E,.
Tegytik fel, hogy az éllitis mar be van bizonyitva k < n-re
€s bizonyitsuk k= n-re.
Mivel a feltevés szerint

[(n—1)a,na)cEicE, na€E, nac€kE;.

El6szor foglalkozzunk azzal az esettel, amikor j=~0. Ekkor
na egy el6z6 E,-beli ia pont eltoldsdval szarmazik, tehat

[na,(n+1)a)€E;, (n+1agE;,

az allitds ebben az esetben igaz.
Most legyen j—0. Ekkor

(n+1)a€E, [na, (n+1)a)cE
Bebizonyitjuk, hogy ekkor
[na, (n+1)a)cE,
és ezzel az llitds be lesz bizonyitva.

20%



Ha ui.

x€(na,(n+1)a) é x¢€E,
akkor

[na, (n+1)a) € E,
ami lehetetlen, ha pedig

x€E  (i+#0,1),

akkor x-szel egyiitt egy a hosszisagu balrdl zért jobbrdl nyilt sza-
kasz is benne van Ei-ben, tehat (n+ 1)a is, ami lehetetlen.

6. feladat.
Bizonyitsuk be, hogy, ha

a,=0 és _’1_1_ gD A (n=1,2,3,..),

akkor a Zah sor konvergens és Osszege kisebb mint 2ea,.

Ez a feladat Griinwald Géza feljegyzéseiben szerepelt.

A 6. feladatot kilencen oldottdk meg: Bartfai Pal, Csiszar
Imre, Dar6czy Zoltan, Ellmann Gébor, Galambos Jénos, Megyesi
Laszlo, Papp Zoltan, Sarkézy Andras és Stahl Janos..

Az osszes megoldas koriilbeliil a kovetkezd gondolatmenetet
koveti.

Legyen

n
== Z Q.
k=1

A feltevés értelmében

Sn ==
7:3 Sn,

Son é (1 +‘;11‘) Sne

Innen teljes indukcioval adodik, hogy

() ' s.zng(1+1)(1+%)...(1

Mivel x>0 esetén

tehat

e*>1+x
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a jobboldal
% in—l

[=

A

o

= 2a1e < 2eaq,.

‘Mivel a sor tagjai a feltevés értelmében nem negativak, ebbsl méar
kovetkezik a sor konvergencidja €s a bizonyitand6 egyenl6tlenség.

Tobb versenyzé megjegyzi, hogy a sor Osszegére jobb becs-

1ést is lehet adni. Igy megfelel példaul a 3)ea, korlat is, mert 4)
jobboldala

ey 1 1
3 —4—4-F+.A,+——2"__1

<2 < 3e? a,.
A pontos felsé hatar nyilvan
- 1
a g (1 +7)

7. feladat.
Legyenek a, és a, tetszbleges valos SZamOk és

an+1:an+ (n=1,2;3,...)

ma"“

. r all r r
Bizonyitsuk be, hogy az Ty sorozat konvergens, és hatirozzuk meg

a hatarértékét.

Az els6 allitast csak Bartfai Pal és Csiszar Imre bizonyitotta
be, a hatarértéket senkinek sem sikeriilt meghatarozni.

A konvergenciat Bartfai és Csiszar a kovetkezOképpen bizo-
nyitjak.

Legyen el6szor a, és a, pozitiv. Ekkor az a, sorozat nyilvan
novekedd, tehat

2
dey ) O +1""‘ BTt @t
@+10F (1Y () E ) o
De
(n+3)n*=n"+3n*<n*+3n*+3n+ 1= (n+1)},
tehat

n + 3 l Api1 ay

@17~ (@a+1y S
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vagyis az g 5 sorozat fogyd. Mivel nyilvan pozitiv tagt is, konver-

gens kell hogy legyen.
Legyenek az (a, ai) és (ao',ar") pozitiv szamparok olyanok,

*

as ai

hogy a ot = 0. Ekkor tetszbleges ao €s aj-re dll az
0

a=~Aa+uay’, a=~2iai+upar’
egyenloség, tehat minden n-re teljesiil az

a,=Aah+uay
%

a a
5 s n’; sorozatok kon-

osszefiiggés. Mivel mar lattuk, hogy az — €

- a, ’
vergensek, az 7 sorozat is konvergens lesz.

Az % sorozat hatdrértéke a kovetkezOképpen hatarozhato meg.
.
A fentiek értelmében a

@
E anzn
n=0

hatvanysor konvergens a |z|<1 korben. (Még konnyebb latni,

hogy a konvergencia fenndll |z| <—;— esetén és a bizonyitashoz ez
is elég.) Legyen tehat [2| <1 és
f@= 7;_0‘ a. 2"

A feltevés értelmében

2an—l
m+l — n+l m+1
Za,mz glaz +"§n+lz :
vagyis
f@)—a—az—z[fz)—ad+2 |t/ Dt
0
Differencialassal addodik az

f@—a=f@—a+2f (2) +22/(2),
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azaz

F@— 250 =4=%

differencialegyenlet.
Ezt a differencidlegyenletet a szokdsos modon megoldva, és
figyelembe véve, hogy
f(0)=a07

az
f(2) = % (1—2)-3[(a1“"ao)(222———62 +5)+ (9(10—-5(11)(2'2’] %
w8
(1—=2)*
egyenléség adddik.

Innen a komplex fiiggvénytan egy tételének felhasznaldsaval
vagy kozvetlen szamitassal adodik, hogy

fQ=> [g(l)(ﬁi%(ﬂ 5 O(n)] -

n—0

tehat
a.= &L @+ 1)@+2)+ 0w,

S N 1 1 2 =
nhlg ?«z%)=~8—[(9e *—1)a,+(1—5e?)ay).

Ezzel a keresett hatdrértéket meghatdroztuk.

Megjegyzés. Szekeres Gyorgy és Turdan Pal a nevezetes
Sylvester-féle megoldatlan problémaval kapcsolatban meghataroztdk
(Akad. Ert. 1937. p. 796—806) az

4
1 &11° &1
S4 = s 1 I ey dhie’ e Wk e
2’"
e+l Enl1t &
Osszeget. Ha
Si=nly(n)

akkor kimutattdk, hogy
w()=1, p@)=2



310

mellett

2
Y(n+1)=vy(n) + m#’(ﬂ—l)-
Tehét feladatunk megoldasa adja, hogy

n2 n 2042
VAL = .

~ 28 e
Ugyanis most a, =1, a,=2, tehat
2=—1 £ %; aQy = 17
n?
Y)~55-
8. feladat.

Legyen f(x) 1-periédust, nemnegativ, a (0, 1) intervallumban
feliilrél konvex, a O pontban folytonos fiiggvény;® x valos, n ter-

mészetes szam. Bizonyitsuk be, hogy

f(nx) = nf(x).

Megjegyzés. A feladat allitasa altalanositja a jolismert

|sin nx| = n|sin x|

Erre a feladatra 5 helyes megoldast kiildtek be Bartfai Pal,

egyenlétlenséget.
Ay
e
| |
0] «x lg 1

6. dbra

Csiszar Imre, Dar6czy Zoltn,
Papp Zoltan, ill. Stahl Janos.

A megoldésok tobbé-ke-
vésbé hasonldak, egyik lehet-
séges megfogalmazas a kovet-
kezd.

Elegend6 a0 < x< 1 esetre
szoritkozni, mert az x=0 eset
trividlis, az x<0 és x=1 eset
pedig a periodicitds miatt visz-
szavezethetd az el6bbiekre.

Legyen x<&<1. Mivel
0 és x kozott a konvexitds miatt
a fiiggvény az abran lathato e

5 Az f(x)-re tett utolsé feltevés az eredeti szovegbdl kimaradt.
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egyenes folott van, x és 1 kozott alatta kell hogy legyen ugyan-
csak a konvexitds miatt. Ez azt jelenti, hogy

18 1)
£ ey
azaz
) 1O << 7.
Ha 0 = & < x, akkor ehhez hasonldéan
1—§
(6) fE) <q— ).
Jelolje {a} az a szdm tort részét.
Legyen
E={nx},

E—x esetén a tétel allitdsa nyilvanvalo.
Most tegyiik fel, hogy &> x. Mivel

§=nx,
azaz

lIA

n,

s
X

(5)-bdl €s a periodicitasbol kovetkezik a tétel allitasa.
" Végtil legyen &< x.
Ha

x=1 —1—,
n

akkor

ks sl

G AR

n

ha pedig

x———l’——rll—-{—a,
ahol



v
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akkor
nx=n—I+ne, {nx}=ne,
tehat :
1—& l—ne
1—x 1
e
n
Mind a két esetben
- =

innen, (6)-bol és a periodicitisbél az allitas ebben az esetben is
kovetkezik.

9. feladat.
- Bizonyitsuk be, hogy, ha [z| =1-re

f=14+az+az*+---
és

fvwmw¢<@+““f

akkor f(2)-nek van'a |z| =1 korben gyoke. Erre a feladatra a ver-
senyzOk nem kiildtek be megoldast.

A kovetkezd megoldds Turan Paltél szarmazik. A Schwarz
egyenlotlenség értelmében

{;fvwww¢€v fvwmw%

innen és a feltevésbél kovetkezik, hogy

]ali

o ‘ﬁﬂWWW<1+

Ha az éallitdssal ellentétben f(z)==0 volna |z| =1 esetén, akkor

Jf(0)=1 vélasztas mellett |/f(z) regularis fiiggvény a |z| =1 zart
korlemezen, tehat ott

® VF@=1+biz+-bs2"+ .
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Alkalmazzuk |f(z)-re a Parseval formulat:

2n

2 | Fem

"do =1+, + b + .

Itt a bal oldalon

ok 1 r ;
o= | 17 ldg
0
all, tehat (7) értelmében

@
4

1+ |By (B8] 4---< 1+
és annal inkabb

14|t 9L,

@

? 2 :

(8)-bdl négyzetreemeléssel adodik, hogy
f@)=1+2b2+---,

tehat a feltevés értelmében

©) |6,] <

a
blz?‘.

Ez ellentmond (9)-nek, tehat indirekt feltevésiink helytelen, a fel-
adat allitasa teljesiil.

10. feladet.

Legyen k természetes szam,

+
sin v\
fx)y= J (T) cos 2xvdv.

Bizonyitsuk be, hogy

L) =0, hatx ="Kk vagy/x =-—F;

2. f(x)=0, ha —k<x<k;
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3. f(x) minden (/, /4 1) intervallumban (I = —k, —k+1,...,
k—1) egy-egy legfeljebb (2k—1)-edfokit polinom.®

A feladatot Bartfai Pal és Csiszar Imre oldottdk meg. Az
alabbiakban lényegtelen véltoztatasokkal ismertetjiik Csiszdr meg-
olddsat. A masik megoldés hasonlo.

A feladatban szereplé fiiggvény helyett vizsgéljuk az altala-

nosabb
+@

fa(xX)= J (Si: U‘J" Cos 2xv

-@

fiiggvényt.
Mint ismeretes (ldsd pl. ®uxrenronsi, Kypc AudpepeHunanb-
HOro M uHrerpajpHoro ucuuciaenus IlI. 645, ill. III. 648.)

7, ha |x|<l

2
: 1 a(l—|x|), ha |x|=1
L) =72, ha  x——, fi(x) =), ha |x|=1"

0, ha ix|>%

Legyen n = 3. Ekkor az integral nyilvan konvergens. Parcidlis
integralassal

u=sin*vcos2xv, WwW.=uy="

szereposztassal adédik, hogy

f nsin" v cosvcos 2xv—2xsin® v sin 2xv
n-1

Ja(x) = dv.

v
(A kiintegrdlt rész a végtelenben eltiinik, a parcidlis integralds

nyilvdn jogos.)
Minthogy

COS v COS 2Xv = % [cos (2x + 1)v 4 cos(2x—1)7),

—sinvsin2xy = % [cos (2x 4 1)v—cos(2x—1) ],

6 Az eredeti szovegben hibdsan cos xv szerepelt cos 2xv helyett.
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. tehat

fa(x) = 2(n1——1) J (Si: U) : [(n42x)cos(2x+1)v+
4 (n—2x)cos 2x—1)v]dv=

eragedlss oosnh gl

75 f 2(n—1) :

A most kapott reklnrziés formulabol és fi(x), fu(x) fenti explicit
eldallitdsabol teljes indukcidval konnyii levezetni, hogy

1. fu(x)=0, ha |x|=n|2 (nz_—l esetén x>%);
2. fu(x)>0, ha |x|<n|2;

3.1—0,1,...,n—1 esetén a (—%+1,—%+1+1) infer-

vallumban f,(x) egy legfeljebb n—1-edfokt polinom.

Innen n= 2k esetén adodik a tétel allitasa kiegészitve azzal,
hogy 2.-ben =0 helyett >0 irhat6. Nem lenne nehéz bebizonyi-
tani azt sem, hogy a széban forgé polinomok pontosan n-edfokuak.

A kovetkezé megoldds Turdn Paltél szarmazik és explicite
megadja a szoban forgd polinomokat.

Mivel

+@

~ Saial 2k
J (31;.1@) sin 2xvdv =0

-®

az integrandus pératlan volta miatt, tehat

+0 +o

5 2k i v\ 2K
i sinv Dizt 1 gy = el 6 200 pETan
f(")*"J(T J ear J( 2iv )e &

@ @

1 ¢ —pt 2k ekt
Tehaty 2z e s

©)

ahol az integral a képzetes tengely mentén veendd. A Cauchy-féle
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integraltétel kénnyfi alkalmazasaval adddik, hogy
e—e\*
J(x)= —J( ) eXdd o

ahol az integracio utja a Rez=1 fiiggbleges egyenes. A binomi-
alis tétel alkalmazéasaval nyerjiik, hogy

A =g 3y L f"( — dz.

Mint jol ismert és konnyen igazolhatd

an 1 J‘eaz

(1)

ha a=0
aZk 1

(2k K ha a=0.

Ezért x = —#k esetén (10)-ben minden tag 0, azaz f(x)=0. x=k
esetén ez kovetkezik f(x) parossdgdbol. Ezzel elsé allitisunk be
van bizonyitva.

Ha |x| <k, akkor (10) és (11)-bdl adodik, hogy

10 =gy, 2, 1 (2 @r—ak-t 2xm =

2k=v=Ek-

D G Gl [ EE S

=v=k-x

Innen kovetkezik a feladat 2. és 3. dllitisa és megkaptuk f(x)
explicit el6allitasat.

A kovetkez6 megoldas Rényi Alfrédtol szarmazik és szintén

sin v e U R
explicit formulat ad J( ) cos 2xvdv-re a valdsziniiségszamitas

felhasznalasaval.

Legyenek a §,&,...,&, valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek
és egyenletes eloszlasuak a (—1, 4 1) intervailumban és legyen

;n:‘El+EQ+"'+§N-



A &, véltozdk kozos eloszlasanak karakterisztikus fiiggvénye

+1
1 bl ST
q)(t) A 7 J ertdx = t ’

£

tehat C, karakterisztikus fiiggvénye
i " sint\"
ME) =g, =l (O =]

Ha marmost f,(x) jeloli &, sirfiségfiiggvényét, akkor

+m

(g‘)n: J‘ e f.(x)dx

40,

és igy a Fourier-féle inverziés formula szerint
<

=7, j (S‘“ L ) e,

Mivel 2 piros fugguény,

[0 Raint):
f"(x)_Z—nJ (——t—) cos xtdt.

-

G b7

. Az f.(x) fiiggvényeket explicite meghatarozhat]uk a definiciojukbdl,

vagyis az
ﬁ(x)=%jfm<x—u)du
=

rekurzi6 segitségével. Az dltalanos képlet a kovetkez6: .
gkl
el
és
Ful =0, ~ha "|x| >n

Fil e G )’(’;)(n—{—x—Zl)"'l, ha |x|=n

(Ez a képlet megtaldlhato Rényi Alfréd ,Valdsziniiségszamitds” c.
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}(6nyvében is a 713. oldalon. Itt sajtéhiba van: (n—1)! kimaradt.)
8y

+o

J (—S—T—1) cos 2xvdv =

N | Ao R

Ha n=2k, ugyanazt a formuladt nyerjiik, mint az el6bb. ‘

11. feladat.

Legyen a,=(—1)" (n=1,2,...,2N). Jelolje Ax(x) az
ay, @z, . . ., asy szamok koziil kivalaszthaté azon N tagu a; +ai,+
+ .- +a;, alaka Osszegek szamat (1=i<i<---<iy =2N),

melyek kisebbek, mint x|/N|2.” Bizonyitand6, hogy

(T

> A‘\v(x)_ 1 ‘J‘e‘?du (—oo<x<+°°)-

N>+ (QN) T V—z/_’T
N

-@

Erre a feladatra csak Csiszdr Imre kiildott be helyes megolddst.
Az aldbbiakban lényegtelen valtoztatdsokkal kozoljiikk a megoldasat.

Legyen —N =k = N és jelentse By, a k-val egyenld a;, -+
+ «++ 4 a;, alaki Osszegek szdmdt. Minthogy az a, szamok koziil
N szamu - 1-gyel, N szamu (—1)-gyel egyenld és mivel

ail—f—"'—f—a;N:k

akkor és csak akkor teljesﬁl, ha az a; szdmok koziil N;_k szami

egyenl6 +1-gyel k szamu pedig —1-gyel, azért

N N
B g(N—}—k)(N—k), ha N—k paros
A N,k=? —‘ “—*'—

2 2
0, ha N—k paratlan.

7 Az eredeti szovegben N|2 helyett tévesen N|8 allt.
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Tegyiik fel el6szor, hogy x>0 és legyen

AL’ — Z BN, k> lli' E Z BN, ko

-N=k=0 O<k<a)/ N|2
Vilagos, hogy
(12) Av= A%+ A},
Mivel -
N .
2N
Bynx=Bx-, > By Z( N )’
k=5N
tehat

Ay —=— 5 (ZN)+ By o:

De paros N esetén a Stirling-formula értelmében

(N)“ NP
Ni2) _ @N)F _ NV b
2N @2N)! N2
N NP '
= N)-m'
& 4° N (— o ZNW (%)QN
2N 2(1\1)”‘ Vx \N) '’
4z N( ) N o=
tehat
: E Rt
(13) o (ZN) o
N

és elég Ax-vel foglalkoznunk.

131?010 Ag/ (211\/\] ) kiszamitdsa végett becsiiljiik meg a

byl
%

kifejezést, ha N—>+ oo és k —O0(/N).

Dy x—

21 Matematikai Lapok
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A Stirling-formula alkalmazéasaval nyerjiik :
N

bli,k= (N_|_k)!2(N2—k)!2(2N)!

2

(2 a0

N—{—kN+"(N-—k)N_"(2N i N—|—kN k
( 2e ) 2e T) R Tl 2)n

5 o) S
——V.TE—N_ (l+£)N+k+l(1_£)N_k+l _]F—./ZN i s
&5 | N

Felhasznél{/a azt, hogy

log(1+h)=h——+ + it

ahol
lz|=1, ha |h{<3/4

elég nagy N eéetére nyerjiik :

log T=(N—|—k—|—1)log(1 —}——ll\%)—{—(N—k—]— 1)log(1—%)_

- TR e K
— kD [y — e+ gt +
kg K e b
e "‘“’(“*W‘3N3+“NI)=N+O(N)-

Innen és abbdl, hogy

1
eO(zV) =140 (%)
adédik, hogy :

e e P oD 2 ol

VﬂN V/rN
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Ezért

.

A!"] = 2 BN, k e Z’ bN e
(2 ) 0<k<z VN2 (ZN) O<k<az VN2 o
N N

SRR )
ockeaymp VTN n)|’

ahol 2’ azt jelenti, hogy az Osszegezés csak azokra a k-kra terjed
ki, amelyekre N—#k paros.

Felhasznalva, hogy a tagok szdima — O(J/N), a nyert kife-
jezés igy is irhatd:

Ax = t e _g-g-o(i'):
(2 N) ockenV¥3 /TN N,
N

o

2 !/ 27-[ 0<ﬁk/VW|§<jx ﬁ
L 2

Az itt szereplé Osszeg nyilvan az

il
Je 2du

0

integral eg % finomsagu felosztiashoz tartozd kozelitd Osszegé-
¥ N g g

2
nek tekinthet6. N — o esetén ez a felosztassorozat minden hatiron
tal finomodik, tehat

(14) lim By e—%gdu
N»w(ZN) '|/2n0 :
A <
Mivel
0 2
__!___ e ?du=]

21*
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(12), (13) és (14)-bdl kovetkezik, hogy valdban

xz

lim g i J1e_%’zdu
N> (ZN) m_ i
N

Az x =0 eset hasonléan targyalhato.

A kovetkez6 valosziniiségszamitasi bizonyitds Rényi Alfrédtol
szarmazik.

Legyen Sy az N darab + 1-bél és N darab —1-bél allé
halmazbdl taldlomra kivalasztott N elem osszege. Ekkor s, —2k—N
val6sziniisége ‘nyilvan (Il:/) / (21]\;, ), tehat sy karakterisztikus fiigg-

vénye
1 N (N)Q : y :
)= it(2k-N),
Ix(®) (2N)1;; P
N

Az fx(f) fiiggvény elballithaté integralalakban a kovetkezoképpen :

+7
-itN

fu(®)= Pl Wi J [1 4 eGP [1 -+ elt-PP¥ dg
2]
7T N7
és igy némi atalakitds utan
+
N g N
fn(t)= it A j [cos I19 cos t——i)] dg.
QTGN) & 2
7 N -
Legyen
s
e =¥ =4xN.
van (%)
Ekkor a Stirling-formula szerint

N—>o

N

Bevezetve a
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uj valtozot, adodik, hogy

e
; 7 AN & f+ I 3
(15) fN(f‘/N):——’—J (cos _co __) dy. -«
| Vh"Vf V2N V2N
Mivel
2+ 92
cost+9cost——9~e— E
2N V2N

tehat (15) értelmében

-2 i -8
(16) lrl_gf\(VN =t 2 JJe a9 =a %,

Mivel e *? a normalis eloszlas karakterisztikus fiiggvénye, (16)-bol
jol ismert tétel segitségével kovetkezik, hogy

7
u?

im P( - je 2 qu,
N->4o VN /277:

és éppen ez volt a bizonyitando allitas.

Megjegyzends, hogy a feladat allitisa specidlis esete egy
altalanos tételnek, amelyet Erdds Pal és Rényi Alfréd bizonyitot-
tak be és amely az AMI kozleményeiben van sajto alatt.

CONCOURS ‘COMMEMORATIF MIKLOS SCHWEITZER
POUR L’ANNEE 1958 4

Probléme 1.

Quels sont les groupes, dont chaque systéme générateur contient une
base? (On appelle base un systéme d’éléments du groupe qui engendre des
groupes cycliques dont le produit direct est le groupe lui-méme.)

Probléme 2.
Appelons le nombre entier positif n de type A s'il posséde un facteur
3

premier supérieur a |'n. Désignons par A(x) le nombre des nombres de type
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A non supérieur a x. Démontrer que

3= A(X)
lim e
x>
existe.

Probléme 3.

Démontrer que si dans la décomposition en facteurs premiers du nombre
entler positif n figure au moins un facteur premier de puissance =2, alors n
peut étre obtenu autant de fois comme produit d’un nombre impair de facteurs
entiers supérieurs a 1, que le produit d’'un nombre pair de facteurs entiers
supérieurs a 1. (Deux produits qui ne différent I'un de lautre que par I'ordre
de leurs facteurs doivent étre considérés comme différents.)

Probiéme 4.

Soit PP, Py P,P;P; un hexagone convexe. Désignons son aire par 7 et
par £ celle du triangle formé par les milieux Q;, Qs resp. Q, des diagonales
P, P4, P, P; resp. P,P,. Démontrer que

1
t<—T.
< 4
Probléme 5.

Démontrer que ni un intervalle ouvert, ni un intervalle fermé ne peut
étre formé comme la somme d'un nombre fini de sous-ensembles propres
sans points communs et obtenus 'un de Pautre par une translation.

Probléme 6.
Démontrer que si

1 n "
=0 et ;Zakg Z a (n=1,2,3,...),

k=1 k=n+1
@

alors la série E a; est convergente et sa somme est inférieure a 2ea,.
k=1

Probléme 7.
Soient a, et a; des nombres réels arbitraires et

o a1=0a,+ a5y s

n-+41

a, ; L e
Démontrer que la suite = est convergente et déterminer sa limite.
Probléme 8.

Soit f(x) une fonction périodique de période 1 non négative, convexe
d’en haut dans Pintervalle (0, 1), continue au point O;% x est réel, n un en-

8 Cette derniére condition a été omise du texte originel.
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tier positif; Démontrer que
f(nx) = nf(x).
Probléme 9.
Démontrer que si pour [z|=1
f@=14+az+a22+---
et
=Y 27

s J FEN) Py < (1 +4ly

alors f(2) a un zéro dans le cercle [z| =1.

Probléme 10.
Soit & un entier positif,
@

. ok
f(x) :J(smvm;) cos 2xvdv.

-0

Démontrer que

12 f(x)=0s1'x=F ou xé—/c,;
2° Jx)=0, si —k<x<k;
3° f(x) est un polynom de degre (2k—1) au plus dans chaque inter-
valle (,,{+1) =—k,—k—+1,...,k—1)2
Probléme 11.

Soit a,=(—1)" (n=1,2,...,2N). Désignons par. Ay(x) le nombre des
sommes a N termes et de la forme a; +a; Feeta s (I=h<p<--

=2N) qui sont inférieures a x}JN/2.10 Demontrer que

@

u2
Yo e g ) (—oo< x<'o0)
e A By o —_— 00 oC).
N> (21<IV) V2=

-

9 Dans le texte originel par suite d’une erreur commise, cos xv figurait
au lieu de cos 2xv. 2 : : i
: 10 Dans le texte originel par suite d’une erreur commise N/8 figurait au

lieu de N/2.



FELADATROVAT °

Szerkeszti: Hajos Gyoray

A feladatrovatnak szant kiildeményeket, az egyes feladatok
megoldasat kiilon lapon, a kovetkezé cimre kérjiik: Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat, Budapest, V. Szabadsag tér 17.-

Kitiizott feladatok

109. Egy téglatest alakt lddat olyan egybevagd téglakkal
akarunk megtolteni, amelyek éleinek aranya 1:2:4. Bizonyitandd,
hogy ez csak akkor lehetséges, ha a ldda ,,pdrhuzamosan” elhelye-
zett téglakkal is megtblthetd (amikor az ugyanolyan hosszu tégla-
élek mind parhuzamosak).

N. G. De Bruijn (Amsterdam)

110. Egy rendezett csoport P, Q szeletérdl azt mondjuk, hogy
a hozza tartozd rés O, ha minden d >0 csoportelemhez taldlhato
a p—q < d Osszefiiggést kielégité p ¢ P és g € Q. Bizonyitsuk be,
hogy egy elrendezés akkor és csak akkor archimédeszi, ha minden
szelethez O rés tartozik.
Fried Ervin

111. A sikbeli 4,, 4, haromszogek csticsain at a masik harom-
sz0g megfelel6 oldalara mer6legest fektetiink. 4,-bdl kiindulva ilyen
modon a A5, 4,-bol kiindulva pedig a 4, hdromszog oldalegyene-
seihez jutunk. Bizonyitsuk be, hogy e hdromszogek teriiletére
A sy — Ay AL .
, Kdrteszi Ferenc

Megoldott feladatok

93. feladat. Legyen P, P, ... a (0, 1) intervallumban el-
helyezked®, kiilonb6z6 pontokbdl 4llo, az intervallumban mindentitt -
sfirii pontsorozat. A Pi, ..., P,-; pontok az intervallumot n darabra
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osztjak, s a P, pont ezek egyikét két darabra osztja. Jelolje a, és
b6 ket darab hosszat. Bizonyitando, hogy

Z anbn (au + bn) Ty

n=—1

( J. Karamata, Belgrad)

1. megoldds. Elészor az a,b, szorzatokat &brazoljuk ekkora
teriiletli téglalapokkal tgy, ahogyan ezt dbrank bemutatja. A kapott
téglalapok egy egységbefogéjii egyenldszari derékszogli harom—
szogben egyrétiien helyezked-
nek el, és n novekedtével az
egész héromszt')get kitoltik.

Emeljiink mindegyik tég-
lalap folé a,--b, magassagu
hasabot, a haromszog folé pedig
olyan egységmagassagu tetra-
édert, amelynek csticsa a derék-
,szogii cstcsban, O-ban emelt
merblegesen van. Megmutatjuk, , a
hogy ez a tetraéder a hasdbok by b
mindegyikének a felét tartal- Lo oy
mazza, hogy tehat a hasdbok
térfogatanak az osszege a tetra- b,
éder térfogatanak kétszeresével, a; a,
azaz 1/3-dal egyenld. 0 P

" Elég tehat belatnunk, hogy >
a tetraédernek a haromszog folé 1. dbra
borul6 lapja a hasab testatlojén
halad at, vagyis azt, hogy a téglalap O-hoz legkdzelebbi csticsd-
ban emelt, a tetraéder emlitett lapjan végz6dd merdlegesnek a hossza
éppen a,-+ b,. Ez valoban igy van, mert, miként a tetraéder O-ba
futdé élei egyenldk, az ilyen meroleges egyenlo azzal a szakasszal,
amelyik a mer6leges talppontjatol az egyenl6szaru derekszogu héa-
romszog befogdjaval parhuzamosan az atfogoig terjed.

Kiss Erno

SO
O 4
~ND

1. megoldds. E16szor azt bizonyitjuk be,hogyhaa Py, ..., Pu1

pontok sorrendjét megvaltoztatjuk, a Zahb,\(a, + by) Osszeg nem

valtozik. Elég, ha ezt csak Py és Pm felcserelésere mutatjuk meg,
s6t szoritkozhatunk arra az esetre, amikor a vizsgalt tsszeg tagjai
egyaltalaban megvaltoznak, amikor tehat Pi.1 az ax, by hosszlisagu
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szakaszok egyikén, pl. a b, hossziisdgli szakaszon van. Ekkor az
Osszeg két tagja valtozik meg, mégpedig

@i (@41 + bier) (@x + Qrsr + Orrr) + @it Bt (@1 + bisr)
helyébe

(a;; -+ 0k+1) by1 (Qx + Qi + bk«)—l) + & Qi (ak + ay41)

lép, és ezek a kifejezések valoban egyenlok.

Ha tehat a Pi,..., P,.; pontokat ugy rendezziik el, hogy
Xi, ..., X,-1 koordinatdik monoton csokkenjenek, akkor xo—1, x,—0
jeloléssel a

n-1 n

k;: arbi (. + bz‘-) WT Zl X{Xi—l(X,"_l—xi)

eredményhez jutunk. Az utébbi Osszeg hatarértéke azonban a pont-
sorozat mindeniitt siirli volta miatt

0
lf xﬁdx—:%.

Detre Ldszlo
I1l. megoldds. Minthogy

1
a, bn (an + bn) e '3 [(an + b‘n)3 £33 a131 gy b?z],

0sszevonas révén

& : A
Zanbn(au + bn) Z% [1'_((:(3‘+ o +C§)]

n==1
adodik, ahol ¢, ...,cy azoknak az intervallumoknak a hossza,

amelyekre a Py, ..., Py pontok a (0, 1) szakaszt felosztjak.

Azt kell mar csak belatnunk, hogy a jobboldali kivonando
0-hoz tart. Ez igy is van, mert.

» "2

b
ZC? = (max ¢;)’ Zc,- — (max ¢,
i=0 =0

és a mindeniitt siiriség miatt N novekedtével max ¢;— O.
Sarkadi Kdroly
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IV. megoldds. Azt bizonyitjuk be, hogy a pozitiv x értékekre
értelmezett f(x) >0 fiiggvényre

3 1@+ 0)—F @) — 76 =10)

akkor és csak akkor teljesiil, ha

() lim 7). o,
.r—»Q X
Az el6z6 megoldds mutatja, hogy ez az éllitds a feladatét magaban
foglalja, hiszen f(x)=x?® kielégiti a megadott feltételt.
A vizsgalt sor részletosszege Osszevonds utan

21/ (@ +b)—f(a)—fb)]=[()— 2 /()

alakban irhat6, ahol co,...,cy ismét azoknak a szakaszoknak a
hossza, amelyekre a Pi,..., Py pontok a (0, 1) intervallumot fel- -
osztjdk. A feladat tehdt annak vizsgélata, hogy az

e
Sn= %f (Ci)
osszeg 0-hoz tart-e.
Ha (1) teljesiil, akkor adott & >0 értékhez megvalaszthaté o

gy, hogy x <0 esetén f(x)<ex. Ha N elég nagy, akkor a min-
deniitt siirfiség miatt c; <9 (i=0,..., N) és ezért

=
Sn<e), ci—as.
=0

Ebben az esetben tehat N novekedtével Sy valoban O-hoz tart.
Megjegyezziik, hogy f(x) pozitivitisara itt nem volt sziikségiink.

Ha (1) nem teljesiil, akkor van olyan &>0 és pozitiv érté-
kekbdl allg, 0-hoz tartd o, 0., ... sorozat, hogy

f(dd") ~;8 (n:],Z,...).

Feltehetjiik azt is, hogy a d,,d,,... sorozat monoton cstkken,
s hogy d,=1 jeloléssel .

@ d,,
(2) Zdnd = =
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hiszen a sorozat ritkitdsdval ez elérhet6. Bontsuk fel a (O, 1) interval-
lumot O, hosszlisdgli szakaszokra és egy d,-nél nem nagyobb
maradékra; a kapott intervallumok mindegyikét bontsuk fel 0,
hosszlisdgtiakra és egy ennél nem nagyobb maradékra; és igy
tovabb. Pontsorozatul valasszuk a sorozatosan bevezetett interval-
lumok végpontjait.

Az n-edik felbontds utdn a d, hosszlsagu szakaszok szama
legalabb

3] Ll =0l ) -5 Al -3t -5

§ 0;
ahol ¢ pozitiv és a (2) miatt konvergens I T (l—o—) szorzat ér-
i-1

tékét jeloli. Ha tehat N az n-edik felbonta51g bevezetett végpontok
szama, akkor f(x) pozitivitisa miatt

Sv> 5 f(0)=e,
és ezért az Sy sorozat nem tart 0-hoz.
Rényi Alfréd

A 93. feladat megoldasat bekiildték még: BALATONI JANOS,
BALAZS JAnOS, BARTFAI PAL, CsAszAR AKkos, CsISZAR IMRE, GESZ-
TELYI ERNO, MAKAI ENDRE, THle IMRE.

94. feladat. Melyek azok a minden valos értékre definialt,
szimmetrikus f(x, ..., x,) fiiggvények, melyek eleget tesznek a
kovetkezd két feltételnek:

1) f(x1+t,...,x,,+t):f(x1, Ly XY=tk
2)5 T Xr, o U =W (X, s, )i

ahol xi, ..., x,, t tetszOleges valds szamok és u tetszbleges a) valos
szam, b) 0-t6l kiilonboz6 valds szam, ¢) pozitiv szam?
(Aczél Jdnos)

: Megoldds. Elére bocsatjuk, hogy f(O,...,0)=0, mert u =2
valasztassal 2)-bél f(0, . ..,0)=2/(,...,0) adodlk Ez azt jelenti,
hogy u=0 yalasztassal 2) eleve teljesul hogy tehat a &) eset
a c) esettel azonos. Megallapitdsunkbol 1) alapjan adodik, hogy
fla,...,a)=a, és ezért a kovetkezdkben feltehetjiik, hogy az
XTsiats ,xn értékek nem mind egyenlOk.
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Jelolje m és o az xi, ..., x, értékek szdmtani kozepét és szo-
rasat, legyen tovabba -

X;=m-+oy; (I=aten )

Az igy bevezetett yi,...,y, értékek szamtani kozepe O és szd-
rasuk 1.

Az 1) tulajdonsag, valamint az u > 0 valasztidssal alkalmazott
2) tulajdonsag alapjan

f(xly--"x17):m+f(oy1!""Gyl'):m+0f(ylt---,yn)-

Eredményiink olyan el6irdst ad, amely elvezet az f fiiggvényhez,
ha f-nek az yi, ..., y. €rtékrendszerekhez tartozd értékeit ismerijiik.
Ha ezeket az értékeket szimmetrikus modon, de egyébként onké-
nyesen valasztjuk meg, akkor olyan f fiiggvényhez jutunk, amely
kielégiti az 1) feltételt és u >0 esetben -a 2) feltételt is.

A kapott fiiggvények koziil azok elégitik ki a 2) feltételt
negativ u értékekre is, amelyekre ez u = —1 valasztassal teljesiil.
Ez bekovetkezik, ha ugyanezt az yi, ..., y. értékrendszerek korén
beliil elmondhatjuk. .

Ezek szerint a feladat megoldasaihoz a kovetkezOképpen
jutunk: A b) és c¢) esetben egy tetszbleges szimmetrikus g fiigg-
vényt valasztunk, és az f fiiggvényt az

f(xl,..., xn):m—*-()'g(*{‘—o‘_—m,.._,.xio:in«)

elbirassal értelmezziik. Az a) esetben ugyanigy jarunk el azzal az
eltéréssel, hogy g fiiggvényiil tetsz6leges paratlan és szimmetrikus
fiiggvényt valasztunk.

Emlitést érdemel, hogy ha n=2, akkor az a) esetben f=m
az egyetlen megoldas. Ekkor ugyanis (yy,y,) csak (1, —1) vagy
(—1, 1) lehet, és pératlan szimmetrikus fiiggvény értéke ezeken a
helyeken O. : .

Hajos Gyorgy

A 94. feladat megoldasat bekiildték - még: CsAszAR Akos
RENYI ALFRED, SARKADI KAROLY.

98. feladat. Kérdés, hogy ha az xi, ..., X, pozitiv szamokra

xl+"'+xn=n+a;

1 1 1 i
E_‘_”.—*—;n_;n'-*—?{,
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ahol 0 <a <1, akkor teljesiil-¢ az
Xk i = N T
egyenlStlenség.
- (Barna Béla)*

Megoldds. A feltételeket kielégit6 X1, ..+, Xn/€rtékekre

S(1—xf =n—23x4 33 =n—2(n+a)+ 3x,
tehat
Zxi=n+2a+3(1—x)’.
A feladat tehat
2(l1—x;p =1—2a—a’
helyességének ellendrzését Kivanja.

Ez az egyenl6tlenség mindig teljesiil, mert ha pl. 0<x,<a<1,
akkor

S0 —x)?= (1 —x1)2> (1—a)?,

ha viszont az x,, ..., x, értékek mindegyikére x;=a >0, akkor

Z(I—Xi):z: 2Xi (XL—*—XL ——2) EGZ(JC,,—F—XL-—Z) =

: za[(n+a)+(n+%)—2n]—l+ag.

A feladat kérdésére ezek szerint igenld a valasz. Kiolvas-
hatjuk a megoldasbol azt is, hogy a vizsgélt egyenl6tlenségben
=n+1—a* helyett >n--1-4a2 is allhatna.

Baldzs Jdnos

A 98. feladat megoldasat bekiildték még: CzIPSZER JANOS,
FAy ArPAD, R. O. Davies (Leicester), MAKAI ENDRE.

100. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Hilbert-tér egység-
gombjének feliiletén megadhaté olyan végtelen ponthalmaz, amely-
nek barmely két pontja | 2-nél tavolabb van egyméstol, s hogy

ha a Hilbert-tér tomor egységgombjének egy- végtelen részhalmaza
a gdbmb belsejének” legalabb egy pontjat tartalmazza, akkor tartal-

maz két olyan pontot, amelyek |/ 2-nél kozelebb vannak egymashoz.
(Czipszer Jdnos és Erdds Pdl)

* A szerz6 ezt a feladatot a megoldast nem ismerve kozolte.
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Megoldds. a) Elére bocsatjuk, hogy ha a Hilbert-tér elemeire
If]|=lig|l =1, akkor |f—g|>}2 és Re(f,g)<0 egymassal
nyilvan ekvivalens allitisok. A feladat els6 allitasat igazoljuk tehat,
ha olyan £, f,, ... sorozatot adunk meg, amelynek elemeire i<k
esetén Re (f;, fi) <O teljesiil, hiszen ez a relacié a normalas utan
is érvényben marad.

Tegyiik fel, hogy az fi, ..., f. elemeket mar megvalasztottuk,
s hogy ezek linedrisan fiiggetlenek. Legyen g az altaluk kifeszitett
altérre ortogondlis, és

n

fin=2 cifit+g.
A ¢ egyiitthatokat megvalaszthatjuk tgy, hogy Re (fu1, f;) <0 az
i=1,...,n értékek mindegyikére teljesiiljon, ugyanis az

(S, f) =ce1(fi, )+ - +en(fur i) =—1 ((=1,..,n)

egyenletrendszer determindnsa a linedris fiiggetlenség miatt nem O.
Ezek szerint egy tetszéleges f; elembél kiindulva kivant tulaj-
donsagu végtelen sorozathoz juthatunk.

b) Tegyik fel az fi,fe,... sorozatrdl, hogy |fil|=c<1,
Ifll=1(=23,...), tovibbd ik esetén |fi—fi|l= )2

Feltevéseinkbodl kovetkezik, hogy a k=2, 3, ... értékekre

: |fi—filP=c+|flP—Re (h, f) = 2,
tehat
; (32, et =]
Re (fy, fi) = ZE 1l 5

Hasonléan adédik barmely i==k értékparra, hogy Re (f;, fi) <O.
Ezeket' felhasznélva

L4 1
25
i=1 1

n 1 ‘ I-‘1 2 n 1 - n ]
o Z-T|Jﬁ“2+ ZTRC (fl,fk)<2?+(c“—1)27-
i=1 1 =2 i=1 1 k=2

Elég nagy n-re ez lehetetlen, mert a harmonikus sor divergencidja
miatt az utolsé egyenlétlenség jobboldala negativvd vélik. Ez az
ellentmondas a feladat masodik éllitisanak a helyességét bizonyitja.

Gehér Ldsz10

A 100. feladat megoldasidt bekiildték még: BARTFAI PAL,
CsISzAR IMRE, KONCZ KAROLY, SZOKEFALVI-NAGY BELA. ,

< 0.

lIA

n

=2 R 2 3 ZRe (i, =

”
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PROBLEMES PROPOSES

109. On veut remplir une caisse, ayant la forme de parallélépipéde
rectangulaire, de briques congruentes dont les arétes ont la proportion 1:2:4.
Démontrer que ce n’est possible que si 'on peut remplir la caisse de briques
de position parallele (c’est-a-dire de facon telle que les arétes égales des bri-
ques soient paralléles les unes aux autres).

N. G. De Bruijn (Amsterdam)

110. Nous disons qu’une coupure P, Q d’'un groupe ordonné posséde
la lacune égale a 0, s’il existe a un élément quelconque d >0 du groupe deux
éléments p € P et q € Q tels que p—q < d. Démontrer que le groupe est or-
donné par un ordre d’Archimede si et seulement si chaque coupure posséde
la lacune égale a 0.

E. Fried

111. Deux triangles 4, et 4, étant donnés dans le plan, nous faisons
passer par les sommets de ces triangles desperpendiculaires aux cotés cor-
respondants de Pautre triangle. On parvient de cette maniére aux coOtés d’un
triangle 5 a partir de 4, et a ceux de 4, a partir de 4,. Démontrer I’éga-
lité A,:d,=A;: 4, pour les aires de ces triangles.

F. Kdrteszi



Jelentés a Beke Man6 emlékdij nyolcadik
kiosztasarol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége altal kikiildott bizottsag
elnoke Surdnyi Janos, tagjai Achatz Imréné, Bakos Tibor, Pogany Janos és
Gador Endréné el6ado voltak. A bizottsag az emlékdij szabalyzatanak megfe-
leloen megallapitotta, hogy a dijak odaitélésével elsésorban a matematikat
népszeriisitd konyvek és fiizetek irasat, valamint az ilyen targyli eldadasok
tartdsat kivanja jutalmazni. Az elbirdlasban ugyancsak fontos szempontnak
tekinti a bizottsag a kivald tanari munkat, a tandri tovabbképzést elGsegitd
iroi és eldadoi mikodést, a j6 szakkori munkat és a Bolyai Tarsulat kereté-
ben végzett szervez0 munkat.

A bizottsag e szempontoknak megfelelden az 1958. november 3-i, illetve
december 1-i iilésén az alabbi hatdrozatot fogadta el, amelyet az elnokség
jovahagyott: :

A bizottsag 2000 Ft jutalommal tiinteti ki KaimAr LAszio egyetemi
tanart; 1000—1000 Ft-tal jutalmazza Avrheriep Evit a soproni Széchenyi gim-
nazium tandrat, Gonpocs LAsziot az 1. Kker. Szilagyi Erzsébet gyakorlo
leanygimnazium tandrat, Parar Guszrivot a miskolci Boripari Technikum tanarat,
Reman Istvint az -Eétvés Lorand Tudomanyegyetem Abrazolé Geometriai
Tanszékének tanarsegédét, VArueuvi FErencet a Févarosi Pedagégiai Szemi-
narium gyakorld altalanos iskolajanak tanarat.

Indokolds

Kawmir Liszio Kossuth-dijas egyetemi tanar, a MTA ‘levelezd tagja
sokrétii munkdjanak stlypontja a tudomanyos kutatasra esik, emellett azonban
mindenkor szivvel-lélekkel kivette részét a matematika népszerfisitésébol. Mar
hallgatotarsainak olyan mértékben tudott segitséget nydjtani, hogy tébben kozii-
liik az 6 tanitvanyanak tekintik magukat. Mindég kiilonos éleslatassal mutat ra az
egyes matematikai gondolatmenetek donté mozzanataira, ezek hatéerejére. Nagy
gondot fordit az anyag megértetése mellett a gondolkodasra nevelésre. Ha ezzel
idénként komoly erbieszitést kovetel is hallgat6itol, aki erre raszanja magat
az sokszoros hasznat latja. A habori utdn tobb éven keresztiil eldadassoro-
zatban foglalkozott a matematikai érdeklodés felkeltésének kérdésével. Ezeket
az eldadasokat szivesen latogattak a tanarok is. ‘

Az 6 Osztonzésére és erds tamogatasaval indultak meg a milt rend-
szerben erOszakosan megsziintetett Kozépiskolai Mat. és Fiz. Lapok pdtlasara
a Dombi Béla szerkesztette matematikai példaivek, majd- a haborti utan a
szegedi feladativek és késébb a Kozépiskolai Matematikai Lapok; tovabba
ezzel parhuzamosan az orszagos matematikai tanuléversenyek. Tobb, mate-
matikai tovabbképzést és modszertani kérdéseket érintd cikke jelent meg az
emlitett lapokban és A Matematika Tanitasa c. folydiratban. Gyakran vett részt

22 Matematikai Lapok
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tankonyvek biralataban. Elnﬁke‘ volt a Miiveldodésiigyi Minisztérium mellett
miikodott Matematikai Modszertani Tandcsnak és jelentds része volt annak
eredményes munkajaban. ity

Egyik kezdeményezGje volt a matematikus-tarsulat wjjaalakitasanak, és
mindig kiveszi részét Tarsulatunk munkajabol. Kiilonosen figyelemre mélto az
a segitség, amit a pécsi tagozatnak nyujtott, mint annak patronusa. Tanacsaival
és el0adasok tartasaval egyarant hozzajarult a tagozat munkajanak fellendii-
lés¢hez. Emellett szamos tovabbképzé el6adast tartolt az orszag mas részein is.

Széles tanitvnyi garda halas Kalmar professzornak azért, hogy meg-
szerettette veliik a matematikat, és megszerettette a matematika terjesztésének
a feladatat is. Az eddig magasabb Beke-dijjal kitiintetettek nagyobb fele az ¢
tanitvanyai koziil keriilt ki.

AuTHERIED EvA — a soproni Széchenyi fidgimnazium tanara, — egyike
Gyor-Sopron megye legkivaléobb matematikatandrainak. Targyat a modern
didaktika elvei szerint, egyéni szinnel, kival6 eredménnyel tanitja. Foerdssége
a logikus gondolkodasra valé nevelés, a matematika Osszefiiggéseinek meglat-
tatasa, s az elméletnek a gyakorlattal val6 j0 Osszekapcsolasa.

Mint nevel6 is értekes egyéniség. Targyan keresztiil munkaszeretetre,
becsiiletességre, helytallasra és felelosségre neveli tanuloit. Kivald oktato és
nevel® munkajat sok éven at a szakérettségis tanfolyamokon hasznositotta, el6tte
és utana pedig a megye gimnaziumaiban. A kozépiskolas tanul6ifjisag neve-
1ését életcélnak tekinti és bar tobbizben kapott meghivast vidéki egyetemektol,
a kozépiskolas ifjusag neveléséhez és szeretett tanitvanyaihoz hii maradt.

A tanari tovabbképzésnek nemcsak résztvevdje, hanem aktiv segitbje.
Ertékes munkat végzett és végez az iskolai matematikai munkakozosségek
vezetésében, mint a kezdd tanarok odaadd és Onzetlen segitdje. Nagy tudasat,
sok éves tapasztalatat szivesen osztja meg masokkal.

Matematika szeretete athatja tanitisat és tanitvanyaival val6 magatar-
tasat, s sok esetben inspiraloja annak, hogy tanitvanyai a matematika tanari
palyat valasztjak hivatasukul.

Bar nem szerepl0 egyéniség, mind a tovabbképzés, mind a Bolyai Tar-
sulat soproni tagozata keretében tobb eldadast tartott. Ertékes munkéjat nem-
csak tanitvanyai és a kezd0 kartarsak szeretete és haldja, hanem a megyei és
minisztériumi feliigyeleti szervek elismerése is kiséri. Tobbszor kapott jutalmat,
s kormanykitiintetésben is részesiilt. Tulajdonosa a ,,Kival6 tanar” érdeméremnek.

Gonpocs Laszio az I. ker. Szildgyi Erzsébet gyakorld leanygimnézium
tanara. Tanari munkajat kivaloan végzi. Szamos tanitvanyat lelkesitette a
Kozépiskolai Matematikai Lapokban. valé dolgozasra és a versenyeken valo
részvételre. A Bolyai Tarsulat altal szervezett magyar-szovjet baratsagi hénapok
keretében eldadasokat tartott kozépiskolai tanulék szamara. Mar évek dta
résztvesz az Orszagos Kozépiskolai tanulmanyi verseny és az Arany Daniel ver-
seny dolgozatainak atvizsgalasaban. A Tarsulat Oktatasi Szakosztalydnak kereté-
ben a kozépiskolai oktatas szipvonalanak emelésén faradozik. Az Eotvos gimna-
ziumban kivaloan dolgozé szakmai munkakozosséget vezetett; ennek munka-
jarol A Matematika Tanitasa c.efolydiratban is beszamolt.

Gondocs Laszl6 élénken Kivette részét a miiegyetemi oktatds és a tanar-
képzés munkajabol is. Mint gyakorld vezetd tanar elmélyiilten fogldlkozik a
matematikatanitis modszertani kérdéseivel is. Igy a tanitokeépzésbe kapcsolodva
foglalkozott az alsotagozati szamtantanitds modszertanaval; véleményezte a
tanitoképzok mateniatikai tantervét, majd az elmult évben a szervezes alatt
all6 felsofokd tanitoképzok modszertani tantervét vizsgdlta. A matematika és
abrazolé geometria tanitds kérdéseivel foglalkozé értekezleteken mindig igen

!
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épitd modon vesz részt, és hozzaszdlasaival fontos kérdések tisztazasahoz
vagy eldontéséhez segit hozza. Jelenleg egy kozépiskolai geometriai targyti
szakkori fiizet irasaval foglalkozik. Kivald tanari és tanarjelolt-vezeté munka-
janak elismeréseképpen a Fovéarosi Tanacstol tobbizben pénzjutalmat kapott,
egyizben pedig rendkiviili el6léptetésben részesiilt. !

Parar Guszriv a miskolci Béripari Technikum tandra. Tanari munkajat
lelkiismeretesen ¢és igen szép eredménnyel végzi. Ordit mintaszerii gondossag-
gal épiti fel és kitiind pedagégiai érzékkel vezeti. Tanulbival kitelezd tananyag
kozlésen tulmenden is foglalkozik. Tanitvanyai koziil sokan résztvesznek a
Kdzépiskolai Matematikai Lapok feladatmegoldd versenyén; minden évben
tobben bekeriiltek az Arany Daniel, ill. az Orszdgos Kozépiskolai Matematikai
verseny dontdjébe. Kollégar és didkjai szeretik, nagy népszeriiségnek Orvend.
Az oktatason kiviil komoly nevel6 munkat végez, az iskolan kiviil is foglal-
kozik aw ifjusaggal.

Nélkiilozhetetlen tarsadalmi munkat végez a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat helyi tagozatanak vezetOségi tagjaként. Matematika-népszeriisitd
tevékenységéhez tartozik, hogy a tanarok részére rendezett szakmai tovabb-
képzd eldadasok egyik legteveékenyebb résztvevdje, €s gyakran tart az altalanos
és kozépiskolai tanarok szamara is eléadast. A Bolyai Tarsulat 6sszejoveteleinek
megszervezésében is jelentds szerepe van. Aldozatkész és pontos munkéjara
mindig lehet szamitani. Kivette részét a kozépiskoiai tankényv biralattal kap-
csolatos munkakbol is.

; RemaAN Istvin; az E6tvés Lorand Tudomdnyegyetem Abrazoldo Geomet-
riai Tanszékének tanarsegéde. Az egyetemen végzett munkaja mellett a tanar-
jeloltekkel val6 foglalkozasanak eredményesebbé tétele érdekében az 1957/58
tanév ota egy gimnaziumi osztalyt is tanit. Kivalé pedagdgiai ratermettsége
mar egyetemi hallgaté kordban megmutatkozott.

A Bolyai Tarsulat keretében igen sok el6adast tartott tanaroknak és
didkoknak, Budapesten és vidéken egyarant. Tanari tovabbképzd elbadasokat
tartott a Fovarosi Pedagodgiai Szeminarium és a Kozponti Pedagbgus Tovabb-
képz6 Intézet tanfolyamain, valamint a TIT Jozsef Attila szabadegyetemén is.
Eldadasait a kristalytiszta logika, a mddszeres felépités, a vilagos eldadasmod
jellemzi. Gyakorlatban mutatja be minden egyes eldaddsiaval a matematika
tanitasanak eredményes modszerét. Szép és  eredményes munkat végzett a
kozépiskolai tanarok atképzése soran is.

A csoportelmélet geometriai alkalmazasarél cikke jelent meg A Mate-
matika Tanitdsaban. Kitind szakkori fiizetet irt kozépiskolai tanulok részére a
. Geometriai feladatok megoldasa komplex szamsikon” cimmel.

VirneLyr FErenc a Fovarosi Pedagdgiai Szeminarium gyakorlo altalanos

iskoldjanak tanara. A gyakorl6 iskola didaktikai munkajanak megfeleléen a
* . Miivelddésiigyi Minisztérium, a Kozponti Pedagégus Tovabbképzé Intézet és
a Fovarosi Pedagogiai Szeminarium megbizasabol résztvett tankonyvek, tan-
tervi utmutatok, tankonyvpalydzatok, szemléltetd eszkozok, oktatofilmek bira-
latdban, valamint az (j altalanos iskolai tanterv elkészitésében. Tanitdsi mun-
kajat igen j6 szakmai és pedagogiai felkésziillség, az érakra valé mintaszerii
gondos eldkésziilet jellemzi. Varhelyi Ferenc szenvedélyes tanar. Tanitvanyainak
logikus gondolkodasi képessége és szamolasi készsége egyarant kit{in6. Ki kell
emelni azt a sok szellemes oOtletet, amelyekkel oOrain a matematika anyag
allando ismétlését biztositja.

Igen sok gondot fordit a formalizmus elkeriilésére, anélkiil, hogy az
ismeretek szilardsaga csorbat szenvedne. :

22¢
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Orait rendszeresen latogatjak a budapesti matematikatanarok, az egye-
tem tanarjeloltjei, a Kozponti Pedagogus Tovabbképzo Intézet tanfolyamainak
hallgatéi. Emellett el6adasok tartisaval és szeminariumok' vezetésével is jelen-
tés mértékben segiti a budapesti tanarok szakmai tovabbképzését. Cikke jelent
meg A Matematika tanitasdban a folyamatos ismétlésrol.

Budapest, 1958. december 12.

Jelentés a Beke Mané emlékdij
kilencedik kiosztasarol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége az emlékdij kiosztdsa
céljabol bizottsagot kiildott ki. Elnoke: Suranyi Janos, tagjai: Hédi Endre,
Reiman Istvan, Varhelyi Ferenc és Gondocs Laszlé a bizottsdg elbaddja.
A bizottsag az emlékdij szabalyzatanak megfeleléen megallapitotta, hogy a
dijak odaitélésével elsOsorban a matematikat népszeriisitdé konyvek és fiizetek
irasat, valamint az ilyen targya el6adasok tartasat kivanja jutalmazni. Az elbi-
ralasban ugyancsak fontos szempontnak tekinti a bizottsag a kivalé tanari
munkat, a tanari tovabbképzést elésegitd irdi és eldadoi miikodést, tovabba a
j6 szakkori munkat és a Bolyai Tarsulat keretében végzett szervezé munkat.

A bizottsag a fenti szempontokra figyelemmel az 1959 jianius hé 12-én
megtartott iilésén az alabbi hatarozatot fogadta el, amelyet az Elndkség jova-
hagyott. )

A bizottsag 2000 Ft jutalommal tiinteti ki Hajos Gyoray Kossuth-dijas
akadémikus, egyetemi tanart, 1000—1000 Ft-tal jutalmazza Farsana PALNEt, az
Egyetem Séagvari Endre gyakorld 1sko]a]anak vezetd tanarat, OrpocH Liszt ot,
a debreceni Fazekas Mihaly gyakorlo glmnazmm vezetd tanarat és GAZSO IsTvAN
szakfeliigyel6t, a szegedi tanitoképzd tanarat.

Indokolds

Hajos Gyoray Kossuth-dijas akademikus, egyetemi tanar, miikodésének
forésze ugyan a matematikai kutatasra és a felséroku oktatasra esik, azonban
rendszeresen Kiveszi részét a matematika népszeriisitésébol is. Egyeteml elo-
adasai mindenkor igen kozkedveltek.

Gyakran tart tanarok és szakfeliigyel6k részére tovabbképzo eibadasokat,
- amelyeket pedagogusaink mindenkor nagy érdeklédéssel varnak és hallgatnak.
Elbadasai a korszerii és szinvonalas matematikai oktatas szempontjabol iranyt-
mutatok. Nem egyszer mutatott ra matematikai oktatasunkban a megcsonto-
sodott helytelen szemléletre, a tévesen hasznalt fogalmakra, és kikiiszobolésiik
modjara. Ezekben az elbadasokban éles logikaval fejtette ki a kozépiskolaban
is hasznalando tiszta matematikai fogalmakat, definiciokat, és a geometria
egyes részeib6l olyan értékes Osszefiiggéseket és blzonyltésokat mutatott be,
amelyek a kdzépiskolai oktatdsban is igen el6nyosen felhasznalhatok.

Nagy érdeklédés kisérte a kiilonbozd ismeretterjesztd intézmények kere-
tében széles érdekldodd kozonség szamara tartott el6adasait is. Ezek kozil a
,,Miért szép a matematika” témakorben tartott eldadassorozatra ma is sokan
emlékeznek vissza és szivesen latndk viszont nyomtatasban. A didkok részére
kozépiskolai délutant tartott a vektorokrol. i
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Igen nagy része van a Kiirschak versenyek mintaszerii megrendezésében.
Mar a masodik vilaghabora el6tt tagja, majd eléaddja volt az Eoétvos-verseny
biral6 bizottsaganak és 1949 ota 6 irdnyitja az annak folytatasaként rendezett
Kiirschak Jozsef matematikai tanuléverseny szervezését. A feladatokat elemz6
beszamoloi évrol-évre sok oldalrol vilagitjak meg a verseny feladatait. Tars-
szerzokkel egyiitt djra megjelentették atdolgozott kiaddsban Kiirschak Jozsef
Versenytételek cimli munkajat, majd kiadtdk a késObbi versenyek feladatait
tartalmazé masodik kotetet, melynek alapjaul Hajos eldadéi beszamoldi szol-

altak. :

. Hajos Gyorgy mint a Tarsulat Oktatasi Szakosztalyanak elnoke, kiveszi
részét az értelmes e€s korszerii matematikai oktatas kialakitasaért folyd munkabol.

Farsane PALNE az Egyetem Sagvari Endre . gyakorlé gimnaziumanak és
altalanos iskolajanak vezeto tandra. Evekig a Ped. Féiskola Kertész utcai
gyakorld iskoldjaban tanitott. Kivaléan felépitett orai, melyeken kozépponti
szerepet biztosit a tanulok logikus gondolkodasra valo nevelésének, rendkiviil
alkalmasak arra, hogy mintaul szolgaljanak azoknak a tanarjelolfeknek, akiket
most mar tobb év ota igen eredményesen nevel. Bemutatd ordin a gyakorld
pedagogusok, igazgatok és szakfeliigyelok is komoly haszonnal vesznek részt.

Tanitvanyai nagy kedvvel és szamoftevé eredménnyel tanuljdk a mate-
matikat. Szamoldsi keszségiik, gondolkoaésuk és matematikai kifejezOkész-
segiik is egyarant fejlett.

Farsang Palné a tudatossag fokdra emeli ‘oktaté és neveldé munkajat.
Ehhez nagymértékben hozzajarul az a tény, hogy sokat foglalkozik a mate-
matikatanitds modszertani kerdéseivel, és a matematikatanitas magasabb szinre
val6 emelése érdekében allandéan uj utakat, eredményesebb modszereket
torekszik keresni. Eziranyd munkassaganak eredményeirél a szakirodalomban
is beszamolt. Igy a tizedes tortekkel vald osztas tanitdsanak dltala kidolgozott
metodikajat ,,A Matematika Tanitdsa” folytatdsokban kozolte. Ezenkiviil a
szamelmeélet és a torttel vald szorzas tanitisanak modszertani kérdéseivel is
elmélyedten foglalkozik. Elgondolésait” tanitasanak eredményei teljes mértékben
igazoltadk. Mddszertani problémakrél a féiskolai hallgatéknak eldadasokat tar-
tott. A hasonldsag altalanos iskolai tanitasardl kiilon eldoadasa is volt.

Farsang Palné valosagos miivésze a tanitdsnak. Tagja a Tarsulat okta-
tasi bizottsaganak. 3

OrpocH LiszLo a debreceni Fazekas Mihaly gyakorld gimnazium vezetd
tandra. Tobb mint 20 éves munkassaga folyaman az oktatds kiilonb6z6 terii-
letein miikodott: volt egyetemi gyakornok ¢s tanarsegéd, kozépiskolai szak-
feliigyel6 és oktaté kader, de a legtobb id6t a kozépiskolai ifjisag matematika
tanitasanak szolgdlatdban toltotte el.

Oktaté tevékenységét igen kitlind szakmai és pedagdgiai képzettség, a
tanitdsi 6rak gondos megszervezése, a logikus gondolkodasra nevelés, a nagy-
foku lelkiismeretesség, szerénységébodl fakado rendkiviil megnyerd magatartas
¢s mindezek kovetkezményeképpen kivald eredményesség jellemzi. Munkajaban
allanddan torekszik a matematikai oktatds szinvonalanak emelésére. Ezt tanit-
vanyainak nemcsak az érettségi vizsgalatokon vald sikeres szereplése, hanem
az Arany Daniel, valamint az Orszdgos Kozépiskolai versenyeken elért értékes
helyezései is meggy6z6en bizonyitjak. Didkjai jelenleg is a Kozépiskolai Mate-
matikai Lapok legjobb feladat megolddi kozé tartoznak.

Mint gyakorlé gimnaziumi vezetd tanar igen értékes munkat végez a
leendd tanarnemzedék szakmai és didaktikai képzésében. Lelkesedése, hivatas-
szeretete, személyes példaadasa nagy hatdssal van a hozza beosztott tanar-
jeloltekre.

| - .
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Ordogh Laszl6 tobbizben tartott bemutaté tanitast és modszertani eld-
adast. Tevékenyen kozremiikodott az 1. oszt. gimnaziumi matematikai Gtmutato
megirasaban. . :

Eredményes tanari munkajaért 1953-ban az ,,Oktatasiigy kivalé dolgozéja”
kitiintetést kapta.

Gazso Istvan a szegedi tanitoképzd tanara, Csongrad megye és Szeged
kozépiskolaiban a matematika €s abrazolé geometria szakfeliigyeldje. Munkajat
lelkiismeretesen és odaadassal végzi. Kiemelked6nek tartjuk a kozép és alta-
lanos iskolai tanirok tovabbképzésében kifejtett tevékenységét. Ennek kereté-
ben szamos elbadéast tartqtt Szegeden, Hédmezévasarhelyen, Csongradon,
Makoén, Szentesen. Szorosan egyiitt dolgozik a Tarsulat szegedi tagozataval.

A kozépiskolai matematikai versenyek, . els6sorban a megyei dontok
szervezésében végez fontos munkat, tobbszor részt vett az els6 forduldkon
beadott dolgozatoknak a szegedi tagozaton beliili feliilvizsgalataban.

Mint tankonyv- és tantervbiraionak jelentés szerepe van a matematika
oktatas fejlesztésében. A Miivelédésiigyi Minisztérium és a Pedagdgiai Tudo-
manyos Intézet felkérésére tobbizben volt biraldo és vett részt a matematika
tanitasaval kapcsoiatos kérdéseket megvitato értekezleteken s volt ilyen bizoft-
sagnak a tagja. )

Figyelemre mélté az irodalm# munkassiga:

1. ,,Matematika a tanitoképzok 1. o. szamara” c. tankonyv. (Varga Tamadssal
kozosen.)

. ,Szerkesztések.” Szakkori fiizet az altalanos iskolai tanulék szamadra.

. ,,Algebra.” Szakkori fiizet az altalanos iskolai tanulok részére.

. ,A gimnaziumi matematikai tanitads jelenlegi helyzete 1955.” (Pedagégiai
Tudoméanyos Intézet.)

Budapest, 1959. jin. 24.

- wn

. Jelentés az 1954 évi Griinwald Géza emlékdijrél

Hosszi Miklés az 1954 évi Griinwald Géza emlékdij palyazatra benyiij-
totta ,,Néhany tobbvallozos fiiggvényegyenlet altalanositasa” cimii dolgozatat.

Hosszi Mikl6s dolgozataban az (g, b) intervallumon érteimezett F(x, y) €
€ (a, b) ismeretlen (szigorian monoton) fiiggvényre vonatkozé

(1a) Flx, F(y, 2)] = F[F (%, y), 2] (asszociativitas),
(2a) F(x, y)=FI[F(x, 2), F(y, 2)] (tranzitivitas),

(3a) F[F(x,y), F(u,v)] = F[F(x, u), F(y, v)] (biszimmetria),

(4a) F[F(x, y), 2| = F[F (x, 2), F(y, 2)] (autodisztributivitas)

fiiggvényegyenletekben tobb ismeretlen fiiggvényt szerepeltetve az illeté egyen-
letek alabbi altalanositasait vizsgalja:

(1) F[X, G(y«' Z)] = H[K(x7 J’)» Z]:
(2) K(xv y):‘F(G(xr Z), H(yr Z)],
(3 F[G(x, y), H(u, v)] = K[L(x, u); M(y, )],

4 F[G(x, y), 2] = G[F(x, 2), F(3, 2)] : (disztributivitas)
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(1) egyszersmind altalanositasa az
(la) F(x, u + v) = F[F(x, u), v] (transzlacio),
(16). Flx, G(u,v)] = F[F(x, u), v] (transzformacio)

fiiggvényegyenleteknek is, és specidlis esetként tartalmazza az asszociativ
jellegti torvényeket.

A dolgozat 1. §-aban az (1)—(4) megoldasat adja meg az (1)—(3) eset-
ben a szerepld fliggvényekrol feltételezve, hogy létezik el nem t{ind elsérendii
folytonos parcialis derivaltjuk, illetve a (4) esetben kétszer differencialhaték
és mindegyik esetben szigortian monotonok. A 2. §-ban néhany specialis esetet
vizsgal, ahol a differencialhatosag helyett elég csak folytonossagot feltételezni.
A 3. §-ban az (le) és (1a) kiterjesztésével foglalkozik arra az esetre, midon
a valtozok és maga az ismeretlen fiiggvény nem skaldris mennyiségek, hanem
tobbdimenzios vektorok. gy (1¢) megoldasa az n-dimenziés x — {X;, X5, ..., X,}
térvektorok U — {uy, us, ..., it,,} additiv paraméter rendszertol fiiggd F(x, U)—
=y=A{M,Ys,..., Vo) transzformdcidinak kanonikos eloallitasat szolgaltatja, az
(1a) fiiggvényegyenlet bizonyos megszorité feltevések melletti megoldasa pedig
feleletet ad arra a kérdésre, mikor lehet additiv paramétereket bevezetni.

Mint utdlag kideriilt, (4) és (18) fontos szerepet jatszik a geometriai
objektumok elméletében, s a probléma iddszeriiségét mutatja, hogy e fiigg-
vényegyenleteket egyidejlileg tobben is vizsgaltak, foként lengyel matematikusok,
igy S. Golab. H. Pidek, illetve mas szempontbo6l kiindulva foglalkozott (18)-val
S. Lojasiewicz. Ugyszintén mdas nomografiai problémabol kiindulva oldotta
meg egyidejiileg (1)-et C. Ryll-Nardzewski. Hosszit Miklés téliik fiiggetleniil
jutott el eredményeihez.

Az eredmények és az alkalmazott meggondolasok egyarant érdekesek,
a teriilet alapos ismeretére és hatarozott matematikai Otletességre vallanak.
A dolgozat lényegesen tijat mond a fiiggvényegyenletek elméletében.

A bizonyitasok és az eredmények megfogalmazasa is vazlatos; a részle-
teket illetben a szerz6 megjelent, vagy megjelend dolgozataira hivatkozik.
A palyazatra benydjtott dolgozat egyébként megjelenik a MTA IIl. Oszt. Kozle-
ményeiben (6 (1956), 439—449). ¥

A dolgozatot a Griinwald-dij I. fokozatanak elnyerésére a bizottsag
nemcsak mint egyediil benyiijtott palyamunkat, de az azévben megjelent
magyarnyelvii dolgozatok kozt is kivaloan érdemesnek talalta.

A birald bizottsag.



Beszamol6 a kozépiskolai didkok elsé nemzetkozi
matematikai olimpiaszarél

A Roman Népkoztarsasag Matematikai és Fizikai Tarsulata az orszag
felszabadulasanak 15-ik, valamint a Tarsulat megalapitasanak 10-ik évforduldja
alkalmabdl Nemzetkozi Matematikai Olimpidszt rendezett, f. év jilius 21-t6l
31-ig, a Szovjetunié és az eurdpai népi demokratikus orszagok kozépiskolds.
tanuldi részveételével. A Matematikai Olimpiasz megtartasahoz jelentds erkolcsi
és anyagi tdmogatassal jarult hozza a Roman Oktatas- és Nevelésiigyi Minisz-
térium, tovabba a Roman Munkasifjisag Szovetsége is. Az Els6 Nemzetkozi
Matematikai Olimpidszon 4 szovjet ¢és 8—8 bolgar, csehszlovak, lengyel,
magyar, német,\valamint roman diak ill. didklany versenyzett egymassal.

- A versenyzOknek Sztalinvarosban (Orasul Stalin) két egymasutani napon
(jul. 24. és 25.) irasban kellett megoldaniok 3—3 feladatot. Els6 nap egy-egy
aritmetikai, algebrai és trigonometriai példat kaptak, mig masodik dolgozatuk-
ban két sikmertani és egy térmértani feladattal Kkellett foglalkozniok. A fel-
adatokat az egyes kiildottségek vezetdibdl alakult nemzetkozi bizottsag valo-
gatta ki, a kiilonbozo résztvevd orszagok képvisel6i altal kitlizésre javasolt
példak koziil. Sajnos nem mindegyik kiildottség hozott magaval a versenyen
kitlizésre szant feladatokat. A Kitlizott 6 feladat koziil kettdt-kettét a magyar
. és a roman, egyet-egyet pedig a csehszlovak és a lengyel kiildottség vezetdje
terjesztett be. A versenydolgozatokat ugyanaz a nemzetkozi bizottsag biralta
el, amely a versenyfeladatokat is megallapitotta.

Az olimpidszon résztvevd magyar kiildottség, amelyet H6di Endre az
Optikai Kutaté Laboratérium tudomanyos munkatarsa vezetett, szép sikert
ért el: A harom els6 dij koziil egyet Csanak Gyorgy, a debreceni Fazekas
Mihaly gyak. gimnazium idén érettségizett tanuldja nyert meg, a harom maso-
dik dijas kozott volt Halasz Gdébor, a budapesti Rakdczi Ferenc gimnazium
ugyancsak idén végzett tanuldja, az 6t harmadik dij koziil kettdé keriilt Magyar-

- orszagra: az egyiket Bollobas Béla, aki idén a budapesti Apaczai Csere Janos
gyak. gimnaziumban Il osztalyt végzett, a masikat pedig Muszély Gyorgy, a
budapesti Vorosmarty Mihaly gimnazium III. osztalyt végzett tanul6ja nyerte.
Végiil a 10 dicséretben részesiilt didk kozott is talalunk magyar nevet: Szdsz
Domokosét, a budapesti E6tvos Jozsef gimnazium idén érettségizett tanulojaét.

Az olimpidsz eredményének kihirdetése iinnepélyes keretek kozott tor-
tént Bukarestben jilius 28-an. A Roman Matematikai és Fizikai Tarsulat
Elndksége részérdl Grigore C. Moisil akadémikus, a nalunk is jol ismert
kivalé6 matematikus mondott iinnepi beszédet és & osztotta ki a dijakat is.

Az irasbeli dolgozatok elkészitésének ideje alatt a kiildottségek vezetbi
hasznos megbeszéléseket folytattak a kozépiskolai matematikatanitas problé-
mair6l. A tanacskozasok kozéppontjdban a kovetkezd hdrom kérdés allott:

1. Az iskola és a gyakorlati élet kapcsolatanak szorosabba tétele,

2. a kozépiskolai matematika anyag modernizéaldsa és

3. a tanulok tilterhelésének csokkentése.
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A kiildottségek vezetdinek e hivatalos jellegii megbeszéléseken kiviil is
boven volt médjuk tajékozodni afeldl, hogy milyen a kozépiskolai matematika-
tanitas helyzete az egyes szocialista orszagokban mely probléméak megoldasan
dolgoznak a‘szakdidaktikusok és milyen eredményeket értek el ezen a téren.

Az olimpidsz tartama alatt azonban nemcsak a kiildottségek vezetdi
kozott 1étesiiltek a kozos érdeklddési koron alapuld szivélyes barati kapcso-
latok, hanem a kiildottségek tagjai, a kiilonboz0 szocialista orszagok didkjai
és dlaklényax kozott is. Hamar lekiizdotték a nyelvi nehézségeket, egymasnak
tolmacsoltak, ha kellett és bensdséges barati légkor alakult ki kozottiik.
A szemelyes kapcsolatok kiépiilését nagymertekben eldsegitette az olimpiasz
kiegészitd, kulturdlis programja, amelynek keretében a resztvevok a Roman
Népkoztarsasag szamos ipari és kulturalis letesntményét tovabba természeti
szépségét tekintették meg.

A vendéglatok igen nagy szeretettel fogadtak az Elsé Nemzetkozi Mate-
matikai Olimpiasz kiilfoldi résztvevéit és egész romaniai tartézkoddsuk soran
rendkiviil figyelmes banasmddban részesitették oket. Azzal a meggy6zbdéssel
hagytuk el Romania foldjét a didkok e nemes versenye utan, hogy ez a kez-
demenyezes helyes volt; a tovabbiakban is sziikség van arra, hogy ilyen nem-
zetkdzi tanulmanyi versenyeket rendezzenek, még pedig mind a kozépiskolai
matematikatanitas eredményessegenek fokozasa szempontjabol, mind a kiilon-
boz6 nemzetiségii tanarok és tanulok kozotti barati kapcsolatok kiépitése és
egymas életének megismerése, egymas problémainak megértése szempontjabol.

A feladatokat a Kozépiskolai Matematikai Lapok oktéberi szama kitlizte,
megoldasra.

| "I T
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Fuchs Ldszl6 meghivas alapjan két hetet tsitott Hollandidban, ahol
Delitben harom, Amsterdamban, Utrechtben és Eindhovenben egy-egy eladast
tartott a kovetkezd cimekkel:

1. Strukturfragen in der Theorie der abelschen Gruppen.
2. Tensorsches Produkt abelscher Gruppen.
3. Uber die Charaktergruppe von diskreten abelschen Gruppen.

Ugyancsak meghivasra két eloadast tartott a parizsi egyetemen az
1. és 2. témakrol.

Fuchs Ldsz2l0, Rédei Ldszlo és Szép Jend a nyugat-németorszagi Ober-
wolfachban levd Mathematisches Forschungsinstitut meghivasara részt vettek
és elbadast tartottak az intézet altal rendezett csoportelméleti kollokviumon.
A R. Baer frankfurti és H. Wielandt tiibingeni professzorok vezette kollokviu-
mon az intézet vagy tiz orszag szakembereit latta vendégiil. Az emlitetteken
kiviil W. Gaschiitz (Kiel), O. Griin (Wiirzburg), M. Lazard (Paris), F.Loonstra
(Haag), G. Zappa (Firenze), R. Kochendorifer (Rostock) és tobben masok
tartottak eldadast. Fuchs a tenzori sorozatrél, Rédei a véges kommutativ fél-
csoportok struktiirajarol, Szép csoportoknak egy altalanos bovitésérdl adott eld.

Az Unione Matematica Italiana 1959. szept. 11-t6l szept. 16-ig tartotta
VI. nemzeti matematikai kongresszusat Napolyban, melyre meghivtak a népi
demokratikus orszdgok Akadémiait is. A Magyar Tudomanyos Akadémiat
Alexits Gyorgy és Turan Pal, a csehszlovak Akadémiat J. Novak és V. Knichal,
a roman Akadémiat C. Jacob és A. Haimovici, a lengyel Akadémiat W. Orlicz
és A. Bielecki, a bolgar Akadémiat L. Csakalov képviselték. A délel6ttok
folyaman olasz matematikusok tartottak egyoras el6adasokat, délutan a munka
szekciokban folytatodott. A szekciok a kovetkezOk voltak:

I. Algebra.

1. Analizis.
IIl. Val6sziniiségszamitas és alkalmazésai, kozgazd. matematika.
IV. Geometria. :
V. Mechanika és matematikai fizika.

V1. Topolégia.

VII. Torténet, a matematika filozofiaja. Didaktika. .

A kongresszuson jelentékeny szamu kiilfoldi matematikus jelent meg és
adott el6. A magyar résztvevok a kovetkezd eldadasokat tartottak:
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Adler Gyorgy: Refrigerazioneacentrocorrente di materie granulase.

Alexits Gydrgy: Alcuni problemi di serie orthogonali.

Alpdr Ldszlo: Recherches sur certains phénomenes de sommabilité et
de divergence des séries de Taylor

Fuchs Ldszlé: Reine Untergruppen von abelschen Gruppen.

T. Sos Vera: The some questions of the theory of diophantine appro-
ximation.

Turdn Pdl: On some new applications of an analytical method.
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Tarsulati élet

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat rendezésében, a Magyar Tudoményos
Akadémia tamogatasdval, az Egészségiigyi-, Foldmiivelésiigyi Minisztérium
és a Kulturkapcsolatok Intézete kozremiikodésével tartott

BIOMETRIAI' SYMPOSION
eldadasai:
(1959. szeptember 7., 8., 9.)

Plenaris iilés

Szeptember 7., délelstt

Plendris iilés. Megnyitas.

D. J. Finney (Aberdeen): A kisérletezés rentabilitdsa.

Juvancz. L. (Budapest): A statisztikai analizis eredményeinek inferpretdcidja.

B. A. Szevaszrvanov (Moszkva): FEldgazo sztochasztikus folyamatok, mint

populdcidk novekedésének modelljei. ‘
Délutan

Mepavessy P. (Budapest): Eloszldsfiiggvény-szuperpoziciok felbontdsdrol.

Gvires B. (Debrecen): A Toeplitz-féle formdk alkalmazdsdrdl a matematikai
statisztikdban.

Rénvi Avrreép (Budapest): Sztochasztikus kapcsolatok mérészdmairol.
- Fiscuer ]. (Budapest): Maximtilkorreldcié és regresszio.

Csaxi P. (Budapest): A maximdlkorreldcié kiszdmitdsdrol.

J. PerkaL (Wroclaw): Hosonldsdg a populdcidé viszonylatdban.

Human szekci6 iilése

Szeptember 8. délel6tt
P. D. Ovpuam (Penarth): Klinikai és kiilsé kiprobdlds.
V. Scuuiack (Berlin): Diabetes-statisztikdk.
E. Jurzi (Karlsburg): Diszkriminancia- és szekvencidlis analizis a diagnosz-
tikaban.
Tamassy ].-né (Budapest): Probitanalizis alkalmazdsa az odentologiai kutatdsban.
Délutan
Barsy Gv. (Budapest): Bioldgiai értékmérések néhdny gyakorlati tapasztalata..
F. Link (Bratislava): Kvantdlis reakciok egyes kérdései.
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Agrar szekcio iilése
Szeptember 8., délelott
O. Fiscuer (Praha): Szdntofoldi kisérletek statisztikai értékelésének elméleféhez.
Sarkapr K. (Budapesty: Normalitds-vizsgdlat bizonyos esetekben.
ZaNa J. (Budapest): Az 5 x 5-0s, k41 ismétlésii rdcsnégyzet efficiencidja.
Marron A. (Budapest): A fakforidlis kisérictezés néhdny problémdja.

RemaN J.—Vincze 1. (Budapest): Két kiilonbozé elemszdmu minta 0Ossze-
hasonlitdsdrol.

Délutan .
H. RunpreLpt (Hannover): Az inferakcio jelentésége a ndvénytermesztési
kisérleti terv készitésében.

Osvith ]. (Martonvasar): Az eltérésnégyzetosszeg korrekcioja a minta elem-
szdmdnak megvdltozdsakor.

Svis ]. (Budapest): A kisparcellds kisérleti eredmények realizdldddsa iizemi
koriilmények kozott.

Weruscn P. (Budapest): Nem-ortogondlis kisérletsorozatok.
Szeptember 9., déleldtt
Human szekcio iilése

A. Ja. Bojarszkly (Moszkva): Biometriai szempontok a demogrdfidban.*

Acsipy Gv. (Budapest): A demogrdfia biometriai vonatkozdsaival kapcsolatos
néhdny tapasztalat.

H. Grosse (Stralsund): Boncoldsi szdzalékardny és haldlozdsi gyakorisdg.
Prekora A. (Budapest): Sziilefési és haldlozdsi folyamatokrol.

V. Mysuivec (Praha): Statisztikai modszerek a rddidizotopokkal végzett kisér-
letekben.

Délutan
R. Suranke (Berlin): Az integrdlgeometria biometriai alkalmazdsairdl.

Zajta A. (Budapest): Ujabb mddszerek két minta dsszehasonlitdsdra.
Csixi E. (Budapest): Az X-proba kite jesztése.

" Szeptember 9., délelétt
Agrar szekcio iilése

K. ScumipT (Dummerstorf) Apadllatok tenyészértékének megdllapitdsa utod-
ellendrzéssel.

KEecskes S. (Budapest). A Mezbhegyesen végzett utddellendrzés médszertani
tanulsdgai.

Gusa S. (Budapest): A rendelkezésre dllo torzskonyvi adatok alapjdn végez-
heté utddellendrzés hazai lehetdségei.

Munkicsy F. (Godolls): Az drikletesség és a kornyezet nem-linedris kapcso-
latdnak kérdése az ivadékvizsgdlatban.

Sutie J.-né (Budapest): Rangkorreldcids eljdrdsok az dllattenyésztésben. ‘
Szicemt J. (Budapest): A megfigyelések sziikséges szdmdnak megdllapitdsa a
tenyésztési kisérletekben.

* Felolvasta: Pallos Emil.
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Délutan
Horn A. (Budapest): Ordikilhetoség (h2) jelentdsége az dllattenyésztésben,
kiilonos tekintettel a magyarorszdgi kutatdsokra.
Csukis A.-né (Budapest): A heritabilitds-vizsgdlatok feltételeinek egyes kérdései-
Toru S. (Budapest): Az alomnépesség és a 30 napos alomstly orokdlhetdsége
egy magyarorszagi mangalica-dllomanyban.:

Sesestvén G. (Gdoll6): Ordkilhetdségi vizﬁlatok és a szelekcio hatékony-
sdga a magyartarka dllomdnyban. _

A Bolyai Jinos Matematikai Tarsulat ,,Csoportok és altalinositdsai®
kollokviumanak (Lajosforras, 1959. szeptember 2—4.) el6adaskivonatai

Alcz%éjmos: Fiiggvényegyenletek csoporfokon és kvdzicsoportokon. Referald
eléadas.

Az elbad6 az (x 1y)-(y22) =x3zill. (x12) 2(p12) =x1y, (x1y) 22=x3(y42)
és (x1y)2(u3v)=(x4u)5(y6v) fiiggvényegyenletek teljes megoldasat ismer-
teti csoportokon (x-y a csoportmiivelet), ill. kvéazicsoportokon. Az xNy
(n=1,2,...,6) miiveletek explicite- megadhatok. Az eredménynek tébb
erdekes alkalmazasa van.

St. Bavzerzyk (Torun): Boole-algebrdkon értelmezett fiiggvények csoportjai.

Legyen m egy kardinalis szam, G egy m szamossagua Abel-csoport és B egy

m-additiv Boole-algebra. Az S(B, G) csoportot mint azon x € B fiiggvények

csoportjat- definidljuk, amelyre | x(g) =1 és x(g) N x(g:)=0, ha g, # g;
=

9
az oOsszeadds a kovetkezd ekvivalenciaval van értelmezve: x4 y—
—=z<=—>2(9)=— U [x(g)Nny(g—g’)] minden g€ G-re. Ez a fogalom az
gee
izomorf csoportok komplett dirgkt Gsszegének altalanositasa.

Tete. Ha G torzidmentes Abel-csoport és S(7) jeloli azon x € S(B, G) fiigg-
vények alcsoportjat, melyekre |J x(g) a B Boole-algebra I idealjahoz

0#ge@
tartozik, ha tovabba I, az I atal generalt ¢-ideal, akkor S(7;)/S(I) algebrai-
lag kompakt, torziémentes csoport. ;
Alkalmazasként adodik megszamlalhatéan sok végtelen ciklikus csoport kom=

plett direkt Osszegének a diszkrét direkt 0sszeg szerinti faktorcsoportjanak
struktiraja.

ErpéLvi MAria: Algebrailag zdirt csoportok.
Az alabbi vizsgalatok W. R. Scott és B. H. Neumann algebrailag zart cso-
portokkal kapcsolatos eredményeihez csatlakozik.

A G csoport A részcsoportjat félig-direkt tényezének nevezziik, ha létezik
G-nek egy olyan N normalosztdja, melyre

G={A, N} é ANN=1.
Legyen G a H csoport részcsoportja s legyen he(a € 4) H-nak valamely
generator rendszere mod G; ekkor H a Gj= G+#x, szabad szorzat homo-
morf képe a g— g, x, — ha megfeleltetésnél, ahol az x,(«€4) az x,

csoport szabad generatorai. Ha N ezen homomorfizmus magja, tovdbba ha
P(N) jeloli azon legkisebb szamossagot, amely meghaladja az N normal-
. osztd generator rendszereinek minimalis szamossigat, végiil ha n jeloli a
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p(N)-ek koziil a legkisebbet, [V végigfut mindazon normalosztokon, melyekre
H = (G % x,)/N], akkor H-t a G csoport n-bovitésének nevezziik.

Egy a G csoport feletti egyenletrendszeren értjiik fﬂ(xa)zl (BET) alaki
egyenletek rendszerét, ahol Js (x,) €G} és I" egy tetszoleges nem iires index-
halmaz. Egy egyenletrendszert kompatibilisnek neveziink, ha megoldhaté vala-
mely, G-t alcsoportként tartalmazo csoportban.

A G csoportot n-algebrailag zartnak nevezziik, ha barmely, G feletti, n-nél
kevesebb ismeretlent tartalmazo kompatibilis egyenletrendszer mar G-ben
is megoldhato.

Eredmények: 1. A G csoport A részcsoportja akkor és csakis akkor felig
direkt tényezbje G-nek, ha barmely A feletti G-ben megoldhato egyenlet-
rendszer mar A-ban is meg Idhaté. 2. Ha G=— A% B (szabadszorzat), ekkor
A félig-direkt tényezdje G-nek. 3. A G csoport akkor és csakis akkor
n-algebrailag zart, ha barmely n-bévitésének félig-direkt tényezdje. 4. Ha a
-G csoport n-algebrailag zart minden n szimossagra, akkor G csak az egység-
elembdl all. 5. Ha a G csoport szabad faktora barmely olyan csoportnak,
amely Gt részcsoportként tartalmazza, ekkor G csak az egységelembdl all.

ErpOs Jeno: p-adikus modulusok dualitdsi elméletei.

Fucns LaszLo: Teiszdleges szdmossdgu direkt felbonthatatlan Abel-csoportok
létezésérdl.

Az (Abel-féle) torzio-csoportok kozott j6l ismeretesek a (direkt) felbonthatat-
lanok, mig felbonthatatlan vegyes csoport nem létezik. El6szor 1957-ben
konstrudltak a kontinuumnal nagyobb szdmossagu felbonthatatlan torzid-
mentes csoportokat. Sasiada bebizonyitotta, hogy minden « megszamlalhato
rendszamhoz létezik egy olyan felbonthatatlan csoport, melynek szdmossaga
= N,. Nyitva maradt azonban az a probléma, hogy lehet-e minden kardinalis
szam valamely felbonthatatlan csoport szamosSaga. Ervényes a kovetkezd

, altalanos eredmény: 3

TereL. Barmely végtelen m kardinalis szamhoz 1étezik egy olyan merev rend-
szer, melynek szamossaga 2™, s mely m szamossagl torziomentes csopor-
tokbal all.

Merev rendszernek a Gv csoportoknak olyan halmazat nevezziik, melyre
teljesiil egyrészt, hogy egyetlen G,-nak sincs nem-trivialis homomorfizmusa
valamely mésik G,-be, masrészt mindegyik Gy csoportnak barmely endo-
morfizmusa el6all mint egy racionalis szammal valo szorzés. Nyilvanval6an
egy merev rendszer torziomentes csoportjai felbonthatatlanok. 3
Kovetkezmények: 1. Barmely m kardindlis szamhoz 1étezik pontosan 2" m-
szamossagu felbonthatatlan csoport. 2. (de Groot egy problémajanak meg-
old4sa). Minden m-hez létezik 2™ nem-izomorf, m szamossagi torziomentes
csoport, 3. (Szele—Szendrei egy problémajanak megoldasa.) Barmely m-hez

létezik 2™ nem-izomorf csoport, amelyek m szamossaguak és amelyeknek
endomorfizmus-gyiirtije (és igy automorfizmus-csoportja is) kommutativ.

Maria Hasse (Drezda): Megjegyzések a kategoridk, gruppoidok és grdfok
elméletéhez.

Az elbadé a kategbria, gruppoid és funktor fogalmat, Ehresmann (Jahresber.
DMV 60, 1957) cikkének megfelelden definidlja. A faktorkategoria fogalma
tetszGleges kategoriakra értelmezhetd. A gruppoidok specidlis esetében, mikor
a faktorgruppoidot egy ,normalis“ részgruppoid szerinti osztalyozassal,
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illetve ,normalis ekvivalencia-relacioval nyerjiik, e fogalom pontosabban
kivizsgalhat6. Gruppoidokra atvihetok a csoportelmélet homomorfizmus és
izomorfizmus-tételei. A kategéridkhoz és gruppoidokhoz hozzarendelhettk
megfeleléen definialt grafok. Definidlhaté tovabba a szabad kategéridk, a
szabad gruppoidok és a grippoidok szabad szorzatanak fogalma.

Az elbado tobb tételt mond ki kategéridkra és gruppoidokra, melyek a cso-
portelmélet ismert tételeinek altaldnositisai.

K. A. Hirscu (London): Ujabb: eredmények az automorfizmus csoportokrol.
Sok példa ismeretes olyan G torziomentes Abel-csoportokra, amelyeknek A(G)
automorfizmus-csoportja véges, pl. a masodrendii ciklikus csoport. Felmeriil
a kérdés, hogy mely véges csoportok allithatok el az A(G) alakban? Kimu-
tathato, hogy 1. Ha A(G) torzidcsoport, akkor exponense véges, s6t osztdja
12-nek. 2. Az 6sszes kommutativ A (G) csoport explicite megadhat6. 3. A nem-
kommutativ, 4-exponensii csoportok teljesen kivizsgalhatok. Harmadrendii
elemek a nem-kommutativ esetben is fellépnek; pl. a 12-es rendfi diciklikus
csoport és a 24-edrendli binér tetraéder csoport is fellép. A vizsgalatok
meég nincsenek lezarva.

Hosszo MikLos: Homogén lcva’zicso,bortok.- :
Definidljuk a G* (nem sziikségkép kommutativ) csoporton a G* gruppoidot
a kovetkezd Osszefiiggéssel:

) x%y=x+0o(—x+y) (x,y€0):
Ekkor G-t G* feletti. homogén gruppoidnak nevezziik. G* rendelkezik az
Fx—=x+s (G*<xG—G*), F(xxy)=Fx%FxxF,y

tranzitiv automorfizmus csoporttal és megforditva, minden gruppoid, mely-
nek 7 automorfizmus-csoportja egyszeresen, tranzitiv homogén egy 7-vel
izomorf G* csoport felett.

1. TéTeEL. Barmely olyan gruppoid, mely rendelkezik felcserélhetd endomor-

fizmusok tranzitiv rendszerével, (ezek nem alkotnak sziikségkép csoportot),
homogén valamely Abel-csoport felett.

2. TeteL. Barmely bal disztributiv Q* kvazicsoport, mely eleget tesz a

&) zx(xr)=@%rx)*(@z*x)), %2€Q

Osszefiiggésnek, homogén valamely G* csoport felett, s6t ebben az esetben
az x — ox megfeleltetés G*-nak automorfizmusa, melyre x — x + g(—x)

invertalhaté. Igy a (2) fiiggvényegyenletnek a legaltalanosabb invertalhatd
megoldasa

Xxy=(—0)x+0y, XyeQ
ahol G* tetszoleges csoport, mely szintén az Q halmazon van értelmezve s
melyre x — ox oly automoifizmus, hogy az x — (¢ — 0)x = x — gx megfelel-
tetés invertalhato. Konnyen nyerhetd ebbol Aczél Janos egy sejtése:
3. téteL. Barmely Q* kétoldali disztributiv kvazicsoport homogén valamely
G* Abel-csoport felett, olymédon, hogy x % y=mx - 6y; x,y€ Q teljesiil,
ahol 0, w — ¢ — o felcserélhetd automorfizmusai G*-nak.
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1. xoroLLARIUM. Barmely Q* kétoldali disztributiv kvazicsoport medidlis, azaz
(@xb)#(c*xd)=(axc)%(bx*d), abc,d€Q. Az 1. korollarium pozitiv
valaszt ad S. K. Stein egy kérdésére. V. D. Belousov bebizonyitotta, hogy
barmely 2n - 1-rend{i Moufang-loop izotop valamely kétoldali disztributiv
kvazicsoporttal. Ebbdl adodik a

2. koroLLARIUM, Barmely 2n -+ 1-rendli kommutativ Moufang-loop csoport.

Kertész Anpor: A modulusok dltaldnos elméletérdil.

Az Abel-csoportok elmélete két modon terjeszthetd ki a modulusok elméle-
tének iranyaban. El0szor is vizsgalhatok a valamilyen specialis operator tar-
tomannyal (a p-adikus szamok gyiiriije, Dedekind-gyiiriik, stb.) ellatott .
modulusok. A masik iranyzatban megkisérlik az Abel-csoportok eiméletének
fogalmait és eredményeit az operator-modulusok minél szélesebb osztalyara
atvinni. Valéban az Abel-csoportok elméletének barmely tétele felveti azt a
kérdést, hogy keressiik meg azokat az operator-tartomanyokat, melyek felett
a modulusok eleget tesznek a szobanforgé tételnek. Nyilvanvald, hogy az
ilyeniranyn vizsgalatok a gyiirtielméletet is gazdagitjak. Az eléadas a masodik
kutatdsi irdnyzat néhany eredményérdl ad attekintést. Az eldadd tobb meg-
oldhatatlan problémat vet fel.

R. Kocuenporrer (Rostock): Csoportok multiplikdtordrol.

Legyen y a H véges csoport p-Sylow-csoportja, tovabba == YyV, ahol V
befutja $-nak valamely y-szerinti ¥ jobbreprezentans-rendszerét. Ha a 8
komplexusnak megvan az a tulajdonsaga, hogy barmely P € y-ra, P"'8P—3
akkor a © multiplikdtoranak p-Sylow-csoportja izomort y multiplikatoraval.
A. G. Kuros (Moszkva): Direkt felbontdsok algebrai kategoridkban.

Az eldadé ismertette az algebrai kategoria fogalmat, és néhany erre vonat-
kozo fontosabb tételt. Ertelmezhetd egy kategéria valamely objektumanak
direkt felbontdsa s erre a fogalomra olyan tételek nyerhetOk, melyek egyenes
éétal:glositasai Baer, Schmidt és Kuros csoportelméleti direkt felbontasi
tételeinek.

Lajos Sknpor: Altaldnositott idedlok félesoportokban.
Az § félcsoport A rész-félcsoportjat (m, n)-idealnak, ill. (m, n)-kvaziidealnak
nevezziik, ha

A"SA'"C A, illetve A"SNSA"C A,

ahol m és n nem-negativ egészek. Az R és L szimbdélumok barmely
R---LLR permuticiéjara definialjuk az R - -- L L R-idedlt, mint olyan rész-
halmazt, amely S valamely jobbidealjanak a balidealjanak a balidealjanak. ..
a jobbidealja.

Terecek: Az S félcsoporf A részhalmaza akkor és csakis akkor RL--- RL-
idedl, ahol RL - - - RL valamely tetszileges permutacioja m R-nek és n L-nek,
ha A (m, n)-idedl. 2. Az S felcsoport B részhalmaza akkor és csakis akkor
(m, n)-kvaziideal, ha egy (m,0)- és egy (0, m)-idealnak a metszete. 3. Az S
I\{eumatnn-reguléris félcsoportban barmely (m, n)-ideal (m, n)-kvaziideal és
viszont.

Hasonl6 definiciok és allitasok fogalmazhatok meg gyfiriik és félgyfiriik esetére.

F. Loonstra (Héaga): Szubdirekt szorzatok.

1930—31-ben R. Remak néhany dolgozatot publikalt a minimalis normalosztok-
rol és szubdirekt szorzatokrdl. Ha az 1931 6ta publikalt terjedelmes csoport-
elméleti irodalmat attekintjiik, az a benyomasunk timad, hogy Ramek ered-

23 Matematikai Lapok
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ményei mindmaig kevés hatast gyakoroltak ¢és tobbé-kevesbe figyelmen Kkiviil
maradtak. Remak els6é dolgozata (Journal f. r. u. a. Math., 162) valamely cso-
port osszes minimalis normdlosztoja szorzatdnak strukturdjat vizsgalja és
egyittal a tovabbi dolgozatok (ibid., 163 és 164) elokészitéséiil is szolgal,
amelyekben Remak a direkt szorzatok részcsoportjaival, az in. szubdirekt
szorzatokkal foglalkozik. Remak csupan a véges csoportok esetét tekinti és
ezért érdemes a legfontosabb eredmeényeket kissé altalanosabban vizsgélni,
amellyel egyrészt Remak eredményeire szeretnénk a figyelmet iranyitani és
masrészt bizonyos iranyd alkalmazhatdsagi lehetoségeket megadni.

J. Lo$ és E. Sasiapa (Torun): A karcst csoportok elmélete és alkalmazdsai
(Eldadta Fuchs Laszlo).

A G Abel-csoportot karcsunak nevezziik, ha megszamlalhatéan sok végtelen
ciklikus csoport komplett direkt Osszegének barmely, G-be val6 homomorfiz-
musa legfeljebb véges-sok ciklikus komponenst képez le nem-trivialisan.
A torziomentes Abel-csoportok elméletében igen hasznalhaté fogalomnak
bizonyult a karcsti csoportoknak fostol eredd fogalma. Az eldad6 ismerteti
a fontosabb tételeket és a (jorészt Sasiadatol szarmazo) alkalmazasokat.

A. W. Mostowskr (Varsé): Csoport-varietds felett definidlt szabadcsoport
részcsoportjairol. y
Az eldad6 sziikséges és elegendd feltételeket adott meg, hogy valamely
primitiv (vagyis részcsoport, homomorfizmus és komplett direkt szorzat kép-
zésre nézve zart) csoport-osztaly felett definialt szabad-csoport részcsoportjai
is szabadok legyenek. Eredményeit alkalmazta bizonyos specidlis csoport-
osztalyokra.

Hanna Neumann (Sale): Bedgyazdsi tételek csoportokra (B. H. Neumann és
Hanna Neumann eredményei).

Graham Higmannal egyiitt kb. 10 évvel bebizonyitottdk, hogy barmely meg-
szamlalhato csoport beagyazhat6 valamely két elemmel generalhaté csoportba.
A bizonyitas 6 eszkoze az egy azonositott részcsoporti szabadszorzat volt.
Ujabban egy teljesen 1j eljarast nyertek valamely adott, megszamlalhato
G csoportnak egy két elemmel generalt H csoportba valé bedgyazasara,
koszort szorzatot (wreath product) haszndlvan a szabad szorzat helyett.
A korabbi konstrukcioval ellentétben ez az eljaras a H csoportrol s a be-
agyazas természetérdl is bizonyos informaciokat nyujt, és igy lehetoséget ad
arra, hogy olymo6don konstrudljuk meg a H csoportot, hogy H megorizze
G szamos tulajdonsagat. ;

Képezziik eloszor a G-csoportnak és a C ciklikus csoportnak W= G Wr C
koszortiszorzatat, vagyis W bovitése G izomorf példanyai komplett direkt
szorzatinak — véges vagy végtelen soknak — egy automorfizmussal, amely
ciklikusan permutalja a tényezoket. Ha G beletartozik a 8 csoport-varietdsba,
akkor nyilvan W azon csoport-varietds valamely eleme, amelyet 8 elemei-
nek Abel-csoportokkal valo bovitései révén nyerjiik, vagy maskép megfogal-
mazva: a W csoport kommutator alcsoportja mindazon torvényeknek eleget
tesz, amelyek G-ben teljesiilnek. Megismételjiik ezt a 1épést, vagyis képezziik
W-nek egy ciklikus csoporttal valé koszoriszorzatat. Ezen masodik bovités-
nek meghatarozhato egy H részcsoportja,. amelyet két elem general s mely
tartalmaz egy G-vel izomorf részcsoportot. Igy most H azon csoportok
osztalyaba tartozik, amelyek metabel bovitései a ¥ csoport-varietasnak, vagy
ismét: a H' csoport olyan tulajdonsagu, hogy masodik kommutator-alcsoport-
jaban mindazon torvények teljesiilnek, amelyek G-ben igazak. Még az is
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teljesiil, teljesen altalanosan, hogy a konstrukcié alkalmas véghezvitele esetén :
G H"-hoz tartozik.

Ez az eljaras a kovetkezd tételeket szolgaltatia:

1. Ha G (véges és) feloldhat, A hossziisagi derivalt-sorozattal, akkor H
vehet6 (végesnek ¢és) feloldhaténak tgy, hogy derivaltsorozata legfeljebb
A -+ 2-hosszisagu.

2. Ha G exponense n és végesen generalhato, ekkor H felvehetd gy, hogy
exponense nk legyen.

3. Ha G véges p-csoport, ekkor H is vehet6 véges p-csoportnak.
4. Ha G véges nilpotens csoport, akkor H-r6l is feltehetd, hogy véges és
nilpotens. A :
Az Osszes vizsgalt esetben a beagyazasi eljaras uniform, abban az értelem-
ben, hogy G generatorai bizonyos elére meghatarozott szavai H két genera-
toranak — pontosan ugyanigy, mint ahogy az a korabbi konstrukcioinal is volt.

Papp Zovtan: Algebrailag zdrt modulusok Noether-féle gyiiriik felett.

Az el6adé modulus-elméleti jellemzéseit adja a Noether-gyiiriiknek. Az R gyfirii
akkor €s csakis akkor Noether-féle, ha a kovetkezd ekvivalens feltételek
teljesiilnek:
a) algebrailag zart ‘R-modulusok novekvd lancanak egyesitése is algebrailag
zart; :

b) algebrailag zart R-modulusok diszkrét Osszege is algebrailag zart;

¢) barmely algebrailag zart R-modulus algebrailag zart minimalis R modu-
lusoknak diszkrét direkt osszege.

Az algebrailag zart minimalis R-modulusokat az eléad6 R* balidealjainak

segitségével definialja, ahol R Noether-gyfirii, tovibb R* a Dorroch-bovitése
R-nek.

Végiil az eldadé megadja az algebrailag zart R-modulusoknak egy teljes
invarians rendszerét.

Peik Istvan: Bizonyos félcsoportok egy kompatibilis osztdlyozdsdrol.

Legyen H egységelemes félcsoport, tovabba H centruma, Z, oly csoport,
amely- H-ban nem ideal. Ebben az esetben Z kiilonbozd (jobboldali) mellék-
osztalyai egyszeresen lefedik 1, H-t és ezek a mellékosztalyok a komplexus
szorzasra neézve egy H/Z félcsoportot képeznek, amely H-nak homomorf képe.

Reper LiszLo: A Hajos-féle faktorizdcio-problémdrol (Referatum).

A Hajos altal tobb mint egy évtizeddel ezel6tt felvetett probléma egy G
véges ciklikus csoport olyan G = A B faktorizacioit illeti, amelyben az A, B
tényezOk G-nek tetszésszerinti komplexszusai (részhalmazai) lehetnek és a
jobboldalon direkt szorzat értendd. Egy ilyen faktorizaciét roviden trivialis-
nak neveziink, ha A és B koziil legalabb az egyik tovabb faktorizalhat6
olyan kéttényez0s direkt szorzatra, amelyben egyik tényez6 G-nek valédi
részcsoportja. Hajos, Rédei, Bruijn és Sands egyiittesen meghataroztak mind-
azokat a G-ket, amelyeknek csak trivialis faktorizacidja létezik, ezek a G-k
viszonylag igen kevesen vannak. Tovdbbi probléma a tobbi G Gsszes nem-
trividlis faktorizacioinak meghatarozasa. Ez sikeriilt a p®¢2/p, g kiilonb6zO
primszamok) rend{i csoportok esetében, s remélhetd, hogy a hasznalt eljaras
az altalanos esetben is célra fog vezetni.

23%
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Reper Liszio: Viégesen generdlt kommutativ félcsoportok elméletérdl.
Az eléadd ismertette a végesen generalt kommutativ félcsoportok éltala kidol-
gozott struktiraelméletének fotételét.

E. Sasiapa (Torun): Nem-izomorf csoportok, amelyek egymds direkt dssze-
adandoi (Eldadta: Fuchs Laszlo).

Nevezetes probléma, hogy léteznek-e olyan, nem-izomorf Abel-csoportok,
amelyek egymasnak direkt Gsszeadanddi. A szerzd bebizonyitja, hogy ilyenek
léteznek. A konstrukcio B. Jonsson egy példajan és a karcsi¢ csoportok
elméletén alapszik. !

S. Scuwarz (Bratislava): Azon félcsoportok, amelyeknek minden valodi idedlja
csoport.

Az elbadé meghatarozza az Osszes olyan félcsoportot, amelynek minden
(bal-, jobb-, kétoldali-) idealja csoport. Rédei Laszlo és Pollak Gyorgy
vizsgaltak azokat a félcsoportokat, amelyeknek minden részfélcsoportja cso-
port (Publ. Math. 6.). Az alabbi eredménybdl egyszerii korollariumként adodik
Rédei és Pollak tétele.

1. Legyenek G, és G, kozos elem nélkiili csoportok és ¢ Gj-nek egy tetgzi-
leges homomorfizmusa Gy-ba. Bevezetiink egy szorzast az S= G| G,
halmazba, olymo6don, hogy a szorzas a csoportokban (izomorfizmustol el-
tekintve) nem valtozik meg és a ® b = p(a)b, b ® a = by(a) teljesiii minden
a€ Gy, b€ Gyre. Ekkor S félcsoport ‘lesz, amelyet S[G;, G,; ¢]-vel jeloliink.
2. Legyen G egy csoport, b valamely rogzitett eleme G-nek és u valamely
G-n kiviili elem. Definidlunk az S = G U {u} halmazban egy szorzast oly-
modon, hogy ez G elemeire (izomorfizmustél eltekintve) az eredeti maradjon,
tovabba teljesiiljenek a kovetkezd egyenloségek:

w2="0, uEx=>bx, x@u=xb minden x¢€ G-re, "
ekkor S félcsoport lesz, amelyet S[G, u; b]-vel jeldliink.

Tere. Az S félcsoportra akkor és csakis akkor teljesiil, hogy minden valddi
Jidedlja csoport, ha a kovetkezd négy lehetoség egyike all fenn:

a) S=S[G,, G,; 9] alkalmasan valasztott G,, G; és ¢-vel;

b) S=S|[G, u; b] alkalmasan valasztott G és b € G-vel;

¢) S= G x H, ahol G csoport, H'= {e;, e} pedig félcsoport az e;e,=e;
(i, k =1, 2) szorzasra nézve; 4

d) S—=G < H’, ahol G csoport, és H’ a H-val antiizomorf.

Séz‘Asz Ferenc: Végtelen csoportokrol, amelyeknek minden valddi alcsoportja
véges.

O. ]J. Schmidt vetette fel a kovetkezd problémat: Hatdrozzuk meg az dsszes
olyan végtelen csoportot, amelynek minden valodi alcsoportja véges. 1949-
ben Szélpal adott a kommutativ esetre egy elemi bizonyitast, kimutatva, hogy
a szobanforgd csoportok p® tipusi Priifer-csoportok. A probléma teljes
altalanossagban még megoldatlan.

Az eldad6é kimutatta, hogy a Schmidt-féle probléma megoldasanak akkor is
a Priifer-féle csoportokat kapjuk, ha a G-csoport kommutativitasat a kovet-
kezo feltételek egyikével potoljuk:

1. G-ben nincs maximalis normaloszto.

2. G FC-csoport (azaz a konjugalt elemek osztalyai végesek);

88G lol)dilisan véges S-Csoport (minden p-hez csak egy Sylow-részcsoport
tartozik);

4. G RN-csoport (létezik egy feloldhatdo normal-rendszer).
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Szenprer Jinos: Félesoportok kétoldali leképezéseirdl.

A kétoldali leképezések fontos szerepet jatszanak a félcsoport-elméletben-
A. H. Clifford a félcsoportok bovitésproblémajat csak részlegesen oldotta
meg. A félcsoportok kétoldali leképezésének segitségével lehet a Clifford-
féle problémat targyalni és megoldani. Alkalmazasként kapjuk A. N. Kaufmann-
nak a ciklikus félcsoportokra vonatkozé eredményét.

Szep JEnG: Faktorizdlhato csoportokrol.

Az elbadas célja, hogy attekintést adjon a faktorizalhaté csoportok elméleté-
nek mai allasardl. Magallapithatjuk, hogy a faktorizalhaté csoportok vizsga-
lata lényegileg 3 iranyban halad. El6szor is, strukturdlis vizsgalatok — a
tagabb értelemben; — ezek altaldban a csoportelmélet klasszikus eredmé-
nyeire tdmaszkodnak. Mas vizsgdlatok az itt felmeriild bovitési problémat
igyekeznek explicite megoldani konkrét csaportok esetén. Harmadszor: a
faktorizalhaté csoportok leirasa fiiggvényegyenletekkel és ezen fiiggvény-
egyenletek alkalmazdsa a masik két kutatdsi irdanyban.

H. WieLanpt (Tiibingen): Csoportok onmagukba valo leképezésekkel.

Az operator-csoport fogalmat altalanositani lehet olymodon, hogy a G cso-
portot &nmagéaba valo leképezéseknek egy £2 halmazaval egyiitt tekintjiik:
minden g€ G, e € £ parhoz hozzarendeliink egy g% ¢ G elemet és feltessziik,
hogy 19 =1. Az igy definidlt fogalomra bizonyithat6 egy Jordan—Holder
tétel. A G-nek az 1 elemet fixen hagyd Oonmagaba valé leképezéseinek 6sz-
szessége egy egyszerii majdnem-gyfirtit alkotnak és megfelelé végességi fel-
tételek mellett megkaphatjuk igy az Osszes fontos egyszerli majdnem-gyfirtit,
amely nem gyfiri. A csoportok onmagukba valo leképezésekkel reprezentacios
modulusok helyett 1épnek fel, ha egy adott csoport reprezentacioit nem-
kommutativ csoportok automorfizmusainak segitségével vizsgaljuk.

A Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat altal 1959. oktober 6-dan, 7-én és 8-an
Budapesten megrendezett ,,Sorelméleti kollokviumon*
elhangzott elfadasok kivonata z

Oktéber 6-an, délelott

Erp6s PAL: Néhdny szummabilitdsra vonatkozo problémdrol.
Hanani és az eldado a kgvetkezd tételt bizonyitottak be: Legyen 4, a,, ...
valés szamok végtelen sorozata, amelyre |a,| > C > 0, a,,/‘Vﬂ—>0 és « tetszés-

oo ?
szerinti valos szam. Akkor létezik oly e, = +1 sorozat, hogy E g.a, Ci-
=1

szummalhaté e-hoz, Kénnyti belatni, hogy itt a,/Jn —.0 nem javithaté. Talan
azonban igaz a kovetkezd tétel: Legyen ay,as, ... valdés szamok szorzata,

@©
amelyre Z a;, C;-szummalhat6. Akkor minden valds e-hoz van oly ¢, = +1
foe=l wﬁ ‘ ‘
sorozat, amelyre Z £,a, Cy szummalhatd a-hoz. Ezt a sejtést még akkor
k=1 ot 47
sem sikeriilt eldadonak bebizonyitania, ha feltette, hogy a”/Vﬁ < o
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V. D. Osreskov (Bulgaria): Tipikus kozepekkel valo abszolut szummabilitdsra
vonatkozé néhdny Tauber-tipusu tételrdl.

Legyen {4,}(0< 41 < Ao < -+ < 4, — oc) valés szamoknak egy szorzata.
Egy ' '

(1) B

ane=)

sor a k-ad rendii Riesz Marcel-féle tipikus kozepekkel és s tsszeggel akkor
szummalhat6 (a tovabbiakban (R, Z, k)-szummalhat6), ha az

ss=x" > a,(x—2)al

A<z

definialt {s’,i(x)} sorozat s-hez konvergdl, ha x minden hataron tul né. Az (1)
sor k-ad rendii tipikus kozepekkel akkor abszolit szummalhato (a tovabbiak-
ban |R, 4, k|-szummélhaté), ha az sf(x) fiiggvény korlatolt varidcioji az
(a, ), a >0 intervallumban, azaz, ha az

@
[1as5 )|
integral konvergens. ‘
El6ado a kovetkezd tételeket bizonyitotta:

1. Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy az (1) sor |R, 4,1|-
szummabilitdsdbol annak abszoldt konvergencidja kovetkezzék az, hogy a

1 n
t= i,a,
n4l =1 %

\

......

1®©

2. Legyen {n,}° és {m”}fo egész szamoknak két szorzata, amelyek eleget
tesznek a

n‘u<m#§n”+1, =123,
O <AL v </7."—->oc

feltételeknek. Tegyiik fel, hogy az (1) sor |R,4,1|-szummalhato és az a,
tagokra a, — 0 teljesiil n, < n< m, (#=1,2,3,...) esetén. Ekkor a

@
=1
sor, konvergens.

A tétel 1-nél magasabbrendii |R, 2, k |-szummabilitisra is érvényes, ha tovabbi
megszoritasokat tesziink 4, -re.

Ny

2 %

n=m,

M. Zamansky (Franciaorszag): Théoremes generaux de saturation.
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Reénvi Aurrép: Szummdcios modszerek valdsziniiségszdmitdsi interpretdcioja.

Szuisz Peter: Feltételesen konvergens sorok dtrendezésérdl.

Eldad6 a kovetkezd tételt bizonyitotta be:

Legyen v (1), ©(2), ... a természetes szamsor egy permutacija. Akkor meg-

adhat6 oly ¢y, ¢, ... monoton zérushoz tarté pozitiv zérus-szorzat, amely a
_ kovetkezd két tulajdonsaggal bir: ¥

L3

cl: Rl

:Mg

—

k=

2. minden oly feltételesen konvergens Z a, sorra, amely konvergens és
k=1 s

©
E a,—4,
k==l

O
tovabbé |a,| =¢,, teljesil a D’ a,, ;)= A relaci6 is.
s

W. Maer (N. D. K.): s-fiiggvény és integrdllogaritinus.
A Goldner és Gauss altal bevezetett transzcendens

o]
ﬂe‘” =A4(0) |arco|< 7T

a

felfoghato tgy is, mint egy, L. Krockener altal kétszeresen periodikus és
valamivel altalanosabb fiiggvény felépitésénél hasznalt sorfejtés hataresete.
[O% : :

0< arc(—ml)<7t és o< x,y< l-re
3

s(xy) b o 2@ +yk)
) gisie nthotke,

eleget tesz egy addicios tételnek, amely s-ben algebrai, pontosan masodfokui.
O. Holder eredményei alapjan A(¢)-ra nem algebrai, hanem legalabb is
transzcendens fiiggvényegyenlet lett volna varhat6. Valoban létezik A(0)-ra
egy 4. faju (Stufe) integrofiiggvényegyenlet négy fiiggetlen valtozoval és
specialis esetben egy kvadratikus elso faju integralegyenlet.

Oktéber 6., délutan

Kotetlen vita a Technika Hdza klubhelyiségében.
| Oktéber 7., délelstt

TurAN PAL: Egy sorelméleti kérdésrol.
(Az elbadas teljes szovege megjelenik a Matematikai Lapok ezen szaméban.)
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W. Oruicz (Lengyelorszag): Einige Bemerkungen iiber biorthégonale Systeme
im Raume C. A

Avexits Gyoray: Az ortogondlis sorok néhdny konvergencia kérdésérél.

Az elbado felsorolta az ortogonalis sorok konvergencia- és szummacio-
elméletének néhany ujabb eredményét és ezzel kapcsolatban tobb meg-
oldatlan problémat vetett fel, amelyek tavaszra megjelené konyvében is
szerepelnek.

Tanport KirovLy: Ortogondlis sorokrol.

Az elbadd egy ujabb elegend feltételt adott pozitivy, monoton csokkend
egyiitthatoju ortogonalis sorok Cesaro-szummalhatosagara. Tovabba sziik-
seéges felteteleket adott arra, hogy adott {a,} egyiitthatoji Ya, ¢, (x) ortogo-
nalis sor minden {g, (x)} ortonormélt rendszerre majdnem mindeniitt kon-

vergens, illetve Cesaro-szummalhato legyen.

LeoLer LaszLo: Ortonormdlt palin?)mrendszerekm"l.

Az el6ado ismertetett egy olyan tételt, s réviden annak bizonyitasat, amely-
nek segitségével tobb, eddig csak. ortonormalt {®@, (x)} (n=0, 1, ...) fiigg-
vényrendszerekre bizonyitott divergencia tétel, bizonyithaté ortonormalt
{P,(x)} polinomrendszerekre is. .

Szusz Peter: Lakundris trignometrikus abszoliit konvergencidjdrol.
Eldado a kovetkezd két tételt ismertette:
1. TéteL. Létezik oly uy, u,, ... egész szamokbdl all6 szamsorozat, hogy

e K e, )
i

ahol K egy tetszolegesen nagy konstans, tovabba minden monoton csokken
pozitivtaga {a,} sorozatra

S X
Z |@;, sin 27ty x| < oo
k=1

@
csak akkor lehetséges, ha Zak < ox.
k=1

2. teTeL. Legyen uy, u,, ... egész szamok egy szigoriian novekvo sorozata

u
amelyre teljesiil —=— —» o, ha k— oc. Akkor létezik oly monoton csok-
k 5

o
kend ay, a,, ... sorozat, amelyre E a, = o< és mégis kontinuumnyi sok x-re
=1

@
D |, sin 27t x| < oo
=

Oktober 7., délutan
Kotetlen vita a MTA Tudosklubjaban.
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Okféber 8., déleldtt

TuriAn PAL: Egységkdrben reguldris fiiggvények egy sorbafejtésérdl.
Eléado explicite megadott az egységkorben regularis és itt egyréti f, (2)
fiiggvények sorozatat (»=1,2,...) a kovetkezs tulajdonsagokkal. Ha f(z)
regularis |z| < 1-ben, f(0)=0 ¢és folytonos |z|=1-ben, akkor f(z) kifejtheto
valos ¢, egyiitthatokkal / 3

=, £,
=1

alakii sorba, ahol a sor |z| < 1-ben konvergens és el6allitja f(2)-t, tovabba

Zm: ¢, Imf(2) = Im f(2)

r=1

a zdrt |z| =1 korlemezen, de a

N

¢, Re £, (2)

/s

=1

|

sor az egységkor keriiletének egy mindeniitt siiri halmazan divergal.
A tételt alkalmazta analitikus fiiggvények szorzat elballitdsara is. Az ered-
mények megjelendben vannak a Bull. de ’Acad. Pol.-ben.

Freup Ggza: Fourier-sorok és sima fiiggvények.

Egy 27t szerint periodikus f(x) fiiggvény legyen egy & pontot tartalmazo nyilt
intervallumban sima; akkor a-¢ pontban akkor és csak akkor differencial-
hatd, ha a Fourier sora Fejér-kozepének differencidlhanyadosaibol alkotott
sglrpza)t a & pontban konvergal (az eloadé egy korabbi eredményének lokali-
zalasa).

Avpir LAszLo: Egyes hatvdnysorok szummabilitdsa és divergencidja a kon-
vergencia-kor keriiletén. ;

Legyen
©
(1 Q= D'a,2"
i =0
egy a |z| < 1 korben regularis fiiggvény. Tegyiik fel ezenkiviil, hogy
@
@ : >4
=0

sor konvergens. Jelolje még g, az egységkor egy rogzitett belsé pontjat
0< [l < 1). Az i

® 1) —me =3 5,07

1—Cp2 —

kapesolattal definialt fiiggvény akkor ugyancsak reguldris a [z| < 1 korben és

A (i—i—;ﬁ) .

w
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Azt lehetne varni, hogy a megfeleld
2 1+ ;0)”
b —
vg‘() e (1 + &

. sor szintén konvergens barmilyen is az |z| < 1 korben regularis f; (z) fiiggvény.
Ezzel szemben Turdn Pal bebizonyitotta, hogy adott {-hoz talalhatok olyan
az egységkorben regularis f (2) fiiggvények, hogy a (2) sor konvergenciija
ellenére a (4) sor divergens legyen.

Turdan P4l még azt is kimutatta, hogy ha az (1) sor Abel szummabilis a

z=1.pontban, akkor a (3) sor hasonl¢ tulajdonsagu a z=:i§° pontban.
i

Turan Pal eredményeibdl kiindulva az eldado eldszor két specialis eredmé-

nyét emlitette meg:

1. Legyen k pozitiv egész szam, akkor adott {-hoz taldlhatok olyan a [z| < 1

korben regularis fi(z) fiiggvények, hogy a (2) sor (C,k) szummabilitisa

ellenére a (4) sor ne legyen (C, k) szummabilis.

2. Legyen k nem negativ egész szam, akkor a (2) sor (C, k) szummabilitasa

mindig maga utan vonja a (4) sor (C, k + 1) szummabilitast.

Ezutan az eléad6 részletesen foglalkozott az alabbi két altalanos tétellel:

1
3. Legyenek k=0 és 6 = > tetsz6leges valds szamok, akkor a (2) sor (C, k)

szummabilitdsa maga utan vonja a (4) sor (C, k 4 6) szummabilitasat.

1
4. Legyenek k=0 és d < 3 tetszOleges valds szamok, akkor adott {;-hoz

talé]haték olyan a |zi < 1 korben reguléris fiiggvények, hogy a (2) sor (C, k)
szummalhatosaga ellenére a (4) sor ne legyen (C, k 4 J) szummabilis.

L. luev (Széfia): Szingularitdisok hatvdnysor konvergencia korének peremén.

Legyen p egy természetes szam, « > 1 és #, tegyen eleget 0 < #; < 2/_1
- P
feltételnek. Jeldljiik A, ,(1)-vel azt a gorbét, amelyet az aldbbi ivekbol

. rakunk Ossze: :

1

X=—|[(e —1)cospt+cos(p+1)t] —tH=t=¢,
a
1

y=—/[(e —1) sin pt 4+ sin (p + 1){] e e
a

€s
=013 0=0=27— 6,

ahol x=x(#), y=y(f) z=x+iy-nek Descartes féle koordinatai; ¢;, @,
pedig az x(#;), y(#;) pontok polarkoordinatai. 4, (), ¢ = ¢"%-vel jeloljiik azt
a gorbét, amely olymodon keletkezik, hogy az A, (1)-t 6, szoggel az origo
koriil elforgatjuk.

Ervényes a kovetkezo tétel:
A

a,p

f@=>c,2"

¥
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hatvanysornak van egy olyan ng, n,, ... index sorozata és létezik egy olyan
e >0 szam, hogy a

¢,=0 (n,<n=(1+49)n,,v=12,..)
feltétel teljesiil.
Az esetben, ha ez ‘a sor egy A, p(t)(p > &1y gorbe: belsejében korlatos
akkor :
Sr',;(g) Sh Z €y & :O(l)r 2 i==r 00, gzei0°~
n=_0
Ha pedig Y
lim f(oe'®) —s
e—>1-0
is teljesiil, akkor
lim > e 0 =1

Ez a tétel altalanositja M. Evgrafov (Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. math. -
16 (1952), 521) és D. Gaier és Meyer—Konig (Jahresber. D. M. V. 59 (1956),
36) eredményeit és D. Gaier és W. Meyer—Konig médszerével bizonyithato.

P. Vermes (Anglia): Periddikus sorozatok transzformdcioi.

R. H. C. Newton 1954-ben bevezette a periddikus sorozatok szummabilitdsa-
nak fogalmat. x— {x,}, (x, komplex), x, A El6adé 1955-ben el6bbi
eredményeit dltalanositotta. (Mindkét dolgozat az Indigationes Mathematicae-
ben jelent meg.) A periodikus sorozatok P tere egy linearis tér, azonban a
sup | x, | természetes normara nézve nem teljes. Egy [|x| = logp + sup |x;|

pseudonorma, amely az ||x|| =0 tulajdonsaggal rendelkezik és amelybdl
kovetkezik x =0 és ||x—- y|| = ||x|| + || y|l, de melyre |[Zx||= 4'||x]|, ahol

A =max(l1,|A]), a P teret teljessé teszi. A P’ gyengén dudlis linearis tér
olyan u sorozatokb¢l all, amelyeknél Yu, x, konvergens minden P-beli x-re
(abszolut konvergencia nincs kikotve) és u P’-hoz tartozik akkor és csakis
akkor, ha #(2)= Yu,z* konvergens minden z= e27it-re, ahol ¢ racionalis.
A P’ egy fontos linearis altere az £ annuldtor tér, amely azon u-kbdl all,
amelyekre Yu, x, =0 és x, P-hez tartozik. Ebb6l kovetkezik, hogy u akkor
és csakis akkor tartozik £2-hoz, ha u(z)= Yu,zk=0 az egységkoron és

f racionalis. Szekeres, Erd6s, Piranian és Clunie konstrudltak ilyen sorokat
és ha u(2) ilyen sor, f(2)u(z™) is az, ahol f(2) polinom és m pozitiv egész

Azaz Q kontinuumnyi sok kiilonbdzé sorozatot tartalmaz. ;

Eldadé célja P —> P-ben olyan matrixokat jellemezni, amelyek egy tetszo-
leges periodikus sorozatot egy olyan mas periodikus sorozatba transzformal-
nak, amelynek periodusa kiilonbozik az elgzGétél. Eldadd: csupan elégséges
feltételeket tud adni.

Legyen R az ugyanazon ¢ sorti matrixok ismétlodésébol allé tér, ahol vala-
mennyi sor egy P’-beli sorozat.

Legyen s az olyan lépcs6-matrixok tere, amelyeket az R-beli matrixokbol «
képeziink olymddon, hogy r, 2r, 3r szukcessziv blokkokat, oszlopokat jobbra
toljuk és a maradék helyet zérussal toltjitkk ki.

Legyen O az olyan annulator matrixok tere, amelyeket az £2-bol vett tetszo-
leges sorok alkotnak. Nyilvanvald, hogy az elemek lehetnek nem-korlatosak.
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Minden olyan matrix, amely egy O-beli, egy R-beli" és véges szamu s-beli
matrixoknak az Osszege, egy P — P-matrix.

El6ado sejtése, hogy minden P — P-matrix ilymédon képezhetd. Szamos
kérdés meriil fel matrix-szorzatokkal, operator-szorzatokkal, asszociativitas-
sal és az inverzzel kapcsolatban.

n?
— sorokrol.

]

1

M. Kuczma (Lengyelorszag): A
: 1

n

El6ado vizsgélta az
n

T x>0
S )= >
»(%) -1 2

fiiggvényeket. Az S (x) fiiggvények racionalisak. Bizonyitotta, hogy a

dsilacal i
lim Vsp(x) 1
P> @ R e
p! Inx
hatarérték létezik. :
A tovabbiakban vizsgalta a
(o) .
> #,8,()
»=0

_ sort is, ahol u, konstans valds egyiitthato. A sornak tobb olyan tulajdon-

saga van, amelyik analdg a hatvanysorok bizonyos tulajdonséagaival. Végiil
eloadoé eredményeit valos egészfiiggvényekkel kapcsolatos tételek bizonyi-
tadsara hasznalta fel,

Oktober 8-an détutédn
Kitetlen vita a MTA Matematikai Kutato Intézetében.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Pécsi Tagozatinak elGadasai
1958. januar 1-t81 1958. december 31l-ig

Februar . 19.
Boka Istvin: A kipszelet mint geometriai hely. Tanari tovabbképzd eldadas.
Aprilis 17. iy
Hites Ferenc: A logaritmus tanitdsdrol. Tanari tovabbképz6 eldadas.
Aprilis 24.

GiApor Enpréne: A trigonomelrikus egyenletek tanitdsa. Tanari tovabbképzé
eldadas.

Junius 25.

Nacy Sinoor: A matematikai gondolkodds lélektandrol. Pedagogiai észrevé-
telek Pdlya Gyorgy konyvével kapcsolatban.

Feladatmegoldo és elokeészitd délutanok kozépiskolai didkok szamara, tanév
alatt kéthetenként. Vezette CsaBa IstvAN.
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Szeptember 5.

AcHiAtz IMRENE: A mddszertan szabadsdga a matematika tanitdsdban.
November 12. :

Boka Istvan: A komplex szdmok. 1. rész.
November 26.

Boka Istvin: A komplex szdmok. 1l. rész.
Oktdber 30.-

Boka IstvAn: Koncentrdcio elmélet alkalmazdsa a geometria tanitdsdban.
November 29. :

Reman Istvan: Geometriai feladatok megolddsa a komplex szdmsikon.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Veszprémi Tagozatanak elGadasai
1958. januar 1-t6l december 31-ig

Februar 19. :

Varca Dezso: A vektoralgebra néhdny geometriai alkalmazdsa.
Marcius 20.

Kertisz ANDOR: Az algebrai egyenletek torténete.
Szeptember 30.

Fejes Totn LAszio: Geometriai szélséérték problémdk.

Oktober 29.

Bemutatoé tanitds a gimnazium l. osztalyaban. Tartotta: Knott JAnos. - Vita-
vezetd SuTré KALmAn ‘szakfeliigyeld volt.

November 14.
MoLNAR Jozser: Geometriai transzformdciok.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Egri Tagozatinak elBadasai
1958. januar 1-t6l december 31-ig

Aprilis 16.
Reman Istvan: A projektiv geometria elemei.

November 22.
MoLnAr Jozser: Néhdny geometriai probléma.

December 12. s . :
Horvay KataLin: Hdromszoggeomelriai tételek.
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A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Gyéri Tagozatinak eléadasai
1958. januar 1-t81 december 31-ig

Februar 28.

Matematikai ankét a TIT-tel kozos rendezésben.

MaroT Rezsé: Oszidlyozds a matematika ordn.

Szeuiinszky FErenc: Szerencsejdtékaink néhdny kombinatorikus kérdésérél.
~ Aprilis 23.

Lovas IstvAN: Egy ujabb lépés az anyag belsd szerkezetének megismerése felé.
(Az Ebtvos Lordnd Fizikai Tarsulattal kozos el6adas.)

Prexopa AnDRAs: Eseményalgebra.
Majus 21. :
KirTEszt Ferenc: Kristdlyok, rdcsok és szdmok- geomelridja.
Oktober 15.
Erpés1 Jozser: A Riemann-geometria.
Oktéber 29.

MoLnAR ErNG: Maximum-minimum feladatok. Eladas a kozépiskolak III. és
IV. osztalyos tanul6i szamara.

November 25.

Faracod LAszLo: A gimndziumi (1. osztdlyos) geometriai anyag feldolgozdsdrol.
Méodszertani tanfolyam az 6sz folyaman; eldadtak: Szelianszky Ferenc, Faludi
Istvanné, Mar6t Rezs6 és Barabas Sara.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Soproni Tagozatanak elGadasai
1958. januar 1-t61 december 31-ig

Februar 18. \

Baver Istvan: Elektromossdgiani kisérletekrol.

Az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulattal kozos eldadas.
Marcius 24.

Rénvi ALrrép: A keverés matematikai elmélete.
Aprilis 21. )

Surinvi JAnos: Szdmelméleti kérdések.
Szeptember 15.

Ankét altalanos- és kozépiskolai tandrok szamara. Vitavezet6: HorvAta KALmAN
¢s 'Piacsex IstvAn. Tovabbképzd elGadassorozat a Megyei Tandcs Miivelédési
Osztalyaval kozos rendezésben.
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Oktéber 8.
Avutneriep Eva: Matematikai gondolkoddsra valé nevelés.
Oktdber 15.
Lucossy Gyoray: Az osztdlyozds.
Oktéber 22. :
TakAcs ENDRENE: A szdmonkérésrol és feleltetésrol.
Oktdber 29.
Vass Jeno: Az drdra vald felkésziilés. Ty

November 24.

Piszror EnpRE: Fizikai gyorsitd berendezések. Az Eotvos Lorand Fizikai
Tarsulattal kozosen rendezett eldadas.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szolnoki Tagozatinak eldaddsai
1958. januar 1-t61 december 31-ig

Februar 3.

RépL LAszLo: Beszamolo csehszlovakiai tanulmanyutamrol (A csehszlovakiai
matematika tanitasarél.)

Verear Lajos: A valdszinliségszdmitds elemei és. néhdny gyakorlati alkalmazds.

Marcius 12.
Kaimir LAszio: Kibernetika I1.

Marcius 18.
ReépL LiszLo: A matematika tanitisa Csehszlovdkiaban. Elbadas Karcagon.

Marcius 25.
Repr LaszLo: A matematika tanitdsa Csehszlovdkidban. Elbadds Mezdtaron.

Marcius 30.
RepL LaszLo: A matematika tanitdsa Csehszlovakidban. El6adas Jaszberényben.

A Bolyai Jinos Matematikai Tarsulat Nyiregyhazi Tagozatinak el8adasai
1958. januar 1-t81 december 31-ig

Februar 4.
Somossy Jinos: Fourier-sorokrol.

Marcius 3.
Bereznal Gyura: Feladatmegolddsok.
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Aprilis 10. :
‘GApor Enpreéne: A gyakorlé ora.

Nikopimusz AntaL: A matematikai fizika differencidlegyenietei.
Tovabbképzési nap.

Majus 27.
Baonz KiroLy: Az Euler-féle dsszefiiggések és alkalmazdsaik.

~

Szeptember 5.

Reminvi Gusztav: Hamis bizonyitdsok.El6adas a vasarosnaményi gimnaziumban.
Szeptember 13.

Ankét az 1. osztalyos algebra tanitasarol. Bevezet6t mondott: Reményi Gusztav.

Oktober 25.

Bereznal .Gyura: Az indirekt bizonyitdsrol.
November 9.

Bereznat Gyuia: A geometria alapjai.

November 5.
Megbeszélés a fiiggvénytranszformdciok tanitdsdrol.

November 23.
Bereznat Gyura: Elemi geometriai transzformdciok.

November 29.
Horvay Katauin: Tetraéderrel kapcsolatos feladatok.

December 7.
Bereznat Gyura: Mértani hely és szerkeszités.

December 17.
KeLemeN Jozser: A tokéletes szdmokrol.

December 4.

Remenvi Gusztav: A harmadfokii egyenlet megolddsa. Elbadas a kisvardai
gimnaziumban.

December 3.

Bereznar Gyura: Egyenlétlenségek, egyenlitlenség-rendszerek. Elbadas a kis-
vardai gimnaziumban didkok szamara.

December 1.
Reménvi Guszriv: A harmadfoki: egyenlet megolddsa. Elbadas a nagykall6i
Budai Nagy Antal gimnaziumban.

December 18.

Reményr Gusztiv: A harmadfokt egyenlet megolddsa. Elbadas a tiszaloki
alt. gimnaziumban.



367

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szombathelyi Tagozatanak el6adasai

1958. januar 1-t8l december 3l-ig 2

Januar 27.
Konvves-Totn KAumAN: Bolyai Farkas geometridja, «tdvlatnyitds az abszolit
geomelria felé. El6adas a kormendi Kolcsey Ferenc gimndziumban.

Januar 30.
PisztHory ANTAL: Nomogrdfia és alkalmazasat El6adas a nagykanizsai alt.
gimnaziumban.

Februar 26.
Elbadassorozat a sarvari gimnaziumban.
Csontos MikLos: Mateinatikai szakkori foglalkozds.
Czapiry EnpRrE: . Szempontok a gimndziumi 1. osztdlyos algebra tanitdsdhoz.
Varca Arrip: A logikus gondolkoddsra valo nevelés.

Marcius 6.
Czapiry Enpre: Tapasztalatok a gimndzium I. osztdlyos matematika oktatd-
sdban kiilonds tekintettel az dltalanos iskola nyujtotta ismeretekre.

Marcius 28.
Erpost Jozser: Bevezetés az abszolut geometridba. Elbadas a nagykanizsai
Landler Jend gimnaziumban.

Marcius 29.
Ernost Jozser: Bevezelés az abszolut geometridba. Elb6adas a zalaegerszegi
Zrinyi M. alt. gimnaziumban.

Aprilis 25.
Erpos1 Jozser: Bevezetés a Riemann-féle geometridba, Elbadés a nagykanizsai
Landler Jend gimnaziumban. :

Aprilis 26.
Erpost Jozser: Bevezetés a Riemann-féle geometridba. Eldadas a zalaegerszegi
Zrinyi Miklés gimnaziumban. ‘

Aprllls 28.
Gipor Enprént: Gyakorlo ora az dltaldnos iskoldban. Eloadas alt. iskolai
tanarok részére.
Aprilis 28.
Gipor Enpréne: Az 1j dllaldnos iskolai tanterv ismertetése.
Hopr EntRe: Szélsdértékfeladatok elemi megolddsa.
Varaa Tamis: Az dj VI oszt: dlt. isklai tankdnyv ismertetése.
Junius 4.
Varca Arpip: Az egyenldtlenségek. Elbadas a szentgotthardi Vorosmarty
gimnaziumban.

Szeptember 10.
Czapiry Enore: Kozépiskolai matematika tanitdsunk problémdi.

24 Matematikai Lapok
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Oktober 6. - ;
Varca ArpAp: Szimmetrikus egyenletek. Eldadas a celldomolki Gabor Aron
alt. gimnaziumban.

Oktober 15. T
Czariry EnpRre: Pythagorasi szdmok. Eldadds a zalaegerszegi leanygim-
naziumban.

Oktober 25. ' - :
ErpOst Jozser: A négydimenzios tér. Eldadas a zalaegerszegi Zrinyi M. alt.
gimnaziumban.

Oktober 24. »
ErnGst Jozser: A négydimenzios tér. Elbadas a nagykanizsai Landler Jendé
gimnaziumban.

Oktober 30.
Bakos TiBor: Gyakorlati képzés és térmértan.

December 15.
GApor ENDRENE: Beszdmolo az edinburghi matematikai kongresszusrol.

December 8. ™
KorLer NANDOR: Axonometrikus dbrdzolds. El6adas a vasvari altalanos gim-
naziumban.

November 5.

-BuvArt AnprAs: Viszonyitott mennyiségek a fizikdban. El6adas a nagykanizsai
Landler Jend gimnaziumban.

November 12.

HorvATH JEnG: A hdromszog nevezetes vonalai és pontjai.
Eléadas a sarvari gimnaziumban.

November 11.

KoLLer NANDOR: Az axonometrikus dbrdzolds. Eldadas a nagykanizsai Landler
Jené gimnaziumban. ;

November 13.

KoLLer NANDOR: Az axonomefrikus dbrdzolds. Elbadas a zalaegerszegi Zrinyi
Miklés alt. gimnaziumban.

November 26.
Farac6 LAszio: Egyenlettel megoldhato szoveges feladatok metodikdja.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Keeskeméti Tagozatanak elGadasai
1958. januar 1-t61 december 31-ig

Aprilis 19.
Erpést Jozser: Szerkesztések a gomb feliiletén.

Aprilis 24.
Tanari tovabbképz6 konferencia a Szolnoki Tagozattal kozos rendezésben.
Hopr Enpre: Specidlis gorbék a kozépiskoldban.



369

Majus 10.
Reman Istvan: Geometriai feladatok megolddsa komplex szamok segitségével

November 13.

Kiss LiszLo: A matematika-torténet felhasznaldsa a kozépiskolai tanitasban.
December 16.

PAsztor IstvAn: A halmazelmélet elemer.

Kiegészités a ,Malrixelmélet és alkalmazdsai kollokvium* eléaddskivonataihoz.

Gvires Bera (Debrecen): Egy szdmelmeéleti determindnstételril.
Jeldlie N,(a,m) az x;...x, ,=a(modm) kongruencia (m természetes,
a egész szam) inkongruens megoldéasainak a szamat. Amennyiben

8 .
N(LD, ), ha al, dlk

0 minden mas esetben
és o,k (k=1, ..., n), akkor

)
a0 —

) ey
(1) (82) () | ® 2 n

51
. . con 9
ad  g® ... gOw

Ny nn

n

ahol az M, ((5—kl, k) szamok az N,.(a, m) szamokkal az
M, (1, m) =N, (1, m)
M, (a,am)=M,(py, py) - - - M, (P}, D51,
M, p)=N.(0", 0)— N, (@', p)  (O0<t=e)
{ formulak segitségével fejezhetok ki, hacsak am = pfi--- por és a = ptll e pf,"

az am, illetve az a primtényezos el6allitasa és p.is primszam.
Figyelembe véve azt, hogy

N, (a, m)= N,((a, m), m),
N,(d, m)=N,(p{,p}) -+ N.(p, pcr), d|m,,

N =TTy 0st<e),

N,(p,p") = ZO (FTE~ )P gh ),
k=

ahol most m=p{* .- p’», illetve d:pil1 pf{' az m, illetve a d prim-

24*
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tényezds eldallitdsa, p primszam, ¢ az Euler-féle fiiggvény, tovabba a

Zm‘ N,.(a,m)= > p(d)N, (ﬂ, ,,,) B
a=1 d

d{m
azonossagot, kimondott tételiink alkalmazasaként nyerjiik Smith kozismert
determinans tételének
(1’ 1)r+1 (1, 2)7‘+1 AR (1, n)1'+l
@0t @ @™
: : =@ (1) D.(2) --- D.(n)
(n, 1)7'+1 (ﬂ, 2)7‘+I s (n, n)‘r'+l

(re=0,12,0.0)
4ltalanositasat, ahol :
e ma=—d "
Ql(k) o r+1 1 1 3 )
k 1— mrod K 1-—TH IR 1T (Sl e L (e
1 n

hacsak a & primtényezds eloallitasat a k= pi -+ pyr adja meg.

KER’;I"E’SZ Axpor: Megjegyzés a linedris diofantikus egyenletrendszerek elmé-
letéhez.

Legyen Xi, X5, ... hatarozatlanoknak legfelijebb megszamlalhatéan végtelen
halmaza, és tekintsiink e hatarozatlanokban egy tetszoleges
M Tp() = ng X; + =+« + nig Xy =0

egészegyiitthatos homogén linedris egyenletrendszert. Ez nyilvanvaléan kom-
patibilis. Most helyettesitsiik a jobboldalon all6 nullakat egészszamokkal tgy,
hogy szintén kompatibilis egyenletrendszert kapjunk. Az (1) egyenletrend-
szerbol a fenti modon el6alld 6sszes kompatibilis egyenletrendszer akkor és
csak akkor oldhat6 meg egész értékkel, ha az x;, X,, ... hatdrozatlanokkal
kifeszitett szabad Abel-féle csoportban az (1) egyenletrendszer baloldalin
allo fﬂ(x) linedris formak altal generalt részcsoport direkt Osszeadandd.

E tétel bizonyitasa A. Ehrenfeuchtnak J. H. C. Whitehead egy probléméjara
vonatkoz6 eredményére (Bull. Acad. Polonaise Sci. CL IIl. 3 (1955), 127—
128) van alapozva. ; -



Koényvismertetés

A. Zygmund, Trigonometric series
(Cambridge, 1959)

Csaknem 25 éve jelent meg Zygmund monografidjanak elsé ki-
adasa, ez a matematikus korokben kozismert és nagyrabecsiilt mi. Az »0j
Zygmund« a maga két kotetével szamos tekintetben feliilmulja a ré-
git. Nemcsak azért, mert nagyobb anyagot 6lel fel, hanem azért is, mert
az egész mu érettebbé valt: vilagosabban ramutat a hatalmas anyag 6sz-
szefliggéseire és arra torekszik, hogy a bizonyitdsok sordn kiemelje a 1é-
nyeget.

Az Uj monografia els6 kotete nagyjaban a régi konyvet tartal-
mazza azzal az eltéréssel, hogy a szerz6 egyrészt beolvasztott tijabb ered-
ményeket, mésrészt olyan régebbieket, amelyek 'mar az el6zbében is szere-
pelhettek volna, de onnan vagy kimaradtak, vagy csupgn a »Miscella-
neous theorems and examples« cim alatt voltak roviden megemlitve.
(Megjegyezziik, hogy az uj konyv megfelel6 rovata a réginél tobb
utbaigazitast nyljt az egyes tételek ©6nallé bizonyitasdhoz.) Mivel az
els6 kiadas kozismert, a kétkotetes nagy munka részletes ismertetése
helyett megelégsziink azzal, hogy a két konyv kozotti lényeges -eltéré-
seket emeljiik Ki. .

Az 1. fejezet a sziikséges fogalmak ismertetését és az egyvalto-
z6s valos fliggvények elméletének a konyvben szereplé modszereit tar-
‘talmazza tomor fogalmazasban.

A .II. fejezetben Uj a sima fliggvények A&ltalanos tulajdonségai-
nak vizsgdlata, valamint Lebesgueneck a Lip a osztalyu {fliggvények
gek O(m-«logn) nagysagrendben approximélnak), tovabba ennek
az eredménynek egy Salemtél és Zygmundtél szarmazoé Altalénositésa.
A Lebesgue-féle konvergencia-kritérium targyaladsa is uj: precizebb és
altaldnosabb, mint az els6é kiadasban volt.

A TIII. fejezetben a Cesaro-féle szummacié elé kivankozott
a Fourier-sorok linearis Kkozepei 4ltalanos tulajdonsiagainak t6mor
ismertetése. Igy az elsé kiadas megfelelé fejezetével osszehasonlitva,
ez teljesebb (megtalaljuk még ebben a fejezetben tobbek kozott a Ro-
gosinski-féle szummaciot, valamint egy fliggvény ugrashelyeinek meg-
hatarozasat Fejér, illetve Wiener médszerével). A kovetkezo paragra-
fust folytonos fiiggvények trigonometrikus polinémokkal valé approxi-
maldsanak szenteli; ez a rész teljesen Uj és mintegy tiz oldalon tomo-
ren, de vildgosan ismerteti ezt a targykort. A klasszikus direkt és
inverz tételeken kiviil (Bernstein, Jackson, de la Vallé Poussin) ujabb
eredmények is megtaldlhatok itt: az O (1/n) approximéciés nagysagrend-



372 : 3

del jellemzett, s a szerz6t6l bevezetett fiiggvényosztalyra vonatkozé
Zygmund-féle tételek, valamint a Lip 1 fuggvenyosztalynak a konju-
gélt sor Fejér- kozepelvel valé jellemzése (Alexits és Zamansky).

A 1IV. fejezet a régi kiadds megfeleld fejezeténél lényegesen bo-
vebb. Tartalmazza Hardy és Littlewood tételeit a Fourier-sorok
(C,a>0)- és Abel-kozepeinek Lr- integralhaté = fiiggvényekkel

. valé6 majoralhatésagara vonatkozban (ez a rész az els6 kiadas X. feje-
zetében szerepelt). Bemutatja Marcinkievicznek az f(x) fliggvény f (x)
konjugaltja _exisztencidjara vonatkoz6 redlis fliggvénytani modszerét,
valamint Kolmogoroff egy eredményét, amely szerint az E (f > ¥) hal-
maz mértéke megbecsiilheté egy integrallal. E. két utébbi eredmény-
nek késébb szerep jut a Fourier-sorok konvergencia- -problémajanak
némely Gjabb V1zsgalatanal

Az V. fejezetben Gj a Riesz-féle szorzatok tulajdonsdgainak rész-
letes ismertetése. A szerzo a lakunaris trigonometrikus sorokat is rész-
letesebben targyalja, mint az els6é kiaddsban. Uj pl. a »kis hézagii«
Fourier-sorok vizsgalata,” amib6l — alkalmazisként — Fabry egyik

tételének egy specidlis esetét nyeri (a 3¢,2”” alakii hatvanysorok ana-
litikusan nem folytathaték a konvergenciakéron tal, ha (¥,+1—2,)— o0).

A VI. fejezetben 0j azoknak a halmazoknak a vizsgilata, ame-
lyeken egy - trigonometrikus sor abszolit korvergens anélkiil, hogy
mindentitt az lenne.

A VII. fejezetben az olvasé uj bizonyitast taldl Riesz Marcel-
nek az els6 kiadasban is szerepld tételére. Uj anyag tovabba Hardy—
Littlewood, Kolmogorov és Zygmund konjugilt fliggvényekre vonat-' *
kozé néhany eredménye, a H» (Hardy) és N (Nevanlinna) osztilyba
tartozé fliggvények vizsgalata, valamint Helson tétele (Steinhaus egy
sejtésének bizonyitdsa) és a konformis leképezésre vonatkozo rész.

A VIII. fejezet — az elsé kiadashoz hasonléan — tartalmazza
Kolmogorov mindeniitt divergens Fourier-sorat, de ezenkiviil a csupan
majdnem mindentitt divergens Fourier sorra adott példat is. Ez utobbi
szerkesztésén alapul ugyanis majdnem mindeniitt divergens kon-
jugdlt Fourier-sorok szerkesztése (Hardy—Rogosinski, Sunouchi), vala-
mint annak a bizonyitdsa, hogy van majdnem mindeniitt divergens,

sz’

de csak véges oszcillaci6ju Fourier-sor is (Marcinkiewicz). -

A IX. fejezet a trigonometrikus sorok &ltalanos elméletének az
el6z6 kiaddsnal lényegesen teljesebb ismertetését adja. Ujak pl. a
Lebesgue-féle szummaciéra vonatkozé, Fatou tételén tulmendé ered-
mények, tovabba azok a lokalizdcids tételek, amelyek csupén szum-
malhatésagi feltételeknek aldvetett altalanos trigonometrikus sorokra
vonatkoznak.

A masodik kotet tilnyomoérészt Uij anyagot tartalmaz. A X. fe-
jezettel kezdédik, amely a trigonometrikus interpoldciét tartalmazza. Ez
a régi kiadadsban nem szerepelt. Az elemi fogalmakon kiviil megtalal-
juk a kozépértékben valé konvergenciara vonatkozé tételeket (Bern-
stein, Erdés—Turdn, Marcinkiewicz, Zygmund) és a trigonometrikus
interpolaciés eljaras divergencidjara vonatkozé eredményeket (Faber,
Erdés, Griinwald, Marcinkiewicz). A fejezet végén az interpolicios
polinom Kkonjugéltjanak tulajdonsagait ismerteti a szerzd.

A XI. fejezet a Fourier-sor formalis derivaltja szummalhatésa-
gdnak a problémajaval foglalkozik, vaiamint a Cesaro-szummalhato-
sag szlikséges és elégséges feltételével (Hardy—Littlewood). A fejezet
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szamos fontos eredményt tartalmaz, s ezenfelil targyalja a derivalt-
fogalom és a Denjoy-integral kiilonbo6z6é altaldnositasait is.

szenteli a szerz6 (ezt a fogalmat Riesz Marcel vezette be). Az itt nyert
eredmények egyrészt lehet6vé teszik igen 4altalanos feltételek mellett
az Lr (p > 1) osztalyhoz tartozé fliggvények Fourier-egylitthatéinak
a vizsgalatat (Young—Hausdorff, Riesz Frigyes és Paley tételei); mas-
részt olyan uj modszert nyajtanak, mely lehetévé tesz bizonyos vizs-
galatokat a Fourier-sor majdnem mindeniitt valé konvergencidjanak
k®rdése tekintetében. Ezek a modszerek a konyv kovetkezb fejezetei-
ben keriilnek alkalmazéasra.

A XIII. fejezet elején Kolmagorov—Szeliversztov—Plessner tételét
ismerteti, amely az L2-integralhaté6 fiiggvények Fourier-soranak majd-
nem mindeniitt valé konvergenciajara vonatkozik. Ez a tétel az elsé
kiaddas X. fejezetében is szerepelt kevésbé altaldnos alakban. Ezt ko-
veti e tételnek a csupan Lr (1 <p = 2) osztalyu fiiggvények Fourier-
sorara valé Altaldnositiasa (Littlewood és Paley). Uj anyag Marcinkie-
wicz konvergenciakritériumdnak, ugyszintén Kuttner konjugalt sorok
szimultdn konvergenciajara vonatkozé tételének a targyalasa. Az
L» (p > 1) osztilya fliggvények Fourier soranak erds szummalhat6sa-
gara vonatkoz6 tételekhez (ezek egy része az elsé kiadas X. feje-
zetében is megtaldalhaté) jarul Marcinkiewicz tétele, amely szerint az
L-integralhato fliggvények Fourier-sora is majdnem mindeniitt erdsen
szummalhaté. Ez az anyagban és gondolatokban gazdag fejezet az &l-
taldnos ortogonalis sorok konvergencidajara vonatkozé néhdany tétellel,
valamint bizonyos Fourier-sorok nulla-mértéki divergenciahalmazai-
nak kapacitisiara vonatkoz6 vizsgalataval zarul.

A XIV. fejezet Gj témakorrel foglalkozik, jorészt az L2 (p >1)
osztalyhoz tartozé fiiggvények Fourier-sorai konvergeneiajanak nehéz
problémajaval. A fejezet legemlitésreméltobb része a Littlewood—
Paley-féle j

1
g = { j(l —n)|f re?)pdr|”
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fliggvény és mas analég fiiggvények vizsgdlata, valamint Kuttner té-
telének egy altalanositdsa, amelynél a konjugalt sor szummalhatésagat
nem kell el6re kikétni.

A XV. fejezet természetes folytatdsa az el6zbének. Littlewood-
nak, Paleynek, Marcinkiewicznek, és Zygmundnak, az L? (p >1), il-
letve néha csupan L-osztalyu fiiggvények Fourier-sorai részletdsszegei-
vel képezett részsorozatokra vonatkoz6 mélyenfekvo tételeit tartal-
mazza.

A XVI. fejezet Fourier-integralok elméletével foglalkozik, és
sokkal gazdagabb, mint az els6 kiadds XII. fejezete; ahol ennek az
elméletnek csupan egy rovid bevezetését talaljuk meg. A tomoren
ismertetett anyagbél megemlitjiik Salemnek és Zygmundnak azokat
az eredményeit, amelyek a val6szinliségszamitas témakorével hataro-
sak és a Fourier-sorok részletosszegeinek eloszlasaval foglalkoznak,
tovdbb4a Paley—Wiener exponencidlis tipust fiiggvényekre vonatkozo
tételét, végiil a trigonometrikus integralok egyértelmiiségére és ekvikon-
vergenciajara vonatkozé eredményeket.
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A XVII. fejezet tomoren ismerteti a tébbvaltozdés Fourier-sorok
elméletét. A szerz6 csupan a rektanguldris szummécié kérdését tar-
gyalja, a szférikus szummacioval egyaltalaban nem foglalkozik. A fe-
jezet és a konyv a tobbvaltozés hatvanysorok hatarfiiggvényeinek
exisztenciajaval zarul.

Mindenki, aki alaposan ismeri Zygmund régi konyvének gaz-
dagsagat, csak elamulhat, hogy az Gj kiadas mennyi Gj targykort ké-
pes részletesen feldolgozni, s azok lényegét kiemelni anélkiil, hogy
a terjedelmet tulsdgosan megnovelné. Ez természetesen a szerzé6 ra-
gyogbé bizonyitastechnikiajanak koszonhet6. Ha mindehhez hozzavesz-
sziik, hogy a két kotet a rengeteg ismert eredményen kiviil szamos
kisebb-nagyobb jelentéségi, teljesen Gj eredményt is kozol és az is-
mert eredmények is gyakran az eredetinél altalanosabb alakban sze-
repelnek, batran mondhatjuk, hogy Zygmund 1j konyve a matemati-
kai monogréfia-irodalom egyik gyéngyszeme.

Barmily kivalé mil is Zygnmtund Gj koényve, nem hagyhatJuk 526
nélkiil, hogy a szerzé torténeti megjegyzései tébb izben tévesek, ami
annal sajnalatosabb, mert a kezdé Xkutatdé bizonyara ugyanugy hitelt
ad a torténeti megjegyzéseknek is, mint a konyv ragyogé matematikai
tartalmanak.

Alexits Gyorgy

POLYA GYORGY: A GONDOLKODAS ISKOLAJA
(Bibliothéka, 1957)

PorLva Gyoray professzornak, a tobb, mint négy évtizede kiilfol-
dén (jelenleg az Amerikai Egyesiilt Allamokban) é16 vilaghirti magyar
matematikusnak »How to solve it« (Flogyan oldjuk meg?) cimdi kony-
" vének els6 kiadasa 1945-ben jelent meg a princetoni egyetem nyom-
dajaban. A magyar forditas (amely Lakatos IMRE munkaja és amelyet
VarGa TamAs - nézett at) az 1948-ban megjelent 6todik, bévitett kiadas
alapjan késziilt. A magyar kiadds cime a mi német nyelvi kiadasa
cimének (Die Schule des Denkens) a forditdsa. A magyar kiadashoz
a szerz6 kiillon el6szoét irt: ebben tandaranak, BEKE MaNOnak egy meg-
jegyzésére emlékszik vissza, aki, amikor Poérya Gyorey mint egyetemi
hallgaté az indexét vitte hozzd  alairasra, az indexbél latva, hogy
Polya el6zdleg filozéfiat hallgatott, igy szolt: »Ugy, ugy, — maga a
filozo6fiatoél jon a matematikahoz. Vissza fog térni a filozofiahoz. De
ne térjen vissza tul koran!«. Beke Mano6nak igaza lett: e konyv, bar
els6sorban didaktikai m(, valéban filozéfiai munkanak is nevezhetd.
A konyv célkitGzését a szerzé az elGszéban a kovetkezOképpen fog-
lalta Ossze: »E sorok irdja emlékszik azokra az idGkre, amikor maga
is didk volt... Elbéaddsokat hallgatott, konyveket olvasott, probdlta
beleélni magat a készen kapott megolddsokba és matematikai dllita-
sokba, de kozben ujra és, ujra fel kellett tennie magdiban egy zavard
kérdést: Igen, a megolddis rendben wvan, nyilvanvaléan helyes. De
hogyan lehet rdajonni egy ilyen megolddsra? ...hogyan lehet felfedezni
egy ilyen tételt. Hogyan tudnék én magam rdjonni ilyesmire? E sorok
iréja ma egyetemen ad elé matematikat; ugy gondolja és reméli is,
hogy mnéhdny lelkesebb tanitvinya  hasonlé kérdéseket tesz fel magad-
nak. Igyekszik hdt kielégiteni kivansagukat. Mindig azon wvan, hogy
megértse ne csak ennek vagy annak a feladatnak a megolddsdt, ha-
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nem a megértés alapgondolatit és a ravezeté helyes eljarasokat is,
s megproébalja ezeket mdsoknak is dtadni. Ez vitte ra ennek a konyv-
nek megirdasira. Reméli, hogy ezzel haszndra lesz a tandroknak, akik
ki akarjak fejleszteni tanitvanyaik feladatmegoldé készségét és a did-*
koknak, akik sajat maguk is szeretnének belejonni a feladatmegol-
dasba.«

Joggal 4llapitja meg a szerz6, hogy »bdr ez a konyv féleg ma-
tematikatandrok és matematikaval foglalkozé didkok szdmdara késziilt,
minden olyan olvasé érdeklédésére is szamithat, akit érdekelnek a fel-
fedezés és megfejtés modszerei«. Valoban, ez a konyv igen széles
. olvasékozonségnek szo6l, koztiik olyanoknak is, akik a matematikatol
idegenkednek. J61 tudjuk, hogy az emberek nagyobbik része, sajnos,
vilagszerte az utébbi kategéridba tartozik. Ezen 'a sajndlatos helyze-
ten csak az iskolai matematika-oktatas egészen gyokeres atformalasa-
val lehet segiteni. Ezzel a problémaval ma szinte minden orszagban
foglalkoznak és keresik a megoldasat. Ma mar teljesen nyilvanvaléva
valt, hogy a hagyomanyos matematika-tanitdésnak mind a tananyaga,
mind pedig a modszerei elavultak és nem alkalmasak arra, hogy
a diakok zomében a matematika iranti érdeklédést felkeltsék és ezért
mélyrehaté atalakitasra szorulnak. Természetesen rendkiviil sok mu-
lik a tanaron, és a jo tanar ma is sokkal tobb didakkal tudja meg-
szerettetni a matematikat, azonban ebben 6t az elavult tananyag és
a tanterv el6irasai nem segitik el6 kelléen, s6t, megkotik a kezét.
E referatum Kkeretein tulné az a prohléma, hogy milyen irdnyban kell
‘keresni és hogyan lehet megtalalni a kiutat abbdl a zsadkutecabol,
amelybe az iskolai matematika-oktatas jutott; itt csak néhany gondo-
latot vetek fel roviden arra vonatkozolag, hogy mi is a baj az iskolai
matematika-oktatassal, miért dolgozik olyan rossz »hatédsfokkal«? Ugy
latom, hogy a jelenlegi iskolai tananyag f6 hiadnyosséga, hogy nem ad
helyes képet a matematikardl, hiszen lényegében a XVII. szazadnal
all meg. A matematika azéta véghement fejlédésér6l az iskoldban
szinte nem ‘is esik sz6. Ugyanakkor a matematikat nem fejlédésében
~ mutatja be és nem ad helyes képet a matematika széleskort alkal-
s mazhatosagarol sem. Az, ami a matematikdban igazan lényeges, az
iskolai matematika-tanitasban nem jut eléggé érvényre. A tanitasi mod-
szer leggyakoribb hibaja viszont az, hogy nem neveli eléggé a didkokat
6ndallé gondolkodésra, arra, hogy ne csak megadott sablonokat alkal-
mazzanak, hanem megizleljék a nehézségek 0nallé legyb6zésének oOro-
mét, azt az oromet, amelyrél Poérva Gyoray, a kovetkezoket irja:
»A mnagy felfedezések mnagy feladatokat oldanak meg, de nincs olyan
feladat, amelynek megolddsihoz mne wvolna Sziikség valami kis fel-
fedezésre. Lehet, hogy a feladat, amelyen gondolkodol, egyszeri; de
ha felkelti érdeklédésedet, mozgdsitja taldlékonysdagodat és végiil, ha
sikeriil 6ndlléan megoldanod, dtéled a felfedezés izgalmat és diada-
ldt. Ha még fogékony korban sikeriil ilyen tapasztalatot szerezned,
kedvet kaphatsz a szellemi munkdra és ez talan egész életre sz6lo
nyomot hagy gondolkoddsodban és jellemedben.« Valéban, .a gondol-
kodasra nevel6 matematika-tanitdis nemesak a matematikat teszi von-
z6bba és a fokozottabb érdeklédés folytan konnyebben érthetévé is,
hanem 0Osztonzoleg hat a didk egész szellemi fejlédésére és nagy jel-
lemformalé erével is bir: Kkitartasra, céltudatossagra, koncentralni-
tudéasra, kritikai szellemre és sajat értelmi képességeiben valé biza-
lomra nevel. Ezért a gondolkoddsra nevelés a matematika-tanitas
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egyetlen helyes utja. Ilyen modszerrel lehet csak elérni, hogy a dia-
kok zome megszeresse a matematikat. Csak az els6 1épések nehezek
ezen az uton. Ezért mondja Pélya Gyoérgy, hogy »ha wvalaki egyszer
megizleli a matematika 06romét, mem fogja egykénnyen -elfelejteni.
Ebben az esetben mdr minden esély megvan arra, hogy a matematika
kés6bb is jelenteni fog mneki valamit: kedvenc szérakozdsdt, foglalko-
z2dsahoz j6 segédeszkozt, vagy akdr foglalkozdst, talin éppen életcélt.«
PoLva Gvorey - kényve nagy segitséget jelent mindazoknak, akik
gondolkodasra valé nevelésre torekedve tanitanak matematikat bar-
mely fokon. A konyv a matematikai gondolkodas »induktiv«, heurisz-
tikus mozzanataira hivja fel a figyelmet. »A matematika — irja —
egyfelél Eukleidész szigori tudomdnya, de valami mds is. Az euklei-
dészi médon tdargyalt matematika rendszeres deduktiv tudomdnynak
tlinik; ezzel szemben a matematika — mikdzben dolgozik vele az em-
ber — kisérleti, induktiv jellegii. A matematika mindkét arculata
ugyanolyan régi, mint maga a matematika. A mdsodik azonban egy
tekintetben mégis Uj: a wmatematikdt ,in statu nascendi” a sziiletés,
a felfedezés folyamatiban még sohasem tették ilyen mébdon hozzd-
férhetévé sem didkok, sem tandrok, sem a nagykézénség részére.
Valéban, éppen abban &ll Pélya Gyorgy konyvének uttérd jelento-
sége, hogy a feladatmegoldasokat Kkeletkezésiikben mutatja be. Azt
mondhatna erre valaki, hogy a feladatmegolddsok sziiletését a szerzd
tulajdonképpen kissé szépitve mutatja be, hiszen a megoldds otletére
legtobbszor nem azon a kovetkezetes, logikus tton jén ra az ember,
ahogy ezt a konyv d&brazolja. A feladatmegoldé gondolatmenetében
gyakran merész ugrasok is eléfordulnak, gyakran a szerencse, a vélet-
len, egy »tudat alatti« gondolatkapesolds is szerepet jatszhat. Valéban,
Pélya Gyorgy konyve tulajdonképpen nem azt mutatja meg; hogy
6 maga vagy mas valdjdban hogyan jott rd egy feladat megoldasara,
hanem hogy hogyan johetett volna ra, ha. egészen konzekvensen és
céltudatosan jért volna el. Ezekre az ellenvetésekre azonban koénnyen
lehet vélaszolni. Bar a tényleges feladatmegoldas folyamata ritkan
olyan tudatos, mint azt a kényv bemutatja, a tudatossidgra valé torek-
vés a feladatmegoldasokban azonhan ennek ellenére nagy segitséget
_jelent, mert ha nem is pétolja a szellem felvillanasait, el6készitheti
és valoszinlibbé teheti azokat. Minderre a szerz6 is ramutat. »A fel-

fedezés els6 szabdlya — irja példdul — a tehetség és a jészerencse...
A felfedezésnek olyan szabdlya, amely minden... feladat megolddsd-
hoz elvezetne, tobbet érne, mint... au bolcsek kove. A filozofia régi

dlma mindenféle feladatra alkalmazhaté csalhatatlan @ szabdlyok fel-
Gllitdsa, de ez az dlom 6rékre adlom marad. Esszerti heurisztika nem
torekedhet tévedhetetlen szabdlyok feldllitasdra, de igyekezhet tanul-
mdnyozni azokat az eljdrdsokat (gondolkoddsi miveleteket, gondolat-
meneteket, lépéseket), amelyek rendszerint hasznosak a feladatok
megolddsdban ... Az ilyen kérdések és utmutatdsok gytijteménye, ha
kellé dltaldnossaggal fogalmazzuk Oket meg és szabatos elrendezést
adunk nekik, taldin nem olyan kivdanatos, mint a bolcsek kove, de el-
érhet6. A mi listank éppen ilyen gyilijtemény.« A szerzd itt arra a
listara utal, amely a magyar kiadasban ugyanugy, mint az angolban,
a kényv bels6é boritélapjain van tablazatszerlGen elrendezve, és a fel-
adatmegoldas f6bb fazisait mutatja be. Négy fazist kilonboztet meg:
1. A feladat megértése. 2. Tervkészités. 3. Terviink végrehajtasa.
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4. A megoldas vizsgalata. Kiilonosen az 1. és 4. fazis az, amelyre sok
feladatmegoldd (s6t, sok tanar is) nem szokott elegendd idét és farad-
sagot szanni. Az 1. fazisba tartozik annak vildgos megértése, hogy mi
van adva, mib6l indulhatunk ki és hogy mit akarunk elérni, tovabba,
hogy a kiindulépontot a céllal milyen utak, osszefiiggések kotik Ossze;
hogy a kikotésekben nincs-e ellentrnondas, elegend6k-e az ismeretlen
meghatarozdsira vagy sem, vagy éppen Kkevesebb is elegend6 volna-e
stb. A 4. fazis nemcsak az eredmény ellenérzését jelenti, hanem bele-
értend6 a bizonyitas egyszerlsitésére val6 torekvés, a nyert eredmény
lehetséges alkalmazasainak, esetleges 4ltalanositasainak vizsgalata, is.
Rendkivil fontos, hogy az emlitett el6készité és befejezé fazisokra a ta-
nar kell6 gondot forditson és ne sajnalja télik az idot. A feladatmeg-
oldas 2. és 3. fazisara vonatkozélag is szdmos nagyon is megszivie-

lend6 tanacsot ad a szerz6; gondolok példaul az analégiak tudatos
felhasznaldsanak kérdésére.

Azt mondhatna wvalaki, hogy e szabalyok csak nagyon altalanos
utbaigazitast adnak és az, hogy e szabdalyokat alkalmazva eljut-e va-
laki egy nehezebb feladat megoldasahoz, attél fiigg, hogy az adott
konkrét esetben hogyan hajtja végre az emlitett Gtmutatasokat. Pusz-
tan a konyv utmutatésai alapjan, komolyabb szellemi eréfeszités nél-
kiil aligha fog valaki egy komolyabb feladatot megoldani. Ez persze
igaz, és nem is lehet masképp. Mint a szerz6é fent idézett megjegy-
zése is ramutat, nem is lehetséges olyan- »blvos« szabaly, amely po-
tolja az 0©néll6 gondolkodast, az alkoté szellemi munkat. A »lista«
tanacsainak nem is ez a célja,nem akar lehetetlent, nem gondolkodast
potlé recepteket ad, hanem éppen az ©0ndllé gondolkodasra nevel.
Polya tanacsai nem teszik és nem is tehetik feleslegessé a szellemi
eréfeszitést, de segithetnek abban, azdltal, hogy jo iranyba terelik,
hogy az eréfeszités minél ere_dményesebb legyen.

Azt mondhatnd valaki Pélya Gyorgynek a feladatmegoldasra
vonatkozé tandacsairél, hogy azok mind »maguktél értetéddek«. Ezzel
a megallapitdssal nem kivanok vitdaba szallni, mert bizonyos értelem-
ben helytallé: valéban, Pélya tandcsainak igazsiaga nemcsak, hogy
els6 hallasra evidens, hanem valéban, az ember ugy érzi a legtébb
tanacs olvasasanal, hogy erre mar 6 is gondolt, s6t idénként tobbé-
kevésbé tudatosan alkalmazta is feladatok megoldéasa és tanitéds kozben, ha
nem is fogalmazta meg maganak azt ilyen vilagosan.Ez azonban a konyv-
nek nem hib4ja, hanem éppen ellenkezbleg, egyik legfébb érdeme.
Pélya Gyorgy konyvében a heurisztikus gondolkoddsnak valéban ép-
pen azokat a mozzanatait foglalta Ossze rendszeresen, tomor és Ki-
fejez6 fogalmazasban, amelyeket mindenki, akinek a matematikai
feladatmegoldasban némi gyakorlata van, jol ismer. Az uj, az uttéro
ebben a konyvben els6sorban az, hogy rendszert igyekszik vinni
a heurisztikus gondolkodasba. F

A koényv harom férészbél all. Az I. rész az emlitett »lista« rész-
letes magyarazatat és illusztraiasat tartalmazza szamos érdekes pél-
déan. A II. rész egy varidcié az el6bbi’ téméara: parbeszéd formajaban
foglalja Ossze a feladatmegolddsra vonatkozé utmutatés-listat. A IIL.
rész »A heurisztika rovid szotara« Bolzano, Descartes, Leibniz, Pappus,
Pascal és masok gondolataival és kozmondasokkal tarkitva a szerzo
talalé és ragyogban szellemes megjegyzéseit tartalmazza a heurisztika
néhany fontos kérdésérdl. Csak néhdny példat ragadunk ki itt ezekbdl
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a megjegyzeésekbdl, részben eredeti, részben jolismert gondolatok csat-
tanbdan tomor megfogalmazasat.*

»Ihletedet mindig kovesd — Jde egy csipetnyi kétellyel.«

»Ha hajlasz a pedantéridira és mindendron wvalami szabdlyra
akarsz tamaszkodni, akkor legyen ez a kovetkezé szabdly: ,,Vedd elb
G sajat eszedet!’«

»A kezdé matematikus legyen azon, hogy eljusson elsé fontos
felfedezéséhez: fedezze fel, hogy mi érdekli legjobban, taldlja meg
a mneki legmegfelelobb kutatdsi iranyt. » :

»Igényesebb tervnek tobb esélye van a Sikerre.«

»A stilus els6 szabdlya, hogy legyen wvalami mondanivaléd.
A stilus mdsodik szabdlya, hogy ha torténetesen két- dolgot akarsz
mondani, uralkodj magadon: elészor az egyiket mondd el, és csak
azutan a mdsikat.«

»Semmilyen oOtlet sem rossz, csak azzd wvdlhat, ha kritikdtlanul
elfogadjuk. Csak az igazdn rossz, ha semmilyen gondolatunk sincs.<

A szerz6 néhany »szintetikus« kozmondast konstrualt; ezek ko-
zlil példaként csak egyet idéziink:

»Ha gombdt taldlsz, vagy felfedezésre bukkansz, jol mézz koriil,
mind a ketté6 telepekben né.«

E néhany idézetet azért ragadtuk ki a koényvbél, hogy felkelt-
siik azok érdeklédését, akik még nem olvastdk el ezt a konyvet, ame-
lyet véleményem szerint minden matematikusnak, a matematika min-
den tanaranak el kell olvasnia.

Befejezésiil még néhany sz6t a magyar kiadasrél. Porya Gyoray
kényve a sz6 nemes értelmében irodalmi mi, amelynek nemecsak tar-
talma, hanem stilusa is eredeti és élvezetes, ezért leforditdsa mas és
sok tekintetben nehezebb feladatot jelentett, mint &ltaldban egy nép-
szeri matematikai konyv forditdasa. Nehezitette a fordité feladatat
szamos olyan részlet (mint pl. egy mulatsdgos anagramma), amely
jellegénél fogva lefordithatatlan. -A fordité e nehézségekkel sikeresen
birkézott meg; a magyar forditds nemcsak a koényv mondanivalgjat,
hanem stilusat is hiven igyekszik kovetni. A konyv gondos kiallita-
saért a kiadét elismerés illeti.

PoLva Gydray  kitlind és kiilfoldon mindeniitt nagy sikert aratott
konyvének magyar kiadasa matematikai irodalmunk komoly nyere-
sége, amelyet a hazai matematikusok, tanarok és didkok egyarant
orommel és érdeklédéssel fogadtak. Ezt bizonyitja, hogy a konyv mar
teljesen kifogyott. El6relathaté lett ‘volna, hogy 3000. példany tul ke-
vés lesz; reméljiilk azonban, hogy rovidesen megjelenik a maéasodik ki-
adas is. Remélijik tovabba, hogy idével magyar forditasban is meg-
jelenik PoLya Gyoray professzor ugyanezen témakorr6l irt, részlete-
sebb és a Kkérdéskorbe mélyebben behatolé uUjabb munkaja is (G.
Polya, Mathematics and plausible reasoning. I. Induction and analogy
in mathematics. II. Patterns of plausible inference. Princeton Uni-
versity Press, 1954), amelynek nemrégiben a Szovjetunidéban megjelent
orosz forditasanak Sz. A. Janovszkaja &ltal irt elészavabol csak a Ko-
vetkezoket idézzik:

* Helyenként eltériink a magyar forditastél és az angol eredetit
sajat szavainkkal adjuk vissza.
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»Arrol a kérdésrdl, lehetséges-e olyan elmélet, amelynek tar-
gyat nem a matematikai bizonyitdsok, hanem az ilyen bizonyitdsokra
és altaldban a matematikai igazsagokra, feladatok megoldasara vald
rajovést eldsegité modszerek alkotjak, mar az oékor 6ta folyik a vita.
E kérdések kell, hogy érdekeljenek minden matematikust és minden-
kit, aki a matematikat  tanitja vagy tanulja. Ezért reméljiik, hogy
Polya konyve haszndra fog valni és oromet fog okozni a szovjet olva-
s6k széles taboranak.« Reméljiik, hogy rovidesen ugyanezt a reményt
a magyar olvasékra vonatkozélag is Kkifejezésre juttathatjuk, Polya
Gyorgy emlitett részletesebb munkija magyar kiadasdnak megjelenése
alkalmabol.

Rényi Alfréd

Biralat Huszar Géza: Matematika II—III. Aritmetika és Analizis
c. egyetemi tankonyvérdl

Huszar Géza négy részbo6l allé matematikai tankonyvet irt, az
els6 rész honapokkal ezel6tt jelent meg Kombinatorika cimmel, a ma-
sodik és harmadik rész egy kotetbe flizve nemrégen hagyta el a saj-
tét, a negyedik rész Algebra cimmel még nem jelent meg. Hogy mi-
lyen olvasékozonségnek, illetve milyen hallgatéknak (egyetemi tan-
konyvrél 1évén sz6) szanta a szerzé konyvét, arrdl sem a cimlap,
sem pedig az elosz0 nem tajékoztat. A II. és III. rész Bevezetésének.
egy mondata utal pusztan erre a kérdésre: »Targyunk egyetemiin-
kon segédtargy«. Ebb6l a beavatotl, aki tudja, hogy Huszar Géza
a Marx Karoly Koézgazdasiagtudoményi Egyetem matematikai profesz-
szora, arra kovetkeztet, hogy e tankonyv kozgazdasz hallgatok sza-
mara késziilt. Birdlatunk ennek tudomasul vételével készilt, de
helyes lett volna ezt a koriulményt a cimlapon, de lagaldbbis az eld-
szoban kidomboritani.

A tankényv els6 kotete a kombinatorikaval foglalkozik, errdl
itt nem lesz sz6, birdlatunk csakis az Aritmetika és Analizis c. ko-
tetre vonatkozik.

Eloljaréban azonnal leszogezziik, hogy e kotetnek sem targy-
valasztasaval, de kiilonosen feldolgozdsdval nem értliink egyet. Kezd-
jik el6szor a targyvalasztassal. A modern kozgazdasagtudomany bi-
zonyos matematikai ismereteket kivan és a fejlodés tendencidja arra
utal, hogy egyre tobb matematikara lesz a kozgazdaszoknak sziiksé-
giik. Helyes tehat, hogy a kozgazdasagtudomanyi egyetemen tanita-
nak fels6bb matematikat, s6t, ugy hissziikk, a jelenleginél bdvebb
matematikaanyagot kellene tanitani. De, véleményilink szerint, ‘ma
a kozgazdasznak nem a legfontosabb a szamelmélet, a kongruenciak
elmélete, vagy a diofantikus egyenletek elmélete; ezek helyett sza-
mukra fontosabb kérdésekkel Kkellene foglalkozni. Azt is erdsen vi-
tathaténak tartjuk, hogy az irracionalis szamok bevezetésének leg-
alkalmasabb moédja a lanctortekkel valé bevezetés.

Ellenvetésiil fel lehetne hozni, hogy hasznos, ha a kozgazda-
szok egységes képet kapnak a matematika modszereir6l és a mate-
matikan tanuljdk meg a szigoruan kovetkezetes, logikus\ gondolko-
dast, még akkor is, ha Ugy valasztjuk ki a tananyagot, hogy annak
elorelathatéan semmilyen hasznat sem veszik a jovében. Ez az el-
lenérv még akkor sem allna meg a helyét, ha a targyaldsmod valo-
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ban alkalmas moéd lenne a logikus gondolkodas kifejlesztéséhez. De,
sajnos, a Huszar-féle targyaldsmoéd nemhogy logikus gondolkodasra
tanitja olvas6it, hanem még azokat is megzavarhat, akik példaul
a kozépiskoldban megszerették a matematikai gondolkodast. Félre-
értés ne essék: tisztaban vagyunk azzal, hogy a koényv nem mate-
matikus hallgatéknak irédott, tehdt a precizitdssal szemben nyilvan
szerényebb igényeket tamasztunk, de az egyetemi tankonyvtél jog-
gal elvarhatja mindenki, hogy pl. kifejezetten hibds meghatarozasok,
alany-allitmédny nélkili mondatokkal ne legyen tele. Nem baj az,
ha egy allitist, mondjuk, a szerz6 nem bizonyit, hanem csupan
illusztrél, ' egy példaval, de akkor mondja azt meg és ne jarjon el
ugy, mint ahogyan azt teszi pl. a 13. oldalon. Itt két szamnak, 72
és 28-nak Osszeszorozza a legnagyobb Kkozos osztéjat és legkisebb
kozos tobbszorosét és konstatdlja, hogy ez 72.28. Utina levé sor-
ban igy folytatja: »Azt az Onmagéban is érdekes tényt bizonyitottuk
be ezzel, hogy...« Kiprébal egy A&llitast, egy szadmparon és erre azt
mondja, hogy bizonyitas! Ilyesmit, sajnos, masutt is csinal, pl. a
10. oldalon, ahol egyetlen példabél von le altalanos kovetkeztetést.

Taldn az sem nagy baj, ha didaktikai meggondolasbél ideig-
lenesen valamit nem definidl szabatosan, csupan szemléletesen ér-
zékelteti valamely fogalom lényegét, de mar sulyos hibanak miné-
sitjuk azt, hogy meg nem magyarazott fogalmakkal operal a szerzo,
azokra épit, és sehol sem magyarazza meg oOket. Az irracionalis szam
bevezetésénél (42. old.) épit példaul az ilyen, nem is egyszeri fogal-
makra, mint hatarértékre, sorozat konvergencidjara, anélkiil, hogy
valami magyarazatot is flizne ezekhez. A konyvben végtelen soro-
zatokrol, és hatvanysorokrdl is szé van és sem a konvergencia, sem
a hatarérték fogalma sehol sincsen megmagyarazva!l

Nem segiti el6 a matematikai gondolkodédsra valé nevelést az
sem, hogy a szerzé megszegi azt a mar a kozépiskoldban hangozta-
tott elvet, hogy egy jelolést csak egy fogalom szimbolizdldsara sza-
bad felhaszndlni. A konyv elsé részében (ahol hatarértékrél is van
mar szo) az (a,b) intervallum jelolésére az a—>b jelet hasznalja (példaul
45. oldalon), a masodik részében minden magyarazat nélkiil ez a jel
a hataratmenetet jeloli. Altaldban miért nem j6 a szerzének a vilag-
szerte elfogadott és hasznilatos intervallum jeltlés és mi indokolia a
vilédgszerte haszndlatos hatarértékjel megmasitasat?

Az eddigiek is elégségesek ahhoz, hogy a konyvr6l ne alkos-
sunk j6 véleményt. De ezek mind eltérpiilnek azon hibak mellett,
melyekkel az analizisrél szélé részben taldlkozunk. Szinte oldalan-
ként van olyasmi, amin a hozzaért6 meghokken. Bizonyitasul &lljon
itt néhany kiragadott idézet: »Azonban, ha a Pi pont igen Kkozel
(»infinitezimdlisan« kozel) van P-hez, ugyhogy mérémiiszerekkel
(els6sorban szemiinkkel) nem tudjuk azokat megkiilonboztetni egymas-
t6l s ugy képzeljiik (sic!), hogy a megfeleld jellemz6 haromszoget na-
gyitén (?) at nézzik, akkor egyenes vonalinak latjuk a PP: ivet (haj-
lasat szemiinkkel nem tudjuk appercipidlni), tehdt (!) az érint6t a
Y=y
1 —T
érint6 irdnyhatarozo6janak tekintjiik. Miutén pedig P(x,y) a futépont,
a tetszés szerinti pont, ez a hanyados barmely ponthoz huazott érinté
iranyhatdrozéjat adja meg, tehat ezt a hanyadost tgy tekinthetjiik (!!),

szel6t6l nem tudjuk megkiilonbéztetni, s akkor az

hanyadost az
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mint magat a derivaltat, ha sikerll egy adott fliggvényre alkalmazva
atalakitani ezt a hényadost (!!!). Ebben a formaban nem hagyhat-
juk (?), mert csak azt mondja, hogy egy igen Kicsiny noévekményt sze-
retnénk elosztani egy masik igen Kkicsi novekménnyel« (87. old.).
»QOsszeg, szorzat és hatvany derivéldsa. TovAabbi altaldnos elemi szaba-
lyaink bemutatdsanal feltessziik a szereplé fliggvények folytonossd-
gat.« (89. old.) Itt u. is nem folytonossagot, hanem derivalhatésédgot
kellett volna feltenni. A 107. oldalon a kovetkezéket olvassuk: »Filigg-
vénykapcsolatok helyett az analitikai alakok (?) (modellek) vizsgalata
s foleg a grafikus abrézolds a sikon torténé (két dimenziés) valtozas
latszatat kelti.« Ugyancsak érthetetlen az is, ami ezek utdn a fejezet
végéig le van irva. Az egyik bekezdés pl. ezzel a mondattal kezdédik
(159. old.): »Az y = (1 + x)* formaban szokas irni, és binomalis fliggvény-
nek nevezziik.« Ez nem nagyon fejleszti kozgazdaszaink matematikai
érzékét és latékorét! De hallgassuk meg az improprius integral »defi-
(o]
niciéjat« (175. old.) is: »J %c— — 1—%,’s ha most ® igen nagy szdm.. .«
1
Ezek utdn csaknem magétél értetédik, hogy az osszes (minden rend-
szamu) derivalttal biré fliggvények analitikai filiggvények... (78.old.).
Ismételjik, a fentiekhez hasonlé idézetek egész garmadat sorol-
hatnénk fel. De ezeken tulmenden van az egész konyvnek egy furcsa,
altalunk érthetetlen jellege. Ez pedig .a kovetkezd: osszehasonlité kon-
vergenciakritériumokrél beszél, sét fel is hasznalja éket, de a kon-
vergenciat és hatarértéket sehol sem magyarazza meg; az egyik filigg-
vény differencialhatosagat kétféle modon is »bizonyitjax, de a diffe-
rencidlhatésag fogalmat sehol sem magyarazza (az Altalunk is idézett,
a 87. oldalon levé szoveg nyilvan nem magyarazat). Egy sor konver-
gencidjanak sziikséges feltételérdl sehol sem beszél, de béven targyalja
— ¢rdekes példa gyanant — a harmonikus sort! Osszehord egy csomoé
anyagot, amir6l nehéz megérteni, miért van a konyvben, a kézgazdasz-
képzés kedvéért aligha... Igy példdul miért kell béven targyalni az
elemi szamelméletnek a kozépiskolaban részletesen tanitott fejezeteit,
vagy miért kell a b6 fliggelékben a trigonometrikus Osszefiiggéseket
»tompaszogre« hosszasan bizonyitani, amikor roviden lehet azt minden
szogre megtenni.

Huszar a bevezetésben azt irja, hogy gondolkodasra akarja no-
velni, kényvén Kkeresztiil a dialektikus gondolkodasra szoktatni olvasoéit.
Ehelyett a legtisztabb verbalizmus sugarzik az egész konyvbél. Ezt mar
egészen sajatsagos tipografiaja is elarulja, de ez a szovegben is Kife-
jezésre jut. Csak egy jellemzé példa: a 100. oldalon az alulrél konvex
gorbét pohdralakiinak nevezi, mert az parabola pozitiv a mellett ilyen
alaku! Es ezzel még tobb helyen is talalkozunk!

A konyvért a felel6sség elsésorban a szerzét terheli. De osztoz-
nak a felelésségben Bacskay Zoltan és Gyires Béla lektorok és a ki-
ad6 is. Igaz ugyan, hogy Gyires Béla lektori véleményében tobb, mint
150 hibara mutatott r4, de ezekbdl a konzekvencidkat nem vonta le
kell6 eréllyel és végiilis azon feltételezéssel, hogy a szerz6 a felsorolt
hibakat kijavitja, kiadasra ajanlja a konyvet. Hibas a kiadd, mert a
Gyires Béla altal felsorolt hibak kijavitidsdhoz nem ragaszkodott.

Fenyé Istvdn
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I. G. Petrovszkij, Eloadasok a kozonséges differencialegyenletek
elméletérol
Akadémiai Kiad6, Budapest, 1951. 151. old. 28,— Ft.

I. G. Petrovszkij akadémikus konyve a kozonséges differencial-
egyenletek elméletének alapvonalait foglalja Ossze.

Az els6 rész els6 fejezetében a differencidlegyenletekkel kapcso-
latos definiciok és a differencialegyenletek geometriai interpretacidja
szerepel. A masodik fejezet a legegyszerlibb Kkozonséges differencial-
egyenlet-tipusok megoldésait tartalmazza. A harmadik fejezetben a
szerz6 a kozonséges differencialegyenletek megoldasanak éltalanos el-
méletével foglalkozik. A targyalas a megoldasok exisztencia-tételei, va-
lamint ezeknek a kezdé feltételekt6l valg fliggése koré csoportosul. Kii-
16nosen figyelmet érdemel és a szakember szamara is nagyon tanulsagos
a Tyihonov—Caccioppoli-féle kontrakciés elv, amely a szukcessziv ap-
proximacié modszerén alapuld .Osszes exisztencia-bizonyitdsok magva.
Részletesen foglalkozik a szerzé a szingularis pontokkal és vonalak-
kal is.

A masodik rész a Kkozonséges differencialegyenletrendszerekrol
sz6l. A negyedik fejezetben a definiciék és a geometriai interpretacié
utan a szerzé az alaptételeket fogalmazza meg, majd az elébb emlitett
kontrakcios elvet alkalmazza a differencidlegyenletrendszerekre is. Az
otodik fejezetben a linearis differencidlegyenletrendszerek altalanos el-
méletének igen alapos és részletes kidolgozasa kovetkezik. Ennek kap-
csan sz6 esik a masodrendl linearis homogén differencidlegyenletek
megoldasainak zérushelyeirél és az m-edrendidi linearis inhomogén dif-
ferencidlegyenlet megoldasarél is. A hatodik fejezet az allandé egytitt-
hatos linearis differencidlegyenletrendszerekrél szol. Ismerteti a homo-.
gén egyenletrendszer alaprendszerének és az inhomogén rendszer par-
tikularis megoldasainak meghatdrozasat. Kiilon paragrafusban foglal-
kozik a megoldasok stabilitasaval.

A fiiggelékben a szerz6 az elsérendl parcidlis differencidlegyenle-
tekkel foglalkozik roviden. (A parciélis differencidlegyenletek elméle-
tének részletes targyalasata szerz6 az Eléaddsok a parcidlis differencidl-
egyenletekrél cim(i kotetben adja.)

A szerzd konyveben nem egészen 130 oldalra hatalmas anyagot
stirit 6ssze. Ezt Ggy éri el, hogy egyrészt fogalmazisa tomor, masrészt
ugy, hogy tobb bizonyitasi lehetGség esetén altalaban a legrévidebbet
valasztja. (Pl. Cauchy tételének komplex bizonyitésa.)

A konyv didaktikai modszere kivalé. Minden uj fogalmat meg-
feleléen valasztott példak segitségével vilagit meg, a bizonyitdsokat gon-
dosan dolgozza ki, az egyes fejezetek felépitése konnyen attekintheto,
jol tagolt. Eppen ezért a konyvet nagy haszonnal forgathatja mmdenkl,
aki e tudomanyag irant érdeklédik.

A forditdas Koncz Karoly gondos munkajat dicséri.

Scharnitzky Viktor

MTA Kéayvidra !
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Ara 12 Ft.
Eldfizetés évi 20 Ft.

A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulatba belépni szdndékozok
forduljanak a Tdrsulat elnikségéhez (Budapest, V., Szabadsdg tér 17.
Telefon: 311—793). Kozlésre szdnt dolgozatok (lehetdleg gépirds-
sal s a lap egyik oldaldt haszndlva) a lap szerkesztdségéhez ugyan-
oda kiildendok. .

Kérjiik cikkirdinkat, hogy amennyiben kiilonlenyomatra tartanak
igényt, cikkiik kefelevonatdnak visszakiildésekor ezirdnyu kivdnsd-
gukat a kért kiilonlenyomatok szdmdnak megjelolésével feltétleniil
Jelentsék be.

Kiildnboz6 kiilfoldi természettudomdnyos, miiszaki, orvosi stb.
szakfolydiratok 1953—1954. évi vegyes szdmai a Posta Kozponti
Hirlap Iroda V., Jozsef Attila u. 3. sz. alatti lapiizletében példd-
nyonként megvdsdrolhatdok.

Felhivjuk olvasdink figyelmét, hogy lapunk régebbi szdmai
kaphatok a Posta Kozponti Hirlap Iroda V., Jozsef Attila-u. 3
szdm alatti Ujsdgboltjdban.
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A kiadasért felelds: Bernat Gyorgy, az Akadémiai Kiadd igazgatdja
Miiszaki felelds: Pataki Ferenc
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