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A kinai matematika torténetének
. egy problémajarél
frta: Turin PAL

1. A matematikatorténeti kutatdsok eddig is sok meglepd
eredményre vezettek. Eredmények Kkeriiltek napvilagra, melyekrol
igen nehéz elképzelni, hogyan talalhattdk Oket felfedezéik. Gondol-
junk csak arra, hogy pl. O. Neugebauer kutatasai szerint a babilonok
bizonyos harmadfoki egyenletek megolddsat ismerték, a hindu
Bhaskara-nak jelenttés eredményei voltak a masodfokti diofantikus
egyenletek elméletében. A régi matematikai kultirdk feltirdsa most
tjult erével folyik. A hindu matematika mellett a kinai az, melynek
torténeti vizsgalata sok meglepetést igér; ennek eredményei koziil
a matematikai koztudat csupan a linedris kongruenciarendszerek
»kinai maradéktétel“ néven ismert megoldasi modjat tartja szamon.

1937-ben Szekeres Gyorgy baratom, aki a Hitler-fasizmus elél
Shanghaiba menekiilt, ott Osszekottetésbe keriilt Csang-Junggal, a
Gottingdban végzett, fiatalon meghalt kinai matematikatorténésszel.
Csang-Jung sokat foglalkozott Li Zsen-Su kinai matematikus
(1810—1882) 1867-ben Nankingban megjelent Co ku hszi csaj szuan
hszue c. konyvével,'! mely — ugy latszik — a fennmaradt kinai
matematikai felfedezések egy részének oOsszefoglaldsét tiizte ki cél-
jaul. Erre vallanak legalabb is a konyv 13 fejezetének cimei, melyek
koziil egyesek a kovetkezok :

1. Négyszogek és korok titkainak felderitése.

2. A korszelet magassaga rejtélyének megfejtése.

3. A logaritmus forrdsainak kutatasa.

Egy tovabbi fejezetben sokat foglalkozott az 1. n. sokszoges
szamok ® térbeli Altaldnositdsiaval, melyre vonatkoz6 eredmények
egy részét Csu Si-Csie 13. szdzadbeli hires kinai matematikus Sze

1 Ezen adatokat a 3 alatti dolgozatb6l veszem. A forditasért Somogyiné
Eva egyetemi kinai lektornak, Csongor Barnabas adjunktusnak és Varga Tamas
kollegamnak tartozom kdszonettel.

2 A sokszoges szamok koriilményes geometriai médon vannak értelmezve.
A k-szoges szamok direkt definicidja szerint ezek fix £ = 3 mellett az
: n®—n

n+2

altal adott szamok. i

(k—2) PERR I L
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jtian jii csien c. miivébdl vette at. Bizonyitasok e fejezetben — mint
egyaltalan a régi kinai matematikai irodalomban — nincsenek;
ezek kozlése, vagy az ut jelzése legalabb, gy latszik nem volt
szokds még az ftjabb id6kben sem. A taladlt Osszefiiggések egy
részét Csang-Jung Kkiilonb6z6 nyugati szerzOk munkaiban, igy egye-
seket Fermat-nal és Eulernél megtaldlta. De tobb érdekes Ossze-
fiiggést sem megtalalnia, sem bebizonyitania nem sikeriilt; igy pl.
azt sem, mely szerint — modern jelolésben —
: 'k‘?(n+2k—j (n+k)?
e el (L4
Erre akkoriban Szekeres is, magam is taldltunk egy-egy bizonyitést;
ezeket Csang-Jung egyebekkel egyiitt publikdlta kinai nyelven,’
kémiai, etnologiai, fizikai és egyéb cikkek tarsasdgdban. A magam
bizonyitasat még csak tudtam reprodukélni beléle, az sem volt nagyon
egyszerfi ; Szekeresét mar nem sikeriilt reprodukalnom, de — ameny-
nyire Szekeres egy akkori levelébdl emlékszem, — az sem volt
egyszerii. Felmeriil a kérdés, milyen tton jutott kinai felfedezbje
egyaltalan tételeihez. Nem lehetetlen, hogy egy értékes, el6ttiink
ismeretlen elv birtokaban volt. .

A keleti matematikusok, kiilonosen a régiek, mddszerei nem
nagyon ismertek. E modszerek tanulmanyozasa igen érdekes volna.
Ez a legvilagosabban nem is az itt emlitett tényeken lathat6. S.
Ramanujanra gondolok itt elsdsorban, a 34 éves kordban elhunyt
hindu matematikusra, aki valami definidlhatatlan médon kozépen
allott a régi és a modern matematika kozott. Par éves angliai
tartozkodasa — mint tudjuk — a modern szimelméletre igen jelen-
tos hatast gyakorolt, foleg az additiv szdmelmélet analitikus mod-
szereivel kapcsolatban. Ez anndl is inkdbb figyelemre mélt6, mert
felfedezbje és életrajz-irdja, Hardy szerint, aki konyvet irt rola,
ugyanakkor a Cauchy-féle integraltételt sohasem értette meg teljes
egészében. Hogy sajatos matematikai egyénisége mégis mennyire
frappirozta Hardy-t, azt az a torténet is mutatja, hogy Hardy egy
beszélgetés alkalmabodl a korabeli matematikusok koziill — taldn a
matematikai egyéniség originalitisira vonatkozélag — Ramanujan-
nak 100 pontot adott akkor, mikor Hilbertnek 80-at és mds kivalod
matematikusoknak még sokkal kevesebbet.

2. A kovetkez6kben az (1.1) formuldra adott bizonyitisomat
fogom reprodukalni. Tekintsiik —1 <x<1-re a

(S0 =) 0% )) @

3 A dolgozat a Ko hsziie (Science) c. folyéiratbain jelent meg a XXIIL
kotet 11. szamaban 1939. novemberében p. 647—663.



szorzatot. Mivel a szerepld végtelen sor abszolat konvergens, tehat
Atrendezés meg van engedve Igy x" egyiitthatoja (2. 1)-ben

ol e

ami épp (1.1) baloldalan allé kifejezés. Ha tehat azt sikeriil bebi-
‘zonyitani, hogy —1 <x < 1-re

=505 )| =ZFt=  en

akkor a hatvanysorok jolismert egyértelmiiségi tétele alapjan (1. 1)
bizonyitva lesz.

3. A bizonyitasban az . n. Legendre-polinomok bizonyos
jolismert tulajdonsagai szerepet jatszanak.® A k-ik Legendre-poli-
nomot, Py(x)-et a.

P = e (P — T @1
PRI e :

.altal értelmezziik. Erre nem nehéz verifikdlni, hogy kielégiti az
(1—x*) P (x)—2xPi(x)+ k(k+1)Pr(x) =0 (3.2)

«differencialegyenletet; (3.1)-bél pl. a Leibnitz-szabély alkalmaza-
saval adodik

Pi(l)=1, Pu(—1)=(—1). (3.3)
«(3.2) és (3.3)-bol verifikalhatd, hogy :
Pu(t)— 2, (—1) ( )(kf”)(%) . (3.4)

:ii -et téve és (1—x)*-val szorozva adédik

a—opp (1) =3 () () - @

X =0
‘Masrészt P.(f) (3.1) alatti definiciéjabdl kiindulva, a (#*—1)*

kifejezést (¢4 1)*(f—1)* alakba irva és a Leibnitz-szabélyt alkal-
mazva adodik

t helyébe

k
—y

1:0(1’) e y)' (417 x '
e S

4L. pl. G. Szegé ,Orthogonal polinomials® c. konyvének 57, 59, és 60k
lapjait.

Pk(t)—

1‘



————i;} —x helyettesitéssel nyerjik a Hurwitz-féle
V% (k)2
(1 —X)hph ( x) VZH(; (V) xv ; (3. 6)'

formulat. Ebbdl és (3. 5)-bél nyerjiik, hogy

k

ey 3 en

y=0
4 r T
Erre lesz sziikségiink.

4. (1.1) ill. (2. 2) bizonyitdsa az
1

r——

A=— —1573 5—;(zk(z+x)""l)§ : 4. 1)

kifejezés két aton valo el6allitdsan fog alapulni. El6szor a Leibnitz—
szabdlyt alkalmazva

_A:% ZL»(kJ (kklv)' e GRS SR
=2k v)(z 4 x)- ki1 e
.. =2 (5P ey
At L K—w)-t irva

- FB e

Felhasznalva (3. 7)-et adodik ebbdl
k

SR
< e (A7)t

»=0

Tekintve, hogy egész a és b-vel
: —a—1),  (a+1)(@+2)-.-(a+b)
(-1)"( 5 )= Bl ¥ (4.2)
+ b + b
ol i

b
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«l6bbibdl

5

=0

_‘Z(ZH“’) 2 . 3)

5. Hogy a (4. 1) alatti A egy més elballitasat nyerjiik, irjuk azt
- k-1

AR b 5 i
dz* (7 (1 +7) )

k!
~k-1 :
:alakba. Mivel —1 < x < 1, tehat (1 —]—%) hatvanysorba fejthetd

1_A:

Ssy

{z|> |x|-re — szermt és a z-szerinti akarhdnyadik derivélt a z— —1

helyen tagonk1nt1 derivalassal nyerhets. Igy adodnk ismét alkal-
mazva (4. 2)-t,

g( )1y R (= 1) (2 (R (1)
:_go(ki—v)xy: %(k-w) o
-azaz i

A3 e

n=0
1 Ebbol és (4. 3) kovetkezik (2.2) és igy (1. 1) is.
. 6. (2.2) ezen bizonyitidsa csak a val6s analizist hasznélja
fel. Komplex fuggvenytannal operalva a bizonyitds valOsziniileg

egyszeriibb lesz ak arra kell gondolnunk, hogy ha /, tetszbleges
oly jordan—gorbe, mely a O-pontot koriilveszi, akkor

J(l—{—z)‘(l—}— ) ue —Z()

€s ha [, oly jo'rdan-gorbe, mely teljesen az |x| < |z| <1 gyiir(iben

fut, akkor
1 1 k—l—V)'
2m'j =2+ - (l_x)'ﬂ x ;(
(Y] z
Erdekes feladat volna a (2.2) identitist ezen integralelallitasok
alapjan kimutatni.

w
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KOTOpasi Obina omybiamkoBana Ges jokazaTenscTea B 1867 ropy B OfHOM nZ:

TPY/AOB KMTalCcKOro Maremartnka Jln Yaen-cy.

SUMMARY

A proof of the identity
k ) !
SO )1

is given which occured without proof in a book of the Chinese mathematiciam
Le-Jen Shoo from 1867. Some properties of the Legendre-polinomials are used..



Rekurziv definiciok, melyek viltozé szamua

korabbi fiiggvényértéket hasznalnak fel

irta: PeTEr Rozsa

SkoLEM' az dltalanosan-rekurziv fiiggvények explicit alakjara
vonatkoz6 kutatdsai kozben, és BERECZKI ILONA® az elemi fiiggvé-
nyek viZsgalatiban olyan rekurziv definiciéval keriilt szembe,
amelyben egy-egy fiiggvényérték kiszamitdsahoz nem hatérozott
szamu korabbi fiiggvényértékre van sziikség, hanem a helytol, s6t eset-
leg maganak a definidland6 fiiggvénynek korabbi értékeitdl is fliggd
szamu kordbbi fiiggvényértékre. (llyen jelenség eddig csak az

Hertékkészletrekurzioban“® lépett fel, de ott konnyen ki is lehetett
kiiszobolni. ) Ez a fiiggés joval bonyolultabb is lehet, mint a SKOLEM-
és BERECZKI-féle kiilonleges esetben: a felhasznalt korabbi fiigg-
vényértékek lehetnek akarhanyszorosan egymadsba skatulyazottak is;
hogy hanyszorosan, az ismét fiigghet a helyen kiviil magénak a
definialando fiiggvénynek akarhanyszorosan egymdsba skatulyazott
korabbi értékeitdl is, s.i. t.; az ebben az s, i. t.“~-ban foglalt szdm
ismét valtozo lehet. SKOLEM a maga ara’mylag egyszerit példajat
egy kiilonleges fogdssal primitiv rekurzidra vezette vissza; BERECZKI
ILONA inkdbb mas tton bizonyitotta be, hogy a prlmmv rekurzio
kivezet az elemi fiiggvények osztélyabol. *

Dolgozatom 1. §-aban megmutatom, hogy a szobanforgé defi-
niciomdd legbonyolultabb esetei is a ,Il. osztalya“ primitiv rekur-
zionak egy aranylag egyszerii alesetébe sorolhatok ; és ezért kozon-

1 Tu. Skorem, Remarks on recursive functions and relations; Some
remarks on recursive arithmetic, Det Kongelige Norske Videnskabers Selskab
Forhandlinger, 17 (1944) 89—92; 103—106.

2 Ezt 1949-ben levélben kozolte velem.

3 R. Peter (Politzer), Uber den Zusammenhang der verschiedenen Be-
griffe der rekursiven Funktion, Math. Ann. 110 (1934) 612—632, 1. §; A rekur-
ziv fuggvengek elméletéhez, Matematikai és Fizikai Lapok, 42 (1935), 25—49.2. 8.

ereczkl, Existenz einer nichtelementaren rekursiven Funktion, Az
Els6 Magyar Matematikai Kongresszus kozleményei (1952) 415—417.



séges tobbszords rekurzidkra vezethetok vissza.® A Il osztdlyon at
vezetd keriilout konnyen el is keriilheté: a Il. osztilyt rekurziv
fiiggvények vizsgalatiban alkalmazott dltalanos gondolatmenetb&l
esetiinkben kozvetlen modszer is konnyen kiolvashat6. Az altalanos
gondolatmenetét is vazolom egy fiiggelékben annak, hogy hogyan
vezethetd vissza a II. osztalyn primitiv-rekurziv definicié I. osztalyi
tobbszoros rekurzidkra. | .

Mar az ACKERMANN—PETER-féle © nem-primitiv-rekurziv fiigg-
vény, melynek .
(0, n) =n+1

Tl](m‘*‘ 170) ::W(m» 1)
W(m 41, n-1) — p(m, y(m+1, n))

alaki kétszeresen-rekurziv definicidja

Y(O0,n)=n+1
(*) n+1-szer
w(m~+1, n) =y(m,y(m,...,p(m,1)...)) »

alakban is irhatd, mutatja, hogy a vizsgalt definicioméd altalaban
kivezet a primitiv-rekurziv fiiggvények osztilydbol. A -t definidlo
kétszeres rekurzioban a yw(m-+-1, n--1) értéket w(m,x) és
yw(m-+1, n) alaka egymasba skatulydzott korabbi értékek segitsé-
gével hatarozhatjuk meg. Médszeremet a SKOLEM- €s a BERECZKI-
téle kiilonleges esetre alkalmazva, az eldbbi esetben beskatulyazatlan
haromszoros rekurzibhoz jutunk, az utébbi esetben pedig olyan
kétszereshez az n és s valtozOk szerint, amelyben egy fiiggvény-
érték felépitéséhez egymadsbaskatulyazottan csupan 1-gyel kisebb
n argumentumi korabbi fiiggvényértékeket kell felhaszndlni. Mar
régebben bebizonyitottam, hogy a beskatulydzatlan tobbszoros
rekurzi6 nem vezet ki a primitiv-rekurziv fliggvények osztalydbol;”
a 2.§-ban most hasonlé moédszerrel megmutatom, hogy az olyan
beskatulyazott k-szoros rekurziok sem vezetnek ki innen, melyek-
ben (normirozott kezd6értékek ® és sszevont paraméter’ mellett) a
definialt ¢ fiiggvény o@(n;+1,...,n:+1,a) értéke véges szamu

@, X1,y .., Xi), @(M14+1, N2, X1, . o oy Xkc1), « - o)
,.(/’(Ill -i- 1, vie s /11;_1—*— 1, Il};,X1)

& R. Pérer, Probleme der Hilbertschen Theorie der hoheren Stufen von
rekursiven Funktionen, Acta Hungarica 2 (1951) 247—274.

¢ W. Ackermann, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math.
Ann, 99 (1928) 118—133; R. Peter, Konstruktion nichtrekursiver Funktionen,
Math. Ann. 111 (1935) 42—60.

7 R. Peter, Uber die mehrfache Rekursion, Math. Ann. 113 (1936)
489—527, 3. §.

8 A 7 labjegyzetben idézett cikk 1. §-a.

2 A 3 labjegyzetben idézett elsd cikk, Einleitung III.
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korabbi értékbdl tgy épiil fel, hogy egymasbaskatulyazva csakis
@(ny, X, ..., x;) alaki korabbi értékek szerepelnek. (Ezzel egyszer-
smind 1j bizonyitast nyeriink arra, hogy a primitiv rekurzié kivezet
az elemi fiiggvények osztalyabol.)

- Ha csak egyetlen beskatulyazas torténik egy ilyen definici6-
ban két ¢(ni-+1, n2, x1, ..., xi-1) alaku korabbi fiiggvényérték kozt,
akkor a szébanforgd tobbszords rekurziéd mar kivezethet a primitiv-
rekurziv fiiggvények koziil: ugyanis ilyen természetii kétszeres
rekurzidhoz jutunk, ha az 1.§ moédszerét az ACKERMANN—PETER-
féle nem-primitiv-rekurziv fiiggvény (*) alaku definici6jara alkal-
mazzuk.

Peziome Hay4HOil CTaThH, ONYGIMKOBAHHON HA HEMELKOM f3bIKE HA CTP.
33—70 3. Tpma (1953 r.) Publicationes Mathematicae, r. [Ie6peues..

Auszug der Arbeit: ,Rekursive Definitionen, wobei friihere Funktions-
werte von variabler Anzahl verwendet werden.“ (Publicationes Mathematicae,
Debrecen, Bd. 3. 1953. S. 33—70.)

L]

A Publicationes Mathematicae, Debrecen 3. (1953), kotetének 33—70.
oldalan német nyelven megjelent dolgozat kivonata.



Hlperbolmdreszek terfogatanak meghatarozisa
L elemi tuton

frta: Kovics Gyoroy gimn. tanar.!

Bevezetés. Mint ismeretes, minden hiperboloidfeliiletnek az
egyik tengelye olyan tulajdonsagi, hogy a rajta atmend barmely
sik a feliiletet hiperboldban metszi. A rovidség kedvéért nevezziik
ezt a tengelyt ebben a dolgozatban -, kitiintetett tengely“-nek. A ki-
tiintetett tengelyre merdleges sikmetszetek éltalaban ellipszisek. | g}

&
@
0 X
y O
| a Rl et
1. a. abra 1. b. abra

i

Messiik el a kétkopenyii (me{s néven: elliptikus) hiperboloidot
egy oiyan sikkal, amely mer6leges a feliilet Kitiintetett tengelyére.
A feliilet elmetszett kopenye és a metszOsik egy gorbevonalu testet
hatarol (1.a. dbra). Nevezziik ezt a testet a gombszelet mintajara

1 Atdolgozta: Szisz Gisor.



11

elliptikus hiperboloidszeletnek, a hatarolo luperboloxdreszt pedig
elliptikus hiperboloidsiivegnek.

Ha az elliptikus hiperboloid egyik kopenyét két olyan sikkal
metssziik el, amelyek a feliilet kitiintetett tengelyére mindketten
merblegesek, akkor a két sik és a feliilet ismét egy gorbevonali
testet hatdrol: ezt a testet elltpz‘tkus hiperboloidréfegnek nevezziik
(1. b. é4bra).

Egy egykopenyii (mds néven hiperbolikus) hxperbolmdot a
torokellipszisének ® sikja két félre osztja. Targyalasunkban mirdig
csak egy ilyen félhiperboloidra fogunk szoritkozni. Ennek meg-
feleléen, hiperbolikus hiperboloidszeletnek fogunk nevezni egy olyan
testet, amelyet egy egykopenyu hiperboloid, tovabbéd a feliilet torok-
el]ipszisenek sikja €s a kitiintetett tengelyre merdleges valamely sik
hatarol (2.a. dbra). Ha viszont az egykopenyii hiperboloidnak a
torokellipszis sikja altal hatarolt egyik felét a Kkitiintetett tengelyre
merdleges két tetszésszerinti sikkal metsziik, akkor a sikok és a
hiperboloid altal hatarolt testet htperboltkus htperbolozdretegnek
fogjuk nevezni (2. b. abra).

IT

F

a)
2. a. abra 2. b. abra

b

A dolgozat targya a felsorolt hiperboloidrészek térfogatkép-
letének elemi uton vald levezetése. Targyaldsunk kiindul6pontjaul
a feliiletek analitikus geometriai jellemzése fog szolgalni.

2 Egy egykopenyii hiperboloid forokellipszisének nevezziik a kitiintetett
tengelyre meroleges s a kozépponton, atmend sikban fekvé minimélis ellipszist.
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A kitiintetett tengelyre merdleges sikmetszetekrdl. Tulajdon-
képpeni targyunk megkezdése el6tt némi elékésziileteket kell tenniink.

Az altalanos kétkopenyii hiperboloid kozépponti egyenlete a
térbeli derékszogii koordinatarendszerben

X2 2 22
W —FFtel
ahol a, b,c jelentik a tengelyek félhosszat. Az (1)-ben rendre

z2=0, y=0, x =0 értékeket helyettesitve kapjuk az xy, xz, yz-
koordinatasikok 4ltal kimetszett gorbék egyenletét:

X e B
(2.1) —?_F*‘I’

X2 22 ;
(2'2) —a2+c‘z—1’

2 2
(2.3) — St =1

A (2.1) szerint az xy-sikban nincs pontja a feliiletnek,® a (2. 2)
és (2.3) pedig egy-egy c fél-fétengelyii és a, ill. b félmellékten-
gelyli hiperbolat jelent. Vagyis, az (1)-gyel adott feliilet kitiintetett
tengelye a z-tengely. ‘

Hatarozzuk meg a Kkitiintetett tengelyre meréleges sikmetszetek
teriiletét. Tudjuk, hogy egy =z-tengelyre meréleges sik egyenlete
z=h (ahol h allando), s igy az (1)-bdl a keresett gérbe egyenlete

s i 13 .

gt a—".

vagy méas alakban

3) Tade gt Sl 1
a 2 JEpeseseEny Shak
(cvE=e)  (cVF=e¢)
Vagyis a metszet |k| > |c| esetén

M BT moae < Bt BN ok 1 < s
4) g =P, b—c\/h ¢

féltengelyti ellipszis, h— +c esetén pedig a feliilet valamelyik
kopenyének csticspontjava zsugorodik ossze. A kitiintetett tengelyre
merbleges sikok tehat a & novekedésével folyton novekvd hasonld
ellipsziseket adnak. "

3 Szokéas beszélni ,képzetes pont“-okrol is: képzeteseknek nevezziik
az olyan pontokat, amelyek koordinatai (legalabb részben) komplex szamok.
Ebben az értelemben azt is mondhatjuk, hogy az xy-sik a feliiletbol ,képzetes
ellipszis“~-t metsz ki.

“
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Az ellipszis ismert teriiletképlete szerint a /(> c¢) magassagu
sikmetszet teriilete (4) miatt

®) s

Ugyanennek a sikmetszetnek a tévolsagat a hiperboloid csticspont-
jatol szamitva és h’-vel jelolve, a b’ és h kozott nyilvan a h=c-+h’
osszefiiggés all fenn. Ebbdl (5) szerint

Ttab
c2

(R*—0c).

®) t=222 2ch 1)

Most mér hozzéfoghatunk a bevezetés végén Kkitlizott fel-
adatunk megoldasahoz.

5 Hiperboloidszelet térfogata. Tekintsiink egy olyan hiperboloid-
szeletet, amelyet az (1) egyenlettel adott kétkopenyii hiperboloidbol
a kitiintetett tengelyre merdleges 2, magassaglii sik metsz ki. A
metszet alatti siiveg magassagat jelolje m; m — z,—c.

Ezen m magassagot n egyenldé részre osztva minden egyes
osztasponton at az xy-sikkal parhuzamos sikot fektetiink. Igy n

szamt, % magassag elliptikué hiperboloidréteget kapunk. Mivel

a tekintett hiperboloidsiiveg felfelé szélesedik, ezért az als6 hatd-
rol6 ellipszisek kisebbek a felsé ellipsziseknél. A siiveg minden
rétegének térfogata tehat nagyobb, mint a rétegbe irt, als6 hatar--
lappal kozos (ellipszis-) alapti henger térfogata és kisebb, mint a
réteg koré irt, fels6 hatdrlappal kozos alapu henger térfogata. fgy
az Osszes rétegek térfogatanak V. Osszege! (vagyis a hiperboloid+
s2elet Vi térfogata) kisebb a koriilirt hengerek térfogatinak S,
Osszegénél és nagyobb a beirt hengerek térfogatanak S, 6sszegénél.

Az S, és S, osszeget a (6) felhaszndlasdval kiszamithatjuk.

Ugyanis, a hatarol6 ellipszisek sikjanak tavolsiga a siiveg cstics-
pontjatél rendre A —0, h’:%, i g e

n n .

h'=lnﬂ(= m), a hengerek magassaga pedig % Tehat a (6) fel-

»

4 Az egyes hiperboloidrészek térfogatét a kovetkezoképpen jeléljﬁk:
| elliptikus  hiperbolikus

szelet Ve Vez
réteg Vi Vr

A V als6 indexe tehat a hiperboloidrész nevének kezddbetiije, a felsd ,index“
pedig a feliilet pontjaihoz tartozé 1. n. ,gorbiilet eldjele.



14 .

hasznaldsaval
A
¥ B ”g.b [0-%+0‘2]%’—+[2c-%+(%)2}%+...+
+[2c-("—nl)”’ +(‘"jll)”.’)2 o (< V2).
A (7) és (8) killonbsége
Bilig e ”;” [2em+m 2,

amely n— oo mellett 0-hoz tart. Ha tehat a lim S; és lim S, hatar-
n-»w n->»w

‘értékek léteznek, akkor egyenlék is.
A (8)-at atrendezve, :

naclzmQ(zc_ 142+ ---2—|—(n—1)+ 124224 --;+(n—l)“’ ’"J‘

n n

Qg —

A zéardjelbeli elsd tort szamlaléjaban szadmtani haladvany, a masodik
tort szamlal6jaban pedig az 1,2,..., n—1 szdmok négyzetisszege
gzerepel. Az ismert képletek szerint tehat a két tort szamlaloja

v Lot o e 2 F
n_z_n_, illetve _Zn_y értékii. Igy az elso tort értéke n-tel
0sztds utan é__zl_n’ a maésodik torté pedig n’-nal osztis utin
1 1 1 5
?:—ﬁ_FW' Tehat

_ mabm® S I S e 1 2

BT _20(?—zn)+(3 .ﬂ*w)”’/
amib6l mar latjuk, hogy lim S, létezik, éspedig
i 5, — 200y T,

Ezzel megkaptuk az a, b, ¢ féltengelyii (kitiintetett tengely a
z-tengely) elliptikus hiperboloid m magassagu hiperboloidszeletének
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V! térfogatit:

+_‘nabm2( ﬂ _ mabm® .
©) Wb as AR 3_)— T (B¢ +m).

c

Az a,b ;éltengelyek egyenl6vé valasakor az altalanos két-
kopeny(i hiperboloid forgasi kétkopenyii hiperboloidba megy at.
Vagyis a kétkopenyii forgasi hiperboloid m magassagii szeletének

2 )

térfogata (9) szerint, b —a miatt zE:‘;Cifr_(3c+m), ahol:caiki=
tiintetett tengely (s egyben forgastengely) félhossza.

5 Hiperbolikus hiperboloidszelet térfogata. Hasonl6 moddon
kaphat6 a hiperbolikus hiperboloidszelet Vi, térfogatképlete is.
~ Legyen az a, b, ¢ féltengelyii egykopenyfi hiperboloid kozép-
pontja a koordinatarendszer origdja, Kkitiintetett tengelye pedig a
- z-tengely. Egyenlete akkor

X2 2 2

(10) ?+%—F:L

A fentebb mar latott modon kapjuk, hogy a z=—~h (h é&llandd) ma-
gassagl sikmetszet egy %Vh‘ﬂ—c‘-’, % VR*4-¢ féltengelydi, s igy

7%122 (h*+¢?) teriileti ellipszis.

Tekintsiik a z =0 (torokellipszis sikja) és a z—m sik kozotti
{(m magassagii) hiperbolikus hiperboloidszeletet, s osszuk fel n
szamu egyenld vastag rétegre. Ekkor, az el6bbi modon minden
réteghez talalhaté egy koréirhaté és egy beirhatd ellipszisalapt

henger, % magassaggal. Ezek térfogatosszegét S,-gyel, ill. S,-vel

jelolve "
aab\[(m\* |m 2mt o Yim
L0 A [(7) *““]H () +°“] T
nm\  |m
: e e 2
és
wabY oy il mY)  L|m
a2 = s=Zprafeln) ey
(n—m\* | |m|
e el

7 3
Ezekbdl S,—S, :—Tff’T’" tehat n —» o esetén az S,— S, kiilonb-



16

ség 0-hoz tart. igy, amennyiben a hatarértékek léteznek, lim S, =

n-»w

=lim §,. Mivel pedig a hiperboloidszelet V., térfogatira S,> V.. > S,,

n-—> o

gxonh - Hm 8. Vo= lim Said »
Szamitsuk ki a hm S2 értékét. Ehhez a (12)-t atirjuk
i nabm 12+2~+ +(n—1)2 c: +c-+---+c2
R n® n .

alakba, ahol a masodik tort szamlaléjdban n szamu ¢ szerepel.
Vagyis, figyelembe véve a négyzetszamok Osszegére vonatkozé*
azonossagot,

mabmy , (1 1 1
Sz?—@'—g’"'(?—ﬂwa)”"
s igy
(13) C Ve—lin S =T (30,

A kétféle hiperboloidszelet térfogatdnak sszehasonlitdsa. Erde-
kes eredményre jutunk, ha a (9) és (13) képletekben m = ¢ helyet-
tesitést végziink. Ekkor ugyanis Vs’;:%—rabc és Vi =4—3r—[-
adodik. Vagyis, az (1) egyenlettel adott kétkbpenyli hiperboloid ¢
magassagli szeletének térfogata megegyezik a (10) egyenlettel adott
egykopenyii hiperboloid ugyanilyen magas szeletének térfogataval.
S6t, mindkét emlitett hiperboloidrész térfogata megegyezik az
ugyanakkora tengelyhosszu ellipszoid térfogataval (lévén az a, b, ¢

abe

féltengelyii ellipszis térfogata is %—abc).

. Hiperboloidrétegek térfogata. A xy sikkal parhuzamos sikok
kozti elliptikus - hiperboloidréteg térfogata két (elliptikus) hiper-
boloidszelet térfogatdnak kiilonbsége. A réteg xy sikkal parhuzamos
hatarsikjainak tdvolsaga a kezddponttél legyen z, ill. z,, és dlljon
fenn 2,> 2, =c. A kezdGponttol 2, tavolsagban 1évé sik és a feliilet
altal hatarolt szelet magassdga z,—c, a 2, tdvolsagban levo sik és
a feliilet altal hatdrolt szelet magassaga pedig z,—c. Alkalmazva
tehat a (9)-et, az elliptikus hiperboloidréteg térfogata

y+— Tab@—cy’ (C_I_z]—c)_mzb(zg—c) (C_l_zg—c)___
: - 3

c & 3

.. 2eab = &4 (2¢
e [(?_”‘“Ls) (3 R )]
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dzaz -
(14) Vit = ”’”[ (2—2 —ci(z,—zz)J.

Ha az egykopenyii hiperboloidot az xy sikkal parhuzamos és
attol z;, z,(z, > 2, = 0) tavolsdgra es6 két sikkal metssziik, akkor
a nyert hiperbolikus hiperboloidréteg térfogata kiszamithatd ugy,
mint két hiperbolikus hiperboloidszelet terfogatanak kiilonbsége.
Alkalmazva tehat a (13)-at,

s ”‘”’ [(22+3¢2)— (£ +3c2)),
azaz
(15) v::f;.-”-[ (2— z%)—{—c‘z(zl—zz)].

A (14) és (15) osszehasonlitisa mutatja, hogy a megegyez6
hossziisagli és helyzetii tengelyekkel bir6 egy- és kétkopenyii hiper-
boloidok ugyanazon sikokkal kimetszett rétegeinek térfogatképlete
csak a szogletes zardjelben all6 masodik tag eléjelében tér el egy-
méstol. Igy az azonos tengelyii egy- és kétkdpenyii hiperboloidok
ugyanazon parhuzamos sikok kozé es6 rétegeinek térfogatkiilonbsége

Vi — Vit =280 20— 2) — 2vabh,
\
ahol h a két parhuzamos sik tavolsaga.

Vagyis a két hiperboloidfeliilet és két sik altal hatarolt test
térfogata olyan ellipszisalapti henger térfogataval egyenld, melynek
alapja az egykopenyfi hiperboloid torokellipszise, magassiga pedig
a hatarol6 sikok tavolsaganak kétszerese.

A ¢ magassdgu elliptikus hiperboloidszelet térfogatdnak mds
meghatdrozdsa. Az a, b, c féltengelyii kétkopenyii hiperboloid ¢ ma-
gassagu szeletének térfogata egy masik elemi tton is nyerheto.
Mégpedig, ki fogjuk mutatni, hogy a ¢ magassdgu elliptikus hiper-
boloidszelet térfogata ugy is megkaphatd, hogy az ugyanolyan fel—
tengelyii félellipszoid térfogatdt kivonjuk egy olyan c-magassdgii

egyenes henger térfogatdbol, amelynek alapja egy a)/2, b)?2 fél-
tengelyti ellipszis.

Helyezziik az ellipszisalapu hengert az xyz derékszogii tér-
beli koordinatarendszerbe tigy, hogy tengelye a koordinatarendszer
2-tengelyével, alapellipszisének a]/ 2, ill. b}/ 2 hosszt tengelye pedig
az x-, ill. y-tengellyel essék egybe. Az elliptikus hiperboloidot
csticsaval, a vele egyez6 tengelyii ellipszoidot pedig centrumaval
a koordinatarendszer kezd6pontjdba helyezziik gy, hogy a c fél-
hossziisagt tengelyiik a z-tengelyre essék, az a és b félhosszlisagu

2 Mater(natikai Lapok
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tengelyiik az ellipszoid esetén az x, illetve y tengelyen, a hiper-
boloidszelet esetén viszont ugyanezekkel a tengelyekkel parhuzamo-
san helyezkedjenek el. (3. ébra).

Szamitsuk ki mindhdrom feliiletre az xy sikkal parhuzamos
% magassagi metszet teriiletét. A hiperboloid % magassagi met-
szete megegyezik egy az xy-sik felett, csicsaval ¢ magasan 4llo

(azaz (1) egyenlettel adott) hiperboloid c—}——% magassagl metsze-
tével s igy ez a metszet (6) szerint egy

Tab ( o rher

(16) g

c?

teriilet(i ellipszis.

3. abra

Az ellipszoidmetszet teriilete a kovetkez6 meggondolas alapjan
szamithatd ki. Az ellipszoid egyenlete

Xl
(17) a._, ‘l" b._, G 54 C: s ]y

amelybdl a % magassagli metszet egyenletére 2 —g— helyettesités
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s atrendezés utan
X2 e

(_aVéJ?+ (5]
2 e

adodik. Eszerint a metszetellipszis teriilete

zal3 : b3 _3n

2 > SR .

Végiil, az ellipszisalapu hengernek az xy sikkal parhuzamos

minden metszete sz-a)/2-b)/2 —2-ab teriiletii. Igy az ellipszoiddal

kivajt henger -;f magassaga sikmetszetének teriilete

ab.

34t 5
(18) 2/rab—Tab=—4—ab.

Tehat (16) és (18) szerint a kétkopenyii hiperboloid és a vajt henger
—g- magassagu sikmetszetei egyenld teériiletiiek.

Ezutén a A’ — %—}— h(O =hs %) magassagli metszetek te-

rilletét szamitjuk ki. A 4’ magassagu hiperboloidmetszet teriilete
megegyezik egy kozépponti helyzetii (s igy (1) egyenleti) hiper-

. boloid h’+c:%+h magassagli metszetének teriiletével. Tehat
a metszet £, teriilete (5) szerint

_ mab ((3c ) __mab (5 r
(19) tl—T((?—f-h/ ——cﬁ)h 3 (—4—c2+3ch+h)_

L OR —}—ﬂ(&h +1).
4 c
A vajt henger h’ magassaglu ,ellipszisgyiirii“-metszetének
teriiletéhez ismét az ellipszoid megfelel6 sikmetszetének teriiletét

kell kiszamitani. A (17) egyenlet alapjan a h’:%-l—h magassagt

ellipszoidmetszet egyenlete, z:%—}-h helyettesités és atrendezés
utan,

X2 y?
— =1
55 7

B e O )

2%
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alaku, amelyb6l a metszetellipszis teriiletére

(20) 1:22(__( h+h2))—— b ”“” (ch+h)
adodik. Ebbol pedig a vajt henger sikmetszetének ¢ teriiletére
@1 8 s Y (3” b 7L (ch+h2))

| DI

=—0b+ = (ch+h"’)
adédik.
A (19) és (21) szerint a kétkopeny(i hiperboloid &' — -+ /¢

magassagu ‘metszetének teriilete a véjt henger ugyanezen sikbeli
(ellipszisgyiirii alaki) metszeténél

@) it 0 wab R 27tabh

& PR
értékkel nagyobb.

Ah"= 2-—/1 O=h= %) magassagu metszetekre az el6bbi

meggondoldsok alkalmazhat6k, csak mindeniitt # helyébe —h-t
helyettesitve. Igy a hiperboloid 4” magassagli metszetének #, terii-
lete (19)-bél

(23) A 5” Bb ””b (—3ch+1),
mig a véjt henger h” magassigli metszetének #; teriilete (21)-bol
(24) =2 ab+ 780 (—ch+ ) ,

Most tehat # > ¢, mégpedig a kﬁlénbségﬁk értéke (24) és (23)
miatt

(25) f—ty=—r,
vagyis megegye21k a (22)-ben szerepld t,—1 kulOnbseggel Eszerint
a ¢ magassagu elliptikus hiperboloidszelet és a vdjt henger kozép-

metszetei (azaz —;— magassagli metszetei) egyenld fteriiletiiek, az

ettbl egyenld tavol es6 -§—+h és %—h magassagti hiperboloid-
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metszetek pedig —z—jzgﬂ -val nagyobbak, ill. kisebbek a vajt henger

ugyanazon sikbeli metszetének teriileténél.
De akkor, a (22) egyenletbdl a (25) egyenletet kivonva

(h+1)—(E+15) =0,
azaz f
(26) Lht+tb==t+0h.
Ezt az észrevételt pedig konnyen felhasznédlhatjuk a hiperboloid-
szelet térfogatinak meghatérozasara vonatkozé fentebbi allitdsunk
igazolasara. Vagjuk ketté % magassagban a hiperboloidszeletet és
a vajt hengert is, s a testek felsé felét helyezziik felsd lapjukkal
lefelé forditva a testek also fele mellé (4. abra).

1,

y I, ty ’2’

4. .ébra

Ha most egy, a (kozos magassagban levd) fedblapoktol £
tavolsagra 1évo sikkal elmetsziik mind a négy testet, akkor rendre
az el6bbi t,, t,, t, t, teriiletii metszeteket kapjuk. igy a hiperboloid-
szeletbol keletkezett két résztest azonos magassigu sikmetszeteinek
teriiletosszege a (26) miatt megegyezik a vajt hengerbdl keletkezett
két résztest ugyanolyan magassagti sikmetszeteinek teriilettssze-
gével. Vagyis a két darabbol allo testekre alkalmazhatd a Cavalieri-
elv, s igy a hiperboloidszeletbél keletkezett két résztest térfogat-
Osszege egyenld a vajt hengerbdl keletkezett két test térfogat-
osszegével. Ezzel a fejezet elején kimondott allitisunkat igazoltuk.

Ebbél pedig az a, b, ¢ féltengelyii ellipszoid teljes térfogata

flsﬁabc lévén, a ¢ magassdgu elliptikus hiperboloidszelet V tér-
fogata
= 2m1bc——%7l abc
-azaz
47
Y= —~3~ abc.

5 Ha két test egy X, Y, Z koordinatarendszerben elhelyezheto tgy, hogy
az azonos Z magassagi, az XY tengellyel parhuzamos sikokkal valé metszetben
egyenld teriiletliek, akkor a két test kobtartalma egyenld. Ez az elv az integral-
szamitas segitségével igazolhato.
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PE3IOME

Ipu nomomu 06bIYHOrO Meropa npudbmmwkenui. OnpepensieTcsi oBbem
TeJ, Ha3bIBAEMbIX B CTAThE IHNEpPOOIOHAHBIMU OTPE3KAMHU T. €. CIOSIMH, 3aTeM
npumenennem npunnuna Kapanbepu asTop ycranaBiuBaeT CBsidb Mexay oOBe-
Mamy CNenuasbHOrO BaJMKa, MOJY3/IIMIICOMHOTO U THIEPOOIONIHOr0 CErMEeHTOB.

SUMMARY

By applying the customary approximation method the author determines-
the volumina of bodies called hyperboloid segments viz. layers (parts) in this
paper and with the help of the Cavalieri principle he establishes a relation:

between the volumina of a special cylinder, of a semi-ellipsoid and a hyper—
boloid segment.




Az I. gimndziumi kisérleti matematikakényvrol'
irta: Remenyt Guszriv és Varca Tamas

1.

Az 1953—54. tanévben kisérletképpen 40 gimnézium I. osz-
télyéba ij konyvet vezettek be, azzal a céllal, hogy egy Kisér-
leti év utdn mindeniitt ez a konyv — illetéleg ennek végleges
forméja — valjék kotelezové.

Erdemes itt felidézni a szovjet kozépiskolai matematika-
konyvek példajat. Ismeretes, hogy a jelenleg hasznalt KiszgL-
jov- és RiBkriN-féle konyveket, eleg ¢éles formaban tamad]ak hi-
baik koztudoméasiiak. Jelentek is mar meg olyan 0j konyvek,
amelyek a biralok egybehangzé véleménye szerint lényeges
elérehaladast jelentenek ezekhez a konyvekhez képest.? Végle-

ges hasznélatba valé bevezetésiikig azonban — mar amelyik
eljut oda — sok biralatnak kell megjelennie a Matyematyika

v skole-ban és egyéb folydiratokban, eredeti, majd atdolgozott
kiadasukrol. Hiszen az a cél, hogy ha j konyvel vezetnek be,
az aztan végleges legyen, hogy a valtoztatassal jaré zokkendt
csak egyszer kelljen elszenvedni. Evtizedek ota talan az egyet-
len 0j kozépiskolai matematikakonyv, amelyet — legaldbb az
iskolak egy részében — allandé hasznalatra bevezetiek, LARI-
csev Algebrai feladatgylijteménye.®

Onként addédik a kérdés: olyan értékii konyv szuletette
minalunk a kisérleti konyvvel, amelyet érdemes — a jelenlegi
konyvet félredobva — allandé tankonyvként bevezetni? Eztea

1 Matemitika a gimnaziumok I. osztdlya szdmara. Fiara Aisert, Hursin
PAL és CsAnk IsTvAn munkaja.

2 P. Sz. Arekszanprov—A. N. Kormocorov, Algebra (1940), D. K. Facave-
Jev—I. Sz. Szominszkiy, Algebra (1951), N. A. GracoLev, Elementarnaja geomet-
rija (I. kiadas 1944, 1. kiadas 1949, IIl. kiadas 1954), A.F. Bermant—L. A.
LJUSZTYERNYIK, Tngonometrua (I kiadas 1940, II. kiadas 1947, III. kiadas 1950).

3 1. kiadas 1948, 1II. kiadas (amellyel az allandé hasznalatba valé beve-
zetés megkezdddott) 1051.



24

kérdést fel kell vetni attol fiiggetleniil is, hogy van-e valakinek
kifogésa, s ha igen, milyen természet{i, a jelenlegi tankonyvvel
szemben. J

21

A kisérleti konyvnek kétségteleniil vannak egyes értékes
vonasai. Helyeselni lehet példaul azt, hogy az egyenletek mel-
lett az egyenlGtlenségekkel is foglalkozik,® és hogy az egyen-
letekkel kapcsolatban ramutat pl. az ekvivalencia fogalmara.

Ugyesek a geometriai részben a szerkesztést megel6zben
kézzel megrajzolt vazlatok, amelyek alapjan a szerkesziési fel-
adatok megoldasanak legfontosabb mozzanata, az elemzés tor-
{énik.

Altalaban emelik a konyv értékét tetszetds, vilagos ébrai.
A rajzolok, nagyon helyesen, nem szakitottak azzal az abra-
stilussal, amelyet éppen az 1j gimnéaziumi matematika-kony-
vek honositottak meg, hogy t. i. a vonalvastagsagok kozotti
éles kiilonbségtétellel is kidomboritjak az abra mondanivaldjat.

Dicséretet érdemel a koényv nyomdatechnikai kivitele. Jol
attekinthetévé teszi a szoveget a fontosabb eredmények, meg-
allapitasok kiemelése, d6lt vagy kovér szedéssel.

A konyvon meglatszik, hogy a szerzdknek célja volt beépi-
teni a konyvbe azt a tudast, amelyhez a szovjet modszertan
eredményeinek megismerése révén az elmilt években hozza-
jutottunk. S ha céljukat nem tudtak elérni, akkor ennek legels6
oka az, hogy nem mérték fel, micsoda hatalmas feladattal
allottak szemben: ugy épiteni be az tijonnon megismert szem-
pontokat a konyvbe, hogy eddigi ériékeink se menjenek koz-
ben veszenddbe. Természetes, hogy ezt a feladatot a szerzdk
nem tudtdk egy parhénapos rohammunkaban sikerrel meg-
oldani, hiszen ezt évek értékel6 munkajanak, tuddsok és peda-
gogusok véleménycseréjének, kritikai miikodésének kellett volna
megel6znie. A birdlatok hianya — mégpedig nem magan-
beszélgetésekben elhangzo, hanem nyomtatasban is megjelend,
nem eldre feltett szandékkal dics6ité vagy ledorongold, hanem
kiilonféle szempontokbol targyilagosan elemzd biralatok hianya
— a legnagyobb akadalya annak, hogy a tankonyvek terén
elérehaladast tehessiink.

E hianyt enyhitends, lassunk most a kisérldti koényv hi-
bainak elemzéséhez.

4 Itt meg kell jegyezniink, hogy a Gallai— Péter-féle I. gimnaziumi tan-
konyv 1949-es kiadasaban is volt egy fejezet az egyenldtlenségekrol, ez azonban
a kovetkezd kiadasokbol, mint tanterven kiviili anyag, kimaradt.
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3.
Sok a konyvben a targyi tévedés vagy erre alkalmat ado
kijelentés, kovetkezetlenség, logikai hiba.®

»Ha az egyenlet mindkét oldalahoz (oldalabol) ugyanazt a sza-
mot vagy kifejezést hozzaadjuk (kivonjuk), akkor az elsé egyenlet-

tel egyenértékii egyenletet kapunk« — olvassuk a 199. oldalon.
Ellenpélda:
x—1=0 G
! :
x—1-+ !

x—1 x—1°
Csak helyeselni tudjuk, hogy a didkok ismerjék meg annzak
pontos fogalmazasat is, hogy mit »szabad« az egyenlettel csi-
nalni: vagyis ismerkedjenek meg az ekvivalencia és a kovet-
kezmény fogalmaval. De semmiképen sem tudjuk helyeselni,
hogy ezen a cimen egy csomé téves allitast tanitsunk meg
nekik. Marpedig a konyvben ennek az egész kérdésnek a tar-
-gyvalasa értelmetlen és hibas. Ez a 217. oldalon a kovetkezok-
ben csticsosodik ki: '
! »Lathatjuk, hogy ,hamis” gyokok lépnek fel abban az eset-
en, ha: :

1. az egyenlet mindkét oldalat olyan kifejezéssel szoroz-
zuk, amely az ismeretlent is tartalmazza. Ekkor a gyokok sza-
méban novekedés all eld; .

2. az egyenlet mindkét oldalat olyan kifejezéssel osztjuk,
mely az ismeretlent is tartalmazza. Ezen atalakitas esetén a
gyokok szamanak csokkenése all be.« ;

Az igazsag az, hogy az 1. esetben egyaltalan nem biztos,
hogy novekedés »all elé« a gyokok szamaban: elGallhat csok-
kenés is, elGallhat egyszerre novekedés és csokkenés (pefsze
nem a gyokok »szamabank, hiszen maga ez a megfogalmazas
rossz; gyokok eshetnek ki és ugyanakkor 0j gyokok léphetnek
fel), és az is megtorténhet, hogy az egyenlet gyokei marad-
nak a régiek. Mindezek az esetek egyt6l-egyig megvalésulhat-
nak a 2. esetben is. Azonkiviil pl. akkor is, ha az egyenlet mind-
két oldalahoz ugyanazt a Kkifejezést adjuk. Hibasak volnanak
ezek a »tételek« akkor is, ha ismeretlent tartalmazoé kifejezés
helyett polinomrél volna sz6 benniik, mert ebben az esetben
sem kovetkezik be feltétleniil novekedés vagy csokkenés a gyo-

5 Félreértések eloszlatasa végett mar itt hangsilyozni szeretnénk, hogy
~cikkiink a hibak felsorolasdaban a teljességre semmiféle igényt sem tamaszt.
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kok szamaban (s ha bekovetkezik, akkor sem tekinthetd a csok-
kenés a hamis gyokok fellépése 2. esetének).

Nézziik tovabb a konyvet. ’

»Szabad az egyenldtlenség mindkét oldaldt ugyanarra @
hatvdnyra emelni, de csak ha paratlan kitev6re hatvan{ozunk,
illet6leg ha az egyenl6tlenség két oldaldnak elGjele megegye-
zik.« (244. old.) (Ha az »illetdleg« sz6 »vagy«-ot jelent, a meg-
szoritds kevés, ha »és«-t jelent, sok.)

»...a kovetkezd egyenlet alakjaban irhatjuk fely

" x+y=21,
vagy fiiggvény alakjaban kifejezve:
y=21 — x« (255. old.).

Vajjon csakugyan ez volna a kiilonbség egyenlet és fiigg-
vény kozt? x+y=21 nem fiiggvény, és y=21 — x nem egvenlet?

»Két hatarozatlan egyenlet mar elegendd két ismeretlen
szamértékének meghatarozdsahoz (mindig?). Ezek az egyen-
letek a két ismeretlenre nézve ket kiilénboz8 (biztos, hogy kii-
16nb6z6?) feltételt szabnak meg; e két egyenlet tehat sziikség-
képen Osszetartozé (mit jelent itt ez a sz6?) és egymastél Kkii-
16nb6z6. Tobb ilyen 0Osszetartozo egyenlet egyenletrendszert
alkot« (256. old.; zardjeles betoldasok toliink).

»...két haromszog egybevagd, ha .. egy-egy oldal és két
szog egyenlé.« (305. old.) Ellenpélda: az 1 és a |2 befogojn
egvenlGszariu derékszogli haromszog.

A 317. oldal aljan bebizonyitja a konyv két egyenes-
rél, hogy egy derékszogii haromszog atfogéjanak felez6pontja-
ban metszik egymast. A bizonyitas hallgatélagosan felhasz-
nalja azt, hogy a két egyenes az atfogén metszi egymast.

A 319. oldalon a haromszég harom magassagvonalanak ko-
z06s metszéspontjat elnevezziik a haromszog magassagpontja-
nak. Azt a kérdést azonban, hogy ilyen pont egyaltalan létezik-e,
csak a kovetkezS oldalon veti fel a konyv. ,

A 332—333. oldalon egy mintapéldaban deltoidot szerkesz-
tiink két oldalabdl (2 cm és 4 cm) és. atlojabol (3 ecm). A disz-
kusszié szerint abban az esetben, ha az atléo nem szimmetriaten-
gely, »egy megoldas van, mert az ismert adatokkal csak egy ha-
romszog szerkeszthetS«. Az ismert adatokkal azonban (2 és 4
cm-es oldal és a harmadikhoz tartozo 1,5 cm-es magassag) két
egymassal nem egybevagé haromszog szerkeszthetd, és ezek két
lényegesen Kkiilonboz6 deltoidhoz is vezetnek.

Ugyanigy hibas a 324—326. oldalon talalhat6 feladat (ha-
romszog-szerkesztés egy oldal és a masik kett6hoz tartozé ma-
gassag alapjan) diszkusszidja is:
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»Csak akkor van megoldas, ha m, és m, kisebb a-nal.«
(Van akkor is, ha az egyik kisebb a-nal, a masik egyenld vele,
csak akkor a szerkesztés menete mis.)

»Egy megoldas van, ha mindkét magassadg nagyobb, mint
a megadott oldal folé irt félkorbe raizolhaté egyenldszarii ha-
romszog széara.« (Két megoldas van, hacsak nem egyenl6 a két
magassag.)

»Két megoldast kapunk, ha az egyik magassag rovidebb,
mint az egyenl8szarti haromszog széra.« (A feltétel helyesen:
ha a két magassag kiilonbozs, és mindketts kisebb a-nal. Ez és
az el6bbi egy eset.)

»Egyenl6szarit haromszoget kapunk, ha a két magassig
egyenld, és mindketté nagyobb, mint a félkorbe irhaté egyenld-
szarit haromszog szara.

Egy megoldast kapunk, ha a két magassag egyenld, és ki-
sebb a félkorbe irhato egyenlGszarti haromszog szaranal.«

(A két eset megkiilonboztetése teljesen felesleges. Mindkét
esetben egy megoldas van, és ez a megoldas mindkét esetben
egyenl@szari haromszog.) \ )

A helyes diszkusszi6: lényegében egy megeldas van, ha
m,<m.=—a vagv m.<m,=a vagy m,=m.<a, ketts, ha
m,==m. és mindkettd kisebb a-nal.

A geometriai részben gyakran felmeriil a tételek megfordi-
lasanak a fogalma, de sohasem tisztdzodik, hogy ez tulajdon-
képen mit is jelent. Példaul a 290. oldalon a kényv kifogastalan
madon bizonyitia a kovetkezG két tételt: "

»Az egyenlbszdaru hdromszogben a szdrszoget [elezd egye-
nes felezi az alapot.«

»Az egyenlbszdri hdromszogben az alappal szemben fekvo:
szoget felez6 egyenes meréleges az alapra.«

-— és még egy harmadik tételt. Utdna ezt irja:

»Az els6 két tétel megforditasabol kovetkezik, hogy az
egyenlbszdri hdromszégben az alapot merblegesen felezb egye-
nes akkor (ez a szo, itt nyilvan sajtohiba) felezi a szdrszoget.«

Hogy értik meg ebbél a tanuldk, mi egy tétel megfordi-
tasa? De még jobb is, ha nem értik meg: mert ha mégis kiha-
- moznak, akkor a mondottak alapjan azt kell hinniink, hogy ha
egy tétel igaz, igaz a megforditasa is. Hiszen arrél nem beszél
a konyv, hogy az els6é két tételnek a megforditasa viszont mi-

b6l kovetkezik. Azonkiviil mindjart utdna — bizonyitds és bar-
miféle indokolds nélkiil — kimondja egy el6bb szerepelt tétel

megforditasat (a héaromsgzog egyenlészari, ha két szoge
egyenld). '
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Az alabbi mondatok is azt az elképzelést tamasztjak ala,
hogy egy tételt minden tovabbi nélkiil meg lehet forditani, hogy
a megforditds ugyanannak a tételnek mas fogalmazasat jelenti:

»A hurnégyszog két-két szembenfekvé szogének osszege egyenls.
Megforditva a tételt igy fogalmazhatjuk:

Ha a négyszogben két-két szembenfekvd szog osszege egyenld,
akkor ez a négyszig harnégysziog.« (400. old.)

Igaz, utana mindjart kovetkezik az utébbi allitds bizonyi-
tasa. De mirdl gy6zi ez meg a tanulét? Legfeljebb arrdl, hogy
-a matematikdban sohasem lehet tudni, mit miért bizonyitunk.

Vagy esetleg arr6l, hogy a matematikusok barmit be tud-
nak bizonyitani, és barminek az ellenkezdjét is be tudjak bizo-
nvitani, nekik ez a kedvtelésiik. A kérdéses bizonyitds ugyanis
igy kezdsdik:

»Elegend6 kimutatni egy péar szembenfekvs szogr6l, hogy
:Osszegiik 180°, mert akkor a masik 2 szég Osszegének is eny-
nyinek kell lenni. Most éppen az ellenkez6jét fogjuk bizonyitani.«
(Vagyis megcafoljuk azt, amit bizonyitanunk kellene.)

Arrol, hogy egy tételnek a (formalis) megforditasa lehet
helyes és helytelen allitas, és igy ha helyes is, helyessége Kkii-
16n bizonyitasra szorul, csak az gy6zi meg a tanulot, ha 14t
példat olyan tételre, amelynek nem igaz a megiforditasa. Ilyen
példat — mégpedig klasszikusan szép példat — ad a jelen-
legi I. gimnaziumi konyv, amikor azzal vezeti be az érint6-
négyszogekre vonatkozo tétel megforditasanak a bizonyitdsat,
hogy megmutatja: az érintGhatszogekre vonatkozé analog tétel

mar nem fordithaté meg.

1.

Kiilonosen sok baj van a konyvben a definiciok koriil. Ezek
néha egyenesen a régi rendszer méltan letiint konyveinek tu-
domanyoskod6, de tudoménytalan szellemét idézik. A legtobb-
szor azonban egyszer{ien nem gondoltdk 4t a szerzk, mit is
tartalmaz a definici6. Nem egy esetben a sajat — egyébként
helyes — definiciéjukat 6k maguk nem tartjak tiszteletben. Pél- .
dak a kiilonféle természetii hibakra:

sAz ésszeadds olyan alapm[z’velet, amelynek segitségével
meqhatarozhat]uk két vagy tobb szdm dGsszegét. Az gsszeg olyan
szdm, mely annyi egységet tartalmaz, amennyi az 0sszes adott
szdmban egyiittvéve van.« (18. old.y
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»A félegyenes forgasa kozben a sz6g nagysaga is allanddan
valtozik. A szog nagysagat éppen ezért a félegyenesek egymaés-
t6l valé elhajlasaval mérjiik.« (Es az elhajlast mivel meérjiik?
279. old.) ‘

»Az idom teriilete kifejezi, hogy mekkora sikrészt fed.«
(367 old.)

» ..a miiveleti jelekkel egybekapcsolt algebrai mennyisé-
geket algebrai kifejezéseknek nevezziik. Ezek az algebrai kife-
jezések lehetnek: 1. egytaguak és 2. tébbtagaak, aszerint, hogy
szerepel-e benniik vagy sem az Osszeadas vagy kivonds jele.«
(81. old.) 2=tv egytagl, vagy tobbtaga?

»Az Osszeadds és kivonas jelével egybekapcsolt kifejezése-
ket tobbtagi kifejezéseknek nevezziik. A tobbtag(i algebrai ki-
fejezést mindig annyi taglinak nevezziik, ahany egytaga Kkife--
jezés van benne.« (81. old.) (a+b) xm— hanytaga?

»...a tobbtagh kifejezések lehetnek:

1. kéttagtiak (binom): a+b; a—b; a+2b.
2. haromtagtak (trinom): a—b+c;2ab+2ac+2bc.
3. tobbtagtiak (polinom): a,+a,+a;+a,+...a,« (81 old.)

Nem vildgos, hogy a haromnal tobb tagt kifejezéseket nevez-
ziik-e polinomoknak vagy azokat, amelyek tagjainak szdma nem
ismeretes. Mindkét felfogas ujszerii.

»Az egyenlfség jelével Osszekapesolt, egyenlé egységet
tartalmazo két szamot vagy algebrai kifejezést egyenléségnek
nevezziik. Példaul egyenlfségnek tekinthetjiitk a kovetkezot:

a=b+c,

mely helyes marad, ha a=6; b=5; ¢=1..« (85. old.) Itt egy
sereg kérdés meriil fel, és marad tisztazatlan. Mit értiink azon,
hogy két algebrai kifejezés egyenld egységet tartalmaz? Egyen-
16ségek-e az egyenletek? Vagy talan csak gyokhelyeiken, gyo-
keik helyettesitésekor valnak egyenléségekké? Eszerint egyen-
16ség ugyanazt jelenti, mint azonossag? Akkor miért adunk
neki mégis kiilon nevet? — Nem tisztazédnak ezek a kérdések
a késébbiek folyaméan sem, amikor megismerkediink az egyen-
16ségek tulajdonséagaival, és ilyeneket olvasunk: »Az egyenl&ség
vdltozatlan marad, ha mindkét -oldalahoz ugyanazt a mennyi-
séget (szamot, kifejezést) hozzaadjuk.« »Az egyenléség akkor
is helyes marad, ha mindkét oldalabol ugyanazt a mennyiséget
(szamot, kifejezést) kivonjuk.« »Ha az egyenl6ség mindkét ol-
dalat ugyanazzal a szammal (kifejezéssel) szorozzuk vagy
osztjuk, az egyenlség tovabbra is egyenléség marad.« (Kieme-
lések toliink.)
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»Béarmely mennyiség a vele egyenlG eértékiivel helyettesit-
heto, vagyis ha: ,

A=B, akkor egyszersmind B=A...< (85. old.)

Ezt értenénk helyettesitésen?

Helyeseljiik a rombusz definicidjat: »Ha a parallelogramma
minden oldala egyenld, akkor rombusznak nevezziik« (340. old.).
Ennek a definicionak a koévetkezetes alkalmazésa megkonnyiti a
tételek, bizonyitasok, diszkussziok sth. fogalmazasat. Kar, hogy
a kényv nem kovetkezetes; a 357. oldalon egy szerkesztési fel-
adatbol adodoé négyszogrél u. i. a kdvetkezd ismertet&jelek alap-
jan latjuk be, hogy rombusz: »atléi merélegesen felezik. egy-
mast és szogei kozt nincs derékszog.« (Valéjaban a megszer-
- kesztett négyszognek nyugodtan lehetnek derékszogei is.) Ha-

sonld kovetkezetlenségeket latunk a parallelogramma, a trapéz,
a deltoid definici6javal kapcsolatban.

Mulatsagos definiciokra vezet a 180°-nal nagyobb szogek
hagyomanyos rossz elnevezése:

»Azokat a négyszogeket, amelyekben dombort szig is van,
homortiaknak mondjuk ... azok a négyszogek, amelyekben
nincs dombort szdg, a konvex (domboril) négyszogek.« (329.
«old.; ugyanigy a 372. oldalon is.)

A felsorolt példak kozt tobb olyan is van, ahol a hiba, leg-
alabb részben, fogalmazasi eredetii. Lassunk még egy jellemzd
példat arra, hogy hibak olyankor is sziilethetnek, amikor a
czerz6 el6tt teljesen vilagos, amit mondani akar, csak nem
tudja azt megfelelGen kifejezni: '

»Az olyan szamokat, amelyeknek nincs valdodi osztojuk,
i6rzsszamoknak, vagy primszamoknak nevezziik. Az elsG néhany
torzsszam

VAN W5 nieg 8 1) DR 1S o i adii L (e

Az 1 kivételével tébbi szamoknak van valodi osztéja.«
(43. old.)

Eldontheti-e a tanulé ezek alapjan, hogy az 1 torzsszam-e
vagy nem? Az els6 mondat utan azt kell hinnie, hogy az. A ma-
sodik mondat megingatja ebben a hitében, hiszen az 1 nem sze-
repel a felsorolasban. Talan felvilagositast ad a kérdésrdl a har-
madik mondat? Eszerint a tobbi (értsd: a felsorolasbél kiha-
gyott természetes) szamoknak van valddi osztéjuk. Ezek tehat
nem torzsszamok. De van egy kivétel — allitja a mondat —
t. i. az 1. Az 1 tehat mégiscsak torzsszam. — A 140. oldalon,
ahol a konyv ismét definialja a torzsszamokat, a hiba megismét-
16dik.

Ne tételezziink fel talsokat a diakrol: ezt nem fogja igy vé-
giggondolni. De vildgos kép sem marad benne a kérdésrél.
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O.

A kisérleti konyvnek a méar emlitett hibak mellett és azokkal
egybefonodva egyik alapvet6 fogvatékossaga éppen nehézkes,
pontatlan, nem a lényegest kidomborité nyelve.

Nyissuk ki a konyvet akarhol. Itt van mindjart az elso $206-
vegoldal kozepérdl néhany mondat:

»Szamlalassal azt allapitjuk meg, hogy példaul az osz-
talyban 38 tanul6 és 38 konyv van. A 38 tanulé és a 38 konyv
inegnevezett szamok, ahol az egység 1 tanulé vagy 1 konyv. Ha
azonban azt mondjuk 19 és nem mondunk hozza egységet, ne-
vezetlen (masképen: puszta vagy elvont) szamot mondoltunk.
Hasonl6an megnevezett szamhoz juthatunk meérés atjan is. Ha
a tanterem hossza 12 m, azt jelenti, megallapitottuk, hogy az
egységiil valasztott meterbol a tanterem hossza hanyat tartal-
maz.«

Az els6 mondatban »azt« felesleges. A masodik mondat-
ban »ahol« pongyola. A harmadik mondatban az »egység« szo
mas értelemben szerepel, mint a masodikban (ott »1 tanulde,
itt »tanulo« jelentené az egységet). A negyedik mondat szd-
rendje hibas. Az 6tédik mondatban »Ha ... azt jelenti« santit,
»az egységiil valasztott méter« pedig tigy is érthetd, mintha t6-
lem fiiggene, hogy milyen métert véilasztok egységiil.

Nagyjabol ez jellemzi a konyv stxlusa’mak atlagos szinvona-
lat. De meritsiink csak a siirejébdl is:

sLatjuk ebbdl azt, hogy az eredménylink Ualoszmuleg he-
lyes. Hogy pontos-e, azt agy is ellendrizhetjiik, hogy ha az osz-
lopokban els6 szamitaskor alulrél felfelé haladtunk, tigy most

feliilrél lefelé haladva, elég jo ellendrzést végezhetiink.« (20.
oldal.)

»A szorzas az az alapmiivelet, amellyel tobb egyenlé Ossze-
adando osszegét hatarozzuk meg.

Ezért (?) qj jelolést 'kell (?) bevezetni: ...« (26. old.)

»Itt természetesen a nulla nem helypotld szamjegy, hanem
a szdmsor kibovitésének egyik eleme. A nulla mint szam (?),
egységet nem tartalmaz.-A nulldanak nincs elGjele, igy (?) sem
a pozitiv, sem a negativ szamokhoz nem sorolhaté.« (93 old.)

»Mindkét fiiggvénnyel kapcsolatban megvizsgalhatjuk még
azt a kérdést is, hogy minden fiiggvény végtelen sok osszetar-
tozd értékpart tartalmaz tovabba pedig azt, hogy a fiiggvény
képének barmely pontjahoz egy megfelelGen Osszetartozé érték-
par tartozik és megforditva.« (182.-old.)
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»Ha (?) az el6z6kben megismert y==~ . x fliggvényben a kx
kifejezést szorzatnak tekintjiik (?), akkor az y ennek a szorzatnak -
értéke.« (190. old.) :

»E példakbdl is lathatjuk. hogy mivel az egyenlet megol-
désa rendszerint abban all, hogy egyenértékii egyenletek lan-
colatan keresztiil mind egyszeriibb alakii egyenlethez jussunk,
gyakran el6fordulhat az egyenértékiiség megsértése: mert olyan
egyenletté alakitjuk at az eredeti egyenletet, amely annak ko-
vetkezménye, de vele nem egyenértékii, ami azt jelenti, hogy a
megoldasnal hamis gyokok léphetnek fel.« (217. old.)

6.

A konyv nyelvezetével kapcsolatban kiilon meg kell emlite-
niink az elnevezések tulburjdnzdsdt. Nélkiilozhetének tartjuk a
kényvben a kovetkezd elnevezéseket: szdmjel (9. old.), rend,
csoport, osztdly (10. old.), dregység (17. old.), szdmtani ardny,.
mértani ardny (65. old.), algebrai mennyiség, betliszdm, dlta-
ldnos szam (77. old.), s6t: dltaldnos betliszdm (174. old.), mu-
tatészam (80. old.), monom, binom, trinom (81. old.), relativ
szam (92. old.), kibovitett szdmsor, algebrai szamsor (93. -old.,
egész szamok helyett), egységszdm (97. old., abszoliit érték he-
lyett), egyszerii szdm (140. old., torzsszam helyetl), valddi tort
kifejezés, dltortkifejezés (149. old., algebrai kifejezésekre), egy-
nemt tortek (155. old.), koordindtasik (179. old.), szubsztitiicio
(182.0ld.), részérték (191. old.), betiikifejezéses egyenlet: (212.
old.), mellékgyok (215. old.), monotonia (243. old.), figgvény-
egyenes (250. old.); irdnyzo, vezérvonal és direkirix koziil is elég
volna egy (439. old.).

A felsorolt kifejezések koziil némelyik csak alkalomszeriien
fordul eld, némelyiket rendszeresen hasznalja a konyv. Nem egy
koziilik nemcsak felesleges, hanem éartalmas is, mert téves el-
képzeléseket sugall. Példaul a régebben szokasos »relativ szam«
elnevezés abbdl az elképzelésbdl fakad, hogy a pozitiv és ne-
gativ szamok, mint relativ szamok szemben allnak az ei6jel nél-
kiili, abszolit szamokkal, és igy pl. +2 és | +2/=2 két kiilon-
boz6 szam.

Téves elképzelésekre adhat alkalmat a »betliszam« elneve-
zés is.

A smellékgyok« sz6 (értsd: az egyenlet formalis megol-
désa soran adodo, de az egyenletet ki nem elégitd, hamis gyok)
azt az elképzelést tamasztja ala, mintha ez is gyck volna, csak
valahogyan kevésbbé fontos, mint a tébbi gyok. Ha pl. ezt a
mondatot olvassuk: »Eszerint tehat x,=—3 valodi gyoke, mig-
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x,=1 mellékgyoke, hamis gyoke az eredeti egyenletnek« (217.
old.), hajlandok vagyunk azt hinni, hogy azért az 1 is gyoke az
eredeti egyenletnek — holott nem az.

il

A targyi és stilaris hibak egyik oka taldn az a nagy siet-
ség volt, amellyel a konyv késziilt. Paradoxonnak hangzik, de
féleg ennek kell tulajdonitanunk a konyvnek még egy alapvetd
hibajat: roppant terjedelmét.

Egyetlen osztdly matematika-anyagat 444 oldalon targyalni
azt jelenti: eleve lemondani arrdl, hogy a konyvet a diakok’ (ta-
ian a legelszantabbak kivételével) hasznaljak is. Semmiképpen
sem vagyunk hivei a széraz, csak levezetéseket tartalmazd tan-
konyvnek; az egyes lépések miértjének és az egész anyag Osz-
szefliggéseinek illusztralasa példakon, megmagyarazasa szavak-
ban, a felszabadulas el6tti konyvekénél nagyobb terjedelmet ko-
vetel meg. Egyes 0j anyagrészek beillesztése, (ij szempontok
érvényesitése is a terjedelem novekedésére vezet. Nem hissziik
azonban, hogy mindez egyiittvéve is indokolna a jelenlegi gim-
naziumi tankonyvek terjedelmének kb. 100 oldallal valo tallé-
pését.

A nagy terjedelmet az egyik szerzének a konyvet ismertet6
cikke® azzal menti, hogy ezt nem annyira a nagy tananyag,
mint inkéabb a sok megoldott mintafeladat és a terjedelmes abra-
anyag okozza. Val6 igaz, hogy a feldolgozott anyag ilyen nagy
terjedelmet nem tesz indokoltta. A kisérleti konyv terjedelmének
megnovekedésében azonban, véleményilink szerint, az emlitett
két tényez6 mellett mas tényezdknek is volt szerepe:

1. A kidolgozott mintafeladatoknak nem annyira a szama,
mint inkdbb a terjedelme tilzottan nagy (elsGsorban az algeb-
rai részben; erre még visszatériink).

2. Egyébként is rendkiviil bébeszeédii a konyv, tele van
toltelékmondatokkal, felesleges ismételgetésekkel. Pl.:

»...egyenléséglink:

x+5=18
alakban irhato fel.

Atgondolva a feladatot, a keresett szdmot konnyen Kkitalal-
juk, mert az csak 13 lehet, mivel 13+5=18.

Ugyanis a fenti egyenl6ség csak az x=13 melleit all fenn,
mert barmilyen mas szamot irunk is az x helyébe, egyenlGsé-
glink nem marad fenn.« (87. old.)

6 Csink IsTvAn: Két tj kozépiskolds matematika tankonyv, A matematika
tanitasa, I. kotet, 3. szam (1953 december). 84—85. old.

3 Matematikai Lapok



»Arrol pedig, hogy az egyenletet helyesen oldottuk-e meg,
vagyis, hogy a nyert érték valéban megfelel-e a feladatban jel-
zett ismeretlen mennyiség értékének, és hogy ez a kapott értek,
mint az egyenlet gyoke, eleget tesz-e (kielégiti-e) az egyenlet
kovetelményeinek, az egyenlet probdjdval gy6zédhetiink meg.«
(207. old.)

»Ha azonban az egyenldtlenség mindkét oldaldt »—1<«-gyel
vagy pedig valamilyen mas negativ szimmal szorozzuk vagy
osztjuk, akkor ellenkezé (ellentétes) értelmii egyenldtienséghez
jutunk, vagyis az egyenl6tlenség irdnya megvaltozik (miert az
egyenlGtlenség tagjainak elGjelvaltozasa az egyenlStlenségi jel
megforditdsat vonja maga utan).« (244. old.)

3. Szamos fogalmat, tételt, szabalyt, stb. kétszer, haromszor
is megtanit a konyv, hivatkozas nélkiil arra, hogy errél mar
maskor is volt szo.

8.

Utobbi megjegyzésiinkkel kapcsolatban a terjedelem kérdeé-
sén tal a rendszeresség kérdése is mindjart felvetddik. Hogy a
kényv iréinak egyik fGszempontja éppen a rendszeresség volt,
az kideriil tobbek kozott az idézett cikknek egy mondatabél is.”
De vajjon rendszerességnek nevezhetjiik-e azt, hogy a konyv a
19. oldalon kimondja az 6sszeadas »kommutativ térvényét« és
sasszociativ torvényszeriiségét«, mindkettét leirja »altalanos
szamokkal« is:

atb+c+d=a+c+b+d=d+c+a+b=...,
iiletve

at+b+ct+d=a+ (b+c+d)=(a+b)+ (c+d)=...;

majd a 98. oldalon altalanositja ezeket »relativ szdmokra« is, s
tijra leirja betiikkel, most mar igy:

a+b=b+a
és :
at+b+c=(a+b)+c=a+ (b+c)=(a+c)+b= stb.

— az azonossagok neve most: »az Osszeadas felcserélési (kom-
niutacio) torvénye« és »a csoportositds (asszociacié) torvénye«
—; ezek utan pedig a 109. oldalon a kovetkezdket mondja:

»Igy az azonossdgok lehetGséget nyujtanak ahhoz, hogy az
alapmiiveletekre tanult torvényszeriiségeket azonossagok segit-
ségével is megfogalmazzuk.

s 7 ... sziilkségessé valt az algebrai alapfogalmak, alapmiiveletek rend-
szeres tanitasa...“, 85. old.
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a) Az oOsszeadas egyik alapvetd tulajdonsiga az, hogy
-az 0sszeg nem valtozik, ha az dsszeadandok sorrendjét feleseréljiik.
“Tehat:

— 3a%b+6ab =6ab — 3a*b=3a%b.

Ez a kommutdcié (felcserélés) torvénye, melyet altalanosan

igy irhatunk fel:
a+b=b+a ;

b) Tobb Osszeadandé esetén az dsszeadast ugy végezzik
-el, hogy barmelyik két tag Gsszegéhez hozzaadjuk a harmadik
tagot

Az Osszeg tehat valtozatlan marad, ha az osszeadandokat tet-

szés szerint csoportositjuk.

Ez az asszocidcié (csoportositds) ftorvénye.
Altalanosan felirva:

a+b+c=(atb)+c
=(atc)+b
= (b+c)+a
=....stb.

c) Osszeget Ggy adunk egy szamhoz, hogy az Osszeg minden
stagjat hozzdadjuk a szamhoz. Tehat: ;

a+ (b+c)=a+b+c

d) Kiilonbséget Gigy adunk egy szamhoz, hogy a kisebbitendét
‘hozzaadjuk, a kivonandét pedig kivonjuk. Tehat:

a+(b—c)=a+b—c« és igy tovabb.

Eltekintve ‘az elnevezések sokiéleségétdl, a kommutativitas-
nak és asszociativitasnak a szokasostol eltérd, egybelolyo értel-
mezésétdl — mi sziikség van erre a harom helyen, harom Kkii-
16nb6z6 médon valé talalasra? Es mi sziikség van kiilon kivo-
nasi azonossagokra a negativ szamok bevezetése wutdn? Nem
‘lehetne-e a természetes szamoknal egyszer felirni az Gsszeadas
alaptulajdonsagait pl. a+b=b+a és a+ (b+c)=(a+b)+c
alakban, utalni &ltalanositasaikra, és attél kezdve minden (j
szamfajta bevezetésekor megmutatni, legalabb egyes példakon,
hogy ezek tovabbra is érvényben maradnak? (Az azonossdgok
elkalmazdsat algebrai kifejezésekre egyetlen megjegyzéssel elin-
tézhetjiik: ezek is szamokat jelentenek.)

Héarom helyen szerepelnek a szorzas megfeleld tulajdon-
sagai is (28., 101. és 111. old.). Erdekes azonban, hogy utoljara,
-amikor — 20 oldallal a negativ szamok, 65 oldallal a tortek be-

3*
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vezetése utan — a legtagabb szempontbd! vizsgalhatnank érvé-
nyességiiket, a kommutativitas koévetkezé indokolaséaval talal-

kozunk:
»Az a szamot b szammal szorozni annyit jelenl, mint az
a szamot b-szer venni Osszeadandoul. Tehat:

B B R e e
a-b=a+a+a+a+............ St

A szorzas olyan Osszeadas, amelynél az Osszeadanddk
egyenlSk. Ennélfogva a szorzasnal is érvényesek az Osszeadas.
torvényei. .

Tehat: 3:4=4:3

Mivel ez minden szamra igaz, éppen  azért betiikkel is fel-
irhatjuk ezt az azonossagot

a-b==>b-a« (111. old.)

(Az okfejtés, ha jol értjiik, a kovetkez6: Az Osszeadas kom-
mutativ. A szorzas is Osszeadas. Tehat a szorzas kommutativ.
Csakhogy ebben a szillogizmusban 1. a propositio minor 65 ol-
dallal elébb — mikor a torteket bevezettilk — mar érvényét
vesztette; 2. a kommutativitds mast jelent a propositio maior-
ban és méast a conclusioban.)

Még felsorolunk néhany példat — a teljességre valé igény

nélkiil — a kényv rendszertelenségére.
A 96. oldalon az el6jeles szamok Osszeadasaval és kivona-
saval kapcsolatban — nagyon helyesen — algebrai kifejezések

Osszevonasara is hoz fel példakat a konyv. De miért veti fel
akkor ezt a 104. oldalon #j problémaként?

Kétszer ismerkediink meg a szorzas el6jelszabélyaval (101.
 és 113. old.), haromszor az osztaséval (104., 126. és 149. old.).

Az egynemii kifejezések Osszevonasakor nem tudjuk meg,
liogy tulajdonképen kiemelést végeztiink. Ez a fogalom a 129.
oldalon meriil fel el6szér. De nem utoljara: A 136. oldalon
»A kozos tényezé kiemelése« c. fejezet az egész kérdést eldlrél
veti fel.

Kétszer definialja a kdnyv — mas és mas fogalmazasban
— a reciprok értéket (55. és 159. old.).

A tortes tortek egyszerfi tortté alakitdsa is kiilon szerepel
a szamtani részben (56. old.) és kiilon mégegyszer az algebrai
részben (165. old.). A két targyalasméd kozott vannak eltéré-
sek. Egyben azonban megegyeznek: mindketl6 gondosan hang-
stilyozza a tortes tortek eltavolitasanak azt a mdédjat, hogy
elébb »a f6étortvonalat osztasjellel helyettesitjiik«. Félreértés el-
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keriilése végelt az algebrai rész irdja zardjelben odateszi, hogy
ilyen (:) osztasjelre gondol. Komolyan gondoljak a szerzdk,
hogy egy miiveleti jel helyettesitése egy masik, vele teljesen
egyenértékii miiveleti jellel valamivel is el6reviszi a dolgot?

A 295. oldalon szerepel ez a feladat:

»Szerkessziink hdromszoget, amelynek ismerjik hdrom ol-
daldt.« A megoldashoz, helyesen, hozzafiizi a konyv: »A feladat-
nak csak akkor van megoldasa, ha barmely két oldal Osszege
nagyobb, mint a harmadik oldal.« Ennek a diszkusszionak az
elméleti megalapozéasa 7 oldallal késébb talalhato meg. Kérdés,
szlikség van-e erre egyaltalan ezen a fokon; de ha igen, akkor
feltétieniil el6bbre kell keriilnie, mint az alkalmazasanak.

A szimmetriat (290. oldal) és a tiikrozést (311. old.) kiilon
vezeti be a konyv.

A 308. oldalon bizonyitassal szerepel az a tény, hogy a
szogfelez6 minden pontja egyenld tavolsagra van a szaraktol;
a 318. oldalon bizonyitas nélkiil és a 308. oldal eredményére
valé hivatkozas nélkiil olvassuk azt, hogy a szdg szaraitol
egyenl6 tavol 1év6 pontok a szogfelezon helyezkednek el; a mér-
tani hely fogalmat azonban csak az utolsé fejezetben vezeti be
a konyv, és igy csak a 432. oldalon tudjuk meg, milyen pontok
mértani helye a szogfelez6. Holott ezt a kérdést nem itt. nem
is a 318. vagy a 308. oldalon, hanem mar a 293. oldalon, a
szogfelezG szerkesztésével kapcsolatban tisztazni lehetett volna,
hiszen a szimmetria fogalma ott mar rendelkezésre allt. Ha-
sonlé a helyzet a szakaszfelez6 merdlegessel (292., 317., 416.
old.). Persze a kérdés mas és mas oldalrél meriil fel az egves
helyeken. De ha ezek a helyek egymas mellé keriilnének, akkor
«csokkenne a terjedelem, f6leg’ pedig az anyag megtanitasahoz,
megtanulasahoz sziikséges munka.

A 321. oldalon a tapasztalat alapjan fogadjuk el, hogy a
stlyvonalak egy pontban metszik egymast. Annak a tételnek a
bizonyitasa, hogy a stilyvonalak 1 :2 aranyban osztjak egymast
— amelybdl az elGbbi rogton kovetkezik — csak a 352. oldalon
talalhatéo meg. De hogy e két tény kozott dsszefliggés van, arrol
itt sem értesiiliink.

A haromszog kozépvonalanak tulajdonsagait harom helyen
is kimondja a konyv:

»...a hdromszog két szomszédos oldaldnak felezési pont-
jait osszekoté szakaszok pdrhuzamosak a harmadik oldallal, és
minden ilyen szakasz hossza fele a harmadik oldalnak.< (320.
-oldal.)



»Béarmely haromszogben két oldal felezGpontjat Osszekoto.
szakasz parhuzamos a harmadik oldallal, és fele annak az ol-
dalnak, amellyel parhuzamos« (334. oldal; hivatkozds van a
320. oldalra).

»Ha egy haromszog két oldalinak felezé pontjait osszekotjiik,.
akkor az osszekoto szakasz fele a harmadik oldalnak és azzal par-
huzamos.« (350. old.; nincs hivatkozas az el6bbiekre.) Bizonyi-
tassal és a »kozépvonal« elnevezéssel csak ilt taldlkozunk.

A 391—393. oldalon megtalaljuk annak bizonyitasat, hogy
egy korivhez tartozé keriileti szogek egyenlék. Az a probléma
viszont, hogy egy egyenesszakasz a sik mely pontjaibol latszik
egyenld szogek alatt, csak a 425. oldalon vetddik fel.

Rendszeresnek ezek utan igazan nem mondhatjuk a kony-
vet. Mi. az, ami mégis a rendszeresség latszatat kelti benniink,
legalabb is addig, amig kozelebbrdl meg nem nézziik? Az, hogy
a fejezetcimek a régi konyvekbdl ismert sorrendben kovetkeznek
egymas utan; pl. a mértani részben: 1. Alapfogalmak. II. Ha-
romszogek. III. Négyszogek. 1V. Sokszogek. V. A kér. VI. Mér-
tani helyek.

Csakhogy ennek a rendnek nagy é&ra van: a felsorolt rend-
szertelenségek jorésze éppen ebbdl az at nem gondolt, de kote-
lez6nek érzett rendszerezésbdl veszi eredetét (pl. a haromszog
szogfelez6i a haromszognél talalhatok, keriileti szog a kornel,
de szogfelezs és 1atészog-kor, mint mértani helyek, az utolsd
fejezetben.)

o

Egy tankonyv értékelésekor sziikségszeriien felmeriilnek
didaktikai szempontok is. Tanithaté-e — és még inkabb: tanul-
haté-e — a konyv? Birdlatunk erre a kérdésre tobb vonatkozas-
ban mar meg is adta a feleletet (pl. a terjedelemmel kapcso-
latban), de nem lesz felesleges néhany tovabbi vonatkozasra is
felhivni a figyelmet, anélkiil, hogy a kérdést ki akarnank me-
riteni.

Sok pedagégusnak bizonyara az lesz a véleménye a Kkisér-
leti konyvrél, hogy hibai ellenére is aranylag jol tanithaté. Ez
érthet$ is, hiszen azel6tt mindnyajan nagyjabdl ilyen felépitésii
konyvekbél tanultunk és tanitottunk. A tradicié szerepe nem le-
becsiilend6. A Kiszeljov-konyvek peldaul hibaik ellenére is ha-
lad6 hagyomanyt jelentenek a szovjet matematikatanitas torté-
netében, ez indokolja a hozzajuk valo ragaszkodast. Viszont kér-
déses, hogy a Horthy-korszak legelterjedtebb matematikakony-
vei, a BorosAYy: és a MEREY-féle konyvek barmilyen szempont-
bél is halad6 hagyomanyt jelentenek-e!
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A tradicio kérdése azonban csak a tanarok szempontjabdl
meriil fel. Arra szeretnénk kérni a kartarsakat, hogy nézzék a
dolgot egy Kkicsit a didkok’ szemével is. Meg tudja-e gydzni ez
a konyv a didkokat arrél, hogy érdemes algebrat és geometriat
tanulni, arrdl, hogy a matematikdval valami értékes eszkozt
kapnak a keziikbe? Helyes fogalmat ad-e a matematika és a
kérnyez6 vilag kapcsolatarol? Felkelti-e érdeklédésiiket azzal,
hogy ramutat az egyes matematikai kérdések egymassal valo
kapcsolatara? (Egy masik didaktikai kérdésre, a készségek be-
gyakorlasianak a kérdésére késébb visszatériink.)

Nem akarunk tiizott és felesleges kovetelményeket tamasz-
tani. Nem volna konnyii akar az algebrat; akar a geometriat
logikailag helyes felépitésben folyamatosan targyalni olyan mo-
don, hogy mindig valami gyakorlati problémabol induljunk ki.
De erre nincs is sziikség. Senki sem kivanja — remélhetéleg —,
hogy a kéttag kobét akar a tankonyv, akar a tanar tsz.-példaval
vezesse be. Valahogvan mégis meg kell értetniink a didkokkal,
hogy amit tanitunk nekik, az nem az élettdl teljesen kiilonallo
valami. Az olyan indokolas, hogy »tanuld fiam, majd a végén
meglatod, mire jo« nem szokta kielégiteni a didkokat — teljes
joggal. ,

Nem kivanhatjuk példaul a diakoktol, hogy atragjak ma-
gukat az algebrai atalakitasok kasahegyén (a Kkisérleti konyv-
ben ez kozel 90 oldal; ebbdl 12 sazonos atalakitasok«, a tébbi
smiiveletek« néven), anélkiil, hogy megmutatnank nekik, ho-
gyan lehet ezeket alkalmazni ott, ahol valami hasznukat latjuk,
példaul egyenletek megoldéasaban. A szovjet metodika mar hosz-
szabb ideje felfigyelt arra, milyen lélek6l6 az algebrai atalaki-
tasoknak az egyenletektél fiiggetlen tanitasa. Az tjabb mod-
szertani konyvek egyértelmiien allast foglalnak amellett, hogy
az azonos atalakitasokat kapcsolatba kell hozni az egyenletek-
kel.® Kiszeriov algebrajanak hibajaul réjak fel, hogy ezt nem
teszi. FAGGYEIEV és Szominszkiz mar emlitett kisérleti tan-
konyve ezt a hibat részben kikiiszobdli, az azonos atalakitasok
tanitdsa kozben felszinen tartja az egyenletek megoldasat is,
hogy ezzel is indokoltabba, érdekesebbé tegye az azonos atala-
kitasokat. Erthetetlen, hogy amikor a Szovjetuniéban egy hiba
kikiiszobolésére torténik kisérlet, ugyanakkor mi a hiba vissza-
allitasara tesziink kisérletet. A kisérleti konyvnek az azonos éat-
alakitasokkal foglalkoz6 részében ugyanis nyoma sincs barmi-
féle hivatkozéasnak arra, hogy az azonos atalakitasoknak hasz-

8 Lasd pl. Bragyisz, A kozépiskolai matematikatanitds modszertana, 256—
257. old., Barszukov, Uravnyenyija pervoj sztyepenyi, 15—16. és 26—27. old.

=
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nat vehetjiik egyenletek megoldasabhan vagy paraméteres egyen-
letek megoldasanak ellendrzésében.

Annak a kovetelménynek, hogy »az egyenletekkel az al-
gebratanitdas minél korabbi fokdn meg kell ismertetni a tanulo-
kat«® azzal igyekszik eleget tenni a konyv, hogy az algebrai
rész elején, a 87—90. oldalon 6sszefoglalja, mit »szabad« az
egyenlettel csindlni. Egyenletekre azonban nem azért van sziik-
ség az anyag elején, hogy ott elmondhassunk réluk valamit,
amit szaz oldallal kés6bb majd megint elmondunk, de méskép-
pen (mas kérdés, hogy itt is, ott is rosszul), hanem éppen az
azonos atalakitasok indokoldsa céljabol.

Nem sokkal jobb a helyzet az azonos atalakitasoknak nu-
merikus példakon wvalé szemléltetése tekintetében sem. Az I.
gimnazistak tobbsége aligha képes arra, hogy egyetlen olyan
példa alapjan, ahol a kitev6k ugyan adott szamok, de az alapok
nem:

b e O e LW (A SO BT R

olyan viligos képet alakitsanak ki magukban az egyenl5alapii
hatvanyok szorzasarol, hogy ezt mindjart
ak . qm = qktm

alakban is rogzithessiik (114. old.). Marpedig ha a tanarnak min-
den o6ran 3—4 oldalt kell elvégeznie — mint ebbdl a konyvbsl —
akkor nem varhaté, hogy a konyvben foglaltakat tovabbi pél-
dakkal egészitse ki. Ennyi el6készités utdn pedig a diak leg-
jobb esetben formalisan megtanulja, mit kell csinalnia egytagok
szorzasakor a kitevékkel, de nem alakul ki benne az algebrai ki-
fejezésnek mint konkrét szamkifejezések altalanositasanak a
szemlélete. Betiiket 1at, betiikkel dolgozik, hidba mondjuk neki,
hogy a betiik szamokat jelentenek.'

De még ott is, ahol a konyv numerikus példakat hoz fel az
azonossagokra, baj van a sorrenddel: nem a konkrét példakbol
absztrahaljuk az altalanos szabélyt, hanem elénk pottyan az
altalanos szabaly, és azt alkalmazzuk a konkrét esetre. Csak a
kommutativ és asszociativ tulajdonsagok felirasat elozik meg
konkrét példak. Itt viszont, mint mar emlitettiik, az altalanos-
sag koriil van baj: teljesen elhibazott dolog a szorzasra vonat-
koz6 azonossagokat a negativ szamok bevezetése utan csak a
természetes szamok korébdl vett példakbol absztrahalni (111.
otdal).

9 Barszukov, i. m. 15. old.
10 V. 6. Bragyisz, i. m. 262. old.
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Hogy mennyire nem latjak a szerzék, mit lehet ebben a
korban absztrakcios képesség terén feltételezni, arra jellemzdé
példa, hogy amikor a tanuldk életiikben el6szor tanulnak fiigg-
vényekrdl, és még Osszesen csak négy konkrét fliggvényt ismer-
nek, elérkezettnek latjak az idét az s=f(¢), k=f(a;b), T=f(r).
T=o(t) jelolések bevezetésére (176. old.).

Tankényviraskor a legfontosabb az, hogy a szerzd bele
tudja élni magat a tanulék gondolatvilagaba; hogy mindig az 6
gondolatmenetiiket igyekezzék tovabb vinni, problémaikra va-
laszolni (persze nem giligydgve, hanem a sajat hangjan, hiszen
az a célja, hogy nevelje, sajat szintje felé kozelitse 6ket). Ez a
»hozzaallas« az, amit er6sen hidnyolunk a kisérleti kényvben.
Vegyiik csak el6 sajat didkkori élményeinket! Ki tudott-e elégi-
leni benniinket az, hogy »most ezt tanuljuk, mert ez kovetkezik
az anyagban«? Nem az adja-e meg éppen a matematika szép-
'ségét, hogy amint egy problémara valaszt kaptunk, ij problé-
mak meriilnek fel, és ezek visznek benniinket mindig tovabb?
A kisérleti konyvnek ehelyett inkabb leckefelmondas-jellege van.
A szerzék elmondjak az anyagot — de nem a diak feldl nézve,
‘hanem gy, ahogy azt 6k tudjak.

»Természetesen a kikiiszobolés ezen modjat akkor is alkal-
mazhatjuk« — olvassuk a 265. oldalon, miutdn megismerked-
tlink olyan egyenletrendszerekkel, amelyekbdl az egyik ismeret-
len egyszerii 0sszeadassal vagy kivonassal kiesik — »ha az is-
meretlenek egyiitthatéi az adott egyenletrendszer mindkét egyen-
letében kiilonboznek«. A szerziknek ez természetes, de nem a
didkoknak! Helyesebb lett volna felvetni a problémat: alkalmaz-
hatjuk-e a modszert, s ha igen, hogyan?

Vagy példaul — hogy az egyenletrendszereknél maradjunk
— a 259. oldalon értesiiliink arrél, hogy az egyenletrendszerek
algebrai megoldasai koziil »elGszor az dsszehasonlilé vagy ki-
egyenlitési modszerrel ismerkedgink meg«. A gyerek még meg
sem sziiletett, de mar két neve is van! Kovetkezik a modszer is-
mertetése. Majd utélag megtudjuk azt is, ami pedig egyediil in-
«dokolja ennek a modszernek az el6revételét az algebrai meg-
oldasi modok koziil (s6t egyaltalan a létjogosultsagat is):

»Az Osszehasonlité modszer alapjaul tulajdonképpen a gra-
fikus modszer szolgal, mert amikor a grafikus abrazolashoz
mindkét egyenletbdl kifejezziik az y-t,

~ 3—30x
! B

. Bx—=22
y— 3 )
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akkor a két egyenlet kozos x és y értékeit keresve, az igy kapott
kifejezéseket egy egyenletben kapcsolhatjuk 6ssze, mert ha ket
mennyiség Kkiilon-kilon egyenlé egy harmadikkal, akkor azok
egymas kozott is egyenlék. Mivel pedig fenti Kkifejezéseinkben
mindkét kifejezés baloldala ugyanazzal az y értékkel egyenld,
igy az y-ok egyenlGsége mellett a jobboldalak is egyenldk,
vagyis felirhato, hogy:
3—30x . 8x—22 >
2 3 !

Ez a mondat nemcsak indokolasnak kései és logikailag hibas;
egyaltalan az is kérdéses, hogy megértik-e belSle a tanulék a
grafikus és az 0Osszehasonlitdé modszer Osszefiiggését.

Emlitettiik mint didaktikai kovetelményt a konkrét alkalma-
zasok bemutatasat, a valdsaggal valé kapcsolat ébrentartasat
ott, ahol ez megvaldsithaté. Ezen a téren szamos hibat kovet el
a konyv. Az egyenl6tlenségekrdl szolo fejezetben példaul sehol
]sel;n deriil ki, hogy az egyenl&tlenségeket valamire hasznalni is
ehet.

Az élettdl valo idegenség tekintetében azért meégis a geo-
metriai rész vezet. »A geometria targya a tér tanulmanyozasa«
— jelenti ki az els6 mondat (277. o]d) Errél a térrél egyeldre
azt tudjuk meg, hogy »pontokbol tevédik 6ssze, amelyeket nagy-
betiivel szoktunk jel6lni: A, B, C stb. Néha ezeket indexekkel
latjuk el (lent) és vesszdkkel (fent). Példaul: X,, X,, K, K" stb.«
De hogy ennek a térnek volna valami kéze ahhoz a térhez,
amelyben éliink, arrél 35 oldalon keresztiil semmit sem tudunk
meg. A 312. oldalon talalkozunk az elsé olyan példaval, amely-
ben a geometriai alakzatoknal konkrétabb valamirdl is szé van:
»Egy fal el6tt A golyé all. Milyen iranvban kell az A golyot
16kniink, ha azt akarjuk, hogy a falrél val6 visszapaita-
nas utan a B ponton haladjon at?« Holott kozben nem egy eset-
ben lett volna alkalom konkrét példdk megemlitésére (szogek
meérése, haromszogek egybevagosagi tételeinek alkalmazasa a
g}akorlatban) Ugyanezt latjuk a feladatanyagban is: az elsd
szaz feladat kozt csak egyet talalunk, amely a geometriai fo-
galmakat a valdsagra vonatkoztatja (281. old. 10.) Nem a se-
. matikus algyakorlati vagy a felesleges részletkérdésekbe me-
riil6 gyakorlati feladatokat hidnyoljuk, hanem annak érzékelte-
tését, hogy a geometridnak van koze a valosaghoz. Tizenotéves
didkoknak szdl a konyv!

Kétségtelen, hogy az érdeklédés felkeltése, a gyakorlattal
valoé kapcsolatnak és az egyes matematikai problémak kozotti
kapcsolatoknak a megvilagitasa lényegesen inkabb mulik a ta-
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naron, mint a tankényvén. Mégsem lehet tagadni, hogy a tan-
konyv is nagy nevelShatast fejthet ki — pozitiv és negativ irany-
ban egyarant — egyrészt kozvetleniil a diakokra, masrészt azon-
ban a tanarokra is, kiillonosen afiatalabb, palyajuk kezdetén.
4llo pedagogusokra.

10.

Didaktikai hibakrdl szoélva beszélniink kell a konyv forma-
lizmusdrol is — anélkiil, hogy ezt a tobbi didaktikai vagy egyéb-
hibaktol el akarnank vagy tudnéank hatarolni.

A matematika egyik legnagyobb erdssége sok évszazad fo-
lyaman kicsiszolodott formanyelve: tomor jelolésmédjai, a mar
tobbszor megtett gondolatsorok atugrasara képessé tevs algo-
ritmusai. A formanyelv elsajatittatdsa, az ezzel kapcsolatos
készségek begyakoroltatdsa iskolaink egyik legfontosabb feladata..
© Koztudomasti, hogy ezen a téren igen nagy hibak vannak. Azert
talan, mert a didkok gondolkozni.ugyan megtanulnak, eljutnak
oda, hogy az anyagot megértik, de ez olyan sok id6t és ener-
giat vesz igénybe, hogy az anyag gyakorlasara mar nem
fulja? Lehetséges, hogy egyes esetekben ez az ok. Tapasztala-
tunk azonban az, hogy az esetek tlilnyomé részében mas baj
van. A didk — mint arra az el6z6 pontban egyes példdk kap--
csan mar ra is mutattunk — nem lat elég konkrétumot, nem
iut végig elég sok konkrét gondolatsoron, elég tudatesan ahhoz,
hogy a formanyelv absztrakcidjaig eljusson, hogy az szamara
ne tires format, hanem a valdésagnak altalanosabb, sfiritett
kifejezését jelentse. Mégis felszed valamit a formanyelvb6l, de-
persze csetlik-botlik benne, tudasa formalis, holt tudés.

Ezzel a tapasztalatunkkal nem &llunk egyediil. A szovjet
metodika vilagosan ramutat arra, hogy itt van a probléma lényege.

»Tekintetbe kell venniink, hogy a tanulék altalanos forma-
ban esetleg jol megtanultak az egytaghiak szorzasanak szabalyat,
és a feladatgyiijteményben el6fordulo, rendszerint elvont példak
megoldasaban is jartassagra tettek szert, és mégis gyakran ko-
vetnek el hibat a szabaly alkalmazéasanal; ez pedig azt bizo-
nyitja, hogy tudasuk formalis.«" ;

Ugyanebbdl a felismerésbdl fakadt a szovjet matematika--
tanitasnak nalunk is meghonosulofélben lévé kitiing moédszere:
az algebra elGkészitésére: évek soran at mind Osszetettebb sz0-
veges feladatokat oldani meg egyenlet nélkiil, és igy fokozato-
san megérlelni annak sziikségességét, hogy a mar gépiessé vale
gondolatokat alkalmas tomor forméaban rogzitsiik.

11 Bragvisz, i. m. 263. old.



Ha ide eljutottak a tanulok, akkor keriilhet sor a tudatosan
megszerzett és mindig ujra tudatosithaté formalis eljarasok
-gyakorlasara, tovabbi bdséges, véltozatos példaanyagon.

Mit kivanunk hat ezen a téren egy tankonyvt6l? Azt, hogy
a formanyelvet akkor és olyan meértékben adja a tanuldk elé,
amikor és amilyen mértékben arra sziikség van. Hogy 0ltoz-
fesse a gondolatokat mindig a legkifejez6bb modon formaba, és
ne alkalmazzon soha gondolatnélkiili, iires formakat.

A formalizmus veszélye kiilonOsen nagy az algebraban. Az
azonos atalakitasokrol eleget beszéltiink, lassuk, hogy all ezen
a téren a kisérleti konyvnek az egyenletekrdl sz6lo része.

Mit jelent egyenletet megoldani? Mi a célunk, ha egy egyen-
letet meg kell oldanunk? Megtalalni az egyenlet gyokeit, azaz
mindazokat a szamokat, amelyeket az ismeretlen helyébe irva
helyes egyenlGséget kapunk. Ez a cél; a formalis eljaras alkal-
mazasa pedig (pl. mindkét oldal egyenld véltoztatisa) a cél-
hoz vezetd — egyik lehetséges — it. Amint célunkat elértiik,
-azaz rajottiink arra, hogy az egyenletnek mi a gydke vagy mik
a gyokei, a formalis eljaras tovabbi alkalmazédsa céltalan. Ha
mégis alkalmazzuk: a formanyelv oncéluva valik a keziinkben,
a formalizmus hibdjaba esiink. Az ilyen oktatds eredménye: a
-didkok el6tt elkgdositjiik a matematika céljat, felesleges nehéz-
segeket tamasztunk nekik, elriasztjuk ket a matematikatol.

Tegyiik fel példaul, hogy egy egyenlet megoldésa sorén ezt
Kapjuk:

— 72x=—T72.
Van-e itt sziikség tovabbi atalakitasra? Nyilvanvald, hogy nincs.
Ez az egyenlet az x=1 esetben teljesiil, mas esetben nem telje-
siil, hiszen — 72-nek az 1-szerese és csakis az I-szerese egyenld
— 72-vel.

Feltéve, de meg nem engedve, hogy valaki mégsem talalna
ki ezt a gyokot, még mindig végigoszthat — 72-vel (negativ
szamokkal mar tudunk osztani!), és akkor is ugyanezt kapja.

A kisérleti konyv ezzel szemben, hogy eleget tegyen hat
pontbél 4ll6 egyenletmegoldasi sablonja kovetelményeinek, a
207. oldalon a fenti egyenletet a kovetkez Iépésekben oldja
1meg:

—T12x=—T2
T2x—i2
2x_ 12
202

o=l
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Ez éppen az, amit az elébb a formanyelv 6ncélt alkalmaza--
sanak, formalizmusnak neveztiink.

Nem akarjuk elhallgatni, hogy a kényv tébbszor figyelmez-
tet arra — példaul, mindjart a fenti egyenlet megoldasa utam
— hogy a hat pontbdl allé6 sablont snem szabad merev sablon-
nak tekinteniink« (207. old.) »nem szabad csupan formalisan al-
Lalmazni, hanem gondolkodva, egy kis el6relatassal kell a fel-
adatokat megoldani« (218. old.). Itt azonban felvelGdik a kér-
dés: azzal nevel-e egy konyv, amit mond, vagy azzal, amit csi-
nal? Nyilvanvald, hogy egy tankdnyv is elsdsorban a példajaval
nevel. Marpedig mindjart az utébbi megjegyzés utan is egy
olvan egyenletmegoldas kovetkezik, ahol a mondottaknak ép-
pen az ellenkezéjét latjuk megvaldsitva. A kozolt egyenlet egy-
szeriisités .utan ilyen alakot olt:

Bgry Sy B ETIN2 L

Ha az egyenletmegoldas hat pontbol 4llé sablonjat nem tekint-
jiik merev sablonnak — s6t, ha egyéaltalan nem is ismerjiik, csak
a jozan esziinkre hallgatva igyeksziink az egyenletet minél egy-
szeriibb alakra hozni — akkor az els6, ami feltiinik, az, hogy 5

és — —;i mindkét oldalon szerepel, tehat mindkét oldalrél elhagy-
hat6. Ha ezekutan 4-gyel végigszorzunk, a
— 8x+x — 12=—6x

egyenlethez jutunk, és ebbdl 7x hozzdadasa utdn maris adodik
a gyok:

— 12=x:
A konyv azonban — nyilvan azért, mert sablonja szerint
most a tortek eltavolitasa van soron — nem hagyja el az

egyenld tagokat, hanem végigszoroz a nevezSk legkisebb kozos.
tobbszorosevel, 12-vel:
60 — 24x+3x — 36 — 4x=6 — 18x — 6 — 4x+60.
Ezekutan eljut a
—3x=236

egyenlethez. Sablonjanak kovetkezé pontjat alkalmazva, ezt
elébb

; 3x=— 36
alakra hozza, s igy kapja meg végiil az
o

eredményt.



Nem értjiik: hogy lehet az, hogy a tanulék negativ szamot
‘pozitivval (— 36-ot 3-mal) tudnak osztani, de pozitivot nega-
tivval (36-ot — 3-mal) nem tudnak? Mert ha az utébbihoz is
rtenek, akkor ugyan mire j0 az utolsdel6tti 1épés?

Ugyanugy formalizmus, egy rossz sablonhoz valé merev ra-
waszkodas az, hogy a

2ay+2b=2(20+2b)

egyenlet megoldasat nem azzal kezdi a konyv, hogy 2-vel egy-
szeriisit, hanem mindenekel6tt »elvégzi a kijelolt miiveleteket,
hogy azutan a kovetkezd lépésben ugyanezt visszacsinalja.
(210. old.)

Ez a sok céltalan -atalakitds rendkiviil fel is duzzasztja a
‘konyv algebrai részének terjedelmét. Felesleges lépések bonyo-
litjak pl. a 200. oldalon talalhaté mintapélda, ugyanigy a 202.
oldal 3., a 204. oldal 2., a 222. oldal 5. és 6. mintapéldajanak
megoldasat. Ezek nem elszigetelt példak, a formalista targyalas-
mod végigvonul a kényvon.

A geometriai rész sem mentes ett6l. Itt sem a szokasos je-
16lésmédok hasznalatat nevezziik formalizmusnak, hanem csu-
pan felesleges haszndlatukat, a veliik valé visszaélést, a meg-
értés ilyen médon valé megnehezitését. JellemzS példa erre a
400. oldalon a hurnégyszogek alaptulajdonsagainak mondhatni
algebrai bizonyitasa:

ﬁl—zﬁ
d,=20.

A két egyenletet 6sszeadva:

ﬂ1+61=2(1‘9+6)'

" De az abrabol nyilvanvalo, hogy

B8, + 0, = 360°.
‘Ezért
360° = 2(8+ 0).
‘Tehat
8-+ 0=180°.

Ugyanilyen attekinthetetleniil bizonyitja a konyv az érinto-
négyszogek analég tulajdonsagét is (401. old.). Erdemes idézni °
az utobbi tétel megforditasanak a bizonyitasat (402. old.):

sLegyen ABCD négyszog szemkozti oldalainak 0Gsszege
<egvenld, tehat

AB+CD=AD-+BC.
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Tegyiik fel, hogy a négyszog harom oldalat érintd kor a ne-
gyedik — CD oldalt nem érinti. Ebben az esetben a C pontbdl
a korhoz érint6 rajzolhato, mely az AD oldalt E pontban met-
s7i. ABCE négyszog érint6 négyszog, tehat szembefekvd oldalai-

nak Osszege egyenls: \
AB+CE=AE+BC.
A feltétel szerint:
AB=AD+BC — CD.,
Behelyettesitve az el6z6 egyenletbe:
AD+BC — CD+CE=AE+BC.
De AD helyett irhatunk AE+ED-t:
AE+ED+BC — CD+CE=AE+BC.
AE + BC-t kivonva az egyenlet mindkét oldalahol:
ED+CE — CD=0.
Ebbdl pedig:
ED4-CE=CD:

Ez pedig annyit jelent, hogy CDE haromszégben két oldal 6sz-
szege egyenlé a harmadik oldallal, ami lehetetlen.«*

Az ilyenfajta targyalas csak arra alkalmas, hogy elriassza a
diakokat a matematikatol.

Egyébként ez a levezetés, amellett, hogy a lényeg elsikkad
benne, még csak nem is pontos: nem kotottik, és nem is kot-
hettiik ki, hogy AD >AE, tehat AD helyett — minthogy a ta-

" nuldék iranyitott szakaszokrél nem tudnak — nem irhatunk
AE + ED-t.

i

Osszefoglaljuk véleményiinket. A konyv joszandéka szerzok
rosszulsikeriilt miive. Akadnak benne egyes helyes kezdeménye-
zések is. Azt a reményt azonban, hogy kotelez6 hasznalatba valo
bevezetése matematikatanitasunknak nyereségére valhatna, sem-
‘miképpen sem latjuk indokoltnak.

12 A tétel szép, szemléletes bizonyitasat lasd a jelenlegi I. gimndziumi
konyvben (az 1949. évi kiadasban.a 315—316. oldalon).



FELADATROVAT

Szerkeszti: Hajos Gyoray

A feladatrovatnak szant kiildeményeket a kovetkezd cimre:
kérjiik: Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, Budapest, V. Redl-
tanoda-utca 13—15. Az egyes feladatok megoldasat kiilon lapon
kérijiik.

Az utolso feladatrovat megjelenése elott a 43. feladat meg--
oldasat bekiildotte még TAKACS Lajos.

A 48. feladatra, melyet OBLATH RICHARD a megoldast nem
ismerve tiizott ki, megoldas nem érkezett. Ha a jovében megoldas.
érkezik erre a feladatra, azt kozolni fogjuk.

Kitiizott feladatok

68. Van-¢ olyan az (a, b) intervallumban ortogonalis, teljes
fiiggvényrendszer, amely (a, b)-ben még egy nem-negativ, nem
dlland6 és 1. folytonos, 2. abszolut folytonos p(x) stlyfiiggvényre
nézve is ortogonalis
Csdszdr Akos

69. A minden valos szamra értelmezett f(x) fiiggvények koziil
melyek tesznek eleget az

- flax+b)=cf(x)+d
fiiggvényegyenletnek, ahol a, b, ¢, d adott valés szamok.
Aczél Jdnos
70. Bizonyitandd, hogy az érintétrapéz parhuzamos oldalai-

nak mértani kozepe nem kisebb tavolsaguknal.
Surdnyi Jdnos

71. Jelentse d(n) az n természetes szam osztoinak szamat..
Bizonyitandd, hogy minden pozitiv N szdmhoz talédlhaté olyan n,.

hogy
d(n—1)—d(n)>N ¢és d(n-+1)—d(n)> N.

Turdan Pal
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72. Bizonyitsuk be, hogy egy rendezett halmaz akkor és csak
akkor jolrendezett, ha minden részhalmaza hasonlé a halmaz vala-
melyik szeletéhez. (Szelet az olyan részhalmaz, amely barmely ele-
mével egyiitt minden elébbi elemet tartalmaz.

Kalmdr Ldszlo

Megoldott feladatok

45. feladat. Egy hdromszog hdrom csticsat rendre e, g, 7,
majd g, y, @, végiil y, «, § sulyokkal stilyozzuk. Az igy ad6dé harom
salypont altal alkotott hdromszdg mikor hasonlé az eredetihez ?

(Egervdry Jend)

I. megoldds. Csak akkor lehet siilypontokrol szé, ha 4= e+
+ 84y ==0. Legyenek egy sikbeli komplex koordindtarendszerben
az adott harom csics helyvektorai z;,z2,,2;. A stlypontok &, &, &;
komplex helyvektoraira tehat

pby = azi+ 82+ vz,
pl=yz,+ ez, fz;,
pl=pzi+rztaz.

A héaromszogek z,,2,,2, és (5, ; koriiljarasanak irdnya
megegyezik. Az igy irdnyitott haromszogek el6jeles teriilete ugyanis

| ) i kB |
— |25 25 2 és 2 §1 §2 gs .
21 ?3 23 gl §2 §3

Az itt fellépd determinansok elbjele viszont megegyezik, mert a
fenti egyenletek értelmében

a By e lee] 1aek
reBl-|lznznzn|=w bbb,
18'}’ « 213223 gl Ce ga

és az els6 determinans-tényezd eldjele w el6jelével megegyezik,
hiszen

e By
gl
v e«
Korlatozzuk figyelmiinket egyelére arra az esetre, amikor a hason-

l6sag a 2z, csucshoz a &, cstcsot rendeli. Egyszeriiség kedvéért
legyen z, = 0. Két esetet kiilonboztetiink meg. .

=5 @—BP+@E—1r+G—a)]

4 Matematikai Lapok



Ha a z, csucsnak a hasonlésagnal a &, cstics felel meg, akkor
a koriiljarasok irdnydnak egyezése folytdn a hasonlosag feltétele
_ A 54  (@e—Bzut(@—1z _ (e—B8)d1(8—7)
23 Cs—gl (‘}/_‘3)22_'—(“_7)25. (7’_‘8)0+(a_7,) :
Ha =y, ez azonosan teljesiil, vagyis a hasonlésdg minden hdrom-
szogre fenndll. Ha ==y, akkor a o-ra adodé egyenletet (y— )-val
osztva :
o’—o-+1=0.

Ennek gyokei o:—;:(l—_l—i I/3). Ez azt jelenti, hogy szabdlyos

hdromszogbol indulva ki, mindig hasonlé hdromsziget kapunk.
Ha a 2z, csucsnak a &, cstcs felel meg a hasonlésiagnal, akkor
a hasonlosag a koriiljaras irdnyat megvaltoztatja, igy tehat a hason-
16sag feltétele
é: Co—0, s 7’—x8)z2+(“_")’)23
2 E—6 (“—18)22"'_(‘3—7’)/23 ;

(“ _‘8)2252 A ('}’—“)2323 o (/3— 7’) (22 24 2253) = 0.
Legyenek az adott haromszog oldalai |2,—2;|=n,, |2;| =1, |2,| =T,
tehat |

223t 202 = 22, + 25— (22— 2) (2—2Z) = i+ ri—ri.
Ezt felhasznalva a kapott feltétel

B—n)e+(FE—r)p+(r—r)y =0

alakban irhat6. E feltétel teljesiilése mellett a stilypontok hdrom-
szoge tiikrosen hasonlo az eredetihez.

A figyelmen kiviil hagyott esetek a stilyok ciklikus cseréjével
adodnak.

azaz

1zsdk Imre

II. megoldds. Ha az adott haromszog szabélyos, akkor a for-
gasszimmetria miatt a szerepeltetett stilypontok is szabalyos harom-
szoget alkotnak. :

Legyen tehat az adott H haromszdg nem-szabdlyos. Jelolje
H, a sulypontok haromszogét. Legyen E és E;, e haromszogek ol-
dalait felez6pontjukban érintd két (Steiner-féle) ellipszis. E és E,
koncentrikus, hasonlé és parhuzamos helyzetli, mert mindkét ellip-
szis korré alakul, ha olyan affinitist alkalmazunk, amelyik a H
haromszoget szabélyossa alakitja. Ez abbol kovetkezik, hogy a suly-
pontképzés affin transzformacidval szemben invaridns, a szabalyos
haromszogre vonatkozé fenti  megallapitdsunk értelmében tehat a
mondott affinitis H,-et is szabdlyos hdromszoggé alakitja.
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Ha H és H, hasonld, akkor a H haromszoget H,-be atvivo
- hasonlosdg E-hez E,-et rendeli, E egyes pontjaihoz tehat vagy
ugyanazon az atmérdn, vagy ennek a fbtengelyekre vonatkozo
tiikkorképén elhelyezkedd pontot rendel. Ezért H és H, cstcsai
paronként vagy azonos atmérén, vagy pedig szimmetrikus atméro-
-kon vannak. Ha ez egy cstcsparra bekovetkezik, akkor a hdrom-
szogek hasonlok. Ez a szerepeltetett affinitds alkalmazasaval koz-
vetleniil belathaté. Ha a csticspar ugyanazon az atmérén van, H és
H, parhuzamos helyzet{i; a mésik esetben ellentétes koriiljarassal
hasonlok. Ha H egyenl6szari, akkor 4 H csticsain dthaladé atmé-
rok tiikrozésével ugyanaz az atmér6harmas adddik.

Tekintsiik E-nek a H haromszog A csticsan athalad6 atmé-
rojét, valamint ennek E fOtengelyeire vonatkozo tiikorképét. Meg-
‘allapitasaink értelmében H, akkor és csak akkor hasonl6 H-hoz,
ha valamelyik csicsa e két atmérének egyikén helyezkedik el.

Legyen H a baricentrikus koordinatarendszer alapharomszoge.
Az A(1,0,0) ponton é&thaladé éatmér6 &thalad E centrumén, az
S(1,1,1) sulyponton egyenlete tehat

(1) X = X;.

Ez a végtelen tavoli x,+ x,+x; =0 egyenest P(—2, 1, 1) pontban
metszi.

A szimmetrikus atmérd egyenletének meghatdrozasa végett
hivatkozunk arra, hogy ha H oldalai rendre a, b, ¢, akkor a koriil-
irt K kor és a H csucsain athaladd, E-bol kétszeres nagyitdssal
keletkez6 E* ellipszis egyenlete

K=a"x, %3+ 0*x, %3+’ x,%, =0,
E*=x x5+ x, x5+ x,x, = 0.

(Konnyli meggydz6dni arr6l, hogy e ktipszeletek a csticsokon at-
haladnak, és a csticsokban vont érintéik a szemkozti oldalt az el6-
irasnak megfelelo pontban metszik.)

K és E* kupszeletsora a végtelen tavoli egyenest olyan invo-
lticioban metszi, amelynek kettospontjal mindkét kiipszeletre nézve
egymashoz kon]ugaltak ezért éppen E* (és egyben E) fbtenge-
lyeinek végtelen tavoli pontjai. A keresett szimmetrikus atméro
végtelen tavoli pontja tehat e sor P ponton athaladé K(P)-E—
—E*(P)-K =0 kupszeletének masik végtelen tdvoli Q pontja. E
kupszelet egyenlete K(P) = a*—2b°—2¢* és E(P)— —3 folytan

(42> —26—2) %%+ (@ + 0 —2¢) x, x; + (@ —280° 4+ ) x, x, =0,
ennek végtelen tavoli pontja P és
Q(—2a*+ b+ ¢, a*+b*—2¢, a*—2b°+¢?),

4%
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a keresett SQ atmérd egyenlete pedig
2) (E—b0)x, 4 (B*—a*)x,+ (@ —c*)x; = 0.

Ezek szerint a stlypontok haromszoge akkor és csak akkor
hasonlé az eredeti haromszoghoz, ha vagy szabdlyos haromszogbol
indulunk ki, vagy pedig az «, 8, 7 stlyoknak valamilyen ciklikus
permutacioja kielégiti az (1) és (2) egyenletek valamelyikét. Egyen-
16szari haromszog esetében elég ezeknek az egyenleteknek egyi-
két szerepeltetni. Ha mind a harom sily egyenld, a silypontok

egybeesnek, haromszoget nem alkotnak. i
Hajos Gyorgy

A 45. feladat megolddsat bekiildotte még SARkADI KAROLY.
47. feladat.* Legyen f(x) a (0,1) intervallumban fogyd,
: 1
pozitiv fiiggvény, melyre jf(x)dx:— + oco. Jelentsen E olyan mér-

0
hetd halmazt, melynek siirfisége a O pontban O, és jeldlje E, az E
halmaznak (%, 1) intervallumba es6 részét. Kimutatando, hogy

1
lim inf jf(x) dx/ _[f(x) dx=0.
h—>0 Ey < h
(Bogndr Mdtyds)
I. megoldds. Elészor a kovetkez6 segédtételt bizonyitjuk: Ha

@, q,, ... pozitiv elemii, monoton fogy6d és b,, b,,... monoton
fogy6 nullsorozat, tovabba b,/a, — 0O, akkor
lim inf 22 =01 __ ¢,
An—Aan+1

. Ellenkez6 esetben ugyanis valamely pozitiv d-ra és minden elég
nagy n-re
bn_'bvwl > d(an_an+l))
amib6l osszegezéssel
bn_bm S 6(an—am) . (ll < m)

adédik. Ebbél viszont m — o hataratmenettel b, > da,, ami ellent-
mond feltevésiinknek.
Legyen most mar g(x) az az egész értékii fiiggvény, melyre

g =f(x)<g(x)+1.
Nyilvanvalo, hogy g(x) is eleget tesz a feladatban f(x)-re kirétt

* V. 6. 27. feladat és megoldasai, III. évf. 87—90. 1.



kovetelményeknek. Minthogy
[ fodx < [ g +11dx < [ e(x)dx+1,
E, Ey, Ey,

a vizsgalt ha’myadosra

| f(x)dx/ ff(x)dx< J (x)dx/jg(x)dx-{— /jf(x)dx

Ep,

(hacsak # nem olyan nagy, hogy a jobboldali els6 tort nevezdje 0).
Elegend6 ezért a feladat allitisat g(x)-re igazolni, hiszen az utolsé
tag O-hoz tart, ha A — 0.

Legyen (0, p4) az a szakasz, ahol g(x) = n. Legyen q, az E
halmaz e szakaszra es® részének merteke Minthogy g(x) monoton
fogyo6 és integralja divergens, 2(x) jobboldali hatarértéke a O he-
lyen -+ oo, ezért p, >0 és p,—0, kovetkezbleg g, — 0. Ismert
modon kovetkezik ebbdl (a Cauchy-féle hatarértéktétel segitségével,
1. 27. feladat I. megoldasa, III. évf. 88—89. 1.), hogy az

a”:pl—l_p‘z;i—"'ﬂ_pn és bn:ql_*—qﬁ—*—""—*—qn
n n
értékek sorozatai is 0-hoz tartanak. Az a,,a,,... sorozat pozitiv

elemii, mert a p, értékek pozitivok.
Téglalapok teriiletének Osszegezésével

[g@x)dx = (p—p) +2(p—p) + - +(0—1) (Pr1—P) =

:p1+pz+""I—Pn-l—(ﬂ—])pn:ﬂ(n—1)(0;1—1—011)-
Minthogy ez az integral n novekedtével oo-hez tart, még inkabb
igaz, hogy a py,+p.+--- sor divergens. Minthogy E siirfisége a
0 helyen 0, ¢./p»— 0. A Cauchy-féle hatarértéktétel szerint tehat
b./a, — 0. A fentivel azonos atalakitds alapjan

J g(x)dx = n(n—1)(b,-1—b,).
EP,;
Minthogy g(x) =0, a két integralatalakitis azt mutatja, hogy az
a, €és b, értékek sorozata monoton fogy.
Belattuk, hogy az a. és b, értékek sorozataira teljesiilnek
segédtételiink kirovasai. A segédtétel szerint tehat

1
bn Py n
i ! g(x) dx /ﬁ[g(x) dx

als6 hatarértéke 0. Ez a feladat allitasat bizonyitja.
Hajnal Andrds



Il. megoldds. A feladat allitisanal Aaltalanosabban azt fogjuk
bebizonyitani, hogy ha e(x) a (0, 1) intervallumban integrdlhaté.
nem-negativ fiiggvény, amelyre

h
lim [ e(x)dx—0,

h—>+0 h 0

akkor a feladat kirovasainak eleget tevd f(x) fiiggvényre

1 1
lim inf |e(x)f(x) dx/Jf(x) dx=0.
h—>+0 § h
Ebbdl a feladat allitdsa adddik, ha e(x) az E halmaz karakterisz—
tikus fiiggvénye.
Legyen tehat allitdisunk bizofiyitdsa céljabol
B

Q(e, )= ‘ﬁ J‘ e(x)dx.

Vilagos, hogy Q(e, 8) valtozdinak folytonos fiiggvénye, s hogy
Qe,8)=a, QB 7)=a esetén Q(e,y7) =a (e< < 7). Legyen &
tetszbleges pozitiv szam. Az e(x) fiiggvényre vonatkozo feltevésiink
folytan talalhaté (O, 1) belsejében olyan 7, hogy 0 </ = 7 esetén

Q@m<§.

Azt allitjuk, hogy lehet taldlni tetsz6legesen kicsiny pozitiv
h szamot, melyre

(%) Q(h,x)<e hacsak h<x=n,. :
Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Van akkor (0, #) belsejében olyan
d, hogy (0, d) minden belsé h helyéhez talalhaté olyan x;, amelyre

h<xs=9n-6 QW@ xx=¢
Legyen h < ~d—, és legyen h, a (h,n] koz azon x helyei (nem iires)

halmazanak fels6 hatara, amelyekre Q(h, x) == A folytonossig
miatt Q(#, b)) = &. Nem lehet Ay < d, mert akkor #,<x,, =n,
tovabba Q(h, h)) =& és Q(hy, x) = & miatt Q(h, x,,) =& ami
ellentmond A, értelmezésének. Nem lehet azonban A, = 0 sem, mert
akkor 2h < h,, azaz h, < 2(h,—h) miatt

huv

hg
1 e 1 o &
Q(, h0)~71; j e(x)dx = 2(ho—Hh) [ e(x) dx=—=Q(h h) = =,
0 h
ami ellentmond 7 megvalasztasanak, hiszen £, = 7. Van tehat valo-
ban tetszélegesen kicsiny, (*)-nak megfelelé pozitiv 2 szam.
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Ha & ilyen szamot ]elent akkor a 27. feladat . megoldasa-
nak jeloléseivel (E(x) —fe(&) d§; f,(x) = f(x), ha x < n; f(x)=0,

ha x= 7))

Je() f(x)dx = —,J' [E()—ER)] df,(x) = —e,;l'(x—mdfn (x) =

e sjyf (x)dx = & | f(x)dx.

f(x) integraljanak divergenciaja miatt elég kis h-ra

Je()fax =e | f(x)ax.
" h

Egyenl6tlenségeink Osszegezése alapjan

Jeeoreax| [ o dx=2s

Mivel ez a pozitiv & értékeknek O-hoz tartdé sorozatara teljesiil, a
baloldal also hatarértéke 2 — --0 mellett 2¢-ndl nem nagyobb. Mivel
¢ tetszOleges pozitiv szam, ez az alsO hatarérték csak O lehet.

Csdszdr Akos
A 47. feladat megoldasat bekiildotte még CziPSZER JANOS.

49. feladat. Bizonyitandd, hogy ha a,, a,, ... pozitiv elem{i

; a, , a A
sorozat és a1+—2; +§+ ... konvergens, akkor taldlhaté olyan
m, Ny, ... indexsorozat, amelyre ny.i/n.—1 és a,, + a,,+ --- kon-
vergens.

(Erdés Pdl)

Megoldds. Elészor azt bizonyitjuk, hogy adott ¢ >0 szdmhoz
kivalaszthato olyan konvergens részsor, melynek indexsorozatara
ﬂ/.-+1/ﬂ;.~, <1--e

Legyen 1 <@*<1-+4¢ és 1 <a<p. Legyen m,, m,,... olyan
végtelen indexsorozat, amelyre

a<mk+1/m1-<p’ (k=] 2 ...).
Jelolje n;. az m;. = i < myy indexmegszoritdsnak eleget tevo a; sza-
mok (egyik) legkisebbikének indexét. Az My, My, - .. indexsorozat

megfelel kivanalmainknak, mert
Npep1/ My < Mo/ < 3° < 148,
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tovabba a,,+-a,,+ --- konvergens, hiszen tagjai rendre kisebbek a
feltevés értelmében konvergens

i « Gmk amk+l a‘mk-}-l —1 ]
Z [mlc +mk+1+“.+

i=1a—1 My —1

a—1

sor tagjainal. E sor k-adik tagjaban ugyanis my.—my > M1
tagu Osszeg szerepel, s ennek az dsszegnek minden tagja nagyobb,
mint @,, /My .
Legyen most mar a feladat allitisanak bizonyitisa céljabol
& & -.- egy pozitiv tagi konvergens sor. A bizonyitottak értel-
mében kivalaszthaté az adott sornak olyan konvergens részsora,
melyben a szomszédos indexek hanyadosa (1--&)-nal Kkisebb.
E részsor kell6 sok kezd6 tagjat elhagyva olyan R, részsort kapunk,
amelynek Osszege &-nal kisebb. Az R, R,, ... részsorok egyesité-
sével adodo sor megfelel a feladat eldirdsanak. E sor ugyanis kon-
vergens, mert Ry, R,, ... 0sszegei konvergens sort alkotnak. A szom-
szédos indexek hanyadosa 1-hez tart, mert ha mar R, kezd6 tagijat
kovetd tagokndl vagyunk, az indexhanyados kisebb Ry szomszédos
tagjai indexének hanyadosanal, tehat kisebb (1 4-&.)-ndl.
Sziisz Péter

A 49. feladat megolddsat bekiildotték még CsAszAR AKos,
GEHER LAszLO, HAJNAL ANDRAs, HAJO0s GYORGY, KOVARI TAMAS,
Makal ENDRE, RENYI ALFRED.

Megjegyzés. Nem nehéz belatni, hogy a feladat elbirasanak
megfelelé sorhoz jutunk akkor is, ha az Ry, R,, ... részsorok mind-
egyikének csak azokat a kezdd tagjait tartjuk meg, amelyeket nem
el6z meg egyetlen nagyobb indexii R, részsornak egyetlen tagja sem.

Szerk.



PELDAROVAT

Szerkeszti: Varca Tamas

A megoldasokat a Bolyai Tarsulat cimére kérjiik (Bp., V.,
Realtanoda-u. 13—15.). A boritékra irjuk ra feltiinben: PELDA-
ROVAT. Minden megoldast kiilon lapra irjunk. Kit{izésre szant pél-
dakat is szivesen fogadunk, megoldassal vagy annak kozlésével,
hogy a bekiildd a példa megoldasat nem ismeri.

Kitiizott példak

44. Adva van egy egyenes és rajta kiviil két pont, A és B.
Szerkessziink az egyenesen olyan P pontot, hogy AP-PB adott
hosszilisagt legyen.

45. Szerkessziink htrnégyszoget az oldalaibol.

46. Bontsuk tényez6kre az

(1 +x+ - x)P—x"
kifejezést.

47. Bizonyitsuk be vagy céafoljuk meg a kovetkezd allitast:
»Egy parallelepipedont mindig atdarabolhatunk két vigassal tégla-
testté“.

Anyagtorlodds miatt példamegolddsokat csak lapunk rovidesen
megjelend 2—3. szdmdban kozliink.



MATEMATIKAI ES SZEMELYI HIiREK

Szovjetunio

1953. mdéjus 8-an, 85 éves koraban elhunyt Benjamin
Fiodorovics Kagan, a kivalo szovjet geométer, a szovjet differen-
cidlgeometriai iskola alapitéja. B. F. Kagant a magyar mate-
matikusok nemcsak értékes tudoméanyos munkaibél ismerték, ha-
nem ugy is, mint aki Bolyai Janos Appendixének orosz kiadasat
szerkesztette és azt jegyzetekkel és el@szoval latta el. — B. F.
Kagan tanulményait az odesszai egyetemen kezdte meg 1887-
ben. A cari kormany azonban alig 2 év mulva a diakmozgalom-
ban valo részvétele miatt kizarta az egyetemrdl. Ennek ellenére
Kagan magéntiton folytatta tanulmanyait és a kievi és pétervari
egyetemen letette vizsgait. 1908-ban irta meg »A geometria
alapjai« cimii matematikai disszertaci6jat. 1922-ben nevezték ki
a moszkvai egyetemre tanarnak és etidl kezdve egész 1951-ig
vezette a differencidlgeometriai tanszéket. B. F. Kagan két mun-
kateriilete a geometria alapjai és a tenzor-differencialgeometria
volt. Rendkiviil sokat ‘tett a Bolyai—Lobacsevszkij geometria
népszeriisitéséért e¢s tovabbfejlesztéséért. O rendezte sajto ala
N. I. Lobacsevszkij 6sszegyfijtott miiveit is, és egy kivalé Loba-
csevszkij-életrajzot irt. B. F. Kagan alapitotta 1927-ben a mosz-
kvai egyetem vektor- és tenzorszamitisi szeminariumat, és azt
élete végeéig vezette. A tenzor-differencidlgeometriaval foglalkozo
szoviet matematikusok majdnem kivétel nélkiil Kagan tanitva-
nyai. Ez a szeminarium vildgviszonylatban élenjart a tenzor-
differencial-geometria terén, amit viligosan megmutatott az
1934-ben Moszkvaban B. FF. Kagan elnoklése mellett megtartott
sikeres tenzor-differencialgeometriai konferencia. Kiilondsen ki-
emelkedd eredményeket ért el Kagan a szubprojektiv terek vizs-
galataban. A szovjet kormany B. F. Kagant eredményes tudo-
ményos munkéjaért 1940-ben a Munka Voéros Zaszlérendjével,
1943-ban Sztalin-dijjal tiintette Kki.

Az Uszpehi Matyematyicseszkih Nauk 1953. évi 5. szamaé-
ban P. K. Rasevszki emlékezik meg B. F. Kaganrdl. Ugyanez
a szdm kozli Kagan tudoméanyos munkainak jegyzékét, amely
83 eredeti munkat tartalmaz.

*
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A Moszkvai Matematikai Tarsulat egy kiillon szakosztalya
foglalkozik a miiszaki egyetemmek matematika-oktatasanak kér-
désével. A szakosztaly 1953. januar 29-i tilésén N. M. Benkin
tartott el6adast a matematikai szabatossag a miiegyetemi ma-
tematikai oktatdsban sziikkséges szinvonalarél. Az el6adést
élénk vita kovette. A vitaban felszolalok kiemelték, hogy nem
szabatos bizonyitasok az oktatasban nem engedheték meg, az
el6ado mindig mutasson ra, hogy hol hasznalt fel be nem bizo-
nyitott tételt. A hallgaték figyelmét fel kell hivni a megismert
tételek érvényességi hataraira; a miiegyetemi matematika-okta-
tésnak nemcsak az a célja, hogy konkrét matematikai ismere-
teket adjon, hanem egyik alapvets eszkoze annak, hogy a leend6
mérnokok a szigori logikus gondolkodast elsajatitsak. Fejlesz-
teni kell a hallgaték matematikai szemléletét is. A szakosztaly
1953. februar 26-i iilésén V. I. Levin tartott el6adast a miiszaki
egyetemek matematika programmjarél. Az el6adast kovetd vita
olyan élénk volt, hogy azt még a kovetkezd, marcius 12-én és
marcius 26-an tartott iiléseken is folytattak. A felszdlalok ra-
mutattak, hogy a szovjet mérnékok matematikai felkésziilisége-
vel szemben a Kovetelmények naprél napra novekszenek és
ezért szlikséges a matematikai eldadasok szaménak felemelése.

A majus 28-an tartott iilésen B. A. Fuksz referdtuma »A
kozépiskolat végzettek matematikai felkésziiltségének analizise
a miiszaki egyetemek felvételi vizsgédinak tapasztalatai alap-
jan«, tovabba V. Sz. Jaltunovszkij »A f{6iskolak kivansagai a
kozépiskolakkal szemben a tanulok matematikai képzetiséget
illeten« c. referatuma hangzott el. A referatumok vitaja a ju-
nius 11-i iilésen is folytatodott. A vitaban a kozépiskolai szak-
osztaly tagjai és a Szovjetunié Pedagégiai Akadémiajanak ki-
kiildottei is részt vettek. A vita eredményeképpen a szakoszlaly
egy hatarozatot fogadott el.

A hatarozat megallapitja, hogy a - kozépiskolal végzettek
matematikai elGképzettsége az utébbi években jelentésen meg-
javult. A hatarozat arra is ramutat azonban, hogy még mindig
vannak lényeges hianyossagok a kozépiskolat végzettek tuda-
saban, ami megneheziti a fOiskolak munkajat. Igy példéaul ra-
mutat a hatarozat, hogy sok didk nem tudja elég szabatosan
kifejezni magat, sokan tudasukat nem tudjak kell6en alkal-
mazni, hianyosak a matematika torténetére vonatkoz6 ismere-
teik. A hatarozat ramutat a hibak kijavitasanak tatjara. Hang-
stilyozza a szakkorok jelentdségét, a kozépiskolai és fGiskolai
matematika tanarok allandé kapcsolatanak fontossagat, to- -
vabba, hogy a f&iskoldk matematikai tanszékei a felvételi vizs-
gak utan tajékoztassak a kozépiskolakat tapasztalataikrol.

/
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A hatarozat ramutat, hogy a logaritmustablaval valé szamolas
bizonyos meértékig csokkenthetd, ezzel szemben kivanatos, hogy
a kozépiskolai diakok a logarléccel valé banast elsajatitsak.

A hatédrozat ramutat, hogy a didkok trigonometriai tudéasa
sem mindenben kielégits, és kivanatosnak tartja, hogy a ko6zép-
iskolakban a haromszogekre vonatkozd feladatokkal valo fog-
lalkozasra szant id6t csokkentsék, ezzel szemben tobb idét kell
szentelni a trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagainak ala-
pos Mmegismerésére.

*

1953. aprilis 25-én iinnepelték a szovjet matematikusok A.
N. Kolmogorov akadémikus, a ma €16 matematikusok egyik leg-
nagyobbikanak oOtvenedik sziiletésnapjat. Ebb&l az alkalombol
az Uszpehi Matyematyicseszkih Nauk c. folydirat 1953. évi 3.
szama kozli P. Sz. Alexandrov és A. Ja. Hincsin tanulmanyat
Kolmogorov munkassagardl, tovabba A. N. Kolmogorov tudoma-
nyos miiveinek jegyzékét, amely 168 munkat tartalmaz.

*

Leningradban 1953. februar 10-én a Tuddésok Hazaban tar-
totta alakulé iilését a leningradi matematikai szemina-
rium. A szeminariumon Leningrad szédmos {Giskoldjanak és
tudomanyos kutatéintézetének munkatarsai vettek részt. Meg-
nyitobeszédében A. D. Alexandrov akadémikus ismertette a
szeminarium célkit{izéseit. A szeminariumon Osszefoglald el6-
adasok fognak elhangzani a matematika Kkiilonb6z6 problé-
mairdél és vitakat fognak rendezni a matematika aktualis alap-
vetd kérdéseir6l. A szeminarium elnokévé V. I. Szmirnov aka-
démikust, alelndékévé Ju. V. Linnik Sztalin-dijas professzort,
az Akadémia levelez tagjat, az elnokség tagjaiva A. A. Mar-
kov, Sz. M. Lozinszkij és B. A. Venkov professzorokat, és A. A.
Ivanov kutatét, a szeminarium titkarava M. F. Sirohov do-
censet véalasztottak. A szeminarium havonta két iilést fog tar-
tani. Az els6 el6adast V. I. Szmirnov akadémikus tartotta »A
matematikai fizika aktualis problémai« cimen. Az el6ad6hoz a
résztvevék szdmos kérdést intéztek, melyekre kimeritd valaszt
adott.

A Priroda c. szovjet folyéirat 1953. novemberi szdma kozolte
Rényi Aliréd cikkét »A matematika és a gyakorlat kapcsola-
tanak megszilarditasarél«, melyben a Magyar Tudoményos
Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének munkajarol

szamol be.
=
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A Szovjetuni6 Tudoméanyos Akadémiaja 1953-t61 kezdve
Referativnij Zsurnal cimen matematikai folydiratot inditott. A
folybirat foszerkesztSje Sz. M. Nyikolszkij, (aki két izben jart
hazéankban, legutébb a Bolyai-héten).

A matematika f6bb 4gaira vonatkozo részek szerkesztdi a
kovetkez6k: P. Sz. Alexandrov, Sz. P. Finikov, A. N. Kolmo-
gorov, V. M. Kurocskin, K. K. Mardzsanisvili, A. I. Markuse-
vics, P. Sz. Novikov, D. Ju. Panov, I. N. Vekua.

A referalo folyoirat a matematikai munkakat a kovetkezd
targykorok szerint csoportositja: ;

Altalanos kérdések
A matematika alapjai és matematikai logika
Szamelmélet
Algebra
Polinomok és linearis algebra
Csoportok
Testek, gylirfik, strukturak
Topolégia

Valds. fliggvénytan
Fiiggvények kozelitése polinomokkal
Integraltranszformaciok

Komplex fiiggvénylan

Differencialegyenletek
Kozonséges differencialegyenletek
Parciélis differencialegyenletek

Integral egyenletek

Variacioszamitas

Analizis (egyéb kérdések)
Speciélis filiggvények
Sorelmélet

Funkcionélis analizis

Valo6sziniiségszamitas
Matematikai statisztika

Valoszinliségszamitasi és statisztikai modszerek tech-
nikai alkalmazasai
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Geometria
Elemi geometria, a haromszog és a tetraéder geometridja
Projektiv, nemeuklideszi és algebrai geometria
Differencialgeometria a 3 dimenziés térben
Altalanos terek és relativitaselmélet
Konvex sokasag geometriaja

Numerikus és grafikus modszerek
Tablazatok

Szamolégépek és matematikai eszkozok
Szamoldeszkoézok és elemeik alkalmazasa a technikaban

Matematikatorténet. Eletrajzok.

A referalé folydirat havonta egyszer jelenik meg. Az
egyes referatumok sorszammal vannak megjel6lve — a hivat-
kozéasok megkonnyitése céljabol. A szamozas évente Gjra kez-
dédik. A kiilioldi munkak cimét a folydirat oroszul és az ere-
deti nyelven is kozli. A referatumok orosz nyelviiek. Minden
fiizethez névmutaté van mellékelve. Az 1. szam kozel 530 re-
feratumot tartalmaz. Minden referatum iiréjanak neve fel van
tiintetve. A matematikai gépekre vonatkozé rész a sziikség-
hez képest fényképeket is tartalmaz, és talalmanyokat is is-
mertet. A ‘folyoirat nyomtatasban meg nem jelent disszerta-
ciokrél is kozol referatumot.

s

1954. februar 12-én Lenin-renddel tiintették ki a kovet-
kez6 szovjet matematikusokat: P. Sz. Alexandrov, N. N. Bo-
goljubov, I. M. Vinogradov, A. N. Kolmogorov, M. A. Lav-
rentyev, M. A. Leontovics, B. Sz. Nyemcsinov, I. G. Petrov-
szkij, Sz. L. Szoboljev, Sz. A. Hrisztianovics. A Munka Vo6ros
Zaszlo rendjével tiintették ki M. V. Keldis akadémikust. A ki-
tiintetetteknek — tébb mas szovjet tuddssal egyiitt — K. J.
Vorosilov, a ;Szovjetunié Legfelsé °Tanacsa Elnokségének el-
noke nyljtotta at a rendjeleket.

Csehszlovdkia

V. Knichalt nevezték ki a Csehszlovak Tudomanyos Aka-
démia Matematikai Intézetének igazgatéjava. V. Knichal ez
év majusaban a csehszlovak-magyar kulturalis egyezmény
keretében ellatogatott hazankba; a Magyar Tudomanyos Akadé-
mia Alkalmazott Matematikai Intézetének munkajat tanulma-

nyozta.
*

——
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A Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matema-
tikai Intézete és a Csehszlovak Tudomanyos Akadémia Mate-
matikai Intézete 1953. novemberében konyv- és folydiratcsere
megéallapodast kotottek, amely kiterjed a két orszagban meg-
jelend 6sszes matematikai kiadvanyokra.

Lengyelorszdg

Zastosowonia Matematyki (A matematika alkalmazasai)
cimen a Lengyel Allami Matematikai Intézet 0j folydiratot in-
ditott. )

Németorszdg

1953. augusztus 15-én elhunyt L. Prandtl, a kivalé hydro-
$s aerodinamikus, a Gottingeni Egyetem Alkalmazott Matema-
tikai Intézetének vezet&je.

#*

Hamburgban Alkalmazott Matematikai Intézet alakult.
s

H. Hasse professzort (Hamburg, Nyugat-Németorszag) a
Német Demokratikus Koztarsasag kormanya az algebra és a
szamelmélet terén ‘végzett kutatasaiért a nemzeti dij els6 foko-
zataval tiintette ki.

*

Az Alkalmazott Matematikai és Technikai Tarsasag Miin-
chenben 1954. aprilis 20—24-ig tudomanyos napokat tartott.
A plenaris iiléseken Osszefoglalé referatumok és azok megbe-
szélése szerepelt. Emellett szekcios iiléseken 10—15 perces ido-
tartamn elGadast tartottak a részveyok.

Olaszorszdg

A Nemzetkozi Matematikai Uniéo tamogatasaval Olasz-
corszagban 1953. szeptember 20-t61 26-ig differencialgeometriai
kongresszust tartottak; a kongresszus iilései Velencéberi, Pado-
vaban, Bolognaban és Pisédban voltak.

Hollandia

Az 1954. szeptember 2-—9-i Amsterdamban megrende-
zendd Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson a kovetkezd
matematikusok fognak plenaris elGadast tartani:



K. Borsuk (Varsoé)

R. Brauer (Cambridge, Mass.)

I. Dieudonné (Ann Arbov)

S. Goldstein (Haifa)

Harish-Chandra (Bombay)

B. Jessen (Kopenhaga)

A. Lichnerovitz (Parizs)
Neumann Janos (Princeton)

J. Neyman (Berkeley)

Segre (Roma)

. L. Siegel (Gottingen)

. Stiefel (Ziirich)

. Tarski (Berkeley)

. C. Titchmarsh (Oxford)

. Yosida (Osaka)

kongresszuson a kovetkezd szekcids iilések lesznek:
. Algebra és szamelmélet

Analizis

Geometria és topologia

. Valészinfiségszamitas és matematikai- statisztika
Matematikai fizika és alkalmazott matematika
Logika és a matematika alapjai

Filozé6fia, matematika torténet és pedagdgia.

1 O
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P. Sz. Alekszandrov—A. N. Kolmogorov:
Bevezetés a halmazelméletbe és a fiiggvénytanba.
Els6 rész: Bevezetés a halmazok és fiiggvények altalanos
elméletébe

Akadémiai Kiad6, Budapest, 1952. 276 o.

A kivalé szovjet szerzék e kétkotetes munkaja, melynek elsé része
magyar forditasban 4ll immar az érdeklédok rendelkezésére, kettds cél-
kitlizéssel irodott. Mindenekel6tt egyetemi és féiskolai tankonyvil kivan
szolgalni a hasonlé targyu elbéadasokhoz, masrészt pedig bevezetést
nyujt az olvasénak az emlitett problémakorhoz,  elvezetve 6t nem-
csak a targykort feldolgozé monografidk, hanem eredeti kozlemények
clvasasaig is. A kettds célkitlizésbol gyakran adodé egymasnak ellent-
mondé kovetelményeket igen szerencsésen hidalja 4t a mi szoban forgéd
elsé része: a bevezetd egyetemi analizis-el6adasokban megismert fogal-
makbél indul ki, fokozatosan tér 4t az egyre elvontabb fogalomalkota-
sokra és meglehetésen nagy anyagot dolgoz fel, felépitésében azonban
modot nyujt arra is, hogy aki csak a szorosan vett egyetemi anyag
irant érdeklédik, az ezt targyalo fejezeteket a Kkozbeiktatott fejezetek
kihagyasaval olvashassa.

Az els6 fejezet a halmazokkal kapesolatos alapveté fogalmakat is-
merteti, s lényegében a halmazok szdmossagira vonatkozé Cantor—
Bernstein-féle tételig vezet. A masodik fejezet a valés szaimok Dedekind-
féle elméletét targyalja, s ezzel kapesolatban a kontinuum-szamossag
néhany tulajdonsagat emliti meg. A harmadik fejezet a rendezett hal-
mazok elméletével foglalkozik; targyalja a raciondlis, illetéleg a valds
szamok rendtipusanak ismert jellemzését, majd a jolrendezett halmazok
elméletére tér ra, ennek Keretében bebizonyitja Zermelo jolrendezési
tételét, s ennek segitségével a kardinalis szamok szamos fontos (s a ké-
s6bbiekben alkalmazasra keriilé) tulajdonsagat.

A tovabbi fejezetek a ponthalmazok, s az ezeken értelmezett fligg-
vények elméletébe nyujtanak bevezetést, mégpedig a kovetkezd, negye-
dik fejezet egyelére csupan az egyenesen és a sikon fekvé ponthalmazok
elméletének alapfogalmaival ismertet meg. Az itt szereplé fogalmak és
tételek alig lépnek tul a bevezeté eléadasokban targyalni szokott anya-
gon,-s igy kitiné el6készitésil szolgdlnak a kovetkezékhoz. Az o6todik
fejezet az egyvaltozos valos fliggvények elméletét targyalja (folytonos,
félig folytonos filiggvény, Kkorlatos valtozasa fuggvények, Weierstrass
approximacio-tételének Bernstein-féle bizonyitasa, differencidlhanyados,
van der Waerden sehol sem differencidlhaté folytonos fliggvénye).

A hatodik fejezet a metrikus tér fogalméanak és a legfontosabb met-
rikus tereknek ismertetésével kezd6dik, megismétli — most mar ebben
az altalanosabb gondolatkorben — a negyedik fejezetben mondottakat,
foglalkozik az Osszefliggé halmazok legfontosabb tulajdonségaival, majd
a megszdmlalhaté bazisi metrikus terek alaptulajdonsagait targyalja.

5 Matematikai Lapok
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Megismerkediink azutan a folytonos leképezés fogalmaval, mint a foly-
tonos filiggvény fogalmanak altalanositasaval, ennek legfontosabb tu-
lajdonsagaival, koztik a zart halmazon folytonos -fluggvények Kiterjesz-
tésérél szold Tietze-féle tétellel. Az e fejezethez tartozd kiegészités az
altalanos topologikus tér fogalmat ismerteti, majd mintaszertien at-
tekinthet6 targyalasban végigvezet a tér fogalmanak kiilonféle szikité-
sein, s elvezet a megszamlilhaté bazisi normalt terek metrizalasara
vonatkozé Uriszon-féle tételhez.

A hetedik fejezet — ismét a metrikus terek osztalyahoz visszatérve
— a kompakt halmaz fogalmanak, s° a kompakt terek legnevezetesebb
tulajdonsagainak ismertetésével kezdédik. Targyalja a kompakt terek
osszefliggési viszonyait, s a kompakt tereknek a Cantor-féle perfekt
halmaz folytonos képeiként valo elGallitasat. Ezutédn a teljes metrikus
tér definicidéja és a legfontosabb metrikus terek teljességének kimuta-
tasa kovetkezik, majd az ezzel kapcsolatos alaptételekkel, s Uriszon be-
agyazasi tételével ismerkediink meg (az altaldnos topologikus tér fogal-
manak felhasznildsa nélkiil). Ezutan taldljuk a lokdalisan kompakt met-
rikus terek alaptulajdonsiagait, valamint a kompakt terek redukalhatoé
részhalmazairél sz6l6 nevezetes tételt. Egy kiegészités a bikompakt
topologikus terek elméletével foglalkozik, s elvezet Uriszonnak a koim-
pakt Hausdorff-terek metrizalasarol szolé tételéig, valamint Tyihonov-
nak a teljesen reguldris terekre vonatkozé beagyazasi tételéig. Egy ma-
sodik kiegészités a kvazi-egyenletes konvergenciardl szélo Arzela-féle
tételnek Altalanositasat targyalja.

A konyv gazdag tartalmanak ez a futdlagos attekintése is meggyoz
— ugy gondolom — arrdl, hogy Alekszandrov munkajanak leforditdsa
magyarnyelvi matematikai irodalmunk igen értékes nyeresége. A hal-
mazelméleti topoldgia hazankban évtizedeken &t rendkiviil el volt ha-
nyagolva, s az e téren mutatkozé nagy elmaradas felszamolasara elsé
lépésként el sem lehetett volna gondolni szerencsésebbet, mint egy
ilyen, aranylag igen kevés elGismerettel olvashatd, gondos fokozatossag-
gal felépitett, kittindéen attekintheté6 és aranylag széles anyagot tar-
gyalé munka leforditasat. Hozza kell még tenniink, hogy nemcsak a
konyv felépitése mintaszerii, hanem az egyes részletekr6l is csak a
legnagyobb elismeréssel szolhatunk. A bizonyitasok toméren, s mind-
amellett igen jol kovethetéen vannak megfogalmazva, hosszabb gondo-
latmenetek részallitdsokra vannak tagolva, s ezeknek logikai Osszeflig-
gése kiilon ki van emelve. Taldn érdemes megemliteni azt a talan ma-
gatol értetédének latsz6, de oly sok szerzé altal nem kovetett elvet,
amelyet Alekszandrov kovetkezetesen alkalmaz, hogy t. i. egy fogalom
kiilonféle lehetséges definiciéi koziil mindig azt valasztja, amely a ké-
sébbi altalanositasokkal Osszhangban van (pl. metrikus térben megszam-
lalhaté béazisrél beszél és nem mindeniitt strii megszamlalhatoé részhal-
mazrél, a kompakt halmazt azaltal definidlja, hogy minden végtelen
részhalmazianak van torlédasi pontja, s nem a sorozatok konvergens
részsorozataival, stb.).

A forditds — Bizam Gyorgy munkdja — igen jonak mondhat6; tar-
talmilag igen Kkevés Kkivételtél eltekintve Kkifogastalan és magyarossag
szempontjabél is alig akad benne Kkivetni valé. Sajnilatra mélté6 azon-
ban, hogy a kiilonben oly kivalé munkat szadmos, gyakran rendkiviil
zavard sajtohiba ékteleniti.

Ugy hiszem, hogy a munka Kolmogorov &ltal megirandé mdsodik
kotetének leforditasa és kiaddsa mem Kkisebb érdeklodésre tarthat majd

szamot. Csdszdr Akos
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Az alabbiakban kozoljiik a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat budapesti
tagjai névsoranak egy részét. Kérjilk Tagtarsainkat, hogy amennyiben belépésiik
ota lakascimiikben, vagy beosztasukban valtozés tortént, sziveskedjenek azt a
Tarsulat kozpontjaban (V. Realtanoda-u. 13—15.) kozolni. A kovetkezd szamok-
ban folytatélagosan kozolni fogjuk a Tarsulat vidéki tagjainak névsorat.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat budapesti tagjai:

. Kepvessy KorNEL

KemENYy SANDORNE

. Karpos Gyura

. Kiss Ot116

. KLingernE WoOLF MARGIT
. KoczkiAs FERENCNE
. Kocsis ErzsEBET

. Koncz. KAroLy

. Koncsek ANnNa

. KonriDp Eva

. KoraLEwsky ViLmos
. Korop1 ALBERT

. Kosz6 Eva

. KovAcs LORANT

. Kovics OtT16

. Kovits GYORGY

. Kozma PETER

KORMENDI ISTVAN

. K6varr Tamis

. Knapecz Geza

. KratoriL DEezs6
. KriLik DEzso

. KrRekO BEra

. KripAicz FErenc
. Kun Kuri MéirTON
. KunraLvi REzs6
. Lajrua Gyorcy
. LAczay ERVINNE
. Lami RupoLr

. LANcz1 IVANNE

. LanTOos Lajosng
. LiszLo KartaLin
. LENGYEL ' TAMAS
. LENARTH Lajos
. Ligem1 Beira

(Folytatés.)
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Felhiviuk Tagjaink figyelmét arra, hogy a Matematikai Lapokra a Posta
Kézponti Hirlapiroda Vallalatnal, Budapest, V. Jozsef nador-tér 1. alatt lehet elé-
fizetni. Elofizetési csekk kaphatd a Tarsulat kozpontjaban (V. Realtanoda-u.
13—15.), valamint a vidéki tagozatok titkarainal. (Szendrei Janos adjunktus,
Szeged, Bolyai Intézet, Szénassy Barna adjunktus, Debrecen, Mat. Intézet, Batar
Zoltan tanarsegéd, Miskolc, Achatz Imréné szakfeliigyeld, Pécs, Somkuti Lajosné
tanarsegéd, Veszprém, Vegyipari Egyetem, Mat. Tsz.,, Darvas Andorné féisk.
adjunktus, Eger, Ped. Foisk. Mat. Tsz., Szelianszky Ferenc, Gyo6r, Bartok
Béla-ut 10/b, Garai Jozsef tanar, Sopron, Szakérettségis Kollégium, Paar Jozefin
tanarsegéd, Szolnok, Kozlekedéstudomanyi Egyetem, Ambrozi Géza, Nyiregy--
haza, Czapary Endre, Szombathely.)
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ugyanoda kiildendok (Budapest, V., Redltanoda-utca 13—15).
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A kézirat beérkezett: 1954. 1. 5. — Példanyszam: 750
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Az elemi kormérésrol
Irta: Szisz PAL

Jelolje a szokott modon sz a kor keriiletének az atméréhoz valod
viszonyat, amely megegyezik a kor teriiletének a sugir négyzeté-
hez val6 viszonyaval. Az elemi kirmérés feladata e szamnak elemi
geometriai titon val6 kozelité meghatarozasa.

Ismeretes, hogy Archimedes' a be-, ill. kéréirt szabalyos 96-
szbg keriiletének kozelité kiszamitasaval faradsagos négyzetgyok-
vonasok utan a

W 1
(1) 3ﬁ<"<3’7‘

becsléshez jutott, amelybdl kovetkezik, miszerint két tizedesig meg-
hatdrozva

(2 ' o a=314--..

A matematikusok azéta elemi geometriai titon szamos egyen-
Iotlenséget allitottak fel, amelyek -z kétoldali megbecslését eszkoz-
lik €s Iényegesen egyszerfisitik az elemi kormérést® Ilyenek tob-
bek kozott a kovetkezok.

Legyen k, és tf, az egységnyi sugarii korbe beirt, K, és T,
viszont e kor koré irt szabalyos n-szog keriilete, ill. teriilete. Chr.
Huygens® bebizonyitotta, hogy

(3) fz::+';—(t2:x—“f,.) <AL tn'l‘%‘(nx*tu)

U ArRcHIMEDES, Kdxzlov mérgnors (Dimensio circuli), Archimedis opera
omnia cum commentariis Eutocii, iterum edidit J. L. Hegerc vol. L, Lipsiae
1910, 231—243, specidlisan 236—243 (gorog szoveg latin forditdssal a parat-
lan oldalakon), németiil lasd pl. F. Rubio, Archimedes, Huygens, Lambert,
Legendre. Vier Abhandlungen iiber die Kreismessung, Leipzig 1892, 7381,
specialisan 75—81. V. 6. tovabba KurscHAk Jozser, A kormérés torténete és
elmélete (Els6 kozlemény), Matematikai és Fizikai Lapok 1 (1892), 31—51,
specidlisan 40—43.

2 V. 6. M. Zacuarias, Elementargeometrie und elementare nicht-eukli-
dische Geometrie in synthetischer Behandlung, Encyklopddie der mathema-
tischen Wissenschaften etc. III AB 9, 859—1172, specialisan 934—938.

3 Cur. Huvcens, De circuli magnitudine inventa, Lugduni Batavorum
1654, §§ 5, 6, tovabba §§ 7, 9, németiil lasd F. Rupio! i. h. 93—101. V. 6.
még KurscuAk Jozser, A kdrmérés torténetete és elmélete (Masodik kdzlemény),
Matematikai és Fizikai Lapok 1 (1892), 130—142, specialisan 139—142.

w I }
6 Matematikai Lapok ll)iﬂe’; 100 ANALLS .
;‘LIE"?“; Ang
TR
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S ha r, a 2 keriiletli szabalyos n-szog koréirt, o, viszont e sok-
szdg beirt korének sugara, akkor E. Rouché* szerint

Jre i e il nie f MR

(5) Iy — ‘3‘(’u "_’n) ~ T > Q'Zi:‘*l 3 (Qﬂ)v ()n)-
Ujabban pedig #. Dorrie® megmutatta, hogy

3Kk, A
(6) | mz—[{“<2.l\v K.k,
O. Eckhardt® szerint egyben érvényes a

3 o ey T
@ G 28 ot Nat ek,

egyenlétlenség is, amelyben kobgyok helyett csak négyzetgyok
szerepel.

Nemcsak a (6) vagy (7) alatti egyenlttienség alkalmazasa kivan
gyokvonast, hanem a (3), (4) és (5) atattiaké is, mert az oldal-
szam kettozésénél a megfeleld adatok kiszémitdsa négyzetgyok-
vonast igényel. Igy pl. ¢, és T,-b6l a #, és Ty, annak alapjan
szamithaté ki, hogy W. Snellius” tétele szerint £, a f, €s T,
geometriai szepe_, azaz

3) ~ =t T\

vagy mas alakban

1 grecl
() : T
J. Gregory® tétele érteimében pedig 7., a fo, €és 7, harmonikus

4 E. Roucng, Sur la méthode des isopérimétres, Nouvelles Annales de
Mathématiques (3) 1 (1882), 325—329, specialisan 326.

5 H. Dorrig, Eine Ergidnzung der Archimedischen Kreismessung, Zeit-
schrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht etc. 49
1918), 41—45, specidlisan 42; tovabba ugyanattéi Triumph der Mathematik,
reslau 1933, 186—187.

6 Q. Eckuarpt, Zur Archimedischen Kreismessung, Zeitschriit fiir mathe-
matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht efc. 51 (1920), 20—21.

7 W. S~eLuws, Cyclometricus, Lugduni Batavorum 1621, prop. 9. V. 0.
KorscHAk Jozser® i. h. 131—132, és lasd még pl. K. Frapt, Elementargeometrie
2. Teil, Leipzig—Berlin 1928, 118.

8 J. Grecory, Vera circuli et hyperbolae quadratura (1667), Christiani
Hugenii opera varia vol. 1. (1724), 405—462, prop. 1. et 12. V. 6. KUrschik
Jozser3, i. h. 131, és lasd még pl. K. FranT?® i. h.
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kdzepe, vagyis
1 1 O A
© 7Z:§{n+ny

Az alabbiakban hasonléan H. Dorrie® meggondolasihoz,
amellyel a (6) alatti kettds egyenldtlenséget bebizonyitotta, meg-
mutatjuk, hogy

(10) m ST 3
Mint latni fogjuk, ennek alapjan a (2) alatti eredmény a
(11) V3=1"7320.--

érték Dbirtokdban tovdbbi gyokvonds nélkiil nyerheto, a

(12) V3 =173205.--, /2—}/ 3= 051763 -

értékek ismeretében pedig hdrom tizedesig hatdrozhato meg st
értéke. Ez a kozépiskolai és az elsdéves egyetemi, ill. fiskolai
oktatds szempontjdbol talan nem érdektelen.

(10) bebizonyitasa a kovetkezd. (8¥) alapjan (minthogy a
geometriai kozép kisebb, mint a szamtani kozép)

31‘11 7‘:1 g t'l + 2 7‘7' 0

2 G B
A T
(9) szerint viszont
2 1 1
P s A
Ezeket 0sszeadva és mindkét oldalbol 1/f:,-et kivonva
ey 1 2 Juz o2
(13) Al R
Hasonl6kép (8) alapjan
2f2n < tn + Tuy

(9)-bél folyolag pedig (minthogy a harmonikus kozép kisebb a
szamtani kozépnél) '

2 Tgu < fg,,. "i" Tn .
Osszeadva és mindkét oldalbol t-et kivonva
(14) bon +2Ton < ta4-2T0.

9 Itt tehat a felso korlat ugyanaz, mint Cur. Huvcens? (3) alatti kettds
egyenlotlenségben (loc. cit. §§ 5, 6).

6*
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(13) és (14) értelmében az oldalszam szukcessziv kettézésé-
nél t,, 7., T. harmonikus kozepe folyvast novekedik, a szamtani
kozepe viszont egyre csokken. Mivel n— - oo esetén f, — 7,
valamint 7, — sr és igy e kozepek is sz-hez tartanak, kovetkezik,
hogy a harmonikus kozép a sz-nél kisebb, a szamtani kozép ellen-
ben sz-nél nagyobb, amivel (10)-et bebizonyitottuk."

A (2) alatti eredményt el6dllitandd, alkalmazzuk (10)-et

n==12-re. Minthogy nyilvan f,— S—Z—% s ennélfogva Tﬁ—_—(%)—tb.:
—217/3, (8) és (9)-bél folydlag

(15)  ta—3", T 2= ——=120—V3)
AR R 3 ]
3 +2l/3 Aol
és igy (10)-b66l n— 12-re adodik a
8 il
18 et S e W B3
(16) e :
egyenldtlenség.”

Miutdn (11) értelmében
17320 < /3 < 17321,
(16)-bdl kovetkezik, hogy még inkabb
3140 < v < 3144
s ebbdl (2) folyik.

10 Ervényes a jobboldalinal erésebb

°3
i d A
egyenlétlenség is. U. i. (9) alapjan (a harmonikus kozép a geometriai kozép-
nél kisebb lévén)
T2.< t2.T.

s ezt 1,,-nel végigszorozvan (8)-ra tekintettel adodik
fo, Ton 2= 1T

Eszerint az oldalszam szukcessziv kett6zésénél ¢,, T,, 7, geometriai kozepe
folyvast csdkken. Mivel pedig e kozépérték n— -+ oo esetén f, és T,-nel
egyiitt z-hez tart, ebbol az allitds kovetkezik.

11 Ennek minden szamitds nélkiil valo bebizonyitasara ldsd Kurschix
Jozser, A szabélyos tizenkétszogrdl, Matematikai és Fizikai- Lapok 7 (1898),
53—54.

.12 Ezt egyébként tigy is megkaphatjuk, hogy a (6) baloldaldn allo egyen-
16tlenséget n—6-ra, a (3) jobboldalan all6t pedig (amely (10) jobboldali
egyenlotlenségével egyezik) n == 12-re alkalmazzuk.
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A st szam harmadik tizedesjegyét pedig a (12) alatti értékek
birtokdban kovetkezOképp hatdrozhatjuk meg. (15) alapjan a (8)
¢s (9) képletek alkalmazdsaval nyerjiik, hogy

PR st A 1o
13-2V2=13
s igy (10)-00l n— 24-re elddll a
Be—13) __ _ 20@-V3)+2/2—73
)2 )3 14212293
egyenldtlenség. De mivel (12)-b6l folydlag
026794 < 2— |/ 3 < 0:26795

(17)

€s
051763 < /'2— |3 < 051764,
(17)-b6l kovetkezik, hogy annal inkabb
31413 < ;v < 3°1418,
tehat harom tizedesig meghatarozva
a=3141.:-.

Ez az eredmény az (1) alatti klasszikus becslést is igazolja.
Ugyancsak a (12) alatti két négyzetgydkvonast igényli, de
csupan két tizedesig hatdrozza meg a sv szamot a

(4% 8/2—y3—1<a<4(2— 3+ V2-V3)
valamint a 7
5%) 18 0 9Va—13

T, Tay N T
4413 = Fa=Va

egyenl6tlenség, és az a ketté is, amely ezekbdl keletkezik a kor-
latok kombinaci6jéval. (4*) ugy szarmazik, hogy a (4) baloldalan
allo egyenldtlenséget n — 6-ra, a jobboldalan allot viszont n — 12-re
alkalmazzuk, (5*) pedig az (5) egyenldtlenségnek n - 6-ra vonat-
koz6 specidlis esete. Ezeknél tehat elényosebb a (17) egyenl6tlen-
ség, amelybél a -v szamot harom tizedesig hatdrozhattuk meg."

5 Amint mar maga Cur. HuvGens? is kiemelte (loc. cit. § 10, németiil
lasd F. Rupiol, i. h. 101—102), a (4*) egyenldtlenség az (1) alatti becslést
szintén igazolja. Ez tehat tobbet nynjt mint (5*), amely a (2) alatti eredményt
magabanfoglalja ugyan, de beldle (1) még nem kovetkezik.



8

0B 9JIEMEHTAPHOM METOAE MSMEHEHUYA KPYTA
II. CAC

Pesome

OtrocuTensHo yucna Jlynonbha [0Ka3bIBACTCS 9AEMEHTapHO-reOMEeTpy—
yeckuM mytem HepaseHCTRO (10), B koTopom £, u 7, 03HA4alOT NIOLANb NPaBUIIb-
HOTO N-yroJIbHUKA, IMOMELIEHHOr0 B Kpyre C €AMHUYHBIM DPAJuyCOM M BOKPYr
nero. Bepxuuit npepen ToT >ke, xak n B Hepasencrne (3) Chr. Huygens.? [lo-
KasaTeabCTBO NOR0OHO OHOM u3 aprymentaumin H. Dorrie.?

M3 (10) nonyuaercss uepaseHcTBo (16) s n—=—12, a HepaseHctso (17)
— g n=24. I[lokasaHo, 4To 9TUM CNOCOOGOM 7 TOAAAETCS ONpPENENEHHI0 10
TOYHOCTH JIByX M JaXe Tpex JECATHYHhIX 3HAKOB Oes HEOOXOUMOCTH JaabHen-
Iero M3pBJCYEHHST KBAAPATHOIO KOPHA. -

UBER DIE ELEMENTARE KREISMESSUNG

PauL SzAsz

Beziiglich der Ludolphschen Zahl # wird auf elementargeometrischem
Wege die Ungleichung (10) bewiesen, wobei #, bzw. T, den Inhalt des dem
Kreise vom Radius 1 ein-, resp. umgeschriebenen regelmédssigen n-Ecks bedeutet.
Die obere Schranke ist dieselbe, wie in der Ungleichung (3) von Cur. HuvGens.?
Der Beweis verlduft einem Gedankengange von H. Dorrie® dhnlich.

Fiir n=12 resp. n-—24 ergibt sich aus (10) die Ungleichung (16) bzw.
(17). Es wird gezeigt, dass sich # auf Grund dieser Ungleichungen bis auf
zwei bzw. drei Dezimalen berechnen lisst, ohne nochmaliges Ausziehen von
Quadratwurzeln.



Elséfokh hatirozatlan egyenletek egész megoldasai
és lanetortek

SURANYI JANOS

1. Tébbismeretlenes egész egyiitthatds elséfoki egyenletek
egész megoldasainak elallitasdra egyszerii eljards' ismeretes, mely
az 0sszes megoldasokat egy vagy tobb segédviltozé (paraméter)
segitségével adja meg. A paraméter vagy paraméterek helyébe bar-
milyen- egész szamot téve mindig megoldéast kapunk és megkapjuk
ilyen alakban az Osszes megoldast. Az eljarast — két véltozo eseté-
ben — még gépiesebbé és gyorsabba lehet tenni a lanctortek elmé-
letének néhdny egyszerli eredményét segitségiil véve. Kézenfekvd
gondolat azonban, — bar eddig még nem talalkoztam vele az
irodalomban — hogy kozvetleniil az egyenletek megoldasara alkal-
mazott modszerbdl olvassunk le egész gépies eljarast a gyokok
megkeresésére. Igy egyrészt a szokdsosnal bizonyos szempontbol
egyszeriibb és célszeriibb megoldasi eljarashoz jutunk. Foként
pedig a lanctorteknek a diofantoszi egyenleteken at torténd beve-
zetését latom természetesebbnek és didaktikailag is alkalmasabb-
nak a szokdsos eljarasnal. Emellett még bizonyos elényoket is
nyajt. Perron® pl. a targyrol szol6 kitiiné monografidjaban, bar
sem az egyenletek megolddsara, sem a lanctortek bevezetésére nem
az alabbiakhoz hasoni¢ utat valaszt (ezt ott a kérdések altalanosabb
felvetése nehezitené is), mégis éppen a (Il. 12)-nek megfeleld, alap-
Osszefiiggésnek nevezett azonossag levezetéséhez lényegében az
ittenivel megegyez6 utat vélaszt. :

A lanctortekre vonatkozd néhdny egyszerii tény bebizonyitdsa
utan be fogom matatni a lanctortek egy érdekes szamelméleti
alkalmazasat is.

1 Az eljardst részletesen ismertette a Kozépiskolai Matematikai Lapok.
Lasd K. M. L., 7 (1953), 65—81. old. A cikk ismerete nem sziikséges a tovab-
biak megértéséhez.

2 . Perron: Die Lefire von den Kettenbriichen, (1913 Leipzig und Berlin.
B. G. Teubner) L. kiiléndsen 12—16. old.



I. Elsofoka egyenletek egész megoldasa

2. A megoldasi eljaras, amire utaltam, abban all, hogy kife-
jezziik azt az ismeretlent, amelyiknek egyiitthatéja a legkisebb
abszolut értékii (vagy egyet az ilyenek Kkoziil) és a jobboldalon
elvégezziik, amennyire lehet, az osztisokat. Ha nem marad tort,
akkor a jobboldalon szerepld ismeretlen vagy ismeretlenek bar-
milyen egész vdlasztisindl a baloldalinak olyan értékét kapjuk,
amely az elobbiekkel egyiitt megoldast szolgaltat és egész szam.
Ha a jobboldalon marad egy ismeretlent nem tartalmazé tort, akkor
is megoldast kapunk a jobboldali valtozok barmilyen valasztisa
mellett, de ha ezeket az ismeretleneket mind egésznek vélasztjuk,
akkor a baloldalon hagyott ismeretien értéke biztosan nem lesz
egész, tehat az egyenletnek nincs egész megoldasa. ‘

Végiil, ha a jobboldalon ismeretlent is tartalmazé tort marad,
akkor ezt egy betiivel jeldlve 1j véltozot vezetiink be. Ugy kell a
tortben szereplé ismeretleneket vélasztani, hogy az 1j valtozo értéke
is egész legyen. Ez egy tjabb egyenletet jelent, melyben a leg-
kisebb abszolut értékii egyiitthatd abszolut értéke biztosan kisebb,
mirt az eredeti egyenletben volt. Ennek az egyenletnek barmely
megoldasédhoz kiszamitva az elsd 1épésben kifejezett valtozo értékét,
az eredeti egyenlet megoldasahoz jutunk, és ilyen mo6don meg-
kapunk minden megoldast. Erre ismételve az eljardst a legkisebb
abszolut értékit egyiitthatd abszolut értékének csokkenése miatt
ennek véges szamu lépésben véget kell érnie, ami azt jelenti, hogy
végiill vagy az els6 vagy a mdsodik eshet6ség kovetkezik be.
Ennek megfelelden megoldhaté az egyenlet egész szamokkal vagy
sem. ‘

Lassunk erre egy példat:

1x—=269 =11 ; (L.1)
x::3y+2+ﬂ;r—31-:3y+2+t,, 5y+3—"Tt;
y=t+ ,,255—_3:,1 +t, 2t,—3="5%; (1.2)
t,=2t.2+1+—’2—12L—1—:2t2-§-1+r3, t,-+1=2%;

1‘2::2&—1.

Ha most #-at tetszés szerint megvalasztjuk, és kiszamitjuk 1épésrol
lépésre 1,, 1,, y és x ehhez tartozd értékeit, akkor azok sorra kielé-
gitik- a jobboldalon 4all6 egyenleteket, tehat végiil az eredetit is.
Pl t,=0-hoz t,—=—1, i =—1, y=—2, x——5 értékrendszer
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tartozik és valoban :
T (==5) =26 (—BY==—85-5 50— 7.
(De hasonléan fennéllnak a
~141=20, 2:(—1)—3=5-(—1), 5:-(—2)4+3=17-(—1)

egyenloségek is, hiszen ezek egyszeriien az egymasutani ismeretle-
nek kiszamitdsdra hasznalt kifejezések visszaalakitasaval keletkez-
nek.)
Az egyes ismeretleneket - hatdrozatlanul hagyott 7, mellett is
kifejezhetjiik #,-mal:
 bh=2—1, L=2Q2L—1)+1+4f=5L—1,
y=584—1-42L—1=T1—2,

x=3(T4,—2)+ 2+ 54—1=26#—05.
Barmilyen értéket adunk is tehat #;-nak,
XE=200—=D,, . Ve—1l—2 (1.3)

megoldasa az (1.1) egyenletnek. Ha 7, egész, akkor x és y is az,
de megforditva is, az (1.2) egyenletrendszerhez éppen abbol a meg-
gondolasbol jutottunk, hogy ha x és y egész, akkor #-nek is egész-
nek kell lennie, ha y és 7, egész, akkor ¢, is, ha pedig #, és £
egész, akkor f, is az. Igy az (1.3) értékek egész t, mellett mindig
egész megolddsdt adjik az (1.1) egyenletnek és minden egész meg-
oldds eldallithato ilyen alakban.

3. Amit itt egy példan bemutattunk, az altaliban is elvégez-
heté. Irjunk egy tetszésszerinti két ismeretlenii egész egyiitthatos
egyenletet

ax—by=c (1.4)

alakban. Feltehetjiik, hogy |a| = |b|, mert ellenkezd esetben x-et
és y-t felcseréljiik, tovabba azt is feltehetjiik, hogy a pozitiv, mert
ellenkezd esetben szorozhatjuk az egyenletet —1-gyel. Tehat

0<a=|b (1.5)

Természetesen b és ¢ eldjele mar tetszéleges lehet. Osszuk el b-t
és c-t a-val:

be=ak =, 0= nc a4 c=abs=sh
Ekkor .
x=ky+ht DS gy g,

ahol
f1y+S,=0f1.



82

Az uj egyenlet egyiitthatéi koziil r, pozitiv és kisebb a-nal —
Figyeljiikk meg, hogy a konstans tagok nagysaga nem jatszik sze-
repet meggondolasunkban; s,-r6l nem is tettiink fel semmit azon
kiviil, hogy természetesen egész szam. Lehet akir [,—=0 €s s,=¢
is. — Ha x és y egész, akkor ¢, is egész kell hogy legyen. Ha
r,—0 és a s, akkor ez lehetetlen, tehat az egyenlet nem meg-
oldhato. Ha als,, akkor feltehetjiik, hogy /,=—c/a és s,=0; ekkor
-, is O és minden egész y-nal x = k,y + [, természetesen megoldasa
az (1.4) egyenletnek. Ha r, > 0, akkor folytatjuk az eljarast. Osztunk

r,-gyel:
a=nk+rn 0=n<n, si=nh+s;

R L e YIS SR I

y=kti—bL+ ”
1
ahol

Tati— Sy=— Tyl

Ismét vagy befejezddik itt az eljards, (ha r,—0) és akkor kideriil,
hogy megoldhaté-e az egyenlet, vagy sem; vagy pedig a kapott
tijabb egyenletre kell megismételni az eljarast.

Mindenesetre azonban véges szamu lépésben célhoz ériink.
Az egymasutani egyiitthatok ugyanis tugy keletkeznek, hogy b-t
osztjuk a-val, majd a-t a maradékkal, aztdan mindig az el6z0 osztot
az osztdsi maradékkal. A maradékok ekozben csokkend pozitiv
egész szamok, amelyek sora véget kell hogy érjen. Ez pedig akkor
kivetkezik be, ha valamelyik osztis maradék nélkiil elvégezheto.

Parhuzamosan ismételt osztast kell végezniink az dllandokkal
is: c-t osztjuk a-val, majd sorra az egymdsutidni maradékokat az
elobbi osztasi eljards osztoival. Itt azonban nem kell a szokott
értelemben - vett osztist végezni (bar célszerii), hanem barmilyen
egész szamot vdlaszthatunk hanyadosul. Egy kényelmes vélasztas
pl. — amit id6nkint alkalmazni is fogunk — hegy minden hanya-
dost O-nak valasztunk, tehat minden maradék c lesz, csak az utols6
osztéval osztjuk tényleg el c-t. Az eljards szkémaja tehat a kovet-
kez0:

b=ak,+n, O=n=—a, c=al,+s;

a=nk+r, 0<n<n, $i=rily+8;

n=rnk;+r;, O0<ry<n, Sy =3l + S;

(1.6)
Fisy =Ll = o, O <o < Ty, i = rilsis +Sei1;
In-2=rn-1kn+rn, O<Ia<rlu1, Sua= Fy-1dy - Sn;

Pata == li17) R oy (G AT

3) Megjegyezziik, hogy r, < r,-1 folytan k., > 1, vagyis k,+1.= 2.
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osztoja ry-nek is. Ekkor azonban a maésodik egyenletbol kovetkezik, hogy
osztéja ro-nek is. Igy haladva tovabb kapjuk, hogy a legnagyobb kozos oszto
osztdja mindegyik r; -nek, az utolséel6tti egyenletb6l kapjuk, hogy r,-nek is
osztoja. r, tehat nem lehet kisebb a legnagyobb kozos osztonal.

Masrészt viszont az utols6 egyenlet szerint r, osztdja r,-1-nek, ekkor az
utolsoeldtti egyenletbdl kovetkezik, hogy r,—s-nek is osztoja és 1épésrol Iépésre
visszafelé haladva sorra kideriil, hogy mindegyik r;-nek osztoja. Végiil a maso-
dik, majd az els6 egyenlet adja, hogy r, osztoja r,= a-nak és r_,-— b-nek is.
r, tehat olyan kozos osztd, mely legalabbis akkora, mint a legnagyobb kozos
oszt6, vagyis maga a legnagyobb kozos osztd.*

Azt kaptuk tehat, hogy az (1.4) egyenlet akkor és csakis akkor
oldhato meg egész x és y-nal, ha az ismeretlenek egyiitthatéinak
legnagyobb kozds osztdja osztoja az dllando tagnak is. Ebben az
esetben az el6bbiekhez hasonldéan azonnal lathaté, hogy minden
s;, tehat s, is oszthatd r,-nel, s igy l..; megvdlaszthato s,/r.-nek,
amikoris s,.1 €s vele egyiitt 7., is 0. A tovabbiakban altalaban fel-
tessziik, hogy az egyenlet megoldhatd és hogy utolsd két sora
helyett csak

Iy tu~1 + (_1)’“1S:r ==l ,[f,,, tn—l o k;t-{-ltn + (_l)nln+l (1-7,)

all.
5. Fejezziik most ki sorra az egyes f paramétereket 7,-nel,
tehat
tor=dyln+%n (1.8)
alakban.
Ekkor
X= t—l —— duH tn_*—'ruvé—l y P f” = dut;, + Tu (l.g)

adja az (1.4) egyenlet altalanos megoldasat. Specidlisan £¢,— 0
mellett ad6dik, hogy

Xu == Tn¥1 y yn = Ty (l.g')

egy megoldasa az egyenletnek.

Nézziik meg, hogyan szamithatok ki a d, egyiitthatok és <,
allandok.

Mivel

=1, lgy dy= 1, 7y=0.
(Ha tetszik, a fontebbi 7,.,— O megallapodasbol irhatjuk, hogy
ti1=0-,-+0, tehdt d.,=0, 7.1=0)

4 Célszeriibb a legnagyobb kozds osztot a nagysaga helyett egy oszt-
hatésaggal kapcsolatos tulajdonsagaval hatarozni meg: egy szdm akkor leg-
nagyobb kiozos osztoja a-nak és b-nek, ha egyrészt kozos osztojuk, mdsrészt
a és b minden kiozos osztéjdval oszthatd. A fentiekhez teljesen hasonléan lat-
haté, hogy r,-nek megvan ez a tulajdonséga.

E
N
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Ennek alapjan az égyenlet megolddsa lépésrol-lépésre a kovetkezd
egyenleteket adja:

ax—=—by-tc, x;'k,y+11+ﬁ%slzlﬁy‘"!*lr#fu

RS iyl BEER L g
1

nh—Ss=nt, tL=kt4+L+ _lit{rﬁ_s’ =ksty 4l 4,

r,‘,t,}l +.(—1)‘i“s,~ == I','_lti, e kir'rlti + (——1)’-1541 +

Foali - (—1)sqg =l if. .
+ £ Mk;+1f,,+(—~l) b -t (1.7)

Fy- linf'_!’%"( ])ihzszlfl = -2 tu 1, f”,.lz; kutu»l ‘i’(‘—l)“—I [u +
| n=1
+ fn’u—l _l—( 1) Sn sl k,,t,,_l +( ])u-l [,1 +t,,,

Tn-1
rn’:l»l + (_1)“ 2 Sw=—="7Tn-1 tuy tu : ku+1 tu ’}_ (_l)nlrl‘vl -{“
—{_ (_—1’_)3',1 : ku i»]_tu + (—'"1)“[:4 1 _i_ t,H,l )

(—l)n Sn1=1Iy tuH .

Lathato, hogy itt x és y szerepe a f-kétdl, a és b-€ az r-eketdl,
c-é pedig az s-ekétol nem kiilonbozik Iényegesen, ezért parhuza-
mosan hasznalni fogjuk szamukra az y=1{,x=—1t,,a=rn, b=r_,
c=s, jelolést is.

4. Az egyenlet megoldhatisiga attél fiigg, hogy az utolsd
egyenlet megoldhato-e vagy 'sem. A megoldhatosdg természetesen
fliggetlen attol, hogy hogyan valasztjuk az [-eket. Specidlisan az
L=L=.~-=1,,;=0 valasztis mellett s,=8=:-+ =811 =¢,
tehat az (1.4) egyenlet akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha a
(—1)'c==r.t, egyenlet megoldidsa egész szam, azaz ha

Tulc.

Az (1.6) eljaras baloldali oszlopa az a és b szamok kozti euklideszi
algoritmus, aminek utolsé osztojarol tudjuk, hogy a és b legnagyobb
kozos osztdjat adja: ‘
= (a,b).

Ezt igy lathatjuk be: (1.6) baloldali oszlopanak els6 egyenletébdl kovet-
kezik, hogy a és b legnagyobb kozds osztja (mint minden kozos osztojuk)
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(1.7) modositott utolsé sorabol, (1.7°)-bél kapjuk, hogy
d‘ e kll-r] | T1=— (_])“1117'-1 .
(I.7) utols6 el6tti sordba helyettesitve 7,.; nyert értékét
tu 23 b s ku tn—l ';_ (—1)“-1 ln +tu :(kudl + l)tu -}"' ku (3! + (—"])“_lln e

— (kndh + do) s (R 14 (— 1) ) —
T (kn kuH + ])t"—i_(_])“(k” 1”*‘1 —l”);

d2 T kn dl +(jﬂ S kn kn+1+ 1,
o= Koty (—1)" f = (—1)" (ko lus —1,).
Folytathatniank a formuldk irdsat, de felesleges. Sokkal egy-

szeriibb és hasznosabb megjegyezni, hogyan szamithaté ki egy-
egy d, ill. =, az el6z6kbdl. Erre &ltalaban a
d}"rl = Ny 1'+ldql+dy 1, Typp1=— k1i~y+1T)'+T1"|+(’—'1))v"y1u-1'+] (I'IO)
képlet lesz érvényes. Valoban d,.1 €s .1 a t, ,-1-nek (1. 8) alaku
elballitasaban 1ép fel. Az (I.7) rendszer f,., ;-re azt adja, hogy

inﬂ'—l T kn 1'1-11‘::—1' + tu—J'H + (_l)uﬂ’lnnvﬂ-
Helyettesitsiik ide be a

taiy =ty Ty, gt =yorln 4+ Tped

értékeket, akkor

th-v-1=(Kkn-vi1dy + dy_ 1)t + (Kn-rs1 Ty +Tpo1 + (==1)" 1, p11);
amivel igazoltuk allitisunkat. Figyelembevéve a d,, v, értékeket
lathat6, hogy az (I. 10) elballitas »—1-re (s6t d_1, v_1-et figye-
lembevéve mar » = 0-ra is) érvényes.
A d,-k szamitisdra nem is lett volna sziikség, mert belathato,
hogy ezek éppen az r-k r,-nel osztva és forditott sorrendben:

rndv:rnﬂh

Valéban r,d,—r,,-és ha (1. 10) els6 egyenletét r,-nel végigszoroz-
zuk €s r,d; helyébe r, -t gondolunk (j=»—1, », v 1-gyel),
akkor raismeriink, hogy csupan az (l.6) alatti els6 oszlop oszta-
saiban szamoltuk vissza ki az osztandokat az utolsd maradék és
a hanyadosok ismeretében.

6. Ezt v —n-re és v—n-1-re az (1. 4) egyenlet (I.9) alatti
altalanos megoldasaba beirva és figyelembe véve (I. 9)-t is

tehat

b b a a
X = Ttu"{‘ l»-u+-1 *r_“tu—*_xu; =W r—tn "{— lu ’_;:tn"l_yu,

" "
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tehat csak 7,1 =X, €s v,—}), vagyis egy specidlis megoldis
megkeresésére van sziikség, ami az (l.10) alatti formuldk
alapjan torténhet. A gyakorlatban természetesen ha ismerjiik @ és b
degnagyobb kozos osztojat, akkor osztjuk vele el6bb az (1. 4) egyen-
letet. Ekkor konnyfi latni, hogy formuldink minddssze annyiban
valtoznak, hogy az osszes ri-k és s;-k helyébe az r,-nel osztott
értékeik keriilnek, a k: és [; hdnyadosok azonban vdltozatlanul
maradnak. (Eppen ezért ha csak az (I. 6) osztasok elvégzése utan
kaptuk meg a legnagyobb kozos osztot, akkor mar folosleges is
leosztani vele.) Igy az (I.4) egyenlet megolddsdra a kovetkez6
gépies eljarast nyertiik: Végezziik el az (1. 6) osztdsi algoritmust.
Ha a jobboldali utolsé osztds nem végezheld el maradék nélkiil,
akkor az egyenlet nem megoldhatd, ellenkezd esetben ezt az osztdst
végezziik el maradék nélkiil. Ezutdn szdmitsuk ki a v 1=1,—0
kezdo értékekbol kiindulva a

Tyl — kn ~pi1 Ty + Ty-1 + (_—1)“7 lrl" 7+l
értekek sorozatdat. Ekkor g

b a
X ol on _{— Tl y E T fu + T,
" g In

adja az egyenlet altaldnos megolddsdt.
[llusztracidképpen oldjuk meg a

k. i s
—18
11x-}18y—28 11'28 | —2 (+4-)2 14
4 6 2 (—)1 —T
32 1 (+)0 —2
1 2| .3 (—)2 —2
(To— 0
(’l'_1:: 0

egyenletet.

. A széamitast gyakorlatban pl. ugy vihetjiik keresztiil, hogy
egymas ala irjuk b-t, a-t és a mellé c-t, majd melléjiik irjuk b-nek
és c-nek a-val valoé osztdsi hanyadosat, az osztasi maradékokat
pedig a ill. ¢ ala, és azutan mindig az els6 oszlop utols6 szamé-
val osztjuk a folotte és mellette all0 szdmot. Az adéd6 éltalanos
megoldas

ergnaiiiy DY ALy RS TI  § e g



II. Osszefiiggés az ismeretlenck egyiitthatéi kozt,
lanctortek.

7. ‘Az ¢l6z06 pontban hangstilyoztam, hogy a d, egyiitthatok
kiszamitasara nincs is sziikség az egyenlet altaldnos megoldasanak
megkereséséhez; egy mds szempontbdl viszont éppen az ismeret-
lenek egyiitthatoi fognak érdekelni. Osszpontositsuk most ezekre a
figyelmet. Ennek érdekében tegyiik fel, hogy az (l.4) egyenletben
¢==0. Tegyiik még fel a tovabbiakban, hogy a €s b relativ primek.
Ennek megfeleléen az Osszes [-ek €s s-ek is O-nak valaszthatok s
igy a 7-k értéke is 0. Az x—y =0 trividlis megoldastol eltekintve
(mely a #,—0 értéknek felel meg) barmely megoldasra ekkor
X0

FIONERR
Az (1. 7) alatti mdsodik oszlop egyenletei ekkor (x =17.1, y =t
irva) igy alakulnak:
(x—)t—1—~k L+t =)=kt +ly..., L i=kinti+ ti1,..., T o=
== fotii1 -+t i =Kis1tn+ a1, @hol £, =0: (11 1)
Az i-edik egyenlet igy is irhato:

t{> Y. / l!. 2
o ey gy t/t,+| (11. 2)
Az egymasutani egyenleteket sorra az eldzébe helyettesitve kapjuk
tni1 — 0 mellett, hogy ;
b X T i 1

il T g 2%k e e
R o tits. m i

4ty A TS :

T,

Ezzel b/a szaméra egy els6 ranézésre bonyolult, d. n. lanc-
tort el6dllitasdt kaptuk, aminek viszont az lesz az elénye, hogy
ha a (II. 1) egyenletrendszerben #..1-nél elébbi valamelyik #-t va-
lasztjuk O-nak, akkor az egyenletrendszer j6 kozelité értéket fog

z e 2 L 1! 4] LA
5) Mas szokdsos irasmodok: T kl + Tk + lk o A X i

1 1 1
=R L R “+f* i +k i
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szolgdltatni b/a szdméra, azon lanctort alakjdban, amely a fentibdl
keletkezik, ha azt mar k;-nél befejezziik. Ennek a kozelitd értéknek
a kiszamitdsdra fogunk egyszeriibb utat is taldlni. Ilyen kozelité
értékek raciondlis szamokndl is hasznosak lehetnek, kiilonosen ér-
tékesek azonban irraciondlis szamokndl, amikre minden nehézség
nélkiil atviheték lesznek eredményeink.

8. Az emlitett #;,=0-hoz tartozé kozelit6 tortet egyszeriibb
alakban kaphatjuk meg, ha sikeriil x-et és y-t 7y és ¢; segitségé-
vel kifejezni és itt irunk # helyett O-t. Ez viszont, ha Aattekintést
akarunk nyerni az 0sszes kozelito tortekrdl i=1,2,..., n, n4 1-re,
akkor azt a feladatot tfizi ki, hogy most ne az utols6 egyenletbdl
kiindulva 1épésr6l 1épésre visszafelé fejezziik ki az egyes f-ket f£,-
nel, hanem x-et és y-t fejezziik ki sorra egyre nagyobb indexii -k
segitségével. A tovabbiakban el6szor ezen elballitas egyiitthatdit és
ilyenek kozti Osszefiiggéseket fogunk megéllapitani, azutdn tériink
vissza a lanctortekre.

Figyeljiik meg el6szor is azt, hogy a (Il. 1) egyenletrendszer-
ben barmely két kiilonb6z6 ¢ értékét tetszésszerint megadhatjuk,
ezek a tobbit egyértelmiien meghatirozzak. Valoban legyen meg-
adva t; és {;,i <j. Ha j—i- 1, akkor allitdsunk nyilvanvald. Ellen-
kez6 esetben 7 o kifejezését f; 1 €s f; segitségével helyettesitsiik
t;3-éba majd igy haladva visszafelé végiil linedris egyenletet ka-
punk £, t;-1 €s f; kozott, ahonnan f;_; egyértelmiien meghatarozhaté
t; és t; ismeretében. Ezutdn két szomszédos ¢ ismeretében a tobbi
elore és visszafelé is 1épésrdl 1épésre egyértelmiien meghatarozhato.
Ez egyben azt is jelenti — és ezt fogjuk ismételten kihasznalni —
hogy ha sikeriil harom kiilonboz6 ¢ kozott két kiilonboz6 0ssze-
fiiggést taldlni, akkor ezek csak formailag kiilonbozhetnek, lénye-
gében meg kell egyezniok.

Hajtsuk most mar végre a fonti tervet, fejezziik ki x-et és
y-t sorra egyre késébbi két szomszédos f-vel. A trividlis ossze-
fliggéseket is felirva:

x—t1—1t1+0-4, P ty= 0Ly i,
x=kt 11, y=1t,—1,+0-t,
xX=kK (kgfl T 1‘2)—{— L= (k1k2+ 1)t1+k, tﬁ); y=kt,+ 1,
x = (kik, -+ D) (ksty+8) + ko= {(k ko + 1) ks + i} 1+ (Kika 1) 8,
y=ky(ksty+ ) -+t — (kaks + 1) &, Kot
Ismét nem lesz célszerii felirni az egyes egyiitthatok explicit el6-
allitasat a k-k segitségével, hanem inkabb rekurzios formuldkat kere-
siink az egyiitthatokra. Figyeljiik meg eddigi egyenleteinkben azt,

hogy mindkét oszlopban a kisebb indexii ¢ egyiitthatoja jelentkezik
a kovetkez6 sorban a nagyobb indexii egyiitthatéjaként és a for- -
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mulakbol mar észrevehetd, hogy ez nem véletlen. A kovetkezbk
ezt igazolni is fogjdk. Ennek alapjan x és y kifejezését ilyen alak-
ban varjuk:

X == A;t; 1+A 1ti, y~ABt 1+B 1t;. (ll 3)

irjuk ide be t.; helyébe (II. 1) alatti kifejezését. Rendezve a kife-
jezéseket:

X = (Aikis1 + Aia) i+ Aitia, ¥ = (Bikis1 -+ Bi-)ti + Bitina-

Latjuk el6szoris, hogy valdban ¢, egyiitthat6jat 6rokolte az tGjon-
nan fellép6d f.1. A f; szorzdjaként fellépd uj egyiitthatok pedig a
kivetkezd rekurzios egyenleteket adjak:

Ai+l :Aikiﬂ'{‘AiJ, Biu-’: B;k;+1+B;,|. (".4)

Az A-k és B-k rekurzios egyenlete tehat megegyezik, kiilonbséget
csak a kezd6 értékek kiilonbsége ad. Az explicite felirt eléallitasok
elsd sorabol ezekre A, =0, A,=—1; B =1, B,—0 adédik és

konnyen ellendrizhetd, hogy a tovabbi egyutthatok megfelelnek a
(1I. 4) képzési szabalynak

9. Figyeljiik meg azt is, hogy a B,, B, értékek megegyeznek
az A, A, értékekkel, vagyis a B-ket ugyanugy képezziik, mint az
A-kat, csak az indexet eggyel novelni kell és a k-k sorabol ennek
megfeleléen k,-et el kell hagyni. Annak jelolésére, hogy az A~k
hogyan fiiggenek a ki- kt6| ¢s melyektol fiiggenek, vezessiik be az

————— = M(ki, ks, . . .5 K2) (1. 5)
fiiggvényeket. Ekkor a fdnt leirt sszefiiggést az A~k és Bi-k ko-
zott a

Bi=M(ks, ..., k) . (I1. 6)

egyenléség fejezi ki. Ezzel valéjaban végtelen sok fiiggvenyt vezet-
tiink be a véltozok szdma szerint, melyek koziil a nulla- és egy-
véltozos

M()=1, M(ky) = k,
¢és a tovabbiak kozt (Il.4) szerint az
My, kiyki)) =Mk, ..., )k + MKy, .o, ki), i==1,2,.. . (ILT)
Osszeftiggés all fenn.

Ezzel a rekurzios egyenlettel tula]donkeppen mar talalkoztunk
a d,-k (1.10) alatti rekurzids formulajaban. A kezdeti értékek meg-
egyeznek az A-k kezdeti értékeivel csak a k-k szerepelnek forditott
sorrendben, vagyns az ott szerepl6 egyiitthatokra

X. M(kn—}ly Ny e ey 7,_,.1.2).

7 Matematikai Lapok
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(I. 10)-ben elballitottuk x-et és y-t £, segitségével. (Ott fel volt
téve, hogy #,.1=0, mig a most targyalt esetnek 7,.,—=7,=0
felel meg.) (I1. 4)-b6l ebben az esetben

X = Aﬂn+l tny y=Bn+ltu

adodik. Ez nem kiilonbozhetik az (1. 9) alattibol addédo eldallitastol.
Felhaszndlva (I. 11)-et is, tovdbba azt, hogy a és b relativ prim,
vagyis r, =— (a, b) — 1, nyerjiik, hogy

Aue—l e dn+1 e b, Bn«!-l Fe dn =d.
Ezt a (1. 5) jeloléssel felirva

M(kl, k~__.,.. .y k,,,;.l):M(kn,}.l,...,kg,kl); M(kg,...,kn+1) = M(k1,+1,...,kz),

ami az M-szimbolum ugyanazon szimmetriatulajdonsagat fejezi ki
és itt nyilvan az n indexnek nincs semmi kitiintetett szerepe®, tehat
.a k-kban azonosan fennall az

Ok ) =MD S, =2k (11. 8y
tsszefiiggés.

Egy tovabbi fontos osszefiiggést kapunk, ha x-et és y-t fel-
irjuk egyrészt £, és fi-vel mésrészt £, és t:1,-gyel kifejezve és innen
t;i_-et ill. t,-.H—et klkUSZObOIJUk. *

x=A;1t;+ Aitis, y=B;.it;4 Bit:1;
X = A1+ Ainti, ¥ =Biti.11 But;.
Innen kapjuk, hogy

B.—x—A,:y == (A,ﬁ_1B;—AiBi_1)f; (” Q)
== (AH»IB;Z_A;'BH—])I‘,‘. y

Tudjuk, hogy a két el6dllitis nem kiilonbozhet egymastol, kell
tehat hogy

Ai1Bi—AiBi = —(AiBij1—Ai 1B)) = Ai1Bi— A; By

legyen. A kozéps6 zardjelben ‘levd kifejezést -vel jelolve a kapott
Osszefliggés 4.1 = —4; alakban irhatd, amit ismételten alkalmazva
adaddik, hogy 4; —(—1)4,, ahol 4,=A,B.1—A_1B,=1-1—0-0=1,
tehat kaptuk, hogy

Ay == A;Biey Ay 1 Bes= (1) 7) (11. 10)

@ Hiszen tetszésszerinti értékii és tetszésszerinti / szami k értéksoro-
zathoz kiszamithatjuk azt a b—=A; és a-— B; szamot, amelyek, mint mindjart
latni fogjuk, relativ primek és amelyek kozti euklideszi algoritmus a k értékek-
nek éppen ezen sorozatat szolgaltatja.

7 '4\2 osszefiiggést 7==n -+ 1-gyel felirva (I. 11) folytan latjuk, hogy
(—1)"A,; (—1)"B, az (I. 4) egyenlet megoldasat adja a c-—1 esetben, tehat
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10. Kifejezhetjiik x-et és y-t valamely két szomszédos ti.i 1,
t..i paraméter segitségével két lépésben is, tgy, hogy eldszor ki-
fejezziik mindkettot 7.1 és i segitségével, ezeket azutan kifejezziik
a késébbi t-kkel, ugyanugy mint ahogy x-szel és y-nal tettiik,
specialisan pl. i1 €s fiy segitségével. Bevezetve a
b= An i1t + An,ifnsi-1,  th=Bu,i-tthei + Bn,ilusi1
jeloléseket nyilvan
Ao,; o Ai, Bu,;f" B{,
masrészt
An i = M(Kisryros Knii),  Bn,i= M(knso,.., Knis) == Angr,in - (11 11)
Ezek alapjan x-re és y-ra a kovetkezé kifejezéseket nyerjiik:
X= Ah th-l + Ah—l th o) AIL(AI:. i-1 th—H —{" Ah, r'th+i—l)+ Ah -1 (Bh. i-1 ,h+1' +
+Bh,ith+i 71) ST (An Ah, -1+ An-1Bu,i l)th,+i = (AhAh. i+ An-y Bh, i) tisi-a,
y pvet Bhth—l_l—Bh - lth e Bh(Ah, i~ ltIH-i '%’ Ah.i tll+i ~1) + Bl« -1 (Bh, i-1 tll"Li +
_*‘ Bh, fth.+i—1):: (BhAh, -1 + Bh»lBh. i ‘I) tIH-'i ’l’ (BhAh, i ‘I' Bll -1 Bh. i)th%»i 1»
Tudjuk mdsrészt, hogy
e Ahfrif lth+i + Ahré-ith-i-i—l ) }’;* Bla+i—l tlHi + Blhi—itlwi- 1y
mivel a két elballitds nem kiilonbozhet igy #,.; 1 egylitthatéit tssze-
hasonlitva nyerjiik, hogy
AnAni+ Ana B, i = Anii, BuAi i+ Bu B i = Buyi,
vagy az M-szimbolumok segitségével felirva ‘
M(ky,. ... kn) M(Knsiy < .« Knii) +M(ky, . .o kna) M(knse, - ., Kigs) =
Y =Mk, o) (II. 12)
M(ky,...kn) M(Koia, - .- Fon) =Mk, .., Kna) M(Riiz, - .., Kngi) =
- M(k:ly sy k/l !—i)- .
Lathat6, hogy a két azonossag nem kiilonbozik lényegesen, csak az
utobbi a k; elhagyasaval eggyel kevesebb valtozés M-eket tartalmaz mindeniitt.
Hasonloan nem kapnank lényegesen uj Osszefiiggést, ha x=—¢_1 és y=1{, he-
lyett ¢, j-et €s £-t fejeznénk ki a fonti modon kozvetleniil is és két 1épesben

is késobbi t-kkel. Ekkor csak k, helyett k;.-gyel ill. k, helyett &; ,-vel kez-
dodik a k-k sorozata. A megfeleld Osszefiiggések A-kban és B-kben kifejezve :

1 -
Aj, h Aj+li, $ A/ h ~lBj+/l. i Aj, hti? B], h A_i:—h. i i B] h-1 Bj-HI, i Br, A

ezek c-szerese megadja a megoldast az altalanos esetben. Lényegében ezen
alapon szokas a lanctorteket diofantoszi egyenletek megoldasara alkalmazni.
Ehhez parhuzamosan ki kell szamitani az A-k ¢s B-k sorozatat és altalaban
elég nagy megoldasokat kapunk.

T*
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(A két kifejezés megint csak annyiban kiilonbozik mint a fentiek, és kifejez-
hetd tisztdn az A-k segitségével is, pl. az els6bol

A;;, hAj+h.i, S Aj, h-1 Bj+h+l, =1 Aj, hti
adadik.)

Itt (II. 12) nyilvan (Il. 7) altaldnositasa, azt az i=— 1 specidlis
esetként tartalmazza. Hasonloan éltalanosithaté (11. 10) is, ha (II. 9)-
‘ben egyrészt -t a fontebbi mdodon, masrészt x-et és y-t kifejezziik
fhii-1, €S fhy segitségével: :

B,-x——A,:;V T (BiAIH—i—l _‘AiBIH-ivl) ti+h-l + (Bi Ah+i_AiBh+i) th+i.—l
= (Ai-1Bi—A;B; ) ti = (Ai.1Bi— A:iBi 1) By w1 by +
+ (Ai-1 Bi— A Bi-1) Bi, nthyi-1.
i1 egyiitthatoit 0sszehasonlitva tovabbé felhaszndlva (II. 10)-et
AsnBi— AiBi— —(AiBii— Ai1B) By = (—1)* By,.. (IL 13)

Kiilonosen érdekes lesz szdmunkra a o— 2 eset (2= 1-re (1I. 10)-et
kapjuk vissza):

Ai2Bi—AiBiy = (— 1)* ki, (I1. 14)

11. Ezekben — kiilénésen (11.7), (I 8), (II. 12) és (ll. 14)-ben — meg-
kaptuk azokat az Osszefiiggéseket, amikre a tovabbiakban sziikségiink lesz.
Megjegyezziik, hogy (II.7)-bdl (II. 8) kivételével a tobbi teljes indukcidval
bizonyithat6. Ez kiilonben a bizonyitas egyik szokdsos menete. A masik az,
hogy explicit eldallitast adnak meg az A-kre determinans alakban. Ha ugyanis
(IL 1) elso 7 egyenletében x—=1¢_,, y—=#, t;,..., f;_1-et tekintjiik ismeretlen-
nek, #-t és f,...-et paraméternek, ennek megfeleléen csak az utolsé két valtozot
hagyjuk az egyenletek jobboldalan, ahol elo6fordulnak, akkor az ismeretlenek
egyiitthat6ibol alkotott determinéns értéke 1 lesz, s igy x-re

! 0 % —1. 0 0 0. 050
| 0 1 —k —1 0 .- 0 0 O
0 0 1 ~ky =1 0= 0. <00
g — . . . . . . - . . . . . . .
! 0 0 0 0 0 --- I —k-—I
1 2 TR P R TR A | S
l kit O 0 0 T | 0 1

Innen £, egyiitthatéjat felirva és azt az elso oszlop szerint kifejtve nyerjiik
(a 0-ak helyét iiresen hagyva), hogy
!
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vagy minden oszlopot —I-gyel (tehat a determinanst (—1)'—(—1)**-nel)
Szorozva

PR
5 e e
e W |
A ! (1. 15)
el il
ot ki

Ebbdl az eloallitisbol szintén leolvashatok az Gsszes tulajdonsagok a deter-
minansokkal végezhet6 atalakitasok kihasznalasaval.

12. Térjiink most vissza a lanctortekre. Ha -t O-nak valaszt-
juk, akkor az ehhez tartozo x;, y; értékek hinyadosa b/a szamara a
; X; A;
%> Yi B
kozelitd tortet adja. (11.10) folytan A.€és B-nek csak olyan kozos osztdja
lehet, ami osztdja (— 1)-nek is, vagyis a kozelitd tortet redukalt
(nem egyszeriisithetd) alakban kapjuk. Vizsgéljuk ennek eltérését
b/a-tol. Vilasszuk e célbol #,-t 1-nek, #,.-et O-nak. Tudjuk, hogy
ekkor x=>5, y=a. Tegyiik, fel, hogy mindketté pozitiv, ekkor
pozitivok a k-k is, az Osszes B-k'(és A-k) is, s igy  (Il. 4)-bol
lathatban a B-k monoton novekedd sorozatot alkotnak. igy (Il 9)-
bol és (1. 10)-bol :

B,’X—A;y = (A;B,‘_l—A,ulB,') Lz (—*])“’lt,‘.

Innen
ST S A T s APSAMOL et . Hr
a B;_V y B; e B,y —B,’(B,'[;H—{—B,'Ht;)ir

(11. 16)
R (—Diu
Vi B,‘B;“ +B;"f,‘+1g"ti ;

Ez el6szor is azt mutatja, hogy a kozelito tortek koziil a paratlan
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indexiiek ,alulrdl“ a pdros indextiek ,feliilr6l“ kozelitik meg a
tortet. Masrészt a kozelités hibdjara

b Al 1 v 1 - 1
a B; BB+ Biti/ti BBay - 4
Hogy ez ,j6“ kozelitést jelent az abbdl lathatd, hogy ha egy elére
adott m egész szammal az m nevezéjii tortek koziil megkeressiik
azt a két szomszédosat, amelyek kozé b/a esik és vessziik ezek
koziil a kozelebbit, arrol még mindig csak annyit tudunk altaldban
mondani, hogy legfeljebb 1/2m hibédval kozeliti meg b/a-t, nem
pedig 1/m*-nél kisebb hibaval. (Természetesen kozelitd lanctort
nevezdjéiil viszont nem lép fel minden pozitiv egész szam, csak
egyes, elég tavoli értékek.)

(IL 17)

Ha két szomszédos lanctortet néziink:
Aisr Ay AaBi—A By (—1)i+!

BB, BiBi1 T BiBga
Mivel ezek kozrefogjak a b/a tortet, valamelyikiik még 1/2 Bi-nél is kisebb hi-
baval kozeliti meg azt. Ha ez az i-edik kozelitd tort, akkor a (II. 17) hibabecs-
lés jobboldala 1/2B-re javithaté. Valdjaban megmutathatd, hogy ez a kisebb

érték is mindig jo hibakorlat, s6t az a még kisebb 1/['5 Bi-tel helyettesithetd,
de ezzel itt nem foglalkozunk.

Minden mésodik kozelité tortet véve lattuk mar, hogy ezek
ugyanarr6l az oldalrol kozelitenek. Nézziik két ilyen tort tavolsagat:
(1I. 14) alapjan

Ao A; AisBi—A;Birs  (—1)2kus

Bii2 B, BiBi:s T ek
Futtassuk végig i-t a paratlan, ill. paros szdmokon, akkor azt kap-
juk, hogy a paratlan indexii kozelit6 tortek édllandéan novekednek,

a pdros indexiiek viszont dllandéan fogynak.

13. Az (1. 6) alatti euklideszi algoritmus egyenléségeit az osz-
tokkal elosztva, a nyert egyenléségek meg fogjdk mutatni az utat
irraciondlis szamok lanctortbe fejtéséhez is. A kovetkezd egyenld-
séget kapjuk:

| S

& i r
202 <=
r 7y T

r a a
=k+—, 0<—<1l;—=k
a 1+a’ s ,r1 .!+
I3 I
=k+— O0<—<1,....
r. 1o

9

Itt & tehat mindig a legnagyobb egész szam, ami a baloldali tortnél
még nem nagyobb, vagyis a baloldali tort egész része: k; = [ri-o/ri].
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Hasonl6an eljarhatunk egy « irracionalis szammal is, mint ahogy
most az ¢~ oo raciondlis szammal tettiik. A maradék reciprok

értékét jelolve mindig 1j betiivel kapjuk sorra az
1 1
a=% —{—Z, k—=lal e e =t s

@y =K, —i~%, Jaseal TS s e

S Aal e =T

3

egyenldségeket, amelyek lényegében megegyeznek a (Il. 2) egyen-
letekkel ha et #;_i/f;-vel azonositjuk. Tovabbra is érvényben ma-
radnak tehat eredményeink. Igy a most megadott k; értékekkel ki-
szamitott A;, B; értékekb6l adodo o;= A;/B; kozelito tortek a

kot
ko + :

ki

kozelitd lanctort kozonséges tort alakja, mégpedig nem egyszerfisit-
hetd alakban. A kiilonbség csak az, hogy utébbi egyenletrendsze-
riink végtelen, hiszen ha e irraciondlis, akkor «, sem lehet racio-
nalis, de akkor «,-nek is irracionalisnak Kkell lennie és hasonléan
sorra az osszes «;-knek, tehat egyik sem lehet egész szam, az
eljarasnak nem szakadhat vége. Ennélfogva a kozelité torteknek
is végtelen sordt kapjuk. Ezek e-t felvéltva alulrol és feliilrol koze-
litik meg. A paratlan indexii kozelité tortek novekedd szamsorozatot
alkotnak, a pdros indexiiek fogyé szamsorozatot és két szomszédos
tort tavolsaga tetszésszerinti kis korlat alatt marad, amint 7/ elég
nagy. Ugyanis o; kevesebbel kiilonbozik d;.1-t6l, mint 1/B}, a Bi-k
pedig legaldbbis i-—2-t6] hatdrozottan novekedd egész szamok,
tehat biztosan fennall A,

1
PR e T e
‘ Bi>i—1, amibdl | 0in— 0| < =
(Persze ez nagyon durva hibabecslés, ami lényegesen jobbal is
helyettesithetd volna.) A kozelitd tortek sorozata tehat valoban meg-
kozeliti tetszésszerinti pontossidggal e-t.

14. A lanctorteknek sok érdekes tulajdonsaga van. Az mar az eddigi-
ekbol is lathato, hogy racionalis szam véges lanctortet ad, irracionélis szam
pedig végtelent. Megmutathatd, hogy irracionalis szam lanctort fejtése mindig
egyértelmiien meg van hatarozva, racionalis szamé viszont még kicsit médo-
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sithato, pl.

€s minden raciondlis szam hasonloan kétféleképpen irhaté lanctortbe. Az (. 6)
alatti euklideszi algoritmussal kapcsolatban u. i. megjegyeztiik, hogy ott az utolsé

1
hanyados k&, .1 = 2 s igy a lanctortben mindig helyettesithetd (k,+1— 1) - T-evel

is. Raciondlis szam lanctort alakjanal tehat ez a kétértelmiiség jelentkezik.

Eppen gy, ahogy a tizedestortek kozt, a lanctirtek kozt is lehet peri-
odikus (vagy szakaszos). Igy neveziink egy végtelen lanctortet, ha a k rész-
nevezOk sorozatidban valahonnan kezdve bizonyos ki1, kiys,..., kiv, értékek
ismétlodnek allanddan és ugyanebben a sorrendben. Konnydi megmutatni egy
ilyen lanctortrdl, hogy az altala eldallitott szam mindig egy egész egyiitthatos
masodfoku egyenlet egyik gytke. Az azonban mar nem ilyen konnyen lathato,
amit LacranGe bizonyitott be elészor, hogy minden olyan pozitiv szamnak a
lanctortfejtése, amely szam kielégit egész egyiitthatos masodfokit egyenletet,
periodikus lanctort. Gavois bebizonyitotta azt is, hogy az egyenlet két gyokeé-
nek periodusa ugyanazon szdamokbol all, csak forditott sorrendben. A lanctor-
tek szamtalan mas tulajdonsagarél, kiilonbozo alkalmazésairol és altalanosita-
sair6l vilagos és kimeritd felvilagositast ad Perron idézett miive.

15. Az alabbiakban egy elsé pillanatra meglepd alkalmazast
mutatynk még be, bebizonyitjuk, hogy a 4¢--1 alaki primszdmok
elédllithatok két négyzetszdm oOsszegeként, a 4g—1 alakiak pedig
nem. Az allitds elsd részének bizonyitdsat Fritz NEISStOI® vessziik
at. Legyen p—4g {1 prim. Azt fogjuk megmutatni, hogy talal-
hatdé p-re egy

p=M(k, ks, ... k0, ki,...; k, k) k=0l (11. 18)
alaku eloallitas. Ebbol a tétel elsod fele mar kovetkezik, mert (I1. 12)
szerint ekkor
p=Mk, ...k, ki,....k)=Mk,,....,k)M(k,..., k)
+ Mk, ..., k1) Mkios. ..., k), )
és (II. 8) folytan tovabb
p={Mk,.... )+ {Mk,. .., k1))
ami bizonyitand6é volt. (/=1 esetben a masodik tag, mint tudjuk,
1-et jelent.) ‘
(Il 18) bizonyitdsahoz fejtsiik lanctortbe sorra a

o P

77 3’---;2_g.

# F. Neiss: Einfiihrung in "die Zahlentheorie, (Leipzig, 1932 Hirzel).
Kiilonosen 15—17. old. Az idézett hely szerint az eldallitis egyértelmiisége is
kovetkeznék a bizonyitasbol, ez azonban nem latszik megalapozottnak.
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torteket. Ezek szama paratlan, mindegyikiik nagyobb 2-nél, és nem
egyszeriisithetd tortek. Mindegyikiik ad egy

p=Mk,... k)

alaku eloallitast p-re, itt » = 2, mert egyik tort sem allithat el6
egész szamot; k = 2 €és mint tudjuk, megkovetelhets, hogy k, = 2
legyen. (Il. 8) szerint egyszersmind
=M. 5 k)

és ez (Il. 6) szerint az

Mk, ..., k)

Mko-1,..., k)
tort lanctortbe fejtésébol adodik. Mivel (II.7) és (11. 8) szerint

p=Mky,.. k) =Mk,..., k1) koMK, .. Ko2) >

b R )2 e 2 MU s ),
igy
M(k,...l,...,kl)<fi, azaz Mo, ..., k) =2g,

tehat a fenti tort szerepel azok kozt, amelyeket lanctortbe fejtettiik.
Eszerint a p-re nyert elallitisok pdrosithaték tigy, hogy két ossze-
tartozo elballitis ugyanazon k-kbol élljon, csak ellenkezé sorrend-
ben. Mivel azonban ezen elballitisok szama pdratlan, kell olyannak
lennie (a bizonyitasbol nem kovetkezik, hogy csak egynek) amelyik
a sajatmaga parja. ;

: Lehet-e egy ilyen elbéllitisban a k-k szama paratlan? Allit-
juk, hogy nem, mert (Il. 12) és (II. 8) folytan

M(kx, ooy k[,ku.x, k/, ...,kl)-——M(kl, oliaraly kl-H)M(kl, oo oy kl)—l— 3
Mk, ... )My, ..., k) =My, ..., k)(M(k, ..., ki) +
Mk, .. ., kig)).

Itt a masodik tényezd nagyobb mint az elso, az pedig, mivel [+ 1
nem lehet 1, legaldbbis akkora, mint k;, aminek az értéke legaldbb
2. Ez tehat nem lehet primszam. Ezzel bizonyitottuk (II. 18)-at,
amibdl a tétel els6 része kovetkezik.

16. A tétel masodik része konnyen kovetkezik FERMAT egy
nevezetes tételébol, de belathaté anélkiil is (lanctortektol is fiig-
getleniil). Az itt kozolt bizonyitds REJTO Péter egyetemi hallgat6tol
szarmazik. Altalanosabban megmutatjuk, hogy egy a*+ b* alaku
szdmnak nem lehet olyan 4g—1 alakii pozitiv osztéja, mely a-hoz
(és ekkor b-hez is) relativ prim.



Az dllitast indirekt Gton fogjuk bizonyitani. ‘Tegyiik fel, hogy
volna olyan két négyzetszdam Osszegébol allo szam, melynek van
d ~4g—1 alaku osztoja, ekkor d jelentse a legkisebb ilyen osztot
és a*+ b alegkisebb négyzetosszeget, melyre d|a’+-b* és (d, a) =L1.

a) Allitjuk el6szor, hogy a és b relativ primek és nem
nagyobbak 4 felénél. Mivel d relativ prim ae-hoz és b-hez, relativ
prim a legnagyobb kozos osztéjukhoz is. Ekkor azonban a-t is b-t
is osztva a legnagyobb kozods osztéval a négyzetosszeg oszthatod
marad d-vel. A legkisebb négyzetosszegnél tehat ez a kozos osztod
csak 1 lehet.

Masrészt, ha pl. a >i volna, akkor jelentse gd az a-hoz

2
legkozelebb esé tobbszorosét d-nek. Ekkor minden esetre

H'=l0~qdl<-g—<n, a=qd+a

¢s
@+ b0 —d(@*d+2ad' q)+a”+ b,

tehat a*- b* szintén oszthatd volna d-vel és kisebb volna @ + b*-nél
a feltétellel ellentétben.
b) Legyen
@+ b=dd’.

Megmutatjuk masodszor hogy d’ vagy 4g—1, vagy 2(4g’'—1)
alaki. Nem lehet a is b is paros, mert (a, b) — 1. Ha egyik paratlan,
a masik paros, akkor négyzetdsszegiik paratlan, s igy d’ is ilyen
kell, hogy legyen; mdsrészt paros szdm négyzete oszthato 4-gyel,
paratlan szam négyzete 4-gyel (s6t még 8-cal is) osztva 1-et ad
maradékul, mert (2u+41)*= 4u(u+1)+l (és itt u és u--1 koziil
valamelylk még paros szam). fgy a@*--b* 4-gyel osztva 1-et ad
maradékul. Mint beszorzdssal azonnal lathaté, d-t 44’1 alakn
szdmmal szorozva 4h—1 alakit, 4¢’—1 alaktval szorozva 4+ 1
alakiat kapunk, tehat ez esetben d =4g’—1.

Ha a is, b is pdratlan, akkor a mondottak szerint négyzeteik
Osszege 8-cal osztva 2-t ad maradékul, vagyis olyan paros szam,
melynek a fele 4/1-}-1 alakt pdratlan szdm. Ez esetben @’ is péros
kell hogy legyen, a fele viszont az el6bbi meggondolds szerint
4g’—1 alaka: d’=2(4g’— 1.

¢) Figyeljiik meg azt is, hogy (d’, @) = 1(==(d’, b)), mert ha
az egyik taggal volna valodi kozos osztéja d’-nek, akkor a ma-
sikkal is, de ezek egyméshoz a) szerint relativ primek. Ez azon-
ban mar ellentmondasra vezet, ha d’ nagysagat figyelembe vessziik,
ugyanis a) szerint
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4g’—1§_d’:a <5<d,

4g'—1|a*+b* és (4g'—1,a)—1;
holott feltétel szerint d volt a legkisebb 4g—1 alakii szdm, mely
osztoja két négyzetszam Osszegének.
17. A bebizonyitott tétel és egy azonossdg segitségével teljes
feleletet adhatunk arra a kérdésre, hogy mely természetes szamok
bonthatok két négyzetszdm 0Osszegére. El6szor is jegyezziik meg,

)

hogy 2=1*-1° is felbonthat6 két négyzetszam Osszegére. Az
(@®+ 0 (& +v*) = (au—bv)*+ (av -+ bu)y’

azonossag szerint pedig ha két szam felirhato mint két-két négyzet-
szam oOsszege, akkor a szorzatuk is. Ezt ismételten alkalmazva
kapjuk, hogy az dllitds akarhany tényezore is igaz. Ezek szerint
minden olyan természetes szam, amelynek pdratlan primtényez6i
mind 4g--1 alakaak, felirhato két négyzetszam osszegeként. Ha
egy szamot, mely két négyzetszam osszegeként irhat, egy négyzet-
szammal szorzunk, ismét két négyzetszambol all6 Osszeget nyeriink.
(Ennek a szorzonak lehet 4g—1 alakti primosztdja is, de termé-
szetesen csak pdros kitevon szerepelhet benne.) A bizonyitott tétel
maésodik fele szerint viszont 4g—1 alaki primosztja csak gy
lehet egy a*+ 0" alaku szamnak, ha osztoja a-nak is b-nek is, de
ekkor ezen prim négyzete kiemelhett mindkét tagb6l és ismét két
négyzetszam Osszege marad vissza. Az eljarast tehat ismételten
alkalmazhatjuk, ha maradt Ag—=1 alaki osztd. Ezzel bizonyitast
nyert a kovetkezO tétel: Azok és csak azok a természetes szdmok
irhatok két négyzetszim oOsszegeként, amelyeknek primtényezds fel-
bontdsdban az esetleg eldfordulé 4g—1 alaki prtmtenyezok mind
pdros hatvdnyon szerepelnek

igy
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AUOPAHTOBBI YPABHEHUSI TIEPBOW CTEIEHU
U HEMNPEPBIBHBIE /IPOBU

Peswme

IIpu usBECTHOM peIeHHH IHHEAPHBIX AHOGAHTOBBIX YpPaBHEHHH, H310-
skeHHom cxemartnyecku B (hopmynax (I.6) m (I.7), Beipakasi napamepnr { 1o

04epPEeAHOCTH YOBIBAIOILMX MHAEKCOB NpH , MBI nonyuum Gopmyny (I. 8.),
KOHCTAaHThI B KOTOPOH ompenensitorcsi pexyppentHoi gopmyaoit (I. 10) nmyrem
HavaneHblX BemuuuH d =0, dy=1, 7y =17,=—0. U3 artoro cornacxo (l.9)

BECHMA KPATKO MOSKHO ONPEENHTh NMAPTHKYISIPHOE PEeLIeHHe.

B cnyuae ¢ = 0 nmonyuaercs cuctema ypasuenni (1. 1), n3 KOTOpO# MO>KHO
NOJIy4UTh NENHYK0 ApoOHy b/a==Xx/y u aerxo nonyuuth cootHoumenns (IL 3),
(11.4), (II.5), (1.6), (I.7), (I.8), (II.10), (1. 12), (II. 13) pas uucauTenei u
3uameHareneii nmopxomsimux aApoGed. VI3 umcna u3BeCTHBIX NPUMEHEHHI aBTOP
APUBOJAMT IOKA3aTENBLCTBO TOrO, YTO NPOCThIE uncaa Gopmsbl 4g 4 1 moryr
ObITh NPE/ICTABICHBI B BH/C CYMMBI /IBYX KBaJPATHBIX YACEN, @ TAKKE W NPOCTOE
nokasaTenbcTeo cryaenta Ilerepa PeiTé Toro, 4Tto npocTsie NPHMOBBIE JEINTENH
CyMMbl JBYyX KOAApAaTHLIX YMCENT MO OTHOLIEHHIO K YIEHaM He MOryT HMeTh
topmy 4g—1.

EQUATIONS DIOPHANTIQUES ET FRACTIONS CONTINUES

Les formules (I. 6), (I. 7) donnent le schéme de la méthode due a Bachet
de Mésiriac, a résoudre des équations diophantiques linéaires.de la forme (1. 4).
En exprimant les paramétres ¢ dans P'ordre des indices décroissants, on obtient
les expressions de la forme (I.8) avec des constantes définies par récurrence
par (1. 10) et par d_;=0,d;=1; 7_;=7,=0. On obtient ainsi selon (I.9)
un algorithme trés simple pour calculer une solution particuliére de I'équation.
En posant ¢=0, nous obtenons les équations (II. 1) qui fournissent le déve-
loppement en fraction continue du nombre b/a-=x/y. Aussi les relations fon-
damentales (II. 3), (II. 4), (1. 5), (II. 6), (1I. 7), (IL 8), (1I. 10), (II. 12), (1. 13) entre
les numérateurs et dénominateurs des fractions continues approchées découlent
aisément de ces équations. L’auteur présente enfin une application connue
trés élégante pour démontrer que les nombres premiers de la forme 4g--1
peuvent étre décomposés en somme de deux nombres carrés et la démonstra-
tion élémentaire (sans I’aide du théoréme de Fermat) de I’étudiant M. P. Rejr6
pour le théoréeme que les diviseurs d'une somme de deux nombres carrés,
premiers a ces deux nombres carrés, ne peuvent pas étre de la forme 4g—1.



Bolyai Farkas atdaraboldsi tétele'

Varca Tamis

1
(Halado hagyomdnyaink megbecsiilésérol)

Harom évvel ezeldtt Beszkin geometria-modszertananak® olva-
sasa kozben megiitotte a szememet ez a név: Boabsdgranr Bosuau®.
Hogy keriil Bolyai Farkas neve egy szovjet modszertankonyvbe ?
Meglepetésem még fokozodott, amikor megtudtam, hogy az elemi
geometridnak egy igen nevezetes, az dltalanos és kozépiskolai
oktatds szempontjabol is fontos tétele fiizodik Bolyai Farkas
nevéhez, és ezt a tételt bizonyitja és méltatja itt Beszkin. A tétel
igy hangzik : bdrmely két egyenid fteriiletii sokszog dtdarabolhato
egymdsba (azaz: felbonthaté véges szami paronkint egybevagd
idomra).

Egy késziil6félben levd tankonyvbe' éppen beleillett a tétel,
beletettem hédt, a Beszkin modszertanaban talalt rovid (ha nem is
éppen a legegyszeriibb) bizonyitidsdval egyiitt.

Masfél évre ra megint taldlkoztam a tétellel, ismét egy szovjet
konyvben®, méghozzd a konyv legels6 oldalanak legelsé mon-
databan : :

»Ismeretes a geomelridbol Bolyai Farkas magyar matematikus
nevezetes tétele: ha két sokszig egyenld teriiletit, akkor mindig fel-
bonthatjuk az egyiket végesszdmu olyan sokszigre, amelyekbol a
mdsikat Ossze lehet dllitani.“

Elkeriilhetetlen volt a kérdés: hogyan becsiiljik mi meg
halad6 hagyoményainkat, ha ezt az érdekes és fontos, elemien
bizonyithato tételt, amelyet egy kétszazezres példanyszamban meg-

1 A Bolyai Janos Matematikai Térsulat Szombathelyi Tagozatan 1954
marcius 28-4dn, a Magyar-Szovjet Baratsagi Honap alkalmaval elhangzott eldadas.

2 H. M. Becknu, Meronuka reomerpun, Yunearnus, 1947, 194. lap.

3 Bolyai Farkas németiil is, latinul is Wolfgang Bolyainak nevezte
magat, ennek betiiszerinti atirdsabél adodott igy a név.

4 Matematika a tanitoképzok IV. osztilya szamara, 1951, 218. 1.

5b. A: Kopapemckuniu—H. B. Pycaner, Yausutenvuniit wpagpar,
I'ocrexnapar, 1952.
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jelent népszerii szovijet geometriakonyv jolismert (mégpedig Bolyai
Farkas neve alatt ismert) tételként idéz, iskoldinkban nem tanitjuk,
nem is nagyon ismerjiikk, s ha igen, akkor sem .Bolyai Farkas
neve alatt?

Utananéztem, és még tobb més szovjet konyvben is nyoméra
akadtam Bolyai Farkas tételének.® A kozolt bizonyitdsok szdmos
részletben eltérnek egymadstél, de lényegében azonos gondolat-
menetet kovetnek.

Kutuzov a konyvében kozolt bizonyitashoz a kovetkezd meg-
jegyzést flizi: ,Ezt a tételt, kissé mds fogalmazdsban, a magyar
Bolyai Farkas bizonyitotta be eldszor a XIX. szdzad els6é felében.
A tétel bizonyitasat tobbizben egyszeriisitették. Az egyik ilyen bizo-
nyitds legegyszeriibb véltozata V. F. Kagant6l szarmazik. Ezt a
bizonyitast kozoljiik itt, néhany helyen pontosabba téve az eredeti
gondolatmenetet. “

Elévettem a Tentament,” hogy meggy6zddjem arr6l, milyen
volt az a bizonyitds, amelyet tobbszor egyszeriisiteni kellett, mig a
Kutuzovnal taldlhato, igen érdekes és tanulsdgos, de ttilsagosan
‘egyszeriinek nem mondhaté bizonyitds kerekedett ki belole. A kér-
dés annal inkabb érdekelt, mert kozben, atgondolva a tételt, magam
is eljutottam egy bizonyitashoz, amely — mds tuton haladva —
lényegesen egyszeriibben ér célt, mint az idézett miivekben talalt
bizonyitasok.

Tartozunk Bolyai Farkas emlékének azzal a megéllapitassal,
hogy bizonyitdsa semmivel sem bonyolultabb, mint a Kufuzov
konyvében olvashatd, Kagantol szirmazé bizonyitds, vagy ennek
barmelyik valtozata. Az a bizonyitds, amelyet én taldltam, iényegé-
ben azonos Bolyai bizonyitasaval, azt mondhatndm, hogy a kiilonb-
ség csak két 1épés sorrendjében van; val6jaban azonban ez a sor-

6 A mar emlitetteken kiviil a kovetkez6kben :

C. A. Boromonos, leomerpnsa, Yunearuz, 1949, 237 238. 1.

B. B. Kyrtyaos, Tleomerpus. Ilocobue pnsi yuuTeapbCKHX M mejaro-
rHYECKMX MHCTUTYTOB, Yunegrus, 1950, 209—212 1.

J. U. Mepenéaxun, Kypc anemenrapuoii reomerpum, I, ocrex-
usaar, 1948, 206—210. 1.

Kutuzov idézi ezenkiviil a kovetkezd konyvet, amelyre a jelek szerint
a tobbi konyvben talalhato bizonyitisok is mind visszavezethetok :

B. ®. Karaun, O npeoGpazosannn muororpauunkos, OHTH, 1933. —
Sajnos, Kagan konyvét nem sikeriilt megszereznem.

7 Wolfeangi Bolyai de Bolya Tentamen iuventutem studiosam in elementa
matheseos purae elementaris ac sublimioris methodo intuitiva evidentiaque huic
propria introducendi, cum appendice triplici, Marosvaséarhely, 1832—1833; IL
kiadasa : Budapest, 1897—1904. (A tétel bizonyitasa a II. kiadasban a I kotet
108—109. oldalan talalhaté.) Sajnos, a magyar matematikai irodalomnak ez a
klasszikus alkotasa — egves részletek kivételével — csak latin nyelven olvas-
hato, és igy az érdeklddok szamara szinte teljesen hozzaférhetetlen.
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rendcsere, mint latni fogjuk, a bizonyitds jelentos egyszeriisodését
vonja maga utian. Remélhetd, hogy Bolyai bizonyitasanak ez az
egyszeriibb valtozata alkalmas lesz arra, hogy biztositsa a tétel
elterjedését iskolainkban.

A kovetkezokben ismertetni fogom, szorosan a megjelolt for-
rasok alapjan haladva, el6szor a Kutuzov konyvében talalhato bizo-
nyitast, azutan Bolyai Farkas eredeti bizonyitdsat (mai magyar
terminologidra €s jelolésmédra atiiltetve), végiil Bolyai bizonyitasa-
nak emlitett egyszeriibb valtozatat és alkalmazasat néhany konkrét
esetben.

2

(Kagan bizonyitdsa Kutuzov sziévegezésében)

A tétel bizonyitdsiban nem tiizziik ki célunkul azt, hogy csak
az axiomakra épitsiink. A mozgasok alaptulajdonsagait is ismertek-
nek tekintjiik. Bizonyitottnak tekintjiikk azonkiviil azt is, hogy ha
két, egy oldalaban megegyez0 haromszog teriilete egyenld (pl.
egybevagd idomokkal egybevdgd idomokka egészitheték ki), akkor
a két haromszog egyenld oldalaihoz tartoz6 magassagok is egyenlok.

A bizonyitast a kovetkez6 1épésekben végezziik :

1. tétel. Ha két sokszig® kiilon-
kiilon dtdarabolhatd® egy harmadikba,
akkor egymdsba is dtdarabolhatik.

Bizonyitas. Legyen a két sok-
szdg P, és P,, és tegyiik fel, hogy
mindkett6 atdarabolhatd egy P, sok-
szogbe (1. abra).

A feltétel szerint P,-et és Py-at
felbonthatjuk paronkint egybevigé sok- ~
szogekre, (az abran szaggatottan je- 1. 4bra

% Sokszogon itt a siknak végesszamu szakasz hatdrolta véges részét
értjiik; tobbszorosen osszefiiggd vagy tobb darabbol ailo idomokat is meg-
engediink. Szemléletileg nyilvanvalo, hogy minden igy értelmezett sokszdg fel-
bonthaté hiromszogekre: az Gsszes hatarolé szakaszok meghosszabbitasai ugyanis
a sokszoget nyilvdn végesszamii konvex sokszogre daraboljak fel, az utébbia-
kat pedig egy-egy csticsbdl kiindulo atloik haromszogekre bontjak. Ezt a tényt
a tovabbiakban felhasznaljuk. V. 7.

9 Nyilvanvalo, hogy az atdarabolhatésag relacioja reflexiv (minden idom
atdarabolhaté 6nmagaba) és szimmetrikus (ha egy idom egy masikba atdarabol-
hat6, akkor az utébbi is atdarabolhaté az eldbbibe). Az 1. tétel azt allitja — és
ez mar kevésbé ftrivialis, mint a reflexivitis és a szimmetria — hogy az at-
darabolhatosag relacioja amellett franzitiv is. V. T.
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l6lve) s ugyanigy Pt és P;-at is (az dbran folytonos vonalakkal
jelolve). Egyesitsiik P,-ban mindkét felbontds osztasvonalait.
A masodik felbontdsban szerepld sokszogeket az els¢ felbontas
(szaggatottan jelolt) osztisvonalai ismét sokszogekre bontjak. Raj-
zoljuk be ezeket az osztisvonalakat a P, idom megfeleld6 sokszo-
geibe is, ugyantgy, ahogyan a P;-ban szerepelnek. Hasonlé modon
vigyiik 4t a P, sokszogbe is a P; tijabb felbontdsabdl szarmazo
osztasvonalakat. Ilyen médon Pj-et és P-t egybevagd sokszogekre
bontottuk, P, és P, tehat egymasba atdarabolhaték.”

2. tétel. Ha két haromszog oOsszeilleszthet6 egy haromszoggé
ugy, hogy kozos oldaluk a keletkezett haromszognek stlyvonala
lesz, akkor ezek a haromszogek atdarabolhatok egymasba.

Bizonyitas. Huzzunk a C pontbdl (2. dbra) parhuzamosokat
az AD, illetve AB oldallal. Nyilvanvald, hogy ezzel az ABC és
ACD héromszoget paronkint egybevagd haromszogekre bontottuk:

BEC) =~ CFD), AEC A=~ CFA A

3. tétel. Ha két egyenld fteriiletii hdromszog egy oldaldban
megegyezik, akkor ezek a hdromszogek egymdsba dtdarabolhatok.

Bizonyitas. lllessziik egyméas mellé ezeket a haromszogeket
megegyezd oldaluk mentén. Ezt mindig megtehetjiik gy, hogy két
hegyessz0g egymas mellé keriiljon. Az igy keletkezett négyszog
lehet konvex vagy konkdv. Mindenképpen all azonban az, hogy a
két hdromszog kozos A;A, oldala a négyszog masik atlojat (BC)
felezi. (A két haromszog ugyanis egyenld teriiletii és alapti, tehat
magassaguk is megegyezik, és igy a BC atlo két szakasza két
egybevagd derékszogii haromszog atfogoja.)

@) Ha a keletkezett A,BA,C négyszog konvex (3. abra), akkor
a BC atl6 a két haromszoget az A,BD, BDA,, A,DC és DCA,
részharomszogekre vagija szét. Ezek koziil a 2. tétel szerint az els6
¢s a harmadik, s ugyanugy a masodik és a negyedik is egymésba
atdarabolhato, tehat A,BA, és A,CA, is atdarabolhatok egymasba.

b) Tegyiik fel most, hogy az A,BA.C négyszog példaul az
A, szogénél konkdv. Mérjiik fel ekkor az A,A, szakaszt A,-n tul
annyiszor, hogy éppen taljussunk a két atlé D metszéspontjan.

10 Sz. A. Bogomolov idézett miivében a tranzitivitds bizonyitasaval kap-
csolatban a kovetkez6 megjegyzés olvashaté: ,Teljesen szigori targyalasat
(t. i. a tranzitivitds bizonyitasanak) V. F. Kagan professzornak egy konyvében
talalhatjuk meg (,OneiT 06OCHOOBaHMSI €BKAHAOBOII reomerpun, azaz ,Kisérlet
az euklidesi geometria megalapozasara“ 490—496.), azonban a sokszogek fel-
bontasaval és az ezzel hatdros egyéb kérdésekkel foglalkozo eldzetes vizsga-
latok ebben a konyvben kb. 65 oldalt vesznek igénybe.“ (229. lap.) V. T.
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Tegyiik fel, hogy pl. az A;A, szakasz mar belsejében vagy hataran
tartalmazza a D pontot (ldsd a 4. abrat). Ekkor az A;BA, és
A;CA, haromszog egymasba atdarabolhatd (a) eset), masrészt a B
csticsban Osszefuté egyenld alapu A, A,B, A,A;B stb. haromszogek
is atdarabolhatok egymdsba (2. tétel) ugyanigy a C csucsban Ossze-
futdk is, tehat az atdarabolhatésag tranzitivitasa folytdan az A,BA,
hdromszog is atdarabolhato az A,CA, haromszogbe.

2. abra 3. abra 4. abra

4. tétel. Bdrmely két egyenlo teriiletii hdromszog dtdarabol-
hato egymdsba.

Bizonyitas. Legyen a két haromszog ABC és A,B,C,, és
tegyiik fel, hogy példaul AB > A,B,. Huzzunk az A,B,C, hdrom-
sz0g B, csticsan at parhuzamost

az A,C, oldallal, és keressiik 2
meg ezen az egyenesen azon két 'S g
pont egyikét (jeloljiik ezt B’-vel), s
amelyeknek A,-t6l val6 tavolsaga B ‘ ~g!
egyenl6 A B-vel (5. abra). Minthogy el &

4

az A,B’'C, haromszog egy oldal- I
ban megegyezik az A,B,C, ha-
romszoggel, egy oldalban pedig
az ABC haromszoggel, tovabba
mindhdrom haromszog teriilete egyenld, az A,B’C, haromszog
atdarabolhato az A,B,C, haromszogbe is és az ABC haromszogbe
is; tehat az utébbiak egymasba is atdarabolhatok.

5. abra

5. tétel. Bdrmely sokszog dtdarabolhato vele egyenld teriiletii
hdromszoggé.

Bizonyitas. Eloszor megmutatjuk, hogy barmely két hdrom-
szogb6l all6 idom atdarabolhaté valamilyen konvex négyszoggeé.

Ha a megadott haromszogek, ABC ¢és A,B,C,, egyetlen oldal-
ban sem egyeznek meg, és pl. AB > A,B,, akkor szerkessziink
meg egy olyan, A,B,C,-be atdarabolhaté A,B’C, haromszoget,
amelyben A,B"— AB (lasd ismét az 5. abrat). Helyezziik most az
“ABC és A,B'C, haromszoget egyenl6 oldaluk mentén egymas

8 Matematikai Lapok
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mellé a 3. tétel bizonyitasdban leirt modon. Vagy konvex négy-
szoget kapunk (és akkor készen is vagyunk), vagy alkalmazhatjuk
a kapott konkav négyszogre a 3. tétel bizonyitdsanak b) pontjaban
leirt eljarast. llyen moédon végiil mindenképpen kapunk egy olyan
konvex négyszoget (vagy esetleg mindjart haromszoget), amelybe az
eredeti két haromszog atdarabolhatd.
Most mar a kapott ABCD konvex négyszoget atalakithatjuk
haromszoggé olyan modon, hogy egy csticsat
,E (a 6. abran A) eltoljuk a BD atloval par-
% huzamosan egy olyan E pontba, amely rajta
D van pl. a CD oldal meghosszabbitasan. A 3.
tétel értelmében az ABD és EBD haromszog
] egymasba atdarabolhato, tehat ugyanezt mond-
hatjuk az ABCD négyszogr6l és a BCE
haromszogrol is.
c Minthogy minden sokszog — mint
6. abra lattuk — héaromszogekre bonthato, ennek az
eljardsnak a megismétlésével az igy adodo
haromszogeket egyetlen hdromszoggé tudjuk atdarabolni.

6. tétel. Bdrmely két egyenld teriiletii sokszég dtdarabolhats
egymdsba. (Bolyai Farkas tétele.)

Bizonyitas. Legyen P, és ‘P, két egyenl6 teriiletii sokszog,
Daraboljuk at ezeket a veliik egyenl6 teriiletii £, ill. H, harom-
szogbe. Minthogy H, és H, terillete egyenld, ezek egymasba at-
darabolhatok. Ezért, tekintettel az atdarabolhatosagi relaci6 szim-
metrikus és tranzitiv voltara, P, is atdarabolhato P.-be.

3
(Bolyai Farkas eredeti, a Tentamenben kizilt bizonyitdsa)
1. §

Ha az ABCD és A'B'C'D’ parallelogrammdkban (7. ébra)
ab=a'tl és Ay — A’y akkor a két parallelogramma egymdsba -
dtdarabolhato.

; Ha az ABCD parallelogramma A B oldalinak meghosszabbi-

tdsara A irdnyaban felmérjiik az AE = @’ szakaszt, majd ennek E
végpontjabol a 8. dbra szerint az AD-vel parhuzamos és egyenld
EP szakaszt, akkor PA metszeni fogja a CB egyenest egy Q
pontban, hiszen EP|BC; hasonloképpen a Q ponton it BE-vel
hiizott parhuzamos is metszeni fogja a PE egyenest egy F pont-
ban, AD pedig az FQ egyenest egy G pontban (9. dbra). Mint-
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hogy GQ|EA és PE||AG, az AGQ és PEA haromszogek
hasonlok ; az A G = x szakaszra tehat fennall az a:x —a’: b, azaz
ab — a'x Osszefiiggés, és igy nyilvan x — b’, hiszen feltettiik, hogy
ab—a'b'.

4 a B A& a 8 \‘r-
J
7. abra 8. abra
& e D C
R
bl
b b
F Hagl a g a @
S —
a
9. abra 10. abra

A PD szakaszrol belathatjuk, hogy egy egyenesbe esik DC-
vel, és parhuzamos E B-vel; ugyanis DC| EB, tovabba EP par-
huzamos és egyenlé AD-vel.

Az FGAE parallelogramma tehat egybevago az A'B'C'D’
parallelogrammaval. Maésrészt azonban FGAE atdarabolhaté az
ABCD parallelogrammaba. Mérjiik fel ugyanis az utobbinak &

8* ti
)l

il
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hosszuisagu oldalaira a b’ szakaszt ahanyszor csak lehet, az utobbi
parallelogramma a’ hossziisagti oldalaira pedig az a szakaszt
ahanyszor csak lehet (10. &bra). Minthogy a két parallelogramma
egyenld teriiletii, ezt mindkét esetben ugyanannyiszor tehetjiik meg.
Legyen a maradék az elsé esetben b,, a masodik esetben a,. Meg-
torténhetik, hogy b, —0, és akkor @, is 0, hiszen a':a—=—b:b".
Ha viszont a, és b, nem 0, akkor az utoljara felmért a szakaszbol
az abra szerint vagjuk le az a, szakaszt, ennek M végpontjabol
(lasd a 10. abrat) huzzunk parhuzamost a HIKL négyszog IL
atlojaig, és hasonlo szerkesztést végezziink el a mdsik parallelo-
gramman is a b, szakasszal. Az igy keletkez6 LMN és WVU
haromszog egybevago, mert mindkettd kiilon-kiilon egybevagd az,
XYP haromszoggel, tekintettel arra, hogy egy-egy oldalukban és
(a szakaszok parhuzamossdga folytan) szogeikben is megegyeznek.

Ebbdl kovetkezik, hogy az FMNIE o6tszog is egybevagd a
CDSWYV obtszoggel, hiszen oldalaik és szogeik rendre megegyez-
nek; igy pl. az /JHLK és STUR egybevagd parallelogrammak
egyenld atloibol az egyenldé NL, illetve WU szakaszt levonva az
egyenld IN, ill. SW szakaszokat kapjuk; azonkiviil az is nyilvan-
valo, hogy ha az a-}-a, hosszusagu FL szakaszbol az a, hosszi-
sagt ML szakaszt levonjuk, a megmaradt FM szakasz hossza a,
hasonloképpen a CV szakasz hossza b lesz. Paronkint egybevagok
az ABCD és FGAE parallelogrammakbol levagott tobbi idomok
is. Az ABCD parallelogramma tehat atdarabolhaté az FGAE pa-
rallelogrammaba, és igy a vele egybevagd A’B’'C’D’ parallelogram-
maba is.

2. § .

Nyilvéanvalé tovabbd, hogy béarmely parallelogrammat atdara-
bolhatunk olyan parallelogrammava, amelynek egy szoge egy
adott « szog; mégpedig ugy, hogy a parallelogramma két szem-

D gt i /, S
) o
A 8
11. abra 12. 4bra

kozti oldaldnak meghosszabbitdsaval kapott parhuzamosokhoz e két
oldal valamelyikének végpontjaibol e szog alatt hajlo egyeneseket
hizunk (11. abra). Ilyen mddon tehat barmely parallelogrammat
atdarabolhatunk adott oldalti és adott szogii parallelogrammava.
Ugyanigy barmely haromszoget is, hiszen barmely haromszog at-
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darabolhaté egy vele egyenld magassiagti és feleakkora alapt
parallelogrammava (12. abra).

Eszerint akdrhdany parallelogrammat osszerakhatunk egyetlen
parallelogrammévé, olyan mddon, hogy el6bb mindegyiket ugyan-
olyan szogiivé ¢és alaptivd daraboljuk at; mivel pedig az e szog
der€kszog is lehet, barmely olyan 1domot amely haromszogekre
bonthato, egyenld alapti téglalapok osszegekent allithatunk el6, és
igy adott (pl. egységnyi) alapu téglalappa darabolhatunk at.

Ed *
s

Bolyai Farkas a tovabbiakban a tételt — amelyet itt expli-
cite ki sem mond, nyilvdn, mert nagyobb jelent6séget tulajdonit a
téglalappa alakitdsnak, mint az egyenld teriiletli sokszogek egy-
masba valo atdaraboldsanak — alkalmazza téglalapnak négyzetté
és két négyzetnek egyetlen négyzetté valé atdaraboldsara.

o L ¢

13. abra

Megjegyezziik,. hogy az adott szogii parallelogrammadva valo
atdarabolas — amelyet Bolyai itt nem részletezett* — « < BAC<y
esetén is, és egyaltalan barmekkora hegyesszog esetén elvégezheto,
ha a parallelogrammat sziikség esetén eldbb két egybevagd paral-
lelogrammadra bontjuk, ezeket egy masik, félakkora magassagu és
kétszerakkora alapt parallelogrammavé illesztjiilk 6ssze (13. abra),
¢s az eljarast sziikség szerinti szimban megismételjiik.

4
(Bolyai Farkas bizonyitdsdnak egyszeriisitése)

Mi is hat Bolyai Farkas bizonyitasdnak gondolatmenete ?
Milyen lépésekbdl tevidik Ossze az az eljards, amelynek segitségé-
vel két egyenld fteriiletii sokszoget mindig atdarabolhatunk egy-
masba? Ezek a lépések a kovetkezok :

1. A két sokszoget hdromszogekre bontjuk.

2. Minden egyes hdromszoget dtdarabolunk parallelogrammdvd
(12. abra).

3. Az utobbiakat dtdaraboljuk olyan parallelogrammdkkd, ame-
lyek szogeikben megegyeznek (11. és 13. 4bra).

* Ennek az esetnek részletes targyalasat lasd a Tentamen Erratdiban,
1. kiadas II. kotet, XXXVII. oldal.
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4. Az igy keletkezett parallelogrammdkat olyan parallelogram-
mdkkd daraboljuk dt, amelyek nemcsak szogeikben, hanem egy
oldalukban is megegyeznek.

5. Ezek utdn kiilon az egyik, kiilon a mdsik sokszog darab-
Jaibol kapott parallelogrammdkat osszeilleszthetjiik egy-egy olyan
parallelogrammdvd, amelyek egy oldalukban és szigeikben meg-
egyeznek; mivel pedig ezeknek a fteriilete egyenld (hiszen egyenlo
teriiletii sokszogekbdl indultunk ki), azert kell, hogy egybevdgik
legyenek.

6. Egyesitjitk a kapott két parallelogramma oszldsvonalait. Ha
a parallelogrammdt az igy adodo Osszes osztdsvonal mentén szét-
vdagjuk, darabjaibol az eredeti két soksziog bdrmelyikét dssze tudjuk
dllitani.

A bizonyitds hat lépése koziil csak a 4. lépés okoz némi
bonyodalmat. Erthetd, hogy Bolyai Farkas maga is csupan ennek
a bizonyitisara tér ki bdvebben, a tobbi lépésre csak mellékesen
utal, vagy — mint magétolértetédét — meg sem emliti.

Mi az oka annak, hogy a 3. 1épésnél (kozos szogiivé tétel)
annyival nehezebb a 4. 1épés (kozos oldaltiva tétel)? Az, hogy az
utébbi esetben fontos a szamunkra az is, hogy a kozos szog meg-
maradjon. Ha ugy kell egy parallelogrammat adott oldaluva at-
darabolni, hogy szbogeire nem tesziink semmi kikotést, akkor ezt
sokkal egyszeriibben is elérhetjiik : pontosan ugyanazzal az eljdrds-
sal, amellyel a parallelogrammdkat adott szogiiekké daraboljuk dt
(11. és 13. dbra; most azonban nem a D'AB<, hanem az AD’
oldal van megadva!).

Legyen most ez atdarabolasi eljarasunk 3. lépése! De nem
valik-e ekkor megint a 4. 1épés bonyolulttd? Nem, mert az az
eljaras, amellyel a parallelogrammakat adott szogiiekké daraboljuk
at, egy oldalt amtigy is valtozatlanul hagy (11. abra), vagy pedig
egyszer vagy tobbszor megdupldz (13. &dbra). Még ez az utdbbi
- eset sem okoz zavart, hiszen ha egy parallelogramma alapjat meg
kellett dupldaznunk, ugyanakkor megdupldzhatjuk a tobbi paral-
lelogramma alapjat is a 13. 4bran lathaté modon, ezzel semmit
sem rontunk el. A 4. lépés tehdt a kovetkezd lesz:

A parallelogrammakat ugy daraboljuk dt szogeikben meg-
egyezdkké, hogy a mdr egyenld oldaluk vagy vdltozatlanul marad-
Jjon, vagy mindegyiké ugyanannyiszor dupldzodjék meg (t.i. annyi-
szor, ahdnyszor arra maximdlisan sziikség van)."

A bizonyitas tobbi (1., 2., 5. és 6.) 1épése valtozatlan marad.

11 Ha a kozoOs oldalt a 3. lépésben elég nagyra valasztjuk (pi. akkoréara,
mint a legnagyobb parallelogramma-oldal), akkor a k6zos szoget 90°-nak véve
a 4. 1épés egy vagassal is mindig megoldhato, duplazasra nincs sziikség.
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5
(Didaktikdi megjegyzések, alkalmazds konkrét esetekben)

Alihoz, hogy egy ilyen bizonyitast a didkok jol kovetni tudja-
nak, sziikséges, hogy a szamukra ebben a formdban tulsagosan
absztrakt gondolatmenetet konkrét dtdarabolasi példakkal is illusz-
traljuk. Természetesen vigyaznunk kell, hogy ekozben az idomokat
ne kelljen tilsdgosan sok részre feldarabolnunk, - vagyis hogy az
eljaras szemléletileg kovethetd legyen. Ezt elérhetjiik, ha a fent
leirt eljarast nem alkalmazzuk mereven, hanem az egyes idomok
tulajdonsdgainak megfeleléen sziikség esetén értelemszerlien moé-
dositjuk.

fgy példaul a bizonyitas 1. lépésére, az idomok haromszo-
gekre bontdsdra azért van sziikség, hogy a 2. lépésben ezeket a
haromszogeket parallelogrammakka darabolhassuk at. Nyilvanvalo
tehat, hogy ha az atdaraboland6 idomok mar maguk parallelogram-
mak, akkor felesleges 6ket haromszogekre bontani. Vagy: a fel-
bontasban megengedhetiink haromszogeken kiviil parallelogramma-
kat és trapézokat is. (Az utdbbiak egy vagassal épptigy paral-
lelogrammakka alakithatok, mint a haromszogek.)

A 3. és 4. lépéssel kapcsolatban megjegyezziik, hogy az AD’
szakaszt az ABCD (11. abra) vagy AB*C* D" (13. édbra) parallelo-
gramma belsejében dnmagaval parhuzamosan tetszésszerint elcstisz-
tathatjuk ; ez a tovabbi atdarabolasok szempontjabol gyakran el6nyds.

Ami a 4. 1épést illeti, ha ez egy vagassal nem végezhetd el,
akkor a 13. 4bra mutatta eljards helyett a kovetkezd atdarabolast
is végezhetjilkk: a BE szakaszt (lasd a 14. abrat) A-t6l szamitva
annyiszor mérjiik ra az
AD szakaszra, ahanyszor
lehet, és a kapott oszts-
pontokbol A E-vel péarhu-
zamosokat htizunk. Nem
nehéz belatni, hogy az igy
keletkez6 darabokbdl 6sz-
szeallithaté az ABCD-
vel egyenl6 alapu, magas-
sagl, de « szogiit ABC'D’
parallelogramma. (Ezzel a
4. lépés bizonyos tekin-
tetben egyszeriibbé vélik, mert nincs tObbé sziikség valamennyi
parallelogramma oldalanak ugyanannyiszor valo megduplazasara ;
viszont a 3. és 4. 1épés egyontetiisége ekkor elvész.) Az osztasvonal
elcsusztatasara fent tett megjegyzés erre az eljardsra is vonatkozik.

14, abra
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Ha a bizonyitasban leirt eljarast a fenti megjegyzések tekin-
tetbevételével alkalmazzuk, akkor egyszeriibb esetckben az atdara-
bolast szemlélettel elejétdl végig kovetni tudjuk.

Lassunk erre két példat!

1. Egy derékszigii hdromszog befogdira emelt két négyzetet
daraboljunk dt a hdromszog dtfogdjdra emelt négyzetté (15. abra).

16. abra

Az 1. és 2. lépésre nincs sziikség.

A 3. lépést alkalmazzuk ugy, hogy a két kisebb négyzetet is
¢ oldaliva daraboljuk &t (c a nagy négyzet oldala). A nagy négy-
zet ekozben valtozatlan marad (16. dbra). Az eredeti haromszog
egybevago a szaggatottan jelslt haromszogekkel (két pldal és a

17. abra 18. abra

derékszog egyezése folytan). A megfelel6 befogdk -- 90°-os elfor-
gatdssal mennek 4t egymasba, tehat ugyanezt mondhatjuk a meg-
feleld atfogokrol is. Ebbol kovetkezik, hogy az abra helyes, két-
két ¢ hossztisdgt oldal egy egyenesbe esik, tovabbi kett6 egybeesik.
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A 4. Iépésben a szog nagysagat megint ugy valasztjuk meg,
hogy a nagy négyzet valtozatlan maradhasson, vagyis derékszog-
nek. A mondottakb6l mar kovetkezik, hogy az a két téglalap,
amelyet a parallelogrammabodl kapunk (17. abra), egyiitt ismét ¢
oldala négyzetet alkot (5. 1épés).

A 6. lépés megint elmarad, hiszen az eredeti nagy négyzet-
ben egyetlen osztidsvonal sincs.

Allitsuk 6ssze a kapott részekbél a két kis négyzetet (18.
abra) : Pythagoras tételének egy ismert atdaraboldsos bizonyitasahoz,
a Dobriner és Thieme-féle bizonyitadshoz jutottunk.”

2. Daraboljunk dt egymdsba egy egyenldoldalti hdromsziget
és egy (vele egyenlo teriiletli) négyzetet (19. abra).

Az 1. lépés ismét elesik.

A 2. lépésben is csak a haromszoghoz kell hozzanyulni
(20. ébra).

' A 3. lépésben a négyzet oldalat valasztjuk kozos oldalnak,
igy megint csak a haromszogbd6l kapott parallelogrammat kell
tovabbdarabolnunk. Az atdarabolast végezziik el a 21. dbran lat-
hato modon (tobb egyformén egyszerii lehetdség kindlkozik, de ez
folytathatdé tovabb a legjobban).

A /A\
( Jo, §
ity / \
/ \ \
7/ /
// .
/
_ e i i

19. abra 20. abra 21. abra

A 4. lépésben természetesen megint derékszognek valasztjuk
a szoget. Az atdarabolast egy vagassal nem tudjuk elvégezni. Alkal-
mazzuk a 14. dbran bemutatott eljarast, de csusztassuk el az osz-
tasvonalakat tigy, hogy minél kevesebb és minél egyszeriibb idom-
hoz jussunk (22. abra). Nyilvdnvalé6 a mondottakbdl, hogy a két-

22. abra 23. 4bra

12 W. Lietzmann, Der Pythagoreische Lehrsatz, Leipzig, 1951. VI. kiadas,
22. lap.
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oldalt levagott kis hdromszogeket egy csucsuk koriil 180°-kal el-
forgatva a oldalti négyzethez jutunk., '

A négyzetben és a darabjaibol 0Osszeallithato egyenlOoldalu
haromszogben két részidom egyforman illeszkedik egymashoz, a
koztiik 1évd osztasvonalat tehat megsziintethetjiik (23. abra). Igy
végiil a Steinhaus népszerii konyvébol ismert szép atdarabolashoz
jutunk.”

TEOPEMA ®APKAIIIA BOsiM O PABHOCOCTABJIEHHOCTH
MHOTI'OYI'OJIbHUKOB

T. Bapra

PE3IOME

Ecau 1Ba MHOrOYroJibHUKa PaBHOBEJIMKH, TO BCErja BOSMOXKHO PACYIEeHHTH
UX HA KOHEYHOE YKMCJIO NONAPHO PABHBIX MHOrOyrolbHHKOB. Ilomyasapmsaums
JTOM TEOPEMBI, IEPBOe JOKA3ATEILCTBO KOTOPOH JaHO BEHrePCKUM MATEMATHKOM
Papxam Bosin, sasnserca npeamerom 7ol crathu. [lpuuem pano yspomenne
IEPBOHAYAILHOIO JOKA3aTEeNbCTBA TEOPEMBI.

DER SATZ VOM W. BOLYAI UBER DIE VERLEGUNGSGLEICHHEIT
VON POLYGONEN

T. Varca

ZUSAMMENFASSUNG

Zwei Polygone, die denselben Flicheninhalt haben, kénnen in eine
endliche Anzahl paarweise kongruenter Polygonen zerlegt werden. Dieser, zum
erstenmal von dem ungarischen Mathamatiker Farkas Bolyai bewiesene Satz
wird in dem vorliegenden Artikel an die breitere Offentlichkeit gebracht, und
der von F. Bolyai stammende Beweis vereinfacht.

13 H. Steinhaus, Matematikai kaleidoszkop, Miivelt Nép, 1950, 5. lap.



Megjegyzés a matematikai-fizika
egy integrilegyenletének elméletéhez

Fenvyd IsTvAn

Szamos fizikai problémaban olyan linedris homogén integral-
egyenletek lépnek fel, melyeknek magja csupan a fiiggetlen valto-
zOk kiilonbségétdl fiigg. Igy példaul a geometriai-optikaban gyakran
lépnek fel a mondott tipusba tartoz6 integralegyenletek. Hogy csak
egy ilyen kérdést emlitsiink, felhozzuk a lencsék altal Ilétesitett
hasonlo leképezés problémajat. Itt arr6l van sz, hogy a lencse
megvilagitdas szempontjab6l a targyhoz hasonlé képet hoz létre.
Ha a megvilagitas y(x), ahol x jelenti a geometriai tengelyttl valo
tavolsagot, akkor ez a fiiggvény a kovetkezd alaki integralegyen-
letet elégiti ki’

y(x)— 2| K(|x—t)y(tydt. (@)

0

Az aranyossagi tényezo, 4, az integrdlegyenletben fellépd mag sa-
jatértéke. Fizikai szempontbdl a legkisebb abszolat értékii sajat-
érték meghatarozasa kiilonosen fontos. - \

A csillagaszatban, a sugarzasi egyenstily Schwarzschild—
Milne—Hopf-féle targyaldsaban nagy szerepet jatszik az

y(x) =2 K(x—t)y@)dt. (2)

alakti homogén linearis integralegyenlet. Itt az y(x) sajatfiiggvény
meghatdrozasa mellett a legkisebb abszolit értékii sajatérték ki-
szamitasaban all a matematikai probléma.®

Nemrégen R. Bellmann és R. Latter foglalkoztak az (1) és
(2) alatti integralegyenletek legkisebb abszolit értékii sajatérték-
nek meghatarozasaval.’ Bebizonyitottdk azt, hogy ha K(f) nem ne-
gativ és monoton csokkend fiiggvény, akkor az (1) integralegyen-

1 L. Mandelstam: Festschrift H. Heber. 1912. p. 228.
2 E. Hopf: Mathematical problems of radiative equilibrum. 1934.
3 R. Bellmann—R. Latter: Proc.,of the Amer. Math. Soc. 3. 1952. p. 884.
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let legkisebb sajatértékre, 4,-ra (ez mindig pozitiv), érvényes a ko-
vetkez6 becslés:

a a al2

ZJGK(t)df—% K (ydt = 71 = 2J'K(t)dt.

0 0
Ez a becslés azért is figyelemreméltd, mert a legkisebb sajatérté-
kekre kevés also becslési képlettel rendelkeziink. Az idézett szer-
z0k fenti egyenlStlenségre két, meglehetdsen bonyolult és nagy
apparatust igényl6 bizonyitast adtak.
A kovetkezOkben kissé dltaldnosabb feltételek mellett egy-
szerli modon hasonl6 tételt bizonyitunk be: ;

Legyen K(f) (0,a)-ban értelmezett nem negativ integralhato
fliggvény, akkor érvényes az (1) egyenlet legkisebb sajatértékre,
Zo-ra a kovetkez® egyenl6tlenség

L a

2 J K(tydt — —‘Z{J tK(t)dt = }i = 2] K(tdt.
(.) 0 o

0 0

Ha K monoton, ebbdl kovetkezik Bellmann és Latter egyenl6tlensége.

Bizonyitds : 4,-hoz tartozik olyan f korlatos nem azonosan
eltiind fliggvény, melyre

F(X) = 2 i|' K(|x —thf@®dt
teljesiil. Akkor

a o «

%;Jlf(x)ldx = Max J‘K(lx— t))de‘if(t)ldt =2 Kyt

0 0 0

jllf(f)idf,

amib6l a jobboldali egyenl6tlenség azonnal kovetkezik.
Ami a baloldali egyenldtlenséget illeti, tudjuk, hogy

a a

1 Max | [ K(x—thegaxdt,

00
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ha g befutja az Osszes 1-re normalt négyzetintegralu fiiggvények

1
halmazat.! Ezért tehat g helyébe ﬁ-t helyettesitve:

@ aa

}17 == MaxJ‘JK(Ix —itDgx)g (t)dxdt = rg~.'._[‘K(|x—f[)dxdt =—

00 00

1

2 z‘rk(t)a’t o %ftk(t)dt.

Ezzel éllitisunkat bebizonyitottuk.
A bebizonyitott becslés alkalmas arra, hogy az

Y =12 [ K(]x — t]) p(tyat

integralegyenlet legkisebb sajatértékét szolgaltassa bizonyos felté-
telek mellett. Ha K'(f) minden pozitiv # mellett értelmezett fligg-
vény és olyan, hogy ‘

| K(tyat—a

Iétezik, akkor konnyen be lehet latni, hogy

«

lim %J tK(t)dt—0.

Mert ha

| K@yat —»(x),
akkor J‘tK (t)dt-re alkalmazva a parcialis integralas modszerét, azt
0
kapjuk, hogy

a

| thyat — [ty —ng(t)dz‘ = a-/.(a)—".ll.z(t)a't,

0

4 L. pl. Sz. A. Mihlin: Integralegyenletek. 1953. 77. old.
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vagyis

1 1 1
lim — | tK(f)dt—Ilim x(a) — hm — | x(f)dt=A— hm y(t)dt
Og-rm 6 a—>»r oo a-» o 0 0

Itt a jobboldal maésodik tagjdnak megéllapitasara alkalmazzuk a
I‘Hospital szabdlyt:
lim % [x(t)dt—m limx(a)-—A
(: a—> o
¢s ebbol az allitas evidens.
Ha most a bebizonyitott egyenlStlenség tagjaiban a— oo,
akkor az egyenlotlenség elsé és harmadik oldala

2 [K(t)dt: A
0

szamhoz konvergal, ugyhogy a szobanforgé integralegyenlet sajat-
értcke ST
Raonies
2| K(t)dt
0

lesz.

Erdemes megjegyezni, hogy ha K-ro6l nem kotjiilk ki azt,
hogy az nem negativ, akkor érvényes, hogy a sz6banforgd integral-
egyenletnek az

SR .

[IA
>~
[IA

2_F| K(t)ldt : 2 'f[((z‘)dl‘l

egyenlétlenség altal meghatarozott szamkozbe legalabb egy sajat-
értéke esik.
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NPUMEYAHHUE K TEOPHH OJAHOU U3 WMHTEIPAJIbHBIX
YPABHEHU1 MATEMATHUYECKOU ®U3UKU

U. deuné

Pezwme

Hacroaujasi ctaThsl MOCBALIEHA BONPOCY HAMMEHbLICH COOCTBEHHON Beau-

YMHBI MHTErpajbHOrO ypaBHEHHSI
@

v — 4 [k(Ix—t])y)at
0
Ecan k(f) siBasieTcsi HEOTPHLATEIBHOH MHTErpHpyeMoi (hyHKIHEH, OnpeaeisieMont

B nnTepsase (0, a), TO A1 HAMMEHbLIYK) COOCTBEHHYIO BEJIMYMHY OOCYKAaEMOro
HHTErpasbHOrO0 ypaBHEHNsl — IS 4, JEHCTBUTEBHO CIEAYIOLIeEe HEPABEHCTBO

<2 | k@at.

0

2 ‘k(t)dt—% th(tydt =
i 0

0

i
zn

Ecau, kpome TOro, monarath, 4yro k(f) siBnsiercsi MOHOTOHHBIM, TO M3 JOKA3aH-
HOrO HEPABEHCTBA MOAYYAETCTsl HEJAABHO YCTAHOBNEHHYIO OueHky Deabmana u
JlaTTepa.

BEMERKUNG ZUR THEORIE EINER INTEGRALGLEICHUNG
DER MATHEMATISCHEN PHYSIK

SteraN FENYO

Folgender Satz wird bewiesen: k(f) sei eine im Intervall (o, @) definierte
integrierbare nichtnegative Funtktion, so geniigt der kleinste Eigenwert 2, der
Integralgleichung

@

) — 2| k(| x—t)y@yat
0

folgender Ungleichung

@

gzj'k(t)at.
0

a

- 2 (-I 1
20J k(t)ydt— FUJ th(dt= ;-

Der Beweis des Satzes ist dusserst einfach. Ist £(f) auch noch monoton, so
erhalten wir die von Bellmann und Latter jiingst bewiesene Abschitzung.






Jelentés az 1953. évi
Schweitzer Miklés emlékversenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat 1953 november 21-én
tartotta otodik Schweitzer Miklds emlékversenyét. A versenytételek
déli 12 orakor a kovetkezs egyetemek, fOiskoldk és tudoményos
intézetek hirdet6tablain lettek kifiiggesztve.

Budapesten az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem, Miiszak
Egyetem, Kozgazdaségtudomany Egyetem és a Pedagogiai Féiskola
matematikai tanszékein és az Alkalmazott Maiematikai Intézetben.

Szegeden a Tudomanyegyetem Bolyai-Intézetében és a Peda-
gogiai Foiskola matematikai tanszékén.

Debrecenben a Kossuth Lajos Tudomanyegyetem Matematikai -
Intézetében.

Miskolcon a Rakosi Matyas Nehézipari Miiszaki Egyetem
Matematikai tanszékén.

Veszprémben a Vegyipari Miiszaki Egyetem Matematikai Tan-
szekén.

Szolnokon a Kozlekedési Miiszaki Egyetem Matematikai Tan-
székén.

Pécsett a Pedagdgiai Foiskola Matematikai Tanszékén.
Egerben a Pedagogiai Foiskola Matematikai Tanszékén.

Sopronban a Rakosi Matyas Nehézipari Miiszaki Egyetem
Banyamérnoki Karanak Matematikai Tanszékén.

A megoldasok benytjtdsanak ill. postaraadasanak végso id6-
pontja 1953. dec. 3 volt; a szokott egyhetesnél hosszabb munka-
id6 azért valt szuksevesse, mert kozben volt a Konstruktiv fligg-
vénytani kollokvium €s szamitani kellett arra, hogy a versenyz6k
egy része ezen résztvesz. Ezen id6 alatt 20 versenyzé nytjtott be
Osszesen 108 megoldést; a versenyzok koziil heten a budapesti
Eotvos Lorand Tudoményegyetem, ketten a budapesti Miiszaki
Egyetem hallgatoi, oOten a debreceni Kossuth Lajos Tudomény-
_egyetem hallgat6i, harman a szegedi Egyetem kotelékébe tartoz-
nak, mig harom versenyz6 kozépiskolds. A verseny gy a részt-

9 Matematikai Lapok
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vevOk szamat, mint a beadott jo dolgozatok szamat tekintve sike-
resnek mondhato.

A versenybizottsag dontése az, hogy ez alkalommal 3 elso-
dijat ad ki, fejenként 700 frt.-ot a hdrom szegedi versenyzonek,
Hajnal Andras elstéves aspiransnak, Koranyi Adam negyedéves
_hallgaténak és Polldk Gyorgy tanarsegédnek. Hajnal a tiz verseny-
feladat koziil az els6 kilenc feladatra helyes megoldasokat kiildott
be, a tizediket is helyesen kozelitette meg; megolddsai nem mindig
egyszeriiek, €és fogalmazasuk messze a masik kettd mogott marad.
Koranyi a tizedik feladat mellett a két geometriai feladat megolda-
saval sem foglalkozott és igy csak hét feladat megoldasat kiildotte
be; ezek kozott az elsd és masodik feladat megoldasa jelentékeny
dltalanositassal szerepel, kiilonosen a masodik és a tobbié is elegans
és jol fogalmazott. Polldk Gyorgy az elso kilenc feladatra kiildott
be megoldast, melyek koziil azonban az elsére adott megoldas
hibds; a tobbi megoldds mind tartalomra, mind formdra kifogas-
talan. Masodik dijat (300 frt.-ot) nyert Csima Jozsef, a budapesti
Eotvos Lorand Tudoményegyetem harmadéves alkalmazott matema-
tika-szakos hallgatoja, aki az els6, masodik, negyedik, 6todik, hatodik
feladatokra és hetedik feladat masodik felére kiildott be helyes €és jol
megfogalmazott megoldasokat. Dicséretet és konyvjutalmat nyertek
Fried Ervin salgétariani gimnaziumi tandr, aki az elsd, negyedik,
otodik~és hetedik feladatokra kiildott igen elegans, rovid megolda-
sokat és Kovacs Ldaszlo, a debreceni ref. gimnazium IV. osztilya
tanuldja, aki a negyedik, otodik és hetedik feladatokat teljesen, a
masodik és hatodikat pedig részben helyesen oldotta meg, igen jol
megfogalmazva megoldésait.

A versenybizottsag:

Alexits Gyorgy
Hajos Gyorgy
Rényi Alfréd
Turdn Padl.

Az aldbbiakban kozoljiik a verseny feladatait és azok meg-
oldésait.

1. feladat
Legyenek az a,-k olyanok, hogy
a=0=a=--=a,>0 )
€s
b =Zha bty =y o s e G (2)
Ekkor

bbbyt tbzatat o ta ©)
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Megoldas. (2)-bol nyilvan kovetkezik, hogy minden b, pozitiv.
Ha a pozitiv 4, szamokat a

b=yt AR ) Ll
altal értelmezziik, akkor a (2) feltételek a
e R P - P ERPTERY S B - | (4)
feltételekbe mennek at és kimutatandd, hogy (1) és (4) mellett
H (h—Da+-(Ah—1) a4 - +(An—1)a, = 0. - (5)
a
Lv:(ll_])"l‘(l-z"‘])’*‘ S Al +(}~r—‘1):(}4 F At +Z"I')_'Vr
T S T (6)

akkor a szamtani-mértani kozép tétele miatt

bttt td

azaz (4)-bol
,_;“+_'1','_+~‘L,2], l,—{—L1+o-'+l,.¥t',E;0 (8)
tehat
L, =0 (7 S5 R XS (©)]

Jeloljiik (5) baloldalat H,-el; ekkor igazolando, hogy H, = 0. De
parcidlis Osszegezéssel

Hn o Llal + (L‘z'_'l‘l)a."‘f’~ s + (Lﬂ—"L“-l)a" T
it Ll(al_a2) + L2(a:!_—a3) + Qs + L7L<1(01)<l_ail) + Lnan- (10)

Ebbdl a bizonyitandé H, = 0 egyenlitlenség rogton kovetkezik,
mert (9) és (1) alapjin (10) jobboldalan minden tag nemnegativ.

Nézziik, mikor '4allhat (3)-ban az egyenloség jele. Nyilvan
akkor és csak akkor, ha (5)-ben all, azaz (10)-ben

Ly(ay—ay.1) =0 ¥=1,2,.. (=1
Laas == 0;

Mivel a, >0, tehat L,-0. De, mint tudjuk, pozitiv i-k esetén
(7)-ben akkor és csak akkor van egyenlGség, ha

p oSy Vet o
~ azaz L, —=0-badl
_ Ay == B == =11
ill. a 2-k definiciojabol
by =1 g e i (11)
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Tehat a vizsgalt egyenl6tlenségben az egyenltség jele akkor €s
csak akkor allhat, ha

b,=qa; T T B
Fried Ervin, Kordnyi Addm.

Megoldottak részben hasonl6, részben mas, féleg induktiv
bizonyitasokkal Csima ]., Hajnal’ A., Kalman L., Re]to

Megjegyzés. A feladat allitisa a

2 (b—a)=0
=5
il

n
' b—a,
prau) SR f‘j: 0

r=1 a/L
alakokba irhato. Csima Jozsef ehelyett a tobbetmondo

"

P (12)
-1 v

,1\/

egyenl6tlenséget blzonylt]a. Hogy
3y b—an

]
== a,

=0,

az azonos a (8)-egyenlétlenséggel. A
Sheo % b i
-

egyenl6tlenség n szerinti indukcidval lathaté be. n-—1-re egyen—“
16ség all fenn; tegyuk fel, hogy (13) mar n < N-re igazolva van
és legyen n— N. Ekkor

Mindkét oldalt az
SELs
egyenlotienség megfeleld oldalaival szorozva adodik

N-1 N-1
N7 b,,—a,. - N by“"ﬂ,.
1 ay = a,
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€s mindkét oldalhoz
by—ay
tote
-et adva épp (13)-at kapjuk n=N-el. Q. e. d.
Masiranyu éltaldnositdsokat ad meg Koranyi Adim. Mindenek-
elott jegyezziik meg, hogy a feladat allitasat nyilvan

i 3
A 5
Do o 3T o o IR

v—1 r=I1
alakba irhattuk volna. Méarmost Koranyi uj valtozokat vezet be
log a, —e,, . log b, =8, ¥ == ] e

altal; ekkor a feltételek
\ k ‘I.'
@ == =y, l, Bl Ve K=ol i oen (14)
P 1

alakban jelentkezriek és az allitds

k k

N b = \1 e"r
-~ RN T

I e M L TN

E helyett Koranyi mindjart azt mutatta ki, hogy ha (14) fennall és
J(x) folytonos monoton névekvd és alulrél konvex fiiggvény, akkor

3 k
2 0@ = 2 f@) k=12 ;1 (15)
r=1l =1

E tételt integralokra is kiterjesztette. Mindezen vizsgalatok a kon-
vexitas kiilonboz6 értelmezései mellett Hardy—Littlewood—P6lya:

Inequalities c. konyvében is részletesen vannak tirgyalva, valamint
a (14)—(15) alatti tétel megforditasa is.

2. feladat

Rakjunk a sakktiblara 32 viligos és 32 sotét babut. Két
kiilonboz6 szinli babura azt mondjuk, hogy part alkotnak, ha ugyan-

azon sorban vagy ugyanazon oszlopban vannak. Mi a parok sza-
méanak maximuma és minimuma? . :

Megoldas. a) A feladat els6 részét mindjart abban az alta-
lanosabb forméban targyaljuk, midon a ,tabla“ 2k sorbol és 2/
oszlopbol all és 2k/ szamu fehér és 2k1 szamu fekete babu van.
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Tekintsiik elébb a maximum kérdését; a parok maximélis szama
legyen' M. Egy sorban, pl. az els6 sorban, ha x szamii fehér és
(2l—x) szamu fekete babu van, akkor e sor dltal adott péarok
szdma x(2/—x) = [I’. Tehat az Osszes sorok altal adott parok szama
= 2kP. Az els6 oszlop altal adott pirok szama analog modon
= k°, azaz az Osszes oszlop dltal adott parok szama = 2[k. Igy
a parok szamara, tehat M-re is

M =2ki(k-+1). (16)
Ha (16)-ban tehat elérhetd az egyenléség, -akkor
M=2kiI(k+1). (17)

Az egyenlbség (16)-ban nyilvan azon és csak azon elrendezéseknél
érhetd el, mikor minden sorban és oszlopban ugyanannyi fekete és
fehér babu van. Egy ‘ilyen bdébueloszlds a ,trividlis“, mikor min-
den babu sajat szinti mez6n all. Nyilvan ezen elrendezésb6l sor-
és oszlopeserékkel létrejovo elrendezésekre az egyenldség (16)-ban
szintén érvényes marad, de ezzel nincsenek megadva az Osszes

extremalis elrendezések, mint azt pl. k—=/[=2-re a
—1 1 —1:1
1 1 —1 —1
—1 —1 |
1 —1 1 —1

mutatja, ha —1 all a fehér, 1 pedig a fekete "babuk helyén. Az
dsszes extremalis elrendezések megaddsa nehéznek latszik.

Megjegyzés. Hasonloképp volna targyalhato az az eset is, mikor
a tabla (2k, - 1)-soros és 2/-oszlopos. Ha a tabla (24, 1)-soros
és (2L, 1)-oszlopos, akkor a fehér és fekete babuk szama nem
lehet egyenl6; ekkor (2&yL+ ks + [, + 1) drb. fehér és (2,6, k. + 1)
drb. fekete babu felvétele volna a feladatnak megfeleld. Ezek a
példarovatban fognak szerepelni. Bizonyos szempontb6l &ltalano-
sabb, bizonyos szempontbdl specidlisabb kérdés szerepel Pollak
Gyorgy dolgozataban, melyben a tdbla n-soros és n-oszlopos, és
w < n mellett a fehér babuk szdma wn, a feketéké (n—uw)n. Ebben
az esetben, mint kimutatta, a parok szama akkor és csak akkor
maximaélis, ha minden sorban és oszlopban u fehér babu szerepel
és ez realizdlhato is.

Az eredeti feladat esetén k —[—4, azaz

3 M — 256.
b) Térjiink rd a minimum nehezebb kérdésére, de csak k=1

esetében; legyen a minimum m. Tekintsik a babuk egy ,mini-
malis“ elrendezését (t. i. olyat, melynél a parok szama minimum).
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Jelentse r;; azt, hogy az i-ik sor j-ik eleme hany péarban vesz
részt és legyen

2k
==K,
==k

Nyilvan
2k
2K =2m (18)
J=1

mert minden part kétszer vettiink szdamba. Becsiiljik alulrél pl.
K,-et. Mivel K, nyilvdn nem véltozik sorcseréknél, tehdt sorcse-
rékkel elérhet6, hogy az els6 oszlopban a felsé » helyen fehér, az
alatta kovetkez6 s—2k—uv helyen fekete babu 4alljon. Az Altala-
nossag rovasa nélkiil feltehetd, hogy

v=K (19)
mert ha nem, csupan az egész tdbla fehér babui Helyébe kell-
feketét tenniink ¢s forditva. Legyen a tdbla els6 v szdmid sordban

S drb. fekete babu, a kovetkez6 s szama sordban pedig V drb.
fehér. Ekkor az els6 oszlop fehér babuinak adaléka K -hez,

vs—+S,
a feketéké
vS '}. V)
azaz g
K, —2vs4+S8S+ V=2v2k—v)+S+ V. (20)

Ha az els6 v-sorbol egy fekeéte béabut kicserélink a kovetkezd
s-sor egy fehérével, ezaltal K, nyilvan fogy; K, tehat csokken, ha
az elst v-sorbol lehetbleg sok fekete babut a kovetkezé s-sorba
visziink €s ornan helyébe fehéret tesziink. Mivel az ©sszes fehér
babuk széma 2k° és az elsé v-sor helyeinek szdma csak 2vk,
tehat (19) miatt az is elérhetd, hogy az els6 v-sorban csakis fehér
babu legyen, mikoris az utolsd s-sorban csak
210—2kv=—2k(k—v)
szamt fehér babu maradt, azaz ;
L = 20s -+ 2k (k—v) = 2{ K+ v(k—uv) } = 2K (21)
Nyilvan ugyanez éll barmely Kj-re; azaz (18) és (21)-bol
2m = 2k.2k°
i m= 2K, \ (22)
(21)-ben egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha v=£k azaz

az els6 k sor csupa fehér babubdl all, a tovdabbi & sor csupa
feketébdl. Ekkor és csak ekkor érhetd el (22)-ben az egyenldség.

Csima Jozsef
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Megoldottak bonyolultabban: Buzi K., Hajnal A., Kdlmdn
L., Kdntor S., Kordnyi A., Polldik Gy.

- Csak az els6 részt: Honig J., Kovdcs L., Schmidt E.

Megjegyzés. Pollak Gyorgy a minimum meghatdrozdsat is az
elobbi altalanos esetben végezte el, mikor n-soros, n-oszlopos tab-
lan un fehér és (n—u)n fekete babu helyezend6 el. El6bbivel
analog gondolatmenet adja, hogy ezesetben a minimum akkor és
csak akkor éretik el, ha az els6 n szamu sorban csupa fehér, a
tovabbi (n—uw) szamu sorban csupa fekete babu all. A minimum
kérdése 2k 2l-es, ill. (2k, - 1) x2/-es tabla esetén a Feladatrovat-
ban fog szerepelni. ;

Egy érdekes alkalmazdsi lehet6ségre mutatott rd dolgozata-
ban Koranyi Adam, ha kK —oc. Ha a O<x<a, 0<y<a négy-

zetben adva van e La'-’ teriiletit tartomany, melyet pl. eg
- gqy P #’ y yet p 2y

Jordan-gorbe hatérol és ;ijéf}))% jelentik az 2

b
=9 egyeneseknek
T-be es6 részének linedris meéretét, akkor

a u
~

9 - | u@la—u@))de+ | 1P la—r(ds =2
15 . 2
* vagy ,

a:: - &, 3 I ¢ / 303;
5 = ] a(eyde+ Y v(IPdd=—7-.

0 o

Feladatunkban k-4, azaz ezesetben

m==128.
3. feladat
Ha J
Cl)ziclf;"';;:cn>0 (23)
és - :
J(x) =cCo+ ¢y COS X+ ¢y €08 2X + -+ 4, COS N X, - (24)
és E jelenti a fenti tipusti polinomok osztalyat, akkor
max - | f(x)|

] 2

[l PN T e AR
“] Vi 7) AT “max [f(x)] = ‘ 2 +]/_§, T
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Megoldas. Nyilvin az altalinossag rovasa nélkiil feltehets,
hogy »
Gl S Tt (25)
Ekkor
max lf(x)l‘ Co -0 - AR Fen=1;

N=x=2nx

azaz igazolandd, hogy (23) és (25) mellett

M—;max lf(x)l—(l—-)n+, (26)
¢s alkalmas E-beli fi(x)-el (23) és (25) mellett
Lol
q inra,’i ()] = ‘ 5 VE) e (27)
(27) igazolasara legyen
fo(x)= n+1(] -+ €08 X + €08 2Xx -+ - -- + cos nx).
Ekkor (23) és (25) teljesiilnek; mint tudjuk tovabba,
1 I sin 2"2+ : %
Jo(x) SN i s e ag
2:8in
2
igy
opeid 1 | g 1
max ,f(x)l‘_n—{—l( +2 % —2*‘{‘]?2’”_*_1
,71‘ =4 T:" ”Sln—— 8 J
: . 2
Tehat (26) lgazolandé még. Nyllvan
M= If(x)dx o C_FE:._S‘__L... (28)
2 0 2 1 3 5 |
! ?
Mivel az egyiitthatok monotonitasa miatt
= —1
; T g " JT 6+ C1+ +(,',,» f 2
Cﬂ’é —Cl = C<vv 7 '—'C()h( ’Cu o ( AN ) o7

T M ES
C:.; C; = &
SHB



130

tehat (28)-bol

7T 7T ’ 1 2 1
7M:(2 ~—l)n—I—l’ Mg(l—;)n-i—l'

Megoldottak : Hajnal A., Kordnyi A., Polldk Gy.
Részben : Csima .

Megjegyzés : A feladat értelme az, hogy egy pozitiv monoton
fogyo egyiitthatés cosinus-polinom maximuma nem lehet ,til €éles”.
Ha (23) helyett az egyiitthatok csupan pozitivok, a maximum mér
sokkal élesebb lehet mint az

211)
| 5

Ji(x)="cos" 2 =i Ccos nNXx +W

példa mutatja. Ekkor max .f,(x)|~ I é max A1) = (1/15)_“

cos(n—1)x—+:--

o] §

=2=n

21— azaz a feladatban szerepld hanyados ez esetben 2 * is lehet.

4. feladat

Az egységgombre rajzolt 2sv-nél kisebb ivhosszti zart [ gor-
bét mindig tartalmazza a gomb egy félgombje.

Megoldas. Legyenek A és B a gorbe oly pontjai, melyek /
keriiletét, 2L t, két egyenld részre bontjak, AB hur felezbpontja D
és a gomb kozéppontja O. Azt allitjuk, hogy / teljesen azon két
félgomb egyikén van, mellyé a D O-ra merbleges h fOkor vagja
a gombot. Ennek bizonyitasara elészor is jegyezziik meg, hogy, ha
C az [ gorbe Keriiletének tetsztleges pontja, akkor*

AC+BC§L<n. (29)
Ha tehat igazoljuk, hogy h fokor tetszleges P pontjara
AP+BP=ux, (30)

akkor igazolva lesz, hogy I-nek nem lehet s-n pontja. (30) igazo-
lasara tiikrozziik A, B és P-t DO-ra. Ekkor A képe B, B-¢ A ¢és
P-é legyen P jegyezzuk meg, hogy ekkor

BP— AP.

¥ UV jelenti mindig az U és V pontokat Osszekotd klsebblk fokor
hosszat.
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De ekkor
AP+BP— AP+ AP =,
ami maris igazolja az allitast. :
Kovdcs Ldszlo
Fried Ervin
Megoldottak : Csima [J., Hajnal A., Kdntor S., Kemény P.,
Ldszlo Z., Polldk Gy., Schay G. :

5. feladat

Minden pozitiv egész szamnak legalabb annyi (3%-|- 1)-alaka
osztoja van, mint (3k—1)-alaki (persze pozitiv osztokrol van szd).

Megoldas. Jelentse u(d) d-nek (3k-1-1)-alaki osztoinak sza-
mat, »(d) pedig a (3k—1)-alakiiét, és legyen

N=mn (m,n)=1.

Ekkor m-nek tetszoleges (3k- 1)-alaku osztojat n-nek (3k--1)-
alaka osztojaval szorozva, tovabba m-nek (3k— 1)-alakti osztoit
n-nek (3k— 1)-alakt osztoival szorozva N-nek (3% 1)-alaka osz-
toit nyerjiik és forditva, N-nek minden (3k--1)-alakia osztdja
el6allithatd elobbi mdodon, mégpedig m és n relativ prim volta
miatt csak egyféleképpen. Tehat

u(N) = u(m)u(n)+ v(m)v(n). - (31)
Teljesen analég modon
v(N)=u(m)v(n)-- u(n)v(m). (32)

Ha
u(d)—uv(d) = H(d),
akkor (31) és (32)-bél
H(N) = u(N)—v(N) = {u(m)u(n)+v(m)v(n) } —{u(m)v(n) +
+u(n)v(m)} — (u(m)—v(m)) (u(n)—v(n)) = H(m)H(n). (33)
Ha tehdt N torzstényezés eldallitasa :
N —=p{'ps .- pi,
akkor (33)-bol

HOV) = [T H (). (34)

Ha p; — 3, akkor pi"-nek (3k--1) alaku osztoja csak egy van,
az 1, (3k—1)-alaki pedig nincs, azaz

H(3") =1. ' (35)
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Ha p, (3k-+ 1)-alaku, akkor (34— 1)-alakt oszt6 nincs, azaz
H(py")=1+a.. (36)
Ha végiil p, (3k—1)-alaki, akkor p,” (3k--1)-alaku oszt6i
: 1505 0% o
a (3k—1)-alaku osztok pedig -

5 )
Do s D e

azaz ’

an V1, ha e, paros 37

H(p.") 0, ha e, paratlan. ( )
(34)—(35)—(36)—37)-bol

HN)= I Q:te)=1, (38)

p=1maod 3

ha n-nek minden (3% — 1)-alaka primfaktora paros kitevon szerepel,
kiilon “pedig O. Q:e.d:
Fried Ervin
Kordnyi Addm
Megoldottak: Addm A., Csima J., Erdds J., Hajnal A., Kdl-
mdn L., Kemény J., Molndr F., Polldk Gy.

Megjegyzés. Nem érdektelen megjegyezni, ’hogy H(N)-nek
direkt szamelméleti jelentés is adhaté, mely nemnegativitasat evi-
denciaba helyezi. Kimutatjuk u. i., hogy H(N) megegyezik az

X—xy+y'=N (39)

diofantoszi egyenlet egész megoldédsai szamanak hatodaval.* Ennek
legegyszeriibb igazolasara az

a-+bo a,brac. egészek
alaku algebrai egészek K(e) gyfiriijét hasznaljuk fel, ahol

—1+i)3
o= 1413 @)
Fel fogjuk hasznalni azom jolismert tényt, hogy K(e) felbonthatatlan
elemei vagy (3k—1) alaku raciondlis primek, vagy (1—o) és hat
asszocialtja, valamint azon (a-o0b) szamok, melyekre valamely
(3k-1) alaku raciondlis primmel a*—ab -+ b*—p. Utobbi esetben
egy p-hez két, lényegileg kiilonbozo felbonthatatlan elem tartozik

*  Jegyezziik meg, hogy az (x,,y,) megoldassal ftrividlisan adodo

(+ X, + ¥), (& yo, + x;) megoldasokat, amennyiben nem azonosak egymassal,
kiilonbozo6 megoldasoknak tekintjiik!
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és mindegyiknek hat asszoéiéltja van. Legyen
1\/‘T 3rzpu|p— p:‘,q»;i: i q‘ﬁ, s (41)
Pr=1mod3, ¢;=-—1mod 3.
Ekkor N felbomlasa K(¢)-ban, mivel
3—=—o*(1—0)
ST LR T AR i
nyilvan ;
(—o) (W —o)" I ¢ I 11, 11, (42)
J=1 e |
(39)-et irhatjuk
(x+ey)(x+oy)=N (43)
alakban, azaz K(o)-ban
X oy/N.
Mivel K(o)-ban fennall az egyértelmii felbonthatOsag tétele, tehat

oy—s—o) [T [y (), aa)
ahol ¢ egy egység,

O=se =2¢, 05f/=8, 0=¢,=a,, O0=a/= @

J=T s ve=1,...,r
Ekkor

X+oy—&(l1—o)° [/q l[(””)” )y~
ill. tekintve, hogy

35 1 ]_0 9
1_‘9 ,;l_,,i)_;~,——~r-* R (1_()):

o
v

ebbdl

xtoy=s(—e¥ (1—o If o [[nzy+umys. (o)
(44) és " (45)-bol

o AR e (e (] o) U i 1_] (6708 1 9 e
Ezt (42) és (43)-al. egybevetve adodik, hogy (42)-ben, ill. (41)-ben
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minden @;-nek parosnak kell lennie, sét

gl :
/’3:—2’& 1:1,2,...',3

¢ =,
e, ‘e, =, gt}

Mivel egy (@, @)) par (1 + @,)-féleképp valaszthatdo »=1, ..., r-re
és K(o)-ban 6 egység van, tehat (39)-egyenlet egész megoldasa1

szama
6 H (1+ea),

Py = 1l mod3

ami (38)-cal egybevetve az allitast igazolja.

6. feladat
Ha az n-edik Hermite-polinom a

H,(x)=(=1)'¢" 5= (e 9

xn
kifejezéssel van értelmezve, akkor tetszéleges y-ra keresendd

lim (l) H,.(i)
nr @\ 20 y
_értéke.
Megoldas. Induljunk ki a jolismert

& -
=3 1y 2e=D =2t Doy @)

y=0

elballitasbsl. Ha rbvxden
y
-—2 ) H,.( = [ ()

akkor (46)—bél

% (%) S0 A i R S
fn(y)—lJrZ'( b ( n)( n) (1 . ].(47)

Jegyezzitk meg, hogy a

B ] y 27
=53]

sy
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sor konvergens. Tehdt, mivel y fix, tetszileges kis pozitiv s-hoz

van oly o =wm(e, y), hogy, ha [ J>w, akkor

|2 o0 -2

2|~

igy
118 o2 (;’J‘ (1—%)(1—%) (jl-—z"n_‘)‘q,

ill.

st

VS(I)

igy, tekmtve, hogy

S (=1 (_11)2”___ o
%{) v! 2 i

azaz, hogy o-t (ismét csak #tol és y-t6l fiiggGen) sziikség szerint
még alkalmasan névelve

N (1) ®
? S B, 2 i

fiO)—e | =26+

<&

adodik (48)-bol

SZARTI- 6 22w
De mivel O<t§% -re

log (1—¢) > —2¢
tehdt n > 4w-ra

4 g 1 ..i g 2-1 _2Cy-1)
(]_L)(]__z)(]_zy 1) (u " e SR n 1
nj\ J 3
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Vagyis

0<1— (1— 4)(1—4 (1

- A%z’,,_(Z;_'—l_) et

s it
)<l—e RS

ha

n> f— w(2o—1)e?

Tehat, ha utobbi teljesiil, akkor (49)—b6]

n/l A 2 o 2
|fu()—e *| = 2e+4-se (2 Bﬁ -I'— % <3
Mivel « tetszbleges kis pozitiv szam volt, azért a keresett limesz
: :—:}i_‘ n _[l_ )»_ % ‘}?—
n“f",atsz H"(y,”e : i)

Megoldottak Csima J., Hajnal A., Kadntor S., Kordnyi A.,
Laszlo Z., Polldk Gy., Szasz F. ;

Megjegyzés: Tobb versenyz6 nem vette észre, hogy a hatar-
atmenet nemcsak a (47) alatti egyes tagokra, hanem a tagok szd-
mdra is vonatkozik. Vagyis az a tény, hogy egy fix tagszamu
osszeg hatarértékét az egyes tagok hatarértékeinek osszege adja, itt
nem alkalmazhaté minden tovabbi nélkiil. igy kovetkeztetve az

Pri 1
a"""‘n*+7 R = F

1 2 i
- - ~

Osszeg hatarértéke n — oc-re 0 volna, pedig minden n-re valdjaban
a,==1.

A megoldasbol kovetkezik, hogy az (50) limes-relacio az
y-sik minden véges tartomdnydban egyenletesen teljesiil. -

A feladat értelmére vonatkozolag a kovetkezOleg jegyezziik
meg. Az (50)-formula ugy is irhat6, hogy fix y-ra és n—» co-re

2n )" - L
Hn(£)~(—) e . 51
y e G
lly médon tehat az n-ik H,(2) Hermite-polinomra a komplex sik
an = |z|=cen (52).

korgyfriijében az (51) alatti aszimptotikus eldallitas all fenn, ahol
¢, 6, ... numerikus (tehat n-tél fiiggetlen) allandok. Ez all a for-



137

tiori a_valds tengely (52)-nek megfeleld részére is. Tajékoztatasul
jegyezziik meg, hogy a Hermite-polinomokra a valos tengelyen két
aszimptotikus eldallitds ismert. Az els6 a Fejér—Perron-féle, mely
a valos tengelynek a |z| =c¢; korbe esé részén ad H,.(z)-re jo
kozelitést. A masik, a Plancherel—Rotach-féle, a valds tengelynek
az |z| =c¢,)/n korébe esd szakaszan kozelit jol. Az |z| > ¢, |/ n-nek
megfelel6 szakaszokon Szegének az orthogondlis polinomokrél
sz0l0 konyve 1939-b6l semmi felvilagositist nem ad, még a fel-
adatok kozott sem; az (51) alatti egyszerii el6allitdis tehat e tényt
legalabb az (52) tartomanyban pétolja. Erdekes és nem jelentdség-
nélkiili kérdés volna H,(z2)-re a hidnyz6 tartomanyokban asszimpto-
tikus el6éllitasokat talalni.

7. feladat

Az adott £,, 4, £, ¢, szamok mindegyike kisebb, mint a tobbi
Osszege. Bizonyitandd, hogy van olyan tetraéder, melynek lapjai
rendre #,, 1,,1;, {, teriiletiiek.

I. megoldas. A t-kre vonatkozo6 feltétel alapjan van olyan
torznégyszog, melynek oldalhosszai épp az adott f,-értékek. Ezen
négyszog oldalait fogjuk fel, mint a, vektorokat, ahol tehdt az

a,-k |a,| hosszara
|ay| =1, pi—="1,2;3 4% (53)

4
:; A=k (54)
Ha *_A,_A_A___
2 s
g = V_amg (= skalaris), (55)

akkor azt allitjuk, hogy azon tetraéder, melynek egyik csiicsa az
origd és ebbdl kiindul6 élvektorok

u-—qg-axa;, U—¢g-axa, U-—¢-a,XxXa

kielégiti a kovetelményeket. Pl. az u; és u, vektorok altal alkotott
lap kétszeres tc‘zrﬁletvektora -

u, X u,==g*(a; X a,) (a»x a,). 805 (56)
De é&ltalaban a, b, ¢ vektorokra, mint ismeretes,
(axb)xc—(a-¢c)-b—(b-c)-a,
azaz jelen esetben
a=—'a;, ‘b=2a,, p=—3a, X a;

10 Matematikai Lapok
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valasztassal, mivel ezesetben

b.c=—0,
kovetkezik, hogy

(a, < a) x(a, x a;) = {a,(a; X a;) } a,,
ill. (56)-bol és (55)-bél
u, <y — 24, (57)

Vagyis (53) alapjan u, és u, dltal alkotott lap teriilete tényleg f.
és hasonloan lathatd be az is, hogy az origét tartalmazo masik
két lap teriilete rendre £, ill. £,. A negyedik lap teriiletvektora

(u,—uy) X (Uy— ) = Uy X Uy— Uy X Uy — Uy X U,
azaz (57)-bol, ill. (54)-bdl
—2»:1.2—2a,——2a3 = Q.e.d.

llyen moédon tehat feladatunknak végtelen sok megoldasa
van, mert a kiindulasi torznégyszog végtelen sokféleképp valaszt-
- haté. Mivel viszont minden tetraédernél a teriiletvektorok Osszege
' 0, tehat ily médon a feladat dsszes megoldasait nyertiik.
~ Fried Ervin

Megoldottdk az Osszes megoldasok attekintése nélkiil : Buzi
K., Csima J., Hajnal A., Kdlmdn L., Kdntor S., Kemény P., Ko-
vdes L., Laszlo Z., Molndr F., Pollik Gy.

II. megoldas. Ismét az adott 7»-kkel adjunk meg egy c
torznégyszoget, melynek oldalai rendre f,,..-#. Ennek oldalaira
mer0leges sikok meghataroznak egy A tetraédert; tekintsiik ezek
teriiletvektorait. Ezek vektorosszege O lévén, ezekbdl is aiakithato
egy ¢, torznégyszog. ¢, és ¢, megfelelé oldalai nyilvan parallelek;
de ekkor, mint ismert, a négyszogek hasonloak, azaz a megfeleld
oldalak aranyosak. De ez azt jelenti, hogy A-t alkalmasan fel-
nagyitva a kovetelményeknek megfelel6 tetraéderhez jutunk.

8. feladat

Van-e olyan euklideszi gyiirii, mely a valos szamtest valodi
része és melynek hanyadosteste a val6és szamtest?

Megoldas. A valasz tagadd6 még abban az esetben is, mikor
— az ismert definiciénal valamivel gyengébben — csak azt tesz-
sziik fel a gyfiriir6l, hogy minden, a nullelemt6l kiilonb6zd » ele-
méhez van oly ¢(n) nemnegativ egész és a gylirii barmely két
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a0, #=0 eleméhez oly gyiiriibeli y és J, hogy

a—fy+0
tgy, hogy vagy o0 —0, vagy
9(9) < ¢ (8-

Ekkor u. i., mint ismeretes, minden gyiiriibeli 7 =-0 elem lénye-
gileg egyértelmiileg bonthatdé fel véges sok felbonthatatlan elem
szorzatara. Ebbol a feladat allitdsa rogton kovetkezik. Legyen u. i..
V a valos test és tegyiik fel, hogy ennek volna kivant tulajdon-
sagt P euklideszi részgyiiriije. Legyen -z P-nek egy felbonthatat-
lan eleme, melyr6l feltenetd, hogy pozitiv. Ekkor |/ zz€V, azaz a
feladat kovetelményei szerint

V= (; @, BEP
ill. '

TE8% = ¢? (58)
@ €s 3 P-beli egyértelmii felbontasait behelyettesitve maris ellent-

mondashoz jutottunk, mert sz a baloldalon csak paratlan kitevon
szerepelhet, a jobboldalon pedig csak parosan.

Megoldottdk : Erdds J., Hajnal A., Kordnyi A., Ldszlo Z.,
Pollik Gy.

Megjegyzés. Mint lathato, altalanosabban az is igaz, hogy a
valés szamok V testét nem lehet el6allitani, mint egyértelmii fel-
bontassal bird gyfirii hanyadostestét. Erdds Jend dolgozataban azt
is megmutatta, hogy a valos szamok V teste nem allithat6 el oly
gyiirlt hianyadosteste gyanant sem, melynek minden « eleméhez
hozzarendelhet6 oly ¢(a) egész, hogy ¢(0)==0, e=-0-ra ¢(e)>0
és tetszoleges «, # gyiiriielemekre ¢ («p) — gp(a)¢(3).

9. feladat

Ha w— f(z) regularis |z| = I1-ben és a kép maximalis hiir-
hossza 1, akkor O = r < 1-re az |z| =r kor képében a maximalis
hir hossza = r. .

Megoldas. Legyen 0 = « < 8 < 27-vel

d— max|f(ren)—f(rer:)| = | f(re*)—f(re*?), (59)
¢, €s @, valdsak és tekintsiik |2| = 1-re az itt regularis

g (2) = f(ze“)—f(z€?)

10#
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fiiggvényt. Az |z| — 1 kor keriiletén a feltevés miatt |¢(2)| = 1. Mivel
¢(0) =0, tehat a Schwarz-lemma alapjan |z| = 1-ben |¢(2)| = |z,

ill.
o) =r ' (60)

ami (59) alapjan épp a bizonyitand6é d = r egyenlétlenséget jelenti.

Ha f(2) =c - ze™, v valés, ¢ komplex szdmok, akkor a tétel-
ben az egyenlbtlenségben az egyenldség jele all fenn. Az dsszes
esetek feltirdsa, mikor az egyenléség jele &ll fenn, nem latszik
konnyiinek.

Megoldottak : Hajnal A., Kordnyi A., Pollik Gy.

10. feladat

Egy pont végezzen bolyongé mozgéast a sikon megadott sza-
balyos hdromszogracson, ugy, hogy barhonnan is érkezzen a pont
a racs egy tetszbleges rdcspontjaba, egyforma val6sziniiséggel foly-
tassa atjat a rdcspontbdl kiindulé 6 €l mindegyikén. Bebizonyi-
tando, hogy ha a pont bolyong6é mozgésat minden hatéron tul foly-
tatja, annak a valosziniisége, hogy elobb vagy utobb visszatér
kiindulasi pontjaba, 1.

Megoldas. A sik, melyen a bolyong6é pont mozog, legyen a
komplex sik, a haromszogracsot alkossdk az

b+ Lo+ Lo+ Lo + Lo+ Lo (61)
alaka pontok, ahol az /,-k raciondlis egészek,

3
o — 83

és a pont induljon ki az origobdl. Ha a pent z,-b0l a
Zyp1 == Zy. + m"

altal adott pontba lép, mondjuk azt, hogy r-tipusi Iépést tett
(r=0,1,2, 3,4,5). Legyen egy n-lépéses bolyongas olyan, hogy
k. drb. r-tipusti 1épés szerepel benne (r—0,...,5) ¢és az n-ik
lépés utdn a pont kezdeti helyzetébe tér vissza. Ekkor

Ny (62)

Nior—0 (63)

r=0
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ill. (63) valos és képzetes részeit O-va téve '

2k, -+ k—ky—2k,—k,+k;—0 (64)

k+ ky—k,—k; = 0. (65)

Ha az n-lépésben valo visszatérés valosziniisége P,, akkor tehat
!

P, 1 N\ n! (66)

6= kl'k. k!

ahol a vessz6 azt jelenti, hogy az Osszegezés a (62), (64) és (65)-t
kielégit6é nemnegativ (k,, &, ..., k;)-értékrendszerekre terjesztendd
ki. Ennek meghatarozasara tekintsiik a

P "('9’ ®)
R B N n! ()t b (@i Yt
6 2 LAl ]

kétvaltozés trigonometrikus polinomot ; P, nyilvan ennek konstans

tagja lesz. Nyilvin

G e U

6" ok i Kol K1
(e 2. (i B+P)Fs. (e1S-P)s

p” (‘9., ‘P) 2 IET (e'.’,h‘i)l.'.._(eila‘)‘ o-qa))k. ,(ei(xp—&))k,,

"

(ezw ot o2t L eid+p) st e i) -+ el #) -+ e~ Uyp-$ )
et

» (cos 29+ cos(¢ +9) 4+ cos ((p— 5)-)‘)" (9952 9+ 2 cos I cos (p)"
3 b

3

azaz

1 J-' [ (cos2.9+2__cos.‘)cos¢p
R 3

0 0

P,= ) d9dg.  (67)

Kimutatjuk azon (ismert) segédtételt, hogy, ha Q, jelenti annak valo-
szinfiségét, hogy a pont az n-ik 1épésben ér eldszir vissza az
origbba, akkor annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a
bolyong6 pont 1 valdsziniiséggel visszatérjen az origoba, azaz, hogy

S (68)

Nn=2

legyen, az, hogy .
o Feiegs (69)
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legyen. Nyilvan '
Pn oo Qn + an‘lp‘l"*_ Qn—3P3 + AUE + QQPn—'_!- (70) ‘
Ha tehat

;Pnz"/ e P(Z), ‘Z:ann: Q(z)’

akkor (70) alapjan, mivel P(2) és Q(z) nyilvdn | z| < 1-re regu-
larisak,

P(z) = Z(Qn 4+ QnoPo+ QpnaPs+ -+ QaPy )2 =

n—=:z

= Q@+ QR)E(2),
azaz :
P(z) - ]—% 1)
Ha tehat (68) igaz, akkor Abel tételébdl
lim Qfs)y==1 .
azaz (71)-bol R
Jim P(2) —+ =

ami a P,-k pozitivitasa miatt épp (69)-et adja. A forditott allitds.
analog moédon lathatd be; ezzel a segédtételt bebizonyitottuk és a
feladatot a > P, sor divergenciajanak kimutatisira redukaltuk.

)

Mivel a P,-k nemnegativok, tehat elég a > P, sor diver-

w=1

genciajat kimutatni. De ezt konnyii kimutatni. U. i. a (67) eléal-
litds alapjan mivel az integrandusz nemnegativ,

1 1

2V n 2V
4 D ‘( ‘()_ 2n
L J J (c052}+2cos COSq)) 4% do.
41 g ;
1] 0

Mivel a jelen 9- és g-kre

OIS i D sl a2

. 2n

2 2) i 2 2
2COS.9'COS(p>2(1,—%)(1—-'P~)> 2‘1—M)>2—_—1—

[\
=
~
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~ tehat
 KAERG ( T e
P‘Zu >4*‘;l '4*—)1 1_**3" - n )

ahol ¢ n-t6l nem fiigg. igy az éllitis a harmonikus sor divergen-
cidja miatt igazolva van.

; Megjegyzés. Hajnal A. helyesen indult ki, a 2P, sor diver-
gencidjat azonban nem tudta igazolni.

A mondottakb6l egyszeriien kovetkezik azon tobbetmondo
tény is, hogy a bolyongas folyaman a pont 1 val6sziniiséggel tér
vissza végtelen sokszor a kezdeti helyzetébe, s6t barmely mas
kiszemelt racspontba.

Ha sikbeli hdromszogracs helyett térbeli kockardcson bolyong
a pont, akkor is minden racspontbol hat él indul ki és mégis (l. G.
Polya, Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung betref-
fend die Irrfahrt im Strassennetz, Math. Annalen 84 (1921) 149—160.)
az origéba valo visszatérés valoszintisége 1-nél kisebb. Ennek oka
az, hogy mivel jelen esetben a racs kétdimenzids, (62) mellett
csupan (64) és (65)-nek, tehat két feltételnek kell teljesiilnie, addig
a haromdimenzids racs esetén ezek helyébe hdrom egyenlet keriil,
tehat a k,-k koziil mar csak kett6 valaszthato szabadon.



FELADATROVAT

Szerkeszti: Hajos Gvyoray

A feladatrovatnak szant kiildeményeket a kovetkezo cimre kér-
jik: Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat, Budapest, V., Redltanoda-
utca 13—15. Az egyes feladatok megoldasat kiilon lapon kérjiik. -

Kittizott feladatok

73. A projektiv sik ponthalmazat konvexnek mondjuk, ha bar-

.mely két pontjaval egyiitt tartalmazza e két pont -Osszekotd szaka-

szainak legalabb az egyikét. Bizonyitando, hogy ha egy ponthal-

maz konvex, akkor vagy ez a halmaz, vagy a kiegészit6 halmaz
tartalmazza egy egyenesnek minden pontjat.

Czipszer Jdnos

74. Mutassuk meg, hogy a komplex siknak a képzetes ten-
gellyel parhuzamos minden egyenesén a gamma-fiiggvény abszolit
értéke a valos tengelytol tavolodva monoton fogy.

Turdn Pdl

75. A G csoport C centrumaban csak az egységelem véges
rendii, a G/C faktorcsoport Abel-féle és minden eleme véges rendii.

Bizonyitand6, hogy G Abel-féle csoport.
Szele Tibor

Megoldott feladatok

50. feladat*. Adva van n-2 pont az egységsugari n-di-
menzioés gomb feliiletén, s ezek kozott nincs kettd, -melynek tavol-

siga |/2-nél kisebb. Bizonyitand6, hogy akkor legalibb 2n-féle-
képpen valaszthato ki koziilik kettd, melyeknek tavolsiga | 2.
: (Hajos Gyorgy)

*V. 6. 20. és 35. feladat és megoldasaik (II. évf. 76—77. 1; Il évf.
94—95. 1) v
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I. megoldds. A feladat dllitisa igy fogalmazhat6é: Ha az n-
dimenzios térben adott a;, as, ..., a,.s vektorok kozott nincs null-
vektor, és skaldris szorzataik kozott nincs pozitiv, akkor e skaldris
szorzatok koziil legalabb 2n egyenl6 O-val. Ez az allitdss n—1
esetben semmitmondd, n=2 esetben nyilvanvalo. Feltehet6 tehat,
hogy n > 2, és hogy az allitds (n—1)-re igaz.

Bontsuk fel az a;, as, ..., a,.1 vektorokat a,,»-re merGleges
és azzal parhuzamos komponensekre: legyen a;,—b;+4-¢; (i =1,
2,...,n-+1), ahol b; | a,;» és ¢;| a.,;2. Minthogy -a;a,.» =0,
a c¢; komponensek — amennyiben O-t6l kiilonboznek — mind
a,.»-vel ellentétes iranytiak. Ezért ¢;c; =0 (i, j < n-2). :

Ha a by, bs,..., b, vektorok kozott van nullvektor, pl.
b,.1 — 0, akkor az a,. €és a,,» vektorok parhuzamosak és ellen-
tétes iranyuak. Az ay,as, ..., a, vektorok mindegyike merdGleges
e két vektorra, hiszen kiilonben egyikiikkel hegyes szoget alkotna,
pozitiv skaldris szorzatot adna. Igy 2n merbleges vektorparhoz

jutottunk.
Ha az a,..-re merdleges (n — 1)-dimenzids térben elhelyez-
kedd by, bs, ..., b, vektorok kozott nincs nullvektor, akkor az

indukcios feltevés alapjan kivalaszthato koziilik (2n — 2)-féle-
képpen két egymasra meréleges vektor. Ha b; és b; merdleges egy-
masra, akkor a; és a,; is merdleges, hiszen egyrészt a; a; = 0, mas-
részt a,;a; — b;b; + c;¢; = c¢.c; = 0, tehat sziikségképpen a:a; -
= ¢;¢; — 0. Tovabbi két mer6leges vektorparhoz jutunk, ha meg-
gondoljuk, hogy c;c; — O teljesiilése esetén a parhuzamos c;, ¢; vek-
torok egyike nullvektor. Kell tehat, hogy a ¢i, €2, .. ., €¢,1 vektorok
kozott legalabb két nullvektor legyen, mert ha csak egy nullvektor
volna kozottiik, akkor c;c; — 0 csak n esetben teljesiilhetne, mar-
pedig ez 2n—2 esetben teljesiil, és n>2 miatt n<2n— 2.
Minthogy ¢; — 0 esetén a, merdleges a,.»-re, tovabbi két merdle-
ges vektorparhoz jutottunk igy. Ezzel igazoltuk, hogy a vizsgalt
esetben szintén van osszesen legaldbb 2n merdleges vektorpar.

” Hossztt Miklos

I1. megoldds. A feladat allitaisin tdlmenben azt bizonyitjuk,
hogy az n-}-2 pont két csoportba sorolhaté tigy, hogy mindegyik
csoportban legalabb két pont van, tovabbd barmely két, mas-mas
csoportba tartozo pont tavolsdga |/2. Ebbol a feladat allitisa nyil-
vanvaloan kovetkezik. '

Allitasunkat teljes indukciéval bizonyitjuk. n — 1 esetben nin-
csenek a feltételt kielégité pontok. n-—2 esetben allitisunk nyil-
van igaz. Feltessziik, hogy allitisunk (n—1)-re igaz.

Legyenek Py, Ps, ..., P, az adott pontok. Legyen Q a P2~
vel Atellenes gombi pont. Feltehetjiik, hogy Q nem szerepel az
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adott pontok kozott, mert kiilonben P,.» és Q alkothatja az egyik
csoportot, a tobbi a masikat, és allitisunk kozvetleniil belathato.
Jelolie Q:(i=1,2,...,n-+1)a P;P,;» fokorivnek azt a pontjat,
amelyre Qi P, — V2 ;

A Qi, Qs ..., Q.. pontok tavolsagainak egyike sem lehet

[/2-nél kisebb. Ha ugyanis ellenkezd esetben Q;Q;< )2 volna,
akkor ebbdl a QQ:Q; gobmbharomszdg oldalain elhelyezkedd PP
pontokra nézve P;P; < |/2 adodnék (v. o. 35. feladat 1. megoldasa).
Minthogy a Qq, Q_,. ., Qui1 pontok egy (n--1)-dimenzids egy-
séggombnek pontjai, indukcids feltevésiink értelmében allitisunk-
nak megfelel6 két csoportba sorolhatok. Jelentsen a kovetkezokben
Q: és @; két, mas-mads csoportba tartozd pontot.

A QQ:Q; gbmbharomszog minden oldala derékszog. Ennek
oldalain helyezkedxk el a P; és P; pont, és tudjuk, hogy P:P;= J2.
Ez csakugy lehetseges hogy vagyP azonos Q;-vel, vagy P; azonos
Q;-vel, és P;P;— /2. 1gy tehat a Ql, Q:2, ..., Q.11 pontoknak cso-
portokba sorolasaval A2y R S Py pontokat is allitdsunknak
megfelelé két csoportba soroltuk.

A P,., pont is besorolhato e csoportnak valamelyikébe. Ha
ugyanis P, nem sorolhatd az els6 csoportba, mert a mdsodik
csoport valamely P; pontjira P;P,.2 > |2, akkor az elsd csoport
minden P; pontjara nézve a bizonyitottak szerint P; = Q; miatt

P:P,.» — |/2. Ezért ekkor P,.» a masodik csoportba sorolhato.
Sarkadi Kdroly

/1l. megoldds. Bizonyos vektorok kozott fennallo linearis osz-
szefliggést redukdltnak mondunk akkor, ha az osszefiiggésben sze-
repld vektorok koziil barmelyiket elhagyva a maradé vektorok
linearisan fiiggetlenek. Nyilvanvalé, hogy linearisan 0Osszefiiggo
vektorok koziil (sziikség esetén) egyesek clhagyhaték tgy, hogy a
marado vektorok kozott redukalt osszefiiggés alljon fenn.

Mutassanak az a;,as,. .., a,2 vektorok az adott pontokhoz
vezetd sugarak irdnyaba. E vektorok paronkénti skaldris szorzatai
kozott a feladat kirovdsa miatt nincs pozitiv.

1, segédiétel. A a,,a,, ..., a,. vektorok kozott fennallé redu-
kalt osszefliggés egytitthatoi egyezo eldjeliiek. — Tegyiik fel ugyanis,
hogy az ai, as, ..., a; vektorok redukalt osszefiiggése ellentmond
allitaisunknak, tehat pozitiv egyiitthatokkal
(1) V=eai a1+ +aa=a¢ndu+---+aa. (1=i<k)

Osszefiiggés all fenn. v két kifejezését skalarisan Osszeszorozva v2
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szamara nem-pozitiv érték adodik. Ezért csak v — 0 mellett volna
lehetséges, ami viszont az dsszefiiggés redukaltsaga miatt lehetetlen.

2. segédtéfel. Az a,, a,, ..., a,;> vektorok kozott fennallo redu-
kalt Osszefiiggésben szerepld vektorok a tobbi vektorra merdlege-
sek. — Ha ugyanis

a,a,-- - Fea.a,—0

redukalt Osszefiiggés, akkor — mint lattuk — «;, ., ..., @ pozi-
tiv szamok. Ha tehat az a; vektorra (j > k) az a;a, szorzatoknak
(i—1,2,..., k) nem mindegyike volna 0, akkor az osszefliggés
baloldalat a,-vel szorozva negativ eredmény addodnék, ami lehe-
tetlen.

3. segédtétel. Az a,, a,, ..., a,» vektorok kozott fennallo két,
linearisan fiiggetlen redukalt tsszefiiggésben csupa kiilonbozé vek-
tor szerepel. — Ellenkez6 esetben ugyanis az egyik Osszefiiggés-
ben szereplé vektoroknak egy csoportja nem szerepel, a tébbi meg
szerepel a masik Osszefiiggésben is. A vektoroknak e két csoport-
jat két oldalra gyiijtve az Osszefiiggést (1) alakjaban irhatjuk. A két
oldal vektorai a 2. segédtétel miatt paronként mer6Glegesek, ezért
a két oldal osszeszorzasival v*-—0, azaz v=0 adodik, ami az
Osszefiiggés redukaltsdga miatt lehetetlen.

Az n-dimenziés térben adott n+42 vektor kozott fennall
linedris Osszefiiggés, tehat egy R, redukalt sszefiiggés is. Hagyjuk
el a vektorok koziil az R,-ben szerepld véktorok egyikét. A ma-
rad6 n+-1 vektor kozott is fennall linedris Osszefiiggés, tehat egy
R, redukélt osszefiiggés is. A 3.segédtétel szerint R,-ben és R,-ben
mas-mas vektorok szerepelnek. Ebbdl kovetkezik, hogy az adott
n+2 vektor koziil legalabb kettdé szerepel és legalabb kett6 nem
szerepel R,-ben. Minthogy a 2. segédtétel szerint a vektoroknak
e két csoportja egymasra paronként merdleges, vektoraink koziil
legalabb 2n merdleges vektorpar valaszthato ki.

Hajos Gyorgy

Az 50. feladat megoldasat bekiildotték még Corradi Keresz-
tély, Csdszdr Akos, Czipszer Jdnos, Geheér Ldszlo, Hajnal Andrds,
Szele Tibor.

51. feladat. Mutassuk ki, hogy minden n természetes
szamra '

2 (n PR T
%K‘")‘(k) PO S W TG

(Turdn Pdl)
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I. megoldds. A vizsgalt kifejezést a kovetkezOképpen alakit-
hatjuk at:
1
\”‘ Sl 4Nk n sk 1 Qe o R (ﬂ [ ntk P
20 (f e — 2 )] s

0

\"‘1 L (N /;7
,é‘o(—l) (k‘)xl ax
1

[x"(l~x)”dx.

0

Ennek az integralnak értéke viszont a béta-fiiggvény értelmezéese
szerint

[L(n+ 1D (nl)y
B bad Do rpr sy e D

Ugyanehhez az eredményhez sorozatos parcialis integralassal s
eljuthatunk. Liptdk Jozsef

Il. megoldds. Parcialis tortekre vald bontassal

n! 5 n 1
E: s A o] | P e S Loy

x4+ 1) (x+2) - (xebn+-1) ,.%»( ) (k X+ k1
hiszen 1/(x-+k-1) egyiitthatéjat megkapjuk, ha a baloldali tort
nevez6jébdl az x+k-+1 tényez6t elhagyjuk, ¢és ezutan az
x=— k — 1 helyettesitést alkalmazzuk.
A feladat dllitisa a bizonyitott azonossagnak x — n helyette-
sitéssel adodo specialis esete. Takdes Lajos

Az 51. feladat megoldasat bekiildotték még Aczél Jdnos, Ba-
ldzs Jdnos, Csdszdr Akos, Corradi Keresztély, Darké Béla, Gehér
Ldszlé, Hajnal Andrds, Hosszii Miklos, Kdévdri Tamds, Makai
Endre, Moritz Péter, Szele Tibor, Sziisz Péter, Takdcs Lajos (to-
vabbi két megoldast), Tekse Kdlmdn, L. Ziermann Margit.

Megjegyzés. A feladat dllitdisa a kovetkez6 alakban irhatd

Sl -r

Ez viszont

i [ B



149

alakban irhato, hiszen ebben az Osszegben az i-=—1, 2,...,n érté-
kéhez O értékii tagok . tartoznak. Ez az atalakitis mutatja, hogy
feladatunk a 46. feladatnak (megoldasa III. évf. 180—183. 1.) az
a specidlis esete, amikor k, n, [ helyén rendre 2n--1,—1,n sze-
repel.

Ez a megjegyzés csak akkor helytall6, ha meggondoljuk, hogy
a 46. feladat azonossaga negaliv n értékekre is fennall. Ha a

(g) binomialis egyiitthato értéke nem-negativ egész ¢ mellett

p(p—1)---(p—q-+1)/q!, viszont negativ egész g mellett értéke
0, akkor a 46. feladat azonossdga tetszoleges nem-negativ egész
k, egész I, €és valos n értékre fenndll. A feladat I. és IIl. meg-
oldasa valtozatlanul alkalmas ennek bizonyitdsdra. A Il. megoldas
is alkalmazhat6, ha abban polinom helyett egy kozben konvergens
hatvanysorrél beszéliink. (It emlitjiik, hogy a 46. feladat I. meg-
oldasdban az utolso kitevé k helyett helyesen k--1, az utolso-
el6tti egyenldségjel utdn pedig hidnyzik a negativ elbjel.)
Megjegyzésiink azt is mutatja, hogy a 46. feladat mondott ha-
rom megoldasa megfeleld6 modositassal az 51. feladat megoldasa-
nak bizonyitasdra is alkalmazhato.
Szerk.



PELDAROVAT

Szerkeszti : Varca Tamas

A megoldasokat a Bolyai Tarsulat cimére kérjikk (Bp., V.
Realtanoda-u. 13—15). A boritékra irjuk ra feltiinéen: PELD A-
ROVAT. Minden megoldast kiilon lapra irjunk. Kitiizésre szant
példakat is szivesen fogadunk, megoldassal vagy annak kozlésé-
vel, hogy a bekiildé a példa megoldasat nem ismeri.

Kitiizott példak

48. Az ABCD trapéz AB széra mint atmérd folé rajzolt kor
érintse a CD szarat egy E pontban. Bizonyitsuk be a kovetkezoket :

a) A CD szar mint atmér6 folé rajzolt kor is érinti az AB
szarat. (Legyen az érintési pont F.)-

o
b) AE||FC és BE|FD. it g

49. Altalanositsuk a 48. példat arra az, esetre, amikor a
trapéz egyik szdra mint atmérd folé rajzolt kor metszi a masik

szarat. (Mit mondhatunk ki ekkor ?) (Surdnyi Jdnos)

50. Bizonyitsuk be, hogy ha két tetraéder olyan helyzetii,
hogy az egyiknek a csticsaibol a masiknak a lapjaira bocsatott
merdlegesek egy pontban metszik egymast, akkor ez a tulajdonsag
kolcsonos.

51. Oldjuk meg az I. gimnaziumi matematikakonyv kovet-
kez6 feladatat: , Megrajzoltuk egy hdromszog harom (egy ponton
athalado) szogfelez6 egyenesét ¢és egy oldaldnak egyik pontjat.
Hogyan szerkeszthetd meg ezekbOl a haromszog ?“ (Az 1949. évi
kiadasban a 348. lapon a 13. feladat.) Bizonyitsuk be a talalt
szerkesztés helyességeét!
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52. Oldjuk meg a tetszésszerinti oldalszamu sokszogekre
vonatkoz6, az el6bbivel analog feladatot!

53. Szerkessziink sokszoget, ha adva vannak (helyzetiiket
tekintve) az oldalfelez6 merdlegesei!

S54. Az 1953. évi Schweitzer Miklos emlékverseny masodik
feladataval kapcsolatban * hatarozzuk meg a parok maximalis szamat,
ha a ,tabla“ (2k, 4 1)-soros és 2/-oszlopos.

(Kdrteszi Ferenc)

55. Ugyane feladattal kapcsolatban, ha a ,tabla“ (2k, - 1)-
soros és (2/,+1)-oszlopos, hatirozzuk meg a parok maximalis
szamat, ha a fehér babuk szama 2k.L+ k. +10L-+-1, és a feketéké
2kol, 4 ko +- L.

(Kdrteszi Ferenc)

Megoldott példik

32. példa. Keressiik meg a hibat (vagy hibdkat) a kovet-
kez6 ,bizonyitasban“ :

»A tetraéder térfogatképletére kovetkezd gondolatmenet vezet :
Kockaba harom, a kockaval egyenlbalapti és magassagi négyzetes
gula fér. A ,kockaba irt“ gialara jellemz6, hogy ot csticspontja
megegyezik a kocka nyolc csiicspontja valamelyikével. 1. A kocka-
ban hézagtalanul éppen harom gila van. 2. A gila cstcspontjai
azonosak a kocka valamely 6t cstcspontjaval. 3. A gila alapteriilete
€s a hozzatartozO magassag a bennfoglalo test alapteriiletével és
az ahhoz tartoz6 magassaggal egyenld. Ez a harom tény nem fog
valtozni akkor sem, ha a kocka cleit (és vele egyiitt a kockat) egy
vagy tobb irdnyban nyajtjuk vagy roviditjiik. Mivel a ... pai-
huzamos oldala hatlap a leirt modon keletkezett a kockabol, ezért
a bennefoglalt eltorzult gtilak mindegyike a parhuzamos oldala hat-
lap térfogatanak harmadrésze...“

Megoldds. A bizonyitasnak (kisebb pontatlansigokra nem is
nézve) alapvetd hibaja az, hogy semmit sem bizonyit. Abbol indul
ki, hogy a ,kockdba harom, a kockaval egyenl6alapu és magas-
sagu négyzetes guala fér“. A lényeges azonban itt az — és errol
sz0 sincs a szbvegben — hogy e harom giila egybevigo, és ezért
egyenlé a gula kobtartalma a vele kozos alapteriiletii és magas-
sagl kocka kobtartalméanak harmadrészével. A kocka megfelelé meg-

* Lasd lapunk e szamanak 125. lapjan.
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nytjtasa utan keletkezett parhuzamos oldalu hatlapban foglalt el-
torzult gtlak viszont mar nem egybevagdak. Ezért azt a tényt,
hogy a gila kobtartalma harmada a parhuzamos oldalu hatlap
kobtartalmanak, kiilon kell bizonyitani. (Eudoxus tétele.) A fenti
, ,bizonyitas“ ezt figyelmen Kkiviil hagyja.

Hammer Endre

Megoldotta még: BALATONI FERENC, BUKOVSZKY FERENC,
KANTOR SANDOR, KOVACS LAszLO, REMENYlI GUSZTAV, SCHMIDT
ELIGIUS.

34. példa. Abrazoljuk a kovetkezd implicit fiiggvényeket :
Q) COsSX=—COoSYy; b) [sin x] = [sin y].
([a] a legnagyobb, a-nal nem nagyobb egész szamot jelenti.)

Megoldds. Az abrazolasban csaka 0 =x=27€¢s0=y =2x
értékeket vessziik figyelembe, mert a sinus- és cosinus-fliggvények
27t szerinti periodicitisa miatt az ebben a négyszogben nyert abrat
kell csak parhuzamosan eltolni az x és y tengelyek mentén (veliik
parhuzamosan) 2kzt (k=0, + 1, + 2...)-vel, €és megkapjuk a
kivant fiiggvényképet.

a) Ismeretes, hogy x és 2:—x cosinusa egyenl6, €s csak
ezeké egyenld O = x=2x esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy a
cos x = Cos y egyenletet az x =y és 2z2—x =y egyenesek pont-
jainak koordinatai kielégitik, és csak ezek elégitik ki (1. abra).

Kdntor Sdndor

8 y N
2. JERK N e

1. dbra

Megoldotta még: AMBROZY GEzA, ADAM ANDRAS, BALATONI
FERENC, BiczO GEzA, Bukovszky FERENC, KOVACS LASzLO, SCHMIDT
ELIGIUS.
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—h ,: { A ;’; =< 4
0O, ha O -x\2 és 2<x,~;.1,

b) [sinx]:-—( 6 b x--~",i,

Y=l tha w< x < 2m:

Hasonlo megallapitds tehetd [sin p]-ra. Az egyenlet mindkét oldalan
0 all tehat a (0,0), (-7, 0), (vt 7v), (0, -t) zart négyzet pontjaiban,
a kozépvonalak kivételével, 1 4ll ennek a négyzetnek a kozép-
pontjaban, végiil —1 éll a (v, ), (271, 1), (27¢, 277) (w1, 277) négyzet
bels6 pontjaiban. Ezek a pontok egyiittvéve alkotjdk tehat a felirt
fiiggvény képét (vagy ami ugyanaz, a felirt egyenlet megoldasai-
nak halmazat) a (0, 0), (27, 0), (2, 27v), (0, 25t) négyzetben, és
hasonlél;éppen, 27t tobbszoroseivel eltolva, a sik tobbi pontjaiban
(2. abra).

: |
l 1z I :
: ,’% //:I//A ,7// V//
7 %___*%f%““‘%/f
' 27
~ ).
— , V..
' 0
| Z 7 i
| (/)

\

2. abra

i Bukovszky Ferenc

Megoldotta még: AMBROZY GEzA, ADAM ANDRAS, BALATONI
FERENC, KANTOR SANDOR, KoOVAcs LAszLO, REMENYI GUSZTAv,
SCHMIDT ELIGIUS.

35. példa. Adva van a térben két parhuzamos egyenes.
Hogyan helyezkednek el azok az egyenesek, amelyek ettdl a két
egyenestdl egyenld tavol vannak ?

Megoldds. Legyen a két adott egyenes a és b. Egy rajuk
merileges K sikra vetitsiik merdlegesen a tér egyeneseit. ‘a és b
képe az A és B pont.

11 Matematikai Lapok
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A feltételt kielégitd egyenes vetiiletétdl A és B nyilvan egyenlo
tavol van. Ha a vetiilet pont, akkor ezek és csak ezek vannak rajta
AB felez6 merdlegesén. Ha a vetiilet egyenes, akkor AB egyenes-
sel parhuzamos vagy AB felez6pontjan athalad6 egyenes ilyen, és
csak ez ilyen.

Tehat a kovetelmény kielégitésének sziikséges és elegendd
feltétele: 1. Vagy legyen benne az a, b sdvjat felezd e egyenesen
at a, b sikjara merblegesen halado sikban. 2. Vagy legyefl e-vel
kozos pontja. 3. Vagy legyen benne az a, b sikjaval parhuzamos
sikban, de ne legyen parhuzamos a, b-vel.

Kdntor Sdndor

Megoldotta még: BALATONI FERENC, Bicz0 GEzZA, BUKOVSZKY
FERENC, FRIED ViLmos, KovAcs LAszLO, REMENYI GUSZTAV.

36. példa. Bizonyitsuk be, hogy a szabdlyos oktaédernek
nincs hatnal tobboldalt sikmetszete.
(Surdnyi Jdnos)

Megoldds. A szabalyos oktaéder mindegyik élét tartalmazza
3 egymasra merdleges siknégyzet. A .metsz6sik minden siknégy-
szognek legfeljebb két oldalat metszheti, (vagy mindegyik oldalat
tartalmazza, de akkor a metszési idom négyzet). Mivel pedig harom
siknégyszog metszésér6l van szO, a metszéspontok maximalis

szama 3-2 = Schmidt Eligius

Megoldotta még: AmBROzZY GEzA BALATONI FERENC, BICzZO
GEza, BUuKOvVSZKY FERI:\IC KANTOR SANDOR, KovAcs LASZLO ReEME-
NYI GUSZTAV.

Hibaigazitds. A 22. példa megoldasanak (IV. évi. 2—3. szam,
192. old.) els6 mondata helyesen igy hangzik: Tiikrozziik az
egyenesnek a lapszdg €l€bol kiindul6 véges szakaszat a lapokra
és az élre. A megoldds bekiildGjénél ez a helyes szovegezés szere-
.pelt, a hibas szoveg két megoldas helytelen kombinéci6jabol adoédott.



TARSULATI ELET

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat budapesti eléadasai.

1953 szeptember 12. Mikolds Miklos: ,A Fermat-féle sejtésrol.“
(Kozépiskolai délutan.)

1953 oktober 3. Aczél Jdnos: ,Korovkin és Perelman modszerei
széls(;értékfeladatok megoldasara.“ (Kozépiskolai dél-
utan.

1953 oktober 14. Evadnyito klubest.

Hajos Gyorgy €s Rényi Alfréd beszamoltak a lengyel
matematikai kongresszusrol.

1953 oktober 30. Csdszdr Akos: Tobbvaltozos fiiggvények nivo-

halmazainak strukttraja.
Egy f(x,y) fiiggvénynek az (x,, y,) hely kOrnyezeteben
valo viselkedését abbol a' szempontbdl vizsgalta az el6-
ado, hogy az [ f(x, ¥) < f(x,, ¥,)] stb. nivohalmazoknak az
(x,, ¥o) pontbol kiinduld korcikkekkel kozos része hozza-
tartozik-e egy bizonyos megszoritdsoknak aldvetett, M
halmazrendszerhez, s megmutatta, hogy az (x,, ,) pont-
bél kiinduld kiilonbozé korcikkekben az emlitett nivo-
halmazok struktirdjanak bizonyos kombindci6i csak
kivételesen léphetnek fel.

1953 november 14. Varga Tamds: Egyenletek ekvivalencidjarol.
(Kozépiskolai délutan.)

1953 november 21. Szele Tibor: Egy geometriai modszera gyfir(i-
elméletben. El6adé ismertette azt az tij geometriai mod-
szert, amelyet E. Noether és N. Jacobson dolgozott ki
az els6 Wedderburn—Artin-féle gyfiriielméleti struktira-
tétel igen egyszerii direkt bizonyitisara. A mddszer
tovabbfejliesztésével megmutatta, hogy ez alkalmas a
masodik Wedderburn—Artin-féle struktiratétel bizonyi-
tasara is, mas mélyebb segédeszkdzok igénybevétele
nélkiil.

1953 december 5. E. Marczewski (Wroclaw): Sur le théoréme ergo-
dique aléatoire.

Kakutani 1‘950 -ben (Second Berkeley Symposium on

11%
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Math. Stat. and Probability) kozolte a kovetkezd, altala
sztohasztikus ergodikus tételnek nevezett tételt: Legyen M
egy X tér részhalmazaibdl képezett Borel-féle halmaz-
test, m pedig egy teljesen additiv mérték, amely M
elemeire van értelmezve; legyen tovdbba f(x)€L(m),
x€X, és gi(x) (m(x)=—=1) egy mértéktartd transzforma-
cio-sereg, ahol ¢ eleme egy 7 térnek, amelynek egy
Borel-féle P halmaztestén szintén értelmezve van egy p
mérték (m(7T)=1),legyen tovabba ¢,(x) mérheté X< T-ben,
akkor létezik egy oly f(x)€L(m), hogyaz XxXTxXTx...
térben majdnem mindeniitt

L3 fln - o)~ F0)

Késobb Pitt kimutatta, hogy ha a ¢:(x) transzformaciok
felbonthatatlanok, vagyis annak a halmaznak a.mértéke,
amely onmagaba megy at, csak O vagy 1 lehet, akkor
f(x) = const. majdnem mindeniitt az X térben.

El6ad6 ismertette az el6bbi szerzék hosszadalmasan
bizonyitott tételeinek Ryll—Nardzewskit6! szarmazo egy—
szerii bizonyitasat, amely Jessen egy tételére és egy
Gladisz-féle lemmara tamaszkodik.

1953 december 5. Obldth Richdrd: Egy geometriai moédszer: az

inverzio. (Kozépiskolai délutan.)

1953 december 12. M. Fisz (Warszawa): The limiting distributions

of some sums of random variables.
Elbadé a kovetkezd tételt bizonyitotta be:
Legyen

=

X, = > Yu (n=1,2,..),
k=1

ahol az Y, (k=1,2,..., n) val6sziniiségi valtozok fiig-
getlenek és azonos eloszlastiak,

P(K:h:anl):pnl (11:],2,...,1‘)

7
Y Al 5 P!
ahol r=2; O0=pu=1; Zp,.: =1 és a,, valamint
fe=1

Pw n-nek - tetszbleges fiiggvényei. Ha valamely A, és
B, ==0 konstans sorozatra a

n
Fla >ﬁ )/I.‘n yL0
ST e n
R=1 Bil

valosziniiségi véltozok F,(z) eloszlésfﬁggvénysoroz“ata
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minden olyan z pontban, amely a nem-szingularis F(2)
eloszlasfiiggvénynek folytonossagi pontja konvergdl F(z)-
hez, akkor F(2) vagy s (0 = s = r—2) fiiggetlen Pois-
son-eloszlast valtozé és v (v==0 vagy 1) normadlis
eloszlast valtozod Osszegének az eloszlasfiiggvénye vagy
r—1 fiiggetlen Poisson-eloszlasi valtozd dsszegének az
eloszlasa. A tétel néhany specidlis esetét is targyalta az

- elbado, tovabba foglalkozott a tétel kiterjesztésével arra
az esetre, amikor az Y, valdszinfiségi véaltozok végtelen
sok kiilonbozd értéket vehetnek fel.

1953 december 19. Fuchs LdszIlé: Egy dualitasi probléma a csoport-
elméletben.
Szele Tibor és Kertész Andor vetették fel azt a kérdést,
hogy melyek azok a G és H csoportparok, amelyekre
teljestil: G minden faktorcsoportjghoz talalhaté H-ban
egy vele izomorf alcsoport és H minden alcsoportjahoz
G-nek egy ezzel izomorf faktorcsoportja.  Szele, Kertész
és az el6ado megoldottak e kérdést megszamlalhatod
Abel-csoportokra. Az el6adé ismertette a tetszdleges
szamossagu Abel-csoportok esetére vonatkozd eredmé-
nyeit, részletesebben kifejtve a p-csoportok esetét.

1953 december 21. Rédei Ldszlo: ,A gyfirli holomorfjai“.
(1. Szeged, szeptember 26.)
A félév folyaman kéthetenként ,Geometriai szélsOérték-
feladatok“ cimmel szemindriumot vezetett Fejes-Toth
Ldszlo. A szemindriumon a kovetkez6 anyagot dolgoz-
tak fel: Az izoperimetrikus egyenldtlenség és kiilonbozd
élesitéseinek elemi bizonyitdsai a belsd paralleltartoma-
nyok, illetéleg Poincaré egy tételének felhasznéalasaval
(Santal6 integralgeometriai bizonyitdsanak elemi valto-
zata). Az integralgeometria alapfogalmainak és kiilon-
féle izoperimetrikus egyenléségeknek ismertetése.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szegedi tagozatanak
. eloadasai

1953 februar 15. Szdsz Gdbor: A fiiggvénytan tanitasa. (Pedagogus
el6adas kozépiskolai tanarok részére.)

1953 februdr 21. Szendrei Jdnos: A Fibonacci szamokrol. (Kozép-
isk. délutan.)

1953 februar 24. Mosonyi Kdlmdn: Elemi szélstértékfeladatok a
szovjet iskolakban. (Pedagogus eldadas, 4ltalanos iskolai
tanarok részére.)
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1953 marcius 3. Horvdth Jdnosné: A matematikusi hivatasrol
(Kozépisk. délutan.)

1953 mércius 5. Rdbai Imre: A matematikusi hivatasrol. (Kozép-
iskolai délutan Hodmezbvasarhelyen.)

1953 marcius 7. Szdkefalvi-Nagy Béla: M. A. Najmark egy tétele
és ennek egy alkalmazasa.
Elbad6 bizonyitassal egyiitt ismertette M. A Najmark
kovetkez6 tételét: Ha {F(4)} a H Hilbert-tér korlatos
onadjungdlt operatorainak a 4 val6s paramétertdl fiiggd
olyan serege, amely ,altalanositott spektralsereg“, azaz
amelyre F(4) = F(Z’) ha

A<l, FR4+0)=F(), F(co)=1, F(—~)=0,
akkor van olyan H, Hilbert-tér, amelynek H altere, és
H,-ban van olyan kozonséges (tehat vetitésekbdl allo)
E, (4) spektralsereg, hogy
F(A)y=P.E (1),

ahol P a H-ra valo vetitést jelenti. Eldado e tétel alapjan
egyszerii bizonyitdst ad' Kadison 1. n. ,altalanositott
Schwarz-féle tétel“-ére, amely igy szol: Ha A, A;, A, . ..
a H Hilbert-tér korlatos sorozatainak egy olyan sorozata,
hogy a kovetkezd két feltétel teljesiil:
(@) valahanyszor

GFox ot e =10
a valos x-tengely egy rogzitett X kompakt részhalmazan,

akkor -

oA+ A A+ -+, A =0
() 1Al =1,
akkor all a kovetkezd egyenldtlenség:

Al = A,.
Bebizonyitja azt is, hogy itt egyenléség csak abban az
esetben all, ha
A = Al *k=1,2,..). \
1953 marcius 14. Horvdth Jdnosné: Miért tanulunk matematikat.
(Kozépiskolai délutan.)
1953 mdrcius 21. Szendrei Jdnos: Miért tanulunk matematikat.
(Kozépiskolai délutin Makon.)
1953 marcius 28. Padr Piroska: Matematikai olimpiaszok. (Kozép-
isk. délutan.)

1953 marcius 28. Rényi Alfréd: Uj szovjet és hazai éredmények a
rendezett mintak elméletében.
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Elbado ismertette a rendezett mintak elméletében, kiilo-
nosen az empirikus és elméleti eloszlasfiiggvények 6ssze-
hasonlitdsara vonatkozolag a Szovjetunidban elért leg-
tijabb eredményeket, tovabba azokat az eredményeket,
amelyeket a szovjet matematikusok munkéihoz csatla-
kozva a Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott
Matematikai Intézetében eldadé és munkatdrsai elértek.
[lasd ezen eredményekre vonatkozolag Rényi A. A rende-
zett mintak elméletérél c. dolgozatat (MTA, III. Oszt.
Kozleményei 1II. 4, (1953) 467—503).

1953 marcius 24. Szendrei Jdnos: Geometriai feladatok a szovjet
oktatdsban. (Pedagégus el6adas éltalanos iskolai tanérok
részére.)

1953 aprilis 18. Szdsz Gdbor: Az asszociativitasfeltételek fligget-
lensége. Adott S halmazbdl képezziik az 0Osszes lehet-
séges S* multiplikativ strukttrdkat, s nevezziik az
(xy)z2=x(y2) (x,y,2€S8) egyenleteket az S halmaz
asszociativitasfeltételeinek. Az el6adé kimutatta, hogy ha
a szorzasra semmiféle kikotést nem tesziink, akkor leg-
aldbb négyelemii S-re az asszociativitasfeltételek fiig-
getlenek. A kommutativitds feltevése "esetén is, ugyan-
csak legalabb négyelemii S-re, az asszociativitasfeltételek
fiiggetlen teljes rendszerének eloallitdsahoz csak azok az
asszociativitasfeltételek hagyhatok el, amelyek — nem
egészen pontos Kifejezéssel — a kommutativitds miatt
trividlisan torolhetdk. A négynél kevesebb elemii hal-
mazok esetén fellépo kivételes helyzettel az el6ado szin-
tén részletesen foglalkozik.

1953 majus 16. Rédei Ldszlo: A négyzetes maradékok elméletérol.
Kevésszamu, konnyen megadhaté kivételtdl eltekintve
minden p primszdmhoz taldlhato legalabb egy olyan
pozitiv négyzetes maradék, amely |p alatt van. Az elo-
adas ennek a tételnek uj, egyszerii, elemi eszkozokkel
valé bizonyitasat tartalmazta. Ismeretes a tételnek ,majd-
nem minden“ p-re vonatkoz6 Vinogradov-féle élesitése.
Elemi, de bonyolult eszkdzokkel A. Brauer is nyert
Vinogradovénal kevésbé éles eredményeket, s egyszer-
smind felsé korlatot adott meg a kivételes p-kre. A.
Nagell a fenti tételeknek egy részét szintén nyerte elemi,
de kevésbé egyszerii titon.

1953 junius 10., 11., 12. Medgyessy Pdl: Kevert valdsziniiség-elosz-
lasok felbontasa Osszetevoikre.

Elbadé a kovetkezd problémat targyalta 3 el6addsban:
Ha egy kevert valosziniiségi eloszlds komponensei stabilis



160

valosziniiség-siiriiségfiiggvények, a komponensek jellemzo
paraméterei az eredd Fourier-transzformaltja segitségével
tetszbleges pontosan meghatirozhaték. Ezenkiviil rész-
letesen foglalkozott a specidlis esetet képez6 Gauss
eloszlassal (,Gauss-analizis“), a gyakorlati kivitellel és
az alabbi kérdésekkel :

Az egyes vonalaktol szarmaz6 komponensek megallapi-
tdsa. Spektrumok intenzitaseloszldsa az egyes vonalaktol
szarmaz6 Gauss eloszlasi intenzitaseloszlasok szuper-
pozicioja; az ereddb6l a komponensek meghatirozasa
a junius 10-i eldadasban ismertetett modszerrel elvégez-
het6. A gyakorlati kivitel Fourier analizisre és szintézisre
vezethetd vissza. !
Spektrumok intenzitaseloszlasanak feldolgozasa specialis
esetekben.

A janius 11-i eléaddsban emlitett médszerek alkalmaz-
hatosdganak megbeszélése adott spektroszkopiai intenzi-
tasfelvételek kapcsan.

1953 szeptember 5. Szele Tibor: Direkt felbonthatatlan csoportok.

El6ado ismerteti Pontrjagin, Kuros, Malcev és Baer ama
legijabb eredményeit, amelyek direkt felbonthatatlan
torziomentes Abel-féle csoportokra vonatkoznak, s bebi-
zonyit egy olyan 1j tételt, amely magéban foglalja ezeket
az eredményeket. Ez a tétel tgy szdl, hogy a p-adikus
egész szamok additiv csoportjanak barmely endomorfiz-
musat egy p-adikus egész szammal valé szorzas indu-
kélja. Ismerteti tovabbd az el6add azokat az 1ij eredmé-
nyeit is, amelyek valdszinfivé teszik azt a sejtését, mely
szerint Abel-féle csoport csak az esetben lehet direkt
felbonthatatlan, ha a csoport szdmossdga nem nagyobb
kontinuumnal.

1953 szeptember 26. Rédei Ldszlo: A gyiirli holomorfjai. A csoport- |

elméletbdl jolismert karakterisztikus részcsoport és holo-
morf fogalmak atiiltethetk a gyfiriielméletbe, mikozben
a csoport-, illetve gyfiriielméleti ,holomorfelméletek“
kozott szoros analdgia érvényesiil. Ujszerii jelenség,
hogy a gyiiriinek altalaban tobb holomorfja van. Speci-
alisan a primidedlok karakterisztikusok, tovabba az
egységelemes gyiiritk Osszes idedljai szintén karakte-
risztikusok. Az egységelemes gyiiriik az ismert teljes
csoportok analogonjénak tekintendék. igy példaul mint
ahogy a teljes csoport azzal jellemezhet6, hogy minden
Schreier-féle bovitésében direkt tényezd, hasonléan a
yiirli akkor és csak akkor egységelemes, ha minden
chreier-féle bovitésében direkt dsszeadando.
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1953 szeptember 26. Bakos Tibor: Teriiletdtdarabolasok. (Kozép-
iskolai délutan.)

1953 oktober 17. Szendrei Jdnos: Hogyan oldjunk meg versenyfel-
adatokat? (Kozépiskolai délutan.)

1953 november 14. Gazsé Istvdn: Korzovel végezhetd szerkeszté-
sekrol. (Kozépiskolai délutan.)

1953 december 7. E. Marczewski (Wroclaw) A sztochasztikus ergod-
tételrol.

1953 december 7. Fejes-Toth Ldszio: Szabdlyos testek szélsOérték
tulajdonsagai.
A szabdlyos testekhez vezetd vdltozatos szélsOérték-
problémak ismertetése. Az eléadé ramutaf arra a gazdag
kutatasi teriiletre, amit ez a problémakor nyujt.

1953 december 11. Szendrei Jdnos: Gyiiriik és testek. (Pedagégus
eldadas kozépiskolai tandrok részére.)

1953 december 12. Rdbai [mre: Egyenlotlenségek. (Kozépiskolai
délutan.)

1953 december 19. Csdszdr Akos: Tobbvéltozos fiiggvények nivo-
halmazainak struktirdjarol.
(I. Budapest, okt. 30.)

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat
debreceni tagozatanak elGadasai

1953 februar 9. Gacsdlyi Sdndor: Algebrailag zart csoportok.
El6ad6 bebizonyitja azt a tételt, hogy algebrailag zart
Abel-féle csoportban barmely olyan egyenletrendszer
megoldhatd, amely kompatibilis, azaz a csoport vala-.
mely bovitésében megoldhato. Az egyenletrendszer tetszo-
leges szamossagli egyenletet, ill. ismeretlent tartalmaz-
hat. Operatorcsoportokra is kKiterjeszti a tétel érvényes-
ségét. Az igy nyert altalanositasbol specidlis esetként
adodik, hogy barmely akdrhany egyenletet, ill. ismeret-
lent tartalmaz6 linearis egyenletrendszer megoldhat6
abban a ferde testben, amelyhez az egyiitthatok tartoz-
nak, ha a rendszer eleget tesz a (véges esetbol jolismert)
trividlis kompatibilitasi feltételnek.

Szele Tibor: Végtelen linearis egyenletrendszerek

Gacsalyi Sandor el6bbi tétele szerint barmely kompati-
bilis egyenletrendszer megoldhaté az egyiitthatokat tar-
talmazo ferde testben, az egyenletek, illetve az ismeret-
lenek tetszéleges szamossiga mellett. Eléad6 megmu-



tatja, hogyan vihetd at az Osszes megoldas el6allitisara
szolgédlo klasszikus modszer a véges esetr6l erre az
altalanos esetre.

1953 februar 17. Toth Lajosné: A fiiggvényfogalom kialakitidsa a
kozépiskolaban. (Pedagogus elbadés.)

1953 februar 19. Széndssy Barna: Szemelvények a szovjet mate-
matikai olimpidszok anyagdbol. (Kozépiskolai délutin.)

1953 februar 21. Szdkefalvi-Nagy Béla: Az 1952. évi Schweitzer
Miklos matematikai emlékverseny feladatairdl.

(1. Matematikai Lapok 1953. évf. 2—3. szam.)

11953 februar 23. Bdn Elek: Szovjet matematikusok kadereinek

feltoltése. (Kozépiskolai délutan a Hajdundnasi All. gim-
: naziumban.) ‘

1953 februar 26. Széndssy Barna: A szovijet és magyar mate-
matikai élet kapcsolatai. (Kozépiskolai délutan az Allami
Szakérettségis Didkotthonban.)

1953 marcius 2. Bdn Elek: A matematikus hivatasarol. (Kozép-
iskolai délutin a Hajdtindnasi Alt. gimnaziumban.)

1953 marcius 2. Mdtyds Anfal: A matematikai korok, olimpidszok
a Szovjetunidban és eldkésziilet az egyetemi felvételi
vizsgakra. (Kozépiskolai délutdin a Hajduszoboszl6i All
gimndaziumban.)

1953 marcius 4. Rényi Alfréd: Ujabb szovjet eredmények a mate-
matikai statisztikaban. El6ad6 ismertette B. V. Gnye-
gyenko és V. Sz. Koroljuk, B. V. Gnyegyenko és
E. A. Rvacseva, B, V. Gnyegyenko ¢és V. Sz. Mihalevics
I. N. Gihman és mas szovjet matematikusok eredményeit
a rendezett mintdk elméletében.

1953 marcius 5. Aczél Jdnos: Szovjet moddszerek szélsOértékfel-
adatok elemi megoldésara.
Perelman: Szérakoztaté algebra és Szorakoztaté geo-
metria c. konyvei, Korovkin: Nyeravensztva (Egyenlot-
lenségek) c. fiizete és részben Natanson: Egyszerii
maximum €s minimum feladatok c. fiizete alapjan gya-
korlati példdkon bemutatja a Bernoulli egyenl6tlenség,
a diszkriminans nem-negativitasat kimondo egyenlétlen-
ség és a szamtani és mértani kozép egyenlbtienségnek
megfelelden vdlasztott egyiitthatok alkalmazasaval valo
hasznalatat széls6értékfeladatok elemi megoldasara. Mind-
harom moédszer alkalmazhatosdgi korére vonatkozé alli-
tast is megfogalmaz.

1953 marcius 9. Bdn Elek: A matematikai olimpidszok feladataiboL
(Kozépiskolai délutan a Hajdiinanasi All. gimnaziumban.)
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1953 marcius 12. Tamdssy Lajos: Kupszeletek targyalasa a szovjet
kozépiskolaban. (Kozépiskolai délutdin a Kossuth Lajos
gimnaziumban.)

1953 marcius 20. Moodr Arthur Klubesten ismerteti J. G. Petrovszkij-

Eléadasok a kozonséges differencidlegyenletek elméleté-
rél c. konyvét.
Kiilonosen kiemelte a konyvben is nagy alapossaggal
targyalt kontrakcids elvet (Tyihonov—Cacciopoli-tétel)
¢s tobb példan mutatta be ezen tételnek széleskorii
alkalmazisi lehet6ségét a matematika kiilonb6z6 fejeze-
teiben. A differencialegyenletek szempontjabol a kon-
trakcios elv segitségével kozvetleniil adddik az 3’ = f(x, y)
tipust differencialegyenletek exisztencia tétele.

1953 marcius 26. Barna Béla ismertette Gerszevanov: Iteracio-
szamitds c. munkdjat.

Az eldadd altaldban, majd fejezetenként ismerteti a mun-
kat és ramutat arra, hogyan fiiz6dik benne az elmélet
¢és gyakorlat szoros egységgé. Eldadasit néhany, az els6
fejezet tartalmdhoz fiiz0d6 megjegyzéssel zdrja be.
$953 aprilis 11. Fejes-Toth Ldszlo: Korok elhelyezése allando
gorbiiletii feliileteken.
El6ado bebizonyitja a kovetkezd tételt: Legyen n 1-nél
nagyobb egész szim, s bontsuk fel a gombot vagy
euklideszi, illetve hiperbolikus sikot egybevago szabalyos
n-szogekre 1gy, hogy béarmely szogpontban hdrom él
fusson ossze. Ekkor az igy nyert halézat lapjaiba beirt
korok a lehetd legsiiriibb elhelyezést szolgaltatjak.

1953 majus 14. Szendrei Jdnos: ,Megijegyzések a Schreier-féle
gyliriib6vitéshez.“
El6ad6 a Schreier-féle gyiiriibévités JacobSon-féle radi-
kaljat vizsgalja meg abbdl a szempontbél, hogy a bovi-
tés radikalja milyen kapcsolatban van a maggyiirii és
faktorgyfirii radikaljaival. Jacobson egy tételét specidlis
esetként kapja. Végiil megadja a bovités féligegyszerii
voltdnak sziikséges és elégséges feltételét.

1953 majus 18. Kalmdr Ldszlo: A matematika megcsonkitasara
irdnyul6 torekvések kritikdja.
A Whitehead—Russel-féle logicizmus, a kivalasztasi
axiomét elvetd iskola, a Weyl—Brouwer-féle intuicioniz-
mus €és a Lorenzen-féle konstruktivizmus kritikdja a
dialektikus materializmus alapjan, annak kidomboritasa-
val, hogy ezeknek az irdnyoknak helyes értékelése ma
mar nemcsak a matematikai logikdval foglalkoz6 mate-
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matikus szamara nélkiilozhetetlen, hanem pl. az algeb-
rista is csak a dialektikus materializmus alapjan valo
értékelésiik segitségével tud eligazodni az ilyen irdnyok
befolyasa alatt keletkezett algebrai cikkeken.

1953 oktober 16. Kertész Andor: Alcsoportok és homomorf képek.

Elbadé az algebrailag zart és a szabad Abel-féle cso-
portoknak egy tj jellemzését adja, mikozben ravilagit
az alcsoport és a homomorf kép fogalmanak bizonyos
dudlis kapcsolatara. Bebizonyitja a kovetkez6 tételeket :
az Abel-féle csoportok koziil pontosan az A algebrailag
zart csoportok rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal,
hogy ha A alcsoportja valamely csoportnak, akkor egy-
idejileg homomorf képe is. Egy olyan Abel-féle csoport,
amely, ha homomorf képe valamely csoportnak, akkor
van vele izomorf direkt faktor is, algebrailag zart és
szabad Abel-féle csoportok direkt Gsszege.

1953 november 24. Aczél Jdnos: A klasszikus ortogonalis polinom

rendszerek egy jellemzésérol.

A Jacobi, Laguerre és Hermite polinomokat és csak
ezeket egyiittesen jellemz6 tulajdonsdgok megadasa :
ortogonalitds, masodrendii homogén linearis differencial-
egyenlet és Rodrigues formula létezése. Pontosabban :
A polinomok eldallithatok, mint egy u,(x) n-edik deri-
valtjanak és a p(x) sulyfiiggvény hanyadosai, u,(x)-nek
minden O0-ndl nagyobb n-re két kozos valés (véges,
vagy végtelen) gyoke van és eleget tesz egy elsOrendii
homogén linedris differencidlegyenletnek,” melynek els6
egyiitthatoja legfeljebb masodfokii, masodik egyiitthatdja
legfeljebb- elséfokt polinom. A kérdéskorbe vago egyéb
eredmények is ismertetésre keriiltek, tovabba az a sejtés,
hégy csak ezek az ortogondlis polinomok tesznek eleget
masodrendii Sturm—Liouville-tipusti egyenletnek.

1953 oktober 29. Fejes-Toth Ldszlo: Gombelhelyezések allandd

gorbiiletii terekben.

Tekintsiink egy allando k gorbiiletii térben négy r sugart
egymast kolcsonosen érinté gombot. Legyen ezek siirli-
sége a kozéppontjaik altal meghatarozott tetraéderben
D-— D(kr?). Az el6add kiilonbozd meggondolasokkal
valésziniisitette azt a sejtését, amely szerint egy k gor-
biileti térben elhelyezett r sugari gombok sfirlisége
mindig D, s ramutatott ennek a sejtésnek szamos érde-
kes kovetkezményére.

1953 november 13. Erdds Jend : Fjodorov tételének bizonyitasa.

Fjodorov 1951-ben bizonyitotta be a kovetkezd tételt:
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Ha egy G végtelen csoport barmely (nem egyelemii)
a-csoportja véges indexti, akkor G ciklikus csoport.
Fjodorov bizonyitdsa O. Ju. Schmidt egy mély tételére
tamaszkodik. El6ad6 egészen elemi eszkdzokkel dolgozo,
ij bizonyitast ad Fjodorov tételére.

mber 7. Az Alkalmazott Matematikai Intézet debreceni
csoportjdval kozosen rendezett iilésen:

M. Fisz (Warszawa): The limiting distributions of some
functions of two random variables. (Két valdsziniiségi
valtozé néhany fiiggvényének hatareloszldsa.)

Legyenek & és 1, fliggetlen €s pozitiv valosziniiségi val-
tozok, véges m(&) és m(n,) varhato értékkel és o(&) és
o(n:) szorassal, ahol a ¢ index valamely 7" halmazhoz
tartoz6 barmely értéket felvehet.

Eléad6 a kovetkezd tételt bizonyitotta:

Legyen #,€7. Ha t—t, és -

1. a —t— és —1'_ valtozok sztochasztikusan konver-
m(S: en)

galnak 1-hez, tovabba

2. a & és i, valtozok aszimptotikusan normalis eloszla-
sttak m(&) és o(&), illetve m(n;) és o(n;) varhatd érték-
kel és szorassal, és

m(.Ec)

m (l]f)

2 &—n Vi I > WL s
ST (p o tetszéleges  pozitiv szam) valoszinii-

AL R T .
ségi valtozo. is aszimptotikusan normdlis eloszlasu,

ha t—»t, ME)—m@) Voe@+ot) varhato ér-

Cm@E) Fm@)’ T (mE)+mn)’
tékkel, ill. szorassal. A tétel alkalmazéasaira’ eléadé tobb
példat adott.

mber 8. E. Marczewski (Wroclaw): Sur les classes et
mesures compacts. (Kompakt osztilyok és mértékek.)
Az elbad6 definidlta halmazosztilyok kompaktsagat és
vizsgalta az ilyen halmazosztalyok tulajdonsagait. Ered-
ményeit alkalmazta halmazok projekcidinak és mértéké-
nek vizsgalatira és ramutatott az elmélet val6sziniiség-
szamitdsi vonatkozdsaira.

mber 17. Nyilvdnos intézeti nap, melynek keretében a
Debreceni Kossuth Lajos Tudomanyegyetem Matematikai
Intézete a Bolyai Jdnos Matematikai Tarsulat debreceni
tagozataval és a Magyar Tudoményos Akadémia Alkal-

3. az - hédnyados 1-hez konvergal, akkor a

Wi
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mazott Matematikai Intézetének debreceni csoportjaval
karvltve bemutatta az intézetben folyé munkat.

A targysorozat a kovetkezd volt :

Varga Oftté : Meguyito.

Gyarmathi Ldszlo: Intézetiink fejlédése, tudoményos és
tarsadalmi kapcsolataink. .

Varga Otto: Geometriai vizsgalatok az intézetben.
- Szele Tibor: Modern algebrai vizsgalatok az intézetben.
Aczél Jdnos: Az analizis terén végzett vizsgédlatok az
intézetben.

Gyires Béla: Valoészinliségszamitasi vizsgalatok az inté-
zetben. Az Alkalmazott Matematikai Intézet debreceni
csoportjainak munkéja.

Barna Béla: Problémak az egyetem ¢és kozépiskola
matematikai oktatidsaval kapcsolatban.

Széndssy Barna: Az alkalmazott matematikai kutatasok
hazai torténetéhez. :

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat
miskolei tagozatinak elGadasai

1953 januar 28. Bede Lajos: Matematikai tanitasunk problémairdl.
(Pedagégus elbadas.)

1953 januar 31. Alexits Gyorgy: Bolyai Janos élete és munkas-
saga.
Ka%teszi Ferenc: A Bolyai- és Lobacsevszkij-féle geo-
metria.

1953 februar 18. Parai Gusztdv: Hasonlosagi szerkesztésekrol.

1953 februar 23. Pénzes Ldszlé: A matematikus hivatasarol. (Ko-
zépiskolai délutan.)

1953 februar 25. Obadovics J. Gyula : A matematikusi hivatasrol.
(Kozépiskolai délutan a Zrinyi llona Tanitoképzdben.)

1953 februar 27. Firtko Jdnos: A szovjet matematika.
Dométor Ferenc: A matematikusi hivatasrol. (Kozép-

v iskolai délutan.)

1953 maércius 6. Vdgho lldiké : A matematikusi hivatasrol. (Kozép-
iskolai délutan a miskolci gépipari technikumban.)

1953 marcius 12. Huszthy LdszIé: A matematikusi hivatdsrol. (Ko-
zépiskolai délutin a diésgy6ri Kilidn Gyorgy gimna-
ziumban.) g

1953 marcius 18. Ankét matematikai tanitdsunk problémairol. (A
janudr 28-i Bede-eldadds nyoméan kialakult vita.)
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1953 marcius 19. Varga Tamds: A logikai gondolkodasra nevelés
a Szovjetunioban a matematikan keresztiil. (Pedagogus
el6adds.)

1953 marcius 19. Huszihy Ldszlo: A matematikus hivatasarol.
(Kozépiskolai délutan az 6zdi Jozsef Attila alt. gimna-
ziumban.)

1953 maércius 23. Vdgho Ildiko : Feladatmegoldasok. (Kozépiskolai
délutan a Kohéipari Technikumban.)

1953 marcius 25. Evva Leona: Az atmenet problémdja a matematika-
oktatdsban az &ltalanos iskola és a kozépiskola kozott.
(Pedagdgus eldadas.)

Haromnapos konferencia Sarospatakon a Kozoktatdsiigyi Miniszté-

rium, az Eotvos Lordand Fizikai Tarsulat, a Bolyai Tarsulat és a

Pedagogus Szakszervezet Teriileti Bizottsdganak rendezésében,

kozépiskolai tanarok szamara, a kovetkezG el6adasokkal :

1953 aprilis 19. Rényi Alfréd : Szakkorokben bemutathatd valdszi-
niségszamitasi kisérletekrol.

Gdspdr Gyula: A trigonometria alaptételeinek Ossze-
fliggése.
Szele Tibor: Szemléletes algebra.

1953 aprilis 20. Bemutaté tanitis és vita.

1953 aprilis 21. Marx Gyorgy: Az atommag szerkezete.

Szabo Ilona: Kozépiskolaban bemutathaté kisérletek a
radidaktivitasbol.

1953 aprilis 22. Nagy Sarolta: Szemléltetd eszkozok szerepe a
. szamtan tanitasaban. (Pedagdgus eléadas.)

1953 aprilis 29. Szele Tibor: A vektoralgebra alapjairol.

1953 majus 20. Lovass Nagy Viktor: Hovezetési problémak.

1953 november 4. Nikodémusz Antal : Matematikai feladatok meg-
oldasa.
Toth Sdndor: Bemutatdé kisérletek kémiabdl. (Kozép-
iskolai délutan.) .

1953 november 11. Evadnyito iilés. Borbély Samu: Megnyito. (A
tagozat programmija és a tovabbképzés szervezeti kérdései.)
Gdspdr Gyula: A szdmfogalom axiomatikus felépitése.
(Az eldadds a kozépiskolai tandrok tovabbképzéséhez
kapcsolddott.)

1953 december 9. Borbély Samu: A polinomok néhany gyakorlati
alkalmazdsa. (Az eldadas a kozépiskolai tanarok tovabb-
képzéséhez kapcsolddott.)
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A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat péesi tagozatanak
eldadasai

1953 februar 14. Kdrteszi Ferenc: A Bolyai- és Lobacsevszkij-féle
geometria. (Pedagégus elbadas.)
Tanari konferencia a Kozoktatdsiigyi Minisztériummal €s
az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulattal k6zos rendezésben,
a kovetkez6 eldadasokkal :

1953 februar 15. Kdrteszi Ferenc: Az inverziorol.

; Pdl LdszIo: A halmazelmélet elemei.
Jeges Kdroly: Egyszeriien osszedllithatd eldadasi kisér-
letek a fizikai optika korébdl.

1953 februar 16. Hodi Endre: Egyenletek kozelitd megoldasa.
Keszthelyi Lajos : Atommagreakciok.

1953 februar 17. Bemutatd tanitas és vita.

1953 februar 28. Schuszter Gyula : Koordinata transzformaciok.
(Kozépiskolai délutan.)

1953 marcius 6. Csaba Magdolna: A matematikus hivatdsarol.
(Kozépiskolai délutan.)
Boka Istvan: A matematikai modszerek jelentdsége a
miiszaki feladatok megoldasaban.

1953 marcius 26. Frey Tamds ismertetté Petrovszkij: Eldadasok a
kozonséges differencidlegyenletek elméletérdl c. konyvét.

1953 oktéber 28. Szdsz Gdbor: A fiiggvényekrbl. (Pedagogus el6-
adés.)

A Bolval Janos Matematikai Tarsulat veszprémi
tag.zatanak eloadasai

1953 februar 26. Berend Ivdn: A Bolyal——Lobacsevszku geometria
és a modern fizika.

1953 marcius 2. Dékdny Mihdlyné: Bolyai Janos elete és mun-
kassaga. (Kozépiskolai elbadds a veszprémi vegyipari
technikumban.)

1953 marcius 11. Szepesi Tibor: A szoviet matematikatanitas
modszere és eredményei. (Eldadas a keszthelyi gimna-
ziumban.)

1953 marcius 28. Galdnfi Ede: A matematikus hivatasarol. (El6-
adas a papai kozgazdasagi technikumban.)

1953 marcius 30. Somkuti Lajosné: Miért tanulunk matematikat?
(Elbadas a veszprémi all. alt. gimndziumban.)

1953 marcius 31. Fdy Ldszlo: Lobacsevszkij élete és munkéssaga.
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1953 aprilis 25. Roth Erzsébet: A matematikusi hivatasrél. (El6-
adas a keszthelyi gimnaziumban.)

1953 aprilis 29. Kdddr Imre: A szovjet matematikusokrol. (El6-
adas a keszthelyi gimnaziumban.)

1953 aprilis 23. Somkuti Lajosné: ,Cikloisokrol“. A kozdnséges
ciklois szdrmaztatisa. A ciklois evolvense is ciklois. A
ciklois a nehézségi erb tautokronja. A ciklois lejton jut
egy tomegpont legrovidebb id6 alatt adott A pontbol
B-be. Epi- és hipocikloisok szdrmaztatisa. — Egy
optikai tiinemény magyarazata. — Azon hipocikloisok
néhany érdekes sajatsiga, melyeket egy koron gordiilo
felényi, harmadrésznyi, ill. negyedrésznyi sugari kor
keriileti pontja ir le.

1953 oktéber 1. Fejes-Toth Ldszlé : Szabalyos alakzatok. Ismeret-
terjesztd eléadas a szabélyos testek-, csillagtestek-, test-
komplexumok (pl. Kepler stella octanguldja), valamint
ezek tobbdimenzids analogonjairdl.

1953 november 12. Varga Dezso: A linearis interpolacio.

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat egri tagozatanak
eloadasai

1953 januér 4. Kdrteszi Ferenc: Bolyai Jdnos geometridja. 1. Az
euklideszi axiémarendszer V. axiémdja. A parhuzamos-
sag V-tol fiiggetlen értelmezése. lzogondlis megfelelte-
tés, paraciklus, paraszféra. Abszolit sinus-tétel, a kor
keriilete, (x) explicit alakja, a haromszog teriilete. A
geometria €s a val6sag viszonya. A matematikai tér-
fogalom fejlédése. Az Appendix hatdsa és jelentGsége.
Kdrteszi Ferenc: A geometria tanitds modszere. A geo-
metria oktatdsa, a szemléletes rdvezetést6l a szigoru
bizonyitasig. A tablai rajz szerepe és jelentGsége.
Sztereometria és planimetria egyiitt-tartisa. Az tj anyag
bevezetésének helyes modjarél. Az alkalmazas és az e
téren tapasztalt formalizmus. Tanulségos feladatmegol-
dasok bemutatésa.

Pallés Emil : Bolyai Janos munkassdganak vilagnézeti
jelentosége. -

1953 marcis 17. Pallés Emil: A Szovjetunié matematikatanitisa a
felsboktatasban. (Elbadas a foiskolai hallgatok szamara.)

1953 marcius 9. Hartly Domokos: A matematikusi hivatasrol. (Ko- -
zépiskolai elbadds a hatvani vegyipari technikumban.)

12 Matematikai Lapok
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1953

1953
1953

1953

1953
1353
1953
1953

1953
1953

marcius 8. Pdszlor Istvdn ismertette P.-Sz. Alexandrov :
Bevezetés a halmazok és fiiggvények altaldnos elméle-
tébe c. konyvét. (Pedagogus elbadés.)

marcius 18. Balogh Viktoria: A matematikusi hivatasrol.
(Elbadas az egri tanitoképzOben.)

marcius 18. Darvas Andorné: Egyenlotlenségek. (Kozépisko-
lai el6adas.)

marcius 22. Pallés Emil: Matematika tanarok feladatai
a modszertan kérdésében. (El6adds a Pedagodgiai Fo6-
iskoldn.)

marcius 25. Pallés Emil: A matematikusi hivatasrol. (Kozép-
iskolai eldadas a Dobé Istvan alt. gimnaziumban.)

marcius 25. Rénai Kdlmdn : A matematikusi hivatasrol. (Ko-
zépiskolai eléadds a gyongyosi Alt. Gimndziumban.)

marcius 26. Darvas Andorné: A matematikusi hivatasrol.
(Elbadas az egri Szakérettségis Kollégiumban.)

marcius 30. Hartly Domokos: A matematikusi hivatasrol.
(Eldadas az Egri Kozgazdasagi Kozépiskolaban.)

oktober 30. Nagy Ferenc: A Bezout-tétel és alkalmazasai.

december 1. Kalmdr Ldszlo: Az analizis médszere. (El6adas
féiskolai hallgatok szdmara.)



HIREK

Januar 19-én folyt le az els6 két matematikus kandidatusi
disszertacio nyilvanos megvédése. Freud Géza , Tauber tipust téte-
lek maradéktaggal“ cimii kandidatusi értekezésének opponensei
Turdn Pdl akadémikus és Szdkefalvi-Nagy Béla a MTA lev. tagja
voltak. A bizottsdg elnoke Fejér Lipot akadémikus, tagjai: Alexits
Gyorgy, Egervary Jen6, Hajos Gyorgy, Riesz Frigyes akadémikusok,
Kalmar Laszl6, Varga Otté MTA lev. tag, Fejes Téth Laszlo, Péter
Rozsa a matematikai tudoméanyok doktorai és Aczél Janos, Feny®
Istvin a matematikai tudomanyok kandidatusai voltak. Freud Géza
aspiransvezetdje Rényi Alfréd volt.

A kandidatusi értekezés téziseit az alabbiakban kozoljiik :

A Tauber-tipusti tételek problémakore A. Tauber [1] klasz-
szikus tételétél nyerte nevét, amely szerint ha

(1)¥ lim > a.x"—A

s>1-0 n=0

ahol a baloldali sor |x|<1-re konvergal és

4 : )
(2)* — e

(2) a, O( oy

akkor az (1)* baloldalan all6 hatvanysor x-— 1-re is konvergal és
3)* >a.=A.

n=0

A. Tauber tételének tovabbfejlesztésével szazadunk elsé felé-
ben szamos neves matematikus foglalkozott, akik koziil G. H. Hardy
{2, J. E. Littlewood [3], E. Landau [4], J. Karamata [5] és N.
Wiener [6] nevét emlitjiik. Hardy és Littlewood tétele szerint (1)*-bol
mar akkor is kovetkezik (3)*, ha (2)* helyett az annal gyengébb

K
* _— =
“) Gu>——, n=1,2..:
feltételt kotjiik ki. A tételt késébb E. Landau [T] és Szdsz Otto [8]
altalanositottdk Laplace-Stieltjes transformaciéra, az alabbi modon :
Legyen s — 40 esetén

¢ ~§ aq A Ay ==
(5)* te *dz(t)~§ y=0

12%
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ahol 7(f) monoton nem csokkend fiiggvény és az (5)* baloldalan
allé integral s>0 esetén konvergal.
Akkor {— - co-re
Aty
6)* PG R L
( ) t ( ) r(,}, _}_ 1)

Ha pedig (¢) olyan [0, ~) minden véges részintervalluman kor-
latos ingadozast fiiggvény, amelyre

(Ty* lim "e»«fdrc(t):f A
$—+ )(j

ahol a baloldali integrdl s>O0-ra konvergdl és talalhaté olyan
[0: )-ben definialt #(f) fiiggvény, melyre #(0)—0

im 28
t-»o0 t

és L >0 alkalmas valasztasa mellett
t

(8)* y(t)— LB(t)+ | udv(u)

-nek monoton nem csokkend fiiggvénye, akkor a (7)* integral s =—0-ra
s konvergens ¢és értéke A.

A Tauber-tételek jelentdsége abban rejlik, hogy segitségiikkel
meg tudjuk hatarozni egy v (f) fiiggvény asszimptotikus viselkedé--
sét, ha az

(9)* 1(s) ol'e e (t)

generatorfiiggvény asszimptotikus magatartisat ismerjiik. A gene-
ratorfliggvény a valosziniiségszamitds €s az analitikus szamelmélet
szamos fontos problémajaban sokkal konnyebben hatérozhat6 meg,
mint az eredeti fiiggvény, amelybdl leszarmaztathato.

A hatarérték (ill. asszimptotika) meghatdrozdsa azonban csak
az elsO 1épés, és a matematika alkalmazasaiban sziikséges, hogy
azt maradéktag becsléssel egészitsiik ki. A maradéktag becslések
kérdését a matematika belsO fejlédése is felvetette, elsOsorban az
analitikus szamelmélet terén. A sorelmélet tjabb feladata napjaink-
ban, hogy a korabban csak a hatarérték létezésére kimondott téte-
leket hibabecslésekkel élesitse. A sorelmélet ezt a feladatat oldom
meg disszertdciomban a Tauber-tipusi tételek egy csoportjara. Ezzel
a kérdéssel foglalkozott télem fiiggetleniil A. G. Posztnyikov [9]
és J. Korevaar [10]. Az itt kozolt eredmények Posztnyikov és
Korevaar eredményénél pontosabbak és éltalanosabbak.
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Az eredmények attekintésének megkonnyitése céljabol azokat
eloszor specidlis esetre mondom ki :

I. tétel: Legyen x —1—0 esetén

) iax lﬁ—x - Ol(1—x)7) )oxo
ha inost :
(2) sn>—K et M A
akkor m=0,1, 2,.. .-re
@) (\(1——~) s, AX‘H‘O(Iogm“x)'

II. tétel: Teljesiiljon x —1—0 esetén (1)* és legyen
(4) a,>— K

n
akkor m=20, 1,2, ...-re

u ] )
®) | 2\(1—7 a A O(log’"“XJ

Jeloljiik o%-val az s, - Za,, sor N-edik k-adrendii Cesaro-

kozepét, vagyis legyen :

%
(k) (h=1) (k1) (k) Ssl)

(0)
) Sm Sh So Lk | Sn es Oy (:z+l¢j
: %

sn

Az I. tételbdl elemi becslésekkel levezethet("), hogy

(k)

) Py O( logk N )

és a Il tételb6l ugyancsak elemi becslésekkel :

(7) ‘ ()'(\/,) v A ']‘ O(W)
II1. tétel: Ha (1)* teljesiil és

(8) . Qn>—8, log n

n

ahol {¢,} pozitiv szamsorozat, akkor a 2'a, sor konvergal és hatar-
értéke A.
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J- Korevaar egy eredményébdl kovetkezik, hogy fenti tételek-
ben a maradéktag nagysagrendje nem javithato, ill. a IIl. tételben

(8) nem helyettesithet6 az a,,:O(I()%) feltétellel.

A tételek az altalanos esetben az alabbi médon hangzanak :

Ia. tétel: Legyen = (f) egy (O, co)-ben definidlt, monoton nem
fogy6 fiiggvény, melyre s —--0 esetén
- a K J—
) Je-ﬁ' de(t)— A L(:“—l) [14-O(R(s))]
0

ahol a baloldali integral s>0-ra. konvergens és R(s) monoton
novekedd fiiggvény, melyre ‘

(10) R(ks) <e®R(s), R=2.3

Ha most a> % és f(x) egy korlatos ingadozasu fiiggvény m-edik
integralfiiggvénye,* akkor j

(1 | fle e irda(y —

1

s A‘x“ [J(log 1/x)"' f(x)dx+0 g(log —R-(_}/T)—)H%]

0 :
Ez a becslés akkor is érvényes, ha 0<a<% és emellett f(x)-
egy alkalmasan valasztott (1—#, 1) intervallumban 1 exponensii
Lipschitz feltételnek tesz eleget.

Ila. tétel: =(¢) legyen (O, ~) minden véges részintervallu-
méban valés korlatos ingadozast fiiggvény és s— -0 esetén

(12) Jg:?"s‘dr(z‘) — A+ O{R(R(s)}

ahol a baloldali integrdl s>O0-ra konvergal és R(s) eleget tesz
ugyanazon feltételeknek, mint az la. tételben.

B(t) legyen olyan monoton nem csokkend fiiggvény, melyre
s —-+0-ra

@©

(13) J'e—wdﬂ(t) . , 14+ 0{R\(5))

* A fiiggvény klasszikus definiciéjanak itt k6zolt modositisa Szokefalvi-
Nagy Béla akadémikus opponensi véleményének figyelembevételével tortént.
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ahol
(14) Ri(s) — O{[R(I"}
Végiil az L >0 alland6é alkalmas valasztiasa mellett legyen

(15) 2(6) — LA@)+ | ud(u)

t-nek monoton nem csokkend fiiggvénye. Akkor x--oc esetén

(s i)

Fenti tétel levezetésére az aldbbi ujtipustt approximdciétételt hasz-
naljuk fel :

IV. tétel: f(x) legyen az [a, 0] intervallumban definialt, meg-
szamlalhat6 sok hely kivételével m-szer differencidlhaté fiiggvény

és f™ (x) legyen [a, b]-ben korlatos ingadozasu. Akkor talalhatok
olyan legfeljebb N-edfokti Py(x) és py(x) polinomok, melyekre

(16) J.(x—t)"'d'r(t)m A;‘Tm![l +0

(]7) px(x) €f(x) = P.V(X)
és

: dx e
(18) [P —px® T O] i

a

Ha fenti integralt -f(_._h__.vr ~ )(brr—r——a; helyett egy olyan (a, b) minden

x—a) (b—x

bels6 részintervallumban Kkorlatos w(x) sulyfiiggvénnyel képezziik,

amelynek valamelyik (vagy mindkét) végpont kornyezetében ennél

rohamosabban emelked® ¢rtékei vannak, akkor ugyanez a becslés

érvényes marad, hacsak f"”(x) a megfelelé végpont egy kis egy-

oldali kornyezetében 1 exponensii Lipschitz feltételnek tesz eleget.

Ez a tétel m-—0 esetén ugy értendd, hogy maga f(x) kor-

latos ingadozasu. A fételben a maradéktag nagysdgrendje nem
Javithato.

Amennyiben f"(x) (a, b)-ben 1 exponensii Lipschitz feltétel-
nek tesz eleget, (18) mar D. Jackson approximdciotételébdl kovet-
kezik. Az alkalmazasok soran azonban éppen olyan f(x) fiiggvénye-
ket kell valasztanunk, amelyekre f"(x)-nek elséfajii szakadasa van.

A IV. approximaciotétel nemcsak a fenti Tauber-tipust
tételekkel kapcsolatban jelentds, hanem az analizis mds teriiletein
is igen eredményesen alkalmazhat6. Segitségével a szakirodalomban
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ismertnél pontosabb hibabecslés adhato integraloknak Gauss—
Jacobi-féle mechanikus kvadrattira segitségével valé kozelitésére.
Ezenkiviil a szerz6 egy kordbban = megijelent dolgozatiban ortogo-
nalis polinomsorok konvergenciaelméletére alkalmazta. :

[1] A. Tauber : Ein Satz aus der Theorie der unendlichen Reihen.
Monatshefte fiir Math. und Phys. 8 (1897) 273—277. o.

[2] G. H. Hardy : Theorems relating on the summability and conver-
gence of slowly oscillating series. Proc. London Math. Soc. 9 (1910) 301—320. o.

[3] J. E. Littlewood: The converse of Abel's theorem on power series.
Proc. Londom Math. Soc. 9 (1911) 434—448 o.

[4] E. Landau : Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsdtze der
Herren Hardy und Axer. Prace matematyczno-fiziczne 2/ (1910) 97—177 o.

[5] J. Karamata : Uber die Hardy—Littlewoodsche Umkehrung des
Abelschen Stetigkeitssatzes. Math. Zeitschr. 32 (1930) 519—520 o.

[6] N. Wiener : Tauberian theorems. Annals of Math. 23 (1932) 1—100 o.

[7] E. Landau : Ein Konyergenzkriterium fiir Integrale. Sitzungsber.
Bayer. Akad. 1913. 416—467 o.

[8] O. Szdsz Verallgemeinerung und neuer Beweis einiger Sdtze Tauber-
scher Art. Sitzungsber. Bayer. Akad. 1929. 325—340 0.

[9] A.-T. locrauxos: Ocratouusiii wien B TayGeposoit Teopeme Xapim
u Jintraesyga. Joxaager AH. CCCP. 77 (1951) 193—196 o.
; [10] J. Korevaar. An estimate of the error in tauberian theorems for
power series. Duke Math. Journal. /8 (1951) 723—734 o.

FREUD GEZA 1953. APRILISIG! MEGJELENT
TUDOMANYOS MUNKAI :

G. Freud: Restglied eines Tauberschen Satzes, I. Acta Math. Ac. Sci.
Hung. 2 (1951) 299—308 o.

G. Freud: Uber die starke (C, 1) Summierbarkeit von orthogonalen
Polynomreihen. Acta Math. Ac. Sci. Hung. 3 (1952) 83—88 o.

G. Freud : Uber die Konvergenz orthogonaler Polynomreihen. Acta Math.
Ac. Sci. Hung. 3 (1952) 89—98 o.

G. Freud : Uber einen reihentheoretischen Satz von L. Fejér. Acta Math.
Ac. Sci. Hung. 3 (1952) 173—176 o.

Békéssy—Freud—Marx—Nagy: Elméleti Fizikai Feladatok. Egyetemi
tankonyv. Tankonyvkiadd, Budapest, 1951.

Freud Géza : Kétkomponensii, idedlis gizelegy eloszlasa centrifugalis
erbtérben. Alkalmazott Matematikai Intézet Kozleményei 1 (1952) 365—367 o.

Aratéo Mdtyds—Freud Géza: Modositott egycentrumit kdlesonhatasi integ-
ralok szamitasa. Ugyanott, 369—375 o.

Freud Géza:* Parhuzamos elektromos vezeték magneses terének szami-
tasarol. Ugyanott, 377—387 o.

Freud Géza : A statisztikus atommodell kinetikus energia korrekciojarol.
Ugyanott, 389—391 o.

G. Freud : Uber die Mehrensteinsche Berechnung des H,-Molekiils. Acta
Phys. Ac. Sci. Hung. 1 (1952) 325—328 o.

A tézisek ismertetése, az opponensi vélemények elhangzasa
és a vita utdn a bizottsdg egyhangtilag javasolta a Tudomanyos
Min6sité Bizottsdgnak, hogy Freud Gézat nyilvanitsa a matematikai
tudoményok kandidatusava.

1 A disszertacié benyijtasaig.
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Ezutan keriilt sor Tandori Karoly ,Ortogonalis polinom-
sorok Cesaro-szummaciéja“ cimii kandidatusi értekezésének meg-
védésére. Az értekezés opponensei Turdn Pal akadémikus és Szoke-
falvi-Nagy Béla a MTA lev. tagja voltak.

A biralobizottsag elndke: Riesz Frigyes akadémikus, tagjai :
Alexits Gyorgy és Fejér Lipot akadémikusok, Rényi Alfréd és
Kalmar Laszl6 MTA lev. tagok, Péter Rézsa a matematikai tudo-
méanyok doktora, Aczél Janos és Csaszar Akos a matematikai tudo-
manyok kandidatusai voltak. Tandori Karoly aspirans vezettije
Alexits Gyorgy volt.

A kandidatusi értekezés téziseit az alabbiakban kozoljik :

A matematikai analizisben a kiilonboz6 ortogonalis sorfejtések -
koziill a Fourier-féle sorok mellett az ortogondlis polinomok szerinti
kifejtések azok, amelyeknél az elballitis kérdését részletesebben
vizsgéiltak. Ennek az ortogonalis polinomsorok széleskorii alkalma-
zasa mellett még tovabbi két oka van. Egyrészt ugyanis a klasszikus
polinomokra — értve alattuk a Jacobi-, Laguerre- és Hermite-
polinomokat — szamos jol kezelhetd eldallitds, éles nagysagrendi
becslés és aszimptotikus eldéllitas ismeretes, masrészt a Christoffel—
Darboux-féle formula felhasznaldsaval a részletosszegek magjat
el6 lehet allitani zart alakban, ami az altalanos ortogonalis polinomok
szerinti  kifejezések konvergencidjanak a részletesebb vizsgalatat
teszi lehetové.

Minthogy az ortogonalis polinomok szerinti kifejezések — ugyan-
gy, mint a Fourier-sorokndl — még a sorbafejtett fiiggvény foly-
tonossaga mellett is divergdlhatnak, ezért természetes modon fel-
meriil az ortogonalis polinomok szerinti kifejezések szummélhato-
saganak a kérdése. Az els6 ezzel kapcsolatos eredményt 1908-ban
Fejér Lipot érte el, aki bebizonyitotta, hogy abszoltt integralhatod
fiiggvény Laplace-sora és igy Legendre-sora is a fiiggvény minden
folytonossagi pontjdban (C, 2)-szummalhat6. Azdta - sokan foglal-
koztak a klasszikus polinomok szerinti kifejtések Cesaro-szummal-
hatésdgaval és erre vonatkozoan igen sok, éles eredmény ismeretes.

A klasszikus polinomokkal szemben az dltalanos ortogondlis
polinomok szerinti kifejtések szummalhatésagara vonatkozo ered-
mény nagyon kevés van. Ennek f6 oka az, hogy a szummadcié mag-
jaira nem ismeretes a Christoffel—Darboux-féle formuldhoz hasonld,
zart eldallités.

Kandidatusi dolgozatom altaldnos ortogonalis polinomok sze-
rinti kifejtések (C, e >0)-szummaciojaval foglalkozik. Kiindulasul
az az észrevétel szolgal, hogy — mig a szummadcié magjai zart
formuldjanak hidnyaban a Cesaro-szummalhatosag kozvetleniil nem
vizsgalhaté — a Hardy és Littlewood éltal Fourier-sorokra bebi-
zonyitott er6s szummacios tételek atvihetok, a polinomrendszerre
tett korlatossagi feltevések mellett, dltalanos ortogondlis polinomok
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szerinti_kifejtésekre is. Ez az altalanositas azért lehetséges, mert
ezeknek a tételeknek a bizonyitdsanal nincs sziikség a szummacio
magjara, pusztan a részletosszegek magjanak bizonyos tulajdonsa-
gabol kovetkezik a (C, «>0)-szummalhatésag. A szummalhatosag-
bol ismert modszerrel kovetkeztetni lehet a szumméacié Lebesgue-
fiiggvényeinek egyenletes korlatossagdra, ami mar a (C, «>0)-
szummacié kozvetlen vizsgdlatat is lehetové teszi.

Legyen {p.(x)} az {a, b] alapintervallumon a w(x) sulyfiigg-
vényre vonatkozéan ortonormalt polinomrendszer. Tegyiik fel, hogy
[a, b]-n majdnem mindeniitt w(x)>0. Jeloljik Ly-vel (p=1) azok-
nak a fiiggvényeknek az osztalyat, amelyekre

b

. |F)["w(x)dx < oe.

Jelolje tovabba s,(f;x) az f(x) fiiggvénynek a {p.(x)} rendszer
szerinti kifejtése »-edik részletosszegét.

Definiciék. Ha a p.(x) polinomok egy [c,d] (a=c<d=0b)
részintervallumon egyenletesen korldtosak, akkor azt mondjuk, hogy
a polinomrendszer a [c,d] intervallumon eleget tesz az A feltételnek.

Ha a polinomok a [c, d] intervallumon egyenletesen korldtosak
és ezen a szakaszon a w(x) sulyfiiggvény lényegében korldtos,
akkor azt mondjuk, hogy a polinomrendszer a |c,d| intervallumon
eleget tesz a B feltételnek.

I. tétel: Legyen f(x) ¢ L. a) Ha a {p.(x)} polinomrendszer
a [c, d] intervallumon eleget tesz az A feltételnek, akkor [c,d]-n
majdnem mindeniitt

P R S e
(1) lim —— %)[sv(f,X)——f(X)] =0.

(1) fenndll minden olyan x&(c, d) pontban, amelyre

n‘;[f (xt7)—f (X)]Zﬁ'(x +v)dv=o(h).

Ha ¢ — a, illetve d= b, akkor (1) az x = a, illetve az x — b pont-
ban is fenndll, feltéve, hogy

| 1f@+»)—f@Pwa+»ydr —o(h).

illetve

LA @— 1) —£@O)w(o—r)dv = o(h).
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b) Ha a polinomrendszer a |c, d] részintervallumon eleget tesz
a B feltételnek, akkor (1) teljesiil minden olyan x & (c,d) pontban,
amelyben f(x) folytonos. Ha f(x) egy (¢, d;)c [c, d] intervallumon
Jfolytonos, akkor (1) bdrmely [c,+ 0,d,—J] (>0) intervallumon
egyenletesen fenndll.

Kovetkezmény. Ha a polinomrendszer, barmely belsé [c, d}
részintervallumon eleget tesz az A, illetve a B feltételnek, akkor (1)
[a, b]-n majdnem mindeniitt teljesiil, illetve ha a fiiggvény (a, b)-n
folytonos, akkor (1) bdrmely [a-0,b—0d] (0>0) intervallumon
egyenletesen fenndll.

IL. tétel: Legyen 1<p =2, a=c,<d,= bés tegyiik fel, hogy
(2 412 [‘»,
_‘f2(x)w(x)dx < oo, ’ [fG) P w(x)dx < oo, | FX)w(x)dx < oc.
a Cy dy
a) Ha a {p,(x)} polinomrendszer a [c,d] (a=c=c<dy=d=D)
részintervallumon eleget fesz az A feltételnek, akkor bdarmely pozitiv
r szdmra |[c, d]-n majdnem mindeniitt :

@ lim e 35, (1) —f@)[ = 0.

"o

(2) fenndll minden olyan x&(c,d) pontban, amelyre

(3) OJ. lf(x +2)—f(x)'w(x +»)dv = o(h).

Ha c=a, illetve d — b, akkor (2) az x-—a, illetve x = b pontban
is fenndll, feltéve, hogy

h

(4a) ';I' fla-+»)—f@] w(a-+v)dr — o(h),
illetve
(4b) J1f6—»)—F ) w(B—r)dr — o(h).

b) Ha a polinomrendszer a (e, d] intervallumon eleget tesz a B
Jeltételnek, akkor (2) minden olyan x & (c, d) pontban teljesiil, amely-
ben f(x) folytonos. Ha f(x) egy (c¢,d\)<|c, d] részintervallumon
folytonos, akkor (2) bdrmely |[c,+ 0,d,—0] (0>>0) intervallumon
egyenletesen fenndall.

Kévetkezmények. Ha a polinomrendszer bdrmely belsé |c, d]

részintervallumon eleget tesz az A feltételnek és f(x)eL., akkor (2)
la, b]-n majdnem mindeniitt teljesiil. Ha a polinomrendszer a teljes

[a, b] alapintervallumon egyenletesen korldtos és f(x)eLi, (p>1),



180

akkor (2) [a, b]-n majdnem mindeniitt teljesiil. Ha a polinomrend-
szer bdrmely belso részintervallumon eleget tesz a B feltételnek és
f(x) folytonos (a, b)-n, akkor (2) bdrmely |a -0, b—0] (d>0) inter-
vallumon egyenletesen fenndll.

A 1l. tétel az I. tétel altalanositasa. A 1l. tételb6l sorelméleti
eszkozokkel adodik a

II1. tétel: Tegyiik fel, hogy az f(x) fiiggvényre teljesiilnek a
I1. tétel feltevései. a) Ha a polinomrendszer a |c,d| részintervallu-
mon eleget tesz az A feltételnek, akkor bdrmely «>0, r>0 mellett
le, d]l-n majdnem mindeniitt
5 5 1 ﬁ, - r @ ntee
G lim — AT (OO =0 (AT=("1).

7.~» Q0 n v

(5) fenndll minden olyan x& (c,d) pontban, amelyre (3) teljesiil.
Ha ¢ =a, illetve d=b, akkor (5) az x=a, illetve x-=0b pontban
is fenndll, feltéve, hogy a megfelelé (4) feltétel teljesiil.

b) Ha a polinomrendszer a |c, d] intervallumon eleget ftesz a
B feltételnek, akkor (5) minden olyan x& (c,d) pontban fteljesiil,
amelyben f(x) folytonos. Ha f(x) egy (c,, d,) < [c, d] részintervallu-
mon folytonos, akkor (5) bdrmely [c,- 0, d,] (0>0) részintervallu-
mon egyenletesen fenndll.

Kovetkezmény. Legyen f(x) az [a, b] alapintervallumon foly-
tonos. Ha a polinomrendszer a |[c, d] részintervallumon eleget tesz a
B feltételnek, akkor bdrmely [c--0,d—0] (0>0) részintervallumon

(6 on (f3x) => f(x) («>0),
ahol o, (f;x) az f(x) fiiggvény kifejtésének az n-edik (C, ) kizepe :

o (f3) = —Z AL s (%)
n p=0
Ha a polinomrendszer minden belso |[c, d] részintervallumon eleget
tesz a B feltételnek, akkor (6) bdrmely |a-0, b—0] (0>0) rész-
intervallumon fenndll.
Ebb6l a kovetkezménybdl adddik a

IV. tétel: Ha a polinomrendszer a |[c,d] részintervallumon
eleget tesz a B feltételnek, akkor a (C, « >0)-szummdcio Lebesgue-
fiiggvényei bdrmely [c+-0,d—0] (0>0) szakaszon egyenletesen
korldtosak :

0 L,,(x)~” =3 Zpk(x)pk(t)%‘w(t)df:--—O(l).

n =0 k=0
o
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Ha a polinomrendszer minden belsé részintervallumon eleget
tesz a B feltételnek, akkor (T) bdrmely [a -0, b— ] (0 >0) részinter-
vallumon egyenletesen fteljesiil. ‘

V. tétel: Legyen a=c<d=0b és az f(x) fiiggvényrdl tegyiik
fel, hogy

[PewEdx< o, _.‘.If(x)]w(x)dx<x, [ PEwxydx <.

Ha a polinomrendszer a |[c,d] részintervallumon eleget tesz a B
Jeltételnek, akkor minden olyan xs(c,d) pontban, amelyben f(x)
Jfolytonos,

on (f;x) —> f(x). (e >0).

Ha f(x) egy (¢, d)) e, d] részintervallumon folytonos, akkor ez
bdrmely [c,~ 0, d,— 0] (0>0) szakaszon egyenletesen fennall.

Ha példdul a polinomrendszer a teljes [a, b] alapintervallumon
egyenletesen korldtos és w(x) [a, b] minden belsé részintervallumdn
lényegében Korldtos, akkor bdrmely L.-beli f(x) fiiggvény kifejtése
az alapintervallumnak minden olyan belsé pontjaban (C,a>0)-
szummdlhato, amelyben f(x) folytonos.

A fenti tételek bizonyitasanal a kovetkez6 lemmakat hasz-
nalom fel:

1. lemma. Legyen {¢,(x)} a w(x) sulyfiiggvényre vonatko-
zoan ortonormdlt fliggvényrendszer, vagyis legyen
: ;

0, ha n==m,

} Pu(X) P (X)W (x)dx = o Ly

Tegyiik fel tovdbbd, hogy egy |c, d] (a = c <d = b) részintervallumon
a @.(x) fiiggvények egyenletesen korldtosak: |¢.(x)|=M (n—
=0,1,2,...). Ha az #(x) fiiggvény a [c, d] szakaszon kiviil 0-val
egyenlo és

Jr@rv@ax<~  (1<p=2)

akkor

d

32 !quw =M*© ; lvlf(x)]"w(x)dx {1

=0 .
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ahol +—=1 65

S -

&
q
&= [f@e@wEds  #=0,1,2,...).

2. lemma. Legyen {s,) tetszbleges szdmsorozat. Ha minden
. pozitlv o-ra

.k 1 < s
(8) ”121; ﬂ_-l. 'l;-'-(() 181' e l S O,
akkor bdrmely e« >0, r>0 mellett
. 1 ““l a-1 Ita
9) . lim— A s, —s[ =0.

"> 0o n v=0

Ha s, és s paramétertol fiiggnek és (8) egyenletesen teljesiil, akkor
(9) is egyenletesen fenndll.

A fenti tételek altalanosithatok egy de(x) eloszlasra vonat-
kozoan ortogonalis polinomok szerinti kifejtésekre is, ha «(x) az
[a, b] alapintervallumon értelmezett, korlatos, nem csokkend fligg-
vény, amelynek végtelen sok novekedési pontja van és a p.(x)
polinomok az

\0, ha n==m,
LR n==m

b

[pm (xX)p.(x)de(x) —
ortogonalitasi relaciokkal vannak meghatarozva. Példaul a IIL. tétel
megfeleldje a kovetkezo:

Jeliljiik E-vel az [a, b] alapintervallum olyan x pontjainak a
halmazdt, amelyekben «(x) differencidlhato és a differencidlhdnya-
dosa véges. Legyen a=c,<d,=b és p>1. Tegyiik fel, hogy az f(x)
fliggvényre .

Ca

dy ¥ b

[Pde) <, [If@lde@<=, |FE)deE)<s.

a vy d,

Ha a [c,d] (@a=c=c<d,=d=0b) részintervallumon a {p.(x)}
polinomrendszer eleget tesz az A feltételnek, akkor bdrmely «>0,
r>0 mellett az Ela, b] halmazon e-majdnem mindeniitt

@

n w=0

(10) fim 21 N A Ls (F3X)— @ =0.
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(10) teljesiil minden olyan xs(c, d) pontban, amelyre

h

JIfa+ ) —f @) de+v) = o(h). -
0
Ha c¢=a, illetve d=—0b, akkor (10) az x—a, illetve x—b pont-
ban is fenndll, feltéve, hogy

illetve :
dl'lf(b— 1) —f(b)| de(b—r) — o(h).

Ha [c, d|-n majdnem mindeniitt «'(x)>0, akkor (10) [¢, d]-n majd-
nem mindeniiit érvényes. ‘

Ha a polinomrendszer a [c,d] részintervallumon eleget fesz a
B feltételnek és a [c, d] szakaszon «(x) = Lip 1 tovdbbd majdnem
mindeniitt «'(x)>0, akkor (10) minden olyan x&(c,d) pontban
teljesiil, amelyben f(x) folytonos. Ha f(x) egy (¢, d\)D]c, d] sza-
kaszon folytonos, akkor (10) bdrmely [c,+ 0, d,— 0] (0>0) szaka-
szon egyenletesen fenndll.

Ennél az altalanositasnal felhaszndlom az 1. lemma megfele-
16jét és a kovetkez6 lemmat :

Ha f(x)sLi(p=1), akkor az E halmazon «-majdnem min-
deniitt

|17+ my—fCo de(x + 1) = o(h).

A tézisek ismertetése, az opponensi vélemények elhangzisa
és a vita utdn a bizottsag egyhangtilag javasoita a Tudomanyos
Mindsitd Bizottsdgnak, hogy Tandori Karolyt nyilvanitsa a mate-
matikai tudomanyok kandidatusava. '

*
#* *

A Magyar Tudoméanyos Akadémia IIl. Osztalya marcius 2-an
ankétot tartott az Akadémia matematikai konyvkiadasinak eddigi
eredményeir6l €s jovo feladatairél. Vitavezeté Alexits Gyorgy r. tag
volt, bevezetd eldadast Szokefalvi-Nagy Béla lev. tag tartott. Az
ankét vitajat és hatdrozatait az Osztalykozlemények IV. 2. szama
ismertette. :

*
* *
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A Magyar Tudomanyos Akadémia és a Kossuth Lajos Tudo-
manyegyetem 1954 marcius 26—27-én Debrecenben akadémiai
napokat rendezett. Az akadémiai napokon a Nyelv- és Irodalom
Tudomanyok, a Térsadalmi- Torténeti Tudomanyok €s a Matema-
tikai és Fizikai Tudoméanyok Osztalydnak munkaéjarol és feladatai-
r6l hangzott el beszamolo.

Az akadémiai napokon a kovetkez6 matematikai el6adasokat
tartottak :

Rényi Alfréd és Gyires Béla:

Egy matrixokra vonatkozo fliggvényegyenletrél.

Szdkefalvi-Nagy Béla :

Konvex testek parallel eltolasa.

Varga Oftto és Aczél Jdnos:

A Cayley—KlIein-féle tavolsagi képletek levezetése a geomet-
riat meghatarozé csoporttulajdonsagokbol. -

Rényi Alfréd bemutatta Gyires Béla:

A valosziniiségszamitds hatareloszlas-tételének altalanositasa
c. dolgozatat.



Liceri BiLa:

A magyar matematika torténete a XVIII. szazad végéig
A matematikai szakkorok szamara. Tankonyvkiado 41 oldal

SzENAssy Barna:

Vazlatok a magyar matematika ajkori torténetébol
A matematikai szakkorok szamara. Tankonyvkiado 68 oldal

. A két felsorolt fiizettel a Tankonyvkiado kellemes olvasmannyal lepi meg
a matematikat kedveld kozépiskolai tanuld ifjusagot, mely réviikon szdérakozva
ismerheti meg a magyar matematika maltjat. A malt természetesen nem éri el
a fényes jelent, de szégyenkezniink sem kell miatta. Ha az elmult szdzadokban
nem fejlesztettiik tovdbb a tudomanyt, ennek mindkét fiizetben megtalaljuk az
okat gazdasagi és altalanos kulturdlis elmaradottsagunkban. Mindkét fiizet
kimeritben ismerteti a kor tarsadalmi mozgalmait, amelyek, amint ma mar
eléggé tudjuk, a matematika fejlodését is oly Iényedesen ~befolyasoljdk. Csak-
ugyan, amint a hazai gazdasagi életnek és a kifejlodé kapitalizmusnak sziik-
sége volt a matematikara, boven jelentkeztek kivalo elmék a sziikséglet kielé-
itésére. Referenset a matematika torténetének tanulmanyozasa ravezette annak
elismerésére, hogy ahol a kozviszonyok (allam, maganpartolas stb.) lehetévé
teszik a kultira kifejlodését, ahol tehat a tuddsok, miivészek megkapjak a 1ét-
fenntartasukhoz sziikséges eszkozoket és ahol megbecsiilik ¢ket, ott nyomban
akadnak tudosok. Epigrammatikusan igy mondhatnam: & tehetség gyakoribb a
mecénasnal.

Ligeti konyve a honfoglalas koratol vezet el a 18. szazad végéig, Siros
Palig, mai tudomasunk szerint a legrégibb matematikusunkig, aki valoban {j
felfedezésekkel gyarapitotta a tudomanyt. Ligeti nem érezteti Sipos tragédiajat
a magyar ugaron, akinek elsé felfedezése joforman az utolso is, de eléggé
kiemelte ezt Jeurrar Jozsef disszertaci6jaban és a legutdbbi idékben referens a
Kozépiskolai Matematikai Lapokban ,Képek a magyar matematika muiltjabol,
L. Az attorok“ cimen a mult évben megjelent cikkeben. Ligeti fiizetének elsd
része Matyas kirdly haldldig terjed, ebbél az olvasé szemléletesen megtanulja,
mily primitiv kezdetekbdl fejlodott ki a legelemibb szamtan is mai fokaig.
Részletesen, példin mutatja be a kezdetleges ,szamvetési médokat (a sz6
eredetét is megmagyarazza) az ujjakkal valé szamolast és az abakuszt. Ebben
taldn nem minden olvasdja fogja kovetni.

A 1L fejezet a 16. szazad elejét6l a 18. szazad végéig terjedd haromszaz
év torténetét adja el6 igen vonzoan. Kezdi természetesen Magyarorszagi Gyorgy
mester 1499-bol valé Aritmetikajaval, majd részletesebben tér ki az elsé
magyar nyelvii szimtankonyvre, az . n. Debreceni Aritmetikdra 1577-b6l. Ezutéan
Apaczai Csert Janos Enciklopédiajat (1653) ismerteti matematikai szempontbol.
Austep szintén gyulafehérvari tanar matematikai enciklopédiajat, melyet pedig

13 Matematikai Lapok
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Lemniz is dicsér, nem emliti. Igaz viszont, hogy szerzéje kiilfoldi szarmazasti,
bar miive részben Magyarorszagon keletkezett. Menydi Torva; Ferenc gyon-
gyosi iskolamester 1675-ben megjelent Aritmetikaja €s Onapi Janos Aritmeti-
kajanak (1693) ismertetése utan attér MaroTar Gyorgy 1743-ban megjelent

hires ,Arithmetica“-jara, melyet érdeme szerint méltat. Felemliti, hogy %

helyett csak 1.5-et vesz. Pedig mér a 17. szdzadban SriNnoza nem gydzi ezért
eléggé ginyolni a zsidok tudatlansdgat, mert a biblidban ez az érték all Sala-
mon temploma leirdsanal. Mindegyik targyalt konyvbol szdszerinti példakkal
élénkiti eldadasat. Allandéan figyelemmel van az illeté kor tanitasi gyakorlatara.

A kovetkezd fejezet a trigonometria hazai Ostorténetét mutatja be, foleg
Sirkozi Pal ismert monografiaja alapjan. A magyar szerzokt6l eredo legrégibb
trigonometria 1694-bol valo. Itt talalkozunk a ,,tudés professzor Harvanval® is,
aki sok egyéb tevékenysége mellett Debrecen foldrajzi szélességét is meg-
hatarozta. Megemlékezik Mako “Palrol a tudds jezsuitar6l, majd részletesen
kitér Duconics Andras matematikai munkassagara, amelyhez a matematikai
miinyelv megmagyarositasa is tartozik. Oly mindennap hasznalt szavak, mint
egyenlet, gobmb, derékszog, henger, gyok, stb. Dugonicstdl szarmaznak. Termé-
szetesen Digonics miiveibdl is ad szemelvényeket. Sipos Pal és CsernAk Laszl6
méltatasa zarja le a hasznos fiizetet. :

Ahol Ligeti abbahagyja, ott folytatja az elbeszélést SzinAssy fiizete. Szé-
nassy fiizete terjedelmesebb Ligetiénél, holott cimében a ,Vazlatok“ sz6 sze-
rénykedik. Ez persze nem meglepd, hisz ez a fiizet mar abba a korba vezet
el, amelyben Magyarorszag valosagos nagyhatalom a matematika teriiletén és
a szerzonek az okozhatott gondot, mit valogasson ki az 6ridsi anyagbdl, mi
lehet az, ami a kozépiskolai tanulé érdeklddését is lekoti és amit a tanuld
megérthet. Ebben a korban a jelentékenyebb matematikusok méar — részben
igen fontos — uj felfedezésekkel gyarapitottak tudasunk kincseit és ezek bizony
altalaban messze tilhaladjak a matematika elemeit. Mert igaz ugyan, hogy a
matematika a legegyszeriibb dolgokkal foglalkozik a vildgon, ahogy ENGELs
mondja a mennyiségi és alaki viszonyokkal, de ezek lancként szorosan odssze-
fonodnak, tehat csak az érthet meg egy matematikai allitast, aki Osszes eloz-
ményeit, a bizonyitdsban felhasznalt tételeket is ismeri. Igen nehéz dolog tehat
matematikat népszerfisiteni. Szerzonk ezt a feladatot igen jol oldotta meg.
Sikeréhez hozzajarult, hogy ahol valamely mesteri osszeallitas allt rendelke-
zésére (pl. Konic Gyula némely eredményének Kurscrik-féle ismertetése) azt
habozas nélkiil felhasznalta.

Tekintsiik tehat roviden at a konyvben targyalt gazdag anyagot. Mindenek-
elott kiemeljiikk, hogy a matematikat sohasem tekinti légiires térbdl vagy
a hirhedt elefantcsonttoronybél, hanem mindig a tarsadalmi, pontosabban az
ipari fejlédés fiiggvényekép mutatja be. A magyar matematika felvirdgzasat az
1782-ben alapitott Gyakorlati geometriai és viztani intézettel (mondjuk mégnok-
képzO) hozza kapcsolatba, melynek végzett novendékei munkajuk kézben mate-
matikai feladatokkal talaltak magukat szemben. Ez eléggé plauzibilis, mindenki
tudja, mennyire elorelenditette a matematikat az Ecole Polytechnique alapitdsa
a francia forradalomban. A régi magyar matematikusok majdnem valamennyien
mérnokok voltak — koztiik a vilaghirre vergddott, késébb méitatlanul elfelejtett
PetzvaL Jozsef is. Petzvallal szerzonk nem foglalkozik. Referens ezt azért saj-
nalja, mert oly kivalo szerzd, mint Gegenbauer, Petzval utéda a bécsi egyete-
men ,Ein vergessener Osterreicher cimen ir rdla, pedig Petzval J6zsef nem
tagadta meg magyar voltat.

A 2. igen érdekes fejezet Bolyai Farkasr6l szol. Ennek  tartalmabdl
kiemeljiik azt a megallapitasat, hogy Borvar Farkas mar felemelkedett a fiigg-
vényfogalom ma szokasos definiciojaig, mely szerint fiiggvénynek tekintendd
minden olyan Osszefiiggés, mely idoben és térben elképzelhetd, attol fiigget-



187

leniil, hogy az Osszefiiggést képletileg eld tudjuk allitani vagy sem.Ugyancsak
meg tudjuk beldle, hogy a miiveleti szabalyok megtartisanak elve, az . n.
»HankeL-féle permanencia elv® mint a szamfogalom kibdvitésének vezérgondo-
lata mar Bolyai Farkasnal megtalalhat6. A 3. fejezet Boryar Janossal foglal-
kozik oly médon, hogy a kozépiskolai tanul6 is megértheti beldle munkassa-
ganak lényegét és megérzi Bolyai rendkiviili nagysagat.

A 4. fejezet a Bolyaiak utani akadémikusokkal foglalkozik, ezek gyenge
matematikusok, produkciéjuk jéforman szora sem érdemes, de Vesta mar meg-
gytijtott tiizét még sem engedték kialudni. Megtudjuk a konyvbél, hogy legna-
gyobb résziik az onkényuralom diihének éaldozata, akinek nem sikeriilt kiil-
foldre menekiilnie, hosszabb-rovidebb bortonbiintetést szenvedett. De a nagy
magyar matematikusok kora mar kozeledik. Kezdetben persze kevesen vannak.
Az 5. fejezet Hunvapr Jendrol, a maga koraban elismert legrégibb magyar mate-
matikusrél szél, a 6. fejezet pedig Koénic Gyula — a Bovrvar Janos és Fejer
Lip6t kozé esé kor legnagyobb magyar matematikusa — miikodését ismerteti
Kiirschak igen talalo jellemzésének felhasznalasaval. A 7. fejezet a kozelmiltba
vezet, a szazadfordul6 magyar matematikusai kozott mar vilagszerte elismert
nagy neveket talalunk. A kiilfoldre tavozott matematikusok koziil tordlni kell
Dienes Valéria nevét, aki csakhamar visszatért, de matematikai produkcidjat
abbahagyta ; referens nézete szerint fel kellett volna sorolni WaLp Abrahdm
nevét, mert nem mindenki tudja, hogy ez a nagy matematikus magyar. ALexits
Gyorgy professzor, Tarsulatunk elnoke mondja, hogy mikor MENGER profesz-
szorhoz Bécsbe keriilt, ott egy fiatal ember, Wald magyarul szdlitotta meg.
Alexits csodéalkozasara Wald azt valaszolta, hiszen csakis magyarul tudja
magat pontosan kifejezni.

A 8. fejezet KurscuAk J6zsefrdl szol és kiemeli Kiirschak kapcsolatait a
kozépiskolai matematikaval. A 9. fejezet a magyar matematika jelenéhez vezet
el. A 10. fejezet végiil néhany magyar matemaiikai eredményt és bizonyitast
mutat be.

Az igen jol megirt konyvet néhany — valljuk be, elég gyenge Kkivitelii
— kép is disziti.

Nem hagyhat6 azonban sz6 nélkiil néhany hiba, mely a kiilonben igen
‘érdemes konyvecskében eldfordul. A legstilyosabbak a 9. és 10. lapon talalhatok.
LecenDRE tételébol, hogy #2 irracionalis, még az sem kovetkezik, hogy # nem tehet
eleget egész egyiitthatés masodfoki egyenletnek. 1 - |2 négyzete is irracionalis,
mégis kielégiti az x2—2x—1-—0 masodfoki egyenletet. Az sem igaz, hogy
korzével és vonalzoval legfoljebb! masodfokii algebrai egyenlet gyoke szer-

kesztheté meg. V14 V2 —V2—13 kényelmesen megszerkeszthetd korzovel
¢s vonalzdval, holott csak 8-ad fokii egyenletet elégit ki. Elég kiilonben a sza-
balyos 17 szog szerkeszthetoségére gondolnunk, hogy belassuk, miszerint ez
az allitas hamis. A korzoével és vonalzoval valé megszerkeszthetoségre a valaszt
a Garois-féle elmélet adja meg, nevezetesen Galois fételének kovetkezképp
specializalt esete:2 Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy valamely irre-
ducibilis egyenlet négyzetgyokikkel megoldhato legyen, az, hogy az egyenlet
fokszdma 2 valamely hatvinya legyen és, hogy Galois csoportjdanak index
sorozata csupa 2-esbdl dlljon.

Ezt a hibat egy potlé betétlappal helyesbiteni kellene.

A 9. lapon foglalt azon megallapitas, hogy ,Geometriailag megszerkeszt-
hetének ... akkor neveziink egy feladatot; ha az egy! korzd és egy vonalzd
igénybevételével ... elvégezheto®, értelmetlen, mert hisz akarhany korzovel és

L A kiemelés szerzonktdl szarmazik. A téves allitis a 9. és a 10. lapon
is megvan.

2 Ld. pl. Perron:  Algebra 11., 2. kiadads, 1933. p. 194., Satz 96., vagy
pl. H. LeBesaue: Legons sur les constructions géométrigues 1950., p. 160.
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akarhany vonalzoval is csak olyan szerkesztéseket végezhetiink, mint egyetlen-
eggyel. Az elemi geometria szerkesztdo eszkozei koziil ez — legalabb régeb-
ben — a derékszogre allt, mi6ta L. megmutatta, hogy két derékszoggel min-
den harmad- és negyedfoki feladat precizen megszerkeszthet6, ma mar ez a
derékszognél is folosleges, mert referens3 ' 1933-ban ezeket a szerkesztéseket
egyetlen derékszoggel hajtotta végre.

A Govrpsach-tétel idézése sem helyes (66. lap). Goldbach Eulerrel kozolt
sejtése az, hogy minden pdros szam két primszdm 0Osszege, amire EULER vala-
szolta, hogy az allitds helyessége esetén nyomban be 'lehet bizonyitani, hogy
minden paratlan szam harom primszam osszege. Forditva nem ily egyszerii a
dolog, hiszen Vinogradov bebizonyitotta, hogy minden elég nagy paratlan szdm
3 primszam ©sszege, de paros szamokra az analog tétel ma sincs igazolva. Csak
annyi van bebizonyitva, hogy majdnem minden paros szam két primszam Osszege
(Van der Corput, HeiLBRONN, Csupakov, ESTERMANN), de ezt sem VINOGRADOV
eredményébdl, csak Vinogradov modszerével kaptak. Az, hogy minden elég nagy
paros szam négy primszam Osszege a Vinogradov—Goldbach tétel szinte trivi-
alis kovetkezmenye.

Merész allitas, hogy ,a harmadfoki egyenlet megoldasa N. TarracLia
érdeme“. A megold6 formulat 6 kozolte Carpanoval, de ScipioNeE dal FERRONE
talalta, a modern Kkritika kétségbe vonja Tartaglia barmely érdemét.

Referenst kellemetleniil érintette ez a két kifejezés, mert némi lekicsinyld
ize van: ,egy Weber nevii fizikussal (12. lap) és ,A. Tuue nevii matematikus®.

.Webert 100 évnél hosszabb idd tavlatibol ma is nagy fizikusnak tartjdk, Axel

Tuue pedig szazadunk egyik legnagyobb aritmetikusa, akir6! T. NaceLi, a
vilagszerte ismert uppsalai professzor Mémorial fiizetében igy ir: ,Axel ThHuE
a attaqué cette question difficile par une méthode vraiment géniale, ses
recherches profondes l'ont conduit a2 une des plus belles découvertes de la
théorie des nombres“.4

Néhany sajtéhiba is akad, a formuldkban is, de ezeket a figyelmes
olvasdé konnyen helyesbiti. Az évszamokban is. A Matematikai és Természet-
tudomanyi Ertesitdé 1943-ban szlint meg, a Mathematische und naturwissen-
schaftliche Berichte aus Ungarn is 1883-ban indult meg. Cardano a formulajat
nem 1539-ben, hanem 1545-ben kozolte. A hires axioma, amelyet Bolyai Farkas
a parhuzamossagi axioma poétlasara ajanlott, hogy t. i. harom nem egy egye-
nesen fekvé pont mindig egy koron fekszik, az 1851-ben megjelent ,Kurzer
Grundriss etc.“-ban szerepel, nem pedig a Gausshoz az 1804. évi értekezés
utan ,nemsokara“ kiildott dolgozatban, amint szerz6 a 22. lapon allitja. Ez a
masodik dolgozat az eldbbinek 1808-ban irt toldaléka.

A lényegesebb hibak azonban egy potlappal, de legkésébb az 1j kiadassal
konnyen kijavithatok. Mindkét fiizet nyeresége matematikatorténeti irodalmunk-
nak és legmelegebben ajanlhatd. Az olvasdnak igaz gyonyoriisége telik benniik_

Obldth Richdrd

3 OBLATH: Sur la théorie des constructions cubiques. Comptes-Rendus
197. (1933) p. 1383—1385.

4 Axel Tuue ezen nehéz kérdéshez valdban zsenidlis modszerrel fogott
hozza, mély vizsgalatai a szamelmélet egyik legszebb felfedezéséhez vezették.

A kézirat beérkezett: 1954. VII. 16. — Példanyszam: 800
Terjedelem 7!/, (A/5) iv, 25 4bra

A kiadésért felelés: az Akadémiai Kiadé igazgatédja Miiszaki felelés : Téth Ferenc

Csongradmegyei Nyomdaipari Vallalat, Sz,eged 54 4330 Felelos vezetd: Vincze Gyorgy
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Szokefalvi-Nagy Gyula matematikai munkassiga

Irta: OBrLATH RicHARD

,SZOKEFALVI—NAGY GyuLArdl lapunk mér rovid cikkben meg- .
emlickezett. Ez a cikk elmondta Sz.-Nagy Gyula életkoriilményeit.
A tudos kutatd és a miivész, altalaban az alkoto, kiilsé életkoriil-
ményeinek azonban az ad jelentGséget, mennyire segitették elo
vagy akadalyoztdk a tehetség kibontakozasat. -Romain Rolland
miiveinek egyik vezetd eszméje, hogy az -erds tehetség lekiizdi a
kiilsd akadalyokat és mindénképp megnyilvénul. A jelen dolgozatot
zard kb. 150 miire kiterjedd bibliografia mutatja, hogy a néha ked-
vezOtlen életkoriilmények sem vehettek er6t Sz.-Nagy Gyula munka-
kedvén és képességein. Elete utolsd 10 évének siilyos betegsége
¢s a haborus megrazkddtatdisok nem csokkentették alkotd kész-
ségét, soOt produktivitisa ez id6 alatt inkabb emelkedett, hisz
oeuvrejének majdnem harmada erre az idére esik. :

Sz.-Nagy Gyula tudomédnyos fejlodésére nagy befolyassal
voltak kolozsvari egyetemi évei. Egyetlen tanaranak iranyat sem
koveti, de mindvégig méltanyolta tanarainak jelentékeny egyénisé-
gét és a tolik kapott benyomasokat. A szadzad elején, Sz.-Nagy
Gyula egyetemi évei alatt, a Miiegyetem mellett csakugyan Kolozs-
var volt a magyar matematika centruma. A tantestiiletben tobbek
kozott SCHLESINGER LAjos, FEJER LiPpOT, VALY1 GYULA, FARKAS GYULA
miikodtek, akik nemcsak kittind matematikusok, hanem elsérangu
tanarok is voltak és ezért minden tehetséges hallgatojukra nagy
hatast gyakoroltak. Sz.-Nagy Gyula még legutolsd leveleiben is
nagy melegséggel ir volt mestereir6l, hogy Valyi el6adasai mily
tokéletesek voltak, és hogy utéda, HAAR ALFRED is megdllapitotta,
hogy a komplex véltozo fiiggvénytanat sehol sem adtdk akkor el6
a Vilyiénal magasabb szinvonalon, és hogy a magyar matematika
mily nagy kara, hogy nem jelentek meg. Biiszkén irta, hogy
Schlesingerrel mindvégig Osszekottetésben maradt és pl. egy —
mér Schlesinger haldla utan megjelent — dolgozatban hivatkozik
Schlesinger levélbeli kozléseire.

Jelen cikk Sz.-Nagy Gyula tudoményos munkassaganak és
eredményeinek van szentelve, de itt is meg kell emlékezniink kivé-
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telesen szeretetremélto, lebilincseld, sot elbajold egyéniségérol, mert
ezzel is hatott, tanitvanyainak sziik korén tdl is.

Sz.-Nagy Gyulat az Eotvos Lorand Mathematikai és Physikai
Térsulat 1926. évi KONIG GYULA jutalméval tiintette ki, munkas-
sagat ez alkalommal SzUcs ADOLF ismertette, jelentését hellyel-
kozzel felhasznaltam. :

Ennek az attekintésnek célja, hogy az olvas6t megismertesse
Sz.-Nagy Gyula matematikai munkassaganak féiranyaival és leg-
fébb eredményeivel. Ennek a munkdssdgnak nagy terjedelme miatt
természetesen igen sok figyelemre méltd részleteredménye van,
amelyre nem térhetek ki. Célomat elértem, ha dltalanos képet sike-
riilt adnom. Sz.-Nagy Gyula munkdassagdban az egy-egy targykorbe
tartoz6 dolgozatok sokszor id6ben is Osszekapcsolddnak, ambar
ugyanarra a problémakorre néha évek mulva is visszatér. Ez eléggé
érthet6 és nem véletlen, mert természetes, hogy ha a matematikus
valamely témdban elmélyed, a vizsgdlt alakzatnak egyre tObb sajat-
sagat veszi észre, minden tétel tj vilagossdgot draszt és tovabbi
kérdésekre vezet, hogy Turan Pél szellemes fogalmazasat idézzem,
,mint a laernei hydra levagott fejeibdl, egy megoldott feladatbol
két 0j lesz“, azért a kutatd, aki valamely érdekes, szerencsés
témara talalt, j6 ideig merithet belble inspiraciot. Sz.-Nagy Gyula
munkéiban tovabba sokszor megfigyethetd, hogy latszélag igen
tavol es® targyt dolgozatok szorosan oOsszefiiggnek, latni fogjuk,
hogy pl. egyes geometriai tételekhez algebrai vagy szadmelméleti
vizsgalatai vezették. Attekintésiink témakorok szerint csoportosul,
mégis nagyjaban idérendi lesz. Sz.-Nagy Gyula 150 munkéja per-
sze a matematika igen sok agabol meriti targyat, de azért egy
altalanos vezetd eszme is kihamozhatd tevékenységébol. Sz.-Nagy
Gyula geometer, de legjelentékenyebb miivei az algebra és geo-
metria hatarteriileteirél valék, pontosabban a ,polinomok geomet-
ridjabol“. Hogy zenei kifejezéssel éljek, ezeken a hurokon jatszik
sok szép valtozatot, amelyekben hol az algebrai, hol a geometriai
elemé a vezet6 szolam.
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DIOFANTIKA

1. §. Diofantikus egyenletek

Sz.-Nagy Gyula elsé dolgozatai® [1], [2], [3], [4], [6], [7], [8],
19], [20] diofantikus egyenletekrél szélnak. A diofantikus egyenle-
tek rendszeres elmélete ugyan csak FERmMAT-val kezdddik, de mar
régebben is sokan foglalkoztak vele, Fermat 6ta pedig a matema-
tika egyik legkedveltebb 4ga, amirdl eléggé tanuskodik DICKSON
kozismert torténeti munkaja, mely ambar joforman csak a cimeket
sorolja fel és csak 1918-ig terjed, mégis majdnem 1000 oldal. Az
attekinthetetleniil 6riasi irodalom ellenére a diofantikdanak rengeteg
sok elintézetlen problémaja van. Schlesinger Lajos 0sztonzésére,
aki 1909 koriil maga is sikerrel foglalkozott nehéz diofantikus
problémakkal, Sz.-Nagy Gyula els6é dolgozatai — koztiik doktori
értekezése is — diofantikus egyenletekr6l szolnak, Dbeallitottsaga-
nak megfeleléen ezek is geometriai forméban.

A diofantikus egyenletek elméletének alapproblémaja, hogy
az adott hatdrozatlan egyenlet vagy egyenletrendszer megoldasait
keressiik valamely adott szdmtesten vagy gyfiriin beliil. Mi itt csak
a legegyszeriibb esettel, a raciondlis, illetve egész szami meg-
oldasokkal foglalkozunk. A kérdés nehézségét eléggé illusztralja,
hogy pl. ily egyszerii diofantikus egyenletre, mint

3 —£(),

ahol f(x) harmad- vagy negyedfokt polinom, sincs eldontve. Ha
nem tudjuk a megoldasokat explicite eléallitani — és dltaldban ez
az eset —, felmeriilhet az a kérdés, hogy véges szamu vagy vég-
telen sok megoldds van-e, talalhatunk-e fels6 korldtot a megolda-
sok szama részére. Ezek "a kérdések is rendkiviil nehezek. Az
utolso, a fels6 korlatra vonatkozo kérdésr6l ma sem tudunk jéfor-
man semmit, a megolddsok szamara vonatkozO THUE—SIEGEL-féle -
tételcsoportot pedig méltan tekintik a huszadik szdazad matemati-
kdja egyik legnagyobb vivmanydanak.
A diofantikus egyenletek geometriai fogalmazasaban az

f(xvy):” 0

gorbe racionalis pontjait keressiik, ami alatt azt értjiik, hogy azon
pontjait, amelyekre x és y mindketten racionalisak vagy esetleg

1 A szogletes zarojelben all6 szamok Sz.-Nagy Gyula miiveinek jelen
dolgozat végén taldlhato jegyzékére utalnak.

4*
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egész szamuak. (Homogén f(x,y) esetén a két probléma azonos.)
Sz.-Nagy Gyula azon esettel foglalkozik, amikor f(x,y) racionalis
egyiitthatoju polinom. Els6- és “masodfoki polinomok esetén FER-
MAT, EULER, LAGRANGE, LEGENDRE, GAUSS, DIRICHLET lényegében
— ha nem is teljesen — megoldoitdk a problémat. Ha f(x,y)
magasabb rendii polinom, HILBERT ¢és Hurwitz (1890), valamint
PoINCARE (1901) vizsgalataibdl kitlint, hogy a polinom fokszdma
nem lényeges, anndl fontosabb a nem szdma,” mert kimutattak,
hogy minden paratlan foku raciondlis gorbe ekvivalens? egy raciondlis
egyenessel, tehat végtelen sok raciondlis pontja van, minden péros foku
pedig egy raciondlis kitipszelettel. Nagyobb nemszamu algebrai
diofantikus egyenletekrol, illetve gorbékrol nincsenek ily lezart ered-
mények. Poincaré bebizonyitotta, hogy ha a p == 1 nemii gérbének van
racionalis pontja, akkor ekvivalens valamely harmadrendii g()rbével
Poincarétél valé még az a tétel, hogy ha egy p=—1 nemii har-
-madrendi{i gorbének van racionalis pontja, akkor ekvivalens egy
oly g(‘jrbéve], melynek egyenlete (az elliptikus fliggvények elméle-
tébol ismert) WEIERSTRASS-féle normalalakban:

YV=4x"—g,x—g,.

Kozismert CLEBSCH és LuCAs azon tétele, ‘mely szerint har-
madrendit gorbe egy raciondlis pontjdban htizott érintdje, vagy két
racionalis pontjanak Osszekoté egyenese a gorbébdl tovabbi racio-
nalis pontot vag ki, de magasabb rendii gorbéknél altaldban
egy raciondlis pontb6él nem lehet tovabbi raciondlis pontokhoz
jutni. Poincar¢ egy zsenidlis gondolata azonban megnyitotta az
utat a tovabbi kutatasok részére. Ez az idea abban all, hogy az
egyes pontok helyett a ,p elemit raciondlis pontcsopozfokat“ vizs-
galja. A racionalis pontcsoport egyes pontjai nem okvetleniil racio-
nalisak, de a koordinatdikbdl alakitott szimmetrikus fiiggvények
racionalis szamok. Poincaré tétele szerint p elemii racionalis pont-
csoportbdl kiindulva Gj p elemii racionalis pontcsoporthoz jutha-
tunk. Ennek akkor van jelent6sége, ha p < n.

2 Az n-ed rendii gérbe neme (genre) alatt a kivetkezO6 p szamot értjiik :

_(_’t—,l);(n;z)__d_,, (1,1)

ahol d a gorbe kettds pontjainak, r a hegyeinek (Spitze, points de rebrous-
sement, cusp) szama. Zérus nemii vagy raciondlis (unikurzdlis) gorbe egyet-
len menetbol all és elGallithato egy x=—x(f), y=—y(f) egyenletrendszerrel,
ahol x(), y(f) egy ¢ parameter racionalis fiiggvényei.

A gorbe nemérdl geometriai viszonylatban is lesz még a jelen refera-
tumban szo.

3 Ekvivalensnek mondunk két gorbét, ha biracionélis transzformaciéval
egymasba atvihetok. Nemiik természetesen ugyanaz.
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Sz.-Nagy Gyula dolgozatai itt kapcsolddnak Poincaréhoz,
mert Poincaré nem dontotte el, hogy valamely adott racionalis
egyiitthat6jii algebrai gorbén vannak-e egydltalan racionalis pont-
csoportok és igenld esetben hogyan lehet Oket meghatarozni.
Sz.-Nagy Gyula bebizonyitja [3], [4], hogy ha a gorbe rendje, n
és p—1 relativ primek, akkor van p elemii raciondlis pontcsoport
a gorbén. Ebbol kovetkezik, hogy minden p=2 nemii gorbén van
két elemii raciondlis pontcsoport. Az n és 2p—2 szamok Q=
—(n, 2 p—2) legnagyobb kozos osztojat ,alapszdm“-nak nevezi,
¢s megmutatja, hogy ez hatdrozza meg azon gorbék rendszamat,
amelyekbe egy n-edrendii p-ednemil gorbe (= C7) biracionalis
transzformacioval mindig atvihetd, valamint a gorbén lév6 racio-
nalis pontcsoportok elemeinek szamat. Ha ugyanis /2 tetszbleges,
csak az m="nhQ > p—1 feltételt kielégitd egész szdm, pl. ha
m=2p—2, akkor minden C? gorbén vannak m-edrendii pont-
csoportok. Ha C7-n van (a szinguldris pontjain kiviil) valamely
m>p-1 elemii pontcsoport, akkor és csak akkor biracionalis
transzformaciéval atvihet6 egy Cpr-be, tehat minden mdsodnemii
gorbe negyedrendii mdsodnemt gorbébe. Szemmel lathatd az ana-
logia Hilbertnek” és Hurwitznak az unikurzalis gorbékrol szolo
alapvett tételével. Ez az aritmetikai sajatsag vezette rd tovabba
Sz.-Nagy Gyulat a negyedrendii masodnemi gorbékkel valé foglal-
kozéasra [8], [20].

Leglényegesebb eredménye azonban — amely eléggé isme-
retes a szakirodalomban, Dickson emlitett kézikonyvének el0sza-
vaban kiilon felhivia rd a figyelmet —, hogy a p > 1 nemii gorbe
valamely raciondlis pontjdbol kiindulva a gorbének onmagdba valo
biraciondlis transzformdcidival legfeljebb véges szdmii egyéb racio-
ndlis ponthoz juthatunk, mert ha egyaltalan van ilyen transzfor-
macio, csak véges szammal van. Szdmuk ugyanis = 84(p—1).
Ezen gorbékr6l mar nem allithatd, hogy minden raciondlis pontjuk
egy raciondlis pontb6l biracionalis transzformacioval megkaphato.
Példaul az

Y=x'+4x'—2x>41

hiperelliptikus gorbe csak a négy x'— + x, ' = -+ p biraciondlis
transzformacioval vihet6 at onmagdba, masrészt (0,1), (1,2), (2,11)
raciondlis pontjai, amelyek nyilvain nem keletkeznek a fenti transz-
formécidval egymasbol.

Ebbe a csoportba tartozik Sz.-Nagy Gyula kovetkezd szép
eredmeénye [10], [13], mely szerint, ha a tobb vdltozos irreducibilis
algebrai fiiggvény a vdltozék bdrmely egész szdmii értékénél racio-
ndlis értéket is felvesz, akkor a fiiggvény a vdltozok raciondlis
fiiggvénye, sot egész fiiggvénye, ha raciondlis értékei véges neve-
z0jii tortek (vagyis, ha legkisebb kozos nevezdjiik véges), egyéb-
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ként tort fliggvény. Ez a tétel elegans altalanositisa MERTENS téte—
lének,* mely szerint a polinom az egyetlen irreducibilis algebrai
fliggvény, mely az argumentum minden egész szamu értékére egész
szamu értéket vesz fel. Az ily iranyt vizsgalatokat is Hilbert indi-
totta el® és Sz.-Nagy Gyula is hozzakapcsolodik.

Sz.-Nagy Gyula dolgozatanak tobbi eredménye koziil felem-
litjilk még a kovetkezd érdekes tételt:

Ha az irreducibilis algebrai fiiggvény minden pozitiv egész
szdmu argumentumra legaldbb egy oly értéket vesz fel, mely vala-
mely raciondlis szdm k-adik hatvdnya, akkor maga is egy raciondlis
egyiitthatdju raciondlis fiiggvény k-adik hatvinya.

Ugyanezen dolgozat kovetkez6 tétele is altalanos érdeklddésre
tarthat szamot:

Ha az algebrai gorbe valamely meghatdrozott pontjdbdl racio-
ndlis szerkesztéssel juthatunk a gorbe valamely mdsik pontjdhoz,
ebbdl egy harmadikhoz stb., és minden ily pont a megelézotdl kii-
lonbozik, akkor a gorbe neme O vagy 1, és a szerkesztés a gorbe
barmely pontjdbol kiindulva mindig a giérbe valamely pontjdt szol-
gdltatja.

Tételei segitségével egyszeriibben vezeh le HILBERT tételét,
mely szerint az az algebrai fiiggvény, mely barmely kicsiny inter-
vallum racionélis pontjaiban racionalis értéket vesz fel, raciondlis
fiiggvény. Ezt a tételt Sz.- Naoy Gyula nyomban ki is terjeszti m
valtozo fiiggvényeire.

Sz.-Nagy Gyula ezen ifjukori dolgozatainak legfébb ]elentosege-
abban &ll, hogy a diofantikus egyenletek egy érdekes -osztalyarol
meg:illapitja, hogy csak véges szami megolddsuk van €s ezzel még
THUE alapveté kozleményei el6tt tett egy Iépést ama nagy probléma
megoldédsa felé, amelyet ma a Thue—Siegel-féle tétel intéz el, s6t
a diofantikus egyenletek ezen osztalyanal tétele a Thue—Siegel
tételnél tobbet mond, mert explicit fels6 korlatot ad a gyokok
lehetséges szama részére.

Sz.-Nagy Gyula mindvégig megorizte a diofantika irant valo
érdeklédését, de 1915 6ta tobbé nem publikdlt hatdrozatlan egyen-
letekrél szolo - dolgozatokat.

4 F. Mertens: Uber die Zerfillung einer ganzen Funktion einer Verdn-
derlichen in zwei Faktoren, Sitzungsberichte d. kaiserlichen Akademie der Wis-
senschaften in Wien, 2/a Classe Bd. 120, p. 12—16.

5 D. Hiegerr: Uber die Irreduktibilitit ganzer rationaler Funktionen mit
ganzzahligen Koeffizienten, Journal fiir die reine und angewendete Mathematik,.
110, p. 104—129.
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IL. EEJEZBET

A POLINOMOK GEOMETRIAJA

2. §. Laguerre tételeihez kapcsolodo eredmények
a differencialhanyadosok gydkeirdl

Barmely komplex szdm tudvalevOleg 4brazolhaté a komplex
szamsik valamely pontjaval. Természetesen a polinomok gyokeit is
pontokkal abrazolhatom, igy a gyokok eloszlasat ilietd kérdésbol
geometriai kérdés lett. Az igy kapott geometriai alakzatok elmélete
alkotja a ,polinomok geometriajat“. A polinomok geometridjanak
tekinthetd ismeretdg igen régi, hiszen az algebrai egyenlet gyok-
eloszlasarol szol6 minden tétel értelmezhetd geometriailag. Nem csoda
tehat, hogy a matematikdanak ezt a minden matematikust érdekld szép
teriiletét sok kivald kutaté miivelte és miiveli.

Sz.-Nagy Gyula munkdssagdnak talin szamban is ([23—29],
[56], [60—63], [65—69], [73], [75], [76], [85], [89], [92], [93], [98],
[99], [101], [102], [105], [106], [110—113], [117], [119], [121], [126],
[127], [131], [133], [134], [136], [140], [141], [143], [144], [147],
Osszesen 48 dolgozata) de tudomanyos értékben mindenesetre leg-
jelent6sebb miivei a polinomok geometridjaba tartoznak. Két tétele
kiilonosen érdekes, ezért a kronologlkus sorrend mell6zésével elo-
szor ezeket ismertetem.

Ez a két tétel — ¢€s a polinomok geometridjanak sok egyéb
tétele — LAGUERRE kovetkezé ismert szép tételéhez kapcsolddik:

Ha az n-edfoku valos egyiitthatojii f(z) polinom minden
nullahelye valds, és két egymasra kovetkezd nullahely kozott az
intervallumot n egyenlé részre osztjuk, akkor f'(z) derivélt polinom
nem tiinhetik el a két szélso intervallumban.

Sz.-Nagy Gyula két iranyban altalanositotta ezt a tételt.
Az egyik igy hangZIk [23]:

Ha az n-edfokii valos egyiitthatijii J(x) =0 algebrai egyenlet
minden gyoke valos, és a legnagyobb és legkisebb gyik tdvolsdgdt
n egyenlo részre osztjuk, akkor az f'(x)=0 egyenletnek mindkét
szelsd intervallumban van gydike.

A bizonyitas rendkiviil egyszerii. Rendezziik az f(x)—0
egyenlet gyokeit nagysag szerint:

Q== =0 =00 = G
Minthogy
1 1 1 1 1
ACII T B Coe e "

) SR - X0 X—a: X—n x—a,’
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azért f'(x) =0 minden gyokére

: i e L

x_(fl X—ay
F'(x) =0 legkisebb gydke «, és «, kozott fekszik (¢, < x < @),
tehat erre

; 1 i
- gL B

X—a @ —X ==X Gn—X an—x’

mert minden tag az egyenlet mindkét oldaldan pozitiv. Ezzel a
nagyon egyszerii gondolattal mar meg is van a bizonyitas lényege.
Ez az egyenl6tlenség ugyanis igy is irhato:

(n—1)(x—a) = ¢, —x,

vagy ha mindkét oldalhoz x—e-et hozzdadjuk és azutan n-nel
osztunk,

=(.

Gtz ki
n :

X =

amivel a tétel egyik fele mar bizonyitva is van. Az utols6 n-ed-
részre vonatkozo analog allitas ugyantigy lathatoé be.

Ezt a tételt tobb irdnyban is élesiti, illetve pontosabba teszi.
Példaul bebizonyitja, hogy az emlitett f'(x) =0 egyenletnek az

@1 — Cn1— ., *
=R R
~intervallumok egyikének belsejében sincs gyike. Ervényes tovabba a
kovetkez 1ényeges élesités: Ha az f(x) =— 0 egyenlet legkisebb és
legnagyobb gyoke kizé esd tdvolsdgot 2(n—1) részre osztjuk, akkor
az f'(x) — 0 egyenletnek legaldbb az egyik szélsd intervallumban
van gyike.

Ebbél az eszmekorbdl még a kovetkezd figyelemremélto tételét
emlitjiik, amely az irodalomban meglehetos érdeklodést keltett és
amelyet tobb szerz6 is altaldnositott:

Ha egy csupa valos gyokokkel biro algebrai egyenlet hdrom
legmagasabb hatvdnyu tagjdnak egyiitthatéja rendre a,,a,, a,, €s
ha d azon intervallum hossza, mely az Osszes gyokiket tartalmazza,
akkor az egyenlet fokszdmdtol fiiggetleniil

d< LE]/(%)—Z?}

Ez a felsé korldt pontos. A bizonyitasnal felhasznédlja I. ScHUR
nevezetes tételét, mely szerint ha az f(x)-—0 algebrai egyenlet
minden gyoke valés és legnagyobb gybke x,, az fO(x)—=0

@, -

) és (({1,,[ _
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egyenlet legnagyobb gyoke x,_,., akkor
Xn— Xn-1 é Xn-1— Xp-2 ;:— e E xg_xl-

Az egyenloségijelek akkor és csak akkor érvényesek, ha az f(x)
polinomnak (n—1)-szeres gyoke van.

Sz.-Nagy Gyula masik igen érdekes tétele mas iranyban
altalanositja Laguerre hires tételét. [73], [76]. Ennek az altalanosi-
tasnak lényege a tétel premisszainak enyhitése. A kezdeményezd
ez iranyban P. MONTEL francia matematikus. Montel bebizonyitotta
a kovetkezo tételt:

Ha az n-edfoka jf(x)— 0 algebrai egyenlet minden egyiitt-
hatoja vaios és az «;, ¢, valos gyokok kozé egyetlen gydkének
valos része sem esik, akkor, ha az «. €s ... kozé eso inter-
vallumot n egyenld részre osztjuk, az f'(x) = O egyenlet egyetlen
gyoke sem eshetik a két szélso intervallumba.

Sz.-Nagy Gyula ezen téte! jelentékeny altalanositasaval nyeri
fenn emlitett tételét, mely szerint:

“Ha az n-edfokii f(x) = O algebrai egyenlet minden egyiitt-
hatéja valds, és az . €s w1 valos gyokei mint dtmeré folott leirt
korben az egyenletnek gyoke nincs, akkor az («w:, «.1) intervallumot
n egyenld részre osztva, az f'(x)= 0 egyenlet egyetlen gyoke sincs
a ket szélso részintervallumban.

Montel tétele 4ltalanosabb Laguerre-énél, mert megenged
komplex gyokoket, de a gyokoket a valos tengelyre «.-ban és
a.1-ben emelt merOlegesek kozé esd siksavbol — tehat végtelen
nagy teriiletr6l — Kkizarja, mig Sz.-Nagy Gyula tételének érvényes-
ségéhez elegendd, ha csak egy pontosan meghatarozott kor belse-
jében nem lehetnek az egyenletnek gyokei.

Ennek a méltan hiressé valt tételnek is elég egyszerii a bizo-
nyitdsa [73], [76]. Az az olvasém, aki LANDAU miiveit tanulmanyozta,
tobbszor talalkozhatott azzal a fordulattal : az allitast elkomplikéljuk,
hogy konnyebben bebizonyithassuk. Ezt teszi a jelen esetben Sz.-
Nagy Gyula is. A bizonyitando tétel helyett a kovetkezOt bizonyitja,
mely a kivant tételt magaban foglalja:

Ha  « és ¢ (>«) a valos egyiitthatoju n-edfoka f(x)=—0
algebrai egyenletnek egy m., illetbleg mpg-szoros valés gyoke, ha
tovabba az egyenletnek egyetlen gyoke sincs az («, ) atmérojii
K kor belsejében és ha h., hs jeloli az egyenlet azon gyokeinek
szamat, amelyeknek valds része «-nal nagyobb, illetve #-nal kisebb,
akkor az f’(x) differencidlhdanyados nem tiinhetik el az .

: ‘ ; B—c -
es (\,)‘, p—mg my+ hy ,p)

*]
@, =M, ————
s Bl Me~+he

intervallumok belsejében.
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Az elobbi bizonyitdshoz hasonloan jarunk el. Ha x az f'(x)
polinomnak az (e, ) szamkoz belsejében fekvd egy zérushelye,
akkor az

F(x) M meg &
J(x) fx—a—i_ x—,-)‘+ B0

egyenlet az

_ mg

Xty S F Bty o &1

alakban is irhato, ahol f(x)= 0 valamely y gyoke az egyenlet bal,
illetve jobb oldalan szerepel aszerint, amint valos része x-nél
kisebb, vagy nagyobb. Ha y valés része éppen x, akkor mindegy,
hogy melyik oldalon all; ebben az esetben 1/(x—y) valds része 0.
A tobbi esetben 1/(x—7) valos része az x és y ponton atmeno,
. a valos tengelyen fekvé kozépponttal bird K, kor atmérdjének
reciprok értékével egyenl6. Ha ugyanis y—x=re'?, akkor
1 cosg , sing
RA—X 5T s
Mivel az x pont a K koron beliil, a 7 pont pedig a feltevés szerint
a K koron kiviil, vagy a K koron van, azért a K, kor metszi a K
kort. A K, korlap tartalmazza az « vagy a @ pontot, aszerint,
amint W(x—7y), ill. N(y—x) pozitiv. A K, kor D, atmérbje tehat
az N(x—y)>0 esetben nem kisebb x—e-ndl, az R(y—x)>0
esetben pedig nem kisebb g—ux-nél."

A (2,1) egyenletbol a tagok valos részeinek figyelembe-
vételével kovetkezik tehat ez a két egyenlbtlenség:

M, e

e

X—a f—Xx

és

amelyek az

X =m o
e ——=—
S R :
€és
3 f—e
B—XxX =mp————=—3—0,
: s mg —+ /lp % 5y

alakban irhatok. Ezzel A&llitdsunkat és a biionyitandé tételt bebi-
nyitottuk.

5 N(q) szokas szerint a ¢ komplex szém'valés részét jelenti, N(¢) pedig
a képzetes részéf.
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Ugyanezen dolgozataiban [73], [76] régebbi [23] fotételét igy
altalanositja :

Ha « és 8 (>«) a valds egyiitthatdjii n-edrendii f(x) poli-
nom két zérohelye és ha az « illetve 8 pontokon kiviil f(x) vala-
me/myz zérohelye az

y

; [J’) illetéleg e, 3, — 53— R )

o
< n

dtmérdjii kor belsejebe vagy keriiletére esik, akkor a derivdlt f'(x)
polinom az («, ), illetve (8, 8,) zdrt intervallumban leaalabb egy-
szer eltiinik.

Laguerre idézett és egyéb tételeihez fiiz6d6 kérdésekkel Sz.-
Nagy Gyula még sokszor foglalkozott, tételei kozott igen szépeket
is falalhatunk, de megelégsziink a bemutatott csemegékkel.

3. §. A Gauss—Lucas-féle poligon sziikitésére vonatkozé tételek

Szokefalvi-Nagy Gyula tovabbi eredményeinek egy sorozata
a polinomok geometridjinak egyik igen nevezetes tételéhez, az
tn. Gauss—Lucas-féle - tételhez kapcsolodik, mely szerint az f(x)
polinom f’(x) derivéltjanak zéréhelyei az f(x) zérohelyeivel meg-
hatérozott legkisebb konvex sokszog belsejében vagy hataran helyez-
kednek el. .

Sz.-Nagy Gyuldnak sikeriil ezt a teriiletet cstkkenteni, meg
tudja hatarozni a sokszog olyan részeit, amelyekben f’(x)-nek nem
lehetnek zérohelyei, ezzel a gyokok helyzete tehat pontosabban van
meghatarozva. Uj bizonyitast ad magdra a Gauss—Lucas tételre
is [56]. Tovabbi tételek nyerésére is sokszor felhasznalja a bizonyi-
tasnak azt a dontd gondolatat, mely szerint' a valamely gyokpon-
ton at huzott, a poligon belsejébe esé egyenesdarab szétvalasztja
az egyenlet gyokeit.

Bizonyitasat reprodukalom. Kiindul6 pontja egy jol ismert és
a megel6z0 paragrafusban is felhasznélt formula. Ha «,,«,,.. ., «,
az n-edfoki f(x)=0 algebrai egyenlet gyokei és @ az f'(x)—0
egyenletnek valamely az alfaktol kiillonboz6 gyoke, akkor az idézett
formula szerint

A S A R
f®  p—e B—ay 8—a,

Ha az «,—@ komplex szam argumentuma ¢,— vy, azaz
a,— 8= r.e¥r=r,e"®k+ ¥ akkor

e (a—p)] =

sin c/: —a. (k=12,...,n),
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és igy a fenti egyenletbdl kovetkezik, hogy

1 1 1 B . f’(,.:-’,’)]_
o T M i o[ "R B 0. (3,1)
Itt |a;| annak az «. és @ pontokon atmend kornek az atmérdje,
amelynek érintje a £ ponton atmend és a valos tengellyel 1/ sz6-
get alkotd e egyenes. Az a; értéke az e egyenes egyik oldalan 1évo
;. gyokpontokra vonatkozélag pozitiv, a masik oldalon fekvokre
negativ, az e egyenesen fekvo gyokpontokra nézve pedig 1/a; = 0.
A (3,1) egyenletbdl kovetkezik, hogy ha van pozitiv az a-k kozt,
akkor van negativ is, és forditva, kovetkezésképpen az ¢ pontok
nem lehetnek mind az a egyenes ugyanazon oldalan, vagy e-n.
A v szbget azonban szabadon vélaszthattuk, kovetkeztetésiink tehét
barmily irdnyu egyenesre fennall, amib6l a Gauss—Lucas-tétel ko-
vetkezik. ,

A fenti (3,1) alatti egyenlet egyszerii elemzése vezeti Sz.-Nagy
Gyulat a Gauss-féle sokszog oly tartomdnyaira, amelyekben az
J'(x)=0 egyenletnek nem lehet gyoke. Az indexek ugyanis az alta-
lanossag megszoritasa nélkiil ugy valaszthatok, hogy (3,1) els6 £
tagja pozitiv, a kovetkezé k& tag negativ, az utols6 n—k—n=0
tag nulla, és

ay=-=a, bi—=—an (=1,2,...,k

1 1
_.{HL_JF....*__l‘_; ! J__l._+...+_

a, a, AR kel X b
Ha « (i = h), illetéleg «; (h<j= h-k) az f(x)=—0 egyen-
let egy tetszbleges, legfeljebb p-szeres, illetve legfeljebb g-czoros
gyoke, amelyhez az a, illetdleg b atmérd tartozik, akkor nyilvan
fennall

§i e Al Wy
b b7 a, (3.2)

is. Ezzel mar megszerezte az eszkozt tételének bizonyitasara. Ez a
tétel [60]:

Ha « az n-edfoku f(x)==0 algebrai egyenletnek olyan p-sze-
res gyoke, amelyen dtmend egyenesek bdrmelyik oldaldn az egyen-
letnek legfeljebb s gyike fekszik és ha K az « gyokponton dtmeni
olyan kir, amelynek belsejében az egyenletnek egyetlen gyike sincs,
akkor az f'(x)=0 derivdlt egyenletnek nincs gyoke a K kort az
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P
p+s

« pontban beliilrol érintd és -szer kisebb sugariu kor belse-

- jében.

(Az ellenkez6 feltevés ugyanis ellentétben all a (3,2) egyen-
l6tlenségekkel.)

Ennek a tételnek sok érdekes specidlis esete, illetve kovet-
kezménye van. Megelégsziink egy-kettonek a felsoroldsaval. Meg-
fogalmazdsukra a kovetkez6 terminoldgidval él. Legyen G. az a
legkisebb korivpoligon, melynek belsejében az f(x) =0 algebrai
egyenletnek legalabb p-szeres « gyokén kiviil nincs mas gyoke
¢s amely az «-n keresztiilmend minden olyan kort, melyen beliil
az egyenletnek nihcs gyoke, egészen magaban foglal. G.(o)-val
jeloli a (. tartoméanynak «-ra, mint kiils6 hasonl6ésdgi pontra

vonatkozdlag (17 (o < 1) aranyban kisebbitett képét. A felemlitend6

specialis eset: Ha « az n-edfoku f(x)=0 egyenlet legaldbb p-sze-
res gyoke, akkor az f'(x)=0 egyenletnek nincs «-tol kiilonbozo

gyoke a (. ( 'IDI) tartomdny belsejében.

Tételei szoros rokonsagban vannak ]. L. WALsSH™ kovetkezd
szép tételével :

Ha az n==n, -+ n,-edfokt f(x)= 0 algebrai egyenlet n, gyoke
a K, a tobbi n, gyoke a K, kortartomanyban fekszik, akkor
az f’(x)=0 egyenlet barmely gytke beleesik a :

4l
Koy B be B Do

kortartomadnyok valamelyikébe.

E tétel egy, ugyancsak Walsh altal kimondott kovetkezménye
a kovetkezd tétel, amelynek Sz.-Nagy Gyula fent ismertetett téte-
leivel valo rokonsdga szembeszokd :

Ha az n-edfokt f(x)=0 egyenletnek « valamely p-szeres
gyoke €s a tobbi n—p gyoke a K kortartomdnyban van, akkor
az f'(x)— 0 egyenletnek az «-t6l kiilonb6z6 gyokei K-ban és
abban a K’ kortartoméanyban fekszenek, amely a K kortartomany-
nak az e-ra vonatkozdlag -’3 aranyban kisebbitett képe.

Sz.-Nagy Gyula idevago tételei koziil mar csak a kovetkezo,
a harmadfoki egyenletre specializdlt szép tételt ismertetjiik:

7 J.L. Watsu: On the location of the roots of the Jacobian of two
binary forms, and of the derivative of rational functions. Transact. of the
Amer. Math. Soc. 22 (1921) p. 101—116., specialisan p. 115. Ld. még Porya —
Szea6: Aufgaben u. Lehrsdtze aus der Analysis I, p. 245—246., 1925,



Ha az f(x) = 0 harmadfokii egyenlet «,, «,, «; gyokeivel megha-
tdrozott hdaromszognek az «, cstucsdndl fekvo szoge 2¢ > %,akkor
ezt a szoget alkoto S(2¢) szogtér kibzepén szimmetrikusan fekvo

S (2 (/,_%) szogter belsejében nincs az f'(x) =0 egyenletnek gyike.

Ismeretes, hogy harmadfokiu f(x)=0 egyenlet esetében a
derivalt f'(x) =0 egyenlet gyokei az «,«.e; haromszog oldalait
felez6pontjukban érintd t.n. STEINER-féle ellipszis fokuszai.®

Sz.-Nagy Gyula megjegyzi, hogy tételei nemcsak a polino-
mok zérushelyeinek helyzetérol adnak felvilagositdst, hanem azon
pontokérol is, amelyekben a polinom valamely tetszésszerinti A
értéket vesz fel, hiszen f(x)—A differencidlhdnyadosa is f(x).
A polinomok A helyeire vonatkozd vizsgalataira még visszatériink.

A bemutatott tételek tulnyomo6 része a differencidlszamitas
elemeib6l jol ismert ROLLE tételt teszi pontosabbd, egyrészt azon
intervallum megsziikitésével, amelyben a differencialhanyadosnak
zérohelye lehet, részben pedig komplex valtozok bizonyos fiiggvé-
nyeire valo kiterjesztésével. .

4. §. Jensen tételeihez fiiz6d6 vizsgalatok

J. L. W. V. JENSEN" ddn matematikusnak koszonhetd a kovet-
kezd két nevezetes tétel, amelyek bizonyos esetekben a Gauss-féle
poligonnal sziikebb teriiletre szoritjdk a polinom differencialhdanya-
dosanak gyokeit. -

Nevezziik Sz.-Nagy Gyulaval azon koroket, melyek az f(z) =0
egyenlet valamely konjugalt komplex gyokparja, mint atmérd folott
kifeszithetok, Jensen-féle kiriknek.

1. Ha f(2) valos egyiitthatojii polinom, vagy zérus vagy 1
nemii transzcendens egész fiiggvény, akkor az f'(z)=0 derivalt
egyenlet mindegyik gyoke legaldbb egy Jensen-féle korben van.
A tétel nemcsak az f’(z) =0, hanem az altalanosabb 0f(z) - /" (2) =0
egyenlet gyokeire is igaz (ha o tetszbleges valds szam). -

2. Ha f(z) értelme a fenti és a
g(z)za(,-}—alz_*_...+akzl.-:__0

8 H. W. E. Jung: Zwei merkwiirdige Punkte des Dreiecks. Mathema-
tische Abhandlungen, Hallische Monographien No. 6., 1948., p. 1. A tétel azon-
ban mar CesiArotdl szarmazik. E. CesAro: Period. di Mat. 1890. .

9 J. L. W. V. Jensen: Recherches sur la théorie des équations, Acta
Mathematica 36, 1913., p. 181—195., foleg p. 190.
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egyenlet minden gyoke valos, akkor az

F@)=af(@)+af )+ - +afO)=

=D+ r @)+ + £ () =0

egyenlet minden képzetes gyoke legalabb egy oly ellipszisben van,
melynek kis tengelye azon tdvolsig, amelynek végpontjai f(z)—0
egy-egy konjugalt komplex gyoOkparjat osszekotik és amelynek nagy
tengelye a kis tengely | k-szorosa. :

Jensen ezeket a tételeket bizonyitds nélkiil kozolte. Sz.-Nagy
Gyula mindkét tételt bebizonyitja [24], [89] és megjegyzi, hogy az
1. tételnek az irodalomban taldlhaté bizonyitasait nem tartja kielé-
gitének. A tételeket kiterjeszti az

I3

- & 2%402
F@)=e " f(2)

alakt fiiggvényekre is, ahol 7,0 tetszésszerinti valos szamok;
sot élesiti, mert megmutatja, hogy a F’(2)==0 egyenlet minden,
az f(z)=0 tobbszords gyokeitol kiilonbozo S gyoke csak akkor
nincs valamely Jensen kor belsejében, ha valamennyi kir keriiletén
van. Ennek sziikséges (de nem .elegendd) feltételei, hogy y—0
legyen és hogy f(z) = 0-nak ne legyen valés gyoke. Tovabbi (vala-
mint a 2. tétel) altalanositasaira nem tériink ki, de felemlitjiik a
specializaldsukkal nyert kivetkezd tételt:

Ha az f(z) =0 n-edfoki, valos egyiitthatéju algebrai egyen-
letnek egyetlen k-szoros konjugdlt komplex gyokpdron kiviil minden

gyoke valds, és az egyerilet egyetlen Jensen korével koncentrikus
b f b

kort, melynek sugara a Jensen kor sugardnak ]/ =5

Ki-nak nevezziik, akkor az f'(z)=0 egyenletnek az f(z)=—0
k-szoros gyokpdrjdtol kiilonbozd konjugdlt komplex gyokpdrja —
ha egydltaldn van ilyen — a K, kor belsejében vagy keriiletén van.

Ugyanebben a dolgozatban [24] az egyenléoldalti hiperbolat
is felhasznalja a gyokok elhatdrolasara. Nevezziik a hiperbola bel-
sejének a siknak azt a részét, ahonnan nem htizhatunk hozzé valos
.€rintoket, kiilsejének pedig azt, ahonnan érintdk indulhatnak ki.
Bebizonyitja a kovetkezo tételt :

Legyen f(z) polinom, vagy O vagy 1 nemii egész fiiggveény,
0 tetszoleges (valés vagy komplex) szdm. A 0f(2)-+f'(2)=0
egyenlet 3, és p, gyoke kiilonbozzék f(z2)==0 bdrmely gyokétdl.
A B, és (B, pontokon dt vezessiink dt egy ftetszésszerinti olyan
egyenlé oldalii hiperboldt, melynek p,3, dtmércje. E hiperbola szét-

-szerese,
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vdlasztja az f(z) = 0 egyenlet gyikeit, hacsak nem megy dt az
egyenlet 0sszes gyokein.

A bizonyitas a mar ismertetett modszerekkel torténik.

5. § Polinom értékkészlete adott tartomanyban

Egy masik érdekes problémakérbe vezetnek Sz.-Nagy Gyula -
[28] és [29] dolgozatai. A problémat eleve polinomokra speciali-
zaljuk. Az a kérdés, ha ismerem az f(z) polinom értékét két kii-
1onb6z6 a,, a, pontban, mit mondhatok a polinom ill. derivaltja
- értékkészletérol? Az Altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik,
hogy a,=—1, a&;=-1.

Az egyik els6 eredmény ebben a problémakorben GRACE és
HEAwOOD tétele: ha az n-edfoku f(z) polinom értéke a ——1 +1

pontokban ugyanaz, akkor f’(z)-nek a O pont kortil cotg sugal~

ral irt korben biztosan van zérushelye. Tovabbi szép ucdmeny
ebben az irdnyban FEKETE MiHALynak 1923-ban kozolt kovetkezd
tétele: ha az f(2) polinom értékei a —1, 41 pontokban «; ill. .,

akkor a O pont koriil cotmz—n sugarral irt korben f(z) minden,

«, és @, kozé esd® (vagyis az «,«, szakaszon levd) értéket fel-
vesz. FEKETE e tételeket késdbb élesitette, amennyiben megmutatta,
hogy az n fokszam helyett a polinom 0-t6l kiilonboz6 egyititthatdi-
nak szamat, k- 1-et lehet venni. Létezik ugyanis egy olyan ¢
abszolit konstans, hogy minden f(z) polinomra, amely a + 1
pontokban eltlinik, f(z)-nek a O pont koriili ck sugart korben van-
zérushelye. Létezik tovabbd egy olyan ¢’ abszoliit konstans, hogy ha
f(—1)=a, f(+1)=u«,, akkor a 0 koriili ¢’k sugara korben f(2)
minden olyan értéket felvesz, amely «, és «, kozé esik. Sz.-Nagy
Gyula a két specialis érték helyett m tetszolegc.s pontot vezet be
és a tételt igy altalanositja:

Ha az n-edfoku Q(z2) polinom ériéke az a,,a,,...,a, pon-
tokban rendre «,, «,, ..., «,, tovibbd P és Il az a-kat, illetve a-kat
koriilzdro legkisebb konvex poligon, K a legkisebb kir, melynek

keriileti pontjaibol a P sokszig = ,% sz0g alalt ldtszik, akkor

- Q(2) a K kior belsejében vagy keriiletén mma’en [1-ben lévo eérté-
ket felvesz.
A bizonyitas segédeszkoze akovetkezd tétele [29]:

Mindazon pontok, amelyekb6l valamely ponthalmaz legfel-
jebb sv szdg alatt latszik, az illet6 halmazt burkol6 legkisebb kon-
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vex tartomdny (konvex burok) kiilsejét hatdrozzdk meg. Ha azon
pontokat tekintjiik, amelyekb6l a halmaz adott ¢ vagy kisebb szog
alatt latszik (¢ < sr), az elébbi kiils6 tartomdny egy részét kapjuk.
Ha (pz%—, nevezziik ezt a kiegészitd tartomanyt 75,-nek. A sz0-
banforg6 tétel pedig [29]:

Legyen adva barmily s szdmu n-edfoki egyenlet

L) =0,....f(2)=0

és hatarozzuk meg a gyokeik halmazéhoz tartozé 7, tartomanyt.
Ha a,,...,a tetszoleges nem negativ valés szdmok, akkor az

a.fi(@)+ - +a.fi(z) =
ugyszintén az
a, as
e g e L
s kD
egyenletek osszes gyokeia T, tartomdny - belsejében vannak és a T,
tartomdny dltaldban nem potolhato kisebbel.

A most referalt problémakorrel fiigg ©Ossze R. JENTZSCH
érdekes tétele, amelyet Fekete Mihaly bizonyitott be: "

Ha f(2)—a és f(z)—0b minden gyoke benne van valamely
T konvex tartomanyban, akkor f(z)—c minden gybke szintén benne
van 7-ben, ha ¢ az ab segmentum barmely pontja.

Ezt a tételt Sz.-Nagy Gyula igy dltalanositja [29], [105], [136].

Ha az R sugari K kirlap az

F@)=f(2)—&@) é Fu(2) =f(2)—£()
polinomok 0Osszes zérushelyeit tartalmazza és f(z), g,(z), g.(z) fok-
szdma rendre n, my=m =n—1, ill. my=m=n—1 és ha

1 1
g=Min(%m, —%rﬂ)#:l,
akkor az R,—= }j__g sugartt, K-val koncentrikus K, kirlap az
_ AR +4LFR) 7:81(2) 1 24225(2)
L pdag s s fe el e

10 R. Jentzscu: Archiv d. Math. u. Phys. 3. Reihe, Band 25, 1917, p.
196. Aufgabe Nr. 526.

11 M. J. Dievponng: La théorie analytique des polynomes d’une variable
(a coefficients quelconques). Mémorial des Sciences Mathématiques, fasc. XCIII,
Paris, 1938, p. 62. Ugyanezen lapon Fekete M. idevonatkoz¢ tételei is talalhatok.

15 Matematikai Lapok -
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polinom osszes zérushelyeit tarfalmazza. A K, kor dltaldban nem
helyettesithetd oly koncentrikus ndla kisebb kirrel, amely F(z) dsszes
nullahelyeit tartalmazza.

A bizonyitds, melyet nem részleteziink, Laguerre és Walsh
kovetkez6 tételein alapszik.

Laguerre™ tétele felhaszndlja a polinom C poldris pontja
fogalmat (erre még visszatériink). Ennek definicidja: 2z, pontnak az

f@)=a(z—2) - (z—2)

polinomra vonatkoz6 & poldrisa az

AR S e LA G, 1)

20 gt g f(zl)) K=l ZO—ZL’
egyenletbdl szamithaté ki  (F(2) = log /(2)):

c= o f(zﬂ)

1 f (z0)
Laguerre szerint, ha valamely zart kortartomany tartalmazza f(z)
minden gyokpi)nt at, de z,-t nem, akkor 2, polarisat, {-t is tartal-
mazza. Walsh*® felhasznalt tétele pedig: ha z,, z,,..., 2z, egy K kor-
ben fekiisznek, akkor minden z, ponthoz taldlhaté a K korben egy
oly Z pont, amelyre a

(2—2) (2—2) (20— 2) = (2—2Z)’

egyenlet teljestil.

>
6. §. Polinom polarisa

Most volt sz6 az (5,1) egyenlettel definialt ,polinom
polarisar6l a z, pontra vonatkozolag“. Ezzel Sz.-Nagy Gyula tobb
dolgozataban foglalkozik [63], [101], [102] [113], [117], [134] [136]
és tovabbi tételeket allapit meg, amelyeket azonban csak nagyon
kivonatosan ismertethetiink.

Bevezeti ezt a fogalmat: a 2z, pont p-edik polarkorét vagy
a z, kozépponti p-edik polarkort az f(z) polinomra vonatkozolag
[117]. Ennek definicidja: az

L s Y 358 i )1l F
(zo_g)p=k2,=l (Zo_zk)p (p (20)

. Lacuerre (Oeuvres I. p. 56—63 és 133—143) a polarist z, derivdlt
pontyanak Pélya és Szegd (Aufgaben und Lehrsitze aus der AnalysisIl. p.
56—57) J(x) zérushelyei z,-ra vonatkozo sulypontjdnak nevezik.
13 J, L. Wacsa: On the location of the roots of certain types of poly-
nomials, Transact. of the Amer. Math. Soc. 24, 1922, p. 163—180.
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egyenlet {, gyokei egy szabdlyos p oldali sokszog csticsai, melynek
kozéppontja z,. Az ezen. sokszog koriil irt kor a fennemlitett polar-
kor. Megallapitott tételei koziil csak a kovetkez6t emlitjiik :

Az f(2) polinom bdrmelyik poldrkorének belseje a polinom
legaldbb egy zérushelyét tartalmazza. Ha f(z)-nek nincs a poldr-
korben gyoke, akkor Gsszes zérushelyei a poldrkor keriiletén vannak.

Ebbe az eszmekorbe tartozé némelyik eredménye [63] LA-
GUERRE €s FEJER LIPOT tételeihez kapcsolodik. Laguerre szdbanforgod
tétele: ha f(2) legfeljebb n-edfokit polinom, 2, a sik oly pontja,
amelyre f(z,) f'(2)==0, akkor minden a z, és z,—n ff’((?)) pon-

0
tokon atmend kor belseje f(2) legalabb egy zérushelyét tartalmazza.
Ha f(2) nem minden zérushelye van egy ily kor keriiletén, akkor
f(2)-nek a koron kiviil is vannak zérushelyei. Ezt a tételt Fejér
Lipét igy élesitette :*

Ha f(z,)f'(2,) == O és a differencialhanyadosok f'(2,), f” (), - - -»
S0 (z,) sorozatdban p szami tag nem tiinik el, akkor az n-edfoku
f(2) polinomnak barmely a 2z, és 2,—p J{((zz")) pontokon atmeno
kor belsejében vagy keriiletén van gyoke. Ez a tétel azon pontok-
ban, amelyekben f”(2), /" (2), ..., f" D (z) valamelyike elt{inik, tobbet
mond Laguerre tételénél.

Sz.-Nagy Gyula ezeket a tételeket tobb iranyban altalanositja.
Tételei koziil csak ezt idézziik: '

Ha z,az n-edfok f(z) polinomhoz tartozé Gauss— Lucas poligon
belsejének vagy keriiletének tetszileges pontja és f(2,) f'(2,)==0,
akkor a polinomnak minden a z, és z,—(n—1) ;,((zz")) pontokon

0,

dtmend kor belsejében vagy keriiletén legaldbb egy zérdhelye van.

Tételeinek alkalmazasaképp megad igen dltaldnos tipust egyen-
leteket, melyeknek gyokei valamely adott gorbe, pl. lemniszkata,
szinuszspiralis stb. belsejében vagy keriiletén vannak.

Sz.-Nagy Gyula 1942-ben kozolte [102] a kovetkezd tételt és
egyszeriibb bizonyitdssal 1950-ben visszatért rd [136]:

Legyenek 7 és u tetszésszerinti (valos vagy komplex) szdmok,
my, my,...,m, pedig tetszéleges pozitiv szdmok, legyen tovdbbd

f(@ =(@—2z)-(z—2zn

14 L, Fejer: Uber Kreisgebiete in denen eine Wurzel einer algebraischen :
Gleichung liegt. Jahresbericht der Deutschen Math. Vereinigung 26, 1917, p.
114—128, kiilonosen p. 124.

" 15%
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és :
e@=r@ it S "),
Ha f(z) dsszes zérushelyei a
K:|lz2—z|=r
kor belsejében vannak, akkor a
K o fi=2l=n=rl2

kir g(2)-nek legaldbb n—1 zérushelyét tartalmazza.
A K, kor egyszermind az

(g (@)—gR) f' @)

polinom Gsszes zérushelyeit is fartalmazza, azaz a £@) tort deri-

@

vdltjdnak dsszes végesben fekvo zérushelyeit.

A tétel az m,=...=m,=1 specidlis esetben BIERNACKItGI
szarmazik 1927-b61" és igy is fogalmazhato:
Ha az

n

R o a0 k1,35 )
k=1 Z2—Rk

raciondlis fiiggvény pdlusai a |z—z,|=r kor belsejében foglaltat-
nak, akkor R(2) az |z—z,|=r|2 koron kiviil univalens.

7. §. Polinomok A-helyei

Eddig is volt mar sz6 azon helyekrdl, ahol a polinom vala-
mely eldirt értéket vesz fel. Ha A ez az érték, akkor azt mondjuk,
hogy ez a hely a polinom ,A-helye“. Széljunk még réluk, mert
Sz.-Nagy Gyula tobb szép dolgozatot szentel nekik [24], [102],
[106], [110], [111] és mert az Edtvos Lorand Matematikai és Fizi-
kai Tarsulatban tartott egyetlen el6adasa is ezzel a kérdéssel fog-
lalkozott. Polinomok zérushelyeinek és A-helyeinek Osszefiiggésérol
a legrégibb tétel Walshtol"” szarmazik és igy hangzik:

15 M. Biernacki: Sur les équations algébriques contenant des parametres
arbitraires. Bulletin de I’Acad. Polonaise des Sciences et de Lettres, Classe des
Sciences Math., Série A, 1927, p. 541—685.

16 Ez alatt azt értik, hogy ha a< b, R(a)+ R(b). Erre a fogalomra
' magyarul is sokszor a német schiicht szot hasznaljak. Fejér egyrétiivel ma-

gyarositija. \

17 WaisH i. h. (13) kiilondsen p. 173.
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Ha n-edfoki (n= 2) f(z) =(2—2z,)---(z—2,) polinom min-
den zérushelye a £ kozépponti r sugar korlapon van, akkor az
az n szamua korlap (h==1, 2, ..., n), amelynek sugara r és kozéppont

Cn:é'-i—Il/ZHeTh (h=1,2,...,n)

egyiittvéve f(z) valamennyi A-helyét (az f(2)—A polinom vala-
mennyi zérushelyét) tartalmazza.
Sz. Nagy Gyula a kovetkezd tételt bizonyitja be [106], [111]:

Jelentse K. az f(2)=(2—2)---(z—2:) (n=2) polinom 2z,

zérushelye mint kozéppont koriili o — |V A| sugari zdrt korlapot.
Ekkor a Ky (k=1,...,n) kirlapok mindegyike tartalmazza az
Jf(2)-nek legaldbb egy A-helyet. A K, korlapok egyiittesen tartal-
mazzdk az f(z) osszes A helyeit. Ha az n szdmu K, kiorlapnak a
kozds része nem iires, akkor ennek egy belsé pontja sem lehet a
polinom A-helye.

A bizonyitas egyszerii. Ha a,, a.,...,a, az f(z) fliggvény A
helyei, akkor

f()—A =(2—a)---(z—a.).
Ha most f(z) minden A-helye a K. korlapon kiviil lenne, akkor
fennallnanak az

|2,,—a,,|>()=|VK| (h=d, 225 n)
egyenlOtlenségek. Ebbdl kovetkeznék, hogy
fe)—Al = |A| = |(z—a)- (s —a)| > — 4,

ami a tétel els6 részét bizonyitja. Ha most az a, A-hely minden
K. korlap belsejében, ill, minden K korlap kiilsejében lenne, akkor
fennallndnak az

lan—z:| <o illetbleg az |an—zi| >0 (k=1,2,...,n)
egyenlotlenségek, amelyekbdl
lf(a’l)l &= ‘(ah _21) (alz_z-g)' % '(ah—zu)’ <ot= [Al

illetoleg
[f(@n)] <eo"=|A|

kovetkeznék. Ezen ellenmondasbol a tétel masodik része folyik.

E tétel kovetkezménye : :

Ha az f(z)=(2—2z)---(2—=2,) polinom minden zérushelye
az |z—C| =r korlapon van és ha |A|=o", akkor f(z) bdrmely
A-helye az :

|z—C|=o+r
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korlapon van, f(z) bdrmely olyan A-helye pedig, amelyre
= IAI:gn>rn,
o—r=[z—C|=o+r

korgytiriiben van.
Szamos egyéb idevonatkozo tétele koziil csak kettét emlitiink.
Ha az egyébkent tetszésszerinti oy, 0,,...,0.(n = 2) pozitiv
szdmok kielégitik a
01050y = iA‘
feltételt és K, (h—1,2,...,n) a
|2—2n| = on

korlapot jelili, akkor az

F@=(@—2)@—2) - (2—2)
polinom egyetlen A-helye sem lehet az Gsszes K, kirlapokon kiviil
vagy az oOsszes K korlapokon beliil.

A tétel még kiegészithetd igy:

Az n szdmiu K, korlapok Osszessége az f(z) polinom vala-
mennyi A-helyét tartalmazza, és minden B helyét is, ha |B| = |A|.

Ha a K, korlapoknak van valamely kozos K’ résziik, ez nem
tartalmazhatja a polinom egyetlen A helyét sem. (De ez a B helyek-
rél nem mondhato, ha |B|<|Al).

A kovetkezd tétele is érdekes [24], [106].

Ha K, és K, az n-edfoki (n = 2) f(2) polinom derivdltjdnak
egy 2, zérushelyén egymdst kiviilrél érintd olyan korpdr, amelyek
koziil K, sugara K, sugardndl (n—1)-szer nagyobb, akkor az f(z)
polinom a K, korlapon felvett bdrmely értékét a K, korlapon is
felveszi. Ha egy ilyen A értéket f(z) nem vesz fel K, belsejében,
akkor pontosan (n—1)-szer veszi fel a K, kir keriiletén és egyszer
a K, kor keriiletén.

8. §. Extrémum polinomok

Sz.-Nagy Gyula dolgozatainak egy része [61], [62], [127]
extrémum, illetve minimalis polinomok gyokeinek elhelyezkedését
targyalja. Ez a témakor FEJERre”, illetve FEKETE MIHALY €s NEUMANN
JANOs egy kozos dolgozatdra megy vissza.

18 L. Fejér: Uber die Lage der Nullstellen von Polynomen, die aus
Minimumforderungen gewisser Art entspringen. Hilbert Festschrift, Math.
Annalen, 85, 1922, p. 41—48. -

19 M. Fexkete u. ]. L. v. Neumann: Uber die Lage der Nullstellen gewisser
Minimumpolynome, Jahresbericht d. deutschen Math. Ver., 31, 1922, p. 125—138.
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Mindenekel6tt a fellépd fogalmakat kell megmagyardznunk.
P legyen egy korlatos zéart ponthalmaz a z komplex sikban,
p ennek tetszbleges pontja, és legyen

ARQ)=2"+a; 2" + -+ +a, @& 1)

(az a;, @,, ..., a, egyiitthatok tetszbleges komplex szamok). P min-
den p pontjaban rendeljiink hozzd A(z)-hez egy nem negativ, p-t6l
folytonosan fiiggd D.(p) szamot és nevezziik ezt a polinom nullatél
valo eltérésének a p-pontban. A P-ben foglalt p pontokra a Ds(p)
maximuma a polinom eltérése a P ponthalmazon, jeldljik ezt
D4 (P)-vel. :

Ez a definicid, hatarozatlansdganal fogva, az eltérés tobbféle
értelmezését engedi meg. Monotonnak nevezziik az eltérést, ha két
tetszOleges n-edfoki (8, 1) alaku A,(2) és A,(2) polinomra P vala-
mely p pontjaban

Dy (p) > Dax(p); Dai(p) < Das(p)

D, (p) = D (p)

[Aup)| > [A:(D) 5 [AU(D)] < |As(p)]

|Ai(p)| = Ax(p)].

A Ds(p) eltérés folytonos, ha két olyan polinomra, amelyek
abszolut értékeinek kiilonbsége a p pontban elég kicsiny, az elté-
rések kiilonbsége is kicsiny.

A legegyszeriibben definidlhaté eltérés az u.n. Csebisev-féle
(amely egyszeriien a felvett értékek abszolut értéke, illetve a hal-
mazban ezek maximuma):

Da(p)=|A(p),
Hag = s AL

illetve

aszerint, amint

illetve

Ez az eltérés nyilvan folytonos, monoton és A(z) zérdhelyein és
csak oft tiinik el. Az ezen tulajdonsdgokkal bir¢ eltéréseket normdlis
eltéréseknek nevezik.

Még az al- és felpolinomok fogalmaival kell megismerked-
niink. Fekete és Neumann a (8,1) alakt polinomok koziil A.(2)-t
A,(?) alpolinomjanak nevezi P-ben, ha P minden p pontjdban
|A:(p)| < |A(p)| ill. As(p)==0, aszerint, hogy ott |A,(p)| >0 ill.
A (p)=0. A,(2) akkor A,(2) felpolinomja. .

Azon (8, 1) alakii polinomokat, melyekre a P-n vald eltérés
a lehetd legkisebb, minimumpolinomoknak hivjuk. Azon (8, 1) alaka
polinomok, amelyeknek P-ben nincs alpolinomjuk, az extrémum-
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polinomok. Vilagos, hogy minden minimumpolinom egyszersmind
extrémumpolinom.

l Az extrémumpolinomok legfébb sajatsagat mondja ki Fejér
tétele:

Az extrémumpolinomok nullahelyei mindannyian a P halmaz
konvex burkdn beliil fekiisznek, ha a polinom foka nem haladja
meg P pontjainak szdmat.

Fekete és Neumann fo6tétele: Ha a P ponthalmaz a valds
tengelyre nézve szimmetrikus, és ha a ponthalmaznak a valos ten-
gelyre nézve szimmetrikus barmely pontparjahoz megszerkesztjiik azt
a kort, amelyben a pontpar egy atmérd két végpontja, akkor a P-hez
tartozé valds egyiitthatojii extrémum polinomoknak minden nem
valos nullahelye legaldbb egy ilyen kor belsejében vagy Keriiletén
van, ha a polinom fokszdma nem haladja meg P pontjainak szamat.

Legyen A* valamely normalis -eltérés-értelmezésre vonatko-
z6lag minimumpolinom, melynek foka kisebb P pontjainak szama-
nal, és P* legyen a P azon pontjainak halmaza, amelyekben A*(2)
eltérése maximalis. Az ily polinomokrdl Sz.-Nagy Gyula a kovet-
kez6 harom tételt allitja fel:

1. A*(2) zéréhelyei mind P* konvex burkdban fekiisznek.

2. Ha P minden pontja a valds tengelyen fekszik, akkor a
P* halmaz tartalmaz n--1 olyan pontot, melyet az A*(z) polinom
n-zérohelye egymdstol elvdlaszt.

3. Ha a P halmaz a valds tengelyre szimmefrikus és minden
koefficiense valos, akkor A*(z) minden nemvalos zérohelye legaldbb
egy oly kor belsejében vagy keriiletén van, amelyben P*-nek két,
a valos tengelyre szimmetrikus pontja egy dtmérd két végpontja.

Kiterjeszti tovdbbd a 4. § végén ismertetett tételét [27], [61],
[127] extrémalis polinomokra:

Ha «, és @, a P-re extrémdlis polinom két zérdhelye, akkor
az egész P ponthalmaz nem fekhet teljesen annak az egyenlo oldalt
hiperboldnak az egy oldaldn, melynek fotengelye az e« e, tdvolsdg.

A bizonyitasok elég egyszeriiek, de ismertetésiikre nincs teriink.

9. §. Racionalis  fiiggvények

A polinomokrol nyert tételeinek egy részét atviszi a racionalis
tortfiiggvényekre is [113],[121],{126], [131], [144]. Feltessziik, hogy az
Flz)=— f@)  atazt---Fa.2"
2(2) by+b,z+ - + b, 2"
raciondlis fiiggvényben f(2)-nek és g(z)-nek nincs kozos osztdja.
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F(2) foka n, ha |a,|+|b.|=E0, F(2)-t feljesnek mondja, ha az
n-1 szamu

lan| 4+ | b : (h=0.1,.::1)
szamok mindegyike pozitiv. Az ellenkezd esetben hézagos.

Az F(z) fiiggvény Z-helyei a

PR)=fr)—Zg@)=a—Zb+(a:—Zb)z+ -+ (an—Zb,)2"
a
bn :
kivételével az n-edfokt F(z) minden mds értéket n szamu (esetleg

részben osszeesd) véges helyen veszi fel. F(2)-r6l bebizonyitott
tételei koziil a kovetkezOkre hivjuk fel a figyelmet.

Ha

polinom zérushelyei. z= cc-ben Z=

ezen szingularis érték

F(Z) ok a“+ alz+a‘22"2 + ‘e +alr2,'"b
by+ b2+ bzznz R bpz"p
aybr—a,b,=0, a,b,a,b, :*:0, L<na iy < v o= ny=n,

akkor F(z) raciondlis fiiggvény a O pontot és a —n—gi , vagy a
1

ol Copeut s s T i ey G

P o vagy a —q o (q Pt e nl,—l) pontot tartal

mazo tetszoleges kortartomdnyban minden értéket felvesz.

A bizonyitds azon a joforman magatol értetdd6 megjegyzésen
alapszik, hogy ha két pont valamely kortartomdnyban van, akkor
a kortartomany legalabb egy oly kortartomanyt is tartalmaz, mely-
nek az adott két pont kertileti pontja. A bizonyitdis tovabba fel-
hasznalja Laguerre kovetkez6 ismert tételét:

Ha ¢ nem zérushelye az n-edfokii

PR)=cy+c,2+c 2%+ -+ - ¢, 2"
polinomnak, akkor minden a

E€s: -0 =0C—n

P(5)

P()

pontparon atmené K kor elvalasztja a P(z) polinom -gyokpontjait.
A tétel akkor is érvényes, ha a K kor a L ponton és

Q@) =nP@)+(E—2)P'(2)

valamely &, zérushelyén megy at. Vagyis a K korrel elvalasztott
két kortartomdny mindenike (a bels6 és a kiils6) tartalmazza
P(2)-nek legalabb egy zérushelyét, vagy pedig P(2) minden zérus-
pontja a K kor keriiletén van.
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A kovetkez6 tétel szintén elemien bizonyithaté: Ha

Qbn—anby=0 ¢és abanbn=+0 (1 =m=n),
akkor az
F(Z) i, ay+a.2+4+---t+ap"+ - - a2
by b2+ ---+b,,lz"'+.-- + b.2"

n\a, |-
()i
korlapon minden értéket felvesz.
_Ez a tétel rokon MONTEL kovetkezd sejtésével (elészér VAN
VLECK bizonyitotta be 1925-ben, utdna sok bizonyitdsa szerepel az
irodalomban). A

fiiggvény az

2| =R=

P(Z) =4 + Cn 2™ + Coih znl+1 + &8 + Cn 2" (1(26;);1:5 ’Oz;
n,\c¢
mje,

korlapon legaldbb m zérushelye van. Ebboél a c¢,=a,—Zb,
(h=0,m,m+-1,..., n) helyettesitéssel kvetkezteti Sz.-Nagy Gyula
a kovetkez6 tételt:

Az

polinomnak a
1

n

EZRS

F(Z) == ay + amzm + am+1 Zm“ + Shl + anzn\
bO + bmzm + bnl+1 Zm+] + 2108 + bnzn

raciondlis fiiggvény az
(/1 a,
mJa,

kirlapon minden értéket legaldbb m-szer vesz fel.

Ezekben a tételekben a O pont Kkitiintetett szerepet jatszik.
Nehézség nélkiil altalanosithatok azonban ezek a tételek gy, hogy
egy tetszésszerinti 2, pont vegye at a O pont szerepét.

Egyik, polinomokra vonatkozo régebbi tételének [24] altala-
nositasaként a kovetkez6 tételt nyeri:

o
m

(2=

Ha F(z) =% legfeljebb n-edfoki raciondlis tirtfiiggvény,

F(@)=g)=0, f(2)g()==0, és ha k és K a z, pontban
egymdst kiviilrol érintd, r ill. (n—1)r sugari zdrt kérlapok, akkor
F(2) K-ban minden olyan értéket felvesz, amelyet k-ban felvesz.
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Széljunk egy szot a totalredlis raciondlis fliggvényekrol. Total-
realis a fiiggvény, ha a valds tengelyen és csak ott valds.

) .
F(Z)— bo_l_..,_{_bnzn = g(Z) (anbn—l an—lbn<0)

irreducibilis, ha f(z)-nek és g(z)-nek nincs kozds osztdja.

Sz.-Nagy Gyula tobbek kozott bebizonyitja, hogy ha F(2) = /@)

£(@)
irreducibilis totdlredlis raciondlis tortfiiggvény, amelyre a,b,—a,b, < 0,
és ha P(z) tetszésszerinti olyan polinom, -amelynek minden egyiitt-
hatoja valos, akkor az

S$@) = P()/(2)+P(2)g()
polinomnak legaldbb annyi valos zérushelye van, mint P(2)-nek.

Sz.-Nagy Gyuldnak a totalredlis fiiggvényekr6l bebizonyitott
tételei koziil még csak ezt az egyet idézziik ([131], Satz VII):

Ha D = a,b,—a, b, a totdlredlis fiiggvény ,karakterisztikdja“,
A, B, B’ valos szdmok és D — BB’, akkor a

(f(z)— Ay +B'g* ()
polinom zérushelyei az |3z| = |B’| parallelsivban helyezkednek el.

Ha f(z) =g’(2), akkor D= —n, ezért a most bemutatott
tételbdl folyik E. Cesaro egy régebbi tétele: Ha az n-edfoku g(z)
polinom minden gyoke valds, akkor a

£@)+£%
polinom nullahelyei az |3z| = |/n parallelsdvban vannak.
10. §. Szogeltérés, értékeltérés

Az f(2) analitikus fiiggvény W(c, d) szigeltérésének [141] a
komplex szamsik ¢ és d pontjai kozott Sz.-Nagy Gyula a

7 f@)__ J© T S
W(c,d) = | arc = T arc 1) ©O = W(,d)=n)
értéket nevezi; a definicionak csak akkor van értelme, ha
J(e) f(d)=0.

Ha f(2)-nek valamely 3 tartomdnyban nincs nullahelye és c,
illetve 2 a B valamely szilard, illetve tetszéleges pontja, akkor
W(c, 2) maximumat az f(z) fiiggvény szogeltérésének nevezi a B
tartomanyban a ¢ pontra vonatkozélag.

Ervényes a kovetkezO tétel :
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Ha az f(2) n-edfoki polinomnak a |z—c|=r korben nincs
zérohelye, _akkor a c kozépponira vonatkozo szogeltérése a kon-
centrikus

|z—c]§_rsin% O < w=7n)
korben kisebb w-ndl. .
A tétel igy altalanosithaté :
Ha z, 2, ..., 2, az n-edfoku f(z) polinom zérchelyei és
f©)=F0, |zx—cl=n (nz=n=--=m>0>0)
és ha a pozitiv 9y szogek (k=1,2, ..., n) kielégitik az
’ 1 Sil G ==t B s = =il SIN T —0
G M+t FIh=0=x
Jeltételeket, akkor az f(z) polinom szigeltérése az |z—c| = o kor-
ben a kor ¢ kozéppontjdra vonatkozolag legfeljebb w. Ez arra a

konvex sokszigre is dll, amelyet az f(2) polinom zérohelyein dtmend,
a |z—c| =0 korhoz hazott érintépdrok alkotnak.

Ahelyett, hogy ezen tétel tovabbi altalanositasaval foglalkoz-
nank, inkabb az ugyanazon dolgozatban bevezetett értékeltérés
fogalmaval fogunk megismerkedni. (L. jelen munka 8. §-at is.)

A ¢ pontban el nem tiind f(2) polinom 2, és ¢ pontok kozotti
értékeltérésén Sz.-Nagy Gyula a

B(z, 0) = '—ﬁé’)— 0)=+0

( 0 ) f(C) (f( )’t‘ )

hanyadost érti. Ha tehdt f(z)==0, akkor B(z,c) B(c, z) = 1.
Errdl a kovetkezot allithatjuk.

Ha az n-edfokii f(z) polinomnak a nyilt |z—c| <r, illetve

|z2—c| > r kortartomdnyban nincs zérushelye és f(c)==0, 0 <t <1,
illetve t > 1, akkor

(—1)" = B(z, 0= ff((zc)) =(1+1",
illetve il ;
(t—1)" = B(z, ¢) = f}—((zc)l = (t+1)"

a zdrt |z—c| = rt ill. |z—c| = rt kortartomdny minden z, pontjd-
ban. Egyenl6ség akkor és csak akkor valtja fel az egyenlbtlen-
séget, ha az f(2) polinom zérushelyei osszeesnek a |z—c| =r kor
valamely £ pontjaval és 2z, a |z—c|=rt kornek a ¢ és C pontokat
Usszekotd egyenessel valo metszéspontija.
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Ambér ebben a gondolatkérben is szamos tételt allit fel, meg-
elégsziink a bemutatott legegyszeriibb mintakkal.

Szokefalvi-Nagy Gyuldnak a polinomok geometridjdban elért
foeredményeit ekkép futdlag attekintve, lathattuk, hogy klasszikus
tételeket messzemenden élesitve és altalanositva igen szép, tartal-
mas eredményekhez jutott. Bizonyitdsai legtobbszor igen természe-
tesek, a dolog lényegére tapintok és elemiek. Bizonyitdsi mdodszere
— néhany példan bemutattuk — meglehetds egységes. Rendesen
a logaritmikus differencidlhdnyados additiv el6allitasdbol indul ki
és iigyes fogdsokkal becsiili meg az egyes Osszeadandok alsod kor-
latjat. Egész ily irdnyti munkéssdga kiil- és belfoldon nagy figyel-
met keltett, a témakdr mindkét monografidja, DIEUDONNE-¢ is",
MARDEN-€ is® szdmos eredményét ismerteti. O maga is tervezte,
hogy a polinomok geometridjarél konyvet fog irni, de Marden
konyvének megjelenése utan lemondott err6l a szandékarol.

Az emlitettek miatt nem véllalkozhatunk arra, hogy azon
munkakat, melyek idézik, vagy amelyek rdja épitenek, felsoroljuk.
Csak néhdny kivaloé hazai szerzore hivatkozunk, akik munkdssaguk-
hoz tdle is nyertek inspiraciot. Igy pl. GarLal TiBor tartalmas
doktori disszertdcitja®, mely Laguerre tételének igen szép altald-
nositasait tartalmazza, lényegesen kihasznalja Sz.-Nagy Gyuldnak
a 2. §-ban ismertetett eredményeit. TURAN PAL* €és RENYI ALFRED is
hivatkozik Sz.-Nagy Gyula eredményeire.

TG EE] EZET

ANALIZIS

11. §. Altalanossagok. Fiiggvények zérushelyei és pélusai

Szokefalvi-Nagy Gyulanak ardnylag kevés dolgozata tartozik
az analizisbe. S6t az ebben a fejezetben referdlt dolgozatok is
egyetlen kivétellel a polinomok geometridjanak eszmekorébol ered-
nek, de kiilon beszéliink réluk, mert magasabbnemii egész fiigg-
vényekrol szdélnak. Ezekhez is Laguerret6l nyerte az 0sztonzést.

Italanosan ismeretes, hogy az egész fiiggvény nemének fogalma

20 Maroex M. : The Geometry of the Zeros of a Polynomial in a Complex
Variable. Mathematical Surveys, No. 3, Amer. Math. Soc. New-York, 1949.

21 Gronwarp T.: Valds zérdhelyekkel bird polinomokrél. Mat. Fiz. Lapok
46, 1939, p. 31-57.

22 P, Turin: On rational polynomials. Acfa Szeged 11, 1946—1948, p.
106—113.
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is Laguerretdl ered, tigyszintén annak felismerése is, hogy a O és
az 1 nemfi egész fiiggvények (Sz.-Nagy Gyula nullad stb. faji-nak
hivja ezeket a fiiggvényeketgla polinomok sok tulajdonségat megorzik.

Most ismertetjiik Sz.-Nagy Gyula [22] dolgozatit, az egyetlent,
melynek targyat is, modszerét is az analizisbol meritette.

Legyen az f(2) meromorf fiigyvény a |z}=r kor keriiletén
regularis, a kor kozéppontjaban nem nulla, a kor belsejében az
@, @, ..., @, pontok legyenek a zérbhelyei, és az m szadmu
By, ..., B poOlusai kivételével a koron beliil mindeniitt maradjon
véges. Jeloljiik tovabba a polarkoordinatikban megadott

R = |f(re?)| = F(¢)
181 182 o p)m

R acle RO = pn-m
G « .. Cy

kort K-val. Az alfdk és bétdk multiplicitisukkal szamitandok. Egy
CARATHEODORY- €s FEJER-t01* szdarmazo, sokszor alkalmazott méd-
szerrel kimutatja, hogy /A-nak barmely pozitiv egész értéke mellett

[ 1/(re) [ dg = 2R
0
Ehnek sok kovetkezménye koziil csak ezeket emlitjiik :

1. A G gorbének nem lehetnek osszes pontjai sem a K koron
beliil, sem pedig azon kiviil.

2. A G gorbe keriilete nem kisebb a K kor keriileténél (k= 1).
3. A G gorbe teriilete nem lehet kisebb a K kor teriileténél (k—2).

gorbét G-vel, az

12. §. Kritikus pontok

Az egész fiiggvényt akkor nevezziik valosnak, ha a valds
tengely minden pontjaban, és csak ott, valos értékeket vesz fel.
Ha f(2) valos polinom vagy nullad- vagy els6faji (= O vagy 1
nemii) egész fiiggvény és ha y nem negativ valés szam, az

F()=e7" f(2)
legfeljebb mésodfaji egész fiiggvényt POLyA GYORGY nyomdn felemelt
elsbfaju, vagy 1* faju egész fiiggvénynek nevezi. A y-t F(z) kitevo-
Jjének hivja. F(z) logaritmikus derivaltjanak,

Mo 55

23 C. CaraTHEODORY et L. Fejir: Remarques sur le théoréme de M. Jensen.
Comptes Rendus 145, 1907, 163—165.
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-nek az a+-ib és a—ib konjugalt komplex szdmparhoz tartozo
differencia hanyadosat, a

_ M(a-+ib)—M(a—ib)
oL 20bi
szamot az F(z) 1*-faju egész fiiggvény a+ib helyeken felvett
kritikus értékének nevezik. Ez a fogalom és elnevezése FOURIER-ig
megy vissza. Sz.-Nagy Gyula tobb dolgozatban [65—69], [144]
foglalkozik veliik.

Ha & =0, akkor

K= M'(a)—

K

F(a) F"(a)—F"(a)’
: F(ay :
A kritikus érték definicidja szerint mindig valdés. Ha

M@+@=A+$JHWK=%n

A szamsik azon pontjait, ahol a kritikus érték nem negativ,

az F(2) elsdrendii kritikus pontjainak (roviden kritikus pontjainak)

nevezi, de ide nem szamitanak F7(z) valos zérohelyei. F’'(2) zér6-

helyei nyilvdn F(2) kritikus pontjai. Az F(z) 1'-faju egész fligg-
vény kritikus pontjai ugyanazok, mint a

G(2) =¥ F2)

fliggvény kritikus pontjai, ahol 0 és & valoés szamok.
Szamos bebizonyitott tétele koziil itt is csak néhany jellem-
z0nek az ismertetésére fogok szoritkozni.

Az F(2) 1’-faju egész fiiggvénynek akkor és csak akkor van-
nak kritikus pontjai, ha vannak képzetes zérchelyei.

F(2)-nek az a+ib kritikus pontjahoz tartozik egy H egyenl6-
oldalti hiperbola, melynek tengelye az a-4-ib és a—ib pontok
kozti szakasz. F(2)-nek mindig van legaldbb két zérdhelye a hiperboldn
vagy a hiperbola belsejében. Hasonl6 tételek mondhatok ki bizo-
nyos esetekben a két ovalisbol 4ll6 Cassini-féle gorbékrol is.

Az F®(2) differencialhanyados kritikus pontjait az F(2) fiigg-
vény k--1-edrendii kritikus pontjainak nevezi. ;

Az 1"-faju fiiggvény minden kritikus pontja a fiiggvény leg-
alabb egy Jensen-korének belsejében vagy keriiletén van.

k-adfajii Jensen-ellipszisnek hivia azt az ellipszist, melynek
kis tengelye két konjugalt komplex zéréhelye Osszekotd szakasza,
nagy tengelye |/k-szor akkora. Az 1*-faju fiiggvény minden k-ad-
rendfi kritikus pontja legaldbb egy k-adfaji Jensen ellipszis belse-
jében vagy keriiletén van.
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Mindezen tételeket kiilonféle irdnyban jelentékenyen altaldno-
sitja, de az el6adottakbdl is fogalmat nyerhettiink vizsgélatainak
irdnyarol. Léatni, hogy mindezek a tételek rokonok azokkal, ame-
lyekkel a polinomok geometridjdban megismerkedtiink.

I'YV-BEJEZET

GEOMETRIA

13. §. Specialis tételek

Emlitettiik - mar, hogy Sz.-Nagy Gyula — nagykiterjedésii és
jelentékeny algebrai munkdsséga ellenére — els6sorban geométer,
amirdl igen sok dolgozata tantskodik. Igen sokszor persze egyéb
vizsgdlatai vezették geometriai kérdésekre, hiszeén az algebranak
az az aga, amely elsésorban foglalkoztatta, szorosan 0Ossze van
fonddva a geometridval. De maér ifjikori tdrgyainak, a diofantikd-
nak is vannak geometriai vonatkozdsai, els6 geometriai dolgozatai,
a negyedrend{i masodfaju ([8], [20]) és a negyedrendii hyperellip-
tikus gorbék sajatsagai felderitésének [14] szentelt dolgozatai a
megfeleld diofantikus egyenletek vizsgalatabol erednek.

A negyedrendii masodnemii (Sz.-Nagy Gyula mdsodfajii-nak
mondja) gorbével tehat mar talalkoztunk az 1. §-ban, ezt C;-vel
jeloljiik. A gorbének kettdspontja van, egyenlete pedig a kett6s-
pontnak O=(0, 0, 1) pontba vald helyezésével homogén koordiné-
tdkban ilyen alakban irhat6:

f(x’ Vs Z) Eze.ﬁl(x) y) il 22]‘3(x, y) +f:i(x: y) = O,

ahol fi(x,y) (k=2,3,4) x-nek és y-nak homogén k-adfoku fiigg-
vénye. f,(x,¥) az O Kkettéspontban htizhaté két érintd egyenlete.
A negyedrendii gorbék koziil épp ezek elmélete volt legkevésbé
kidolgozva. Sz.-Nagy Gyula részben ROBERTS XIX. szazadbeli angol
matematikus tételeit vezeti le egyszeriibben, részben 1j tételeket
talal. Tételei koziil néhanyat bemutatunk :

Az O kettéspontbdl a C7 gorbéhez huzhatd hat érint6 érintés-
pontja egy kupszeleten, az tn. BERTINI-féle kupszeleten fekszik.
A Bertini-féle kipszelet a gorbét még egy oly B, B, pontpdrban
- melszi, amely azzal a pontpdrral, amelyet a kettdspont két érin-
toje metsz ki a gorbébol, egy o egyenesen fekszik. Ez az o egye-
nes az O kettdspontnak a Bertini-féle kipszeletre vonatkozo poldrisa
és igy a B,, B, pontpdrban a Bertini-féle kupszelet érintéi a kettds-
ponton mennek keresztiil.
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Masik eredménye: A C; kettdspontjdn dtmend sugdrsor suga-
raival a gorbébdl ¢s a Bertini-kiipszeletbol kimetszett pontpdrok
harmonikusan vdlasztjdk el egymdst.

Tovabba: A C; gorbének egy tetszileges egyenessel kimet-
szett 4 pontjdt az O-bdl a girbére vetitve olyan négy pontot ka-
punk, amelyek az O, B, és B, pontokkal egy kipszeleten vannak.

Ha a kettdspont mindkét érintdje inflexios érintd, a gorbét
egy oly involucids perspektivitds, melynek kozéppontja O és ten-
velye a jelen esetben a Bertini-kupszelet szerepét dtvevi egyenes,
onmagdba viszi dt.

Figyelemre mélto a C; kovetkezd szarmaztatasa [20]: Egy
kozdnséges és egy olyan degenerdlt kupszeletsor képzédménye, me-
lyet két egyenest egymdstol harmonikusan elvdlaszto involucios
egyenespdr alkot, oly negyedrendii mdsodfaji girbe, melynek ket-
tospontja az involucios egyenespdrok kozéppontja.

Ugyancsak a diofantikus egyenletekkel valo foglalkozasbol
ered [14] a negyedrendii hyperelliptikus gorbe szarmaztatisa mint
két specialis helyzetii ktpszeletsor képzédménye.

Most néhany oly tételt ismertetiink, amelyekre algebrai kuta-
tasai vezették. A tételekre sziiksége volt az algebrai allitis bizo-
nyitasanal. Ilyen pl. ez a tétel [101]:

Ha K, az R sugari K korrel koncentrikus R,~— R|2 sugart
kor, akkor a K, kirlapon kiviil fekvo bdrmely P, és P, ponton (it
lehet olyan egyenld oldalii hiperboldt rajzolni, amelynek a K kor-
rel nincs kozos (valos) pontja és amelynek kozéppontia a P, P,
tavolsdg felezo pontja. '

Ugyancsak a hiperbola egy sajatsagat fejezi ki az a tétele
[123], mely szerint azon pontok mértani helye, melyeknek a paral-
lelogramma szembenfekvo csicsaitél valo tdvolsdgainak szorzata
egyenld : egyenldoldalu hiperbola, melynek kozéppontja a paral-
lelogramma dtléinak metszéspontja. Derékszigii parallelogramma
esetén a hiperbola a két oldalfelezo pdrhuzamosba degenerdl. Meg-
allapitja ennek a hiperboldnak néhany tulajdonsagat; pl.: Ha az
F, F, tdvolsig felezéponija O, akkor a sik azon P pontjainak mér-
tani helye, amelyekre PF,-PF,— P (), egyenldoldalii hiperbola,
melynek fokuszai F,, F..

Viszont az egyenldoldalii hiperboldbl beirt parallelogramma
szemben fekvé oldalai a hiperbola tetszdleges pontjdbdl egyenli
vagy kiegészito szogek alatt ldtszanak. -

Nyilvanvalo ezeknek a tételeknek a lemniszkdtdkrol szolo
vizsgalataibol valo eredete [114], [118], [123], [128], [130], amelyek
viszont a polinomok geometridjaval fiiggnek Ossze.

16 Matematikai Lapok



Az n-edrendii lemniszkata a komplex sik azon pontjainak
mértani helye, amelyekben valamely n-edrendti polinom - abszoltt
értéke anaz. Ezen polinom  zérushelyei a lemniszkdta kozép-
pontjai. ( okan inkabb fokuszainak nevezik.) Az egymastol kiilon-
. bozd kozéppontokat a lemniszkata smagjainak nevezi. Valamel
meghatarozott ponton a koncentrikus lemniszkatiknak csak egyike
megy at.

gyAz n-edrendil lemniszkatanak a végtelen tavol fekvo képzetes
korpontok n-szeres pontjai, a gorbe tehat 2n-edrendii n-szeresen
cirkularis.

Nem faraszthatom az olvasét a szamos tétel elmondasaval,
amelyeket az daltalanos lemniszkatarol megallapit. Beszamolémban
csak néhany tételre fogok szoritkozni, f6éleg a polinomok geomet-
ridjaval Osszefliggokre. ’

© Az n-edrendfi L,(¢) lemniszkata egyenlete

() = (@—2) (2—2) - (2—2) | = 0"
vagy

f@I “f(7)f(z)f~]/(7—2r)(2—z/ ]I =t
L e

amibol latszik, hogy a gorbe n-szeresen ciklikus. "Ha a kozép-
pontok pontra vagy egyenesre szimmetrikusak, a. gorbe is az.
A lemniszkata reguldris, ha fokuszai (= kozéppontjai) szabalyos
sokszoget alkotnak. A szabdlyos lemniszkédta egyenlete tehat

|(z—a)' —b| = o" =+=0. (13,1)

A lemniszkata szingularis, ha legalabb egy valds szingularis pontja
van. Az L,(0) lemniszkita (o==0) nyilvan szingularis. A valddi
szingularis lemniszkatanak a korpontokon kiviil csak a legegy-
szeriibb szingularis pontjai vannak, valos tobbszords pontok, egy-
masto! ‘kiilonboz6 érintdkkel. Ha

‘ . f(z) T (Z_ZX)PX(Z _Z‘_')}‘Z e (Z—'Zm)l)m
(P/.- =15 Dt tpu=n; 2 7-;‘: Z/.),

== 0 L = e )
valddi lemniszkéata akkor és csak akkor szingularis, ha § az f'(2)
differencialhanyados = olyan nullahelye amelyre f(£)==0. Ha C
f'(z)-nek egyszeres zerushelye akkor 3 a lemniszkata kettGspontja,
ahol a két érint6 egymasra merdleges. Ha a L pont f'(2) tobb-
szoros zérohelye, akkor a lemniszkata k- 1-szeres pontja. ErintGi
itt k-1 sugart ,szélrozsat® alkotnak.

az
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Bizonyitdsa f(z)-nek Taylor-sorba fejtésével torténik. Ebbo]
a tételbol kovetkezik, hogy a (13,1) valodi szabalyos lemniszkata
csak akkor szingularis, ha || o". Ha b= —o", egyenlete polar-
koordinatdkban (a a p()lus a pozitiv valos tengely a polartengely)

~~~~~ - 20" cOS ng.

A szabalyos szingularis n-edrendii lemniszkdtdk tehat n indexii
szinusz-spirdlisok €és viszont, minden szinusz-spiralis, melynek
indexe pozitlv egész szdm, szabdlyos lemniszkata.

A polinomok geometridjabol ismert Gauss—Lucas, illetve
Jensen tételekbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy a koncentrikus valodi
lemniszkatdk szinguldris pontjai kozéppontjaik legkisebb konvex
burkdnak belsejében vannak. Ha az L,(¢) (¢ >0) lemniszkéta
kozéppontjai az a tengelyre vonatkozélag szimmetrikusak és Kj-val
{h—1,2,...,») jeloliipk egy-egy oly kort, melynek atmérdje a
lemmszkatanak két, az a tengelyre szimmetrikus kozéppontjat 0sz-
szekotd egyenesdalab akkor a koncentrikus lemniszkatdknak min-
den a tengelyen kiviil eso szinguldris pontja legaldbb egy K, kor-
lapon van (h—=1,2,.

Flgyelemxemelto még ez a tétele:

A Q kozépponti 0 sugaru zdrt korlapon van legaldbb egy
pontja minden o sugartt olyan lemniszkdtanak, melynek valamelyik
kozéppontja Q.

Ha 2,2, ...,z., egy L,(0) lemniszkdta magjai, akkor a
lemniszkdtdnak egyetlen pontja sincsen valamennyi (m szamu)

|z—2z =0 (== 2 %)

K, koron beliil, vagy valamennyin kiviil. Ezen m szimu K, kor
dsszessége a lemniszkdta minden pontjdt tartalmaezza. (Ha tehdt van
oly sikrész, amelyet valamennyi korlap lefed, abban a lemniszka-
tanak egyetlen pontja sincs.) v
Ebbél kovetkezik, hogy ha az |2—«| = r korlap az L.(0)
lemniszkdta valamennyi magjdt tartalmazza, akkor a lemniszkdta az

le—e|=e+1
korlapon teriil el. Ha o > r, akkor az egész lemniszkdta a
o F S (2= 04T

kargyiiritben halad. Ha o - 2; akkor a lemniszkata egyetlen me-
netbdl all. Elég nagy o-ra tehdt a lemniszkita alakija “mindinkabb
kozeledik a koréhez, mert

@[1——~~ = |z—e| :;L;Q{l 7'——1»).

0
N 1)

16%



224

Ez Lucas tétele 1838-b¢l, ce csak Sz.-Nagy. Gyula bizonyi-
totta be 1948-ban [114].
Felemlitjiik még ezt a tételt:

A lemniszkdta kbzéppontjainak konvex burkolojit a girbe
minden normdlisa két részre osztja, kivéve ha valamennyi kozép-
pont ugyanazon egyenesen van, mert akkor ez az egyenes is a
gorbe normdlisa. '

Kiilon dolgozatban [118] targyalja a lemniszkatan fekvo pont-
csoportokat, de a tételekben felhasznalt sok definidlandé fogalom
‘miatt ismertetésiiktol eltekintek. A lemniszkata feliiletekr6l analog
megallapitasokat tesz, de ezekre sem terjeszkedhetek ki.

A lemniszkata gorbék kozelfekvd altaldnositdsai azok a gor-
bék, amelyeket Sz.-Nagy Gyula Apollonius-féle gorbék-nek nevez
¢s amelyeknek egy nagyobb dolgozatot szentelt [130]. Ez a foga-
lomalkotdsa nevét onnan nyerte, hogy az elemi geometriab6l 6l-
ismert Apollonius-féle kor dltalanositasanak tekinthet6. Azon P
pontok mértani helye, amelyeknek az A, B szilard pontoktdl vald
tavolsagainak ' ;

45
BP
viszonya allando, kdr, az un. Apollonius-féle kor, 7 paraméterrel,
A, B polusokkal. Ennek éltalanositasaképp nyeri az Apollonius-féle

i

gorbék kovetkezo értelmezését: Az A, A,,,.., A, és B,,B,,..., B,
pontcsoportok szildrdak. Az
5 AP-AP...AP T

B.P-B,P...B,P

feltételnek eleget tevé P pontok mértani helyét, a C.(A, B, T)
gOrbét nevezi Apollonius-féle gorbének 7 paraméterrel. Az A ill.
B pontcsoportokat a gorbe podlusainak nevezi. Az elnevezés jogo-
sult, mert bel6le m — 1-re az Apollonius-féle kor lesz. C,.(A, B, T)
egyenlete ilyen alakban irhato:

@]
2@ |~ "

ahol f(z) ¢és g(z) n-edfoku polinomok. C, 2n-edrend{i n-szeresen
cirkularis gorbe, ennélfogva barmely egyenes és barmely kor leg-
feliebb 2n valdés pontban metszi. A gorbe csak akkor kisebb rendii
2n-nél, ha T—1. A 4

)

W=
g ()
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konform leképezésnél az gg; = T gorbének a w sikban a |lw|=T"’
~kor“ felel meg, ezen fogalom segitségével a kor keriileti szog
tételével analdg tételt allapit meg a C, gorbékre. Ez a tétel igy
sz0l: Ha T. < T,< T, és az A, B pontcsoport a T, T,, T, parameé-
terii hdarom gorbére azonos (,kopolarisak®), akkor C,.(A, B, T.)
gorbe elvilasztia a C.(A, B, T)) és C.(A, B, T;) gorbéket.

Szamos tételt allit fel ezekr6l a gorbékrdl, koziiliik csak egyet
sorolok fel, amely megmutatja, hogy gyokeriik szintén a polinomok
geometridjaban van. Ha f(2) és g(2) n-edfoki polinomok relativ
primek és f(z)) =0, g(2)) =0, akkor az n-edrendi :

1 |
Fay—| @ |
F(") “‘!g(z) i_F(Zn) :
Apollonius-féle gorbének a z, pont akkor és csak akkor szinguldris
pontja, ha
P ==0;

Z, pont kettos pont, melyben a két érinté egymasra merdleges,
esetleg k-szoros' pont, melyben az érintok & sugari ,szélrozsat
alkotnak, aszerint amint F”(2))=5=0, illetve F’(2)—= F"(2)="--
oo FOD(2)) =0 de F®(2,) == 0. A szingularis pontoknak az A és
B poluscsoportokra vonatkozd helyzetét ugyanazok a tételek irjak
le, mint amelyek F’(z) differencidlhanyados nullahelyeinek f(z) és
2(2) nullahelyeire vonatkozo helyzetérdl adnak felvilagositasta

Ezektl a gorbeosztalyoktol természetes ut vezet azokhoz a
gorbékhez, illetve feliifetekhez, amelyeket 7schirnhaus-féle gorbek-
nek, ill. feliileteknek nevez [135], [139]. Ezek a gorbék is a poli-
nomok geometridjabol erednek. Ezek olyan gorbék (feliiletek), me-
lyeknek n szamu adott F, F., ..., F, szilard pontoktol valdé adott
pozitiv q,,q.,...,q, konstans szamokkal (,stlyokkal®) szorzott
tavolsagainak osszege dllando—nR. Az

]’L.:i.:Pﬂl. (k7~],2,...,11)
jelolés bevezetése utan a gorbe (feliilet) egyenlete

"
D gnri—n R—0.
h=1

A gorbe (feliilet) konvex, tehat ovilis, E,-nek nevezi. A R valto-
zasaval kapott konfokalis gorbe (feliilet) csak akkor valos, ha R > R,.
Sok megallapitott tétele koziil csak egyet idéziink :

Legyen O az F). pontok stlypontja (mindenik ¢, sulyt), ekkor
E"(R) bdrmely pontjdnak 0-fél valo tdvolsdga nem nagyobb R-nél, -
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Ekkor forgési feliilet, melynek az egyenes tengelye.

STAUDTtOl szarmazik az a tétel, hogy két algebrai gorbének
paros vagy pératlan szamt kozos pontja van, aszerint, amint leg-
alabb egyikiik paros rendi, vagy mindkett6 paratlan rendszamd.
Ezt a tetelt teszi pontosabba Sz.-Nagy Gyula [31], [39], [55], mert
bebizonyitja, hogy ha a G, és G, egymenetii gorbéknek egyszerii
kettés pontokon és inflexios érintékon kiviil mds szingularitisuk
nincs, tovabba nincs kozos érintdjiik és ha van a sikban oly pont,
amelyb6l a gérbék valamelyikéhez nem indul érintd, akkor a két
garbének pontosan mn szdmu kozos pontja van, ha a G, gorbét
G, valamely érintoje m, G.-et pedig G, valamelyik érintdje n
szamii pontban metszi. E tétel dudlisa is igaz.

[129] dolgozataban egyszerii szemléletes levezetést ad az un.
els6 PLUCKER-féle formulara:

k=(n—1)n—2d—3r,

ahol n a gorbe rend-, k osztdly-szdma, d kettéspontjainak, r he-
gyeinek szdma. ZEUTHEN mddszerét egyszerfisiti a STEINER-féle
szimmetrizalds felhasznalasaval.

Egy SCHLESINGER Lajostol felvetett kérdést megoldva, bebi-
zonyitja [21], hogy a p nemii p - 1 valds menetbdl dllo gorbéhez tar-
fozo RIEMANN-féle feliilet egy egyrétii feliiletre konform leképezheto.

Egy két oldalas dolgozataban [104] uj bizonyitast ad az tn.
négycsucs téfelre (Vierscheitelsatz). Ezen nevezetes tétel szerint
a folytonos gdorbiiletii zdrt konvex gorbének- legaldbb négy csticsa
van. Csucs-on itt a gorbe olyan pontjait értjiik, amelyekben a gor-
biiletnek relativ sz¢éls6 értéke van. :

A tételt a legtobben A. KNESERnek tulajdonitjak, de S. Muk-
HOPADHYAYA™ hindu matematikustol szarmazik. A tételnek igen
sok bizonyitasa ismeretes. Sz.-Nagy Gyula bizonyitasa figyelemre-
mélto egyszeriisége és rovidsége miatt. Bizonyitasiban H. BRUNN
egy ismert egyszerii tételébol indul ki. Holdacskdnak (Mond) nevez-
nek oly zart gorbét, mely két folytonos gorbiiletii konvex ivboi
all, és mindketté a kozos A,A, végpontokat 0Osszekotd egyenes
ugyanazon oldalan van, ezen két végponton kiviil egyéb kozos
pontjuk nincs. Az egyik ivet kiilsének, a masikat belsének neve-
zik. (A v, belsd iv a kiils6 7, ivvel és az A, A, egyenessel hatd-
rolt teriileten beliil van.) A konvex iv akkor egyszerii, ha teljes
gorbiilete = 7. Az M holdacska egyszer(i, ha kiilsé ive egyszerii.

R-et csak akkor éri el, ha az F, pontok egy egyenesen fekiisznek.

2 S. Muknopapnvava: New Methods in the Geometry of Plane Arc,
Bull. of Calcutta Math. Soc. 1, 1909. Kxeser cikke a Weser emlékkdnyvben
jelent meg 1912-ben.

'
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H. Brunn tétele szerint: Az egyszeri holdacska kiils6é ivének
maximalis gorbiilete nem kisebb belsé ivének minimalis gorbiile-
ténél. :
A, és A,-n at ugyanis hlizhatunk két ¢, és g; parhuzamos egye-
nest, melyeknek a két ivvel A-en és A.,-n kiviil nincs tobb k6zos
pontjuk. Ha y.-t a g, mentén oOnmagaval parhuzamosan eltoljuk
ugy, hogy v,-en athaladjon, akkor v, végiil atmegy egy olyan y;
ivbe, mely teljesen 7, konkdv oldaldn fekszik és legalabb egy
kozos pontja van y,-gyel. Ebben a kozos P pontban 7, és 7.
érintkezik, mert hisz M csticsai nem johetnek széba. P-ben 7%
simuldkore nem nagyobb a y,-€nél, 4 gorbiilete P-ben tehat nem
kisebb y,-énél. Brunn tétele ezzel igazolva van.

Magan a C gorbén mindig talalhatunk 3. olyan P, P, P;
pontot, amelyek haromszoge heoryesswqu A P,P,P; ) koril irt K’
kornek a C gorbével paros szami kozos pontja van — 2n, ezek
(szlikség esetén P,, P, Py kis megvaltoztatasa utdn) mmd kuldn—
hozok, C-t és K-t ez a 2n szamu pont 2n egyszerii ivre osztja,
de akkor minden osztopont egyszersmind egy holdacska egyik
csticsa. Ekkor Brunn tétele szerint mindegyik iven van egy pont,
amelyben a gorbiilet a belsé gorbéét feltilmulja és mivel 2n = 4,
a gorbtilet legalabb négy pontban vesz fel relativ sz€lso értéket és épp
ezt kellett bizonyitanunk.

Sz.-Nagy Gyula egyéb geometriai kérdésekkel is foglalkozott.
Azokrol, amelyekre tobb dolgozatban visszatér, kiilon §§-okban
szamolunk be. Azokat, amelyekben valamely kérdést csak egy-két
munkaban targyalt, csak futdlag emlithetjiik. [I7]-ben az elliptikus
gorbén lévo pontkonfigurdcidk- részére a WEYRtOl megadott szimbo-
likus kalkulust indokolja meg. [103] arr6l a legkisebb korgyfiriirol
szdl, mely valamely adott konvex gorbét tartalmaz. [63] és [124]-ben
a gOrbe illetve feliilet atmér6ibol kiindulva, a ,centrdlis feliileteket“
vizsgalja. Tételei részben JORDAN KAROLY és FIEDLER vizsgélataihoz *
kapcsolodnak.

Egyik dolgozataban [120] olyan algebrai feliiletrdl van szo,
melynek ,alakja valamely gorbe.“ Egyenlete — ha f(x,y)=— 0 va-
lamely algebrai gorbe egyenlete

2%, Y)—e =0, £>0.

[132] a csuklos négyszogeket targyalja. A [145] dolgozat 3.
tétele : ha egy tetraéder minden lapja egyenld teriiletii, akkor —
D-vel jelolve a tetraéder koré irt gomb atmérdjét — az élek négy-
zetosszege 4 D>

B

% Jorpan K. és Fieprer R.: Zart konvex gorbeékkel kapcesolatos girbékrol,
Math. és Phys. Lapok, 24, 1915, p. 207—228. ¢s egyéb kozleményeik is.
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14. 8§ Topologia

A topologia Sz.-Nagy Gyula kedvelt targya volt, nalunk egyik
uttoroje. A kiilon §-ban targyalando maximalis indexii gorbék és felii-
letek elméletén kiviil topoldgiai targyaak [11], [12], [15], [18—20], [31],
33—37], [39], [43], [50—52], [54—56], [78], [81], [87], [90], [91],
97}, [100], [104], {107], [115], [120], [122] dolgozatai. Ezek koziil
csak néhanynak az ismertetésével kell beérnem.

Fontos szerepet jatszik nédla az elemi gorbe. Ezalatt egy
menetii, folytonos zart, véges szamu konvex ivb6él allo sikgorbét
ért, melynek minden pontjaban meghatarozott, a ponttal egyiitt
folytonosan valtozo érintje van. MOBIUS €s KNESER klasszikus
tételei szerint a pont- és érintoszingularitds nélkiili gorbék ovalisok,
sOt annak az algebrai gorbének, melynek szingularitasai csak kettos
pontok, kett6s pontjai sincsenek. Sz.-Nagy Gyula erre a tételre
tisztan topologiai bizonyitast ad és dltalanositja pl. igy: azok a
stkgorbék, melyeknek elsofaji csicson (igy hivia Sz.-Nagy Gyula
azt a pontszingularitast, melyet eddig hegynek, visszatérd pontnak,
Spitze neveztiink, a tovabbiakban Sz.-Nagy Gyula termmolociajét
kovetve — hacsak kifejezetten nem mondjuk az ellenkezdjét —
cstics szOt ebben az értelemben hasznaljuk) Awvil, mds pont, vagy
érintdszingularitdsuk nincs, harmadosztalyiak 3 csiicesal.

Korai dolgozatai [12], [19] foglalkoznak hurkolt és Idncolt
térgirbék algebrai elallitasaval. A zart térgorbét hurkoltnak nevezi,
ha a gorbe nem hatdrvonala elemi feliiletnek, a gorbét lancoltnak
nevezi, ha tébb Ossze nem fiiggo darabbol all amelyek koziil egy
kezo) térrészbe. Ezekre a corbekre a kovetkezo kérdés vezet : Ha adva
van egy algebrai sikg(’jrbe, melynek kettés pontjain kiviil egyéb
szingularitdsa nincs, taldlhatunk-e olyan térgorbét, melynek a sik-
gorbe derékszogii vetiilete és ahol el6 van irva, hogy a sikgorbe
kettbs pontjainal latszolag keresztez6dd térbeli dgak koziil, melyik
legyen a fels6 és melyik az also. A vélasz igenld és két modszert is
ad, amelyekkel a térgorbék megtalalhatok. Analog kérdéssel Sz.-Nagy
Gyuldval egyidejiileg a magyar matematikusok koziil PAL Gyura™
is foglalkozott.

A gorbék kettés pontjairol Gauss szép tételt allitott fel.
Tekintsiink egy a sikban, vagy a gombon fekvO zart gorbét, n kettos
ponttal, de harmas vagy tobbszoros pontok nélkiil. Valahonnan
kiindulva szdmozzuk meg kettéspontjait az 1,2,..., n szdmokkal.

2% Pir Gv.: Térbeli Jordan gorbékrol. Math. és Phys. Lapok 24. 1915.-
236—242. és Uber Funktionen die ]ordan-sche Gebilde darstellen. Jfournal f-
d. reine u. angew. Math. 145., 1914, p. 1—8.
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A gbrbét az egymasra kovetkezd kett6s pontok sorszamaval kelet-
kezd P,, ismétléses permuticio jellemzi. Gauss szerint a permu-
tdcioban minden keltospont egyszer pdros, egyszer pedig pdratlan
helyen fordul eld. .

Gauss a tételt nem bizonyitotta be, az irodalomban az els6
bizonyitds Sz.-Nagy Gyulatol valé [33—35], [43], [122]. A tételt
Sz.-Nagy Gyulara valé hivatkozassal, kissé eltérd bizonyitassal
részletesen bemutatjdk RADEMACHER €s TOEPLITZ ismert pompas
konyviikben.* Bizonyitds végett a tételt a grafelmélet nyelvére
atfogalmazza ekképp : Egy G végesben fekvo sikgorbét n kettdspontja
2n vonaldarabra bontja. Ezek a vonalak kéf szinnel (e és ) ugy
festhetok be, hogy a gorbének egy befutdsakor kiiloinbozo szinii vonalak
felvdltva kovetkeznek egymdsra és annak a két vonalnak a szine, amely
a gorbe befutdsakor akdrmelyik kettds pontba vezet, valamint annak
a két vonalnak szine, amely abbol a kettds pontbol kiindul. kiilonbozo.

Sz.-Nagy Gyula a gorbének ciklusokra bontasaval bebizonyitja
¢s kimutatja, hogy ha két gorbéhez ugyanaz a permuticio tartozik,
akkor a két gorbe folytonos deformdcioval egymdasba étviheto.

Ezek a kérdések természetesen vezették el a gombon fekvod
zart gorbékhez, amelyeket [37], [51], [52] dolgozataiban targyal.
Ezekr6l csak azt a tételt emlitjiikk fel, hogy a gombi gorbén — keltd
multiplicitassal szamitva — pdros szdmu (esetleg 0) vagy végtelen
sok diametrdlisan szembenfekvé pontpdr van.

Rokon témaja van [54], [74], [78], [80] dolgozatainak. , Buschen-
veloppe“-nak hivia H. BRUNN azt a teljesen a végesben fekvO gorbét
— némelyek ,bokrétagorbével“ magyarositjdk —, melynek minden
iranyban pontosan egy érint6je van. Erint0szingularitdsai tehat nem
lehetnek, de kettos és visszatérd pontjai igen. Ezekr6l a gorbékrol
disszertacidjaban (1889) H. Brunn és masok — a magyarok koziil
Jordan Kaéroly — analitikai tuton szamos tételt bizonyitottak be.
 Sz.-Nagy Gyula ezeket a tételeket szamos njjal egyiitt geometriai
liton szarmaztatja. Mindezekb6! csak némi izelitot adhatunk. A gorbét
B,-rel jeloli, ha r a gorbe visszatérd pontjainak szama, és két vissza-
‘téré pont kozotti ivét, amelyen mas visszatérd pont (= hegy) mar
nincs, a gorbe komponensének nevezi. Barmily g egyenes B,-nek
csak egyetlen konponensét metszheti két pontban, még pedig azt,
amely a g-hez parhuzamos érintét tartalmazza. A tobbi komponenst
legfeljebb egy pontban metszheti. Egyetlen komponens sem metsz-
heti 6bnmagat. Két szomszédos komponens sem metszheti egymast.
Két nem szomszédos komponensnek legfeljebb egy kozos pontja

27 H. Rapemacuer €s C. Toepurz: Von Zahlen und Figuren, Berlin, 2-
kiadas 1933, p. 50-55. ¢és p. 169. A tétel kimondasat 1. Gauss: Werke Bd
8. p. 272, 282--286.
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lehet. A visszatérd pontok szama, r mindig pdratlan’ és legalabb 3.-
A kettos pontok szama legfeljebb l(’;‘?) Ezek a tételek ré‘geb?
biek. Sz.-Nagy Gyulatol szarmazdk: Ha B, rendje n, osztdlya m,
akkor m =n—1=1r. A kettos pontok szdma = —’:2——’ . Minden

r = 3 pdratlan szdmhoz talilhatok r-edosztdlya i --1-edrendii B,
o0rbék stb.

A B, gorbék kozelfekvo dltalanositasai az érintdszingularitds
nélkiili gorbék [54], [90]. Ezeket G,-rel jeloli, ahol r jeloli elstfaju
cstuicspontjai szamat. A kapcsolatot a kovetkezod tétel létesiti: Egy
G, gorbének bdrmely egyenessel egy, illetoleg két pdrhuzamos érin-
tdje van, aszerint, aminl r pdratlan, illetoleg pdros. Ezekre a gor-
békre is — mutatis mutandis — atviszi a B, gorbékre megallapitott
tételeit.

Tételeit tobbméretii terekben elteriilé gorbékre is kiterjeszti [81].

Itt emlékezem meg végiil — ambar anyaganak nagy részérol
csak a kovetkezd §-ban lesz sz6 — nagy referdtumardl a véges-
rendit geometridarol [97], [107], amelyben az algebrai gorbéknek
algebrai eldéllitasuktdl fiiggetlen tulajdonsagait mutatja be, ame-
Iyekkel tehat bizonyos nem algebrai gorbék és feliiletek is rendel-
keznek. A valds algebrai sikgorbének minden pontjidban az érintés-
ponttal folytonosan véltozo érint6je van, a sik barmely egyenesével
pedig véges szamu valos kozos pontja van. Az algebrai sikgor-
béknek olyan zart sikgorbék az altalanositasai, amelyeknek megvan
ez a két tulajdonsaguk. Hasonlo a helyzet a térgorbéknél és felii-
leteknél. Ezt az ismeretdgat sokan C. JUEL hirneves dan matema-
tikusrol , Juel-féle geometrianak“ nevezik, mert alapvetd eredményei
Juelnak koszonhet6k. Sz.-Nagy Gyula, akinek szintén igen nagy
¢érdemei vannak ezen a téren — mint mar emlitettiik —, véges-
rendfi geometridanak hivja. Tekintettel arra, hogy Sz.-Nagy Gyula
legfontosabb eredményeit mar ismertettiik, illetve a kovetkezd §-ban
ismertetni fogjuk, sziikségtelennek latszik az ott megbeszélt idegen
eredmények akar kivonatos felsorolasa. :

15. §. Maximalis indexii gorbék és feliiletek

A gorbe rendszdma, illetdleg indexe, azoknak a pontoknak
maximalis, illetéleg minimdlis szama, amelyekben a sik egy egye-
nese a gorbét metszheti. A gorbe osztdlyszdma, illetbleg osztdly-
indexe azoknak az érintdknek maximdlis, illetdleg minimdlis szama,
amelyek a siknak egy pontjabol a gorbéhez htizhatok. Teérgdrbe
indexe alatt azon val6s pontok minimalis szamat értjiik, amelyben
egy valos sik a térgbrbét metszi. Az ,index“ név és fogalom beve-
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zetése Miss CH. A. ScoTT amerikai matematikusnotdl szarmazik.”

Mindezekrdl a metszéspontokrol, egyenesekrol, érintokrol fel-
tessziitk, hogy valosak, a gorbék tehat nem okvetleniil algebraiak,
st lehet, hogy a ,valos“ rend vagy osztdlyszdm nem egyezik
meg az algebraival. Ez Sz.-Nagy Gyula topoldgiai vizsgalataira
altalaban all. ScotT allitott fel el6szor osszefiiggéseket a gorbe
rendszama, neme ¢€s indexe kozott, és kimutatta azt az alapvetd
tételt, hogy minden n rendszamnal vannak olyan O vagy 1 nemii
gorbék, melyeknek indexe n —2. Maximalis indexii (osztalyindexii)
az a gorbe, melynek indexe (osztédlyindexe) adott n rendszam
(osztalyszam) mellett a lehetd legnagyobb. Ez a maximdlis szam
n—2. A maximdlis index{i gorbékkel féleg két geométer foglalko-
zott, a mar emlitett C. JUEL és Sz.-Nagy Gyula. Ez utdbbi két
kutaténak koszonhetd, hogy a maximadlis indexii gorbéknek (felii-
leteknek) immar kiterjedt részletes elmélete van. Sz.-Nagy Gyula
munkassaganak jelentékeny része a maximalis index(i gbrbék elmé-
letének kiépitésére esik. Nagyszdmi idevago dolgozataban [18],
[30], [32], [38—42], [44], [49], [53], [55], [58], [59], [64], [71], [72],
[74], [77], [19—84], [86—88], [90], [94—97], [100], [107—109],
[115], [146] sok tulajdonsdgukat bizonyitja be. Tételei koziil csak
nagyon kevésnek bemutatasara szoritkozhatunk, amelyeket tgy
valasztottunk ki, Hogy fogalmat adjanak kutatdsainak irdnyarol és
legfobb erdményeirdl.

CH. A. ScoTtT mddszerét — a CREMONA transzforméaciot —
hasznalva kimutatja [18], hogy minden n rendszamhoz taldlhatok
oly n-edrendii p-edfajit (== nemii) (0 =p = n—2) p--1 menetb6l
allo algebrai gorbék, amelyek egyes againak indexei i), 4, ..., {4}
csupan az

htbF - Fipp=n—2

feltételt tartoznak kielégiteni, koziilik egy index nulla is lehet.
Sz.-Nagy Gyula megallapitotta, és erre a felfedezésére kiilonosen
biiszke volt [30), hogy a goirbe indexe nagyobb lehet menetei
indexeinek osszegenél. 2 :

Maximdlis indexii gorbének legfeljebb egy elsofajii csucsa van,
maximdlis osztdlyindexii  girbének pedig legfeljebb egy inflexios
érintdje. Egyeéb pont-, illetve érintészingularitasuk nem lehet. Maxi-
malis indexti gorbének nincs kettds érintdje két kiillonbozo érintési
ponttal, maximalis osztdlyindexii gorbének nem lehet oly kettGs
pontja, amelyben a két érintd kiilonbozik [30], [58].

Szivesebben foglalkozik maximélis osztalyindexii gorbével,
mert ennek topologiai viszonyai konnyebben attekinthetdk, de mivel
ennek valamely kipszeletre vonatkoz polarabraja maximalis indexfi

28 Ch: A. Scorr: On the Circuits of plane Curves. Transact. of the
Amer. Math. Soc., 3, 1902, p. 388—398.
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gorbe, koztiik dualitasi viszony all fenn és az egyik gorbeosztalyra
megallapitott tételek konnyen vihet6k at a masikra. A maximalis
osztalyindexii gorbék tulajdonsagai megegyeznek a valos algebrai
gorbék tulajdonsagaival [97], [107]. A maximalis osztalyindexii
gorbe Osszerakhatd véges szami elemi ivbol.

A maximdlis indexii (osztdlyindexii) gorbe minden menete is
maximdlis indexii (osztdlyindexii).

Bevezeti és sokszor hasznalja a C valos gorbe reducibilita-
sanak és irreducibilitasanak fogalmat [30]. Az n-edosztalyi gorbe
,a realitds szempontjabol reducibilis“ (roviden reducibilis), ha
menetei két vagy tobb csoportba oszthaték, tgy, hogy egy-egy
csoport meneteib6l allo gorbék osztalyszamainak Osszege meg-
egyezik C osztalyszamaval, ha tehat C a C,, C,, ..., C; gorbékbol
all, melyek osztalyszamai rendre n,, n,,..., n;, €s ha

N=n{-+ N+ Ny,

akkor a gorbe reducibilis és szétesik a C,, C,, ..., C, gorbékre.
Ha a gorbe egyetlen menetbdl all, vagy ha a fenn leirt szétesés
nem valosithatdo meg, a‘gorbe irreducibilis. Az irreducibilitast mas-
képp is definialja [97], [107]. Ha a siknak azok a pontjai, ame-
lyekbdl egy n-edosztalyt maximdlis osztdlyindexii gorbéhez n—2
érintd huizhato, a projektiv sikon Osszefiiggd tartomanyt alkotnak,
akkor a gorbe irreducibilis. Ez a fogalom nem azonos az algebrai
gorbék reducibilitasaval, illetve irreducibilitisaval. Pl. 4-edrendi
4-edosztalyn két ovalisbol allo algebrai gorbe algebrai szempont-
bol irreducibilis, realitds szempontjabol azonban két ovalisra bom-
lik. Viszont az ellipszisbél és a belsejében lefolyd Steiner-féle
3 csucestt hypocykloisbol alld gorbe realitds szempontjabol harmad-
osztalyt irreducibilis, algebrailag reducibilis. A maximalis osztaly-
indexii reducibilis gorbe maximadlis osztalyindexii gorbékre esik
szét. Maximalis osztalyindexii gorbe akkor és csak akkor reducibi-
lis, ha osztidlyindexe nagyobb menetei osztalyindexeinek osszegénél.

Egy érdekes dolgozatnak [58] a maximalis indexii és maxima-
lis osztalyindexii gorbe a targya: Egymenetii gorbék koziil csak az
ovdlis és a harmadrendii harmadosztdlyt gorbe lehet egyszerre
maximalis indexii és maximdlis osztdlyindexii. A tobbmenetii maxima-
lis indexii és maximalis osztalyindexii gorbe minden menete ovdlis,
legfeljebb harom ovalisbél allhat, melyek egymast kettesével kiviil-
rol érintik.

Egymenetii maximdlis n—2 osztdlyindexii algebrai gorbe
vagy raciondlis, vagy elliptikus [46]. Maximalis osztalyindexii irre-
ducibilis gorbe faja, menetei fajainak Osszege [47].

A sikgorbe cirkuldcidjanak fogalmat is Miss CH. A. ScotrTt
vezette be ugyanazon dolgozataban, amelyben az index fogalmat.
A cirkulaci6 azon pontok minimalis szama, amelyekben a gorbét
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sikjanak egy paratlan rendii gorbéje metszi. A gorbe indexe és
cirkulacioja kiilonbozhetik, de a maximdlis indexi gorbék indexe
és cirkuldciofa egymdssal egyenlo. A maximdlis indexii gorbek |
egyszersmind maximdlis cirkuldciofriak és viszont. [80], [97], [107].

Bizonyitdsi mddszere geometriai, nem szamito. A gérbe foly-
tonos deformacidjaval dolgozik, még pedig olyannal, melynél a
gorbe lényeges jellemzbi, osztdlyszama, ill. rendje és faja valtozat-
lanok maradnak. 4

Csak néhany mintat adtunk sok tételébdl, referens reméli,
hogy jellemzoket. Tételeit térgorbékre és feliiletekre is értelem-
szerfien, a dolog természetéhez képest kiterjeszti, de miutdn elvben
ezek nem hoznak ujat, részletezésiikbe nem bocsatkozom.

16. §. A geometriai szerkesztések elmélete

A geometriai szerkesztések elmélete az 6gordog matematikaig
nyulik vissza, de a geometridnak — ahogy BIEBERBACH szelleme-
sen mondja — ez az oOrokifji aga, mely mai napig sem veszitett
semmit vonzderej¢bdl és iide szépségébdl, természetesen minden
matematikust érdekel. Nem meglepé tehat, hogy oly vérbeli geomé-
ternek, amindé Sz.-Nagy Gyula, mindvégig kedves témaja volt,
amelyre egyetemi és a tandri tovabbképzon tartott eldadasaiban is
sokszor visszatért. Err6l szol egyetlen konyve és [70], [116], [138],
[149] dolgozatai. Utolsd két évében foként a geometriai szerkesz-
tések foglalkoztattak.

Kozismert PONCELET €s STEINER klasszikus tétele, mely szerint
minden, korz6vel és vonalzoval végrehajthaté szerkesztés pusztan
vonalzdval is megszerkeszthetd, ha adva van egy kor és ennek
kozéppontja. HILBERT pedig eldszor 1896-ban megjelent altaldno-
san ismert fontos konyvének VII. fejezetében megmutatta,” hogy a
geometrianak 5 alapfeladata van, melyekre okvetlen sziikség van.
Hilbert azt is bebizonyitotta, hogy az 5 alapfeladat megszerkeszté-
sénél a korzd szerepe tavolsigok atvivésére korlatozodik, amit
KURSCHAK JOzSEF 1902-ben egyetlen tavolsig — az egység — atvi-
telére csokkentett. Referens 1915-ben megjelent kozleményében™
teljesen elemi Giton megmutatta, hogy ezen szerkesztések esetében
a Poncelet—Steiner kor tetszésszerinti kicsiny ivével (sot az elsé 3
alapfeladat esetén 5 pontjaval) potolhatd. Sz.-Nagy Gyula észrevette
[70], hogy referens modszerével kimutathato, hogy bdrmily quad-
ratikus szerkesztés pusztin vonalzéval végrehajthato egy kir kizép-
pontjdnak és tetszoleges Kicsiny ivének ismeretében. A hatralévo fel-

; 20 D. Hiserr: Grundlagen der Geometrie, 1. kiadas 1896. Utana szamos
kiadas, a 7. Teubner 1930.

3 R. OsLAth: Bemerkungen zur Theorie der geometrischen Konstruktio-
nen. Monatshefte f. Math. u. Phys. 26., 1915., p. 295—299.
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adat, a kornek adott egyenessel valé — természetesen az adott
koriven kiviil fekvd — metszéspontjainak megszerkesztése. Ezt egy-
. szeriien ugy éri el, -hogy a korivet egyik végpontjanal tiikrozi, mig
az egyenes két ily pont kozé keriil €s akkor az egyenest tiikrozi,
mig az adott ivbe ér, amikor metszéspontja kozvetleniil adva van.
- Még Sz.-Nagy Gyula konyvérol kell beszélnem. Ez a konyv
a geometriai szerkesztések elmeletét adja, tehat nem -szerkesztési
modszereket vagy utasitasokat egyes szerkesztések végrehajtasara.
Mindenki tudja, hogy a kocka megkettdzése, a szog megharmado-
lasa nem hajthato vegre korzovel €s vonalzoval, de itt a kdnyvben
megtalaihaté a teljes bnzonyxtas. amely persze csak algebrai segéd-
eszkozokkel végezhetd. Ugyancsak megtaldlhato benne annak sziik-
séges feltétele, hogy valamely irreducibilis algebrai egyenlet gyoke
korzovel és vonalzoval megszerkeszthet$ legyen, hogy t. i. az egyenlet
fokszama a 2 valamely hatvianya legyen. Az elégséges feltétel csak
a Garois-féle elmélet segitségével bizonyithaté, amit szerzénk nem
feltételez. De a konyv nemcsak masok eredményeir6l szamol be
egészen a legulabbaklg, hanem sok sajat vizsgalatat is tartalmazza.
Pl. Kortum és ST. SmiTH tételének, mely szerint egy, a kortol
kiilonbozd kapszelet tetszbleges kicsiny ivének lsmereteben —'a
kozéppont nem sziikséges! — minden harmad- és negyedfoku fel-
adatot korzovel és vonalzoval meg lehet szerkeszteni. Ezt a bizo-
nyitast utobb kiilon is kozolte [116] és BIEBERBACH is atvette kit{in®
konyvébe. Sz.-Nagy Gyula bizonyitdsa til is megy Kortum és
Smith tételén, akik az egész kdpszelet ismeretét feltételezik, viszont
mér DESCARTES ebben az altalanosabb alakban mondta ki, persze
bizonyitas nélkiil a tételt.
Nem sorolom fel a konyv valamennyi 6nallo eredményét, csak
még egyre hivom fel a figyelmet. Hilbert azon tételére célzok, mely
szerint a Poncelet—Steiner-féle kor kozéppontjdnak ismerete nélkii-
ibzhetetlen. Ennek bizonyitdsat D. CAUER kozolte 1913-ban. Sz.-Nagy
- Gyula konyve természetesen ismerteti CAUER bizonyitdsat, de ijat
is ad, még pedig a térgeometria azon tételének felhasznéldsaval,
hogy egy kt)ralapt’l ferde kap alapkorén atmend gombok a kipbol
még egy-egy kort vagnak ki.
A matematikai irodalom nem sziikolkodik a geometriai szer-
kesztések elméletét targyald kitiind konyvekben. Elég lesz ENRI-

QUES,” ADLER,” VAHLEN;” HiLDA HUDSON™ és a mar Sz.-Nagy

3t F. EnriQues: Questioni riguardanti la geometria elementare. 11. Bologna
1900, masodik kiadasa 1926, német forditdsa Fragen der Elementargeomeirie
I, Leipzig 1907., masodik kiadasa 1923.

32 A. ApLer: Theorie der geometrischen Konstrnl‘twnen Leipzig. 1906,
Sammlung Schubert LIIL

33 Tu, Vaucen: Konstruktionen und Approximationen. Leipzig u. Berlin
1911. Teubners Lehrbiicher d. math. Wiss. XXXIIl. '
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Gyula konyve utan megjelent H. LEBESGUE  és L. BIEBERBACH ™
kozismerten kivalo konyveire utalnom. Hogy Sz.-Nagy Gyula konyve
mindezek ~mellett megallja a helyét és nem folosleges, legjobban
az bizonyitja, hogy 1952-ben egy berlini kiado felkérte 6t, hogy
jaruljon hozza konyvének német kiadasahoz (,es erscheint uns eine
Ubersetzung #usserst wiinschenswert). Ez id6tol Sz.-Nagy Gyula
— sulyos betegsége ellenére — ifja tiizzel, lelkesen és nagy szor-
galommal dolgozott miive 0j kiaddsin, amelyet egy percig sém
szant egyszerii forditdsnak, hanem lényeges — a konyv tervére ¢s
célkitiizéseire kihato — atdolgozasnak. A valtozds nemcsak egyes
tijabb eredmények felvételében allt volna, hanem az volt a szédn-
déka, hogy megsziinteti konyvének szigortian elméleti jellegét és
elméletileg is érdekes szerkesztések megaddsaval még valtozatosabba
teszi. A korosztdst is részletesebben adta volna eld. A konyv .pro- -
filjat pedig a harmadfokii szerkesztések széleskorii figyelembevétele
adta volna meg, ngy hogy valosagos monografidjukka nstt volna.

Az O6gorog matematikdnak egyik foproblémaja a harmadfoki
szerkesztések voltak. Nem volt ismeretlen el6ttiik — ha nem is tud-
tak bebizonyitani —, hogy ezeket a feladatokat nem lehet korzovel
és vonalzoval megszerkeszteni, hanem egyéb eszkozok kellenek
hozza. Felismerték, hogy a befolds erre alkalmas, j6forman harmadik
szerkesztd eszkoznek tekintették. A konchois haszndlatinak lényege
éppen a betolds. A betolds abban all, hogy valamely ismest vonal-
darabot gy helyeziink el, hogy két végpontja két adott egyenesre
(vagy esetleg gorbére) essék. De a legtobb ily szerkesztésnél a

betolé vonalzon — ez oly vonalzd, amelyen két pont meg van
jelolve, tehat azonos a mértékegységgel, étalonnal, csak persze a
hasznalata mas — Kkiviil korzo, vagy kirajzolt kor is szerepel,

Sz.-Nagy Gyula nagy buzgalommal keresett és taldlt oly szerkesz-
téseket, melyeket pusztdn a betol6é vonalzdval hajtott végre. Tobb
uj szerkesztése a kipszelet ivét hasznalja ki. Megmutatja pl., hogy
a parabola csticsdbol kiinduld barmily kicsiny ivének ismerete
elegendd a szogharmadolasnak korzével €s vonalzéval valo végre-
hajtasara. A bizonyitas teljesen elemi geometriai.

Nagy kar, hogy konyvét korai haldla miatt nem fejezhette be.

%

Attekintettitk SzOKEFALVI-NAGY GYULA matematikai munkassé-
ganak foiranyait és meggydzddhettiink érdekiddésének sokfelé aga-
zasarol. A legkiilonbozobb  matematikai  disciplinakhoz  tartozd

# HiLoa Hupson: Ruler and Compasses, London 1916.

35 H. LeBescue: Legons sur les constructions géométrigues, Paris 1930.

36 L. BieserBacu: Theorie der geometrischen Konstruktionen. Basel, 1952.
Birkhdusers mathem. Lehrbiicher Bd. 13. -
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problémdi azonban bensdleg szorosan oOsszefiiggnek. A magyar
tudomany lankadatlan szorgalmu kutatét veszitett id6elétti haldlaval,
aki elmeriilt problémaiban és akinek szamos terve maradt meg-
valositatlanul.

HAYYHAY AEATEJBHOCTDL /1. CEKE®AJIBH-HA/IL
B OBJIACTH MATEMATHUKH

P. O6nar

JlaHHasi BBOAHAst CTaThsl 0003peBaeT Hay4yHyl0 AEATEIbHOCTL NOKOHHOIO
aragemura /1. Céxedaasu-Hanp B 001actn matematury. JeATeIbHOCTH BbIAK0O-
HeroCst Y4eHOro MAOKYMEHTHPYETCHd OAHON KHHIOH O TEOPHH Ie0MeTPHYECKNX
nocrpoenit u 150 craTesimu. Tembl 9THX CTaThell OXBATHIBANT JHopaHTHUECKHE
VpaBHEHUA, TEOMETPHIO MOJHHOMOB, — KOTOPYIO OH OTYACTH PacnpoCTpaHseT
Ha [eiabie QYHKIMH HYJEBOr0 M MEPBOro poja, — reoMerpmyueckne npodaemsi,
TONOJOTHIO, — TJaBHBIM 00pPa3OM KPHBBIE I TOBEPXHOCTH C MAKCHMANbHbIMI
MHCKCAMI, — H TEOPHIO I'€OMETPHMECKHX MNOCTPOeHMUIl.

L’OEUVRE MATHEMATIQUE DE GYULA SZOKEFALVI-NAGY
Par R. OBLATH -

Le meémoire précedent parcourt et apprécie l'oeuvre mathématique
de (Cvula) Jules SZOKEFALVI-NAGCY, contenant une monographie sur
lz- theéorie des construciicns geomeétriques et 150 travaux originaux.
Ces derniers se divisent entre les sujets suivants: analyse diophantienne.
géomeétrie des polyncmes et des fonctions entieres de genre zéro et un,
problémes de géométrie, topologie, surtout des courbes (et surfaces)
d’'index maximal. constructions géométriques.

’
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Székefalvi-Nagy Gyula.

matematikai munkainak jegyzéke

Konyv:

A geometriai szerkesztések elmélete (Kolozsvar, 1943), VIII - 87 lap.

Dolgozatok:

i i

2!

16.

117.

18.

19.

20.

7

Uber ein Theorem von Jacobi und seine Verallgemeinerung.
Jahresb, d. Deutsch. Math.-Ver, 18 (1909), 4—7

Bemerkung zu der Abhandlung des Herrn P. v. Schaewen.
Uo., 18 (1909), 401—402.

. Algebrai gorbék. arithmetikai tulajdonsagairol.

Math. és Phys. Lapok, 18 (1909), 331—348, 21 (1912), 58—66.
Uber arithmetische Eigenschaften algebraischer Kurven.
Math. w. Naturwiss. Ber. aus Ungarn, 26 (1910), 168—195,

. Eine Aufgabe von J., Neuberg.

Arch. d. Math. und. Phys., 18 (1911), 197—198.

. Die Anwendung der birationalen Transformationen einer algebrai-

schen Kurve- von hoherem Geschlechte in sich auf ein Diophan-
tisches Problem.
Jahresb, d. Deutsch. Math.-Ver,, 21 (1912), 183—191.

. Aritmetikai vizsgalatok a magasabbfoku ternaer egyenletek korébdl.

Math, és Term.-tud, Ert, 30 (1912), 441—457,

. Negyedrendili masodfaju gmbek szarmaztatésarol.

Math, és Phys. Lapok, 22 (1913), 23—24.

. Zur -arithmetischen Theorie der terndren Gleichungen von hoherem

Geschlechte.
Math., Annalen, %3 (1913), 230—240.

. Algebrai fliggvények aritmetikai tulajdonsagairol.

Math, és Term.-tud. Ert., 32 (1914), 69—84.

. Sik- és térbeli algebrai gorbék realis meneteirdl.

Uo., 33 (1915), 544—560.

12. Hurkolt ¢s lancolt algebrai térgorbék algebrai eldallitasarol.

Uo. 33 (1915), 500—506; 34 (1916), 787—800.

. Uber arithmetische Elgenschdften algebraischer Funktmnen

Math, u. Naturw, Ber. aus Ungarn, 30, (1915), 324—340.

. Uber, eine neue Ableitung der hyperelliptischen Kurven vierter

Ordnung. Uo., 30 (1915), 341—342.

. Masodfaju normalgérbékrol.

Math, és Term.-tud. Ert., 34 (1916), 71--89.

Uber einen Satz von H. Jung.

Jahresb, d. Deutsch. Math.-Ver., 24 (1916), 390—392.
Uber den symbolischen Kalkiil von Emil Weyr auf den elliptischen
Kurven.

Uo., 24 (1916), 457—461.
Uber die reellen Ziige algebraischer ebener und Raumr-Kurven.
Math. Annalen, 11 (1916), 416—429.
Uber die algebraische Darstellung der verknoteten und verketteten
algebraischen Raum-Kurven.

Jahresb. d. Deutsch., Math.-Ver,, 25 (1917), 285—293.
Negyedrendii masodfaju gérbékrol.

Math. és Phys. Lapok, 26 (1917), 107—124.

Matematikai Lapok
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21,

23,
24,
25.

26.

34.
35.

36.

38.
39.
40.

41,

42,

Uber eine ridumliche Darstellung Riemann-scher Flichen vom
Geschlechte p mit p 41 Symmetrielinien.
Jahresb, d. Deutsch. Math.-Ver., 26 (1917), 109—113.

. Adott nullapontckkal és pélusckkal biré fliggvényekrol,

Math. és Phys. Lapok, 27 (1918), 72—75.

Uker algebraische Gleichungen mit lauter reellen Wuizeln.
Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver., 27 (1918), 37—43. .

Uber geometrische Relationen zwischen den Wurzeln einer algebrai-
schen Gleichung und ihrer Derivierten.
Uo., 27 (1918), 44-—48.

Geometriai relaciék valamely racionalis egész fiiggvénynek és loga-
rithmusa derivaltjainak zérus-helyei kozitt,
Math. és Term.-tud. Ert., 38 (1921), 429—441,

A polaris egyvenletek - gyokeinek helyzetérol.

Uo., 38 (1921), 442-—445.

. Zur Theorie der algebraischen Gleichungen.

Jahresb, d. Deutsch. Math.-Ver,, 31 (1922), 238—251.

. Uber einen Satz von M. [Fekete.

Uo., 32 (1923), 307—309.

. Uber die Lage der Wurzeln von linearen Verkniiptungen algebrai-

scher Gleichungen.
Acta Litt. ac Scient. Reg. Univ. Hung. Franc.-los., Sect. Scient.
Math.,, 1 (1923), 127—138.

. Uber Kurven von Maximal-Klassenindex. Uber Kurven von Maxi-

malindex. ‘
Math. Annalen, 89 (1923), 32—75; 90 (1924), 152—153.

. Uber einen v. Staudt-schen Satz.

Acta Litt. ac Scient. Reg, Univ. Hung, Franc.-los., -Sect. Scient.
Math., 2 (1924), 65—68.

2. Maximdlis indexu feliuletek.

A Szent Istvdn-Akadémia Ertesitéje, 9 (1924). 117—132.

. Altaldnos vizsgalatok egy Gauss-féle topolégiai problémarol.

Math, és Term.-tud. Ert., 42 (1825), 254—268.
Specialis vizsgalatck egy Gauss-féle topolégiai problémardél.
Uo,, 42 (1925), 269—278.
Végesben fekvo sikgorbék tobbszords pontjairél.
Uo., 42 (1925), 279—291. ’ '
Végesbe. nem = projicialhaté sikgorbeékrol.

Uo., 43 (1926), 266—279. :

. Gombi gorkékrol.

Uo., 43 (1926), 286—289.
Maximalis osztalyindexi sikgorbék jellemz6 szamairol.
Uo., 43 (1926), 290—366.
Olyan sikgorkékrdl, amelyeknek elséfaju estcespontokon kiviil mas
szingularitdsuk nincs. .
Uo., 44 (1927), 421—433.
Maximalis osztalyindexii sikgorbék meneteirdl.
Uo., 44 (1927), 434—445.
Maximalis osztalyindexii sikgorbék rendszamarol.
Uo., 44 (1927), 446—459.
Egy menetb6l allé maximalis osztalyindext sikgorbék 1'endszémérél'.
Uo., 44 (1927), 460—476. p
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45.

46.

47,

48.

49.

50.

51.

53.

54.
55.
56.

57.

58.

59.
60.

61.

62.

63

239

Uber ein topologisches Problem von Gauss.
Math, Zeitschr., 26 (1927), 579—592.

Uber die irreduziblen ebenen Kurven von Maximalindex.

Acta Litt. ac Scient. Reg. Univ. Hung. Franc.-los., Sect. Scient.
Math,, 3 (1927), 96—106.

Uber Flachen vom Maximalindex.

Math, Annalen, 98 (1927), 657—683.

Ubker die charakteristischen Zahlen einer Kurve vom Maximal-
Klassenindex. ;

Uo., 100 (1928), 164—178. i

Uber die Ziige der ebenen Kurven von Maximal-Klassenindex.
Uo., 100 (1928), 179—187. '

Maximalis osztalyindexii sikgorbék rendszamara fennallé egyen-
16tlenségekrdl. Y ; i
Math. és Term.-tud. Ert., 45 (1928), 260—277.

Maximalis -csztalyindexii sikgorbék jellemzo szamai kozott fennallo
relaciokrol.

Uo., 45 (1928), 245—259. ;

Uber einen {opologischen Satz.

Acta. Litt, ac Scient. Reg. Univ. Hung. Franc.-1os., Sect. Scient,
Math,, 4 (1929), 246—247.

Topologiai vizsgalatck a gombon fekvé zart gorbéken.

Math. és Term.-tud. Ert, 46 (1929), 758—792. 5

. Zur Topologie der geschlossenen Kurven auf der Sphire.

Acta Litt. ac Scient. Reg. Univ. Hung. Franc.-Ios., Sect. Scient.
Math,, 5 (1930), 1—12. :

Uber die ebenen reduziblen Kurven gegebener Klasse vom Maximal-
Klassenindex mit der Maximalanzahl ineinander liegender Ovale.
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SZUCS ADOLF: Jelentés az 1926, évi Kénig Gyula Jutalomxol
Math. és Phys. Lapok, 33 (1926), 1—11.
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ﬁjabb bizonyitds arra, hogy a Csillag—Kalmir-féle
elemi fiiggvények osztilya sziikebb,
mint a primitiv-rekurziv fiiggvényeké |

irta: PeTeER RoOzsa

Kalmadr Laszionak, mesteremnek és
bardtomnak, akinek a legnagyobbat
kdszonhetem : hogy matematikus lettern
— nagy hdldval és szeretettel 50-ik
sziiletésnapjdra.

Bevezetés

1. A kiilonbozd rekurziv fliggvényosztalyok Osszefiiggéseinek
vizsgdlatat az a mod inditotta meg, amit HILBERT' a kontinuum-
probléma megoldasédra javasolt. Mint ismeretes, itt arr6l a sejtés-
6l van sz, hogy nincs mas szamossdg a megszamlalhaté és a
kontinuum k&zott. Minthogy a szamelméleti fiiggvények halmaza
kontinuum szdmossagu, és a megszdmldlhato rendszamok halma-
zanak (az agynevezett 2-ik szamosztalynak) szamossaga kozvetle-
niil a megszamlalhaté utin kovetkezik, HILBERT ezt a sejtést agy
akarta igazolni, hogy a masodik szamosztily egyre nagyobb
transzfinit szamaihoz egyre ,magasabbfajta“ rekurziokat rendel
hozza, és azutdn megmutatja: az a feltevés, hogy az egyre maga-
sabb rekurzidkkal definidlt szamelméleti fiiggvények kimeritik az
osszes szamelméleti fiiggvény halmazat, nem vezethet ellentmon-
ddsra. Az elgondolas keresztillviteléhez mindenekel6tt azt kellene
megmutatni, hogy az egyre magasabb fokok bevezetése mindig
hoz valami djat is: olyan fiiggvényeket, amelyek alacsonyabb
fokon nem definidalhatok. Ez inditott annak megvizsgalasara, hogy
milyen rekurzidfajtak vezethetok még vissza egymasra, és melyek
nyujtanak valami djat.

2. A tovabbiakban ,szamon“ mindig természetes szamot
fogok érteni (a O-t is beleértve), ,fiiggvényen® és relacion® pedig
szamelméleti fiiggvényt, illetbleg relaciot.

1 D, Hieerr: Uber das Unendliche. Math. Ann. 95, 161—190 (1926).
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Egy fiiggvényt primitiv-rekurzivnak neveziink, ha 0-bol és
n--1-bol kiindulva véges szamu helyettesitéssel és :

(s N B (R
o(n+1,ay,...,a)=>0(na,:..,a:,9(n, a,-...,a))

alaki pnmltw-rekumoval“ épitheto fel (itt ¢(n, a:, ..., a,) defi-
nicioja a mar definialt «(a,,...,a), #(n, a,...,a..) fuggvenyek
segitségével torténik). Egy B(a,, ..., a,) relaciot az a,...,a, val-
tozok kozott primitiv-rekurzivnak mondunk, ha van o]yan pnmmv-
rekurziv ¢(a,, ..., a,) fiiggvény, amely olyan és csak olyan argu-
mentumok mellett tiinik el, melyek a”szébanforgd relacidban van-
nak egymassal. A leghasznalatosabb szamelméleti fiiggvények és
relaciok primitiv-rekurzivok, igy pl. minden szam mint konstans az
n, m-+n, m-n, m", {m —n} fliggvények és az m < n, m-n rela-
ciok, tovabba a B, B, és B, reldciokkal egyiitt B tagada'\sa is, a ,B;
és B, konjunkcio is, a ,B, és B, koziil legalabb az egyik“ disz-
junkcié is. Még felsorolok néhany kevésbé kozismert primitiv-
rekurziv fiiggvényt, amit fel fogok hasznalni a tovabbiakban :

ajy \ az ’—-ben foglalt legnagyobb egész szam, han - 0
< ’0 ha n—=0.

2. p,— az n—-1-ik torzsszam.

3. exp.(n) == p. kitevoje n torzstényezos felbontasaban.

\ 1 legnagyobb torzstényezbjének indexe, ha n > 1
} O maskor.

i

4. long(n) —

5. e(ay, ..., a., b)-vel egyiitt

7

Dela . a0 &6 [Fea, ... a0 is.

) =0

6. Az «,, ..., «; figgvényekkel és a B,,..., B, relaciokkal
egyiitt a kovetkezo ,0sszetdkolt” fiiggvény is:

S sy a,.). ha B (a2 :ax)

ke

9@ ..., @) = ’ ar1(ay, .. .,u,.),‘ ha Bi.i(ay, ..., @)
[ w(a, ..., a) kilonben,

3. Ha a rekurzioban részt nem vevo valtozok, az ugynevezett
yparaméterek“ helyén helyettesitések is torténnek, mint pl. a

g(n-+4-1,a)=3(n, a,¢(n, n--a))
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rekurziosegyenletben, vagy a ,beskatulyazott“

] (}'(Il+ ],(I):ﬂ(ll, a:‘f'(”? ‘ﬁt(’l, (1)))
rekurziosegyenletben, akkor azt gondolna az ember, hogy igy
tagabb fliggvényosztalyhoz jutunk; azonban bebizonyitottam,” hogy
még a legbonyolultabb ilyenfajta definicidk is primitiv rekurziokra
és helyettesitésekre vezethetbk vissza.

Nem vezet ki a primitiv-rekurziv fliggvények osztalydbél az
Lertékkészletrekurzio“ sem,” amelyben ¢(n - 1,-) definidlasara nem-
csak ¢(n,-) alaka fiiggvényértékeket hasznilunk fel, hanem tet-
szésszerinti ¢ (k,-) alakd - fiiggvényértékeket, ahol k& = n. Hogy
ezekkel szemben a beskatulyazott ,tobbszoros“ rekurzid, amelyben
a rekurzio egyszerre tobb valtozd szerint megy végbe, kivezet a
primitiv-rekurziv fiiggvények osztalyabol, azt mar ACKERMANN be-
bizonyitotta ;* mégpedig tigy, hogy kétszeres rekurzioval definialt
~ egy fliggvényt, amely minden primitiv-rekurziv fiiggvényt , majori-
zal“ egy bizonyos értelemben. A be nem skatulyazott {obbszoros
rekurziokat még sikeriilt visszavezetnem primitiv rekurziokra és
helyettesitésekre.” Mas rekurziofajtdkra most nem térek ki.

4. A primitiv-rekurziv fliggvények osztilyanal sziikebb osz-
talynak bizonyult BERECZKI szerint® az ,elemi“ fiiggvények osz-
talya. Az ,elemi“ megjelolést régebben CsILLAG PAL, majd késobb,
tole fiiggetleniil, KALMAR is javasolta az olyan szamelméleti fiigg-
vények szamadra, amelyek tgyszolvan az elemi iskola miiveleteivel,
azaz a négy alapmiivelette] épithetok fel 1-bol és valtozoknak egy
ny, n,, ... sorozatabdl kiindulva; mindenesetre az 0Osszeadds és
szorzds fogalmanak olyan tagitisaval, amely szumma- és produk-
tumképzéseket is megenged véltozé hatarokig, és a kivonas és
osztds fogalmanak olyan sziikitésével, amely nem engedi atlépni
a természetes szamok kereteit: ,aritmetikai kivondson“ a kiilonb-
ség abszolat értékének, |a —b|-nek elballitasat értjiik, ,aritmetikai

osztason“ || eloallitasat. Vilagos, hogy minden elemi fiiggvén
b g gy g y

2 R..Peter: Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe der
rekursiven Funktion. Math. Ann. 110, 612—632 (1934); A rekurziv fiiggvények
eiméletéhez. Mat. Fiz. Lapok 42, 25—49 (1935).

3 Lasd az el6z6 labjegyzetet.

4 W. Ackermann : Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen. Math.
Ann. 99, 118—133 (1928); lasd még R, Perex: Konstruktion nichtrekursiver
Funktionen. Math. Ann. 111, 42—60 (1935).

5 R. Peter: Uber die mehrfache Rekursion. Math. Ann. 113, 489—527
(1936). (Ebben azt is kimutattam a Canrtor-féle atlos modszerrel, hogy a
k - 1-szeres rekurzié minden k-ra kivezet a k-szoros rekurziokkal definidlhat6
fiiggvények osztalyabol.) ;

% I. Bereczki: Nem elemi rekurziv fliggvény létezése. Az ElsO Magy.
Mat. Kong. Kozl. 409—417 (1952).
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primitiv-rekurziv. Viszont BERECZKI megadott egy primitiv-rekurziv
fiiggvényt, amely minden elemi fiiggvényt ,majorizdl“, és igy nem
lehet elemi. .

BERECzKI™ levélben kozolte velem, hogy a CanTOR-féle atlos
modszerrel is megprobalt megadni egy primitiv-rekurziv de nem
elemi fliggvényt. De itt egy ponton akaddlyba: egy eddig fel nem
tart rekurzidfajtaba titkozott. A tovabbiakban ezt az utat akarom
kovetni. :

I

1. Minthogy az elemi fiiggvények az 1-bol és megszamlal-
haté sok n,, n,, ... valtozdbdl véges sok operaciosmod alkalmaza-
saval épiilnek fel, megszamlalhato

TP IR FY S X RS o) T

sorozatba rendezhetok. Meg fogok adni egy ilyen sorozatot, mely-
ben minden elemi fiiggvény minden hataron tal egyre djra fellép,
és amelynek minden v, tagja vagy 1, vagy a valtozok egyike,
vagy két eldbb kovetkezd . és - fiiggvénybdl a megengedett
operaciok egyikével jon létre; ha pl. Osszeadassal, akkor

WieByyoe o o5 M) =P (R, ooy ) P (5o oy i),
ha szummaképzéssel, akkor _
nl-/_.u(u,‘....n,-k)
(g, .. ) = l VI (PR e 2
=0
s. i t. (Itt ¢y és o nem fiigghet mds véltozotol, mint ny, ..., n; -
tol és a szumma- vagy produktumképzésben j-t6l, de nem kel
mindezektdl a valtozoktél ténylegesen fiiggniiik.) Maguk a
p(ny, ..., n,) fiiggvények helyett egyvéltozos

¢ (n) =w(exp,(n), ..., exp; (1))
,képviseloiket fogom felsorolni. Ezekbdl a v, fiiggvények a
‘l/'/.v(”] s s a0s n,‘,;) = @k (pl{l'. 5 .p:ll:")

helyettesitéssel kaphatok, és ha vy a vy és v fiiggvényekbol a
megengedett operaciok egyikével épiil fel, akkor ¢, ugyanezzel az
operacioval jon létre ¢,-bol és ¢-bdl, csak arra kell tigyelniink,
hogy amikor vy (n,, ..., n;,,j) képviseletében Ilép fel ¢, , akkor

7 1949-ben. .
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@ argumentuma nem pi'... pi% = n, hanem

p’;l s p:",,’:"'p'}/,-'él = n'pi’ong(uw &
Legyen a rovidség kedvéért
p)(j) ”) = n'pljong(u)-yl .

Ha ¢ indexét is argumentumnak tekintjiik, akkor ¢, (n) — ¢ (m, n)
igy definidlhato :

1, ha m=0

exp(n) Y ha m-=-0 és exp.(m)—0
exp, (m)

¢ (expy(m), n) -+ ¢ (exp,(m), n), ha expy(m) =1

[p(expo(m), m)— g (exp,(m), n)/, » expy(m)=—2

¢ (expy(m), n)-p(expi(m), n), n expu(m)=—3

p(exp,(m), n)
V’(CXPAQ")« n) ; X
2 (f(expu(/n), .‘J.(jy 11)), » exp;’(’") =5

J=

@ (expy (m), 1)

[! ¢ (exp,(m), 3(, n)) kiilonben.

w(m, n) = [lp(eXpu(m)y n) J ; » expslmy—A4

(Lényegtelen eltéréssel ez a Bereczki-féle definicio.) ¢ (m, n) értékei
kozott csakugyan elofordul 1 is (ez onmagéat képviseli); minden
n, véltozé is képviselve van itt, hiszen pl.

¢(2", n) =exp,(n),

és n=pi'py...-re az n, valtozét exp,(n) képviseli. Tovabba
@(m, n) értékei kozott v, és . képviseloivel, @(k,n)-nel és
@(K’, n)-nel egyiitt a 4-bol és w,-bdl megengedett operacidval
© feléptil6 fiiggvények képvisel6i is elofordulnak; pl.

, g (K, n)—q (K", n)| = g(2°35", ),

és

@ (5, n)

Il g, 30, m) =9 (235, n).

fgy m kiilonboz6 értékei mellett minden elemi fiiggvény képvise-
16je fellép ¢(m, n) értékei koazt.

Ennélfogva a -— kissé modositott — ,atlos fiiggvény“:
@(m, pi')+1 nem lehet elemi. Mert ha elemi volna, akkor egy
alkalmas k-val

¢ (k, n)
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képviselné, és ebbbl ezt az egyvaltozos fiiggvényt gy lehetne visz-

ny

szakapni, ha n helyébe pi'-et helyettesitenénk. gy minden n,-re

g(n, p) + 1 =gk, pi)
allna fenn, de ebbdl n, — k-ra

'/‘(k) pli ";‘ 1 = '/ (k7 1’{)1
vagyis ellentmondas adodnék.

Ha tehat ki lehet mutatni, hogy ¢(m,n). primitiv-rekurziv,
akkor ¢(n,,pi")-+1 is primitiv-rekurziv, és igy példdnk van pri-
mitiv-rekurziv nem-elemi fliggvényre.

2. Vegyiik tehat szemiigyre ¢(m, ) definiciojat. Hozzuk el6bb
szokottabb alakra. Az m rekurziosvaltozé helyébe firjunk n-et, és

a paraméter-szerepet jatszo6 n helyébe a-t, majd adjuk meg egy
primitiv-rekurziv « fliggvény

exp (a) , ha exp,(n-1)—0
€xXpg(n+il)
b, - b,, » expa(n41)=1
|b,—b,), , expa(n--1)=—2
e (n;a. by by, 0: b)) — Q,-bz, , exps(n+1)=3
(2, . w4
bs, » €xpa(n--1)=5

b, kiilonben

definiciojat. Akkor ¢ definicioja igy alakul:

(/;(0, a)y=1
p(n+1,a)— «(n,a, g(exp,(n-+1),a), g(exp,(n 1), a),
tp(expy (i), @) @ (exp; (n+1), )

; ‘\_ g (exp(n-+1), 8(J, a)), Il g(exp,(n+1), 8(J, a)))-

F=0 G
Ez értékkészletrekurzio, mert ¢ (n--1,a) értékét g(expy(n--1),-)
€s '/‘(expl(n +4-1),-) értékek segitségével adja meg, €és

expy(n+1)<n++1, exp(n+1)<n+l1;

ezenkiviil az a paraméter helyére @(j,a) értékek lépnek Dbenne.
Mint mar emlitettem, mar régebben sikeriilt az ilyenfajta defini-
cidkat primitiv rekurziokra és helyettesitésekre visszavezetnem. Itt



250

azonban uj helyzet el6tt allunk: ¢(n-i-1, @) definiciojaban nem
adott szami, hanem valtozo (sot ¢-tol fiiggd) szamu ¢(exp,(n--1),-)
és g(exp,(n-1),-) alaku fiiggvényérték vesz részt. A régi mod-
szerek itt nem hasznalhatok. BERECZKI ezért elejtette az atlos mod-
szer alkalmazasat, ¢s a majorizalds modszerével bizonyitotta be,
hogy az elemi fiiggvények osztalya sziikebb, mint a primitiv-
rekurziv fiiggvényeke.

1

1. Azota bebizonyitottam,” hogy a legbonyolultabb rekurziok
is, amelyek véltozé szamu korabbi fliggvényértéket hasznalnak fel,
kozonséges tobbszoros reklirziokra és helyettesitésekre vezethetok
vissza. Azonkiviil tisztaztam, hogy a tobbszoros rekurzioknak mi-
lyen fajtai oldhatok fel primitiv. rekurziokra és helyettesitésekre.’
A BEeReczki-féle specidlis eset ilyenfajta tobbszords rekurziora volt
visszavezetheto.

2. Azonban ebben a specialis esetben konnyen kiiktathato a
tobbszoros rekurzion at vezetd keriilott. Az a paraméterhez tartozo

w(n, a)= [/'pf’ﬁ(”‘ Y

»ertékkészletfiiggvény“ ugyanis kozvetleniil definialhato; ebbol
pedig ¢(n, a) igy kaphato vissza:
®*): - ¢ (n, a) = exp.(v(n,u)), minden u = a-ra;
igy pl. |
¢ (n, a) —exp,(¥(n, q)).

A y(n, a) fiiggvény ¢ definicidsegyenleteinek felhasznalasaval
definialhato. Eloszor is ¢ elso definiciosegyenlete szerint

't/'(O, a) A l’lpfpm i) = [“I p, : ¢

=0

¢ masodik definiciosegyenlete szerint pedig

P(n+1,a)= [[pff(" .

=)

% R Pérer : Rekursive Definitionen, wobei. friithere Funktionswerte von
variabler Anzahl verwendet werden. Publicationes Mathematicae, Debrecen, 3,
33—70 (1953).

¥ Lasd az el6z6 labjegyzetet.



és itt (*) szerint

@(n+1,i)=—«a(n, i, gp(exp,(n+ 1), 1), ¢(exp;(n -+ 1), i),
@ (exp, Qf“’ 3] @ (exp, (n+1), )
: 2’ g (exp,(n—+ 1), 8(J, 1)), ] I g{exp,(n-+1),3(j, 1)) —
— «(n, i, exp;(w(exp,(n 1), u) ), exp; (vi(exp,(n+ 1), 1)),
expi (v (cxp,ﬂ(u +1). u))

}_0 exp('_x/g (exp,,(n +1), 0)),

expi ('."(é);),hwl)v, 1))
i ik exp(w(ﬁfxn (n+1),2))),
tetszésszerinti
= SR
mellett.
' Minthogy 7 itt O és a kozotti, j pedig O és exp; (v (exp,(n+ 1), u))
kozotti értékeket vesz fel,

==
és,
@ expi (‘«-x
rla,0)=2 2 801
A=l 9l 4
esetén,

L C RIS

mindenesetre kielégiti a feltételeket.

Ha tehat
o(n,a, b,c,d)=
expi () expi (¢)
1/ (o, i, exXpi (b). €Xpi (). ¥ exp(d). II exp (d))
ST J =0 B o B,

t=0

akkor 0 primitiv-rekurziv, és v (n,a) igy definidlhaté:
v(0,0) = [ [ p
==l

w(n-+1,a) =0o(n,a, '1/.:(exp(,(n+1)' a), w(exp,(n-1),a),
s w(expo(nt-1), 7(a, w(exp(n+1), @)))).

Ez a definicio a w(n-+1, a) értéket hdrom korabbi fiiggvény-
érték segitségével adja meg; ennéifogva ez az egyszeres beskatu-
lyazott értékkészletrekurzio a régi modon feloldhaté primitiv rekur-
ziokra €s helyettesitésekre.

De

g(n,a)— exp,,(a,h(n, a))
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miatt ¢ (n, a)-val egyiitt ¢(n,a) is primitiv-rekurziv. Az 1. L.
pontjanak végén mondottak szerint ezzel példat kaptunk primitiv-
rekurziv de nem elemi fliggvényre.

HOBOE JOKASATEJIbCTBO TOTO, YTO KJIACC 3JIEMEHTAPHbBIX
PYHKHUH YUJUIATA - KAJIbMAPA Y)KE, YEM KJIACC
NMPUMHUTHUBHO-PEKYPCUBHBIX ®YHKIINT

P. Ilerep

Pezwome

B croeit crarwe ,Rekursive Definitionen, wobei frithere Funktionswerte
von variabler Anzahl verwendet werden“ (Publicationes Mathematicae, Deb-
recen, 3 (1953) crp. 33—70) aBTOp /OKA3BIBAET, HTO JAKE CAMbIE CIOMKHBIE U3
YKa3aHHbIX B 3arJaBHH THIOB PEeKyPCHil MOTyT ObITh CBEleHbl Ha OOLIKHOBEHHbIE
MHOTOKpaTHbi€ PEKYPCHH, @ B HEKOTOPBIX C/Ay4YasX Jake Ha NPHMHTHBHBIC
pexypcun. ABTOP yKasaa Ha TO, YTO B Ka4yeCTBE CHEIMAABHOIO C/Ay4ast BO3HU-
KaeT HOBOE J0KA3aTEeNLCTBO TOrO, YTO KJIACC NPHMHTHBHO-PEKYPCHBHBIX (yHK-
umi unipe, YeMm kiaacc aaemenrtapubix (ynkumiin Ynazara—Kaaemapa, so arto
AOKA3aTebCTBO aBTOPOM HE ObLIO M3JI0KEHO BO BCEX JETANsX. Y MOMSIHYThIH
cnenmaibHbli Caydaii nognaercs Goiee NPOCTOMY A0Ka3aTeIbCTBY, UeM OOLIHil,
4YTO M M31araeTCs B HaCTOSLIEH CTaThe. JTO ’Ke J0Ka3aTeNbCTBO NOSBHTCA B
swypHane , Zeitschrift fiir mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik®,
KOTOPLIIT Oyaer n3pasathCsi B Bepanue.

NEUER BEWEIS DAFUR, DASS DIE KLASSE
DER CSILLAG—KALMARSCHEN ELEMENTAREN FUNKTIONEN ENGER IST
ALS DIE KLASSE DER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTIONEN.

R. PtTer

Meinem Meister und Freund, Ldszlo
Kalmadr, dem ich das grosste zu ver-
danken habe: dass ich Mathematiker
geworden bin — mit herzlichem Dank
zu seinem 50-sten Geburtstag.

In meiner Arbeit: Rekursive Definitionen, wobei friihere Funlktionswerte
von variabler Anzahl verwendet werden (Publicationes Mathematicae, Debre-
cen, 3 (1953), S. 33—70) habe ich bewiesen, dass sich auch die verwickeltesten
Typen der im Titel angedeuteten Rekursionen auf gewohnliche mehrfache
Rekursionen, und in gewissen Fillen sogar auf primitive Rekursionen zuriick-
filhren lassen. Hier wurde darauf hingewiesen, dass sich als Spezialfall auch
ein neuer Beweis dafiir ergibt, dass die Klasse der primitiv-rekursiven Funk-
tionen weiter ist, als die der elementaren Funktionen; dieser Beweis wurde
aber nicht in allen Einzelheiten angegeben. Nun kann der hier benutzte
Spezialfall wesentlich einfacher als der allgemeine Fall behandelt werden; in
dieser Arbeit wird der Beweis auf dieser einfachen Weise durchgefiihrt. Der-
selbe Beweis ist im Erscheinen in der ,Zeitschrift fiir mathematische Logik
und Grundlagen der Mathematik“, Berlin.



A vetito térelemek alkalmazasa
r . - r . P 2. . r
a négydimenzids linearis tér Maurin-féle
leképezésébhen

irta: Gvarmatai LiszLo

Maurin 1947-ben' a négydimenzids linearis (euklidesi) tér
(R,) leképezésének egy igen elényds modjat mutatta be. Az 6 el-
gondolasa az volt, hogy a négy és anndl magasabb dimenzidju
terek leképezését a kozonséges hdaromdimenziés tér Monge-féle
leképezésére vezesse vissza s az oft hasznalt kozismert eljarasok
alkalmazasaval oldja meg a magasabb dimenzioju terek konstruktiv
feladatait.

Maurin leképezéséhez egy Descartes-féle (derékszogil) koor-
dinata hipertetraedert (0x,x,x,x;)-at hasznalt és az x,-on atmeno
hdarom »,=[x,x;| (i=1, 2,3) koordinatasikot alkalmazta képsik-
nak (l. az 1. szemléltetd abrat).

X3
X il
A? QA f
)
X, ¢:A”
x.'l [}
L | S A
x1 o |r X,
57
0 Xﬂ i X,
‘l. abra 2. abra

Egy A pont — amelynek Descartes-féle koordinatéi (a,, a, a., a,)
— abrazolasa ugy torténik, hogy meghatirozzuk annak a harom kép-
sikon valé merbleges vetiiletét® s igy A-hoz harom képet A", A”

! Comptes Rendus Acad. Sci Paris, 225 (1947), 560 —562. o.

2 A képsik és az A pont altal meghatarozott R,-ban kdzonséges (harom-
dimenzids) értelemben torténik a merdleges vetités.

18 Matematikai Lapok
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és A”’-t rendeliink. A vetités utan a harom képsikot az x, (rovi-
den x) tengely koriil valamelyik képsikba beleforgatjuk (a pozitiv
félképsikok mindig az x-nek a 2. dbran bemutatott oldalara keriil-
nek), ezaltal a pont hdrom képe egy az x tengelyre merGleges
egyenesen helyezkedik el s a képek r,,r, és r, rendezbi egyenlok
a megfelel6 koordindtakkal :

n=a, n=a, r;=a,.

(Tovabbiakban alkalmazzuk a kovetkez$ jeloléseket; egye-
nesre: | |, sikra: [ ] és hipersikra: { |}, tovabba a pontokat
diillt nagy latin betiikkel, egyeneseket kis latin betiikkel, a sikokat
kis gorog betiikkel, a hipersikokat nagy gorog betiikkel jeloljiik,
pl.: A={ABCD} az A, B, C és D pontok altal meghatarozott A
hipersikot jelenti.)

n

3

N,
! My
[ g
! i
Pltspaiy
2 S e
1
i
i
1
&Ny
3. 4bra 4. abra 5. abra

s

Egyenest harom olyan (o', a”, @’”) affin pontsorral képezhe-
tiink le, amelyeknek a megfelel6 harom-hdrom pontjat 0sszekotod
egyenese parhuzamos (3. abra).

Sikot a harom képsikon val6 hdrom nyompontjaval (N,, N,, N,)
vagy két metszd egyenesével abrazolhatunk (4. dbra az elsé esetet
tiinteti fel).

Hipersikot pedig — tobbek kozt — harom egymast a ten-
gelyben metsz6 nyomvonalaval (n,, ny, n;) adhatunk meg (5. abra).
5 A harom képsik koziil ketto-kettd egy segédhipersikot (ha-
romdimenzids teret)

Zn={mn}, Su={nx}, és Sn={n %3 )
hatdroz meg s abban minden szerkesztés éppen tgy elvégezhetd,
mint a Monge-féle projekcidban.
Maurin az ' alatt idézett értekezésénck megjelenése utan ki-
dolgozta e leképezési rendszer helyzetgeometriai feladatait’. E szer-

3 J. Maurin: ,Geometrie Descriptive A Quatre Dimensions® Paris, 1948.
(Gauthier—Villars Imprimeur—Editur.)
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kesztések azonban sokszor hosszadalmasak, mivel & legtobb
helyen altalanos térgeometriai elvek alkalmazasa soran jut célhoz,
€s nem haszndlja ki azokat az elényoket, amelyeket az (n. spe-
ciglis — elsdsorban a képsikokra meréleges (vetité) — helyzetii
térelemek alkalmazasa nyijt.

E dolgozat az tn. négydimenzids ,vetitosik“ ¢és ,vetitd
hipersik“ fogalmat vezeti be és azok abrazolasat adja. Majd két
lényegesnek latszo helyzetgeometriai feladat: a hipersikra illeszkedd
egyenes dbrdzoldsa, majd pedig hipersik és egyenes metszespont-
jdnak szerkesztése soran mutatja be azok alkalmazhatdsdgéat. Ezen
eljaras elonyét igazolja tobbek kozt az, hogy pl. a masodik fel-
adat bemutatott megoldasa geometrografia* szempontjabol kb. fele
annyi szerkesztési mozzanatbdl all, mint a Maurin altal 0sszealli-
tott megfelel6 szerkesztés. A vetitd elemeknek a Maurin-féle leké-
pezésben valo széleskorii alkalmazdsat az is indokolja, hogy ezen
abrazolas a Monge-féle projekcidval szoros anal6gidban van és ott
kozismerten elonyos e -térelemek hasznalata.

Mivel a ,vetitd térelemek“ képsikra merdleges helyzetiiek,
ezért érdemes szem elOtt tartani azt a tényt, hogy az R, térelemei-
nek mer6legességét akkor tekinthetjiik 4t legkonnyebben, ha be-
vezetjiik a végtelen tavoli térelemeket és figyelembe vessziik, hogy
— értelmezésiik is torténhet igy — a meréleges térelemek végtelen
tavoli elemei polarreciprok vonatkozasban vannak az R, abszolut
gombjére nézve”.

Vetitosik és annak dbrdzoldsa. Vetitosikoknak nevezziik a
képsikokra mer6leges sikokat. Pl. elsd vetitosik a x,-re meroleges
sik. A merblegesség elobbi értelmezésébol kovetkezik, hogy a
képsiknak és a ra merdleges vetitosiknak csak egy kozos pontja
van és a képsiknak minden egyes pontjdhoz csak egy vetitsik
(s az R, barmely pontjahoz csak egy egyfajta vetit6sik) tartozik.
Tovabba a vetitésik pazhuzamos azzal a sikkal, amely harom-
dimenzios értelemben merdleges az x tengelyre és a masik két
képsik altal meghatarozott segédhipersikra illeszkedik. Ezek szerint
pl. a -, elsd vetitosik P, elsd nyompontja a x», egy végesben
fekvé pontja, a masik két nyompontja a P,, és P,, a masik két
képsik azon két végtelen tavoli pontja, amelyek egyesités utan a
P,-en atmené rendezd végtelen tavoli pontjaba keriilnek (6. dbra).
Mivel, ha a -, els6 vetitosik barmely pontjat Osszekotjiik a P,
elsd6 nyompontjaval, olyan egyenest kapunk, amely merbleges a
#,-re, azért a sr; minden pontjanak az els6 képe a P,-ben van.

4 Szokefalvi-Nagy Gyula: A Geometriai Szerkesztések Elmélete, Kolozs-
var, 1943. 69. o.
5 Enzykl. d. Mat. Wiss. 1II. 2, 798. o.

18*
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(Hasonlo igaz a tobbi vetitésikokra is.) Az elmondottakbol kovet-
kezik, hogy egy pont harom képét agy is meghatirozhatjuk, hogy
a ponton keresztiil els6, masodik és harmadik vetitésikot vezetiink
és ezek metszik ki a megfelel6 képsikokbol a pont képeit.

Vetito hipersik és annak dbrdzoldsa. Vetitd hipersiknak nevez-
ziik azt a hipersikot, amely egy vetitdsikra illeszkedik. Igy pl. els6
vetitd hipersik az a sik, amely egy elsO vetitosikra illeszkedik.
Ezért a /1, els6 vetité hipersik p, elsé nyomvonala x, végesben

B | hy

Ly <)
(3]

8

[ 3
S (R P S A

o‘_____
<o
D

6. abra 7. dbra

lévo egyenese, a masodik és harmadik nyomvonala a p, és p; —
egyesités utdn — az x-re mer6leges (egybeest) egyenes (7. abra).
— Mivel az els6é vetitosikban fekvé minden pont elsd képe a
vetitdsik els® nyompontjdban van, ezért az elsd vetitd hipersikban
fekvé minden egyenes els6 képe annak els6 nyomvonaldba esik.
(Hasonlo igaz a tobbi vetitd hipersikra is.) Az el6z6ekhez hasonléan
itt is kovetkezik, hogy egy egyenes hdrom képét megkapjuk, ha
az egyenesen keresztiil els6, masodik €és harmadik vetit6 hiper-
sikot vezetiink (a merdlegesség értelmezésébdl kovetkezik, hogy
egy egyeneshez csak egy-egy ilyen tartozik) és e harom vetit6
hipersik metszi ki a megfelel6 képsikokbél az egyenes képeit.

A pontoknak és az egyeneseknek a képébdl valo férbeli visz-
szadllitdsa a vetitési eljaras megforditisa dtjdn torténhetik. Pl
egyenest képeibdl gy allithatjuk vissza, hogy meghatarozzuk —
egyesités elott — az egyenes képeihez tartozo vetitd hipersikokat.
A harom vetitd hipersik kozos egyenese lesz a keresett térbeli
egyenes®.

Hipersikra illeszkedi egyenes dbrdzoldsa. A térelemeknek a
képsikrendszerhez képest altalanos helyzete mellett a hipersikra
illeszkedd egyenes dabrazolasandl az egyenes két képét tetszOle-

o Csak az x tengelyre merdleges hipersikra illeszkedd egyenesek vonjak
ki magukat ezen visszaallitasi eljaras alol.



257

gesen vehetjiik fel, mert a két képhez tartozo vetité hipersik és
az adott sik kozos egyenese lesz a keresett egyenes.

Legyen adva A(n,, n., n;) hipersik a egyenesének két képe pl.
a' és a”, szerkesztendd az a'”’. Vezessiink az egyik képen pl. a’-n
keresztiil egy [I1,(p,, p., p;) vetité hipersikot. A [1, az A-bol a
o0=[N;, N,,N;] nyompontokkal — a megfelel6 nyomvonalak met-

8. abra

széspontja adja a nyompontokat — biro sikot metsz ki. Az a
egyenes a o sikban fekszik, s igy e sik egyenesei metszik azt,
azaz pl. az |[N{ Ns|, illetve |N{" N¥| képeknek az a”-vel valé A”,
illetve B” metszéspontjai az a egyenes A, illetve B pontjainak
masodik képe. Ha az A", illetve B” pontokat a |N{” N%’|, illetve
|N\" Ns| egyenesekre vetitjiik rd, az A’”, illetve B”" pontokat kap-
Juk; ezek Osszekotdo egyenese adja az a”’-t (8. abra).

Hipersik és egyenes metszéspontjanak szerkésztése. Szerkesz-
szilkk meg az A(nm,, n,, n;) hipersik és a(a’,a”,a’”’) egyenes M
metszéspontjat. Az el6z6 szerkesztés alapjan allitsuk el az A
hipersiknak azt az a* egyenesét, amelyre a*’ =a’, a*”" =a". A tér-
beli visszaallitdssal kapcsolatban tett megéllapitas szerint gy az
a, mint az a* illeszkedik az a’ és a”” képekhez tartozd vetité hiper-
sikok kozos sikjara és igy metszik egymast, de akkor az a*'” és
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’

M metszéspontja a keresett metszéspont harmadik képe.
-t az a’, illetve

a
A metszéspont masik két képét megkapjuk, ha M
a"’-re vetitjiik (9. abra).

Megjegyezni kivanjuk, hogy a vetité elemes eljaras a (kép-
sikrendszerhez képest) kiilonleges helyzetii térelemek esetén — ter-
mészetesen nem alkalmazhaté mindig akadaly nélkdil.

9. abra

[NPUMEHEHUE MNMPOEKTHUPYIOUIWX EJEMEHTOB
MPOCTPAHCTBA IIPU OBOBPAKEHMM MOPEHA |
JIMHEMHOTI'O MNMPOCTPAHCTBA YETBLIPEX USMEPEHHUH

JI. Jdespmaru

(Pezwme)

ITpn orodpaskennn Mopena B HacToOsimIel paboTe BBOAATCA M n300parka—
10TCS1 IPOEKTHPYIOILAS MJIOCKOCTh YeThIPEX H3MEPeHHil 1 MPOeKTHPYIOLast runep—
NJIOCKOCTh. B CBSI3M C ABMS 3ajayaMu FEOMETPHH MOJOKEHHsT OOBSICHSCTCS, KAk
NPBMEHNTH 3TH MOHATHSY K H300PAKEHNIO TPSIMO, IesKaleil B rHNepriocKoCTH,
M K KOHCTPYKUMM TOYKM MepecedyeHnsi rurnepmiockoctu ¢ npsamoir. Mpurenennnie:
KOHCTPYKUMH 3HAYHTEJBHO MpOIIE, 4YeM Te, KOTopbie Obuin cooGmensr M.
MopeHonm.
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Kongresszus Kozleményei, Akadémiai Kiadé, Budapest, 1952.
205—215.
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Ua. francidul, uo. 216—224.

Sur la représentation des opérations fonctionnelles linéaires par des
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152))

Lecons d’Analyse Fonctionnelle. (Székefalvi Nagy Bélaval egyitt), Bu-
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das 1953, VIII + 455 o.; 3. kiadas 1955, VIII + 488 o.

Egervary Jeno
tudomanyos munkainak jegyzéke

. Az integralegyenletek egy osztalyarol, Math. és Phys. Lapok, 23,

301—355, 1914, s

. A seismikus trajektériakr6l s az azokkal kapesolatos Bertrand-féle

problémarél, Math. és Phys. Lapok, 26, 1—8, 1917. Ennek német
forditasa: Uber die seismischen Trajektorien und tiber das Bert-
randsche Problem in der Seismologie, Gerlands Beitrige zur
Geophysik 14, 284—299, 1918. ;

. Uber die charakteristischen geometrischen Eigenschaften der Legendre-
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Physik (3) 27, 17-—24, 1918.
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adat, Math. és Phys. Lapok, 29, 22—43, 1922.
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Annalen 99, 542—561, 1928.

. Einige Extremprobleme im Bereiche der trigonometrischen Polynome

(kozosen Szasz Otto-val), Math. Zeitschrift, 27, 641—652, 1928.
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Matrixok kombinatorius tulajdonsagairol, Mat. és Fiz. Lapok, 38,
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Verscharfung eines Harnackschen Satzes und anderer Abschétzungen
fir nichtnegative harmonische Polynome, Math. Zeitschrift, 34,
741—757, 1932.

Jelentés az 1934, évi Kénig Gyula jutalomroél., Matematikai és Fizikai
Lapok, XLI, 1934.

Szasz Pal: A differencial- és integralszamitas elemei (KoOnyvismer-
tetés) Matematikai és Fizikai Lapok, XLII, 1935.

Abbildungseigenschaften der arithmetischen Mittel der geometrischen
Reihe, Mathematische Zeitschrift, Bd. 42, 1937,

A tetraéderr6l. Kozépiskolai Matematikai I.apok XIV. 1937.

A magassagponttal biré tetraéderr6l. Matematikai és Fizikai Lapok
XLV, 1938. "

Uber ein Minimumproblem der Elementargeometrie. Journal fur die
reine und angewandte Mathematik, Bd. 178, 1938.

Az elektromagneses térben elektronmozgas differencialegyenleteirol,
M. Tud. Ak, Matematikai- és Természettudoméanyi Ertesit6 LVIL.
1938.

On Orthocentric Simplexes, Acta Szeged, IX., 1940.
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Uber ein rdumliches Analogon des Sehnenvierecks. Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik, Bd. 182, 1940.

Az n-méreti euklidesi tér gorbgir6l. M. Tud. Ak. Matematikai
és Természettudecmanyi Ertesité, LVIII. 1939.

. Az n-méretti euklidesi tér gorbéinek simulégorbéirél. M. Tud. Ak.

Matematikai és Természettudomanyi .Ertesit6, LVIII. 1939.
Fondements d’une théorie de la courbe linéaire. (Alexits Gyorggyel)
Commentarii Mathematici Helvetici. 13, 1940.
Azonossagok alkalmazasa, Kozépiskolai Matematikai Lapck, 1943.

. Differencidlegyenletek. Mérnoktovabbképzé Intézet Kiadvanyai, 1943.
26.

A remark on the length of the circle «+and on the exponential
function. Acta Szeged, 1945.

On a new form of differential equations of the problem of three
bodies, Hungarica Acta Mathematica, I. 1946.

On a generalization of a theorem of Sylvester, Hungarica Acta
Mathematica, II1. 1947.

06 opnom obouIeHHH PEIICHHs Jarpamia sagaun Tpex tes, Joxaagst Axa—
aemun Hayx 1947. :

A mechanika differencidalegyenleteir6l. Mérnoktcvabbképzé Intézet
Kiadvanyai, 1947.

Koézépérték és Laplace-operator, Eléadas a Bolyai Janos Mate-
matikai Tarsulat-ban, 1949, (Kézirat kozlés alatt).

A Rayleigh-maédszer alkalmazasa forgdé rendszerek Kkritikus szog-
sebességének meghatarczasanal. Matematikai Lapok, 1949.

Komplex keoordinatidk alkalmazéisa a sikbeli hdaromtest problémaban,
El¢adads a Bolyai Janos Matematikai Tarsulatban, 1951. (Kézirat
Kozlés alatt.)

. On a certain point of the Kkinetic theory of gases (Turan Pallal)

Studia Mathematica, XII., 1951.

On the smallest convex cover of a simple arc of space-curve,
Publicationes Mathematicae, Debrecen, 1949.

Eine Bemerkung tuber definite quadratische Formen, Publicationes
Mathematicae, Debrecen, 1950.

On the mapping of the unit-circle by polynomials, Acta Scientiarum
Mathematicarum, Szeged, 1950.

A remark on the curvature and tortuosity of space-curves, Acta
Mathematica, 1950.

. On the Feuerbach-spheres of an orthocentric simplex, Acta Mathe-

matica, 1950.

A matematika gyakorlati alkalmazasai, kiilonos tekintettel a technika
differencial-egyenleteire. (Eldéadva: az 1950. nov. 29-én tartott
Osztalytiilésen.) -

A Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai és Természettudo-
manyi Osztalyanak Kozleményei, I. kotet, 1. szam.

Sur une ncuvelle sclution particuliere du probleme des trois corps,
Commentarii Mathematici Helvetici, 1950.

Az ortocentrikus koordindta-rendszerré] és annak néhany alkalmazi-
sardl (el6adva: az els6 magyar matematikai kongresszuson, 1950).
Az Els6 Magyar Matematikai Kongresszus Kozleményei, 1952.

(Lovass-Nagy Viktorral) A hdévezetési differencial-egyenlet megoldasa
az id6tél linedrisan flggd kertileti feltétel mellett. A M. Tud.
Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének Kozleményei, I.
kotet, 1952.
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44. Differencial-egyenletek. Az Eoétvos Egyetem Term. Tud. Karan az
alkalmazott matematika szakos hallgatok részére tartott eléada-
sokrol készult jegyzet. Fels6oktatasi Jegyzetellaté Vallalat, 1953.

45. Az Alkalmazott Matematikai Intézet munkaja a matematikai fizika
és annak ipari alkalmazasa terén. (El6adva: az 1953. majus 28-an
tartott nyilvanos Osztalyiilésen.)

A M. Tud. Akadémia III. Osztalyanak Kozleményei, 1953.

46. Matrix-fliggvények kanonikus el6allitdsarol és annak néhany alkal-
mazasarol. (Eléadva: az 1953. jan. 5-én tartott felolvasoéulésen.)
A M. Tud. Akadémia III. Osztalyanak. Kozleményei, 1953.

47. On a property of the: projector matrices and its application to the
canonical representation of matrix functions.

Acta Scientiarum Mathematicarum, Szeged, 1953.

' 48. On the Hermitian normal form of a matrix and Sylvester’s law of
nullity, Publicationes Mathematicae, Debrecen.
maticarum, Szeged.

49. On a theorem of Stieltjes on matrices, Acta Scientiarum Mathe-

50. Matrixok diadikus el6allitasan alapuld6 maodszer bilinearis alakok
Tud. Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének Kozlemé-
nyei, II. kotet, 1953.

51. Kontrakeiés matrixok felbontasa projektor és ortogonalis matrix
szorzatara. (El6adatott: a varsoi matematikai kongresszuson, 1953.)
Megjelent angol nyelven: On the contractive linear transformations
of n-dimensional vector space. Acta Scientiarum Mathematicarum,
Szeged, 15 (1954), 178-—182.

52. On hypermatrices with commutable blocks and their application
in lattice dynamics, Acta Scientiarum Mathematicarum, Szeged.

53. Uber die Faktorisation von Matrizen und ihre Anwendung auf die
Losung von linearen Gleichungssystemen, Zeitschrift fiir ange-
wandte Mathematik und Mechanik. (sajté alatt.) :

Rényi Alfréd

tudomanyos munkdinak jegyzéke*

s 1945.

1. On a Tauberian theorem of O. Szasz. Acta Scientiarum Mathema-
ticarum, 11 (1946) 119—123.

1946.

5 Integral formulae in the théory of convex curves. Acta Scientiarum
Mathematicarum. 11 (1947), 158—166.

3. On the minimal number of terms of the square of a polynomial.
Hungarica Acta Mathematica, 1+ (1947), 30.—34.

* A sajté alatt 1évé munkéak csillaggal vannak megjellve; azok a
dolgozatok, amelyek t6bb nyelven jelentek meg, egy szam alatt, a), b)
_jelzéssel szerepelnek; a dolgozatok az elkésziilés (nem a megjelenés)
éve szerint vannak  csoportositva. :
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1947.

. 06 opnom HOBOM mpumenexnn mertoaa axaj. WU. M. Bunorpaposa, loxaansi

Axapn. Hayxk CCCP 56 (1947), 675—679.
O npeacrapIeHny YeTHBIX YHCE] B BH/IE CYMMBI OJHOrO MPOCTOrO M OJHOTO
noutu-npocroro unciaa. [loknaner Axag. Hayx CCCP 56 (1947), 455—458.
NPEACTABIEHUH YETHBIX YHCET B BH/E CYMMBI IPOCTOrO M MOYTH-NPOCTOIO
uncna. Mssectnsi Akapg. Hayx CCCP 12 (1948), 57—T78.
HEKOTOPbIX runoTesax Tteopuit xapaxkrtepos dupnxie. (Ju. V. Linnik-kel
egyiitt.) Mssectus Axag. Hayx CCCP 11 (1947), 539—5H46.
npexcrasaenun uncen 1,2, ..., N nocpencrson pasnocreit (Rédei Ldszli-
val egyiitt). Matemarnuecknit Coopuur 24 (1949), 385—380.

Sy

1948.

. Jaték a véletlennel. I. és II. Kozépiskolai Matematikai Lapok,

1 (1948), 101—111 és 144—157.

. Simple proof of a theorem of Borel and of the law of the iterated

logarithm. Matematisk Tidsskrift. B (1948), 41—48.

. Some remarks on independent random variables, Hungarica Acta

Mathematica, 1 (1949), 17—20.

. Remarque a la note précédente. Acta Scientiarum Mathematicarum,

11 (1948), 253. (Megjegyzés Alexits Gyorgy egy dolgozatahoz.)

On the measure of equidistribution of point sets. Acta Scientiarum
Mathematicarum, 13 (1949), 77—92.

Generalization of the ', large sieve“ of Ju. V. Linnik. Matematisch
Centrum, 1948. (kényomatos). 1—35.

On the zeros of the L-functions of Dirichlet. Mathematisch ' Centrum.
1948. (kényomatos). 1—4.

Proof of the theorem that every integer can be represented as the
sum of a prime and an almost prime. Mathematisch Centrum,
1948. (kényomatos). 1—3.

Un nouveau théoréme concernant les fonctions indépendantes et ses
applications a la théorie des nombres. Journal de Mathéfhatiques
Pures et Appliquées, 28 (1949), 137—149.

On a theorem of Erdés and Turan. Proceedings of the American
Mathematical Society, 1 (1950), 7—10.

1949, S

A szovjet matematika harminc éve, Természet és Technika, 108
(1949), 220—227.

Probability methods in number theory. Publicationes Mathemati-
cae Collectae, Budapest, 1 (1949), 1—9.

Some Problems and Results on Consecutive Primes. Simon Stevin,
(1950), 115—125. (Erdés Pdllal egyiitt).

Sur un théoréeme général de probabilité. Annales de 1'Institut Fourier,
1 (1949), 43—52.

On the coefficients of schlicht functions. Publicationes Mathematicae,
1 (1949) 18—23.

A szovjet matematika 30 éve. I. A valdszinlségszamitas megalapoza-
sarol. Matematikai Lapok, 1 (1950), 27—64.

A szovijet matematika 30 éve. II. A valdszinliségszamitas Gj iranyai.
Matematikai Lapok, 1 (1950), 91—137. >
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39.

40.

41.

42,

43.

26. On the large sieve of Ju. V. Linnik. Compositio Mathematica, (1950),

68—175.

. On the geometry of conformal mapping. Acta Scientiarum Mathe-

maticarum, 3 (1950), 215—222.

. On the algebra of distributions. Publicationes Mathematicae, 1 (1950),

135—149. _
Az apritds matematikai elméletérsl. Epitéanyag. (1950), 1—S8.

A Newton-féle gyokkozelitd eljardsrol. Matematikai Lapok, 1 (1950),
1—16.

1950.

On the summability ¢f Cauchy—Fourier series. Publicationes Mathe- °
maticae, 1 (1950), 162—164. .

06 opHoOiT oﬁmeu TEOPEME TEOPHil BEPOSITHOCTE i O €€ MPUMEHEHUH B TEO-
pun uncen, Zpravy o spoleénem 3. sjezdu matematikit Ceskoslovenskych
a 7. sjezdu matematiku Polskych, Praha 1950, 167—174.

a) K Teopuu npefenbHBIX TeOpemM /a8 CyYMM HE3aBHCHMBIX CIyYyalHbIX
Beamynd. Acta Mathematica, 1 (1950), 99—108.

b) A valészinlségszamitds kézponti hatarértéktételének egy uj
altalanositasarsl. MTA III. o. Osztalykézleményei. 1 (1951), 351—355.

A Magyar Tudoméanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Inté-
zetének feladatairol. Akadémiai Ertesit6. (1951), 1—7.

Hare a formalizmus ellen a matematika tanitasaban. A kozépiskolai
matematikatanitas kérdései. Szocialista Nevelés Kiskonyvtara.
4. sz. Kozcktatastigyi Kiadd, (1950), 24—28.

A Poisson-eloszlas problémakorérgl. MTA II1. o. Osztalykozelményei,
1 (1950), 202—212.

On some problems concerning Poisson processes. Publicationes Mathe-
maticae, 2 (1951), 66—73. «

Remarks concerning the zeros of certain integral functions. Comptes
Rendus de I’Academie Bulgare des Sciences, 3 (1951), 9—10.

Sur l'indépendance des domaines simples dans l'espace euclidien
a n-dimension. Colloquium Mathematicum, 2 (1951), 130—135. (Rényi
Katoval és Surdnyi Janossal egyiitt).

a) Cn composed Poisson distributions I. Acta Mathematica. 1 (1950),
209—224.

b) Osszetett Poisson-eloszldasokrél I. MTA 1II. o, Osztalykozleményei,
1 (1951), 315—328. (Janossy Lajossal és Aczél Janossal egyiitt).

a) Sztochasztikus fliggetlenség és teljes filiggvényrendszerek. I. Ma-
gyar Matematikai Kongresszus Kozleményei, 299—308.

b) Croxactnyeckast He3aBUCHMOCTh U MOJIHBIE CHCTEMBI (hyHKLHH, u0. 309—316.

1951.

a) O6 ocnosax Teopuit BepostHocTed, Annuaire du faculté des sc. phys. et
math. Sofia, 47 (1952) 227—236.

b) Zaklady theorie pravdépodobnosti, Mat. Ustav Ceskoslovenske Akad.
Véd. (Kényomatos) 1—10.

a) On composed Poisson distributions. II. Acta Mathematica, 2 (1951),
83—98.

b) Osszetett Poisson eloszlasokrol II. MTA- III. o. Osztalykozleményei.
1 (1951), 329—341.
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44. Két bizonyitds Janossy Lajos.egy tételére. MTA III. o.Osztalykozle-
meényei, 1 (1951), 369—370. (Turdn Pdllal egyiitt).

45. Hémunkasok viz és séanyageseréje. — A matematikai statisztika
médszereinek alkalmazdsa az orvostudemanyban., Orvosi Hetilap,
(1951), 4—9.

46. a) On a conjecture of H. Steinhaus. Annales de la Societé Polonaise
de Mathématique, 25 (1952), 279—287.
b) H. Steinhaus egy sejtésér6l. MTA III. o. Osztilykozleményei, 3
(1853), 37—44.
47. On the approximation of measurable function. Publicationes Mathe-
maticae, 2 (1851), 146—149. (Pukdnszky Lajossal egyiitt).
48. Uj eredmények a valbészinliségszamitas terén. MTA III. o. Osz-
talykozleményei, 2 (1952), 125—144,
49. a) A val6szinliségszémitds elvi kérdései a dialektikus materializmus
megvilagitasdban. Filozéfiai Evkényv, 1 (1953), 63—97.
b) Zakladni problémy poétu pravdépodobnosti ve svétle dialektickéhe
materialismu, Casopis pro péstovani matematiky, 79 (1954), 189—218.

1952.

50. Yxpensenue Cpsian marematuxu ¢ npaxtuxoi. [pupopa, 1953, 69—73.

51. Pczndmka o uhlech mnohouhelnika, Casopis pro pestovani matematiky,
78 (1953). 305—306.

52. a) Val6szinliség-eloszlasok vetlileteirél. Acta Mathematica, 2 (1952),
59—69.

b) On projections of probability distributions. MTA III. o. Osztaly-
kozleményei, 3. (1953), 131—142.

53. a) Elementary proofs of some basic facts concerning order statistics.
Acta Mathematica, 5 (1954), 1—2. (Hajés Gyorggyel egyiitt).

b)* Elemi bizonyitisok a rendezett mintdk elméletének néhany alap-
vet6 Osszefliggésére. Sajté alatt az MTA III. o. Osztalykozleme-
nyeiben,

54. Gépalkatrészek és felszerelési targyak 1orzskészletének valdszinlség-
szamitdsi meghatarozdsa. Matematikai Lapok. 4 (1952), 129—139.
(Szentmdrtony Tiborral egylitt). a

55.* Egy kombinatorikai probléma és annak alkalmazisa a lucerna neme-
sitésénél, (Sajté alatt a Matematikai Lapokban).

56.* Szakkorokben elvégezhetd val6szintiségszamitasi kisérletek, (Sajto
alatt az Eléadésck a kozépiskolai matematika korébsl. Tankonyv-
kiado. c. kotetben.)

57. Gépipari lizemek elektromos energiasziikségletének egyidejiségi ténye-
z6jének valészin(iségszamitasi meghataroziasa. MTA Alkalmazott
Matematikai Intézetének Kozleményei. 1 (1952), 85—105. Szent-
mdrtony Tiborral egyliitt).

58. Jordan Kiroly matematikai munkassagarol. Matematikai Lapok. 3
(1952), 111—121. . 3 2

50, Kompresszorok és légtartalyck racionalis méretezése lizemek suritett
levegével valo ellatasara. MTA Alkalmazott Matematikai Intézete-
nek Kozleményei 1 (1952), 105—138.

€0. Poisson-folyamatok 4ltal szarmaztatoit torténés-folyamatokrél és

. azok technikai és fizikai alkalmazisairél. MTA Alkalmazott
Matematikai Intézetének Koézleményei 1 (1952), 139—146. (Takdcs
Lajossal egyilitt). $

19 Matematikai Lapok
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61.

63.
64.

65.

66.

67.

68.

69.
70.
iny.
72.

73.

75.

76.

71.

Megjegyzések Gombkas Pal és Gaspar Rezsé egy dolgozatahoz, MTA
Alkalmazott Matematikai Intézetének Kozleményei 1 (1952),
393—397.

2. On, the zeros of polynomxals Acta Mathematica. 3 (1952), 275—-284.

(Turan Pdllal egylitt).

Bolyai Jénos felfedezésének tudomanyos és vilignézeti jelentdsége.
Természet és Technika. 112 (1953), 1—

Bolyai Janos, a tudomdény nagy forradalmdra. Matematikai Lapok.
3 (1952), 173—178.

a) A Bolyai—Lobacsevszkij geometria vilagnézeti jelenttsége. MTA
III. o. Osztalykézleményei. 3 (1953), 253—273.

b) Ideoclogicky vyznam geometrie Bolyai—Lobacevského. Casopis
pro pestovani matematiky., 78 (1953), 149—168.

¢)* OO0 wieosoru4ecKkom 3HaueHun reomerpun bBoiisiu—Jlo6auesckoro.
(Sajté alatt az Acta Mathematicaban.)

Az Alkalmazott Matematikai Intézet munkdaja a valdszintségszamitas

- ipari alkalmazasai terén. MTA III. o. Osztalykozleményei. 3 (1953),
363—379

Felszélalas Sztalin nyelvtudoményi munkai megjelenésének masodik
éviorduléjan, a Tudomanyegyetem ¢és a Magyar Tudomanyos
Akadémia I. és II. Osztalya altal 1952. junius 20—21-én tartott
tudcmanyoes {ilésszakon. Tankoényvkiado. (19533). 21-—26.

1953.

a) A rendezett mintak elméletérdél. MTA II1. o. Osztalykozleményei.
3 (1953), 467—503.

b) On the theory of order statistics: Acta Mathematica 4 (1953).
191—231.

Eine neue Methode in der Theorie der geordneten Stichproben.
(A berlini Humboldt egyetemen tartoit eldéadas). Berl. Math.
Tagung (1953), 203—212,

Félszolalas O. J. Smidt , Négy eldadas a Fold keletkezésének elmé-
letérsl® cimii konyvérsl rendezett ankéton. MTA III. o, Osztaly-
kozleményei 3 (1953), 595—600.

Hozzészolas Gombés Pal ,Elméleti fizikai kutatdscklban alkalma-
zott matematikai mdaédszerek® c. eldadisdhoz. MTA III. o. Osztaly-
kozleményei 3 (1953), 344—347.

Hozzaszolas Janossy Lajos ,Beszdmolé a berlini fizikus kongresszus
egyes problémairél® c. 