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SERES IVAN
1907. dec. 15—1966. febr. 25.

Bizonyos polinomok irreducibilitisa

SERES IVAN

Adjuk meg az ay, a,, ..., a, (n=13) egész szdmokat a negyedik
korosztdsi testbdl, a K,-bsl. Ezek alakja +is, ahol r és s raciondlis
egész szamok. Valasszuk az indexezést ugy, hogy az a,-t6l balra huzott
fliggSleges egyenesre mdr ne essék rdcspont a komplex sikon. Az indexe-
zést rendezziik Gigy, hogy az a,-en dtmend fligg6leges egyenesen a meg-
adott pontok koziil azt nevezziik a,-nek, amelynek imagindrius Gsszete-
vGje a legkisebb.

A) Képezziik a kovetkezd polinomot:

Fx)i= ]"] (x—ap) 18
k=1

; 1 Matematikai Lapok 1-2 MAGYAR
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Allitjuk, hogy a polinom az n=13 esetben irreducibilis a K, folott, ahol
q=1,2,3,ill. 4 és ay, a,, ..., a, egymdstdl pdronként kiilonbizé egészek
a K,-bol.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F(x) a K, f6l6tt reducibilis:
F(x)=G(x)-H(x),

ahol a G(x) és H(x) polinomok egyiitthat6i a K;-b8l vald egész szdmok
és G(x), H(x) fGegyiitthatoi legyenek =1.
Legyen G(x) foka nem nagyobb, mint H(x) foka, ezért

n

@)) Grad G(x) = [7]

Vegyiik a P;=a, pont koriil taldlhatd olyan P;=a; rdcspontokat
A, amelyeknek tdvolsdga a;-tdl legfeljebb 2 és amelyek a;-t8l jobbra,
vagy a, felett vannak:

P, =a,+1, Py = a;+1i,
P, =a,+i+1, Py = a;+2,
Py =020 P, =a+1—i

B, azon P rdcspontokat, melyek tdvolsiga P;=a;-t61 nagyobb
mint 2. Ezek ily alakutak:
ayrt

ahol r+|t|=2 (az r és a ¢ raciondlis egész szdmok). Ugyanis, ha P, =
=aq; L+,

a) r=0, ‘t=3, - |P;—PJ =32,
b) r=1, |t|=2, |P,—P,| = |1+1i] = V5=2,
¢) r=2, lt{|=1, |[Py—P, = R+t = V52,
d) r=3;- 1t|=0; {|Py—P'=3=2;

Az (al—as)l(G(al)—G(ZJS)) oszthatdsdgi reldcié fenndll s=1, 2, ...
veuy B-TE,

A G(ay)), H(a,), valamint a G(a,), H(a,), (s=2,3,...,n) egészek
és szorzatuk az i? egység, ezért G(ay), (s=1, 2, ..., n) egység.

A K;-ben négy egység lehetséges: 1,7, —1, —i, ezért a G(ay)~
—G(ay)re a kovetkezd értéket kaphatjuk:

L Gla) —G(a) =0

His Glgy) ~Gla) =141 =¥+t =L t=1
L. G(a;)—G(a,) = 2,2i, —2, =2i.

1
‘




Ha s=8, akkor |a;—ay =2,
(a]. 7 LI_,)I(G ((11) o G(as))
Ez csak akkor lehet, ha G(a))=G(a,), (s=8,9, ..., n), azaz
Gay) = Glds)=Gi(a,) = = Gflay)

A Grad G(x) legfeljebb [%], azaz- Grad G(x)=1'= [%] A G(x)

polinom n— 6 kiilonboz6 helyen veszi fel a G(a;) értéket és ha n—6 =

> % , akkor a G(x) polinom konstans. Ha n =13, akkor még teljesiil

13
13—6>{7].

Ha a megadott a, rdcspontok szdama legaldabb 13, akkor az F(x) irreduci-
bilitdsa fenndll, g. e. d.
B) Vizsgdljuk a kovetkez8 polinomot

a fenti egyenl6tlenség

7D = Q(.\')-kjj'l A R s G 15D, 3

ahol a,, a,, ..., a, a K;-b8! vald egész szamok (egymdstdl pdronként
kiilonboznek), Q(x) oly polinom, melynek f@egyiitthatéja 1, a tobbi
egyiitthaté a K,-bsl valé egész, 0=Grad Q(x) = n—13. Allitjuk, hogy
Fi(x) irreducibilis a K, felert.

Bizonyitds. Feltessziik, hogy F;(x) reducibilis polinom a K,
szamtest felett,
Fi(x) = Gy(x)- Hy(X),

ahol Gy(x), Hq(x) egész egyiitthatés polinomok a K,;-b8l vald egyiitt-
hatokkal. A G,(x) és H,(x) fGegyiitthatdja legyen 1. Legyen G,(x)
szintén a legkisebb fokd irreducibilis tényez8knek egyike: G(ay),
Gy(a,), ..., Gi(a,) egységek lesznek,

(al —as)!(G(al) oL G(as))9 (S e~ la 2’ weey l’l)
Gl(al) = Gl(as)a ha lal S asl > 2.

Ez kell6 indexezéssel bekovetkezik s=8-ra.
Gy(ay) = Gy(ag) = Gy(ay) = ... = Gy(a,).
Ezen tagok szdma n—6.

1%



n+n—13

3 ] = n—T-et,

Viszont a G,(x) fokszdma nem haladja meg [

azaz Grad Gy(x) = t<n—6. :

Ismét azt kapjuk, hogy G,(x) legaldbb n—6 helyen veszi fel a
Gy(ay) értéket, mig a G,(x) foka kisebb mint n —6 tehdt G,(x) konstans,
ha n=13. q.e. d.

O HEINPUBOJAMMOCTM HEKOTOPBIX MHOI'OYJIEHOB

WUpan Ilepeur

a) Ilyctb ai, @s, . . ., a, IayccoBble Liesble, MOMAPHO HE PaBHBIE MEXIY COOOA
yyucia, n=13. Torma MHOTOYIEH

Fx)= [J[ (x—a)+i", r=1,2, 3, coors. 4,
k=1

HEMPHUBOAMM Hazn mosieM K, HeJeHMsi Kpyra.
0) Jnst Takux JKe YHCe a1, @s, . ..dan(n=13) MHOTOWIEH

n
Fi(x) =0 J] k—a+i", r=1,2,3, coots. 4,
k=1

wenpuBoMM Hax nosnem K, ecim Grad Q(x) =n—13.
(Koadhdunumentsr muorouwrena Q(x) ayccoBble 1eible ynucia, KO3GOUIMEHT ¢ Hau-
OOJIBIINM HMHICKCOM PABCH CAMHULE).

UBER DIE IRREDUZIBILITAT GEWISSER POLYNOME

1. SERES

Es werden folgende Sitze bewiesen.
a) Es seien ay, as, ..., a, Gaussische ganze Zahlen, a;#ax wenn i=k und
n=13. Dann ist das Polynom

n
Hity= ]] (x—aw)+i", r=1,2,3 oder 4,
k=1

irreduzibel tber dem Kreisteilungskérper Ki.
b) Fiur dieselben Zahlen ay, a,, ..., a, (n=13) ist das Polynom

n
Fi(x) = 0(x)- [] x—a)+i", r=1,2,3,oder 4,
k=1

irreduzibel tiber Ki, wenn Grad Q(x)=13. (Die Koeffizienten des Polynoms Q(x)
sind Gauss'sche ganze Zahlen, der Koeffizient mit dem héchsten Index ist gleich
Eins.)
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Jacques Hadamard (1865—1963)

SZOLEM MANDELBROJT €s LAURENT SCHWARTZ

Jacques Hadamard, akinek matematikai munkdssdga csaknem hd-
romnegyed évszdzadra terjed ki, 1963. oktéber 17-én koltdzétt el az él6k
sordbdl, majdnem 98 éves kordban; 1865. december 8-dn sziiletett.

A legutdbbi szaz esztend6 matematikusai koziil csak nagyon kevesen
hagytak hdtra olyan gazdag 6rékséget olyan sok teriileten, mint Hada-
mard. Tény, hogy a matematika f6bb fejezetei k6zott csak nagyon kevés
van, melyet ne befolydsolt volna mélyen az 6 géniusza. Tébben a legfonto-
sabbak koziill Hadamardnak koszonhetik természetiik alapvondsait és
kutatdsi modszereiket, egyesek pedig éppenséggel egész létezésiiket.

Mikor 1944-ben a London Mathematical Society tiszteletbeli tag-
javd valasztotta Hadamard-t és ez alkalommal Hardy beszdmolt
Hadamard legmeglepSbb felfedezéseirdl, a matematika ,,é18 legenddjd
nak’ nevezte Gt.

Ttt a legfontosabb eszmékre és eredményekre kell szoritkoznom
azok koziil, melyek végig vezetnek ezen az egész legendds életmiivon.

Hadamard els6 fontos munkdi az analitikus fiiggvényekkel, pon-
tosabban mondva egy Taylor-sora altal definidlt analitikus fliggvény
természetének vizsgalatdval foglalkoztak. Weierstrass, valamint Fran-
ciaorszagban M¢éray, szigorGian definidlva egy ilyen sor analitikus foly-
tatdsdnak jelentését, ezt a sort vették kiinduldsi pontnak egy analitikus
fiiggvény definiciéjdban. Ez azonban csupdn egy egzisztencia- és unici-
tdsi tétel, és csaknem érintetleniil maradt az a probléma, hogy miképpen
lehet az egyiitthatok tulajdonsdgainak alapjdn az igy definidlt fliggvény
sajatsdgaira fénylegesen kovetkeztetni. 3

Néhdny eredmény ismeretes volt az inverz problémat illetSen. Igy
példdul Eisenstein és Csebisev megmutattdk az algebrai fliggvények egyiitt-
hatéinak’elsd aritmetikai tulajdonsdgait ; Lecornu megadott még egy mdsik
tételt is, melynek megfogalmazdsa hamis volt. Az inverz problémit
Darboux is tdrgyalta néhdny mozzanatiban. O azt vizsgdlta, hogy
milyen Gsszefiiggés van az egyiitthatok novekedése és a fliggvénynek a
konvetrgenciakéron mutatkozé viselkedése kozott.!

1 Ezzel Osszefliggd témakrol Worpitzky irt néhany érdekes cikket 1860 koriil,
melyek egy nagyon kevéssé ismert folybiratban jelentek meg és csak ennek az év-
szazadnak az elején fedezték fel Oket ujra.
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Azonban Hadamard volt az igazi megalkotdja annak az elméletnek,
mely lehetdvé teszi egy Taylor-sor analitikus folytatdsa szingularitdsai-
nak (és azok természetének) megdllapitdsdt (1. a doktori disszertdcidjdt
1892-bdl, valamint néhdny azt megel6z6 cikkét a Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris hasdbjain).

Elgsz6r megadta a konvergenciasugdr értékét A,, w (f(z=Z2A4, z")
limes superior-janak bevezetésével. Egészen addig csak abban az esetben
lehetett a sugdr értékét kiszdmitani, amikor 1étezik ennek a kifejezésnek
a hatdrértéke (Cauchy).

Ezutdn egy az A, egyiitthatokra vonatkozo sziikséges és elégséges
feltételét adta meg annak, hogy a konvergenciakor kertiletének egy adott
pontja szingularitds legyen. Ez a feltétel, mely véges szdmu egytitthatot
tartalmazd kifejezések limes superior-ja dltal van megadva, azdta a
fontos eredményeknek egy egész sordt szolgdltatta, részben eredeti
alakjdban, részben pedig megfelelGen dtalakitva. MindenekelStt a hires
,,Hadamard-féle hézagtétel”: ha A,, /4, =A=>1, akkor a > A4,z*" sor
konvergenciakdre (ha véges) természetes hatdr. Ez a tétel specidlis esete
egy igen gazdag tartalmi eredménynek, mely a szingularitdsokra vonat-
kozé kritériumbol kovetkezik.

A Taylor-sorra, vagy a Fourier-sorra alkalmazva, a hézagossdg
(lakunaritds) eszméje azdta egy fontos vizsgdlati elvvé fejlédott ki: szd-
mos olyan tételt sikeriilt bebizonyitani, melyeknek értelmében ha egy
fliggvény egy hely valamely kornyezetében rendelkezik egy bizonyos tu-
lajdonsdggal és Taylor-, ill. Fourier- sora eleget tesz egy meghatdrozott
hézagossdgi feltételnek, akkor a kérdéses tulajdonsdg dtterjed az egész
értelmezési tartomdnyra,

Az A,-el kezd6d6 2m+ 1 (m rogzitett) szami egymds utdn kovet-
kez8 egyiitthatobdl képezett szimmetrikus D, , determindnsok. alkal-
mazdsa a lim sup |D, """ értékének kiilonboz8 m-ek esetében vald
vizsgdlata révén egy feltételt ad arra, hogy a fliggvény valamely az origd
koril irt adott kérén belil meromorf legyen.

Az ide vonatkozd tételek &s bizonyitdsi modszerek rendkiviil
elegansak.

Hadamard a konvergenciakoron fellépd szingularitdsokat ,,rendjiik™
szerint osztdlyozta. A rend azon « szdmok infimuma, melyekre a sor
—g-rendi Riemann—Liouville-féle tort derivaltja (vagy inkdbb annak
Hadamard-féle verzidja), mint a konvergenciakérén az argumentum
figgvénye folytonos ¢és a szingularitds egy bizonyos kornyezetében
,,véges eltérési” (d’écart fini). A ¢(9) fiiggvény az [a, b] intervallumon

]

véges eltérésti, ha az |n [ ¢(9)e™*d| kifejezések szdmdraa=a~f=b-re

egy o, f és n-t8l fiiggetlen dllandé adhaté meg, mint felsd korldt. Felelet-
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képpen egy kérdésre, melyet Hadamard a doktori értekezésben vetett
fel, azéta bebizonyitottdk, hogy léteznek olyan folytonos véges eltérésii
nek a , konvergenciakorre vonatkozd rendje”, vagyis a koron levd
szingularitdsok rendjei koziil a legnagyobb, egy formula dltal van adva,
mely igen szuggesztiv modon emlékeztet a konvergenciasugdr formu-
ldjdra.

Ugy tiinik nekiink, hogy a fiatalabb generdciékhoz tartozé mate-
matikusok nem akndztdk ki teljesen Hadamard-nak a rendre vonatkozo
idedjdt. Bizonydra sokkal mélyebb eredményeket lehetett volna nyerni
ebbdl a tartalomban oly gazdag fogalombdl, mint azok, melyeket
Hadamard egyik kovetGje a huszas évek elején egy ezzel a tdrggyal
foglalkozé monogréfidban Gsszefoglalt. A determindnsok vizsgdlata is,
melyeket szintén a doktori disszertdcioban vezetett be és amelyek a
rend fogalmdval hasonldképpen fiiggnek Gssze, mint a D, ,-ek a mero-
morfizmussal, nagy lehetségeket nyijtandnak fontos kutatdsok szdmdra.

Hadamard 1898-ban bizonyitotta be a szingularitdsok kompozicio-
jdra vonatkoz¢é tételét. Nem nagyon szigorti fogalmazdsban ez a kovet-
kez8képpen szol: X4, B,z"-nak nincsenek més szingularitdsai, mint azok,
melyek kifejezhet6k off alaku szorzatok alakjdban, ahol « a XA,z"
B pedig a X¥B,z" valamelyik szingularitdsa.

A tétel bizonyitdsa a Parseval-féle integrdlon alapul, melyet Hada-
mard a Dirichlet-féle sorra alkalmazott (1898 és 1928), nem az Gsszetett
sor szingularitdsainak a vizsgdlatdra, hanem a Riemann-féle {-fliggvény,
vagy kiilonbozd tipust {-fliggvények kilonboz8 helyeken felvett értékei
kozott fenndllo érdekes Gsszefliggések tanulmdnyozdsdra.

A Taylor-sor analitikus folytatdsdrél szold, imént emlitett két
dolgozat, valamint a ,,La série de Taylor et son prolongement analytique™
cimii csoddlatos kis monogrédfia, melyet Hadamard 1901-ben irt, sok
nagynevii matematikust serkentettek tovdbbi munkdra és talzds nélkiil
lehet mondani, hogy a Bieberbach analitikus folytatdssal foglalkozé 1j
monografidjaban idézett 150 szerzG 350 publikdcidja kozil csaknem
valamennyi kozvetleniil, vagy kozvetve Hadamard-nak az el6zékben
ismertetett munkdssdga dltal volt inspirdlva.

Az 1892. év hozta a leggazdagabb termést a komplex fiiggvénytan
torténetében, mert nem csak Hadamard disszertdcidja jelent meg akkor,
hanem az egész fliggvényekrdl sz6ld hires munkdja is, mely néhdny
évvel kés6bb (1896) lehetdvé tette szimadra, hogy megoldja a szimelmélet
egyik legrégibb és legfontosabb problémdjat.

A nyert dltaldnos eredmények egy Osszefiiggést dllapitottak meg egy
egész fliggvény egylitthatéinak abszolut értékei csdkkenésének mértéke
¢és a fliggvény neme kozott (Poincaré tételének megforditdsa); ezt az
Osszefiiggést a {(z)-vel kapcsolatos &(z) egész fliggvényre alkalmazva,



9

Hadamard azt taldlta, hogy (amint azt mdr korrekt bizonyitds nélkiil
Riemann dllitotta) ennek a fliggvénynek a neme zérus, ha z* fiiggvénye-
ként tekintjiik. (Altaldnos egész fiiggvények esetére) ezt az egész fiiggvény
zérushelyeinek abszolut értékei és a fliggvény egyiitthatéinak csokkenése
kozt fenndllo Gsszefiiggést a disszertdcio fentemlitett eredményeinek fel-
haszndldsdval és egy alkalmasan valasztott meromorf fliggvény (a vizs-
gdlt egész fiiggvény inverze) D, , determindnsainak alkalmazdsdval
- vezette le.

Az egész fliggvényekrdl sz616 ezen munkdval a Grand Prix de I’Aca-
démie des Sciencesra pdlydzott 1892-ben. Erdemes megemliteni azt a
koriilményt, hogy a pdrizsi matematikai vildg biztosra vette, hogy a dijat
Stieltjes fogja elnyerni, aki azt hitte, hogy sikeriilt bebizonyitania a
hires ,,Riemann-féle sejtést””. Azt hiszem, érdekes idézni egy mondatot
Hadamard 1896-os nagyhir(i értekezésébdl, melynek szuggesztiv cime:
., Sur la distribution des zéros de la fonction {(s) et ses conséquences
arithmétiques”. Hadamard ezt irja: ,,Riemann sejtéseivel gsszhangban,
Stieltjes kimutatta, hogy ezek a zérushelyek valamennyien 4 + ¢/ alakuak
(ahol 7 valdés szdm), azonban bizonyitdsa sohasem lett kozzétéve és még
csak az sem ismeretes, hogy a (-fliggvénynek nincsenek zérus-
helyei az R(s)=1 egyenesen. En éppen ennek az utébbi dllitdsnak az
igazoldsdt tlizom ki célul magam elé”.

A feladat ,,szerénysége” és nagysdga: bebizonyitani, hogy o= l-re
{(s)#0 (s = o +it), miutdn Stieltjes azt dllitotta, hogy ,.bebizonyitotta”
a Riemann-féle sejtést, kiilonosen megkapd. Anndl is inkdbb, mivel
ennek a bizonyitdsnak az alapjin Hadamard ugyanabban az 1896-0s
dolgozatdban be tudta bizonyitani a térzsszamok eloszldsdra vonatkozo
legfontosabb dllitdst: ha m(x) az x-nél kisebb torzsszdmok szdmadt
jelenti (x=0), akkor 7(x)~ x/log x (x —<=).

Ennek az eseménynek nagy torténeti jelentdsége volt. A
mult szdzad elején Legendre feltételezte, hogy n(x) = x(log x — A(x)).
hol A(x) egy véges hatdrértékhez tart. Csebisev kimutatta, hogy
0,92129 = n(x) log x/x =1,10555..., de nem bizonyitotta be, hogy ez a
kifejezés egy hatdrértékhez tart és semmi remény sem volt arra, hogy
az 6§ mddszere egy ilyen bizonyitdst szolgdltathasson. Szdmos matema-
tikusnak, koztiik Sylvester-nek is sikeriilt a Csebisev-féle mddszerek
alkalmazdsdval megjavitani ezeket az egyenlGtlenségeket. Azonban
ezekben a javitdsokban nem volt semmi lényegesen uj. Idézziik (Landau
nyomdn), amit Sylvester 1881-ben errdl a témdrdl irt: ,,Azonban ahhoz,
hogy a lim 7 (x) log x/x =1, reldcid bizonyitva legyen, valdsziniileg addig
kell varnunk, mig olyan valaki sziiletik erre a vildgra, aki beldtdsdval és
gondolatainak mélységével annyira fogja Csebisevet feliilmulni, ameny-
nyire ezen tulajdonsdgok tekintetében Csebisev felette dll az embe-
rek atlagdnak”.
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Mint Landau megjegyzi, amikor Sylvester ezeket a sorokat irta,
Hadamard mar megsziiletett.

Megemlitendd, hogy Hadamard-tol fiiggetleniil és vele egy idGben
de la Vallée—Poussin is bebizonyitotta, hogy a (-fiiggvény nem tlinik
el a o =1 egyenesen, midltal bebizonyitotta a torzsszdmtételt is; azon-
ban Hadamard bizonyitdsa sokkal egyszeriibb.

Hadamard-nak a {(s) zérushelyeinek halmazara vonatkozé vizsgd-
latai arra a fentemlitett eredményre tdmaszkodnak, melyet a £(z) nemét
illetSleg 1892-ben irt azon dolgozatdban adott meg, mellyel a Grand
Prix-re pdlydzott.

Fontosnak tiinik szimunkra, hogy kitérjiink az ,,események ldncola-
tdra”, mely Hadamard felfedezéseiben megmutatkozik: egy meromorf
fliggvény polusainak helyzete ¢és Taylor-sordnak egyiitthatoi kozti
Osszefiiggés; ez az eredmény vezet késGbb egy egész fiiggvény neméhez
Taylor-egyiitthatoi csokkenésének vizsgdlata révén; ebbdl kovetkeznek
négy évvel kés6bb a (-fiigevény fontos tulajdonsdgai, melyek végiil is
a torzsszamtételt vonjak maguk utdn.

Ugy ldtszik, hogy az analitikus folytatds egyik legszebb elmélete,
bdrmilyen jelentds legyen is onmagdban ‘véve ¢s bdrmilyen gazdag
legyen is kovetkezményeiben, Hadamard gondolatvildgdban, akdr tuda-
tosan akdr nem, egyetlen egy cél felé, nevezetesen a torzsszdmtételre
irdnyult.

Hadamard bebizonyitotta azokat az analdg tételeket is, melyek
egy adott szdmtani haladvdny torzsszdmainak eloszldsdra vonatkoznak,
mivel az 6 mddszereivel vizsgdlni tudta azokat a Dirichlet-sorokat is,
melyek ezen térzsszdmok tekintetében ugyanazt a szerepet jdtsszak,
mint a {-fliggvény az Osszes torzsszdmok tekintetében.

Miutdn éppen a ,,Hadamard-féle determindnsokrol” beszéltiink,
emlitsiik meg azokat a becsléseket, melyeket dltaldnos determindnsok
értéke szdmdra adott (1893), valamint a komplex valtozods fiiggvénytan-
ban az & hires ,,hdromkértételét”: Ha M(r) egy az |z|<R korben
reguldris fliggvény abszolut értékének az |z| < R korben reguldris fligg-
vény abszolit értékének az |z| = r<R koron felvett maximumat
jelenti, akkor log M(r) a log r véltozénak konvex fiiggvénye.

Nem hagyhatjuk el a fliggvénytant anélkiil, hogy meg ne emlitenék
a végteleniil sokszor differencidlhaté fliggvényekre vonatkozdlag a
kvazi-analicitdsnak Hadamard dltal egy 1912-es rovid cikkben Kit{izott
problémdjdt, vildgosan elkiilonitve ezt a komplex tartomdnyban értel-
mezett analitikus fliggvények fogalma dltaldnositdsdnak problémdjatol.
Erre a problémdra a hévezetési egyenletre vonatkozé Cauchy-problé-
ma adatainak tulajdonsdgai (a megoldds derivdltjdinak az x=0 ha-
tdron fenndllé Holmgren-féle tulajdonsdgai) vezették rda Hadamard-t.
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Meg kell itt emlitentink, hogy Hadamard volt az elsé, aki egy 0ssze-
fliggést dllapitott meg egy fiiggvény, valamint els§ és mdsodik deriviltja
abszolut értékeinek az egész valds tengelyen felvett maximumai kozott
(1919), egy olyan osszefiiggést, mely kés&bb dltaldnositva fontos szere-
pet jatszott a végteleniil sokszor differencidlhatod fliggvények elméletében.

Egy teljesen mds eszmeviligban, dtlépve a klasszikus differencidl-
geometria teriiletére, Hadamard maximumokra és minimumokra vonat-
kozé elég elemi meggondoldsokkal dltaldnos feliiletek valos geodetikus
vonalainak viselkedését tanulmédnyozta. KiilonGsen érdekes és egyszerii
eredményeket taldlt abban az esetben, mikor a feliilet gorbiilete mindentitt
pozitiv (1897) (Prix Bordin de I’Académie des Sciences).

Miutdn azonban, a differencidlgeometridt topoldgiai meggondold-
sok, vagy helyesebben mondva az vdltotta fel, amit analysis situs-nak
neveztek, a: negativ gorbiilet( feliiletek geodetikus vonalainak vizsgdlata
lett Hadamard egyik legszebb dolgozatdnak tdrgya (1898). (Az analysis
situs-nak a differencidlegyenletek vizsgdlatiban mutatkozo jelentGségére
Poincaré munkdssdga hivta fel a figyelmet, melynek Hadamard mindig
a legnagyobb csoddlattal addzott.)

Ebben a munkdban Hadamard teljesen elejtett mindenféle feltevést a
feliilet analitikus természetét illetéen, minek kovetkeztében eredményei
Iényegesen dltaldnosabb jelleglick, mint azok, melyek a pozitiv gorbii-
letii feliiletekre vonatkoznak.

A Hadamard dltal vizsgdlt negativ gorbiilet(i feliileteken, melyek
véges sok végtelenbe nyulé paldsttal rendelkeznek, a geodetikus
vonalak olyan viselkedést tantsitanak, mely egy fizikusok és csillagdszok
szamdra érdekes filozéfiai problémdra vezet.

Vannak zdrt geodetikus vonalak, és olyanok, melyek ilyen zdrt
geodetikus vonalakhoz aszimptotikusan kozelednek; vannak tovdbba
olyan geodetikus vonalak is, melyek valamelyik paldston a végtelenbe
tartanak. Van azonban czcken a feltleteken a geodetikus vonalaknak
még egy harmadik kategoridja is: azoké, melyeknek egymadst kovets sza-
kaszai zdrt geodetikus vonalak sorozatdn elhelyezked§ gorbeszakaszokhoz
kozelednek, s ez utobbiak hossza allanddan novekszik.

Azonban a legfigyelemreméltobb vonds a kovetkez§: valamely
ponton dthaladé és véges tdvolsdgban maradé geodetikus vonalak
érintGinek £ halmaza perfekt és sehol sem siirii, tovabbd minden olyan
geodetikus vonal kdrnyezetében, melynek érint6je E-hez tartozik (irdny-
kornyezet), van olyan geodetikus vonal mely egy tetszélegesen valasztott
valasztott paldston a végtelenbe tart. Minden ilyen kérnyezetben vannak
a harmadik kategéridhoz tartozé geodetikus vonalak, vagyis olyanok,
melyek egyre szorosabban kozelitik meg a zdrt geodetikus vonalaknak
egy megszamldlhatd halmazdt. :
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Mids széval, ,.egy véges tdvolsighan maradé geodetikus vonal
irdnydnak a legkisebb megvaltoztatdsa elegends ahhoz, hogy a gérbének
teljesen tetszéleges végse irdnyt adjon, az uj geodetikus vonal a fentebb
allitott formdk koziil barmelyiket felveheti”.

Es Hadamard felveti a kérdést, vajon hasonlé koriilményekkel
taldlkozhatunk-e a mechanika egyéb problémdival kapcsolatban is?
Tobbek kozott felmeriilhetnek-e az égitestek mozgdsdnak vizsgdlatiban
is? Hadamard szerint valodszinii, hogy az ilyen nehéz esetekben taldlt
eredmények analdgak a szoban forgd cikkben kozolt eredménnyel. De
egy fizikai problémdban valamely id8pontra vonatkozé adatok
csekély modositdsa csak kis befolydst gyakorolhat a megoldds jovébeli
alakuldsdra, mivel mmdlg csak kozelitG adatokat ismeriink.

Eszerint egy pdlya végsd viselkedése fligghet az integrdcios dllandék
aritmetikai samtsagaltol

Hadamard-t nagyon érdekelte Volterra funkciondlis kalkulusa. Tény,
hogy Hadamard hozta javaslatba a ..fonctionnelle” kifejezést Volterra
kordbbi ,,fonction de ligne” kifejczésc helyett. Meg kell emliteni, hogy
Hadamard mdr a szdzad legelején (1903) egy dltaldnos kifejezést adott
meg ‘az egy intervallumon folytonos fliggvények osztdlydn értelme-
zett linedris funkciondlok szdmdra. Ez a kifejezés, mely az

U(f) = lim ff(\)(b(\ 1) dx

H—> oo

alakt hatdrérték dltal van adva, Riesz Frigyes hires tételének elSfutdra.
Bevezetve egy a peremfeliilet funkciondljdnak (és a két belsd pont
fiiggvényének) tekintett Green-fiiggvény Volterra-féle értelemben vett
funkciondlis derivdltjdnak fogalmdt, Hadamard a megfeleld fliggvény-
egyenlet integrdcidja révén meg tudta hatdrozni a AU =0 egyenletnek
megfeleld Green-fiiggvényt, ha az adva van egy adott feliileten.
Hadamard mindig érdeklddott a mechanika €s a differencidlegyenle-
tek irdnt és ezekrdl a témdkrdl kiilonbozd érdekes dolgozatokat kozolt,
melyek koziil egyesek tartalmazzdk mdr azokat a f6 gondolatokat, melye-
ket fizikai vizsgdloddsaibol meritett. Azonban az &8 parcidlis differencidl-
egyenletekre vonatkozé munkdssdga. melyet viszonylag késén kezdett meg,
egyikelett azon legfontosabb adalékoknak, melyekkel a tudomédny fejlédé-
sét eldmozditotta. Az ezen targynak szentelt dolgozatai kéziil egy 1900-bdl,
ketté pedig 1901-bél vald. 1903-ban jelent meg a ,,Legons sur la pro-
pagatlon des ondes et les ¢quations de I’hydrodynamique”. F8 esz-
méi a kovetkez§ években alakultak ki. Allhatatosan kitartott mellet-
tiik, hogy meggydzze fontossdgukrdl a matematikusokat és a fizikusokat.
Gondosan vizsgdlta a kiilonboz6 fajta problémédkat. A mdsodrendi
parcidlis differencidlegyenletekre vonatkozé Dirichlet-problémédkban a
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peremadatok egyetlen egy fiiggvény dltal vannak adva, mig a Cauchy-
problémdkban két adat van adva a =0 résztér minden pontjdban;
egy elliptikus operdtor, példdul a 4 Laplace-operdtor esetében a Dirich-
let-probléma korrektiil van kitiizve (ez a probléma abban 4ll, hogy a
Au=fegyenlet szamdra egy olyan megolddst kell taldlni, mely értelmezve
van az R™ térnek egy Q nyilt halmazdn és az u=u, peremértékekkel
rendelkezik, ahol u, egy adott, az @ halmaz § hatdrdn erlelmczett
fiiggvény), mig egy hiperbolikus operdtor, példdul a [ = 9%/dr? —
hullamoperdtor esetében a Cdm.hy -probléma kittizése korrekt (ez abbdn
dll, hogy a Ju=f egyenlet szdimdra egy olyan megolddst kell keresni,
mely felveszi az u(x, 0) =uy(x), du(x, 0)/0t =u,(x) kezdeti értékeket.
Természetesen ezek a gondolatok jelenleg nagyon jol ismeretesek,
azonban abban az idében ez nem volt igy, ami részben annak volt
tulajdonithatd, hogy az érdeklédés tulnyomdan az egyszer(i differencidl-
egyenletek felé fordult, részben pedig az analitikus parcidlis differencidl-
egyenletekre vonatkozé Cauchy—Kovaleyszkaja-féle eredménynek; az
egyenletek, illetve a problémdk kiilonféle tipusai nem voltak annyira
tisztdzva, mint jelenleg és valdsziniileg éppen mi, az & kortdrsai és kovetSi
vagyunk neki lekotelezve azért, hogy ragaszkodott ehhez az osztdlyozds-
hoz. S8t ezenfeliill nem csak azt kdvetelte meg, hogy egy ,,korrekt kitii-
z¢sili” problémdban tetszGleges adatokhoz egy és csak egy megoldds
1étezzék, hanem azt is, hogy a megolddsnak folytonosan kell fiiggnie az
adatoktol. Ezt a kovetelést azzal indokolja, hogy ha az adatok csekély
megvdltoztatdsa maga utdn vonja a megoldds jelentékeny megvadltozdsat,
akkor ez a fizika szempontjibol nézve nem valddi megoldds, mert a
fizikai vildgban sohasem ismerjiik teljesen az adatokat, hanem csak egy
korldtolt pontossdggal, ami azt jelentené, hogy a valésdagban nem ismer-
jiik a megolddst. Ezt a gondolatot dllanddan ismételte, igy hogy még
jelenleg is akkor mondjuk egy problémadrdl, hogy ,,Hadamard-féle érte-
lemben korrekt kitiizésii”’, ha a megoldds folytonosan fiigg az adatoktdl.
Ez az eszme még gyuimolesozébbnek bizonyult, mint ahogy & maga
gondolta volna; ugyanis, mint kés6bb megjegyezte, az analizis miivelGi
most mdr kotelezve voltak arra, hogy ,,a kornyezetek és a folytonossdg
kiilonféle tipusait” vizsgdljdk, ami elkeriilhetetleniil vezetett a fliggvény-
terekhez, az dltaldnos topoldgidhoz és a funkciondlanalizishez; ez
bizonydra a funkciondlanalizis egyik forrdsa és mindmdig annak egyik
alkalmazasi teriilete. A parcidlis differencidlegyenletek megolddsdnak
modern modszerei ,,a priori becsléseket”” haszndlnak, ami azt jelenti,
hogy a megoldds egzisztencidjdt és unicitdsdt azdltal mutatjuk ki, hogy
el6szor az adatoktdl vald fliggésének folytonossdgdt igazoljuk, majd
ezutdn a funkciondlanalizis (lényegileg Banach ¢és Riesz Frigyes)
tételei szolgdltatjdk az eredményt. Madsrészrél Banach hires tétele, az
ugynevezett ,,zdrt graf-tétel” kés6bb megmutatta, hogy a legtobb eset-
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ben a megoldds egzisztencidja és unicitdsa maga utdn vonja az adatoktdl
valé folytonos fiiggését. A parcidlis differencidlegyenletekre vonatkozo
ezen vizsgdlatok, egyiitt az integrdlegyenleteknek Fredholm dltal vald
bevezetésével és Hilbert mddszereivel (Hilbert-terek) vdltak az operdtorok
modern elméletének forrdsdvda. Hangsulyozni kell azt is, hogy Hadamard
mindig arra torekedett, hogy szorosan a fizikdhoz tartsa magdt; egy
matematikus szigorusdgdval és egy fizikus gyakorlati érzékével szeretett -
dolgozni és szivesen ismételgette Poincaré koévetkezd szavait: ,,La
physique ne nous donne pas seulement I'occasion de résoudre des
problémes ..., elle nous fait pressentir la solution.”” Azonban Hadamard
legfontosabb adaléka a parcidlis differencidlegyenletek elméletéhez a
normdlis hiperbolikus tipushoz tartozé mdsodrendli egyenletek teljes
megolddsa az elemi megoldds felhaszndldsdval (6 elényben részesitette
ezt az elnevezést az ,,alapmegoldds™. kifejezéssel szemben; manapsdg
angolul alapmegolddst (fundamental solution), francidul pedig elemi
megolddst (solution élémentaire) mondanak. Az elsG ismert alapmegoldds
a Laplace-egyenleté volt: a potencidlelmélet 1/r magja. Az elliptikus
esetben Picard, E. E. Levi, Hilbert (a hires parametriks-szel), Fredholm,
Herglotz, Leroux és Zeilon sikerrel tanulmdnyoztak dltaldnosabb egyen-
leteket, s6t még magasabb rendiieket is, dllandé vagy viltozd egyiitt-
hatékkal. A hiperbolikus eset azonban tisztdzatlan maradt. A Riemann-
fliggvény csak a nagyon specidlis kétdimenzids esetre volt értelmezve és
nem volt kozvetleniil dltaldnosithaté. Poisson megoldotta a hulldm-
egyenletet a négydimenzids esetben (hdrom térbeli és egy id6dimenzid).
A megolddst az inhomogén tag és a kezdeti adatok egy explicit kifejezé-
sével dllitotta el8, azonban ez a megoldds egyszeriien csak fel lett irva,
mint olyan, mindennem{i mddszer megjeldlése nélkiil, hogy miképpen Iehet
a megolddst megtaldlni; ezért nem is lehetett ezt az eredményt dltaldnosi-
tani nehezebb esetekre, vagy éppenséggel négynél tobb dimenzid esetére.
Kirchhoff (Zur Theorie der Lichtstrahlen), Volterra és Tedone gondosan
vizsgaltdk ezt a problémat; 6k meg tudtdk hatdrozni magasabb dimenzio-
szamu hulldmegyenletek teljes megolddsdt, azonban indirekt médszerek-
kel; elddllitottdk a megolddsoknak bizonyos tetszGlegesen vdlasztott
vonalak mentén vett t6bbszords integrdljait, melyekbSl maguk a megol-
ddsok differencidlds révén adddtak. Megjegyzendd, hogy ez az indirekt
elidrds nem elvetends, amennyiben a probléma belsG természetébdl
foly6 indokoldssal tdmaszthato ald, de nem szolgdltat egyszerti és direkt
kifejezést a megoldds szdmdra, tovdbbd a megoldds csak egy nagyon
bonyodalmas eljdrds eredményeképpen adddik ki és nem lehet ldtni, hogy
miképpen lehetne ezt az eljardst dltaldnositani védltozo egyiitthatok esetére.
Hadamard hires konyvében, melynek cime ,,Le probléeme de Cauchy
et les équations aux dérivées partielles linéaires hyperboliques”, ki van
fejtve, hogy miképpen kaphaté meg a teljes megoldds az elemi megoldds
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vizsgdlata révén. Ez a konyv, mely az & 1920-ban a Yale-egyetemen
tartott elGaddsait tartalmazza, tartalmdnal, el6addsdnak vildgossdgdndl és
gondolatb8ségénél fogva valdsdgos remekmii, melybdl inspirdciot meritet-
tek a kovetkezd generdciohoz tartozé mindazon matematikusok, akik par-
cidlis differencidlegyenletek vizsgdlataval foglalkoztak. Mindenek el&tt
megkonstrudlta az elemi megolddst, gy definidlva azt, mint a homogén
egyenlet azon megolddsdt, melynek egy adott tipusu szingularitdsa van a
karakterisztikus kipon; ha I' = 0 ennek akupnak a normdlegyenlete, akkor
amegolddsnak pdratlan mesetében (ma térdimenzidinak szama) U/ [~ 2)/2
alaktnak, pdros m esetében pedig U/T'™~2)12 { V log I' alakunak kell len-
nie, ahol U és V reguldris fliggvények. A pdratlan ésa pdros dimenziészdm
kozott mutatkozo ezen kiilonbséget mdr az elliptikus egyenletekkel kapeso-
latban is megfigyelték és ez még a jelenlegi kutatdsban is Iényeges szerepet
jatszik. Hogyan lehet mdr most egy adott Cauchy-probléma megolddsdt
felépiteni ebbdl az elemi megolddsbol? A normdlis eljdrdst a Green-
formula szolgdltatja, mely azonban divergens integrdlokhoz vezet. Ezen
a ponton Hadamard egy uj eljdrdst vezetett be divergens integrdlok
kiszdmitdsdra azdltal, hogy levonta belSle a nem egész rendii ,,végtelen
részt”’; a fennmarado részt a ,,divergens integrdl véges részének’ nevezte,
Ez a mddszer nagyon hatdsosnak bizonyult és valéban, legaldbb is
paratlan m esetében teljesen ki tudta fejezni a probléma megolddsdt
(,,synthése de la solution”) egy Green-formula segitségével az elemi
megoldds dltal; ez a kifejezés magdban foglalja divergens integrdlok
véges részeit is. Pdros m esetében ez az eljards nem vdlt be; ekkor a
,méthode de descente” alkalmazdsdhoz folyamodott, el@szér megoldva
a problémdt az m+ 1 dimenzioszdm esetére, majd innen leszdllva az m
dimenziészamra. Ez a leszdllds természetesen egy nagyon trividlis gon-
dolat, azonban itt egy bdmulatos egyszerisitést tesz lehetdvé és egy-
szerlisége ellenére egy szép és gyiimoles6z8 matematikai Gtlet. Az a
kifejezés, melyet a megoldds szdmdra pdros m esetében taldlt, merGben
kiilonbozik a pdratlan m esetében érvényes kifejezéstsl; ennek az ered-
ménynek is sok fontos kovetkezménye van, melyeket utdna sok mds
szerz$ vizsgdlt. Ma mdr tudjuk, hogy kiilsndsen a pdros esetben az
elemi, vagy alapmegoldds fogalmdt egy kissé mdsképpen kell definidlni,
a Dirac d-disztribuciét haszndlva, mint inhomogén tagot; ezt azonban
Hadamard megolddsi médszere és a divergens integrdlok véges részei
nélkiil sohasem lehetett volna felismerni.

A megoldds integrdlkifejezése eldrulja, hogy miképpen fligg a kez-
deti adatoktdl. Mindenek el§tt, a megoldds egzisztencidja feltételezi az
adatok szdmos derivdltjdnak egzisztencidjit, melyeknek szdma a tér
dimenzidinak a szdmdtdl fiigg. Ez elég meglepd, mivel egy mdsodrendii
egyenlet esetében nem természetes azt feltételezni, hogy a megolddsnak,
vagy az adatoknak ketténél tébb derivdltjuk van. Itt be kell vallani, hogy

I
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a fizikai szellemét félrevezetS volna. A magasabb rend(i derivaltaknak ez
a fellépése a késobbi vizsgdlatokban szintén fontos szerepet jatszott. A Hil-
bert-féle fiiggvényterek bevezetése egy mddszert nyujt ezek elkeriilésére
(,,energiaintegrdlok’). Azonban a megoldds mdsféleképpen is fligghet az
adatoktol: ahhoz, hogy ismerjiik a megolddst a térnek egy korldtos tarto-
mdnydban, elegendd az adatokat egy rogzitett korldtos tartomdnyban is-
merni (,,rayon d’action™ des données). E tartomdnyok hatdrainak pontos
kit(izésénél fontos szerepet jdtszanak a bikarakterisztikus vonalak, vagyis
azok a sugarak, melyeknek mentén a hullimok tovaterjednek; a fény
hullimelméletében a fénysugarak jdtszdk ezeknek a szerepét. Ertel-
mezni lehet tovdbbd a hulldmfeliileteket és Huygens elvét is. Ha-
damard ujrafogalmazta ezt az elvet, gondosan megkiilonboztetve
egymdstol kétféle Huygens-elvet: az egyik egy dltaldnos torvény; bdr-
milyen fejlédési folyamatot leiré egyenlet esetében egyszerlien a transz-
formdcidk egy gruppoidjdnak egzisztencidjdt fejezi ki, tigy fejezve ki a ¢
id6ponttdl a ” id6pontba valé dtmenet, mint egy #-t8l ¢’-be vald 4dt-
menet és egy t’-t6l ¢”-be vald dtmenet kompozicidjat (mégis ez az elv,
kilonféle tipust egyenletekre kalkuldlva, szdmos érdekes addicios for-
muldt szolgdltat a Bessel-féle hipergeometrikus thetafiiggvények szd-
madra); a mdsik elv az elemi megolddsok ,,hézagainak™ egzisztencidjdt
fejezi ki; ezzel kapcsolatban Hadamard bevezette a hullimok diffuzié-
jdnak vagy nem-diffizidjanak a fogalmdt; a pdratlan-dimenzids esetben,
valamint két dimenzid esetében (rezg6 huir) mindig van diffuzid; a kettd-
nél nagyobb pdros dimenzidszamok esetében nem tudta megtaldlni az
dltaldnos eredményt, ami az Gjabb matematikusok szdmos igen figyelem-
remélté munkdjdhoz szolgdltatott inditékot.?

Hadamard tanulmdnyozta a hiperbolikus egyenletekkel kapcsolat-
ban az ugynevezett ,,vegyes feltételli problémdkat™ is; ezeknél mind a
t =0-ra vonatkozé Cauchy-féle kezdeti adatok, mind a térbeli tartomédny
peremén a Dirichlet-féle adatok el§ vannak irva. Munkdjdnak ez a
része tartalmaz néhdnyat a legnehezebb vizsgdlatok kozil; koveti a
sugarakat a peremen vald visszaverddésiik utdn és vizsgdlja a ,,gyujto-
feliiletet””. Ha a hulldmok tovaterjednek, ha a mozgds idgbeli lefolydsdt
sugarak segitségével nyomon lehet kovetni, akkor mért ne lehetne
ugyanigy eljdrni olyan peremértékproblémdk esetében, ahol vissza-
verddések is vannak? Mégis ugy ldtszik, hogy ez a tdrgyaldsmdéd tal
nehéz. A peremértékproblémdk megolddsdra szolgdlé modern mdd-
szerek legnagyobb részben globdlis eljdrdsok, példdul olyanok, melyek
magukban foglaljak a Laplace-transzformdciot, vagy a félcsoportok
elméletét, vagy sajatfiiggvényeket és staciondrius hullimokat, vagy

2 Hadamard alig vizsgalt ketténél magasabb rendi(i egyenleteket, melyek jelen-
leg a legtobb publikacio targydt képezik.
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operdcios modszereket, azonban elsikkad a tovaterjedés és a vissza-
verGdés eszméje.

Hadamard egészen élete végéig érdeklddott a parcidlis differencidl-
egyenletek irdnt. Ldtni lehetett 6t minden ilyen tdrgyl kollokviumon
és szemindriumon, ahol mindent gondosan kovetett és a végén kérdése-
ket tett fel. A terminoldgia id6kozben annyira megvdltozott, hogy sok-
szor még jol ismert gondolatokat is nehéz volt felismerni; azonban &
mindig észrevette az 0j fogalmak és a régi gondolatok kozti hasonlésdgot.
Hozzd kell tenni, hogy sohasem tiltakozott a tudomdnyos nyelvezet és a
fogalmak megtijitdsa ellen és arra torekedett, hogy megértse az jitdso-
kat; a matematikdt nem tekintette statikus tudomdnynak, hanem ugy
fogta fel, hogy szakadatlanul el6re halad és tudta, hogy ez a valtozds,
mely nem csak a mddszerekben, hanem magdban a matematika alak-
jdban is megmutatkozik, az dra ennek a haladdsnak. Uj eszmék mindig
lelkes tamogatdra taldltak benne.

Koziilink azok, akiknek osztdlyrésziil jutott, hogy Hadamard
szemindriumait ldtogathattdk a College de France-on, ahol 1909-t51
1937-ig tanitott,® aligha tudnak visszaemlékezni olyan dérdkra, melyek-
ben mélyebb matematikai inspirdcioban lett volna résziik. Az egész
vildgon jol ismert matematikusok megtiszteltetésnek €s néha félelmetes
feladatnak tekintették, ha felszdlitotta Sket, hogy ismertessék 1j ered-
ményeiket, vagy mdsok dltal az § kutatdsi teriiletiikon taldlt eredménye-
ket. Azonban anélkiil, hogy csokkenteni igyekeznénk az eléaddk tehet-
ségét €s jelent@séget, azt kell mondanunk, hogy tGlnyomo részben az
volt az érzéslink, hogy inspirdcionk gazdagsdga és kedviink a tovdbbi
munkdhoz, vagy legaldbb ahhoz, hogy tovdbb gondolkozzunk a szemi-
ndriumban tdrgyalt témdkrdl, Hadamard elemzéseibdl, kritikai meg-
jegyzéseibdl, kozbeszdldsaibol és a tdrgy jovdjét illetd progndzisaibdl
szdrmazott. v

Hadamard szemindriumdnak egyik jellegzetessége vadltozatossdgd-
ban dllt. Ez a szemindrium nem a matematika valamely dgdra vonatko-
zott, hanem az egész matematikdra, mind a tiszta, mind az alkalmazott
matematikdra, beleértve a matematika filozofidjat és a numerikus anali-
zist egyarant. Az elGadds gyakran jelentett egy fontos matematikai
eseményt, ahol elsG izben tettek kozzé egy igen jelentGs eredményt.
Néha magdban a szemindriumban sziilettek j eredmények, melyeket
néhdny héttel késGbb publikdltak a pdrizsi Akadémia Comptes Rendus-
iben.

3 Hadamard az Ecole Polytechnique és az Ecole Centrale tanara is volt. Oktatd
palyajat (mint Franciaorszagban a huszas évek végéig mindenki, még a legnagyobbak
is) kozépiskolai tanarként kezdte el, azutin Maitre de Conférences lett a Bordeaux-i
egyetemen, ahonnan a Sorbonne-ra ment, mig a Collége de France professzorava °
valasztottak.

2 Matematikai Lapok 1—2
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A huszas és a harmincas években a pdrizsi matematikai életet
nagy részben ez a két szo irta le: ,,Séminaire d’Hadamard”.

Forditotta: Féides Istvdn

KAK AZJAMAP (1865—1963)
Illoem Maunpnen6poiit u Jlopan IIBapi

JACQUES HADAMARD (1865—1963)

S. MANDELBROJT and L. SCHWARTZ



Az osszehasonlité primszamelmélet
egyes problémairol’

TurAN PAL

Azon jelentésben, melyet 1871 janius 19-i ddtummal terjesztettek
a berlini Akadémia elé P. L. Csebisev akadémiai kiiltaggd valdé bevdlasz-
tdsa érdekében és melyet nem kisebb nagysdgok irtak ald, mint Kronecker
Kummer és Weierstrass, taldljuk a kovetkezd sorokat:

2 . ...Endlich ist Herr Tchebychew der erste Mathematiker, welcher
fiir die Anzahl der Primzahlen bis zu einer hohen Grenze den Uber-
schuss der Primzahlen der Form 4n+ 3 iiber diejenigen von der Form

4n+1 constatiert und fiir den asymptotischen Ausdruck @ ange-
geben hat...”

Mi volt eme sorok mogott? Dirichlet 1837-ben megjelent klasszikus
dolgozatdban nemcsak azt mutatta meg, hogy (k, /) =1 mellett végtelen
sok primszam van, mely =/, mod k, hanem azt is, hogy egy gyenge
értelemben minden redukdlt maradékosztdlyban mod k aszimptotikusan
ugyanannyi primszdam van. 16 évvel késGbb Csebisev megjegyezte, hogy
bizonyos jelenségek épp ellenkezd fogalmazast is lehetdvé tesznek. Egy
levelében, melyet késdbb publikdlt is, két dllitdst tett. Az elsé oly
X1 <Xp<...<— + oo sorozat 1étezését dllitotta, melyre®

n(x,,4,3)—n(x,,4,1)
=
log x,

1 A DDR Matematikai T4rsulata meghivasira Lipcsében, 1966. feruar 11-én
tartott eldadas. -

2 ... végiil Csebisev ur az elsd6 matematikus, aki megéllapitotta a 4k+3 alaka
és a 4n+1 alaka primek szamanak kiilonbségét egy magas hatérig €s erre aszimpto-

(M 1

tikus érték gyanant V—x -et adta meg...”
log x

3 7(x, k, 1), mint szokésos, azon p primek szamat jelenti, amelyek =/ mod k&
és p=x. 5

Zi
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a mdsodik pedig, mely lényegesebb, azt, hogy a

1 P

@ ~ Sl

p>2

fliggvény (— oo)-hez konvergdl, ha x — + . Ez utébbi dllitds tényleg
bizonyos formdban ugy interpretdlhatd, hogy ,,t6bb™ (4n + 3)-alaki
prim van, mint (4n+ 1)-alakti. Mindenesetre mutatja ez, hogy a prim-
szdmelmélet azon két irdnya, mely a primek eloszldsdban egyenletesség
ill. eltérések kimutatdsdt tlizi ki céljdul, kb. egyidejiileg kezdddott.
FeltlinG azonban, hogy, mig az elsd irdnyzat a kozbiils6 idében szimos
Iényeges haladdst tett, a mdsodik a t6bb, mint 100 év alatt alig fejlédott.
Ezen mdsodik irdnyzat problémdit jellemezte O. Toeplitz egy litografalt
szemindriumi el6addsban, 1930-ban, mint ,,fast unangreifbar bei der
heutigen Stand der Wissenschaft”. Ezen mdsodik irdnyzat az, melyet
osszehasonlitd primszamelméletnek neveziink.

Az elGaddst a tdrgy egy sziikitésével kezdjiik meg. Pl. azon primek
szdmdnak Osszehasonlitdsa, melyeket az egész egyiitthatés ax?+ bxy +
+cy* quadratikus alak az (x, y)-sik kiillonbsz8 szogtereiben el§ tud
dllitani, szintén ezen elmélethez tartozik; itt azon kérdésekre fogunk
szoritkozni, melyek mod k& kiildnboz8 maradékosztdlyok primszdmainak
Osszehasonlitdsdra vonatkoznak.

Mik voltak ezen elmélet 1ényeges eredményei 1955-ig? Csebisey
sohasem publikdlta fenti dllitdsai bizonyitdsdt. Az (1) dllitdst Phragmén
még a milt szdzadban bebizonyitotta; a tétel nem tGl mély. Ami a (2)
allitdst illeti, azt ma agy fogalmazhatndnk, hogy a

sy’
©) 2 (=D

p>2

Abel-eljdrdsa szerint szummalva a szumma (— o). Ezen dllitds helyessége
rogton kovetkezne, ha meg lehetne mutatni, hogy a (3) sor részletdssze-
gei (—e<o)-hez konvergdlnak; ez mutatnd a (4n--3)-alakd primek szd-
mdnak preponderancidjdt a (4n + 1) alaktakkal szemben a legvildgosab-
ban. De Littlewood 1914-ben bebizonyitotta, hogy ez nem igaz, st a

4) n(x, 4, 1)—n(x, 4, 3)

részletosszegek mindkét irdnyban korldtlanok; ez mdr dnmagdban is
mutatja a (2) alatti dllitds mélységét. Landau és Hardy—Littlewood az
elsé vildghdbort idején foglalkoztak Csebisev dllitdsdnak (2) alatti for-
mdjdval is; megmutattdk, hogy ha igaz, akkor nagyon mély. Megmutat-
tdk ugyanis, hogy a (2) dllitds ekvivalens azzal, hogy a komplex s =
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= ¢+ it — sikon a ¢ =0 félsikban a Z’ (—D"2n+1)~% sor dltal defi-

=0
nidlt fiiggvény a o =% félsikban nem tumk el.* Ezen kapcsolat kiilénben
e vizsgdlatokndl csak tovabbi fontossdgot ad.

Mint mondottuk, a (4) fiiggvény végtelen sokszor valt jelet. De ezen
jelvdltdsok helyérdl, ami pedig a primszameloszlds finom-struktirdjarol
adna, felvildgositdst semmi nem volt ismert; kb. olyan volt e téren a
helyzet, mint magdban a primszdmelméletben Eratoszthenész idején.
Es, ha ez volt a helyzet k=4 esetén, mikoris a pdratlan primek két
maradékosztilyban oszlanak el, el lehet képzelni, mi volt ¢ (k) =4-re;
még ma is messze vagyunk pl. azon dllitds feljes bizonyitdsdtol, hogy a

) n(x, k, 1)) —n(x, k&, Iy)
(7, )= k) =1, 1, %], mod k)

fliggvények mind végtelen sokszor jelet vdltanak. Egy tovabbi karak-
terisztikus nehézség az els§ iranyzathoz tartozo tételeknél is fellép. Ha
pl. Dirichlet tételét tigy akarjuk szigoritani, hogy jo felsd becslést adjon
(k-ban, /-t6l figgetlentl) a legkisebb primre, mely =/mod k, lényeges
ujabb nehézségek 1épnek fel, melyeket Linnik csak 1945-ben, tobb mint
100 évvel Dirichlet utdn tudott legy6zni. Az els§ ilyen jellegli kérdés
a madsodik emlitett irdnyzatndl a m(x)— Li x fliggvény legkisebb jel-

véltdsi helyére vonatkozott, ahol 7(x) jelenti, mint szokds, az x-et meg
x

o fliggvényt. Mint ismert,
2

Riemann 1859-es hires dolgozatdban azt dllitotta, hogy x >2-re n(x)<
< Li x, azaz jelvdltdsi hely egydltaldn nincs x = 2-re. Ezt primszdmtdbldk
x < 10%ig meg is erdsitették; Littlewood mégis kimutatta végtelen sok
jelvaltds létezését 1914-ben. De modszerét a legelsG jelvaltdsi hely egy
explicit (sziikségképp igen nagy) numerikus fels§ korldtjdnak megadd-
sdra finomitani — az &, Ingham és mdsok tovdbbi lényeges elémunka-
latai utdn — tanitvdnya, Skewes csak 1955-ben tudta. El lehet képzelni,
hogy egy olyan A= A(k) megaddsa, hogy az 1 =x=A4(k) kozben az
(5) alatti fliggvények mindegyikének legaldbb egy jelvdltdsa legyen,
mennyivel nehezebb tovdbbi feladat.

: dv
nem haladé primek szdmdt, Lix az / e

* Ez k=4-re vonatkozO specidlis esete azon alapvetd fontossagi, mindmaig
bebizonyitatlan (Riemann—Piltz) sejtésnek, hogy ha y(n) a mod k-hoz tartoz6 redu-
kalt maradékosztalyok multiplikativ csoportjdhoz tartozd karakter, ugy a a>12—
félsikban 2 z(n)n—s altal értelmezett L(s, k, y) ,,Dirichlet-féle L-fiiggvények™ a

n=1
o>% félsikban nem tiinnek el. xo(n) jelenti a karakterek koziil a fokaraktert, mely
tehat 1, ha (n, k)=1 és O kilonben.
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Legyen
_ logp
A(n)= 0
o
ha n= £

kiilonben

és, mint szokdsos,

Ukhr=-=> A(n):

n=lmodk
Egy gottingai elGaddsban, 1957-ben azt az dllitdst kockdztattam meg,
hogy azon mddszerek, melyeket kordbban a primszamelmélet, kiillonbozé
kérdéseinek tdrgyaldsdra vezettem be, a Riemann—Littlewood ideakor
tovabbfejlesztésekép kiépithetSk tigy, hogy velik egy explicit B(k) meg-
hatdrozhatd tigy, hogy az 1=x= B(k) kozben a

(6) Y(x, k1) —y(x, k, 1)
: (1, k)=, k) =1, [, %I, mod k)

fiiggvények mindegyike jelet vdlt. E kiépités, melyrdl késébb egy par
sz6t szolni fogok, 1959-ben valdban sikeriilt; az alkalmazdsokat 1963
ota kozoljik S. Knapowski lengyel munkatdrsammal. Az eredmények
igen sokan vannak; még csak vdzlatos ismertetésiik teljességérdl is le
kell mondanom, tekintve, hogy eddig 13 megjelent értekezésiink targyadt
képezik. E vizsgdlatok sordn kideriilt, hogy adott k& mellett minden
attol fiigeg, hogy a hozzdtartozd L(s, k, y)-fiiggvényeknek van-e pozitiv
gyokiik vagy sem; e korilménynek eddig semmi Iényeges aritmetikai
jelentGséget nem tulajdonitottak. A fliggvényegyenlet® szerint elég lenne
ezt az 1 =5 =1 szakaszra kévetelni. Valamivel szigortibban egy k-értéket
nevezziink ,,jé”’-nak, ha van oly D = D(k), hogy az L(s, k, y)-fliggvények
egyike se tiinjon el a komplex sik

@) t=ag=1,. Jt|=Dk)

parallelogrammjaban. Mdrmost kimutattuk, hogy jé k mellett a (6)
alatti fiiggvények mindegyike jelet vdlt az®

1
® 1=x= max {el(k D & (F(F)]}

5 Ennek itt szdmbajovo kovetkezménye az, hogy ha egy L(s, k, ) fliggvény a
0<o<1 siv egy s=po-helyén eltiinik, akkor az L(s, k, )-fliggvény az s = 1—go
helyen szintén elt{inik.

6 Itt ey (k)=ek és ev”:eu(el (k)); ¢ és a tovabbiakban c,, ... pozitiv numeri-
kusan explicite megadhat6 dllandok. Tovabba log,7=loglog 7'és log, T=1og (log, - : T)
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intervallumban. Az (5) alatti fiiggvényekre, mint ismert, a dolog joval
mélyebb. Altaldnosabban jo k-kra sikeriilt kimutatni, hogy a

(9) TE(X, k, 1)—7'[(x, k’ l)
[#1mod k
fliggvények az
1
(10) ] = x'= max {cz, es(k), e [—W]}
kozben jelet vidltanak, st
1
(11) = max{cz,es(k),elfD(k) ]}
-ra a
(12) log; T=x=T

kozben van minden szobanforgd /-re oly x; és x,, hogy
Vx1
log x;

Vx

log x, -

(X1, k, 1) =7 (x1, &, 1) >

(13)

7t('x27 k, 1)—77:(1\'2, k, 1)<—

Ezek koziil az els§ joval mélyebb. A k=4 esetben, mivel k=4 ,,j6”,
a (13)-nak megfelels egyenlStlenségek tehdt 7'=c5-ra feltevések nélkiil
adodnak.

E tételek mdr mutatjdk a (7) feltétel jelent8ségét. De természetes
kérdés, vajon ez a dolog lényegéhez tartozik-e vagy csupdn a bizonyitdsi
modszer hozza magdval. Kénnyli meggondolds mutatja, hogy legaldbbis
azon esetben, ha fix k& mellett az L(s, k, y) fiiggvények legnagyobb valds
részii gyoke egyediil egy pozitiv szdm (mely eshetGség eddig kizdrva
nincs), akkor az &sszes eddigi (és kés8bbi) megdllapitdésok mdsképp
alakulnak. Tehdt a (7) feltétel fellépését a dolog természete hozza ma-
gaval.

Mit lehet a ,,j6” k-modulusokrdl dllitani? Barclay Rosser kimutatta,
hogy k =300-ra valds y-karakterhez tartozé L-fliggvénynek nincs pozitiv
gyoke; tudomdsom szerint a fiatalon elhalt C. B. Haselgrove volt az
elsS, aki legaldbb k/24-re és egyéb pdr k-ra az els§ pédr gyokot (és igy
D(k) értékét) explicite megadta. Ezek tehdt mind ,,jok™; kivdnatos
volna ezek szdmdt ndévelni. Nincs bebizonyitva jelenleg még, hogy a
,,j0” k-modulusok szdma végtelen; természetesen ez is igen fontos
volna.
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Mit lehet az (5) alatti figgvényekr8l kimondani egyéb esetekben?
Az el6bbinél kevésbé teljes tételt taldltunk oly pdrokra, melyek ,,ugyan-
olyan kvadratikus természetiiek”, azaz az

(14) x2=/, mod k; y:=Lmodk

kongruencidk egyszerre megoldhaték vagy nem. Ez esetben amellett,
hogy k ,,jo, fel kellett tenniink, hogy a k-hoz tartozé L(s, k, x)-fiigg-
vények a ’

(15) a=3%; " |t|=ek*®

parallelogrammadban nem tiinnek el; ez az el6bb emlitett Riemann—
Piltz sejtésnél joval gyengébb és a bizonyitds alkalmas mddositdsdval
valdszintileg elejthetd lesz. Mindenesetre (15) és (7) feltételezésével azt
taldituk, hogy a (14)-et kielégits (n(x, k, ;) — n(x, k, I,)) figgvények az

(16) 1 = x = max {cs, e (k™) el(c‘* [k20+ —Dl(lal]}

kozben mind jelet véltanak és azt is, hogy

T = max {65, ey (k*), e, [c“ [k20+ D—t/g)_])}

mellett a [T/, T] kozben van oly x’, hogy
n(x's k, ) —n (X, k, Iy) > VTe-ViosT

Ha /;=1 és /, kvadratikus maradék mod k, akkor persze elGbbiek
szerint a (15) alatti feltétel elejthetd. Igy tehdt az egyetlen eset, melyek-
ben a végtelen sok jelvdltdst még a teljes Riemann—Piltz sejtés fel-
tételezésével sem tudtuk igazolni, az, mikor /, kvadratikus maradék
#1mod k és I, kvadratikus nem-maradék. igy k=35 esetében a

n(x, 5,4)—n(x, 52) é n(x, S, 4)—n(x,5,3)

fliggvények.

Eddig a n(x, k, /) fiiggvényeket egymdssal hasonlitottuk &ssze fix
k mellett. Ezen tételek azonban nem adnak felvildgositdst arra, hogy
n(x)

— = -vel Ossze-
@ (k)

hogyan viselkedik n(x, k,/) az & ,,jogos részével”
hasonlitva, tehdt a

(17) T

¢ (k)
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fliggvényekre vonatkozolag. A legnehezebb ezirdnyu kérdés valoszintileg
az, hogy a (17) alatti fiiggvények koziil hdny lehet egyszerre (ti. u. a.
x-re és k-ra) pozitiv. Riemann és Littlewood emlitett vizsgdlatai folyta-
tasaképp érdekes tovdbbd n(x, k, /)-et az aszimptotikus értékével Osz-
szehasonlitani, tehdt a

1
18 n(x,k,])———=Lix
(18) o kD=
fuggvények oszcilldcios tulajdonsdgait vizsgdlni. (17) és (18) alatti fiigg-
vényekre vonatkozdlag kimutattuk ,,j6” k-modulusokra, hogy a (10)
alatti intervallum tartalmazza a

n(,\) o S
(k) n(x, k, 1) 20 L1

fuggvények legkisebb jelvadltdsi helyeit és ezen feltill a (11) alatti meg-
szoritds mellett a (12) intervallumban van oly x,, x,, X3 és x;, hogy

n(x, k, 1)—

7T(x1)> V’(—l
p(k) logx;

m(x5) BTt V’TZ

7I(X1, k> 1)—'

T[(Xz, k: 1)_

p(b) log x,
1 '/xa
wt(xg;s s B >—=—= o Lixg+—— Toa
Vx4
n(xs, k, 1)< (k) Lix;— T

Természetesen pl. k =4-re vagy k=8-ra ezen egyenlStlenségek minden
feltevés nélkiiliek. Ha azonban /3 1 mod &, akkor igen tdvol dllunk a
megfeleld problémédk feljes megolddsdtdl éppugy, mint — hogy csak a
legegyszeriibb feladatot emlitsem — annak igazoldsatdl, hogy alkalmas

Vi<Yo=:eeSYp=<...7> T+
sorozatra egyidejiileg fenndllanak az
n(y,,4,1)=%Liy,

n(y,,4,3)>%1Liy,
egyenlétlenségek.
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Allands preponderancia tehdt valdsziniileg semelyik 7 (x, &, /,)-re
sem all fenn egy madsik 7(x,k, /y)-vel szemben. Trividlisan fenndll
azonban minden elég nagy x-re a n(x, 5, 1) <n(x, 4, 1) egyenlStlenség,
mivel ¢(5) =¢(4). A ,,korrekt” probléma azonban csak oly n(x, ky, ;)
és m(x, ko, I;) fliggvények Osszehasonlitdsa, melyekre

(19) o (ki) =p(ky).

Ez esetben a kérdés ekvivalens

(20) FalbokD) 6 skl
IcHy IcH>

Osszehasonlitdsdval, ahol k =[k,, k,] és H,, H, a mod k vett redukdlt
maradékosztdlyok bizonyos diszjunkt részhalmazai. Kiilonésen érdekes
azon eset, mikor k=g prim, H, a mod ¢ kvadratikus maradékok, H,
a nem-maradékok halmaza.

A fentemlitett tételek valamelyest fényt vetnek az (5) alatti fiigg-
vények oszcilldcios tulajdonsdgaira. Amit azonban ezek a preponderan-
cidra vonatkozdlag mutatnak, az csak annyi, hogy azon intervallumok,
melyben

n(x, k, 1) —n(x, k, 1,) l, kvadr. nem-maradék

jelvdltdsa garantdlhatd, joval hosszabbak, mint azok, melyekben ugyan-
olyan kvadratikus természetii I, és l,-hez tartozé n(x, k, 1) —n(x, k, 1)
fiiggvények jelvdltdsa garantdlhato, mintegy jeléiil annak, hogy el&bbi
,»joval ritkdbban” fordul el6. Hogy dll a dolog Csebisev dllitdsdnak
eredeti formdjdval, mely a rartds preponderancidra tobb lehet8séget hagy
nyitva? Mdr Hardy—Littlewood és Landau észrevették, hogy a (2)
fiiggvény helyett a

p-1 P
(1) 2, (1) 2 logpe =
p>2

fliggvényt vizsgdlva ugyanazon jelenség 1ép fel (melyet nevezhetiink
Csebisev-jelenségnek) és ezen fiiggvény vizsgdlata joval konnyebb.
Kézenfekvs tehdt a Csebisev-jelenséget mds modulusok esetén inkdbb
a (21) alatti alakon tanulmédnyozni, mint a (2) alakon (bdr utébbi 6nma-
gdban is érdekes). A @ (k) =2 feltételt kielégit6 tobbi modulusok (k=3
és k=6) esetén a kordbbi mddszerek mutatis mutandis ugyanolyan
ténydlldsra vezettek, mint &k =4 esetén. A kovetkezd eseteket azon k-mo-
dulusok alkotjdk, melyekre ¢(k)=4, azaz k=35,8, 10, 12. Kissé tébb
faradsdggal kideriilt pl. a A=35 esetben a :

& e
(22 S-alegpest=o Uy ~logpe*

p=limod 5 p=lamod 5
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fiiggvények végtelen sok jelvdltdst mutatnak x — + ==-re, ha /, és /, mod5
azonos kvadratikus természetiiek, mig kiilonb6z6 kvadratikus termé-
szetli I, és I, esetén ezek (— =-)-hez tartanak akkor és csak akkor, ha az
L(s, 5, y) fiiggvények y#y,-ra nem tlinnek el a o¢>34 félsikban. Ha
azonban magasabb modulusokra tériink dt, konnyen ldthatd, hogy
utébbi ténydllds igazoldsa hamarosan lekiizdhetetlennek ldtszo Gj nehéz-
ségbe tltkozik, mdr /, =1 esetén is taldn nem is igaz. 1963-ban azt

taldltuk Knapowskival, hogy e nehézségek enyhiilnek, ha az e, [—%]
,,Abel-faktorok” helyett

1 p
e Sl S v
o
faktorokat vesziink alkalmas (lehetSleg kis) r(x)-el, azaz (22) helyett a

e e AP
@3) S logpe T E— 3 logpe @
p=limod k p=lamodk
fliggvényeket tekintjiik. Legyen ugyanis k ,,j6”; a (7) alatti D(k)-rdl
az dltaldnossdg rovdsa nélkiil feltehetd, hogy

]/log k

D(k) = T

Ekkor fenndll a kovetkezd tétel.
Alkalmas c¢;-el r(x)-et x-t6l fliggetleniil
logk ger 1.
"Dk):?  a

-nek vidlasztva annak, hogy egy fix / kvadratikus nem-maradékra,
X = + co-r€

r(x)=.c

o g 2 = 2 P

24) > logpe e > logpe e
; p=1modk p=Ilmodk
legyen, sziikséges €s elégséges, hogy minden oly y(n) karakterre, melyre
y(D) =1, az L(s, k, y) fiiggvények a o=>% félsikban ne tlinjenek el.

A (23) alatti fiiggvényeket egyez6 kvadratikus természetii /; €s /,-re
vizsgdlva ,,j6” k-kra ki lehetett mutatni az oszcilldcids viselkedést
részint tovdbbi feltételes dllitdsok nélkiil, részint a Riemann—Piltz
sejtés (15)-hoz hasonld jellegli gyengitett formdinak feltételezésével.
E tételeket itt nem részletezziik, de egyes kovetkezményeire vissza-
tériink.
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Megjegyezhets, hogy a (24) tételnek k=4-re is van jelentdsége.
E tétel egyik felét k =4-re ugyanis a kovetkezd pontosabb formdban is
ki lehet mondani.

Haa: 2 (— 1)"(2n+‘1)" fiiggvény a ¢ =14 félsikban nem tiinik el,
n=o

ugy alkalmas cg, ¢y €s ¢y9-el x>cg-ra

o P

—cglog? 2 —cg log' = V_
< —Cpok X

(25 2 logpe Be 2 slogpe
p=1mod 4 p=3mod 4

A bizonyitdst ki lehet dolgozni tigy, hogy ¢, (explicit numerikus)
értéke lehetSleg nagy legyen; ekkor minden x-re a (25) alatti sszeghez
csak az x-hez ,,nem tal tdvoli” primek jdrulnak lényegesen hozzd.
(13)-bdl kovetkezik oly x,-k 1étezése, hogy x,-ig ,,lényegesen tébb”
(4n+1) alakt primszdm van, mint (4n+ 3) alaku; azt lehet gondolni,
hogy x, alatt, ha az mdr elég nagy, van mdr oly x, >cg, melynek két-
oldali kérnyezetében a (4n + 1) alaka primek kiilondsen siirtiek a (4n + 3)
alakuakhoz képest. Ekkor (25)-6t ezen x = x,-el alkalmazva elképzel-
hetd, hogy az elsé Gsszeg nagyobb, mint a mdsodik, ami azt jelenteng,
hogy a Riemann—Piltz sejtés k=4-re hamis. E kovetkeztetési méd
— ha sziikséges — a

—cg log? Ly

e
> logpe " 7= > legpe - E
P=1mod4 pP=3mod4
fliggvények alapulvételével még erdsithets. Ezen, er8sen elektronikus
szdmoldgépigényes vizsgdlatok folyamatban vannak. Mindenesetre e
meggondolds is érzékelteti az effektiv tételek jelent8ségét ezen el-
méletben, nem is szélva arrdl, hogy aritmetikai parameterek, fellépése
esetén (mint pl. a k modulus) az ezektsl vald fliggés ismerete nyilvdn a
dolog lényegéhez tartozik.

Van-e alapja a (4n+ 1)-alaku primek ,,6sszestlirlisodésérdl” elébb
mondottaknak? Kissé dltalinosabban beszélve emlitettiik, hogy ,,jé”
k-modulusokra a 7(x, k, 1) —=n(x, k, /) fliggvények végtelen sokszor
vdltanak jelet és amplituddjuk mindkét irdnyban ,,nagy”. E tétel még
pontos (8) alatti formdjdban is csak kevés felvildgositdst ad arrdl,
hogy az id6nkénti ,,tultengések™ hogyan jonnek létre. A (23) alatti
fliggvényekre taldlt eredményeink mddot adnak annak megmutatdsdra,
hogy ezen ,tultengések™ ,,relative rovid” intervallumokban mér jelent-
keznek. Igy pl. a kovetkezd tétel 4ll fenn.

Ha k ,,j6”, [ kvadratikus maradék mod k és

T > max {Cu, e;(4k), e, [D—zkj]}’
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ugy léteznek oly U,, U,, U;, U, szdmok, hogy

Te-VieT = U, < U,=T

(26)
Te-VieT < U, < U, =T
ugy, hogy 3
2 1= 3 1=VTe(=log"s T)
piimodk  pimodk
@7 = z %
Por i ¥ 1 = YT e (=los¥ 5 Th
Us=p=Uy Us=p=Uy
p=1modk p=lmodk

Midrmost a k=4 esetre térve azt sikeriilt kimutatnunk, hogy 7'>c¢,-re
léteznek &, &,, &5, &, szamok tgy, hogy

logs T'= e o= £ =T

(28) B
logs T = EeViog&a = &, <, =T
hogy e,
> logp= 3 logp=71&
§1=p=S&2 §1=p=%2
p=1mod 4 p=3 mod 4
(29) -
- log i log pre— Ty
E3=p=& Sa=p=&
p=1mod 4 p=3 mod 4

(29) els6 egyenlbtlensége tényleg azt mutatja, hogy ,.ardnylag révid”
intervallumon is lehetséges a (4n + 1)-alaku primek taltengése. A 1énye-
ges (29)-ben persze az, hogy log p 4ll és nem A(n); utébbi esetben
(28) helyett

Te“/l"gT = 51 = ég =T
(30)

Te-ViuT = & < &,

{IA

T
is allithato.

Jegyezziik meg a (28)—(29) tétel egy érdekes kovetkezményét.
Eszerint, ha T>c¢;,, Ugy léteznek konzekutiv p, €s p,.,; primek, hogy

logs T=p,<p, s =T
(31)
P,=p,+1=1mod 4.
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Ha ugyanis ez nem volna igaz, akkor (29) elsé egyenlc’)’tlensége szerint

V&< 3 (logp—log(p+2))+logé, < logés,
5;1t0?4
volna, ami nem 4dll. Hasonlé gondolatmenettel adédik a (30)-hoz tar-
tozo tételbdl oly konzekutiv Py € py+q primek létezése, melyekre

TeV,T =p < p, =T
(32)
Py = Pu+1 = 3mod 4.
Elemi bizonyitdst (32) és (31)-re még abban az egyszeriibb formdban
sem sikertilt taldlnom, hogy van végtelen sok u ill. v index, hogy
Pu=Pu+1=3mod 4
Pyv=py+1=1mod 4.
Csupdn végtelen sok oly », A — index létezése evidens, hogy
p.=1mod4, p,.,=3mod4
p;,=3mod4, p,,.;=1mod4.

De madr végtelen sok o-index létezését, melyekre pl.
pg ':—pg-I-l =Po+2= 1 mod 4

volna, nem sikeriilt igazolni eddig.

Ami a fentemlitett tételek bizonyitdsait illeti, azok nem egyszeriick.
Ezek dltaldban alkalmasan vdlasztott ,,pontos™ formuldkon alapulnak,
melyek egy egészszdmu v paramétert tartalmaznak és egy, csupdn a
vizsgdlt primszdmhalmaz primjeit6l fligg6 Osszeget kapcsolnak ossze
L-figgvények gyokeitSl fiigg8 osszeggel. E pontos formuldknak még
ezen feliil olyanoknak is kell lenniok, hogy az utébbi Osszeg a v-tol
vald fliggés szempontjabél — mindazon tagok adalékdnak trividlis meg-
becslése utdn, melyek egy véges tartomdnyon kiviil vannak —

g Re 2 b,z

alaku legyen, ahol a b; ¢és z;-szdmok a gyokoktdl fiiggenek, de v-t6/
nem. Ha ilyen formula konstrukcidja sikeriilt, akkor tehdt a bizonyitds
arra van redukdlva, hogy ha v egy alkalmas 7 intervallumra van korld-
tozva, ugy megadhaté I-ben oly egész v, €és v,, hogy

(33) g(v))=E, g(v))=—E
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egy ,,nem tul kicsi” E-vel. Hogy ilyen jellegli tételek viszont tényleg
taldlhatok ¢s ezek ldtszdlag igen tdvoldlldé matematikai diszciplindkban
felhaszndlhatok, azt ,,Uber eine neue Methode in der Analysis und
deren Anwendungen” c. konyvemben mutattam meg. Azon tétel,
melyre a kordbbi primszdmelméleti alkalmazdsokat alapoztam, a kovet-
kez§ volt:

Ha m pozitiv egész, a b;-k tetszéleges komplex szdmok és
(34 1= lzil=lzl=w =]z

)ll’

akkor van oly v egész, melyre

(35) m+1=v=m+n
és

(36)

z[-—”—] min |by+ byt ... +by).

Z; Bs4) Be(m—+n)) 1=1, .,

T=

Ezen egyenlGtlenség kétoldali: (32) egyoldali egyenlGtlenségeket
tartalmaz. Fenti tétel a z;-szdmokra Iényegileg semmi megkotést nem
tartalmaz; konnyli példdk mutatjdk, hogy (36) bizonyitdsdra a z;-kra
vonatkozé megszoritds nélkiil ilyen tétel nem vdrhaté. Azt taldltam
azonban, hogy mdr egy olyan egyszerli megszoritds, mint

(37 O<)x=larcz;|=n (=125 =en)
mdr segit, ha a (35) intervallumot az

(38) m—i—lévém—i—ziﬁ

kozzel helyetteéitjﬁk. Ekkor (34) és (37) mellett e k6zben mdr garantdl-
haté oly v, és v, egész szdmok létezése, hogy

n n 2n % 1
(o¥l = - 3
Re Zb!zl = 0m l_r{nn ZRbJ
j=1 8e m-+ s et i |
%
és
L n 2R 2
Rec b it s fonotame = B0 naine | By |
j=1 j=1

8¢ (m‘i'ﬂ] I=1,...,n
x

E tétel alkalmazdsdndl a (37) feltétel verifikdldsa okoz nehézséget; ezt
Knapowski egy szellemes otletével lehetett sok esetben dthidalni. Ujab-
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ban észrevettiik, hogy a ma emlitett tételek egy része — bdr gyengébb
formdban — mégis nyerhet6 mdr a (34)—(36) alatti régebbi tételembdl.
E megjegyzés jelent@sége abban 4ll, hogy a (37) alatti mellékfeltétel
verifikdldsa, mely tobb esetben nem sikeriil, esetleg elkeriilhetd lesz...

O HEKOTOPBIX IMPOBJIEMAX CPABHUTEJIBHOM TEOPUU
IMPOCTBIX YUCEJI

ITan Typan

ON SOME PROBLEMS OF THE COMPARATIVE
PRIME-NUMBER THEORY

P. TurAN

Lecture delivered in Leipzig on 11th February 1966.



Véges geometriak
kombinatorikai alkalmazasai I.

RENYI ALFRED

Bevezetés

A véges geometridk alkalmazdsa egyike a kombinatorika kevés
dltalanos modszerének. A kombinatorika tGjabb fejlédésének vdzoldsdra
nemrégiben tettem kisérletet (ldsd [1]) és ennek sordn rdmutattam,
hogy a kombinatorika mai dllapotdra jellemz8 a konkrét eredmények
gazdagsdga ¢és ugyanakkor az, hogy kevés dltalinos mddszer ismeretes.
A véges geometridknak a kisérletek tervezésénél valé felhaszndldsa
(ortogondlis latin négyzetek és kiegyensulyozott blokkrendszerek konstru-
dldsdra stb.) jol ismert a kiilfoldi szakirodalomban (ldsd pl. [2], [3]),
de magyar nyelven e témakdrrdl nem jelent még meg részletes ismertetés.
A véges geometridk azonban szdmos mds kombinatorikai problémdnadl
is alkalmazhatdk az informdcidelméletben, a grafelméletben stb.

Jelen dolgozatban igyekszem az eziiton elérhetd eredmények széles
skdldjat bemutatni, anélkiil, azonban hogy teljességre torekednék.

Az 1.§ a véges testekre vonatkozo, a tovdbbiak megértéséhez sziik-
séges alapismereteket foglalja 6ssze. E dolgozat terjedelme nem teszi
lehetGvé a felsorolt tételek bizonyitdsdnak kozlését; az érdekldds a
bizonyitdsokat megtaldlhatja szdmos tankdnyvben és monogrédfidban
(1. pL. 14, 5], [6)).

A 2.§ a véges geometridkra vonatkozd, a tovdbbiak megértéséhez
sziikséges tudnivaldkat foglalja Gssze. A tovdbbi §-ok a véges geometridk
egy-egy tipikus alkalmazdsdt mutatjdk be, a kisérletek tervezése, tovdb-
bd (a dolgozat II. részében) a grafelmélet és az informdcidelmélet bizo-
nyos problémdira.

A véges geometridk szimmetridkban és mds szabdlyossdgokban rend-
kiviil gazdag struktirdk; ez az oka annak, hogy olyan sokféle — egymds-
tél meglehetdsen tdvoles6 — kombinatorikai probléma megolddsdndl
- haszndlhatdk fel sikerrel. Meggy8z8désiink, hogy a véges geometridk
ilyen jellegli alkalmazdsi lehetGségei még tdvolrdl sincsenek kimeritve.
E dolgozat {6 célja éppen az, hogy ezekre a csak kis részben kiakndzott
lehetGségekre felhivia a figyelmet.

3 Matematikai Lapok 1—2
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A kombinatorika e dolgozatban tdrgyalt fontos és érdekes problé-
mdi még csak kis részben vannak megoldva. Célszeriinek tekintettiik
azt is, hogy ezekre a megoldatlan problémdkra rdmutassunk.

A szakirodalomban jdratos olvasé észre fogja venni, hogy a tdrgya-
lasmdéd szdmos ponton eltér a szokdsostol; a tdrgyalt tételekre sok
esetben az ismert bizonyitdsoktdl eltérd, a dolgozat felépitésébe jobban
beilleszkedd, ill. egyszer(ibb bizonyitdst adunk.

1.§. Véges testek

A teljesség kedvéért néhdny jol ismert algebrai fogalom definicidjit
adjuk itt meg.

Kommutativ egységelemes gyiirii-nek nevezink egy G halmazt, ha
abban értelmezve van két miivelet, melyeket 6sszeaddsnak €s szorzdsnak
neveziink (jelolés: a+b ill. a-b), amelyek a kovetkezd tulajdonsdgokkal
rendelkeznek :

1. Ha a és b G tetszBleges elemei, a+b és a-b is'G eleme.

2. Mindkét miivelet kommutativ és asszociativ:?

a+b =b+a, a+b+c) = (a+b)+c‘i§a+b+c
ab = ba a(bc) = (ab)c L abe

¢s érvényes a disztributiv torvény: a(b+c) = ab +ac.

3. G-ben van két (egymdstdl kiilonboz6) kitiintetett elem, melyeket
0-val és 1-gyel jeloliink: ezekre nézve minden « ¢ G-re fenndll, hogy
a+0 =a¢és a:l = a.

4. Az a+x = 0 egyenlet minden G-re megoldhaté G-ben; meg-
olddsdt —a-val jeloljiik, tehdt a+(—a) = 0.

Az a€G elemet a b€G elem osztéjdnak nevezzik, ha az ax=»5b
egyenlet G-ben megoldhatd.

A G kommutativ egységelemes gylirlit integritds-tartomdnynak
nevezzilk, ha nullosztémentes, vagyis, ha rendelkezik a kovetkezd
tulajdonsdggal:

5. Ha a=0 és b0 akkor ab#=0.

Testnek neveziink egy integritdstartoményt, ha eleget tett az aldbbi
feltételnek: y

6. Az ax=1 egyenletnek minden a0 esetében van megolddsa.

E megolddst a~!-gyel, vagy 7[1; -val jeloljik.

1 def azt jelenti, hogy ezen egyenlSség az egyenldség egyik oldaldn allo kifejezést
a masik oldalon &all6 — mar elozOleg definidlt — kifejezés segitségével definialja.
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A véges testeket szokds Galois-testeknek vagy Galois-mezdknek is
nevezni. Az egységelem osztdit egységeknek nevezziik. Egy testben tehdt
bdrmely 0-tél kiilonbozé elem osztdja barmely mds elemnek, vagyis
egység.

Egy gy(irli (és igy egy integritdstartomdny ¢s egy test is) mindig
(Abel-féle) csoportot alkot az Ssszeaddsra nézve; egy testbsl a 0 elemet
elhagyva a megmarado elemek a szorzdsra nézve is (Abel-féle) csoportot
alkotnak.

Konnyen beldthatd, hogy minden véges integritastartomdny test.

Végtelen integritdstartomdnyra amely nem test példa az egész
szdmok halmaza (az Gsszeadds és szorzds szokdsos értelmezése mellett).

Legyen a a T integritdstartomdny egy tetszGleges 0-t6l kiilonbozd

eleme. Vizsgdljuk meg az a, 2a, ..., na, ... sorozatot, ahol Zaga+a’

3¢ % 2 +a s. 1. t. Ha e sorozatban el8fordul a 0, legyen m, a legkisebb
n természetes szam, amelyre na =0; ha az na sorozatban 0 nem fordul
eld, legyen m, = + <. Kénnyen beldthatd, hogy ha b T egy tetszdleges
mdsik a-tol kiilonbozé eleme, akkor m, =m,; ugyanis ha a0 és na =0,
akkor nab=nba =0 tehit nb=0.

Az m,=m szdmot a T integritdstartomdny karakterisztikdjinak
nevezziik. Konnyen beldthatd, hogy egy véges test karakterisztikdja
mindig primszdam.

A legegyszerlibb példa véges testre egy p primszdmra vonatkozd
maradékosztdlyok teste. Ezt a testet GF(p)-vel jelolik.? A GF(p) test
elemei legyenek a 0, 1, ..., p— 1 szdmok; az Osszeaddst és szorzdst tigy
definidljuk, hogy elvégezziik a kijelolt miiveletet és az eredményt
,»modulo p” (réviden: ,,mod p”’) redukdljuk, vagyis az a+b ,,0sszeget’
ill. ,,szorzatot” ugy szamitjuk ki, hogy az a és b szdmok kozonséges
Osszegét ill. szorzatdt p-vel elosztjuk és a maradékot vessziik. (Pl. a
GF(7) testben 5+5 = 3 és 5-5 = 4) GF(p) karakterisztikdja nyilvin
p, hiszen a szamelmélet alaptétele szerint egy szorzat akkor és csak
akkor oszthat6 egy p primszdmmal, ha legaldbb az egyik tényez§ oszt-
hatd p-vel. ;

Megjegyzendd, hogy a mod m vett maradékosztdlyok gyfirfije nem
test (és igy nem is integritdstartomdny) ha m nem primszdm.

Vizsgdljuk most meg az Gsszes polinomok halmazdt a GF(p) test
folott, vagyis az dsszes ap +a,x + ... +a,x" alaka kifejezések 6sszességét,
ahol aq, ay, ..., a, a GF(p) test elemei. Két polinom 6sszegét ill. szorza-
tdt ugy definidljuk, hogy a polinomokat a szokdsos médon Osszeadjuk
ill. dsszeszorozzuk, ¢s az egyiitthatékat mod p redukdljuk. A miiveletek
ilyen értelmezése mellett a szébanforgd polinomok kommutativ egység-

® GF a Galois field (Galois mezd) roviditése.

3‘
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elemes gylir(it alkotnak, amelynek nulla-eleme az azonosan 0 polinom,
egységeleme az 1 polinom (ag=1, aq, =0, ha k=1). E gyiriit I71(p)-vel
jeloljiik.

Kénny(i beldtni, hogy a IT(p) polinomgyliriiben a konstansok az
egyetlen egységek. Barmely P(x) és Q(x) polinomhoz létezik azok leg-
nagyobb kéz8s osztdja, amely konstans faktortdl eltekintve egyértelmiien
definidlva van; ez egy olyan R(x) polinom, amely osztéja P(x)-nek és
Q(x)-nek, és ha S(x) egy olyan polinom amely osztdja P(x)-nek és
0O(x)-nek, akkor S(x) osztéja R(x)-nek is.

A legnagyobb kozos osztot a jol ismert Euklideszi algoritmussal
hatdrozhatjuk meg. Példdul GF(5)-ben a 3+x+x2 és a 2+ x+2x*®
polinomok legnagyobb k6zos osztdja a 4+ x polinom:

@4+x)2+x) =3+x+x*mod 5
@BG+x)3+2x) = 24+x+2x2mod 5

Idedlnak nevezziik egy G gylrii egy olyan / nemiires részhalmazit,
amelyre

1. Ha a€l, és bel, akkor a—bel
2. Ha a€Tl és ceG, akkor acel

Egy 7 idedlt féidea/nak neveziink, ha 7 az ax (x € G) alakban elGallithato
elemek Osszessége, ahol a a G gylirli egy rogzitett eleme. Egy polinom-
gytiriiben minden ideal f6idedl.

Egy I idedlt primidedlnak neveziink, ha a kovetkezo tulajdonsdggal
bir: Ha ad [l és b{ I, akkor ab{l.

Egy a IT(p) gyiiriihoz tartozé polinomot [1(p)-ben irreducibilisnek
(mod p irreducibilisnek) neveziink, ha nem dllithaté el§ I1(p)-ben ndla
alacsonyabb foku polinomok szorzataként. Példdul a I7(3) gyliriiben az
x3+42 polinom nem irreducibilis®, hiszen x*+2 = (x+2)(x2+x+1)
mod 3; ezzel szemben x*+ x2+2 irreducibilis. Ezt Ggy lehet beldtni,
hogy az x*+x2+2 = 0 mod 3 kongruencianak nyilvdnvaléan nincs
megolddsa* (hiszen ha x=0, 1,2, akkor x*+x*+2 rendre a 2, 1, 2
értékeket veszi fel), mig ha x* + x2+2 nem volna irreducibilis, eldallit-

3 Bar kozonséges értelemben (az Osszes egész egyiitthatés polinomok gyiirii-
jében) irreducibilis.

4 Az, hogy a Q(x)=0 mod p kongruencia nem oldhaté6 meg, harmadfoku Q(x)
polinom esetében nem csak sziikséges, hanem egyben elégséges feltétele annak, hogy
Q(x) irreducibilis legyen mod p; magasabbfokt polinomokra azonban ez mar nem
all; a feltétel sziikséges, de nem elégséges. Pl. az x*+ x*+ x+2 = o mod 3 kongruenci-
“4nak nincs megolddsa, viszont az x*-+x®+ x-+2 polinom nem irreducibilis mod 3,
hiszen (x*+x*+x2+2)= (x+1)(x*+x+2) mod 3.
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haté volna egy elsé- és egy mdsodfoku polinom szorzataként mod 3 és
ha az els6fokl tényezd ax+b, ahol a#0 akkor x = —b/a megolddsa
volna az x*+x2+2 = 0 mod 3 kongruencidnak.

Ki lehet mutatni, hogy egy Q(x) polinom tibbszdrdseibol allo foidedl
akkor és csak akkor primidedl Tl (p)-ben, ha Q(x) irreducibilis mod p.

Legyen [ egy idedl a G gylrliben. G elemeit /-re nézve (maradék-)
osztalyokba sorolhatjuk a kovetkezGképpen: tartozzanak a és b ugyan-
abba az osztdlyba (jelolés: a=b mod /) ha a—b€cl. Kénnyen beldt-
haté, hogy az a=b mod 7 reldcié szimmetrikus, reflexiv és tranzitiv,
tehdat 1. ha a=b mod I akkor b=amod/; 2. a=amod; 3. ha
a=bmod [ ¢és b=c mod I akkor a=c¢ mod /. Nyilvdnvald, hogy ha
a=a'modl ¢é b=b"modl akkor a+b =a'+b'modl é ab=
=a’h’ mod 1. fgy tehdt definidlhatjuk a mod / maradékosztdlyok
Osszeaddsdt és szorzdsdt: az A ¢s B maradékosztdlyok Osszegén (ill.
szorzatdn) azt a maradékosztdlyt értjik, amelybe A egy tetszdleges
elemének és B egy tetszileges elemének az Osszege (szorzata) esik:
¢ miiveletekre nézve a mod / maradékosztdlyok nyilvin kommutativ
egységelemes gylriit alkotnak; e gyliri O-eleme a G gyiirli 0 elemét
tartalmazo (tehdt az 7 idedl elemeibdl dllo) osztdly, egységeleme a G
gylirli egységelemét tartalmazé osztdly. Ezt a gylirlit a G gy(iriinek az
I idedlra vonatkozd maradékosztdly-gylir(ijének nevezziik ¢és G//I-vel
jeloljik. Meg lehet mutatni, hogy a G/I gyiirii akkor és csak akkor
integritdstartomdny, ha I primidedl.

A mondottakbdl kovetkezik, hogy érvényes az

1. tétel. Legyzn p primszam Q(x) egy mod p irreducibilis pontosan
n-edfokii polinom (n=2). Jelolje 1o a Q(x) tobbszoréseibél allé (prim-)
idedlt a I1(p) polinom gyiirtiben. Akkor a II(p)/ly maradékosztalygyiirii
egy p" elemii test.

Bebizonyithatd, hogy ha p tetszdleges primszdm és n=2 tetszo-
leges természetes szam, létezik IT(p)-ben mod p irreducibilis pontosan
n-edfokl polinom; tehdt minden p" primszdmhatvdnyra létezik egy p" -
elemii véges test. ;

Be lehet bizonyitani, hogy bdrmely két egyenl elemszamu véges
test izomorf, vagyis megadhato a két test kozott egy olyan kolesondsen
egyértelmii leképezés, amely az Gsszes miiveleteket megtartja, tovdbbd
meg lehet mutatni, hogy minden véges test elemszdma a test karak-
terisztikdjdnak hatvdnya, tehdt minden véges test elemeinek szama
primszdamhatvdny.

Igy tehdt az 1. tételben leirt konstrukcioval megkapjuk (izomorfid-
tdl eltekintve) az Gsszes véges testeket, és minden p" primszamhatvanyra
(n=2, p prim) izomorfidtdl eltekintve egyetlen egy p" elemszami véges
test létezik, ezt a testet GF(p")-nel jeloljiik.
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Ha O(x) = ¢o+¢q,x+... +¢q,x" egy pontosan n-edfoki mod p
irreducibilis polinom, akkor a GF(p") test a kovetkezGképpen dllithatd
eld: a test elemei az a, +a,x+ ... +a,_x"~! polinomok, ahol a,, a,, ...
.... a,—; egymdstol fuggetleniil felveszik a 0,1, ..., p—1 értékeket; igy
tehdt p" kiilonb6z8 polinomot kapunk. Két polinom &sszegét tgy
képezziik, hogy az azonos x-hatvdnyt tartalmazé tagokat &sszevonjuk
és a kapott egyiitthatokat mod p redukdljuk; két polinom szorzatdt
ugy képezziik, hogy a polinomokat &sszeszorozzuk a szorzatot eloszt-
juk O(x)-el és vessziik a mardékadt, majd ennek egyiitthatéit mod p redu-
kdljuk. (Az eredményen az sem véltoztat, ha az egylitthatokat mdr a
O (x)-el val6 osztds el6tt redukdljuk mod p). Ha az A(x) és B(x) polino-
mok szorzatdnak ilyen redukcidja utdn a C(x) polinomot nyerjiik ezt
ugy jeloljiik, hogy A4(x)B(x)=C(x) modd (p, Q(x)).

Példdul Q(x) = x*+x2+2 mint ldttuk irreducibilis mod 3. Az
142x% és 14+x+x? polinomok szorzatdt a kovetkezSképpen szdmit-
juk ki modd (3, Q(x)).

A +H2xD (A +x+x8) = 1 +x43x2+2x% +-2x* =

= 2x(x*+x2+4+2)+3(x2—x)+1
tehdt
(14+2x%)(1 +x+x2) = 1 modd (3, x> +x2+2).

A fentebb mondottakat ugy is megfogalmazhatjuk, hogy 4(x)B(x) =
= C(x) modd (p, O(x)) ha (a kdzonséges polinomszorzds értelmében)

A(X)B(x) = D(x)Q(x) +pE(x)+ C(x)

ahol D(x) és E(x) egész egyiitthatés polinomok.

A mondottak megvildgitdsa érdekében vizsgdljuk meg kozelebbrdl
a pdratlan primszdmnégyzet-elemszamu véges testeket. Legyen p egy
pdratlan primszdm. Mivel (p—x)> = x>mod p és ha x+yZ0mod p
¢és x#y mod p akkor x2# y? mod p tehdt az 12,22, ..., (p —1)® négyzet-

=l : )

szamok p_2 (0-t6l kulonbozd) maradékosztdlyban helyezkednek el
mod p, mégpedig mindegyikbe két ilyen szdm esik; az ezen maradék-
osztdlyokba esG szamokat négyzetes maradékoknak nevezik mod p, a
tobbi 0-t6l kiilonbdz8 szdmot négyzetes nem-maradéknak.

Legyen s egy négyzetes nem-maradék mod p. (Mint ldttuk s az

—1

1,2, ..., p—1 szamok koziil 17_2_ -
az x2—s polinom irreducibilis mod p hiszen ha nem volna az, el&4llit-
haté volna modp két els6fokti polinom szorzataként is igy az
x?=smod p kongruencidnak feltevésiinkkel ellentétben volna meg-

féleképpen vidlaszthatd ki.) Akkor



39

olddsa. Tgy tehdt az a+bx alaki polinomok (@, 5=0, 1, ...,p—1) egy
p? elemii véges testet alkotnak, ha az Osszeaddst mod p értelmezziik,
mig a szorzdst a kovetkez6képpen

(a; +b,x)(ay + byx) = az+ bzx
ahol
as = a,a,+bb, s mod p
és
by = a b, +a,b; mod p
Egy madsik lehetséges irdsmddot tigy kapunk, ha x hely;tt szimbolikusan
Vs-et irunk. Ez esetben tehdt GF(p?) elemei az a + b}/s alaki kifejezések
(@, 6=0,1, ..., p—1) és ezeket ugy szorozzukl hogy elvégezziik forma-
lisan a szorgeist, (l/s)2 helyett s-et irunk és a V/s-et nem tartalmazé tagot
valamint Vs egyiitthatojat mod p redukdljuk. Példdul s=2 négyzetes
nem-maradék mod 13; az a+by2 ,szdmok” (a;:b=0.1. .. 5:12)tehat
egy 169 elemii véges testet alkotnak; a miiveletek elvégzését a kovetkezd
példa szemlélteti =
@+7V2)+(12+6Y2) = 1
(2+7V2)(12+6V2) = 4+5/2

Vegylik észre, hogy az az eljdrds, amellyel a GF(p?) testet megkonstrudl-
tuk, Iényegében azonos azzal, amellyel a komplex szimokat be szoktdk
vezetni. AbbSl a célbdl, hogy ezt még jobban kiemeljiik, jegyezziik
meg, hogy ha a p primszdm 4k + 3 alaku, akkor —1 kvadratikus nem-
maradék mod p és igy a fenti konstrukciéndl s = — 1 valaszthatd, vagyis
a GF(p? test elemei a-+ib alakban irhatdk (i =V=1,a,6=0,1,...
...y p—1) és ezen , komplex” egész szamokkal a miiveletek tigy végzen-
dék el, hogy i® helyett —1-et irunk (ill. p—1-et) és p tObbszoroseit
elhagyjuk. Példdul ha p=3, akkor a GF(9) test elemei a 0,1, 2,1,
1+i, 2410, 1+2i, 2+ 2i ,,szamok™ és a szorzds az aldbbi tdbldzat sze-
rint végzendd el:

1 2 i 1+31 2+4i." 2 142 242

1 1 2 i 147 247 20 - 14+2i 2+2i
2 2 1 2%~ 2428 1=E21 24+i 1+
i i 2i 2 2t 221 0 1+7 1428

14i | 140 242i 24+i  2i 1 1+2i 2 i
24+if 240 142i 2+2i 1 i I4+i - 28 2
2i 2i i 1 1420 14i 2 2420 2+4i
P20 1420247 140 2 2R IEN e 1
242|242 14+i 1+42i i 2 2+i 1 2i
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A teljesség kedvéért dllitsuk el8 a GF(4) testet is. Egyetlen egy
mod 2 irreducibilis mdsodfokd polinom Iétezik, ti. a x2+x+ 1 polinom.
A GF(4) test elemei tehdt a 0, 1, x és x + 1 polinomok; GF(4)-ben az
Osszeadds eredményét az aldbbi tdbldzat tiinteti fel, ahol két elem
Osszegét Ggy taldljuk meg, hogy megkeressiik az els6 elemnek meg-
felel6 sorban a mdsodik elemnek megfeleld oszlopban dllé elemet:

Osszeadds G F(4)-ben.
A szorzds eredményét az aldbbi tabldzat tiinteti fel:

’ 1 SR N

1 1 x l4+x
X o ) b o, e |
1+x|{14+x 1 X

G F(4) szorzéstabldja.

(A 0-val val6 szorzds eredménye mindig 0; ezért a szorzdstdbldbdl a
0-t kihagytuk.) Ldthaté e tdbldzatbdl, hogy x* = 1+x;x*=1; a
GF(4) test 0-t6l kilonbozs elemei tehdt 3-adrendi cikl/ikus csoportot
alkotnak.

Altaldban a GF(p") véges test barmely x eleme eleget tesz az x?" = x
egyenletnek és igy ha x0 az x?"~!=1 egyenletnek, és van GF(p")-
ben olyan w elem (4n. ,,primitiv gyék”) amelyre az o* elemek
(k=1,2, ..., p"—1) mind kiilénbozbek, tehdt w* alakban (1 =k=p"—1)
G F(p") minden 0-tdl kiilonb6zb eleme elGéllithaté. Mdsszoval a GF(p")
test 0-16l kiilonbozo elemei a szarzdsra nézve ciklikus csoportot alkotnak.
A GF(p") véges testben pontosan ¢(p"—1) primitiv gyok van, ahol
¢@(m) az Euler-féle o-fliggvény.

A véges testekre vonatkozé fent felsorolt eredmények bizonyitdsa
megtaldlhaté pl. REDEI LAszLO Algebra c. kényvében [6], ahol a fent
elmondottak a 236. tételben vannak Osszefoglalva (437. o.). A bizonyi-
tdsok a testhovités elméletén alapulnak, amelyre itt nem térhetiink ki.
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2.8. Véges geometridk

Véges (projektiv sik-) geometridnak nevezziik pontoknak nevezett
elemek egy véges halmazdt, ha abban bizonyos részhalmazok ki vannak
tiintetve, amelyeket egyeneseknek (és a hozzdtartozé pontokat az egyene-
sen fekvS pontoknak) nevezziink, és ha teljesiilnek a kovetkezd axiomdk:

I. Két tetszbleges ponthoz egy és csak egy egyenes van, amelyen
a két pont rajtafekszik (amely a két ponton dthalad).
II. Két kiilonbdz8 egyenesnek egy és csak egy kozds pontja van.

I1I. Van négy pont, amelyek koziil barhogy vdlasztunk ki 3 pontot,
azok nem fekszenek egy egyenesen.’

Be lehet bizonyitani, hogy egy véges geometridban minden egyene-
sen ugyanannyi pont fekszik; ha az egy egyenesen fekvé pontok szima
r-+1, akkor r=2, tovabbd minden ponton dt r+1 egyenes halad dt
és a véges geometria Gsszes pontjainak szdma r?4-r-+1, tovdbbd Osszes
egyeneseinek szama is r2+r+1.

A ,legkisebb™ véges geometria tehdt 7 pontbdl dll. Jeloljik e pon-
tokat az 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 szamokkal. Egy egyenest jellemezziink a rajta
fekvé pontok felsoroldsdval. A 7 pontbdl dll6 geometria egyértelmiien
jellemezhetd Osszes egyenesei megaddsdval. Ha példdul a geometria
,egyenesei”’ a kovetkezdk

(12 3)
(1 4 5)
(167
Q2 4 6)
257
(G 47)
(35 6)

ugy konnyen ellendrizhetjiik, hogy az
I, II. és 111. axiomdk teljestiljenek.

Ezt a 7 pontbdl dllé geometridt a g
kovetkezSképpen lehet dbrdzolni: A 1. dbra
geometria pontjai legyenek egy szabd-
lyos hdromszdg csucsai, sulypontja ¢és oldalainak felezGpontjai, ..egye-
nesei” legyenek a hdromszog oldalai, stlyvonalai valamint a hdrom-
szogbe irt kor (1. 1. dbra).

Konnyen beldthatd, hogy a pontok szdmozdsdtdl eltekintve ez az
egyetlen 7 pontbdl dllé6 geometria. A pontok megszdmozdsa egyébként
3 0-féleképpen végezhetd el.

Megjegyzends, hogy igaz a kovetkezd tétel (1. pl. M. Hall, [7]
20. 8. 1. tétel 422. 0.): Ha egy véges H halmazban kijelolink r2+r+1

5 A TII. axiéma csak ahhoz sziikséges, hogy bizonyos trividlis eseteket kizarjunks
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részhalmazt, amelyek mindegyike »+ 1 elemet tartalmaz, és bdrmely
2 elemhez egy ¢és csak egy kijelolt részhalmaz van amely mindkettSt
tartalmazza, akkor a halmaz elemeinek szdma 2+ r+ 1, minden elem
r+ 1 kijelolt részhalmazhoz tartozik és barmely két kijelolt részhalmaz-
nak egy. és csak egy kozos eleme van.® Ha. egy véges geometria
r®+r-+1 pontot tartalmaz, a geometridt r-edrendiinek nevezziik. Nem
minden r=2-re létezhet r-edrendli véges geometria. Bruck és Ryser
[7]1 bebizonyitottdk, hogy ha r=1 mod 4 vagy r=2mod 4 és r nem
dllithatd el6 két négyzetszdm Osszegeként, vagyis ha r négyzetmentes
része tartalmaz egy 4k + 3 alaku primszamot, akkor nem létezik r-ed-
rendii véges geometria. Tehdt pl. 6-odrendli vagy 21-edrendli véges
geometria nem létezhet. Az egyetlen 2-rendii geometridt az el6bb
mdr megkonstrudltuk. Ismeretes hogy 3-ad, 4-ed és 5-6drendii geomet-
ria is lényegében csak egyetlen egy van, mégpedig az, amit a kovet-
kez8kben avéges testek segitségével meg fogunk konstrudlni. Altald-
nossdgban nyitott az a probléma, hogy r mely értékeire 1étezik r-edrendi
geometria, és mely r-ekre létezik csak egyetlen ilyen geometria.

Egy véges geometridt Desargues-félének neveziink, ha teljesiil benne
a Desargues-tétel, vagyis ha az 4, 4,, B,B,, C,C, egyenesek dtmennek
egy O ponton, akkor az 4,C, és A,B, egyenesek metszéspontjdt Cy-al,
az A,C, és A,C, egyenesek metszéspontjit Bs-al, a B,C, és B,C,
egyenesek metszéspontjdt As-al jelolve, az A3, By és C; pontok egy
egyenesen fekszenek. A fent leirt 7 pontbdl dllé geometridrdl kénnyii
beldtni, hogy Desargues-féle.”

Egy véges geometria pontjai halmazdnak 6nmagdra valé egy-egyér-
telmii Q<Q’ leképezését kollinedcionak nevezziik, ha e leképezés
minden egyenest egyenesbe visz dt, vagyis ha abbdl, hogy Q,, 0, O
egy egyenesen fekszenek, kovetkezik, hogy 07, O,, Qs is egy egyenesen
fekszenek. A pontok leképezése tehdt egyértelmiien meghatdrozza a
véges geometria egyenesei halmazdnak egy énmagdra vald (szintén egy-
egyértelmii) e <>e” leképezését is, olymodon, hogy ha a Q pont az e
egyenesen fekszik, akkor a Q" pont az ¢’ egyenesen fekszik. Ha Q’=0Q, a
0 pontot a kollinedcid fixpontjdnak, ha e’=e, az e egyenest a kollinedcié
fix egyenesének nevezziik.

S E tétel visszavezethetd a 6.§-ban bebizonyitott tétel egy specidlis esetére.

7 Karteszi Ferenc ,,Incidenciageometria” c. cikkében (Matematikai Lapok, 14
/1963/246—263/ azt allitja, (lasd 250. old.), hogy a 7 pontbdl all6 geometria nem
Desargues-féle, azzal az indokolassal, hogy a Desargues-tétel 10 egyenes (és 10 pont)
helyzetviszonyarol szol. Karteszi figyelmét elkertilte, hogy ¢ 10 egyenes (10 pont) nem
sziikségképpen kiilonbozo6. Karteszinek az a megdllapitdsa, hogy a Desargues-tétel
fiiggetlen az incidencia-axiomaktol, természetesen helytalld, azonban ezt nem a 7
pontbol 4ll6 geometria létezése, hanem a nem-Desargues féle geometridk létezése
bizonyitja.
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Ha egy (fix) egyenes minden pontja fixpont, az egyenest a kolli-
nedcidé tengelyének nevezziik; ha egy (fix) ponton dtmend minden
egyenes fix egyenes, azt a kollinedcié centrumdnak nevezziik. Koénnyen
beldthatd, hogy ha egy kollinedcionak egynél tobb centruma vagy egynél
tobb tengelye van, akkor az a minden pontot énmagdba dtvivé azonos
kollinedcié. Egy olyan kollinedcidt, amelynek van egy centruma és egy
tengelye, centrdlis kollinedcionak neveznek. Ha a centrum rajta fekszik
a tengelyen, a centrdlis kollinedcidt eldcidnak, ha nem fekszik rajta,
homolégianak nevezik. A véges geometridk kollinedcidinak elméletét
részletesen tdrgyalja pl. Marshall Hall kényve [8].

Ha a geometria Desargues-féle, akkor akdrhogyan irunk el§ egy
O pontot, egy / egyenest és két, az O ponttal egy egyenesen fekvd, de
attdl kiilonbozd A,, A, pontot, amelyek egyike sem fekszik rajta /-en,
egy és csak egy olyan kollinedcié adhaté meg, amelynek O a centruma,
/ a tengelye és amely az A, pontot 4,-be viszi 4t. Ugyanis legyen B,
egy tetszdleges, a O centrumtdl kiilonb6z6 és nem az / tengelyen fekvs
pont. B, = Bj rajta kell, hogy fekiidjén az OB, egyenesen, tovdbbd ha
C,-al jeloljik az A,B, egyenes és / metszéspontjit, akkor B,=Bj
rajta kell, hogy fekiidjék a C,4, egyenesen is, tehdt B, nem lehet mads,
mint az OB, és A,C; egyenesek metszéspontja. Igy tehdt a véges geo-
metria minden pontjdnak megkonstrudlhatjuk a képét; abbol, hogy a
geometria Desargues-féle, kovetkezik, hogy az igy konstrudlt leképezés
valéban kollinedcio.

Centrdlis kollinedciok egy adott O centrummal és / tengellyel
létezhetnek nem-Desargues-féle geometridkban is. Ha egy megadott
O centrumra és / tengelyre, tovibbd bdrmely 4,, 4, pontpdrra, amelyek
0-val egy egyenesen fekszenek, attdl kiilonboznek €s nem fekszenek az
I tengelyen, megadhato egy centrélis kollinedcid, amelynek O a centruma,
[ a tengelye és amely A,-t A,-be viszi dt, akkor a geometridit O —/-
tranzitivnek nevezziik.

Ha egy geometria egy megadott / egyenesre €s barmely azon fekvd
O pontra O —/ tranzitiv, akkor azt tranzlicidsnak (tranzldcié-siknak)
nevezik /[-re nézve. Az olyan véges geometridkat, amelyek minden /
egyenesiikre nézve tranzldcidsak, Moufang-féle geometridknak nevezik,
Ruth Moufang utdn, aki e geometridkat elsének vizsgdlta. A mondottak-
bol ldthatd, hogy egy Desargues-féle geometria egyben Moufang-féle is.

Ha P primszdmhatviny, P=p" (n=1), a kovetkez6képpen
konstrudlhatunk meg egy P-edrendii véges geometridt. Vizsgdljuk a
G F(P) véges test elemeibdl képezett Gsszes olyan (x,, X,, X3) elemhdr-
masokat, amelyek elemei nem mind egyenl6k O-val. Ha 4 a GF(P)
test tetszleges 0-tSl kiilonbozs eleme, az (x,, X5, X3) €s (Axy, Axy, Ax3)
szamhdrmasokat tekintsiik ugyanazon pont kiilonbozé elddllitdsainak.
Az x,, x,, X3 GF(P)-beli elemeket a széban forgd pont projektiv koordi-
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ndtainak nevezziik. Egy pont projektiv koordindtdi tehdt csak egy fak-
tortdl eltekintve vannak meghatdrozva. Ha a kovetkez8kben ,,az
(xy, X3, X3) pont”-rol beszéliink, ezen azt a pontot értjiikk, amelynek
(xy, Xy, X3) egyik lehetséges projektiv koordindtdk segitségével vald
elGdllitdsa. Ha tehdt A0, (xy, X5, X3) és (Axy, AXs, AX;) ugyanazon
pont kiilénbozg eldllitdsai projektiv koordindtdk segitségével, ugyantgy,
mint a projektiv geometridban. Ily modon tehdt minden pontnak P —1
el@dllitdsa van, és mivel az 6sszes (x,, Xy, X3) hirmasok szdma (a (0, 0, 0)
3

= P*+P+1

pontot definidltunk. Bdrmely hdrom a,, a,,a; GF(P)-beli elemhez,
amelyek nem mind egyenl6k O-val, az [a,, a,, a;] ,,egyenest” mint azon
(x;, X2, X3) pontok halmazdt definidljuk, amelyek eleget tesznek
(GF(P)-ben) az

2.1) a; X, +ax;,+asx; =0

hdrmastol eltekintve) P*—1, tehdt ilyenmodon i_

egyenletnek. Nyilvdan ha (2.1) fenndll, akkor
2.2) Ay Ax; +ay Ax, +az-Axg = 0

tehdt annak megdllapitdsahoz, hogy egy pont rajta fekszik-e egy egyene-
sen, mindegy, hogy a pont mely projektiv koordindta elddllitdsdbodl
indulunk ki. Nyilvdnvald tovdbbd, hogy ha 10, a [la,, Aa,,-Ja;] és az
[a,, a,, a;] egyenesek azonosak. Az a,, a,, a; elemeket az [a,, a,, as)
egyenes projektiv koordindtdinak nevezziik. Amikor ,az [a,, a,, a;)
egyenes’ -rdl beszéliink, ezen tehdt egy olyan egyenest értiink, amelynek
[a,, a,, a;] egy lehetséges projektiv koordindtdikkal vald elGdllitdsa.
Igy P+ P+ 1 egyenest definidltunk. Bizonyitsuk be, hogy a pontok és
egyenesek ilyen definicidja mellett teljesiilnek az 1., II. és T1I. axiomak.

I. igazoldsa. Legyenek (x;, x5, X3) €s (¥, ¥y, y3) kiilonboz8 pon-
tok. Az

a; Xy +ax;+azxg =0

2.3) a Yy t+ay,+ayy; =0

egyenletrendszer mindig megoldhato (a,, a,, as-ra); hiszen x;y, —x,y,,
V3X{ — X3y, Xo¥3— X3y, nem lehetnek mind 0-val egyenl6k, mert
akkor (x;, x5, X3) €s (¥, Vs, ¥3) ugyanazon pont koordindtdi lennének.
Ha példdul x,y,—x,py; # 0, akkor a (2. 3) egyenletrendszernek egy és
csak egy olyan megolddsa van, amelyre a,=1; tehdt az [a,, a,, a,)
egyenes egyértelmiien meg van hatdrozva a (2. 3) egyenletrendszer dltal.

II. igazoldsa: pontosan ugyanugy végezhetd el, mint I. igazoldsa,
hiszen az egyenesek és pontok kozott teljes analdgia (dualitds) dll fenn.
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Ha [ay, as, as] és [b,, by, by] kiilonbozd egyenesek, ezek kozos pontja
az az (x,, Xy, X3) pont, amelynek projektiv koordindtdi a

(2.4) : a Xy +aXy+agxg =0
byxy +bsxp+byxg =0

egyenletrendszernek tesznek eleget.

II1. igazoldsa. Kénnyen beldthatd, hogy az (1, 0, 0), (0, 1, 0) (0, 0, 1)
és (1, 1, 1) pontok koéziil nem fekszik 3 egy egyenesen. Ezt pl. ugy ldt-
hatjuk be, hogy eldszér kimutatjuk, hogy — ugyantgy, mint a projektiv
geometridban — az (x,, X5, X3) (1, V2, ¥s) és (2, 25, 23) pontok akkor
és csak akkor fekszenek egy egyenesen, ha az

Xi [ Kate Xo
(2.5 Var 2 Yar )3
TR T

determindns értéke 0.
Kozvetleniil is kénnyen beldthatd, hogy egy tetsz8leges [a,, a,, as]
egyenesen P+ 1 pont fekszik, hiszen az

(2.6) a; Xy +apXg+azxs = 0

egyenletnek eleget tevd (x,, x,, x3) pontok szamdt a kévetkezSképpen
hatdrozhatjuk meg: feltevésiink szerint a,, a,, a3 nem mind egyenlSk
0-val; legyen pl. a, #0. Ha a,=a,=0, akkor a (2.6) egyenletnek a (0,1, x)
(xEGF(P)) és a (0,0, 1) pontok és csak ezek tesznek eleget, tehdt az
[a,, 0, 0] egyenesen P+ 1 pont fekszik. Ha a, #0 és a; =0, akkor a (2. 6)
egyenletnek az (a,, —a,, Xx) (,\'€GF(p)) és a (0,0, 1) pontok tesznek
eleget. Hasonloképpen P+ 1 pont fekszik az [a,, a,, as] egyenesen, ha
ay,=0 és ay=0. Végil, ha a,, a,, a; mindhdrman 0-tél kiilonboznek,
akkor a (2.6) egyenletnek a (0,a;, —a,) pont, tovdbbd az

[l,x, — ﬁja—@] (xGGF(P)) pontok, tehdt megint csak P+ 1 pont
3

tesz eleget. Hasonloképpen ldthaté be persze, hogy minden ponton dt
P+1 egyenes halad.

8Az igy megkonstrudlt P-edrendii véges geometridt PG (P)-vel jelol-
quks=

Nem nehéz bebizonyitani, hogy PG(P) Desargues-féle geometria;
ennek igazoldsa azonos a Desargues-tétel projektiv koordindtdk segit-
ségével valé bizonyitdsdval a kozonséges projektiv geometridban (1. pl.

[9]).

8 PG a ,,projektiv geometria” roviditése.
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A fentebb megkonstrudlt 7 pontbdl 4116 véges geometria azonos
a PG(2) geometridval; az 1. dbrdn 1,2, 3,4, 5, 6, 7-tel jeldlt pontok
projektiv koordindtdi a kovetkezdk :

(1, 1, 1)
(1,1,0)
0,0,1)
(15051
0, 1,0)
0,1, 1)
(1,0,0)

N A W~

Az egyenesek projektiv koordindtdi a kovetkezSk:

Az 1,2, 3 pontokon dtmend egyeneseké [1, 1, 0]
Az 1,4, 5 pontokon dtmend egyeneseké [1, 0, 1]

Az 1, 6,7 pontokon dtmend egyeneseké [0, 1, 1]
A 2,4, 6 pontokon dtmend egyeneseké [1, 1, 1]
A 2,5,7 pontokon dtmend egyeneseké [0, 0, 1]
A 3,4,7 pontokon dtmend egyeneseké [0, 1, 0]
A 3,5, 6 pontokon dtmend egyeneseké [1, 0, 0].

Konstrudljuk meg tovdbbi példaként a PG(3) véges geom etridt
E célbdl kiindulunk a GF(3) testbdl, tehdt a mod 3 maradékosztdlyok
testébdl, melynek elemeit 0, 1, 2-vel jeloljik. A PG(3) geometridnak
3*4+3+1 = 13 pontja van; legyenek ezek Q,, Q,, ..., Qi5: e pontok
projektiv koordinatdk segitségével a kovetkez6képpen dllithatok el§:

Ql: (1705 O)
Q2: (O’ 19 O)
Q3: (0,0,1)
Q4: (1’ 1’ 0)
QE: (170! 1)
QS: (0’ 19 1)
Q7: (l’ 1’ 1)
Qs: (1,2,0).
Qy: (1,0,2)
0y: (0,1,2)
On: (1,1,2)
Q12: (1; 2) 1)
Q13: (2’ ls 1)

Az aldbbi’ tdbldzat feltiinteti, hogy e geometria 13 egyenese mely 4—4
ponton halad dt.



Egyenes jele

egyenes projektiv
koordindtdi

az egyenesen fekvé pontok

[1, 0, 0]
[0, 1, 0]
[0, 0, 1]
[1,1,0]
[1,0, 1]
[0, 1, 1]
[1,1,1]
[1,2,0]
[1,0,2]
[0, 1, 2]
[1,1,2]
[1,2,1]
[2,1,1]

Q13
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E tdbldzatbdl konnyen elkészithetiink egy mdsikat, amely megadja,
hogy egy ponton mely egyenesek haladnak dt:

Pont projektiv

Pont jele koordinétai A ponton dthalad6 egyenesek
O, (1,0,0) E, E; E, E,
o 0,1,0) E, E; E; E
() (0,0, 1) E, E, E, Eg
0, (1,1, 0 E, Ey E, Ey
Q; (1,0, 1) E, E, E, Ey
Qs 0,1, 1) E, E, E, E,
Q; 1,1, 1) E;, Ey E, E,
Qs (1,2,0) E; Ey E; Ey
Q 1,0,2) E, E; E; E
Oy 0, 1,2) E, E, E, Eg,

1 1,1,2) E, E; Ey E,
12 (la 2, 1) E4 E6 E9 E12
1 2,1,1) E, E5 Ey Ey

Figyeljiik meg, hogy a két tabldzat kozott az az egyszer(i Gsszefliggés
dll fenn, hogy ha az E; egyenesen a Q;,, Q;,, Q) és Q;, pontok feksze-
egyenesek haladnak dt.
Ez nemcsak a PG(3) geometridban van igy, hanem minden PG (P)
véges geometridban, ha a pontokat és egyeneseket tigy szdmoztuk meg,
hogy ha Q, projektiv (pont-) koordindtdi (x;, y;, z;), ekkor az ugyanilyen
sorszamu E; egyenes projektiv (vonal-) koordindtdi [x;, y;, z;]; ugyanis
definicié szerint a Q,=(x;, y;, z;) pont akkor és csak akkor fekszik

nek, akkor a Q; ponton az E;, E;,, E;, €s

rajta az E;=[a
2.7

i»bj, ¢j] egyenesen, ha

ax;+b;y;+c;z;, =0

i
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és (2. 7)-bél kovetkezik, hogy ez esetben a (a;, b;, ¢;) pontis rajta fekszik
az [x;, y;, z;] egyenesen.

Jeloljik 7-vel azt a leképezést, amely minden Q pontnak a vele
azonos projektiv koordindtdkkal biré E=TQ egyenest felelteti meg és
megforditva; egy E egyenesnek a vele azonos koordindtdkkal biré Q = TE
pontot. E leképezés tehdt a kovetkezd tulajdonsdggal bir:

Ha a Q pont rajta van az E egyenesen, akkor a TQ egyenes dtmegy
a TE ponton.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha E a Q, és Q, pontokon dtmend egyenes,
akkor a 7Q, és TQ, egyenesek metszéspontja a TE pont és megforditva:
ha Q az E, és E, egyenesek metszéspontja, akkor 7Q a TE, és TE,
pontokon dtmend egyenes. Az is nyilvdnvald, hogy a 7T leképezés invo-
lutorikus azaz T(7TQ)=0Q ill. T(TE)=E.

Vizsgdljuk meg, hogy e leképezésnél melyek azok a Q pontok,
amelyek rajta fekszenek a nekik megfelels TQ egyenesen. Ha a Q pont
projektiv koordindtdi (x,, x,, x3), akkor a TQ egyenes projektiv koor-
dindtdi [x,, x,, x3] és Q akkor és csak akkor fekszik rajta a TQ egye-
nesen, ha

(2.8) X+xE+x2=0

Egy :
X3+ coxitcyxi =

alaki mdsodfokt egyenletnek eleget tevd pontok Osszességét a véges
geometridban (ahol a ¢, ¢, ¢; elemek nem mind egyenl6k 0-val)
kiipszeletnek nevezziik. (2. 8) tehdt egy kuapszelet egyenlete, vagyis azon
O pontok 0Osszessége, amelyek rajta fekszenek a 7' leképezésnél nekik
megfeleld TQ egyenesen, egy kupszeletet alkotnak. (A (2. 8) egyenletnek
eleget tevd pontok Osszességét kornek is nevezhetnénk, azonban a kup-
szeletek kiilonbozd fajtdinak megkiilonboztetésének a véges geometrid-
ban nincs értelme.)

A T leképezés tehat felfoghaté egy kupszeletre vonatkozé pdlus-
poldris megfeleltetésnek: 7Q a Q pont poldrisa, ill. TE az E egyenes
polusa a (2.8) kupszeletre nézve.

Vizsgdljuk most meg azt a kérdést, hogy hdny pont fekszik a (2. 8)
kapszeleten. ElGszor tegyiik fel, hogy P pdratlan. Vizsgédljuk meg, hogy
ha x végigfut a GF(P) test 0-t6] kiilénbdzs elemein, x? hdny kiilonbdz8
értéket vesz fel. Mivel x®#0, ha x>0, tovdabbd x® = (—x)* és x*=)?

P—1
akkor és csak akkor, ha x=y vagy x = —y, tehdt x* g kiilénbo6zé

értéket vesz fel, és mindegyiket kétszer. A GF(P) test nem 0 elemei
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koziil tehdt pontosan a felébdl lehet négyzetgyokot vonni.” Megjegyzendd,
hogy ha w egy P—1 rendii elem GF(P)-ben, amelynek hatvdnyai tehdt
eldllitjdk GF(P) 6sszes nem 0 elemeit, Gigy azok az elemek, amelyeknek
van négyzetgyokiik, nyilvdn o pdros hatvdnyaiként dllithatok els, ame-
lyeknek nincs, azok @ pdratlan hatvdnyai.

A (2.8) egyenletnek eleget tevs (x,, X,, X3) pontokat osszuk két
csoportba: azokra, amelyekben x; =0 és azokra, amelyekben x, #0.
Ha x, =0, akkor x,70, hiszen egyébként x; is O volna, ami lehetetlen;
feltehetjik tehdt, hogy x,=1; ez esetben xi = — 1. Ilyen pont létezése
azon mulik tehdt, hogy — 1-nek van-e GF' (P)-Perll négyzetgyoke. Mivel
(=12 = 1, ha w egy primitiv gyék, —1 = w 2 ,és igy a mondottak
szerint — 1-nek akkor és csak akkor van négyzetgyoke, ha 52—1 paros,
vagyis ha P 4k+1 alaku, vagyis p vagy 4k +1 alakd, vagy p 4k +3
alak és n pdros. Az els§ esetben tehdt a (2. 8) kuipszeleten 2 olyan pont
fekszik, amelyre x, =0, mig a mdsodik esetben ilyen pont nincs. Vizs-
gdljuk most azokat a (2. 8) kupszeleten fekvd pontokat, amelyekre x, #0
ez esetben feltehetjiik, hogy x; =1, vagyis az

(2.9) X342 =—

egyenlet GF(P)-beli (x;, x;) megolddsainak szdmdt kell meghatdroznunk.

Megint kiilon kell vdlasztanunk a P=1mod4 és P=3 mod4
esetet. Ha P=1mod 4, akkor legyen P = 4R+ 1 és w egy primitiv
gyok. Legyen o®=a akkor tehdt o® = —1 és igy (2.9)-bsl

(2.10) X+x2=x2—x2 =—1

Madrmost J. B. KELLY [10] bebizonyitotta,'® hogy ha P =1 mod 4

4
ban, ahol a; és a, GF(P) olyan elemei, amelyeknek van négyzetgyokiik;
mivel a,-nek és a,-nek 2 — 2 négyzetgyoke van, (2. 10)-nek P — 1 megol-
ddsa van, ¢s igya (2. 8) kupszeleten 6sszesen P + 1 pont fekszik. Ha viszont
P =3 mod 4, akkor jelolje A GF(P) azon nem 0 elemeinek halmazdt,
amelyeknek van négyzetgyoke és B azon #0 elemeinek halmazdt,
amelyeknek nincs négyzetgyoke, akkor KELLY idézett tétele szerint

akkor bdrmely 40

-féleképpen dllithaté el6 a, —a, = d alak-

P-1
9 Ezt ugy is mondhatjuk, hogy GF(P)-ben = négyzetes maradék van, ennek

specialis esete az a jolismert tény, hogy ha p primszdm, akkor o négyzetes maradék

van mod p.
10 A P=3mod4 esetre nézve lasd a 4§. lemmaéjat.

4 Matematikai Lapok 1-—2
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GF(P) minden d=0 eleme P%l féleképpen 4llithaté el6 a—b = d

alakban, ahol a€ 4 és b€ B. Mivel xj €A és —x2 € B, ebbdl kovetkezik,
hogy a (2.8) kupszeleten ez esetben is P+ 1 pont fekszik.

Ha P=2" akkor konnyen beldthatd, hogy G F(P) minden elemének
egy és csak egy négyzetgyoke van. Igy tehdt a (2. 8) egyenlet megolddsai
a kovetkez6k: a (0,1,1) pont, tovdbbd az (1, x, V1+x*) pontoks
x€GF(P), tehdt a (2. 8) kuipszeleten ez esetben is P+ 1 pont fekszik-
Tehdt minden véges geometridban a (2. 8) ktipszeleten P + 1 pont fekszik-
(Megjegyzends, hogy a P=2 esetben a (2. 8) klipszelet azonos az [1, 1, 1]
egyenessel.)

Példaként vizsgdljuk meg el8szor a P=5 esetet. Ez esetben a (2. 8)
kupszeleten fekvé 6 pont a kovetkezd:

(0,43 2)5(0525:1)5015.0;:2), (2 050L): (15 2,:0): (25 1;.0)

A P=17 esetben a (8) kupszeleten fekvé 8 pont a kovetkezd:
1,3,2),(1,2,3),(1,4,2),(1,2,4), (1, 3,5),(1, 5, 3), (1,4, 5), (1, 5, 4

R. BAER [11] bebizonyitotta, hogy egy N-edrendii véges geometrid-
ban minden polaritdsndl'* van legaldbb N+ 1 olyan pont, amely rajta
fekszik a hozzdrendelt egyenesen.

A fent definidlt polaritdst a (2. 8) kupszeletre vonatkozé polaritdsnak
nevezziik. E polaritds segitségével definidlhatjuk a (2. 8) kupszelet ,,bel-
sejét” ill. kiilsejét is. Konnyen beldthatd, hogy egy tetszdleges egyenes
a (2. 8) kupszeletet legfeljebb 2 pontban metszi. Ha a Q pont poldrisa nem
metszia (2. 8) kipszeletet, azt mondjuk, hogy O a (2. 8) kupszelet ,,belsejé-
ben” fekszik; ha Q poldrisa 2 ponton metszia (2.8) ktipszeletet, azt mond-
juk, hogy O a kupszelet , kiilsejében” fekszik; konnyii beldtni, hogy O
poldrisdnak akkor €s csak akkor van egyetlen k6zds pontja a (2. 8) kip-
szelettel, ha maga Q rajta fekszik a kupszeleten.

Azokat az egyeneseket, amelyeknek egy kozos pontjuk van a (2. 8)
kupszelettel, a kupszelet érintéinek nevezziik. Ki lehet mutatni, hogy
egy a kupszeleten kiviil fekvé ponton a kupszeletnek két kiilonbozs
érintGje halad dt, mig egy a kupszelet belsejében fekvd ponton nem halad
at egyetlen érint6 sem. Lehet tehdt a kiilsG és belsd pontok definicidjdul
azt vdlasztani, hogy kiilsé pontnak azokat a pontokat nevezziik, amelye-
ken dt a kupszelethez 2 érint6 htzhatd.

11 Polaritds alatt itt egy olyan leképezést értiink, amely egy véges geometria
minden pontjahoz egy egyenest rendel hozza, ugy, hogy egy egyenesen fekvd pontok
képei mind egy ponton haladnak at. y
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A PG (5) véges geometria 31 pontja koziil 10 fekszik a (2. 8) kupszelet
belsejében és 15 a (2. 8) kuipszeleten kiviil; a tobbi 6, mint ldttuk, a (2. 8)
kupszeleten fekszik. Belsé pontok az

(1, 1,0), (1,0, 1), (0, 1, 1), (1,4,0), (1,0,4), (0, 1,4), (1, 1, 1), (1, 1, 4),

(1,4,1), (1,4, 4)
pontok, kiils6 pontok az

(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), (1,1,2), (1,2, 1), (1,2,2), (1, 1, 3),
(1,3, 1), (1,2,3), (1,3,2), (1,3,3), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4), (1,4,3)

pontok.

Altaldban (P_zH] kiilsG pont és (I;) bels6 pont van. Ugyanis a
kiils6 pontok poldrisa 2 pontban metszi a kupszeletet; mivel a kup-

szeleten P+ 1 pont van, (P_ZH) olyan egyenes van, amely 2 pontban

metszi a kupszeletet és ezek polusai a kiilsG pontok.

A ,,bels8” és ,,kiilsd” pontokkal kapcsolatban azonban nem szabad
abba a hibdba esni, hogy a szemléletben bizva azt képzeljiik, hogy a
helyzet ugyanaz minden tekintetben, mint az euklideszi geometridban.
A szemlélet alapjdn ugyanis pl. azt gondolhatndnk, hogy egy a (2.8)
kipszeletet nem-metsz8 egyenes minden pontja kiils6 pont; ez azonban

nem igy van: egy nem-metsz6 egyenesen

3 kils6é és ugyanannyi
belsé pont van. Egy metsz8 egyenesen viszont a két érintési pont mellett
£l belsd és

2 2
az érintési ponttol kiilsnbozé pont kiils6 pont. Egy kiils6 ponton 4t

—1
kiils8 pont van. Ezzel szemben egy érintén minden

P-—1
2 érintd, = r metsz4 és —2—— nem-metsz8 egyenes halad dt; egy

bels6 ponton dt viszont metsz8 €s ugyanannyi nem metszo

2
egyenes halad 4t.

A véges geometridkra vonatkozdlag — a madr idézett [2] és [7]
konyveken kiviil — ldsd a [12], [13] és [14] miiveket. [13]-ban taldlhato
egy példa egy 9-edrendli nem-Desargues-féle geometridra, tovdbbd
annak a bizonyitdsa, hogy két egyenld sok pontbdl dllé Desargues-féle
geometria mindig izomorf egymadssal (vagyis csak a pontok megszdmo-
zasaban kiilonboznek).

4%



3.§. Ortogonalis latin négyzetek

Latin négyzetnek (pontosabban: n-edrendii latin négyzetnek) neve-
ziink egy olyan, n kiilonbozé jelbdl képezett n X n-es mdtrixot, amelynek
minden sordban és minden oszlopdban az » jel egy-egy permutdcidja
dll (n=2,3,...). Az A és B jelekbsl 2 latin négyzet készithetd:

o BRGNS )
T e

amelyek tulajdonképpen azonosak, hiszen a sorok felcserélésével nyer-
het6k egymdsbol.. Az A, B, C jelekbdl 12 latin négyzet készithetd:

A BAC S ARG C B AT CR R B ASC B A BB B A AR ENA
B CATCA B "CBA B AC-ACB CB A A BC  CidB
C:A B B.CA=~B:A € C'BA. C:B A A€ BICAB "AB:E

G A4 'B>CAuB: C B A€ B A
AB.C "B C A 4 C B> B A€
B CoAAB C B A C AIE B

Figyeljiik meg, hogy az els6 sorban dll6 permutdcié és egyetlen
cgy tovabbi elem megvadlasztdsa egyértelmlien meghatdrozza a latin
négyzetet, tovabbd az elsé latin négyzetbdl a tovdbbiak a sorok és osz-
lopok permutdcidjdaval nyerhetSk. Altaldban igaz, hogy egy latin négy-
zetbGl a sorok tetszdleges egymds kozotti permutdldsa és az oszlopok
egymds kozotti tetszéleges permutdldsa utjdn 0jbol egy latin négyzetet
kapunk. Ha n=4, akkor azonban mdr nem lehet ily mddon egyetlen
latin négyzetbdl megkapni az dsszeset, hiszen az

A PGl S A LRy G D

BEASDNG BC D A
C<DATB CDAB
DCBA D°4-°B €

latin négyzetek az emlitett transzformdciokkal nyilvin nem vihet6k dt
egymasba. Ezt Ggy lathatjuk be, hogy 4 olyan elem, amelyek két sorban
és két oszlopban (vagyis egy téglalap négy csucsdban) helyezkednek el,
a sorok és oszlopok bdrmely dtrendezése utdn is ilyen helyzetben marad;
mdrmost a mdsodik latin négyzetben van 4 ilyen elem, amelyek koziil
kettd azonos, kettd nem, az els6ben viszont nincs.

Az is nyilvdnvald, hogy ha a jeleknek egy tetszSleges permutdcidjdt
hajtjuk végre egy latin négyzetben, akkor Gjbdl egy latin négyzetet
kapunk: a két els6 3-adrend{ latin négyzetbdl ilyen médon megkaphat-
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juk a tobbi 10-et. A fentemlitett két 4-edrendii latin négyzet azonban
még tigy sem vihetd dt egymdsba ha a sorok és oszlopok permutdcidjdn
kiviil a jeleket is permutdljuk.

Egy véges csoport szorzdstdbldja mindig latin négyzet. Legyen
ugyanis G egy n-elemii csoport, elemeit tetszGleges sorrendben elrendezve
jeloliék g,, g, ..., g,. Legyen hy, hy, ..., h, ugyanezen G csoport ele-
meinek egy tetsz8leges mds elrendezése, vagyis legyen hy, hy, ..., h, a
g1, %oy ..., 2, elemek egy permutdcidja. (Ez lehet specidlisan az identikus
permutdcio, vagyis h;=g; i=1,2, ..., n).

Legyenek az 4 n X n-es métrix elemei a;;=gh; (1=i=n;1=j=n).
Akkor nyilvdnvaléan A egy n X n-es latin négyzet. Példdul mind a két
fentebb példaként felhozott két 4-edrendii latin négyzet csoporttdbla:
az els@ egy olyan 4 elemii Abel-csoporté, amely két kételem{i csoport
direkt szorzata, a mdsodik a negyedrendii ciklikus csoporté. Ha ugyanis
az elsé csoport generdtorai a és b (a*=b*=e), a masodiké ¢ (c*=e),
ahol e mindkét esetben az egységelem akkor szorzdstdbldik

|eabab 1ecc2c3
e‘eabab execc2c3
ala e ab b exleielic? ve
b|b ab e a c2lie2-ed e ¢
ablab b a e ilet e e gt

Az elsé esetben e, a, b,ab a mdsodik esetben e, C¥c% ¢® helyett
A, B, C, D-t irva kapjuk a két el6bbi latin négyzetet. Nyilvdnvald, hogy
ha egy csoport szorzdstdbldjanak sorait és oszlopait tetszélegesen cserél-
getjiik, ezdltal ugyanannak a csoportnak egy mdsik (a csoport elemeinek
két mdsik permutdcidjdhoz tartozo) szorzdstdbldjat kapjuk meg, tehdt
két kiilonbozd strukturdju csoport szorzdstabldi ilyen modon nem alakit-
hatdk dt egymdsba.
Nem minden latin négyzet dllithaté el mint egy csoport szorzds-
tabldja. Példdul az
ASBEC DB
B-CwAdED
BB B A
G E_D'B:4

DEAZE C B

5-6drendli latin négyzetrl konnyi beldtni, hogy nem csoporttdbla.
Ha ugyanis egy 4 =(a;;) =(g; h;) csoporttdbldbdl kivdlasztunk 4 olyan
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~

elemet, amelyek két sort és két oszlopot fognak le, tehdt az ay, @y, aj, a;
elemeket (i =, k #1) akkor

(ap)”'ay=(gm) "(gh) =hi 'h

: (ap)~'a;=(g;m) "(gh)=hg 'y,

és

tehdt (ay)~'a;=(ay) 'a;. Ez azt jelenti, hogy egy téglalap négy sarkd-
ban dll6 elem koziil hirom egyértelmiien meghatdrozza a negyediket;
a fent példaként felhozott 5-6drendii latin négyzet azonban nem rendel-
kezik ezzel a tulajdonsdggal, hiszen van benne 2 téglalap, amelynek
3—3 csticsdban ugyanaz a 3 elem dll, de a negyedikben nem, amint azt
az aldbbi dbra mutatja

AL'B. C| D:E
B Cud | E=D
B DA A€
C E|D B A4
DA AR CEB

Megjegyzend§, hogy minden latin négyzet értelmezhetd mint egy
kvdzi-csoport szorzdstdbldja és megforditva: minden véges kvdzi-csoport
szorzastdbldja latin négyzet. Véges kvdzi-csoportnak neveziink egy
véges halmazt, ha abban definidlva van egy miivelet, melyet szorzdssal
jelolve igaz, hogy ha a=b és c tetszbleges akkor ac#bc és ca#cbh.
Egy véges kvdzi-csoport akkor és csak akkor csoport, ha az ab miivelet
asszociativ. Az is konnyen beldthatd, hogy egy latin négyzet akkor (és
mint ldttuk csak akkor) csoport szorzdstdbla, ha rendelkezik azzal a
tulajdonsdggal, hogy benne egy ,,téglalap” hdrom csucsdban 4116 elem
meghatdrozza a negyediket, tehdt ha abbdl, hogy a;,, =di,, @iy, =
=iy, €S @, =a;y, kovetkezik, hogy a;, =a;,,. Ha ugyanis (a;;)
(i,j=1,2, ..., n) egy n-edrendli latin négyzet, az A4, A4,, ..., A, jelek-
bél, amelyben egy ,téglalap” 3 csticsa meghatdrozza a negyediket,
feltehetjiik, hogy az elsé sor és az elsé oszlop elemei 4,, 4,, ..., 4,
(ebben a sorrendben); ezt a sorok és oszlopok dtrendezésével elérhet-
juk. Definidljuk az A4, ..., A, elemekbdl dll6 G kvdzi-csoportot Ggy,
hogy A,A,=a,,. Ha A;A,=A, és A;A;=A,, akkor

a“-=aj[, a1,=ajk éS a1j=a11
tehdt a;=ay, vagyis A(A;A,)=(A;4;)A,. Ezzel bebizonyitottuk az

asszociativ térvényt abban a specidlis esetben, amikor 4,4;,= A, . Ebbdl
azonban mdr konnyen nyerjik, hogy az dltaldnos esetben is igaz az
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asszociativ torvény, ugyanis, legyen 4, 4;=A4,, AA;=A, é A4, = A,
akkor
ajj=4,=a,, a =4,=ay
és
ay=AA,=A(A;4)=(AA) A=A A =ay,

tehdt a; =a,, vagyis A,(4;4,)=(A4;4;)A,, amit bizonyitani akartunk.

A latin négyzeteket leggyakrabban mezdégazdasdgi (névénytermelési
és ndvénynemesitési) kisérletek tervezésénél haszndljak. Ha példdul n
kiilosnboz8 vet6magot vagy n-féle kezelést (trdgydzdst stb.) akarunk
dsszehasonlitani, és a talajminGség két egymdsra merdleges irdnyban
valé vdltozdsdnak hatdsdt a lehet&ségekhez képest ki akarjuk kiiszo-
bolni, célszerli a kisérletek céljara rendelkezésre dll6 foldteriileten egy
n* egyforma négyzetalaki parcelldbdl 4ll6 teriileten elvetni az n féle
magot (ill. alkalmazni az n kezelést) tigy, hogy mindegyik magfajtdt
(ill. kezelést) n parcelldban vetjiik el (ill. alkalmazunk) egy latin négyzet-
nek megfeleléen. Ha most egyszerre akarunk » magfajtdt és n kezelést
dsszehasonlitani, kivdnatos olyan kisérleti elrendezést vdlasztani, amely-
nél minden magfajta minden kezeléssel egy (és csak egy) parcelldn van
kombindlva. Ez esetben, ha az i-edik sor j-edik parcelldjdban a k-adik
magfajtdt vetjiik el és az l-edik kezelést alkalmazzuk, akkor legyen
a;=k és b;;=1. A kisérlet akkor nydjtja tehdt a legtobb informaciot
az egyes magfajtdk és a kezelések Osszehasonlitdsdra, ha amellett, hogy
(a;;) és (b;;) egy-egy az 1, 2, ..., n szdmokbdl dll6 n-edrendii latin négy-
zetet alkot, az a feltétel is teljesiil, hogy az (a;;, b;;) rendezett szimpdrok
(i,j=1,2,...,n) mind kiilonbozbek; ez esetben az (a;;) €s (b;;) latin
négyzeteket ortogondlisnak nevezziik.

Példdul az elgbb felsorolt 12 3-adrendii latin négyzet koziil az els6
és a mdsodik ortogondlisak, amit beldthatunk gy, hogy szuperpondl-
juk Gket, vagyis egy 3 X 3-as mdtrix minden mez8nyébe egy rendezett
jelpdrt irunk be, amelyek elsG eleme az elsd latinnégyzet eleme, mdsodik
eleme a mdsodik latin négyzet megfelel§ eleme:

AA BB CC
BC+.CA - AB
CB AC BA

El8fordul olyan eset is, amikor nemcsak kétféle tényezd (pl. vets-
mag és miitragya-Osszetétel megvdlasztdsa) hatdsdt akarjuk egyetlen
kisérletbdl kiértékelni, hanem ezeken kiviil mds tovdbbi tényezSket is
varidlni akarunk (pl. a vetés idGpontja, az 6nt6zés mennyisége stb.).
Ehhez még Osszetettebb kisérleti elrendezésekre van sziikségiink,
mégpedig kettGnél tobb ortogondlis latin négyzetre. Altaldiban m darab
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n-edrendii latin négyzetbdl dllé rendszert ortogondlis rendszernek neve-
ziink, ha bdrmely két a rendszerhez tartozé latin négyzet ortogonalis.
Véges testek segitségével a kovetkez8képpen lehet ortogondlis latin
négyzet-rendszereket konstrudlni.
Legyenek a GF(P) véges test elemei g, ...,gp_;, ahol g,=0 a
test 0-eleme. A GF(P) test elemeibdl dllé L, (h=1,2, ..., P—1) P-ed-
rendli latin négyzetet definidljuk a kovetkezSképpen: L,=(a,;,), ahol

Qyij = En8i T & (i, ] =001 5 P=1).

Nyilvdnvald, hogy minden A-ra L, valdban latin négyzet, tekintettel
arra, hogy a g,g;+g; elemek (i=0, 1, ..., P— 1) minden rogzitett j-re
GF(P) elemeinek egy-egy permutdcidjat alkotjdk és hasonléképpen a
&8&i+g; (j=0,1,.., P—1) elemek is minden rogzitett i-re egy-egy
permutdcidjdt adjdk GF(P) elemeinek, hacsak h0. Azt is koénnyii
beldtni, hogy az L, (h=1, 2, ..., P—1) latin négyzetek koziil badrmely
ketté ortogondlis, hiszen ha /h, #h, a

B8t By = 8n 8 g
LR e g iy 2 A

egyenletekbdl kévetkezik, hogy g,,(g:, —gi,) = 8,(8:, —g&i,) tehdt
gi, =&, € igy g;, =g;,, vagyis az (a,,;;, ay,;,) elempdrok mind kiilén-
bozoek. Példdul legyen P =35, akkor ezzel az eljdrdssal a kdvetkezd 4

pdronként ortogondlis 5-6drendii latin négyzetet nyerjiik (0 helyett 5-6t
irunk).

51234 122 3.4
12345 23451
23451 45123
34512 1528 405
4523 I e
52734 312324
347°5-1-2 45123
1:2:3=4-5 374 4D
45123 23451
Zr gty 1 2: 3475

Vegyiik észre, hogy a 4 latin négyzet ugyanazoknak a soroknak a permu-
tdcioibol dll. Erdekes megjegyezni, hogyha e 4 latin négyzetet szuper-
ponaljuk az igy nyert mdtrix az 1, 2, 3,4, 5 szamok 25 olyan 4 elemii

......

legfeljebb egy helyen egyezik meg.
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Konnyen beldthato, hogy e rendszer nem bgvithets, tehdt egy tetszd-
leges az 1,2,3,4,5 szamokbdl képezett 4-edrendii varidcié a fenti
madtrixban dll6 valamelyik varidcioval legaldbb 2 helyen megegyezik.

Ilyen médon tehdt megmutattuk, hogy ha P primszdmhatvdny,
akkor konstrudlhaté P—1 darab pdronként ortogondlis P-edrendii
latin négyzet. Nyilvanvald, hogy N darab pdronként ortogondlis N-ed-
rend(i latin négyzet semmilyen N-re nem létezhet (N =2, 3, ...). Legye-
nek ugyanis L,, ..., L, pdronként ortogondlis N-edrendii latin négyze-
tek. Ha két latin négyzet ortogondlis, az elemeiket barhogyan is permu-
tdlva (dtjeldlve) ortogondlisak maradnak; feltehetjiik tehdt, hogy az
L, ..., L, latin négyzetek mindegyikében az els6 sorban az 1,2, ..., N
szamok dllnak természetes sorrendben; legyenek most az L,, L,, ..., L,
latin négyzetek mdsodik sordnak elsG elemei rendre ¢; (i=1, 2, ..., r).
Nyilvdanvald, hogy a ¢; (i=1, 2, ..., r) szdmok egymdstol és 1-tdl kiilon-
boz8k kell, hogy legyenek, tehdt r = N —1. Vagyis a fenti konstrukcid
minden P primszdmhatvdnyra maximalis szdmu pdronként ortogondlis
latin négyzetet szolgdltat.

Specidlisan ha N =2, akkor tehdt nem adhaté meg két ortogondlis
latin négyzet. Ha N nem primszamhatvany N =p$ip32...p%, ahol
PisPos --»Ps Primszamok (s=2) és o; =1, akkor a GF(pf7) véges testek
segitségével megkonstrudlhatunk r=min (pf—1) szdmu ortogondlis

N-edrend(i latin négyzetet. Az egyszer(iség kedvéért az eljdrdst csak
arra az esetre mutatjuk be, ha N két kiilénb6zg torzstényez6t tartalmaz,
vagyis N=P-Q ahol P=p* Q=¢q", p és q kilonb6z8 primszamok,
Vizsgéljuk a c¢=(a, b) parokat ahol a€ GF(P) és be GF(Q). Az (a, b)
pdrokra a kovetkez86 modon definidljuk az Osszeaddst és a szorzdst

(@4, b)) +(ay, b)) = (a, +as, by +b,)
(@, b)) (ay, by) = (a,a, b,by)
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ahol természetesen az a, +a, és a,-a, miveletek GF(P)-ben, a b, +b,,
b, +b, miiveletek GF(Q)-ban végzenddk el.

Az (a,b)(a€GF(P),bcGF(Q)) pdrok I' halmaza e miiveletek
fenti értelmezése mellett egységelemes kommutativ gytir{it alkot, amely
azonban nem test, hiszen nem zérusosztomentes, mivel a gyfirii 0-eleme
nyilvdan a (0, 0) elem és (0, 1):(1,0)=(0, 0). E gyliriben azoknak és
csak azoknak az (a, b) elemeknek van inverze, amelyekre a0 és b 0.
Hai GF(P) celemeit ag;=0,a;, a, :..;.ap-1; GF(Q) eleméit - b,=0;
by, by, ..., by_, jelolik, és P<Q, vizsgdljuk a I' gylirli y,=(a,,b,)
elemeit (h = 1,2, ..., P—1); ezek mindegyikének van tehdt inverze .
I'-ban, és a y,—y,, elemeknek (4, i'=1, 2, ..., P—1; h#h’) szintén van
inverzik.

Legyen y,=(0, 0) és jeloljék I' tobbi (tehdt PO — P elemét vala-
milyen sorrendben yp, Ypi1, .5 Vpo—1, €s definidljuk az L, =(a;;)
mdtrixokat (h=1,2, ..., P—1;i,j=0,1, ..., Py_,) a kovetkez6képpen:

pij = VwYiTVis

ahol a miiveletek a I' gy(iriben végzendGk. Nyilvdnvaléan L, PQ-rendii
latin négyzet (h=1, 2, ..., P—1), és azt is konnyen beldthatjuk, hogy e
latin négyzetek paronként ortogonalisak.

E konstrukcio segitségével bdrmely olyan m =1 pozitiv egész szdmra,
amely 4k, 4k +1 vagy 4k + 3 alakd, tudunk konstrudlni két m-edrendii
ortogondlis latin négyzetet, hiszen egy ilyen szamot felirva primszdm-

hatvdnyok szorzataként m= [] p% alakban min (pj—1) = 2. Ha

i=1 i
azonban az m szdm 4k + 2 alaku, e konstrukcio nem alkalmazhatd, mert
akkorp, =2,0;=16ésigy min (p¥i—1)=1. TARRY [15] 1901-ben bebizonyi-

i
totta — amit mdar EULER sejtett — hogy nem is létezik két ortogondlis
6-od rendi latin négyzet.

EULER azt is sejtette, hogy dltaldban semmilyen 4k +2 alaka m
szamra nem létezhet két ortogondlis m-edrendl latin négyzet. Csak
1960-ban bizonyitottdk be Bose, SHRIKANDE és PARKER [16], hogy EULER
sejtése csak 6-ra igaz, tehdt minden 6-ndl nagyobb 4k +2 alaka m
szamra létezik két ortogondlis m-edrendii latin négyzet.'®

Jelolje r(m) az m-edrendli pdronként ortogondlis latin négyzetek
maximadlis szdmdt. A mondottak szerint tehdt r(m)=2 hacsak m=3
és m#=6, és ha m primszdmhatvdny, akkor r(m) = m—1. Az r(m)
fliggvény pontos értékének meghatdrozdsa Osszetett m-ekre megoldat-
lan. Ismeretes, hogy ha m =1 mod 4 vagy m=2 mod 4 és m nem allit-

12 [1]-ben szerepel explicite két 10-edrendli ortogondlis latin négyzet.
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hat6 el8 két négyzetszdm Osszegeként, akkor r(m)<m —1. Ez Bruck
és RYSER [8] mdr emlitett tételébdl kovetkezik, mely szerint ilyen m-ekre
nem létezik m-edrendii véges geometria. Ugyanis R. C. Bose [17] bebi-
zonyitotta, hogy ha egy m szdmra r(m) = m— 1, akkor 1étezik m-ed-
rend{i véges geometria (ldsd [18]-at is).

Ahhoz, hogy beldssuk, hogy m —1 m-edrendi ortogondlis latin
négyzet exisztencidjabol kovetkezik. hogy Iétezik m-edrendli véges
geometria, el@szor a P—1 darab P-edrendii ortogondlis latin négyzetre
az elbb adott konstrukciéra adunk egy geometriai interpretdciot.

A PG(P) véges geometridban jeldlje E, az. [1,0, 0] egyenest, és
jeloljék A és B az azon fekvd pontok koziil a (0, 1, 0) ill. (0, 0, 1) ponto-
kat. Az E, egyenesen az A és B pontokon kiviil tovdbbi P—1 pont
fekszik, amelyeket a kovetkezGképpen jeloliink: legyen Q. a (0,z, 1)
pont ahol z végigfut GF(P) &sszes 0-tél kiilonbozs elemein. Minden
z-re (z€ GF(P), z#0) definidljuk az L, mdtrixot a kovetkezGképpen:
Legyen E,(x, y) az az egyértelm{ien meghatdrozott egyenes, amely a Q,
és (1, —x, y) pontokon dthalad.

Nyilvdn ha E.(x, y)=[a, b, ], akkor

a0+bz+c =0
€s
a—bx+cy =0

tehdat ¢ =—bz, és a = b(yz+x).
Mivel bh#0 (mert egyébként a=b=c=0 volna) vdlaszthatjuk b
értéket 1-nek, tehdt
E(x,y) = [zy+x,1, —z].

Midrmost ha a,,,-al jeloljiik E.(x,y) els6 koordindtdjdt, tehdt
a,., = zy+x, akkor nyilvdn L,=(a.,,) (ahol x é y GF(P) elemein
futnak végig meghatdrozott sorrendben) minden z-re latin négyzet lesz,
és ez a P—1 latin négyzet paronként ortogondlis lesz.

Megforditva, legyen adva m —1 darab pdronként ortogonalis
m-edrendii L.=(a.,,) latin négyzet, amelynek elemei az 1,2,...m
szdmok, ahol x,y=1,2,...,mz=1,2,...,m—1. Ezen ortogondlis
latin négyzet-rendszer segitségével a kovetkez6képpen konstrudlhatunk
egy m-edrendli I' véges geometridt. I pontjai legyenek egyrészt a (x, y)
szampdrok, (x, y=1, 2, ..., m) tovdbbd a z szdmok (z = 1, 2, ..., m—1),
végiil az A és B szimbdlumok; igy Osszesen m?+m+1 ,,pont”-ot
definidltunk. I' egyenesei legyenek a kovetkezdk:

1. Az E, egyenes, amely az 1,2,...,m—1, A é B ,,pontok’-at
tartalmazza.



60

2. Minden z-re €s j-re azok az (x, y) szdmpdrok, amelyekre a,,, =/

tovdabbd a z ,,pont”, alkossanak egy egyenest (z = 1,2, . ,m—
—l 2.5 ).

3 (1<v*m) minden rogzitett értékére az (x, y) szdmpdrok
=T, 2 ., m) €és az A pont alkossanak egy egyenest.
4. x (léxém) minden rogzitett értékére az (x, y) szdmpdrok
(y=1,2,....,m) és a B pont alkossanak egy egyenest.

Ilyen médon 1+m(m—1)+2m = m*+m+1 ,egyenest” defi-
nidltunk, amelyek mindegyikén nyilvdnvaldéan m+ 1 pont fekszik; az is
konnyen beldthatd, hogy minden ,,ponton” m+1 ,,egyenes” halad dt.
A latin négyzetek feltételezett ortogonalitdsibol kovetkezik, hogy
akdrhogy vdlasztunk egy (x, y) €és egy (x’, »") elempdrt tigy, hogy x == x’
és y # " van egy és csak egy z, amelyre a.,, = a.,,.. Ennek felhaszndldsd-
val konnyen beldthatd, hogy bdarmely két ,.egyenes’-nek egy és csak
egy kozos ,,pont”-ja van, és barmely két ,,pont”-on dt egy és csak egy
,egyenes” halad. Nyilvdnvaléan az A, B, (1,0) és (0, 1) ,,pont”-ok
koziil nem fekszik 3 egy egyenesen. Ilyen modon ha egy m szdmra
létezik m —1 ortogondlis latin négyzet, akkor létezik egy m-edrendii
véges geometria is, és éppen ezt akartuk bebizonyitani.

>

(x

4.§. Hadamard-matrixok

Egy A=(a;;) nXn-es mdtrixot, amelynek elemei mind (+ 1)-gyel
vagy (—1)-gyel egyenl6k, Hadamard-féle mdtrixnak neveznek, ha sor-
vektorai pdronként ortogondlisak, vagyis

(4.1) Z(l;jahj:(), ha 1§I</1§n
Jj=1

Ebbsl mdr kovetkezik, hogy az A madtrix transzpondltja is Hadamard
matrix.

Az Hadamard-matrixok eredetileg az Hadamard-féle determindns-
tétellel kapcsolatban merdiltek fel. E tétel szerint ha A =(a;;) egy tetszd-
leges valds elemli n X n-es mdtrix, és ennek determindnsa |4| akkor

(4.2) ]2 = 1] [2 a,?j]

Ha A elemei mind + 1-gyel vagy — 1-gyel egyenldk, (4. 2)-ben akkor
¢és csak akkor dll fenn egyenl&ség, ha 4 Hadamard madtrix; ugyanis
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ha A Hadamard madtrix, akkor az A4,= [—'J madtrix  ortonormadlt,
n

tehdt determindnsdnak értéke =+ 1, vagyis ha 4 Hadamard matrix

(4.3) AP = |4y 20" = 17[2 a,?,J :

i=1\j=1

Megforditva, mivel n egységvektor determindnsa az egységvektorok
dltal kifeszitett szimplex térfogatinak n!-szorosa, abbol, hogy ez a
determindns 1 kovetkezik, hogy az egységvektorok pdronként ortogo-
ndlisak, tehdt ha egy +1 elemekbdl dll6 A =(a;;) mdtrixra (4. 2)-ben
egyenldség dll fenn, az sziikségképpen Hadamard-métrix (ldsd ezzel
kapcsolatban Szekeres GYORGY és TURAN PAL [19] dolgozatdt). Az
Hadamard-mdtrixok ujabban fontos alkalmazdsra taldltak az informdcio-
elméletben, a hibajavito ill. hibajelz8 kddok elméletében. Ezért Gijabban
még fokozottabb érdeklGdéssel vizsgdljdk az Hadamard-mdtrixok
exisztencidjdnak és konstrukcidjdnak problémdjdat. A probléma azonban
dltaldnossdgban még megoldatlan. »=2-re nyilvdn létezik Hadamard-

mdtrix, t.i. az || _ mdtrix. Kénnyen beldthatd, hogy ha n =2, n-ed-

rendli Hadamard-madtrix csak n-nek 4-gyel oszthatd értékeire 1étezhet.
Ha ugyanis 4=(a;;) egy + l-edrendli Hadamard-mdtrix, feltehetjiik,
hogy elsd sora csupa + 1-bél dll; ugyanis ha egy Hadamard-mdtrix
tetszGlegesen kivdlasztott oszlopait — l-gyel végigszorozzuk, a nyert
madtrix Ujbol Hadamard-mdtrix marad. Ha az elsé sor csupa + 1-bdl
all, akkor a mdsodik sorban ugyanannyi + l-nek és — I-nek kell dllnia,
n

tehdt n sziikségképpen pdros. Feltehetjiik, hogy a mdsodik sor elsd )

eleme +1 ¢és utolso % eleme — 1, ugyanis egy Hadamard-madtrix oszlo-
pait tetszGlegesen permutdlva ujbol Hadamard-mdtrixot nyeriink.

Legyen most a harmadik sor elsg % eleme kozott k darab + 1, akkor

7 elem kozott Eud —k darab + 1-nek kell lennie, ahhoz, hogy

2 2
a harmadik sor az elsével ortogondlis legyen; ahhoz azonban, hogy a
harmadik sor a madsodikkal is ortogondlis legyen az kell, hogy k =
= —; —k, tehdt k= %legyen, vagyis n sziikségképpen 4-gyel oszthatd
szam kell, hogy legyen. Igen valdszinii, hogy minden 4-gyel oszthaté
n-re létezik n-edrendli Hadamard-madtrix, ez azonban nincs bizonyitva.
A Kronecker-féle determindns-szorzds (ldsd [20] 69. 0.) segitségével

az utolso
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konnyen beldthatd, hogy ha létezik n-edrend(i és m-edrend{i Hadamard-
mdtrix, akkor létezik mm-edrendli Hadamard-mdtrix is. E §-ban meg
fogjuk mutatni, hogy ha P=p", ahol p pdratlan primszdm, n=1 és
P=3mod 4, akkor a GF(P) véges test segitségével konstrudlhat6 egy
P+ 1-rendli Hadamard matrix. Igy pl. n aldbbi értékeire tudunk konstru-
dlni n-edrendli Hadamard-madtrixot:

2,4, 8,12, 20, 24, 28, 32, 44, 48, 60, 68, 72, 80, 84, 104, 108, 112.

Mivel 16=4-4, 40=2.20, 56=2-28, 64 =232, 88=2-44, 96=2-48,
tehdt a fentemlitett megjegyzés szerint ezen értékeire is konstrudlhatd
n-edrendli Hadamard-mdtrix. Ha n =36, 52, 76, 92 és 100, mds mdd-
szerrel (ldsd [21], [22]) sikeriilt Hadamard-mdtrixot szerkeszteni; igy n
legkisebb értéke, amelyre még ismeretlen, hogy Ilétezik-e n-edrendii
Hadamard-mdtrix, n=116. .

A fentemlitett konstrukcio (ldsd [21]) a kovetkez8képpen végezhetd
el. Legyen P=3mod4 és w egy primitiv gyok GF(P)-ben, legyen
S=0cs gr=ats (=120 P =1,

Legyen n = P+ 1. Az A n X n-es mdtrix sorait és oszlopait szdimoz-
zuk meg 0-t6l P = (n — 1)-ig. Azels sora és oszlopa dlljon csupa + 1-esbél;
legyen tovdbbd a;, ;4, =1 (0=i=p—1,0=j=p—1), ha g, —g; négy-
zetes maradék G F(P)-ben, vagyis ha g;—g; = gu; ellenkezd esetben

legyen a;., ;», =—1. Bebizonyitjuk, hogy az igy konstrudlt madtrix
Hadamard-féle. Ugyanis az i-edik sorban nyilvdn eggyel tébb + 1 4ll,

: ; : ; o 1
mint ahdny j-re g;—g; négyzetes maradék, tehdt P—2—1+1 = P%

¢és igy ugyanannyi —1 dll. Mdrmost a h-adik és i-edik sorban eggyel
tobbszor dll két megfelelS helyen + 1 ahdny j-re g, —g; és g; —g; mind-
ketten négyzetes maradékok.

Mdrmost, ha g, —g; = x* és g;,—g; = ), akkor g,—g; = x*—y
és megforditva: g,—g; minden x®>—)* alakban vald elGdllitdsdhoz
tartozik j-nek egy értéke, amelyre g, —g; = x* és g; —g; = y®. Mdrmost
mivel mdr emlitettiik, (ldsd [10]) érvényes a kdvetkezd

Lemma: Ha P=3mod4 a GF(P) test minden a0 eleme
f—:-—l -féleképpen dllithatd el6 a GF(P) testben két négyzet kiillonbsé-
geként.

Bizonyitas. Legyen P =3 mod 4; legyen w egy primitiv gyok GF(P)-
ben és jelolje 4 GF(P) azon elemeinek halmazdt, amelyek ,,négyzetes
maradékok”, tehdt amelyek w®* alakban dllithaték el8 (és igy van

négyzetgyokiik G F(P)-ben) [k:O, 1, ,P—;}] . Jelélje B GF(P) azon

2

0-tdl kiilonb6z8 elemeinek halmazdt, amelyek nem négyzetes maradé-
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P

—3
kok, tehdt amelyek w?*1 alakban [k=0, [ ——2—] dllithatdk elé.

A és B egyardnt PT—! elemet tartalmaznak, és egytittvéve a 0 kivételé-

vel GF(P) 0sszes elemeit tartalmazzdk. Jelélje N(d) az a—a" = d

egyenlet megoldasamak szdmdt, ahol a és a’ A tetszSleges elemei.

Nyilvdn ha a—a = 1, akkor ax>—a’x?* = x*; mivel ha a€A4 és x=0,

akkor ax?€ A4 és megfordltva tehdt ha d € A, N(d) =N(1). Mivel —1€B,

tehdt ha a€ A, akkor —a¢€ B és megforditva, ha b€ B, akkor —b€ A.

Ily médon, ha d€ B akkor N(d) = N(—d), vagyis N(d)=N(l) akkor
P,

is, ha d€ B. Végill N(0) = -—;—l . Mivel az a—a’ kiilonbségnek szdma

2
[P_—gl] , ha N(I)=N akkor

PN Pl
[ 5 ]: 5 +P=1)N

tehadt

P-3
vagyis az a—a’ = d egyenletnek minden d#0-ra — megolddsa

van. Ebbol kovetkezik, hogy ha N*(d) jeloli d eloalhtasanak szamat
d = o —o’ alakban, ahol « és o” az 4 halmaz elemeibd] és a 0-bdl 4116
A* halmaz elemei, — mads széval N*(d) jeloli d elGdllitgsainak szdmadt

GF(P)-ben, két négyzet kiillonbségeként, akkor tehdt N*(d) = P%}
e P+1 iR ; :
ha d#0]és N*(0) = IR, Ezzel a lemma 4llitdsdt bebizonyitottuk.

E lemma szerint, ha h=i, pontosan . olyan j van, amelyre

ay,=a;,=1. Vizsgdljuk meg most, hogy hdny olyan j van, amelyre
a,,j = a =—1.Ez nyilvan akkor teljesiil, ha g, — gJ ——x €sg;,—g; =
=—y% ‘ahol x=0 & y#0, tehdt ha g;—g, = x2—y*; mivel g;—g,

a lemma szerint 1—)—_—3 féleképpen dllithatd el két 0-tol kiulonbozé

4
P+5
négyzet kiilonbségeként, tehdt a h-adik és az i-edik sorban e =
+PT—3 = 1)T+1 helyen 4ll ugyanaz a szdm, tehdt j-nek PT+1 értékére
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lesz @, —a;, =+1 ¢&s igy ugyanannyi j-re lesz a,,—a;, = —1, vagyis a
madtrix A-adik €s i-edik sora valdéban ortogonadlis.

Példaként konstrudljunk a fenti mddszerrel egy 8-adrendli Hada-
mard matrixot; mivel mod 7 a négyzetes maradékok 1, 2, 4 és 3 primitiv
gyok mod 7, a szébanforgd madtrix a kovetkezd lesz:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 —1 1 —1 I —I1 1 —1
1 —1 —1 1 I —1 —1 1
1 1 —1 —1 —1 —1 1 1
I —1 —1 1 —1 1 1 —I1
1 1 1 I —1 —1 —1 —1
1 —1 1 —1 —1 1 —1 1
1 I —1 —1 1 1 —1 —I1
Ha A=(a,;) egy n-edrendli, +1 elemekbdl 4116 madtrix, definidljuk
a [0, 1) intervallumban az fi(x) figgvényeket (i=1, 2, ..., n) a kdvet-

s

kezéképpen: fi(x)=a;; ha =x=< % (j=1,2,...,n). Nyilvdn-

vald, hogy ha 4 Hadamard-mdtrix, az f,(x), ..., f,(x) fiiggvények orto-
normdlt fiiggvényrendszert alkotnak a [0, 1) intervallumban és meg-
forditva: ha az fi(x) fluggvények pdronként ortogondlisak, akkor A
Hadamard-matrix.

Vegyiik észre, hogy a fentebb megkonstrudlt 8-adrend{i Hadamard-
mdtrixhoz tartozé fi(x) (i=1,2, ...,8) fliggvények azonosak az els§
8 Walsh-fliggvénnyel. Az egyes sorokhoz tartozd filiggvények az
Ry(x), Ry(x), Ry(x), Ry(x) Rademacher-fiiggvényekkel a kovetkez8kép-
pen fejezhetGk ki: :

[)=Ry(X), f)=Ry(x), fo(x)=Ry(0)Ry(x), fi(x) =R, (x)Ry(x),
fs(\) =R 1 (\’) Rz(x) Rz(-\'), f s(v\') =R 1 (x)’
Jilx) = Rl(-\')Ra(x)’ f s(«\') = Rz(x)

(ahol R,(x)=sign (sin 2mx) i=0,1, 2, 3; 0=x < 1); megforditva az els§
2" Walsh-fliggvény segitségével minden n-re konstrudlhatunk egy 2"-ed-
rendli Hadamard-mdtrixot.*® Ily médon konstrudlhatunk pl. egy 16-od-
rend(i ill. 64-edrendii Hadamard-médtrixot amely esetben a véges tes-
tekre alapozott konstrukcié nem haszndlhaté kozvetleniil, hiszen 15
ill. 63 nem primszdimhatvdnyok.

13 2"-rendli Hadamard-matrixot mar Sylvester konstrualt; lasd [23].
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5.§. Differencia-bazisok

Legyen G egy n elemii Abel-csoport; a csoportmiivelet legyen
osszeaddsként jelolve. (A csoport egységelemét tehdt O-val jeloljiik.)
Legyen D a G csoport elemeinek egy k kiilonb6z8 elemébdl dll6 rész-
halmaza, amelynek az a tulajdonsdga van, hogy G barmely g0 eleme
pontosan A-féleképpen irhaté fel g = d—d’ alakban, ahol de€D és
d’€D. Egy ilyen D halmazt (n, k, A)-differencia-bdzisnak neveziink.
A definiciobdl azonnal kovetkezik, hogy

6. 1) An—1) = k(k—1)

hiszen D elemeibdl k(k—1) szdml d—d’ (d#d’, d, d’ € D) differencia
képezhetd, és ha G minden 0-t6l kiilonb6zd eleme A-szor dllithatd eld,
akkor (5. 1)-nek teljesiilnie kell. Nyilvdnvalo, hogy ha D=(d,, ..., d;)
egy (n, k, A) differencia-bdzis G-ben és g a G csoport egy tetszleges
eleme, akkor (d,+g, dy+g, ..., d.+g) is egy (n, k, A) differencia-bdzis
G-ben.

Az a kérdés, hogy mely (n, k, A) szdmhdrmasokra Iétezik egy
n-edrendli G csoport és abban egy (n, k, A)-differencia-bdzis, nincs teljes
dltaldnossdgban eldontve. Tobb sziikséges feltétel és kiilonbozd kon-
strukcids eljdrdsok ismeretesek; ezek koziil mi itt csak azokkal fogunk
foglalkozni, amelyek a véges testek €és véges geometridk elméletébdl
nyerhetdSk.

Minden n-edrendli G Abel-csoportban D =G egy trividlis (n, n, n)
differencia-bdzis; tovabbd ha D G-bdl a 0 elem kihagydsdval szarmazik,
akkor D nyilvdn (n, n—1, n—2) differencia-bdzis; e trividlis esetekkel
nem fogunk foglalkozni.

El8szor egy Singert8l [24] szdarmazd konstrukciét mutatunk be;
az egyszerliség kedvéért arra az esetre szoritkozunk, amikor P=p
primszdm, bdr a konstrukcid tetsz6leges P primszdamhatvdnyra is végre-
hajthato. |

Legyen p egy primszdm, akkor egy (p®>+p+1, p+1, 1) differencia-
bdzist a kovetkezSképpen konstrudlhatunk. Legyen GF(p) a mod p
maradékosztdlyokbdl dllé6 véges test, és PG(p) a GF(p) segitségével
konstrudlt véges geometria. A GF(p®) véges testet, mint ldttuk, elG-
dllithatjuk egy mod p irreducibilis 3-adfokt O(x) = x®+ ¢,x* +¢,x + ¢,
polinom segitségével, mint az a,+ a;x + a,x* polinomok Jsszességét,
amelyben a miiveletek modd (p, Q(x)) végzendSk el. Mdrmost legyen
w egy primitiv gyok GF(p®)-ben. Konnyen beldthatd, hogy ez esetben
o eleget tesz egy (GF(p®)-ben) egy O(w)=0 egyenletnek, ahol Q(x) =
= X*+qux*+q,x+¢q, egy mod p irreducibilis polinom. Allitsuk el§
a GF(p®) testet ezen Q(x) polinom segitségével, mint az a,+a,x +
+a,x* polinomok testét modd (p, Q(x)).

5 Matematikai Lapok 1—2
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A PG(p) véges geometria pontjaibdl a kovetkezSképpen konstrudl-
hatunk egy G csoportot. Az (a,, a,, a,) és (b,, b, , b,) pontok ,,0sszegét”
definidljuk a kovetkez8képpen:

(a9, ay, ay) +(by, by, by) = (cy, €5 C3)
ha GF(p?)-ben

(ag+ a1 x + asx®)(by + by x + byx?) = cy+ ¢y x + cox2.

Konnyen beldthatd, hogy a szorzds fenti definicidja fiiggetlen attdl,
hogy a pontok mely projektiv koordindtdkkal valoé elGallitdsdt vdlaszt-
juk. Az egységelem szerepét nyilvdn az (1, 0, 0) pont jdtssza. Az, hogy
a definidlt miiveletre nézve PG(p) pontjai valoban csoportot alkotnak,
abbol kovetkezik, hogy GF(p?) test.

Megmutatjuk most, hogy az igy konstrudlt G csoport ciklikus;
ugyanis, mivel w primitiv gyok GF(p®)-ben, nyilvinvaléan GF(p?)
0-t6l kiilonbozs elemei w* alakban is el@dllithatok (k = 1,2, ..., p* —1)
és mivel GF(p) elemei nem mdsok, mint GF(p®) azon x elemei, ame-
lyekre xP~1=1, tehdt GF(p) elemei azonosak az @'®**+rP+D)
(Il =1,2,...,p—1) elemekkel. Ennélfogva ha a,+ a0 + a,0* = o* és
A egy tetsz8leges maradék mod p, akkor A= P**P+1) tehit

Aay+ a0+ Aa,0® = @f i@ e+l

fgy tehdt, ha o* = o +aPw+aPw? ahol k = 1,2, ..., pPP+p+1,
akkor (a{®, a®, af) PG(p)-nek kiilonbdz8 pontjai lesznek, vagyis igy
megkapjuk PG(p) Osszes pontjait. Mivel a G csoportban definidlt cso-
portmiivelet 0gy is leirhatd, hogy ha a,+a,0+a0* = &' és
by+b,o+b,0* = w’, akkor

(52) (ao’al’a2)+(b03b17b2) T (co’clac2)

ahol c¢,+c¢,0+cw®* = w't, tehdt a G csoport nyilvdnvaléan cik-
likus, és generatoreleme pl. a (0, 1, 0) elem.

Mdrmost bebizonyitjuk, hogy az igy definidlt n = p*+p+1 rendii
csoportban egy tetsz8leges egyenes p+1 pontja (p>+p-+1,p+1,1)
differencia-bdzist alkot. A bizonyitdst a rovidség kedvéért csak az
E=]0, 0, 1] egyenesre végezziik el, amelynek pontjai azok az (a,, a,, a,)
pontok, amelyekre a, =0. Mdrmost vizsgdljuk meg, hogy a G csoport
egy tetszdleges (b, by, by) #(1,0,0) eleme hdnyféleképpen dllithat
el6, mint az E egyenesen fekvd két pont ,.kiilonbsége” a G-ben defi-
nidlt csoportmiivelet értelmében. Ehhez azt kell csak megvizsgdlni,
hogy hdny kiilonb6z8 (ay, a;, 0) pontra lesz (ay, a,, 0) +(by, by, by) =
= (cp, ¢, 0). Ha Q(x) = x*+¢,x*+¢q,x+q, akkor ez a feltétel akkor
¢s csak akkor teljestil, ha

(5.3) agby +a,(by —bygqs) = 0
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Viszont az (5.3) egyenlet a b,#0 esetben csak az (aqq, a,,0) =
= (byqy—b,, by, 0) pontra teljesiil, mig a b, =0, b, #0 esetben csak
az (1, 0, 0) pontra teljesiil.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy az E egyenes pontjai (p>+p+1,p +1,1)-
differencia-bdzist alkotnak a G csoportban.

Az (n, k, 1) differencia-bazisokat egyszerii differencia-bdzisoknak
nevezziik.

Az el6zG6 §-ban bebizonyitott lemma szerint, ha P =3 mod 4, akkor
P—1 P-3) .. :

T —4] differencia=
bdzist alkotnak (GF (P) additiv csoportjdban), mig a négyzetek (a négy-

}%, PTH -differencia-bdzist alkot-

nak. (GF(P) additiv csoportjdra nézve).
Bebizonyithato, (l. [25] 92. 0.) hogy ha p egy 16/>+16/+5 alak(

a GF(P) test négyzetes maradckai egy [P,

zetes maradékok és a 0) egy | P,

primszdm, akkor a 4-ik hatvdnyok GF(p)-ben egy [p,p%l,Z] diffe-

renciabdzist alkotnak. Pl az 1,7,9, 10,12, 16, 26, 33, 34 szdmok
(37, 9, 2) differencia-bdzist alkotnak a mod 37 maradékosztalyok additiv
csoportjaban.

Az Osszes eddig konstrudlt differencia-bdzisok ciklikus csoportokra
vonatkoznak ; az ilyen bazisokat ciklikus differencia-bdzisoknak nevezik.
Ha G egy ciklikus csoport, legyen x G egy generdtora, és irjuk a csopor-
tot most multiplikativan; ha D a G csoport elemeinek egy részhalmaza,
amely (n, k, 2)-differencia-bazis, legyenek D elemei x%, x%2, ..., x%, ahol
a;, ds, ..., a, maradékok mod n; az, hogy D(n, k, A) differencia-bdzis,
azt jelenti, hogy az a;—a; differencidk (i=j,i,j=1,2, ..., k)modn
minden maradékosztdlyt pontosan A-szor dllitanak eld. Tehdt egy cik-
likus (m, k, A)-differencia-bdzis egyértelmtiien definidl egy (n, k, 1)-diffe-
rencia-bdzist a mod n maradékosztdlyok additiv csoportjdban.

Ha a,, a, ..., a, mod n maradékok, amelyek a mod » maradék-
osztdlyok additiv csoportjdban (m, k, A)-differencia-bdzist alkotnak,
legyen

5.4) P(x)e= ~Zk’ 22k

Ez esetben fenndll, hogy

(5.5) P(x)P[l]=k—).+/l(1+x+...+x"“1)mod(x"—l).

X

5%



68

2nil
(5.5)-be x=e " -et helyettesitve, ahol / tetszGleges egész szdm,
I#0 mod n, kovetkezik, hogy

(5.6) ’ P ( M)

Specidlisan tehdt, ha p 4k+3 alakt primszdm, azt kapjuk, hogy

2

= k-2

2 1 2

P

T2 2=ile? ; 21ulr2 2 1
(5.7) >e s e
r=0 r=
Legyen
Wl L
2 .2 2 I lr?
A= cos-2—n;— €8F VBE=—GY FSih Lis
r=1 r=1
Akkor tehdt
A4 B = (1+ AP +B = Pi‘l

tehdt 4 =—1 és
2

= (1+24)2+4B* = p

2] 2mlr2

2

(5.8)

Ez az eredmény jol ismert a Gauss-féle Osszegek elméletébsl; tudjuk
ugyanis, hogy ha p=3 mod 4, akkor

Ly 2mile?

(5.9) Ze P Y =T, D)

Megforditva, (5. 9)-b8l levezethetd a 4. § lemmdja.

Valosziniinek 1dtszik, hogy ha Iétezik (n, k, 1) differencia-bdzis,
akkor k—1 sziikségképpen primszdmhatvdny kell, hogy legyen; ezt
k =1600-ra verifikdltdk, dltaliban azonban nincs bebizonyitva. Az dsszes
(n, k, ) ciklikus differencia-bdzisok ismeretesek k= 50-re; dltaldnos
eljdrds azonban az Osszes ciklikus differencia-bdzisok megkonstrualasara
sem létezik.

Ha G egy csoport és D=(d,, d,, ..., d,) egy differencia-bdzis G-ben,
akkor a f egész szdmot a D differenciabdzis multiplikdtordnak nevez-
ziik, ha a (¢dy, td,, ..., tdy) sorozat sorrendt6l eltekintve megegyezik a
d;+g dy+g, ..., d.+g) sorozattal, ahol g a G csoport egy alkalmasan
vélasztott eleme. Példdul, ha D a négyzetes maradékokbdl 4116 diffe-
rencia-bdzis a mod p maradékok additiv csoportjdban, és 7 négyzetes
maradék mod p, akkor ¢ multiplikdtora D-nek. Az (1, 7,9, 10, 12, 16,
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26, 33, 34) differenciabdzisnak pl. 7 multiplikdtora. (Mindkét esetben
g=0.) A multiplikdtorok vizsgdlata fontos eredményekre vezetett.
Igaz pl. a kovetkezd tétel: Ha D egy (n, k, 4)— differencia-bdzis a mod »
maradékok additiv csoportjaban, akkor kK —A minden p primtényezdje,
amelyre (p, n)=1 és p =2, multiplikdtora D-nek. Specidlisan, ha A=1,
akkor n = k(k—1)+ 1 tehdt k — 1 minden primtényezéGije sziikségképpen
relativ prim n-hez; ez esetben tehdt k—1 minden p primtényezSje
multiplikdtora D-nek. Igy példdul p multiplikdtora a fentebb konstrudlt
(p®+p+1,p+1,1) differencia-bdzisnak.

6.§. Blokk-rendszerek

Nem-teljes kiegyensulyozott blokk-rendszernek (réviden: blokkrend-
szernek) nevezik egy n elemii H, halmaz B,, B,, ..., B, részhalmazaibdl
(blokkjaibdl) 4116 rendszert, ha az a kdvetkez§ tulajdonsdgokkal rendel-
kezik:

1. Minden B; blokk a H, halmaz k kiillonbozé elemét tartalmazza,

2. H, minden eleme pontosan r darab B; blokkban fordul eld,

3. A H, halmaz bdrmely két kiilonb6zd eleme pontosan 4 blokk-
ban fordul el§ egyiitt.

Egy blokk-rendszert tehdt 5 szam jellemez: az Osszes elemek szama:
n; a blokkok szdma: b; a blokkok elemszdma: k; az elemek el6forduldsi
szdma: r; az elempdrok el6forduldsi szdima: 4. Ezen 5 szdm koziil azon-
ban nyilvdnvaldan fenndll a kovetkezd két egyenlet:

6. 1) : b-k=n-r
(6.2) rk—1) = A(n—1).

(6. 1) a blokkok elemszdmai 6sszegének kétféleképpen vald kiszdmitdsa
atjdn adddik; b blokk mindegyike k elemet tartalmaz, igy clemszdmaik
Osszege bk; mdsrészt viszont a blokkokban n elem mindegyike r-szer
fordul el8. (6.2) Ggy adddik, hogy kétféleképpen kiszdmitjuk, hogy
hdny pdrt lehet képezni egy blokkban levé elemekbdl; a pdrok szdma

egyrészt b- &kz——l) , mdsrészt (mivel minden pdr A blokkban fordul
elé) A n(n_z—_l_) igy tehdt
(6.3) bk-(k—1) = in(n—1)

(6. 3)-at r-el beszorozva és bk-val osztva, tekintettel (6. 1)-re addédik
(6. 2).
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Szimmetrikus (n, k, A)-blokk-rendszernek neveziink egy blokk-rend-
szert, ha b=n és r=k; ez esetben a (6. 1) egyenlet trividlisan teljesiil,
mig (6.2) ez esetben a

6.4) k(k—1) = A(n—1)

alakban irhaté fel. Vegyilik észre, hogy a (6.4) Osszefiiggés azonos
az (nm, k, A)-differencia-bazisok Iétezéséhez sziikséges feltétellel. A két
fogalom kozott valdban szoros kapcsolat dll fenn, ugyanis ha D=
=(d,, dy, ..., dy) egy (n, k, 2)-differencia-bdzis a G n-edrendii csoport-
ban és G minden g elemére a B blokk a (d;+g,ds+g, ..., d+8)
elemekbdl dll, akkor a B, blokkok (g€G) egy szimmetrikus (n, k, A)
blokk-rendszert alkotnak; hiszen G minden 4 eleme a B,_; , B,_g,, ...

.» B,_,, blokkokban — tehdt k& blokkban — fordul eld, tovdbba ha
hy és h, G két kiilonbozb eleme, akkor feltevés szerint h; —hy A-féle-
képpen dllithaté el6 h; —h, = d; —d;, alakban és a h, és h, elemek a
Byy —aj, = Bny_aj, blokkokban, tehdt pontosan A blokkban fordulnak
elg egyiitt,

Példdul
B ui(172¢3)
B,: (145
By: (167
B2 4-6)
B;: (257
Bt @R
By: (35.6)

egy szimmetrikus (7, 3, 1)-blokk-rendszer. (Vegyiik észre, hogy ez a
blokk-rendszer azonos a PG (2) véges geometria egyenesei pontjaibdl 4116
halmazok rendszerével.)

A blokk-rendszereknek nagy jelentGsége van a statisztikai kisérle-
tek tervezésénél; ha pl. n vetomag-fajtdt kivinunk Osszehasonlitani, és
ezeket egy blokk-rendszernek megfelelGen vetjiik el tigy, hogy minden
blokk k darab egyforma parcelldbol dll, az a feltétel, hogy minden
vet6mag-fajta ugyanannyi blokkban fordul el8, azt jelenti, hogy minde-
gyiket ugyanakkora foldteriileten vetettiik el, és az a feltétel, hogy bdr-
mely két vetémag-fajta ugyanannyi blokkban fordul eld egyiitt, az egyes
vetémagfajtdk terméshozamdnak statisztikai kiértékelését konnyiti meg, és
aztbiztositja, hogy barmely 2 fajta hozamdtugyanannyiadatalapjdn tudjuk
Osszehasonlitani, tigy, hogy a kiilonbozdé blokkok termdtalajanak eltérd
mingsége az eredmenyt nem torzitja el. (Feltessziik, hogy egy-egy blok-
kon beliil a talajminGség nem viltozik lényegesen.)

Teljes dltaldnossdgban nincsen megoldva az a kérdés, hogy mely
(n, b, k, r, ) szamotosokre létezik blokk-rendszer, mely (n, k, 1) szdm-



71

hdrmasokra létezik szimmetrikus blokk-rendszer. Blokk-rendszerek
konstrudldsdra kiilonb6z8 modszerek ismeretesek, amelyek kozil mi
itt els8sorban a véges testek és geometridk elméletén alapulé konstruk-
cidkkal fogunk foglalkozni.

Vizsgdljuk példdul meg a kovetkezd egyszer(i konstrukcidt. Legyen
P primszdmhatvdny, n = P>+ P+ 1 é H, a PG(P) véges geometria
pontjainak halmaza. Legyenek a E,, E,, ..., E, a PG(P) véges geometria
egyenesei és legyen a B; blokk az E; egyenesen fekvS pontok halmaza.
Mivel, mint tudjuk, minden ponton dt P+ 1 egyenes és bdrmely két
ponton 4t egy egyenes halad, igy egy (P?+ P+1, P+ 1, 1) szimmetrikus
blokk-rendszerhez jutunk.

Ha a PG(P) véges geometridban egy tetszleges E, egyenest kitiin-
tetiink és azt Osszes pontjaival egyiitt PG(P)-bsl kihagyjuk, a kapott
rendszert véges euklideszi geometridnak nevezzik és EG(P)-vel jeloljik,
azokat az egyeneseket, amelyek metszéspontja PG(P)-ben, E, egy
pontja, melyek tehdt EG(P)-ben nem metszik egymadst, EG(P)-ben
pdrhuzamosnak nevezziik. A kihagyott E, egyenes jdtssza tehdt a vég-
telen tdvoli egyenes szerepét. EG(P)-ben nyilvin P? pont és P2+ P
egyenes van. Legyen H, (n=P?* az EG(P) geometria pontjainak hal-
maza; legyenek E|, ..., Ep..p EG(P) egyenesei és a B; blokk dlljon E;
pontjaibol. Ily médon egy olyan blokk-rendszert nyeriink, amelyre
n=P%b =P +P k=P, r=P+1 és i=1. (Kdnnyii belitni, hogy a
(6. 1) és (6.2) osszefiiggések teljesiilnek.)

Példdul a PG(3) geometria segitségével ily moédon a kovetkezd
(13,4, 1) szimmetrikus blokk-rendszert nyerjik (1. 2.§). (Az elemeket
1,2, ..., 13-al jeloljiik.)

B 08610
I (L e )
(TN § B LY b
By a3 8 12013
Biz' o g =B 10D
#5050 T e e
B o8 e 30)
Bl S G
el YR AL o T
o oG 4
CRTeaN Ty ey Rl
Bor 7665549 -12)
By 8 10 13

Ha pl. az E;=[1, 1, 1] egyenest vélasztjuk végtelen tdvoli egyenesnek,
és az ezen fekvs 4 pont (Q,, Os, Qy, Qy,) kihagydsa utdn megmaradd
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9 pontot dtszamozzuk, a kovetkez6 (9, 12, 3,4, 1) blokk-rendszert
kapjuk:

B (2--43:46)
B,: €1 53:5:5)
B a1 2 4
V3 e (3:3.8:9)
B.: (2 7.9)
Bg: Cly 7 -8)
B3 (32 Sy
By: (2 2548)
B @l:::6,.:9)
Byy: (55957

11+ 4 6 3
By, @ ..5:9)

Az el&bbi konstrukcid dltaldnosithaté oly mddon, hogy bevezetjiik
a véges d-dimenzios geometridakat, ahol d=3. A PG (3, P) véges projektiv
térgeometridt a kovetkezSképpen definidljuk: PG (3, P) pontjai legye-
nek az GF(P) test elemeibll képezett Osszes (x;, X,, X3, X;) elem-
négyesek, kivéve a (0, 0, 0, 0) négyest; ha 120 a (Ax,, Ax,, Axy, Ax,)
és (xy, Xy, X3, X,) elemnégyeseket tekintsiik ugyanazon pont projektiv
koordindtdkkal val elGdllitdsdnak. Az (x;, Xy, X3, Xz) €s (J1, Vas Vs> Vo)
pontokon dtmend egyenest PG(3, P)-ben mint az Gsszes (Ax; +uyy,
AXy+ pys, Axg + uys, Ax, + py,) alakban el@dllithaté pontok Gsszessé-
gét definidljuk, ahol 1 és u GF(P) elemei, amelyek koziil legalibb az
egyik 0. Siknak nevezziik PG (3, P)-ben az a,x; + a,Xy -+ azxs +ayx, = 0
egyenletnek eleget tevé (xy, Xy, X3, X;) pontok &sszességét, ahol
ay,a,, as,a, GF(P) elemei, amelyek nem mind egyenlék O-val; e
sikot az [ay, as, a3, a,] siknak nevezziik. Nyilvdnvalé, hogy a
[Aa;, Aa,, Aas; Aa,] és ' [ay,a,, as,a, sikok azonosak, ha 24320,
AE€GF(P). Konnyen beldthatd, hogy érvényesek a kovetkezd dllitdsok:

1. PG(3,P)-ben P*+P>*+P+1 pont, ugyanennyi sik és
(P*+P+1)(P*+1) egyenes van.
2. Bdrmely 2 siknak egy ko6z6s egyenese van.

3. Bdrmely sikban P2+ P+ 1 pont és P>+ P+ 1 egyenes fekszik és
ezek egy PG(P) véges sikgeometridt alkotnak.

4. Bdrmely 3 nem egy egyenesen fekvSé ponton dt egy sik halad.

5. Bdrmely pont P?+ P+ 1 sikhoz tartozik; bdrmely egyenesen dt
P +1 sik halad.

6. Bdarmely ponton P*+ P+ 1 egyenes halad 4t.
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A PG(3, P) tér egyenesei tehdt egy (m, b, k, r, 1) blokk-rendszert
alkotnak, ahol

= P34+ P2+ P+1
(P2+P+1)(P2+1)
P+1

P24+ P11

1

Ny O S
1 | |

A PG(3, P) tér sikjai viszont egy szimmetrikus (n, k, A)-blokk-rendszert
alkotnak, melyben -

n=P+P+P+1
k=P+P+1
A =:P+1

Ha a PG (3, P) térbdl egy sikot (a ,,végtelen tdavoli” sikot) az Gsszes
abban fekvd pontokkal és egyenesekkel egyiitt eltdvolitjuk, az EG (3, P)
véges euklideszi térgeometridt nyerjiik. Ezen geometria egyenesei egy
olyan (n, b, k, r, ) blokkrendszert alkotnak, amelyre

P3
P4+P3+P2
Bkl
PP+ P+1

o O
L | T T

[y

mig EG(3, P) sikjai egy olyan blokk-rendszert alkotnak, amelyre

Tl
b=P+P:+P
b=
r=P+P+1
4 ="P11.

Befejezésiil még bebizonyitjuk, hogy egy (n, k, 4) szimmetrikus
blokk-rendszer bdrmely két blokkjanak pontosan A kozos eleme van.
Ezt a kovetkez8képpen ldthatjuk be. Szdmozzuk meg az elemeket és a
blokkokat 1-t81 n-ig. Definidljuk az 4 = (a;;) n X n-es mdtrixot gy, hogy

_[1 ha az i-edik elem eléfordul a j-edik blokkba

el 3 {0 egyébként

Az A 0-és 1 elemekbdl 4116 mdtrixnak tehdt a kovetkez$ tulajdon-
sdgai vannak:

1. A bdrmely sordban k db. 1-es és n—k db. 0 4ll.

2. A birmely oszlopdban k db. 1-es és n —k db. 0 4ll.
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3. A bdarmely két sorvektoranak skaldrszorzata A. Ily médon, ha
AT jelsli A transzpondltjdt,
AAT = (k—A)I+AE

ahol 7 az egységmatrix, amelynek féatlojaban 1-esek éllnék, tobbi eleme
0, E viszont az az n X n-es matrix, amelynek minden eleme 1.
Igaz tovdbbad, hogy EA = AE=kE. Igy tehdt

A[AT—iEJ = (k—A)I

k
: ) r Y B i ;
vagyis Y AT—?E az A matrix inverz-madtrixa, tehdt
S
A —7€—E A= ((k—-NI,
vagyis

ATA = (k=2)I+)E = AAT

Ez viszont éppen azt jelenti, hogy 4 barmely két kiilonb6z6 oszlop-
vektordnak skaldrszorzata A-val egyenlS, tehdt, hogy bdrmely két
blokknak A kozos eleme van. A fenti (13,4, 1) szimmetrikus blokk-
rendszer példdjdn ezt az dllitdst verifikdlhatjuk.

A most bebizonyitott dllitdst gy is megfogalmazhatjuk, hogy egy
(n, k, 2) szimmetrikus blokk-rendszerhez tartozé 0—1 mdtrix transzpo-
ndltja is egy (m, k, 4) szimmetrikus blokk-rendszert definidl. A fenti
példdban szereplé blokk-rendszer madtrixa

O s 0 SORSE 0200 00 T R 00 54)
PPerQui e 0; Hei0m 0SS AR 0 0 <020
Lok 02002020 120705200440
0505 0 0802 04k 502202 05] 3
1N 010750 R0 =08 1 O T Of )
005 <0705 00 s 0re0R I s 150
0505 0105 QA0 T = 1 TR R0R4050
00 C0 0 0F 130 0550531 €0 540
[0 3 S 0 R VK 0 S a0 ol § B 6 P NG L]
10720 20 QI S A5 PR 05 0 010,
02070073 055 1= " 1=2010F S0%:05-5120 0. .70
0530500 505 05 1 SO0 Sl 050 020
00 "0 100 L 00 =500 20 =

mdtrix; ennek transzpondltjdhoz tartozé blokk-rendszer azonos az eredeti
blokk-rendszerrel, mivel a mdtrix szimmetrikus.
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Ha azonban transzpondlds elStt a mdtrix sorait permutdljuk, akkor
a szimmetria megsziinik és igy az j madtrix transzpondltja egy ldtszolag
kiilonboz8 (valdjdban az eredetit6l csak az elemek szdmozdsdban
kiilénb6z8) blokk-rendszerre vezet.

Vegyiik észre, hogy egy n=4m-rendli Hadamard-madtrixbdl, amely-
nek elsd sora és oszlopa csupa -+ l-esbdl dll, az els6 sort és oszlopot
elhagyva és a — 1-ek helyett O-kat irva, egy olyan (4m —1) X (4m—1)-es
mdtrixot nyeriink, amely egy szimmetrikus (4m—1,2m—1,m—1)
blokk-rendszert definidl.

Igy példdul a 4. §-ban megkonstrudlt 8-adrendii Hadamard-matrix-
bdl ez uton a

Pt Ot Ot OO
O P D I
COMMmOMRO
Pt (D DL D, i el
P Yt OO D DD
I D P Ykt
D OOt D)

mdtrixot nyerjiik, amely (a sorok sorrendjétél eltekintve) a mdr jolismert
és a 7 pontbol dllo véges geometridbol szdrmaztathato

LS R TS I N i S e
npbhnhbhapD
AN W

szimmetrikus (7, 3, 1) blokk-rendszernek felel meg.
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MMPUMEHEHUE KOHEYHBIX T'EOMETPUI
B KOMBMHATOPUKE 1.

Ansppen Perbn

COMBINATORIAL APPLICATIONS OF FINITE GEOMETRIES, 1.
A. RENYI

This is the first part of an expository paper dealing with applications of finite
geometries in combinatorics. § 1 contains the necessary background concerning
finite fields. § 2 deals with the construction of the finite projective plane geometries
PG(p") by means of the Galois field GF(p") where p is a prime number. § 3 deals
with the construction of orthogonal Latin squares. § 4 is devoted to Hadamard mat-
rices and § 5 to difference sets. § 6 deals with balanced incomplete block designs.

In a forthcoming second part applications of finite geometries in information
theory and graph theory will be discussed.
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Bevezetés

Az automatdk bizonyos tipust informdcio-dtalakitdsra alkalmas
rendszerek. Elméletiik a kibernetikai matematikdnak, a matematika
e modern dgdnak egyik jelentGs fejezete, amely rovid, egy-mdsfél évti-
zedes fejlédése alatt mdris komoly sikereket ért el elméleti és gyakorlati
téren egyarant.

Az automatdk matematikai vizsgdlatdnak igényét a legszorosabb
értelemben vett gyakorlat vetette fel. Tdgabb értelemben automatdnak
tekinthetd ugyanis minden olyan rendszer, amely kdrnyezetébdl jeleket
képes felfogni, majd ezek hatdsdra belsG dllapota megvdltoztatdsa drdn
kornyezetével jeleket képes kozoOlni. Ebben a megfogalmazdsban az
automatdk kozé sorolhaték az ember dltal megalkotott gépek, a gyakor-
latban el6fordulé kiilonféle szolgdltaté és a termelésben felhaszndlt
berendezések, az automata telefonkodzpont, a gyorsmiikodésii elektro-
nikus szdmoldgép, de maga az ember, s6t dltaldnosabban, minden é18
szervezet vagy az emberi tdrsadalom bdrmely egysége is. Az automatdk
matematikai fogalma messzemend absztrakcié eredménye és az ilyen
rendszerek matematikai modelljeként tekinthetd.

Az automatdk matematikai elmélete felhaszndlja a matematika
tobb dgdnak, igy az algebrdnak, a grafelméletnek, a matematikai logikd-
nak, a Boole-féle fliggvények elméletének mddszereit és eredményeit.

A matematikai elmélet tisztdn algebrai eszk6zokkel is felépithetd.
Ebben az irdnyban az els§ 1épéseket M. O. RaABIN és D. Scorr [36],
valamint V. M. Gruskov [19] tették meg. Ma mdr joggal beszélhetiink
az automatdk algebrai elméletérdl, amely (a kimend jel nélkiili automa-
tdk esetében) az univerzdlis algebrdk elmélete részének tekinthetd
(I. Ju. 1. SzorkIN [39]). Megjegyezziik, hogy kisérletek torténtek az
automatdk matematikai elméletének a reldciok nyelvén valé felépitésére
is (1. M. A. SzprIvaK [41]). Az algebrai tdrgyalds az elmélet igen szabatos
felépitését tette lehetGvé és annak tdrgydban is jelenetds bdviilést ered-
ményezett.

~ Mi ebben a dolgozatban a diszkrét, teljesen definidlt, determinisz-
tikus automatdk algebrai elméletének néhdny fejezetét ismertetjiik. Az I.
rész az automatdk és az automata-leképezések kapcsolatdt, az elmélet
kettSs alapfeladatdt (analizis és szintézis) tdrgyalja, a II. rész az auto-
matdknak mds automatdkbdl mint komponensekbdl vald felépitésével
kapcsolatos néhdny kérdéssel foglalkozik, a III. rész pedig az automatdk-
nak mds algebrai strukturdkkal valé kapcsolatait teszi algebrai vizsgdlat
targydva.
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I. Analizis és szintézis

1. Az automata fogalma. Mealy-féle automatdinak (1. G. H. MEALY
[30]) neveziink minden olyan A=(4, X, Y, d, A) rendszert, amely 4ll
a (nem tires) 4, X és Y halmazokbdl és az A4 X X szorzat-halmazon
értelmezett 0:A XX —~A és L:AX X~ Y fiiggvényekbll. Az A halmazt
az A automata (belsé) dllapotai halmazanak, az X és Y halmazokat
pedig az A bemené jelei, ill. kimené jelei halmazdnak nevezzik. Az
A X X szorzat-halmazon értelmezett & és A fliggvényeket az automata
dtmenet-fiiggvényének, ill. kimenet-fiiggvényének mondjuk. Ha az A
automata valamely id6pillanatban egy bizonyos a( € A) belsé dllapotban
van és ebben az dllapotban egy x(€ X) bemend jelet kap, akkor az x
jel hatdsdara A dtmegy a d(a, x) (€ A) dllapotba, mikozben kiadja a
Aa, x) (€Y) kimend jelet.

A Moore-féle automata (1. E. F. MOORE [32]) a Mealy-féle automatd-
nak olyan specidlis esete, amikor az automata kimenet-fiiggvénye
Ala, x)=p(d(a, x)) (a € A, x € X) alakd, ahol u(a) (€ Y) a belsd dllapotok
valamely egyértékii fiiggvénye. Nyilvdnvald, hogy a ¢ fliggvénnyel
egyiitt a u fiiggvény egyértelmiien meghatdrozza az automata viselkedé-
sét. Igy a Moore-féle automatdkat A =(4, X, Y, J, n) alakban adhatjuk
meg. A u fliggvényt az A automata jel-fiiggvényének, u(a)-t pedig az a
belsd dllapot jelének nevezziik.

Szokds élni tovdbbi specializdldssal is. Ha valamely A = (4, X, Y, 0, 1)
Moore-féle automata esetén az A és Y halmazok azonosak és a yu jel-
fiiggvény az A halmaznak 6nmagdra valé identikus leképezését adja,
akkor az Y halmaztdl és a u fliggvénytdl eltekinthetiink és az 4 automatdt
A=(A4, X, 6) alakban adhatjuk meg. Az ilyen automatdkat kimend jel
nélkiili vagy Medvegyev-féle automatdknak szokds nevezni (1. Ju. T.
MEDVEGYEV [31]).

A késSbbiekben 14tni fogjuk, hogy az algebrai elmélet szemszgébdl
a Moore-féle automata fogalma a Mealy-féle automata-fogalomhoz
képest csak ldtszolagos specializdldst jelent, mdsrészt megemlitjiik, hogy
a vizsgdlatok sordn sok esetben elegendd kimend jel nélkiili automatdkra
szoritkozni.

Megjegyezziik, hogy a legédltaldnosabb értelemben vett (Mealy-féle)
automatdkra megadott minden fogalom specializdldssal (és esetleg
kevés mddositdssal) dtvihetd Moore-féle és Medvegyev-féle automatdkra
is. Ezért mi a tovdbbiakban az egyes fogalmakat legtébbszir Mealy-
féle automatdk esetére definidljuk.

Ha a kovetkez6kben (a dolgozat III. részét kivéve, ahol kizdrolag
kimend jel nélkiili automatdkkal lesz dolgunk) automatdt mondunk
és semmi tovdbbi kikotést nem tesziink, akkor ezen Mealy- vagy Moore-
féle automatdk barmelyikét érthetjiik.
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Egy automatdt inicialisnak mondunk, ha valamely bels§ dllapota
ki van tiintetve. Ezt a kitilintetett dllapotot az automata kezdé dllapotd-
nak nevezziik. Ugy tekintjik, hogy az inicidlis automata miikédésének
kezdetén a kezd@ dllapotban van. Egy inicidlis Mealy-féle automatdt
A=(4, a4, X, Y, 6, A) alakban adhatunk meg, ahol a,( € 4) az A automata
kezdd dllapota.

A gyakorlati alkalmazdsok szempontjdbdl els6rendli fontossdggal
birnak azok az automatdk, amelyekhez tartozé minden halmaz véges.
Az ilyen automatdkat véges. automatdiknak nevezziik.

Egy véges automatdt igen szemléletesen megadhatunk az automata
dtmenet-kimenet-tdbldzatdval. Az A=(4, X, Y, d, ) Mealy-féle auto-
mata dtmenet-kimenet-tabldzata olyan téglalap alaku tdbldzat, amelynek
sorait és oszlopait rendre az A automata bemend jelei, ill. bels6 zillapotai
jelolik meg és barmely a( € A4), x(€X) esetén az x-szel jeldlt sor és az
a-val jelolt oszlop metszetében a (d(a, x), A(a, x)) kétdimenziés vektor
all. Az A=(4, X, Y, d, ) Moore-féle automata dtmenet-kimenet-tdb-
ldzata az elGbbi tablazattol csak abban kiilonbozik, hogy az x-szel
Jjelolt sor és az a-val jelolt oszlop metszetében csak d(a, x) 4ll és emelett
az a-val jelolt oszlop folé az a(€ A) dllapot u(a)(€Y) jele keriil. Egy
véges Mealy-, ill. Moore-féle automata dtmenet-kimenet-tdbldzata
tehdt a kovetkezd kulcs szerint haszndlando:

] a p(a)

a

x|...(0(a, xi), A(a, x)) .
x| 5((1 X)

Az algebrai struktirdk elméletébsl ismert sok fogalom, igy a rész-
struktira, homorfizmus, izomorfizmus stb. fogalma természetes médon
dtvihet6 automatdk esetére is.

Az A, =(A4,,X,,Y;,0;,4) automatdt az A=(4,X,Y,0o,4)
automata részautomatdjanak nevezzik, ha A;SA4, X, X, Y, S,
tovdbbd a o és A fliggvények az A, X X, szorzat-halmazon egybeesnek
a 9, ill. A, fiiggvényekkel. Ja specidlisan még X, =X és Y, =Y is
teljestil, akkor azt mondjuk, hogy A; az A automata A-részautomatdja.

Legyenek A=(4, X, Y, 6, A) és A’ = (A4, X', Y, 8, 1) tetszGleges
automatdk. Akkor mondjuk, hogy az egyértelmii y,: 4 A", Y,: XX’
és Y3: YY" leképezésekbSl] megalkotott (Y, Vs, Vs) leképezés-
rendszer A-nak A’-be valé homomorfizmusa, ha barmely a(€ A), x(€X)

esetén a
) %(5 (a, x)) = 5’(‘//1(‘7)’ ‘ﬁz(—\’))v
lﬁs(l (a, x)) = 'V(‘Px(a), l//2(x))
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osszefliggések teljesiilnek. Ha a ¥/, ¥, és Y5 leképezések az 4, X és ¥
halmazokat az A”, X, ill. Y’ halmazokra képezik le, akkor azt mond-
juk, hogy A” az A homomorf képe. Specidlisan, ha V¥, ¥, és 3 egy-
egyértelmi leképezések, akkor a (¥, V., ¥s) leképezés-rendszert
izomorfizmusnak, magukat az A és A’ automatdkat pedig egymaissal
izomorfaknak mondjuk. Algebrai szempontbdl az egymadssal izomorf
automatdkat nem tekintjiik kiilonbozSknek. Ha az A és A” automatdkra
X=X’és Y=Y, tovdbbd a y, és Y, leképezések az X, ill. ¥ halmazok
dnmagukra valé identikus leképezései, akkor a i, és Y5 leképezésektsl
eltekinthetiink és a (Y, ¥, ¥3) leképezés-rendszer az egyetlen Y (=y,)
leképezésbe megy dt, az (1) feltételek pedig a

() Y (0(a, x))=0"(¥ (a), x)
) Aa, x) =72 (¥ (a), x)

alakot 6ltik fel. Az ilyen tipusi homomorfizmusokat (izomorfizmusokat)
A-homomorfizmusoknak ( A-izomorfizmusoknak ) nevezziik. Az automatdk
elméletében a homomorfizmusok (és ezzel egyiitt az izomorfizmusok)
tovdbbi tipusai is fellépnek. Igy pl. beszélhetiink X-homomorfizmusok-
rél, Y-homomorfizmusokrol, (A, X)-homomorfizmusokrol, (A, Y)-homo-
morfizmusokrdl és (X, Y)-homomorfizmusokrol.

Megjegyezziik, hogy szokds olyan dltaldnosabb értelemben vett
automatdkat is vizsgdlni, amelyeknél a o, ill. A fiiggvények nem minden
a(€A), x(€X) parra vannak értelmezve. Noha az ilyen, Gn. parcidlis
automatdk vizsgdlata gyakorlati szempontbdl is igen fontos, e dolgozat-
ban mi csak a fentiekben megadott, Un. teljesen definidlt (nem parcidlis)
automatdkkal foglalkozunk.!

2. A 6 és A fiiggvények értelmezésének Kiterjesztése. Legyen
A=(4, X, Y, 4, 2) tetsz8leges Mealy-féle automata és jelolje F(A), F(X)
és F(Y) rendre az A, X, ill. Y halmazok dltal generdlt egységelemes
szabad félcsoportokat. A J és A fiiggvények értelmezését kiterjesztjiik
a kovetkez8 médon: Legyen 6:4 X F(X)—~ F(A) és A:AX F(X)—~F(Y)
tgy, hogy ha a(€A) tetszbleges dllapot €s p=x;x,...X; (EF(X)) tet-
sz@leges szd, akkor az a(€A), p( € F(X)) pédrhoz tartozé fiiggvény-
értékeket a

4 o(a, p)=a,a,...a; @y, ..., a, €4)
és
(5) Ma,p)=y1 Y2k (is s i€Y)

képletek  szolgdltassdk, ahol a,=0(a, x,),aa=0(a;, X), ..., a,=
1 A parcidlis automatdkra vonatkozéan 1. pl. V. M. GLuskov [22].

6 Matematikai Lapok 1—2
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=0(a -1, Xp) €8 ¥y =4(a, X1), 2=2(ay, Xo), .., N=A(@— 1> X2). A (4)
formuldban felléps a,( € A) dllapotra haszndlni fogjuk a révid ap jelo-
Iést: a,=ap. F(X)-et az A automata bemené félcsoportjanak, F(Y)-t
pedig az A kimené félcsoportjanak nevezziik, toviabbd az F(X) és F(Y)
félcsoportok elemeit az A automata bemend szavainak, ill. kimend
szavainak mondjuk.

Az algebrai elméletben F(X) szavai jelentik a bemens, F(Y)
szavai pedig a kimend informdciét. A (4) és (5) egyenletek azt mutatjdk,
hogy egy Mealy-féle automata ugy miikodik, hogy barmely p=x,x,...x;
bemend sz6 hatdsdra dllapotoknak egy, a (4) formula dltal meghatdro-
zott a,a,...a; sorozatdn megy dt, mikozben kimend jelek egy (5) soro-
zatdt adja ki. -

Megjegyezziik, hogy a J és A fliggvények kiterjesztése értelemszeriien
adodik Moore- és Medvegyev-féle automatdkra.

3. Kvaziautomatik. Ha a 0 és A fiiggvények fenti Kkiterjesztését
az automata definicidjdhoz hozzdszdmitjuk, az igy nyert fogalom ter-
mészetes altaldnositdsdval a kvdziautomata fogalmdhoz jutunk. Kvdzi-
automatdnak neveziink minden olyan A =(4, F, ) rendszert, amely
dll a (nem tires) 4 halmazbdl, a tetszGleges F félcsoportbdl és amelyre
o az A X F szorzat-halmaznak az A4-ba vald olyan (egyértelmii) leképe-
zése, hogy 0(a,fg)=0(0(a.f),g) (acA:f.gcF) teljesiil (I. pl. S.
GINSBURG [17]). Vildgos, hogy ily médon a kimend jel nélkiili automatdk
egy kézenfekvé dltalinositdsdt nyertiik. Valdban, barmely A = (4, X, d)
kimend jel nélkiili automata olyan A =(A4, F, ) kvdziautomataként
foghatd fel, amelyre F= F(X). Mds szdval, a kimen§ jel nélkiili auto-
matdk olyan kvdziautomatdk, amelyek bemend félcsoportja szabad.

A kimen§ jel nélkiili automatdkra eddig megadott elnevezéseket
és fogalmakat konnyliszerrel dtvihetjiik kvdziautomatdkra is. Itt hivjuk
fel azonban a figyelmet arra, hogy kvdziautomatdk esetén a bemend
jeleket nem kiilonboztetjiik meg a bemend szavaktél. Eppen ennek
kévetkezménye az a fontos tény, hogy — noha a kvdziautomata fogalma
az automatdéndl dltaldinosabb — a fogalmak egy részét specidlisan,
automatdkra célszeri definidlni, majd dltaldnositani kvdziautomatdkra
¢s nem megforditva. A tovabbiakban mi is igy fogunk eljdrni.

4. Automata aital indukalt leképezés. Az A=(4, X, Y, d, 1) Mealy-

féle automata bdrmely a(€A) dllapota indukdlja az F(X) szabad fél-
csoportnak az F(Y) szabad félcsoportba valo

{6y o pdp)=2la,p) (p€F(X))

leképezését. Az A=(4, ay, X, ¥, 5, 2) inicidlis Mealy-féle automata
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dltal indukadlt leképezésen az A automata a,(€A4) kezd6 dllapota dltal
indukalt :

9. (P)=4i(a,p) (pEFX))
leképezését értjiik.?

A definiciobol kozvetleniil adodik, hogy ez a ¢, : F(X)—~F(Y)
leképezés rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

(a) megtartja a szavak hosszit, azaz bdrmely p(€ F(X)) szora
12| =[0a(p)] teljesiil és

(b) egy szé bdrmely kezddszeletét a képszé megfeleld kezddszele-
tébe viszi 4t.3

Megforditva, tetszéleges F(X) és F(Y) szabad félcsoportok esetén
barmely, az (a) és (b) feltételeknek eleget tevd ¢: F(X)—~ F(Y) leképe-
zéshez van olyan inicidlis automata, amely a ¢ leképezést indukdlja.
Egy megfeleld automatdt igy konstrudlhatunk meg: Legyen A =
=(F(X), e, X, Y, 0, A), ahol e az F(X) szabad félcsoport iires szava ¢s
legyen

o(p, x)=px,
tovdabbad
A(p, x)= @ (px) utolsé betiije.

Konnyli beldtni, hogy A indukdlja az adott ¢ leképezést, mds szdval,
a ¢ és ¢, leképezések megegyeznek.

Az (a) és (b) feltételeket kielégité ¢:F(X)— F(Y) leképezéseket
automata-leképezéseknek nevezzik.

Ezzel eljutottunk a kovetkezd tételhez:

1. tétel. A ¢:F(X)—~F(Y) alaki leképezések koziil automatdk
dltal éppen az automata-leképezések indukdlhatok.

Legyen X tetszbleges véges halmaz és jelolje Hx az F(X) szabad
félcsoport olyan 6nmagdba vald leképezéseinek halmazdt, amelyek véges
automata dltal indukdlhatok.

2. tétel (G. N. RANEY [37)). Hx a leképezések (szokdsos) szorzd-
sdra nézve félcsoportot alkot.

Bizonyitds. Tekintsiik a tetszéleges @, Y (€ Hyx) leképezéseket €s
legyenek A=(4,ay, X, X,0,,4;) é B=(B, by, X, X, d3, 4;) olyan
véges automatdk, amelyek a y, ill. ¢ leképezéseket indukdljak. Elegendd
megmutatni, hogy létezik olyan véges inicidlis automata, amely a oy

2 A @a, leképezést az A inicidlis automatdban elééllitott leképezésnek is mond-
juk.

3 Valamely p=x1X;...xx (€ F(X)) sz06 kezdd szeletein az 0sszes pi=x;X;...Xi
0=i=k) alaku szavakat, a p sz6 hosszin pedig a |p| =k szdmot értjiik. Az e(€ F(X))
iires sz6t barmely p(€ F(X)) sz6 kezdd szeletei k6zé soroljuk.

6*
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leképezést indukdlja. Tekintsiik e célbdl azt a C=(C, ¢y, X, X, ¢, 1)
automatdt, amelyre C=A4A X B, c,=(ay, b,) a & és 1" fiiggvényekre
pedig bdrmely a;(€A4), bj(€B) és x(€X) esetén

‘S,((ai’ b)), x)z(él(ai’ x), 52(bj9 4y(a;, x)),
l’((a,-, b)), x) =).2(b_,-, A:(as x))
teljestil.

Jelolle 3 a C automata dltal indukdlt leképezést. Megmutatjuk,
hogy 9=¢y, azaz bdrmely p=x;x,...x; (€ F(X)) bemend szora
3(p)=¢(Y(p)) teljesiil. Valéban,

8(p)=2((ao, bo), )=
= A’((ao’ by), x;)‘i'(él((am by), xz), xl)"'l’(é,((ak—% by —2), X 1)’ xk) o=
='12(b0’ (@, -"1))/12(52(170’ Aq(aq, xl))’ 11(51(00, %1), Za))ess
v o(Oo(by—as A1(k -2, Xi—2)), /11(51(ak—2- Xi—1)s Xi)) =
= /12(170 Y (p)) = (P(’// (P)),

amivel a 2. tételt bebizonyitottuk.

Legyen X véges halmaz és legyen Gy az F(X) szabad félcsoport
olyan kolcsondsen egyértelmli dnmagdra vald leképezéseinek halmaza,
amelyek véges automata dltal indukdlhatok.

ill.

3. tétel (G. N. Raney [37]). Gx a Hx félesoport részcsoportja.

Bizonyitds. Az el6z$ tétel bizonyitdsdbol és abbdl a megjegyzés-
bél, hogy F(X) két 6nmagdra vald kolcsondsen egyértelmii leképezésé-
nek szorzata ismét F(X) onmagdra valé kélesondsen egyértelmii leké-
pezése, kovetkezik, hogy Gy részfélcsoportja Hy-nek. Mdsrészt, mivel
F(X) onmagdra vald identikus leképezése nyilvdn indukdlhaté véges
automatdval, azért Gy egységelemes. Ily modon elegendd megmutatni,
hogy bdrmely ¢ (€ Gx)-re ¢~ is indukdlhatd véges automatdval. Legyen
A=(4,ay, X, X, 0, A) olyan véges Osszefiiggé® automata, amely a ¢
leképezést indukdlja. Konnyii ldtni, hogy ilyen A létezik. Legyen ezek
utdn A’=(4, ay, X, X, 0’, 2’) az az automata, amelyre bdarmely a(< A4)
és x(€X) esetén

o'(a, x)=d(a, x°)
és
iNa, x)=x"

teljestil, ahol A(a, x’)=x (x’ €X).

! Akkor mondjuk, hogy egy A=(4, a,, X, 6) automata dsszefiiged, ha birmely
a( < A) allapothoz van olyan p(¢ F(X)), hogy a=a,p teljesiil.
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Mivel az A automata altal indukdlt ¢ leképezés kolcsondsen
egyértelmii, azért az x -~ A(a, x) hozzdrendelés az X halmaz egy permutd-
cidjdt adja minden a(€ A4)-ra, kovetkezésképpen a 6" és A’ fiiggvények
jol definidltak.

. A 2. tétel bizonyitdsdban szereplé konstrukciot A-ra és A’-re alkal-
mazva most olyan C automata adddik, amely dltal indukdlt 3 leképezés
F(X) onmagdra valé identikus leképezése és igy az A’ automata dltal
indukdlt y leképezés F(X) oOnmagdra vald kolcsondsen egyértelmi
leképezése és emellett Yy =¢~!. Ezzel a 3. tételt bebizonyitottuk.

A 2. és 3. tételben megfogalmazott dllitdsokat els6ként G. N.
RANEY [37] bizonyitotta be 1958-ban, de kiilon tételek formdjaban
nem mondta ki azokat. Késébb, 1961-ben J. HOREIS [25] és 1964-ben
V. P. ZArovNUJ [47] egymastdl és RANEY-tS] fliggetleniil ismét bebizo-
nyitottdk ezeket az dllitdsokat, de joval bonyolultabb tuton, mint
RANEY. Az itt k6zolt bizonyitdsok az emlitettek mindegyikétsl kiilonboz-
nek és RANEY [37] bizonyitdsaindl nem bonyolultabbak.

5. Automatik ekvivalencidja. Tekintsiik a k6z6s bemend és kimend
halmazzal bir6 A=(4, X, Y,0,4) ¢ B=(B, X, Y, d’, 2) Mealy-féle
automatdkat. Az A automata a(€A4) és a B automata b( € B) dllapotait
ekvivalenseknek mondjuk, ha bdrmely p(€ F(X)) esetén A(a,p)=
= A'(b, p) teljesiil, ami mds széval azt jelenti, hogy az A =(4, a, X, Y, 6, )
és a B=(B,b, X, Y, 5, ) inicidlis automatdk ugyanazt a leképezést
indukdljdk.

A ko6z6s bemend és kimen§ halmazzal biré A és B Mealy-féle
automatdkat ekvivalenseknek nevezziik, ha A bdarmely a dllapotdhoz
van B-nek a-val ekvivalens b dllapota és megforditva, B tetsz6leges b
allapotdhoz taldlhaté A-nak olyan a dllapota, amely ekvivalens b-vel.

Hasonldan definidljuk az dllapotok, ill. automatdk ekvivalencidjdt
abban az esetben, ha az A és B automatdk koziil akdr az egyik, akdr
mindkettd Moore-féle automata. A Moore-féle automatdkra azonban
az elébbinél erdsebb ekvivalencia-fogalmat is megadunk. Nevezetesen,
a kozos bemend és kimend halmazzal biré6 A=(4, X, Y, 0, pn) és
B=(B, X, Y, d, u’) Moore-féle automatdk a(€ A) és b(€ B) dllapotait
Moore-ekvivalenseknek mondjuk, ha a és b az elGbbi értelemben ekvi-
valensek és emellett p(a)=p'(b) teljesiil. A k6zds bemend és kimend
halmazzal rendelkez6 A és B Moore-féle automatdkat Moore-ekviva-
lenseknek nevezziik, ha A bdrmely dllapotdhoz van a B-nek vele Moore-
ekvivalens dllapota és forditva.

Vildgos, hogy ha két Moore-féle automata Moore-ekvivalens

egymassal, akkor ekvivalensek is, a forditott irdnyi kovetkeztetés
azonban dltaldban hamis.
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Kiilondsen a gyakorlati alkalmazdsok szempontjdabol fontos kérdés,
vajon egy A automatdval ekvivalens (vagy ha A Moore-féle automata,
akkor esetleg A-val Moore-ekvivalens) automatdk kozil ki tudunk-e
vélasztani olyan automatdt, amelynek dllapot-halmaza a lehetd leg-
kisebb szdamossdgi. Erre vonatkozéan érvényes a kovetkezd

4. tétel. Tetszoleges adott A automatdval ekvivalens automatdk A
halmazadban létezik olyan (A-izomorfidtdl eltekintve egyértelmiien meg-
hatdrozott) A automata, amely bdarmely WU-beli automatdnak A-homomorf
képe.

Bizonyitds. Az adott A=(4, X, Y, J, A) automata dllapot-hal-
mazdt osztdlyozzuk oly modon, hogy az a(€A4) és a’(€A) édllapotok
akkor és csak akkor keriiljenek egy osztdlyba, ha a és a’ ekvivalensek.
Az a(€A) dltal reprezentdlt osztailyt jelolje a, az osztdlyok halmazdt
pedig A. Tekintsiik most azt az A=(4,X, Y, 9, 1) automatit, amelyre
5(a, x) 5(a, x) és A(a, X)=4(a, x) (a€ A, x€X). Nyilvdanvald, hogy az
A és A automatdk ekvwalensek de A-nak nincs két egymdssal ekvivalens
dllapota. Legyen B=(B, X, Y,d’, 1) (¢A) tetszGleges automata és
jelolje r:B— A azt a leképezést, amely a B egy tetszGleges b( € B) élla-
potdhoz az A automata b-vel ekvivalens (és nyilvdnvaldéan b dltal egyér-
telmiien meghatdrozott) @ éllapotdt rendeli hozzd. Megmutatjuk, hogy
¥ a B automata A-homorfizmusa A-ra. Valéban, ha b(€B) és a(< 4)
ekvivalensek, akkor barmely x(€X) esetén &’(h, x) és 6(a, x) is ekvi-
valensek egymdssal, ahonnan ¥ (d(b, x)) =0 (W (b), x) kovetkezik.

Vildgos tovdbbd, hogy ha C barmely 2-beli automata A-homomorf

képe, akkor az A és C automatdk A-izomorfak. Ezzel a 4. tételt bebi-
zonyitottuk.

Egy A automata dllapot-halmazdnak a 4. tétel bizonyitdsa sordn
megadott osztdlyozdsdt az A minimizdldsénak mondjuk, az igy elGdllo

A Un. faktor-automatdt pedig redukdlt vagy minimdlis automatanak
nevezziik. Az automatdk minimizdldsdra tobb, a gyakorlatban is jol
haszndlhaté eljdrds ismeretes. Ilyenek pl. D. D. Aurenkamp és F. E.
HonN [1], valamint V. M. GLuUskov [21].

Mdr az 1. pontban jeleztiik, hogy az algebrai elmélet szemszogébil
a Moore-féle automata csak ldtszélag specidlis esete a Mealy-féle
automatdnak. Ez abban az értelemben igaz, hogy mdr Moore-féle
automatdk dltal indukdlhatok mindazok a lekepezesek amelyek Mealy-
féle automatdkban el@dllithatok. Kimutathato ugyanis (1. A. GiLL [16],
A.S. BrocH [4] és V. M. GrLuskov [19]) a kovetkezd
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5. tétel. Bdrmely inicidlis Mealy-féle automatdhoz létezik vele
ekvivalens inicialis Moore-féle automata.

Bizonyitds. Legyen A=(A4,ay, X, Y, 0, A) tetszbleges inicidlis
Mealy-féle automata. Egy A-val ekvivalens Moore-féle automatdt a
kovetkez6 moddon konstrudlhatunk meg: Tekintsik azt az
A'=(4", ay, X, Y, 0, \) automatdt, amelyre az 4" halmaz az ay( € 4)
dllapotbol és az Osszes (a, x,) (@€ A, x,€X) parbdl dll, a 0" és A~ fligg-
vényekre pedig bdrmely a’(€4’), x5(€X) esetén

s (@, x5) ha a'=ay,
) 0@, xp) = {(5 (a, x,), x5) ha a'=(a,x,)
€s
i 1(007 xﬂ) ha a,=a0’
®) (@, xp) = {;'(6(% %3, xp) ha'' a‘ =(a, x))
teljesiil.

Elegend6 megmutatni, hogy a most megkonstrudlt A’ automata
Moore-féle és A-val ekvivalens. A

A (ay, xp) = A(ag, x5) =A(8"(ag, Xp))
X ((a, xp), x5) =A(8(a, x,), x5)=A(8((a, x,), Xp)),

szamoldssal addodik, hogy A” valéban Moore-féle automata, hiszen e
két utolsé egyenlet szerint A’ jel-fiiggvényeként vidlaszthaté egyenesen
a u=24 figgvény. Mdsrészt (7) és (8) alapjan nem nehéz beldtni, hogy
az A és A’ automatdk egymdssal ekvivalensek.

A konstrukciobdl ldthatd, hogy ha A véges, akkor A" is véges.
Ervényes tehdt a tételnek az a fontos kiegészitése is, hogy bdrmely véges
inicidglis Mealy-féle automatdhoz van vele ekvivalens véges inicialis Moore-
féle automata.

Az 5. tétel lehet8séget ad arra, hogy a leképezések automatdkban
valo elGdllitdsa tekintetében Moore-féle automatdkra szoritkozzunk.
Gyakorlati meggondoldsokbdl kiindulva azonban mégsem célszerii ezt
tenni, mert el6fordulhat, hogy egy automata-leképezéshez taldlhatd
olyan Mealy-féle automata, amely ezt a leképezést indukdlja és amely
kevesebb dllapotot tartalmaz, mint barmely, az adott leképezést indukald
Moore-féle automata. Erre vonatkozdan érvényes a

6. tétel (J. HARTMANIS [24]). Ha a véges A= (4, X, Y, d, u) Moore-
féle automatdnak nincs két kiilonbozé Moore-ekvivalens dllapota, akkor
abban és csak abban az esetben taldlhaté ndla kevesebb dllapottal biré
és vele ekvivalens Mealy-féle automata, ha van A-nak két olyan egymadstol
kiilonbozé a, a’( € A) dllapota, amelyekre barmely x( € X) esetén d(a, x) =
=0(a’, x) teljesiil.
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Bizonyitds. A feltétel sziikségességének bizonyitdsdhoz tegyik
fel, hogy van olyan B=(B, X, Y, ¢’, ') Mealy-féle automata, amely
A-val ekvivalens és amelyre |B|<|A4|.® Tekintsiik az A automata A
dllapot-halmazdnak azt az osztdlyozdst, amelyben az egymdssal ekvi-
valens dllapotok keriilnek egy osztdlyba. Vildgos, hogy van olyan
osztdly, amely legaldbb két kiilonboz6 a és a’ dllapotot tartalmaz.
Allitjuk, hogy az a és &’ édllapotokra bdrmely x(€X) esetén d(a, x)=
=0(a’, x) teljesiil. Valoban, mivel az a és @’ dllapotok ekvivalensek,
azért barmely x(€X) esetén a d(a, x), 6(a’, x) dllapotok Moore-ekviva-
lensek, és mivel A-nak nincs két kiilonboz6 Moore-ekvivalens dlla-
pota, azért (a, x)=4(a’, x) minden x(€X)-re teljesiil.

Az elegenddség bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy az A =(4, X, Y, 0. p)
Moore-féle automatdnak van két olyan egymdstol kiilonbdz8 a, a’( € A)
dllapota, hogy bdrmely x(€X)-re d(a, x)=0d(a’, x) teljesil. Akkor az
a és a’ éllapotok ekvivalensek és igy a minimizdldst elvégezve olyan
B=(B. X, Y, ¢, ) automatdhoz jutunk, amely A-val ekvivalens és
amelyre |B|<|A4|. Ezzel a 6. tétel bizonyitdsdt befejeztiik.

6. Automatak analizise és szintézise. A bevezetésben azt mondottuk,
hogy az automatdk informdcidk bizonyos tipust dtalakitdsdra képes
rendszerek. Ha valamely ¢: F(X)—~ F(Y) leképezés esetén az F(X) és
F(Y) szabad félcsoportok szavait a bemend, ill. kimend informdcio
,.-hordozdiként” fogjuk fel, a ¢ leképezést pedig az informdcié-dtalakitds
mddjdnak tekintjiik, akkor az 1. tétel alapjdn azt mondhatjuk, hogy az
automatdk olyan informdcid-dtalakitdsra alkalmas rendszerek, amelyek
automata-leképezésekkel adhaték meg és az automatdk szerepe abban
rejlik, hogy bizonyos tipust (ti. az (a) és (b) feltételeknek eleget evd)
@:F(X)—~ F(Y) alaku leképezések leirdsdt teszik lehetvé.

Az automatdk és az automata-leképezések kapcsolatdt tekintve két
alapvetden fontos kérdés fogalmazhaté meg:

(1) Valamely el6re megadott automatdhoz hogyan lehet az auto-
matatdl fliggetleniil leirni azt a leképezést, amelyet ez az automata
indukdl? E feladat megolddsdt analizisnek nevezziik.

(2) Adott automata-leképezéshez hogyan lehet megadni (legaldbb
egy) olyan automatdt, amely ezt a leképezést indukdlja? Ennek a fela-
datnak a megolddsdt szintézisnek mondjuk.

Megjegyezziik, hogy a szintézis feladata nem egyértelmii, hiszen
egy adott automata-leképezés dltaldban t6bb egymdssal nem izomorf
automatdban is elddllithatd. Egyértelmiivé lehet azonban tenni azzal,
hogy a keresett automatdra tovdbbi kikotéseket is tesziink.

5 A tovabbiakban jelolje |H| a H halmaz szamossagat.
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7. Véges automatik analizise és szintézise. Az analizis és szintézis
feladata a fenti megfogalmazdsban tulsdgosan dltaldnos. Ezért kiraga-
dunk egy sziikebb automata-osztdlyt, nevezetesen, a véges automatdk
osztdlydt, és az analizis és a szintézis feladatdt csak véges automatdkra
fogalmazzuk meg pontosan. Ezzel kapcsolatban egy tovdbbi probléma
is felvetddik:

(0) Meg kell adnunk a véges automatdkban elGallithaté automata-
leképezéseknek az automatdktdl fliggetlen leirdsdt. Mds szoval, keres-
niink kell tehdt olyan irdsmédot, olyan nyelvet, amelyben mindenek-
el6tt el kell tudnunk donteni, hogy valamely, e nyelven megadott
automata-leképezés elGdllithato-e véges automatdban vagy sem.

Ezek utdn véges automatdkra az analizis és szintézis igy fogalmaz-
hato meg:

(1”) Barmely adott véges automata esetén meg kell adnunk az
emlitett nyelvben azt a leképezést, amelyet ez az automata indukal.

(2’) Ha ebben a nyelvben adva van egy véges automata dltal indu-
kdlhat6 leképezés, akkor meg kell tudnunk szerkeszteni azt a véges
automatdt, amely az adott leképezést indukdlja és bels§ dllapotainak
halmaza minimadlis szimossagu.

Kimutathatd, hogy ilyen megfogalmazdsban a szintézis feladata
mar egyértelmi, mert @z ott kivdnt automata A4-izomorfidtdl eltekintve
egyértelmiien meghatdrozott (1. 4. tétel).

8. Az esemény fogalma. Esemény-algebra. Most olyan nyelvet
ismertetiink, amely rendelkezik a (0) alatt megkivdnt tulajdonsdgokkal,
amelyben tehdt le lehet irni az automatdktol fiiggetleniil azokat a leké-
pezéseket, amelyek véges automatdk dltal indukdlhaték. Ilyen nyelviil
szolgdlhat az események nyelve (1. S. C. KLEENE [27]).

Tekintsiik a véges X halmaz dltal generdlt F(X) egységelemes
szabad félcsoportot. Eseménynek nevezziikk az F(X) félcsoport bdrmely
S részhalmazdt. Specidlisan, az események kozé soroljuk F(X) fiires e
szavdt, az X halmaz elemeit (egyelem{i események), magdt F(X)-et
(univerzdlis esemény) és azt az eseményt, amely egyetlen F(X)-beli
szot sem tartalmaz (lehetetlen esemény). Az e tires szot, mint eseményt,
tovdbbd az egyelemii eseményeket elemi eseményeknek nevezziik. Az
F(X) félcsoport osszes részhalmazaibol dlléo E(X) eseményhalmazban
az aldbbi miiveleteket definidljuk. Legyen S, S, € E(X). Azt az S, US,
eseményt, amely azokbdl és csak azokbdl az F(X)-beli szavakbol 4dll,
amelyek az S, és S, koziil legaldbb az egyikben benne vannak, az S,
és S, események dsszegének, azt az S,S, eseményt, amely az Osszes
pip. (P €S,. p€8S,) alaku szavakbdl dll, az S, és S, események szor-
zatdnak nevezziik. Az S( € E(X)) esemény iterdltjan azt az {S} eseményt
értjiik, amely az Osszes p,ps...px(p:€S; k=1, 2, ...) alaka szavakbol
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all. E(X)-et a most bevezetett 6sszeadds, szorzds €s iterdcié miiveletével
egyiitt az X halmazhoz tartozd esemény-algebrdnak nevezziik. Kénnyen
lathatd, hogy az esemény-algebrdban a miiveletekre nézve érvényesek
(az algebrai strukturdkban szokdsos vagy azokhoz hasonld) aldbbi
azonossdgok: ha S, S,, S3€E(X) és @ a lehetetlen eseményt jeldli,
akkor

S US =8y,

(S, US)USs = S, US:US3),
SkiSr =S50S
(S152)Ss = S1(S:83),

Sie = Sy =8y,
(S US3)Ss = §,53U S5,
S S U Se) =8:S. U S, 85,
{83} = {8},
$:28, = {5:}2{S:},
S{S:} = {S1}S,
{S1} = eUS{5,},

S

SlU® :Sla
51® G @Sl':g,
{@} — ok

9. Reguldris események. Az X véges halmazhoz tartozé E(X)
esemény-algebra egy S eseményét reguldrisnak nevezziik, ha S vagy a
lehetetlen esemény, vagy pedig az elemi eseményekbdl az Osszeadds,
szorzds ¢s iterdciéo miiveletének véges sokszor vald alkalmazdsdval
4all eld.

Megjegyezziik, hogy az el6z6 pontban emlitett azonossagok miatt
az S reguldris esemény ilyen elGdllitdsa nincs egyértelmiien meghatd-
rozva. Az S minden ilyen elddllitdsdt, amely tehdt azt mutatja meg,
hogy S a mondott miiveletek segitségével hogyan 4ll el6 az elemi ese-
ményekbdl, az S esemény reguldris kifejezésének nevezziik. (Ha S a lehe-
tetlen esemény, akkor S reguldris kifejezéséiil barmilyen specidlis jelet
védlaszthatunk, pl. az ilires halmaz & jelét is.)

Az esemény-algebra azonossdgainak alkalmazdsdval az esetek tobb-
ségében nehéz, s6t gyakorlatilag lehetetlen eldonteni, hogy két regu-
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14ris kifejezés mikor dllitja el6 ugyanazt a reguldris eseményt. Ezért
néhdny szerz8 specidlis reguldris eseményeknek olyan alaku reguldris
kifejezését igyekszik megadni, amely madr az illet6 reguldris esemény
4ltal egyértelmiien meghatdrozott. Ilyen céllal vezette be J. A. BRZ0ZOWSKI
[6] a definit esemény fogalmat.

Az X véges halmazhoz tartozé E(X) esemény-algebra egy R( € E(X))
eseményét definitnek nevezzik, ha eldllithato az

) R =S, U{X}S;

alakban, ahol S, Sy € E(X)) véges események. (Az S( € E(X)) eseményt
végesnek mondjuk, ha S az F(X)-nek véges részhalmaza.)

A definit események (9) alakban valdé elddllitdsa dltaliban nem
egyértelmi, ui. el6fordulhat, hogy az aldbbi két szabdly alkalmazdsdval
— mint err8l konnyen meggy8z8dhetiink — bizonyos egyszerlisitések
hajthatok végre. '

1. szabdaly. Ha egy p(€S,) (vagy q(€S,) szé valamely r(€Ss)
szora végzddik, azaz p=sr (vagy q=sr), akkor a p-nek S;-bél (vagy
a g-nak S,-bél) valo elhagydsdval elGdllo esemény megegyezik az eredeti
R eseménnyel.

2. szabdly. Ha valamely p(€S,) szdra R:){X}p teljesiil, akkor az
S, esemény Osszes p-re végz6dd szavainak elhagydsa utdn megmaradd
esemény megegyezik az R eseménnyel.

Egy definit esemény R reguldris kifejezését kanonikus alakinak
nevezzik ha teljesiilnek, a kovetkezs feltételek:

a) R definit esemény, azaz R = S; U {X}S,, ahol S;, S, (€ E(X))
végesek,

b) R az 1. és 2. szabdlyok egyikével sem egyszertisithetd,

c) S, és S, szavai lexikografikus sorrendben kovetkeznek egymadsra.®
Egy R definit esemény kanonikus alaka reguldris kifejezését R kano-
nikus alakjanak is nevezzik.

Ervényes a kovetkezd

7. tétel (J. A. BrzozowsKl [6]). Bdrmely definit esemény kano-
nikus alakja egyértelmiien meghatarozott.

Bizonyitds. Legyenek P = S, U {X}S,¢és Q = S U{X}S; a véges
X halmazhoz tartozé E(X) esemény-algebra valamely eseményé€nek
kanonikus alakjai. MindenekelStt megmutatjuk, hogy S; £S57 teljesil.
Valéban, ellenkezs esetben taldlhaté lenne olyan p(€S,) szo, amelyre

6 Ttt feltételezziik, hogy az X halmaz elemei valamilyen modon sorozatba van-
nak rendezve.



92

p ¢S dllna, tehdt valamilyen A (€S;) mellett p = Sh adédna. Mivel pedig
Q és igy P is tartalmazza {X }h-t, azért ez esetben PO {X}sh = {X}p
is teljesiilne, kovetkezésképpen P a 2. szabdly felhaszndldsdval egy-
szerlisithet6 lenne, ami Iehetetlen, hiszen P a feltételezés szerint
kanonikus alak volt. Hasonlé6 mdédon ldthatd be, hogy S7ZSS,, tehdt
S; =81 is teljesiil.

Tovdbbd, mivel a feltételezés szerint sem P, sem pedig Q nem
egyszer(isithet§ az 1. szabdllyal, azért S; N{X}S, = SIN{X}S; = @.
Ebbdl és a mar bizonyitott S, =] egyenl8ségbdl pedig tiistént folyik,
hogy P = Q akkor ¢és csak akkor teljesiil, ha {X}S,={X}S; . Megmutat-
juk, hogy S, ES;. Valdban, ellenkez8 esetben legyen p€S,, de p¢ S, .
Akkor p=sh (h€S;) és mivel {X} az e lres szlt is tartalmazza, azért
he{X}h, kovetkezésképpen h€ {X }S,, tehdt valamilyen g (€S,) mellett
h=rq és igy p=srq, ami azt mutatja, hogy a P kifejezés az 1. szabdllyal
egyszer(isithets. De ez a feltételezés szerint lehetetlen, tehdt S,Z S,
teljesiil. Analég médon mutathaté ki, hogy S; 5,, kdvetkezésképpen
S, =S, amivel a tétel bizonyitdsdt is befejeztiik.

Tovdbbi specidlis tipusu reguldris események bizonyos kitiintetett
alakban val6 egyértelmi elGdllitdsdval foglalkozik még M. YOELY [46]
is. Mindkét szerz6 nyitva hagyja azonban azt a kérdést, vajon egy
tetszGleges reguldris kifejezés esetén lehetséges-e dttérni kanonikus
alakra és ha lehetséges, akkor hogyan juthatunk el a kanonikus alakhoz.

10. Események eldallitasa véges automatakban. A véges automatdk
analizisének és szintézisének feladatdt az esemény fogalmdnak felhasz-
ndldsdval a 11. pontban nagymértékben dltaldnositjuk és a megolddssal
is el6bb ebben az dltaldnossdgban foglalkozunk. Csak a 15. pontban
tériink vissza az analizis és szintézis 7. pontbeli megfogalmazdsdhoz.
Ebben a pontban most még néhdny definiciét adunk meg.

Legyen A = (4, X, 9) tetszdleges kimend jel nélkiili automata. Akkor
mondjuk, hogy A a nem iires p=x,%,...x; (€ F(X)) sz6 hatdsdra az
a(€A) dllapotbdl az ax,, ax x,, ..., ax Xs...x;_ (€ A) kozbiilsé dllapo-
tokon keresztiil a b(€A4) dllapotba megy dt, ha ap=>b. Az e( € F(X))
ures sz0 hatdsdra A természetesen barmely a( € A) dllapotbdl (kézvet-
leniil, kozbiilsé dllapotok nélkiil) ugyanabba az a dllapotba megy dt.

Az dltaldnosabb értelemben vett analizis és szintézis megfogalmazd-
sahoz és e feladatok megolddsdhoz sziikségiink lesz az eseményeknek
véges automatdkban az dllapot-halmaz részhalmazaival val6 elGallitd-
sdnak fogalmdra. Azt mondjuk, hogy a kimend jel nélkiili véges inicidlis
A=(4, ay, X, 6) automata az E(X) esemény-algebra egy S eseményét
az A dllapot-halmaz egy M részhalmazdval elédllitia, ha S azokbdl és
csak azokbdl a bemend szavakbdl dll, amelyek hatdsdra A az q, kezd§
dllapotbdl M-beli dllapotba megy 4t.
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11. Véges automatik (dltalanos értelemben vett) analizise. A véges
automatdk analizisének a 7. pontban megadott fogalmdt a kovetkezd-
képpen dltalanositjuk:

A véges automatdk analizise jelentse olyan algoritmus megaddsat,
amelynek segitségével bdrmely kimend jel nélkiili véges inicidlis
A=(A4, ay, X, d) automatdhoz és A dllapot-halmazdnak tetszéleges M
részhalmazdhoz meg tudjuk adni annak az S(€ E(X)) eseménynek vala-
milyen reguldris kifejezését, amelyet az A automata az M (< A) halmazzal
eléallit.

Ilyen algoritmus létezését elsGnek S. C. KLEENE [27] bizonyitotta
be. Mi az aldbbiakban R. F. MCNAUGHTON és H. YAMADA [29] algo-
ritmusanak V. M. GLUSKOv [19] dltal kozolt véltozatdt ismertetjik.
A mondott algoritmus megaddsa egyben a kovetkezd tétel bizonyitdsdt
is szolgdltatja:

8. tétel. Ha a véges X halmazhoz tartozé E(X) esemény-algebra
valamely S eseményét egy véges kimend jel nélkiili inicidlis A = (A, ay, X, 0)
automata valamilyen M(ES A) halmazzal elédllitja, akkor az S(€ E(X))
esemény reguldris.

A kivdant algoritmus megaddsdhoz nyilvdnvaléan elegendG olyan
algoritmust megkonstrudlni, amely lehetGvé teszi barmely véges inicidlis
automatdban egyetlen dllapot dltal elGdllitott esemény reguldris kifeje-
zésének felirdsdt. Valoban, egy tetszSleges véges inicidlis automatdban
az dllapot-halmaz bdrmely részhalmaza dltal elGdllitott esemény meg-
egyezik a szoban forgd részhalmaz egyes dllapotai dltal, az automatdban
elgdllitott események Osszegével.

A keresett algoritmus megaddsa céljdbol legyen most mdr
A=(4, 1, X, d) olyan véges inicidlis automata, amelyre 4 =1, 2, ..., n)
és jeldlie SY; (i,j=1,2,...,n; k=0, 1, ..., n) az E(X) esemény-algebra
azon eseményét, amely azokbdl és csak azokbdl a nem tlires bemend
szavakbdl dll, amelyek hatdsdra az A automata az i (€ A) dllapotbdl a
j (€4) éllapotba megy 4t, mégpedig, legfeljebb az 1,2, ..., k kozbiilsé
allapotokon keresztiil. Specidlisan, Sf; ekkor azt az eseményt fogja
jelolni, amely pontosan azokbdl a bemend szavakbdl dll, amelyek
hatdsdra A az i dllapotbol (kozbiilsé dllapotok nélkiil) a j dllapotba
megy dt.

Az elébb tett megjegyzés szerint elegend6 megmutatni, hogy az
S%, esemény bdarmely / (=1, 2, ..., n)-re reguldris és elegend megadni
az ilyen események egy reguldris kifejezését. A tovdbbiakban azonban
ennél tobbet fogunk kimutatni. Nevezetesen, megmutatjuk, hogy bdr-
mely S (i,j€A; k=0, 1, ..., n) esemény reguldris és rekurziv formuldt
adunk meg minden ilyen esemény reguldris kifejezésének felirdsahoz.
A bizonyitdst k szerinti teljes indukcioval végezziik.
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Legyen k=0. Mivel az S; (i, j€ A) események mindegyike vagy a
lehetetlen esemény vagy pedig az X bemend-halmaz bizonyos elemeinek,
mint egyelem{i eseményeknek az Osszege, azért bdrmely S7; esemény
reguldris és barmely S; esemény reguldris kifejezése kdzvetleniil felirhato.

Legyen most mdr k=0 és tételezziik fel, hogy az Sf;, S%, ..., SK!
események minden 7,j (=1, 2, ..., n) esetén reguldrisak és ismeretesek
azok valamilyen reguldris kifejezései. MindenekelStt kimutatjuk az

(10) 8% = Skl Sh-LESk-T G ) D7)

rekurziés formula helyességét. Ha a (10) formula jobb oldaldn 4llo
eseményt roviden R-el jeloljik, akkor vildgos, hogy RE SF;. Mdsrészt,
legyen p az S¥ esemény tetsz8leges szava. Ha p(€F(X )) az A automatit
az i (€ A) dllapotbdl tigy viszi 4t a j (€ 4) dllapotba, hogy k a kozbiilsé
dllapotok kozott nem 1ép fel, akkor p € S¥~!, kdvetkezésképpen p € R.
Ha pedig k a kozbiils6 dllapotok kozott el6fordul, akkor, mint konnyen.
beldthaté, p el6dll a p=p,p,...p,, (m=2) alakban, ahol p, €S 1,
pESE? (1=2,...,m—1) és p, €S§; ', tehdt ismét p€ R, amivel a (10)
formuldt bebizonyitottuk. De az indukcié-feltevésbdl a (10) formula
alkalmazdsdval kozvetleniil adédik, hogy az S}; esemény reguldris és a
formula segitségével S¥ egy reguldris kifejezését is megadhatjuk.

Ezzel az dltaldnos értelemben vett analizis feladatdt véges automa-
tdkra megoldottuk és egyben a 8. tételt is bebizonyitottuk. Az analizis
tovdbbi algoritmusaira vonatkozdan 1. pl. D. D. AureNnkamp és A. E.
Honn [1], V. M. Gruskov [18], Ju. JA. BAZILIEVSZKD [2] stb.

12. Véges automatak (altalanos értelemben vett) szintézise. A véges
automatdk szintézisével foglalkozé dolgozatok szdma meglehetSsen
nagy. Idevdgd dolgozatok pl. S. C. KLEENE [27], V. M. GLUSKoV [21],
Ju. V. KariTONOVA [26], V. G. BODNARCSUK [5] stb.

A véges automatdk szintézisének 7. pontban megadott fogalmadt
a kovetkez6képpen dltaldnositjuk:

A véges automatdk szintézise jelentse olyan algoritmus megaddsdt,
amelynek segitségével bdarmely véges X halmazhoz tartozé E(X) esemény-
algebra tetszéleges, reguldris kifejezés daltal megadott S reguldris eseményé-
hez meg tudunk konstrudlni olyan véges A=(A, a,, X, d) kimené jel
nélkili inicidlis automatdt, amely az adott S eseményt az A dllapot-halmaz
valamely M részhalmazdval eléallitja.

Egy ilyen algoritmus megaddsa egyben a kovetkezd tétel bizonyitdsdt
is szolgdltatja:

9. tétel. Egy véges X halmazhoz tartozé E(X) esemény-algebra
barmely S reguldris eseményéhez van olyan véges A= (A, a,, X, 0) kimendo
Jel nélkili inicidlis automata, amely valamely M(Z A) halmazzal ezt az
s eseményt elodllitja.
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A kivdnt algoritmus kozvetleniil adodik a reguldris esemény defi-
nicidjabdl és az aldbbi lemmakbdl:

1. lemma. A véges X halmazhoz tartozé E(X) esemény-algebra
barmely elemi eseménye eldallithaté egy véges kimend jel nélkiili inicidlis
automata egyetlen dllapotdval.

Bizonyitds. Vildgos, hogy az az A=(4, a,. X, 0) automata,
amelyre A4 =(ay,a) és bdarmely x(€X) esetén d(ay, X)=6(a, x)=a
teljesiil, az ay(€ A) dllapottal az e ( € F(X)) tres szot elGallitja.

Legyen most x az E(X) tetsz6leges egyelemii eseménye és tekintsiik
azt az A=(4, a,, X, 6) automatdt, amelyre A4 =(a,, a,, a,), tovdbbd

ha Xx;=x,
=X

2 a,
O, X)) = @y~ ha' %
2 5

o(a;, x;)=a, e i=1,2)

Konnyli beldtni, hogy A az a,(€ A) allapottal eldllitjia az x egyelemii
eseményt.

2. lemma. Legyen S, és S, a véges X halmazhoz tartozé E(X)
esemény-algebra két eseménye. Ha az A =(4,a,,X,0) és B=(B,by,X,d")
véges automatdk az S, és S, eseményeket az A" (S A) ill. B’ (< B) hal-
mazokkal elédllitjak, akkor az A és B automatdkbdl kiindulva megadhato
olyan C=(C, ¢,, X, . véges automata, amely az S U S, eseményt vala-
‘mely C'(SC) halmazzal elédllitja.

Bizonyitds. Egyenesen azt mutatjuk meg, hogy az a
C=AC, ¢;,°X5 0)) - “automata; amelyfe:s € =4 X B "co=(dys D) - 65
d ((a, b), x)=(d(a, x), 8'(b, x)) (a€A, bEB, x€X) teljesiil, az S;US,
eseményt a C' = (A"X B)U(4 X B") halmazzal elGdllitja. Valoban, ha
p€S;US,, akkor vagy p€S; vagy p€S,. Legyen pl. p€S,. Akkor a §,
atmenet-fiiggvény definicidja folytdn a d,((do, bo). p) sz6 utolsé betiije
benne van A’X B-ben, minthogy a d(ay, p) szé utolsé betiije 4A’-ben
van. Kovetkezésképpen, C a p (€.S,) sz6 hatdsira valamely (4"X B) U
U(4 X B’)-beli dllapotba megy dt. Analég mdédon tdrgyalhaté a p€S,
eset.

Megforditva, legyen p(€F(X )) olyan bemend szé, amelyre
(@9, bo)p=(a, b) (€C’) teljesil. Megmutatjuk, hogy akkor p€S;US,.
A feltételbdl kovetkezik, hogy vagy (a, b)€ A" X B vagy (a, b)€AXB’.
Ha pl. (a.b)cA"X B, akkor ao,p=acA’, vagyis peS; (&S, US,).
Ha pedig (a, b) € A X B’, akkor hasonléan nyerjiik, hogy p €S, (£S5, U S5)..
amivel a 2. lemmadt bebizonyitottuk.
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3. lemma. Legyen S, és S, a véges X halmazhoz tartozé E(X)
esemény-algebra két eseménye. Ha az A =(A4,a,,X,0) és B=(B,by, X,0")
véges automatdk az S, és S, eseményeket az A'( S A), ill. B'(Z B) halma-
zokkal elodllitidk, akkor az A és B automatdkbol kiindulva megadhato
olyan C=(C, c,, X, J,) véges automata, amely az S,S, eseményt valamely
C'(£C) halmazzal elédllitja.

Bizonyitds. Legyen C=(C,c,, X, 5 ) az az automata, melyre
C az AU B halmaz 6sszes nem iires részhalmazainak halmaza, ¢, ={(ay)
és a J. dtmenet-fiiggvény legyen a

d((a), x)=(b(a, x)), ha ac A\ 4’;

d.(({a), x)=(d(a, x), 3'(by, x)), ha ac A’;
1B, X' b; »y, s beB:

3 O PR I e )

=(0(Car), x)U... Ud[(ay), x) Ud((b,), x), ..., 5(by), X)),
ha' stk =2,:0,€4;b:€B (1=1, .55 5=1, .., k)

formuldk 4ltal definidlva. Allitjuk, hogy a most megkonstrudlt C auto-
mata az S;S, eseményt el§dllitja azzal a C’(< C) halmazzal, amely az
AU B egyesitési halmaznak azokbdl és csak azokbdl a részhalmazaibél
dll, amelyek legalibb egy B’-beli elemet tartalmaznak, ha e¢ S,. Ha
ecS,, akkor C” az AU B Gsszes olyan részhalmazaibdl 4dlljon, amelyek
legaldbb egy A" vagy B’-beli elemet tartalmaznak. Valoban, ha r€S,S,
és ed S,, akkor r=pq(p€S,,q€S,) é minthogy {(ap)r="{a,)pq=
={apyp)q és {agypcA’, azért a S, fiiggvény értelmezése folytdn az
{ap)r ={{ay)p)q halmaz tartalmaz legaldbb egy B’-beli elemet, kovet-
kezésképpen (ay)r € C’. Megforditva, legyen r( € F(X)) tetsz&leges olyan
bemend sz6, amelyre (apyr € C’ teljesiil. Ez utobbi azonban a konstruk-
ciébdl kovetkezen csak ugy teljesiilhet, ha az r(€F(X )) szénak van
olyan r=r’r” elGdllitisa, hogy (a,)r’ tartalmaz legaldibb egy A’-beli
elemet, az (ay)r'r”={(..., by, ...)r” halmaz pedig legaldbb egy B’-beli
elemet, vagyis r’' € S; és r” € S,, ahonnan r¢€ S,S, kovetkezik. Az e€ S,
esetben ehhez hasonléan végezhets el a lemma bizonyitdsa. Ezzel a 3.
lemma bizonyitdsdt befejeztiik.

4. lemma. Ha az A=(4, a,, X, ) véges automata az E(X) ese-
mény-algebra egy S eseményét az A'(S A) halmazzal elédllitja, akkor
A-bol kiindulva megadhaté olyan C = (C, ¢,, X, 8,.) véges automata, amely
az {S} eseményt valamely C’(<C) halmazzal elédllitja.
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Bizonyitds. Tekintsiik azt a C=(C, ¢,, X, 0.) automatdt, amelyre
C az A halmaz 6sszes nem {lires részhalmazaibdl és egy tetszéleges ¢,
szimbolumbdl 4ll6 halmaz, a . fiiggvényre pedig

(0(a, x)) ha acA\ A,
d.(a), ¥) = {((3(0, x), 5(dp, X)) ha acd,

(Sc((‘o s x) o=t (sr(<a0>’ x)

d(ay, ..., a), x)=(0ay), x), ..., 6{{ay), x)) ha k=2,
teljesiil. Alljon tovabbd C” a ¢, dllapotbdl és az 4 halmaz &sszes olyan
(nem {ires) részhalmazdbdl, amelyek tartalmaznak legaldbb egy A’-beli
elemet. Annak kimutatdsa, hogy a C automata az {S'} eseményt a C’
halmazzal el@dllitja, a 3. lemma bizonyitdsdhoz hasonlé meggondoldssal
torténhet, csupdn azt kell még megjegyezniink, hogy érvényes az

{S}= US elddllitds, ahol S°=e é S"=S...§ (n-szer), ha n=1.

Vllagos, hogy ha egy S reguldris esemény reguldris kifejezéssel van
megadva, akkor az S esemény reguldris kifejezésében felléps elemi
eseményekbdl kiindulva az 1—4. lemmdk bizonyitdsdban szerepld
konstrukcidok véges sokszor vald alkalmazdsdval eljuthatunk olyan
véges automatdhoz, amely az S eseményt az dllapot-halmaz egy rész-
halmazaval el&dllitja.

A 8. és 9. tételben megfogalmazott dllitdsokat a kovetkezd tételben
foglalhatjuk Ossze:

tovabba

€s

10. tétel. Egy véges halmazhoz tartozé esemény-algebra valamely
eseménye akkor és csak akkor reguldris, ha véges automatdban az dllapot-
halmaz egy részhalmazadval eléallithato.

Néhdny szerz8 (pl. M. A. Szpivak [40]) a metszetképzést is az
esemény-algebra miiveletei kozé sorolja. Ilyen felfogds mellett — mivel
két reguldris esemény metszete is reguldris — a reguldris eseményt az
elemi eseményekbdl az Osszeadds, szorzds, metszetképzés és iterdcio
véges sokszor valé alkalmazdsdval el§dllé eseményként definidlhatjuk.

Ha egy S reguldris esemény reguldris kifejezésében a metszetképzés
is szerepel, akkor az S-t el&dllité automatdnak az S reguldris kifejezésé-
bdl torténd felépitésére alkalmazhaté az aldbbi, konnyen igazolhatod

5. lemma. Legyen S, és S, a véges X halmazhoz tartozé E(X)
esemény-algebra két eseménye. Ha az A =(A4,ay,X,0) és B=(B,b,,X,0")
véges automatdk az S, és S, eseményeket az A'(S A), ill. B'(SB) hal-
mazokkal eléallitjck, akkor az A és B automatdkbdl kiindulva megadhaté
olyan C=(C, ¢y, X, d,) véges automata, amely az S,()S, eseményt
valamely C’( < C) halmazzal eléallitja.

7 Matematikai Lapok 1-2
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13. Automata-leképezések és események kapcsolata. Legyenek X
és Y tetszdleges véges halmazok és legyen ¢: F(X)— F(Y) valamilyen
automata-leképezés. Megmutatjuk, hogy az ilyen ¢ leképezések esemé-
nyek bizonyos rendszerével jellemezhetdk. Jelolje S, minden y(€ Y)-ra
azon p(€ F(X)) szavak halmazdt, amelyekre a @(p) (€ F(Y)) képszé
utolsé betiije y és tekintsiik az ilyen S, (€ E(X)) események H halmazit.
Nyilvdnval6, hogy H rendelkezik a kovetkez$ tulajdonsdgokkal: o) H
véges szamossdgu, f) ha y#y’(y,y’ € Y), akkor S, S, = @, y) bdrmely
p(;é e, € F(X)) sz6hoz van olyan y(€Y), hogy p€S, és d) bdrmely
y(€Y)ra eds,.

Altaldban, egy véges halmazhoz tartozé esemény-algebra eseményei-
nek olyan rendszerét, amely az «)—d ) feltételeknek eleget tesz, automata-
eseményrendszernek nevezink.

Ha tehdt X és Y véges halmazok, akkor minden ¢: F(X)— F(Y)
automata-leképezéshez hozzdrendelhet6 az E(X) esemény-algebra egy
automata-eseményrendszere. Konny{i beldtni, hogy megforditva, az X
véges halmazhoz tartozé E(X) esemény-algebra bdarmely H automata-
eseményrendszere a (véges) Y halmaz elemeinek jelolésétdl eltekintve
egyértelmiien meghatdrozza azt a ¢: F(X)— F(Y) automata-leképezést,
amelyhez a fenti médon tartozé automata-eseményrendszer éppen H.

Ezzel nyertiik, hogy az automata-leképezések bizonyos osztdlya és
az események kozott szoros kapcsolat van. Algebrai szempontbdl
egyértelmiien jellemezni tudtuk ugyanis az események nyelvén azokat
a leképezéseket, amelyek olyan A=(4, q,, X, Y, J, A) inicidlis automa-
tdk dltal indukdlhaték, amelyekre az X és Y halmazok végesek.

14. Az automata és az altala indukalt leképezés kapesolata az ese-
mények nyelvén. E pontban csak olyan inicidlis automatdkat tekintiink,
amelyeknél mind a bemend, mind a kimend jelek halmaza véges.

Legyen A=(4, a,, X, Y, 0, 2) ilyen Mealy-féle automata ¢és legyen
y(€Y) az A tetszleges kimend jele. Jelolje S, azoknak a p(€ F(X))
szavaknak a halmazit, amelyekre a ¢, (p) (€ F(Y)) sz6 utolsé betije y.
Fussa be y az A automata Y kimené halmazdt és jellje H, az ekdzben
el8dllé Sy(€ E(X)) események Osszességét. A H, eseményrendszert az
A automatdhoz tartozd kanonikus eseményrendszernek nevezzik.

Nyilvdnvald, hogy egy automatdhoz tartozé kanonikus esemény-
rendszer mindig automata-eseményrendszer.

Masrészt, a definiciébdl kozvetlentil adddik a

11. tétel. Egy olyan A=(4, ay, X, Y, J, 1) automata, amelyre az
X és Y halmazok végesek, akkor és csak akkor indukdl valamely ¢: F(X) —
— F(Y) automata-leképezést, ha a p-hez tartozé automata-eseményrendszer
egybeesik az A automatdhoz tartozé kanonikus eseményrendszerrel.
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Ennek megfelelSen, olyan A=(4, qy, X, Y, 0, 4) automatdk esetén,
amelyekre az X és Y halmazok végesek, a 7. pontban tdrgyalt analizis
és szintézis igy fogalmazhatd 4t:

(1”7) adott automatdhoz meghatdrozandé a hozzdtartozé kanonikus
eseményrendszer, majd az ehhez a 13. pont értelmében rendelt automata-
leképezés;

(2”) ha adott egy ¢: F(X)—~ F(Y) (X és Y véges halmazok) auto-
mata-leképezés, meghatdrozandd a ¢-hez a 13. pont értelmében tartozd
automata-eseményrendszer, majd megszerkesztendé olyan automata,
amelyhez tartozé kanonikus eseményrendszer egybeesik a ¢-hez rendelt
automata-eseményrendszerrel.

15. Véges automatak altal indukalhaté leképezések. Az el6z6 pont-
ban olyan inicidlis Mealy-féle automatdkkal foglalkoztunk, amelyeknél
mind a bemend, mind a kimend jelek halmaza véges. Most tovdbb
sziikitjiik a vizsgdlt automatdk osztdlydt. Nevezetesen, a tovdbbiakban
a belsd dllapotok halmazédnak a végességét is feltételezziik, mds szdval,
csak véges automatdkkal foglalkozunk.

Arra vonatkozéan, hogy milyen lekepezesek indukdlhatok véges
automatdk dltal, érvényes a kovetkezd

12. tétel (S. C. KLEENE [27)). ng @: F(X)>F(Y) (X és Yveges
halmazok) automata-leképezés akkor és csak akkor indukalhaté véges
inicidalis Mealy-féle automata dltal, ha a @-hez rendelt automata-esemény-
rendszerhez tartozdé minden esemény regularis.

Bizonyitds. A feltétel sziikségességének bizonyitdsa céljdbdl
legyenek X és Y tetszbleges véges halmazok és tegyiik fel, hogy a
¢@: F(X)—~F(Y) leképezést az A =(A,ay, X, Y, d,2) véges inicidlis
Mealy-féle automata indukélja. Az 5. tétel szerint létezik olyan
A = (A gy XY, 0% 0 veges inicidlis Moore-féle automata, amely
ekvivalens A-val. Jelolje A, minden y (€ Y) -ra az A’ automata y-nal
jelolt dllapotainak halmazit és legyen S;(€E(X)) az az esemény,
amelyet az A”=(A4’, a,, X, 6”) véges inicidlis klmeno jel nélkiili automata
az A’ éllapot-halmaz A, részhalmazdval elGdllit. A 8. tétel felhaszndld-
sdval nyerjiik, hogy Sj(y€Y) reguldris esemény.

De mivel a 11. tétel szerint a ¢ leképezéshez tartozd automata-
eseményrendszer megegyezik az A automatdhoz tartozé kanonikus
eseményrendszerrel, mdsrészt, minthogy az egymdssal ekvivalens A és
A’ automatdk kanonikus eseményrendszerei nyilvanvaléan egybeesnek
azért elegendd megmutatni, hogy bdrmely y (€ Y)-ra S,=S; teljesiil,
ahol H, =(S,|y€Y). Ez az egyenl6ség pedig a kovetkezS A’-beli
szdmoldssal adodik: Legyen p=x,x,...x, (€ F(X)) tetszGleges bemens

7‘
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526 és legyen 0'(dy, p) = a1a; ...a; (€ F(A")), tovdbba ¢, (p) =y, ys...y =
=p(a) u(as)...n(ay) (€ F(X)) Kénnyen beldthato, hogy barmely y(€ Y)-
rapeS,ey, =y €peS; < u(a)=y. HapeS,, akkor y =y, = u(ay),
azaz a,p € A;, vagyis pc S;. Megforditva, ha pES‘, akkor ayp€ Ay,
vagyis y, = u(a,p) =y, azaz pES Ezzel nyertiik, hogy barmely y(€ Y)-
ra S,=S) teljesiil, amivel a sziikségesség bizonyitdsdt is befejeztiik.

Az elegendb’s_ég bizonyitdsdhoz legyen ¢: F(X)—>F(Y) (X és Y
véges halmazok) olyan automata-leképezés, amelyrdl feltessziik, hogy
a hozzd tartozé H,=(S,,, ..., S,,) automata-eseményrendszer minden
Syali=ls 2 k) eseménye reguldris. Akkor a 9. tétel értelmében megad-
haték olyan véges A;=(A4;, ay, X, 9;) (i=1, 2, ..., k) inicidlis kimend
Je] nélkiili automatdk, amelyek az S, (€ E(X)) esemenyeket valamilyen
A (E4) halmazokkal rendre ClOdlllt_jak

Legyen A=(A4,a,, X, Y,0,u) az a véges inicidlis Moore-féle
automata, amelyre 4 = A, X... X4, ag=(ayg, asgs .-, Ayp) a 0 és U
figgvényekre pedig

# o((ay, ..., @), x)=(8,(ay; x), ..., Olay, x)) = (x€X, a;€A),
ill.
¥i,» ha pontosan egy i(=1, ..., k)-re a;€ A/,
m@, - a)) = {tetsz()'le 5 5
ges y(€Y) az Osszes tobb esetben
teljesiil.

Allitjuk, hogy Q. =@. Legyen p(€S,,) (1=i=k). ElegendS kimu-
tatni, hogy akkor %.,(P) utolso betuje y;. Legyen ayp= (al i L)
Minthogy y;#y; esetén S,,S, = @, tovdbbd a;p€A; cvpﬁS
azért a u jel-fiiggvény értelmezése. folytan ulap)=pu((ay, ..., a))=y; <
< p€S,,, amibdl az dllitds mdr kovetkezik. Ezzel a 12. tetel bizonyitd-
sdt befejeztﬁk.

A 12. tétel bizonyitdsdbdl az is lathatd, hogy ezzel a véges automa-
tdk 7., ill. 14. pontban megfogalmazott analizise és szintézise is megol-
ddst nyert, mégpedig az dltaldnosabb értelemben vett analizis és szinté-
zis keretein beliil.

II. Automata-szorzatok

Altaldban, a kiilénféle algebrai struktuardk (félcsoportok, csopor-
tok, gyfiriik stb.) leirdsiban fontos felvildgositdssal szolgdl annak a
kérdésnek a tanulmdnyozdsa, hogy a vizsgdlt algebrai struktura hogyan
épil fel mds (esetleg egyszer(ibb) algebrai strukturdkbdl. Az ilyen jellegii
vizsgdlatok az automatdk elméletében is fontos helyet foglalnak el,
hiszen a redlis automatdk, igy pl. az elektronikus szdmoldgépek is,
t6bb egyszerilibb automata kompozicidjaként dllnak els. A dolgozatnak
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ebben a részében definidljuk az automatdk szorzatdt, majd erre a szor-
zatra, ill. annak egyes nevezetes specidlis eseteire vonatkozé eredménye-
ket ismertetiink.

16. Az automata-szorzat definicioja. Legyenek A;=(4;, X;, Y}, 0, 4)
(i=1,2, ...,n) tetszéleges Mealy-féle automatdk, X és Y tetszGleges
(nem tires) halmazok, ¢ és  pedig az 4, X ... X A, X X szorzat-halmaz-
nak az X, X ... X X, szorzat-halmazba, ill. az Y halmazba val6 egyértelm
leképezései. Az A,, ..., A, automatiknak (az X és Y halmazokkal,
valamint a ¢ és W fliggvényekkel megadott) szorzatan értjiik azt az
A=(4, X, Y, d, A) automatdt, amelyre A =4, X ... X 4,, tovdbba a &
és A fiiggvényekre bdarmely (a,.....a,) (€A4) és x(€X) esetén

d((ayiiaoa); x)=(di(ag; %{), 7, 5.0:.(8,5%,))

A€as 5 oo B XY =@ i 5005 %)

és

teljesiil, ahol (xy, ..., x,)=¢(a,, ..., @, X).

Megjegyezziik, hogy az automatdk szorzatdnak most megadott,
V. M. GLuskov-tdl szdirmazé definiciéja (1. V. M. GrLuskov [19]) a
redlis automatdk felépitésénél haszndlatos legdltalanosabb kompozi-
ciok messzemend absztrakcidja ttjan jott létre. Vildgos tovdbbd, hogy
az automatdk szorzata a szorzatban szerepl komponensek dltal nincs
egyértelmiien meghatdrozva, hanem a szorzds eredményeként automatdk
egy osztdlya adddik.

Legyen 2 automatdk tetszdleges véges vagy végtelen halmaza. Az 2
halmazbeli automatdk valamely szorzatdn olyan szorzatot értiink,
amelynek komponensei az 20 halmazbdl valok.

17. Automatik teljes rendszerei. Mint mdr emlitettiik, a gyakor-
latban haszndlt automatdk dltaldban szdmos egyszerlibb automata
kompozicidiként (absztrakt megfogalmazdsban: szorzataiként) dllnak
els. Eppen ezért fontos kérdés, hogy lehet-e taldlni véges automatdk
olyan — lehetdleg véges — halmazadt, hogy ezen halmazbeli automatdk
tetszSleges példdnyszdmban valé felhaszndldsdval barmely el6re mega-
dott, véges automata dltal indukdlhat6 leképezéshez a szorzds miivele-
tének felhaszndldsdval fel tudjunk épiteni olyan automatdt, amely az
adott automata-leképezést indukdlja. Ez a kérdés elvezet benniinket a
kovetkezd dltaldnos definicidhoz:

Legyen 2 automatdk egy tetszdleges osztdlya és legyen 2 az A
egy valédi részrendszere. Akkor mondjuk, hogy az U’ rendszer az
A-ban teljes, ha barmely A-beli automatdhoz taldlhaték olyan A’-beli



102

automatdk, amelyeknek valamely szorzata ekvivalens az adott -beli
automatdval. Az A’-t véges teljes rendszernek nevezziik A-ban, ha az
A’-beli automatdk kozott csak véges sok pdronként nem izomorf van.

Kiilonosen fontos az a kérdés, hogy automatdk valamely osztdlyd-
nak mikor van véges teljes rendszere és hogyan lehet megadni ilyen
rendszereket. Mi a tovdbbiakban a véges automatdk osztdlydval fog-
lalkozunk és kimutatjuk, hogy ebben az osztilyban Iétezik véges teljes
rendszer, tovdbbd, meg is adunk ilyen rendszereket. Ezzel kapcsolatban
nevezetes eredményként fog adédni, hogy a véges automatdk osztdlyd-
ban Iétezik olyan véges teljes rendszer is, amelyhez tartozd barmely két
automata izomorf egymassal.

A véges automatdk osztdlydban specidlis teljes rendszerek az Gn.
izomorfan teljes rendszerek. .

Véges automatdk egy 2 rendszerét izomorfan teljesnek nevezziik,
ha bdrmely elére megadott A véges automatdhoz megadhatd az A
rendszerbeli automatdk egy olyan (véges) szorzata, amelynek van az A
automatdval A4-izomorf A-részautomatdja.

Az aldbbi tétel szerint a véges automatdk osztdlydban létezik
véges, s6t egyetlen automatdbdl 4116 izomorfan teljes rendszer.

13. tétel (V. M. Gruskov [19]). Véges automatdk valamely U
rendszere akkor és csak akkor izomorfan teljes, ha W-ban taldlhaté
legaldbb egy olyan A= (A4, X, Y, 8, A) automata, amelynek van két olyan
egymdstol kiilonbozoé ag, a(€ A) dllapota, tovabbd négy olyan (egymdstol
nem feltétleniil kiilonb6z6) x,, x5, X3, X, (EX) bemend jele, hogy
ayX| =dy, GyXe =a, axg=a €s ax,=a, teljesiil.

Bizonyitds. A sziikségesség bizonyitdsa céljabol az U rendszer
Ay, ..., A, automatdi véges szorzatdnak A-részautomatdja gyandnt
vegyiik azt az A=((ao, a),(x, ), ) kimen§ jel nélkiili automatst,
amelynek o dtmenet-fliggvényére d(ay, x)=0d(a, y)=a és d(a, x)=
=0(ay, y) =a, teljesiil. A szorzat definicidja szerint az a, és a dllapotokra
Ao =(Q1ps - sae)- Al a=(a;, oo a) (dns a4 1=1; % k) teljesik
Ugyancsak a szorzat értelmezése folytdn, a d(a,, X)=0d(a, y)=a és
d(a, x)=0d(ay, y) = a, Osszefliggések teljesiilése azt jelenti, hogy van olyan
(xl’ LREX) xk)s (X; PR xé), (yla e § yk) és (y; yis=hg yl:.) (xis xl" s Vis y: EXi)a
hogy tetszSleges i (=1, ..., k) esetén érvényesek a d;(a;, x;)=0;(a;,
yi)=a; és 6;(ay,y;)=0;(a;, x{)=a,, Osszefiiggések. Minthogy a,+a,
azért van olyan i (1 =i=k), amelyre a;, #a;, vagyis az U rendszer ezen
i-hez tartozé A; automatdjdnak a,, és a; dllapotai, valamint x;, X/, y;
és y/ bemend jelei eleget tesznek a tételben megadott feltételeknek.

Megforditva, az elegend@ség bizonyitdsdhoz tekintsiink egy tet-
szBleges n dllapottal biré B=(B, X, Y, J, 1) automatdt és vegyiink egy,
a tételben megadott feltételeknek eleget tevé A automatdt k& példinyban,
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ahol k=Zlog n. Ekkor a B automata dllapothalmaza és az a,-bol és
a-bdl képezett k hosszisdgu sorozatok halmazdnak alkalmas részhal-
maza kozott kolesonosen egyértelmii hozzdrendelés Iétesithets. Minthogy
a tétel feltételei barmely két ilyen sorozat kozott biztositjdk az dtmenetet,
azért a szorzat definiciojdban szereplé ¢ és Y leképezések megadhatok
oly mdédon, hogy az adott hozzdrendelés A-izomorfizmus legyen. Ezzel
a 13. tétel bizonyitdsdt befejeztiik.

Véges automatak egy 2 rendszerét homomorfan teljesnek nevezzik,
ha bdarmely véges A automatdhoz taldlhaté -beli automatdk olyan

véges szorzata, amelynek van az A-ra A-homomorf mdédon leképezhetd
A-részautomatdja.

Vildgos, hogy ha a véges automatdk egy rendszere izomorfan
teljes, akkor homomorfan is teljes.

Ervényes A. A. LETICSEVSZKD [28] tételének aldbbi dtfogalmazdsa:

14. tétel. Véges automatdk valamely U rendszere akkor és csak
akkor homomorfan teljes, ha U tartalmaz legalabb egy olyan
A=(A4, X, Y, d, ) automatadt, amelynek van olyan a (€ A) dllapota és
X1, X3 (€X) bemené jele, tovdbbd olyan pi, ps (€ F(X)) bemend szava,
hogy o(a, x,)#d(a, x;) és ax,p, =axsp,=a teljesiil.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy az 2 rendszerbeli A,, ..., A, auto-
matdk valamely szorzatdnak van olyan A’=(4’, X', Y, 0", A") A-rész-
automatéja amely A-homomorf moédon leképezhetd arra az
A=A4X,X, 39, ,1) ‘Mealy-féle automatdra, amelyre A=(ay, a,),
Xez= (x ¥y),a bés A fuggvényekre pedig a 3(ap, X)= cS(a1 )= 5(al )=
=dp, 6(‘10’ y) ag, il. a l(a()’ x) A'(ahy) xa’l(ao, y) /1(01, ’C) 5294
osszefiiggések teljesiilnek. Jeldlje y az A’-nek A-ra valé valamely A4-
homomorfizmusdt. :

Mindenekel6tt azt mutatjuk meg, hogy A’-nek van olyan erGsen

Osszefliged” A” A-részautomatdja, amelynek az A automata A-homo-
morf képe. EbbSl ugyanis a tételben megadott feltétel sziikségessége
kozvetleniil adédik. Valdban, legyen a® =(al?, . a(")) (€4”) az a,
valamely §se a mondott A4- homomorﬁzmusnal és legyen a® =

=(a®, " a(1)) @ ..., a®)x, a® =(a®, ..., a®)= (a“’) . d®)y.
Mmthogy "A” ersen osszefuggo, azért van o]yan pb és p(z) ‘bemend
sz6, hogy aVp® =a®p® =4 teljesiil. De a*) 4™ miatt van olyan
i(1=i=k) hogy a¥#a®. ily médon a szorzat értelmezése folytdn
feltétleniil taldlhatok az A; automata af” dllapotdhoz olyan x; €s y;

7 Bgy A=(4, X, ) automatdt erdsen Osszefliggbnek neveziink, ha barmely
a, b(€ A)-hoz van olyan p(¢ F(X),#e), hogy ap=h.
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bemend jelek, tovdbbd olyan p{" és pi® bemend szavak, hogy
a®x(=af") # (a®=)a®y; és aV'p{V =aPp{® =a{® teljesiilnek. Ez
pedig éppen azt jelenti, hogy az 2 rendszer A; automatdja a tétel felté-
teleinek eleget tesz.

Elegendd tehdt kimutatni a fenti tulajdonsdgi A” automata léte-
zését. Legyen e célbdl B, ¢és B, az a,, ill. a, dllapotok teljes Gsképe a
1: A’—~A A-homomorfizmusndl. Ha az A’ automata nem er&sen Ossze-
fligg6, akkor vannak olyan b,c(€A4") dllapotok, hogy bdrmely
p(€F(X’)) bemend széra bp =c teljesiil. Vegyiik most A’-nek azt a
C, A-részautomatdjdt, amelynek dllapot-halmazdt maga a b dllapot,
tovabbd az Osszes bp(p B F(X’)) allapotok alkotjak. Minthogy A erGsen
Osszefliggd és A’-nek homomorfképe,azért B, C, # @ és B, C, # &,
vagyis A a C,-nek is A-homomorf képe és a C, automata dllapotainak
szdma kisebb az A” automata dllapotainak szamdndl. Ha a C, automata
nem erdsen Osszefliggd, akkor ezt az eljdrdst folytatva — minthogy A”
véges — véges szamu lépésben eljutunk a kivdnt C;=A" er8sen Ossze-
fiiggd A-részautomatdhoz.

Most megmutatjuk, hogy a tétel feltételeinek eleget tevSd 2 rendszer
homomorfan teljes. Legyen e célbol A=(4, X, Y, 6, 4) (€¢2A) olyan
automata, amelyre van olyan ay(€A), x,, yo( € X) és p, p'( € F(X)), hogy
az apxg=a; # ai=ayy, ¢ a,p=aip’=a, Osszefiiggések teljesiilnek.
Legyen tovdbbd d(a,, p)=a;...a,_,a, és d6(ai,p’)=a;...a,_ia,. Ez
azt jelenti, hogy bdrmely @;-hez van olyan x;, hogy

(11) ’ aiX; =aj4 1 (modm)

és barmely a; -h6z van olyan y;, hogy

(12) a;yi;ai,+1(modlx)'

Legyen most B=(B, X, Y, 0z, Ap) tetsz8leges véges automata és k
olyan természetes szdm, amelyre k=2log |B| teljesiil. Jelslie V az
A™+Wk hatvdny-halmaz azon elemeinek halmazdt, amelyekben minden
t0=t<k)re a ttm+n)+1 és (t+1)(m+n) szamok 4dltal hatdrolt
intervallumban az a, ..., a,_,dy, ..., a,_; elemek szerepelnek egy-
szeres komponensként az a, pedig kétszeres komponensként. (Ha bizo-
nyos dllapotokra az a; = a; egyenl8ség teljesiil, akkor az ilyen dllapotokat
vegyiik kétszeresen, egyszer a;-ként, egyszer pedig a;-ként.) A ¥ halmaz
elemeit soroljuk osztdlyokba ugy, hogy két elem akkor és csak akkor
keriiljion egy osztdlyba, ha rdjuk tetszleges #(0=t<k)-re egyidejiileg
teljesil, hogy a t(m+n)+1 és (t+1)(m+n) szamok dltal hatdrolt
intervallumba esé komponenseik koziil vagy («) a, megelSzi aj-t, vagy
(B) a; eldzi meg a,-et. Nyilvdnvald, hogy ily médon a ¥V halmaz egy
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osztdlyozdsa all el8. Az osztalyok halmazat jelolje V. A V halmaz ren-

delkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy barmely két V,, V, (€V) osztdly-
hoz taldlhaté olyan bemend jel (az A automata bemeno jeleibsl dllo
(m+n)k hosszusdg vektor), amelynek hatdsdra a V' osztdily minden
eleme a V, osztdlyba megy dt. Valéban, konnyii taldlm olyan bemend
jelet, amely az a; komponenst i+ i (modm)* -be, az a/ komponenst pedig
7 4 1 (modn)-DE v1521 at (i=0) (L (11) és (12)). Mdsrészt, ezek egyike sem
lehet a, vagy a;. Hogy a V, osztdly elemei milyen osztdlyba mennek at,
az csak azon mulik, hogy a r(m +n)+1és(t+1)(m+n)(t=0,1,. —1)
szamok adltal hatdrolt intervallumba esG két a,-ds komponens kéizl'il
az elgbb dllohoz alkalmazzuk az x, jelet, a késGbb dlldhoz pedig az y,
jelet, vagy pedig forditva. Ezzel egyiitt bizonyitdst nyert az is, hogy az
A rendszer hommomorfan teljes, mert V-nak a B halmaz szdmossdgdval
megegyez$ szamossdgu részhalmazdt egy-egyértelmii mdédon leképezve
B-re — a fentiek szerint — A™*™*-ban lehet taldlni olyan ¢ és ¥ figg-
vényeket, hogy a kapott szorzat V részautomatdjanak a B automata
A-homomorf képe. (V6. az izomorfan teljes rendszer létezésére vonatkozo
13. tétel bizonyitdsdval.) Ezzel a 14. tétel bizonyitdsdt befejeztiik.

A fentebb megadott dltaldnos definicio értelmében a véges automa-
tak egy U rendszerét teljesnek nevezziik, ha barmely, véges automata
dltal indukdlhaté automata-leképezéshez megadhato 2-beli automatdk
olyan szorzata, amely valamely dllapotdval mint kezd@dllapottal inicidlis
automataként tekintve, az adott automata-leképezést indukdlja.

Nyilvdnvald, hogy ha véges automatdk egy 2 rendszere izomorfan
vagy homomorfan teljes, akkor 2U teljes is. Megforditva, érvényes a
kovetkezd

15. tétel. Véges automatdk minden teljes rendszere homomorfan is
teljes.

Bizonyitds. Tekintsik azt a 3 automata-leképezést, amelyet
valamely dllapottal mint kezdd allapottal inicidlisnak tekintett, a 14.

tétel bizonyitdsa sordn megadott A automata indukdl. Minthogy az A

automata redukdlt, azért A a 9 leképezést indukdlé valamennyi auto-
mata valamely A-részautomatdjanak A-homomorf képe. Innen a bizo-
nyitds a 14. tétel ,,csak akkor™ dllitdsdanak bizonyitdsdéhoz hasonléan
folytathato.

18. Automatak R-szorzatai. Az automatdk bizonyos specidlis kom-
pozicidi, az Gin. hurokmentes kompoziciék jol haszndlhatok azokban
a vizsgdlatokban, amelyek az automatdk ,,gazdasdgos kodoldssdval”
kapcsolatosak. Az ilyen irdnyt kutatdsokat J. HARTMANIS [23] inditotta
el. A kovetkezSkben, cikkiink algebrai el6addsmddjdhoz igazodva,
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nem a hurokmentes kompozicié eredeti (az automatdk strukturdlis
elméletében haszndlt) fogalmdt vezetjik be, hanem az R-szorzat fogal-
madt, amely az eredeti fogalomnak az algebrai szemléletnek megfelel§
ekvivalens dtfogalmazdsa.

Legyen R=(1, ..., k) a < rendezéssel adott véges parcidlisan ren-
dezett halmaz. Minden i(€R)-nek feleltessink meg egy A;=
=(4;, X;, Y;, 6;, 4;) automatdt (nem feltétleniil egy-egy értelmii mddon).
Az R-hez a fenti médon hozzdrendelt A; automatdknak az X, Y halma-
zokkal, valamint ¢, fliggvényekkel megadott R-szorzatdn azt az
A=(4, X, Y, d, A) automatdt értjiikk, amelyre

1.,A=A,X..XA,

2. b((al ¢ M, D) ak)s X) (5 (al ’ \1) 5k(ak7 xk))a ahol (-\‘l 9 sovy -\'k) =
=o(ay, .. akw\) =(pi(ay; .., @ X), ..., ‘Pk(alv s @ X)) €8 @y (@, . G X)
(1= 1<k) csak az i-nél a < rendezesben nagyobb index{i automatak
dllapotaitdl és az X elemeitdl fligg ténylegesen,

3. M((ay5 ..., ap), x)=vy(a,, ..., a, x) teljesiil. (A definiciébdl vild-
gos, hogy a ¢ és  fiiggvények, mintleképezések, @: 4 X ... X A, X X —~
X X... XX, s Y: A X...X A, X X~ Y alakuak.)

Az A=(A4, X, o) kimend jel nélkiii automata A4 dllapot-halmazdnak
egy n osztdlyozdsdt az A automata kongruens felosztdsdnak nevezziik,
ha bdrmely a;, a;(€A4) és x(€X) esetén 7

; 5
a;=aj(m) = d(a;, x) =d(a;, x) (7)
teljesiil.

Legyenek m,, 7y, ..., w, a H halmaz kiilonb6z8, nem feltételentil
az Osszes osztdlyozdsai. Legyen ezek koziil m, és n, minden esetben
a H azon osztdlyozdsa, amelynél H maga egyetlen osztdly, ill. H minden
eleme egyediil alkot egy-egy osztdlyt. Akkor mondjuk, hogy a 7; nagyobb
n;-nél, jelekben, 7; >1;, ha 7; a 7; finomitdsa, mds széval, ha H bdrmely
két a, b elemére

a=b(n;) = a=b(n)

teljesiil. Ezzel a H halmaz osztdlyozdsai (pdronként idegen halmazokra
valé felosztdsai) (m,, ..., n,) halmazdban egy parcidlis rendezést defi-
nidltunk. A tovdbbiakban jelolje =¥ (i=1, ..., r) a ny, 7y, ..., 7, felosz-
tdsok koziil azoknak a metszetét, amelyek 7;-nél nagyobbak.

Legyen megadva véges automatdk egy U rendszere. Akkor mondjuk,
hogy az A automata izomorf médon bedgyazhaté -beli automatdk
valamely R-szorzatdba, ha van -beli automatdknak olyan R-szorzata,
amely tartalmaz az A-val A-izomorf A-részautomatat.

Ha egy automatdt tovdbbi automatdk R-szorzataként akarunk
realizdlni, a gyakorlatban fontos lehet, hogy ezt ,,minél kisebb”, minél
kevesebb dllapottal biré automatdk felhaszndldsdval tudjuk megtenni.
Erre vonatkozdan érvényes a kovetkezd
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16. tétel (F. GEcSEG). Egy A véges automata akkor és csak akkor
dgyazhaté be izomorf mddon adott, I-nél nem tobb dllapottal biré auto-
matdk egy R-szorzatdba, ha van A-nak olyan T={m,, n,, ..., ;) kongru-
ens felosztas-halmaza, hogy minden i (=1, ..., k)-re a n; felosztasnak a
nf felosztds egy osztdalyaba esé osztalyai szamdnak maximuma [-nél nem
nagyobb.

Bizonyitds. A sziikségesség bizonyitdsa céljdbdl tegyiik fel, hogy
az A=(4,X,7Y,0,/) automata izomorf mddon beégyazhaté az
A, =4, X;, Y, 6 s A) (i=1, ..., k) automatdk egy, a ¢ ¢és Y figgvények
altal megadott =(4, X, Y 5 J) R-szorzatdba és legyen |4, =1
(1=i=k). Ekkor A allapota1 felfoghatok MR = (a1 55 005, o Or)
(@a€A;a;€A;) alaka k-dimenziés vektorok. Az A automata m;
(i=1,...,k) felosztdsait a kovetkezokeppen deﬁnialjuk Legyen
(ar s ak)z(a'l, ..., az) (m;) akkor és csak akkor, ha a;,=a] és a; =a;_,
ahol a; és a;, az (a, ..., @), ill. (ai, ..., a;) elemeknek az A; -nel az R
parc1a11s rendezes mellett a nagyobb A automatdba es6 komponensel
Nyilvdnvald, hogy ily médon az A halmaz osztdlyozdsaihoz jutottunk.
Megmutatjuk, hogy =; (i=1, ..., k) kongruens felosztds. Legyen
A= (Gea O e O] a’=(a'1, F a{, ) a=a '(w;) és legyen x(€X)
tetsz6leges bemend jel. Akkor a;=a; és a; =a;, miatt a
D AL X =l Xy vty X —iC8 (p(al, A X) = (xl, Xenvrs X
vektorokra x;=x; és x; =x; _teljesil. Kovetkezésképpen, a

2 o(a, x)=(6l(al 2 X1)s s 0(a;, X)s ooy Ol xk))
és
5(‘1” -\‘) :(51(a’l s x’l)s sy 6,’(0;, x;)y Sacy 6k(al’(’ x)l’c)
dllapotokra
oda;, xi)=5.’(a.f, x7)
és
5:‘,(“.‘,, xi,) =5i,(af,, xz{,)

teljesiil, ami éppen azt jelenti, hogy d(a, x) =d(a’, x)(n;). Ezzel nyertiik,
hogy az A automata =n; (i=1, ..., k) felosztdsai valoban kongruens
felosztdsok.

Mcgmutatjuk tovdbbd, hogy a =; felosztdsnak a = felosztds egy
osztdlyba es§ osztdlyai maximuma bdrmely i(=1, ..., k) esetén /-nél
nem nagyobb. Valéban, konnyen belathato, hogy a n* felosztasnal az
A=A P @ 00) 68 0 =05 s v, ) allapotok akkor ¢€s csak
akkor vannak egy osztdlyban, ha a; =a) . Az (a édllapotot tartalmazd)
nif(a) osztdlyban levd w;-beli osztdlyok szama pedig nem lehet tobb az
A; automata dllapotainak szdmdndl (mivel adott komponensekhez ennyi-
féle médon vdlaszthatd kiilonbozé a; komponens), ez a szdm pedig a



108

feltételezés szerint /-nél nem nagyobb. Ezzel a sziikségesség bizonyitdsdt
befejeztiik.

Megforditva, az elegendGség bizonyitdsa céljabol tegyiik fel, hogy
az A=:(4, X, Y, 0, /) automatdnak van a tételben megfogalmazott fel-
tételeknek eleget tevdé T={(m,, n,, ..., n;) kongruens felosztds-halmaza.
Jelolje Ty a 7"\ (m,) halmaz maximadlis elemeinek halmazdt és dltaldban,
T;a TN\ ((meyUT,U...UT,_,) halmaz maximdlis elemeinek halmazdt.

A T-beli kongruens felosztdsok segitségével megkonstrudlunk
olyan A;=(4;, X,,9;) (i=1, ..., k) kimen§ jel nélkiili automatdkat,
amelyeket alkalmas mddon kimend jellel biré automatdkkd kiegészitve,
olyan, a tételben megkivant automatdkhoz jutunk, amelyek egy R-szor-
zatdba az A automata izomorf mddon bedgyazhatd.

Ha =n;€T,, akkor legyen A; a w; felosztdshoz tartozd osztdlyok
halmaza, legyen X;=X és a J; dtmenet-fiiggvényre teljesiiljon

dmi(a), x)=n(d(a, x)) (a€A, x€X).
Jelolje M(a) (i=1, ..., k) a ntf(a) osztdlyba esS n;-hez tartozo osztdlyok
halmazdt. Ha n;4¢ T, akkor A; legyen tetszSleges olyan absztrakt hal-
maz, amelyre |4;| =max | M (a)| teljesiil. Legyen tovédbbd &; a n; felosztds
acA

osztdlyai halmazdnak az A; halmazba valé olyan egyértelmii leképezése,
amely minden a(€A)-ra az M(a) halmazon koélcsondsen egyértelmdi.
Ha pedig n; € T, , akkor &; a &; felosztds osztdlyai halmazdnak onmagdra
valé identikus leképezésével essék egybe.

Tetszdleges 7 € T\ (T, U(m,))) felosztdshoz tartozé A; automata
dllapot-halmaza legyen az A; absztrakt halmaz, legyen tovdbbd
X;=A4; X..xXA; XX, ahol 4, (m=j,, ..., j,) an;felosztdsndl nagyobb
Osszes m,(€T) felosztdshoz tartozé automata dllapot-halmaza, a 9;
dtmenet-fliiggvényre pedig teljesiiljon.

o;(a;, @, ... a;,, x)=&;(m;(0(a, X))  (XEX, A, €A,,0=], ]y, ..es Jo)

abban az esetben, ha van olyan a( € A), hogy &,(n(@) =a, V=], 1, ... o)
mds esetben pedig legyen J; tetszéleges. Megmutatjuk, hogy ilyen
a(€A) létezése esetén m;(a) a &;—k (i=1, ..., k) rogzitése utdn mdr
egyértelmilien meghatdrozott. Tegytk fel, hogy a’(€A)-re is teljesiil
¢(m@))=a,v=j,j, ....J.). Ha m,€T,(m€{jy, ..., j.)), akkor a &,
értelmezése miatt a=a'(n,) teljesiil. Tegyik fel, hogy a=d/(n,) telje-
stilését mdr minden m(€(j, ..., jy)-re kimutattuk. Akkor a=a’(n})
is teljesiil, azaz n;(a), n;(a’) € M;(a). De &; az M ;(a) halmazon kolesond-
sen egyértelm, azért &;(a) =¢;(a’) =a; csak ugy dllhat fenn, ha 7;(a) =
=mn;(a’). Ezzel megmutattuk, hogy a ¢; dtmenet-fliggvény értelmezésé-
ben szereplS a (€ 4) dllapot a m; kongruencidtdl eltekintve egyértelmiien
meghatdrozott, ami (rogzitett &, (1=i=k) leképezések mellett) bizto-
sitja 0; definicidjanak egyértelmiiségét.
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Vildgos, hogy az A;(i=1, ..., k) automatdk dllapotainak szama /-nél
nem nagyobb.
Ertelmezziink az A =(Ai=1, ..., k) halmazon egy R parcidlis

rendezést oly mdédon, hogy legyen

A >A A, =T, (Am’AnEQI)

m

és tekintsiik az A, ..., A, automatdknak az X, Y halmazokkal és a
o,y fiiggvényekkel a kovetkez6 mddon megadott A=(4, X, Y, 4, A)
R-szorzatat: legyen

o {7 AR PR w9 o (R . VSIS R TS ey A

ahol a;,,...,a;, az (a,...,a;, ..., a) vektornak az A;-nél nagyobb
automatdkban levG komponensei és legyen

Wy s Qs %) =A@, X);

ha van olyan a(€A4), hogy &(n;(a))=a; (i=1, ..., k), mds esetekben
pedig legyen Y (a,, ..., a;, x) tetszGleges.

* Konnyen ldthatd, hogy ¢ ilyen megvdlasztdsa mellett minden
olyan (ay, ..., a,) vektorra, amely (&,(m,(a)), ..., & (m () (a€ A) alak-

ban elédll,
d((ay, ... @), x)=(&,(m,(ax)), ..., &(m(ax)))
teljestil.

Legyen 9 az A halmaznak A ba valé olyan leképezése, amely bédr-
mely a(€A)-hoz a (&,(m,(a)), ..., &(m(a))) vektort rendeli hozzd. Min-
denekelStt megmutatjuk, hogy a 3 leképezés kolcsondsen egyértelmii.
Valdban,* legyen 3(a)=9(a") (a,a’ €A;a#a’) és legyen n;(€T) az a
felosztds, amelyre a#a’(n;), de bdrmely n,(€T; n;>mn;)-re a=a'(n;).
Ekkor a=d/(n}) is teljesul De &; az M;(a) halmazon kolesonosen
egyértelmi, azért a# a’'(n;) miatt C (m;(@)) #&;(n;(a’)), ami ellentmond
a 3(a)=3(a’) feltételnek. Ezzel egyszersmmd az R-szorzat megaddsdban
szereplG ¥ fliggvény értelmezésének egyértelmiiségét is kimutattuk.

Legyen végiil a és x az A automata tetszdleges dllapota, ill. tetszo-
leges bemend jele. Akkor

3(8(a, x))=(&,(my(ax)), ..., &(max))) =
=5((¢(n,(@)), ... &(ml(@)), x)=b(9(a), x),

azaz a 9: A~ A az A-nak A-ba valo A-izomorfizmusa. Ezzel a 16. tétel
bizonyitdsat befejeztiik.

A most bebizonyitott tétel jol haszndlhaté automatdk R-szorza-
tokra nézve teljes rendszereinek vizsgdlatdnal.



110

19. Automatik specidlis R-szorzatai. Az A, =(A4,, X,, 6,)(i=1, ... n)
kimend jel nélkiili automatdk direkt szorzatin azt az A =(A4, X, 0)
automatat 7ertjik; amelvre. A =4 X De A X=X G0 X X, a0
dtmenet-fiiggvényre pedig barmely (a, ..., a,) (€4) és (xy, ..., x,) (€ X)
esetén

lais @) xRN = (O, Xg), s iy %)

teljesiil. Specidlisan, a k6zos X bemend halmazzal bird A;=(4;, X, J,)
kimen§ jel nélkiili automatdk A-direkt szorzatin azt az A =(4, X, )
automatdt értjiik, amelyre 4 = 4, X... XA4,, a  dtmenet-fiiggvényre
pedig barmely (a,, ..., a,) (€ A) és x(€X) esetén

- ; 5((01, cees n)a x)z(él(al’x)5 veey 5,,(0,,,)6))
teljestil.

Tegyiik fel, hogy az A, és A, Mealy-féle automatdk olyanok,
hogy A, kimend halmaza egybeesik az A, bemend halmazdval, azaz
legyens Av= (A5 X0 ¥ 0 A eI = (A, X Yay 05, An) = AZ AT
nek A,-vel vald szuperpozicidjdn értjik azt az A=(4, X, Y, 4, A) auto-
matdt, amelyre 4 = A, X 4,, X = X,, Y=Y, a é és A figgvényekre
pedig bdrmely (a,, a,) (€ A) és x (€X) esetén a

5((“1 , Gs), x) :(51(01 o0k 52(02’ Ay(ay, x))),

A((‘H > ay), x)=/12(a2, 2q(ay, x))

definiciés Osszefiiggések teljesiilnek.

A szuperpozicié fogalma természetes modon dltaldnosithato tetszi-
leges, de véges sok A, ..., A, automata esetére. Ha n=2 akkor dltald-
nositott szuperpoziciorél beszéliink. :

Az A=(4, X, Y, 9, 1) automatdt az A'=(4’, X', Y’, &, A’) auto-
matdndl egyszeritbbnek nevezzik, ha |A| < |A4’|. Tetszdleges automatdnak
két egyszeriibb automata szuperpozicidjaként vald elGallithatosagat
illetGen M. YorLy [46] és K. CuLIK [9] egymdstdl fiiggetleniil 1ényegében
ugyanarra az eredményre jutottak:

ill.

17. tétel. Egy A Mealy-féle automata akkor és csak akkor izomorf
nem trividlis kongruens felosztdsa, amelynél bdarmely két osztdly szdmos-
saga megegyezik.

Ennek a tételnek a bizonyitdsdt a 16. tétel bizonyitdsdnak ismereté-
ben az olvasé is minden nehézség nélkiil elvégezheti. Elegend§ csupdn
annyit megjegyezniink, hogy a szuperpoziciéban szerepld elsd automata
kimend jeleiként a (7(a), x) parokat vdlaszthatjuk, ahol = az A automa-
tdnak a tételben megadott tulajdonsdgi kongruens felosztdsa, a és x
pedig A tetszbleges dllapota, ill. bemend jele.
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Megjegyezziik, hogy az I. rész 4. pontjdban fellépd automata-
konstrukciok nem mdsok, mint automatdk szuperpoziciéi. Igy az aldbbi
tétel bizonyitdsdhoz annyit kell csak megmutatnunk, hogy adott véges
X halmaz esetén nincs véges sok olyan véges automata, amelyek dltaldno-
sitott szuperpozicidjaként minden olyan véges automata el6dllna, amely
az F(X) szabad félcsoport valamely 6nmagdra valo és véges automata
altal indukdlhato leképezését indukdlnd.

18. tétel (F. GEcseG [12]). Ha |X|=2, akkor sem a Hx félcsoport-
nak, sem a Gy csoportnak nincs véges generdtorrendszere.

20. Automatidk R-teljes rendszerei. Ha az automatdk teljes, homo-
morfan teljes és izomorfan teljes rendszerei definicidjdban tetszSleges
automata-szorzatok helyett csupdn R-szorzatokra szoritkozunk, akkor
az automatdk R-teljes, homomorfan R-teljes és izomorfan R-teljes rend-
szerei fogalmdhoz jutunk.

A 17. pontban bebizonyitott tételek dltaldban nem vihet6k 4t
R-teljes, homomorfan R-teljes és izomorfan R-teljes rendszerekre.
Ervényes azonban a 15. tételnek megfeleld

19. tétel (F. GECSEG). Véges automatik egy rendszere akkor és
csak akkor R-teljes, ha homomorfan R-teljes.

Bizonyitds. Nyilvdnvald, hogy ha véges automatdk egy 2 rend-
szere homomorfan R-teljes, akkor R-teljes is.

Megforditva, legyen U véges automatdk egy R-teljes rendszere.
Megmutatjuk, hogy barmely véges B = (B, X, Y, 6, A) automatdhoz meg-
adhaté A-beli automatdk olyan R-szorzata, amely tartalmaz a B-re
A-homomorf mdédon leképezhetd A-részautomatdt. Ha a B automata
nem Osszefiiggd, akkor bemend halmazdhoz vegyiink hozzd egy j x’
jelet tgy, hogy B-bsl egy Osszefiiggd B’ automata dlljon el8. Vildgos,
hogy ezt megtehetjiik és B a B’-nek X-részautomatdja lesz. Tekintsiik
ezutdn a B’ = (B, XU(x), &) kimeng jel nélkiili automata dltal indu-
kdlt @p leképezést. Minthogy B’ kimend jel nélkiili automata, azért
a @p -t indukdlé automatdk koziil minimadlis és igy az 5. pont szerint
a @y -t indukdlé automatdk mindegyike tartalmaz a B’-re A-homomorf
modon leképezhetd A-részautomatdt. De mivel az 2 rendszer R-teljes,
azért létezik A-beli automatdk olyan A R-szorzata, amely a @p leképe-
zést indukdlja, azaz, az el6bb mondottak miatt A tartalmaz a B’-re
A-homomorf médon leképezhet§ A-részautomatdt. Vildgos, hogy A-bdl
az x’ bemend jel elhagydsa utdn elddlld A’-nak, mint kimend jel nélkiili
automatdnak van B-re, mint ugyancsak kimend jel nélkiili automatdra
A-homomorf mddon leképezhet§ A-részautomatdja. Mdrmost az A’
R-szorzat megaddsdban szerepld y fliggvényt ugy megvdlasztva, hogy
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tetszéleges b( € B) dllapotnak a mondott homomorfizmusndl vett minden
a=(ay, ..., a) 6sére barmely x( € X') bemend jel esetén y/(a,, ..., a, xX) =
= A(b, x) teljesiiljon, a kivdnt A-homomorfizmust kapjuk. Ezze! a 19.
tételt bebizonyitottuk.

A 17. pontban megmutattuk, hogy a véges automatdk halmazdanak
léteznek teljes, homomorfan teljes, ill. teljes véges rendszerei. Az aldbbi-
akban megmutatjuk, hogy hasonlé dllitds R-teljes, homomofan R-teljes
¢és izomorfan R-teljes rendszerekre nem igaz. Ennek kimutatdsdhoz
el6késziileteket végziink.

Legyen X=(x,, ..., x,) tetszGleges véges halmaz és tekintsiik az

=(A4, X, X, 0, 1) automatdt. Az A automatdbdl kiindulva bdrmely
(a, x;) (@€ A, x;€X) pdrra definidlunk egy A@? inicidlis automatdt a
kovetkez6 modon: Legyen

AL D =(axkk=0,1, <3 a (%X, 84,4,

ahol a ¢” és A’ fiiggvények az (ax*, x;,) (k=0,1, ...; x;€X) pdrokon 8
essenek egybe a 6 és A fliggvényekkel.

6. lemma (F. GECSEG [12]). Ha az A=(A, X, X, 6, A) automata az
A, ..., A, automatik -egy R-szorzatdval A-izomorf, akkor bdrmely
A@D (gcd, x;€X) automatdnak van olyan T =(mlk=0,1,...,s)
kongruens felosztds-halmaza, hogy bdrmely n(€T’) felosztasnak a mi*
felosztas barmely osztdlydba esé osztdlyainak szdma nem nagyobb az

[= max |A4;| szdmndl és a ( m; felosztds trividlis.
1=j=r k=0

Bizonyitds. A 16. tétel bizonyitdsdban kovetett Giton beldthatd,
hogy az A automatinak van olyan T=(ml|k=0, 1, ...,r) kongruens
felosztds-halmaza, hogy bdrmely =;(€T) felosztdsnak a n} felosztds
bdrmely osztalyaba esd osztalyamak szdma k;=|A4;| és igy k;=I.

Legyen: 77120, 1,7.r) ‘azs AP automatanak az a felosztasa
amelyre barmely a, a"(EA“' D) esetén

a'=a’(n;) & a'=a’(n;)

teljestil. Mds széval, a n; felosztds osztdlyai a n; felosztds osztdlyainak
az A® " automata A@? allapot halmazdval vald metszetei. Ha most a
(m}|j=0,1, ..., r) felosztds-halmaz elemeit osztdlyokba soroljuk oly
modon, hogy egy osztdlyba az egymadssal egybeesd felosztdsok Kertilje-
nek és minden osztdlybol csak egy felosztdst tartunk meg, akkor a
kapott 77=(m; |k =0, 1, ..., s) felosztds-halmaz eleget tesz a 6. lemmdban
megadott feltételeknek. \

8 Itt ax?=a és k=1,2,... esetén xF=xix;...xi, (|x£] =k).
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Ervényes a kovetkezd

20. tétel (F. GEcSEG [13]). A véges automatik halmazdban nincs
véges R-teljes rendszer.

Bizonyitds. Legyen (B;|j=1, ...,v) véges automatdk tetszoleges
véges halmaza. Legyen tovabba = max IBJ{ p(=1) tetszbleges prim-

szam ¢és tekintsik az 1,...,n elemek egy (az identikustol kiilonbozd)
(11,"';:,) permutdcidjat.

Legyen végil A=(4,qy, X, X,J, 1) olyan inicidlis Mealy-féle
automata, amelyre 4 =(ay, a,, ..., d,-4), |X|=n=2, tovdbbd

a1 ha O=k=p-2,

o(ay, x;) :{ao ha' k=p—1
és
ha 0=k=p-2,

Xi
M, ) = {xi, ha k=p-—1.

Az A automata dltal indukdlt leképezést jelolje y. Megmutatjuk, hogy
a y leképezést indukdlo egyetlen B=(B, b,, X, X, 0’, ) véges automata
sem A-izomorf a B, ..., B, automatdk egyetben R-szorzatdval sem.

Tekintstik a B automata Gsszes olyan b(€ B) dllapotait, amelyek
valamilyen u hosszisdgli g=x;...x;(x;€ X) bemend szdval elGdllnak
a b=byq, alakban. Mivel B véges, azért van olyan g,, q,( € F(X); u<v),
hogy byq, =byq, teljesiil. Legyen v rogzitett u mellett a legkisebb ilyen
tulajdonsdgli szdm és tekintsiik a B®o4-d automatdt. Vildgos, hogy
B®o4wd gllapotainak szdima v —u, mdsrészt a B automata b,g, dllapota
ekvivalens az A automata a,q, dllapotdval. De az A automata a,q,
és a.q, 4dllapotai akkor és csak akkor ekvivalensek egymdssal, ha
w=w'(mod p), kovetkezeskeppen u=v(mod p), azaz a B®0%.) auto-
mata dllapotainak szdma fp, ahol ¢ valamilyen természetes szdm.

Ezzel nyertiik, hogy B®o4«d mint kimend jel nélkili automata
A-izomorf azzal a C=(C, ¢,, (x;), 8”) kimend jel nélkiili automatdval,
amelyre
. €= (Cp C1s'sir Oy 1= 1
és

C; ha 0==1p-2,
5”(C‘j,x,-) = { Jj+1 '_.l P
Co ha ' j=ip—1
teljesiil.

A C automata kongruens felosztdsai és a fp szdm osztdi kozott

kolesonosen egyértelmii hozzdrendelés 1étesithetd tgy, hogy #p bdarmely

8 Matematikai Lapok 1-2
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t; osztdjanak megfelel§ n; kongruens felosztds osztdlyainak szdma ¢;.
Valoban, a C automata tetszéleges m; kongruens felosztdsa osztdlyai
fi szdmossdgdra ¢s az osztdlyok ¢; szamdra f;|tp €s ¢;tp teljesiil. Tovdbbd,
nem nehéz megmutatni, hogy a ¢, ¢(€C) dllapotokra

e =cfm;) & k=I1(mod t,).

Megforditva, ha #;/tp és n; a C automata azon felosztdsdt jeloli, amelyre
e =c¢n;) < k=I1(mod ¢;), akkor =; kongruens felosztds és n; osztdlyai-
nak szama z;. Egyidejlileg azt is nyertuk hogy a C automata Ty T
kongiuens felosztasalra n;=>7; < t)t; teljesiil.

A tovdbbiakban megmutatjuk hogy a B automatdra a 6. lemma
konkluziéi nem teljesiilnek, amivel tételiink is bizonyitdst nyer. Legyen
e célbdl T={(my, n}, ..., ;) a C automata kongruens felosztdsainak
tetszGleges olyan halmaza, amely tartalmazza C-nek azt a 7, kongruens
felosztdsdat, amelynél barmely két dllapot egy osztdlyba esik. Mint médr
kordbban, jelolje 7, a T\ (my) halmaz maximdlis elemeinek halmazdt
és dltaldban T, (i=2) a T\(myU T UT,U...UT;_,) halmaz maxi-
madlis elemeinek halmazdt. Tegyik fel, hogy barmely 7;( €T\ (n;))-re

fi

g; == =p teljesiil, ahol fF a n;* felosztdsban felléps osztdlyok szdmos-
sdga, azaz hogy a n}’ felosztds bdrmely osztdlydban levs =} -beli osz-
tdlyok g; szama kisebb p-nél. Megmutatjuk, hogy ekkor lehet taldlni
a C automatdnak olyan nem trividlis n” felosztdsdt, hogy n; =n’ teljesiil
barmely =#;(€T)-re, azaz a my(\m{()...\m, metszet nem trividlis.
Valéban, n”-ként a ¢ szamnak megfelel§ felosztdst vdlaszthatjuk. Ennek
kimutatdsdt a 7; halmazok indexei szerinti teljes indukcidval végezziik.
Ha = € T,, akkor #;|tp és t;<p miatt t,|t, kovetkezésképpen, n} >n’.
Tegyiik fel, hogy az dllitdst mar minden j-nél kisebb indexre bebizonyi-
tottuk és legyen 7€ T;. Akkor az indukcid-feltevés szerint nj*=n’,
kovetkezésképpen, a nJ* felosztds osztdlyai 1 szdmdra 17|t; teljesul
azaz f] =np. Tovdbbd, g;np és g;<p, tehdt p]fl és igy t;|t, mds széval
n;=n". Mivel a C automata a B® 9 automatdval A-lzomorf azért
ellentmonddsba keriiltiink a 6. lemma konkluzidjdval. Ezzel a 20. tételt
bebizonyitottuk.

A 20. tételbsl a 19. tétel felhaszndldsdval kozvetleniil addédik, hogy
a véges automatdk halmaziban nincs véges homomorfan R-teljes
rendszer és (anndl inkdbb) véges izomorfan R-teljes rendszer sem.

A 20. tétel bizonyitdsabdl ldthatd, hogy ha a bizonyitdsban szerepld
B; (j=1, ...,v) véges automatdk kozos X bemend és kimend halmazzal
rendelkeznek és az F(X) szabad félcsoport 6nmagdra vald kolcséndsen
ezyértelmii leképezését indukdljdk, tovdbbd a (B;[j=1, ...,v) halmaz
bdrmely B; automatdval egyiitt azt a B, automatdt is tartalmazza,
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amely a B; automata dltal indukdlt leképezés inverzét indukdlja, akkor
a 18. tétel bizonyitasdt nyerjik.

21. Automata-leképezések kozelité eldallitasa. A diszkrét auto-
matdkkal gyakorlatilag csak véges hosszusdgii bemend szavak leképe-
zéseit tudjuk megvaldsitani. Ezért az automatdk teljes rendszereinél
un. topologikusan teljes rendszerek keresésére szoritkozhatunk.

Legyen X és Y tetszOleges két (nem iires) halmaz. Az F(X) szabad
félcsoportnak az F(Y) szabad félcsoportba valé automata-leképezései
halmazdban parcidlis metrikdt definidlunk a kovetkezd — CSAKANY
BELA dltal bevezetett (1. [8]) — médon: Akkor mondjuk, hogy a ¢: F(X)—~
—F(Y) és y: F(X)— F(Y) automata-leképezések tdvolsdga 1/n, ha
bdrmely n-nél kisebb hosszusdgl p( < F(X)) széra o(p)=y/(p) teljesiil,
de van olyan n hosszusdgi ¢( € F(X)) sz6, hogy ¢(q) =y (9).

Akkor mondjuk, hogy automatdk egy U rendszere topologikusan
teljes (topologikusan R-teljes), ha birmely ¢ automata-leképezéshez és
birmely n természetes szdmhoz megadhaté 2-beli automatdk olyan
szorzata (R-szorzata), hogy e szorzat (R-szorzat) dltal indukdlt  leké-
pezésnek a ¢ leképezéstSl vald tdvolsdga 1/n-nél nem nagyobb.

Vildgos, hogy automatdk minden teljes (R-teljes) rendszere topo-
logikusan is teljes (R-teljes). Kovetkezésképpen, a véges automatdk
halmazdban van véges topologikusan teljes rendszer.

A 20. tétellel ellentétben topologikus R-teljes rendszerekre érvényes
az aldbbi eredmény, amelyet, akdrcsak az utdna kovetkezd két tételt,
bizonyitds nélkiil kozlink :

21. tétel (F. GEcseG [14]). 4 véges automatik halmazdban létezik
véges topologikusan R-teljes rendszer.

Megjegyezziik, hogy a véges automatdk halmazdban van olyan véges
topologikusan R-teljes rendszer is, amely két dllapottal biré kimend jel
nélkiili automatdkbdl 4ll.

Legyen X tetszdleges (nem tires) véges halmaz. Az F(X) szabad
félcsoport Osszes Onmagdra vald kolesondsen egyértelmili automata-
leképezései a leképezések szokdsos szorzdsdra €s a fenti parcidlis metri-
kdra nézve egy Sx topologikus csoportot alkotnak.

22. tétel (B. CSAKANY és F. GECSEG [8]). Ha |X|=2, akkor az
Sx topologikus csoportnak nincs véges bdzisa.

23. tétel (B. CSAKANY és F. GECSEG [8]). Az Sx topologikus cso-
portnak van minimdlis bdzisa.

(Az S topologikus csoport egy H bdzisit minimdlisnak mondjuk,
ha b:ir;nely h(€ H) clemet clhagyva a H\ /i halmaz mdr nem bdzisa
S-nek.

8*
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Végiil megjegyezziik, hogy mindeddig nyitott kérdés, vajon az
F(X) szabad félcsoport Gsszes 6nmagdra vald kolesondsen egyértelmii
automata-leképezései Gy csoportjanak, ill. F(X) dsszes 6nmagdra vald
kolesondsen egyértelmii és véges automatdk dltal indukdlhaté automata-
leképezései Gx csoportjdnak van-e minimdlis (nem topologikus) gene-
rdtorrendszere.

ITI. Automatdk és félesoportok

Az automatdk algebrai elméletének kialakuldsa az elmélet egy 1j
fejezettel valo gazdagoddsdt eredményezte. Nevezetesen, az automatdk
tisztdn algebrai fogalma lehetGvé és természetessé tette, hogy az auto-
matdhoz tovdbbi algebrai strukturdkat (félcsoportokat, csoportokat)
rendeljiink hozzd, majd az automatdk és a hozzdjuk kiilonféle modon
rendelt algebrai struktirdk kapcsolatdt algebrai vizsgdlat tdrgydvd
tegytik. Ilyen jellegii vizsgdlatok mdr — az algebrai elmélet kialakitdsa
szempontjibol alapvetd — M. O. RABIN és D. ScorT [36], tovdbbd
V. M. Gruskov [19] dolgozatokban is fellépnek.

Mivel a csoport- és félcsoportelméleti kutatasok mdr elérehaladot-
tabb stddiumban vannak, azért a most emlitett vizsgdlatoktol azt vér-
ndnk, hogy azok segitséget nyujtsanak az automatdk vizsgdlatdban,
amennyiben, egy automatdhoz rendelt félcsoportok €s csoportok ismere-
tébdl kovetkeztethetnénk az illetd automata szerkezetére és viselkedé-
sére. Egyel6re azonban az idevdgo eredmények tobbsége éppen az ellen-
kez8 irdnyban szolgdltat felvildgositdst, ti. egy automata ismeretében
az automatdhoz rendelt algebrai strukturdkrol ad informdciot.

Megjegyezziik, hogy az automatdk és a hozzdjuk rendelt algebrai
struktirdk kapcsolatainak vizsgdlatdban egyrészt kimend jel nélkiili
automatdkra szokds szoritkozni, mdsrészt igen sokszor automatdkrol
kvdziautomatdkra lehet €s célszerii dttérni, és a szerzék egy része €l is
ezzel az dltaldnositdsi lehet&séggel.

Egy automatdhoz t6bbféle modon Iehetséges tovdbbi algebrai
strukturdt hozzdrendelni és az irodalomban t6bb ilyen hozzdrendelést
tanulmdnyoztak. Ebben a részben mi ezekkel a vizsgdlatokkal fogunk
foglalkozni. A tdrgyalds megkezdése elStt azonban néhdny definicidt
adunk meg.

Egy A=(4, X, §) automatdt a bemenetekre nézve redukdltnak ne-
veziink, ha bdrmely x,, x,(€X) esetén

\Z'Aa[é(aa X1) = 0(a, Xp)] = X1 = X»

teljesiil. Azt mondjuk, hogy a,(€4) az A=(4, X, ) automata generd-
toreleme, ha barmely a(<A) dllapothoz van olyan p(€ F(X)), hogy
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a=ayp. Az A automatdt ciklikusnak nevezziik, ha van generdtoreleme
és erdsen osszefiiggonek mondjuk, ha A minden dllapota generdtor-
eleme A-nak. Akkor mondjuk, hogy az A =(4, X, 0) automata kommu-
tativ, ha bdrmely a(€A), p, q(€ F(X)) esetén apg=agp teljesiil.

Megjegyezziik végil, hogy ebben a részben igy mdr az el6bbi de-
finiciokban is F(X) mindig az X halmaz dltal generdlt egységelem nél-
kiili szabad félcsoportot fogja jelenteni, tovabba, az itt nem definidlt f¢1-
csoportelméleti és dltaldnos algebrai fogalmakra vonatkozdan az A. H.
CLIFFORD ¢s G. B. PRESTON [7],valamint G. BIRKHOFF [3] kOnyvekre
utalunk.

22. Az automata félcsoportja. Birmely A =(4, X, 0) automata ese-
tén az egységelem nélkiili F(X) szabad félcsoportbeli

p=qle(d)= yalap=ag]l  (p,g€F(X))

kongruencia-reldciot az A automata dltal indukdlt kongruencia-reldcio-
nak nevezziik, a hozzd tartozé F(X)\ ¢(4) faktor-félecsoportot pedig az
A automata félcsoportjanak mondjuk és S(A4)-val jeloljiik (1. J. R. MYHILL
eredményei a [36] dolgozatban, tovdbbd V. M.GLusKoV [19], [20]). Meg-
jegyezziik, hogy S(A)-t a tovdbbiakban mint absztrakt félcsoportot fog-
juk tekinteni. Mdsrészrél azt mondjuk, hogy az A automata egy S fél-
csoporthoz tartozik, ha az S(4)~ S izomorfia fenndll. Nyilvdnvalo, hogy
egy A=(4, X, ) automata esetén az S(A) félcsoport tgy is megadhatd,
hogy vessziik az A dllapot-halmaz Osszes n,.: a—d(a, x) (a€A, x€X)
alakti onmagdba vald leképezései dltal generdlt félcsoportot.

Ismeretes, hogy bdrmely félcsoport fellép valamilyen automata
félcsoportjaként. Valdban, egy tetsz8leges S félcsoport esetén tekintsiik
azt az Ag=(4, X, §) automatdt, amelyre 4 és X az |A|=0(5) és
[X|=0(S) feltételeket kielégitd tetszGleges halmazok®, a 6 dtmenet-
fliggvényre pedig

0(a, )=f(f""ag '(x)) (acd, xeX)

teljesiil, ahol fés g az S félcsoportnak A-ra, ill. az S félcsoportnak X-re
valé valamely kolcsonosen egyértelmii leképezései. Vildgos, hogy ez
a konstrukei6 fiiggetlen az f és g leképezések megvalasztdsdtol, igy az
Ag automatdt a kiinduldsi S félcsoport izomorfidtol eltekintve egyértel-
miien meghatdrozza. Konnyen beldthatd tovdbbd, hogy S(A4g)~ S és Ag
a bemenetekre nézve redukdlt. Ha pedig S egységelemes, akkor az Ag

® Barmely S félcsoportra jelolje O (S) az S rendjét és legyen az SS-bdl az egység-
elem szokdsos (kiilsé) adjunkciojval el6allo félcsoport, ha S-nek nincs egységeleme,
ill. legyen S=S abban az esetben, ha S egységelemes.
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automata ciklikus, mégpedig, generdtoreleméiil valaszthatd pl. az f(e) (€ 4)
dllapot, ahol e az S félcsoport egységelemét jeloli.

- Konnyl beldtni, hogy egymdssal izomorf automatdk félcsoportjai
is izomorfak. Megforditva azonban, adott félcsoporthoz dltaldban egy-
madssal nem izomorf automatdk egy egész osztdlya tartozik. Ily médon
az automatdk egy osztdlyozdsdhoz juthatunk el, egy osztdlyba sorolva
azokat az automatdkat, amelyek egy és ugyanazon félcsoporthoz tar-
toznak. Az automatdk halmazdnak tovdbbi, az el8bbinél durvdbb
osztdlyozdsdhoz juthatunk el, ha egy osztdlyba soroljuk azokat az auto-
matdkat, amelyck a félcsoportok valamely osztdlyozdsdban egy-egy
félcsoport-osztdlyhoz tartozo félcsoporthoz tartoznak. Bizonyos tipusu
félcsoport-osztdlyokhoz tartozé automata-osztdlyok leirdsdval foglalko-
zik L. N. SEVRIN [38].

A kovetkezGkben az automatdk félcsoportjdra vonatkozéan néhdny
altaldnos megjegyzést tesziink.

Nem nehéz példdt taldlni arra, hogy egy automatdnak valamely
mdsik automatdba vald izomorf bedgyazhatdsdgdbdl nem kovetkezik
hasonlé bedgyazhatésdg az automatdk félesoportjaira. Valdban (1. [34]),
tekintsiik az

A|01234567891011

L O VRS s e i S 5 M [0 SRR T Sl g e
yils2rad a6 L e 8 Sl 0 s 0
automatdt és vegyik A
A0S 232703
vl T Gt e e
3 I

részautomatdjdt. Konnyen beldthatd, hogy S(4) a kvaternid-csoport,
S(4’) pedig a Klein-féle négyes-csoport és vildgos, hogy az utdbbi
nem dgyazhaté be izomorf mdédon az elGbbibe. Ervényesek viszont a
kovetkezd megdllapitdsok: Ha egy A automata izomorf médon bedgyaz-
haté egy B automatdba, akkor az S(A4) félcsoport az S(B) félcsoport
egy részfélcsoportjdnak homomorf képe. Specidlisan, ha az automatdk
dllapot-halmaza k6zos és a bedgyazds A-izomorf, akkor S(4) izomorf
S(B) egy részfélcsoportjdval (1. [34]).

23. Automatik direkt szorzata és félcsoportok. Abbdl, hogy egy
A automata az A, ..., A, automatdk direkt szorzata, nem kdvetkezik
S(A4) ~ S(4)Q...QS(4,). Valdban, tekintsiik az

A1’ a, das g Ag 'bl b2 b3 b4
es
Yy l b, by b, by
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automatdkat. Az
A'l =g AL AL N6 TR R

RNy SO IS i R R

automata izomorf az A, és A, automatdk A, ® A, direkt szorzatdval,
mégpedig az a (¢,Vy) leképezés-pdr, amelyre ¢ bdrmely (a;, by)

(1=0,5: k=152, 3;4) ‘parhoz " 'a 5 i+k természetes szdamot rendeli

hozzd, -re pedig ¥((x, y))=z teljesiil, mdris a kivdnt izomorfizmus.
Mdsrészt a megfelel§ félcsoportokra nézve nyerjiik'®, hogy

S(4)| Clx] CIx¥*]  S(4n)| C] Cl] CIy]

Clx] | CIx*] Clx]  CDyl | €Iyl CL¥l CLy]
Clx*| | Clx] CIx¥ CD| €Yl Cly] CIy
Cyl| Cy’l <yl €D

és emellett S(4)~ S(4,). Vildgos tehdt, hogy S(4) ~ S(4,)® S(4,)
nem teljesiil. Teljes dltaldnossdgban csak a kovetkez6t dllithatjuk:

24. tétel (1. PEAK [34]). Ha az A automata az A, ..., A, automatdik
direkt szorzata, akkor S(A) az S(A,), ..., S(A4,) félcsoportok szubdirekt
Szorzata.

Bizonyitds. Legyen az A =(4, X, 6) automata az A;=(4;, X;, 6;)
(i=1,...,n) automatdk direkt szorzata. Akkor bdrmely p(€ F(X))
bemend szé megadhato a

(13) P D TR e = R e e, )

alakban, ahol barmely j(=1, ..., k) esetén (x{, ..., x{?) € X. Tekintsiik
azt a leképezést, amely a (13)-ban megadott p(€ F(X)) széhoz az
F(X)®...® F(X,) félcsoport

1 2 k T3 k
o A R . LA L)

elemét rendeli hozzd. Vildgos, hogy ennél a leképezésnél az F(X;)-beli
xVxD . x® szavak hossza minden i(=1, ..., n)-re megegyezik. Ily
médon az F(X) szabad félcsoportnak az F(X,)®...® F(X,) direkt
szorzat egy részhalmazdra vald olyan

(14) p=>(P1s b)) (PEFX); pi€ F(X))

10 A tovabbiakban egy A=(4, x, d) automata esetén az S(A) félcsoport elemeit
mint az F(X) félcsoportnak a o=0(A4) osztilyozdsdhoz tartoz6 osztalyait adjuk meg.
Ily médon S(A4) elemeire a C, C,, C[p], Colpl(p € F(X)) jeloléseket hasznaljuk, ahol
C[p] vagy C,lp] a p(c F(X)) altal reprezentalt osztalyt jeloli.
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leképezéséhez jutottunk, amely azokbdl és csak azokbdl a (p, ..., p,)
(pi€ F(X))) vektorokbdl dll, amelyek a |p,|=...=|p,| feltételt kielégitik.
Konnyen beldthaté, hogy a (14) leképezés F(X) izomorfizmusa
F(X))®...® F(X,)-be, mdsrészt, ha a (14) leképezésben még

Q= (qiiies ) (qEF(X);qiEF(Xi))a
akkor

(15) P = q(e(4)) 2y ilp = 7i(e(4))].

Tekintsiik most azt a
(16) Clpl=(Co[pLs . Colpal)  (PEF(X); pi€ F(X)))

leképezést, ahol a (py, ..., p,) (€ F(X;)® ... ® F(X,)) vektor a p( € F(X))
sz0 képe a (14) leképezésnél. Mivel (14) az F(X) szabad félcsoportnak
F(X)®...® F(X,)-be valé izomorfizmusa, azért (15) miatt konnyen
adddik, hogy a (16) leképezés az S(A4) félcsoportnak az S(4,)® ...
...® 8(4,) direkt szorzatba vald izomorf leképezése.

A bizonyitds teljessé tételéhez még azt kell megmutatnunk, hogy
tetszBleges rogzitett i (=1, ..., n) esetén bdrmely C,(€ S(A4;)) elemhez
taldlhaté olyan C,(€ S(A4)) elem, amelynek a (16) leképezés dltal szol-
gdltatott képe i-edik komponense megegyezik az adott C, -vel. Ilyen
C, megaddsa céljdbol legyen p( € F(X;)) tetszGleges olyan sz4, amelyre
Cu=C,Ip:l teljesul ‘es- legyenek py; ..., pi—1, Pivr1> D5 Tendre az
F(X,), ..., F(X;—y), F(X;+,), ..., F(X,) szabad félcsoportok olyan sza-
vai, amelyek mindegyikének hossza megegyezik a p; szé hosszdval.
Legyen tovdbbd p(€ F(X)) olyan szé, amelyre az el6bbi p, ..., p,
szavakkal egyiitt (14) teljesiil. Akkor a (C, [p,], ..., C, [p.]) vektor a
C,p] (€S(A)) elem képe a (16) leképezésnél és C,,=C,lp;]: Ezzel
nyertiik, hogy az S(A) félcsoport az S(4,), ..., S(4,) félcsoportok szub-
direkt szorzata, amit bizonyitanunk kellett.

A most bebizonyitott tételbél kozvetlenil adodik a kovetkezs
egyszerii, de gyakran hasznos

25. tétel (I. PEAK [34]). Ha az A;=(A4;, X;,8) (i=1, ..., n) auto-
matak direkt szorzataként elddllo A =(A, X, d) automatdnak van a
Y alo(a, x)=a] feltételt kielégité x(€X) bemend jele, akkor S(A) =~
acA

~ S(A)R...08(4,).

Bizonyitds. Elegendd megmutatni, hogy a tétel feltételei mellett
a (16) leképezés az S(A) félcsoportnak az S(4,)®...® S(4,) félcso-
portra vald leképezését szolgdltatja. EbbSl a célbdl tekintsik az
S(4,)®...® S(4,) direkt szorzat egy tetszéleges (C,,, ..., C,,) elemét
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é legyen py,...,p, (pi€F(X); |pi|=1 (i=1, ..., n)) szavaknak egy
olyan sorozata, amelyre Co=Cipj| (1_1 , 1) teljesul Megmutatjuk,
hogy a (16) leképezésnél (C,,l, e Canals fcllcp képelemként.

A feltételekbdl adodik, hogy bairmely A; automatdnak is van olyan
x(€X;) bemend jele, amelyre Y a[d;(a, x;)=a] teljesiil. Ha most az

ac Ai
elébb kivdlasztott p,, ..., p, szé-sorozat esetén valamely k (1=k=n)
mellett /,=/; (1—1 ,n), akkor egészitsik ki a p; szét minden
i(=1, ..., n)-re ugy, hogy irjuk hozzd JObbl‘Ol az x; jelet (I, —I;)-szer.
Ily médon szavaknak egy olyan p'l,. St (p,EF(X)) sorozatahoz
jutank;,. amelyre - |pjl= .. =|pi| (=) és 1V 1 V a [ap;=ap;] tel-

jestil. Kovetkezésképpen, van olyan p( € F_(X)), amelyre a (14) leképe-
zésben p—~(pi, ...,py) és igy C,=C,[pl=C,lpi]l (i=1, ...,n) miatt
a (16) leképezésben C,[p]—~(C,,, ..., C, ), ami bizonyitandd volt.

24. Az automata endomorfizmus-félcsoportja. Egy tetszGleges
A=(A4, X, §) automata esetén az A dllapot-halmaznak egy dnmagdaba
val6 n leképezését az A automata endomorfizmusdnak nevezziink, ha az

(17 n(d(a, x))=68(n(a), x)  (a€A, xeX)

feltétel X minden elemére teljesiil. Az A automata Gsszes endomorfiz- -
musai a leképezések szorzdsdra, mint miiveletre nézve félcsoportot
alkotnak. Ezt a félcsoportot E(A)-val jeloljik és az A automata endo-
morfizmus-félcsoportjénak mondjuk.

Vildgos, hogy ha az A automata kommutativ, akkor S(4) izomorf
E(A) egy részfélcsoportjaval.

25. Az automata automorfizmus-csoportja. Az A =(4, X, ) auto-
mata olyan endomorfizmusait, amelyek az A dllapot-halmaz 6nmagdra
valé kolesondsen egyértelmii leképezéseit szolgdltatjdk, az automata
automorfizmusainak nevezziik. Az A automata Osszes automorfizmusai
az E(A) endomorfizmus-félcsoport egy G(A) részcsoportjdt alkotjdk.
G(A)-t az A automata automorfizmus-csoportjdnak mondjuk (1. A.C.
FLECK [10]).

26. Ciklikus automatik. Azt mondjuk, hogy az A’=(4", X', ')
automata az A=(4, X, ) automata parcidlis X-homomorf képe, ha
megadhaté X-nek olyan (nem iires) X” részhalmaza, tovdbbd olyan
(@, V) leképezés-pér, hogy ¢ az A-t A’-re, Y az X”-t X’-re képezi le és
bdrmely a(€A4) és x(€X) esetén

(18) 0(5(a, 0)=5(p(@), ¥(x)  (@CA xeX”)
teljestil.
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Akkor mondjuk, hogy az A=(4, X, ) automata X-izomorf mddon
bedgyazhaté az A’=(A’, X’, ¢’) automatdba, ha taldlhatok olyan ¢ és
Y kolesondsen egyértelmi leképezések, hogy ¢ az A-t A’-re, Y pedig
X-et X’-be képezi le és bdrmely a(€A4), x(€X) esetén (18) teljesiil.

Ervényes a kovetkezd

26. tétel (F. GECSEG és I. PEAK [15]). Bdrmely, a bemenetekre nézve
redukdlt ciklikus A automata az Ag 4, automatdnak parcidlis X-homomorf
képe.

Bizonyitds. Legyen az A=(4, X, o) ciklikus automata a beme-
netekre nézve red_\ﬁlt és tekintsiik az Agy=(4’, X', §") automatdt,
amelyre [4'|=0(S(4)), |[X’|=0(S(4)) és &'(a', x)=f(f""(a")g~(x"))
(@ €A, x' €X’), ahol f és gaz S(A)-t A’-re, ill. S(4)-t X’-re képezi le
kolesonosen egyértelmii modon. Jelolje tovabbd ay(€ A) az A automata

egy generdtorelemét.
Tekintsiik most azt a ¢: 4"~ A4 leképezést, amely — egységelemes

S(A) félesoport esetén — bdrmely a’(£A4”) dllapothoz hozzdrendeli
az A automatdnak azt az a(€A4) dllapotdt, amelyre

(18) a=ap (pEFX), Clpl=/f'(a)),

ill. — egységelem nélkiili S(4) félcsoport esetén — bdrmely

a'(€4’, #f(e)) dllapothoz hozzdrendeli a (18) feltételt kielégits a (€.4)
dllapotot és emellett ¢ (f(e)) =a,, ahol e az S(A) félcsoport egységelemét
jeloli. Vildgos, hogy ¢ az A” halmaznak az A halmazra val6 egyértelmii
leképezése. )

Legyen tovdbbd X” az X’ halmaz azon részhalmaza, amely az
Ag4) automatdnak azokbdl és csak azokbdl az x” bemend jeleibdl 4ll,
amelyekre 1étezik olyan x (€X), hogy C,[x]=g !(x) és tekintsiik azt
a Y: X"~ X leképezést, amely az Ag, automata birmely x'(€X”)
bemend jeléhez az A automatdnak azt az x (€ X) bemend jelét rendeli
hozzd, amelyre C,[x] =g~ '(x’) teljesiil. Mivel az A automata a bemene-
tekre nézve redukdlt, azért Yy az X” halmaznak az X halmazra vald
egyértelmii leképezése.

Azt kell még megmutatnunk, hogy e ¢ és Y leképezésekre
o(8'(a’, x"))=0(p(a), Yy (x")) teljesiil. Legyen e célbdl a’(€A’, #f(e)
tetszbleges dllapot és x’(€ X ”) bemend jel. Akkor létezik olyan p( € F(X)
és x(€X), hogy a'=f(C,[p]), x’=g(C,x]) és igy

(8@, X)) =o(f(f~1a)g™ 1(x)) = p(f(CLPIC,[xD) =
=@ (f(Clpx]) =a,px =5(a,p, x) =0(p (@), Y (x")).
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Ha pedig a’=f(e) (€ A") és x'=g(C,[x] (€ X"), akkor

o(8'(a, X)) =o(fleg™ ' (x))) =0 (f(g~*(x))) = (f(CIx]) =
=a,x =0(ay, x)=0(p (@), Y (x)),

amivel a tétel bizonyitdsdt befejeztiik.
Konnyen beldthatd, hogy kommutativ esetben a fenti ¢ és ¥
leképezések kolcsondsen egyértelmiiek, tehdt érvényes a

27. tétel (F. GEcseG és 1. PEAK [15]). Bdrmely, a bemenetekre
nézve redukdlt kommutativ ciklikus A automata X-izomorf médon bed-
gyazhaté az Ag4) automatdba.

A 26. és 27. tételbsl kozvetleniil adédik a

28. tétel (F. GECSEG és 1. PEAK [15]). Egy tetszdleges S félcsoport
esetén jelolje Mg az S félcsoporthoz tartozé osszes, a bemenetekre
nézve redukdlt ciklikus automatdik halmazdt. Ha Mg # D, akkor létezik
olyan A, automata, hogy bdrmely A (€WMs) automata az Ay-nak par-
cidlis X-homomorf képe. Tovibbd, ha az S félcsoport egységelemes,
akkor Ag€Mg és ha S még kommutativ is, akkor bdrmely A (€M)
automata X-izomorf mddon bedgyazhaté Ay-ba. Specidlisan, véges S
esetén A, (izomorfidtdl eltekintve) egyértelmiien meghatdrozott.

Valdban, A, gyandnt vehetd az Ag automata. (Felhivjuk az olvasé
figyelmét arra, hogy a ciklus automata fenti defininicidja folytdn egy-
ségelem nélkiili S félcsoport esetében dlltaldban A ¢ IN,.)

A 28. tétel — durvdn szélva — azt jelenti, hogy egy egységelemes
félcsoporthoz tartozd, a bemenetekre nézve redukdlt ciklikus automatdk
halmazdban taldlhaté olyan automata, amely bizonyos értelemben
maximalis.

A 26. tétel megforditdsa nem igaz. Ha azonban teljesebb meg-
fogalmazdsdt adjuk ennek a tételnek, akkor médr megfordithatd lesz.
Erre vonatkozik a kovetkez§ dllitds, amely — lényegében — egy S
félcsoport esetén az Ag automata bizonyos parcidlis X-homomorf képei
koziil kivédlasztja azokat az automatdkat, amelyek az S félcsoporthoz
tartoznak.

29. tétel (F. GEcseG és I. PEAK [15]). Legyen S tetszéleges véges
félcsoport és legyen a bemenetekre nézve redukdlt ciklikus A= (4, X, 0)
automata az Ag automata parcidlis X-homomorf képe valamely (¢, )
parcidlis X-homomorfizmus mellett. Ugy S(A)~ S akkor és csak akkor
teljesiil, ha a g~ (x") (x"€X”) elemek halmaza az S félcsoportnak gene-
rdtorrendszere és az SS félesoportnak a of: S —~ A leképezést kiséré
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T,y 0Sztdlyozdsdba nem irhaté bele az S félcsoportnak semmilyen, a
trivialistél kiilonbézé kompatibilis osztdalyozdsa.**

A 29. tétel bizonyitdsdt annak hosszadalmassdga miatt elhagyjuk.
Erdekes kérdés, hogy milyen feltételek mellett hatdrozza meg
(izomorfidtol eltekintve) az S(A) félcsoport az A automatdt, mds széval,
melyek azok az automata-osztdlyok, amelyekhez tartozé bdrmely két
automata akkor és csak akkor izomorf, ha azok félcsoportjai izomorfak.
A kovetkezd tétel ezzel a kérdéssel foglalkozik egy specidlis esetben.

30. tétel (F. GECSEG és I. PEAK [15]). Ha a véges A és X halmazok
megegyezé szamossdaguak, 1igy a bemenetekre nézve redukdlt kommutativ
ciklikus A=(A4, X, d) és A" =(4, X, d") automatdk akkor és csak akkor
izomorfak, ha a megfelelo S(A) és S(A") félesoportok is izomorfak.

A Dbizonyitds kozvetleniil adédik abbdl a megjegyzésbdl, hogy
- egyrészt a tétel feltételei mellett az S(A4) és S(A4") félcsoportok egység-
elemesek (ami egyébként a 33. tételbdl is kozvetleniil adddik), mdsrészt
A~ Agyy €s A'x Agyy teljestl.

A tovdbbiakban néhdny, a ciklikus kvdziautomatdk endomorfiz-
musfélcsoportjdra vonatkozé eredményt ismertetiink. ElSkésziiletiil
néhdny definiciot és jelolést adunk meg.

Legyen S tetszSleges félcsoport és jelolje T az S félcsoport Gsszes
jobbrdl stabil ekvivalencia-reldciéinak'® halmazdt. A T halmazban
parcidlis rendezést definidlunk a szokdsos modon: Legyen o, f€ Ty
esetén a=f akkor és csak akkor, ha § bdrmely két a, b elemére

a=b() = a=b(p).

Legyen a € Tg és ac S. Az (a, a) parhoz mindig hozzdrendelhetiink egy
ujabb a,( € Ts) jobbrdl stabil ekvivalencia-reldciét a kdvetkez8 mddon:
Ha o € T €s a€ S, akkor legyen o,( € Ts) az a jobbrdl stabil ekvivalencia-
reldcid, amelyre barmely b, c(€S) esetén

b=c(o,) < ab=ac(x)

teljestil. Barmely a( € Ts)-ra jelolje Ng(x) az S félcsoport azon a elemei-
nek halmazdt, amelyekre a=w,. Ns(x)-t az a(€Ts) normalizdtordnak
nevezziik S-ben.

1 A tétel megfogalmazasanal a 26. tétel bizonyitdsiban hasznalt jeloléseket
kovettiik. ;

12 Akkor mondjuk, hogy az S félcsoport egy osztilyozdsdhoz tartozd o ekvi-
valencia-relacié jobbrdl stabil, ha barmely a, b, c(cS)-re a=b(0)-b6l ac=bc(o)
kovetkezik.
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Ervényesek a kovetkezd megdllapitdsok:

7. lemma (R.H. OenMkE [33]). Ha «€Ts, akkor Ns(x) az S
félcsoport részfélcsoportja.

8. lemma (R.H. OrnwmkE [33]). Ha «€Ts, akkor Ns(a) az S
félcsoport bizonyos szdmu o-osztdlyainak egyesitési halmaza.

Tekintsiik az A = (4, F, o) ciklikus kvdziautomatdt. Az A bdrmely
ay( € A) generdtoreleméhez jelolje o4, ,, azt a jobbrdl stabil ekvivalencia-
reldciét F-ben, amelyre

S=8(04,q) © af=ag  (f,2€F).

Vildgos, hogy adott A kvdziautomatdra a kiilonboz8 a, és a, generdtor-
elemekhez tartozd 0y, ,, €5 04,4 reldciok dltaldban kiilonboz6k. Mds-
részt nyilvdnvald, hogy kommutativ esetben bdrmely o4, ,, (4, € 4) reldcié
egybeesik az A kvdziautomata 4ltal indukalt ¢ (4) kongruencia-reldcidval.

31. tétel (R. H. OEHMKE [33]). Ha ay( € A) az A= (A, F, 0) ciklikus
kvaziautomata generdtoreleme, akkor E(A) az Ng(04, o,) félcsoport homo-
morf képe.

Bizonyitds. Az Ng(oy,4,) félcsoport bdrmely f eleméhez rendeljiik
hozzd azt az &;: A—~A leképezést, amelyre bdrmely a(€A) esetén
e,(a)=a,fg, ahol g € F és a=a,g. Mindenekel§tt megmutatjuk, hogy az
&, leképezés jol definidlt. Valéban, ha a=a,g=ayh (g, h€F), akkor
2=h(04,,), tehdt f€Np(04,,,) miatt f&=/h(04,,,)s ahonnan ayfz=
=ay fh, kovetkezésképpen &,(a, g) =&p(ayh). Mdsrészt, barmely k(€ F)
esetén  &.(ak) =& (a,gk) =a, f(gk) = (a, fg)k=¢ep(ag @)k =e(a)k, azaz
g€ E(A). Ezzel nyertiik, hogy az f—¢,(f€Ng(04,q,)) hozzdrendelés
Ng(04,q,)-nak az E(A) endomorfizmus-félcsoportba vald leképezése.
Megmutatjuk, hogy e leképezés E(A)-ra torténik. Legyen e c€lbol
e(€E(A4)) az A kvdziautomata tetszleges endomorfizmusa és legyen
e(ap) =ayf (f€F). Kimutatjuk, hogy f€Np(04,,,) € e=¢,. Valéban,
ha g=h(04,4,) (g, h € F), akkor ayg =aph ésigy a, fg=(a,f)g=¢(a,)g =
=sg(ayg) =¢(aph) =¢e(ap)h=(ay f)h=ayfh, azaz fg=fh(04,,), tehdt
04,a0=004,4,)r>» ami éppen azt jelenti, hogy f€Np(0y4,,). Mdsrészt
bdarmely a=a)/ (I€F) esetén e(a)=c(ayl)=¢t(ap)l=ayfl=¢(a,l)=
=¢(a), tehdt valoban e=e;.

Végiil megmutatjuk, hogy az f—e;(f€Ng(ey4,q,)) hozzdrendelés
homomorf. Legyen e célbdl f és g az Ny(o4, ,,) félcsoport két tetsz6leges
eleme. Akkor bdrmely a=aph (h€ F) dllapotra &/(e,(a)) =¢y(apgh) =
=a, fegh=¢g,(aph) =&s,(a), amivel a tételt teljesen bebizonyitottuk.



126

A ciklikus kvdziautomatdk endomorfizmus-félcsoportjaira vonat-
kozdan bizonyitds nélkiil megemlitjiik még a kovetkezd eredményt:

32. tétel (R. H. OEHMKE [33]). Bdrmely A=(A, F, 6) ciklikus kvd-
ziautomatdra O(E(A))= |A| teljesiil.

27. Kommutativ ciklikus automatik. Madr emlitettiik, hogy egy
kommutativ ciklikus A =(4, X, ) automata bdrmely a,( € A) generdtor-
elemére a 04,,, €s 0(A4) reldciok egybeesnek € Nypx)(04,4,) = F(X)
teljesiil. Ily mdédon a 31. tételbdl specializdldssal nyerjiik, hogy egy
kommutativ ciklikus A=(4, X, ) automata E(4) endomorfizmus-fél-
csoportja az F(X) szabad félcsoport homomorf képe. Ennél azonban
joval tobbet mond a kovetkezd tétel, amely egyben a 32. tételnek kommu-
tativ automatdk esetére vald élesitését is szolgdltatja:

33, tetel (I. PEAK [35]). Bdrmely kommutativ ciklikus A =(4, X, §)
automatdra az S(A) és E(A) félesoportok izomorfak és O(E(A))=|A|.

Bizonyitds. Legyen ay(€A4) az A automata egy generdtoreleme.
MindenekelStt megmutatjuk, hogy O(S(A))=|A4]| teljesiil. Tekintsiik e
célbol A egy tetszbleges a(€ A) dllapotdt és legyen a=ayp (p € F(X)).
Ha e mellett még. a=a,p’ (p’ € F(X)), akkor bdrmely b (=ayr, r € F(X))
esetén bp =ayrp=agpr=a,p'r=ayp’ =bp’, azaz p=p’(0(4)). Ez azt
jelenti, hogy definidlhatjuk az 4 halmaznak az S(A) félcsoportba vald
a—~C[p] (a€A, pe F(X), a=a,p) leképezését. Vildgos, hogy ez a leké-
pezés kolcsonosen egyértelmii és az 4 halmazt S(A)-ra képezi le. Ily
moédon nyertiik, hogy O(S(A4))=|A] teljesiil.

Tovdbbd, mivel A kommutativ, azért bdrmely p(€F(X)) esetén
az n,:a—>ap (acA) leképezés A-nak endomorfizmusa és emelleit
np=1g < p=q(0(A) (p, g€ F(X)) teljesiil. Mdsrészt, nem nehéz be-
litni, hogy a C[p]—n, (p€ F(X)) leképezés az S(A4) félcsoport izo-
morfizmusa E(A)-ba. .

Végiil megmutatjuk, hogy a C[p]-n, ( PEF(X)) leképezés az
S(A) félesoportot az E(A) félcsoportra képezi le. Ehhez elegendd kimu-
tatni, hogy bdrmely n(€E(4))-hoz van olyan p(€F(X)), amelyre
n=n,. Legyen e célbdl n(ay)=a,a=a,p (p€ F(X)). Akkor bdrmely
b(=ayr; re F(X)) dllapotra n(b) =n(ayr)=n(ay)r=ar=a,pr=ayp=
=bp adddik, azaz valdban n=n,. Ezzel a tétel bizonyitdsdt befejeztiik.

Megjegyezziik, hogy a 33. tétel nem fordithaté meg. Valdban, az
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automata kommutativ, teljesiilnek rd a 33. tétel konkluzidi, de nyilvan-
valéan nem ciklikus.

Ervényes viszont a kovetkezd

34. tétel (I PeAK [35]). Ha egy ciklikus A=(4, X, d) automata
dllapot-halmaza véges, tovaibbd az E(A) félesoport kommutativ és
O(E(A))=|A|, akkor az A automata is kommutativ.

Bizonyitds. Legyen a,(€4) az A automata egy generdtoreleme
és tekintsiik az E(A) félcsoportnak az A halmazba vald 5 —1(a,)
(n€ E(A)) leképezését. Konnyen adddik, hogy ez a leképezés koless-
nosen egyértelmii és O(E(A))=|A| miatt E(A)-t A-ra képezi le. Ily
mdédon bdrmely a(€A)-hoz taldlhaté olyan n( € E(A4)), hogy n(a,) =a.

Tegyiik fel most, hogy A nem kommutativ. Akkor léteznek olyan
a(€A4), p, q(€ F(X)), hogy apq #aqp. Legyen n( € E(A)) az A automata
azon endomorfizmusa, amelyre 1 (a,) =a. Akkor n(a,pq) =n(a,) pq =apq
és n(ayqp) =n(a,)qp =aqp és igy apq+aqp miatt a,pq+=ayqp adodik.
Ha végiil n, és n, az n,(ay) =ayp és ny(a,) =ayq feltételeket kielégitd
endomorfizmusok, akkor #,1,(a,) = ’11(’72(‘10)) =1n,(a0q) =11(a0) 4 = a,pq
és o (ag) = no(11(ay)) = na@op) =1x(ag) p = agqp,  kdvetkezésképpen,
nima(ay) #nan1(ap), ami ellentmond az E(A) félcsoport kommutativitd-
sdnak. Ezzel a 34. tételt bebizonyitottuk.

A 24. és 33. tételbsl kozvetleniil adddik a

35. tétel (I. PeAK [35]). Ha egy véges kommutativ ciklikus A
automata az A, ..., A, automatdk direkt szorzata, akkor az S(A) fél-
csoport is direkt szorzata az S(A4,), ..., S(4,) félcsoportoknak.

Ha pedig automatdk direkt szorzata helyett annak egy specidlis
esetét, A-direkt szorzatot tekintiink, akkor a végesség feltételezése
nélkiil kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

36. tétel (I PEAK [35]). Egy kommutativ ciklikus A automata
akkor és csak akkor dll elé automatdk A-direkt szorzataként, ha az
S(A) félesoport félesoportok direkt szorzatdra bomlik. Pontosabban, az
A automata akkor és csak akkor dll el az A, ..., A, automatdk A-direkt
szorzataként, ha S(A) ~ S(4,)®...® S(4,) teljesiil.

Bizonyitds. A bizonyitdst elegend§ n=2-re elvégezni. Legyen
a)(€ A) a kommutativ ciklikus A=(4, X, ) automata egy generdtor-
eleme és tételezziik fel, hogy az S(A) félcsoport direkt tényezdk szor-
zatdra bomlik. A 33. tétel szerint S(A4)~ E(A) és igy az E(A) félcsoport
is elgdll valamely S; és S, félcsoportok direkt szorzataként: E(4) ~
~S;®S,. A tovibbiakban E(A4)-t azonosithatjuk az S;® S, fél-
csoporttal. Tekintsiik ezek utdn azt az A, =(Sy, X, ;) automatdt,
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amelynek o, dtmenet-fliggvényére 0,(s,, x)=s5,x(€S)(5,€S,,x€X)
teljesiil, ahol x,(€S,) az n.(€E(A4)): a—~d(a, x) endomorfizmus elsS
komponense az E(A4) ~ S;® S, direkt felbontdsban és az s,x; szorzat
az S, félcsoportban értendd. Hasonlé mddon definidljuk az A, =
=(S,, X, 0,) automatdt is.

Jelolje A’=(S, X S,, X, d’) az A, és A, automatdk A-direkt szor-
zatdt. Elegend6 megmutatni, hogy A~ A’ teljesiil. Tekintsiik e célbol
azt a (@, YY) leképezés-part, amelyre a ¢:S; X S, — 4 leképezés az
A’ automata bdrmely (s, s,) dllapotdhoz hozzdrendeli az A automatd-
nak azt az a dllapotdt, amely az (s,, s,) (€S;® S,) endomorfizmusndl
az ay( € A) dllapot képe, a y: X — X leképezés pedig legyen X-nek énma-
- gdra val6 identikus leképezése. A 33. tétel szerint ¢ az S; X S, halmaz-
nak A-ra valé kolcsondsen egyértelmii leképezése, mdsrészt barmely
(51, 5) (ES; XSy és x(€X) esetén

(p(é/((sl s 52)2 Y)) = (P((él(sl ’ X), 52(52’ x))) =
= ‘P((Slxl > Szxz)) = 90((51 , 52) (x4, xz)) :‘P((S1 > sz)'lx) =
=((51> $2)1.) (@) =1:((51, 52) (@) = (@ (5, 55)) =0( (54, 53), X)

adddik. Ezzel nyertiik, hogy A ~ A’ teljesiil, amivel az elegend8ség bizonyi-
tdsdt befejeztiik.

Megforditva, legyen a kommutativ ciklikus A =(4, X, ) automata
az A, =(4,,X,0,) és Ay;=(4,, X, d,) automatdk A-direkt szorzata.
Nyilvdnvald, hogy ekkor A, és A, is kommutativ ciklikus automatdk.
Legyen ay(€A4) az A automata egy generdtoreleme. Ha az A automatdt
azonositjuk az A, és A, automatdk A’=(4, ><A2, X, 0") A-direkt szor-
zatdval, akkor az ay = (a{,‘ ), ai?) feltételt kielégits a l’( €A4,) és af? (€A4y)
dllapotok az A,, ill. A, automata generdtorelemei lesznek. Tekintsiik
most azt a leképezést, amely az S(A4) félcsoport barmely C[p] (p € F(X))
elemének megfelelteti az S(4,)® S(4,) direkt szorzatnak azt a
(Cilp1), Cilpal) (P15 P2 € F(X)) elemét, amelyre az afp, =a,, aip,=a,
és ayp=(a,, a,) (a;€ A;) Osszefliggések teljesiilnek. Nem nehéz beldtni,
hogy ez a lekepezes S(A4)-nak S(4,)® S(4,)-re valé izomorf leképe-
zése. Ezzel a 36. tétel blzonyltasat befejeztiik.

Arra az érdekes kérdésre, vajon minden egységelemes félcsoport
fellép-e valamilyen automata endomorfizmus-félcsoportjaként, félcsoport-
elméleti eszkozokkel a teljes dltaldnossdg mellett pozitiv védlasz adhaté
(1. P. M. ConN, Universal Algebra, New York, 1965) Kommutativ
esetben azonban erre a kérdésre a 33. tétel felhaszndldsdval is konnyii
vélaszt adni. Ervényes ugyanis a

37. tétel (I PEAK [35]). Bdrmely egységelemes kommutativ S fél-
csoporthoz taldlhaté olyan (ciklikus) A automata, amelyre E(A)~ S
teljesiil.
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Bizonyitds. Valdban, ilyen S félcsoport esetén az Ag automata
kommutativ és ciklikus, igy a 33. tétel szerint E(Ag)~ S(45), ahonnan
S(Ag)~ S miatt E(Ag)~ S adddik. -

28. Erosen osszefiiggd és perfekt kvaziautomatik. Legyen a,(€ A4)
az A=(4, F, o) ciklikus kvdziautomata egy generdtoreleme ¢és jeldlje
Nr(04,4,) az F félcsoport azon f elemeinek halmazit, amelyekre o4, =
=(04, a)y teljesiil. Konnyii beldtni, hogy Np(04, ,,) 3z Np(04, 4,) Nnorma-
lizdtor részfélcsoportja.

38. tétel (R. H. OEnMKE [33]). Egy tetszbleges erésen Gsszefiiggd
A =(A4, F, d) kvdziautomata G(A) automorfizmus-csoportja az A bdrmely
a(€A) dllapotdhoz tartozé Ni(o,4,,) félesoportnak homomorf képe.

Bizonyitds. Tekintsik az A kvdziautomata egy tetszdleges, de
rogzitett a( € A) dllapotdt és rendeljiik az Np(04.,) félcsoport barmely
Jfeleméhez azt az ¢;: 4 ~ A leképezést, amelyre e.(b) =afg (b=ag; g€ F)
teljesiil. A 31. tétel bizonyitdsa sordn ldttuk, hogy &, € E(4). Most meg-
mutatjuk, hogy &,€G(A) is teljesiil. Legyen e célbdl &,(b) =¢(c)
(b=ag, c=ah; g, f€ F(X)). Akkor &, definicidja szerin afg =afh, azaz
J2=fh(04,,), tehdt g=h((04,,);), ahonnan f€Ng(o,,) miatt
g=h(oy4,,), mds szoval, (b=)ag =ah(=c) addédik. Ezzel nyertiik, hogy
&, kolesonosen egyértelmii. Megmutatjuk, hogy &, az A halmazt dnma-
gdra képezi le. Legyen e célbdl b(=al; h€ F) az A tetszbleges dllapota.
Mivel A erésen Gsszefiiggs, azért 1étezik olyan g( € F), amelyre (af)g =b.
Ha most c=ag, akkor &/,(c)=afg=(af)g=>b. Ezzel nyertiik, hogy &,
bdrmely f1 ( €Ni(04,,) esetén az A kvdziautomata automorfizmusa.
Mivel az /¢, leképezés homomorf voltdt a 31. tétel bizonyitdsa sordn
mdr kimutattuk, azért azt kell még megmutatnunk, hogy A bdrmely
¢ automorfizmusa el8dll e=¢, (/€ Ni(o4 ,)) alakban. A 31. tétel bizo-
nyitdsa sordn ldttuk, hogy bédrmely ¢(€E(A))-hoz van olyan
f(ENF(gA,,,)), amelyre ¢=¢, teljesiil. Elegendé megmutatni, hogy abban
a specidlis esetben, amikor € G(A), f€ Np(04,,) adddik. Mivel most
(e=)e; kolcsonosen egyértelmii azért bdrmely k, /(€ F) esetén
k=1(04,.) < ak=al & e ak)=¢(al) & afk =afl < fk=fl(04,,) <
< k=f((04,,)) tehdt valoban f€Nf(o, ,). Ezzel a 38. tétel bizonyi-
tdsdt befejeztiik.

Specializdldssal adédik a kovetkezd

39. tétel (R. H. OnMKE [33)). Ha az A=(A, F, §) kvaziautomata
erdsen Osszefiiggd és valamely a( € A) dllapotra a g4, , reldcié kongruencia-
reldcid, akkor A bdarmely énmagdra valé endomorfizmusa automorfizmusa
A-nak és G(A) az F félcsoport homomorf képe, mégpedig, F/ 04 ,~ G(A).

Egy kvdziautomatdt perfektnek neveziink, ha kommutativ és erd-
sen Osszefiiggd (1. A. C. FLEck [10]). Kénnyen adddik, hogy egy per-

9 Matematikai Lapok 1-2



130

fekt A=(4, F, ) kvdziautomata bdrmely a(€A4) dllapotdira a g, ,
reldcié kongruencia-reldcié és o4 ,=0(4). Innen a 39. tétel alkalmazd-
sdval kozvetleniil adédik a

40. tétel (A. C. FLECK [11]). Bdrmely perfekt A=(A, F, ) kvdzi-
automatdara S(A)==G(A) teljesiil.

Ervényes tovdbbd a tételnek az a kiegészitése is, hogy 0(G(4)) =|4|.

Konny(i beldtni, hogy a 36. tétel perfekt kvdziautomatdikra is
érvényes (1. A. C. FLEck [11]). EbbSl a megjegyzésbél és a 40. tételbsl
a véges Abel-csoportok alaptételének felhaszndldsdval adddik a

41. tétel (A. C. FLECK [11]). Bdrmely véges perfekt kvdziautomata
felbonthaté olyan kvdziautomatik A-direkt szorzatdara, amelyek auto-
morfizmus-csoportjai ciklikusak,

A véges A halmaz egy G permutdciécsoportjdt reguldrisnak mond-
juk, ha G bdrmely n eleme A-nak vagy egyetlen elemét sem hagyja
fixen, vagy m az A halmaznak Onmagdra vald identikus leképezése.
Ha G a véges A4 halmaz egy reguldris permutdcidcsoportja, akkor
O(G) osztéja |A|-nak (1. G. P. WeEG [42]). Tovdbbd, G akkor és csak
akkor tranzitiv’®, ha O(G)=|4| teljesiil.

42. tétel (G.P. WEEG [44]). Bdrmely véges erdsen &sszefiiggd
A =(A, F, o) kvdziautomata G(A) automorfizmus-csoportja A-nak reguld-
ris permutdciocsoportja.

Bizonyitds. Legyen o a véges er8sen Osszefiigg6 A =(4, F, )
kvdziautomata tetszGleges automorfizmusa. Elegend§ megmutatni,
hogy ha valamely a( € 4) esetén a(a) =a, akkor o az 4 halmaz Snmagdra
valo identikus leképezése. Legyen e célbdl b( € A) tetszGleges és legyen
af=b (f€ F). Akkor o(b)=a(af)=o(a)f=af=b, amivel a tételt bebi-
zonyitottuk.

Megjegyezziik, hogy er&sen Osszefiiggd automatdk direkt szorzata
nem sziikségképpen erdsen Osszefiiggs. A kozdés bemend halmazzal
biré A=(4, X, 0) és A’=(4’, X, 0") automatdkat erdsen kapcsoltaknak
nevezziik, ha barmely a, b(€A) pdrhoz és barmely a’, b’(€ A”) pdrhoz
létezik olyan x(€X), hogy d(a, x)=b és ¢'(a’, x)=b" (. A. C. FLECK
[10]). Konnyen beldthat6 (1. A. C. FLeck [10]), hogy a kézds bemend
félcsoporttal bird A és B kvdziautomatdk A-direkt szorzata akkor és
csak akkor er@sen Osszefiiggd, ha A és B er8sen kapcsoltak.

Bizonyitds nélkiil megemlitjiik, a kovetkezd tételt:

43, tétel (G. P. WEEG [45]). Ha G és H a véges A és B halmazok
ciklikus regularis permutdciécsoportjai, akkor léteznek olyan A = (A, F, §)

13 Az A véges halmaz egy G permuticidcsoportjat tranzitivnak nevezziik,
ha barmely a, b(c A) padrhoz van olyan z(¢G), hogy n(a)=b.
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és B=(B, F, &) erdsen kapcsolt kvdziautomatdk, amelyekre G(A)~G,
G(B)~ H és amelyek A-direkt szorzatanak automorfizmus-csoportja izo-
morf a G® H direkt szorzattal.

Legyen A=(4, F,d) tetsz6leges véges erdsen oOsszefliggé kvdzi-
automata és legyen 4=(1,2, ..., n). Akkor bdrmely i, j(€A)-ra jelolje
T;; azon f( € F) elemek halmazdt, amelyekre if'=j teljesiil. Az 4 halmaz
barmely i(€A4) eleméhez rendeljiik hozzd azt a T; rendszert, amely
azokbol és csak azokbdl a T;; (& F) halmazokbdl dll, amelyekre vala-
mely o( € G(4)) mellett j=a(i), majd definidljunk 7;-ben egy % ; miive-
letet uigy, hogy legyen T';; % ;T = T akkor és csak akkor, ha T;;T;, &S T,
teljesiil, ahol fg€ T;; Ty < f€T;;,8 € Ty(f, g € F). Kimutathatd, hogy a T;
halmaz a *; miiveletre nézve csoportot alkot. Ezt a csoportot 77-gal
jeloljiik.

Ervényes a kovetkezd

44. tétel (G. P. WEEG [45]). Ha A=(A, F, §) véges erdsen ossze-
fiiggd kvdziautomata és A={1,2, ..., n), ugy G(A) akkor és csak akkor
tranzitiv, ha T, =Te=...=T,, teljesiil.

Specidlisan, kommutativ esetre, a 40. tétel kiegészitésének fel-
haszndldsdval tistént adddik a

45. tétel (A. C. FLECK [10]). Bdrmely véges perfekt A kvdziauto-
matdara G(A) tranzitiv reguldris permutdciocsoport.

Az er8sen Osszefiigg8 kvdziautomatdk automorfizmus-csoportjd-
rél tovdbbi felvildgositdssal szolgdl a kovetkezd

46. tétel (G. P. WEEG [43]). Ha A=(A, F, §) véges erdsen Gssze-
fiiggd kvdziautomata és A={1,2, ..., n), akkor a G(A) automorfizmus-
csoport izomorf Ti-gal.

Legyen A=(4, X,d) tetsz6leges véges automata ¢és legyen
A={1,2,...,n). Az A halmaz egy m permutdcidjdhoz hozzdrendeljiik
azt az n Xn tipusu P,=(p;) mdtrixot, amelyre

1=tha w@) =%,
P =10 kiilonben.

“Tovdbbd, az A automata dimenet-mdtrixdn értjik azt az nXn tipusa
M(A) =(ay,) mdtrixot, amelyre

{(x(EX)Ié(i, x)=k) ha 3 x[6(,x) = k],
|0 kiilonben. oy

g%
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A P, és M(A) mdtrixok szorzatdt a szokdsos modon értelmezziik, azzal
a megjegyzéssel, hogy Osszeaddson halmazelméleti egyesitést értiink és
az X halmaz egy részhalmazdnak 1-gyel és 0-val valé formdlis szorzatdt
természetes modon definidljuk, azaz bdrmely X’( < X)-re legyen 1-X’'=
—XE o= egu0e X —=X0<0=10

A tovdbbiakban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy mikor lesz
egy kvdziautomata dllapot-halmazdnak egy permutdcidja a kvdziauto-
mata automorfizmusa.

9. lemma (G. P. WEEG [42]). Egy véges A=(A, F, ) kvdziauto-
mata esetén az A halmaz egy n permutdcidja akkor és csak akkor lesz
A-nak automorfizmusa, ha P,M(A)P,= M(A) teljesiil.**

Bizonyitds. A feltétel elegend@ségének bizonyitdsdahoz legyen
A=(1,2, ..., n)éstegyiik fel, hogy a n: 4 ~ A permutdciora P, M (A) P,=
= M (A) teljesiil. Tekintsiik az A kvdziautomata tetszbleges i( € A) dlla-
potdt és legyen if=j (f€ F). Akkor a;; #0 és ha n(i) =k, n(j)=/, akkor
P, M(A)P;=M(A) miatt a P,M(A)P, mitrix ij-edik eleme a,, azaz
a;;=ay, tehdt f€a;;-bél f€ay, kovetkezik, ahonnan #(3(i,f))=n(j) =
=1=0(k,f)=05(n(i),f).

Megforditva, ha a = leképezés homomorf, akkor valahdnyszor
n(i)=k és n(j)=1, mindannyiszor a;;=ay. Valéban, ha f€a;;, akkor
kf=n(i)f=n(if)=n(j)=1, azaz f€ay és igy a;;Say. A forditott
irdnyd tartalmazds hasonlé médon adodik. Ezzel a 9. lemmaédt bebizo-
nyitottuk.

10. lemma (G.P. WEEG [45]). Ha A=(A, F, ) véges erdsen
dasszefiiggd kvdziautomata és A={1, 2, ..., n), akkor A egy n permutdcio-
jara m € G(A) akkor és csak akkor teljesiil, ha bdrmely i(€A)-re T,;=

:Tn(l)n(i)'

A 42. tétel megforditdsaként tekinthetd a kovetkezd

47. tétel (G. P. WEEG [44]). Ha G egy n elemii halmaz valamely
reguldris permutdcidcsoportja, akkor [étezik olyan (erdsen 0sszefiiggd)
A kvdziautomata, amelyre G(A)~ G teljesiil.

Masrészt, kommutativ esetre a 40. tétel felhaszndldsdval konnyen
bebizonyithatd a

48. tétel (I. PeAK [35]). Bdrmely G Abel-csoporthoz taldlhaté
olyan A (perfekt) kvdziautomata, amelyre G(A)~ G teljesiil.

4 P, a P, mitrix transzponéltjit jeloli.
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Szamelméleti megjegyzések V.
Extremalis problémak a szamelméletben, II.

ErDGs PAL

E cikk elsd fejezetében, az ,,Extremadlis problémdk a szamelmélet-
ben, 1.’-ben (Mat. Lapok 13(1962), 228—255, e cikket roviden I-ként
fogom idézni) diskutdlt problémdkrdl irok, amennyiben e kérdésekrol
I megjelenése 6ta tortént emlitésre méltd haladds. A cikk mdsodik feje-
zetében Uj, részben I megjelenése Ota felvetett problémdkat és eredmé-
nyeket diszkutdlok. Ellentétben I-el, nem szoritkozunk véges inter-
vallumokra vonatkozd extrém problémdkra, s igy sok érdekes 1j kér-
désre jutunk. a,a,....,b,by,... 1L d... pozitiv egész szimokat fog
jelolni, p, ¢ primszamokat.

1.

I. 9. K. F. Roth a kovetkez§ kérdést vizsgdlta: Legyen ¢ (k)= +1,

I1=k=n.

[IA

G(n) = min max
¢ adm

Zm’go(a+kd)‘ (a+md=n)
k=0

Milyen gyorsan tart G(n) a végtelenhez?
En I.9-ben azt sejtettem, hogy ha

F(n) = min max Zm' @ (kd)
@  md k;sln

akkor F(n)—>, ha n—, s6t azt is sejtettem, hogy F(n)=>c, logn.
G (n)-b6l F(n)-et ugy nyerjik, hogy csak az a=0 esetet tekintjiik.
Természetesen vdrhatd, hogy G (n) sokkal gyorsabban tart a végtelen-
hez, mint F(n). Roth be is bizonyitotta, hogy minden &¢=0 esetén,
ha n>nye) G(n)=>n"-2 és sejti, hogy G(n)=>n'2—% Tovdbbd meg-
jegyzi, hogy elemi valoszinliségszamitdsi eredményekbdl nyerhetd,
hogy van oly ¢(k) = +1, amelyre G(n)<c(nlogn)”> alkalmas c-re.
El8szor is bebizonyitjuk, hogy G(n)<Cn": alkalmas clegendd nagy
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C-re, (C,c, ¢y, ... mindig alkalmasan vdlasztott pozitiv abszolit kons-
tansokat fog jelolni). ’

Hogy dllitdsunkat bebizonyitsuk, elsGsorban is megjegyezziik,
hogy a ¢(k) = £1,1=k=n figgvényt 2"-féle médon vilaszthatjuk
meg. Ismeretes tovdbbd a kovetkezG Kolmogoroff féle tétel: Legyen
k) =L, 1=k=m (igy @(k) 2™ féleképpen vdlaszthats). Jelslje
M(t) @(k) azon vdlasztdsainak szdamadt, amelyekre

max

1=l=m

1
2> (k)| = tm'

k=1

és m(t) azon vdlasztdsok szdmdt, melyekre

i _'5_':' o(k)| = tm".

k=1

Fenndll

(1) M(t) = 2m(t) <c et 2m,

(1)-ben az elsé egyenlStlenség valé Kolmogorofftdl, a mdsodik termé-
szetesen régota ismert a binomidlis eloszlds elméletébdl. Jeldlje M, (2¢)
azon ¢(k) = +1 fiiggvények szdmdt, melyekre

2 o(k)| = 2tm"

u

max

1=u<v=m

(1)-b8l nyilvdnvalo, hogy
(2) M, (2t) =2m(t) <c e 2",

(2)-b8l mdrmost nyilvanvalo, hogy azon ¢(k) = +1, 1=k=n
fliggvények szama, melyekre fix a és d (0 <a=d) mellett van oly 0 =u <

<v=n/d, hogy
v /)
Z(p(a+kd)l = 2t [-;'»]

kisebb, mint ¢,e~<*2" (ti. ha k Za (mod d)), akkor feltételiink semmi
megkotést se jelent, s az a+kd alaki szdmokra (2) alkalmazhatd).
Tehdt ha r=Cd"2/2, akkor nyerjiik, hogy azon ¢ (k) fiigevények szdma,
melyekre van oly u és v, hogy

€)
kisebb, mint
4) ejes PaCt U on

e qo(a+kd)‘ = Cn'"
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Minthogy a, d féleképpen, vdlaszthato (4)-bdl nyerjiik, hogy azon ¢ (k)
fuggvények szdma, melyekre van oly a, u, v, hogy
2 le(a+kd)| = Cn”
kisebb, mint
%) erde=2 S s o,

(5)-b8l nyerjiik d-re valé szummadldssal (d=1,2,...) hogy azon ¢
o(k) = =1 fiiggvények szdma, melyekre G(rz)>Cr11/z azaz melyekre
van oly a, d, u,v hogy

> Cn’2

kisebb, mint

©) 2" 3 cide-crCait < 2"
d=1

ha C elegendd nagy. (6)-bdl nyilvdn kovetkezik, hogy van oly ¢(k)
fiiggvény, melyre G(n)=Cn">.

Valdszinlinek ldtszik, hogy minden ¢=>0-ra, ha n=>ny(c), akkor
G(n)=cn'2, azaz

(7) lim G (n)/n"2 = 0.
(7) bizonyitdsa azonban eddig nem sikeriilt.

Cantor, Schreiber, Strauss és én konstrudltunk (egymadstdl flig-
getleniil) olyan ¢(n) = £ 1 fliggvényt, melyre minden a ¢és d mellett

1
kZ pla+kd)| = Il(a,d)<=
(=1

(8) sup

l=o0

Ugyanis ha ¢(u) = —@(m+u), | =u=m, akkor minden d|m esetén,
ha 0=a<d
> - o(a+ld)=0.

0 gl<i}—1
E megjegyzésbdl a fenti tulajdonsdgu ¢ (n) konnyen nyerhetd.
Koénnyli beldtni azonban, hogy az [l(a,d),0=a<d |1=d<
szamok nem lehetnek korldtosak. Legyen L(d)=max /(a,d) L(d)-re

nincs j6 alsé becslésiink, példdnk kidolgozva L(d) < c‘d! felsd becslést ad
s nem tudjuk, mily kdzel van e becslés a valddi hatdrhoz.
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Felvetettiik még a kovetkezd kérdést: Legyenek (@ = {nP) <n < ...}
1 <i<eo egész szimok sorozatai, akkor van oly ¢(n) = +1 fliggvény,
hogy

1

2 o)

g=i

sup

l=o

minden i-re véges. A vdlasz bizonydra igenlG lesz.
K. F. Roth, Remark concerning integer sequences, Acta Arith-
metica, IX(1964), 257—260).
I. 11. Legyen a, <a,<... <az=n olyan sorozat, hogy a
VA
ITay, &=0 vagy 1

i=1

szorzatok mind kiilonbozék. Sejtettem, I-ben, hogy

(1) Z <mn(n) + cn'?/log n.
(1)-et azota bebizonyitottam. Hogy (1)-et beldthassuk, az a-kat
két részre osztjuk, az elsé osztdlyban vannak azon g, ..., q; -ek,

melyeknek minden primfaktora <n'2. Kimutatjuk, hogy
(2 r<cn'?/log n.

Feltevés szerint a
3) lla &=0 vagy 1
J=1

szorzatok mind kiilénboz8ek s a (3) alatti szdmok szdma nyilvdn 2.
A (3) alatti szdmok szdmdt most egy mds mdédon fogjuk megbecsiilni.
A (3) alatti szimok minden primfaktora =n"> s ezért ezek U-V alakba
irhatdk, ahol U minden primfaktora =n'/s, s ¥ minden p primfaktordra
n'ls <p=n'2. Megbecsiiljik mdrmost, hogy hdnyféleképpen vélaszthaté
meg U. Nyilvdin U<n" (ti. a (3) alatti szdmok is kisebbek, mint n)
s igy a p primszdm kitev8je U-ban nyilvdn legfeljebb (ha n>n,)

rlogn rlogn
) 1+ Keh. =1+ fog 2

2

féleképpen vdlaszthatd. (4) és (3) miatt U legfeljebb
®) (P Ey < 2w O 202

féleképpen vdlaszthatd.
Vizsgdljuk mdrmost, hogy V hdnyféleképpen vdlaszthaté meg.
a;, legfeljebb két n'/s-ndl nagyobb primszdammal lehet oszthatd, s ezért
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ha p,,...,p, jelenti az n'ls & n'/s kozotti primszdmokat s «; jelenti, hogy
p; hdny a;-ban fordulhat elg, nyilvdn (ha p*|a;,, akkor 2-t szimitunk)

©) Su=2r

(6), (3) és az aritmetikai s geometriai kozép egyenlStlensége miatt
V-re legfeljebb
s 1 s S 2r s
() ECERVE [A 2<a.-+1)] = [i]
=4 § i=1 S
vélasztdsunk van. (5) és.(7) miatt U-V-re, azaz a (3) alatti szdmokra
legfeljebb

®) el +2;’]

valasztdsunk van. s<c,(n/log n)Y/? miatt egyszerii szamoldssal adddik,
hogy ha (2) elegend§ nagy c;-re nem igaz, akkor a (8) alatti kifejezés
<2 azaz a (3) alatti szorzatok nem lehetnek mind kiilonbozdk s ezzel
(2) be van bizonyitva.

A mdsodik osztdlybeli szdimok p-b alaktiak, ahol p >n'/2. Az n*/2-nél
nagyobb primszdmokat két osztdlyba osztjuk, az elsé osztdlyban azon
primszdmok vannak, melyekhez legfelijebb egy pb alaki szdm van.
Legyenek py, ..., p; a mésodik osztdlybeli primszdmok, p,b{¥), 1 =i=j;
1 =k=t, legyenek az e primszdmokhoz tartozé mdsodik osztdlybeli
szamok. A mdsodik osztdlybeli szdmok szdma nyilvan kisebb, mint

©) nt(n) + —i; 4.

(2) és (9) miatt (1) be lesz bizonyitva, ha kimutatjuk, hogy

-
(10 - . T= Dti<cyn¥flogn
=1
A PSS
J i
(1D IT 1T (pibP)ex, shp = 07 vagy.--l
i=1 k=1

alakli szdmok szdma nyilvdn 27. A (11) alatti szdimok U’V alakba
irhaték, ahol U’ minden primfaktora kisebb, mint n’2 és ¥’ minden
primfaktora =n'2. Ugyanigy, mint az elsé osztdlybeli szdmokndl
megbecsiiljiik, hogy U’ és V” hanyféleképpen vdlaszthatd. ¥’ nyilvdn

V)
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féleképpen vdlaszthatd, ti. p; kitevSje a (11) alatti szorzatokban csak
a 0,1, ... t; szdmok valamelyike lehet. Minthogy a geometriai kozép
nem nagyobb, mint az aritmetikai, fenndll

(12) Hwe+n = (?)J = 3772

(12) mdsodik egyenlStlensége 7'=2j-bGl ¢és abbdl koévetkezik, hogy

[TJ_H] Jj-nek monoton ndvekvd fiiggvénye.

Legyen ¢ =0 elegendd kicsi, pl. ¢= 110

s tegyiik fel, hogy (10) nem teljesiil.(8)-bdl egyszeri(i szdmitdssal nyerjiik,
(r (8)-ban most T7-vel helyettesitendd), hogy U’ szdmdra legfeljebb
(14+¢)" vdlasztdsunk lehet, s igy (12) miatt a (11) alatti szimokra leg-
feljebb

s legyen ¢, elegendd nagy

3112(1 4 ¢)T <27

valasztdsunk lehet — azaz a (11) alatti szdmok nem lehetnek mind
kiilonboz6k, ami ellentmondds. Ezzel (10), s igy (1) be van bizonyitva.
Nem lehetetlen, hogy

(13) max Z = n(n)+n(n"?)+o (l:gvzn]

de (13) igazsdgdt nem tudom eldénteni. Els§ pillanatban sejteni le-
hetne, hogy

oo

max Z = > n(n"%)
k=0
de Pésdval megjegyeztiik, hogy ez nem igaz. Legyen ama, = o =ra, =N
sorozat kovetkezSképpen definidlva: Ha p=n'l7, akkor p, p% p* el6-
fordul az a-k kozott, amig ezek nem nagyobbak n-nél. Ha p=n'lr

P2, P, pb p" fordul el az a-k kozott. A ]] af alakt szdmok nyilvdn
i=1
mind kiilonbozsk s

(14) Z=n(n)+n(n") +nn") +n(n'").

k
Legyen ay<ay~<...<ay, ahol > &a;, ;=0 vagy 1, 6sszegek mind
i=1
kilonbozdk. Legyen b, =min a,. (14) mintdjira kénnyi beldtni, hogy

(15) max Z = Zm m(n'"%)
k=1

Taldn (15)-ben egyenldség 4ll fenn.
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I. 11-ben tovdbbd kérdeztem: megadhaté-e n(l —¢) szdam n-ig

] 1
ugy, hogy ﬁ air:]j a;, csak akkor oldhaté meg, ha /;=/,. Selfridge
r=1 r=1

konstrudlt = slirliségii ily sorozatot az eredeti kérdés azonban még

nincsen elintézve.

I. 13. Jelentse wu(n) azt a legnagyobb szdmot, melyre van oly
a,<=...=a,m=n, hogy az aa;=m egyenletnek minden m-re /[-nél
kevesebb megolddsa legyen. Bebizonyitottam, hogy

n(log logn)i=1
(/—1)!logn

A bizonyitds igen komplikalt.

P. Erdds, On the multiplicative representation of integers, Israel
Journal of Math. 2(1964). 251—261

I.14. Legyen a,<...<a=n olyan sorozat, hogy nincs k., a;
melyeknek pdronként ugyanaz a legnagyobb ko6zos osztojuk. Bebizo-
nyitottam, hogy minden k-ra és ¢ >0-ra, ha n>n, (¢, k) (max [ = A,(n))

uy(n) = (1+o(1)) = (1+o(1))m,(n)

(1) ek logn/loglogn - Ak(n) - ”3/4+e
Valdsziniinek ldtszik, hogy
(2) Ak(n) - 2C,'(logn/loglugn.

(2) kovetkezne egy Radoval valé kombinatorikus sejtéstinkbdl. Legyen
g(k, t) az a legkisebb szdm, melyre ha 4, A,,... A, s=g(k, t) legfeljebb
k elemii halmazok, akkor mindig megadhaté ¢ oly 4, melyeknek pdaron-
ként ugyanaz a kozos résziik. Sejtettiik, hogy

(€) gk, t) <ci(t—1)"

(3) helyett csak g(k,t)=k! (t—1)* bizonyitdsa sikeriilt. (3)-nak t&bb
alkalmazdsa lenne szdmelméleti kérdésekben.

Még a kovetkezd kérdést szeretném megemliteni.

Igaz-e, hogy minden «-hoz van ny(x) ugy, hogy ha n=>ny(a) és

Y=a,=<...<ay=n, I=on,

akkor mindig van hdrom @, melyeknek paronként ugyanaz a legkisebb
kozos tobbszorose? Ha o elég kozel van 1-hez, Ggy ez trividlis, az dlta-
ldnos kérdés megolddsa eddig nem sikeriilt.

P. Erdés, On a problem in elementary number theory and a combina-
torial problem, Math. of Computation, 18(1964), 644—0646.
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P. Erdds and R. Rado, Intersection theorems for systems of sets,
J. London Math. Soc. 35(1960), 85—90.
I. 18. Fennill-e, hogy

li_m max f(n, k)/n (k) = li_m max F(n, k)/n(k) =
= lim min F(n, k)/n (k) = 1.
k=ec n

I. 20. Selfridge bebizonyitotta Stein sejtését, mely - szerint ha
a;(mod n;), 1 <n, <...<mn, oly kongruenciarendszer, hogy nincs oly
szam, mely koziilik egynél tobb kongruencidt kielégit, akkor van oly
0 <u=2F szdm, mely ezen kongruencidk egyikét sem elégiti ki. Selfridge
eredménye még nincs publikdlva.

En sejtettem, hogy ha a;(mod n;), | =i=k (n; #n;, nincs felté-
telezve) olyan, hogy mindig van egy szdm, mely nem elégiti ki e kongru- °
encidk egyikét sem, akkor mindig van u, 0 <u=2* mely e kongruencidk
egyikét sem elégiti ki. Selfridge ezt 0 <u = e*-val bizonyitotta be.

k

Legyen > 1/n;=1 —% ,a;(mod n;), 1 =i=k tetszbleges kongru-
=Y

enciarendszer. Igaz-e, hogy van oly u, 0 <u=2* mely e kongruencidk
egyikét se elégiti ki? :

1. 21. Daykin és Baines bebizonyitottdk D. Newman sejtését,
mely szerint ha 1=a,<...<a,,;=2n, akkor mindig van ko6zottiik
ketts, melyre

(D (@, ap=1, a;=n.

Newman tovdbba sejtette hogy minden m =n-hezvan az 1,2, ..., n
szdmoknak oly #{™, ..., i{™ permutdcidja, melyre
) r,m+i™ =1, 1=r=n.

2)-t m=n esetén bebizonyitottdk, s ebbdl nyerték (1)-et.

Legyena, <...<a,4,=2n, f(2n; ay, ..., a,,,) jelentse az (a;, a;) =1
parok szdamdt. Legyen u,=3-5... p, az els6 k pdratlan primszam szor-
zata, tovdbbd legyen u,<2n<u,,,. Bebizonyitottam, hogy ha n=>n,,
akkor f(2m;ay, ..., a,,,) minimumdt a kovetkezd sorozat adja: az
a-k a pdros szdmok és u,. A bizonyitds hasonld, mint I. 21-ben a (14)
bizonyitdsa. Valdszinilinek ldtszik, hogy ha a,<...<a,,=2n, akkor
mindig van egy @, mely sok mds g-hoz relativ prim, de nem tudtam be-
bizonyitani, hogy ezeknek szdma n-nel végtelenhez tart. E kérdés el-
dontése valdsziniileg nem lesz nehéz. (1966 szept.: Sdrkozi és Szeme-
rédi e sejtést bebizonyitottdk).
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Felvethetd a kovetkez8 kérdés: Legyen a; < ... <a,+, =2n. Minden
a-t helyettesitsiink egy ponttal s a;-t ¢llel 6sszekotjiik a;-vel, ha (a;, a;) =1.
Igaz-e, hogy az igy nyert grdfban van kor, st taldn négyszog is? (Sdr-
kozi és Szemerédi ezt is bebizonyitottdk).

D. E. Daykin and M. J. Baines, Coprime mappings between
sets of consecutive integers, Matematika 10(1963), 132—136.

I. 24. Legyen |Z;|=1, 1=i<e-,

ﬁ(Z—zi)’

i=1

A —=gmnax
1Z|=1

Igaz-e, hogy lim sup A,=<? E kérdés nem ldtszik konnylinek.

1026, Legye_n a,<..<a,=x oly sorozat, melyre

k
(1) Sl o =0 vagy 1
i=1

Osszegek mind kiilonboz8k. L. Moser bebizonyitotta, hogy

k 4k — 1
@ 2aE—
i=1

1%

egyenlGség, csak ha q;=2'"', i=0,1,....,k—1.
(1)-bél koénnyen addodik, hogy

log x loglogx

3) k<10g2+ 21og2 +O0(1).
loglogx <. . et T logx o
2Tog 2 javitdsa nem ldtszik konnylinek. k< Tog 2 +0(1) sejtés

még nincs eldéntve. Konnyen beldthaté, hogy ha a, <... végtelen
sorozat, melyre az (1) alatti 6sszegek minden k-ra kiilonboz6k, akkor
végtelen sok k-ra a,=2¢"1.

1. 27. Nagyon érdekes kérdésekre jutunk, ha végtelen sorozatokat
is megengediink. Legyen a; <a,< ... végtelen sorozat, melyre az a;+a;
Osszegek mind kiilonboz6k. E sorozatokat Sidon, ki tudtommal els6-
nek foglalkozott e kérdésekkel, B, sorozatoknak nevezte. Legyen

- AR = 31

=X

Fenn4ll
(1) liminf A(x)/x"> = 0
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s6t

) lim inf 4 (x) (log x)"2/x" < <=

lehet, hogy (2) még élesithets, de ez eddig nem sikeriilt s taldn nehéz
lesz. Megadhato viszont oly B, sorozat, melyre

3) lim_sup AX)/x" = 1/2.

Ugyanazzal a modszerrel, melyre (1) és (2) bizonyithatd, kimutattam,
hogy egy B, sorozatra

&) lim —~= D> Ya* = 0.

xe wl 0g X g;<x

(3) miatt viszont van olyan B, sorozat, melyre 2’ 1/a? divergens.
i=1

(4) valdszintileg élesithet, de nem tudom, hogy mennyire. Krickeberg
bebizonyitotta, hogy van oly B, sorozat, melyre

%) lim sup 4 (x)/x"2 = 2=,

(5) taldn tovdbb élesithets, de Turdnnal bebizonyitottuk, hogy A(x) <
<x"2 + O0(x%).

Chowla és Mian rekurziéval a kovetkez6 modon definidltak egy
B, sorozatot: by =1, tegyiik fel, hogy by, ..., b,_, mdr definidlva van.
b, a legkisebb szdm, mely nem dllithaté el6 b;+b; —b;, 1 =i, j, [=v—1
alakba. Krickeberg v=25000-ig kiszamitotta b,-t, valdszinlinek 1dt-
szik, hogy ha ¢=0 elegendd kicsi, akkor v >vy(e)-ra b, =v'/2*¢, de még

(6) lim b,/t? = o

sincsen bebizonyitva. Kénnyt oly b, sorozatot konstrudlni, melyre b, < v3
minden v-re, azaz A4 (x) = O (x'3), de nem sikeriilt eddig oly B, sorozatot
konstrudlni, melyre b, =0(v*). Rényivel bebizonyitottuk, hogy minden
¢>0-ra van oly a, <=a,<....sorozat, melyre ha i=>iy(e), a;,<i**® és
J(n)<c, minden n-re, ahol f(n) jelenti az n=a;+a; egyenlet meg-
olddsainak szdmdt. Turdnnal sejtettiik, hogy ha minden n-re f(n)=0,
akkor

(7) lim sup f(n) = o=.

Valészinlinek ldtszik, hogy (7) mdr akkor is kovetkezik, ha csak azt
tessziik fel, hogy a,<ck® minden k-ra, de (1) szerint az a, <ck?® fel-
tevésbdl csak azt tudjuk, hogy az a;+a; Osszegek nem lehetnek mind
kiilonbozéek.
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E kérdések igen nehezeknek ldtszanak. Erdekes, hogy a problémék
multiplikativ analogonjait sikeriilt elintéznem. (Ldsd 1. 13).

P. Erd6s and P. Turdn, On a problem of Sidon in additive number
theory and some related problems, J. London Math. Soc. 16(1941),
212—215, ldsd még ugyanott 19(1944) 208.

F. Krickeberg, B, Folgen und verwandte Zahlenfolgen, J. reine
u. angew. Math. 206(1961)53—60.

A. Stohr, Geloste und ungeloste Fragen liber Basen der natiirlichen
Zahlenreihe, J. reine u. angew. Math 194(1955), 132—134.

I. 28. Heilbronnal a kovetkezd tételeket bizonyitottuk be: Legyen
klp’s ~co (p primszdm), és ry, ..., r, k kiildnb6z8 maradék mod p.
Minden r-re a

k
(1) > g r; = t(mod p), =0 vagy |1
i=1

kongruencia megoldasalnak szdma (1+0(1))2%/p. A k/p*s - feltétel
nem javithatd, k>cp /s nem elég.

Ha k=36 p”, akkor az (1) kongruencidk minden t-re meg-
oldhatdk, ez valdszinlileg mdr k =2p": esetén is igaz.

Sejtettiik még, hogy ha r,, ..., r, kiilonb6z6 maradékok mod n
és k=cn"2, akkor

k
2 &r; = 0(mod n), g=0 vagy 1

i=

[

megoldhaté. Flohr és én ezt csak k& =cn” esetén bizonyitottuk be, ahol
o, +-nél nagyobb dllandé.

P. Erd6s and H. Heilbronn, On the addition of residue classes
mod p, Acta Arithmetica, 9(1964), 149—59.

1.29. és I1.30. M.G. Murdeshwar disszertdcidjdban Czipszer
és az én eltoldsi problémdmmal kapcsolatos tobb eredményt élesitett
s szamos 1Uj problémdt vet fel.

M. G. Murdeshwar, Thesis, Univ. of Alberta, Edmonton 1964.
Murdeshwar eredményei rovidesen publikdlva lesznek.

I. 34. Hanani sejtette, hogy ha a;<a,<... é by<b,<... két
végtelen sorozat, melyekre minden » eloalhthato a;+b; alakba, akkor
hazd(x) =21 GiRE@) =21

aj<x bj<x
Jj

(1 lim_sup A(x)B(x)/x = 1.

Narkiewicz (1)-et néhdny specidlis esetben bebizonyitotta, de Danzer
(1)-et megcdfolta. Danzerrel sejtettiik, hogy ha minden n-re n=a;+b;

10 Matematikai Lapok 1-2
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megoldhaté és lim A(x)B(x)/x=1, akkor
) lim (A(x)B(x)—x) = oo

E sejtést Sdrkozi és Szemerédi nemrég bebizonyitottdk.

Meglepd, hogy a kovetkezd egyszerli kérdést nem sikeriilt elintéz-
nem. Van-e oly a,<...<ag,=x, k>cx/logx, hogy minden m<x
2% + a; alakban el@allithatd. Lorenz dltaldnos tétele csak

k <cx log x/log x-et ad.

L. Danzer, Uber eine Frage von Hanani aus der additiven Zahlen-
theorie, J. reine u. angew. Math. 214—215 (1964), 392—397.

W. Narkiewicz, Remarks on a conjecture of Hanani in number
theory, Colloqu. Math. 7 (1960), 161—165.

P. Erdds, Some results on additive number theory, Proc. Amer.
Math. Soc. 5(1954) 847—853.

G. G. Lorenz, On a problem of additive number theory, Ibid.
838—=891.

2

1. Legyen a, <a,<... oly végtelen sorozat, melynek egyik tagja
se oszthaté a masikkal, ily sorozatot primitiv sorozatnak fogjuk ne-
vezni. Besicovitch volt az elsd, aki bebizonyitotta azt a vdratlan tényt,
hogy egy primitiv sorozat felsé siirlisége lehet positiv, s6t, ha o<1,
akkor van oly primitiv sorozat, melynek felsd siirlisége o, de minden
primitiv sorozat fels6 siirlisége <3. Behrend és én bebizonyitottuk,
hogy minden primitiv sorozat also siir{isége 0, pontosabban Behrend
bebizonyitotta, hogy
€)) 2 1/a;< ¢, log x/(log log x)"

a;<x
¢és Pillai bebizonyitotta, hogy minden x-hez van oly primitiv ¢, <... <
<a,<Xx, melyre
) 2 lja; = cylog x/(log log x)"2

ai>x

Sdrkozi, Szemerédi és én kimutattuk, hogy

: (loglogx)” 1
3) J31=n:‘maxaé’xl/ai e = GoE

(3)-ban a maximum az 0sszes a; <...<a, =X primitiv sorozatra van
kiterjesztve. Mint mdr I.-ben megjegyeztem, nem ldtszik konnylinek
meghatdrozni, mely primitiv sorozatra maximdlis > 1/a;.

ai=x
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Sdrkozi, Szemerédi és én  kimutattuk, hogy végtelen primitiv
sorozatra
4) 2 1/a; = o(log x/(log log x)"2)

ai<x

tovdbbd kimutattuk, hogy (4) nem javithato.
En bebizonyitottam, hogy minden primitiv sorozatra

5) > laloga; < C
ahol C abszolut konstans. Nem tudom; mekkora >’ 1/a; log a; maximdlis
értéke, taldn > 1/p log p.

p
Taldn érdekes lenne a kovetkezd kérdést vizsgdlni: Legyen b, <b, <
végtelen sorozat. Mikor létezik @, < ... primitiv sorozat, melyre a, < cb,?
E kérdés valdszintileg igen nehéz lesz.
Davenport és én bebizonyitottuk, hogy ha a, <... végtelen sorozat,
melyre fenndll végtelen sok x-re
6) D' 1/a; > clogx

a;<x

ahol van egy végtelen részsorozat a; , melyre a;/a; . . Sdrkozi, Sze-
merédi és én azt is bebizonyitottuk, hogy ha (6) helyett végtelen sok
X-re

2> 1/a;log a; = ¢ loglog x

ai<x
dll fenn, akkor az g, /a; , részsorozat ugy vdlaszthatd, hogy végtelen
sok k-ra a; <exp exp ¢,k (exp z=¢7).

Tovédbba azt is bebizonyitottuk, hogy ha a, =... alsé siirlisége

pozitiv, akkor :
1
lim — =
aj<x
Legyen o, <... valds szamok végtelen sorozata, melyre minden
i, j, k egész szamokra
@) ko, — ;| =1.

Fennéll-e ekkor (1) és (5)? Ha az a—k egész szamok, akkor (7)
azt jelenti, hogy egy o sem oszthaté egyetlen madsikkal. Azt se sikeriilt
bebizonyitanom, hogy (7)-bdl kévetkezik, hogy

2> 1/o;log o; = o(loglog x). \

vagy :
2 1/o; = o(log x).

ai<x

10*
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Sdrkozi, Szemerédi és én bebizonyitottuk, hogy ha a, <... pozitiv
alsé sfir{iségli, akkor [a;, a;] =a, mindig megoldhat6 kiilonb6z6 szi-
mokban. Kérdezhetjiik, maximdlisan hdny szdm adhaté meg x-ig
ugy, hogy [a;, a;] = a, ne legyen megoldhatd kiillonb6z8 egész szimokban.

F. Behrend, On sequences of numbers not divisible one by another,
J. London Math. Soc. 10 (1935) 42—45.

P. Erd6s, Note on sequences of integers no one of which is divisible
by any other, ibid. 126—128.

H. Davenport and P. Erdds, On sequences of positive integers,

Acta Arithmetica 2 (1937) 147—151, ldsd még Indian J. of Math.
15 (1951) 19—24.

Sdrkozivel és Szemerédivel valo eredményeink még nincsenek pub-
likdlva.

Végiil még egy megjegyzés: Legyen a; <da,<... végtelen sorozat,
melyre a;-a;+#a,. Konnyii beldtni, hogy e sorozat siirlisége <1, de
1-hez tetszolegesen kozel johet. Konnyili beldtni, hogy a felsG siirliség

kisebb, mint 1+ Z' (—1)/d}, s ezen értékhez tetszSlegesen kozel johet.
r=1 5
Mily nagy lehet az also siiriiség? :
2. Legyen a;<...<a, kiilonb6z6 szdmok sorozata. Jeldlje
k

flnsag, . ...;aqp) az n= 2 ga;, ;=0 vagy 1 egyenlet megolddsainak
szamat. Moserral sejtettuk hogy
(1) f(n;ay, ..., @) <c2X[k’=,

(1) helyett csak

f(n; ay, ..., @) <c2*(log k)*2[ k2

bizonyitdsa sikeriilt. Sdrkozi és Szemerédi azonban nemrég bebizonyi-
tottdk (1)-et. (Acta Arithmetica, XI (1965), 205-208)

Nem lehetetlen, hogy ha k=2/+1, akkor

) max  f(n; @y -oontaiey) =05 =L =1+1,...,0, ..., 1=1;1)
n;ay,...,a21+1
(2) bebizonyitdsa nem sikeriilt, s nem sikeriilt /(0; —/, ..., 0, ..., ])-re
formuldt taldlni. (van Lint aszimptotikus formuldt taldlt).
Valészintinek ldtszik, hogy az

k k
= Sua, 2o

—

egyenletrendszer megolddsainak szdma < c2¥/k>.
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Legyen a, <...<a,. Moserrel bebizonyitottuk, hogy mindig van

. n a 5
egy részsorozat a;, , ..., d;, k %-3— , melyre a;, +ay, #a; , l=h=h=

i
3

hogy 7n/15-nél tobb madr nem igaz még akkor sem, ha csak a j, #/,
Osszegeket engedjiik meg. Hilton példdja

=j;=k,— bizonydra javithaté lesz, azonban A.J. Hilton kimutatta,

n

1007z, 0=r= 5

1=r=12, tovdbbd ¢=14,16,17.

P. Erdds, Extremal problems in number theory, Proc. Symp. Pure
Math. Vol. VIII. Theory of Numbers, 181—189, e cikkben tobb ide
vonatkozd probléma van diszkutdlva.

3. Griinwald Géza és Ldzar Dezs6 kérdezték: Mekkora az a leg-
nagyobb f(k) szdm, melyre megadhaté a,<...<a,u) Ugy, hogy a

(a;+a;) szorzatnak legfeljebb k primfaktora van. Turdnnal
1=i=j=f(k)
bebizonyitottuk, hogy
ciklog k<f(k)<3.2¢-1

Surdnyi szerint f(k) =2% de f(k) valddi nagysdgrendjérél sejtelmiink
sincsen.

Nem tudok csak k-tol fiiggd g (k)-t taldlni, melyre ha a;, = ... = a,q,;
by<...<b,y, két sorozat, akkor a1 1] )(ai+bj) szorzatnak k-ndl

=i, j=g(k

tobb primfaktora van. Igen valdszint, hogy ily g (k) létezik.

Bebizonyitottam, hogy ha a; <... végtelen sorozat, akkor az
a;+a; szdmok koziil mindig kivdlaszthaté egy végtelen részsorozat
ugy, hogy egyik tagja se oszthaté egyetlen mdsikkal, sejtettem, hogy
ugyanez igaz az a; + b; szdmokra, de Trostrum ezt megcdfolta.

P. Erdés and P. Turan: On a problem in the elementary theory
of numbers, Amer. Math. Monthly 41 (1934) 608—610.

P. Erdés ibid 57 (1950) 567.

G. B. Trostrum, On sequences of integers, Mathematica 5 (1958)
38—39.

4. Legyen m=n s f(n) legyen az a legkisebb szdm, hogy minden
m-re van oly u, v, melyre

O0=u,v=f(n), m+u m+v)=1.
Moser ¢s én kimutattuk, hogy végtelen sok n-re

(1) F(n)=(1—¢)(log n/loglog n)*.



150

Mdsrészt kimutattam, hogy minden n-re

2

@) f(n) < clognfloglog n [c < %+8J, ha  n=ny(e).

(1) és (2) kozott jelentGs hézag van, melyet nem lesz kénny(i 4t-
hidalni. E kérdés tigy keletkezett, hogy Moser kérdezte, van-e tetszd-
legesen nagy négyzet a sikban, hogy a négyzetben levd rdcspontok
koordindtdi ne legyenek relativ primek.

P. Erdds, On an elementary problem in number theory, Can.
Math. Bull. 1 (1958), 5—S8.

5. Legyen n,<... véges vagy végtelen sorozat. Mikor adhatd
meg oly a,, ... sorozat, hogy az a;(mod n;) kongruencidkhoz ne legyen
oly u, mely egynél tobb kongruencidt kielégit? Nyilvdn >'1/n; =1 és
(n;, nj) =1 sziikséges feltételek. I. 21-ben Steinnel sejtettiik, hogy minden
e-hoz van oly x,, hogy ha x >x;, akkor > 1<ex teljesiil. ,

ni<x

6. Legyen a; <...<a,=n tetsz8leges sorozat, b,<... legyen azon
szamok sorozata, melyek legaldbb egy a-nak tobbszorosei. Igaz-e,
hogy minden m=>n esetén

1) T 6=

m bi=x

(1) ha igaz, nyilvdn nem javithatd, az a, <... sorozat dlljon csak az
a-b6l, n=2a,—1, m=2a;. Megjegyezhetjik még, hogy nincs oly
e>0, melyre

B(m)/m=¢eB(n)/n

minden @, <...<a,=n sorozatra, s m=>n-re fenndlljon. Legyenek
ugyanis az a-k az n/2 és n kozotti szamok és legyen m=m(n) elegend8
nagy. Ha n>n(e), akkor B(m)/m—<eg/2. (P. Erdds, Note on sequences
of integers no one of which is divisible by any other, J. London Math.
Soc. 10 (1935), 126—128.

7. Jelolje f(n; ay, ..., aq;) azon szdmok szdmdt n-ig, melyek leg-
aldbb egy a-val oszthaték. Mekkora (k +/(n; ay, ..., a))/n maximuma,
hala;, a;]>n, | =i=j=k? Mekkora a maximum, haa{a;, 1 =i<j=k?

8. g(n) legyen az a legkisebb szdm, melyre az n,n+1, ..., n+g(n)
szdmok legaldbb egyike foglaltatik a tobbi szorzatdban. Konnyi
beldtni, hogy g(k!)=k és ha n=k!, akkor g(n)=k.

Be tudom bizonyitani, hogy végtelen sok n-re

(1) g(n) =exp ((log n)i~*).
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g(n)-re nincs j6 felsd becslésem. Be tudom bizonyitani, hogy
g(n) < cn'2, de valdszintileg g (n) = o(n®), s6t taldn g(n) <exp ((log n)"2+¢),
ha n=>ngy(e). Legyen a, <...<a,=n azon szamok sorozata, melyeknek
minden primfaktoruk <n®. g(n)=o(»n®) kovetkezne, ha be tudndk
bizonyitani, hogy

(1) max (¢;41— @) < ine-
1=i<k 2

(1) bizonyitdsa azonban valdszinlileg nem lesz konnyti (ldsd I. 16).

9. Ismeretes, hogy a(a+d)(a+2d)(a+3d)=k® lehetetlen, tehdt
négy egymadsutdn kovetkez6 szdm egy szdmtani sorban nem lehet
négyzetszam. h(k) jelentse azt a legnagyobb szdmot, melyre van egy
k tagu szamtani sor, mely /(k) négyzetszamot tartalmaz. Sejtettem,
hogy lim h(k)/k=0. Rudin sejtette, hogy h(k) <ck”2, de eddig semmit

k=co

se sikeriilt bebizonyitani.

10. Legyen a, <... véges vagy végtelen sorozat. f;(n; a,, ...) jelolje
azon szamok szdmdt n-ig, melyek pontosan i a-val oszthaték. Mekkora

max limfi(n; alsow)in =0
aj<... n=o=

Bizonnydra o, =%. (D. Lubell ezt nemrég bebizonyitotta)
11. Legyen a; <...<a,=x, tegyiik fel, hogy

k k
(6)) 2 &= 2 0;a g=0 vagy 1, 6;=0 wvagy 1
i=1 =1

csak akkor lehetséges, ha Z's = 26 Bebizonyitottam a Linnik—

Rényi-féle nagy szita segltscgcvcl hogy akkor k< Cx"s. A nagy szita
Bombieri—Roth-féle élesitésének segitségével bebizonyitottam, hogy
k< Cx*>=¢, lechetséges azonban, hogy k <Cx" is fennill. Taldn ha
x=(n+1)?, akkor max k=2n+1. Konnyli beldtni, hogy ha ez igaz,

akkor nem javithaté, mert ha az a-k az n*+1, ..., (n+1)* szdmok,
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

akkor ha > 6,> > &g akkor, 2 d,a;> 2 ¢a;. Konnyli beldtni
i=1 i=1 i=1 i=1
k K
tovdbbd, hogy ha a, <...<ag,=(n+1)* é ha 3 d,> > ¢; feltételbdl
i=1 i=1
k k
kovetkezik, hogy > 8,a;> > ea;, akkor k=2n+1.
i=1 i=1
Straus sejti; Legyen a; <...<a,, akkor az a;, +... +a; , iy <...<I,

alakt Osszegek legaldbb rk — '2 —r+1 kiilonboz8 szdmot allitanak
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el6. Egyenldség csak akkor, ha az a —k szdmtani sort alkotnak. Straus

megjegyzi, hogy e sejtésbsl k < Cx'2, ¢ < (/3 +¢)-al konnyen kovetkezik.
(Straus sejtését nemrég bebizonyitotta)
12. Legyen a;<...<a,=n.

o= 2 -1

a;=b(mod p)

A nagy szitdval kapcsolatos vizsgdlataiban Rényi bebizonyitotta, hogy

p-1 k 2
(1) TR e [Q(b,p)———J < c;kn.
p<nl/3  b=0 V4

A legut6bbi idében Barban, Roth és Bombieri lényegesen élesitették
(1)-et. Roth és Bombieri érték el a legmesszebbmens eredményeket.
El6szér Roth bebizonyitotta, hogy (1)-ben p<n's, p<n"2/(log n)">-el
helyettesithetd, s Bombieri ezt p <n">-re élesitette. Egyszer(i valdszinfi-
ségszdmitdsi meggondoldsokkal kimutattam, hogy elegendd nagy c,-re

p-1 2
(0)) $ it 20 [Q(b,p)—f‘—] < ¢, kn
=0 V4

p<canlog m)l/2

nem lehet igaz minden sorozatra, s6t, legfeljebb o(2") sorozatra lehet
igaz (az Osszes a; <...<a,=n sorozatok szdma nyilvdn 2"). (2) bizo-
nyitdsdnak csak a gondolatmenetét ismertetem: Egyszerii kombinato-
rikai vagy valdszinliségszdmitdsi okoskoddssal beldthatjuk, hogy o(2")
sorozat kivételével minden p-re (k mint ismeretes o(n) sorozat kivéte-

lével -+ (1))
p—1 k 2

3) P [Q(b,p)——] > cok
b=0 y4

(3)-bél (2) azonnal kovetkezik a primszdmtételbsl.

Davenport kiillonben megjegyezte, hogy mdr a négyzetszamok példd-
ja is mutatja, hogy (2) nem igaz, de az én komplikdltabb példdmnak taldn
megvan az az érdekessége, hogy ndlam k =cn, mig a négyzetszimok
kevesen vannak, s igy itt a nagy szita hatdstalansdga kevésbé meglepd.

Barban cikke az Akadémia matematikai intézetének kozleményeiben
fog megjelenni. K. F. Roth, On the large sieves of Linnik and Rényi,
Mathematika 12 (1965), 1—9.

13. Elliot bebizonyitotta, hogy ha n=ny) és a,<...<a,=n,

k=>(2+¢) =4 akkor mindig van oly p, melyre az a-k teljes maradék-

o
log
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sort alkotnak. 2+ ¢ valdszintileg (1 + &)-al helyettesithetd, de e kérdést
eldonteni igen nehéz lesz. Davenport adott példat olyan sorozatra,

melyben k= Iolgl—n-l—o(n/(log n)*) és nincs oly p, melyre az a-k teljes

maradéksort alkotnak.

Davenport példdja: 2n —q, n<q <2n. Nyilvdn nincs oly a, melyre
a=2n(mod p) (ti. 2n —g# 2n(mod p)). Nem tudjuk, vajon Davenport
példdja €lesithetG-e, azaz nem tudjuk, mekkora k& maximdlis értéke,
melyre van a, <...<a,=n, s mely egyetlen primszdimra sem ad teljes
maradeéksort.

Kérdezhetjik még, hogy mily nagynak kell lennie A-nak, hogy
az a;<...<a,=n sorozathoz legyen legaldbb két primszam, p, és
p1, melyre az a-k teljes maradéksort alkotnak.

Davenporttal kérdezhetjiik: Legyen k=n'"2. Van-e¢ akkor oly p,
melyre az a-k tobb mint (p + 1)/2 maradékosztdlyban vannak ? Mekkord-
nak kell lennie k-nak. hogy legyen egy p, melyre az a-k p(l —¢) maia-
dékosztdlyban vannak?

P. D. T. Elliot, On sequences of integers Quarterly J. of Math. 16
(1965), 30—45.

Selfridgetdl valé a kovetkez8 kérdés: Legyenek a, <...<a,<2F
egész szamok és tegyiik fel, hogy ha (c; —k egész szdmok)

E“

[N

(D

;=0 akkor min ¢;= — 1.
i= 1=i=k
Igaz-e,-hogy akkor a;=2%"1,q, = 2F=1 1282 . a,=2¢—17

Tudtommal e kérdés még nincs elintézve.

Selfridge bebizonyitotta, hogy ha (1) fenndll, akkor a; = 2¢-!
(itt nem kell az q, =2* feltevés).

Selfridge problémdjdn gondolkozva a kovetkezd kérdésre jutottam:
Legyen a, <... <a,=x és tegyiik fel, hogy egy a se foglaltatik mds a-k
Osszegében. Mekkora k maximuma?

Jeloljiik e maximumot f(x)-el. En el8szor azt sejtettem, hogy

log x
f(x)<log 5 +0(1).

Graham ¢és Straus azonban kimutattdk, hogy sejtésem teljesen
elhibdzott, ugyanis 6k bebizonyitjdk, hogy (exp z=e?)

() f(x)=exp[e; (logx)*].

Nem nehéz bebizonyitani, hogy f(x)<x'"* ha a«=0 elegendd
kicsi. Valdszinlinek ldtszik, hogy f(x)=o(x?).
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Graham ¢és Straus a kovetkezd érdekes kérdést vetik fel: Legyen
by <...=b,=xés tegyiik fel, hogy egy b se szdmtani kzepe mds h-knek.
Mekkora / maximuma? (ldsd 1. 8.).

Legyen max /= F(x). Vildgos, hogy F(x)=f(x). Graham és Straus
kimutatjdk, hogy

(©) F(x) > exple, (log x)"]

¢s hogy (3)-bdl (2) konnyen nyerhetd.

(3)-ra a kovetkez$ nagyon egyszer(i bizonyitdst taldltam: Legyen
t=1(x) egész szdm €s legyen u meghatdrozva a kovetkezd egyenldtlen-
ségbdl

9 —"1, u
(4 D t=x<D 1. ;
i=0 i=0

Legyenek a b; <... <=b,=x szdmok az Osszes

u—1
2 eth, =0 vagy 1,i=0,1,...,u—1
i=0

alaku szdmok. Nyilvdn /=2" Legyen mdrmost ¢ az a legkisebb szdm,
melyre még fenndll #=2" = /. Egyszerii szdimolds mutatja, hogy ¢ ily
vdlasztdsa mellett

I=exp[(1+o0(1))(log x log 2)]

és t =/ miatt egyszeri meggondoldssal beldthatjuk, hogy egyetlen b se
szdmtani kézepe mds b-knek. A részleteket az olvaséra bizzuk.

Valdsziniinek ldtszik, hogy F(x)=o0(x"), de itt még F(x)<x'"*
sincs bebizonyitva.

I. 8. Igaz-e, hogy minden ¢ és k-hoz van oly n,, hogy ha n=>n,
€s a;<...<a, oly valos szdmok, hogy az a;—a; kiilonbségek kozott
legfeljebb ¢n kiilonbdz8 van, akkor az a-k tartalmaznak k-tagli szdm-
tani sort?

k=3-ra ez taldin Roth mddszerével igazolhaté, de az dltaldnos
eset ha igaz, igen nehéznek ldtszik. Taldn visszavezethetd r(n)=o(n)
sejtésre.

I. 11. Legyenek a; <...<a,=x valds szimok. Tegyiik fel, hogy

(1) laa;—a,a] = 1

minden 1=/, j,r, s=k értékre. Ha az a-k egész szimok, az (1) feltétel
épp azt jelenti, hogy az a,a; szorzatok mind kiilonb6zdek. Mekkora k
maximuma?
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Ha az a-k egész szdmok, akkor bebizonyitottam, hogy max k =
=n(x)+ O0(x*1/(log x)*/s) (Idsd 1. 11), de az dltaldnos esetben k =o(x)
bizonyitdsa se sikerdilt.

MNPUMEYAHUA K TEOPUM YUCEJL V.
OKCTPEMAJIBHBIE 3AJAYM B TEOPMM YMCEJI II.

ITan Dpaém

REMARKS ON NUMBER THEORY V.
¢ P. ErRDOGs

The author continues the investigation of extremal problems in number theory
started in ,,Remarks on number theory IV”, Mat. Lapok 12 (1962), 228—255. In
this summary I just state a few of the problems and results considered.

z
Let a;<...<a-=n be a sequence of integers such that the products H aiti  &6,=0
i=1
or 1 are all different. Then z<n(n)-+cyn'/?/log n (this was conjectured in IV). Per-
haps z<n(n)+n(n'/?)+o(n'?/log n).
Let a,<a,<... be an infinite sequence of integers for which the sums a:+a;
are all distinct. Can one have a.=o0(k?®)?
Let a,<a,<... be an infinite sequence of integres no a divides any other. Sér-
kozi, Szemerédi and I proved (sharpening a previous result of Behrend) that
2 1/a;=o0(log (x/log log x)"/?).

ai<x



Ortogonalis polinomrendszerek teljességérdl
CzAcH LAszLO

Ismeretes, hogy a klasszikus ortogondlis polinomok (Legendre-,
Csebisev-, Jacobi-, Hermite- és Laguerre-polinomok) teljes ortogonadlis
rendszert alkotnak. Altaldban valamely sulyfiiggvényre vonatkozdlag
ortogondlis polinomrendszer teljessége véges intervallum esetén kony-
nyen adddik Weierstrass ismert approximdcios tételébdl, végtelen in-
tervallum esetén azonban nehézségek lépnek fel, s6t el6fordulhat, hogy
valamely stlyfiiggvényre vonatkozélag ortogondlis polinomrendszer nem
alkot teljes rendszert.

I. A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy bizonyos tipusu suly-
fliggvények esetén a megfelel6 ortogondlis polinomok végtelen inter-
vallumban is teljes rendszert alkotnak. Ennek igazoldsdra felhaszndl-

juk az
+ oo

1 e
®» Fp = /e S

— oo

un. Fourier-féle operdtor azt a tulajdonsdgdt, hogy, ha a (— oo, + <o)
intervallumban integrdalhato ¢ (x) fiiggvényre Fp =0 majdnem mindenditt,
akkor ¢(x)=0 majdnem mindeniitt a (—eo, 4+ <) intervallumban.
(7. [1D)

Legyen (a, b) tetszdleges véges vagy végtelen intervallum, o(x)
az (a, b) intervallumban értelmezett nem negativ, nem majdnem mindentitt
eltlind Lebesque-mérhetd fiiggvény, melyre létezik oly p =0 szdm, hogy

.
) [exr+l g(x)dx < 4o
A fenti feltétel azt jelenti, hogy o(x) elGdllithato o(x) = 0o(x)e—27*l alak-
ban, ahol g,(x) integrdlhatd (a, b)-ben. Nyilvdnvald, hogy o(x) maga
is integrdlhaté (a, b)-ben.

Jeloljik p(x) :fg(t)dt, x€(a, b) és jelentse pu a wp(x) monoton

novekvs fiiggvény dltal indukdlt Lebesgue—Stieltjes mértéket, toviabbd
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jeldljiik L2(a, b)-vel ezen p-mértékkel négyzetesen integrdlhaté fiigg-
vények Osszességét az (a, b) intervallumban. Li(a, b) az

(fig) = f fgdn = f £() 8() 0(x) dx

skaldrszorzattal Hilbert teret alkot. (2) alapjdn nyilvdnvalé, hogy
x"€ L3(a, b) minden n=0, 1 2,.... -esetén.

Alkalmazzuk azedxtt i fuggvenysorozatra az L;(a, b) Hilbert
térben a Schmidt-féle ortogonalizdcios eljdrdst és JC]O]_]Uk {p,(xX)}i=5-el
az igy nyert ortonormalt polinomsorozatot.

Tétel: A {p,(x)},;=% ortonormdlt polinomsorozat telies az Lj(a, b)
Hilbert térben*.

Bizonyitds: Legyen f(x)€ L3(a, b) oly fiiggvény, melyre
(s p=0, n=0,1,2,....

Nyilvdnvald, hogy a fenti egyenl8ségek fenndlldsa ekvivalens az

3) [rexdn=0," n=01,2,..

egyenlGségek fenndlldsdval, igy elegendd bizonyitani, hogy a (3) fel-
tétel teljesiilése esetén f(x) =0 majdnem mindeniitt a g mértékre nézve.
Legyen z = x +iy tetsz8leges komplex valtozo és jeloljiik

b

@ Fio) = [ e /() dy

a

Jelentse S, a komplex sikon az x-tengely koré hlzott p-sugari sdvot,
azaz Sp_{z z=x+1iy, |y| <p}, akkor tetszbleges z€ S, esetén |e'|=
=erll, amibdl (2) alapjdn kovetkezik, hogy e”'ELZ(a, b), igy a (4)
alatti integrdl minden z € S, esetén Iétezik.

Legyen 0<r—<p. Mcgmutatjuk, hogy F(z) differencidlhato az
S, sdvban. Tetsz6legesen z€ S, esetén ui.

Ille"’f(l)l = [tlert |f ()] =

~erl | f(@)-

* A tétel egy mas bizonyitdsa megtalalhato Szokefalvi-Nagy Béla: Val6s fligg-
vények és fiiggvénysorok c. konyvének 1961-es kiadasiban (272. o.). Az itt ko-
z0lt bizonyitds valamivel egyszeriibb és egyetemi eldaddsokban 1959-t6] szerepelt.
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b
Figyelembe véve, hogy [ePlll|f(¢)|dp< + =, ligy a fentiekb8l kovet-

a
b

kezik, hogy az f ite'™f(t)dp integrdl — mint z fiiggvénye —, az S,

a
sdvban egyenletesen konvergens, amib8l mdr kovetkezik, hogy F(z)
differencidlhat6é az S, sdvban és derivdltja nyerhet§ az integrdl alatti
differencidldssal. )
Fentiekbdl kovetkezik, hogy F(z) reguldris fiiggvény az S, sdvban
és az Osszes derivdltja nyerhet§ az integrdl alatti differencidldssal,
specidlisan

b
FO©) =" [ @) dy,

amib8l (3) alapjdn kovetkezik, hogy F™(0)=0 minden n=0,1,2, ...

: : : S F™(0) :
esetén. Mivel |z|<r estén F(z)= 2, = z", azért F(z)=0 a |z|<r
n=0 .

korben, amibgl kénnyen beléthaté,—hogy F(z)=0 az egész S, sdvban,
specidlisan F(x) =0 minden valds x-re, azaz

b b

Jess@du= [estftye dt =0

a a

Terjessziik ki az (a, b)-ben értelmezett f(x) és o(x) fliggvényeket az
egész (—eoo, + o) intervallumra ugy, hogy legyen f(x)=0(x)=0,
ha x¢ (a, b), akkor az igy kiterjesztett fliggvényekre

+ 00

f e~ f(t)o(t)dt =0 minden x esetén

- oo

Itt f(t)o(7) integrdlhatd (—eo, 4 eo)-ben, igy az (1) alatti Fourier-
operdtor mdr emlitett tulajdonsdga alapjan f(z)- o(f) =0 majdnem min-
b

deniitt a pu-mértékre nézve, amibsl kovetkezik, hogy f [A()|du=0,

a
azaz f(x) =0 majdnem mindeniitt a p-mértékre nézve, amivel a tételt
igazoltuk.

Kovetkezmények: Véges intervallum esetén a (2) feltétel ekvi-
valens avval, hogy o(x) integrdlhaté az (a, b) intervallumban, igy a
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fentickb8l kovetkezik, hogy a Jacobi-polinomok, valamint ennek
specidlis esetei, a Legendre €s a Csebisev polinomok teljes ortogonalis
rendszert alkotnak.

Az Hermite-polinomok esetén (a, b)) =(—-oo, + ) és o(x)=e"*",
mig a Laguerre-polinomok esetén (@, b)) =(0, + <) és o(x)=e~*, tehdt
a (2) feltétel mindkét esetben fenndll, igy a fentiekbGsl kovetkezik e
polinomrendszerek teljessége is.

II. Altaldnos esetben, valamely sulyfiiggvényre nézve ortogo-
ndlis polinomsorozat teljességének kérdése szoros kapcsolatban van
a momentumproblémdval. A momentumprobléma alapjan megadhato
annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy valamely sulyfliggvényre
nézve ortogondlis polinomsorozat teljes rendszert képezzen. E kérdés-
ben alapvetd jelentGséglieck Riesz Marcellnek az 1920-as évek elején
nyert eredményei, melyek nem dltaldnosan ismertek, ezért a tovdbbi-
akban roviden osszefoglaljuk &Sket. (1. [2], [3], [4], [5])

Mint ismeretes, a momentumprobléma abban 4ll, hogy adott
{u,}s szédmsorozathoz létezik-e a (— oo, + <o) intervallumban értelmezett
oly monoton noveked§ p(x) fliggvény, melyre

+ oo
.

) [ ¥au@=n 0=0,12.)

-0

Altaldban felteszik, hogy pu,=1 és a vizsgdlatbol kizdrjdk azokat a
u(x) figgvényeket, melyek véges sok k6zos pont nélkili intervallumon
dllandé értékiiek.

A momentumprobléma két p,(x) és p,(x) megolddsdt azonosnak
veszik, ha p;(x) —u,(x) azonosan dlland6 értéket vesz fel minden oly
x pontban, melyben p,(x)— uy(x) folytonos.

Valamely valds szimokbdl dllé {u,}d = szdmsorozatot nevezziink
pozitiv sorozatnak, ha po=1 és a

n

Z j Pivr Gi &k
k=0

i=0

kvadratikus alak minden n=1, 2, ... esetén pozitiv definit. Hamburger-
t8l szdrmazik a kovetkezd eredmény (l. [6]): annak sziikséges és ele-
gendd feltétele, hogy a momentumproblémdnak létezzék legaldbb egy
p(x) megolddsa, az, hogy a {u,}q = sorozat pozitiv sorozat legyen.
Legyen most py(x) egy tetszéleges monoton novekedd fliggvény a
. (—ee, + =) intervallumban és jelentse y, e fliggvény dltal meghatdtd-
rozott Lebesgue—Stieltjes-féle mértéket, tovdbbd jelentse Lj a po-
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mértékre nézve négyzetesen integrdlhaté fiiggvények halmazdt a (—eo,
+ <o) intervallumban. Ha f(x) és g(x)€L; , akkor jeldljiik

©) ' £ = | fddus

(Az 1.) részben értelmezett u mérték egy abszolit folytonos fliggvény
altal volt meghatdrozva, igy az ott szerepld integrdlok dtalakithatok
kozonséges Lebesgue integralld).
A tovdbbiakban csak oly p,(x) fliggvényekre szoritkozunk, me-
lyekre az
+o .
f X" dpg (x)

— oo

integrdlok minden n=0, 1,2, ... esetén végesek, s6t feltessziik, hogy

]md;tO(A‘) =il

A fenti feltevés mellett x"€ L} (n=0,1,2,...).
Jeloljik
+ o0

ay = [ Xd,  (0=0,1,2..)

- oo

akkor ezekkel a {u,}s = szdmokkal képezett (5) alatti momentum-
problémdnak a fenti u,(x) fliggvény nyilvanvaldan egyik (de dltaldban
nem egyetlen) megolddsa.

Jelentse {P,(x)}s = az 1,x, x2% ...x" ... polinomsorozatb6l a
Schmidt-féle ortogonalizdcids eljdrdssal nyert ortonormdlt polinom
sorozatot.

Felmeriil az a probléma, hogy a {P,(x)}§~ polinomsorozat meg-
konstrudlhaté-e pusztdn a (7) alatti {u,}s~ szdmsorozat ismeretében
(tehdt a p,(x) fuggvény ismerete nélkiil)?

Kénnyen igazolhatd, hogy a (7) alatti {u,}; = szdmsorozat, — amely
Hamburger fent emlitett tétele alpjan pozitiv sorozat —, egyértelmiien
meghatdrozza a {P,(x)}¢ ~ polinomsorozatot. Legyen ui. {u,}q ~ tetszs-
leges pozitiv sorozat (a (6) alatti sorozat ilyen), ¢és definidljunk a poli-
nomok korében egy skaldrszorzatot a kovetkezé modon:

Legyen ;

(xis xk)=#i+k (l’ k:O: 1: 29 )
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tovabbd, ha p(\)—Za\ és gq(x)= Zbk\" tetszGlegesen komplex

egylitthatos polmomok akkor legyen

®) (p,q) = 2 2 a by i+
i=0k=0

A {u,}g = sorozat pozitivitdsa folytdn konnyen igazolhatd, hogy a fent
definidlt skaldrszorzat kielégiti a szokdsos kovetelményeket.

A polinomok korében a fenti mdédon értelmezett skaldrszorzat
segitségével a Schmidt-féle ortogonalizdcids eljards alapjdn az 1, x, x2, ...
.. X", ... polinomsorozatbél nyeriink egy {p,(x)}¢= ortonormdlt
polinomsorozatot. Ha {u,}; = a (6) alatti szdimsorozat, akkor

+ oo + o

e f Xt X dustx) = f Xtk ol Cor= Tl e (xb k),

— oo — oo

ami azt jelenti, hogy a (6) alatti egyenl&séggel definidlt skaldrszorzat
a polinomok korében megegyezik a (8) alatt értelmezett skaldrszorzat-
tal, amibdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy

pn(x) = P"(.\'), (n = 0, 1, 2, )

Fentiek alapjan a {P,(x)}; = ortonormdlt polinomsorozatot nevezhetjiik
a {u,}¢ = pozitiv sorozat dltal generdlt polinomsorozatnak.

Jeloljiik 0,(x)-szel a p(¢) = L?—Pn(é)

polinomnak a skaldrszorzatdt, azaz

Qn(x)=[P WL, 1]

Nyilvdnvald, hogy Q,(x) legfeljebb n — 1-ed foki polinom és Q,(x)=0.
Legyen z tetszéleges oly komplex szdm, melyre /m(z)=0 ¢és jeldljik

Qn(z)_thAI(Z)
P,,(Z)— rIJn—l(Z) i

w=w,z1t) =— (="152:050)5

ahol 7 valds paraméter, — o <t= + oo,
Hellinger igazolta a kovetkezd eredményt (l. [7]): Legyen z tetszo-
leges rogzitett komplex szdm, melyre Im (z) #0, akkor a

‘l':W"(Z, t)5 — oo <[= 40
fiiggvény a w komplex sikon egy kort ir le, melynek kozéppontja és

11 Matematikai Lapok 1-2
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sugara a z pont megaddsdval egyértelmiien meghatdrozhatd. Jelentse
L,(z) a fenti korvonalat és K, (z) az L,(z) korvonal dltal hatdrolt zdrt
kortartomdnyt, akkor igazolhatd, hogy

K@) oG S EE)D .

Jeloljiik K. (2)= F] K,(z), akkor nyilvdnvald, hogy K_(z) vagy egyetlen
n=1

pont, vagy egy zdrt kor.
Igazolhato, hogy ha K_(z) valamely nem valds z esetén kor, akkor
minden nem valds z esetén is kor.

Legyen ismét {u,}d = egy tetszGleges pozitiv sorozat és legyen
u(x) az (5) alatti momentumprobléma egy tetszéleges megolddsa;
jeloljik

) w = w,(2) = / x—l;d,u(x).

Nevanlinna és Riesz Marcell igazolta a kovetkez8 eredményt (l. [8]
és [4]):

Legyen z tetszdleges rogzitett komplex szdm, melyre Im (z)#0,
akkor adott {u,}¢ = pozitiv sorozat mellett az (5) alatti momentum-
probléma Osszes lehetséges u(x) megolddsaihoz tartozd w=w,(z)
komplex szdmok halmaza azonos a K_(z) korrel (amely egyetlen pont-
bdl is dllhat).

A fenti eredmény alapjdn kénnyen igazolhatd, hogy annak sziiksé-
ges és elegendd feltétele, hogy az (5) alatti momentum problémdnak
adott {u,}¢ = sorozat esetén csak egyetlen megolddsa legyen, — az,
hogy K._.(z) csak egyetlen pontbdl dlljon.

Az (5) alatti momentumprobléma valamely u(x) megolddsdt egy
nem valds z pontban extremdlis megolddsnak nevezziik, ha e pu(x)
fiiggvénnyel képezett (9) alatti w komplex szdm a K.(z) kor keriiletére
esik. Specidlisan, ha u(x) az (5) alatti momentumprobléma egyetlen
megolddsa, akkor u(x) extremdlis (ez esetben ui. K..(z) egyetlen pontbdl
4lt).

Igazolhato, hogy ha u(x) extremdlis valamely nem valds z pontban,
akkor u(x) minden nem valds z pontban is extremadlis, azaz a momentum-
probléma valamely megolddsdnak extremalitdsa fliggetlen a z ponttdl.

Legyen most 1(x) az elébbiekben ismertetett tulajdonsdgii monoton
novekedd fiiggvény a (—-oo, + <) intervallumban és legyen ismét
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{P,(x)}d = a u, Lebesgue-Stieltjes mértékre nézve ortonorm4lt poiinom-
sorozat az Lj térben, azaz

(Pn’ Pm)[lo e f Pn(x)Pm(x) dﬂo(x) = 5nm

ahol 6,,, az ismert Kronecker-féle szimbdlum. Az el@bbiekben ldttuk,
hogy {P,(x)}s = azonos a (7) alatti {u, }q = sorozat dltal generdlt polinom-
sorozattal.

Riesz Marcell igazolta a kovetkez8 nevezetes tételt: Annak sziiksé-
ges ¢és elegendd feltétele, hogy a {P,(x)}s = ortonormdlt polinomsorozat
az L3 térben teljes legyen az, hogy a u,(x) fiiggvény extremdlis me-
golddsa legyen a (7) alatti szimokkal képezett (5) alatti momentumprob-
lémdnak.

E tételbdl kovetkezik, hogy, ha p,(x) az (5) alatti momentumproblé-
ma egyetlen megolddsa, akkor a {P,(x)}¢~ polinomsorozat teljes
ortonormdlt rendszert alkot.

III. A dolgozat I. pontjdban elemi Gton bizonyitott tétel a fent
ismertetett Riesz Marcell-féle tételb8l Carleman egy eredményének
felhaszndldsdval kénnyen kovetkezik. ;

Carleman ui. kimutatta (I. [9]), hogy ha a {u,}¢ = pozitiv sorozatra

=2l
Z W —— —{—oo’
5 Vl'l2n

akkor az (5) alatti momentumproblémdnak csak egyetlen megolddsa van.
Ha o(x) a (2) feltételnek eleget tevd sulyfiiggvény a (— oo, + o)

intervallumban és py(x) = f o(t)dt, akkor evvel a u,(x) fiiggvénnyel

képezett (7) alatti szdmokra:
+ o0 + o0

= [ ¥due = [ xemar.
Figyelembe véve, hogy o(x)=gy(x)e?rlxl, ahol g,(x) nem negativ
integrdlhaté fliggvény a (—eo, + ) intervallumban, konnyen be-
ldthatd, hogy

+ + oo

T f.vc2"g(,(x)e-21’|"I dx=0( f x2"e‘l"|dx)=

=0((2n)!) = 0((2n)™),

11
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amibGl Carleman fent ismertetett eredménye alapjdn kovetkezik, hogy
a py(x) fuggvény az (5) alatti momentumprobléma egyetlen megolddsa.
]gy, Riesz Marcell tétele- alapjdn a p, Lebesgue—Stieltjes mértékre
nézve ortonormélt {P,(x)}s = polinomsorozat teljes ortonormalt rend-
szert alkot az L térben.

Megjegyzés: a fent emlitett eredmények nagy részének bizonyi-
tdsa megtaldlhatd Ahiézer [10] alatti monografidjaban.
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Descartes érintoszerkesztési modszere

VEKERDI LASzLO

Szinte hagyomdnyossd vadlt mdr a matematikatdrténetirdsban,
hogy DESCARTES matematikdjat ,,anti infinitézimdlisnak™ tekintsék.
Pedig a XVII. szdzad nagy, egyediildllé matematikai élménye az infi-
nitézimadlis szdmitds, a .,kalkulus” megteremtése volt. S DESCARTES,
akit minden matematikatorténész a legnagyobb XVII. szdzadi mate-
matikusok ko6zé sorol, éppen a szdzad legnagyobb matematikai vallal-
kozdsdbdl maradt volna ki? Miért, s hogyan lehet akkor a szdzad csak-
nem minden nagy matematikusdnak tanitomestere, miért bel6le indul-
nak ki s ellene és benne futnak 6ssze a szdzad szenvedélyes matematikai
vitdi? A legenda, amit — ha ugyan madig legnagyobb biogrdfusdnak
Charles AbAmnak hinni lehet — mdr maga elkezdett sz6ni 6nmaga
koriil, n6tton nétt a matematikatorténészek szorgos kutatdsai kovet-
keztében is.

Descartes matematikai miiveinek beosztasa

DESCARTES hatalmas matematikai munkdssdgdt az ADAM—TAN-
NERY-féle kiadds kotetei szerint lehet legkénnyebben beosztani. A VI.
kotet tartalmazza azt a matematikdt, amit sokdig hittek a par excellence
cartesianus matematikdnak: a Geometrie-t. A X. kotetben van DEs-
CARTES korai matematikai munkdssdga a Regulae-val bezdrdlag. Az
elsG 6t kotet tartalmazza szétszorva, levelezés formdjdban a DESCARTES-i
matematika legérdekesebb részét, az infinitézimédlis problémadkat, vagy
ahogyan a modern kritika szereti nevezni: az infinitézimdlis szdmitds
DESCARTES-i ,,potlékait”. A hdrom rész szervesen egybefonodik és
csak egymds segitségével €érthet6 meg. A Geometrie algebrdja nem ért-
het6 meg a Regulae gondolkozdsi szabdlyai nélkiil, s a Geometrie jelen-
t6ségébdl tigyszolvan semmit sem lehet megérteni a levelezés hatalmas
¢és széles korii alkalmazdsai nélkiil. A DESCARTES-i tudomdnyt és filozo-
fidt csak kiaddi és didaktikai szempontokbdl lehet részekre osztani,
ha valamit is meg akarunk érteni belSle, elkeriilhetetlen az egész Oeuvre
ismerete.
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A Levelezés néhany jellegzetessége

A cartesianus matematika megértéséhez a Levelezés a kulcs. DEs-
CARTES Levelezése kiillonleges gonddal felépitett ,,tudomdnyos dolgo-
zatok” sorozata. DESCARTES szakmai természetli leveleit eleitdl fogva
nyilvdnossdgnak szdnta, s mig egyébként idegenkedett a publikadldstdl,
levelezését annyira koziigynek tekinti, hogy akik nem voltak hajlandék
leveleik kiaddsdba beleegyezni, azokkal egydltalin nem levelezett.
Amikor FERMAT huzddozott levelei kiaddsdtol, kizdrélag MERSENNE
Atya nyomatékos kérésére folytatta vele tovdabb alapvet§ fontossdgl
matematikai vitdjdt. A Levelezés matematikdjdt leghelyesebb taldn
folydirat pétld kozleménysorozatként felfognunk, amelynek elterjedését
a MERSENNE-féle levelezési szervezet biztositotta, s az dltala keltett
vitdk sordn a kor egyik legfontosabb matematikai inspirdtora lett.

A Levelezés matematikdjdnak a hatdsa sokkal nagyobb volt, mint
ma hissziikk. A XVII. szdzad koézepén egyetlen matematikus sem volt
mentes téle. ElsGsorban a Levelezéshez flizGdtek a holland komment4-
torok munkdi, s ezek igen népszerlick voltak az j tudomdny egyik
legfontosabb miihelyében, Anglidban. ,,Mr. MOORE-nak és mdsoknak
igen nagy véleménye van HuUDDENIUSnak DES CARTES végéhez irott
jegyzeteir6l™?, irja a XVII. szdzadi angol matematika pdratlan tigy-
vivGje, CoLLINS. S mikor CLERSELIER kiadja DESCARTES Levelezését,
a kotetek Anglidban is azonnal keresettek lesznek. ,,Meg van nekem
Des CARTES Leveleinek els6 két kotete francidul — irja CoLLINS-nak
egy levelezGje — de hidnyzik a harmadik; és ezt ont6l kell kernem
Mindegy francidul vagy angolul kiildi . . 2

Ez az olvas6 nem tartozott a nagy matematlkusok vagy ﬁlozofusok
kozé, egyszerii miivelt ember volt, s ez a tény nagyon fontos DESCARTES
hatdsdnak a megértése szempontjdbdl. A XVII. szdzad mdsodik felében
DESCARTES nem a vdlogatott kevesek olvasmdnya volt, minden magdt
miiveltnek tarté ember kotelességének vélte olvasni. A XVII. szdzad
gondolatvildga annyira telitve volt matematikdval, hogy a matematikai
ismeretek magdtdl érthetGen hozzd tartoztak a miiveltség fogalmdhoz.
Erthet8, hogy DESCARTES matematikdjdnak a hatdsa sokkal mélyebb
¢s szélesebb korli volt, mint azt ma a red hivatkozé viszonylag kevés
idézetbdl sejthetjiik.

Ebbd8l a szempontbdl igen fontos az a tény, hogy IDESCARTES
Leveleiben — ellentétben a szdzad mds nagy tuddsaival — tugyszdlvdn
sohasem ir olyan dolgokrdl, amiket megjelent, késziil6 vagy tervezett

1 Correspondence of scientific men of the seventeenth century. Ed. by Stephen
Peter RiGAUD, 2 vols., Oxford, 1841. (Tovabbiakban Corr. Rigaud) I, 50, Collins
to Dr. Pell, April 9, 1667. 127.

2 Corr. Rigaud 1, 71, Towneley to Collins, Jan. 4., 1671/2. 184.
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konyveiben tdrgyal. 1629-t6l, amidta a Geometrie-n dolgozik, a konyv
megjelenéséig (1637) alig fordul el8 Levelezésében matematika, a Geo-
metrie megjelenését kovetd évek matematikdja pedig mdr egészen mads-
féle matematika, inkdbb alkalmazdsa és folytatdsa a Geometrie mate-
matikdjdnak.

A Levelezés matematikdjdanak beosztdsa

A Levelezés matematikdjdnak egyik nagy fejezete a ciklois koriil
csoportosul. Kiilondsen a ciklois alatti teriilet kiszdmitdsdra végzett
vizsgdlatai fontosak, mert ezekben elGszor hatdrozta meg pontosan,
s méghozzd konstruktiv uton azt a fogalmat, amit évszdzadokkal késGbb
,,hatdrozott integrdlnak™ nevezett a matematika.?

A Levelezés matematikdjanak mdsodik nagy csoportja az érint§
szerkesztésre vonatkozd kérdésekbdl dll. Az érint&szerkesztés problé-
mdjat mdr a Geometrie-ben tdrgyalta, azonban a modern matematika-
torténetirds DESCARTES modszerét, s jelentGségét is teljesen félreismerte
a XVII. szdzadi matematika legnagyobb ismerGjének, J. E. HOFMANN-nak
alapvetd kozleményeiig. HOFMANN mutatta meg, hogy a Geometrie
egyik célja éppen az érintGszerkesztés megolddsa a gorbék egy egész
osztdlya, az algebrai gorbék esetében.* A Levelezésben FERMAT-val
és hiveivel folytatott szenvedélyes vita sordn ezt a modszert dltaldnositja
¢s elmélyiti, a mddszer pontos algoritmusdnak a kidolgozdsdn keresztiil
a differencidlszdmitds egyik legkordbbi eldfutdra lesz.

A harmadik nagy problémakor, amit a Levelezés matematikdja
tdrgyal az an. ,,forditott érint6 feladat”. Ennek az a lényege, hogy
meg kell keresni egész dltaldnossdgban valamely adott érintési fel-
tételeket kielégit8 gorbét. DESCARTES felismeri, hogy ez a feladat csak
a terliletszdmitdssal rokon miivelet segitségével oldhaté meg. Modern
terminoldgidban kifejezve azt mondhatndnk, hogy DESCARTES egy
konkrét esetben az un. DE BEAUNE feladat esetében megkeresi a derivalt
fiiggvény primitiv fiiggvényét, azonban ha valdjdban ezt végzi is el,
az elnevezés anakronisztikus, mert DESCARTES sem a fliggvény, sem a
hatdrdtmenet fogalmdt nem ismeri. DESCARTES az antik kimerithetetlen-
ségi eljdrdst adaptdlja a feladat megolddsdra. De ezt az eljdrdst addig
kizdrélagosan csak teriiletszdmitdsra alkalmaztdk, s a modszer 4j kon-
textusban valé haszndlata elGkészitette az utat teriiletszamitds és érintS-
szerkesztés kozotti Osszefliggés felismeréséhez. Ahhoz a probléma kor-

3 VEkErDI Ldszl6: ,,Descartes infinitézimalis mddszere a ciklois-teriilet meg-
hatarozasira”, Matematikai Lapok, 15, 196—203, 1964.

4 Scuorz, H.—KRATZER, A.—HOFMAN, J.: Descartes, Drei Vortrdge Miinster,
Westfalen, 1951, 64—66,
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héz, amit késébb ,,az integrdl és differencidlszdmitds alaptételének”
neveztek el, s aminek a felfedezését BARROW-nak, LEIBNIZ-nak vagy
NEwTOV-nak szokds tulajdonitani.’

Fermat és Descartes vitaja az érintoszerkesztésrol

Ezt a hosszu ¢s elkeseredett vitdt mdr MONTUCLA FERMAT javdra
dontotte el, s azdta tobb matematikatorténész ismételte véleményét.
Moritz CANTOR szerint a ,,hiti”” DESCARTES egyszerlien nem akarta
megérteni FERMAT genidlis modszerét, bosszibél, mert FERMAT lebe-
csiilte Dioptrique-jat, amit MERSENNE még kéziratban odaadott volt
neki.® Lényegében ugyanez a véleménye Jean ITARD-nak’, de ugyanigy
vélekedett mdr MILHAUD is és ezt vette 4t Yvon BELAVALS. Szerinte
DESCARTES FERMAT eljdrdsdt kritizdlo leveleiben ugyanazt végzi el ,,amit
FERMAT, csak FERMAT felismeri, hogy hatdrdtmenetr6l van szé” DEs-
CARTES pedig ,,szokdsa szerint” megkeriili a hatdrdtmenetet.’

Helytdll6-e az ez dltaldnosan elfogadott interpretdcié? Valdban
nem ¢érti DESCARTES a FERMAT féle eljdrdst? Es mindenek el6tt vajon
szabad-e FERMAT eljdrdsdval kapcsolatban ,,hatdrdatmenetr6l” beszélni?
A kérdések megvalaszoldsdra analizaljuk elGsz6r FERMAT eljdrdsdt,
s azutdn vizsgdljuk meg a mdédszer DESCARTES dltali kritikdjat.

FERMAT érintGszerkesztési mddszere maximum-minimum eljardsan
alapul. A FerMAT-féle maximum-minimum eljardst Moritz CANTOR
foglalja Gssze legvildgosabban: ,,Tegyiink a maximummd vagy mini-
mumma teendd kifejezésben az A4 ismeretlen helyébe egy két ismeretlen-
bdl dllé A+ E Osszeget és tekintsiik a két kifejezést megkozelitSleg
egyenlének (adaequentur), ... Ezutdn a megkozelitGleges egyenldvé
tevés utdn tordljik mindkét oldalon ami torlendd, és ezdltal csupa
E-t tartalmazé tagokat kapunk. E-vel osztva és ujbol egyszerfisitve,
toroljuk (elidantur) a még E-t tartalmazé tagokat. A fennmaradé
egyenlet szolgdltatjia 4 azon értékét, amely maximummd vagy mini-
mummd teszi a kérdéses kifejezést.””*?

> VEKERDI Laszlo: ,,A newtoni infinitézimalis analizis kialakuldsa a XX. szd-
zadi matematikatorténetiras tiikrében,” A Magyar Tudomdnyos Akadémia III.
(Matematikai és Fizikai) Osztdalydnak Kozleményei, 14, 35—70, 1964.

6 CANTOR, M.: Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. Zweiter Band,
erster Halbband, von 1200—1650. Leipzig, * 1899, 374.

7 Itard, J.: Le XVII¢ siecle, sciences mathématiques et physiques= Histoire
générale des sciences poubliée sous la direction de R. Taton, II, Paris, 1958, 207—276,
2224

8 Belaval, Y.: Leibniz, critique de Descartes, Paris, 1960, 305.

® Uo. 307.

10 CANTOR, M.: i.m. 858.
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Ezt az elvet kovetkezGképpen alkalmazta FERMAT az érintdszerkesz-
tésre: ,,Legyen adva pl. a BDN parabola, melynek D a csucsa, DC a
tengelye, legyen adva a paraboldn egy B pont, huzzunk B ponton keresz-
tiil BE egyenest, amely érinti a paraboldt és E pontban metszi CD
egyenest. Vegyiink fel a BE egyenesen
egy tetsz8leges O pontot, hizzuk meg
az OI ordindtdt, B pontbol pedig a 0
BC ordindtdat, akkor azt ldtjuk, hogy
CD/DI=BC?OI*°, mert az O pont \ et
kiviil esik a paraboldn. De BC?*/OI*= !
= CE?*/IE*® a hdromszogek hasonldsdga i I3
miatt, Tehat CD/DI>CE?/IE®. Mir- ¢ I1)b
most B pont adott, tehdt BC ordi-
ndta is, tehdt C pont és CD szakasz N
is. Legyen tehdt CD=d adott. Vezes- '
sik be a CE=a és CI=e jeloléseket, 1. dbra
akkor: d/ (d—e) =a*| (a® + e*—2ae). Ké-
pezziik a kiiltagok és a beltagok szorzatdt:

®

da® + de® — 2dae > da® — a’e.

Tekintstik a fenti modszer szerint a két oldalt megkozelitéen egyenlének
(adaequentur), akkor az azonos tagok torlése utdn

de® — 2dae = — a’e

marad, vagy ami ugyanaz:
de® +a’e = 2dae.

Osszunk minden tagot e-vel:

» de+a* = 2da.
Hagyjuk el (elidatur) de-t, marad
a*=2da tehit a=2d.

Igy bebizonyitottuk, hogy CE kétszerese CD-nek ami megfelel az igaz-

sdgnak,” ! '
DESCARTES szerint azonban FERMAT semmit sem bizonyitott be.

Szabdly és példa egyardnt hibds. 1638 janudrjdban ezt irta'® erre vonat-

11 Modern atirasban kozoljuk, J. ITARD szerint (i. m. 221). Eredeti formajaban
a régi jelolés miatt nagyon koriilményes.

12 Descartes levele Mersenne-hez 1638 janudrban. DESCARTES, Oeuvres, ADAM—
TANNERY-féle kiadds (tovabbiakban AT) I, 487—488.
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kozéan MERSENNEnek: ,,Legyen BDN az adott parabola, melynek DC
a tengelye, és amelynek B pontjabdl kell hiizni BE egyenest, amelyik
DC egyenest E pontban metszi tigy, hogy BE egyenes leghosszabb legyen
E pontbdl a paraboldhoz huzhatd egyenesek kozott: sic enim proponitur
quaerenda maxima (igy tiizi ki ugyanis a maximum feladatot). Az &
szabdlya igy szdl: ...” DESCARTES a kovetkez8kben koriilményesen,
FERMAT régi irdsmodjdban, helytelen kovetkeztetést vezet le. DESCARTES
érvelése sajdt irdsmddjdba dttéve kovetkez8képpen szol:

2. dbra 3. dbra

Tekintslink két esetet. Legyenek els6 esetben BC=b, EC=a,

CD=d. Ekkor az EBC derékszogli hdromszogbSl BE®=a?®+ b2

Legyen most mdsodik esetben (3. dbra szaggatott vonal) EC = a—e,

vagy ami az eredmény szempontjdbdl ugyanaz, EC = a+ e és ugyanigy

legyen CD = d+e. Ennek a mdsodik esetnek megfelel§ BC ordindta
2 bZ

kiszdimithaté a parabola tulajdonsdgdt kifejezd ardanybol:

dte d
_ b*(d+e)  b*d+b%e

2
BC s -

Madrmost hozzdadva EC = a-+e négyzetét, ebbsl a mdsodik
(szaggatott vonallal jel6lt) hdromsz6gbdl is megkapjuk ennek az esetnek
megfelel6 BE®-et. Ezt egyenl6vé téve az els§ esetben kapott BE>-tel:

2
@b = b2+bd—e+a2+2ae+e2.

Osztva e vel

b2
7+2d+e =0
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marad. Elhagyva (elidantur) e-t,

2
__b._+2u —_ 0’
d

,,ami egydltaldn nem adja meg az érint8 értékét, mint a szerzd dllitja,
kovetkezésképpen szabdlya hamis.”

DESCARTES tévedését azonnal ész- E
revették FERMAT bardtai: hevesen til-
takoztak DESCARTES érvelése ellen. A
parabola érint§szerkesztésében — mon-
dottdk — az a lényeges, hogy a mdso- y
dik esetben a BE egyenesen vegylink
fel egy tetszéleges O pontot, aminek 0, 7
nem szabad, mint DESCARTES tette, a
paraboldn fekiidni. Ugyanis az a fon-
tos — érveltek —, hogy CD ardnya B G
DI-hez nagyobb legyen, mint BC ard-
nya OI-hez, s ehhez az sziikséges, hogy
OI nagyobb legyen, mint a parabola 7  /
pontban emelt ordindtdja.

DESCARTES szerint'® azonban ez 4. dbra

sem segit. Ugyanis ugyanez az egyen-
I16tlenség feldllithaté a mdsik két kupszelet, az ellipszis és a hiperbola
esetében is, s mégis ugyanaz a szamitds, amelyik a paraboldndl he-
lyes eredményre vezet, az ellipszis €s a hiperbola esetében hibds
értéket ad.

DESCARTES kritikdjara ROBERVAL valaszolt', 1638 dprilisiban.
,,Monsicur DESCARTES — irja — szokdsa szerint olyan okoskoddst
fabrikdlt, amelyikrél azt akarja elhitetni, hogy Monsieur de FERMAT
okfejtése.” De helytelentil jért el, mert csak az E felé esd részen tekin-
tette az ellipszisnél az O pontot az érintén, pedig a B pont masik oldaldn
is kellett volna tekintenie az érint6 pontjait, s akkor ldtta volna, hogy
itt nem érvényes az, hogy CD/DI nagyobb mint BC?* OI? és igy az
ellipszis esetében magdtdl érthetSen nem szabad alkalmazni ezt az
ardnyt. A haszndlt egyenlGtlenség specifikusan csak a paraboldndl
érvényes az érintési pont mindkét oldaldn, éppen ezért haszndlta a
paraboldndl FERMAT. Az ellipszis és hiperbola esetében mds, csak ezekre
érvényes specifikus tulajdonsdgokbdl kell kiindulni. DESCARTES tehdt
igen sulyos hibdt kovet el tjra, ami ,,nagyon figyelemre mélté anndl,

13 Descartes levele Mersenne-hez 1638 marcius 1-én. AT II, 1—15.
14 Reberval Descartes ellen, Paris, 1638 aprilis. AT II, 103—115.
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aki a helyes gondolkozds mddszerérdl értekezett, mert egyenesen ellen-
tétben van a helyes gondolkozds és az igazi logika szabdlyaival, amely
azt tanitja, hogy ahhoz, hogy valamely tdrgy specifikus tulajdonsdgaira
kovetkeztethessiink, azokban a propoziciokban, melyekbdl az okfejtés
dll, ugyanazon tdrgy legaldbb egy madsik specifikus tulajdonsdgdt kell
alkalmaznunk, azaz a sajdt természetébdl kell kovetkeztetniink, ami
csak hozzd tartozik.” Ezzel szemben DESCARTES ,,szokdsa szerint gydrt
egy okoskoddst, amelyben csupa olyan dltaldnos tulajdonsdgot alkalmaz,
amely tulajdonsdgok nem csak minden kupszeletre, de még az egyenesre
is dllanak, anélkiil, hogy barmiféle specifikus tulajdonsdgot alkalmazna.’”'®

DESCARTES hangsulyozza vdlaszdban'®, hogy éppen maga FERMAT
dllitotta mddszerérdl, hogy az dltaldnos érvényli, minden gdrbénél
alkalmazhaté. Az a feltétel pedig, hogy csak a parabola esetében 4ll
az alapul szolgdlé egyenlStlenség az érintési pont mindkét oldaldn,
egydltaldn nem magdtdl értet6dd dolog, ha dolgozni akarunk vele,
kiilén ki kell jelenteni. S éppen ezt mulasztja el FERMAT, aki a B pontot

F
5

5. dbra 6. dbra

az érint6 végpontjanak tekinti. A kovetkezSkben azutdn DESCARTES
részletezi, mit csindlt szerinte FERMAT. Eljdrdsinak lényege az, hogy
a kis E tdvolsdggal megnovelt 4-nak megfelels BC-t két modon kell
kifejezni: egyszer BCE és az A befogd E-vel valo megndvelésével kapott

15 Uo. 111—112. ;
6 Descartes levele Mersenne-hez 1638 majus 3-an. AT II, 122—132.
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hdromszogbdl azon az alapon, hogy A4 Ggy ardnylik B-hez, mint 4 4+ E
ardnylik B megfelel§ értékéhez; mdsodszor pedig a BC = B tdvolsdgot
mint a parabola ordindtdjdt kell kifejezni a parabola ,,specifikus tu-
lajdonsdgdbdl”, egyenletébdl.

A két médon kifejezett BC-t egyenldvé kell tenni, s a tovdbbiakban
mdr teljes joggal alkalmazhaté a FERMAT dltal adott szabdly. A vég-
eredményt FERMAT is helyesen kapta meg, de elmulasztotta a fenti
feltétel kimond4sdt, s ami semmi egyéb — irja DESCARTES — mint amit
8 a Geometrie-ben haszndlt,” és ez az az alap, amire Mr. F. szabdlydnak
is épiilni kell. Abbdl, hogy elhagyta Ggy ldtszik, hogy csak tapogatdzds
utjdn taldlta szabdlydt, vagy legaldbbis az, hogy nem érti tisztdn az
clveit sy

Matematikusok és matematikatdrténészek mdr MONTUCLA Ota
szerették volna, ha FERMAT valamiféleképpen a szel§ hatdrhelyzeteként
hatdrozta volna meg az érintét, el6re megsejtvén vagy éppen megalkotva
ezdltal a ,,differencidlhdnyados” fogalmdt'®. Eppen ezért irnak mindeniitt
,,megkozeliten egyenlSt” FERMAT kategorikus ,tegylik egyenl§vé’-je
helyett, még az egyébként pontosan idéz8 ITARD is igy forditotta a szot
FERMAT érintGszerkesztésének fentebb idézett modern dtirdsdban.
FERMAT azonban ténylegesen egyenl8ségnek tekintett egy egyenlGtlen-
séget, s ez a hatdrérték fogalmdnak az ismerete el6tt két évszdzaddal
a matematikai pontossdghoz ragaszkodé DESCARTES-nak joggal sért-
hette a szemét. Még madsik szépséghibdja is volt FERMAT eljdrdsdnak.
Nem tudta pontosan meghatdrozni, miért és mire alkalmazza az érintd
meghatdrozdsdndl ,,maximum-minimum’ mddszerét. (FERMAT mddszeré-
nek erre a hidnyossdgdra TURAN professzor hivta fel a figyelmemet.)
Egyenldtlenségek alkalmazdsa maximum-minimum problémdk meg-
olddsdra ekkoriban mdr egydltaldn nem volt Gjsdg', de FERMAT éppen
roppant szerencsés algoritmusdval nagy egyszer(isitést tett lehetSvé
ezen az addig minden esetben kiilon, egyedi megfontoldst igényls terii-
leten. Ez magdban véve is oridsi dolog, figgetlenil attdl, hogy maximum-
minimum algoritmusdban ’’a hatdrérték” fogalmdt sejtette e meg,
vagy sem. Erthetd, hogy eljdrdsdt minél tobb teriileten igyckezett gyii-
molcsoztetni, valdszinlileg ez a vdgy vezette a fénytorés problémdjdhoz
is a fizikai kérdésektSl egyébként kissé idegenkedS nagy matematikust.

16 Uog 129,

5 18 L, pl. BELL, E. T.: The development of mathematics New York, 21945,
143—145.

19 Ez az egyenl6tlenséggel vald megoldésa szélséérték problémaknak jol ismert
volt az itdliai matematikdban, gyakran alkalmazta pl. TorRRICELLL. L. pl. HOFMANN,
J. E.: Geschichte der Methematik 11, Berlin, 1957, 28. Tovabba C. B. Boyer: The
history of the calculus New York, 21959, 157: ,,However, whereas Torricelli had
made use of arguments by a reductio ad absurdum, Fermat’s characteristic procedure
resembles more closely the method of limiting values.”
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A médszer az érint8 szerkesztésében is kivdléan alkalmazhaté
volt, de alkalmazdsdnak kortlményeit FERMAT nem rogzitette. Eppen
ebbsl a szempontbdl olyan fontos DESCARTES kozbelépése. A helyzet
konnyebb megértése kedvéért tekintsiik dt a vita eddigi lépéseinek

Y 4 2
Ay 8_~"14y
V" Ax RAX
£
\ X E ; G et X
7. dbra 8. dbra

lényegét. Legyen adva egy mdsodfokti parabola csticsdval a koordindta-
rendszer kezdSpontjdban. (7. dbra) B pontban az érint6t megtaldlhatjuk
a Ax és Ay befogdju ,,karakterisztikus hdromszdgb6l” illetve a para-
bola egyenletébSl. Semmit nem kell ,,maximummd tenni”, jollehet
ugyanazt az algoritmust kell haszndlni, mint a szélséértékfeladatokn4l:
a differencidlhdnyados kiszdmitdsdt. FERMAT €s kortdrsai azonban ezt
a fogalmat nem ismerték, anndl inkdbb a maximumét. DESCARTES
is elhiszi FERMAT-nak el&szor, hogy valéban maximalizdl valamit, s
tévesen a gorbe pontjainak meg az E pontnak a tdvolsdgdra gondol,
ezért veszi fel hibdsan a szdmitdshoz haszndlt segédpontot az érint8
helyett a gérbén. (3. dbra.) FERMAT és bardtai tiltakoznak: ebben az
esetben nem irhato fel a maximumfeladat, mert a kiinduld egyenlétlenség
nem érvényes. DESCARTES viszont szellemes ellenpélddt hoz: ugyanez
az egyenldtlenség mds gorbék esetében is felirhatd, nemcsak a tdrgyalt
paraboldndl, azokndl viszont helytelen eredményre vezet. ROBERVAL
most felismeri — taldn éppen azért tdmad olyan mérgesen —, hogy
a lényeg nem annyira az egyenlStlenségen meg a ,,maximalizdldson”
van, hanem a gorbe ,,specifikus tulajdonsdgdn”, egyenletén. Most mdr
DESCARTES vildgosan ldtja FERMAT eljdrdsdnak a lényegét: az érintGt
a parabola egyenletébdl meg az EBC és EB’C’ haromszogbdl kell meg-
hatdrozni. Ahogyan ma mondandnk, a Ax, 4y dltal adott ,,karakteriszti-
kus hdromszogbdl” (8. dbra). Azutdn megmutatja, hogy ilyen koriil-
mények kozott a FERMAT-féle szdmitds a gorbék egy specidlis osztdlyd-
ndl, az algebrai egyenlettel elddllithatd gorbéknél egzakt médon elvégez-
hetd.
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Az érint6 és szelG viszonya

FERMAT szerint — mint DESCARTES-ig mindenki szerint — gorbe
és érint8je egyetlen pontban taldlkozott, modszerének lényegéhez tar-
tozott ez a fogalmazds. DESCARTES fedezte fel, hogy az érintési pontban
gorbének és érint6nek két k6zds pontja van, hogy ,.egybeejteni”, s
nem ,,torélni” kell valamit. Felfedezést és mddszert pontosan meg-
fogalmazta 1638 nyardn Cl. HARDY-nak irt levelében.?® HARDY egyike
volt azon kevés matematikusoknak, akikrdl feltételezte, hogy értik a
Geometrie-t, ezért mdr sajat 0j stilusdban irt neki.

,,Legyen tehdt — irja — az adott gorbe vonal ABD és legyen adva
a vonal B pontja is, ti. megadom a BC =»b ordindtdt és az AC=c dt-
mérdt, és keressiink ezen az dtmérén egy olyan E pontot, hogy az E
ponton €s B ponton dt hizott egyenes messe a gorbét még egy mdsik
pontban, mondjuk D pontban ugy, hogy DF ordindta adott ardinyban
legyen BC ordindtdhoz, mondjuk mint g ardnylik /-hoz. Jdl tudja,
hogy eme E pont megkeresésére el8szor is azt mondhatjuk — E=a
és CF=e jelolés bevezetésével — hogy az ECB és EFD hdaromszogek
hasonlésdga miatt CE=a gy ardnylik BC=bh-hez, mint EF = a+e
ardnylik DF-hez, mely utébbi ennek kovetkeztében DF =bl:—_b—e.
Azutdn, mivel DF a gorbe ordindtdinak egyike, megadhaté mds tagok-
kal is, melyek kiilonféle gorbék esetében kiilonbozbek lesznek. Pl.
ha a gorbe az elsé azok kozil a vonalak
kozil, melyeket Monsieur de Fermat a pa-
rabola mintdjdra képzelt el, azaz az, melynél D
az atmér§ egyes szakaszai Ugy ardnylanak B
egymdshoz, mint az ordindtdk kobei, akkor
azt mondjuk, hogy AC=c ugy ardnylik
FA = c+e-hez, mint BC kobe, ami b3,
ardanylik DF kobéhez, ami a fentebb taldlt i Al ¢ -3
tagokkal kifejezve

b*a® + 3b%aae + 3b%aee + bPe®
a’ 3

ba +be 9. dbra

kobe.”

Ebbsl az ardnypdrbol azutdn kapunk egy egyenletet a €s e-re:

mert ez

a® = 3caa + 3ca -+ cee.

20 Descartes levele Hardyhoz 1638 juniusban. AT II, 163—173.
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Mivel egy egyenletiink van két ismeretlenre, sziikség van még egy egyen-
letre. Ezt az egyenletet a BC:DF = g:h ardnypdarbol kapjuk. A két
egyenletbSl meghatdrozhatd a két ismeretlen, a és e.

Mdrmost ha ezt a mddszert az érint6 megkeresésére akarjuk alkal-
mazni, ,,csupdn azt kell tekintetbe venni, hogy amikor az EB egyenes
érinti a gorbét, akkor DF egybeesik BC-vel”, azaz ardnyukbdl egyen-
18ség lesz, s ha az el6bb, amikor EBD egyenes B és D pontokban met-
szette a gorbét BC:DF=g:h dllott, most, mikor EB érint6 lesz, g=h.

S akkor a fenti DF =M kifejezést betéve BC:DF = g:h ardny-

parba, mivel BC=b, a bh = gba_;g_iie_' egyenletet kapjuk, azaz ha =

= ga+ge, ,,6s mivel h=g, csupdn a = a+e marad, azaz e egyenld
zérussal. Ebbdl nyilvdnvalo, hogy a értékének a megkeresésére nem kell
egyebet tenni, mint az elsé egyenletben, ami &® = 3cae + 3cee + cee,
minden e-vel szorzott tag helyébe zérust helyettesiteni, azaz tordlni.
Mert egy valédi mennyiséget megszorozva egy mdsik képzelt mennyi-
séggel, amilyen a nulla, az eredmény mindig zérus. Es ez Monsieur
FERMAT homogének elisidja, ami igy bevezetve semmiképpen sem gratis.
Elvégezve az elisiot, egyenletiinkb6l a®=3caa marad, azaz a=3c”,

ami valéban a harmadfokl parabola érint&jét adja meg.
,,Ime a szabdly alapja. Virtudlisan két egyenlet szerepel benne,
jollehet elegendé egyet emliteni explicite, mivel a mdsodik csupdn
a homogének torlésére szolgdl. De na-

8D gyon valdszinti, hogy Monsieur FERMAT
ezt a pontot nem értette meg; és csak
probalgatdssal jott rd, hiszen kihagyja
a legfontosabb feltételt.”
/ Foglaljuk 6ssze DESCARTES eljd-
rdsdt. Az érint6 két egyenlet két is-

£ A Gk meretlenének a meghatdrozasdbdl adé-

dik. Az egyik egyenlet a gorbe egyen-
lete, a mdsik egyenlet egy, a gdorbét
metsz§ egyenes egyenlete. Erintd ese-

10 b tében a gorbe és a szel6 két metszés-
pontja egybeesik.

Nem ,,hatdrhelyzete’?! itt sem az érint8 a szel6nek. De DESCARTES
felismeri, s a gorbék egy specidlis csoportjdndl, az algebrai egyenlettel

2L V5. C. B. Boyer, i. m.: 167: ,In criticising FErRMAT's method of tangents,
DescARTES attempted to correct the method by interpreting it in terms of equal roots
and coincident points, a procedure which was practically equivalent to defining the
tangent as the limit of a secant. DEscArTES did not express himself in this manner,
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megadhaté gorbéknél pontosan ki is fejezi az érint8 és a szel§ kdzotti
Osszefliggést. Hasonldan, a gorbe és a gorbét metszé kor egyenletébsl
hatdrozta meg mdr a Geometrie-ben az érint6t. Ez az eljdrds algebrailag
éppen olyan kifogdstalan volt, mint a Levelezés most ismertetett érints-
modszere. Hidnyzott azonban belSle a tovabbfejlédés lehetGségének
az a magja, amelyet a FERMAT-mddszer kritikdja sordn sziiletett eljdrds
olyan vildgosan megfogalmaz: az érintd €s a szelG viszonydnak a fel-
ismerése. Ahhoz, hogy dltaldnos, nem csak algebrai gorbék esetében
érvényes modszer sziilethessen, meg kell majd mozditani az dbrdt.
Akkor azutdn — mint LeiBNiz felismeri — a szel6 minden hatdron tal
kozelit az érint6hoz, s a g és h mennyiségek ardnya pedig — ez NEWTON
,,végs8 ardnyok mddszerének™ a lényege — az egyhez.

DESCARTES azonban nem dolgozott dtmenettel, nem mozditotta
meg dbrdjat. Taldn azoktdl a pontatlansdgoktdl félt, melyekbe — a
hatdrdtmenet pontos fogalma nélkiil — NEWTON és LEIBNIZ is bele-
keveredtek. Taldn azért, mert azoknak a gérbéknek az esetében, melyeket
6 a matematika fejl6dése szempontjdbdl legfontosabbaknak tartott,
az algebrai egyenletekkel kifejezhetd gorbék esetében, erre nem is volt
sziikség. A szel§ ill. a megfelel§ e mennyiség bevezetésével itt tgy kap-
hatunk érintési feltételt, hogy nincs sziikség hatdrdtmenetre. De ebbdl
nem kovetkezik, s éppen ez a felismerés DESCARTES nagy tette, hogy az
érint6nek és gorbének egy kozds pontja lenne, mint FERMAT hitte,
s igy elég lenne egy egyenlet a meghatdrozdsdra. Az érintének két kozos
pontja van a gorbével, két egybeesG ,,metszéspontja’”, amit két egyen-
letbdl kell meghatdrozni, a gorbe és a szel§ egyenletébdl. A gorbének
azért van érintGje, mert ennek a két egybeesd pontnak a kornyezetében
megkozeliten egyenesnek tekinthetS. Ma tgy mondandnk: kicsiben
linedris.

HOFFMANN vette észre, hogy - LEIBNIZ a cartézidnus matematika
,,mélyebb intencidit™** ismeri fel s fejleszti ki infinitézimdlis szdmitdsd-
ban. Maga DESCARTES azonban a tiszta és pontos fogalmazds érdekében
dvakodott az infinitézimdlis megfontoldst igényl6 problémdktdl, holott
ismerte és tobb helyen érintette. SzaBO Arpad®® mutatta meg, hogy

however, inasmuch as the concept of a limit was far from clear at this time. FERMAT,
who was thinking of infinitesimals, could not see that his method had anything in
common with the algebraic (limit) method of DescArTES and so precipitated a quarrel
as to priority...” A mai ismeretek szempontjibél Boyer interpreticidja nagyjabol
azonos azzal, amit a fentiekben kifejtettiink. De a torténelmi fejlédés szempontjabol
az volt a fontos, hogy DEsCARTES, ha csak a matematika sziik teriletén is, tiszta,
modellként alkalmas eljardst teremtett az érintOszerkesztésre.

22 ScHoLz, H.—KRATZER, A.—HOFMANN, J.: i. m.: 73.

2 SzaBO, A.: ,The transformation of mathematics into deductive science
and the beginning of its foundation on definitions and axioms,” Seripta Mathema-
tica, 27, 27— 484, 113139, 1964.

12 Matematikai Lapok 1-2
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az eleata filozofia nyomdn tdjékozédé gorég matematika egyik leg-
nagyobb tette a plithagoreus matematika naiv infinitézimalis fogalmainak
a kritikdja volt. S ugyanigy, ahogyan az eleata ZENON un. ,,végtelen
ellenes” paradoxonai dllanak a gordg infinitézimdlis matematika, azaz
az eudoxoszi ardnyelmélet és az exhauszciés modszer eredeténél, a
nyugat-eurdpai infinitézimdlis kalkulus kialakuldsdt DESCARTES reform-
jai: jel6lési modja, érintémddszere és un. ,,anti-infinitézimalizmusa”
igen nagy mértékben determindlidk. DESCARTES mérte fel els6nek a
végtelen szel8 és érint6 kozott tdtongd szakadékdt, mint egykor az
eleata ZENON pontok végtelenségének megmérhetetlen Orvényét rész
és egész kozott. Igy kell érteni DESCARTES kritikdjdnak dllanddan visz-
szatér6 mondatdt.

A matematika fejlédése szempontjdbdl nagyon lényeges volt,
hogy DESCARTES olyan durvdn szétvdlasztotta a geometrikus €s mecha-
nikus, ,,pontos”, algebrai egyenlettel megadhaté és meg nem adhaté
problémdkat. Ez dltal geometriai gorbék esetében pontos Kritériumdt
tudta adni az érint8 létezésének. Es ezzel a valdsdgba, azaz a 1étez8k
tiszta és vildgos fogalmakbol 4116 viligdba, a cartézidnus létezés vildgdba
horgonyozta le az érint6t. Most mdr nyugodtan lehetett spekuldlni
azon, mi ,,torténik’ ha a szelG ,,kozeledik’ az érint6hoz.

DESCARTES még ennek a spekuldcionak az irdnydt is megsejtette:
olyasmi torténik, ami — bdrmi is legyen a kérdéses gorbe egyenlete —
kicsiben egyszerii szorzdsra és Osszeaddsra vezethetd vissza. Ezt csak
LemnNiz fedezi majd fel a cartézidnus matematikdban, maga DESCARTES
elfordul a végtelen OrvényétSl, melyet éppen az & tiszta és vildgos
kiilonbségtevése tett lathatova.

De az Gj matematika nyelvét, s legfontosabb alapfogalmaibol
4ll6 nyelvtandt, melyeken keresztiil majd legyGzhetSk lesznek a végtelen
nehézségei & teremtette meg olyan teriileten, ahol ezek a nehézségek
nem Iéptek fel. Ez a nyelv a Geometrie, a harmadik a hdrom nagy 6rids-
esszé koziil, melynek a Discours az elGszava. A Levelezés matematikdja
bemutatja, hogyan kell az 0j nyelvet haszndlni kiilonféle — kozottiik
infinitézimdlis — esetekben, s hogyan kell az ij matematikdt fizikai
kérdésekre alkalmazni.
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O METOJIE JEKAPTA KOHCTPYMWPOBAHUS KACATEJIBHBIX

Jlacimo Bexkepasr

A DIALOGE BETWEN FERMAT AND DESCARTES
THE METHODS OF MAXIMA-MINIMA AND OF TANGENTS

L. VEKERDI

The discussion of Descartes and Fermat about the method of tangents of the
latter is dealt with here from the point of view of the Leibnizian infinitesimal cal-
culus. It will be suggested, that concept and method of the “’characteristical triangle”
is worked out by Descartes during the course of the debate, as he tries to give a *’clear
and distinct” definition of the applicability of Fermat’s Maximum-Minimum method
to the problem of the construction of tangents.
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" Linearis fiiggvényegyenletek,
néhany altalanositasuk és alkalmazasuk

Losonczi LAszLO

FEl6sz6

Az
(1) flax+by+c)=Af(x)+Bf(y)+C (a#0, b=0)

egyenlet vizsgdlata Jensenhez nyulik vissza, aki ismert egyenlStlensége
specidlis eseteként megoldotta az

flax+(1 —a)y)=af(x)+(1 —a)f(y) (@=>0,1—a=0)

fiiggvényegyenletet. (1) folytonos megolddsait Aczél J. [2] hatdrozta
meg (de eljdrdsa megadja pl. az Osszes mérhet§ megolddsokat is), mig
Daréczy Z. [5] sziikséges és elegendd feltételt adott (1) nemkonstans
megolddsainak létezésére (folytonos f(x)-nél nemkonstans megoldds
csak az a=A, b= B esetben létezik 1d. [2]).

Az 1. §-ban megoldjuk az (1)-nél dltalinosabb

(2) flax+by+c) = Qf()f(N+Af(x)+Bf(»)+C (a=0, b=0)

fliggvényegyenletet f(x) mérhetGsége mellett, jelentSsen egyszer(isitjik
Daréczy Z. fenti kritériumdnak a bizonyitdsdt, majd megadjuk (2)
legdltaldnosabb megolddsdt. Ez természetesen tartalmazza az (1)-re
vonatkozo osszes eddigi eredményt is. Erdekes, hogy a Q=0ésa Q=0
esetekben (2) konstanstol kiilonbozé megolddsa létezésének feltételei
egészen eltérdek.

A 2.§ az (1) egyenlet kiilonbozd dltaldnositdsait tdrgyalja, tobbek
ko6zott azt az esetet, amikor (1) csak a sik egy Osszefliggd D tartomdnydbol
valé (x, y) pdrokra teljesiil, tovabbd az

) fx+e(x, »)y) =@+ (e p)P=1)

alternativ egyenletet (rokon egyenletekre nézve Id. Hosszu M. [8],
Vincze E. [14]). A 2.§ végén az

flax+by+c) = F(f(x), /()
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egyenlet vizsgdlata alapjdn algebrai jellegli eredményekre jutunk a

biszimmetria és az asszociativitds kozotti Osszefiiggéssel kapcsolatban.
A 3.§-ban a 2.§ eredményeit fogjuk alkalmazni az elliptikus

geometria tdvolsdgképletének megalapozdsdndl szerepet jdtszo

@ g +g(») = gxy—VT—x* V1-)?)

egyenlet vizsgdlatdra.

1.§. A (2) fiiggvényegyenlet vizsgilata

1. 1. Sziikséges feltétel (2) nemkonstans megolddsainak létezésére

A (2) fiiggvényegyenletet itt abban az esetben vizsgdljuk, amikor
f(x) valés fiiggvény, x,y tetszbleges valds szdmok, a, b,c, Q, 4, B, C
az a=0, b=0 feltételtdl eltekintve tetszGleges valos konstansok. Ha-
sonld egyenlettel (az el8szoban felsoroltakon kiviil) tobbek kozott
1. Stamate [12], Daroczy Z. [5] foglalkoztak.!

(2)-bdl kovetkezik, hogy

Oflax+by+c)f(au+bv+c)+ Af(ax+ by +c)+ Bf(au+bv+c)+C=
fla(ax+by+c)+blau+bv+c)+c)=
flalax +bu+c)+b(ay+bvo+c)+c)=
Of(ax+bu+c)f(ay +bv+c)+ Af(ax+bu+c)+ Bf(ay +bv+c)+ C.

A (2) egyenletet ismét felhaszndlva f(x) =X, f() =Y, f(w)=U, f(v)= V-
vel kapjuk, hogy

Q(QXY+ AX+BY+C)(QUV+AU+BV +C) +
+A(QXY+AX +BY+C)+B(QUV+AU+BV+C)+C =
= Q(QXU+ AX+BU+C)(QYV+AY+BV+C)+
+AQXU+AX+BU+C)+B(QYV+AY+BV+C)+C,
1 1. Stamate az f(x-+y) = f(x)f(»)+f(x)+f(y) egyenletet vizsgalta. Daroczy
Z. meghatdrozta az f(ax-+by+c) = k(x)(y)+g(x)+h(y) figgvényegyenlet alta-
lanos megoldasat. Bar az utdbbi egyenlet (2)-nél 4ltalanosabb, itt azzal a — fliggvény-
egyenletek elméletében nem ritka — jelenséggel talalkozunk, hogy a specidlisabb

egyenlet megolddsa nehezebb, mint az dltalanosé, ill. a megoldds specializdlasa nehe-
zebb, mint a specidlis egyenlet megoldasa.
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ahonnan
5 (Y-U)(Q*B—ADXV+Q(QC+A—ADNX+Q(B2—B—QC)V+
+QC(B—A4)) =0

kovetkezik minden X, Y, U, V-re, mely az M={f(x)} halmazban van.
Ha (2)-nek Iétezik nemkonstans megolddsa, ugy M legaldbb kételemii:
X, X, €M, X; —X,#0. Tegylink (5)-be Y=X,; U= X,-t, Ggy X; —X,-
vel vald osztds utdn

Q*B—A)XV +Q(QC+ A —A)X+Q(B2—B—QC)V + QC(B—A4) = 0.

Helyetfesitsinkitt epymdsutin X =V =X =X =V — X ¥ —_ X o= X
X=X2, V=Xl't:

(6) Q¥B—A)X*+Q(QC+A—A>X, +
+0(B*—B—00)X,+Q0C(B—A4)=0
Q*(B—AX2+0(QC+A4A— X, +
+0(B*—~B—0C)X; +QC(B—-4)=0
Q¥(B—AX X, +Q(QC+ A —4HX, +
+Q(B*—B—QC)X,+QC(B— A)=0
QX B—A) XX, +0(QC + A — A>X, +
+Q(B*—B—Q0C)X,+QC(B—A)=0.
Mivel
X502 X,
X3 X, X;
b0 (OB A
XX, X, X,

a (6) egyenletrendszernek a Q*(B— A4), Q(QC + 4 — 4%), Q(B*—B—-QC),
QC(B—A) ,,ismeretlenekre ** nézve csak trividlis megolddsa van, azaz

™ QB—4)=0
0(QC+A4—-A4%»=0
Q(B'~B—0C)=0

QC(B—A)=0.

== (Xg—X1)4 # 05

b ke g
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A (7) egyenletrendszer megolddsa:

(8) 0=0, 4, B, C tetszblegesek, vagy

A*—A
Wk

9) 0#0, A tetszblegesek, B=A4, C=
Ezzel bizonyitott az

1. TEteL . A (2) fiiggvényegyenletnek csak akkor létezik konstanstol
kiilonbozé megolddsa, ha a Q, A, B, C konstansok a (8), ill. (9) feltételt
kielégitik.

Ldtni fogjuk, hogy az 1. tétel nem fordithatéd meg. A tovdbbiakban
ktlén vizsgéljuk a (8) és (9) feltételeknek megfelels

(1) flax+by+c) = Af(x)+Bf(»)+C
és az

(100 flax+by+c) = Qf(X) (M) +A(f() +/(») +
egyenleteket.

A2—A4
Y

1.2. Az flax+ by +c)=Af(x)+ Bf(y) +C fiiggvényegyenlet®
(1)-b6l x=y=0-val kapjuk, hogy
J©)=(4+B)f(0)+C,
(1)-b6l x =y =0-val kapjuk, hogy
Se)=(4+B)f(0)+C,

azaz a ¢=0, A+B=1 esetben C=0. Helyettesitsiink (1)-be rendre

R e U Lo e
_a’y_ b, —a:J’— b’

v—c e s
x—O,y—T, x—-O,y——-F-t,ugy

2 E szakasz eredményeinek egy része megjelent ,,Bestimmung aller nichtkons-
tanten Losungen von linearen Funktionalgleichungen” cimmel (Acta Sci. Math.
Szeged, 25 (1964), 250—254.)
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s

fu+v)= Af( ]-{-Bf(

- afghar 5o

f) = Af(0)+Bf[v;c $C

7(0) = Af(0) +Bf[— %] +C
adddik, amibdl
S +v) = fu) +1(0) —£(0)

kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy a g(x) 9 f(x) —f(0) fliggvény kielégiti
a Cauchy-féle

(11) glu+v) = gu)+g(v)

fiiggvényegyenletet. (11) folytonos, egy pontban folytonos, mérhets
stb. megolddsai g(u) =ou alaktak®, igy f(0)=p-val f(x)=g(x) +f(0)—
=ax+f. Ezt (1)-be v1sszahelyett651tve kapjuk, hogy

al@a—A)x+ab—B)y+ac—C=p(A4+B—1)

minden X, y-ra. Ez csak ugy lehetséges, hogy

(12) ac—C=P(A+B—1) ha a=A4,b=B8B,
vagy
(13) 2=0, —C=B(A+B—1) ha (a—A)P+(b—B)=0.

Igaz tehdt a

2. TETEL. Az (1) fiiggvényegyenlet folytonos, egy pontban folytonos
mérheté stb. megoldasai f(x)=ax+ f alakuak, ahol az o, B konstansokra
(12), ill. (13) teljesiil.

(12) és (13)-bdl azonnal kovetkezik, hogy az (1) egyenletnek nemkons-
tans folytonos stb. megolddsa csak az a= A, b=B esetben létezhet.
A kovetkez§ tétel azt mutatja, hogy az f(x) fliggvényre vonatkozd
feltevések elejtése mellett ez a feltétel dltaldban nem érvényes.

3. TETEL. Az (1) fiiggvényegyenletnek csak akkor van nemkonstans
megolddsa, ha a raciondlis szdmok R testének az a, b illetve A, B ele-
mekkel valé R(a,b) és R(A, B) bévitési testei izomorfak gy, hogy
a—~A, b—B.

? Ld. Aczél J. [1]. (11) 4ltalanos megoldasa is ismert (G. Hamel [7]).
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SEGEDTETEL. (Id. Dardczy Z. [5] 81.0. 5. segédtétel). Ha f(x)
kielégiti az (1) egyenletet, tigy a g(x) = f(x)—f(0) fiiggvényre érvényes a
(14) ¢(F(a, b)x) = F(4, B)g(x)

oo 4z (ab).(A. B) helyeken érrel-

mezett (Q(a, b)#0 Q(A, B)#0) tetszbleges raciondlis tortfiiggvény
raciondlis egyiitthatékkal.

osszefiiggés, ahol F(x,y)=

A segédtétel bizonyitdsdhoz helyettesitsiink (1)-be y = — %;
¢ :
x—O, Yy = —‘Z't.

flax) = Af(X) + Bf[— %] He

£(0) = Af(O)+Bf(—%] e
A madsodik egyenletet az elsGbdl kivonva kapjuk, hogy

g(ax) = Ag(x).
Ebbdl kovetkezik, hogy

(15) g(a@"x)=A"g(x) =12 ")

Tegyiik fel ugyanis, hogy
g(a*x) = A*g(x),

g(@*+1x) = g(a¥(ax)) = A*g (ax) = A*4g (x) = A** ' g (),
amivel (15)-6t bebizonyitottuk. Hasonldan bizonyithatd a
(16) gW"x)=B"g(x) (n=1,2,..)

akkor

N M
egyenlGség is. Legyen P(x,y) = > > ryx'y/ tetszleges polinom
i=0 j=0

raciondlis egyiitthatokkal (r;;€R), akkor
(17) 8(P(a, b)x) = P(4, B)g(x)
ugyanis (15), (16) szerint*
g(P(a, b)x) = g( Z r;a'blx) = 2 ri;g(ai bl x) =
Ly LJ

= 2'r;;A'Big(x) = P(4, B)g(x)

s
iJ

4 A (11) Cauchy egyenletet kiclégitd g(x) fuggvényekre érvényes a
g(rixy+roXa+ ...+ ruxx) = rig(x) +rog(xa)+ ... +rg(xx) (ry, ra...rc €R) egyenloseég.
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Innen mdr kovetkezik (14), mivel

P(a,b) =} >
0@b) ™)~

P(4,B)g(x) = g(P(a, b)x) = g [Q(a, b)

ZQ(A’B)g[Q(a,b)

P(a, b) ]_ P(4, B)
g(Q(a, 5 = 24,8 5™

Megjegyzés. Ha f(x) nemkonstans, akkor elegend8 a segéd-
tételben csak Q(a, b) #0 (ill. Q(4, B) #0)-t megkdvetelni, mert (17)

szerint
g(Q(a, b)x)=0(4, B)g(x)

és igy Q(A4, B)=0-bdl g(x) nemkonstans volta miatt Q(a, b)=0 ko-
vetkezik. Ezért, ha Q(a, b) #0, akkor Q(A4, B) #0.

A 3. tétel bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy az (1) fliggvényegyenletnek
van egy nemkonstans megolddsa. A ¢ leképezést a kovetkezSképpen
értelmezziik :

(18) o (F(a, b)) = F(4, B).

El6bbi megjegyzésiink szerint minden (a, b) helyen értelmezett F(x, y)
egyuttal az (A4, B) helyen is értelmezve van, és forditva. Mdsrészt
R(a, b)={F(a, b)}, R(4, B)={F(4, B)}, igy (18) R(a, b)-t R(A4, B)-re
képezi le. Megmutatjuk, hogy ¢ R(a, b)-nek R(4, B)-re valé izomorf
leképezése. Ha

P(a, b) x]

illetve

¢(F,(a, b))=F,(4, B)
(P(Fz(as b))= Fy(4, B)
Fy(x, y) o Fy(x, y) = F(x, ),
(a,,0” operdci6 az Gsszeadast ill. a szorzast jeloli) akkor
@(F,(a, b)o Fy(a, b))=o¢(F(a, b))=F(4, B)=
=F, (4, B)o F,(A4, B)=¢(F,(a, b)) o ¢(F,(a, b))

tehdt a (18) leképezés muivelettarts. ¢ egy-egyértelmiiségének bizonyitd-
sdahoz elég megmutatni azt, hogy F,(4, B)= F,(4, B)-b6l F,(a, b)=
= F,(a, b) kovetkezik és forditva. Ez valéban igy van, mert ha F, (4, B)=
= F,(A, B), ugy (14) szerint

¢(Fi(a, b)x)= F, (4, B)g(x)= Fy(4, B)g(x) =g(Fy(a, b)x)
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vagy g(x) additivitdsa miatt
g((Fi(a, b) — Fy(a, b)x) = 0.

Mivel g(x) konstanst6l kiilonboz8, igy F(a, b) — Fy(a, b)=0, azaz
F,(a, b)= Fy(a, b). Forditva, ha F(a, b)= F,(a, b) akkor ismét (14)-t
haszndlva

Fi(4, B)g(x) =g(Fy(a, b)x) =g(Fy(a, b)x) = F,(4, B)g(x),
(Fi(4, B) = Fy(4, B)g(x) =0,

amibdl  F(4, B) Fy(A, B) kovetkezik. ¢ (18) értelmezése mlatt
o(a)=A, ¢(b)=B, ezzel a 3. tétel bizonyitdsa teljes.

A kovetkezo tetel azt mutatja, hogy (1) nemkonstans megolddsa
létezésének a 3. tételben megadott sziikséges feltételei elegendGek is.
Legyen H={h;} (icI) a valos szimoknak egy R(a, b) feletti bdzisa, és

illetve

t
(19) X = 2 Ri hi (RiER(a, b), hieH)
i=1
az x valds szdm elddllitdsa.

4. TEreLS.  Ha megadhaté R(a, b)-nek R(A, B)-re valé olyan
@ izomorf leképezése, hogy ¢(a)=A, ¢ (b)=B, akkor az (1) egyenlet
dltaldnos megolddsa

(20) 1) = 3 p(R) (1(h)—1(0) +£O)

t
ahol x= 2 Rh;, R,€R(a,b), h,cH és f(0), f(h;) olyan, egyébként
i=1 :
tetszoleges valés szamok, hogy az
21 J©)=(A+B)f(0)+C

egyenléség fenndll. Ha ilyen ¢ izomorfizmus nem létezik, akkor (1) dlta-
ldnos megolddsa
&

f(x):—m' ha A‘I‘B?él

f(x)=p (tetszGleges konstans) ha 4+B=1, C=0
mig az A+B=1, C=0 esetben (1)-nek egydltaldn nincs megolddsa.

5 A 3. és 4. tételekbol kovetkezik Dardezy Z.-nak az elészoban is emlitett kovet-
kez0 tétele:

Az f(ax+by) = Af(x)+ Bf(y) fliggvényegyenletnek akkor és csakis akkor Iétezik
konstanst6l kiillonb6z6 megolddsa, ha megadhaté R(a, b) és R(A, B) kozott olyan
¢ izomorfizmus, melyre ¢(a)=A, ¢(b)=B teljesiil.
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Bizonyitds. Tegylik fel elGszor, hogy R(a, b) és R(4, B) izomorfak
ugy, hogy ¢@(a)=4, ¢(b)=B. R kozos primteste R(a, b) és R(A4, B)-
nek, ezért tetszdleges reR-re ¢(r)=r. Az izomorfizmus miivelet-
tartasa miatt

22) ¢(F(a, b))=F(4, B),

ahol F(x, y) az (a, b) (vagy az (4, B)) helyen értelmezett tetszéleges
raciondlis tortfiiggvény raciondlis egyiitthatokkal. (22) felhaszndldsdval
a 3. tétel segédtcteleben szerepld (14) osszefligges a

g(Sx)=¢p(S)g(x)

ala;ba irhato dt, ahol § tetszdleges eleme R (a, h)-nek. Figyelembe
véve g(x) additivitdsdt és x (19) alakjat

5 =8( 3 R = S etk = 3 ooty

ami g(x)=/(x)—f(0) miatt éppen (20). Helyettesitsitk a (20) fliggvényt
(1)-be. Ha
y=2Tih, ¢c= 2; Qi h; (7:,0.€R(a, b), h;cH)
i=1 i=
ugy

t

ax+by+c = Z (aRL—i—bT,—f—Q,)hl

i=1
és itt aR;+bT;+ Q;cR(a, b), tehdt
flax+by+¢)— Af(x)—Bf(») - C =

= 3 p(@R+ T+ Q) (f(h) ~/(0)+/0)
—4 3 0 (R) (/) ~F(©0) ~ Af(0)

=8 ._21 @ (T) (f(h) —1(0))— Bf(0) - C.
Kihaszndlva a ¢ izomorfizmus tulajdonsdgait kapjuk, hogy

Slax+by+c)—Af(x)—Bf(y)—C =

= 3 0(@) (/) ~fO) +1O) — A+ B0 ~C,
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azaz (20) miatt

flax+by+c)— Af(x)— Bf(y) — C = f(c)— (A + B)f(0)—C.

Innen ldtjuk, hogy a (20) fliggvény akkor és csakis akkor tesz eleget
az (1) egyenletnek, ha (21) fenndll. A (21) Osszefiiggés mindig kielégit-
het8 az f(h,), f(0) értékek megfelel6 megvdlasztdsdval.

Ha nem létezik olyan izomorfizmus R(a, b) és R(A4, B) kozott
mely az a, bcR(a, b) elemeket az A, BER(A4, B) elemekbe viszi dt,
akkor a 3. tétel szerint (1)-nek csak konstans megolddsa lehet. (1)-be
f(x)=p-t helyettesitve
(23) B1—(4+B)) = C,

G
1—(4+B)

végiil az A+B=1, C#0 esetben (23) nem elégithetd ki, tehdt ekkor
(1)-nek nincs megolddsa. Q.e.d.

A 3. és 4. tételekben szereplS ¢ izomorfizmus Iétezésének eldonté-
sére a kovetkezd tétel egy — a konkrét egyenletek vizsgdlatdndl jol
haszndlhaté6 — kritériumot ad.

5. TETEL. Az R(a, b) és R(A, B) bovitési testek akkor és csakis
akkor izomorfak ugy, hogy a— A, b—~ B, ha a és A mindketten transz-
cendensek, vagy konjugdlt algebrai szamok® R felett, tovdbbd b és B
vagy mindketten transzcendensek R(a) ill. R(A) felett, vagy algebrai
szamok R(a) ill. R(A) felett tigy, hogy a B-hez rendelt irreducibilis
fopolinom R(A)-ban ,,ugyanolyan alaki, mint a b-hez rendelt irredu-
cibilis fépolinom R (a)-ban, azaz az egyiitthaték az R(a) és R(A) kozott
Sfenndllo izomorfia® értelmében mennek dt egymdsba®.

innen ff = ha A+B#1, B tetsz6leges, ha A+B=1, C=0,

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy R(a, b) és R(A, B) izomorfak a ¢
leképezés dltal ugy, hogy ¢(a)=A4, ¢(b)=B. A 4. tétel bizonyitdsdndl
ldttuk, hogy ekkor
(22) ¢(F(a, b)) = F(4, B)

teljesiil. Ha « algebrai R felett ¢és kanonikus polinomja P,(x), ugy

P(4)= QO(P,,(CI)) =¢0)=0

® Az a és A szamokat konjugalt algebrai szimoknak nevezziik R felett, ha a
hozzéjuk egyértelmiien hozzdrendelheté R feletti irreducibilis fopolinomok meg-
egyeznek.

7 Az a, A-ra teljesiild feltételek miatt R (a) izomorf R(A4)-val.

8 E tételben a, 4 és b, B szerepe feleserélhetd.
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miatt A is algebrai, és az A-hoz tartoz6 P ,(x) irreducibilis fépolinomra
P4(x)|P,(x) teljestil. Mivel P, (x) irreducibilis f6polinom, innen

(24) P,(x)=P4(x)

addédik. Hasonléan bizonyithat6 (24) akkor is, ha 4 algebrai R felett.
EbbdSl mdr kovetkezik, hogy ha a, 4 egyike transzcendens, igy a masik
is az. A feltétel sziikségességének b, B-re vonatkozé része is az el8bbi
gondolatmenet alapjdn bizonyithatd.
Az 5. tétel feltételeinek elegenddsége a testbdvitések elméletébdl
ismert (Id. [11] 412—418 o.).
A 3. és 5. tételek alkalmazdsdval kapjuk példdul, hogy az

f[nxﬂ/lf—nng] = ef(x)—l/l—fegf(y)

egyenletnek van, mig az

frx+ey+Va) = fx0)+(V3 = 1)f() + 11

egyenletnek nincs konstanstdl kiilonb6z8 megolddsa.

A*—A
0

1.3. Az flax+by+c) = Qf()f(M+A(f(x+/(»)+
fiiggvényegyenletet

Szorozzuk meg a cimben szerepld (10) egyenlet mindkét oldaldt
QO-val és adjunk mindkét oldalhoz A-t. h(x) d¢f Qf(x)+ A-val

25) h(ax+by+c) = h(x)h(y)
adddik.

(25) Gsszes konstans megolddsa h(r) =0, i(7) =1, melyeket egyelSre
kizdrunk. Allitjuk, hogy ekkor h(f)=0.

h(t) sehol sem lehet nulla, ugyanis 7A(x,)=0-bSél (25) szerint
h(axy+by+c) = h(xo)h(y) =0, azaz h(t)=0 kovetkezik. a+b nem
lehet nulla, mert akkor (25)-bdl az x=t¢, y=0; x=0, y = — ¢ helyettesi-
tésekkel kapott

h(at +c)=h(t)h(0)
h(at +c)=hO)h(—1)

egyenletek Gsszehasonlitdsdbol (7(0)#0) h(r) pdrossdga, abbdl pedig
ismét (25) szerint

h(ax—ay+c) = h(x)h(y) = h(xX)h(—y) = h(ax+ay +c)
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kovetkezik, igy A(t) konstans volna, amit kizdrtunk®.

i ; - Saqt=e):
x=y="1"C vl kapjuk (29661, hogy h( = (1], ahonnan
h(t) =0 kovetkezik, amint dllitottuk (els észrevételiink szerint /()

sehol sem lehet nulla).

6. TETeL. A (10) fiiggvényegyenletnek csak akkor van nemkons-
tans megolddasa, ha a=1,b=1.

Bizonyitas. Ha (10)-nek van nemtrividlis megolddsa, ugy (25)-nek
is van, és mint el8bb ldttuk /(z)=0. Vegylk a (25) egyenlet mindkét
oldaldnak logaritmusdt, és az

(26) n(ax+by+c)=n(x)+n(y)  (n(t)=Inh(t))

egyenletre alkalmazzuk a 3. és 5. tételt!
A kovetkez§ tétel azt mutatja, hogy az a=>b=1 feltétel elegends
is (10) nemkonstans megolddsa létezéséhez.

7. TéteL. Ha (a—1)>+(b—1)>=0 akkor a (10) egyenlet dltaldnos
megolddsa

@7 1) = —-’Q‘-

28) £) = %,

mig az a=b=1 ((a—1)*+(b—1)*=0) esethen a (27) fiiggvény és
29) 1o = 4,

ahol 1(x) tetszéleges megolddsa az

(30) Ix+y) = 1(x)+1(y)
Cauchy egyenletnek.

Bizonyitds. Ha (a —1)*+ (b — 1)* =0, akkor a 6. tétel szerint (10)-nek

csak konstans megolddsa lehet, és ezek a (27), (28) fuiggvények (4(x) =0,
h(x) = l-nek megfelelGen).

® Hasonlé eredményre jutunk Daréczy Z. egy tételének alkalmazisdval is
(1d. [5] 7. tétel 66—67. o.).
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Ha (a—1)*+(b—1)>=0 akkor amint ldttuk a nemkonstans meg-
olddsokndl h(x)=Qf(x)+A=0, és az n(x)=Inh(x)=In(Qf(x)+ A)
fliggvény az
(31) n(x+y+ec) = nx)+n(y)

egyenletnek tesz eleget. Legyen /(x)=n(x—c), akkor (31) szerint

Ix+y) =n(x+y—c) =n((x—c)+(r—c)+c) =
=h(x—c)+h(y—c) = Ix)+1(»)

en(x) — 4 ellx+o) _ 4

0 o
A konstans megolddsok ekkor is (27) és (28), de utdbbit a (29) képlet is
tartalmazza az /(x)=0 esetben. Q.e.d.

Felhaszndlva azt, hogy a (30) Cauchy-egyenlet dltaldnos folytonos,
egy pontban folytonos, mérhetd stb. megolddsa /(x)=yx kapjuk, hogy
(10) dltaldnos folytonos, egy pontban folytonos stb. megolddsa: a
(27) és (28) fliggvények ha (@ —1)2+ (b —1)>>0, mig aza=b =1 esetben
(27)ésaz

e’ (x-0) s A

(32) ) =5

fliggvény.

JSx) =

1.4. A (2) fiiggvényegyenlet megolddsa

Térjiink vissza az eredeti problémédhoz, az

) flax+by+c) = Qf(x)f(y) + Af(x) + Bf(y) + C

egyenlethez. Eddigi eredményeink alapjdn kimondhatjuk a kovetkezd
tételeket, melyek (2) teljes megolddsdt tartalmazzdk.

8. TETEL. A (2) fiiggvényegyenlet dltaldnos folytonos, egy pontban
folytonos, mérhetd stb. megolddsa

f(x) =ax+p har 20 =0 =@ =HA4 =b'=1F,

erxte) _ 4 A2— A
X) = — ha S e s SR e 3
VAEY) 0 Q 0

f(x) =46
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ha az elbzé két feltétel egyike sem teljesiil. y tetszoleges, mig o, ff az

oc—C =hA+B—1),
o a

(33) 0 =00+(4+B)+C
Sfeltételt kielégité valds konstans.

9. TETEL. A (2) fiiggvényegyenletnek csak akkor van nemkonstans
megolddsa, ha
(34) O=0 és R(a,b) izomorf R(A, B)-vel ugy, hogy a—A,b—B
vagy

(35) 00, a=b=1 A=B, C=

teljesiil.

10. TETEL. A (2) egyenlet ditaldnos megoldasa a (20) fiigguvény
a (34) esetben, a (29) fiiggvény a (35) esetben, végiil ha sem (34), sem (35)
nem teljesiil, tigy f(x)=0, ahol & (33)-nak eleget tevé valds konstans.

2. §. Az (1) egyenlet altalanositasai

2. 1. Az (1) egyenlet tébb vdltozd, dltalanosabb definicids tartomdny
és megengedett fiiggvényosztaly esetén

Egy kézenfekvd dltaldnositdsa (1)-nek az
(36) flaixy+apxe+... +ax,+¢) = A f(x)+... +4,f(x) + C (n=2)

egyenlet, ahol most x,, x,, ... x, egy K, test feletti V, vektortér elemein
futnak végig, c€V,, a,, as, ... a,€K; nulldtdl kiilonbozs testelemek,
mig f(x), CegyK, test feletti V, vektortérbsl valdk és 4, 4,, ... A,€K,.
K,,V, elemeit lehetSleg kis betiikkel, K,,V, elemeit nagy betiikkel
fogjuk jelslni. fgy K,, K, egysegelemel e, E, nullelemei 0,0, V,,V,
zérusvektorai o, O lesznek.

X, =Xo=...=X,=0-val kapjuk (36)-bol, hogy
f@O=UAU;+4:+...+4,)f(0)+C,
azaz a ¢=0, A+ A+ ...+ A,=E esctben C=0 kell, hogy legyen.
A 11. tétel (36) konstanstol kiilonbdz6 megolddsainak 1étezésére

ad sziikséges feltételt, amely mint ldtni fogjuk elegendd is.

13 Matematikai Lapok 1—-2
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11. TETEL. A (36) egyenletnek csak akkor van nemkonstans meg-
olddsa, ha a K, és K, testek P, és P, primtesteinek a P,(a,, as, ... a,)
és a Py(A,, Ay, ... A,) bovitési testei izomorfak ugy, hogy a;,—~A,;
(=192 5 51):

A bizonyitas hasonld a 3. tétel bizonyitdsdhoz, ezért csak az eltérd
részeket bizonyitjuk, és a bizonyitds gondolatmenetének kozlésére
szoritkozunk.

(36)-bol
e e :
AI:a—lul, xzzz;(uz—c), Xt et
e 7 e :
.\'1:';1“111, Agza—z(—C), Xg = o= Xy — 0,
e
X —=0, Ko =l Us —IC)y > Xy ==X =105
ay
e
Xaa—="0 Xy = —(—¢), s it b 7
a;

helyettesitésekkel nyert egyenletekbdl kideriil, hogy a g(u)%ff(u) —f(0)
fliggvény a

(37) gluy +uy) = guy)+guy)
egyenletet kielégiti. Ebbdl teljes indukcidval

gluy+us+...+u) = gluy) +g) + ... +gu),
vagy

1 2 k
U=t =Uy=..=U, et+e+..+e=kecP
2 3 k

1
E+4+E+E+...+E = kEcP,-vel
glke-u)y=kE - g(u).
Elgszor megmutatjuk, hogy P, és P, izomorfak. Ehhez clegendd
megmutatni azt, hogy P; és P, azonos karakterisztikdjuak®. Ha P,
10 Legyen K egy test, e az egységeleme. Ha van olyan k természetes szdm,
1 2 k
hogy ke = ebal . ite= 0, ugy a legkisebb olyan tulajdonsigi k& szamot K karak-
terisztikdjanak nevezziik (ez feltétlentil primszam). Ha nincs olyan k természetes

szam, hogy ke=0, akkor a K testet nullkarakterisztikdjunak nevezziik. (Id. [13]
17. o.; [11] 407. o. 215. tétel).
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karakterisztikdja p, =1 akkor pje=o0 és igy g(0) =g(o-u)=g(p,e-u)=
=p,Eg(u) amib6l g(x) nemkonstans volta miatt p; E=0 és p,|p, ko-
vetkezik, ahol p, P, karakterisztikdja. Mivel p; primszdm (és p,E=0
miatt P, nem nullkarakterisztikdju) igy p, =p,. Forditva, ha P, p,>1
" karakterisztikdju, akkor

0=0-g(u)=p,E-g(u)=g(pse-u)

¢s ebbdl p,e =0 kovetkezik, mivel g(x) nemkonstans. Tehdt ebben az
esetben is p, =p,. ElGbbiekbdl mdr kdvetkezik p, = p, nullkarakterisztika
esetén is, ezzel P, és P, izomorfak. (37)-bél

(3%) ¢(ru) = Rg(u)

kovetkezik, ahol reP;, REP, a P; és P, izomorfidjdndl egymdsnak
megfeleld elemek, tovdbbd (36) miatt!!

(39) g(du) = Afg(u) =125 w2y

Legyen F(x;, X, ... x,) tetsz8leges raciondlis tortfiiggvény P,-beli

egyiitthatokkal, F(x;, x,. ... X,) ,.ugyanaz” a raciondlis tortfiiggvény

a megfelel§ Py-beli egyiitthatokkal (azaz F és F egyiitthatéi a P, és P,

kozott fenndlld izomorfizmus értelmében mennek dt egymadsba).
(38) és (39) segitségével bizonyithatd, hogy

(40) g(F(ay, ay, ... a)u)=F (A, Ay, ... A,)g),

ha F az (a,,as, ...a,), F az (A, A, ... A,) helyen értelmezve van
(nemkonstans ~ megolddsok  létezése  esetén F(a,, ay, ... a,) ¢&s
F(A,, 4, ... A,) egyidejiileg vannak értelmezve).

A
O(Fla; ity o)) =E(A,; 45 504

leképezésr6l megmutathato, hogy P, (a,, a,, ... a,)-nek P,(4,, 4,, ...4,)-
re valé izomorf leképezése. ¢ definicidja miatt ¢ (a;) =4, (i=1,2, ... n).

Q.e.d.
Legyen B={b;} (i€T) V,-nek egy P, (a,, a,, ... a,) feletti bdzisa és

t
X = 2 Tibi (TIEPI(al,az, ces an), b,EB)
i=1

az x €V, vektor ecl@allitdsa a bazisvektorok segitségével. A 4. tétel
megfelelGje a

11 V6. (15), (16)!

13*
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12. TETEL. Ha megadhaté a P (a,, as, ... a,) és Py(A,, Ay, ... A,)
bévitési testek kozott olyan ¢ izomorfizmus, hogy ¢(a;)=A4;,([i=1, 2, ...n),
akkor (36) dltalanos megolddsa !

1) = 3 (@) (fB)~1(0) +£),

ahol x= Z Th;, T;€P(ay, ... a,), b;EB és f(o), f(b)) olyan egyébként
tetszoleges Vq beli vektorok, hogy az
flO=(A,+4,+...+4,)f(0)+C

egyenléség fenndll. Ha ilyen ¢ izomorfizmus nem létezik, akkor (36)
dltalanos megolddsa
E

Tilx)= E—(A1+A2—|—...+A,,)C ha A+A4,+..+A,#E,

f(x) =tetsz8leges konstans vektor, ha A, +...+4,=E, C=0, mig az
E=A,+A4,+...+A4,, C+#0 esetben (36)-nak egydltaldan nincs meg-
oldasa.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy P (a;, as, ... a,) és Py(A, Ay, ... 4,)
izomorfak ugy, hogy ¢(a;)=A4; (i=1,2,...n). Az izomorfizmus a
null- és egységelemeket egymasba viszi dt, igy

9(0)=0
~ple)=E.

A miivelettartds miatt ebb8l ¢(ke) =kE kovetkezik, ami azt mutatja,
hogy P, és P, azonos karakterisztikdjuak, tehdt izomorfak. Ismét
a miivelettartds miatt

@(F(ay, a5, ... a))=F(4;, 45, ... 4,)
ahol F és F ugyanazt jelentik mint elbb. (40) ezért a kovetkezéképpen
irhaté 4t'
g(Su)=(S)gu),
ahol S tetszdleges eleme P, (a,, a,, ... a,)-nek. A tovdbbiakban a bizo-

nyitds teljesen analdg a 4. tétel bizonyitdsdval.

12 (40) bizonyitdsdnal csak (36)-ot és P, és P, izomorfidjat hasznaltuk fel,
igy ez itt is alkalmazhato.
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2.2. Az (1) egyenlet dltaldnosabb érvényességi halmazon
Ebben a szakaszban ismét az
(1) flax+by+c) = Af(x)+Bf(»)+C (a0, b#0)

egyenletet tekintjiik valds a, b, ¢, 4, B, C, x, y, f(x) esetén, azonban az
eddigiekkel szemben (1) nem teljesiil a sik valamennyi (x, y) pontjdra,
hanem a siknak csak egy nyilt, 6sszefiiggd D tartomanyabdl vald (x, y)
pdarokra. Természetesen ekkor f(x)-t sem tudjuk mindeniitt meghatd-
rozni, hanem csak D-nek az x és y tengelyekre valé D,, D, merdleges
vetiiletein és azokon a z €D, helyeken, melyeket a z=ax+ by + ¢ fligg-
vény D-beli (x, y)-okra felvesz.
Hasonlo vizsgdlatokat eddig csak az

Sx+p)=/(x)+1(»)

Cauchy egyenletnél és az

f[ x+y ] _ S +/W)
2 2

Jensen egyenletnél végeztek (Id. [1] 49—52. 0.), specidlis alaka D tarto-
mainyok esetén.

13. TETEL. A nyilt, dsszefiiggé D ={(x,p)} halmazon érvényes (1)
fiiggvényegyenlet dltaldnos, D, és D -on folytonos® megolddisa

oy t4 pl 1€ Dx
ot + Py teD
(41) f@) = :
(Xlz(t‘—C)‘l“Aﬂl‘{‘Bﬁg"{‘C tED:,
A B 5 ; 3
ahol i =0 25 ettdl eltekintve o, o5, By, B, tetszéleges konstansok,
ha a D, D,, D, halmazoknak nincs kozis pontja**.

Bizonyitds. ElGszor megmutatjuk, hogy D., D,, D, nyilt inter-
vallumok. Mivel D nyilt Gsszefiiggd halmaz, ez igaz D,, Dj-ra. D Ossze-
flige@sége és a z=ax + by + ¢ flggvény folytonossdga miatt D, is Ossze-

13 Ebbol (1) segitségével kovetkezik, hogy () D:-n is folytonos.

14 Ha a D., Dy, D. halmazok nem paronként idegenek, akkor az o, o, By, fa
konstansokra még bizonyos feltételek teljesiilnek, melyek f(7)-nek a D., D,, D.
halmazokon érvényes alakjai Osszehasonlitasival kaphaték meg, figyelembevéve,
hogy Dy, Dy, D: nyilt intervallumok.
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fliggé  (tehdt intervallum). Legyen zo=ax,+by,+ceD,. A
z—ax—l-by+c fuggvény a+0, b0 miatt z,-ndl kisebb és nagyobb
értékeket is felvesz az (xo, ¥o) pont tetszSleges kornyezetében. Igy
zo-nak valamely kornyezete is D,-hez tartozik, tehdt D, nyilt.

Legyen x; <=x<X,, y; <y <y, egy D -ben fekvés téglalap. Integ-
raljuk az (1) egyenletet x szerint egy (x,, x,)-ben fekv8 [x}, x3] zdrt
intervallumon. f(¢) hatdrozatlan integraljdt F(z)-vel jelolve

;11- (F(ax; 4 by+c)— F(ax] +by+c)) = A(F(x;)— F(x}))+
(42) : +(Bf (1) +C) (xs — x1)

adodik. Differencidljuk ezt az azonossdgot y szerint'®, tigy
b ’ ’ ’ ’ '’
=5 (f(axz +by+c)—flax; +by+ C)) = B(x; —x1)f" ().

Az (1) egyenlet segitségével dtalakitva a bal oldalt

bf(\z f(\l)

X3 — X1

)= ha  ye(yy, o)
Mivel a jobb oldal y-tél nem fiigg, kovetkezik, hogy f(») az (¥, »s)
intervallumban linedris, 'azaz f(t)=oayt+ By, 1€ (y,,yz) -Te.

Most megmutatjuk, hogy f(¢) =ayt +f, az egész D, =(«, ) inter-
vallumon. Legyen

(43) p* =yCS(upm{y () = at+ Py te(n, )}

dkkorf(t) a2t+/3 ha 1€ (y,., f*). Ha p*€(y,, p) volna, akkor létezne
két szdm x* és =0 ngy, hogy (x*, f¥) €D, s6t U,(x*, /f*)de'{(x ):
|x —x*| <e, |y—p*|<e}cD. A fenti gondolatmcnetet az =Uux*,p
négyzetre alkalmazva kapndnk, hogy f(¢) =ost + f; ha t € (B* —e, B* +e).
Mivel (B*—e, B*+)) (v, B¥)=(max {B*—e,y,}, B*), gy oa=2,
f, =P, volna, ami azt jelentené, hogy

SW)=oxt+B, ha te(y,, p*+e).

Ez azonban (43) miatt lehetetlen, igy f* = . Ugyanigy lehet bizonyitani,
hogy o* %l inf {y: f(t)=ot+B,V1€(y, B)} egyenld oa-val, ezért
S(t)=ayt+ Py ha t€(x, f)=D,. Az f(t)=ayt+ f, t€D, képlet helyes-
sége hasonléan bizonyithato.

15 Egy ilyen téglalap létezik, mivel D nyilt.
16 Feltételeink mellett F(r) differencidlhatd, igy (42) bal oldala, tehat f(y) is
differencialhato.
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Az (1) egyenletbsl x€D,, y €D,-ra

flax+by+c)=Aux+ AB + Bayy + B, + C,
vagy
z—by—c z—ax—c

z = ax+by+ceD, [111. Xi= = S e — |-vel

@) @)= @0+ [Baz = A%] y+ A+ BB, +C,
illetve

B a
(45) ()= 0‘23 z—c)+[Aot1——

b Bczz] x+ AB,+ B, +C.

Mivel (44), (45) baloldalai csak z-t8l fiiggenek

a

b Boy; = O,

Bocz—gAm1 = Aoy, —
amibdl
o & o 2
2 IR
és
A
f@) = ala—(t—c)+A[31+Bﬁ2+C (teD,)

kovetkezik!’. Ezzel a 13. tétel bizonyitdsa teljes.

2.3. Az f(x+e(x, p)y)=f(x)+/(y) egyenlet

A cimben szerepld (3) fliggvényegyenlet alkalmazdsa miatt érdekes.
e(x, y) olyan ismeretlen kétvdltozos fiiggvényt jelol, melynek négyzete
azonosan egy. x=y =0 helyettesitéssel kapjuk (3)-bol, hogy f(0)=0.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: '

A= {xcete %) =1} B ={xialx =0=1k
(46) P WOWE - BT E R e R & B_;={x:e(x, —x) =—1},
A ={x:f(x) =0}, B={x: f(x)=0}.

A B
17 Egyuttal azt is latjuk, hogy alﬁ=a2; miatt a (44) és (45) képletek egybe-
a
esnek.
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Ervényesek az

(47) ANAL=0 BiNB. ;=0 ~A(NB=0
A UR =0 BB =1 AUBSY

reldciok, ahol I az egész x tengelyt jelenti.
x=y=t-vel (3)-bol

(48a) 2/(t)=f21) ha reA,,
(48b) 2f(t)=f(0)=0 ha t€A_,,
mig az x =—y=t helyettesitéssel
(492) SO +f(~)=f0)=0 ha t¢B,,
(49b) J@O)+(=)=f(Q21) ha t€B_,
adodik.

LeMMA. Ha tcA, dgy n=0, 1, 2-re érvényes az
(50) f(nt)=nf(t)
egyenloség.

A bizonyitas teljes indukcidval torténik. n=0, 1-re (50) helyes.
Feltéve, hogy dllitdsunk n—1 és n-re érvényes kapjuk, hogy

(n+B)f(1) = nf(t) +f(t) = fnt) +f(t) = f(nt+e(nt, t)t).
Ha e(nt, t) = —1 volna, ugy
(n+Df(t) = f((n—Dt) = (n—1)/(1),
azaz f(t)=0 volna, ami lehetetlen 7€ A miatt. Ezért e(nt, t)=1, és
(n+1Df(0) = f((n+1t). Qed.
14. TETEL. Ha f(t) a (3) egyenlet megolddsa, igy minden egész n-re
(51) f(nt)=nf(t) ha t€ANB,,
(52)  fin)=|nlf) ha rcANB._,.

Bizonyitds. Nemncgativ egész n-ekre tételiink a lemma kovetkez-
ménye. Legyen ¢ € A B, és vizsgdljuk meg, hogy —tazANB,, ANB_,,
B halmazok melyikébe esik!®,

8 Az AnB;, AnB-,, B halmazok paronként idegenek és egyesitésiik
(ANBYU (ANB-)UB= (AN (B,UB-))UB=(ANT)UB=AUB=1I
igy —¢ ¢ halmazok valamelyikében fekszik.
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—t nem lehet A B_,-ben, mert akkor (49b), (50) szerint
(=) +fO=F2(-1)=2/(-1),

=f(=)=1().

(49a) szerint azonban f(¢)+/f(—1¢)=0, amibdl f(r)=0 kovetkezik,
ellentétben 7€AMB, — A-val.

— ¢ nem lehet B-ben, mert akkor ismét (49a) segitségével f(7) =
= —f(—1t) = 0, ami lehetetlen. Marad tehdt az egyetlen lehetdség:
—t€ AN B,. Negativ egész n-ekre (50), (49a) szerint

ft) = f((=m)(=1) = (=m)f(=1) = (=n)(=f()) = nf(t)

amivel (51) bizonyitott.

Legyen most /€ AMB_;. —7 nem lehet A B;-ben (mert akkor
—(—1t) = t€ANB, volna) és B-ben sem (mert akkor (49b)-bdl (50)
felhaszndldsdval f(¢)+f(—1t) = f(2t) = 2f(¢), azaz f(t) = f(—1) =0
volna, ami 7€ A(1B_; — A miatt lehetetlen), igy —t€ AN B_,. Negativ
egész n-ekre tehdt (50), (49b) segitségével

fat) = f(=m)(—=1)) = (=n)f(=1) = (=n)f(t) = |nlf(t)
ami éppen (52).

azaz

Kovetkezmény. Ha t€B, ugy f[%] = O ba Lo ST, %
ugyanis (51), (52) miatt nem lehet A B, ill. A B_,-ben, igy ;t €B.

15. TeteL. A (3) fiiggvényegyenlet dltaldnos folytonos és egyetlen
zérushellyel rendelkezé megolddsa

(53) J=cx
S5 %
(54) J(x)=c|x|.

Bizonyitds. Esetiinkben B={0}. Az el6z§ tétel segitségével meg-
mutatjuk, hogy

(55) f[ﬂt]=%f(t) ha t€ANB,,

n
és

m
(56) f{;t- t) e

% {f(t) ha t€ANB_,,
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tetsz8leges m, n=0 egészekre. Legyen pl. t€AMNB,, akkor % vagy

AN B,-ben vagy A(B_,-ben van. Ha %EAQB_, volna, ugy (52)

miatt
y { t
S :f[n;] - |n!f[;],
azaz
t
(57) f[n] O

(51), (52), (57) segitségével ez esetben

—f(t) = /(1) =f[—n§] - |—n1f[§] = 21 1) = 1,

In|
amibdl f(t)=0 kovetkezne. Ez azonban Iehetetlen, igy r-vel egyiitt
: % is ANB,-ben van. (51)-et alkalmazva

mf (1) = f(me) = f[nm %J it nmf[”i] % nf[% z]
vagy : -

m m
igy (55) bizonyitott. (56) bizonyitdsa hasonld. Aszerint, hogy 1az A B,
vagy A B_,-ben van kapjuk (55), (56)-bdl, hogy

f[’ni] = A1),
illetve

fnnen f(1)=c-vel f(x) folytonossdga miatt (53) illetve (54) kovetkezik.

Behelyettesitéssel meggydzédhetiink arrdl, hogy az (53) és (54)
fiiggvények (alkalmas e(x, y)-nal) valéban klelegmk a (3) fiiggvény-
egyenletet.

16. TETEL. Ha a (3) fiiggvényegyenlet megolddsa p szerint perio-
dikus fiiggvény, akkor f(rp) =0, tetszéleges r = %(n =0) racionalis szam

esetrén.
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Bizonyitds. Ha f(rp) #0 akkor rp €A, igy a periodicitds és (50)
miatt

m m m m
£(p) —f{np+n7p) —f[(n+ 1)7;;] . (n+1)f[7p] -
= (n+1)f(rp)
ahonnan ismét f(rp)=0. Q.e.d.
A 16. tétel segitségével azonnal kapjuk, hogy (3) dltaldnos folytonos
periodikus megolddsa f(7)=0.

Aldbb arra szeretnénk példdit mutatni, hogy (3)-nak Iétezik nem-
konstans 27 szerint periodikus megolddsa. Legyen c(x) a

c(x+y)=c(x)+c(y)
egyenletnek egy 2m szerint periodikus - nemkonstans megolddsa'®.
Konny(i beldtni, hogy az*
f(x) = le(x)|
1 ha sge(x) =sge(p)

e(x, y) = X

—1 ha sge(x) # sge(y)
fliggvények kielégitik (3)-at. Megjegyezziik még, hogy itt f(x) pdros,
tovabba &(x, y) mindkét valtozdjaban 2r szerint periodikus és pdratlan

(kivéve azokat a pontokat®, ahol a pdratlansdgot a periodicitds ki-
zarja).

(58)

2.4. A biszimmetria és az asszociativitds kapcsolatdrol
Az

(59) f(@x +by +¢) = FLf(x), S =/(x) o ()
fiiggvényegyenletbdl (Id. [1], 68—72. o.) kovetkezik, hogy

F{F[f(x), f(D)), FLf ), f()]} =flalax + by +¢) + bau+bv +c) +c]=
=fla(ax +bu+c) +blay +bv+c) + c] = F{F[/(x), f@w)], F[f(»),f ()]},

azaz az xoy miivelet biszimmetrikus*®* az M = {f(x)} halmazon.

1 Jlyen c¢(x) fuggvény létezik.
2 E dolgozatban a sgx fiiggvényt a kovetkezoképpen definidljuk:

1 ha x=0
Sg =
-1 ha x<O.

2 Az x=mn, y=n,n pontokban ¢(x, y) paratlansiga és 2z szerinti periodici-
tasa Osszeegyeztethetetlen.
22 Az M halmazon értelmezett xoy miiveletet biszimmetrikusnak nevezziik, ha
(xoy)o (uov)=(xou)o (yov) minden x, y, u, v, € M-re.
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Helyettesitsiink (59)-ben x=u, y=v; x=u, y=[-t & tegyik fel, '
hogy a kapott egyenletek
flax+bv+c)=f(2)of(v)

Slau+bp+c)=f(u)of(p)
egyértelmiien megoldhatok f(v) ill. f(u)-ra. Jeloljik a megolddsokat

J@)=f()""of(anx+bv+c)

_ Sw)=flau+bp+c)of(f)~*
-gyel. (59) miatt

(60)  flau+bo+c)=[flau+bf+c)of(B)~"o[f()~ o f(an+bv+c)),
azaz au+bf+c=x, ax+bv+c=y, ax+bf+c=d, f(f)=q, f(®)=p,
xAy=(xog YHo(p~loy)nal

JG+y—d)=f(x) 1))
érvényes. Ebbdl adodik, hogy

[f®)afWMIaf@)=f[(x+y—d)+z—d]=
=flx+(+z-d)—d]=f) 2[f(») 2 /),
JER A =fx+y—d)=fy +x—d)=f(») Af(x),

S Af(@)=1(x), f(d)sf(D)=1(),

azaz M egységelemes kommutativ félcsoport az x Ay miiveletre nézve.
- Alabb megmutatjuk, hogy a biszimmetria ¢és az asszociativitds

kozotti Osszefliggés dltaldban is érvényes. A kovetkezGkben a kvdzi-

csoportok elméletében elterjedt clnevezéscket haszndljuk.

A H nem-iires halmazt grupoidnak nevezziik, ha értelmezve van
rajta egy (binér) miivelet. Ha a H-n értelmezett miivelet jele ,,-”’, akkor
a H grupoidot (H,-)-tal jeloljiik.

A (H,.) grupoid egységelemes, ha létezik olyan e¢ (H,-), hogy
bdarmely he(H,-)-ra e-h=h-e=h.

A (H,-) grupoidot biszimmetrikusnak nevezzik, ha a ,,-” miivelet
biszimmetrikus.

Az a€(H,-) elemet bal- ill. jobbreguldrisnak nevezziik, ha az

tovabbd

ax=y
illetve
x-a=y

23 Erre nézve 1d. [4], [9].
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egyenlet tetszleges y € H esetén egyértelmiien megoldhaté x-re*.
Ha egy elem egyidejiileg bal- és jobbreguldris, akkor reguldrisnak
nevezziik.

Legyen (H,+) és (H,o) ugyanazon a H halmazon értelmezett két
grupoid. Azt mondjuk, hogy (H,o) (H,-)-nak fdizotépja, ha létezik
H-nak két olyan 7, ¢ permutdcidja, hogy minden x, y € H-ra

XTOYO=X*Y.
Ha p, g€ (H,-) bal- ill. jobbreguldris elemek, akkor az
(x-q)o(py)=x-y
dltal definidlt (H, o) grupoid (H,-)-nak egységelemes féizotopja, ugyanis
(x-q)o(p-g)=x-q
(p-@o(py)=p-y
miatt p.-q€(H,0) egységelem (H,o0)-ben.

17. TéteL. Ha a (H,-) biszimmetrikus grupoidban p bal-, q jobb-
reguldris, r reguldris elem, tovdbbd a q=r-q, (vagy p=p,-r) dltal
definidlt q, (vagy p,) elem jobbreguldris (balregularis), akkor (H,-)-nak az
(61) (x-q)o(p-y)=x-y
dltal definialt (H,0) féizotdpja egységelemes Abel félcsoport.

EE)

Bizonyitds. p,-et a p=p,-r egyenlettel definidljuk. A ,,-” mfivelet

biszimmetridja miatt®
XY U0 = Xu+yv

illetve
(62) (xgopy)q o p(ugo pv)=(xq o pu)gop(yqo pv).
Vegyiik figyelembe, hogy

(Xqopy)g=xy-q=xy-r4;=xr-yq, =(xr-q) o (p-yq>),

p(ugopv)=p-uv=pr-uv=pu-ro=_p,u-q)o(p-ro).

(62) jobboldaldt is hasonldéan dtalakitva kapjuk, hogy ’

[Cer-g) o (P-yg)lo[(pyu-g) o (p-rv)] =
=[(xr-q) o (p-ug)lol(p1y-q)o (p-ro)l.
2 Ez pontosan azt jelenti, hogy az a-val valé balrél (ill. jobbrol) szorzas H-nak

egy permutdcidja.
2 A .” ki nem irdsa zarojelet potol. fgy pl. xy-uv=(x+y): (u-v).
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Mivel :
P Xqy=Pp\I'"X(y =D X Iy =D X"(,

igy az el6z6 egyenlet X=xr-q, Y=p-yq,=p,y-q, U=p,u-q=p-uq,,
V=p-rov-vel az
XoY)o(UoV)=XoU)o(YoV)

-be megy dt, vagyis ,,0”" is biszimmetrikus. Feltételeink mellett X, Y, U,
V minden H-beli értéket felvesznek, ha x, y, u, v végigfutnak H elemein.
Lattuk, hogy e =pg egységelem (H, o )-ben.

U=e-vel a ,,0” miivelet biszimmetridja miatt az

(XoY)oV=Xo(YoV)
asszociativitdst, mig X =V =e-vel az
Kot =UtIco):
kommutativitdst kapjuk, igy (H,o) valéban Abel félcsoport.

3.8. Alkalmazisok az ,,arkuszkoszinusz-egyenletre®’

Az arc cos x fiiggvény

@ g+ =gly—V1-x2V1-»*) (x,y€[-1,1)

fiiggvényegyenlete az elliptikus geometria tdvolsdgképletének meg-
alapozdsdndl jdtszik szerepet (Id. [1] 76—80. 0.). A (4) egyenletre vonat-
kozo eddigi vizsgdlatok (pl. J. Aczél—O. Varga [3], M. Ghermanescu [6])
azonban figyelmen kiviil hagytdk azt, hogy az

arc cos X +arc cos y = arccos (xy— V1 —x% J'1—»?)

azonossdgban az arc cos x fiiggvény és a négyzetgydk is tobbértékii.
S. Golabnak az az észrevétele, hogy az egész

—l=x=1
s —1=y=1

négyzeten érvényes (4) egyenlet egyetlen (egyértékii) megolddsa g(x) =0,
vezetett a (4) egyenlet alaposabb vizsgdlatdhoz. Q-nak egy nyilt dssze-
fiigg6 U részhalmazdn érvényes (4) egyenletet S. Golab oldotta meg
g(x) differencidlhatésdga mellett.

3. 1.-ben S. Golgb eredményét g(x) folytonossdga mellett kap-
juk meg. ¢
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Ha (4)-ben a négyzetgyok tobbértékiiségét megengedjiik, tgy a

(63) g +2(») = glxy—p@x, HV1=x2 Y1-3?)

egyenlethez jutunk, ahol wu(x,y)?=1. A (63) egyenletr8l szerzG be-
bizonyitotta, hogy dltaldnos folytonos megolddsa g(x)=0, tovdbbd,

1" & Sy

a nulla értéket veszi fel. Egy tovdbbi dolgozatban S. Golab megmutatta,*
hogy (63) minden megolddsa pdros fiiggvény, mely a 7,(x)=T,(x)
(T(x) az elséfaji n-edfokt Csebisev-féle polinomot jeléli, m #n) egyen-
letek gyokein zérus értéket vesz fel. Mindeddig eldontetlen volt az,
hogy a (63) egyenletnek van-e trividlistol kiillonb6zé megolddsa.

3.2.-ben az eddigi eredményeken tGlmenden bebizonyitjuk azt,
hogy (63) megolddsa olyan pdros fliggvény, melyre g(cos2mr)=0
(r raciondlis), tovdbbd példdt adunk nemtrividlis megoldds Iétezésére.

Megjegyezziik még azt, hogy a tobbértékii fiiggvényekre vonatkozo
(4) egyenlettel H. Kiesewetter [10] foglalkozott. "

hogy (63) tetszGleges megolddsa a cos 7 helyeken

3.1. A lokdlis megoldasok

18. TETeL. A Q-nak egy nyilt osszefiiggd U részhalmazdin érvé-
nyes (4) fiiggvényegyenlet dltaldnos, U-nak az x és y tengelyekre valo

U,, U, merdéleges vetiiletein folytonos megolddsa
oy Arccost+ fy tel,
(64) g(t) = oy Arccost+ f3, tey,

oy Arccost+ f;+ . tEUE
ha minden (x;y)€U-ra x+y=0,

y, Arc cos t+ 0, teU,
(65) g(t) = y1 Arccos t+ 0y tely;
71(2n—Arccost)+ 9, +6, t€Up

ha minden (x,y)€ U-ra x+y<0,

% teU,
(66) g@) =319 tey,
9+9, teUy

* S. Golab e dolgozatait kiilon nem publikalta, hanem szerzével koz6s dolgo-
zatot irt, mely Uber die Funktionalgleichung der Funktion Arccosinus 1., II. cim-
mel jelent meg (Publ. Math. Derecen 12 (1965), 159-165, ill. 13 (1966).)
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ha létezik egy (xo, yo) €U ugy, hogy x,+y,=0. Up az F(x, y)=xy—
—V1—x2 V1—)2 fiiggvény értékkészlete U-n, Arc cos x az arc cos x
Siiggvény foértéke. Az oy, By, Pas V1> 015 055 31, Fo konstansok tetszéle-
gesek, ha U, U,, Up pdronként idegenek, egyébként e konstansok kozott

az aldabbi osszefiiggések érvényesek :

(67)

B o= %=9, ha UNU,#0, U,NU;=U,NU=0,
Bs=0,7_ 3=8:=0,-%=0"ha UAMTUz#0, U, TV =U, (=0,
Pr=0, 9;=0;=0, 33=0.ha U,NUp20, U, NU=U,NUz=0,
1=P2=0, 71=0,=0,=0, ;=9,=0 ha U,NU,z0&U,NU=0
vagy U,NUp#O0.

Bizonyitds. Az

(68) ; x=cosu O
y=cosv O=v=nm

=U=n

transzformdci6 az U < Q tartomdnyt illetve az U, U, nyilt intervallumo-
kat®® kolesondsen egyértelmiien képezi le a

. O=u=n
9 O=v=n

négyzet egy nyilt Osszefiiggé D résztartomanydra ill. D-nek az u, v
tengelyekre valé merdleges D,, D, vetiileteire.

1. dbra

26 Mivel U nyilt Osszefliggd tartomany, U, U, nyilt intervallumok.
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A (4) egyenlet (68) dltal

g(cos u)+g(cos v) g(cos ucos v— V1 —cos?u /1 —cosv)

-be megy dt. Mivel Q*-on

V1—cos®u = Vsin®u = |sinu| = sinu

Y1—cos?v = Vsin?v = |sin v| = sinv
érvényes, kapjuk, hogy
(69) g(cos u) + g(cos v) =g[cos (u+v)].

[0, 7]-beli # értékekre legyen f(¢)%fg(cost). Ha u+v€[0, n] akkor
(69)-bsl

(70) S @) +1 ) =f(u+v),

mig az u+vé€[n, 2n] esetben

(7 fw)+/ () =glcos (u+v)] =g {cos [2n — (u+v)]} =f[2n — (u+0)]

kovetkezik.

(70) és (71) egységesen a kovetkezGképpen irhatok:
(72) S) +f(0) =f1G (u, v)],
ahol

Gu,v)=n—|t—Ww+v)|.

Jelolje D a G(u, v) fliggvény értékkészletét D-n. Mivel D Ssszefiiggd
és G (u,v) folytonos, Dg egy intervallum. F(x, y) = xy— V1 —x2)1 —)*=
=cos G(u,v), G(u,v) €(0, 7] miatt az Up és Dg kozotti kolesdndsen
egyértelmii leképezést is a cos G € (0, n] fliggvény 1étesiti.

1. Ha minden (x,y)E€U-ra x+y=0, akkor (68) miatt a D-beli
(u, v) pdrokra u+v<m, és igy
S@) +f(v) =f(u+v)
¢érvényes. Feltételeink mellett f(«) folytonos D,, D,n, igy a 13. tétel
szerint
oty teD,
J(t) =y t+py teD,
at+p+B; t€Dg

ami (64)-gyel ekvivalens.

14 Matematikai Lapok 1-2
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II. Ha az 6sszes (x,y)€U pdrokra x+y <0, akkor (u,v)€D-re
(68) miatt u+v=>m, és igy
f@)+f() =f2n —(u+v)],
ahonnan ismét a 13. tételt alkalmazva kapjuk (65)-6t.

III. Ha (x,, yo) €U-ra x,+y,=0, akkor a megfelel6 (uy,v,) €D
pontra u,+v, =7 teljesiil. Legyen

D, ={u,v):(u,v)€D, u+v<mr},
D, ={(u,v): (u,v)€D, u+v=>m},
Dy, ={(u, v): (u,v) €D, u+v=n},

ezdltal D=D, UD, UD;, és D,-en (70), D,-n (71) érvényes. A 13. tétel
alapjdn

(73)
mt+9% teDy, wt+ A teD,,
J®) = 1mt+9; teDy,, f(t) = mt+i, teD,, ,
mt+91+3 1€Dsg #mQr—1)+M4+4; 16Dy

ahol D,,,D;,, D;c (i=1,2) a D; tartomdnyoknak az u, v tengelyekre
valé merdleges vetiiletei, illetve a G (u, v) fiiggvény értékkészlete D;-n.
Mivel D nyilt, a Py(uy,0,) ponttal egyiitt Py-nak valamely ¢ sugard
kornyezete is D-ben fekszik. Megmutathatd, hogy ekkor

é 1)
DlunD2uD[u0_'7, uo+‘2—],

0 o
Dlva2vD(DO_E’ Uo'f'?} ’

DN Dy D (n -9, 7),
igy (73)-bol
Nt +9 =1+

M+ =21+ 12
Mt+91+9=%,Qn—0)+21; +4

kovetkezik. Ez csak ugy lehetséges, ha

%1=MNy, Ay =91, A3=08, 1, =0,
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ezért (73) a kovetkez§ alakba irhaté .

'91 48 (Dlu U D2u)
J@) =19 t€(D,, UDy,)
9+9 1€(DgUDyg).

Vegylik figyelembe, hogy
Du = Dlu U D2u

Du ZDlv UDZU
D;=D;cUDy,cU {”}

¢s hogy f(7) (a = pontban) folytonos, akkor

¥ teD,
J) =19 teDb,
H+9 t€Dg,

ami éppen (66) teljesiilését jelenti.

A (67) feltételek a megolddsok U,, Uy, Up halmazokon érvényes
alakjainak osszehasonlitdsdval kaphaték meg figyelembevéve, hogy
U,, U, nyilt intervallumok, Uy pedig az I—II esetben nyilt, a III esetben
balrdl nyilt, jobbrdl zdrt intervallum.

3.2. Az alternativ egyenlet

19. TETEL. Ha a g(x) fiiggvény a (63) egyenlet megolddsa, akkor az

(74) S(u) =g(cos u)

(75) e(u, v) =sg (sin u)-sg (sin v) pu(cos u, cos v)
fiiggvények kielégitik a

(3) S +f)=fu+e@,vp) (e(w,v)=1)

fiiggvényegyenletet.

Bizonyitds. (63)-bol x =cos u, y=-cosuv-vel

(76) g(cos u)+g(cos v) =

= g(cos ucos v— p(cos u) cos v)J/ 1 —cos?u 1 —cos?v

14*
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adodik. Mivel
Y1—costu = |sinu| = sg(sinu)-sinu
Y1—=cos?v = |sin v| = sg(sin v)-sin v,
(76)-bél f(t)=g(cost)-re a
g(cos u) +g(cosv) = g(cos u cos v—&(u, v) sinu sinv) =
= g[cos (u+e(u, v)v)]
egyenletet kapjuk, ami éppen dllitdsunk.

Kovetkezmények. 1. A (63) egyenlet barmely megolddsdra nézve
g(cos 2nr) =0, ugyanis az f(u) = g(cos u) fiiggvény 2x szerint periodikus,
igy a 16. tétel szerint f(2nr)=0.

2. A (63) egyenlet g(x) megolddsai paros fliggvények, mert

g(cosu) = g(cosm)+g(cosu) = f(m)+/(w) = f(n+e(m, wyu) =

g(cos (n+u)
= g[cos (n+e(m, wyu)] = {ggcos (n—Z); 2

g(—cosu) ha e(mu) =1
={g(—cosu) ha e(m, u) =—1,

igy cos u=x-szel mindkét esetben

g(x)=g(—x).

A (74) és (75) képletekbdl ldthatd, hogy f(u) 2r szerint periodikus
pdros, &(u, v) mindkét vdltozdjdban (27 szerint) periodikus és pdratlan
(kivéve az u=nm, v=n,w ny,ny ==+1, £2, ... pontokat, ahol a
periodicitds a pdratlansdgot kizdrja) fiiggvények. Nevezziikk a fenti
tulajdonsdgti fliggvénypdrt ,,megfelels” fiiggvényeknek.

20. TETEL. Ha az f(u), e(u,v) (e(u,v)*=1) ,megfelels” figg-
vények az

3) ) +/@)=1(u+eu, v)v)
egyenletet kielégitik, akkor a
77) g(x)=f(arc cos x)

(78) u(x, y)=sg [sin (arc cos x)] sg [sin (arc cos x)]e(arc cos x, arc cos y)

fuggvények kielégitik a (63) egyenletet.
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Bizonyitds. ElGszér is megjegyezziik, hogy f(u), &(u, v) ,,megfelels-
sége” miatt (77), (78) ugyanazt a g(x), u(x,y)-t adjak fiiggetleniil
attél, hogy az arc cos x fiiggvény melyik értékét helyettesitjiik (77),
(78)-ba.

Az ismert

cos (u+v) = cos u cosv F sg (sin u) sg (sin v))'1 —cos?u J1—cos®v

azonossdgbol*
2= COS el Hi-— a1 COS, X

y=COosv v =arc cos, y
-vel

u+v = arc cos, x +arccos,y =

= arc cos,,(xy F sg [sin (arc cos, x)] sg [sin (arc cos, »)] V1 —x* V1—»?)

kovetkezik. Ezt felhaszndlva®®

g(x)+g(») = f(arccos,x) +f(arccos,y) =
= f'arc cos, x + ¢(arc cos, x, arc cos,y) arc cos,y] =

= f(arc cos, 4, {xy — &(arc cos, x, arc cos,y) sg [sin (arc cos,x)] -
-sg[sin (arc cos, )] V1—x* V1-)?}) =
= f[arc cos (xy — e WV1—x2 Y1—)%=
Ly = g(xy—nGx, N VI—x* YI=p2).

A 20. tétel miatt az (58) ,,megfelel6” fiiggvényekbdl (77), (78)
altal kapott g(x), u(x, y) fiiggvények a (63) egyenletnek megolddsai és itt
8(x) Z0.

A 19. és 20. tételek végeredményben azt dllitjdk, hogy a (63) és
(3) fiiggvényegyenletek (,,megfelelS” f(u), e(u, v) esetén) ekvivalensek.

A (63) egyenletre vonatkozd vizsgdlatok ezzel még nincsenek
lezdrva. Hasonldan ismeretlen a (3) egyenlet dltaldnos megolddsa.
Egy tovdbbi probléma a 14. tétel folytonossdgi és a 17. tétel regularitdsi
feltételeinek enyhitése.

27 Az u=arc cos. x képletben az indexbe irt u azt jelenti, hogy az arccos x-et
egy u-tol fiiggd dgon kell venni.

3 Elsd megjegyzésiink miatt a (77) és (78) képletekben szereplé arkuszkoszi-
nuszok tetszblegesen indexelhetdek, illetve az indexek elhagyhatdk.
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JIMHEMHBIE ®VYHKILIMOHAJIHBIE VPABHEHM S ; UX HEKOTOPBIE OBOB-
MEHWA U ITPUJIOXKXEHNW A

Jlaciio JlowoHum

EINIGE VERALLGEMEINERUNGEN UND ANWENDUNGEN
VON LINEAREN FUNKTIONALGLEICHUNGEN

L. LosoNnczi

Die Arbeit besteht aus drei Teilen. Im § 1. wird die Funktionalgleichung (2)
gelost. Die allgemeine Losung von (2) ist die Funktion (20), wenn 1. Q=0 und
die Erweiterungskorper R(a, b)) und R(4, B) des Korpers der rationalen Zahlen
miteinander isomorph sind so, dass a«<- A, b« B sind, die Funktion (29), wenn 2. 0=0,

A2_
a=b=1,B=4,C=

A
ist. Falls weder 1. noch 2. gilt, dann hat die Gleichung

(2) nur konstante Ldsungen.

Der zweite Paragraph beschiiftigt sich mit verschiedenen Verallgemeinerungen
der Gleichung (1), unter anderen mit der Gleichung (1), die nur auf einem offenen
zusammenhdngenden Bereich D der Ebene (x, y) erfillt ist, ferner mit der alternativen
Gleichung (3). Am Ende von § 2. zeigen wir, dass ein bisymmetrisches Gruppoid
(unter gewissen Regularititsbedingungen) immer ein Hauptisotop hat, das eine
Abelsche Halbgruppe mit Eins ist.

Im letzten Paragraph werden die Gleichungen (4) (wieder auf einem offenen
zusammenhédngenden Bereich U) und (63) bei stetigen g gelOst.



Feladatrovat

Szerkeszti: CsAszAR Akos

A feladatrovatnak szdnt kiildemények (minden feladat megolddsa kiilén lapon)
a kovetkezé cimre kiildenddk: Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, Budapest, V.
Szabadsag tér 17. A Kkit{izésre javasolt feladatok szerzdit kérjik, hogy mellékeljék
a feladat megoldésat, valamint a feladat keletkezésének hatterét megvilagito esetleges
észrevételeiket.

Kitiizott feladatok
153. Legyen f(z)= S’ c.z* reguldris a |z| =1 korlemezen s tegyiik

fel, hogy valamely p=1 mellett Z' lee|*=1. Mutassuk meg, hogy
ekkor az egységkornek a w=f(z) lekepezesnel szarmazo képe tartalmaz

egy ﬁ sugari korlemezt. Turdn Pdl
uran ra

154. Jelolje M* az M négyzetes madtrix transzpondltjat, r(M)
pedig M rangjdt. Mutassuk meg, hogy r(MM*)=r(M).
Fried Ervin és Tusnady Gabor

155. Az Ac R" Jordan-mérhet6 halmaz felosztdsdn értjiik 4 els-
allitdsdt véges szamu pdronként kozos bels6 pont nélkiili Jordan-
mérhetd halmaz egyesitéseként. Az ilyen felosztdsok egy sorozatdt
minden hatdron tul finomoddnak mondjuk, ha a k-adik felosztdsban
felléps tagok dtmérSinek maximuma k— o esetén 0-hoz tart, és ponton-
ként finomoddnak, ha bdrmely xc€A mellett a k-adik felosztds x-et
tartalmazd tagjainak maximadlis dtmérdje tart 0-hoz. Mutassuk meg,
hogy ha f Riemann-integrdlhaté A-n, akkor pontonként finomodo
felosztds-sorozat esetén s, tart f~-nek A-n vett integrdljahoz, jollehet
a felosztds-sorozat pontonkénti finomoddsa nem feltétleniil jelenti

minden hatdron tal vald finomoddsdt. Itt sk—Z S(x)m(4;), ahol

Ay, ..., A, a k-adik felosztds tagjai, m(4;) jelenti A Jordan-mértékét,
xieA pedlg tetszGleges pontja A;-nek. X
Csadszar Akos
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Megoldott feladatok

141. feladat. Adott » mellett melyik az a legnagyobb k érték, amely-
re teljesiil a kovetkezd dllitds: Akdrhogyan irjuk is el6 egy n soros és k
oszlopos matrix minden egyes elemének elGjelét, az elemek abszolut ér-
téke mindig megvdlaszthatd gy, hogy a mdtrix rangja n-nél kisebb legyen ?

(Hajés Gyorgy és Heppes Aladdr)

- Megoldas. Feltessziik, hogy a métrix elemei kozétt 0 nem fordulhat
el6 (azaz hogy az elGirt elGjelek mindegyike + vagy —).

Megmutatjuk, hogy k<2""1. A + és — elemekbdl alkotott
n-edrendii ismétléses varidciokat (melyeknek szama 2") csoportosithat-
juk ugyanis 2"~! pdrban tigy, hogy egy parba soroljuk azt a két varidciét,
melyek Ugy szdrmaznak egymdsbol, hogy a + jelek helyébe — jelet
tesziink és megforditva. Ha egy 2"~1 oszlopos mdtrix egyes oszlopaiba
az emlitett pdrok egy-egy tagjdt tessziik, akkor a madtrix rangja az
abszolut értékek minden megvdlasztdsa mellett # lesz, hiszen sorvektorai
linedrisan fiiggetlenek, mert barmely nem csupa 0-bdl &l16 valds 44, ..., 4,
sorozathoz taldlhaté olyan oszlop, amelyben a 0-tél kiilonbdz8 A,
szdamok mindegyike ugyanolyan elGjelii, vagy ellentétes elGjel{i szimmal
van megszorozva.

Ha viszont az oszlopok szdma legfeljebb 2"~ —1, akkor legaldbb
egy varidcidpdrnak egyik tagja sem szerepel az oszlopok kozott. Legyen
&1, ..., &, © par egyik varidcidja. A madtrix barmelyik oszlopdban dllo
elGjeleket rendre megszorozva az g; szamokkal legalibb egy + és leg-
aldbb egy — keletkezik. Az oszlop t6bbi elemének abszolut értékét
tetszGlegesen megvdlasztva nyilvdn vdlaszthatjuk e két elem abszolut
értékét ugy, hogy az g;-kkel valod szorzds és dsszeadds utdn 0 dlljon €ld.
Az igy nyert mdtrix sorvektorai tehdt linedrisan fiiggenek és rangja <n.

Eszerint k lehetséges legnagyobb értéke 2"~ —1.

Hack Frigyes

Megjegyzések. 1. Ha a feladatot Ggy fogjuk fel, hogy az el&irt
elgjelek kozott 0 is szerepelhet, akkor k lehetd legnagyobb értéke n — 1.
Valéban, k<n esetén a madtrix rangja biztosan <n, viszont n oszlop
esetén a fédtloba + jeleket, mdshovd O-t irva a rang sziikségképpen n.

Csdszar Akos

2. A feladat geometriai nyelven a kovetkezéképpen fogalmazhatd:
Melyik a legnagyobb olyan k szdm, hogy az R" euklideszi tér 2" ,,oktdns”-
dabdl k szamut tetszdlegesen elSirva mindig legyen olyan origdn 4t-
haladé hipersik, amely az adott oktdnsok mindegyikének metszi a belsejét.

Hack Frigyes, Sonnevend Gyorgy



217
A 141. feladat megolddsdt bekiildstte még CsAszAR Axos, Csi-
szAR IMRE, GERGELY ERVIN, Kiss ILDIKO és SONNEVEND GYORGY.

142. feladat. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan

R

ay Zk
k

Il
(=)

hatvdnysorokat, hogy a
2 ak Zk — 0
k=0

egyenlet megolddsai minden n-re az egységkor keriiletén legyenek.
(Corradi Keresztély és Kdtai Imre)

Megolddas. A feltételnek megfelel6 hatvdnysorban a,>0, hiszen
a részletosszegeknek z=0 nem lehet gyoke. Legyen

aI:aZ:...=ap_1=0, ap¢0 (p=1)

és vezessik be az a,=a, a,/a,=q jeloléseket. Ekkor |g|=1 a gyokok
¢és egylitthatok kozotti Osszefliggés miatt.

Bebizonyitjuk a kovetkezG segédtételt:

Ha az

(D) ataqgz?+ 2 azf . (a#0,lg|=1)

k=p+1
polinom minden részletosszegének minden zérushelye az egységkor
keriiletén fekszik, akkor a polinom ilyen alaku:

a+aqzP+aq®z*® +-aq®z’P - ... +-aq"z'?,
ahol rp=n.
Ez n=p esetén igaz. Tegylik fel, hogy igazolva van mdr » helyett
(n—1)-re. Ha most a,=0, akkor az dllitds teljesiil, tegyiik tehdt fel,
hogy a,#0. Ekkor az indukcidfeltevés folytdn

n=1 r
ataqz’+ 3 azF=a 3 ¢/ 2? (rp=n—1).
k=p+1 ji=0
Ha az (1) polinomban minden egyiitthatét a konjugdltjdval helyettesi-
tiink, akkor a polinom gydkei is a konjugdltjukba mennek dt, ha pedig
az egyiitthatdkat forditott sorrendben irjuk, akkor a gyokok a reciprok
értékiikbe fognak dtmenni. Egységnyi abszolut értékli gyokokrdl 1évén
sz0, mindkét dtalakitdssal ugyanarra az eredményre jutunk, tigyhogy
a kétféle dtalakitdssal nyert polinomok egyike a masiktol dllandd
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tényezében kiillonbozik csupdn. Innen egyrészt @, =0, ha n—p+1=
=k=n—1, ugyhogy n—p+1=>rp és n=(r+1)p, mdsrészt

B

all

! e q P 0,
ami csak n=(r+ 1)p esetén lehetséges, s akkor aztdn
qr r+1
ay=—=4q ",
q

: : 1
hiszen |g|=1 miatt §=—.

Segédtételinkb6l mdrmost azonnal kovetkezik, hogy a feladat
kikotéseinek megfeleld hatvdnysorok nem mdsok, mint az

a 2q'zZ" (@0, lgl=1, p=12,..)
ji=0

alakt sorok, valamint (véges hatvdnysort is megengedve) ezeknek
részletosszegei. g

Csdszdr Akos

A 142. feladat megolddsdt bekiildotte még SzUsz PETER.

Megjegyzés. Ha a feladat kikotését ugy fogjuk fel, hogy a hatvdany-
sor n-edik részletosszegének pontosan n-edfoktnak kell lennie (mert
kiilonben a < is a gyokok kozé volna szdmithatod), akkor az elGbbi alak
p=1 mellett adodo specidlis esetére jutunk. A feladat megolddsdt
ilyen megszoritdssal kiildte be CsiSzZAR IMRE, ELBERT ARPAD, KELEMEN
JOzsEFR és Kiss ILDIKO.

143. feladat. Mutassuk meg, hogy bdrmely végtelen halmaz Gsszes
részhalmazain értelmezhetS olyan véges értékii halmazfiiggvény, amely
a véges halmazokon eltiinik, additiv, de nem g-additiv.

(Czach Ldszlo)

1. megoldds. Szoritkozhatunk arra a specidlis esetre, amikor meg-
szdmldlhatéan végtelen halmazrdl van szé. Ha ugyanis a tetszbleges
végtelen H halmaz valamely megszamldlhatéan végtelen M részhalmaz4-
nak Osszes részhalmazain értelmeztiink a feladat kikotéseinek megfeleld
m halmazfliggvényt, akkor a

h(X)=m(XNM)

képlettel H Osszes részhalmazain értelmezett halmazfiiggvény nyilvan
eleget tesz a kikotéseknek.
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Legyen tehdt M = {x,, x,, ...} megszamldlhatéan végtelen halmaz.
Az M,={x,, ..., x,} jeloléssel értelmezziik az X< M halmazokra az

my(X) = %|XOM,,| =100

halmazfiiggvényeket, ahol az abszolut érték-jel a véges halmaz elemeinek
szdmdt jelenti. Nyilvan 0=m,(X)=1.

Banach egy nevezetes tétele értelmében hozzd Iehet rendelni minden
korldtos valés {a,} szdmsorozathoz egy Lim g, ,dltaldnositott hatdr-
érték”-et ugy, hogy Lim (a,+b,)=Lima,+Limb,, Lim (ca,) =
=c¢ Lim a, minden valds c-re, Lim a@,=0, ha 4,=0 minden n-re, és
Lim a,=1im a,, ha a k6zonséges limesz 1étezik.

Ennek felhaszndldsdval legyen X C M esetén

m(X)=Lim m,(X).

Ez eleget tesz a feladat kikotéseinek. Valdban, ha X véges, akkor m(X) =
=lim m,(X) =0, k6zos elem nélkiili X és X’ halmazok esetében pedig
nyilvdn m,(X U X*) =m,(X) + m,(X”) minden n-re, igyhogy m(X U X’) =
=m(X)+m(X") is teljesiil. fgy m additiv, de nem og-additiv, hiszen
m,(M)=1 folytin m(M)=1, tgyhogy

m(M) = 2 m({x;}) = 0.
i=1
Szokefalvi-Nagy Béla

Megjegyzés. Az el6z8 megoldds elején tett észrevétel értelmében
a tovdbbiakban csak a megszamldlhatéan végtelen M halmaz esetével
foglalkozunk.

II. megoldds. Jeloljik B-vel M ama részhalmazainak rendszerét,
amelyek vagy végesek, vagy M-re vonatkozé komplementumuk véges.
Kénnyen ldthatd, hogy ezek halmazalgebrdt alkotnak. Ertelmezziik
X €W esetén az u halmazfiiggvényt igy:

0, ha X véges,
I 1, ha M—X véges.

Rogton ldthatd, hogy u additiv B-n, hiszen két B-beli végtelen halmaz
metszete nyilvdn nem lehet {ires.

Ismeretes, hogy egy Boole-algebra valamely részalgebrdjdn értel-
mezett véges értékii, nem-negativ, additiv fiiggvény értelmezését mindig
ki lehet terjeszteni az egész algebrdra a mondott tulajdonsdgok meg-
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tartdsaval (I. D. Kappos: Strukturtheorie der Wahrscheinlichkeitsfelder
und -Rédume, I. fejezet, 4. pont). Ezt felhaszndlva u értelmezése kiter-
jeszthetd6 M Osszes részhalmazaira ugy, hogy additiv maradjon, véges
értékeket vegyen fel, a véges halmazokon persze tovdbbra is eltiinjék,

s ne legyen c-additiv, hiszen u(M)=13# i’u({x,-}):O.
$=1
Gergely Ervin

III. megoldds. Tekintsiik M ama részhalmazait, amelyeknek
komplementuma véges. Ezek nyilvdn sziir6t alkotnak. Ismeretes, hogy
minden sziir§ kibdvithetS ultrasziirGvé; legyen tehdt u az elébbi sziirGt
tartalmazd ultraszird.

Ertelmezziik most X M esetén az m halmazfiiggvényt igy:

- 0, ha X¢u,
e~ 1, “ha -=Xeu.

Ha X véges, akkor M — X cu, igyhogy X¢u és m(X)=0. Az additi-
vitds beldtdsdra egyrészt megmutatjuk, hogy X ¢ u, X’ ¢ u esetén XU X" ¢ u,
mdsrészt arra hivatkozunk, hogy u szlirg lévén, Xcu, X’ ¢u esetén
XUX €u, és Xcu, X’ €u esetén XX’ nem lehet iires. Mdrmost ha
Xéu, X' ¢u, akkor u ultrasziirg volta miatt M — X cu, M — X’ cu, tehdt
M—-X)N(M—X')€En, azaz M—(XUX")€u és XUX’¢u.

Végiil az, hogy m nem g-additiv, az m(M)=1 egyenl8ségbdl rogton
kovetkezik.

Csiszar Imre

1V. megoldds. M &sszes részhalmazainak Boole-algebrdjdban a
véges halmazok idedlt alkotnak. Tekintsiik az ezen idedl szerinti kvo-
ciensalgebrdt (vagyis az ekvivalencia-osztdlyok halmazdt azon ekvi-
valencia-reldcio szerint, amelyben két halmaz akkor ekvivalens, ha
a szimmetrikus kiilonbségiik véges, a hdldelméleti miiveleteket repre-
zentdnsok segitségével értelmezve).

Stone egy nevezetes tétele szerint ez a kvdciensalgebra izomorf
egy halmazalgebrdval (l. pl. Szdsz G.: Bevezetés a hdldelméletbe, 67.
tétel). Az utébbi dlljon egy E halmazbdl s ennek bizonyos részhalmazai-
bal.

Legyen u tetszSleges véges értékii, nem azonosan elt(ing, additiv
halmazfiiggvény ezen a halmazalgebrdn. (Ilyen biztosan létezik; legyen
példdul a E-nek tetsz8leges eleme és u(X) értéke 0 vagy 1 aszerint,
hogy a¢ X vagy a € X.) Ertelmezziik M részhalmazain az m halmazfiigg-
vényt ugy, hogy ha az ¥ < M halmazt tartalmazé ekvivalencia-osztdly-
nak az izomorfizmus értelmében az X< E halmaz felel meg, akkor
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legyen m(Y)=u(X). Azonnal ldthaté, hogy ekkor m is véges értékii
¢és additiv, tovabbd a véges halmazokon eltlinik, hiszen ezek a kvdciens-
algebra 0-elemében vannak s ennek az izomorfizmusndl az iires halmaz
felel meg. Végiil m nem g-additiv, hiszen u nem tiinik el azonosan,
igy van oly Y M, hogy m(Y)#0 s akkor Y-t egyelemii halmazok
egyesitéseként irva a c-additivitds definicidjdval ellentétbe jutunk.

Sonnevend Gydrgy

- Megjegyzések. 1. A 11, III. és 1V. megoldds mutatja, hogy a kere-
sett halmazfiiggvényt annak a tovdbbi megszoritdsnak is ald lehet
vetni, hogy csupdn a 0 és 1 értékeket vegye fel. A III. megoldds az e
kikotésnek is eleget tevd halmazfiiggvények dltaldnos alakjdt adja meg,
ugyanis kozvetlentil ldthatd, hogy ha egy additiv halmazfiiggvény M
Osszes részhalmazain a csak 0 és 1 értékeket veszi fel, akkor azok a hal-
mazok, amelyeken értéke 1, ultrasziirGt alkotnak, amely a véges komple-
mentumid halmazokat mind tartalmazza, ha a halmazfiiggvény a véges
halmazokon elt{inik.

Az 1. megolddsbdl viszont az tlinik ki, hogy a feladat kikotéseinek
olyan halmazfiiggvény is eleget tehet, amely a 0-n ¢és l-en kiviil mds
értékeket is felvesz. Valdoban, az ott definidlt m fiiggvényre pl
Xe== ooy o ey . Yl eseteR e miER) =40

Végiil nem nehéz beldtni, hogy a IV. megoldds megszamldlhato
alaphalmaz esetén megadja a kikotéseknek megfelelé 6sszes m halmaz-
figgvényeket (ha ti. u befutja a halmazalgebrdn értelmezett Gsszes
véges értékli, nem azonosan elt{ing, additiv halmazfiiggvényeket).

Szerk.

2. Figyelemre mélt6, hogy valamennyi megoldds tdmaszkodik
olyan segédeszkdzre, amelynek bizonyitdsdban felhaszndljdk a
kivdlasztdsi axiomdt, vagy valamely ezzel ekvivalens segédeszkozt.
Ezek rendre: a Banach-féle dltaldnositott limesz létezése, az additiv
fliggvény kiterjeszthet8sége a részalgebrdardl az egész algebrdra, az adott
sz{ir6t tartalmazd ultrasziir8 l1étezése, ill. a Stone-féle tétel.

Szerk.

A 143. feladat megolddsdt bekiildtte még CsAszAR Akos és Kiss
ILDIKO.
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PROBLEMES PROPOSES

153. Soit f(z)= 2, cxz* holomorphe sur le disque |z|=1 et supposons que,
k=0

2p
pour un p=1,0ona >, |ex|2=1. Démontrer que I'image du disque |z|=1 par I'appli-
k=p

cation w=f(z) contient un disque de rayon

32¢*
P. Turdn

154. Désignons par M* la transposée de la matrice quadratique M et par r(M)
le rang de M. Démontrer que r(MM*)=r(M).
E. Fried et G. Tusnddy

155. Nous entendons par décomposition d'un ensemble 4c R"™ mesurable
au sens de Jordan la représentation de 4 en somme d’une famille finie de parties
mesurables aus sens de Jordan et ayant des intérieurs disjoints. Une suite de décom-
positions de ce type se raffine indéfiniment si le diamétre maximum des termes de la
k-iéme décomposition tend vers 0 pour k —~ ==, et la suite se raffine ponctuellement,
si, pour x € A quelconque, le diamétre maximum des termes contenant x de la k-iéme
décomposition tend vers 0. Démontrer que si la fonction f est intégrable sur A au
sens de Riemann et si une suite de décompositions se raffine ponctuellement, alors
s tend vers 'intégrale de f sur 4, quoique la suite de décomposition peut bien se

»
raffiner ponctuellement sans se raffiner indéfiniment. Ici sk = Z f (x)m(A4:) o Ay,...,Ap

=
sont les termes de la k-ieme décomposition, m(A4;) désigne la mesure de Jordan de
I’ensemble A; et x; est un point arbitraire de A.

A. Csdszar



Tarsulati élet

Jelentés

a Beke Man6 emlékdij tizenotodik kiosztasdrol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Vélasztmanya az 1965. éprilis 8-i tilésén
a Beke Man6 emlékdij kiosztasdara a kovetkezo Bizottsdgot kiildte ki: Berkes Jend,
Hnisz Laszl6, Imrecze Zoltanné, Lang Hugd, So6s Paula, Surdnyi Janos, Varga
Tamds, Vikar Istvin és Géador Endréné el6add. A Bizottsdg az emlékdij szabdly-
zatdnak megfelelden megdllapitotta, hogy a dijak odaitélésével a matematika okta-
tasaban ¢és népszeriisitésében kivalé eredményeket elért kartarsak munkassagat
kivdnja jutalmazni.

A Bizottsdg 1965. aprilis 27-i és méjus 20.-i lilésén tett javaslatok, valamint az
Intéz6 Bizottsagtol kapott irdnyelvek alapjan a kovetkezd dontés sziiletett:

A Bizottsag 3000 forintos dijjal tiintette ki Bakos Tibort, a K6zépiskolai Mate-
matikai Lapok felelds szerkeszt6jét; 1500—1500 forintos dijjal Danczkay Gydzot,
a nagykOrosi gimnazium tanarat, Gencwein Ferenc kozépiskolai tanart a Fovarosi -
Tanacs Fazekas Mihdly gyakorl6 iskoldjanak igazgatd helyettesét, dr. Mester Istvan
Hajda megyei kozépiskolai matematika szakfeliigyel6t €s Veress Jend kovagoodrsi
altaldnos iskolai tandrt.

Indoklas

BAKOS TIBOR mar kozépiskolai didk kordban kit{iné feladatmegoldo, az
Eotvos versenyen I. dijat nyert. Az orszdg szamos varosaban tanitott mint kozép-
iskolai tanir, majd gyakorlbiskolai vezetttanar. Egyideig iskolaigazgatdé is volt.
1950-t61 a Szegedi Egyetem adjunktusa lett, 1958 6ta a Kozépiskolai Matematikai
Lapok felel6s szerkesztdje.

Mint kozépiskolai tanar fel tudta kelteni a nem matematikai érdeklédésii tanit-
vanyainak érdekl6dését is. Tehetséges tanitvéanyait feladatmegolddsra, 6ndlléo munkara
Osztondzte. Eszrevétleniil, de dllandéan segitette, Osztonozte kollégai munkdjat,
Onképzését is.

Ahol matematikai ismeretek nyujtdsdra van sziikség, ra mindig lehet szamitani.
Tanitott szakérettségin, levelezd tanfolyamokon, konzultdcion segitette akinek
sziiksége volt rd, egyetemi elokészitd tanfolyamokat vezetett, ezekre feladatgyfijte-
ményt allitott Gssze, stb.

Mir a 30-as évektdl éraadéként miikodott foiskoldn, egyetemen, tovabbképzo
tanfolyamokon. A Szegedi Egyetemre keriilve nagy részt vallalt a szakérettségit
végzettek atsegitésében a kezdeti nehézségeiken. Kitlind eredményeket ért el a tanér-
jeloltek feladatmegold6 készségének fejlesztésében, a matematikai nyelv pontos
hasznélatra valé nevelésében.

Gazdag moédszertani tapasztalait igyekszik kartdrsainak rendelkezésére bocsa-
tani. Gyakran tart tanari tovabbképzO eldaddsokat, Tdrsulatunk rendezvényein,
TIT szabadegyetemi eldadédsokat, aktiv tagja a kiillonb6z6 versenyek szervezobizott-
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sdgainak. Egy modszertani munkdéja akadémiaj pélyadijban részesiilt. Mddszertani
cikkeivel szamos kérdésben nyujtott segitséget kartarsainak.

A Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkesztését igen nagy ambicidval és
kortltekintéssel végzi. A feladatkészitéssel mindig nagy kedvvel foglalkozott. Igy
érthetd, hogy a feladatok témakorének viltozatossdga az 6 munkdja nyomdan ki-
szélesedett és allanddan szélesedik. Mds forrasbol is az elérendd célkitiizéseknek
megfelelden alakitva vesz at feladatokat. A megolddsokon keresztiil egyrészt a pontos
matematikai kifejezésre és precizitasra igyekszik nevelni, ugyanakkor arra is tanit,
hogyan lehet természetes Gton eljutni megolddsi alapotletekhez. A lap olvasoi gyak-
ran fordulnak hozza problémadikkal és mindig segitokészséggel taldlkoznak.

1955-ben az Oktatédsiigy Kivalé Dolgozboja kitiintetésben részesiilt.

DANCZKAY GYOZO, a nagykorosi gimndzium tandra. A matematikét
igen jo modszerrel és j6 eredménnyel tanitja. Meg tudja szerettetni a matematikat
tanitvanyai jelentés részével. Ordin a tanuldék batran elmondjik a feladott témaval
kapcsolatos elgondoldsaikat, s 6 tigyesen emeli ki a jot és mutat r4 a helytelenre
de ugy, hogy a tanul6 tovabbra is kezdeményez6 maradjon.

Iskolai munkdja ¢és szakkorok vezetése mellett részt vesz levelezd oktatasban,
elokészitd tanfolyamokat, valamint korrepetald orakat vezet a fels6fokt technikum-
ban. Minden intézmény szivesen kéri fel a matematika tanitisara az elért jo ered-
mények miatt. Jelenleg szakmai munkakozosséget vezet.

Az 6 kezdeményezésére indult Nagykoroson a TIT tdmogatdsdval matematikai
eldaddssorozat, amelyen a gimndziumi tanuldk kivalé eldadék kozremiikodésével
megismerkedtek a matematikdnak kozépiskoldban nem targyalt elemi fejezeteivel.

Danczkay kartars szivesen segiti fiatalabb munkatdrsait. Tanitvanyai, kartarsai
szeretik, részt vesz az ifjusig megmozdulasaiban.

Evtizedeken 4t végzett j0 munkdja elismeréseképpen kapta meg 1961-ben az
Oktatastigy Kivalé Dolgozéja kitiintetést.

GENCWEIN FERENC a budapesti Pedagdgiai Foiskola elvégzése utdn oft
tanarsegéd lett, kozben levelezd titon kozépiskolai tanéri képesitést nyert. A Foiskola
megsziinte utdn Tatabdnyan volt gimnédziumi tandr, majd egyetemi gyakorldiskolai
vezetOtanar lett. Jelenleg a Fovarosi Tandcs Gyakorld Iskoldjanak tanara. Igazgatd-
helyettesként O irdnyitja az iskola gimndziumi osztdlyainak a munkéjat. 1960 oOta
vezeti a Kozgazdasagi Egyetem egyik didkotthonat. Eldadoként miikodik a Miiszaki
és a Kozgazdasagi Egyetemen. Mikor az utobbi Gyorbe kihelyezett tagozatdn hidny
volt eléaddban, vallalta az oda vald lejarast. Egyetemi elokészité tanfolyamon a
legnehezebb munkdt, a nem érettségizettek csoportjat vallalta igen j6 felvételi ered-
ményekkel.

Tatabanydn mint a matematikai munkakozosség vezettje szimos tovabbképzo
eldadast tartott, tovabba népszerii matematikai eléadasokat szervezett tizemi mun-
kasok részére. Gyakorlo tanarjeloltek vezetése mellett kisérletet végzett az analizis
elemeinek tanitdsara, errdl tobb eléadédsban, valamint a ,,Matematika Tanitdsa”
és a ,,Mathematik in der Schule” c. folydiratok hasdbjain is beszdmolt. M4s cikkei-
ben a tehetséges gyerekek neveléséhez és mas modszertani kérdésekhez jarult hozza
értékes szempontokkal. Jelenlegi munkakorében nagy gondot fordit az wjonnan
indult matematikai osztalyok egészséges kifejlodésére. Az utdnpotlas biztositdsara
elokészitd szakkoroket szervez. Kiemelendd, hogy sokirdnyli munkdjat szerényen,
csendben végzi, az eredményei beszélnek helyette.

DR. MESTER ISTVAN, szolgalatit mint dijtalan egyetemi gyakornok kezdte
meg 1927-ben, majd 1931-t6l a debreceni Reformétus Gimnazium tanara lett, 1952-t61
a Fazekas Mihdly Gyakorl6 Gimndziumban vezetd tandr, par évig igazgatéi teendo-
ket is ellatott, 1956-t61 pedig kozépiskolai matematikai szakfeliigyelé. Evek oOta
résztvesz az egyetemi szakmodszertani oktatdsban. Jelenleg egy kozépiskolai tana-
rok szamara készilo ,,MoOdszertani kézikonyvon dolgozik.
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Tanitvanyai koziil tobb kivdld matematikus kutatd kertilt ki. Tevékenyen
résztvett Debrecenben a Bolyai-délutanok szervezésében €s iranyitasaban. Gimnazi-
umi tanarként ,,Négyjegyli Logaritmus Konyvet” dllitott 6ssze. Mddszertani dol-
gozatai jelentek meg a Taniigyi Szemlében. Mint szakfeliigyelé, matematikatanarok
tovabbképzésének iranyitasat jO szervezd készséggel és nagy Ugyszeretettel végzi.

Tanfolyamot tart a pedagégiai fOiskolas levelezd hallgatok szamdra, tovabba
egyetemi felvételi vizsgara elokészitd tanfolyamot vezet.

Munkéssaga elismeréséiil 1956-ban az Oktatasiigy Kivald Dolgozoéja kitiintetést
kapta.

Széles 14tokorii, munkéjat nagyon szeretd, hivatdstudatbdl végzd neveld, aki
emellett j6 kolléga és melegszivii barat is.

VERESS JENO iltalanos iskolai matematika—fizika szakos tandr. Harom
éve tanit a kovagoorsi altalanos iskolaban. Szaktargyait igen nagy kedvvel, lelkese-
déssel és igen jo felkésziiltséggel oktatja. Munkajat a legmesszebbmend lelkiismeretes-
séggel végzi. Kulonosen jO eredményt ér el tanitvanyaindl a matematika megszeret-
tetésében, a tanulok Onallosaganak, feladatmegoldo gondolkodasdnak fejlesztésében.
Tanulbival szemben igényes, anélkiil, hogy képességeiken feliil megterhelné Sket.

Tanitdsi 6rdin kivil szakkoron is foglalkozik a tanul6kkal. Tanitvdnyai fel-
tlintek a Kozépiskolai Matematikai Lapok gyakorlatainak szép megoldasaival.

Kozépiskolai tanuldknak ¢s felndtteknek is vezet — a helyi kultGrotthon szer-
vezésében — matematikai szakkort. Ezek a foglalkozdsok nagyon érdekesek, vonzok,
a felndttek érdeklodéséhez, gondolkodasdhoz jol alkalmazkodnak.

Jelentés

a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Oktatdsi Szakosztalya altal
meghirdetett filmpdlydzat eredményérdl

A Téarsulat Oktatdsi Szakosztdlya 1964 d4prilisiban palydzatot hirdetett mate-
matikai oktat6film forgatokdnyvének megirdsira. A palydzati felhivds a témat nem
kototte meg csak azt kivanta, hogy az altaldnos- vagy a kozépiskolai matematika
anyagaval kapcsolatban legyen.

A beérkezett palyamunkék elbirdldsdra az Intézd Bizottsdg a kovetkezd bizott-
sdgot kildte ki:

A bizottsig tagjai: Cser Andor,
Lorincz Pal,
Varga Tamés,
el6ado: Reményi Gusztav.

A birdlé bizottsig a palyamunkdk 4ttanulminyozisa alapjan 1964. februar
13-4n tartott Glésén a kovetkezd hatarozatot fogadta el:

A bizottsdg megallapitja, hogy a pélyazat eredménye alatta marad a varakozds-
nak. 5 palyazotol 8 palyamunka érkezett:

1. A haromszog nevezetes vonalai, pontjai;

2. Az irracionalis szamok keletkezése és dbrizoldsa;
3. Feladatok a sorozatok korébol;
4. Haromszogek ;

5. Korrel kapcsolatos mértani helyek;

6. Mit kell tudni a gdmbrol az altalanos iskoldban;
7. Munkdban a kozépértékek;

8. Val6s szamok.

15 Matematikai Lapok 1-2
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A bizottsig ,,A hdromszog nevezetes vonalai, pontjai” cimii palyamunkénak
a palyazati felhivasban kozzétett harom dij kozil az 1000 Ft-os 1I. dijat itéli oda,
az I. és a III. dijat nem adja ki. Dicséretben részesiti ezenkiviil a bizottsag a ,,Valos
szamok” cim{i palyamunkat. A II. dijas palyamii szerzdje dr. Kulin Gyérgyné buda-
pesti gimnéziumi tandr, a dicséretben részesitett munkaé pedig Csernydk Ldszloné
miskolci gimnaziumi tandr.

A haromszog nevezetes vonalai, pontja c. palyamii olyan témat dolgoz fel,
amely valoban filmre kivinkozik. A haromszogre vonatk:  legnevezetesebb tétele-
ket mutatja be, a kozépiskolaban targyaltakon kivil is. \ feldolgozas filmszeriinek
mondhatd, bar ennek eszkdzeit még véltozatosabba lehe. tenni. A valdésagbol absz-
trah4lt geometriai alakzatokon kiviil igyekszik bemutatni a valésagot is, amelybdl
absztrahdlunk, de azerre felsorakoztatott példak egyhanguak, nem elég sokrétiiek,
nem mutatjak a haromszogek szerepét a gyakorlati alkalmazdsokban. Jo a tételek
torténetére vonatkozoé utalas. Bar a szerzé tudatosan keriili a bizonyitdst, ennek
teljes kikapcsoldsa nem latszik helyesnek. Megfelel atdolgozdssal és kiegészitések-
kel a palyamunkaboél jo filmet lehet késziteni.

A ,,Valos szamok” c. munka témavalasztasa nem szerencsés. Az clméleti és
gyakorlati mérés kozott nem tesz kiilonbséget, igy a gyakorlati mérésrdl helytelen
fogalmat alakit ki: azt allitja, hogy a gyakorlati mérés — ha nem is gyakran, de
eredményezhet pontos raciondlis szdmot. — Dicséretet érdemel viszont azért, mert
keresi a filmszerii kifejezési formdakat és e téren vannak jo otletei is.

A t6bbi palyamunkdban nem talélt a bizottsag elegendd szamban pozitiv vondst
ahhoz, hogy kiemelésiiket indokoltnak latta volna. Némelyik nem tobb egy tan-
konyvrészletnél; van amelyik egy — Onmagdban is vitathatd6 — szakkori foglal-
kozast kivan filmre vinni. Kevés benniik a torekvés a film adta lehetéségek kihasznd-
l4sdra, emellett tobbnyire témavalasztisuk sem mondhaté sikertltnek.

A bizottsdg megallapitja, hogy a Tarsulat helyesen jart el, amikor ezzel a film-
palyazattal is rairanyitotta a figyelmet a matematikai oktatofilmek fontossdgdra.
Miel6tt azonban ujabb filmek elkészitéséhez fognéank, célszerli volna a meglevd
magyar matematikai filmeken kivil a kilféld jol sikerilt filmjeit is beszerezni, vagy
legalabbis behatéan tanulmanyozni, hogy a tapasztalatokat felhasznalhassuk jo
filmek gyartésara.

Elsésorban olyan filmek el6allitdsa célszerii, amelyek ott segitenek, ahol a
tanitdsi 6ra és a konyv lehetdségei természetiiknél fogva korldtozottak, mint pl.
geometriai alakzat folytonos véltoztatdsa, mozgatdsa; gyakorlati alkalmazdsok
bemutatésa.

Keresni kell emellett a bizonyitdsok filmszer(i megvaldsitisanak madjait is.

Jelentés

az 1965. évi Grunwald Géza-emlékdij odaitélésérol

A Griinwald Géza-emlékdij ez évi odaitélésére a Tarsulat EInoksége dltal ki-
kiildott bizottsdg 1965. november 15-én tartott tilésén megvitatta a Térsulat Elnok-
ségének tagjai éltal tett javaslatokat. A bizottsag feladatat nehézzé tette az, hogy
egyfeldl nagyszamu alaposan indokolt javaslat érkezett — amit 6rommel kell regiszt-
ralni —, masfel6l azonban a rendelkezésre all6 Osszeg erdsen korlatozott.

A bizottsag alapos mérlegelés utdn tgy vélte, hogy a Grinwald Géza-emlék-
dijjal valé kitiintetés elsésorban erkélcsi értéket képvisel, és ezért a Griinwald Géza-
emlékdij IT. fokozataval és egyenként 1300 forint jutalomban részesiti a kovetkezoket:

Bartfai P4l, Dedk Ervin, Haldsz Gédbor, Losonczi Laszlo, Pedk Istvan, Szeme-
rédi Endre.
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Indokolas

BARTFAI PAL az elmult két évben hdrom igen értékes 1ij tudomanyos ered-
ményt ért el. [2] dolgozatdban egy R. Fortet vizsgalataival kapcsolatban Rényi Alfréd
4ltal felvetett problémat oldott meg, amely a sztochasztikus irdnyitds- és szabdlyozas-
elméletbe tartozik. Fortet mutatott ra eldszor olyan tipusi Markov-folyamatok
vizsgalatdnak sziikségességére, amelyeknél minden egyes véletlen allapotvaltozast
a rendszer irdnyitasdanak egy dontése eldz meg, amely a kovetkezd allapotvaltozds
eloszlasanak megvalasztasara vonatkozik. Lényegében véve barmely gép vagy miiszer
beszabalyozésakor ez torténik. Fortet csak dltaldnossagban vetette fel a kérdést;
ezzel szemben Bartfai egy konkrét modell esetébena kérdés telies diszkussziojat adja meg.
Modellje egy irdnyitott bolyongédsra vonatkozik; ebben egy pont minden 1épésben
egész szamu tavolsagot tesz meg, amelynek ecloszldsa adott, azonban a folyamat
iranyitoja valasztja meg a 1épés irdnyat, mégpedig ugy, hogy azt mindig a 0 pont
felé iranyitja. Bartfai bebizonyitotta, hogy ha egy lépés varhato értéke véges, a bo-
lyongd pont 1 valdszinfiséggel eljut a 0 pontba, és az ehhez sziikséges lépésszam
véarhat6 értéke is véges.

[3] dolgozataban Bartfai a topologikus csoportokra vonatkozé hatdareloszlds-
tételek elméletét gazdagitja egy Uj eredménnyel, amennyiben sziikséges €s elégséges
feltételt ad arra, hogy komplex értékii egységnyi abszolut értékii fiiggetlen valo-
szin{iségi valtozok végtelen sorozatdnak részszorzatai (ill. valés fiiggetlen valdszinii-
ségi valtozok végtelen sorozatinak mod 1 vett részletOsszegei) hatareloszlasként
egyenletes eloszlast adjanak. Eredményeit tetszOleges kompakt Abel-csoportokra
is kiterjeszti. [4] dolgozata mind az eredmény jelentéségében, mind pedig a megoldott
probléma nehézsége és a bizonyitas otletessége tekintetében az el6z6 két dolgozatot
is talszdrnyalja. A probléma a kovetkezd, eddig — elméleti és gyakorlati jelentdsége
cllenére nem vizsgalt — kérdéskorbe tartozik és ezen a téren az elsé komoly ered-
mény: ha egy sztochasztikus folyamat egyetlen realizacidjat tudjuk csak korlatlan
hosszu ideig megfigyelni, azonban a folyamat értékét (a miiszer korldtos pontossiga
miatt) csak kerekitve kapjuk meg, hogyan lehet e kerekitett megfigyelésekbdl a folya-
matot szabdlyozo torvényszerliséget meghatarozni. Bartfai ebben az irdnyban a
Rényi Alfréd altal 10 éve felvetett és a ,,sztochasztikus gejzir” probléméjdanak el-
nevezett problémat oldja meg olyan rekurrens folyamatokra, amelyeknél a kon-
zekutiv események eloszlasfliggvényének karakterisztikus fliggvénye egy a O pont
koruli korben analitikus. Bizonyitasa, amelynek soran komoly nehézségeket kellett
legybzniey a nagy eltérések elméletén alapszik.

BARTFAT PAL dolgozatai

[1] Egy kozlekedési problémardl. MTA III. Oszt. Kozl 11 (1961), 263—271 (Ddbé
Andorral).

[2] Trrfahrtsprobleme mit einer spiegelnden Wand. MTA Mat. Kut. Int. Kizl. 8 (1963),
125—133.

[3] Grenzverteilungssitze auf der Kreisperipherie und auf kompakten Abelschen
Gruppen. MTA Mat. Kut. Int. Kozl. (sajto alatt).
[4] Dic Bestimmung der zu cinem wiederkehrenden Prozess gehorenden Verteilungs-

" funktion aus den mit Fehlern behafteten Daten einer einzigen Reali-
sation. MTA Mat. Kut. Int. Kozl. (sajtd alatt).

DEAK ERVIN az utobbi években igen aktiv és eredményes kutatdé munkét

végzett, amelynek eredményeképpen 11 dolgozat kézirataval késziilt el (kozilik
2 nyomtatasban mar megjelent.)

15%
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Eredményei kozil legjelentosebbek azok, amelyek az irdanytér dltala bevezetett
fogalmaval foglalkoznak; ez az euklideszi terek féltereinek Osszességére vonatkozod
bizonyos tulajdonsdgok posztuldlasaval olyan struktGrdhoz vezet, amely barmely
topologikus térben bevezethet6 és a topologikus terek bizonyos osztédlyaira alkalmazva
igen figyelemreméltd eredményekhez vezet. Féeredménye az n-dimenzids cuklideszi
tér altereinek egy topologikus jellemzése az iranytér fogalman alapulé Gn. irdny-
dimenzi6 segitségével; ennek bizonyitdasa sok igen finom részletkérdés tisztazasat
kivanta ([2], [3]). Masrészt az irdnytér fogalma igen hasznosnak bizonyult vektor-
terekben is; ebben az irdnyban féeredménye a Krein—Milman-féle tételnek egy
altalanositasa ([6], [8], [9], [10]).

Ismételten foglalkozott tovabba és érdekes eredményeket ért el az egyenlStlen-
ségekkel jellemzett fuggvényosztalyok (konvex, kvazikonvex, intern stb. fiiggvények)
elméletében is ([1], [4], [7]), amelyekben részben felhasznalja az iranyterekkel kap-
csolatos eredményeit is.

Az [5] dolgozat egyszerii bizonyitdsat adja annak az ismert ténynek, hogy az
euklideszi tér konvex halmazai Jordan-mérhetdk, [11]-ben pedig Alexits Gydrgynek
egy sejtésére ad negativ valaszt.

DeAk ERrvIN dolgozatai

[1] Uber konvexe und interne Funktionen, sowie eine gemeinsame Verallgemeiner-
ung von beiden. Annales Univ. Sci. Budapest, Sectio Math. 5 (1962),
109—154.

[2] Ein neuer topologischer Dimensionsbegriff. Revue Roum. Math. Pures Appl.
10 (1965), 31—42.

[3] Eine vollstindige Charakterisierung der Teilriume eines euklidischen Raumes
mittels der Richtungsdimension. MTA Mat. Kut. Int. Kozl (sajtod
alatt).

[4] Uber eine Aufgabe von A. Rényi. Annales Univ. Sci. Budapest, Sectio Math.
(sajt6 alatt). ;

[5] Bemerkung zu einem Beweis der Quadrierbarkeit der z-dimensionalen kon-
vexen Mengen. Annales Univ. Sci. Budapest Sectio Math. (sajt6 alatt).

[6] Uber die inwendigen Punkte konvexer Mengen in linearen Riumen.

[71 Uber Abbildungen eines euklidischen Raumes in einem euklidischen Raum,
deren inverse Abbildungen die Konvexitidt erhalten.

[8] Eine Verallgemeinerung des Begriffs des linearen Raumes und der Konvexitiit.

[9] Topologische Richtungsriume — eine Verallgemeinerung des Begriffs des lokal-
konvexen Raumes mit der schwachen Topologie.

[10] Eine Verallgemeinerung des Krein—Milmanschen Satzes fiir topologische
Richtungsrdaume.

[11] Egy approximécidelméleti tétellel kapcsolatos elemi problémarol.

HALASZ GABOR munkdi egy kivételével komplex fiiggvénytani kérdésekre
vonatkoznak. [4] dolgozata igen nehéz kérdést old meg Turan Pal azon tételével
kapcsolatban, mely roviden kifejezve azt mondja ki, hogy a keriileti konvergencia
nem konform invarians. T. S6s Vera egy tovabbi kérdésére valaszolva Haldsz oly

oo

f(2) figgvényt konstrual, melynek 0 koriili >, anz" hatvanysora a z=1 helyen kon-
0

vergdl, de minden 0< |a| <1 eseténf[ l = 0 kortli hatvanysora divergal a z= 1-nek

megfeleld helyen. [3] dolgozata a fenti gondolatkdrnek abszolat kohvergenciéval kap-
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csolatos kérdéseire vonatkozik. Itt Haldsz Alpar Liszlo egy tételének szigoritdsa
képpen megmutatja, hogy ¥ |a.| << és rogzitett a mellett még az is Iehetséges, hogy

f(z—a] = i’c..(a)z"
0

1—az

jeloléssel
_w (n)

oo 2
B R
0

hacsak @(n) - <. Hasonl6 ellenpéldat talalt A. Shieldsnek egy sejtésére, [1] dolgozata
egy Ujabb nevezetes esetben mutatja meg multiplikativ és korldtos szimelméleti
fliggvények kozépértékének létezését, mig [5] dolgozatdban (Malyusz Karollyal)
egy a Dirichlet-sorok elméletébol ismert klasszikus Bohr-féle tételt terjeszt ki Laplace-
integralokra. [2] dolgozata Carleman egy Fourier-sorokra vonatkozé tételét altala-
nositja. Haldsz e dolgozatai madris jelentds analitikus erdt és invenciét mutatnak,
komoly tudéassal parosulva.

HaLAsz GABOR dolgozatai

[1] A note on the distribution of multiplicative number-theoretic functions. MTA
5 Mat. Kut. Int. Kozl. (sajto alatt).

[2] Some remarks on Fourier series of analytic functions. MTA Mat. Kut. Int. Kézl.
(sajto alatt).

[3] On Taylor series absolutely convergent on the periphery of the circle of conver-
gence. MTA Mat. Kut. Int. Kozl. (sajtd alatt),

[4] On the change in convergence of Taylor series under conformal mappings of
the circle of convergence. MTA Mat. Kut. Int. Kozl (sajto alatt).

[5] On the order of magnitude of Laplace transforms. MTA Mat. Kut. Int. Kozl
(sajtod alatt) (Malyusz Karollyal).

LOSONCZI LASZLO figyelemre mélto eredményeket ért el a fiiggvényegyenletek
elméletében. Kiemelkedd eredményei a sokat targyalt

flax+by+c) = pf(x)+qf(»)+r

linearis fuggvényegyenlet teljes megolddsa [2], lokélis folytonos megolddsainak meg-
hatarozasa [4] és sokoldalu algebrai 4ltalanositdsa [6], tovabba az arccos fiiggvény
fuggvényegyenletével kapesolatban az dltaldnos folytonos lokdlis megolddsok meg-
hatérozasa. Meghatarozta a

Z ]I fis(xi) =0

i 13

egyenlet altaldnos megoldasat, amivel Bandyopadhay, Aczél és masok eredményeit
altalanositja ([1], [3]) és két fontos alternativ egyenletet is vizsgalt ([5], [6]). [5]-ben
S. Golabbal egytitt bebizonyitja, hogy az alternativ arccos-egyenletnek csak trividlis
folytonos ill. korlatos megoldasa van, tovabba az ltalanos megoldds néhany jellemzd
tulajdonsagat hatdrozza meg. [6]-ban megoldja az

flax+by+c) = Qf()f () +Af(x)+ Bf(»)+c

fuggvényegyenletet, és megyvizsgalja a Q=0 esetben add6do egyenlet tobb dltaldnosita-
sat. Kapcsolatot allapit meg az alternativ arccos-egyenlet és az alternativ Cauchy-
egyenlet megolddsai kozott. Ennek segitségével kimutatja az alternativ arccos-egyen-
let nemtrivialis megoldasainak létezését,



LosoNczi LAszL6 dolgozatai

[1] Uber eine multilineare Funktionalgleichung mit mehreren unbekannten Funktio-
nen. Publ. Inst. Math. Beograd 17 (1963), 47—S52.

[2] Bestimmung aller nichtkonstanten Losungen von linearen Funktionalgleichun-
gen. Acta Sci. Math. 25 (1965).

[3] A valtozok szétvalasztdsa modszerénck tovabbi altalanositisa. Mat. Lapok 15

64).
[4] Uber die Funktionalgleichung der Funktion arccos x. I. Die lokalen Ldsungen.
2 Publ. Math. (sajto alatt) (S. Golabbal).

[5] Uber die Funktionalgleichung der Funktion arccos x. Il. Publ. Math. (sajtd
alatt) (S. Golabbal).

[6] Linearis fiiggvényegyenletek, néhdny altalanositdsuk és alkalmazasuk. Mat.
Lapok XVII. 1—2 (1966).

PEAK ISTVAN elsé dolgozataiban félcsoportokkal kapcsolatos kérdéseket
vizsgalt: félcsoportok bizonyos kompatibilis osztdlyozdsaira vonatkozo eredményeket
ért el, tovabba egyes kritériumokat fogalmazott meg, amelyek teljesiilése esetén
a tekintett félcsoport csoport. A késébbiekben V. M. Gluskov irdnyitdsaval az auto-
matak algebrai elméletével kezdett foglalkozni. Idevdgd munkdival elsésorban
arra torekedett, hogy kapcsolatokat tarjon fel az automatdk elmélete €s a félcsoport-
elmélet kozott. Osszefiiggéseket allapitott meg automatak félcsoportjai és a vizsgalt
automatak bizonyos kompoziciénak félcsoportjai kozott. Kommutativ ciklikus,
valamint ciklikus automatik "endomorfizmus-félcsoportjait és automorfizmus-cso-
portjait vizsgélta a kovetkezd dolgozatokban. Egy tovabbi munkajiban automatik
bovitésének egy figyelemremélté modszerét targyalja.

PEAK IsTVAN dolgozatai

[1] Ein Satz liber Halbgruppen. Publ. Math. 6 (1959), 111—112.

[2] Uber gewisse spezielle kompatible Klasseneinteilungen von Halbgruppen. Acta
Sci. Math. 21 (1960), 346—349.

[3] Bemerkungen tiiber die Halbgruppen mit Minimalbedingung. Annales Univ.
Sci. Budapest, Sectio Math. 3—4 (1960—61), 223—225 (Pollak Gézaval.)

[4] Az automatdk matematikai elméletérdl. MTSZ Evkonyv, Szeged, 1964. (Gécseg
Ferenccel).

[5] AsTomaTter u mosyrpymusl Acta Sci. Math. 25 (1964), 193—201.

[6] ABroaaTer u mosyrpymmbsl Acta Sci. Math. 26 (1965).

[71 ABromaThl ¢ m3oMop(HBIME monAyrpynmnamu Acta Sci. Math. 26 (1965), 43—47
(Gécseg Ferenccel). 3

[8] O HekoTOPHI pacimmpenusx OOIYIpocTeix aBTomMapos Publ. Math. (sajtéd alatt).

[9] Az automatak algebrai elmélete. Mat. Lapok XVII. (1966) (Gécseg Ferenccel).

SZEMEREDI ENDRE dolgozatai tilnyomé részben szamelméleti kérdésekre
vonatkoznak. Ezek megoldanak tobb Erdds Paltdl szarmazd problémat, amelyekkel
Erdds hossza idon at sikerteleniil probalkozott és Szemerédi szerepe a megolddsban
igen szamottevd. A bizonyitdsok igen sok nehézséggel jartak, amelyeket csak ujabb
és ujabb otletekkel lehetett legydzni. A [2] dolgozatban azon Erd6stol és Mosert6l
szarmazo sejtés keriil igen otletes igazolasra, hogy adott ay, ..., @ pozitiy szimokkal az

ae;t...taek = n

egyenletnek legfeljebb 02 Vk) megolddsa van, ahol az ¢;-k 0-val vagy 1-gyel egyen-
16k, ez konnyen lathatéan a lehetd legjobb eredmény, Erdds és Moser csak joval
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kevesebbet tudott kimutatni, Az [1] dolgozat Turdn Pal modszereinek madtrixok
sajatértékeinek kozelité meghatdrozisira valo alkalmazasahoz ad értékes adalékot.
Szemerédi valamennyi dolgozata igen erds aritmetikai és kombinatorikus érzéket
és erot mutat.

SzeMEREDI ENDRE dolgozatai

[1] Komplex szimok hatvanyosszegeirdl. Mat. Lapok 15 (1964), 337—347 (Komlos
3 Janossal és Sarkozy Andradssal).

[2] Uber ein Problem von Erdés und Moser. Acta Arithmet. (sajt6 alatt) (Sarkozy
Andrassal).

[3] A négyzetszamok sorozatirdl. Mat. Lapok XVI. (1965) (Sarkozy Andrassal)

[4] On the solvability of the equations (a:, a;)=as and (a},aj)=a’ in sequences
with positive density. Vandiver-kotet (sajtdo alatt) (Erddés Pallal és
Sarkozy Andrassal).

[5]1 On a theorem of Behrend. Austr. Journ. Math. (sajté alatt). (Erdos Péllal és
Sarkozy Andrassal).

[6] On divisibility properties of sequences of integers. MTA Mat. Kut. Int. Kozl
(sajté alatt) (Erdos Péllal és Sarkozy Andrassal).

[71 On the number of solutions of a:/a; in sequences of positive density, I. Acta
Arithmet. (sajté alatt) (Erdos Pallal és Sarkozy Andrassal).

Budapest, 1965. december 17.

A Griinwald Géza-emlékdij 1965-ben valé odaitélésére kikildott bizottsag:

CsAszAR Axos
Frey TAMAs
Ha108 GYORGY
KERTESZ ANDOR
PREKOPA ANDRAS
RENYI ALFRED
TurAN PAL
VARGA OTTO

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Budapesti Tagozatinak el6adasai 1965 évben

Janudr 15.

PELIKAN JOzsEr: Gyifiriielmélet. I.
Az Ifjasagi Matematikai Kor el6adasa.

Januar 15. .

MOLNAR JOZSEF egyetemi tandr: Vietnami élmények.
Vetitettképes tibeszamolo.

Janudgr 16.

BOGNAR MATYAS: Szinezési problémdk.
Kozépiskolai matematikai délutan.

Janudr 22.

MOLNAR JOzser szakfeliigyelo: A sikidomok hasonlosdganak tanitdsi kérdéseirdl,
Eloadas kozépiskolai tandarok szamara,
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Janudr 29.

ALKALMAZOTT MATEMATIKUS TALALKOZO
Klubest, az 1965 évi tervek ismertetése.

Februdr 5.

PELIKAN JOZSEF: Gyliriielmélet. I1I.
Az Ifjisagi Matematikai Kor eléadasa.

Februar 12, 3

Fejes TOtH LAszLO: Néhdny megoldatlan geometriai probléma.

Februdr 13.

ROCKENBAUER MAGDA: A linedris algebra elemei, linedris egyenletrendszerek.
Kozépiskolai matematikai délutan.

Februar 19.

Az 1964. évi Schweitzer verseny eredményhirdetése. A feladatok megolddsat SAr-
KO6zY ANDRAS ismertette.

Februar 26.
L. ScaMeTTERER (Wien): Diszkrét csoportokon definidlt valdsziniiségi meértékekrdl.
Februar 26.

LovAsz LAszLO és POsA LAjos: Egy adott grdfelméleti probléma kiilonbozé meg-
olddsai.

Mdrcius 5.

RoLF SULANKE (NDK): A Klein-féle terck integrdlgeometridjdhoz.

Mrcius 12.

SARLOSKA VINCZE ERNG: Ujabb eredmények a Bolyaiakra vonatkozd kutatdsban.

Mdrcius 19. :

PALFY SANDOR: Kozelild szamitdasok tanitdsa az dltaldnos iskolak V—VII. osztdlydban.
Eldadas altaldnos iskolai tandrok részére.

Mdrcius 19.
1FJUSAGI MATEMATIKAI KOR: Feladatmegolddsok.
Mdrcius 23.

V. STRASSEN (NSZK): Az iteralt logaritmustételrdl.
Az MTA Matematikai Kutatdé Intézetével kozos rendezésben.

Mdrcius 23.

P. Ivanescu (Romania): Boole algebrak alkalmazdsa operdcid kutatdsban.
Az MTA Matematikai Kutatd Intézetével kozos rendezésben.

Mrcius 26.

FrReY TAMAS: Kozelité mddszerek optimalizdldsdnak és stabilitdsdanak elvi és gyakor-
lati kérdései. I.

Madrcius 26.
REMENYI GUSZTAVNE: Szakkor dltaldnos iskoldsok részére.

Mdrcius 27.
FANTA KATALIN: Kombinatorika és Boole algebra elemei.
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Aprilis 6—7.
Az Ifjusédgi Matematikai Kor eldaddssorozata pesti és vidéki tagjai szamdra az
alabbi programmal. :

Az IMK tagjainak kiseloadasai.

HA10s GYORGY: A tetraéder sikmetszeteirdl.

Feladatmegoldésok.

HAINAL ANDRAs: Végtelen halmazokrdl.

Aprilis 9.

H. WieLANDT (NSZK): Osszetett csoportok struktirdjdrdl.

Aprilis 16.

K. A. H. GrAvVerT (Anglia): Formadlis hatvdnysorok.

Aprilis 24.

RaAsTIK ETELKA: A modern valdszinliségszamitas elemei.
Kozépiskolai matematikai délutén.

Aprilis 30.
Az Ifjisigi Matematikai Kor ulése. Versenyfeladatok megbeszélése.

Mdjus 7.

ALEXITS GYORGY: Az erds approximdciordl.

Majus 19.

H. ScHWERDTFEGER (Kanada): A projektiv illeszkedési tételek csoportelméleti inter-
pretacidja.
Az MTA Matematikai Kutatdé Intézetével kozos rendezésben.

Majus 21.

A. BiGArD (Franciaorszéag): T-algebrdk.

Mdjus 22.

KuTtt JOzser: Csindljunk elemi geometridt a gomb feliiletén!
Kozépiskolai matematikai délutan.

Majus 28.

P. R. Hawmos (USA): Invaridns alterek problémdjardl.

Junius 1.

LEE LorcH (Svédorszag): Bizonyos egy paramétertdl fiiggd Sturm-Liouville fiiggvények
gyokeirdl.

Juinius 4.

H. S. Suapriro (USA): Harmonikus fiiggvények szintvonalairdl.

Juinius 4.
J. Jakusik (Csehszlovakia): Eredmények a részben rendezett csoportok elméletébdl.

Junius 5. :

Az 1965 évi Arany Ddniel verseny eredményhirdetése €s dijkiosztdsa.
Kozépiskolai matematikai délutan.
Juinius 16.

EMiL GrosswALD (Franciaorszag): Aritmetikai fiiggvények oszcilldciés tételei.
Az MTA Matematikai Kutatdé Intézetével kozos eldadas.
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Jtilius 51 6.' 7.
VANDORGYULES Keszthelyen, az Agrartudoméanyi Foéiskoldn a Tdarsulat Oktatdsi

Szakosztalya és az Orszagos Pedagogiai Intézet kozOs rendezésében ,,A kozép-
iskolai matematika tanterv Uj témair6l.” az alabbi programmal:

Juilius 5.
MEGNYITO.
VARGA TAMAs: Az egyenldtlenségekrdl.

HosszU MikLOs: Kombinatorika és valdszintiségszamitds a kézépiskoldban.
Hajokirandulds Badacsonyba.

Julius 6.

A BEKE MANOG dij kiosztdsa, a filmpalydzat eredményhirdetése.
Cser ANDOR: Az analizis elokeszttese az alsébb osztdlyokban.
CsAszAR Akos: Az analizis elemei.
HA10s GYORGY: A vektorokrdl.
Ko6z0s vacsora a hévizi Debrecen étteremben.
A. Z. KryGowskA (Lengyelorszag): A geometria tanitdsa a lengyel iskoldlkban.

Juilius 7.

HorvVAY KATALIN: A térgeometria és alkalmazasai.
PALMAY LORANT: Kdzelitd szamitdsok és hibaszdmitds.
ZARSZ0.

Szeptember 13.
- A. VAzsonyl (USA): Szdmitdgépes tervezés és zmnyztas
Az MTESZ Informaci6feldolgozasi, Kibernetikai és Operacidkutatdsi Szakosztély-
lyal kozos rendezésben.
Szeptember 14.

W. K. HAYMAN (Anglia): On mean-values of analytic functions.
Az MTA Matematikai Kutatdé Intézetével kozos rendezésben.

Szeptember 14.

A. VAzsonyi (USA): Applied mathematics and computers in industry.
Az MTESZ Informacidfeldolgozasi, Kibernetikai és Operéacidkutatdsi Szakoszta-
lyaval kozos rendezésben.

Szeptember 15.

E. SEIDEN (USA): On the problem of construction of finite Bolyai—Lobacsevsky planes.
Az MTA Matematikai Kutatdé Intézetével kozds rendezésben.

Szeptember 18.

CsAszAR AKOsNE: Nomogrammok.
Kozépiskolai matematikai délutan.,

Szeptember 20.
A. CHARNES (USA): Theory of Chance-Constrained Programming.
Az MTA Matematikai Kutatd Intézetével kozos rendezésben.

Szeptember 24.
HOp1 ENDRE: Beszdamolo a VII. Nemzetkdozi Matematikai Didkolimpidrol.
Az Ifjusagi Matematikai Kor ulése.

Szeptember 27.
L. C. A. vaN LeeuweN (Hollandia): Gyidiriik holomorfjdrdl.
El6adas a Marx Kdroly Kozgazdasagtudomanyi Egyetemen.
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Oktdber 1.
G. PIckerT (Giessen): Algebraische Methoden in der Theorie der projektiven Ebenen.

Oktober 4.

G. Pickert (Giessen): Allgemeine Gesichtspunkte der Erneuerung des Mathematik-
unterrichts.
Az Oktatédsi Szakosztdly eléadasa kozépiskolai tanarok részére.

Oktober 11.

MARIA COROI-NEDELCU (Romania): Solutions des systemes linéaires des équations
aux dérivées partielles dans I’espace écrites a 'aide des équations aux dérivées spati-
ales au sens de N. Theodorescu.

Oktdber 15.

LovAsz LAszLO: A szamelmélet néhany alapvetd problémdja.
Az Ifjusagi Matematikai Kor el6addsa.

Oktober 16.

Bakos TiBOR: Erdekességek biivos négyzetekrdl.
Kozépiskolai matematikai délutan. I.

Oktdber 22

D. Karros (Gorogorszag): Vervollstindigung topologischer Verbandsgruppen.
Topologikus haloszeriien rendezett csoportok teljessé tétele.

Oktober 25.

D. Karros (Gorogorszag): Bemerkung zur Struktur stochastischer Rédume.
Sztochasztikus terek struktardjarol.

Oktober 30.

A Kiurschik Jozsef matematikai tanuldverseny megrendezése Budapesten és az
orszag 14 varosaban. :

November 12.

FELADATMEGOLDASOK.
Az Ifjasagi Matematikai Kor eladasa.

November 13.

BAkos TiBor: Erdekességek a blivis négyzetekrdl. II.
Kozépiskolai matematikai délutan.

November 19.

GALLAI TIBOR: Grotzsch egy szinezési tételének dltaldnositdsa.
November 26.

PREKOPA ANDRAs: Véletlen determindnsok.

November 26.

G. MARINescu (Romadnia): Pseudotopologikus vektorterek.
December 3.

BaABAI LAszLO: Egyenldtlenségek.
Az Ifjusédgi Matematikai Kor eldaddsa.

December 10.

A. G Kuros (Szovietunid): A csoportelmélet fejlédésének dttekintése az utobbi 15
évben.
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December 17.

A Kiirschak Jozsef matematikai tanuldverseny eredményhirdetése és dijkiosztédsa.
A versenyfeladatokat HAi6s GYORGY ismertette.
A KOZEPISKOLAI MATEMATIKAI LAPOK pontversenye dijainak kiosztdsa.

December 18.
SCHARNITZKY VIKTOR: A linedris programozdsrol.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Debreceni Tagozatinak eldadasai
1964 és 1965 évben
Februdr 3.

VIKAR ISTVAN: Pdlya Gyorgy didaktikai elgondoldsardl.
Klubdélutéan.

Februar 14.
EHLERS ELKE: Die Riemannsche {(s)-Funkton.
Februdr 15.
ROHRIRMTRAUD: P csoportok.
Madrcius 5.
KANTOR SANDOR: Versenyfeladatok megolddsdanak technikdja.
Matematikai délutan
Aprilis 16. 3
KANTOR SANDOR: Az. 1964. évi orszdgos matematika versenyek; I. forduldja fel=

adatainak megolddsa.
Matematikai délutan.

Aprilis 24.
RAPcSAK ANDRAs: Bolyai geometria és térelmélet I.
TIT-tel kozos eldadas.

Aprilis 25,

GERHARD Pazperski: Uber die maximalen Untergruppen einer endlichen Gruppe.
Aprilis 28.

N. I. KovaNcov: A geometria fejlédése a Szovjetunidban.

Aprilis 20.

N. 1. KovaNcov: Egyenes komplexusok geometridja.

Majus 14.

RAPCSAK ANDRAS: Bolyai geometria és térelmélet II.
TIT-tel kozosen.

Majus 20.

PETER ROzZSA: A matematikai grammatikdk fogalmainak rekurzivitdsdrdl.
Majus 26.

HA16s GYORGY: Menger tételének ij bizonyitdsa.

Mdjus 28.
T. S6s VErRA: Egy grdfelméleti problémdrdl.
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Majus 29.
TuRAN PAL: Az iker-prim problémarol.

Junius 3.
RAPCSAK ANDRAS: Bolyai geometria és térelmélet II1.

TIT-tel kozos eldadas.
Juinius 13.

VARGA OTTO: Finsler-féle terek Minkowski metrikdval rendelkezd hiperfeliileteinek
Jellemzése.

Juinius 23.

Feny8 ISTVAN: Az analitikus funkciondlokrdl,

Olktéber 10.

AL. CLiMEscU: Linedris és kvadratikus programozds.

Oktober 14.

LuciAN TUDORA: A mdsodrendii valds algebrdk egy osztdlyozdsdrdl.
Oktober 14.

O. KeLLER: A homoldgia csoportok meghatdrozdsa projekcidk segitségével.
Oktdber 19. :

MOOR ARTHUR: Autoparalel gorbék burkold feliiletérdi.

November 10.

KO6NYA ISTVAN: A matematika helye a tudomdnyok rendszerében.

November 12.

SzENAssY BARNA: Csehszlovdkiai kisérletek a matematika kozépiskolai anyagdnak
és mddszerének korszeriisitésére.
Tanéri tovabbképzd elbadas.

November 30.

CsAKANY BELA: Modulusok primitiv osztdlyai.

December 3.

Sz. D. BERMAN: Véges csoportok egész gylirli feletti elddllitdsai.
1965. Februdr 23.

MAHMUD BAIRAKTAREVIC: Uver die Vergleichbarkeit der mit Gewichtsfunktionen
gebildeten Mittelwerte.

Februdr 24.

Freup GEzA: A probafiiggvények mddszere az approximdcidelméletben.
Mdrcius 6.

RENYT ALFRED: Ekvivalens eseménysorozatokrdl.

Mdrcius 6.

RoOLF SULANKE: Schnittpunkte zufilliger Geraden.

Marcius 30.

ADAM ANDRAS: Az automatik matematikai elmélete.
MTESZ-szel kozos eléadas.
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Mdrcius 30.

DAROCZY ZOLTAN: Matematikai élet az osztrdk egyetemeken.
MTESZ-szel kozos eldadis.

Aprilis 16.

HaA10s GYORGY: A matematika fejlédése hazdnkban a felszabadulds dta.
TIT-tel kozos eldadas.

Madjus 4.

ILie PorA: Kétszeresen metrizdlt terekrdl.

Mdjus 7.

STROMMER GYULA: Szerkesztések hiperbolikus sikon.

Mdjus 15.

TurRAN PAL: Statisztikus csoportelmélet.

Mdjus 17| 18] 19.

H. Los: Horizon in Dynamic Programierung.

Madjus 25.

KALMAR LAszLO: Filozdfiai kérdések a kibernetikdval kapesolatban.
TIT-tel kozos eldadas.

Mdjus 27.

KALMAR LAszLO: Egy bonyolult algebrai struktirdrdl, amelyben a nyelv valamennyi
szintjét érintd problémdk megfogalmazhatdk.

Mdjus 28.

VARGA OTTO: Mozgd n-él mddszer a Finsler geometridban.

Mdjus 29.

P. VINCENSIN: Laplace-féle differencidlegyenletek geometridja.

Szeptember 16.
N. KAwAGuUcHI: Metrikus differencidlgeometria.

Oktober 1.
ToOTH IMRE: A nem euklideszi geometria torténete.

Oktober 7—9.

Valoszintiségszdmitasi kollokvium a Kossuth Lajos Tudomdanyegyetem rendezé-
sében.

Oktober 7.

Megnyitd a rektori tandcsteremben.

REvEsz PAL: Nagyszdamok torvényei.

Csi1szAR IMRE: Lokdlisan kompakt topologikus csoportok véletlen elemei szorzatdnak
aszimptotikus viselkedése.

PerRGEL JOzsEF: Hatdreloszlds tételek szdmelméleti fiiggvényekre.

MoGYORODI JOzSEF: Valdsziniiségi vdltozdk véletlen indexii sorozatainak hatdr-
eloszldsairdl. )

Oktober 8.

RENYT ALFRED: Matematikai statisztika és informdcidelmélet.

RICHTER WOLFGANG: Bemerkungen zum Null-Eins Gesetz.

REIMANN JOzSEF: Néhdny ujabb eredmény a bolyongdsi problémdkra vonatkozdan.
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SARKADI KAROLY: A normalitdsvizsgdlatrdl.

CsAk1 ENDRE: Az arcus sin. torvénnyel kapcsolatos néhdny kérdésrdl.

FrIDRICH ILONA: Egy tomegkiszolgaldsi algoritmusrol.

ToMmk 6 JOzSer: Egy iitkeresztezddési problémardl.

Oktdober 9.

ARATO MATYAS: A staciondrius folyamatok néhdny statisztikai problémdjdrol.

RUDOLF BARTOSZYNsSKI: On Branching Processes and the Theory of Epidemic.

MEDGYESSY PAL: Siriiségfiiggvény keverékének felbontdsdval kapcsolatos vizsgadlatok

- jelen dlldsdrol.

KoMmLOs JANoS: Valdsziniiségi vdltozdk sorozatairdl.

GvYIRES BELA: A korldtlanul oszthaté eloszldsok fogalmdnak kiterjesztése nem fiig-
getlen valdsziniiségi vdltozdkra.

BARTFAI PAL: Az dltaldnositotr gejzir probléma megolddsdrol.

ARATO MATYAS: Felismerési problémdk statisztikai vizsgalatdrol.

DAROCZY ZOLTAN: Ekvivalens eseménysorozatok entrdpidjdrdl.

Oktober 10.
Kirdndulds Tokajba.
Kivansag szerint a Reformétus Kollégium Konyvtaranak megtekintése.
Latogatas a Déri Muzeumban,

Oktober 13.

REINER FRITSCHE: Ein galoische Zuordnung in der Theorie der Modulfunktionen 2.
Grades. ;

Oktdber 13.

GUNTHER SIETMANN: A- matematikai oktatds mddszereirdl.
Pedagbgustovabbképzd eldadds.

Oktober 26.

D. A. Karros: Bemerkungen zur Struktur stochastischer Riume.

December 4.

S. Goras: Uber die Funktionalgleichung der verallgemeinerten homogenen Funktionen
und einige Anwendungen auf die Komitanten Theorie.

December 7.

MANFRED: TASCHE: Fixpont tételek.

December 7.

BerND BucHHOLZ: Fixpont tételek alkalmazdsa a differencidlgeometridban.

December 10.

G. GHEORGHIEV: ,,Reper mobile” alkalmazdsa a geometridban.

December 17.

A. G. Kuros: Ujabb eredmények az univerzdlis algebrdban.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Borsod Megyei Tagozatanak eldadasai
1964 és 1965 évben

Februdr 6.

SzexkeREs JOzser (Gépipari Technikum tanuldja): Permutdcié és kombindcid.
Raisz PETer (Foldes Gimnazium tanuléja): Varidcio.
A Didkosztaly rendezésében KELEMEN JOZSEF vezetésével.



240

Februar 14.
DrAHOs IstvAN: Konjugalt, konvex-konkdv fogfeliiletek kialakitdsdnak geometriai

lehetdsége.
A Miiszaki Matematikai Szakosztdly rendezése.

Februdr 27.

Kombinatorikai feladatok megbeszélése.

A ,,Miskolci Ifji Matematikusok Kore” rendezése.
Februdr 28.

Husztay LAszLO: Biitykos vezérlés analitikus vizsgdlata.
Miiszaki Matematikai Szakosztily elGaddsa.

Mrcius 6.

Mo6r ARTHUR: Harmadrendli pdlyageometridk objektumairdl.
A Tudomanyos Szakosztaly eloadasa.

Marcius 12.

REIMAN ISTVAN: Vektorszdmitds a kozépfoku oktatdsban,
A Kozépiskolai Oktatadsi Szakosztdly rendezése.

Marcius 19.

Szerkesztési és bizonyitdsi feladatok megolddsa az elforgatds modszerével.
A ,,Miskolci Ifji Matematikusok Kore” rendezvénye.

Aprilis 16.
Raisz PETER (Féldes Gimnéazium tanuldja): Tnverzid.

A Diakszakosztily rendezése.
Aprilis 30.

Meértani helyek meghatarozasa.

Feladatmegolddsok, a Didkszakosztily rendezvénye.
Mdjus 6—7.

Tapasztalatcsere latogatds a Heves megyei tagozattal.
Majus 14.

Beszamol6 kiilfoldi utakrol és klubdélutdn a tarsulati élet problémair6l.
A Kozépiskolai Oktatédsi Szakosztily és a klubszakosztdly rendezésében.

Mdjus 22—23.

PetriICH GEzA: Torz négyszigek szerkesztése.
Kozépiskolai Oktatasi Szakosztaly eléadasa.

Mdjus 22.

SzABG JANOS: Vildgnézeti nevelés a kizépiskolai fizika oktatdsdaban.
A Kozépiskolai Oktatasi Szakosztaly eléaddsa Sarospatakon.

SzABO ARPAD: Az euklideszi ardnyelmélet kibontakozdsa.

RaAwsz IVAN: Tdbldzarok haszndlara, linedris interpoldlhatdsdg.

Mdjus 22.

GAspAR GYULA: A miiszaki matematikai reform célkitiizései és eddigi eredményei.
(Az cldadast Raisz IvAN olvasta fel az eldadd betegsége miatt.)

KALMAN LAszLO—HNIsz LAszLO: Matematika tanitdsunk feladatai és torekvése
a felséfokii tovdabbtanulds szempontjabal.
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Az elbadassorozatot a Kozépiskolai Oktatdsi Szakosztédly rendezte, Sdrospatakon,
a gimnaziumban.
Szeptember 24.
KELEMEN JOzser: Logikai feladatok.
ERDELYI ZOLTAN: Szdmelméleti feladatok.
A Diakosztaly eloadasa, az MTESZ-ben.
Oktober 4.
Tapasztalat csere-latogatds Szerencsen, Tokajban, a tagozat helyi csoportjaindl és
Tolcsvan.
Valamennyi Szakosztdly kozos rendezésében.
Oktéber 15.
ERDELYI ZOLTAN: Szdmelméleti feladatok.
A Didkszakosztily eléadasa a Zrinyi Gimnaziumban.
Oktdber 16.
BURANY JANOS: Miivelettervezés tipizdldsa és szamologép alkalmazdsa szabadalakito
kovdcsoldsra.
Oktober 22.
KELEMEN JOZSEF: Faktoridlis binomidlis egyiitthatok, binomidlis tétel.
A Didkszakosztaly eléaddsa a Zrinyi Gimnaziumban.
Oktober 23.
SzEp JENG: Egységelemes félcsoportokrdl.
A Tudoményos Szakosztaly eldadésa.

November 5.

Vincze ENDRE: Inverz fiiggvények és tulajdonsdgaik.
A Kozépiskolai Oktatdsi Szakosztdly eloaddsa a MTESz-ben.

November 6.

BORBELY SAMU: A felsGoktatds néhdny jellegzetessége a Német Demokratikus Koz-
tarsasdgban, kiilonos tekintettel a matematika oktatdsdra.

Noevmber 8.

M. KucHARZEWSKI (Lengyelorszag): A J tipusii homogén linedris geometriai objek-
tumok klasszifikacidjardl.
A Tudoményos Szakosztdly eldaddsa.

November 13.

DAROCZY ZOLTAN: Fiiggvényegyenletek alkalmazdsa a valosziniiségszamitdasban.
A Tudomdanyos Szakosztdly rendezésében.

November 13.

Husztuy LAszLO: Az ,,e” szam és néhany miiszaki alkalmazdsa.
A Didkszakosztaly rendezése Sarospatakon a Rdékéczi Gimndaziumban.

November 18.

KALMAN LASzLO: A gimndziumok I. osztdlya szamdra késziild uj tankdnnyvvel kap-
csolatos problémdk ismertetése.
Az Altalinos iskolai Szakosztaly rendezése a Nevelok Hézaban.

16 Matematikai Lapok 1-2
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November 19.

ERDELYI ZOLTAN: A kombinatorika és a valdsziniiségszamitds elemei.
A Didkszakosztaly rendezése a Zrinyi Gimnaziumban.

November 20.
Ko6z6s klubdélutain az Olajtermeléstani Tanszék munkatarsaival.

November 26.

KELEMEN JOZSEF: Primszdmok.
A Didkszakosztily eléaddsa a Zrinyi Gimndziumban.

December 3.

HORVAY KATALIN: A gimndzium I. osztdlya szdamdra késziild uj matematikai tan-
konyv ismertetése.
A Kozépiskolai Oktatdsi Szakosztily rendezése az MTESZ-ben.

December 9.

Kiss BARNA: Linedris programozds.
A Didkszakosztdly eldaddsa a satoraljaujhelyi Kozgazdasagi Technikumban.

December 10.
ERDELYI ZOLTAN: A vektorokrdl.
A Diakszakosztaly eldaddsa a Zrinyi Gimnaziumban.
December 11. v
PeTRICH GEZA: Negyedrendii gombi gorbék kettls vetiiletei.
A Tudoményos Szakosztaly eldadasa.
December 17.
KELEMEN JOZSEF: Oszthatdsag.
A Didakszakosztaly eléaddsa a Zrinyi Gimnaziumban.
Januar 21.
ERDELYI ZOLTAN: A gombhdromszigtan elemei.
A Didkszakosztaly eldaddsa a Zrinyi Gimnaziumban.
Janudr 28.
KELEMEN JOZSEF: Szdmrendszerek.
A Didkszakosztaly eléadasa a Zrinyi Gimnaziumban,
Februdar 10.

RICHTENBACHER ODON: Csoportos foglalkozds a matematika drdkon.
Az Altalanosiskolai Oktatdsi Szakosztaly eléaddsa a Nevelok Hazdban.

Februdr 18.

ERDELYI ZOLTAN: Kiipszeletek néhdny tulajdonsdga.
A Didkszakosztily eldaddasa a Zrinyi Gimndziumban.

Februdr 19.

Vincze ENDRE: Alternativ fiiggvényegyenletek néhdny problémdjdrol.
A Tudomdnyos Szakosztaly rendezése.

Februdr 25.

KELEMEN JOzseF: Elsdfokii diofantoszi egyenletek.
A Diakszakosztaly rendezése a Zrinyi Gimnaziumban.
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Februar 26.
HARAszTI REZzsG: Osszehasonlité szégsebességmérés takardsi gorbékkel.
A Tudomanyos Szakosztily eléadésa.
Madrcius 4.
Cser ANDOR: Az analizis kozépiskolai tanitdsdrol.
A Kozépiskolai Oktatasi Szakosztaly rendezése az MTESZ-ben.
Marcius 10.
RADITS ERZSEBET: Kozelitészamitdasok tanitdsa a kozépiskoldaban.
A Kozépiskolai Oktatasi Szakosztaly eldaddsa Ozdon, a Gimnaziumban.
Marcius 18.
ERDELYT ZOLTAN: Elemi szélsGérték szamitds.
A Diakszakosztdly rendezése a Zrinyi Gimndziumban.
Marcius 19.
HustHy LAszLO: Fogaskerekek szerkesztése minimdlis siurloddsi munka alapjdn .
A Miiszaki Matematikai Szakosztaly rendezése.
Madrcius 23.
BATAR ZOLTAN: Sorozatok és sorok.
A Didkszakosztaly rendezése a Gimnaziumban, Mezékovesden.
Madrcius 25.
KELEMEN JOZSEF: Diofantoszi egyenletek.
A Didkszakosztaly eldaddsa a Zrinyi Gimnaziumban.
Aprilis 5.
RADITS ERZSEBET: Az oktatds és nevelés kivetelményeinek egysége a matematika
ordkon.
A Kozépiskolai Oktatédsi Szakosztdly eldaddsa.
JANoOssY LAJos: Az ij tanterv alapelveirdl.
K ARTESZI FERENC: Az ij tanterv alapelveirdl.
A}:rilis 6.
URBAN BARNA: A matematika tanitds eredményességének fobb tapasztalatai.
DARKO BELA: Az érdeklddés felkeltése az oran feladott példdkon keresztil.
Acs PAL: Az uj tanterv elbkésziiletei.
NAGY ANTAL: A szemléltetésril.
SzaBO KALMAN: A matematika és fizika tantervének osszefiiggései.
Az eldaddssorozatot a Kozépiskolai Oktatdsi Szakosztaly rendezte.
Aprilis 8.
Frey TaMAs: Kozelité médszerek optimalizdldsanak és stabilitdsanak elvi és gyakor-

lati mddszere.
A Tudomdanyos Szakosztaly rendezése.

Aprilis 23.
KERTESZ ANDOR: Univerzdalis algebrdk.
A Tudomanyos Szakosztily rendezése.

Aprilis 29.
SARLOSKA VINCZE ERNG: A két Bolyai szdz esztendd tdvlatabol.

16*
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Mdjus 14.

Hipast KARoLY: Térelemektsl egyenld tdavolsagra levd térelemek mértani helyei.
A Tudomadnyos Szakosztaly rendezése.

Mdjus 28.

GAsPAR GYULA: Tapasztalatok és elgondoldasok a Bdnyamérniki Karon az Olaj-
bdnydsz Szakon bevezetett IX. féléves matematika oktatdsrdl.

Oktober 1.

CsOsz ROzA: Jdték a szamjegyekkel.
A Didkszakosztaly rendezése a Foldes Ferenc Gimnédziumban.

Oktober 3.

Tapasztalatcsere-latogatds a debreceni tagozatnal.

KEerTESZ ANDOR: A Kossuth Lajos Tudomdnyegyetem Matematikai Intézetének oktaté
neveld-munkdajardl.

MESTER ISTVAN: A Debrecen varos és Hajdi-Bihar megye kozépiskoldiban. folyé mate-
matikai oktatdsrdl.

Oktober 3.

Kiss BARNA: Linedris programozads. I.
A Didkszakosztily eléaddsa a Zrinyi Gimnaziumban.

Oktdber 7.

Husztay LAszLO: Koszoriilt csigafeliilet analitikus vizsgalata.
A Miiszaki Matematikai Szakosztédly rendezése.

Oktdber 22.

Logikai feladatok.
A Diakszakosztaly rendezése a Foldes Ferenc Gimndaziumban.

Oktober 22.

OBApovICS J. GYULA: A determindns értékének gyakorlati kiszamitdsardl.
A Tudoményos Szakosztaly eléadésa.

Oktober 26.

Kiss BARNA: Linedris programozads. II.
A Didkszakosztaly eléadasa a Zrinyi Gimndziumban.

November 5.

SALANKI JOZSEF: Gyakorlati foglalkozdsok matematikdbdl a miiszaki felsGoktatdsban.
A Miiszaki Matematikai Szakosztdly rendezése.

November 9.

ERDELYI ZOLTAN: Matematikai paradoxonok.
A Didkszakosztaly eléaddsa a Zrinyi Gimnaziumban.

November 10.

RAisz IVAN: Egyenldtlenségek.
A Kozépiskolai Oktatasi Szakosztdly eldadidsa a MTESZ-ben.

November 11.

ROzsA PAL: Periodikus kontinudns mdtrixokrél és azok alkalmazdsdrdl.
A Tudominyos Szakosztily el6adésa.
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November 12.
Cs6sz RoOzA: Szdmrendszerek.
A Didkszakosztdly eldaddsa a Foldes Ferenc Gimndziumban.
November 19. 4
MEszENA GYORGY: Valdszinfiségszamitdsi és programozdsi modelek.
A Tudominyos Szakosztily eldadésa.
November 26.
A matematika és a miiszaki tudomanyok.
Klubest.

December 3.
Maxkal ENDRE: Hermite polinomok viselkedésének vizsgdlata e polinomok differen-
cidlegyenlete segitségével.
A Tudomanyos Szakosztaly eloadasa.
December 10.
Cs6sz ROzA: Oszthatosdg. 1.
A Didkszakosztaly eldaddsa a Foldes Ferenc Gimnaziumban.
December 10.
KOsA ANDRAS: A varidcidszdmitds invaridns fiiggvényeirdl.
A Tudoményos Szakosztaly eldadasa.
December 14.
ViNcze ENDRE: Kis torténetek nagy matematikusokrol.
December 17.

LosoNczr LAszLO: Linedris fiiggvényegyenletek és a[talanosttasalk
A Tudomanyos Szakosztaly eldadasa.

December 17. =

HNisz LAsLO: A pdlyavdlaszidssal kapcesolatos tandcsaddsok.
A Didkszakosztaly eldadasa Szerencsen, a Gimndziumban,

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Pécsi Tagozatanak el6adasai 1964 ¢s 1965 évben

Janudr 15.
VIGASsY LAJos: Geometriai transzformdciok.
Februdr 3.
SARLOSKA ERNG: Bolyai Jdnos szdz esztendd tdavlatabol.
BAGYINKA MARIA: A fdiskolai felvételi vizsgdak tapasztalatai.
Aprilis 14.
Tapasztalatcsere-latogatas a veszprémi kartarsakkal.
Szakkori munka megfigyelése.
JANoOssY LAjoS: A fény természetérdl.

(Varosi szintli szakkori foglalkozdas meglatogatasa).
Pécsi Nemzeti Szinhdz miisoranak megtekintése.

Aprilis 15.
Oraldtogatasok a pécsi kozépiskoldk nappali tagozatan. Esti és levelez6 tagozati
orak latogatdsa. Kozos vacsora a Nador Etteremben.
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Aprilis 16.
Varosnézés, mecseki séta.

PREKOPA ANDRAS: Egyszerii modszerek bizonyitasa gazdasagi problémdk megolddsdhoz
Klubdélutan.
Ko6z06s vacsora az Olimpidban.

Aprilis 17.

A tapaszlatacsere befejezése.
. Oralatogatasok a Ledwey és Janus Gimnaziumokban.
Mdjus 20.

GADOR EDRENE: A tantervvel kapcsolatos néhdny probléma.

HorvAY KATALIN: Az uj elsdosztdalyos gimndziumi tankonyvrol.
A tanév folyaman KAMARAs LAJos Kkartars tartott kéthetenként kozépiskolai
matematikai délutanokat.

Szeptember 14.

DRr. P6pA BELA: Az if tanév feladatai.
Oktober 27.

CSER ANDOR: Analizis tanitdsa a kozépiskolaban.
November 24.

GADOR ENDRENE: A tanuldk értékelése és osztdlyozdsa.
Ho6pr ENDRE: Egyenlitlenségek.

December 7.
REMENYTI GUSZTAVNE: Szakkori bemutato dlt. isk. tandrok szamdra.
December 28.

MiszAROs LAszLO: A szemléletes oktatdsrdl.
Acs PAL: Beszamolo az uj tankdnyv tanitdsa kapesdan szerzett tapasztalatokrol,
Hites FerRenNc: Tapasztalatok a felndttoktatdsban.

1965. Januar 28.

PREKOPA ANDRAS: Optimalis tdpldldsi problémdk megolddsa matematikai modszerekkel.
Februdr 12. '

REIMAN ISTVAN: Szakkdri bemutatd. Szerkesztési feladatok.

Februar 17.

MAROTH REZSO: Paraméteres egyenletek megolddsa, a diszkusszié fontossdga.
SIMON ISTVAN: Vilagnézeti nevelés a matematika ordn.
VOrROs GYORGY: Geometriai szerkesztések (Bemutatd tanitds).

Februar 24.

RemMENYD GuszTAv: Szakkdori bemutatd. Algebrai feladatok.
Marcius 8 és 22.

REIMAN ISTVAN: Bolyai délutinok.

Madrcius 24.

PREKOPA ANDRAS: Valdszinliségszdamitds.
El6oadds Kaposvarott.

Aprilis 5.
PALMAY LORAND: Az dj elsdosztdlyos tankonyvrdl.
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Aprilis 7.

HORVAY KATALIN: Az uj II. o. tankonyv.

CSeR ANDOR: A tanitds eredményességének vizsgalata.
SELENYI GEzA: Kozépiskolai anyag egy egységének programozdsa.
Aprilis 22.

REIMAN IsTvAN: Szakkori bemutatd, Kaposvar.

Aprilis 27.

REIMAN ISTVAN: Bolyai délutdn.

Madjus 20.

ReMENYT GUSZTAV: Bolyai délutan kézépiskoldsoknak.
Szeptember 20.

KALMAR LAszLO: A matematika oktatds szerepe a vilagnézeti nevelésben.
KALMAR LAszLO: A kibernetika miiszaki és természettudomdanyi alkalmazasai.

Oktdber 29.

SZENDREI JANOS: Logikai miiveletek szemléltetése.

November 2. .

GADI:)‘R'[ ENDRENE: Beszamold a francia és angol kiozépiskoldkban szerzett tapasztala-
Hgl))l'%-NDRE: Az egyenldtlenségekrdl.

November 9.

REIMAN ISTVAN: Bolyai Délutdn 1.

November 16.

REIMAN ISTVAN: Bolyai Délutan II.

December 30.

PALMAY LORANT: Az I. oszt. tankonyv tanitdasdanak tapasztalatai.
ERHARDT IMRE: Korszerli modszerek ismertetése.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Veszprémi Tagozatanak eloadasai
1964 és 1965 évben

Janudr 20. ;

BALAzs JANOs: ElSadds az approximdcidelmélet témakarébol.
Mdrcius 5.

KNOLL JANOS: Szdveges egyenletek megolddsdanak tanitdsa.
Mdjus . 15. 3

MOLNAR JOzser: Ujabb eredmények a diszkrét geometridban.
1965. Janudr 15.

SzABO ARPAD: Az ardnyelmélet kezdetei.

Januar 20.

MEesziENA GYORGY: Eldadds a linedris programozdas témakorébal.

Majus 17.
KOSA ANDRAS: Az analizis elemeinek oktatdsa a kozépiskoldaban.
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Majus 24.

HORVAY- KATALIN: A vektorok tanitdsa a kozépiskoldaban.
Februar 27.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Gyori Tagozatanak eldaddsai
1964 és 1965 évben
HEPPES ALADAR: Izoperimetrikus problémdkrol.

Mdrcius 4.

MOLNAR ERNG: Feladatmegolddsok.
Elbadas a Bottyan Janos Gépipari Technikumban kozépiskolai tandrok és érdek-
16d6 didkok szamara, Esztergomban.

Marcius 19.

KOsA ANDRAS: Néhdny elemi varidcios feladat.
Didkdélutdn a Révai Miklos Gimnadziumban.
Aprilis 29.
Bobpocs ISTVAN: A bolygomozgds sebességének egyszerii levezetése és alkalmazdsa
a fény gravitdacios problémdinak elemi targyaldsdra.
GADOR ENDRENE: A sik-és térmértan tanitdsa az uj tanterv alapjdn.
Egész napos rendezvény a Soproni Tagozat latogatasa alkalmabol.

Majus 28. :
Altalanos iskolai tanulmanyi verseny.

Juinius 5.

MOLNAR ERNG: Beszamold az dltaldanos iskolai matematikai tanulmdnyi versenyrél

Oktober 8.

Bopocs ISTVAN: A fény gravitdcios problémdi és Einstein relativitas elméletének
vitds kérdése.

Oktober 27.

MOLNAR ERNG: Feladatok a szamelmélet korébdl.
Didkdélutan a Révai Mikloés Gimnaziumban.

November 11.

BEKESSY ANDRAS: Elektronikus szamoldgépek programozasdanak alapelvei.
December 10.

SzAKAL PETER: Szakkdiri foglalkozds az dlraldnos iskoldsok részére.
December 7.

MoLNAR ERNG: Elménybeszamolo az NDK-ban tett tapasztalatcsere-iitrol.
December 16.

KovAcs LAszLO BELA: A szdllitasi probléma egy specidlis esete.

Februar 9.

MAROT REzSG: Paraméteres egyenletek.
Diakdélutan a Révai Miklés Gimnaziumban.

Madrcius 2.
MOLNAR ERNG: Egyenlitlenségek.
Didkdélutan a Révai Miklés Gimnaziumban.
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Marcius 16.
MoLNAR ERNG: Egyenlitlenségek.
Didkdélutan a tatabanyai Technika Hazaban.
Mdrcius 18.
Do0zMATI JOZSEFNE, BARABAS SAROLTA, MAROT REZSO: Az uj matematikai tanterv
és tankonyv.
Tovabbképzési nap az Oktatasi Osztallyal kozos rendezésben.
Majus 25. .
Altaldnos iskoldsok matematikai versenye.
Majus 31.

MOLNAR ERNG: Az dltaldnos iskola VIII. osztdlyos tanuldi szdmdra rendezett mate-
matikai verseny kiértékelése.

Oktober 13.

MoLNAR ERNG: Mdsodfoki diofantikus egyenletek.
Didkdélutan a Révai Miklés Gimnaziumban.

Oktober 18.

KovAcs LAszLO BELA: Linedris programozds.
A TIT-tel és az Oktatasi Osztallyal k6zos rendezésben.

Oktdber 25.

MoLNAR ERNG: Mdsodfoki diofantikus egyenletek.
Didkdélutan az esztergomi I. Istvin Gimnéaziumban.

November 24.

MOLNAR ERNG: Az 1965. évi Kiirschdak-verseny feladatai.
Didkdélutdn a Révai Mikl6s Gimndziumban.
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Konyvismertetés

PacH Zs. PALNE—FREY TAMAs
Vektor és tenzoranalizis
(2. bovitett kiadas)
Miiszaki Konyvkiadd, 1964, 726 oldal.
KLARA PAacH—TAMAs Frey: Vector and Tensor Analysis
Terra, 1964, 596 pp.

A tudomdany és technika fejlédése egyre tobb matematikai probléma elé éllitja
a tervezd és kivitelezd6 mérndkoket. A miiszaki kérdések matematikai megfogalma-
zéasa elsdsorban a mérnokok feladata, azonban e feladatok megoldasdhoz a matema-
tikus nyujthat és nyujt segitséget. E gytimolesozo egytittmiikodést segiti elo kivaloan
Pach Zs. Palné és Frey Tamas konyve, amely a mérnoki gyakorlatban nagyon sok-
szor alkalmazhaté vektor- és tenzoranalizist foglalja Ossze oly modon, ahogyan
az a (féleg mérnoki) gyakorlatban valdban el6fordulé problémédknak a legjobban
megfelel.

A konyv hat fejezetbdl all.

Az elsd fejezet a Vektoralgebra cimet viseli, és harom részre oszlik. Az els6
részben a vektoralgebra koordinidtamentes felépitése, a masodik részben a vektor-
algebra koordinatds Osszefoglaldsa taldlhaté meg. A vektoralgebranak az analitikus
geometridban vald alkalmazdsat a harmadik rész ismerteti. Itt szoba keriilnek a
kilonbozoé térelemekkel (pont, egyenes, sik) kapcsolatos metszési (metszéspont,
doféspont, metszésvonal) és méretes (tavolsag, teriilet, térfogat, hajlasszdg), valamint
vetiilet és tiikorkép feladatok. 3

A miésodik fejezet a vektor-skaldr fiiggvényekkel foglalkozik. A vektor-skalar
flggvény értelmezése és szemléltetése utan a legfontosabb alapfogalmak (hatarérték,
folytonossag, differencidlhdnyados), a derivaltvektor geometriai (érintdvektor, tér-
gorbe ivhossza, gorbiilete, simulosik, torzid) valamint fizikai alkalmazdsai (sebesség-
vektor és ennek felbontdsa, néhany egyszerli mozgés targyaldsa stb.) keriilnek rész-
letes targyaldsra.

A skaldr-vektor fiiggvények (skaldrterek) Osszefoglaldsa alkotja a harmadik
fejezet anyagat. Az els6 részben a skalar-vektor fiiggvények clemi vizsgélata (4bra-
zolas, hatarérték, folytonossdg), a masodik részben a gradiens vektor értelmezése,
tulajdonsdgai és fizikai alkalmazdsai keriilnek sorra.

A vektor-vektor fiiggvények cimii terjedelmes negyedik fejezet két részre oszlik.
A vektormezbk leiré jellemzése cimii részben az alapfogalmak utin a kiilonb6z6
(skalar- illetve vektor értékii) vonalmenti és feliileti integralok definicidja, kiszdmitdsa,
majd a vektorterek jellemzoinek (divergencia, rotacid) és az integralredukcids téte-
leknek (Stokes tétele, Gauss—Osztrogradszkij-tétel) bemutatdsa kovetkezik. A ma-
sodik részben a szerzOk a tenzorszamitds eszkozeivel vizsgdljdk a vektorterekét.
E célbol elészor részletesen targyaljak a tenzor fogalmat, a tenzoraritmetika és ten-
zoralgebra alapvetd fogalmait és tételeit, majd a derivalttenzorral kapcsolatos isme-
reteket (differencidldsi szabdlyok, szélséértékek, differencidlgeometriai vizsgédlatok).
A fejezet végén tobbvdltozos vektor-vektor fiiggvényekrol is szo esik.
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Az 06todik fejezet a tenzoranalizis Osszefoglalasat adja. Az elso részben a ten-
zormezOk definicidja és az alapfogalmak utdn az integralfogalom kilonbozé altala-
nositdsai, a tenzortér divergenciaja és a harmadrendii tenzorok részletes targyaldsa
szerepel. A masodik részben az integriltételek és kovetkezményeik, a harmadikban
a nemstaciondrius (idoben valtoz6) vektorterek és ezek hidrodinamikai, elektro-
technikai, szilardsagtani, valamint geometriai alkalmazésa, az utols6 részben a poten-
_cidlelméleti (Green-tételek, potencidlelméleti feladatok megolddsa) ismeretek keriil-
nek osszefoglaldsra.

A Vektoranalizis tobb dimenzids és girbiilt terekben cimii utolsé fejezet a transz-
forméciok altalanos ismertetését, az affin és dltaldnos gorbiilt terek tulajdonségait,
ezeknek a tereknek az euklideszi térbe valé beagyazdsat és az ezekben a terekben
végezhetd differencidldst és integralast mutatja be. A fejezet végén a tobb dimenzids
terekre torténik rovid utalds.

A konyvet boséges targymutatd zarja.

A konyv a feldolgozott anyagot nagyon ligyes médon ismerteti. Minden nagyobb
anyagrészben (legtobbszor a rész elején) egy-egy, a fogalmakat kiilénbdzd szem-
sz0gbdl megvilagitod, a nehézségekre és belsé Osszefliggésekre ramutatd, az alkalma-
zasok szempontjabol esetlegesen lényeges részeket kiemeld konnyed (szinte népszerii)
stilusban megfogalmazott nagyon szemléletes bevezetés, illetve oOsszefoglalds talél-
hat6. Ezek a maximalis tomorségre nem torekvd bevezetések, illetve megjegyzések
lényegesen emelik a konyv kozérthetdségét és hasznalhatésigat és ezen keresztiil
vonzoerejét €s népszerliségét. Az anyag ismertetését, az egyes tételek és Osszefiig-
gések kimondasat mindentitt szigord, pontos ¢és teljesen szabatos bizonyitasok kovetik,
de ezek jO része (kiilondsen a hosszabb és nehezebb bizonyitdsok szovege) apré-
betiis szedésii, és igy a tajékozodo jellegii olvasasnal vagy az alkalmazdsok tanulma-
nyozasanal konnyen kihagyhato.

Minden fejezethez (a fejezetbe beledolgozva vagy a fejezet végén) sok kidolgo-
zott példa és kitlizott feladat tartozik (a konyvben Osszesen tobb mint 370 példa
¢és feladat van). A kidolgozott példdk tanulmanyozasa, illetve a kit{izott feladatok
kidolgozédsa nagyban el6segiti a konyv anyagdnak még jobb megértését. A feladatok
Osszedllitdsa olyan, hogy a megolddsokban eleinte a numerikus munka dominal,
majd ez fokozatosan csokken, és novekszik az elméleti megfontoldsokra neveld
feladatok szdma. Kdr, hogy a nehezebb anyagrészekhez egyre kevesebb kidolgozott
példa tartozik.

A konyv beosztasa, hangvétele és stilusa egyardnt — véleményem szerint —
kézzel foghat6 jo példa arra, hogyan lehet egy ardnylag nehéz matematikai anyagot
a szigoru tudomanyos mérce megtartisa mellett kozérthetd, s6t nemcsak a mate-
matikus olvasdk szdmdra élvezetes modon eldadni. Kiilon dicséret illeti a konyv
169 dbrijanak (névtelen) kivitelezdjét, mert konnyen attekinthetd dbriakkal segitette
a néha nehezen szemléltethetd anyagrészek jobb megértését.

A konyv — amint arra mar céloztunk — foleg a mérnokok mindennapi mun-
kdjahoz és a mérnokhallgatok eredményes matematikatanuldshoz kivan segitséget
nyujtani, de eredményesen felhasznalhatjiak tanulmédnyaikhoz a tudoményegyetemek
matematika, fizika és kémia szakos hallgatéi is.

A konyv emlitett jo tulajdonsdgai joggal késztették arra az Akadémiai Kiadot,
hogy a konyvet egy kis formai véltoztatdssal (nagyobb formatum; a terjedelmes
negyedik fejezetet két részre osztottak és igy ez a kiadas hét fejezetet tartalmaz;
a bizonyitasokat, példakat és feladatokat nem szedték apro betiikkel) angol nyelven
is kiadja a masodiknak emlitett cimmel. Nem kell kiilondsebb jostehetség ahhoz,
hogy az angol kiaddsnak komoly nemzetkdzi sikert josoljunk.

Scharnitzky Viktor
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Eldfizetés évi 20 Ft ; INDEX: 25.564

A Bolyai Jdanos Matematikui Tdrsulatba belépni szdndé-
kozok forduljanak a Tdrsulat elnékségéhez (Budapest V.,
Szabadsdg tér 17. Telefon: 311—793). Kozlésre szdant dol-
gozatok (lehetbleg gépirdssal s a lap egyik oldaldt haszndlva)
a lap szerkesztéségéhez ugyanoda kiildenddk.

Kérjiik cikkirdinkat, hogy amennyiben kiilonlenyomatra
tartanak igényt, cikkiik kefelevonatdnak visszakiildésekor ez-
irdnyu kivdnsdgukat, a kért kiilonlenyomatok szamdnak meg-
Jjelolésével, feltétleniil jelentsék be. '

Felhivjuk olvaséink figyelmét, hogy Iapunk régebbi szdmai
kaphatdk a Posta Kozponti Hirlap Iroda 1. szdmii Hzrlapboll-
igban, Budapest V., Bajcsy-Zsilinszky ut 76. ;

A kiadvdny el6fizethets a POSTA KOZPONTI HIRLAPIRODANAL,
Budapest V. Jézsef nddor tér 1. és bdrmely postahivatalban
Csekkszdmlaszdm egyéni: 61.257, koziileti: 61.066. MNB egyszdmlaszdm: 8.

Elofizethets és példdnyonként megvdsdrolhatd
az AKADEMIAI KIADO-nél, Budapest V., Alkotmény u. 21. telefon: 111-010.
Csekkbefizetési szdmla: 05,915,111-46. MNB egyszdmlaszdm: 46.

az AKADEMIAI KONYVESBOLTBAN: Budapest V., Véici u. 22. telefon: 185-612
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A kontinuum-problémara és a kivalasztasi axiomara
vonatkozé axiomatikus vizsgalatok torténetérol
és jelenlegi allasarol
HAINAL ANDRAS

Ennek a dolgozatnak az a célja, hogy rovid torténeti dttekintés
utdn, az érdekl6d6 — de a szlikebb szakteriileten nem jdrtas — olvasé
szdmdra ismertesse P. Cohen a kontinuum-probléma és a kivadlasztdsi
axioma fiiggetlenségére vonatkozé 1j eredményeit.

Cohen dolgozata 1963-ban jelent meg és azdta hatdsos mddszeré-
nek szdmos alkalmazdsa sziiletett. Nem vallalkozunk arra, hogy ezek
koziil az eredmények kozil akdr csak a legjelentGsebbekrsl is mdd-
szeres vagy teljes dttekintést adjunk. A Cohen-mddszer hatdsdt csak
kiragadott példdkkal tudjuk illusztrdlni.

A halmazelmélet a matematika azon ritka dgai kozé tartozik,
melynek alapjait egyetlen zsenidlis gondolkodd alkotta meg és dolgozta
ki. Georg Cantor a mult szdzad 70-es éveiben irott dolgozataiban
definidlta a halmazelmélet alapfogalmait és bizonyitotta klasszikus
tételeit. Munkdssdgdnak hatdsa felmérhetetlen, hiszen a halmazelméleti
gondolkoddsmdd forradalmasitotta és megvéltoztatta az egész mate-
matikdt és a matematikai szemléletet is. A modern matematika szinte
valamennyi dga, felépitésében, problematikdjdban, mddszereiben ex-
plicite vagy implicite haszndlja a cantori gondolatokat.

Cantor egyik alapvet6 mddszere, az un. diagondlis eljdrds segit-
ségével bebizonyitotta, hogy egy tetszdSleges végtelen halmaz szdmossdga
mindig kisebb, mint hatvdnyhalmazdnak (6sszes részhalmazai halmaza-
nak szdmossdga) vagy mdsként, halmazelméleti jel6léseket haszndlva:
bdarmely m végtelen szdmossdgra m <2™. Ha m specidlisan a természe-
tes szdmok halmazdnak szdmossdga, melyet 8,-al szokds jel6lni, akkor
ez az 4llitds azt mondja, hogy

Ro=<2%

~ Ismeretes, hogy a 2% szdmossdg a valds szdmok halmazdnak
szamossaga. Ezt szokds index nélkili §&-el jelolni. Természetes, hogy
mdr Cantor felvetette azt a problémadt, hogy van-e &, és 8§ kozott mds
szdmossdg. Ez a probléma szdmossdg-jelolés nélkiil igy fogalmazhatd.
Van-e a valés szdimok halmazdnak olyan részhalmaza, mely sem a
természetes szdmok, sem a valds szdmok halmazdval nem ekvivalens?

17 Matematikai Lapok 3—4
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E problémdt Cantor kontinuum-problémdnak hevezte és azt sej-
tette, hogy a vdlasz nem, azaz 8, és § kozott nincs szdmossdg. Ezt a
sejtést. Cantor-sejtésnek nevezik.

Hamarosan kideriilt azonban, hogy ez a probléma nem konnyii
és valdszin(i, hogy a halmazelmélet 1j idedi, bdrmilyen hatalmas ere-
jliek is, nem lesznek elegend8k e probléma megolddsdhoz.!

Kideriilt az is, hogy egyetlen m végtelen szdimossdgrdl sem tudjdk
megdllapitani, hogy m és 2™ kozott van-e szdmossdg. Ez az dltaldnosi-
tott kontinuum-probléma. Az a sejtés, hogy a vdlasz minden m-re ta-
gadd, az dltaldnositott Cantor-sejtés. Azt a feltevést, hogy m és 2™ ko-
zOtt nincs szdmossdg, dltaldnositott kontinuum-hipotézisnek nevezik.

Abban az id§szakban, amikor a kontinuum-problémdt tn. ,,naiv”’
halmazelméleti, tehdt nem axiomatikus modszerekkel vizsgdltdk, ki-
deriilt, hogy e probléma nemcsak egyszeriiségénél fogva alapvetd je-
lent6ségli, hanem szdmtalan mds — a matematika kiilonbdz8 dgaiban
felmertil6 — problémdval valé ekvivalencidja miatt is. Ezekrdl az
Osszefiiggésekrsl szol W. Sierpinski [1] konyve és az [1] konyv meg-
jelenése Ota megjelent eredményekbdl még tobb Gjabb kétetet lehetne
irni.

- A halmazelmélet antindmidinak felfedezése kozben elvezetett a
matematikai logika szabatos felépitéséhez, és a halmazelmélet axioma-
tizdldsdhoz. Zermelo, Fraenkel, Neumann, Bernays, Godel és mdsok
munkdssdga nyomdn kialakultak a halmazelmélet olyan kiil6nbdzé —
de lényegében egyenértékii — axidmarendszerei, melyekben a cantori
halmazelmélet felépithet§, de az ismert antinomidk nem vezethetSk
le. Ezeknek két alaptipusa a Zermelo—Fraenkel-, illet8leg a Bernays—
Godel-féle axidmarendszer. Ezek koziil az elsG két alapfogalommal,
a ,,halmaz” és az ,.elem” reldcid fogalméval dolgozik. A mdsodik-
ban ezeken kiviil még az osztdly fogalma is szerepel.?

Szempontunkbdl itt most az a lényeges, hogy ezek az axnomarend~
szerek gyakorlatilag teljesek. Ez alatt most azt értjiik, hogy minden
olyan fogalom definidlhaté benniik és minden olyan tétel levezethetd
ezekre a fogalmakra vonatkozdan, amelyet valaha gyakorlé matemas

1 A ,,hamarosan” kifejezést torténelmi értelemben haszndltuk. Nehéz volna
hatdrozott idépontot megallapitani. 15—40 éves periédusrél lehet sz6. Erdemes
itt megemliteni, hogy azon a problémén, hogy a valdés szimok halmaza megszim-
lalhaté-e, Cantor kb. 3 évig gondolkozott, és hosszti ideig azt akarta bizonyitant,
hogy megszamlélhat6.

* A halmazelmélet kiilonbozé axiémarendszereirdl a Matematikai Lapokban
szdmos ismertetd cikk jelent meg, lasd pl. [2], [3], [4].
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tikus, meta-matematikai modszerek haszndlata nélkiil deﬁmalt, illetve
blZOllyltOtt 3

- Ez a tény és a matematikai logika modszerei egyuttesen lehetovc
teszik annak a kérdésnek a vizsgdlatdt, hogy mai matematikdnkon
beliil megoldhaté-e a kontinuumprobléma. A nemleges vdlaszt tgy kell
szabatosan megfogalmaznunk, hogy ha a halmazelmélet szokdsos
axiomarendszerei egydltaldban ellentmonddstalanok, akkor ellentmon-
ddstalanok maradnak akkor is, ha akdr a kontinuum hipotézist, akdr
annak tagaddsdt az axiomdkhoz \j axiomaként hozzdvessziik. ‘

Az els6 eredményt ebben az irdnyban Gddel érte el 1938-ban
[5]. MielStt ennek az eredménynek az ismertetésére rdtérnénk, tér-
jiink vissza a naiv (cantori) halmazelmélet egy mdsik problémdjdhoz.
Ismeretes, hogy a halmazelméletben igen fontos szerepet jdtszik a
jolrendezett halmazoknak és ezek rendtipusainak, a rendszdmoknak az
elmélete. Mdr Cantor bebizonyitotta, hogy a megszdmldlhaté rend-
szdmok halmazdnak szdmossdga a legkisebb ®,-ndl nagyobb szdmossdg
(jele 8,), és a kontinuum-probléma ekvivalens avval, hogy 2% egyenl6-e
8,-el. Természetes emiatt, hogy a kontinuum-probléma eldontéséhez
nagy segitséget vdrtak annak eldontésétdl, hogy a valds szamok hal«
mazdnak van-e jolrendezése. Zermelo bizonyitotta be elGszor szabato-
san, hogy minden halmaznak van jélrendezése. Tétele nem hozta meg
a kontinuum-probléma megolddsdt, de felvetett egy mdsik nagyon
érdekes és fontos problémdt. Bizonyitdsa ugyanis felhaszndlja a kovet-
kezé ,,szemléletesen vildgos™ tényt. Ha H nem iires halmazok egy hal-
maza, akkor H minden elemének ki lehet vdlasztani egy elemét. Ha
ezt pontosabban fogalmazzuk, akkor ldtszik, hogy a ,szemléletesen
vildgos™ kifejezés egy kissé tulzott. A kivdlasztdsnak ugyanis egyszerre
kell torténnie és ez pontosan azt jelenti, hogy létezik olyan, a H halma-
zon értelmezett f fliggvény, mely H minden x eleméhez olyan f(x)
elemet rendel, melyre f(x) eleme x-nek. Azt a feltevést, hogy ilyen
f kivdlasztdsi fliiggvény minden fenti tulajdonsdgi H halmazhoz léte-
zik, kivdlasztdsi axiomdnak nevezik. Zermelo bizonyitdsa utdn hosszi
vita indult meg a kivdlasztdsi axioma elfogadhatésdgdrdl. E vita részle-
teire itt nem tériink ki. Megjegyezziik azonban, hogy ezt az axiomdt
— nem tudatosan — mdr Zermelo el6tt is haszndltdk és a matematika
néhdny nagyon egyszer(i tételének kozkeletli bizonyitdsaiban is fel-
haszndldsra keriil anélkiil, hogy ez kéztudomdsu volna. Cohen ered-

o

3 Megjegyezziik, hogy ez a megéllapitds ma mdr némileg vitathaté6 a mérheté
szdmossagokra vonatkozd, Tarski, Kiesler és Hanf féle eredmények miatt. Ezek
az eredmények azonban mégis szoros kapcsolatban éllnak meta-matematikai mod-
szerekkel és igy a tovabbiak jobb megértése végett fogadjuk el ezt az egyszer(isitd
megfogalmazast.

172
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ményei, mint erre még visszatériink, azt mutatjdk, hogy ez szdmos
ponton nélkiilozhetetlen.

A kivilasztdsi axiomdrol mdr szabatos megfogalmazdsa utdn nyil-
vanvalo volt, hogy nem lesz bizonyithaté a halmazelmélet t6bbi axid-
mdibol. Fraenkel mdr a 20-as években bebizonyitotta, hogy nem mond
ellent a halmazelmélet axiomdinak olyan halmazok létezésének feltéte-
lezése, melyek nem jSlrendezhetSek. A valdban érdekes és nehéz prob-
léma azonban, hogy a valds szimok halmaza jolrendezheté-e, a ki-
vilasztdsi axidma felhaszndldsa nélkiil hosszi id6n keresztil meg-
oldatlan maradt.

Mindkét probléma (a kontinuum-probléma és a kivdlasztdsi axioma
problémdja) axiomatikus megolddsa felé Godel mdr emlitett 1938-as
eredménye volt az elsS 1épés. Gidel bebizonyitotta, hogy ha a halmaz-
elmélet szokdsos axiomarendszerei ellentmonddstalanok, akkor ellent-
monddstalanok maradnak akkor is, ha a kivdlasztdsi axiomdt és az
dltalanositott kontinuum-hipotézist Uj axiomaként hozzdcsatoljuk.

A tovdbbiak megértéséhez sziikségiink van e bizonyitds rovid
vazlatdra. Godel definidl véges sok kétvadltozds f(x, y) operdciét, me-
lyeket alapoperdcioknak nevez, és amelyek az x, y halmazokhoz egy
Uj konstruktivan definidlt f(x, y) halmazt rendelnek. A konstruktiv
sz6 itt azt jelenti, hogy az, hogy valamely z halmaz eleme-e f(x, y)-
nak, egy adott formuldval meghatdrozott mddon, csak attdl fiigg, hogy
az elemének lenni reldcié hogyan volt értelmezve az x és y halmazok
elemein, illetve az elemek elemein, stb.

Ezutdn definidl transzfinit indukciéval egy minden o rendszimra
értelmezett F(a) fiiggvényt, melynek értékei halmazok, minden a-rend-
szdmra F(o) vagy az el8z8en definidlt F(f)-k halmaza vagy két el6zGen
definidlt halmazbdl keletkezik az alapoperdciék valamelyikébdl és
amelyre barmely f-hoz és y-hoz és barmely f alapoperdcidhoz van olyan
a, melyre F(x)=f(F(p), F(y)). Azokat a halmazokat, melyeket az F
fiiggvény értékként felvesz, konstrudlhaté halmazoknak nevezi. Meg-
mutatja, hogy ha a halmaz fogalmdt a konstrudlhaté halmazzal inter-
pretdlja, az elemének lenni reldciét vdltozatlanul hagyva, akkor a hal-
mazelmélet egy olyan modelljét kapja, melyen az dsszes szokdsos axidma
teljesiil, és megmutatja, hogy ha ezen a modellen tjra értelmezi a kon-
strudlhaté halmazokat, akkor a model minden halmazit megkapja.
Ezért az az axiéma, hogy minden halmaz konstrudlhaté (roviden
konstrudlhatésagi axiéma), nem mond ellent a halmazelmélet axiomadi-
nak. Ezutdn bebizonyitja, hogy a konstrudlhatésdgi axiomdbdl (és a
tobbi axiomdkbdl) kovetkezik a kivdlasztdsi axiéma és az dltaldno-
sitott kontinuum-hipotézis.

Godel eredménye utdn hosszli ideig nem sziiletett 1ényeges ered-
mény a probléma megolddsira. Ennek egyik oka az volt, hogy mdr a
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konstrudlhatésdgi axiéma fiiggetlenségének bizonyitdsa is elvi nehéz-
ségekbe 1itkozott. Shepherdson bebizonyitotta, hogy az sem mond
ellent a halmazelmélet szokdsos axiomdinak, hogy a definidlhaté mo-
delek egy széles osztdlydn is teljesiil a konstrudlhatdsdgi axioma. Ebben
az iddszakban a szerz4 €s A. Lévy ért el néhdny ugynevezett relativ
ellentmonddstalansdgi eredményt. Ezek azonban Godel mddszerén ala-
pultak és Iényegében ugyanolyan ,irdnytiak™ voltak. Kiderilt példdul,
hogy ha az §ltaldnositott kontinuum-hipozétis bizonyos specidlis szd-
mossdgokra valo fliggetlenségét feltételezziik, akkor abbdl, hogy e
specidlis szdmossdgokra az dltaldnositott kontinuum-hipotézis nem tel-
jesiil, nem kovetkezik az, hogy mds szdmossdgokra sem teljesiil.

A dont8 1épést a probléma megolddsa felé P. Cohen tette meg
[6] cikkében. E dolgozatban szinte valamennyi eddig felvetett prob-
lémdra vélaszt ad. Egy 4ltaldnos mddszert dolgozott ki halmazelmé-
leti modellek konstrudldsdra és ennek segitségével a kovetkezSket bi-
zonyitotta.

1. Létezik olyan modell, melyen a konstrudlhatésdgi axioma nem
teljesiil, de igaz a kivdlasztdsi axidma és az dltaldnositott kontinuum-
hipotézis.

2. Létezik olyan modell, melyen a valds szimok halmaza nem jol-
rendezhetd

3. Létezik olyan modell, melyen a kivdlasztdsi axioma teljesiil
de a kontinuum nem §,, hanem §,, a mdsodik R,-ndl nagyobb vég-
telen szdmossdg. Ezen a modellen egyébként bdarmely ¥,-ndl nagyobb
m szamossdgra m €és 2™ kozott nincs szdmossdg.

A felsorolt 4llitdsokban szerepl§ modelleken természetesen tel-
jestilnek a halmazelmélet tobbi szokdsos axiomadi.

Cohen bizonyitdsdanak gondolata réviden a kovetkezs:

Képzeljik el Godel — a konstrudlhaté halmazokat definidlé
— F fiiggvényét. Az egyszer(iség kedvéért tegyiik fel, hogy F(n) az n
nemnegativ egész szdmot reprezentdld halmaz és F(w)=w a nem-
negativ egészek halmaza. A Lovenheim—Skolem-féle tétel felhasznd-
ldsdval Cohen megmutatja, hogy bizonyitdsdban felteheti, hogy van olyan
o, megszamldlhaté rendszam, melyre az {F(2)},<,,=M halmazokbdl
all6 halmaz is olyan modellje a halmazelméletnek, melyen a konstrudl-
hatdsdgi axidma teljesiil. E modell megszdmldlhaté 1évén, minden-
esetre van w-nak olyan, a részhalmaza, mely nem tartozik M-hez.
Képzeljiink most el egy olyan G,(x) fiiggvényt, melyre G,(x)=F(x),
ha « =w az o + 1-edik 1épésben G,(w + 1) = a és a tovdbbi lépésekben
G, () ugyanolyan operdcidkkal van definidlva, mint az F(x) fiiggvény.
Ekkor {G,(®)},<,, €8y az M-nél bdvebb N-halmaz lesz. Konnyen ké-
vetkezik a konstrudlhatd halmazokra vonatkozé ismereteinkbdl, hogy
ha N is modell, akkor e modell konstrudlhaté halmazai éppen M elemei
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€s igy aaz N modellben nem konstrualhato, ¢és ez mindenesetre bizo-
nyitja a konstrudlhatésdgi axiéma fiiggetlenségét.

A bizonyitds nehézsége ilyen a halmaz definicidjdban rejlik. Az N
halmaz elemei a G,(x) halmazok. Az, hogy G,(a)€G,(B) fennill-e
rogzitett konstrukcno mellett, vegul is attdl fiigg, hogy az a halmaznak
mely természetes szdmok elemei és melyek nem azok. Legyen most
P egy veges feltétel halmaz, mely azt mondja ki, hogy ny, ..., n, ele-
mei a-nak ¢és my, ..., m; nem elemei a-nak, n;#m;. Cohen egy finom
loglka1 gondolatmenette] definidl egy fogalmat mely azt. fejezi ki, hogy
a P.véges feltétel kikényszeriti (forces)* a G,(a)€G,(p) reldcio telje-
siilését. Kihaszndlva azt, hogy az Osszes formuldk halmaza megszam-
ldlhat6, tovdbbd, hogy az a,-ndl kisebb rendszimok halmaza meg-
szdmldlhaté indukciéval és egy dtlés ‘mddszer segitségével definidl egy
olyan béviils P,S...S P,< ... megszamldlhato feltetelsorozatot mely
a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik.

A P, feltételek végiil is minden természetes szdmrdl egyértelmiien
cldontik, hogy az a halmazhoz tartozik-e vagy sem, és az a halmaz
egyik F(o)-val sem egyenlS o < oy-ra.

A P,ek dltal meghatdrozott g-halmazhoz tartozé G, fiiggvény
olyan N modellt hatdroz meg, melyre bdrmely az ¢ reldcid segitségével
felirhaté formula akkor és csak akkor teljesiil, ha van olyan ‘n, hogy
mdr a P, véges feltételhalmaz ,kikényszeriti” teljesiilését.

A fent vdzolt ,kikényszeritési”’ vagy ,,forszoldsi” mddszer Cohen
médszerének lényege. Cohen bebizonyitja, hogy az igy nyert N halmaz
mmdng modell a halmazelmélet szokdsos ax1oma1ra Mint dltaldban a
j6 matematikai mddszerek, rendkiviil ,,szerencsés” is. Az a kiilonds
10 tulajdonsdga van, hogy az M modellhez ,, forszolds”-sal hozzdvett hal-
mazok nem viltoztatjdk meg lényegesen az M -modell struktirdjdt.
Az M és N modellben a szé.rriosseigok példdul ugyanazok maradnak.
Ez az oka annak, hogy pl. a 2. és 3. dllitdsok bizonyitdsdhoz mdr nincs
sziikség lenyeges uj, otletre.

Ha nem egy a halmazzal bdvitjik az M halmazt, hanem egy
@y, ..., a,, ... halmazsorozattal és ezek halmazdval, b-vel, akkor szinte
automatikusan adddik, hogy & :az N modellben nem jolrendezhetd, tehdt
a természetes szdmok részhalmazainak halmaza, azaz a valds szémok
halmaza mem jolrendezhetd. .

Ha az M modellhez végtelen. sok a; halmazt forszolunk és az
ask egy olyan 4- t1pusu jolrendezését, ahol a d-rendszdam az M modell-
ben olyan kezdS szdm, amelynek szdmossdga nem dllithaté el6 mint

: Ezek utdn konny(i deﬁmalm azt is, hogy a P véges feltétel mlkor kényszeriti kx
cay fetszbleges az € reldcid segitségével felirhatd formula teljesiilését.
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megszamldlhatd sok ndla kisebb M-beli szdmossdg Osszege, ekkor a

kapott- modellben MWo=4 teljesul automatikusan.

Cohen modszerének szdmos vdltozata alakult ki. Dana Scott
¢és P. Vopenka dolgoztak ki mds, de lényegében mégis a ,,forszolds”
alapgondolatdt felhaszndlé modszereket.

Cohen 2% szdmossdgra vonatkozdé eredményét R. Solovay 4lta-
ldnositotta eldszor olyan 2% alaku szamossdgokra, ahol &, regularis.

Jelolje g(a) azt a fiiggvényt, melyre 2% =§, ,,. Ekkor g(x) monoton
névekedd; és 8, nem dllithaté el mint legfeljebb &, 2%«-ndl kisebb
szdmossdg 0sszege.

Legyen g(x) olyan fiiggvény az M modellben, mely a fenti felté-
teleket teljesiti. W. B. Easton bebizonyitotta, hogy az M modellnek
mindig van olyan N b&vitése, melyben barmely. reguldris &, szimossdgra
2R« =R, . Ez azt jelenti, hogy az dltaldnositott kontinuum hipotézis
egyes specidlis esetei olyan mértékben fliggetlenek az axiomadktdl és
egymdstol, hogy az sem vezet ellentmonddsra, ha pl. feltessziik, hogy

2% =§, minden k<ow-ra

ahol p, a k-adik primszdm.

Mdsirdnya dltaldnositdsai Cohen eredmenyenek a kivélasztdsi
axiémdra vonatkozé fiiggetlenségi eredmények. :

Midr Cohen bebizonyitotta, hogy ha a kivdlasztdsi axiomdt el-
hagyjuk az axiémdk kozil, akkor megszdmldlhaté sok megszdamldl-
Hat6 halmaz egyesitése nem sziikségképpen megszamldlhaté. Ezt az
eredményt élesitették és megmutattdk, hogy a kivilasztdsi axiéma fel-
tételezése nélkiil a valds szdmok halmaza és az w,-nél kisebb rendszd-
mok halmaza is lehet megszdmldlhaté sok megszamlalhato halmaz
egyesitése. Megmutattdk, hogy 1étezhet olyan nem véges halmaz, mely
nem tartalmaz végtelen részsorozatot.®
. R. Solovay bebizonyitotta, hogy a- kivilasztdsi axioma elhagya-
sdval lehetségessé vdlik, hogy minden halmaz Lebesgue-mérhetd.

Alkalmaztdk Cohen mddszerét mds hires megoldatlan halmazelmé-
leti problémdkra is. R. Tennenbaum bebizonyitotta, hogy a Szuszlin-
probléma megoldhatatlan a halmazelmélet szokdsos axiomarendszerei-
ben. Tennenbaum bizonyitdsa még nem jelent meg.

Nem tartozik a dolgozat keretei k6z¢ annak a matematikai filo-
z0fiai problémdnak tdrgyaldsa, hogy milyen tton kell tovdbb haladni a
halmazelméletnek és dltaldéban a matematikdnak a felsorolt eredmények
ismeretében. Szabadjon azonban befejezésként idézni Kurt Godel véle-
ményét, mely szerint a feladat tovdbbi plauzibilis dllitdsok absztra-

B ... S |

5 Ezek az eredmények igazolni latszanak a kivélasztasi axioma feltevésének
sziikségességét a klasszikus matematikaban.
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héldsa a valésdgbdl (vagy a matematikai valésdgbdl) és ezeknek axio-
maként val6 felvétele. Godel személyes véleménye az, hogy ilyen
dllitdsok vannak és hogy ezek végiil is a kontinuum-hipotézis tagadd-
sdt fogjdk igazolni.
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Szingularis homoldgiak I.

Viskr MARIA

A jelen cikk célja az, hogy bemutassa a modern homoldgia-elmé-
let ,,szemléletes” gyokereit egy konkrét homoldgiaelméleten, a szin-
guldris homoldgidk elméletén keresztiil. A torténelmi fejlédés sordn
a szimplicidlis komplexusok homoldgiaelmélete alakult ki kordbban,
amely az ugynevezett hdromszogelhetS terekhez és azok folytonos le-
képezéseihez rendel homoldgiaelméletet. Ha azonban tetszSleges to-
pologikus terekre és folytonos leképezéseikre akarunk dttérni, ennek az
dttérésnek két legismertebb utja a spektrdlis és a szinguldris homold-
gidk, Mi ezt az utobbit azért vdlasztottuk, mert nem tételezi fel a szimpli-
cidlis komplexusok homoldgiaelméletének ismeretét. Nem tételezi fel,
de nem tud nélkiilézni bizonyos lényeges magot, mint majd az elmélet
két legsilyosabb tételénél, a homotSp leképezések tételénél és a kivd-
gdsi tételnél ldtni fogjuk. (Persze csak akkor nyer értelmet az elGbbi
kijelentés, ha az olvasé rendelkezik némi ismerettel a szimplicidlis
komplexusok homoldgiaelméletébdl. Ellenkez8 esetben is feltiing azon-
ban ezen bizonyitdsok eltér§ jellege a cikk tobbi bizonyitdsaitél.) Ezt
a két nagy tételt csak cikkiink mdsodik részében fogjuk bizonyitani,
az els6 részben a kimonddsuk utdn csupdn alkalmazdsukra fogunk
rdmutatni. A cikk maga fogja igazolni, hogy miért kényszeriiltiink erre
a megolddsra. Viszonylag tobb elemi példit mutatunk be homoldgia-
csoportok megkonstrudldsdra, mint dltaldban szokds és ezzel, lehet,
hogy tulsdgosan is, de mindenesetre szdndékosan. szemléletessé tet-
tik a homoldgiaelméletnek ezt a klasszikus fejezetét, amelynek fejl6-
dése mdr Veblennél vette kezdetét.

1. Bevezetd jellegii megjegyzések

Az R" jeldlést lefoglaljuk az n-dimenzids euklideszi tér jel6lésére,
amely az euklideszi topoldgidval van elldtva.

Legyen adva r+1 pont az R"-ben: p,,p;,....p, és a p; pont
(i=0,1, ...,r) euklideszi koordindtdi: (x}, x%, ..., X}). A PgsP1s s P
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pontok linedrisan filiggetlen pontrendszert alkotnak, ha az

o e s i |
R s |
e D |
mdtrix rangja r+1.

Legyen tehdt py, p,, ..., p, linedrisan fiiggetlen pontrendszere R’-
nek, €s igy nyilvdin 0=r=n, ¢és tekintsiik azon R"-beli pontok &sszes-
ségét, amelyek a kovetkezS alakban irhatok fel: x = Aypo+ 4o+ ...+

+l,p,.-, ahol ;=0 (i=0, 1, ..., r) valés szdmok és > 1;=1. Ez a hal-

/ i=0
maz alkotja az r-dimenzios euklideszi szimplexet (ha nem okoz félre-
értést, r-dinenzids szimplexnek, illetve r-szimplexnek is fogjuk nevezni),
amelynek pontjai ezen x-ek és a Ay, A4, ..., 4, szdmok (amelyek nyilvdn
egyértelmiien vannak meghatdrozva) az x pont baricentrikus koor-
dindtdi. A pg, P1s .5 P pontokat amelyek szmten pontjai a szimplex-
nek, csucsoknak. fog]uk nevezni.

-Egy szimplex belsé pontja az olyan pont, ame]ynek'mmden bari-
centrikus koordindtdja pozitiv. Egy r-dimenzids szimplex g-dimenzids
lapJat pedig a kovetkez6 mddon definidljuk: olyan g-szimplex, amelynek
Pigs Piys -+s Pi, ©SUCSAIL & Py, Py, ..., p, kOziil vannak kivdlasztva.

Mivel a szimplex az eukhdes21 tér részhalmaza, ha elldtjuk az indu-
kdlt topoldgidval, topologlkus teret nyertiink. A tovdbbiakban az
eiiklideszi szimplex és az indukdlt topoldgidval elldtott euklideszi
szimplex fogalma kézott nem fogunk kiilonbséget tenni. Az r-dimenzios
euklideszi szimplex jelslésére alkalmazni fogjuk a 7" =|p,, py, ..., p,|
vagy |pos P1s --s Pyl, esetleg csak a T” szimbdlumokat. Megemlitjiik
Tr két elemi, de nagyon sokszor felhaszndlandd tulajdonsagat a)- T
konvex, b) T" az euklideszi tér korldtos és zdrt, azaz kompakt rész-
halmaza.

_Tekintsiink most két szimplexet: 7" =|pg, P1» ..., P,| az R'-ben
és T"=|py, p1» ..., Py| az R"-ben; azt az f leképezést, amely minden
pi-nek kolcsonosen egyértelmiien megfeleltet egy pj-t és tetszGleges

X = lopo+llp1+...+)-rpr'hez (2;»‘———1, )»,-EO) az f(x) = lof(po)""
1

+A./(p) + ... +2.f(p,) pontot rendeli hozzd (azaz a csticsok leképezé-
sét a pontokra a baricentrikus koordindtdkban linedrisan terjeszti ki)
Tr-nek T'-re valé linedris. leképezésének nevezziik.

Konnyen beldthaté a linedris fiiggetlenség kxaknazasaval hogy
a, fent definidlt leképezés homeomorfizmus.
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Az euklideszi szimplexek egy fajtdja a kovetkez6kben nagyon fon-
tos szerepet fog jdtszani, ez lesz az tgynevezett kanonikus szimplex.
A kanonikus r-szimplex csicsai az (r+1)-dimenziés euklideszi tér
pozitiv egységpontjai, mégpedig ugy, hogy p;-nek vdlasztjuk (i=0, 1, ...,r)
azt a pontot, amelynek csupdn az (i+ 1)-edik euklideszi kooridnétéja
], a tobbi r koordindta pedig O.

A kanonikus szimplex kitiintetett voltdt az is indokolja, hogy ebben
a specidlis esetben az euklideszi és a baricentrikus koordindtdk meg-
egyeznek.

Az r-dimenzids kdnomkus szimplex részére lefoglaljuk a 4, je-
lolest

2. A szingularis homoldogidk csoportja

Jelolje tehdt A, az r-dinenziés kanonikus szimplexet, f:E-—F
pedig az E topologikus térnek az F topologikus térbe vald leképetését.
Legyen E tetszGleges topologikus tér; E-beli r-dimenzids szinguldris
szimplexnek nevezzik az f:A,—~E tetszSleges folytonos. leképezést.
A cikk sordn a o jelolést lefoglaljuk a szinguldris szimplex jelolésére,
o tehdt egy g:4,—E folytonos leképezés. Néha, ha kiilénos hangsuly
van a dlmenzwn o helyett ¢"-t irunk.

Legyen r-ldnc az olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartoms-
nya az r-dimenzids szinguldris szimplexek Osszessége, mégpedig ugy,
hogy minden szinguldris r-szimplexhez hozzdrendel egy egész szdmot,
és véges sok kivétellel mindegyikhez O-t. Ha az r-ldncok oOsszeaddsdt,
mint fliggvények Osszeaddsdt a szokott mdédon definidljuk, egy C.(E)-
vel jelolt szabad Abel-féle csoportot nyeriink, melyet az r-dimenzids
lancok csoportjanak neveziink.

Egyszer(iség kedvéért o"-rel jeloljik azt a lincot, amely a ¢” szin-
gularls szimplexen 1- et vesz fel, a tobbin 0-t. fgy minden linc egy-

grtelmuen felirhaté Zm,o" alakban, m; egesz of r-dimenzids szinguldris

>zlmp1ex (i=1,2,...,k). A ¢ ldncok generdljdk a C,(E) csoportot.
Megjegyezziik: ha E nem tres, akkor minden dlmenzwra C,.(E) sem
iires, ugyanis a ¢":4,—~P, ahol pcE tetszSleges pont, r-dimenzios
szinguldris szimplex. Az tres halmazbdl dllé tér esetén pedig C,(0)
legyen minden dimenzidban a trividlis csoport. Tovdbbd: mivel 4,
csak r=0 egész szdmra létezett, azért C,(E) is csak r=0-ra volt értel-
mezve, terjesszilk azonban ki az értelmezést r <0-ra is- €, (E)-t 0-cso-
portnak valasztva.

 Legyen most f:E-F tetsz8leges folytonos lekepezes ez megha— ,
tdroz egy f1:C.(E)—C,(F) homomorfizmust a kovetkezd definicioval:
fo=fo. A homomorfizmust szabad Abel- csoportokrdl 1évén szé elég
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a generdtorelemekre megadni és az egész C,(E)-re linedrisan kiterjesz-
k k
teni, azaz az a= >'m;o; tetszbleges r-linchoz az fia= >m,f,0; ldncot

1 1
rendelni hozzd. Ez azért elégséges, mert az o definicié szerint egyértel-
miien 4dll el6 a fenti 6sszeg alakjdban és ez biztositja azt, hogy egyetlen
fra 1étezik.

Az 1 indexet folytonos leképezések indexezéséhez a cikk folyamdn.
lefoglaljuk a folytonos leképezés dltal a fenti médon meghatdrozott
homomorfizmus jelolésére.

Szeretnénk felhivni a figyelmet, hogy a szokdstdl eltérden kény-
telenek vagyunk két leképezést kiilonboz6nek tekinteni minden olyan
esetben, ha a tér, amelybe a leképezések torténnek, megvdltozik, még
akkor is ha a felvett értékek minden pontban megegyeznek. Ugyanis,
ha a képtér megvidltozik, megvdltozik a ldncok csoportja és igy mds
lesz a leképezéshez hozzdrendelt homomorfizmus is.

Mégis tekintsiik a kdvetkez$ specidlis esetet: Legyen most F al-
tere E-nek, FCE, és tekintsiik az i: F— E injektiv leképezést, azaz azt
a leképezést, ahol i(p) =p minden p € F pontra; az el6bbi megjegyzés
szerint a 0:4,~F és io:A4,—~E szinguldris szimplexek kiilonbozdk,
és i;:C,(F)~C,(E) csupdn izomorfizmust szolgdltat C,(F) és CXE)
egy részcsoportja kozott a o-hoz ioc hozzdrendeléssel. Ezen eset-
ben elvégezziik C,(F) azonositdsit a vele izomorf részcsoporttal, és
C,(F)-et C.(E) részcsoportjdnak fogjuk tekinteni. Ez az azonositds
egyszer(isiti egyes okoskoddsok menetét és példdk megolddsdt, s6t még
definicidk kimonddsat is.

Folytonos leképezések Osszetételére vonatkozik a kovetkezd elemi
lemma.

(1) LemMA: Ha f:E—~F és g: F—~G folytonosak, akkor
(gMo=gifix, ahol o tetszéleges lanc.

Az Osszefiiggés beldtdsdt elég egy tetszGleges szinguldris szimplexre
elvégezni, mivel a homomorfizmusok linedrisan voltak kiterjesztve. De
g-ra kozvetlenill a folytonos leképezések dltal meghatdrozott homo-
morfizmus definicidja alapjdn:

(8o = gfo=g(fo) =g,(fo)=g.fi0.

A szinguldris szimplexek kozott kitiintetett szerepiik van a linedris
szimplexeknek. Vdlasszuk E-nek az R" euklideszi teret, vagy ennek egy
konvex részhalmazit, és tekintsik az E-ben elhelyezked§ x,, x, ..., X,
linedrisan fiiggetlen pontrendszer 4dltal meghatdrozott |x,x; ... x,|
euklideszi szimplexet. A4,nek ezen euklideszi szimplexre valé. olyan
linedris leképezését, amely a kanonikus szimplex i-edik csticsdnak x;-t



265

felelteti meg, linedris szimplexnek fogjuk nevezni és (xp x; ... x,)-
rel jeldlni. Az |x, x; ... x,| euklideszi szimplex azon (r—1)- dimcnzi(')s
lapjdt, amely a _]-edlk cstics elhagydsdval keletkezik, [xox; ... Xj, ..., X,|-
rel jelolve, az elgbbiek alapjdn az (x¢x,...%;...x,) sznmbolum azt a
linedris szimplexet jeloli, amely a 4,_; (r—1)-dimenzids kanonikus
szimplex /-edik csucsdt /<j esetén x;,-be viszi dt, ha pedig /=j, akkor
X;41-be.

A linedris szimplexek segitségével fogunk definidlni egy d hatdr-
operdtort, egy d:C,(E)—~C,_,(E) hatirhomomorfizmust.

A d homomorfizmus definicidja a kovetkezs:

a) Ha r=0, legyen d=0;

b) Ha a szinguldris szimplex linedris szimplex, legyen

G ) ) j(—l)‘(xoxl...fi...x,);

¢) Tetsz6leges szimguldris szimplexre o:4,—+E o folytonos de-
linicié szerint és igy létezik az dltala meghatdrozott o,:C,_,(4,)~
—C,_1(E) homomorfizmus, és definidlhaté a do = 0yd(xx;...x,) homo-
morfizmus is;

k
d) Ha pedig a= Z mjo; tetszbleges linc, akkor linedris kiterjesz-

téssel adédik d értéke, azaz dau= 2 mjdo; (d helyett helyesebb lenne

a dimenzidt is feltiintets d, Jelolest alkalmaznl de ezt dltaldban elhagy-
juk, mint ahogy az f folytonos leképezés dltal meghatdrozott f;-nél
sem jeloltiik a dimenzidt). Nyilvdnvald, hogy d valéban egy d:C,(E)—~
—C,_,(E) homomorfizmus.

(2) LemMA: Legyen f:E-—~F folytonos leképezés és o€ C,(E).
Ekkor fidx=dfio. (Azaz szemléletesen: hatdr képe megegyezik a kép
hatdrdval.) ~

Az Osszefiiggést itt is elég csak egy tetszbleges o szinguldris szimp-
lexre beldtni, hisz £, is és d is lineeris kiterjesztéssel adédott.
© De: fido =f,01d(xpX;...x,) a d homomorfizmus definiciéja miatt,
S101d(xeX1...x,) = (f0),d(X¢X;...X,) az (1) lemmadt alkalmazva, és ismét
d definicidja miatt (fo),d(xox;...x,) =d(fo), végil f; definicidjat al-
kalmazva kapjuk a d(fo)=df o Osszefiiggést. Ebbdl adddik dllitdsunk,
Homoldgiacsoportok konstrudldsdt a kovetkezd tétel teszi lehe-
t6vé, ha a dd=d* jelolést alkalmazzuk:

(3) TETEL: d?x=:0 bdrmely a ldncra. (Szemléletes megfogalmazdsban:
hatdr hatdra nulla.)



A tétel bizonyitdsa:

a) Ha a dimenzidja =1, akkor do dxmenzlo_]a =0, de ezen eset:
ben d? definicié szerint 0. {

b) Linedris szimplexre a) miatt feltehetjiik, hogy r=2 és 1gy
(XoX1...x,) legaldbb hdrom csticcsal rendelkezik. De ekkor:

dd(xyx,...x,) = d%’(,—])‘(xoxl...fi...x,) -

e g(—l)i[Z(—l)f(xoxl....i‘_,-...fi...x,)+

J<i

+2(_1)] e b fj...x,)] =

J=i

= D (=D O Bjone Bre e %)

Jj<i

+ 2 (1P ey By By ) = 0.

ji>i

-¢) Ha pedig o tetszGleges szinguldris szimplex: a -ddo=
=d(01d(xexy...x x,)) egyenl8ség d definicidja szerint fenndll, de
d(crld(xox1 ,)) 01dd(xpX,...x,) is igaz a (2) lemmdt alkalmazva,
és ala'd(xo\'1 x,)=0 b) szerint.

d) Ha végiil o tetsz8leges szinguldris linc, akkor, mint mindig,
azt haszndljuk fel, hogy d linedrisan volt kiterjesztve.

Egy r-dimenziés o ldncot ciklusnak meveziink, ha du=0. Az r-
dimenziés ciklusok (réviden r-ciklusok) C,(E)-nek egy Z,.(E) rész-
csoportjdt alkotjdk. Egy r-dimenzidés « ldncrél azt mondjuk, hogy
homoldg 0-val, jelben «~0, ha létezik olyan B (r+ 1)-ldnc, amelyre
df =uo teljesiil. Ilyenkor azt mondjuk, hogy « hatdra f-nak. A 0-val
homoldg lincok C,(E)-nek egy B,(E) részcsoportjdt alkotjdk, s6t a
(3) tétel alkalmazdsaként azt kapjuk, hogy minden 0-val homoldg
ldnc egyben ciklus, azaz B,(E) részcsoportja Z,(E)-nek is. De akkor

képezni tudjuk a H'(E)—g((E))

logikus tér r-dimenzids homoldgiacsoportjanak neveziink. (A  Betti-
csoport nevet .dltaldban csak szimplicidlis homoldgidkndl haszndljdk,
‘de a Betti-féle szdm elnevezését mds homoldgia-elméletek esetén is.
Itt az r-dimenziés Betti-féle szdm a H,(E) csoport rangjit' jeloli.)

faktorcsoportot, amelyet az E topo-

* Az Abel-féle csoport rangjinak fogalma eléggé kozismert, de a definicio
cikkink 9. pontjaban meg is taldlhato.
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Megjegyezziik azt a trividlis tényt, hogy bdr Z,(E) (ha Z,(E)#0)
és B,(E) is (ha B,(E) #0), mint egy szabad Abel-csoport részcsoportjai,
maguk is szabad Abel-csoportok?, a faktorcsoport dltaliban nem lesz
az. (Es igy példdul a Betti-szimok még a homoldgiacsoportot sem hatd-
rozzdk meg.)

3. Relativ homoldgiak

Legyenek E és F olyan topologikus terek, hogy FC E, azaz F
altere E-nek. Egy E-beli r-dimenzids « ldncot ciklusnak nevezziink
mod F, ha dou=f, ahol B€C,._,(F). Az E-beli r-dimenziés « ldnc pedig
homoldg 0-val mod F, azaz jelben: o ~0(mod F), ha létezik hozzd egy
E-beli (r+ 1)-dimenziés y ldnc és egy

F-beli r-dimenzids f ldnc a dy = a+f PO g
Osszefiiggéssel. (Megjegyezziik tehdt, = //' %
hogy itt is alkalmaztuk, mint a kovet- oy i
kez6kben mindig, azt a megegyezé- ol _

siinket, hogy a C,(F) csoportot a C,(E) \ ‘l
részcsoportjdnak fogtuk fel.)

A fogalmak szemléltetésére az 1. Ay /
abra szolgdl. E-vel jeloljik azt a teret, //
amely ugy keletkezett, hogy a zdrt kor- pavs i S
lapbdl kivdgtunk két nyilt korlemezt,

F pedig jelolije e hdrom hatdrgorbe 1. dbra

alkotta alteret. oy, oy, o, oy pedig

homeomorfizmusdt A, = |e,, ¢,|-nek az dbra vastagon huzott részeire,
ahol a nyil irdnya e, képe feldl e, képe felé mutat. Az abrdn egyszeriiség
kedvéért a leképezéseket azonositottuk a képhalmazokkal. Es igy o,
valamint o, ciklusok, o5+ o, pedig homoldg 0-val mod F.

Az E-beli mod F vett r-dimenzids ciklusok csoportot alkotnak,
jelik: Z,.(E, F), ugyancsak csoportot alkotnak az r-dimenziés 0-val
homoldg mod F vett ldncok is, jelolésiik B,(E, F). Trividlisan adédnak
a kovetkez§ tartalmazdsok: Z,(E, F) és B,(E, F) részcsoportjai C,(E)-
nek, s6t: Z,(E)cZ,(E, F) és B,(E)CB,(E, F), hisz az azonosan
0 ldnc nyilvdn F-beli ldnc is. A d operdcié kétszeres alkalmazdsa
utdn adédik a B,(E, F)CZ,(E, F) Osszefiiggés, ami lehetévé teszi a

Z,.(E, F)
H.(E, F)= B.(E.F)
F alterére vonatkozé r-dimenzids relativ homoldgiacsoportjanak ne-
veziink. (Pontosabban a szinguldris relativ homoldgidk csoportja.)

Mivel az iires halmazhoz hozzdrendelt ldncok csoportja a trividlis
csoport volt, a Z,(E, 0) és Z,(E), valamint B,(E, 0) és B,(E) csoporto-

faktorcsoport megkonstrudldsdt, amelyet az E #ér

2 Kuros: Csoportelmélet (Budapest 1955), Mésodik rész: Abel-féle csoportok.
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kat, sét igy a H,(E, 0) és H,(E) csoportokat is azonosithatjuk egymdssal,
Ilyenformdn az el6z8 pontban tdrgyalt szinguldris homoldgidk a szin-
guldris relativ homoldgidk specidlis eseteként adédnak, és a cikk hdtra-
lev6 része mindig a relativ homoldgidk tulajdonsdgait fogja vizsgdlni.
Azonban F=0 esetére megtartjuk az el6z6 pont elnevezéseit és ciklu-
sokrél és 0-val homoldg ciklusokrdl beszéliink, nem pedig ciklusrél
mod 0 és 0-val homolég ciklusrél mod 0.

H,(E, F) elemei a homoldgiaosztdlyok; ha az o és f mod F vett
E-beli ciklusok ugyanazon maradékosztdly elemei, azt mondjuk: «
homoldg f-val mod F, jelben «~ f(mod F) az E-n. (Ha F=0, akkor
egyszeriien o~ f3.)

4. Indukilt homomorfizmus

Sziikségilink lesz két 14j jelolésre.

Az (E, F) szimbdlum jelentése: E és F olyan topologikus terek,
hogy F résztere E-nek; ilyenkor (E, F)-et topologikus pdrnak fogjuk
nevezni, vagy roviden pdrnak. Viszont f:(E, F)—~(E’, F’) olyan E-b&l
E’-be val6 f leképezést jelol, amelyre az is teljesiil, hogy f(F)c F’;
neve: az (E, F) topologikus parnak az (E’, F’) topologikus pdrba valé
leképezése.

Ha f:(E, F)—~(E’, F’) folytonos, amin azt értjiik, hogy mint az
E topologikus térbdl az E’ topologikus térbe vald leképezés folytonos,
akkor meg tudjuk konstrudlni az f dltal meghatdrozott f,:C,(E)—~
C,.(E’) homomorfizmust. A (2) lemma biztositja, hogy f, Z,(E, F)-et
Z,(E’, F')-be, B.(E, F)-et B.(E’, F')-be viszi 4t. De ekkor meg tud-
juk adni az f,:H.(E, F)—~H,(E’, F’) indukdlt homomorfizmust a ko-
vetkez6 modon: Ha a € H,(E, F) és az a mod F vett E-beli ciklus eleme
az o homoldgiaosztdlynak, akkor f,& legyen az fia-t tartalmazé H,(E’, F”)
beli maradékosztdly.

A definicidkbdl trividlisan hdrom igen fontos tétel adddik:
(4) TEéteL: Ha i:(E, F)—~(E, F) az azonos leképezés, akkor
I,:H.(E, F)—~H,(E, F) azonos izomorfizmus.

(5) TéreL: Ha f:(E, F)—~(E’, F’) és g:(E’, F')—~(E", F”) folyto-
nosak, akkor (gf)«=gx«fx-

Itt fel kell haszndlni az (1) lemmit.

(6) TETEL: Ha (E, F) és (E’, F’) homeomorfok, azaz létezik olyan
Sf(E, F)—~(E’, F’) és olyan g:(E’, F’) —~(E, F) folytonos leképezés, hogy
gf (E, F)-nek, fg pedig (E’, F')-nek onmagdra valé azonos leképezését
adja, akkor H.(E, F) és H,(E’, F’) izomorfok.
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Ez utolsé az el8z8 kettd kovetkezménye, ugyanis gufi=1(8f)«
a H,(E, F) csoport azonos homomorfizmusa, f,.gx = (fg)« pedig H,(E’, F’)
azonos homomorfizmusa, és igy g, is és f is izomorfizmust szolgdltat.

Miel6tt a kovetkezd pontra térnénk, megjegyezziik, hogy az (E, 0)
jelolés helyett egyszerlien E-t fogunk irni.

5. A homolog sorok egzaktsaga

Csoportok inverz sorozatdn vagy inverz csoportsorozaton a kovet-
kez6t fogjuk érteni: minden egész g-hoz rendeljiink hozzd egy G, cso-
portot és egy ¢,:G,~G,_, homomorfizmust. Jel6lési méd: {G,, ¢ },
illetve:

o ‘_Gq—l 2! quule.f.l*‘ sse

A {G,,9,} sorozat egzakt, ha Im ¢, = Ker ¢,_,, ahol Im ¢,
a G, csoport képe a ¢, homomorfizmusndl, Ker ¢, pedig a G,
azon elemei alkotta csoport, amelyeket a ¢,_, homomorfizmus 0-ba
visz dt.

Félig egzakt sorozatra, azaz olyan sorozatra, amelyre ¢,_,¢,=0,
mdr tudunk példdt mondani:

o= Cpg(E) ' C,1(E) & C(E) - ...,

ahol C,(E) a g-dimenziés ldncok csoportja, d, pedig a 2. pontban
definidlt hatdrhomomorfizmus. A félig egzakisdg kovetkezik a (3)
tételbdl.

Egzakt sorozatok konstrudldsa azonban a relativ homoldgidk be-
vezetése utdn vdlt lehetségessé. A relativ homoldgidk fogalmdt, amely
a hatdrolt felilletek tanulmdnyozdsahoz is elengedhetetleniil sziikséges,
el8szor Lefschetz vezette be. Az egzaktsdg viszont egyszerre tobb szer-
z6nél is fellépett, dmbdr a most definidlandé homolég sornak elsd
szabatos megfogalmazdsa és e sor egzaktsdgdnak kimutatdsa el§szor
Hurewicz dltal tortént.

Ha ECE’ és FCF’, az f:(E, F)~(E’, F’) folytonos leképezések
koziil injekcidnak fogjuk nevezni, azt amelyre f(p)=p, ahol p€E
tetszGleges pont.

Az (E, F) pdr homoldg sordan értjik a kovetkezd inverz csoport-
sorozatot:

..<H,_(F) L H(E F)% H(E) * H,(F)~...,
ahol iy és j, az i: F—~E és j: E - (E, F) injekcidkhoz tartozé homomor-
fizmusok, a 0 homomorfizmust pedig a ¢ homomorfizmus segitségével
most fogjuk definidlni.

18 Matematikai Lapok 3~4
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Tekintsik a d:C,(E)—>C,_;(E) homomorfizmusnak Z,.(E, F)-re
valé megszoritdsat; akkor d(Z,(E, F))CZ,_,(F), mert a€Z,(E, F)
definicié szerint azt jelenti, hogy 1étezik olyan € C,_;(F), hogy dou=p,
és df =ddn=0 miatt valoban teljesiil ﬂEZ, 1(F). Ha pedig d-nek
B,(E, F)-re valo megszorltasat tekintjiik, igaz, hogy .d(B,(E, F))cC
< B, _,(F), mert az, hogy az «’ relativ ciklus mod F homolog 0-val, defini-
ciészerint azt jelenti, hogy megadhaté oly '€ C,.(F) és oly y€C, .1(E),
hogy o” = dy+p’ teljesiilion, de akkor do’ = ddy+dp’ = dp’ miatt
a d homomorfizmus o’-h6z df’-t rendeli hozzd és dp’ € B,_,(F).

Igy, ha ac H.(E, F) és o az o maradékosztdly tetszéleges ciklusa,
a-hoz a do-t tartalmazé H,_,(F)-beli maradékosztdlyt rendelve hozzd
valéban homomorfizmust kaptunk; ezt jel6ljik @-vel.

Még miel6tt kimondandnk azt a tételt, amelyet ez a pont ciméiil
visel, megjegyezziik a kovetkez6ket: ha az o elem az @€ H,(F) mara-
dékosztdly egy reprezentdnsa, akkor az i,® maradékosztdlyt is o rep-

rezentdlja, hasonlé mdédon: ha B a BEH,.(E) reprezentdnsa, akkor
B reprezentdlja a j,f maradékosztdlyt is.

(7) TéteL: Az (E, F) pdr fent definidlt
oo~ H,1(E) & H,_y(F) + H,(E, F) & H,(E) * H,(F)~ ...
homolog sora egzakt.?

A tétel bizonyitdsa: Ha r<0, akkor, mivel ez esetben a ldncok
csoportja 0-nak volt definidlva, a H,.(F), H.(E) és H,.(E, F) is 0-cso-
port, azaz a tétel trividlis. r=0 esetén: ...« 0< Hy(E, F)% Hy(E) ...
folytdn Ker 0 = Hy(E, F), azaz Ker 0 =1Im j, igazolva lesz, ha beldtjuk,
hogy ji epimorfizmus,* de ez igaz, mert r=0 esetén a ciklusok €s a
mod F vett ciklusok megegyeznek, hisz d-t minden O-dimenzids ldncra
0-nak definidltuk.

Feltehetjik tehdt, hogy H,(F) és H.(E)-re r=0 és H,(E, F) ese-
tén r=0.

1. Ker j,=TIm i, bizonyitdsa.

a) Imiy,cKerj,, mert ha a€ H,(E) valamely i,-ndl szdrmazo
kép, reprezentdlhaté egy a€Z,(F) ciklussal; o€ B,(E, F) teljesiil, ha
az a+pf = dy Osszefiiggés valamely B€C,(F) é y€C,.1(E) esetén
igaz, de f= —ua és y=0 vdlasztdssal mdris taldltunk megfelel§ S-t és
y-t.

3 Most valik értelmessé, hogy miért definialtuk »<0 esetére is a homoldgia-
csoportokat. Csupén azért, hogy a tételek konnyen lefordithaték legyenek az egzakt
sorozatok nyelvére.

4 Epimorfizmus az olyan /:4 ~ B homomorfizmus (4 és B tetszOleges csopor-
tok), ahol minden b¢ B képe legaldbb egy ac A elemnek.

.
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b) KerjycImi,, mert ha az a€H,(E) maradékosztdly jy-ndl
szdrmazé képe 0, ez azt jelenti, hogy bdrmely o€a ciklusra egyben
a~0(mod F), azaz o+ f = dy teljesiil f€C,(F), y€C,4+;(E) mellett,
de akkor dx =0 folytdn dB =0, igy B € Z,(F) ciklus és o ~ — f is teljesiil.

2. Kerog=Imj;:

a) Imj,cKer @ trividlisan teljesiil, mert ha € H,(E, F) jyndl
szdrmazo kép, akkor létezik olyan o € @, amely ciklus E-n, azaz dy =0.

b) Ker 0 cIm j,, mert

ha € H,(E, F) és a €&, akkor o ciklus mod F, azaz létezik f € C,_(F)
ugy, hogy du=p, s ha még dz=0, azaz f=dy, ahol y€ C.(F), akkor
do.=dy; itt o — v ciklus E-n, de « ~a — 7y (mod F) is teljesiil o —(x—7) —
— vy = 0 miatt, tehdt az « homoldgiaosztdlyban 1étezik E-beli ciklus.

3. Keri,=Im 9 azonnal adédik a definiciékbdl.

a) Im @ cKer iy, mert

ha a€H, ;(F) 0-nél szdrmazé kép, létezik oly aca, hogy «
a=dp, B€C,(E), igy az a-t tartalmazé H,_,(E)-beli maradékosztdly
B,_,(E).

b) KeriycImd;

ha ugyanis iwa =0, a€o-ra, ahol &€ H,_,(F), o=dp teljesiil, ahol
BEC,(E), tehdt B az a mod F vett ciklus, amit kerestiink, amivel a
(7) tételt bebizonyitottuk.

6. A homotop leképezések tétele és a kivagasi tétel

A homotdp leképezések tétele és a kivdgdsi tétel a homoldgia-
elmélet legalapvetSbb tételei kozé tartoznak. A jelen cikk elsd részében
nem fogjuk &ket bizonyitani, csupdn alkalmazhatésdgukat bemutatni.
Az ok a bizonyitdsok bonyolultsdigdn és hosszadalmassdgdn kiviil a
bizonyitdsok mddszerében van, amely lényegesen kihaszndlja a szimpli-
cidlis homoldgidkndl kialakult mdédszereket, és igy feltiiné moédon el-
tér a cikkben szerepl8 t6bbi bizonyitdsoktol.

El8szor definidljuk a homotop leképezéseket.

I jelsli a zdrt egységintervallumot, E pedig tetszleges topologikus
tér, ExI a topologikus szorzat. Két f, g:(E, F)—>(E’, F’) folytonos le-
képezés homotdp, ha létezik olyan H:(E X I, FXI)—(E’, F’) folytonos
leképezés, az Gigynevezett homotdpia mds néven deformdcié ugy, hogy
H(p,0)=f(p) és H(p,1)=g(p) bdrmely pcE pontra. A homotdp
leképezések tétele a

(8) TETEL: Ha az f, g:(E, F)—~(E’, F’) folytonos leképezések homo-
tépok, akkor fyi=gx, azaz az fy,g«:H(E, F)—~HJE’, F') homo-
morfizmusok, mint f és g dltal indukdlt homomorfizmusok, bdrmely

18%
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a€ H(E, F) homoldgiaosztdalyhoz ugyanazt a Be H/(E’, F’) homolégia-
osztdlyt rendelik hozzd.

A homotdp leképezések tételét Brouwer alkalmazta elGszor.

A homot6p leképezések tételének egyik legfontosabb alkalma-
zdsa homotdp ekvivalens terekre torténik. Homotép ekvivalensnek
nevezziikk az (E, F) és (E’, F’) topologikus pdrokat, ha 1éteznek olyan
f:(E, F)~(E’, F’) és g:(E’, F’)—~(E, F) folytonos leképezések, hogy
gf az (E, F) pdr azonos leképezésével, fg pedig az (E’, F’) pdr azo-
nos leképezésével homotdp legyen, [ és g neve homotdp ekvivalencia.

(9) TETEL: Ha (E, F) és (E’, F’) homotdp ekvivalensek, és a homo-
tép ekvivalencia f és g, akkor f, és g, izomorfizmus.

A tétel bizonyitdsa a homotdp leképezések tételének alkalmazd-
sdval adddik, a (6) tétel bizonyitdsdnak megismétlésével.

A homotdp ekvivalencidk kozott kitiintetett szerepet jdtszanak a
deformdcios retrakcick. Az (E’, F’) par retraktuma (E, F)-nek, ha E'CE,
F’C F és létezik olyan f:(E, F)—~(E’, F’) folytonos leképezés, az un.
retracié, amely E’ pontjait fixen hagyja, azaz f(p)=p, ha p€cE’. Je-
16lje most i:(E’, F') ~(E. F) az injekcids leképezést ; ekkor nyilvdnvaléan
fi az azonos leképezése az (E’, F’) parnak. Ha pedig az is teljesiil, hogy
if homotdp az (E, F) pdr azonos leképezésével, akkor azt mondjuk, hogy
(E’, F’) deformdcids retraktuma (E, F)-nek. Ilyenformdn i és f homo-
top ekvivalencidk, azaz (E’, F’) és (E, F) homotdp ekvivalensek, és
igy a (9) tétel kovetkezményeként adodik a

(10) TETEL: Ha az (E’, F’) pdr deformdcios retraktuma az (E, F)
parnak, akkor az i:(E’, F) ~(E, F) injekcid, sét az f:(E, F)—~(E’, F’)
retrakcio is a homoldogiacsoportok izomorfizmusdt indukdlja.

Gyakran lesz sziikséglink a (9) tétel egy mdsik kovetkezményére a

(10”) TETEL: Legyen GC FCE és f:(E, F)—~(E, F) olyan folytonos
leképezés, hogy létezzék hozzd egy H homotdpia, amely f-et az (E, F)
par azonos leképezésével koti ossze. Ha ezenkiviil az is teljesiil, hogy
f(F)cG és H(GXI)cG, akkor H,(E, G)~H,(E, F).> (Mégpedig az
izomorfizmust az i:(E, G) > (E, F) injekcié induldkja, az inverz izo-
morfizmust pedig az az f’:(E, F)—~(E, G), amelyet Gigy definidlunk,
hogy p€E esetén legyen f"(p)=f(p).

Mivel f’-t f felhaszndldsdval hatdroztuk meg, folytonossdga tri-

vidlis. A tétel beldtdsdhoz a (9) tétel miatt elég azt megmutatni, hogy
(E,G)és (E, F) homotdp ekvivalensek, és ezt a ténytaz i és f” homotdp ek-

5 A ~ jelet a szokast6l eltérden lefoglaljuk csoportok izomorfidjanak jelolésére,
mivel a ~ jel most a homolbg sz6 réviditésére szolgal.
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vivalencidk hozzdk létre. Az f=if’ dsszefiiggés miatt nemcsak f, hanem
if” is homotép (E, F)-nek azonos leképezésével. Tekintsiik most az
fi:(F, G)~(E, G) leképezést; a H(GXI)cG feltétel miatt meg tu-
dunk adni egy H’ homotdpidt H’'(p,t)=H(p,t) definiciéval (pCE,
0=t=1), és H’ lesz az a homotdpia, amely f'i-t 6sszekoti az (E, G)
par azonos leképezésével.

A (10) és (10”) tétel alkalmazdsdra emlitink néhdny egyszer(i
példdt.

1. Ha E" jeloli a zdrt egységgombot az n-dimenzids euklideszi tér-
ben, amelynek kozéppontja a ¢ pont, tovibbd 0=¢=1 és pcE", a
retrakcid az a leképezés, amely bdrmely p pontnak a kozéppontot fe-
lelteti meg, a H(p, t) = (1 —1t)p+tc pedig a homotépia, amely a ret-
rakciét osszekéti az azonos leképezéssel. Igy kaptuk: H,(E")~H,(C),
ahol most C a c 4ltal meghatdrozott egy pontbdl 4116 teret jeloli.

2. Hasonl6 mddon ,,hizhatjuk” Ossze a zdrt korgytir(it a belsé
hatdrkérére, vagy a tomor téruszt a legsziikebb torokkorére. Es igy
mindkettejiik homoldgiacsoportjait ismerjilk, ha a koérvonal homo-
l16giacsoportjait kiszamitottuk.

3. Végiil tekintjik a lenti 2. és 3. dbrat.

r
n
~
\,
Bl
N
N
N
L]

F F’

3. dbra

Megjegyezzik a kovetkezSket: a 2. dbrdn a szaggatott vonalak
csupdn F és F’ elhelyezkedését mutatjdk E-hez viszonyitva, tovdbbd
mind a két esetben F-hez hozzdvehetjiik a belsd szakasz végpontjait,
illetve a korgy(ir{i belsd keriiletét, vagy el is hagyhatjuk azokat. Minden-
képpen érvényes a H,(E, F)~ H, (E, F’) 6sszefiiggés. Ugyanis a (10”)
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tételt teljesité f definicidja mind a két esetben: E— F-on a megfelels
egyutthatoji nagyitds ugy, hogy az egész E-t Kkitoltjiik, F-en pedig az
F’-re valé- vetités (a nagyitdsi illetve vetitési centrum a szdg csticsa,
illetve a kor kozéppontja). A deformdcié pedig H(p,t) = (1—1t)p+
+1f(p), ahol p€E és f az el6bb jellemzett leképezés,

Az 1. példa példdt mutat olyan térre, amely homotdp ekvivalens
a ponttal. S6t példdt szolgdltat az ugynevezett pontjukra zsugorithatd
terekre.

Legyen ugyanis az E topologikus tér minden pontjahoz egy rogzi-
tett P € E pont hozzdrendelve; ha ezen f leképezés Osszetétele az i:P —~E
injekcioval homotép E-nek azonos leképezésével, akkor az E teret
pontjara zsugorithatonak nevezzilk. Nyilvdn deformdcids retrakciét
dllitottunk el6: H,(P)~ H,(E) ¢s igy sziikségiink lesz a kovetkezd té-
telre:

(11) TEtEL: Ha P az egyetlen pontbdl dllé tér, akkor H,(P)=0
r#0 esetén, és r=0 esetén Hy(P) izomorf az egész szamok additiv
csoportjaval.

A tétel bizonyitdsa: r <0 esetén trividlis; ha r =0, vegyiik el8szor
figyelembe, hogy minden r-re egyetlen o¢":4,—P szinguldris szimplex
létezik, és igy a ldncok csoportja: C,(P), az me" alaku elemekbdl 4ll,
ahol m tetszlleges egész €s igy C,(P) izomorf az egész szdmok additiv
csoportjdval. A hatdroperdciét tekintve o¢,:C,_,(4,) —>C,_,(P) alap-
jan a d homomorfizmusra a kovetkez8 Osszefiiggés dll: ha

r=0,do" = 0,d(xox;...%,) = 03 2( 1 (XX RpeeaXy) =

= é?(—l)’m(x.,xl...fi...x,) = 3 (=)o,
0 0

ami azt jelenti, hogy ha-—r=0 ¢és pdros, akkor do"=oc""1,

ha =0 pdratlan, akkor do"=0.

Tekintsiik most C,(P) (r=0) egy ma" elemét; ha r pdratlan, akkor ez
dmo” =0 miatt ciklus, azonban homolég 0-val, mert hatdra az mo"*?!
ciklusnak és igy C,(P)=Z,(P)=B,(P). Ha r>0, de pdros, akkor
do" =o¢"~! miatt egyetlen ldnc sem ciklus a 0-ldncot kivéve, azaz Z,(P)
¢és igy B,(P) és O-csoport. Az r=0 esetben d-t 0-nak definidltuk és 1gy
minden mg® ldnc ciklus, de B,(P), do'=0 mlatt 0-csoport, és igy
Hy(P)=Z,(P)=C,(P).

A kivdgdsi tétel annyiban lesz rokon a (10) és (10”) tétellel, hogy
itt is bizonyos injekcids leképezés fog izomorfizmust indukdlni. A té-
tel pontos megfogalmazdsa a kovetkezs:
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_ (12) TéreL: Ha U olyan részhalmaza E-nek, hogy a lezdrdsdra, amit
U-sal jeloliink, teljesiiljon, hogy U cInt F, akkor az i:(E—U, F—U)—
—(E, F) injekcié a homolégiacsoportok izomorfizmusdt indukdlja.

Az alkalmazdsra majd a 10 pontban fogunk példdkat bemutatni.
Most csak annyit jegyziink meg, hogy a tétel nyilvdn csak abban az
esetben mond valamit, amikor F 0. A kivdgdsi tétel felfedezése a
relativ homoldgidk felfedezésével egyiitt Lefschetz nevéhez fiizGdik.

7. Axiomatikus felépités

A homoldgiaelmélet axiomatikus felépitését, mint az dltaldban tor-
ténni szokott, kiilonféle homoldgiaelméletek 1étrejotte tette sziikségessé.
Ezek kozil az axiomarendszerek koziil legismertebb, de nagyon nagy
valdszintiséggel a legnagyobb jelentGségli is az Eilenberg—Steenrod-
féle felépités. Ennek lényegét fogjuk most ismertetni.

Tekintsiik az Osszes topologikus pdrokat és Osszes folytonos le-
képezéseiket. Ezekre fogunk definidlni hdrom fiiggvényt. Az els§: min-
den r egészhez ¢és minden (E, F) parhoz rendeljiink hozzd egy H,(E, F)
Abel-csoportot. Mdsodik: minden f:(E, F)—~(E’, F’) leképezéshez és
minden r egészhez rendeljink hozzd egy fi,:H,(E, F)—~H,(E’, F’) ho-
momorfizmust. A harmadik pedig: minden egész r-re és minden (£, F)-re
legyen értelmezve egy 0,(E, F):H,(E, F)~H,_,(F) homomorfizmus,
az ugynevezett hatdrhomomorfizmus. :

Megjegyezziik, hogy az utdbbi két fiiggvénynél, mint az dltaldban
szokds, az fy, helyett az f,., a 9,(E, F) helyett pedig a 9 jelolést alkal-
mazzuk.

Az axiomadk ezekre a fiiggvényekre fognak vonatkozni. :

(1) axioma: Ha f:(E, F)—(E, F) azonos leképezés, akkor
fw:H,(E, F)~H,(E, F) az azonos homomorfizmus. [Ndlunk (4) tétel.]
(2) axiéma: Ha f:(E, F)—~(E’, F’) és g:(E’, F')—~(E", F")

akkor (gf)«=gx/fx-

[Ndlunk (5) tétel.]
(3) axiéma: Ha f:(E, F)—~(E’, F’) és f-nek F-re valé megszoritdsdt
f|F-el jeloljikk, akkor (f|F),0=4afs. [Azt a tényt, hogy a szinguldris
homoldgiaelmélet a 3. axiomdt kielégiti nem bizonyitottuk és nem is
fogjuk bizonyitani.]
(4) axiéma:
A kovetkezd csoportsorozat:

H,_ ()L H(E, F)£H,(E)*H,(F)~ ...
ahol i: F—E, j:E—(E, F) injekcids leképezések, egzakt.
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[Azaz a homolég sor egzaktsdgdnak ,tétele”. Nalunk (7) tétel.]
(5) axiéma: Ha f, g:(E, F) ~(E’, F’) homot6épok, akkor

Jx=8x
[A homotdpia-axiéma. Nélunk a (8) tétel]

(6) axiéma: Ha U nyilt halmaza E-nek és U cInt F, akkor az (E— U,
F—U)—~(E, F) injekcios leképezéshez rendelt homomorfizmus izo-
morfizmus.

[Azaz a kivdgdsi ,tétel”, igy ndlunk a (12) tétel.]

(7) axiéma: Ha P az egyetlen pontbdl 4ll6 tér, akkor r#0 esetén

legyen H,(P) nullcsoport.
[Ndlunk ez a (11) tétel egy része.]

A (6) axioma kik6ti U nyilt voltdt, de a (12) tételben ezt nem ko-
tottiik ki, mert a szinguldris homoldgidk elméletében a kivdgdsi tétel
az Uclnt F feltétel mellett mindig érvényes. Mégis amikor példdk
bemutatdsdra tériink majd d4t, mindig nyilt halmazt fogunk ,,kivdgni’.

A (7) axiémdt dimenzidaxiémdnak is szoktdk nevezni. Bz az
axiéma H,(p)-r6l nem mond semmit. Azonban olyan homoldgiaclmélet,
ahol Hy(p) nullcsoport, nem tulsdgosan érdekes, mert a kivdgds és a
homotépia alkalmazdsdval terek széles osztdlyaihoz minden dimenzidra
0-csoportot rendelne hozzd; ez az un. trividlis homoldgiaelmélet. Nem
trividlis homoldgia elméletre példdt adnak a szinguldris homoldgidk.

A (3) axioma tételként eddig még nem szerepelt. Nagyon sokszor
alkalmazhaté és kénnyen bizonyithaté, de mivel a jelen cikkben nem
fogjuk haszndlni, elhagyjuk a bizonyitdsat.

Végiil azt szeretném megjegyezni, hogy a jelen cikk 7. pont elGtti
része arra torekedett, hogy az axiomdknak megfelels tételeket igazolja,
illetSleg néhdny azokbdl eredd elemi tételt is bemutasson. A cikk hdtra-
levd részében szerepl§ tételek, lemmadk és példdk pedig az axidmdkon
kiviil csak a szinguldros homolégidk, az indukdlt homomorfizmus és a
0 homomorfizmus konstrukciéjdt haszndljdk fel, illetve ezek kombind-
cidjaként adodo tényeket. (Egyediil a (7) axiomdt helyettesitjiik a (11)
tétellel.) Taldn mér az a tény is sejteti az Eilenberg—Steenrod-féle
axiomarendszer hasznos voltdt.

8. Lemmak ivszeriien osszefiiggd terekre

A lemmdk, amelyek ebben a pontban szerepelnek, féleg arra lesz-
nek jok, hogy segitsenek benniinket bizonyos terek homoldgiacsoport-
jainak kiszdmitdsdban.
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Ivszeriien Osszefiiggének® nevezzilk az olyan E topologikus teret,
amelynek bdarmely két pontja, p, és p, Osszekothetd egy folytonos gor-
bével. Azaz létezik olyan f:7— E folytonos leképezése az I zdrt egység-
intervallumnak, ahol f(0)=p,; és f(1)=p,.

(13) LemMA: Ha E ivszertien Osszefiiggoé tér, akkor Hy(E)~G,
ahol G-vel az egész szamok additiv csoportjat jeloljiik.

Bizonyitds: a) el8re bocsdtjuk azokat a megjegyzéseket, amelyek
bdrmely topologikus térre érvényesek. Ha r=0, akkor Cy(E)=2Z,(E),

tovdbbd bdrmely 1-dimenzidés o!= Zm ,0; szinguldris ldncra dot
i=

olyan 0-dimenzids ldnec, ahol az egyutthatok Osszege 0. Ezt a dul=

= _Z m;do} osszefiiggés miatt elég egy tetsz8leges o' szinguldris szimp-

Jj=1
lexre beldtni, de ez esetben trividlis. Azaz kimondhatjuk: ha egy 0-
dimenzids ldnc homoldg 0-val, akkor egyiitthatdinak Gsszege O.

i
b) Legyen most E ivszeriien Osszefiiggs is. Tovabbd a’= > m,0?

i=1
(69:4,— P;, P,€E) tetszGleges 0-dimenzids ldnc. Rogzitsink egy PEE
pontot és jeloljik ¢%lal a A,—P szinguldris szimplexet. Ha P;-t P-
vel 6sszekotjik az f;:1—E folytonos gorbével, akkor A-val jelSlve egy
A,-r6l1 I-re valo alkalmas homeomorfidt, az fi2 szinguldris szimplexre
teljestil: dm;(f;h) = mo“ m;o?, ami azt jelenti, hogy m;6° ~mc?,

de akkor (Zm,) g%~ Z’ma,, Zm, m jeloléssel igy azt kaptuk,
=
hogy minden homologlaosztaly tartalmaz egy mo® szimplexet, tehat
ha az m tetsz6leges egészhez hozzdrendeljik az mo'-t tartalmazé ho-
molégiaosztdlyt, az igy kapott homomorfizmus epimorfizmus, de mo-
nomorfizmus’ is, mert ma® € By(E) esetén a) miatt m=0 igaz.

A (13) lemma segitségével adodik a kovetkez§ két lemma.

(14) LeMMA: Ha E ivszeriien Osszefiiggd tér, akkor F#0Q esetére
H(E, F) nullcsoport.

Bizonyitds: ha a € Z,(E, F), akkor Z,(E, F)=Z,(E) miatt o € Z,(E),

de az el6z8 lemma szerint o ~ma®, ahol ¢°:4,— P és P€ F; részleteseb-
0

¢ fvszeriien osszefiiggd terekre egy szokottabb definici6 a kivetkezd: Tvszeriien
Osszefliggd az a topologikus tér, amelynek barmely két pontja ivvel 6sszekothetd,
azaz ha p,, p,€ E esetén létezik a zart egységintervallum g:7—~E homeomorf leképe-
zése, ahol g(0)=p, és g(1)=p,. A két definici6 azonban ekvivalens €s nekiink kony-
nyebb az elsé definicidval dolgozni.

7 Monomorfizmus az olyan h:A -~ B homomorfizmus (4 és B tetszOleges addi-
tiv csoportok), ahol ha=0-bdl (ac A) kovetkezik, hogy a=0.
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ben: 1étezik ol € C, (E) Gigy, hogy o — ma® =du' és ez a' € C,(E), 6° € C,(F)
miatt azt jelenti, hogy o~ 0(mod F).

(15) LeMMA: Ha E és F is ivszeriien Osszefiiggd terek, 0 FCE,
akkor az i: F—~E injekcids leképezés a 0-dimenziés homoldgiacsoportok
izomorfizmusdt indukadlja.

A lemma onnan adddik, hogy a Ho(g) és H,(F) végtelen ciklikus
csoportok, ahol ¢®€d, x € Hy(E) és a°€f, p € Hy(F), az a illetve B
homoldgiaosztdllyal generdlhaték és az i, homomorfizmus 6%t tar-
talmazé maradékosztdlyhoz o°-t tartalmazét rendel hozzd. (Itt tjra
o%:4,~ P, ahol P€ F tetszGleges pont.)

Az el6bbi hdrom lemmadval ellentétben, amelyek csak a 0-dimen-
ziés homoldgiacsoportokra vonatkoznak, a kovetkezd minden dimen-
zidra érvényes lesz:

(16) LeMMA: Ha E topologikus tér és E=\JE;, ahol i#j esetén

*§
egyetlen E;-beli pont sem kétheté éssze Ej-beli ponttal folytonos gorbe
segitségével, tovdbbd F = \J F;, ahol F,CE;, akkor H/E, F) ~
1
~ > H(E;, F). (A 2 jel a direkt osszeg jeldlésére szolgdl.)
1
A (16) lemma bizonyitdsa a koévetkezd igen konnyen beldthatod

n
algebrailemmdn alapul (ezt alemmat itt nem bizonyitjuk®): Ha 4 = > 4,,
1
és A az A Abel-csoportnak olyan részcsoportja, hogy A’= > A},
' 1

A} részcsoportja A;nek (i=1,2, ...,n), akkor 4|4’ ~ 3 A,/A].
) 1

Ha ugyanis egy tetszleges o szinguldris szimplexet tekintiink,
csak egyetlen E;-ben lehetnek képpontjai a feltétel értelmében és igy

Z,(E, F)=3Z,(E;, F)), B,(E, F)= 3 B,(E;, F)), B,(E;, F)) C Z,(E;, F)
1 1

teljesiilése miatt igaz a homoldgiacsoportokra vonatkozd 4llitdsunk is.
Az utolsé egyszerli, de hasznos lemma ivszerlien Osszefiiggd te-
rekre:

(17) LemMA: Ha P tetszéleges pontja az E ivszertien Osszefiiggd
térnek és r=#0, akkor H,(E)=~ H,E, P).

8 II. C. AnexcanapoB: KomeuHaTtopHas Ttomonorusi (Mocksa, 1947) algeb-
rai fiiggelékében a bizonyitds megtaldlhaté.
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Bizonyitds: a) kiilonvélasztottuk azt a részt, amikor még nem
haszndljuk ki az E topologikus tér ivszerli Osszefliggését. Ha r <0,
minden csoport trividlis, »>1-re pedig az (E, P) pdr homolog sorit
tekintjiik, és ennek egzaktsdgdt fogjuk felhaszndlni.

H,_,(P) L H,(E,P) % H,(E) * H,(P)~ ...

r>1 miatt H,_,(P)=0 és H,(P)=0 a (11)-es tétel miatt, de akkor
Im i, =Ker j, =0, azaz j, monomorfizmus, de epimorfizmus is, mert
Im 9 =0, azaz

H_(E, P)=Ker 9 =Im j,.

Tehdt: r 0, 1-re minden topologikus térben H.(E, P)~ H.(E),

b) Legyen r=1, ismét felirjuk a homoldg sor megfelels szakaszdt

(itt mdr E ivszeriien osszefﬁgg('i voltdt is felhaszndljuk): ...« Hy(E)<
Ho(P)“Hl (E, P) H1(E) Hy (P)=...

Itt H,(P) nullcsoport és, mint el6bb, j, monomorfizmus. Az epi-
morfizmushoz azonban fel kell haszndlni a (15)-6s lemmadt, amelynek
értelmében iy izomorfizmus, és ebbdl Im 9 = Ker iy, =0, azaz H,(E, P)=
=Ker d =Im j, és igy j. epimorfizmus is €s monomorfizmus is, tehdt
izomorfizmus. ;

r=0 esetére nem 4dll az izomorfia, hisz a (13) lemmadt tekintve
H,(E) végtelen ciklikus csoport. Hy(E, P) pedig a (12) lemma szerint
nullcsoport.

9. Egzakt sorozatokra vonatkozé elemi lemmak

A cikk hdtralevd részében fontos szerepet fognak jdtszani a vége-
sen generdlt Abel-csoportok, és igy néhdny rdjuk vonatkozé defini-
ciét és tételt fel fogunk sorolni.’

(A definicidk és tételek dtvihetk tetszSleges Abel-csoportokra
is, kis résziikket mdr alkalmaztuk is, mégis sziikségesnek tartunk egy
algebrai kiegészitést csupdn végesen generdlt Abel-csoportokra szo-
ritkozva.)

Az A Abel-csoport végesen generdlt, ha kivdlaszthaté elemeinek
egy véges Xp, Xs, ..., X, S rendszere (a generaitorelemek rendszere)

gy, hogy minden acA elGdllithaté a= _Z'mx alakban (m; egész).

Ha minden a€A4, a#0 egyértelmiien 1rhato fel az elébbi alakban,
akkor A végesen generdlt szabad Abel-csoport és S neve bdzis. Az A4
Abel-csoport o(4) rangja az a legnagyobb k=0 egész, amelyre létezik

9 Kuros: Csoportelmélet (Budapest, 1955), Masodik rész: Abel-féle csoportok.
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k szamu A-beli linearisan fliggetlen elem (a linedris fiiggetlenség de-
finicidja a szokdsos: Zma =0. (m; egész, a;€A, i=1,2,...,k) ak-

kor és csak akkor, ha m;=0). Ha a végesen generalt Abel-csoport
szabad, akkor o(4)=n, ahol 7 a bdziselemek szdma, igy ezeket véges
rangl szabad Abel-csoportoknak is fogjuk nevezni. (Tetszdleges vége-
sen generdlt Abel-csoport esetén o(A)=n, itt n» most a generdtorelemek
szama.) Véges rangu szabad Abel-csoportok a rangjuk ismeretében
izomorfizmustdl eltekintve egyértelmiien meg vannak hatdrozva. g(4)
akkor és csakis akkor 0, ha A4 véges rendi elemekbdl dll.

Végesen generdlt Abel-csoportok rangjinak egy az el6z8vel ekvi-
valens definicidja a kovetkezS: felhaszndlva a végesen generdlt Abel-
csoportok alaptételét bontsuk fel A-t direkt felbonthatatlan ciklikus
részcsoportjai direkt Osszegére, a felbontdsban szerepl végtelen cik-
likus csoportok szdma a csoport rangja.

Sziikségiink lesz a rangok Osszeaddsdnak tételére is: Ha A végesen
generdlt Abel-csoport és B valamely részcsoportja A-nak, akkor fenn-
dll a o(4)=0(B)+ 0(A4/B) 6sszefiiggés.

(18) LemmA: Ha {G,, ¢,} egzakt, minden G, ha n=q=m végesen
generdlt Abel-csoport G,,_, és G,., nullcsoport, akkor

2,, (= 1)70(G))=0.

A Dbizonyitdsra fel kell haszndlnunk a G,[Ker ¢,~Im ¢,, vala-

mint az Im ¢,,, = Ker ¢, Osszefiiggéseket és a rangok Osszeaddsdnak
tételét.

Tehdt:

0(G,) = o(G,|Ker ¢,)+ o(Ker ¢,) = o(Ker ¢,_;)+ o(Ker @,),

majd (—1)%val szorozva: (—1)%(G,) = (—1)%(Ker ¢,_,)+(—1)2-
- o(Ker ¢,) és Osszegezve: :

n+1
2 (=1%(G) = (=)o (Ker gp-5) +(— 1)+ o(Ker @pi1);
g=m=-1
de ha G,,,_1 = 0, akkor Ker ¢,,_, = Im¢,,_, = 0, tovdbbd G,., = 0
miatt Ker ¢,,, = 0, azaz

n+1
2 1'eG) = 2 11e(Gy =0
igazolva van.
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Még kovetkezni fog néhdny igen egyszerii lemma: nem is nagyon
lemm4dk, inkdbb megjegyzések, de mivel tobb izben fel fogom haszndlni
Gket, lemmaként mondom Ki.

(19) LemmA: Ha {Gq, 0, egzakt és G,., és G,_, is nullcsoport,
akkor G, is nullcsoport.

Mert:
0™ Ge=Ustl5

Im o, ., = Ker ¢,,

de 0=Im ¢, miatt Ker ¢, = G, is igaz, ahonnan G,=0. A (18) lemmadval
dsszekapcsolva nagyon sokszor tudjuk alkalmazni a kovetkez6 lemmat:

(20) Lemma: Ha {G,, ¢,} egzakt, G, nullcsoport, G, , véges
rangti szabad Abel-csoport, akkor G, vagy nullcsoport, vagy véges
rangit szabad Abel-csoport. (Es igy, ha a rangjdt meghatdroztuk, a
csoportot is meghatdroztuk.)

Beldtdsdhoz csupdn azt kell figyelembe venniink, hogy G,.; = 0
miatt Ker ¢,=0, ami azt jelenti, hogy ¢, izomorfizmust szolgdltat
G, ¢és Im ¢, kozott. Im ¢, pedig mint egy véges rangl szabad Abel-
csoport részcsoportja vagy 0-csoport, vagy véges rangl szabad Abel-
csoport.

(21) Lemma: Ha {G,, ¢, egzakt, G, és G,_, nullcsoport, akkor
@g+1 Gyi1 és G, izomorfizmusdt adja.

Ugyanis:
..<0 « ansil Gq+1¢33”0<— Y
Ker ¢,41 = _Im Pz = 0 és Im @4y = Ker ¢, = G, miatt ¢ 4,
monomorfizmus is, epimorfizmus is.

10. Néhiny elemi példa bemutatisa

Az els8 hdrom példa illusztrdlja, hogy hogyan lehet grédfszerii
alakzatok homoldgiacsoportjait meghatdrozni. A 4. és 5. példa ki-
segit8 jellegli. A 6. példa a tdéruszfeliilet, a 7. példa pedig a projektiv
sik homoldgiacsoportjainak meghatdrozdsa, a 7. példa lesz az itt be-
mutatott egyetlen példa, ahol a homoldgiacsoportok kozott szerepel
végre egy, amely nem szabad csoport. A cikk mdsodik részében szere-
pelni fognak a szimplicidlis komplexusok és a hozzdjuk tartozé homo-
16giacsoportok meghatdrozdsa. A mddszer hasonlitani fog a 3. példa
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modszeréhez. A 6. és 7. példdt vizsgdlhatndnk a szimplicidlis komplexu-
sokra vonatkozé késdbbi tételek segitségével is. Azonban az itt most
bemutatott meghatdrozdsi méd elemibb és taldn egyszer(ibb is.
Miel6tt a példdk kidolgozdsdhoz kezdenénk, néhdny gyakorlati
megjegyzést szeretnénk tenni.
1. Minden alakzatot (a 6. és 7. példa kivételével) az euklideszi
tér részhalmazdnak tekintiink és az indukdlt topoldgidval ldtjuk el.
2. Ha egy egzakt sorozat szerepel: ...« G, 1« G,~ G 1< ...,

G . S Lt .
a G, alatt szereplS g, pozitiv szdm a csoport rangjdt jelsli, a 0 pedig

azt jelenti, hogy G, nullcsoport. .

3. Ez a megjegyzés csupdn grdfszerii alakzatokra, az 1., 2., 3. és
5. példdk dbrdira fog vonatkozni. Ha az eredeti E térnek valamely
részhalmazdt akarjuk kijellni, mindig fel fogjuk tiintetni szaggatott
vonallal az eredeti teret is; illusztrdciét szolgdltat erre a 4. dbra: Ha E

m

egy hdromszdg éleibdl 4ll, F illetve F” jeloli egy nyilt illetve zdrt élét.
Ha pedig az E valamely részhalmaza, mint az 5. dbra mutatja, nyillal
van ellitva és nem nyomtatott nagy betiivel, hanem gérdg betiivel
jelolve, az olyan homeomorf leképezését jeloli a 4, kanonikus szimp-
lexnek, amely kit6lti a jelzett halmazt és a nyil az e, képétSl az e, képe
felé mutat, ha e, és e; jeloli 4, csucsait. Tobbi példdnk dbrdihoz a meg-
felel6 helyen fiiziink megjegyzéseket, ha sziik-
séges lesz.

4. Nagyon gyakran fogjuk alkalmazni
a deformdcids retraktumokra vonatkozo (10)
tételt valamint a (10”) tételt és a kivdgdsi
(12) tételt. A (10%) tétel alkalmazdsakor azon-
ban a tétel feltételeit kielégité leképezést és
deformdciét nem fogjuk részletezni. Meg-
addsuk nem lényegesen bonyolultabb, mint
amelyeket a 6. pontban bemutattunk. Kiilondsen fel szeretném hivni
a figyelmet a 6. pont 3. példdjdra, ahol a leképezést nagyitds + vetités
szolgdltatta, a most kovetkezd példdkban szereplS leképezések lényege
¢és a homotdpidk képlete is ugyanaz, mint a 6. pont 3. példdjdban.

5. Mivel r <0-ra a homoldgiacsoportok trividlisak, fel is tehetjiik,
hogy r<0-ra minden térre H,(E)=0.




283

1. PELDA. Ha E zdrt intervallum, F pedig az az altér, amely E két
végpontjdbdl dll, H,(E, F)-et keressiik: (6. dbra.)

r=0-ra, mivel E ivszerlien Osszefliggé, F nem tires, a (14) lemma
szerint H,(E, F)=0.

E F

6. abra

Ha pedig r >0, segitségiil vesszik az (E, F) par homoldg sordt:
...«—H,“I(F)«H (E, F)<~ H,(E)< H,(F)< ...

Mivel E homotdp ekvivalens a ponttal, azért H,(E)~ H,(P), tovdbbd
H,(F) ~ H.(P)+ H,(P) a (16) direkt osszeg-lemma szerint és igy
r=>1 esetén a homolég sor:

.~0«H,(E,F)<0«... és a (19) lemma miatt H(ESE)=0;
r=1-re

M) o Ho(E F)Hy(E) * i Hy(F) + HI(E F)~Hy(E)~ ..

itt a (18) lemma miatt 1 —2+x =-0, azaz x=1, és H,(F) véges rangu
szabad Abel-csoport volt, mint a H,(P) végtelen ciklikus csoportbdl
alkotott direkt Osszeg, tehdt H,(E, F) végtelen ciklikus csoport a (20)
Lemma értelmében. Végeredmény: Ha r1, akkor H.(E, F)=0 és
r=1-re H,(E, F) végtelen ciklikus csoport.

2. PELDA. Ha E a korkeriilet, F a félkor. (A félkor lezdrdsdt te-
kintve F-nek.) Hatdrozzuk meg H,.(E)-t.

A kivdgdsi tételt U-ra alkalmazva, majd a (10) tételbsl kapjuk a
kovetkezd izomorfizmusokat (7. dbra): H,(E, F)~ H,(E’, F )~ H(E’,F”)
de mivel E” homeomorf a zdrt intervallummal, F” pedig az E’ végpont-
jaibdl alkotott tér, az el6z8 példa szerint ismert H,(E’, F”).

Legyen r>1; ekkor a . <—H(E F)«—H(E)«—H(F)«... ho-
moldg sorban H, (E F) és H (F) is nullcsoport, igy H,(E) is az. Ha
pedig r=0, 1, akkor

an ... “Ho(f, F)«Hy(E) H°1(F) = 0 F) & HI(E)‘_HIO(F)‘_’

Mint az el8bbi példdndl, a rangokat régi ismereteink alapjan fel tud-
tuk irni, s6t x = 1-et is tudjuk a jelen esetben (13)-bol, mivel E ivszeriien
Osszefiiggd, és igy 1—1+1—y = 0 miatt y=1, azaz végeredményiil
kaptuk: Ha E a korkeriiletet jelenti, akkor r=0, 1 kivételével H,(E) null-

. csoport, r=0, 1-re pedig végtelen ciklikus csoport.
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3. PELDA. A lemniszkdta homoldgiacsoportjainak meghatdrozdsa.

Felhaszndlva a 8. dbrdt, H,(E) végtelen ciklikus csoport, mivel
E ivszerlien osszefiiggs. Legyen r=0; ekkor a (17) lemma szerint
H.(E)~H,(E, P) és H,(E, P)~H,(E, F) a (10°) tételbSl, H,(E, F)~
~ H,(E’, F’') haegy kivdgdst alkalmazunk az U halmazzal, és H(E’, F') ~
~H,(E’, F”), ha ismét alkalmazzuk a (10") tételt. Kaptuk tehdt:
H.(E)y~H,(E’, F”) ha r=0, azonban E’-t fel tudjuk bontani két iv-
szerlien Osszefiigg6 komponensre, s felhaszndlva a direkt Osszegre vo-
natkozo (16) lemmadt visszavezettitk az els6 példdra az egész feladatot.
Es igy H,(E)=0, ha r>0, 1. Hy(E) végtelen icklikus, H;(E) pedig 2
elemmel generdlt szabad Abel-csoport.
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4, PELDA: E a zdrt korlemez, F a korkeriilet. H,(E, F)-et akarjuk
meghatdrozni. Ha r=0, Hy(E, F)=0 a (14) lemmdbdl. Ha r=2, a

...~H,_(F)<H,(E, F)~ H,(E)< ... homoldg sorban H,(E) és H,_,(F)
nullcsoport, s akkor H,(E, F) is az. Legyen r=1, 2:

(I1I) ...<—H0(E0, F)*‘Hol(E)“HofF)*‘
~Hy(E, )~ Hy(E) ~ Hy(F) * Hy(E, F) ~ Hy(E) ..
y X
A rangok kiszdmitdsa az elsé két példdndl ismertetett médszer szerint

%

9. dbra

torténik, ugyanazokra a lemmdkra hivatkozva, x=1 és y=0 adddik,
és végeredménynek: H,(E, F) végtelen ciklikus csoport, r=2 esetén
pedig H,(E, F)=0.

A most kdvetkezd 5. példa csupdan segédfeladatokbdl dll. Az utdna
kovetkez6 6. és 7. példdkhoz, valamint egyes késGbbi tételekhez néha
sziikségiink lesz "bizonyos homoldgiacsoportok generdtorelemeinek a
megkeresésére is.

S5a PELDA. Az 1. példdndl H,(E, F) generdtorelemét akarjuk meg-
keresni, ahol tehdt £ a zart intervallum, F-et pedig az intervallum két
végpontja alkotja. Az 1. példdndl szerepl§ (I) homoldg sorbdl leolvas-
hatjuk a kovetkezdket:

H,(E, F)~Im 0 =Ker iy,

- azaz ¢ izomorfizmust eredményez H,(E, F) és Ker i, kozott, mivel
‘pedig izomorfizmusndl a genedrtorelemek egymdsnak felelnek meg,
elég Ker i, generdtorelemét meghatdrozni. Az intervallum egyik vég-
pontjdt A-val, a mdsikat B-vel jelolve és felhaszndlva H,(F) direkt
Osszegként vald szdrmaztatdsit, H,(F) minden eleme ma,; +no, alak-
ban irhaté fel, ahol o,:4,>A4 és o0,:4,~B szinguldris szimplexek,

19 Matematikai Lapok 3—-4
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Hy(E)t pedig mint ivszertien Osszefiiggd tér O-dinemziés homoldgia-
csoportjit barmely ¢,:4,—P generdlja, ahol PEE tetsz8leges pont.
Az moy+nao, elem osztdlydnak képe i,-ndl az (m-+n)o,-t tartalmazéd
maradékosztdly, de ez akkor a 0 maradékosztdly, ha m+n = 0, és
igy Ker iy, minden eleme o, — 0, dltal generdlhatd, ami azt jelenti, hogy
H,(E, F) generdtoreleme az a o¢:4, ~E, ahol do = ¢, —o0,.

(Elkovettiik azt a pongyolasdgot, hogy ahelyett: valamely szimplex
a generdtor egy reprezentdnsa, azt mondtuk, az illet szimplex generdtor-
elem. Ezt a pongyolasigot néha ezutdn is megtesszik.)

5b PELDA. A 2. példdban megdllapitottuk, hogy ha E a kérkeriilet,
H,(E) végtelen ciklikus csoport. Ennek generdtorelemét akarjuk meg-
hatdrozni. Vizsgdljuk meg kozelebbrdl a (IT) homoldg sort, amelyet a
2. példa megolddsa sordn irtunk fel. E, F ivszerlien Osszefliggd volta
miatt i, izomorfizmus volt, tehdt méginkdbb monomorfizmus, azaz
Im 9 =Ker i, =0 teljestil és ebbdl kovetkezik, hogy Im j,=Kerd=
=H,(E, F) miatt j, epimorﬁzmus de monomorfizmus is H,(F)=0
miatt, azaz j, izomorfizmus, igy elég H,(E, F) generatorelemenek rep-
rezentdnsdt megkeresni.

Tekintsik az «+ f ciklust E-n (10. dbra). o+ B ciklus E-n mod F
is. Be fogjuk ldtni, hogy H,(E, F) generdtoreleme az («- f)-t tartal-
mazé homoldgiaosztdly. Ehhez pontosabban meg kell vizsgdlni a 2.
példa elején felhaszndlt izomorfizmusokat.

10. dbra

A 10. dbrdt hasonlitsuk Ossze a 7. dbrdval. Az 5a példa felhaszna-
ldsdval a B ciklus E’-n mod F” a H,(E’, F”) csoport egy generdtor-
elemének reprezentdnsa, de a H,(E’, F”) H,(E’, F’) izomorfizmust az
(E’, F")~(E’, F’) injekcié hozta létre, igy a p-t tartalmazé maradék-
osztdlynak p-t tartalmazé felel meg. A kivdgdsi izomorfizmust:
H,(E’, F')~ H,(E, F), szintén inkejcié hozta létre. Igy a két izomor-
fizmus Osszetételeként a f-t tartalmazdé E-beli mod F homoldgiaosztélyt
kaptuk képnek, de f~a+ f(mod F) (mert o F-beli ldnc volt) és igy
a+p lesz Hy(E, F) s egytttal H,(E) egy generdtorelemének reprezen-
tdnsa is.
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5b’ Ugyancsak H,(E), egy generdtorelemét reprezentdlja a 11. db-
rdn jelolt 6 (E ujra a korkeriilet). Tekintettel ugyanis a 11. dbrdra és
a 4, kanonikus szimplexet az e, e,, e, kitlintetett csucssorrendli euk-
lideszi szimplexszel szimbolizdlva, meg tudunk adni egy o-t, amely
Ayt E-be képezi le, Ggy, hogy do = a+f—9. o szemléltetése a kovet-
kez8: vetitsik az |eje.e,| szimplexet merSlegesen az e; csucsbol az
leges| oldalra, majd ragasszuk Ossze az e, és e, csticsokat.

€y

11. dbra

5¢ PELDA. Legyen most E a korlap és F a korkerilet; Hy(E, F)
generdtorelemét keressiik. (Megtartva a 11. dbra jeloléseit.) Allitds:
az a o,famely A4,-t E-be képezi le és amelyre do = o+ f —y, adja meg
a generdtorelem reprezentdnsdt. (Ilyen ¢ még trividlisabb médon meg-
adhatd, mint az el8bb: most csak az |eye,| €élt kell ponttd Gsszehtizni.)
Tekintve ugyanis a 4. példdban a (III) homoldg sort, 9 : Hy(E, F)~ H, (F)
adddik. Viszont o-+pf—y homoldg «+ f-val, mert y~0, ugyanis
hatdra azon ¢’-nek, amely 4,-t C-be képezi le, « + f pedig mdr generd-
toreleme az 5b példa szerint H,(F)-nek.

Az igért példdk koziil hdtra van még a tdruszfeliilet és a projektiv
stk homoldgiacsoportjainak meghatdrozdsa. Ennek a két példdnak
azonban bizonyos részei egyiitt tdrgyalhatdk, és ezeket el8re is fogjuk
bocsdtani. - El8szor azt fogjuk tisztdzni, hogy mit neveziink torusz-
feliiletnek illetve projektiv siknak.

A téruszfeliiletet és a projektiv sikot is a kvociens terek segitségével
fogjuk definidlni. Legyen 7 egy tetsz8leges topologikus tér, amelyet
valamilyen médon felbontottunk diszjunkt részhalmazai egyesitésére.-
Ezeket a diszjunkt részhalmazokat tekintjiik a 7 /R kvdciens tér pont-

19*
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jainak, Z [R-beli nyilt halmazoknak pedig azokat és csak azokat a
T |R-beli halmazokat definidljuk, amelyeknél a pontokat add 7 -beli
halmazok egyesitése 7 -ben nyilt. A definiciébdl trividlis, hogy /R
valéban topologikus tér. Ha < minden pontjdhoz hozzdrendeljiik
T [R-nek azt az elemét, amely ezt a pontot tartalmazza, akkor egy a
F-b6l T [R-re valé folytonos leképezést nyertiink. Ezt a leképezést
természetes leképezésnek fogom nevezni.

Legyen az (&, #) pdr az olyan parral homeomorf, ahol a pdr elsd
tagja a zdrt korlapbdl, a mdsodik pedig az ezt a korlapot hatdrold
korvonalbdl dll. (A korlapot a sik dltal indukdlt topoldgidval ldtjuk el.)
Ha &-nek ugy tudunk megadni egy diszjunkt részhalmazokra vald bon-
tdsdt, hogy az el6bb leirt modon megszerkesztett &/R kvdciens térre és
az w:& —~ &N természetes leképezésre teljesiil az, hogy w az (& — % )-en
homeomorfizmus, csupdn Z-beli pontok képe eshet ssze, akkor w-et
ragasztdsnak nevezziik, &/R-r6l pedig azt mondjuk, hogy &-bél dllt
el6 ragasztds segitségével, vagy, hogy &-nek a ragasztdsndl szdrmazo
képe.

Vélasszuk &-t zdrt téglalapnak, # pedig legyen & hatdra. & disz-
junkt részhalmazokra bontdsdt a kovetkez6 mddon definidljuk: & —F
minden pontja 6nmaga alkosson egy felbontdsi halmazt, a téglalap
csucsait sorozzuk egy felbontdsi halmazba, ha pedig p és p” két szem-
koztes oldal pontjai (csucsoktdl kiilonbdz8 pontjai), p és p” akkor és
csak akkor keriiljon ugyanabba a halmazba, ha p és p’ a hozzdjuk
tartozé oldallal parhuzamos téglalaptengelyre vonatkoztatva egymds
tikorképei. Ehhez a felbontdshoz tartozo kvdciens teret téruszfeliilet-
nek fogjuk nevezni. Ha pedig & a zdrt korlap & hatdrkorrel a felbon-
tdsi halmazokat a kovetkez6 modon nyerjik: & —F pontjai most is
onmagukban alkossanak egy felbontdsi halmazt, p,p’€F esetén p
és p” akkor és csak akkor alkosson egy felbontdsi halmazt, ha ugyan-
azon kordtmérd végpontjai. Ehhez a felbontdshoz tartozé kvdciens
teret projektiv siknak fogjuk nevezni. Igy a tdruszfelilet a téglalapbdl
allt el8 ragasztds segitségével a projektiv sik pedig a korlapbdl, hiszen |
a ragasztds feltételei trividlisan teljesiilnek.’® Mind a két esetben &-nek
a ragasztdsndl szdrmazé képet E-vel fogjuk jeldlni, # képét pedig
F-fel. Mdr most megjegyezziik, hogy a toruszfeliilet esetén F homeomorf
a lemniszkdtdval, a projektiv sik esetén pedig a korvonallal.

Mind a két esetben érvényesek a kovetkezd trividlisan adodo té-
nyek: Mivel & kompaktum, w definiciéja kovetkeztében E is kompakt
Hausdorf tér és igy w zdrt leképezés. (w-et (&, F)-bél (E, F)-re valé
leképezésnek fogjuk fel.)

10 A feliiletek euklideszi térben valé realizalasinak kérdésével a cikk keretében
nem foglalkozunk, ‘mivel itt csak példdk bemutatdsdhoz volt sziikségiink rajuk.
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A példamegolddsokhoz vezetS els6 komoly lépés az lesz, hogy
mind a két esetben be fogjuk ldtni a H,(E, F)~ H (&, ) Osszefliggést.

Mivel az okoskodds mind a toruszfelilet, mind a projektiv sik
esetében ugyanaz, a konnyebb leirhatdsdg, de nehezebb elképzelés
miatt a projektiv sik esetére fogjuk szemléltetni a fenti izomorfizmus
bizonyitdsdt. Legyen %, az a zdrt korgyiirli, amelynek kiils6 hatdr-
kore &, a bels6 pedig egy Z-fel koncentrikus tetsz6leges kor (12.
dbra), Z, pedig az a zdrt korgylir{i, amelynek egyik hatdrkére szintén
Z, a mdsik pedig példdul az &, kozépvonaldt alkotd kor. F;-nek

12. dabra

w-nél szdrmazé képe legyen F;, % ,-nek w-nél szdrmazd képe pedig
F,. Fenndll a w(Int #,)=Int F, Gsszefliggés (x=1, 2). Mivel ugyanis
w zdrt leképezés is, és fenndllnak a w(Int #,) N\ w(& —Int #,) =0 vala-
mint a w(lnt Z)Uw(&—Int #,) = E egyenl8ségek, igy w(Int F))
nyilt halmaz, olyan nyilt halmaz, amely része F,-nak, tehdt azt kaptuk,
hogy w(Int #,)ClInt F,. A forditott tartalmazds pedig fenndll w foly-
tonossdga és w~(Int F,) Cc %, miatt. Alkalmazni fogunk egy kivdgdst
az (&, F,) pdrra az Int #,, az (E, F,) pdrra pedig az Int F, nyilt hal-
mazokkal. Be kell ldtnunk a kivdgdsi tétel alkalmazdsdt lehet6vé teve
Int #,cInt #, és az Int F,cInt F, tartalmazdsokat; az els§ trividli-
san teljesil #,=Int %, miatt, a mdsik pedig Int F,=w(Int #,)C
Cw(F)=F,=F,=w(%,) cw(Int #,)=Int F; miatt. Bevezetve az
& =6-IntF,, F' =F,-Int F, é E =E-Int F, F' =
= F,—Int F, jeloléseket azt kaptuk, hogy H, (8", F')~H, (8, F,) és
H.(E’, F')~ H,(E, Fy), s mivel w az (§’, %) és (E’, F’) parok ko6zott
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homeomorfizmust 1étesit, fenndll H,.(8’, F')~ H,(E’, F’) is. Tehdt:
H, (8, F)~H,(E, F;). Meg tudjuk szerkeszteni a H,(&, #,)-et a
H, (6, ¥ )-fel 6sszekotd izomorfizmust is a 6. pont 3. példdja alapjdn,
ott egy olyan f leképezést szerkesztettiink meg, amely ecleget tett a
(10") tétel feltételeinek, azaz f:(&, #,)~(&, #,) olyan volt, hogy f-et
valamely H homotdpia kototte Gssze az (&, ;) pdr azonos leképezé-
sével, és f(F,)CF, valamint H(F XI)C Z is teljesiilt, f segitségével
tudunk olyan f:(E, F))—~(E, F,) leképezést konstrudlni, amely ele-
get tesz a (10") tétel kovetelményeinek: f(w(p))=w(f(p)), (PE€E), az
f-ot az (E, F;) par azonos leképezésével GsszekdtS homotdpia pedig
H(w(p), 1)=w(H(p,1)),pe6,0=t=1. (f és H folytonossdgdhoz fel
kell haszndlni, hogy w zdrt leképezés.) Igy a H, (&, #)~ H,(E, F) 4l-
litast bebizonyitottuk.

Az el6bbi izomorfizmus alapjdn és a 4. példa segitségével azt is
tudjuk, hogy r=2 esetén H,(E, F)=0 és H,(E, F) végtelen ciklikus
csoport. A példamegolddsokhoz sziikség lesz H,(E, F) valamely gene-
ratorelemét is megadni H,(&, &) generdtoreleme segitségével.

Jeloljik Z3-mal Z’ bels6 hatdrkorét. Hy(6 —Int #F,, F3) a
4. példa szerint végtelen ciklikus csoport, amelynek generdtorelemét
megkapjuk példdul egy az Sc példa szerint készitett ¢’ szinguldris szimp-
lex segitségével (o Osszes tulajdonsdgai koziil csak annyit haszndlunk
ki, hogy szinguldris szimplex, ezt is csak a konnyebb leirhatdsdg miatt).
Mivel (8’ —Int #,, #,) deformdcids rektraktuma az (6, #’) pdrnak,
az i:(&’—Int F,, F3) (8, F’) injekcié izomorfizmust hoz létre, és
igy ugyanaz a o’ lesz H,(6’, F’) generdtorelemének reprezentdnsa.
A H,(&', F')18l H,(&, F,)-re vezetd kivdgdsi izomorfizmust is in-
jekcié indukdlja és igy H,(&, #,) generdtorelemét szintén ¢’ hatdrozza
meg. Mivel (8’, #’)-t whomeomorfizmussal vitte 4t (E’, F’)-re, Hy(E’, F’)
generdtorelemét, de az el6z8 gondolatmenet megismétlésével Hy(E, F;)
generdtorelemét is a wo” szinguldris szimplex reprezentdlja. A Hy (&, Z,)-
168l Hy(8, 7 )-re valé izomorfizmust f indukdlta, igy fo’ lesz Hy (8. F)
generdtoreleme, f definiciéja miatt pedig fwe” =w(fo) lesz H,(E, F)
generdtoreleme. f megszoritdsa (& —Int #,, #3)-ra homeomorfizmus,
igy minden olyan szinguldris: szimplex, amely H,(&, #) generdtor-
eleme, felfoghaté valamely H,(8” —Int #,, #,)-beli olyan szinguldris
szimplex f-nél szdrmazé képének, amely maga is generdtorelem. Azt
kaptuk tehdt, hogy ha o-val jeloltiik azt a szinguldris szimplexet, amely
H,(6, #) egy generdtorelemének reprezentdnsa, wo fogja szolgdltatni
H,(E, F) generdtorelemének egy repretenzdnsdt. A tdruszfeliilet és a
projektiv sik homoldgiacsoportjainak meghatdrozdsdndl ezeket a meg-
jegyzéseket fogjuk figyelembe venni. Az itt szerepl§ minden bizonyitds
nemcsak a projektiv sikra, hanem a toruszfeliiletre is (s6t sokkal 4lta-
ldnosabb terekre is) vonatkozik, mert az alapul vett & terek homeomor-
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fizmussal 4tvihet6k egymdsba, a ragasztds Z-en vald definiciéjabol
pedig csak a folytonossdgot haszndltuk ki.'*
A 6. és 7. példa sordn a most bevezetett jeloléseket megtartjuk.

6. PELDA. A tdruszfeliilet homoldgiacsoportjainak meghatdrozdsa.
E tehdt a téruszfeliilet, F pedig E-nek olyan altere, amely homeomorf
a lemniszkdtdval. Mivel H,(E, F) és H,(F) ismert, az (E, F) par ho-
molog sordt felirva r>2-re H,(E, F)=0 és H,(F)=0 miatt H,(E) is
nullcsoport. r=0-ra, mivel E ivszerlien Osszefiiggd, H,(E) végtelen
ciklikus csoport. =1, 2-re pedig tekintsik a homolég sor megfeleld
szakaszdt:

~Hy(E, F)«HI(E>5H12(F) 2 Hy(E, F)’«*HZ(E)«Hz(p« e
k x

A rangok Osszeaddsdval nem ériink el most 1ényeges eredményt, hisz
x, y egyidejlileg ismeretlen.

Ellenben azt fogjuk beldtni, hogy j, izomorfizmus. Ha tudndnk
ezt, akkor H,(E) végtelen ciklikus csoport lenne, st iy is izomorfizmussd
valnék, mert i, epimorfizmus H,(E, F)=0 miatt, de monomorfizmus
is lenne, hisz: Im j, = H,(E, F)=Ker 9 teljesiilne, ami azt jelentené,
hogy Keri,=Img=0, és igy H,(E) két elemmel generdlt szabad
Abel-csoport lenne.

De j, monomorfizmus volta H,(F)=0 miatt™ trividlis. Be kell
l4tni, hogy epimorfizmus is. Ehhez elég talilnunk egy olyan &€ Z,(E)
ciklust, amely a H,(E, F) csoport generdtorelemének is reprezentdnsa.

Legyen ¢ olyan &-beli szinguldris szimplex, amely rendelkezik az
5¢ példa alapjdn megkivant tulajdonsdgokkal, azaz do = a+f—7y
(13. 4bra), és igy H,(&, F) valamely generdtorelemének egy reprezen-
tdnsa. Tekintsik azt a o, €és o, &-beli 2-dimenzids szimplexet, amelyre
(a 14. dbra alapjdn) do, = oy +ay—¢, do, = By + P2 —e.

Tekintsiik az w = o, — 0, ldncot. El8szor azt fogjuk beldtni, hogy
o~ &-ben mod &, azaz w is H,(&, #) generdtorelemét reprezen-
tdlja. A 4. példa III. homoldg sordban @ izomorfizmus volt, és igy az
elgbbi 4llitds bizonyitdsdhoz elég beldtni, hogy do ~dw % -en. Ez azon-
ban trividlis 1épéseken keresztiil addédik: oy +oy~a, By+Pa~p ~—
—B+y, azaz dw = oy +as—(By+Ps)~a+pf—y =do. Ha a o é o
&-beli mod & vett ciklusokra alkalmazzuk a w ragasztdst, amely (&, & )-
r6l (E, F)-re torténd leképezés, a w dltal meghatdrozott w, homomor-

11 A 6. és 7. példat elokészitd okoskodasok sordn jelolésekkel nem kiilonboz-
tettink meg két fliggvényt, amikor azok csak annyiban kiilonbdznek egymdstél,
hogy valamely tér minden pontjdhoz ugyanezt a képpontot rendelik hozzd, de a tér,
amelybe a leképezés torténik, megvaltozik. Jelen esetben €z a pongyolasig nem
okoz félreértést, az attekinthetOséget azonban fokozza.
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fizmus w-t és a-t olyan E-beli mod F vett ciklusokba viszi 4t, ahol
w0 ~wiw(mod F), wyw =@, de wo = wy0-r6l mdr ldttuk, hogy H,(E, F)
valamely generdtorelemének reprezentdnsa, s akkor ugyanez 4ll az &
E-beli mod F vett ciklusra is. Be fogjuk ldtni, hogy & ciklus is E-n.

£ z

Ez azonban igaz, mert wo, = wp, =&, woy = wh, = miatt dd = dww =
= wy(0y + 03— p;—pPs) = 0. Tehdt @ rendelkezik a kivdnt tulajdonsd-
gokkal és igy megkaptuk j,, és ezzel i, izomorfizmus voltdt.

Azaz végeredménynek: H,(E) végtelen ciklikus csoport, H,(E)
pedig két elemmel generdlt szabad Abel-csoport.

7. PELDA. A projektiv sik homoldgiacsoportjainak meghatdro-
zdsa. E tehdt a projektiv sik, F pedig E-nek olyan altere, amely homeo-
morf a korkeriilettel. H,(E, F)-et és H,(F)-et ismerjiik, igy az (E, F)
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par homoldg sordnak segitségével r =2 esetén H,(E) =0, mivel H,(E, F)
és H,(F) is nullcsoport.

H,(E) végtelen ciklikus csoport E fvszeri &sszefiiggése miatt.
r=1,2 esetén is a homoldg sorral fogunk dolgozni, de elGszor még
néhdny tényt el8re kell bocsdtanunk. Legyen H,(&, ) generdtorelemé-
nek reprezentdnsa az a o szinguldris szimplex, amely az S5c példa sze-
rint olyan, hogy do = a+f—7y (szemléltetés a 11. dbrdn).

o+pB~0 &—u, hiszen y~0 (az 5¢ példa egy részlete volt). A w
ragasztds (mint folytonos leképezés) dltal meghatdrozott w, homomor-
fizmus 0-val homoldg ciklust O-val homoldg ciklusba visz dt, és wo=
=wpf=4¢" miatt 20" ~0 E-n, de §" az 5b példa szerint H,(F) generdtor-
elemének repretenzdnsa. Ezek utdn tekintsiik # =1, 2 esetén a homoldg
sort:

P <—]-11(1(.)5’, F)«H,(E) & ngF) £ 3 H2(€, F) HZ(E)«H%(F)«
x y

Els§ pillanatra ugy ldtszik, hogy a rangok &sszeaddsdt itt sem lehet
alkalmazni. H, (E)-t azonban konnyen meg tudjuk hatdrozni, H,(E, F) =0
miatt ugyanis H,(E)=Imi,, de a H,(F) végtelen ciklikus csoport
0" generdtorelemére fenndll: 26" ~0 E-n. Ha be tudjuk ldtni, hogy
& +0 E-n, akkor Im i, a 0 és a §” elembdl 4116 mdsodrendii véges cik-
likus csoport. Ez tehdt az elsG eset, amikor példdt adtunk arra, hogy
a homoldgiacsoport nem szabad csoport.

Ha 6’ ~0 lenne E-n, akkor Imi,=H;(E)=0 lenne, és példdul
a rangok Osszeaddsdnak lemmdjdbdl y=0-nak adédnék. fgy nemcsak
H,(E), de a (20) lemma miatt H,(E) is nullcsoport lenne és ez a (21)
lemma kovetkezményeként 9 izomorfizmusdt indukdlnd. Ha viszont
0 izomorfizmus volna, akkor a H,(E, F) generdtorelemének wo rep-
rezentdnsit H,(F) valamely generdtorelemének reprezentdnsdba kel-
lene dtvinni; de dwo = wdo = 26’ —wy ~26’, 6’ H,(F)-nek generdtor-
eleme és igy 6"« 28" F-en, tehdt 9 nem lehet izomorfizmus és 6"« 0 E-n.

H,(E) meghatdrozdsira most is haszndlhatjuk a rangok Ossze-
addsdra vonatkozd (18) és (20) lemmdt, mivel H,(E) véges ciklikus
csoport volt, ¢(H,(E))=0, azaz ¢(H,(E)) is 0-nak adddik és igy H,(E)
nullcsoport. :

Ezzel le is zdrtuk a példdk bemutatdsdt. Mieldtt e cikk elsS részét
befejeznénk, még néhdny megjegyzést tesziink. Az els6 az, hogy a 6.
és 7. példa segitségével meg tudndnk hatdrozni az egy- és kétoldalu
feliiletek normdltipusainak és igy az oOsszes feliileteknek homoldgia-
csoportjait. Példdul gy, hogy egy folytonos leképezést konstrudlunk
a toruszra illetve a projektiv sikra.

A mdsodik megjegyzés pedig az, hogy a gombfelilet homoldgia-
csoportjait még nem hatdroztuk meg, de a cikk mdsodik részét ezzel
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fogjuk kezdeni és meghatdrozzuk mint alapvets tételt az n-dimenziés
gombfeliilet homoldgiacsoportjait.

A cikk mdsodik részének tartalma: szimplicidlis komplexusok
homoldgiacsoportjainak megkonstrudldsa, és a két nagy tétel: a homo-
top leképezések tétele és a kivdgdsi tétel bizonyitdsa.

CHUHI' VJISIPHBIE TOMOJIOTHUMH 1.

Mapusi Bamku

SINGULAR HOMOLOGIES 1.
M. ViskI



Tarsulatunk 75 éve

SzENAsSSsY BARNA

A véletlen érdekes jdtéka, hogy tudomadnyos életiink két jelentGs
évfordulét is tinnepel ebben az évben: a Természettudomdnyi Tdrsulat
megalapitdsdnak 125., a Matematikai €s Fizikai Tdrsulat 1étesitésének
75. évforduldjdt. Ennek — a szdmtani kozepében — éppen egy €vszd-
zadot kitevd idének a jelent8ségét taldn azzal fejezziik ki legtomoreb-
ben, hogy koézben sikeriilt a hazai természettudomdnyos kultira év-
szdzados elmaradottsdgdt felszdmolnunk, éspedig nem kis részben épp
a két tdrsulat miik6dése révén. Pedig egyikiik élete sem volt zavarta-
lan: a gyermekbetegségek évtizedekig, a tdrsadalmi gondokkal egyiitt-
jdré bajok még hosszabb ideig fenyegették 1étiiket.

Es taldn éppen ezért felemels érzés Tarsulatunk 75 évének kezdeti
emlékeit idézgetniink. A mult szdzad utols6 harmaddnak sokat emlege-
tett, viszonylag nyugodtabb, Ferenc Jozsef-i évei peregtek ekkor. A ki-
egyezés nem hozta ugyan el a magyar néptdmegek vdrvavdrt felszaba-
duldsdt, de annyi eredménye volt, hogy ndlunk is meggyorsult a kapi-
talizmus kibontakozdsa, e tdrsadalmi rend pedig mdr komolyabb ko-
vetelményeket tdmasztott a tudomdnyok képviselGivel szemben. A mate-
matika terén is mutatkoztak bizonyos konjunkturdlis jelenségek, kezdet-
ben azonban kevés mélyebb képzettségli szakemberrel rendelkeztiink.
Fokozatosan kialakult a matematikai kultiira két centruma is, egyik a
budapesti miiszaki egyetem, mdsik az 1j létesitmény, a kolozsvdri
tudomdnyegyetem falai kozott. Az er6k Osszefogdsdnak sziikségességét,
a tdrsulati életben rejld lehet8ségeket a budapestiek ismerték fel elébb,
nagyobb létszamuk alapjdn nekik lehet&ségiik is kindlkozott arra, hogy
létrehozzdk az egyiittmiikdés hasznot hajt, valamilyen szabadabb
keretét. A Magyar Tudomdnyos Akadémia ilyen szempontbél nem
jOhetett szdmitdsba, részben miikodésének szigoruan kotott formdja,
részben az akadémikusok kis létszima miatt.

Ilyen koriilmények kozott hatdroztdk el 1885 8szén a budapesti
matematikusok egy magdnjellegii tdrsasdg alapitdsdt, azzal a céllal,
hogy &sszejoveteleiken kotetlen beszélgetések formdjaban tdjékoztas-
sdk egymdst eredményeikrdl, vagy egy-egy jelentGsebb 1j témakdorrdl.
Korabeli adatok szerint a ,,Matematikai Tdrsasdg” havonként dtlag-
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ban két Osszejovetelt tartott, mindig valamelyik budapesti vendégld
kiilontermében, az elGaddst és a hozzdszoéldsokat pedig kdzds vacsora,
bor melletti bardtsdgos szakmai beszélgetés kovette. ,,Nem voltak e
tdrsasdgnak — mondja Kénig Dénes — sem elndkei, sem alapszabdlyai,
és Osszejoveteleiket egy kozonséges vacsordzd asztaltdrsasdgtol csak az
tinnepélyes fekete tdbla jelenléte kiilonboztette meg.”

A résztvevok szama 20—30 kozott ingadozott, a torzsgdrddt
Eotvos Lordnd, Hunyady Jend, Kénig Gyula, Scholtz Agoston és id,
_Szily Kdlmdn alkotta. Az el6addi pulpitusndl is leggyakrabban &k
szerepeltek, de olykor-olykor a tdvoli Kolozsvdrrdl is felrdndult Réthy
Mor, vagy a fiatal Schlesinger Lajos. Hazdnkban a matematikusok
tdrsulati életének ez volt a kezdete. Ennek sikere és eredményessége
csakhamar felkeltette a fizikusok érdekl&dését is, bekapcsoldddsuk a
tdrsulat munkdjdba tovdbb erdsitette az Osszetartozds érzését, és az
egylittmiikodés hatékonysdgdt. Torténelmi hiiség kedvéért azonban itt
meg kell jegyezniink, hogy a matematikus és fizikus sz6 ekkor még ko-
rantsem jelentett két izoldlt kategéridt. Tobb tuddsunkrdl nehéz is egy-
értelmiien eldonteniink, hogy hova kell sorolnunk. Matematikusaink
kozil pl. Kénig Gyula, vagy Réthy Mor szivesen foglalkozott fizikai
problémdkkal is, Eotvés Lordnd és Szily Kdlmdn pedig nem idegen-
kedett a matematikdtdl sem. E koriilmény magyardzatdt részben a tu-
domdnyok maindl kisebb mérvii differencidltsdgdban, részben a poli-
hisztorsdgra valé — még mindig divatos — tdrekvésekben taldljuk.

Mindenesetre, midén 1890. december 18-dn Eétvos Lordnd mint-
egy 100 hallgaté el6tt folvetette egy matematikai és fizikai tdrgyt folyo-
irat kiaddsdnak, valamint annak a gondolatdt, hogy e tudomdnyok
szakembereinek mostmdr - alapszabédlyok szerint miik6d8 egyesiiletbe
kellene tomoriilniiik, a spontdn lelkesedés oly nagy volt, hogy az eleve
biztositotta a sikert. Nem hangzatos, csalogatd jelszavakkal fejezte ki
Eotvos a szélesebb korii tdrsulds céljdt: ,,Tanuljunk egymdstol, hogy
mennél jobban tanithassunk” — ezzel a mottdval adott életet, erkol-
csot javaslatdnak. A nagy tudds elgondoldsdt szerényen fogalmazott
kovetkez6 mondatai részletezték: ,,A tudomdny haladdsit rendes &sz-
szejoveteleinken €16 széban eldadni, és mindazt, ami a szakember
figyelmére méltd, szakfolySiratunkban megirni: ez a mi feladatunk.
E feladat nem ldtszik nagynak; alig tobbnek egy 6nképzSkor feladatd-
ndl, és mégis, ha hiven teljesitjiik, érdemes munkdt végziink és nagy
szolgdlatot tesziink vele. Hiszen, ha elérjilk azt, hogy mindenki, aki
hazdnkban physikdt és mathematikdt tanit, igazdn physikus és mathe-
matikus: akkor nagy szolgdlatot tettiink nemcsak az iskoldnak, hanem
hazdnk tudomdnyossdgdnak is. Ha ezen Onképzd feladatot hiven és
komolyan teljesitjiik, akkor az is lesz eredménye, hogy a mi koriink-
bdl fognak majd kivdlni a tudomdny 6ndllé miivelSi és fejleszt6i.”
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A tdrsulati tagsdg elSfeltételét pedig kezdett8l fogva Konig Gyula
elgondoldsa hatdrozta meg: szerinte iparkodni kell .,...nem ugyan
mindenkit, de a mathematika és physika minden mivelGjét és terjesz-
tGjét a tagok sordba vonni.”

Ezeknek az irdnyelveknek a szellemében fogott hozzd egy bizott-
sdg a létesitendd tdrsulat alapszabdlydnak kidolgozdsdhoz. A beliigy-
miniszteri jovahagyds kelte 1891. augusztus 21.

A kovetkezd 1épés a tagok toborzdsa volt. Gazdag eredménynek
kell elkonyvelntink, hogy a ,,Mathematikai és Physikai Tdrsulat”
1891. november 5-iki — az egyetem fizikai intézetében tartott — koz-
gytilésen az elnokké vdlasztott Eorvos Lordnd 298 személy jelentkezését
regisztrdlhatta. Es a kezdeti lendiilet nem is bizonyult szalmaldngnak:
a tagok szdma rovidesen 400 f6lé emelkedett — nagyjabdl egyenlGen
megoszolva Budapest és a vidék kozott. Az alakuld kozgyiilésen mate-
matikus részrél alelnokké Kénig Gyuldt, titkdrrd Rados Gusztdvot, és
jegyz8vé Kopp Lajost vilasztottdk.

Ezt a matematikai életiinkben kétségteleniil jelentds ddtumot mdr
nem érte meg az elSkészités egyik leglelkesebb, firadhatatlan harcosa,
Hunyadi JenS, mert alkoté ereje teljében 1889. december 26-dn el-
ragadta a haldl.

A jol dtgondolt cél lehet8vé tette, hogy egész rovid idén beliil
kiformdlodjanak azok a terrénumok, melyek a tdrsulati élet elsé 50
évének munkdjit jellemezték.

Az egyik — taldn a leglényegesebb — feladat a tervbevett mate-
matikai és fizikai folydiratnak a meginditdsa és fennmaraddsdnak a
biztositdsa volt. Hasonlé tdrgyt és célu folydiratot mdr el6zbleg is
adtak ki a miiegyetem professzorai, azonban a ,,Miegyetemi Lapok™
hdrom év (1876—78) multdn anyagi okok miatt kénytelen volt bucsut
venni dldozatkész, de kislétszdmt olvasétdbordtél. A Magyar Tudomd-
nyos Akadémia 1882-ben inditott ,,Mathematikai és Természettudo-
mdnyi Ertesit8”-je, és ennek német nyelvii vdltozata, a ,,Mathematische
und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn” Kkifejezetten 6ndlld
eredmények kozlését tiizte ki célul. Ezzel szemben a ,,Mathematikai
¢és Physikai Lapok™ bekdszont8jében Edrvos a kovetkez8 irdnyt je-
16lte meg: ,,Czélunk nem a tudomdny népszerdisitése, s nem is 6ndll6
tudomdnyos dolgozatok kozlése: mdsok sikerrel vdllalkoztak mdr e
feladatok teljesitésére. Mi tudomdnyosan ismertet8 czikkek alakjdban
fogjuk megadni a szakembernek azt a tdpldlékot, melyre sziikség van,
ha haladni akar...”. , A fiizetek els§ lapjait 6ndllé czikkek foglal-
jék el. Ezekben a tudomdny haladdsdt ismertet6 — hosszabb, vagy ro-
videbb — dolgozatokat kivdnunk kozolni, valamint -olyan kozlemé-
nyeket, melyek a mathematikdnak és physikdnak, mint iskolai tantdr-
gyaknak egyes részeit a tanitdst el6mozdité 4j alakban fejtik ki.” Ki-



298

deriil ebbdl, hogy a szerkesztSség elsGsorban a kozépiskolai tandrsdg
tuddsdnak €s ldtokorének fokozdsdt tekintette feladatdnak, és mintegy
a kozéphelyet ohajtotta elfoglalni az Akadémia tisztdin tudomdnyos,
és a Természettudomdnyi Tdrsulat elsGsorban népszeriisité kiadvdnyai
kozott.

Ezzel a programmal, a szerkesztGk tigyszeretetével, és az olvasék
megértésével (az els§ fiizet 560 kinyomott példdnydbdl 405-re jelent-
kezett eldfizetG!) indultak el kiizdelmes utjukra 1891-ben a ,,Mate-
matikai és Fizikai Lapok”. A folydirat anyaga, beosztdsa egész életében
lényegében vdltozatlan is maradt: ismertetd és Ondllo eredményeket
ko6z16 tanulmédnyok, feladatrovat, a kit{izott feladatok megolddsa, kényv-
ismertetések, a tanuldversenyek anyaga, a Tdrsulat rendezvényei és
kozgylilései. Ha olykor mdédosult ez a beosztds, az csak kényszeritd
okok miatt tortént. A Matematikai és Fizikai Lapok sok vészterhes
id6t megélt fiizetei a magyar matematika erejének beszédes bizonyi-
tékai. Az anyagi nehézségek, a gazdasdgi vdlsdgok, a cikkek hidnya
tobbszor is gazsba kototték. Az dllam az elsd vildghdbort végéig semmi,
az Akadémia csekély tdimogatdst nyujtott. Es ezt is igen szigord felté-
telekhez kototte a 10-es évektSl! Mily kesernyésen mondta ekkor
Kovesligethy Radé egyik f6titkdri beszdamoldjaban: ,,Tdrsulatunk . ..
a sziil6i hdzat elhagyé ifji mdédjdra kilép az életbe, hogy — amit eddig
kegyelembdl élvezett — sajdt érdemeivel vivja ki.”’ A szegénység ezek-
ben az id6kben a tdrsulat 1étét mindenest8l fenyegette, az elndk, vagy
a fétitkdr gyakorta megismétl6d8 kérései a konyorgés, koszénetei a
megaldzé hdldlkodds bizonydra nem konnyen Kkiejtett szavai voltak!
Volt id6, mikor az alapitdskor tervbevett évi nyolc fiizet két év alatt
megjelent egyetlen filizetre zsugorodott,” 1919—20-ban pedig a ki-
adds mindenest6l sziinetelt. De a remény, az akards sohasem halt el.
Keskeny az a hid — mondta egy alkalommal Fejér Lipot, melyet a
hdboru viszontagsdgai kozott épitgetiink, de amelyrdl hissziik, hogy
mégis csak dt fogja vezetni Tdrsulatunkat egy ujabb békés fejlédés
boldogabb korszakdba.

A cikkirdk kozott vildghirli matematikusok mellett olyanokat is
taldlunk, akik esetleg csak egyetlen szellemi termékiikkel 1éptek a nyil-
vdnossdg elé a lap hasdbjain. Ott olvashatjuk Felix Klein ,.erlangeni
program”-jit, Bolyai Jdnos Appendixét — el8sz6r magyar nyelven
— Gaussnak a feliiletekre vonatkozo alapvetd vizsgdlatait. Itt jelent
meg teljes terjedelmében Fejér Lipdt hires doktori értekezése, Riesz
Frigyes, Gedcze Zodard, Haar Alfréd tobb utt6r6 eredménye — és ki
tudnd még felsorolni a sok jelent8s vizsgdlatot!

Id6k folyamdn véltoztak a lap matematikai szerkesztdi, de azokat
a mély nyomokat, melyeket Kénig Gyula tevékenysége jelentett tudo-
mdnyunk életében, ezek ‘a viltozdsok nem érintették. A matematikai
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rész szerkesztését 1914-ig Rados Gusztdv végezte — ekkor, tehdt igen
nehéz id8ben vette 4t e munkdt Fejér Lipot, és konszoliddltabb, de
konnytinek kordntsem mondhatd viszonyok kozott adta tovdbb 1932-
ben tragikus sorsu matematikusunknak, Kénig Dénesnek. Az anyagi
nehézségek miatti kesergés tovdbbra is dllandd, szinte refrénszeriien
visszatér8 motivuma volt minden titkdri beszdmolénak. Ondllé kiad-
vanyokra — amik pedig a tervekben szerepeltek — lényegében nem is
gondolhatott a Tdrsulat. Egyetlen — igen szerény — eredménye volt
e torekvésnek Erményi Lajos Petzval Jozsefrdl irott tanulmdnya. Az els@
vilighdbord utdn az irdi tiszteletdijakat is be kellett fokozatosan sziin--
tetni. Viszont — f6leg 1930-t61 — fiatal tuddsaink iigyét azzal tdmo-
gatta a folyodirat, hogy a doktori értekezések koziil tobbnek vdllalta
dijtalan publikdldsdt.

Az események szerencsétlen Osszejdtszasa kovetkeztében 1918- ban
Eétvos Lordnd 70. sziletésnapjdt sem tnnepelhették zavartalanul:
tudomanyos munkdssagat ismerteté vaskos kiilon fiizet médr csak a
haldlos dgyon keriilt az tinnepelt kezébe. De 1921-ben a Tdrsulat ci-
mébe iktattdk Eofvos nevét.

A folydirat sziineteltetése — ami az els6 vildghdbort utdn csak
dtmenetinek bizonyult, 1944 végefelé végérvényessé vélt. Evek multdn 1j
tartalommal és cimmel, de a hagyomdnyokat meg nem tagadva, a
Matematikai Lapok vdllalkozott az addigi eredményes munka foly-
tatdsdra.

A Tdrsulat mdsik, ugyancsak igen eredményes tevékenysége a
matematikai és fizikai versenyek meginditdsa, és az elsé vildghdbort
utdni hdrom évtél (1919—1921) eltekintve, annak megrendezése volt.
A versenyek kezdeményezésére az adott impulzust, hogy Edtvos Lo-
randot 1894-ben vallds- és kozoktatdsiigyi miniszterré nevezték Ki.
A Tdrsulatra is kitiintetd eseményt megorokitends, 1894. jinius 22-én
a valasztmdny a kOvetkez6 hatdrozatot hozta:

,»A mathematika s a physika tanitdsdnak és tanuldsdnak sikeres-
ségét emelendd, a Mathematikai és Physikai Tdrsulat minden év Gszén_
az illetd évben hazai nyilvénos koézépiskoldn érettségi vizsgailatot tett
tanulok kozétt Budapesten és Kolozsvdrott mathematikai és, physikai
versenyt rendez, oly czélzattal, hogy a versenyzSknek a nevezett szak-
targyak miivelésére vald rdtermettsége megdllapittassék™. A védlaszt-
madny korvonalazta a verseny megrendezésének, a dolgozatok elbirdld-
sdnak és a jutalmazdsoknak moddozatait is, tovabba ugy dontétt, hogy
a versenyrll valé tdjékoztatds érdekében korirattal fordul az orszdg
gimndziumaihoz. A kozépiskoldk nagy orommel értesiiltek a rendez-
vényrdl, ezt az is bizonyitja, hogy szdmos helyen levélben tdjékoztattdk
a versenyrdl a mdr szétszéledt tanuldokat. A hatdridG lejdrtdig Buda--
pesten 48-an, Kolozsvdron 6-an jelentkeztek.
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A matematikai versenyek torténete, a késGbbi id6kben vildghiriivé
lett versenygyGzteseknek a névsora jolismert. Az ,,Eétvds-versenyek™
vildgviszonylatban nem a legrégibb eredetiiek ugyan, de bizvdst mond-
hatjuk, hogy a legeredményesebbek. Es ez f6ként Kdnig Gyula, Rados
Gusztdv és Kirschdak Jozsef érdeme. Nekik sikeriilt rogton az els§ ver-
seny alkalmdval a szinvonalat, és a lebonyolitds kereteit Ggy kijel6l-
niiik, hogy azon a késGbbiek sordn nem kellett bdarmit is véltoztatni.
Az évenként megismétléds eredményhirdetés valoban a Tdrsulat tinnep-
napjai kozé szamitott, melyen a fiatal gyGztesekkel 6rommel szoritot-
tak kezet a matematika legnagyobb magyar miivel8i is. Tudunk arrdl,
hogy 1905-ben Felix Klein és Darboux, a Bolyai-dij kiosztdsa alkalmd-
val Budapesten tartézkodvdn, kiilon is kifejezték az eredményhirdetésen
valé megjelenés irdnti ohajukat.

Méltan 6rvendett nagy megbecsiilésnek az els 32 orszdgos verseny
anyagdat feldolgozd, és tigyes, rovid elméleti részekkel kiegészitett
Kiirschak-féle feladatgyiijtemény is (Matematikai versenytételek, Sze-
ged, 1929). Nyugodtan allithatjuk, hogy ennek mdsodik kiaddsa (Buda-
pest, 1955.), majd a folytatdsdt képezd, és az 1929—1955 ko6zotti anya-
got tartalmazé mdsodik kotete (Budapest, 1957) ma a kozépiskolai
tandrsdg egyik leghasznosabb olvasmdnya, emellett a felsGoktatdsnak is
ugyes segédkonyve. A Kiirschak-féle feldolgozds szinvonaldt és id6t-
allé voltdt bizonyitja tetszets kiilsejli angol nyelvii kiaddsa is (New
York, 1953).

Tdrgyilagossdg kedvéért le kell azonban azt is szégezniink, hogy a
versenyek eredményességének madsik, éspedig igen jelent8s kompo-
nense, a ,,Kozépiskolai Matematikai Lapok™ — legaldbb is jogszerii-
leg — a Tédrsulat keretein kiviil miikodott. A folybiratot 1894-ben hivta
¢letre a gydri dllami f@redliskola fiatal tandra, Arany Ddédniel. Kétség-
telen, hogy a versenyek, és a Kozépiskolai Matematikai Lapok, de még
tovdbbmenve, a Tdrsulat, valamint a Matematikai és Fizikai Lapok
megsziiletésében a ddtumok kozeles6 volta a fejl6dés egy bizonyos
fokat tikrozi: a helyzet megérett ezek létesitésére, szerencse, hogy
voltak lelkes, fiatal tudésok a helyzet megkivdnta tettek végrehajtdsdhoz.

Mint emlitettem, a Ko6zépiskolai Matematikai Lapok ,,jogszertileg”
a Tdrsulaton kiviil élte életét (1939-ig), de csak ,,jogszeriileg”. Ugyanis
a kiillonbozd beszdmoldkbol kitlinik, hogy a ketté kooperdcidja toké-
letes volt. A Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkeszt8i elsGrangi
szempontnak tekintették a versenyek igényeit, és a Tdrsulat is leghaté-
konyabb segitStdrsdt ldtta a Kozépiskolai Matematikai Lapokban,
valamint annak kérészéletli (1943—44) utédjdban, a ,,Matematikai és
Természettudomdnyi Didaktikai Lapok”-ban.

Gondos és lelkiismeretes gazddjanak bizonyult a Tdrsulat a nagy-
tekintélyti ,,K8nig Gyula alapitvdny”-nak is. Gazddjdnak, de nem tulaj-
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donosdnak, mert az anyagi alapokat 10000 Koronds, 6%-os hadi-
koleson formdjdban Kdnig Gyula két fia, Gyorgy és Dénes helyezte el.
A Tdrsulatot ennek az alapitvdnytevSk elgondoldsa szerinti kezelése,
és a dijak odaitélése illette. Az alapitvdny létesitését 1918. mdjus 6-dn
jelentette be Eorvos Lorand. A feltételek értelmében kétévenként —
1920-t81 kezd8dBen — 1000 Koronds dijjal, valamint ,,Kénig Gyula
érem”’-mel kell kitiintetni a ,,tiszta matematika terén végzett kutatdsai-
ért” — egyetemi rendes és rendkiviili tandrok kizdrdsdval — egy fiatal
magyar matematikust, tovabbd ,,K&nig Gyula referitum” cimmel rend-
szeresen ismertetni kell a magyar matematikusoktdl szdrmazd fébb
eredményeket. A referenst 300 Korona tiszteletdij illette volna: Az ere-
deti elgondolds szerinti referdtumok sohasem sziilettek meg, ezzel
szemben a Kd&nig-dij dtaddsa, bdr csak 1922-t8l, a Tdrsulat kétévenként
ismétldds, igen felemeld tinnepsége volt 1944-ig. Sajnos a pénz elérték-
telenedése kovetkeztében 1930-t61 csupdn érem jutott a dijazottaknak,
azonban a kitiintetés ilyen szerény szimbdlumdnak is nagy megbecsiilést
biztositott a dijazott tudésok nemzetkdzi téren is elismert munkdssdga.
Alljon itt a Kénig-dijasok névsora: 1922 Bauer Mihdly, 1924 Szegé
Gdbor, 1926 Székefalvi-Nagy Gyula, 1928 Jordan Kdroly, 1930 Szdsz
Otto, 1932 Egervdry Jend, 1934 Veress Pél, 1936 Kalmar Lészlo, 1938
Lipka Istvdn, 1940 Rédei Lészl6, 1942 Hajos Gyorgy, Szokefalvi-Nagy
Béla, 1944 Varga Otté.

Amilyen fdjdalmas, hogy a Kdnig-dijasok — az akkori fiatalok
— koziil sokan mdr 6rokre eltdvoztak, épp oly orvendetes, hogy néha-
nyukat jé egészségben tidvozolhetjiik ma is koriinkben.

A ,KOnig-dij” szinesitette ¢és gazdagitotta a Matematikai és
Fizikai Lapokat is: a dijazott tudésok munkdssdgdt ismertets referdtu-
mok Osszedllitdsdra legjelesebb matematikusaink vallalkoztak, és ezek
a harmincas évek végéig rendszeresen megjelentek a Lapokban. A be-
szamoldk t6bbsége ma madr olyan torténelmi dokumentumnak tekin-
tend8, mely nem hagyhaté figyelmen kiviil, ha valamelyik Kénig-di-
jasrol van szo.

Kissé szintelenebbnek és feltétleniil szegényesebbnek tiinik a Tdr-
sulat tevékenysége a kiilonféle iilések, eladdsok terén. Ezek szinhelye
mindig Budapest volt. Kezdetben egy Osszejovetelen két-hdrom eld-
adds is elhangzott — vegyest matematikai és fizikai —, kés6bb azonban
ezt a szdmot egyre redukiltdk. fgy évenként dtlagban 5—10 matematikai
eladds ismertette az elért 4j magyar eredményeket, vagy foglalta Gssze
a matematika egy-egy modern fejezetét. A kevés alkalom ellenére még
igy is megjelent id8k folyamdn csaknem mindegyik jelesebb tuddsunk
az el6adoi asztalndl. Azonban a hallgatésdg is inkdbb az 6ndlléan alkotd
matematikusokbdl tev8dott ki, igy az tléseknek a tagok — fSleg a
vidékieck — nagy tobbsége semmi haszndt sem ldtta. A tagsdg ténye

20 Matematikai Lapok 3—4
.



302

tehdt inkdbb csak jolhangzé dekorum volt. Mdr az is nagy eredménynek
szémitott, mikor a 10-es évektSl a minisztérium néhdny kozépiskolai
tandr részére szabadsdgot engedé€lyezett az dltaldban évenként meg-
ismétlds kozgylilések egy-két napos tartamdra. Igy ezekben az id8l ben
a Tdrsulat és tagjai kozotti egyetlen 6sszekotd kapocsnak a Matemat kai
és Fizikai Lapokat tekinthetjiik. Nem talzds tehdt, hogy els8 Stven éve
idején a Tarsulat — minden joszdndéku fdradozdsa ellenére — sem
tudott a matematikusok tomegszervezetévé vdlni, és ennek oka nem a
tagok Iétszamdban rejlett. Ez az elsé vildghdbort utdn természetszeriileg
visszaesett ugyan, de ett8l kezdve végig 200 koriil stagndlt.

A vezetGk jol lattdk a helyzet hdtrdnyait, Kovesligethy Radé madr
1905-ten felvetette a kérdést, vajon nem lehetne-e a vidéki tagok szd-
mdra is gyimolesozEbbé tenni az egylittmikddést? Vagy hogyan ka-
rolhatnd fel a Tdrsulat néhdny vidéki vdrosunknak a 10-es években
6ndllé kezdeményezésként létesiilt matematikai és fizikai ,,magdnkor’-
eit? A kérdések felvetddtek, de a vdlaszok — elsGsorban anyagi ckok
miatt — elmaradtak.

Ezck utdn szinte természetes, hogy a nemzetkézi matematikai
kongresszus megrendezésének — ugyancsak a 10-es években felvet8dott
— gondolata is dlomnak bizonyult, a kiilféldi vendégek listdja pedig
az igazdn nagyok koziil 6tven év alatt csak Felix Klein, Darboux, Rade-
macher, Sierpinski és a hazaldtogaté Neumann Jdnos nevét tartalmazza.

£

Ha a Tdrsulat életét dtmentS hid keskennyé sziikiilt az els6 vildg-
hédbortban, akkor vajon mit mondhatunk a mdsodikban torténtekrdl?
Biiszkeséggel kell leszogezniink, hogy a Tdrsulat az orszdgos és a sok
egyéni tragédia kozepette is meg tudott maradni a tiszta tudomdny
szigetének, sok tagjdnak a helytdlldsa a hsiességnek kiemelkedd -példdja.
Az orszdgos tanuldversenyt még 1943. oktdberében is megrendezték
— Budapesten, Kolozsvdrott és Szegeden —, gydztese a fasizmus sok
dldozatédnak egyike, Addm Istvdn volt. 1944. elején kikeriilt a nyomddbél
a Matematikai és Fizikai Lapok egy — az utolsé fiizete, 1943-ban
még kozolte két mdsik fiatal dldozat, Krausz Jézsef és Waldapfel Ldszl6
dolgozatdt is. Es alig iilt el a fegyverzaj, mikor Szeged madr is szot kért,
sokszorositva kiadva és az ifjusdghoz eljuttatva a feladativeket. 1947,
oktdber 25-én sor keriilt a hdborti utdni els6é orszdgos kozépiskolai
matematika-versenyre, november 1-én pedig kijétt a nyomddbdl az
ujjdéledt ,,Kozépiskolai Matematikai Lapok™ elsé (kettds) fiizete.
A folydirat 1948. évi tartalomjegyzékén pedig mdr olvassuk a feliratot:
,»A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat Kozépiskolai Folyoirata™.

Id6kozben tehdt megsziiletett — éspedig osztéddssal szaporodva
— az Eotvos Tarsulat két utdéda, a Bolyai Jdnos Matematikai, és az
Eotvos Lordnd Fizikai Tarsulat.
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Ezzel elérkeztiink a matematikusok tdrsulati életének utolsé har-
m~ddhoz. Ha mdrmost a kiilonbézé beszdmoldkbdl ennek a szakasz-
nek a kezdeteit kutatjuk, akkor a parhuzam mult a szdzad 8U-as eveivel
nagyon is szembedtls. A tdrsulat létesitésének gondolata most is egy
budapesti kdvéhdzban vetddott fel 1947 janudrjdban. A gondolat meg-
sziletett, a lelkesedés most is megvolt, de a Tarsulat életrehivdsa —
kiilonb6z6 okokbdl, de taldn azért is, mert Budapestet nagyon meg-
viselte a hdbort — mégis holtpontra jutott. Igy aztdn az alakulé koz-
gyiilést nem a fGvdrosba, hanem 1947. junius 21-én Szegedre hivtdk
ossze. Az adatok szerint ezen 41 matematikus jelent meg, rajtuk kiviil
mintegy 20-an levélben fejezték ki csatlakozdsi szandékukat. A koz-
gyiilés azonnal felterjesztette az alapszabdlyokat (a jovdhagyds 1949.
jenudr 17-i kelet{i), és megvdlasztotta a tisztikart. Meghatodva olvas-
suk a diszelnokck névsordt: Fejér Lipot, Riesz Frigyes, Egervary Jend,
Szdékefalri-Nagy Gyula — ma madr egyik sincs az él6k sordban. Szerény
keretek k3z5tt rogton megindult a munka is, az els§ tdrsulati tlést
Szeged tartotta 1947. szeptember 25-én. Azonban csakhamar jelent-
k~ztk a nehézségek is. A legstilyosabb az volt, hogy Szeged, periferikus
fckvéss miatt, nemigen vdllalhatta a tdrsulati munka tomegmozgalomma
t rténd szélesitését, és kénytelen-kelletlen meg kellett volna elégednie
a kutato-matematikusck egy sziikebb korének kozremikodésével. Ez
redig sem az elképzeléscknek, sem a megindult tdrsadalmi dtalakuldsnak
nem felelt meg. Ezt beldtva, k3zos megdllapodds utdn fogadta el az
elndkség a Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat Budapestre valé koltoz-
tetését (1949. okt. 8.). ,,Koltoztetését” a szd igazi értelmében, mert
nem hosszu budapesti hontalansdg utdn a Redltanoda utcai tdgas ott-
hon vérta az dtteleptil6t.

Engedtessék meg, hogy a kovetkezGkben a fejlédés ezernyi moz-
zenatdbdl ddtumszeriileg csak néhdnyat emlitsek, és a Tdrsulat életét
a jelenlegi helyzet — mintegy statikus dllapotdbdl — nézzem. A jelen-
legi helyzet szembet{ing vondsa, hogy — eltérSleg az E6tvos Tarsulattol
— a Bolyzi Tdrsulat nem budapesti matematikusok exkluziv tdrsasdga:
a decentralizdltsdg képviselGi — a vidéki tagozatok — az egész orszdgot
behdlézz{ k. Mint emlitettiik, legelébb Szegeden indult meg a munka,
de Budapest is csak néhdny hetet varatott magdra, Debrecen 1949-ben
kért szot, majd Miskolc, Eger, Székesfehérvdr, Gyor, Kecskemét,
Nyiregyhdza, Pécs, Sopron, Szombathely, Szolnok, Veszprém és Ka- -
-posvéar kapcsolodott be a munkdba. Koziliik egyesek (Miskole, Gyér,
ujabban Debrecen) megyéjik egész teriiletén kiépitették partikuldikat,
ilyen médon matematikusaink szava még a kisebb vidéki vdrosokban
és kozségekben is hallhatéovd vidlt. A tagozatok munkdjdt a vezets
szervek, az elnokség, a vdlasztmdny, az intézG bizottsdg eszmei és anyagi
eszkozei, a mostandban megindult tapasztalatcserék, prémiumok és

20*
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vandorzaszlok javitgatjdk, gazdagitjdk. Csak ezen az uton néveked-
hetett a tagok 1étszdma is a hdboru elSttinek mintegy hétszeresére, ma
ez a szdm mdsfélezer koril dllanddsult. 1948. oktdber 6-t6l a Tdrsulat
a Miszaki és Természettudomdnyi Egyesiiletek Szovetségének, mint
nagyobb csalddnak, a tagja. Kezdetben ez a tény inkdbb a békés egymds
mellett élés képét mutatta, csakhamar kitlint azonban hasznos volta,
¢s ma mdr bizton dllithatjuk, hogy a MTESZ nélkiil aligha szélesii'-
hetett volna tigy ki a Bolyai miikodési teriilete.

Ebbdl tekintélyes részt foglal el a tudomdnyos, az oktatdsi, és
ujabban (1963 tol) a matematika alkalmazdsai szakosztdly 4ltal szer-
vezett szamos tudomanyos és pedagogiai el6adds. Kiilénds biiszkeség-
gel tekinthetiink vissza néhdny sikeres nagy rendezvényre — ilyenekre
a multban egydltalin nem keriilt sor. A Tdrsulat kezdeményezte és
rendezte — a Magyar Tudomdnyos Akadémia védnoksége alatt —
1950. augusztus 27. és szeptember 2. kozott az I. Magyar Matematikai
Kongresszust. Ennek vaskos ,,Ko6zeleményei” (Akadémiai Kiadé, 1952.)
egyik legtekintélyesebb matematikai kiadvdnyunk ma is. 1952-ben az
ismertetd cikkek ¢és elGaddsok egész sora idézte, sziiletésének 150. év-
forduldja alkalmdval, Bolyai Jdnos emlékét, az Akadémia és a Tdrsulat
kozos rendezvénye, a december 11. és 18. kozott tartott tinnepi tilés-
szak pedig gazdag seregszemléje volt a hazai és kiilf6ldi matematikusok-
nak. A Tdrsulat 1947. szeptember 21—23. kozott Szegeden tartott tilés-
szaka nem kis biiszkeséggel regisztralta az alapitdstol eltelt 10 év gaz-
dag eredményeit.

Bolyai Janos emlékének dldozott — haldldnak centendriuma alkal-
mdval — eddigi legnagyobb matematikai rendezvényiink, az 1960.
augusztus 24—31. kozott tartott 11. Magyar Matematikai Kongresszus.
Ennek két gazddja, a Magyar Tudomdnyos Akadémia, és a Tdrsulat
vallvetve dolgozott a siker érdekében, és ez nem is maradt el: a 130
magyar és 179 kulfoldi el6adds, a szerény, de tetszetSs Bolyai-kidilitds,
a hazai és kilfoldi matematikakonyvek bemutatdja, és a feliidiilést,
szorakozdst szolgdld tobbi rendezvény kétségteleniil emlickezetessé tette
a résztvevBk szdmdra a budapesti tartézkoddst. A programban szerepld
kotetlen formdja beszélgetések pedig a tudomdnyos egyiittmiikodés
igen hatékony moddszerének bizonyultak.

Taldn nem voltak ennyire latvdnyosak, de eredményeikben bizo-
nydra nem szegényebbek a kisebb létszdmot mozgatd, €s éppen ezért
meghittebb kollokviumok. Evenként hosszabb id§ éta két-hdrom kol-
lokviumra keriil sor, éspedig — a matematikusok esztétikai érzékét is
dicsérend6 — nem is az orszdg legsivdarabb vidékein. Kevés olyan feje-
zete van a klasszikus és modern matematikdnak, melynek idd&szerii
problémdit ne vitathattdk volna meg tuddsaink — dltaldban kiilf6ldiek
jelenlétében — valamelyik konferencidn.
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A tdrsulati tevékenység munkds hétkoznapjait azonban nem -az
emlitett rendezvények, hanem azok az elGaddsok toltik ki, melyek a
nagyobb és kisebb vdrosokban — azt mondhatjuk — nap mint nap
elhangzanak. Reménytelen véllalkozds lenne ezek szdmdt, tdrgykorét,
szinhelyét részletezni. Egy azonban bizonyos: jelenleg egy dtlagos
évben — nem szdmitva a nagyobb rendezvényeket — tobb Bolyai-
eldadds hangzik-el, mint az Eotvos Tdrsulat 6tven éve alatt egyiittesen.
Feltételnélkiili elismerést érdemel az a lelkesedés, mellyel ebbdl a mun-
kdbdl részt kérnek Kossuth-dijas akadémikusainktél a legfiatalabb
kutatokig, egyetemi tandroktél az dltaldnos iskoldk pedagdgusaiig
matematikusaink szdzai. Aldozatkészség, és az ligy Gszinte szeretete
kell ehhez, hisz az elGaddsok legtobb esetben utazdsi faradalmakkal,
id&veszteséggel, és — mondjuk meg — anyagi megterheléssel jarnak
egyiitt. A Bolyai-tdrsulati eldaddk a ,tdrsadalmi munka élcsapatdhoz
sorolanddk!

A tandri tovdbbképzés, és a matematika oktatdsdnak ligye — az
Eotvos Tdrsulat hagyomdnyaként — megalapitdsa ota egyik centrélis
problémdja a Bolyai Tdrsulatnak is. A kiilonbség az, hogy most ked-
vez8bbek az anyagi koriilmények, megért6bbek a kérdésben érdekelt
tobbi szervek. Sfirlin kovetik egymdst a kozép- és- dltaldnos iskolai
oktatdssal foglalkozd megbeszélések, konferencidk, vandorgyfilések, az
utébbiak szdma kozel a harminchoz. Ki tudnd vajon felmérni, hogy a
Tédrsulat illetékesei hdny 6rdt forditottak kiilonbozd szinten €s helyeken
az utdbbi évek tantervi reformjdnak kidolgozdsdra? A didaktikai cél-
kitlizések egyik kiemelkedd dllomdsa volt 1963. augusztus 27-t8l szep-
tember 8-ig az UNESCO megbizdsdb6l Budapesten tartott ,,Nemzetkozi
Matematikaoktatdsi Szimpozium”, melynek el6készitd és érdemi mun-
kdjdbsl a Miivel8désiigyi Minisztérium segitSjeként, sokat vdllalt ma-
gdra a Tdrsulat is.

Ma médr sulya van a Bolyai Tdrsulatnak, véleményét — azt mond-
hatjuk — minden matematika-oktatdsi kérdésben kikérik, és szava sok
esetben dont8en esik a latba. Abban, hogy a pedagdgusok anyagi
helyzete ma madr rendezettebb, hogy gyakoribbak a kiilféldi utazgatd-
sok, nekiink is szereptink van. Taldn nincs messze az az id8 sem, mikor
a még megoldatlan, fdjé6 problémdt, a kotelezG heti éraszdmok tul ma-
gasan 4ll6 kozép- és dltaldnos iskolai normdjdt nyugvépontra sikeriil
juttatni.

A ko6zépiskolai tanuldk tovdbbképzésében a kezd§ 1épést Deb-
recen tette meg 1950-ben, meginditva a ,,Matematikai Délutdn”-okat.
A kezdeményezést gyorsan dtvette Miskolc, Pécs, Budapest, Nyiregy-
hdza, Szombathely és Szeged. Formdjuk, gyakorisdguk, anyaguk helyen-
ként mds és mds, de céljuk egy: a fiatal matematikai tehetségek fel-
kutatdsa, érdeklddésiik kielégitése, szélesitése. A Matematikai Délutd-
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nok, és Kiilénb6zS szintii testvérei: az ,.Ifjusdgi Matematikai Kor”,
a ,,Kis Matematikusok Klubja”, az ,,Altalinos Iskoldsok Szakk&re’”
is részese annak, hogy egy-egy nyilvdnos vetélkedd, vagy verseny alkal-
mdval nemcsak a szakemberek, de a kiviildllok is meglep8dve figyelik
sok fiatalunk egészen kimagaslé feladatmegoldd készségét.

Ezzel el is érkeztiink a Tdrsulatnak a multhoz képest sokkal széle-
sebb keretek kozott folyo miik3dési teriiletéhez, a kiilonféle matemati-
kai versenyrkhez. Tobb menetkozbeni mddositds utdn ma mdr kiala-
kultnak tekinthetjik ezek széles rendszerét. Kozilik az egyfordulds
Kiirschak Jozsef verseny a régebbi Edtvos-verseny folytatdsa — és 4dl-
taldban az abban az évben érettségizetteknek szol. Egyetemi hallgatok
— kisebb létszdimmal kozépiskolai tanulék — a résztvevdi az 1949-ben
inditott Schweitzer Miklds versenynek. Itt még az elsé vetélkeddt zdrt-
helyi irdsbeli formdjdban rendezte a Tdrsulat Budapesten, Szegeden,
Debrecenben és Pécsett. Zdrthelyi volt a mdédja a kdvetkez§ verseny-
.nek is, de ezt 1951-ben megismételték, ekkor mdr egy hetet biztositva
a résztvevCknek az otthoni munkdra. Ez a forma jol bevdlt, és azdta
évenként rendezi a Tdrsulat ezt a vildgviszonylatban is bizonydra egyik
legmagasabbszint{i versenyt, oly mddon, hogy a rendezés négyéves
ciklusdbol két évet vdllalnak a budapesti, egyet-egyet a szegedi, illetve
debreceni matematikai tanszékek. :

Az otletes feladatmegolddsok, a lehetséges dltaldnositdsok nem
egy tanulmdnynak képezték mdr az anyagdt, a Matematikai Lapokban
kozzétett Schweitzer-beszamoldk pedig nemzetkozi viszonylatban is
érdekl6dést keltenek.

A Kiirschdak- €és a Schweitzer-verseny gazddja a Bolyai Tdrsulat.
A k3zépiskoldk két alsobb osztdlyosainak 1950-ben inditott Arany
Ddniel, és a fels6bb osztdlyosok ,,Orszdgos Kozépiskolai Tanulo-
versenye” a Miivel8désiigyi Minisztérium rendezvénye ugyan, de a
feladatok kivdlogatdsdnak, és a dolgozatok elbirdldsdinak nehéz munkdja
végsS soron a tdrsulati tagokbdl dllo bizottsdgokra hdrul.

De még kordntsem teljes a versenyek listdja: épp ebben az évben
indult meg a tandrképzd fdiskoldk versenye, a miiszaki egyetemek, a
kilonféle technikumok, s6t helyenként az dltaldnos iskoldk tanuldinak
is lehetGségiik van, hogy tehetségiiket ily modon bizonyitsdak. Ha ezek-
hez még hozzdvessziik a Kozépiskolai Matematikai Lapok feladat-
megolddi kozott folyé pontversenyt, és néhdny — ha nem is egészen
rendszeres- helyi rendezvényt (Pécs: Fejér Lipét, Borsod: Bede Lajos,
Debrecen: Telkes Béla verseny), akkor bizonydra nem taldlunk tul-
zdst abban az dllitdsban, hogy a vildgon hazdnk a versenyek legszéle-
sebb hdlozatdval rendelkezd egyik orszdg. Nem kétséges, hogy ezcknek
is jelentds szerepiik van azokban a kimagasl6 sikerckben, miket fiatal-
jaink az 1959-t8l rendszeressé vélt nemzetkozi olimpidszokon érnek el.
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Kiilfoldi utjainkon hdnyunktol kérdezték mdr a magyar sikerek titkdt?
A titok nagyon is nyilt: az érdekl6dé fiatalok szorgalma és tehetsége,
4ldozatot vidllalé pedagodgusok szivos munkdja a magyardzat.

Az oktatadsi és tudomdnyos célkitiizéseknek megfelelSen a Tdrsulat
két, évenként kiosztdsra keriil6 dijjal rendelkezik. MindkettS Iétesi-
tésérc 1952-ben hozott hatdrozatot a mdsodik kozgyiilés, és kioszta-
sukra el@szor 1953-ban keriilt sor. A kivdld tuddsrdl és pedagdgusrol,
Beke Manordl elnevezett dijakat minden évben azoknak juttatja az
alkalmanként életre hivott bizottsdg, akik kiemelked6 munkdt végez-
nek a matematikdt népszeriisits konyvek, fiizetek irdsdban, komoly
eredményeket érnek el ilyen elGaddsok tartdsiban, és dltaldban a ma-
tematika oktatdsdban. A dijazottak névsordban egyardnt taldlhaté
akadémikus egyetemi tandr, és dltaldnos iskoldban miikodé pedagdgus.
A tragikus sorsu fiatal matematikusrdl, Grinwald Gézdrdl elnevezett
emlékdijra 1952-ben még pdlydzatot irtak ki olyan fiatal kutatdk szd-
mdra, k'’k mdr- figyelemremélté eredményekkel rendelkeznek, éspedig
az ,,06ndlld tudomdnyos kutatémunkdra valé Oszténzés, valamint a
magyar nyelvii irodalom fejlesztése érdekében. Az 5. kozgy(ilés olyan
értelemben médositotta a dij alapszabdlyzatat, hogy azdta az arra mélto
fiatal kutatdk pdlydzat beaddsa nélkiil részesiilnek évenként a dijban.

A Bolyai Tdrsulat eseményeinck megbizhaté kronikdsai a kezelé-
sében lev6 matematikai folyoiratok. A Matematikai ¢és Fizikai Lapok
legszebb hagyomdnyainak folytatéja, a Matematikai Lapok 1950-ben
tortént meginditdsa 6ta rendszeresen megjelenik, legfeljebb — technikai
okck miatt — olvkor kisebb-nagyobb késéssel. Enciklopédikus cikkek,
6ndllé eredményeket tartalmazd, vagy az oktatomunkadt elGsegits tanul-
mdnyck, nagy matematikusaink tevékenységet summdzo, a haladd
hagyomadnyockat dpold értckezésck, tovdbbd feladatrovat tolti ki ennek
a nemzetkdzi téren is népszer(, kis formatumu folydiratnak a hasdbjait.

A Kozépiskolai Matematikai Lapok gazddja a MiivelGdésiigyi
Minisztérium, a Bolyai Tdrsulat, és a fizikai rovattal 1959-ben tortént
bdvités Ota, az EStvos Lordnd Fizikai Tdrsulat. Rendszeres megjele-
nését és terjesztését — a kezdeti nehézségek utdn — hosszabb ideje a
figgetlenitett felelds szerkeszt§ személye garantdlja.

1953-ban a MiivelGdésiigyi Minisztérium inditotta tutjdra ,,A ma-
tematika tanitdsa” c. mddszertani folydiratot, de 1964. kozepén tdrsu-
latunk is bekapcsolodott a szerkesztés munkdjdba, a kiadvdny életébe.

A folydiratok mellett emlitend6k azok a sokszorositva kiadott
“brostrik, melyek didaktikai anyaguk alapjdn els@sorban a tandri
munka megjavitdsdt célozzdk. Figyelmet érdemel a Konyvbizottsdg
tevékenysége is, hisz javaslatait — kiilonosen az utdbbi években — madr
tobbszor meghallgattdk a kiaddk. Egy ankéton még kiilon is foglalko-
zott a Tdrsulat (1952) a szegediek dltal sokat szorgalmazott problémad-
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val, a matematikai szovegek szedésének kérdésével. A régiek dlma, a
tdrsulati konyvtdr tobb mint 3000 kétetével, és 70 koriili csere-folyd-
iratdval nyujt az érdekl6déknek segitséget, és tjabban a didaktikai
irdnyban vald specializdlédds orszdgos hidnyt van hivatva pdtolni.
Emlitsilk még meg a Kkiilfoldi kapcsolatok nagymérvii boviilését.
Ezt el8segitette a Tdrsulatnak a Nemzetkozi Matematikai Uniéhoz valé.
csatlakozdsa is (1955). A meghivdsok és kikiildetések koordindldsdt az
5. kozgyiilés 6ta a Kiilligyi Bizottsdg végzi. Intézményes formdja a
nemzetkozi egylttmiikodésnek a Csehszlovdik Matematikai és Fizikai,
tovibbd a Német Demokratikus Koztdrsasdg Matematikai Tdrsulatd-
val kotott csereegyezményiink, reményekre jogositottak az osztrdkok-
kal kozosen tartott kollokviumok.
. Es még sokdig folytathatndnk az események felsoroldsdt, de a
hosszadalmassdg és az elaprézds veszélye fenyeget. A sok siker mellett
nem beszéltiink a balsikerekrdl, az eredmények mell6l kimaradtak a
" hibdk. Ne legyiink azonban ez alkalommal iinneprontdk, a hidnyossdgok
egyébként is ismertek, felszdmoldsukon kovetkezetesen fdaradozunk.
Egyért azonban elnézést kell kérniink: az utdbbi idék torténetében
neveket egydltaliban nem emlitettiink. Magyardzatként azonban elég,
ha felhozzuk, hogy a mindenkori elnoktdl vagy fétitkartol kezdve a
vidéki tagozatok névtelen adminisztrdtoraiig nem is tizek, hanem szd-
zak fdradoztak és fdradoznak a tdrsulati munka sikerén. Mikola Séndor
régen mondott szavai értelmében ez maga is tdrsulati tradicid: ,,Annak,
hogy az individuumok nagyobb halmaza egyiitt dolgozhassék, nem az a
feltétele, hogy egyformdk legyenek, még az sem, hogy egyetértsenek,
csak az, hogy egymds véleményét és egymds személyét tiszteletben
tartsdk.”

Szomoru, de a természet rendje, hogy a pionirok mdr nincsenek
kozottiink, s6t, akik a médsodik vildghdbort utdn kezdték Gjra a munkat,
maguk is dltaldban tal az élet delén, jogosan igénylik a fiatalok mind
hatékonyabb segitségét. Hinniink kell, hogy a fiatalokban is él az a
lelkesedés, mely a régi el8doket hevitette. Es azt is hinniink kell, hogy
a periodicitds, mely eddig negyedszdzadonként fegyverropogdssal hal-
kitotta le a matematikusok szavat, mostmdr megszakad. A matematika
fegyverével ennek érdekében folytatott vérnélkiili harc legyen Tédrsu-
latunk kovetkezd évtizedeinek irdnyité eszméje, és legnemesebb cél-
kitfizése.
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1. Bevezetés

Cikksorozatunk els§ részében védzoltuk a disztribuciok elméleté-
nek alapjait abban a formdban, ahogyan azt L. Schwartz kidolgozta.
Ebben az elméletben az alaptér, az akdrhdnyszor differencidlhaté és
finit fiiggvények halmaza (egy sorozattopoldgidval ellitva) onkényes-
nek tiinhet. Tobbek kozott ezzel is magyardzhatd, hogy tobben az elmé-
letnek olyan megalapozdsdt adtdk, melyben ez az alaptér nem szerepel.
Ezekkel a megalapozdsi elméletekkel cikksorozatunk mdsodik részében
foglalkoztunk.

Kanyarodjunk most vissza a disztribuciok eredeti L. Schwartz—
Szoboljev-féle definicidjahoz. Kideriilt, hogy az alkalmazdsok szem-
pontjdbdl kordntsem elegend8 a fent emlitett fiiggvénytér (melyet
D-vel jeloltiink) felett definidlt linedris és folytonos funkciondlokat
tekinteni. Mdr az ardnylag egyszeriibb alkalmazdsok és a disztribuiciok
Fourier transzformdltjdnak definidldsa is Gjabb fiuggvényterek felett
értelmezett linedris funkciondlok bevezetését tette sziikségessé. Kideriilt,
hogy a disztribtciéelmélet a parcidlis differencidlegyelnetek modern el-
méletének hathatds segédeszkoze lehet — ha nem ragaszkodunk mindig
ugyanahhoz a fiiggvényalaptérhez. S6t, mint ahogyan azt I. M. Gelfand
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és G. E. Silov megmutattdk [1], igazdn jelentds és mélyrehaté eredménye-
ket akkor nyerhetiink, ha mindig a szoban forgé probléma természeté-
hez szabott alaptéren értelmezett linedris folytonos funkziondlokat
haszndlunk. Ilyen, a, D-fiiggvénytérnél dltaldnosabb bizonyos tipusti
fliggvényhalmazon (melycket megfeleld topoldgidval vagy pszeudo-
topolégiaval ldtunk el) értelmezett linedris Q folytonos funkciondlokat
Gelfand és Silov dltaldnositott fiiggvényeknek — specidlis alapterek
esetén disztribucicknak — neveztek.

Cikksorozatunk e harmadik részének célja az, hogy vdzoljuk ezen
altaldnosabb elmélet alapjait.

2. Osszehasonlithaté és koordindlt normak

Tekintsiink egy X linedris teret €s tegyiik fel, hogy e térben két
(kiilonb6z8) normadt ||x||;-et és [x|l,-t vezetiink be (x€X).

Azt mondjuk, hogy e két norma dsszehasonlithaté és ||+|, norma
gyengébb mint |- ||, norma, ha létezik olyan C =0 konstans, hogy min-
den x€X elemre .

(1) lxll, = Cllxlls.

A két norma egymadssal ekvivalens, ha |-||; gyengébb, mint |-[|, és
[l+ll; gyengébb mint ||-||,; azaz léteznek olyan C’ =0 és C” =0 konstan-
sok, hogy minden x¢€ X elemre

2 I xll, = C’llx[ly = C”[|x]|,.
érvényes.

Ha X mindkét normdra nézve — melyeckrdl feltessziik, hogy Gssze-
hasonlithaték — teljes, akkor Banach ismert tételébsl kinnyen ki le-
het mutatni,-hogy a két norma egymadssal ckvivalens. Jeloljik ugyanis
X;-gyel és X,-vel az X linedris térb8l az |-, illetve ||+||s normdkkal
szdrmaztatott linedris normdlt tercket. Feltevésiink szerint e kit tér tel-
jes, mindkett6 tehdt Banach-tér. Legyen [-|, gyengébb, mint [+,
norma. Rendeljik az X; tér x eleméhez az X, térnek ugyancsak x ele-
mét. Az X; Banach-térnek ez a leképezése az X, Banach-térbe nyilvdn-
valdan linedris. Ezenkiviil korldtos is, mert feltevésiink szerint bdrmely
x€X elemre

I¥lly = Cllixlls,

Banach idézett tétele szerint az inverz leképezés is korldtos, azaz van
olyan C,; >0 konstans, hogy

Ixll2= Cyllxlly

érvényes minden x € X elemre. Ezzel az 4llitdst bebizonyitottuk.
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Ha X a két bevezetett normdra nézve nem teljes tér, akkor ki
lehet egésziteni teljes térré. A tovdbbiakban X, és X, a fenti normdkkal
elldtott és teljes térré kiegészitett tereket jelentik, melyeket az X linedris
halmazbdl nyeriink.

Az X linedris téren értelmezett két normdt koordindltnak nevezziik,
ha a kdvetkez§ tulajdonsdg érvényes: tekintsiink egy tetszGleges, mind-
két normdra nézve Cauchy-sorozatot; ha e sorozat az egyik normdra
nézve 0-hoz tart ebbdl kovetkezik, hogy a mdsik szerint is nullihoz
konvergal.

Példa: X legyen mindazoknak a [0, 1] zdrt intervallumban defi-
nidlt fuggvények linedris halmaza (a szokdsos Osszeadds és konstans-
sal valo szorzds miiveleteire nézve), melyeknek folytonos derivdltjuk van.

E halmazon vezessiik be a kovetkezd két normdt:

lIxly = max [x(®)]; - lIxl, = max [x(@+ ¥ O]
E normdk, mint ahogyan az kénnyen igazolhatd, koordindltak. Ha még
egy harmadik normdt is definidlunk:

Ixls = max [[x(@)]+ %" ()],

akkor ||-||; és |-|l; nem koordindltak. Ugyanis, ha az X halmaz fiigg-
vényeinek olyan x,(¢) sorozatdt tekintjik, melyre x,(#) ~0 egyenlete-
sen [0, 1]-en és x,(0)=1 (n=1, 2, ...), akkor ez a sorozat az |-|, és
[I+]ls normédkra nézve Cauchy-sorozat ¢és a gyengébb |||, normdra
nézve 0-hoz tart, de nem tart 0-hoz az erdsebb |:|; normdra nézve.

Tegyiik fel, hogy az X-be bevezetett [-|[; és | -|l; normdk Gssze-
hasonlithaték (||-|l; gyengébb norma | -||,-nél) és koordindltak. Ekkor
X elemeibdl alkotott ||-||, szerint Cauchy-sorozat | - |, szerint is Cauchy-
sorozatot alkot. A két norma-segitségével képezett teljes tereket je-
16ljiik X, illetve X,-vel. Ha x az X, tér egy tetszdleges eleme, akkor
létezik az X linedris tér elemeinek olyan végtelen sorozata x,, melyeket
mint az X,-normdlt-tér elemeit felfogva érvényes lim x,=x az X,-ben,

azaz ||x,— x|l;~0, ha n— . De akkor, mert | -], gyengébb mint |-z,
fenndll, hogy
j X —xll; = Cllxs—x[l3 >0,

vagyis x, —~x az X;-ben. Ez 4zt jelenti, -hogy x € X;. Ezzel igazoltuk, hogy

)W X ok sx
érvényes.
Az X,C X egyenl6tlenség nyilvdnvalo.
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3. Megszamlilhatéoan normalt terek

Tekintsiik az X linedris halmazt és tegyiik fel, hogy ebben megszdm-
ldlhatéan végtelen sok norma definidlhato:

Il Nxllzs -oos s - (x€X).

X-ben egy topoldgidt lehet bevezetni ugy, hogy a zérus U(m, &) kor-
nyezetét (m tetszGleges természetes egész, ¢=>0) mindazok az xeX
elemek képezik, mlyekre

@ Ixlli<ée, Ixllz<e, ..., [*llm <&
érvényes.

- Konnyen verifikdlhaté, hogy ily mdédon X linedris topologikus
tér lett, melyben az els6 megszamldlhatdsdgi axioma teljesiil. Ha a
normdk pdronként koordindltak, akkor X halmazt (az el8bbi topo-
l16gidval elldtva, melyet a végtelen sok norma indukdl) megszdmldlha-
téan normdlt térnek nevezziik. E topoldgia alapjdn az {x,} végtelen
elemsorozat zérushoz konvergidl, ha lim || x,||,, =0 minden m-re. Tovdbbd, -

n— oo
az {x,} sorozat Cauchy-sorozat, ha bdrmely m és &£>0 esetében van
olyan N(m, ¢) pozitiv szdm, Ggy hogy

"xk _xl"m =& ha k, l>N(m, 8).

A tovdbbiakban feltehetjiik, hogy a normdk monoton névekeddsk,
azaz tetszGleges x € X elemre

(&) Ixlh=lxle=... =[x =...

Ugyanis |[|x[,-t helyettesitsik az |x|,, =max {||x|, ..., [|X]|.} ér-
tékkel. Konnyen beldthatjuk, hogy ily mdédon az eredetivel ekvivalens
topoldgidt adé megszdmldlhatéan normdlt teret nyeriink, és ebben a
normdk monoton névekeddk.

Az X halmazt rendre az els@, mdsodik, harmadik s. i. t. norma
alapjdn egészitsiik ki teljes térré, igy a Banach-terek egy végtelen soro-
zatdt kapjuk. Ezekre (5) miatt a (3) megdllapitds szerint

X DD XD DA
érvényes. _

A jovdben feltessziik még, hogy X teljes tér vagyis minden Cauchy-
sorozat X valamely eleméhez tart. Tehdt megszamldlhatéan normdlt
téren megszdmldlhatéan végtelen sok norma édltal indukdlt linedris
topologikus, teljes teret értiink.



313
4. Példak megszamlalhatoan normalt terekre

a) A Dla, b]-tér: azoknak az akdrhdnyszor differencidlhaté filigg-
vényeknek a tere, melyek a véges (a, b) intervallumon kiviil elt{innek.
E halmazon definidlunk végtelen sok normdt az aldbbi mdédon:

(6) lpln = max [p®(x)].

x€[a,b]
k=0,1,2,...,m

A z%ius kornyezetei az aldbbi halmazok ((4) alapjdn)

©) Un,(0)={o(x) € D[a, bl:| ¢l .. <&}
Ugyanis a (6) normdk monoton névekedS sorozatot alkotnak
lelo=lel:=lel:=.... (@€Dla, b))

Ezek pdronként koordindltak is. Ehhez elegend6 megmutatni, hogy
I+, és [+|l,s+1 koordindltak.

Legyen ugyanis egy {¢,(x)} sorozat az m-edik normdra nézve
nullsorozat, az (m+ 1)-edikre nézve pedig Cauchy-sorozat. Ez azt
jelenti, hogy a {@,(x), {¢,(x)},...{es™ (x)} fiiggvénysorozatok egyen-
letesen zérushoz konvergdlnak, és a {p{™*" (x)} fiiggvénysorozat ko-
zonséges ¢értelemben egyenletes Cauchy-sorozat, igy egy fiiggvényhez
konvergdl (egyenletesen). Eszerint o™ (x) -0 egyenletesen és @™ *1) (x)
szintén egyenletesen konvergens, ezért {p{"*1 (x)} hatdrfiiggvénye is
nyilvdnvaléan azonosan zérus. De forditva is, ha [¢,(x)|,.+1 0, ak-
kor "(pn"mén(pn“m+l lévén ”(pu”m—’o

" Be lehet bizonyitani, hogy a D[a, b]-tér teljes is. Mert, vdlasszunk
egy tetsz8leges {¢,} Cauchy-sorozatot D[a, b]-ben; ez azt jelenti, hogy
|or — @ill, >0, ha k és [ >- minden rogzitett m mellett. Ekkor létezik
olyan ¢ = ¢(x) fiiggvény, melyre @™ —¢™ egyenletesen (m=0, 1, 2, ..;
rogzitett érték) amibdl egyrészt kovetkezik, hogy ¢ akdrhdnyszor
differencidlhaté és tartdja [a, b]-ben van vagyis ¢ € D[a, b], mdsrészt
@ —@llm—~0 (n—>c2).

A Dla, b] fuggvényhalmazra tett megdllapitdsok vdltozatlanul ér-
vényesek a D(Q) fiiggvénytérre is, vagyis azokra az akdrhdnyszor
differencidlhaté és finit fliggvények halmazédra, melyek az n-dinenzids
tér rogzitett, korldtos, nyilt halmazdn kiviil eltlinnek.

b) S-tér mindazon ¢(x) fliggvényekbdl 4ll, melyek akdrhdnyszor
differencidlhaték és melyekre

xXe™(x)>0, ha |x|>e. (k,n=0,1,2,... rogzitett értékek)

Q az Q halmaz lezartjat jeloli.
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Itt is lehet definidlni megszamldlhatéan végtelen sok normdt példdul az
aldbbi mddon
”(p”m = E( |xk(p(")(x)l (m = 0’ l, 29 -")
k,nsm

Ezek a normdk is monoton ndveked§ sorozatot a'kotnak, melyek pd-
ronként koordindltak. Ezenkiviil a tér teljes is. A bizonyitdsok hasonlé-
képpen végezhetdk el, mint a) példdban.

¢) G(a)-tér. Tekintsik a komplex szdmsik |z|<a nyilt k5rlapjdn
definidlt reguldris figgvények halmazdt. E fuggvényhalmazon a kjvet-
kezéképpen vezethetiink be normdkat:

If @l = max |f()],

ahol 0<a,,<a, {a,} egy monoton nodvcked§ és a-hoz konvergdld
(egyébként tetszGleges) szamsorozat. Nem nehéz beldtni, hogy e nor-
mdk dltal generdlt topoldgia fiiggetlen az {a,} szdmsorozat vdlasztd-
sdtol. Az is vildgos, hogy a fenti normek nemcsdkkend sorozatot alkot-
nak és pdronként koordindltak. A G(a)-tér lezdrdsa az m-edik normdra
nézve a |z| <a,, korben reguldris és a |z| =aq,, korlapon folytonos fiigg-
vények halmaza. Mivel G (a) teljes tér is, azért megszdmldlhatéan nor-
normadlt tér.

5. A megszamlilhatéan normalt terek metrizilhatésiga

Legyen X egy megszamldlhatéan normalt tér. Megmutatjuk hogy
X metrizalhato.
Ehhez nem kell mdst tenni, mint az aldbbi metrxka; bevezetni

oL alregly
(7) Q(xay) g== ;2,. 1+"x_ym (x,yéX)

Hogy a (7) dltal definidlt kétvdltozds fiiggvény tényleg metrika,
konnyen igazolhatd. Tulajdonképpen csak az szorul bizonyitdsra, hogy a

hdromszogegyenl6tlenség teljestil. A #/(1 +¢) fiiggvény monotonitdsa
miatt

Ix=xla  _ %[+ [yl €1l

T - +
Ttfe=pln = 1+Mxla+ 120 1T+ 1x0+ 121

el

Il
T+l + 1ol 5

1+, = 1+l °
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amibdl o(x,y) = o(x, 0)+0(0, y) tistént kivetkezik. A (7) dltal de-
finidlt metr.ka, a metrikdk szcokdsos tulajdonsdgdn kiviil szemmel
lathatéan a

(®) e(x,y) = e(x—y,0)

tulajdonsdggal is bir, amib8l viszont o(x,y) = o(x, z)+o(z, y)
(x, y, ze X) adddik.

A (7) 4ltal megadott metrika, mint minden metrika, szintén indukaél
az X halmazon egy topoldgidt. Be lehet bizonyitani, hogy a (7) tdvol-
sdgfiiggvény dltal létrehozott topoldgia ekvivalens a megszamldlhatoan
végtelen sok, pdronként koordindlt és oOsszehasonlithaté normdlk dltal
indukdlt fenti topoldgidval.

Bizonyitds. Ismét feltesszilk, hogy a normdk monoton mddon,
nemcsdkkenden vannck rendezve. A megszdmldlhatéan normadlt tér
topoldgidjdt jeloljik N-el és egy x pont k3rnyezetét az N-topoldgidban
Uy(x)-el. A metrika dltal indukdlt topoldgia jele legyen M, ebben vala-
mely x pont kdrnyezete Uy (x). Tckintsiik a zérus egy Uy(0) kdrnyecze-
tét, ez mindama x elemeckbdl 4ll, melyekre | x|, <e. Ha bizonyos
0 =0 szdmra

R
0= 251 <4

akkor tetszGlefes rogzitett n-re

L b

P T

amibol
215
Ixlls < v—85 < &

1-2"%

ha § elég kicsi. Vagyis minden Uy(0) tartalmaz egy U, (0)-t.
Forditva: minden U, (0) tartalmaz (mint részhalmazt) egy Uy(0)-t.

Ugyanis legyen Uy, (0)={x:0(x,0)<e}. Ha ez nem tartalmazna egy

Uy(0) kornyezetet, akkor volna olyan {x,} sorozat, mely nem tartozik

2 1
az U, (0) gobmbhoz és tagjaira az ||xv||v<7 (v=1, 2, ...) egyenlGtlen-

ségek érvényesek. Ez azt jelentené, hogy x, —0 a megszdmldlhaté nor-
mdk topoldgidja szerint, de nem a metrika szerint, ez ellentétben van
azzal, hogy a (7) dltal definidlt metrika mindkét vdltozéjdban a meg-
szamldlhaté normdk topoldgidja szerint folytonos.

Hogy o-valéban folytonos (a megszdmldlhaté normdk topoldgidja
szerint) a kovetkez6 mddon ldthaté be: Legyen x,—~0 (azaz |x,,, >0,
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v—>oo, m tetszlleges rogzitett). Vilasszuk az n, szdmot Ggy, hogy
Yng<e legyen, ezt rogzitve vyt oly médon, hogy v=v, esetén

$1 ik
; 3 n=1 2" 1+"xv”n
teljesiiljon, ekkor

1 Ixl S 1

— & 28,
S F ek R

1
=&+——

Q (xv > 0) £ 2"0

n=no+17
ha v=v,.
Ebbdl tistént addédik, hogy ha {A,} egy tetsz8leges numerikus
nullsorozat, akkor
0(A,x,0)~0, ha A,-0
és
o(x,,0)—~0 esetén o(ix,,0)—>0 (A tetszGleges szdm).

A most megmutatott tulajdonsdgok és (8) miatt megdllapithatjuk, hogy
a megszdmldlhatéan normdlt terek (F) tipusu terek. [2. 25. old.]

6. A megszamlilhatéan normalt terek normalhatésaga

Egy tétel bebizonyitdsdval kezdjiik, melybdl tiistént leolvashaté a
megszamldlhatéan normdlt terek helye a linedris topologikus terek
csalddjdban.

Legyen X megszdamldlhatéan normadlt tér, a normdkat ismét monoton
nem csokkendnek tételeziink fel. Képezziik, mint el6bb, X lezdrdsdt
az m-edik normdra nézve, ez legyen az X,, tér. Ha az X,, Banach-terek
pdronként kiilonbozéek, akkor a pozitiv szamok minden ¢, cy, ... SO-
rozatihoz lehet taldlni egy x€X elemet, melyre

X1l = €

tetszoleges m mellett érvényes.

Bizonyitds. El6szor azt mutatjuk meg, hogy minden természetes
m szamhoz és bdrmilyen két pozitiv szdmhoz ¢ és ¢’-hoz van olyan
x€X elem, melyre
ux”m<c €s ”x”m+1>c"

Valdban, ha ilyen elemet nem lehetne taldlni, akkor az | x|, <c felté-
telb6l kovetkeznék, hogy |x|,.+1 = ¢’. Ez azt jelentené, hogy a
{[]l,x s ||]l,n+1 normdk egymadssal ekvivalensek, tehdt a feltevéssel ellen-
tétben X,, és X,,., terek azonosak lennének.
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Ezekutdn rendre vélasszuk ki az x,, x,, ..., €X elemeket az aldbbi
elSirdsokkal elgbbi megjegyzésiink alapjdn:

lxally > es+1

1
el < 5 lIxalla > €2+ 1+ [Ix4]l2

1
l|xslls < ?§ lxslls > e+ 1 4 [[x4/ls + [ X2l

5o ot
Legyen x = x;, +x,+...,%2 akkor érvényes

)

m-—1 ?
10 = [l — 2 1%l — kZI 1%l =

k=m+1
= {Cm+ 1 ~+ ILx1||m+ Fiets "xm—lllm} ~1 —{“xlnm_'_ i “xm—lnm} = Cn-

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Ezekutdn bebizonyitjuk azt a fontos tételt, miszerint ha X egy
megszdmldlhatéan normdlt tér és az imént definidlt X,, Banach-terek
pdronként egymadstdl kilonbozbek, akkor az X-tér topoldgidja egy
norma bevezetésével nem szdrmaztathaté, vagyis X nem normdlt tér
(bdr metrikus tér!). Pontosabban: ha a Banach-terek {X,} sorozata
egy pdronként kiilonbozé tereket tartalmazé részsorozatot tartalmaz,
akkor nem lehet az X-térben normdt gy definidlni, hogy az az X-tér
topolégidjdt indukdlja. Ha az {X,,} sorozat valamennyi tagja (egy bizo-
nyos n, indext8l) egymdssal egyenlé, akkor X normalt tér (=X,,). .

A tétel mdsodik része trividlis, mert X,, = X, 41, tovdbbd a | ||,
| +llsp+1 normdk Osszehasonlithatésdga miatt e két tér egymdssal ekvi-
valens. A ||, szerinti konvergencidbdl tehdt kovetkezik a m SZe-
rinti konvergencia (m=n,), de ez éppen az X-tér topoldgidja szerinti
konvergencia. fgy X teljessége folytdn teljes a n-Ta, €Z€rt sziikség-
képpen X=X, , tovibbd X topoldgidja ekvivalens X, topoldgidjdval.

Tételiink elsG része a kovetkezGképpen bizonyithato. A terek soro-
zatdbdl kivdlasztjuk azt a részsorozatot, melyben a terek pdronként
egymdstdl kiilonbozdek, ezt jeldljik {X,}-mel.

Ellentétben a tétel dllitdsdval tegyiik fel, lenne olyan norma, |x|,
mely az X linedris topologikus teret az eredeti topoldgidval szolgdl-

1
2 k>m esctén “.Xk”ynéllx}c“k-1<:2m , ezért a sor konvergens X-ben.

21 Matematikai Lapok 3—4
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tatnd. Tekintsik az E egységgombot
E={x:|x| =1}.

\Azt allitjuk, hogy valamennyi norma az E géombon korldtos. Ha ugyanis
[|x|l,, az E gobmbon nem volna korldtos, akkor 1étezne az E elemeinek
olyan {x,} sorozata, melyre |x,||, =4, >, ha n— . Erre a sorozatra

érvényes, hogy%—»o az X-térben, amibdl kovetkezik, hogy {?’} egy
n n
nullsorozat minden norma szerint. Ez azonban ellentétben van A,

definicidjdval, mely szerint

fgy minden norma E-n korldtos, azaz létezik a pozitiv szimoknak olyan
¢, sorozata, melyre

Iyl.=c, (VEE n=1,2,..).
De akkor — el6bbi tételiink alapjdn — van olyan x€X elem, melyre
llxll = nc,.
Feltettiik, hogy X normalt tér, kovetkezésképpen lehet a most kivdlasz-

tott x elemhez olyan u#0 valds szdmot taldlni, hogy ux az E egység-
gombben legyen. De akkor egyrészt

Il x> | | me,

lulxa=c,.  (m=1,2,..)

masrészt

E két utdbbi egyenlStlenség nyilvdn ellentmonddsban van egymdssal,
amivel dllitdisunkat bebizonyitottuk.

7. Megszamlalhatéan normalt tereken értelmezett
linedris folytonos funkcionilok
Legyen X egy linedris topologikus tér. E téren értelmzett f linedris

funkciondl az X-nek a valds (vagy komplex) szdmok R halmazdba vald
olyan (f, x) leképezése (x€X), melyre '

a) (f; x4+ 05%) = o, (f, %)+ % (f; X5),
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ahol o, és o, tetszGleges valds vagy komplex szdmok és x,, x, az X-tér
tetszGleges elemei. E tulajdonsdgbdl kovetkezik, hogy (f, 0) =0.
b) Minden ¢=>0 szdmhoz taldlhaté az X-tér nullelemének olyan
U kornyezete, hogy
I(f, x)]<e, ha x€eU

Az a) tulajdonsdg az f linearitdsdt, b) pedig a 0 ,,pontban” lev§ foly-
tonossdagdt fejezi ki.

Megjegyezziik, hogy ha f a nullelemnél folytonos, akkor folytonos
minden x, elemnél is, ami azt jelenti, hogy minden ¢>0 szdmhoz van
xo-nek olyan U(x,) kornyezete, hogy

I(f,x)—(fi x0)| <& ha x€U(x)
Az a) tulajdonsdg miatt ugyanis

(f, ) = (f, xo) = (£i(x —x0))

és ha x€U(x,), akkor x—x, a nullelem megfeleld kérnyezetébe esik.

A b) tulajdonsdg ugy is kifejezhet: minden linedris, és folytonos
funkciondl a O bizonyos kornyezetében korldtos. Ez a tulajdonsdg
meg is fordithatd: ha egy linedris funkciondl a 0 bizonyos koérnyezeté-
ben korldtos, akkor folytonos is. Ha ugyanis az faz U= U(0) halma-
zon korldtos, ez azt jelenti, hogy

I, 0l<M  (xeU(0)

Ha ¢=0 el8re adott szdm, akkor valéban

I(f, x)| <e
—;—4 U(0) kornyezetébe es6 x elemre.
Példaképpen tekintsik az X =Dla, b] teret. Legyen

minden a 0-nak

©) (o) = [ o™ ) du),

ahol @¢Dla, b], m elbre adott, véltozatlan nemnegatiy szdm, p(x)
""" u fliggvény. Az igy definidlt
f folytonos funkciondl. (A linearitds nyilvdnvald.) A folytonossdg is

konnyen igazolhatd. Vegyik ui. a ¢ =0

Toe = {0: ol = ,_max |p® ()| <&}
x€[a, b]

21*
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kornyezetét. Akkor minden ¢ €U, , fiiggvényre

(/o) = xlgllg’?,g]lfp"")(x)l + Var u(x) < &+ Var p(x),
vagyis f az U, , kérnyezeten korldtos, tehdt folytonos is. Aldbb meg
fogjuk mutatni, hogy (9) a DJa, b] téren értelmezett linedris funkciondl
legdltaldnosabb alakja.
Legyen X most egy megszamldlhatéan normdlt tér és f az X-en
értelmezett linedris folytonos funkciondl. f korldtossiga az U, (0)

halmazon (definicidjat /. (6') alatt) — mint ismeretes — azt jelenti,
hogy fkorldtos az m-edik normdra nézve, vagyis van oly C >0 konstans,
melyre

(10) I @)l <Clloll,n-

Azt a legkisebb m nemnegativ egész szdmot, melyre (10) érvényes,
az f funkciondl rendjének nevezziik.

Olyan X terekben, melyekben az elsé megszamlalhatésdgi axiéma
érvényes, az f linedris funkciondl folytonossdgdnak sziikséges és elégséges
Seltétele, hogy minden, X topoldgidja szerinti {x,} nullsorozatra (f,x,)—~0
érvényes legyen.

Bizonyitds. o) Legyen {x,} egy az X-térben adott nullsorozat és
legyen f folytonos. Ez azt jelenti, hogy adott ¢ >0-hoz van 0-nak olyan
U,(0) kornyezete, melyre

I(f9)l <& ha @cU,(0).
De {x,} nullsorozat lévén taldlhaté az e-hoz olyan n, szdm, hogy
x,€U,0), ha n=n,,

vagyis |(f; x,)|<e, ha n=>n,. Eszerint a feltétel sziikséges.

) Most tételezziik fel, hogy x, >0 (X-ben) és (f, x,) >0 (n— ).
Megmutatjuk, hogy f folytonos. Ha ui. f a tétel dllitdsdval ellentétben
nem volna folytonos, akkor egy elébbi megjegyzésiink szerint, f nem
volna korldtos a nullelem semmilyen kornyezetében. Vegyiik a null-
elem egy megszamldlhaté bdzis kornyezetrendszerét

Uil D5 Ty,
Mindegyik U, halmazon van legaldbb egy x, elem, melyre |(f; x)|=>1. «

X, >0 (k—o0) és feltevésiinkkel ellentétben (f, x;) nem tart zérushoz.
Ez az ellentmondds bizonyitja dllitdsunkat.
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8. Megszamlalhatéan normalt tér konjugalt tere

Legyen X egy linedris topologikus tér és X’ az X-en értelmezett
linedris folytonos funkciondlok halmaza. X’ halmazbdl egy linedris
teret képeziink az aldbbi miiveletekkel:

(11) (a+f) %) = (1, 0+ (fes ) (f1,/o€X", x€X)
(of, x)=0a(f, x) (feX’, x€X, o tetszleges szdm)

Az X’ linedris teret az X konjugdlt terének nevezzik.
Ha X normdlt tér, akkor, mint ismeretes X’ Banach-tér, melyben
a norma :

(12) A1 = uilnlgxl(f’ x)|-

Ha azonban X nem normadlt, hanem megszdmldlhatéan normadlt tér,
akkor X’ struktirdja a kovetkez8képpen irhatd le:

Tekintsiik mindazokat a linedris funkciondlokat, melyek rendje
legfeljebb p, vagyis melyekre

(13) (s N =Clixl,

érvényes. X’-nek ezt az alterét Gigy lehet jellemezni, mint azoknak a
funkciondloknak a halmazdt, melyek a p-edik normdra nézve folyto-
nosak. Ezt az alteret X,-vel jeloljik. Ez az X,-hez konjugdlt tér és mivel
X, normdlt tér, azért X, Banach-tér. Nyilvdn

X =
(13)-bél azonnal kovetkezik, hogyp=1
I(f, »)|=Cllxll,  (m=>p),
vagyis ha f€X,, akkor f€X,, (m=>p), igy tehdt
K CXnmcas
Ez a monotonitdsi reldcié minden p-re érvényes 1évén, irhatd:
e ooXc..cXx
Ha feX,, akkor (12) alapjdn, mivel |x], = [[x[,+1,
1Al = 1S+

Mdsrészt, ha f rendje p, akkor f az Xi, Xz, ..., X, terek egységgémb-
jén nem korldtos, ezért legyen (definicidszertien) |f|l; = [|fllz =...=



322

= |[fll,-1 = =, €és ezzel a megillapoddssal azt kaptuk, hogy minden
f linedris folytonos funkciondlra

1A= = =1 1l,= .. .

Az eddigieket Osszefoglalva, azt mondhatjuk, hogy egy X megszdm-
ldlhatéan normalt tér X'’ konjugdlt tere normdlt terek monoton novekedd
sorozatdnak egyesitése, melyekben a normdk egy monoton fogyé soro-
zatot alkotnak.

E tételbdl tiistént kovetkezik a disztribucidelmélet Gn. alaptétele
(vagy reprezentdcids tétele). Tekintsik ui. a Dla, b] fiiggvényteret
(vo. 4. a) példdjat). Ha f€D’[a, b] akkor az imént bebizonyitott tétel
alapjén f egyuttal D,[a, b]-n értelmezett linedris folytonos funkciondl
is, ahol p az f rcndjc (D,la, b] a Dla, b] lezdrdsa a (6) alatt definidlt
[-ll, norma alapjdn! Ebbe a térbe nyilvin mindazok a fuggvenyek tar- -
toznak melyek legaldbb p-szer folytonosan differencidlhaték és tar-
tojuk [a, b]-ben fekszik.) Képezzik le D ola, b]-t a Cla, b]-be aziltal,
hogy minden ¢ €D,[a, b]-hez a ¥ = qa(‘” folytonos fiiggvényt hozzd-
rendeljuk

rvényes az aldbbi becslés

lel, = L2 lp®(x)| =C nellax lpP(x)| = C max lt//(X)I = Cloll,,
=0,1,...,p x€la, b
x€[a,b]

amibdl kovetkezik, hogy a fenti leképezés megfordithaté és mindkét
irdnyban folytonos. Ez a meggondolds arra vezet, hogy Dla, b] a C[a, b]
egy zart részhalmazdval izomorf. Ebbdl kévetkezik, hogy a D[a, b] —n
definidlt (f, ¢) linedris funkciondlnak egyértelmiien C[a, b] felett értel-
mezett (g, y) linedris funkciondl felel meg ugy, hogy

(f, 9)=(g, ¢). ahol ¢-—y.

A Hahn—Banach-tétel szerint ez a funkciondl kiterjeszthetd az egész
Cla, b] térre (folytonos médon), mely a Riesz-féle reprezentdcids tétel
szerint a

(&) = [V dux)

alakban allithato elo, ahol p(x) egy, a g funkcnonal dltal egyertelmuen

......

jelentését, irhatjuk:
b
5, 0) = [ 0P () du),

amivel az alaptételt bebizonyitottuk.
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9. Alapfiiggvények tere

Alibb olyan megszdmldlhatéan normadlt fiiggvénytereket,® vagy
ilyen megszdmldlhatéan normélt terek egyesitéseit* fogjuk tekinteni,
melyekben a {¢,} sorozat konvergencidjibol (a tekintetbe vett tér to-
polégidja szerint) {@,(x,)} szdmsorozat konvergencidja kovetkezik, ahol
x, egy tetszOleges, de rogzitett pont.

Az ilyen tereket alaptereknek, elemeit alapfiiggvényeknek nevezzik.
A leggyakoribb alapterek a kovetkezSk:

1°. Dg, ahol Q az R, egy rogzitett korldtos, nyilt halmaza tar-
tomdnya. Topoldgidjdt a (6) alatti normdk indukdljdk. ¢,—~0 a Dg
topoldgidja szerint azt jelenti, hogy D*@p,—~0 egyenletesen, ha n—o

k| =0, 1,2, ...).
( 2°. Az S-tér. Definicidjdt 1. 4. (b) alatt. Ebben is nyilvdn teljesiil
az alapterekt6l megkivdnt tulajdonsdg.

3°. A D figgvénytér:

Di=stiliba;
Q

ha Q az R, valamennyi zdrt tartomdnydt befutja.
4°. Az elébb felsorolt alapterek specidlis esetei az aldbbi tereknek:
Tekintsiik az My(x), M,(x), My(x), ... figgvények monoton nem-
csokkend sorozatdt, melyek az egész R, téren definidlva vannak:

I1=M,x)=M,(x)=...=M,(X)=... (XER,).

Azt is megengedjiik, hogy M;(x) végtelen értéket felvegyen. Ha valamely
k-ra M, (x)=-<, akkor ugyanezen x mellett M, (x)=-c, ahol m=k.
E fiiggvények legyenek tovdbbd folytonosak mindazokon a helyeken,
ahol végesek.

A D{M,} alapteret a kovetkez8 médon értelmezziik: ¢ (x) € D{M,},
ha ¢ az R,-ben akdrhdnyszor differencidlhaté, M,(x)D%¢(x) korldtos

3 A filiggvények az R, n-dimenzi6s euklideszi térben vannak értelmezve.

4 Megszamlalhatban normalt terek, még alkalmasabban: linearis topologikus
terek egyesitéseit a kovetkezoképpen definidljuk. Legyen adva a lineéris topologikus
terek egy {Xn} sorozata, melyre

P, A=, (T edein =3, Al =i A%

érvényes. Tegyiik fel, hogy minden olyan végtelen {¢:} elemsorozat, mely X, topol6-
gidja szerint nulldhoz konvergal, mint X,+1 sorozata is nulldhoz tart (n=1,2,...).
X-el jeloljik az X,-ek egyesitését, a szokdsos miiveletekkel X-bdl linedris tér lesz.
Az {x} X-beli elemsorozatot egy x¢ X elemhez konvergilonak nevezzik, ha az {xi}
sorozat és x egy meghatirozott X, térhez tartoznak és e tér topoldgidja szerint xi - x.
Ezzel a konvergenciafogalommal elltott linedris X teret az {X.} terek egyesitésének
nevezziik. X altaldban nem topologikus tér (hanem csak pszeudotopologikus), mert
X-ben sem a nyilt, sem a zart halmazok rendszerét nem definialtuk.
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és folytonos (ahol M (x)=<= ott Dip(x)=0),ha |g| =p (lq| =
= ¢, +...+q,) (X€R,). D{M,} térben normdk sorozatit lehet de-
finidlni az dlabbi mddon:

(14) ”‘P”p = xséllg) M‘,(X)IDq(P(X)l (P =031 02s "')'

lal=p

Példaképpen megemlitjiik, hogy amennyiben

1, ha x€Q e
Mp(x)_ 0’ ha x&Q (p_ { Mg 9---)5

akkor a Do teret kapjuk.
Hogy ha
Mp(x) = sup |x9| Cp = 0402800
lal=p

akkor az S-tér adddik.

Az altaldnositott fiiggvények definicioja

J-et dltaldnositott fiiggvénynek nevezzik, ha f egy @ alapfiiggvény-
téren definidlt linedris folytonos funkciondl. A. @ fiiggvénytéren de-
finidlt dltaldnositott fiiggvények halmazdt @’-vel jeloljiik.

Legyen f(x) egy R,-ben értelmezett fliggvény, melyre az

(15) Jr@e@) ax

a @ alapfliggvénytér minden ¢(x) fiiggvényére létezik. Akkor f a (15)
alatti funkciondlt definidlja. Forditva is: beldthaté, hogy a (15) alatti
linedris funkciondl (nullmértékli halmaztdl eltekintve) egyértelmiien
meghatdrozza f(x)-et, ha Dc @ (ez az dllitds dltaliban nem minden
alapfiiggvénytérre dll). Ennek alapjdn a (15) funkciondl identifikdlhato
az f(x) figgvénnyel.

Ha ®=Dg,, akkor f gyandnt vehet§ minden Q-ban lokdlisan
integrdlhatd fliggvény.

A @ =S térben a (15) integrdl akkor és csak akkor létezik minden
@€ S fiuggvényre, ha

f)] = €A+ [x])*

valamilyen C-pozitiv konstans és k& nemnegativ egész mellett.
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A D{M,}-térben a (15) alatti integrdl 1étezésének elégséges felté-
tele, ‘hogy f lokdlisan integrdlhatd legyen és

/()]
M,(x)

(16) r(x) =

az R,-téren integrdlhaté legyen.
Ha a (16) feltétel ui. teljesiil, akkor

J1@em x| = 1ol [110 3755 = ol [r@ds (€D,

Ha ¢,—~0 a D{M,} topoldgidja szerint, azaz |@,l,~>0 (n—eo,
p rogzitett), akkor

()] = | Rff(x)q»,.(x){ =10, [r)di~0 (@)

azaz ilyen f-re a (14) funkciondl folytonos.
Legyen P(D)= > a,D* egy linedris dlland6 egyiitthatds differen-
cidloperdtor, akkor

(17 (59) = [1(x) P(D)g dx

dltaldban nem 4llithatd el a (14) alakban. Egyébként (17) egy linedris
funkciondlt 4dllit el8, ha az

N =k Gg=p

fliggvények integrdlhatdk.

11. A D{M} fiiggvényterek

A D{M,}-terekkel kapcsolatban felvet6dik a kovetkez8 kérdés:
mikor deﬁmalja két fliggvénysorozat, {M,} és {M,} egy és ugyanazon
fiiggvényteret? Feltessziik termeszetesen, hogy {M,} és {M,} ecleget
tesznek a 9. alatt kirdtt feltételeknek. Konnyen 1gazolhato hogy ha
D{M,} és D{ﬂ } elemei ugyanazok, akkor topoldgidjuk is azonos
egymassal vagyis ezeknél a tereknél az elemek topoldgidjukat egyértel-
miien meghatdrozzak.

Két fiiggvénysorozatot, {M J-t és {M,}-t egymdssal ekvivalens-
nek tekintiink, ha a D{M,} és D{M o) linedris topologikus terck egy-
madssal ekvivalensek. Az {M } és {M,} figgvénysorozatok ekvivalen-
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cidjdnak elégséges feltétele az, hogy létezzék két pozitiv szdmsorozat,
{Cp} €s {Fp} gy, hogy

(18) 0<C,= ﬂf—(x—)—
M, (x)

teljesiiljon minden x (€ R,) pontban, ahol M, (x) (s igy M,(x) is) véges.
Legyen ui. ¢(x) akdrhdnyszor dlﬁ‘erencxeilhato fuggveny, melyre

lel, = SupM (x)ID"¢(x)|<°°

xER,.

=F; - (=012 .

akkor a
1
loll, = SupM () [Dlo(x)| = Gt Sup M, (x)|Do(x)| = = Ilfpll
ERn x€Rn

egyenlStlenség miatt || ||, is véges. Es megforditva is, hasonléan mint fent

lell,=Tplells,

azaz ||o|’ » végességébdl |, végessége adédik. Ez azt jelenti, hogy a

D{M,} és D{M,} terek ugyanazokbol a fiiggvényekbdl dllanak, to-

vdbbd a fentiek szerint a [-||, és ||-||, normdk ekvivalensek, s ebbdl

kénnyen beldthat6, hogy a két tér topoldgidja is ekvivalens egymdssal.
Példaképpen tekintsiik az

My = sup [t (] = kbt K
kl=p .
> =012

M,(x) = (1+|x)P...(1+|x,)» (p=0,1,2,...)

fiiggvénysorozatokat.
Mint tudjuk ezen M,(x) fiiggvények az S-teret dllitjdk elG.
{M,} és {M,} egymassal ekvivalens fiiggvényrendszerek, mert

A {2, ha |x]|=1
e
FRS g
ezért 3
M, (x) =2""M,(x). (p=01,2:s5)
Midsrészt

M,(x)=M,(x) (p=0,1,2,..)

amibdl kovetkezik, hogy M, »(x) szintén az S-teret hozza létre.

A mdsik fontos tény, amit a D{M,} terekkel kapcsolatosan meg-
dllapitunk az az, hogy ezek teljes terek, vagyis a (14) alatti normdkkal
megszamlalhatéan normadlt (teljes) terek.
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Jeloljik &,-vel (p=0,1,2,...) a legaldbb p-szer folytonosan dif-
ferencidlhaté ama fiiggvények terét, melyekre a M,D%(|q|=p) figg-
vények az egész térben korldtosak ¢és folytonosak. Vildgos, hogy a
(14) alatti normdval 5,, egy normadlt tér. Az is nyilvinvald, hogy

D {Mp} =N 6?'
=0
A tétel bizonyitdsdhoz két, az dltaldnositott fiiggvények elméletében

egyébként is fontos segédtételt kell elSrebocsdtanunk.

1. Segédtétel. Tekintsiik a &, térbe tartozé fiiggvények olyan
{®,} sorozatdt, melyre a {D%p,} fiiggvénysorozatok egyenletesen kon-
vergensek az R, minden korldtos tartomdnydban (|g|=p). Ha a (14)
alatti norma szerint [|¢,|,=C (az n-t8l figgetlen korlit), akkor a {¢,}
sorozat ¢,(x) hatdrfiiggvénye szintén @,-be tartozik és |, =C.

Bizonyitds. @,(x) definicidja szerint
¢o(x) = lim @, (x)

és ez a konvergencia R, minden korldtos tartomdnydban egyenletes.
De ekkor a {Dip,} fiiggvénysorozatokrdl tett feltevés miatt ¢,(x)
differencidlhdnyadosai (a p-edikig) léteznek és

Digy(x) = lim Dig,(x)  (lq| = p).
Ezekutdn legyen x, az R,-tér egy olyan pontja, melyre M,(x,) < oo.

Mivel az x, pontban M,(x) folytonos (az M, fiiggvények definicidja
szerint), van az x,-nak olyan kornyezete, melyben

| M, (x) — M,(xo)| < ; (e=0 tetszés szerinti el6re adott szdm).
xo-nak egy ilyen kornyezetéhez taldlhaté olyan n, index, hogy

M,(x)|D%0y()| = M,(x)| D, (x)| +2, ha n=n,.

Az 4llitds premisszdja szerint

S M ,(x)| D, (x)| = ll@.l, = C,

lal=p

igy az x, pontnak el8bb megdllapitott kornyezetében

M, (x)|D%y(x)| = C+e. £
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Ez azt mondja ki, hogy minden olyan x pontban, melyben M, (x) véges,

Iflué% M, (x)| D1y (x)]

a C korldt alatt van.

Ha olyan x, pontot tekintiink, melyre M, (x,)= e, akkor ebben a
pontban a Di¢,(x) deriviltak eltiinnek |g|{=p, ezért a Dip,(x) érté-
kek is eltlinnek az x, pontban. fgy tehdt a ¢,(x) fiiggvényre a (14)
alatti norma létezik és a kivdnt becslést is igazoltuk.

2. Segédtétel. A &,-nek legyen egy Cauchy-sorozata {p,} (a
(14) normdra nézve). Ha ez a sorozat pontonként zérushoz konvergl,
akkor a (14) normdra nézve is konvergdl a ¢,(x)=0 fliggvényhez.

Bizonyitds. {¢,(x)} egy Cauchy-sorozat, ezért
"(Pn(x)—(Pm(x)”p_’O, ha 5701 =205

SHp M,(x)| D, (x) — D¢, (x)| < &,

lal=p

azaz

ha n és m elegendd nagy. Ebbdl addédik, hogy Dip,—~ D%, egyenlete-
sen minden korldtos tartomdnyban (|g| = p) és a feltevés miatt ¢,(x)=0.
Mivel

”(Pn e (pm“p = &,

ha n, m=>n,, azért m—~-= esetén az el6bbi megjegyzés és az 1. segéd-
tétel alapjdn:
”(pn”p<89 ha n=ny,

amivel a segédtétel igazoldst nyert.
Ezekutdn bebizonyitjuk, hogy &, a (14) normdra nézve teljes tér.

Bizonyitds. Ha {¢,} a @, egy Cauchy-sorozata, akkor a {¢,(x)} és
a {D%,(x)} sorozatok (|g|=p) — mint ahogy az a 2. segédtétel bizo-
nyitdsdbol kitlinik — minden korldtos tartomdnyban egyenletesen
konvergdlnak. Legyen

¢o(x) =1im ¢, (x)

és ez a konvergencia minden korldtos tartomdnyban egyenletes. Ugyan-
csak a 2. segédtétel bizonyitdsdbdl ldthatd, hogy ¢, derivéltjai (legaldbb
a p-edikig) léteznek. Az 1. segédtétel alapjan ¢,(x)€ B,. {0, — o)
sorozat szintén a @, egy Cauchy sorozata, mely minden pontban zérus-
hoz konvergil, igy a 2. segédtétel szerint ||, — @), >0 (n—<°), azaz
@o=Ilim ¢, a (14) norma szerint.

n—»oco
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A bebizonyitott tételb8l adédik, hogy a & =D {M,} tér &, lezd-
rdsa a (14) norma alapjén a &, egy altere. EbbGl kovetkezik, hogy

@ =D{M,} = N @,.
p=

Megmutatjuk, hogy a ®= [\ @, feltétel sziikséges és elégséges a
rp=1
D-tér teljességéhez.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a =1 ®, feltétel teljesil és {P, }
legyen & egy Cauchy-sorozata. De akkor {cD } a @, térnek is Cauchy-
sorozata ¢s mint ilyen &,-ben egy x, hatarerteke van'(p=152":..2)
A @, terekrdl tett felteves alapjdn <15P 1C€P, (p=2,3,..), tehé.t tI>
tér elemel @,-1-tér bizonyos elemeivel ldentlﬁkalhatok Ezert az osszes
x, elemek (p=1,2,...) egyenl6k egymdssal és ezek minden @, térhez
tartoznak tehdt ezen x elemmel identifikdlhaték a @-hez tartozok.
Mivel azonban ||@, —x,l,~0 (v=><; p=1,2,..), ezért |¢,—x|,~0
minden p mellett. Ez azt jelenti, hogy -

x = lim @,

a @ topoldgidja szerint, vagyis @ valéban teljes tér.
Megforditva, tegyiik fel, hogy @ teljes tér. Legyen x€ n P,.

Megmutatjuk hogy x a @ térhez tartozik. ®,a & lezdrdsa a |- |lp nor-
mdra nézve, ezért minden p-hez létezik egy @-terbeh elem ¢, gy, hogy

1
Koo e
|x—o,l >

Ha k—<p, akkor érvényes

1
1% —@,lle = lx—@pll, < o

vagyis _
X —@pll >0 ha p—ce.

Ebbdl kovetkezik, hogy {¢,} minden normdra nézve Cauchy-sorozat
igy a @-térnek is Cauchy-sorozata.
A @ topoldgidja szerint legyen
X=Ilmo,

p—oo
vagyis
[¥—@,lly~0 ha p-c minden k-ra

és mivel X és x a @, -térhez tartozik, kell, hogy x =X legyen. De akkor
valéban igaz az x€ @ Allitds.
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Hiétra van még megmutatni, hogy D {M,}-ben bevezetett normdk

pdronként koordindltak. Ezekbdl kovetkezik, hogy @ teljes, megszdm-
ldlhatéan normdlt tér. Az utdbbihoz sziikséges a

3. Segédtétel. A
lolly =|sup M (x)|[ Do (x)], ol =|S|UP M, (x) | D¢ (x)|
q|=p2

d=m
x€R, x€ERy

normak koordindltak.

Bizonyitds. Legyen {¢,(x)} egy, mindkét normdra nézve Cauchy-
sorozat ¢és tegyiik fel, hogy |¢,ll; =0 (n — ==). Ez azt jelenti, hogy

19) l@ally = Sl M,(x)| D, (x)| >0,  (n—>oo).
q|=p1
x=R,

Madsrészt

(20) ”¢n ¥ (pm”2 = Susp M2(x) [D"[(p,.(X) o (pm(x)]'*(); ha n, m—- oo,
i
A (19) alatti Osszefiiggés |g|=0 esetre azt mondja, hogy ¢,(x)—0
minden x€R, pontban. A 2. segédtételt alkalmazva a ||, normdra
adddik (20) alapjdn, hogy ||@,|.—0, ha n - . Ez volt az 4llitds.
Ilyenformdn D{M,} normdi pdronként koordindltak. Ezzel 4l-
litdsunkat teljesen igazoltuk.

12. Tokéletes fiiggvényterek

Egy absztrakt teret tokéletesnek® neveziink, ha olyan teljes meg-
szamldlhatéan normadlt tér, melyben minden korldtos halmaz kompakt.
(Valamely @ topologikus tér F halmazdt kompaktnak nevezziik, ha
minden végtelen részhalmazdnak van torléddsi pontja @-ben).

Egy D{M,} fiiggvénytér tokéletes, ha az 6t definidlé M, (x) figg-
vények az aldibbi — un. (P)-feltételnek — tesznek eleget:

(P) Minden p nemnegativ egészhez taldlhaté olyan p’=>p egész,
hogy minden ¢>0 szdmhoz van N(g) ugy, hogy

Mp(x) 3 EMp' (x)a
mid6én x az alibbi egyenl6tlenségek koziil legaldbb az egyiket kielégiti:
|x|>N(e),  M,(x)>N(e)

5 parfait.
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Ennek a fontos dllitdsnak a bizonyitdsa tobb segédtételen alap-
szik :
1. Segédtétel. Ha a (P)-feltétel teljesiil, akkor
: M,(x)D'p(x)~0  (lg|=p)
hogyha |x| <> vagy M,(x)—>co.

Bizonyitds. Tegyiik fel az éllitds ellenkezgjét. Ez azt jelenti, hogy
bizonyos p és ¢ indexekhez (|g| =p) van olyan {x,,} sorozat, hogy

My (5)| D% (x,)| = C=0
és |x,,| ~eo vagy M,(x,) > (m—<). A p’ indexre a (P)-feltétel szerint

érvényes
Mp (xm) = emMp' (xm)7

ahol ¢, —~0. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy

My G IDio()] = v (m— o)

Ez a kovetkezmény ellenkezik azzal, hogy ¢(x)€D{M,}.

2. Segédtétel. Tekintsik a D{M,}-tér elemeinek egy {¢,} so-
rozatdt, melyre

ledp,<4, (p=1,2,...; v=12,...)

és @,(x) konvergdljon szabdlyosan® zérushoz (v-»ce). Allitds: ¢,(x)
minden |« |[, norma szerint is zérushoz konvergal.

Bizonyitds. A togzitett p indexhez hatdrozzuk meg a (P) fetlétel-
ben szerepl§ p” indexet. A feltevés szerint

”(Pv"p‘ 5= Ap‘

Minden £>0 szdmhoz meghatdrozhaté egy N szdm, melyre

€

M,(x) = ZM"'(X)

p
minden x pontban, melyben M,(x) és M, (x) végesek, valahdnyszor
az egyik

|x|>N, M,(x)>N

6 p.(x) szabalyosan (regelmiBig) konvergil zérushoz, ha minden g-ra a
{D%py(x)} sorozat minden korlitos tartomdnyon egyenletesen zérushoz tart.
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egyenlGtlenségek koziil legaldbb az egyik fenndll. Ezekre az x pontokra
érvényes:

M%)

€ &

Dig,(9)| = 4 My D9, = loly <2 (gl =p).
p 4

Minden olyan x pontban, ahol M(x)=M, (x)=-<°, ott

M, (x)| D, (x)| =0.

Végiil, minden x ponthoz, mely nem tartozik fenti halmazok egyikébe
sem, van olyan vy, hogy minden v=>v,ra

Mp(x)qu(pv(x)‘<8. (|¢Il§P)

Vagyis ez utdbbi egyenlStlenség minden x-re teljesiil, ha v=v,. De
akkor
loyll, = S00 M,(x)| Do, (x)| = &,
lal=p
azaz
loyll,~0  (v—>-oo).

Segédtételiinkbsl kovetkezik, mint ahogyan az konnyen igazol-
hatd, hogy amennyiben a D {M,}-tér elemeinek valamely {@,} sorozata
minden rogzitett normdra nézve korldtos és szabdlyosan konvergdl
valamely ¢,(x) figgvényhez, akkor ¢@,€D{M,} és lim ¢,(x)=q,(x)

a D{M,} topoldgidja szerint.
A 11. fejezet 1. segédtétele szerint ugyanis ¢,(x) minden @, tér-

hez hozzdtartozik és igy eleme D{M,}= | @, térnek is. A {p,—¢,}
p=1

sorozat minden | -||, normdra nézve korldtos és szabdlyosan zérushoz
tart. Az imént bebizonyitott 2. segédtétel szerint | ¢, — @, >0
(v—>eo, p=1,2,...,) amivel dllitdsunkat igazoltuk.

Ezzel mindent elSkészitettiink annak igazoldsdra, hogy a D{M,}-
terek tokéletes terek, ha az {M,} fiiggvénysorozat a (P)-feltételt ki-
elégiti.

Bizonyitds. A 11. pontban bebizonyitottuk, hogy a D{M,} terek
teljes megszdmldlhatéan normdlt terek. Eszerint most mdr csupdn azt
kell igazolni, hogy D{M,} minden korlditos 2 halmaza kompakt.

. E célbdl kivdlasztunk -bSl egy korldtos” {¢,} elemsorozatot.
A 2. segédtétel emlitett kovetkezménye alapjdn elegendd azt megmu-
tatni, hogy {¢,}-bdl kivdlaszthaté egy szabdlyosan konvergens rész-
sorozat.

7 Minden rogzitett norma szerint korlatos
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09, (x)
0x;
fiiggvények egyenletesen korldtosak. Arzela tétele szerint van a {o,}
sorozatnak olyan {¢,,(x)} részsorozata, mely az |x|=1 tartomaﬁnyban
egyenletesen konvergens. De a {|¢, ||} normasorozat korldtos, ami-
b6l kovetkezik, hogy [D*@, ,(x)| fuggvenyek egyenletesen korldtosak,
igy ismét Arzela-tétele alapjdn a {¢,,,} sorozatnak megadhaté egy
{p.,,} részsorozata, melyre a {D(pz‘,(x)} fiiggvénysorozat az |x|=2
tartomdnyban egyenletesen konvergens Tehdt {¢,,} egyenletesen kon-
vergdl |x|=1 tartomdnyban és |Dg,,| egyenletesen konvergens |x|=2
tartomdnyban. De ebb8l kovetkezik, hogy {¢,,(x)} az |x|=2 gémb-
ben is egyenletesen konvergens. A részsorozatok kivdlasztdsdt a leirt
mdédon folytatjuk. A diagondleljdrds alapjdn a @,;(X), @s5(x), @33 (%), ...
fiiggvények minden korldtos tartomdnyban minden derivadltjukkal egyiitt
konvergensek (egyenletesen). A {¢; .(x)} diagondlis-sorozat hatdr-
figgvénye legyen ¢y(x). Az elSbbiekbdl addédik, hogy akkor {g (x)}
a D{M,}-tér topoldgidja szerint ¢,-hoz konvergdl. Ezzel a bizonyitdst

befejeztiik.
Hogyha az M, fiiggvények minden véges tartomdnyon korldtosak,
akkor a (P) feltétel igy is irhaté: minden p indexhez van olyan p’, hogy

Feltevés szerint a {||¢,l,} szdmsorozat korldtos, ezért a l

Mp(x) _
Islves M, (%)

A (P) kritériummal konnyen verifikdlhatd, hogy a Dy, és S fliggvény-
terek tokéletesek.

A 9. pontban, Do-t definidlé M, fiiggvényekrdl mondottak alapjdn
a Dg-ra vonatkozé dllitds trividlis.

Ugyancsak a 9. fejezetben tett megdllapitds miatt az S flggvény-
térre vonatkozé dllitdsunk a kovetkezGképpen ldthaté be: p-hez egy
p’ mindig meghatdrozhat6 1gy, hogy

sup |x|* = |x|? és sup|x|* = |x|?" 1évén, ha |x| > 1

k=p k=p’
sup |x[
ey el
—P im = lim —— =
lxl=ee M, (X) = i sup |x| Ix|->oo |x]P"—P
k=p’

legyen. (Ehhez elegend6 a p” = p+1 vdlasztds.)

22 Matematikai Lapok 3 -4
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13. Elemi miiveletek dltalinositott fiiggvényekkel

Legyen @ az alapfiiggvények tere (l. 9.), a rajta definidlt linedris
¢és folytonos funkciondlok halmazdt @’-vel jeloljik. @ linedris tér az
aldbbi miiveletekkel:

(T1+ T, ¢) = (Ty, @) +(T3, @) (T), T,e P, pc D)
@T, ¢)=(T,%p)=a(T. ¢) (T€P’, €&, « komplex szdm)

Hatdrdtmenetnél leginkdbb a gyenge konvergencidt tekintik:
T,—T, ahol T szintén dltaldnositott fiiggvény, ha minden ¢ alapfiigg-

vény mellett
(Tm (P) "(Ta (,0)

Pontosan ugy, mint a disztribiciokndl, be lehet bizonyitani, hogy
az 4dltaldnositott fliggvények tere a fenti limesreldciéra nézve zart.

Az affin transformdciokat és a differencidlhdnyadost is hasonloan
definidljuk, mint a kordbban.

Tegylik fel, hogy a D;= 3% parcidlis derivdlds miivelete a @ alap-

fiiggvények terében elvégezhet()’l és folytonos operdcié. Vagyis feltesz-
sziik, hogy ha ¢(x) € @, akkor Djp € @ és ha ¢,(x) >0 (v—>o0) a P-tér
topoldgidja szerint, akkor (régzitett j mellett) D;p, -0 (v —<) ugyan-
csak a @-térben. A D; parcidlis differencidldst a @” térben az aldbbi
modon definidljuk ;

(Dst QD) = _(T’ D_,(D) 5 (T’ —qu))

Ha T egy a @-n definidlt reguldris funkciondl, melynek x; szerinti
parcidlis derivédltja Iétezik és ®-n egy linedris funkciondlt definidl,
akkor D;T a kozonséges parcidlis derivdldst jelenti. Ez ugyantugy 14t-
haté be mint cikksorozatunk I. részében megmutatott 4llitds.

A D; miivelet a @-térben folytonos, D;-hez adjungdlt operdtor
—D;. Mint ilyen, ¢’-ben a D; miivelet is folytonos.

Az dltaldnositott fiiggvénynek egy akdrhdnyszor differencidlhatéd
fiiggvénnyel valé szorzata sem definidlhaté olyan egyszerfien, mint
kordbban. Ha ui. g(x) egy akdrhdnyszor differencidlhato fiiggvény,
akkor g(x)o(x) (¢ egy alapfiiggvény) 4ltaldban nem alapfiiggvény.
Hogyha ¢-vel egyiitt g(x)¢(x)€ @, tovdbbd ¢,—~0 esetén go,—0 is
teljesiil a @-tér topoldgidjdra nézve, akkor g(x)-et a P-tér egy multip-
likdatordnak nevezziik. Egy g(x) multiplikdtorra (definiciészertien) 4ll:

&7, ¢)=(T, go).
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Minden g€ C= fiiggvény a D-tér multiplikdtora. Egy D{M,}-
térben a kovetkez$ dllithato. Ha egy D{M,}-térben érvényes, hogy
minden p=r indexpdrhoz van olyan s=p index, hogy

M,(x) M, (x) = C,, M (x),
akkor minden g(x)€C= fiiggvény, melyre
|Dg(x)| = C, M, (x)

becslés minden ¢ mellett érvényes, a D {M,}-tér multiplikdtora.

A bizonyitdshoz csak azt kell részletezziik, hogy feltételeink mel-
lett g(x)@(x)€ D{M,}, ha ¢ egy alapfiiggvény. A multiindexekkel valé
hosszadalmas szdmitdsok elkeriilése vegett egyszeriliség kedvéért szo-
ritkozzunk egyvidltozds fiiggényekre. Ervényesek a kovetkezo becs-

Iések:
3 evwoereo| =

=M (X)Z [ ]Ig""(x)lkp“’ Px)|.=

M, (x)|Dg(x) @(x)| = M,(x)

= M,(9) = [Z] Ci M, ()P ()] =

[ ]CAM,k(x)M X~ (x)| = Z[ ]Ck Cpt M(x) |914P (x)| =

(k)

(k)

= Z'[ ]Ckax,‘ = M(x)|@=? (x)| = (%'Aqk lells = Cllels

Ebbdl adddik, hogy M, (x)Di(gyp) korldtos, ami egyenértékii az dlli-
tdssal.

14. Az iltalanositott fiiggvények reprezentacios tétele

Célunk az 4dltaldnositott fiiggvények dltaldnos alakjdt megadni,
ahogyan cikksorozatunk I. részében specidlis esetben (vo. A disztribuicié-
elmélet alaptétele) tettiik.

A D{M,}= ﬁ ®, feltételb6l — konnyen beldlthaté — kovet-

kezik, hogy D’{M,}= U @;,. Ezért elegend6 valamely @, téren értel-

mezett linedris folytonos funkc10nal dltaldnos alakjdt megadni. A 11.
pontban ldttuk, hogy ®,—&,, a Hahn—Banach-tétel szerint a funk-

22%
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ciondl kiterjeszthet &,-ra, igy &,-n definidlt linedris folytonos funk-
ciondl 4ltaldnos alakjdt keressiik.
Elegend tehdt 7' legdltaldnosabb alakjdt a @, térben meghatdrozni.
A ¢(x)€ @, fiiggvényhez az aldbbi fiiggvényeket rendeljiik

@, (x) = M, (x) D*¢ (x). lgl=p

Ez a hozzdrendelés, Iévén a &,(x) fliggvények folytonosak, a 5 fugg-
vényteret a folytonos fuggvenyek véges sok (|g|=p) terének dlrekt
szorzatdba képezi le. Ez utobbi teret jeloljik a ¥, szimbdélummal.
A definiciébdl vildgos, hogy ez a leképezés kdlcsén()'sen egyértelmii.
Ha {®,(x)}-ben a normdt a sup | ®,(x)| kifejezéssel definidljuk, akkor
q S

a &, P, leképezésnél a ni)rlma véltozatlan marad. Ennek alapjdn
3, ta Y’ (z4rt) alterének tekinthetjiik.

chycn ezekutdn T€ @, akkor a Hahn—Banach-tétel szerint T
folytonosan Kkiterjeszthets a z// térre. De akkor ennek a funkciondlnak
legdltaldnosabb alakja a Riesz—_Radon-tétel szerint

ey o= 3 Rf Vo) doy) = = [ M,(x) D (x) do, (),
=P R, a=rrg,

ahol p € D{M,} és o,(x) az R,-térben értelmezett mérték, mely a tér
azon x pontjaira van koncentrdlva, melyben M,(x) véges (p=1,2,...).

A (21) alatti nagyon 4dltaldnos reprezentdciéo nagymértékben egy-
szerlisithet8, ha az alapfiiggvények terér6l még egyes, a gyakorlatban
leginkdbb megkovetelt feltételeket szabunk. Ilyen a kovetkez6 un.
(N)-feltétel®.

Az {M,(x)} fuggvénysorozat teljesiti az N-feltételt, ha minden
p indexhez taldlhaté olyan p’=>p index, hogy

M,(x)

M:(x) = m,, (X)C L,(R,), M, (x)~>0, ha |x|-—eco.
(Azokban az x pontokban, melyekben M,(x) =M, (x)= <o, legyen per
def. m,,’(x)=0. M,, olyan, hogy a P feltétel is teljesiil).

Tegyuk tovabba fel, hogy az M -fiiggvények az R, minden olyan
részében, melyben a koordindtdk CIOJelet nem Valtanak kvéazimono-

tonak, azaz
M,(...x¢...) =C,Mp(...x...)

valahdnyszor |xi|=|x%|.

8 Ki lehet mutatni, hogy ha a D{M,} ennek a feltételnek eleget tesz, akkor
a D{M,}-tér nukledris (nucléaire). Erre a tényre kivan a feltétel megjelolése utalni.
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Ervényes az aldbbi tétel: .

Ha a D{M,}-fuggvényteret elédllité figgvénysorozat az (N)-fel-
tételt és a kvdzimonotonitdsi feltételeket kielégiti, akkor a D{M,}-n
értelmezett T dltaldnositott fiiggvény dltaldnos alakja:

o) = 3 [M@Do@d  oeDM,w),
al=p R,

ahol az f,(x) korlatos, mérhets, T funkciondl dltal meghatdrozott fiigg-
vény.

A tétel bizonyitdsa érdekében vezessiink be D {M,}-ben 1j, | | ,-vel
jelolt normdkat az aldbbiak szerint:

@) loll, = max [ 3,09 D¢ ()] dx.
=Y SAE e

. A (22) képlet jobboldaldn 4116 integrdlok valéban léteznek. Az
(N)-feltétel teljesiilése miatt ugyanis g

Mp(x)|Dq(p(x)| émpp’(x)Mp’(x)]Dq(p(x)l §’npp'('x)"(P“p' ’

amibdl m,, (x) integrdlhatosdga miatt (22) létezése kovetkezik.
Konnyii meggy8z8dni réla, hogy (22) valdéban egy norma. Ezen-
kiviil érvényes az aldbbi becslés

lel, = B,l¢l,, ahol B, konstans (B,, = f My (X) dx].
Ry,

Mivel M,(x)|D%(x)| >0, ha |x|—>co (a (P)-feltétel teljesiil) és
ezek a fiiggvények folytonosak, létezik olyan x,€R, pont és egy g,
multiindex, melyre M,(x)|D%/(x)| szupremumdt felveszi. A kvdzimo-
notonitdsi feltételb6l kovetkezik, hogy

lell, = M,(x) D0 (xp)| = My(xp) [|Dw+10(&)|dé =

Txo

= ¢, [ M,©Du+1e@)|dt =
T

= C, [ M, (910" 20| dE = C,l0lly41
Txo

ahol T, olyan végtelen intervallum, melyrél a kvdzimonotonitdsi fel-
tételben emlités tétetett és melynek (egyetlen) csicsa az x, pontban van.
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Az eddigieket Osszefoglalva, azt kapjuk tehdt:

lel,=Blel,, é lel,=Clol+s @=12,..)

Mivel p’>p, e két egyenlStlenség azt jelenti, hogy a {|-||,} norma-
rendszer a {|-[,} normarendszerrel ekvivalens. Ennek alapjin

D{M,} =N,
p=1

ahol @, a lezdrdsa annak a normdlt térnek, mely D{M,} fiiggvények-
b6l a [|-||, norma bevezetésével adédik. Ha tehdt 7 egy folytonos,
linedris funkciondl a D {M,}-n, akkor T-hez van olyan p, hogy T li-
nedris funkciondl @,-n. Ezért elegendd T legédltaldnosabb alakjit @,-
ben meghatdrozni.

Legyen ezek utdn @} azoknak a ¢(x) fiiggvényeknek a normdlt
tere, melyekre a (22) alatti |||, mennyiség létezik. Vildgos, hogy &,
izometrikus &) egy alterével. Mdsrészt @} (zdrt) altere véges sok oly
figgvénybdl dll6 fiiggvénytér direkt Osszege lezdrdsdnak, melyek az
M, (x) stlyfiiggvényekkel integrdlhatok. (E fiiggvényterek szdma egyenld
azoknak a ¢ multiindexek szdmdval, melyekre |g|=p érvényes.) Ezt
a direkt-Osszeg-teret jeloljiik > -vel. Ha tehdt T egy folytonos linedris
funkciondl @,-n, illetve @}-n, akkor 7' a norma megtartdsa mellett
folytathaté a > ,-térre. Ez utébbin pedig T a

S [ M0 Do()f,(x) dx
lal=p g,
alakban dllithaté elS. Ezzel dllitdsunkat bebizonyitottuk.

IRODALOM

{11 I. M. GeLFAND—G. E. SiLov (ScHiLow): Verallgemeinerte Funktionen IL,
. Berlin 1962. -
[2] S. BANAcH: Théorie des opérations linéaires.
[3] H. A. Lauwerier: Topological foundations of the theory of distributions. Part II.
Stichting Mathematisch Centrum. Amsterdam, 1961.
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Az f[x +yf(x)] = f(x)f(y) fiiggvényegyenlet
folytonos megoldasair6l Hilbert-terekben

DARrROCzY ZoLTAN (Debrecen)

Bevezetés. Legyen E linedris tér a valés szdimok R teste felett. Az
f:E— R egyértelmii leképezést funkciondlnak nevezziik. Feladatunk azon
funkciondlok vizsgdlata, amelyek eleget tesznek az

0 fIx+3f)] = f)f(y) (% yEE)

fiiggvényegyenletnek.

Az egydimenziés esetben az (1) fiiggvényegyenlettel S. Golab és
A. Schinzel foglalkozott behatéan [1]. Ekkor E={le|A€R}, ahol e
a tér bdzisvektora. Legyen most x, y € E, ekkor x =4e és y = ue alakban
irhatd, ahol A, u€ R. Ertelmezziik a ¢:R— R valds fiiggvényt a ¢(1)=
=f(Ae) egyenlettel, ekkor az (1) egyenletbSl

™) eli+ueD] = oMo (4 peR)

kovetkezik. [1]-ben a kovetkezd tétel lett bizonyitva:
Az (') fiiggvényegyenlet dsszes folytonos és nemkonstans megolddsai
a kaovetkezok :

2) o) =140l (x #0),
0 ha As=§

® DD g Y
1——]1 ha' A=

@) o) = v (y =0).
0 ha A=y

Ennek a dolgozatnak az a célja, hogy a fenti eredményt megfeleld
formdban Hilbert-tér esetére dltaldnositsa.

1. Az (1) egyenlet nemkonstans megolddsait keresve feltehetjik,
hogy f(0)=1. (Ugyanis (1)-b8l x=y=0 helyettesitéssel f(0)=(0)?
ahonnan f(0)=1 vagy f(0)=0. De ha f(0)=0, akkor (1)-ben y=0-dt
téve f(x)=0 minden x¢ E-re, azaz f(x) konstans). A p€E (p lehet 0
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is) elemet f periédusdnak nevezziik, ha f(x +p) = f(x) minden x € E-re.
Ha f~nek nincs a nullaelemtél kiilénboz6 periddusa, akkor nemperiédikus-
nak nevezziik.

I. Lemma. Legyen f nemkonstans megolddsa (1)-nek és jelolje
Pf periddusainak halmazdt. Ekkor
P={x|x€E, f(x)=1}.

Bizonyitds. Ha p periédus, akkor f(0)=1 miatt f(p) = f(0+p) =

= f(0) = 1. Forditva, ha f(p)=1, akkor f(x+p) = flp+xf(p)] =
= f(p)f(x) = f(x) minden x¢ E-re, azaz p periédus.

2. Lemma. Legyen f nemkonstans megolddsa (1)-nek. Ha x#y
és f(x)=f(y)#0, akkor p = y—x periddusa f-nek. :

Bizonyftés. Az 1. lemma alapjdn elég megmutatni, hogy f(p)=1.
Valéban (1)-et felhaszndlva

70 = Fr—2 f[y f(x)] 101|-7
. Xk XY *
‘f(x)f[ f(x)] f[" f(x)] T

2. A tovdbbiakban feltessziik, hogy E topologikus linedris tér és
f:E—R folytonos funkciondl.

3. Lemma. Ha f nemkonstans folytonos megolddsa (1)-nek, akkor
P zart linedris altér.

Bizonyitds. P nyilvdnvaldan csoport az E-beli Osszeaddsra nézve.
Megmutatjuk, hogy A€R £s p€ P esetén Ap€ P, azaz P linedris altér.
P zéartsaga f folytonossdga miatt az 1. lemmdbdl kovetkezik.

Legyen p € P (p#0) rogzitett elem és tetszSleges A€ R-re értelmez-
zik a ¢,(4) valds fliggvényt a

¢,(A)=1(2p)
" egyenlettel. Ez f folytonossdga miatt folytonos, mdsrészt A, u€ R-re

@) @plA+pe,(D)] = 1A+ upf(2p)] = fOP)[(p) = ¢,(A) 9, (1),

azaz @,:R— R eleget tesz az (1”) egyenletnek. Tovdbbd ¢,(0)=/(0)=
=f(p)=¢,(1) = 1 miatt a mdsodik lemma szerint ¢,(A)azw = 1—-0 =1
periodussal rendelkez6 folytonos megolddsa (2)-nek, amely [1] ered-
ménye alapjdn csak konstans lehet, azaz ¢,(4) =1 (A€ R). fgy f(Ap)=1
(AER), azaz Ap€P.
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3. Az E topologikus linedris tér legyen most egy Hilbert-tér, azaz
E=H; s jelolje H-ban a bels§ szorzatot (x, y) (x, y € H).

Tétel. Ha f: H— R nemkonstans folytonos megolddsa (1)-nek, akkor
[ elédllithaté az

) J(x) = 1+(x, a)

vagy :
0 ha 1+(x,a)=0

(©) f(x)={1+(x,a) ha 1+(x,a) >0

alakban, ahol a0 rigzitett eleme H-nak.

Bizonyitas. A P zéart altér ortogondlis komplementere legyen
PL. Ekkor H=P@®PL, azaz tetszGleges x € H egyértelmii mddon fel-
irhatd az

x=p+x (p€P,x €PL)
alakban, ahonnan

@ : fx) = fp+x) = f(x').

Nyilvdnvalo, hogy az f funkciondl a P+ zdrt alteren eleget tesz (1)-nek
és ott folytonos, nemkonstans; tovdbbd nemperiodikus, mert ha p’ ¢ P+
periédus lenne, akkor az 1. lemma miatt f(p")=1, azaz p’€ P is telje-
siilne és P PL ={0} miatt p’ =0. Igy (4) miatt elegendS az (1) egyen-
let folytonos, nemkonstans és nemperiodikus megolddsait meghatd-
rozni a Pl zdrt alteren.

Legyen A’={x’|x"€PL,f(x")#0} é B’ az A" komplementere
P-L-ra nézve. Ekkor a B’ halmazon f nulla és a folytonossdg miatt B’
zdrt halmaz, igy A’ nyilt (természetesen mindketté P--ban). Meg-
mutatjuk, hogy minden x’€A4” (x’#0)-ra

4

x e 3

fe)=1 - Jaf*’

ahol a=0 egy rogzitett eleme P-l-nak. (5) nyilvdn azt jelenti, hogy
x'€A’” (x’#0)ra

)

%

———— = konstans vektor. (A tovdbbiakra valé
JG&) -1

tekintettel jeloltik ezt "—Zlni-tel). Allitdsunkkal ellentétben tegyiik fel,
hogy létezik olyan y’ €A’ (3’ #0), hogy :

xl 4

Y
=17 f0)—-1"
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Ekkor x’+y'f(x") # y'+x'f()") és
SIx' +y 7)) = [N = fIY +x1(¥)] # 0,

ahonnan a 2. lemma szerint
X +yf(x) =y +xf(y),

“
mivel f nemperiodikus. Ez viszont ellentmonds.

Sziikségiink lesz még a kovetkez8 megjegyzésre. Ha x; olyan
torléddsi pontja A’-nek, amely nincs benne A’-ben, akkor van olyan
x, €A’ (x,#0) sorozat, hogy x,—x;(n--<), és igy (5) miatt (tovabbd
f(xg) =0 miatt)

Xoi— =
: llal®”

azaz A’ olyan nyilt halmaz, amely egyetlen ponttal lezdrhato.

Midrmost megmutatjuk, hogy P+ egydimenziés altér, amelyet nyil-
vdn az a vektor feszit fel. Ugyanis ha PL nem lenne egydimenzids,
akkor az A’ halmaz tetsz6leges elemének bdrmely kornyezetében lenne
a-t6l linedrisan fiiggetlen elem és 4’ nyiltsdga miatt 4’-nek lenne a-tél
linedrisan fiiggetlen eleme, de ez ellentmond (5)-nek. fgy PL=
= {da| —cc<A<eo}. Mivel A" olyan nyilt halmaz P-L-ban, amely

egyetlen ponttal (—ﬁ) lezdrhatd, tovdbbd 0€A4’, ezért A" a kovet-
kez§ tipus valamelyike:

! = — oo << <————1 <A <<o0
S ot ‘{“" 4 nauz}u{*"' Tap® = }
vagy

. cHaE e
@ = ‘{"“' fa® ~* }

(5)-b6l skaldrisan szorozva mindkét oldalt @-val minden x"€A4’
(x’ #0)-ra
®) J&x) =1+, 0

adodik, amely f(0)=1 miatt x"=0-ra is igaz. Ha most 4" (6) tipusi
halmaz, akkor minden x’¢€Pl-ra

©) | f(x) = 1+, a).

Ha pedig 4" (7) tipust halmaz, akkor l—( 2 1miatt (x"=Aa jelolés

laf®
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mellett) (8)-bél minden x”€P'-ra

; 2 0 ha 14+(x,a) =0
) f(x)={l+(x’,a) ha 1+(x,a) = 0.

Visszatérve az egész H térre, (4) miatt (és a | P miatt) (6")-bSl
adédik (2) és (7°)-bdl (3). Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Konnyli beldtni, hogy (2) és (3) valoban megolddsai
(1)-nek. Igy a bizonyitott tétel dltaldnositdsa [1] 1. tételének, amelyet
a bevezetésben idéztiink. Errdl kénny(i szdmoldssal meg lehet gy6z&dni.
Lényegében a bizonyitdsndl felhaszndlhatd lett volna [1] eredménye
(miutdn PL-rél kimutattuk, hogy egydimenzids); de az itt kézdlt bizo-
nyitds kiilonbozik az [1]-ben ko6z6lt gondolatmenettdl.

IRODALOM

[1] S. GorAaB—A. ScHINZEL, Sur I'équation fonctionnelle f[x-+yf(x)] = f(x)f(»),
Publ. Math. Debrecen 6 (1959), 113—125.

O HEIPEPBIBHBIX PEHIEHWAX
B T'MJIBBEPTOBBIX ITPOCTPAHCTBAX
O®VHKIIMOHAJIBHOI'O VPABHEHU S

fIx+yf(x)] = ff (»)

3onsTan Jdapouu

UBER DIE STETIGEN LOSUNGEN
DER FUNKTIONALGLEICHUNG f[x+yf(x)] = f(x)f(»)
IM HILBERT-RAUM

Z. DAROCZY

Es sei H ein reeller Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (x, y). Es gilt der
folgende Satz: Ist f: H—~ R (wobei R der Korper der reellen Zahlen ist) eine nicht-
konstante und stetige Liosung der Funktionalgleichung

flx+y fX)] = f(x) f(») (x, y € H),
so kann man das Funktional f in der Gestalt
f(x) =1+ (x,a)
_fo falls 1+4(x,a) =0
:f'(x) T {1+(x, a) falls 1+(x,a) >0

darstellen, wobei a0 ein durch das Funktional f bestimmtes Element aus H ist. Dieser
Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von S. Golab und A. Schinzel [1].

oder

’



Jelentés az 1965. évi Schweitzer Miklos
matematikai emlékversenyrdl

A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat 1965. november 20. és 30.
kozott rendezte meg az 1965. évi Schweitzer Miklés matematikai em-
lékversenyt. A versenyen részt vehetett minden egyetemi és fSiskolai
hallgatd, tovdbbd azok, akik egyetemi vagy f&iskolai tanulmdnyaikat
1965-ben fejezték be.

A verseny feladatai az aldbbiak voltak:

1. Legyen p primszdm és n természetes szdm. Valamely p" elemii
halmaznak legfeljebb hdny olyan osztdlyozdsdt lehet egyidejiileg meg-
adni (lires osztdlyokat kizdrva), hogy az §sszes fellépd osztdlyok paron-
ként legfeljebb egy kozos elemet tartalmazzanak és minden osztély
elemszdma oszthaté legyen p-vel.

2. Bizonyitsuk be, hogy egy véges kommutativ R gylirlinek akkor
és csak akkor van egységeleme, ha az R annulldtora 0 (vagyis aR=0,
a€R, csak a=0-ndl teljestil).

3. Legyenek a, by, by, ..., b,_; komplex szdmok, A komplex szd-
mokbdl felépitett p-edrendli négyzetes matrix, E a p-edrendli egység-
matrix. Az A sajdtértékeinek ismeretében hatdrozzuk meg a

boE b A bedlr. ol A
ab,_,A"-' b,E biA- . b A8
B = |ab,_,A"? ab,_1A"-' b,E ...b,_zA*-?

ab, A ab, A* ab; A® ... b,E

hipermatrix sajatértékeit.

4. A sikot n (n=3) dltaldnos helyzetii egyenes (azaz nincsenek
kozottik pdrhuzamosak és nincs hdrom egy ponton dthaladd) tarto-
mdnyokra vdgja fel. Hatdrozzuk meg ezek kozt a szogtartomdnyok
lehetséges szdmdnak minimumdt és maximumadt.

5. Az A=A,A,A3A, tetraéder minden csticsdtdl kiindulva, min-
den élére a mdsik élvégpont felé irdnyitott, ¢ hosszusdgh szakaszt fel-
rakva 12 pontot kapunk. Nevezzik az 4;4, élen A;-b6l A, felé tarté
szakasz végpontjdt A;-nak, az [4;,4;4;,] é [4,4,4,] sik metszés-
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vonaldt p;-nek. Bizonyitandd, hogy a py, ps. Ps, s egyeneseknek vég-
telen sok kozos szelGjik van.

6. Tekintsiink valamely feliilet egy tetszSleges P, pontjiban két
(a Py-beli Dupin-féle indikatrixra vonatkozdlag) egymdshoz konjugdlt
irdnyt. Bizonyitsuk be, hogy ezekhez az irdnyokhoz tartozé elGjeles
normdlgorbiileti sugarak osszege fiiggetlen a vdlasztott konjugdlt irdny-
partdl (hiperbolikus pont aszimptota irdnyainak vdlasztdsdt kizdrjuk).

7. Bizonyitsuk be, hogy az n-dimenziés euklideszi tér minden
nem-megszdmldlhaté részhalmazdnak van olyan nem-megszdmldlhaté
részhalmaza, amelynek pontjai csupa killonbozd tdvolsdigra vannak
egymdst6l (vagyis amelynek bdrmely P, P, és Q,#Q, pontja esetén
P,P,=(Q, 0, csak Tigy teljesiilhet, ha P, =0, és Py=Q,, vagy ha P, =Q,
és P,=(Q,). Mutassuk meg, hogy hasonl¢ dllitds dltaldban nem érvényes,
ha n-dimenziés euklideszi terek helyett a (szepardbilis) Hilbert-teret
tekintjik.

8. Az [a, b] szakaszon ertelmezett folytonos f,(x) (n=1,2,3,...)
fiiggvények sorozata legyen olyan, hogy a szakasz minden x pontja
gyoke az f,(x)=f,(x) (n=m) egyenletek valamelyikének. Mutassuk
meg, hogy ekkor van [a, b]-nek olyan rész-szakasza, amelyben a fiigg-
vénysorozat legaldbb két eleme azonosan egyenls.

9. Legyen f folytonos nemkonstans valés fiiggvény és létezzék
olyan F, hogy minden valds x, y-ra f(x+y) = F[f(x),f(»)]. Bizonyi-
tando, hogy f szigoruan monoton.

10. Egy jdtékos fej vagy irdst jdtszhat a kovetkezd jdtékszabdly
szerint: tetszGleges pozitiv y Osszeget tehet meg €s ez esetben y Osszeget
1 valdszintiséggel nyer, vagy y Osszeget 4 valdszintiséggel veszt. Jdté-
kosunk, akinek x forintja van (0 <x<2C), a kovetkez8 rendszer sze-
rint jdtszik. Mindaddig, amig C forintndl nincs tobb pénze, egyszerre
megteszi az egész pénzét; mig ha pénze tobb, mint C forint, csak any-
nyit tesz meg a legkozelebbi jdtszmdban, hogy nyerés esetén pénze
2C forint legyen; ha pénze 2C forint lesz, a jdtékot abbahagyja. Je-
16lje ennek valdszinfiségét f(x). Meghatdrozandd az f(x) (0<x<2C)
fliggvény.

A kitiizott feladatokra 52 versenyzo 321 megolddst nyujtott be.
Ez a mennyiségi szempontbdl igen szép eredmeny a versenyz8k tobb-
ségénél nem volt kellen aldtdmasztva mindségi munkdval. Altaldban
elmondhatd, hogy a versenyz8k fogalmazdsi készsége igen gyenge, nem
torekednek szabatos és vildgos okfejtésekre.

A versenybizottsig a versenyz6k munkdjit értékelve, az aldbbi
dontést hozta:

Az 1. dijat és ezzel egyiitt 800—800 Ft pénzjutalmat BOLLOBAS
BELA V. éves, Fritz JOzser IV. éves és SiMmoNoviTs MIKLGs IV. éves
matematikus (ELTE) hallgatéknak,
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a II. dijat és ezzel egyiitt 500—500 Ft pénzjutalmat KErr Ger-
ZSON 1V. éves matematikus (ELTE), MATE ATTILA 1II. éves matematikus
(JATE) hallgatéknak és PELIKAN JOzseF kozépiskolai tanuldnak (Faze-
kas Mihdly Gyakorlé Gimndzium, Budapest) itéli oda.

A versenybizottsdg kiemelkedd munkdjukért dicséretben részesiti
a kovetkezd versenyzdéket: GERENCSER LAszLO IlI. éves matematikus
(ELTE), KNutH EL6D V. éves matematikus (ELTE), LovAsz LAszLO
kozépiskolai tanulé (Fazekas M. Gimndzium, Budapest), MATE EOGRS
IV. éves matematikus (JATE), POsa Lajos kozépiskolai tanuld (Faze-
kas M. Gimndzium, Budapest), VESZTERGOMBI GYORGY IV. éves fizikus
(ELTE).

A versenybizottsdg dontését az aldbbiakban indokolja:

Bollobds Béla valamennyi feladatra adott be helyes megolddst.
Néhdny feladatra tobb — ha nem is mindig teljes — megolddst ad.
Tobb értékes megjegyzése van. Megolddsai mddszeresek.

Fritz J6zsef valamennyi feladatra adott be megolddst. Fogalmazdsai
igen precizek és rovidek. O az egyetlen a dijazottak kozott, aki nagy
sulyt fektetett az elegdns megolddsokra.

Simonovits Miklos valamennyi feladatot megoldotta. Fogalmazi-
sai terjengdsek és nehezen dttekintheték, de eldnyére vdlik az, hogy
majdnem minden feladatndl megtaldlja a lényeget.

Kéri Gerzson valamennyi feladatra adott be megolddst. A 7. fel-
adatot nem oldja meg teljesen. Megolddsai hosszadalmasak, de alaposak.

Maité Attila valamennyi feladatra adott be megolddst. A 3. és
10. feladatra adott megolddsa nem teljes. Megolddsai igen &tletesek.

Pelikdn Jozsef kilenc feladatra (7. kivételével) adott be megolddst.
Megolddsai szabatosak. Tobb feladatra meglepd mddon taldl elemi
megoldast. ;

A versenybizottsdg:

Balogh Tibor, Barna Béla, Erdds Jend, Gyarmathy Ldszlo, Gyi-
res Béla, Kertész Andor, Rapcsdk Andrds, Széndssy Barna, Tamadssy
Lajos, Dardczy Zoltdn versenytitkdr.

A feladatok megoldisai
1. feladat

' B :
I; = ll . Legyen ugyanis H az adott

halmaz, s tekintsik ennek k& szdmu olyan Ci, ..., C; osztdlyozdsdt,
hogy a benniik felléps osztdlyok pdronként legfeljebb egy kozos elem-
mel birnak és minden osztdly elemszdma oszthatd p-vel. Tekintsiik

I. megoldds: A kérdezett szdm
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H-nak egyik & elemét s jeldlje C,(h) a C; osztdlyozdsban a h dltal rep-
rezentdlt osztdlyt (i=1, ..., k). Minthogy & ko6zds eleme a Ci(h), ...,
C,(h) osztdlyoknak, ezért a feltevés miatt a

CLN{BY, ..., Culb)\{h)

kﬁlénbséghalmazok paronként idegenek, s mindegyikiik legaldbb p—1
elembdl 4ll, tehdt :
k(p—1) =p"—1,

"—1
azaz k = E»_— . Még csak azt kell bizonyitani, hogy ez a becslés nem
finomithatd. :
Evégbdl tekintsiik a p elemii K primtest folott a P, n-dimenzids

pn+l s

projektiv teret (amely : pontbdl 4dll), ennek egy o hipersikjdt,

valamint a P,=P,\¢ affin teiet. Tetsz6leges P€o ponthoz vegyiik
P,-nek azokat az egyeneseit, amelyek a P ponton dtmennek, de nem
fekszenek o-ban. Eme egyenesekbdl elhagyva a P pontot, a vissza-
maradé affin egyenesek (mint ponthalmazok) a P, affin térnek egy
olyan Cp osztdlyozdsat alkotjdk, ahol minden osztdly p elem{i. Az Gsszes
Cp (Pco) osztdlyozdsok szdma azonos a ¢ pontjainak szdmdval, azaz

% -gyel, mdsrészt a P, affin tér pontjainak szdma p". Tehdt igaz az
allitds.
Rédei LdszIé
Megoldottdk: Kéri Gerzson, Simonovits Miklés, Vesztergombi
Gyorgy.
II. megoldds: Legyen H a p alapti szdimrendszerben az Osszes nem
negativ n-jegyli egész szimok halmaza. H elemeinek szdima ekkor p".

n

Megadunk ‘I; 11 szdmu osztdlyozdst Gigy, hogy a benniik szerepld
osztdlyok pdronként legfeljebb egy kozos elemet tartalmaznak, és min-
den osztdlyban p elem van. Az osztdlyozdsokat H-n értelmezett fiigg-
vényekkel fogjuk megadni oly médon, hogy f(x) (x € H) azt az osztédlyo-
zdsdt adja H-nak, ahol x; ekvivalens x,-vel akkor és csak akkor érvé-
nyes, ha f(x;) =f(xy).

Legyen

x =868l = 6P 6"+ O =p-15i=1,..,n)
H tetszGleges .eleme, €s

a=ay...;=op 1top/-2+ .ty 0= =p-1; k=1,...,j)
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egy rogzitett j=n jegyli szdm. Jel6lje tovdbbd [m] az m szdm legkisebb
nem negativ maradékdt p-vel osztva.

Legyen ekkor
f;o(x)=fzéa---§m
és ha j>1, akkor

Jo; (x) = [E1+ éj“;][fz‘f‘fjaz]---[qu +&0;-11 5418 (J=n).

Rogzitett j mellett p/-1 kiilonb6z8 a;_, nem negativ j —1 jegyii szdm
lehetséges, tehdt ennyi a kiilonbozd fiiggvények szdma is. Ilyen médon
tehdt megadtunk G&sszesen
"—1
1+p+p*+...+p" 1 = I;Tl
szamu fliggvényt.
Az f,,_,(x) dltal meghatdrozott osztdlyozds minden osztdlydban
pontosan p kiilonbozd elem van. Ugyanis adott y = #ny9,...n,; mel-
lett a

[+ &l [Ej—1+E0-1)E 41 & = Ml =1
- egyenletnek rogzitett &; mellett csak egyetlen megolddsa van, mert a
=1 (k=j+1,...,n
egyenleteknek csak egy megolddsa van, és p prim volta miatt a
&i+ &% =n; (mod p) (=12 ....]=1

kongruencidk mindegyikének szintén csak egy megolddsa van. Igy
£;=0,1,...,p—1 esetén egy-egy megolddst kapunk, Gsszesen p dara-
bot. Ezek nyilvdn kiilonboz8ek.

Most kimutatjuk, hogy két tetsz8leges, kiilonb6z8 osztdlyozdsok-
hoz tartozo osztdlynak legfeljebb egy k6zos eleme lehet. Legyen ez a
két osztdly az ;

1 fa,-l(x) = NNz« Mp-1
és
(2 Sap_ (X) = Mty fy—s

egyenletekkel definidlva. A j*<j esetben j = j*+k, ahol k=1, tehdt
a (2) egyenlet minden megolddsdban &; = &;uy = Njx4s—1. Ehhez a
{;-hez azonban az (1) egyenletnek csak egyetlen megolddsa tartozik.
Ha ez a megoldds kielégiti a (2) egyenletet is, akkor ez az egyetlen szdm
lesz a két osztdly kozos eleme; ellenkezd esetben nincs a két osztdlynak
ko6zos eleme.
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A j*=j esetben a@;_; = a;_, lehetSséget kizdrtuk. Ha
@y = OgeecOpeiOlj_q 7 Oyeua®penilljy = 3j-1,
akkor van olyan k index, amelyre oy #o. Ekkor a
Set&y =me (mod p)
St =m (mod p)

kongruencidkbdl &; egyértelmiien meghatdrozhatd, és igy az (1) és (2)
egyenleteknek legfeljebb egy kozos megolddsa lehetséges.

Azt, hogy az itt megadott osztdlyozdsokndl egyidejiileg tobb nem
adhaté meg a kivdnt tulajdonsdgok megtartdsa mellett, ugyantgy bi-
zonyitjuk, mint az I. megolddsban.

Maté Attila

Megoldottdk még: Benczur Andrds, Bollobds Béla, Fritz Jozsef,
Knuth Eléd, Laczkovich Miklés, Lovdsz LdszIé, Maté Eors, Molnadr
Emil, Muszély Gyorgy, Pelikdn Jozsef.

Nem teljes megolddst adott: Ddvid Gdbor, Gerencsér LdszIé, Ger-
lits Jdnos, Gydrfds Andrds, Kultsdr Levente, Makai Endre, Pdsa Lajos,
Sebestyén Zoltdn, Szabé Gyula, Szabé Zoltdin, Szemerédi Endre, Szi- :
geti Ferenc.

2. feladat

I. megoldds: Ha e az R (véges, kommutativ) gylirli egységeleme,
akkor aR=0 (aeR) bdl specidlisan 0=ae=a kovetkezik, tehdt R
annulldtora 0.

Megforditva, legyen az R véges és kommutativ gy(iri annulldtora 0.
Ez azt jelenti, hogy R tetsz8leges a 0-t6l kiilonbozd eleméhez mindig
van R-nek olyan b eleme, hogy ab=0. Ha R=(0), akkor R egység-
elemes gylir, és igy készen vagyunk. Legyen R#(0) és a, az R tetsz6-
leges 0-tdl kiilonbozd eleme. Ekkor a fenti megjegyzés szerint minden
n természetes szdmhoz hozzdrendelhetiink egy a,(€R) elemet 1gy,
hogy fenndllnak az a,a; #0, a0a1a2¢0 L b a,,#O, ... reldcidk.
Minthogy R véges, van olyan m és n (OSm\n) hogy

3) Ay .. = (dotty... ) (A +1---ap)-

Eszerint az R gylir(i azon e=0 elemeinek E halmaza, melyekhez van
olyan 0=#dé€ R, hogy

@ ; de=d

teljesiil, nem tiires. Vdlasszuk E-bdl az e elemet ugy, hogy a hozzdtartozd
(4) tulajdonsdgt (05)d( € R) elemek szdma maximdlis legyen. (R véges-
sége miatt ez nyilvdn lehetséges). Megmutatjuk, hogy e az R gyfirii

23 Matematikai Lapok 3—-4
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egységeleme. Allitdsunkkal ellentétben tegyiik fel, hogy valamely @ € R-re
ae —a#0. Ekkor (3) szerint léteznek olyan r, s€ R elemek, hogy
(5) 0 (ae —a)r = (ae—a)rs

teljesiil. (Itt az az eset is meg van engedve, amikor r az tres faktor).
Az (5) reldciobol

(6) ar(e—es+s) = ar # 0 5
adodik, kovetkezésképp O = e—es+s€E. Ha de=d, akkor

(7) dle—es+5s) = de—des+ds = d—ds +ds = d,

tovdbba

(8) are —ar = (ae—a)r # 0.

A (6), (7) és (8) azt mutatia, hogy e —es+s€E tobb d(€ R)-re teljesiti
a (4) feltételt mint e. Ez azt ellentmondds bizonyitja az egységelem 16é-
tezését R-ben.

Sonnevend Gyorgy

II. megoldas: A feltétel szikségessége tigy adodik, mint az 1. meg-
olddsban.

Legyen az n-elemii (n=2) kommutativ R gyiir(i annulldtora 0.
Ekkor R nem lehet nilpotens. Ha ugyanis R nilpotens volna, akkor
volna olyan k =2 természetes szdm, amelyre R*=0, R¥=*5£0 teljesiilne;
ebbdl azonban az k3vetkezne, hogy R¥-! az R gyliri 0-tdl kiilonboz6
annulldtora, ami nem lehetséges.

Most megmutatjuk, hogy R-nck van olyan a eleme, melynek
egyetlen hatvdnya sem 0. Tegyiik fel, hogy R minden a; (i=1, 2, ..., n)
eleméhez létezik olyan /; természetes szdm, hogy «li=0. Legyen / az
li—k (i=1,2,...,n) maximuma. Ekkor R-ben csek olyan tobbtényezss
szorzatok nem tinhetnck el, melyekben minden a; legfeljebb (/—1)-
szer szerepel, tehdt minden n(/—1)+ 1 tényezGs szorzat eltiinik. Ez azt
jelenti, hogy R"!-D+1 =0, ami ellentmond annzk, hogy R nem nil-
potens.

Legyen tehdt a€ R olyan, hogy &/ (j=1,2,...) egyike sem 0. Az
R gylirii végessége miatt e hatvanyck k3z6tt kell lennie két azonosnak:
g = a**! (I=0). Ekkor ¢* = &**! = g*+2 = g*+3 = . Az m terd
mészetes szdmot olyan nagynak vélasztva, hogy m/=k legyen,

(aml)2 = gml.gml — gk+ml, gmi—k — gk,gml—k — gml

adddik, tehdt ™ az R gyiir{i 0-t6l kiilonb6z8 idempotens eleme.
Egyszerliség kedvéért irjuk ¢™ =e. Az R gylirli az A és B idedljai-
nak direkt Osszegeként 4ll elG:
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ahol A4 az dsszes re(r € R), B pedig az Gsszes r —re (r € R) elemek halmaza.
Hogy A és B az R-nek idedlja, nyilvdnvald. R tetszGleges r eleme
r = re+(r—re) alekban irhaté, tehit R = A+ B. Tovdbbd ea=a
minden A-beli g és eb =0 minden B-beli b elemre. Ennélfogva A N B=0,
tehdt valéban fenndll (9). Ha B=0, ekkor R= A, tehdt e az R keresett
egységeleme. Ha B#=0, akkor 0se€ A miatt R két olyan gyliri direkt
Ssszegeként dll el8, amelyek mindegyikének n-nél kevesebb eleme van.
Tckintsiik most ezt az esetet, s tegyiik fel, hogy minden olyan
véges kommutativ gyiirlinek van egységeleme, amelynek annulldtora
0, s amelynck n-nél kevesebb eleme van. (Az egyelemii gylirli nyilvdn
egységelemes.) Ha z€ 4 olyan elem, hogy z4 =0, akkor AB=0 miatt
ZzZR = z(A+B) = zA+zB = 0, amib6l z=0 kovetkezik. Hasonlo-
képpen adddik weB, wB=0-bol w=0. Ez azt jelenti, hogy 4 és B
annulldtora 0, tehdt az indukcids feltevés szerint létezik A-nak egy-
e;, B-nek egy e, egységeleme. Ekkor e; +e, az R = A@ B gylirii egy-
ségeleme.
Kéri Gerzson—Simonovits Miklos—
Szemerédi Endre—Szigeti Ferenc

Megoldotték még: Bellay Agnes, Bollobds Béla, Fritz Jozsef, Ge-
rencsér LdszIé, Juhdsz Istvdn, Lovdsz LdszIlé, Madté Attila, Pelikdn
Jozsef.

Hidnyos megolddst adott: Mdté Eors, Pésa Lajos.

Megjegyzés: A feladat dllitdsa kommutativ Artin-gytirt’kre is igaz
(ldsd R. Baer, Inverses and zerodivisors, Bull. Amer. Math. Soc. 48
(1942), 630—638).

3. feladat

Megmutatjuk, hogy ha az 4 matrix sajdtértékei 4,, ..., 4,, akkor
a B matrix sajdtértékei a

@ (%4;) (k=1,...,n; j=1, ..., p) szdmok lesznek, ahol o, ...,®,
a z"—a = 0 egyenlet gyokei és
O(x) = bo+byx+...+b,_;x""L.

Mert ha A4,, 44, ..., A,—, komplex szamokbdl felépitett p-edrendii
négyzetes matrixok, a tetszés szerinti komplex szdm és

F PR sl A
co |t A Aid|

230
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akkor
(10) Det C=Det M(o,)...Det M(o,),
ahol -
" M(x) = A0+A1x+...+A,,_1x""1.
Ha a =0, akkor e tétel 4llitdsa trividlis. Ha @0, akkor e tétel érvényes-
§ége abbdl az egyszerii ténybdl adddik, hogy

M (o) ©)
C=W M (%) ; w-1,
© .- M)
ahol W a z"=a egyenlet gyokeibdl alkotott Vandermonde-matrixnak
~ E-vel valé Kronecker-féle szorzata, azaz

Woe VXE = oo, diE
gi=tEs dorall
: Alkalmazzuk (10)-et a B — ¢ (¢ az np-edrendii egységmatrix) mat-
rixra:

Det (B— e) = J] Det (¢ (. 4) — AE).
k=1
Madsrészt kozismert, hogy a
o(A) = beE+byoy A+ ... +b,_ap =141

matrix sajdtértékei
@ (@le)s s (A,)

¢és ezzel allitdsunkat igazoltuk.
Gyires Béla

Megoldottdk: Bollobds Béla, Fritz Jozsef, Kéri Gerzson, Knuth
Eléd, Lovdsz Ldszlé, Mdté Eors, Pelikdn Joézsef, Sebestyén Zoltdn,
Simonovits Miklés, Vesztergombi Gyorgy.

Nem teljes megolddst adott: Mdré Attila, Molndr Emil, Pésa Lajos,
Sonnevend Gyorgy.

Megjegyzés: A megolddsok egy madsik csoportjanak magva az a
tétel, amelyet Bollobds Béla fogalmazott meg a legdltaldnosabban, de
nem bizonyitott. E tétel a kovetkez6képp hangzik:

Ha a p-edrendii négyzetes 4 matrix sajatértékei 4,, ..., 4,, max [4;|=
% Jj=1, ..., P
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=1, tovdbbd f; () (i,j =1,...,n) a |z|=A koron reguldris filiggvé-

nyek, akkor az
Su(4) ... f1a(4)

) fnl(A) frm(A)
matrix sajdtértékeit az

@) .. fia(B)

S () <o fun(4)
matrixok sajdtértékei adjdk.
E tételt abban a specidlisabb esetben, amikor az f;;(z) fiiggvények
polinomok, Mdté Eors is bebizonyitotta; bizonyitdsa a Bollobds-féle
4ltaldnosabb esetben is sz6rdl széra alkalmazhatd.

4. feladat

A szogtartomdnyok minimdlis szdma 3. Ugyanis az egyenesek
metszéspontjainak konvex burka legaldbb 3 csicsi konvex sokszog.
Minden csticsban két egyenes metszi egymdst, s ezek burkon kiviil
haladé félegyenesei a felosztdsban szerepld szogtartomdnyt hatdrol-
nak, hiszen a szdrakon metszéspont nincs.

Mdsrészt n>3 szdmu egyenes elhelyezhetS ugy, hogy a szogtarto-
mdnyok szdma 3 legyen. Ilyen konstrukciét alkot pl. a negyedkoriv
n kilonbozd érintGje (ldsd 1.
4brdt).

A szogtartomdnyok maxi-
mdlis szdma

2 Dy 5 e
CiEL

azaz pdratlan n esetén n, pdros n
esetén pedig n— 1. Ugyanis mind-
egyik egyenest a tobbi 2 félegye-
nesre €s szakaszokra darabolja
fel. Igy 2n szdmu félegyenes ke-
letkezik. Szogtartomdnyt csak 1. dbra

ezek a félegyenesek hatdrolhat-

nak, de minden félegyenes legfeljebb egy szogtartomdnynak lehet a
hatdra. Ellenkezd esetben ugyanis lenne olyan pont, amelyen hdrom
egyenes haladna dt. 2n szdmu félegyenes tehdt legfeljebb n szdgtarto-
mdnyt hatdrolhat.
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Pdratlan n esetén az n szogtartomdny (egy és csak egyféleként)
meg is valosithatd: vegylink egy » oldala (n pdratlan) szabdlyos sokszd-
get, és ennek minden cstuicsdt kossiik ssze a t8le legmesszebb esd mdsik
kettGvel. Igy n szdmu olyan egyenest kapunk, melyek koziil semelyik

2. dbra

kett6 sem pdrhuzamos, és egy ponton csak ketté megy dt. A sokszog
minden cslicsdndl keletkezik egy szdgtartomdny, a szdgtartomdnyok
Osszes szdma tehdt n (ldsd 2. dbrdt). De az egyeneseknek a sokszégdn
beliil es6 szakaszai ilyen médon sziikségképp egy zdrédé csillag n-szo-
get alkotnak. Ismeretes azonban, hogy ilyen csillag-sokszog csak pd-
ratlan n-re létezik. :

Pdros n esetén azonban elérhet az n — 1 maximdlis szogtartomdny-
szam. Ez kozvetleniil adddik a 2. dbrdbdl: ha itt egy egyenest elhagyunk,
akkor a szogtartomdnyok szdma 2-vel csékken.

Hajos Gyorgy

Megoldottdk: Bollobds Béla, Ddvid Gabor, Feles Pdl, Fritz Jozsef,
Gerencsér LdszIlo, Horvdth Sdndor, Juhdsz Istvdn, Kéri Gerzson, Knuth
Eléd, Kultsar Levente, Lajké Kdroly, Laké Ferenc, Lovdsz LdszIb,
Litké Gabor, Makai Endre, Maté Attila, Mdaté Eors, Muszély Gyorgy,
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Nagy Sdndor, Pelikdn Jozsef, Pésa Lajos, Ratké Istvan, Szigeti Ferenc,
Sebestyén Zoltdn, Simonovits Miklés, Sonnevend Gydrgy, Toth Jozsef,
Vesztergombi Gyorgy.

Nem teljes megolddst adott: Bellay Agnes, Benczur Andrds, Gydr-
fas Andrds, Kovdcs Margit, Kuty LaszIo, Laczkovtch Miklés, Molndr
Emil, Szemerédi Endre, Székely Jend.

5. feladat

A feladatot nyilvdnvaléan az idedlis térelemekkel bdvitett eukli-
deszi térben kell érteni.

Tekintsiink el el6szor a szinguldris esetektSl, azaz a tetraédernek
ne legyen egyetlen ¢ hosszlisdgl éle sem.

Legyen j, k,I,m=1,2,3,4. Jelolije az 4,4, és A, A; egyenesek
metszéspontjdt Bj,. Ezen metszéspont biztosan Iétezik, mert ha a két
egyenes azonos lenne, akkor az a kizdrt esetet jelentené. Nyilvanvalo,
hogy B, — az A,-mel szemkéztes — S, sik és a p; egyenes kozds
pontja. Tekintsiik "most valamelyik §; sikot (ldsd 3. dbrdt). A By,
B,;, B,; pontok egy e; egyenesre illeszkednek, ez a Menelaos tétel
kétszeres alkalmazdsdval kénnyen beldthat6. e; tehdt kozos szelGje a
P1> P25 P3> Pa egyeneseknek (BkJ’B’]’ij ugyams rendre a Pk>Pi> Pm
pontjai, p; pedig egysiki e;-vel). e; nem azonos a hdromszog egyik
oldaldval sem, mert ez a kizdrt esetre vezetne. Az e, e,, e3, e, egyene-
sek mind kiilénb6zGek, mert a tetraéder kiilonb6z8 sikjaiban vannak
és egyik sem azonos valamelyik metszésvonallal.

A py, Dss D3, pa egyeneseknek tehdt négy kiilonbozd kozos szelSje
van. Ha a p; (i=1, 2, 3, 4) egyenesek kozott van két egymdst metszs,
akkor ennek alapjdn egyszerlien kovetkezik, hogy végtelen sok kozds
szelGjiik is van, ugyanis a mdsik két egyenes ekkor egy a kozds ponton
dtmend sikban van.
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Ha a py, pa, ps, ps egyenesek pdronként kitérdk, akkor vdlasszuk
ki pl. py, ps, ps-at. Ismeretes, hogy e hdrom egyenes kozds szel6i egy
nem elfajulé kétvonalsereges mdsodrendii vonalfeliiletet alkotnak, mely-
nek a kozos szel6k az egyik vonalseregét alkotjdk, a hdrom eredeti
egyenes pedig a mdsik vonalseregbe tartozik. Negyedik egyenesiink-
nek ketténél tobb kozods pontja van a feliilettel, igy maga is annak al-
kotéja és minden elsSseregbeli egyenes metszi.

Vizsgdljuk meg a szinguldris eseteket.

a) Ha van olyan A4, csucs, melyb8l hdrom ¢ hosszisdgi oldal
indul ki, ekkor p; nincs egyértelmiien meghatdrozva, a mdsik hdrom
egyenes pedig az A,-ra illeszkedik. Erre az esetre — az egyik p egyenes
hatdrozatlansdga miatt — a feladat 4llitdsa nem vonatkozik. Ha viszont
a p,-t Ggy értelmezziik, mint meghatdrozé — és egybees6 — sikjainak
tetsz8leges egyenesét, akkor a feladat dllitdsa ebben az esetben is igaz.

b) Ha egy A, cstcsbdl két ¢ hosszusdgu oldal indul ki, akkor
jelolje 4, a negyedik — eddig nem szerepelt — csticsot. Kénnyen ldt-
haté, hogy ekkor p, az A4, ill. 4,-el szemkéztes S, ill. S, lapsikok met-

szésvonala, p,€ S, és a mdsik

do g e 7752‘4 két p egyenes A, -ra illeszkedik.

Bl Ez pedig azt jelenti, hogy bdr-

£ 7‘/ mely e€ A4,, e€ S, egyenes ko-

z0s szelSjiik. — Ha a tetraéder-

nek egyik lapja egyenld oldali

hdromszdg, amelynek éle g, ak-

kor ez az eset szintén b)-hez
tartozik.

¢) Legyen a tetraédernck
egyetlen p hosszsdgu éle, ekkor
az egyike egyenes egybeesik

4. dbra ezen éllel és ebben az esetben

a py, Pa, p3 egyeneseknek hd-

rom kiilonboz8 szelGjiik van. Az dltaldnos esettel kapcsolatban elmon-

dottak mdr hdrom Kiilénbéz8 szel§ esetén is érvényesek. fgy ekkor
is végtelen sok szelGje van a py, ps, ps, Py egyeneseknek.

d) Legyen a tetraéder két szemben levé élének hossza ¢; pl
AsAy=A;As=0=a, tovibbd A d,=b, AsAs3=c, A A;=d, A A,=f
(ldsd 4. dbrdt). Menelaos tételének alkalmazdsdval a kovetkezd osztd-
viszonyokat irhatjuk fel:

b—a —a
(4,43 Byy) = Pyl (4, A3 Byy) = -£~'d >

c=a b—a
(AyA4Byy) = P (Ay Ay Byg) = a-—fb'
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Attérve a kett8sviszonyokra:

. b— —d
(A, A3 By Byy) = %—2’%7))— = (4, AgBmB:u);
de ekkor A
(1 1) (A1A3324B42) = (331313144/42)-

Vegyiik figyelembe, hogy A, és By, a py; Ay €s Byg a py; By €8s Ay a po;
és B,, és A, a p, egyenesen vannak. (11) azt jelenti, hogy p;, ps, Ps, Ps
két kitérd egyenesbll az A4,A43-bol és az A,4,-bbl két egyenlS ketts-
viszonyl pontnégyest metsz ki, azaz a p,, p,, ps, ps egyenesek egy két-
vonalsereges mdsodrendii feliilet egyik vonalseregéhez tartoznak. Ebbdl
pedig kovetkezik a feladat -dllitdsdnak helyessége.

Fritz Jézsef—Knuth Eléd

Megoldottdk még: Bollobds Béla, Fodor Jdnos, Gerencsér Ldszlo.
Kéri Gerzson, Mdté Attila, Mdté Eors, Muszély Gyirgy, Pelikdn Jozsef,
Simonovits Miklds, Sonnevend Gyorgy, Szigeti Ferenc.

Nem teljes (taglalds nélkiili) megolddst adott: Benczur Andras.
Juhdsz Istvan, Kultsdr Levente, Lovdsz LdszIé, Molndr Emil, Nagy
Sdndor, Ratké Istvdn, Sebestyén Zoltan, Szemerédi Endre.

6. feladat

Ha P, parabolikus pont, akkor az indikdtrix egy parhuzamos
egyenespdr, 6és bdrmely irdnyhoz az egyenesek irdnya a konjugdlt.
Az egyenesek irdnydban (az aszimptota irdnydban) azonban a normdl-
gorbiilet zérd, és igy a gorbiileti sugdr végtelen. Minden mds irdnyban
véges. Tehdt Osszegiik mindig vételen.

Ismeretes, hogy egy irdnyhoz tartozd R normdlgorbiileti sugdr
abszolut értéke a P,y-tdl az illet8 irdnyban levd indikdtorixpontig ter-
jedd szakasz hosszdnak a négyzetgyoke. fgy a fennmaradé esetekben
azt kell megmutatni, hogy a Dupin-féle indikdtrixndl a konjugdlt fél-
atmérShosszak négyzeteinek sszege (elliptikus pontban) ill. kiilonbsége
(hiperbolikus pontban) fiiggetlen a vdlasztott konjugdlt dtmér&pdrtdl.

Elliptikus pontban, ahol az indikdtrix ellipszis, ez Apollénius
egyik tétele.

Legyen most P, hiperbolikus pont, tehdt az indikdtrix egy konju-
edlt hiperbolapdr, aminek az egyenlete egy megfelelGen vdlasztott

koordindtarendszerben
; x2 yz
@ B

Legyenek ezek kozos aszimptotdi s, és s, (ldsd 5. dbrdt). Legyen tovabbd

=14
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S egy tetszGleges pont az egyik hiperboldn, és e; ezen hiperbola érin-
téje S-ben. Ez az érint6 az s,-et egy L, az s,-t egy M pontban metszi.
Hizzunk M-b6l a mdsik hiperboldhoz egy (s,-t8l kiilonb6z8) érintét.

5. dbra

Ez a hiperboldt egy T pontban érinti, és s,-et egy N pontban metszi.
Ismeretes, hogy egy érint6 és az aszimptotdk dltal kozbezdrt teriilet
ab. gy a P,LM, ésa P,MN, hdromszdgek egyenld teriiletiick, amibdl a

kéz6s MM* magassdg alapjin PyL=P,N kovetkezik. Ismeretes to-

vdbbd, hogy S az LM, T pedig az MN szakaszt felezi. igy P,T és P,S
az LMN,-nek kozépvonalai, tehdt P,S|ey,; PyT|e;. Ez viszont azt
jelenti, hogy P,S és P.,T konjugalt félditmérok. Alkalmazva a PyLM,-
és és PyMN , 4-ben a cosinus tételt, és figyelembe véve a mdr bizonyitott

P,L=P,N egyenlGséget
4P, T"—PyS") = LM" — NM" = LPy+ P,M" — 2LP, Py M cos a—
~[NPy+PyM—2NPy PyM" cos (n — )] = —4LP,Py M cos o =

PL, P,M
£ g ~ 16~ 2- —2—cosa
PoL P . ' i
—;- és ~%4L[ azonban az S ferdeszogli koordindtdi az aszimptotdkra,

mint koordindtatengelyekre vonatkozolag. Ezek szorzata pedig — mint
ismeretes — nem fiigg a hiperbola vélasztott pontjdtdl. igy P.,T POS2

fiiggetlen S-t6l, azaz a vdlasztott konjugdlt dtmér&pdrtol.

Gerencsér LdszIlo
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Megoldottak még: Benczur Andrds, Bollobds Béla, Fodor Janos,
Fritz Jozsef, Gerlits Janos, Gyarfas Andrds, Juhdsz Istvan, Kéri Gerzson,
Kiss 1ldiké, Kovdcs Margit, Knuth Eléd, Kramli Andrds, Laczkovich
Miklés, Lovdsz LdszIlé, Mdté Attila, Mdté Eors, Molndr Emil, Muszély
Gyorgy, Pelikan Jozsef, Pésa Lajos, Ratké Istvdan, Sebestyén Zoltdn,
Simonovits Miklés. Sonnevend Gyorgy, Szemerédi Endre, Székely Jend,
Szigeti Ferenc, Vesztergombi Gyorgy.

7. feladat

A feladat elsd dllitdsdnak bizonyitdsdhoz az n-dimenzids E, euk-
lideszi tér egy részhalmazdt nevezzilk réviden 7-tulajdonsdginak, ha
pontjai csupa kiilonbozd tdvolsdgra vannak egymdstdl. Bebizonyitjuk,
n szerinti teljes indukcidval, hogy ha egy H(E E,) halmaznak minden
T-tulajdonsdga részhalmaza megszdmldlhaté, akkor H is megszdm-
ldlhaté. Az n=0 eset trividlis. Tegyiik fel, hogy n—1 (=0) esetén
igaz az 4dllitds. Legyen a H (S E,) halmaz minden 7-tulajdonsdgu
részhalmaza megszdmldlhaté. TUKEY lemmadja szerint létezik H-nak
maximdlis 7-tulajdonsdg M részhalmaza. M maximalitdsa miatt
H\M bdrmely pontja vagy egyenl§ tdvolsdgra van M két kiilonbozs
pontjdtdl, vagy M egyik pontjdtdl vald tdvolsiga egyenld az M két
pontjdnak tdvolsdgdval. Ezért H-t lefedik az E, olyan hipersikjai,
amelyekre szimmetrikus az M valamely két pontja, egyiittvéve az E,
-olyan gombjeinek feliileteivel, amelyeknek kozéppontja M-ben van és
sugara M valamely két pontjanak tdvolsigdval egyenld. Az itt emlitett
F; hipersikok és S; gdmbfeliiletek halmaza megszdmldlhato (i=1, 2, ...),
mert M megszamldlhaté. Minden H()S; megszdmldlhaté halmaz.
Ugyanis a H-val kapcsolatban eddig elmondottak alkalmazhatdok
H(\S;-re (mert HNS; teljesiti azt, amit H-tol koveteltunk), igy az
el§bbi Fi-k és S;-k helyebe 1ép8, H N S;-t lefedS S;-k és F;-k halmaza
megszamlalhato indukci6s feltevés szerint H ﬂF-’ és (tekmtve hogy
S;N S; részhalmaza az E, valamely hipersikjinak) H(S;NS; meg-
szamla]hato halmazok ; tehat H('S; valéban megszamlalhato halmaz
mert lefedhetd megszamlalhato halmazok megszamldlhatd halmazdval.
Tovébbd indukcids feltevés szerint, minden H () F; megszdmldlhat
halmaz. Tehdt H megszdmldlhaté halmaz, mert lefedhet6 megszdm-
ldlhaté halmazok megszdmldlhaté halmazdval.

A feladat mdsodik dllitdsdnak bizonyitdsdhoz elegendé megadni
az e; (i=1,2,...) ortonormdlt bdzissal kifeszitett Hilbert-térnek egy
olyan nem-megszdamldlhaté részhalmazdt, hogy az abban levé pontok
egymdstdl valé tdvolsdgainak halmaza megszdamldlhatd legyen. Evégett
tekintsiik természetes szdmok pdronként véges metszetli végtelen rész-
halmazainak egy nem-megszamldlhaté A halmazdt. Ilyen A 1étezése
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ismert (kozvetlentil is vildgos, mert pl. a raciondlis szdmok korldtos
monoton sorozatainak halmaza hasonlé tulajdonsdg(). Minden A( € 21)

halmaz meghatdrozza a széban forgé Hilbert-térnek egy > ie,i vek-
i=1

tordt, ahol «; novekv@en dtfutja A-t. E vektorok K halmaza egyrészt
nem megszdmldlhaté (mert A nem-megszdmldlhatd). Mdsrészt K bdr-
mely két elemének tdvolsdga raciondlis szdm négyzetgyoke; ugyanis
bdrmely 4 (€A) és A” (€2A) halmaz 4ltal meghatdrozott a=ig; i Cu

‘ oo

égna’ = Z’ 5 ; vektor esetén az
=1

2
la~a'|? = lalft+ 1P ~2(@, @) = 2 ~2 3 =

ai=aj

egyenlGségben szerepl(’)’ utolsé Osszeg A1 A" véges volta miatt véges -
tagszdm. 3
Juhdsz Istvan—Szemerédi Endre

Megoldottdk még: Bollobds Béla, Fritz Jozsef, Kramli Andrds,;
Maté Attila, Maté Eors, Simonovits Miklés. '

Csak részleges vagy hidnyos bizonyitdst adtak: Gerencsér Ldszlo,
Horvdth Sdndor, Kéri Gerzson, Knuth Eléd, Ldazdr Zsolt, Lovdsz LaszIé,
Muszély Gyorgy, Nagy Sdndor, Pésa Lajos, Sonnevend Gyirgy.

Megjegyzés: Juhdsz Istvdn és Bollobds Béla megdllapitja, hogy
hasonlé gondolattal bizonyithaté a feladat elsG dllitdsa helyett a ko-
vetkezd: ha m reguldris szdmossdg, akkor az n-dimenzids euklideszi
tér bdrmely m szdmossdgu részhalmazdnak van olyan m szdmossdgu
részhalmaza, -amelynek pontjai csupa kiilsnb6z8 tdvolsdgra vannak
egymdstdl; tovdbbd foglalkoznak az dllitdisnak mds metrikus terek
esetére vald Kkiterjesztésével is.

8. feladat

1. megoldas: Jelolje az f,(x) —f,,(x) (nm) fuggveny nullhelyemek
halmazit E,,. Az &sszes ily halmazok rendszerének szdmossdga meg-
szamlalhato, és igy e halmazok sorozatba rendezhetdk: legyen (Al

sorozat
M, My, My, ..., M, ...

Ha M, sehol sem siirii halmaz az [a, b] szakaszban, akkor ennek meg-
adhaté olyan [a,, b,] része, amelyben M,-nek nincs pontja. Ha M,
sehol sem siirli, akkor megadhaté az [a,, b,] szakasznak olyan [a,, by]
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részszakasza, amelyben nincs M,-beli pont. Eljdrdsunkat igy vég nélkiil
folytathatjuk, ha az M, halmazok mindegyike sehol sem siirii [, b]-ben.
Az igy nyert

la, b1 2lay, b1] 2... 2[ak, b 2...

egymdsba skatulydzott zdrt szakaszoknak van nem tres kozos része,
s ennek bdrmely pontja — a konstruk¢ié szerint — nem gySke az
f.(x)=f,(x) n=m egyenletek egyikének sem. Ez ellenkezik a feladat
foltevésével. Van tehdt az M, halmazok kozott olyan My, amelyik az
[a, b] egy [c, d] részében siirli. A megfeleld f;(x) =fz(x) egyenlet gyokei
tehdt a [c, d] szakaszon mindeniitt sfirlin helyezkednek el, és a fiigg-
vények folytonossdgdbél most mdr kovetkezik, hogy e szakaszban
S (%) =fm(x). '

Knuth El6d—Madté Eors—Vesztergombi Gyorgy

Megoldottdk még: Benczur Andrds, Bollobds Béla, Fodor Jozsef,
Horvdth Sandor, Imreh Baldzs, Kiss Ildiké, Kovdcs Margit, Laké Ferenc,
Ldzdr Zsolt, Lovdsz Ldszlé, Makai Endre, Nagy Sdndor, Pelikdn Jozsef,
Sonnevend Gyérgy, Szemerédi Endre, Szigeti Ferenc.

. II megoldas: Az 1. megoldds E,, halmazainak egyesitése — a
foltevés szerint — az [a, b] intervallum. Ha az E,, halmazok egyike sem
volna az [a, b] valamely részintervallumdn siir{i, akkor egyesitésiik nem
lehetne szakasz, hisz szakasz nem dllithaté el6 megszdmldlhato sok,
sehol sem s{iri ponthalmaz egyesitéseként. Van tehdt olyan E;; halmaz,
amely stiri az [a, b] valamely [c, d] részszakaszdn, s ezen az f;(x) —fa(x)
fiiggvény nullhelyei mindentitt siir(in fekiisznek. A fiiggvény folytonos-
sdgdbdl most mdr kovetkezik, hogy a [c, d] szakasz minden pontja
nullhely. Igaz tehdt az 4llitds.

Fritz Jézsef—Juhdsz Istvan—Szabé Gyula

Megoldottdk még: Bellay Agnes, Bollobds Béla, Ddvid Gdbor,
Gerencsér LdszI6, Gerlits Jdnos, Gydrfds Andrds, Kéri Gerzson, Kramli
Andrds, Maté Attila, Muszély Gyorgy, Simonovits Miklés, Szabé Zoltdn.

Megjegyzés: A megoldSk koziil tobben hivatkoztak a teljes met-
rikus terekre érvényes Baire-féle kategoria tételre, és ennek megfelelGen
dltaldnositottdk a feladatot.

9. feladat

Tegyiik fel, hogy f nem szigortian monoton. Ekkor f folytonossdga
miatt Iéteznek olyan sy <s, valds szdmok, hogy f(s;) =f(s;). Ha ¢=0
tetszGleges, akkor f folytonossdga miatt az [s,, so] zdrt intervallumban
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léteznek olyan #, <t, értékek, hogy #,—t, <¢ és f(t,)=f(t,). De ekkor
minden valds 7 értékre

-

i+t —1)] = fl—t) +1] = FI/t—1),f(t)] =
FIf(t— 1), f(t)] = flE—1) + 4] = f(2),

azaz T = ty—t; periddusa f-nek. Mivel t<eg, ahol e=0 tetsz8leges,
ezért f tetszGleges kicsiny periodussal rendelkezd folytonos fiiggvény,
tehdt konstans, ellentétben feltevésiinkkel.

Knuth El6d—Rosta Janos

Megoldottdk még: Benczur Andrds, Bollobds Béla, Fritz Jozsef,
Gerencsér LdszIo, Gerlits Jdnos, Gydrfds Andrds, Horvdth Sdndor, Imreh
Baldzs, Juhdsz Istvdn, Kéri Gerzson, Kultsir Levente, Krdmli Andrds,
Laczkovich Miklos, Lajké Kdroly, Lakd Ferenc, Ldzdr Zsolt, Lovdsz
LaszIo, Liiké Gabor, Makai Endre, Mdté Attila, Mdté Eérs, Molndr
Emil, Muszély Gyorgy, Pelikdn Jozsef, Pdsa Lajos, Sebestyén Zoltdn,
Simonovits Miklds, Sonnevend Gydrgy, Sovényhdzi Mdria Judit, Szabé
Gyula, Szabé Zoltdn, Szemerédi Endre, Székely Jend, Szigeti Ferenc,
Szildagyi LdszI6, Vesztergombi Gyorgy.

Hidnyos megolddst adott: Bellay Agnes, Kiss Ildiké, Nagy Sdndor,
Téke Pdl.

10. feladat
1. megoldas: Bebizonyitjuk, hogy f(x)=2—)é— (0<x<2C). ElGszor

megmutatjuk, hogy f(x) monoton nemcsdkkend fiiggvény. Legyen
0<x; <x,<2C és tegyik fel, hogy valamely dobdssorozattal x,;-bdl
elérhetd 2C. Megmutatjuk, hogy akkor ugyanazon dobdssorozattal x,-
b6l is elérhet6 a 2C (esetleg mdr el@bb 1s), amib8l kovetkezik, hogy
S(xs) legaldbb akkora, mint f(x,).

Vizsgdljuk meg a jatékos pénzének alakulasit egy dobds utdn:

a) ha x;<x,=<C, akkor nyerés esetén 2x, <2x,, vesztés esetén
0=0;

b) ha x;<C<x,, akkor nyerés esetén 2x; <2C, vesztés esetén
0<2(x,—C);

¢) ha C<x;<x,, akkor nyerés esetén 2C=2C, vesztés esetén
2(x; —C) < 2(x,—C). Vagyis ha x; <x,, akkor azonos dobdssorozat
esetén minden dobds utdn az 0j xj ill. x; pénzmennyiségekre xj=x3,
amibdl dllitdsunk kovetkezik.
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Legyen most x=£2C (1=a=2"—1, a pdratlan, n=1,2,...).

Teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy ilyen alaku x-ekre f(x)—z—,l —2%.
Az dllitds n=1 esetén trividlis: f(32C)=f(C)=1%, ugyanis C-bdl in-
dulva a jdtékos 1 valdsziniiséggel éri el a 2C-t. Tegyiik fel, hogy az
dllitds n=+k-ra (k=1) igaz, azaz

a

1) = f[ 2C] 5

Ha x = 2C és a<2%, vagyis x <C, akkor a jdtékos 4 valészinii-

2k+1

séggel nyer 2x forintot és 4 valdsziniiséggel 0 forinttal abbahagyja a
jatékot, igy

S A
Ha x = 2C és 2*k<q<2k+1 (a;é2" mert a pdratlan), akkor x>C

2k +1
miatt

f) = 5/CC)+ 1f[‘i‘2

Legyen most xj 7~

Slerbast o id o
eSS e e [0
> 2 2¢ alaki (1=a=2"—1, a pdratlan) és tegyuk

Xo Xo. a
fel, hogy f(xo) #—2-5 , hanem pl. f(x0)> 23C" Ekkor volna olyan 2,,
alaku szdm, melyre

(12) 2o < = < %)

dllna fenn. Ez azonban ellentmond f(x) monoton nemcsokkend volta-

nak. Ugyanis (12) szetint egyrészrél xo<%2C, mdsrészrol

a a

o =f{72C] = £(x,)-
Hasonldan ldthaté be az ellentmondds f(x0)<zi%esetében is, s ezzel
bebizonyitottuk, hogy f(x)= (0<x<2C)

Pelikadn Jozsef
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II. megoldds: Legyen g(x)=f(2Cx) (0=x=1). (Itt f(0)=0 &s
f(2C)=1 miatt g(0)=0 és g(1)=1 értendd). Ekkor

1 1
'—2— g(ZX) ha x¢ [O, —2—]

kL
2

(13) g(x) =

1 1
+58@2x—1) ha xE[E, 1].

Ugyanis, ha x€[0, 4], akkor a jdtékos % valdsziniliséggel nyer vagy
veszit x-et (pontosabban 2Cx forintot), tehdt

£() = 3802+ 5 8(0) = 5 2(2%)

Ha pedig x€[4, 1], akkor % valdszinliséggel eléri az 1-et, ill. vesztés
esetén (2x —1)-et, tehat

809 = 5 8()+380x—1) = 5 +78Q2x—1).

Megmutatjuk, hogy a (13) fiiggvényegycnlet egyetlen korldtos megolddsa
g(x)=x (amib8l kovetkezik az I. megoldds dllitdsa).

Legyen ugyanis A(x) = g(x)—x. Egyszeriien beldthatd, hogy Ah(x)
korldtos és fenndll a

1 1

E h(ZX) ha. xE[O, 5]
(14) W) =1 ;
~2—h(2x—1) ha xE[—z—,l]

egyenlet. Megmutatjuk, hogy A(x) =0 (amibél g(x)=x). h(x) korldtos-

sdga miatt M= sup h(x) és m= inf h(x) véges szdmok. Felhaszndlva
x€fo, 1] x€[o, 1]

a (14) egyenletet

1 M 1
h=x, M 1
Sh@x—1) == ha xe[i, 1],

azaz h(x)=M és h(x)é—M— (x€[0, 1]). M végessége €s pontossdga

miatt ebb6l M =0 kovetkezik. Hasonldan bxzonylthato hogy m=0,
amibdl A(x)=0.
Rényi Alfréd
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Megoldottdk még: Bollobds Béla, Ddvid Gdbor, Fodor Jdnos, Fritz
Jozsef, Gydrfas Andrds, Horvdth Sdndor, Kéri Gerzson, Laczkovich
Miklés, Pdésa Lajos, Simonovits Miklds, Szabé Gyula, Székely Jend,
Vesztergombi Gyorgy.

Nem teljes megolddst. adtak: Feles Pdl, Gerencsér Ldszlé, Gerlits
Janos, Juhdsz Istvan, Kramli Andrds, Laké Ferenc, Ldzdr Zsolt, Lovdsz
LaszI6, Maté Attila, Mdté Eors, Muszély Gyorgy, Nagy Sdndor, Rosta
Janos, Sebestyén Zoltdn, Sonnevend Gyorgy, Sovényhdzi Madria Judit,
Szabé Zoltdn, Szemerédi Endre.

OTYET O MEMOPUAJIBHOM MATEMATUYECKOM
KOHKYPCE MMEHHM MUKJIOIIA HIBEMIIEPA 1965 I

CONCOURS COMMEMORATIF MIKLOS SCHWEITZER
POUR L’ANNEE 1965

1. Soient p un nombre premier ¢t # un nombre naturel. Quel est le nombre
le plus élevé des répartitions simultanées en classes (les classes vides étant exclues)
d’un ensemble de p" éléments telles que toutes les classes intervenant possédent deux
4 deux un élément commun au plus et que le nombre des éléments des chaque classe
soit divisible par p?

2. Démontrer qu'un anneau commutatif fini R posséde un élément unité, si
et seulement si I'annulateur de R est égal a zéro (C’est que aR=0, a< R ne se réalise
que pour a=0).

3. Soient a, bo, by, ..., b,-1 de nombres complexes, 4 une matrice carrée d’élé-
ments complexes d’ordre p, E la matrice unité d’ordre p. Détérminer les valeurs
propres de I’hypermatrice

boE by A byA? ... b,y An-1
ab,_1 A" byE biA ... b, g Ar-?
= |ab,- 2An -2 gb,_ A"1 ByE ...b,_gdA"3,

ab1 ab2A2 abs A% ... bE

en supposant celles de A connues.

4. Le plan est décomposé en domaines par » (n=3) droites de position générale
(c’est-a-dire qu’il ne figure pas parmi elles de paralléles ou trois passant par le méme
point). Déterminer le maximum et le minimum du nombre possible des domaines
angulaires.

5. Partant de chaque sommet du tétraédre A= A;4,4;A4, appliquons le segment
de longueur o sur chaque aréte de A4 dirigé vers I'autre extrémité de ’aréte. On obtient
ainsi douze points. Notons, sur ’aréte 4;A4x, par A 'extrémité du segment dirigé
de A4; vers Ay et par p; la droite d’intersection des plans [A4, Aj1, Ajm) et [Ax, A1, Am)s
Montrer que les droites pi, ps, ps, py ont une infinité de secants communs.

6. Considérons en un point quelconque P, d’une surface deux directions con-
jugées (par rapport a l'indicatrice de Dupin au point P,). Prouver que la somme

24 Matematikai Lapok 3—4



366

des rayons de courbure normale doués de signe appartenant a ces directions est
indépendante du choix du couple de directions conjugées (le choix des directions
asymptotiques de point hyperbolique est exclu).

7. Démontrer que chaque sous-ensemble non dénombrable de I’espace euclidien
4 n-dimensions poss¢de de sous-ensemble non dénombrable dont les points sont
de I'un a lautre a des distances toutes différentes (c’est-a-dire que pour deux couples
de points arbitraires P, P,, Q;=Q,, ’égalité P,P,=Q,Q, se produit, si et seulement
si P,=0,, P,=0; ou bien si P,=Q,, P,=0,). Prouver qu’une telle proposition
ne subsiste pas en générale, si au licu de I’espace euclidien a n-dimensions on con-
sidére I'espace de Hilbert (séparable).

8. La suite des fonctions continues f.(x) (n=1, 2, 3,...) définies sur I'inter~
valle [a, b] est telle que chaque point x de I'intervalle est une racine de I'une des équa-
tions f,.(x)=f.(x)(n%m). Démontrer que dans ce cas il existe un sous-intervalle
de [a, b] sur lequel deux éléments au moins de la suite de fonctions sont identiques.

9. Soit f une fonction continue, non constante, a valeur réelle et soit supposée
Yexistence d’une fonction F telle que I'on ait pour chaque x,y réels f(x+y) =
= FIf(x), f(»)]. Etablir que f est strictement monotone.

10. Un joueur peut jouer le jeu pile ou face selon la régle de jeu suivante:
il peut miser la somme positive arbitraire y et dans ce cas il gagne la somme y avec
la probabilité 1/2 ou bien il perd la somme y avec la probabilité 1/2. Notre joueur,
qui dispose de x Forints (0=<x<2C), joue selon le systéme suivant: tant que sont
argent ne dépasse pas C Forints il mise a la fois toute son argent; tandis que lors-
qu’il posséde plus que C Forints il mise autant dans la partie suivante qu’au cas de
gain son argent atteigne les 2C Forints; une fois les 2C Forints atteints il cesse le
Jjeu. La probabilité de cet événement soit notée par f(x). Déterminer la fonction
J(x) (0<x<20). .




Feladatrovat

Szerkeszti: CsAszAR AKkos

A feladatrovatnak szant kiildemények (minden feladat megolddsa kiilon lapon)
a kovetkezd cimre kiildenddk: Bolyai Janos Matematikai Térsulat, Budapest
V., Szabadsig tér 17. A kit{izésre javasolt feladatok szerzdit kérjiik, hogy mellékel-
jék a feladat megoldasat, valamint a feladat keletkezésének hatterét megvilagité
esetleges észrevételeiket.

Kitiizott feladatok

156. Legyen adott f(n) szdmelméleti fiiggvény esetén

Wy = 3 f(m)fn—m). >

Bizonyitandd, hogy létezik olyan f(n) multiplikativ szdmelméleti figg-
vény, amely csak +1 értékeket vesz fel,

1 5
hm —;"sxf(n)
de h(n)/n nem tart 0-hoz n—oo esetén.

Corrddi Keresztély és Kdtai Imre

157. Adjunk meg a [0, 1] intervallumban értelmezett monoton
novekvs f(x) és g(x) fliggvényeket ugy, hogy értékkészletiik is a [0, 1]
intervallum legyen, fenndlljon

min(f(g(x), g(f(x))=/(x) (O0=x=1),

de ne legyen g(x)=x.
Fried Ervin

158. Legyen m végtelen szdmossdg. Konstrudlandé olyan m szd-
mossdgl, nem-diszkrét, normdlis topologikus tér, amelynek minden
kompakt altere véges.

Juhdsz Istvdan

24%
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Megoldott feladatok

144. feladat. Bizonyitandd, hogy egy metrikus tér akkor és csak
akkor szepardbilis, ha minden nem-megszdamldlhaté H részhalmazdnak
van H-ban levd torléddsi pontja.

(Gehér Ldszlé)

Megoldds. Ha E szeparabilis metrikus tér, akkor van megszdm-
ldlhaté bdzisa. Ha E-ben egy H halmaz egyik pontja sem torléddsi
pontja H-nak, akkor H minden pontjdhoz taldlhaté a megszdmll-
haté bdzisnak olyan halmaza, amely H-nak ezt az egyetlen pontjdt
tartalmazza. E megszdmldlhaté sok bdzishalmaz befedi H-t, Gigyhogy
ilyenkor H megszdamldlhat6. Eszerint a feltétel sziikséges.

Madsrészt az E metrikus tér szepardbilis voltdhoz elégséges az a
kevesebbet kivdno feltétel is, hogy E-ben minden nem-megszdamldlhatd
halmaznak legyen (H-hoz tartozd vagy nem tartozd) torléddsi pontja.
Valéban, ha E ilyen tér, nevezziikk E valamely részhalmazdt adott e=0
mellett e-ritkdnak, ha barmely két pontjdnak tdvolsdga =e. Minthogy
E bdarmely pontjdnak &/2 sugaru kornyezetében egy e-ritka halmaznak
legfeljebb egy pontja fekhet, azért minden e-ritka halmaz megszdmldl-
haté. A Teichmiiller—Tukey-féle lemma segitségével azonnal ldthatd,
hogy minden & >0 szdmhoz taldlhaté maximadlis e-ritka halmaz. Legyen
tehdt H, maximdlis 1/n-ritka halmaz (n=1,2,...) és H= |J H,. Az

n=1
elGbbiek szerint H, és igy H is megszamldlhato, tovdbbd H mindeniitt
stirli, hiszen E barmely pontjdnak 1/ sugart kérnyezetében van H,-nek
pontja. Ekkor tehdt E szeparabilis.

Csdszdr Akos

Megjegyzés. Ugyanigy igazolhaté a koévetkez§ dltaldnos tétel is:

Legyen ‘m végtelen szdmossdg. Egy E metrikus térben akkor és
csak akkor van legfeljebb m szdmossdgii mindeniitt s{ir{i részhalmaz,
ha E-ben minden m-nél nagyobb szdmossdgi H részhalmaznak van
H-ban levé torléddsi pontja. (Az elégségességhez itt is elég annyit fel-
tenni, hogy az m-nél nagyobb szdmossdgi részhalmazoknak egyédlta-
ldn van torléddsi pontjuk.)

Gerlits Jdnos, Szenthe Jdnos

A 144. feladat megolddsdt bekiildotte még GERLITS JANOS é€s
SZENTHE JANOS. .
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145. feladat, Hatdrozzuk meg az
ax®+by* = (a+b)z*
egyenlet egész megolddsait, ha a és b adott négyzetmentes szdmok.

(Kelemen Jozsef)

- Megoldds. Szikség esetén a és b legnagyobb kozds osztdjdval
végigosztva rogton feltehetjilk, hogy az

(1) ax®>+by* = (a+b)z*
egyenletben (a, b)=1. Ez az dtalakitds nem vdltoztat a és b négyzet-
mentességén. Zdrjuk ki tovdbbd a trividlis @ = —b = 11 esetet. Ek-
kor a+b = 0.
Legyen ¥
_ax+by ey
@ SoARh e ek
Ekkor
(3) =u+bv, y=u—av
¢s

ax®+by* = au®+ 2abuv + ab**+ bu —2abuv + a*bv® =
= (a+b)(u+abv?).

fgy x, y, z akkor és csak akkor megolddsa (1)-nek, ha u,v, z eleget
tesz az
() u? +abv?® = z*

egyenletnek. Minthogy x és y egész értékeinek (2) alapjdn u és v racio-
ndlis (de 4ltaldban nem egész) értékei felelnek meg, foglalkozzunk (4)
raciondlis megolddsaival. Ezek (4) homogenitdsa miatt az alapmeg-
olddsokbdl dllnak el raciondlis szdmmal valé végigszorzds révén,
alapmegolddsnak nevezve a (4) egyenlet olyan megolddsdt, amelyben
u, v, z egész szdmok és legnagyobb koézds osztéjuk 1. Az ab szdm négy-
zetmentességébsl konnyen kovetkezik, hogy (4)-nek ilyen alapmegoldd-
saiban u, v 'és z pdronként is relativ primek.
(4)-et
abv® = (z+u)(z—u)

alakban irva, tegyiik fel elGszor, hogy u és z kiilonboz6 paritdsuak.
Ekkor z+u és z—u relativ primek, és igy ab négyzetmentessége miatt

(5) z+u = ps?, z—u = qt*, v=st, ab=pq,
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ahol p, g, 5, t egész, (p, q)=(s, t)=1. Innen (3) alapjdn (1) megolddsa
(6) x = r(ps®—qt®+2bst), y = i(ps®*—qt®—2ast),
z = r(ps®+qt

alakban adddik, ahol r olyan raciondlis szdm, amelynek nevezdje
osztéja a hdrom zarojel legnagyobb ko6zds osztojanak.

Ha viszont u és z egyenlo paritdsti (azaz mindkett§ pératlan){
akkor (z+u, z—u) = 2, és igy most (5) helyett

(5) Z+4+u =2ps®, z—u = 2qt% v=2t, ab=pq

adodik, ahol ismét (p, q)=(s, t)=1. Az x, y, z vdltozdkra dttérve az
itt szereplé 2 tényez$ beolvaszthato az r szorzoba, figyhogy ismét a
(6) képletekre jutunk.

Fried Ervin

146. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kettes szimrendszerben vég-
telen sok olyan szdm van, amely nem kettnek (egész kitevdjii) hate
vdnya s melynek kébe magdval a szimmal kezdddik.

ke ( Fried En;in )

Megoldds. Legyen az n szdimnak (amely nem hatvdnya 2-nek)‘
2-es szamrcndszerbeh alakja k-jegyli, azaz

§) I %1 < p < 2%,
A feladat olyan n szdmokrdl sz6l, amelyekre valamilyen m egész kitevével
) 2"p = n® < 2"(n+1).
(2) els6 és (1) mdsodik egyenlGtlenségébdl
0= e DAk

nugyhogy m<2k. Viszont m = 2k —2 esetén (1) els6 és (2) mdsodik
egyenlGtlenségébdl

2k
@t < 2n) < n-ril-l n+1 2

om+d = Z1 "%k — %k =
n n

< 28k 2%+1 < (2F41)3,

ezt kielégits n egész szdm pedig nincs. fgy csak m =2k —1 4llhat. Esze-
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rint (2)-b8l (ahol most médr = jel nem lehetséges) n = V2%-1, s ezt fel-
haszndlva

— 2k"‘ T T et RN
3) szk—l -n < ‘/221: G 2 = V22k-1+ Y2%-1 < }/22k-1+%‘
s innen
n 1 n
@ et <5k < V2 < gy

Ez azt jelenti, hogy csak a kovetkez6 médon szarmaztathaté

n-ek felelhetnek meg: V2 diadikus kifejtésében megdllunk egy l-es
jegy elétt, az el6tte levs jegysorozattal irt szamot 2*~'-gyel szorozzuk
(ha a kérdéses l-es a kettedesvessz8 utdni k-adik helyen dllt), majd
1-gyel noveljiik, s az igy el6dlld szdm lesz n. Megmutatjuk, hogy az

ilyen n-ek meg is felelnek. Ezzel a feladatot megoldottuk, mert Y2

irraciondlis, s igy diadikus felirdsdban végtelen sok 1-es van.
Ha valamely n és k természetes szamokra dll (4), akkor

©) n—% sV <,
azaz

nz—n+% <2%-1 < p2,

€s mivel n egész,
n—n+1=2%1<p’

Ebbédl (5) elsd egyenlbtlenségének felhaszndldsdval
2
2%-1p <P s 2%-1ptp—n < 2'*"“1n+{n— %] < 2%-1(n4-1).

Ekkor tehdt teljesiil (2) az m = 2k —1 valasztdssal.
Suranyi Janos

A 146. feladat megolddsat bekiildotte még HAINA JANOs, Kiss
ILDIKG és RENYI ALFRED.

PROBLEMES PROPOSES

156. Soit f(n) une fonction définie pour les entiers positifs et posons
n—1
hm) =3 f(m) f(n—m).
m=1

N
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Démontrer qu’il existe une fonction f(n) multiplicative, ne prenant que les valeurs
+1, satisfaisant a

tim — 3 () = 0,

Xx—o0 X p=x
mais telle que h(n)/n ne tend pas vers 0 pour 7- <o,
K. Corradi et I. Katai
157. Construire des fonctions monotones croissantes f(x) et g(x), définies
dans I'intervalle [0, 1], appliquant cet intervalle sur lui-méme, satisfaisant a

min (f(g(x)), g(f(x)))=/(x) (0=x=1), mais telles que g(x)=x.
E. Frlgd

158. Soit m un nombre cardinal infini. Construire un espace topologique de
puissance m, non-discret et normal, dans lequel tout sous-espace compact est fini.

1. Juhdsz
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Kiilfoldi utazasok

ANGLIA

Csiszar Imre a Magyar Tudoményos Akadémia kikiildetésében 1965. aprilis
14-t8] augusztus 3-ig tanulményuton volt Anglidban. Kinttartézkodésa alatt harom
elbadasban ismertette a topologikus csoportokon értelmezett valoszinliségi mérté-
kekre vonatkozé kutatdsait. -

Kalmar Laszld6 a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében 1965. jualius
10-tS1 21-ig résztvett a British Society for the Philosophy of Science és a London
School of Economics 4ltal az International Union for History and Philosophy of
Science, Division for Logic, Methodology and Philosophy of Stience tdimogatéséval
szervezett Nemzetkozi Tudoményfilozéfiai Kollokviumon, tovdbba a fenti nemizet-
kozi szervezetek végrehajtd bizottsdganak ilésén. A kollokviumon a maiematika
alapjaival foﬂalkoz() eldadast tartott.

Szab6 Arpad a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat kikiildetésében 1965. julius
11—17. kozott résztvett a Londonban megtartott filozofiai konferencidn.

ARGENTINA

Révész Pal 1965 oktoberétdl eldaddsok tartdsa céljabél harom hdnapot toltdtt
a Bahia Blanca-i Egyetemen. Kinttartézkoddsa alatt egy matematikai statisztikai,
valamint magasabb fokG ergodelméleti szemindriumot tartott.

AUSZTRALIA

Rényi Alfréd a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében 1965. janudr
végétdl kezd6dden Canberraban nyolc eldadasbol allé eldaddssorozatot tartott
tjabb informacidelméleti eredményeirdl az alabbi cimekkel:

1—2. Az informécidmennyiség kiilonb6z6 mérdszamai.

3—4. Az informdci6elmélet statisztikai alkalmazisai.

5—7. A keverés elmélete.

8. Informéciéelmélet és sztochasztikus folyamatok.

AUSZTRIA

Kertész Andor a Bolyai Tarsulat kikiildetésében 1965. dprilis 1-—15-ig eléadasok
tartdsa céljabol Ausztridban tartézkodott.

Mikolas Miklés a Gesellschaft fiir Angewandte Mathematik und Mechanik
meghivasara, a Bolyai Jinos Matematikai Tarsulat kikiildetésében résztvett az 1965.
aprilis 20—25. k6zott megtartott bécsi GAMM-kongresszuson, ahol ,,Die Beniitzung
verallgemeinerter Funktionen in der Festigkeitslehre”” cimmel tartott eléaddst.

Mikolds Miklés az Osztrdk Matematikai Tarsulat meghivasdra Bécsben ,,Uber
den Riesz-Fischerschen Satz und die Vollstindigkeit der Funktionenrdume L*”
cimmel tartott eldadast 1965 oktéberében. -
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Varga Otté 1965. november 8—12. kdzdtti ausztriai tartézkoddsa alatt részt-
vett a bécsi Milegyetem fennélldsdnak 150. éves évforduldja alkalmabél rendezett
linnepségeken.

A bécsi Miiegyetem meghivasidra Rényi Alfréd, a Magyar Tudomédnyos Aka-
démia kikiildetésében 1965. november végén ,,Mathematische Statistik und Informa-
tionstheorie” cimmel eldadast tartott az Osztrdk Matematikai Tarsulatban.

SzOkefalvi-Nagy Béla a Magyar Tudominyos Akadémia kikiildetésében 1966.
marcius végén ,,Ein Satz von Beurling und verwandte Probleme” cimmel el6adast
tartott a bécsi Miiegyetem Matematikai Intézetében.

BULGARIA

Gergely Jozsel a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében 1965. szep-
tember 20-t61 kezdodGen 1 hénapos tanulményutat tett Bulgaridban.

CSEHSZL_OVAKIA

Németh Géza 1965. mdicius 15-t81 aprilis 4-ig a Magyar Tudomanyos Akadé=
mia kikiildetésébeit csehszlovakiai tanulmanyiton vett részt. Kinttartozkoddsa alatt
“sessel-fiiggvények Csebisev sorfejtése” cimmel el6adast tartott.

Freud Géza a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében eldaddsok tar-
tasa céljabol 1965. marcius 24—30. kozott Csehszlovakidban tartézkodott, ahol a
kovetkezd eléSgdésokat tartotta:

Brno: ,,Uber die Methode der Probefunktionen in der Approximationstheorie”

,,Konvergenztheorie der Orthogonalpolynomreihen’

Bratislava: ,,Uber das klassische Momentenproblem”

A Magyar Tudoményos Akadémia kikiildetésében Pollak Gyorgy 1965. méarcius
29-t81 1 hénapos tanulminyuton tartézkodott Csehszlovakidban. Kikiildetése alatt
a kovetkez0 eldadasokat tartotta: ,,A fondeélfélcsoportok struktaraja”,

,,»Szabad félcsoportok kongruencidi™,

Csdki Endre a Magyar Tudomanyos Akademla kikildetésében résztvett az
1965. junius 1—6. kozott Liblicén megtartott ,,A matematikai statisztika ipari alkal-
mazasai” konferencian.

Bognar Janosné a Bolyai Janos Matematikai Térsulat kikiildetésében 1965.
augusztus 31. és szeptember 12. kozott résztvett a Csehszlovakidban megtartott ine -
formacidelméleti konferencian.

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat kikildetésében Gyarmati Lé&szl6 és
Kirteszi Ferenc résztvett az 1965. szeptember 13—16. k6zott Zsolndn megtartott
Abrazolé geometriai konferencidn.

A Bolyai Jinos Matematikai Téarsulat kikiildetésében 1965. novemberében,
illetve decemberében Achatz Imréné, Barra Gyorgy, Fazekas Katalin, Kdvary
Kiroly, Pandy Emil, Petruska Gyorgy néhany napos csehszlovékiai tanulmanyuton
vett részt.

Varga Tamds a Bolyai Jinos Matematikai Tarsulat kikiildetésében 1966. 4prilis
12-t61 16-ig eldadasok tartasa céljab6l Pragaban tartézkodott.

DANIA

Fejes Toth Laszl6 a Magyar Tudomanyos Akadémia, Heppes Aladar a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulat kikiildetésében résztvettek az 1965. augusztus 12—15.
kozott Koppenhagiaban megtartott ,,Konvexitds kollokviumon”, ahol Fejes Téth
Laszl6 a , Kétdimenzids elhelyezések és fedések™ cimmel tartott eldadast.
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FRANCIAORSZAG

Frey Taméis a Magyar Tudomdnyos Akadémia kikiildetésében hdromhetes
tanulmanyGton vett részt a CNRS-el kotott egyezmény keretében.

A Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat kikildetésében Rényi Alfréd résztvett
a Franciaorszdgban 1965. augusztus 26—szeptember 8. k6z6tt megtartott informéci6-
elméleti konferencian.

A Magyar Tudomanyos Akadémia és a CNRS kozotti megallapodds alapjan
1965. november 12. és december 10. kdzott Corradi Keresztély tanulményuton tart6z-
Kodott Franciaorszdgban,

GOROGORSZAG
Rényi Alfréd a Magyar Tudoményos Akadémia kikiildetésében 1965 februdr-
jdban ,,A Poisson-folyamat egy extrémumtulajdonsdga’ cimmel eléadast tartott
az athéni egyetemen.

HOLLANDIA

A Holland Kirdlyi Tudomanyos Akadémia kezdeményezésére a Magyar Tudo
ményos Akadémia matematikusokboél 4ll6 delegaci6ja 1966. méjus 25. €s junius 8-a
kozott a két orszdg matematikusai kapcsolatianak fejlesztése céljab6l Hollandidban
tartézkodott. Kinttartézkodasuk sordn latogatast tettek tobbek kozdti. Heifandia
tobb egyetemén, ahol a kovetkezd eléadasokat tartottdk:

Leiden: Fejes Toth Laszlo
,,On the arrangement of houses in a housing estate”.
Roézsa Piél
,»Neuere Ergebmsse in der Theorie der Hypermatrizen und ihre
Anwendungen”.

Utrecht: _ Araté Mityas
: ,,Distributions of sufficient statistics”
Szbkefalvi-Nagy Béla
,,Invariante Unterrdume von potenzbeschrinkten Operatoren” (In-
7 variant subspaces etc.)
Nijmegen: Mobr Artur
,,Uber eine Verallgemeinerung der Schouten”
Szokefalvi-Nagy Béla
i ,,Invariant subspaces’’
Amsterdam: Fejes Téth Laszlo
,On the arrangement of houses in a housing estate”
Turan Pal
,,On some problems of the comparative theory of prime numbers”
Aratd Matyas
,,Distributions of sufficient statistics”
Delft: Mo6r Artar
,,Uber das tensorielle Integral”
Turan Pl
7 ,,On some problems of the constructive function theory”.
Eindhoven:  Moor Artar -
,,Uber das tensorielle Integral”
Szokefalvi-Nagy Béla
,,Invariant subspaces”™
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JUGOSZLAVIA

A Magyar Tudomédnyos Akadémia kikiildetésében Hosszi Miklds 1965. 4prilis
27-t6] majus 26-ig Jugoszlavidban tartézkodott. Kinttartézkoddsa alatt Belgrédban
két eldadasban szamolt be eredményeirdl.

Szokefalvi-Nagy Béla a Magyar Tudoményos Akadémia, Varga Tamds a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulat kikildetésében résztvett a Jugoszlav Matematikusok,
Fizikusok és Csillagdszok 1965. oktéber 4—10, k6z6tt Sarajevoban megtartott IV.
Kongresszusan. Szokefalvn-Nagy Béla a Kongresszuson ,,a Hilbert-tér olyan opera-
torair6l, amelyek norméja, vagy numerikus rddiusza 1-nél nem nagyobb”~c1mmel
tartott eloadést

KANADA

Adler Gyorgy a Magyar Tudomdanyos Akadémia kikiildetésében 1965. janius
28—augusztus 2. kozott résztvett a montreali egyetem matematikai szemindriuménak
nyari kurzusin. ;

LENGYELORSZAG

A Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében Hajtmann Béla hirom ho-
napos tanulmanyuiton volt Lengyelorszdgban. Kinttartézkoddsa alatt a kovetkez(i
eloadasokat tartotta:

© Az EEG gorbék értékelésére alkalmazott Fourier-analizisrol

A hypothalamus- sziirke magjai kariometriai vizsgilatdnak matematikai prob-
1émairol

Egy kombinatérikai problémarol

Az agy, az izom és a szﬁvettenyészetek kariomatriai vizsgdlatinak matematikai
modszereirol.

Kalmédr Léaszl6 a Magyar Tudoméanyos Akadémia kikiildetésében résztvett

1965 augusztusidban a Nemzetkozi Tudoménytorténeti és Tudomanyfiloz6fiai Unio
Vezetd Irodédjanak Krakkéban megtartott iilésén, tovabba a fenti nemzetkozi szer-
vezet XI. Nemzetkozi Tudomdanytorténeti Kongresszusan.
; Turdn P4l a Lengyel Tudomdnyos Akadémia Matematikai Intézetének meg-
hivasdra 1965. oktober 24-t6]l november 7-ig Lengyelorszdgban tartézkodott. Elo-
adédsokat tartott Varsoban, Lodzban és Poznanban a statisztikus csoportelméletrsl
és a racionalis fuggvényekkel valé approximécié kilonbozd kérdéseirdl.

Moér Artir a Magyar Tudomdnyos Akadémia kikiildetésében hadromhetes
tanulmanyiton volt Lengyelorszdgban. Kikiildetése alatt Krakkéban, Katowicében
.€s Wroclawban el6adast tartott az ekvivalens variacio-problémdk, valamint az al-
taldnos differencidl-geometriai terek elméletének korébol.

A Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében Rényi Alfréd 1965. december
- 16—19 kozott résztvett a Lengyel Tudomanyos Akadémia Matematikai Intézete
éltal rendezett szeminariumon, ahol két eldadéast tartott ,,A distribucidelmélet a
valOszintiségszamitasban™ és ,,Egy informacidelméleti paradoxonr6l” cimmel.

Makkai Mihdly a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében tobbhonapes
tanulmdnyuton volt Lengyelorszdgban. Kinttartézkodésa alatt a kovetkezd eldads-
sokat tartotta:

A modellek felszalld lincainak egyesitésére vonatkozé Los-Suszko-Chang

tétel egy analogonja.

,»On the transfinite induction in arithmetic™

,Uber die transfinite Induktion in zahlentheoretischen Formalismen™

,»A compactness result concerning direct products of models”
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NEMET DEMOKRATIKUS KOZTARSASAG

Mikolds Miklés a berlini Német Tudomanyos Akadémia meghivasara részt-
vett 1964. mdjus 25—30. ko6zott Berlinben megtartott ,,IIT. Nemlinedris rezgések
szimp6ziumon, ahol ,,Uber die explizite Auﬂosung gewisser Differential- und
Integralgleichungen und Rieszsche Potentiale” cimmel tartott eldaddst.

Sz6kefalvi-Nagy Béla a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében kon=
zultdnsként illetve birdl6é tagként résztvett egy habiliticiés kollokviumon.

A Magyar Tudoméanyos Akadémia kikiildetésében Domolki Balint résztvett
a szocialista orszadgok akadémidi kozotti egylittmiikddés keretében miikodé GAMS
munkabizottsdg 1965. marcius 21—28. kozott Berlinben megtartott IV. tlésén.

Bognir Jianos a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében kéthetes
tanulmanyuton vett részt Drezddban, ahol eldaddsban szdmolt be kutatdsair6l.

Frey Tamas és Szelezsan Janos 1965. junius 15—22. kozott Berlinben résztvett
a szocialista orszdgok tudomanyos akadémidi egylittmiikodése keretében miikodo
,,A szamitdstechnika tudomanyos problémai” cimii témat koordindld bizottsig
lilésén, valamint az ezzel egyidejiileg megrendezett numerikus moédszerekkel fog-
lalkozé kollokviumon.

Frey Tamds kinttartozkoddsa alatt két eldadast tartott.

A Magyar Tudoményos Akadémia kikildetésében Bankovi Gyorgy és Cséaki
Endre 1965. szeptember 29—oktober 3-a kozdtt résztvett a Berlinben megtartott
X. statisztikai min&ségellendrzési kollokviumon. Cséki Endre az elektromos alkat-
részek élettartam vizsgéalatdnak statisztikai kérdéseir0l tartott eldadast.

Szdkefalvi-Nagy Béla és Turdn Pal a berlini Német Tudomanyos Akadémia
meghivisira, Freud Géza a Bolyai Jinos Matematikai Tarsulat kikiildetésében
résztvettek a berlini Német Tudoményos Akadémia 4ltal 1965. oktéber 19—23. kozott
megrendezett Weierstrass emlékiinnepségeken. Itt a kovetkezd eléadasokat tartottdk:
Szokefalvi-Nagy Béla ,,Karaterisztikus operator fliggvények™
Turdn Pal ,,Neuere Entwickelungen in der Approximationstheorie

stetiger Funktionen™

Szokefalvi-Nagy Béldnak az emlékiinnepségek utdn Drezddban 4tnydjtottak
a Drezdai Miiegyetem Matematikai és Természettudoméanyi Kardn a ,,Természet-
tudomdnyok diszdoktora” oklevelet. Ezt kovetbleg Szdkefalvi-Nagy Béla eléadast
tartott ,,Operatorok altal szarmaztatott pozitiv definit fuggvényekrdl” cimmel.
Tovabba drezdai tartézkodasa alatt beszimolt a Hilbert-tér operatorainak elméletébe
vagd legujabb kutatdsi eredményeirdl.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat kikildetésében 1965 decemberében
Horvath Miklos, Molndr Jézsef, Rébai Imre tanulmanyutat tett az NDK-ban.

A Magyar Tudomdnyos Akadémia kikiildetésében Turan Pél, a Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat kikiildetésében Dedk Ervin, Rényi Alfiéd és Varga Ottod
résztvettek az NDK Matematikai Térsulatdnak 1966 februdrjaban megtartott évi
Kozgyiilésén. Turan P4l a Kozgylilésen ,,Uber einige Probleme der vergleichenden
Primzahltheorie” cimmel tartott eldadast. Utdna pedig ,,Uber einige Probleme der
statistischen Gruppentheorie” cimmel tartott eléadast az Erd6s Pallal elért legtijabb
eredményeirdl az ilmenaui Miiegyetem Matematikai Intézetében.

NEMET SZOVETSEGI KOZTARSASAG

Turan Pal és T. Sés Vera meghivéasra 1965 januirjiban eldadasok tartdsa cél-
jabol az NSZK-ban tartézkodott.

Péter Rozsa a Magyar Tudoményos Akadémia kikiildetésében résztvett a
,,Deutsche Vereinigung fir Mathematische Logik und Grundlagenforschung der
exakten Wissenschaften 1965. aprilis 6—9. kozott megrendezett kollokviuman, ahol
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,,Berechenbarkeit rekursiver Wortfunktionen durch Kellerspeicher” cimmel tartott
eloadast. ‘

Vincze Istvdn a Magyar Tudomdnyos Akadémia kikiildetésében résztvett a
aacheni Miiszaki Foiskola matematikai kollokviuman, ahol a regresszidelmélettel
kapcsolatos eldadast tartott. t

A Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében Szabd Arpidd és Vekerdi
Laszl6 résztvett az 1965. janudr 2—8. kozott Oterwolfachban megtartott matematika-
torténeti konferencian, ahol Szab6 Arpéad ,,Philologische Methode in der Erforschung
der griechischen Mathematikgeschichte”, Vekerdi Laszlé6 ,,Uber van Schooten’s
Darstellung des Descartesschen . Kurveneinteiler-Mechanismus” cimmel eléadast
tartott. A kollokvium utdn Szabé Arpad két cliadést tartott a frankfurti Egyetem
meghivéséra ,,Die Quellen der voreuklidischen Proportionenlehre™ és ,,Pythagoreische
Musiktheorie” cimmel.

A Magyar Tudomdnyos Akadémia kikiildetésében Varga Ctté a kieli Tudo-
manyegyetem és az aacheni Miszaki Egyetem meghivdsira 1965. junius 13—27.
kozott eldadast tartott a mozgd n-él modszerének alkalmazdsar6l a Finsler geo-
metridban témarol.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat kiktildetésében Hosszu Miklés résztvett
az 1965. julius 5—10. kozott Oberwolfach-ban megtartott fliggvényegyenletek kol=
lokviumon.

A Bolyai Jinos Matematikai Tarsulat kikiildetésében Rényi Alfréd és Révész
Pél résztvett az 1965. VII. 26—31. kozott Oberwolfachban megtartott val6sziniiség-
szamitasi konferencian.

A Magyar Tudoményos Akadémia kikiildetésében Szokefalvi-Nagy Béla részt-
vett az 1965. augusztus 3—10-ig Oberwolfachban ,,Harmonikus analizis és integrél-
transzforméciék” téméja kollokviumon, ahol ,,Egyparaméteres operétor-félcsoportok
a Hilbert-térben” cimmel tartott eldadast.

s T. Sés Vera meghivdsra résztvett az oberwolfachi Matematikai Intézet &ltal
1965. szeptember 6—I12-ig megrendezett szamelméleti kollokviumon. ,,A lanc-
tortek metrikus elméletének egyes problémdi” cimmel tartott eléadast.

Mikolas Miklés kiillonbozd egyetemek meghivasdra 1965. oktdber és novem-

berében az alidbbi eldadasokat tartotta:
Giessen: Uber ein neues Verfahren zur Auflésung von Differentialgleichungen.
Hamburg:  Anwendungen der Differentiation und Integration nichtganzer Ordnung.
Tiibingen:  Neuere starke Summationsverfahren fiir trigonometrische Reihen.
Wirzburg:  Uber einige neue Resultate in der Theorie der Zetafunktionen.

Prékopa Andris, Rényi Alfréd, Révész Pil a Bolyai Janos Matematikai T4r-
sulat, Vincze Istvin a Magyar Tudomédnyos Akadémia |ikiildetésében résztvett
az 1966. aprilis 17—24. kozott Oberwolfachban megtartott valdszinliségszamitasi
¢s matematikai statisztikai kollokviumon.

Vincze Istvan ,,Uber einige Fragen der nichtparametrischen Zweistichproben=
testen” cimmel tartott elGadést.

OLASZORSZAG

A Magyar Tudomédnyos Akadémia kikiildetésében Adler Gyorgy kéthonapos
tanulmdnytton vett részt Olaszorszagban.

A Magyar Tudominyos Akadémia kikiildetésében Kornai Jdnos résztvett
az Econometric Society Rémédban megrendezett I. Kongresszusan, ahol ,,Matematikai
programozas, mint a szocialista tervezés eszk6ze” cimmel tartott eldaddst. A Kong-
resszus utdn 1965 szeptemberében résztvett a ,,Gazdaségi és tarsadalmi kutatasok™
Intézete kollokviuman.

Reiman Istvan a Magyar Tudomanyos Akadémia kiktildetésében egyh6napos
tanulményuton vett részt a rOmai Magyar Intézetben.
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ROMANIA

Dedk Ervin és Turdn P4l meghivasra résztvettek a Cluj-i Egyetem altal 1965.
julius 1—5. kozott ,,Konvex fliggvények és alkalmazdsaik™ cimii kollokviumon.
Deik Ervin ,,Eine Verallgemeinerung des Begriffs der quasikonvexen Funktion”,
Turan P4l ,,Konvex fiiggvények approximécidja raciondlis fiiggvényekkel” cimmel
tartott eldadast.

Kardos Kalman és Jambor Antal a temesvari Egyetem meghivédsara 1965. no-
vember 23-t6] december 6-ig tapasztalatatadas céljabol latogatdst tettek a temesvari
Egyetemen.

Rényi Alfréd a Roman Akadémia meghivéasara, a Magyar Tudomédnyos Aka-
démia kikiildetésében eldadist tartott a bukaresti Egyetemen, illetve a kolozsvéri
Matematikai Intézetben a matematikai statisztika 0j, informéci6elméleti megalapo-
zasarol. g

SVAIC

Mikolds Miklés 1965 novemberében elbadést tartott Genfben ,,Sur la som-
mation des séries de Fourier au moyen des intégrodérivées weyliennes” cimmel.

Szdkefalvi-Nagy Béla a Magyar Tudomanyos Akadémia kikuldetésében részt-
vett a svajci kutatofizikusok altal szervezett, a Hilbert-tér spektralelméletére vonat-
kozé kollokviumon. 1966 marciusi, illetve aprilisi svajci tartozkodésa alatt eléadas-
sorozatot tartott a kovetkezd témakbol:

,,Sous-espaces invariants des opétareurs uniformément bornés”

,»»Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints dans l'espace de Hilbert™.

SVEDORSZAG

A Magyar Tudomanyos Akadémia kikildetésében Kiefer Ferenc 1965. aprilis
22—majus 28. kozott hat eloadast tartott a stockholmi Egyetemen az aldbbi témdakbol:

transzformdciés grammatika, fiiggési grammatika, a szovjet matematikai
nyelvészet és a hagyomdnyos nyelvészet.

SZOVJETUNIO

A Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében Oldh Gyula matematika-
torténeti kutatdsokat végzeit a Szovjetunidban 1964. augusztus 9-t6l 1965. februar
24-ig terjedd kinttartézkoddsa alatt.

Katai Imre a Magyar Tudoményos Akadémia kikaldetésében hathénapos
tanulmanytton volt a Szovjetunidban. Kinttartozkodasa alatt elbadast tartott az
Osszehasonlitd primszdmelmélet téren végzett kutatdsairdl, tovabba ,,Omega
tipusa tételek a szimelméletben™ cimmel.

1965 méajus végén, illetve janius elején Kornai Janos, Kovacs Ldszl6 és Ziermann
Margit résztvett a Novoszibirszkben megtartott matematikai programozési kon-
ferencian. Kornai Jdnos a népgazdasigi programozisrdl, Ziermann Margit ,,Egy
sztochasztikus készletmodellel kapcsolatos hitel-kamat meggondoldsok™ cimmel
tartott eldadast.

Elbert Arpad és Szilard Karoly 1965. augusztus 30—szeptember 27. kozott
Szovjetunidbeli tanulmanydton vettek részt.

A Jerevanban 1965. szeptember 6—14. kozott megrendezett komplex fliggvény-
tani kollokviumon Erdés Pal, Szilird Kéroly, Turdn P4l meghivésra, Alpar Laszlé
és Elbert Arpid a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében vettek részt.
A kollokviumon a kovetkezé eldaddsokat tartottdk:

Alpér Laszl6: ,,Convergence absolue et représentation conforme”.
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Erdos Pal: ,,On some applications of probability methods to function
theory™
Szilird Karoly: ,,On a known generalisation of the notion of convexity

for plan domains and its application to the derivation of distor-
tion theorems in the theory of conformal mappings”

Turan Pal ,,On the approximation of piecewise analytic functions by
rational ones”.

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat kikiildetésében Csdkany Béla és Schmidt
Tamdés résztvettek az 1965. szeptember 27—oktOber 2. kozott a SzovjetuniGban
megtartott algebrai kollokviumon.

Tomko6 Jozsef a Magyar Tudoményos Akadémia kikiildetésében 1965. oktéber
18-t61 hathénapos tanulmanytton volt a Szovjetuniéban. Kinttartézkodasa alatt
Novoszibirszkben eldadast tartott ,,Tomegkiszolgaldsi problémak™ cimmel.

A Magyar Tudomadnyos Akadémia kikiildetésében 1966. februdr 15-t61 Kovacs
Gy06z6 kéthetes tanulmdnyiton volt a Szovjetunidban.

USA

Prékopa Andrds a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében 1965 aprilis
13-t6l szeptember 15-ig tanulmanyuton volt az Egyesiilt Allamokban. Kinttart6z-
kodasa alatt a kovetkez6 konferencidkon vett részt:

First International Conference on Programming and Control, Colorado

Springs. :

IFIP Congress 65 (International Federation for Information Processing) New

York City. .

Fifth Berkeley Symposium on Probability Theory and Mathematical Statistics,

Berkeley. :

Rényi Alfréd és Vincze Istvan a Magyar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében
résztvettek az 1965, jinius végén megtartott V. berkeley-i szimp6ziumon, ahol Rényi
Alfréd ,,On some basic problems of statistics from the point of view of information
theory”, Vincze Istvdn ,,On some questions concerning two-sample tests of Smirnov
type” cimmel tartott eldadast. Vincze Istvin a szimpdzium utdn a Washington Egye-
temen ,,Mathematical problems concerning probability theorv” cimmel tartott
cloadast.

Turdn Péal és T. S6s Vera a columbusi Ohio State University meghivasara
1965 julius és augusztusidban nyéri® matematikai szemindriumon vettek részt, ahol
kutatasaikrol el6adast tartottak.

Tovabbi meghivasokra Turdn PAal eléaddsokat tartotta Pennsylvania State,
az Ann-arbori Michigan State és a buffaloi New-York State University-n.



Tarsulati élet

BESZAMOLO

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1966. julius 1-én
megtartott kozgyiilésérol

A kozgylilésen Hajos Gyorgy elnokolt. Megnyité beszédének szovegét az
aldbbiakban kozoljik:

,,Tisztelt Bolyai Tarsulat! Legyen szabad Térsulatunk kézgyﬁlését megnyit-
nom, s egészen réviden egy-két gondolatot megemlitenem.

Eloszor is kozgylilésiink jubilaris kozgyules A Bolyai Janos Matcmatlkal
Tarsulat elodje az Eotvos Lorand Matematikai és Fizikai Térsulatnak, amely a
felszabadulds utdn két tarsulatra, egy matematikai és egy fizikai tarsulatra szakadt
szét. Ha igy tekintjitk Tarsulatunk multjat, akkor 75 éves jubileumot iiliink. 75 éves
jubileumot, ami tudomdanyos tarsulat vonatkozdsiban igen magas érték és mutatja,
hogy a mult szizad végén milyen lendiilettel indult meg a tudoményos tarsulati
osszefogds a matematika és a fizika tertiletén. Visszaemlékezhetiink a kiemelkedd
nagyokra, koztik Eotvos Lordndra, akirdl azutdn a Tarsulatot elnevezték. Emlé-
kezhetiink Konig Gyuldra, Kiirschak J6zsefre és a tobbiekre. Listit nem akarok
eldsorolni, hiszen eldadas foglalkozik majd a Kozgyiilés keretében Tarsulatunk
bdvebb értelemben vett maltjaval is.

Ez a 75 éves jubilaris alkalom mindenképpen ranyomja bélyegét a kozgyiilésre.
Meérfoldkovet jelent a kozgylilés egészen mas vonatkozasban is, de talin nem kovet
kell itt mondani, hanem taldn mérféld-szakaszt, mert nem egyetlenegy pontrdl,
nem egyetlenegy pillanatrél, hanem egy iddszakrél van sz6. Arrdl az idészakrol,
amikor a matematika belsé kiterebélyesedése és kapcsolatai révén fontossaga, el-
ismertsége, sziikségessége orszdgszerte a gazdasigi élet és a tudomdnyos munka
legkiilonbozobb teriiletein egyre inkabb eldre tor. Ez igen sok feladatot r6 a mate-
matika miiveldire, barmely szektorban dolgozzanak is.

Ez valéban nem pillanat, hanem évtizedre, vagy évtizedekre elnyuld véltozds,
amelyben most benne élink, s amely hangsulyt ad a matematikdval foglalkozdk
munkdassaganak, akar az oktatdsban vagy a tudomdny fejlesztésében, akdr a mate-
matika felhasznaldsanak barmely teriiletén miikodnek. Hangsulyt ad és feladatokat
16 rank. Mindannyian tudatdban vagyunk ezeknek a feladatoknak, s itt nem is any=-
nyira a feladatok nagysigdt emelem ki, hanem inkdbb azt a tényt, hogy el kell hari-
tani minden nehézséget az eldl, hogy a rengeteg feladat a matematikusok szerencsére
boviilo szama, egyiittese révén mennél jobban ellithaté legyen.

Ez a feladat, illetdleg a feladat elldtdsit gatld nehézség elharitisa kozvetleniil
Téarsulatunkra is feladatokat ré és Térsulatunknak is irdnyt szab. Igyekeztink, igye-
kezniink kell, igyekezni fogunk — azt hiszem mindannyiunk nevében mondhatom —
arra, hogy mennél inkdbb a munkdra, az oktatasra, az alkalmazasra, a tudomany
fejlesztésére koncentraljuk igyekezetiinket a Tarsulaton belill, s mennél kevesebb
energiat, id6t fecséreljiink olyan korilményekre, amelyek ettol visszatartanak.

Csak ezeket a gondolatokat akartam megnyitéul megemliteni. Legyen szabad
néhany adminisztrativ jellegli bejelentést tennem:

Eloszor is kuldott-kozgyiilésinkon az Osszes kiilldottek szdma 125. A meg-
érkezett kiildottek az utols6 megkapott értesités szerint a 125-bol 95.

25 Matematikai Lapok 3—4
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Tovabba be kell jelentenem, hogy volt egy alapszabilymédositdé kozgylilés
a legutébbi tisztségujitd kozgylilés Ota, amely uj alapszabédlyunkat megvitatta, s
végeredményben azt kell mondanom, hogy az jovahagyast nyert. Az Akadémia
elndke, mint illetékes fohatosag, egy paragrafus kivételével jovahagyta. Ez a 20. §,
amely a vdlasztdsokra vonatkozott. Errdl itt most nem akarok beszélni, csak be-
jelentettem a Tarsulat alapszabaly4dnak jovahagy4sat.

Mindenki megkapta a meghivéval a Tarsulat Kozgy(ilésének napirendjét.

Napirend

De. 10 orakor

. Megnyit6 (Hajos Gyorgy, Valké Endre)

. Fotitkari beszamolé (Fuchs Liszlg)

. Pénztérosi jelentés (Fried Ervin)

Az ellentrzd bizottsag jelentése (Szilard Kéroly)

. A jelolobizottsag jelentése (Barna Béla)

. A fotitkari beszamolo és a pénztarosi jelentés megvitatdsa.
. Valasztas

.

Du. 1/2 3 érakor

8. Unnepi megemlékezés a Mathematikai és Physikai Tarsulat meg-
alakuldsanak 75. évforduldjardl. (Széndssy Barna)

9. A jelentések feletti vita folytatdsa

10. Hatédrozathozatal a beérkezett javaslatokrol.

11. A szavazatszed® bizottsdg jelentése.

12. Zarszd.

Kérdezem, hogy ezt elfogadja-e a Kozgylilés, van-e valami ellenvetés? (Nincs)
Akkor megéllapitom, hogy a napirendet elfogadtuk és felkérem Valké Endre elv-
tarsat, az MTESZ f6titkaréat, tartsa meg beszédét.”

Valké Endre, az MTESZ fGtitkara a Szovetség elnoksége nevében tdvozolte
a Bolyai Janos Matematikai Térsulatot. ,,A matematikat joggal tartjdk az emberiség
kezében levd egyik leghatalmasabb termelGerének™ — mondta. Ma mar senki sem
vonja kétségbe annak helyességét, hogy a matematikusok tirsulata — sok orszigtol
eltéréen — ndlunk kezdettdl fogva a miiszaki tudomdnyos egyestiletekkel kozds
szervezctben van. A mérnokok dltalaban mindig is tisztelték a matematikat; ,,ama-
torként” gyakran {izik is. De a matematikdnak a tobbi tudoményokhoz vald szoros
kapcsolata val6jaban az elmult évtizedekben fejlodott ki és valt kozismertté. Ma
mar minden laikus tudja, hogy a matematikat senki sem tekintheti csupdn a technika
,,segédtudomédnyanak™. : .

- Nekiink a matematikét, ezt a hatalmas termel&er6t, ennek képviseldit itt Ma-
gyarorszagon nagyon meg kell becsiilniink; nemcsak azért, mert altalaban nem
bovelkediink tulsagosan termeléerdkben, hanem azért is, mert a magyar matematiku-
sokat szerte a vildgon rendkiviil nagyra értékelik. A Tarsulatnak, a matematika tudo-
ményanak fejlesztésén tilmenden arra is torekedni kell, hogy olyan tdrsadalmi at-
moszférat teremtsen az orszagban — és a Tarsulaton beliil is —, amelyben a mate-
matikusok jol érzik magukat, érzik, hogy elismerik és megbecsiilik dket™.

Az elndk megkoszonte Valké Endre idvozld szavait és felkérte Fuchs Laszlé
fotitkart beszdmoldja megtartdsdra. Az aldbbiakban kozoljik a fétitkdri beszamold
eldzetesen a kuldottek szamdra kikildott irdsbeli anyagdnak szovegét.
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1. Bevezetd

Ez a Tarsulat Flnoksége altal jovdhagyott beszamold az 1963-t6l terjedd ido-
szakot oleli fel, ami6ta a Tarsulat jelenlegi tisztikara miikodik.

Az 1963 6ta eltelt idészakban a Térsulat munkéjit fokozodd aktivitas jelle-
mezte. A megvalasztott tisztikar arra torekedett, hogy a tarsulati munkéba a tagsiag
minél szélesebb rétegeit vonja be és hogy a tarsulati feladatokat a lehetOség szerint
egyenletesen ossza el. Fzek az irdnyelvek vezették az Elndkséget a kiilénb6zd munka-
bizottsdigok megalakitdsiban is és abban a célkitlizésében, hogy a kozépiskolai
tanarok minél szélesebb rétegeit vonja be a tarsulati munkaba.

Az Elnokség és az Intézé Bizottsdg elsorendii feladaténak tekintette, hogy a
.Arsulati élet minden fontos teriiletét dlland6 figyelemmel kisérje. Ennek érdekében
a vezetd szervek (Vilasztmany, Elndkség, Intézd Bizottsig) az elmult idészakban
rendszeresen tiléseztek, Gigyhogy a nyari sziinet kivételével majdnem minden hénap-
ban Osszelilt a vezetOszervek egyike és ezeken rendszeresen megvitatta a Térsulat,
illetdleg a Tarsulat szerveinek munkajat, a kozben hozott intézkedéseket jovahagyta,
szitkség esetén ujabb hatirozatokat hozott. Ez a munkamoddszer egyfeldl biztosi-
totta a funkcidkat bet6ltok munkéjianak édllandd ellendrzését, masfeldl lehetdvé tette,
hogy az Elnokség tagjai, a vezetd funkciondriusok és foként a vidéki tagtirsak az
eddiginél nagyobb figyelemmel kisérhessék a Tarsulat egészének munkéjit, tudomast
szerezhessenek olyan intézkedésekrdl, amelyeket a vezetd szervek vagy a bizottsigok
hoztak. Ez a munkamodszer fokozottabb mértékben biztositja a Tarsulat kollektiv
vezetését és azt, hogy a lényeges kérdésekben a Tarsulat minél szélesebb rétegei,
illetdleg ezek képviseldi hozzanak hatirozatokat és ellendrizhessék a Tarsulat miiko-
désének minden teriiletét. S

Az 1963-as kiildottkozgylilésnek rendkiviil fontos hatdrozata volt a ,,Mate-
matika Alkalmazéasai Szakosztaly” megalakitdsa. Ez a szakosztdly az elmult-ido-
szakban aktiv tevékenységet fejtett ki és sikeres kollokviumokat szervezett. A szak-
osztaly f6 célkitiizései kdzott szerepel a matematika alkalmazéasaival foglalkozd
tagtirsak Osszefogdsa, tamogatidsuk problémadik megoldasiban, tdjékoztatasuk
fontos alkalmazasi médszerekrél, de fontos feladatdnak tekinti a matematika alkal-
mazasi lehetOségeinek ismertetését mas teriilet szakembereivel, matematikusok
¢s alkalmazasi szakemberek egyittmiikodésének elOsegitését is.

II. A Tarsulat szervezete

A Tarsulat miikodésének nagy része a szakosztilyok, a vidéki tagozatok és
a kilonbozo bizottsdgok keretében folyik. A Tarsulatnak harom szakosztdlya van:

a) Tudoményos Szakosztdly
b) Oktatasi Szakosztaly
¢) Matematika Alkalmazésai Szakosztaly

A Tarsulatnak 14 vidéki tagozata van, mégpedig:

1. Borsod 6. Kecskemét 11. Székesfehérvar
2. Debrecen 7. Nyiregyhédza 12. Szolnok

3. Eger 8. Pécs 13. Szombathely
4. Gyor 9. Sopron 14. Veszprém

5. Kaposvar 10. Szeged

25*
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111, Szakosztdlyok

A szakosztilyok f6bb miikodése eldaddsok és rendezvények szervezése.

1. A Matematika Alkalmazdsai Szakosztdly a Tudomanyos Szakosztallyal
egyutt altaliban 2—3 het»nként szervez eldadoiiléseket Budapesten. Ezeknek targya
a matematika valamely alkalmazisi teriilete. A szakosztily szamos alkalommal
biztosit eldadot vidéki tagozatok részére is. Az eldadoiiléseken hazai vagy kiilfoldi
eléadok szamolnak be a matematika kilonb6zé alkalmazésai sordn elért eredmé-
nyekrol €s tartanak osszefoglald vagy ismertetd eldadast fontosabb matematikai mod-
szerekrol. Az eldadoesteken alkalmazasi kérdések, analdg szamologépek, élelmiszer-
ipari alkalmazasok, szdmitdstechnikai, sorbanallasi problémdk, biol6giai alkalma-
zisok stb. témak szerepeltek. 2

Megemlitendé a szakosztily keretében megszervezett tanfolyam: ,,Hibajelzd
¢s hibajavité kodok”, amelyet Dénes Jozsef tagtarsunk tartott, tovabbd az 1966-ban
szervezendd tanfolyam a miiszaki matematika alkalmazasair6l, amely S. Falk pro-
fesszor eldadasaira fog tamaszkodni.

A Matematika Alkalmazdsai Szakosztdly javulé kapcsolatokat alakit ki a
MTESZ Térsegyesiiletekkel. Ezek a kapcsolatok részben kézds rendezvények szerve-
zésében, részben tagtarsaink mas egyesiiletben végzett munkédjiban nyilvdnulnak meg.

2. Tudomdnyos Szakosztdly munkéaja az elmult években orvendetesen aktivi-
zalodott. Nemcsak egyre tobb kilfoldi szakember latogatja meg Tdarsulatunkat és
ad el6 érdeklddésre szamottartd témékrol, hanem fiatal hazai matematikusok is szép
szammal jelentkeznek elbaddsra.

A szakosztaly a tanév alatt altaldban kéthetenként szervez elbadoiiléseket
a Tarsulat kozpontjaban, részben az MTA Matematikai Kutaté Intézetével kozos
rendezvény keretében. Rendszeresen tart tudomanyos eléaddsokat a szegedi, a deb-
receni €s a borsodi tagozat. Az eléadéiilések latogatottsiga a multhoz képest meg-
novekedett, de a latogatottsdggal még mindig nem lehetiink megelégedve. Kiilonosen
a fiatal matematikusok t4avolmaradédsa szembet{ind.

A Szakosztily évente megrendezi kollokviumait, amelyekrol alabb részletesebben
lesz sz0.

3. Oktatdsi Szakosztdly is egyre aktivabba valik. Orvendetes, hogy sikeriilt
ujabb kozépiskolai tandr kartdrsakat bevonni a munkdba, annak ellenére, hogy
kartarsaink nagyon el vannak foglalva oktaté munkdjukkal. A budapesti tanar
tagok koziil még nem sokan miikodnek aktivan a tarsulati életben, de vidéken a
helyzet jobb és javulé tendenciat mutat. Az Oktatasi Szakosztaly félévenként egy-két
eldadast és egy klubdélutant szervez Budapesten az dltalanos és kozépiskolai tanarok
szamdra. A szakosztaly szimos alkalommal gondoskodik vidéki tagozatok eldado-
ilésein eldadokrél, tdmogatja a budapesti matematikai taniri munkakozosségek
munkdajat és igen jol miikodik egyiitt az Orszdgos Pedagbgiai Intézettel.

. Kiemelendd a Szakosztdly tevékenysége az ifjusdg korében. Igen jol és ered-
ményesen miikodik az Ifjusdgi Matematikai Kor Reiman Istvan vezetésével és igen
eredményesek a Kozépiskolai Matematikai Délutanok, amelyeket Tolnai Jend szer-
vez. Ezek havonta egyszer zajlanak le Budapesten, litogatottsag 70—80 tanuld (és
hasonlé idékozokben szamos vidéki tagozatban (Debrecen, Gydr, Pécs, Szeged
sth.) :
Tobb éve miikodik mar az Altalanosiskolai Szakkdr, Reményi Gusztdvné
vezetésével; ezen VII—VIIL. osztilyos alt. iskolai tanulok vesznek részt. Ezek a
szakkorok nagyon népszeriiek és sajnalatos, hogy korlatozni kell a résztvevok sza-
mat, minthogy nem tudunk kell6 szdmu szakmai vezetdt biztositani a nagyon sok
munkat igénylé szakkori vezetési tisztségre.

Ez évben a TIT-tel k6z0s rendezésben megindult az altalanos iskoldsok sza-
mira a ,,Kis Matematikusok Klubja™. Ez igen nagy sikerrel jart, ugyhogy a Szak-
osztaly és a TIT tovabbfejlesztését tervezi.
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1V, Vidéki tagozatok

A vidéki tagozatok munkajaban orvendetes fejlodés jeleit kell megéllapitanunk.
A tagozatok aktivitdsa fokozodott és vidéken is dltaldban megndtt a tarsulati munka
iranti érdeklddés. A kozpont és a tagozatok kapcsolatiban megjavult az egyiitt-
miikodés, de a vidéki tagozatok tdmogatdsianak tovabbi fokozasara lenne szikség.

Uj szinfoltot jelentett a Tarsulat életében a vidéki tagozatok tapasztalatcseréjé-
nek meginditidsa. A hiromnapos latogatasok programjat a vendéglatd tagozat veze-
tdi a szakfeliigyelokkel karoltve allitjdk Ossze. A programban oraldtogatasok, szak-
koron, vagy tovabbképzési napon valé részvétel szerepel. Az egrick Miskolcra,
a miskolciak Egerbe, a pécsiek Veszprémbe, a Bics megyeiek Debrecenbe torténd
latogatasa egy nagyszabasa program elsd stddiuma. Sajndlatos, hogy a tandr tag-
tarsak nagy elfoglaltsdga akaddlyozza .a program kibOvitését.

A vidéki tagozatok rendezvényeinek nagyrésze a kozépiskolai és altaldnos
iskolai tanarok, illetdleg a didkok részére sz6l. Tudomanyos eldaddsok rendszeresen
a debreceni, a borsodi €s a szegedi tagozatban folynak, de szdmos vidéki tagozatban
hangzanak el a szakmai fejlodést eldsegitd eldadasok.

A legaktivabb tagozat a borsodi tagozat. Ennek munkdja mind tudomdanyos,
mind miiszaki matematikai, mind oktatdsi vonalon igen eredményes. Munkdja
irdnt nagy érdekl6dés nyilvanul meg a miiszaki értelmiség és a tandrok korében.

Egyes tagozatok a kornyezd véarosokra is Kiterjesztik miikodésiiket, killonosen
eredményes ez a borsodi és gyori tagozatndl. Sikeres miikodésiik jol atgondolt, terv-
szerli munka €s mintaszerii szervezés eredménye.

Igen eredményesen miikodik a debreceni, gyori, pécsi, szegedi, szombathelyi
tagozatunk, de j6 munkat végez az egri, soproni, székesfehérvari, veszprémi és nyir-
egyhdazi tagozatunk is. A kecskeméti és a szolnoki tagozat miikodésével kapcsolatban
nehézségek mutatkoznak. A kaposvari tagozat csak most kezdte el munkajat.

V. Bizottsdagok

1. A Matematika Alkalmazdsai Bizottsdg idénként Osszeiil és hasznos tandcsok-
kal tAmogatja -a Matematika Alkalmazdsai Szakosztily munkdjat. Kalondsen a
Szakosztdly munkatervének Osszedllitisaban és az MTESZ Tarsegyesiiletekkel valo
kapcsolat kiépitésében nyujt hathatés tamogatast.

2. Az Oktatdsi Bizottsdg hasonld szerepet tolt be az Oktatdsi Szakosztaly
vonatkozasidban. Ez a bizottsdg rendkiviil aktiv, fontos elvi és gyakorlati kérdéseket
vitat meg, amelyek a tanari oktaté6 munkaban meriilnek fel. A bizottsdg foglalkozott
tobbek kozott a matematikai osztalyok problémdival, az érettségi vizsgdkra vonat-
kozdan egy érdekes tervezetet készitett a Miivelédésiigyi Minisztérium részére, €s
kiildndsen hathat6s segitséget nydjt a Szakosztily éltal szervezett vandorgytilések
célkitlizéseinek és programjanak Osszedllitdsaban.

3. A Felsdoktatdsi Bizottsdg feladata az egyetemeken folyé matematikaoktatas,
a matematika felsé oktatdsidnak elvi és gyakorlati problémdinak megvitatidsa. Ez
a bizottsdg csak ritkdn iilésezik.

4. A Kiiliigyi Bizottsdg rendkiviil fontos feladatokat 14t el. Ez a bizottsiag hata-
roz a bekért javaslatok alapjan a meghivando kiilfoldi eldadok és a tarsulati ki=
kiildetésben kilféldre utazék személyét illetéen. A bizottsdg a sziikséghez mérten
egy-két havonként iil Gssze. Evenként kb. 20 kulfoldi matematikus meghivasardl
dont, akik egy-egy cldadasra, esetenként 500,— Ft elSadéi tiszteletdijjal jonnek
e{. Ezek az eléadok a szakosztalyok tilésein, vagy vidéki tagozatokban tartanak
eldadast.

-
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A kollokviumokra meghivandé kulfoldi szakemberekrol az illetékes szervezd
bizottsdg hoz hatarozatot.

Nemcsak az ide latogaté kiilfoldi szakemberek 1étszdmdanak ndvekedésében
allt be orvendetes valtozds, hanem a kiutazék vonatkozidsiban is. Mindenek el6tt
megemlitendd a Csehszlovdak Matematiai ¢és Fi-ikei Tarsulattal, valanint az NDK
Matematikai Térsulatdval fenndllé csereszerzédésiink, amelynek keretében (évi
50, illetdleg 20 nap) részben tarsulati tagjaink vehetnek részt a partner kollokviumain,
részben pedig kozépiskolai tanar tagtarsainkbol 4ll6 delegicié litogat meg oktatdsi
intézményeket. Més szocialista allammal kétendd csereegyezményre vonatkozdan
tortént kezdeményezo 1épés, de anyagi lehetOségeink nem teszik lehetévé tovabbi
csereegyezmények kotését.

Devizakeretbdl kevés kiulfoldi kikiildetésre van lehetség és igen kevés tag-
tarsunk vehetett részt tokés allamokban szervezett rendezvényeken. Kivétel az Oszt-
rak Matematikai Tarsulat 1963-as Differencial- €s integralegyenlet kollokviuma,
amelyen 11 tarsulati tag vett részt az osztrak fél vendégeként.

Tobb esetben javasolta a Kiliigyi Bizottsdg az MTESZ Nemzetk6zi Kapcesolatok
Osztilyanak egyes tarsulati tagok utiokmanyainak beszerzését kiilfoldi meghivés
alapjan torténd kiutazasra. Ilyen esetekben a kikaldott maga fedezte kiutazésinak
koltségeit. Ha a kiutazds a Tdrsulat kezdeményezésére torténik, akkor a kikuldottek
koltségeik 30—50 %-at téritik.

5. Konyvbizottsdg feladata a matematikai kiadvdnyok figyelemmel Kisérése,
a megjelent konyvek recenzibjanak biztositasa, illetéleg Gj konyvek kiadasara vald
javaslattétel a kilonbozé kiadoknal.

A Konyvbizottsig szamos kdnyvkiadd villalattal vette fel a kapcsolatot, és
ezeknek eredményeképpen tobb olyan konyyv kiadasara vonatkozé dontés sziiletett,
amelyeket a Konyvbizottsdg javasolt. A Bizottsaig komoly programot allitott Ossze,
amelynek megvalésitasa folyamatban van. ;

6. Allami-dij Bizottsdg feladata a tirsulati javaslat elkészitése a kovetkezd
€vi dllami dijakra vonatkozbéan. A személyi javaslatokat az elndkség tagjaitél és a
tagozatoktol beérkezd javaslatok alapjan késziti el.

VI. Nagyrendezvények

A Térsulat minden évben 2—3 kollokviumot, illetdleg vandorgyiilést szervez.
1963-ban: a Matematika Kozgazdasigi Alkalmazisairdl és az IMU tamogatasaval
-az Abel-csoportok témakorébd! folyt le kollokvium.
1964-ben: Topoldgiai, Matematikai Statisztika Ipari Alkalmazisai, Linearis terek

és linearis operdtorok kollokviumok voltak.
1965-ben: Geometria, Differencial- és Integrdlegyenletek és Alkalmazasaik kollok-
viumokat rendeztiink.
1966-0s tervben a Grafelmélet kollokvium szerepel. A Rekurziv Flggvények és
Alkalmazasaik kollokviumot, amelyet az TUHPS tdmogatdsdval szerveziink,
1967-re halasztottuk.
1967-ben: Informdciéelméleti kollokvium van tervbe véve.

Minden évben az Oktatdsi Szakosztily szervezésében vandorgyiilést rendeziink.
A vandorgyiilésen olyan kérdésekrol hangzanak el eldadasok és folynak vitdk, ame-
lyek elsésorban a kozépiskolai matematika tandrok érdeklddésére tartanak szamot.
1963-ban Egerben: ,,A geometria tanitdsa a koOzépiskolaban”.
1964-ben Miskolcon: ,,A matematika alkalmazasai”.

-«
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1965-ben Keszthelyen: ,,A kozépiskolai matematika tanterv 0j témdi”.
1966-ban Szombathelyen: ,,Uj irdnyok a matematika oktatdsdban”.

Kollokviumaink kivétel nélkiil igen sikeresek. A hazai és a kilfoldi érdeklédés
kollokviumaink irdnt Orvendetesen emelkedik. A kollokviumok Ilétszima: 20—35
magyar és kb. ugyanannyi kilf6ldi, akiknek egy része sajit egyeteme, vagy sajit
maga koltségén vesz részt. Kivétel a két alkalmazasi kollokvium, amelyeken a részt-
vevok Iétszama lényegesen nagyobb volt. ¢

A kollokviumok koltségeit nagyrészt Tarsulatunk koltségvetésébdl fedezziik.
Régebben a Magyar Tudomanyos Akadémidtol is kaptunk tdmogatdst. A magyar
résztvevok koltségeinek egy részét munkahelyeik kikaldetési koltségek cimén téritik.

A véandorgyiilések létogatottséga évrol évre emelkedik, a 1étszam 200-on felil
van, az idén kozel 300 résztvevire szimitunk. A résztvevok tilnyoméd tdbbsége
kozépiskolai tandr, de szamos egyetemi oktat is érdeklddik a vandorgy(ilés irant.
Uj szinfoltot jelentett az elmult évben kiilfoldi eldadd szereplése. (A. Z. Krygowska,
Lengyelorszag).

A vindorgyfilésen résztvevok koltségei nagy részét kikiildetési koltségek cimén
az illetékes tanacsok fedezik.

VII. Pdlydzatok, pdlyadijak, versenyek

1. A Téarsulat szdmos matematikai tanuldversenyt szervez évenként. Ezek:
Arany Daniel verseny, kezdd és haladd (kozépiskolik elsd, illetdleg misodik osz-
talyai részére), a Miivelddésiigyi Minisztériummal kozosen az Orszagos Kozépiskolai
Tanulményi verseny (kozépiskoldk felsd 2 osztilya részére), tovdbba a régi hagyo-
ményokra visszatekinté Kirschak Jozsef-tanul6verseny.

Itt emlithetd meg a Tarsulat szerepe a Nemzetkdzi Matematikai Didk-olimpi-
aszok eldkészitésében is.

2. A Tarsulat évenként megrendezi az egyetemi hallgatok Schweitzer Miklds-
emlékversenyét. A versenyt kétévenként a budapesti egyetemeken dolgozd tagtar-
saink szervezik, a fennmarad6 években pedig véltakozva a szegedi, illetdleg a deb-
receni egyetemeken miikodd tagtdrsainkra hdrul a verseny rendezésének feladata.

3. A Tarsulat évek 6ta szorgalmazza a f6iskolai versenyek uGjrainditasat, ez
az idén meg is valosult.

4. A Téarsulat évenként kiadja a Beke Mano-emlékdijat a matematika oktata-
sdban és népszer(isitésében elért kimagaslo eredmények elismeréseképpen.

5. Kival6 tudomanyos eredményeket elért fiatal matematikusok munkdjanak
Jjutalmazisira évenként Grinwald Géza-emlékdijat adunk ki.

A Beke Mané és a Griinwald Géza-emlékdijak odaitélésére az Elndkség éven-
ként bizottsagokat szervez. Ezek a beérkezett javaslatok alapjan gondos koriil-
tekintéssel hoznak dontést a dijak odaitélésében. Sajnilatos, hogy anyagi kereteink
nem teszik lehetdvé, hogy a dijak dsszege a jutalmazis alapjaul szolgald érdemekhez
méltd legyen.

VIII. Kiadvdnyok

A Tirsulat szerkesztésében (részben a Miivelddésiigyi Minisztériummal kozdsen)
3 szakfolyoirat jelenik meg: Matematikai Lapok, K6zépiskolai Matematikai Lapok
¢és a Matematika Tanitasa.

A folyoiratok rendszeres megjelenését a szerkesztd bizottsdgok  biztositjak.
A szerkeszté bizottsdgok a szitkségnek megfelelden tartjak iléseiket. A folyoiratok
fontos szerepet toltenek be a Tarsulat életében.
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A kozépiskolai oktatobmunka segitése céljabél szamos brosurat Kkészitettiink
és kuldtink ki sokszorositva a tagozatoknak, amelyek az érdekl6dd kozépiskolai
tandrok részére bocsatottdk a sokszorositott anyagot (pl. Pélya-cikk), szimos eset-
ben kozépiskolai matematikai feladatokat. Az Oktatasi Szakosztdly gondoskodik "
a sokszorositdsra alkalmas anyagok Kivalasztasarol.

IX. A vezetdszervek miikodése

A vezetOszervek a sziikséghez képest rendszeresen tiléseznek.

1. Kildottkozgyiilést 1963-ban és 1964-ben tartottunk. Az 1963-as kozgyiilés
megvitatta a lelépo tisztikar jelentését és megvalasztotta az uj tisztikart. Az 1964-es
kildottkozgytilésen az alapszabdlyok megyvitatdsa volt a leglényegesebb napirendi
pont.

2. A Vilasztmdny 1963-ban és 1965-ben tartott ulést. Ezeken meghallgatta
a Matematika Alkalmazdsai Szakosztily beszamolgjit, a fotitkér jelentését az elmalt
idoszak munkéjarol és a készild alapszabélytervezetet vitatta meg.

3. Az Elm'ikség évenként 3—4 izben lt Ossze. Az Elnokség jelolte ki az alland6
bizottsagokat és hozott dontést a nagyrendezvényekrol. Az Elnokseg évenként don-
és eredményes tdrsulati tevékenyseg, vagy pedig valamelyik nagyrendezvény le-
bonyolitdsdban kifejtett igen intenziv és eredményes munka. Az Elnokség meghallgatta
a Szakosztdlyok beszdmoldit és dontott a Tarsulat koltségvetésének felosztasarol
€s a munkatervrol. 9

4. Az Intézé Bizottsag évenkét 4—6 izben tilésezett. Ulésein a folyamatos
munka biztositdsa érdekében intézkedett, tovabba fontos hatidrozatokat is hozott.
igy pl. kiemelendd az a fontos hatdrozata, hogy az orvendetesen gyarapodé konyv-
tar fejlesztésénél elsésorban a matematikai didaktikai anyagok veenddk figyelembe.
Az Intéz6 Bizottsag rendszeresen meghallgatta egy-egy vidéki tagozat vezetOségé-
nek beszdmoloit e tagozatok munkairdl és problémairol Ezek a beszamoldk rend-
kiviil hasznosak, megvxtatasuk igen termékeny és a beszimolok tapasztalatalt a Tér-
sulat és a Vldékl tagozatok igen jol tudjak hasznositani.

X. A tarsulati appardtus és az MTESZ kapcsolata

Az adminisztrativ munka a Térsulat miikodésének aktivizdloddsdval emel-
kedett és a jelenlegi munkatirsak — édldozatkész és nagy hozzaértéssel végzett mun-
kéjuk ellenére — sem tudjidk biztositani a zokkendmentes miikodést. Sok feladatot
ré rank a kollokviumok szervezése, kulfoldi meghivottak ¢és tarsulati kiktildottek
utazési lgyei, és ennek jonéhanyszor a napi munka latja kdrat. Sziikségesnek latszik
a munkatarsak létszaimanak emelése: ezzel az MTESZ is egyetért, de statusz hidnya
miatt nem tud segiteni. Tarsulatunk koltségvetése terhére ideiglenesen miikddott
egy konyvtaros, aki a nagyértékii konyvtarat kezelte.

A Tiérsulat titkdarsiginak minden munkatarsat koszonet illeti meg, sokszor
nagy aldozatokat kovetelé munkajukért. Nagyrészt az 6 érdemik, hogy tarsulati
rendezvényeink megfeleléen elokészitve, jol zajlanak le.

Az MTESZ-szel val6é kapcsolatunk jo. Sok esetben vettik igénybe az MTESZ
kiilonbozd szerveinek segitOkészségét, €s altalanosan mondhatd, hogy az MTESZ
megfeleld szervei megértéssel fogadjak kéréseinket. A Tarsulatnak juttatandd dllami
tdmogatas (260 ezer Ft) megillapitdsandl is messzemenden figyelembe veszik a Tér-
sulat sajatos szempontjait és igényeit.
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XI. A Tarsulat kapesolata a Magyar Tudomanyos Akadémidval
és a Mitvelddésiigyi Minisztériummal

Az MTA-val valé kapcsolataink nagy része abban nyilvanul meg, hogy akadé-
mikusok résztvesznek a tarsulati élet kiilonbozo tertletein. Régebben a kozos kol-
lokviumok, ill. az MTA tamogatasaval rendezett kollokviumok egyiittmiikodésre
adtak alkalmat a III. Osztily apparatusaval, ez a kapcsolat azonban a rendezvények
kiildnvalidsa miatt megsziint. Néhany alkalommal problémat jelentett az, hogy az
Akadémia nem vallalta néhidny matematikus utazdsi okmdnyainak beszerzését,
az érdekeltek Tarsulatunkhoz fordultak és csak nagy utédnjardssal lehetett rovid
id6é alatt biztositani a kiutazast.

A Miivel6désiigyi Minisztériummal foleg a kozépiskolai tigyekben van szoros
egyiittmiikddés; ezen a vonalon j6 kapcsolatok alakultak ki. Az egyetemi f6osztéllyal
nagyon lazdk a kapcsolatok, ebben a tekintetben sok javitanivalo van.”

Az irasbeli beszdmoldt a fotitkar a helyszinen az aldbbiakkal egészitette Kki:

,,Tisztelt Kozgyiilés! Abban a kellemes helyzetben vagyok, hogy a lelépd tiszti-
kar tevékenységének harom évérdl sz6l6 beszamolOt rovidre foghatom, hiszen az
Elndkség 4dltal jovahagyott részletes és a sziikséges adatokat tartalmazé jelentést
a kiildottek sokszorositva kézhezkaptak és tanulmanyozhattak. Legyen szabad ezért
beszamolémban csupédn néhdny észrevételre szoritkoznom.

Azt hiszem, eléggé 4ltalanos véleményt fejezek ki, amikor 6rommel allapitom
meg, hogy az elmult idészakban a Tarsulat tevékenysége, a tagsdgnak a térsulati
munkédban valé kozremiikodése tovabb fokozodott. Sikerrel jart a tisztikarnak
az az intenci6ja, hogy a tarsulati munkét lehetbleg egyenletesen ossza el, minél tobb
tagot vonva be a tarsulati élet vérkeringésébe- A szakosztilyok miikodése aktiviza-
16dott; ez 6rvendetes mddon nyilvanult meg az Oktatasi Szakosztaly vonatkozéaséban,
de eredményes volt a legifjabb szakosztdly: a Matematika Alkalmazasai Szakosztaly
tevékenysége is, kulonosen a megalakulast kovetd idOszakban. Biztatd jelenség
a kozép- és altalanos iskolai tanar kartdrsak és az alkalmazésokkal foglalkozé szak-
emberek érdeklédésének novekedése tarsulati rendezvényeink irdnt. A megvélasz-
tandé 0j tisztikar feladata kell hogy legyen ezen érdeklddés ébrentartdsa és a novekedo
igények kielégitése.

Az 1963-as Kozgyiilésen tobb felszolalds foglalkozott azzal a kérdéssel, hogy
a tarsulati tagsdg zomét alkotd kozépiskolai tandrok szerepének fokozdsa sziikséges
a térsulati életben. Ez az igen helyes elv az Elnokség szdmos intézkedésében meg-
nyilvanult, és hogy nem jirt még nagyobb eredménnyel, az csak a tanarok nagy
elfoglaltsigdban keresendd. Kivanatos lenne megkeresni annak a modjat, hogy a
Téarsulat Pesten és vidéken egyarant még tartalmasabb keretet adjon a tandrsig
rendszeres szakmai Osszejoveteleinek, Ennek céljaira megfelelé anyagi fedezetet
kell biztositani. Uj jelenség a- Térsulat miikddésének kiterjesztése dltalanos iskolai
vonatkozdsban. Ennek a tevékenységnek szervezett keretbe foglalisa a jovo egyik
fontos feladata. 2

A MTESZ térsegyesiiletekkel valé kapcsolataink kezdenek kialakulni, de ezek
még nem elég szervezettek, nem elég rendszeresek. Kivanatos lenne e téren is Iénye-
ges javuldst elérni. Ebben a vonatkozasban igen sokat varunk a Matematika Alkal-
mazésai Szakosztalytol és az alkalmazisi teriileteken miikédd tagtarsainktol.

A Bizottsagok koziil elsdsorban a Kiiliigyi és az Oktatési Bizottsigok miikodé-
sét kell kiemelnem. A Kiiliigyi Bizottsdg operativ jellegti, és sokrétii feladatdt — szé-
mos nehézség ellenére — jol oldotta meg. Az Oktatasi Bizottsig tobb fontos elvi
és gyakorlati jellegii problémat vitatott meg a matematika altalanos- és kozépiskolai
oktatasaval kapcsolatosan. (Utalok itt pl. az érettségi vizsgdk rendjére vonatkozd
javaslatra.) Az oktatasi ligyeket érintd tarsulati feladatokat a kozépiskolai tanir
tagtarsak igen eredményesen lattak el. Az Elnokség életre hivta a Felsdoktatdsi
Bizottsdgot, amely sajnos kevéssé miikodott, bar red is vart néhany feladat. A Mate-
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matika Alkalmazasai Bizottsag — jo kezdés utdn — az ut6bbi iddben alig fejtett
ki tevékenységet.

A vezetd szervek aktivitdsa az elmult 3 évben kedvezd képet mutatott. A meg-
vélasztott tisztségviselok zome aktivan vett részt a munkaban. Akadtak olyanok
is, akik elfoglaltsiguk miatt alig, vagy kevéssé tudtak bekapcsoldédni a tarsulati
munkédba. A vezetd szervek altal hozott intézkedések tobbsége helyesnek bizonyult.
Egy kérdés: az alapszabaly ligye tilzott mértékben vette igénybe a tagsag egy részét,
tobbszor éles vitikra vezetett, amelyeknek elhiizéddsa miatt a vidéki tagsag egyal-
talaban nem, vagy csak alig hallathatta szavat fontos kérdésekben. Kevéssé Iényeges,
tgyrendi kérdésekrol hosszi vita folyt és fontos, a tarsulati tevékenység megvitatdsat
célzé kérdések hattérbe szorultak. Ez a tény sajnos eléggé negativ vondsa az elmult
harom évnek, tulzottan nagy szellemi és anyagi energiat emésztve fel. Nagyon bizom
abban, hogy az 0j alapszabdly életbeléptetésével ez az idészak lezarult. Tarsulatunk-
ban a terméketlen vitdkat az érdemi munka, a kozos cél érdekében folytatott tevé-
kenység- véltja majd fel.

A vidéki tagozatok munkéjiban is 6rvendetes a fejlodés. Sajnalatos, hogy a
tagsag nagy elfoglaltsiga vidéken is erds korlatot szab a tarsulati tevékenységnek.
Aktivitas dolgaban tovabbra is a Borsodi Tagozat viszi el a padlmat: igen j6 szervezd
munkaval, jol atgondolt terv szerint akndzzak ki a lehetOségeket. De szimos mas
tagozatunkban is j6 eredményeket értiink el a tarsulati munka sok teriletén. Uj
szinfolt volt a tapasztalatcsere-mozgalom ' tagozataink ko&zott; csak sajnalni lehet,
hogy ennek a jo kezdeményezésnek nem volt folytatdsa, a helyettesitések megold-
hatatlansiga miatt. Y

Hadd szoljak néhény sz6t a kdzpont és a vidék kapcsolatardl is. Ugy vélem,
hogy ez nem volt rossz, bar egyes esetekben gyorsabb, vagy hathatésabb intézkedés
kivdnatos lett volna. A kovetkezd idészakban bizonyara tovabb fejlodik majd a
vidék tamogatdsa a Tarsulat kozpontja részérdl; erre meglesz a lehetdség a két tit-
kari funkcié révén: a titkarok egyetlen, de annél fontosabb feladata a vidéki tago-
zatok ugyeinek intézése lesz.

Tisztelt Kozgyiilés! A mai Kozgyiilés keretében emlékeziink meg Térsulatunk
elédje megalakulasinak hdaromnegyed évszdzados fordul6jar6l. A Bolyai Tarsulat
sokkal fiatalabb, de jelentOségében, tevékenységének extenzitisiban és intenzitisa-
ban, tarsadalmi funkcidjaban lényegesen tulnétte elédjét. Ma a matematikdval fog-
lalkoz6k és a matematika irdnt érdekldddk szima sokszorosa a réginek, a matematika
szerepe fokozatosan novekszik az oktatidsban, a tudomanyos kutatisokban és a
kozvetlen alkalmazasokban, és ez tiikr6zodik Térsulatunk életében is. Tarsulatunk
egyre fontosabb szerepet tolt be az 4ltaldnos fejlodésben, és rank tarsulati tagokra,
ez komoly feladatokat ré tarsulati tevékenységiinkben. Mai Kozgyiilésiinkre két
fontos feladat vér: elbirdlni azt, hogy helyes Gton jirt-e a Tarsulat az elmult idészak-
ban, helyesen hasznilta-e fel nemcsak 4dllamunk hathat6s anyagi és erkdlesi timoga-
tasat, hanem a tarsulati tagsigban rejld hatalmas erdtartalékokat is. De feladata
lesz kijelolni azt az utat, amelyet a Tarsulat célkit{izéseinek minél eredményesebb
megvalositdsa érdekében kell kovetniink a most kovetkezd ciklusban. Tisztelettel
kérem beszamoloém elfogadasat.”

Az elnok megkoszonte a fotitkari beszdmold megtartasat és felkérte Fried
Ervint jelentése megtartdsara.

PENZTAROSI JELENTES
Az 1963., 1954, és 1955. koltségvetési évekrol

A Tirsulat bevételei hirom részbdl 4llnak: %
1. Az MTESZ-en keresztil Tarsulatunk allami tdmogatdsban részesiil.
2. Tarsulatunk tagjai tagdijat fizetnek.
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3. Kollokviumok vagy mas rendezvények céljaira allami szervektdl anyagi
tdmogatast kapunk, illetve a résztvevok részvételi dijat fizetnek.

Bevételek (ezer Ft-ban)

1963. 1964. 1965.
Allami tdmogatés 187 230 220
Tagdij 3 16 11
Jogi tagdij 1 1 3
Rendezvények 78 155 95
Téritések — 10 —

269 412 327

A rendezvény tdmogatds részletezése:

1963-ban: Az Akadémia III. Osztilydval kozosen szervezett Abel-csoportok
kollokvium koltségvetése az MTA-nél szerepel. Az egri vandorgyiilés bevétele 18,6;
A Matematika Kozgazdasagi Alkalmazisai kollokviumé: 58; Versenydijak tdmoga-
tdsa: 1,5. ;

1964-ben: Valdsziniiségszamitas fizikai alk. kollokviumé: 1,7; Topologiai kol-
lokvium bevétele: 13,2; Miskolci vandorgyiilésé: 28,7; Linedris terek koll.: 28,1;
A Matematikai Statisztika Ipari Alkalmazasai: 83,8.

1965-ben: Keszthelyi vandorgy(ilés bevétele: 30,1; Differencidlegyenletek kol-
lokviumé: 38,1; Geometria kollokviumé: 27,1.

Téarsulatunk kiaddsai az alabbiakbol tevodnek Ossze:

1. A Téarsulat a Ol-es és két 02-es adminisztrativ és egy 07-es (konyvtéros)
munkatdrsanak fizetése.

2. A tarsulati helyiségek fenntartdsi koltségei.

3. Miikodési kiadasok.

Az 1. és 2. alatti kiadasokat az MTESZ kozpontilag kezelt koltségvetésébol
kozvetlentl utalja ki.

Az alibbiakban a miikodési kiadasokat részletezziik.

Kiaddsok (ezer Ft-ban)

: 1963. 1964. 1965.
Belfoldi kikaldetések 16 12 14
Kulfoldi kikildetések 15 37 il
Kulfoldiek vendégil latasa 18 10 13
Nagyobb rendezvények 97 209 141
Nyomtatvany, iroszer, kiadv. 21 26 29
Reprezentécid 8 7 7
Posta, telefon, egyéb szolg. 18 20 15
Vidéki csoportok tamog. 17 21 23
Alkalmi munkak 12 22 15
Pélyadijak 18 18 23
Jutalmazasok 17 17 15
Tarsad. munk. meghalad6 tev. 7/ 4 3
Berendezés poétlasa 1 5 1
Konyvtar beszerzés 4 4 1

269 412 327
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A rendezvények kiaddsainak részletezése:

1963-ban: Kozgylilés: 8,5; Ifjusigi Matematikai Koér Ankétja: 2,6; Egri van-
dorgytilés: 25,8; A Matem. Kozgazdasagi Alk. Koll.: 57,9.

"~ 1964-ben: Ifjusagi Matematikai Kor Ankétja: 1,2; Valészinliségsz. fiz. alk,
koll.: 1,2; Kozgyiilés: 12,0; Topoldgiai koll. 31,0; Linedris terek koll.: 63,4; A Mat.
Stat. Koll.: 69,3; Miskolci vandorgyiilés: 30,1 ;.

1965-ben: 1fjusagi Matematikai Kor: 0,5; Keszthelyi vandorgyfilés 43,5; Dif-
ferencidlegyenlet koll.: 46,9; Geometriai koll.: 47,0. :

Ezutan Szilird Karoly ismertette az Ellen6rz6 Bizottsag jelentését. ,,A Bolyai
Janos Matematikai Tarsulat Ellen6rzé Bizottsaga 1966. junius 16-an tartott iilésén
megvizsgalta Fried Ervin pénztirosnak a Kozgy(ilés elé terjesztendd jelentését és
a jelentést aldtimaszté bizonylatokat. A Bizottsig vizsgilata megéllapitotta, hogy
a Tarsulat a rendelkezésére bocsétott anyagi eszkozoket lényegében a koltségvetési
terveknek megfeleléoen hasznalta fel. Az el6irdnyzott kiadasokkal szemben 1965-
ben kereken 35000 Ft megtakaritds mutatkozik, aminek f6 okai a kovetkezok:
az eldirdnyzathoz képest csokkentek a reprezentacid, a posta, a rendezvények kolt=
ségei, a kulfoldiek vendégiil latasanak koltsége és egyes vidéki tagozatok sem hasz-
naltdk fel a rendelkezésiikre bocsatott Gsszegeket. A Bizottsig a megtakarits tényét
altalaban kedvezden itéli meg, azonban sajndlatosnak tekinti azt a koriilményt,
hogy a vidéki tagozatok nem mindig éltek a rendelkezésiikkre bocsatott anyagi esz-
kozokkel.

A tagdijmordl az 1966. évben némi javuldst mutat, ami azonban még mindig
nem kielégitd, hiszen kb. 1500 tag koziil az év elsd felében nem egészen 500 f6 fize-
tett tagdijat. Ezen a téren gyokeres valtozasra van sziikség. Az Ellen6rzd Bizottsag
javasolja a Kozgylilésnek, hogy foglalkozzék a tagdijmordl megjavitdsanak kérdésével.

Az Ellendrzé Bizottsdg 1963. évi javaslata alapjan a Tarsulat a konyvtar keze-
Iésére fuiggetlenitett alkalmazottat vett fel. Ennek ellenére az értékes konyvtar kata-
logizdlasa ez ideig még el sem kezdddott, mert a konyvtdri alkalmazottat egyéb
adminisztraciés munkdkra haszndltak fel. Valtozatlanul sziikségesnek tartjuk, hogy
a konyvtar katalogizdldasa mielobb megtorténjék.

A palyadijak és a versenydijak vizsgdlata sordan megillapitottuk, hogy pl. 1965-
ben a Griinwald Géza-dij kiosztott masodik dija 1300, a Schweitzer Miklés-dij elsd
dija 800,—, masodik dija 500,—, a Kiirschak Jozsef-verseny els6 dija 500,—, mésodik
dija 400,—, az Arany Daniel-verseny els6 dija 250,—, mésodik dija 150 forintot tett
ki. Ugyanakkor a Miivelodésiigyi Minisztérium altal jutalmazott Orszédgos Tanul-
manyi Verseny els6 dija 1000 Ft. Az a véleményiink, hogy a Tarsulat 4ltal kiosztott
pélya- és versenydijak a mai viszonyokhoz képest tul alacsonyak és kivanatos volna
azok jelentds felemelése esetleg a Miivelddésiigyi Minisztériumtdl nyert anyagi
tdmogatds révén. z

A Bizottsdg 1963. évi jelentése utal arra, hogy sziikséges a kozépiskolai tand-
rok szamdra, hogy tapasztalatcsere céljabol kiilfoldi és belfoldi oktat4si intézményeket
latogassanak meg. A Tarsulat Vezetésége ebben a vonatkozdsban megfeleld intéz-
kedéseket tett azota az anyagi elofeltételek biztositdsa révén. Sajnos a Tarsulaton
kiviil 4116 okok (pl. kertileti, megyei tandcsok engedélyének hianya) miatt ezek a-
tapasztalatcserék csak részben valdsulhattak meg. Sziikségesnek latjuk, hogy az’
akadilyok elhdritdsa érdekében a Tarsulat megvilasztandd vezetGsége kezdemé-
nyezzen targyaldsokat az illetékes féhatésaggal. ;

Az eléadottak alapjan a Bizottsig javasolja a pénztirosi jelentés elfogadasat
és a felmentvény megadasat.

Hajés Gyorgy elnok felkérte Barna Bélat, a Jelolobizottsdg elndkét, ismertesse
a Jelolobizottsag javaslatat és egyben kozolte a szavazdssal kapcsolatos tudni
valokat.
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Barna Béla, a Jelolobizottsag elndke ismertette a kiildotteknek elézetesen irds-
ban kikiildott jelololistat. Ismertette tovabba a Tarsulathoz a Kozgyiilés idépontja
el6tt 5 nappal beérkezett kiegészitd javaslatokat.

Tobb kérdés hangzott el a szavazas technikai részleteit illetden. E hozzaszo6la-
sokra adott valasz utan az elndk felkérte a szavazatszedd bizottsag elnokéil Hossza
Mikl6st és tagjaiul: Tandori Karolyt, Hnisz Laszl6t, Katona Gyulat, Kévari Karolyt,
Jarosi Andrést és Szdsz Domokost. Ezutdn kovetkezett az elhangzott beszdmolok
megyvitatdsa. A vita sordn felszélaltak: Pélfy Sandor, Szdsz Ferenc, Csaszar Akos,
Hnisz Laszl6, Székely Gabor, Alpar Laszlé, Gondocs Lészlo, Alpar Laszlo, Valko
Endre, Szasz Ferenc, Surdnyi Janos.

E felszo6laldsok elhangzasa utdn az elnok a délelotti tilésszakot bezarta.

Szinet

Sziinet utdn az elndk megnyitd szavaiban dvozolte a Mathematikai és Phy-
sikai Tarsulat megalakuldsinak 75 éves évforduldja alkalmabol tarsegyesiiletiink
az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat itt megjelent képviselSit. Személy szerint tidvozolte
Gyulai Zoltant az Edtvos Térsulat elndkét és Szigeti Gyorgy fotitkart. Megemlitette,
hogy az Eotvos Lorand Fizikai Térsulat ez éy szeptemberében kiilon megemlékezést
tart a két tarsulat elodjének 75 éves jubileuma alkalmabol. Felkérte Széndssy Barnat,
hogy tartsa meg megemlékezd eldadasat. Szénassy Barna eldadasanak szovegét a
Matematikai Lapok jelen szima kozli.

Szénissy Barna tlnnepi megemlékezése utdn Szigeti Gyorgy akadémikus, a
Tarsulat f6titkdra, tdvozolte a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Kozgyiilését
és tagsagat. Hajos Gyorgy elnok megkoszonte az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat
elnokének, fotitkaranak, valamint képviseldinek hozzdjarulasat a Kozgyliléshez.

Néhany perces sziinet utdn az elnok bejelentette a délelotti vita folytatasat.
Minthogy a beszdmol6khoz tobb hozzdsz6lds mar nem volt, Fuchs Laszlé fotitkar
vélaszolt a fotitkari beszamol6hoz elhangzott hozzédszolasokra, kiegészitésekre.
A Kozgylilés ezutan elfogadta a fotitkari beszamolot, és a pénztarosi jelentést. Meg-
adta a felmentvényt a lelépd tisztikarnak.

Az elnok felkérésére Csaszar Akos ismertette az alapszabaly kifogdsolt 20. §-ara
vonatkozd modosito javaslatat. Tajékoztatta a Kozgyiilést az e célra kikiildott bizott-
sdg munkdjarol.

Az alapszabély 20. §-dnak kérdéséhez Hajos Gyorgy, Suranyi Janos és Fuchs
Lészl6 széltak hozza. A Kozgy(ilés ezutdn egyhangilag elfogadta-a 20.§ javasolt
szovegét. (A kozgylilési beszamol6hoz csatlakozik az alapszabdly elfogadott és
jovahagyott szovege).

Fuchs L4szl6 javaslatara a Kozgy(ilés felszolitja az EInokséget és a Valasztmanyt
a Térsulat tigyrendjének kidolgozasara, lehetdleg egy éven beliil.

Surdnyi Jénos tagdijmédosité javaslatot nyujtott be. Az errdl valé dontést
a Kozgylilés az Elntkség hataskorébe utalta.

A beadott javaslatok feletti szavazds utdn Hosszi Miklos, a szavazatszedd
bizottsag elnoke ismertette a szavazads eredményét, az egyes jeloltekre leadott szava-
zatok szamét. A Tarsulat Kozgyiilése tiszteletbeli elnokil megvalasztotta

Szasz Palt,

tisztségviselokil pedig a kovetkezoket:
elnok: HAJOS GYORGY 2 E:
alelnok (budapesti): SURANYI JANGS vidéki: MAROT REZSO

* fotitkdr: CSASZAR AKOS 5 :
titlkdr: Dundn inneni: REMENYI GUSZTAV dundntili: CZAPARY ENDRE
pénztiros: SCHMIDT TAMAS
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Tudom. Szakosztdaly

elnsk: RAPCSAK ANDRAS
alelnsk: VINCZE ISTVAN
titkdr: SZASZ DOMOKOS

Mat. Alk. Szakosztdly

PREKOPA ANDRAS
HEPPES ALADAR
KATONA GYULA

Oktatdsi Szakosztdly

GADOR ENDRENE
REMENYI GUSZTAV
KOVARY KAROLY

Kiiliugyi Bizottsdg
elnok: RENYI ALFRED

8 tag: CZACH LASZLO
DEAK ERVIN
FENYO ISTVAN GYIRES BELA

3 péttag: (a behivas sorrendjében)
MOLNAR JOZSEF szkf.

FODOR GEZA

JUHASZ ISTVAN

titkdr: REVESZ PAL
'~ SARKADI KAROLY

GENZWEIN FERENC VINCZE ENDRE

ROZSA PAL

Ellenérzé Bizottsdg

elnsk: TANDORI KAROLY

3 tag: MEDGYESSY PAL

2 porrag: (a behivas sorrendjében)
MERZA JOZSEF

NEMETZ TIBOR

titkdr: ALPAR LASZLO
REDLING ELEMER

PALMAY LORAND

Fegyelmi Bizottsdg
elnik: HOSSZU MIKLOS
2 tag: DER ZOLTAN

2 pottag: ( behivas sorrendjében)
BALAZS JANOS

titkar: PETRUSKA GYORGY
REIMAN ISTVAN

ERDOS JENO

IMU Bizottsdg
elnik: VARGA OTTO

10 rag: CSASZAR AKOS
FEJES TOTH
LASZLO
FUCHS LASZLO
HAJOS GYORGY

KALMAR LASZLO

RAPCSAK ANDRAS
RENYI ALFRED
SURANYI JANOS

titkdr: VARGA TAMAS

SZOKEFALVI-NAGY
BEEA Y
TYRAN PAL

Vilasztmdny: 28 tag

ACHATZ IMRENE
ACS PAL

BATAR ZOLTAN
BOKOR GEZA
CSEBFALVI KAROLY
FREY TAMAS
FUCHS LASZLO
GALLAI TIBOR
GASPAR GYULA
HAJNAL ANDRAS
HODI ENDRE

LORINCZ PAL

IMRECZE ZOLTANNE SZASZ GABOR
JAROSI ANDRA
KERTESZ ANDOR
KONCZ KAROLY
KARTESZI FERENC

S SZENDREI JANOS
SZEKELY GABOR .
SZEP JENO
STEINFELD OTTO
VERES JENO

MAKAI ENDRE
MIKOLAS MIKLOS
NEMETHY KATALIN
POLLAK GYORGY
REIMAN ISTVAN
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pot'agok: (a behivas sorrendjében)

1. ANDRASFAI BELA 5. PELLE BELA

2.  SCHARNICZKY VIKTOR 6. SZAMOSI JOZSEFNE
3—4. DOMOLKI BALINT 7. SZELEZSAN JANOS
3—4. KREKO BELA 8. URBAN JANCS

A szavazatok eredményének ismertetése utdn Hajos Gyorgy elnok megkoszonte
a Szavazatszedd Bizottsig munkdjit, tovabba a Tarsulat tagjainak, illetve kildottei-
nek részvételét a Kozgylilésen. Kiemelte az elmult idészakban eredményes munkat
végzett fotitkar, Fuchs Laszl6 munkéjat, a tisztikar tobbi tagjénak pedig egyiittesen
mondott koszonetet. Felkérte a Tarsulat jelenlevd és jelen nem levd tagjait, hogy
minden igyekezetitkkel azon legyenek, hogy a Tarsulat tovabbi munkajit javitsak.
Az elnok e gondolatokkal blcsuzott, megkoszonte a részvételt és bezarta a Koz-
gylilést.

*

Az alabbiakban koz6ljiik a Tarsulat jovahagyott alapszabdlyat:

1. Altaldnos rendelkezések
1. §.

+ 1. A Téarsulat neve: Bolyai Jinos Matematikai Tarsulat.
A Tarsulat neve angolul: Janos Bolyai Mathematical Society.
A Tarsulat neve francidul: Société Mathématique Janos Bolyai.
A Téarsulat neve németiil: Janos Bolyai Mathematische Gesellschaft.
A Térsulat neve oroszul: Martematnueckoe OGwecteo uM. Janos Bolyai.
2. A Tarsulat a Miszaki és Természettudomanyi Egyesiletek Szovetségének
(tovdbbiakban: SzOvetség) tagegyesiilete.
3. A Tarsulat a Nemzetk6zi Matematikai Unié (International Mathematlcal
Union, tovabbiakban: IMU) tagja.
4. A Téarsulat a Kozgy(ilés és a Szovetség hozzadjarulasaval tagja lehet mas
nemzetkozi tudomanyos szervezeteknek  is.
5. A Tarsulat az 1891-ben alapitott ,,Mathematikai és Physikai Tarsulat™
matematikai tevékenységét folytatja.
6. A Tarsulat pecsétje: koriratban ,,Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, a
Miiszaki és Természettudomanyi Egyesiiletek Szdvetségének tagja”™.
7. A Tiarsulat székhelye: Budapest, miikddési teriilete a Magyar Népkoztarsasag.

II. A Tarsulat célja és tevékenysége
2

1. A Tarsulat a Magyar Népkoztarsasig Alkotmdnydnak szellemében az
alabbi “célokat koveti:

elOsegiti

a) a matematikai tudomanyos kutatésokat;

b) a matematika alkalmazisainak fokozottabb meghonositisit és széles korii
elterjesztését ;
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¢) a matematika oktatdsaval kapcsolatos kérdések megoldasat;

d) a matematika népszerfisitését és mindezek keretében tirsadalmunk vilag-
nézeti nevelését. ;

2. E célok elérése érdekében a Tarsulat feladata tomoriteni mindazokat a
magyar allampolgarokat, akik a matematikai tudomédny miivelésével, alkalmazasai-
val, oktatdsdval vagy népszeriisitésével foglalkoznak, vagy pedig a matematikaval
kapcsolatban tudomanypolitikai tevékenységet fejtenek ki.

3. E célok és feladatok megvaldsitdsa végett a Tarsulat

a) szervezett lehetéséget biztosit matematikai eredmények ismertetésére, nép-
szer(isitésére, a matematika elvi kérdéseinek haladé szellem{i tudoményos vildg-
nézeten alapulé elemzésére, idoszer(i tudomany- és oktataspolitikai kérdések meg-
vitatdsara;

b) kongresszusokat, kollokviumokat stb. rendez 6ndllban vagy mdas szervek-
kel egyiitt;

¢) matematikai folybiratokat, szakkonyveket szerkeszt, tdmogatja a szakiro-
dalmi tajékoztatést;

d) megyvitatja és tarsadalmi uton elGsegiti matematikai életiink kérdéseinek
megoldasat és ennek érdekében sziikség esetén javaslatokat dolgoz ki 4llami szervek
részére, illetve ezek felkérésére szakvéleményt ad;

e) felkutatja a matematikai tehetségeket, elémozditja tovabbképzésiiket,
tanulmanyi és emlékversenyeket szervez, palyadijakat és emlékdijakat tiiz ki;

f) kiépiti és dpolja a tudoményos és pedagogiai kapcsolatokat kiilféldi hasonld
egyesiiletekkel, intézményekkel.

III. A Téarsulat tagjai
3.8

1. A Tarsulat tagjai rendes tagok, tiszteletbeli tagok vagy partolé tagok.

2. A Tarsulat rendes tagja lehet minden olyan magyar allampolgar, aki el-
fogadja a Tarsulat célkitiizéseit, megvalositasukra képes, részt kivan venni a Tarsulat
tevékenységében, elfogadja a Tarsulat Alapszabdlyat és vallalja, hogy rendszeresen
fizeti a tagsagi dijat.

3. A Térsulat tiszteletbeli tagja lehet minden olyan kilféldi allampolgar, aki
elfogadja a Tarsulat célkitlizéseit és Alapszabalyat.

4. A Térsulat partol6 tagja lehet minden olyan természetes vagy jogi személy,
aki elfogadja a Tarsulat célkitiizéseit, s erkolcsileg és anyagilag timogatja a T4rsulat
tevékenységét.

5. A rendes és partol6 tagokat a megfeleld tagozat vezetGségének javaslatira
az Elnokség veszi fel. Tiszteletbeli tagokat a Szdvetség hozzdjaruldsival a Vilaszt-
many vesz fel.

6. Tagfelvételi kérelem elutasitdsa ellen 15 napon belill a Vélasztményhoz
lehet fellebezni.

4.§.

1. A rendes tagok jogai:

a) részt vehetnek a Tarsulat minden rendezvényén, tovabba a Tarsulat vagy
a Szovetség megbizasdbol részt vehetnek kilfoldi tanulmanyutakon, rendezvényeken
stb.;

b) kérhetik a Téarsulat timogatdsat a Tarsulat céljaival Osszefiiggd javaslatok
megvalOsitisara;
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¢) felszolalhatnak a Tarsulat Kozgyilésén;

d) vélasztojoguk van a Kiildottvalasztd Ertekezleten;

e) megvalaszthatok barmely tarsulati tisztségre egy évi tarsulati tagsag utdn;

f) javaslatot, beadvanyt, panaszt intézhetnek a Tarsulat barmely testiiletéhez;

g) megbirdlhatjdk a Tarsulat barmely testiiletének vagy tagjidnak térsulati
tevékenységét. ;

2. A rendes tagok kotelességei:

"a) megtartani a Tarsulat Alapszabalyit és Fegyelmi Szabalyzatat;

b) részt venni a Tarsulat céljainak megvalésitdsdban;

¢) megtartani a Tarsulat szerveinek hatdrozatait;

d) rendszeresen fizetni a tagséagi dijat, a felvétel évét is beleértve.

3. A tiszteletbeli tagok jogai megegyeznek a rendes tagok jogaival, kivéve
a 4. § (1) bekezdés d) és e) pontjaban felsorolt jogokat.

4. A tiszteletbeli tagokra a 4. § (2) bekezdés a) pontjiban felsorolt kateles-
ségek vonatkoznak.

5.8.

1. A természetes személy pértolo tag jogai megegyeznek a rendes tagok jogaival.

2. A jogi személy partold tag jogai:

a) képviseltetheti magit a Tarsulat és a SzOvetség rendezvényein;

b) igényt tarthat arra, hogy dolgozoi részére a Tarsulat rendezvényeket szer-
vezzen;

¢) kérheti a Tarsulat segitségét tudomadnyos problémdinak megoldasahoz
és dolgozbinak szakmai tovabbképzéséhez.

3. A természetes személy és jogi személy partold tagok kotelességei ugyanazok,
mint a rendes tagok kotelességei; tagsagi dijukat velilk egyetértésben az Elnokség
kiilon allapitja meg.

1IV. A tarsulati tagsag megsziinése
6.8.

1. A tarsulati tagsag a kovetkezo okok folytdn sziinik meg:
a) halaleset;
b) kilépés;
_c¢) a tagok sordb6l vald torlés;
d) kizaras.
2. A Térsulatbdl kilépni az Elnokséghez intézett irasbeli bejelentés ttjan lehf_t_.
A tagsigi jogok és kotelességek a kilépés bejelentését kovetd honap elsé napjival
szlinnek meg.
3. A Tarsulati tagsag sziinetel, ha a tag legalabb két évi tagsagi dij befizetésével -
elmaradt, mindaddig, amig tagsagi dij tartozdsat nem rendezi.
4. Azt a tagot, aki legaldbb két évi tagsagi dij hatralékdt ismételt irdsbeli fel-
szolit4s ellenére sem fizeti meg, a Valasztmany torli a tagok sordbol.
5.'A Tarsulatbdl kizdrhaté az a tag, aki az alapszabdlyt megszegte, vagy tar-
sulati taghoz nem mélté magatartdst vagy tevékenységet tanusitott. A kizaras csak
fegyelmi hatérozat alapjan torténhet. (15. § (2) bekezdés.)

6. A Téarsulat tagjai sorabol kizart vagy torolt személy a Valasztmany hatéaro-
zata ellen 15 napon beliil a Kézgyfiléshez fellebezhet. A Fegyelmi Bizottsag kizarasi
javaslatatol a fellebbezés elintézéséig a tagsdg sziinetel.

26 Matematikai Lapok 3 -4
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7. Az érdekelt személyt tagsdgdnak megsziintetésérdl vagy sziinetelésérdl a
Térsulat irdsban értesiti.

8. A Téarsulatba valé ujrafelvétel indokoldssal kérhetd a tagsdg megsziinését
kimondd jogerOs hatdrozatot kovetd fél év elteltével. -

V. A Tarsulat testiiletei

7.8.

1. A Tarsulat testiiletei:

a) a vezetd szervek;

b) a kozponti szervek;

¢) a szakosztilyok;

d) a tagozatok;

e) a Valasztmany illetve az Elnokség dltal kikuldott dllandé és iddszaki bizott-
sagok;

f) a Kiildottvalaszté Ertekezlet.

2. A TNarsulat vezeto szervei:

a) a Kozgyiilés;

b) a Valasztmany;

c¢) az Elnokség.

3. A Tarsulat kézponti szervei:

a) az Ellen6rzé Bizottsag;

b) a Fegyelmi Bizottsag;

c) az IMU Bizottsag;

d) a Kiligyi Bizottsag.

VLA Tiérsulat miikidésének és vezetésének jellege
8.8.

1. A Térsulat a tarsulati demokricia és a kollektiv vezetés elve alapjan miikodik.

2. A Térsulat vezetd és kozponti szerveinek minden tagjat vélasztjak.

3. A vélasztott szervek és tisztségviseld tagok tevékenységiikrél beszamolnak
a Tarsulat magasabb vezetd szerveinek.

4. A magasabb szerv hatdrozatai kotelezok az alacsonyabb szervre.

VII. A Koézgyiilés
9.8.

1. A Kozgylilés a Tarsulat legfobb vezetd szerve. A Tarsulatot érinté barmely
kérdésben donthet. A Tarsulat Kozgyiilése kiildottkozgyfilés.

2. A Kozgylilés

a) megalkotja és sziikség esetén modositja a Tarsulat Alapszabalyat;

b) megvitatja a Tarsulatnak a legutobbi Kozgy(ilés Ota végzett munkéjat,
meghatdrozza a soron koévetkezd iddszak legfontosabb feladatait;

c) feliilvizsgdlja a Vélasztmdny megfellebbezett hatdrozatait, és dont mind-
azokban a kérdésekben, amelyeket a Vélasztmény vagy az Elndkség eléje terjeszt;
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d) megtirgyalja a tagok altal a Kozgyiilés idSpontja el6tt legalibb két héttel
frdsban beterjesztett javaslatokat, illetve dont e javaslatok érdemi elintézésének
elokészitésére vonatkozolag;

 e) megvitathatja a Szovetség munkdjit és erre vonatkozdlag javaslatokat
tehet;

f) megvitatja a Tarsulat pénztarosanak jelentését, hatdroz fontosabb vagyoni
jogiigyletek, s7erz6dések lgyében, illetve jovdhagyja a Valasztmdnynak erre vonat-
koz6 hatarozatait, javaslatot tesz a Szovetségnek a rendes tagok tagsagi dijara vonat-
kozoban;

) megadja a felmentvényt a lek6szond vezetd €s kdzponti szerveknek, felelds
tisztségviseld tagoknak ; kelld indokolassal visszahivhatja a Kozgy(ilés altal megvalasz-
tott tiszts'gviseld tagokat;

h) megvélasztja névre &s tisztségekre sz6léan hdrom évre a vezetd és kozponti
szervek tagjait és behivasi sorrendjiik meghatdrozadsaval pottagjait, a szakosztdlyok
vezetdit, megbizza a Tarsulat lapjainak szerkeszidbizottsagdt, javaslatot tesz a Miive-
16désiigyi Minisztériumnak a kozds lapok szerkesztobizottsagara, kijeloli azt a négy
vidéki tagozatot, amely a kdvetkezd évben az Elndkségbe képviselot kiild;

i) megvilasztja hatdridd nélkiil a Tarsulat tiszteletbeli elndkeit;

Jj) megvilasztja a kuldotteket a Szovetség Kozgylilésére, ezek megbizatisa
a Tarsulat legkozelebbi Kozgyiiléséig tart; -

k) dont a Szovetségbdl valo kilépés, mds egyesiiletbe valod be- és kilépés, egye-
siilés, részekre vald szétvalas és megsziinés kérdésében és javaslatot tesz a Szovet-
ségnek az utdbbi két esetben a Tarsulat vagyonanak tovabbi sorsa tigyében.

10.8§.

1. Az Flnokség rendes Kozgyiilést évente egyszer koteles Osszehivni. Ha a
vélasztott tisztségviseldk megbizatisa lejar, a Kozgy(ilés napirendjére kell tiizni
a tiszthjitast. -

2. Az EIndkség rendkiviili Kozgyiilést barmikor Osszehivhat. Ha a Tarsulat
teljes taglétszamanak legaldbb egyharmada vagy a Vélasztmanyénak legalabb fele
— a cél megjeldlésével — kéri rendkiviili Kozgylilés osszehivéasét, akkor a rendkiviili
Kozgylilést az Elndkség koteles Osszehivni és 60 napon belil megtartani.

3. Minden Kozgyiilés elokészitése a Kiildottvalasztd Ertekezletek dsszehivasa-
val kezdddik a tagozatok székhelyein. Ezen az értekezleten a tagozat barmely tagja
felsz6lalhat és szavazhat.

4. A Kiildottvdlaszté Ertekezleteket a Kozgyiilés napja_eldtt legalabb 3 hét-
tel, de legfeljebb 6 héttel kell dsszehivni. A Kuldottvalaszté Ertekezletek idépontjét
és helyét az értekezlet napja eldtt legalabb 10 nappal kell irdsban kozolni a Térsulat
minden érdekelt rendes és pértold tagjéval.

5. A Kiildottvalasztd Ertekezleten a tagozatok minden tiz nem jogi személy
tag utan egy-egy kiildottet valasztanak.

6. A Kiildottvalaszté Ertekezleten a kiildottek megvalasztasa jeldlt-lista alapjan,
titkos szavazéssal torténik. A jeloldlistit a tagozat vezetdsége dltal felkért jelols-
bizottsag késziti. A kiildottek megvdlasztdsara a 20.§ szabdlyai vonatkoznak. A
Kiildéttvalasztd Ertekezlet hatarozatképességét az Ugyrend szabé