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P. SELENYI

Am 21. Marz dieses Jahres trugen wir die sterbliche Hulle von P. Selényi,
korrespondierendem Mitglied der Ungarischen Akademie der Wissenschaften,
zu Grabe. Die symbolische Wertschdtzung der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften gelangte auch dadurch zum Ausdruck, dass sich die letzte Ruhestatte
des hervorragenden Verstorbenen der ungarischen Physik neben dem Grab von
Roland Eo6tvds befindet. Beim Begrdbnis umstanden ausser seinen engeren Fami-
lienmitgliedern auch die Mitglieder seiner weiteren Familie sein Grab, von den &lte-
sten Physikern bis zur jingsten Generation, den Universitatshérern der Physik.
Noch fallt es uns schwer, Uber ihnim objektiven Tone der Erinnerung zu sprechen.

Das Leben Selényis war das Leben des bescheidenen Gelehrten, doch blieb
es nicht unberihrt von den Auswirkungen der Politik. In dieser stirmischen
Atmosphére Hess sich indessen stets das Gedicht von Horaz auf ihn anwenden :
»lustum et tenacem propositi virum .. .«

1 Acta Pbysica IV/1



Paul Selényi wurde am 17. November 1884 in Adony, einer Ortschaft in
Transdanubien, als Sohn einer biirgerlichen Familie geboren. Seine Mittel-
schulstudien absolvierte er in Budapest, im Barcsay-Gymnasium im VII. Bezirk,
an dem damals hervorragende Lehrkrifte wirkten. Danach absolvierte er die
Universitit in Budapest, wo er im Jahre 1907 das Mittelschullehrerdiplom fiir
Mathematik und Physik erlangte. Schon als Universititshorer zeigte sich bei
ihm eine besondere Begabung und Neigung zur Physik, die von seinen Lehrern
I. Frohlich und J. Klupathy gepflegt und gefordert wurden. So wurde er schon
1907 zum Assistenten am II. Institut fiir Physik der Budapester Universitiit
ernannt und behielt diese Stellung drei Jahre hindurch. Im Jahre 1910 bestand
er sein Doktorexamen aus Philosophie. Da seine Begabung und sein Talent auf-
gefallen waren, verbrachte er das Studienjahr 19121913 auf Grund eines
staatlichen Stipendiums in Géttingen und Berlin.

Die Jahrhundertwende darf als die Zeit bezeichnet werden, in der die
Ausbildung der ersten ungarischen Physikergarde einsetzte. Dieser Prozess
nahm unter dem Einfluss der grossen wissenschaftlichen Erfolge und der streng
logischen und konsequenten wissenschaftlichen Persénlichkeit von Roland
Eiétvos seinen Anfang.

Bis dahin hatte in Ungarn der Gelehrte — in erster Linie der Naturwissen-
schaftler — eher als ein Sonderling gegolten. Die Ereignisse der politischen
Geschichte verhinderten mit voller Absicht, dass sich auch in Ungarn das
Bewusstsein iiber die Bedeutung der Beziehungen zwischen dem Wirtschafts-
leben und den Wissenschaften entwickelte, obwohl die prophetischen Worte
von Széchenyi mehr als fiinfzig Jahre vorher iiber das Land hinweggebraust
waren : Das Volk, das ohne Wissenschaft lebt, wird zugrunde gehen!«

Die monumentalen Erfolge Estvés’, die in 1906 am internationalen geo-
ditischen Kongress in Budapest auch im Inland greifbare Formen annahmen,
wirkten trotz seiner Verschlossenheit in suggestiver Weise auf die jungen Studenten
der Physik und gestalteten in ihnen den Begriff und die Perspektive einer hohen
— im europiischen Sinne genommenen — Wissenschaft aus. Diese Wirkungen
fielen bei Selényi auf fruchtbaren Boden. Wer ihn in der letzten Zeit kennen
lernte, war vom Reichtum seines Gemiites, das ihn ausser seinen exakten physi-
kalischen Gedankengiingen kennzeichnete, mit Recht beeindruckt. Diese edle
Seite seiner Personlichkeit offenbarte sich unter anderen auch in einigen Gedich-
ten aus seiner Jugendzeit, von denen sich eines gerade auf Eétvios bezog, oder
darin, dass er in der Bewegung eines vom Spiegel der Waage reflektierten Licht-
fleckes im dunklen Zimmer den Geist Newtons zu erkennen glaubte. Er war
eine wahre Kiinstlernatur, was auch in seinen zarten Aquarellen und in seiner
grossen Liebe zur Musik zum Ausdruck kam.

Der Grundpfeiler seiner Personlichkeit war aber seine grosse und tiefe Liebe
zur Physik. Dies zeigte sich schon darin, dass er sich sofort nach seiner Diplom-
arbeit (die iiber die Polaritit des diffraktierten Lichtes handelte) einem optischen



Problem zuwandte, das mit der Zeit zu einem der grundlegenden Probleme der
modernen Quantenphysik wurde. Diese Arbeit erschien unter dem Titel »Uber
Lichtzerstreuung im Raume Wienerscher Interferenzen« in den »Mathematischen
und Naturwissenschaftlichen Berichten aus Ungarn« (XXV 11, 1909, Heft 1 und 2)
sowie auszugsweise in den »Annalen der Physik« [(4), 35, 444, 1911]. Die von
ihm in dieser Arbeit gewonnene Erkenntnis besteht darin, dass sich die Elemen-
tarstrahlung der Lichtquellen genau so verhalt wie eine aus einem Hertzschen
Dipol ausgehende, in jeder Richtung kohdrente Kugelwelle. Diese Feststellung
ist in der Quantentheorie — im Gegensatz zu dem Bilde der Einsteinschen Nadel-
strahlung — von Bedeutung. Spéater stellte Kossel an Rdntgenstrahlen eine
ahnliche Erscheinung fest.

Im zweiten Jahrzehnt dieses Jahrhunderts begann sich die erste junge
Generation der ungarischen physikalischen Forscher zu einer ersten, lockeren
Organisation zusammenzuschliessen. Den Anfang machte Gy. Zemplén, der
in den Spalten der »Mathematikai és Physikai Lapok« (Mathematische und
Physikalische Blatter) einzelne jungere Physiker zu Wort kommen liess, ihnen
Aufgaben stellte und sie mit der Abfassung kleinerer Referate betraute.In dieser
anfanglichen Entwicklung war Selényi der verheissungsvollste. Doch der erste
Weltkrieg setzte diesen schonen Anfangen ein Ende. Zemplén fiel auf dem
Schlachtfeld, der junge Bartoniek verscholl, Selényi wird nach 16 Monaten
Frontdienst im Jahre 1917 aus gesundheitlichen Grinden in das Hinterland
versetzt. Doch auch im Felde blieb Selényi Physiker und sendet von hier seinem
Redakteur Arbeiten ein. An der italienischen Front beschaftigt er sich mit
der Lichtreflexion negativ gekrimmter Flachen. Bei der Artillerie stellt er
akustische Beobachtungen an und wird im Jahre 1918 an die Wiener Universitat
kommandiert, um seine eventuell auch fiur das Militdr brauchbare akustische
Erfindung auszuarbeiten.

Die nach Beendigung des ersten Weltkrieges auftretende politische
Gestaltung liess auch in der Entwicklung der ungarischen Physik ihre Spuren
zuriick. Selényi kehrt an die Budapester Universitat zurick. Er bewirbt
sich um seine Habilitation als Privatdozent. Nach dem Tode EO&tvds’ wird
er stellvertretenderweise mit der Abhaltung der Vortrége betraut.

Nach dem Sturze der Réaterepublik bleibt das Gesuch seiner Habilitation
unerledigt und er ist gezwungen, eine Stellung in der Industrie anzu-
nehmen. Nach mehreren schwer durchgekdmpften Jahren bei der Versuchs-
station der Post, bei der Firma Erdélyi und Szabd bildete sich in der Vereinigten
Glihlampenfabrik in Ujpest unter der Leitung von |. Pfeiffer eine industrielle
Forschungsgruppe, deren physikalischer Teil Selényi unterstellt wurde. Zwar
war es fur ihn schmerzlich, dem Unterricht entsagen zu missen, doch gelangte
er in weit bessere technische Arbeitsverhéltnisse, als die damaligen Universitaten
zu bieten vermochten. Natirlich bestand seine Hauptaufgabe in der Ldsung
industrieller Probleme. Nun offenbarte sich eine neue Seite der reichen Person-
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lichkeit Selényis, nimlich sein starker Wille. Trotzdem er sich in seinen poli-
tischen Idealen getduscht und in seinen wissenschaftlichen Ambitionen gefihrdet
und behindert sah, riickte er nicht von seinen edlen Zielen ab. Er ging nicht
ins Ausland, wie es viele in diesen Zeiten taten, sondern widmete sich ganz der
produktiven Arbeit. Jetzt befand sich die Forschernatur Selényis sozusagen
in ihrem Element. Er war es, der eigentlich die Grundlagen der industriellen
physikalischen Forschung in Ungarn legte, wobei ihm die zahlreichen indu-
striellen Probleme auch Gelegenheit zur Erkenntnis rein physikalischer Erschei-
nungen boten. Nahezu zwanzig Jahre arbeitete er in der Industrie und zog
hierbei eine kleine Gruppe von Physikern auf.

Als hervorragender Forscher trug er mit seinen Ratschligen zu vielen Ver-
besserungen in der Produktion der Fabrik bei. Das Hauptproblem war aber die
Erzeugung der Glithlampe, so dass er sich am eingehendsten mit dieser Frage
beschiftigte. So untersucht er die sich in der Glithlampe abspielenden Elektronen-
und Ionenprozesse und arbeitet zusammen mit Rostas ein Schnellverfahren
zur Untersuchung der Gas oder kein Gas enthaltenden Glithlampen aus.

Zusammen mit I. Patai konstruiert er einen Apparat zur Messung der
Wirmeausdehnung des Glases.

Zu dieser Zeit war die Photozelle noch neu. Selényi bringt durch die Glas-
wand auf elektrolytischem Wege Natrium in das Vakuum ein, ein Verfahren, das
sich in der Praxis gut bewiihrte. Solche Arbeiten von ihm, wie diese, wurden
von der Fabrik patentiert. Wer mit Photozellen gearbeitet hat, weiss wie wichtig
es ist, die Empfindlichkeit der Zellen ins Rote auszudehnen. Dies gelang auch
mit Hilfe von Glimmentladungen, doch war die Wirkung gewiohnlich nicht
bestiindig. Selényi erreichte, dass diese Ausdehnung der Empfindlichkeit be-
stindig wurde. Bei solchen und #hnlichen Arbeiten wuchsen neben ihm neue
Physiker auf, wie M. Forr6, G. Vészi, F. Ké&rosi.

Zu den grossen Erfindugen dieser Zeit gehioren die Photoelemente, und
unter seiner Leitung fiithrt die Tungsram-Fabrik auch die Erzeugung von Selen-
Photoelementen ein. Die Ausarbeitung des Wirkungsprinzips der Selen-Photo-
elemente fillt auf das Gebiet der reinen Forschung und hier dringt Selényi in
die moderne Halbleiterforschung ein. Er befasst sich auch mit der Verbesserung
der objektiven photometrischen Verfahren.

Zu dieser Zeit war das Problem der Television bereits ein viel diskutiertes
Problem. Selényi hatte einen hervorragenden Einfall, um die Spur des Katho-
denstrahles in einer Kathodenstrahlréhre sichtbar zu machen : er bringt eine
Isolierplatte in die Réhre ein, streut auf diese Lycopodiumpulver, wodurch das
Bild sichtbar wird. Eine andere Variante dieses Versuches ist, dass der Katho-
denstrahl auf die Glaswand fillt, und dass das auf die dussere Wand gestreute
Pulver das Bild sichtbar macht. Dieses Verfahren, das unter dem Namen
»Elektrographierung« patentiert wurde, gehorte zu seinen Lieblingsthemen
und er hielt es fiir seine beste Erfindung. Er hoffte, dass es mit diesem, allerdings



entsprechend weiterentwickelten Verfahren gelingen werde, das bei der Tele-
vision entstandene Bild mit Hilfe einer kiinstlichen Lichtquelle lichtstark zu
machen und dadurch entsprechend zu vergréssern. Mehr als zehn Arbeiten
behandeln — ausser den diesbeziiglichen Patentbeschreibungen — dieses
Thema.

Den Reichtum und die Vielseitigkeit seiner Interessen kennzeichnet die
Tatsache, dass er sich auch mit der Frage der Proportionalitit der schweren
und trigen Masse beschiiftigte. Er hatte einen neuen Gedanken, um die Pro-
portionalitiit der beiden Massen zu beweisen. Auf einem sich drehenden Himmels-
kérper muss sich nimlich ein auf einer Fliissigkeit schwimmender Kérper
bewegen, wenn zwischen den beiden Massen keine Proportionalitit besteht.

Auf seine feine Beobachtungsgabe und analytischen Fihigkeiten weisen
die zwei Arbeiten hin, die er iiber die auf die Elektronen wirkende mechanische
Kraft veroffentlichte.

Die in der Glithlampenfabrik in Ujpest verbrachten achtzehn Jahre waren
die Zeit seiner stillen schopferischen Titigkeit. Er hatte viel Sorgen im Familien-
kreise, da seine Frau wiihrend der Epidemie des Jahres 1918 an spanischer
Grippe gestorben war und die Pflege und Erziehung seines Sohnes ihm viel
Sorgen, aber auch viel Freude bereitete. Sein Sohn war dusserst begabt, er er-
hoffte viel von ihm, leider fiel diese seine Hoffnung dem Faschismus zum
Opfer.

Ebenfalls auf Grund politischer Massnahmen wurde er in seiner Stellung pen-
sioniert. Er fand eine Anstellung in einer kleinen Fabrik, wo er die Erzeugung von
Selengleichrichtern leitete, die auf Grund seines Patentes hergestellt wurden. Auch
hier beschiftigte er sich wissenschaftlich mit dem vielseitigen Verhalten des Selens.

Mit der Befreiung verinderten sich auch seine Verhiltnisse. Die Regierung
und die Ungarische Akademie der Wissenschaften waren bemiiht, ihn wo immer
moglich fiir die erlittenen Ungerechtigkeiten zu entschidigen. Im Jahre 1948
wird er zum Privatdozenten ernannt und zum korrespondierenden Mitglied der
Ungarischen Akademie der Wissenschaften gewihlt. Er erhilt die Auszeichnung
»Fiir hervorragende Arbeit«. Im Jahre 1950 wird ihm der Rang eines ausseror-
dentlichen Universititsprofessors verlichen und er nimmt am physikalischen
Unterricht an der Universitiit teil. Hier hat er eine interessante Idee. Um die
jungen Physiker mit den Ergebnissen der ungarischen Forscher vertraut zu
machen, plante er die Veranstaltung von Vortragsreihen, wo die einzelnen For-
scher iiber ihre eigenen Forschungen berichten und die interessanten Geheim-
nisse ihrer Werkstatt liiften. Hierbei sollten die Vortragenden auch noch dariiber
Rechenschaft ablegen, wo und wie sich ihre Arbeit an die grosse Front der
physikalischen Gedankenginge anschliesst.

Jetzt ist sein Arbeitsplatz schon an der Universitiit, von der Gleichrichter-
fabrik hat er sich endgiiltig getrennt. Doch waren die raschen Verinderungen
dieser fieberhaften Zeiten, die im Zeichen einer grossangelegten Neuorgani-



sation des ungarischen wissenschaftlichen Lebens standen, nicht geeignet,
dass sich um Selényi eine entsprechende Arbeitsgruppe bildete. Wahrend seines
Wirkens an der Universitdt wendet er sein Elektrographierungsverfahren zum
Hervorrufen der im Elektronenmikroskop entstandenen Bilder an. Er entdeckt
die zerstdrende Wirkung von Quecksilberdampfen auf die Selengleichrichter
und auf die Selenphotoelemente. Im Jahre 1952 wird ihm fir seine TAatigkeit
der Kossuthpreis verliehen.

Sein Gesundheitszustand verschlechtet sich. Es qudlen ihn standig Kopf-
schmerzen, er hat Schwindelanféalle. Dass er trotz des Verlustes seines Sohnes
arbeitsfahig blieb, verdankt er dem Umstand, dass er sich im Jahre 1936 neu
verheiratete und dass seine Frau solche Lebensverhéltnisse und eine solche
geistige Atmosphére um ihn zu schaffen verstand, dass ihm das Leben trotz
all seiner Tragik wieder lebenswert erschien. So war es denn madglich, dass er
stidndig arbeitete und wieder weitgreifende Plane schmiedete. So stellt er das
Ebdtvds-Gedenkbuch zusammen und schreibt eine Wirdigung Uber Roland
Edtvis. Das Erscheinen des EOtvos-Gedenkbuches war seine letzte Freude.
Zu diesem Zeitpunkt befand sich seine Krankheit bereits in einem vorgerick-
tem Zustand. Nach einer vorubergehenden Besserung setzte eine unerwartete
innere Blutung seinem Schaffen ein Ende.

Selényi verkdrperte den Forschertyp, der in jeder praktischen Frage die
W issenschaft sah und aus jedem kleinen Detail die grossen Grundsétze heraus-
schélte. Die Wissenschaft war fir ihn die lebenspendende Luft, in der sein Geist,
getragen von der Welle edler Gefiuihle, den Héhen zustrebte.

Die Zahl seiner Verdffentlichungen ist nahezu hundert, zusammen mit
seinen Patentbeschreibungen weit mehr als hundert. Die im Druck befind-
liche Nummer der Zeitschrift »Fizikai Szemle« (Physikalische Rundschau)
bringt eine Aufz&hlung seiner samtlichen Arbeiten. Die Ungarische Akademie
der Wissenschaften hat die Absicht, seine Werke in einem weiteren Rahmen
der grossen Offentlichkeit zugéanglich zu machen.

Z. Gyulai
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Comparing the mechanism of reflex klystron and Barkhausen-Kurz oscillators,
we found them principally to be the same. Both are feed-back oscillators, with one h. f.
field producing the bunching of electrons and also conversing (a fraction of) the kinetic energy
of the electrons into h. f. power, with a feed-back mechanism maintained by a constant retard-
ing field. All the differences in the behaviour of the two types of oscillators can be explained
by the fact that in the reflex klystron the h. f. interaction space is separated from the constant
retarding field, and in the Barkhausen-Kurz oscillator the two are superimposed. The main
consequences are discussed quantitatively.

Introduction

In an excellent paper Pierce [1] gave a mainly qualitative but very clear
discussion of the essential principles of reflex klystrons. He defined reflex oscil-
lators as »oscillators in which an electron stream passes through a longitudinal
radio-frequency field across a gap’ between two electrodes, then into a drift
space in which there is a retarding electric field produced by a negative repeller
electrode and finally returns through the radio-frequency field across the gap«.
The paper included the Barkhausen-Kurz oscillator in this cathegory as an
example of an »early« reflex oscillator, the reflex klystron being a »modern«
reflex oscillator. This view of Pierce caused considerable controversy among
those working in the field at that time [2].

It is true — as Condon stated — that it would be difficult to trace a genetic
connection between the two types in their historical development. »As a matter
of fact »— emphasized Woodyard —« the development of the reflex klystron had
nothing to do with the Barkhausen oscillator, but rather resulted from the idea
of folding an ordinary two-resonator klystron back upon itself«. Nobody really
means —nor did Pierce —that the reflex klystron arose merely as a development
of the Barkhausen-Kurz oscillator.

Another repudiated view of Pierce was his speaking only of »a new termi-
nology, that of velocity modulation, drift action and bunching, which makes
it possible to explain the action of reflex oscillators in simple terms«. It was
ciorrectly pointed out by Harrison, that these principles are more than merely
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a »new terminology« ; the recognition and application of these principles made
possible the development of a number of new and useful devices.

On the other hand, we must contradict Condon’s opinion, according to
which »the detailed operation of the two tubes is so different that their theory
has very little in common«. Harrison, comparing the definition of the reflex
oscillator given by Pierce and the usual explanation of the Barkhausen oscil-
lator, found discrepancies which, according to him, make the analogy question-
able. We think that it is not the analogy which is not valid, but rather that
the definition is not general enough. Using a somewhat more general definition
of reflex oscillators, basing it upon the fundamental function of the reversal
of the electrons in the retarding field, one finds that the discrepancies referred
to are not essential, but only of formal importance.

The analogy between the two types of oscillators is strikingly demonstrated
by a special tube developed by Heil and Ebers [3]. This tube is fundamentally
a Barkhausen oscillator, working, however, with an electron gun, i. e. a well
collimated electron beam, and a cavity resonator, in contrast to the
classical form of these devices. Also the theory of the tube was given by Ebers
[4] considering velocity modulation, bunching, drifting, etc., as fundamental
processes.

The purpose of this paper is to treat in parallel the elementary processes
underlying the operation of the Barkhausen-Kurz oscillator and that of the
reflex klystron respectively, showing thereby both their close resemblance and
their essential differences which are responsible for their different operating
chara cteristics.

General Description

The operation of any kind of feed-back oscillator can be explained as
follows : If electrons receive kinetic energy from an accelerating field sustained
by a d. c. power source, a fraction of this energy can be transferred to the radio-
frequency field caused by the potential drop across the output load of the electron
tube, i. e. to the output load itself. The average power output throughout
a complete cycle can be made positive by modulating the density of the electron
beam in proper phase by an input power. Self-excited oscillations are obtained
if the input power necessary for the proper density modulation of the beam,
being a fraction of the output power, is fed back from the output circuit.
Reflex oscillators can be considered as a class of feed-back oscillators charac-
terized by having one resonant circuit, which produces a longitudinal h. f. field
performing a double function (modulation of beam density and playing the
role of load circuit), feedback being performed by the electrons reversed by a constant
retarding field, and thus passing twice through the same high-frequency field.



REFLEX OSCILLATORS 9

This definition evidently applies to the reflex klystron oscillator, whose
principle of operation is described by the »definition« given by Pierce quoted
in the introduction. But our definition applies to the Barkhausen-Kurz oscil-
lator as well.

First of all, it is worth mentioning that the original «Elektronentanz»-
interpretation of the oscillations [5] is far from complete. If the role of the
external (resonant) circuit is not taken into consideration, one can hardly find
a reason for the correct phasing of electrons, which is necessary for a net power
yield.

In a Barkhausen-Kurz oscillator there is also one resonant circuit, which
may be connected between any two of the terminals of a triode. In practice it
is either between the cathode and the grid, or between the grid and the anode,
the two alternatives being perfectly equivalent in principle, although inconsi-
derable deviations in details of operating characteristics may occur.* This
single resonant circuit supplies the high-frequency field which produces the
density modulation of the electron beam — variation of space charge density
distribution as the function of time in general — and plays also the role of the
external load. Also in this case the retarding field is responsible for the feed-
back action which results in self-sustained oscillation.

There is only one difference between the reflex klystron and the Bark-
hausen-Kurz oscillator, which is of fundamental importance. In the reflex
klystron there are three separated regions : d. c. accelerating field, a short
high-frequency field and the retarding field which is also the drift space. In the
Barkhausen-Kurz oscillator, however, one of the d. c. fields — either the acce-
lerating field or the retarding field — is superimposed on the high-frequency
field. It is this difference that has the following considerable consequences for
the behaviour of the two types of oscillators :

1. The transit angle of electrons in the retarding field for optimum con-
dition of oscillation is 2n n ------I-llor reflex klystrons, and 2n n -f- — ! for
Barkhausen-Kurz oscillators.

2. The efficiency of reflex klystrons is much higher than that of Bark-
hausen-Kurz oscillators.

3. The frequency range in which a reflex klystron can be tuned is not so
wide as that for Barkhausen-Kurz oscillators.This statement applies to electronic
and mechanical tuning as well.

* In some cases there is one resonant circuit between the cathode and the grid, and
another between the grid and the anode. Thus this case might seem to contradict our definition.
However, even in this case there is no coupling between the two resonant circuits, feed-back
is provided only by the returning electrons, and both circuits have the double function described
above. This arrangement may have practical advantages and disadvantages, but the underlying
principle is still the same as in the simpler cases, one of which will be treated quantitatively.
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The Motion of Electrons within the Tubes

In this section we reproduce some results wall-known from textbooks
and part of the results derived by Ebers [4], this being the simplest way of
showing the striking analogy between the reflex klystron and the Barkhausen-
Kurz oscillator.

VL.C«(V2

AT*R)

C
QQ \as(n(':_lljt b Mgz

Fig. 1. To the discussion of the reflex klystron (a) and of the Barkhausen—Kurz oscillator (b)

Let us write down in parallel the equations of the motion for both oscillator
tubes and compare their solutions. As to the Barkhausen-Kurz oscillator, we
shall confine our considerations to the case where the external resonant circuit
is connected between the grid and the anode of a triode. This is the case corres-
ponding to the tube of Heil and Ebers, thus some of our later results can be
tested by their experimental results.

For the sake of simplicity we consider the motion of electrons in the
homogeneous field of plan parallel electrodes as a one-dimensional problem
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without taking the interaction between electrons into consideration. We also
suppose that electrons pass the high-frequency interaction space only once
in the forward and once in the reverse direction.

Using the notations of Figs, I/aand 1/b for the reflex klystron and the
Barkhausen-Kurz oscillator respectively, the equations of motion in the retarding

field are

for the reflex klystron : for the Barkhausen-Kurz oscillator :
e

mz= —e(Vr+ V0OID. mz = --—-——-- [Ur-]- UO-i-V a-sin (coi-|-a)]
D

where a is the phase-angle of the h. f. field at the entrance of the electron. From
these we get the velocity of the electron :

" e
2=t fUl¢ zZ=vn VIt— — cos (cot -f- a)
mD mD >

where V1 — Vo Vrand >0 = v(0) is the velocity of the electron when entering
the retarding field. The velocity of the electron when entering the high-fre-

1
guency field is (from the energy equation ) mi;2 = eV)

2 --Vn

We suppose that the transit time of No restriction can be made as to the

the electrons in the h. f. field is negli- transit time in the h. f. field, and

gible compared to the oscillation we have to remember that the retard-

period of the field. ing field is superimposed on the h. f.
field.

Thus the velocity of the electron when entering the retarding field (i. e.
t = 0) is (again from the energy equation) :

<

/"2 — (VO h Va sin a)
m

and using these expressions :

19-—sina V" (ot) 2= il {UjCOI-—Va [cos (cot -)-«)
0/ Vn mDo> mDm

(la) cos “Jjm (Ib)
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These equations yield by integration :

[, Fa

I L----=sin a
vo« /

eVi

2mDco2 2

(2a)

$= rOt-——m-— [— (tot)2
mDco2\2 V 7

-F a[sin(cot -f a) -f- cot-cosa— sina]}

(2b)

We now introduce the transit angle of the electrons in the retarding space

0 =

to T, T being the transit time in that region. In the absence of an h. f. field

the transit angle of an electron entering with a velocity vO0, is :

®)

evl

Substituting this expression into (2a) and (2b) resp., we obtain :

——1z= — (cof)2+ (rot) O n\\ -\- hsina
Vo

with

Introducing the new variable :
Z = (<00jjv0) z

we find :

Z —— (rot)2+ J lcot (5a)

with

= 00Y1 K *sin a

w0 z— 2K sin (rot -)-a) = — (cot)2
VO

+ (cot) (00— 2K cosa) — 2K sin a

with

Z = (00n)j¥) z— 2K sin (cot -f- a) (4b)

Z = — (cot)2-f- A2axt+ U2 (5b)
with

A2= 00— 2K mcosa

B2= — 2K esina.

If we plot Z against cot for different values of the parameter a, according
to relation (5a), we obtain the Applegate-diagram of reflex klystrons (Fig. 2/a).
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From this it is seen that 1. bunching occurs around an electron which crosses
the h. f. interaction space when the field intensity is zero and increasing in such
a direction as to decelerate the electrons ; 2. optimum drift angles for the

center of the bunch are 2jt

A similar family of parabolas is obtained for the Barkhausen-Kurz oscil-
lator, if the function given by (5b) is plotted. (Of course the curves correspond-
ing to the same value of a are different, because Ar =h A2 and B2=h 0.) As the
electrons enter the retarding field and leave it again at z = 0, the drift angle

Fig. 2/a. Applegate-diagram of the reflex klystron

for a given value of a is represented by the interval between two intersections
of the curves Z = — (cot)2-f- A2mt + B2and Z = — 2K esin (cot -f- a). Such
a diagram is shown in Fig. 2/b.

It can be seen that upon entering the grid-plate region the electrons
receive a velocity modulation and become bunched in space around one which
enters at about the maximum value of the h. f. field. Under optimum conditions
the bunch is formed after the electrons have reversed their direction, and the
bunch drifts toward the grid when the h. f. field opposes its motion, leaving the
interaction space when the h. f. field is zero and decreasing. Thus the ontimum

drift angle for the center of the bunch is 21
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To get some more precise quantitative information we need the velocity
of the returning electrons when leaving the h. f. field as a function of their
entrance phase angle and their drift angle in the retarding field.

As the retarding field is constant the
electrons are on the way considered
under the influence of an accelerating *
potential :

VO0+ Yaesina—ma-esin (a-f-0).

Fig. 2/b. Graphical representation of electron motion in a Barkhausen—Kurz oscillator,
corresponding to the Applegate-diagram

The velocity of the electrons when leaving the h. f. field after reversal is

from the energy equation : from (Ib)
vl= v0]/l + K [sina— sin (a -f- 0)] «d= V(@+ 0) = v0ji—J-[B+
6
®a) £ K cosa— cos(a-f-0)]| (6b)

where (3) was used to eliminate V1.

When the electron leaves the retarding field we have z = 0, thus we
obtain from (2a) and (2b) respectively
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02— 0 (00— 2K cosa) 2K [sina
—sin(a 0)] = 0.

0 = 0O]JAI (- k sin a.

Restricting our treatment to low- Thjs transcendental equation in 0 can
level operation, i. e. k 1, we take be solved, if the terms sin 0 and cos 0
are expanded in power series. As Z is

0~0n k&nsin a in general large an expansion about

0 Ois used and terms of higher than

which, substituted in (4a), gives the second order are neglected. If this
is done, the above equation will be

1+k sina—sin one of the second degree. As only

low-level operation will be considered,
i. e. K 1, the solution of this
A < kOnsin a (7a) equation can be approximated again
by a power series, containing only
zero, first, and second order terms in
K (a first order approximation is very
bad). If this approximate solution is.
substituted into (4b), we obtain* :

N = 1
K
I (siny —sina) [— 2

2K
— — (200cos a -)- 200cosy
01

-f-4sina + 0Qsiny)] -f-cosa [00
0is
+ — (200 cosy + 0j)siny)] -1-0 ocosy}

y=a+ 00. (7b)
Conversion Efficiency and Optimum Drift Angle

We define the conversion efficiency of an oscillator by the ratio of the
energy transferred by the electrons to the li. f. field to their kinetic energy
before the interaction, averaged over a complete period of the h. f. field. —

If an electron on its forward path enters the h. f. field with the velocity
vOand on its reverse motion leaves it with the velocity tqg, the energy transferred
by the electron to the h. f. field is

1

* This was calculated by J. Németh.
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Fig. 3/a. Efficiency of the reflex klystron as a function of @0

As the kinetic energy obtained by the electrons from the d. c. power
supply is mvl/2, the conversion, efficiency is

Fig. 3/b. Efficiency of the Barkhausen—Kurz oscillator as a function of ©0
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This integral can be evaluated without difficulty.

By substituting (5a), we obtain : By substituting (5b), we obtain :

kO\ iKi2(!— cos &) — B 0sin &0

10 n -
(8a) 01

VvV =—klJ
) . , (8b)
Jj (x) being the first order Bessel
function.

Figs. 3/a and 3/b show rj plotted against 0 Ofor the reflex klystron and
for the Barkhausen-Kurz oscillator respectively with k = K = 0,5. It is seen
that 7] has positive values only in definite intervals of 0 Q which means that
with prescribed dimensions there are prescribed voltages where self-excited
oscillations can occur. The ordinate scales of the diagrams show further that
the efficiency of the reflex klystron may reach much higher values than that
of the Barkhausen-Kurz oscillator. This is caused by the fact that the transit time
through the h. f. interaction space is much shorter in the reflex klystron than
in the Barkhausen-Kurz oscillator ; as is well-known an increase of the transit
time decreases the efficiency of the reflex klystron as well.

We may express the above results by considering the beam conductance
in the two cases. As the d. c. input power is h ®mVo, h being the emission current,
the h. f. output power is r] « 10VO. The power output of a generator is P =
= — G mV,I2, G being its inner conductance and Va the voltage amplitude
on its terminals. Thus the beam conductances of our oscillators are :

2. J,V,
Vi ’
e.
o N1 (kBO2) G G —8J°F°2i1—cos00)— 00esinBoO
Va K V\ 01
(9a) (9b)

Self-excited oscillations can only occur if the sum of the beam conductance
and the conductance 1l/r representing the losses of the external circuit is zero
or negative. Such regions are marked in Figs. 4/a and 4/b. It can be seen also
from these diagrams, that the optimum condition for self-excited oscillations
is given by

O,= 21 n (10a) and 00=2n (n integer) (10b)

2 Acta physica IM1
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for the two types of oscillators respectively, in accordance with the qualitative
results obtained from Figs. 2/a and 2/b. Different values of n yields the different
modes of oscillation.

As to the Barkhausen-Kurz oscillator, our condition, given by (10b),

does not agree with the one commonly given in the literature : 20 n

0 ST AT 3 un

®0

Fig. 4/a. Electronic conductance of the reflex klystron as a function of ©0. For a shunt load
resistance r self-excited oscillations occur only in the shaded regions.

do

Fig. 4/b. Electronic conductance of the Barkhausen -Kurz oscillator as a function of ©0.
For a shunt load resistance r self-excited oscillations occur only in the shaded regions.
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This discrepancy is due to the fact that the original explanation of the Oscil-
lations assumed an oscillating space charge. However, the formation of such
an oscillating space charge, or the storing out of correct-phase electrons, i. e.
the bunching process can hardly be explained without considering the role of
the external resonant circuit, which leads to our result, being confirmed by the
experiences of Heil and Ebers.

Frequency Range of the Oscillators

To explain the properties of an oscillator with respect to mechanical or
electronic tuning, one has to know both the real and imaginary component of
the beam-admittances G -f-jB. The derivation of this quantity for the reflex
klystron is very simple and well-known [6], if k <g 1 the result is :

A _ )

g jawj?2) (92)
VO K

4= 2/0JIM o0/2) (10a)

VO K

The situation is a little more complicated in the Barkhausen-Kurz oscil-
lator because of the finite length of the h. f. interaction space. Thus the cal-
culations are also a little more involved [7], they lead to the following results :

or T/

G = - cos0Q - 0osin0q], 9b
V\ &0 9 ] (9b)
or 1/
" AN [2 (sin <0W— 60(1 + cos0Q] (10b)
V, el

if K <11.
The condition for self-excited oscillations is as mentioned

! 23,M W ol2) Q — - [2(1—co0s00—0o0sin00l= O
r VO K r vier

1/r being the conductance of the external circuit. From these we have

(k&o

2/0h 2 1 810Vo 1
Vo K rsins0 VI 1 r[2 (1—cos @0—0 osin(90]
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which substituted in (10a) and (10b) resp., gives

cotgj9,, -
B = Y (11a) K= -5 1

S M

(lib)

The frequency of a self-excited oscillator is given by the resonance fre-
quency of the whole oscillator system, consisting of the h. f. interaction space
(characterized as circuit element by the beam-admittance) and an external
circuit. If L, and C are the inductance and capacitance of the external parallel

resonant circuit, the condition of resonance is :

— — + aC+ B = 0.
o)L

Introducing the resonant frequency o0 = Y1/LC of the external circuit and

its quality-factor Q = rjcoL, the above equation becomes

oo’

b

Q= — Br

or, if © a0, we obtain

with Av —V—v0 = (co — co0)/24a
Substituting (11a) and (lib) resp. into (12), we get

20— = cotg®0 (13a) 2R

or introducing 0 Ocorresponding to optimum conditions

00= 2nlek— —I1-M©O, @o — 2n\n

¢ Oa
co —_
93

— f~A0Q

(12)

(13b)
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7 X
- A00
L2

cotg
2Q
As is well known, under optimum
conditions (A0O=0) the frequency
given by the reflex klystron oscil-
lator is that of the resonant cavity,
and a symmetrical variation of 00O
yields a symmetrical detuning.

(14a)
Vo

21

Av 1 ‘ 1 14b

w209 G+ Ado (D)
It is seen that under optimum con-
ditions, (A00O=0) the frequency given
by this oscillator deviates from that
of the external circuit resonance
frequency, the latter being somewhat
lower (AV > 0) although detuning is
small as Q is usually very large. The
resonant frequency of the external
circuit would be obtained with A0O=
= Ti/2, but at this value no oscillation
occurs (Fig 3/b. or 4/b). Therefore
v0 can he regarded as the lowest fre-
quency limit. If, on the other hand,
00is decreased (A0OO 0), the oscil-
lation frequency increases rapidly.
The dependence of oscillator frequency
on AO0O is thus asymmetrical with
respect to VvO0.

Fig. 5. To the comparison of the tuning properties of the two types of reflex oscillators
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A comparison of (14a) and (14b) also shows that in general the Bark-
hausen-Kurz oscillator can be tuned in a much wider frequency range than

the reflex klystron, for -cotgx <tg (x/2) in the interval 0< r < a (corresponding
i
.(Kg b5).

The mechanical tuning possibilities are practically the same. The reso-
nant frequency of the cavity is varied by its deformation in both types of oscil-
lators. In the reflex klystron the variation of the resonator gap affects only
the resonant frequency, other parameters remaining constant. (The change in
transit time is usually not appreciable.) In the Heil-Ebers oscillator, however,
a deformation of the cavity changes also the intensity of the retarding field,
so that an electronic tuning is involved as well. It can be shown, however that
this inherent electronic tuning can be neglected because of the high (1-value
of the cavity.
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OTPAXATENbHBLIE OCUMNNNATOPDI
M. C. ®aparo u I'. 'poma

Pesome

EcnM cpaBHUTb MexaHU3Mbl KonebaHWil OTpaaTeNbHOro OCLMANATOpPA W OCUUNNSA-
Topa bapkrayseHa — Kypua, To 0Ka3blBaeTCsi, YTO OHU MO CYTW fefna He OTAUYalTCs ApYr OT
apyra. O6a ocyuMnnATopbl ¢ 06paTHOI CBA3bIO, B KOTOPbLIX W (ha3oBas POKYCHPOBKA 3NeKTPOHOB
U nepefaya HeKOTOPOW AOMAM UX KNHETUYECKOI 3HEPrnu BbICOKOYACTOTHOMY MO0 06YCn0BNU-
BAlOTCH OLHWM W TeM e BbICOKOYACTOTHbLIM Mo/eM, a 06paTHas CBA3b OCYLLeCTBAsSETCA C No-
MOLLbIO MOCTOSAHHOTO OTPAXaTeNbHOro MNons.

Bcs pasHuua MexAay ABYMS OCLWANATOPAMU O6bACHAETCS TeM, YTO B OTpaxaTesbHOM
KAUCTPOHEe BbICOKOYACTOTHOE MONe OTAENeHO OT MNOCTOSAHHOTO OTpaXxKaTejbHOro noss, a B
ocumnnatope BapkrayseHa—Kyplua OHU He OTAeNeHbl.

BaxHeliwne cnegcTBus 3TUX PasHWL, PacCMOTPEHbl KOMUYECTBEHHO.



QUANTUM EFFECTS IN THE INTERACTION
BETWEEN FREE ELECTRONS AND
ELECTROMAGNETIC FIELDS

By
P. S. FARAGO and G. MARX
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE UNIVERSITY INSTITUTE
FOR PHYSICS, BUDAPEST FOR PHYSICS, BUDAPEST

(Presented by. L. Janossy. — Received 11. |. 1954)

An electron beam shot through a transverse r. f. field suffers a direction spread. If experi-
mental conditions are suitably chosen, the direction spread seemsto be due onlyto the quantum
dispersion of energy exchange between free electrons and r. f. field. A simple collector electrode
system might allow not only the detection of the direction spread of the electrons, but the pre-
sence of a quantum effect might be chequed by plotting the collector current versus r. f. field
amplitude, the plot for the quantum effect being different from those for classical effects.

In recent years several papers [1—4] were published, dealing with a dis-
persion in energy exchange between free electrons and r. f. fields, which the
classical theory cannot predict. One of them [3] reports to have succeeded in
detecting such an effect by measuring the energy distribution of electrons shot
through a longitudinal radio-frequency field in a wave guide. In such an experi-
ment the energy distribution has three main sources : 1. emission velocity
distribution in the electron beam, 2. a classical dispersion of energy exchange
arising from the functional dependence of transit time on the entrance phase-
angle of the electrons, and 3. the quantum effect sought. It can be shown that
the quantum effect cannot be made larger than the effects (1) and (2), which
under convenient experimental conditions are both of the same order of magni-
tude. The success of the experiment is largely due to the fact that if the current
to a retarding electrode is calculated in terms of the r. f. field amplitude two
separate factors are obtained : effect (2) appears only as a systematic velocity
modulation which can be described by a Bessel function, while the typically
statistical quantum effect is represented by an exponential factor. Thus the
experimental results can be represented by a quantity which, plotted against
the r. f. field amplitude, whould show no dependence on it, in case there is no
gquantum dispersion while, if the quantum effect exists the plots would have
to show a linear relationship in the r. f. field amplitude. The latter result was
reported in the paper referred to.

In our opinion it would, however, be desirable to arrange the experiment
in such a manner as to make the classical effects negligible relative to the quan-
tum effect. The object of this paper is to show that this condition can be realized
if the electrons are shot through a transverse r. f. field and the transit angle
of the electrons is properly chosen. In this case there should be a dispersion in
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the direction of electron velocities caused only by the quantum nature of the
energy exchange.

For the sake of simplicity we consider a rectangular cavity resonato-
excited in its T_E02 mode. In this case the electrical field has only one compor
nent — say in the z-direction

. 2N .n .
br= Eosin — x sm — vy sin cot,
b

a (1)

a and b being the lengths of the cavity in the direction of the x and y axis resp.,
its resonance frequency is given by

If the free-space wavelength Ais given, one can always find such a cavity
where an electron entering in the x-direction with a velocity vO = ¢ /n(n > 1)
spends an integer number of periods. This will be the case if

a= Ak and b= — [(k/n)2— 1]*1'2
2

K being an integer and kjn 1.
Using the first of these expressions and x —v0 (t — t0) we find from (1)
supposing the electron to enter at y = bj2

Ez= EOsin - (t-—t,) sin cot. 2
K (4)

Thus the equation of motion determining the displacement of the electron
in the z-direction is

L Eosi cot sm 2 t—1). 3)
m
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By integration, and after simple rearrangement of our result we find

eEn 1sfnoo 1+1 -d_'cot
« y' To

2men |1 -

eEO0 . -
/Sin o) “r o+ — sm coin (4)

2mw 1

remembering that the transit time is t — t0= 25 k/to we obtain for the instant
at which the electron leaves the cavity

eE,, . .
{sin [cot0 {- 2n (k— 1)] — sin acdi0{ —
2mco
k)
¢E. {sin [coi0 2 (A— 1)]— sin cot0{
' (4a)
2mw 1 4
Equ. (4) shows that if k is an integer — as we supposed — then z= 0

when the electron leaves the cavity, independently of its entrance phase-angle.
Consequently, if electrons entering the cavity parallel to the n-axis, show a dis-
persion in their direction after having traversed the field, this is caused by the
quantum nature of the interaction only.

The size of this quantum dispersion of the direction of electrons can
be estimated as follows. As the electrons spend k complete periods in the r. f.
field, they gain an energy W+ during half of their transit time and loose an
energy W _ during the other half of the transit time :

W+ ~ ~ eEOz knjw , (5)

where z means the average of z. An inspection of equ. (4) shows that

Z ~ eEQrtuo .

Since the gain and loss of energy corresponds to the absorption and emis-
sion of photons respectively, we obtain for the number of photons absorbed
and emitted from (5) and (4b)

e2Ep K

N+ - WJfia)
mkcos

(6)
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Further, the quantum nature of the interaction implies that the energy
gained by the electrons fluctuates around the average value

W = fioi (N+ — N-)
{zero in our special case) with a standard deviation*
AW = fico(N+ +1V-)12, ()]

which gives, by substituting (6) :
AW ~ eEO (khjmco)l 2. (7a)

The energy of the electrons when leaving the cavity is W = (1/2) mvo -f-
-f- (1/2) ms2. As there is no component of the field parallel to v0, the energy
dispersion is determined solely by the deviation As of the velocity component
z, leading to the energy dispersion

AW N (1/2) m (dz)2
and resulting in a dispersion of the directions
Acpq = Azjv0~ (l/«0). (2AWjm)12.

Remembering that v0 = cjn, and substituting (7a), we obtain

cm (00] (&

With the numerical values for the constants and for example w =
= 2n 1010c.p.s. n = 5 (corresponding to a d.c. accelerating voltage of 10
kv) and k = 10, we obtain

Acpq~ 10—2E*12 rad, (8a)

where E* is the amplitude of the field intensity in v/icm.
Such a dispersion of the direction can he detected, if the r. f. field within
the cavity has a convenient but not too small amplitude and a reasonable, but

* This implies the assumption that the absorption and emission of quanta obey the
laws of classical statistics [1].
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not too short drift space is allowed between the cavity and the collector electrode.
However, to make our discussion complete, two disturbing effects have still
to be considered.

It is well-known that, if electrons pass through a transverse r. f. field
and their transit time is an integer number of periods, then the path of the
electrons is displaced parallel to the original one by an amount depending
on the amplitude of the field and on the entrance phase-angle of the electrons.
Thus a parallel beam remains parallel but its cross section is increased by the

Fig. 1. To the discussion of the interaction in a transverse r. f. field

r. f. field. This increase of the diameter of the beam is As =jz(i") dt', which
with (4) roughly gives the order of magnitude

As ~ eEOIma>2~ 0,001 E* microns

at 10 kMec.p.s. Thus this effect can be neglected, as it is outweighed by the
direction spread, if the length of the drift space between the cavity and the
collector is L > AzjAcpg ~ 10 1E*' cm, a condition which is always satisfied.

A more serious problem to be considered is the following : as the emission
velocity of the electrons is not zero, their velocities when entering the cavity
are not strictly the same. Consequently there is also a spread in the transit time
of the electrons across the cavity and this causes a classical spread of the direction
of the emerging electrons.

Let us suppose that the velocity of the electrons is

»= t0(1 + e),

so that the transit time is ajv = 2n k/co(1 e). The easiest way to calculate
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the transverse component z of the velocity of the electrons when leaving the
cavity is to substitute in equ. (4) for 1ljk and k (1 + s)/k and (1 — e) K resp.
The latter is justified by the fact that the dispersion in the emission velocities
is small relative to v0, i. e. e 1 and for this reason we may use a power series
expansion neglecting terms of higher than the first order in e. The calculation
is straightforward and gives

2n:A2 eE,,
7 = T IE - e cos cotn
k2— 1 mco

leading to a classical direction spread of the order of magnitude

A<pc = zjv ~ (2nneEO0lTCa>) e. 9)

Comparing equ. (8) and (9) we find

Acpg  (khmcoy* 1
Apc ~ n(2e)la £j,2° ’

Substituting the numerical values for the constants and taking for example
— as earlier — k = 10, and o = 2n 1010 kMc.p.s., we find

AcpW/Acpc ~ £ * ~ 1/2e - 1. (10a)

If the electron beam entering the cavity is monokinetic within 1°/00, which is
a conservative assumption, we obtain

AcpgjAcpc ~ 1000 J1*-1/2. (10b)

This result means that for reasonable values of the r. f. field amplitude
the quantum effect is by far the most dominating factor.

Inspite of the favourable results obtained, one more point has to be dis-
cussed. So far we have been dealing mainly with the relative importance of the
guantum and the classical effects. If we turn now to the absolute value of the
gquantum effect, equ. (8a) suggests that in order to detect this effect directly
from a visible increase of the cross-section of the beam, an extremely well-
focussed beam and a very long drift space is wanted. However, by the following
consideration we might ascertain the absolute size of the effect in an indirect way.

Electron beams have not really sharp boundaries, the current density
as a function of the distance from the beam axis being given by the Gauss dis-
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tribution law. If the total beam current is denoted by It, then the current out-
side a circle of the radius R (fig. 2) is given by

= exp [-(R/r0)7. (11

Now the quantum effect sought makes the natural current density distribution
— determined by the cathode temperature, the accelerating voltage and the
optical properties of the electron gun — wider. Within the limits of our approxi-
mate estimates, we may suppose that the direction distribution due to the
quantum effect is also Gaussian. In this case the resulting distribution of the
current density will also be of the same type, with a resulting spread, which

Fig. 2. Collector system for the detection of the effect

is the sum of the spreads of the two individual distributions. Thus the ratio of
the currents outside a circle of radius R, with and without r. f. field is

— 1+ 2 (12

where L is the length of the drift space. The increase of the spread can be detected
the better the larger i?, i. e. the central area of the beam cross section left out
when measuring the beam current. As a numerical example let us take It —
= 10 4A and 10= 10—4A. In this case — from equ. (11) — (R/r0)2 10.
If we take further rO~ 0,05 cm and L ~ 25 cm, we obtain

I/1g~ 1+ 0,5 (E*)12 (13)

using equ. (8) for Jlep. If the spread of the beam were caused by some classical
effect, the relation between 1/10 and E* would be linear, as seen e. g. from equ.
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[9]. Thus by plotting (J3/J0) v.E* one can ascertain the quantum nature of the
effect without ambiguity.
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arwnE

KBAHTOBbIE ABMIEHVSA MPW B3AVMOAENCTBMW CBOBOAHbIX 3/IEKTPOHOB
C SNIEKTPOMATHUTHBLIMW MOAAMN

M. C. ®aparo n I Mapkc
Pesiome

Ecnn nydvyoK 3MeKTPOHOB MPOXOAUT 4epe3 pPafMovacTOTHOE 3/1eKTPOMarHUTHoe nose,
nepneHANKYNSAPHOE HamnpaBfieHWO pPacrnpocTpaHeHUs! MydKa, TO 3/1EKTPOHbI WCMbIThbIBAOT
yrioBoe paccesiHue. PacuyeTbl NMokasasu, YTO MPU PasyMHO BblBGPaHHbIX 3KCMEPUMEHTaIbHbIX
YC/IOBUAX 3TO YI/I0BOE paccesiHNe sIBNSieTCS pe3y/ibTaToM /MLb KBAHTOBOIO XapaKTepa B3au-
MogelicTBusl. C MOMOLLbIO MPOCTON CUCTEMbI 3MIEKTPOAOB — KaK HaM KaXeTCcs — BO3MOXHO
HabnoaaTe He TO/bKO Yr/I0BOE paccesiHWe 3/1eKTPOHOB, HO, M306paXkasi UHTEHCMBHOCTb TOKa
B 3aBMCUMOCTM OT aMNIMTyfbl PafMoyvacTOTHOIO 3/1IEKTPOMArHUTHOrO Mosisl, MOXEeM KOHTpPO-
IMpoBaTb WM KBaHTOBbI XapakTep SIB/EHUS.

B cnyuyae KBaHTOBOro 3hheKTa 3Ta KpvBasi UMeeT ApYyryt0 opMy, YemM B KIacCUYECKOM
c/yyae, a UMEHHO, B C/lyvae KBaHTOBOrO 3(heKTa OHa MMEeT MapabonMyeckyto, a B Noc/efHeM
cny4vae NMHeNHY ¢opmy.
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(Vorgelegt von K. Novobatzky. — Eingegangen : 25. |. 1954)

Das Problem, ob es sich bei der Rotverschiebung der Spektrallinien der aussergalak-
tischen Nebel nicht doch um eine Art Lichtzerstreuungseffekt handelt, wird theoretisch unter-
sucht. Die erste Bedingung einer solchen Deutung ist, dass ein Lichtquant sehr oft unter sehr
kleinen Winkeln abgelenkt wird, und diese Ablenkungen sich deshalb herausmitteln. Es wird
gezeigt, dass im intergalaktischen Raum tatséchlich solch ein bis jetzt in der Theorie der Licht-
zerstreuung unbericksichtitger Effekt auftreten muss. Die Abschdtzung der Grdssenordnung
zeigt jedoch, dass wenn man annimmt, dass die Beugung an Elektronen die Hauptrolle spielt,
der zu erwartende Effekt immerhin zu klein wird bzw. dass man viel zu grosse Elektronendichten
annehmen musste. Diese Resultate beziehen sich a fortiori aufnoch schwerere Teilchen (Mesonen,
Atome usw.). Interessante Ergebnisse erhdlt man jedoch fur Neutrinos Erstens ist es leicht
denkbar, dass Neutrinos tatsédchlich in den intergalaktischen Raum hinauskommen kdénnen
und zweitens ware der Hubbleeffekt tatsdachlich nach dem erwdhnten Gedankengang deutbar,
wenn man fir die bis jetzt unbekannten Konstanten der Neutrinos Werte annehmen wdrde,
die physikalisch recht plausibel sind. Solange wir also tber Neutrinos nichts Néaheres erfahren,
kann die Mdglichkeit der Deutung des Hubbleeffektes auf diesem Wege nicht grundséatzlich
ausgeschlossen werden. Zuletzt folgen noch einige Bemerkungen ber das Problem der Streuung
von Licht an Licht im Zusammenhang mit dieser Frage.

Einleitung

Bekannterweise wurden schon oOfters Bedenken dagegen gedussert, dass
man aus der Rotverschiebung der Spektrallinien der Spiralnebel [1] (also aus
einem einzigen Effekt) Schlusse auf die Kosmologie und Kosmogonie zieht bzw.
daraus die tatsdchliche Richtigkeit des Friedmann-Lemaitreschen Weltbildes
ableitet. Ausserdem sind die Messergebnisse beziglich des Hubbleeffektes noch
bei weitem nicht so genau, dass sie zwischen den beiden Mdglichkeiten, ob es
sich um eine Art Dopplereffekt handelt, oder ob die Lichtquanten wéhrend
ihrer Reise im intergalaktischen Raum (aus einer uns noch unbekannten Ursache)
Energie verlieren, entscheiden kénnten.1 Dem Physiker gibt es jedenfalls zu

1 Handelt es sich tatsdchlich um einen Dopplereffekt, so scheint uns die Intensitdt der
Spiralnebel aus zwei Ursachen geschwécht zu sein. Erstens wird die Energie eines jeden ein-
fallenden Lichtquants infolge der Rotverschiebung geschwécht (Energieeffekt) und zweitens
fallen infolge der von uns weggerichteten Bewegung weniger Lichtquanten in der Zeiteinheit
ein als das der Fall wére, wenn der Nebel unbeweglich sein wiirde (Anzahleffekt oder Verdin-
nungseffekt). Wirde dagegen die Rotverschiebung davon herriihren, dass die Lichtquanten (aus
einer uns unbekannten Ursache) Energie verlieren, so wirde allein der Energieeffekt auftreten.
Es ist jedoch bis jetzt nicht gelungen, aus Beobachtungsergebnissen zu entscheiden, welcher
Fall tatsdchlich vorliegt.
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denken, dass es sich um eine Rotverschiebung handelt. Hatte man namlich
eine Violettverschiebung beobachtet, so wére es unvermeidbar, dass man daraus
ganz radikale Schlusse beziuglich des Weltgeb&udes zieht, weil es ja eine ganz
abenteuerliche Hypothese wéare, anzunehmen, dass die Lichtquanten entlang
ihrer Bahn Energie auflesen. Da man jedoch eine Rotverschiebung beobachtet
hat, so wéare es schon denkbar, dass ein ganz kleiner Effekt, der zur Folge hat,
dass die Lichtquanten Energie verlieren, uns bis jetzt entgangen ist. In unseren
irdischen Experimenten existieren ja die Photonen nur wéahrend ganz Kkleiner
Bruchteile einer Sekunde, bei dem Hubbleeffekt handelt es sich dagegen um
solche, die vor Jahrmillionen entstanden sind.

Es ist schon ein alter Gedanke, dass es sich bei der betrachteten Erschei-
nung um eine Art Lichtzerstreuungseffekt handelt. Da das Lichtquant not-
wendigerweise auf die fragliche Partikel, an der es gestreut wird, einen Impuls
Ubertragt, so nimmt seine Energie bei diesem Prozess ab. Der bekannte Ein-
wand gegen diese Hypothese ist, dass die Lichtzerstreuung selbstverstandlich
mit einer Richtungsdnderung verbunden ist. Wirde es sich dagegen um solch
eine Art Lichtzerstreuungseffekt handeln, bei dem die unter sehr kleinen Winkel-
ablenkungen erfolgenden Streuungen die ausschlaggebenden sind, so kdénnten
sich diese vielen kleinen Ablenkungen herausmitteln analog wie z. B. Korpus-
kularstrahlen durch Metallfolien ohne bemerkbare Richtungsdnderung abge-
bremst werden kdnnen. Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die theoretische Mdg-
lichkeit eines solchen Effektes (ohne jede willkurliche Hypothese) zu unter-
suchen. Man kdnnte gleich einwenden, dass mangels einer ganz widerspruchs-
losen Quantenelektrodynamik dieses Problem theoretisch Uberhaupt nicht zu
behandeln ist ; das ist jedoch nicht der Fall, die Resultate der klassischen
Theorie der Lichtzerstreuung kénnen ohne jede Zweideutigkeit in die Sprache
der Quantenmechanik Ubersetzt werden.

8 1. Zuerst betrachten wir die von einem einzigen Teilchen, dessen Polarisier-
barkeit wir mit a bezeichnen, verursachte Lichtzerstreuung. @=@0cos2nvt
sei der elektrische Vektor der einfallenden Lichtwelle am Orte des frag-
lichen Teilchens, dann haben wir fir das darin induzierte Dipolmoment

= a® = a®©0cos 2nn. 1)
Dieses alternierende Dipol verursacht bekannterweise in seiner Umgebung

die elektrischen und magnetischen Feldstéarken

e(r,&I= 1)@, I= m -—Esinir = - (®,,cos 2nn) esin # 2
~rc2 dt2i rc2dt2

wo # den Winkel bedeutet, den die Dipolachse (Richtung des elektrischen Vek-
tors der einfallenden Lichtwelle) und die Beobachtungsrichtung (Streurichtung)
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miteinander einschliessen. Weiter folgt aus (2) mit Hilfe des Poyntingschen
Vektors der Energiefluss in der Beobachtungsrichtung

© = 3)

und dessen Mittelwert nach der Zeit liefert die gestreute Lichtintensitat

1: <s:f M] (4)

(2) und (4) enthalten die ganze klassische Theorie der Lichtzerstreuung von
einer Partikel.

Handelt es sich um zwei Partikeln, so missen wir die von diesen gestreuten
elektrischen Vektoren addieren. Bezeichnen wir mit | den in der Beobachtungs-
richtung auftretenden Gangunterschied der gestreuten Vektoren und ausserdem
das Produkt von allen in (2) auftretenden zeitunabh&ngigen Konstanten mit
a, so folgt fur den von beiden Teilchen gestreuten elektrischen Vektor

e = a{cos 2nvt -f- cos 2nv t-— (2a)

und weiter fur die gestreute Lichtintensitdt nach (4)

| prop, e2= a2|cos22nvt -J- cos22nvt.cos22nv---—--f-

c
+ sin2 2nvt.sin22nv-----j- 2 cos22nvt cos 2nv-—-- f- (5)
c c
+ 2co0s 2nvt.sin 2nvt ¢sin 2nv----- 1- 2 cos 2nvt min 2nvtecos 2nv — . sin 2nv —
c c c
Beruchsichtigen wir hier, dass
cos22nvt = sin22nvt = B und cos 27rrt »sin 27T = 0 (6)
ist, so folgt
— 4- — 4- cos 2ny (7
2 2

3 Acta Physica IV/1
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Die gestreute Intensitat in einer vorgegebenen Richtung kann also in Abhéngig-
keit vom Argument der trigonometrischen Funktion in (7) alle Werte zwischen

Null und der vierfachenvon der von einer Partikel gestreuten Intensitat

annehmen.
Verallgemeinern wir jetzt die erhaltenen Resultate auf regellos verteilte
Partikeln, so folgt analog zu (2a)

e cos 2nv
A-1
8
N
-y cos 2nvt . cos 2nv —

wo In den Gangunterschied des vom raten Teilchen gestreuten Vektors gegen-
Uber dem von einem willklrlich ausgewdahlten ersten Teilchen gestreuten Vektor
bedeutet. FlUr die gestreute Intensitat folgt weiter, wenn wir auch noch die
in (6) angegebenen zeitlichen Mittelwerte bericksichtigen

N i N
— j |2
| prop,e2= a2l cos 2nvt . cos 2nv — -f- sin 2nvt . sin 2nv— |
=1\ C Ny
C)
N N
— a2 ~S1 lcos22nv — 4- sin2 2nv — (-)——-02 'N-1 cos 2nv In In
2 A \ c r\ _
n=1 n,m=lI
m

Der Faktor in der geschweiften Klammer im ersten Gliede ist gleich eins, und
da es sich um eine ganz regellose Verteilung der Teilchen handelt, und wir
ausserdem annehmen wollen, dass N eine grosse Zahl ist, so kdnnen wir das
zweite Glied wie folgt schreiben :

cos 2nv InIn (10)

Endlich erhalten wir also

Im

1 ol (1v) In
| prop, e2= — a2f 4- a2 cos 2ny-t---1T dl
Prop 2 2] c )
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Da wegen der regellosen Verteilung das Argument der trigonometrischen Funk-
tion im zweiten Gliede alle moglichen Werte gleichmissig verteilt annehmen
wird, so verschwindet deren Mittelwert, und wir erhalten

= 1
I prop. ¢2 = ?az N, (12)

also das bekannte Resultat, dass bei einer regellosen Verteilung einfach die
aus den von den einzelnen Teilchen gestreuten Vektoren sich ergebenden Inten-
sititen addiert werden miissen.

Ein grundverschiedenes Resultat erhalten wir dagegen, wenn die frag-
lichen IV Teilchen so nahe beieinander liegen, dass die Wegunterschiede 1, — I,
sehr klein im Verhiltnis zu ¢/v =2 sind. Dann folgt aus (11)

I prop. ’ci:—;—azjv'+a2 {N+N(N—1)}:%azwz. (13)

In diesem Fall muss also die von einem Teilchen gestreute Intensitdt mit dem
Quadrat der Zahl der Teilchen multipliziert werden, ¢der, anders ausgedriickt,
im zuerst betrachteten Fall werden die Intensititen, im letzteren dagegen die
elektrischen Vektoren addiert.

Es gibt aber ausser dem betrachteten Fall, dass die streuenden Teilchen
sehr nahe beieinander liegen, noch einen anderen, in dem das zweite Glied in
(11) nicht verschwindet, und das ist der der Streurichtung, die einen sehr kleinen
Winkel mit der Fortpflanzungsrichtung des einfallenden Lichtes einschliesst.
In diesem Falle werden die Gangunterschiede I, — [,, klein in Verhiltnis zu
A, auch dann, wenn die Teilchen nicht nahe beicinander liegen und deshalb
folgt wieder unser Resultat (13). Bei materiell zusammenhiingenden grésseren
Teilchen ist diese Erscheinung, dass namlich wenn diese Teilchen nicht mehr
ganz klein im Verhiltnis zu 4 sind, die Streuung nach vorne bevorzugt auftritt,
unter dem Namen Mie-effekt schon lingst bekannt.

Beziiglich unserer Betrachtungen ist jedoch die Feststellung sehr wichtig,
dass wenn es sich um N regellos verteilte Partikeln handelt und N ausserdem
eine recht grosse Zahl ist, die Streuung seitwerts, also unter grossen Ablenkungs-
winkeln, proportional zu N, dagegen nach vorne, also unter ganz kleinen Ablen-
kungswinkeln, proportional zu N2 erfolgt, d. h. dass die Streuung unter ganz
kleinen Ablenkungswinkeln enorm stark bevorzugt wird und das ist der sprin-
gende Punkt unserer ganzen Uberlegung. In der Einleitung haben wir nimlich
schon erwihnt, dass zur Deutung des Hubbleeffektes nur ein solcher Licht-
zerstreuungseffekt in Frage kommen kann, bei dem Ablenkungen unter sehr
kleinen Streuwinkeln sehr stark bevorzugt auftreten.

3*
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Man konnte hier einwenden, dass in einem Laboratoriumsversuch, in
dem es sich um eine endliche Gasmasse handelt, die Verhiltnisse tatsichlich
so sein werden, im intergalaktischen Raum aber, wo es sich um eine unendlich
ausgedehnte Gasmasse handelt, man den Ablenkungswinkel iiberhaupt nicht
so klein wihlen kann, dass der Mittelwert von

—Im (14)

cos 27y -l—

[

nicht verschwindet. Das kann jedoch nicht der Fall sein. Wie wir sehen werden,
muss die streuende Gasmasse den Riickstossimpuls iibernehmen, und es ist
aus rein theoretischen Griinden sehr unwahrscheinlich, dass das momentan im
ganzen unendlich ausgedehnten Gasvolumen der Fall sein konnte. Wir miissen
also unbedingt unser Gasvolumen in kleinere »Kohiirenzgebiete« aufteilen.
In diesem Punkt beriihrt unser Problem den ganzen Fragenkomplex iiber das
Wesen des Lichtquants und der Quantenelektrodynamik. Abgesehen davon
kann man aber auch schon deshalb nicht mit einer unendlichen Ausdehnung
in diesem Falle rechnen, weil ja nur ein gewisser Teil einer Kugelwelle noch als
eben betrachtet werden kann.

§ 2. Bezeichnen wir die Entfernung eines Spiralnebels mit L, die Zahl der
streuenden Partikeln in der Volumeneinheit mit n und die im vorigen Paragra-
phen erwihnte lineare Ausbreitung des Kohirenzgebietes mit I. Beziiglich der
Beschaffenheit der streuenden Partikeln wollen wir vorderhand noch keine
Annahme einfiihren.

Da es sich in unseren Betrachtungen bloss um die Abschiitzung der Gréssen-
ordnung handelt, so nehmen wir an, dass sich die mit einem Gangunterschiede
von A/4 gestreuten Vektoren noch gegenseitig verstiirken. Fiir den dazu geho-
renden maximalen Ablenkungswinkel ¢ folgt dann

e

gin P = ——,

oder weil ¢ sehr klein ist,

(15)

Die Grésse des kohirent streuenden Volumens sei I2al. (Da es sich néamlich bloss
um die Abschitzung von Gréssenordnungen handelt, so wire eine genauere
Hypothese iiber die Form dieses Gebietes sowieso uninteressant.) Die davon
gestreute Lichtintensitit ist dann

J prop. (I? 7l)? n? (16)
d.h
J=Clé 7 nt. (17)
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Es werden also J/hv = iV’ Lichtquanten gestreut, wenn J die Intensitat des
gestreuten Lichtes bedeutet. Jedes Photon erleidet dabei einen Energieverlust.
Zu dessen Berechnung bezeichnen wir mit m die Massen der streuenden Parti-
keln, die totale Masse, die im Koharenzvolumen enthalten ist, wird dann mPnn.
Aus der Erhaltung der Energie und des Impulses folgen die Gleichungen

h(v— V') —— mi3nnv2, (18)
2
hv hv'
e cos v -f-ml3n nv cos (19)
c c
und
hv' . -
..... sinv — ml3namosin ¢ , (20)
c

wo V und V' die Frequenzen des einfallenden und gestreuten Lichtquants,
& den Ablenkungswinkel des letzteren und @ ebenfalls den Ablenkungswinkel
der ganzen streuenden Gasmasse bedeuten, v bedeutet die Ruckstossgeschwin-
digkeit der streuenden Partikel.

Da es sich um sehr kleine Ablenkungswinkel handelt, so kénnen wir
sin $ = # setzen, und da ausserdem das Lichtquant an der relativ sehr grossen
Gasmasse fast wie an einer Wand reflektiert wird, so folgt

P= 18070 n—90--—--- 0 also sin'w= cos— %r. '
2 2 2

Aus (20) erhalten wir also

$ = mIl3nnvcos — &—ml3nnv 1 — (21)
c 2

und da d28 wieder sehr klein ist

hv'
Y (22)
Trnnc
(22) setzen wir jetzt in (18) ein :
hv)2
h(v—v?) = (hv 12 (W2 e 23)
2T13nnc2 2ml3nnc2

Setzen wir hier den maximalen Wert von f) aus (15) ein, so folgt fur die grdésste
Frequenzénderung
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h(V—v') = &2 ~ (24)
© 2ml3une2 1612

8 3. Unsere néchste Aufgabe ist zu berechnen, wie oft ein Lichtquant
gestreut wird. Fur die Zahl der einfallenden Lichtquanten, die wir jetzt mit
N bezeichnen, erhalten wir, wenn [ die Intensitat des einfallenden Lichtes
bedeutet

1125

N= (25)

Nach (2) erzeugt ein Volumen von der Grosse al3, in dessen Volumeneinheit
Ti Partikeln enthalten sind, welche einzeln die Polarisierbarkeit a besitzen, die
Feldintensitaten

e(r) = () = -i- °% (ap Twe * sin do) . (26)
rc2 dt2

bedeutet hier den Winkel, den die Dipolachse (Richtung des elektrischen
Vektors der einfallenden Lichtwelle) und die Streurichtung miteinander ein-
schliessen, und 6 ist der elektrische Vektor der einfallenden Lichtwelle :

© = ©ocos2nvt. (27)

Aus (27) und (4) folgt

I = — [06TO©] = — Og. (28)
an 8n

Weiter erhalten wir aus (26) analog zu (28) fur die gestreute Intensitdt in einer
Richtung, die mit dem elektrischen Vektor der einfallenden Welle den Winkel
wp einschliesst

J" = 1 (4n2v2ap na)2— - sin2 &o, 29
r2c*( P n2) an 2 0 (29)

und fur die ganze von unserem Volumen aP kohé&rent gestreute Intensitat, wenn
wir ein rdumliches Polarkoordinatensystem ()?, q) einfihren, dessen Achse die
Richtung des einfallenden Lichtes ist

nial 2K

J'= —+—[4n2/3,2,,a12_£ e2 [ [ sin2#ur2sinftd&dee. (30)
r2ca 8n J J
#=0 P=4
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[/4/ ist der in (15) berechnete Grenzwinkel fur die hier betrachtete Art von Streu-
nng. Flhren wir ausserdem aus (28) den Wert von | ein, so folgt
T 2n
(31)

Nehmen wir entsprechend den tatséchlich auftretenden Verhéltnissen an, dass
es sich nicht um linear polarisiertes sondern um natirliches Licht handelt, das
wir durch zwei aufeinander senkrecht polarisierte Strahlen ersetzen und analog
zur Definition von & jetzt die Winkel, den die elektrischen Vektoren der erwéhn-
ten zwei Teilstrahlen mit der Streurichtung einschliessen, mit & und bezeich-
nen, so haben wir

sin2&t-(- sin2 = 2-.-c082 cos2#2 = 1+ CO0S20, (32)
weil ja die Richtungen der zwei elektrischen Vektoren und die Fortpflanzungs-

richtung des einfallenden Lichtes aufeinander senkrecht stehen. Analog zu
(27) haben wir jetzt

©x = @0x cos 27ivt und (Sy = 60y cos 2n:\, (33)
@0 x ‘ — ‘ ©0y (34)

und entsprechend (28)

I = (35)
Statt (31) haben wir dann unter Berucksichtigung von (32)
14 2n
(36)
0 o0
Da jedoch 1/41sehr Kklein ist, so folgt fur das Integral
AZn
@7
8/2

Endlich erhalten wir also aus (36) und (37) statt der auf linear polarisiertes
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Licht sich beziehenden Formel (31), fur einfallendes natlrliches Licht

— = — (47r43,2na)20ZL (38)
| c4 1612
oder wenn wir mit N = IPn/hv die Zahl der einfallenden und mit N' = J/hv

die der gestreuten Lichtquanten bezeichnen

N'_ I'IL-|2I'|:>|2a2K2_ nyz2n2a2 39
N e 4 B o 2

(39) gibt also die Zahl der von unserem betrachteten Kohdrenzgebiet gestreuten
Quanten im Verhéltnis zu den der einfallenden an. Im ganzen Lichtweg von der
Lange L ist dieses Gebiet jedoch L/I-mal enthalten ; fir die ganze Zahl der ent-
lang des Lichtweges infolge des betrachteten Prozesses gestreuten Quanten
haben wir also

9= N'— (40)

und daher fir das Verhdltnis von 91 zu N aus (39) und (40)

9? nwvlLv* n2a2s T>ILn2a2
N c* 12 v

84. Unsere Ergebnisse (24) und (41) wollen wir jetzt mit der Erfahrung
vergleichen. Die erste Bedingung, die erfullt sein muss, ist jedenfalls, dass
9t/N eine sehr grosse Zahl sein muss, weil sich ja nur in diesem Falle die vielen
kleinen Richtungsablenkungen herausmitteln kénnen. Zuerst wollen wir anneh-
men, dass die streuenden Teilchen freie Elektronen sind. Die optische »Polari-
sierbarkeit« dieser freien Elektronen, die wir fur a in (41) einsetzen mussen,
erhélt man bekannterweise am einfachsten, wenn man ein quasielastisch gebun-
denes Elektron betrachtet, auf das der elektrische Vektor der einfallenden
Lichtwelle einwirkt. Wenn wir noch mit k2 die Konstante der quasielastischen
Kraft bezeichnen, so erhalten wir die folgende Differentialgleichung

m - = e (S0cos 2n vt — k. (42)
dt2

Lost man diese Differentialgleichung und nimmt dann an, dass k2 gegen Null
geht, so folgt endlich fiur die gesuchte optische Polarisierbarkeit des freien
Elektrons
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Die Abschétzung der Groésse von a in der Umgebung der NaD-Linie liefert
das Resultat

a~ — 2 +10-23. (44)

FiUr | setzen wir vorerst (mangels einer besseren Hypothese) den grdssten
Gangunterschied ein, bei dem man noch Interferenzen feststellen konnte, also
etwa 1,5 in, fur L wollen wir eine Million Lichtjahre also rund 1024 cm einsetzen,
das ist die Grossenordnung der kleinsten im intergalaktischen Raum vorkom-
menden Entfernungen zwischen zwei Spiralnebeln. Fir /1 benutzen wir wieder
die Wellenldnge der NaD-Linie. Eine schwierigere Frage ist die Grdssenord-
nung von n. Nach einer Zusammenstellung von Dunham [2] betrédgt die Elektro-
nendichte im interstellaren Raum 14,4 Elektronen pro cm3, diese Grdsse wollen
wir in (41) einsetzen, wir bemerken aber ausdriicklich, dass sich diese Angabe
nicht auf den intergalaktischen, sondern auf den interstellaren Raum bezieht.
Aus den angegebenen numerischen Werten folgt also endlich

— ~ 3,46 +10-6. (45)
N

Wir sehen also, dass dieser Wert viel zu klein ist, weil ja die erste Redingung
fur die Herausmittelung der Richtungsablenkungen die sein musste, dass 91/IV
eine recht grosse Zahl ist.

Wir mussen noch die Frage beantworten, ob nicht die interstellaren Atome
zu dem betrachteten Effekt noch einen bemerkbaren Beitrag liefern kénnten-
Nach den erwdhnten Angaben von Dunham fallen auf ein cm3bloss 0,7 Wasser-
stoffatome, und da deren Polarisierbarkeit 6,63 « 10 25 betragt, so wurde ihre
Berucksichtigung unser Resultat (45) nur ganz unwesentlich beeinflussen.
Ausserdem mussen entsprechend der Zahl der Elektronen, (da andere ionisierte
Atome kaum eine Rolle spielen) ebenso viele Protonen vorhanden sein. Da jedoch
nach (43) in der Formel der Polarisierbarkeit die Masse im Nenner steht, so
ist deren Beitrag zu (45) ganz unbedeutend. Ebenfalls ganz unbedeutend sind
die im interstellaren Raum vorhandenen Na, K, Ca und Ti Atome, wegen ihrer
sehr geringen Zahl. Es sei ausserdem nochmals ausdrucklich hervorgehoben,
dass sich die numerischen Angaben von Dunham nicht auf den intergalaktischen
sondern auf den interstellaren Raum beziehen.

Vollstandigkeitshalber wollen wir noch die Gréssenordnung unserer Formel
(24) abschétzen, die wir jetzt in der Form

h(v—v") hv 2 h

.. (46)
hv 2ml3nnc2 1611 B2TlbNNV
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schreiben. Setzen wir hier wieder fiir m die Masse eines Elektrons, fiir n die

Elektronendichte 14,4 und fiir » die Frequenz der Na D-Linie ein, so folgt

B—¥) 55 s (47)
hy

Dieser Zahlenwert wiire selbstverstindlich nicht zu klein, wenn dazu ein ent-
sprechend grosser Wert von (41) bzw. (45) gehoren wiirde, was jedoch, wie
wir gesehen haben, nicht der Fall ist.

§ 5. Zuletzt berechnen wir noch die von einer Partikel in alle Richtungen
gestreute Intensitit, woraus wir mit Hilfe der Gesamtzahl der im Lichtweg
enthaltenen Partikeln, die ganze Lichtschwichung erhalten. Diese Grisse hingt
zwar nicht mit dem in dieser Arbeit besprochenen Problem unmittelbar zusam-
men, gibt jedoch diesbeziiglich eine gewisse Aufklirung, wie gross iiberhaupt
die Teilchendichte im intergalaktischen Raum sein kénnte, weil ja selbstver-
stindlich diese Lichtschwichung nicht zu gross angenommen werden kann.

Es sei also wieder € = €, cos 2wt der elektrische Vektor der einfallenden
Lichtwelle, mit Hilfe von (2) und (3) folgt dann fiir die von einer Partikel allseitig
gestreute Lichtintensitiit

s TN n 2n
ill Lo ¢ 1 [ d‘-' (a @)]_ r2 j j sin2 19‘0 sin 29 dl9 d‘P 2 (4‘8)
? =0

47 ctr? | di?

=0

wo wir wieder die in der Formel (31) beniitzten Bezeichnungen einfithren. Nach
Durchfiihrung der Derivationen nach der Zeit und Berechnung des zeitlichen
Mittelwertes analog zu (28) folgt weiter

n 27
ot pepiaan Vi [ f sinZ 9, sin & d dy . (49)
4qrcd 2 /R
0 0

Handelt es sich nicht um linear polarisiertes sondern um natiirliches einfallendes
Licht, so zerlegen wir dieses wieder analog zu (33) in zwei aufeinander senkrecht
linear polarisierte Komponenten, schreiben also

Cx = Coxcos 2vt und €, = €y cos 27rt (50)
und

[ Cox| = [ Coy| . (51)

Statt des einen Winkels ¥, fithren wir jetzt wieder die Winkel ¢#; und 9, ein,
die eine willkiirliche Streurichtung mit den Richtungen der elektrischen Vek-
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torén der zwei linear polarisierten Komponenten einschliesst. Mit Hilfe von
(32) erhalten wir dann aus (49) fur die von einer Partikel (deren Polarisierbarkeit
wir mit a bezeichnen) allseitig gestreute Lichtintensitdt im Falle von einfal-
lendem natirlichen Licht

T = —— (412v22)2— (92 (1 -J cos2$) sin d& d(p . (52)
4tre3 2

Die Integrationen kénnen jetzt schon durchgefuhrt werden und unter Berulck-
sichtigung von (35) folgt

128 Tfia2
V —— (@mr2\a)2— | I- (53)
c4 2 3 A

Bezeichnen wir wieder mit n die Zahl der fraglichen Partikeln in einem cm3
der intergalaktischen Materie, so folgt fir den hier auftretenden scheinbaren
Absorptionskoeffizienten (Turbiditatskoeffizienten)

3 A

und fur die Lichtschwachung in einer Entfernung L

128 a5a2 nL
3 (55)
I = 10e~rL

Zur Abschétzung der Grosse von T nehmen wir wieder an, dass die fraglichen
Partikeln Elektronen sind, dann miussen wir fur a nach (44) —2 ¢ 10~23 ein-
setzen ; benitzen wir ausserdem wieder fiir n die im interstellaren Raum fest-
gestellte Elektronendichte n = 14,4, so folgt fur die Gréssenordnung von T

t~ 6 +KI24. (56)

Setzen wir fur L wieder eine Million Lichtjahre, also rund 1024 cm ein, so folgt
fur den in (55) stehenden Exponenten

tL ~ 6 (57)
also ein absurd grosser Wert. Wir sehen also, dass schon aus diesem Grund eine

Elektronendichte im intergalaktischen Raum, von der Grdssenordnung der im
interstellaren Raum tatséchlich festgestellten, ganz unmadglich ist.
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88. Unsere Resultate wollen wir jetzt noch in die Form der bei der Bespre-
chung des Hubbleeffektes benttzen empirischen Zusammenhdnge bringen,
um die theoretischen Mdglichkeiten zur Deutung der Rotverschiebung bequemer
tberblicken zu kénnen.

Aus (41) und (46) folgt

Al X h(y—v") n'Lna2h
I N hv 32ml4cl

(58)

Setzen wir hier wieder die fur Elektronen schon bei der Abschatzung der Grdsse
von (41) und (46) benutzten numerischen Werte ein und nehmen wieder an,
dass L gleich einer Million Lichtjahre also rund 1024 cm ist, so folgt

Al

| 4,1 «10~34, (59)

was man aus (45) und (47) selbstverstdndlich auch unmittelbar erhélt.
Fasst man den Hubbleeffekt tatsédchlich als einen Dopplereffekt auf, so
kann man ihn mit Hilfe der folgenden empirischen Formel beschreiben [3] :

V km = 580- KO-e Rpc,

wo V die aus der Rotverschiebung berechnete radiale Geschwindigkeit in km
und RpC die Entfernung des fraglichen Spiralnebels ausgedrickt in Parsec
bedeutet. (60) wollen wir jetzt in CGS-Einheiten umrechnen, es bedeute v die
Radialgeschwindigkeit und L die Entfernung in diesen Einheiten, dann haben
wir

v= 1,88 «10"17L, (61)
und da
| c (62)
ist, so folgt
n2
— = 6,29 «10~28L. (63)

Setzen wir hier noch L = 1024 cm ein, so haben wir

-y- = 6,29 10“4 . (64)

Ein Vergleich von (59) und (64) zeigt gleich, dass der besprochene Effekt zur
theoretischen Deutung des Hubbleeffektes viel zu klein ist, wie wir das ja schon
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erwihnt haben. An Hand der Formel (58) kénnen wir aber jetzt leicht entschei-
den, ob der Hubbleeffekt auf diesem Wege deutbar wire, wenn wir fir die
in (58) stehenden Gréssen andere numerische Werte annehmen wiirden, selbst-
verstindlich so, dass man deswegen nicht mit anderen Erfahrungen in Wider-
spruch gerit.

Die Elektronendichte n geht linear in (58) ein, und es wiire deshalb ganz
unmdéglich, eine so hohe Elektronendichte im intergalaktischen Raume anzu-
nehmen, dass (58) und (63) von derselben Grissenordnung werden. Abgesehen
von der Absurditit einer so grossen Dichte im intergalaktischen Raum, wiirde
daraus nach (54) ein unméglich grosser scheinbarer Absorptionskoeffizient fol-
gen. Wie wir im §5 gesehen haben, ist das ja schon der Fall, wenn man bloss die
im interstellaren Raum festgestellte Elektronendichte noch im intergalaktischen
Raum als angenihert giiltig annehmen wiirde. Eine weitere Moglichkeit wiire
fiir [ einen anderen Wert zu beniitzen. Wie wir schon am Anfang dieser Arbeit
besprochen haben, ist die richtige Wahl der Grissenordnung von I der schwie-
rigste Punkt unserer theoretischen Untersuchung. Doch miissten wir um eine
grossenordnungsmissige Ubereinstimmung von (58) und (63) erreichen zu
kénnen, | so klein wiihlen, dass das schon einfachen Laboratoriumsversuchen
(z. B. der Beobachtung der Lichtzerstreuung von griosseren Teilchen) wider-
sprechen wiirde. Davon abgesehen, wiirde aber auch eine entsprechende Wahl
der Grosse von I nichts niitzen, weil ja neben der verlangten numerischen Uber-
einstimmung von (58) und (63) die Formel (41) einen grossen numerischen Wert
liefern miisste, in (41) steht jedoch [ im Zihler. Die entgegengesetzte Moglich-
keit wiire, anzunehmen, dass [ recht gross, also etwa nahe der Grissenordnung
von L wiire, auf diese Moglichkeit haben wir schon am Ende des §1 hingewiesen.
Bezeichnen wir diesen neuen Wert von I mit L', dann haben wir statt (41)

N 75 L” Ln? a?
-N = 12 . (4'111)

Bei dieser Wahl von [ konnte also unsere Bedingung, dass (41) eine recht grosse
Zahl sein soll, tatsichlich erfiillt sein. Wie wir ebenfalls schon erwihnt haben,
entsteht aber jetzt die Schwierigkeit, dass es jedenfalls schwer denkbar ist, dass
das Lichtquant auf alle Atome einer grossen Gasmasse gleichzeitic Impuls
ibertriagt. Nehmen wir dagegen an, dass das fragliche Lichtquant nur einem
Atom Impuls abgibt, so miissen wir unsere Formel (46) abindern, wie das aus
der Herleitung dieser Formel unmittelbar erhellt. Erstens fillt dann das Produkt
Ban im Nenner des ersten Faktors weg bzw. wird gleich eins und im zweiten
Faktor steht jetzt im Nenner L'2 statt [2. Wir erhalten also

h(v—y 2
(»—) 3 hv 1 . (46a)
hy 2mc2 16L72




46 TH. NEUGEBAUER

Der erste Faktor wird zwar infolge des Wegbleibens des Produktes I37n im
Nenner grosser, der zweite dagegen viel kleiner, so dass auf diesem Wege kaum .
eine bessere numerische Ubereinstimmung zwischen (58) und (63) erreicht werden
kann. Unsere jetzt besprochene Annahme iiber die Grosse von I kinnte jedoch
eine Bedeutung haben in der weiter unten zu besprechenden Rolle der Neutrinos
bei der Verursachung des Hubbleeffektes.

Alles was wir bis jetzt in bezug auf Elektronen gesagt haben, muss sich afor-
tiori auch auf schwerere Teilchen (Mesonen, Atome usw.) beziehen. In (58) steht ja
die Masse mim Nenner und das Quadrat der Polarisierbarkeit, die ja bei solchen
Teilchen geringer ist,im Zihler. Abgesehen davon ist nach unserem heutigen Wis-
sen, das Vorhandensein von Mesonen im intergalaktischen Raum sehr unwarschein-
lich. Damit haben wir also bewiesen, dass Elektronen oder noch schwerere Teil-
chen bei der Deutung des Hubbleeffektes keine Rolle spielen kénnen. Die Ver-
hiltnisse sind jedoch ganz anders im Falle der Neutrinos. Erstens ist uns deren
weiteres Schicksal, abgesehen vielleicht von einer ganz neuen Untersuchung
von Reines und Cowan [4] ganz unbekannt. Da es jedoch bis jetzt nicht gelungen
ist zu zeigen, dass jegliche Materie die Neutrinos bemerkbar absorbieren wiirde,
so ist die Hypothese nicht von der Hand zu weisen, dass Neutrinos im inter-
galaktischen Raum vorhanden sein kénnten. Zweitens konnen wir bis jetzt
fir die Masse und das magnetische Moment der Neutrinos nur obere Grenzen
angeben, und es ist uns nicht bekannt, ob das elektromagnetische Feld auf
Neutrinos iiberhaupt und wenn ja in welchem Masse einwirkt. Ist diese Ein-
wirkung iiberhaupt nicht vorhanden, so ist @ = 0, und damit wire die Rolle
der Neutrinos beziiglich unserer theoretischen Untersuchung ganz bedeutungs-
los. Ist das jedoch nicht der Fall, so wiire es schon maglich, dass Neutrinos hier
eine Bedeutung haben kénnten. Dazu miissen wir folgendes beachten: (41)
miisste, um den Hubbleeffekt auf diesem Wege deuten zu kénnen, eine recht
grosse Zahl sein, dagegen darf (54) nicht gross werden, weil ja dann der inter-
galaktische Raum iiberhaupt nicht durchsichtig wiire. In (41) steht das Produkt
n?a® als Faktor, in (54) dagegen na®. Durch entsprechende Wahl von a und n kén-
nen wir tatsiichlich erreichen, dass n?a? sehr gross wird,na? dagegen klein bleibt,
dazu muss nur a recht klein, dagegen n gross sein, was physikalisch garnicht unver-
niinftig ist. Der Faktor na? steht ausserdem auch noch in unserem Endresultat
(58) und da wir postuliert haben, dass dieser Faktor klein sein soll, so kinnte
man denken, dass diese Hypothese auch unser Endresultat viel zu klein macht.
Das ist jedoch nicht der Fall, weil in (58) die Masse des Neutrinos (m) im Nenner
steht ; wiihlen wir die als recht klein, was wieder physikalisch sehr plausibel
ist, so kann (58) einen verhiltnismiissig grossen numerischen Wert annehmen.
Unser Postulat, dass (54) klein sein soll, wird dadurch nicht beeinflusst, weil
(54) von m unabhingig ist.

Solange wir also iiber die physikalischen Konstanten der Neutrinos nichts
Niheres erfahren, kann die Moglichkeit, dass der Hubbleeffekt von Neutrinos
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verursacht wird, nicht ausgeschlossen werden. Im Zusammenhang mit dieser
Frage sei nur noch erwiihnt, dass man eine gewisse Lichtschwichung im inter-
galaktischen Raume tatsidchlich beobachtet hat. Statt der theoretischen Formel

log N = 0,60 m - konst, (65)

wo N die Anzahl der Nebel pro Quadratgrad bis zur scheinbaren Helligkeit
m bedeutet, erhielt nimlich Hubble [5] aus seinen Beobachtungen die empi-
rische Formel

log N=0,501m —7,371. (66)

Eine weitere theoretische Moglichkeit zur Deutung des Hubbleeffektes,
die wir nicht ganz unerwiihnt lassen wollen, wiire anzunehmen, dass dieser
Effekt eine Folge der Streuung von Licht an Licht ist. Dazu wire notwendig,
dass die verhéltnismiissig grossen Quanten des sichtbaren Lichtes sehr oft mit
ganz kleinen Quanten »zusammenstossen«, und die vielen kleinen Richtungs-
ablenkungen sich demzufolge herausmitteln. Beziiglich der Streuung von Licht
an Licht liegen nur die theoretischen Arbeiten von Euler und Gockel [6] und
Karplus und Neuman [7] vor, experimentell ist diesbeziiglich garnichts bekannt.
Die postulierten vielen kleinen Quanten konnten im intergalaktischen Raum
dagegen tatsichlich vorhanden sein, weil ja nach den neuesten Untersuchungen
die starken Radioquellen im Schwan und im Perseus von im Zusammenstoss
sich befindenden Galaktiken herriihren [8 ]. Unsere Kenntnisse iiber diese letztere
Deutungsmoglichkeit sind jedoch sowohl theoretisch wie empirisch viel zu
mangelhaft, als dass wir dariiber etwas Positives aussagen kénnten. Mann kénnte
iibrigens auch die Frage umkehren und aus der Hypothese, dass der Hubbleeffekt
eine Folge der Streuung von Licht an Licht ist, die Grosse dieser Wechsel-
wirkung berechnen. Es sei nur noch erwiihnt, dass nach dieser letzteren Auf-
fassung der Hubbleeffekt eine (kleine) Niherung der Lichtquanten-Energie

zur Aquipartition wire.
Zusatz bei der Korrektur

Nach dem Einsenden dieser Arbeit (20. I. 1954.) ist eine Verdffentlichung
von E. Finlay-Freundlich (Phil. Mag. 45, 303, 1954) erschienen, die beziiglich
des hier besprochenen Problems nicht unerwiihnt bleiben kann. Der genannte
Verfasser findet, dass die Rotverschiebung der Spektrallinien der zur Gruppe
des Orionnebels gehorenden B-Sterne rund zehnmal so gross ist, als das aus der
allgemeinen Relativitdtstheorie folgen wiirde. Finlay-Freundlich vermutet,
dass diese Rotverschiebung eine Folge des Energieverlustes der Photonen im
Strahlungsfelde des Sternes ist und findet die folgende halbempirische Formel

i = — AT4,

1

wo A eine Konstante, T' die Temperatur des Strahlungsfeldes und [ die Lénge
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mdes Lichtweges im Strahlungsfelde ist. Finlay—Freundlich zeigt, dass diese
Formel auch in den anderen Spektraltypen gultig ist. Eine sehr wichtige
Konsequenz dieser Untersuchung ist, dass wenn die oben stehende Formel
tatsachlich richtig ist, man den Hubbleeffekt damit deuten kann, dazu muss
nur eine Temperatur des Strahlungsfeldes im intergalaktischen Raum von
1,9—61 K angenommen werden.

D. ter Haar bespricht in einer darauffolgenden Arbeit (Phil. Mag. 45,
320, 1954) die Resultate von Finlay-Freundlich und kommt zu den Resul-
taten, dass weder der Compton-Effekt, noch die schon erwéhnte von Euler und
Gockel berechnete Wechselwirkung zwischen Photonen die erwdhnten Ergeb-
nisse erklaren konnte. D. ter Haar halt es noch fir das Wahrscheinlichste, dass
es sich um eine (unbekannte) Wechselwirkung zwischen Photonen und Elek-
tronen handelt.

Ausserdem sei es noch erwéhnt, dass man nach neuen sich auf die Cephei
Veréanderlichen beziehenden Untersuchungen die Hubblesche Expansions-
konstante wahrscheinlich halbieren muss (vgl. P. ten Bruggencate, Natur-
wiss. 41, 173, 1954), doch bleiben davon unsere Berechnungen, in denen es
sich nur um die Abschatzung von Grdssenordnungen handelt, unberihrt.
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PACCEAHME CBETA W 3®PEKT HUBBLE
T. Heitrebayap

Pesome

C TeOpeTUYEeCKOI TOUKM 3pEHUs paccMaTpuBaeTCsl BOMPOC O TOM, He 06ycnoB/MBaeTcs
N KpacHoe CMeLLUeHNe CreKTpasbHbIX JIMHWI CNUpasibHbIX TYMaHHOCTeM BCe-TaKM KaKuM-
nn6o aheKToM paccesiHUs cBeTa. lMepBoe yc/oBWe A5 TaKOro poja TeopeTUYecKoro WUCTos-
KOBaHWS 3TO — MasloCTb yr/fla paccesiHusi B OTAeMIbHbIX aKTaX M MHOFOKPaTHOCTb aKTOB pac-
CesiHWA, BCNeACTBME KOTOPbIX OTK/IOHEHMSI CBETOBOr0 KBaHTa ycpeAHsioTcs. B pa6oTe noka-
3aHO CyLlecTBOBaHMWe 3(peKTa, He YYTEHHOro [0 HACTOSILLEro BPEMEHW, B TEOPUU paccesiHusi
CBeTa, B MEXrasakTM4eCcKOM NpocTpaHcTBe. OLeHKa nopsijka BeNMUMHbI 3pteKTa NoKasbIBaeT,
YTO 3TOT 3(PPeKT BecbMa Mas, ecnv MPeAnoIoKUTb, YTO PaccesHUs Ha 3/1eKTPOHax urpawT
OCHOBHYI POJ/ib, UM HEOBXOAMMO MpeAnonaraTb BecbMa 00/bLUYH 3M1EKTPOHHYH MIOTHOCTb.
- 9T pesynbTaTbl a fortiori oTHOCATCA M K 60nee TsHKeNbIM YacTmuam (Me3oHaMm, aTomam
W. T. 4.). VIHTepecHbIii pe3ynbTaT MoslyyaeTcsl B C/lyYae HeMTpuHO. Bo-MepBbix BecbMa /1erko
NpeAcTaBUTL cebe, YTO HEATPUMHO MOTFYT HAaXOAWUTbCA B MEXrallaKTU4ecKOM MpPOCTPaHCTBE U
BO-BTOPbIX N1erKo 06bACHMTbL 3ddeKT Hubble Ha ocHoBe M3M0XKEHHOr0o MNpPeAcTaBAeHUs, ecnn
COOTBETCTBYIOLUMM 06pa3oM BbIGpaTb [0 HACTOSLLEr0 BPEMEHM Heu3BeCTHble MOCTOSIHHbIE
HenTpuHo. [0 Tex Mop, NMoKa 0 HeATPMHO 6osiee MOAPOGHblE CBEAEHUS He MMeEKTCs, 06bsc-
HeHue athpekTa Hubble o aTomy nyTn Henb3s MUCKNOYMTL. B KOHLE paboTbl cenaHbl HeKo-
TOpble 3aMeYaHUsi, CBsI3aHHble C W3/I0KEHHbIMW 3[eCb BOMPOCAMW, OTHOCUTENIbHO paccesiHus
WCBETa Ha CBeTe.
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The Fredholm theory of lion-homogeneous integral equation has been applied to Heitler’s
integral equation for radiation damping in scattering processes which are beset with divergence
difficulties. The general convergence of the solution has been discussed, from the mathematical
point of view. The Fredholm solution has been obtained for various meson-nucleon scattering
processes and it has been found that the results agree with those obtained otherwise.

1. Introduction

Various methods have been formulated by different authors to obtain
an approximate solution of Heitler’s integral equation. Of these, variational
techniques [1] are of frequent use. But the serious objection to this techni-
que is that it fails to account for the accuracy of the solution. To circumvent
this difficulty an iterative procedure was developed by the author [2]. It was
found that in some cases the solution agrees with the exact solution already
known.

Since Heitler’s integral equation is closely related to Fredholm’s integral
equation of the second kind, it is of particular interest to study Heitler’s integral
equation from the point of view of Fredholm’s theory of solution.

In the following sections we have indicated the method of solution of
the equation and then we have shown the applicablity of the method in various
scattering processes.2

2. Fredholm Solution

In this section we obtain the Fredholm Solution [3] of Heitler’s integral
equation of radiation damping namely,

X, X0 =g (xx0+ Avg (X, x)/(x', x0dQ'; A= n (2.1

4 Acta Physica 1V/1
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where g (X, X0) is the scattering amplitude in Born's first approximation, g (X, X')
the kernel of the integral equation and f (X, X)) which we are to find out, the
scattering amplitude including radiation reaction.

The Fredholm solution of (2.1) is given by

F(x, x0) = g (x, x0) + Al [ ~ g (hx0 dUh, (2.2)
J d ()

where the Fredholm resolvent D (x, h; 5 and Fredholm determinant d (9)
are given by

D h;sH=g(h)+ ¥, ()"~ Dn(xh), (2:3)
n=1 Til
d(A) = | + y (—)"-"Nj-AT, (2.4)
_ n\
n=1
with
g(*>h) g (X, X) ... g (Xxn
8 (*i>b *V *|) mmmg(xv Xn
Dn(x, h) (*1>b) o ) o ) diRj (fR 2+++diQn
(2.5)
g (*n,b) 9%, Xj) . . . g(xn,Xn)
and
g (*V *I) g (*i>*2) mmg{xv xn)
VAR (*V Mi) mmmg(*v*n)
an sz dRj dEr2eeeder  (2.6)
g(*n,Xi) g(Hn,M2) m m . g(Xn,Xn)

For the convergence of the Fredholm solution it is required to show that
the series (2.3) and (2.4) are convergent.

For (2.4), we see that, as the scattering amplitude g (X, X') is a continuous
function of scattering angle, we have |g (X, X') 1< M, where M is independent
of angle. Again with the aid of Hadamard’s lemma [3] we have

\anl< nn2 (2M)nn2m;
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writing
nnl2 (2M)nn2n = (nl)bn
we see
bnAn is absolutely convergent,
r=1
since

lim (bn-hilbn)-> 0 .
n->o

Thus the series d (A) is convergent for all values of A and an integral
function of A

Likewise we can prove the convergence of D (X, h; A).

Now it can be easily verified [3] that if the kernel of the integral equation
(2.1) namely, g (X, X'), he capable of expanding in the form

n

g x)="fm (¥gn(x),

m=1

then d (A and D (8, h; A are polynomials in Aof degree n. Thus if
g(x, x) = gl (x) 92 (x),

then
i = 1—JA
and
D (x h;A = Agj(x) gAx),
where

A —J8i(M g2(*) dQ-

The corresponding solution of the integral equation (2.1) is given by

f (X, x0) = g(xx0 + E%MJfQZ(X)Q(X,XO)dQ'- 2.7)

In the following sections we will employ this method to find out solutions
of the Heitler integral equation corresponding to meson-nucleon scattering
processes.

4*
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3. Examples

(3.1) The scattering of negative n-meson by proton (using pseudoscalar
meson field).

We will show here that the Fredholm solution (2.7) gives the exact solution
as obtained previously [1, 2] by the variational or iterational processes.

The matrix element for this process may be written as

(P, X[GjpO X0 = (n(cqg + a2y4) u0)/(2e0(Wh— M 2)),

where N and u0 are the usual Dirac spinors corresponding to the four momenta
p and pO respectively, X and X0 are the final and initial four-momenta of the
meson, and to = (p2-t- g2f , where q is the magnitude of the momentum of
either particle and p the meson mass. WO is the total energy of the system and
M is the nucleon mass.

°i=f2M; a2=/ 2WO0

in the case of pseudoscalar coupling.
Wrriting

(P, X1G jpx x0) = hg (p, Pi) uo,
2e0

the Hehler equation reduces to
) - ) "Q(PADPTY(__ YRS }
/(P ’Po) =g (P ’Po) + 32 _ZT\rt/qudQ 8(P"P")(— 1YXxPp + M)f(p'’ Vo) (3-11)

Here the kernel of the equation is g (p, p) A (p') which can be expressed
as the product of two functions gx(p) g2(pi), where

gi (p) = (@ + °2YUI(2e0(W*— M2) = g (p, p")
and

ga(p) = (—iYitP\x+ M) = 1 (p') .

Thus the solution (2.7) can be easily apphed to the solution of (3.11).
Hence obtaining for A

A = JdQg4(p)g2(p),

we get

A = 4ug (p, p') (EOy4+ M);
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writing
X=iql (32n1;2 WQ0)

we get the solution

hi (p)

LA € (p) € (PP dQ S.(P"Po) (3.12)

/(P>Po)  g(p- Po) + (1— AX)

noting that
g (P%Po) = g (P>P") = &i (P)

This is the solution as obtained by other methods. It may be mentioned
that by actual substitution of the value (3.12) for f (p, p0) in the equation

(3.11) we easily show that it is the exact solution. The scattering cross-section
is proportional to / (p,Po) 2-

(3.2). The scattering of n+-meson by proton
We consider here the scattering of a charged scalar meson by a proton

using scalar meson field with vector coupling.
The relevent matrix element for this process is given by

P>XiGI1p0 x0) = —i(g2p2 u(yie—yp) uo,
and in our reference system,
D+ = Po+ %0z 0; 6= 2+ 92uU2 (= |P] = *] = ip|= |xor
where P, X, pO, X0, £,‘ P and q refer to the same values as in the last section.

Writing (p, X| G Jpo, x0) = (ugu0) and with a similar definition of
Jufu0), we have for the Heitler integral equation for this process the following:

/(P>Pqg =g(p>Po) + Elﬁ_i—/ Jld Qg (p,p") (—iyiip'M+ M)/(p,,p0). (3.21)

Here the kernel of the equation is given by
1ig2AP2) Y-l« -T P)(-H m A+ M); P=h .. .4,
which can be expressed as the product of two functions of p and p' as

gi P) = (%7/*2) (Yie— YP)i éz(P)= (— IYIPf + M).
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Hence we may use (2.7) as the solution of (3.21). Writing

A =jdQgl(p)g2(p)

we have the value of A :

A = 4n;(—ig > 2) (y4e) (e0yd+ M) — g2).

Putting A= (iql32 n2 IP) we get the solution of the equation as follows :
= ’ N N ' ' =
AP» Pg = g (P’ Po) + (1_AA)jgz(p)g(p%Po)dQ

= (3.22)
(1 — AX)

since the integral, Jg, (p") g (p',p0)dQ" gives the same value as that of A and
noting that g4 (p) and g (p4, p0) are identical. That this is the exact solution may
easily be verified by actual substitution in the integral equation. We may also
mention that using the variational technique [1] of Goldberger, we get the same
solution.

Taking for the trial solution / (p.p) = g (p,p0) we have the following
solution for / (p, po)

/(P»Po) =g(P»Po0) +
(3,23)
Ali'dB*'g(p.p'M (p")gp'.p0]2
JdB'g(p.p") A (p)g(p'»Po)—AJjdB" <*R'g(p.p") /1 (p)g(p". P*) A (p™) g (p™, PO)
with
A= (iql32n2w) and N1 (p)= (— iy p 4 -f-M);
A(p") = (— M).
W riting
A= (—ig22Jda (yie—yp) (— iy, LPfj. + M)

we see on putting the value of g (p, p0) in the numerator and denominator of
(3.23) that (3.23) reduces to

: * * [g(p»PoM]* = 9(p-Po)
P> PO z2g (PP * by A — Ag (p.p0)-A2  1— AX
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which is the same as (3.22).
The scattering cross-section is proportional to

g (P>Po)/ (1 — L . .

(3.3) Scattering of n~-meson by neutron. (Non-relativistic limit.)

We conclude the section by considering the scattering of an -meson
using pseudoscalar meson theory with pseudovector coupling in the non-relati-
vistic limit.

The relevant matrix element for this process may be given by

g(p,Po) = (P G|Po) = (92/2fj?e0) (a mp)(u * po),

where a is the usual spin-matrix.
The corresponding Hehler integral equation may be written as

/ ( P,Po) = (ga2/i2eo)(<r-p)(<r-po) + A j<to, (ff-p)(CT-p")/(p,,po), (3.31)

where
A= (ig2q)l(16n*/r* e0).

Hence the kernel of the equation, (cr-p) (cr*p'), can be expressed as the
product of two functions, namely,

gi(p)= (+P) and g2(pO= (a P~

Hence we can use (2,7) as the solution of (3.31).
Determining the value of A — \dQgl(p)g2(p) we get A 4 nq2,
where g is the magnitude of the absolute value of the momentum. Now,

[ (p,Po) = (g2/2i‘2e0)  +p) (ff+Po) + J ( ‘P) C7+p’) dQ" (a mPo)

(r  p) (a mpo)

(3.32)
1— (g2l 4:w2t0)

(92/ 22 «0)

That (3.32) is an exact solution may be verified by actual substitution in the
integral equation (3.31).

It may be mentioned that the solution (3.32) is not in agreement with
that obtained by Goldberger using the variational technique [1].

In conclusion the author wishes to record his sincere gratitude to
Dr. D. Basu for his valuable counsel in the preparation of this paper.
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MPUMEHEHVE TEOPUN ®PEAIO/IMA
K WHTErPA/IbHOMY YPABHEHUIO TEWT/IEPA

C. H. bucsac

Pestome

Teopusa dpearonMa ANa HeNMHERHbIX UHTErpaibHbIX YpaBHEHMI Gbina NprvMeHeHa K
MHTErpanbHOMY YypaBHeHuto [eiTniepa, ONMUCbIBalOLLEMY paguaLyOHHOe 3aTyxaHue B Mpo-
Leccax paccesHusi. B ypaBHeHuMM [eiiTnepa MMeroTcst 6OfbLUME TPYAHOCTM PacXOoAMMOCTM.
C maTemaTnuecKoli TOUKU 3peHus 6Gblna 1ccnefoBaHa CXOAMMOCTb peLleHusl. PelueHue, nony-
YeHHOe Ha OCHOBe Teopuy DdpearonmMa, 6b10 NPUMEHEHO K MPOLLECCY PAacCestHUSt Me30HOB-
HYK/IEOHOB. Pe3ynbTaTbl, MOMyYeHHble TaKUM 06pa3oM, XOPOLLIO COF/1acytoTcs C pesy/bTatamm™
Mo/lyYeHHbIMU C MOMOLLIO APYTUX METO0B.



MIKROPHOTOMETRISCHE MESSUNGEN
AN ELEKTROLUMINESZENTEN SILIZIUMKARBID-
KRISTALLEN*

Von

G. SZIGETI, G. T. BAUER, J. WEISZBURG
FORSCHUNGSINSTITUT FUR DIE FERNMELDETECHNISCHE INDUSTRIE, BUDAPEST

(Eingegangen : 17. Il. 1954)

Die Verfasser arbeiteten ein Verfahren und ein Apparat aus, mit dessen Hilfe die Licht-
intensitdt und das Spektrum der unter dem Mikroskop betrachteten elektrolumineszenten
Kristalle mit einer Genauigkeit von etwa +15% ausgemessen werden kann.

1. Einleitung

Bei der Untersuchung von Fluoreszenzerscheinungen, insbesondere bei
der Untersuchung der sogenannten elektrolumineszenten Kristalle, besteht die
Notwendigkeit, die Lichterscheinung von einzelnen Kristallen zu untersuchen.
Die Apparatur, welche bei der Aufnahme von Lumineszenzspektren vielfach
verwendet wurde, eignete sich infolge Lichtmangels nicht fur die Untersuchung
von einzelnen Kristallen [1]. Wir mussten also ein Mikrospektrophotometer
entwickeln, mit dem die Spektren einzelner Kdérnchen unter dem Mikroskop
ausgemessen werden konnten. Zur Bestimmung des Wirkungsgrades des Leuch-
tens der Kristalle, mussten wir die einzelnen Mikrokristalle unter dem Mikroskop
photometrieren. Fir solche Untersuchungen wurde in unserem Institut bereits
ein Mikrophotometer ausgearbeitet und von einem unserer Mitarbeiter beschrie-
ben [2]. Diese letztgenannte Anordnung bewd&hrte sich sehr gut bei der Aufnahme
von Spektren von einzelnen lumineszenten Kdérnchen, war jedoch nicht geeignet
fur die Untersuchung von elektrolumineszenten Kristallen, da die elektrischen
Kontakte und Zuleitungen die Beobachtung der Lichterscheinung stark stérten.

2. Beschreibung der Apparatur

Anlehnend an die erwdhnte Konstruktion wurde ein neues Mikrophoto-
meter entwickelt, mit welchem die Kristalle in Durchsicht betrachtet werden
konnten und die elektrischen Kontakte auf der unteren, vom Objektiv abge-
kehrten Seite angebracht wurden. Die neue Anordnung ist aus Abb. 1 und
2 ersichtlich.

Zwecks Untersuchung wurde der Kristall (7) mit Hilfe der Nadel (8)
gegen die Bohrung des massiven Kupferstabes (6) geklemmt. Das andere Ende

* Vorgetragen am |. Ungarischen Physikerkongress, Budapest, 1953.
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des Kupferstabes (6) ragt in den Ofen (5). Der Stab war zwischen Ofen und
Kristall mit Asbestschnur warmeisoliert. Die Messung der Temperatur des
Kristalls erfolgt mit Hilfe eines Thermoelementes (9) und die Ablesung am

Abb. 1

Abb. 2

Galvanometer (10). Die am Behribrungspunkt zwischen Kristall (7) und Nadel

(8) entstehende Lumineszenzerscheinung kann durch die Bohrung im Stab
(6) untersucht werden.



MIKROPHOTOMETRISCHE MESSUNGEN AN ELEKTROLUMINESZENTEN SILIZIUMKARBIDKRISTALLEN 59

Die Messung des Lichtes geschah durch ein Mikroskop, dessen Sehfeld
mit der Lichtquelle (17) beleuchtet wurde. Das Licht der Lichtquelle wurde
durch das Linsensystem (13, 16) mit Hilfe eines Spiegels (12) innerhalb des
Mikroskops zum Okular projiziert. Im Okular also sehen war Ubereinander

superponiert den leuchtenden Kristall und den Hintergrund. Mit Hilfe eines
Graukeils (14) konnte die Helligkeit des Hintergrundes und des Kristallbildes
ausgeglichen werden, und so war die Lichtstdrke der Lumineszenerscheinung
eindeutig bestimmbar. Die zur Untersuchung noétige Spannung wurde dem
Kristall und der Nadel aus einer Batterie (25) Uber einen Spannungsteiler (24)
zugefuhrt. Die Strom- und Spannungswerte wurden mit dem Mikroampermeter
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(22) und mit dem Voltmeter (23) gemessen. Die Polaritat der angelegten Spannung
konnte wéhrend des Messens mit Hilfe eines Kommutators (21) umgepolt werden.
Der Strom fiur die Normallampe und fur den Ofen — welcher zur Regelung der
Kristalltemperatur dient — wurde dem Spannungsstabilisator (1) entnommen.

Zur Aufnahme von Spektren mikroskopischer Lichtquellen oder anderer
mikroskopischer Objekte, wurde von der Firma Zeiss ein Mikrospektralokular
entwickelt. Mit diesem Gerdt war die qualitative Beobachtung der Spektren
maglich. Diese Apparatur wurde nun umgearbeitet fur die subjektive Messung

Abb. 4

der spektralen Energieverteilung der Strahlung von Kristallen. Das z. B. durch
Koénig und Martens angegebene Verfahren fir den Ausgleich der Lichtstarke
des Objektivs und einer Normallichtquelle durch Polarisation, wurde durch
eine semiobjektive Methode ersetzt. Die Lichtstdrke der Normallichtquelle
wurde namlich durch eine Irisblende soweit abgeblendet, bis die Intensitat
an dem beobachteten Spektralband der beiden Lichtquellen gleich gefunden
wurde. In diesem Zustand wurde die Intensitdt der Normallichtquelle durch
ein Lichtelement gemessen. Die Photographie des Photometers zeigt Abb. 4. Die
Wirkungsweise des Apparates soll an Hand der Skizze 3 erlautert werden.
Die Apparatur besteht aus drei Teilen.

1. Mikroskop mit Okularspektroskop.
2. Normallampe mit Gehd&use.
3. Okularkopf mit Mikrometerverstellung.
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Auf den Objekttisch des Mikroskops wird das zu beobachtende Kdérnchen
(F) aufgesetzt. Dieses wird mit Hilfe der Frontlinse (T) und des Okulars (0,)
am Spalt (Rr) abgebildet. Das Okular (02) dient als Kollimator, welcher die
Lichtstrahlen parallel bundelt. Dieses Strahlenbiindel wird durch ein Amici
Prisma (P2 in die zunadchst freie Offnung der Linse (Lj) geleitet, und mit
dem — auf unendlich akkomodierten — freien Auge das Spektrum beobachtet.
Nach Einsetzen der Linse (Lj) wird das Strahlenbindel in der Ebene (K) gesam-
melt, wo das reelle Bild des Spektrums erscheint. Dieses Bild wird durch das
positive Okular (03) vergrdssert. In der Ndhe des Brennpunktes von (03) in
der Ebene (K) ist ein Spalt (P2 angeordnet und in einem Tubus eingebaut.
Das Okular (03) ist in der Richtung des Spektrums verschiebbar.

Das erwdhnte Spektrumbild vom Punkt (F) erscheintin der Halfte des Spal-
tes (R2. In der anderen Hélfte sieht man als Fortsetzung dieses das Spektrum
der Normallampe (N). Der Spalt (P2) schneidet vom Spektrum im Durchschnitt
ein Band von 30 A Breite aus. Mittels einer Mikrometereinstellung — an der
0,1 mm 15 A entspricht — kann der Spalt (R2 entlang des Spektrums ver-
schoben werden. Die Eichung der Mikrometereinstellung in Angstrom erfolgt
mittels der sichtbaren Linien einer Hochdruck-Quecksilberdampflampe, bzw.
mit der Linie 6708 A des Lithiums.

Wi ie bereits oben beschrieben, wird das Bild der Normallampe (N) mit
Hilfe der Optik (L2 und Prisma (Pj) in der anderen Halfte der Spaltebene
(Rj) abgebildet. Die Lichtstarke dieses Bildes wird mit Hilfe einer Irisblende
— welche in der Optik (L2) eingebaut ist — geregelt. Der Offnungswinkel des
Lichtkegels der Optik (L2 soll so gross sein, dass auch das Photoelement (E)
in der N&he der Eintrittséffnung belichtet wird. Mit Hilfe eines angeschlossenen
Galvanometers (G) kann also auch die Lichtstarke in Spalt (Pj) kontrolliert
werden.

Die Messung geht folgendermassen vor sich : mit Hilfe der Mikrometer-
schraube (M) wird der Spalt (P2 des Okulars (63) Uber das zu messende Gebiet
des Spektrums geschoben und danach die Blende von (L2 solange geregelt,
bis die beiden Spektrumbilder im Spalt gleich hell erscheinen.

3. Messergebnisse

Die Ergebnisse der mit den beschriebenen Apparaturen ausgefihrten
Messungen sind in den Tabellen 1 und 2 zusammengefasst. Tabelle 1 enthé&lt die
gemessenen elektrischen Daten und Lichtintensitaten dargestellt als Funktion
der Temperatur des Kristallkérnchens. Es ist zu erwdhnen, dass der Wirkungs-
grad der bisher zur Verfligung stehenden SiC-Kristallenexemplare noch ziemlich
schlecht ist. In theoretischer Hinsicht ist die Abnahme des Lichtwirkungsgrades
mit der Temperatur zu erwé&hnen.
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TABELLE 1
V=sv V= 8V V= 10v
T 1 R T | R T 1 R
c° M K@ c° 4A KB c® JiA KR
180 90 55,5 30 80 100,0 20 250 40,00
190 140 35,7 55 60 133,0 40 230 43,50
235 270 18,7 85 170 47,0 57 235 42,50
250 280 17,9 9% 170 47,0 85 285 34,70
295 300 16,7 100 160 50,0 110 600 16,60
320 420 11,9 150 180 44,4 170 775 12,90
330 460 10,8 200 360 22,2 200 1250 8,00
270 750 10,6 220 1390 7,20
» 290 1300 6,1 250 2440 4,10
310 1650 48 275 5100 1,96
315 100 000 0,10
Vo= 12v
T I R N L v
c° yA KR w ftLm juLm/w
40 4000 3,00 0,048 0,170 3,54
50 4900 2,46 0,059 0,188 3,18
7 9100 1,32 0,109 0,264 2,42
0 7050 1,70 0,085 0,358 4,21
160 15800 0,76 0,190 0,610 321
170 17400 0,69 0,209 — —
175 20000 0,60 0,240 0,705 2,94
190 28500 0,42 0,342 0,650 1,90
200 46000 0,26 0,552 0,640 1,16
210 51000 0,23 0,612 0,620 101
220 89000 0,13 1,070 0,800 0,75
230 200000 0,06 2,400 0,705 0,29
270 266000 0,04 3,200 0,750 0,23

Tabelle 2 enthdlt die Lichtintensitdt des Elektrolumineszenzspektrums-
als Funktion der Wellenlange. Die nebeneinander geschriebenen Werte sind
die Resultate von mehreren unabhéngigen Messungen. Es ist ersichtlich, dass
die Messgenauigkeit auch bei diesen kleinen Lichtintensitdten noch immer
ziemlich gut ist.
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Wellenlénge

A

6418
6360
6200
6165
6100
6079
6049
5952
5912
5876
5793
5643
5566
5504
5436
5405
5365

Energie der
Lichtquanten

eV

1,923
1,94
1,99
2,005
2,023
2,03
2,04
2,073
2,087
2,1
2,13
2,187
2,217
2,424
2,27
2,287
23

TABELLE 2
will?ﬁﬁ?ﬁ'tzgirm. Wellenlange
E A
25 5332
24, 33 5273
29,5 37,6 5222
43 5174
53,5 5127
48 5078
44, 47 5036
47,51 4966
63,5 4926
60, 65,5 4806
53, 58 4692
43,5 52,6 4641
63,5 4594
80,5 4562
81,5 4509
86,5 93,5 4447
65,5 4384

Energie der
Lichtquanten

eV

2,314
2,34
2,363
2,385
2,407
2,43
2,45
2,485
2,505
2,568
2,63
2,658
2,687
2,705
2,737
2,775
2,815

1. G. Szigeti, E. Nagy, Mdegyetemi Kozlemények, 1, 117, 1948.
Osztalyanak Kozleményei,

2. E. Nagy, MTA Matematikai és Természettudoméanyi
1/ 53, 1952.
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Intensitat in
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E

81

54,4 62
90,5

122,5 1275
96 113
114,5 1225
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137

150 169
133,5
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UBER DIE DURCH GLEICHSTROM ANGEREGTE
ELEKTROLUMINESZENZ VON SILIZIUMKARBID-
KRISTALLEN*

Von

G. SZIGETI
FORSCHUNGSINSTITUT FUR DIE FERNMELDETECHNISCHE INDUSTRIE, BUDAPEST

(Eingegangen : 17. 11. 1954)

Nach einer kurzen Zusammenfassung der bisherigen Literatur beschreibt der Verfasser
seine Untersuchungen und Versuche zur Ausmessung des elektrolumineszenten Spektrums von
Siliziumkarbid und zur Bestimmung der Abh&ngigkeit der elektrischen Eigenschaften dieser
Lichterscheinung und des Kristalls von der Temperatur. Auf Grund der Messungen gelangt
er zur Folgerung, dass die Lichterscheinung innerhalb der Sperrschicht durch beschleunigte
Trager erregte Lumineszenz ist. Als Zentrum der Lumineszenz kdnnen die im Kristall vorhan-
denen, stochiometrisch dberflissigen Kohlenstoffatome betrachtet werden. Auf Grund der
spektralen und elektrischen Messungen war der Verfasser in der Lage, ein Termschema anzu-
geben.

Im Laufe unserer fritheren Untersuchungen [1, 2] haben wir einen Zusam-
menhang zwischen den dielektrischen Verlusten der verschiedenen Zinksilikate
und Zinkberylliumsilikate einerseits und zwischen der photolumineszenten
Lichtemission anderseits gefunden.

Bei diesen Stoffen kann man die ohne Belichtung gemessenen dielektri-
schen Verluste als charakteristisch fur ihre Leitfahigkeit betrachten, bzw. kann
aus diesen Verlusten auf die Leitfahigkeit der einzelnen Elementarkdrner
gefolgert werden.

Wir haben gefunden, dass die Leitfahigkeit als Funktion der Temperatur
aus zwei Komponenten besteht. Eine Komponente erwies sich als praktisch
unabhédngig von der Temperatur, zeigte aber Proportionalitdt mit der Lumines-
zenzfiahigkeit des Materials. (Mit der Anderung der Aktivatorkonzentration bei
demselben Ausgangsstoff, z. B. dnderte sich diese Komponente der Leitfahig-
keit parallel mit der Lumineszenzféhigkeit [3].)

Die andere Komponente der Leitfahigkeit wuchs aber sehr schnell mit
steigender Temperatur. Fir dieses Anwachsen der Leitfahigkeit fanden wir
folgenden Ausdruck :

a—ao~~J1. exp (— E]JkT).

Es wurde bei denselben Materialien im Falle von Ultravioletterregung
auch die Temperaturabhdngigkeit der emittierten Photonen gepruft, und es
wurde gefunden, dass, solange die Leitfahigkeit des Materials von der Temperatur

* Vorgetragen am 1. Ungarischen Physikerkongress, Budapest, 1953, und auszugs-
weise an der Conference on Luminescence in Cambridge, 1954.

5 Acta Pbysica 1V/1
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unabhéngig ist, auch der Wirkungsgrad der Lumineszenz praktisch als unver-
andert betrachtet werden kann.

Wurde aber mit der Temperatur jener Wert erreicht, bei welchem der
steile Anstieg der Leitfahigkeit begann, so fanden wir, dass das Licht der Lumi-
neszenz stark zusinken begann. Wenn wir die Anzahl der emittierten Photonen

Abb. 1. Absorptionskoeffizient einer Kaliummanganatlésung als Funktion der Wellenlédnge
(Kurve l)und die Emissionsspektren verschiedener mitMangan aktivierter Leuchtstoffe. (Kurve
2 und 3 Zinkberylliumsilikate, Kurve 4 Zinkborat)

fur die Lichtintensitat als charakteristisch betrachten, so koénnen war den
folgenden Zusammenhang zwischen der Temperatur und der Anderung der
Anzahl der emittierten Photonen aufschreiben :

N =M

1 -~ Cexp (—E/KT)’
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Diese Formel etwas umgestaltet ergibt :-

By g o=
CN

Wir halten es fiir notwendig zu bemerken, dass in den — fiir die Erhohung der
Leitfihigkeit, bzw. fiir die Schwichung des Lichtes — gefundenen beiden Aus-
driicken die Aktivierungsenergie die gleiche ist.

Auf Grund unserer fritheren Beobachtungen méochte ich noch auf eine
andere, von uns erkannte Gesetzmissigkeit hinweisen [5, 6]. Bei der Priifung
von Spektren verschiedener Manganverbindungen haben wir merkwiirdiger-
weise gefunden, dass die Form und der Platz der Spektralbande im Absorptions-
spektrum der verschiedenen Lésungen von Manganationen (MnO,) mit der
orangeroten Emissionslinie der Zinkberylliumsilikate und vieler anderer mit
Mangan aktivierten fluoreszenten Materialien vollkommen iibereinstimmen
(Abb. 1).

Ahnlich konnte man bei mehreren anderen fluoreszenten Verbindungen
eine Ahnlichkeit zwischen den Absorptionsbanden der Losungen oder diinner
Schichten des Aktivierungsmaterials und dem Emissionsspektrum der Lumi-
neszenz des aktivierten Materials finden. Wir halten es fiir wahrscheinlich, dass
in solchen Fillen die von dem Raumgitter etwas abgeschirmten Ionengruppen
des Aktivators das emittierte Licht erzeugen.

Wir miissen annehmen, dass in solchen Fillen nur ein ganz kleiner Teil
der als Aktivator dosierten Manganverbindung wihrend der Glithbehandlung
sich in die Form der héheren Valenz verwandelt, da unter normalen Umstinden
im Leuchtpulver das Absorptionsspektrum der vorausgesetzten Verbindungen
nicht wahrnehmbar ist. (In einigen fluoreszenten Pulvern konnte man mit
entsprechender Wirmebehandlung erreichen, dass ungefihr der 1/3 Teil des
gesamt dosierten Mangans sich in die Form der hsheren Valenz verwandelte.
Die Farbe eines solchen Pulvers wird also sehr stark bemerkbar. Da dieses
Absorptionsband genau dem emittierten Licht entspricht, leuchten diese Materi-
alien nicht mjehr.)

Nach dieser kurzen Zusammenfassung méchte ich die Resultate unserer
neuesten Untersuchungen bekanntgeben. Der Ausgangspunkt dieser Versuche
war eine Mitteilung des sowjetischen Physikers Lossew vom Jahre 1928 [7,8].

Lossew beobachtete bei Siliziumkarbidkristall, dass durch die Wirkung
des Durchflussstromes, in der Nihe des Kontaktes eine Lichterscheinung auftritt.
Er nahm das Spektrum dieses Lichtes auf, priifte die Anderungen dieser Licht-
erscheinung bei verschiedenen Stromstirken und verschiedenen Stromrichtungen.
Zur Zeit seiner ersten Publikation dachte er, dass die Lichterscheinung von
den aus dem Kristall mit grosser Geschwindigkeit austretenden Elektronen
verursacht wird, welche die Molekeln der umgebenden Luft zum Leuchten

H*
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erregen. Spéater wurde die Erscheinung von Clauss gepruft. Er stellte fest, dass
es sich hier um eine, von den an der Sperrschicht sich abbremsenden Elektronen
erregte, in das optische Gebiet fallende Bremsstrahlung handelt. Deshalb dachten
er und auch spatere Verfasser (z. B. Finkelnburg [9]), dass mit dieser Erschei-
nung keine praktisch verwendbare Lichtquelle guten Wirkungsgrades ver-
wirklicht werden kann. Die Erscheinung schien jedenfalls sehr interessant zu
sein und besché&ftigte oft die Forscher, jedoch ohne endgultiges Resultat. In der
letzten Zeit erschienen mehrere Publikationen des Signal Corp. Eng. Lab. in
den Vereinigten Staaten auf Grund der Ergebnisse der Arbeiten von Lehovec,
Accardo und Jamgochian [10, 11, 12]. Lehovec und seine Mitarbeiter haben

AA
80

60
40

20

0
0.066 2 4 6 8mA

Abb. 2. Lichtstérke als Funktion des erregenden Stromes nach Lehovec [12] (Im= Anodenstrom
des Photomultipliers, Ic= Erregerstrom)

die anndhernde Spektralverteilung des von dem Kristall emittierten Lichtes
mittels Verwendung verschiedener Filterglédser aufgenommen. Sie konnten drei
Spektralbanden nachweisen, und zwar mit einem Maximum bei 4750, 5250
und 6100 A Wellenldngen. (Hier muss ich bemerken, dass infolge der von den
Autoren angewandten Methode weder die genaue Form des Spektrums noch die
Stelle der Maxima mit genlgender Sicherheit bestimmt werden kann.)

Es wurde von ihnen die Anderung des Lichtes als Funktion der Strom-
starke untersucht und der Zusammenhang gemass Abb. 2 gefunden. Ausserdem
wurde die Abhé&ngigkeit der Lichtstirke von der Temperaturdnderung bei
verschiedenen Stromstdrken zwischen Zimmertemperatur und —136 C° gemes-
sen. Die Ergebnisse dieser Messungen von Lehovec und Mitarbeitern sind aus
Abb. 3 und 4 ersichtlich.

Vom Standpunkt der weiteren Betrachtungen fand der Verfasser jene
Beobachtung der erw&hnten Forscher fur die wichtigste, laut welcher sich das
Licht bei niedriger Temperatur (zwischen Zimmertemperatur und —136 C°)
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mit der Erhdhung der Temperatur nach einem Exponentialgesetz vermindert.
Lehovec und seine Mitarbeiter fanden, dass die Aktivierungsnergie gleich
0,118 eV sei. Bemerkenswert ist ihre Feststellung, laut welcher der Wirkungs-

XA

Abb. 3. Lichtstdrke als Funktion des erregenden Stromes bei verschiedenen Temperaturen.
(Nach Lehovec.)

Abb. 4. Wirkungsgrad als Funktion der reziproken Temperatur 3} in willkiirlichen Einheiten).
(Nach Lehovec.)

grad der Lichterregung bei Zimmertemperatur 2,10 6 Quanten/Elektron betragt
und, die Messpunkte gegen niedrige Temperaturen weiter extraproliert, der
100%-ige Wirkungsgrad bei etwa 80 K° zu erwarten ist. Weiters haben sie
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auch das Nachleuchten der Lichterscheinung gepriift und dabei bemerkt, dass
bei niedriger Temperatur das Nachleuchten exponentiell verlduft mit einer
Zeitkonstante von 80 u sec., bei Zimmertemperatur haben sie dagegen ein
Nachleuchten von 1,15 p sec. gefunden. Auf Grund dieser Untersuchungen schlos-
sen sie, dass der Prozess der Erregung bekannt aus der Theorie der Transistoren
durch Injizieren der Triger geschieht, und der Mechanismus der Lichtemission
im Grunde mit dem bei den anderen Leuchtstoffen bemerkten Mechanismus
identisch ist.

Der letzterwihnte Teil dieser Folgerung unterstiitzt vollstindig unsere
eigenen Feststellungen, die wir auf Grund unserer fritheren Untersuchungen
bereits mitgeteilt haben [13, 14]. Wir fanden, dass kleine Mengen von Verun-
reinigungen den Wirkungsgrad der Lumineszenz ebenso vermindern, wie es
bei den bekannten Phosphoren der Fall ist. In unserer Patentanmeldung vom
Jahre 1939 [13] haben auch wir auf die von Lehovec und seinen Mitarbeitern
erwihnten schidlichen Einfliisse der Eisenverunreinigung hingewiesen.

Wir haben unsere eigenen Untersuchungen mit zwei verschiedenen Stoffen
durchgefiihrt. Eine Serie haben wir mit von einem durch das Karborundum-
werk, Kempten, uns zur Verfiigung gestellten Kristallaggregat abgetrennten
Kristallen, die andere mit den von uns selbst hergestellten Siliziumkarbid-
kristallen durchgefiihrt.

Zwischen zwei beliebige Kristalle des Kristallagglomerates von Kemp-
ten haben wir grossenordnungsweise 100 V Spannung geschaltet ; einzelne
Kristalle des Agglomerates zeigten bei Einschaltung des Stromes griin-
liches Leuchten. Entsprechend der Stelle des Agglomerates auf der wir die
beiden Elektroden anbrachten, leuchteten immer andere Kristalle auf, ohne
dass eine bestimmte Geset‘zmi{ssigkeit festgestellt werden konnte. Als wir von
dem Kristallagglomerat einzelne Kristalle abbrachen und zwischen zwei Nadeln
oder zwischen eine Platte und eine Nadel einspannten, wies der Kristall ungefihr
bei 6 V Spannung am Ort des Kontaktes eine Lichterscheinung auf. Diese Lichter-
scheinung war mit der von Lossew beschriebenen identisch. Auch hier zeigte sich die
Veridnderung der Farbe des Leuchtens bei Austauschen der Pole. Diese Erschei-
nung ist besonders gut bemerkbar bei einer Zusammenstellung mit zwei Nadeln.
In der Umgebung der linken Nadel mit z. B. positiver Polaritit zeigt die
Lichterscheinung mehr gelbe, in der Nihe der rechten Nadel mit negativer Pola-
ritdt blduliche Farbe. Im Falle des Umpolens wechseln beide Erscheinungen. Wir
haben bemerkt, dass bei solchen Kristallen, welche reiner sind (weniger farbig
erscheinen) zur Erreichung der gleichen Lichtintensitiit eine geringere Strom-
stirke notwendig war. Auf Grund dieser Beobachtung haben wir angenommen,
dass der Wirkungsgrad dieser Erscheinung durch die Reinheit der Kristalle
stark beeinflusst werden kann. :

Wir haben demgemiiss versucht, moglichst reine Siliziumkarbidkristalle
selbst herzustellen. Demzufolge glithten wir spektroskopischen Zwecken die-
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nende, sogenannte homogen-gereinigte Kohlenstifte mittels Durchfihrung
elektrischen Stromes. Der Kohlenstab wurde in eine Mischung von Kohle
und Kieselsaure eingebettet. Die Kohle erhielten wir durch Verkohlung
von Kristallzucker, die Kieselsdaure war vorhanden in Form von Pulver, das
wir aus dem in unserem Betriebe benutztem Merck purissimum Erzeugnis

%

Abb. 5. Zusammenstellung der Emission und Absorptionspektren von mit Kohle aktivierten
Leuchtstoffen.

Kurve 1. Elektrolumineszenzspektren des SiC nach Szigeti, Bauer, Weiszburg [15]

Kurve 2. Elektrolumineszenzspektren des SiC nach Lehovec 112]

Kurve 3. Fluoreszenzspektren desmit Kohle aktivierten Bornitrids nach Tiede und Tomaschek [17]
Kurve 4. Absorptionsspektrum desselben SiC wie in Kurve 1

durch Kochen mit Koénigwasser reinigten und dann ausglihten. Wir mischten
die Kohle und die Kieselsaure so, dass ihr Verhaltnis der Reaktion Si02 -f- 3C —

2CO -f- SiC entsprach. Das Gluhen wurde bis zur Durchbrennung des Kohlen-
stabes foitgesetzt. Nachher konnten wir aus der Mischung an der Stelle der
hochsten Temperatur verhéltnismassig viele hellgelbe SiC-Kristalle auswéhlen.
Die Dimensionen der einzelnen Kristallkérner waren von der Gréssenordnung
von 0,1 mm. Diese Kristalle wurden mikroskopisch untersucht. Wir beobachte-
ten, dass die mit Metallkontakt berihrten und auf Metallplatte gestellten
mikroskopischen Kdérner bei etwa einigen Volt Spannung und ungefédhr 0,01—0,1
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mA Strom in ihrer ganzen Grdsse leuchteten, und zwar war die obenerwédhnte
gelbliche Farbe unabh&dngig von der Elektrodenpolaritdt vorherrschend. Wir
fanden aber einige Korner, welche von der Polaritdt ebenfalls unabhéngig,
jedoch mit der vorher erw&hnten blaulichen Farbe leuchteten. Mit der Erhéhung
der Spannung &anderte sich die Farbe des Lichtes nicht (ebenso, wie es auch bei
den Kemptenschen Kristallen gefunden wurde), also im Gegensédtze zu der
angefihrten Annahme von Klaus und Finkeiburg [8], kann die Strahlung keine
optische Bremsstrahlung sein. Wurden die einzelnen Kérner in Yakuum der Wir-
kung von Kathodenstrahlen ausgesetzt, dann leuchteten sie dem wahrend des Kon-
taktes beobachtetem blauen Lichte dhnlich. Die von uns untersuchten Kristalle
wiesen hei Einwirkung einer Ultraviolettstrahlung von 2537 A oder grdsseren
Wellenldngen, im Gegensatz zur Publikation von Lehovec, keine Lumineszenz auf.

Weiters haben wir versucht, zu den Ausgangsmaterialen Mangan zu
dosieren in Form von ungefdéhr P% MnCO03, um zu entscheiden, ob man in
Siliziumkarbid ein fir Mangan charakteristisches Spektrum erregen kann, wie
dies bei verschiedenen Silikaten, Boraten, Phosphaten oder einigen Sulfiden
der Fall ist. Dieses Experiment endete mit negativem Kesultat, vielleicht deshalb,
weil das Mangan im Laufe des Gluhprozesses sich verflichtigte, es ist aber viel-
mehr wahrscheinlich, dass es in das Siliziumkarbidgitter nicht eingebaut
werden konnte.

Im Interesse der genauen Untersuchung der Erscheinung hielten wir es
fur besonders wichtig, die Aufnahme des Spektrums genauer auszufiihren, als
dies von Lehovec angegeben wurde. Fir diesen Zweck hat unser Mitarbeiter,
G. Bauer, eine Einrichtung zusammengestellt, welche sich im Laufe unserer
weiteren Untersuchungen sehr gut bewdhrt hat. Diese Einrichtung ist an einer
anderen Stelle dieser Zeitschrift nédher beschrieben [15].

Mittels dieser Einrichtung waren wir in der Lage das Spektrum schon eines
einzelnen Kdrnchens mit ungefdhr ~15% Genauigkeitin bezug auf die Licht-
intensitdt aufzunehmen.

Das Elektrolumineszenzspektrum (blauliches Licht) des Kempten'schen
Siliziumkarbids ist in Abb. 5 sichtbar (Kurve 1). Kurve 2 stellt die von Lehovec
und seinen Mitarbeitern verfertigte Aufnahme des im Siliziumkarbid beobach-
teten Lichtes dar. lhre Messpunkte sind mit + angedeutet. Wir sehen also,
dass unsere Messung die Feinstruktur des Spektrums bedeutend besser enthullt.
Wenn wir die Lichtintensitadt als Funktion des Frequenz (resp. des in eV aus-
gedrickten hu) darstellen, so bemerken wir an den folgenden Stellen die Maxima :

2,535 2,385 2,285 2,125 2,025
Relative Intensitat am Ort des
MaXiMUMS. ..o 33,8 26,9 19,8 14,5 12,2
Die Ahnlichkeit dieses Spektrums mit dem von Tiede und Tomaschek [17]

untersuchten durch Kathodenstrahlen erregten Spektrum des mit Kohlenstoff
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aktivierten Bornitrids ist wirklich iiberraschend. Dieses Spektrum ist in
Abb. 5 durch die Kurve 3 dargestellt. Wie daraus ersichtlich ist, fallen die bei
2,025, 2,125, 2,285 und 2,385 eV-s erscheinenden Maxima in den Spektren des
Bornitrids und des Siliziumkarbids vollkommen zusammen. Bei hoheren Fre-
quenzen zeigt sich jedoch keine Ubereinstimmung.

Ausserdem haben wir auch das Absorptionsspektrum des unsererseits unter-
suchten Siliziumkarbidkristalles aufgenommen. Wir haben gefunden, dass bei
einer Bestrahlung mit grosserer Energie als 2,90 eV, das Siliziumkarbid voll-
stindig undurchsichtig ist. Gegen niedrigere Frequenzen erschien an den fol-
genden Stellen ein Absorptionsmaximum : bei 2,68, 2,535, 2,275 eV ein ver-
hiltnismissig scharfes und zwischen 1,95 und 2,04 eV ein flaches Absorptions-
maximum. Die kurzwellige Grenze der Absorption stimmt mit den fritheren
Daten und auch mit den von Lehovec mitgeteilten Werten iiberein. Im Silizium-
karbid ist also die Breite der verbotenen Bande annehmbar: 2,9 eV, wihrend
die dazwischenfallenden kleineren Absorptionsmaxima wahrscheinlich den ein-
gebauten Verunreinigungen entsprechende Energieniveaus bedeuten.

Da die Emissions- und Absorptionsspektra bekannt waren, versuchten
wir das Termschema des von uns gepriiften Siliziumkarbids (siehe Abb. 6)
zusammenzustellen.

Auf Grund des Vorzeichens des Gleichrichtereffektes ist anzunehmen,
dass das von uns untersuchte, die erwihnte Lichterscheinung aufweisende
Siliziumkarbidkristallexemplar ein Halbleiter von der Type p ist, d. h. dass
die Verunreinigungsniveaus oberhalb des Valenzbandes unbesetzt sind.

Mit der gréssten Intensitiit erscheint die Emissionsbande von 2,535 eV,
die der im Absorptionsspektrum gefundenen Bande entspricht. Wir konnen
annehmen, dass diese Bande durch einen Ubergang vom Grundzustand zu den
hochstliegenden Verunreinigungsniveaus entsteht. Ebenso ist dic Emissions-
und Absorptionsbande von 2,275 eV fiir einen Ubergang vom Grundzustand
auf ein hoherliegendes Verunreinigungsniveau charakteristisch. Dadurch ist
die Stelle der beiden hoherliegenden Verunreinigungsniveaus bestimmt. Ange-
nommen, dass den Banden, die sich nur in Emission zeigen und nicht in Absorp-
tion, ein Ubergang von einem der hsherliegenden zwei Verunreinigungsniveaus
zu einem niedrigen Verunreinigungsniveau entspricht, miissen wir noch zwei
— in der Nihe des Grundzustandes — bei 0,15 und 0,25 eV liegende Verunreini-
gungsniveaus voraussetzen. Wenn wir diese Niveaus aufzeichnen und die unter den-
selben méglichen Ubergéinge priifen, so bekommen wir interessanterweise den Stel-
len aller in Emission erscheinenden Banden entsprechende Werte. Das Termsche-
ma gibt keine Erklirung fiir die Absorptionsbanden 2,68 und 1,95—2,04 eV.

Wenn wir die Form des Fluoreszenzspektrums des mit Kohle aktivierten
Bornitrids mit dem Elektrolumineszenzspektrum des Siliziumkarbids vergleichen
und die in der Einleitung im Zusammenhange mit den Manganverbindungen
geschilderte Analogie in Betracht ziehen, so erscheint die Annahme sehr ver-
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lockend, dass im Siliziumkarbid bei dem blauen Leuchten stéchiometrisch Uber-
flussige Kohlenstoffatome als Aktivator dienen. Diese Annahme scheint auch
noch dadurch begrindet zu sein, dass unter den Siliziumkarbidkristallen ver-
schiedener Herkunft und von verschiedenen Stoffen verunreinigt, man immer
solche Exemplare finden konnte, welche die geschilderte, charakteristische
blauliche Lumineszenz aufwiesen.

Die Farbe des Spektrums wurde durch Verdnderung der Menge der Ver-
unreinigung nicht beeinflusst, die Erhéhung der Menge der Verunreinigungen
im allgemeinen verminderte aber bedeutend die Lichtintensitat.

Abb. 6. Termschema der Elektrolumineszenz von SiC

Betreffs des Mechanismus der Lumineszenz konnen wir annehmen, dass
die Erregung auf die von Lehovec geforderte Weise, durch Injizieren der Tréager,
im gegebenen Falle der Elektronen, in das Konduktionsband geschieht. Die
Lichtemission entsteht auf solche Weise, dass die injizierten Elektronen in eine
der beiden oberen Verunreinigungsbande (2,535 und 2,275 eV) geraten. Sie
kommen von hier entweder durch einen Ubergang ohne Ausstrahlung in den
Grundzustand bzw. in eines der beiden unteren unbesetzten Verunreinigungs-
niveaus zurick, oder sie fallen mit Emission einer Strahlung entsprechender
Wellenldnge in einen der niedrigeren Zustéande zurick.

Wenn dieser Mechanismus richtig ist, so mussen die unteren Verunreini-
gungsniveaus bei Erhdhung der Temperatur durch die von dem Valenzbande
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hingelangten Elektronen besetzt werden, d. h. bei niedrigen Temperaturen
musste das Licht der Aktivierungsenergie von ungefédhr 0,16 resp. 0,25 eV ent-
sprechend von der Temperatur sich abhé&ngen.

Lehovec untersuchte die Anderung des Lichtes zwischen Zimmertemperatur
und —136 C° und fand eine Aktivierungsenergie von 0,118 eV.

Die elektrische Leitfahigkeit des Siliziumkarbids wurde von Braun und
Busch [16] untersucht. Sie fanden, dass die Leitfahigkeit nach der Formel
er(T) =a T nexp (—/N H2KT) von der Temperatur abhéngt. Die Aktivati-
onsenergie ist /1 B = 0,3 bzw. 2,3 eV.

Ahnlich unseren in der Einleitung erwahnten Untersuchungen haben wir
versucht, einen Zusammenhang zwischen der Lichtintensitdét der Lumineszenz
und der Temperaturabhéngigkeit des elektrischen Widerstandes zu finden. Zu den
Messungen benutzten wir eine von unserem Mitarbeiter ,/. Weiszburg verfertigte
Einrichtung [15].

Es ist noch zu erwdhnen, dass wir mittels der beschriebenen Einrichtung
nicht den Widerstand des Kristallkérpers untersuchten ; wir konnten nur die
W iderstandsverhaltnisse der fur die Lichterregung massgebenden Berihrungs-
stelle mit der Lichterregung gleichzeitig nachprifen. Wir haben die Wider-
standsmessungen in mehreren Serien, immer bei konstanter Spannung fort-
gesetzt. Wahrend des Messens haben wir in allen Fallen bei unverédnderter
Spannung die Temperatur zwischen den gewilnschten Grenzen variiert und die
durch den Kristall fliessende Strom- und Leuchtstidrke gemessen.

Zur Deutung der Messergebnissen haben wir dieselben auf die in Abb. 7
ersichtliche Weise dargestellt. Als Abszisse haben wir den Reziprokwert der
absoluten Temperatur, als Ordinate den Logarithmus des Widerstandes aufge-
tragen. Zwecks Vergleichbarkeit der Aktivierungsenergien haben wir auf dieselbe
auch die Funktion

/ Tymax |

y 4 v— )

aufgezeichnet, wo »)max den héchsten gemessenen Wirkungsgrad in Lumen/W att
und r] den bei der betreffenden Temperatur beobachteten Wirkungsgrad
bedeutet.

In dem gewédhlten Koordinatensystem gibt die Steilheit der Kurve die
Aktivierungsenergie der Temperaturabhangigkeit der Photonenzahl an.

Wir sehen, dass die fur die Widerstandsdnderung charakteristischen Kurven
mit den fur den Wirkungsgrad des Lichtes charakteristischen Kurven parallel
verlaufen. Bei niedrigeren Temperaturen ergibt sich eine Aktivierungsenergie
von etwa 0,2 eV, sie stimmt also grdéssenordnungsgemass mit den von Lehovec
fur die Lichterregung und von Busch fur den Widerstand im Verunreinigungs-



76 G.SZIGETI

leitfahigkeitsgebiet gefundenen Aktivierungsenergien Uberein. Diese Aktivie-
rungsenergie ist mit dem in Abb. 6. dargestellten Termschema sehr gut erkléarbar.
Die Elektronen gelangen nadmlich aus dem Valenzband mit derselben Aktivie-
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Abb. 7. Anderung des Widerstandes (R), des Wirkungsgrades (tj) und der Elektrolumineszenz
als Funktion der reziproken Temperatur

rungsenergie auf die in der Héhe von 0,15 resp. 0,25 eVliegenden Akzeptorniveaus.

Die Anzahl der im Valenzband leer gebliebenen Loécher ergibt die bei
niedrigen Temperaturen erscheinende Leitfadhigkeit. Dementsprechend, in
welchem Grade die zuldssigen Zustdénde an den unteren Akzeptorniveaus besetzt
werden, vermindert sich auch die Wahrscheinlichkeit der von den hdéheren
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Niveaus entstammenden Uberginge. Dieser Umstand kann bei niedriger Tem-
peratur die bei Erhéhung der Temperatur beobachtete Verminderung des Lichtes
erklaren.
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OB 3JIEKTPOJTIOMNHECLUEHUNN KPUCTAIIOB KAPBUAA KPEMHNA,
BO3BYXXAEHHOM MOCTOAHHLIM TOKOM

4. Curetun

Pesome

Mocne KpaTKoro 063opa NMTepaTypbl [aHO OMWUCaHWe MCC/efoBaHUiA Mo MU3MepeHMIo
CreKTpa NeKTPOIIOMUHECLIEHLIMN Kapbuaa KPeMHUA W Mo OMnpedenieHnto 3aBMCUMMOCTY CBeue-
HUA W 3NeKTPUYECKMX CBOICTB KpuUCTasia OT TemnepaTypbl. Ha OCHOBaHMM pe3y/bTaToB
M3MEPEHUIA CAeNaHo 3aK/loYeHre, YTo CBeYeHUe SIBNSIETCA NIOMUHECLEHLMENR, BO36YXKAEHHON
HOCUTENSIMW TOKA, YCKOPEHHbIMW B 3aropHOM c/loe. LIeHTpaMy NHOMUHECLIEHLMN MOXHO CUU-
TaTb aToMbl Yrfiepofa, NPUCYTCTBYIOWME B KPUCTanse B KOMUYECTBE GOfblie CTEXMOMETPU-
YeCKOro cocTaBa. B pesynbTare CMeKTPa/ibHbIX U 3MEKTPUUECKUX M3MEPEHWUI MpefioXkKeHa
CXeMa CMeKTPa/ibHbIX YPOBHENA.






DIE THEORIE DER SCHWINGUNGEN
DER AUF EINEN TORSIONSDRAHT AUFGEHANGTEN
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Von
G. GYORGYI
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(Vorgelegt von K. F. Novobatzky—Eingegangen : 6. Ill. 1954)

Nach der Beschreibung der von Selényi modifizierten E6tvésschen Drehwaage und der
durch sie ermdglichten Kontrolle der Wirkung der Erdrotation gibt der Verfasser die mathe-
matische Erkldrung der bei diesem Versuch auftretenden stérenden Erscheinung. Es werden die
Bedingungen berechnet, bei denen diese stérende Wirkung im Vergleich zu der zu messenden
verschwindend klein ist und durch genaue Einstellung des Apparates ausgeschaltet werden
kann.

Zum Nachweis der infolge der Erdrotation auf die sich bewegenden Kdérper
wirkenden Corioliskraft wandte EO&tvés in seiner bereits als klassisch anzu-
sprechenden Arbeit [1] eine Waage an, die sich um eine vertikale Achse drehte.
In seiner unter [2] zitierten Abhandlung schlug Selényi eine Modifikation
dieser Einrichtung laut Abb. 1 vor.

Demgemass héngt die Waage mit horizontaler Achse an einem vertikalen
Torsionsdraht. Der Waagebalken kann also in der horizontalen Ebene (anstatt
einer Drehbewegung) Drehschwingungen ausfihren und unabh&ngig davon
ausserdem in der vertikalen Ebene auch um die Waagenachse schwingen. Uber
ihre Wirkungsweise kann man sich am leichtesten einen Begriff machen, wenn
wir uns auf dem Aquator stehend und den Waagebalken in nord-siidlicher
Richtung befindlich vorstellen. Versetzt man nun den Waagebalken mit einer
kleinen Auslenkung in Schwingung, so wird er offensichtlich denselben Wirkun-
gen ausgesetzt sein wie ein im Polargebiet aufgehdngter Foucaultscher Pendel.
Wenn man den Ausschlagwinkel der Drehschwingungen mit # und die Waage-
schwingungen in der vertikalen Ebene mit e bezeichnet, dann erhdlt man fol-
gende Gleichungen fur die Bewegungen des Waagebalkens [2] (zum Hervor-
rufen der Resonanz wird hier die Eigenfrequenz der zwei Freiheitsgrade des
Schwingungssystems als gleich angenommen) :

R 2806 uxmh —O0 ,

(1)
£— 2B0R -f~-a>06 = 0 .

Hier bedeuten 60 die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation und o0 die
Eigenkreisfrequenz des Schwingungssystems. Diese Differentialgleichungen
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beziehen sich auf jenen von Setényi beschriebenen idealen Fall, wo die Kante
des Waagebalkens streng horizontal ist; ihre Loésungen beschreiben m in
Ubereinstimmung mit der Erfahrung —s die Verdrehung der Schwingungsebene
mit der Winkelgeschwindigkeit QO.

Die Bedeutung der von Setényi vorgeschlagenen Modifikation der E&tvos-
schen Drehwaage besteht darin, dass man mit dieser modifizierten Einrichtung
nachprufen kann, ob die beobachteten Erscheinungen tatséchlich die Folge

der Erdrotation sind und nicht etwa infolge irgendeiner Stérwirkung auftreten.
Ein weiterer wichtiger Vorteil der modifizierten Einrichtung gegenlUber der
ursprunglichen ist, dass die Rolle des dort gebrauchten teueren Pré&zisionsuhr-
werks hier vom Torsionsdraht ubernommen wird.

Der obenerwdhnte Kontrollversuch geschieht derart, dass man den Balken
der auf dem Aquator gedachten Waage nicht aus der nord-siidlichen, sondern
aus der west-0stlichen Ruhelage auslenkt. Die Schwingungen mdgen in der
horizontalen Ebene vor sich gehen. In diesem Falle werden die Bewegungen
der an die Enden des Waagebalkens befestigten Massen m — bei kleinen Aus-
schldgen — in nord-sudlicher Richtung erfolgen, wird die Geschwindigkeit
v der Massen ungefadhr parallel zur jener der Rotationsachse der Erde sein und
so die auf sie wirkende Corioliskraft

2m [tx f20] (2)
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Null betragen. In diesem Falle behé&lt die Waage zwangslaufig ihre Schwingungs-
ebene bei. Nach der Mitteilung von Selényi wurde der erste Orientierungsver-
such mit der urspringlich von E&tvés benutzten Waage in der Weise durchge-
fuhrt, dass die ganze Waage auf einen Torsionsdraht aufgehdngt wurde. Danach
wurde dafir Sorge getragen, dass die Perioden der Drehschwingungen und der
Schwingungen des Waagebalkens miteinander Ubereinstimmten und schliesslich
wurden die Drehschwingungen durch eine Verdrehung des Torsionskopfes
ausgeldst. Tatsachlich trat dann die erwartete Wirkung ein : der Waagebalken
geriet in Schwingungen um seine Kante, doch in einem weit grdsseren Aus-
mass, als man dies erwarten durfte und auch dann, als sich die Ruhelage des
Waagebalkens in west-6stlicher Richtung befand, als also keine Corioliskraft
auftrat.

Im Laufe der Untersuchungen stellte sich dann heraus, dass die Ursache
hierfur darin bestand, dass der Torsionsdraht und die Waagenachse, die im
Laufe der Rerechnungen als vertikal betrachtet wurden, in Wirklichkeit einen
etwas von o2 abweichenden Winkel einschlossen. Dieser Umstand bewirkte
eine Kopplung zwischen den zwei Freiheitsgraden des Schwingungssystems.

Das Ziel der vorliegenden Abhandlung ist die mathematische Reschreibung
dieser stérenden Erscheinung. Auf Grund der hier abgeleiteten Ergebnisse sollen
die Bedingungen angegeben werden, bei welchen die stdrende Wirkung ver-
schwindend klein im Vergleich zu der zu messenden Wirkung ist.

Es sei nun die auf einen senkrechten Torsionsdraht aufgehdngte Waage
betrachtet, deren Achse mit der horizontalen Ebene einen kleinen Winkel
y einschliesst. Die Lage des Waagebalkens sei auch jetzt mit dem Winkel
R der Drehschwingungen und dem Winkel e der Waageschwingungen gekenn-
zeichnet, wobei aber diesmal die beiden Schwingungsebenen nicht senkrecht
aufeinander stehen, sondern den Winkel jr/2 -(- y einschliessen.

Bewegt sich der Waagebalken in der horizontalen Ebene mit der Winkel-
geschwindigkeit B, so betrdgt sein Drehimpuls 0R. (0 bezeichnet das auf den
Torsionsfaden bezogene Tragheitsmoment des Waagebalkens.) Die Kompo-
nente — OB sin y des Drehimpulses ist senkrecht zur Ebene der Waageschwin-
gungen (Abb. 2). Laut des Erhaltungssatzes des Drehimpulses muss bei der
Entstehung einer Bewegung von der Winkelgeschwindigkeit B in der Ebene
der Schwingungen s der Drehimpuls 0B sin y auftreten. Das Erscheinen dieses
Drehimpulses steht im Zusammenhang mit einem Drehmoment 0R sin vy.

Die Bewegungsgleichung der Schwingungen s sei

@ = —De, 3)

wo D = Mgs betragen wirde (M ist die Masse des Waagebalkens, s der Abstand
des Schwerpunktes von der Kante des Waagebalkenlagers), wenn die zwei
Freiheitsgrade unabhéangig voneinander waren. So aber muss neben dem zurick-

6 Acta Phvsica IV/1
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treibenden Drehmoment —D e auch das infolge der Achsenschiefe auftretende
Glied OB sin y in Betracht gezogen werden. Die Bewegungsgleichung lautet
also :

0e = — De -f~or sin vy,

oder wenn man die Kreisfrequenz co0 = jiD/0 einfihrt :

£—oe siny -f~-agf= 0. (4a)

Diese Uberlegung kénnte bei einem Rollentausch von £ und & wiederholt werden,
wonach man den der vorigen Gleichung dhnlichen Ausdruck

g — £ sin y -f g =0 (46)
erhalten wiurde.

Diese Differentialgleichung beschreibt gekoppelte Schwingungen, doch
weicht das vorliegende Problem insofern von den bisher in der Literatur behan-
delten gekoppelten Schwingungen ab, als hier die Kopplung durch die Winkel-
beschleunigung hervorgerufen wird und nicht durch den Ausschlag oder durch
die Winkelgeschwindigkeit, wie in den bekannten Fé&llen.

Die Lo6sung, welche die gegebenen Anfangsbedingungen des Differential-
gleichungssystemes

£-—5 Siny+ QLE= 0,

g -—-£ siny f-CE= 0
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befriedigt, kann am zweckmassigsten mit der Laplace-Transformation gefunden
werden.

Die Laplace-Transformierte der Funktion e sei mit e, die der Funktion
B mit b bezeichnet :

e —Ls(Y) = Jewepa, by = Lg(t)]= > (0e-par

O 4]

Die Waage sei nun im Momente t = 0 aus der horizontalen Ebene um den
Winkel a ausgelenkt und dann ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen. Die
Anfangsbedingungen sind demnach :

B(0) = a, j8(0) = 0,
e(0) =0, e(0)= 0.

Unser Gleichungssystem geht nun nach Durchfiihrung der Transformation
in folgendes Gleichungssystem uber :

(P2+ wo) me(p) — siny mp *b(p) —— pasiny,
—siny ep2ee(p) + (p2+ oMY b(p) = pa.

Aus diesen Zusammenhd&ngen erhélt man durch einfaches Eliminieren :

a
(p) = 4 +

p—i— fi+ siny p-f-i m—- fl + siny

cosy cosy
p—i-——- — fl —siny P i - — f 1l —siny

cosy cosy

und

b(p) =y, + ™
p—i— fl + siny P+i— ~ Y1+ siny

cosy cosy

con
p—i— fl—siny P+ t fl —siny

cosy cosy

6*
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Verwendet man den Zusammenhang

L1
p—a
so ergibt sieh :

a Y1 -f-siny ot cod n - siny et

2 cosy cosy
000 5
B a cos Y1 -f-siny ot -j-cos 1/1- Siny ot

4 cosy cosy

Durch eine einfache trigonometrische Umgestaltung gelangt man zu

wWe- [[/l + siny -f-]/l —siny] = — -5—cos— = o ¢, (5)
cosy cosy 2
— [V1+ siny —]/[1—siny] = -—- sin— = Q ™ ca0 wenn y<g 1.
cosy cosy 2 2

Werden nun diese Bezeichnungen eingesetzt, so erhélt man die endgultige
Form der gesuchten Ld&sung :

e = —asincotsin Qt ,
(6
f — acoscotcos U t,

d. h., dass auf den Grundschwingungen mit der Frequenz co eine Modulation
mit der Frequenz U auflritt. Diese infolge der Achsenschiefe entstehende Bewe-
gung soll nun mit den infolge der Corioliskraft auftretenden modulierten Schwin-
gungen verglichen werden [2] :

g= asinagt cosU01,
B —asinc0lsintot.
[Diese sind die Ldésungen des Differentialgleichungssystems (1).]

Es ist ersichtlich, dass die nachzuweisende Wirkung der Corioliskraft die
Modulation der Schwingungen mit einer Frequenz ¢ 0 ist. Will man erreichen,
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dass die durch die Achsenschiefe hervorgerufene Modulation deren Beobachtung
nicht stére, so muss die Periode der letzteren Wirkung wesentlich grdsser sein
als die der Erdrotation

Q~rUoO,

oder im Falle von y 1, wenn man die N&herung (5) verwendet :

2. (8)

Zum gleichen Ergebnis fihrt auch die folgende, von Setényi angewandte
einfache Uberlegung, deren Richtigkeit durch die Ubereinstimmung mit dem
durch exakte Berechnung ermittelten Resultat bewiesen wird.

In der Gleichung (1) wird die Wirkung der Corioliskraft durch das Glied

2Q0¢
ausgedrickt. Die Wirkung der schiefen Waagenachse kommt dagegen in der
Gleichung (4) durch das Glied
ssiny
zum Ausdruck. Es sei angenommen, dass beide Gleichungssysteme periodische

Losungen mit der Frequenz w0 geben. In diesem Falle kann man der Grdssen-
ordnung nach schreiben, dass

8 ~ o0e

Zieht man dies in Betracht, so ergibt sich, dass die Stérung im Vergleich zur
Corioliskraft dann verschwindend klein sein wird, wenn

c0siny <g 200

oder im Falle von y 1:

y<4
«0

was mit dem unter (8) erhaltenen Ergebnis Ubereinstimmt.
Es betrage z. B. die Schwingungszeit des Waagebalkens 20 sec, d. h.
ft)0 = 21r/20, dann muss, da ja

2n
86400
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ist (die Rotationszeit der Erde betrdgt bekanntlich 86 400 sec),

sein, d. h. die Abweichung der Kante von der Horizontalen ist y < 1/2000.
Diese Genauigkeit kann mit einem entsprechenden Einstellwerk mit Sicherheit

erreicht werden.
*

Es sei hier Herrn Professor P. Selényi, korrespondierendem Mitglied der
Ungarischen Akademie der Wissenschaften, fur die Stellung des behandelten
Problems und fur seine wertvollen Hinweise der aufrichtige Dank des Verfassers
ausgesprochen.
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TEOPUA KONEBAHUA KPYTWJ/IbHbIX BECOB
(YcTaHoBKa 3JT1Bewwa—LLleneHbn)
. Obépabn
Pestome

WccnegyeTcs KoneGaHve KpPYTWbHbIX BecoB JTeellla—LLleneHby, ¢ NOMOLL0 KOTOPbIX
MOXHO HabntofaTb cuny Kopuonuca, AeiicTBYIOLLYIO Ha Tena, ABMXKYLLMeca Ha 3emne. Ecnm
OCTpYie KOPOMbIC/A KPYTU/bHBLIX BECOB PACMOfIOKEHO HE COBCEM FOPU3OHTANIbHO, TO BO3HW-
KaeT HeKoTopas Moaynsiuus Konie6aHuii, oTnMyarolasca oT MOAYNsLWUMW, BbI3BaHHOM CWON
Kopuonuca. 3TOT HexenaTeNbHbI 3hpeKT MOXKHO CAeNnaTb AOCTATOYHO MasbIM TOUHOW pery-
NIMPOBKOI FOPU3OHTa/IbHOCTM.
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BAND-WIDTH PROBLEMS IN THE INVESTIGATION
OF RELAXATION PROCESSES
By
GY. GERGELY
RESEARCH INSTITUTE FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST
(Received 5. IX. 1953)

In a previous paper [1] an electronic compensating method was described
for investigating relaxation processes, especially for the case of the rise and
decay of monomolecular luminescence.

One of the principal problems concerning the compensation method is
the band-width [2] i. e. the frequency and phase distortion in the compensating
device and in the amplifier of the oscilloscope used for monitoring the procedure
of compensation.

The frequency spectra of the pulses on the multiplier’s load resistance
(light pulses of luminescence) and of the compensating signals may he easilv
determined by solving the differential equations of the processes by means
of operational calculus.

As was described previously, short pulse and square wave excitations
were applied for measuring the rise and decay of luminescence. The differential
equation governing the relaxation process has the form :

j- + nf—aq(t),
I: q(t)

f denoting the relaxation function e.g. the brightness of luminescence of the
1
compensating voltage, t the time, —the mean lifetime of the process, q(t) the

excitation of luminescence or the control voltage of the compensating device.
In the course of the measurements q had the following values :

q(t) = A = const, if 0< t< ¢
and
q(t) — 0, if r< t< T+ T.

The excitation was periodical with the period T+ T. Solving the diffe-
rential equation we get:

, A 1 ear -at LA r | — mxxe K>
J<° a (l-eaT+T)) ar+ T+ AN 7 (iKco + a)iKa>(r+T)
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The first term of the solution represents the initial transient process, the
second one the direct current component (the average brightness) and
the sum gives the complex Fourier series of the process.

In the case of square-wave excitation we have T= T, and in the
stationary state

1
.1+ AY- -
I<0= 57 r <wK\ « =
naK
/ 1+ a
1 N YK cos (Keot £ 9K), yK =-
2 a na f wK

11+ 4
<H(—arctg-|i---, K —1,3,5.

Investigating Zn2Si04 phosphors, it was found that the luminescence may
be desribed by the superposition of several relaxation processes, its exponents
having the magnitudes :

a3= 102 aa= 103 a3= 105

For co— 314 sec 1 Table 1 shows the principal values of y«- Using a
25 ¢ m—-5 Me wide-band amplifier, the error — caused by the 5 Me
cut-off of the amplifier — for the most unfavourable case t= 0 is given

by (K being an odd number)

2A
\R\ - Y cos (pK
na .’\* .
10+

For a3= 105 and K > 105 (K being an odd or even integer)

2A dK
RI< -A V ‘< J
nco & (2Kt )2 nw (2K = 1)s
(0]
1

°+
y Qo+ 4

A 1 A 1 A
\R\<
nw 105 a3 nw as n2102

]
For a3= 105 the error is nearly 0,1%, — being the amplitude of a single
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relaxation process. In the measurements, a 12 cm diameter oscilloscope
was used for monitoring. Taking into acount the experimental results pub-
lished in the paper quoted [1], the error is thus smaller chan the line thick-
ness of the oscilloscope trace.

The error caused by the amplifier is much smaller for the luminescence
relaxation process 1 :

A1
cq n210s

\R

One of the principal factors limiting the accuracy of luminescence decay measure-
ments lies in the monitoring cathode-ray oscilloscope. Similar difficulties were
encountered by Nottingham [3] and Rivkin [4].
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UNTERSUCHUNGEN UBER UICHTQUEULEN
FUR SPEKTRALANALYSE

EIN ELEKTRONISCH GESTEUERTER FUNKENERZEUGER

Von

A BARDOCZ

UNGARISCHE  AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK, SPEKTROSKOPISCHE ABTEILUNG, BUDAPEST,

(Vorgelegt von I. Kovéacs. — Eingegangen : 25. VI. 1953))

Die Steuerung der in der Spektralanalyse gebrauchten Hochspannungsfunkenerzeuger
kann man mit Elektronenrdéhren kleiner Leistung, wobei die gesteuerte Energie die Rohre nicht
durchfliesst sondern nur die Funkenentladung hervorruft, durchfihren. In der vorliegenden
Arbeit steuert eine Thyratronrohre die Funkenentladung. Das Wesentliche der elektronischen
Steuerung besteht darin, dass zwei hintereinander geschaltete Funkenstrecken verwendet wer-
den, deren eine ein, hinter eine Thyratronréhre geschalteter, onmscher Widerstand Uberbriickt.
Wenn das Gitter der Ubrigens durch negative Vorspannung gesperrten Thyratronréhre einen
positiven Spannungsstoss erhélt, wird erst die nicht Uberbriickte Funkenstrecke durchschlagen,
dann die durch die Thyratronréhre und ohmschen Widerstand tberbrickte, wodurch die Haupt-
entladung eingeleitet wird. Das elektronische Steuersystem vermindert die Unsicherheiten
anderer Steuerungssysteme bedeutend, ausserdem kann die Zahl der Funken in der Zeiteinheit
durch die elektronische Steuerung zwischen weiten Grenzen variiert werden. Dies bringt mit
sich, dass auch der Takt des Abreisshogens und des Niederspannungsfunkens leicht gedndert
werden kann.

EINLEITUNG

Bekanntlich wird bei der Spektralanalyse das Versuchsmaterial in der
Lichtquelle verdampft, der Dampf zur Lichtemission angeregt, das entstandene
Licht in einem Spektralapparat zerlegt und aus der Intensitat der so erhaltenen
Spektrallinien auf die prozentuelle Zusammensetzung des Stoffes gefolgert. Die
Vorbedingung jedwelcher chemischen Spektralanalyse ist, den Verlauf der Licht-
emission in der Lichtquelle reproduzierbar herstellen zu kénnen.

Die ganz aussergewdhnlichen Erfolge, welche die Emissions-Spektralanalyse
auf dem Gebiete der qualitativen und quantitativen Analyse in den letzten
20 Jahren erreichte, ist grosstenteils dem zuzuschreiben, dass es gelang die
zur Analyse unentbehrliche Lichtemission in entsprechender Weise durchzufiihren,
solche Anregergeréte zu bereiten und reproduzierbare Anregungsverhéltnisse zu
schaffen, wodurch fir die Wissenschaft und Industrie Analysen entsprechender
Genauigkeit durchgefihrt werden kdnnen.

In den verflossenen 25 Jahren erschienen im wissenschaftlichen und an-
gewandten Schrifttum tdele Arbeiten tUber die Anregungsgerédte der chemischen
Spektralanalyse [1—-72]. Die verhéltnissmassig grosse Zahl der diesbeziglichen
Arbeiten weist auf die Wichtigkeit dieser Frage hin. In diesen Arbeiten werden
teilweise neue Anregereinrichtungen oder ihre Anwendungsmethoden beschrie-
ben, zum Teil werden deren Vor- und Nachteile diskutiert. Da die Anregung

1 Acta Physica IV2
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eine der wichtigsten Faktoren der chemischen Spektralanalyse ist und eine
bedeutende Fehlermdglichkeit der Spektralanalyse Folge der Unsicherheit der
Anregung ist, wurde vielfach versucht, die Anregungseinrichtungen zu vervoll-
kommnen.

Unter den heute bekannten spektroskopischen Lichtquellen ist die best
reproduzierbare die elektrische Funkenlichtquelle und diese bietet betreffs Ver-
vollkommnung das meiste.

Da sich in der spektralanalytischen Praxis die direkten Lichtmessverfahren
immer mehr verbreiten und die Zunahme der Genauigkeit als Folge der Vervoll-
kommnung der Lichtquellen bei diesen Verfahren bedeutend grosser ist als
bei dem photographischen Verfahren, kann man mit Sicherheit annehmen,
dass die direkten Lichtmessverfahren die Vervollkommnung der spektroskopi-
schen Lichtquellen mit sich bringen werden. Hieraus folgt, dass die Stabilisier-
ung der spektroskopischen Lichtquellen schon jetzt wichtig ist, in der Zu-
kunft aber noch wichtiger sein wird. Die Erhdéhung der Genauigkeit der
jetzigen Verfahren mit direkter Ablesung kann man nur von der Vervoll-
kommnung der Anregung erwarten. Vollendete Lichtquellen haben den Vor-
teil, dass bei dem direkten Ableseverfahren Bezugslinien eventuell tberflissig
sein werden [54].

Als Folge des bisher Diskutierten, hatte Verfasser Versuche &ahnlichen
Zweckes durchgefuhrt, worlber hier berichtet werden soll. Vorliegende Arbeit
gibt einen Uberblick tber die gebrauchlichen Funkenerzeuger und gibt die
Beschreibung eines prinzipiell neuen elektronisch gesteuerten spektroskopischen
Anregersystems, dessen Anwendungsmaglichkeiten die der bisheringen Systeme
tbertreffen.

Es ist ebenfalls bekannt, dass der elektrische Funke nicht nur als selbst-
stdndige Lichtquelle grosser Energie verwendet wird, sondern auch mit kleiner
Leistung zum Zinden des Abreissbogens und des kondensierten Niederspannungs-
funkens [13,15,25,26, 30, 35—38,41, 42, 46, 48-52, 56—60, 65, 68, 70— 72].
Diese Anwendung des Funkens wird in der Arbeit ebenfalls diskutiert.

HISTORISCHER UBERBLICK
Ungesteuerte und mittels Hilfsfunkenstrecke gesteuerte Funkenerzeuger

In Abb. la ist die Schaltung fiur die Erzeugung spektroskopischer Analysen-
funken in seiner klassischen Form, wie ihn die Bahnbrecher der Spektralanalyse
(Hartley, Pollok und Leonard, de Gramont [2, 3, 5]) gebrauchten, abgebildet.
Ein Transformator (friher Induktorium) [2, 3] ladt einen Kondensator soweit
auf, wie dies die Entfernung der Elektroden der Analysenfunkenstrecke F be-
dingt. Hat die Ladung des Kondensators die zum Durchschlagen der Funken-
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strecke F ndétige Spannung erreicht, erfolgt die Entladung durch den Ent-
ladungskreis. Im Schaltungsschema ist links vom Kondensator der Lade-
kreis, rechts der Entladekreis angedeutet. Die in den Entladekreis einge-
baute Selbstinduktion dient zum Einstellen der Entladungsverhdltnisse, der
ohmsche Widerstand im Ladestromkreis zur Einstellung der Ladungsverhalt-

nisse.
Die Zahl der Funken in der Zeiteinheit sowie die Spannung des aufge-

ladenen Kondensators vor der Entladung wird bei den nach dem Schaltungs-

Abb. 1. Elektrische Schaltung verschiedener Funkenerzeuger, a — Einfacher, ungesteuerter

Funkenerzeuger, b — Wolbanks Funkenerzeuger, ¢ — Funkenerzeuger mit fester Steuerfunken-

strecke. d — Rajskijs Funkenerzeuger, e — Die von Lévy abgednderte Rajskijsche Schaltung,

f — Funkenerzeuger mit synchron rotierender Steuerfunkenstrecke, g — Vincent und Sawyer’-
scher Funkenerzeuger. F — Analysenfunkenstrecke. S — Steuerfunkenstrecke.

schema der Abb. la gebauten Funkenerzeuger nicht immer gleich sein. Bei
entsprechender Einstellung der Schaltelemente kann man aber regelmassige
Funkenfolgen erhalten. Diese Eigenschaft der Funkenerzeuger haben Kaiser und
Wallraff[[ ] bzw. Kaiser [28] dann Hoéfert und Keck [34] ausfuhrlich und grind-
lich diskutiert. Die Schaltung des von Scheibe und Mitarbeitern eingefihrten
Funkenerzeugers ist dahnlich [1, 9, 11, 22]. Bei diesen Anregern ist die Funken-
zahl pro Sekunde gleich, nicht aber die Durchschlagsspannung der einzelnen
Funken. Boas [4] verfertigte einen solchen Funkenerzeuger, welcher in der
Zeiteinheit Funken stabiler Zahl liefert und bei dem alle Funken gleiche
Durchschlagsspannung aufweisen. Dies wird mit Hilfe eines elektrostatischen
Relais erreicht, welches die Elektroden immer in gleicher Entladungsspannung
entsprechenden Abstdnden héalt. Hier wollen wir auch den von Wolbarik [18, 19]
(Abb. 1b) eingefihrten Funkenerzeuger erwéahnen, wo sich dem gebrauchlichen”®
Kapazitdt und Selbstinduktion enthaltendem Teil ein weiterer, Selbstinduktion
und Kapazitdt enthaltender Schwingungskreis anschliesst.

1*
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W ill man die durch die Analysenverhdltnisse bedungene, dem Abstand
der Analysenfunkenstrecke F entsprechende Ladespannung des Kondensators
erhdhen, muss hinter die Analysenfunkenstrecke eine zweite, feste oder rotierende
Steuer- oder Hilfsfunkenstrecke S geschaltet werden. Dieser Gedanke stammt
von Feussner [6—8] ; seine Ausfuhrung mit stabiler Funkenstrecke zeigt die
Abb. Ic, die mit rotierender Funkenstrecke Abb. If.1

Charakteristisch ist fur die Schaltung der Abb. Ic. [23, 24], dass die
Ladespannung des Kondensators zwar grosser ist als ohne Steuerfunkenstrecke,
diese ist jedoch Schwankungen unterworfen, da die Ladespannung des Konden-
sators durch die Verhéltnisse der Analysenfunkenstrecke beeinflusst wird. Diesen
Einfluss kann man ausschalten, wenn man die Funkenstrecke mit einer Selbst-
induktion Uberbriuckt (Abb. 1d.). Die erwé&hnte Selbstinduktion kann man auch
durch einen ohmschen Widerstand ersetzen [29], wie dies heute hei den Fun-
kenerzeugern mit Steuerfunkenstrecke allgemein Ublich ist [56]. Die Anwendung
dieser Schaltung fir spektroskopische Zwecke stammt von Raijskij [20]. Das
Schaltschema der Abb. le. ist die von Lévy [47] durchgefihrte Abanderung
des in Abb. Id. angegebenen, wo der Durchgang der vom Transformator kom-
menden Niederfrequenzstrome durch einen hinter die Analysenfunkenstrecke
geschalteten Kondensator behindert wird. Vollstandig einflusslos ist die Ana-
lysenfunkenstrecke auf die Ladespannung des Kondensators bei der Feussner-
schen [6—8] Drehschalter-Steuerung (Abb. If), wo der Kondensator wéahrend
dem Aufladen vom Entladungskreis abgeschaltet ist. Bei dieser Steuerung ver-
teilt sich die Kondensatorenergie wegen der verschiedenen L&ngen der Steuer'
funkenstrecken nicht unbedingt gleichméssig auf die Steuerfunken- und die
Analysenfunkenstrecke. Eine weitere Ausfithrung, des mittels Drehschalter
gesteuerten Funkenerzeugers zeigt Abb. Ig [40].

Durch Erhéhung der Funkenzahl wéhrend einer halben Periode der zum
Betrieb des Funkenerzeugers benttzten Wechselspannung wird die Genauigkeit
der Analyse gesteigert. Eine solche Entladungsweise wird gewodhnlich nach
Schaltung Id erzeugt [45, 53, 56], nur muss man durch Einblasen von Luft
fur Entionisierung der Steuerfunkenstrecke zwischen den einzelnen Entladungen
sorgen.Fowler und Wolfe [45] verwendeten erstmals Lufteinblasen zur Steuerung
spektroskopischer Lichtquellen. Eine ausfuhrliche Besprechung dieser Frage
befindet sich in den Arbeiten von Enns und Wolfe [53, 56].

Erwédhnenswert sind auch die vielen Kunstgriffe, welche einen verlass-
licheren Betrieb der schon beschriebenen Funkenerzeuger bezweckten. Es wurde
um gleichmassigeres Durschlagen der Analysen- undSteuerfunken in der Funken-
strecke zu erreichen, ultraviolette Bestrahlung angewendet [16, 19, 44]. Balz,
Kaiser und Keck [31] verwendeten zur Verbesserung der Ziundung eine Lock-

1 In sdmtlichen Abbildungen sind die Elektroden der Steuerfunkenstrecken S durch
Kreise bezeichnet, zum Unterschiede von den mit Pfeilen bezeichneten Elektroden der
Analysenfunkenstrecke F.
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spitze. Eine solche ist auch zur Verbesserung der Verhéltnisse bei der Analysen-
wie auch bei der Steuerfunkenstrecke anwendbar [43]. Die um eine isolierte
Hochspannungsleitung entstehende Koronaentladung hat ebenfalls ionisierende
Wirkung [43]. Diese Erscheinung verwendete Balz [43] zur lonisierung der
Analysenfunkenstrecke in der Weise, dass er in deren N&he einen isolierten, auf
Hochspannung liegenden Leiter anbrachte. Stark ionisierend wirkt eine strom-
durchflossene glihende Spule oder Spirale unterhalb der Funkenstrecke um die
untere Elektrode angebracht dadurch, dass die vom Draht austretenden Elektro-
nen in die Funkenstrecke gelangen und so die Entladung erleichtern [63].

In einzelnen Fallen blédst man Luft in die Analysenfunkenstrecke um die
Anregungsverhdéltnisse zu verbessern [7, 14, 21, 32, 33, 63, 69], die Meinungen
betreffs Wirkung sind aber verschieden [17, 28, 39].

Um die doppelte Funktion des Funkens, Verdampfung sowie Anregung
zu trennen, legte Rouse [73] das Material in einen Tiegel, verdampfte es durch
Hochfrequenz-Heizung und erregte die Dadmpfe durch Funken.

Elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger

Die im vorgehenden Abschnitt besprochene Steuerung durch stabile oder
rotierende Hilfsfun kenstrecken der spektroskopischen Funkenlichtquellen ist
nicht die endgiltige Losung,sondern hdéchstens eine Anndherung der endgiltigen
Losung des Problems. Die endgultige Lésung der Steuerung muss wahrscheinlich
mit Hilfe der aus der Elektronik bekannten Methoden erreicht werden. Gegen-
wartig kénnen die elektronischen Schaltungselemente die in der Spektroskopie
verwendeten verhd&ltnissmassig grossen Energien nur begrenzt und mit kost-
spieligem Betrieb steuern.

Die mit den gebrauchlichen Jlakuumréhren arbeitenden Schwingungs-
anreger konnen hoéchstens die zum Zuinden von Abreissbégen und Nieder-
spannungs-Funkenentlandurg ndtige Energie liefern. Mit einer solchen
Ausfiilhrung erregt Findeisen [15] bei seinem Abreissbogenerzeuger die
Hochspannungs-Zindstréme mit induktiv rickgekoppelten Rdhrengenerator
(Abb. 2a). Die Uberfuhrung der Ziindspannung auf die Bogenstrecke erfolgt
mit Hilfe des Tesla-Transformators T. Die Anwendung von Thyratronréhren
zur Erzeugung der Ziundspannungen empfohl erstmals Kemmler [38]. Zur Er-
zeugung der zZundfunken fur Abreissbdgen verwendeten Dwyer [59] (Abb. 2b)
bzw. Bardocz [70—72] (Abb. 2c) thyratrongesteuerte Schaltungen.

Einen elektronisch gesteuerten Funkenerzeuger fir grosse Leistungen
bauten zuerst Mireless-Malpica und Berry [27] laut Abb. 2d. Das Schaltelement
ist hier Ignitron im priméaren Stromkreise eingebaut, welches zur Schaltung
betrachtlicher Energien geeignet ist. Zur Schaltung und Ubertragung grosser
Energien geeigneter weiterer elektronischer Schalter dient die im letzten Kriege
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entwickelte Trigatronrdhre [74]. Abb. 2e zeigt das Schaltungsschema [50, 51]
eines mit dieser Rohre aufgebauten Funkenerzeugers. Zu erwéhnen ist noch,
dass es ublich ist in einzelnen Fé&llen bei Hochspannungs-Funkenerzeugern auf
der Hochspannungsseite zwischen Transformator und Kondensator Gleich-
richter-Dioden einzubauen [64] (Abb. 2f). Dieses Verfahren benitzte bei
Niederspannungs-Funkenerzeugern als erster Schmidt [35]. Man kann auf diese
Weise auch von der Steuerung des Ladekreises sprechen, was Ubrigens schon
beim Anreger von Mireless-Malpica und Berry [27] der Fall ist.

Im spektralanalytischen Schrifttum findet man ausser den besprochenen
Funkenerzeugern noch andere elektronische Hochfrequenz-Funkenerzeuger,

Abb. 2. Elekrische Schaltungen verschiedener elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger, a —
Induktiv rickgekoppelter Vakuumrdhrengenerator zur Zundspannungserzeugung (Find-
eisen). b, ¢ — Mit Thyratronrohre gesteuerter Zindfunkenerzeuger (Dwyer, Barddcz).
d — Mit Ignitron gesteuerter Funkenerzeuger grosser Energie (Mireless-Malpica-Berry).
e — Mit Trigatron gesteuerter Funkenerzeuger grosser Energie (Braudo und Clayton), f — Steue-
rung des Ladekreises am Funkenerzeuger mit rotierender Steuerfunkenstrecke (Rankin).
F — Analysenfunkenstrecke. S — Steuerfunkenstrecke. T — Tesla Transformator. V. — Die
Entladung steuerndes Glied. — Die Ladung steuerndes Glied.

welche zu lokaler Mikroanalyse oder anderen speziellen Zwecken verwendet
wurden [75—80], jedoch bleiben die in diesen elektronisch geschalteten
Stromstarken weit hinter den Stromstarken, welche mit den hier zur Eror-
terung gelangenden Funkenerzeugern geschaltet werden, zurlck.

VORVERSUCHE ZUR AUSBILDUNG EINES NEUEN ELEKTRONISCH
GESTEUERTEN FUNKENERZEUGERS

Vor der Ausbildung des elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers, den
wir im folgenden beschreiben wollen, fihrten wir einige erwdhnenswerte Versuche
durch. Als erstes versuchten wir, die Steuerfunken strecke eines Hochspannungs-
Funkenerzeugers durch starke Koronaentladung fremder Herkunft zum Durch-
schlagen zu bringen. Aus diesem Grunde umgaben wir die Steuerfunkenstrecke
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mit einem Ring, aus welchem in Richtung der Funkenstrecke 8—12 Grammophon-
nadeln herausstanden. Der Abstand der Steuerfunkenstrecke wurde so gewéhlt,
dass hei gegebener Ladespannung des Kondensators eben noch kein Durchschlag
erfolgte. Den Hochspannungspol eines Tesla-Transformators verbanden wir
mit dem Ring, die Hochspannung erzeugten wir nach dem Schaltungsschema der
Abb. 2c. Das Ergebnis war, dass die gewiinschte Steuerung ausblieb, wenn die
Nadeln von der Steuerfunkenstrecke entfernt waren. Wurden aber die Nadeln
nahe an die Steuerfunkenstrecke gebracht, konnte die gewilinschte Steuerung
erreicht werden, die Entladung erfolgte jedoch von einer Elektrode der Steuer-
funkenstrecke tiber die Grammophonnadeln zur anderen Elektrode. Weitere Unter-
suchungen ergaben, dass es ganz gleichgiiltig ist, ob das Uberleiten der Hoch-
spannungs- und Hochfrequenzstréme zur Funkenstrecke mit Hilfe von Nadeln
oder auf andere Weise erfolgt. Die Steuerung konnte auch durch Anwendung

Abb. 3. Elektrische Schaltung des mittels Hochfrequenz gesteuerten Hochspannungsfunkener-
zeugers. C15 C2, C3 — Kondensatoren. F — Analysenfunkenstrecke. R — ohmsche Widerstande.
S — Steuerfunkenstrecke. Tr — Hochspannungstransformator. T — Tesla Transformator.

eines Bleches zwischen den beiden Elektroden der Steuerfunkenstrecke senk-
recht zu deren Symmetrieachse aufrecht erhalten werden.

Die Steuerung war auch in dem Fall wirkungsvoll, wenn wir die Funken-
strecke in zwei unabhéangige Teile teilten, wodurch eine zur Steuer-, die andere
zur Analysenfunkenstrecke wurde.

Auf diese Art konnte die Schaltung der Abb. 3 ausgebildet werden, wo
S die Steuer-, F die Analysenfunkenstrecke bedeutet. Der Hochspannungs-
Transformator Tr ladet den Kondensator Cj. Die zur Zindung ndtige Energie
liefert der von einer Gleichstromquelle gespeiste Kondensator C2 Die Gleich-
strom-Speisung ist darum angezeigt, da hierdurch die Phaseneinstellung der
Zundspannung und Ladespannurg des Kondensators Cx Uberflissig wird. Der
aufgeladene Kondensator C2wird Uber die Thyratronréhre V und Primarspule
des Tesla Transformators T entladen, wodurch in die Sekundarspule des Tesla-
Transformators Hochspannung induziert wird. Diese Hochspannung durch-
schlagt die Steuerfunkenstrecke S. Der gesamte Abstand von S und F wird so
eingestellt, dass Uber diese Cj sich eben noch nicht entladen kann. Sobald aber
S durchschlégt, erscheint die gesamte Ladespannung von Cxbei F, und es erfolgt
auch hier der Durchschlag. C3 ist ein Isolierkondensator, R ein ohmscher
W iderstand. Die Thyratronréhre V steuert ein Impulsgenerator [70—72].
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Mit einer Schaltung laut Abb. 3 beobachten wir, dass die Entladungen gut
steuerbar sind, solange die Ladespannung des Kondensators Cx 10 000 Yolt
nicht tberschreitet. Mit dem Anwachsen der Ladespannung des Kondensators
Cx muss gleichzeitig die Entfernung der Elektroden der Steuerfunkenstrecke
vergrossert werden. Bei grosserem Abstand der Elektroden genigt die schwache
Tesla-Entladung nicht mehr zum Einleiten der Entladung des Kondensators Cx.
Dies ist nur dann mdglich, wenn der Zundstromkreis grosse Energien liefert,
wodurch die Anwendbarkeit der Schaltung in Frage gestellt wird.

DER NEUE ELEKTRONISCH GESTEUERTE FUNKENERZEUGER

Funkenerzeuger mit Einfachsteuerfunkenstrecke

Das Wesentliche des neuen elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers, den
wir hier beschreiben wollen, besteht darin, dass die Entladung der im Konden-
sator aufgespeicherten Anregungsenergie durch eine Steuerfunkenstrecke erfolgt.

Abb. 4. Schaltungsschema des elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers mit Einfachsteuer-
funkenstrecke. C — Kondensator. Sx — Einfachsteuerfunkenstrecke. F — Analysenfunken-
strecke. L — Selbstinduktionsspule. R19 R2 — Spannungsteiler, ohmsche Widerstdnde. R3 —
ohmscher Widerstand. Tr — Hochspannungstransformator. Y1 — Thyratronréhre. V2 —
Gleichrichterdiode. Der dick gezeichnete Teil ist der Entladekreis.

Die Entladung wird durch eine Elektronenréhre eingeleitet, die Entladungs-
energie fliesst jedoch nicht durch die Elektronenrdhren, sondern Uber die schon
erwahnte Funkenstrecke. Auf diese Weise kdnnen unbegrenzte Energien ge-
steuert werden unter Beibehaltung sé&mtlicher Vorteile der elektronischen
Steuerung.

Die elektrische Schaltung des elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers
zeigt Abb. 4. Der Hochspannungstransformator Tr ladet den Kondensator C
Uber die Diode V2. Sxist die Steuerfunkenstrecke, F die Analysenfunkenstrecke.
Die Aufgabe der Widerstande Rxund R2ist, die an den Polen des Kondensators
C herrschende Spannung auf die Funkenstrecken Sx und F gleichmassig zu
verteilen. Aus diesem Grunde kdnnen die ohmschen Widerstdnde Rx und R2
auch durch Kondensatoren ersetzt werden. Vx ist eine gasgefullte Triode
(Thyratron) welche durch negative Vorspannung gesperrt ist.
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Die Wirkungsweise des geméass Abb. 4. geschalteten Systems ist folgende :
Nachdem der Kondensator auf die Scheitelspannung des Wechselstrom liefern-
den Transformators Tr aufgeladen ist, geben wir in der ndchsten Halbperiode
auf das Gitter der durch negative Vorspannung gesperrten Rdhre Va einen
positiven Spannungsstoss, wodurch diese zindet. Infolgedessen gerat eine Elek-
trode der Funkenstrecke " praktisch auf das Potential des Punktes »a« der
Schaltung, da R3 bedeutend kleiner ist als Rx, bzw. R2 Die Funkenstrecken
Sxund F mussen so eingestellt werden, dass zwischen ihnen auch bei voll auf-
geladenem C sicher eben noch kein Durchschlag erfolgt. Indem wir die gemein-
same Elektrode der doppelten Funkenstrecke Sx — F auf das Potential des
Punktes »a« legen, wird die ganze Ladespannung des Kondensators C an den
Elektroden des Sj erscheinen. Diese anndhernd doppelte Spannung wird Sj durch-
schlagen. Hiernach beginnt die Entladung des Kondensators C uber S1? den
ohmschen Widerstand R3 und Réhre Vr Des durchfHessenden Stromes wegen,
— da der Durchschlag und der darauffolgende Stromfluss fiur Sx einen Kurz-
schluss bedeutet— wird die an den Polen des Kondensators herrschende ganze
Spannung an den Klemmen des R3erscheinen, bzw. an der Funkenstrecke F, dem-
zufolge auch diese durchschlagen wird. Nach dem Durchschlagen von F wird sich
die Entladung des Kondensators Ciber Sj — F fortsetzen.Nach dem Durchschla-
gen der Funkenstrecken Stund F wird auf die Klemmen des ohmschen Wider-
standes R3 nur die Bogenspannung fallen, mithin wird der Stromfluss hier
gering sein. Je nach den elektrischen Daten des Stromkreises C — St — F, in
welchen man den Anforderungen der Analyse geméass noch eine Selbstinduktion
— allenfalls auch noch ohmschen Widerstand — einschalten kann, wird die
Thyratronréhre Vxentweder am Ende der Entladung des Kondensators C, oder
im Falle niedriger Schwingungszahl des Entladekreises, noch vor Beendigung
der Entladung ausldschen.

Die zur Steuerung der ROhre Vx ndtigen positiven Spannungsstdsse kann
man mittels mechanischen Schalters oder auf elektrischem Wege zufihren. Mit
der in Abb. 4 angegebenen Anordnung kann man pro Sekunde, der Periodenzahl
der Netzspannung entsprechend oder mit geringerer Haufigkeit, Funken er-
zeugen.

Die Wirkungsweise der Versuchseinrichturg veranschaulichen die Oszillo-
gramme der Abb. 20 und 21, auf welche wir noch zuriuckkommen.

DIE VERSUCHSANORDNUNG

Bei samtlichen Messungen waren die technischen Angaben der Versuchs-
anordnung die folgenden. Der Transformator Tr (Abb. 4, Abb. 10 u. 17) hat
eine Ubersetzung von 220/15 000 Volt, diesem ist ein Spannungsregler-Trans-
formator vorgeschaltet, mit dessen Hilfe die Spannung an den Klemmen des
Kondensators C auf den gewiinschten Wert einstellbar ist. Zwischen dem Trans-



100 A. BARDOCZ

formator Tr und dem Spannungsregler-Transformator befindet sich ein Wider-
stand von 3 Ohm, welcher die Uberlastung der Gleichrichterréhren verhindert,
wenn die Funkenstrecken S4bzw. F im Kurzschluss sind. V2ist eine Gleichrich-
terdiode, mit einer Betriebsspannung von 20 000 Volt, héchste Belastung
1 Ampere, Inversspannung 40 000 Volt. C ist teilweise Minos, teilweise Dubilier-
scher Kondensator mit Glimmerisolation und einer Kapazitdt von 1000—
20 000 pF. R4— R2 = 100 Megohm. V2ist eine gasgeflllte Triode (Thyratron)
mit 10 000 Volt Betriebsspannung, hdéchste Stossbelastung 16 Ampere.

Die Einfach-bzw. Doppelfunkenstrecken S4und S2, (siehe spéter) aus drei
Zink- oder Kohlenscheiben bestehend, waren symmetrisch angeordnet. Die mitt-
lere Scheibehatte einen Durchmesser von 58 mm und war 27 mm dick, die beiden
seitlichen Scheiben mit einem Durchmesser von 45 mm waren 23 mm dick. Die
gegenliberstehenden Flachen der Zinkscheiben waren konzentrisch gerippt. Die
Kohlenscheiben hatten glatte Flachen. Die Entfernung der seitlichen Scheiben
von den mittleren konnte eingestellt werden, mit entsprechender Vorrichtung
auch unter Spannung. Zwecks Vermeidung der Erwdrmung und damit Sicherung
der Reproduzierbarkeit der Messungen, waren die Zinkscheiben so gestaltet,
dass sie wahrend dem Betrieb mit Wasser gekuhlt werden konnten. Aus diesem
Grunde waren die Zinkscheiben hohl und mit Rohrstutzen zum Zu- und Ab-
leiten vom Wasser versehen. Bei diesen Messungen waren in den Abb. 4, 10 und
17 die Punkte »b« geerdet, mithin konnte die mittlere Scheibe direkt an die
W asserleitung angeschlossen werden. Bei solcher Schaltung waren die unter
Spannung stehenden Elektrcden der Steuerfunkenstrecken Sx bzw. S2 mit
Hilfe vcn isoliert aufgestellten Behdltern gekihlt. Die Temperatur des Kiuhl-
wassers betrug 14— 17° C. Bei dem Betrieb mit Einfachsteuerfunkenstrecke
war die eine seitliche Scheibe mit der mittleren leitend verbunden. In den Abb.
5, 6, 7, 8 und 9 bezeichneten wir die Einzelfunkenstrecke mit zwei Scheiben
(beziffert mitSj), in den Abb. 11,12, 13, 14,15 und 16 die Zweifachfunkenstrecke
mit drei Scheiben (beziffert mit S2). Will man keine Wasserkihlung anwenden,
sind die Zinkscheiben durch Kohlen- oder Graphitscheiben gut ersetzbar. Die
W iderstandsketten Rx und R2 stellten wir aus je 30 Stuck bis 5 Watt belast-
baren Radiowiderstdnden zusammen, deren Einzelwiderstand 3'3 Megohm be-
trug. R3 und R4 (Abb. 4, 10, 17) sind bei niedrigeren Werten bis 100 W att, bei
grosseren Werten entsprechend weniger belastbare Widerstdnde. Die Elektroden
der Analysen funkenstrecke bestanden immer aus spektralreiner Kohle von
6 mm Durchmesser mit ebenen Endflachen. Vertikal auf die Symmetrieachse
der Elektroden waren Lockspitzen angebracht.

Das Gitter der steuernden Thyratronrohre V4steuerte ein Impulsgenerator,
in welchen auch die zum Absperrender Ro&hre V2ndétige negative Vorspannung
eingebaut ist. Der Impulsgenerator kann pro Sekunde 100 oder weniger positive
Spannungsstdsse erzeugen. Die Zahl der Spannungsstdsse geringerer Haufigkeit
pro Sekunde ist mit irgendeiner Subharmonischer der Frequenz der Netz-
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Spannung gleich. Selbstverstandlich arbeitet der Impulsgenerator synchron mit
der Netzspannung.

Waéhrend den Untersuchungen wurden richtige Einstellung und regel-
maéssiges Arbeiten der Anordnung mittels Kathodenstrahl-Oszilloskop kontrol-
liert. Bei der Kontrolle beobachteten wir den Ablauf der Spannung an den
Klemmen des Kondensators C.

Charakteristische Eigenschaften des Funkenerzeugers
mit Einfachsteuerfunkenstrecke

Beim Bestimmen der elektrischen Eigenschaften des Funkenerzeugers neuen
Systems untersuchten wir, welchen Einfluss die Kapazitat des Kondensators Cder

Abb. 5. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Einfachsteuerfunkenstrecke. dsj — Elektroden-
abstand der Steuerfunkenstrecke. R3—ohmscher Widerstand. dF —3 —9mm, U ¢— 13 000 Volt.
C — 10000 pF, Funkenh&ufigkeit 50/s. Das Wirkungsgebiet ist gestrichelt.

Abb. 4, die Ladespannung Uc, der ohmsche Widerstand R 3, sowie der Abstand der
Elektroden der Steuerfunkenstrecke Sx und der Analysenfunkenstrecke F auf
die Betriebsverhdltnisse ausiiben. Den Zusammenhang dieser funf Parameter
bestimmten wir durch Messungen.

Unser erstes Ziel war die Festsetzung des Einflusses des ohmschen Wider-
standes Rgauf die Wirkungsweise des Systems, und nachher bei dem als opti-
malen Wert gefundenen Widerstandswert zu bestimmen inwiefern das System
bei verschiedenen Einstellungen stabil ist.

Andert man den Elektrodenabstand dSI der Steuerfunkenstrecke wahrend
dem Betrieb des Funkenerzeugers nach Abb. 4, so kann man feststellen, dass
es einen solchen grdssten und kleinsten Elektrodenabstand gibt, zwischen wel-
chen das Anregersystem regelmassig arbeitet. Dieses Elektroden-Intervall zhlS
wollen wir in der Folge »Wirkungsgebiet« nennen.

Die Ergebnisse &hnlicher Messungen zeigt die Abb. 5. Auf dieser Abbildung
sehen wir bei welchen Elektrodenabstand dSI der Steuerfunkenstrecke Sj das
System regelmassig arbeitet, wenn man bei Elektrodenabstand dp = 3°0, 60
und 9'0 mm der Analysenfunkenstrecke F, den Widerstand R3 &ndert. Regel-
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maéssig arbeitend nennen wir die Wirkungsweise, wenn das Oszilloskop Abb.
20 entsprechende Bilder zeigt und weder ein Ausbleiben des Zindens, noch
unregelméssiges Zinden ohne Steuerung der Funkenstrecken vorkommt.
Die Analysenelektrodenabstdnde dF = 3'0, 6'0 und 9'0 mm sind Ubrigens bei
den Versuchen immer beibehalten worden.

Abb. 6. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Einfachsteuerfunkenstrecke in Abhéngigkeit

von dem Elektrodenabstand dsj der Steuerfunkenstrecke, von der Ladespannung Uc und von

dem Abstand der Analysenelektroden dF. C — 1000 pF, R3 — 20 000 Ohm, Funkenhé&ufig-
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt.

& PO

Abb. 7. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Einfachsteuerfunkenstrecke in Abhé&ngigkeit

von dem Elektrodenabstand dsi der Steuerfunkenstrecke, von der Ladespannung Uc und von

dem Abstand der Analysenelektroden dF. C — 5000 pF, R3 — 20 000 Ohm, Funkenh&ufig-
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt.

Auf der Abscisse der Abb. 5 sind dieR3Werte im logarithmischen Massstab
aufgetragen, auf der Ordinate der Abstand dgj dér Elektroden der Steuer-
funkenstrecke Sr Wenn die Ladespannung des Kondensators C = 18 000 Volt
betrdgt, C = 10 000 pF ist und der Abstand der Elektroden der Analysen-
funkenstrecke F zwischen 3 — 9 mm variiert, so ist bei der Anderung des
W iderstandes R3zwischen 0,001— 0,2 Megohm ein betriebest'cheresWirkungsgebiet
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in dem Falle erreichbar, wenn der Abstand der Elektroden dsi der Steuer-
funkenstrecke zwischen 3'3 — 6’2 mm liegt. Wird der Wert von R3 weiter
gesteigert, sinkt der hdchste Wert dSI und bei ungefahr 10 Megohm schrumpft

3

Abb. 8. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Einfachsteuerfunkenstrecke in Abhéngigkeit

von dem Elektrodenabstand ds3 der Steuerfunkenstrecke, von der Ladespannung Uc und von

dem Abstand der Analysenelektroden dF- C — 10 000 pF, R3 — 20 000 Obm, Funkenhé&ufig-
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt.

3

Abb. 9. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Einfachsteuerfunkenstrecke in Abhéngigkeit

von dem Elektrodenabstand ds[ der Steuerfunkenstrecke, von der Ladespannung U c und von

dem Abstand der Analysenelektroden dp . C — 20 000 pF. R3 — 20 000 Ohm. Funkenh&ufig-
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt.

das Wirkungsgebiet auf einen einzigen Punkt zusammen. Diese Ergebnisse
weisen daraufhin, dass die Schaltung gemé&ss Abb. 4 nur dann betriebsfahig ist,
wenn durch die Thyratronrdhre ein, die kleinste Stromstarke Uberschreitender

Strom fliesst.
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Fur R3wé&hlten wir keine 0,001 Megohm unterschreitenden Widerstande,
um die Widerstande und die Thyratronréhre nicht zu Uberlasten. In Abb. 5
bezeichneten wir das Wirkungsgebiet -ddSl schraffiert.

Weitere Messungen bezweckten festzustellen, wie sich, bei dem mit Hilfe
der Abb. 5 bestimmten Widerstandswert des R3 bei verschiedenen Elektroden-
abstdnden dF der Analysenfunkenstrecke, das Wirkungsgebiet in Abhéngigkeit
der Ladespannung Uc und Kapazitdt des Kondensators C, ausbildet. Die Ergeb-
nisse fir die Werte C = 1000, 5000, 10 000 und 20 000 pF Kapazitat und
R3= 0,02 Megohm stellen die Abb. 6, 7, 8 und 9 dar. In diesen Abbildungen ist
auf die eine waagrechte Achse die Kondensatorspannung Uc, auf die andere der
Elektrodenabstand dp der Analysenfunkenstrecke aufgetragen. Die vertikale
Achse zeigt die Elektrodenabstdnde dSl der Steuerfunkenstrecke. Zur Erklarung
gehen wir von der Abb. 8 aus, welche die Verhéltnisse fur die Kapazitat
C = 10 000 pF zeigt. Abb. 8 enthdlt drei Kurven, eine fir dF = 3 mm, eine
weitere fur dp = 6 mm und eine dritte fur dp = 9 mm. Anfanglich sind die
Kurven ganz gleich, jedoch bei grésseren Analysenfunkenstrecken-Abstédnden
endet das Wirkungsgebiet bei héheren Spannungswerten. Im allgemeinen kann
man folgendes feststellen : Rei gegebenem Analysenelektroden-Abstand dFund
mit abnehmender Ladespannung Uc des Kondensators nimmt, wie schon er-
wahnt, der Elektrodenabstand dSI und auch die Breite des Wirkungsgebietes
ab. Sobald die Ladespannung Uc des Kondensators C soweit abfallt, dass
wahrend dem Betrieb des Systems die Funkenstrecke dSI bzw. dp nicht durch-
geschlagen werden kann, kann auch der Kondensator sich nicht mehr entla-
den. Es gibt also bei gegebenem Analysenfunkenstrecken-Abstand eine untere
Spannungsgrenze unterhalb welcher das System unfdhig ist zu arbeiten.

Aus den Abb. 6, 7, 8 und 9 geht hervor, dass der Verlauf der Kurven
fur jeden Kapazitatswert allgemein gleich ist. Als Unterschied ergibt sich jedoch
dass das Wirkungsgebiet bei kleineren Kapazitdtswerten des Kondensators C
zusammenschrumpft und weiter, dass bei griosseren Analysenelektroden-Abstén-
den dp und kleineren Kapazitédtswerten der Betrieb des Systems unmaéglich wird.

Elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger mit Doppelsteuerfunkenstrecke

Die Anwendungsmdglichkeit des in Abb. 4 dargestellten Funkenerzeugers
mit Einfachsteuerfunkenstrecke ist eingeschrankt, da man den Abstand dp der
Analysenfunkenstrecke F nicht unabh&ngig von der Ladespannung Uc des
Kondensators C einstellen kann. Der kleinste Elektrodenabstand dp der Analy-
senfunkenstrecke F kann nur so gewdahlt werden, dass bei der an den Klemmen
des Widerstandes R2herrschenden Spannung kein Funke durchschlagt. Wie aus
den Abb. 6, 7, 8 und 9 ersichtlich ist, hat dieser Umstand bis 20 000 Volt Lade-
spannung des Kondensators C und bei gewdhnlich verwendeten Analysenelek-
troden-Abstdnden keine praktisch unangenehmen Folgen, es kdnnen jedoch
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solche entstehen, wenn bei solchen Ladespannungen der Elektrodenabstand
sehr klein ist oder wenn hei gebréuchlichen Elektrodenabstdnden héhere Span-
nungen vorliegen.

Diesen Nachteil kann man in der Weise vermeiden, dass man anstelle
der Einfachsteuerfunkenstrecke S4 der Abb. 4 eine Doppelsteuerfunkenstrecke
S2, wie in Abb. 10, verwendet, wodurch im Stromkreis mit der Analysenfunken-

Abb. 10. Schaltungsschema des elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers mit Doppelsteuer-

funkenstrecke. C — Kondensator. F — Analysenfunkenstrecke. L — Selbstinduktionsspule.

Rj, R2 — Spannungsteiler, ohmsche Widerstdnde. R3, R4 — ohmsche Widerstdnde. St — Doppel-

steuerfunkenstrecke. Tr — Hochspannungs-Transformator. V4 — Thyratronréhre. V2 — Gleich-
richterdiode. Der dick gezeichnete Teil ist der Entladekreis.

strecke zusammen drei Funkenstrecken vorliegen. Die Einschaltung der dritten
Funkenstrecke hat zur Folge, das gleichzeitig auch ein ohmscher Widerstand
R4 zur Uberbriickung der Analysenfunkenstrecke F eingeschaltet werden muss.
Bei dieser Schaltung sind die beiden Halften der Doppelsteuerfunkenstrecke
S2 geometrisch gleich. Die ohmschen Widerstdnde B, und B2verteilen die Lade-
spannung des Kondensators € gleichmassig an die beiden Halften der Steuer-
funkenstrecke S2trotz Einschaltung des ohmschen Widerstandes B4, da dessen
Wert neben B4 und R2 vernachléssigbar ist.

Wird in der Schaltung gemdéss Abb. 10 die Analysenfunkenstrecke F kurz-
geschlossen, entsteht die Schaltung der Abb. 4. Bei gedffneter Analysenfunken-
strecke F ist die Wirkungsweise des Schaltsystems folgende : Wenn wir auf
das Gitter der Ubrigens durch negative Vorspannung gesperrten Thyratron-
réhre V4 einen positiven Spannungsstoss geben, zindet die Rohre und Punkt
»b« der Schaltung gerét auf das Potential des Punktes »a«. Da vorher der Ab-
stand der Doppelsteuerfunkenstrecke S2 so eingestellt war, dass bei gegebener
Spannung eben kein Durchschlag erfolgt, ensteht. auf der oberen Halfte von S2
annahernd die doppelte Spannung, demzufolge die obere H&lfte von S2 durch-
schlagen wird. Nach dem Durchschlag fangt der Kondensator C an, sich uber
R4 — obere Héalfte von S2— R3 zu entladen. Hiernach zeigt sich die Lade-
spannung des Kondensators an den Klemmen der Widerstdnde R3 und R4
Wenn die Widerstande R3 und R4 voneinander wesentlich abweichen, wird
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vorerst diejenige Funkenstrecke durchschlagen, welche von grdsserem Wider-
stand Uberbrickt ist. Wenn der Widerstand R4 grésser ist als R3, wird nach
dem Durchschlagen der oberen Halfte der Steuerfunkenstrecke S2 erst die
Analysenfunkenstrecke F durchschlagen. Nach dem Durchschlagen der Analysen-
funkenstrecke F ist der Entladungsweg des Kondensators F — obere Halfte
von S2— R3. In diesem Fall erscheint die ganze Ladespannung des Konden-
sators C bei R3, demzufolge auch die untere Halfte der Steuerfunkenstrecke S2
durchschlagen wird. Nach diesem Verlauf entladt sich der Kondensator Uber
L — S2— F. Ist R3wesentlich grosser als R4, wird der Durchschlag des unteren
Teiles von S2 friher eintreten als der Durchschlag bei F. Den Fall R3 = R4
werden wir spéter besprechen.

Charakteristische Eigenschaften des elektronisch gesteuerten
Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke

Die ersten Untersuchungen bezweckten die optimalen Werte fur die
Widerstdande Rs und R4 festzulegen. Abb. 11 und 12 stellen die Messergebnisse
dar. Es ist aus diesen Abbildungen ersichtlich, wie sich bei Analysenelektroden-

Abb. 11. Wirkungsgebjet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke. ds2 — Elektro-
denabstand der Steuerfunkenstrecke. R3 und R4 — ohmsche Widerstinde. dF — 3 mm,
Uc — 18 000 Volt, C — 10 000 pF, Funkenh&ufigkeit 50/s.

Abstdnde dF = 3 mm und dp = 6 mm und verschiedenen R3und Ra Werten
d2 bzw. 1d dndert. Wenn wir von Elektrodenabstdnden der Doppelsteuer-
funkenstrecke sprechen, ist immer die Summe der beiden halben Funken strecken
zu verstehen.

Auf die beiden waagrechten Achsen der Abb. 11 sind die R3bzw. R4Werte
im logarithmischen Massstab, auf der senkrechten Achse d2 d. h. der Gesamt-
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abetand der Elektroden der Doppelsteuerfunkenstrecke aufgetragen. Bei den
Messungen waren C = 10 000 pF, Uc = 18 000 Volt, dp = 3 mm. Aus der
Abb. ergibt sich, dass R3und R4nie einen bestimmten Hochstwert Uberschreiten
darfen, damit Ad& gross, d. h. das Wirkungsgebiet breit sei. Weiterhin zeigt
die Abb. dass wenn der Wert von R3zwischen 0,001 und 0,15 Megohm, der Wert

QD1 *t

aoa

Abb. 12. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke. ds2 — Elektro-
denabstand der Steuerfunkenstrecke. R3 und R4 — ohmsche Widerstdnde. dp — 6 mm,
Uc — 18000 Volt, C — 10 000 pF, Funkenhdufigkeit 50/s.

Abb. 13. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke in Abhéngig-

keit von dem Steuerelektrodenabstand ds2 von der Ladespannung Uc und dem Analysen-

elektrodenabstand dp. C — 1000 pF, R3 — 0'02 Megohm, R4 — 056 Megohm, Funkenhdufig-
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt.

von R4 zwischen 0,02 ur.d 0,15 Megohm liegt, die Flache eine Hochebene
hat, wo das Wirkun gsgebiet am breitesten ist. Hier &ndert sich der Wert von
ds2von 7‘2 bis 124) mm. Ausserhalb dieses, mit Hochebene bedeckten Gebietes
nimmt AdS ab.

Wenn man unter Beibehaltung obiger Versuchsverhéltnisse den Abstand
dp der Analysenfur kenstrecke von 3 mm auf 6 mm erhdéht, gelangt man zu

2 Acta Physica 1V/2.
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den in Abb. 12 dargestellten Verhéltnissen. Das erste, was man aus der Abb.
entnehmen kann ist, dass bei dp = 6 mm das breiteste Wirkungsgebiet zwischen
den Werten von d2 = 7'2 — 10-2 mm liegt. Der Hochswert von ds2 war, bei
dF = 3 mm, 12 mm. Als zweites ist auffallend, dass sich in der Flache eine
Mulde bildet, innerhalb welcher sich das Wirkungsgebiet soweit verengt, dass
das System betriebsunfahig wird. Die Ausbildung dieser Mulde kann folgen-
derweise erklart werden.

Abb. 14. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke in Abhdangig-

keit von dem Steuerelektrodenabstand ds2, von der Ladespannung Uc und dem Analysen-

elektrodenabstand dp. C — 5 000 pF, R3 — 0'02 Megohm, R4 — 0‘5 Megohm, Funkenh&ufig-
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt.

Wir erwahnten schon friher, dass, wenn beim Betrieb nach dem Schal-
tungsschema der Abb. 10 die obere H&lfte der Steuerfunkenstrecke S2 durch-
schlagt, die Spannung Uc des Kondensators sich an den Widerstdnden R3 und
R4 verteilt. Aus Abb. 12 ist ersichtlich, das der Minimalwert von d2= 72 mm
ist und auf die untere Halfte der Doppelfunkenstrecke S2, 3'6 mm entfallt.
Da der Abstand der Analysenfunkenstrecke dp = 6 mm ist, kann die Lade-
spannung Uc = 18 000 Volt des Kondensators C unter gegebenen Verhéltnissen
den Abstand 6 -f- 3'6 = 9'6 mm nicht durchschlagen, wenn die Widerstéande
R3und R4, die Spannung Uc auf die beiden Funkenstrecken ann&hernd gleich-
massig verteilen. Die Mulde in Abb. 12 ist in der N&ahe derjenigen Widerstands-
werte, bei denen R3 und R4 anndhernd gleich sind. Damit nach dem Durch-
schlagen der oberen Halfte der Steuerfunkenstrecke S2, die untere Halfte und
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auch die Analysenfunkenstrecke F durchschlage, missen die Widerstandswerte
von R3 und R4 wesentlich verschieden sein. Ist R4 grésser als R3, gelangen
wir auf der Abb. 12 in das links von der Mulde gelegene Gebiet, im entgegen-
gesetzten Fall in das rechte. Im Gebiete links von der Mulde haben wir eine
Hochebene betréchtlicher Ausdehnung, unter welcher sich das ginstige Wirkungs-
gebiet ausbreitet.

Abb. 15. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke in Abhéngig-

keit von dem Steuerelektrodenabstand ds2* von der Ladespannung Uc und dem Analysen-

elektrodenabstand dp. G — 10 000 pF, H3 — 0*02 Megohm, R4 — 0*5 Megohm, Funkenh&ufig-
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt.

Nach dem die optimalen Werte von R3und R4bekannt waren, untersuch-
ten wir bei verschiedenen Analysenelektrodenabstdnden dp die Ausbildung der
Elektrodenabstdnde ds2 der Steuerfunkenstrecke und mit diesen das richtige
Wirkungsgebiet in Abhé&ngigkeit von der Ladespannung Uc und der Kapazitat
des Kondensators C. Die Messungen fihrten wir bei R3= 0‘02 Megohm, R4 =
= 0-5 Megohm, C = 1000, 5000, 10 000 und 20 000 pF durch. Die Ergebnisse
sind in den Abb. 13, 14, 15 und 16 dargestellt.

In sdmtlichen Abbildungen beziehen sich die Kurven dF = 0 auf kurz-
geschlossene Analysenfunkenstrecke. Es ist zu bemerken, dass der Betrieb bei
entsprechend kleinen Steuerelektrodenabstdénden noch bei 2 000 Volt mdglich ist.
Diese Tatsache ist bei den Ziundfunken liefernden elektronisch gesteuerten
Funkenerzeugern von Bedeutung. Bei auf dp = 3 mm ge6ffneter Analysen-



no A. BARDOCZ

funkenstrecke hort, laut Abb. 13, 14 und 15, der Betrieb bei ungeféahr 12 kV auf,
in der Abb. 16 schon bei 16 kV. Das Wirkungsgebiet nimmt bei dp = 6 bzw.
9 mm noch weiter ab. Je kleiner die C-Werte sind, umso grdsser muss die Span-
nung sein, um den Betrieb des Systems aufrecht erhalten zu kénnen. Im Falle
einer Kapazitdt C = 1000 pF und dF = 6 und 9 mm, besteht Gberhaupt keine
Betriebsmdglichkeit. Mit abnehmenden Kapazitdtswerten wird das Wirkungs-

Abb. 16. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke in Abhéngig-

keit von dem Steuerelektrodenabstand ds2, von der Ladespannung Uc und dem Analysen-

elektrodenabstand dF. C — 20 000 pF, R3 — 002 Megohm, R4 — (’5 Megohm, Funkenhé&ufig-
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt.

gebiet schmaler und verschiebt sich in der Richtung kleinerer Analysenelektroden-
Absténde.

Pro Sekunde 100 Funken liefernder elektronisch
gesteuerter Funkenerzeuger

Die in den Abb. 4 und 10 dargestellten Funkenerzeuger kdénnen bei An-
schaltung an ein 50 Perioden-Netz nur 50 Funken pro Sekunde liefern. Mit
Hilfe der Schaltung in Abb. 17 kann man 100 Funken pro Sekunde erzeugen.
In dieser Schaltung ist der vom Kondensator C rechts liegende Teil identisch
mit dem entsprechenden Teil der Abb. 4. Der Unterschied zwischen beiden ist
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der, dass hier in Graetz-Schaltung Doppelweggleichrichtung erreicht wird.
Wenn der positive Spannungsstoss, welcher das Gitter der Thyratronréhre Vx
steuert, so erfolgt, dass der Funke stets heim Nullwert der Transformator-
spannung entsteht, kdnnen regelméssige Funkenfolgen erzeugt werden. Solche
Entladungsverhéltnisse zeigt das Oszillogramm der Abb. 21.

Bei der 100 Funken pro Sekunde liefernden Anordnung (Abb. 17) ist die
Zeit zur Entionisierung der Steuerfunkenstrecke Sx viel kleiner als im Falle
von 50 Funken pro Sekunde. Bei den hier verwendeten Kapazitats- und Span-
nungswerten und einer Entlandungshéufigkeit von 50 Funken pro Sekunde ist
die Entionisierung der Steuerfunkenstrecke Sj immer genitgend, dies wird aber
nicht der Fall sein, wenn hei grdsseren Spannungs- und Kapazitatswerten
die Haufigkeit auf 100 Funken pro Sekunde ansteigt. Die Verhaltnisse gestalten

Abb. 17. Schaltungsschema des 100 Funken pro Sekunde liefernden elektronisch gesteuerten

Funkenerzeugers. C — Kondensator. F — Analysenfunkenstrecke. L — Selbstinduktionsspule.

Rx, R3 — Spannungsteiler onmsche Widerstdnde. R3 — ohmscher Widerstand. Sx — Einfach-

steuerfunkenstrecke. Tr — Hochspannungstransformator. Vj — Thyratronréhre. Vs, V3 V4
V5 — Gleichrichterdioden. Der dick gezeichnete Teil ist der Entladekreis.

sich nicht glunstiger, wenn die Elektroden der Steuerfunkenstrecke nicht schei-
benférmig sind, sondern aus 5—10 mm starken Stdben verfertigt werden. Den
Betrieb eines solchen Funkenerzeugers kann man so aufrechterhalten, dass in
die Steuerfunkenstrecke Sx Luft eingeblasen wird.

Zundfunken liefernder elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger

Der kondensierte Hochspannungsfunke ist zu quantitativen Analysen sehr
gut brauchbar, nachteilig ist jedoch die geringere Empfindlichkeit derselben.
Um grossere Empfindlichkeit zu erreichen, wird zur Anregung der Abreissbogen
oder kondensierte Niederspannungsfunke verwendet. Bei derartigen Licht-
quellen wird die Bogen- bzw. Funkenentladung durch einen kondensierten
Hochspannungsfunken kleiner Energie eingeleitet, und bei dieser Verwendung
Ubertrifft der neue elektronisch gesteuerte Funkenerzeuger sdmtliche anderen
Einrichtungen.
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Ein zur Zindung von Abreissbdégen und kondensierten Niederspannungs-
funken verwendbarer elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger ist in Abb. 18
dargestellt. Hier sind Tr, V2 Y3, Cxund C2 die ublichen Schaltelemente eines
Spannungsverdopplers. Der eigentliche Arbeitskondensator ist C3 und erhélt
seine Ladung von C4 und C2 uUber den ohmschen Widerstand R4. Der ubrige
Teil des Schaltungsschemas ist mit den friheren identisch, nur ist im Entladungs-
kreise noch die primdre Windung des Tesla Transformators A eingebaut. Die im
Stromkreis C3—S2—A entstehenden Hochfrequenzentladungen werden im Tesla
Autotransformator A transformiert und liefern die Zundfunken.

Bei zundfunkenerzeugern ist die Gleichstromspeisung von ausgesproche-
nem Vorteil. Wirde ndmlich der Kondensator C3 der Abb. 18 besonders zur

Abb. 18. Schaltungsdchema des Zundfunken liefernden Funkenerzeugers. A — Tesla Auto-

transformator. Cj, C2, C, — Kondensatoren. R4, R2 — Spannungsteiler, ohmsche Widerstdnde.

Rj, R4 — ohmsche Widerstdnde. S2 — Doppelsteuerfunkenstrecke. Tr — Hochspannungs-

transformator. V4 — Thyratronréhre. V2, V3Gleichrichterdioden. Der dick gezeichnete Teil ist
der Entladekreis.

Zundung der kondensierten Niederspannungsfunken, mit Wechselstrom ge-
speist, so wirde der Zeitpunkt der héchsten Ladespannung des Niederspannungs-
kondensators und des Kondensators C3 nicht zusammenfallen. Analysenfunken
und Ziundfunken héchsten Nutzeffektes entstehen aber gerade dann, wenn die
Ladespannung des Kondensators ihren Scheitelwert erreicht. Bei der Speisung
des Kondensators mit Wechselstrom ist eben das Zusammenbringen der beiden
Phasenlagen schwierig, wenn hingegen der Kondensator C3mit Gleichstrom auf-
geladen wird, kann die Zundung in der gewinschten PhasenStellung erfolgen,
da die Einstellung der Phase des positiven Spannungsstosses, welcher das Gitter
der Thyratronréhre Vx steuert, leicht gelingt.

Auftreten von Uberspannungen

Der hier beschriebene Funkenerzeuger ist im wahren Sinne des Wortes
ein absolut sicher arbeitender Apparat, welcher, nachdem der Elektroden-
abstand der Steuerfunkenstrecke zur speisenden Spannung richtig angepasst ist,
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ohne jede Stérung unendlich lange Zeit regelméssig im Betrieb gehalten werden
kann. Dies ist wahrscheinlich dem Umstand zu verdanken,dass bei der Ziindung
der Funkenstrecken betrachtliche Uberspannungen auftreten und diese zum
grossen Teil zum Erfolgen der sicheren Zindung beitragen.

Ahnliche Uberspannungen beobachtete Kaiser [29] beim Feussner’schen
Funkenerzeuger. Unser Funkenerzeuger zeigt hinsichtlich der Steuerfunken-
strecken grosse Ahnlichkeit mit dem Feussner’schen, besonders bei Anwendung
der Doppelsteuerfunkenstrecke, da in diesem Falle ebenso drei Funkenstrecke

Abb. 19. Uberspannungen im elektronisch gesteuerten Funkenerzeuger. C — 5000 pF,
Uc = die Ladespannung des Kondensators C, Ut — Uberspannung.

hintereinander geschaltet sind wie beim Feussner’schen Funkenerzeuger. Die
Uberspannungen schreibt Kaiser den an den Steuerfunkenstrecken beim
Schaltungsverlauf entstehenden Wanderwellen zu.

Zur Messung der Uberspannurgen schalteten wir, parallel zur Doppel-
steuerfunkenstrecke, ein Kugelpaar von 50 mm Durchmesser ein. Bei gegebener
Einstellung und Betrieb des Funkenerzeugers nédherten wir die Kugeln einander
so lange, bis zwischen ihnen ein Durchschlag erfolgte. Aus der Entfernung der
Kugeln bestimmten wir dann die Durchschlagsspannung.

Die Ergebnisse der Uberspannungsmessungen geben wir in Abb. 19. Auf die
waagrechte Achse ist die Ladespannung Uc des Kondensators € aufgetragen,
auf die senkrechte Achse die an der Kugelfunkenstrecke gemessene Gesamt-
spannung. Letzterer Wert enthalt die Ladespannung Uc und die Uberspannung
UT. Die Entfernung der Punkte oberhalb der unter 45° gezogenen Geraden,
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senkrecht von den Geraden gemessen, ist die Uberspannung UT. Die Messungen
haben wir bei einer Kapazitdt von C = 5000 pF durchgefihrt.

Die in der Abb. 19 eingezeichneten Ubereinander liegenden Punkte wurden
bei konstanten Ladespannung Ucund verschiedenen Abstand dS2der Elektroden
der Steuerfunkenstrecke aufgenommen. Die Messergebnisse zeigen, dass je gros-
ser der Elektrodenabstand der Steuerfunkenstrecke ist, umso grésser wird auch
die beobachtete Uberspannung. Bei den kleinsten ztdassigen Steuerelektroden-
abstdnden bei denen der Betrieb noch aufrecht erhalten werden kann, gibt es
keine Uberspannung oder aber ist diese sehr gering. Da wir im allgemeinen in
der Mitte des durch den obersten und untersten Elektrodenabstand d der
Steuerfunkenstrecke bestimmten Wirkungsgebiet arbeiten, kénnen wir standig
mit dem Auftreten von ungefidhr 25%-igen Uberspannungen rechnen. Die Unter-
suchungen bewiesen, dass das Auftreten von Uberspannungen von dem Ab-
stand dF der Analysenfunkenstrecke unabhéngig ist.

Veranschaulichung der Wirkungsweise des elektronisch
gesteuerten Funkenerzeugers

Um den Betrieb des beschriebenen Funkenerzeugers zu veranschaulichen,
geben wir in den Abb. 20, 21 und 22 einige Oszillogramme. Die Oszillogramme
der Abb. 20 zeigen den Verlauf der Klemmspannung des Kondensators der Abb. 4
bei der Kapazitdt C — 10 000 pF, Ladespannung Uc = 18 000 Volt und ver-
schiedenen Funkenhdaufigkeiten. Die Oszillogramme sind mit einem Siemens’schen
Schleifen Oszillographen aufgenommen. Die Abb. 20b — 20f geben den Verlauf
der Spannung an den Klemmen des Kondensators, wenn das Gitter der Thyra-
tronréhre Vxder Abb. 4. mit positiven Spannungsstéssen verschiedener Haufig-
keit gesteuert wurde. Die Haufigkeit der Funken pro Sekunde ist in Abb. 20a»
50, in Abb. 20b ~2X50, in Abb. 20c ¥3 X 50, in Abb. 20d /5 x 50, in Abb. 20e
X8 x 50, und in Abb. 20f Vre X 50. Die kleinen Unregelmassigkeiten der
Oszillogramme der Abb. 20. sind der Selbstschwingung der Oszillographen-
schleife zuzuschreiben.

Das in der Abb. 21. gegebene Oszillogramm wurde bei der Schaltung der
Abb. 17. aufgenommen und zeigt ebenfalls den Verlauf der Spannung an den
Klemmen des Kondensators C. Die weiteren Betriebsangaben sind : C = 10 000
pF, Uc= 18 000 Volt, Funkenh&ufigkeit 100/s. Hier erfolgte also die Steuerung
des Gitters der Thyratronréhre Vxder Abb. 17 pro Sekunde durch 100 positive
Spannungsstosse.

Die Abbildungsgruppe 22 zeigt, wie es mdglich ist, mit den nach Schaltung
der Abb. 18 erzeugten Zundfunken, einen Abreissbogen-Betrieb aufrecht zu
erhalten. Bei diesen Aufnahmen war der Tesla Transformator A der Abb. 18
an einen mit Wechselstrom gespeisten Bogenstromkreis angeschlossen. Das Gitter
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Abb. 20. Verlauf der Spannung an den Klemmen des Kondensators der Abb. 4 bei verschiedenen
Funkenhdufigkeiten. Mit einem Schleifenoszillographen hergestellte Oszillogramme. C — 10 0)0

pF, U — 18000 Volt. Die Funkenhdufigkeit pro Sekunde : im Bilde »a« 50, im Bilde » >
Va X 50, im Bilde »c« 1/3 X 50, im Bilde »d« Vs X 50, im Bilde »e« 1/8 X 50, im Bilde »f«
Vie X 50.
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Abb. 21. Verlauf der Spannung an den Klemmen des Kondensators C der Abb. 17. C — 10 000
pF, U — 18000 Volt. Funkenhdufigkeit 100/s.
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der Thyratronrdhre Vj der Abb. 18 wurde im gewilnschten Tempo mit positiven
Spannungsstdssen durch einen Impulsgenerator gesteuert. In sdmtlichen Bildern
der Abb. 22 zeigt das obere Oszillogramm den Verlauf der Spannung an den
Elektroden der Analysenfunkenstrecke, das untere ist die Stromkurve. In samt-
lichen Bildern ist bei den oberen Kurven die Sinus-Grundkurve die Spannungs-
kurve des 50-Perioden Wechselstromnetzes. Die Aufnahmen wurden mit einem
Schleifenoszillographen gemacht.

Abb. 22a zeigt den Fall, wenn in jeder Halbperiode der Wechselspannung
ein Bogen entsteht. In der Abb. 22d entsteht der Bogen in jeder zweiten Halb-
periode, hier haben wir einen gleichgerichteten Bogen. In der Abb. 22b entsteht
der Bogen in zwei nacheinander folgenden Halbperioden, darauf folgt eine 4
Perioden lange Pause. In der Abb. 22e gibt es in jeder funften Periode einen
Bogen (gleichgerichtet), usw.

ALLGEMEINE BEMERKUNGEN

Die wissenschaftliche wie auch die praktische Spektroskopie ist in vielen
Féllen bei der Funken- oder Bogenanregung wesentlichen Einschrén-
kungen unterworfen, da die Haufigkeit der Funken bzw. Bogen pro Se-
kunde durch die Periodenzahl des Netzes gegeben ist. Demzufolge kdnnen,
abgesehen von wenigen Ausnahmen, beinahe alle Hoch- und Niederspannungs-
Funkenerzeuger und Bogenerzeuger nur der Periodenzahl des Netzes ent-
sprechend 100 oder 50 Funken bzw. Bégen pro Sekunde liefern. Die Folge dieser
Einschréankung ist in vielen Fallen, dass die Anregung nicht den besten An-
regungsverhdaltnissen entspricht, sondern die Anregungsverhdltnisse mussen der
erlaubten Erwdrmung angepasst werden. In Bezug auf die Erw&rmung sind
kleinere Funken- bzw. Bogenhdaufigkeiten erwinscht. Anderseits weisen die
spektrochemischen Forschungen dahin, dass in vielen F&llen noch gréssere
Funkenhdufigkeiten erwinscht sind als die auf gebrduliche Weise erreichbare
Héaufigkeit von 100 pro Sekunde, da auf diese Weise die Analysengenauigkeit
ansteigt. Vom Standpunkte der Analysengenauigkeit sind also in einigen Fal-
len grossere Funkenh&ufigkeiten erwunscht.

Um diesen beiden Anforderungen der praktischen Spektralanalyse Geniige
zu leisten, wurden verschiedene Gerdte eingefihrt. Bei der Anwendung von
Abreissbogen wird die schéadliche Erwadrmung in der Weise verhindert, dass
zwischen zwei Brennperioden kirzere oder langere Pausen eingeschaltet werden.
Dieses Intermittieren wird meistens durch in den Zindstromkreis, oder in den
Bogen Stromkreis, oder in beide eingebauten Drehschalter erreicht. Abgesehen von
einigen ganz aussergewdhnlichen Fallen, ist diese Anordnung nicht ganz be-
friedigend, da bei sehr kurzer Brenndauer die Wiederholbarkeit lickenhaft
werden kann. Diese Aufgabe kann mit dem elektronisch gesteuerten Fun-
kenerzeuger sehr einfach und vollkommen durch Steuerung des Gitters der
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Abb. 22. Steuerung eines Abreissbogens mit Hilfe der Schaltung der Abb. 18. Die oberen Kurven sind die Spannungskurven,

die unteren die Stromkurven. In den oberen Kurven ist die Sinusgrundkurve die Spannungskurve des Wechselstromnetzes.

Bild »a« : Bogen in jeder Halbperiode. Bild »b« : Bogen in zwei nacheinander folgenden Halbperioden, nachher 4 Perioden

lange Pause. Bild »c« : Bogen in zwei nacheinander folgenden Halbperioden, nachher 16 Perioden lange Pause. Bild »d« : Bogen

in jeder zweiten Halbperiode (gleichgerichtet) Bild »e« : Bogen in jeder fiinften Periode (gleichgerichtet). Bild »f« : Bogen
in jeder siebzehnten Periode (gleichgerichtet).
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Thyratronréhre V, der Abb. 18 erfiillt und auf diese Weise die Hiufigkeit der
Entladung, weitgehend verindert werden. Man kann also mit dieser Einrichtung
die Anregungsenergie beliebig einstellen und somit durch Verminderung der
Bogen- bzw. Funkenzahl pro Zeiteirheit die iibermissige Erwirmung vermeiden.

Zur Zeit werden Funken grosserer Hiufigkeit als 100 pro Sekunde so
erzeugt, dass durch entsprechende Einstellung der Spannung und der Steuer-
funkenstrecke je Halbperiode mehr als ein Funken entstehen [45, 53, 56]. Als
Grund der so erreichten besseren Analysenergebnisse wird angenommen, dass
infolge der grosseren Funkenhiufigkeit in der Funkenstrecke verbleibende Ionen
die Feldstirke verindern, und darum die Funken nicht zwischen ausgezeich-
neten Punkten der Elektroden iiberspringen, sondern die Oberfliche der Elek-
troden unabhingig von deren Form in gewissem Grade gleichmiissig bearbeiten
[45]. Wenn diese Annahme richtig ist, miisste die Funkenpause beim Ubergang
von einer Halbperiode in die andere ungiingstig sein und ein ununterbrochenes
Funken erwiinscht sein. Mit dem elektronisch gesteuerten Funkenerzeuger ist
auch diese Aufgabe ohne weiteres erfiillbar, mit Gleichstromspeisung und Steue-
rung des Gitters der Thyratronréhre (Abb. 18) mit einer 100 pro Sekunde iiber-
steigender Zahl von positiven Spannungsstossen.

Wenn man die ilteren, mit fester Steuerfunkenstrecke und die durch
Synchronschalter gesteuerten mit den elektronisch gesteuerten Funkenerzeugern
vergleicht, ergibt sich folgendes. Bei den mit festen Funkenstrecken gesteuerten
Funkenerzeugern ist die Einstellung des Elektrodenabstandes der Steuerfunken-
strecke heikel und eine Abniitzung derselben kann die Anregungsverhilt-
nisse verandern. Prinzipiell wiire die Steuerung mit dem synchron Drehschalter
volkommen durchfiithrbar, dessen Nachteil ist aber — wie im historischer Uber-
blick schon besprochen wurde — dass infolge der stindig wechselden Abstinde
der Steuerfunkenstrecke die Verteilung der Funkenenergie zwischen der Analysen-
und Steuerfunkenstrecke sich stindig #ndert. Bei den elektronisch gesteuerten
Funkenerzeugern ist eine kleine Anderung im Abstand der Elektroden der
Steuerfunkenstrecke ohne Belang, da innerhalb eines Gebietes von einigen mm
die Arbeitsverhiltnisse anndhernd identisch bleiben. Ausserdem, da die Steuer-
funkenstrecke feststehend ist, wird die Verteilung der Entladungsenergie
zwischen der Steuerfunkenstrecke und Analysenfunkenstrecke in konstantem
Verhiltniss bleiben.

Laut der bisher Besprochenen sind bei den elektronisch gesteuerten Funken-
erzeugern alle Vorteile der fritheren Steuersysteme bei Beseitigung von deren
Nachteilen, aufrecht erhalten.

Schliesslich seien noch die mit Einfach- und Doppelsteuerfunkenstrecke
arbeitenden elektronisch gesteuerten Funkenerzeuger verglichen.

Wenn man die charakteristischen Kurven (Abb. 6, 7, 8 und 9) der Ein-
fachsteuerfunkenstrecken-Schaltung (Abb. 4) mit den charakteristischen Kurven
(Abb. 13, 14, 15 und 16) der Doppelsteuerfunkenstrecken-Schaltung (Abb. 10)
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vergleicht, kann man feststellen, dass das Wirkungsgebiet des Doppelsteuer-
funkenstrecken-Systems bei einem Abstand dF = 3 mm der Analysenfunken-
strecke grdsser ist als bei der Einfachsteuerfunkenstrecke. Bei grésserem Elek-
trodenabstand ist das Wirkungsgebiet der beiden Systeme im allgemeinen gleich.
Bei Einfachsteuerfunkenstrecke ist die mittlere L&nge dS] der Steuerfunken
aber ungefédhr nur die H&lfte der L&nge der Doppelsteuerfunken.

Nachteilig fur das Einfachsteuerfunkenstrecken-System ist, dass der Ab-
stand der Analysenfunkenstrecke F von der Ladespannung Uc des Kondensa-
tors C nicht unabhéngig ist. Praktisch ist, in beiden F&llen, die Lé&nge der
Steuerfunkenstrecken von der L&nge der Analysenfunkenstrecke unabhé&ngig.

* * *

Fir den Beitrag bei der Entwicklung des elektronisch gesteuerten Funken-
erzeugers danke ich Herrn A. Klatsmanyi. Dank gebihrt den Mitarbeitern
Herrn K. Berta, A. Boronkay, S. Eder, F. Mancz und Z. Sibalszky fur ihre
Teilnahme an den Versuchen und der Durchfihrung der Messungen.
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NCKPOBOW BO3BYAWTENIb C 3/EKTPOHUYECKWMM YMPABNEHVEM
ONA UENEW CMNEKTPANIbHOIO AHAMN3A

A. BAPAOL|

Pesome

YnpaBneHne WCKPOBbIM BO36YAMTENEM, WCMOMb3yeMbIM A5 Ueneli  CneKTpasbHOro
aHanu3a, MoXeT GblITb OCYLLIECTB/IEHO C MOMOLLbH MASIOMOLLIHLIX 3/1EKTPOHHbIX Nlamn, Yepe3 KoTo-
pble ynpassieMast 3HepPrusi He NPOMNYCKAeTCs, HO KOTOPbIE TO/IbKO BbI3bIBAOT UCKPOBOM paspsi.
B HacTos Lieit paboTe MCKPOBOM paspsj ynpassieTcsl TUPATPOHOM. CyLIHOCTb 3/1eKTPOHUYe-
CKOro ynpaB/ieHMs 3aK/0UaeTC B TOM, UYTO NMPUMEHSIIOTCS [Ba UCKPOBbIX MPOMEXYTKA, OfMH
M3 KOTOPbIX LUYHTUPYETCS OMWUYECKUM COMPOTUB/EHMEM, BKI/IHOUYEHHbIM MOC/MEA0BaTeIbHO C
TUpaTpoHoM. Ecnu ceTka TMpaTpOHa, 3aMKHYyTasi ¢ 0TpULaTe/IbHbIM NpeABapuTe/ibHOM Hanpsi-
XKEHMEM, MONyYaeT MOMOXKUTENbHBIA UMMNYNLC, TO CHauyasa B HELUYHTMPOBaHHbLIM, a 3aTemM B
LYHTUPOBAHHOM TMPATPOHOM W OMWYECKUM COMPOTUB/IEHWEM WCKPOBOM MPOMEXYTKE COBep-
LaeTcsl Npo6oii, KOTopblii 3aXXMraeT OCHOBHOW paspsg. NeKTPOHMYECKoe ynpaB/eHue 3Ha-
UNTENbHO YMEHbLLAET HEeYCTOMUMBOCTbL APYTUX YNPaBAsoWMUX cucteM. Kpome Toro nprmMeHeHme
3MEKTPOHUYECKOr0 yMpaBfieHUst MOo3BO/ISieT B BeCbMa GO/bLUOM WHTepBane W3MeHSITb UYMC/I0
NCKP Ha 1 ceK. 3TO JaeT BO3MOXHOCTb /IErKO PEry/sMpoBaTh M YacToOTy MPepbIBUCTbIX HU3KO-
BO/IbTHBIX KOH/JEHCUPOBAHHbIX WCKP.



DIE BEWEGUNG DES ENERGIEMITTELPUNKTES UND
DER ENERGIE-IMPULS-TENSOR DES ELEKTRO-
MAGNETISCHEN FELDES IN DIELEKTRIKA

Von

G. GYORGYI

ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK, BUDAPEST

(Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen : 18. Il. 1954))

Es werden die Bewegungsgesetze des Massenmittelpunktes der elektromagnetischen
Energie und des mit dem elektromagnetischen Feld in Wechselwirkung stehenden Dielektrikums
untersucht. Es ergibt sich, dass der Abrahamsche Energie-Impuls-Tensor mit den dblichen
Begriffen der Mechanik und mit dem Satz von der gleichférmigen Bewegung des Massenmittel-
punktes eines geschlossenen Systems in Einklang steht.

Die in isotropen Dielektrika gultige Form des Energie-Impuls-Tensors des
elektromagnetischen Feldes stand im Mittelpunkt einer sich Gber mehrere Jahr-

zehnte hinziehenden Diskussion [1—7]. Einige Forscher traten fir den von
Minkowski [1] aufgestellten asymmetrischen Ausdruck

— [F,vG*v— - 08ikFvsGw (1)
411\ 4

ein, wahrend andere den von Abraham [2] vorgeschlagenen symmetrischen
Tensor

TG = FivGkv + GivFk $ik FsGw— (efr—1) (v,Qk-|- vkQ9 (2

als den fur die Wechselwirkung zwischen dem elektromagnetischen Feld und
den Dielektrika charakteristischen, richtigen Energie-Impuls-Tensor anerkann-
ten. Die gebrauchten Bezeichnungen sind :

0 83, — Wy _itsx 0 o — —
-S3, 0 X — i&y N 0 £Bx - i®y
, Gik =
S —3FK 0 —Nez 0 —i®.
i(s* My 0 0

fur die zwei antisymmetrischen Tensoren, die das elektromagnetische Feld be
schreiben bzw. die Feldgréssen (8§, &3, ® und § zusammen fassen,

1 dxi
Qi — vkvrFir (Gikvi f- GKIVi  G/iVK) , ferner ist n, = ~

c dr

die Vierergeschwindigkeit des Dielektrikums in Lichtgeschwindigkeitseinheiten,
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und schliesslich bedeuten e und fxdie Dielektrizitatskonstante bzw. die magneti-
sche Permeabilitdt des Dielektrikums.

Lange Zeit hindurch erfreute sich die Auffassung von Abraham einer
grdsseren Verbreitung, vor einigen Jahren wandte sich jedoch das Interesse
wieder dem Minkowskischen Tensor zu [7]. In einer friheren Arbeit [8] wurden
die in der Diskussion vorgebrachten Argumente und Gesichtspunkte zusammen-
gefasst ; diese wiesen darauf hin, dass von den in Frage stehenden Energie-
Impuls-Tensoren der von Abraham stammende Ausdruck (2) mit den fur die
Energie, den Impuls und den Drehimpuls gultigen Erhaltungssdtzen, mit den
Anforderungen der Relativitdtstheorie und mit der in der Auffassung der
Elektronentheorie wurzelnden Anschauung im Einklang steht.

Der richtige Energie-Impuls-Tensor hat aber nicht nur tUber die Erhaltung
der Energie, des Impulses und des Drehimpulses Auskunft zu gehen, sondern
muss auch mit den richtigen Bewegungsgesetzen des Energie- bzw. Massen-
mittelpunktes Ubereinstimmen. (Diese Erhaltungssdtze sind die Folge der
homogenen und isotropen Beschaffenheit des vierdimensionalen Raum-Zeit-
Kontinuums ; weitere solche, aus der Invarianz der Bewegungsgleichungen
gegentber den Translationen und Drehungen des Zeit-Raum-Kontinuums fol-
gende Erhaltungssédtze sind nicht vorhanden [9]).

Im letzten Jahre befassten sich zwei Forscher mit der Bewegung des
Energiemittelpunktes des mit Dielektrika in Wechselwirkung stehenden elektro-
magnetischen Feldes.

N. L. Balazs [10] diskutierte einige interessante Gedankenexpérimente.
Er fand im Laufe seiner Berechnungen, dass wenn man sich der Auffassung
Abrahams anschliesst, der Energiemittelpunkt eines geschlossenen Systems, das
aus dem elektromagnetischen Feld und dem sich mit diesem in Wechselwirkung
befindlichen Dielektrikum besteht, eine gleichformige Bewegung ausfuhrt.
Rechnet man hingegen mit den Minkowskischen Ausdriicken, so treten gewisse
Schwierigkeiten auf. Aus seinen Gedankenexperimenten zog deshalb Balazs die
Folgerung, dass man im Interesse der Aufrechterhaltung des Satzes Uber die
gleichformige Bewegung des Energiemittelpunktes den Abrahamschen Tensor
als richtig anzuerkennen habe.

In seiner Arbeit, deren Hauptziel darin bestand, den Planckschen Satz
Uber die Trégheit der Energie und den asymmetrischen Energie-Impuls-Tensor
von Minkowski in Einklang zu bringen, gelangt Beck [I1] auf Grund der Min-
kowskischen Auffassung zum Ergebnis, dass der vollstdndige Energie-Impuls-
Tensor des aus einem Dielektrikum und dem elektromagnetischen Feld bestehen-
den geschlossenen Systems symmetrisch und natlrlich divergenzfrei ist, weshalb
fur ihn der Satz von der gleichformigen Bewegung des Energiemittelpunktes
Gultigkeit hat [12].

Diese zwei sich scheinbar widersprechenden Folgerungen gaben den
Anstoss zur eingehenden Untersuchung der Frage, welcher der beiden Energie-
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Impuls-Tensoren mit den richtigen Bewegungsgesetzen des Energiemittelpurktes
tbereinstimmt.

Es sei Tift der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes, D,
der des Dielektrikums und Sik der vollstandige Energie-Impuls-Tensor des aus
dem Dielektrikum und dem elektromagnetischen Feld bestehenden Systems :

Sik= Tik+ Dik. 3)

Der Energie-Impuls-Tensor s-k des vollstdndigen, geschlossenen Systems
ist sowohl nach der Auffassung Minkowskis [11] als auch nach der Abrahams [8]
divergenzfrei und symmetrisch :

3rSir= 0, Sik— Ski. (3a)
Aus diesen Zusammenhéngen folgt, dass
Tik Tki= Dik Dk (4)
und
aDir= — drTir= Ki. (4a)

Hier bedeutet k, die vom elektromagnetischen Feld auf das Dielektrikum aus-
gelibte ponderomotorische Yiererkraftdichte.

Es sei nun folgender Ausdruck berechnet, der die Bewegung des Energie-
mittelpunktes des elektromagnetischen Feldes beschreibt :

d
o d F(XkTu — XjTRl) dV = J 24 (xkT a — xtTki)dV =
IC t

= |'(*ft34Pi4 — XjQiTki)dV -f-J (pikTn — 8iiTki)dV.

Der Bereich des Integrierens ist der ganze dreidimensionale Raum. Laut
Gl. (4a) ist
34Tid= — >’ 3aTia— ki

a=el
also

d
o d \](XkT,4—XiTki)dV = — \] V {xkdaT ia— xBaTka) dV +
ic dt

+J @kt —O0uT/HdV—J (xkki — Xikk)dV.

3 Acta Physica IM2
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Am ersten Glied der rechten Seite wird nun eine partielle Integration vorgenom-
men. Es wird vorausgesetzt, dass T, im Unendlichen so schnell verschwindet,
dass das auftretende Oberflachenintegral Null ist. Als Ergebnis der Umgestal-
tungen gelangt man zu

L /?j\ — XiTka)dV \](Xikk— xkk,) dV + j*{Tki— T dV. (s
ic dt
Esseinuni = 1,2, 3und kK = 4. In diesem Falle lasst sich die Gl. (5) in

jenem Koordinatensystem, in dem die Effektdichte der ponderomotorischen
Krafte momentan Null betrdgt*), folgendermassen schreiben :

av. ©

Hier ist 1 = —T44, ndmlich die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes
9 (Tuiic, T2lic, TMjic) die Feldimpulsdichte, © (—icT4l, —icTi2, —icT43) die
Stromdichte der Feldenergie und T (Ay, k2, k3) die ponderomotorische Kraft-
dichte.

Das erste Integral der rechten Seite ist laut GIl. (4a) das Integral einer
dreidimensionalen Divergenz, weshalb es zu einem auf die unendlich entfernte
Flache erstrecktes Integral umgestaltet werden kann. Da dort Tik Null ist,
verschwindet es. Es sei nun die zeitliche Ableitung des Ausdruckes (6) gebildet
und an Stelle von 9g/3t das sich von diesem nur in einer Divergenz unterscheidende
I eingesetzt. Das Ergebnis lautet :

A -© dv )
dt2

Dieser Zusammenhang besagt, dass der elektromagnetische Energie-
mittelpunkt dann seine Geschwindigkeit &ndert, wenn auf die im Raume
befindliche Materie eine ponderomotorische Kraft wirkt (das erste Glied der
rechten Seite ist deren Reaktionskraft) oder wenn sich die Griésse Q— <3/c2 mit
der Zeit verandert. Diesem Gliede kdnnte man schwer eine physikalische Redeu-
tung zuschreiben.

Vor einer eingehenderen Untersuchung des erhaltenen Resultates sei der
vorige Gedankengang anstatt mit dem Energie-Impuls-Tensor T,k des elektro-
magnetischen Feldes auch mit dem die Energie und den Impuls des Dielektri-
kums beschreibenden Tensor D,/, ausgefuhrt.

*) Dieses Koordinatensystem wurde zur Vereinfachung der Berechnungen gewéhlt. Im
Falle der Benutzung eines anderen Koordinatensystems musste wegen der vom Feld geleisteten
Arbeit auch die Verdnderung der Ruhmasse des Dielektrikums bericksichtigt werden [13].
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Die Umgestaltung des Ausdruckes

1 d rxkDu~XiDki)dV
ic dtJ

fuhrt bei Heranziehung der Zusammenhédnge (4—4a) zu folgendem Ergebnis
(es wird hierbei wieder das Koordinatensystem benutzt, in dem die momentane
Effektdichte Null ist) :

d2

dt2 dt

jfide:E f+ — fl—g_2©5 dv. 8)
Hier bedeuten f, gund © dasselbe wie friher, wahrend 4, = —D”/c2die Massen-
dichte des Dielektrikums bezeichnet.

Jetzt sei auf die Besprechung der als GIl. (7) und (8) erhaltenen Ergebnisse
Ubergegangen.

Addiert man die Gleichungen (7) und (8), so ergibt sich

d2

it2 1dVv 0 9
d. h. dass sich der gemeinsame Massenmittelpunkt des Dielektrikums und der
Energie des elektromagnetischen Feldes mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.
Dieses Ergebnis ist, wie aus der Herleitung hervorgeht, unabhangig davon, ob
man sich der Auffassung von Minkowski oder von Abraham anschliesst und
stimmt mit dem eingangs erwd&hnten Resultat von Beck Uberein.

Die Zusammenhénge (7) und (8) geben also die Bewegungsgesetze des
Energiemittelpunktes des elektromagnetischen Feldes und des Energiemittel-
punktes des Dielektrikums.

Es ist beachtenswert, dass man zu demselben Ergebnis fur die rechte
Seite des Ausdruckes (7) gelangt, ob man nun die Berechnung auf Grund des
Abrahamschen oder aber des Minkowskischen Tensors durchfuhrt. Die sich als
Divergenz des Minkowskischen Tensors ergebende Kraftdichte lautet hei Be-
schrdnkung auf ein ladungs- und stromfreies, ruhendes isotropes Dielektrikum :

Im= — o (@grad e -f- § 2grad/t) . (10)

Die Ausdrucke fiur die Impulsdichte und den Energiestrom sind gemass der
Minkowskischen Auffassung

M- —— Dx S n)

anc
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@m = ——@X§ (12)

Auf der rechten Seite der GI. (7) ist also der Integrand laut der Auffassung
Minkoivskis :

IMm + — gM— — = — (B2grade + £2gtadjul | A [ © X81 .
9 c2 j 8n: ( j dt \ 4nc J
(13)

Aus dem Abrahamschen Tensor erhélt man dagegen fir die Kraft, den Impuls
und die Dichte des Energiestromes :

sft— 1

IA= — — (®2grade + f)a grad/t) + -A- ex8§ (14)

8n at 4nc
JA= - =ALgXE. (15)

c2 4nc
Also st
{A A-mmeeee gA----mmeee- @A = 1A= - (©2 grade + £a grad/t) -)-
dt 8n
3 leli— 1 (16)
+ <5x§ = IA+ -N-|leM—-> :

dt  4ne

somit tatséchlich der gleiche Ausdruck wie nach der Minkowskischen Auf-
fassung. Die Bewegung des elektromagnetischen Energiemittelpunktes wird also
— wie ja zu erwarten war — durch die Feldgrdssen sowie durch den nach beiden
Auffassungen Ubereinstimmenden Ausdruck der Feldenergie bestimmt, wobei
die Wahl der Gbrigen Komponenten des Energie-Impuls-Tensors keinen Einfluss
auf ihre Groésse hat.

Der Unterschied zwischen den beiden Auffassungen tritt dann zutage,
wenn man den die Bewegung des Massenmittelpunktes des Dielektrikums
bestimmenden Zusammenhang (8) untersucht. Die rechte Seite der GI. (8) sei
hei Verwendung der Kontinuitdtsgleichung der Materie

Ai = — div (fit)
dt

und der vektoranalytischen ldentitat

r div (fti) = Div (/tt°u) — fiti
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umagestaltet :

— IxxdV =-0[~-xdV = — [fitidV .
di2J dtj dt dtj

Das wahrend der Umgestaltung aufgetretene Oberflachenintegral ist Null, wenn
die Materie nur einen endlichen Raumteil ausfullt. Hier soll nur dieser Fall
behandelt werden.

Nach der Umgestaltung weist die GI. (8) folgende Gestalt auf :

jdu. 17)

Nimmt man nun die Minkowskischen Ausdricke der ponderomotorischen
Kraft, des Feldimpulses und der Energiestromdichte als richtig rn, so gelangt
man zu dem sonderbaren Ergebnis, dass sich der Impuls

(18)

des Dielektrikums nicht nur infolge der Einwirkung der ponderomotorischen

Kraft tMdV verandert, sondern auch dann, wenn
dv o 0,

ein Fall, dem man schwer einen physikalischen Sinn wird gehen kénnen. Das
auf Grund der Minkowskischen Auffassung erhaltene Ergebnis fir den Gesamt-
impuls p des Dielektrikums besagt also, dass die aus der Mechanik wohlbekannte
Bewegun gsgleichung

A= 8 (®=1TMIF) (19)

keine Gultigkeit besitzt, sondern dass statt ihrer

r 3
dp =N+ — aM__ iL ©Al (Vv (20)

dt j 91 2

gilt. Dieser Zusammenhang, aus dem hervorgeht, dass die Veradnderung des
Impulses in der Zeiteinheit nicht der wirkenden Kraft gleich ist, stellt ein ebenso
unannehmbares Ergebnis der Asymmetrie des Minkowskischen Tensors dar wie
dasjenige, dass die Veranderung des Impulses in der Zeiteinheit nicht dem Dreh-
moment der ponderomotorischen Kréafte gleich ist [5, 8].
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Der Zusammenhang (20) sowie die den gleichen Inhalt aufweisende Gl. (B)
ist fur die Befriedigung des Zusammenhanges (9) massgeblich, der uber die
gleichmassige Bewegung des Energiemittelpunktes des aus dem Dielektrikum
und dem elektromagnetischen Feld bestehenden geschlossenen Systems Aus-
kunft gibt. Die von Balazs [10] in seiner eingangs erwahnten Arbeit vorgefihrten
Beispiele zeigen gerade, dass sich der Energiemittelpunkt des vollstandigen
geschlossenen Systems, wenn man anstatt mit Gl. (20) mit der in der Mechanik
tblichen GI. (19) rechnet, nicht mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegt.

Wi e bei der Herleitung von GI. (9) zu sehen war, fuhrt der Minkowskische
Energie-Impuls-Tensor nicht zu einem zur gleichférmigen Bewegung des Energie-
mittelpunktes geschlossener Systeme gegensatzlichen Ergebnis. Trotzdem wird
man aber nicht sagen kénnen, dass der Minkowskische Energie-Impuls-Tensor
die naturgetreueste Beschreibung der Wechselwirkung zwischen den Dielektrika
und dem elektromagnetischen Feld gibt. Die Akzeptierung dieses Tensors fuhrt
ndmlich zu den Zusammenhdngen (17-—20), die — wie gezeigt wurde — im
Gegensatz zur Gl. (19) der Mechanik stehen. Die Ubereinstimmung der Gleichun-
gen (17) und (19) mit den Gesetzen der Mechanik liesse sich hdchstens so retten,
dass man den Impuls des Dielektrikums von der Gewohnheit abweichend durch
die Gleichung

- dl (21)

definiert. In diesem Falle kdnnte man den aus dem Minkowskischen Tensor
erhaltenen Zusammenhang (17) in der dem Ausdruck (19) &ahnlichen Form

schreiben.

Die Definition (21) weicht aber vollstdndig von den Uublichen Begriffs-
bildungen der Mechanik ab. Demgemaéss wirde der Impuls des in das elektro-
magnetische Feld gestellten Dielektrikums ausser vom Bewegungszustand auch
von den Feldgréssen abhangen. So wirde man z. B. fir den Impuls eines von
einer elektromagnetischen Welle durchstrahlten ruhenden Dielektrikums einen
Wert erhalten, der von Null abweicht.

Aus GI. (21) geht hervor, auf welche Weise man zu dem den Minkow-
skischen Tensor asymmetrisch machenden Feldimpiddsdichte-Ausdruck

aM = --- ®x33
4nc
gelargt. Die vollstdndige Impulsdichte

1
4 nc

ME —+
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von Materie und Feld wird nach dieser Auffassung folgendermassen voneinander
getrennt

Mb-|-— <$xE= L>+ 1 — + -N-<Sxlp =
4tc am: 4tre
. (22)
ifll'.]+ 1——®X$ + A-P X» o
4m: anc
Materie Feld

Durch eine solche Trennung des vollstandigen Impulses kann man er-
reichen, dass das elektromagnetische Feld im Inneren eines homogenen Dielek-
trikums (durchsichtigen Mediums) keine Kraft ausiibt. Trotz einer solchen
Trennung der Impulsdichte kann man aber die Energiestromdichte nicht durch
die Formel

©'= 1-®x33

anc

definieren, weil der Vektor auch im statischen Feld Quellen bestitzt. Aus diesem
Grunde wird der Energiestrom, der zu der nach der Minkowskischen Auffassung
zum Dielektrikum gerechneten Impulsdichte

eA
®XE>

nc

gehort, zum elektromagnetischen Feld gerechnet.

Eine weitere Folge dieser unnatirlichen Trennung des vollstdndigen
Impulses ist auch, dass man fur den Impuls der Quanten des elektromagne-
tischen Feldes, fur den Impuls der Photonen einen raumartigen Vektor erhalt.
Infolgedessen erhdlt einerseits der sich im Dielektrikum zusammen mit dem
Photon bewegende Beobachter fir den Impuls des Photons einen von Null
abweichenden Wert, oder einfacher : der Impuls des ruhenden Photons ist
nicht Null, und andererseits ergibt sich fur die Ruhmasse des Photons ein imagi-
narer Wert.

Die im vorstehenden aufgezdhlten Schwierigkeiten hdéren mit einem
Schlage auf, wenn man auf Grund der Abrahamschen Auffassung die vollstan-
dige Impulsdichte auf die folgende Weise trennt

M f- 1-EXfE, (23)
47TC

1 1
Materie Feld
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was viel naturlicher ist als GI. (22). Jetzt gilt auch fur die elektromagnetische
Energie der Plancksche Satz uber die Tragheit der Energie

AA= 1_@nO. (24)

Auch die GI. (17) gewinnt in der Abrahamschen Auffassung eine tiefere
physikalische Bedeutung. Nach dieser Auffassung ist die ponderomotorische
Kraftdichte

9 fefi
tA= — — ©2 grade + Sf grad,«) + mex§ =
(0] (6 ot \ 4nc

(25)
tM+ — \aM— —
o 1

Wie in einer friheren Arbeit [8] nachgewiesen wurde, enthélt das letzte Glied
unter anderem auch die auf den Polarisationsstrom wirkende Lorentzsche Kraft,
die sowohl auf Grund des Prinzips von Aktion und Reaktion als auch auf Grund
der sich auf die Elektronentheorie stiitzenden Anschauung zu bertcksichtigen ist.
Dies lasst sich gut aus der folgenden Schreibweise des Kraftausdruckes (25)
erkennen, der die Entstehungsursache der einzelnen Kréafte hervorhebt :

1A= grad) @+ (B0lgrad)f£+— -~-x£>+ -<5x — — grad — (@3B+ £$No).
c dt c d t 2

(Diese Form [8] ergibt sich aus dem allgemein bekannten Ausdruck (25) der
Abrahamschen Kraftdichte, wenn man die Feldgleichungen und einige vektor-
analytische Zusammenhénge heranzieht.)

Die Impulsénderung der Materie des Dielektrikums steht nun infolge der
Befriedigung des Satzes von der Erhaltung der Energie (24) laut Gl. (17) bereits
mit der aus der Mechanik wohlbekannten Formel

~-J/i0dE=j 1AdV (26)

im Einklang. Die Abrahamsche Trennung (23) der Gesamtimpulsdichte von
Dielektrikum und elektromagnetischem Feld stimmt nicht nur mit der Ublichen
Form (26) der Bewegungsgleichung des Dielektrikums tberein, sondern schaltet
auch die ubrigen erwdhnten Schwierigkeiten aus.*

* Wenn man nach der Auffassung Abrahams rechnet, ergibt sich, dass der Impuls des
Pothons ein zeitartiger Vektor und seine Ruhmasse reell ist.
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Bei der in der vorliegenden Arbeit durchgefuhrten Untersuchung der
Bewegungsgesetze des Massenmittelpunktes der Energie des elektromagnetischen
Feldes und des mit dem Felde in Wechselwirkung stehenden Dielektrikums ergab
sich, dass bei Verwendung des fur Dielektrika des elektromagnetischen Feldes
gegebenen Minkowskischen Energie-Impuls-Tensors der Satz Uber die gleich-
massige Bewegung des Energiemittelpunktes von geschlossenen Systemen nur
dann erflllt ist, wenn man fur die Bewegungsgleichung des Dielektrikums die
Form

MV + dv

wahlt. Die Akzeptierung dieses Zusammenhanges zieht zahlreiche Schwierig-
keiten nach sich, die sich aber ausschalten lassen, wenn man den Abraham-
schen Ausdruck (2) als den Energie-lmpuls-Tensor ansieht, der die Wech-
selwirkung zwischen dem elektromagnetischen Feld und den Dielektrika
beschreibt.

* * *

Hier sei G. Marx, Kandidaten der physikalischen Wiessenschaften, fur
sein stdndiges Interesse an der vorliegenden Arbeit, fir seine wertvollen Rat-
schldge und seine nutzliche Kritik der aufrichtige Dank des Verfassers aus-
gesprochen .
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(Vorgelegt von P. Gombéas. — Eingegangen : 23. IV. 1954)

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass der divergente Charakter der W. K. B.
Methode in einem inneren Widerspruch begrindet ist. Dieser innere Widerspruch héangt damit
zusammen, dass die W. K. B. Methode die Ldsung der Schrddingerschen Gleichung von der
klassischen Mechanik (als militer Ndherung) ausgehend sucht. Die Bewegung der klassischen
Mechanik hat ndmlich im allgemeinen einen anderen Wendepunkt als die irreguldre Bewegung
der Quantenmechanik, und die sich daraus ergebende Abweichung kann auch durch Heranziehung
héherer N&herungen nicht eliminiert werden. Mathematisch kommt dieser Widerspruch dadurch
zum Ausdruck, dass die, bei der W. K. B. Methode angewandte Reihenentwicklung nicht
existiert. Es wird gezeigt, dass durch Verwendung einer existierenden Reihenentwicklung und
durch Berlicksichtigung der Abhéngigkeit des Eigenwertes E von h die Methode divergenzfrei
gemacht werden kann. Dabei wird auch der Grund dafur ersichtlich, dass die der W. K. B.
Methode entsprechende erste N&herung in einem gewissen Bereich ein ziemlich gutes Resultat
liefert. Endlich folgt eine Diskussion der Anwendbarkeit der allgemeinen Quantenbedingung,
der sich dabei ergebenden Mdglichkeiten und der gebotenen Einschrankungen.

1. Die Schrédingersche Gleichung der eindimensionalen Probleme kann in
der Gestalt

bzdJ- + pX= 0 1
19: +p (1)

geschrieben werden, wobei p den klassischen Impuls bedeutet. Im einfachsten

Falle gilt
p2= 2m (E—V). 2)

In den Fé&llen, wo wir mehrdimensionale Probleme durch Trennung der Ver-
anderlichen auf eindimensionale zurickfiuhren, ist p2im allgemeinen auf eine
kompliziertere Weise als durch (2) gegeben. (Z. B. H-Atom, FlJ-Molekul.)

Die Eigenfunktion f ist letzten Endes immer reell, kann aber als lineare
Kombination zweier komplexen (im allgemeinen irreguldren) Wellenfunktionen
dargestellt werden. Dies ist der Umstand, den die W. K. B. Methode bei der
angendherten Ldésung von (1) zu verwerten sucht. Wie bekannt, kann die
Gleichung (1) durch Wellenfunktionen < folgender Art befriedigt werden (die
aber nur im Falle von entarteten Problemen Eigenfunktionen sein kdnnen) :

< —exp Nydx : y= — (3)
hJ- i

\%
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(3) ist immer eine Lodsung von (1), falls y folgende Riccatische Gleichung
befriedigt :

Ny'+y2—p2= 0. (4)
Aus y gewinnt man die reelle Eigenfunktion folgendermassen :
/= « Jde f-exp — (5)

wo y* die Konjugierte von y bedeutet.
Den Annahmen der W. K. B. Methode geméssl [1], [2], [3] k&nnen
die Ldsungen der Gleichung (4) durch folgende Reihe dargestellt werden :

Y= 6

Indem wir dies in (4) einsetzen, gelangen wir — durch Vergleichung der ent-

sprechenden Potenzen von ——— zu folgenden Rekursionsformeln :

+ = 1= 1,2,... ()]
' n=0

Da p auch die Energieeigenwerte enthélt, ist (7) nur dann praktisch brauchbar,
wenn der Eigenwert E bekannt ist. Zur Bestimmung der Eigenwerte dient eine
allgemeine Quantenbedingung, die als Spezialfall in der Bohr-Sommerfeldschen
Bedingung enthalten ist.

Damit ware das Problem auch schon geldst, wiare die Reihe (6) an den
Stellen, wo p2 — 0 ist, laut (7) augenscheinlich nicht divergent. Wir begnigen
uns damit, die Untersuchungen [2], [4], [5], [6], die auf eine Elimination der
Divergenz an den Stellen p2 = 0 hinzielen, bloss zu erwdhnen, da wir in der
vorliegenden Arbeit einen von dem ihren wesentlich verschiedenen Weg ein-
schlagen.

Trotz der erwdhnten Schwierigkeiten ist die W. K. B. Methode heute noch
eine der anerkannten N&herungsmethoden der Quantenmechanik. Dies ist teil-

1 Die angeflihrten Literaturangaben dienen nur zur Orientierung. Wir halten es nicht
fur notig, Volltsdndigkeit anznstreben.
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weise dadurch zu erklaren, dass diese Methode von der Hamilton-Jacobischen
Gleichung der klassischen Mechanik als nullter N&herung ausgeht, und teil-
weise dadurch, dassldie mit dieser Methode erzielte erste N&herung oft ein
befriedigendes Resultat liefert. Das wesentliche an der W. K. B. Methode wére
eben der Ubergang, der sich durch sie von der klassischen Mechanik zur Quanten-
mechanik ergibt.

Da an den Stellen p2 = 0 die Reihe (6) divergent ist, obgleich die ge-
wiunschte Lésung es offenbar nicht sein kann, taucht die Frage nach der
Ursache dieser Divergenz auf. Es ist augenscheinlich, dass die Divergenz nur
von einem, der W. K. B. Methode innewohnenden, mathematischen Fehler
herrihren kann. Die Reihe (6) ist namlich (wie wir sehen werden) mit der Gleich-
ung (4) im allgemeinen nicht vereinbar. Es ist nur selbstverstandlich, dass in
solchen Fallen Schwierigkeiten auftreten. Es scheint daher zweckmadssig, statt
die Schwierigkeiten zu umgehen, den Fehler aufzusuchen, und statt (6) eine
wirklich existierende Reihenentwicklung zu verwenden. In diesem Sinne werden
wir uns in der vorliegenden Arbeit mit dem Problem beschéaftigen.

Genauer gesagt, werden wir die folgenden Fragen untersuchen : 1. Welches
sind die mittels der W. K. B. Methode gemachten Aussagen, deren Giltigkeit
von der Reihenentwicklung (6) unabhéngig ist? 2. Was ist der Grund dafur,
dass, trotz der Fehler, die erste”, Naherung der W. K. B. Methode oft auch
praktisch befriedigende, brauchbare Resultate liefert? 3. Was fir eine, mit
(4) vertragliche, Reihenentwicklung muss man statt (6) anwenden?

2. Vor allem werden wir die Bedeutung jener Aussage Kkritisch unter-
suchen, wonach man von der Wellenmechanik durch den Ubergang h — 0 zur
klassischen Punktmechanik gelangt. In letzter Zeit sind die prinzipiellen
Fragen der Quantenmechanik in verschiedener Form erneut untersucht worden.
Ein Teil dieser Untersuchungen geht in formaler Hinsicht auf eine fruhere
Idee von De Broglie [7] zurick. Diese lIdee grindet sich auf die Tatsache,
dass die Gleichung (1) durch die Substitution

in die zwei reellen Gleichungen

d
(au) = 0 9
dx (9)
A2 1 dV 2
E—-— u2+ Yy (10)
2m 2m 0'2 dx2

tibergeht, wobei der Bornschen Hypothese entsprechend

cp* <p — 1¢? [2 = o (V|)



136 I. FENYES

die Wahrscheinlichkeitsdichte, und

die Geschwindigkeit des Wahrscheinlichkeitsstromes bedeutet. Im Hinblick auf
unser gegenwartiges Problem muss hervorgehoben werden, dass (9) und (10)
einen statistischen Vorgang charakterisieren [8]. Neuerdings ist auch in anderer
Beziehung nachdricklich darauf hingewiesen worden [9], [10], dass das durch

n- <S
dx

definierte Potential S von der Wirkungsfunktion der klassischen Mechanik
wesentlich verschieden ist. In der klassischen Mechanik spielen namlich die
vollstdndigen Ldsungen eine Rolle, wogegen in der quantenmechanischen Wir-
kungsfunktion S keine Integrationskonstanten auftreten kénnen. Diese Eigen-
schaft der Funktion S bleibt offenbar auch im Grenzfalle A—m0 bestehen ; auch
ist es klar, dass auch die Giltigkeit von (9) vom Ubergang h —m 0 unabhangig
ist. Wir werden sogleich sehen, was fur eine Bedeutung diesem Umstande zu-
kommt. Bereits L. A. Young [11] hat darauf hingewiesen, dass im Falle von
eindimensionalen stationdren Problemen die Beziehung

a2
Qu = Konstante = a2, 0= —
7

gilt, was man Uubrigens auf Grund von (9) auch unmittelbar einsehen kann
Der Quotient u/m spielt also in der Quantenmechanik diejenige Rolle, die in
der klassischen Statistik dem Erwartungswert der Geschwindigkeit zukommt.
Es ist namlich bekannt, dass im Sinne der klassischen Statistik der stationaren
Prozesse die Wahrscheinlichkeit eines Treffers im Intervall dx der Zeitspanne
des Aufenthaltes proportional ist :

—-= ¢ = Geschwindigkeit ; (15)

somit gilt fir die Wahrscheinlichkeitsdichte :

1 a2 a2
m ¢ n
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Der klassische Grenzfall der Quantenmechanik ist also nicht die klassische
Punktmechanik, sondern die durch die Gleichungen

(aw) = 0
dx

(16)
E=-1u*+ V
2m

charakterisierte Statistik. Wir kénnen auch sagen, dass die Gleichungen (16)
die Bewegung einer Flussigkeit vom Druck Null beschreiben. Das durch (9) und
(10) charakterisierte quantenmechanisches Problem unterscheidet sich vom klas-
sischen Fall nur insofern, dass die Spannung nicht gleich Null ist. Dieser Umstand
gelangt durch das Auftreten eines »Quantenpotentials« zum Ausdruck.

(Das Wort »Potential« deutet auf die Auffassung hin, bei welcher man — unter Ausser-
achtlassung der Bedeutung der Kontinuitdtsgleichung (9) — sowohl (10) als auch (16) als
Bewegungsgleichungen der Punktmechanik betrachtet. Nach dem Vorhergesagten entspricht
diese Auffassung der Wirklichkeit untreu ; in beiden Fé&llen handelt es sich um die Beweg-
ung eines Kontinuums.)

Die quantenmechanische [s. (9) und (10)] und die klassische [s. (16)] Be-
wegung stimmen auch darin Uberein, dass sie beide im Falle n ¢ 0 einen Wende-
punkt haben. Eine Ausnahme ist nur die zyklische Bewegung. Ist die Bewegung
nicht zyklisch, so sind die Lésungen sowohl in der Quantenmechanik als auch im
klassischen Falle irreguldr. Die beiden Fé&lle unterscheiden sich dadurch, dass
der quantenmechanische Wendepunkt am Rande des Gebietes liegt, wéhrend
sich die klassischenWendepunkte iminneren des Gebietes befinden.Der quanten-
mechanische Wendepunkt wird durch das Auftreten des Quantenpotentials
an den Rand des Gebietes hinausgeschoben.

Aus der Relation (14) folgt unmittelbar, dass in den Wendepunkten die
Dichte unendlich wird. Daraus ersieht man aber, dass auch die Lésung (3) an
den Réndern des Gebietes unendlich wird. Die mit der W. K. B. Methode
erhaltene Ldsung wird aber nicht an den Ré&ndern des quantenmechanischen,
sondern an denjenigen des klassischen Bahngebietes unendlich, d. h. an den
Stellen mit p2 = 0. Nun ist dieser Unterschied zwischen den beiden Féllen
unlberbrickbar. Auch die héheren Ndherungen der W. K. B. Methode kdnnen
die Wendepunkte nicht weiter hinausschieben, und so ist das Verfahren an den
Stellen p2= 0 unvermeidlich divergent. Um diese Schwierigkeit zu umgehen,
misste man bereits die nullte Ndherung so wé&hlen, dass sie an den R&ndern
des Gebietes unendlich wird. Wie wir sehen, wird also die Schwierigkeit gerade
durch denjenigen Umstand verursacht, mit dem man die W. K. B. Methode
zu motivieren pflegt, ndmlich, dass der N&herung die klassische Mechanik zu
Grunde liegt. Hierdurch wird es aber eindeutig klar, wie man die W. K. B.
Methode divergenzfrei machen kann. Da wir nicht von dem klassischen Grenz-
fall ausgehen dirfen, kénnen wir auch den Ansatz (6) offenbar nicht gebrauchen,
da dieser zu der Rekursion (7) und somit zum klassischen Grenzfall fuhrt.
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3. Auf Grund des Vorhergesagten kénnen -wir bereits zwei der aufgewor
fenen Fragen beantworten : 1. Welche Aussagen der W. K. B. Methode sind es,
die von der Reihenentwicklung (6) unabhé&ngig Gultigkeit haben? 2. Wie
kann man die erste Ndherung von der Reihenentwicklung (6) unabhéngig theore-
tisch begriunden? Die folgenden Tatsachen sind grdésstenteils nicht neu, neu
ist nur der Gesichtspunkt von dem wir sie untersuchen.

Es sei der Kirze halber

el ar
e
dann gilt
y = U+ yt) , (18)
und (9) und (10) kdénnen in folgender Form geschrieben werden :
u' -j-2uv = 0, (19)
A2(v2+ V') + p2— u2= 0. (20)

Den aus (19) gewonnennen Ausdruck fur v [11] setzen wir jetzt in (20) ein :

. . 2]
E= —- + V + ) 3 u (21
2m U 2 n o1
und wenn wir un gemass (14) durch Q ausdrucken :
E +y+ N2 Lo 2 (22)
im 2 P,

falls u”~o ist.

Offenbar kann man erreichen, dass E in (21) und (22) mit dem Eigenwert
der Energie ubereinstimmt. Wir haben schon erwédhnt, dass die komplexen
Losungen ¢>— obwohl stationdr — im allgemeinen keine Eigenfunktionen sind.
Die zu untersuchenden Eigenwertprobleme kénnen aber immer als die Resul-
tierenden von einander entgegenlaufenden koh&renten Strémungen aufgefasst
werden, wobei die resultierende Stromungsgeschwindigkeit gleich Null ist. Eine
Ausnahme bilden nur die Falle, in welchen x eine zyklische Koordinate bedeutet
(z. B. ebener Rotator). Hier ist man formal berechtigt z. B. von einer Rotation
nach rechts bzw. nach links zu sprechen, aber die reelle Lésung ist auch hier
die Resultierende der verschieden gerichteten kohdrenten Strémungen. Also
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sind die Ldsungen der zu untersuchenden Eigenwertprobleme durch reelle
Eigenfunktionen der Form

f= e jexp — Tudx 4- exp ---—----- [ udx |
2 U Al hJ |

d. h. der Form

f= cos f—n qudx 4 6= a exp 4 r\dx 23
> 1A h= ey @

charakterisiert.
Zur Erklarung des Gesagten mussen wir noch folgendes hinzufiigen: Da g
Wahrscheinlichkeitsdichte bedeutet, muss notwendigerweise

Q>_0

gelten. Auf Grund von (14) folgt aber hieraus, dass u das Vorzeichen nicht
wechseln kann. Es sind also (19) und (20) die Gleichungen einer Wahrscheinlich-
keitsstromung eindeutiger Richtung. (Die Stromung kann sowohl positiver als
auch negativer Richtung sein.) Aus physikalischen Grinden folgt, dass n = 0
(und Q= o00), vom Falle n= 0 abgesehen, nur an den Endpunkten des Gebietes
maoglich ist.

Die Eigenfunktion (23) reprasentiert schon eine statische Dichteverteilurg.
Dementsprechend kann das Eigenwertproblem immer durch statische Dichte-
verteilung verwirklicht werden. Fur die statische Dichte, die natirlich von Q
verschieden ist, haben wir die Formel

1r N
ccs2 — udx -f-6

| 2= —
" hJ

rj in (23) entspricht dem in (17) definierten v, also gilt

Vo e S = —. (24)

(Der statische Zustand wird dadurch hervorgerufen, dass auf Kosten der kinetischen Energni
der einander entgegenlaufenden Strémungen das »Quantenpotential« zunimmt. Wir dirfee
auch behaupten, dass die Interferenz der einander entgegenlaufenden kohdrenten Wellen
stehende Wellen zustande bringt. Auch die Interferenz wird also durch das Quantenpotential
moglich gemacht. Der klassische Fall (16) kann auch auf den statischen Fall reduziert werden:

E2m

4 Acta Physica 1V2
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wo jetzt das erste Glied rechts nicht die kinetische Energie, sondern die Energie der inneren
Spannung des Kontinuums bedeutet. Naturlich gibt es in diesem Falle keine Interferenz. Dass
das Quantenpotential Interferenz hervorrufen kann, liegt daran, das es von p* und von g"
abhéngig ist, und somit die Oszillation von Qdie Zunahme der Energie mit sich bringt.)

Auf Grund von (23) erhalten wir fur das (statistische) Eigenwertproblem
statt (20) die folgende Gleichung :

h2(V2+ *1")+P2= 0. (25)
Mit Hilfe der ldentitat
—p2 =—u2-j-h2(v2+ v)= h2(rj2 ")

kann 7], falls u (und v) bekannt ist, leicht bestimmt werden. Hingegen ist
die Bestimmung von u (und von v), in Kenntnis vom r] (bezw. /) eine wesent-
lich kompliziertere Aufgabe, es muss ndmlich die Gleichung

h2 dful2]2 )
| 2« + a
dx

fur n gelést werden.

Wir haben schon erwéhnt, dass n nicht Null (und Qnicht unendlich) sein
kann. Jetzt weisen wir auch darauf hin, dass auch u nicht unendlich (und o
nicht Null) sein kann. Die (n-te) Eigenfunktion, (23),hat ndmlich im endlichen
Teil des Gebietes x, n—1 Nullstellen, und dies ist nur so mdglich, dass die

Funktion cos | J'ud:*; + dj den Wert Null n—1-mal annimmt. Wirde / infolge
]

des ndlichwerdens von un verschwinden, dann miusste zugleich die Funktion

cos dx -\- dj unendlich viele Nullstellen haben, da dass Argument — J'udx

unendlich viele Male die Periode n durchlaufen wirde. Aus dieser Eigenschaft

von (23) ergibt sich (nach L. A. Young) folgende Formulierung der Quanten-
bedingung [11] :

Judx = khn. (26)

a

Hier bedeuten a und R die Grenzpunkte des Gebietes.

Die Gleichungen (21) und (22), der Ausdruck (23) fur die Eigenfunktion,
sowie die Quantenbedingung (26) haben eine von der Reihenentwicklung (6)
unabhéngige, exakte Gultigkeit. Aus (23) wird ersichtlich, dass die erste Naherung
der W. K. B. Methode, die (im Inneren des klassischen Bahngebietes) die Gestalt

X

cos (27)
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hat, die exakte Eigenfunktion (23) in denjenigen Gebieten, wo

—n1 (28)
P

gilt, tatséchlich gut approximiert. (27) ist also von (6) unabh&ngig gultig, falls
nur (28) gilt. Gleichzeitig sehen wir, dass im Inneren des erwdhnten Gebietes
auch keine hdéhere N&herung ndtig ist, da zusammen mit n —p auch (27) die
exakte Eigenfunktion darstellt. Es ist also natiirlich, dass die »erste Nédherung«
(27) oft besser ist als die »h6heren« N&herungen. Andererseits aber gelangen
wir zur Einsicht, dass (28) als recht unglicklich gewahlt gelten muss, da u
durch p nur auf einer verhaltnissméssig kleinen Strecke mit befriedigender
Genauigkeit approximiert wird. Eine (27) bei weitem Ubertreffende, fir das
ganze Gebiet x gultige N&herung kdnnen wir durch jeden Ansatz

" P

erhalten, der im Inneren des klassischen Bahngebietes p nahe kommt, ausser
diesem Gebiet aber monoton abnimmt und gegen Null konvergiert. Dabei
setzen wir voraus, dass fur P die Quantenbedingung (26) gultig ist. Was die
Quantenbedingung (26) betrifft, ist hier die Anwendung von (28) viel berech-
tigter, da auf Grund des Vorhergesagten

B 3
judx N [pdx = khn (29)

a X,

gilt, wo x1, und x2 die Grenzen des klassischen Bahngebietes bedeuten
(« < xi < x2<,R)-

Wie kann man nun entscheiden, mit welcher Genauigkeit (28) innerhalb
des klassischen Bahngebietes gultig ist? Wenn wir fur den Punkt x0,u(x0) —
= p (x0) voraussetzen, dann gilt gemdass (20) in einer Umgebung von x0

VAR VA
d. h.
v(X) =
—*Q+ *
v (*0)

Andererseits erhalten wir, indem wir hier den (19) entnommenen Ausdruck fur
v einsetzen
2p dx

(30)

4%
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Falls x0 so gewahlt werden kann, dass der aus (30) gewonnene Wert fir un
p in einer Umgebung von x0 gut approximiert, so ist die Anwendung von (28)
berechtigt.

4. Gehen wir jetzt zur Untersuchung der Existenz von (6) Uber. Nach (18)
mussen fur u und fur v im Falle der Existenz von (6) offenbar folgende Reihen-
entwicklungen gultig sein :

a=0
(31)
v= Y (—iYrBh*,
B=0
hier ist
na=y2a W=y R+i; «R=0,1,2,... (32)
Indem wir (31) in (19) einsetzen, erhalten wir die Relation
Va< v a
y (— I)BvBh™ = —meeeme (33)
0=0 2 Jt(—]“uala

Da die ua und die M8 von h unabhéngig sind, kann (33) nur bestehen, falls
ud = ygop 0, d. h. yg— zhPT~O gilt. Ist u0 = 0, so mussen in der Potenz-
reihe fir v auch Potenzen mit negativen Exponenten auftreten, was mit dem
Ansatz (6) bzw. mit dem Ansatz (31) in Widerspruch steht. Die Reihenent-
wicklung (6) kann also nur existieren, falls u0 nirgends verschwindet. Da aber
ud = i p in Wirklichkeit auch Null sein kann, gelangen wir zu einem offen-
baren Widerspruch. Die Schwierigkeit wird wieder dadurch verursacht, dass
als »nullte Ndherung« von u der klassische Impuls auftritt. Um die Relation
(33) gultig zu erhalten, mussten wir Rekursionsformeln anwenden, die im Falle
iig = 0, Ug = 0 ergeben. Naturlich erlaubt dies der Ansatz (6) nicht.

Aus den Elementen der Analysis ist es bekannt, dass die Reihe

= ~ (6)
y i=0 1
in welcher yi von — unabhé&ngig ist, notwendigerweise mit der MacLaurinsehen

c
Reihe von y ubereinstimmt. Setzen wir y als bekannt voraus,

Y=Y
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dann ergibt sich nach dem Gesagten

I = Il h=0 59

Da (34) nicht existiert, mussen wir das Verhalten von un und von v in der Um-
gebung von A = 0 untersuchen. Vor allem muss hier auch die Abhéangigkeit
von p2von A bericksichtigt werden, was man in dem Rahmen der W. K. B.
Methode bisher ausser acht gelassen hat. Da n und u' auf die gleiche Weise
von A abhéngig sind, sehen wir auf Grund von (19), dass v in der Umgebung
von A — 0 sich wie eine Konstante t0 verhélt. Gestattet also v eine Reihen-
entwicklung nach den Potenzen von A, so haben wir

v—~"Vihl (35)
i=0
Also gilt in (26)
A2 (v2+ v')->0, falls A-* 0.
In p2 kann A auch mit negativem Exponenten auftreten, und dies muss auch

in n zum Ausdruck kommen. Im allgemeinen kann man nicht u, sondern hnu
in eine MacLaurinsche Reihe entwickeln :

oo

n= jv uA (36)
I=—n
und somit ist
E = jv E/A. (37)

I=—2n

Wir kénnen verabreden, dass E0O = 0 sein soll, und dass (37) im Falle, wo wir
statt 2mEQ: — 2mV schreiben, p 2 darstellen soll. Ausserdem werden wir zu
Ei immer diejenigen Glieder von p2 hinzunehmen, die hl enthalten. Der Wert
von u héngt von der kleinsten Potenz ab, mit welcher Ain p2 vorkommt
Die notwendige vorherige Information tUber die Abhé&ngigkeit des E von Akénnen
wir aus (29) erhalten. Aus (19) und aus (20) gewinnen wir auf Grund von (35)—(37)
folgende Rekursionsformeln :

I+n
Itd3-f-2~ uv.i—jvj = 0, (l=—n, 0,1, 2,...) (38)
j-0
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n+l
2mEt— u, jmy= 0, (Il= —2«, — (2re— 1), .. ., 0, 1) (39)
j—n
-2 + IV»/-k-2 V*+ 2miE, — ut-j Uj= 0, 1=2,3,...). (40)
n-0 ¥—n
Aus (39) folgt im Falle / = — 2m die Relation

u?,,—2mE-2n = 0,

wenn also E—21 (d. h. der A—2n enthaltende Teil von p2 auch negative
Werte annehmen kann, dann ist diese Methode nicht anwendbar. In diesem
Falle ware nédmlich u—n imaginédr, und dass widerspricht der Definition von u,
(u ist namlich der reelle Teil von y). Das bedeutet, dass u in diesen Féallen an
der Stelle h = 0 eine wesentliche Singularitdt hat, und so auf keine Weise in
eine MacLaurinsche Reihe entwickelt werden kann. (Dies ist z. B. fir den linearen
Oszillator und fur das H-Atom der Fall.) In solchen Fé&llen missen wir darauf
verzichten, n mit einer Methode vom W. K. B. Typus zu bestimmen. Trotzdem
ist die Gleichung durch eine Reihenentwicklung vom W. K. B. Typus ldsbar,
falls wir unmittelbar die Lésung von (25) suchen. Indem wir an unserer, im
Zusammenhang mit (37) getroffener Verabredung festhalten, haben wir

p2= 2m Ei h*. (41)
i=—2(n—)

Die untere Grenze des Summationsindexes ist —2 (n—1), da vf- noch mit A2
multipliziert ist. Es sei also

»7= Vitt- (42)
i=—10

Indem wir (41), (42) und die fur r\' aus (42) gewonnene Reihenentwicklung in
(25) einsetzen, erhalten wir folgende Rekursionsformeln :

i+n

Vi-jVj + 2mEi+2= 0, i =2n,...,—in—1). (43)
=
i+n

Vi-jVd+ Vi+ 2mEi+2=0, i~ —n. (44)
j—n

Das bei der Rekursion (38)—(40) auftretende Problem kann auch hier zum
Vorschein kommen. Aus (43) erhalten wir namlich im Falle i = — 2n:

V—h~ —2mE—(n),
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woraus sich n—n nur im Falle eines negativen E—2(n—J) reell ergibt. Anderen-
falls existiert die Rekursion (43)— (44) nicht. Wir sehen also, dass entweder
nur un oder nur rj mit Hilfe einer Reihenentwicklung vom W. K. B. Typus
bestimmbar ist, dass also einer der beiden Grdssen n und rj an der Stelle h = 0
eine wesentliche Singularitadt hat. Eine der beiden Mdglichkeiten ist aber immer
vorhanden, und konvergiert zur exakten Lésung. Ist die Funktion u, mit deren
Hilfe man die Quantelung durchfihren kann, durch eine Reihenentwicklung
des W. K. B. Typus nicht bestimmbar, so sind wir auf die Naherung (29) ange-
wiesen. Mit deren Hilfe kann man zumindest entscheiden, fiir welche i Ei — 0
bzw. Ei ¢ 0 gilt. Es wird eine der wichtigsten Aufgaben der weiteren Forschun-
gen sein, eine durch p (oder etwa durch rj) formulierbare Quantenbedingung
zu finden, die die quantenmechanischen Energieeigenwerte auch in quantitativ
zutreffender Weise beschreibt.

5. Um den tatsachlich divergenzfreien Charakter der vorgeschlagenen
Methode zu illustrieren, werden wir jetzt die Schrddingerschen Gleichungen des
linearen Oszillators und des H-Atoms untersuchen. Wir wahlen diese beiden
Beispiele, weil diese auch einer exakten Ldésung fahig sind, und darum auch
in anderen Fé&llen zur Illustration der Leistungsfahigkeit von Methoden des
W. K. B. Typus herangezogen werden.

Vor allem trachten wir danach, die zum Eigenwert —hv des linearen

Oszillators gehdérenden irreguldren Ldsungen zu bestimmen. Wegen
2 mV = (2nmvx)2

haben wir gemass (39)
ud= Y— 1 ¢2nmvx

und das widerspricht der Definition von u, wonach u reell ist. Ahnlich verhélt
es sich auch beim H-Atom :

ull= 2me-2 < 0.

rj hingegen kann in beiden Féallen leicht bestimmt werden.
Laut (29) gilt fur den linearen Oszillator

2mEO= (23wlm)2,
2mEld¢ O, (45)
E, = 0, ig 0, 1.

Auf Grund von (43)— (44) ist also
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r\Lx= (2nmvx)2,

2rj-1r0+ n' J+ 2mE1l= O

(46)

Hieraus kdonnen die t2- bestimmt werden :

t?_i— i 2nmvx, rLi= J;2nmy,

i 2nmv + 2mE~Xi
% = +

2 nmvx

Also wird % an der Stelle x — 0 bereits im Grundzustand unendlich, was mit
den Nebenbedingungen unvereinbar ist. Der Widerspruch fallt nur weg, falls
wir den Z&hler von rj0 identisch gleich Null, also

setzen. Aus dem Gesagten ist es ersichtlich, dass auch die anderen rji ver-
schwinden. Auch ist es offenbar, dass in dem Ausdruck fir rj-x nur das negative

Vorzeichen bericksichtigt werden darf. Somit haben wir schon die Lésung des
Problems :

Im Grundzustand des H-Atoms spezialisiert sich (43)—(44) folgender-

Zc2 .
massen n= — 2, 2 0, Er= 0, E0= -—- Ei—o0

t? 2+ 2mE-2= 0, t>~2= konst, tyl2= 6,

2t?-117—2 = 0, t?2-1= 0, t21, = 0,

Daraus entnimmt man fur die, unseren Bedingungen gentgeleistende, L&sung

t?-2= — mZe2,
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1
Vo =
r
mZzei
E-2= —
d. h.
mZfc2 1 mZ2e* 1
V= E=- N
A r 2 A2

Diese beiden Beispiele zeigen, dass man unter Berlcksichtigung der oben
angefihrten Gesichtspunkte tatsdchlich ein konvergentes Verfahren erhélt.
Zugleich wird es aber klar, dass diese Methode viel mehr Umsicht verlangt, als
die urspringliche W. K. B. Methode. Das neue Verfahren eignet sich viel weniger
zu einer Zerlegung in mechanisch durchfihrbare Schritte. Dies ist aber kein
Mangel der neuen Methode, sondern eine notwendige Folge der Beschaffenheit

des Problems.
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O TMNPOBJIEME PACXOAMMOCTWM METOJA B. K. Bb.

n. EHbELW

Pesome

ABTOPOM 6bI/I0 NOKA3aHO, YTO PacxXoAuMocTb MeToga B. K. B. o6ycnoBfieHa BHYTpPEH-
HUM MpOTMBOpeUMeM. 3TO BHYTPeHHee MNPOTMBOPeUME CBSA3AHO C TeM, 4To MeTos B. K. B.
VLLIET peLleHnst ypaBHeHUs LLIpeauHrepa, NCXoAsi U3 KNAcCUUECKol MexaHuKn (Hynesoe npu-
6nvKeHne). [BMUXKEeHME MO KNAacCUUeCKon MexaHMKe UMEET «TOUKy MOBOpOTa», OT/MYatOLLYHOCS
OT «TOYKM MOBOPOTa» HEPErynsipHOro KBaHTOBO-TEXHMYECKOrO PeLLeHUs. 3T0 pasfmume He
UCK/IIOYAETCs YUeTOM 60/1ee BbICOKMX NPUBAMKeHWIA. MpoTMBopeune BbIpaXkaeTcs maTemaTtu-
YecKn B TOM, UTO pas/ioXeHue B psg rno metody B. K. B. He cyllecTByeT. Bblfio NoKasaHo,uTo,
NPUMeHSS pasnoXKeHue, VMMeEIOLee CyLecTBOBaHMe, U o6palias BHUMaHWe Ha 3aBUCUMOCTb
COGCTBEHHbIX 3HAYeHMii E 0T h, MOXHO MCKIOUMTL pacxoguMocTb MeTofa. Bbiio yKasaHo,
royemy MnoslyHatoTcsl XopoLLMe pe3ynbTaTbl B HEKOTOPOM WHTepBasie faxKe U3 Nepsoro npuénu-
XeHusi no mMetogy B. K. B. B 3ak/toveHne 06CyXaaeTcss BONPOC 0 BO3MOXHOCTSAX M Npeaenax

NMPUMEHUMOCTN 06LIJ|E‘FO npaeunsia KBaHTOBaHUA.






A NEW METHOD FOR THE CALCULATION OF THE
ENERGY OF THE HYDROGEN MOLECULE

By
F. BERENCZ
INSTITUTE OP THEORETICAL PHYSICS, UNIVERSITY OF SZEGED, SZEGED

(Presented by P. Gombéas — Received 22. V. 1954.)

The binding energy of the normal hydrogen molecule has been calculated by means
of the variational method modifying the correlated molecular orbital method by introducing
into the wave function a new variational parameter determining the ratio between the atomic
and ionic functions. The new wave function, in which both the atomic and ionic configurations
are taken into account, has the following form

V = [«lb2+ a2fg + L (axa2+ bjbj\ (1 + pr2

where Oj, bt, 02 and b, are Is atomic wave functions of electrons 1 and 2 centered about
nuclei a and b, rl2 is the interelectronic distance. The dissociation energy calculated by
this method was found to be 4,14 ev with the values of parameters z — 1,248, fi = 0,356
and p = 0,073 in atomic units. Comparing this value with the result obtained by the correlated
molecular orbital method, we see that the present calculation gives a better value by 0,03 eV.
The deviation from the experimental value is about 12 per cent.

I1ntroduction

In the investigation of the structure of matter the most important task
is to clear up the”problem of the chemical binding of the molecule. One of the
greatest successes of quantum mechanics consists in providing some fruitful
methods for the theoretical investigation of molecules. In the case of more
complicated molecules the calculations are extremely intricate because of the
mathematical difficulties involved, therefore we are dependent on the use of
relatively simple methods of approximation. So as to judge the reliability of the
particular method of approximation used, it is best to carry out the calculations
for the H2 molecule, because here the problem is relatively simple and thus the
calculations can be carried out exactly. The most usual procedure for the theo-
retical determination of the dissociation energy is the variational method, which
consists in the minimization of the expression

E = \W* Hydr

JTp* y>dr
by varying different parameters. Various authors used different wave functions
and different variable parameters for their calculations. Table | contains the
calculations carried out so far for the H2 molecule in the ground state. The

names of the authors, the wave functions, and the variable parameters are
listed.
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TABLE |
- D R
Author Wave function eV atomic 2 P =]
1. H. Hellmann .... («1  6i) (a2-f b2 2,65 16 11—
2. Y. Sugiura...... al 24" °2 M 3,14 151 1 -
3.C. W. Scherr .... °i &b a2 a2+ /\1/\% *
*(atomic z — 1, ionic z= 0,6875) 3,44 1,49 0,214
4. C. A. Coulson .... al 2 4~°2 M 3,47 1,38 1,193
5.C.A. Coulson .... e—€A(l+ aub+ b\+ cA2+ dXp3d 360 1,38
6. S. C. Wang ........... al /2 “h a2™M 3,76 1,43 1,166
7.S. Weinbaum......... Oj62+ a2 + p(%a2+ 662 4,- 1,46 1,193 0,256
ai "2(1 4« -nai) (14*°” 4
4~ a2™ (1 4" trzaz) (1 4- o-Zbl) 402 146 1,190
9. S. Weinbaum . ... ai”2(1 4~ (1 4* "Zbz) 4"
4- a271 (1 4¢ (14“ (rzZbi) 4*
- fi (ara24" b2 4,10 1,46 1,190 0,175
10. A .Frost—J. Braun-
stein e («1+ h) (a2+ b2 (1 + prl2) 411 134 128 0,28
11. E. F. Gurnee—J. L. (r3mla[exp (—zrd — zr<?) +
+ exp (—zr@Q —zra,) 4,15 146 1172
12. C.R. Mueller—H. («1 + A®Gj) (Aaa+ b2 +
Eyring .. + (°2+ "2 (hai + bi) 4,20
13.J. 0. Hirschfelder — «1 11+ (az2)(xai + yaxy&)+
J. W.Linnet.... + (/3z2) (Zt12»,)] +
+ @M 1+ (az2 (*a2x6l -f
+ YarYH) + (fc2) (Zaaz”")] +
+ Y (°ia2+ bilbt) 4,25 1,43 1,195
14. H. M. James—A, S exp [— §(At + A2 Ckimnp
Coolidge .....ccovvennee klmnp 472 14

Method of calculation

Frost and Braunstein [I, 9] calculating the binding energy of the normal
H2 molecule, introduce the interelectronic distance in the wave function in
such a way that the molecular orbital was supplemented with the correlating
factor and the calculations were performed with the correlated molecular
orbitals. The wave function has therefore the following form

v=K + K)(az+ b2 (1+ pr2)

where ar, a2, 6, and b2 are Is atomic wave functions of electrons 1and 2 centered
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about nuclei a and b, r12 is the interelectronic distance, p is the varying para-
meter together with the effective charge z. With the correlated molecular orbitals
the dissociation energy was found to he 4,11 eV.

We extended this method here using the idea of Weinbaum in so far as
we employed a variational parameter, which gives the ratio of the homeopolar
part to the ionic part in the wave function. The new wave function is therefore
the following

V=(<P + M) (1 + Pri)’ i1)
where o means the homeopolar part of the wave function and X the ionic part
f —a1b2+ a2 bj, (2)

x = ala2+ &i b2

The number of variational parameters compared to the previous method is
increased by the parameter u, thus we are working with a three parameter
method in the determination of the binding energy. Varying the parameters
p, z and u we must determine the minimum of the following expression

E=|>+ M) 1+ pr2) Wp+ px) (! + Pr22)dr @)

[+ PXf(1+ P'2)dr

Taking into account the following form of the Hamiltonian

[T

1, - 1
H = — ~7~ (y1+ \é) H xI xI
2 ral ra rbl 72 12

the above expression can be written as

E= A+ 2pB + pH: + — | (4)
lo+ 2pll+ P4 2 R
where
A = Ko — Po-(- 1,
B =KI— Pl+ 10, (5)

C=K2— P2+ 1,;
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Ko= ~ YJ(r+ n) (Vil+ vi) ®+ pX)dr,
Ki=-3}j (*+ exri2(V?+ Vi) @+ n) dr, (6)

*2 = —yjV +ra)ri2M+ Vi) @+ px) rizdr ;

- = I+ 2D

In order to find the minimum of E we first determined the value of p
which minimizes E for fixed R and p. This is possible, because the values of
A, B, C, lo,Jxand I2in the expression of E are functions of R and p, consequently
for given R and p the value ofp minimizing E can be ascertained by the deter-
mination of the extremum with respect to p. This procedure facilitates and
accelerates the calculations because the third degree terms in p drop out of the
expression O—E = 0 and thus for given R and p we have the following mixed

dp
second degree equation

(CJj— B[2p2+ (Clo— AlQp + big—aix= 0, (10)

from where

Al2~C10+][ (Clo~ Al22—4 (C/x— BI2(Blo- A lj
2(Cl1~B 12

(")
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The second step consists in the varying of z and p (for fixed R) and subse-
qguently the minimization with respect to p for each z and p value.

The minimum of E was to be expected about R = 1,35. Therefore we
determined with the method mentioned above the smallest value of E in the
neighbourhood of the expected minimum namely in the three points R = 1,31,
1,34 and 1,37. Then we plotted the following Morse curve through the three
points :

AE = De-2aR Rm)— 2De- ~ -Rm),

which gives exactly the dissociation energy D and the internuclear distance Rm.

Results of calculations

The calculation with the correlated molecular orbitals modified by p gave
for the energy of the H2 molecule in the ground state — 1,152 atomic units of
energy. This corresponds to a binding energy of 4,14 electron volts. For the
internuclear distance this method gave the value, 1,338 also in atomic units,
the remaining two variational parameters were found to be p = 0,356 and
p = 0,073. Comparing the results obtained with the present method with those
of Weinbaum and of Frost-Braunstein, we see that the wave function of the
method used by us differs from that of Weinbaum in the correlated factor and
from that of Frost-Braunstein in the variation of p. The results of the
various methods are listed in table II.

TABLE 11
R
Dev atomic = P P
W EINDAUM ottt 4 1,46 1,193 0,256 0
Frost— Braunstein......oiciiieenenenne 411 1,34 1,825 1,- 0,28
Present Paper s 4,14 1,338 1,248 0,356 0,073
Experimental data [IH] .o 4,72 14
From Table Il we see that the result of the present calculation is 0,14

eV better than that of Weinbaum and 0,03 ev than that of Frost—Braunstein.
Considering that the variation of p improves the binding energy only by 0,03 eV,
it follows that the introduction of rl2into the wave function is a very good
idea, because this alone adds 0,11 eV to the dissociation energy compared to
Weinbaum’s result. Therefore it would be worth while to extend the calculations
by completing the wave function of Weinbaum given in [I, 9] adding to it
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the correlated factor. The result of the present calculations differs by 12 per cent
from the experimental value. It is interesting to mention that the introduction
of the correlated factor increases the ionic part in the wave function by 39 per
cent, in the calculations of Weinbaum the value of pt being 0,256, ours, however,
0,356. With the variation of i the correlated factor decreases to about a quarter
of its former value. Without variation of y (fi = 1) Frost and Braunstein
found the value of p to be 0,28, the present calculations give 0,073.

The writer wishes to thank Dozent Rezsé Pauncz for suggesting the pro-
blem and Géza All6 for his help in carrying out the numerical calculations.
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Ob O4HOM HOBOM METOJE BbIYNCJ/IEHNA SHEPIMNA
CBA3M BOAOPOAHON MOJEKY/IbI

®. BEPEHL,
Pesome

3HEprusi CBS3N HOPMaslbHOW BOAOPOAHOM MOMEKY bl 6blMa BbIUUCIEHA C MOMOLLbIO
BapvauMoHHOro MeToda. BBedeHMEM HOBOMO BapuaLMOHHOrO MapameTpa, OMNpeaensowero
OTHOLLIEHME aTOMHbIX M MOHHbIX BOJIHOBbIX (PYHKLMiA, GbIN0 CeNaHo HEKOTOPOe BUAOM3MEHEHWe
KOPPesnsiLMOHHOIo MeToAa MOSeEKYNAPHbIX OpbuT. HoBas BONMHOBAs (DYHKLMSI, B KOTOPOA U
aTOMHasi U MOHHAs BOMHOBblE (PYHKLUMUM BbIM YUTeHbl, UMEET CeaytoLnii Bug :

V= [«lb2+ a2bi+ u (ala2+ bLb2)] (1 + pri2)

3Heprva guccoumaumy, pacyMTaHHas Mo aTomy metogdy, — 4,14 3V npu cnegyrouimnx
3HauveHMAX napameTpoB : Z = 1,248, < = 0,356 u p = 0,073 B aTOMHbIX egnHULax. Cpas-
HMBas 3TOT pesy/bTaT C pesynbTaTaMu, NosyYeHHbIMU C MOMOLLBIO KOPPENALMOHHOIO MeToja
MOJIEKY/IAPHBIX OPOUT, BbIACHAETCH, YTO Hall pe3y/bTaT faeT Jsydllee 3HadeHue Ha 0,03 Y.
OTK/I0HEHNE OT 3KCNEPMMEHTANIbHOIO 3HAYeHWS COCTaBMseT OKOM0 12 MpoueHTOB.



ON THE QUANTUM STATISTICS OF NUCLEONS
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(Presented by L. Janossy. — Received 2. VI. 1954.)

A few characteristic details of the excited states of the nucleus are investigated
in the simplest case. On the basis of the assumption of a repelling interaction of short range
between the nucleons, a »self-volume« corresponds to the nucleon. The existence of the self-
volume modifies the formulae of ordinary Fermi statistics. Better agreement with experience
than hitherto is obtained for the excited states of nuclei.

Ever since high energy scattering experiments yielded more detailed
information on the character of the forces acting between nucleons, nuclear
physics has faced two serious problems. These are the questions as to the reason
for the saturation of binding energy and density of the nucleus, and the charge-
independence of the nuclear forces. As is well-known, the assumption of a very
intensive repulsion of short range between the nucleons brings us nearer to a
solution of both these problems. This hypothesis was first put forward by
R. Jastrow [1] on a completely phenomenological basis ; recently Werle [2]
showed with the help of relativistic mechanics that the appearance of such a
repulsion can be accounted for theoretically as well.

A repelling interaction results in many remarkable consequences. First
of all it considerably changes the kinetic energy of nucleons at absolute zero.
It is in particular here that the effect of the repelling interaction on the satu-
ration becomes evident. In an earlier paper [3] we pointed out this effect of
the kinetic energy.

Our present aim is the examination of the influence of the repelling inter-
action on the excited states of the nucleus. First of all we summarize the formulae
applying to the ground state. A simple calculation shows that, denoting with
rn the effective repulsion radius and with vn the volume of the corresponding
repulsive core, we have for the total kinetic energy of a fermion gas consisting
of N particles contained in a volume V at absolute zero

N

6 Acta Physica 1V/2.
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where
3)2/3 /.2
= 2
n) 8m ©@)
and m is the nucleon mass. (Here we took the mass of proton and neutron to
be the same.) Introducing the new variable

m -4 - ")

we have instead of (1)

W&oel)
-Ekin = -——-—, "2/3e~xdXx.

V13 \]

The integral here is an incomplete /*-function. Assuming Nvn V, an assump-
tion probably fulfilled by the conditions prevailing in the nucleus, we arrive
with the help of an expansion at a simpler expression for the kinetic energy :

A(3 AW3 , 1 vn N&83

Ekin — .
S = L RVARVE !

From this equation is evident that for vn— 0 we get the well-known expression
for the kinetic energy of an ordinary Fermi gas at absolute zero.

For the sake of what follows later on we note a few charateristics
expressions.

a) The number of particles out of n particles contained in a volume V,
whose momenta are between p and p + dp, taking the spin into account, is
given by

dn — nvn) p 2dp.

From this we immediately obtain the maximum momentum as

3Ws h log/3(I Nvn
1/3

Thus for the maximum kinetic energy we have :

N
JK, max ' 3 log2/3 vn (3)

F 2, \Vi
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This expressions becomes in the approximation used here :

iV2/3 Vh N
" 1/2/3 1 3 \Vi

E kK, max —

b) We note further the following expression which can easily he derived
for the kinetic energy

Ekin = jBV E 'kfmax 1 RvnE3 In (4)

where

R = 4n (2m)32h-~3.

In the following we consider arbitrary temperatures. Our considerations
are somewhat simplified by the fact that the distribution function connecting
the number of particles with the cells available in the phase space does not
influence the finite value the »self-volume« vn which represents the repulsion.
We can thus simply apply the distribution function f (e) for the energy distri-
bution of the ordinary Fermi statistics :

I(«) = ©€XP i?__i___j_ 1,]-1

where £ is the usual thermodynamical potential and r the energy parameter
corresponding to the temperature. Thus we obtain after a simple calculation
for the number of particles :

1 m=mxp  wmRvnj £/2 (e) de
Vh i

Limiting ourselves to small exciting energies, we can expand the exponential
function and get :

N = BV J £r/2/(e) de — B2 J £1/*/(«) de

(The justification for the expansion is evident from considerations further

5*
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below.) Restricting ourselves to low temperatures in the following as well we
can use the well-known Sommerfeld formulae. With their help we can write for
the number of particles :

2V

™
N = —RVpl* 1+ vnR42 1+ — (5)
3 9 4 C)

We mention here that if we express the potential C by the value of
Ek, max obtained in the case of r = 0, with the approximation used here we get
the same formula as in the ordinary Fermi statistics, i. e.

n2rt2 1
C= Ek.max (6)
12 E”™ max

Using this expression for f the expression (5) becomes after a simple
calculation :

N = ~ BVEI[2Znax - ~ B 2vnE | max.
@] 7

Our next task is the calculation of the energy, for which the function

n (e), i. e. the number of particles as function of energy must he known. A short
calculation yields

n (—/3»nJV/2/07)*?)] »
0
From this follows easily with the help of the above expansion :

E = BV Jesl2of(e)de— RB2Vvn\esl2f(e) ~r)Hzf(rj)drjde.
0 0 0

Sommerfeld estimated the first integral for the case of low temperatures. Using
his approximation it is not difficult to give an estimate for the second integral
as well. [4]. We obtain after a rather tedious though simple calculation with
help of (6) the following expression for the energy in a suitable form :

5m2
E = BV (4 Fornax 1+
V> 12 ek

E-vnEt 2u2
-E - ) 1+
6 Ek,, r
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We now turn to the determination of the number of niveaus belonging
to a given energy interval. The excitation energy Q is defined by

Q(r)=E(r)-E(0).

Using (4) and (7) we obtain for Q (v)

Q(T):BV_G r« ’£‘k],j2max— 5 p2 max

For the entropy S we get thus, dS = OQ/T,

1/2

s=f2P  » Elthax —E"Le N ®)

where K is the Boltzmann constant.
With the expression for the entropy and the relation S = «k log J, we
easily obtain for the thermodynamic probability J using (8) :

2QvR 2 Rt'n
J=exp n % 411nax

If we express B with help of (3) by the total number N of particles we get after
some calculation :

3= exp <NOV2 G i 1

w j.

We can now apply our results to the nucleus. Consider the nucleus to be
a Fermi gas consisting of Z protons and N neutrons. The excitation energy
Q is composed of the excitation energies of the neutrons and protons. Thus

Q—Qz + Qn-

From this we get for the total level density [5] :
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As the result of a simple but rather lengthy calculation we obtain for the
integral :

6{Q) = ~» n m vA - v\irnv

12 Q ©)
where
N 172
y=n 1 . Z _______ 1Zvn |
ER. max \ ’sz. max v 1’
Here Eft' max and max denote the maximum Kinetic energy values of a

Fermi gas at absolute zero consisting of protons or neutrons, respectively. We
assume the value of vn to be the same for every nucleon. Introducing

f = f2Qy,

we obtain for q(Q) with help of (9) :

r(« = 0,200-1 A .

For simplicity we consider symmetrical nuclei, where 2N = 2Z = A. Taking
f urther into account that according to experience for heavy nuclei

3y 13 |
R —roA1s3 R = ;ora= 1,42*%10 12 cm
4n

we get for q(Q), denoting the ratio rn/rnby vy :

5 (0= 0,209i- , (10y

Q [

where
3\1/2
. T
- -

and

21/3a (4n\

X2 13 )

or with help of (2) :

io oy 23 (2m)12
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v

The main purpose of our considerations was to determine equation (10).
Experimental physics can already give the distances of excitation niveaus in
a given energy interval for numerous nuclei. The mean niveau density naturally
depends strongly on the nature of the reaction producing the excitation, if only
because of the angular momentum relation. We have here taken no account of
the angular momentum relation between incident particle and nucleus. There
is no point in such an exact calculation because of our inexact knowledge of
the repulsive core. We can, however, state that the mean niveau distance for
medium heavy nuclei is of the order of magnitude eV. At a given energy we
have the following connection between the mean niveau distance D and the
niveau density : gD = 1

As is well-known, Bethe in 1936 determined the mean niveau distance
without considering the repelling interaction [5]. His calculations yielded for a
medium heavy nucleus (A = 110) at medium excitation energy (Q = 8 MeV)
for D 0,4 eV. According to experience this value is too small, its real value being
several eV. The following small table shows the values for D as a function of
the repulsive core for the mentioned values of A and Q.

rn ®10u cm D eV i
0,4 1,28 18,67
0,6 1,73 18,37
0,8 3,05 17,79
Bethe : 0,0 0,4 20,0

It is evident that the assumption of a repelling interaction leads, as regards
the order of magnitude, to a better agreement with experience for the mean
niveau distance.
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O KBAHTOBOW CTATUCTUKE HYKJ/IEOHOB

r. CAMO LW
Pesome

B pa6oTe paccmMaTpuBalOTCA B MPOCTeilleM C/y4ae XapaKTepHble fAaHHble BO36YX-
JeHHbIX aTOMHbIX aep. OCHOBHbIM MPeAnooXeHeM paboTbl SBASETCA CylleCTBOBaHWE
KOPOTKOAEACTBYIOLEr0 OTTA/IKMBAIOLLEr0 B3aMMOAEHCTBUS MEXAYy HyK/IeoHaMu, KoTopoe
YUNTBIBAETCA C MOMOLLBIO «COBCTBEHHOrO 06beMa» HYK/IEOHOB.

C cylulecTBOBaHMEM COGCTBEHHOTO 06bemMa W3MEHSIHOTCA (OPMYNbl CTATUCTUKKU Depmu.
ONs BO36YX/EHHbIX COCTOSIHWIA siiiep MOMy4YeHO Nydlliee corfacue C OMbITOM, YeM B paHee
M3BECTHBIX paboTax.



EIN STROMUNGSMODELL DER WELLENMECHANIK

Von

HERBERT W. FRANKE, Erlangen

(Vorgelegt von L. Janossy. — Eingegangen : 31. VIII. 1954)

Es wird ein deterministisches Modell der Wellenmechanik, nédmlich das hydrodyna-
mische, betrachtet. Die Frage der in der Wellenmechanik auftretenden Operatoren und
der ihnen entsprechenden physikalischen Grossen des hydrodynamischen Modells wird
untersucht und es werden einige Zusammenhdnge zwischen den physikalischen Gréssen
dieses Modells gegeben.

Als Schrdodinger 1926 mit den ersten Arbeiten zur Wellenmechanik an
die Offentlichkeit trat, war das Erstaunliche, ja das Erschreckende daran nicht
so sehr die Quantisierung als der Anschein eines vdlligen Bruchs mit klassischen
Anschauungen, der nicht nur in neuen Gesetzmassigkeiten sondern auch im
Auftreten neuer Grdssen, Wellenfunktionen und Operatoren,zum Ausdruck kam.
Bisher war die physikalische Entwicklung einem steten Gang gefolgt ; sogar
die Einsteinsche Relativitatstheorie, die kurz zuvor noch die Gemiter erhitzt
hatte, erwies sich zwar als eine grossartige Verallgemeinerung des physikalischen
Weltbildes, aber eben doch nur als eine Erweiterung, in die sich das Alther-
gebrachte widerstandslos einflgte. Ganz anders die ersten Schritte auf wellen-
theoretischem Grund. Es gelang zundchst weder — trotz angestrengter Bemi-
hungen von kompetentester Seite — der Anschluss an die Endpunkte des
bisherigen physikalischen Vordringens, noch waren die weiteren Gehversuche
zum Straucheln verurteilt. Im Gegenteil : Schlag aufSchlag konnte man mit neuen
Erfolgen aufwarten — die Vereinigung mit der Heisenbergschen Quantenmechanik
die Diracsche Theorie. Dadurch waren die Grundfesten der Wellenmechanik so
weit fundiert, dass es fast Uberflissig wurde, auch weiterhin nach der Briicke zum
klassischen Boden zu suchen. Die Trennungslinie blieb bestehen, wenn auch
als Schénheitsfehler im Geb&ude der exakten Naturwissenschaften.

Erst in den letzten Jahren hat sich die Sachlage gedndert. Der Verwach-
sungsprozess setzte unbeachtet und im Stillen ein, aber dass — wie schon so
oft in der Geschichte der Wissenschaften — mehrere Autoren fast gleich-
zeitig zum selben Ergebnis gekommen sind, [1, 2, 3, 4] beweist das
Bedurfniss nach diesem Vereinigungsschritt.

Was ist gelungen? Nicht mehr und nicht weniger als eine Umformung der
wellenmechanischen Grindgleichungen, die die Wellenmechanik als Erweiterung
des klassischen Rechenapparates entlarven.
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Folgen wir W. Glaser, dem die Verschmelzung wohl als erstem geglickt
ist. Dies geschah durch Einfihrung eines dichteabh&ngigen Gliedes

A2 A\[q

Z = —
2m e (1)

in die Hamilton—Jacobische Gleichung

(grad W + e2i)2-f- U + od\tN = 0. 2)
Die so entstandene Beziehung
= {grad W + ePlf3+ U —2 ATS 4 3)
2m 2m  Jq ot
zusammen mit der Kontinuitatsgleichung
— div{ Q(grad W + e2)} + ;Q: 0’ 4)
ist mit der Schrédingergleichung
Ay> -J----Z-i-e 9igrady ------e-?-ZP y Gl J§>-\-'----?-i-r-r1 ----- ow (5)
A A2 A2 A ot
identisch, wenn man die Bezeichnung
= Y Qe' b (6)
einfuhrt. Zuséatzlich gilt die Normierungsbedingung
Jytxpdr - Jerz 1. @)

Dies ist eine rein formale mathematische Umformung, die jedoch zu
weiteren Schritten anregt. Die Hamilton—Jacobische Gleichung schliesst bekannt-
lich die Prinzipien der klassischen Mechanik in sich ein. Hat man einmal ihre
Giultigkeit — wenn auch mit Zusatzglied — fir die Wellenmechanik festgestellt,
was liegt dann néher, als die erweiterte Newtonsche Bewegungsgleichung
aufzustellen. Wir beschrédnken uns auf den rein elektrischen Fall und bilden mit
Novobatzky[5] die Charakteristiken der Gleichung (3) :
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dx  fwx dy gy 0z fwz

dt (oo dt I dt £
dWx_ /= dwWy fy dWz fz
9
dt f wt dt frt dt h

dabei ist f der Differentialausdruck auf der linken Seite von (3) mit 2= 0.
Differenziert man (8) nach der Zeit und setzt (9) ein, so erhalt man

m da grad v -1 -1 (10)
dt 2m  Yq !

eine Newtonsche Bewegungsgleichung mit dem dichteabhdngigen Zusatzpoten-
tial (1), die auch Glaser und Bohm angegeben haben. Durch weitere Umformung
entsteht

-------- grad t2— grad w0\ )
ot 2 2m  1q )

Diese Gleichung entspricht vollkommen der hydrodynamischen Grundgleichung
fur eine reibungslose Flussigkeit, in der der Druck Z herrscht. Z hangt von
der Grosse Qab, die die Kontinuitatsgleichung (4) befriedigt und gemass (7)
normiert ist.

Dies gibt zu denken. Es bedeutet nichts anderes, als dass sich die Materie,
der wir die Dichte mQ zugeschrieben haben, wie eine Flissigkeit verhélt, auf die
ausser der Kraft des Potentials U noch die eines Zusatzpotentials einwirkt.
Alle Unterschiede zum Verhalten normaler Flussigkeiten, einschliesslich der der
Quantisierung resultieren aus dieser Zusatzkraft, die — und das ist das charak-
teristische daran — dichteabhéangig ist. Diese Dichteabh&ngigkeit ist die Ursache
fur das Zustandekommen der sogenannten Interferenzerscheinungen der Materie
und damit ihres «optischen» Verhaltens.

Die Analogie zur Stréomung verleiht naturlich keineswegs ein Recht
dazu, die wellenmechanisch behandelten Systeme als Gase oder Flussigkeiten
variabler Dichten aufzufassen, genausowenig, wie die gewohnte Interpretation es
erlaubt, die Materie als Wellen zu betrachten. Solche Vorstellungen kénnen
nur Modelle sein, die nicht durch Beweise gerechtfertigt werden, sondern
einzig und allein durch ihre Brauchbarkeit als Anschauungshilfen, anhand deren
man sich auf das analoge Verhalten stiitzend einen Uberblick iiber die Situation
verschafft, die der exakten Rechnung vorausgeht.

Es liegt nahe, zu untersuchen, wie weit sich die Beschreibung wellen-
mechanischer Systeme durch der Strémungslehre entnommene Gesetzmaéssig-
keiten weitertreiben I&sst.
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Der Einfachheit halber soll die Massendichte mp einer fiktiven Schro-
dingermaterie (in Anlehnung an Falk und Marschall[6]) zugesprochen werden ;
ihr Bewegungszustand ist bis auf die notwendigen Anfangs- oder Randbedin-
gungen durch (11) bestimmt. Fihrt man die in (8) angedeuteten Operationen
aus und fasst zusammen,

ml) = grad W, (12)

so sieht man, dass sich die Schrdédingermaterie wirbelfrei bewegt — das Ge-
schwindigkeitspotential ist W/m. (11) kann daher auch in Form

au . | 2 A
m -—= 0 grad U— grad U --------------- la (13)
ot ( 2m  fp
geschrieben werden.
ou
Spezialisiert man (11) fur den stationdren Zustand = 0 und inte-
ot

griert langs einer beliebigen Kurve, so erhédlt man den Energiesatz

mb2 ~ A2 A\g
2 2m Yp

cor st. (14)

in Form der Bernoullischen Gleichung.

Da beim Stromungsmodell in jedem Raumelement nicht nur die Dichte,
sondern auch alle anderen charakteristischen physikalischen Eigenschaften
definierte Werte haben, ist es nicht mehr notwendig, diese durch Operatoren zu
ersetzen. FUr den Zusammenhang mit diesen gilt die Bedingung, dass die
statistischen Mittelwerte Uber die Operatoren gleich den Integralen der den
Stromungszustand beschreibenden Grdssen tUber den Gesamtraum sein mussen.
Es sei | eine physikalische Grdsse, | der entsprechende Operator ; dann muss

J Wipdt = Jlqdr . (15)

Diese Gleichung war bisher zugleich das einzige Kriterium fur die Bildung der
Operatoren auf Grund des direkten formalen Vergleiches der Schrédinger-
gleichung mit der klassischen Hamilton—Jacobischen Gleichung. Beim Uber-
gang zu differentiellen Grdéssen lasst sie eine Willkir im Divergenzanteil zu.
Schon die Gegenuberstellung von Impuls und Drehimpuls und den zugeordneten
Operatoren macht dies deutlich :
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7_ h grad y grad yj

,p= — grad; (16)
2i ¥ v |

h grad ) grad y

h | |
- .7 [ grad 17)
2i Y, yij 4 F

und legt eine Symmetrisierung durch Addition eines Divergenzanteils nahe.
Besondere Beachtung verdient die kinetische Energie

=i g,dr=-»--4°2 o AP A (18)
2m 2m Yy im v + t )
fur die man den Operator
T= r A (19)
2m

zu verwenden pflegt. Diese Zuordnung erfillt nicht die Forderung (15). Grund
dafur ist, dass man dabei das Zusatzpotential (1) stillschweigend in die kine-
tische Energie einbezogen hat, der Operator T entspricht also der Energiesumme
T Z. Manche Autoren haben dadurch einen Ausweg aus den sich daraus erge-
benden Unstimmigkeiten zu schaffen versucht, dass sie diese Summe als eine
kinetische Nullpunktsenergie ansahen, durch die die gewdhnliche kinetische
Energie bei wellenmechanischen Problemen zu ersetzen sei[7].

v

Auf Grund der letzten Uberlegungen kann auch die Schrédingergleichung
fir den elektrostatischen Fall von einer anderen Seite betrachtet werden. Teilt
man sie durch 2> und addiert die entsprechende Gleichung fur die konjugiert
komplexe Funktion yj, so erhdlt man eine symmetrisierte Gleichung

2 1 Aip Ap 2 y)

+ V+ - 2 =0, (20)
4m \ W w 2i \V \Y
die wegen
A2 | Ayi AX
y p:T+Z (21
4m "\ + oy
mund

h [w Vj ow
2i\w ¢ d

(22)
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mit der erweiterten Hamilton—Jacobischen Gleichung identisch ist. Aus der
Subtraktion der beiden Gleichungen fur tp und y>folgt

~div (pgrad ip—ipgrad x) o(w)_n (23)
im ot

also die Kontinuitatsgleichung. Verfahrt man ebenso mit der zeitunabh&ngigen
Scftréodingergleichung, so ergibt sich neben der Kontinuitatsgleichung die
Bernoullische Gleichung.
Durch diese Betrachtung wird auch das Variationsprinzip der Wellen-
mechanik
n

6J J-—Zé—z- grad ¥ grad (U —E) >p?p)(dr =0 (24)
m

in ein anderes Licht gerickt. Formt man das Integral der linken Seite durch
Subtraktion des Terms

~ N div(Vgrad W+ Vgradm)dr= 0 (25)
um, so erhéalt man
4 j ——-- — (XpAip + ipAip) -f- (U — E) ipipldr = 0. (26)
31 4m j
Wegen
6 ~Eipipdr = 0 (27)
und (21) wird dies
&F{T + U+ ZjQdx= 0. (28)

Das Variationsprinzip (24) fordert also, dass die Gesamtenergie der Schro-
gingermaterie in den stationdren Zustdnden Extremwerte annimmt.

Die Ruckkehr von den Operatoren zu definierten physikalischen Grdéssen,
eine Konsequenz des Stromungsbildes, schafft dusserst durchsichtige Verhalt-
nisse im Sinn der klassischen Anschauungen. Sie hat aber noch einen weiteren
Vorteil. Es war bisher nicht gleichgultig, in welchem Koordinatensystem man
bei der Einfihrung der Operatoren arbeitete ; je nach dessen Wahl erhielt man
voneinander abweichende Ergebnisse. Dieser Unsicherheitsfaktor ist bei der
diskutierten Anschauungsweise ausgeschaltet.
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Das Auftreten von Druckkraften

grad (29)
2m b

zeigt, dass die Schrédingermaterie sich in einem Spannungszustand befindet.
Man kann ihn durch einen Tensor beschreiben, dessen Divergenz der Kraft-
dichte von (29) gleich sein muss :

Div T = he o mven (30)
OXi oxk @ )
Wegen der Identitat
J-Luw.-1-frj ) o fae e (31)
oxi yg Oxk Oxi pxn ] O6Xk 1 axi o0xk]
gelangt man zum symmetrischen Spannungstensor
ha o 6
Tik = 6\le OWQ _yc¢_ 62Ve (32)

2m  oxj Oxk oxi 0xk

Man kann ihn in die Newtonsche Bewegungsgleichung (10) einfihren und
erhalt

mg = —ggrad U— Div T. (33)
dt

Diese Form ist gut geeignet, um die Gultigkeit einiger allgemeiner mecha-
nischer Prinzipien auch fir die Schrédingermaterie nachzuweisen. Bei der
Integration von (33) verschwindet nach dem Gaus’schen Satz das Integral Uber
die Tensordivergenz und man kommt direkt zum Schwerpunktsatz

m - grad u, (34)
dt

der fur die Wellenmechanik erstmalig von Ehrenfest[8] bewiesen wurde.
Setzt man in

e (35)
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den Ausdruck fur nach (33) ein und integriert,

[tp] gdr = — I [lg grad U + | Div T]dr, (36)

so findet man wegen

f[r Div T]dr= — [[Tkk— Tl dr=0 (37)

den Flachensatz

éjt [*P]=— [t grad 17]. (38)

Die inneren, vom Zusatzpotential stammenden Kréafte beeinflussen also weder
die Schwerpunktsbewegung noch den Drehimpuls der Partikel.
Auch der Yirialsatz ist fur die Schrdédingermaterie gultig. Zum Beweis
bildet man
dip
A.(rp) = — p» + (39)
dt m dt

Dies wird unter Bericksichtigung von (10) durch Integration zum Yirialsatz

— (tp) = 2T — X grad fU -—— A~ (40)
dt | 2m  yé

Nach (30) und durch Beachtung der ldentitat

J(rDiv T)dt= — yTiidr (41)

kann (40) mit Hilfe des Gaus’schen Satzes in die Form

— (tp) = 2T —t grad U -——--é-zgradZ(E (42)
dt m
oder
— ()= 2r—t grad U _ P Ekto (43)
t m

gebracht werden.
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Das Bemerkenswerte an den Arbeiten von Glaser und seinen Nach-
folgern ist, dass darin der Formalismus der Quantenphysik auf das bew&hrte
Fundament klassischer Theoreme aufgebaut und diese selbst als deren Erwei-
terung dargestellt wird. Uber die Bedeutung dieses Verdienstes braucht kein
Wort verloren werden.

Demgegenuber fallt viel weniger ins Gewicht, dass damit gleichzeitig
eine neue Modellvorstellung auftaucht, die im Gegensatz zur herkdmmlichen
optischen einige bemerkenswerte Vorteile aufweist. Bekanntlich versagt das
Wellenbild bereits heim Hinausgehen Uber die kréaftefreie Bewegung, wéahrend
hier das Stremungsmodell voll einsatzfahig ist ; es bewdhrt sich Ubrigens genauso
bei der Anwesenheit von magnetischen Kréaften. Ebenso kann die Klein— Gordon-
sche Gleichung in diesem Sinn interpretiert werden. Die Schwierigkeiten,
die bei der Diracschen Gleichung auftreten, dirften dagegen in deren Unzuldng-
lichkeit selbst zu suchen sein.

Man darf von einer Modellvorstellung nicht mehr verlangen, als sie ihrem
Wesen nach geben kann. Es wdare unbillig, von einem Anschauungsbild zu
fordern, es sollte neue Wege fir die Behandlung der Mehrteilchenprobleme
weisen. Auch hier bleibt seine Bew&hrung auf den Sektor der Veranschaulichung
beschrankt. Wie man sich leicht Uberzeugt, ist es auf seinem Boden mdglich,
Partikelsysteme im normalen dreidimensionalen Raum zu betrachten. Dadurch
wird allerdings die mathematische Behandlung nicht einfacher — das rech-
nerische Problem bleibt dasselbe, in welchen Parametern man auch rechnet,
und auf eine Transformation in diesen kommt das Stromungsmodell praktisch
heraus.

Auch das Dilemma, das zur statistischen Auffassung der Wellenmechanik
gefuhrt hat, wird durch das Stromungsbild in keiner Weise beriihrt — dieselben
Grunde, die bisher zum Ausweg Uber die Wahrscheinlichkeitsdichte trieben,
tun es auch hier. Es sind — kurz gesagt — die Tatsachen, die gegen eine nach
aussen hin zwar abklingende aber doch beliebig weit endliche Masse und Ladung
sprechen. Es soll auch nachdriicklich daraufhingewiesen werden, dass auch das
statistische Verhalten nur eine Modellvorstellung ist. Mit demselben Recht
kénnte man annehmen, dass Massen- und Dichteverteilung bis ins Unendliche bes-
tellten, dass es jedoch Kontraktionsmechanismen [9] gibt, die das »verschmierte«
Teilchen zwingen, sich mit Uberlichtgeschwindigkeit in einem Punkt zusammen-
zuziehen und dort z. B. als Elektron zu erscheinen. Im Endeffekt kommt beides
auf dasselbe hinaus.

Die Vorteile des Stromungsbildes sind Anschaulichkeit und eine klar zum
Ausdruck kommende Korrespondenz mit dem klassischen Theorem ; das
dussert sich besonders dadurch, dass das Rechnen mit Operatoren vermieden
wird und dass samtliche physikalisch sinnvollen Folgerungen aus der Schré-

6 Acta Physica IVI2
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dingergleicbhimg auch ohne Verwendung von physikalisch bedeutungslosen
komplexen Grdssen gezogen werden kdnnen, wenn auch der Weg Uber diese
meist mathematisch einfacher ist. Man braucht dazu nur statt der Schrédinger-
gleichung die beiden entsprechenden gekoppelten Differentialgleichungen
(Newtonsche Bewegungsgleichung und Kontinuitatsgleichung) zu lésen.

Besonders gute Dienste leistet das Strémungsbild dort, wo es sich darum
handelt, die allgemeinen Prinzipien der klassischen Mechanik auf wellenmecha-
nische Vorgédnge anzuwenden oder zu erweitern. lhre Gultigkeit lasst sich
zwanglos und meist bedeutend einfacher als im gewohnten Formalismus der
Wellenmechanik nachweisen ; dadurch werden die gemeinsamen Grundlagen der
klassischen Mechanik und der Quantenphysik festgelegt, aber auch die Unter-
schiede vergleichbar.

Herrn Prof. Dr. Walter Glaser, der mir seine Methode des Ubergangs
von der klassischen Mechanik zur Wellenmechanik schon vor der Verdéffent-
lichung zugéanglich machte, bin ich daflir zu grossem Dank verpflichtet. Weiter
danke ich Herrn Hellmut W. Hofmann fir wertvolle Anregungen und Dis-
kussionen.
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An improved method is given for the determination of the efficiencies of G. M.-
counters. Special care has been taken to reduce spurious events resulting from cosmic
showers and accidental coincidences. With help of the above method the efficiencies of
G. M.-counters used in the authors’ laboratory has been found in most cases to be
about 99,3%.

In cosmic ray experiments G. M.-counters are used almost exclusively
in coincidence or in anticoincidence arrangements. For such use the actual
number of single discharges of a counter is immaterial; and thus for cosmic ray
work onlythe efficiency ofacounterisofimportance. Efficiency ofa counteris tobe
understood as the probability that it responds when struck by a cosmic ray particle.

Thus, in checking counters before use in cosmic ray experiments, it is
essential to determine their efficiency as function of the applied voltage. If
a counter is highly efficient in a not too narrow voltage interval, it can be
safely used in any counter arrangement.

We constructed for the purpose of checking counters an apparatus
employing the method described by Janossy and Jloc/iesierfl]. We were able to
improve to some extent upon the older technique, greater care being taken
now than previously to eliminate spurious events. Thus the time needed for
checking the efficiency of one counter has been somewhat reduced as compa-
red to the time necessary with the older arrangement.

The principle of the arrangement is as follows. Vertical cosmic ray particles
are registered by means ofj threefold coincidences (1, 2, 3), recorded with the
arrangement consisting of the counters 1, 2, 3 placed vertically above each
other. A gap is provided between the second and third counter for the counter
X under investigation (see Fig. 1, the counter X is marked with a cross).
Counters 1, 2, 3 are chosen in such a way that a particle moving along a straight
line passing through each of them must necessarily pass also through the counter
X ; moreover,| for safety the beam defined by 1, 2, 3 is somewhat narrower
than the counter X. Thus if asingle cosmic ray particle gives rise to a coincidence
(1, 2, 3), then this particle must necessarily traverse also the counter X and
thus each such coincidence (1, 2, 3) should normally be accompanied by the
discharge of the counter X. Thus each coincidence (1, 2, 3) should at the same

6*
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time be a coincidence (1, 2, 3, X), provided the counter X responds to every
particle passing through its sensitive volume.
The above consideration is, however, somewhat oversimplified. Coin-

Fig. 1. Scheme of arrangement for the measurement of counter efficiency

cidences (1, 2, 3) are not only caused by single particles passing through the
three counters, but such coincidences may also be caused by showers of simul-
taneous particles and they may also occur accidentally through the incidence
of unconnected particles upon the counters 1, 2, 3 inside a sufficiently short
interval of time. We may write

N3= N3+ n3, "



ON THE MEASUREMENT OF EFFICIENCY OF G.M.-COUNTEES 175

where N3 denotes the total number of coincidences (1, 2, 3) registered per
unit time, N3 the number of threefold coincidences, each one caused by a single
particle moving along a straight line, n3 the number of threefold coincidences
caused otherwise.

An ideally good counter X would respond to every event N3 and to some
of the events n3. If the counter X responds to a particle passing through it
with a probability

Pp= 1—

then the rate of fourfold coincidences N4 caused by the discharges (1, 2, 3, X)
is given by
N2= (l-a)N3+ n4, )

where n4< n3is the number of events of the type n3 which discharge not only
the counters 1, 2, 3 but also the counter X. Subtracting (2) from (1) we find

N3— iY4d= aN3 -f~-n3— n4.

Neglecting for the moment n3 and n4, we can put as a first approximation
(V3= N3, 3~ @~ 0), thus

n'3> ni4 R )
= say).
N3 Y

The value of B can thus be obtained from the observation of threefold and
fourfold coincidences ; R is rather larger than a, we have namely

R a -\- n3— n4
NO
nevertheless B can be taken as first approximation of the »inefficiency« of the
counter. (The exact inefficiency is given by a.)

The difference 34 = N3 — N4 can be measured by counting separately
the coincidences (1, 2, 3) and the coincidences (1, 2, 3, X). This procedure leads,
however, to very inaccurate results, since the value of the difference is small
compared with the values N3 and 1M themselves. So as to avoid this difficulty
it is convenient to count directly those threefold coincidences which are not
at the same time fourfold coincidences; thus it is convenient to measure the
small difference A34 directly. In other words, it is convenient to register simul-
taneously the coincidences (1, 2, 3) and the anticoincidences (1, 2, 3, — X)j
the rates of these coincidences and anticoincidences give directly the values
of IV3 and A 34, respectively.

Varying the voltage of the counter X, we may measure B as a function
of the voltage applied on the counter as far as we take § as the approximate
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value of the inefficiency, we get thus the desired characteristic of the counter
For too small or too high voltages the counter X does not work satis-
factorily, in both cases a and therefore also R will have appreciable values.
For a good counter there exists a working region where B will not depend appre-
ciably on the applied voltage and thus it can be presumed that in this region
a does not depend either on the applied voltage. The purpose of the test is
to ascertain for each counter, whether such a region exists, and if so, the extent
of this region.
Applying to a given counter two voltages Vx and V2 in succession, we

get, say

N34 o Ald,

movv. IV ey

If Bx~ JS3, we see that the change of voltage from V1to V2 does not affect the
working of the counter and this region jean be regarded as part of the plateau
of the counter.

Since

we have for the statistical error of § caused by the statistical fluctuation of
A34 and N3

dB =R

since N3 A 34, we have approximately

oR
YA A

So as to establish whether there is a significant difference between the values
BRx and R2 obtained at voltages V1 and V2, we have to form

. Bi+ Bi
*Bi-B2=vm 2+ m 2 N @)

Even if the numerical values of 8t and R2 obtained by a measurement differ
only little, it cannot be excluded that they do differ in fact and the difference
is merely covered by fluctuation. Thus a difference of the order of the expression
(3) cannot be excluded. Thus in order to ascertain that the counter X is essen-
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tially insensitive to a change of voltage from Vito V2 one has to measure
for a sufficiently long time so as to make j/ (Bi -f- B-z)ItN3 sufficiently small,
This is necessarily a slow procedure since the error 6 (R2— R2) decreases only
with Jpt. So as to accelerate the process of measurement as much as possible,
jt is important to reduce the background n3 and thus to reduce the value of B.
If we succeed e. g. in reducing the /5-values to half their original values, we
can reduce the time of measurement by a factor 2 without loss of accuracy.

The (5-values can be reduced by reducing n3 and thus n3—ni ; thi®
reduction has not only the advantage of speeding up the measurement, but
the smaller n3, the better B approximates the physically interesting quantity
a itself.

For the sake of illustration we give a numerical example.

X = counter No 300

Y 1000+50 1000+100 1000+150 10004200 Veit*
w - m 49 43 28 41
per 20
minutes
n3 1219 1283 1260 1311

* 1000 V being the starting potential

Here the number of anticoincidences is too high to allow any useful con-
clusion to be drawn from the material. Thus it was necessary to improve
the method and to reduce the events n3. The events n3 are partly caused by
accidental coincidences, partly by air showers. We discuss these events sepa-
rately.

Accidental coincidences
Accidental coincidences may arise chiefly as follows.

(1) Three independent discharges take place in the counters 1, 2, 35
the rate of these events is

= X 1M2M 3712,
where Mv M2 and M3 are the rates of discharges of the three counters and

T= 210~6 sec
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is the resolving time of the coincidence arrangement. Putting Mr ~ M2
f« M3- 10/sec, we find

@’ = 1,2- 10~8/sec = 1,4 X10—520 minutes,

thus the latter effect is altogether negligible. More important but still negligible
is the effect due to particles passing through 1 and 2 but not X, accompanied

Fig. 2. With the help of side counters showers are eliminated.

by an independent discharge of 3, the latter also unaccompanied by a discharge
ofX. The rates are

Mx= (1,2,— X) = 1,22/sec

M2= (3, — X)—4,91/sec,

and the rate of accidentals due to this cause
2tMjM 2= 2,9 « 10—2 per 20 minutes .

Thus we conclude that the effects of accidental coincidences in our arrangement
are negligible.
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Showers

So as to reduce the effects of showers, we surrounded the vertical arran-
gement with a number of side counters S connected all in parallel (see Fig. 2).
The discharges of these counters are fed into the anticoincidence channel and
thus we record anticoincidences

A3i= (1,2,3,— X,—Y9)
and anticoincidences

N3=(1,2 3 —S).

Since a particle passing through 1, 2, 3 cannot possibly reach any of the counters
S, the anticoincidences N 3 contain all those coincidences caused by single part-
icles passing through 1, 2, 3. On the other hand the shield S consisting of 8
counters (see Fig. 2) is so extensive that showers will hardly fail to discharge
at least one of them; thus anticoincidences (1, 2, 3, —S) will hardly contain
showers. In good approximation we may thus assume (compare equ. (1))

N3~ N 3
and
aiVv,,

thus

where B obtained in this way gives a distinctly better approximation for the
value of a (the insensitivity of the counter) than does R.
We give an example of the results obtained with the improved set.

\Y% 1000+50 1000+100 1000+150 1000+200 Volt
1, 2, 3, —X,—Y59) 1 5 6 15

per 20
(1,2,3, —S) 1262 1269 1267 1215 minutes

J 0,0087 0,0039 0,0047 0,0123
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100-
£
>
(&)
c
Q2
S
=
=)
",_>
: ! ! | L
50 (00 (50 200 250 Volt

Oreri/oltage
Fig. 3. Characteristics averaged over 50 counters

Scatter of inefficiency in %

Fig. 4. Comparison of the individual scatter of 50 counters with the statistical fluctuation
of average efficiency
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From the above table we see that ¥ = 50 is somewhat low, ¥ = 200 on the
other hand is rather high for the counter under investigation. Further, comparing
Vx— 100 and V2= 150, we have

Rx— B2 = 0,0008 £ 0,0026 .

Thus allowing for a deviation as much as three times the standard error, the
efficiency of the counter may change as much as 0,86%, although it is likely
that it changes somewhat less.

Since a ™ R, we see that the counter in question shows an efficiency of
at least 99,5% in the region of 100— 150 Volt. The fact that the efficiency of
the counters is less than 100% is partly due to the dead time of the quen-
ching circuit. Here, however, we do not deal with this question.

The apparatus described above is in permanent use in our laboratory,
and counters are rejected if they show less than 99,00% efficiency in a region
of 100 Volt.

So as to ascertain whether or not the efficiencies of individual counters
obtained by our arrangement, scatter more than is to be expected from the
statistical uncertainties of the individual data, we averaged the efficiencies
over 50 counters. The result thus obtained is shown in Fig. 3. It is seen that
for voltages near the middle of the plateau the data scatter around

0,7%

inefficiency. Fig. 4 shows that the scatter is not more than is to be expected
from the fluctuation of the individual data. For larger and smaller voltages,
however, the individual data give a larger scatter, showing that outside the
centre region of the plateau there are systematic differences in the behaviour
of individual counters.

A detailed description of the apparatus and of our results has been given
by us in the Communications of our Institute [2].
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N3MEPEHWE 3®PEKTVBHOCTU CUYETUMKOB MEWIEPA-MIOJIJIEPA

. aHOW MW un . KWW

Pestome

ABTOpamMu 6bl1 COBEPLUEHCTBOBAH MeTO4 U3MepeHUs 3h(heKTUBHOCTU cHeTUMKOB [eli-
repa-Mionnepa. Ocoboe BHWMaHVE YAeNSA0Cb WCKIHYEHWUIO TOXKHBIX MMMY/IbCOB, BbI3BAHHbIX
KOCMWUYECKUMW JIMBHAMW W CAyYainHbIMM  coBnafeHnamu. C MpUMeHEHWeM 3TOro Metoga
3dheKTUBHOCTb cUHeTUMKOB . M., NMpuMeHsieMbIX B nabopaTopumM aBTOPOB, B OOMbLUMHCTBE
C/ly4yaeB COCTBJ/ISET 0K0/10 99,3 MpOLEHTOB.
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BRIEF REPORTS — KURZE MITTEILUNGEN

AN ASYMPTOTICAL METHOD FOR THE CALCULATION
OF EIGENFUNCTIONS
By
J. 1. HORVATH
DEPARTMENT OF THEORETICAL PHYSICS, UNIVERSITY OF SZEGED, SZEGED
(Received 8. VI. 1954))

Some months ago a variational method was reported by L. G. Bieden-
harn and J.M. Blatt for the calculation of eigenfunctions [1].Their investigations
may be deemed to be of great interest because in the case of approximative
solutions of the wave equation of the quantum mechanical many-body problems
it would be necessary, time after time, to calculate the eigenfunctions in the same
order of approximation as the eigenvalues themselves. It is namely well known
that by applying the usual perturbation methods in an approximation of first
order the eigenvalues can be determined on the basis of the knowledge of the
eigenfunctions in zero order. However, in practice the calculation of the eigen-
functions in first order is a very difficult problem for which the knowledge of
the spectrum of the Hamiltonian in zero order is needed.

The variational method, which is a very useful and simple approximative
method for the calculation of the eigenvalues, gives for example in the case
of eigenfunctions a very bad approximation [3] and what is more, it may also
occur that the sequence of the approximate functions does not converge towards
the correct eigenfunction even if the sequence of the corresponding approxi-
mate eigenvalues converges very well towards the correct eigenvalue [2].

Hence it would be a very interesting and important problem to carryout
the programme proposed in the paper of Biedenharn and Blatt. Their proposition
seems to be very fundamental and useful, but the formulation of their method, as
it is given in the paper mentioned, is not successful and is disputable from
some points of view. In the following | shall not criticize the paper in detail,
but | should like to formulate their method in a more acceptable manner and
to supplement it with some further remarks.

Consider the eigenvalue problem

H> = Xp,
where H is the Hamiltonian of the system considered. Let the eigenvalues
of H be Av A, ... and the corresponding eigenfunctions yv .... Let us

assume that H has a discrete spectrum ; the formulation of the results does
not cause any difficulties in the general case. The set of eigenfunctions {yuJ is
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then an orthonormal and complete set of functions yn in the usual way :
(Vk, Vi) = 8ki; (Vk, Hy),) = Xyokl.

Let us now suppose that an arbitrary complete-orthonormal set of func-
tions &y, d2, ... is given and, furthermore, that the functions of the set ® =

= {Vu} can be deduced from the set p= {yn} by an infinitesimal trans-
formation Q as follows :

@
Pk — VK + g 4kivi l

where the squares and the products of the components of the matrix Q are
negligible in second order.
Equation (1) can also he written in the form

®=(1+ Q)y, (N
and
y=(I+Q)i0=0—Q0+ O(Q2, (2)

respectively.
The set of functions { ®n J was supposed to be an orthonormal one

so that

(@, D,)=( [Vk + Zliki Vi], Vi + 12_1 Pij Vi]) = (VK VK) + (Vi,__Zl'Lin Vi) +
_ 2 £

i=

+ (2 4kivive) + "N 4kiVi 2 qij Vi) — (Vk, Vi) + + 0(Q9;
y'=I 7=1 7=1

consequently

therefore

0+ = <M 3)
Using these results it can be deduced elementarily that

d,, HPK
47 ( ) D

U+i=] €0, — WK

Vk = K +oT, 4

where
Qpk,HPK) =a>k+ O T ,

assuming that the operators H and Q are commutative.
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The formulation of the method given by Biedenharn and Blatt diverges
from the one mentioned above in two points. First of all they use a finite set
of functions ; secondly our equation (1') is given in their paper as

Pk= 1+ (2 \Bkn

VAN N
It is easily seen that using two finite sets of functions ® and y>, it cannot

he taken for granted that the conditions made above can be fulfilled.

Our result (4) — as Biedenharn and Blatt also remark — seems to be
very similar to the familiar formula of the ordinary perturbation theory.
Nevertheless our point of view is different. In the case of the ordinary pertur-
bation theory the trial Hamiltonian is reduced — often in an arbitrary way —
as follows :

H= HO+ w,

where W is the operator of the perturbation. Then, in the formula for yqg, which
is formally the same as our equation (4), we have in the denominator instead
of the «’s the eigenvalues and instead of our trial functions ®n the exact eigen-
functions of the Hamiltonian H. Biedenharn and Blatt’s method, on the other
hand, has the advantage that the Hamiltonian of the system need not be redu-
ced for the calculation of the approximate eigenfunctions in first order.

Of course, it is well known that in the case of any complete-orthonormal
set of functions there exists a linear and self-adjoint operator L, the eigen-
functions of which are the given functions ®n ; consequently the corresponding
»operator of perturbation« W’ = H — L can be defined ; the circumstance
that this reduction of the Hamiltonian is not based on any physical considera-
tions has often considerable advantages.

In the paper of Biedenharn and Blatt the generalizations of the results
discussed above are also given for a non-orthogonal set of the trial functions
{®n} and also for the degenerate case of the eigenvalue problems. In our case
such a generalization does not present any new problem, hence these cases
are not discussed in detail.

Finally, we should like to propose a procedure for the construction of the
trial set of functions {®n} e« This construction has no importance from the
point of view of the method discussed, neither is it given in the cited paper
of Biedenharn and Blatt. Nevertheless, it seems desirable to give the method
of the construction using the variational method.

Let us take as starting-point of our method, a suitable function ®\ which
contains some variational parameters and determire the parameters in such
a manner that nq = (®j, H®\) should be minimal. In the second step wr use
a second function @2, which contains some variational parameters and deter-
mine the parameters of ®2, so that on the one hand co2 = (®2, H®2) should
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be minimal and on the other ®2 should be orthogonal to ®\, etc. Thus by
normalization of the functions ®k we obtain a suitable trial set of functions
{ ®k} and our quantities (okgive the first approximation of the eigenvalues

The applicability of the method depends on the rapidity of the conver-
gence of the series in equation (4).
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ERWEITERUNG DER HARTREE—FOCKSCHEN
GLEICHUNGEN DURCH DIE KORRELATION
DER ELEKTRONEN

Von

P. GOMBAS

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(Eingegangen : 10. 1X. 1954)

Ein Mangel der Hartree-Fockschen Methode des self-consistent field ist
das Fehlen des Korrelation-Anteils der Elektronen. Mit dem zuerst von Wigner[l]
und spater von Macke[2] hergeleiteten Ausdruck der Korrelationsenergie
eines Elektronengases freier Elektronen kénnte man — wenn die Abhéangigkeit
der Korrelationswechselwirkung vom Quantenzustand, d. h. vom Impulsvektor
der Elektronen in einer brauchbaren analytischen Form dargestellt werden
kénnte — ganz ahnlich wie dies S/ater[3] fur die Austauschwechselwirkung der
Elektronen getan hat, die Korrelationswechselwirkung der Elektronen durch ein
mittleres Potential darstellen, indem man das Korrelationspotential oder die
Korrelationsenergie zwischen zwei herausgegriffenen Elektronen Uber alle
madglichen Elektronenzustdnde eines Elektrons hinwegmittelt.

Von Macke wurde zwar die Abhé&ngigkeit der Korrelationsenergie vom
Impulsvektor der freien Elektronen in analytischer Form angegeben, doch ist
der Ausdruck sehr kompliziert, so dass die Mittelung zu mathematischen
Schwierigkeiten fuhren wirde, oder aber misste man Vernachldssigungen
vornehmen, durch die das Resultat voraussichtlich stark beeinflusst wirde.

In einem Fall und zwar fir ein Valenzelektron in einem Atom, das sich
ausserhalb eines Rumpfes mit abgeschlossenen Elektronenschalen befindet,
lasst sich jedoch das Korrelationspotential einfach angeben. Man kann dann
folgendermassen verfahren.

Man behandelt den Atomrumpf statistisch und beschreibt diesen als ein
einfach geladenes positives lon mit der Elektronendichte Q Im neutralen Atom
ist nun zum Atomrumpf das wellenmechanisch behandelte Valenzelektron mit
der Dichte 6o—ipy)* hinzuzufiigen, wo ip die Eigenfunktion des wellenmechanisch
behandelten Valenzelektrons und y>* deren konjugiert Komplexe bezeichnet.
Die gesamte Elektronendichte im Atom wird also q' = g -f- 0Q Fiir die durch
die Hinzufiigung des Valenzelektrons entstehende Anderung der Korrelations-
energie E wergibt sich durch eine Reihenentwicklung nach der kleinen Grosse
6o und Vernachlassigung der Glieder, die von zweiter und hoéherer Ordnung
klein sind

7 Acta Physica 1V/2.
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wo W die Dichte der Korrelationsenergie bezeichnet. Hieraus erhélt man fur
das Korrelationspotential in Bezug auf das Yalenzelektron, d. h. das Elektron
mit der héchstmdglichen Energie

v 1 aw 5
w e a0 (4)
Fir W wurde von Wigner[4] der Ausdruck
«j e0l3
(3)
B113+ €2
mit
£
al1= 0,05647 und aa= 0,1216— 4)

hergeleitet, wo e die positive Elementarladung und o0 den ersten Bohrschen
W asserstoffradius bezeichnet. Mit diesem Ausdruck ergibt sich fur das Korre-
ationspotential aus (2)

+ «\/» . (5)
evs + «2 3 (13 + «22

Durch Heranziehen des Korrelationspotentials in den Hartree-Fockschen

Gleichungen des self-consistent field fir ein Yalenzelektron in einem Atom lasst

sich eine Uber diese Gleichungen hinausgehende N&herung erzielen. Da die

Korrelationskorrektion klein ist, kann man die Korrelationskorrektion € der

Hartree-Fockschen Energieterme durch die wellenmechanische Formel fir die
Stérungsenergie erster Ordnung

e= — jVwem>*dv

bestimmen.

Auf diese Weise haben wir die Korrelationskorretion der Grundterme des
Yalenzelektrons in Alkaliatomen abgeschédtzt und erhielten Energien von
etwa — 0,2 e-Volt, die die richtige Grdssenordnung haben.
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FUR DIE BAUINDUSTRIE, BUDAPEST

(Eingegangen: 25. VI. 1954)

An pordsen Kdorpern — so an gewissen Porzellanen, Fayencen, keramischen Materi-
alien — wachsen nach Aufsaugung der NaCl-Losung nadelférmige und wollartige NaCl-
Kristalle. Steht der Probekdrper sehr lange Zeit (mehr als 2 Jahre) an freier Luft, so entstehen
an gewissen Stellen Aufquellungen, Abbréckelungen und Spriinge. Diese Zerstérung des Probe-
kdérpers kann durch die Entstehung von Kristallen erklart werden, die in den Porenrdumen
zu wachsen beginnen. Es wird auch auf die Bedeutung dieser Erscheinung bei der zeitlichen
Verwitterung der Baumaterialien (Ziegel, Steine, Zemente) hingewiesen.

1. Am |. Kongress der Ungarischen Physiker im August 1953 berichtete
der Verfasser uber die kiunstliche Zichtung von nadelférmigen und wollartigen
NaCl-Kristallen. Diese Zichtungsversuche sind seit mehreren Jahren im Gange,
und es wurden verschiedene Materialien ausprobiert, ehe es gelang, die heutige
sog. Massenproduktion zu erreichen. Der Ausdruck »Massenproduktion« wird
hier deshalb gebraucht, weil es sehr schwierig ist, mit Nadelkristallen zu arbeiten,
deren Dickenabmessungen in einen Bereich von 1—10 [[ifallen, und weil geniigend
Kristallmaterial zur Verfigung stehen muss, wenn man vermeiden will, dass
die wahrend des Versuches auftretenden Briche usw. eine Verzdgerung der
Arbeit liervorrufen.

Im nachstehenden soll — gleichsam als Nebenergebnis —e Uber gewisse
Zerstdérungs- bzw. Zerbrockelungserscheinungen berichtet werden, die auf dem
als Grundmaterial dienenden pordsen Stoff auftreten. Diese Beobachtungen
bilden auch eine Erweiterung des auf dem Kongress gehaltenen Berichtes in
eine andere Richtung. Es wurde namlich angenommen, dass das Kristallwachs-
tum nur an der Oberflache eines pordsen Stoffes vor sich gehen kann, da die
Losung dort zu verdunsten vermag. Eingehende Beobachtungen ergaben jedoch,
dass der Verdunstungsprozess etwas komplizierter ist, als urspringlich ange-
nommen wurde.

2. Die bei diesen Versuchen gemachten Beobachtungen sind folgende :
es wurde in einen Fayenceteller gesattigte Kochsalzlésung gegossen und unge-
fahr 24 Stunden im Teller stehen gelassen, worauf der Teller mit einem Tuch
getrocknet wurde. Auf der Innenseite des Tellers begannen nach einigen Monaten
die normalen wollartigen Kristalle zu wachsen. Nach zwei Jahren — wé&hrend
denen der Teller stdndig in trockener Zimmerluft gehalten wurde — zeigten
sich jedoch an seiner Oberflache gréssere Erhabenheiten bzw. Aufquellungen.

1 Acta Physica 1V/3.
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Ein solcher Fall ist in Abb. 1 zu sehen. Abb. I/a zeigt den ganzen Teller, am
Rande an einigen Stellen mit den Kristallbtiindeln, die selbst nach zeitweiligem
Abbrechen seit zwei Jahren ein standiges Wachstum aufweisen. Am Boden des
Tellers ist eine Flache von der Grosse einer 1-Forint-Minze aufgequollen,

Abb. 1. Fayenceteller mit aufgequollenem Teil, a) Rand des Tellers mit Kristallhaufen,
in der Mitte ein aufgequollener Teil, b) Aufgequollener Teil in starkerer Vergrdsserung,
neben der grdssten Erhebung noch ein kleinerer Teil ausgebrochen.

daneben sind an zwei kleineren Teilen und auch an anderen Stellen des Tellers

ausgesprochene Erhebungen zu sehen. Am Teller ist auch ein Sprung entstanden,
der erst in der letzten Zeit festgestellt werden konnte.

Diese Sprung- bzw. Spalterscheinungen durften auf die sich im Inneren
der Fayence bildenden Kristalle zurickzufuhren sein.

Auf welche Weise kénnen im Inneren der Fayence Kristalle wachsen?
Hier sind allerkleinste Offnungen vorhanden, deren Abmessungen wahrschein-
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lich in einer Griossenordnung von 1 # bis 0,1 x und vielleicht sogar bis 0,01 u
liegen. Wenn eine als kreisformig angenommene Offnung 0,01 p gross ist,
d. h. einen Durchmesser von 100 A aufweist, dann steht den Wassermolekiilen
noch immer reichlich Raum zur Verfiigung. Setzt man also an der Wand der
inneren Poren eine adsorbierte Fliissigkeitsschicht von der Dicke eines oder
mehrerer Molekiile voraus, so ist iiber dieser Schicht ein freier Raum von etwa
100 Molekiile Héhe zur Verdunstung der Wassermolekiile vorhanden. Dieser
Raum fullt sich mit gesittigtem Wasserdampf, wobei die Salzionen an der
Seitenwand der Poren eine Flichenwanderung ausfithren kénnen. Obwohl
besonders zu betonen ist — was auch bereits im Vortrag auf dem Kongress
kurz gestreift wurde —, dass die Angaben der adsorbierten Schicht (Ionen-
konzentration, Dampfdruck) andere sind als die fiir die gesittigte NaCl-Losung
geltenden betreffenden Angaben, so unterliegt es keinem Zweifel, dass sich
bei Ubersittigung der adsorbierten Schicht die Ionen aus ihr in Form von
Kristallen ausscheiden. Es besteht somit keinerlei Hindernis, dass Kristalle
auch in solchen Poren wachsen.

Dieser Prozess nimmt natiirlich eine lange Zeit vom Versuchsbeginn an
gerechnet, d.h. vom Bedecken der Fayence mit Salzlosung, in Anspruch.
Wahrscheinlich fiillt sich am Anfang ein Teil der Poren vollstindig mit Losung
an, wihrend in einem anderen Teil von ihnen Lufteinschliisse zuriickbleiben,
weil gewisse Teile infolge der in die iibrigen Poren auf Grund der Kapillaritiit
eindringenden Fliissigkeit abgesperrt werden.

Nach Ansetzen des Versuches wurde — wie bereits erwihnt — der Fayence-
teller mit einem Tuch abgetrocknet. Von diesem Zeitpunkt an beginnt in den
Poren eine iiberaus verwickelte Bewegung der Fliissigkeit und ihres Dampfes.
Es ist offenbar, dass sich infolge der Oberflichenwanderung auch an den Wiinden
der leeren Poren eine adsorbierte Schicht ausbildet. Infolge der Temperatur-
inderung treten Volumverinderungen auf, was gleichfalls die Bewegung der
Flissigkeit und des Dampfes in den Poren fordert. Die Temperaturinderungen
bewirken eine Verinderung der Dampfspannung und zugleich damit auch der
Dampfdichte : es setzt also ein Spiel von Verdunstung und Niederschlag ein.
Auch die Verinderung des Aussenluftdruckes spielt eine Rolle, indem sie eben-
falls die Bewegung der Fliissigkeit und des Dampfes auslost. Alle diese Prozesse
haben zur Folge, dass sich der Ort und die Konzentration der Gesamtheit
der Tonen verindern.

Nach all dem ist es also offenkundig, dass die Wassermolekiile an den
freien Enden der Poren — gleichgiiltig ob sich der Fayence-Probekorper in
einer feuchten oder trockenen Umgebung befindet* — aus dem Porensystem
austreten, wiithrend die zu ihnen gehsrenden Ionen dort bleiben. In den bisherigen
Versuchen wurden nur jene Ionen untersucht, die sich an der Oberfliche des

* Ausfiihrlicher s.: Z. Gyulai: Magyar Fizikai Folyéirat, 2. 1954. 371—391.
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Probekdrpers in Form von nadelfdrmigen, geraden oder wollartigen, krummen
Kristallen ausgeschieden hatten.

Es ist offenbar, dass diese an der Oberflache ausgeschiedene Substanz
die Mehrzahl der vom Probekdérper aufgenommenen Salzionen darstellt. Die
jetzt geschilderte neue Erscheinung beweist jedoch, dass sich im Inneren der
Poren auch noch ein anderer Vorgang abspielt. Dieser andere Vorgang besteht
darin, dass auch im Inneren der Poren, wenn sich ein grosser Teil der Ld&sung
von dort entfernt hat, eine Kristallisation erfolgen kann.

Dieses Stadium der Kristallisation kann man sich folgendermassen vor-
stellen : es sei angenommen, dass sich ein so grosser Teil der Losung entfernt

Abb. 2. Unterteil des in Abb. 1 gezeigten Fayencetellers mit einer Reihe kleiner Spriinge.

hat, dass sich an den Innenwanden samtlicher Poren eine adsorbierte Schicht
von einer Dicke von nur wenigen Molekilen befindet. Man hat es also in diesem
Falle — wie bereits oben erwahnt — mit leeren Rdhrchen zu tun, in denen
die Losung nur in Form einer dinnen, an der Wand adsorbierten Schicht vor-
handen ist. Das Rd&hrensystem der Poren stellt ein grosses Labyrinth dar,
das vielerlei Verbindungen mit der Aussenluft besitzt. Es kann somit Stellen
geben, wo im Inneren der Poren eine starke Verdunstung einsetzt, weil von
dem betreffenden Punkt ein kurzer Weg an die Oberflache bzw. ins Freie fuhrt.
Es konnen sich aber an einzelnen Stellen im Inneren des Probekdrpers auch
grossere Hohlrdume befinden, von denen ein ganzes Porensystem ausgeht, das
seine ins Freie fihrenden Kandéle besitzt. An solchen Stellen kann also eine
intensivere Verdunstung auftreten und als deren Folge das Wachstum einzelner
Kristalle einsetzen, was schliesslich zum Aufquellen eines Teiles des Probe-
kdrpers fuhrt. Die Tatsache, dass es Stellen im Inneren gibt, wo solche grdssere
Hohlrdume vorhanden sind, wird durch das System von Aufquellungen ange-
zeigt, dass dieser Tage an der Unterseite des in Rede stehenden Fayencetellers
enstanden ist. Die in Abb. 2 sichtbaren Aufquellungen sind regelmdassig am
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Rand der Unterseite des Tellers angeordnet, hdngen also mit der Herstellung
des Tellers zusammen. Bei der Herstellung des Tellers durfte sich ndmlich ein
Hohlraumsystem gebildet haben, vermutlich dadurch, dass eine im urspringlichen
Material befindliche Luftblase zu vielen kleinen Blaschen zerquetscht wurde.

Die geschilderten Aufquellungen zeigen in augenfalliger Weise, dass sich
im pordsen Stoff, wenn er einmal mit Ldsung angefillt wurde, eine lange Zeit
hindurch Prozesse abspielen, die auch mit einem bedeutenden Stofftransport
und einer Verdnderung der Innenstruktur einhergehen. Vielleicht darf man
hierzu noch bemerken, dass diese Prozesse, die sich an den Porenwéanden des

Abb. 3. Feuerfestes Rohr mit Kristallen und Spuren von Ausbréckelung.

pordsen Stoffes abspielen, niemals zum Stillstand kommen, da an den pordésen
Wanden stets aus der Luft adsorbierbares Wasser zur Verfigung steht, das

infolge der Temperatur- und Luftdruckverdnderungen — unabhé&ngig von der
niemals stillstehenden Warmebewegung — stdndig in Bewegung gehalten wird.
3. Die hier geschilderte Erscheinung tritt nicht nur bei Fayence

sondern wahrscheinlich bei jedem pordsen Material. Im nachstehenden werden auf
einigen Lichtbildern Beispiele hierfir auf verschiedenen pordsen Stoffen gezeigt.

Abb. 3 zeigt ein feuerfestes Rohr, auf dem wollartige NaCl-Kristalle
sichtbar sind und sich das Material im Stadium eines ziemlich fortgeschrittenen
Verfalles befindet. Bei Versuchsbeginn bildete die obere Offnung des senkrecht
aufgestellten Rohres einen regelméssigen Kreis, doch sind jetzt dort infolge
der Abbroéckelung ziemlich grosse Sticke ausgebrochen. An der Seite des
Zylinders sind unterhalb der Kristalle auch die starke Schatten werfenden
Vertiefungen zu sehen.

In Abb. 4 wird ein gewdhnlicher Blumentopf gezeigt. Nach nicht langer
Zeit brachen aus dem Topf grosse Sticke aus und traten, wie aus Abb. 4 a

auf,
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ersichtlich, betrachtliche Springe auf. Neben den auf dem Probekdrper befind-
lichen Kristallen ist ebenfalls die aufgerauhte Oberflache des Yasenkdrpers
zu sehen.

In Abb. 5 wird eine kleine emaillierte Blumenvase bzw. eine kleine Schale
vorgefiihrt. Auch diese Gefésse bestehen aus grobkdérnigem Material, wie es von
den Topfern auf dem Dorfe zur Herstellung von billigen Gebrauchsgegenstdnden

Abb. 4. Gewdhnlicher Blumentopf mit Spuren von Aufquellungen und Spriingen.

benutzt wird. Am Rande der Schale ist gut ersichtlich, wie sich ein grosser
Teil zusammen mit der Glasur in die Hohe gehoben hat.

In Abb. 6 ist ein Tiegel aus Aluminiumoxyd zu sehen, der eigens flr unser
Institut zum Schmelzen und Zichten von Alkalihalogenidkristallen angefertigt
wurde. Indessen konnten die Tiegel nicht fir diesen Zweck verwendetwerden,
da ihr Porendurchmesser so gross war, dass das geschmolzene NaCl oder andere
Salze aus ihnen ausflossen. So wurden einige noch unbenutzte Tiegel zur Zlichtung
von Nadelkristallen erprobt. (Wir mussten ndmlich systematisch porése Materia-
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lien suchen und an solchen, von der Industrie erhéltlichen Gegenstdnden Proben
vornehmen.) In Abb. 6/a sind die Salzkristalle sowie die Aufquellungen und
einige Locher zu sehen. Abb. 6/b zeigt einen Tiegel, von dem das Salz abge-
waschen wurde, damit die Verletzungen des Probekdrpers gut sichtbar werden.
Hier ist erkennbar, dass die fehlenden Teile so aussehen, als ob sie von unten

Abb. 5. Grunglasierte Schale mit einem aufgequollenen Teil.

her von einem einzigen Punkt aus ausgebrochen worden waren. Abb. 6/c zeigt
einen kleineren Oberflachenteil mit den Salzkristallen und den Spriingen in einer
starkeren Vergrdsserung. Aus allen diesen Bildern geht hervor, dass auch die
an der Oberflache enstandenen Salzbliiten einzelne zentrale Rosetten bilden,
wodurch sie anzeigen, dass an einigen Punkten der Stoffnachschub grdsser ist.

Ahnliche Beobachtungen konnten auch an Bimsstein gemacht werden.
Auch hier riefen die Salzkristalle Ausbréckelungen hervor.

4. Die zerstdrende und verwitternde Wirkung des gefrierenden Wassers
in der Natur ist bekannt. Hier handelt es sich also darum, dass diese Erscheinung
auch bei anderen Stoffen, u. zw. bei der Auskristallisation von geldsten Substan-
zen auftritt, und es unterliegt keinem Zweifel, dass dies in der Natur hé&ufig
vorkommt.

Anlésslich eines Besuches in unserem Institut dusserte Prof. J. D. Bernal
(London) die Meinung, dass die hier mitgeteilten Beobachtungen eine Erklédrung
fur die allméhliche Verwitterung und Zerbrdckelung der Baumaterialien bieten.
Er flgte noch hinzu, dass man auf Grund systematischer Untersuchungen
hoffen kdnne, eine Methode zur Verhinderung dieser zerstérender Wirkung
zu finden, was von grosser praktischer Bedeutung wére. Es scheint, dass man
nach der Erforschung der Einzelheiten des in den Materialien vorkommenden
Kristallwachstums auch daran denken kann, entsprechende Methoden eben zur
Verhinderung der Ausbildung von zerstérenden Kristallen auszuarbeiten. Fir diese
Anregung sei auch an dieser Stelle Prof. Bernal der beste Dank ausgesprochen.
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©)

Abb. 6. Tiegel aus Aluminiumoxyd: a) mit Kristallen und Spriingen, b) dasselbe nach Abwaschen
der Kristalle, c) ein Teil davon vergrdssert.

Bei den hier beschriebenen Versuchen waren Adjunkt F. Fathy und
Laborantin K. Kuch behilflich. Die Kosten der Versuche wurden von der
Ungarischen Akademie der Wissenschaften getragen.

PA3PYLIAIOWEE [AEWCTBUE PACTYLLMX KPUCTAINTOB
B TMOPNCTbIX MATEPUAAX

3. AbKOJTAU
Pestome

B nopucTbIX MaTepuanax, Kak Hanpumep gapgop, (asHc 1 Kepamuyeckre matepuasbl
nocne BnuUTbIBaHWs pacTBopa NaCl BblpalMBalOTC UrofbuaTble M LIEPCTSAHO-BO/IOKHUCTbIE
KpucTannutbl. Ecnu o6pasel, 4onro (2 roga) CTOUT Ha CBOGOAHOM BO3[yXe, TO B HEKOTOPbIX
MecTax 06pasyloTcsl pasbyxaHusi, OCbiMaHWsi, a TakKXe paspbiBbl.

3710 paspylueHme 06pasua MOXHO O6bACHWTL PaCTYLMMKM KpuUCTanaMTamu B nopax
MmaTepuana. ABTOP YKasblBaeT Ha TO, YTO 3TO SIB/IEHWE WrpaeT Pofib B W3HOCE CTPOMTENbHbIX
maTtepuanoB (KMpNu4a, KamHsi, LEeMeHTa).
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FUR DIE BAUINDUSTRIE, BUDAPEST

(Vorgelegt von Z. Gyulai. — Eingegangen : 25. VI. 1954)

1. Es wurde der Rekristallisationsmechanismus von NaCl-Pastillen mikroskopisch
untersucht.

2. Es bilden sich verhdltnisméssig grosse und gut reflektierende Kristalle, deren Flachen
eine feinere Struktur aufweisen.

3. Versuche zur Deutung der beobachteten Feinstruktur wurden unternommen.

4. Die Frage der Korngrenzen wurde kurz besprochen.

In einer friheren Arbeit wurde Uber Rekristallisationsversuche an NaCl-
Pastillen, die aus feinem NaCl-Pulver unter hohem Druck hergestellt wurden,
berichtet [1]. Es konnten Erholungserscheinungen auf elektrischem und
optischem Wege ausgemessen werden, ferner wurden mikroskopische Korn-
zéhlungen vorgenommen. Es zeigte sich, dass das durchschnittliche Mass der
Rekristallisation vom angewandten Pressdruck und von der Presstemperatur
abhéngt. Es wurde festgestellt, dass schon eine kurze Pressdauer (die Herstellung
der Pastillen dauerte 60 Sekunden) zu einem bedeutenden Kristallwachstum
fuhrt. H6here Presstemperatur beginstigt den Vorgang. Diese Untersuchungen
wurden fortgesetzt. Vom Standpunkt des Kristallwachstummechanismus erhebt
sich nun die Frage, aufwelche Weise die vielen verschieden orientierten einzelnen
Kristalle zu einem einzigen grdsseren zusammenwachsen.

1. Wenn man nun das Kristallwachstum aus der festen Phase untersucht,
so ist die Tatsache zu berlcksichtigen, dass sich bei der Rekristallisation die
Wachstumsumstdnde anders gestalten als beim Wachstum aus der L&sung, der
Schmelze oder der Dampfphase. Im letzteren Falle wird der wachsende Kristall
von freien, sehr beweglichen lonen oder lonenpaaren umgeben, im Falle der
Rekristallisation geht man hingegen von einem Kristallhaufen aus, in dem die
lonendichte anndhernd dieselbe ist wie beim Einkristall. Der schnelle Verlauf
des Kristallwachstums hei den Pastillen ist nun dadurch erklarbar, dass die
lonen hier in entsprechender Dichte vorhanden sind, und die einzelnen lonen
sich nur einige lonenentfernungen zu verricken brauchen, damit die notwendige
geometrische Ordnung hergestellt wird.

Das Ausgansgmaterial wurde ebenso behandelt, wie friiher. Das im Achat-
morser zerriebene NaCl-Pulver wurde in einem Druckbereich von 1000—20 000
kg/cm?2 mit einer Presstemperatur von 20—750 °C zu Pastillen gepresst. Die
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Abb. 1. Flachen rekristallisierter Einkristalle an frisch gespalteten Pastillenoberflachen,
la. Pastille Nr. 26. Pressdruck 3000 kg/cm2 Presstemperatur 750° C 200x.
2b. Pastille Nr. 27. Pressdruck 5000 kg/cm2 Presstemperatur 750° C 200x.
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fertigen Pastillen wurden auf dreierlei Weise untersucht. Auf den Pastillen-
oberflachen wurden gut reflektierende Flachen beobachtet. Wenn diese Fléchen
mit Oberflachen frisch gespalteter Einkristalle verglichen werden, sieht man,
dass die gut reflektierenden Flachen rekristallisierte Einkristalle in der Pastille
sind [2]. Daflr sprechen jene feinen Linien, die nur bei Einkristallen beob-
achtet werden kénnen. Abb. la und Ib zeigen solche Flachen, die bei jedem
Druck, und bei jeder Presstemperatur zu beobachten sind. Bei Anwendung
héheren Druckes und hdéherer Presstemperatur nimmt jedoch die Zahl und der

Abb. 2. Pastille Nr. 20. Flache eines rekristallisierten Einkristalles an einer frisch gespalteten
Pastilenoherflache. Pressdruck 3000 kg/cm2, Temperatur 300° C 800x.

Umfang dieser Flachen zu, dabei werden die rekristallisierten Kdrner nicht nur
grosser, sondern es bilden sich auch bessere Kristalle, hierbei spielt die Press-
temperatur eine wichtige Rolle. Abb. 2 zeigt die Flache eines rekristallisierten
Kristalls aus einer Pastille, die mit 300° C und 3000 kg/cm2 Druck hergestellt
wurde. Die Flache ist nicht so gut wie die Flache auf Abb- la oder Ib. Hingegen
zeigt Abb. 3 einen grossen Kristall, der bei einer Presstemperatur von 750° C
mit 6000 kg/cm2 Druck hergestellt wurde.

Zur Untersuchung der Korngrenzen wurden die Pastillen nach dem
Spalten poliert, dann in 94%-en Alkohol geédtzt. Abb. 4 (4a und 4b) zeigt zwei
Pastillenflachen, die poliert und dann geé&tzt wurden. Diese Behandlung brachte
die Korngrenzen, d. h. die Konturen der rekristallisierten Einkristalle gut
zum Vorschein. Es ist bermerkenswert, dass die einzelnen Kristallite der Pastille,
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die mit 3000 kg/cm?2 und 20° C gepresst wurden viel kleiner sind (Abb. 4a)
als die Kristalle jener Pastille (4b), die mit 10 000 kg/cm2 und 100° C her-
gestellt wurde.

2. Zu den weiteren Untersuchungen wurden die Spaltflachen der Pastillen

gleich nach dem Spalten in 94%-en Alkohol gedtzt. Nach einer solchen Behand-
lung zeigen die urspringlich strukturlosen Kristallflichen in der Pastille eine
feine Struktur (Abb. 5, 6, 7, 8). Zur Herstellung der diesbezliglichen Mikro-
photographien ist zu erw&hnen, dass die Spaltflaichen der Proben nur selten

Abb. 3. Pastille Nr. 29. Rekristallisierter Kristallit nach einstindigem Pressen. Der Kristall
wurde aus der Pastille herausgebrochen. Pressdruck 6000 kg/cm2, Presstemperatur 750° C 65x.

ganz eben waren, daher konnte immer nur ein Teil der beobachteten Pastillen-
oberflachen scharf eingestellt werden. Die abgebildeten Flachen sahen urspring-
lich vor der Atzbehandlung ganz so aus wie jene, die in den Abb. la und Ib
wiedergegeben sind. Dass es sich hierbei um Einkristalle handelt, ist durch das ein-
heitliche Reflektieren der Flachen erkennbar. Nach der Atzbehandlung zeigen
diese Flachen feine Atzfiguren, welche die feinen Verschiedenartigkeiten in der
Struktur der Oberflichen zum Vorschein bringen. Die Atzfiguren bestehen aus
kleineren und grosseren quadratischen Flachen, deren Diagonallinien scharf
hervortreten. Die quadratischen Flachen sind zueinander parallel gelagert ;
also sowohl die Seitenldngen wie die Diagonallinien sind zueinander parallel.
Die ganze Flache eines Einkristalls ist mit diesen einheitlich gelagerten quadra-
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Abb. 4. Polierte und gedtzte Pastillenoberflachen.
4a. Pastille Nr. 23. Pressdruck 3000 kg/cm2, Presstemperatur 20° C 200x.
4b. Pastille Nr. 24. Pressdruck 10,000 kg/cm2, Presstemperatur 100° C 200x.

201
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tischen Figuren bedeckt. In den photographischen Aufnahmen (z. B. in Abb. 5a)
sieht man neben einigen scharf hervortretenden Quadraten teilweise ver-
schwommene Linien, die wegen Unebenheiten der Fldche nicht scharf hervor-
treten, und die ahnen lassen, dass die ganze Flache diese feine Struktur enthélt.

Abb. 5a. Pastille Nr. 25. Oberfliche eines neu gebildeten Kristalls nach Atzung der Pastillen-
oberflache. Die Feinstruktur wird sichtbar, es zeigen sich Wurfelflichen mit Querstreifen
und Konturen eines Netzssystems. Pressdruck 3000 kg/cm2, Presstemperatur 700° C 480 X.

Abb. 5b. Zeichnerische Abbildung der Aufnahme 5a zur richtigen Orientierung.
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In Abb. 5b, die die in Abb. 5a wiedergegebene mikroskopische Beobachtung
zeichnerisch darstellt, wurden diese nicht allzu dominierenden Linien hervor-
gehoben. Eine dhnliche Struktur zeigt Abb. 6a und die dazu gehdrende Zeichnung
Abb. 6b. Abb. 7 und 8 zeigen Einkristalle, die dieselbe Struktur aufweisen.

Abb. 6a. Pastille Nr. 42. Weiteres Beispiel der Feinstruktur der neugebildeten Kristallite. Das

Bild zeigt einen Flachenteil eines rekristallisierten Einkristalls in der Pastille. Neben den scharf

eingestellten Konturen sieht man weitere Konturen dhnlicher Form. Pressdruck 5000 kg/cm2
Presstemperatur 750° C 780x.

Abb. 6b. Zeichnerische Abbildung der Aufnahme 6a zur richtigen Orientierung.
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Die besprochenen Abbildungen sind &hnlich einer von Gyulai beobachteten
Wachstumsfigur [3], die in Abb. 9 wieder abgedruckt ist. Diese Wachstums-
figur stellt die Ausbildung eines Kristallskeletts dar, das aus einer Ldsung bei
sehr raschem Wachsen enstanden ist. Das Wachsen begann am Rande des
Tropfens. Man sieht, dass einzelne Kristalle sich zueinander ordnen, dabei
wird die diagonale Richtung der quadratischen Kristalle beibehalten. Man
sieht ferner, dass jedes Eck ein wachstumsfahiger Punkt ist an den neue Kristal-
lite mit ihren Diagonalrichtungen anwachsen.

Die Ahnlichkeit der Abb. 9 mit den vier friiheren Abbildungen legt den
Gedanken nahe, dass wir in den Abb. 5, 6, 7 und 8 die Wachstumsfiguren der

Abb. 7a. Pastille Nr. 40. Abbildung einer typischen Wirfelfliche mit Querstreifen. Die beige-
fugte Zeichnung zeigt als Fortsetzung in der einen Diagonalrichtung eine &hnliche Flache. An
der Photographie ist nur die linke obere Spitze der letzteren sichtbar. Die ganze Flache bildet
ein Netzsystem, deren einzelne Elemente sich lickenlos zusammenfiigen. Pressdruck 3000 kg/cm2,
Presstemperatur 750° C 780x.
Abb. 7b. Zeichnerische Abbildung der Aufnahme 7a.

rekristallisierten Einkristallchen vor uns haben. Selbstredend kdénnen bei der
Rekristallisation nicht einzelne Kristallreihen enststehen, da hier der ganze
Raum voll mit lonen ist, also an jedes Korn von allen Seiten andere Kristallite
anwachsen. Man kénnte sagen, dass der in Abb. 9 dargestellte Vorgang, der
sich quasi immer in linearer Richtung abspielt, bei der Rekristallisation zwei-
dimensional sichtbar wird. In Wirklichkeit spielt sich die Rekristallisation
dreidimensional ab, davon ist aber in der Spaltflache nur der zweidimensionale
Teil sichtbar. Bei eingehender Untersuchung der photographischen Aufnahmen
sieht man, wie dies schon hervorgehoben wurde, dass die ganze Flache eines
Einkristalles mit den Spuren quadratischer Figuren Ubersat ist, die aber in den
Aufnahmen nicht scharf genug hervortreten. Schliesslich ist es nur eine Frage
der Beobachtungstechnik, die besprochene Struktur in jedem einzelnen Ein-
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kristall einer rekristallisierten Pastille nachzuweisen. Man kann folglich mit
einer gewissen Ann&herung behaupten, dass das Wachstum eines Einkristalles
in einer Pastille von einem Kern ausgehend schrittweise vor sich geht. Die Re-

kristallisation geht vom ersten Kern aus, im weiteren wachsen dann an jedes

Abb. Sa. Pastille Nr. 38. Oberflache eines neu gebildeten Kristalls nach Atzung der Pastillen-

oberflache. Die Feinstruktur zeigt Hauptwachstumsrichtungen, Fortsetzung einer Diagonale,

Flachen mit Querstreifen und Zeichen schichtenweisen Wachstums. Pressdruck 5000 kg/cm2,
Presstemperatur 750° C 780x.

Abb. 8b. Zeichnerische Darstellung der Aufnahme 8a zur richtigen Orientierung.

Kristallchen gleichgerichtete Nachbarkristallite lickenlos und gleichorientiert
an. Der Vorgang spielt sich auch hier sehr rasch ab. Der Pressdruck wurde nur

2 Acta Physlea 1V, 3.
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einige Minuten angelegt, es wurden aber auch Proben mit einer Pressdauer
von einigen Sekunden hergestellt. Die Pastillen sehen in jedem Fall gleich aus.
Die fur spater geplanten quantitativen Versuche durften in dieser Richtung
vermutlich unsere Kentnisse vertiefen ; soviel kann jedoch schon jetzt behauptet
werden, dass die Ausbildung eines Einkristalles in einer Pastille in raschen,
aufeinander folgenden Schritten vor sich geht, und zwar so, dass die kleinen
(juadratischen Gebilde (wobei es sich um dreidimensionale Gebilde handelt)
sich sprungartig nebeneinander reihen. Dieses Bild entspricht — im drei dimen-
sionalen Vorgang — der Kossel—Stranskischen molekulartheoretischen Be-
trachtung. Beobachten wir jene Wachstumsfiguren von Gyulai, die Kristallisa-
tion aus Dampf und Ldsung zeigen [3] und vergleichen wir dieselben mit den

Abb. 9. Diese Abbildung ist der Arbeit Z. Gyulais, Z. Kristallogr. (A) 91/ 142, 1935,
Seite 146 entnommen.

Abb. 5, 6, 7 und 8, die die Wachstumsfiguren bei der Rekristallisation darstellen,
so ist die Ahnlichkeit der Abbildung auffallend. Man kann diese Ahnlichkeit
dahin deuten, dass das Wachstum in jeder Form (Ldsung, Dampf, fester Zustand)
nach denselben Regeln vor sich geht, und zwar gemé&ss den Kossel—Stranski-
schen Regeln. Wir sind uns dabei der Tatsache bewusst, dass sich die Kossel —
Stranskische Theorie auf einzelne molekulare Vorgénge bezieht, wihrend das
Wachsen bei der Rekristallisation schichtenweise vor sich geht. Jedoch muss
hier in Betracht gezogen werden, dass, wie Gyulai gezeigt hat, die Kosselsche
Regel auch das schichtenweise Angliedern der Moleklle wiedergibt [4].

3. Es sei noch eine Beobachtung kurz besprochen. In den Abb. 4a und 4b
sind Pastillenflachen wiedergegeben, an denen die einzelnen Einkristalle, in der
schon besprochenen Weise sichtbar gemacht wurden. Zwischen den einzelnen
Kristalliten sieht man kleine Zwischenrdume. Man sieht, dass die einzelnen
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Kristalle nicht unmittelbar aneinander grenzen, sondern dass zwischen den
einzelnen Kristalliten ein gewisser Abstand vorhanden ist. Dies ist bei jedem
Druck und bei jeder Temperatur zu beobachten. In der diesbeziiglichen Literatur
wird nun die Frage vielfach besprochen, dass die Zwischenriume eines poly-
kristallinen Aggregates aus amorphem Material bestehen, bzw. dass den Raum
zwischen den einzelnen Kérnern unter Umstinden eine etwa 100 Atome um-
fassende Schicht ausfillt, die wegen der in ihr herrschenden starken Spannung
als quasi amorph betrachtet werden kann [5]. In den Abb. 4a und 4b sieht
man die einzelnen Einkristalle je einer Pastille. Zwischen den einzelnen Kérnern
sind die erwihnten Zwischenrdume sichtbar. Zur Entstehung der Zwischen-
riume sei nun folgende Bemerkung gemacht. Aus eigenen noch nicht versffent-
lichten Dichtemessungen wissen wir, dass die Dichte der Pastillen geringer ist
als die der Einkristalle. Die Dichte der mit grisserem Pressdruck hergestellten
Pastillen ist grosser als die Dichte jener Proben, die mit geringerem Druck
hergestellt wurden. Bei dem Vorgang der Rekristallisation, also im Bereich
der einzelnen Einkristalle, dichtet sich das Material zusammen, demzufolge
zwischen den einzelnen Kornern kleine Zwischenriume entstehen und zwar
dort, wo infolge der Schrumpfung des Materials die innere Spannung gleich
Null wird. Dort, wo die Spannung aufhért bzw. unter eine gewisse Grenze gefallen
ist, hort die intensive innere Berithrung zwischen Einkristall und Umgebung
auf, und das Wachsen des Einkristalls kommt zum Stillstand. In den Zwischen-
riumen bleibt also eine grosse Anzahl Kristallsplitter angehiuft, die mitein-
ander nur locker verbunden sind und den Raum lose ausfiillen. Da nun das
Atzen zunichst die schwiichsten Teile der Pastillenoberflichen angreift ; werden
zuerst - die lockeren Splitter aufgezehrt, die zwischen den rekristallisierten
Kornern eine Schicht bilden, welche zu keinem der rekristallisierten Kristalliten
gehort. Daher die beobachteten Zwischenriume. Aus diesen Betrachtungen
folgt, dass das Vorhandensein einer amorphen oder qusai-amorphen Schicht
zwischen den Korngrenzen bei NaCl-Pastillen als unwahrscheinlich betrachtet
werden kann.

Die Arbeit wurde im Institut fiir Experimentelle Physik der Technischen
Universitidt in Budapest mit Mitteln durchgefiirt, die die Ungarische Akademie
der Wissenschaften zur Verfiigung stellte. Aufrichtiger Dank sei dem Leiter
des Instituts, Herrn Prof. Gyulai fiir die Anregung der Arbeit und stetige
Leitung derselben ausgesprochen. Ebenso danke ich Herrn Mechaniker Karl
Wallentin fiir die Herstellung der Pressformen.
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HEKOTOPbLIE 3AMEYAHWA K BOIPOCY TPOLECCOB PEKPUCTANJTN3ALNU
3. MOPUH
Pestome

1. ABTOp MCCNefoBas MexaHusM pekpucTanimsauym taénetok NaCl ¢ nomoLLbo MUKPO-
ckona.

2. ABTOpP YCTaHOBW/, 4TO 60/blUME XOPOLLO OTpaKatlolliMe KpUCTa/fbl 06pasytoTes,
MOBEPXHOCTM KOTOPbIX MOKAa3blBAIOT TOHKYI CTPYKTYpY.

3. AN vccnefoBaHWs TOHKOM CTPYKTYpbl 6Gbliv NPeAnpPUHSTLI HOBble 9KCMEPUMEHTBI.

4, Bonpoc 0 rpaHuULax 3epeH KpaTKo paccMaTpuBaeTcs.



QUANTELUNG DES ELEKTROMAGNETISCHEN
FELDES IN EINER NEUARTIGEN DARSTELLUNG

Von
P. ROMAN
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT,
BUDAPEST
(Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen: 9. VII. 1954.))

Durch Kombination verschiedener Methoden wird das elektromagnetische Feld mit Hilfe
einer einzigen komplexen Grdsse beschrieben und gequantelt. Die mit der Erfahrung uberein-
stimmenden Resultate lassen sich anschaulich leicht deuten.

Es ist bekannt, dass die Quantelung des elektromagnetischen Feldes
mehrere Schwierigkeiten in sich birgt. Zu deren Eliminierung wurden ver-
schiedene Versuche gemacht. (S. z. B. Heisenberg—Pauli [1], Fermi [2],
Chang [3] u. s. w. ) 1938 gab Novobatzky [4] eine sehr erfolgreiche Methode an,
die im wesentlichen darauf beruht, dass das skalare Potential im Fourier-Raum
durch das Vektorpotential eliminiert wird. Vor kurzem gelang es Green und
Wolf [5] mittels komplexer Kombinationen des Vektorpotentials, die Lagrange-
Funktion des elektromagnetischen Feldes auf eine &usserst einfache Form zu
bringen. Dieses Verfahren ist aber nur im Falle eines reinen Strahlungsfeldes
anwendbar. Im nachstehenden werden wir zeigen, dass das Green und Wolfsche
Verfahren mit der Methode von Novobatzky kombiniert es ermdglicht, den
kanonischen Formalismus auch im Falle des allgemeinen, auch Ladungen
enthaltenden elektromagnetischen Feldes in einer erstaunlich einfachen Form
auszuarbeiten. Die nachfolgende Quantelung bietet keine Schwierigkeiten.

Ohne Benutzung der Lorentzschen Bedingung kann man die Maxwellschen
Gleichungen in folgende Form bringen :

1
N )—--— div o= — 4ng, (1)
c dt
ner- L 8L d@ivers — o e 2
2 02t2 ¢ -

Entwickeln wir die Potentiale und die Ladungs- und Stromdichte in
Ublicher Weise in eine Fourier-Reihe :

b = o -x2Z fhe‘u (3)
K
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9i = B - /2Ecue''r (4)
K

Q=a-42£ske™, (5)
K

i=R-,/2Et»ex«r. (6)
K

Fir das Folgende ist eine spezielle Komponentendarstellung des Koeffi-
zienten t/( sehr zweckmaéssig. Wahlen wir zwei aufeinander und auf [ ortho-
gonale Einheitsvektoren so, dass , e2xund 1 ein Rechtsystem bilden. In
diesem System hat @k die folgende Gestalt :

0* = «7e?+ «E<E£+ ,8 1 . (7)
K

Unsere erste Aufgabe besteht in einer Umformung des skalaren Potentials
im Fourier-Raum. Das kdnnen wir nach Novobatzky erreichen. Aus (1) haben
wir namlich

i 4t
fk= 7~ (ia* + S

also statt (3) schreiben wir :

3)

Als né&chstes folgt die Eliminierung von a3k des longitudinalen Anteils
in Wk Dazu bietet die Eichinvarianz der Feldgleichungen eine Mdglichkeit.
Diese sind namlich invariant gegeniiber der Transformation

DP-yd+ - G,
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9i->- 9l — grad G,

G= RB-"/2£gkeiu
K

sei. Deshalb haben wir mit (7)

_
91- QB2+ (513 — ikgK) pite

Es sei

daim treten in der Reihe von 91 nur die transversalen Komponenten auf, ndm-
lich es wird jetzt

QU — al Cl "i- °2 n2* (8)
Wir bemerken, dass die obige Transformation von 9t in (3') auch schon
die richtige Transformation von @ zur Folge hat, wie man leich nachpruft.

Nach Eliminieren des longitudinalen Feldes bekommt @ selbst eine ein-
fache Gestalt. Nach (8) ist

(tu) = 0, )
und deswegen kann man das skalare Potential durch die gegebenen Quellen

ausdrucken :

D= i-<2£ sk= [ 9 dv. (3")
i ke g

Nun haben wir also zwei unabhédngige Veréanderliche a/‘ und aj\ die sich
wie Vektorkomponenten transformieren. Wegen der Realitat von 9i gilt

ct-* = ak (10
das heisst

Rk =g

a2 s (D

falls wir verabreden, dass wir zu —t ein Linkssystem zlordnen, also, dass

er* = e*; erft= ef .

ist.
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Definieren wir jetzt, Green und Wolf folgend, die Grdsse
;= Q -f-ia2 (12)

Mittels (11) und (12) lauten die inversen Formeln :

4 = w K + a-k),
(13)

« = Zi bl — a-K)-

Wir konstruieren nun aus den ak-s eine einzige Feldfunktion. Es sei

(f= R-,/2Yjakeiu- (14)
K

Diese Funktion charakterisiert das Feld eindeutig, da aus ihr rickwérts die
elektromagnetischen Potentiale rekonstruierbar sind.

Bevor wir weitergehen, zerlegen wir auch die Fourier-Komponenten der
Stromdichte :

ifc= jtei+N 4+ 1 & (15)
Es sei
h —j\ + (Ir (16)

Mit Hilfe der Realitdt von j haben wir in analoger Weise

j'i — — <« (h + 4-k)
(17)
je= 2.{h-r_K.
Definieren wir noch die Grosse
I=Q ~ lI2E X ke** (18)

Nach diesen Vorbereitungen koénnen wir die vollstdindige Lagrange-
Funktion konstruieren. Bekanntlich ergeben sich die Feldgleichungen (1), (2) aus

"fl — |—22+ 2grad @ f-grad2® —rot22l + 1 Pl—@pjdV.
Jfg =t ,Q gra gra ro . 2l— @b |

(19)
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Hierin die Reihenentwicklungen (3"), (4), (5), (6) eingesetzt, erhalten
wir mit Rucksicht auf die Realitdtseigenschaften der Fourier-Komponenten
sowie mit Hilfe von (8) bzw. (15) und (13) bzw. (17), ferner den Definitionen

(14) bzw. (18) das &usserst einfache Ergebnis
gxp* — grad <pgrad (p* (Lp* + I*<p)
2¢

SkSk eiq+r)yr gyv. (20)
kk*

Diese Lagrange-Funktion stimmt, wenigstens &usserlich, mit der Lagrange-
Funktion des komplexen skalaren Feldes mit der Ruhmasse Null Gberein, abge-
sehen von der letzten unwesentlichen additiven Konstante. Die Feldgleichungen

lauten :
und (21
Die kanonisch konjugierten Feldgréssen sind :
dib
(22)
.
n* oL o
ag* 8at2

Die Hamilton-Funktion lautet also :

1 (I(f* +1*<p)\dV + 2n Y?h*L. (23)
2¢C | K k2

— A (-gradgfgradg)*
c2

Das letzte, von den Feldgréssen unabh&ngige Glied ergibt die Coulombenergie.

Es ist namlich

sk= Q~]21B(r)e-ilc dV,
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und daher
Ml <O
2 -= 2nii~T W2 A dvdv>
2 gl - 1) die(r) e(r') dvdV' = - dvdv,
(2ws
w. z. b. w.

In ganz &hnlicher Weise kdnnen wir auch beliebige andere integrale
Feldfunktionen, z. B. den Feldimpuls, mit Hilfe von < allein eindeutig kon-
struieren. Als sehr interessant erweist sich z. B. die Berechnung des Spins.
Nach der allgemeinen Definition (s. z. B. [6]) ist

Sz= 1N J™VdF, (24)

worin 112 den Infinitesimaloperator der Drehung um die Z-Achse bedeutet.
Zuné&chst wollen wir diesen berechnen. Da ai und ai Vektorkomponenten
sind, transformieren sie sich bei der genannten Drehung wie folgt :

al = «l + ajjde,

(25)
°2 =02 _ aj0e.
Also ist
ak — «I + ia2+ (ai — ia™)de =  — ia*de, (26a)
und &hnlich
a* = ak + iakoe- (26b)

Wenn wir jetzt im i-Raum bei jeder einzelnen Partialwelle eine Drehung um
die !-Richtung um ein und demselben Winkel de vollfihren, so transformiert
sich @ selbst folgendermassen :

cp' = cp —icpés, |
und (27)

cp*' = cp* -f- ide

Ubrigens lauten diese Transformationsgleichungen in integrierter Form :
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Konstruieren wir aus @ und ¢* eine zweireihige Matrix

VER T
so sehen wir, dass
10i
w Vit 01! VNE,
also
(28)
ist. Nach (24) ist also :
= P2 % gv = ij (n*cp* — li<p)dV. 2 9)

Wir bemerken, dass die X und Y Komponente des Spins Null ist. Wenn wir
namlich die Drehung nicht um die f, sondern z. B. um die Achse vollziehen,
so ist

°2 = °2+ 0306.

Daraus folgt aber, dass diejenigen Matrixelemente von f2i, die auf g und o*
wirken, gleich Null sind.

Diese Berechnung des Spins steht in Einklang mit den Resultaten von
Pauli [7] und Shirokov [8], denen zufolge der Spin eines Teilchens mit ver-
schwindender Ruhmasse immer in die Fortpflanzungsrichtung hinweist.

Da das ¢-Feld komplex und gegenuber Eichtransformation erster Art
invariant ist, erhebt sich die Frage, ob eine «Feldladung» existiert. In bekannter
Weise ist

e = — il \ (®* xp— cpp*)dVv, (30)

dies stimmt aber, abgesehen von einem Proportionalitatsfaktor mit dem Spin
Uberein, also bekommen wir keine neue Feldgrdsse. Dies mussen wir ja auch
von vornherein erwarten da, wie z. B. aus (27") ersichtlich ist, bei uns die
Drehungsformation mit der Eichtransformation Ubereinstimmt.

Es ist noch bemerkenswert, dass im vorliegenden Fall der Spin selbst
einem Erhaltungsgesetz gehorcht, wenigstens in Abwesenheit von Quellen.
Das hdngt damit zusammen, dass die Feldgleichungen gegenlber der Trans-
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formation (27) auch dann invariant sind, wenn wir die Argumente der Feld-
funktionen nicht transformieren.
Im nachfolgenden wollen wir noch kurz die Quantelung des Feldes erledigen.
Die Vertauschungsrelationen lauten :

[A 00, ()l = OI, [0* < ~o(r—t)- (31)

Diese sind erfullt, falls

K,«W = — akk, 81
i
Es sei
*
y = 1. (32)
8nc2
sodann ist
[Yk<*k‘] = -~ akk> (33)

i
Bestimmen wir jetzt z. B. die Eigenwerte des Strahlungsanteils von H.
Es wird nach (23), (14) und (32)

1 K2 )
Hfi -E (8ac2) YKYk+ _ -«ft<k o
K ( 8N )

Zur Darstellung der Operatoren ak und yk fihren wir die Operatoren ck und dk
ein, die den Vertauschungsrelationen

[Cft ck.] — oKk ; [dk, dki] = okk- (34)

gentgen (die gemischten Kommutatoren verschwinden). Mit diesen ist

ak = M 1L + dl
Ifel
(35)

YK = E p i(cl- dk),
1bnc

und daher

'K
Ha E (cl &+ dldk+ ckck + dkdk).
K
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Nach (34) ist aber

der Eigenwert von (kG gleich N" f

« « « ok « N[ b 17
« « « dkdk « K 39
« « « dk dk « N[2 + 1
und deshalb
Ho — K C + EO. (36)
K

Hier sind N'~ und N K'ldie Besetzungszahlen von zwei verschiedenartigen Photo-
nenzustanden.

Jetzt folgt die Quantelung des Spins. Gemadss (29), (14), (22) und (35)
haben wir

S*= "2 Z (G k — dkd« Ckck dkd*k),
K

also ist
S2= E n”™-N f). 37)

Wir sehen, dass der Spin geradzahlig ist, wie es sein muss. Ferner bemerken
wir, dass die obengenannten zwei verschiedenartigen Photonensorten sich eben
im Vorzeichen des Spins unterscheiden. Weiter kénnen wir noch zeigen, dass
diese «Polarisation» der Photonenzustdnde gerade mit der optischen Polari-
sation der Partialwellen Ubereinstimmt. Es sei namlich eine links zirkular-
polarisierte Welle durch

«i = ukcos k\ct,

«2 uksin \k \Ct

dargestellt. Dann ist nach (12) b. z. w. (32), sowie (35)

&= 0

dk= [/ k uke "k « + 0.
4anc2

Im Falle einer rechts-zirkularpolarisierten Welle gilt alles mutatis mutandis.
Daraus sehen wir, dass NKki} die Zahl der rechts-, V;2) die Zahl der links-zirkular-
polarisietren Zustdnde bedeutet w. z. b. w.
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Endlich kénnen wir noch den Feldoperatoren @ und @ eine sehr anschau-
liche Bedeutung geben. Man Uberzeugt sich ndmlich mit Hilfe von (29) und
der Vertauschungsrelation (31) leicht davon, dass, wenn % einen Zustand
mit dem Spineigenwert Sz bedeutet, so gehdért zum Zustand ((®9 ein um £A
verminderter Spineigenwert. Ahnlicherweise gilt fir cp* das entgegengesetzte.
Also vermehrt der Operator g* den Spinwert um 1, und @ erniedrigt ihn um
eins. Dies ist schon auch aus der Tatsache zu erwarten, dass, wie gesagt, bei
uns der Spin- und der «Ladungsoperator» zusammenfallen.*

Zusammenfassend wollen wir herausheben, dass das obige Verfahren zur
Darstellung und Quantelung des elektromagnetischen Feldes eine bewunderns-
wert einfache und Ubersichtliche Methode ist, mit sehr Uubersichtlichen und
anschaulich leicht deutbaren Resulateten, undzwar ohne Heranziehung von
lastigen Nebenbedingungen. Natirlich erhebt unsere Methode keinen Anspruch
auf Lorentzinvarianz.

Abschliessend spreche ich Herrn Dozenten G. Marx meinen innigsten
Dank aus fur die Anregung vorstehender Arbeit und fir sehr wertvolle Dis-
kussionen.
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KBAHTOBAHWE 3JIEKTPOMAIMHUTHOIO MNnosid B OAHOM
HOBOM MPEACTABJIEHNA

M. POMAH
Pestome
C NOMOLbO COYeTaHWUsSI PasNYHbIX MeTOA0B 3/IEKTPOMArHUTHOE MOSie MOXET ObIThb OMKU-

CaHO M KBaHTOBaHO OAHOﬁ KOMIM/IEKCHOW BeIMUNHOIA. Pe3ynbTaTbl, COBNajatwLLine C OnbITOM,
MoryTt ObITb nosiydyeHbl HarnAagHo.

Die letzten zwei Bemerkungen verdanke ich Herrn Dozenten G. Marx.
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The present paper deals with the classical motion of a point nucleon in a scalar meson
field. The motion in a static field can be subjected to exact treatment. The calculations corfirm
Werle’s results obtained for small energy approximation according to which a purely attrac-
tive (e. g. Yukawa) potential will lead to repulsion if the absolute value of the potential energy
becomes greater than the proper energy. The existence of a repulsive sphere of a radius app-
roximately equal to the nucleon’s Compton-wavelength around the nucleon is thereby proved
without recourse to any special assumption. A study of the course of motion in time leads,
among others, to the result that the particle crosses the boundary of the repulsive region with the
velocity of light. In the case of the interaction of several nucleons effects analogous to
three-body forces take place.

1. Introduction

It is a generally accepted view that relativistic effects play no significant
role under the conditions prevailing in the nucleus. This is based on the fact
that the binding energy of a nucleon is relatively small compared with the
proper energy of it. However, no specified statements on this question are
justified until after an examination of the exact relativistic equation of motion
of the nucleons in the nuclear field (meson field). At first, the solution must
be obviously sought for within the framework of classical theory.

Several authors dealt with the setting up of the equations of motion [1];
in addition to the force exerted on the nucleon by the incoming field they deter-
mined the terms arising from the reaction of self-field. Accordingly, the classical
relativistic equation of motion is exactly known. Less attention has, however,
been paid to the solution of the equations, i. e. to the actual course of the space-
time motion. In discussing the relativistic Hamilton-Jacobi equation Werle [2]
recently pointed out that as long as the sum of the kinetic and potential energies
of a particle is small relative to the proper energy, the motion of the particle
corresponds to a motion in a potential field with a strong short-range repulsive
potential added to the common attractive nuclear potential. This result is
most interesting because if it is confirmed the attractive nuclear force must
turn into repulsion at a very small distance merely for relativistic reasons.
This means that the nucleons are surrounded by a small repulsive sphere which
prevents them from approaching each other unlimitedly. It is known that the
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existence of such a repulsive sphere was also made probable by Levy's quan-
tum-theoretical considerations [3]. The existence of this short-range repulsion
seems to be in agreement with experiment, for by the phenomenological
introduction of it Jastroui and others [4] were able to explain the results of
nucleon-nucleon scattering experiments and other nuclear-physical observa-
tions.

By discussing rigorously the solutions of the equation of motion of
a nucleon in the classical scalar meson field, this study aims at ascertaining
whether in a certain region the meson potential gives rise to repulsion for
relativistic reasons. The problems of nuclear physics are typical many-body
problems, wherefore the interaction of nucleons too should be investigated
as a many-body problem. But as no satisfactory solution of the classical
relativistic many-body problem is known, our examination shall also refer
to a single point nucleon in a given external meson field. This means that the
reaction of the self-field will not be taken into account ; a procedure, which,
from the point of view of the problems considered, seems permissible.

2. The equations of motion with three-dimensional notation

The equation of the meson field generated by nucleons of nucleon charge g,
and described by density-function o is

O 9—Ie(f = 4apf . (1)

As is known, the energy-momentum-tensor of the meson field is :

1 9 9 dp oik  mp 0 .
. N2
4n  9Xi 9Xk 8t AXT  AXr

The density of the ponderomotive force acting on the nucleon is

_ dTik %p
fi = ok T T gy

whence we obtain for the four-vector of the force acting on the point nucleon

dp

Fi
9 gxi

Taking this into account the equation of motion of the nucleon is :

(Mu,) = —g , u, u, = —c2, (2)
dr 9Xi
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where M is the proper mass, n-= dxt/ dr the four-velocity of the nucleon, xt = ict,
¢ denotes the velocity of light, and T a scalar parameter, which is mostly known
as «proper time». Introducing the (scalar) potential energy gcp = V, we may
write :

dv

dxi (2)

-{M u l)

dr
Novobatzky [5] has shown that in the case of a force described by a scalar
potential energy the rest mass cannot be constant during the motion, for by

differentiating and thereafter multiplying the equation of motion (3) by ui/ c2,
we obtain :

dM 1 dVv

M= m+ (4)
dr c2 dr

This permits substituting into the equation of motion the constant nucleon
mass m known from mass spectrographic measurements :

dv
dr dx, (5)

Let us rewrite this equation in three dimensional notation. The first three
components (i = 1, 2, 3) are:

] (ms+dd
' /1 (124

dt 0 b U / = grad V. (6)
V11 c2 )

The fourth component (i = 4) multiplied by (—ic) :

d mec2+ V b2 dVv

dt ¢ dt (v

Let us assume for a moment that V is not explicitely dependent on time (the
field is static). Then the quantity

me2 f- V
IT - B2 ®)

3 Acta Physica 1V/3.
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is constant in time and it is this value which is to be regarded as the energy
of the nucleon. In nonrelativistic approximation

lim (E —me2) = -2 mt2+ F

Cow "

which is precisely the energy expression of the non-relativistic mechanics. In a
field depending on time the energy also varies :

dE _ 1 b2 dv

dt " 11 e2 at )

On taking into account (8) the space components of the equations of motion (7)
may be written as follows

d b2
ot b gr. dv

or on taking (9) into account

b2
t 1
rib gradV - = b av. (10
at L+ 2 dt
or in a slightly different form
grad + me2log

It follows that in the case of small velocities the motion takes place as if the
particle moved in a field described by a potential

V* 'log 1+
mc

(This was first pointed out by Plebansky [1].) The equation of motion valid
for arbitrary energies and velocities is given in (10).
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3. Motion in a static scalar field

In the case important in actual practice when in the system of reference
here employed F is independent of time, the exact equation of motion (10)
can be greatly simplified. Let us use equation (8) to eliminate the velocity,
and take into account that owing to (9) E is now constant. Then (10) can be
reduced to the following simple form :

do me2 (2 F oI
m ----- = 1+ grad V, 1)
dt E me2 |
i. e.
do
m —grad IF (12
dt
where
F2
W V o+ (13)
2me2

This shows that in a static field the nucleon moves exactly as if the Newton
force resulting from the potential energy W were acting on it. Starting from
the Hamilton-Jacobi equation in the approximation E* — E — me2 <§ mez2 this
potential expression was first derived by Werte [2] in the form :

W —V \\Q . (14)
2me2 \%
The present derivation on the one hand supports Werle's result by starting
from the equation of motion, on the other abolishes the approximating character
of that result by generalizing it over arbitrary energies.

Expression (13) cannot be regarded as a potential in the classical sense
since it already contains E, one of the constants of motion. Yet, the total energy
being easily determinable from the experimental conditions in scattering experi-
ments and by measurements in other cases, the simple equation of motion (12)
lends itself readily to the discussion of motion, the more as it is identical in
form with the equation of motion in classical mechanics, and in addition contains
no approximation, but describes motion exactly, relativistically.

From equation of motion (12) one of the integrals of motion is easily
obtainable in the form

Ew = ~2m 02+ W, (15)

this being, however, perfectly equivalent to the energy integral expressed in (8).
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The calculation is further simplified if it is assumed that < is merely a
function of distance r from the force centre. Then the equivalent potential W
also depends on that distance, and the angular momentum is constant. This
means on the one hand that the motion takes place in the plane, and on the
other that the absolut value of the angular momentum (which can be
expressed by polar coordinates) is constant :

r2 = A=0rn-1. (16)
dt

Taking this into account, from (8)

dr mc2+ F(r) 2 mn (17)
dt E c2r2

whence the function r(t) can be readily determined by simple integration.
Thus the result is that in a scalar static central field the motion of the nucleon
can be subjected to perfectly exact treatment.

From the results obtained interesting conclusions can be drawn. Let us
assume that the potential F is of a purely attractive character, i. e. decreases
with decreasing of r. Then it is obvious from equation (11) that the accele-
ration in the region F > — me2 tends towards the centre of attraction.
However, at the point r0 determined by equation

F (r)) = —me2 (18)

where according to (4) the proper mass vanishes, the acceleration becomes
zero and within this point forvalues r < 0, V < — me2 will then be of oppo-
site direction. Thus we see thatin the case ofapotential of perfectly attractive
character the force centre is likewise surrounded by a repulsive region of a radius
r0, which is quite independent of the energy or of any other initial condition.
(A repulsive region exists only if F takes a negative value sufficiently
great.)
Let us express the velocity from the energy equation (8) :

. me2 F
lbi= ¢ 1— (19)
E

Hence we can see that at the point r = r0the velocity of the nucleon reaches
the velocity of light. This, however, will not cause any difficulty as owing to
the simultaneous vanishing of the proper mass the value of inertial mass
M (1 — D2c2~ ;2 remains finite and constant.
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The nucleon arriving from outside (e. g. in scattering experiments, from
the infinite), enters the repulsive zone with the velocity of light. In the
repulsive zone the velocity begins to decrease and if the absolute value of
the potential becomes great enough it reaches the value :

V(r) = - me2- E. (20)

Then, in the case of radial motion, the velocity of the particle becomes zero,
i. e. at this point the particle turns back. Accordingly, the motion takes place
in the following way : the nucleon arriving from the infinite begins to accelerate

Fig. 1

rapidly as it approaches the force centre, it crosses the boundary of the repulsive
sphere with the velocity of light ; in the repulsive zone its velocity decreases
and in radial motion if the potential becomes deep enough, it even reaches
the value zero. At this point under the influence of acceleration tending out-
ward the particle turns back and recedesinto the infinite. The turning point
of the nucleon of greater energy lies nearer to the centre of attraction. (See
fig. 1.)

4. Examples

Let us first consider the case.when the meson field acting on amoving
particle is generated by a resting nucleon. Using a scalar meson field we find:

On the analogy of «classical electron radius» interpreted by the definition
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let us now introduce the concept of the «classical nucleon radius»* r0 according
to the definition

e-vro = me2 . (21)
ro
Considering that g > e, rOis much smaller than the nuclear force range /n~",
wherefore its value is

" (22)
me2 me2 he me

As the observed value of g2j he is approximately 1, rO approximately equals
the Compton wavelength of the nucleon, i. e. 2.10~ cm. It will be expedient
to calculate in rO units.

The velocity of the nucleon as the function of ris determined by the formula
(19). In nucleon-nucleon scattering problems the initial kinetic energy of the
nucleon is very small as compared to the proper energy, E me2 thus we can
write :

t(r) 1.1 92 ¢ (23)
me2

(Ifin the infinite the initial velocity vo — 0, the formula is exact.) The boundary
of the repulsive zone, where the velocity of light is reached, is at the point
characterised by the equation

g2 -==mmm- = rnc\ (24)

that is, just at the classical nucleon radius, at a distance of 2.10- 14 cm from the
nucleon regarded as fixed, thus affording additional justification of the de-
nomination «classical nucleon radius». (This is about 16 part of the range of
the nuclear force.) The radially moving nucleon approaches the fixed nucleon
over the distance defined by the equation :

e-vi
92 — 2mc*
Ti
which. according to
i — rne*(ro-rd
ri 5

*In fact, to be more consistent, rO should be denominated double nucleon radius.
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is about one half of the classical nucleon radius. Evidently, in the case of non-
relativistic velocities two nucleons can never approach each other nearer than
the half of the classical nucleon radius.

The motion therefore proceeds as follows. Travelling towards the nucleon
regarded as fixed the incident nucleon being attracted begins to accelerate at
about 10"12 cm. Within 10“13 cm the rate of acceleration increases inten-
sely until at about 2.10~ 14 cm the nucleon reaches the velocity of light. Here
acceleration must of course stop ; on arrival in the repulsive zone the nuc-
leon loses its velocity and at 10~14 cm turns back and once more traverses the
region of the velocity of light. Gradually losing its velocity it finally recedes
into the infinite. We can easily form a notion of motion in time if we consider
that in the r < r0 region e~*'< 1. Taking (21) into account we can there-
fore write :

dr
dt

r(r)

Hence we obtain by simple integration :

(to means the instant of arriving at the turning point — rw2.) From this we
can see that the time of staying in the repulsive zone is considerably less than
10~23 sec ; during this short time the velocity of the nucleon changes from
¢ to 0, and again to c. (If the motion is not radial the particle has an initial
angular momentum and of course reversion sets in sooner, e. g. in p-scattering,
at about the boundary of the repulsive zone.)

As a second example let us consider the motion of a nucleon in the field
of an extensive nucleus. Assuming again a scalar meson field, the potential
energy in the field of a nucleus regarded as being of constant density, mass
number A and radius R, will on the basis of (1) be

3Ag*

F(r) = -

p243
In good approximation itis /iR~ A 13.Inthe case of g = 20e the repulsive zone
occupies a considerable part of field in the inside of a heavy nucleus. In the
case of g~ 5e, however, the repulsive zone does not exist, the equivalent
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potential (10) does not differ from the potential V(r) and relativistic effects
do not yield considerable correction.

In the previous example we assumed the nucleons to be uniformly dis-
tributed in the nucleus. Let us now examine the motion of a nucleon in a field
which is generated by other fixed point nucleons. The potential energy
of the moving nucleon at the point r in the field of the nucleons fixed at r,
E=1,..., n) is:

I'I, e—f It—r; 1

V(t=-g2>
f=i

According to 3, the nucleon moves as ifin a field described in classical mechanics

by a potential

e—Mlr—X | A oe=2nll-1T-

N

AT N R Sy Ay [E— +
2

ek — | e~R I*—=!

jr- - r_rl

+ i% - (25)

Hence we obtain the important result that the relativistic motion in a static
meson-field is equivalent to a classical motion in which, in addition to two-
body forces, there arise three-body-forces: the presence of a third nucleon
weakens the attraction between the two. (However, this effect is only signi-
ficant at distances less than 1013 cm.)

Incidentally, a simple calculation can prove that if applied quantum-
mechanically in the Hartree or Hartree-Fock approximation the relativistic
effects treated herein lead to three-body forces without any further assumption.

5. Role of the proper time parameter

In the basic equation of motion (3) the derivatives of the coordirales
with respect to the parameter T areinvolved. The relation of T to the coordinate
time t is :

dr
dt

(26)

Hence we see that at the boundary of the repulsive zone at a distance equivalent
to the classical nucleon radius, where 1t 1= c, 7* becomes zero, thus at this
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point the equation of motion becomes indeterminate. The question arises whether
this indeterminateness might not be concealing the fact that the nucleon does not
enter the repulsive zone r < rO at all. To decide it, let us introduce the four-

momentum pi — Mui, the components of which may be written as :
. . E i
P= {P"PuPn) = o P4:-C Em

Although in the case of r = r0, k- becomes divergent, p, does not so because
in the static field E = const. Let us write the equation of motion (5) in the form

dp, = Fidr.

This form does not contain any more singularity, but shows that the nucleon
traverses the boundary point r= ru with a constant momentum ; here dr
being zero. This means that the nucleon enters the repulsive zone with
inertial motion without acceleration, as we have assumed on the basis of (11)
in 3.

According to (26) the parameter r isto be taken equivalent to the proper
time of the particle, i. e. the time measured by the clocks in the inertial system
of reference instantaneously moving with the particle. The differential quo-
tient of (26) is in general positive, but if the nucleon enters the repulsive zone
the numerator in the expression of the energy constantin formula (8) previously
becomes zero. The denominator must likewise become zero. This means that
(26) is negative in the repulsive zone, T decreases with the increase of t. This
paradoxical result would appear to show that in the repulsive zone the clock
of the nucleon goes backwards, which would lead to absurdities in reasoning,
to the inversion of cause and effect. Let us, however, consider the following:
we cannot speak of the clock of the accelerating nucleon but only ofthe clock
of the inertial system of reference, the velocity of which is equal to the
instantaneous velocity b of the nucleon. According to the universally valid
formula of the Lorentz transformation the relation between the time t*
measured by this clock and between our time t is:

dr*
dt
This 7+ is to be called proper time, which is always the monotonous function

oft and generally agrees with the parameter T of the equation of motion ( 1/dr =
= 1) ; at the boundary of the repulsive zone "T*/dTbecomes indefinite (%) and
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within the repulsive zone r* differs from T, (dr*l&r = — 1). The equation of motion
can also be written with r* :

- dv
nr

dr* [ dr* dxi

This form has the disadvantage that the definition p, — M dr cannot be used
r
because when the nucleon passes through the repulsive zone it would result
c

in changing the sign of the energy E' = — p4 in static field too, which is always

constant otherwise. The equation of motion can also be written in the following
form :

dxi A= (signAi)
PE= MY G dr dxi

This clearly reveals the cause of the repulsion occuring despite the attractive
potential : the repulsion is the result of the rest mass becomig negative.

6. The Hamiltonian

The Hamiltonian theorem [1] underlying the equation of motion is :

bj(— me2—V)dr = 0.
Proceeding to the system time, we obtain the following Lagrangian :

@
L= —{me2+ V) (27)
Hence the canonical momentum (which is equal to the dynamical momentum):

\%
m +

9L
62
Finally setting up the Hamiltonian in the usual way :

H= p)—L v [/(me2+ V)2+ (pc)2 (28)
1. (0
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H is equal to the total energy JE The canonical equations naturally lead to
the equations of motion (10). On the other hand we have seen that with the
Werle approximation (JE¥ = E — me2 me2 but b and V are arbitrary) the
field equations are equivalent to the equation of motion (12), (14) of non-
relativistic form, the Hamiltonian of which can be readily obtained :

Hw —— W, Hw = Ew.

Of course, the two Hamiltonians are not independent of each other, there exists
the following relation :

2Hw
H
me*
thus in the Werle approximation
H=mc2+ Hw+ = me2 -j- + w4+
2m

Evidently the Hamiltonian leads likewise to the equivalent potential, a re-
cognition particularly important from the viewpoint of the transition to quantum
mechanics. (See also appendix.) It is essential to know that this is a concomitant
to the Werle approximation. If we take the usual non-relativistic approximation
b2 2 V me2), then

2
A= me " VoS P) o mea(v L opa 1 pvp
n 2 e J >m 8 8m3e2
v 1 b2 b2 v

me2 2 @ 2me* 8

(The ... mean terms of order ¢ 4) In this approximation the potential term
F22me2 resulting in repulsion no longer appears.

(It is interesting to note that the last term is equivalent to one of the terms
in the Hamiltonian obtainable from the Dirac-equation by means of non-
relativistic approximation, which has no classical analogue in the case
of electromagnetic field).

It is worth while to consider the equations of motion resulting from
the Lagrangian (27) in non-relativistic approximation. Thereby we may
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obtain an illustrative picture of the phenomenon of mass defect. Expanding
the Lagrangian (27) in a power series of b2/ c2 and, as usual, keeping only
the terms c~2 we get

I'b 2 b2 V 1 b4

2 2 2me* 8c4h

Hence the second-order equations in the approximation used :

A\VARRN b2
m4 --——- e m
c2 2 c2
X= —grrdF ,
1—
2c2
or
iff'iT — — grad V
where :
AT Ti+4 +b

which expression gives a demonstrative picture of the mass defects arising
in the attractive zone of nuclear forces and of the role of kinetic energy.

7. Motion in a combined electromagnetic and meson field

Let us consider a particle acted upon by a scalar field and an electro-
magnetic field (proton). The covariant equation of motion is :

d
(Mu,) - Fikuk.
dr c

Hence we obtain again :

M m = const.

We consider the motion in a static field, which is described by a time-inde-
pendent meson-potential  and an electric potential &, the vector potential
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is vanishing. Thus the first three components of the equations of motion are :

g (M e
dt

f ot )22 :
L égTad p—egrad & , (29)
[

whereas the fourth component accounts for the conservation of energy

E=mU tJ 1+ eP, dE =o. (30)
‘1 dt

From the latter equation :

me2+ g'f
E-b®

b=c 1-

Hence it is evident that the presence of electromagnetic field does not influence
the occurence of characteristic relativistic repulsion. The nucleon may accelerate
until it attains the velocity of light, in the point ggp= — me2 whence it goes
over to the repulsive zone. In radial motion the turning point is at the distrnce
determined by the equation

p—e P me* E

With the aid of the energy formula (30) the equation of motion (29) can also
be written in the following form :

d E—ed I1——mggradep—egrad¢'.
dt c2

It is rather striking to observe that while the expression of mass proceeding
that of velocity under the sign of differentiation with respect to time contains
the mass equivalents of the rest and kinetic energies as well as of the meson
potential energy, but there does not appear in it the mass equivalent to the
electric potential energy. In contrast to the other energy forms, in this case
the Coulomb energy does not lead to mass-defects.*

* Exact treatment of the problem of mass-defect is possible only within the ranges of
the relativistic many-body-problem.
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Effects similar to those treated here arise in the cas'e of a nucleon moving
in a pseudoscalar meson field. We shall revert to them in a subsequent paper,
where we also wish to treat the problem of radiative reaction.

*

We wish to express our thanks to Doz. J. Werte and Doz. J. Plebanski
(in Warsaw) for valuable discussions initiating the above investigations. We are
also indebted to Prof. K. F. Novobatzky and to Prof. L. Janossy for valuable help
in solving important problems of principle which arose during the calculations.

Appendix
Equivalent potential in quantum mechanics

On the basis of the relativistic Hamilton-operator (27) we can readily
obtain the quantum-mechanical equation of state of a particle of zero spin,
which moves in the scalar-field :

R?
o -(mc«+F)2v= 0. (31)
dt2 h2c2

Let us proceed to the stationary energy-eigenvalue equation. Taking into
account that in a stationary state f depends on time in the form

V(xyzt) - (xyz)e TH (32)
and introducing the non-relativistic energy according to
E* = E —me2 (33)
after simple substitution we get

V2
E* 1+ A+ \V + V-
2me2 2m 2me2

Passing over to the Werle-approximation (E* me2 b and V are arbitrary) :

Exp— - M2 Afw (34)
2m
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which is the non-relativistic Schrédingerequation with the Werle potential
in place of the potential energy.

For the description of a particle (nucleon) of % spin moving in the scalar
field we can use the Dirac-equation resulting as the «linearisation» of (31) :

7i— + 1 (me2+ V =0,
dXi he( ) ¥

The equation can be transformed to non-relativistic form in the well-known
manner by setting up the following equation :

1
Yk 1 (me2+F) e me2-f- F —0.
2m dxh he he ( ) ¥

Taking into account the commutation relation of the y,--s, and equations
(32) and (33), we get :

E* h2 V2 -
E* 1+ \V; \% M . t m (34)
2me2 2m 2mc2 2me 3Xi

Returning to the Werle-approximation this again leads to the classical energy-
eigenvalue equation of the form of (34) containing the equivalent potential W
instead of V, apart from a new energy-term depending on the spin. This term,
the existence of which was first pointed out by Plebanskj [1], is in the meson-
field the analogue of the energy-term leading to the magnetic moment of the
electron and it results in spin-orbit interaction.

Thus it is evident that the relativistic term leading to short-range repulsion
also occurs in quantummechanics.
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OBVW>XEHUWE HYKINEMWHA B CKAJNIAPHOM ME3OHHOM TONE
r. CAMOLLW u . MAPKC
Pestome

B ]aboTe paccMOTPEHO K/AacCUUECKOe [BUXXEHME TOYEUYHOr0 HYK/eoHa B CKansipHOM
ME30HHOM M0/1e. YpaBHeHVe 1BUXEHUS B CTATMYECKOM Mosie MOXKET 6biTb PELLEHO COBEPLUEHHO
TOYHO. PacueTbl NoATBEPXAAlOT pe3ynbTaTbl Bepse, OTHOCALMECA K MPUBIMKEHWUIO MasibIX
aHepruii. 3T pes3yNbTaTbl MOKa3sbIBAOT, YTO M B C/lyyae YMCTO MPUTSATMBAIOLLEr0 NOTeHumana
(Hanpumep, B cyyae noTeHuMana HOKaBa), BO3HMKAIOT OTTA/IKMBAIOLLME CWSIbl, EC/IN 3HAYeHMe
NOTEHUMANbHOW 3HEPruM CTAHOBUTCA GOfblUe, YeM 3Heprusi Nokosi. Takum o6pasom, 6e3 BCs-
KOr0 creuuanbHOro N efnonoXKeHUst Mosly4aeTcs CyLIeCTBOBaHWe OTTaSIKUBAIOLWUX CUf,
paguyc OeicTBUA KOTOPbIX COBMAajaeT C KOMMTOHOBCKOW ANMHOM BOMHBI. VccnefoBaHue Bpe-
MEHHOr0 X0fla ABWXEHUSI MPUBOAUT K TOMY, UTO 4acTmua [Oo/KHA NPOXoAuTb uepes rpaHuLy
OTTa/IKMBAIOLLEM 06/1aCTU CO CKOPOCTbIO CBeTa. B cyyae B3aMMOAECTBUS MHOTUX HYK/EOHOB
NosiIBAAOTCS 3PeKTbl, CBA3AHHbIE C CUMaMK Tuna Tpex Ten.
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Moffill's quantum-chemical approximate method was investigated on hand of a simple
model compound (H2-molecule). The application of Moffitt’s correction to a weaker approxi-
mate function gives good results, however, the use of a more correct approximate function which
corresponds to the basic idea of the method, gives a much worse result. We can draw no decisive
conclusion regarding the method ; the example, however, shows that we must regard the results
obtained by the method with some caution. On the basis of the calculations it was evident that
the use of a more correct ionic function gives a much weaker result, thus it is not correct to
interpret the ground state of the H2molecule as a superposition of homopolar and ionic states.

Introduction

The central problem of quantum chemistry is the search for function
types from which by use of the variation method we can get functions well
approximating the wave-function of the molecule. In principle all complete
orthogonal series of functions which satisfy the prescribed symmetry and boundary
conditions, are equally suited, because by applying the Ritz-method, and select-
ing sufficient members, the eigenvalue or eigenfunction can be approximated
to the desired accuracy. From the practical point of view, however, particularly
in the case of complicated molecules, the speed of convergence of the series
is extremely important. In the selection of the suitable form of the function,
considerations based on physical or chemical experience can give useful hints.

Recently a new method gained in importance in the theoretical investiga-
tion of atoms and molecules, in which the wave function is approximated
by the linear combination of given configurations. This method was applied
by Jucis [1] and Boys [2] with success to the case of atoms by improving
the Hartree-Fock method. In the investigation of molecules, a further deve-
lopment of the molecular orbital method lead to a similar result. [3], [4] In the
simplest version of the latter the function of the molecule is given as a product
of one-electron functions (molecular orbital). A further step is achieved if,
conforming to the wave mechanical Pauli-principle, antisymmetry is required
in the coordinates of all electrons. The condition can automatically be fulfilled
if we search for the function of the molecule in form of S/ater-determinants ;
each determinant corresponds to a configuration, that is the electrons are dis-

4 Acta Physica IV/3.
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tributed in molecular spin-orbitals. Generally one determinant corresponding
to a single configuration is not sufficient for a good approximation of the wave-
function, thus the task is the investigation of the linear combination of different
configurations. If we search for the molecular orbital in the form of a linear
combination of atomic orbitals, then the method in this form is totally equi-
valent to that version of the electron-pair method, in which beside the homo-
polar function types, functions corresponding to different degree of ionicity
are also used.

In the use of the linear-combination of configurations (configuration-
interaction method) a serious drawback arises from the fact that the number
of configurations increases extremely rapidly with increasing numbers of electrons
and we have no criterion as to which configurations are important and which
can he neglected. The practical use of the method is greatly affected by its weak
convergence.

In this situation the initiative of W. Moffitt is very interesting, who
proposes a new method modifying in some respect the configuration interaction
method, and improving its convergence.

Outline of the Moffitt method

Using thermochemical data Moffitt points out that the total energy of
the molecule differs but little from the sum of the energies of the atoms con-
stituting the molecule. Therefore the use of a perturbation calculation is justified,
which starts from the states of the atoms as being infinitely far from each other
so that their interaction can be treated as a perturbation. The state of the
molecule is approximated in the following manner by the linear combination of
functions constructed from the different states (including the different ionicity)
of the atoms which are very remote from each other.

Let us denote the wave function corresponding to the states of the i-th
atom by ®?, ®7. .. In the starting state the atoms are infinitely far from each
other, at the i-th atom there are nt electrons (n, ™ Z-, because we take into
account ionic states too, Z, is the charge of the nucleus). Let atom a be in the
state a, atom b in the state R etc., (a, B ... denote the totality of quantum
numbers characterizing a state), then the wave-function, representing this
state of the system s :

nai:\:e= da(le+-na) Pb(na+ lee-Ma+ I,)..,P|(...N). (D]
The eigenfunction of the Hamiltonian of the starting state is then :

H° = Ha+ H»+ ...+ He (2)
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where if, means the Hamiltonian of the i-th atom. We have

H° Tah-.e — Wa--dua-.a (3)
Ha4>l=wl<Pl 4)

and
Wab.v'e = wa + + oeeet+ W (?)

We call the functions obtained by the antisymmetrization of the product func-
tions «composite atomic functions» and denote them by In the following
we denote the single composite atomic functions briefly by , WB, ...

The program outlined above cannot be fulfilled in practice, because,
apart from the H atom, we do not know the exact atomic wave functions.
We are forced to use approximate atomic functions, in connection with them,
however, serious problems arise. The best atomic functions at present available
(Hartree- Fock method) give very well the values of physical quantities connected
with the density distribution of the atom, but the term values are reproduced
less exactly and reliably. The error connected with the latter is 2—5 eV and
this is of the same order of magnitude as the binding energy of the molecule.
So if we calculate the elements of the energy matrix (HAB= {4*AH4*Bdr) by
means of «composite» functions constructed from the approximate atomic func-
tions, the same order of deviation is possible in the matrix elements from those
calculated by means of exact atomic functions, and this fact will strongly
affect the convergence of the method.

To overcome this difficulty Moffitt separates the energy matrix into
atomic and interaction parts. If we use composite functions constructed from
exact atomic functions, this separation is the following :

HAB = Hab + VAB , (6)

where H° is the Hamiltonian corresponding to the starting state, V the part
representing the interaction term V = H — H°. Taking into account that
H° WB= WBWs this can be written as follows :

HAB= MAB WB+ VAB ),
where
MAB=fW AWBdr.

Moffitt remarks that the approximate atomic functions give the density
distribution fairly well, only the atomic term values cannot be calculated
correctly. He points out that the correlation effects which are the main cause
of this deviation are much stronger in the atomic than in the interaction part.
On this basis he suggests that the WBvalues should he given from atomic spectro-
scopy and the approximate atomic functions used only in the calculation of
Vab and M ab- (We denote the matrix elements calculated by means of the

4*
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approximate atomic functions with ~ to distinguish them from the exact
values.)

Hab = Mab Wb + Yab- (8)

The Hab obtained is not Hermitisn, thus we must construct the following
matrix :

4AB=j(H AB+ HBA):- (9)

The determination of the coefficients of the linear combination can be
carried out by solving the following secular equations :

>'CB(HAB- E MAB)= 0 . (10)

The possible energy values are determined bv the roots of the secular de-
derminant :

\Hab-E M ab|= 0. (11)

The separation outlined above is not favourable because it does not permit
the use of the spatial symmetry of the molecule for the possible factorization
of the secular equations or the secular determinant. To eliminate this defects
Moffitt suggests an alternative separation :

Vir = Has - MABWB m (12)

By Hab is meant the matrix element of the energy matrix calculated by means
of the approximate functions, Wb is the element of the asymptotic energy
matrix obtainable from the former if the atoms are infinitely separated. By
substituting into (8) and (9) and taking into account that Hab and Mas are
elements of a Hermitian matrix, we calculate in the secular equations with
the following energy matrix :

HAB= MAB+ [Mab (Wb- WB)+ (WA- Wa)MAb]- (13)

This method has the special advantage that it permits an immediate connection
with the calculations performed up till now, because the PA, ... can be made
to correspond to the starting functions of the method of Heitler-London-Slater-
Pauling, to that end we must correct the u .. matrix relating to them bv
supplementary members. In the latter, besides the elements of the metric matrix
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the Ws taken from atomic spectroscopy and the Wg calculated by
means of the approximate functions are necessary.

Moffitt applied the new method with success to the investigation of the
oxygene, ethylene and benzene molecules [7], [8], [9]. In these cases, however,
it was necessary to use additional simplifications which are independent of the
basis of the method and which are difficult to control. (Core electrons, the potential
due to a electrons, etc.) It seems interesting therefore to see the applicability
of the method in a case, where all the necessary calculations can be performed
accurately. For this purpose of model-compound the H2-molecule seems to be
the best.

Application of Moffitt’s method to the H2-molecule

From the point of view of the application of Moffitt’s method the ratio
of the binding energy to the total energy of the molecule is decisive. In the case
of the H2-molecule the binding energy is 4,74 eV and the total energy 31,93 eV,
the ratio is approximately equal to 15%, thus the method could be applied.
In the case of greater molecules this fraction is smaller, and the use of the per-
turbation calculation is more justified. This means that the investigation relating
to the H2-molecule refers to the limit of the applicability of Moffitt’s method.

According to the basic idea of the method we must construct the starting
functions from the eigenfunctions of the different states of the atoms thought
as infinitely separated. The case of the H2molecule is special insofar as here both
the ground and the excited states posses exact atomic functions and as regards
the ionic state we have approximate functions, which give the energy of the
H -ionvery correctly. As the function of the ionic state needs special examina-
tion, we select first an approximate function for the ionic state which figures
in the literature and examine the results obtained by the application of Moffitt’s
correction to this case.

The simplest possibility is to follow in our investigation the calculation
of Weinbaum [15], where the state of the molecule is approximated by the
homopolar -j- ionic functions :

V = cua(l) w (2) + va (2) ub(1)] + cuy [ua(l) ua(2) + ub(1) W(2)], (14)
where

va(l)= ~ e~°", ub(l)= -L-e bl . (15)
lils ol

aj, a2 mean the distances from nucleus a, bu b2 the same from nucleus 6, relating

to the first or second electron. We are using in the following atomic units.

Let us introduce the following notations :
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41 = va (1) ub (2), V2= u, (1) va (2), (16)
3= ua (1) ua (2), y>i AU b(l) Ub(2).
xx and #2 are exact eigenfunctions of the Hamiltonian of the starting state
in which the two atoms are infinitely separated and the 1 electron can be

found at atom a, the 2 at atom b, or the electrons exchange their places.
The cor- responding Hamiltonians are as follows :

A0 A - -1 - - an
al Lﬁ
1 1 1

Hoz 7 a2- (18)
*1 2 a2

yna and )4, however, are not eigenfunctions even in the case of infinite distance
of the atoms. If for example both electrons are at atom a and atom b infinitely
remote, then the energy calculated by means of the y3== ua(l) ua(2) function
and with the Hamiltonian

(19)

deviates by 4,5 eV from the exact energy value of the H ion representing the
ionic state.

The application of the twofold version of Moffitt’s method to this case
means the following :

a.) Corresponding to each ygthe Hamiltonian of the //..-molecule can be
separated in the following form : H°" + V°'. The explicit form of HO01, Ho02 and
H°a was given further above, Hd can be constructed in an analogous manner.
We calculate the elements of the energy matrix figuring in the secular equations
using formulae (8) and (9). W is a diagonal matrix, its elements are as follows :

Wj= W2= 2EH= — 1(a.u), W3= W4= — 052641 (a. u).*

b.) We must use formula (13), the elements of W are given above. The
elements of the asymptotic energy matrix calculated from the approximate
atomic functions are the following : W\ = \(/2= —1 (a.a), W3= W4= —0,375
(a. u). After determining the elements of the energy matrix, the calculation is
carried out in the conventional manner. The results of the calculation are
collected in Fig. 1 and Table 1. In the Figure there are given besides the experi-

* In the case of the [l ion it is customary to regard as exact value (—0,52641 a. u) [11]
that calculated quantum-mechanically by Hylleraas, the experimental value being very uncertain.
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mental potential curve the results of the uncorrected calculation of Weinbauin
and the results obtained by the twofold version of Moffitt’s method.

Fig. 1.
TABLE |
Rm (a. u) D (eV)
Weinbaum ... 1,677 3,218
Moffitta ., 1,400 4,346
Moffitth . 1,50 4,940
EXPer.iiciiecee 1,40 4,740

The inspection of the results shows, that the application of Moffitt’s
method improved the result significantly. Both potential curves approximate
very well the experimental one. Particularly close is the result obtained with
version b. The fact that the energy value lies lower than the experimental one,
does not mean a contradiction to the basic principle of the variation calculus
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insofar as our calculation is not an exact variation method as we have modified
single matrix elements.

The question can be raised, however, whether our good result is a con-
sequence of the fact that we have taken into account the right energy value
in the ionic term or whether it is fortuitous. We can decide the question as we
know an approximate function referring to the H ion, the corresponding energy
of which deviates only by 0,06 eV from the exact value. This function is the
following [12] :

fa (1,2) = — e~z(@ir“2 [1+ cxrl2-f c2(ax—a2?2] . (20)
n

Thus if we use in the ionic part fa (1, 2) for uO(l)na(2) both conditions to get
the ionic energy term with good approximation are fulfilled, and we can per-
form exact variation calculations.

The calculation can be carried out along conventional lines, the only
difficulty consisting in the new integrals presenting themselves in great numbers.
We give in the appendix the formulae for the integrals not figuring hitherto
in the literature.

The results of the calculation are collected in Table Il. For the purpose
of comparison we give the results of two other calculations (from these the first
is due to Scherr [13]) in which the ionic function is substituted by relatively
simpler ones which give a relatively weaker energy value for the H ion.

TABLE 11

Va (2) Rm (a *u) D (eV)

(ionic part of the approximate wave function) -
H2 mohmcule

_?L e—F(A!+a2) 1,491 3,436 |
n

*~e~z(ai+at) 1+ QN 1,558 3,254 1
~ _e*<aita,) [| =<€2r12f-c2(0® ,2F! 1,589 3,230 Il

An inspection of the results reveal many interesting features. In spite of the
use of functions properly approximating the ionic energy, the value obtained
for the binding energy is but a little better than the results of Weinbaum's
calculation, in which he used z = 1 both in the homopolar and in the ionic
member.

* As preliminary calculations had shown that the values of the single integrals depend
very sensitively on the value of the exponent, it was necessary to obtain the value of the expo-
nents and that of the coefficients § and c2 with higher accuracy than they were known. Table
Il collects these values.
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TABLE I11
V(l, 2) 2 a 2 H Sreray
; e~z(ai+a2> 0,6875 — — -12,859
Ze~2iad0 (\ + drp 0,8257264 0,4933512 — - 13,842
e~Z(ai~02) [1+ gri2+ c2K-0j,)7 0,76885 0,318013 0,124718 - 14,291
——* (ai+ta2) = na (1) “a (2) 1 — — -9,52
Exact value : - 14,352

We can compare the results of our calculation with the variation calcula-
tions using one or two variable parameters, in which the function form is com-
pletely analogous. These values are shown in Table IV.

TABLE IV

na(\) = W e~za*, V= [ua(l)4 2)+ ua(2)4 D]+ 1[4 14 2+ 4 (1)4 (2)]

z Km (a.u) D (eV)
Heitler —London —Sugiura [14] 1 0 1,68 3,216
Wang [15] 1,159 0 1,45 3,75
Weinbaum [16] 1,193 | 1,38 3,455
Weinbaum [10] 1,193 0,256 1,417 4,026
Experiment — — 1,40 4,74

The variation method using the correct ionic member gives a result a little
better than the method of Heitler-London-Sugiura, or the simplest version of
the homopolar-fionic method due to Weinbaum. In both cases the z figuring
in the exponential is equal to one.

The result is essentially weaker than in those cases where z (effective nuclear
charge) figures as a variation parameter. Among the calculations using one
parameter Wang's calculation gives a better result. With the given function
form the best value is obtained by that calculation of Weinbaum, in which z
and Ll are variation parameters.
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Discussion of the results of calculations : conclusions

We can draw no unambigous conclusions from the results of the calculations
as regards the applicability of Moffitt’s method. If we take namely into account
the original idea of the method, we must use besides the ground and ionic states
the excited states too. This is especially plausible in the case on the H2molecule,
where the energy of that starting state, where the one electron is in the lowest
atomic orbital and the other is in the first excited orbital, is —0,625 (a.u)
thus it is lower than the energy of the ionic state —0,52641 (a.u) which we
have taken into account. We intend to return to the investigation of this problem
in a subsequent communication.

Although we can make no decisive statement as regards the method,
still we can draw some conclusions from the calculations made.

We can state that the results of Moffitt’s method must be regarded with
some caution. Our result shows that applying the correction to a much worse
approximate function we get an astonishingly good result, in the case, however,
where we used a good approximate function conforming to the original idea
of the method, our result was much weaker.

The result of this investigation throws some light upon the real role the
ionic member plays in the approximate function. In the quantum-chemical
literature the idea appears very often according to which the ground state of
the H2-molecule can be explained as the superposition of homopolar and
ionic states. If we compare the results obtained by the three ionic functions,
we see that the last result was the weaker, the most correct was the H function.
From this we must conclude that the idea mentioned above cannot be correct
as the function better approximating the ionic state gives the worse result as
regards the binding energy of the HZ2molecule.

Comparing the data of Table IV the question arises whether it is worth
while to adopt as starting functions the eigenfunctions of atoms which are
infinitely separated. The fact that the variation of the effective nuclear charge
improves the results in both cases so effectively, draws the attention to the
possibility that in quantum-chemical calculations one must to a greater degree
than hithertho make use of the effective nuclear charge as variational parameter.
In the single orbitals figuring in different configurations one has to use different
effective nuclear charges and although this implies considerable difficulties
in the evaluation of the integrals, one has to examine, whether this method
does not lead to a faster convergence in the approximation of the function of
the molecule. We hope to return to investigations of this kind.

*

| would like to express my sincere gratitude to docent J. I. Horvath for the
discussion of the conclusion drawn from the results of the calculations, to
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E. Szelei, G. All6 and L. Vasvari for their help in the numerical computation,
to L. Varga and J. Wilheim for controlling the formulae of the integrals.

Appendix

The new integrals occurring in the computations can be divided into three
groups :

a) | [w; (1) ua(2)]2rivf(a1a2bxhb2) dr, dr2. Notation: "D”
b) j n&(1) ub (1) ua(2) ul (2) r'a/(axa2bxb2) dr,dr2. Notation : "E™
c) jua@) wn, (2)ul ) ul @) rf(craz b2dr,dr2. Notation : "M!"

In all the three integral types we denote the f (a, a2zbyb2) in the following
manner : the factors figuring in the numerator are written at the right top
beside the sign of the integral type, and the ones in the denominator are put
at the bottom.

\,1 2 | are denoted briefly by ! For example:
(bi — b2)2 | B

< Qw@uaui P =MN2drdr, = e

© 12

Moreover we use the following notations :

R
Rz , @+ »

o
1

y =1 | + R 7=1-R

The evaluation of the integrals can be carried out in two ways :
a. ) In the integrals, which contain only three out of the variables a,,
a2, b1 and b2, r12 can figure as the 4-th integration variable.

b. ) In the other integrals we can use Neumann's expansion series

= r2 2 Dtvg*(@+)p,; mp;(ti)p*bl cosvk —Vi)l
= r=
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where

DT,= 2r+ 1 DWV= (- 1)-2@2T+ 1)j 1.
L(*+ ™))

A+ and A is the bigger or the smaller resp. of the Hg and 2 A and [i are
ellipsoidal coordinates.

PTand QT mean Legendre polynomials of the first and second kind. Carrying
out the integration we use the following auxiliary quantities :

WA(m,n,a) =[] QvAH)PI@AMNA N (_1) 2 M1 _ 1)rdXd\ ,
il
1
Gl (m,a) = (e~axxmPT(x) (1- x2~ dx,

1 e
Bn(a) = J e axxndx:, An(a) = | e axxndx,
1 i
R R
Cn(aR) — je xndx, Dn(aR) = I c~axxndx,
d

The values of the integrals An, Bn, G'I (m, a) and W'j (n, m, a) can be found
in tables [17].

The new integrals that are necessary for carrying out the calculation,
are as follows :

1. =T, (7T ey b 23+ 16y2+ 1y + 112] +

+ e” N [5j+ 35]} y = 2e.

2.*1a =~ 1105IPj(00) - 315W6(02) - 525 Wo(04) -
z (

— 175 We6 (1,1) + 1050 Wo (1,3) + 1575 Wo (2,4) - 1575 Wo (3,3) —
— 189 W® (0,0) + 630 W°i (0,2) - 525 W\ (2,2) + 120 W\ (0,0) —
- 140 W\ (1,1) - 36 WI (0,0) .
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3.-rEal= . 5Wo(QD)- 15WI(03)- 15Wk(12) + 45 Wo(23) +
+
¢ om0 (10Wo(01)+ 30 W (12)+9 WA (01)- 15 W (03)—

Ow\ (1,2 + 15wi(23)+ 41420, - 3w\ (0,1) -

- BWYLY) .

5.~'EAal= T 20010 wi (01) - 35WI (0,3) - 945 W0 (1.2) -
— 525 WI (05) + 525 WO(L4) + 1050 Wl (2,3) + 1575 WO (2,5) —
- 1575 WI (34) - 378 WA (0,1) + 630 W\ (0,3) + 630 W\ (1,2) —
- 1050 W\ (2,3) + 240 WA (0,1) — 280 WA (0,3) - 72 WA (0,1) j.

6. IEBai= -t —”00|210 W= (04) “ 595 W=(°'3) - 525 W= (°’5) -

- 385 WI (1,2) + 525 W9 (1,4) + 1050 Wo (2,3) + 1575 W1 (2,5) —

1575 W1 (3,4) - 378 W\ (0,1) + 630 W{ (0,3) + 630 W\ (1,2) —

1050 W1 (2,3) + 240 12 (0,1) + 280 W\ 0,3) - 560 J+2(1,2) —

7. -1 EAatcosya =

— 72 WI(0,2) j.

1 j_ 490 wl (0,1) + 700 w1l (0,3) + 420 Wo (1,2) +

1750 W1 (1,4)— 2100 WI (2,3) + 666 W\ (0,1) - 735 IF?(0,3) —

- 525 WI(0,5) - 729 W\ (1,2) + 315 WI (1,4) + 840 W1 (2,3) +

525 W1 (2,5) - 525 W\ (3,4) - 140 W\ (0,1) + 140 32 (0,3) +
240 1+2 (1,2) - 280 WI (1,4) - 36 W9 (0,1) - 36 Wo6 (1,2) +
66 W\ (0,1) - 105 W1 (0,3) - 525 W\ (1,4) + 525 W\ (2,3) -

30 W\ (0,1) + 70 W\ (0,3) + 4 W I (0,1) j.
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8. FEBa'c0&a= 4 orCva!l—490  (0,1) - 700 Wo (0,3) + 1820 We (1,2) +

+ 350 wl (1,4) - 700 wl (2,3) + 666 W\ (0,1) + 105 W1 (0,3) -
- 525 W\ (0,5) - 1569 W\ (1,2) + M55 W\ (4,1) + 525 W\ (2,5)-
- 525 W° (3,4) - 140 W\ (0,1) + 700 W% (0,3) - 320 We6 (1,2) +
+ 280 WI (1,4) - 560 W1 (2,3) - 36 WI (0,1) - 36 WI (1,2) +

+ 66 W\ (0,1) + 315 W\ (0,3) - 525 W\ (1,2) - 525 W\ (1,4) +
+ 525 W\ (2,3) - 30 W\ (0,1) - 70 W\ (0,3) + 140 W\ (1,2) +

+ 4 WI(0,1)].

9.~4EAB= ~ ~ 006 j1848  (0,0) - 9660 WI (0,2) + 8085 WI (0,4) -

- 3675 W1 (0,6) + 2940 Wo (1,1) - 18620 Wo (1,3) + 14700 Wo (1,5) —
— 16415 W1 (2,2) — 40425 Wo (2,4) + 11025 Wo (2,6) +

+ 29400 W1 (3,3) - 44100 W6 (3,5) + 33075 Wo (4,4) -

— 3780 W1 (0,0) + 16884 W\ (0,2) - 8820 W1 (0,4) - 5292 W1 (1,1) +
+ 17640 W1 (1,3) - 17640 W1 (2,2) + 14700 W1 (2,4) -

— 14700 W1 (3,3) + 2860 W26 (0,0) - 9240 W\ (0,2) + 2940 W\ (0,4) +
+ 3360 W\ (1,1) - 7840 W1 (1,3) + 7840 W96 (2,2) - 1120 W9% (0,0) +

+ 2016 W1 (0,2) - 1008 W1 (1,1) + 192 W\ (0,0) J.

10. IEA = -)3529200 j- 1512 W=(°*°) + 10710 W= (°’2) +

+

5145 W1 (0,4) - 11025 We (0,6) + 5586 Wo (1,1) - 39690 Wo (1,3) +

+

22050 W1 (1,5) - 6615 W1 (2,2) - 55125 Wo (2,4) + 73500 B~(3,3) -

+

33075 Wo (2,6) - 66150 W1 (3,5) + 33075 Wo (4,4) + 2268 W1 (0,0) —
—17010 W1 (0,2) + 13230 WI (0,4) — 5670 W1 (1,1) + 9450° W1 (1,3)+
+ 13230 W1 (1,5) + 29988 W1 (2,2) - 48510 W1 (2,4) - 22050 IF?(3,5) +
+ 22050 W1 (4,4) - 780 W\ (0,0) + 2520 W1 (0,2) - 2940 W1 (0,4) +

+ 5160 W1 (1,1) - 10080 W1 (1,3) + 5880 W\ (3,3) - 168 W3 (0,0) -
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1680 Wo6 (1,1) + 1512 IF? (2,2) + 192 W\ (0,0) + 384 IF? (1,1) +

+

378 W\ (0,0) - 4410 W\ (0,4) - 882 W\ (1,1) + 8820 W\ (1,3) +

+

22050 W\ (2,4) - 22050 W\ (3,3) — 1890 W\ (0,2) — 270 w\ (0,0) +

+

1260 W\ (0,2) - 1470 W\ (2,2) + 112 W\ (0,0) - 168 w\ (1,1) -
24 W1(0,0) J.

11. X + X = ~ 1% 0j440 WI (0,1) + 70 Wo6 (0,3) - 525 Wo (0,5) -

- 2590 IF?(1,2) - 525 IF?(1,4) + 1575 IF?(1,6) + 3850 IF?(2,3) -
1575 Wo (2,5) — 432 IF?(0,1) + 630 IF?(0,3) + 2298 IF?(1,2) —

- 420 IF? (1,4) - 2940 IF?(2,3) - 1050 IF?(2,5) + 1050 IF? (3,4)
80 W2 (0,1) - 280 WI (0,3) - 200 WI (1,2) + 560 W\ (2,3) +

+ 72 WI(0,1) + 72 WI (1,2) — 132 W\ (0,1) - 210 W{ (0,3) +

+ 630 W\ (1,2) + 1050 W\ (1,4) - 1050 W\ (2,3) + 60 W\ (0,1) —
140 W1 (1,2) - 8 W\ (0,1) j.

12. X + X = “Z 120100700 W=I11'1) - 5600 W» (L3) + 3150 WI (1,5) +
+ 3150 Wo (3,3)-432 WI (0,0) + 2100 W\ (0,2) - 1050 IF?(0,4) +
+ 210 IF? (2,2) - 2100 IF? (2,4) - 760 IF? (1,1) + 560 W\ (1,3) +
+ 72 WI(0,0) - 420 W\ (1,1) + 2100 IF? (1,3) + 60 W\ (0,0) —

- 140 W\ (0,2) J.

The argument of the IF (re, rei) in 1—12 is always o

@
13 Mu= K j2 (- DTRT+ D2 crGBms o
+t=0
2., (=T, (+ 12 oy CTO-RIMI )t

m1(0,8) =ar(0) [IF? (23 + IF?(14) - 21IF? (12)] + G () IF? (1.2) +
+ @O [IF? 22 + IF?(04) - 21F? (02)]+ G (3), IF? (02),
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11, 8) = 2 [ET(L) W\ (2,3) + GT(2) MT(1,3)],

NPT (2, a) = GT(0) [2 Wer (0,1) - W\ (0,3)] - GT(2) WT(0,1) +
+ GT(L)[2 Wr (0,0) - Wr (0,2)] - GT(3) W\ (0,0),

mT(3,a) = - 2 [GCT(1) Wi> (1,2) + GT(2) WT(1,1)],

mT (4,a) = - [Cr (0) Wr (0,1) + GT (1) W% (0,0)],

mT(, a) = G\ (0) W\ (1,2) + G\ (1) W\ (0,2),

ml(2,a) = - [G\(0) W\ (0,1) + G\ (1) W\ (0,0)].

The argument of G and W figuring in the m-’s is a.

14. m = I e~R[4 CO(2/3) + y4J2 (2/3) - yD1(2e ) - 4 DO (2e)~

15/4yj + eRj4RAO0 (2a) + y2R3A2(2a) - YR2AXx(4a) - 4RA0(4a)Jj.

15r'M = ~~sje~R\2rCo(23)- 2C1(2/3)-2 rDo(2e) —ry Dx(2q) +

+ yD2(29)+ 2Dx(2e) —(3>y+ 5)/4y2} + eR{2r RA0(2a) + 2R2A x(2a) -
- 2rRAo0(4a) - ryR2AI1(4a) -2 R2A1(4a) - yR3A2(4a)} J.

16. " f5- /(e-«{r [12CO@23) - 6y Cx(2M) + y2C2(2/3)] - 12Ci (2/3) +
y

+ 6yC2(23) - y2C,(23)- (Byr+ 9)/4y2—r [3yD, (2¢) + 12D0X{?)] +

+ 3yDg(29) + 12Dx(20)}

+ eR|r 12fC40(2a) —6 yR2A1(2a) + y2R83N12(2a)]

+ 12R2Ax(2a) — 6y R3A2(2a) + y2R* N13(2a)

- Ir[8ByR2™ (4a) + 12R7"0(4a)] — [B3yR3A2(4a) + 12R2Ax(4a)] }
n.oiia= P R EI@Y) -Ei(-2¢) + Inzi(1- 2]

r RBy5\

- 4CO(23) + ry2Cx(2/3) - y2C2(2/8) + 4D0(2g) - ry Do (2q)

+ yDx(2q) - (15+ 2ry)/4y)} + e* {4A[Ei (- 4a) —Ei( — 23a)]

+ 4RA0(2a) + ry2R2Ax(2a) + v2R3At(2a) - 4 RA0 (4a)

— fyRA0(4a) —yR2A X(4a)} j.
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18 W = 16— je-*{(4 rC0@29 + ry2C2(209) - 4C, (2Rr)
Ry° \

- y2C3(2B) - [4rD0O(2g9) + ryDx(2q) - 4Dx(29) - y D2(2e)]
- 5@yr+ 7)/4yZ}+ eR{4 rRA0(2a) + ry2R2A2(2a)

+ 4R2AX(2a) + y2R1A3(2a) - [4rRAO(4a) + ry2R2Ax(4a)
+ 4R2AXx(4a) 4- y RsA2(4a]}j.
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NCCNEAOBAHNE OS®PPEKTUMBHOCTK OAHOIMO HOBOMo KBAHTOBO-XMMWYE-
CKOro nPMBAIM>XeEHHOIO METOJA

P. MAYHL|
Pestome

ABTOp MCCNefoBan KBaHTOBO-XMMMYeCKM MeTog B. Modputa gna cnyyass Monekysbi
(H2). MpumeHeHne nonpaBkn ModduTa B C/iyvae He COBCEM TOUHOM MPUGAMXKEHHOW (PYHKLUN
[laeT OTHOCWUTENbMO XOpoLUMiA pe3ynbTaT, a MpuMeHeHWe Gonee TOUHOW (YHKLMWU, COCTaB/IEH-
HOW Ha ocHOBe ufen B. MoguTa, NpUBOAUT K YXYALUEHMIO pe3ynbTaToB. Ha ocHOBe 3TuX
pe3ynbTaToB, KOHEYHO, HeNb3sl cAenaTb OKOHYaTe/bHbI BbIBO4 OTHOCUTENLHO MpeAsiaraemoro
MeTOfa, HO [aHHbI/i NpuMep, BO BCSIKOM C/lyyae, MOKasbIBaeT, YTO HeOGXOAMMO MNPOSIBUTH
[O/MKHYH OCTOPOXHOCTb K pe3ynibTaTaM AaHHOro MeTofa. PacueTbl nokasanu, YTo npuMeHeHue
60/1ee TOUHOI MOHHOW (PYHKUMM AaeT cnabblii pe3ynbTaT, T. €. HeMb3se paccMaTpuBaTb OCHOBHOE
COCTOSIHME MOJIeKY/Ibl BOAOPOAA Kak Cyneprnosvumio rOMeOonosisipHbIX UM WOHHBLIX COCTOSIHWIA.

5 Acta Phyeica 1V/3.
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In this paper amethod for the determination of the sensitivity distribution of photoca-
thodes is described. The purpose of the investigations was to overcome the difficulties experien-
ced in reproducing measurements carried out by means of photocells or photomultipliers. The
variation of the cathode sensitivity in photomultipliers is determined as a function of location
on cathode and of direction of incident light.

1. Introduction

In measurements of the intensity of electromagnetic radiation by means
of photocells or photo-multipliers, the results are often difficult to reproduce.
This difficulty can be attributed to the following reasons : the temperature-
dependence of the signal-to-noise ratio of the photocathode, fatigue effects of the
photocathode [1] and the local dependence of cathode sensitivity. It can also be
assumed that the photocathode sensitivity is influenced by changes in the direc-
tion of incident li”ht too.

In the following we shall at first restrict ourselves to the determination
of the sensitivity distribution of multiplier photocathodes ; further below
our measurements will also be extended to the dependence of photocathode
sensitivity distribution on the direction of incidence of light.

The photocathode sensitivity distribution is determined essentially by
two components : on the one hand by the local dependence of the sensitivity
of the cathode surface in relation to the photoelectric effect, (this being due for
the most part to the inhomogeneous photoelectric properties of the cathode)
and on the other hand, by the electron optics of the multiplier. In what follows the
resultant of these two components will be called effective cathode sensitivity.

The fluctuations occurring in sensitivity distribution play an important
part especially when the lightcurrent to be measured acts on a comparatively
small part of the total cathode surface. (The multiplier is used in such a manner
e. g. in certain astronomical investigations.) In this case the increased difficulty
arises that the adjustment of the light spot to a definite point of the cathode must
be reproduced. We note that if the total cathode surface is exposed to incident
light the role of the sensitivity distribution is less important because the local

5*
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differences in sensitivity on the illuminated surface of the photocathode com-
pensate each other.

2. Description of the measuring procedure

For the investigation of sensitivity distribution the following procedure
has been developed.

The photocathode is illuminated over a comparatively small area of its
total surface by a point-like source. The voltage on the anode resistance of the
multiplier is proportional to the product of the sensitivity shown by the illumin-
ated cathode point and the incident light intensity. If we keep the intensity
of the illuminating light source constant the sensitivity on the total
cathode surface can be determined from point to point. This procedure,
however, is tedious and its accuracy is not satisfactory. To eliminate this dif-
ficulty the light spot is moved along a straight line on the cathode surface.
Connecting the voltage proportional to the displacement of the light spot to
one of the deflection plate pairs of the cathode-ray tube and the voltage on the
anode resistance of the multiplier to the other, the photocathode sensitivity
distribution along a straight line can be directly observed on the screen of the
cathode-ray tube. During the investigations only constant intensity of the scan-
ning ray has to be ensured, as we are only interested in the relative sensitiv-
ity of the individual cathode points. The intensity of the light beam, however,
mav vary within certain limits.

The block-diagram of the measuring apparatus is shown in Fig. 1. The
moving point-like source mentioned above has been obtained by exciting the
screen of cathode-ray tube CRT 1 by an electron beam focussed to about 0,5
mm diameter and moving the electron beam along the straight line by the
deflection generator DG connected to one of the deflection plate pairs.

A moving point-like source developed in the above manner completely
satisfied our requirements. In addition, its preparation and use is much simpler
than a corresponding mechanical arrangement would be.

The image of the light spot moving over the screen of cathode-ray tube
CRT 1 with an amplitude A is formed on the photocathode of the multiplier
M with a magnification of A-times.

For direct plotting of the effective cathode sensitivity curve cathode-ray
tube CRT 2 is used, one of the deflection plate pairs of which is connected to
the voltage produced on anode resistor RM of multiplier M through the wide-
band amplifier A, while the other plate pair is connected in parallel to the cor-
responding plate-pair of cathode-ray tube CRT 1. By means of the moving
point-like light source produced by cathode-ray tube CRT 1 the sensitivity
of the photocathode is scanned along a straight line. The effective sensitivity
distribution for the total surface of the photocathode is determined in such
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a way that by the double potentiometer P a suitable d. c. voltage is connected
to the other deflection plate pair of cathode-ray tube CRT 1 and on the photo-
cathode the ray is shifted in a direction perpendicular to the direction of scan-
ning. Having thus determined the effective sensitivity distribution along several
parallel straight lines it can also be plotted perpendicular to the direction of
scanning. This plotting work can be avoided by connecting the deflection
generator to the other deflection plate pair of tube CRT 1, which enables the

Fig. 1. CRT1 :5BP type cathode-ray tube of a persistance time of 10 /«sec, with special blue

screen. CRT 2 ; Double-ray cathode-ray tube (only one of the rays was directly used in the

measurements). M :931-A type multiplier. L :Mayer Trioplan 1:29,f =75 cm. R, =
130 kohms

sensitivity distribution perpendicular to the former scanning direction to be
directly observed on oscillograph tube CRT 2.

During the course of measurements the angle formed by the scanning
ray and the normal to the surface of the photocathode varies somewhat. Owing
to this the effective sensitivity distribution may undergo some modification as
compared to scanning at constant incidence direction. As has been mentioned
above, our measurements serve, among other purposes, for the determination
of this effect, a detailed account of which will be given in section 3c. We note
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here that the variation of the incidence angle does practically not affect the
results of the measurements.

Having assumed the scanning light spot to fall with equal intensity on
any point of the photocathode it seems to be necessary to investigate the factors
influencing our assumption in detail.

First of all, we must point out that the intensity of the light emitted by
the screen of cathode-ray tube CRT 1 towards the photocathode depends on
the position of the light spot on the phosphorescent screen. This dependence
is due partly to the inhomogeneity of the screen and partly to direction-
dependence of light emission.

To determine the local dependence of the intensity of the scanning ray
(intensity-distribution) we have performed a checking measurement described
briefly in the following.

The light spot moving on cathode-ray tube CRT 1 with an amplitude A
is focused on to the photocathode, its image thereby being strongly reduced.
If the sensitivity of the photocathode can be regarded as constant in the region
corresponding to the reduced amplitude, the oscillogram on the tube CRT 2
directly gives the intensity distribution.

In the arrangement of Fig. 1 with a deflecting voltage corresponding to
an amplitude A = 100 mm the magnification of the optical system has been

selected to be N A~ —. In this case the amplitude of the displacement of the

scanning light spot on the photocathode is only 2,5 mm. However, as the sensi-
tivity of the photocathode cannot be regarded as constant even along a straight
section 2,5 mm long (see below) we do not employ optical imaging on the cathode,
decreasing thus the effect of the sensitivity change of the cathode as much as
possible. The result of the measurement is shown in the photograph taken of
the screen of oscillograph tube CRT 2 (Fig. 2). In order to determine the relative
change in intensity distribution the zero level of the intensity is fixed by cover-
ing up the screen of the oscillograph tube CRT 1 in a width of about 1 mm
perpendicular to the direction of motion of the light spot.

As the focusing conditions of the cathode ray tube show acertain depend-
ence on the anode current the intensity distribution was determined at the
anode current value used in the determination of the effective cathode sensitivity.

In measuring the effective cathode sensitivity the value of the anode
current 1A of cathode-ray tube CRT 1 is limited owing to fatigue effects appea-
ring in consequence of the large currents arising in the last stages of the multi-
plier [1]. In the measurement of the intensity distribution, owing to the re-
duction necessary to eliminate the photocathode sensitivity distribution the
light energy falling on the multiplier is thus for geometrical reasons much
smaller than in the investigation of the effective cathode sensitivity. Under
such circumstances stronger amplification of the anode signal of the multiplier
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is necessary in amplifier A. The latter fact accounts for the higher noise com-
ponent value in Fig. 2. As can be seen in Fig. 2 the emitted intensity along
one of the diameters of the screen of tube CRT 1 shows a fluctuation less than
89,. It must be noted that the latter value sets an upper limit to the fluctuation
of the intensity distribution because, on the one hand, the photocathode

Fig. 2.

sensitivity cannot be regarded as constant even in the 2,5 mm range, and on the
other, the noise component also contributes to the increase of the measured
intensity fluctuation.

The variation of the intensity of the scanning light spot, however, is also
influenced by the optical system. The effective aperture size of the optical
system depends on the position P’ of the light spot on the screen. Thus with
the angle 6 defined in Fig. 3 the intensity i varies according to

1 — const. cos? .

In measuring the cathode sensitvity distribution we replaced the optical system
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employed in the investigation of intensity distribution, the magnification of
which was N — 1 by an optical system of a magnification N — X especially

tested for the purpose. In the arrangement used for the effective cathode sensi-
tivity measurement (d)max = 6,5°, the resulting intensity decrease is at most
2,5%, i. e. it is smaller than the combined effect of the factors investigated iii
the previous control measurement. The size of the fluctuation of the intensity
due to the above reason and to lens imperfections can be checked with the
help of the blackening of an emulsion replacing the photocathode.

We note that the influence of this effect on the results of measurements
is smaller than the given rate of error as the amplitude A has been determined
so that even the reduced amplitude N A is larger than the geometrical size of the
photocathode in the direction of scanning and the maximum intensity decréase
is obtained on the edges of the photocathode.

Thus, by means of the above checking measurements we found that the
assumption for constant intensity underlying the measuring procedure is satis-
fied with an inaccuracy of about 8%.

In what follows we shall brieflv summarize the aspects decisive for the
selection of the data of the electronical arrangement shown in Fig. 1.

The anode circuit time constant of the multiplier and the repetition
frequency f of the deflection generator were determined on the basis of the
accuracy requirements of the measurement and so were the frequency and phase
characteristics of the employed amplifier.

Let us assume that the effective cathode sensitivity rapidly descreases
in the direction of scanning over a section of length ~correspondingly the voltage
on the anode resistance of the multiplier decreases exponentially with a time
constant T= RM. Cm, where Cm is the total capacity of the anode point to
earth. Knowing the constant deflecting velocity v of the point-like source on
the cathode-ray screen the scanning time corresponding to the distance s is

S S
Nv ~ N-A-/"

To attain the purpose of our measurements we require
T> T.

In the choice of/ it must be kept in mind that owing to the focusing con-
ditions of the cathode-ray tube the mean diameter of the scanning ray on the
photocathode is about 0,18 mm, i. e. it does not seem suitable to select for s
a value smaller than 0,2 mm, for the given magnification. Accordingly, we have
chosen/ =215 Hz, RM= 130 kohms at a capacity of about Cm 40 pF.
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In order to check the complete electrical system in the arrangement

shown in Fig. 1 and at a magni‘ficatﬂ)n of N~ ' the scanning light spot on

the screen of cathode-ray tube CRT 1 is periodically extinguished by means
of an impulse generator connected to the grid of the cathode-ray tube and
synchronized by the deflection generator DG. The image then appearing on
the screen of cathode-ray tube CRT 2 is shown in Fig. 4. The latter method

Fig. 4.

also serves to check to what extent our conditions for the neglecting of
the persistence of the screen in connection with the point-like light source are
fulfilled.

As the oscillogram shows the electrical circuit satisfies our requirements,
as an intensity decrease corresponding to s = 0,6 mm is reproduced almost
without distortion on the screen of cathode-ray tube CRT 2.

The procedure described above essentially satisfies the requirements for
a measuring procedure suitable for the determination of cathode sensitivitvy
distribution. These requirements are

a. ) short measuring time

b. ) recording of the result of measurements by registration.

Our procedure had to be developed in view of the time instability of
commercially available multipliers and light sources, and because if, for any
reason, a multiplier of definite cathode sensitivity distribution is needed, owing
to differences in manufacture many multipliers would have to be tested for
selection.
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3. Results of measurements

The investigation carried out by the measuring procedure described in
section 2 can be divided into three groups.

a.) Scanning of the photocathode of the 931-A type multiplier in parallel
with the axis of the multiplier (see fig. 5a, direction a).

ho h

photocathode
Fg focusing grid
1 1 dynode 1

9 dynode 9.
A anode

Fig. 5a and 5b
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b. ) Scanning of the photocathode of the 931-A type multiplier perpendicu-
lar to the axis of the multiplier (see fig. 5b, direction b).
C. ) Investigation of the dependence of the effective cathode sensitivity

of the multiplier on the direction of the incident light.

Fig. 6a

Fig. 6b

We note that the investigation in c.) is needed not only in connection
with the use of the multiplier but it is also of importance in checking the accuracy
of the a.) and b.) type measurements.

To a.) The measurements have been carried out in an arrangement cor-
responding to Fig. 1 at a magnification of N = 0,31 by connecting the voltage
supplied by generator DG to a deflection parallel to the axis of the multiplier
on cathode-ray tube GRTL1. In this case the image is formed on photocathode Pk
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of the multiplier (see fig. 5b) in such a way that the light spot is imaged on a
clouded glass replacing the photocathode. The effective cathode sensitivity
curves for two different 931-A type multipliers are shown in the photograph
taken of oscillograph tube CRT2 (fig. 6a and 6b resp.), where the scatter of the
sensitivity distributions of the two multipliers can be well distinguished.
From several measurements we have obtained for the size h of the sensitive
surface of the photocathode parallel to the axis of the multiplier on the average
20 mm, while the geometrical size is h; ~~ 25 mm.

Fig. 7.

As can be seen in the oscillograms the effective cathode sensitivity as
a function of longitudinal size shows strong fluctuation. The effect of the electro-
static focusing grid placed in front of the cathode of the multiplier (see fig. 5a)
can be well distinguished in the figures, the number of minima of the cathode
sensitivity curve being in good agreement with the number of grid windings.

Tob.) The measurements have been carried out with an arrangement similar
to that used in a.) with the difference that the roles of the vertical and horizontal
deflection plates of cathode-ray tube CRT1 are interchanged and for the ampli-
tude the value 45 mm is chosen. We have obtained for the projection of the sensitive
cathode surface size perpendicular to the symmetry axis of the multiplier ¢t —
6 mm (see fig. 5b) whereas the corresponding geometrical size is {, ~ 9 mm.
The measurements resulted in the oscillograms of oscillograph tube CRT2
presented in Fig. 7 at various a values (see fig. 52). The variation of the curve
shapes with a comparatively small change in the value a is due to the effect
of the grid windings forming a small angle with the scanning direction. In the
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latter measurement the focusing is aimed at approximately the bisecting
point of the cathode surface size perpendicular to the symmetry axis of the
multiplier. The geometrical size t0 of the cathode projection being comparatively
small, greater defocusing does not occur. We note that for the estimation of
the error thus committed the b.) type sensitivity curve can be plotted from
the a.) type measurements.

To c.) The measurement is carried out with an arrangement similar to
that in b.) with the difference that the multiplier is turned about its symmetry

"ft
(X =-W
[ oox*-30° ~ a=0* 50
< «=-20° r o\ «*+10°

Fig. 8.

axis by an angle a (see fig. 5B). The photographs taken of the effective cathode
sensitivity curve at various values of a are shown in Fig. 8. With the aid of
these photographs the angle-dependence of the effective sensitivity for a definite
point of the cathode surface can be approximately determined (Fig. 9). The
determination of the accurate angle-dependence of the effective sensitivity is
made very difficult by the electrostatic focusing grid.

As in measurement b.) the scanning ray and the given direction of incident
light form a maximum angle of 4° the variation of the effective aperture size
influences our measurements by 1%.

In measurements a.) the direction of the scanning ray and the normal
to the surface of the cathode form a maximum angle of 6,5°. In the checking
of our measurements of the intensity distribution the effect of this varying
angle of incident light was also investigated. It can be seen that the accuracy
of our measurements was not influenced by the change in the direction of
incident light.
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By means of the measuring method described above, in addition to the
cathode sensitivity investigation of the various types of photomultipliers and
photocells, other optical adjustment and control problems can as well be solved.

My thanks are due to Prof. L. Janossy for valuable direction during the
course of these investigations as well as to the Industrial Research Institute

for Telecommunication and especially to Academician G. Szigeti for having
prepared the short-persistence screen cathode-ray tube used in our measurements.
I am also indebted to J. Kmetyd for help in building the measuring equipment
and to B. Lendvay and Maria Tassaly for excellent measuring work.
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OMPEAENEHWE PACMPEAENEHNA UYBCTBUTE/IBHOCTU KATOAHOM
MOBEPXHOCTU ®OTOYMHOXWMNTEJIA

X. HAPAKU
Pestomve

ABTOpPOM 6bln paspa6oTaH MeTod, NOAXOAAWMI ANs  onpedeneHWs pacnpeaeneHuns
UYBCTBUTENBHOCTY (DOTOKATOAHbIX MOBEPXHOCTel. Llenblo paspaboTKyM 3TOro metofa 6biio
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nnn HoToyMHOXKMUTeNeM. C MOMOLLbIO 3TOF0 METO/a aBTop Onpeaenvn U3MeHeHne YyBCTBUTE b-
HOCTW B 3aBWCUMOCTM OT MecTa M OT HanpaB/eHUs NafaloLiero ceeTa.



DIE STATISTISCHE THEORIE
DES ATOMKERNS

1. Teil

Von
P. GOMBAS, E. MAGORI, B. MOLNAR und E. SZABO

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN. BUDAPEST
(Eingegangen : 1. X. 1954)

Wahrend in den vorangehenden Arbeiten die statistische Theorie des Atomkerns fir die
skalare Yukawasche Nucleonen-Wechselwirkungsenergie vom Typ J= —ye—r—'l/'o/it—t’|
entwickelt wurde, wird hier die statistische,fheorie des Atomkerns fir die skalaren Nucleonen-
Wechselwirkungsenergien J — —ee—I *— IQ sowie J= —ee (lv—'|/rO* weiter ausgebaut.
Es zeigt sich, dass die mit dem empirischen Befund am besten Ubereinstimmenden Resultate mit
der Wechselwirkung J — —re—I*— erzielt werden.

In zwei vorangehenden Arbeiten wurde von einem der Verfasser unter
Voraussetzung einer skalaren Yukawaschen Wechselwirkungsenergie zwischen
den Nucleonen von der Form

T e—Ir—'l
r—t

das statistische Modell des Atomkerns entwickeltl und die Energie des Kerns,
sowie die Nucleonendichte im Kern mit Hilfe des Ritzschen Variationsverfahrens
in erster, zweiter und dritter Ndherung bestimmt. Diese N&herungen unter-
scheiden sich darin, dass in der ersten N&herung eine Gausssche Dichtever-
teilung mit einem einzelnen Variationsparameter, in zweiter N&herung ein
verallgemeinerter Dichteverlauf mit zwei Variationsparametern angesetzt
wurde, der sich vom Gaussschen Verlauf beliebig unterscheiden kann, und in
dritter N&dherung die Neutronen- und Protonendichte voneinander unabhé&ngig
variiert wurden. Im Falle der genannten Yukawaschen Wechselwirkung fuhrt
die zweite und dritte Naherung praktisch zu keinerlei Anderung gegeniiber
der ersten und fur die Nucleonenverteilung ergibt sich nicht nur fur die leichten
sondern auch fur die schwersten Kerne eine Gausssche Verteilung, die sich nur
darin unterscheiden, dass die Dichteverteilung der schweren Kerne mit wach-
sendem r bedeutend langsamer abklingt als die der leichten.

In der vorliegenden Arbeit soll nun mit demselben Verfahren wie in den
genannten Arbeiten die Energie und Nucleonendichte fuir die skalaren Wechsel-

1 P. Gombas, Acta Phys. Hung. 1, 329, 1952 im folgenden als I zitiert und Acta Phys.
Hung. 2, 223, 1952 im folgenden als Il zitiert. Man vgl. weiterhin P. Gombés, Nature (London)
170, 362, 1952 ; 171, 979, 1953 ; Ann. d. Phys. (6) 10, 253, 1952 ; 12, 156, 1953. — Alle Bezeich-
nungen der vorliegenden Arbeit sind dieselben wie in | und II.
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Wirkungsenergien von der Form

o= T Ir. 2)

<lr_r 1P 3)
berechnet werden, wo e hier eine Konstante von der Dimension einer Energie
bezeichnet; r0 ist wieder eine Konstante von der Dimension einer L&ange, Uber
die wir hier noch verfigen kénnten, wir wéahlen sie jedoch wieder so wie in I,
d. h. wir setzen sie mit der durch 2n dividierten Comptonschen Wellenlédnge
der jr-Mesonen gleich. In der vorliegenden Arbeit sollen nun die Berechnungen
fur diese Wechselwirkungsenergien in erster und zweiter N&herung auf genau
dieselbe Weise wie in den genannten vorangehenden Arbeiten durchgefihrt
werden. Alle Bezeichnungen sind dieselben wie dort, so dass wir uns durchweg
auf diese beziehen und uns sehr kurz fassen kdnnen.

Der einzige Unterschied gegentber | besteht darin, dass jetzt in der
Dichte der Austauschenergie statt der Funktion f(con, o)p) von | die folgenden
Funktionen stehen.

Fur den Fall der Wechselwirkung (2)

| (ft>,,clp) = 24n-3 |4ft),,wp —[1+ 3W2+ c2)]{ In [1+ (con+ ctp)2] —
—In[l+ (con—Wp)2J} + 4 (w2 + cop) arct8 K + «p —

—4 (co3 —w3) zrctg {o)n — (Up)

und fir die Wechselwirkung (3)

Copye il P K + uP) bIn“b bip
6“*/, ) ® 2
(LUI'I+Tp
joop — 2)e V2 N(003-cof)d 1-

)-

— (co2 + w2 + concop — 2).

wo @ () die Gausssche Transzendente

o

bezeichnet; con und cop haben dieselbe Bedeutung wie in 1.
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Die Berechnung der Kernenergien wurde in zweiter N&dherung fur die
Kerne A = 16, 80 und 200 durchgefihrt. Die Resultate sind zusammen mit
dem Wert von Ain den Tabellen 1 und 2 dargestellt. Fir die Kernladungszahl
Z wurde hierbei ganz analog zu | jeweils der Wert gesetzt, den wir in erster
Naherung aus der Minimumsforderung der Energie erhielten. Die Resultate
sind zum Vergleich mit den in | erhaltenen und den experimentellen in Fig. 1
auch graphisch dargestellt.

Wi e zu sehen ist, erhdlt man fur die Kernenergien fir die beiden Wechsel-
wirkungen (2) und (3) mit dem experimentellen Befund etwas bessér Uber-

£ c_oj .

S o (>

O=
-5
v
o

Fig. 1. Die auf ein Teilchen entfallende Kernenergie Eoo/A in zweiter Ndherung (in MeV-Ein
heiten) als Funktion von A, fur die Kerne, die flr ein vorgegebenes A die tiefste Energie besitzen
O mit der Wechselwirkung (1) berechnet,
O mit der Wechselwirkung (2) berechnet,
V mit der Wechselwirkung (3) berechnet,
* empirische Werte.
Die mit der Wechselwirkung (3) berechneten Energien (V) fir A = 80 und 200 fallen praktisch
mit den Stellen O zusammen und wurden der besseren Ubersicht halber nicht eingezeichnet.

einstimmende Werte als mit der Yukawaschen Wechselwirkung. Besonders
hervorzuheben ist, dass fur die Wechselwirkung (2) die Energie der leichten
Kerne bedeutend tiefer liegt als im Falle der Yukawaschen Wechselwirkung,
wodurch sich fur diese Kerne insbesondere im Falle der Wechselwirkung (2)
eine bedeutend bessere Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten
ergibt als fur die Yukawasche Wechselwirkung.

Die Lage der Isobaren mit tiefster Energie im ("4,Z)-Diagramm
erweist sich fur die Wechselwirkung (3) und insbesondere fur die
Wechselwirkung (2) ebenfalls als etwas besser als mit der Yukawaschen
Wechselwirkung (1).

6 Acta Physica 1V/3.
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TABELLE 1

Kernenergien und Werte der Variationsparameter in erster und zweiter Ndherung fir einige
Kerne im Falle der Wechselwirkungsenergie (2). (/1= 5,36).
Alle Energien in MeV-Einheiten.

A 16 80 200

z 8 36 82
Erste Naherung (y= 0) r0 3,78 3,90 3,85
. ) fc 4,73 5,85 5,95
Zweite Néherung i y% 054 14 18
p, :. 1 erste N&herung 7,857 8,177 7,064
oo j zweite Né&herung 7,908 8,651 7,735

TABELLE 2

Kernenergien und Werte der Variationsparameter in erster und zweiter Ndherung fir einige
Kerne im Falle der Wechselwirkungsenergie (3). (A= 6,13).
Alle Energien in MeV-Einheiten.

A i6 80 200

z 8 36 83
Erste Naherung (y= 0) c0 5 5,2 5,15

: 5 6,1 7,97 8,3
Zweite Né&herung J}yo 043 14 19
E 14 | erste Naherung 6,987 7,955 6,660
°e 1 zweite Ndherung 7,007 8,728 7,807

Gemaéass dem Ansatz fur die Nucleonendichte [man vgl. 1 (135)] ergibt

sich fir die Nucleonendichte fiur die beiden Wechselwirkungsenergien (2) und (3)
in erster Ndherung eine Gausssche Verteilung und zwar durchweg fur alle Kerne.
Im Gegensatz zu | und Il erféhrt jedoch die Nucleonendichte der mittelschweren
und schweren Kerne in zweiter Ndherung eine wesentliche Anderung und zeigt
fir diese Kerne mehr keinen Gaussschen Verlauf, wahrend die Nucleonendichte
der leichten Kerne auch fir diese Wechselwirkungen einen Gaussschen Verlauf
aufweist. FUr mittelschwere Kerne ergibt sich im Kerninneren ein konstanter
Dichteverlauf, wahrend der Dichteverlauf der schweren Kerne im Kernmittel-
punkt eine Mulde aufweist (man vgl. Fig. 2), die darauf zurtckzufihren ist,



DIE STATISTISCHE THEORIE DES ATOMKERNS IIl. TEIL 2711

dass die Coulombsche Protonenabstossung fir die schweren Kerne so betréacht-
lich wird, dass die Protonen durch diese Abstossung an den Kernrand gedréangt
werden und zufolge der starken Anziehungskréfte zwischen Protonen und
Neutronen auch einen Bruchteil der Neutronen mit sich ziehen. Als Folge
dessen entsteht am Kernrand eine geringe Erhdhung und im Kernmittelpunkt
eine geringe Verminderung der Nucleonendichte.

ei

Fig. 2. Verlauf der Nucleonendichte ¢ = on  qp in zweiter N&herung flr die Isobaren tiefster
Energie mit der Massenzahl A = 16,80 und 200 im Falle der Wechselwirkung (2).
m ru Einheiten.

Mit den Dichteverteilungen der zweiten N&herung wurde auf dieselbe
Weise wie in I und Il mit dem Zusammenhang (210) in | (rj = %) der Kern-
radius R berechnet. Die Resultate befinden sich fir die zweite Ndherung in den
Tabellen 3 und 4.

TABELLE 3

Kernradius in der zweiten N&herung fiur einige Kerne im Falle der Wechselwirkungsenergie (2).
R in rO-Einheiten.

Theoretisch R
A M
z R in zweiter N&herung empirisch
16 8 3,5 2,65
80 36 6 4,52
200 82 8 6,14
TABELLE 4

Kernradien in der zweiten Naherung fir einige Kerne im Falle der Wechselwirkungsenergie (3).
R in r0 Einheiten.

Theoretisch R

A s
z R in zweiter Naherung empirisch
i6 8 2,8 2,65
80 36 4,5 4,52
200 83 6,5 6,14

Der Unterschied zwischen dem Verlauf der Nucleonendichten, die sich
fur die Yukawasche Wechselwirkung einerseits und fir die Wechselwirkungen
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(2) und (3) anderseits ergeben, ist darauf zurtckzufiihren, dass die Y ukawasche
Wechselwirkung fur verschwindende gegenseitige Entfernung zweier Nucleonen
singular wird, wéhrend dies bei den Wechselwirkungsenergien (2) und (3)
nicht der Fall ist. Zufolge dieses Unterschiedes ergibt sich auch zwischen den
in all’ diesen Arbeiten zugrunde gelegten Austauschwechselwirkungsenergien der
Nucleonen ein betrachtlicher Unterschied, der fiir den Fall einer konstanten
Nucleonendichte und N = Z = Aj2 aus Fig. 1 in | ersichtlich ist. Aus dieser
Figur ist klar zu sehen, dass fur diesen Fall die auf Grund der Wechselwir-
kungen (2) und (3) berechneten Austauschwechselwirkungsenergien der Nucleo-
nen flr grosse Nueleonendichten in eine Konstante Ubergehen, d. h. dass
diese Wechselwirkungen einen Abséattigungscharakter besitzen. Im Gegensatz
hierzu verlauft die auf Grund der Yukawaschen Wechselwirkung der Nucleonen
berechnete Austauschwechselwirkungsenergie fir grosse Nueleonendichten
wesentlich anders, und zwar geht sie in eine steil abfallende Gerade uber,
woraus ersichtlich ist, dass fur die Yukawasche Wechselwirkung keine vollstan-
dige Absattigung der Kréafte besteht.

CTATUCTUYECKAA TEOPUNA ATOMHOIO AAPA Il

M. FOMBALL, 3. MAFOPUW, 6. MO/NIbHAP, E. CAEO
Pestome

B npegblgywimx pab6otax 6blna pasBuTa CTaTUCTMYecKas Teopusi aTOMHOro sfgpa ans
CKaJ/ISIpHOr0 MoTeHLMana HyK/IeOHHOro B3anmogeincTemsa Tuna Fokasa J = — ye—iv—a'|/m/|r—tV
B 3Toi e pab6oTe 6blna MOCTPOEHA CTATUCTMYECKas TEOPUSi [/ CKa/lIsIPHOro MoTeHumana
B3aumogencTeua Tuna J = —ee—jr—r'l/in, a Takxke gna tuna J = — ee—{|r—t'1/r0)!. Okasbl-
BaeTCs, YTO pe3ynbTaTbl, Haubosee coBMajatoLive C IKCMEPUMEHTOM, MOSyYaloTCsl B Cly4ae
cnefyloulero noTeHuwana B3ammogehicTBusa J = —ei—r—'|/ro



UBER DEN */7-ZUSTAND DES 02-MOLEKULS

Von
A. BUDO und I. KOVACS

(Eingegangen : 8. XI. 1954)

SPEKTROSKOPISCHE ABTEILUNG DES PHYSIKALISCHEN ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUTES
DER UNG. AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

Die am 477U Zustand des 02 Molekiils beobachtete Multiplettaufspaltung, die als Funk-
tion der Rotationsquantenzahl von den auf Grund der van Vleckschen Theorie abgeleiteten
Formeln abweicht, kann durch eine Stérung des 417-Zustandes von zwei /-Zustanden in hin-
reichend guter Ubereinstimmung mit den Messergebnissen gedeutet werden. Aus der Theorie
dieser Storung lassen sich die angendherte Lage und die Multiplettkonstante des einen, bisher
noch nicht beobachteten 2/7-Termes angeben.

Unter den Elektronenzustidnden der zweiatomigen Molekiile kennt man
bisher nur einen 4JT-Zustand, dessen Feinstruktur genauer untersucht wurde;
das ist der 4//l-Zustand des Of Molekils, das untere Elektronenniveau der
von Nevin analysierten ersten negativen (427"’— 47i) Banden [lj.Die experi-
mentell gefundene Multiplettaufspaltung dieses 4/7-Termes zeigt in ihrer Ab-
hangigkeit von der Rotationsquantenzahl J keine gute Ubereinstimmung mit
den Formeln, die Brandt von der van Vleckschen Theorie ausgehend abgeleitet
hat [2], [3], sondern es ergibt sich eine Abweichung von einigen cm”1, im
wesentlichen von solcher Art, dass die mittleren zwei Komponenten der eine
von den ausseren naher kommen, als es theoretisch zu erwarten ware.

Diese Abweichungen sind nicht dadurch bedingt, dass die Brandtschen
Formeln die ersten Glieder einer Reihenentwicklung sind ; rechnet man namlich
auf Grund der erweiterten Formeln

n 8 (1) + (yi+4J(J+|)+ g Zs)ll._

> 21 (J+1) 14 [ya-2J3(J + )P
yi+ 4J(J3+ 1) 3 [yl+4J3(3+1)]V.

TE2= F3(J)= B J(J+1) jyl+ 43(J+1)-5-2d

yt- 2J(J+1) . 6 [y2- 2.7+ 1)]2
yl+ 43(J3+ 1) [yi+*J(I+1)V" (1)
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‘/!
W, = Fz(J):B[J(JJr 1)—%{y1+4J(J+ 1)—5—26% +

g 2=2J(J+1) ¢ [p—2(J+1P '

NAMUEY AT
Wo= @) =B10+ )~ g+ y+ 5+ D
g das AUy A A[Y_zfz’uil)_]i]
B ATU+Y) 3 bnt IO+
A 6Y (Y + 4)
B0 O, S TR e TR e
[wo y1 =Y ( )» y2=Y( ) e 2y 18+ 1) £7

ist und B die Rotationskonstante, 4 die Multiplettkonstante bedeuten |, oder
Isst man die entsprechende Sikulargleichung fiir einzelne J-Werte numerisch
auf, so bedeutet dies nur ganz unwesentliche Anderungen. Die Diskrepanz
zwischen den experimentellen und theoretischen Werten ist umso bemerkens-
werter, weil sich die van Vlecksche Theorie im Falle der //-Terme niedrigerer
Multiplizitiat recht gut bewihrt hat.

Fiir die Erklirung der Abweichung kann die Wechselwirkung der //-Term-
komponenten mit anderen Molekiilzustinden in Betracht kommen. Durch die
Beriicksichtigung der Wechselwirkung mit einem *X-Zustand gelang es den
Verfassern, die /1-Aufspaltungen bei dem in Rede stehenden *//-Term in Uber-
einstimmung mit den Messungen zu deuten [4 |, und dieselbe Rechnungen ergeben
auch Verschiebungen in der gegenseitigen Lage der Termkomponenten, doch
sind diese Verschiebungen gegen die genannten Abweichungen viel zu klein
(sie bleiben unter 0,1 cm™1!). Es zeigte sich, dass die Wechselwirkungen mit
einem anderen %//- und mit einem %4-Zustand ebenfalls zu vernachlissighar
kleinen Verschiebungen fiithren.

Es gibt aber Wechselwirkungen auch zwischen Termen verschiedener
Multiplizitit, die durch den Operator Xa; (I; s;) der Bahn-Spin-Kopplung der
einzelnen Elektronen vermittelt werden [5], so dass zur Deutung des fraglichen
Problems die Wechselwirkungen des *//-Zustandes mit 22, 2//- und 2/1-Termen
in Frage kommen. Unter Beachtung der entsprechenden Auswahlregeln [s. die
spitere Gl. (24)] ergibt sich, dass nur der 2//-Term eine Verschiebung der
beschriebenen Art in der gegenseitigen Lage der *//-Komponenten bewirken
kann. Das wird auch dadurch unterstiitzt, dass im Termschema des O3 auch

mehrere 2//-Terme zu finden sind, die verhiltnismissig nahe an dem betrachteten
AI1-Zustand liegen.
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Zur Erlduterung und mit Ricksicht auf das Folgende sind die Term-
schemata von 0 2und O2 —nach Mulliken [6], aber durch die neueren Ergebnissen
ergdnzt — in Abb. 1 dargestellt.

Da nach dem Obigen die beobachtete anomale Verschiebung der 4/-Term-
komponenten durch ihre Wechselwirkung mit einem 27-Term (bzw. mit mehreren
27-Termen) verursacht werden kann, wollen wir im folgenden diese Wechsel-
wirkung néher untersuchen.

Die Losung der Wellengleichung des zweiatomigen Molekils hat bekannt-
lich unter Vernachléassigung gewisser (die Separation hindernden) Glieder in der
Gleichung die Form

(2)
dabei ist & die Ldsung der Wellengleichung
[H-E(r)]® =0 ©)

des Zweizentrensystems, n und R sind die Eigenfunktionen der Wellengleichung
des symmetrischen Kreisels bzw. des anharmonischen Oszillators. Wir wollen
den Teil des //amr/ion-Operators H in (3), in dem Spinglieder nicht Vorkommen,
mit H(, die entsprechenden Eigenfunktionen mit &0 bezeichnen :

[HO- F(r)]0o= O @)
und den erwéhnten Operator
Hp = £ a- (I, s,) (5)

der Bahn-Spin Wechselwirkung als Stérung betrachten; die im allgemeinen
viel kleineren gemischten Glieder mit I,Sy und die Spin-Spin-Wechselwirkung
kdnnen hier ausser acht bleiben.

Die erste Aufgabe ist die Bestimmung der Eigenfunktionen @0 derjenigen
Elektronenzustande von O2, die bei unserem Problem eine Rolle spielen. Das
sind funf //-Zustédnde, die wir im folgenden der Kirze halber mit

ur\ 4/7,43\ 4id (6)

bezeichnen. Den Grundzustand 27a — nach der Mullikenschen Bezeichnung
... (um)4(or) X2/,; — kann man nach Mulliken aus dem Grundzustand
... (nom)4(o1)2 3Xg- des 02 entstanden denken, indem man ein Elektron aus der
dusseren it-Schale entfernt. Ahnlich gehen die (ibrigen vier Zustinde von (6)
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r(cm x 10 8)

Abb. 1. Ein Teil von den Termschemata (Potentialkurven) des 02 und Ot-Moleklls. Die

Zustdnde X Z2Tlg, A 2ZTJg und der gestrichelt eingezeichnete, bisher noch nicht beobachtete 21

Term von 0 2 entsprechen der Reihe nach den spéter im Text mit 21a, 2I'l) 2JChezeichneten
Zustanden.
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aus der (ivn)4(/t)2-Konfiguration des 02 durch Entfernen eines [je nach den
einzelnen Zustdnden verschiedenen] Elektrons aus der u-Schale hervor — alle
vier Zustande haben also die Konfiguration . .. (MoT)3ror)2 —, und zwar sollen
die bekannten *M- und 2/7i-Terme in diesem Sinne dem Term 3’jTvon 02 die
imbekannten 21 1- und 27d-Terme den metastabilen 12g bzw. XAgvon 02 ent-
sprechen (vgl. auch Abb. 1).

Bei der Bestimmung von &0 gehen wir von den Eigenfunktionen der
einzelnen Elektronen aus, die in Zylinderkoordinaten g, 2z, @ die Form
p (z,9) e'Ada, bzw. p (z,g) e’ haben, a und B sind die zu den Werten 4- —
bzw.-----gider Spinquantenzahl er gehdrenden Spineigenfunktionen, fUr/r-EIektro?
nenist A= X 11 die Funktion p beziehe sich auf die u-Schale, die entsprechende
Funktion fur die /*-Schale sei r. Die vier mdglichen Eigenfunktionen der Elektro-
nen der u-Schale sind also pe,da, pe~, 98, pe KR, pe~ItR, diejenigen der /-Schale:
reqa usw.

Sieht man zunéchst in (4) von der elektrostatischen Wechselwirkung
zwischen den Elektronen ab, so lassen sich bekanntlich Eigenfunktionen fur
die einzelnen Konfigurationen in Determinantenform angeben. Betrachten wir
z. B. die Zustdnde mit/Z1 = ZIA-= + 1,S = Zoj = -j--1 (alsomitBB = N f- 27=

= i!] so ist die entsprechende Eigenfunktion fur dieZKonfiguration (Mom)\vn)

(unter Fortlassen der Elektronen der inneren abgeschlossenen Schalen) :

preiplod pze V2a2 P3enr«3  Ple?l«<4 Poe'<4

pierRr P2e P3eil % Pie *=*ft Po
1
pi €-V'al pye-igraz P3e Pie-'mi ppe-"as (aiftasfty(a-)|
f5 1/5!
pi €I BL piounft pie-1c%  pae- At Poe-iqm (7
ri e’ ’eq r2e vsa? rae r-46'»""‘«4 Tﬁel(mas

[In der leicht verstandlichen abgekirzten Bezeichnung [ ] der Determinante
bezieht sich also die erste runde Klammer auf die iv-, die zweite auf die /-Schale. ]

Fir die Konfiguration Jebenfalls mit 1 = -f- 1, 27 — -)- ergeben sich vier

Eigenfunktionen, und zwar mit den abgekilrzten Bezeichnungen die folgenden :
oi - (it Q(dft)]> D=y[Fdft (fta] .
1

Da . [(«i ft ft) (a4«\]]. b= p (ai«2ft) (“i ft) o

®)
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Die funf zueinander orthogonalen Eigenfunktionen D, sind, wie man leicht nach-
weist, zugleich Eigenfunktionen des Operators L, = 271zi mit dem Eigenwert

N = 1 und die des Operators Sz= 27szZ-mit dem Eigenwert 27 = —. Die Eigen-

funktionen der Zustande (6) mussen aber ausserdem auch Eigenfunktionen
des Operators S2= Sx — Sy -(- Sz mit den entsprechenden, die Multiplizitat
der Terme bestimmenden Eigenwerten S (S -j- 1) sein. Die Eigenfunktionen,
die auch der letzteren Forderung gentgen, die also schon den Zustanden (6)
zugeordnet werden kénnen, seien mit B sbezeichnet. Nun ergibt die Anwendung
des Operators S2 auf die Di folgendes :

S2Do= h2 Do— h2 + 1 DO, also (4713 Bo—Do;
S2D ~h 2 —D, + D, + Ds
4

S2D2= h2 Di+ — D2+ D3j;
(9)

S2D. —h2 DL+ D, D,
S2Di = h2m—Di, also (af?.) :B4=D,.
4

Waéhrend also Dound Dx die Eigenfunktionen der Zustande 2J°,sund 2/3i dar-
stellen (wie erwahnt, ohne Berucksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen),

hat man die Eigenfunktionen von 47, 2 b und 2 Ccals Linearkombinationen
3

N CiDi aus der Forderung

S2 X'dbi = h24 V a Di [mit 1 = S (S + 1) (10
1 |
zu bestimmen. Dies fuhrt zu den Gleichungen

--------- Cl+ c2+ @B —0,

(11)
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Die Wurzeln der Sdkulardeterminante und die entsprechenden S-Werte sind :
I K Y
KI):—4’ %):2— K2> M): -, S}: S(3>: —

Die Wurzel X1), zu der die Lésung cf = cf*= cf gehdrt, entspricht also
dem 4773 -Zustand, mithin ist seine normierte Eigenfunktion :

1
Ne ,) :B, (Dj + D2-f-D3. (12
P

FiUr die zur Doppelwurzel X2) = AQ)gehdérenden Zustande rT1 bund 2M Cfolgt nur :

42)= — (&+ c'i\ 43: — (&B>+ cf), d.h. [mitcf = chcf = c/]:
(Z,r) : B2= gDj + ¢2D2— (cx+ ¢ D3; (13)
(ZA®: B3= c\D, + c2D2— (¢j + c2) Ds. (14)

Die Eigenfunktionen dieser Zustdnde bleiben also nach diesem Verfahren
noch unbestimmt, und die Berlcksichtigung der elektrostatischen Wechsel-
wirkung der Elektronen, durch die die Entartung aufgehoben waére, lasst sich
quantitativ kaum durchfihren. Wenn wir aber die Mullikensche Zuordnung
zu Hilfe nehmen [nach der der 2* i-Zustand in dem erwd&hnten Sinne dem 3Z-
Zustand von 02 und rfc dem ~-Zustand des 02entspricht] und beachten,

dass zur (UiT)2-Schale beim X (02 nur die Bestandteile (aR))und (/3a) gehdren,
die nach (8) nur in D1 und D2 auftreten, so kénnen wir annehmen, dass die
Eigenfunktion des dem 12J (02 entsprechenden 2/ -Zustandes nur D,- und
D2 Anteile und keinen D3 Anteil haben kann. Setzt man dementsprechend
in (14) cj c2= 0, d. h. ¢c2= —c[, so ist die normierte Eigenfunktion

(m,)re2=y=(D, d2j

Die Eigenfunktion B2 von 2l I1bergibt sich daraus, dass B2 und B3 zueinander
orthogonal sein mussen ; das fuhrt zu cx= c2 und nach Normierung zu

Ne ): B24A(D1+D2-2D 3.
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Ahnlich kann man auch die B-Funktionen der anderen Komponenten
der in (6) stehenden Terme erhalten. Wir fassen die Resultate zusammen :

Ne 2: Bo=DO; T y- Bg=DD0;

Bp= 10, ; ?0_1: R5—D5;

Ne 2: RBi=" (D,+ D2+ D3 ; ¢“r7,): B8C 4O (DO + + 1>3) ;

(15)
(4): Ba= -~(Dr+D,— 2D3; (H?I): B = -1=(D,’+D2- 2D'3);
p6 F6

Ne ): B3 =j= (Dl- D2;
BN f 2 (DI~ D2);

By — 4,; Ne ): B;- D\;

dabei ist

und die Funktionen D, gehen aus den entsprechenden Dt durch «Spiegelung»
der Spinfunktionen — d. h. Ersetzen jedes ak durch Rk und jedes Rk durch ak —
hervor. Sdmtliche B-Funktiorten sind orthogonal zueinander und normiert.

Die Funktionen Bi wirden, wie erwdhnt, im Falle der Vernachl&ssigung
der gegenseitigen Wechselwirkung der Elektronen die Eigenfunktionen @
von (4) darstellen. Wir betrachten die 3, als N&herungseigenfunktionen und
berechnen mit ihnen die Matrixelemente des Operators H p= i-'a, (I, S,j, und
zwar zuerst die Diagonalelemente fur die Termkomponenten

Unig, 41, , Ylpp 4w,
%

Die Diagonalelemente haben bekanntlich die Form AN E, wo die Multiplett-
konstanten A bei mehreren Termen aus Messungen bekannt sind. Auf Grund
der folgenden Rechnungen werden eben diese Konstanten mit gewissen Mittel-
werten der im H pstehenden o-in Beziehung gesetzt, wodurch auch die Bestim-
mung der nichtdiagonalen Matrixelemente von H pmdglich wird. Fir die Diago-
nalelemente ergeben sich auf Grund der bekannten Eigenschaften der Operatoren
I, und S, die folgenden Residtate.
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1) Yila(l=+ 1, Z= + 1):AsijaAZ :2 Afna=jBoZa:(,s)Bodr -

=, fK«lez «3&) («S)] EaiU/Sri[(«!B2.s Aj)(ajldr= — Zp (— pl diPi —
—Pfcakpk + PT alPt + Pm °m Pm + r*anrn) -(—ap—ap-\-ap+ ap-\-ar)

17

ar; ( )

die Bezeichnung ZP( ) bedeutet dabei das Summieren des in der ( ) stehenden
Ausdruckes Uber alle Permutationen von (iklmn) = (12345), ferner ist

ar— tn ™ h* 1™ (a2 rn) a zn) r (i7ni Zn) Qn d@n dzn (18)

und entsprechend ap. Unter Verwendung des experimentellen Wertes von
Arna [8] besagt also (17) :

A*na —ar= 195 cm"1. (19)

Zum gleichen Resultat gelangt man naturlich durch die Betrachtung der 2/7?
Komponente mit Hilfe der Eigenfunktion B0 in (15).

2) 47-Zustand. Hier (und bei den folgenden zwei Zustédnden) lasst sich
die Berechnung der Diagonalelemente nach (15) auf die Integrale

ID\HpD1dr — ~ (—ap+ 2ar), (D2H pD,, dr = ~ (— dp— 2an),

(20)
j DaHp D3dr = -A- dp, jD'H pDkdr=.0 (i, k = 1,2,3;i ¢ k)

zuruckfuhren. Die erhaltene Beziehung nebst dem beobachteten Wert von
AuT [8] lautet :

*4n — 48 cm 1, also ap= 144 cm 1. (21)

3) Bei dem 277 -Zustand ergibt sich

1
Amb= — (22)

d. h. nach (21) sollte A*nb = -f~-48 cm 1 sein, wahrend der experimentelle
Wert 8,2 cm-1 betragt [8].
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4) und 5) Bei den unbekannten Z7c und 2/7d-Zustanden fuhren die Rech-
nungen zu
AinC- —ap, Alnd= + ap. (23)
Unter den nichtdiagonalen Matrixelementen von Hp= Zat (I/S,) kdénnen
bekanntlich nur diejenigen von Null verschieden sein, die den Ubergingen

AQ = O AN =0, = 1, =01 (24)

entsprechen. Die Rechnung ergibt, dass in unserem Fall auch einige von diesen
Elementen verschwinden ; die von Null verschiedenen sind :

Ap (49 3, = -Hp A7212) 67,88,
Ap (4L;2 Unr) = - HdAp (4flt 41iu) = + 159,22, (25)
Ap (2N1?,2 2Ny = - Hdp (H?,2 2K Q) = ! ar= + 112,58.

Die Zahlenwerte der Matrixelemente (25), die fir das Spétere von Wichtig-
keit sind, kénnen aber nicht hinreichend zuverldssig erscheinen, da die Ab-
weichung des theoretischen Wertes (48 cm-1) von A\nbin (22) vom beobachteten
Wert (8,2 cm-1) darauf hinweist, dass die ohne Bericksichtigung der gegen-
seitigen elektrostatischen Wechselwirkung der Elektronen erhaltenen Eigen-
funktionen (15) modifiziert werden mussen. Die elektrostatische Wechsel-
wirkung bewirkt, dass die richtigen Eigenfunktionen (bei einigen von den
betrachteten Zustdnden) die Linearkombinationen der Funktionen B, werden.
Da bekanntlich die elektrostatische Wechselwirkung schon in viel einfacheren
Fallen nicht genau in Rechnung zu tragen ist, suchen wir die Koeffizienten
der Linearkombinationen aus der Forderung zu gewinnen, dass der theoretische
Wert von Arnb mit dem beobachteten Ubereinstimme.

Die elektrostatische Wechselwirkung ergibt bekanntlich Matrixelemente
nur zwischen solchen Zustdnden bzw. Funktionen B, einer gegebenen Elektronen-
konfiguration, zu denen dieselben Quantenzahlen /1, Z und S gehdren, in unserem
Fall also zwischen den Termkomponenten Z4£ , 24~ , 21?2,r (und zwischen

2?Ir). Daher hat die Eigenfunktion ®0von 2J7°t die Form [vgl. (15)] :
d°(H?,) = S2bB24-SittB3 + S4&B4, und &dhnliche Form haben auch o (277i)t)
und ®0(2M,T). (S2b, S3p, . .. sind die Koeffizienten der Linearkombination.)
Zur Bestimmung von Sitt S3b, . .. reicht offenbar die Kenntnis der erwé&hnten
Konstante A 2nb allein nicht aus, und es liegt keine andere verwendbare Grdsse
vor. Wahlt man nun nur einen von den beiden Zustanden 213) und 2M3/, so



UBER DEN «J/I-ZUSTAND DES O -MOLEKULS 283

fuhrt — wie leicht zu zeige« ist — die Wechselwirkung des 24, Zustandes
mit dem 2/7°jzu dem der Beobachtung widersprechenden Wert A2ub> — ap.

Mit Rulcksicht hierauf nehmen wir eine Wechselwirkung nur zwischen den
"-/lhund 27cZustanden an, d. h. wir setzen :

@0 (*nllt) = s2,b2+ 8333

o (L, )

(26)

s2cb 2+ s3db 3.

Die Koeffizienten S lassen sich aus den Orthogonalitdts- und Normierungs-
bedingungen (S2bS2c + S3bS= 0, SDH-f- S = 1, S -f S3c — 1) und aus der
erwahnten Bedingung

J*o (rl.) Hpa (LW, ndr = Si 3b ap 14~ 2SS 3 f31
= A2IbAZ = 2 A2[lb—4,1 (27)
bestimmen ; wir geben gleich ihre Zahlenwerte an :
Sh= S3x= 0,99633, S3h= — Sfc= — 0,08557 . (28)
Mit diesen S-Werten hat man ausser (26) auch die Eigenfunktionen
®o(2ll, ) = Su B2+ S3bB3; ®o{ll ) = SXB2+ SIB3 (29)

zu bilden, die [>0-Eigenfunktionen der iibrigen Zustdnde sind nach unserer
Annahme mit den entsprechenden B-Funktionen identisch.

Mit den Eigenfunktionen ®0gerechnet, bleiben die Werte von A2ub, A n,
Arna ungeéandert, fur A 2rb und A ZYC gilt (27) bzw.

A 25iC— S|c bSO —@)f'4sxsx = —104,2, (30)
und fur die nichtdiagonalen Matrixelemente ergibt sich statt (25) :

Ap («A,/,, =-H p(*I™,2/y = sn (ir—S20)[3 O = Q——81,26,
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Hp(*#,,, ATY = - Hp@EHAHZAY =53 %ar—SZZU3Lctp =o0= + 152.82 ,

Appa?2*ay Hp (*9?2,2dy = S2lSx dp — s 3, B3car (31)

+

("2 Skc + S3,5%) ar=T1= -)-127,30,

d. h. die kleinen B3 bzw. R2-Anteile der Eigenfunktionen (26) rufen nur ver-
haltnisméassig kleine Anderungen in den Werten der nichtdiagonalen Matrix-
elemente vor.

Wir gehen nun von dem bisher betrachteten Zweizentrensystem zu dem
schwingenden und rotierenden Molekll Uber. Als seine ungestdrten Eigen-
funktionen wahlen wir mit Ricksicht auf (2)—(4) die Funktionen

= ¢oR u » (32)

und betrachten Hp-)- Hj als Stérung, wo der Operator Ht die bei der Separation
der vollstandigen Wellengleichung vernachldssigten Glieder [2] représentiert.
Dann ergibt sich, dass die hier untersuchte Wechselwirkung der 44-TertkoTpo-
nenten mit den Z-TerTen in erster Naherung durch die Sakulargleichung

*Ay WI—W Hi2 0 0 0 0 o 0

My A2 Wl w =B 0 His 0 uh O

av, O A2 wl—w A4 0 A £6 @) A3

in>y O 0 HItWI—W 0 o) o) - 0@
a o Hit 0 0 wl—w as% saf7 O

0 0 A3 O Hi5 IFeF o0 fAe8

*Lin 0 w2 O 0 A?75 0 IF? W 9728

ALl 0 0 Hs3 0 0 A £6 HI-  JF—IF

beschrieben wird ; hier bedeuten :

W\ B*n \x — -j-J + y A*n;JF° = V(A7 ; *M») + B*nb TZlM'—Zl Anb;
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W\ = R«/, A.n;We°=v(*n;*nb)+B*,b 4 5 A -nb;
13
W= B, *+ A'n\ W® —V (47 ; 2fc) + B?Zji 7., 1o
x“ T+ 1 2'"c;
Wi= B-n\x + - —ZA*n;W%: V@7, 24+ B>nc L + -- Mnc;
| 4
(34)
fjo 15/\
ni2 B A°6— H Ub
4
H3B= 2Rv/ AB= R=/lc
«34 = B< f4 7 a 87 «es = T;
«5 ——a%H—2: #27 = —H$%a= 0; Hfk= a«,

und x = J (J + 1).Vonden Abstanden v (47, 27& und v (47, 2T) der ent-
sprechenden Terme ist der erstere —6900 cm-1 ; der letztere sowie Binc sind
nicht bekannt. Die fur die entsprechenden Terme mit 1 — — 1 gultige Deter-
minantengleichung ist mit (33) identisch.

Die Diagonalelemente von (33) sind die Energiewerte, die sich aus der
separierten Wellengleichung des Molekils ergeben und die dem Hundschen Fall
a) entsprechen ; bei ihnen ist die infolge der Rotation auftretende gegenseitige
Wechselwirkung der Multiplettkomponenten nicht bertcksichtigt. Diesen
Wechselwirkungen entsprechen die Matrixelemente innerhalb der durch ge-
strichelte Linien getrennten Quadrate ; die Ubrigen Matrixelemente ergeben
sich dadurch, dass der Operator Hp = a, (1, s,) in die bei der Separation der
Wellengleichung vernachlédssigten Glieder aufgenommen wurde, bzw. dass wir
von den Eigenfunktionen (32) ausgegangen sind.

Transformiert man die Matrix H° von (33) mit einer solchen unitdren
Matrix S, dass die 47 und 27-Anteile von H° Diagonalform annehmen, so stellen
in der transformierten Matrix

!/ Acta Physica 1V/3
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IF 0 0 0 q 15 A 16 q 17 918
0 w2 0 0 q 25 A 26 A7 q 28
0 0 w3 o q 35 a 36 a3 Tg
0 0 0 ~g q 45 q 46 a4l q 48
«5, q 52 a3 A 54 0 A 57 S 58
a B a 62 163 A 64 o .y A67 A €8
H 71 H 72 4,3 a 74 75 A 78 if7 o

q 81 8 82 9 83 A 84 S 85 A 86 0 ~g

die Diagonalelemente IF,, W2, JF3 W4 gerade die Brandtschen Energieaus-
dricke (1), die Diagonalelemente IFS W6 und W7, Ws die bekannten Hill-van
Vleckschen Formeln [2] fur die J1b- und TT'-Tenne dar, ferner sind

Hk6 = $2kSHHD  S[ik SR5A°6; A7 — Szk STTHZ/ + S3*Ssi A8

like, —S2kS56 1120 + Syk SR6AmE ; llks — SK A 1126 + $3kS$8HAB;  (36)

k=1, ... 4
Al = S6, ST/ S5 + ~6/ Se7Hg8; H18 S5ISTBH57 -(- Se/ S8 Hes
(1= 5,6).
Fur die Elemente von S gilt [4], [9]
sik —[sfk + dfc+ S+ sa Y (i, xk — 1,2, 3,4),
V. 2
si*x= 33 -0 34+ v (IF3— IF))(JF? —Wk) —3 (j-f 1
2 2 1 2
s2*= — (IF? - IF) (W%- IF) (IF?- Wk)- 3 J+ (37)
S = 21j3 - j J[I + |-I1 2(IF? - WK) (Wa- WK) ,
»» = - 2[3]]_ +1)] m(d+ |)(|T,»-|T.)

Von (S55, S56, S65 S66) und (S77, S78 S87, S8 gentgt es fur das Folgende nur
soviel zu wissen, dass sie je eine unitare Teilmatrix bilden ; die Ubrigen Elemente
von S sind Null.
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Wendet man nun auf die Matrix (35) die Ublichen Formeln der Stérungs-
theorie von nichentarteten Systemen an und bedenkt, dass die gegen die Multi-
plettaufspaltung grossen Termdifferenzen r (477, 2/7 ) und v (477, 277 ) fur alle
Termkomponenten als gleich genommen werden kdnnen, so erhalt man fur
die Energiewerte der 477-Komponenten :

Wk=W k+ a(Slk+ SL) (k= 1,273,4 (38)

a= e +  emeemecoesene : (39)
V4, 20P)  V(*/7, 279

Nach dem Obigen ruft also die Wechselwirkung des 477-Zustandes mit den
27-Termenindemgegenseitigen Abstand der 47/-K omponenten die Abweichungen

Awki- Awki= (W;- WA)- (wk- wi)= a(Sxk+ Sak- S|, - S§) (40)

von den auf Grund der Brandtschen Formeln (1) erwarteten Werten vor. Die
beobachteten Abweichungen sind far den Schwingungszustand v — 0 des
4T7-Termes, nach der TabelleXXder Nevinschen Arbeit, in Abb. 2 durch Kreise
dargestellt ; die ausgezogenen Kurven zeigen die theoretischen Werte, die
aus (40) mit der Konstante a = — 3,712 cm 1 [nach numerischer Berechnung
von S/k] gewonnen wurden. Man sieht, dass die beobachteten Abweichungen
durch die untersuchte Wechselwirkung im wesentlichen erklart werden kénnen.

Wir bemerken, dass die Gultigkeit der Resultate von (38) bzw. (40) von
den unter (14) und bei (26) gemachten Annahmen nicht berihrt wird ; ohne
diese wirden nur in der Konstante a in (39) auch andere Grdssen auftreten.
Den mit diesen Annahmen erhaltenen Ausdruck von a kénnen wir aber dazu
benitzen, um gewisse Aussagen Uber die Lage des bisher nicht beobachteten
217 -Termes zu machen.

Zunéchst folgt aus der Richtung der beobachteten Abweichungen [die
mittleren Komponenten von 47f kommen der tiefsten néaher], dass a<0 ist. Da
nach der Analyse der 277-2Z7a-Banden [7] der 277*-TerT Uber dem 477 liegt [d. h.
v (477, Z7%) < 0ist], gilt nach (39) : v (477, 277f) < 0. Bei der Bestimmung von
v (AT, 2M Q beachten wir, dass das r=0-Niveau des 47-Termes von allen Schwin-
gungsniveaus von 277 und 2/7' gestért werden kann. Dementsprechend schreibt
man genauer statt des ersten Gliedes von a:

y Ne a(r)R,‘ern*n dTrot] 2 y Q2 RgRv,dr]2 s

UA>  ~ v (477,70 ; 2777) v (*MN,=0;2M k) 1 1

7*
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Abb. 2. Die Kreise bedeuten die in den gegenseitigenAbstdnden der tZ/-Komponenten beobach-

teten Abweichungen von den nach der bisherigen Theorie erwarteten Werten, also der Reihe nach

die aus der Tabelle XX der Nevinschen Arbeit [1] entnommenen Differenzen AF430bs (J)—

—AFi3, eale (J),AFn,obs(J)—AF 3Rcalc(J),AF2Ll,0bs (J)—AF 2,calc(J). Dieausgezogenen Kurven

stellen die durch die Stérung des4/-Zustandes von zwei ?7-Termen verursachten, aus der theore-

tischen Formel (40) berechneten Verschiebungen A W'1XJ)—A W14J), A W23(J)—A W23(J) und
AJF3i'(J)—AjVsi(J) dar.

wo Round Rv, die Schwingungseigenfunktionen von 4/ (v = 0) bzw. 2TIbVv")
bedeuten und

v (477,,=0; 2N k) = ve (477 ; 211b) + — co'— —CcoEXe — cO' t/+ +
2 4

1712
“h % (42)

ve(*M; rMp = —6895 cm 4 coe= 1035,69 cm 4 wexe —10,39 cm 4, coe
— 900 cm*“ 1, mexe — 13,4 cm“1

sind [8].

Da sich die Kernabstdnde der 417 und 21l -Zustande in der Gleichgewichts-
lage (re— 1,3813 bzw. 1,409 A) sowie ihre Schwingungskonstanten we nur
relativ wenig voneinander unterscheiden, kann man annehmen, dass das Schwin-
gungsniveau v = 0 des 4T hauptsdchlich vom Niveau v'= Odes 21 bgestort
wird. Im Falle von kleinen Schwingungsquantenzahlen v' kénnen die Eigen-
funktionen RO, Rv des anharmonischen Oszillators angenédhert durch diejenigen
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des harmonischen Oszillators ersetzt werden. Die mit den letzteren nach den
Hutchissonschen Formeln [10]* berechneten Integrale |/i¢REBdr fihren zu

e -V , [\KRv- drf

B~2j?2 irr Jri; = - (0,8598 + 0,0942 + 0,0010 +
v(*nv=0, nv)
0,0001 + 0,0003 + 0,0003) = — 0,96. (43)

Was nun den unbekannten 2/7 -Term betrifft, kdbnnen wir annehmen, dass bei
ihm der Kernabstand und die Schwingungskonstante nicht wesentlich von
denjenigen der 47- und 2/7tTerme abweichen, daja alle drei Terme zu derselben
Elektronenkonfiguration gehdren. Das bedeutet, dass das Niveau v = 0 des
47-Termes im wesentlichen ebenfalls nur vom Niveau v' = 0 des 2 Cgestort
wird. Der Abstand des letzteren von dem 4/7r=g Niveau ergibt sich aus (41)
und nach dem Obigen zu

v (47c=0, 20ii-0) = N ~~é)** —8500cm 1. (44)

Nach unseren Uberlegungen sollte also der bisher nicht beobachtete rll  Zustand
(in der Abb. 1. gestrichelt eingezeichnet) um etwa 8500 cm-1 Uber dem 477,=8-
Niveau, oder [nach (42) ] um etwa 1700 cm-1 Uber dem bekannten 27®=0-Niveau
iegen ; seine Multiplettkonstante betrdgt nach (30) etwa — 104 cm* 1
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2a 07
a2¢ 2(1-ra*) *
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O COCTOAHUNN 4 MOJIEKY /bl 0+

A. BYAO n N. KOBAY
Pestove

MynbTUNMETHOE pacLlensieHne CNeKTPasibHOW NMHUM Monekynbl O j, Habniogaemoe
B COCTOSIHUM 44,,, KOTOpoe, KaK (ByHKAWS BpaLlaTeNlbHOro KBaHTOBOIO 4ucna OT/MYaeTcs
0T (hopmy/bl, BbIBEAEHHOM Ha OCHOBe Teopun BaH-dneka, HacTosiLLen paboToin 06bSACHAEeTCA
BO3MYLLIEHNEM COCTOSIHUS 45 ABYMS COCTOSIHUSIMM 21,4TO AaeT Xopollee COBMajgeHue C IKcrne-
pPUMEHTaNIbHBIMU AaHHbIMU. 13 Teopun [aHHOMO0 BO3MYLLEHWSI MOXHO 3ajaTb NpuGAMXKeHHOe
MOMOXEHNE WU MY/bTUM/ETHYI0O KOHCTAHTY [0 CUX MOp HEeu3BecTHoro ‘-//-Tepma.
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CALCULATION OF PAIRING ENERGY BY MEANS
OF THE EIGENFUNCTIONS
OF THE YUKAWA POTENTIAL

By
M. A. ZIEGLER

CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, BUDAPEST

(Received 23. 1V. 1954)

M. G. Mayer [1] explained the empirical nuclear spin values by assuming
that of two orbits in the same nucleus that of higher angular momentum has
the higher (less negative) pairing energy. In her calculations to check this hypo-
thesis, the potential between two nucleons being assumed in the shape of a 6
function she obtained for the absolute value of the pairing energy belonging
to the orbit determined by

paij = (21 + D 1w @

where

@

Im = JIC(r)i-*dr @)
o]

and Rn[(r) and r denote the normalized radial eigenfunction and the radius
vector, respectively.

(In what follows we shall neglect the factors independent of n, I, j, as
we are only interested in the relative value of the pairing energies belonging
to the individual energy levels.)

Thus, to determine the pairing energy we need to know the energy eigen-
functions belonging to the individual quantum states.

Hitherto the calculations have been carried out in two different ways.
M .G. Mayer [1] estimated the value of the integral (2), whereas A. J. M. Hitch-
cock [3] used oscillator eigenfunctions; i. e. in his calculation the integral
in the pairing energy actually depends only on the value of n, I, but not on the
value of j. In this way the increase withj ofthe pairing energy in the case of
identical | is trivial.

Thus a strong spin-orbit interaction seems a suitable assumption for
our calculations, as in this case the energy eigenvalues and, at the same time,
the eigenfunctions depend not only on n, | but also onj. Thus we obtain for the
integral (2) :
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intj = \rnty () r*dr . (3)
(0]

In our calculations we used G. Szamosi's results [4]. Calculating the
potential of the nucleus, which was assumed to be of constant density, from
a Yukawa interaction potential the expression for the potential becomes

-,R shf*r if r<R
I*r
V(r) =
hfiR
MR- (L+ fir) it r>R
WwRUr

where A is the number of nucleons, and g the coupling constant of the meson
field. Ll is related to the mass of the n meson in the well-known manner. In the
Hartree approximation the one-particle Schrédinger equation belonging to the
quantum number (n, I, j) is of the form

2M
Ayntj + Enu+jgV wvnij= 0

Assuming a spin-orbit interaction the potential becomes

V(r)+*_dV1 4_ j:i+
r

V(r) — x AR (SR S IE N

where

In the above expressions y>nuy and Eny denote the one-particle energy eigenfunction
and the energy eigenvalue, respectively. M is the mass of the particle and
A a numerical factor characteristic of the strength of the spin-orbit interaction.
Separating angular and radial part in ip the differential equation obtained for
the function

dny (r) = rRnlj ()

can be solved numerically if g and 4 are given.
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Taking into account that the radial eigenfunctions in the integral are
normalized we obtain for the absolute value of the pairing energy from (1)
and (3)

fAnl] (r) r2dr

Pnl= (2j+ 1)°------m-mmmm-- .
[1 <j(r) drf
6

The calculations were carried out for the nucleus with Z — 60 and N — 83
(Z number of protons, N number of neutrons), the parameter values being
g —5e and A= 10. The results of the calculation are listed in the Table.

TABLE

(The »competing« levels are marked by|).

Level 'nej- . Prej
1 Suf 1,105 0,230
2 p3/2 0,059 0,237
1 Pl/, 0,061 0,122
i1<4 0,042 0,251
12 sLj9 0,121 0,243
1 d3/. 0,045 0,180
1 f1/2 0,033 0,264
2 p3/2 0,058 0,233
1f./t 0,038 0,229
12 pl/. 0,062 0,124
11 g»/2 0,029 0,289
12 d3/3 0,040 0,238
13 sl/. 0,126 0,251
I g7/2 0,033 0,264
2 d3/2 0,043 0,172
1Vs 0,026 0,308
2 0,030 0,243
1 h»2 0,029 0,297

The results show that the assumption for the pairing energy was justified :
of orbits of the same azimuthal quantum number that of higher angular momen-
tum has indeed the higher pairing energy.

The same result, i. e. that it is really the orbit of higher angular mo-
mentum which has a higher pairing energy, was obtained in the case of levels
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which are, according to experiment «competing» [5]. Thus it is possible that
the orbit of higher angular momentum lies energetically lower, namely

PId, > Pis,~, Pig,j> f>Piy], Pig, a> P2d,jt

There are only two exceptions to this rule, the levels 2p> and If, =
Calculating, however, the level order without taking into account the pairing
energy, it was already found that these levels were interchanged as compared
to the experimental results. Besides, the difference between the two pairing
energies is so slight that it does not exceed the error limit of the calculation.

These calculations are of mere informational character as in the derivation
of (1) the interaction potential of the two nucleons was supposed to be a &
function. It can be assumed, however, that the application of the Yukawa
potential, apart from some constant factors, would yield essentially the same
results.

| take this opportunity to thank G. Szamosi for having called my atten-
tion to this problem.
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DER ENERGIE-IMPULS-TENSOR
DER STRAHLUNG IN DIELEKTRIKA

Von
G. MARX und K. NAGY

INSTITUT FUR PHYSIK DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPE9T

(Vorgelegt von K. F. Novobatzky — Eingegangen : 29. VI. 1954)

Die elektromagnetische Strahlung steht selbst in vdéllig durchsichtigen
Medien in einer stdndigen Wechselwirkung mit der polarisierbaren Materie :
das elektromagnetische Feld ruft eine wechselnde elektrische und magnetische
Polarisation hervor, wéahrend die Strahlung der entstehenden Dipole die Eigen-
schaften der primér einfallenden Strahlung verdndert. Hieraus folgt, dass die
aus dem Vakuum einfallende Strahlungsenergie auch in Medien, die nicht
stdndig Energie absorbieren, in einem gegebenen Augenblick nur teilweise
in Form von elektromagnetischer Energie anwesend ist, wédhrend sie teilweise
als die potentielle und kinetische Energie der polarisierten (deformierten)
Molekule, also vom makroskopischen Gesichtspunkt als mechanische Energie
erscheint. Mehrere Forscher wiesen darauf hin, dass der die Erhaltungssatze
befriedigende, vollstdndige Strahlungs-Energie-Impuls-Tensor Slk eben mit
Rucksicht auf die obigen Ausfihrungen im Inneren der polarisierbaren Materie
vom Energie-Impuls-Tensor Tjk des elektromagnetischen Feldes zu unter-
scheiden ist : zu Tjk muss man nadmlich jenen Teil tlk des mechanischen Energie-
Impuls-Tensors addieren, der die vom elektromagnetischen Feld erregten
Spannungen beschreibt. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Herleitung
der durch die Feldstdrken ausgedrickten kovarianten Form dieses Tensors.

Mit der Bestimmung des vollstdndigen Strahlungstensors Slk haben sich
bereits mehrere Forscher befasst. H. Ott [1] und F. Beck [2] bildeten den
Strahlungstensor Slk auf Grund des Minkowskischen Energie-Impuls-Tensors
(um dessen Asymmetrie zu beseitigen), wahrend G. Marx und G. Gydrgyi [3]
vom Abrahamschen Energie-Impuls-Tensor ausgingen und auf Grund der
ponderomotorischen Kréafte zu der auf ruhende Medien und ebene Wellen
besch &nkten Form von Sik gelangten. K. Nagy [4] verallgemeinerte dann diese
Form mit einer Lorentz-Transformation auch auf den Fall bewegter Dielektrika.
Die Untersuchungen von Beck und Marx fuhrten trotz des verschiedenen Aus-
gangspunktes zu einem im Wesen gleichen Ergebnis, was fur die Richtigkeit
ihrer Uberlegungen spricht.

Bei der Herleitung des vollstdndigen Strahlungs-Energie-Impuls-Tensors
sei von dem Abrahamschen Energie-Impuls-Tensor ausgegangen, der auch die
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auf die im Dielektrikum entstehenden Polarisationsstrome wirkenden Lorentz-
schen Kréafte bertcksichtigt. Seine Form ist

Tik = Fir Gkr-----— F,sGr< (Fir Fr — Fr Frui) uk (1)
4n 4 F

Es werden die Ublichen Bezeichnungen verwendet : F\k steht fir den aus den
Vektoren S und S3 gebildeten Tensor, Gu fir den aus den Vektoren ® und §
gebildeten Tensor, it, ist die in Lichtgeschwindigkeitseinheiten gemessene
konstante Vierergeschwindigkeit des Dielektrikums, n der Brechungsindex des
Mediums, [x die magnetische Permeabilitdt des Mediums, s, die Viererstrom-

dichte und Fi — Firur. Die Maxwellschen Feldgleichungen lauten:
3 G*
= 4nsi, (2)
3 xk

3Fk 3Fmn 3 Fik

3Xj 3 xk 3xi (®)

Die die Feldgrdssen miteinander verknipfenden materiellen Gleichungen sind :

Gik = — [Fik+ (n2- 1) (u, Fk + ukFi)] . )

[x

Die nachstehenden Uberlegungen sollen sich zuné&chst auf ruhende Dielektrika
beschranken. Bezeichnet man die aus den raumartigen Komponenten des
Tensors —Tik gebildeten Maxwellschen Spannungen mit so gelangt man
in einem homogenen, ladungs- und stromfreien (also durchsichtigen) Medium
bekanntlich zu

Div 2 S
4n ®)

Man erhélt die Kraftdichte, wenn man auch die aus den Komponenten von
T4 gebildete Feldimpulsdichte

q- 1 tSxv

4nc

in Betracht zieht :

I= Div$ 2 SX£>
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Diese Kraft wird vom Feld auf das polarisierte Dielektrikum ausgelbt. Wenn
das Dielektrikum befestigt ist, dann vermag die ponderomotorische Kraft
weder den Impuls des Dielektrikums zu erhéhen noch eine Arbeit an ihm zu
verrichten. In diesem Falle muss also die im Dielektrikum erregte mechanische
Spannung t die elektromagnetische Kraftwirkung gemédss dem Zusammenhénge

Divt=f °
9t anc (6)

kompensieren. Der mechanische Spannungstensor t hat also einerseits die
Gleichung (6) zu befriedigen und andererseits natlrlich symmetrisch zu sein.
Wenn man dies beriicksichtigt, dann kann man ganz einfach durch einen Ver-
gleich der GI. (5) und (6) den Spannungstensor durch die Feldstarken ausdrtcken:

n2

Die Komponenten von t bilden hierbei die raumartigen Komponenten von —t,k
Die Ubrigen Komponenten haben im Sinne der obigen Ausfiihrungen in einem
starr befestigten Dielektrikum zu verschwinden. Zieht man die Verknipfung
von T und Tik sowie von t und tik in Betracht, so lasst sich schreiben :

N

X
tik — -—- Tik, wenn i,4=1,2,3, tu tti 0
n2
Diese fur ein ruhendes Dielektrikum gultige Relation kann zusammenfassend
auch folgendermassen geschrieben werden :

ik~ "7 A 3 U W) desa” Umls) Trs ®)
n2

Der jetzt erhaltene Zusammenhang ist also fir ruhende Medien gultig, drickt
aber daneben auch einen Tensorzusammenhang aus, so dass er in jedem Inertial-
system Gultigkeit besitzen muss. Durch die GI. (8) wurde also die allgemein-
gultige kovariante Form von t,kerhalten. Hieraus lasst sich durch Heranziehung
von

sik= Tik tik )

auch der vollstdndige Strahlungs-Energie-Impuls-Tensor gewinnen, u. zw. sowohl
fur den Fall einer beliebigen elektromagnetischen Strahlung als auch fir den
Fall eines sich mit beliebiger Geschwindigkeit fortbewegenden Dielektrikums.
Bei Anwendung der GI. (1), (8) und (9) kann Sik auch als Funktion der
Feldstarken ausgedrickt werden. Durch einfache Substitution ergibt sich
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aik : iy
sik = —1 - IFir Gur - F,s Gr +-om- J Ll VV«i Fkr Fr
41T nr ann’y n2j\
4——————§—UiUk (n2- 1) FrFr+ 2 FrsFn (10)

(Durch Ubergang auf dreidimensionale Bezeichnungen kann bestéatigt werden,
dass dieser Zusammenhang mit der in [4] bsnutzten Form Ubereinstimmt.)
Die Spur des Tensors betrdgt nun — im Gegensatz zu der von T — nicht mehr
Null, wodurch zum Ausdruck gebracht wird, dass ein Teil der Strahlungsenergie
bereits als Energie einer iber eine Ruhemasse verfiigenden Materie anwesend
ist :
«w — S bifing 4 FraFn + =, FrFr >0

Bei Anwendung der Gl. (10) und der Feldgleichungen (2) und (3) kann auch
unmittelbar durch Differenzieren bewiesen werden, dass S,u in einem durch-
sichtigen, homogenen Medium divergenzfrei ist. An den inhomogenen und leit-
fahigen Stellen des Dielektrikums (n const, fl const, * /~ 0) weisen die
Strahlungsenergie und der Impuls Senken auf:

3 Sik . 1 9e
= — [Fir+ (n2- LDw Fr] sr- -F r Fr—
3 xk n2 81 n2 X

1 8
B Frs Frs + Fr Fr
8nn2ii2 (2

In diesem Falle haben aber die Abtrennung von tit vom mechanischen Energie-
Impuls-Tensor und infolgedessen auch der Strahlungstensor Sik bereits ihre
Bedeutung verloren. Wo indessen die Energie nicht permanent absorbiert
wird, sondern nur zwischen dem Feld und der polarisierten Materie oszilliert,
kann Sik zur Beschreibung der dynamischen Eigenschaften der durch das
Dielektrikum hindurchgehenden Strahlung (so z. B. der sich im Dielektrikum
bewegenden Photone [4]) benutzt werden.
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MCCNEAOBAHWME KOTEPEHTHDB X @®O0OTOHHBbI X
MOTOKOB METOLOM COBMNALEHUN

A. ADAM, N. AHOLW, T. BAPTA
OTAE/T KOCMWYECKUX NYYEN LEHTPANbHOIO HAYYHO-WCCNELOBATE/IbCKOIO
VHCTUTYTA ®U3UKW, BYJANEWT

(Moctynuno 28. 1X. 1954)

B aToil cTaTbe wuccnegyeTca BOMPOC, ABAAKTCA (DOTOHbI, MpUHagnexalive K ABYM
KOrepeHTHbIM CBETOBbIM My4Kam, He3aBMUCUMbIMU. [lBa KOFepeHTHbIX CBETOBbIX My4yKa, OCy-
LLIeCTB/IEHHBbIX C MOMOLLbIO MOYNPO3paYHoOro 3epkana, nagaiv Ha (hOTO3/1eKTPOHHbIE YMHO-
XuTenu. 3afaya 3ak/oyanacb B TOM, YTOObl ONpPefenvTb CyLIECTBYHOT M UCTUHHbIE COBMa-
JeHUA Mexay umnynbcamy (OTOYMHOXMTeNel. [na 3Toro cpaBHUBa/IUCL YUCIO COBNageHUl
NOMlYYEHHbIX MPU KOFepeHTHOM OCBELLEHUW C YUC/OM C/lyyaliHbIX COBMAfeHWA MONyYeHHbIX
NPU HEKOrepeHTHOM OCBELLEHUMN.

lMponsBedeHHble Hamy MCCMefoBaHUA MOKa3bIBAKOT UTO WUCTUHHbBIX COBMNafeHulii HeT.
TouHee roBops, eCNM MPUHMMATb BO BHMMaHWe CTaTMYeCKyl MOrpelHocTb, TO He 60nblue
0,6% (OTOHOB MOrM Obl faTb WUCTUHHbIE COBMAAeHUS.

l.
§ 1. BeefeHue

Hawe wuccnegoBaHne 6bl10 NPeANPUHATO C LENbI0 YCTAHOBUTb, HE3aBW-
CUMbI 1 (DOTOHBI B KOFEPEHTHBIX CBETOBbIX MyyKax. COrnacHo KBaHTOBOW Teopuu,
Takume (POTOHblI HE3aBUCKMbI B CleAyHOLEM CMbICe : €C/M MOCTaBWUTb Ha MyTw

CyeTymnk
coBnage-
Hunit

Puc. 7. Cxema onbITa

CBETOBOr0 MOTOKa NOAYNpo3paqyHoe 3epKano, pasgensiollee ero Ha OTpPaXKeHHbI
M NPOXOASALMIA NyUKW, a 3aTeM YIaBAUBaTb 3TW MyYKM CUYETYMKAMMU (HOTOHOB,
TO CUéTuMKM ByayT cpabaTbiBaTb HE3aBMCMMO ApYr OT Apyra, T. €. BCAKWUIA pa3s
Oynet cpabatbiBaTb MWL OAWH M3 HUX. [N NPOBEPKM 3TOr0 YTBEPXAEeHUA
Obln MOCTaBfieH ONbIT MO crefytollein cxeme (puc. 1):

1 Acta Physica 1V/4.
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CBeT OT MCTOYHMKA F nafaeT Ha nosynpospayHoe 3epkano 7. OTpa-
YKEeHHbI Ny4yoK 1 nagaeT Ha (POTOINEKTPOHHbIA YMHOXMUTENb M v a NPOLUeALLNiA
yepes 3epKano Nyyok 2 — Ha POTOYMHOXKMUTE/b M 2. C NOMOLLBIO COOTBETCTBY!O-
Weli annapaTtypbl Mbl PerMcTpypyem T. H. COBMageHus, T. e. Te Ciy4au, Korja
06a (hoTOyMHOXMTeNs cpabaTbiBalOT OAHOBPEMEHHO.

Cssi3b JaHHOM0 OMbITa ¢ Npo6neMaMn KBaHTOBOW MexaHWKW, — T. €. C BO-
MPOCOM 0 KOPNYCKY/APHO-BO/IHOBOM XapaKTepe 3feMeHTapHbIX YacTuL, NoApobHO
ocselleHa J1. AHown [1, 2). B Tex e CTaTbAX aBTOP YKa3blBaeT Ha BaXXHOCTb
3KCNEePUMEHTAILHOTO M3yYeHUs [aHHOro Bonpoca.

§ 2. CnyuaiiHble coBnafeHus 1 MNoabop paspeLlatoLlero BpeMeHu
annapartypbl, PerucTpupyoLleii coBnageHus

BblwenpueefeHHas cxema HeW3BeXHO CUMTAeT KakK WCTUHHbIE, TaK U cay-
YyaiiHble cOBNafeHWs, T. €. COBMaJeHUs WCMNYNbCOB [BYX (OTOYMHOXUTENEN,
BbI3BaHHbIX ABYMS (POTOHaMM, NPUXOAALLMMU APYT 3a APYTOM Yepe3 KOPOTKMIA
MPOMEXYTOK BPEMEHM, He MpeBbillaWMiA TaK Has3blBaeMOe paspeLuarollee
Bpems T.

Halw 3KcnepuMeHT [O/DKEH BbIACHUTb, He OTMeYaeT /M YCTaHOBKa Npu
OCBELLEHUN (POTOSINEKTPOHHLIX YMHOXWTENE KOrepeHTHbIMU My4yKaMy CBeTa
6onblle COBNafEeHW, 4YeM OXMAAEMOe YUCNO CllyYailHbIX COBMALEHUN.

Mpexze Bcero, HeOOGXOAMMO ONpeLenTb, BO3MOXHO /i1 C YBEPEHHOCTbIO
YCTaHOBUTL pasvuvMe MeXAy YUCnaMu CUCTEMATUYECKUX W ClyyaliHbIX COB-
nafieHWid, HECMOTPS Ha TO, UTO BEPOSITHOCTb cpabaTblBaHWUS YMHOXMWTENen Mana.

Ecnn 0603HaunTL BepOATHOCTL CpabaTbiBaHUS YMHOXUTENS Yepes p, Cpej-
HUIA MOTOK MafaloLlero Ha YMHOXMUTeNb CBeTa Yepe3 n (JOTOHOB B CEKYHAY,
a yncno MMNynbCoB (hoHa (B TEMHOTE) Yepe3 N s, TO aHOA YMHOXUTENsS B CEKYHAY

N = Den + Ns @
OyfeT nocTynatb UMMyNbCOB. [py HaWMUX M3MEPEHUSX Mbl OXNaXAanu YMHO-
XUTENN XUAKMM BO34yxoM. bnarogaps aTomy, umcno MMMYnbLCOB (hoHa 6bl1o
HWUTOXXHO Ma/lbIM M0 CPAaBHEHMIO C YWUCAOM WMMYNbCOB, BbI3BAHHbLIX CBETOM,
M UM MOXHO OblN0 npeHebpeub. B Takom cnydae

N = pn.

Kak u3BeCTHO, CpefHee 4MCNO C/y4YailHbIX COBMAfeHWA Npu NPOLOSIKUTENb-
HOCTU M3MepPeHNs t MOXHO OnpejenuTs Mo ¢opmyne

Kv= 2iV2rt, 3]

roe T 0603HauaeT paspeluatollee Bpems annapaTypbl. (MPocToTbl pagu Mbl
NPeanonoXunu, uTo BeposiTHOCTb cpabaTbiBaHUs YMHOXWTENen O0fWHAKOBa,
OfVHAKOBbI M MOCTYMalolie Ha HUX CBETOBbIE MOTOKW. XOf pacyeTa He MeHs-
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€TCs, €CIM MPUHATbL BO BHMMaHWe pasHble BEPOSTHOCTM cpabaTbiBaHWA W pas-
HMLY CBETOBbIX MOTOKOB).

OO6LLee UNCNO OTMEYEHHbIX COBMAJEHWA PaBHO YUCIY CAyYaliHbIX COB-
NafieHWid, NAC YACNO UCTUHHBIX COBMafeHWid. Tpu onpefeneHwn Yncna UCTUH-
HbIX COBMAafleHWn HeobXOAMMO pas3fmyatb Te Cayyau, Korga ()OTOH He BbI3blBaeT
cpabaTblBaHMS 0O0MX YMHOXWTENe NOTOMY, YTO KaToZ OAHOr0O U3 HUX CyYaiHo
He MCNyCTUN 3M1eKTPOHa (BEPOSTHOCTL TOro, YTO 3MMCCMSI NPOM3OMAET B 060MX
YMHOXWUTENSX, paBHa p2), U Te cny4van, Korga (oToH BOO6LE HECnOCOBEeH Bbl-
3BaTb CpabaTbiBaHNE 000MX YMHOXWUTENER, MO0 ABMKETCA WCKMOUUTENbHO
B OfHOM W3 MY4YKOB.

Ecnu  npefnonoXuTtb, UTO WCTUHHbIE COBMaJeHMs CnocobHa BbI3BaTb
e-Has [ons (POTOHOB, T. € BCEro en (JOTOHOB, TO YMCIO TaKMX COBNafeHwWi
cocTaBuT ep2nt. O6LUEe >Xe YMCNO COBMafeHMiA OyAeT PaBHO :

K = Kv+ ep2nt -2N2rt+ epNt. (3)

Ecnm 6bl UCTUHHbIE COBMAJEHWS BbI3bIBA/INCh 3HAUMTENIbHOM YacCTbi0 (HOTOHOB,
T. € €CM B«=<l, 3a CPaBHUTE/IbHO KOPOTKOE BPEMS MOXHO Obl1I0 YCTAHOBWTb,
MMEKTC NI CPefM COBMAfEHWIA WCTUHHbIE. PacxoXieHue Mexay uucnamm
COBMaJeHMii MOXHO Ha3BaTb CYLLECTBEHHbLIM, €C/n

K> Kv+ 3AKy, 4

(rme yepes A K v 0603HauYeHa CpeAHss KBagpaTuyeckas OLMOKa Ymncna CnyyaiHbIx
coBnageHuid). [leno B TOM, YTO BEPOSTHOCTbIO MOSIBNIEHUS OTK/IOHEHWIA, MpPeBbl-
LIAIOLLMX TPOEKPATHYIO CPEAHION KBaAPaTUYECKYHO OLUMGKY, MOXHO MpeHeGpeydb.
Ecnn B BbipaxkeHve (4) MOACTaBMTL OXMAAEMy MO pacrnpefeneHuto MyaccoHa
OLNGKY : (A Kv)2= Kv, TO pe3ynbTaT NOKaXeT HaM, CKO/IbKO BPEMEHU [AO0/MKHO
ANUTBCS M3MEpPEHVe.

epNt> 3 1/2 JS2Tt

t>>-——- T. (5)

Y>e O00blYHbIi CYETUMK COBMafeHWUi NErko HacTPOWUTb Ha paspeluatoLee
Bpemsa T = 2,10-6 cek. Ecnn nofactaBuTb 3T0 — BMecTe C£= 1um p — 3,10-3,
— B hopmyny (5), Mbl nonyuum Tpebyemoe Bpems : t > 4 Cek.

3 BbllLecKa3aHHOro SBCTBYeT, 4YTO, ec/m Obl 3HaUMTENbHas 4acTb (OTo-
HOB MpUBOAWMMA K WUCTUHHBLIM COBMafeHWsIM, 3TO MOXHO 06bl10 6bl YCTAHOBUTb
NyTemM W3MEPEHUA MPOAO/HKUTENBHOCTLIO B HECKOJIbKO CEKYH[,.

Ecnn TOMbKO 0YeHb Manas 4acTb (POTOHOB [aeT WCTWUHHbIE COBMafeHus,
T. e ecm £<° 1 T0 ANA YCTaHOB/IEHUS HANMYUA TaKWX WCTUHHLIX COBMafeHWiA
N3MEepPEHVE JOMKHO ObiTb A0BOMLHO MPOAOMKUTENbHLIM. CripallnBaeTcs, Kakux
pe3ynbTaToOB MOXHO J06UTHCA B C/lydae peasbHO AOMYCTUMON MPOAO/IKNTENb-

1*
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HOCTW M3MepeHus. 3TO OMpejensieTcs MOrpellHocTbio thakTopa e. M3 chopmysbl
(3) cnegyer :
K - Kv

e= ONt (6

Ae=+ —phtAg/K-K V?=i pivi ;r‘_p ]/-t- Q)

Mpy BbIBOAE BblpaXKeHWs (7) Mbl MOACTABWIM Ha OCHOBE CBOMCTB pac-
npegeneHuns lyaccoHa BMEeCTO CpefHeil KBaLpaTUYHOW OLUMOKM KOpeHb cpea-
Hero 3HayeHusa W Npou3Benn BcneAcTsve e ™ 1 NOACTAaHOBKY K ~ Kv. Eciu
noacTaButb B hopmyny (6) BblLUENPMBEAEHHbIE 3HAYeHWA U t — 5 4acos, Mbl
nony4mMMm Ans NOrpewHocTy e3HadeHne Ae — + 7,10 3, MHbIMK CNOBamu : NyTem
NATUYACOBOr0 W3MepeHUs MOXHO OyaeT YCTaHOBWUTb, BbI3bIBAET /I WUCTUHHbIE
coBnafeHns 6onee 2 NpOLEHTOB (HOTOHOB.

Ortcioga BMOHO, UYTO fAaxke MpW CPaBHUTENIbHO Manoil BepoOATHOCTWU cpaba-
TbIBaHUA (POTO3NEKTPOHHOI0 YMHOXMUTENSA MOXHO C MOMOLLBb 0ObIYHON YyCTa-
HOBKW AN perncTpauun cosnageHnini (T 2,10-6 cek.) onpefenuThb, NpeBbIlLaeT
N obLlee 4NCNO COBMALEHWIA YMCNO CAyYaliHbIX — WHbIMW Ci0Bamu, OTMeYa-
IOTCH N UCTUHHbIE COBMaAEHUS.

§ 3. MeTof M3MepeHUst

UTobbl YCTAHOBWTb, OTMEYAOTCA /1M UCTVHHbIE COBMAfEHUS, HEOOXOAMMO
TOYHO 3HaTb YWUCMO CNyyaiHbIX COBMageHwWid. LlenecoobpasHo MOCTaBWUTb OMbIT

Puc. 2. YcTaHOBKa ANA CYETA WUCTUHHBLIX W CydailHbIX COBMAaAeHWi

Tak, 4YTO6bl YWCMO CAy4YaliHbIX COBNAaLeHW M3Mepsnoch HernocpefcTBeHHO. Ecnu
OCBETUTbL (DOTO3NEKTPOHHbIE YMHOXWUTENWU ABYMS PasHbIMU UCTOUHMKAMU CBETA,
Mbl 0653aTeNlbHO NOAYYUM OfWMH NMLLIb CryYaliHble COBMageHus. Llenecoo6pasHo
yepefoBaTb KOFEPEHTHOE W HEKOFepeHTHOE OCBELEeHWe U HeMoCpefCTBEHHO
cpaBHMBaTb uucna cosnageHuidi. (Cm. puc. 2. TlonepeMeHHO ropsaT n1M60 MCToY-
HUK cBeTa F, /M60 WCTOYHWMKM CBeTa n F2)
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§ 4. OnTu4yeckas 4acTb YCTpOICTBa

OnTunyeckoe obopynoBaHUe, MPUMEHSBLUEECH A/  HaleTo OnblTa, W3-
0b6paxeHo Ha puc. 3.

M3 cnekTpa MCTOYHMKA CBETa F Mbl C MOMOLLbIO MPU3MEHHOrO MOHOXPO-
MaTopa BblAeNUaN Mofocy ¢ AUHONA BOHLI 0koMo 5000 A. CBeT MpoxoauT yepes
NUH3Y L 1 oTpaxaeTcs 3epKanom T Ha (DOTO3NEKTPOHHbIE YMHOXUTENN M T U M 2.
CBeT OT WCTOYHMKOB Ft WM F2 MOMajaeT COOTBETCTBEHHO Ha (DOTO3MEKTPOHHbIE
YMHOXUTENM AL 1 M 2, MUHYS 3epKano T. Mepen (POTO3NEKTPOHHLIMUA YMHOXU-

Puc. 3. OnTnyeckas 4acTb YCTpOWCTBa

TeNAMU B KOXYXe TepMmocTaTa-0x/lagmTens bl npojenaHbl 0TBEpPCTUsS B X W B.r
OnameTpoM B 6 MUNIMMETPOB. B KauyecTBe WMCTOYHMKOB CBeTa OblIN MPUMEHEHBI
Namnbl TNetowero paspagatuna /A-12-12. N3mepeHve Benocb ¢ HOTOHHLIM MOTO-
KoM B 13 000—130 000 hoTOHOB B CeKYHAY. JOCTMXeHWe CTONb €naboro MnoToka
He NpeLCTaBNAN0 3aTPYAHEHWA, 16O : a) Mbl UCMOMB30BAIN MWL Y3KYIO MOM0CY
BCEro CnekTpa, Tak YT0 UHTEHCMBHOCTb OCBELLEHNs Oblna 1 cama o cebe Hese-
NNKa, W 6) nepes MOHOXPOMATOPOM W 32 HWM Mbl MOCTaBUAN Auadparmbl. TOH-
Kas perynnpoBKa WHTEHCMBHOCTW OCBELLEHWS| OCYLLECTBASAIACh NyTEM W3MeHe-
HWS TOKa NUTaHWS Nammoyex.

Mpy oTperynmpoBaHWM ONTUKWU HALO ObINO CrefuTb 3a Tem, 4Tobbl C 3ep-
Kana T BeCb CBET Majan Ha (hOTOKaTOAbl 3MEKTPOHHBLIX YMHOXMUTENel, n6o
B MPOTMBHOM C/y4Yae 4acTb CBeTa He Morfa 6bl Bbi3blBaTb COBMajeHuii. B To xe
BpemMs Mbl He MOrny yb6eauTbCs B MPaBWUILHOCTU Hanafku YCTAHOBKW 3pUTESb-
HbIM MyTeM, BCMEACTBME Maoi MHTEHCMBHOCTU CBETA M OCOOEHHOCTEN KOHCTPYK-
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umn oxnagutens. MNoaTomy Hanafka Benach B CNeAytoleid Nocnef0BaTe/lbHOCTY :
MCTOYHMK CBETA F Obll 3aMEHEH APYrUM, MOLLHbIM. 3aTeM Mbl HaBeM Ha LEHTPbI
AvatparM B un306paxkeHWss BbIXOAHOTO 3pavka MOHOXpoMatopa. 3Ta perynu-
pOBKa Befacb NyTeM BU3ya/lbHOr0 HabnwgeHus. locne sToro Mbl CHOBa CTaBUAN
Ha MEeCTO NepBOHaYa/TbHbIA UCTOYHUK CBETA M NyTeM MepeaBuraHns oTO3NeKTPOH-
HOFO YMHOXWTENs BLIMCKMBAAM TO MOJIOXKEHME, B KOTOPOM CYETUMK OTMEYa
HanbosblUee YWUCIO UMMY/LCOB. POTO3NEKTPOHHBI YMHOXMWTENb, a TakXKe BeCh
TEepMOCTaT MOXHO 6bII0 MepefBuraTb B BEPTUKa/bHOM 1 MOMEPEYHOM Hanpas-
NeHUAX WU BpaliaTb B FOPM3OHTA/ILHOW MIOCKOCTY BOKPYT 3pavka B.

PacnonoXeHne WCTOYHWKOB CBETa F+ U F2 U TOYHOCTb MOSTYYEHUS UX
N300paxXeHNsa Ha (hOTOKaTOAaX He UMeNM 0coboro 3HavyeHus, M60 UX Posb 3aK/to-
yanacb NULbL B TOM, YTOObl BbI3blBaTb CpabaTbiBaHWe 060MX (HOTOYMHOXUTENEN
He3aBMCMMO ApYr OT Apyra C M3BECTHOW 4acCTOTOIA.

MponycKHY N OTpaXaTelbHY CMNOCOGHOCTb 3epKana T Mbl OMpeaevuan
C NOMOLLBHO (POTOMETPA, KannMbpoBaHHOIrO B MMKPOIOMEHAX. 3epKano mponyckaeTt
40% najatoLLlero Ha Hero cBeta M oTpaxkaeT 60%.

§ 5. Peructpupyouee ycTpOCTBO

PerncTpupytolee yCTPOMCTBO COCTOAN0 W3 (POTOHHLIX CYETUMKOB, OMU-
CaHWs KOTOpbIX AaHbl B cTaTbAx [3] v [4], n n3 cuétumka cosnageHuin (puc. 4).

Puc. 4. Cxema perucTpupytoLLero ycTpoicTea

YCUneHHble UMMYbCbl 3MEKTPOHHLIX YMHOXWUTeneli My n Al ¢ coaHoi
CTOPOHbI MOACYMUTBLIBANICL, C APYrOi >Xe MOCTynasnM Ha CUETYMK COBMaAeHUN.
MMnynbebl COBNAfileHNiA permcTpmMpoBannch MeXaHMYeCKUM PerucTpaTtopoM, pabo-
TaBLIMM OT YNpPaBMsOWEro Kackafa. B 3neKTpuyeckoll Cxeme CYeTyrka COB-
nageHnii Mbl NPUMEHUNN MEHTOZ, Ha YNPaBNSIOLYIO U YCKOPSIOLLYH CETKM KOTO-
poro MocTynann npuxogsuive ¢ 06emx CTOpP OH CUTHabl.
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8 6. KOHTpO/ibHbIe K3MepeHUs

Mbl TLaTebHO MPOBEPWAM 3MIEKTPOHHYIO 4YacTb Hallero 060pyfoBaHus
C MOMOLLBI0 METOZ0B, ONMUCAHHbLIX B cTaThax [3] n [4]. Ocoboe BHUMaHWe yaenuim
Mbl MPOBEPKE CYUETUMKA COBMajeHWii : He MPOMYCKaeT NM OH COBMAfeHWA 1 He
OTMEYaeT /M OH JIOXHbIX CoBNageHwid. Mpasfa, obopynoBaHME ObIO OFPaXAEHO
OT BHELUHUX MOMEX, HO JIOXHbIE COBMaJeHNs MOryT OTMeYaTbCs WU TakuMm MyTeMm,
YTO OfjHa CTOpOHA Hallei YCTaHOBKWM cpaboTaeT OT MMMy/bCa 3MEKTPOHHOIO
YMHOXWTENS, a YCWIEHHbI CWrHan 3acTaBUT cpaboTaTb, B CU/Yy €e Ype3Bbl-
YaiHO BbLICOKOW YYBCTBUTENbHOCTU, W BTOPYKD CTOPOHY. UTOGLI MpOBEpWUTL 3TO,
Mbl BK/HOUMM BCIO 3/1EKTPOHHYIO YaCTb Halleil yCTaHOBKW. Ha 0fHON cTopoHe
paboTan M (POTO3MEKTPOHHbIA YMHOXWTENb, & Ha APYroi Mbl MpepBaan nuTa-
IOLLYHO LeMb 3M1EKTPOHHOIMO0 YMHOXMWTENS KOHAEHCATOPOM GOJbLUIOA eMKOCTU.
Takum 06pa3om, Ha 3Ty CTOPOHY MOM/M NOCTYNaTb BCAKUE JIOXKHbIE UMMY/bChI,
MOF/IN BO3HWKaTb NOXHbIE COBAMAEHNS.

J1oXKHble CcOBMafileHNsi Ham YAanocb MOSIHOCTbK YCTPaHUTb.

O6e CTOpPOHbI Mbl HAcTPOMIM Tak, 4TOObl MNPU PaBHON WMHTEHCMBHOCTU
OCBELLEHNS1 OTCYETbI Ha CYETUYMKAX OblM MPWUOAN3NTENbHO paBHbI.

BaXHbIM KOHTPO/bHLIM M3MEPEHUEM SBUIOCH YCTaHOB/EHUE TOrO, CXO-
OUTCS NN paspeLuatoLlee BpPeMsi, UCYUCIEHHOE HA OCHOBE (hOpMy/bl (2) W3 umcna
C/yYaliHbIX COBMALEHU M YmCna OTCUMTAHHBLIX MMMYbCOB Ha 06eMX CTOPOHaX,
C HEnocpefiCTBEHHO M3MEPEHHbIM pa3peLuatoLlim BpemeHeM. [locnegHee 3amep-
AN0Cb TaK, YTO Ha CYETYMK COBMAJEHWI CUrHa/bl NOAaBa/IMCb C OAHOIO U TOro
e 3MEKTPOHHOr0 YMHOXWTENA, HO OAWH W3 CUrHaNoB Mponyckanca uepes
NVHUIO 3agepXXKu. Mpy onpeaeneHHOM 3HaYeHUM 3afepPXKKU COBMafEHUS YXKe He
JO/MKHbI 0TMeYaTbCs. Takum MyTeM Mbl MOAYYMIN AN pa3peLuatoLLlero BPeMeHM
3HayeHne T = 2,3 + 0,2+ 10~B cek. (0,2- 10”6 cek. — WHTepBan MNepexoia).
Mony4YeHHOE 3HAYeHME XOPOLUO COr/acyercsi CO 3HAYEHWEM, WCUMCIEHHbIM U3
CNyYaiHbIX COBMaAeHUIA.

Il
8 7. W3mepeHus

Mpn M3MepeHMAX Mbl Yepe3 Kaable [Be MUHYTbI YepefoBasn KOrepeHTHoe
N HeKorepeHTHOe OcCBeLleHWe. Mpu KaXKA0M 3aMeHe Mbl OTCUMTLIBASIM MOKA3aHWA
CYETUMKOB 060MX 3/IEKTPOHHBLIX YMHOXWTENEN (bir UN 2 1 CYETUMKA COBMaAeHuiA
(K). B xoae wu3MepeHWs BbIABWAWNCH KonebaHMsi umcna cpabaTbiBaHuiAi. Ha
npakTuke Ham ypganocb nonyyatb 20—100 ABYXMWMHYTHbIX MEPUOAOB OTCUETA
npyv HeM3MeHHOM umcne cpabaTbiBaHUA. VI3MeHeHWe 4acToThbl cpabaTbiBaHUs Oblio
HEBENNKO, HO 6bIIO0 6bl BCE XXe 3aTPyAHWTENbHO BOCCTaHaB/AMBaTb MEPBOHA-
yasibHble 3HaYeHWs MOCNe KaXAOro Takoro m3meHeHms. opasgfo LenecoobpasHee
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6bI10 NPOAOMKATL M3MEPEHME, HECMOTPS Ha M3MEHMBLUYHOCS WHTEHCUBHOCTb, U
06pabaTbiBaTb MOMyYEHHblE JaHHbIE TaKWM METOAOM, YTOObl CpaBHEHWE [aHHBbIX,
MOMYYEHHbIX MPU KOTEPEHTHOM 1 HEKOTePeHTHOM OCBELLEHMM, OKa3alioChb He3sa-
BUCKMbIM OT W3MEHEHWsi 4acTOTbl cpabaTblBaHWS.

§ 8. MeTog 06paboTKM HabnwoaeHWA

UT06bI caenatb 06paboTKy He6MOLEHWI He3aBUCUMON OT U3MEHEHMWIN NHTEH-
CMBHOCTW, LIeN1eco06pasHO MOMOXKMTb B OCHOBY 06pabOTKM pa3peluaroliee Bpems
T, — BeAb MpV OCBELLEHUN HEKOTepeHTHbIM CBETOM BO3HWKAKOT MWL CAYyYaii-
Hble coBnageHus [Popmyna (2)]. 3mecb T ABNAETCA KOHCTAHTOW [aHHOW ycTa-
HOBKW U He 3aBWCMT OT UHTEHCMBHOCTW. YMCNO COBNafeHUidA MOXHO U Ans Chy-
Yyas OCBELLEHMS KOTePEeHTHbIM CBETOM MPUBECTM K BUAY, CXOAHOMY ¢ hopmynoit (2):

K=2N2Tt 8)
N3 topmyn (2) n (8) cnepyer :
S= T+ B (9)
2N

N3 ¢opmynbl (9) BMAHO, 4TO, €CAM MPOUCXOAAT MCTUHHbIE COBMAAEHWS,
TO T(® > T — He3aBUCMMO OT KonebaHWin 4acToTbl cpabaTbiBaHUA BO Bpems
N3MepeHMS.

UncneHHass 06paboTKa MOMYUYEHHbIX [AaHHbIM MPOUCXOAMAA CNeAyHOLLMM
06pa3oM : Mbl BENU pacyéT OTAENbHO AN KaXKAOW cepuy HabnoAeHWiA, B npeje-
nax KOTOPOW u4acToTa cpabaTbiBaHW/A OCTaBafiacb MOCTOSIHHOM, T. €. Habnto-
Janucb TOMTbKO CTATUCTMYECKMe KonebaHus ee. ocnie 3TOro Mbl CBOAWMIN pPe3sy/ib-
TaTbl, NOJyYeHHble OT OTAE/bHbIX CEpuid, B CBOAHLIA WUTOr.

[aHHble Kaxaol cepun obpabaTbiBaiUCh TaK : W3 uyucna cpabaTbiBaHWi
3a KaXfblli ABYXMUHYTHbIA MEpPUOA KakK MpPU KOTEPeHTHOM, TakK W Mpu HeKore-
PEHTHOM OCBELLEHMN Mbl paccunTbiBann paspewlatowiee Bpems T() mam — npu
KOrepeHTHOM OCBELLEHUM — COOTBETCTBYIOLLEE eMy KaXyLlLeecs paspeLuatollee
Bpema T(k\ (B AanbHeillem WHAEKC (r) OTHOCUTCA K [AaHHbIM, MOMYyYEHHbIM
NPV HEKOTEPEHTHOM OCBELLEHNM, a MHAEKC (k) — K MOTYYEHHbIM NPY KOFepPeHTHOM
OCBeLLEeHNN.)

Ky T

T _— )
2JVf6 N$>

10y

(MHpekcomM V. Mbl pasnnyaeM AaHHble, MONYYEHHble 3a OTAeNbHble [BYX-
MWHYTHble nepuogbl — T — 120 cek.) PasymeeTcs,

=T (n)
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T. € PaBHO3HAYHO AENCTBUTENIbHOMY pPa3peLlaroLLeMy BpPEMEHM.
3aTeM Mbl paccuMTanu cpedHue 3HauYeHWs AN KaxAol cepuii Habnto-

[eHuin, T. e :
o 101 o b

(12)
29 _ + T2+ ...+ T1

73

m

roe m 0603Ha4YaeT 4NC/IO HabNoAeHWIA B Kaxkaoi cepun. Lanee, Gblnn paccyu-
TaHbl CpeAHVe KBafpaTU4HbIE OLIMOKMU :

(tf> — T2+ (rf - 17*D)2+

AT
m(m—1
(13)
(TL_ M2+ (12-T )2+
Ar
m (m — 1)
B cnyuae, ecnm
rio—T< 3 [(zIrBa+ (3r)2 2 (14)
TO OTK/IOHEHWE ot PaspelUalollero BPeMeHM i He SABMAETCA CYLLeCTBeH-

HbIM M UCTUHHbLIX COBMAAEHWUI HET, — BEPHEe, UX YNCO He BbIXOAWT 3a MNpefensb
JIONYCTMMOI MOrpPewHOCT WN3MEPEHWIA.

[na npoBepku TOro, AeACTBMTENbHO NM KONMebaHWs B npegenax Ccepum
HabMOAEHNI OblMN TOMBbKO CTAaTUCTUYECKMMW, Mbl pacCuMTany paspeLlatolee
BPEMS W M3 CPEeAHEero 4Ymcia UMnysabcoB K, N x U N 23a Ceputo

KMT r<0

" T
2 2ivf B’

<> (15)

roe Kw £KII()I/I'I'.,cl..
m

Mbl paccuMTany CpefHve KBaapaTUuYecKue OLUMOKM pacCUMTAHHbIX TaKuM
nyTem 3HauyeHuit T(>u f:

<> =+ 1> n 3r=1i T
m K <0 m K™ (16)
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Mpn BbiBOAE thopmynbl (16) Mbl Bblpasunin, B COOTBETCTBUM CO CBOMCTBaMM
pacnpegeneHns TlyaccoHa, CpefHIO KBaApaTWMYeckyl OLWMOKY uucna CoB-
najieHWin Cc MOMOLLbIO CpefHero 3HaveHus. [ns HarnagHoCcTU Mbl NpuiaraeM
Tabnuuy 06paboTKM [aHHbIX KOPOTKOM cepum (Tabnuua ).

Tabnuua |
Ob6paseL, 06paboTKM cepyn HabloAeHWIA
M= 120 cek. |= 256

KorepeHTHble HekorepeHTHble
v M v/ K 10'r, 10le(J ) AN Al K 10» Tv 10BB(4 ryy*
1 183 173 84 2429 00324 187 182 93 2502 31360
2 179 174 96 2822 11289 185 183 99 2677 01254
3 183 178 94 2642 02433 186 185 107 2847 07952
4 181 181 96 2683 03880 187 186 88 2316 06200
5 179 180 85 2415 00504 185 185 101 2702 01876
6 178 181 93 2643 02464 188 185 84 2211 12532
7 185 181 103 2816 10890 189 186 114 2969 16322
8 178 183 90 2529 00184 186 184 92 2461 01082
9 176 183 92 2615 01664 188 187 77 2005 31360
10 180 186 74 2024 21344 191 189 119 3018 20521
1 180 177 91 2615 01664 187 184 91 2421 02074
12 177 176 81 2381 01102 185 179 110 3041 22658
13 176 181 90 2587 01020 185 183 102 2758 03725
14 178 177 73 2156 10758 194 183 80 2063 25200
15 180 181 65 1827 43428 189 182 89 2369 03842
16 176 179 89 2586 01000 184 184 99 2677 01254
Y 2866 2781 1396 39772 113948 2996 2947 1545 41037 189212
NJI NJI K T /1T NJI K T A
179,13 179,44 87,25 2,486 +0,069 187,25 184,19 96,56 8,565 +0,088
jeceK Ineek llcek llcek
AT AT ? nr
2,485 = 0,065 2,563 +0,062
/lcek Ineek /lcek /lcek

§ 9. Pe3ynbTaTbl U3MEPEHW

Mb! BbINOAHUAN O6LWMM CYETOM MO 119 ABYXMUHYTHBLIX W3MEPEHMWIA Kak
Mpu KOrepeHTHOM CBETE, TaK W MpPU HEKOrepeHTHOM. VIHTEHCMBHOCTb BO BpeEMS
n3MepeHnin 6bina nopsgka N = 400 MMMynbcoB B CekyHay, T. €. n — 130000
(hOTOHOB B CEK.
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O6paboTka HabnwaeHWiA NpuBena K CReaytoWymM 3HAYEHWsIM :

+

Tla= 2,484 + 0,022 ycek.

MPU KOTEPEHTHOM OCBELLEHUM :© ...
TK)= 2,484 + 0,022 /wek.

I+

+

T = 2425 = 0,022 /uwek.

MPU HEKOFePEHTHOM OCBELLIEHUN :
= 2434 + 0,022 /wek.

I+

30ecb ycpedHeHbl YXe sce MOMYYEHHbIE [AaHHbIE.

BugHO, 4YTO paccuuTaHHble [ KOHTPOAS 3HAYeHWs T(k) U T XOPOLUO
COrNacytoTcd COOTBETCTBEHHO CO 3HAYeHMsSIMU T(k) W T. XOpOWo corfacy-
IOTCA 1 COOTBETCTBYIOLUME OLUMOKM, U 3TO MOKa3biBaeT, 4to KonebaHue uucnia
COBMageHniA B MpeAenax OTAENbHbIX CEpUii He MPEBbIWANO OTK/IOHEHWIA, O0XW-
JaeMblX Mo pacnpefeneHuto yaccoHa.

M3 BblllenpuBefeHHbIX AaHHbIX Mbl paccuutanu e u ne. W3 dopmynsl (9) :

2V (1 (/0 M 17)
P

Ae 1+ 2N [(MThxR+ (N xy\k (18)
P
MoactaBuB pe3ynbTaTbl M3MepeHWd B BblpaxkeHus (9) u (10) BMecTe co
3HaveHnem p = 3,10~3 [3], [4], Mbl nonyunnu pesynbTarT:

s = 0,0076 = 0,0040.

BugHo, 4TO 3HaueHMe e 6/IM3KO K 3HA4YeHMI0 OLIMGKKU. IJTO 03HAYaeT, 4To
MCTUHHBLIX COBNajgeHWNn He HabNWAaNOCb;, TO4YHee, uUTO
MCTUHHbIe coOBNajeHWs paBano He 6onee 2% (MOTOHOB.

(AVAS

§ 10. MeTog 4acToii MepeMeHbl OCBELLEHMS

B xoge Hanafku sKcnepyMeHTanbHOro 060pyL0BaHUA MHOrO 3aTpyAHEHWA
JoCcTaBuio obecrieyeHne YCTOMYMBOCTM uucna cpabaTbiBaHWil. B xoge usmepe-
HWiA, onucaHHbIX B pasgene lll, yaanocb A06GWTLCA MOCTOSIHCTBA YacTOThl Cpa-
6aTbiBaHMsA Ha NpoTsHXeHUn 20—100 ABYXMUHYTHbIX LMKAOB. HO Mbl BCE e
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Counmn LenecoobpasHbiM pas3paboTaTb WM TakoW METod, C MOMOLLbH KOTOPOro
Y[aeTCA COBEPLUEHHO YCTPaHWUTb 3aBUCUMOCTb U3MEPEHUS OT KonebaHWi WHTEH-
CMBHOCTM OCBelleHns. CyLHOCTb 3TOF0 MeTofa 3ak/4aeTcs B CTOMb 4acTol
nepeMeHe 000MX LUKIOB (OCBELLEHVWE TO KOFEPEHTHbIM, TO HEKOFepPeHTHbLIM
CBETOM), YTOObI KONeGaHMAMMW OCBELLEHHOCTW 3a KaXKAbl/i Takol nepuog MOXHO
6b110 nNpeHebpeyb. YTo6bI HaBepHAKa A0OWUTLCA 3TOM LUenn, noTpe6oBanoch

Puc. 5. Cxema M3MepuUTeNbLHOr0 YCTpOiicTBa, paGoTalollero B peXuMe 4acToii MnepemeHbl
KOTepeHTHOro i HEeKOrepeHTHOro OocBelleHus

MepeknyaTb OCBELLEHMe MO HECKONbKY pa3 B CekyHAy. JTy 3afjayy Mbl pas-
PELIMAN C MOMOLLbI 3/IEKTPOHHOFO YCTPOICTBA, M C MOMOLLLIO 3/1EKTPOHHOIO
e YCTpOICTBa OCYLLEeCTBAANCA MOACYET C Pas/IMYeHNEM WMMNY/bCOB, BbI3blBa-
EMbIX KOFepeHTHbIM W HEKOrepeHTHbIM CBeTOM. PaboTa annapatypbl npu
ObICTPOI/i MepeMeHe KOrepeHTHOro W HEKOrepeHTHOrO OCBeLLeHWs MpeacTas-
JleHa Ha puc. 5.

NCTOUHUK cBeTa F, CAYXaluil Ans KOTepeHTHOrO OCBELLeHMs, 3aXu-
raeTca C NOMOLLbIO reHepatopa A, a Chyxalliue A1 HEKOrepeHTHOro OCBeLle-
HWA UCTOYHMKM CBeTa M F2— C NOMOLLBK reHepaTopa B. eHepatopbl pa6o-
TalOT MNOMEPEMEHHO, MO3TOMY W NaMMoOuYkM F U FIt F2 ropAT TakXXe mnonepe-
MeHHO. [MocTynaroLye C 3MeKTPOHHbIX YMHOXWUTENEA UMMAYNbCbl U COBMNafEHUS
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Mbl MOACYMTLIBAEM Pa3feNlbHO A/ KOrepeHTHOro M HeKOTepeHTHOro OCBELLEHNS.
Cuétumkm Cior' n Ca°r' paboTatoT AuWb TOrga, Korga roput namna F. 3T0ro
Mbl OGUNUCL C NOMOLLLIO CUFHana a, MOCTYMaloLEero OT reHeparopa Ans Kore-
PEHTHOrO CBeTa. TOYHO TaK e BK/IHYAKTCA C MOMOLLbIO CUTHaNa b CUETUMKK
fHekor. W fHexor. INMonepeMeHHO >Ke MOACUMTLIBAIOTCH M CUTHa/IbI  COBMAfeHWiA,

nocTyrnatoLyie Npyu KOTepPeHTHOM W HEKOrepeHTHOM OCBELLEHUM.

Puc. 6. MpadmK CUrHaMOB YNpPaB/eHUst U OCBELUEHUSI B (DYHKLMW BpPEMEHM

[eHepaTop, CAY>XUBLUWIA A0S 3XKWTAHUS NaMNOYEK U YrpaBieHus CcuéT-
Yymkamu, Obln CUHXPOHU3MPOBAH C CETbKO MEPEMEHHOr0 TOKa 4acToTol B 50
nep./cek., obecneyrBas B TeYeHVe OAHOMO NOJyMNepuoja KOrepeHTHOe, B TeYeHue
[pyroro nosynepuoja — HEKOrepeHTHOe OcBelleHne. CurHanbl ynpaBieHuns
3MEeKTPOHHO-/1aMNOBOI  annapatypoii HauMHaNUCb HEMHOr0 MO3JHee U KOH-
4aZIUCb HEMHOrO paHblle CWUrHAMOoB, 3aXKurawowux namnbl. [paduk BUAa cur-
Ha/foB fdaH Ha pwuc. 6.

8 11. KOHTpO/ibHbIE WU3MEPeHUS

MpoBepKy 060py0BaHNs Mbl MPOW3BENI MO METOZAM, OMCAHHbIM B CTaTbe
[3], nm B 86

Mpy 06paboTKe [aHHbIX BAXHO 3HATb TOUHYK MNPOAO/KUTENLHOCTL CUT-
HanoB a U b. He MeHee BaXHO, YTOObI OTHOLLEHWE NPOAO/HKUTENBHOCTU 3TUX
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CWTHANOB — 0CTaBa/loCb BO BPEMS W3MEPEHWs1 HeWM3MeHHbIM. [N MpOBepKU
3TOro, Mbl MOC/E KaXAbld 5 M3MepeHnii 3amepsnn 3HaueHne T 3T0 Npou3BOAU-
NOCb MYTEM OCBELUEHWS| 3MEKTPOHHbIX YMHOXWTENeld MOCTOSHHO —TOPSLLUM
MCTOYHMKOM CBETa W MoAcyYeTa umcna cpabatbiBaHuit. OTHOLLEHWE % PaBHO OTHO-

LUEHMIO Ymncen cpabaTbiBaHWn CUETUMKOB, NMPUHAANEXAWMNX OFHOMY W3 3NEKTPOH-
HbIX YMHOXUTeNel 1 ynpaBnsiemMblX curHatamu a u ft. Mpu obpaboTke Habnto-
JEHUA Mbl UCMOMb30Ba/IN CPefHee 3HaueHWe, MOYYEHHOE U3 3TUX W3MEPEHWIA.

a
Mo nonyyeHHbIM HamW [aHHbIM, r paBHsAnock 0,987.

CxoAHbIM CNOCO60M Mbl M3MEPUIM U MPOAOMKUTENBHOCTL YNPaBAAOLUX
curHanos. OTctoga a = 8,16 « 1078 cek.

§ 12. Pe3synbTaTbl W3MepeHWUiA

B ycnoBuax 4acTornepemMeHHOro ocBelleHusi Mbl npoussenn 306 Tpex-
MUHYTHbIX U3MEPEHNIA Mpn MHTEHCMBHOCTU N — 300 umnynbcos, T. e. i« KO0 000
(hbOTOHOB B CeKyHAYy. TPexXMUHYTHble Nepurofbl OblM HYXHbl HAM A5 CTaTUCTM-
yeckol 06paboTKu HabnwgeHWi. Mol nonyunnu cnegytowiye pesynbrathl :

TK)= 2,362 * 0,026 /wek.

MPU KOFePeHTHOM OCBELLEHUM :
iw= 2,364 £ 0,030 /uwek.

I+

T = 2,398 0,027  /wek.

Npu HEKOrepeHTHOM OCBELLEHUN :
T = 2405 = 0,031 /uwek.

3HaueHMs AlLL M AT 30eCb TOXE BecbMa XOPOLIO CXOASATCS.
/13 BbILENpYBEAEHHbIX JaHHbLIX Mbl BbIYMCAUAN 3HAYEHUS e U Ae, MONYYMB
CrnefyolWmnin pesynbTar :

B=: —0,0029 + 0,0030.

Kak BMAUM — B CpPaBHeHUW C pe3ynbTaToM, NpueefeHHbIM B § 10 — Mbl
MOMYYMNIN 30eCb JaXe OTPULATENbHOE 3HAYeHWe ANS e, TaK YTO LeliCTBUTENbHO
HEBO3MOXXHO MpPUNUCaTb eMy 3HauyeHue, OT/INYHOe OT Hy/S.

Mbl MPOBOAWMAM 3MEPEHWS W MNP MEHbLUEA WHTEHCMBHOCTW, C 4acTOTONA
cpabaTtbiBaHMA N = 42 umMnynbca B CeKyHAy, 4To cooTBeTcTByeT 13 000 ¢hoTo-
HOB B CeKyHAy. B pesynbTate 159 TPeXMUHYTHbIX W3MEPEHWA Mbl MOMYUUIM
4NA B 1 Ae Cnefyloliye 3HAYeHUsd :

e= —0,0017 + 0,0036.
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CpaBHMBas MpWBEAEHHbIE B HACTOALLEM Maparpade pe3ynbTaTbl C pPesy/ib-
TatoM, npueefeHHbIM B § 10, Mbl NosyyvaeM W3 TPEX Cepuil U3MepeHuid cnepy-
lollee 3HayYeHMe CpeaHeil KBaApaTMYHOW OLIMOKK B :

Ab-- 0,002.

Otcioga BMAHO, YTO MCTMHHBLIX COBMNafgeHWA He ObINO,;
TOYHEee,4TO MCTUHHbIe COBMNAajeHWA MOrno AaTb He G6onee
0,6% Bcex (hOTOHOB. Takum 06pa3oM, HalW pe3ynbTaTbl CXOASTCA C YTBEP-
XOEHNSIMN KBAHTOBOW TEOPUM.

Mbl xoTenn 6bl Bblpa3UTb MeTepy ®aparo W XonTy Hapan Hawy 6naro-
[JapHOCTb 3a MOMYYEHHblE OT HUX LEHHbIe COBETbI. Mbl AOMKHbI Nobnarogaputb
TakKXe Halunx COoTpyaHUKOB LWaHpopa KoHua W Apnagja Hapgb, Yy4YaCTBOBaB-
lUMX B MPOEKTMPOBAHUM W MOCTPOMKe annapaTypbl U B CaMUX W3MepPEHUsX,
a TakXe depenua [Jeaka, BbINOMHMBLLENO HYXHble LM(POBLIE BbIYUCIEHUS.
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COINCIDENCES BETWEEN PHOTONS CONTAINED IN COHERENT LIGHT RAYS
By

A. ADAM, L. JANOSSY and P. VARGA

Summary

The authors investigated whether or not photons contained in coherent rays are inde-
pendent. A light ray falling on a semi-transparent mirror splits into two coherent components.
Registering the photons of these components by two electron multipliers, it was investigated,
whether or not the electron multipliers do give rise to coincidence discharges. It was shown
that making use of an amplifier of usual resolving power, that is, of the order of 2 /«sec, the
arrangement is suitable for detecting systematic coincidences if such coincidences occur.

1y the actual experiment the numbers of coincidences obtained with the multipliers
were compared 1) when the multipliers were illuminated by coherent beams, and 2) when
they were illuminated by equally strong incoherent beams. The coherent and incoherent illu-
mination was changed in the first experiments in two-minute intervals, in the later experi-
ments by an automatic arrangement at every 1/100 of a second. This fast interchange was
employed in order to eliminate as far as possible the effect of slow variations of the sensitivity
of the apparatus.

The experiments did not show any difference between the effects of coherent and inco-
herent light. Thus it can be safely assumed that all the coincidences recorded were accidental
coincidences. Moreover, allowing even for fluctuations amounting to three times the standard
error, the measurements would be incompatible with an assumption that more than 0,6%
of the photons behaved in an anomalous way.






BEMERKUNGEN
ZUR ANALYSE DER ABSORPTIONSKURYEN

Von

F. BERENCZ
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED

(Vorgelegt von P. Gombéas. — Eingegangen 1. X. 1954.)

Die Leistungsfahigkeit der von Doetsch und Medgyessy zur Analyse der Absorptionskurven
gegebenen, auf Fourier-Reihen fussenden Ndherungsmethode wurde am Spektrum des Fe-Bogen-
lichtes geprift. Es konnte festgestellt werden, dass die einmalige Anwendung des Verfahrens
im Falle gut gewahlter Streuabklingungsparameter sowohl fur qualitative (Anzahl der Streifen)
wie flir quantitative (Wellenldnge) Bestimmungen zum Ziel fihrt, fur die Bestimmung der
Intensitdt dagegen muss das Verfahren wiederholt werden.

Die in der Spektroskopie erhaltenen Absorptionskurven kénnen auf mehrere
Weise analysiert werden. Jenes Verfahren, welches die zu analysierende Kurve
als Superposition Gausscher Fehlerkurven auffasst und von dieser Grundan-
nahme ausgehend alle (zuféllig verborgenen) Komponenten bestimmt, nennt
man Gaussche Analyse. Wir vollen uns innerhalb der Gausschen Analyse mit
der von Doetsch abstammenden sogenannten Streuabklingungsmethode beschaf-
tigen [1], [2], fur die P. Medgyessy eine zur numerischen Rechnung sehr
brauchbare N&herungsmethode ausgearbeitet hat [3], [4].

Die zu analysierende Funktion sei eine Superposition der Gausschen
Funktionen der Form

(x-m ky

(B

und habe die folgende Gestalt

G—mk=2

Ak 2er 2)
/) =2 1[2n ok

wo mk die Stelle der Maxima der Gausschen Kurven und ak die Streuung ist.
(Ihre anschauliche Bedeutung : Halbwertbreite von zwei Wendepunkten der
Gausschen Kurve.)

Nehmen wir an, dass wir von f(x) ausgehend die folgende Funktion
bestimmt haben :

2 Acta Physica IV 4.
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(X— m A)=
AK 2 (0-*->1)
1[2n Ya\ — 72

(3)

wo #ein geeignet gewdhlter reeller Wert ist. Infolge des Hineinbauens von 4
in die Funktion werden die Gausschen Kurven, welche f*(x) zusammensetzen,
schméler und héher als die Komponenten von f (x), die Stellen der Maxima
bleiben aber dieselben. Wenn man Aso wahlt, dass sein Wert kleiner ist als die
geringste Streuung der f(x) bildenden Komponenten, dann unterscheiden sich
die Komponenten von f*(x) genigend voneinander um sie zur Bestimmung
von spektroskopischen Daten benutzen zu kdnnen.

Die Frage ist nun, wie man von der Funktion f(x) zu f*(x) kommen
kann. Doetsch arbeitete dafiir zuerst eine Methode aus, welche sich aber nur
auf den Fall von gleicher Streuung bezog. Seine Methode kann man aber verall-
gemeinern. Bilden wir die Fourier-Transformierte bzw. von f(x) bzw.

*(*):

Die Berechnung dieser Integrale ergibt (siehe [5])

N et Y
>0 =~ A 6)
k=l

S— R
V* ()= A~ Aue <p(t)e (7
k=1

Aus (7) erhalten wir wegen der Giultigkeit des Findeutigkeitssatzesf*(x), indem
wir auf cp*(t) die inverse Fourier-Transformation anwenden. Das von f(x) nach
f*(x) fuhrende Verfahren ist dann das folgende : man bildet die Fourier-Trans-

—t2
formierte (p(t) von f(x), diese multipliziert man mit e 2 und wendet auf diese

Funktion die Umkehrung der Fourier-Transformation an.
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Diese Methode ist fur den praktischen Gebrauch ziemlich schwierig. Im
Hinblick auf die uns zur Verfigung stehenden Mdglichkeiten fir numerisches
Rechnen ist jenes Verfahren viel geeigneter, dessen detaillierte Ausarbeitung und
Fehlerabschatzung von Medgyessy stammt und welches anstatt mit den in der
vorigen Methode auftretenden Fourier-Integralen mit Fourier-Reihen operiert.
Das Wesen dieses Verfahrens besteht darin, dass man die im Intervall (0, I)
folgendermassen definierten Funktionen

(x—mk)2
n !
*
y Ak e D 9 wenn 0<,X<1, (8)
\2nak
0 sonst ;
v (x—T1K\-
A ~ o 20%H)2
y K ( ) , Menn < x< (9)
K \2n\ieR -42
0 fonst
im Intervall (—I, 0) gerade fortsetzt und im Intervall (—/, I) die so gewonnenen
Funktionen f(x) bzw. f*{x) — von welchen man periodische Wiederholung
annimmt — in eine Fouriersche cosinus Reihe entwickelt :
13
I (X) = ~0 + 2 QnCOS X (10)
A n=1 /
(x-mk)t

Po |1JLU * * ?Jrﬂif% f%ﬂa(e 20* ldx, (11

N A Al 2af m
Qn— — If(x) cos —xdx MB — e K I'cos 7~ xdx, (12
V2 <x

f*(x)=—°-+ ¥ Rn cos——l--x. (13)
2

Hier wiederum ist

(x—mk)*

8% 2«ri-X») gy , (14)
I -V
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(X— 1 n)2

COS---—-- xdx. (15

Man sieht aus einem Vergleich der in (12) und (15) stehenden Werte von Qnbzw.
Rnmit den (4) bzw. (5) auftretenden Ausdriicken von <p" bzw. ¢F*) dass man
die Werte von Qn bzw. Rn, abgesehen von einer Konstante mit anndhernder
Genauigkeit, als reellen Teil der Fourier-Transformierten von f(x) bzw. f*(x)

ns
an der Stelle t = —- auffassen kann, da die Ausdehnung der Integrationsgrenze

ins Unendliche im Ausdruck von Qn bzw. Rn das Integral nicht wesentlich
modifiziert. f(x) ist ndmlich nach Definition und also in der Praxis an den End-
punkten des Intervalls klein, ausserhalb des Intervalls aber praktisch Null.
So ist nach (7) mit anndhernder Genauigkeit :

A2<mi712

Rn = Qn head

d. h. man erhalt f*(x) aus f(x}&2 und so f*(x) aus f(x), wenn man die Fourier-

Koeffizienten von f(x) mit e 2 multipliziert und mit diesen (13) bildet,
naturlich nur bis zu einem gewissen n = M. Die ausfuhrlichen Rechnungen
teilen wir hier nicht mit, wir geben weiter unten nur die Fehlerschdtzung der
N&herung an. Da/*(x) (mit anndhernder Genauigkeit) durch den trigonometri-
schen Reihenschnitt, gebildet mit Rn, gegeben ist, muss zu ihrer Bestimmung
eine Fourier-Synthese durchgefuhrt werden. Weil die kleinste Streuung nicht
bekannt ist, muss man im allgemeinen das Verfahren mit etlichen, wachsenden
/ Werten wiederholen und von Fall zu Fall untersuchen wie sich die Kompo-
nenten trennen.

Unser néchstes Ziel war, die Leistungsféahigkeit der im vorangehenden
besprochenen auf Fourier-Reihen beruhenden N&herungsmethode von Med-
gyessy in der Praxis zu prifen. Zu diesem Zweck liessen wir von der spektro-
skopischen Abteilung des Zentralforschungsinstitutes fir Physik in Budapest
zwei Spektrogramme des Fe-Bogenlichtes aufnehmen mit 20,000 bzw. 200,000-
stel Aufldsungsvermdgen. Wir analysierten das Spektrogramm, aufgenommen
mit kleinem Auflésungsvermdgen, mit der obigen Methode und verglichen
unsere Resultate mit dem Spektrogramm, das mit grossem Ausflésungsvermdogen
aufgenommen worden war.
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Wir verflugten also Uber die experimentell gefundene Kurve der zu analy-
sierenden Funktion. Von dieser Kurve analysierten wir jene 3 Abschnitte, deren
Aufarbeitung am lehrreichster! war. Diese Abschnitte sind durch kontinuierliche
Kurven in den Figuren la, 2a, und 3a dargestellt.

Bei dem ersten Abschnitt wollten wir untersuchen, ob mittels der Analyse
jene 4 Maxima errechnet werden kénnen, welche dem mit «a» bezeichneten
scharfen Maximum folgen, bei der Aufarbeitung des 2. und 3. Abschnittes interes-
sierte uns besonders, ob das Verfahren jene 2 Maxima, welche zwischen dem mit
«b» und «c» bezeichneten scharfen Maxima liegen, bzw. jenes Maximum, wel-
ches zwischen den mit «d» und «f» bezeichneten Maxima liegt, aufweisen kann.

Unsere erste Aufgabe war es, den analytischen Ausdruck der Funktionen
aufzuschreiben, welche die einzelnen Abschnitte der Kurve darstellen und zwar
der N&herungsmethode geméss in Fourier-Reihen. Die Fourier-Koeffizienten
wurden mit dem Analysator von Mader-Ott bestimmt. In allen drei Fallen waren
die hoheren Koeffizienten kleiner als der Fehler des Apparates, darum gentgte
es, 33 Fourier-Koeffizienten zu bestimmen.

2,94 4,07
- 051 0,27
—2,18 0,99
1,35 0,36
- 0,82 - 1,78
0,78 — 2,57
1,61 — 101
- 1,50 1,26
- 0,32 - 0,78
0,46 0,90
0,45 0,68
0,37 1,03
— 0,27 0,06
— 0,64 -0,75
0,11 0,11
— 0,08 —0,53
- 0,13 —0,12
0,04 0,19
0,13 0,25
0,08 - 0,06
- 0,09 0,08
- 0,08 - 015
0,10 0,18
—0,05 0,07
0,02 - f,05
0,01 0,01
— 0,07 - 0,01
0,06 0,08
— 0,02 —0,01
- 0,01 - 0,01
0,— 0,—
- 0,04 0,01
0,01 0,05
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Fi«. 3

Bei dem Ubergang von Qnnach Rnwéahlten wir fiir den Streuabklingungs-
parameter den Wert A= 0,447 (92= 0,2). Dieser bewahrte sich nicht gut,
weil sich in f*(x) sehr grosse negative Komponenten ergaben. Dann rechneten
wir mit A= 0,316 (A42= 0,1). Die punktierte Kurve der Figuren la, 2a,
und 3a zeigt das Resultat der Synthese.

Um die theoretischen Resultate besser mit den experimentellen Daten
vergleichen zu koénnen, zeichneten wir in den Figuren |Ib, 2b und 3b die
durch Analyse gewonnene Kurve mit einer punktierten Linie und das mit gros-
sem Aufldsungsvermdgen aufgenommene Spektrum mit einer kontinuierlichen
Linie ein. Aus dem Vergleich dieser Kurven kann man sehen, dass im Inneren
des Intervalls die analysierte Kurve alle jene Komponenten enthdlt, welche in
dem Spektrum, das mit grossem Auflésungsvermdégen aufgenommen war, ver-
kommen, die Analyse mit Hilfe der Ndherungsmethode von Medgyessy konnte
also alle Komponenten ausweisen, die uns interessierten. Die Stellen der Maxima
der analysierten Kurve im Inneren des Intervalls stimmen ebenfalls genau mit
den Stellen des Spektrums, aufgenommen mit grossem Auflésungsvermdgen
iberein. An den Grenzen des Intervalls ist die Ubereinstimmung nicht mehr so
genau; die Abweichung erklart sich dadurch, dass man f(x) an den Grenzen des
Intervalls, den Bedingungen der Nadherungsmethode gemass, praktisch zu Null
abgerundet hat, obwohl doch f(x) an diesen Stellen gewisse kleine Werte hat.
Das gute Ubereinstimmen der Stellen der Maxima unserer Kurven verleiht
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der Methode grosses Gewicht, da man praktisch vor allem die sichere Bestim-
mung der Stellen der Maxima bendtigt (Spektroskopie). Die Form (Stelle der
Maxima, Hohe) der Kurve, gewonnen mit der Gausschen Analyse stimmt
nicht mit der aufgenommenen Kurve Uberein, weil die Masstdbe verschieden
sind. Man kann aber nachweisen, dass das Verhaltnis der Flache unter den
Komponenten (das Intensitdtsverhaltnis der einzelnen Linien) dasselbe ist,
wie das, das man aus der Aufnahme des Spektrogramms bei grossem Auflésungs-
vermdgen des Apparates erhdlt. Wir wollen darauf hier aber nicht weiter ein-
gehen.

Da man in der Entwicklung in Fourier-Reihen hei der Bestimmung der
Koeffizienten nur endliche, und zwar M Glieder, beachtet hat, wurde f*(x)
auch nur in einer gewissen Ndherung erhalten, fir diesen Fehler gibt Medgyessy
die folgende Formel an:

N
M 1< J-:l A 1-®
Umin (<re-A2 1w

M 1”min (er); — A2 n'

dr .

Die numerischen Werte fir die einzelnen Kurvenabschnitte sind die folgenden,
unabhéangig von der Stelle :

1Zljl < 1,05 1zI2j< 1.31 IAz\< 0,99.

Durch Vergrosserung von M kann man den Fehler weiter herabmindern.

Nach einer Prifung unserer Resultate kann man also feststellen, dass
schon das einmalige Anwenden der Ndherungsmethode von Medgyessy mit gut
gewdhlten Streuabklingungsparametern zu qualitativen (Anzahl der Streifen)
und quantitativen (Wellenldnge) Bestimmungen gleicherweise geeignet ist ;
auf Grund der allgemeinen Theorie der Methode bemerken wir hier nur, dass
man zur Bestimmung der Intensitdt das Verfahren in der Weise wiederholen
muss, dass man die am meisten herausragende Komponente von der analysier-
ten Kurve graphisch subtrahiert und am Rest die Analyse wiederum ausfuhrt,
bis alle Komponenten verzerrungslos erscheinen. Die Gaussche Analyse des
Spektrums, das bei kleineren Auflésungsvermdégen des Apparates aufgenommen
wird, gibt also im grossen und ganzen dasselbe Resultat wie der Apparat bei
grosserem Aufldsungsvermdégen. Dieser Gedanke wurde zuerst von Medgyessy
aufgeworfen.
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Zum Schluss moéchte ich noch folgendes erwdhnen. Bei Atomspektren
néhert die Dichte-Funktion von Cauchy die Intensitatsverteilung der einzelnen
Linien besser an, als die von Gauss. Die Streuabklingungsmethode kann aber
nach den Untersuchungen von Medgyessy auch hier angewendet werden.

Das Verfahren beruht auf der Kenntnis des mathematischen Ausdruckes
der Intensitatsverteilung. Eine weitere Verbesserung der Methode kann man also
nur dann erwarten, wenn die mathematische Gestalt der Intensitatsvertedung
genauer bestimmt wird.

Das Verfahren kann schnell nur mit mathematischen Maschinen ausge-
fuhrt werden.

Ich danke auch an dieser Stelle aufrichtig Dozenten J. Horvath, der mich
auf das vorliegende Problem aufmerksam machte und mich beriet. Er ermdg-
lichte die Zusammenarbeit mit dem Institut fir Angewandte Mathematik und
dem Zentralforschungsinstitut fir Physik, diesen sei auch hier mein Dank aus-
gesprochen, insbesondere fir die Zurverfugungstellung des harmonischen Analy-
sators. Ich danke ferner P. Medgyessy fir seine lehrreichen Hinweise, T. Matrai
fur die Aufnahme der Spektren, J. Dombi fir das Registrieren der Spektren
und J. Gyulai fur die Hilfe bei den numerischen Rechnungen.
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ABTOPOM 6bla MCCMeAoBaHa CrMoCcO6HOCTb MPUGMMKEHHOrO MeTOoAa C MOMOLLbIO PS0B
®ypbe, faHHoro [eiiuem 1 Meagbelunm K aHaimsy KpuBbIX abcopbuumn, B ciydae crektpa oT
Fe-fyrv. Bbifo yCTAaHOB/EHO, UTO MPUMEHEHMe METOfa OfUH Pa3, — B C/lyYae XOpoLUO Bbl6paH-
HOro MapameTpa, YMeHbLUALWEero pasépoc, — YyXe [aeT rofHbli pe3ynbTaT v ANsi KadecT-
BEHHbIX (YMCM0 MOJOC) M ANA KOMMYECTBEHHbIX (A/IMHA BOMH) onpeaeneHuii,a Ana onpeaeneHns
WHTEHCUBHOCTM HEo6X0AMMO MPUMEHATbL METOA MOBTOPHO.
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By the aid of the scalar representation of the electromagnetic field we construct a
statistical ensemble which describes the statistical behaviour of photons. Following D. Bohm’s
interpretation of quantummech. nics we show that here also the motion of a single photon
is affected by quantuminechanical forces. Finally we call attention to some difficulties of
this interpretation.

The electromagnetic field free from charges and currents is fully charac-
terized by a vector potential which satisfies the homogeneous wave equation
O 21 = 0 and also the condition div 99 = 0. H. S. Green and E. Wolf 1)
constructed from 9i a complex scalar wave function V from which inversely
the vector potential can be determined. The field equation expressed by V is

O E = 0. @

After substituting V (x.t) = a (x, t) e d(x'Na, P real), we can readily verify that
the equations for a and & are

/180 2 (2a)
11 lay,.
€] 8d
az )' 0. (2b)
9 Xj 8 Xi .

With the help of these equations we can

a) construct a relativistic but classical statistical ensemble, the motion
of which is described by (2), as was done by K.Novobatzky [2], [3] and T. Taka-
bayasi [4], [5] for the case of the Schrédinger and Schrédinger—Gordon equa-
tions, and

b) interpret the motion of a single photon as being guided by quantum-
mechanical forces in the sense of D. Bohm's interpretation [6], [7 ], which origi-
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nally refers to electrons only. Here we shall not deal with the general problems
of such an interpretation.

First of all we shall determine the quantities describing the statistical
ensemble. Introducing p: Ao we have, corresponding to (2a) and (2b) respec-
tively :

2 M 2 f D°=o0, (2a)
i=1 (on:!) a

a az pmppl_ o
9Xi (a 3mr]

(2b")
The latter equation can be regarded as the equation of continuity. Thus we get

a a2---m?-: QO U j, (3)

Ixi

where o0is the density in the rest system, it, die four-velocity and a — const
4

After squaring and summing equ. (3) we get, using the identity 'Y uf = —c2:
i=i

02ad "sH o<p 1
@ | 9*7.

é i
Introducing the notation

/_Oa )

we get
@= aazmo. (5)

The numerical value of a can be determined by normalization, its dimension
from the dimensions of a, mo and r0. Substituting now (5) into (3) we get

(T — - (6)

After introducing mo we can write (2a') as follows :

(7)
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(7) having the form of a Hamilton—Jacobi equation for a particle with the
rest mass m0. Thus interpreting mo as a real rest mass, we get ; dividing equ.
(5) by mO, the probability density function for a particle :

ul0= aaz. (8)
Writing the first characteristic equation of equ. (7) in the following form ;

e

o Xi

P i -m, ut =

(9)

3 @
and eliminating from the second one the 0*i , Wwe get the equation of motion as:
i

dpi _~ 8 O«

10
dr Qxi a (29)

a
In the stationary case, where 9= 9D (v,, x2 *3 — O and ::04 = 0 we get
in particular

E = —icpd= ico,

where E is the (constant) energy of the particle.

Equations (2b’) and (7) allow us to discuss the motion of the photons
mutatis mutandis using the interpretation of Bohm. According to th’s inter-
pretation and to the above equations we can attribute the following characteristic
features to a photon.

1. The real rest mass of a photon equals 0.

2. The quantummechanical potential L' (a,i) — /e Da thich
a

be determined from the field equations by means of suitable initial and boundary
conditions, produces according to the equation U = m;jc2a space-time depen-
dent quantummechanical rest mass. (The expression «quantummechanical»
means that the respective quantity vanishes for A— 0.)

3. The motion of the photon is described by a usual relativistic equation
of motion for a point particle. The force acting on the photon can be determined
from the quantummechanical potential.

4. The initial four-momentum of a photon in a space-time point xo cannot

0 dp 1
be chosen arbitrarily ;it is p, = il e If this photon, moving according
X-jx0 N 89?
to equ. (10), arrives in the pointx, its four-momentum will be pi = - .1—4



330 K. NAGV

constitute the main features of the mechanics of photons. The double meaning
of a (X, t) (square root of probability density and quantummechanical potential)
is acceptable as well under certain conditions (see in [8]). Under the assumption
of quantummechanical forces we obtain a statistical theory which has the
character of a classical one.

We illustrate our interpretation on two cases.

(X

— 1,A,= A,
c |
sin g | ---—--- t . By the help of the transformation described in paper [1]we get:
io) ) I x
V (x,t) = Ane , from which a= AO0, 9— hojj —t We seefromequ.

(4) that the «generated» rest mass is zero. The components of the impulse are
Px = ?, py = pz= 0,the energy E = hw, wherever the photon is. The four-
velocity is oo ; the photon moves with light velocity in the direction of the
positive x axis. The probability of finding the photon is the same everywhere.

b) Diffraction problem. Instead of transforming the exact solution of
the problem obtained from Maxwell’s equations into complex form, we treat
this phenomenon in a more simple way. We directly determine the solution
of equ. (1) with suitable boundary conditions as superposition of circular polarized
plane waves. We use a simple approximation taken from [9] p. 6. According
to this solution we get for a diffraction caused by a circular slit of radius about
a(a A) which stands perpendicular to the x axis :

V(x,0,t) a (x, g) e'dce’,>,

where
a2 AT adco2 1 2a2a2p2  _j
oBad 4c2r2 j co2«4-(-4c2x2 )'
db——arct"ZCXTu) X + 2colo2x oot
a>a2 c &Pad-j- 4 c2x2

Here x and o are cylindrical coordinates having their origin in the middle of
the slit. After simple calculation we get p@-0 ; that is, the quantummechanical
potential U ~ O diverts the photons from their original paths along the x axis.

We want now to call attention to some difficulties of the above picture
on account of which the former formalism is hardly acceptable as a full descrip-
tion of the relevant phenomena, even if the solution of the ewave-corpuscle
problem is such as Bohm proposed. Above all we note that from our equations
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we cannot infer directly the existence of the spin. In the first case we discussed
above e. g. the stream is laminar, i. e. there is no circulation. It seems that
the fact that the momentum for a linear polarized wave vanishes is connected
as well with the difficulty concerning the spin. The model cannot distinguish
between the circular and linear polarized cases according to the spin, it dis-
tinguishes them according to the momentum. The «vanishing» of the spin in
this model certainly does not follow from the transformation of the field equations
to complex form. P. Roman [10] proved namely that by means of second

quantization the existence of the spin follows from the complex field equations
too.1

The above interpretation is reasonable only in the case <10 [see equ.
a

(4) ]. The problem of the imaginary rest mass occurs in the analogous inter-
pretation of the Schrédinger—Gordon equation as well. (See [5], p. 199.) There-
fore it is not a problem relating to photons only.

Finally we note that equ. (2) allows us to interpret the mechanics of
photons also hydrodynamically.
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KBAHTOBO-MEXAHUUYECKUWE CW/bl OENCTBYIOWMWME HA ®OTOHbI

K. HALb
Pesome

Mcnonb3ys CKansipHoe npeAcTaBfeHMe 3/1eKTPOMArHUTHOrO Mosis  aBTOpoM  6bin
NOCTPOEH CTATUCTUYECKUIA aHCaM6/lb, KOTOPbI OMUCLIBAET CTAaTMUCTMUYECKOe MoBefeHVe (oTo-
HoB. Cnefys MHTepNpeTauuyM KBHATOBOW MexaHWKu no [,. Bomy, BUAHO, UTO KBaHTOBO-Mexa-
HMUeCKMe CWUMbl 3[eCb TOXE OKasblBAlOT B/MSIHME Ha [BWXKeHMe (OoToHa. HakoHel, aBTop
o6pallaeT BHUMaHME Ha HEeKOTOpble TPYAHOCTY 9TOM WHTepnpeTauum.

I would like to thank G. Marx for drawing my attention to this (act.
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The addition and multiplication axioms of probability calculations are deduced from a
number of qualitative assumptions about the way of composition of independent and of ex-
cluding events. It is shown that from these assumptions a somewhat generalized addition and
multiplication rule can be derived. It turns out, however, that this generalization corresponds
only to a possible deformation of scale of probability and thus the generalized scheme does not
lead to any results differing from those obtained in the usual way. Furthermore, the ordinary
addition and multiplication rules are contained as specialized cases of a more generalized scheme.

§ 1. In the following we start from the conception of probability as a
physical quantity like e. g. temperature, energy etc. In a purely qualitative man-
ner there exists a conception of probability : To say something is «very likely»
or «very unlikely» has a good meaning. We investigate in the following how it is
possible, when starting from this purely qualitative conception of probability,
to arrive at the quantitative use of probability and the well-known formalism
of probability theory. The problem is somewhat analogous to the following :
All investigations of temperature and in the end all thermodynamics took their
origin from the fact that one can distinguish between hot and cold. The scientific
analysis starting from the purely qualitative distinction between hot and cold
gradually led to the discovery of the absolute scale of temperature — thus the
scientific analysis succeeded in finding out the objective factor behind the quali-
tative concepts.

§ 2. Considering problems of probability, I wish to emphasize that in the end
we are interested only in very small or very large probabilities. We are interested
only in finding out either that a given event is so unlikely that we can safely
count on it not to happen — or we are interested in establishing that certain other
events have such a high probability to happen, that for all practical purposes we
can assume them to be certain. This can be illustrated by examples from all fields
where probability calculations are applied : We take as an example the result of
a measurement and its error limit. Obtaining a numerical value x as a result of
measurement we are interested in the size of the error Ax of the measurement.
Thus we are essentially interested in the question, how large A x must be chosen,
so that it is practically certain that the error of measurement is less than \x,
thus that the real value of the measured quantity is inside an interval x -f- A x,
X —AX

3 Acta Physica 1V/4.
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So as to avoid miscouceptions from the beginning, we make two remarks.

1. Often one gives as the error of a quantity its standard deviation ox.
In that case the probability for the error to exceed 6x is by no means small.
However, in the latter case the probability that the error exceeds 30x is small ;
if we want to be on the safe side, we can choose as limits of error 46x or even 56x.
The probability of the actual error exceeding the latter limits is very small. When
we give the standard deviation of a measured quantity we follow a convention and
imply that the error is very likely less than say 40x. The convention of giving 6x
and not say 40x as the standard error, has, of course, its good justification as
the quantity ox itself plays an important role in the theory of probabilities.

2. We meet statements of the kind that an event has a probability of say
309,. 309, is neither a very small nor a very large probability and thus this seems
to contradict our statement at the beginning that we are as a rule interested in
very small or large probabilities only. However, if we analyse the statement
further, we see that in effect the statement of 309, probability implies also a
statement of extreme probability in the following manner. In the case of one
event only the fact that this event happens with 309, probability is of little
interest. What is of interest is simply this. If we repeat the circumstances of the
event very often, say N times, then the number of cases where the event will
take place is almost certain to be near n ~ 0,3 N ; similarly one can for practical
purposes safely exclude the possibility that the number of events deviates much
from 0,3 N. This means that the statement of 309, probability ultimately refers
to certain events which have very high probability (i. e. n ~ 0,3 IN) and to other
n—03N|>1).

We have given the above example merely as illustration, so as to emphasize
our statement about extreme probabilities. The relation n ~ 0,3 IN or the corres-
ponding more general one n ~ pN (p probability) shall not be taken for granted
in the following considerations, we shall obtain this relation as a result of our

cases with very low probability (i. e.

analysis.

§ 3. So as to be able to express ourselves conveniently, we shall make use
of the following terms. Considering certain types of events, we say that they form
a probability field. We use the term in the usual sense. E. g. suppose as events
the numbers of counts obtained by a Geiger-Miiller counting arrangement during
a period of t seconds. For a fixed ¢ the number may be 0, 1, 2, ..., k (where k
is the maximum number the arrangement can count during the time t). Thus our
probability field contains k + 1 points, representing the possible events.

We shall use the following expression : We expose the field, i. e. we switch
on the apparatus for a time t. As the result of the exposition of the field we get
one of the possible events, i. e. one of the points of the field. We ascribe proba-
bilities p(n), n =0, 1, 2, ...,k to the various points of the field. This means
that in case of an exposition of the field the result n is obtained with a proba-
bility p(n). The probabilities are for the time being introduced in a purely quali-
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tative manner. We say that if p(n) ~ 0, then it is very unlikely that the event n
happens as the result of the exposition. Further we assume that the more likely
a result the larger the numerical value of its probability, and for an event which
nearly necessarily occurs as the results of an exposition, the probability approa-
ches some limiting value M.

84. Exclusive events. To proceed further, we have to classify events. For
our purpose it is important to consider exclusive events. We call two events
contained in the same probability field exclusive, if an exposition of the field
can lead only to one event or to the other, but not to both. To go back to our
example of counting apparatus, the events where the apparatus has counted
during a given interval a specified number of times, are exclusive events. If
ki fe2, then the apparatus, when switched on, may count or it may count
k2; but if it counts kj, then it certainly does not count (during the same
exposition) k2 — and vice versa. It is seen that for eventsto be exclusive it is
of importance to specify them properly. If we were to take as one event that
the apparatus has counted anything between 0 and 9, as another event that
the apparatus has counted anything between 5—14, then the events thus spe-
cified are not exclusive, although we can from the same material also specify
exclusive events by taking each number of counts as an event, or by specifying
non-overlapping groups as events.

Independent events. Independent events are non-exclusive and in such a
way that the happening of the one event does by no means prejudice the happen-
ing or not happening of the other event. Events are independent if there is no
causal connection between them. It must be emphasized, however, that there is
no formal way of establishing for certain that two types of events are indepen-
dent. Firstly, absolutely independent events hardly exist, thus describing two
events as independent we always idealize to some extent. This idealization is,
however, necessary. Any successful application of the theory of probability
depends on the good idealization of the material. This, by the way, is correct
not only for the theory of probability but also for the application of any theory to
natural events.

As an important example for independent events we mention the following.
We can take the exposition of our counting apparatus (mentioned above) as an
event, and we may specify the event by the number of counts obtained. Thus
we take as an event the switching on of our apparatus for a time t. Switching
on the apparatus several tinies in succession, we get different events in as much
as we obtain different counts. These events can he taken, in a good approxi-
mation, as independent events. — More generally the subsequent exposures of a
probability field can be taken as events of a more general field and often these
events can be assumed to be independent ones.

§ 5. Consider a probability field ; the events contained in the field should
be exclusive. Denote the elements of the field with a, b, ¢, . . ., the corresponding

3*
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probabilities by p, g, r, .... We can modify the field by changing the classifi-
cation of the events. Denoting e. g. by A tlie event which consists in either the
event a or the event b, we have a new field containing A, c; .. .; the probability
of A may be denoted P. The latter probability must necessarily be a function
of the probabilities p and g, thus we may write

P=f(p.q)- (1
Thus P is the probability that an exposition of the original field leads either to
a or to b. P is also the probability that the modified field in which a and b are
joined to the event A, gives the event A as the result of exposure.
We investigate the function f(p, q). We can postulate the following pro-
perties of this function :

AP'Y = f(a.p)- )
This relation expresses the fact that no importance can be attached to the order
of the events a, h.
Further, if one of the events a, b, say b, cannot occur at all, then we have
g = 0, and the probability of A is the same as that of a. Thus we may put

f(p, 0) = p. ®3)

We may further assume that A is the more likely, the more likely its com-
ponents a and b are, thus we can postulate

f(p, g) increases monotonously and is continuous in p and q. (4)

We can give another important property of the function /by considering three
exclusive events of the field. Denote the event in which a, b or c happens A, and
the corresponding probability P. We have at least two possible ways to arrive at
the probability P.
1. We modify the original probability field by joining the three events
a, b, cto one event A, thus the event A of the new field happens, whenever a or b
or c of the original field happen. The probability P is some function ofp, q, r,
we may write say
P = F(p, q, 1), )

where, as before
F(p, g, ) = symmetric in p, g, I. (6)

2. We can arrive at the field A, ... also in two steps. As the first step we
join «, 6— A and arrive at the field A, c... . As a second step we join A, c to
A and thus arrive at the final field A, . ... The probability for A or c to happen
is obtained according to (1) as

P = f(P>r), (?)
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where
P =1f(p,a) 8)

is the probability for A to happen and ris the probability for c to happen. From
(6), (7) and (8) we get

f(f(p, 9). ) F(p, g, 1) = symmetric in p, g, r. 9)
Thus e. g.
f(f(p,q), n = p), g = expressions obtained through
other permutations in p, g, r. (10)

Equations (1) —(10) give all properties of the function f(p,q) which can be derived
on general grounds. In particular, considering groups of more than three events,
no further conditions will be imposed on the function/(p, q).

We note that all the above equations are satisfied by the relation

f(p, W= p + b ()
but they are also satisfied by the more general relation
f(p. @) = ¥ 1(>(0) + y>(0). (12)
where y>(x) is a function with the following properties
tp(0) = 0, y>x) monotonous for O x " M
and y> !(y) the inverse of b(x) exists in the interval
0 < vy< y>(M)

and is also increasing monotonously. Further both ip(X) and y> r(y) must be single
valued.

§ 6. With slight modifications we can consider independent events in a
Way analogous to that used in the preceeding 8§ 5 for exclusive events.
Thus consider a field of independent events a, b, ¢, d, . ... The probabilities for
these events to happen can be written p, g, r, s, . ... We may now modify the
above field by joining the events a, b to A, so that we say A = a b, thus we
consider the event A to have happened if during the same exposition of the field

I am indebted to A. Békéssy for drawing my attention to this solution.
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both a and b happen. The probability P for A to happen can be composed out
of the probabilities p and g as follows :

P = g(p,q), p,q independent. (1a)
We have

g{p, @ = 9(q, p) (2a)

because of lack of order between the events. Further

9(p, 0) = 0. (3a)

The latter condition implies that, if the event b cannot happen, the combined
event a n b must also be excluded.
We have also for the g-function the condition

g(M, p) = p; (3a7)

the latter condition expresses that provided a is certain to happen, the probabi-
lity of a -+ b to happen is equal to the probablity of b to happen.
In analogy to (4) we can postulate

g(p, ) increases monotonously with and is continuous in p and g. (4a)

Further we may consider the event A = a -f- b -f- c where A happens if
all the three independent events a, b and c happen during the same exposition.
Wrriting for the corresponding probability

P = G(p, a. 1), (5a)

where, as in the case of the /'-function, we must postulate for the G-funetion
G(p, q, r) = symmetric in p, q, r, (6a)

grouping again a +f= A and A -[-c= A, we have

P=g(P,r (7a)

with
P = g(P>g> (8a)

thus
g(g(Pi g=>T) = G(p,q, r) = symmetric in p,q,r (9a)

and

g(g(p, q), r) = g(g(r,p), g = expression obtained through
other permutations of p, g, r. (10a)
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The equations (la) —(10a) give all possible restrictions on the g-function. All the
conditions are compatible with the following

g(p.gq)=pq (11a)
with

M= 1. (11a")

The restriction (Ha’) is made necessary by the condition (3a’). The conditions
(la)—(10a) can also be satisfied by the more general expression

g(p, @) = ap~1(a:(p) <p(@)), (12a)
<p-\M) = 1, (12a’)

where (12a’) is made necessary by (3a’). The function 9 must obey the same
conditions as those we had to impose on the function ip.

8§ 7. We have to consider the connection between the functions f and g.
For this purpose it is necessary to consider the combination of exclusive events
and independent events. Thus consider a field which contains among others
the events a, b, y,. .., suppose that a and b are exclusive and that both a and b
are independent of y. The corresponding probabilities may be denoted p, g, g.
We consider now the probability that an event

A= (a,b+ vy (13)

occurs ; the event A consists in either a or b happening and also y happening.
Thus we may write for A instead of (13) also

A= (0+ y» 6+ Y) (14)
where (14) expresses the fact that A consists of either the event a y i. e a

happening and y happening, or alternatively of b -f- y i. e. b happening and y
happening. Denoting the probability for A to happen by Q, we have

Q= h(p, q, 1),
where the function h can be expressed in terms of f and g. Indeed, if we regard

A as composed out of a, b, y according to (13), we have the probability for the
event A = a, b to happen

P = f(P, I)-
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the probability for the event A and the event y to happen is thus

Q= g(p>Q = S(/(P>9) e)- (15)

Alternatively, if we consider A as composed of its components according to (14)
we may write the following :

Qi = g(p,9)> <2 = g(<be)>

where is the probability for the event Bx= a -j- y to happen, Q2the proba-
bility for the event B2 — by to happen. Since Bt and B2 are exclusive events,
we have thus for the probability that either Bi or B2 happens

Q =f(g(p> eh do>8))- (16)
Comparing (15) and (16) we get a condition connecting/ and g, namely :

g(f(p>g»e) =f(g(p>e)’ g(b e))- (17)

§ 8. The condition (17) is compatible with the conditions (1)—(10) and
(la)—(10a) as can easily be seen. If we were to choose/and g according to (11)
and (1la) together with (11a’), (17) would automatically be fulfilled. If we take
the more general forms o f/ and g as given by (12), (12a) and (12a’), (17) is
fulfilled if

() = tp(x), 0n x ™ AL (18)

8 9. Summarizing, we find thus, if p and g are the probabilities of two
exclusive events a, b, and if further P is the probability for one of the events to
happen, we are led to suppose that P is given by

P=V 1 (p)+ V(4) = (19)

Further, if a, b are not exclusive but independent events, the probability of both
events to happen is

p = v1(M p)V(9) (2°)
with

v(M) = 1. 21
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where p ~ 0 expresses unlikely events, p ~ M expresses almost certain events.
The function rp is monotonous and continuous, obeying, apart from (21)

f(o)= o0, y>(>) < 1(p2 if Pi<p2 (22)

The equations (19), (20), (21) and (22) are obtained from a number of qualitative

postulates about probabilities of groups of events ; these postulates are dealt

with in § 5, 6 and 7. The considerations in 8§ 5, 6 and 7 do not lead directly to

(19), (20), (21) and (22), but to a number of conditions which are all fulfilled if we

postulate those equations ; | have the impression that the latter equations give

also the most general relation satisfying the conditions imposed on probabilities.*
The particular assumption

V(p) =P (23)

leads to the usual laws of addition and multiplication of probabilities, so far
there appears, however, no necessity to specialize in this way.

§ 10. Let us generalize equations (19), (20) for the case of more than two
events.

Suppose thus that the events ar, a2, a3, . . ., akarc all exclusive and appear
with probabilities pr,p2 p3, ¢+ pir

The probability Pnthat either an or a2 happens, is given by

Piz= V | (WPi) + viPi)) m (24)

We call the corresponding event the event AIl2. The probability P12l that either
J or a2 or alhappens, is thus the same as the probabilitv that either A12 happens
or that a3 happens, thus we have

p12s = V 1 ()D(PIZ) + 4>(p3))» (25)

but according to (26) we have

VIP\I) = V(Pl) + Wp2-

* The problem of functional equation of the type used above was dealt with in detail
by ./. Aczé, [I].1n a paper published in the same issue of this journal [2] Aczél has shown that
the above impression is indeed correct, provided we assume the functions gand ipto be strictly
monotonous and continuous. Furthermore, it is shown that not all the conditions imposed
upon/and g are necessary. It is e. g. possible to drop some of the conditions imposed upon the
probabilities of the independent events without affecting the result.
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Therefore

p1B= V 1(V(Pi) + V(Pr) + V(P3))+ (26)

The probability is thus a symmetric function of pv p2 p3as it must be.
Extending this procedure to k events, we find the probability P13 k for
an event A123 k= (alkba2 iak) to happen, given by

P12 k= W1 [2. V(Py1- (27)

where A123 k is that event, where one of the exclusive events av a2 m. ., ak
happens.

In a completely analogous manner we can get expressions for the proba-
bility for many independent events to happen simultaneously. Consider thus
events bv b2 .. bk which are independent and denote the corresponding pro-
babilities by Cj, g2, . . ., gk then we have

Qiz = V I (\W(2i) W (42)) » (28)

where Qi2 is the probability of the event B12= br b2 i. e. Q12 is the probability
of br and b2 happening at the same exposure. Further we have

@zs= v Lf @1V (b)) »

where Qi23 is the probability for the event B vz b2 (=~ b3 to happen. From
(28) we get

V (@12) = V (1i) V (92).

thus we have
@2ZB= V 1('PUi) V(L) V(HB))-

We find further for k events

K
@A .ft—v 1 /ljl b(dK) (29)
where @123 k is the probability for the event Bi23 k= bn-\- b2 bk to

happen ; i. e. @23.Kis the probability for all the k events bv b2, ... bkto happen
at the same exposure.
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We give a further relation. Consider an alternative, i. e. two exclusive events
a, a, one of which is bound to happen at the exposition. The probabilities for a to
happen may be denoted by p, the probability for a to happen (which is the same as
the probability for a not to happen) may be denoted by p. As one of the events is
bound to happen, the probability for a or a to happen is the maximum proba-
bility M. Thus

M =y N [y>p) + ip(p)J .

Applying the function y) on both sides of the above equation, we find with help
of (21)

V()= 1- V(P) or P= V-1(1- ¥p))- (30)

§ 11. We apply now the above formulae to find the probability in our
formalism for the following : Consider afield a, b, ¢, . .. of exclusive events with
corresponding probabilities p, g, r, ... . At each exposition of the field we get
one of the events of the field. Consider now N ~> 1 expositions of the field and
suppose that these expositions are independent events. Let us determine the
probabilitv that out of the N exposures k give the event a and the remaining
N — Kk expositions give different events. Thus we derive the analdgon to the
Bernouilli distribution in our modified formalism.

The probability of finding a at one particular exposition is p. According to
(29) the probability of getting a k-times subsequently in K expositions is

Pk= yn (Mp)]")

The probability of getting N — K times a result different from o in A — k sub-
sequent expositions is obtained from (29) and (30) as

PN k= P i(l1—HP)]" ~

and the probability for finding a in k specified expositions out of a total of N
is thus

pn-k = V 11PE)F (Pn w)= v-i (IP(P)IAIl - 'P(P) N1 M+ (32)

We regard now in the following as one event N subsequent expositions. For sake
of distinction we call such an event an «IV-fold event». The iV-fold event is
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characterized by the results of the N expositions of the field. We regard now
all those IV-fold events which contain exactly fc-times the result a. There are

'IN\J such IV-fold events ; the probability connected with each of these IV-fold
events is the same, namely Pk V- k; further these events are exclusive, thus the
probability that any of the j”~'j events, each containing exactly k times the event

a, occurs, is according to (27)
PN (k)= ip , ip (Pfi, N —k)
and introducing Pk N_k from (32) we have

PN = e ] (~) W (p) Ik [i —y>(p)n (33)

Equation (33) is verv similar in form to the Bernouilli distribution.

§ 12. To analyse (33) we determine the most probable value of k for fixed
N and p. As both ipand ip , increase monotonously with their argument, we find
in the usual wav

Pn (k) = maximum for Kk —
with
K= [Nv(p)!e (34)

(The bracket \x] denotes the largest integer less than x.) For large values of N
we may write

K-Nip (p).

Further we determine the probability PN(kx, k2) to find the number of
exposures leading to K, k being inside the interval fcx, k2 (Ag <7 k2. So as to get K
exposures leading to a with AN Kk N k2we can regard the IV-fold events corres-
ponding to different fe-values in the specified interval as exclusive ones, thus
we may write according to (27)

Pn {ki*k2) —ip_1 « ek Y [Pn (¥)) (35)
and with help of (33) we find
pvic, k= v, | 2 POyrwey tl- voerr . (36)
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As is well known, the Bernoulli distribution has a sharp maximum at Kk = k0,
such that the sum of the terms around this maximum value is nearly equal
to 1. Thus

2 ffcV (I- P)N~k= .'p(kl, A,
. kK KAR’

where

I 1 if the interval ky, k2 is not too narrow, and contains
Ap (ky, k2 ~ ! kn in the middle ; (37)
I 0 if ky, k2 does not contain kn and is not too near f.

We may thus write for (36)

PM(kp ko) — vy y ™Ay, (p) (ky, k),
and thus we find

v (ky, k2) J A ‘ conditions as in (37). (38)

We can expressour result thus : Among N exposures we shall almost certainly
find k expositions leading to the event a, where K is a number in the vicinity
of N y{p)- As in the ordinary treatment we can show e. g. that with increasing N
the probability tends towards zero for k to fall outside

N[v(p)t e >

where e is an arbitrarily small quantity.

§ 13. We are now in a position to introduce the ordinary rules of proba-
bility calculation. We saw that from purely qualitative assumptions, which
themselves are nearly trivial, we could derive the result that repeating an expo-
sure a very large number N of times, an event a of the exposed field will nearly
certainly appear about

kKANrp(p) (39)

times ; N is the number of repetitions and p the qualitatively defined probability
of the single event. The important feature of .his result is that it shows

K dd N for large N.
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Thus, without having introduced any quantitative definition of the probability,
we could show by the purely qualitative considerations that the number of
events leading to a increases about proportional to N. Expressing this result
more precisely we say that the ratio

with increasing N has atendency to approach a constant value. kN is the actual
number of results leading to a. This «tendency» can he formulated in different
ways, e. g. by saying that for any arbitrarily small e > 0 the relation

Pn—Pm <ie

is almost certainly fulfilled for fixed N and M provided 1 TV<§ M.
Of course, we have to treat the above equation carefully, if we determine
successively differences

\Pn  Pwmr[, JPn Pm2\, eee etc,

thus after a sufficiently large number of such determinations, it is almost cer-
tain that we shall find cases where the difference is not small but large. Therefore
another formulation of the case is preferable : The value of kK~/N with increasing
N shows a tendency to fluctuate more and more closely around a fixed value.
This fluctuation is of course such chat any of the actual values in the series may
deviate even by large amounts from the fixed value around which the fluctuation
is taking place. However, the larger N the smaller the probability of a large
deviation—and for a sufficiently large valae of N we can for practical purposes
take kisi/N as a good approximation of rp(p) the value around which the ratio
fluctuates. The risk involved in putting

Yi(p) ™ KkN/N

for sufficiently large N is exactly of the same type as the risk generally involved
when relying on the results of any physical measurement.

8 14. So far we could not fix the function y>(p) itself. From the foregoing
considerations it appears that all essential results of probability theory can be
obtained without specifying tp(p), in fact the results are completely independent
of the actual choice of Tp(p) as we have shown in the case of the Bernouilli distri-
bution. It is therefore admissible and at the same time useful to make the simplest
choice of tp(p), compatible with the conditions imposed in § 5, namely

p() = (P =p and M= 1L (40>
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(M = 1 follows necessarily from the choice of ip(p) since ip(M) = 1 according
to (21).)
Assuming (40), we have

p A ksj/N (41)
or

K™ p]\.

The latter relations must by no means be regarded as definition of probability.
We have shown from purely qualitative considerations, without assuming any-
thing of the kind of equation (41), that the right hand side of (41) fluctuates
around a fixed value, the latter being a monotonous function of the probability p.
By postulating (40) we do nothing else but fix quantitatively the scale of proba-
bilities. We may express this also in the following manner.

From general considerations, without introducing any quantitative scale
for probabilities we come to the conclusion that the number of cases Kk is about
proportional to N («about» is to be understood as explained further above).
kN will be in general the larger, the larger the probability p of the event a.
We are free to postulate that the proportionality constant is equal to the pro-
bability. This postulate merely fixes the quantitative scale of probabilities,
without effecting any essential result of the theory.

Thus postulating in this sense (40), we have

P= 2Pk instead of P= ip (£ V(rk)),

Q= I 4« « « Q= V»i(lfvb|)>

thus we get the ordinary rules of probability calculation.

§ 15. The above considerations were inspired by a paper of Schrodinger
[3], although our considerations are not identical with those in the latter paper.

A. Rényi has drawn my attention to the fact that Bernstein, 1917, has given
considerations somewhat similar to those given here. | was unable to obtain
Bernstein’s original paper [4], however, judging from Bernstein’s book [5] on
the theory of probability (Moscow, 1946) Bernstein’s considerations, although
showing a remarkable similarity to our considerations, are by no means identical.

We discuss shortly the connection between our considerations explained
above and the well-known axiomatic system of probability theory given by Kol-
mogorof. We note first that there is complete agreement between our considera-
tions and those of Kolmogorof. In fact our considerations complete in a certain
sense Kolmogorof’s axiomatic theory. While Kolmogorofintroduces addition and
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multiplication of probabilities as axiom connected with properties of sets, we
give considerations which justify these axioms from purely physical considerat-
ions, at least in the case of discrete probability distributions.

To see these connections in some more detail, we sketch very brieflv Kolmo-
gorof’s system and point out the connections.

Kolmogorof considers a set U, the elements of which may be called elemen-
tary events. These elementary events can be regarded as what we have descri-
bed in this article «exposures of a field». Further, a set F is considered, the ele-
ments of which are all the sub-sets of U. The properties of F are as follows.

1. F should contain U as element,

2. if A and B are sub-sets of U, then A B and A B and also A and B,
should be elements of F,

3. if Ar, A2 ®», An, ... are elements of U, then An -j-A2- ... -f- An
and A1+Ao ¢...An...should also be elements of F. The elements of F play
the role of the statistical events.

1. If among the eleménts of the sets A and B are no common elements,
then we denote the events corresponding to A and B exclusive events. Further,
we call the [/-events certain events, and the (7-events (empty set) excluded
events.

To every set A anon-negative numberP (A) corresponds and this number is
called the probability attached to the event A.

The following axioms are postulated for the probabilities thus obtained :

1. 0 < P(A) < 1.

2. P(U) = 1.

3. If A and B are mutually exclusive events, then
P(A + B)= P(A) + P(B).

Instead of the above axioms nee have in our considerations further above
the functional relation (12).

2. If in a series of events we are restricting ourselves to those events A
which can only occur provided one of the et'ents B has occurred, then we use
for the events A the symbol A/B. We call the latter kind of events conditional
events and make to correspond to these conditional events non-negative num-
bers P(AjB) which n\e call conditional probabilities.

We consider the series of events belonging to the sets A and B and form
out of the conditional events a neny set F. The elements of this new set are those
events where simultaneously, one event each, of the set A and the set B has
occurred. We make to correspond again to this latter series of events non-negative
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numbers denoted by P(A < B). It is easy to show that for two events A and B
the following relation exists :

P(A mB) = P(B) P(AjB).
We call the events A and B independent events provided we have
P(A) = P(AIB).

In our considerations the above equations are replaced by the equation
(12a), which appears in a somewhat more general form, but has essentially the
same contents as Kolmogorof’s relation.

I am greatlv indebted to L. Pal for discussions and in particular for helping
to clarify the connection between the contents of the above article and Kolmo-
gorof’s theory.

Note added in proof. After the manuscript of the above paper was sub-
mitted for publication, A. Rényi drew my attention to I. J. Good’s book
»Probability and the Weighing of Evidence», Charles Griffin & Co., London
1950. In an Appendix (page 105) J. Good sketches ideas which seem to be
nearly identical with those worked out in the present paper in some more detail.
It is interesting that Good refers also to Schrddinger in his Appendix.
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DN

SAMEYAHNA OTHOCALWMECA K OCHOBAM TEOPUWWN BEPOATHOCTWU
n. aHoWwn

Pe3ome

AKCVOMbI C/IOXEHUS U YMHOXEHUS TeOPUM BEPOSITHOCTU BbUIN BbIBeAgHbI U3 HECKO/Tb-
KMX KauyecTBEHHbIX MPEeAMoNOXKEHNIA, CBA3AHHbLIX C HE3aBUCUMbIMU W WUCK/HOUAOWMMU ApYT
Apyra cobbITUsMU.

MoKaXeM, YTo U3 3TUX NPEANONIONKEHNA MOryT 6bITb YCTAHOB/MEHbI 0GO6LUEHHbIE, [0
HEKOTOPOWA CTemneHW, TEOPeMbl CNOXEHUS U YMHOXeHUs. OfHaKo OKasblBaeTcs, UTo 9T0 0606-
LLieHMe COOTBETCTBYET /ML OfHOM BO3MOXHOM AehopMaLMM LUKabl BEPOSITHOCTEN, N TaKUM
006pasom, pesy/bTaTbl, MOyUYeHHbIE HA OCHOBE 0606LLEHHOM CXeMbl, HE OT/IMHAOTCS OT Pe3ysib-
TATOB, MOMYYeHHbIX 06bIUHLIM NyTem. [asniee, 06blUHblE TEOPEMbl C/IOXKEHUS U YMHOXEHUS
cofiepxaTcsl KaK chneuuasibHble Ciydan Goniee 06LLMX CXeM.

4 Acta Phvsica IV '4.
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The aim of the present paper is the determination of those continuous strictly monotonie
and associative operations for which addition (problem of A. Gruzewski—K. Borsuk), multipli-
cation or the quasimultiplication if 1 [if(x) y>(y)] are distributive, further the determination
of those operations which are distributive foraddition or the quasi-addition y1 1 y (x) + V (y)]-

K I k j

The respective operations are “log (ax Jrav), xk-\-yk, y>~ 1[ V<f(x)k-\- v(y) ks lexyy> 1 [<y=>(X)if(y)]-
From this we derive that the probability of the occurrence of one of two exclusive events
resp. of both of two independent events has the form if 1[if (p) + if ()] resp. if 1 [if (p) if (g)]
as was suggested by Janossy in the preceding paper if we suppose only that the probability of
(A or B) increases continuously with the probabilities of A and B, and the probability of the
happening of one of three events does not depend on their arragement, further the non-negative
probability of the simultaneous occur ence of two events does not depend on their order and finally
the probability of (A or B) and C equal; that of (A and C) or (B and Cl. On the other hand
by modifying a theorem of S. Golab we see that the same formulas are valid (the second even for
not-independent events) if besides this last condition these probability functions are derivable
(the second with respect to its second variable in a continuous manner) the first being also
strictly monotonie and if the probability of A or the impossible event resp. of A and the certain
event (without regard to their order) is equal to the probability of A, and finally the simulta-
neous occurrence of any event with the impossible event is also impossible.

Further similar statements are also proved.

§1

In his paper [7] appearing in this issue L. Janossy suggests in § 9 that
his postulates for probability :

0<p,q.f(p,a) g(p,a) < M;

f(p->q)=f{qip)i g(Piag)= 9 (@>p);

f(p-°) = Pi g (MiP) = Pi g(.0 0;

f(p, g and g (p, q) continuously increasing with p and q
f\f(pi g rl=f[pJ(qin] = <= g [g(p, ), N1 =g[p.g(qir)]

and
g \f(Pig)ir] f [gwin,g(ni

4%
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imply
I(p.T)=v-4v(p) f V(i)b O
9{p, @) = V-1 [w(p)-w (?)] (2)
(f(p.q) resp. g[p, q are the probabilities for the occurrence of one of two
exclusive resp. of both of two independent events with the probabilitiesp and g.)
We will show that already a few of these properties are sufficient for the
characterization of the functions (1) and (2). In §§ 3,5 and 6 we prove three theo-
rems containing three such systems of postulates. This will be facilitated by inves-
tigating the more direct questions, as to those operations which are distributive
with respect to addition and those which are distributive with respect to mul-
tiplication. An analogous question in regard to operations with respect to which
addition is distributive was raised by A. Gruzewski and K. Borsuk (oral com-
munication of K. Borsuk). 882, 4 and 6 contain the answers to these questions.
Our problems are related to those investigated by M. Hossz( in his paper
on distributivity [6]. Here we will, however, (besides oiher special features)
in theorems 1—5 at most suppose continuity, while HosszG needs derivability
for his solution. (Similar problems which are nearer to our special case, though
also with conditions of derivability were treated by S. Golnb [5], see §6.)

§2

A. Gruzewski was interested in the question as to which operations F (,r,y)
can be called «pre-additions», in the sense that addition is distributive with
respect to these operations :

F®oY)+ *= F(a+ r,y + 2). 3)

In this sense every f(x,y) — x -)- <(y —x) would do, or if we want also com-
X -¢-

mutativity (symmetry) then f(x,y) = -y + @ (X —yj). Thus the

problem modified by Borsuk is to find all associative (continuous) operations

satisfying (3) and ordering to real numbers of an interval real numbers of the

same interval. It might be verified, that

F (r,y) = “log (ax -)- av)
satisfies these conditions.
If F (x,y) is supposed to be increasing [2] or what is equivalent ([3], [10])
the cancellation law [F (x, t) == F (x, u) resp. F (t,y) = F (u,y) implies t = u]
holds, then the associativity

F IF (xiy), z) = F \x, F (y, 2)] 4)

implies the existence of a strictly monotonie and continuous function gpsuch that
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Fody) —p MfW+yiy)]. (5)

This function (p is determined but for a constant factor, that is

P 1W (x)+ PGE)L=:y>~1\Ww (*) + y (y)1 6
if and only if

ip(x) = ag) (x).
(See e. g. [1]). If we substitute (5) into (3), we have

<P~ I>(*) + Bbl ] = [y>(x + 2) + w(y + 2] —r.

By keeping z constant we see that this is an equation of the form (6) with
ip(x) = q (x+ z) and thus

Px+ 2) = a(r) e, 0]

where together with 9 (r) also a (r) is continuous. By putting x = 0, 9?00) = a
we get [9]
®r) = aaf(z

aa[x-}z)—aaXa(), aixx-f2z = a(x)a(@
and this is an equation of the Cauchy-type [4],
a( —a, ®(2) = aaz,

Fxy) = @ 1la@+ P(y)]= "log (ax+ av).

Thus we have the
Theorem 1. If F (x,y) is associative, continuous and increasing (resp.
the cancellation law holds) and if the distributivity-equation (3) is satisfied then
and only then
F (x,y) = “log (ax + ay).

An equivalent of this is the

Theorem 2. If F (x,y) is associative, continuous and increasing (resp.
the cancellation law holds) and if multiplication is distributive with respect to
this operation i. e.

F (x,y) z F (xz,yz) (8)

(homogeneity with exponent 1) then and only then

F(x,y) = Ifxkt yk =
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The problem to which this theorem gives an aswer is yet more natural, as it
asks for all operations with respect to which multiplication is distributive.
K — 1 gives of course the addition.

Theorem 2 can be reduced by logarithmisation to theorem 1, but because
of the importance of this theorem for the problem of L. JAnossy we give a direct
proof, this being of course a variant of the proof of theorem 1.

We have again from the associativity continuity and monotony

F(x,y) = 9 1[<2(%) + <p{y)\
and from (8) :

V UTbl+ my) W G 0ol

This is again an equation of type (6) with mp(X) = 9(xz) and thus

@ (x2) = a (2 P(x),

the solution of which can be reduced in the same w ay as (7) to another Cauchy
type equation

a(xz) = a(x)a(z).
So finally

ap(z) = azk, F(x,y)  Mxk+ y*,

§ 3

Theorem 2 helps us to find a first answer to Janossy’s problem :
Theorem 3. If f(p, q) and g (p, r) are continuous, increasing and associative
and g is distributive from the right with respect to f :

g \f(Pi Y- r\=f[g{P-> r)’g(4, 0], 9)

then and only then there exists a continuous and strictly monotonie function m (p)
such that

f(p, @) =1ip 1[p(p) + m@], g nN=m" [pP) mp]l
i {P0)=p, g(p, M) = p, then ()= 0 myM) = 1

I f

Proof : Because of the assumptions for g it is
g(p, N = 1[<p(P) + < (1]
or with the notation ® (p) = e4 <M

g(p,r) = ®“1[®(p) = ® (Nl (10)
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By substituting this in (9) we have

P 1{d FAp.dled®@=/{d 1l @EdMb d 1\b @ d ]

or by introducing the notations

x= ®(p), y= ®() z= &(r), F(xy) = & {f [® 1(a),P-1 (y)]}
we get

F(a,y) 2= F(az,Vy2),

but this is equation (8). As F (x,y) together with/(p,g) is associative, increas-
ing and continuous, theorem 2 gives

F(x,y)= Yxk+ yk,
that is

f(p,q) = ®_1{"[®(p),®(a)]} = ®-![*P (p)E+ " (#]

or with @ (p)k= vy (p)
f(p,a) -v 1[V(P) + ¥(?)]

On the other hand (10) can be written

g{p.r) @ 1(1®(p)k® ")k I- ip 1[,p(p) mwm(p)].
g. e. d.

§ 4

We obtain a stronger theorem by reversing the problem of theorem 2,
that is by looking for operations which are distributive with respect to addition.
These are ruled bv

Theorem 4. All functions G (X, z) non-negative in a positive interval (or
monotonie or continuous or measurable or bounded from one side, etc.) which are
distributive from the right with respect to addition :

G@a+y,z)= G(,)+ G(y, 2 (11)
are of the form

Gx,2)= ¢ (2 A, (12)

and if G (a, z) is also symmetric (commutative) at least fora z — a:

G (x,a) = G(a, x) (or distributive with respect to addition also from the left)
then and only then

G (a, z) = CAZ
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The first statement is an evident consequence of the fact ([8]) that the
most general non-negative (or monotonie etc.) solution of the Cauchy-equation

f(x+y) =1(x) +f(y)

is
f(x) = ex
On the other hand if G is also commutative for z = a, then (12) gives
: c(x) _ c(a
c(xja= G(x,a)=G(a x) —c(0) X,- — = - =c (constant)
X a
i. e
G (x, 2) = cxz,
gq.e. d

(If instead of commutativity, distributivity on the other side is supposed,
then the same follows from

G(x,2) = c () x —d (x) z c@ d () constant.)

§5

Our second,somewhat stronger answer to Janossy’s problem is contained
in the following

Theorem 5. Iff (p, q) is continuous increasing and associative and g (p, r)
is non-negative commutative [at least for one r,e.g.r = M:g(p, M) =g (M,p) ]
and (9) distributive from the right with respect to f (p, ), then and only then

f(p,9: v-1 Mp+ Voo g - D - you)

The commutativity of g can be replaced by the distributivity from the left side. —

Also here y>(0) = 0, (M) = 1, [f(p, 0) = p, g (p, M) = p].
Proof: The assumptions for f imply

f(p, o) = <p-r fa(p) + ?>(?)] ()
By substituting this into (9) we have

g{9%-1fa(p) + @1 r} = -Hpg(p, NI+ ®lg@ NI}

or with the notations
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x=&pP)yyY=®POz= (PPYRPLIPL1M]}= 9K I:
GE+ vy,20= G@Er,2+ G(y, 29

and thus from theorem 4 [as G (x, a) = G (a, x) for a— (M) from g (p, M) —
=g (M'P) m
G(@r 2 = cxz ,
oep (p) *c<p (r)
gP,N= <P 11?P)Lmnl =9
orwith  (p) = ap(p)
gP.N=y. 1M®ENONI.

At the same time (5') can be written also

Ip o= 1 PO @O _ G w@]

<. e. d.

Theorems 3 and 5 can be interpreted as follows : The probabilities of
the occurrence of one of two exclusive events and of both of two independent
events can be expressed by the probabilities p, g of the original events by
formulas (1) and (2); and only if one of the following two systems of con-
ditions is satisfied : A) These two composed probabilities are continuous
and increasing with p and g, the probability of the happening of one of three
exclusive events and of all the three independent events does not depend
on how these events are arranged and finally the probability of the events A
or Band the event C is equal to that of the events (A andC) or (B and C). Or
B) the probability of (A or B) increases continuously with the probabilities
of A and B and the probability of the occurrence of one of three events does
not depend on how they are arranged, further the probability of the simultaneous
occurrence of two independent events is non-negative and does not depend on
the order of the events (one of wich might be the certain event) and finally again
the probability of (A or B) and C equals that of (A and C) or (B and C).

The second system of conditions might be preferred because it postulates
less about the more difficult concept of independent events and can be mo-
dified, as we shall see in the next § so that independence needs not to-
be postulated at all.

§6

We see that our theorems are all connected with the questions: which
are the operations which are distributive with respect to addition or «quasi-
addition» (1) or which are the operations with respect to which addition or
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multiplication or the «quasi-multiplication» (2) is distributive. Our results
can be condensed in the tvpical distributive pair

f(x,y) = Ixk+ yk,  g(xy) = cxy.

Our theorems are strongly connected. ]JNot only theorems 1, 2, 3 are
related to each other and similarly theorems 4 and 5 but also e. g. theorem 3
can be derived — as one sees immediately — also from theorem 4 instead of
from theorem 2. Moreover theorem 1 (and similarly theorem 2) can also be
proved in an analogous way as theorems 4 and 5 in the following manner :

F (X, y) being continuous, increasing and associative we have again

F oy toepn o)+ o)l
and with help of (3)

P o)+ (Y] -fr=o@ Lpx+ 1N+ @y + 2]

or with the notations ;= @), t]= @(y), C= @),
G(E, Q= Plp 1(H+ @ 1(Q)] (commutative !)
G(f+ C=o¢c(ff + c@,C0)

but this is equation (11) and so with theorem 4
G(f,i) = cff = — e,ncé+,ncC = cplep *(£)+,* i(C).]

This is an equation of the type (6) and thus

@ 1(f) —a!ncf, Pp(x)= -e" = Rax

F (x,y) = I log (uX+ V),

The proof of theorem 2 goes on the same lines.
A theorem which characterizes the solutions

f(P-4)- 2@ 1Ne(p)+ vy (?)b (8
g(p-q) = X PP f (@) @)

g [f(Pi r\ f [gP> g (2 1)} (©)]
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without privileging either of them, but which supposes also derivability, was
proved — as we have already mentioned — by S. Gnlab [5]. He proved that,
if in (9) f and g are continuously derivable,

f(pl°):f(°lP):P’ g(M'P):Pv g(orp):g(plo)AO

R
are satisfied and also dp 9 g (p, 0) exists and f (6, p) = c¢ can be solved for p
p 24

with every pair b, ¢, then f and g are of the form (1), (2). As for our purposes
the last condition (the solvability of f(b.p) ¢) is not suitable (it would
involve probabilities p < 0), we give here a variant of this theorem in which
the remaining conditions are also a little alleviated. — The first part of the
proof is identic with that of S. Golab [5].

Theorem 6. Iff{p, f) is an increasing function of q and derivable in (o, 0)
and g (p, g) has in g 0, a derivative with respect to g which is continuous in p
where

f(P->°)=f(°"P)=--P’ (13)
g (M,P) = P, (14)
g(p.0) = o (15)

then f and g are of the form (1), (2) with ip(0) -0, ip(M) = 1.

Proof: From the derivability conditions supposed and taking also (15)
jnto account we can derive (9) with respect to rin r 0

£ Q) 1t ¢ e hpa) 5 Ao YaEg)

gi \f(P, 9).0]- A\ (>°)g2(p>°) + A K °)gr(9.°)°
But from (13) and the derivability of f in (o, 0)

f (0. =1/2@1° =1
follows and thus bv defining
V(P) '"g2(P- «e
we have
W 9] = WP+ ¥O9)- (16)

The function y>(p) —g2(p, 0) is, with our conditions, continuous. We
will show?7 that it is also strictly monotonie and thus prove (1). If there were
a pair /J; pn such that ip(pt) = ip(pn) then by the continuity of ip (p) there
would be also pairs pl p2 arbitrarily near to each other such that
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y>(Pi) = v>(pa-

But then from (16) also

v [f(Png)\ = 4[f(p~a)\-
If we let q take all values ¢ > o0 we see that after p2= f (p2 o) the behaviour
of y>(p) after px= /(p 1L 0) must repeat (possibly in a distorted way). As pXx
and p2 are arbitrarily near to each other this is only possible if ip (p) is con-
stant and according to (16) this constant must be 0. — But g2(p, 0) = 0 is
in contradiction with
g2{M, o) = 1,

which follows from (14). Thus ip (p) is (continuous and) strictly monotonie
and thus from (16) the assertion (1) follows.
We have also
ip(M) = g2(M, 0 = 1. (17)

Substituting (1) into (9) we can proceed as in theorems 4 and 5:

g tip~1lipp) + ip@] I} =ip-13 Gp(p,N] g Gira n]J
ip(P) = X, ip(a) =Yy, ip{g [ip-1(x), ]} = 6 (x, n,
G(x+ vy, n= GXrn+ Gy, B (Cauchy [4]), G(x,r) = c(r) x,
g(p,r)=ip-1[c(r)ip(p)]. (18)

If we substitute p = M in this equation, we have from (14) and (17)
r=ip-1[c()], c(ry =ip (r)

and thus (18) becomes

g(p, )= ip-1[ip(p)ip (N1, 2

The derivability conditions present here a rather strong restriction.

They exclude e. g. f {xy) — ||1(°xk-—\-yk, {k & 1)- Moreover the example
f(x,y) = x-\-y -j- ¥xy, g (x,y) — xy shows that if instead of derivability
only increasing continuity is supposed but (13), (14), 15) are satisfied (even
from both sides) moreover/and g are commutative and g even of the form (2),
f must not be of the form (1). On the other hand this theorem is in a certain
sense a complementary of theorems 3 and 5, as here neither commutativity
nor associativity are assumed and instead of them the existence of unity-
and zero-elements (i. e. the other half of Janossy’s system of axioms) is pos-
tulated.
If we suppose also g (p,M) = p. then
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8 [~ {P, D>ri=h[g (P 1 g (g Nl

can be reduced immediately to (9) by putting r = M.

The probability interpretation of this result states that the probabilities
f(p, g resp. g (p, g of the occurrence of two exclusive events resp. the simul-
taneous occurrence of two events can be expressed by the formulas (1), (2)
from the probabilities g and p of the original exclusive events resp. of the pro-
bability g of the first event and the probability p of the second under the sup-
position that the first has happened, — if the probability-function f(p, Q)
is increasing with g and derivable in (o, 0) (0 is the probability of the impossible
event) and g (p, q) has in q = o a derivative with respect to g which is conti-
nuous in p and if the probability of the impossible event or an other event A
resp. of the certain event and A (without regard to their order), is equal to the
probability of A, further if the simultaneous occurrence of any event with
the impossible event is also impossible and if finally the probability of (A
or B) and C equals to that of ( / and C) or (B and C).

We see that here the independence of the two events which occur simul-
taneously must not be supposed, because neither commutativity, nor distri-
butivity from both sides was supposed. — Thus besides

ip [prob (A or B)] = ip [prob A\ ip [prob Bj
also

V llx»rob (A and B)]=f [prob B] «f [(pro!) A) unkr, he condition (]

holds. Theorem 5 shows that analogously the same residt follows if instead
of the derivability-conditions and the statements on impossible events above,
g is supposed to be non-negative and f continuous increasing and associative
(the probability of the occurrence of one of three events does not depend on their
arrangement).

Note added in proof: A. Rényi has kindly called my attention to a remark
in a work of 1. J. Good (Probability and the weighing of evidence, London 1950,
Appendix Il1l., pp. 105—106.), which shows that the author was acquainted
with the theorems 2,3 of the present paper. | wish to seize the opportunity to
point out that in contrast to the statement of /. J. Good my paper[2] does
not »rediscover» a result of N. H. Abel. The difference is that Abel has supposed
symmetry and derivability while in the paper [2] these assumptions are not
made, instead of them we suppose only continuity. — We make here another
remark too : Our considerations at the end of § 6. can be applied also to the
system of conditional probabilities introduced by A. Rényi (Valdszin(iségszami-
tas, Budapest, 1954., 3. fiiggelék, 667—672.). This causes no new difficulties, so
we leave the details to the reader.
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PEWUEHME HEKOTOPbIX TPOBJIEM K- BOPLUYKA un J1. AHOLWUN

A. AUENb
Pesome

B pa6oTe 6bI710 UcCNefoBaHO KaKue HenpepbIBHbIE, CTPOT0 MOHOTOHHbIE, acCOLMATUBHbIE
[elicTBMA CyLLLECTBYHOT, OTHOCMTENIbHO KOTOPbIX CroXeHue (mpo6nema A. [pyseBckoro - K.
Boplwyka), YMHOXEHNEe UM KBasMyMHOXeHMe ¥ 1 [y>X)y>(y)] saBnawTca ANCTPUOBYTMBHBLIMA
UM KOTOpble ANCTPUBYTUBHbLI OTHOCUTE/IbHO CNOXEHUS WAW  KBasucnoxeHus y _1[y(*) +

+ )D(y)l

M AGMCTBMH COOTBETCTBEHHO :

K Ik

“log (0" + «'), [V + yK,V~1\YV(X)k+V>(y)k\,cxy,V 1[cy (*) 4>\

OTctofa cnefyeT, UTO MOXHO MOMYYUTb MPaBWUIO CMOXEHUS WIN YMHOXEHUS BeposiT-
HocTe B dopme no HAHowm  y>1 [y»(X) + ()] ; y 1[w(x) V(y)] npeagnonaras wu3 ero
YCNOBWIA NWLIb HEKOTOPble, a MMEHHO : CyMMa BEpPOSITHOCTEN HemnpepbiBHO BO3pacTaeT Cco
cnaralolmMm BepoATHOCTSIMU, CyMMa BEPOSITHOCTE/ Tpex coBbITWiA He 3aBUCMT OT MX Tpynnu-
POBKW, Mpou3BeAeHNEe BEPOSITHOCTEN ABYX COOLITUIA MOMNOXMUTENBHO U He 3aBMCUT OT UX Moche-
[l0BaTeNbHOCTU, W, HaKOHeL, BepoATHOCTb (A nubo B) n C paBHsieTcs BeposTHOocTU (A 1 C)
6o (B n C). Capyroi cTopoHbl C MOMOLLbIO Npeobpa3oBaHUs ogHoi Teopembl C. Monaba nony-
UMM, 4TO 3TW XKe POPMY/ibl CMpaBefMBbl M B TOM C/lyyae, €c/iv KpPoMe MOC/eAHEro YcroBusi
NPeAnosIoXKNM ellle crieaytoLLee :

DYHKLMKN, NOMYYEHHble YMHOXEHWEM WAWN C/IOXEHWEM BEPOSTHOCTEW, SIBNAIOTCA AWd-
thepeHUMpYeMbIMA (B C/lydae YMHOXEHUS HemnpepbIBHO MO BTOPO/ MepemMeHHol) ; cymma
BEPOATHOCTel — Bo3pacTawollas ; Aasiee, YTO CyMMa BeposiTHOCTEN HeKOTOporo cobbiTus A
1 HEKOTOPOr0 HEBO3MOXXHOIO COGbITUSI MMEET TaKOoe e 3HauYeHWe, KaK 1 Npov3BefieHMe cobbITUA
A Ha HeKOTOpoe [0OCTOBepHOe cobbiTue (B NGOV MOCNefoBaTe/IbHOCTH), MPUYEM OHMW pasHbl
BEPOATHOCTU COBLITMSA A ; M HaKOHeL, COBMECTHOE OCYLLEeCTB/IEHME /I0B0ro cobbITUSA C HEBO3-
MOXHbIM COOGbITUEM TOXe HEBO3MOXHO. pu 3ToOi nocnefHeli Teopeme B C/lydae Npou3BeaeHNs
BEPOATHOCTEN He 06513aTe/IbHO OrpaHMUYMBATLCS HE3aBUCUMbIMU COBbITUSAMM. [loKasbiBatoTCs
fanbHenlwne nofobHble TEOpeMbl.
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The efficiency of G. M.-counters for cosmic ray particles obtained experimentally was
previously found to be smaller than the value expected theoretically. It is shown here that this
discrepancy is due to the method employed in the determination of the efficiency. Using dead-
time shortening circuits and an apparatus which is sensitive only to the penetrating component
of cosmic rays, the efficiency of self-quenching G. M.-counters is found to be greater than 99,9%
in good agreement with the value expected theoretically.

Introduction

The efficiency of G. M.-counters for cosmic ray particles is of great
importance in the investigations of cosmic rays carried out with counters.
The efficiency of G. M.-counters commonly used for cosmic ray work is nearly
100% but can never reach this value.

The error caused by the inefficency of G. M.-counters must generally be
taken into account in all experiments, although in many cases it can be neglected
compared to other experimental errors. Since the efficiencies of the individual
counters connected in coincidence are almost independent, the efficiency of the
coincidence arrangement is given by the product of the efficiences of all coinci-
dence counters or counter trays. If the multiplicity of the coincidence arrange-
ment is great this error may be very significant.

Knowledge of the counter efficiency and the use of G. M.-counters of
great efficiency is especially important in measurements of non-ionizing particles
with anticoincidence arrangements, particulary if the intensity of the non-ioniz-
ing component is relatively small compared to that of the ionizing component.

The use of G. M.-counters of great efficiency is not only important in view
of a decrease in the size of the corrections in coincidence and anticoincidence
measurements and a reduction of background effects, hut also so as to decrease
the systematic fluctuation of the measurements.

The accuracy of cosmic ray measurements is determined by two para-
meters : The statistical fluctuations of cosmic rays and the systematic fluctua-
tions of the measured values due either to defects of the electronic apparatus or
to the variations of the efficiencies of G. M.-counters.
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Measurements of very small effects can be carried out only if the systema-
tic variations are smaller by an order of magnitude than the effect to be measured.
Variations due to the electronics can be eliminated only by using an apparatus
planned and executed with special care. More difficult is the problem concerning
the efficiency of G. M.-counters.

The efficiency of G. M.-counters depends on many parameters and its
value changes e. g. with the variation of the counter voltage, of the rate of
discharges etc. It must be emphasized that in most cases those parameters vary
which may cause inefficiency of the counters and thus we have to speak rather
about the variations of the inefficiency. If we can strongly increase the efficiency
of counters, i. e. strongly reduce the inefficiency, the fluctuations of this relati-
vely small inefficiency will be smaller, and thus the systematic error of the
measurements will be smaller and the limit for the smallest measurable variation
will also be lowered. For instance, if we can decrease the inefficiency by one
order of magnitude we can measure cosmic ray effects smaller also by one order
of magnitude than those measured before.

It can be seen clearly from the above considerations that it is important
to know exactly the efficiency of G. M.-counters and to develop such counters
and circuits that secure great counter efficiencies.

Measurements carried out with great accuracy to determine the efficiency
of G. M.-counters [1], [2], [3], [4] gave a value for the efficiency significantly
smaller than the value expected theoretically. The aim of our investigations
was to solve the problem of this discrepancy and to determine the real effi-
ciency of G. M.-counters.

The causes of the inefficiency of G. M.-counters

Let us consider the causes of the inefficiency of counters. Counters com*
monlyused-—filled with rare gases and organicvapours— give a discharge when-
ever at least one ion pair is formed in their sensitive volume and during their
sensitive time [5]. A particle traversing the sensitive volume of a counter
does thus not cause a discharge in the following two cases : 1. The particle does
not produce any ion pairs in the gas, 2. The particle traverses the counter
during the dead time of the counter.

Let us consider the probability for an ionizing cosmic ray particle travers-
ing the counter not to produce any ion pairs. This probability may be calculated
from the value of the primary specific ionization.

Let | be the length of the path of the particle in the gas, g the density of
the gas and jp the primary specific ionization. The distribution of the ionizing
collisions is a Poisson distribution and therefore the probability that the particle
traverses the path of length I in the gas without producing any ion pairs is

—Jpei
w = e *
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and thus the probability that the particle produces at least one ion pair is
1—w=1

If the rate of discharge is small enough so that the dead time of the G. M.-
counter can be neglected, 1—ivis just equal to p, the efficiency ofthe counter

The different particles have different path lengths in the counter and
therefore the probability for them to cause a discharge in the counter varies
accordingly. Thus particles traversing the very edge of the counter travel a
shorter way in the gas and therefore the probability for them to cause a discharge
in the counter will be significantly smaller than for particles traversing the middle
part of the counter. We can get the effective efficiency of the counter by comput-
ing the integral mean value of the different efficiencies.

Fig. 1. The length of the path of the particle in the counter

Let a be the radius of the G. M.-counter and r the shortest distance bet-
ween the path of the traversing particle and the wire of the counter, then the
projection of the path in a plane perpendicular to the counter axis has the length

(Fig- 1)
= 2 (a2- r2*",

which is smaller than or at most equal to the real path length.

Let us consider this projection in first approximation as the length of
path in the counter. In this case the probability for the particle to cause a dis-
change of the counter (i. e. the efficiency of the counter) is according to (1)

- 2pole—r*)'1
pr=1 ¢

This expression gives only the lower limit of the real efficiency, because
2 (a2—r21s the projection, is also only a lower limit of the real path length.

5 Acta Phyeica 1V/4.
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Integrating this expression from 0 to o and dividing by a, we get the lower
limit of the effective efficiency of the counter for isotropic radiation :

Peff> 1 ---—-- dr. (2)

If for reasons of the geometry of the arrangement we need consider only
particles passing through the counter inside a certain distance r1 from the wire,
i. e.if we exclude particles passing the edge of the counter, we have to extend
the integration only to rx

Peff> 1 —-"-Je 2j)gfa 1) dr. (2a)

0

In this case the effective efficiency will be increased in consequence of the
exclusion of particles traversing the edge of the counter. Integrals (2) and (2a)
may be evaluated approximately by numerical quadrature. Under given geo-
metrical conditions we may have to consider also the anisotropy of the particles.

It can be shown easily by help of expression (2a) that with appropriate
choice of the geometrical conditions using G. M.-counters of customary filling
and neglecting dead-time effects it is possible theoretically in all cases to get
efficiencies greater than 99,9%.

The other reason for counter inefficiency may be that an ionizing cosmic
ray particle passes through the counter during dead time. The dead time of
counters normally used is of the order of 10~ 4sec. The probability that a particle
should not pass through the counter during the dead time following on the
discharge of the counter i. e. the probability that the counter responds to the
particle is, as cosmic ray particles are distributed according to a Poisson law,

where T is the dead time of the counter and N the rate of discharge. If Nt 1
which is generally the case in all cosmic ray experiments, then

Therefore the efficiency of the counter taking into consideration only the
dead-time effect is given by

p—1—Nr. (3)
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The dead-time effect may often be very significant.The discharge rate of counters
of 80 cm length used in our experiments was 20/sec and the dead time was
2. 10 4sec and therefore

p=1-Nr 0,996,

i. e., the efficiency is decreased to 99,6% in consequence of the dead time effect.

The inefficiency due to the dead time may be decreased by using electronic
dead time shortening circuits.

The simplest method for shortening the dead time of counters is to use
multivibrators that reduce very rapidly the voltage of the counter below the
treshold voltage directly the discharge has started and thus prevent the spread
of the discharge through the whole tube [6], [7], [8]-

If the multivibrator reduces the dead time by one order of magnitude,
i. e. if the dead time is T = 2.10- 5sec, then in the case of counters of 80 cm
length the efficiency will be greater than 99,9%, namely

p= 1—Nt= 0,9996.

To sum up, we can say that by proper choice of the geometrical conditions
and by the help of suitable dead time shortening circuits, it is theoretically
possible to construct sets of G. M.-counters having efficiencies greater than
99,9%.

Method for measuring the efficiency of counters

An exact method for measuring the efficiency of counters was developed by
Janossy and Rochester [1] and later by Janossy and Kiss. [2, 3]. The principle
of the method is as follows (Fig. 2). The counters 1, 2 and 3 are connected in
coincidence and the counter X the efficiency of which is to be measured is in

ir
Fig. 2. The principle of the method for measuring the efficiency of counters

5*
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anticoincidence. The apparatus measures the number of coincidences (1, 2, 3)
and of anticoincidences (1, 2, 3, — X) simultaneously.

The coincidences (1, 2, 3) are in general produced by particles traversing
all the three coincidence counters and therefore passing also through the counter
to be measured. Thus the number of anticoincidences (1, 2, 3, — X) immedia-
tely shows those events in which the counter to be measured fails to respond ;
the ratio of the rate of anticoincidences (1, 2, 3, — X) and of coincidences (1, 2, 3)
represents the inefficiency of the counter. Therefore the efficiency of the counter
is given by

1,2,3,-X)

(1,2,3) @
However, coincidences (1, 2, 3) are not only produced by particles traversing
the three coincidence counters as well as counter X. There are effects in which
particles pass through counters 1, 2 and 3 without traversing counter X. These
effects increase the rate of anticoincidences (1, 2, 3, — X) and therefore cause
the measured value of the efficiency to be smaller than the real one. Among such
effects side showers are of the greatest importance (Fig. 3).

Fig. 3. Anticoincidence counters for eliminating side showers

For the elimination of the disturbing effects due to side showers Janossy
and Rochester, and later Janossy and Kiss used side counters connected in
anticoincidence. Counters A in Fig. 3 are connected in anticoincidence, thus
the value of the efficiency in the actual arrangement is given by the following
expression

o, (123, —A, —X)
(1,2,3, —A)

By the help of this method the efficiency of G. M. counters has been found
in most cases to be 99,3%, although in the case of a few very good counters the
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efficiency reached a value of 99,6%. The efficiency measured was thus signifi-
cantly smaller than expected theoretically.

The probable reason for this discrepancy may be the occurrence — apart
from side showers — of other processes producing also anticoincidences (1, 2, 3, —
X). Processes of this kind may be :

1. The scattering of particles,

2. Showers containing electrons as well as photons.

Particles scattered in the frame holding the apparatus or in the counter
Avails may cause discharges in the coincidence counters 1, 2 and 3 without
passing through counter X (Fig. 4.). The scattering of penetrating particles,
i. e. mesons, is in general negligible [4] but the scattering of soft particles, i. e.
electrons may be significant.

Fig. 4. Effects causing the decrease of the measured value of the counter efficiency : a) The
scattering of particles, b) Showers containing electrons as well as photons

Showers coming from above containing electrons as well as photons can
produce anticoincidences (1, 2, 3, — X) if an electron of the shower causes
discharges in counters 1 and 2 and at the same time a photon of the shower
produces in the lower wall of the counter to be measured or in the Avail of counter
3 an electron which initiates a discharge in counter 3 (Fig. 4/6). The probability
that a high-energy photon produces an electron in the case of copper counter
walls of 1 mm thickness is, roughly estimated, about 10%.

Our interpretation of the discrepancy between the efficiency measured by
Janossy and Kiss and the efficiency expected theoretically is thus that the arran-
gement employed Avas not suitable for the exclusion of the above two effects.

Preliminary experiments

The fact that the comparatively great inefficiency found Avith the arrange-
ment employed by Janossy and Kiss was not a consequence of the real ineffici-
ency of the counters measured but rather due to the imperfectness of the measn-
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ring method, can be proved by using a counter unit of «100% » efficiency in the
place of the counter to be measured. This counter unit of «100%» efficiency
consists of two G. M.-counters connected in parallel (Fig. 5).

Both counters have an efficiency greater than 99% and therefore the two
counters connected in parallel have an efficiency of practically 100%. The
efficiency of this unit was found with the arrangement employed by Janossy and
Kiss to be (99,54 zb 0,03%) i. e. approximately the efficiency found for the
best single counters. Our experiment showed beyond doubt the imperfectness of
the measuring method.

The elimination of scattered particles and showers containing photons
may be attained in a simple way as follows. Since the strongly scattered particles

Fig. 5. Arrangement for measuring the efficiency of two counters connected in parallel

are electrons and the showers containing photons are closely connected with the
soft component of cosmic rays containing the electrons, the two disturbing
effects may be eliminated in one step by screening out the soft component of
cosmic rays. Thus the measurements have to be carried out only with the
penetrating component, i. e. with mesons.

The elimination of the soft component may be achived simply by means
of Pb absorbers placed between the G. M.-counters. The arrangement used is
shown in Fig. 6. This arrangement was at first also checked with a counter unit
consisting of two counters connected in parallel.

The efficiency of this unit was found to be (99,97 zb 0,01%) in good agree-
ment with the value expected. Thus it was shown that this arrangement was
suitable for the exact determination of the efficiency of counters.

Experiments and results

We carried out our measurements with the apparatus sketched in Fig. 6.
The 10 cm Pb absorber was placed between the counters for the purpose of
screening out the soft component. The counters 3 were connected in parallel
thus increasing the solid angle of the arrangement.
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The counters used in the apparatus and those to be measured had copper
cathodes and tungsten wires of 0,1 mm thickness and were filled with argon of
90 mm Hg and alcohol of 10 mm Hg. The diameter of the counters was 4 cm and
their length 80 cm.

The anticoincidence arrangement was the same as that used by Janossy
and Kiss [2] the only difference being that the pulse shaping circuit connected to
the counter to be measured was a special dead-time shortening circuit (s. c.*).
The block diagram of the whole apparatus is shown in Fig. 6.

Fig. 6. Arrangement for measuring the efficiency of counters and the block diagram of the anti-
coincidence circuit, s. ¢. = shaping circuit, s. c.* = special shaping circuit for dead-time shor-
tening, c. u. = counter unit

The resolving time of the coincidence arrangement was 2 Lisec. The dead-
time shortening circuit reduced the dead time of the counter to 30/<sec,
and its output pulse was 1 0 sec wide. During these 10 p sec-s the anticoinci-
dence circuit was cut off for incoming coincidence impulses. Therefore calcula-
ting the dead-time effect we need consider only r = 20p sec, i. e. the part of
the dead-time beginning after the output pulse.

In the case of G. M.-counters of 80 cm length and a rate of discharge of
20/sec the efficiency is, taking into account only the dead-time effect, according
to (3)

p =0,9996,

i. e. the efficiency is 99,96%.

The counters to be measured were placed between two counters of
diameters 4 cm and 3,5 cm resp. With the geometry defined by these two counters
the lower limit of the effective efficiency of the counter to be measured, taking
into account only the ionization effect, was according to (2a)
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Peff > 0,9999,

i. e. greater than 99,99%.

Thus under the conditions described above we expect theoretically the
efficiency of G. M.-counters to be about 99,95%.

We measured the efficiency 0f28G .M .-counters at overvoltages of 50,100,
150 and 200 V and plotted the efficiency as a function of the overvoltage.

The mean value of the efficiency of 19 G. M.-counters out ofthe 28 measured
was about 99,9% in contrast to the value of 99,3% found by Janossy and Kiss.
These 19 G. M.-counters were qualified as «good» counters and the efficiency
of 4 of these «good» counters was determined very exactly. (Table I, Fig. 7).

TABLE |
Overvoltage 50V 100V 150V 200V
Efficiency %
Counter | cevricennnee 99,92 0,01 99,94+0,01 99,95 0,01 99,86+0,02
Counter |1 .covvrcrnenee. 99,94 t0,01 99,94+ 0,01 99,95 0,01 99,74+0,04
Counter 111 ... 99,961 0,01 99,94 0,01 99,92 0,01 99,71+0,04
Counter 1V ... 99,93+ 0,01 99,95+ 0,01 99,95 0,01 99,88+ 0,02

It is clear from the Table and the graphs, that the efficiency of each counter
is significantly greater than 99,9% at one or more values of overvoltages, and the
maximum values of their efficiencies are close to 99,95%, the value theoreti-
cally expected. By the term «significantly greater than 99,9%» we mean that
considering even a fluctuation as great as three times the standard error, the
efficiency will be greater than 99,9%.

As aresult of our measurements we can state that using dead-time shorten-
ing circuits the efficiency of self-quenching counters for ionizing cosmic ray
particles is greater than 99,9%. This result is in good agreement with the effici-
ency evaluated theoreticallv.

I am indebted to Prof. L. JAnossy who raised the problem and helped my
work with valuable discussions. My thanks are due to G. Bozoki who helped to
build the apparatus. I am also indebted to him and to Erika Halmos for their
assistance in the course of the measurements.
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NPT WN

BEPOATHOCTb CPABATbIBAHNA CAMOIACAOLWNXCA CYETYMKOB I M.
AnAa YACTUL, KOCMUYECKOIo M3NTYYEHWA

3. PEHbBELW

Pes3ome

BennunHa BepOsSTHOCTM cpabaTbiBaHUA camMoracatoLLMXcs cueTumKkoB Meitrepa  Monnepa
NS YacTWL, KOCMUYECKOTr0 M3/lyYeHWsl Ha OCHOBE MPOW3BEAEHHBIX A0 CMX MOp W3MepeHUit
OKasanacb MeHbLLEM, YeM 0XKMAaeMoe 3HaueHve, BbITEKAIOLLEE 13 TEOPETUYUECKNX PACCYXX/AEHWIA.
MOXHO MOKasaTb, UTO 3TO PaCXOXfeHue ABNSETCS CNeACTBME M NPUMEHEHHOTo MeToaa M3Mepe-
HWIA. ECAM Npy M3MepeHUM MPUMEHSITb CXEMY, YKOPAuMBAlOLLYH0 MEpTBOE BpPeMsl CUETUMKOB
. —M., 1 BECTM M3MepeHue BEepPOSATHOCTM CpabaTbiBaHMS TO/IbKO MPOXOASALLMM KOMMOHEHTOM
KOCMMYECKOro M3/lyUeHusl, TO BEPOSITHOCTb CpabaTbiBaHWs CaMOracaroLLUXcs CueTUUKoB [eii-
repa-Monnepa 6ygeT 6o0nblue, Yem 99,9%, UTO XOPOLUO COBMAfaeT C TEOPETUUECKU OXMU-
[aeMbIM 3HaYeHUeM.
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A microtron operates in the following manner. A microwave resonant
cavity is placed near the edge of a steady, uniform magnetic field, with its
axis of symmetry perpendicular to the direction of the magnetic field. The
resonator is excited so that the peak voltage across the lips is slightly larger
than the voltage corresponding to the rest mass of the electron (about 0,511
MeV). Electrons are emitted from one of the lips by field emission and those
which cross the gap at the appropriate phase of the electric field emerge from
the cavity with a total energy of two rest masses. The values of the magnetic
field and the operating frequency of the cavity are adjusted so that such electrons
require a time corresponding to two cycles of the radio-frequency field to comp-
lete their first orbit. They will then make the next transit of the cavity at the
correct phase for each electron to gain one additional rest mass of energy. Since
the time needed for an electron to complete an orbit is proportional to its total
energy, the corresponding time interval is now three cycles of the radiofrequency
field. Thus the electrons under consideration once more arrive at the cavity
at the appropriate phase for each to receive again one rest mass of energy ; etc.

The most important characteristics of an accelerator are the final energy,
the energy spread and the intensity of the accelerated beam. The final energy
in a microtron [1], [2], can be easily calculated in terms of the diameter of the

magnet by using the resonance conditions for accelerating voltage and magne-
tic field :

Y/r=- moc2+ Eo n

e I —n
B _ 2n(T0c2+ EO) 1
ec I —n

where 1> n, | and n are arbitrary integers, EOQ is the Kkinetic energy of the
electron at start, Br the magnetic flux density, and /1 the wave-length.

The energy spread and the current intensity can be obtained only by
a detailed examination of the motion of electrons. Such studies have been carried
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out by Schmelzer [3] and Henderson et al. [4], who determined by a graphical
method a phase region with the following features : electrons starting within
this phase interval are being accelerated each time they traverse the r.-f. field
and never encounter a decelerating field so that they can travel indefinitely
in their orbit. The phase region thus determined is narrower than necessary
from a practical point of view. On the one hand electrons reach their final energy
and leave the accelerator after a relatively small number of turns and on the
other hand it is also possible that electrons become well phased by losing energy
on one occasion and that they will thus be accelerated to the desired energy.
Therefore the only possible way to approach the problem of energy spread is
to follow the motion of single electrons throughout their orbits and determine
at each turn their entering phase and energy. This can be done by a simple
graphical method similar in some respects to that due to Slater and Terrall [5],
for linear accelerators.

If an electron enters the r.-f. gap for the k-th acceleration at the phase
(Pk with an energy ek (measured in units of the rest energy m0c2), then the next
entrance will occur at the phase :

[/ m
<Pk+\ = (pk + - sin gk + 20 —0— ek,
Vr evVr

with the energy :

Bk+1= E o\, Si
+1= + -2 Sin <k .
mO0c2

Vr is the «resonance voltage» satisfying the resonance conditions, Vo the
amplitude of the accelerating voltage.

Plotting the curves <Pk+i— % = constant and sk.i= C2= constant in
the {(pk, £k) coordinate system we can read off the entering phases and energies
of the electron. Since the curves corresponding to various values of the cons-
tants Cj, C2can be obtained by shifting the curve along the e-axis, it is sufficient
to plot one gk+l — and one £fc+i — curve, the next values of e and g can be
determined step by step by proper translation of the curves e”+i and pk \i- (The
constants Q1 and C2 are given by the point of intersection of the respective
curves with the e axis.)

In this manner taking for example a 4 MeV accelerator (Vr= 0,5 MY,
Br= 1070 gauss, magnet diameter 30 cm) and choosing the optimum value
VrjVo= 0,98, we obtained as probable energy spread 1,2% and mean electron
current intensity 10 pA.

Although no details are available concerning the operational conditions
of microtrons actually in use, our results seem to be in good agreement with
the experimental data we found in the literature. For example Henderson [6],
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obtained 4,5 -Jr 0,07 MeV (1,5% energy spread) and Redhead [2], obtained

% T-iA electron current.
The discrepancy in the beam current intensity can be accounted for by

defocusing effects of various origin.

The above considerations show that the energy homogeneity of the beam
depends on the operational conditions of the microtron. It can be shown that
the microtron is capable of yielding much narrower energy sprectra than linear
accelerators of the same final energy, which is a further advantage of microtrons.

The author wishes to thank Dr. P. Faragé for his valuable advice.
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