ACTA
PHYSICA

ACADEMIAE SCIENTIARUM
HUNGARICAE

AD IUVANTIBUS
Z. GYULAI, L. JANOSSY, I. KOVACS, K. NOVOBATZKY

REDIGIT
P. GOMBAS

TOMUS XVII FASCICULI 1

AKADEMIAI KIADO, BUDAPEST
1964

ACTA PHYS. HUNG.



ACTA PHYSICA

A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
FIZIKAI KOZLEMENYEI

SZERKESZTOSEG ES KIADOHIVATAL: BUDAPEST V., ALKOTMANY UTCA 21.

Az Acta Physica német, angol, francia és orosz nyelven kézél értekezéseket a fizika
targykorébdl.

Az Acta Physica valtozé terjedelm( fizetekben jelenik meg: tobb flizet alkot egy kotetet.

A kozlésre szant kéziratok a kovetkezd cimre kiuldend6k:

Acta Physica, Budapest 502, Postafiok 24.

Ugyanerre a cimre kiuldendé minden szerkesztdségi és kiadohivatali levelezés.

Az Acta Physica el6fizetési ara kotetenként belfdldre 80 forint, kulféldre 110 forint.
Megrendelhetd a belféld szdméra az Akadémiai Kiadonal (Budapest V., Alkotmany utca 21.
Bankszamla 05-915-111-46), a kulféld szdméra pedig a ,,Kultara” Kényv- és Hirlap Kil-
kereskedelmi Vallalatnal (Budapest I., F6 u. 32. Bankszdmla 43-790-057-181 sz.) vagy annak
kulfoldi képviseleteinél és bizoméanyosainal.

Die Acta Physica verdffentlichen Abhandlungen aus dem Bereiche der Physik in
deutscher, englischer, franzdsischer und russischer Sprache.

Die Acta Physica erscheinen in Heften wechselnden Umfanges. Mehrere Hefte bilden
einen Band.

Die zur Veroffentlichung bestimmten Manuskripte sind an folgende Adresse zu
richten:

Acta Physica, Budapest 502, Postafiok 24.

An die gleiche Anschrift ist auch jede fiur die Redaktion und den Verlag bestimmte
Korrespondenz zu senden.

Abonnementspreis pro Band: 110 Forint. Bestellbar bei dem Buch- und Zeitungs-Aussen-
handels-Unternehmen »Kultdra« (Budapest I., F6 u. 32. Bankkonto Nr. 43-790-057-181)
oder bei seinen Auslandsvertretungen und Kommissionéren.



ACTA PHYSICA

Tomus XVII
INDEX
K. F. NoVObatzky Eighty YEars Old.....ciiicinie i 3
L. Infeld : The Equations of Motion of a Radiating Electron and its Lagrangian. —
N. VHGenba : YpaBHEHNA ABUXEHWS U3NyvaloLlero anekTpoHa 1 aro JlarpaHxuvaH 7
T. Matrai : Beitrag zur relativistischen Kinematik eines starren Punktsystems. —

T. Mampau : O HeKOTOPbIX PENATUBUCTCKUX KUHEMATUYECKUX CBOMCTBAX XeCTKO

TOUBUHOM CUCTEMM ittt b bbbttt 15
F. Ké&rolyh&zy : Mach’s Principle and General Relativity. — ®. Kapo/lbXa34 : MpuHunn

Maxa B 06LEN TEOPUM OTHOCUTENBHOCTU oottt 31
H. G. Schépf: Clebsch-Transformationen in der allgemeinen Relativitatstheorie. —

. . Wend: MepeobpasoBaHma Knebwa B obuweli Teopun OTHOCUTeNbHOCTWU ... 41
E. Schmutzer : Einige Bemerkungen zur Theorie der Spinoren und Bispinoren in der

gekrimmten Raum-Zeit. —3. LW myuep : HekoTopble 3aMeyaHns K TeOpUM CINHOPOB

N BUCNUHOPOB B UCKPUBAEHHOM MPOCTPAHCTBE-BPEMEHU oo 57
I. Kovacs : Some New Results in the Spectroscopic Investigation of Diatomic Molecules.

— W. KoBauy: HekoTopble HOBble pe3ynbTaTbl B CNEKTPOCKOMUYECKOM WCCMefo-

BaHUN [OBYXATOMHDBIX MOJSTEKY ST oiiiiiiiiiiiitiieieie e sesesie et ese bt ee sttt b b e bbbt b e st et e bt 67
J. Szab6é : Magnetohydrodynamic Shock Waves. — A. Cabo: MarHetorngpognHamm-

HECKME YOAPHDBIE BOJTHDBI oottt st bbb 75
I. Abonyi : Basic Equations of Magnetofluido-dynamics in Anisotropic Media. —

M. A6HOUN : OCHOBHbIE YpaBHEHUSA MarHeTOrMAPOANHAMUKN B aHM30TPONHbIX cpefax 91
K. L. Nagy : Generalized Lippmann-Schwinger Equations for Theories with Multipole

Ghosts. — K. /1. Hagb: O606uWeHHble ypaBHeHUA JiunnmaHHa—LL BUHrepa B Teo-

pUN NONA € MYNbTUMNOMAbHBLIM MNPU3PAUHBIM COCTOAHMUEM oo 97
G. Pécsik : Fermion Self-Masses and Lehmann’s Spectral Representation. — [b. Mouynk:

Cob6CcTBeHHbIe Maccbl ®epmMu-4acTuL U cCneKTpanbHOe npeacTaBneHue JlemaHa ... 103

G. Domokos and P. Suranyi : Onthe Behaviour of Green Functions at Small Distances. —
. Oomokow w M. WypaHu : O noBefeHn hyHKLMUN TpuHaA Ha Manblx paccToaHnax 107

G. Heber : On a Slight Modification of Hori’s Strong-Coupling Method. — I'. Xe6ep:
O Hebonbwol MOAMDUKALUN MeTOAA CUABHON CBA3M XOPU e 115
G. Kuti and G. Marx : Model with Superconducting Solution in Quantum Field
Theory M. — I'. Kyt n . Mapkc: Mofenb ¢ pewieHnemMm CBepXNpoBOAMMOCTY B
KBAHTOBOM TEOPUM TOMA Tl 125
K. Nagy : Remarks on Pion Decay. — K. Hagb: 3ameyaHua o pacnage nuoHoB ... 157
K. Nagy : Muon Decay with Two Kinds of Neutrinos. — K. Hagb : MooH-pacnag C gByms
PASNTUUHBIMU HEU TP U H O .ottt bbbttt 163
L. Fodor, Zs. Kdvesy and G. Marx : Interstellar Neutrino Density and Cosmogony. —

N. dopop, XK. Kosewn n I'. Mapkc : Kocmnyeckas 4yactota HEMTPUHO M KocMoroHmnsa 171

Montvay : Determination of Nuclear Matrix Elements from the Measurement of e/f r.
— W. MoHTBau : OnpegeneHne MaTPUUHbIX 3/1IEMEHTOB A4pa No usMepeHuto ejl+ 185

Th. Neugebauer : Zu dem Problem des absoluten Diamagnetismus und der Supraleitung.
— T. Halirebaep : O npobneme abCcoNOTHOrO fjuamarHeTnsma u ceepxnposogmmoctn 203



W. Macke und P. Ziesche : Verbundgraphendarstellung des S-Operators beim quantenme-

chanischen Mehrteilchenproblem. — B. Maxre u I1. Iuwe : CBa3HO-Tpaduyeckoe
npejcTaBjieHHe S-0nepaTropoB B Clyyae KBAHTOBOMEXaHUYECKOM MPO0OeMbl MHOIMX
o e e L I N0 LA 0 D a0 L2 R O O ot XD RV 1 DIt A

A. Zawadowski and G. Pécsik : A Field-Theoretical Method in the Theory of Superconducti-
vity., — A. 3asadoscku w Jdo. ITouurx : MeTOJ| TEOPUU I10JIs1 B TEOPUU CBEPXIIPOBO-
OUMOCTH . cccacconsocascsnsssasssesnesessossnssesaosesestesessesasasensesscss

P. Szépfalusy : Pairing Correlation in the Nuclear Surface Layer. — I1. Cengiasywu :
IlapHasi KOPPENSLMSI B IOBEPXHOCTHOM CJIO€ STAPA «ovvuveeeveeennenesnennns

J. Németh : The Ground State Energy of Odd Fermion Systems. — . Heiimemn: OcHo-
BHO€ COCTOsIHME 3HEPI'MH HEUETHHLIX CHUCTEM d)epMH-qaC'mu ..................

G. Gyérgyi and P. Hraské : Final State n-n Interaction in the Three-Particle Photodisinteg-
ration of Triton. — I'. [Jvepou u Il. X pawro: BaaumojeiicTBue n-n B KOHEYHOM
COCTOSTHUM B TPEXYACTUYHOM (DOTOPACTIAME TPUTOHA «evvvvevnnncnenenennannns

P. Gombds und D. Kisdi : Die statistische Theorie des Atomkerns V. Teil. — Il. I'ombaw
u J. Kuwou: Cratuctuueckasi Teopusi aTomHoro sizpa. Yacte. V. ..........

G. Lakatos and J. Bité : The Influence of the Ambient Temperature on the Moving Striation
Processes of Low Pressure Discharges. — [db. Jlakamow w HF. Bumo: Bnusiuue
TEeMIePaTYPbl OKPY>KAIOIIeH Cpefbl HAa IPOLECCH MOJABHYKHOIO CJI0e00pa3oBaHUs
DPaspANOB MPH HUSKUX AABIEHUIX .ais etesisisias slos sinie i siece sfe uisis oluieio s osiwisininisisto:s

J. Bité : Anode Oscillations of Discharges. — F. Bumo: AnojiHble KOseGaHus paspsifioB

T. Szondy : Determination of Wave Functions of Molecular Systems by the Method
of the Momenta — 7. Condu: Onpejenenue BOJHOBOH (JYHK MM MOJEKYJISIPHBIX
CHCTEM 'METOROM MOMEHEOB, 755 o1s amis s visiasi3vs 006 5/81818 5 #0558 % is/8- FLalel SRR s e Mo SRe o

E. Lendvay : On the Nucleation in Diffusion Crystal Growing. — 3. Jlendgau : BosHui-
HOBEHHE KPHUCTAJUIMUYECKUX 0YaroB NpH AH(PY3MOHHOM BHIPAILMBAHUH KPUCTAJJIOB

A. Kovidch : A Re-Determination of the Half-Life of Rubidium-87. — A. Kosau: Ilogs-
TOPHOE OIpe/ieJieHHe Mepuoja rnojaypacnaga pyouausa—S87 ......evveiiennnnn.

A. Adém, Gabriella Pélla and P. Quittner : A Fast Neutron Flight Time Spectrometer
Utilizing the Recoil Alpha Particles. — A. Adam, I'. Ilaara v I1. Keummuep :
BBICTPOHEHTPOHHBIH CIEKTPOMETP BPEMEHHM IT0JIETA, UCIIOJb3YIOIMH OTOPOIICHHbIE

HASAI, (Q=MACTHIIBE 50 o5 im o000 aip 547 3 whuis Vo woaisl S5 amse Sl shelaiecs s Yo ShsTamnsiio wiots @
A. Frenkel and P. Hraské : The Renormalizable Vector Boson Theory of Weak Inter-
action. — A. Ppenxeas u Il. Xpawrxo: IlepeHopmupyemasi Teopusi cja0bix
BIARMOJICHCTBIME iasiate « ovssiotare aiore s aiae i siarassale diao oz sadlo 810)8 & ST 3 - Te MRS oflgiow

P. Gombds und T. Szondy : Hohere Niiherungen des statistischen Atommodells in welchem
die Elektronen nach der Hauptquantenzahl gruppiert sind II. — Il. I'omOaut
u T. Conou :Buicuie npubJIMOKEHUsST CTATUCTHYECKOM MOJEM aTtoma, B KOTOPOi
9JIEKTPOHB! CI'PYNIUPOBAHBI 110 IJIABHBIM KBAHTOBHIM umcyam I1. ... ... .....

G. Padl : On the Instability of Clusters of Galaxies ......ccocevveenieeeinnrnnnns
T. Tietz : Scattering Amplitude of High Energy Klein-Gordon and Dirac Particles. ...

J. Orient : Average Energy, Average Velocity and Mean Free Path of Slow Electrons in
Helinm::and ATON, . .. vie/siameie sisisis sisis oieiels 8 bivieiv s siaiela’sl siwial s aiasais stats/aiaisiaists » winisje
M. Siiveges : The ““Clock-Paradox” and the Quantum-Mechanical Theory of Biological
Y 0 S Ok D I L O RO AT it A DA e S s B O TN £ F

John W. Sheldon : A Comment on: A New Method for Finding the Phase Shifts for
the' Schrfdinger KqUATION: s ssws sinsisisse s snsioss samie seasn oo e e s dov s ees

T. Szondy : Herbert E. Salzer, Norman Levine, Table of Sines and Cosines to Ten Decimal
Places at Thousandths of a Degree (RECEMBI0) .55 o oioia s siove s wiare e s sisin s wiojesois s

J. Bité : On the Relations between Some of the Parameters of the Direct Current Mercury
Vapour Discharges. — H. Bumo : O 3aBUCUMOCTH M€y HEKOTOPBIMH ITAPAMETPAMU
NIAPOPTYTHOT'O Pa3PSIAA IOCTOSTHHOTO TOKA . s eeeevennssosasancansassnaassnns

215

223

229

241

253

261

271

283

303

315

341

353

361

371
379
383

387

395

399

401



L. Jdnossy : Reflections on the Problem of Measuring the Velocity of Light. —
N. AHowwn .'PasmbilineHns 0 npobaeme U3MEPEHUSA CKOPOCTU CBETA  .covceorerceeennnns

G. Szigeti, G. Lakatos and J. Bit6 : A Calorie Method forvthe Determination of the Anode
Fall of Discharges —I.CureTwu, I'. lakaTow n . BuTo: Kanopnyeckuii mertoq
ONs onpefeneHns aHOLHOTr0 MNafeHUs! Ta30BblX PA3PALOB  .orninieieeieieineeeneens

A. Zawadouiski : Piezogalvanomagnetic Effect in re-Type Germanium — A. 3aBaj0BCKK:
Mbe3oraNbBaHOMArHUTHOE ABMEHWNE TEPMAHUA TUMA T oo






CAROLO NOVOBATZKY
OCTOGENARIO



Prof. K. F. Novobatzky




K. F. NOVOBATZKY EIGHTY YEARS OLD

On the 3rd of March 1964 K. F. Novobatzky, Professor of Theoretical
Physics, will celebrate his 80th birthday. On this occasion all Hungarian physicists
as well as his friends and colleagues abroad express their sincere admiration and
devotion and wish him further good health so that he may continue his fruitful
work in the field of science.

K. F. Novobatzky was born in Temesvar in 1884. After the completion of
his studies at the normal secondary school in Temesvar he continued his studies at
the Department of Mathematics and Physics ofthe Faculty ofSciences of Budapest
University, where at that time Roland E&6tvés was the professor of experimental
physics. After the end of the first world war, during which he served as an
artillery officer, he taught for a while in the country, later in Budapest in
secondary schools. After the end of the second world war in 1945 he was invited
to occupy the vacant chair ofthe Department of Theoretical Physics of Budapest
University. This post he has held ever since. In 1949 he has been elected a Member,
and in 1958 Vice-President of the Hungarian Academy of Sciences.

The scientific activity of K. F. Novobatzky has always been closely related
to the most interesting problems. As his particular field of research he chose two
of the most modern subjects i.e. the physics of fields and the theory ofrelativity.
In his scientific papers he always considers some fundamental problem, solv-
ing it in his characteristically simple and always original manner. When
Novobatzky began his researches he had to rely completely on himself as in the
theory offields and relativity there was no tradition in Hungary.

In several publications Novobatzky dealt with the formulation of a unified
field theory. After Albert Einstein had shown in the general theory of relativity
that gravitation is closely connected with the geometrical structure of space, inves-
tigations attempting ageometrical interpretation of the electromagnetic field started.

I* Acta Phys. Hung. ToT. XVII. Fasc. 1—2.



The relevant papers of Novobatzky are characterized by the endeavour to avoid
the introduction of the physically non-interpretable new dimensions and unobserv-
able quantities. He has clearly seen that such investigations must not be restricted
only to electromagnetic fields, but that they must now also be extended to the meson
field accompanying the elementary particles.

In the early thirties research turned towards the quantum theory of electro-
magnetic radiation. Here the quantum mechanical treatment becomes rather complic-
ated, because the field quantities are not independent of one another. It is known
that the theory makes use of subsidiary conditions in order to eliminate the super-
fluous field components. Novobatzky rejected the subsidiary conditions which
arephysically meaningless and showed that thefield equations themselves eliminate
the superfluous components.

Dealing with the electromagnetic field Novobatzky also made important
contributions. Based on the electromagnetic theory of light he gave a rigorousfound-
ation to, and developedfurther, the Kirchhojf theory of light diffraction. The simple
solution he gave to the old dispute in the electrodynamics of moving dielectrics, is
characteristic of his grasp of the essential. The question of energy-momentum
relations have been clarified by his use of the methods of the theory of relativity.
By demonstrating thefact that electromagnetic stresses,which arepresent in vacuum,
also accelerate mass, namely the inertial mass of the electromagnetic radiation,
he was able to derive the equations of motion of radiant energy.

During the last ten years a great many papers have been published by the
most eminent physicists concerning the interpretation of quantum theory. Novo-
batzky was among the first researchers to join these discussions. Making use of the
variational principle he showed that one can arrive at the fundamental equation
of quantum mechanics, the Schrédinger equation, in a purely mechanical way,
ivithout any recourse to optical or wave-theoretical analogies. The method proposed
by Novobatzky touches not only questions of interpretation as is shown by the
fact that he was able to carry out a consistent statistical treatment of the relativistic
quantum theory.

Only some of the more important results of K. F. Novobatzky’s scientific
activities are reviewed here. The analysis and detailed enumeration of the whole
of his work is not the task of this short introduction all the more so as we may
hope for further contributions.

This introduction would not be complete if it did not remember K. F. Novo-

batzky, the teacher and pedagogue. Besides research work his long and active life

Acta Phys. Hung. ToT. XVII. Fase. 1—2.



has been devoted to teaching. His pedagogic activity is highly esteemed by all his
students.

His lectures at the University lead the students from classical physics to the
most advanced problems of modern physics. He has written several text books and
lecture-notes in order to improve university education. The introduction of several
subjects in the curriculum of Hungarian university studies is due to him. He has
gathered and educated a group ofyoung and enthusiastic researchers; some of
them now teach as professors and carry on the researches in the theory offields
and relativity initiated by him in Hungary.

This issue of Acta Physica Hungarica presenting the papers dedicated
to him on his birthday by his students, coworkers, friends and colleagues is meant

to serve as a tribute to Professor Novobatzky’s services rendered to physics.

Budapest, 1964.
K. Nagy

Acta Phys. Hung. ToT. XVII. Fase. 1—2.






THE EQUATIONS OF MOTION OF A RADIATING
ELECTRON AND ITS LAGRANGIAN

By
L. Inferd
INSTITUTE FOR THEORETICAL PHYSICS, WARSAW UNIVERSITY, WARSAW, POLAND

(Received 23. X. 1963)

The equations of motion of an electron moving in an electromagnetic field are derived
from a Lagrangian by taking into account the electron’s own retarded field.

1. Introduction

We consider the motion of an electron in an external given field. If we
restrict ourselves to the classical treatment and if we do not take into account
the own field of the electron, then the equations of motion are simple. They
can be easily derived from a Lagrangian. W hat happens, if we take into
account the own field of an electron? Then, we have to distinguish between
two possibilities. 1. The own field is a standing field, that is its potential is
equal 1/2 advanced 1/2 retarded. Then the equations of motion are the same
as if only the external field were present and there is no radiation. 2. The field
of the electron can be derived from either an advanced or retarded potential.
Then the equations of motion change considerably. We ask: could the more
complicated equations of motion be derived from a Lagrangian?

We have asked before [1] a similar question concerning gravitational
radiation and we found the Lagrangian giving us the radiative terms. The
considerations here will be somewhat similar. Indeed, they can be still further
generalized so as to include equations of motion for any field theory where radia-
tion is present. Here, however, we shall restrict ourselves to the case of an
electron in a given electromagnetic field. Since all our considerations will be
Lorentz invariant we shall use both Latin and Greek indices, the Latin indices
as summation indices, and the Greek as free indices.

2. General remarks on the relativistic Lagrangian
We assume the relativistic Lagrangian for a moving particle as given

Lo L(xXs). (2.1

Acta Phys. Hung. ToT. XVII. Fase. 1—2.



8 L. INFELD

Here

3
XB= — -, dxadxa— —ds2= (dxa)2, (2.2)
ds 0

x0— ict, c¢— velocity of light = 1.

When we vary the integral

[L ds (2.3)

with respect to xfl, where OxR vanishes at the end of the eigentime interval,
we must not forget that the x tare not arbitrary. Indeed, they fulfil the condition

*i*i+1 = 0. (2.4)
To obtain a proper Lagrangian in which the xR can be treated as independent

from each other we must modify L by adding to it the left side of the last
equation multiplied by a factor, say J1/2,

L* —L + E (xéxe-f- 1) (2-5)
and change (2.3) into
$JL*ds = 0, (2.6)
S

where the nariation has to be performed with respect to xB and X. Thus our
equations of motion are:

Y-(Xx"y =0, 2.7)
where
L a
= Q . Tefit— (2.7a)
4 B

Equations (2.4) and (2.7) determine xB and X Multiplying (2.7) by xR
we find [2]:
xalJa— Xa(L,a,)" -+- X — o . (2.8)

If L does not depend explicitly on s we can integrate (2.8) and obtain
X= xalL,a, = L + constant (2-9)

which relation reminds us of the energy integral in classical mechanics.
As the most trivial case we take L = 0. Then X = const= m and the
equations (2.7) become simply
m*; =0 (2.10)

Acta Phys. Hung. Torn. XVII. Fase. 1—2.



THE EQUATIONS OF MOTION OF A RADIATING ELECTRON 9

which is the law of inertia. We, therefore, identify X with the rest-mass of the
particle. It is constant, if no external field is acting. In the more general
case, if X = m depends on eigentime, X' — m"' is the change in rest-mass and
X' X[, the change in the energy momentum.

3. The Lagrangian for a moving electron

We assume
L =eAaxi. (3.1)

Here e is the charge of an electron and A the four-potential of the electro-
magnetic field. Then calculating X according to (2.8) we find

X'= 0 (3.2)

and according to our previous interpretation of X
X= m — constant. (3-3)
For our equations of motion we find, because Aais a function of xa:

mx'l = e(Aav— Av,ax'a (3.4)
or
V~ dvaxae fvg= -A& Avq, (3.5)

which are the well-known equations of motion for a charged particle if radiation
is not taken into account. Indeed, in this case the change of the mechanical
energy momentum vanishes. From the law of conservation of the moments
we obtain .the radiation vector P

P,= XIxv—0, (3.6)

We now ask: how to change the Lagrangian in order to get the proper equa-
tions of motion if the own field of the electron with the, say, retarded potential
is taken into account. The equations of motion in this case, as it is well known,
are:

2
mx" = efvaxa+ — e2x -« Xaxaxv. (3.7)
3

Or, because
(Xax"3'= 0= xaxa+ xaxa - (3.8)

we can write (3.7) in the form
mx" = efvaxaH-----e2x’" + ® e-xn (3.9)
which is entirely equivalent to (3.7).

Ada Phys. Hung. ToT. XVII. Fuse. 1-2.



10 L. INFELD

The added two last expressions in (3.7) and (3.9) on the righthand side
are small (we assume) compared with the first. Let us denote the solution of
(3.5) by xv, x', x". Then it is immaterial whether in the last two expressions

we introduce x, x', x" or x, x', x".
Therefore we can write instead of x'" in (3.7) x"':

AF = - (LaY *«+ ~La*a= Lakra*k+ ~La (310)
m m m m

from which follows

e° 9
mx'"v = efvaxa + —3— ------- f\Qoxaxb /jaxQ JLergxgxé (3.11)
m

m 3

It is again immaterial whether in the last three expressions in (3.11) we put
X, x', x" or x, x’, x". Equation (3.11) has the advantage over (3.7) and (3.8)
that it does not contain higher derivatives with respect to s than the second.
Thus our problem is to find a Lagrangian giving us (3.11) when in the last
three expressions the x, x', x" and x, x', x" can be interchanged.

4. The Lagrangian leading to (3.11)

We saw in Section 3 that

L = eAaxa (4.1)

was the right Lagrangian when no radiation was present. In the case of radia-
tion the coordinates will be somehow in the neighbourhood of the coordinates,
when radiation is not present. We assume therefore for the case of retarded

potential
L(x + ea). (4-2)

Here the a are known functions ofs, to be determined at the end of our calcula-
tion and e is a small constant. Neglecting consistently all expressions propor-
tional to £2 we may write instead of (4.2)

L(x) + eaaL,a+ ea'L,a = eAaxa+ seAbaxbaa+ eaaeAa. (4.3)

We subtract and add

aaA'a= aaA abxL (4>4)
then we have

A(x) = L(x + ea) = eAax'a+ eefbaaxb+ (aaAad'. (4.5)

Ada Phys. Hung. ToT. XVII. Fasc. 1—2.



THE EQUATIONS OF MOTION OF A RADIATING ELECTRON un

Assuming that the 6a, and their derivatives vanish at the end of the eigentime
interval (Sj, s2), this is equivalent to

£>(x) = eAaxa+ sefadbaaxb= L+ AL; AL = eeaaf abxbh. (4.6)
We find the equations of motion by calculating
(AULBb - [(AL)n"'\ = saaefab,vxb — £(aaefav)' =

= faa [efab,. + efva,b] x b~ £faarfav= £unaefvbad + £4 efva. (4.7)

We find, because of (2.8):
A = m' = eaaefabxb. (4.8)

Therefore our equations of motion are

mxy = Rfva Xa -(" efvb,a xb £Eia ffva fad ffab xbxv n*n)

We see that (4.9) and (3.11) are identical up to the order of t2if we replace
Fa by

ga = —-——- (4.10)

Thus as our right Lagrangian we find:
2 e3
3>z phaxat — -—fabd 4 o (4.11)
6 m

Here the x' have to be treated as known functions. They are gained by solving
(3.5). The Lagrangian (4.11) gives us the right equations of motion for a
radiating particle. However, m, is not constant and m' is different from zero.

5. The Lagrangian leading to (3.9)

Since the equations of motion contain third derivatives with respect
to eigentime we must consider a Lagrangian with second derivatives of x*
and assume that Ox as well as & x' vanishes at the end of the interval (s15s2)
If L is a function of xv, x', x" then the equations of motion are:

K - (K'Y + (LwY - W = o0- (5.1)

Equation (4.6) suggest for

J?{x) = eAa xa+ raaxam. (5.2)

Acta Phys. Hung. ToT. XVII. Fase. 1—2.



12 L. INFELD

Therefore the equations of motion are
mx,,Vl: e]-vaka+| ema,l./|+I ema!;l;(é)&v. (5.3)

Comparing this with (3.9) we find again:
Ta" = e-x". (5.4)
Therefore finally the equations of motion following from (5.3) and (5.4) are
mx'v = efvaxa+ e2x " + ~ *e"xax'v (5-5)

X' obtained by multiplication of (5.1) with X,,is

X'= —em daxa.

But there is one essential difference between (5.5) and (3.9). Equations
(3.9) are ordinary differential equations of the third order while (5.5) is of the
second order. Therefore some of the known difficulties connected with (3.9)
are not present in (5.5) where x'" is a well-known function defined through
equations of motion, where radiation is absent [3].

6. The transition of equations without radiation to those with it

Let us go back to the considerations of Section 4. We took as one Lagran-
gian for motion without radiation

L(x,x"')=Aaxa (6.1)
and as the Lagrangian with radiation

L(x + ea,x"+ ea")® eAaxa+ eeaaf abxbh, (6.2)
where

(6.3)

The small circles above x, x\ A, L refer to the motion without radiation.
The same functions and coordinates without the circles to the equations of
motion with radiation. The eigentime s is the same in both these cases, since

the change of
X to X -)-ea (6.4)
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THE EQUATIONS OF MOTION OF A RADIATING ELECTRON 13

results in

Xaxa into {Xuy+ £«g) (xXa-f- ea'g) = xaxa, since xada~ xaxa= 0. (6.5)
Therefore the transition from a Lagrangian without radiation to that with
one can be characterized by the following transition:

X—yx -f- a, (6.6)
Xx" = rhx" —mmx" = Xx",

0= A- i'= A= —emanxn= emanxn

2
69x Y x{

— 3 3 m2(fab x b)2-

Remembering the definition of L* in (2.5) we have as the definition of
the energy-momentum four-vector:

= L*' =-eAfi+ mXL» (6.7)
=Ly = eAlL+ kxL- 7~ x'Jua = eAn+ m*; - ~ e2x"t.
6 m 6
Therefore
[ !
PL= eAL+ [mx, o' (6.8)

The last expression in (6.8) is responsible for the radiation. Therefore denoting
the radiation four-vector by JIP/t we have

‘o= ' WS —————— = = ~ ' - (69)
AP, m'x'u 6 ml(fabxb)ZXL 6 e2x a X'axXL

To interpret the result physically let us introduce c as the velocity of light.
The transition

2 e2 0
x»—’Ix + sa = X |- - — X', x0= ict; ds2= —dxadxa. (6.10)
3 me2
We denote by
2 e2
then x —=x -(-rx , (6.11)
3 me*

where r has the linear dimensions of the particle. Therefore, since

me2x'l = efvax'a, (6.12)

Acta Phys. Hung. ToT. XVII. Fasc. 1—2.



14 L. INFELD

we have
AP',, = ~ rmc XaxXax], = — r2(fabxby x\t (6.13)
3 2 ¢

or in the usual three-dimensional notation, where the dot denotes the diffe-
rentiation with respect to time and

li2” fi3 fi3~~y Hy, Hx, V=X, vy, z (6.14)
fon /o2’ /o3 N iEy, IiEz,
have
. 3 . -
1- B 1 E E+ — (uxH) 2 1 !
c c2
(6.15)
V2\312 2 3 i ]
Cl— —, AP'= 1-—-: P= — r2 £+ —(ixH) 2- = (i.E)2v,
CZJ c2 2c ) c

which is the accepted expression for radiation if by r we denote 2/3 e2mc2
and by E the energy.
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YPABHEHWE ABUXEHWA M3NYUYAKOUWENO 3/IEKTPOHA W EFO NATPAHXUWAH
n. MH®ENBL,
Peswome
Mpu nomowmn yHKUUM JlarpaHxa BbIBOAUTCA ypaBHeHWe ABUXEHUSA 3NeKTpPOHa, [BU-

Xyuieroca B 3/IEKTPOMarHMTHOM nosie, NnpuHUMaa BO BHUMaHue co6CTBEHHOE peTapaupoBaHHOe
none 3NeKTpoHa.
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BEITRAG ZUR RELATIVISTISCHEN KINEMATIK EINES
STARREN PUNKTSYSTEMS

Von

T. MATRAI

PHYSIKALISCHER LEHRSTUHL DER PADAGOGISCHEN HOCHSCHULE, EGER

(Vorgelegt von Z. Gyulai. — Eingegangen: 20. IX. 1963)

In einer vorlaufigen Mitteilung [1] gab der Verfasser bereits eine auf M. Born’s Grundge-
danken [2] beruhende Ableitung der Lorentz-invarianten Bedingungen flr die erzwungene Be-
wegung eines sich in endlicher Entfernung voneinander befindenden starr verbundenen Punkte-
paares an. Es wurde hier untersucht, in welcher Weise die klassisch-kinematischen Eigen-
schaften des starren Korpers durch das Relativitadtsprinzip modifiziert werden, wenn der starre
Korper nicht als Medium, sondern als aus Paaren von Massenpunkten aufgebaut aufgefasst wird.
Es gelang, auf elementare Weise zu zeigen, dass das aus allen méglichen Verbindungen zwischen
vier Punkten bestehende starre System im allgemeinen sechs und nicht drei Freiheitsgrade
besitzt, wie dies auf Grund der HERGLOTZschen Uberlegungen [3] aus den sich auf Medien
beziehenden BORNschen Bedingungen der erzwungenen Bewegung zu erwarten ware. Mehr
als vier Punkte jedoch kdénnen sich im allgemeinen nicht so bewegen, dass jede Verbindung
zwischen ihnen starr bleibt, ausgenommen eben gerade den speziellen Fall der sogenannten
BORNschen Bewegung. Es gelang weiter zu zeigen, dass in dem zuerst von Born beschriebenen
starren Medium, dessen Punkte relativistische Hyperbelbewegungen ausfihren, notwendiger-
weise euklidische innere Raummetrik herrscht.

8§ 1. Lorentz-invariante Bedingungen der erzwungenen Bewegung eines starr
verbundenen Punktepaares, und die Anzahl der Freiheitsgrade eines relativi-
stischen starr verbundenen Punktepaares

Zur Bestimmung des Masstensors mittels materieller Masstdbe und
natirlicher Uhren muss man jene allgemeine kovarianten Bedingungen fir
die erzwungene Bewegung kennen, welchen die Endpunkte des Masstabes,
d. h. einfach ein starr verbundenes Punktpaar, bei dem mit der L&ngenmessung
verbundenen Transport genligen missen. Herglotz weist jedoch in dem oben-
erwédhnten Paradoxon [3] darauf hin, dass die Bornschen Lorentz-invarianten
Gleichungen hochstens hinreichende Bedingungen fir die starre Bewegung des
Mediums darstellen. Zur Bestimmung der zugleich notwendigen Bedingungen
ist es am zweckmadssigsten, die Untersuchungen zuerst auf das einfachste
Punktsystem, ndmlich das eines Punktepaares, zu beschrénken.

Born’s Bedingungen fur die Starrheit vereinfachen sich im Falle eines
Punktepaares eindeutig folgendermassen: Die Bewegung eines Punktes P2
(r2= r20) kann in Bezug auf einen Punkt Pr (rt=xft)) als starr angesehen
werden, wenn der von jedem beliebigen, auf der Weltlinie von P.z gelegenen Punkt
2= r2(f>) mit der (Koordinaten-) Zeit t2senkrecht auf die Weltlinie des Punktes

Ada Phys. Hung. ToT. XVII. Fase. 1—2.



16 T. MATRAI

P, gezogene Abstand s, eine reelle nichtnegative Konstante ist, das heisst:

B 1) — w (0] — @y — 6] =0, (1)
s ds,
[rl () — 1o (tz)]z — 2 [t — ]2 = s%. (1,2)

In diesem Lorentz-invarianten Funktional-Gleichungssystem bedeatet
s, den Parameter der Bogenlinge der Weltlinie des Punktes P, bei jenem Wert
t, = t,(t,) der Koordinatenzeit, der durch die sog. Orthogonalititsbedingung
(1,1) einem gegebenen Wert von ¢, »zugeordnet« wird. Die Gleichung (1, 2)
kann »sphérische« Bedingung genannt werden.

In der Relativititstheorie bezieht sich also die Definition der Starrheit
nicht auf die Raumlage zweier Punkte mit gleicher Koordinatenzeit.

Die Gleichung (1,1) kann bei Beriicksichtigung der Bedingung i? << ¢*
auch in folgender einfachen (obwohl scheinbar nicht invarianten) Form auf-
geschriechen werden:

dr,

dt(t1) [f1 (tl) = (tz)] —c? [tl wis t2] = 0. (1,3)

Wegen der Einwertigkeit der Funktion 1; = 1;(t), j = 1,2 kann dg,/dt,
nicht negativ sein. Mit dieser Bedingung lisst sich die Symmetrie der fir j
asymmetrisch erscheinenden Bedingungen (1,1) und (1,2) leicht zeigen. Bildet
man die Ableitung der Gl. (1,2) nach ¢, und dividiert man die so erhaltene
Gleichung durch dt,/dt;, so erhilt man unter Beriicksichtigung von (1,3) die
folgende Gleichung:

i%@ [t (%) = 1 (t)] — €[t — 1] = O. (1.4)

Diese Gleichung zusammen mit der »sphirischen« Gleichung (1,2) driickt
dagegen die auf den Punkt P, bezogene Starrheit des Punktes P, aus. Ist also
P, in bezug auf P, starr, so ist auch umgekehrt P, in bezug auf P, starr, und
da die Starrheit wechselseitig ist, kann man einfach von einem sich starr
bewegenden Punktepaar sprechen.

Durch Subtraktion von (1,4) von (1,3) erhilt man die symmetrische

Gleichun
: [rl () — 15 (‘2)][‘51 () —1a (tz)] =0, (1,5)

die einfach die relativistische Verallgemeinerung der klassisch-kinematischen
Gleichung der erzwungenen Bewegung eines starren Punktepaares P, P, dar-
stellt.
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BEITRAG ZUR RELATIVISTISCHEN KINEMATIK EINES STARREN PUNKTSYSTEMS 17

So wie in der klassischen Kinematik besitzt auch relativistisch ein starres
Punktepaar finf Freiheitsgrade. Nimmt man ndmlich fiinf Raumkoordinaten
des Punktpaares, u. zw. alle drei Raumkoordinaten des Punktes P, jedoch
nur zwei des Punktes P, als Funktionen der (Koordinaten-) Zeit als gegeben an:

(1,6)

so lisst sich die unbekannte Funktion z, = z,(t) aus dem Gleichungssystem
(1,2), (1,3) mit Hilfe von (1,6) folgenderweise bestimmen. Mit Hilfe von (1,3)
kann die t — t; »zugeordnete« Koordinate z,(z,) folgendermassen ausgedriickt
werden:
5(ty) = 5(t) + [()(%,(8) — 25(82)) + Y2 () (1 (8) — ¥altr)) —
(1,7)
— (t; — 1) 1%, (8) -

Setzt man diesen Ausdruck fiir z,(¢,) in (1,2) ein, so sind in der so erhaltenen
Gleichung alle Koordinaten bereits bekannte Funktionen von t, bzw. von t,.
Setzt man die Existenz einer und nur einer reellen Wurzel ¢, voraus, so lisst
sich aus dieser Gleichung wenigstens im Prinzip (falls notwendig auch mit
Hilfe einer geeigneten Niherungsmethode) jener Wert der Koordinatenzeit
t, des Punktes P, ermitteln, dem eben gerade der Wert t, der Koordinatenzeit
des Punktes P, ventspricht¢, also die Funktion

th=1t{t}. (1,8)

Setzt man dies nun wieder in (1,7) ein, so erhilt man z, = z,(t,) bereits in der
gewiinschten Form. Dieses Verfahren* iiberzeugt gleichzeitig auch davon, dass
zur Bestimmung von z,(t) die Angabe der fiinf Koordinaten, die in (1,6) vor-
kommen, nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist. Die obige Be- .
hauptung beziiglich der relativistischen Kinematik daher als bewiesen betrach-
tet werden kann.

Da fiir §; — 0 (sowohl fiir j — 1 als auch fiir j = 2) t, = ¢, ist, muss die
invariante Grisse s,, den Abstand d,, des Punktepaares voneinander bedeuten.
K. NovoBATzKY wies auf eine dquivalente, besonders einfache (symmetrische)
Definition der relativistisch starren Bewegung eines Punktepaares hin. Seiner

* Hier und im folgenden soll stets versucht werden, die Losung der sich ergebenden
Funktionalgleichungssysteme auf die Bestimmung der Lésung reeller Gleichungen zuriick-
zufithren, wobei die Existenz von reellen und einfachen Wurzeln stets vorausgesetzt wird.
Auf die Untersuchung der Existenzbedingungen solcher Wurzeln kann hier nicht eingegangen
werden.
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Definition nach ist ein Punktepaar immer dann als starr zu betrachten, wenn in
jedem Augenblick ein Inertialsystem existiert, in dem die klassische Bedingung
der Starrheit erfiilli ist, d. h. in dem der Abstand der zwei Punkten voneinander
zeitlich konstant ist. (Ein solches Koordinatensystem ist z. B. ein System, in
dem einer der Punkte des Punktepaares ruht.)

Im Hinblick auf weiter unten folgende Ausfiihrungen sei hier bemerkt, dass die zehn
Abstinde dj, zwischen fiinf im euklidischen Raum ruhenden Punkten nicht unabhiingig
voneinander sind, sondern dass sie die folgende Determinantengleichung stets befriedigen:

Det.(d}j + dik —dj) =0, j, k=2,3,4,5. (1.9)

Dieser Satz kann auch umgekehrt werden: besteht (1,9) fiir beliebige fiinf Punkte
eines ruhenden Mediums, so kann in diesem Medium die Metrik nur euklidisch sein.

§ 2. Untersuchung einiger kinematischen Beispiele

I. Bewegen sich zwei Punkte P,, P, in Bezug aufeinander auf einer in
einem Inertialsystem ruhenden Geraden mit gleicher und konstanter Geschwindig-
keit v, so ist die Bewegung der beiden Punkte starr, und ihre Raumvektoren
befriedigen die Gl. (1,2) und (1,3). Wihrend dieser Bewegung zeigt nun das
starre Punktepaar genau die Lorentz— Fiizgeraldsche Kontraktion, also

o = db/(1 — v¥ed), (2,1)

wobei jetzt d,, den Abstand jener zwei Punkte P, und P, des Inertialsystems
bedeutet, die zu derselben Koordinatenzeit gehiren.

II. Zwei Punkte, die sich mit konstanter und gleicher Beschleunigung
kollinear bewegen, kinnen relativ zueinander nicht starr sein.

Bewegt sich nimlich der Punkt P, mit konstanter Beschleunigung a ent-
lang der x-Achse gemiiss der Bahngleichung x = a’/2, so kann die Bahn
x,(t,) und damit auch die Beschleunigung a, des sich auf derselben Achse
bewegenden und in Bezug auf P, starren Punktes P, mit dem im Zusammenhang
mit den GIn. (1,6)—(1,8) beschriebenen Verfahren auf elementare Weise
berechnet werden. Die Rechnung ergibt

b+ s,,-a (L — of — of?)e?

azza' °

b+ 555+ a(l - f)]e

=il b= YT

wobei

Laut diesem Ausdruck ist fir keinen reellen Wert von ¢, a, = a, das bedeutet,
der in Bezug auf den Punkt P, starre Punkt P, kann nicht die gleiche Beschleu-
nigung haben wie P,. Damit ist die obige Behauptung bewiesen.
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Die obige Aussage fithrt weiter zu der folgenden: Im Gegensatz zu der
klassischen Kinematik, kann kein starres Koordinatensystem konstruiert werden,
in dem jeder beliebige Punkt des Systems sich in Bezug auf das Inertialsystem
mit konstanter und gleicher Beschleunigung bewegt.

III. Das starre Medium mit Hyperbelbewegung und seine innere Metrik

Der Punkt P, bewege sich auf einer relativistischen Hyperbelbahn,d.h. er
bewege sich z. B. entlang der x-Achse des Inertialsystems in der Weise, dass
seine in dem augenblicklichen Koordinatensystem gemessene Beschleunigung
stets den konstanten Wert a habe [4]. Von einer additiven Konstante abge-
sehen entspricht dieser Bedingung die folgende Bahngleichung:

[ ¢

%y = /—4—1—c2-t2, = =0, (2,2)
/ a2

{Die Bezeichnung relativistische Hyperbelbewegung stammt bekanntlich
daher, dass Gl. (2,2) in der (ict, x)-Ebene eine Welthyperbel darstellt, deren
reelle Halbachse ¢*/a und deren imaginire Halbachse c/a ist.)

Berechnen wir nun gleichfalls unter Anwendung der im Zusammenhang
mit den Gln. (1,7)—(1,8) angegebenen Methode die Bahngleichung des sich
entlang der x-Achse bewegenden und in Bezug auf den Punkt P; starren
Punktes P,. Der Abstand zwischen den Punkten P, und P, sei s;,. Die elemen-
tarc Rechnung ergibt

e m i
Xy = l// 52— [1 =i ﬂ} 4+ 32, ¥y = 3y = 0. (%)

c2

Es zeigt sich in Ubereinstimmung mit der Feststellung von M. BoORrN,
dass auch Punkt P, eine IHyperbelbewegung ausfiihrt, die reelle Halbachse

der Hyperbel ist jedoch mnicht ¢*/a, sondern c‘-’((l :tgf-l—z /a. Die zwei Werte
c

2
bedeuten, dass Punkt P, sich entweder vor oder hinter dem Punkt P, bewe-

gen kann.
Es soll nun weiter untersucht werden, ob die Bewegung des sich in der
(x, y)-Ebene hefindenden Punktes P,, dessen Koordinaten

Xy =%, yy=4d, z=0 (2,4)

sind — wobei der Parameter d zeitlich konstant ist — relativ zu dem sich
entlang der x-Achse bewegenden Punkt P, als starr zu betrachten ist.

Die linke Seite der fiir die Punkte P, und P, aufgeschrichenen sphiiri-
schen Gleichung (1,2) enthilt, wenn man probeweise t; = t, setzt, im Ver-
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gleich zu dem Fall der (kollinearen) Bewegung von P, und P, das zusitzliche
Glied d2 Folglich ist sy — s7, -+ d* konstant und erfiillt die sphirische Glei-
chung (2,4). Ausserdem wird aber auch die Orthogonalititsgleichung (1.4)
befriedigt: Die Vermutung t, = t, bewihrte sich ja bereits bei der Erfiillung
der sphirischen Gleichung, und da ausserdem y, = z, = 0, so driickt die
Orthogonalititsgleichung eben gerade die Starrheit der Punkte P, und P,
in Bezug aufeinander aus.

Die Parameter s, und d konnen als die Zylinderkoordinaten derjenigen
relativistischen Hyperbel um die x-Achse aufgefasst werden, auf der sich die
Punkte des Mediums bewegen. Gleichzeitig ist auch offensichtlich, dass zwei
beliebige Punkte des Mediums, also auch jedes aus belicbigen fiinf Punkten
gebildete Punktepaar, als starr zu betrachten ist.

Aus (2,2) und (2,4) ergibt sich ferner, dass fiir t = 0 die Geschwindigkeit
aller fiinf Punkte Null ist. Zu dieser Zeit miissen jedoch simtliche zwischen
den fiinf Punkten bestehenden Eigenabstiinde s mit den Raumabstiinden der
im Inertialsystem ruhenden Punkte iibereinstimmen. Fiir diese muss hingegen
die Bezichung (1,0) bestehen, woraus folgt, dass die in der Zeit konstanten
Eigenabstinde sj auch (1,6) erfiillen miissen. Dies bedeutet, dass in dem
starren Korper, dessen Punkte relativistische Hyperbelbewegungen ausfiihren,
auch euklidische innere Metrik herrscht. Dieses Ergebnis ist deswegen bemer-
kenswert, da es bedeutet, dass in einem beschleunigten starren Kasten die Geo-
metrie durch die dort auftretende (Inertial-) Kraft nicht geindert wird.

IV. Das gleichfirmig rotierende starre Medium und seine innere Metrik

Untersuchen wir nun die Bewegung einer gleichférmig rotierenden
Scheibe, d. h. die Bewegung eines Mediums, fiir das die Koordinaten irgend-
eines seiner Punkte durch die Gleichungen

x = rcos(wt + a),
y = rsin(ot + a), (2,5)
2 =0
gegeben sind. Die Parameter r und a kinnen als ebene Polarkoordinaten ange-
sehen werden. Sie sowie die Winkelgeschwindigkeit o hiingen hier von der
Koordinatenzeit t nicht ab.
Die durch die Konstanten r;, a; (j = 1, 2) charakterisierten beliebigen

zwei Punkte der Scheibe sind starr. Setzt man nimlich die durch Gln. (2,5)
gegebenen Koordinaten in (1,3) ein, so kann die so erhaltene Gleichung

6()2;21'2 sin[w(t; — ) + (o, — a,)] = o(t; — 1,) (2,6)
c
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nur dann bestehen, falls ¢, — ¢, in der Zeit konstant ist. (Diese Konstante

kann aber nur dann reell sein, wenn w?rry/c® < 1.) Deshalb ist der sich aus
(1,2) ergebende Ausdruck

532 = "i + T; — 2 cos[o(ty — &) + (a; — a5)] — ¥, — 5)? (2,7)

tatsiichlich konstant, und simtliche Bedingungen der Starrheit sind also be-
friedigt. Beliebige zwei Punkte einer gleichférmig rotierenden Kreisscheibe
sind also in Bezug auf einander, d. h. auch in der Bornschen Interpreta-
tion starr.

Fiir r, = 0 und r;, =r ist s;, = s = r, daher gilt sw = v, d. h. fiir eine
gleichmiissig rotierende Kreisscheibe besteht ein streng lineares »Geschwindigkeit-
Abstandsgesetz«, in Ubereinstimmung mit dem Resultat von C. W. BERENDA [5]
und N. RosEn [6], jedoch im Gegensatz zu E. L. Hirwn [7]. Letzterer gab
jedoch fiir die starre Bewegung eine von der obigen abweichende Definition.

Die Lorentz-invariante Definition der starren Bewegung eines Punkte-
paares bietet gleichzeitig eine einheitliche Methode auch zur Bestimmung der
inneren Metrik eines im Bornschen Sinne starren Mediums. Diese Methode soll
hier bei der Berechnung des zu den in Polarkoordinaten gegebenen Differen-
tialen dr und do gehérenden (in dem betrachteten Falle zweidimensionalen
ebenen) Bogenelements ds einer Scheibe angewandt werden. Fiir a; —a, =
=da ergibt sich aus (2,6) t, —t, = dt = wryr, da/(¢? — ®? r;r,). Setzt man diesen
Ausdruck fiir d¢ in (2,7) ein und benutzt man fiir den Fallr, —r, = dr -0
die Bezeichnung r, = r, so ergibt sich fiir 53, = (ds)? der folgende ganz offen-
sichtlich nicht-pythagoreische Ausdruck

(ds)? = (dr) + r¥(da)’/(1 — p); B = v/e, (2,8)

wiederum in vollkommener 'Ubereinstimmung mit BERENDA und ROSEN, jedoch
im Gegensatz zu A. S. EppineTon [8] und H. A. Lorentz [9], die im Falle
der Scheibe aus der allgemeinen Relativitiitstheorie auf eine euklidische innere

Metrik gefolgert haben.

§ 3. Die Bewegung einer durch ein starres Punktepaar bestimmten
starren Geraden

Die Bewegung zweier nicht zusammenfallender Punkte P, und P,
relativ zu einander sei starr, d. h. dic Weltkoordinaten dieser Punkte sollen
die Gln. (1,2) und (1,3) erfiillen. Die Koordinaten des Punktes P, seien durch
dic‘folgenden Gleichungen gegeben:

ty = t; = (8, — 12)S13/S120
3,1
ty(ts) = 1,(t)) &= [r(t) — ta(t)1518/502 5 {3s1)

wobei s, (> 0) eine reelle Konstante hedeuten soll.
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Unter diesen Bedingungen — wie dies auf elementare Weise ersichtlich
ist — fiithren sowohl die Punkte P; und P, als auch die Punkte P, und P,

relativ zu einander starre Bewegungen aus, weiterhin ist
23 = (s 2 3,2
sa3 = (815 1= 513)%» (3:2)

Auf Grund dieser Eigenschaften kann gesagt werden, dass der Punkt
P, auf einer durch das Punktepaar P,, P, bestimmiten starren Geraden liegt.

Gleichzeitig sieht man auch, dass zwischen den auf einer Geraden liegen-
den Punkten die »Zuordnung« der Koordinatenzeit transitiv ist.

Auf Grund der obigen Feststellungen ist es leicht einzusehen, dass die
Bedingungen (1,2) und (1,3) die folgenden klassisch-kinematischen Sitze, von
denen die ersten zwei gleichzeitig auch die mathematischen Vorbedingungen
fiir die Lingenmessung sind, unverindert lassen.

A) Die beliebig gewdhlten Punkte P, und P, einer durch das starre Punkte-
paar P, P, bestimmten starren Geraden bilden ebenfalls ein starres Punktepaar.

B) Umgekehrt: Punki P, ist dabei auch ein Punkt der starren Geraden,
die durch das nicht zusammenfallende starre Punktepaar P,, P, bestimmt wird.

C) Ist (3,2) fiir die Punkte P, und P, — die in Bezug auf den Punkt P,
starr sind — erfiillt, so gibt (3,1) die Bahn des Punktes P,.

D) Sind die Geschwindigkeiten des Punktes P, und des in Bezug auf
den Punkt P, starren Punktes P, gleichzeitig Null, so ist die Geschwindigkeit
des Punktes P, der auf der durch P, und P, gebildeten starren Geraden liegt,
zu der gleichen Koordinatenzeit auch Null.

§ 4. Die Bewegungsfreiheit eines in Bezug auf zwei Punkte vorgegebener
Bahn starren dritten Punktes

Die Ortsvektoren tv; = 1,(¢) und 1, = 1,(¢f) der Punkte P, und P, seien
gegeben. Von dem Punkt P; — der relativ zu den zwei Punkten P; und P,
starr ist — sei jedoch nur die Ortskoordinate x, — x,(t) bekannt. Es sollen
nun die Bedingungen, unter denen die unbekannten Funktionen y, = y,(1)
und z; = 2,(f) bestimmt werden kénnen, untersucht werden. Aus der Bedin-

gung, dass die Punktepaare P;, P; (j = 1, 2) starr sind, ergibt sich
5y () — @)} —{t; — 3 =0, a)
=122 (4.1)
{ri(t) —r () — {t; — 6> = 5. b

Ist z. B. 1,(t) = 1,(t), so sind die Gleichungen des Gleichungssystems
(4,1) fiir j = 1 mit denen fiir j = 2 identisch und y,(t) und z,(t) konnen aus
dem Gleichungssystem nicht bestimmt werden. Schliesst man diesen Fall aus,
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so kénnen y,(t) und z,(t) mit Hilfe der Gleichungen b) des Gleichungssystems
(4,1) im allgemeinen in der folgenden Form ausgedriickt werden:

¥3(t) =ys{t. ti, 1o }5  23(t) =2z{t 4.0, } - (4,2)

Setzt man nun (4,2) in die Gleichungen a) von (4,1) ein, so stehen fiir
die Unbekannten ¢, = t,(t) und t, = t,(t) gerade zwei Gleichungen zur Ver-
fiigung; bestimmt man aus diesen t,(t) und #,(t) und setzt die erhaltenen Werte
in (4,2) ein, so erhiilt man y, und z; bereits in der gewiinschten Form.

Da der reelle Wert von s;; > 0 ist, so kommen — wie dies auf Grund
von (4,1) leicht einzusehen ist — nur solche Werte der gesuchten Funktionen
y4(t) und z,(t) in Betracht, fiir die

(5_13 + 5y)? = (’12 = {1,(t)) — (&) }* — E{t, — 1, )% (4.3)

Stellt withrend der Bewegung zufilligerweise diese Bezichung beinahe
eine Gleichheit dar, so muss auch (;%2 (> 0) in der Zeit konstant sein und wegen
Punkt C) des vorhergehenden Paragraphen werden dann alle drei Koordina-
ten des Punktes P, durch die Koordinaten des starren Punktepaares P, P,
cindeutig bestimmt.

Zusammenfassend kann man feststellen, dass ein in Bezug auf zwei nicht
zusammenfallende Punkte starrer dritter Punkt (mindestens und hdéchstens)
einen IFreiheitsgrad besitzt, angenommen, dass dieser Punkt sich nicht auf einer
durch die zwei gegebenen Punkte bestimmten starren Geraden befindet.

§ 5. Die kinematischen Eigenschaften dreier nicht auf einer Geraden liegenden
und in Bezug auf einander starren Punkte (»starres Dreieck)

Da die in § 1 definierte »Zuordnung« der Koordinatenzeiten zwar reflexiv, jedoch im

allgemeinen nicht transitiv ist, muss man im Fall der gegenseitig starren Bewegung von mehr
als zwei Punkten zur Bezeichnung der »zugeordneten« Kooordinatenzeiten auf die Benutzung
don Doppelindizes iibergehen. Es sei also tj, jene Koordinatenzeit des Punktes P;, die der
Koordinatenzeit t;; des in Bezug auf P; starren Punktes Pj entspricht. Im allgemeinen ist
tig 7 tij.
. Kl/)ie Glieder j = k spielen in den Starrheitsgleichungen keine Rolle; von den im Falle
j» k=1, 2, 3 iibrigbleibenden sechs Matrixelemten ¢ konnen nur drei willkiirlich gewihlt
werden, da die weiteren drei Elemente durch die der dreifachen Paarbildung der drei Punkte
entsprechenden Starrheitsbedingungen bestimmt werden.

1. Man sieht, dass die Angabe von sechs Kocrdinaten eines nicht in eine Gerade
entarteten starren Dreiecks zur Berechnung der iibrigen Koordinaten hinreichend
und gleichzeitig notwendig ist

Von den neun Koordinaten eines starren Dreiecks kinnen die sechs Koordinaten auf
mehrere Weisen ausgewiihlt werden:

1. Es seien z. B. die Koordinaten x; = x,(t), ¥; = ¥1(t), z, = z(t) des Punktes P, und
die Koordinaten x, = x,(t), y,= ¥.(t) des Punktes P,, dagegen lediglich die Koordinate x; —
= x,(t) des Punktes P; gegeben (dies ist der Fall »3 + 2 -+ 1«). Gemiiss der im Zusammenhang
mit den Gln. (1,7) — (1,9) angegebenen Methode sind diese Koordinaten notwendig und
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hinreichend zur Bestimmung der Koordinate z,(t). Danach kénnen mit Hilfe der im § 4 erwiihn-
ten Methode dann auch die weiteren Koordinaten, d. h. yg(t) und z4(¢) bestimmt werden.
2. Werden jedoch je zwei Koordinaten der drei Punkte als gegeben angenommen, z. B.
xj(t), yj(t), j = 1, 2, 3 (dies ist der Fall »2 + 2 + 2¢), so lassen sich die fehlenden Koordinaten
zj(t), j=1,2,3 in folgenden Schritten berechnen:
Die Variablen t =t,, = t,3 = 1,5 seien beliebig gewiihlt. Dann kénnen die Gleichungen
fiir die erzwungene starre Bewegung des Dreiecks auch folgendermassen geschrieben werden:

£(t) {va(t) — Taolta)} — 2 {t — 1y} =0, a) .1)
Ta(®) — Tat2) ) — e {t — 151} = 51y, b)

Ba(t) {Tatt) — Ty(tae)} — ¢ {t — 13} = 0, a) (5.2)
{ra() — 1a(t30)}* — * {t — 155} = 533,

(1) {Ta() — Ta(ta)} — € {t — 13} =0, a) (5,3)
{t()) — ta(ta)}* — ¢ {t — 15 }* = si,. b)

Es sei wiederum vorausgesetzt, dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen .
In den weiteren Uberlegungen wird auch die folgende aus den Gleichungen (5,1) ableit-
bare Gleichung gebraucht:

Ty(tsy) {Ta(ter) — 1)} — ¢ {tsg — 2} = 0. (5,4)

Zur Bestimmung der Funktionen z; = z;(t) werden die mit b) bezeichneten Gleichungen
der Reihe nach nach z,(t,,), z;(t5,) und z4(t;,) aufgelost. Die so gewonnenen Ausdriicke, in denen
ty1, L3, und ty; explizit und ausserdem nur bekannte Funktionen implizit vorkommen, werden
in die entsprechenden mit a) bezeichneten Gleichungen eingesetzt. Die Wurzeln ¢y, t5, und 5
des in dieser Weise aufgeschriebenen Gleichungssystems werden nun mit einer geeigneten
Niiherungsmethode bestimmt und die noch unbekannten Werte der Funktionen z, z,, z,, 2,
vorliufig als Parameter betrachtet. Als Ergebnis erhilt man im allgemeinen die Funktionen

in folgender Form: " Y
tyr =ty {21(t), 2t), 21(2); 2a(0), 2},
lgp = I3 {zl(t), zz(t)’ ;'l(l)o 22(‘)’ l} ’ (575)
tg1 = tg1 {2,(1), 2:(t), £,(1), Z2(2), £}

Die erhaltenen Funktionen werden nun in die entsprechenden mit b) bezeichneten Gleichungen
eingesetzt und diese wiederum nach z,(ty), z5(t5,), 25(t5;) aufgelost. Diese Ausdriicke samt den
Funktionen (5,5) werden in die ihnen entsprechenden mit a) bezeichneten Gleichungen (5,1),
(5,2) und (5,3), weiterhin in die Gleichung (5,4) eingesetzt. Keine der so erhaltenen Gleichungen
enthilt nun die Verdnderlichen t,,, t5, und t;;, noch die ihnen entsprechenden Koordinatenwerte,
sondern nur ¢ und die dazugehorigen Koordinatenwerte, bzw. die Werte der Ableitungen.
Aus der aus den Gln. (5,2) und (5,3) abgeleiteten Gleichung, sowie aus dem in Bezug auf die
unbekannten Funktionen z,(1) und 2z,(t) gekoppelten Differentialgleichungssystem erster
Ordnung kiénnen die Funktionen z(t) und z,(t) bestimmt werden. Die Liésung enthilt not-
wendigerweise zwei unbestimmte Integrationskonstanten C;, C,:

= zl(t5 Cy, (‘2) ’

(5,6)
3y = 21, Cy, Cy).
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten setzt man nun Gl. (5,6) in die aus Gl. (5,1) und
Gl. (5.4) in der beschriebenen Weise abgeleitete und bisher nicht beniitzte Gleichung ein.
Diese zwei Gleichungen enthalten die noch unbekannte Funktion z,(t) nicht, so dass aus ihnen
die Konstanten C; und C, berechnet werden kiénnen.

Die Bahnen der Punkte P und P, sind nun bekannt, und es ist nur noch die unbekannte
Funktion z,4(z) zu bestimmen. Dies kann jedoch nach der Methode und unter den Bedingungen
des vorhergehenden Paragraphen ohne Weiteres geschehen.

Aus dem Obigen geht also auch hier hervor, dass die Vorgabe von sechs (x, y) Koordi-
naten (Fall »2 4 2 -+ 2«) die Bestimmung der fehlenden iibrigen Koordinaten erméglicht.
Dies ist daher eine hinreichende Bedingung. Sie ist aber gleichzeitig auch notwendig, da ja
simtliche (voneinander unabhingigen) Bedingungsgleichungen verwandt wurden und mit
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weniger vorgegebenen Koordinaten die in dem Verfahren vorkommenden Gleichungen nicht
hétten gelost werden konnen.

3. In #hnlicher Weise folgert man auch, wenn von jedem Punkt wi derum zwei von
der Zeit abhiingige Koordinaten gegeben werden, die jedoch nicht einheitlich die x- und y-
Koordinaten zu sein brauchen.

4. Der Fall, in dem sowohl von Punkt P; wie auch von Punkt P, alle drei Raumkoordi-
naten, von Punkt P, jedoch keine einzige Raumkoordinate gegeben ist, muss aus den vorlie-
genden Untersuchung auf Grund der im letzten Satz des § 4 enthaltenen Aussage ausgeschlos-
sen werden.

Fiir ein starres Dreieck gilt also das Paradoxon von HErGLO1Z [3] nicht,
nach dem die Bewegung eines starren Korpers bereits durch die Angabe dreier
zeitabhiéingiger Koordinaten oder durch die Bewegung cines einzigen Punktes
bestimmt wiire.

I1. Die Bewegungen der drei Fcken eines sich zur Zeit t in beliebiger Bewegung
befindlichen starren Dreiecks konnen zu einer spdteren, fiir alle drei FEcken
gleichen Koordinatenzeit © >t zum Stillstand gebracht werden

Es ist bekannt, dass die Bornschen Bedingungen diese Forderung im
allcemeinen nicht befriedigen konnen. Weitere interessante Eigenschaften
der Bornschen starren Bewegung wurden in [10] eingehend untersucht.

Enrenrest [11] hat z.B. gezeigt, dass eine im BornNschen Sinne starre
gleichférmig rotierende Scheibe nicht so verlangsamt werden kann, dass sie
dabei starr bleibt. Dieses Paradoxon soll nun auch fiir ein starres Dreieck
untersucht werden.

Die zu beweisende Behauptung beruht darauf, dass die die Bewegung eines starren
Dreiecks bestimmenden, also auch willkiirlich verinderbaren sechs Raumkoordinaten x,(t),
y.(1), z,(t); xt), ¥o(t) und x,(t) von irgendeinem beliehigen Zeitpunkt 7, an als Funktionen der
Zeit so gewiihlt werden konnen, dass die Koordinaten sich zur Zeit 7, nicht sprunghaft indern,
und dass ihre Geschwindigkeiten zu einer Zeit 7 verschwinden, zu der die folgende Determinante
ungleich Null ist:

¥3(7) — ¥2(7) 2y(7) — 2x(7)
Bl ’ # 0. (5,7)
¥3(r) — 51(7) zy(7) — #(7)

Sind von der Zeit 7,an die betrachteten Koordinaten durch Ausdriicke, die von zweitem
Grade sind und je drei Konstanten enthalten, gegeben, so konnen zur Bestimmung der
Konstanten auf Grund der obigen Voraussetzungen lineare Gleichungen aufgestellt werden,
die in Bezug auf die in den sechs Koordinaten vorkommenden 3 X6 = 18 Konstanten linear
sind. Und zwar: sechs Gleichungen, die den kontinuierlichen Ubergang der Geschwindigkeiten
der Koordinaten zur Zeit t = 7, beriicksichtigen, weitere sechs Gleichungen, die das Ver-
schwinden der Geschwindigkeiten der Koordinaten zur Zeit t = 7 beriicksichtigen und zuletzt
drei sich aus der Beschriinkung (5,1) ergebende Gleichungen. (Die letzten drei Gleichungen
lassen sich z. B. in folgender Weise aufschreiben:

falls y,(7) = y,(7), so ist z(7) = 24(7) 4 d;
falls y3(7) = y2(7), so ist y(7) = y1(7) + d;
falls z4(7) = 2,(7), so ist zy(7) = 2,(7) + d,

wo d eine geeignet zu wiihlende nichtverschwindende Konstante ist. Diese Gleichungen sind
nimlich hinreichend fiir das Nichtverschwinden der Determinante D.)
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Man sieht, dass zur Bestimmung der 18 Konstanten, die in den Ausdriicken zweiten
Grades enthalten sind, 15 lineare Gleichungen zur Verfiigung stehen, demnach konnen die
Konstanten in Michtigkeit eines Kontinuums widerspruchlos bestimmt werden.

Man hat nun nur noch zu beweisen, dass wenn die Geschwindigkeiten der Raumkoordina-
ten xy, ¥, 215 Xy, ¥y5 &3 des starren Dreiecks P, P,P; zu einer Zeit 7 verschwinden, zu der gleich-
zeitig D # 0 ist, auch die Geschwindigkeiten der weiteren Koordinaten zur selben Zeit 7
verschwinden.

Bevor der Beweis fiir die obige Behauptung gefiihrt wird, soll noch gezeigt werden,
dass das Verschwinden zu ein und derselben Zeit 7 von fiinf willkiirlich wiihlbaren Koordinaten-
geschwindigkeiten eines starren Punktepaares P,, P, das Verschwinden der aus den fiinf
Koordinaten berechenbaren Geschwindigkeit der sechsten Koordinate (§ 4) nach sich zicht.
Wegen t; = 0 ist némlich t;, = ty; = 7 und daher hat man auf Grund der Symmetrieeigenschaft
der Bedingungsgleichungen (1,4):

ty(7) {tx(7) — 2(7)} = 0.

Da hier x,(7) = y,(7) = 0, so folgt aus der obigen Gleichung z,(7) = 0. In #hnlicher Weise
lisst sich der Satz iiber das gleichzeitige Stehenbleiben der Eckpunkte eines starren Dreiecks
aus der Bedingungsgleichung (1,4) beweisen. Es verschwinde die Geschwindigkeit der gege-
benen sechs Koordinaten x,(t), y,(t), z;(t); x5(t), y,(t) und x,(t) zur Zeit 7. Dann ist die Koordina-
tenzeit des Punktes P, : 1,y = 7 und auch die dem Punkt P, entsprechende Koordinatenzeit
ty, = 7, da T, = 0 und die Starrheitsbedingung (1,4) symmetrisch ist. Laut obiger Uberlegung
ist daher

zy(7) = 0. (5.8)

Beachtet man, dass wegen (5,8) gleichzeitig auch die der im Punkt P, gemessenen Koordinaten-
zeit t,; = 7 entsprechende Koordinatenzeit im Punkt Pj: t;, = 7 ist, und dass weiter auch die
im Punkt P, gemessene Zeit t;; = 7 der Zeit t; = 7 im Punkt P, entspricht, so kann man
die Gleichung (1,4) der Starrheit der Punktepaare P,, P, und P,, P, zu der Zeit t,; = 7 bzw.
ty3 = 7 aufschreiben:

¥ {ys() — y(1)} + 2(D){za(7) — z2(1)} = 0,
Ya(DH{ys(1) — y1(D)} + 25(7) {z5(7) — 2(7)} = 0.

Diese zwei Gleichungen stellen ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir y, und
%z, dar, das eine von Null verschiedene Losung nur dann hat, falls die Determinante D des
Gleichungssystems Null ist. Dies ist jedoch wegen der aus dem Verschwinden der Geschwindig-
keiten der sechs Koordinaten folgenden Bedingung (5,7) unmoglich.

Dadurch ist die am Anfang dieses Paragraphen gemachte Behauptung bewiesen.
Aus der Behauptung folgt auch gleichzeitig, dass das starre Dreieck in einem Inertialsystem
fiir eine beliebige Dauer zum Stillstand gebracht werden kann, ohne dass er dabei seine Starr-
heit auch nur fiir einen Augenblick verlieren wiirde.

(5.9)

§ 6. Zwei wichtige kinematische Eigenschaften eines aus vier Punkten
bestehenden starren Punktsystems (starres »Tetraeder«)

I. Berechnung der Bahn eines in Bezug auf drei Punkte P, P,, P, starren vierten
Punktes P, wenn die Bahn der drei Punkte gegeben ist. Um Missverstindnissen vorzubeugen,
sei erwihnt, dass die gegenseitige Starrheit der drei Punkte (P,, P,, P,) vorerst nicht voraus-
gesetzt wird. Mit der in § 5 eingefiithrten Bezeichnungsweise kann man die Bedingungen fiir
die Starrheit der Punktepaare P;, P, (i = 1, 2, 3) folgendermassen aufschreiben: Wihlt man
die Zeiten t,, ty,, ty3 gleich, d.h. ¢t = t;; = t;, = t43, so hat man

() (ta(ty) — T4(0)} — 2ty —t} =0, a) (6,1)
{ty(ta) — 1(0)}2 — 2{ty — 1}2 = s34, b) g
Totar) {Taltes) — Ta(0)} — 2ty — 2} =0, a) (6.2)
{ty(teg) — ta(t) }2 — c2{tyy — t}2 = si,, b)

5(t3a) {Ta(tas) — Ta(t)} — 2 {t5y — 21} =0, a) (6.3)
{Ta(tss) — 1a(t)}* — c2{tyy — 1} = s3,. B,
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In diesen Gleichungen seien die Vektorfunktionen r; = 1;(t), i = 1, 2, 3 als gegeben angenom-
men, die Funktion v, = 1,(¢t) sei hingegen die gesuchte, unbekannte Funktion. Zu ihrer
Bestimmung lésen wir die mit a) bezeichneten Gleichungen, die ein lineares Gleichungssystem
darstellen, der Reihe nach fiir x,(t), y,(t) und z,(t) auf. Die Funktion 1,(t) ergibt sich dann im
allgemeinen in folgender Form:

td T ri(‘u’ Ly tsb t) . (674)

Die erhaltenen Ausdriicke werden nun in die mit b) bezeichneten Gleichungen eingesetzt.
die jetzt fiir die unbekannten Gréssen t,.t,,.t; ein nur bekannte Funktionen enthaltendes
Gleichungssystem bilden. Wird dieses mit Hilfe einer geeigneten Niherungsmethode geldst,
so ergeben sich die unbekannten Grissen 1z (i = 1, 2, 3) als Funktionen von ¢:

by = tid(t)v i=1,2,3. At
Setzt man diese nun bekannten Funktionen in die Gl. (6,4) ein, so gelangt man zu dem gesuch-
ten Ausdruck fiir r,;: v, = t,0).

Auf Grund der beschriebenen Methode kiénnen die mathematischen Voraussetzungen
fiir die Bestimmung von 1, auch festgestellt werden. Ohne in Einzelheiten einzugehen, soll hier
nur darauf hingewiesen werden, dass sich die Bahn des Punktes P, sicherlich nicht bestimmen
ldsst, wenn von den Punkten P, P,, P, zwei auf die Dauer zusammenfallen. In diesem Fall
werden nimlich zwei von den Gleichungen (6.1), (6.2), (6,3) identisch.

Aus dem Obigen geht hervor, dass jede einzelne irgendeinem Punkt aufgelegte neue,
unabhiingige Starrheitsbedingung den Freiheitsgrad des Punktes — wie das ja auch in der
klassischen Kinematik der Fall ist — um einen Grad verringert.

Es sei nun der spezielle Fall betrachtet, in dem die Punkte P;, P,, P, gegenseitig starr
si)ind, und in dem der Punkt P, sich auf der gemiiss Gleichung (3,1) bestimmten starren Geraden

efindet.

In der klassischen kinematik lisst sich in diesem Falle die Bahn des Punktes P, aus der
der Punkte P;, P,, P; nicht bestimmen. Auch in der relativistischen Kinematik tritt eine
Schwierigkeit auf, deren Ursache einfach darin liegt, dass die die Starrheit der Punktpaare Pj,
P, (j = 1, 2, 3) ausdriickenden Gleichungen (6,1—3) mit den Gleichungen, laut denen die
Eckpunkte P,, P,, P, des Dreiecks in eine Gerade fallen, im Widerspruch stehen konnen.

Im allgemeinen gibt es keinen Punkt P,, der in Bezug auf jede einzelnen der auf einer
starren Geraden liegenden Punkte P, P,, P;, die gegenseitig starr sind, starr sein kénnte.
Giibe es nidmlich einen solchen Punkt P,, so kénnten im Sinne der obigen Feststellungen
(§ 5ITund § 6 II) in einem Inertialsystem alle vier Punkte auf die Dauer zum Stillstand gebracht
werden, ohne dass dabei in der gegenseitigen Starrheit von irgendwelchen zwei Punkten, d. h.
in dem Abschnittswert s; auch nur fiir einen Augenblick eine Anderung eintreten wiirde.
Dies wiirde jedoch bedeuten, dass zwischen den sechs Entfernungen (Abschnittswerten), die
durch die auf eine Gerade fallenden Punkte P,, P,, P, sowie durch den Punkt P, bestimmt
werden, dieselbe Beziehung besteht, wie zwischen den Abstinden der im Inertialsystem
ruhenden Punkte. Dies ist jedoch unmiglich, da laut der in § 2 Punkt IV bewiesenen Feststel-
lung, die euklidische Massbestimmung fiir eine sich gleichférmig drehende Ebene nicht
giiltig ist.

Aus dieser elementaren Uberlegung folgt gleichzeitig, dass in der relati-
vistischen Kinematik im allgemeinen nicht von einer starren Achse gesprochen

werden kann.

Dies ist der Grund dafiir,warum in dem am Anfang, unter I, stehenden
Satze ausgeschlossen werden musste, dass die Punkte auf einer Geraden liegen
konnen und weiter, warum die am Anfang des folgenden Punktes, unter II,
stechende Aussage auf ausserhalb der Ebene der Punkte P,, P,, P, licgende
Punkte P, zu beschriinken ist.

II. Gibt es einen solchen Wert der Koordinatenzeit, bei dem irgend-
einer der Punkte eines nicht in eine Gerade entarteten starren Dreiecks
P,P,Pg stehen bleibt, so bleibt zu der gleichen Zeit auch der ausserhalb der
Ebene des Dreiecks liegende und mit den zur Ruhe gekommenen Punkten starr
verbundene Punkt P, stehen. (Der durch die Punkte P,, P,, P,, P, gebildete
starre Korper kann starres Tetraeder genannt werden.)
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Vor dem Beweis der obigen Behauptung soll noch auf folgenden Satz hingewiesen
werden. Es seien P, Py, P; Punkte der in § 3 erwiihnten sich starr bewegenden Gerade.
Bleiben P, und P, bei dem gleichen Wert der Koordinatenzeit stehen, so bleibt zu derselben
Zeit auch P, stehen. (Die Richtigkeit dieses kinematischen Satzes kann aus den nach der
Zeit abgelelteten nur Raumkoordinaten enthaltenden Gliedern des Glelchungssystems (6,3)
gefolgert werden, falls man beriicksichtigt, dass der im Punkte P; und auch im Punkte P,
gemessenen Koordinatenzeit 7 im Punkte P; ebenfalls die Zeit 7 und nur die Zeit 7 entspricht.)

Zum Beweis des am Anfang des gegenwiirtigen Punktes (II) stehenden Satzes bedenke
man, dass wegen der gemachten Voraussage

t(r)=0, j=1,23, (6,5)

also entspricht im Punkt P; gemessenen Zeit 7 in allen Punkten P; (j = 1, 2, 3) auch die
Zeit 7. Damit muss wegen der geforderten Starrheit des Punktes P, i in Bezug ‘auf die Punkte
Pj (j = 1,2, 3) die folgende symmetrische Gleichung (1,5) erfiillt werden, in der nach der in
§ 5 gegebenen Bezeichnung t,j = 7 zu setzen ist:

{tj(@) — 1, Nz &) — 1, ()} =0, j=1,23.

Wegen der Bedingung (6,5) kann fiir die drei Komponenten von i,(7) folgendes homogene
Gleichungssystem aufgeschrieben werden:

(D) {tj(r) — ()} =0, i=123.

Dieses Gleichungssystem hat nur dann eine von Null verschiedene Losung, falls die Determin-
ante D des Gleichungssystems gleich Null ist. In unserem Fall ist aber:

L7 (7) — 1,(7)

ji=12,3

Die Forderung dieser Ungleichheit driickt aus, dass der Punkt P, weder einer der im Inertial-
system ruhenden Punkte ist, noch sich in der durch die Punkte P; (j =1, 2, 3) bestimmten
Ebene befindet. Da dies ja gerade die Voraussetzung war, ist gew1=¢. dass in diesem Falle
t,(7) nur Null sein kann, d.h. dass Punkt P, zur Zeit 7 ebenfalls ruht.

Ist D = 0, so befindet sich P, zur Zeit 7 in der durch die nicht in eine Gerade fallenden
Punkte Py, P,, Py, P, zur Zeit 7 bestimmten Ruhebene. In diesem Fall kann der oben angefiihrte
Satz in dhnlicher einfacher Weise unter der Beschrinkung, dass irgendeiner der Punkte P,
P,, P; von der Zeit 7 ab dauernd in Ruhe bleibt, eingesehen werden.

§ 7. Eine von der klassischen abweichende Eigenschaft des starren Bitetraeders

Zwei nicht gemeinsame FEckpunkte von zwei Tetraedern mit gemeinsamer
Grundfliche, d. h. Bitetraeder, kénnen in Bezug zu einander im allgemeinen nichi
starr sein.

Laut § 6 kionnen nidmlich simtliche Eckpunkte eines Bitetraeders im
Inertialsystem dauernd zur Ruhe gebracht werden, d.h. alle fiinf Eckpunkte
eines Bitetraeders konnen auf ein im euklidischen Raum ruhendes kongruentes
Bitetraeder gelegt werden, d.h. darauf abgebildet werden. Falls, im Gegensatz
zu der obigen Behauptung, zwei nicht gemeinsamen Eckpunkte des sich starr
bewegenden Bitetraeders in Bezug aufeinander ebenfalls starr wiiren, so wiir-
de zwischen den zu den zehn Punktepaaren gehorenden zeitlich konstanten,
invarianten Raumabstinden dj; wihrend der Bewegung dieselbe die Raum-
metrik bestimmende Beziehung (1,9) bestehen, die fiir das im euklidischen
Raum ruhende kongruente Bitetraeder giiltig ist. Es wurde jedoch bereits im
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§ 2 IV gezeigt, dass fiir einen sich bewegenden starren Kérper auch eine nicht
cuklidische Metrik gelten kann. Damit ist die Behauptung bewiesen, da man
sonst zu einem Widerspruch gefiithrt wiirde.

Da fiir die Bornsche starre Bewegung eine solche Beschriankung per
def. nicht bestehen kann, ist es klar, dass

a) die Bornschen Bedingungen fiir ein aus mindestens fiinf Punkten
bestehendes Punkisystem eine spezielle (3 Freiheitsgrade besitzende) Bewegung
( Bewegungsgruppe) auswdhlen,

b) die starre Bewegung eines aus mehr als vier Punkten bestehenden Punki-
systems (6 Freiheitsgrade), bei der alle Paare nach der hier gegebenen Definition
(1. 1—2) starr sind, im allgemeinen nicht verwirklicht werden kann.

Herrn Prof. G. Marx sei fiir sein anspornendes Interesse der Dank
des Verfassers ausgesprochen.
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—
= oD

O HEKOTOPBIX PEJIITUBUCTCKUX KMHEMATHUYECKHUX CBOMCTBAX
JKECTKOM TOUEUHOMN CHUCTEMBbI

T. MATPAU

Peswome

B npeabiaymeit cratbe [1] coobuipiock, uto M3 OCHOBBIX cooOparkenuit M. BopHa [2]
ObLIIN BBIB€JIEHBI MHOIO Hopeuu—uuaapuau’mue NPUHYIAUTEJIBHbIE YCIIOBUS JIST XKECTKOro InpH-
HY>K/I€HHOTO JIBH)KCHHSI Iap TOYEK KOHEUHOr'0 paccTosinus. TBepjaoe Tejo paccMaTpHuBalioCh
HE Kak cpeaa, a npeanosorajocb IOCTPOECHHBIM M3 Iap TOYEK. B rakxoi KOHUIECIIIHWN HUCCaea0-
BAJIOCh, KAKUM 00pa3oM BHUIOM3MEHSIIOTCST KJIACCMYEeCKHe KHHeMaTHYeCKHe CBOiicTBA B CIie-
LUAJILHOM TEOPUHM OTHOCHUTEBLHOCTU. DJIEMEHTAPHBIM ITYTEM YAJIOCh ITOKA3aTh, YTO YKECTKAS
CHCTEMa YeTblpexX TOYeK B JIIOOOM CrapuMBaHUM 00Jagaer He TPemsl, a LIeCTbIO CTEeNeHsIMH CBO-
607161, KAK 9TO MO>KHO 0>KMAATh Ha OCHOBe coobparkeHuil I'. I'epruiona [3], KoTopsle 6asupy-
I0TCsA Ha NPHHYAHTEJBHLIX YCJI0BHUAX BOPHa, KacamomHnxcsi Cpe. OllHaKO, JABH)KCHHE TOYCK,
YHCJI0 KOTOPBIX 00JIbIle YETBIPEX, BOOOLIE HE MOYKET OCYINECTBJISATHCS TAK, 4TO Jioboe crnapu-
BaHME 0CTaBAJOCh YKECTKHM, 3a MCKJIIOYEHHEM CNELMAJIbHOI0 Cliyyasl, TAK Ha3bIBAeMOro JBH-
»kenust Tuna BopHa. Meyy mpouuM, yaasioch J0KasaTh, YTO B YKECTKOH Cpeje pesiTUBUCT-
CKOro runep00IMUYECKOr0 JBUDKEHUSI, ONMMCAHHOI mepBblil paz BopHOM, 1m0 He00XO0AMMOCTH
rOCIO/JCTBYET BHYTPEHHsISI IPOCTPAHCTBEeHHAst Merpuka Epkmnaa.
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It is argued, after a short review of the problem, that MaAcu’s principle, in an inter-
pretation near to MACH’s original ideas, is not incorporated in general relativity. On the other
hand, one can formulate a selection principle on the basis of which it is possible to divide the
solutions of gravitational equations into two classes. Those of the first class do, those of the
second do not contradict the reasonable content of MAacu’s requirements. Thus, these latter
solutions may perhaps remain permissible even in the future, when a fuller knowledge proves
the others to be an unpermissible extrapolation beyond the domain of validity of EINSTEIN’s
equations. We formulate a selection principle, which seems to be more general and flexible
than previous ones.

§ 1

The existence of numerous contradictory approaches to “MAcH’s prin-
ciple” in general relativity in itself proves that here we are faced with an
unsolved problem. Part of the confusion stems from the fact that Macn’s
criticism of the basic notions of Newtonian mechanics preceded the birth of
special relativity, that is to say, the recognition of the fusion of space and time
into four-space, and further that Macn did not formulate his own requirements
sufficiently rigorously. Therefore, it may be justifiable to present a short
historical review.

The very generality in stating the axioms of dynamics on the one hand
and the law of gravitation on the other led NEWTON to an extraordinary
difficulty in the choice of a reference system. In relation to what are the bodies
accelerated, if a force acts upon them? To find a general answer, valid beyond
the individual features of single bodies, NEwroN established (or rather con-
firmed) the notion of absolute space. This, in a certain sense, has to be regarded
as a return to the static world picture of antiquity (expressed by PToLEMY).
In this picture the natural state of bodies is to be at rest in a particular position.
The statement that the rigid arrangement of bodies is the natural one leads
immediately to the notion of “mere places” filling up side by side in empty
space. Time plays an inactive role, running uniformly and at the same rate at
all places. Motion appears as something disturbing, as seen in the famous
apories of ZENON, etc.
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It was this “grained” character of empty space, which is physically
unobservable (there is no possibility of identifying a definite point in space
at a later time), or rather the fact that it has no other physical manifestation
than to make bodies resist acceleration against which E. MAcH protested
We reproduce here his criticism in a somewhat more modern form. Let K and
K’ be two Cartesian systems of reference, onc of which is accelerated relative
to the other. Events will be labelled by the coordinates x, y, z, t in K and
x',y', z',t" in K'. The connection between then may be something like

1 1
x' =x —— at?, x =z + — at’?,
iy ey
S Y=Y
’ ’ 1
2z = 2, 3 =i%% ()
=ty ti— b

(This corresponds to the simplest choice of acceleration and direction of axes.)
The equality ¢ = t’ is natural, since we have absolute time. The role of the
frames K and K’ is symmetrical in the above formulae. If we now ask for the
spatial distance between two simultanecous events, or for the time interval
between two arbitrary events (in accordance with the concept of absolute
time), we have for K and K’, respectively,

do? = dx*> 4+ dy®> + d2? = dx'?> + dy'? + dz"? diz = dt'2. (2)

That is to say, K and K’ also show equal intrinsic geometric properties which
means that they are completely equivalent. We have no reason to state that
the one is at absolute rest and that the other suffers an absolute acceleration.
If undisturbed test bodies distinguish one of the systems of reference, let us
say K, by moving in it uniformly along straight lines so that we need forces
to deflect them, then this must have some other detectable reason. MAcH was
convinced that the explanation of all inertial properties can be found in the
distant masses of the Universe. He attempted to construct (without success)
a new mechanics in which in the absence of distant masses test bodies would
not show any tendency in their motion and would not make a choice between
K and K'. Or, to put it in another way, if, assuming the existence of distant
masses, with the help of the test bodies K is shown to be an inertial frame, then
a consequence of this should be that the distant masses, as a whole, do not
suffer any acceleration in K. Conversely, if we need forces in K’ to keep a test
body in the origo, then the whole of the distant masses should be accelerated
in K’. All these requirements are usually illustrated in connection with the
well-known example of the rotating bucket. To summarize the properties of
such mechanics: the different coordinate frames, exhibiting Euclidean character
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of space, are equivalent. But motions and inertial properties are perfectly
relative. We are allowed, for instance, to imagine the Universe rotating as a
rigid whole in (Euclidean) space without fear of any disaster through centri-
fugal effects.

§2

The above criticism of the absolute, by pointing out the role of distant
masses and leading to the concept of the relativity of motion, may, however,
in spite of its clearness at first sight, be objected to in several respects. Com-
paring the coordinate systems K and K' we treated them as completely
abstract reference frames, and we considered the motion of distance and
spatial structure in a similar manner. But in physics distance can only be
defined by tools made of matter and this involves dynamics. One might very
well imagine that for the material construction of K we would have a simple
prescription whereas the construction of K' in accordance with equ. (1) could
be carried out only in a complicated and clumsy fashion. This asymmetry
would then correspond to the different behaviour of freely moving test particles
with respect to K and K '. There is nothing to be objected to when it is supposed
that dynamical laws take a particularly simple form in a frame or in a class
of frames which can be constructed particularly easily as they obey these
same dynamical laws. (It may be noted that L. Lange, a contemporary of
E. Mach, was able to give an essentially correct definition of inertial frames,
without reference to the distant masses of the Universe.) If in one such frame,
distinguished by the simple method of its construction, the physical laws show
some suitable symmetry, this then indicates that a whole set of equally simple
frames of reference exist.

The fact is that in classical physics no such consistency exists between
dynamical laws in general on the one hand, and preferred systems of reference
(and space structure defined by them) on the other, (Newton’s axioms assum-
ing constant mass are invariant with respect to Galilei transformations;
Maxwell’s equations are not), and this circumstance again may justify
Mach’s attempt to introduce distant masses. The Galilei group does not
indicate any limitation in relative velocities, nor does it reject from the beginn-
ing the concept of arbitrarily elastic measuring rods with arbitrarily small
mass. Thus the lack of consistency explains to a certain extent the demand
for a description of nature such as was outlined at the end of the foregoing
section. On the other hand, Maxwell’s equations — in their final consequences
— have led to special relativity.

The recognition that space and time do not represent two separate “beds”
for the flow of physical events, but that they are amalgamated to a four-space
of space-time establishes full consistency between the structure of space-time
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and the dynamical laws. Let us disregard gravitation for the moment. Then
the physically well-defined motion which is independent of the choice of co-
ordinates leads to the absolute straight (timelike) lines of the four-manifold
of events. The separate da2 and dt2in (2) are then replaced by the absolute
four-distance ds2 between two events, measured by physical clocks, and in
contrast to the symmetry of equs. (2), K and K' no longer appear geometric-
ally equivalent, ds2 being represented by the simple expression ds2 = dx2-f-
-j~dy2 -f- dz2— rPdI2in K, but by a more complicated one in K'. Nor are they
equivalent physically. The material constituents of K are free-moving, whereas
K' may turn out to be not directly realizable at all. The paths of other free-
moving test bodies appear uncurved in K, but curved in K'. The relevant
invariance group of the laws of nature, as expressed in the simplest possible
frames, is the Lorentz-group, which indicates the corresponding set of equi-
valent simple frames. At this stage the protest against the absolute and the
reference to the role of the distant masses appears to be out of date. Epistemo-
logically we could very well resign ourselves once for all to the Minkowskian
structure of space-time as given by Minkowski.

§ 3

The justification for Mach’s demands has been recognized by the general
theory of relativity, which has revived them in a necessarily modified form.
Einstein’stheory was the first to succeed in accounting for the simple empiri-
cal fact that all bodies fall at the same rate. Both in a laboratory floating in
space far from all masses, and in another passing by some celestial body and
influenced by nothing else than the gravitation of the latter, the state of
weightlessness prevails equally. The most concise rendering of what is common
to both is to say that in both cases motion is free. We have now connected
the notion of free motion with the straight lines of space-time. This immediate-
ly leads to the concept of geodetics in a curved space-time, the curvature
depending on the distribution of matter. The local connection between curva-
ture and energy-stress density is given by the gravitational equations

R-ik——-~ 8ikR — ~ x Tik. 3)
A

Once experience disproves the prejudice that space-time is independent of
matter the demand for space-time to be completely determined by matter
rightly arises anew, a demand which is similar e.g. to the tacit assumption
of classical physics that all electromagnetic fields originate (or perhaps ter-
minate) in moving charges or magnetic dipoles etc. This new principle, stated
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by EinsTEIN and called by him MacH’s principle, is the legitimate successor
to MAcH’s original requirements. If they could be fulfilled within the frame-
work of general relativity, this would mean that geodetics and so the motion
of test particles would be uniquely determined by the masses. But that, it
must be emphasized, would not mean that ““motion is relative”. We see this
most easily in the following way. Suppose we deflect a particle from its geodetic
path. To do this, we need some external force. One would perhaps wish to fix
a coordinate system to this particle, accelerated in the direction of the external
force to find that in this system the particle is at rest, and that the distant
masses are accelerated in the opposite direction. However, this desire retains
the notion of rigid-type accelerated frames, described e.g. by eqs. (1) and
attached to the Newtonian concepts of space and time. It fails because it is
not uniquely and reasonably possible even in the case of a Minkowskian plane
to extend a small fragment of a coordinate system—accelerated locally with
respect to a local inertial frame -— to the entire space-time manifold. If we
give the test body short pulses and make it vibrate, we can choose a periodic-
ally deformed reference frame, in which the test particle and the distant
masses as well remain at rest. So long as the lack of absolute simultaneity is
disregarded this choice may be declared unreasonable, no justification for
the rejection of such reference frames can be found in a general space-time.
The traditional claim for the relativity of motion has been confused with the
absolute space-time of general relativity (see [1] for details) as for example
in the famous calculation of H. THIRRING and J. LENSE, the well-known result
of which was hailed as a partial success and was praised by EINSTEIN himself.
However, all considerations of this type are misleading. A real approach to
the concept of the relativity of motion would need the following. For a model,
in which a small test body is rotating “‘in the centre’” with respect to distant
masses at rest in a nearly flat space — and such a model does exist — we
ought first of all to find another model, as a counterpart, in which there are
big masses rotating with respect to a common centre arbitrarily distant, again
in a nearly flat universe. Such a model, however, cannot exist without contra-
dicting the field equations.

Thus the demand that the structure of absolute space-time be exclusively
determined by the matter in the Universe, must have a deeper content, different
from that for the relativity of motion. But, surprisingly, it is very hard to
formulate this precisely. It certainly will mean something like this: The
distribution of matter, that is, the distribution of energy flow and density at
a given time ¢ uniquely determines the curvature, ete. of the whole space-
time, in the past as well as in the future. But what does the term “at a given
time” mean? It can only mean a space-like ““hypersurface” in the curved
space-time. Prescription of the distribution of matter on such a hypersurface
automatically involves the prescription of the hypersurface itself with all
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its geometrical properties, something which we wished to deduce from the
“given distribution’ of matter. Of course, as a consequence of the requirement
that the gravitational equation (3) should be satisfied, the freedom in the
choice of the structure of the 3-dimensional hypersurface and in the choice
of the distribution of matter mutually restrict each other, in other words,
initial values must necessarily be consistent. This mutual restriction, together
with the remaining freedom shows the ‘space-time aspect” and “matter
aspect” of this initial value problem to be of equal intrinsic importance. It is
true that the information obtained by a given hypersurface for the structure
of the four-manifold is not so large, as that to be obtained from the intrinsic
geometrical properties of the hypersurface. We can choose a very complicated
hypersurface in a smooth four-manifold. This implies that the real freedom
in ‘‘originating” a four-geometry from a three-surface is smaller than the
apparent freedom of the three-surface. Nevertheless, there is a certain amount
of freedom left, as is most easily seen by considering two infinitesimally near
neighbouring three-surfaces. The best approach to an interpretation of the
MAcE—EINSTEIN requirement as a demand for the possibility of defining
a unique initial value problem, seems to have been that of WHEELER [2].
Starting from the assumption that for a closed universe the specification of
the three-geometry on a three-surface and its time rate of change uniquely
determines the extrinsic curvature and, therefore, the self-consistent initial
value data by which the entire four-geometry is completely determined, he
arrives at the following conclusion, which at the same time is the best possible
formulation of Macu’s principle: for a closed universe the specification of
sufficiently regular three-dimensional geometry at two instants immediately
succeeding each other and that of the density and flow of energy determines
the geometry of space-time — past, present and future — and thereby the
inertial properties of every infinitesimal test particle. The most remarkable
feature of this conjecture is that it automatically postulates a closed universe
in order to avoid certain ambiguities in the position of the two three-surfaces
relative to each other, that is, in embedding them into the entire four-geometry.
Namely, in the case of open space-like surfaces we should be faced with the
problem of finding appropriate boundary conditions to fix the extrinsic
curvature at infinity, and this would by no means be governed by the distri-
bution of matter. This approach is unsatisfactory because, apart from the lack
of rigorous proofs, even though it excludes certain models of space-time in
which the presence of matter is strikingly incidental, one cannot appreciate
that matter plays the most important role in the remaining models, allowed
by the above mentioned interpretation formulated in terms of an initial value
problem.

It seems obvious, therefore, that the equations (3) permit the existence
of a completely independent, individual space-time. As a matter of fact, this
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is shown most simply by the fact that the perfectly empty Minkowskian space-
time is a solution of (3). For a long time the vague hope subsisted that the
independent aspect of space-time is only apparent and that space-time does
not possess any real degree of freedom. Namely, it had been conjectured that
the only regular and complete solution of (3), with an everywhere vanishing
energy-stress tensor, is the flat space-time of MiNKowsKI. Clearly this would
mean, that the variability of the structure of space-time in the solution of (3)
is a consequence of the matter present.* This expected consequence of (3)
has even been called Macu’s principle in the literature [3], but this hope
failed. Now many solutions are known (see for example [4]) which in spite
of their non-vanishing Riemann-tensor describe model-universes completely
empty and yet complete and without singularities.

§ 4

Of course, one could reason as follows: if space-time is unlikely per se,
to lose its own degrees of freedom, we can force it to do so by the requirement
of suitable boundary conditions. In fact this would be merely an evasion of the
problem, not its solution. The undesirable release of space-time structure
from the influence of the distribution of matter would then be replaced by
the conceptual independence of the boundary conditions. Nobody would
agree, for example, that in an asymptotically flat universe embodying a finite
amount of mass, the geodetics are predominantly governed by matter. With,
or without boundary conditions, the following conclusion is inescapable.
Equations (3) deny the possibility of a consistent picture about space-time
and matter, as sketched at the end of § 2, but they do not premise the monism
of matter. This profound epistemological difficulty may become a starting
point for further development of the theory. It suggests that the gravitational
equations (3) are not exact laws having general validity, but are approxim-
ations, working well under circumstances actually observed in the Universe
(e.g. nearly uniform distribution of matter in the visible region, ete.) but fail-
ing for other conceivable distributions of matter. This would then remove
the necessity of excluding solutions like empty universes, which obviously
contradict the spirit of the Macn—EINsTEIN principle from eq. (3) as the
application of (3) to extreme distributions of matter would then be an imper-
missible extrapolation. All these considerations lead to two important con-
sequences.

* We will not touch upon the case in which the so-called cosmological term is added
to the left-hand side of (3) because at present there is no reason to introduce this term and
besides, it would be superfluous in our considerations.
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1. It is justifiable to seek a) for more direct theoretical indications
(more direct than the above considerations) concerning the limited validity
of equations (3), b) for experiments, detecting eventual gravitational effects
of distant masses which would go beyond the boundaries of interpretation
in terms of Riemann geometry.

2. It is desirable to have a selection principle, which limits the applic-
ability of equation (3), since we have seen that in (3) the simple concept of
Riemannian space-time may, at a later stage of deeper understanding of the
connection between space-timc and matter, prove to be an erroneous extra-
polation.

As to la, it seems that we can have theoretical indications in the sense
mentioned. Quite apart from the well-known apparent contraditions involved
in any attempt to apply EINSTEIN’s theory to microphysics, it is conceivable,
that difficulties are encountered even in the field of macrophysics. We mention
the problem of the “falling star”, investigated on the ground of reasonable
models by WhEELER [2]. It has long been known that under any reasonable
assumption relating to the connection between density and pressure, the
accumulation of a sufficiently large amount of mass to form a star would
necessarily lead as a result of equations (3) to a breakdown of metric in the
centre (not on the surface) of the star. Of course, in explaining the results of
this, in principle we can always discount, in the forn: of a suitable radiation,
the dangerous energies which would make the star explode. To insist upon the
validity of the concept of Riemannian space-time and equations (3) even in
regions filled with matter in such an extreme state would impose almost
incredible restrictions on the behaviour of matter.

As to 1b we observe first that a number of speculative theories on
gravitatlion, deviating to a greater or lesser exient from equations (3) have
been enunciated without any supporting experimental result. Some of them
(see [5] for example and for further references) make use of the fact [6] that
we can treat gravitation as a long range force in ordinary flat space, correspond-
ing to a zero mass boson filled in universal interaction with all matter. The
assumption of the existence of other zero mass boson fields means indeed,
that the unique attraction of interpreting the theory in terms of Riemannian
geometry ceases. But the experiments performed so far in this direction (for
example that of Hucnes and DrReVER [5] planned to investigate the spatial
anisotropy of inertia, or that of K. TURNER [7] in an attempt to find an effect
of the motion of the Earth against the whole of the galaxies) have yielded only
negative results. It should not be surprising if in the near future the increasing
accuracy of measurements should only lead to a strengthening of the reliability
of the famous tests of general relativity.

In view of these tests a fairly large domain of validity for EINSTEIN’s
equations can be expected. This turns our attention to point 2, that is to the
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problem of distinction between those solutions of equations (3) which can,
and those which cannot, be regarded as governed predominantly by matter.
It is clear that such a distinction must be something like this: “It is not
allowed to deal with solutions of equations (3), which correspond to a universe
very different from ours.” Indeed, many versions of the desired selection
principle postulate a completely homogeneous, isotropic cosmological back-
ground, sometimes even with everywhere constant curvature. In such models
even the definition of a special class of parameter-networks may turn out to
be possible, on purely mathematical grounds, making use of the high degree
of uniformity, which we may regard physically to correspond to uniformly-
accelerated coordinate systems. In this manner we can partly force out the
“relativity of motion” (for the very artificial case of permanently constant
acceleration).

In our opinion, similar approaches exaggerate the restriction on_ the
mutual freedom of space-time and matter following from the equations (3),
and greatly hinder the theory from developing its full efficiency.

We propose the following criterion for the selection of cosmological
solutions of the equations (3), which are dominated by matter: A physical
solution S, that is a complete regular space-time with an everywhere acceptable
(non-negative) mass density, etc. obeying equations (3) is permissible, if it
is impossible to give a set S(p) of other physical solutions, depending continous-
ly on the parameter p, and a set X(p) of space-time domains, where X(p) is
a suitably chosen domain of S(p), in such a manner, that S(p,) = 2(p,) = S

and for some other value p, of p lim X(p) = Sp, where Sp describes a com-
P~ P
pletely empty but otherwise complete and regular space-time. In short,

matter dominates a solution if it is “essentially different” from an empty
solution in the above sense, that is, if it cannot be deformed through a series
of other solutions into a matter-free one. The notien of continuity, as well as
the meaning of the limit, occurring in the above definition, ought to — and
could easily — be explained rigorously. But it is not worth while to do this,
because of the lack of formulae for the general solutions of equations (3) at
present. The method has been applied to spherically symmetric cosmological
models, with the restriction, however, that S(p) also should be spherically
symmetric. Here the meaning of the above notions is clear. As a matter of
fact, most of these models have singular points in space-time (corresponding
to the beginning of expansion or to the end of the contraction), probably due
to the strict spherical symmetry. But our criterion can be made effective also
in these cases, admitting the analogous singularities also in S(p). It has been
found, that closed models are allowed, open ones are not. This is in remarkable
agreement with the conclusion of WHEELER. On the other side, if we compare
our criterion with WHEELER’s attempt to regard the MAcE—EINSTEIN principle
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as arequirement for a satisfactory initial-value problem, we see, that according
to our definition the prevalence of matter does not mean the imposition of
freedom and variability of the structure of space-time but rather it simply
means that in this type of solution the existence of space-time presupposes
the existence of matter.
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N

MPUHLUWM MAXA B OBLLEWA TEOPUN OTHOCUTENBHOCTU
®. KAPOJIbXA3N

Pestome

Mocne KpaTkKoro 063opa Tembl MOKasbiBaeTCs, YTO NpuHUMN Maxa B WHTepnpeTauuu,
6/M3KOI K OpUrMHaNbHbIM CO06paxXeHUsaM Maxa, He SBNSeTCA CNeAcTBMEM O6LLE Teopun OT-
HOCUTeNbHOCTU. OfHaKO MOXHO (DOPMY/IMPOBaTb TaKOW NPUHLMN 0T6Opa, KOTOPbIA pasgenseTt
peLleHns ypaBHEHWA rpaBUTaLMOHHOrO NONSA Ha fABe rpynnbl. YneHbl 04HON rpynnbl NPOTUBO-
peyart, ufeHbl APYroi rpynnbl HE NPOTMBOPEYaT palMOHaNbHOMY COAEpXXaHU TpeboBaHUs
Maxa. TakuM 00pa3oM, MOXET ObITb, YTO MOCNEAHWNE PELUEHWSI OCTAHYTCA paspelLuuMbIMK U B
Oyayllem, Korga Ha OcHoBe 60siee TF/lyGOKOrO MOHMMAaHWA CBA3W MPOCTPAHCTBa-BPEMEHU C
BELLECTBOM BbIACHUTCA O ApYrMX, YTO OHU ABASKOTCA 3KCTPAMONALMAMM, BbIXOAALMMU 3a MNpe-
[enbl NMPUMEHNMOCTU ypaBHeHWA JiHWTeliHa. DopMynpyeTcs MpUHLUN 0TO0pa, KOTOPbIN
Kaxetca 6onee o6WMM U TMOKMM, YeM OCTa/lbHbIE.
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CLEBSCH-TRANSFORMATIONEN IN DER ALLGEMEINEN
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Es werden CLEBSCH-Transformationen fur relativistische ideale Flussigkeiten her-
geleitet. Die erhaltenen Resultate werden fur den Fall verallgemeinert, in dem die Flissigkeit
mit einem elektromagnetischen Feld in Wechselwirkung steht. Insbesondere wird ein Varia-
tionsprinzip fur Dielektrika angegeben.

§ 1. Einleitung

Die Arbeiten von A. Ciebsch Uber die Integration der hydrodynamischen
Gleichungen liegen Uber ein Jahrhundert zuriick. 1857 verdffentlichte er eine
erste Arbeit [1], die sich auf eine ideale, inkompressible und stationdre Fllssig-
keit bezog. In einer zweiten Arbeit [2] wird die Bedingung der Stationaritat
fallengelassen. Die Bedingung der Inkompressibilitdit kann durch die der
Barotropie ersetzt werden. Vereinfachte Darstellungen findet man in dem
Lehrbuch von H. Lamb [3], sowie in dem Handbuchartikel von J. Serrin [4].

Man kann den Gedankengang dieser Uberlegungen in vier Schritte
gliedern. Erstens stellt man fest, dass ein dreidimensionales kovariantes
Vektorfeld f- die Darstellung

vi= %i+ ali, (1.1)

mit Skalaren ip, a, 4 gestatten wird.
(In unserer Arbeit nehmen lateinische Indizes die Werte 1, 2, 3, griechische
die Werte 1,2, 3,4 an. Ein Komma bedeutet die gewdhnliche partielle Ablei-
tung nach den Koordinaten, wé&hrend durch ein Semikolon die kovariante
Ableitung bezeichnet werden wird.)

Um zu unterstreichen, dass die Darstellung (1.1) kovariant ist und
nichts mit der Metrik des Raumes zu tun hat, wollen wir auf folgendes hin-
weisen: Sei eine kontravariante orientierte Vektordichte, welche divergenz-
frei ist,

%i=0, (1.2)

so wird die allgemeinste, zwei willkirliche Funktionen a und /n enthaltende
Loésung von (1.2)
N = eb*a,ju,K (1.3)
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lauten, wobei /% das Levi-Civita-Symbol ist, welches als orientierte drei-
stufige Tensordichte aufgefasst werden kann. Ist nun ‘B' die Rotation eines

Vektors v J

Bt = el o, (1.4)

womit (1.2) identisch erfiillt ist, so kann durch Integration auf (1.1) geschlossen
werden.

In der nichtrelativistischen Hydrodynamik wird nun zweitens v; mit
dem Geschwindigkeitsvektor identifiziert. Die obigen Skalare miissen dann
die Zeit als Parameter enthalten. Sie konnen so gewihlt werden, dass vermoge
der Bewegungsgleichungen die substantiellen zeitlichen Ableitungen von o
und u verschwinden:

i’f_z()’ _‘i'“_:o.
dt dt

(1.5)
Zum Beweis dessen bedient man sich am besten der Lagrangeschen Betrach-
tungsweise.

Drittens kinnen mit Hilfe von (1.1) und (1.5) die Bewegungsgleichungen
integriert werden. Viertens kann ein Variationsprinzip fiir die Theorie angegeben
werden. Es findet sich bereits in den Arbeiten von CLEBscH. Eine neuere Arbeit
zu diesem Punkt stammt von H. ITo [5], der den entsprechenden kanonischen
Formalismus entwickelt.

In derselben Arbeit wird ausserdem die Voraussetzung der Barotropie
durch thermodynamische Betrachtungen etwas abgeschwiicht. Es ist dann
der geometrische Parameter u durch die spezifische Entropie 7 zu ersetzen,
wihrend an die Stelle von (1.5) die Relationen

dn
S (5 S 1.6
= (1.6)

treten, wobei T die Temperatur ist. Die letzte Beziehung ist insofern plausibel,
als bei Vorhandensein von dissipativen Effekten die Existenz eines Variations-
prinzips nicht zu erwarten ist.

Die Benutzung thermodynamischer Relationen scheint fiir die Ent-
wicklung eines relativistischen Analogons der hier referierten Theorie von
vornherein notwendig zu sein. Das bestiitigt auch ein Artikel von Z. Kosa
[6], in welchem ein Spezialfall der von uns darzulegenden Theorie kurz behan-
delt wird. Im § 2 formen wir daher die relativistischen Bewegungsgleichungen
mittels thermodynamischer Relationen fiir unsere Zwecke um.

Sodann leiten wir in § 3 CrEBscH-Transformationen fiir eine ideale
relativistische Fliissigkeit her. Dabei benutzen wir zuniichst eine dreidimen-
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sionale Betrachtungsweise, indem wir ein mitbewegtes Koordinatensystem
verwenden. Diese Koordinaten kdnnen als Lagrangesche Koordinaten ange-
sehen werden, so dass ein enger Zusammenhang mit der nichtrelativistischen
Verfahrensweise besteht.

Auf Fragen der Integration der Bewegungsgleichungen gehen wir nicht
ein, sondern wenden uns in § 4 dem Variationsprinzip zu. Bei diesem werden
neben anderen Grdssen die kontravarianten Komponenten der Vierer-
geschwindigkeit uB, der metrische Tensor gfir sowie i a, r] unabhdngig vonei-
nander variiert. Diese Methode unterscheidet sich von einer anderen, der
»Variation der Weltlinien«, (ber die wir an anderer Stelle berichtet haben
[7]. Sie sieht ausser der Variation der Weltlinien (und eventuell einer thermo-
dynamischen Grésse a) nur die von g/wvor. Daher wird hier unter der letzt-
genannten Variation uf nicht konstant zu halten sein. Wéahrend das aus den
CLEBSCH-Transformationen fliessende Variationsprinzip auf ideale FIlussig-
keiten beschrankt ist, kann die Methode der Variation der Weltlinien fir
allgemeine konservative mechanische Kontinua angewandt werden.

In den letzten beiden Paragraphen verallgemeinern wir unsere Ergeb-
nisse fur den Fall, dass eine Kopplung der Flissigkeit mit einem elektromag-
netischen Feld besteht. Dabei wird insbesondere eine Bestdtigung und Becht-
fertigung der Untersuchungen von K. F. INoO\ooac-wy (81 erfolgen.

§ 2. Eine Umformung der relativistischen Bewegungsgleichungen
Die Bewegungsgleichungen flr eine relativistische ideale Flissigkeit,
t,,= o, (2.1)
= (» pluv -F-06*p, (2.2)

formen wir mit Hilfe einiger thermodynamischer Grdssen und Beziehungen
um. Beziiglich ihrer ndheren Erlduterung fur die relativistische Theorie ver-
weisen wir auf eine frihere Arbeit (1. c. [7]).

Zunéchst konzipieren wir eine Dichte o, welche der Kontinuitdtsgleichung

(quv).v = 0 (23)
genlgt.

— =V (2.4)

ist das relativistische Analogon zum spezifischen Volumen. Die spezifische
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Energie & genligt den Relationen

Qb = W7 (2.5)
> (2.6)
dv F’

8 _ T. (2.7)
81]

Dabei ist rj die spezifische Entropie und T die Temperatur. Schliesslich ver-
wenden wir die spezifische Enthalpie

h=®+ pv, (2.8)

fur welche sich gemdéss (2.6), (2.7), (2.4)

h,= 1A + Tvu (2-9)

ergibt. Q @, rjund T werden als skalare Grdssen angesehen. Es folgt sodann

Ti= QuhujL+ d’p, (2.10)
und mit (2.3) und
D(...)
— (o oo) (2.11)
ds (¢ e opv v
die Beziehung
Dhu
I = 0 (2.12)
ds

Unter Verwendung von (2.9) erhalten wir schliesslich

Dhu,

—— —kp+ Tr (2.13)
ds
Du Dh
- 7T + unn

Uberschieben wir diesen Ausdruck mit uB, so erkennen wir, dass

Dr/
=0 (2.14)
ds

gilt. Das Fehlen einer Entropieerzeugung ist also eine Folge unserer Voraus-
setzungen fir das diskutierte Medium.
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Mit Hilfe des spezifischen Gibbsschen Potentials
C=h-Tr,
kann (2.13) in der Form

+ 4DTu* _
ds ds

geschrieben werden. Die Theorie von Koba [6] basiert auf der speziellen
Annahme, dass diese Beziehung in

DMN* - r DTun r
as as
aufspaltet.
(2.13) kann mit der Abkirzung
Ut= huQ (2.15)

auch in die Gestalt
(Ullie- U ¢ = Tf],0 (2.16)

gebracht werden, indem man ndmlich beachtet, dass

= K M+ Jime)xuQ=
(i) Jx Ue

und
. Ne:m N[*ehe>i*
ist.

§ 3. Clebsch-Transformationen fir relativistische Flussigkeiten

Wir wéhlen zunédchst ein mitbewegtes Koordinatensystem a", in welchem
die Weltlinien der Flissigkeit durch ak_ const, a4= variabel, beschrieben
werden. Grossen in diesem System kennzeichnen wir durch einen Querstrich.
Es gilt (1.c. [7])

8N
~ s -~ ir o -.em’ (3.1)
Y~qga "7 V—gii®
inshesondere
id= —1lid= = Y- gid, (3.1a)
Die Gleichung (2.16) schreibt sich hier
forjr=ul(trd = HY) =
= «47r4 + h,r+ Nudis (3.2)
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Wir fassen ferner eine bestimmte Anfangsmannigfaltigkeit ins Auge, ad= a4,
und bezeichnen auf ihr erkldrte Grossen mit einem zweifachen Querstrich.
Den dreidimensionalen kovarianten Vektor Ur denken wir uns gemdss (1.1)
dargestellt:

[ Ur=?2u + «F.c (3-3)

Hierbei wird also a4 als Parameter eingehen. Wir differenzieren nach diesem
Parameter und erhalten nach leichter Umformung:

Mi7Jnd= (f 4“)vr-f>4“V +
+ a,i UA/n,r+ aluriud (3.4)
Gehen wir hiermit in (3.2) fir a4= a4cin, so sehen wir, dass die Feldgleichun-

gen auf der Anfangsmannigfaltigkeit erfullt sind, wenn wir auf ihr folgende
Wahl treffen:

A== i (3-5)

(Es ist namlich nach (2.14) f— r (al a2 a3 = r})

a,4Mi= T, (3.6)
f,4ud= —W, (3.7)
woraus
?2,4A«4 = 174 (3-8)
folgt.

JN\unmehr kénnen wir schliessen, dass diese Darstellung fir allead4 benutzt
werden kann. Es ist ndmlich nach (3.2), (3.1a)

BUT = rT ut A (hwl),r=

0ad4

= MrM—guT - (]/—aqu h),r,

woraus durch Integration
ad

Ur=u r—V’rJ T daA+

b
Jh \m: (3.9)
+ 17

s(@’) s(a’)

8
yj — j hds -f-rj,r&d-f~ j*Tds = y),r+ arj,r

dar

S(ai) a)
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folgt. Da ausserdem eine Beziehung der Form (3.8) fiir beliebige a4 gilt, kann

Ua= V-a + «»ba

und wegen der Kovarianz dieser Gleichung allgemein

Ua=y>a + at?,a (3.10)
geschrieben werden, wobei

Dxp

(3.11)
ds

ist.

§ 4. Das Yariationsprinzip

Die Grundgleichungen der hier diskutierten Theorie, einschliesslich der
Einsteinschen Feldgleichungen lassen sich nun aus folgendem Y ariations-
prinzip herleiten:

v ~ oK—p + - R dAX = 0. (4.1)

Hierbei ist R der Riemannsche Krimmungsskalar, x die Einsteinsche Gravita-
tionskonstante und

Kart~ — 817 (4.2)

Unabhdngig voneinander variiert werden die Grossen gfv, uB, yi, a, p und p.
Die Beziehung ufuff= —1 wird nicht vorausgesetzt, sondern soll aus dem
Variationsprinzip folgen, qund h werden als Funktionen von p und 7Jangesehen,
wobei wir nur die Giltigkeit der thermodynamischen Relationen

dh 1 dh
= , =1 (4.3)
Qp g dp
voraussetzen [s. (2,9)].

Die Variation bezuglich y) ergibt die Kontinuitdtsgleichung
= 0. (4.4)

Variieren wir beziiglich a, sok ommt

V,,, u (4.5)
ds
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liefert
(4.6)

Die Variation nach
— hull + y),li+ ap, M= 0.

Hiermit kann fir K

K = — u" + 1) 4.7)
2

geschrieben werden. Wir variieren jetzt beziiglich p und erhalten zuné&chst

de gh i1 “1 - 0. (4.8)

K
dp dp \ 2

Unter Verwendung von (4.3) und (4.7) ergibt sich

8 h 1
g _

9
woraus wir auf

1 (4.9)
schliessen, da der zweite Faktor nicht allgemein verschwinden wird. Bei

Erfillung der Feldgleichungen ist also nach (4.7)
K = 0. (4.10)

Schliesslich variieren wir beziglich p. Das Ergebnis ist

—n~ o

8’??K_\£de K

Bei Beachtung von (4.10), (4.9), (4.3) und (4.4) resultiert
(4.11)

T = ulla, =
ds
I'm noch die Variation nach deng” auszufihren, beachten wir die Beziehungen

(4.12)

d\~ gR =
Es ergibt sich dann

- e | . N w
o=_20 (—oK + p)giv+ Rhuxu”-) = fu 58 R

ylcia Phys. Hung. ToT. XVII. Fase. 1—2.



CLEBSCH-TRANSFORMATIONEN IN DER ALLGEMEINEN RELATIVITATSTHEORIE 49

d. h. wegen (4.10) erscheinen die Einsteinschen Feldgleichungen

R"W— -~g""R = —xiehu™u'+ pgW. (4.13)

§ 5. Elektrisch geladene Flussigkeit

Wir verallgemeinern die Theorie jetzt fir den Fall, dass die Flussigkeit
elektrisch geladen ist, und anstelle von (2.1) die Beziehung

Amyv— eeL Fyqdy (5.1)

mit dem elektromagnetischen Feldstdrkcntensor F e und der elektrischen
Ladungsdichte @ | gilt. Behandeln wir die linke Seite wie in §2, so werden
wir anstatt auf (2.13) auf

ihu pr

~~——hij+ Trj, + -— FMli- (5.2)

as Q

gefihrt, woraus wegen der Antisymmetrie von FRe wieder Dri/ds = 0 folgt.
Wir setzen

(5.3)

und gehen vermdge

A e (5.4)

zum Viererpotential AR Gber. Aus (5.2) ergibt sich dann als Analogon zu (2.16):

(UM - Uel uQ= --—-- (AN - AJ «*+ Tri, (5.5)

Es gelten die Maxwellschen Gleichungen

F .= Qe-u", (5.6)
woraus die Kontinuitidtsgleichung fiir die Ladung

B'u% =0 (5.7)
folgt, und daraus wiederum zusammen mit (2.3)

r] De/m
ds

= 0. (5.8)
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Fur unsere Zwecke ist es nutzlich, die Eichung

A,u"=0 (5.9)

zu wahlen, d. h. At = 0. Das ist immer erreichbar. Ist namlich A+ zunachst
von Null verschieden, so filhre man mit

die Umeichung
dB

8a"

durch, womit das Gewlinschte erreicht ist.

(5.8) und (5.9) gestatten es nun, in (5.5) auf der rechten Seite e/m unter
die Differentiation zu ziehen. Mit

Vfl= h%o + - - A X (5.10)
m
kann nun

(VA-VIuArTr, » (5.11)

geschrieben werden in voélliger Analogie zu (2.16).

Die Uberlegungen des § 3 konnen sodann wiederholt werden und fihren
zu dem Schluss, dass die Darstellung

Vv = v (512)

mit unverdnderter Bedeutung von ip und a (s.(3.11)) mdglich ist.
Die erweiterte Theorie besitzt folgendes Variationsprinzip:

5[]T g\eM - p + 4 F*"”+ -L R \d*x = 0, (5.13)
J 4 2x )
wobei
M 7- AN 1l h (5 14)
= — ~gpvw’+ — "o+ " + ar), + -
Z gpv w o u u" (w ).1D 2

ist. Ausser den bei (4.2) angegebenen Grdssen werden jetzt auch noch e/m
und die AR variiert. Diese Variationen liefern die Eichgleichung (5.9) und,
wie bekannt ist, die Maxwellschen Gleichungen (5.6), wenn wir (5.3) als
Definitionsgleichung fir geL benutzen. Bei der Variation von y>und a wirkt
sich das in M im Vergleich zu K auftretende Zusatzglied e/m AR u" nicht aus,
so dass dieselben Ergebnisse (4.4) und (4.5) resultieren. Die Variation beztglich
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v? ergibt jetzt

—hur——  + y3p+ al,p= 0, (5.15)
TIL

wie es sein soll. [s. (5,12), (5,10).] Ist (5.15) und (5.9) erfiullt, so kommt in
Analogie zu (4.7)

M = i-A (Btu" + 1),

was zur Folge hat, dass auch die Variationen bezlglich p und 1y dieselben
Resultate wie in § 4 zeitigen, ndmlich (4.9) und (4.11). Ebenso wird bei der
Variation nach den g” zusétzlich nur der Term ]/—g Fw F‘v zum Ergebnis
beitragen. Dieser Beitrag ist bekanntlich

J_ 7" 8* aBpal_ - I_ V—g Ip» Fve——«""F RFa}
2" e 4 8 al

Daher lauten die Einsteinschen Feldgleichungen jetzt:

ohu"u" + pg"v+ FIFVQ--—--—-- glirFal F aB R"r ----—--- g"vR. (5.16)
4

Wir wollen zur Probe bestdtigen, dass aus den Gleichungen, die aus dem Varia-
tionsprinzip fliessen, tatsdchlich die Ausgangsgleichungen (5.2) reproduzierbar
sind. Zu diesem Zwecke verweisen wir auf nachfolgende Rechnung, auf deren
Kommentierung wir verzichten kdnnen:

D(hUi+ e/mAJ
ds = Vyu. «aV# + ar}jiiasr =

==-h* + TfI*~ (V,a+ a™a)uail=

= —h*+ Trj,» —— Aauafl —huauajl=
m

__th Tr]rp-) ------- Aa;/l ua’
m
DhujL
—h, + Tr], A\—--(-4 —" aua
ds m

Es sei noch darauf hingewiesen, dass das nichtrelativistische Analogon dieser
Theorie der geladenen Flussigkeit in einer Arbeit F. Moglich [9] zu finden ist.
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§ 6. Variationsprinzip fur Dielektrika

Die in der Einleitung erwdhnten Untersuchungen Nctvobatzkys [8]
basieren auf folgender Uberlegung: Die kovarianten Materialgleichungen eines
isotropen Dielektrikums lauten:

G'v= — {F"v+ k(ufl F" - u"F™)}. (6.1)
F

Hierbei ist fj, die Permeabilitdt. (Eine Verwechslung mit der am Anfang
dieser Arbeit benutzten Grdsse fi ist nicht zu beflirchten.) Ferner ist

F”==FWuQ (6.2)

= Bl—1, (6.3)
mit e = Dielektrizitdtskonstante. Die Maxwellschen Gleichungen sind —
neben (5.4) — in Abwesenheit von Ladungen und Strémen

Gr, = 0. (6.4)

Lassen sich nun diese Gleichungen aus einem Variationsprinzip in der Form
iESU :=o0 (6.5)
herleiten, so sollte der elektromagnetische Energie-Impulstensor aus

AV~ 8Lel

1y yd. m (6.6)
A 2

S
abzulesen sein.

Gegen diese Argumentation Hesse sich einwenden [10], dass eine der-
artige Bestimmung des Energie-Impulstensors eigentlich nur fir abgeschlos-
sene Systeme vom Standpunkt der allgemeinen Relativitdtstheorie zu recht-
fertigen ist. In unserem Fall ist das elektromagnetische Feld aber nicht abge-
schlossen. Es befindet sich vielmehr in Wechselwirkung mit der phdnomenolo-
gischen Materie. Man sollte daher ein Variationsprinzip angeben, aus welchem
nicht nur die Maxwellschen Gleichungen (6.4), sondern durch Variation von
Grossen, welche fir die phdnomenologische Materie massgebend sind, auch
deren Bewegungsgleichungen

T;,v= 1", (6.7)

fliessen. Die Variationsableitung der gesamten Lagrangedichte nach gflv sollte
dann nach dem bekannten Schema den (divergenzfreien) Energie-Impuls-
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tensor des abgeschlossenen, aus elektromagnetischem Feld und phdnomenolo-
gischer Materie bestehenden Systems ergeben.

Zur Konstruktion einer solchen Lagrangedichte misste eigentlich die
ponderomotorische Kraft flit bekannt sein, Mdhrend man sie doch anderseits
erst vermaoge

T el- (6.8)
zu bestimmen wiinscht.

Nun wird aber, wie Novobatzky 1 c. [8] gezeigt hat, (6.5) mit (6.4)
identisch, wenn man

LeL = ) ! FalF"'"BR—k FaF* (6.9)
2/i

wahlt. Die gesamte Lagrangedichte fur das abgeschlossene System kann also
ausser (6.9) nur solche von AR abhé&ngigen Terme Z enthalten, deren Varia-
tionsableitungen nach AR modulo derjenigen Feldgleichungen verschwinden,
welche aus der Variation der sich auf die phd&nomenologische Materie bezie-
henden Feldgrossen fliessen. Die von AR freien Terme mussen offenbar mit der
Lagrangedichte fur die kraftefreie phd&nomenologische Materie identisch sein.
Ist nun die phdnomenologische Materie eine ideale Flussigkeit, wie wir
sie in dieser Arbeit behandelt haben, so durfen wir die Giltigkeit der Feld-
gleichungen (4.4), (4.5) und (4.9) annehmen, wéhrend (4.6) in noch unbekann-
ter Weise modifiziert werden muss. Das soll nun so geschehen, indem in dem

Ansatz
L=gK - p+ Lam+ Z (6.10)

Z so gewahlt wird, dass (4.4), (4.5), (4.9) und (6.4) sicher aus dem Variations-
prinzip folgen. Und das wiederum ist nun mit

Z = - % (| +giivu'w)FaFa, (6.11)

uFa ke 6.12
L' + 2~ Tr{jF« Fr- @+« YIFaF] (6.12)

der Fall.

Wie in § 4 ergeben die Variationen nach ip und a die Beziehungen (4.4)
und (4.5). Anstelle von (4.6) ergibt sich aber

e( — + W+ arl’d - (F"Fa% + FaMF“[2+ “X D = 0+ (6-13)
Fiur K gilt somit nach (4.2) bei Erfullung von (6.13)

K= wmun"+ 1)(-1A+— FaF°|. (6.14)
(2 Qu
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Hiermit und mit Hilfe der unverdndert glltigen Formel (4.8) kann aber wie
in 84 auf (4.9) geschlossen werden. Da nun bei Erfillung der Feldgleichungen
K — 0, Z — 0 ist, ergeben die noch ausstehenden Variationen nach i] und
A die Beziehungen (4.11) und (6.4). Die Variation von (6.12) nach g* fuhrt

nun gemass
oY — g (L +3 V=g T (6.15)

ag,v 2

zu dem Abrahamschen Ausdruck fur den elektromagnetischen Energie-
Impulstensor:

1
r/=—J1F,afF\ — FaBFaR+ kK Fx u"u”— F"Fv-)-—-- g"vF xXE;
[nl 4

(6.16)

wie bereits NovobAtziiY 1 c. [8], gezeigt hat. Die Einsteinsehen Feldgleichun-
gen lauten daher:

R>'v - g'wR = - y.(ohu" u"+ pg'iv+ TAf) . (6.17)
2

N ovobatzky ist in seiner Arbeit von (6.6) zu (6.15) Ubergegangen, da (6.6)
zu einem nicht akzeptablen elektromagnetischen Energie-Impulstensor flhrt.
Das ist freilich nur dann der Fall, wenn man das kontravariante u~ bei der
Variation nach gfiv konstant hdlt. Verwendet man die in der Einleitung er-
wahnte Methode der Variation der Weltlinien, bei der 6 uxjb g’lv yi 0 ist, so
erhdlt man aus (6.6) fur TelM' ebenfalls TA 2 (l.c. [10]). Anderseits entspricht
die voneinander unabhé&ngige Variation von und g*vgenau dem Variations-
prinzip fir ideale Flussigkeiten, wie es sich aus den CleBSCH-Transformat)érien
ergibt. In diesem Fall aber wird die Annahme des NovoBATZiCYschen Zusatz-
terms Z gerade dadurch gerechtfertigt, dass er in der Lagrangefunktion L
(6.15) fur das abgeschlossene System zur Erfiillung der notwendig zu fordern-
den Relation n*ul= —1 fihrt.

Um die Konsistenz unserer Theorie zu erharten, wollenwir noch die-
Bewegungsgleichungen fir die Flissigkeit ausrechnen. INach (6.13), (4.9),
(4.5), (4.11), sowie der dann aus (6.13) durch Uberschieben mit nB unverin-
dert erscheinenden Formel xp/ftuBR= —h folgt:

= - h, + - (v»+ a,K)MW +
as

Y uv(FaFaU + F Fa) -
w

_JA{F°FauU +F F-) u\
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Da gemdss (4.4)

Qw' = — Quvv
und gemdss (6.13), (4.9)
- (Y*+ ai7 = .
juo
ist, haben wir
K
fxg
K
jug

und schliesslich nach (2.9) und (4.4)
(ghuvu~+<5;p).,, — (FaFa% u' + FaiiFau%, (6,18)
X

wobei die rechst stehende Kraftdichte in der Tat die durch die negative
Divergenz des Abraham-Tensors definierte ist.
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EINIGE BEMERKUNGEN ZUR THEORIE DER SPINOREN
UND BISPINOREN IN DER GEKRUMMTEN RAUM-ZEIT
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(Eingegangen 20. IX. 1963)

Das Postulat der Lorentzinvarianz der Diracschen Gleichung fuhrt zu zwei Trans-
formationsversionen: 1. Konstanz der Dirac-Matrizen und daher das wohlbekannte Trans-
formationsgesetz fur Spinoren. 2. Auffassung der Dirac-Matrizen als Tensoren und Inter-
pretation der Wellenfunktion als einer Art von Invarianten. In der vorliegenden Arbeit wird
die Sachlage fur die gekrimmte Raum-Zeit untersucht. Zu diesem Zweck wird die Theorie
der Spinoren und der Bispinoren in der gekrimmten Raum-Zeit kurz dargestellt.

§ 1. Einfuhrung

Gemé&ss dem allgemeinen Relativitatsprinzip darf es zur Beschreibung
eines physikalischen Sachverhaltes kein Verbot bestimmter Koordinaten geben,
d. h. die physikalischen Grundlagen einer Theorie missen allgemein-kova-
riant formulierbar sein. Aus diesem Grund ist man seit Jahrzehnten bemiht,
dem Spinorkalkil eine allgemein-kovariante Form zu geben, denn die Existenz
von Spin-Elektronen in der gekrimmten Welt ist eine Realitdt, die beschrieben
werden muss. Dennoch ist die Ausarbeitung der Theorie, die von Fock,
Iwanenko, Infeld, van der Waerden, Schrédinger, Bargmann begonnen
wurde und mit der sich in den letzten Jahren ausserordentlich viele Physiker
wieder beschdftigt haben, noch keineswegs zu einem allgemeinen Abschluss
gekommen. Wir verzichten hier auf die Zitierung all dieser Arbeiten, sondern
verweisen lediglich auf einige eigene Arbeiten zu diesem Problemkreis, in
welchen der Leser weitere Hinweise findet [1]. Ein allgemein-kovarianter
Spinorapparat ist vor allem auch fir die Theorie der Elementarteilchen von

grosser Bedeutung, die bekanntlich auf der Grundlage der Spinoren aufzu-
bauen ist.

§ 2. Skizzierung des kovarianten Spinorkalkils in der gekrimmten Raum