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TO TH E READER

This is the first issue of Problems of Control and Information 
Theory, a new quarterly edited jointly by the Academy of Sciences 
of the U. S. S. R. and of the Hungarian Academy of Sciences.

The main purpose of this journal is to endeavour exchange of 
new ideas in the field of control processes and information theory.

Original contributions, survey papers and short reports on 
new advances in these very fields are to be published.

It is hoped that this journal will be of use to a large interna
tional community of the relevant specialists. It is kindly asked to 
send any critical comments or suggestions to the Editorial Board.

B. N. PETROV, F. CSÁKI
EDITORS



УВАЖАЕМЫЕ ЧИТАТЕЛИ!

Мы начинаем выпуск нового международного советско-вен
герского журнала Проблемы управления и теории информации.

Основная задача нашего журнала — обеспечить быстрый об
мен информацией о новых результатах научных исследований и 
разработок в области процессов управления и теории инфор
мации.

В журнале будут публиковаться оригинальные научные ста
тьи, статьи обзорного характера по важнейшим проблемам и 
краткие сообщения о новых достижениях в данных областях на
уки и техники.

Мы надеемся, что журнал будет полезен широкому кругу 
мировой научной общественности и будем благодарны за Ваши 
пожелания и критические замечания в адрес журнала.

Б. Н. ПЕТРОВ, Ф. ЧАКИ.
РЕДАКТОРЫ ЖУРНАЛА
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ ПРАКТИЧЕСКОГО 
ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ

М. А. ГАВРИЛОВ

Москва

(Поступила в редакцию 23 февраля 1971 г.)

В статье описывается состояние и проблемы, возникающие в теории конечных 
автоматов в связи с практическими требованиями, возникающими при синтезе 
структур реальных дискретных управляющих устройств. Рассматриваются проб
лемы создания языка для описания условий работы релейных устройств, близкого 
к естественному, а также проблемы структурного и абстрактного синтеза устройств 
большой размерности.

Вопрос о практическом приложении теории конечных автоматов имеет 
две стороны: одна из них заключается в рассмотрении того, что требуется от 
теории конечных автоматов в этом отношении, а вторая — в том, что эта теория 
может в настоящее время дать.

Настоящая статья посвящена рассмотрению обеих этих сторон и рас
смотрению возникающих при этом проблем, относящихся к самой теории 
конечных автоматов.

Рассмотрим первоначально, что в принципе хотел бы получить от теории 
конечных автоматов проектировщик дискретных устройств. Можно сформу
лировать это, вероятно, в следующем виде:

а) методы синтеза структуры дискретных устройств должны быть 
приспособлены к вводу условий их работы на языке, возможно более близком 
к естественному языку, обычно употребляемому в проектных разработках;

б) они должны учитывать все ограничения, присущие реальным релей
ным элементам, и ограничения, связанные с монтажей их в реальных усло
виях;

в) они должны указывать проектировщику на ошибки в отношении 
полноты и противоречивости сформулированных условий и позволять легко 
корректировать последние;

г) они должны давать возможность учитывать дополнительные тре
бования к структуре устройства в отношении ее быстродействия, надеж
ности, ремонтопригодности и т. п;

д) необходимо, чтобы методы синтеза давали структуры дискретных 
устройств, близкие к оптимальным, и позволяли проектировщику получать
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альтернативные решения как в отношении параметров получаемых структур, 
так и в отношении условий работы синтезируемых дискретных устройств;

е) в предлагаемых методах синтеза должна быть предусмотрена воз
можность анализа получаемых результатов;

ж) размерность решаемых задач должны составлять: 200— 300 вход
ных переменных, 200—300 выходов, 300—400 внутренних состояний (для 
комбинационных структур 1000—1500 интервалов).

Несколько лет тому назад эти требования рассматривались бы как 
утопические. Я постараюсь показать, что сейчас они являются реальными, 
хотя и требуют существенного развития теории конечных автоматов и сущест
венного изменения самой методологии синтеза.

1. Языки записи условий работы дискретных устройств

В настоящее время существует достаточно большое количество языков 
для записи условий работы дискретных устройств. К ним можно отнести: 
языки таблиц переходов и таблиц состояний, графы переходов, язык логи
ческих схем алгоритмов (ЛСА), язык блочного синтеза, язык описания алго
ритмических структур вычислительных машин (АЛОС) и т. д.

Однако подавляющее число из них имеют в своей основе некоторые 
математические модели дискретных устройств и слабо приспособлены для ре
шения практических задач. Достоинством их является определенная фор
мализация. Однако именно это и служит причиной трудности их прак
тического использования и недостаточной размерности задач, для которых 
они могут применяться.

Классическим примером этому может служить язык таблиц переходов. 
Он достаточно исчерпывающе теоретически изучен и гарантирует, уже в силу 
характера записи, полноту и непротиворечивость условий. Для него разра
ботаны формализованные методы преобразований условия, включая мини
мизацию записи («сжатие» таблиц переходов). Для него разработаны методы 
кодирования с учетом устранения недопустимых состязаний, обеспечения 
заданной безотказности и т. д.

Однако в его чистом виде, даже при использовании УВМ, он пригоден 
для решения задач размерностью до 10—11 входных переменных в связи с 
громоздкостью самой записи и громоздкостью преобразований и требует 
опыта и определенных интуитивных приемов при записи условий работы 
даже наиболее простых дискретных устройств с последовательностями 
«конкретного типа».1

1 Для последовательностных дискретных устройств, с точки зрения их методов 
синтеза, полезно различать следующие их классы:
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Поэтому возникает необходимость в разработке так называемых «пер
вичных» языков записи условий работы дискретных устройств. Требования к 
таким языкам могут быть сформулированы следующим образом:

1. Близость языка к естественному. (Под языком естественного типа 
подразумевается язык, буквенный состав которого соответствует словар
ному составу, употребляемому в языках, применяемых конструкторскими 
и проектными организациями при разработке проектов дискретных устройств, 
а также наиболее часто встречающимся фрагментам этого языка).

2. Учет особенностей различных классов дискретных управляющих 
устройств, а именно:

а) особенностей записи условий и операций синтеза для комбинацион
ных и последовательностных устройств, в том числе для одношаговых и 
многошаговых;

б) особенностей записи условий работы дискретных устройств и опера
ций синтеза с заранее заданными исполнительными элементами, выполня
ющими также функции элементов памяти;

в) особенности записи условий работы и операций синтеза для дискрет
ных устройств с потенциальными и импульсными воздействиями на входах и 
выходах.

3. Язык должен содержать операции по определению полноты и не
противоречивости записи условий работы или должен быть предусмотрен 
интерпретатор, осуществляющий эти операции на другом, более формализо
ванном языке.

4. Желательно иметь в составе языка операции, которые позволяли бы 
упрощать выражения* 1 языка или проводить также операции с помощью 
интерпретатора в другом, более формализованном языке.

5. Желательно иметь в составе языка операции, позволяющие получать 
альтернативы технических условий, в том числе при изменении характера 
воздействий по обратным связям от объекта.

Естественными требованиями являются: простота записи, не требующая 
от проектировщиков специальных математическах знаний и затраты боль
шого времени.

а) Устройства с последовательностями «конкретного» типа, для которых можно 
перечислить все заданные последовательности смены состояний на входах устройства и 
соответствующие им последовательности смены состояний на выходах и 6) устройства с 
последовательностями «общего» типа, для которых можно перечислить лишь признаки, 
характеризующие некоторый класс смены состояний на входах устройства и соответствую
щие им смены состояний на выходах.

1 Понятие «упрощать выражение» определяется в зависимости от целей преобразо
вания: в ряде случаев это определяется необходимостью уменьшения числа символов в 
выражении, в других случаях это может быть необходимость приспособления выражения 
к структурным особенностям релейных элементов или блоков, на которых предполагается 
реализовать устройство.
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Близость к естественному языку естественно уменьшает формализацию 
языка и увеличивает требования к процедурам обнаружения противоречи
вости условий и обнаружения неполноты их.

Как показывают исследования, проведенные в Институте проблем 
управления, словарный состав естественного языка записи условий работы 
дискретных устройств немногочислен и содержит достаточно простые поня
тия, хотя и должен включать для избежания большого перебора символы, ха
рактеризующие некоторые общие фрагменты. Примером таких фрагментов 
может служить достаточно важный фрагмент: «все остальное», вводимый для 
обеспечения полноты условий и служащий для выражения всех элементов, не 
входящих в сформулированные условия, например для выражения совокуп
ности последовательностей воздействий на входах или совокупности состоя
ний, которые не могут иметь место, или которые приводят к определенным 
одинаковым воздействиям на выходах. К таким фрагментам относятся также 
выражения: «возврат в исходное состояние», «счет числа циклов» и т. п.

Запись указанных выражений в виде перечня последовательностей 
воздействий и переходов или состояний естественно невозможна. Поэтому 
необходима разработка некоторого нового исчисления, оперирующего в 
экономной форме с комплексами последовательностей, состояний и т. п., в 
числе операций которого имелась бы операция «определение дополнения», 
предусматривающая например определение «всего остального» как разницы 
между «всем возможным» и «всем заданным».

Начало такому рассмотрению было положено в работах [1] и [2]. 
Первая из них касается операции между некоторыми категориями подмно
жеств состояний рабочей (на выходе должна быть единица) и нерабочей (на 
выходе должен быть нуль) частями таблицы состояний. Вторая рассматривает 
таблицы переходов и в ней задача получения «дополнения» сводится к деком
позиции автоматов.

Очень часто из трех категорий состояний: рабочих, нерабочих и услов
ных (на выходе может быть нуль или единица) проектировщик знает только 
одну категорию состояний, большей частью только категорию рабочих 
состояний. Определение остальных состояний, что бывает необходимым для 
получения оптимальных или близких к оптимальным структур, требует 
также применения при записи условий символа «все остальное», а при 
определении содержания этого символа — применения операции «допол
нения».

Определение полноты и непротиворечивости сформулированных условий 
работы дискретных устройств является весьма громоздкой и требующей боль
шого времени процедурой, даже при использовании УВМ. Следует полагать, 
что действенность этого этапа синтеза для задач большой размерности может
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быть обеспечена только при разработке эффективных методов общения чело
века с вычислительной машиной, т. е. при разработке некоторых человеко- 
машинных процедур. Можно представить себе это в виде разработки некото 
рой машинной программы, при которой условия работы дискретного устрой
ства вводятся поэтапно (в пределе каждое условие в отдельности), а вычисли
тельная машина, в которую введены также сведения о синтезируемом клас
се дискретных устройств, сведения об известных неиспользуемых состоя
ниях и т. п., выдает проектировщику данные о необходимой корректировке 
условий с точки зрения их полноты и непротиворечивости. Такая работа проек
тировщика с машиной должна продолжаться до тех пор, пока все известные 
проектировщику условия не будут введены и машина не подтвердит их 
полноту и непротиворечивость.

Разработка соответствующих методов и машинных программ явится, по 
мнению автора доклада, существенным шагом на пути внедрения научно 
обоснованных методов синтеза дискретных устройств в практику.

Существенной особенностью формулировки условий работы дискретных 
устройств в практических задачах, является их укрупненное представление, 
а именно в виде разбиения общих условий на блоки и представления входных 
воздействий и воздействий между блоками в интервальной форме, т. е. в 
виде произведений переменных или скобочных форм.

При больших размерностях задач эта форма представления является, 
вероятно, единственно возможной.

В виде блоков, иногда достаточно сложных, могут задаваться также и 
элементы, на которых необходимо реализовать структуру дискретного устрой
ства.

Эти обстоятельства выдвигают задачу создания языков для описания и 
преобразования блочных структур, а также оперирования при синтезе не с 
состояниями переменных, а с интервалами или скобочными формами, что 
также является блочным представлением условий работы дискретных 
устройств.

В настоящее время в СССР и в других странах имеется ряд работ, 
посвященных рассмотрению задач блочного синтеза. Укажем, например, 
на язык логических схем алгоритмов ЛСА, предложенный А. А. Ляпуновым 
и развитый применительно к задачам теории дискретных устройств в Инсти
туте Проблем передачи информации АН СССР, специальный язык для опи
саний алгоритмических структур вычислительных машин и устройств (АЛОС), 
разработанный в Институте кибернетики АН УССР, язык блочного синтеза, 
разработанный в Институте проблем управления (автоматики и телемеха
ники) и др.
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Рассмотрим проблему преобразования блочных структур дискретных 
устройств на примере языка блочного синтеза (рис. 1).

Алфавит этого языка составляют:
а) блоки qu q2, . . . ,  qn, условия работы которых записаны на каком-либо 

формализованном языке;
б) внешние входы и выходы блочной структуры, к которым относятся 

входы и выходы блоков, не связанные с входами и выходами других блоков,

d,
я -  Щ1 =1 

Рис. 1

входящих в данную структуру (х,- и 2 , на рис. 1, где индекс i означает 
номер блока, к которому принадлежит вход и выход) и в) внутренние входы 
и выходы, к которым принадлежат входы и выходы блоков, связанные с вхо
дами и выходами других блоков, входящих в данную структуру (Ху и Zy на 
рис. 1, где первый индекс означает номер блока, к которому принадлежит 
данный вход или выход, а второй индекс — номер блока, от которого или 
к которому он идет).

Операциями языка блочного синтеза являются следующие:
а) «умножение» — замена последовательно включенных блоков одним 

эквивалентным (рис. 1а) — обозначается символом сэ
б) «объединение» — замена параллельно включенных блоков одним 

эквивалентным (рис. 16) — обозначается символом о
в) «разделение» (рис 1в) — разделение блока по внутренним выходам 

(рис. 1в) — обозначается символом блока с верхним индексом выхода, по 
которому произведено разделение;
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г) «обращение» — взаимная замена в таблице переходов символов вхо
дов и выходов с соответствующим преобразованием таблицы переходов 
(рис. 1г) — обозначается верхним индексом — 1. Умножение первоначаль
ного и обращенного блока дает прямую связь между выходами и входами 
блочной структуры, содержащей эти блоки.

На рис. 2 дан пример преобразования блочной структуры, состоящей из 
трех блоков, к одному эквивалентному с помощью приведенных выше опера
ций и даны формулы преобразований.

В [2, 3, 4, 5] показано, что с помощью указанных операций любая блоч
ная структура может быть проведена к одному эквивалентному блоку или 
разбита на заданное число блоков. Разработаны процедуры определения усло
вий работы эквивалентного блока при композиции блоков на основе условий 
работы первоначальных блоков, а также условия работы блоков, получаемых 
при декомпозиции блоков. Получены оценки числа элементов памяти и слож
ности реализации логической части блочной структуры, позволяющие судить 
о сравнительной сложности реализации, различных блочных структур.

Рассмотрим теперь вопрос о получении альтернатив условий работы 
дискретных управляющих устройств при наличии заданных условий работы 
дискретной системы в целом и условий работы управляемого объекта. В 
принципе, если задан в виде автоматного отображения алгоритм функциони
рования дискретной системы и управляющее устройство имеет дискретный 
характер, т. е. дискретными являются как воздействия, получаемые им извне 
и по обратным связям от управляемого объекта, так и воздействия, оказыва
емые им на этот объект по управляющим связям, то управляемый объект, вне 
зависимости от его физической природы, можно представить также, как 
дискретное устройство. Однако тогда задачу получения всех альтернатив 
условий работы управляющего устройства можно представить себе, как 
задачу выделения из дискретного устройства, представляющего собой всю 
систему в целом, дискретного устройства, представляющего собой управля
емый объект. Остатком этого выделения будет являться, очевидно, управля
ющее устройство во всех его модификациях.
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Такое выделение представляет собой, по существу, операцию «дополне
ния», о которой упоминалось выше. Оно может быть представлено также 
как задача декомпозиции автоматов (рис. 3).

Действительно, пусть задана дискретная система ДС, состоящая из 
управляющего устройства УУ и управляемого объекта УО (рис. 3). Выделим 
управляемый объект из дискретной системы. Для этого применим операцию

Рис. з

обращения к объекту УО и операцию блочного умножения к устройству ДС и 
обращенному объекту УО-1, (рис. 36). Произведя затем операцию блочного 
умножения с УО и УО-1 получим в остатке управляющее устройство УУ. 
Операция обращения блоков, как показано в [2], дает недетерминированный 
автомат. Поэтому управляющее устройство, полученное в результате описан
ной процедуры, будет содержать все возможные условия управляющего 
устройства работы в формализованном виде (если они существуют), которые 
удовлетворяют условиям, заданным для дискретной системы ДС. Следует 
указать, что описанный метод получения альтернатив условий работы упра
вляющих устройств, дает решение этой задачи лишь в принципе. Для практи
ческого применения этого метода необходимо разработать процедуры получе
ния из множества возможных альтернатив, которое может быть весьма боль
шим, подмножества, дающие наиболее простую реализацию на заданном наборе 
релейных элементов или удовлетворяющие каким-либо другим условиям.

Нужно отметить, что указанная процедура дает также возможность 
нахождения наиболее оптимального взаимодействия между управляющим 
устройством и управляемым объектом, поскольку в ряде случаев проекти
ровщик может воздействовать на структуру самого объекта (во всяком случае 
в отношении характера его обратных воздействий на управляющее устрой
ство) с целью получения наиболее оптимальной реализации всей дискретной 
системы в целом. Вероятно решение этой задачи будет наиболее целесообраз
ным также с помощью разработки человеко-машинных процедур, подобных 
описанной выше.
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2. Проблемы структурного синтеза

Структурный синтез остается пока непременным этапом синтеза струк
туры многотактных (последовательностных) релейных устройств и останется 
основным этапом синтеза однотактных (комбинационных) релейных устройств.

Требования, предъявляемые к методам структурного синтеза со сторо
ны практических задач, могут быть сформулированы следующим образом:

а) практическая пригодность при задании условий работы релейного 
устройства в полной или интервальной форме, для полностью определенных 
и недоопределенных условий и при размерности задач: до 200—300 входных 
переменных, 200—300 выходов и до 1000—1500 заданных интервалов;

б) пригодность для широкого класса элементов в том числе избыточных 
наборов элементов2 и произвольных элементов,3 при учете реальных ограни
чений: на число входов элементов, на число разветвлений, на характер соеди
нений элементов друг с другом, на глубину структуры (число уровней) 
и т. п.;

в) наличие процедур для направленного поиска реализаций, близких 
к оптимальным, с учетом структурных свойств элементов;

г) наличие процедур, учитывающих в случае необходимости ограни
чения, связанные с подачей на входы структуры лишь неинверсных значений 
переменных и предусматривающих получение для этого случая структур, 
близких к оптимальным, с учетом числа инверторов на входах;

д) наличие процедур, предусматривающих в случае необходимости 
устранение состязаний между входными переменными и обеспечение заданной 
безотказности структуры при отказах логических элементов;

е) наличие процедур, обеспечивающих получение неизбыточных ре
ализаций структур.4

Существующие методы синтеза, основанные на классических работах 
Квайна и Маккласски (определение так называемых «минимальных членов» и

- При избыточности в наборе элементов сверх числа, необходимого для обеспечения 
функциональной полноты, возникает дополнительная задача выбора на каждом этапе 
синтеза из множеств всех элементов элемента, обеспечивающего наиболее оптимальную 
реализацию структуры.

3 Примером произвольного элемента может служить элемент, для которого рабочие 
и нерабочие состояния (или интервалы) определяются с помощью генератора случайных 
чисел. Пригодность метода синтеза для таких элементов делает его в принципе пригодным 
для любых элементов.

1 Одним из возможных определений неизбыточной структуры является следующее: 
многовыходная структура типа связного дерева неизбыточна, если недопустимы (приводят 
к противоречивой реализации) следующие преобразования: aj замена переменной на ка
ком-либо входе какого-либо элемента на константу, б) непосредственное соединение вы
хода какого-либо внутреннего элемента структуры с каким-либо выходом всей структуры 
в целом и в) непосредственное соединение выхода какого-либо внутреннего элемента 
структуры с каким-либо входом какого-либо другого внутреннего элемента структуры.
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«минимальных покрытий»), приспособлены, как правило, к реализации струк
тур на простейших логических элементах. Они дают в результате процедуры 
синтеза описание структур в нормальной форме булевых функций, не учиты
вают реальных ограничений элементов, слабо приспособлены к реализации на 
элементах с усложненными структурными свойствами и характеризуются 
резким возрастанием числа необходимых операций с ростом размерности 
решаемых задач. Получение абсолютно минимальной реализации требует в 
этих методах полного перебора решений. Применение различных эвристичес
ких процедур для получения приближенных решений, хотя и дает возмож
ность существенного расширения размерности решаемых задач, но, как пра
вило, не устраняет недостатков, связанных с неучетом реальных ограничений 
элементов и их структурных особенностей.

Более эффективными являются развитые в последние годы методы, 
основанные на так называемой «функциональной декомпозиции». Общая пос
тановка задачи состоит здесь в следующем.

Заданы условия работы многовыходного недоопределенного релейного 
устройства в виде набора к функций от п переменных: F ntk = {Fv F.,, . . . ,F k}. 
Каждая из функций F t (1 <, i <_ к) задана наборами конституентов (или 
интервалов) для рабочих и нерабочих состояний: М[ =  {а[ о4, . . ., a'm} и 
Mö =  {ß[, ß*., ■ ■ ., ßp}, где aí aá....... oí‘m — конституенты (или интервалы), даю
щие на г-м выходе единицу и ß[, ß2, . . ., ß‘p — конституенты (или интервалы), 
дающие на z'-м выходе нуль. Задан функционально полный или избыточный 
набор элементов, на которых должна быть реализована структура ф = 
=  {<Р\> Уг- • ■ •> У<}- Каждый элемент q,j задан наборами состояний его входов: 
А  =  {£{,&, ■ ■ CÍ} и ni =  {г]{, г,1 . . ., , где £{, — состояния входов,
дающие на выходе элемента единицу и щ, rt{, . .  ., rji — состояния входов, 
дающие на выходе элемента нуль.

Требуется построить неизбыточную структуру, реализующую задан
ную функцию F(n,k) на заданном наборе элементов Ф, близкую к оптималь
ной по числу элементов с учетом присущих им ограничений, ограничений по 
реализации структуры и т. п.

Общая идея решения этой задачи заключается в том, чтобы предста
вить функцию F(n, к) в виде некоторой композиции элементов из набора Ф, 
т. е. представить ее зависящей не от первичных переменных хъ х.2, . . . ,  хп, 
а от некоторых подфункций, реализуемых выбранными элементами из набора 
Ф, путем соответствующего выбора как самих элементов, так и переменных, 
подаваемых на них, обеспечивающего оптимальную или близкую к опти
мальной реализацию.

Требования неизбыточности реализации и близости ее к оптимальной 
существенно осложняют эту задачу. Укажем, например, что в случае реализа
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ции многовыходной структуры для получения реализации, близкой к опти
мальной, нужно уметь находить:

а) оптимальную последовательность реализации выходных функций 
структуры;

б) для каждого /-го выбранного выхода-оптимальный выходной элемент;
в) для каждого выбранного выходного элемента-оптимальный набор 

переменных или функций, подаваемых на входы этого элемента и обеспечи
вающих оптимальную реализацию всей структуры в целом.

Для указанных выше выборов применяются различные критерии, осно
ванные на различных эвристических соображениях. Основной гипотезой 
при этом, используемой в подавляющем числе случаев, является гипотеза о 
том, что реализация структуры в целом получается тем проще, чем «ближе» 
функция, реализуемая на данном выходе структуры (или части ее), выбран
ным выходным элементом. С учетом максимального достижения этой близости 
выбираются переменные или функции, подаваемые на входы этого элемента.

Различные предложенные методы можно разделить на две основные 
группы, отличающиеся друг от друга методами определения наиболее 
«близких» функций, реализуемых на выходном элементе.

В первой из них рассматриваются или так называемые «декомпози
ционные таблицы [6], дающие перечень функций, на которые можно разло
жить заданную функцию безотносительно к структурным данным заданных 
элементов, или все возможные функции, которые можно получить с помощью 
подачи на входы заданных элементов всех возможных комбинаций входных 
переменных и констант. Из множества полученных при этом функций вы
бирается с помощью соответствующих критериев наиболее близкая к задан
ной для данного выхода [7, 8]. Эти методы, основанные на выборе подходя
щей функции, требуют естественно полного перебора, что, в связи с чрезвычай
но быстрым ростом всего множества функций при росте числа входных 
переменных, резко ограничивает размерность решаемых задач.

Во второй группе методов функция, наиболее близкая к заданной, 
определяется с помощью конструирования ее путем определения на основе 
соответствующих критериев набора переменных и констант, подаваемых на 
входы выходного элемента. Перебор приходится здесь применять только в 
пределахчисла заданных элементов при выборе наиболее оптимального из них.

По мнению автора метод конструирования оптимальных выходных 
функций позволяет наиболее полно удовлетворить сформулированным выше 
условиям для структурного синтеза [9]. Рассмотрим коротко его идейную 
сторону.

Пусть условия работы релейного устройства заданы в виде так называ
емой «обобщенной таблицы состояний», в которой каждому состоянию на
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входах, заданному в полной или интервальной форме, сопоставлено состоя
ние выходов (рис. 4). Условия работы каждого из выходов могут быть пред
ставлены при этом в виде некоторого множества определенных состояний 
М  =  М х U М0.

Так как реализация заданной функции может быть осуществлена как 
по множеству состояний Ми так и по множеству состояний М 0, то для общ
ности будем обозначать реализуемую сторону таблицы состояний для каж 
дого /'-го выхода через М'е, а нереализуемую — через М 1-.

X1 х2 х3 ХА ----- хп ZiZ2Z3 . . .  zk
1 0  1 — .........0

----- 0 1 •••' ••1
0 1 -  • • • 1 
1 -  0 ••• 0

Рис. 4

Очевидно, что реализация на выходном элементе у, функции F,, задан
ной этими множествами, будет решена, если на его входы будет подан такой 
набор входных переменных и констант или функций от них или и тех и дру
гих одновременно, что для каждого из состояний, принадлежащих подмно
жеству М ‘е на выходе этого элемента будет появляться воздействие, равное е, а 
для каждого из состояний, принадлежащего к подмножеству М 1-е — воздейст
вие, равное ё.

Обозначим совокупность значений переменных или функций, поданных 
на входы элемента у,-, соответствующую какому-либо состоянию из М ‘е, 
через IÚ и соответствующую какому-либо состоянию из TVfj — через h1-. На
зовем «приведенной таблицей состояний» функции F, по элементу у, таблицу, 
содержащую множество Н 1е =  {И‘ел, /ф>2, . . ., /фг} строк, соответствующих 
всем состояниям из Ме и множество Н'~ — {/фд, /ф2, . .  ., /гф3} строк, соответ
ствующих всем состояниям из М{. Эта таблица будет очевидно, содержать 
М  строк и q(q>l)  столбцов, где q(q>l)  — число входов элемента у,- (рис. 5в).

Х1 Х2 Х3.................Xn xi xj  . . . .Ха

а) Рис. 5 б)

fi fi • • • -fq.

В )
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Будем характеризовать элементы следующими параметрами:
а) «характеристическим числом» ([т^]), представляющим собой мини

мальное число входов, подача на которые определенных воздействий дает на 
выходе элемента также определенное воздействие независимо от воздействий, 
подаваемых на остальные входы;

б) «индексом вхождения» (у) -  значением воздействий, подача которых на 
число входов элемента, равное [т9], дает определенное значение воздействия 
на его выходе;

в) «индексом реализации» (е) -  значением воздействия на выходе элемента, 
которое имеет место при подаче его [т,,] входов воздействий, равных у.5 6

Назовем рангом г состояния из множества М  = М е U M j число перемен
ных, принимающих в этом состоянии значение у. Сформулированное выше 
условие реализации на выходном элементе заданной множеством М ‘ функции 
F' будет, очевидно, выполнено, если для всех состояний из множества М 1- 
ранг г <; [т9]— 1 и для всех множеств из состояний М ‘е ранг г ;> [ту].

Первой операцией алгоритма является определение последовательности 
реализации выходов структуры. С помощью специального критерия, дающего 
оценку сложности реализации структуры по мощности множеств М ‘е и М 1-, 
выходы структуры располагаются в порядке возрастания сложности их 
реализации и, в первую очередь, реализуется выход, имеющий наименьшую 
оценку сложности реализации.

Второй операцией является определение оптимального набора пере
менных и констант, подаваемых на входы выходного элемента и построение 
так называемой переходной «таблицы» (рис. 56). Выбор таких переменных 
производится с помощью критериев, определяющих для каждой переменной 
близость ее неинверсного или инверсного значения к заданной функции. Если 
выбор неинверсного или инверсного значения безразличен (на входах структу
ры могут быть получены как те, так и другие), то оценка переменных произ
водится по наибольшему значению из критериев: sy — для неинверсного зна
чения и для инверсного, s =  max {sy, Sy}. Если ставится задача получе
ния структуры с наименьшим числом инверторов на входах, что выбор пере
менных производится по критерию sye. Структурные свойства элементов 
учитываются тем, что определение критериев sy и sp для переменных после 
выбора каждой переменной производится с учетом только тех состоя
ний, для которых ранги, полученные в результате выбора предыдущих пере-

5 Указанные параметры характеризуют элементы с симметричными входами. Однако 
при некотором расширении их они могут применяться и для элементов с несимметричными 
входами.

6 Применение алгоритма показывает, что это дает в некоторых случаях до 20—25% 
экономии элементов с учетом числа необходимых инверторов.

2
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менных rs<  [т^] и г-е +  /!> [тр], где / -число незаполненных столбцов пере
ходной таблицы.

Критерии s y и S- имеют следующий вид:

Sу
nYe ■ пХ nt ■ ni

—------^  и Sy =  — ----- г- .
П1 +  пг ni + ni

Здесь nl{n\) — число значений у(у) переменной в состояниях М е, 
соответствующих состояниям переходной таблицы, для которых ранг 
г <  [г<р], и nl{nvB) — число значений у(у) переменной в состояниях М~е, соот
ветствующих состояниям переходной таблицы, для которых rB-\- li>  [ r j .

Если после заполнения столбцов переходной таблицы значениями вы
бранных переменных окажется, что указанные выше условия реализации 
заданной функции выполнены, то это будет означать, что реализация ее 
может быть выполнена на одном выходном элементе, поскольку переходная 
таблица будет совпадать с приведенной. Если же окажется, что для неко
торых состояний из М е ранг г <  [г,,] и для некоторых состояний из М~Е ранг 
г  ! >  [t v], то  э т о  будет означать, что некоторые или все переменные должны 
быть заменены функциями, устраняющими противоречивую реализацию за
данной функции, т. е. для реализации ее помимо выходного элемента требу
ются также и другие.

Переходные таблицы составляются для всех элементов из набора, 
имеющегося в распоряжении проектировщика. Критерием для выбора из них 
наиболее оптимального является число состояний, которые реализуются 
противоречиво, т. е. для которых ге <  [г,,] и т ,- ^  [т,,]. Выбирается элемент, 
для которого это число является наименьшим.

Реализация заданной функции на выходном элементе на основе харак
теристического числа [т9] позволяет легко выполнить требование обеспе
чения заданной безотказности структуры. Пусть, например, задано, что струк
тура устройства должна обеспечивать точное выполнение заданной функции 
при одновременном отказе типа у -+ у для dy элементов и типа у -> у  для dy 
элементов. Это требование будет, очевидно, выполнено, если выбрать при 
реализации стркутуры ранги ге =  [ту] +  dy и г~е =  [т?] — 1 — rfp. В том случае, 
если это не может быть обеспечено полностью на выходном элементе, то 
обеспечение их переносится на элементы, расположенные в следующих 
уровнях.

Если условия реализации заданной функции не выполняются на выход
ном элементе, то следующей операцией после выбора оптимального выход
ного элемента является доопределение выбранных переменных на входах 
выходного элемента до функций, непротиворечиво реализующих заданную



ГАВРИЛОВ: Т ЕО РЕТИ Ч ЕС К И Е П РО БЛ ЕМ Ы 19

функцию, т. е. позволяющих перейти от переходной таблицы рис. 56 к при
веденной таблице 5в.

Переходная таблица содержит все сведения, необходимые для опреде
ления этих функций. Очевидно, что для некоторой переменной х' таблица 
состояний должна содержать в подмножестве М ‘е все состояния, для 
которых г <  [т,,] и в подмножестве М \ все состояния, для которых 
г ;> [тр]— 1.

Реализация доопределяющих функций может рассматриваться как 
реализация новых заданных функций, т. е. по отношению к ним применяются 
все перечисленные выше операции. Однако при их реализации возникает 
весьма важная практическая задача такого доопределения переменных, 
поданных на входы выходного элемента, при котором глубина структуры была 
бы примерно одинакова по всем входам.

Возможность этого заключается в том, что при доопределении перемен
ных до некоторых функций / существует много альтернатив построения 
таблиц состояний последних. Действительно, пусть для какого-либо состояния 
из М е ранг ге = [т<р] — 1. Это состояние будет очевидно реализовано, если на 
каком-либо (любом) из входов доопределяющая функция будет такова, что в 
этом состоянии значение переменной у будет заменено на у. Это дает возмож
ность построения некоторого адаптивного процесса, позволяющего получить 
решение указанной выше задачи. Один из вариантов этого процесса состоит в 
том, что доопределяющая функция, выбранная первой для реализации, реали
зуется на одном элементе. Реализация всех состояний, для которых при этом 
ранги ге и rj получаются не соответствующими условиям реализации, пере
носятся на доопределяющую функцию следующего выхода путем расширения 
ее подмножеств М е и М~е. Такой процесс переноса нереализованных состоя
ний продолжается, если это необходимо, до доопределяющей функции по
следнего выхода. Если эта функция окажется такой, что она не может быть 
реализована на одном элементе, то осуществляется попытка реализации ее 
на следующем уровне. Если такая организация второго уровня на последнем 
входе входного элемента также не приведет к полной реализации заданной 
функции, то переходят к организации второго уровня на предпоследнем 
входе выходного элемента и т. д., пока не будет заполнен второй уровень для 
всех входов. Затем переходят, если это окажется необходимым, к организа
ции третьего уровня и т. д.

После полного построения структуры первого выхода многовыходной 
структуры выходы всех составляющих ее элементов принимаются за новые 
переменные и их значения вводятся в первоначальную таблицу состояний 
многовыходной функции F(„,fc). Это делается для того, чтобы при реализации 
других выходов последней выходы элементов уже построенной структуры,

2*
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если это будет выгодно, могли быть использованы для реализации функций 
других выходов путем введения связности между ними. Таким же путем 
реализуется связность и при реализации доопределяющих функций какого- 
либо одного выхода.

Описанный алгоритм был запрограммирован на машине М-220 для 
предельной размерности задач на 200 входных переменных и 200 выходов и 
набора элементов: «И», «ИЛИ», «НЕ», «ИЛИ-HE», «И-НЕ» и мажоритарные. 
Для задач достаточно большой размерности при быстродействии машины в 
10 000 операций в секунду алгоритм требует в среднем 15—20 сек на эле
мент структуры. Статистическая проверка алгоритма на потоке задач, об
разуемом с помощью генератора псевдослучайных чисел, показала, что при 
наборе элементов «И», «ИЛИ», «НЕ» точно в 50% случаев на выходе структу
ры выбирался элемент «И» и в 50% — элемент «ИЛИ», а при наборе элементов 
«И», «ИЛИ», «НЕ», «3-х входовой мажоритарный с отрицанием» и «5-ти входо
вой мажоритарный с отрицанием» во всех 100% на выходе структуры 
выбирался 5-ти входовой мажоритарный элемент, а на втором уровне трех
входовой или элемент «ИЛИ». Это полностью соответствует статистической 
природе потока задач.7

Несмотря на достаточно большую размерность задач, решаемых с 
помощью рассмотренного выше алгоритма, он имеет ограничения, связанные 
с самой формой задания многовыходной функции F (n>ÍC). Запись условий 
работы дискретного автомата в виде таблицы рис. 4 является недостаточно 
экономной, т. к. требует заполнения всех клеток таблицы. Более экономной 
является в этом отношении запись в виде аналитического выражения. Это 
особенно существенно при записи условий работы полностью определенных 
автоматов, задаваемых лишь множеством М Е, ввиду громоздкости в ряде 
случаев множества М~е и большой трудоемкости его определения. Существен
ные затруднения вызывает также запись условий работы элементов со слож
ными структурными свойствами, число входо-выходов которых для совре
менных микроэлектронных элементов может составлять порядка 15—20.

Перевод операций любого алгоритма с табличной формы на буквенную 
не представляет принципиальных трудностей, однако в связи с большой 
громоздкостью операций в этой форме, практическое применение таких опера
ций требует разработки специальных приемов для перехода, например, от 
множества М Е к множеству М Е, дополнительных переменных, определения 
доопределяющих функций и т. п.

Автор не утверждает, что описанный алгоритм является наилучшим из 
возможных. Его эффективность, а также эффективность ряда дополнитель-

7 Ста тистическая проверка проводилась для одновыходных структур с равномер
ностью задач в 45 входных переменных. Время решения задач составляло 2—3 сек.
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ных операций, которые здесь не были описаны, может быть определена только 
при статистическом сравнении на потоке задач с другими аналогичными 
алгоритмами, если таковые существуют. Однако приведенное описание по
зволяет утверждать, что создание алгоритмов структурного синтеза, удовле
творяющего приведенным в начале настоящего раздела комплексным требо
ваниям, является вполне реальным, в особенности, если выполнение их будет 
органически следовать, как в описанном алгоритме, из основных, заложен
ных в нем принципов.

3. Проблемы абстрактного синтеза

Общеупотребительным представлением дискретных устройств на этапах 
абстрактного синтеза является математическая модель конечного автомата, 
предложенная еще в 1951 году г. Клини. Не будет ошибкой сказать, что в 
настоящее время теория конечных автоматов разработана исчерпывающе. 
Давая общетеоретическую базу для рассмотрения конечных дискретных 
автоматов, она, тем не менее, весьма далека от практического применения в 
связи с рядом идеализаций, имеющихся в ее основе.

Основной задачей теории конечных автоматов является рассмотрение 
преобразования условий работы дискретного устройства, направленного к 
минимизации числа внутренних состояний и определение числа внутренних 
элементов и переходов их из одного состояния в другое. Дискретное устрой
ство представляется при этом в виде взаимодействующих между собой логи
ческого блока и блока «памяти», содержащего задержки или элементы с 
фиксацией воздействий (рис. 6).

Модель конечного автомата описывается некоторым множеством со
стояний его элементов.

А =  (X, У, Z, ő, ?.},

где X  — подмножество состояний входов, У — подмножество состояний вну
тренних элементов, Z — подмножество состояний выходов, <5 — подмножество 
функций переходов внутренних состояний: Yt+1 =  b{Xt, Y t) и /.-подмно
жество функций выходов Zt =  Я(Х(, Уг).

Рис. 6
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Если описать конечный автомат в терминах так называемых «полных 
состояний» S =  {X, Y}, то действие конечного автомата можно представить 
себе как движение по ряду непересекающихся траекторий в дискретном 
многомерном пространстве, в котором каждой точке его, совпадающей с 
какой-либо траекторией, сопоставлено заданное состояние выходов.

Основной задачей синтеза дискретного управляющего устройства в его 
абстрактном представлении является размещение указанных траекторий в 
многомерном пространстве наименьшей возможной размерности при наиболь
шей простоте функций д и Я и выполнения требований к «устойчивости» 
устройства. Эти требования в общем смысле заключаются в отсутствии (или 
гарантированной вероятности, не превышающей заданной) переходов от 
одной заданной траектории к другой при изменении (в заданных пределах) 
временных и других параметров элементов и т. п.

Модель конечного автомата обладает, с точки зрения практических 
требований, рядом существенных недостатков, к числу которых можно от
нести:

а) сложность реализации дискретного устройства определяется как 
числом элементов блока памяти, так и числом элементов логического блока. 
Между тем, все алгоритмы, разработанные для этапов абстрактного синтеза, 
преследуют цель минимизации лишь числа элементов в блоке памяти

б) в алгоритмах абстрактного синтеза учитываются некоторые общие 
свойства элементов, а именно неодинаковость задержек, наличие или отсут
ствие отказов и т. п. Конкретные структурные свойства элементов не учиты
ваются несмотря на то, что они существенно влияют на сложность реализа
ции дискретного устройства

в) модель конечного автомата требует детального перечисления эле
ментов множеств X, Y  и Z. Это делает весьма затруднительным (даже на 
УВМ) решение задач с числом переменных более 10—15 ({X} =  210—215).

Требования, предъявляемые к этапам абстрактного синтеза практичес
кими задачами, можно сформулировать следующим образом:

а) наличие процедур для преобразования структур на этапах абстракт
ного синтеза с оценкой простоты реализации и учетом структурных свойств 
элементов и требований к быстродействию

б) в случае задания дискретного устройства в виде блочной структуры 
— наличие процедур для преобразования блочных структур с оценкой просто
ты реализации с учетом структурных свойств элементов и требований к 
быстродействию

в) наличие процедур для направленного поиска реализаций, а также 
кодирования состояний, близких к оптимальным по сложности реализации,
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с учетом, в случае необходимости, устранения состязаний, обеспечения безот
казности и т. п.

Рассмотрим эти требования несколько подробнее.
Процедуры равносильного преобразования условий работы дискретных 

устройств как при блочном, так и неблочном их построении, разработаны 
достаточно подробно, однако без оценки сложности получаемых структур. 
Оценка числа элементов памяти не представляет сложности. По вопросу об 
оценке сложности логического блока известна лишь предложенная А. К. 
Григорян ассимптотическая оценка для записи условий работы дискретных 
устройств на языке таблиц переходов, имеющая вид [2,3]:

R = N  ( — 2'/=i Pi l°g2 Pi) ,
со,

где Pi =  — , N — общее число клеток, заполненных в таблице переходов,

со,- — число вхождений i-го состояния внутренних элементов как в устой
чивых, так и неустойчивых состояниях. Методов направленного преоб
разования структур, ведущих к получению их оптимальной сложности 
реализации, пока не существует. Следует указать, что сложность реализации 
может существенно изменяться в зависимости от способа реализации элемен
тов памяти (например, с применением задержек или элементов с фиксацией 
воздействий триггеров).

Упомянем также, что для одношаговых дискретных устройств возмож
на реализация структуры без задержек в цепях обратной связи, что также 
может представить один из вариантов реализации. Сравнительная оценка этих 
вариантов пока отсутствует.

Что касается учета структурных свойств элементов, то это весьма важ
ная задача пока почти никем не исследуется. Имеются два аспекта ее: учет 
структурных свойств элементов при оценке сложности реализации диск
ретных устройств и непосредственный синтез структуры на элементах с 
заданными структурными свойствами.

Учет структурных свойств элементов для целей оценки сложности реа
лизации окажется, очевидно, полезным при разработке методов направленно
го поиска оптимальных или близких к оптимальным структур на этапах 
абстрактного синтеза.

Разработка методов непосредственного синтеза является исключитель
но важной задачей в связи с тем, что, во-первых, наличие таких методов по
зволит устранить достаточно громоздкие методы структурного синтеза и, во- 
вторых, в связи с тем, что это будет служить непосредственным переходом к 
синтезу дискретных управляющих устройств на субблоках. Последняя по
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становка непосредственно связана с развитием микроэлектроники, в том 
числе больших интегральных схем.

В принципе задача синтеза структуры дискретного устройства на 
абстрактном уровне может быть сведена к задаче декомпозиции автоматов. 
Действительно, структурные свойства элементов могут быть записаны на 
том же формализованном языке, что и условия работы всего дискретного 
устройства в целом. Таким образом, так же как и для этапов структурного 
синтеза, процесс абстрактного синтеза может быть представлен как выбор 
оптимального выходного элемента (или одновременно нескольких элементов), 
и выделение его («вычитания») из структуры в целом с определением остатка, 
с тем, чтобы с этим остатком (или остатками) поступать таким же образом, 
пока реализация структуры не будет завершена (остаток равен нулю). Основ
ные операции декомпозиции, а именно, выделение в различных вариантах 
подавтомата q из заданного автомата Q (параллельно от входов и выходов, 
последовательно от входов и выходов, с введением обратных связей и т. п.) 
были рассмотрены в [2, 3] и составляют принципиальное решение этой 
задачи. Однако, как и для структурного синтеза, для практического приме
нения декомпозиции здесь должны быть разработаны критерии для опти
мального или близкого к оптимальному выбору входных переменных и 
функций, подаваемых на входы элементов, и сама процедура синтеза, обеспе
чивающего выбор из большего числа возможных вариантов неизбыточной и 
близкой к оптимальной реализации.

Естественно, что эта процедура существенно отличается от рассмотрен
ной выше для структурного синтеза, однако в методологическом отношении в 
них, вероятно, можно будет найти много общего.

Другим направлением решения задачи синтеза структур на этапах 
абстрактного синтеза является синтез на типовых блоках. Существенным 
здесь является классификация дискретных устройств, позволяющая выяснить 
их наиболее важные свойства, влияющие на характер реализации.

Решение этой задачи требует детального обследования широкого класса 
дискретных устройств, применяемых на практике. Предварительная класси
фикация, разработанная в СССР, дана на рис. 7.

Рис. 7. 1 — многотактные (последовательностные) устройства. 2 —с последовательностями 
конкретного типа. 3 — с последовательностями общего типа.
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К классу устройств с последовательностями общего типа относятся такие 
устройства, для которых можно перечислить все заданные последователь
ности смены состояний на входах устройства и соответствующие им смены 
состояний на выходах.8 Ко вторым относятся такие, для которых можно лишь 
перечислить признаки, характеризующие определенный класс этих последо
вательностей.

Рассмотрение различных реализаций условий работы первого типа 
показывает, что одним из типовых блоков для нихявляется сдвиговый регистр. 
Общее исследование методов реализации на сдвиговых регистрах проведено 
достаточно исчерпывающе (см. напр. [10]). Разработаны специальные методы 
кодирования и методы определений оптимальных размеров сдвиговых регист
ров при их различном взаимодействии, а также процедуры введения допол
нительных внутренних переменных, обеспечивающих выполнение необходи
мых процедур кодирования. Следует отметить, что применение здесь су
ществующих общих методов кодирования дает существенно не оптимальную 
реализацию структур.

Для последовательностей общего типа существенной является задача 
определения субблоков, обеспечивающих оптимальную их реализацию. 
Постановка задачи может быть сформулирована здесь следующим образом. 
Заданы условия работы некоторого множества модификаций устройств. 
Требуется определить совокупность типовых блоков, оптимально реализую
щих заданное множество модификаций с точки зрения, например, необходи
мого числа субблоков, их избыточности и т. п., при заданных ограничениях 
в числе входов-выходов субблока, числе его внутренних элементов и т. п. Эта 
весьма важная задача находится еще в самом начале своего исследования.

Одной из существенных задач здесь будет являться определение «бли
зости» выбираемых субблоков, к заданным типовым условиям работы или 
частям их.

В заключение остановимся на проблеме кодирования внутренних состо
яний с обеспечением устойчивости (устранения недопустимых состязаний) 
и безотказности дискретных устройств. Решению этих задач в отдельности 
посвящено весьма большое число работ. Детальный обзор их с характерис
тикой различных существующих направлений дан в [11]. Можно считать, что 
задача кодирования состояний с учетом обеспечения необходимой устойчи-

8 В принципе перечисление всех конкретных последовательностей на входах и 
выходах невозможно. Оно, однако, становится возможным, если число заданных после
довательностей перечислимо, а относительно всех остальных известно, что они не могут 
быть, или что они все приводят к вполне определенному состоянию на выходах. Однако при 
этом существенным является, как уже указывалось выше, знание приемов для формальной 
записи выражения «все остальное». Следует отметить, что при автоматизации промышлен
ных процессов указанный выше частный случай является типичным для подавляющего 
большинства встречающихся задач.
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вости решена достаточно полно. Найдены эффективные алгоритмы кодиро
ваний и разработаны необходимые машинные программы.

В задаче кодирования состояний с учетом обеспечения заданной безот
казности значительное число принципиальных вопросов также решено на осно
ве распространения на эти задачи основных результатов, полученных в теории 
корректирующих кодов. Однако оказалось, что наиболее эффективные коды 
требуют весьма сложной реализации. Задача нахождения кодов, обладающих 
достаточно простой реализацией и одновременно достаточно эффективных в 
отношении необходимой длины кодовых слов, что соответствует минимуму 
числа внутренних элементов, еще не решена.

Практически надежность выполнения заданных условий работы зависит 
как от обеспечения устойчивости, так и от обеспечения безотказности работы 
дискретных устройств. Это значительно усложняет задачу кодирования состоя
ний. Если, например, требуется обеспечить точное вычисление алгоритма 
функционирования (при одновременном отказе d внутренних элементов уст
ройства (так называемая d — безотказность), то для каждой из заданных 
траекторий переходов в модели конечного автомата каждую вершину в 
многомерном пространстве нужно заменить некоторой областью этого про
странства, границы которой отстояли бы от «основной» вершины на d единич
ных переходов. Задача размещения единичных траекторий переходов за
меняется при этом задачей размещения без пересечений пучков траекторий, 
соответствующих указанным областям.

Впервые эти задача была исследована в работах Ю. Л. Сагаловича 
[12], который предложил типовую таблицу размещений, подобную таблице 
Д. Хафмена. Требуемое число элементов составляет (2d +  1) (N — 1) < ,n< i 
<, (2űf+ 1) (N +  1) — 1, где N  =  2k ^ R  и R — число состояний таблицы пере
ходов. Также предлагается метод, заключающийся в повторении (2d +  1) раз 
кода, обеспечивающего устранение недопустимых состязаний.

В работе [13] аналогичная задача решена в предположении, что отказы 
элементов могут возникать только в устойчивых состояниях устройства. 
Получены типовые размещения, требующие 3 [log2 R ] элементов памяти при 
d — 1. Соответствующая таблица для R  =  4 показана на рис. 8. Анало
гичные размещения могут быть получены также и для d >  1. В той же 
работе показано, что если граф переходов для устранения состязаний закоди
рован соседним кодом длины т, то при d =  1 достаточно этот код удвоить 
и прибавить еще одну внутреннюю переменную так, чтобы смежным верши
нам графа перехода были приписаны различные значения дополнительной 
переменной.

Приведенные выше соображения показывают, что решение требований, 
выдвигаемых практическими задачами, на этапах абстрактного синтеза еще



ГАВРИЛОВ: ТЕО РЕТИ ЧЕСКИ Е П РО БЛЕМ Ы 27

далеки от своего решения. Наиболее важными задачами здесь являются: 
учет на этапах абстрактного синтеза структурных свойств элементов, решение 
задачи определения оптимальных субблоков для отдельных классов после
довательностей, разработка методов определения «близости» субблоков и 
структуры устройства в целом и разработка методов синтеза сложных струк
тур на субблоках с обеспечением заданной устойчивости и безотказности.
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Theoretical problems of practical application of finite automaton theory

M. A. GAVRILOV 
(Moscow)

Summary

Modem discrete systems are distinguished, in some cases, by great complexity 
and, on the other hand, their practical realization, require to take real restrictions inherent 
to  logical elements into consideration. In  the present paper the requirements and the 
theoretical problems are investigated which arise in discrete system synthesis with the 
following characteristics: about 200 — 300 inputs, about 200 — 300 outputs and about 
300 — 400 inside states. For systems of such complexity the operational conditions of 
discrete devices, in some cases, are given only for blocks and not always can be formulated 
in a non-contradiction manner. Our task  is to create a language for the work conditions 
of discrete systems, and to create a  man-machine system  which autom atizes the elimina
tion of non-completeness and contradictionary work conditions.

The languages for the block structures of discrete systems are investigated. For 
example, the block synthesis language, elaborated in the Institute of Control Problems 
(USSR) is presented. Block structure transformations are described (Fig. 1). The alterna
tive conditions of discrete control systems are also considered applying decompositions 
if  the controller and controlled p lan t are given in the form of finite autom ata (Fig.3).

The real properties of the logical elements are taken into consideration, mainly 
in structural synthesis. Therefore, in these stages corresponding procedures demanding 
the consideration of restrictions on the number of inputs and on the number of bifurca
tions of outputs, on the connections, on the number of structural levels, and the like, m ust 
be taken into account.

The technical requirements to  the stages of structural synthesis are formulated. 
Directed construction methods of structures are considered: expedient choice is carried 
ou t for the subsequent direction of operations by applying appropriate criteria. The 
so-called state-transition-table m ethod is described (Fig. 5) in which the structural 
synthesis is realized beginning from the output elements. The following expedient choice 
is foreseen:

a) realization of the output function structure similar to  the optimal sequence;
b) for every given output — an  appropriate choice of output element type similar 

to  the optimal;
c) for every given output element — an optimal choice of input variables or 

functions. The m ethod is applicable on wide class of logical elements including arbitrary 
elements.

In abstract synthesis the consideration of structural properties and logical elements 
restrictions is of great importance. These problems are solved by means of finite automaton 
decomposition techniques. The coding of states, connecting the abstract and structural 
synthesis, becomes essentially complicated if it is necessary to ensure specified reliability 
of performance (stability and efficiency). By way an example the standard coding is 
also presented considering both th e  stability and reliability (Fig. 8).

проф. M. А. Гаврилов, чл. корр. АН СССР 
Институт проблем управления (автоматики и телемеханики) 
СССР Москва В-485 
Профсоюзная ул.81
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General identification equation for a nonlinear plant by random function 
dispersion methods is obtained. The optimal weighting function of a linearized 
nonlinear p lan t is given by dispersion identification equation. Some practical 
examples are applied.

The rapidly advancing identification theory is now applied in biology, 
medicine, agriculture [1] etc. as well as in traditionally “technological” fields. 
Recently, effective methods for linear plant identification have been developed 
based on the correlation theory of random functions treated in sufficient detail 
in [2 ]. Unfortunately, most actual plants are nonlinear. This paper deals 
with the problem of obtaining an identification equation for a nonlinear plant 
by random function dispersion methods discussed in [3]. As a result, a disper
sion identification equation is obtained that gives the optimal weighting 
function of a linearized nonlinear plant. The use of dispersion methods of 
random functions for the estimate of the nonlinearity degree and the correspon
dence between the model and the actual plant was the subject of [3, 4].

1. Basic definitions. Let us first introduce certain definitions of random 
function dispersion characteristics (see also [3]).

A function of three variables

Qyzxit, s , t)  = M  {[Miyt/xJ] -  M(yt)] ■ [M(zs/xz) — M{zs)]}, (1.1)

where M  is the symbol of mathematical expectation will be termed a mutual 
cross dispersion function of random functions Y(t) and Z(s) with respect to 
the random function X(t).

For simplification all random functions are assumed centered. In particu
lar, we will not differ the terms of the correlation and the covariant function 
of two random functions. Consequently, a cross dispersion function can be 
defined as a covariant of the appropriate mathematical expectations

&yzx{t, s, r) =  co v  {M(yt/xz); M(zslxz)}. (1.2)
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This definition is recommended for practical measurements of mutual generali
zed dispersion functions of actual plants or models. The function 0 yyx(t, t, x) =  
=  M{M(yt/xr)Y of two variables is termed a mutual dispersion function of 
the processes yt and xT, while the function 0 xxx(i, t, x) = M[M(xt/xr)}2 is a 
mutual self-dispersion function of the process xt [3, 4]. For brevity these func
tions will be denoted 0 yx{t, x) and 0 xx(t, x) respectively. These functions can 
also be defined in the following way 0 yx{t, x) — D { V T(t)) > 0 xx(b T) =  F>{Ur(t)}, 
where UT(t) =  M(xt/xr), VT(t) =  M(y,/xr); D  — is the symbol of dispersion. 
From the definition of dispersion functions and the Cauchy inequality follows 
the important estimate

I 0yzx(t, s , x  \2 <, 0 yx(t, X)  0 ZX(S, X)  . (1.3)

In particular, for non-dispersion cross-sections, i.e. when 0 yz(t, x) =  0 or 
0 2X(.v, т) =  0, the cross generalized dispersion function with the appropriate 
values of the argument vanishes. The random function x t is termed stationary 
in the dispersion sense if the following conditions are met [5]:

a) the distribution function xt is constant, i.e.

F Xt(u) =  F Xt(u) for all t , s , u ,  (1.4)

b) the regression function depends only on the difference between the 
arguments t and s, i.e.

M(x t/xs) =  <pt-s(xs), M(xs/xt) =  (Ps-t(zt) for all t, xt, xs, s.

This property is an amplification of the concept of stationarity in a broad 
sense in the correlation theory of random functions.

Two functions, y t and xs, stationary in the dispersion sense are called 
stationarily bounded in terms of dispersion if for any t and s the regression 
function depends only on the difference of the integrals t and s and is indepen
dent of their position on the time axis; in other words, for all t and s the follow
ing condition is met

M{yt/Xs) =  ipt-s(Xs) ; M{xs/y t) =  Cs-tiyt) ■ (1-5)

2 . Dispersion equation of identification. In the problems of linear identifica
tion the optimality criterion depends on a function of the difference between 
the signal at the output to the converter and the desired value. For stationary 
linear systems the solution of the problem is equivalent to the minimization 
of the functional

1(g) =  D { y t — J  g(t -  x)xxdx }  (2.1)
- 00

and leads to the Wiener-Hopf equation for the weighting function of the system.
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In order to obtain a more general optimality criterion, let us formulate 
a problem of searching for a linear identifier (or a linear integral operator 
whose kernel is the model weghting function) that would relate the conditional 
mathematical expectations of the signals rather than the signals xt and yt 
themselves.

The quality, I  of the plant identification by a linear operator L  can be 
estimated by the quantity

I(L) =  0 lx(t, x) , (2.2)

where |  у — Lx the linearization error.
The latter expression can also be represented in the form

I(L) =  D{Vr{t) -  J gz(t, s)/7z(s)ds} , (2.2')
— oo

where gT(t, s) is the kernel of the operator L. The identification quality improves 
with decreasing I(L) and we come to the following criterion for finding an 
optimal L:

I(L) =  min. (2.3)

The necessary extremum condition has the form

ö I(L; x, у) =  0 . (2.4)

We have therefore come to a general problem of the optimization the 
linear system at fixed x =  r0 by the minimal r.m.s. error for the input signal 
ur(t) and the required output signal vx(t). For a stochastic plant this statement 
of the problem optimization involving the consideration of the signals ur(t) 
and vz(t) is evidently quite natural.

Consequently, the final result can be written as
t

J 5h(C s) Ruu(s, s’) ds' =  R vu(t, s), ( -  oo <  s <  i) , (2.5)
—  oo

where Ruu is a self-correlation function uz(t) while Rvu is a cross-correlation 
function of uz(t) and vz(t). By using the dispersion functions we will represent 
eq. (2.5) in the form

t
J s')Oxxx{s', s, x)ds' =  0 yxx(t, s, x) . (2 .6)

—  CO

This dispersion equation (2.6) is considerably simplified when the processes 
xt, yt are stationarily related in terms of dispersion. In this case the mutual 
cross-correlation dispersion functions do not change at a simultaneous time
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shift of the variables, therefore the notation 0 xxx(p, s) =  0 xxx(p,s, x), 
0 yxx{t, s) =  0 yxx(t, s, t) would be useful. Furthermore, since the time x can be 
assumed fixed (to select another time for the fixation of the cross-section xT 
would be equivalent to a time shift), then a new designation for the weighting 
function of the plant could be introduced g(t, p) =  gT(t -+- x, p  +  r). Then the 
dispersion equation (2.5) could be represented as

t
J  u{t> p )  0 x x x ( p ,  s) d p  =  0 yxx(t, s) . (2.7)

For a linear, physically feasible, model where the random process yf  at 
the output and a random process xr at the input are related by the linear integral 
operator

t
y f  =  J g( t ,  r )  x T d x  +  7]t, (2.8)

where r\t is a noise stochastically independent of xx

M [ y t / x s ) = J g(t, t) M ( x j x s) d t .  (2.9)
- CO

By equating the dispersion of both parts of the latter equation to disper
sion we will have

@ y - x ( t , S )  =  J j  g { t , x ) g ( t , x ' ) 0 ^ y{ x }- r ' , s ) d r d r ' . (2.10)

Therefore, if we know the mutual dispersion function 0 yx(t, s) of the plant, 
then the difference between 0 yx(t,s) and the right-hand part of eq. (2 .10) 
may be assumed to be the nonlinearity measure. In the case where the generali
zed mutual dispersion function of the plant is known, the identification quality 
I(L) can be taken as such a measure.

From the identity
t t

D { y t— J 9r(t ,  s) xsds} =  DM {\yt — j  g,{t, s) xsds\/xz) +  (2.11)

t
+  MD{[yt -  j  gT(t,

— oo

follows that the quality I(L) of identification by using the functional (2.3) 
is at least as good as that by the criterion (2 .1). For systems tha t are irreducible 
to linear the conditional dispersion in the right-hand part of eq. (2.11) is strictly
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positive, therefore the quality of identification hv the criterion (2.3) is better 
than by the criterion (2.1).

A dispersion equation for a plant with n inputs and m outputs can be 
obtained in a similar way from the optimal criterion

lij(Lij) = Oe.Xi(t, r) = min , (2 .12)
where

П

=  Vi — Lij Xj , i = 1. • • , m; j  =  1, . . ., n.
i=i

The corresponding set of linear integral equations has the form
П t
У  j  ffrr(t, s ') 0 w .(s', 8, t) ds' =  Oy.XjX.(t, s, r) , (i =  1 ,2 , . . . ,  to) (2.13)

Г =  1 — oo

In computer solution it is preferable to use directly the optimal criterion 
(2.12) by using direct methods of extremalization. Where high accuracy is not 
required, the system may be solved by statistical tests. Where the number 
of channels is not high and the computer storage is sufficient for the system 
coefficients, the solution can be obtained by conventional algorithms [6]. 
In this case integration should be replaced by summation over a discrete lattice 
with a constant step.

3. On methods to solve the dispersion equation. If a self-dispersion function 
of a random process at the input to the plant decreases sufficiently quickly on 
the infinity, then the kernel of the integral operator Oxxx(s', s, x) is quadrati- 
callv integrable and in this case the dispersion identification equation (2 .6) 
is an integral Fredholm equation of the first kind. This equation is known to 
belong to the class of improperly stated problems and is solvable by a regulariz
ing algorithm described in [7].

On the other hand, unlike a correlation function of an ergodic process, 
stationary in a wide sense, the self-dispersion function of a random process 
should not necessarily tend to zero on the infinity.

Therefore, the integral operator in the left-hand part of the dispersion 
equation (2 .6) is generally speaking unbounded and the functional 1(g) should 
not necessarily be continous. Then the functional may achieve the exact lower 
edge at no eigen-elements of the space and generalized solutions to eq. (2 .6) 
should be considered.

When solving eq. (2.6) on a computer at a fixed value of the variable t  
we will have the following matrix equation for the weighting function

^  ®xxx($ > x) gT(t, s ) =  0 yxx(t, s, x)
s’=t

The system of integral equations (2.13) is solved in a similar way.

3
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4. Comparison with the Wiener-Hopf equation. Let us show now that an 
integral equation from the correlation theory of identification can be regarded 
as a first approximation to a dispersion equation. If to use series expansion 
of the conditional mathematical expectation and eliminate the terms which 
contain xr in powers above one, then M(x t/xT) = f(s', ■t) xT 0(xz), where 
0(xr) — is an infinitesimal of the second order with respect to x T. Consequently, 
in a linear approximation the process regression function at the input B{s', r) =  
== f(s', t ) x z. By multiplying the identity M  (xx yt/xr) — xr M ( y t/xr) by f(s, r) 
we will have f(s, t )  M \x ry t/xr\ =  M(xs/xr) M ( y t/xz) or, in terms of mathema
tical expectation and equating both parts we will have

@yxx(t, s, x) =  f{s, r) Ryx{t, x). (4.1)
In particular, at yt =  xt we have

f{s, x) R xx(t, x) =  Oxxx(t, s, x). (4.2)

Following the substitution of (4.1) and (4.2) into eq. (2.6) and dividing by 
f(s, x) we will have

J У At, s') #xx(s', x) ds  =  R yx{t, x) . (4.3)

Similar considerations applied to the dispersion equation (2.7) for processes 
stationarily related in terms of dispersion lead to the Wiener-Hopf equation.

For processes with linear regression this approximation is accurate and 
in this case the dispersion equation is equivalent to its correlational analog. 
Gaussian processes may be an example.

In the general case a dispersion equation contains more information 
than the corresponding correlational equation. Indeed, from the identity
Ryx{t, *) =  M [ y t xT) =  M { M  |Х у,/ж т]} =  M { x TM [ y t/xr\) = M { M ( y t/xT) M ( x j x r)}

and
B x x ( t ,  x )  =  0 Xxx{t, X , X),

which is obtained from the preceding one by replacing у  by x it follows that 
the dispersion equation (2.6) becomes the correlation equation (4.3) if the 
arguments s and x coincide. Generally speaking, the cross-correlation function 
of the processes xx and ys can vanish and the correlational equation will lead 
to a zero solution. But to conclude that there is no statistical relation between 
the signals whose cross-correlation function vanishes would be erroneous. 
A quadratic detector with a Gaussian process at the input is an example. 
In that case the cross-correlation function Ryx(t, s) =  Rx,x(t, s) =  0 but at 
the same time the mutual dispersion function 0yx(t, s) =  2Rxx[t, s) lJ2{xt) 
is non-zero [3].
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5. Examples. 1) The random process x(t) for which the conditional 
mathematical expectation M(xt/xs) is a white noise will be termed white noise 
stationary in terms of dispersion. The dispersion function of such a process 
is a delta-function of the difference between the arguments t and s: 0 xxx{t, s, t) =  
=  8(t — ,s‘). The substitution of this expression into the dispersion equation 
(2.7) gives

gr(t, s) =  0 yxx{t, s, x) , (5.1)

in other words the weighting function of the plant coincides with its mutual 
generalized dispersion function.

2) Let us solve the dispersion equation explicitly for the case of an iner
tialess plant described by the functional equation yt =  f(xt). Since a cross- 
section of yt depends uniquely on the cross-section of xt, the weighting function 
should naturally be sought in the form gz(t, s') =  rp(t, x) 8(t — s'). The substitu
tion of this expression into the dispersion equation will give

<p{t, r) Oxxx{t, s, x) =  0 yxx{t, s, x) . (5.2)
Assuming t =  s we will have

=  (5.3)
0xx{l> ”0

3) Let us consider a dynamic plant where the relation between the 
input process xt and the output process yt can be described by the equation

Y  = Qx +  W, (5.4)

where Q is a linear integral operator, while W is a process andispersed with x. 
Then I(Q) =  0 wx(t, x) =  0 and since the functional I  is non-negative, the 
identification by the operator Q is optimal. This example is the only case 
where the left-hand part of eq. (2 .6) vanishes since I(Q) =  0 follows from. (5.4).
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Уравнение дисперсии идентификации нелинейных объектов
А. Л. БУНИЧ-Н. С. РАЙБМАН

(Москва)

Резюме
Непараметрическая идентификация линейных стационарных объектов связана с 

с решением интегрального уравнения Винера—Хопфа с целью определения весовой функ
ции объекта по корреляционной функции входа и взаимной корреляционной функции 
входа и выхода. В настоящей статье получено аналогичное уравнение для идентификации 
нелинейных объектов. Обычные методы идентификации, основанные на определении весо
вой функции линейной модели объекта по их корреляционным характеристикам не учи
тывают структуру случайного процесса на входе объекта. Так, например, поскольку любая 
автокорреляционная функция является автокорреляционной функцией некоторого нор
мального процесса, то случайный процесс на входе объекта можно считать нормальным 
и такое предположение нисколько не влияет на построение оптимальной линейной модели. 
Кроме того взаимная корреляционная функция процессов на входе и на выходе объекта не 
является достаточно полной характеристикой стохастической зависимости. При исследо
вании объектов с нелинейной регрессией взаимная корреляционная функция может тож
дественно обратиться в нуль или дать заниженное значение силы связи между процессами 
и в этих случаях весовая функция оптимальной линейной модели не является удовлетвори
тельной характеристикой идентифицируемого объекта. Таким образом возникает необхо
димость введения более полных характеристик случайных процессов и построение на 
основе этих характеристик оптимальной модели, учитывающей структуру входного сиг
нала. Это уравнение базируется на дисперсионных методах случайных функций, которые 
рассмотрены в [3]. В первой части статьи вводятся определение обобщенной дисперсионной 
функции (1.1), понятие стационарной случайной функции (1.4) и стационарно связанных 
(1.5) случайных функций в дисперсионном смысле. Вторая часть посвящена получению 
дисперсионного уравнения идентификации по критерию минимума функционала (2.3). 
В результате получено уравнение идентификации (2.6), а для стационарного в дисперсион
ном смысле случая — уравнение (2.7). Приводится также обобщение на многомерный слу
чай — уравнение (2.13).

В заключение обсуждается вопрос о корректности дисперсионного уравнения 
идентификации, сравнение последнего с корреляционным уравнением и приводятся при
меры.

A. L. Вишен—N. S. Rajbman 
Institute of Control Problems 
Profsoyuznaya ul. 81 
Moscow V—485, USSR
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ON ITERATION RULES WITH MEMORY 
IN MACHINE LEARNING
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Constraints are studied under which a broad class of machine learning 
procedures, governed by iteration rules with memory, converge. More distinctly, 
iteration rules with weak (or just finite) memory with respect topreviouslyproposed 
discrimination functions are assumed. Procedures of this sort offer rich possibilities 
to  find convergent learning algorithms with more powerful processing steps and 
reduce, in this way, the time necessary for learning. Relations of interest in 
devising such sort of iteration rules are proved.

Assume a teacher, drawing samples cot, t =  0, 1, . . . afteranother from, 
say, a finite dimensional Euclidean space Q, and presenting, together with 
each cot, also either a real 0(cot) or, simply, a binary label (to indicate which of 
two assumed hypotheses H0 and Hx holds).

When {cot, 0(cot); t =  0, 1, . . .} is directly taught, our problem obviously 
is to devise, by observing this sequence, an estimate for the unknown function 
0  =  {0(co), со £ Q).

However, also for binary labels, one may appropriately pose, at least 
as an initial step, the problem of learning as a problem of estimating some 
appropriate discrimination function 0. We may take for this purpose the a 
posteriori probability function with respect to say H v  which is, in typical 
learning problems, of course, also unknown. (0 (co) stands for the conditional 
probability that, e.g., I f x holds, given со.) Specifically, for unambiguous decision 
problems, we may take, as a 0 , any real valued function for which

provided H0 and H 1 hold iff x £ A and x £ B, respectively, and wt £ A  U B,

I t  does not make much matter, within the scope of this study, which 
way the teacher exactly works, and how is 0, specifically, introduced. Neverthe-

1. Introduction

for all t.
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less, in order to avoid vagueness, one may simply think of a 0  which is defined, 
just in one of the previous ways. Let our problem be estimating 0  recursively. 
Let us denote by Zt =  {Zt(co), со £ Q} the estimate we propose, having obser
ved cot.

Assume 0  as well as any Zt to be members of some separable Hilbert 
space Ж, the inner product of which is, for any f , 17 £ Ж, <£, rjy. ( 11 £ 1|2=  I» .

One may, of course, also specify the function 0  and any Zt, simply, by 
a sequence of coordinates with respect to either some base or other complete 
linearly independent set of functions in % [5, 6]. (This is just another way to 
describe a class of functions defined in Q.) There are, however, also learning 
problems in which some 0  is tobe estimated in a space Ж, which is not, specifically, 
a space of functions defined in Q. Non-supervised learning, governed by costs 
and assuming for each class prototypes, is a well known example for such 
learning problems [5].

Let us propose, as an estimate of 0  at t, Z t = X t (t £ T  =  (0, 1, ■■■))', 
X  =  {Xt, t £ T )  being an iteration process, defined successively, starting 
at some arbitrary X 0 £ Л  с  ЭДЕ [ [ X0] |2 <  00), by

X t+1 = 0 (X t +  oct Wt).  (1)

(E stands for the expectation.)
While the distinction, at t, between an arbitrary estimate Zt and the one 

X t, generated by previous estimates and labelled samples according, specifically, 
to the iteration rule (1), may seem subtle, it turns out in the sequel, that 
we actually need this distinction.

a. = {ос(}г°1о stands for a sequence of positive constants (to be specified 
in the sequel). Ф: Ж-*аЯ denotes a truncation (also to be specified in more 
detail) by which the range of X  may be kept, for all t£ T ,  within some appro
priately defined оЯаЖ.

The labelled samples given by the teacher (or the evaluation in unsuper
vised learning) governs, at t, the iteration through Wt ■ Wt is assumed to be 
a function within Ж and measurable with respect to §(X‘) X oBf. (IF(Af) denotes 
the с-algebra generated by X 1 = {Xf), $ t) and Sb* the Borel sets in 
X#=0Qd, Qd =  {m,,}). We term, in the sequel W regulator.

There are well known ways how to arrive at such regulators.
Let, e.g., dim Ж =  n and Х-‘=1 с,- гр,- denote the least square estimate 

of a real valued function F  =  [F(w), o) £ Q) being taught sequentially by a 
teacher, with respect to some set {go, }̂ =х °f linearly independent functions. 
(Let cot, t =  0 , 1, . . .  be drawn completely independently, according to some 
probability distribution Q. Assume F and go, to be in £2(Q), and take, simply,
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Ф — I. (Denote by 27f=1 c, <p, the approximation, we propose having 
observed cot. It is well known [5] that one may, in this case, set up a learning 
algorithm in terms of {<?,•} "=1 and X t =  {с[(>}"=1, taking as a regulator
17, =  {W?)U-(WY> = 2(F(oy)-XUc?) V , H ) ^ ) ,  i =  MO-

We may take as another example for 17 any of the well known correction 
terms in potential function type learning algorithms, as defined by Aizerman, 
Braverman and Rozonoer [1, 2]. One may also use, as a regulator, correction 
terms, according to Parzen estimators and kernel type estimates of a similar 
sort [13].

In  these well known cases one usually adopts such regulators 17, which 
either depend, at any t, on the collection Zl =  [Za, ft t] of previously propo
sed estimates just through the most recent estimate Zt, or assume specific 
expression for the dependence on Z{ [12]. In contrast to this, we admit in this 
paper regulators 17,, having almost arbitrary dependence on Zl, apart from the 
usually met constraint that all previous estimates, proposed sufficiently long 
ago, are assumed to have, on 17,, either no or just negligible influence. We 
reduce in the sequel, by means of this and some other properties, the conditions 
under which a broad class of such procedures converge, to well known criteria 
by Braverman and Rozonoer [2] on the stability of random processes. By this 
we get a useful insight (i) how to guarantee convergence for such sort of 
learning procedures (or retain their convergence when modifying the algorithm) 
and (ii) extend the scope of random processes, for which stability may beproved, 
essentially.

2. Regulators with weak memory

Next let us define the properties, we assume for 17, precisely. (We 
impose, in what follows, conditions (C.l) through (C.3) for any t ^ T  almost 
surely.)

Let
E( 1117,| I2 I Zl) <; C0 , (C.l)

(E(.|.) stands for the conditional expectation and 0 ,, i =  0 , 1, .  . . for some given 
positive real.) We also assume weak memory with respect to previous estimates, 
in the sense that for some /л >  0 :

l|E(T7, | Z ' ) - E ( I 7 , | ^ ) | |  = 0 (r-"), (C.2)
as i - +  oo.

(Z‘ r,t — {Zd; ft <11); Z& — Za for t — x <  ft <, t, and Zd = 0 for ft <[ t — r.)
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If, specifically, there exists some r0 >  0 , for which

\\E(W' 1Z!) -  E( Wt I Zf~**)\\ =  0 , (C.2a)

for any T >  r0 we say Wt exhibits, with respect to Zl, finite memory.
Let

GAZ') =  E ( < Z ,- 0 ,  Wt y\Z ') .

We assume for this functional the following property:

\ 0 ^ ' ) - 0 , ( 2 ' ) \ < , С ы д{ (C.3)

for any Zt, Zt £ сЯ. Here dt =  sup#<i | jZ9 — Z911.
In addition to these restrictions (which are loose in the sense that meeting 

them scarcely makes any difficulty) let us impose on the regulator W also the 
following three significant constraints: Let:

W ,  I Z')Z9 = ̂ t =  «»({), (C.4)

for any I £ A independently of t (which means a sort of conditional statio- 
narity), and assume that there exists such а 0  £ оЯ, for which

<| -  6», m(|)> <  0 , (C.5)
for all I £ A , and let

Hm Pk^  \\Ztk- Q \ \  = 0 , (C.6)

for any subsequence {£*}“=0 f°r which P(limfr_>0O Vt]c =  0) =  1, provided 
that Z, Я, for all tk. ( Vt - < Zt — 0, m(Zt) ), lim p denotes limit inЯ- _ ~  1
probability. Here, and in what follows E(Z | denotes, for any
random variable Z, the value E(Z | Z') takes, provided Z' takes the value 
Z» = £ ,&^t) .

There are learning problems for which we can not guarantee that condi-' 
tion (C.6) holds, however, instead of this, we have an evidence for the following 
two specific properties. Viz., (i) the objects a>0, cov . . . are drawn at t =  0, 1, . . . 
completely independently, according to some probability distribution Q, and 
(ii) there exists a 0  £ аЯ, for which

<| -  0, m(£)> =  — C, f I -  0(co) I Q(dco). (C.7)
n

Here, and in what follows, we specifically assume tha t аЯ =  {a,
<[ ei) <[&/,& =  1, 2, . . .}  (i.e., we take as аЯ a parallelepiped, spanned by
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some base {e,}“=i in "3£, — oo ^  a, </ bt </ oo being a priori fixed reals) 
and define the truncation operator Ф by

Ф[г]) =  r], if íj £ аЯ ,

<Ф ( Ч ) ,  ei> ( 2 )

Theorem 1. If (i) for the regulator W (С. 1) — (C.6) hold, (ii) we generate 
the process X  by iteration, according to (1) and (2), and (iii) impose on a the 
following constraints

CO OO CO 00

S  xt =  oo, S  <C °°> S  «/ <! °°> aí ( niax ос#) <  oo , (3)
t=o (So ío  /So t- tV < «< .t

for any e >  0 and some 0 <  ij <  1, then P(lim(̂ cor| | — 0 || = 0 )  =  1.

Theorem 2. If (i) the samples co0, co1( . . . are drawn completely indepen
dently according to some probability distribution Q, (ii) the regulator W is 
uniformly bounded (viz., ||TF(|| <C 6'2, | Wt(co) | <  (73, for all t and oi) and 
also meets (C.l) (C.2a) (C.3) (C.4) and (C.7) and (iii) the process X  is generated 
as given in Theorem 1, then P(limi^ co J ] X t(co) — 0(co) \ Q(dco) =  0) =  1.

Remarks. (I) Observe that the essential constraints imposed on regulator 
W in Theorems 1 and 2 (viz. (C.4) —(C.6 ), and (C.4) and (C.7), respectively) 
constrain the regulator W only under that specific configuration of previous 
estimates Zl for which all Zih ft <[ t are identical. For any other ZJ we have 
no essential constraint how to devise W . This offers a considerable freedom 
to adopt even heuristic ideas when devising algorithms with guaranteed con
vergence [4]. — (II) Condition (3) holds, e.g., if xt =  t~l for t >  1 and 
0 <C rj <f 1/2 . - (HI) One may also extend a broad class of well known tem
porary continuous iteration procedures [9 11, 3] in an almost similar way to
regulators with memory.

One may specialize (C.6) by
Lemma 1. (C.6) holds if, in addition to (C.5), we have

inf <| — 0 , m(|)> <  0 , (0 .8)
e< ||f-0 ||

for any £ £ аЯ and s >  0 .
3. Cost functions

Assume we may, at any instant t £ T, evaluate the performance of the 
learning procedure by some appropriate cost function Y t (i.e., an appropriate 
function taking non-negative values) which, however, may have memory with 
respect to the previous estimates Z1.
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Let us assume the use of costs in statistics as well as, specifically, in 
machine learning well known [5, 6], provided Y t depends on Z1 merely through 
the most recently proposed estimate Zt. We, therefore, immediately turn to 
the more general form of this sort of dependence.

Observe that, within a wide scope of actual learning problems, the final 
form of the estimate has to be developed within some finite training period, 
and one has actually to use the classifier only at such instants t at which the 
after-effects of this training period have for long disappeared; and at such 
instants we may well replace Zf by {Zd = Zh {} t).

Assume that Y  is conditionally stationary, at least in the sense that 
E(Y( I =  A(|) is independent of t. If  Yis such and the classifier is
really to be used only long after the training has ended, we obviously have, 
in the course of the learning procedure, to search for such a function 0 , for 
which R(t) = min, if f = 0 .  (I.e. 0  is a minimum of the regression function!?.)

In machine learning we may in many cases, introduce Y ourselves, and 
may, therefore, compute, at any t, either its gradient defined in an appropriate 
sense (if such exists) or look for some other function which may take, in fin
ding 0 , a similar role. (Next, for the sake of simplicity, we assume that, for the 
Y that is given, gradf Y, exists).

In this case it is a well known and efficient way to use, for finding 0 , 
some gradientlike function instead of Y t. One need not, however, insist in so 
doing. In this section we show that any Yt may be used instead of Y t for 
this purpose, provided E( Yt \ Zt)z^ t»^t behaves, for all |  £ A,  like grad^ R.

More distinctly, assume that Y  is such that (i) E(Yt \ Z t)Zj)=̂ !)<t = r( |) 
is independent of t, and (ii) r(£) =  gradf R  for any |  £ A.  (We term any 
such Yt a quasi-gradient of Y t. Obviously, great many functions may serve 
as quasi-gradients, given Y.)

The first of these relations means a sort of conditional stationarity. The 
second enables one, this time again, to introduce also heuristic ideas when 
associating a quasi-gradient Y with some given Y. (Observe that in all of these 
cases one may find 0  among the roots of the regression function r.)

That any such quasi-gradient may play, in finding 0, the role of a gra
dient, follows from

Theorem 3. If  (i) for the specific choice of the regulator Wt =  — Y t 
(C.l), (C.2) —(C.4) and (C.8) hold, and (ii) we generate the process X  by itera
tion, as given by (1) and (2) adopting coefficients a according to (3),then 
Р ( И т , _ | | Х , - 0 | |  = 0 )  =  1.

Remarks (I) For the specific choice of the regulator Wt =  — Yt (C.8 ) 
means that the regression function R has just a single minimum within аЯ 
and does not approach to such at the boundaries. — (II) Confining X  to
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some bounded <Л is particularly relevant if we can not a priori specify any 
оЯ, for which (C.8) holds, and R may also be multimodal. (For such cases 
presently just some fundamental theoretical results are known [9, 10].) The 
truncation of X  to some bounded set enables one to embed (1) into some 
Monte Carlo search, in a sense that we draw оЯ at each time from some sub
division of %, and then adopt iterations with coefficients x  and —a after- 
another.

4. Potential functions

Assume that a teacher presents, together with each sample cot, specifically, 
the value 0(cot) that the discrimination function 0  takes at cot. Let us adopt, 
when defining the regulator W, a potential function [1]; more distinctly, an 
extention of this to a more general class of positive definite functions [7]. 
Accordingly, let us define the regulator W  by means of a positive definite 
function К  = {K(co,a>), (a>,co) £ QxQ},  for which 0  £ Ж(К) — Ж holds. 
('%{K) stands for the reproducing kernel Hilbert space, generated by A. We 
assume that аЯ c  Ж (K)).

Some possibilities of regulators with memory, generated by means of 
a potential function, are illustrated by

Theorem 4. If (i) the samples cot, t =  0, 1, . . . are drawn completely 
independently according to some probability distribution Q, (ii) \K(u>, w) \ <C Gtl 
for any (со, ш) ( ß x ö  (Hi) we generate the process X  by iteration according 
to (1) and (2), taking a sequence x of coefficients according to (3), and (iv) 
adopt, at any t £ T, as a regulator Wt = (E&iAr$(cot)) K{., iot) (r#(cot) =  
=  sign((0(coi) — Z#(cat)), A a  [t — t 0, <], r0 denoting some a priori fixed integer)
then P(hm,^e J  | X t(co) — 0(a>) | Q(dco) =  0) =  1. 

a
Remarks (I). We have chosen a regulator, specifically, as given by (iv) 

in Theorem 4, just for illustration. However, this specific choice already points 
out some obvious possibilities how to include heuristic steps into convergent 
iteration procedures. — (II) One may completely define initial conditions, 
e.g., by setting =  0, for all § <C 0 . — (IH) Condition (i) is adopted just 
for the sake of simplicity. For results including also dependent observations 
see Ref. [4a].

Appendix — Proofs

The problem in proving Theorems 1 and 2 is how to relate the conditional 
expectations E (|\Xt\|21X 1) and E(1F( j ■̂<)zi>=x„,>.'í (the former being of interest 
in convergence studies, and the latter within the properties (C.4)—C.8)) although
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the conditioning is in these two cases different. One may remove this difficulty 
by means of (C.2) and (C.3), as we show it, precisely, next in Lemma 3.

The main point is, therefore, the proof of Lemma 3. Having done this, 
Theorems 1 and 2 may readily be reduced to well known convergence theorems 
by Braverman and Rozonoer [2, 8] concerning certain functionals of X 1.

Theorems 3 and 4 are corollaries for specific choices of the regulator IF.
Let Xt = X t — 0  and

X t+1 =  A, +  a, IF,. (A.l)

From (A.l) and the definition of Ф (viz. (2)) obviously follows

Lemma 2
l №  — VW <. Il-^t — VW . for апУ V € ■

Le., Ф is, with respect to оЯ, uniformly norm-reducing.
Remarks. (I) The specific form of the set Л  and the truncation Ф enables 

us to give upper bounds on ||X, + 1|| and ||X ,+1 — X ,||, simply, by means 
of the untruncated iteration (A. 1). — (II) (2) is the sort of truncation one usually 
adopts when computations are to be confined to finite intervals. (2) also is, 
specifically in one dimension, the truncation usually adopted for confining 
probability estimates to [0 , 1] [1].

Lemma 3. For X  the following inequality holds:

E(I|A (+1||2 I X ‘) <, ||X ,||2+  2« ,< X „m (X ,)> +  S,,

where St is a non-negative valued oF(Xf)-measurable function, and 
Xt°l0 E St <  oo.

Remark. The inequality, in Lemma 3, together with the constraints on 
the regulator W and the iteration rule (1), says that, as t —*■ oo, X  approaches 
to a super-martingale, with probability one.

Proof of Lemma 3. From (1) and Lemma 2 :

Е(ЦА< + 1||2 1 X') <_ ||X,|I2 +  2oC( E«A(, Wt> \ X t) +  a?E(|] IF,]I2 ! X ‘) . (A.2>

Let us consider the following approximations:

Е«А (, IF,) I X t) =  <A„ m(X,)> +  <X„ ht(r) +  ht(т)> +  g,. (A.3)
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for all t £ T , where
ht(r) =  E(TF, \ X ‘) - E ( W t \ X 7̂ ) ,

fft =  GAX1̂ )  -  G A /'p7) , 
ht(r) — E( Wt I 7jt)z‘-/‘-г,I — m(Xt).

xt

(Here f ~ T>t =  {/*, & <, t} j^ fd =  X t for t — r <  ■& <, t, /„  =  0 for & <_ t — r. 
X 1~T,t is defined as replacing Z  by X.  Here, an in what follows,
e.g., E(Z \ Zt)Zj>=z„»^t denotes, for any random variable Z, an oF(Zt)-measu- 
rable function, which takes the value E(Z ! , provided Zt takes
the value f. In (A.3) we also realize that Ж is separable, and, therefore, 
E(<(Zt, Wt) I Z1) =  <Zi; Е(1Т* I Z1)} is obvious.)

Let

and г =  fi4]. (0 <C <C Va• f^l stands for 1 +  ent f) .
From this and (C.2):

M W M  (A.4)

almost surely for any t >  t0 >> 0 .
From the triangle inequality and Lemma 2

(A.5)

Observe that for Z1 — Ai_r,< as well as Z 1 = we have Za = 0 
for d t — x. The deviation between these two sequences is, therefore (in 
the sense given in (C.3))

Й,(ГП) =  max I |X, -  Z , | |  ^  2  I l*f -  **l I (A.6)
t—r<&<t ■&=t—Z

From (A.5) and (A.6):

Ч \ П ) ^  V  2 « s \ \ W s\\. (A.7)
&=t — T  s=&

Observe that 0((Г^1) and the property that <5(([G]) is a ^ ( X 1)-measurable 
function, for all t.
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From (A.4) and Schwartz’s inequality:

I <xt, Ч \ П )  +  М Г И )>  I ^  Св 11 X t 11 (A.8)

for all t >■ t0, almost surely.
From (A.3), (A.8), the definition of ő<([í4]) 

and (C.3)
2a, E« X (, Wt > I X 1) <  2a, < X t , m(Xt) > +  8t. (A.9)

Here:
\ S t \ = 2a,(|| X , \ \ C t t -«■ +  C7 W D )  • (A-10)

From (A.2) and (A.9)

E ( ||X ,+ 1 II2 |X ')  <  И X, II2 +  2:a ,< X „m (X ,)>  +  S, (A l l )

(Si =  tf< +  ai2i?(||TF,||2 |XO).
From E И X 0 И2 <  oo, (A. 10), (A. 11), (C. 5) and (C.l):

Е Ц Х ,  ||2 < C 8 (A.12)

From (АЛО), (A.12), (A.7) and (С. 1)

E | S, I <  a,(Cg +  C10 ?п max о*). (A.13)

Since ő,(fí4l) is a non-negative valued oF( X() - measu rab le function, and 
all right side terms in (A.13) are, for given t, fixed positive reals, St is also a 
non-negative valued ^(X*)-measurable function.

It follows from (A.13) and (3) that there exists such a 0 < t ) < l ,  for
which

CO

^  E S(<  oo , 
f=o

by which we proved that all conditions imposed for St hold. This completes the 
proof of Lemma 3.

We refer to the following two results on the convergence of random 
processes:

Theorem 5 (Braverman and Rozonoer [2, 8], Theorem III). Let, for 
any t £ T, U, be a non-negative valued §{X ̂ -measurable function, and 
EH0 <  oo. In addition, let V =  {Vt, t £ T]  be a non-negativ valued sequence 
of random variables, related to U = {Ut, t £ T }  as follows:

E(HÍ+1 I X () <£ (1 +  ßt) U, - y , V t +  $ 0), (A.14)
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for any t ;> tx ;> 0 where {ßt}“=o and {7f}<=o are a priori fixed real valued 
sequences ßt >  0 , yt >  0 ,

00 00

lim = 0, ' S  y t  — °°, JV ß t  <C 00 •
<=o г=о

*S'(0) is a non-negative valued &F(Ari)-measurable function, and Aícl 0EíSfJ') <C oo. 
In addition assume that

iimPfc-*« Uít =  ° (A. 15)

for any such subsequence {hi}/T=o for which Pilim ,^^ Vt =  0) =  1. 
Then: P(lim(_ n U, =  0) =  1.

Theorem 6 (Braverman and Rozonoer [2 , 8]. Theorem IV). Let, for any 
t £T, Ut be a non-negative valued uF(Xi)-measurable function, and V t a non
negative valued sequence of random variables, meeting condition (A.14), 
for which

i  í + i <! (1 +  Сц yt) Vt +  C12 yt +  (A. 16)

for any t t2 y> 0, where 8 ^  is a non-negative valued cF(A!)-measurable 
function and Zf°=0 E $*(1) <  oo. Then Pflim ^^ Vt =  0) =  1.

Remark. We refer, in the present context, with some slight extensions 
[2 , 8] to Braverman’s and Rozonoer’s Theorem III, and to Theorem IV in the 
somewhat restricted form that (A.16) holds almost surely.

Proof of Theorem 1. Let us adopt the following substitutions: Ut = \ \Xt 1122 
V ,  =  -  V t ,  V t  =  <Xt, m(Xt)y, у t = O,, S{0) =  ß t =  0 . Then (A.14) follows 
from Lemma 3, and (A.15) from (C.6). Thus the functionals Ut = | |А (||, 
and V t =  — V t  meet the conditions given in Theorem 5, from which 
P (lim ,_  11 Ad I =  0) =  1 follows. This completes the proof of Theorem 1.

Proof of Theorem 2. Let us follow the substitutions adopted in the proof 
of Theorem 1, and let 8j1* =  0 . Then (A.14) follows from Lemma 3.

From the property of conditional expectations, we already referred to, 
and (C.4), follows

E«A í, Wf} I •Zí)Zí=x„e^í =  <X(, m(Xt)y.

Thus
Gt(f‘xJ  = <Xt+v m(Xt+1)> =  _Gi+ i O . (A. 17)

(/x. =  { 2 ,=  X , , § ^ t } ) .

Observe that Vt =  Gt(fXi), from which and (A.17):

\ V t + 1 -  V t \ = \ G t( f x , + l ) — G t( f Xi) \ .
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From this, (C.2a) and (C.3):

Iv t+1-  Vt\ <.C13 ||Х ,+1 - Х , | | .  (A.18)

By (A. 18), Lemma 2 and ||1F(|| <iC3:

\Vt+i — Vt I <  Cu xt

for any t > -13 >- 0. Thus, for the same t,

У t + 1  У t +  c i4 a , ,

from which (and the aforementioned substitutions) (A.16) follows.
Thus Theorem 6 holds, and

P(hm ^„ f |X f(a>) -  0  И I Q(dco) =  0 ) =  1. 
h

This completes the proof of Theorem 2.
Proof of Lemma 1. Considerations well known for Robbins Monro proces

ses [8] may be carried over also to this case, provided we replace the regression 
function by —m. (We reproduce, here the proof only to provide a complete 
overview.)

We prove more then Lemma 1, viz., show that lim/c_ ra 1| A')t(/) | ! = 0  
for any sequence {tk}if= о and sample function X(A), for which lim *^ Vt =  0 . 

Assume that, on the contrary of our assertion, there is some sequence 
and an elementary event Я, for which Vti{).) =  0, howerever

limfĉ ffi И X (/(a) И ^  0. In this case, there exists a real e >> 0 and a sequence 
{CjГ=о ^  {4}Г=о for which 11 X tkfX) 11 >  s for all tk.. Then, however, it follows 
from (C.8) that | F .̂(A)| >  q(e) • (7 (e) being for, any given s, some fixed positive 
real) which contradicts the initial assumption. By this, the considered asser
tion and, therefore, also Lemma 1 is proved.

Proof of Theorems 3 and 4. Theorem 3 readily follows from Theorem 1 and 
Lemma 1, if one takes m =  — r.

In Theorem 4, (C.l), (C.2a), (C.3), (C.4) follow from the definition of the 
regulator W. Concerning (C.7) we refer to the complete independence of 
cot, t = 0, 1, . . . and the notion of the conditional expectation. From this 
and for the specific form of IF,

m(Zt) = \A\ ( >'t(co) K(. ,w) Q(da>). (A .19)
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(|zJ| stands for the number of elements in Л.) From (A.19), rt(co) = 
' =  sign(0 (co) — f (w)), and the reproducing property of the kernel K, we obtain

* <1 — 0, m( |)> =  — \A I f 11 (to) — 0(co) i Q{da>),
Si

from which (C.7) follows.
Thus, by adopting Ж = Ж(К) and the chosen specific form for regulator 

W, all conditions imposed in Theorem 2 are met, and, therefore, P(1 ina*
J |X,(eo) — 0(<u)| Q(d<x>)=Q) = 1. This completes the proof of Theorem 4.
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0 машинном обучении при итерационных правилах с памятью
Щ. ЧИБИ 

Будапешт 
Резюме

В работе даются ограничения, при которых широкий класс управляемых машинных 
методов обучения сходится в случае применения итерационных правил с памятью. Точнее, 
рассматриваются итерационные правила, обладающие слабой (или даже конечной во 
времени) памятью относительно функций дискриминации, предложенных в прежних мо
ментах. Такие методы предоставляют богатые возможности для применения более эффек-

4
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тивных шагов обработки в сходящихся алгоритмах и тем самым для сокращения времени, 
необходимого для обучения. Доказываются соотношения, способствующие конструиро
ванию итерационных правил такого рода. Применение сообщаемых результатов, например 
для сохраняющей сходимость модификации сходящихся обучающихся алгоритмов, и 
другие аналогичные вопросы будут рассмотрены в дальнейшей работе.,,

Пусть будет Q =  {га} пространство представленных симптомов и 0  =  {©(со), со £ ß} 
— функция дискриминации, для которой надо дать оценку, напр. на основании произве
денного в моментах времени t =  0,1, . .. обучения. Пусть будете, =  (Z,(co), со £ .0} оценка, 
предлагаемая в моменте t. Предположим, что искомая функция дискриминации 0  и воз
можные оценки Z, являются элементами сепарабельного Гильбертова пространства Ж. 
Точнее предположим, что 0 ( Л с  Ж, где аЯ не является обязательно подпространством.

Рассматривается следующий класс итеративных обучающихся алгоритмов. Пусть 
будет в любом моменте t =  0 ,1 , . . .  Z, =  Х,, где итерационный процесс X  = {Xt, t =  0,1,...}, 
исходя из произвольной начальной оценки Х0 £ <Л (Е ||Х0||! <  °о), создается с помощью 
итерационного правила (1) Х,+1 Ф(Х, +  а, IV,). (В данном случае существенно отличать 
созданную произвольно оценку Z, от выработанной специально по (1) оценки). Здесь а 
представляет собой по существу последовательность коэффициентов, соответствующую обыч
ным ограничениям случайного приближения. Ф: Ж ->- <А — усечение, с помощью которого 
X  можно удерживать в пределах выбранного надлежащим образом множества <Л с  Ж. 
Множество сЛ может быть любым параллелепипедом в Ж. Ф — равномерно уменьшающее 
норму отображение, имея в виду следующий шаг оценки и любой элемент множества оЯ. 
Обучение в моменте t влияет на итерацию через регулятор W,.

Сначала даются хорошо известные примеры для регулятора IV. Затем устанавлива
ются ограничения, которым регулятор W должен удовлетворять для обеспечения сходи
мости.

На регулятор IV наложены слабые и сильные ограничения. Слабые ограничения 
являются существенными с точки зрения сходимости процесса обучения, но их выполне
ние не связано с особыми трудностями. Такие ограничения: (С. 2) — слабая (или конечная 
во времени) память и (С. 3) — чувствительность Е«Z , — 0, W,> | Z 1), не превышающая 
определенную границу в отношении всей совокупности Zl = {Zj,, & <  t} ранее предло
женных оценок. Здесь <. > означает внутреннее произведение. В то же время сильные 
ограничения или суживают круг исследуемых проблем, или являются ограничениями по 
конструкции. (Таковы: (С. 4) — независимость от времени условного математического 
ожидания т регулатора IV,, взятого в предположении тождественных прежних оценок 
(что означает условную стационарность своего рода) и ограничения по конструкции более 
общего или более специфичного характера (С. 5 . . .  С. 7).

Для регуляторов (V такого рода доказываются теоремы сходимости. Теоремы 1 и 2 
относятся к регуляторам общего вида, теорема 3 относится к итерационным процессам, 
управляемым расходами, а теорема 4 — к итерационным процессам, создаваемым на осно
вании потенциальных функций. Из этих теорем хорошо видно, что, оставаясь в пределах 
регуляторов, удовлетворяющих нашим требованиям, сходимость итерации зависит по 
существу только от свойств момента т, т. е. от тех свойств регулятора IV, которые при 
тождественных прежних оценках появляются, так же и в случае Z ^ =  const, & < t. Это рас
познавание дает весьма широкие возможности для расширения круга сходящихся процедур 
обучения и даже для внедрения эвристических шагов обработки информации.

Существо наших доказательств заключается в том, что проблемы обучения, обладаю
щие памятью такого рода, с помощью леммы 3 сводятся к теореме Бравермана и Розоноэра, 
относящейся к  случайным процессам.

Это приводит к значительному расширению гарантированно абсолютно стабильных 
процессов, создавая новые возможности для отыскания функционалов U и V типа 
Ляпунова.

Sándor CsiBi
Telecommunication Research Institute 
Budapest 2 , Gábor Aron út 65, Hungary
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ON EXTENDED POTENTIAL FUNCTION TYPE LEARNING 
ALGORITHMS AND THEIR CONVERGENCE RATE

O. G U LY Á S

B u d a p e s t „

(R eceived F e b ru a ry  23, 1971)

In  th is  p a p e r  th e  p o ten tia l fu n c tio n  ty p e  lea rn in g  algo rithm  is genera lized . 
A s p o te n tia l fu n c tio n , an  a rb itra ry  p o s itiv e  defin ite fu n c tio n  is chosen. C oncern ing  
th e  d iscrim ination  fu n c tio n  to  be p ro d u ced  b y  the a lg o r ith m  i t  is assum ed t h a t  th is  
is a n  elem en t o f H ilb e r t  space w ith  a  rep ro d u c in g  kerne l g en era ted  by  th e  p o te n tia l 
fu n c tio n . I t  is d em o n s tra ted  th a t  th e  convergence th e o re m s of th e  a lg o rith m s 
in tro d u ced  in  [1 — 6] (w hich are  special cases o f this) re m a in  tru e  also in  th e  genera l 
case. Two theo rem s fo r th e  convergence r a te  o f th e  a lg o r ith m s  are  proved  a n d  som e 
p ro b lem s of th e  choice o f  p o ten tia l fu n c tio n s  are  in v es tig a ted .

The problem

In this paper we are concerned with learning discrimination functions 
with a teacher.

Definition 1. Given a space X  of points x, and a pair of disjoint subsets 
A and В  in X. Viz.,

A [) В  с  X  (1)

А П В  =  0 ( 2 )

We call the real-valued function /  =  {/(x), x £ A} discrimination function 
with respect to {A, B} provided

sign/(x) 1 if x £ A , 
1 if x $ В

(3)

Definition 2. We call, in the present paper, the sequence 77= {x1, x2, ...xn...} 
of points in X  sequence of learning samples if

a) 77 is a totally independent sequence of points in A  U В
b) the probability density function of every x1 is p(x) for all i, [p(x) =  

=  0 if x ( (A U 7?)c], (where superscript G stands for the complement.)
Definition 3. We call the sequence 77 =  {x1, x2,...x ,!...} of random vari

ables x' =  f (x ‘) the sequence of labels. Here 
x is the i-th learning sample
/(x) is the value the discrimination function /  takes at x.

4*
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A

Let YIn and l l n be the first n  members of the sample and label sequences, 
respectively. Viz.,

I J n  =  {Xl x2, . . • x ''} (4 )

n n =  { x 1, X2, . . • x "} ( 5 )

The purpose of learning to devise a function fn =  {/„(x), x £ X n}, which
A

depends on x, Пп, IJn, and tends as n -*■ oo, is some appropriate sense (to be 
specified in the sequel) to a discrimination function /  in accordance of what has 
been taught us to n by the teacher.
Viz.,

A.(x) =  A,(x; п ю n n) ^  f{x)
for any x U U 5 .

Prerequisites in the theory of potential function type algorithms ([1—6])

Given X,  {A, B},p(x); П, П, assume there exists a partition function 
/(x) of the form

/(*) =  (6)
< = i

Here {g9/(x), x £ X) denotes a system of linearly independent functions, N  an 
integer and

C =  {Gv C2, . . . Gn} and X-tuple of reals.

Let us consider learning algorithms of the following form:

/ o ( x )  - 0

and

/ n(x) =  2  (x,i) K (x ’ x,£) • (7)k= 1

In Aizerman’s — Braverman’s and Rozonoer’s fundamental theory 
[1] the function К  =  {K(x, у), x, у £ X} is defined by

K(x, y) =  q>i(x) <pf(y) (8)
* = l

and is called potential function. I t is also assumed, that | K(x, y) | <  L
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Specifically, for unambiguous teaching, the following choices of the 
coefficient rk are well known:

rk(x) =  0[/(x) — / л(х)] where 0 <  0  < 2 /L (9)
rk(*) =  yk sign [/(x) — /л(х)] where

Vn> 2  Yk =  °°; 2  y\ <  °°> (10)
k=1 k=1

<(x) =  sign /(x) — sign /a(x) , (И)

Observe that, specifically, for rf, the teacher has, of course, not to present 
(together with x'//(x')) itself but only sign /(x!).

For (10) — (12) the most simple convergence theorems are as follows 
([1] —[6]): As П —>- oo,

Mx 1 /(x) -  /®(х; Пп, Пп) I2 -* 0 in probabihty (12a)

Mx ! /(x) — /п(х; Пп, f l n) 1 —> 0 in probability (12b)

Mx 1 sign/(x) -  sign /п(х; I In, Пп) 2 0 in probability (12c)

(Here Mx denotes the expectation with respect to x, in (12c) |/(x) | > e > 0  
is also assumed for some e >  0 and any x £ A \JB.)

Prerequisites in the theory of Reproducing Kernel Hilbert Spaces [7—11]

The results to be presented are based on the theory of reproducing kernel 
Hilbert-spaces. We recollect here, only the notions and theorems we directly 
refer to in the sequel.

Definition 4. Hilbert-space of functions {/(«), s d *ST} is a reproducing 
kernel Hilbert-space (RKHS), if there exists a function { K(s, t); (s, t) £ S x S } ,  
such that

K{- ,1) £H V t £ S ,  (13)
(f(-),K(-,t)) = f(t) V /6 H . (14)

K(s, t) is called the reproducing kernel of the space.
The reproducing kernel defines the RKHS unambiguously in the sense 

of the following Lemmas 1 — 3.

Lemma 1 [9]
An RKHS may process only one reproducing kernel
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Proof: Assume, that K(s, t) and K'(s, t) are two reproducing kernels. 
Then, for any f  £ H :

(/(«), K(s, t)) =  (/(«), K'(s, t)) = f(t)

Thus: (/(5), K(s, t) -  K'{s, t)) =  0

and, therefore: K(s, t) — K'(s, t) 1  f(s) V /  £ Я
However, this may hold only if K(s, t) — K'(s, t), which completes the

proof.

Lemma 2 [.9]
The function-set {K(s, t), t £ S} is a basis in the RKHS generated by K. 
Proof: — I f f(s) 1 К  (s, t) for some /  £ H and t, then:

(f(s), K(s, t)) =  f(t)

(/(*), K(s, t)) s  0
Thus: f(t) =  0

Lemma 3 [9]. — A reproducing kernel can be associated only with single 
RKHS

Proof: — Let us suppose, that H1 and II, are two RKHS-s having the 
same kernel K(s, t). According to Lemma 2, II v and H2 are the closures of 
convex linear manifolds with respect К  

However
(K{s, t), K(s, u))1 = (K(s, t), K{s, u))2 =  K{s, t),

from which
II E с, K(s, tf) | |x =  И E ci K{s, ti) ||2,

from which Lemma 3 follows. (The subscripts refer to H1 and II.г, respectively.)
Next we show how are reproducing kernels related to positive definite 

functions.
Definition — 5. A function К  =  K(s, t)\ (s, t) £ S X S  of two variables 

in positive definite, if for any positive integer n, any и-tuple (zv  . . . zn) of 
complex numbers and any и-tuple (tv t.,, . . . tn) of reals

У  У  к (L, t f ) г, Zj >  о
i=l j=\

holds and (15) equals 0 only if z, =  0 for all i =  1, 2, . . .  и
Lemma 4 [9]. — The kernel К = {K(s, t); (s, t) £ S X S} of any RKHS  

is positive definite
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Proof: — For any positive integer n, í, £ S and {z,}"=1

0<_ y K ( s ,  ti)zi 
I i = 1

У  (K(s, tj), K(s, tj)) zt Zj 
<‘= 1 i'=i

j g  У Щ >  I ) Zi Zj
i=l 1=1

holds, from which Lemma 4 follows.
Moore’s Theorem — [9]. For any positive definite function if there exists 

one and only one RKHS, the kernel of which is K. (For the proof of Lemma 4 
see [9].)

Consider functions of the following form:

f(s) = J £ ci K (s’ f‘) (15)i=i
(n denotes a positive integer, {c,} a sequence of reals, {/,} a tuple of n elements 
from S.)

We obtain in this way a linear space. Let us generate an inner product by
n m

(/. g )  =  У  2  ci di K ^ j’ li) -
i=i y=1

having
Ml

g(s) =  JZ dj K(s, t'j).
i=i

(Thebar stands for the complex conjugate.) Let us take the closure of the convex 
linear manifold of (15). The space, obtained in this way is an RKHS with 
kernel K(s, t).

We will denote, in the sequel, by H(K) the reproducing kernel Hilbert 
space generated by a positive definite function K.

How are convergence properties related in an RKHS is shown by 
Lemma 5 [5]. — in RKHS convergence in norm implies pointwise 

convergence. If К  is uniformly bounded, pointwise uniform convergence 
holds.

Proof: — Obviously

I /(s) — /„(s) I =  I (/(«), K(u, s)) — (/„(u), K(u, s))| =

=  I (/(u) -  fn(u), K( u, s)) I ^  11 /(a) -  fn(n) ЦП K(u, s) 11 , 

which completes the proof.
Example. Any finite dimensional II Hilbert space of complex valued 

functions is an RKHS. Let {с/.;(x) } j be a complete orthonormal system in I I .
N

Then only the functions of the form /(x) =  ^  c, cpt(x) belong to H.
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Given y, consider

•. y) = 2  <Р<(Х) <Pi(y)> x 6 X.i=i
Obviously:

K ( x , y ) t H  v у ez
and

(/(x), Z(x, j)) = 2  2  c‘ VjW Ш ж)> 4,ÁX)) =  /(у) •
1 = 1 у-l

Further significant examples for RKHS-s may be found in Hajek [13], 
Parzen [7 — 8] and Kailath [11].)

Extending potential function type learning algorithms

We (i) extend, in what follows, the algorithms given by (9) —(11) and 
prove, that the convergence theorem [12] hold even under more general condi
tion, (ii) prove, that the convergence bounds, given in [5], hold even under 
more general condition (iii) and make some remarks concerning the choice 
of potential functions.

Theorem 1. Given a positive definite function K={K(x,  y), (x,y) [ 1 x 1 ] .  
Assume, that | K(x, y) | <^L and /(x) £ H(K). Then the estimate f n =

=  {/,,(x), x [ I }  defined by (9) -(11), with
/o(x) =  0 (16)

/u(x) =  2  rk- i(x,i) ^ ( x> (17)k=l
tends, as n —*■ oo, to /(x), in the following sense

JI x I /(x) — /®(х) I2 -> 0, in probabihtv (18)

M x I f(x) — fn(x) I ->■ 0, in probability (19)

Mx I sign/(x) — sign f'rix) ]2 0, in probability (20)

((18) — (20) refer of the cases when /  equals /„, /;(and/„ respectively, the defini
tion of which is given by (9) —(11).)

Proof: (See Appendix 1.)
Remark 1. Theorem 1 obviously extends the scope of the potential func

tion type algorithms defined in [1]. It may be readily shown that

К  =  {K (x, y) =  2  9b(x) <pi(y), (x, y) £ I X X}
i= 1
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is a positive definite function and H(K) is a function space of the form

/(x) =  £  c ,  <Pi (x).
i = 1

Theorem 2. Assume, that a real r >  0 exists, for wich

r K(u, v) <  Mx K(x, u) K(x, v) ( 21 )

for all (u, v ) ( I x  X.
If, in addition to (21), conditions in Theorem 1 also hold, we have (for 

any 1 — ar <  1)

( 22 )

f n(x) /(x) if ?г —► oo (almost everywhere)

(23)

(24)

Proof: (See Appendix 2)
Theorem 3. If  in addition to the conditions in Theorem 2 we have, for 

some Я >  0 and 1 n >  n0

(Gv C2 denote given positive constants)
Proof: (See Appendix 3)
Remark 2. Obviously from (26) the property 27 yfc <  oo also follows and 

(25) implies 27 yk = ■  OO.

Remark 3. Theorems 2 and 3 on error hounds are the extensions of the 
corresponding theorems in [5]. Further theorems in [5], concerning the algo
rithms, given by (9) — (11), may also be extended in a similar way.
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Remark 4. Define the relation between two positive definite functions 
as follows:

if
(29)

(30)

Obviously if the potential function is K2 and if f(x) £ H(KX) then Theo 
rems 1 — 3 hold and

A.(x) =  > rk-i(x,c) K{x, xk) (31)
k= 1

converges, as n —► oo, to f(x).
Obviously if the potential function is K l and /(x) £ H(K),  and the 

orthogonal decomposition of /  with respect to H(Kx) is

(33)

(Observe that /„(x) £ H(Kx) jjer definition.)
Remark 5. Theorem 1 offers further possibilities for finding appropriate 

potential functions. E.g., let X  be the real interval [a, b]. Assume that A 
resp. В  may be separated by an almost everywhere continuously differentiable 
function (e. g. by a polynomial).

Observe that in this very case a discrimination function /  £ H(K ) exists, 
provided

K(t,s) =  —  e-'5l'-*l and fn->f  (34)
2/3

if we replace in (17) K(x, xk) by a potential function according to (34).
The inner product specifically for this H(K)  may be written as

(h, g) =  J [h'(t) ß h{t)] [\g'(t) +  ß gr(i)] dt +  2/3 h{a) g(a) (35)

which obviously follows from the fact that H(K)  is now, specifically, the 
space of almost everywhere continuously differentiable functions [7]—[8].
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Appendix 1 — Proof of Theorem 1

We adopt the ideas given in [4] to our more general context. Let us 
introduce the following notation

= 11/00 — /п(х; п п, Йп) II2 (Al. 1)
(Observe that fn as well as /  is a member of H(K).)

Because of the reproducing property:

( К (x, xn + 1), K(x,  x" + 1)) =  K(xn+1, xn + 1) , (A1.2)

and

(/(x) -  Ш ,  K(x, x"+i)) =  f(xn+1) -  /„(x"+i) , (A1.3)
Therefore:

«П +1 =  II /(*) -  /„+lW  II2 =  11/00 -  fn(x) -  rn+1(x"+1) K(x, x" + i) II2 =

=  ||/(x) —/„(x) II2 -  2гп + 1 (х"+1)(/(х) - / , , ( х )Д (х ,х " « ) )  +

+  r*+1(xn+1) (K(x, xn+1), K(x, xn+1)).

From which we obtain:

Xn + 1 = x n -  2rn+1(xn+1) [/(x»+i) -  /„(x«+i)] +  r*+1(x"*i) K(x"+\  xn+1) (A1.4)

This relation is the same as (20) in [4] and from here on the proof exactly 
follows that of [4].

Appendix 2 — Proof of Theorem 2

2a. We prove, that

r.| I /  i Г <  Mx I /(x) I2 (A2.1)

for any /  £ Я.

Consider the set of functions in H-space which are of the form

/(x) =  V  с,- K(x, x ') . (A2.2)
1 = 1

For these

11 /(x) |j2 =  {f,f ) =  2  2  c‘ cj (A <x- x ‘)> A <x>x')) =  2  2  ci cj K(xJ’xi) (A2-3)
I =  1 j= l  i = 1 7 =  1
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and

мх |/(x ) I2 =  МХУ V  a CjK(x, x ‘) K(x, xJ) - 
«' = 1 j= 1

=  2  ci cj M x K(x, x‘) K(x, xJ). (A2.4)
i = l 1 = 1

(A2.1) follows, for such /, from (2.1) by comparing the right sides in (A2.3) 
and (A2.4)

Next let us expand (A2.1) for any /  in H. Observe that any f  £ H is 
the limit of functions of the form (A2.2). Since, by Lemma 5, from convergence 
in RKHS — norm pointwise convergence follows, we get, as n -*■ oo,

/n(x) f(x)
for all x £ H.

By (A2.5) and Lemma 5

(A2.5)

|/n(x)|<^VN(x,x) II fn\ \<G

that’s why thus we may use Lebesgue’s theorem and write

(A2.6)

Mx 1 fn(x) I2 -> Mx 1 /(x) I2
Observe that

(A2.7)

ll/n(x) II -  II/W  II 

From (A2.5) and (A2.8) we finally get:

(A2.8)

r \ \ f \ \2 < M x \f(x) I2 (A2.9)

2b. For the sake of brevity shall adopt, in whaC follows, the following 
notations

ßn =  Mx \ f(x) — f n(x; Пп, П п) I2 

Then we may replace (A2.9) by:

(A2.10)

r M(an) <  M(ßn)

2c. Let, specifically, rn =  r®. Then

(A2.11)

(A2.12)
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from which we obtain:

<; tx® -  20/3,, +  0 2Lßn,

Here
M K +1) < , M K ) - a M ( ß n). 

a =  20 -  0 2 A .

2d. Iterating (A2.13) и-time, we get:

<  Щ < )  (I -  or) £  M(af) (1 -  ar)n
observe that

From which we get

by which (23) in Theorem 2 is proved.
2e. The proof of (24) directly follows from (23), since

|/ (* ) - /„ (x )  |2 ^ L | | / ( x ) - / „ ( x )  |p
and therefore

M(ßn) <LM(x° )

From (A.2.18) and (A.2.20) we get:

M\f(x)  -/„(x) p L  M(ccen) < L_,l _  ar)„
M  |/(x) I2 _  " rM У /(x) |p r

2f. — In order to prove (24) we write, by using (A2.21):

2  M(ßk) = 2  Щ  /(*) -  /„ p ^  M i i t  2 ( 1 -  ar)k = L M \ f \L
* =  1 k= \ r k=l ar-

By Markov’s inequality

p (\f(x) — /fc(x) I2 >  e) <  “  .
k = 1

for any e >■ 0. Thus, by the Borel-Cantelli lemma, we get

|/(x) - /„ (x )  | - 0 ,

(A2.13)
(A2.14)

(A2.15)

(A2.16)

(A2.17)

(A2.18)

(A2.19)

(A2.20)

(A2.21)

CO .

(A2.22)

(A2.23)

(A2.24)

as n CO almost surely, which is (24). This completes the proof of Theorem 2).
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Appendix 3 — Proof of Theorem 3

3a. — First we prove, that

| / ( х ) - Я ( х )  \ < A ,  (A3.1)

(A being, for any n  the same constant). I t  is sufficient to show, that

I I /W - /£ ( x )  \ \ < A ,  (A3.2)
since

I /(*) -  Я(х) I ^  L  11 /(x) -  Я(х) 11 , (A3.3)

In order to prove this, we replace in (A. 1.4.) rn by rvn. I.e.,

< +1 = < -  2Уп+1 |/(xn+1) -  т * п+1) I +  r 2n+1W + 1, Xn+1) - (A3.4)

By overbounding (A3.4) and rearrangement:

“n+i — *n <  -^Yn+l ■■

Let .Г =  У? this:
i=i

s s
У  (x{+1 — xj) =  ocy+1 — ct'ó = L У* y2i<LLr,

:_n i_1
(A3.5)

and
1=U 1 — 1

*s+i +  «о ^  c \ , (A3.6)
from which we obtain

<+1 =  I l / ( x )  -  /£+i(x) II2 <  A , (A3.7)
and

1 /(x) -  f vn(x) 1 <  A (A3.8)
Let

bn =  M x 1 /(x) -  / п(х, Пп, П п) 1 (A3.9)

3b. — From (A3.8) and (A3.9)

ß n =  M x \/(x) -  Я(х) |2 <; Adfx |/(x) -  /„(x) | =  A<Sn (A3.10)

and from this and (A2.11)
г4/(а„)<Ж (^)^А А /(«5п) (A3.11)

from which we obtain

^ -ж (Хп)< :м(0п).
A

(A3.12)
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3c. — From (A3.11) and (A3.4)
Щ < -и) ^  щ < )  ~  2Уп+i M(ön) +  Ly*+1 <

Щ О  -  2 ”  Уп+1 Щ О  +  Ly*+1 <
A

(A3.13)

and

if

Observe that

[ J l /W  - / n(x)|p(x)dx]2<  j  |/(x) - / n(x)|2^(x)dx-j>(x)dx;
X X

From this
tn<TFn,

and
Щ К Х \ ГЩ^) •

Obviously:
[ J <5„(x) p(x) dx]2 <[ j  УÄ,(x) p(x) dx <  [ ßn{x)p(x)dx § p(x) dx =  M(ßn) ,

X  X X

Therefore, (observing that M(ßn) <  C' y„ if те >  те0) we obtain
(A3.19)

from which and (A3.9) follows (28) by which Theorem 3 is proved.
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Об обобщении алгоритма обучения потенциальных функций 
и о скорости сходимости

О. ГУЛЬЯШ 

(Будапешт)

Резюме
В работе обобщается метод потенциальных функций.
Пусть К(х, у) будет положительно-определенная, конечная функция на множестве 

Х х Х .  Пусть Н(К) обозначает Гильбертово пространство с воспроизводящим ядром, обра
зованное из функции К(х, у).

Обозначим {х/},”  1 последовательность независимых случайных величин с одним и 
тем же распределением, определенную на Х-множестве.
Теорема 1

П

Если /(х) £ Н(К), тогда алгоритм / п(х) =  A.' rfc_ t(x,;) К(х, х,;) сходится к /(х) вfc= 1
смысле (12), где rk(x) задан в формулах (9), (10), (11).
Теорема 2

Если добавим к условиям теоремы 1 условие (21) й rk(x) выберем соответственно (9), 
тогда существуют критерии (22), 23), (24) относящиеся к скорости сходимости алгоритма.
Теорема 3

Если добавим к теоремам 1 и 2 условия (25), (26) и rk(x) выберем соответственно (10), 
тогда существуют критерии (27), (28) относящиеся к скорости сходимости алгоритма.

Ottó G ulyás
Research Institute for Telecommunication 
Budapest II, Gábor Aron u. 65. Hungary
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The class of stochastic systems is defined and its closeness -with respect 
to  all possible connections by which large-scale systems are composed is proved. 
The concept of a decision function as the main characteristic of a stochastic system 
is introduced. The relations between the decision functions of the main types of 
connections of stochastic systems and those of connected systems are established 
yielding the means to find the decision functions of any composed stochastic 
system given the decision functions of the components. The stochastic system 
can serve as a model of a system w ith indeterministic behaviour in general statistical 
theory of control processes.

1. The main problem of modern control theory is the control of the 
large-scale systems usually containing men. The behaviour of such a system 
is somewhat indeterministic. Performing repeatedly in the same situation the 
behaviour of such a system is not the same each time. The result is that the 
outcome of the action of such a system can not be predicted with absolute 
accuracy.

The natural tendency is to apply the powerful techniques of probability 
theory to study indeterministic systems. Hence it is necessary to determine the 
probabilistic models of such systems. In other words it is necessary to specify 
a class of systems (i.e. mathematical models of systems) which admit a statistical 
description.

On the other hand, the main achievements of recent automatic control 
theory must be used. In particular, the structural theory being so fruitful in 
automatic control theory [1], it is natural to generalize this theory in such a 
manner that it be applicable to systems with indeterministic behaviour. Hence 
it is necessary to extend the definition of the main types of connections of 
automatic systems to more general systems and to define a statistical model of 
a system with indeterministic behaviour in such a way that the class of such 
models be closed with respect to all possible connections by which large-scale 
systems are composed of simpler ones.

The definitions of a stochastic system and of the main types of connections 
of such systems are given in this paper. The closeness of the class of stochastic
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systems with respect to all possible connections is proved, and the relations 
between the characteristics of connections and those of the connected systems 
are derived [2].

2. We call the system any ensemble of interacting subjects of any nature.
The set of all external influences on a system, including the influences

of surrounding medium, is called the input of the system.
The set of all essential features of the behaviour of a system is called its 

output.
Various features of phenomena in a system and surrounding medium 

can serve as the inputs and outputs in control problems. For instance, the 
inputs and outputs of automatic systems represent scalar or vector functions, 
those of finite automata are logical variables, those of service (queueing) 
systems are flows of events, those of recognition systems are images, sounds 
of speach, situations etc. It is thus necessary to consider inputs and outputs 
of systems as elements of any abstract spaces in general control theory.

A relation between elements of two spaces X  and Y  called respectively 
the space of inputs and the space of outputs can serve as a mathematical model of 
a system. Given an input x £ X, the system elaborates such an output у £ Y  
that the pair (x, y) belongs to the relation characterizing the system.

To apply statistical methods it is necessary to consider only systems 
having the input-output relation of a statistical nature.

3. We call stochastic a system whose input-output relation is a family 
of probability distributions in the space of outputs Y  depending upon the 
input x £ X. Such a system elaborates its output у £ Y  in accordance with 
the probability distribution in Y  corresponding to a given

To develop stochastic system theory it is necessary to suppose that the 
spaces of inputs and outputs are measurable. We shall thus suppose that a 
er-algebra <A of sets is defined in the space of inputs X, and a er-algebra is 
defined in the space of outputs Y.

The probability distribution in the space of outputs 7  of a stochastic 
system for a given input x £ X  is determined by a conditional probability 
measure p(E \ x) representing the probability of an output belonging to a set 
E  £ Si for a given input x £ X. The measure p(E | x) is a non-negative u-additive 
function of a set E  defined on the u-algebra oB for each x £ X  and a function of 
point x measurable with respect to the cr-algebra <Л for each set E £ $> [3].

I t is natural to take conditional probability measure y(E | a;) as the main 
characteristic of a stochastic system. We shall call this measure the decision 
function of a stochastic system. Considering several stochastic systems we add 
corresponding subscripts to u. For instance, the decision function of the system 
аЯ we denote y,A.
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4. The main types of connections of systems are the parallel connection, 
the connection in cascade and the feedback. Any complex systems can be 
composed using these typical connections.

The parallel connection of systems A and В  is such a connection in which 
A  and В  have the same input x, and the pair (y, x) of their outputs serves as 
the output of the composed system (Tig. 1). The parallel connections of the

F ig . 1 F ig . 2

systems A  and В  we denote A © B. It is evident that the parallel connection 
is commutative В  © A  — A 0  B.

The case in which only some of the components of the input of the system 
A coincide with some components of the input of the system В  is evidently 
covered by above definition the common input x of A  and В representing the 
set of all components of the inputs of A and B. This case is thus a special 
case in which the decision functions of A and В are independent of some of the 
components of x.

The connection of systems A and В  in cascade is such a connection in which 
the input of В contains the output of A  (Fig. 2). The connection of the systems 
A  and В  in cascade we denote A  <g> B. It is clear that the connection in cascade 
is not commutative in general В  ® А  т*: A ® В .

The usual connection in cascade considered in automatic control theory 
in which the input of the second system is the output of the first one represents, 
evidently, the special case of the general connection in cascade with the input- 
output relation of the second system independent of the input x of the first 
system. On the other hand the general case can be reduced to this special case 
the pair (x, y) being considered as the output of the parallel connection of the 
system A  and the identity system I  (Fig. 3), A <s> В  = (A ® I) <s> B.

Fig. 3
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The elementary feedback of a system A  is such a connection of A  with itself 
in which the input of A  contains its output. Fig. 4a shows a system A  whose 
input represents an element (x, у ) of the Cartesian product of spaces X  X Y  and 
output is the element z of the space Y. Fig. 4b shows the elementary feedback 
of the system A.  The elementary feedback of the system A we denote by [А].

(x,y). A 2 X ■ Ä A

b,

-У .

F ig . 4

The connection of a system A  with itself in which its input contains only 
some of the components of its output is, evidently, the special case of the general 
elementary feedback in which the input-output relation of A is independent of 
some of the components of y.

The feedback of a system A via a system В  is such a connection in which 
the input of the system A contains its output transformed by the system В 
(Fig. 5). This connection we denote [A]ß.

F ig . 5 F ig . 6

I t is clear that the feedback of the system A via the system В  is equivalent 
to the elementary feedback of the connection of the systems В  and A in cascade,
[A]B =  [B ® A] (Fig. 6).

I t  is easily understood that all possible connections of systems represent 
various combinations of parallel connections, connections in cascade and 
feedbacks. For instance the system N  shown in Fig. 7 is [(G © H) ® ([D ® 
®([C ® (A © В © I u)] © /„)] ® F)], I  и and I v representing the systems with 
the input (x, u, v, p, q) and outputs и and v respectively (i.e. identity systems 
for the signals и and v non-passing other components of the inputs). Figs 
8, 9, and 10 show consequent steps by which the system N  is composed.

5. The main feature of connections of stochastic systems is the possibility 
of random breaking and arising of some connections. The connections in a 
stochastic system are thus stochastic themselves. The random variations of the



PUGACHEV: STOCHASTIC SYSTEMS 69

F ig . 7. S ystem  N

F ig . 8. System  L  =  [ L 0  (A  ©  В  ©  I u)\

connections in the stochastic system cause the corresponding random variations 
of its decision function. The random variations of the decision function of a 
stochastic system may also be caused by any other random variations of its 
inner state. .

I t  is clear that the flow of events causing random variations of the state 
of a stochastic system A , in particular, of the connections among its components, 
can be considered as the output of some other stochastic system В  and at the
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Fig. 9. S ystem  M  =  [ D  ® (L @ I V)]

Fig. 10. S y s tem  N  =  [((? @ H)  ® (M  ® Fb]

same time as the additional component of the input of A. Thus the study 
of the system A  with random variations of its decision function can be reduced 
to the study of the connection in cascade of two stochastic systems with definite 
decision functions. One is the system В  generating the random flow of events 
causing the variations of the decision function of the system A, and other 
is the system A .

6. Consider the parallel connection of stochastic systems A  and В  (Fig. 1). 
The decision functions u,A and цв of these systems define the conditional 
probability distribution in Cartesian product FX Z of the spaces of outputs 
of these systems for a given input x £ X. The corresponding conditional pro
bability measure is given by

[ic{E I x) =  j  J  yA{dy I x) ftB(dz I x) =  j  fiB(Ey \ x) /iA{dy\x), E £ B x C ,  (1)
E  E„

Ey being the section of the set E  in the point y, E0 = {y : (y, z) £ E)  (i.e. the 
set of у for which the pair (у , z) belongs to E), & the о-algebra of sets of the 
space Z, and Sh X S the product of the o-algebras Si and 6, i.e. the least o-algebra 
containing all measurable rectangles B x C ,  В ^ Si, C £ S [3].
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Thus the parallel connection of stochastic systems A and В represents the 
stochastic system G whose decision function yc is determined by (1).

7. Consider the connection of stochastic systems A and В  in cascade 
(Fig. 2). The decision functions y A and yB of these systems define the conditio
nal probability distribution in the Cartesian product space Y / Z  of the outputs 
of these systems. The corresponding conditional probability measure is uniquely 
determined by

yD(F \ x) =  J  yB(Fy I x, y)yA{dy \x), F  £ $  X (2, (2)
Fa

Fy being the section of the set F  in the point y. and F0 = {y : (y, z) £ F}. 
To find the conditional probability distribution in the space Z  for a given 
x £ X  we must restrict the measure pD to the cr-algebra <2. To do this it is 
sufficient to put F = Y x E ,  E €<■2, in (2) yielding the conditional probability 
measure uc in Z:

M E  I x) =  j  y B(E I x, y)yA(dy I x), E£ Q, (3)

the integral being extended over the whole space Y.
Thus the connection of stochastic systems A  and В in cascade represents 

the stochastic system C with the decision function yc determined by (3).
8. Consider the elementary feedback of a stochastic system A  (Fig. 4). 

Define a one-to-one measurable transform Ty of the space Y  onto itself, 
u = Ty z, (z, и £ Y), transforming the measure yA(E \ x, у) in such a way that 
the resulting measure u{Ty E \ x) be independent of y*):

y(F\x)  =  y A T y 1 F\x,  y), F  £Sb- (4)

(* Such a transform always exists. In particular, it is easily determined, 
if the output of the system A may be represented by a finite-dimensional ran
dom vector, or separable scalar or finite-dimensional vector random function, 
taking jx(F I x) =  yA(Ty^ F \ x, y0) for an arbitrary y0.)

Then the equation z = y, i.e. и =  Tyy = Sy  determines the output у 
of the elementary feedback of the system A as the function of the element и 
of the space Y  with the probability measure y(F \ x) for a given x £ X. In other 
words, the output of the elementary feedback of the system A represents the 
random variable Y  in the space Y  which is a function of the random variable 
U in the same space Y.

The equation и =  Sy has always an unique solution with respect to 
у because only in this case the closed-loop system [A ] canperform (i.e. elaborate 
a single realization у of the random output Y  for a given input x). Hence the
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conditional probability measure yc(E | x ) of the output Y  of the close-loop 
system [A] for a given input x £ X  is determined by

yc(E I x) =  y(SE I x), !?£<&. (5)

Putting у = y 0, F  — SE in (4) relation (5) takes the form

Ис(Е I x) = yA(T~f SE I x, y0), 1S £ &. (6)

The right hand member of (6) is independent of y0, since for any у

E A ( T y 1F \ x , y ) = li A ( T - } F \ x , y íí) ( 7 )

in virtue of (4). Furthermore, putting F =  TyE  we obtain from (7)

Ea(E \x,y) — yA(Ty]TyE I x, y0) . (8)

This relation shows that the operator Vy = T ŷ Ty is independent of the 
specific choice of the measure y. Therefore the equation и = Vya у =  T^'  
Ту у  =  Ту'  Sy is also independent of у. Hence the right hand member of 
(6) is independent of y. Taking y(F  | x) = yA(F \ x, y0) formula (5) coincides 
with (6).

Thus the elementary feedback of a stochastic system A represents the stochastic 
system C with the decision function yc determined by (6).

To find the decision function of the feedback of the stochastic system 
A via the stochastic system В it is sufficient to substitute into (6)

yD(F I x,y) =  j  y A(F I x, z)yB(dz \ x, y), F  £ 

instead of yA(F | x, y).
9. The three theorems proved establish the closeness of the class of 

stochastic systems with respect to all possible connections. In virtue of these 
theorems any connections of stochastic systems represent stochastic systems. 
Relations (1), (3) and (6) enable us in principle to determine the decision 
function of any compound stochastic system given those of its components.

The properties of the class of stochastic systems established enable us 
to apply structural approach to study complex systems. Representing a complex 
system as a connection of suitable subsystems and determining the statistical 
properties of each subsystem we may then study the behaviour of the overall 
system. This principle may be used, in particular, to simulate the behaviour of
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large-scale systems using electronic computers. Determining first available 
statistical characteristics of the subsystems we may then use these characte
ristics instead of the subsystems themselves in simulating the behaviour of 
the overall system. As a result we obtain a reduction of the amount of neces
sary computations for simulating a given system and hence the possibility 
to enlarge the scope of systems which may be studied by a given computer.

However, the decision functions of components of large-scale systems 
are usually unknown or partially known (i.e. only incomplete information is 
available concerning their statistical characteristics). Thus the main problems 
of stochastic system control and optimization have to be posed and solved 
supposing that only such information about the decision functions involved is 
given which is practically available. This has to be taken into account in further 
developments of stochastic system theory.
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Стохастические системы и их соединения

В. С. ПУГАЧЕВ

Москва
Резюме

1. Основной проблемой современной теории управления является управление слож
ными системами, как правило, включающими людей. Для таких систем характерна 
некоторая неопределенность поведения.

Естественно стремление применить для исследования систем с неопределенным 
поведением мощный аппарат статистических методов.

С другой стороны, при построении общей статистической теории процессов управле
ния целесообразно использовать структурный подход, оказавшийся таким плодотворным 
для исследования сложных автоматических систем [1]. Поэтому необходимо определить 
статистическую модель системы с неопределенным поведением так, чтобы класс этих 
моделей был замкнут относительно всех возможных соединений, с помощью которых стро
ятся сложные системы.

В данной работе определяются понятие стохастической системы и основные типы 
соединений таких систем. Доказывается, что класс стохастических систем замкнут отно
сительно всех возможных соединений, и выводятся соотношения между характеристиками 
соединений и соединяемых систем [2].

2. Будем называть системой любую совокупность взаимодействующих предметов 
любой природы.

CoBoi упность всех внешних воздействий, которым подвергается система, включая 
воздействия среды, в которой она работает, будем называть входным сигналом системы.
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Совокупность всех интересующих нас характеристик поведения системы будем назы
вать выходным сигналом системы.

Входными и выходными сигналами систем, с которыми приходится встречаться в 
задачах управления, могут служить самые разнообразные характеристики явлений, про
исходящих в системе и в окружающей ее среде. Так, например, входные и выходные сиг
налы в автоматических системах представляют собой скалярные или векторные функции, 
в конечных автоматах — логические переменные, в системах массового обслуживания — 
потоки событий, в системах распознавания — изображения, звуки речи, ситуации и другие 
образы, как их принято называть. Поэтому в общей теории необходимо рассматривать 
входные и выходные сигналы систем как элементы произвольных абстрактных пространств.

Математической моделью системы при таком общем подходе может служить неко
торое отношение между элементами двух пространств — пространства входных сигналов X  
и пространства выходных сигналов Y. При данном входном сигнале х £ Х  система выраба
тывает такой выходной сигнал у £ F, что пара (х, у) принадлежит характеризующему систе
му отношению. Чтобы можно было применить статистические методы, необходимо ограни
читься только такими системами, у которых отношение между входными и выходными 
сигналами имеет статистическую природу.

3. Будем называть стохастической системой такую систему, которая ставит в со
ответствие данному входному сигналу х £ Y  определенное распределение вероятностей 
в пространстве выходных сигналов Y.

Для построения теории стохастических систем необходимо рассматривать про
странства входных и выходных сигналов как измеримые пространства. В соответствии с 
этим будем считать, что в пространстве входных сигналов X  определена cr-алгебра мно
жеств Л , а в пространстве выходных сигналов Y — а-алгебра множеств Si.

Распределение вероятностей в пространстве выходных сигналов Y  стохастической 
системы при данном входном сигнале х  £ X  определяется условной вероятностной мерой 
р (Е\х) — переходной вероятностью, которая представляет собой вероятность того, что 
при данном входном сигналех£ X  система выработает выходной сигналу, принадлежащий 
множеству Е £ Si. Мера р(Е \ х) при каждом у  представляет собой неотрицательную (/-ад
дитивную функцию множества Е, определенную на а-алгебре Si, и при каждом множестве 
Е  £ Si функцию переменной х, измеримую относительно ст-алгебры <Л [2].

Меру р(Е I х) естественно принять за основную характеристику стохастической 
системы. Мы будем называть эту характеристику решающей функцией стохастической сис
темы. Рассматривая несколько систем, будем отмечать их решающие функции соответ
ствующими индексами. Например, решающую функцию системы А будем обозначать 
символом цА.

4. Основными типами соединений систем являются параллельное соединение, по
следовательное соединение и замыкание обратной связью.

Параллельным соединением А ®  В  систем А и В будем называть такое их соединение, 
при котором на них подается один и тот же входной сигнал х, а выходным сигналом слу
жит совокупность (у, г) выходных сигналов этих систем (рис. 1). Очевидно, что параллель
ное соединение коммутативно В  ф  А =  А ®  В.

Последовательным соединением А  ® В  систем А и В  будем называть такое их соеди
нение, при котором выходной сигнал первой системы входит в состав входного сигнала 
второй (рис. 2). Очевидно, что последовательное соединение в общем случае некоммута
тивно, В  ® А 9  ̂ А  ® В.

Замыканием [А] системы А элементарной обратной связью будем называть ввод 
выходного сигнала системы А в состав ее входного сигнала. На рис. 4а показана система 
А, у  которой входным сигналом служит элемент (х, у) произведения пространств X  х  Y, 
а выходным сигналом — элемент г пространства Y. На рис. Ab показано замыкание системы 
А  элементарной обратной связью.

Замыканием [Д]в системы А обратной связью через систему В  будем называть ввод 
выходного сигнала системы А, преобразованного системой В, в состав входного сигнала 
системы А  (рис. 5). Легко видеть, что [А]в =  [В ® Л] (рис. 6).

Легко понять, что все возможные соединения систем представляют собой комбина
ции параллельных и последовательных соединений и замыканий обратными связями. Так, 
например, система N,  показанная на рис. 7, представляет собой

[(G ©  Н)  ® ([D ® ([С ® ( Л ©  В ф  /„)] ©  /«,)] ® F) ] ,
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где I  u и I v — системы с выходными сигналами н и v соответственно при входном сигнале 
(х, и, V, р, q) (системы тождественного преобразования сигналов и и v, не пропускающие 
других компонент входных сигналов).

5. Характерной особенностью соединений стохастических систем является возмож
ность случайного возникновения и нарушения связей в процессе работы системы. Таким 
образом, связи в стохастической системе тоже являются стохастическими. Случайное из
менение связей в стохастической системе приводит к случайным изменениям ее решающей 
функции.

Очевидно, что поток событий, определяющий случайные изменения решающей функ
ции стохастической системы А, можно рассматривать как выходной сигнал некоторой 
другой стохастической системы В и в то же время как дополнительную компоненту вход
ного сигнала данной системы Л. Тогда исследование системы А  со случайными изменения
ми решающей функции сведется к изучению последовательного соединения двух стохасти
ческих систем — системы В, генерирующей поток событий, управляющий случайными из
менениями решающей функции системы А, и данной системы А.

6. Решающие функции цА и рв  систем А и В, соединенных параллельно, определяют 
условную вероятностную меру в прямом произведении пространств Y х Z  выходных 
сигналов этих систем. Эта мера выражается формулой (1), где Еу — сечение множества Е в 
точке у, Е0 = {у: (у, z) £ £}, а б — ст-алгебра множеств пространства Z.

Таким образом, параллельное соединение стохастических систем А и В  представляет 
собой стохастическую систему С, решающая функция которой рс определяется формулой (1).

7. Аналогично решающие функции рА и /гв  систем А и В ,  соединенных последова" 
тельно, определяют условное распределение вероятностей при данном х £ X  в прямом про
изведении пространств Y  X Z их выходных сигналов (формула (2)). Чтобы найти условное 
распределение вероятностей в пространстве Z при данном х £ X,  достаточно ограничиться 
в формуле (2) множествами F вида Y  X Е, Е£&.  В результате получаем формулу (3).

Таким образом, последовательное соединение стохастических систем А и В  пред
ставляет собой стохастическую систему С, решающая функция которой /ге определяется 
формулой (3).

8. Рассмотрим замыкание стохастической системы А элементарной обратной связью- 
Определим взаимно однозначное измеримое отображение Ту пространства Y  в себя, и = 
=  Ty z, переводящее меру /лА (Е\х, у) в данную меру ц(ТуЕ\х), не зависящую от у (фор
мула (4)).*

(*) Такое отображение всегда существует при соответствующем выборе меры ц. 
В частности, такое отображение легко находится в случаях, когда выходной сигнал сис
темы А представляет собой конечномерный случайный вектор или сепарабельную скаляр
ную или конечномерную векторную случайную функцию, если принять p(F\x) = рА 
(F \ х, у0) при произвольном у0.)

Тогда уравнение z =  у, т. е. и =  Ту у  =  S у, определит выходной сигнал у  замкну
той системы [А] как однозначную функцию элемента и пространства Y, в котором распре
деление вероятностей при данном х £ X  определяется мерой p(F £ х). Однозначность этой 
функции необходима для того, чтобы замкнутая система могла работать (т. е. сопоставлять 
каждому входному сигналу х £ X  единственную реализацию у  случайного выходного 
сигнала Y). Поэтому условная вероятностная мера рс(Е |х) выходного сигнала Y  замкну
той системы [А] при данном х £ X  определяется формулой (5). Эта формула приводится 
к виду (6) вследствие (4). На основании формул (7) и (8), вытекающих из (4), правая 
часть формулы (6) не зависит от выбора значения у0 и меры р. Если принять p(F\x)  =  
=PA(Ty£F\x,y0), то формула (5) совпадет с (6).

Таким образом, замыкание стохастической системы А элементарной обратной 
связью представляет собой стохастическую систему С, решающая функция которой рс 
определяется формулой (6).

9. Доказанные три теоремы устанавливают замкнутость класса стохастических 
систем относительно всех возможных соединений. Формулы (1), (3) и (6) дают принципиаль
ную возможность находить решающие функции любых соединений стохастических систем 
по данным решающим функциями соединяемых систем. Установленные свойства класса 
стохастических систем дают возможность применить для изучения сложных систем струк
турные методы. Расчленив сложную систему на подсистемы, можно исследовать характе
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ристики отдельных подсистем, а затем изучить поведение всей системы в целом. Это может 
существенно упростить моделирование поведения сложных систем на ЭВМ, сократить 
объем вычислений и увеличить масштаб систем, которые можно моделировать с помощью 
данной ЭВМ.

При исследовании сложных систем решающие функции входящих в их состав 
систем, как правило, неизвестны или известны лишь частично (г. е. имеется лишь неполная 
информация о них). Поэтому основные задачи управления стохастическими системами и их 
оптимизации необходимо ставить и решать, предполагая, что об их решающих функциях 
имеется только та информация, которая может быть практически получена. Эту характер
ную особенность задач исследования стохастических систем необходимо учитывать в 
дальнейшем развитии теории стохастических систем.

V. S. P u g a c h e v  

Institute of Control Problems 
Profsoyuznaya ul. 81 
Moscow V—485 USSR
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ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ ОПИСАНИЯ РАБОТЫ 
ОДНОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ
А. А. ВОРОНОВ, Ю. В. ЧИСТЯКОВ

Москва

(Поступила в редакцию 23 февраля 1971 г.)

Для однолинейной системы массового обслуживания, у которой функция 
распределения входящего потока и обслуживания не являются одновременно 
решетчатыми, обладают конечными, не равными нулю, средними значениями полу
чены выражения для преобразований Лапласа-Стйлтьеса от функций распределе
ния времени ожидания начала обслуживания, простоя прибора и выходящего пото
ка. Для их практической реализации разработаны приближенные методы, исполь
зующие понятия частных характеристик и логарифмических корневых годографов.

Теория массового обслуживания находит широкое применение при 
разработке больших систем, в частности, в решении вопросов обоснованного 
выбора технических средств для автоматизированных систем управления 
[1, 2]. Среди моделей теории массового обслуживания особое место занимает 
однолинейная система. К ней может быть сведено математическое описание 
большого числа различных режимов работы реальных технических устройств.

В настоящей работе предлагаются приближенные методы для исследо
вания работы однолинейной системы с достаточно произвольными функциями 
распределения входящего потока и обслуживания. Впервые эта задача была 
решена в работе [3]. В настоящей работе дается другое решение этой пробле
мы. Разработанные при этом приближенные методы снабжены таблицами 
и просты в использовании.

1. Вероятностная модель

Рассматриваемая система массового обслуживания состоит из одного 
прибора, на который поступает рекуррентный поток заявок, заданный функ
цией распределения А(():

A{t) = P{ak < ,t),  к >  1,

ак=  tjc— tk-i, U — момент поступления в систему к-й заявки.
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Времена обслуживания отдельных заявок представляют собой незави
симые, одинаково распределенные случайные величины, заданные функцией 
распределения B(t):

B(t) = P{bk <,t},  1,

bk =Tic — Тк,Т к — момент начала обслуживания к-й заявки; хк — момент 
окончания ее обслуживания; Ьк — время обслуживания к-й заявки.

Если в момент поступления очередной заявки прибор оказался занятым 
обслуживанием одной из ранее поступивших заявок, вновь поступившая заяв
ка становится в очередь. Длина очереди предполагается неограниченной. 
Обслуживание заявок производится в порядке поступления в систему.

Рис. 1. Временная диаграмма

На рис. 1 показана временная диаграмма прохождения через систему 
А>ой и (к +  1)-ой заявок. Приняты следующие обозначения:

Wk+1

Ук+i

ск ~  r k+ 1 х к >

хк — 4 +1 , если t k tk+1>  О,
О, если хк tk+1 <  0  ,

Wк — время ожидания начала обслуживания к-йзаявки;

h + i ~ xk, если tk+1 — rk ^ O ,
О, если tk+1 — r k< 0 ,

у к — время простоя прибора перед началом обслуживания к-й заявки;
2/( — сдвиг по фазе [4] для к-й заявки, равный wk, если zk ;> 0, или 

—ук, если zk <  0 ;
'zt+1 , если хк -  tk+x^ O ,  
zk+1, если хк — tk+1 <  0 .

Непосредственно из временной диаграммы получаем следующие зави
симости между случайными величинами:

zk +  bk — ак+1 =  zk+1 +  zk+1, ( 1 -1)
=  ( 1.2)
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Рассматриваемые случайные величины обладают следующими свойствами:

1) z £ ^ 0 ,  bk '2: О, у * > 0 , с* >  0, zk <  0, (1.5)

2) Случайные величины wk, bk и а/(+1, а также и Ь/с между собой незави
симы для любого 1 .

Перейдем в выражениях (1.1 —1.4) от случайных величин к их функци
ям распределения, которые будем обозначать соответствующими прописны
ми буквами с указанием аргумента.

Формулам (1.1)—(1.4) соответствуют выражения:

где

_ Í Zk+i(t), если t > o ,
1 Zk+i(t), если t <  0 ,

P{zk < t} , если t > o ,
0 , если t <  0 ,

1 , если t >  o ,
P{Zk<t}, если / < 0 ;

( 1.6)

(1.7)

( 1.8)

(1.9)

( 1. 10)

( 1 . 1 1 )

Аналогично тому, как в работе [5] показано существование предела 
lirn Wk(t) =  W(t), можно показать, что существуют пределы lim Yk(t) =  Y(t)
к-> ОО }i-> ОО
и lim Zk(t) =  Z(t), в силу чего при рассмотрении стационарного режима,

к —>. оо
соответствующего /с->-°°, индексы в выражениях ( 1 .6 —1 .11) могут быть 
опущены.

В дальнейшем будем рассматривать только этот стационарный режим.

2. Основные соотношения

Перейдем в выражениях (1.6—1.11) к обобщенным преобразованиям 
Лапласа-Стилтьеса [5], которые будем обозначать соответствующими строч
ными буквами с указанием аргумента.
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Формуле (1.6) соответствует выражение

z+(s) b(s)a(— s) =  z+(s) -  z(s). (2 . 1)

Действительно, раскладывая показатель при экспоненте на соответ
ствующие слагаемые, производя замену переменных и — x - \ - y w v  =  t — х, 
а также принимая во внимание свойства (1.5), левая часть выражения (1.6) 
может быть преобразована следующим образом:

J e-std, J  Z+(t x)dx J  B(x -j- у) dA(y) —
---  OO ---  OO 0

=  j e-s(<-x) dt (' Z+(t — x)e~s(x+Adx J  B(x +  y) e~s(- y) dA(y) =

=  f e~svdZ+(v) ( e~sudB(u) f esydA(y) =

=  (' e~sedZ+(v) j  e~sudB(u) j esydA(y) = z+(s)b(s)a(— s).
Ó  Ó 0

Для правой части выражения (1.6), в соответствии с (1.5), получим 

J  e~s,dZ+(t)=  J  e~s,dZ+(t) =  z+(s);

OO 0  00

J  e~st dZ~(t) =  j' e~st dZ~(t) = -  f esl d Z ( -  t )=  z~(s) .
-«  o

Аналогично получаются соотношения:

y(s) = 1 z-(s)
\v(s) = z+(s) ;

Ф ) =  y(s)6 (s).

При определенных ограничениях, наложенных на функции распре
деления A(t) и B(t), используя свойства аналитичности функций, входящих 
в уравнения (2.1—2.4), с помощью краевой задачи Римана теории функций 
комплексного переменного [6 ] эти уравнения могут быть решены. Первое при
менение задачи Римана к решению подобного рода проблем было дано в [7].

Полученный в настоящей работе результат сформулируем ниже в виде 
теоремы, доказательство которой приведено в п. 4.

( 2.2)

(2.3)
(2.4)
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Теорема: Если функция распределения входящего потока A(t) и 
времени обслуживания B(t) не является одновременно решетчатыми и, 
кроме того,

1) Л(0 ) < 1, 5(0) < 1 ; (2.5)

2 ) <2 =  J  tdA (í)< oo , b =  J  id ß ( i )< ° ° ;  
0 0

(2 .6 )

3) а > Ь , (2.7)

то для стационарного режима, соответствующего к-*  °о, для преобразова
ний Лапласа-Стилтьеса от функций распределения времени ожидания 
w(s) и простоя прибора y(s) справедливы следующие выражения:

iv(s)
—1 ~

=  ft*(j 0 ) exp {-----—  Г *П dal для R e s > 0 ; (2 .8 )
[ 2л /  J а(а — s) J

~1 ~
y(s) =  1 — ft* (/ 0 ) 5 ехр I”——— I — П dal для R e s > 0 , (2.9) 

[2 л:/ J ff(ff +  s) J
где

k(s) = 1 — fl(— s) b(s)
— s

Подставляя выражение (2.9) в выражение (2.4), получим также выра
жение для преобразования Лапласа-Стилтьеса от функции распределения 
выходящего потока ф ) .

3. Частотные методы расчета

В выражениях (2.8), (2.9) и (2.4) перейдем к пределу при s -*■ /со, где 
со С (—°°, °°), воспользовавшись при этом формулой Сохоцкого [б]:

,. ч /<:*(/ 0 ) Í соvr(/co) =  , v' < ехр 1 -----
/ф/со) 1 2л/

Г ' " « М Ы .
J  сг(ст — со)

(3.1)

=  1 +  /coft*(/0 )ft*(/co)exp 60 Г l n f t ( / f f )  d f f l . (3.2)
2 л /  J  ст(ст 4 - с о )  j ’

c ( j c o )  = y ( j c o ) b ( j c o ) . (3.3)

6
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Прологарифмируем полученные выражения и разложим тождество для 
комплексных функций на два тождества, соответственно, для вещественной 
и мнимой части:

где

arg g(Ím) =  у  -  у  arg k(jco) -  / , ( -  со),

ln ]g(/co)| =  ln со +  ln |А(/0 )| +  у  ln \k(jco)\ +  / 2( — со),

ln I с(/ со) I =  ln |у(/со)] +  In I b(j со) I, 
arg c(/co) =  arg y(/co) +  arg b(jm),

/i(co) c/cr,

i/or.

(3.4)

(3.5)

(3.6)
(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
(3.11)

(3.12)

(3.13)

Отметим, что выражение (3.2) удобно сначала разложить на вещественную 
и мнимую часть.

По аналогии с [8 ] введем понятие частных характеристик, понимая под 
ними графическое изображение соответствующих функций от переменной со, 
называемой частотной.
Построение / г(со )

Выполним ряд эквивалентных преобразований выражения (3.12):
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В процессе сделанных преобразований, используя свойство нечетности 
функции argk(jo), прежде всего, были изменены пределы интегрирования;

- одалее оыла сделана замена переменного, использующая подстановку — =  е ;

была использована формула интегрирования по частям ( [9], формула 569.1), 
а также то обстоятельство, что

справедливость чего может быть доказана по правилу Лопиталя, если допол
нительно учесть, что при малых значениях аргумента arg k(ja) ~  а. На за
ключительном этапе преобразований была сделана замена переменного

2 и
е =  х .

Принимая во внимание, что

- -  arg k(j со еи) =  —— arg k(j о) , (3.15)
du a ln ст

аппроксимируем функцию arg k{ja) кусочно-линейными функциями при ло
гарифмическом масштабе по оси ст:

arg k ( j o )  k \  i ( o )  , (3.16)
í=i

причем, производная от функции Fhi (ст) имеет вид:

d F U °)
diner

0 , если ln ст] <  ln ff, —

[sign ст] k i , если ln O i - ~ < .  ln
2 к/

0 , если ln 1 ff 1 >  In ff,- +  -

f i
2 k t ’

f t  
2ki

f t  
2 ki

(3.17)
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где

В этом случае

где

(3.18)

откуда

üfx (3.19)

Поскольку Ii(o>, ki, (pi,Oi) зависит от величин — , и (pi, то для полу-
СО Kf

чения l x(w,ki,(pi, о,) необходимо функцию / х | со, к/ ,— , 1
л

передвинуть

параллельно самой себе на величину Inc,- и изменить масштаб по вер

тикали в —  раз. При больших значениях со имеет место 
л

h((ü, ki, cpi,Oi)^^L ln-^-.

Производная от функции /х

(3.20)

d ln I
dx\ =

ln СО

(3.21)
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Таким образом, достаточно иметь значения функции 1Х с°> 2  » ^
для 0 <  со <; I. Значение же этой функции для 1 <, со <  °° могут быть

л

построены, как сумма 1Х I  г  -  I 
со 2

1 .и — — Into, причем последняя

функция при логарифмическом масштабе по оси со представляет наклон

ную прямую, проходящую через точку (1.1) с наклоном — —.

В таблице 1 приведены значения функции 1Х |а>, — , lj для ряда

значений /с,-.
Интеграл 1г{со) согласно (3.18) получается как сумма соответствующих 

интегралов 1х((о, /с,-, до,-, сг,) для функций, аппроксимирующих arg k(ja).

Построение 12(со)

Выполнив ряд эквивалентных преобразований выражения (3.13), 
получим

е«

В процессе сделанных преобразований, используя свойство четности 
функции ln I k(ja) | , прежде всего интеграл по оси (—°°, °°) был заменен ин
тегралом по лучу [0 , °°); далее была сделана замена переменного, используя

подстановку — =  еи, и была использована формула интегрирования по

частям ([9], формула 140.02), а также то обстоятельство, что

lim ln
U—► ± ОО

1 + е ц| 
1 - е и\

=  0 ,

справедливость чего может быть проверена по правилу Лопиталя. На заклю
чительном этапе преобразований была сделана замена переменного:

еи =  х.

Принимая во внимание, что

~  ln \k(jcoeu)\ 
du

d
dine

ln Ik(ja)I, (3.23)
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Таблица I Значения* интеграла I x ̂ <и, kit . l j

86

* Значения даны в децибеллах [Э<5].
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Таблица I
(пп одолжение)

* Значения даны в децибеллах [90].
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аппроксимируем ln | k(ja) | полубесконечными прямыми при логармифическом 
масштабе по оси а:

\n \k ( ja ) \ ^  J f 2» ,  (3.24)
i=l

причем производная от функции F 2i г(сг) имеет вид:

В этом случае

где

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Из полученного выражения следует, что 12(со, <т,) зависят от величины

— и U. Таким образом, если известно значение 12(со, 1, 1), то для получения 
со
I2(co, U, ст,) необходимо эту функцию передвинуть параллельно самой себе на 
величину In at и изменить масштаб по вертикали в /, раз.

При больших значениях со имеем

Oj/a)
Производная от функции I 2(co, 1, 1) no In со равна

(3.28)

(3.29)

Таким образом достаточно иметь значения функции 12(со, 1,1) для О <  со <[ 1. 
Значения же этой функции для 1 <[ со <  со могут быть построены, как

/ 2 I— , 1, 1 . В работе [10] приведены таблицы значений функции

Очевидно имеет место соотношение

12(со, 1,1) =  0,5 9?(ю) , (3.30)
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поэтому для построения I2(co, 1, 1) можно воспользоваться приведенной в 
работе [10] таблицей, умножая на 0,5 соответствующие значения.

Интеграл / 2(со), согласно (3.24), получается как сумма соответствующих 
интегралов / 2(ш, U, а , )  для функций, аппроксимирующих ln ] k ( j c o )  | .

Для удобства построения могут быть изготовлены шаблоны функций 
л  ]

h  —  , И И 12{С0, 1 , 1).

4. Приложение

Доказательство теоремы
Функции b(s), z+(s), w(s), y(s) и c(s) являются аналитическими в полу

плоскости Re s 0.
Действительно, в этой полуплоскости эти функции являются ограничен

ными, так как, например,

Ш \  =  I J  e~«dB(t) I <£ J  \е~* I \dB(t)\ =  J  \dB(t) =  1 , (4.1)
О 1 О о

в силу того, что в полуплоскости Res >  0 имеет место e~sl=  e~at +  e~imt, где 
а ;> 0 , со >  0  — вещественные числа, и, кроме того, в силу свойства предель
ных соотношений для преобразований Лапласа-Стилтьеса справедливо:

Нш b(s) =  lim B(t) =  1 . (4.2)
s -» 0  <—»

Аналогично показывается справедливость (4.1) и (4.2) для функций z+(s), 
ir(s),y(s) и c(s).

Точно такж е можно показать, что функция а(—s) является аналитичес
кой в полуплоскости R es< [0 . Относительно же функции z“ (s) можно 
лишь доказать справедливость в полуплоскости Re s 0 соотношения (4.1). 
Соотношение (4.2) для этой функции не выполняется и, более того, справе
дливы соотношения:

lim z~(s) =  lim Z~(t) =  0, (4.3)
S->— 0

lim ^  =  lim — [z+(s) — Z+(s) b(s) a(— s)] =  
s-o  ds s-*o ds

=  -  ЬЩ  +  fl'(O) =  5 -  а <  0 , (4.4)

в силу предельных соотношений для преобразований Лапласа-Стилтьеса. 
Из соотношений (4.1), (4.3) и (4.4) следует, что функция z~(s) является 
аналитической в полуплоскости Res 0 за исключением бесконечно удален
ной точки, где она имеет особенность типа полюс первого порядка.
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Введем вспомогательные функции z£(s) n z^(s), связанные следующими 
соотношениями с функциями, входящими в выражения (2.1—2.4):

где

Z ± ( s )  = zí(s)z|*(s); (4.5)

z í (s) = zi(s)k(s); (4-6)

~ 2**(s) =  zj*(s) ,
ib

(4.7)

1 а( s) b(s)

причем функции z*(s) и z**(s) — аналитические во всей правой полу
плоскости Re 5 ^ 0 , функция z*(s) — аналитическая во всей левой полу
плоскости Re s <[ 0, а функция z**(s) — аналитическая во всей левой полуплос
кости Re s <, 0 за исключением бесконечно удаленной точки, где она имеет 
полюс первого порядка.

Рассмотрим свойства функции k(s) на мнимой оси R e s =  0 и на контуре 
Cr, состоящем из отрезка мнимой оси [—//?, jR] и полуокружности радиуса 
R, лежащей в правой полуплоскости.

Свойства функции k(s) на мнимой осп Re s =  О

Аргумент s на мнимой оси будем обозначать через /со, со £ (— °°).
1. Если функции распределения A(t) и B(t) обладают конечными значе

ниями математических ожиданий к »  и b <  °°, соответственно, то 
функция k(jco) удовлетворяет условию Гельдера [6 ].

Действительно, при сформулированных условиях имеем:

о о

< b

то есть, функции a(s) и b(s) удовлетворяют условию Гельдера на мнимой оси 
Re s =  0. Сделанное выше утверждение справедливо, так как согласно [б] 
сумма и произведение функций, удовлетворяющих условию Гельдера, также 
удовлетворяют этому условию.
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2. Если функции распределения A(t) и B(t) не являются одновременно 
решетчатыми [1 1 ] и, кроме того, а >  Ь) Л(0) <  1 и B(Q) <  1, то функция 
k(jco) - 0 только при СО =  ОО.

Действительно,

lim k(jco) =  lim 1 -  й ( -  ja>)b(jco) =  0
-  Ím

так как на основании предельных соотношений для преобразований Ла- 
пласа-Стилтьеса:

lim a(jco) =  lim A(t) =  Л(0) <  1;
СО —> oo í - >  О

lim b(jco) =  lim B(t) =  ß(0) <  1 .
CO —> oo Í  —»  f

При со =  0 получим значение fc(/co) путем раскрытия неопределенности 
по правилу Лопиталя:

lim /<■(/'со) =  lim
со—>-0 со-* О

1 — й(— / со) b(j со)
jco

ja'( jco)b(jco) ja(jo>)b’(ja>) i
- 1 |ш=0

=  а — 6 >  0  ,

причем здесь мы воспользовались предельными соотношениями для преобра
зований Лапласа-Стилтьеса.

Для значений со ^  0, ±  °о справедливо

\а { -  jco)b{jco)\<\ ,

так как если бы при каком-либо значении <о¥= 0 , ±  оо одновременно выпол
нялось, что а(/со) =  1 и b(jco) =  1 , то это бы означало согласно [1 1 ], что 
A(t) и B(t) одновременно являются решетчатыми, что противоречит сде
ланным на эти функции ограничениям. Следовательно, при 0 <  |coj <  °° 
для функции k(jco) справедливо

o < | t ( / c,) = | ‘ -  < Н - .
I - /®

3. При сделанных выше на функции A(t) и B(t) ограничениях, изме
нение аргумента функции k(jco) при изменении со от — оо до -|- оо равно нулю. 
Действительно, все значения функции й(—/ со) b(jco) лежат в круге |s| 1.

Годограф функции 1—а(—jco) b(jco) лежит в круге 1— s| <[ 1 и лишь при 
со =  0  касается начала координат, причем

dco
[1 ö( j o j ) b ( j c o ) ]  = a  — 5>0,

| « = o
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то есть изменение аргумента функции 1—а(—/со) b(jto) при изменении аргу

мента со от — °о до +оо равно —2л. Аргумент функции • равен 2л. Сде-
]СО

данное утверждение справедливо, так как аргумент произведения равен 
сумме аргументов сомножителей.

Свойство функции k(s) на контуре CR
Свойства функции k(s) на отрезке [—//?, //?] совпадают с рассмотрен

ным ранее для мнимой оси Re s =  0. Аргумент s на дуге CR будем обозначать 
Re7’’, у £ ( —л, л). Будем считать, что для функций A(t) и ß(/) выполняются все 
ограничения, сделанные выше.

1. На дуге CR функция k(s) удовлетворяет условию Гельдера, так как 
для точек Re s >  О справедливо:

da(s)
ds

J  /е~(а+У“)< dA(t) 
о

e~imtI \dA(t)\<_ a;

<. b , так как \e a'| 1 для a ]> 0 .

2. На дуге CR функция k(s) в ноль не обращается, так как для Res >  О 
I ö (s )  I <  I а (/со) I; I b(s) | <  | b(jco) | , a k(jw) ¥= 0 при со 6 [ — R, R].

3. При обходе контура Ся изменение аргумента функции k(s) равно нулю 
в силу соображений, высказанных ранее при доказательстве аналогичного 
утверждения при обходе мнимой оси Res =  0 .

Выражение (4.6) справедливо как на мнимой оси Res — 0, так и на кон
туре CR, так как там определены функции, входящие в это выражение.

На контуре CR выполняются условия задачи Римана [6 ] (на мнимой 
оси Res =  0 эти условия не выполняются, так как функция k(s) обращается 
в нуль в точке s =  /°о, принадлежащей этой оси), воспользовавшись реше
нием которой получим

z* (s) =  Ai exp I — J" Дл я 5 £ с я> (4-8)

*.-(*) =  A  exp { - ^ J  Л-

CB

где s g CR обозначает, что точка принадлежит внутренней области контура 
CR, а обход этого контура производится так, что внутренняя область остается 
слева; А г — произвольная постоянная.

для s$C w, (4.9)

I db(s) 
i ds
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Определим теперь функции z**(s) так, чтобы на контуре CR выполнялось 
условие (4.7), причем напомним, что функция z * J s )  — аналитическая в 
полуплоскости R e s > 0 , а функция z**(s) — в полуплоскости Res<^0 за 
исключением бесконечно удаленной точки, где она имеет полюс первого 
порядка. Если такие функции z**(s) найдены, то в силу условия (4.7), функ
ции z**(s) и — sz**(s) на контуре CR совпадают и, следовательно, образуют 
одну аналитическую во всей конечной плоскости функцию. Эта функция имеет 
в бесконечности полюс первого порядка, и, следовательно, согласно теореме 
Лиувиля [6 ]

г Ш  =  Л2, (4.10)
z**(s) =  — sA j. (4.11)

Объединяя (4.8—4.11) — получим

где

откуда

— L  г л а д  л
2 л /  J  « - *  I

Постоянную А  определим из условия

lim rv(s) =  lim W(t) =  1 .
s-*0 <->■«"

С этой целью, воспользовавшись формулой Сохоцкого [6 ], рассмотрим зна
чение функции w(s) на контуре CR:

w(u) =  Ак~* (и) ехр

Cr

da

откуда

(4.16)
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Подставляя полученное значение А  в выражения (4,14) и (4.15), получим

Переходя в полученных выражениях к пределу при R -> оконча
тельно получим выражения (2.8) и (2.9), что и требовалось показать.

Замечание. Теорема, сформулированная в и. 2, остается справедливой, 
если функции распределения A(t) и B(t) являются решетчатыми, но интерва
лы их дискретности кратны некоторому числу А.

Действительно, в этом случае функция k(jo) является периодической с
2лпериодом — . Поэтому подстановкой г =  е можно эту задачу свести к

рассмотренной в настоящем разделе.

5. Пример

В качестве примера рассмотрим важный частный случай, когда A(t) и 
B(t) представляют собой дробнорациональные функции:

1

(5.1)

где aitr и bitr\ 7 = 1 ,2 ,  — вещественные положительные числа;

Ь

Заметим, что, так как любая функция распределения представляет 
собой монотонно-возрастающую функцию, ее преобразование Лапласа- 
Стилтьеса не должно содержать комплексных нулей и полюсов. Это в оди
наковой мере относится как к исходным функциям a(s)nb(s), так и к производ
ным от них, искомым функциям iv(s), y(s) и c(s).

Из выражения (5.1) следует, что функции Л(/) и B(t) удовлетворяют 
условиям теоремы, сформулированной в разделе 2 .
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Функция k(s) в рассматриваемом случае имеет вид:

причем
P +  Q =  K +  М - 1 ;

(5.2)

(5.3)

d íj; i — 1 , 2  — вещественные положительные числа, являющиеся, соот
ветственно, положительными и отрицательными корнями многочлена

(5.4)

которые могут быть определены, например, методом логарифмических корне
вых годографов [8 ];

коэффициент с определяется из условия

4 - 1 р \ Q 1X' _ -----i_ у  —
т  = 1 ^2,т Л=1 ^2, к р= 1 dip  р=1 С?2,р

Подставляя выражение (5.2) в формулу (4.17), получим:

(5.5)

I- ú í

для s £ С#.]
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Для определения первого интеграла, входящего в выражение (5.6), 
рассмотрим интеграл по контуру, показанному на рис. 2а. Согласно теореме о 
вычетах [1 2 ], получим:

j r  — í r

Cr

Используя полученные результаты, для первого интеграла из выраже
ния (5.6) получим:

ехр (5.7)

Для определения второго (пятого) интеграла рассмотрим интеграл по кон
туру, показанному на рис. 26. Внутри этого контура функция логарифма 
допускает выделение однозначной ветви. Будем рассматривать ветвь, удо
влетворяющую на контуре неравенству

-  2 л: ^  arg |l  +  -7 —а |
I di,p !

Рис. 2. Контуры интегрирования
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Согласно теореме о вычетах, получим:

j r  - j R  ln
di,p I

Cr

Используя полученные результаты, для второго (пятого) интеграла из 
выражения (5.6) получим:

Cr 1 + — 5 
d\,p

(5.8)

Для определения третьего (четвертого) интеграла рассмотрим интеграл 
по контуру, показанному на рис. 2в. Внутри этого контура функция логарифма 
допускает выделение однозначной ветви. Будем рассматривать ветвь, удо
влетворяющую на контуре Cr неравенству

7

Согласно теореме о вычетах, получим
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Последние четыре интеграла учитывают тот факт, что при обходе точки 
о =  d2<q имеет место изменение аргумента функции, стоящей под знаком 
логарифма, на величину —2л.

1 -  - L  а
d.

Точные значения интегралов при конечном значении R получить не удается, 
поэтому рассмотрим предельный случай при R  -> °о.
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Используя полученные оценки, для третьего (пятого) интеграла из выраже
ния (5.6) получим:

(5.9)

Подставляя в выражение (5.6) результаты, полученные в (5.7—5.9), и пере
ходя в этих выражениях к пределу при R -> °о, получим

(5.10)

что совпадает с результатом, полученным для рассматриваемого случая в 
работе [5]. Аналогично, воспользовавшись соотношениями (4.18) и (2.4), 
получим:

(5.11)

Ф ) (5.12)

Выводы

1. Доказана теорема, расширяющая класс функций, для которых до 
настоящего времени были получены [5] аналитические выражения для 
преобразований Лапласа-Стилтьеса от функций распределения времени 
ожидания заявкой начала обработки, простоя прибора и выходящего потока 
заявок.

2. Разработан ряд приближенных методов расчета, основанных на 
использовании логарифмических корневых годографов и логарифмических 
частотных характеристик, являющихся более удобными в вычислительном 
отношении, чем существующие до настоящего времени [3].

7*
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Approximate methods of description of one-channel queueing system

A. VORONOV—YU. CHISTYAKOV 

M oscow  

S u m m a ry

O ne-channel queueing  sy s tem  fed b y  recu rren t flow  o f  dem ands d e te rm in e d  by  
th e  d is tr ib u tio n  function  A ( t ) is considered. Servicing tim es o f  each  dem and  a re  m u tu 
ally  in d e p e n d e n t and  id e n tic a lly  d is tr ib u te d  an d  determ ined  b y  th e  d is tr ib u tio n  func
tion  B(t).  D em ands a rriv ing  in  th e  system  a re  serviced im m ed ia te ly  if  a  server is  free , and 
g e t in  a  w aiting  line if  i t  is b u sy  servicing a n  earlier a rriv a l. T h e  length  o f  th e  w aiting  
line is supposed  to  be u n lim ite d , dem ands a re  being serviced in  order o f th e i r  a rriva l.

F o r  th e  above m en tio n ed  system  th e  follow ing th eo rem  is proved.
Theorem:  I f  th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s  A(t)  and  B(t) a re  n o t  la tticed  a t  o n e  an d  th e  

sam e tim e  an d  conditions (2.5) —(2.7) a re  sa tis f ied  th en  in  a  s ta tio n a ry  p ro cess  fo r the 
L ap lace-S tie lties  tra n s fo rm a tio n  from  th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  W(t) — th e  tim e  th e  
dem and  w a its  for th e  b eg in n in g  o f th e  se rv ic in g  and  Y(t) — th e  tim e th e  d ev ice  w aits 
for th e  d em an d , th e  eq u a tio n s  (2.8) and  (2.9) a re  fulfilled.

R estr ic tio n s  em posed b y  th e  c o n d itio n s  o f the  th e o re m  m a y  be ea s ily  checked.
F o r  th e  functions A(t )  an d  B(t) th e  ca lcu la tion  m e th o d  based on th e  frequency  

c h a rac te ris tic  o f  d e te rm in in g  th e  fim ctions W(t) is w orked o u t .  T he d e te rm in in g  o f the 
fu n c tio n s W(t) and  Y(t) is supposed  to  be  c a rr ied  ou t by  w a y  o f  th e  trap eze  frequency  
ch a rac te ris tic s . To de te rm ine  th e m  th e  w ell-know n tab les a n d  nom ogram m s c a n  b e  used.

To ca lcu la te  singu la r in teg ra ls (3.12) a n d  (3.13) a  p iece  linear a p p ro x im a tio n  of 
th e  u n d e r  in te g ra l expressions a re  suggested  to  he  used.
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The approximating functions (3.17) and (3.19) are selected in such a way tha t 
their graphs at a random  value of argum ent can be determined by way of changing their 
scale and parallel displacement of their graphs of the functions having certain value of 
argum ents for which tables are given.

As an example an  important case is considered wnere the Lapiace-Stielties transfor
m ation from the functions A(t) and B(t) is a ratio of rational functions. The obtained 
equations (5.10) and (5.11) correspond to  the equations obtained for a similar case of 
[5], which confirms the correctness of our results.

А. А. Воронов, Ю. В Чистяков
Институт проблем управления (автоматики и телемеханики)
СССР Москва В-485 
Профсоюзная ул. 81
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Problems of Control and Inform ation Theory, V ol. 1 (2 ), p p . 103— 115 (1 9 7 2 )

ИЗМЕРЕНИЯ И ИНФОРМАЦИОННО-ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЕ
СИСТЕМЫ

Б. С. СОТСКОВ 
(Москва)

Измерения являются одной из важнейших составляющих научных иссле 
дований и совершенствования технологических процессов. В статье рассматри
вается структура современных измерительных устройств, вопросы развития новых 
физических принципов их построения, методов и средств хранения и обработки 
результатов измерения, применения вычислительных устройств и машин.

Определяется ряд основных задач для современного этапа развития средств 
измерительной техники: изыскание новых физических принципов построения, 
развитие средств передачи измерительной информации, развитие средств хранения 
и обработки информации, автоматизация основных и вспомогательных процессов 
при измерении. Одной из основных задач ставится стандартизация параметров 
сигналов, параметров источников питания, форм и параметров носителей инфор
мации при записи и способов записи и воспроизведения: унификация конструк
тивных форм и мест соединения.

Измерение — процесс получения количественных данных (количест
венной информации) об изучаемой величине или параметре — является 
одной из основных составляющих научных исследований.

Эффективность научных исследований определяется не только нали
чием квалифицированных научных кадров, но и наличием достаточно пол
ной и своевременной научной информации и вооруженностью современ
ными средствами исследований, измерений и обработки результатов изме
рений. Только те области науки, где соблюдаются эти условия, успешно 
развиваются и приносят новые, часто исключительно важные научные 
результаты. Достаточно указать на развитие космических исследований, 
исследований в ядерной физике, радиоастрономии и ряде других областей 
науки.

Любое измерительное устройство (прибор) можно разделить на три 
основные функциональные части: первую («датчик»), воспринимающую воз
действие измеряемой величины (параметра) — «х» и создающую на выходе 
изменение другой величины — «у» («естественный» или «первичный» сигнал), 
однозначно связанной со значением измеряемой величины; вторую — произ
водящую сравнение величины «у» с некоторым единичным значением («ме
рой») у =  у0 и формирующим выходной сигнал 2 ; третью («индикатор»)
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— служащую для превращения выходного сигнала z в другой сигнал 2* 
путем линейного или углового перемещения стрелки (указателя) по градуи
рованной шкале или на экране осциллографа, имеющего градуировку.

Измерительное устройство может состоять из указанных трех отдель
ных частей либо они могут быть конструктивно объединены в одно целое 
(«измерительный прибор»).

В случае, если между датчиком и измерительной частью прибора, где 
производится сравнение сигнала датчика с единичным значением («мерой»), 
либо между измерительной частью и индикатором имеется большое рас
стояние, то приходится вводить четвертую часть — элементы для передачи 
сигнала от датчика или измерительной части по тем или иным каналам 
связи. В этом случае измерительное устройство называется телеметри
ческим.

Развитие современной измерительной техники определяется резким 
увеличением числа величин (параметров), подлежащих измерению. Только 
для прикладных измерений (в технике, сельском хозяйстве, медицине) 
в настоящее время требуется измерять около 2  0 0 0  величин (параметров), а 
существующие методы и средства позволяют измерить всего лишь около 
450—500 величин (параметров).

Все это вызывает необходимость коренного и опережающего развития 
теории, методов и средств измерений.

В технике измерения используются как прямые измерения интере
сующей величины или параметра, так и более сложные — косвенные и 
совокупные измерения, когда измеряемая величина определяется путем 
обработки результатов измерений других, связанных с ней, величин.

I

Первая и наиболее трудная задача при создании новых средств изме
рения состоит в использовании уже известных и в изыскании новых еще не 
использованных физических эффектов и явлений для построения частей 
(органов), воспринимающих воздействие измеряемой величины (параметра) 
и создающих на выходе «естественный» (или «первичный») сигнал.

1. Обычная («классическая») структурная схема построения измери
тельного прибора была

х
или

х

где / — усилие, I — перемещение, /* — перемещение стрелки или указателя 
по градуированной шкале.
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Эта структурная схема продолжает применяться и развиваться. Здесь, 
кроме метода непосредственной оценки, широко используются компенса
ционные методы, при которых производится компенсация перемещения 
(реже скорости) или усилия. Компенсационные измерительные приборы 
обычно обладают меньшей погрешностью, что определяет их широкое исполь
зование.

Однако возможности построения измерительных приборов по данной 
структурной схеме относительно невелики. Кроме того, выходной сигнал 
в виде перемещения стрелки или указателя неудобен для передачи на рас
стояние или для дальнейшей автоматической обработки. В связи с этим 
широкое применение за последние 25—30 лет получили электрические 
методы измерения неэлектрических величин.

2. В электрических методах измерения неэлектрических величин из
менение любых измеряемых (механических, акустических, тепловых, опти
ческих, электрических, магнитных) величин приводит к изменению какого- 
либо из электрических параметров: сопротивления — AR, емкости — АС, 
индуктивности или взаимоиндуктивности — AL  или AM, ЭДС — Ае и т.д.

Для этого используются различные физические явления и эффекты, 
связанные с изменением электрических (р, е, е) или магнитных (^) свойств 
веществ. Начинают использовать двойные эффекты (эффект Холла, эффект 
Кикоина и т. п.), когда изменение выходного электрического параметра 
(обычно Ае) определяется совместным воздействием двух физических ве
личин.

Полученное изменение электрического параметра AR, АС, AL, AM  
или Ае используется в измерительной схеме для сравнения с некоторым 
нормальным («образцовым», «эталонным») значением того же параметра и 
формирования выходного сигнала.

При использовании постоянного тока происходит формирование вы
ходного сигнала напряжения или тока, значение которого пропорционально 
значению изменения электрического параметра (AR, АС, AL и AM  или Ае) 
и, следовательно, измеряемой величины (параметра) «х».

При использовании импульсных измерительных схем выходной сигнал 
может формироваться путем изменения амплитуды, длительности, фазы, 
частоты или числа импульсов.

Широко используются измерительные схемы переменного тока, кото
рые могут формировать выходные сигналы с изменяющейся в зависимости 
от значения измеряемой величины (параметра) «х» амплитудой, частотой 
или фазой напряжения или тока.

Используются измерительные схемы переменного тока с частотами 
питающего тока от десятков герц до десятков и сотен мегагерц. Приме
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нение токов высокой частоты при резонансных и фазовых методах фор
мирования выходного сигнала позволяет достигать весьма высокой чувст
вительности измерительных устройств и приборов для измерения многих 
физических величин (параметров).

Дальнейшим естественным шагом является переход к миллиметро
вому и оптическому диапазону электромагнитных колебаний, что позволит 
ввести ряд новых методов формирования выходного сигнала.

Однако, несмотря на чрезвычайно широкие возможности, даваемые 
электрическими методами измерения неэлектрических величин, в ряде слу
чаев они не могут быть непосредственно использованы и приходится при
менять вспомогательные физические процессы или химические реакции.

Среди вспомогательных физических процессов первое место занимает 
использование эффектов интегрального или селективного поглощения или 
отражения потоков различных излучений:

а) акустических (инфразвуковых, звуковых, ультразвуковых);
б) электромагнитных (различных радиоволновых, инфракрасных, ви

димых, ультрафиолетовых, рентгеновских, у-излучений);
в) а, ß и нейтронных.
Изменение интегрального или селективного потока излучений вос

принимается одним из приемников излучения с изменяющимся R  или е, а 
затем происходит дальнейшее формирование сигнала, как и в случае элект
рических измерений неэлектрических величин.

Кроме излучений, в случае измерений свойств и состава веществ, при
меняются вспомогательные физические процессы, связанные:

1 . с преобразованием фазового состояния пробы:
( 1. 1. — с конденсацией пробы,
1.2 . — с испарением пробы);

2 . с сорбционными процессами:
(2 .1. — с абсорбционными процессами,
2 .2 . — с адсорбционными процессами,
2.3. — с хроматографическим разделением смеси).

Вспомогательные химические реакции используются для того, чтобы
получить:

1. Изменение объема пробы.
2. Изменение тепловых свойств или возникновение тепловых эффектов.
3. Изменение электропроводности жидкости или ионизированного

газа.
4. Изменение оптических свойств (цвета, прозрачности и т. п.).
Особую, очень важную и быстро развивающуюся группу составляют

спектроскопические и резонансные методы.
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Наибольшее применение они получили для определения состава и струк
туры веществ, контроля содержания Н20 и НО, хода химических процессов, 
измерения ряда физических величин. Применяются методы:

1. Оптической спектроскопии (инфракрасной, видимой, ультрафио
летовой).

2. Рентгено- и у-спектроскопии.
3. Масс-спектроскопии.
Все более широкое применение находят методы, использующие опти

ческий и ядерный резонанс:
1. Электронный парамагнитный резонанс (ЭПГ).
2. Ядерный магнитный резонанс (ЯМР).
3. Ядерный квадрупольный резонанс (ЯКР).
4. Ядерный у — резонанс (эффект Мессбауэра).
5. Методы, использующие газовое микроволновое резонансное погло

щение.
Сокращаются сроки между моментом открытия нового физического 

эффекта или явления и временем его применения для построения средств 
получения первичной информации в измерительной технике или автома
тике. Если для эффекта Холла этот срок был около 60 лет, то для эффекта 
Мессбауэра он составил всего 4—6 лет. Дальнейший успех развития изме
рительной техники в значительной мере будет определяться привлечением 
новых, еще неиспользованных физических эффектов и явлений.

II

Другим важным изменением в современной измерительной технике 
является быстрое и разнообразное развитие методов и средств обработки 
измерительной информации.

До последнего времени измерительное устройство (измерительный 
прибор) имело, кроме воспринимающей части («датчика») и измеритель
ной части, индикатор в виде отдельного прибора или электронного 
осциллографа и регистратор в виде самопишущего прибора или шлейф
ного осциллографа (рис. 1).

В настоящее время эта часть измерительного устройства коренным 
образом изменилась. Кроме индикатора и регистратора (стрелочного при
бора, электронного осциллографа, самописца и шлейфного осциллографа) 
для обработки результата измерений (выходного сигнала измерительной 
части) в аналоговой форме (рис. 1) используются:
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а) различные анализаторы: 
а.а) амплитудные, 
а.б) частотные,
а.в) для статической обработки данных измерений (включая кор̂  

релографы),

Рис. 1
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б) аналоговые счетно-вычислительные устройства и машины, необ
ходимые :
б.а) для косвенных и совокупных измерений, 
б.б) для коррекции динамических погрешностей измерительного 

устройства,
в) аналоговые вычислительные машины (АВМ) — для обработки 

результатов в соответствии с заданной зависимостью и представ
ления результата в виде графиков.

Появились и все шире используются автоматы для считывания и об
работки записей осциллограмм и диаграмм и передачи результатов обработки 
в ЭЦВМ.

Кроме того, через преобразователь «аналог-цифра» и на выходе изме
рительного устройства могут быть включены:

а) цифровой указатель (цифровой индикатор);
б) устройства памяти — на перфолентах и перфокартах;

на магнитных лентах, барабанах, дисках, ферромагнитных кубах;
в) местные ЭЦВМ («мини-ЭЦВМ») — для цифровой обработки резуль

татов измерений на месте:
г) устройства передачи данных через каналы связи (провода, радио 

и т. п.) в центральные ЭЦВМ.
Важнейшей задачей в настоящее время является установление общих 

технических принципов построения средств измерительной техники: стан
дартизации параметров выходных сигналов для измерительной части и 
для выходных сигналов АВМ, устройств памяти и ЭЦВМ, стандартизации 
форм и параметров носителей, параметров источников сигналов, унифи
кации конструктивных форм и соединительных элементов. Это поз
воляет строить необходимые измерительные системы и комплексы из 
типовых составных частей, что значительно удешевит и ускорит создание 
средств измерительной техники. В настоящее время вошла в практику 
система УРС (ГСП) — для промышленных устройств контроля и управле
ния, разработаны и находят применение системы типовых конструктивных 
приборных модулей: NIM (Nuclear Instrument Module); DIM (Digital 
Instrument Module); ADIOS (Analog Digital Input-Output System) и, 
особенно, CAMAC (Computer Application to Measuring and Control). 
Целесообразно установление одной из этих систем (например, САМАС) в 
качестве типовой для измерительных приборов и устройств для научных 
исследований.

Другим важнейшим вопросом является унификация носителей и спо
собов записи информации и ее воспроизведения. Быстрое, но некоордини-
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рованное развитие средств и способов записи привело к тому, что большое 
количество научной и технической информации, накопленное за последние 
годы, скоро (через 3—5 лет) не сможет быть использовано вследствие вы
хода из употребления тех частных методов и средств, с помощью которых 
она может записываться и воспроизводиться. Необходимо установление, 
например, с помощью ISO, стандартных форм и параметров носителей и 
способов записи и воспроизведения. Это позволит создать единые язык и 
средства для регистрации и хранения измерительной информации, что

Основные типы структур МЦК

D - датчики
К - коммутаторы
ИУ -измерительное

устройство
РУ -регистрирующее 

устройство
КУ- контрольное

устройство
БУ- блок (заданий)

„ у стабок"

Р и с . 2
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облегчит обмен научной информацией и проведение совместных исследова
ний, которые все шире и шире развиваются в различных областях науки 
(космические и океанологические исследования, исследования по прог
рамме Международного геофизического года и т. п.).

III

В случае необходимости концентрации результатов измерения в одном 
месте широко применяются так называемые машины централизованного 
контроля (МЦК) (рис. 2). В них производится периодический или с опре
деленным приоритетом сбор первичных сигналов от датчиков, централи
зованное проведение операций измерения и централизованная регист
рация их результатов. Часто, параллельно с измерением производятся 
операции контроля, т. е. сравнение с заданными для данной величины 
(параметра) значениями—«уставками». При выходе величины (параметра) за 
заданные верхние или нижние допустимые пределы производится регист
рация их значения, а также подаются предупреждающие сигналы персо
налу или вводятся регулирующие воздействия в контролируемый процесс. 
В этом случае МЦК обладают некоторыми начальными функциями управ
ляющих вычислительных машин.

Применение МЦК целесообразно вследствие относительно небольшой 
стоимости для контроля многих технологических процессов и вспомога
тельного контроля работоспособности мощных исследовательских уста
новок.

Другим методом концентрации результатов измерений, более широ
ким по своим возможностям, является применение центральных ЭЦВМ, 
связанных с измерительными устройствами посредством проводных линий 
связи или специальных каналов передачи данных, включающих аппаратуру, 
позволяющую устранять искажения сигналов (АПД).

Обработка результатов измерений происходит непосредственно или 
после временного накопления данных в буферных устройствах памяти (рис.
3): перфокартах, перфолентах, магнитных носителях (лента, диски), маг
нитных кубах. Оптимальное планирование и организация передачи данных 
измерения и их обработки является сложной задачей, определяемой осо
бенностями объекта измерений и возможными режимами его работы.

Одной из существенных задач является передача данных измерения 
к месту их обработки и регистрации, что стимулирует развитие различных 
средств телеметрии для передачи данных в аналоговой и цифровой форме 
по различным каналам связи: проводным, радио, акустическим и оптическим.

Трудности создания помехоустойчивых каналов связи и необходимость 
лучшего их использования привели к появлению и развитию методов и
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средств для сжатия передаваемой информации и повышения помехоустойчи
вости передачи данных.

Изучение необычных сред: космоса, глубин океана, глубин земли — 
требует разработки новых специализированных средств телеметрической 
передачи данных. Эта работа успешно проводится в ряде стран.

IV

Наконец, важнейшей особенностью современной измерительной тех
ники является автоматизация процессов измерения, включая все подготови
тельные и вспомогательные операции.

Наиболее ярким примером является применение разнообразных авто
матических космических станций и спутников. Вообще, при исследованиях 
в необычных средах: космосе, глубинах океана и глубинах земли — роль 
автоматических станций является первостепенной и их развитию должно 
уделяться непрерывное и самое большое внимание. Развитие гидрометеоро
логической службы связано с применением автоматических радио-метео
станций (АРМС) и радио-зондов. Современные океанологические исследо
вания включают широкое использование автоматических якорных и дрей
фующих станций («буев») и автоматические и полуавтоматические букси
руемые станции. Все это объединяется центрами обработки информации на 
исследовательских судах.

Аналогично строятся службы для геофизических исследований, с той 
разницей, что часто обработка всей информации производится в одном общем 
ВЦ.

Многие современные физические исследования, в первую очередь 
исследования в ядерной физике, требуют многочисленных одновременных 
измерений, быстрой совместной обработки результатов измерений и, в слу
чае необходимости, вмешательства в проводимый эксперимент. Для обслу
живания сложных экспериментов приходится использовать ряд современ
ных ЭЦВМ, часть которых работает по предварительной обработке данных 
и подготавливает входные данные в быстродействующие центральные ЭЦВМ.

Построение таких сложных информационно-измерительных систем с 
иерархической структурой ставит ряд новых проблем.

Проведение массовых физических, химических, биологических и ме
дицинских лабораторных исследований становится невозможным без при
менения типовых или специализированных автоматических измеритель
ных установок и даже без создания автоматических или автоматизирован
ных измерительных лабораторий. За последние 5—8 лет во всех странах 
мира приборостроительная промышленность разработала и выпустила боль
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шое число автоматических установок и лабораторий различного назначения. 
Многие из этих установок могут работать как с местными малогабаритными 
ЭЦВМ («мини-ЭЦВМ»), так и в режиме разделения времени с мощными 
центральными ЭЦВМ.

V

Выше были изложены наиболее характерные черты современного раз
вития техники измерений, которые вызвали ее коренные изменения за по
следние 10—15 лет. Есть еще много важных задач, связанных, в первую 
очередь, с повышением точности и быстродействия средств измерения, соз
данием эталонов и образцов, развитием теории, принципов построения 
и методов расчета различных видов измерительных приборов, устройств 
и т. п., которые должны получить свое дальнейшее развитие.

Однако основными задачами являются: коренное расширение воз
можностей измерительной техники, путей изыскания все новых и новых 
физических принципов построения измерительных приборов и устройств, 
развитие методов и средств хранения, передачи и обработки результатов 
измерения с применением различных ВМ, полная или частичная автома
тизация исследований. Решение этих задач требует создания современной 
теории измерений и информационно-измерительных систем.

Measurements and information-measurement systems
В. S. SOTSKOV 

(Moscow)

M easurem ents is one o f th e  m o s t im p o rta n t fie lds o f scientific re sea rch . Only th o se  
b ran ch es  o f science ad v an ce  successfu ly  th a t  a re  eq u ip p ed  w ith  m o d e m  hardw are  fo r 
d a ta  acquisition , tran sm ission , s to rag e  a n d  processing.

F ig . 1 rep re sen ts  a  b lock -d iag ram  o f a  m odern  m eter. The ra p id  increase in  th e  
n u m b e r o f qu an titie s  to  be m easured  d ic ta te s  a search  fo r new  physical p rinc ip les for th e  
co n stru c tio n  o f e lem en ts  th a t  w ould c o n v e rt th e  e ffec t o f  th e  given q u a n ti ty  (or a  p a ra 
m e te r)  in to  a  signal. V arious physica l phenom ena a n d  effects inside su b stan ces cause a  
ch an g e  in an  e lec trica l o r m agnetic  p a ra m e te r  o f th e  su b s tan ce  u n d e r th e  ac tion  o f th e  
q u a n ti ty  m easured . M ethods using v a rio u s rad ia tio n s  such  as acoustic , rad io , op tical, 
X -ra y , rad ioac tive  a re  w idespread. A u x ilia ry  physica l processes such  as  th e  tran s itio n  
fro m  one s ta te  in to  an o th e r , so rp tio n , e tc . or au x ilia ry  chem ical reac tio n s  cause changes 
in  electrical, op tica l, h e a t, o r m echan ica l p aram eters  lead ing  to  th e  ap p ea ran ce  of a  signal 
t h a t  characterizes th e  q u a n ti ty  to  b e  m easured . S cien tific  in s tru m en ta tio n  also m akes 
fu ll use o f various sp e c tra l m ethods a n d  electronic a n d  nu c lea r resonance m ethods.

The com parison  ag a in s t a  u n i t  reference signal leads to  th e  fo rm atio n  o f an  o u tp u t 
sig n a l w hich ch arac te rizes  th e  q u a n ti ta t iv e  value o f  th e  variab le  to  be m easured  in  th e  
accep ted  m easu rem en t u n its . F re q u e n c y  and  phase  m e th o d s using h ig h  a n d  very  h igh 
frequencies a re  v e ry  im p o rta n t in  th is  connection.

A m odern  m e te r  m ay  co n ta in  a t  its  o u tp u t: th e  rig h t-h an d  p a r t  o f  F ig . 1: a )  a n  
in d ica to r , as a  d ia l m e te r  o r oscilloscope; b)  a  reco rd er, as an  au to m a tic  reco rder or a n  
oscilloscope w hose reco rds can be re a d  an d  processed b y  and  tra n sm itte d  to  a  d ig ita l
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co m p u te r; с)  an  an a ly ze r, fo r am p litude , frequency  or p ro b ab ilis tic  es tim a tes ; d )  analog 
co m p u tin g  u n its , em p loyed  to  com pute th e  re su lt in in d irec t o r com bined m easu rem en ts  
or to  in tro d u ce  co rrec tions for dynam ic responses of th e  m e te r .

T he  app lica tion  o f  analog-to -d ig ita l converters enab les  to  use: a)  d ig ita l ind icators; 
Ъ)  d if fe re n t u n its  to  re co rd  and  sto re  d ig ita l in fo rm ation , p u n ch ed  card , p u n ch ed  tape , 
m agnetic  ta p e , discs o r d rum s, or p r in ts ;  c)  desk-size (m ini) com puters em ployed  to  
process th e  m easu rem en t resu lts  or p re p a re  th e  d a ta  fo r th e  central d ig ita l com puter; 
d )  c e n tra l d ig ita l co m p u te rs  which rece iv e  th e  m easu rem en t d a ta  for f in a l processing 
via com m unication  ch an n e ls  and h a rd w are .

E x ten s iv e  use o f  d ig ita l com pu ters , fo r on-line p rocessing  of sam ples ta k e n  from  
8 m u lti tu d e  o f p a ram e te rs , is a  ch a rac te ris tic  featu re  o f m o d e rn  in s tru m en ta tio n .

I n  m an y  cares d ;g ita l com puters a re  replaced b y  c e n tra l m on ito ring  processors 
th a t  co llec t and  e s tim a te  th e  m easu rem en t results . F ig . 2 rep resen ts th e  m a in  types 
o f such  equipm ents.

O ne m a jo r p ro b lem  in  the d ev e lo p m en t o f in s tru m e n ta tio n  h a rd w are  is to  w ork 
ou t g en e ra l princip les underly ing  th e ir  s tru c tu re , inc lud ing : th e  s ta n d a rd iz a tio n  of 
signal p a ra m e te rs  fo r m e te rs , analog c o m p u te rs , d ig ita l co m p u ters , and  m em o ry  un its, 
s ta n d a rd iz a tio n  of su p p ly  source p a ra m e te rs , o f  s tru c tu ra l im its  and  in te rfaces.

A n o th e r  m ajo r p ro b lem  is th e  a u to m a tio n  of b o th  basic  and  a u x ilia ry  opera tions 
in th e  p rocess o f m easu rem en ts .

Б. С. Сотсков, чл.-корр. АН СССР 
Институт проблем управления 
СССР Москва В—485 
Профсоюзная ул. 81
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ON A GENERALIZATION OF THE STATISTICAL 
LINEARIZATION METHOD

I . N . S IN IT S IN  

(M oscow)

The m eth o d  o f  s tu d y in g  th e  a ccu racy  o f no n -lin ea r n o n -s ta tio n a ry  stochastic  
system s based on th e  s ta tis t ;cal lin ea riza tio n  of n o n -lin ea r functions b y  m eans of 
can o rrca l expansions o f  ran d o m  fu n c tio n s  is given.

T he suggested  schem e o f s ta tis t ic a l  lin eariza tio n  preserves th e  coefficients 
o f th e  canonical expansions. The m a th em a tica l ex p ec ta tio n  an d  co -o rd inate  
fun c tio n s a re  o b ta in ed  b y  m in im izing  th e  m ean  sq u a re  error. The s tu d y  o f  the 
accu racy  o f n on -linear n o n -s ta tio n a ry  stochastic  sy s te m s  is reduced  to  th e  in 
vestig a tio n  o f th e  non -linear n o n -s ta tio n a ry  d e te rm in is tic  system s fo r  m a th e 
m a tic a l expec ta tio n s a n d  co-ord inate  functions.

1. Introduction

The method of studying the accuracy of non-linear non-stationary 
stochastic systems based on canonical expansions (canonical expansions and 
integral canonical expansions) of random functions is given in [1]. In practice 
this method needs in addition to the continuity of the non-linear function also 
the existence of its derivatives up to a given order. I t  is often necessary to deal 
with the stochastic systems which contain discontinuous non-linear functions. 
The proposed method of studying the accuracy of such systems generalizes the 
well known statistical linearization method [1, 2]. The suggested scheme of 
statistical linearization preserves the random coefficients of the canonical ex
pansions. The mathematical expectation and co-ordinate functions are ob
tained by minimizing the mean square error.

It is important to mention that the non-correlated random coefficients 
are not necessary Gaussian. The study of the accuracy of the non-linear non- 
stationary stochastic systems is reduced to the investigation of the non-linear 
non-stationary deterministic systems for mathematical expectations and co- 
or-Iinate functions.

2
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2. Statistical linearization of non-linear functions 
by means of canonical expansions

Let two real variables X  and Z linked by functional relationship

Z =  <p(X) . (2.1)

Expressing the random function X  by the canonical expansion [1]

X  =  mx +  2 1 Vv t£(0,T),  (2.2)
V

where
mx =  M[X] , M[Vv] =  0, 

D [ V , ]  =  Д  , J f [F ,F „ ]  =  0 ( v * p ) ,

we shall approximate (2.1) by the following canonical expansion

Z ^  Vo +  2  F„ zv í£(0, T ) . (2.3)
V

cp0 and z, are obtained by minimizing the mean square error and are defined by 

cp0'=M[cpl  zv = ~ M [ c p V v]. (2.4)
^  V

Concerning the integral canonical expansions we have the following formulae

X = m x +  f V{X)x(t, X)dX (2.5)

Z ^ ( p 0 +  J V(X)z(t,X)dX, (2.6)

where

mx =  MIX]  , M[V] =  0 , M[V(X) V (/')] =  G{X) 0(A -  X')

and

<Po = M[<p\, z(t, X) =  - j — M[rp V(X)]. (2.7)
0r(X)

Let us consider the multi-dimensional non-linear function

Z =  <р(Хх.......X n) . ( 2 . 8 )
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Expressing Xh (h =  1, . . n) by means of joint canonical expansions and 
joint integral canonical expansions [1], respectively

Xh =  -j- 2j Vv xvh > (2.9)
V

X h = m%-\- \ F(A) xh[t, A) dX , (2.10)

and Z  by means (2.3) and (2.6), having (2.4) and (2.7) resp.
Concerning several non-linear functions

Z j  =  tpj ( X l t  . . ., X n ) ( j = l , . . . , l )  (2.11)

we approximate (2.11) by

Zj ^  (pjo + 2  Vv zj v , (2.12)
V

Zj*^<Pjo+ J  V(X) Zj{t, A) d l , (2.13)

where
<Pjo = M[(pj], z jv =  M [cpj F „ ], (2.14)

^  V

<Pjo = M \<Pj\ . Zj =  -^-M[(pjV].  (2.15)
(jr

When actually computing canonical expansions one has, in (2.2) or 
(2.9), to preserve the terms up to a given number (v =  1 . . ., N).  In such 
cases formulae (2.4) for specific non-linear functions gives the exact expressions 
for <p0 and zt. It is to be noticed tha t the probability distributions of uncor
related F„ are not necessarily Gaussian. For Gaussian F„ one may, for typical 
non-linear functions, utilize the known formulae for statistical transfer con
stants [2]. In this case one may take into account the following relations:

z„ =  kxv, к = , (2.16)
3 m x

z*=  y ,k hxvh, kh =  ^ X  (A =  1, . . . , » )  , (2.17)
й= l 3 m \

z jv  =  y i j H x v h ,  bjh =  (h =  1........ n  ; j  =  1 , . . . ,  l ) . (2.18)
л=l 3 ml

2*
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3. Accuracy of non-linear non-stationary stochastic systems

Let us consider the set^of ordinary non-linear differential equations

Y k =  fk (t, Y q, X s) , (k, q — 1,. . h; s =  1........n) , (3.1)

where thé inputs X s =  X s (t, Y q) are random functions of t and Y q. We re
present the random functions X lt . . ., X„ and Ylt . . Yh by their canonical 
expansions

X s =  m* +  v  Vvx vs,
r=l

(3.2)
Y k =  m l  +  2  Y v y vk ■v=\

Then we replace the non-linear functions by statistically linearized functions 

\z k =  fÁt, Yq, X s) ^  Zok(t, m\, m* y vq, x vs, Dv) +

+  2  Vvzvk{t,rn?q,m xs,y vq,x vS,D v) . (3.3)
*’= 1

Substituting (3.2), (3.3) in (3.1) we get two deterministic system of equations 
for mk and yvk

™?k =  Zok,y vh =  zvk. (3.4)

Integrating (3.4) we find myk and yrk. Accuracy may be checked by computing 
the covariance and cross-covariance functions

'■N _______
K U t , t ' ) =  2  Dvyvp(t)yvq(t'), (3.5)

v=l
(p,q =  1 , . . .  ,h ).

Similarly the accuracy problem can be solved by employing the integral 
canonical expansions. Then we have the following formulae

X s =  m * +  J V{k)xs{t, A)dA,
(3.6)

Y k =  m l  +  [  V (A) yk(t, A) d/.,

Zk =  fk(t, Y q, X s) ^  Zok +  J  F(A) zk(t, A) d)., (3.7)

where
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Substituting (3.6), (3.7) in (3.1), we get

H  =  Z ok, ilk =  z k - (3.8)
After integrating (3.8) we get mjt and yk, and then the covariance and cross 
covariance functions

\Kypq{ t, t ')=  J  G(X)yp(t,k)yq(t', X)dX , {p,q =  1 , . . .  , h ) . (3.9)
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Об одном обобщении метода статистической линеаризации
и. н. син ици н  

(Москва)

Известно, что канонические представления случайных функций (канонические 
разложения и интегральные канонические представления) служат основой ряда ста
тистических методов исследования точности линейных систем. Для применения канони
ческих представлений в нелинейных системах при описанной в [1 ] схеме аппроксимации 
нелинейностей (2 .1 ), (2 .8 ) или (2 .1 1 ) достаточно непрерывности нелинейной функции. 
Практически аппроксимация нелинейностей проще всего получается в том случае, когда 
можно допустить существование производных до определенного порядка.

Предлагаемая ниже схема статистической линеаризации нелинейностей (2.3), 
например в случае использования канонических разложений, состоит в том, что коэф
фициенты канонического разложения сохраняются, а координатные функции опреде
ляются из условия минимума средней квадратической ошибки. В таком случае формулы 
(2.4) или (2.14) для конкретных нелинейностей позволяют определить математические 
ожидания и координатные функции. При этом, что особенно важно, законы распреде
ления случайных коэффициентов могут быть отличными от гауссовых. Использование 
интегральных канонических представлений приводит к формулам (2.7). Поэтому такое 
обобщение известного метода статистической линеаризации [1 ,2 ] полезно в первую оче
редь для статистической линеаризации существенных нелинейностей. Расчет точности 
процессов управления в нелинейных нестационарных системах при использовании упомя
нутой схемы статистической линеаризации сводится к совместному интегрированию 
нелинейных детерминированных систем уравнений как для математических ожиданий, 
так и для координатных функций.

И. Н. Синицин 
Институт проблем управления 
СССР Москва В—485 
Профсоюзная 81





Problems of Control and Information Theory, Vol. 1 ( 2 ) ,  p p . 123— 134 (1972)

THE SEQUENTIAL EVALUATION OE LINEAR 
SIMPLEX DESIGN

L. REVICZKY 
(Budapest)

T he sequentia l ev a lu a tio n  of a  s im p lex  based lin ea r design  suggested b y  th e  
a u th o r  is discussed. T he  design is an a ly sed  in  deta il a n d  conclusions concern ing  
th e  p ra c tic a l role o f  th e  s ta tis tic a l p ro p e r tie s  are  d raw n . T h en  th e  ap p lica tio n  of 
th e  design  procedure is show n on a few  num erica l exam p les.

1. The method of sequential evaluation

Let us assume that at N  points in the range of the variables xv x 2, . . ., xn 
we have observed the value of the function y = y (x , '%). Here x =  [xlt x 2, . . .,xn]T 
is the vector of the independent variables, \  is a zero mean random vector 
of the disturbing variables causing the statistical variation of the function, 
and T  stands for the transposition.

In the following — assuming active experiments — the set of the points 
x u  (u =  1 , 2 , . . . ,  A) will be called an experimental design.

Let our problem be the determination of the function

у  =  fT(x) b0 (1.1)

approximating measured data  in the least quadratic sense. Here

f(x) =  [/i(x), / 2(x),. . ., fq(x)]T — is the vector of the component functions
and

b0 =  \Ъъ Ъ2, . . ., bq]T — is the vector of the unknown coefficients.
We shall call the mati’ix with elements /,(хы) (г =  1, 2 , .  . ., q \ и  —  

=  1, 2 , . . ., N)
X =  ||/,(*U)|| =  ||/1I,|| (1.2)

as design-matrix.
We wish to determine the coefficients of the approximating function (1.1) 

under the following condition
N  N
2  £l  — 2  (Уи — У и)2 =  (Уо — Уо)Т (Уо -  Уо) =  minimum

U —  \ 1 1 =  1
(1.3)



1 2 4 KEVICZKY: SEQUENTIAL EVALUATION

where y0 is the column-vector containing ÍV number of measured values of the 
function and

Уо =  ХоЬо (1-4)

denotes the value the approximating function (1 .1 ) takes a t N  points in the 
form of a column vector.

I f  we assume that the errors eu are uncorrelated zero mean random 
variables of identical dispersion, then the minimum of (1.3) is obtained by 
solving what is called normal system of equations: [1 ]

Xq X0b0 =  YJy0 . Q.51
By solving this system of equations (1.5) for the unknown coefficients 

b0 we obtain:
b0 =  (XJ X0)- 1  X Jy 0 . (1.6)

(The matrix (X^X0) _1  u2{y} is called a covariance, or a dispersion matrix; 
a2{y) is the deviation characterizing the error of the measured data.)

In practical cases it may happen tha t the result obtained by solving the 
equation system (1 .6 ) is in some respect still unsatisfactory and therefore 
further measurements are to be made. I f  vector b0 contains q different coef
ficients, then a matrix of the dimension q X q has to be inverted in order to solve 
(1 .6 ). I f  a matrix R containing к rows (measurements) is coupled to the matrix 
X0, then the design matrix of dimension (N k )xq  containing the values of 
the independent variables will have the form of

X = V
R

(1.7)

and the new normal equation system will be

where
(XTX)b* =  XTy ( 1. 8)

(1.9)

is a matrix of dimension (N к) X 1 ■ Here yk contains the supplementary к
measurements. I f  we want to solve (1 .8 ) in the classical way, i.e. by carrying 
out the operations

b* =  (Xr X) - 1 Xr  у (1.10)

then we have to invert a matrix of dimension (qxq). Here b* is the column 
vector containing the corrected values of the coefficients.
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Plackett and Burmán [1] reduced the solution of (1.10) to the inversion 
of а к  X к  dimensioned matrix implying a considerable simplification in the
computations. Their result (see the Appendix) is:

(Хт X ) - 1 =  (Xf Xo) “ 1 -  H r  GH (1 .1 1 )
where

н ^ а д х о ) - 1 (1 .1 2 )
and

G =  (E +  HR7 )“ 1 (1.13>

Here H is a k X g  and G is а к x  к matrix, E denotes the unit matrix.
With the help of relation (1.11) we obtain (see Appendix, Theorem 3.):

b* =  b0 -f Hr Gd (1.14)
where

d =  y л —Ул (1Л5)
Here yk =  Rb0 .

Obtaining the regression coefficients in this way is called sequential 
evaluation, with respect to the fact tha t the supplementary measurements 
may be considered subsequently.

The value of the quadratic sum of the residuals for the statistical in 
vestigations may also be calculated by a similar correction:

S2ek =  S l  +  dT G.1 (1.16)
where

S I  =  2  (Уи -  Уп)2 =  (Уо -  Уо)Т (Уо -  У) =  Уо Уо -  Ь»т х о Уо • (1Л7)
и = I

These results in sequential processing were utilized by Hunter [2 ] for 
the subsequent evaluation of the two-level active 2 ,!-type experimental designs.

He assumed that the coefficients b 0 from the orthogonal block con
taining N  measurements each size m  have been determined and they are to be 
corrected by к  supplementary measurements. The calculations can be carried 
out very simply if the orthogonality by rows of the blocks is simultaneously 
ensured as well. These designs are called sequential factorial designs and 
denoted by the letters SFD.

From the orthogonality of the columns it follows that

Xo X0 =  2VE .

Thus equation (1.6) is reduced to

b0'=  (Xo X0)_1 X Jу0’=  Xq y0 •
N

(1.18)
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If we w ant to estimate q coefficients, i.e. the matrix X consists of number 
q columns, then the orthogonality by rows of the matrix R containing the 
supplementary measurements means the following:

Rr R =  q~E (1.19)

(It has to be emphasized th a t the orthogonality of the columns and rows of 
matrices is no t perfectly identical with the usual notion of orthogonality. In 
the theory of designing experiments the rows or columns of matrices are con
sidered to be orthogonal when the quadratic sums of their elements are 
identical in value and the linear combinations formed with each other result 
in zero.)

Adopting these auxiliary conditions the relation (1.14) for the sequential 
calculation of the coefficients will run as follows:

( 1 .20)

The correction of the matrix (XTX ) _1  and that of the quadratic sum of 
the residuals is effected in the following way:

and

(XTX )-! =  —
mN

1

mN  +  q

The dispersion belonging to  the quadratic sum of the residuals is:

S2Q2 _ ek _
fe m N  +  к — q 

On the basis of (1.21) the covariance matrix is:

( 1.21 )

( 1 . 22 )

(1.23)

(1.24)

As the course of R r R depends strongly on the construction of the designs, 
therefore nothing can be said about the cov {&,£>,} quantities. But we know 
the diagonal elements of R 7 R, whose value is:

mN+k
2

и = m N + 1
2  х2ы =  к (1.25)
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as two-level design are involved. Thus

mN  +  q
(1.26)

We note that the dispersion of the measurement results may be estimated 
also sequentially:

(1.27)

Here S-{уи} is the dispersion of the Mth experimental result and is the
average dispersion of и — 1 measurements.

If  we use two-level design for the sequential evaluations, then ortho
gonality by rows can be ensured only for the quadratic blocks. Such arrange
ments are given by the fractional factorial design (FFD-s) of the resolution 
degree III  (saturated) and FFD-s of a resolution degree higher than III, if 
they are completed for the sequential evaluation by some means (by a certain 
group of interrelations) to a quadratic design [3]. These methods of solution 
raise always the problem of how to design mixing. Let us consider how these 
questions are forming when the method of the sequential evaluation is applied 
to a linear simplex design of the construction as suggested in [4].

2, The sequential simplex factorial design (SSFD)

Let us construct the design-matrix in the following way:

e, D:
e, —Dl

( 2 . 1 )

where e is a column vector consisting of ones, В г is the linear orthogonal 
simplex design, whose construction is [4,6] the following:

where
' Г n +  1

(2 .2 )

L =
»(*+ 1)

(2.3)
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The row- and column vectors of the matrix X0 =  [e, D-J form an ortho- 
normed vector system. Naturally the same applies to the matrix [e, —D J  as 
well [4].

Let us determine the n -\- 1 coefficients of a linear polynomial with the 
help of an X0 design consisting of N  =  n  -f 1 rows and columns. The elements 
of the required vector b 0 may be determined by the well known formula

N

(because of the normality

b ,=
2  %шУи u = 1

N
N

2  хшu= 1
N  [5]).

(2.4)

If  we wish to determine the influence of additional к supplementary 
measurements on the values of the coefficients, this determination can be 
carried out according to (1.20), as the second block of design matrix X is 
orthogonal both by rows and by columns, as explained above.

So let R contain к rows (e.g. the first к (this piece) of the matrix [e, — D2] 
and let us correct by this the values o i q  =  n - { - \ = N  coefficients. Observe 
that the number of the evaluated blocks (X0) is m =  1, the corrector equation 
will be:

2 N
К Т(У*- Rb0); \ (k<,N) (2.5)

The design matrix X used for the evaluation will be called in the

following a sequential simplex factorial design, or in short SSFD.
With substitution similar to the preceding the correction of the residual 

quadratic sum at the SSFD is:

# »  =  4 (У *  -  Rb0)T (yk — Rb0) . 
2

( 2 . 6)

We see that the correction is made also here like in the SFD case. The statistical 
properties of the SSFD are also determined by the covariance matrix, there
fore we have to study the course of the inverse matrix (X7X) _1.

As already mentioned:

(XTX)~1 =  (XJX0 -f R 7'R)-1 =
m N

E Я
m N  +  q

Rr R 2. 7)

With the conditions of q =  N  and m  =  1 taken into consideration, we obtain:

(XTX)-! = —  [E  — R r  R .
N  2 N

( 2 . 8 )



KEVICZKY^SEQUENTIAL EVALUATION 129

In the following we shall investigate the construction of the matrix 
RT R. As R contains the first к rows of the matrix —Dlf we can write up, that:

4--->
—

1
1 1 

K*
1 __

_ 0 0 0 . . .  0 1 k rk . . . k r t

iC
 1 

*
 

1 
: 

j

о  1 N 0 0 . . .  0 ! 0 . . .  0 . . .  0

0 0 N 0 . . .  0 о . . .  0 . . .  0

0 !
0 0 N . . .  0 0

i •1

. . .  0 . . .  0

i
1

0 ! 0 0 0 . . .  N

1
I

! 0 . . .  0 . . .  0

k rk 0 0 0 . . .  0 kr?(
. 1 ■ kr{Tj

k r t I 0 0 0 . . .  0 kr]
1 k r  ,rj

£

1 0 0 0 . . .  0 k r l

Where the marked separation line is shifted depending on k. In a simplex form:

Here

and

'  к ! 0 Í ka%

Rr R = 0 N - E ! 0

-  ka k 0 j  Ä-A .

rk+irk

ГъГ,к' k+1
’ k+1

V n  ' 
rk+lrn

r„ ru r„ rri’k+1 Г2
П  -J

ak — Lrk> rk+1! • • • > f ri\T -

I f  we substitute these result into (2.8), we obtain

~2N  -  к 1
1 0

— к -г.
2  N 2 1

1
2  N 2 a/i

(XTX)-! = 0
1
1
1
1

—  E
2  N

0

- k
------a/-
2N2

I
1
1
1

0 k-  В 
2N2

( 2 . 10 )

( 2 . 11 )

( 2 . 12 )

(2.13)
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where

2NВ = ---- E A.
к

(2.14)

Thus the auxiliary quantities characterizing the statistical properties of 
the SSFD may be already determined, i.e.

and

' 0 when i , j < k
cov {&,• bj} = ----- Г:Г: a2 {y\

2 N* 1 J x 5
when (2.15)

°
when i <  к

cov{60 b,} = — — г,.<х2{У} 
2N2 ' S

when i ]> к (2.16)

For the dispersions of the coefficients the following relations hold: 

1

9 7 V
o2{bi} =

- a2 {У} when i <  к

1 -  Ы
<У2{У\, 2 N 2

when i >  к
(2.17)

oa{60} =  — ----k-<*2 {«/}•x os 2N2 -
(2.18)

One may see from the relation obtained for the covariances and the devia
tions that their course in the case of the SSFD is well defined and in the 
individual cases the statistical property given by the grouping (indexing, i.e. 
the rotation of the design) of the variables may also be attained.

E.g.: if we want to keep some factor statistically independent of the rest 
during the correction, it is advised to define it as first variable, respectively 
the corresponding column of the matrix should be ordered to it.

We have seen in [4] that X0 has good statistical properties only concern
ing the coefficients of the linear approximation. The interrelations cannot be 
determined statistically independently of each single linear effect. In con
sequence of what has been said here and the disadvantageous properties dis
cussed in detail in [4], the SSFD can also be applied only for the sequential 
calculation of the coefficients of the linear approximation (e.g., when using 
method of the steepest rise). Yet the advantage of the SSFD is that the design 
problem of mixing the various effects does not arise with it.
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3. Model tests

Tests on a quadratic and a linear three-variable model have been carried 
out for deterministic and stochastic cases to test the SSFD.

The quadratic model was of the form:

У\ =  800 -  [(*x -  10)2 +  2(x 2 -  20)2 +  3(x3 -  30)2] =

=  —2800 +  20a;! -f- 80a;2 -f 180x3 — xl — 2a;2 — 3x3 (3.1)

and a linear model:
У г =  800 +  aq — 2x2 +  3x3 (3.2)

The modelhng was carried out on a digital computer (type ODRA 1013) as 
well as the loading with the experimental error of the function surface, in the 
stochastic case, by means of a random number generator with normal distri
bution. The obtained “measurements” were performed with a program pre
pared for the evaluation of the SSFD.

The results may be summarized as follows:

3.1. The deterministic case

The measurements for the quadratic model were carried out at the points

with testing steps
*io — 5 ; r 2Q — 15 ; x30 -—■ 25

■̂1 ~  ^2 — *3 =  1

(3.3)

(3.4)

The results obtained from the first block were:

b0 =  644; &! =  9.9999; b2 =  19.1835; b3 = 28.2679 

The results of the corrections were:
к b 0 6 1 b 2 6 3

1 644.4167J 10.5893 19.5237 28.5085
2 644.8333 9.9999 19.8639 28.7491
3 644.7500 9.9999 2 0 . 0 0 0 0 28.7010
4 644.0000 9.9999 2 0 . 0 0 0 0 29.9999

From these results it may be seen that the value of 6,- does not vary 
during the correction, when к >  i already, which follows from the construction 
of the design (0 elements).

Let us investigate the accuracy of the investigation:

9?/i
Baq

=  2 0  — 2x, =  10; =  80
Эх,

20; =  180 — 6a;3
9 x 3

=  30.
25
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As we had Ax =  Я2 =  A3 =  1, the h{ coefficients give obviously a very 
good estimation for these partial derivates. The variations of the coefficients 
during the corrections may have two reasons: the statistical variation (fluc
tuation) and the variation of the measuring points. In  the present case only 
this latter variation can play a role as the surface was not loaded with a 
statistical error. This means that in the case when the surface is no t linear, 
the coefficients obtained as a result of the correction may vary also because 
of the subsequent points of the design belonging to other points of the surface. 
The statement concerning the independence of the coefficients stays naturally 
valid in this case too, as we have seen before.

The above considerations are supported also by the fact th a t the cor
rection carried out for the у 2 linear model in the deterministic case at the 
points

did not change the values of the coefficients Ъ0 =  840.0000; bx =  0.9999; 
b2 =  —2.0000; Ъ3 =  2.9999 obtained from the first block. The accuracy of the 
approximation can be verified very easily in this case as well.

(An interesting result was also the following: the difference between the 
value of function y x a t the working point and the coefficient b0 agreed exactly 
with the sum of the quadratic coefficients, but this phenomenon did not 
follow directly from the construction of the SSFD).

3.2. The stochastic case

In these investigations the correction was performed at the same points 
and with the same testing steps. The size of the scattering band (dispersion 
band) of the surfaces was also varied in the individual tests. The numerical 
results obtained for the values of the coefficients disclose nothing much, but 
the statements made concerning the statistical properties of the SSFD were 
verified also by these experiments, which offered valuable informations for the 
relationship between the experimental error and the accuracy of the cor
rection as well.

Appendix

Theorem 1. Be A a matrix of dimension p  X q, В a matrix of dimension 
q X J J  in this case the identity

(Ep +  AB)-1 =  Ер -  A (E, +  BA )-i B,

— 10 ; &20 "— 1*-* ? -̂ зо — 20 (3.5)
with steps of

(3.6)
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holds, where Ep is a unit matrix of dimension pXp,
E() is a unit matrix of dimension qXq.

Proof

Let us multiply both sides of the expression by (Ep +  AB):

Ep =  Ep(Ep +  AB) - A(E, +  BA)- 1 B(Ep +  AB) =
=  Ep +  AB — A(E9 +  B A )-1 (E„ +  BA)B =  Ep +  AB - AB =  Ep

Theorem 2. Be X„ X() =  C0 the matrix of the coefficients of the initial,
and

X' X =  C the matrix of the coefficients of the new 
normal equation system.

With consideration to the relationship (1.7) we may write up:

С“1 =  [C0 +  R7 R ]-1 -  C0- 1 [E +  RT R C r1] - 1

as Q71 and RTR are symmetrical quadratic matrices.
By applying Theorem 1 we obtain:

C 1 =  Co“1 [E - RT(E +  R Co“1 R7")-1 RCo“1] =
=  Co“1 -  (RCo 1)T (E +  RCo'1 Rr)-! RCo“1

Be H =  RC0_1 and G =  (E +  HRr)n , then

C 1 =  Co1 -  H7 GH

Theorem 3. With the relationships (1.6), (1.7), (1.9) and (1.10) taken 
into consideration the solution of the normal equation system containing the 
supplementary measurements as well, runs as follows:

b =  (Хт X )-1 Хт у = ( XI X0 +  R7 R )-1 (X7 y0 +  R7yfe) =
=  (C„-1- H 7 GH) (X7 y0 +  R7 yk) =  C0- 7 X7 y0 -  H7GRC0- 1 X7 y0 +  

+  H7 y, — H7 GHR7 ул =  Ь0 -  H7 GRb0' + , H7y , -  H7 GHR7 y/c =  

=  b0 -  H7 Gy, +  H7 у , — H7 y, +  H Gr y,

Where y, =  Rb0. By introducing the notation d =  y,( — yk, the corrector 
equation has the following form:

b =  b0 +  H7 Gd

3
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Последовательная оценка линейных симплексных планов
Л. КЕВИЦКИ

(Будапешт)

Рассматривается один из вариантов последовательной оценки линейного плана 
на основе симплексной базы. В первой части приведен метод последовательной оценки. 
В многомерном пространстве переменных хх, х2, . . х„ наблюдались ординаты функции 
у  = у(х, () в N  разных точках. Задача состоит в определении приближенной функции 
по формуле (1 .1 ) таким образом, чтобы условия наименьших квадратов были выполнены. 
Приведены результаты, известные из [1] на случай, когда после первых N активных экс
периментов из-за неточности приближения следует проводить еще несколько эксперимен
тов и затем решать модифицированную систему уравнений (1.8). Решение системы урав
нений представлено в формулах (1.11—1.13). Путем последовательной коррекции можно 
также рассчитывать величину квадратной суммы разностей по формулам (1.16—1.17).

Во второй части предлагается последовательный симплексный факторный план 
на основе достигнутых ранее автором результатов [4]. Из полученных формул на кова
риацию (2.15—2.16) и дисперсию (2.17—2.18) можно заключить, что при последователь
ных симплексных факторных планах эти величины однозначно определены и далее 
при помощи соответствующей перегруппировки переменных можно добиться определен
ных статистических свойств. Например, если один из факторов рассматривается неза
висимым от других факторов в ходе коррекции, целесообразно определить этот фактор 
первым.

Конкретные эксперименты были проведены на квадратичной и линейной трехмер
ных моделях для детерминистического и стохастического случаев. Структура и пара
метры моделей представлены в формулах (3.1—3.2). В приложении дается доказатель
ство трех теорем.

László R e v i c z k y

Department of Automation
Technical University
Budapest 11, Garami E . t .  3, Hungary
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ИНВАРИАНТНЫЕ ОЦЕНКИ В СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНЫХ СИСТЕМ

М. Е. ШАЙКИН 
(Москва)

Для решения задач теории адаптивных систем, действующих в условиях 
неопределённое™, используются теоретико-групповые методы. Последние при
менимы в случае, когда задача инвариантна относительно подходящей группы 
преобразований входящих в неё переменных. Рассмотрены свойства инвариант
ных решений, методы их нахождения. Доказана теорема о характеризации опти
мального инвариантного решения как обобщенного бейесова, отвечающего право
инвариантной (обычно ненормируемой) мере Хаара в качестве априорного распре
деления на пространстве параметров. Метод инвариантной оптимизации иллюст
рируется на примере задачи идентификации линейного объекта с неизвестной 
дисперсией помехи.

Статистическая теория оптимальных систем обнаружения сигнала, 
фильтрации, предсказания, идентификации и управления базируется на 
общей теории решающих функций и исходит из предположения, что известны 
вероятностные характеристики входных сигналов и объекта управления 
и что целью функционирования системы является минимизация некоторого 
заданного показателя качества. Все наиболее важные результаты статисти
ческой теории были получены на основе этого допущения о полной опре
деленности возникающих здесь математических задач.

Современная тенденция в статистической теории систем управления 
является более реалистической. Развиваемые в настоящее время методы 
для определения самонастраивающихся и адаптивных фильтров, обучаю
щихся и самообучающихся систем управления, индентификации и распо
знавания имеют целью отыскание систем, использующих существенно мень
шую информацию о свойствах входных сигналов и характеристиках объекта 
управления, чем их классические предшественники. Естественно, что для 
решения новых задач прежние методы оказываются недостаточными, и в 
теорию и практику синтеза оптимальных систем внедряются новые идеи 
и методы: метод стохастической аппроксимации, эмпирический бейесов 
метод и методы общей статистической теории, основанные на асимптоти
ческой независимости бейесовых рисков от априорного распределения 
ненаблюдаемых параметров сигнала или объекта управления. Всеми этими

з*
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методами обеспечивается лишь асимптотическая оптимальность рекоменду
емых ими систем.

В статье излагается круг идей и методов для определения структуры 
систем, оптимальных в условиях заданной неопределенной ситуации. Кроме 
интереса, который представляют такие системы, их нахождение полезно 
с точки зрения сопоставления их с различными субоптимальными системами. 
Основным математическим аппаратом является здесь аппарат теории групп. 
Теоретико-групповой метод применяется в случае, когда задача определения 
оптимальной системы инвариантна относительно некоторой группы преобра
зований входящих в нее переменных. Из существа задачи часто можно видеть, 
что предполагаемая инвариантность действительно имеет место. Если за
дача инвариантна относительно некоторой группы преобразований, то и 
решение ее должно быть инвариантным относительно той же группы 
преобразований. Это утверждение составляет содержание принципа инва
риантности, формулируемого ниже. Ограничение инвариантными реше
ниями следует той же идее сужения класса возможных решений, которая 
широко используется в статистической теории при отыскании оптимальных 
решений в классе линейных, квадратичных, несмещённых и т. п. оценок. 
Инвариантные решения обладают рядом интересных свойств, которые будут 
изложены ниже.

В § 1 дается постановка задачи отыскания оптимальных систем в 
условиях неопределенности, формулируются достаточно общие условия ин
вариантности статистических задач, приводятся некоторые свойства инва
риантных решений. В § 2 изложен метод нахождения оптимальных инва
риантных оценок, который иллюстрируется на примере инвариантного 
оценивания коэффициентов линейной регрессии. Наконец, в § 3 формули
руется теорема о связи между бейесовыми и инвариантными оценками, 
доказательство которой вынесено в приложение.

§ 1. Постановка задачи. Принцип инвариантности

С точки зрения общей теории статистических систем структура любой 
системы управления, фильтрации, предсказания или обнаружения сигнала 
определяется: 1) ансамблем ее входных сигналов z вместе с заданным на нем 
семейством вероятностных распределений Рв, 0 £ Q, параметризованных 
элементами 0  параметрического множества Ü, 2 ) множеством выходных 
сигналов d системы, 3) функцией потерь L (б, d), определяющей потери для 
различных комбинаций параметра 0 распределения входного сигнала z и 
значений d выходного сигнала. Структура оптимальной системы считается 
известной, если найдена решающая функция <5(z) системы, отображающая
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множество входных сигналов z в множество выходных сигналов d и такая 
что средний риск

Я (М ) =  jL (M (z ))d P e(z) ( 1 .1)

достигает на ő минимального значения в классе D допустимых решающих 
функций.

В такой формулировке задача определения оптимального решения 
остается математически неопределенной. Функция д, минимизирующая риск
( 1.1), в общем случае будет зависеть от параметра 0 , значение которого 
обычно бывает неизвестным. В самом деле, задание семейства Рв, 0 £ Q рас
пределений входного сигнала вместо указания одного единственного рас
пределения Рво с 0 =  0О есть формальное выражение неопределенности, 
в которой действует система. Последняя должна быть оптимальной (или, 
по крайней мере, удовлетворительно функционирующей) при любой входной 
ситуации, т. е. при любом значении параметра 0. Ясно, что если <5 зависит 
от 0 , а значение последнего неизвестно заранее, то правилом д нельзя будет 
воспользоваться. В действительности необходима решающая функция, 
оптимальная равномерно по всем 0 £ Q.

Заметим, что при бейесовой постановке указанной трудности не 
возникает, поскольку параметр 0  считается случайной величиной с из
вестным априорным распределением г(0), а оптимальное правило находится 
из условия минимума средних потерь

д(д) =  $Я(д, ö)dv(6)

и, очевидно, от 0 не зависит [1]. Но в нашем случае предполагается, что О 
— неизвестный параметр, а информация о виде распределения v не 
является ни достаточно надежной, ни достаточно точной, чтобы оправдать 
бейесов подход.

В бейесовом методе неопределенность задачи снимается введением 
априорного распределения v. Другой способ достижения той же цели со
стоит в ограничении класса решающих функций некоторым подклассом их, 
внутри которого могут найтись оптимальные функции с равномерно (по 0 ) 
наименьшим риском. Важный подкласс с таким свойством образуют инва
риантные решающие функции; он возникает в случае задач, инвариантных 
относительно какой-либо группы преобразований [2 ].

Задачу определения оптимальной системы при заданных Рв, 0 £ Ü и 
L(0, d) будем называть инвариантной, если существует группа преобразо
ваний (z, 0 , d) -> (g z, g 0 , g* d) пространства входных сигналов, параметри
ческого множества Q и множества выходных сигналов D соответственно,
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такая, что для всех элементов (g, g, g*) группы

Pg0(gA) =  Pe(A), 

L(g0,g*d) =  L(0,d)
( 1.2)

при любых А, 0, d, где А — произвольное (измеримое) множество значений 
входного сигнала. Решающая функция д преобразуется при этом по закону 
д dg — g*ö g_1, а для риска справедливо соотношение Р(0, <5) =  R(gd, ög).

Согласно принципу инвариантности, если задача инвариантна,то ее 
решение также должно быть инвариантным, так что 6g= d  или, подробнее,

g * b r '  =  & (1-3)

для любых элементов группы. Совокупность всех 6, удовлетворяющих
(1.3), образует класс инвариантных решающих функций. В этом классе 
/?(0, д) =  R(g 0, 6), откуда следует независимость R(0, 6) от 0, если группа 
действует транзитивно на Ü. Ясно, что и оптимальная решающая функция 
в этом случае не зависит от 0 , а отвечающий ей риск минимален сразу для 
всех 0 С ß .

Как видно из (1.2), инвариантность статистической задачи склады
вается из инвариантности семейства распределений и инвариантности функ
ции потерь. Достаточно широкий класс входных сигналов с инвариантным 
семейством распределений получается из следующих соображений. Пусть 
входной сигнал z =  (z1; z2, . . . ,  zn) системы имеет вид

z = / ( х ;0 )  (1.4)

(0  =  (01( 02, . . . ,  вг), f  =  (Д, . . .  , /„)), причем преобразования gc -z' =  f ( z ; с)
образуют группу: gagbz =  gcz, с =  <р(а, b), ga0 z =  z ,g - xz = ga~> z или, под
робнее,

f(f{z; а) ; b) =  f ( z ; ф ,  b)) ,

f ( z ; a0) =  z ,

f ~ \ z ; о) ^  f ( z ; ß -1)

(необходимые условия того, чтобы преобразования gc определяли группу, 
даются первой основной теоремой теории непрерывных групп Ли [3]). Если 
случайный вектор X  имеет некоторое фиксированное распределение Р 0, 
тогда семейство Рв распределений вектора Z =  f(X; 6) инвариантно отно
сительно групп G и G преобразований вида

ga ■ 2' =  fiz ; ű) И ga : 0' =  <р(в ; fl) (1.5)

%
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соответственно. В самом деле,

Рв {Z £ A }  = Р0 {ge Х £ А }  = Р0{Х£  я г 1 Л) , 

P**{Z £2аА} =  р в. {Z £gaA} =  Р0 {X € g f!ga А} . 

Но поскольку

2 ' =  / ( z ; а) =  /(/(х ;в);а )  =  / ( х ; <р(в ; а)) =  f ( x ; б')

( 1 .6 )

или, символически,

z' = g a Z  =  g a g e X  =  g e ' X  для всех X, 
то

g ^ g a  =  g e ~ 1

и, следовательно, в силу (1.6 ),

Pga e(ga А) — Рв(А) .

Если заданы произвольное семейство плотностей Рв(г) и группы G, G 
преобразований вида (1.5), то для проверки инвариантности семейства 
Рв{г) относительно G, О, т. е. справедливости равенства

Р& ) Р<р(в; a) (/(z ; a)) Det 9/,( г ; а)

. Щ

тождественно по z, б, а, привлекаются инфинитезимальные операторы

где

IÍ =  В Д  =

Vß =  Vß(e) =

Эf k к =  1 , 2 , . . .  ,п ,
9йа , q= ű0 1,2, . . .  , г ,

9уП к =  1 , 2 , . . . , г
9й)з, а=а0 /5 =  1,2, . . . , Г .

Необходимое и достаточное условие инвариантности рв(г) относительно 
(связных) групп ß  и б  имеет вид [4]

Аналогичным образом, необходимым и достаточным условием инвариант
ности функции потерь L(9, d) относительно групп G я G* (для случая, когда
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элементы G* имеют вид g* : d' =  f(d; а)) является равенство

где

— инфинитезимальные преобразования группы G*(s — число измерений 
пространства решений). Соотношения (1.7) и (1.8) полезны не только при 
проверке условий инвариантности; они могут служить также для отыскания 
семейств распределений и функций потерь, инвариантных относительно 
групп, заданных своими инфинитезимальными операторами. Для этого до
статочно разрешить уравнения (1.7) и (1.8) относительно неизвестных функ
ций pe(z) и L(0,d).

Приведем некоторые свойства инвариантных оценок.
1. Класс 3 инвариантных оценок замкнут относительно группы G: 

если ő 6 3 (т. е. g*dg~l =  d для всех g £ G), то /z*<5ft-1 £ 3 для любого h£G .  
Этим свойством замкнутости обладают и некоторые другие классы оценок, 
например класс несмещенных [2 ] и, очевидно, класс всех возможных оценок. 
Однако существование равномерно наилучшей оценки в любом из таких 
классов не может быть гарантировано, а в классе инвариантных оценок 
равномерно наилучшее решение обычно существует (для случая транзи
тивной группы оно существует всегда). Тем не менее, если в произ
вольном классе <2 процедур, замкнутом относительно G, существует един
ственная равномерно наилучшая процедура <5С, то <5„ инвариантна [2]. В самом 
деле, из R(0, д0) <, R(0, д) для всех в g Q и д € <2 вытекает R(gO, g*ő0g~1) <, 
<; R(gö, g*őg~1) для всех g в =  в' £ о и g*dg~x =  <5' 6 <2, так что g*ő0g~1 — 
тоже равномерно наилучшая процедура. В силу единственности последней 
должно быть g*ő0g~1 =  д0, т. е. <50 £ 3.

2. Из тождества R(0, д) =  R(gd, g* dg~x), справедливого для любой 
инвариантной задачи, вытекает, что класс $И минимаксных решений д0 
(т. е. таких, что sup R(0, ő0) <7 sup R(0, 6) для любой д из класса ® всех

в в
возможных оценок) замкнут относительно группы G. В самом деле, если 
д0 € 311, то sup R(g в, g*d0g~1) <  sup R( 0,g*dg~x) для любой g*dg~x =

в в
= д' £ D (g ü  =  Ü и g*Dg~x =  Щ, так что g*d0g~x í  Sil. Отсюда вытекает, 
что если минимаксное правило единственно, то оно инвариантно. Из преды
дущего пункта следует, что если в $11 имеется единственная процедура 
с равномерно наименьшим риском, то она инвариантна.
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3. Пусть Я — относительно инвариантная мера на параметрическом
пространстве Q, т. е. X(gA) =  A(g)X(A) для любых и A czQ (A(g) —
вещественнозначная функция на группе G, A(g) >  0, A(gJ A(g2) = A(gx g2). 
Если существует интеграл (' R(0, д) X(d в) =  г(Я, <5), то для симметричной

й
задачи он подчиняется правилу г(Я, <5) =  г(Я, g* <5g_1)//l(g). Класс Si бейесо- 
вых решений <50 (т. е. таких, что г(Я, ő0)< r(A , ő) для любой <5 £ ®) замкнут 
относительно G. В самом деле, если d0ZD, то r(Á,g* őog^1) <  г(Я, g*őg~1) 
(после сокращения на 1/A(g)), так что g*ő0g~1(:Si. Если бейесова оценка 
единственна, то она инвариантна.

Для транзитивной группы G R(Q, ő) =  g(ő) не зависит от 0 £ Q, если 
<5 € 9 [2]. Если «50 — единственная инвариантная оптимальная оценка, то 
она является оптимальной минимаксной и оптимальной бейесовой, причем

/-(Я, <50) =  sup R(9, д0) =  inf q(ő) .
о eei

4. При определенных условиях из каждого правила <5 можно сконст
руировать инвариантное правило <5 такое, что sup R(d, ő) <  sup R(0, ő).

e e
В самом деле, пусть ő — рандомизированное правило (d(A/z) — вероят
ность принять решение d £ А  при заданном z) и существуют интегралы 
1  R(gQ, d)dv(g) и

Й(Л I z ) =  (' ő(g* А I gz) dv{g)
G

по правоинвариантной мере v на компактной группе G. Правило д инва
риантно в том смысле, что для любого h £ G

d(h* A \h z )=  ( <5(g* h* А | ghz) dv(g) =  | 6{k* A j kz) dv(kh~1) =  д(А I z ) ,
G G

поскольку gh =  к 6  G и dv(klr1) =  dv{k). Далее,

Riß, 3 ) = J  R(g 0 , 6 ) dv(g) <; sup R(0, Ő) S' dv(g) ,
G 0 G

откуда при нормировке v(G) =  1 вытекает

sup R(d, ő) <  sup R(d, S).
в в

5. Для инвариантного семейства распределений Рв оценки максималь
ного правдоподобия являются инвариантными. Пусть d =  d(z) — оценка 
максимального правдоподобия,

max p0(z) = pa(z)
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(pe(z) =  dPe/dn для некоторой меры р). Поскольку

Po(z) = Pgg(gz) ■ D(g,z)

и якобиан D не зависит от б, максимум по б функции p|„(gz) достигается 
в той же точке d, так что максимум по б' функции pe(z') (где б' =  gö, 
z' =  gz) достигается в точке g*d=6(z'), откуда вытекает инвариантность 
д относительно G:

f  Ó(Z) =  ág(2).

Таким образом, класс инвариантных оценок достаточно широк. Для 
симметричных задач он содержит оценки максимального правдоподобия, 
минимаксные оценки, бейесовы оценки для специального априорного 
распределения параметра б, а также, как показано в [5], для случая линей
ной регрессии, оценки метода наименьших квадратов.

§ 2. Метод определения оптимальных инвариантных оценок

В ряде частных случаев отыскание оптимальных инвариантных оце
нок не вызывает затруднений. Пусть пространства входных сигналов, 
параметров и решений конечномерны, а группы их преобразований — 
конечнопараметрические группы Ли с элементами вида (1.5). Будем считать, 
что существует взаимнооднозначное и биизмеримое преобразование 
(z,iz2, . . ., z„)—(Jl t . . ., J k,T v . . .,T„_fc), где J=(Jl t . . ., J k), Т=(Г1, . . . ,  Tn_k)
— векторные инвариант и достаточная статистика задачи соответственно, 
причем на пространстве значений Т индуцируется однотранзитивная группа, 
так что для любой точки Т найдется единственное преобразование ga(T) 
с параметром а, зависящим от Т, для которого gä(T) Т =  Т0, где Т0 — произ
вольная фиксированная точка. Если ^(z) — инвариантное решение, тогда 
функция ő(T, J) =  ő1(z(T, J)) удовлетворяет соотношению ő(T, J) =  gtdgä1 
(Т, J). Выбирая здесь параметр а =  а(Т) так, чтобы g ^ T  =  Т0 (тогда 
ga(T) (Т, J) =  (ga(T) т, g^T) J) =  (То, J)), и обозначая 0(Т0, J) =  /(J), находим 
Ő(T.J) =  g*(T) /(J)- Таким образом, инвариантное правило «факторизовано» 
относительно переменных Т, J, и его значение в произвольной точке Т ин
вариантного многообразия J(Z) =  J получается применением группового 
преобразования g*(T) с параметром а =  а(Т) к постоянному на заданном 
многообразии вектору f =  f(J).

Преобразование z -» (Т, J) переводит dPe(z) в вероятностный элемент 
Ре{Т J)dp(T)dh(S),  где Хв — мера на множестве значений J, pe(T |j)^ (T )  -  
элемент условного распределения с плотностью рв (T|J) по мере fi, получае
мой перенесением на множество значений Т левоинвариантной меры дейст
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вующей на нем группы. Выражение для риска /?(0, д) инвариантного пра
вила (5(Т, J) =  g*(T) /(J) принимает вид

Riß, S) =  j  L(0, g'a(T)f(J)) PeiT I J )^ (T )  В Д ) . (2 .1)

Будем считать, что G действует на Q однотранзитивно, тогда /„ не зависит 
от 0 [2]. Для нахождения /(J), минимизирующего (2.1), достаточно мини
мизировать при каждом J условный риск

Qeif I J) =  J Щ  g*(T)f) Pe(T I J) di*(T).

В силу предположенной однотранзитивности G на Ü для любой точки 0 £ Q 
найдется единственное преобразование ga(e) с параметром а =  а(в), для 
которого 0 =  ga(e) б0, где 0 О — некоторая фиксированная точка, 0 О £ Q. 
Выполним в выражении для ge(//J) замену переменных Т =  g0(e) г (0 фикси
ровано), используя инвариантность ц, р в  и L (т. е. pe(T j J) dy.(J) =  рво(т| J) 
rff'(t), Ща(е)во, g*a(T)f) =  и замечая, что gä<J) ga(e) =  gä(r) (ЭТО
вытекает из равенств ga(e) т =  Т =  ga(T) Т0, т =  ga(r) Т0 и предполагаемого 
нами изоморфизма групп ß  и G). В результате указанной замены пере
менных p0( / |j )  преобразуется к виду

Qeif I J) =  QeXf I J) =  J Щ ф )во, f) PeXr I J) 4“(T) • (2 -2 )

Если семейство распределений T ограниченно-полно, тогда Т и J статистически 
независимы [6 ], и q ( J  j J), а следовательно и /(J) не зависят от J. Но даже 
и в общем случае произвольной статистики Т задача определения оптималь
ной инвариантной функции <5(Т, J) не намного сложнее бейесовой задачи
(2.2) оценки параметра göm^o по выборке J.

В § 3 будут использованы обозначения, принятые в [7], в соответствии 
с которыми, например, gä<x)® представляется в виде Т-1 об, g ^ T  — в 
виде 0- 1  о Т, ga(T) I — в виде Т о f и т. д. В силу предположенного изоморфизма 
групп G, G, G* и пространств J(z) =  J, Q, D, на которых они действуют, эти 
обозначения корректны.

Изложенный метод можно применить и в случае бесконечномерного 
пространства входных сигналов, если возможна предварительная редукция 
задачи к конечномерному случаю (например, с помощью принципа доста
точности).

В качестве примера отыскания оптимальных инвариантных оценок 
рассмотрим задачу оценки неизвестных параметров о2 и б =  (0!, 02, . . ., 0 Г) 
в схеме

Z ( t ) =  2 '  0/í (f k i x ) +  s Т  < ,  г  < _ s .А= 1
(2.3)
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(s — правый конец интервала наблюдения — предполагается фиксирован
ным), где cpu(t), к =  1 , 2 г — известные функции, X(t) — гауссовский 
случайный процесс с нулевым средним и известной корреляционной функ
цией kx(tlt /2) (частный случай <5 =  1 модели (2.3) рассмотрен в [5]). Функ
ционалы

S

Пк =  J gk( s ,  r ) Z ( x ) d r ,  к =  1,2, . . . , г ,
s - T

где gk(s, т) — решение интегрального уравнения
S

j’ kx(t, т) g(s, t) dt =  <pk(s) , s - T < T  < s
s - T

с ядром kx(t, г) и функцией cpk(s) в правой части, являются достаточными 
статистиками семейства Рв.а, — оо <  9 <  оо распределений процесса Z(r) 
при любом фиксированном а >  0. Вводя обозначение В =  (б,Д для матрицы 
с элементами

S

bij =  f gi(s, г) <pj( г) dr, /',/'=  1 , 2 , . . . , т ,
s - T

и обозначения r f  =  (^1; г]2, . . .  , rjr), \ т =  ( |1; | 2, .. . | г), где
S

£к =  j  gk(s >т)  X ( r ) d r
s - T

(Т — знак транспонирования), модель (2.3) можно преобразовать к матрич
ному виду

у] =  В 6 +  . (2.4)

Семейство распределений вектора г) =  (%, rj2, . .  ., г\г) с компонентами 
вида (2.4) допускает статистически независимые достаточные статистики

Т1 =  (ФФг)->Фт гЬ Т2 =  у]т у] 7Т Ф т г) (Фг =  (В, В , . . .  В)(л раз))

и инвариантно относительно преобразований

Т; =  кТх +■ с, Т' =  к2 Т2, 6' =  кв +  с, о' =  /го I /l >  °
( — оо С оо

Если d =  (dl t . . . ,  dr) оценивает r-мерный вектор 0, a dr+i — скаляр от2, 
тогда при g =  g* произвольная инвариантная функция потерь зависит от 
(в — d)/a и dr+il<?2. Для определенности примем ее равной

-А;(6 - d)T(0 d ) +  (l (2.5)
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Векторный параметр а(Т) =  (с(Т), к(Т)) преобразования g*(T) определяется 
из условий Т) = к Т" +  с, Т2 =  к2 l!j, так что с =  Т,, к2 =  Т2, если выбрать 
Т° =  (0, 0 ,. . О, 1). Поэтому оптимальные инвариантные оценки равны

К(т) =  т ,  +  л  I 4 ( Т )  =  / ; - т 2 .

Поскольку здесь Т и J статистически независимы, ]1 и f2 не зависят от J.
В выражение для риска входит переменная а =  gö<T> ö0. Найдем ее, 

положив 6 0 =  (О,. . . ,  О, 1). Из условия T =  ga(T)T0, определяющего а(т), 
находим, что а(т) =  (с(т), к(т)) =  (т1, т2), а из a =  ga'(J) 0 o получаем а =

=  (а1> аг) =
| / т 2

_ 1_  

^2 >
Таким образом, /L, / 2 определяются из условия

min Е0 {(т! +  У г., Д)т (ту +  ]Ат2 Д) +  (1 -  т ,/ ,)2} , 
fnf.

где Е0 — операция осреднения по распределению случайных величин ту, т2, 
отвечающему значениям 0 =  0, а =  1 параметров 0, а. Нетрудно видеть, 
что /х =  0  (тх и т2 статистически независимы) и /2=  1/(п —г +  2), так что 
окончательно

<5i(*)) = (ФФ'Г1 фТ *), В Д =  1 --(ч Ф б ^ х ^  Ф6г).
п — г +  2

Первая оценка совпадает с обычной оценкой метода наименьших квадратов,
1 *вторая оказывается смещенной: вместо множителя-------, ооеспечивающего

п — г
несмещенность Ь2, здесь фигурирует 1/(п — г +  2).

Если вместо а 2 требуется оценить а  при функции потерь (1 — </r+l/ő)2, 
тогда, как нетрудно показать, оценка а равна

Я8(ч) — / з ' Т2, /з

При больших п получается приближение 
рат оценки близок к оценке квадрата а.

[п — г +  1

2

г п — г +  2 ]

/з ^  1/Уп — т +  2 , так что квад-

§ 3. Бейесов метод и инвариантность.

Предположим, что статистическая задача инвариантна относительно 
группы, допускающей существование левоинвариантной (ц) и правоинва
риантной (г) мер. При допущениях § 2 об изоморфизме групп G, G, G* и про
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странств J(Z) =  J, Q, D, на которых они действуют, меры д и v можно с 
группы G перенести на любой из изоморфных ей объектов. Если мера v нор
мирована, тогда, принимая ее в качестве априорной на Q, для апостериор
ного бейесового риска r(d\T, J) получим выражение

r(d I Т, J) =  J Ц 0 , d) /7О(0-1°Т ! J) dv(b) /  j р0(в- 1  оТ/J) í/v(6 ) . (3.1)
О ' О

Выполняя здесь замену переменных по формуле 6_1° Т =  т (Т фиксировано), 
учитывая, что L(T°t-1, d) =  L(r-1, T - 1 o í/ )  и  что űíp(T°t-1) =  Д_1(Т )ф (т) 
(Д(-) — модулярная функция), а также вводя обозначение d=T° f ,  найдем

(здесь для краткости г и т - 1  обозначают т°Т° и т_1 -0о соответственно; 
аналогичные сокращения используются без оговорок и в других сходных 
случаях). Отсюда заключаем, что минимум условного бейесового риска 
r(d |T> J) достигается при d =  T°f(r),  совпадающем со значением T°/(J) 
оптимального инвариантного решения при заданных Т и J.

Если мера v не нормируема, r(d|T, J) нельзя интерпретировать как 
условный бейесов риск. Однако формула (3.2) сохраняет свое значение 
в качестве вспомогательного средства при отыскании оптимальных инва
риантных решений, поскольку вычисление г ( Т | Т , J ) ,  может оказаться 
значительно более простой задачей, чем вычисление g(/|J). Для примера, 
разобранного в § 2, dr(0, а) =  dö1. . .  dOrda/a; используя (3.2), можно снова 
получить приведенные там оценки.

— последовательность вероятностных мер, где Оп — множества в Q, п =  
=  1, 2 , . . . ,  а </(0) — произвольная плотность из класса относительно ин
вариантных, удовлетворяющих условию q(01°02) =  q(d1 )q(d2) для любых 
бх, б2. (Причина, по которой, следуя [8 ], мы ограничиваемся этим классом, 
состоит в том, что бейесова задача с априорной мерой (3.3) имеет в этом 
случае инвариантное решение). Отвечающая (3.3) последовательность бейе- 
совых рисков

г ( Т о / | т .  j )  =  e ( / | j ) (3.2)

Пусть

( 3 . 3 )

J Ц у \ f ) q (т i)dfí(r)
anTr„(T-/|T , J) =

J </0 J) A>(T IJ) йц(х)
(3.4)
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при заданном J является последовательностью функций случайного аргу
мента, имеющего распределение (условное, при заданном J) Рп(Т) с/ц(Т), где

PÁ т ) =  fA ,(e-loT |j)ß M e )
еп

(dvn определена в (3.3)). Можно показать, что

J  Ч(т~г) А>(т ! J )  d PÍr )
PÁТ) d tiТ) =  Э;1°Т /т ----------*<т ) • (3-5)

J í ( 0 ) r f v ( f l )
в»

Вероятностное распределение с плотностью р„(Т) по мере ^ будем 
обозначать через Рп. Справедлива следующая теорема о байесовом харак
тере инвариантных задач.

Условие </(0) =  1 необходимо и достаточно для сходимости rn(To/]T, J) 
вида (3.4) к g (/|j) в смысле

l i m P n{T: | r„(To/JT,J)  - <?(/1 J) | >  £> =  0 . (3.6)
П-+ °°

Таким образом, инвариантный риск является пределом бейесовых. 
Отсюда при определенных не рассматриваемых здесь условиях можно 
заключить, что оптимальное инвариантное решение является пределом, в 
некотором смысле, оптимальных бейесовых решений.

Приложение. Доказательство теоремы

Лемма. Пусть Vn и Wn(n =  1, 2 , . . . )  — две последовательности мно
жеств, на которых интегрируемы случайные величины \Х п(со) — Х(а>)|2, 
и п. н. sup j X n(o>) — X(oj) I >  0. Тогда

tug W n

X n - X \  2dP + P(Vcn)

(Vcn — дополнение множества Vn в пространстве элементарных событий). 
Левое неравенство доказывается как в [9], правое следует из заме- 

I х  _XI2
чания, что -—— -— на множестве А п =  {со: \Х, ,(<») — Х(ю)| >  е}, 

так что

Р(АП) = Р(АП П V„) +  Р(АП П V'n) £  Г dP + P(Ve„).
J £z

A n П Vn

Л  X n - X \ ' d P

п. H. sup  \ X n -  X  I2
a>ewn

< P { \ х „ - х \ > е } < ±  j
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Из леммы вытекает полезное следствие. Пусть для некоторой последо
вательности множеств Vn, п =  1 , 2 , . . .

а) lim P(Vn) =  1 ,

б) lim J | X „ - X | 2 í/P  =  0.
п-+ °о Vn

Тогда Х п Ф~Х,  так что а) и б) достаточны для сходимости по вероятности.
Лемма и следствие остаются справедливыми и для последовательности 

мер Рп, т. е. для случая, когда везде Р заменяется на Р„, а Х п^ - Х  означает

lim Рп{ \Х п -  Х \ >£}  =  0.
П -*■00

На группу G наложим следующее ограничение: для любой последова
тельности С„ множеств точек т существуют последовательности 0 п и Q и Wn 
в пространстве значений Т  такие, что а) @ п г ° Т  гэ  С п для любого Т  £ W n, 

б) lim V ( W n) l v(&n)  =  1. Это условие не слишком ограничительно и выпол
няется для большинства групп, возникающих в статистических приложе
ниях [8 ] (ß n 1 о Т означает множество точек т вида т =  gö(e)T, где в  £ ®п)- 

Приступим к доказательству теоремы.
1) необходимость условия q(6 ) за 1.
Выберем последовательность еп, п =  1, 2 , . .  ., еп 0 и возрастающую 

последовательность множеств Сх с  С2 с  . . .  такую, что

J  <7(*_1) Ро(т Iт) dy(t)
---------------------------> 1  - в„ .  (П. 1)

j  Ф Ф  РФ I У) dy(r)

(здесь и далее отсутствие указания на область интегрирования означает 
интегрирование по всему пространству). Оценим каждый из трех интег
ралов в правой части тождества

[  (гп -  (?)2 dPn =  f rl dPn -  2в f rn dPn +  g2 f , (П. 2)
W» vv„ vv„ wn

где для краткости обозначено rn =  r„(T°//T, J), g =  g(//J), £fPn =  pn(T)d/i(T). 
Третий интеграл не превосходит 1, второй сходится к о (последнее вытекает 
из явных выражений (3.3) и (3.5) для гп и dPn), а первый преобразуется к 
виду

JJ  Ип(п, *2) ФГ1) Ф Ф  Ц п \ /) Ц *2-1, /) Po(Ti I У) Ро(т2 1 У) M ri) У«(Т>), (П. 3)
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где (/ п — индикатор множества 0 п Р

1H n( tv т2)
q(ß)dv{d)

04 ж,
J

Т)

Я(Т) х А ч )  хАч)
Я(° х) хАа) РоИУ) dp{a)

dv(T) (П.4)

(предполагается допустимость изменения порядка интегрирования). По
скольку интегрирование в (П. 4) осуществляется по Т  £ Wn, для которых 
в п 1 °Т з  Сп, то в силу (П. 1)

н ( г  г)< _ 0  ч ) -1 . . í  q(T) х„(тг) Хп( Ч) ^ ' ( 7 )
’ I  р0(сг I у) d/x(<r) " j' q(0)dv(0)

где Хп — индикатор множества ©„^Т. Так как Хп(ч)"/.п(ч) =  min {Xn(tj)},
" 7=1.2

а I </(Т)х„(т;) rfr(T) после замены переменных Т =  0°т7 (т7 фиксировано) при
водится к q(x) J  q(Q)dv(Q), то

0п

Замечая, что

н  A ч> ч )  <, (1 -  ч Г 1
JíCa-1) p0(o\J)dfi(a)

min {q(т )} .
7 =  1.2

min {q(T ■)}
7=1,2

у  (í (ti) + í (t2)) — Y  I q{rx) Я(ч) í -

для интеграла в (П. 3) получаем оценку сверху вида (rg — К)/(1 — еп), 
где обозначено

r =  j g (T) 1 l-(T í -í)P»(r \ j ) dti(T) 
J? (r_1) PoHlJ) d/ifr)

K  _  J_  И 1Я Ни) -  Я Чч) 1 L(Ti 1> f) L(4  \  f) Po(T! I J) РАч I J) 4»(n) dp(r2)
2  j9 ( r _1)Po(r/y)i/^(T)

Таким образом

f  In, - < ? № < : +  (П.5)
J 1 -  в»

Нетрудно показать, что если гп сходится к д, то a) \rn— р| ограничена 
на Wn для всех п, б) г =  д. В самом деле, \rn — g| <. \r — rn\ +  [г — g| 
причем для Т £ Wn, при достаточно больших п , г п > г — е. Далее, Рп — 
мера Wn положительна, а Рп — мера множества Rn =  {Т : \ rn — gj <  е} 
при стремится к 1, поэтому пересечение Wn и Rn не пусто. На этом

4



150 Ш А Й К И Н :И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е  О Ц Е Н К И

пересечении \г — д\ < \гп — д \ +  \г — гп\ < 2е. Но г и д не зависят от Т. 
Значит \г — д\ < 2е всюду, так что г =  д.

Доказательство необходимости завершается так. Если гп сходится к д, 
в смысле (3.6), и выполнено условие а), тогда из леммы вытекает, что интег
рал слева в (П. 5) стремится к нулю и К <  р(г — д). Отсюда, в силу б), сле
дует К  <; 0. Но при <7(0 ) ^  const имеем К >  0. Полученное противоречие 
завершает доказательство необходимости, поскольку из q(6) =  const сле
дует <7(6 ) =  1.

2) Достаточность условия <7(6 ) == 1.

Пусть <7(6 ) =  1. Снова по Сп построим последовательности множеств 
V n и @п (не совпадающих с прежними W n и &п), но обеспечим дополни
тельно (переходя, в случае необходимости, к подпоследовательностям W n 

и 6 >„), чтобы

1 еп < 4 V n )<
Н®п)

(П .6 )

Как и выше, можно показать, что в (П. 2) предел (при п -*°°) первого ин
теграла справа не превосходит д2, предел второго не превосходит д. 

Можно записать, что
lim [ pn(T)dfi(T) =  1 . (П. 7)

П-+ °° Vn

Отсюда следует
lim f Ir n g \ 2 d P n =  0 . (П. 8 )

Vn

Тогда доказательство достаточности завершается использованием след
ствия из леммы.

Для доказательства (П. 7) заметим, что

р n ( V „) =  —у г . I {  S' * „ ( * )  Ро(*  IЛ  ^ ( т ) }  d v ( T ) .
v(ßn) J

Vn

А поскольку Т е  v n, то %п(т) ^  Хсп(т), так что

n n(Vn) > ( l  - г Д ^ > ( 1  - е п ) 2

(последнее неравенство — в силу (П. 6)). Это завершает доказательство 
теоремы.
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Заключение

Бейесов метод определения оптимальной, в статистическом смысле, 
системы наталкивается на трудности, связанные с заданием априорного 
распределения, если последнее неизвестно или вообще не существует. Выбор 
какого-либо определённого априорного распределения не может быть одно
значным и приводит к неконтролируемому отклонению риска от риска 
истинного распределения. В этой ситуации предпочтительнее использовать 
инвариантное правило, отыскание которого не связано с заданием априорно
го распределения и риск которого, по крайней мере в транзитивном случае, 
не зависит от оцениваемого параметра. Заметим, что оцениваемая величина 
может быть не только неизвестным постоянным, но и случайным парамет
ром [5].

К сожалению, в классе традиционно используемых функций потерь 
и моделей образования наблюдаемого сигнала из полезного сигнала и по
мехи лишь немногие оказываются инвариантными, а процесс отыскания 
группы симметрии задачи, даже если она существует, не всегда может 
быть формализован. Выявление класса сигналов и функций потерь с 
инвариантными свойствами могло бы оказаться полезным для развития 
теории адаптивных систем.

Метод отыскания оптимальных инвариантных правил, изложенный 
в § 2, справедлив для однотранзитивных групп преобразований и конечно
мерных сигналов. Нетранзитивный и бесконечномерный случаи требуют 
специального рассмотрения.

Теорема о бейесовом характере инвариантного правила, сформулиро
ванная в § 3, аналогична известной теореме Ханта—Стейна [2]. Для её 
доказательства оказалась достаточной небольшая модификация метода, 
рассмотренного в [8].

Литература
1. Пугачев, В. С.: Теория случайных функций. Физматгиз, 1962.
2. Леман, Э.: Проверка статистических гипотез. Изд-во «Наука», М. 1964.
3. Эйзенхарт, Л. П.: Непрерывные группы преобразований. Изд-во иностр. лит., М.

1947.
4. Brillinger, D .  В . : N ecessary a n d  sufficient co n d itio n s for a  s ta t is t ic a l  p roblem  to  b e

in v a r ia n t u n d e r a Lie g roup . T he A nnals o f  M a th . S ta t. 34  (1963) 492 — 500.
5. Шайкин, M. E .: Инвариантное оценивание коэффициентов линейной регрессии. До

клады 2-го Всесоюзного совещания по статистическим методам теории управления, 
том «Идентификация», Изд-во «Наука», 1970.

6. Berk, R.  Н .  — Bickel, Р.  Т . :  O n  invariance a n d  alm ost in v a rian ce . The A nnals o f
M ath . S ta t .  39  (1968) 1 5 7 3 -1 5 7 6 .

7. Fraser, D.  A .  S . :  The fiducia l m e th o d  and  in v a rian ce . 48  (1961) 261 — 280.
8. Stone, M . :  R ig h t H aa r m easu re  fo r convergence in  p ro b ab ility  to  q u as i posterio r d is 

tr ib u tio n s . T he A nnals o f  M ath . S ta t. 36 440 — 451 (1965).
9. Лоэв, M .: Теория вероятностей. Изд-во ин. лит., М. 1962.

4*



152 Ш А Й К И Н : И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е  О Ц Е Н К И

Invariant estimates in the statistical theory of optimal systems

M. E. SHAYKIN 

(Moscow)

T he th e o ry  o f s ta tis tic a l o p tim al system s fo r signal d e tec tio n , filtering , p red ic tio n , 
id en tif ica tio n  an d  contro l is based  on a  g en era l th eo ry  o f decis ion  functions w ith  th e  
assum ption  t h a t  s ta tis tic a l ch arac te ris tics  o f  in p u t signals a n d  p la n ts  are k now n  an d  
th a t  th e  goal o f  th e  system  is to  m inim ize som e g iv en  criterion .

T he m o d e m  tren d s in  th e  s ta tis tic a l c o n tro l theo ry  a re  m o re  realistic . M ethods o f 
se lfad ju sting  a n d  ad ap tiv e  filte rs  d e te rm in a tio n , supervised  a n d  nonsuperv ised  le a r
n ing  sy s tem s of, iden tifica tion  a n d  p a tte rn  recogn ition  requ ire  m u c h  less in fo rm atio n  on 
th e  p ro p e rtie s  o f in p u t s ignals an d  p la n t ch a rac te ris tic s  th a n  th e ir  classical fo re ru n 
ners did.

In  th is  artic le  an  a t t e m p t  is m ade to  a p p ly  th e  m e th o d s o f  th e  th eo ry  o f  g ro u p s  
for th e  d e te rm in a tio n  o f o p tim a l system s. T hese m ethods can  be  u sed  only if  a  p ro b lem  
is in v a r ia n t u n d e r some tra n sfo rm a tio n  g ro u p  G such th a t  (1.2) a re  fulfilled, w here  P 9, 
0 £ Ö is a  fam ily  o f p ro b a b ility  m easures on  th e  values o f  in p u t  signals Z,  L  is a  loss 
function  a n d  g £ G. In  th is  case i t  is n a tu ra l  to  confine to  in v a r ia n t estim ates ő o f  a 
p a ram e te r , 0, fo r w hich (1.31 is tru e  for ev e ry  g £ G. A ra th e r  la rg e  class o f in v a r ia n t 
v ec to r-va lued  signals is described  by  th e  m odel (1.4), if  tran sfo rm a tio n s  gc: z' — f ( z ; c )  
a re  e lem en ts o f th e  group  G.  N ecessary  an d  su ffic ien t co nd itions fo r P e and  L  to  be 
in v a rian t u n d e r  th e  tran sfo rm a tio n s  (1.5), a re  w ell-know n a n d  a re  g iven in  (1.7), (1.8), 
w here !*, rfB, a re  in fin ite sim a l tran sfo rm a tio n s  o f  G.

T he m eth o d  to  d e te rm in e  op tim al in v a r ia n t estim ates is described  in  S ection  2 for 
v ec to r-va lued  Z,  Q, d  an d  a  tra n s it iv e  Lee g ro u p  G (d £ D  — a  ra n g e  o f  a  decision fu n c tio n  
<5). L e t (Z t , Z 2, . . . Z n) —■ ( J v  . . ., J k, T v  . . ., T n__k) be a  one-to -one  correspondence, 
J  =  (Jy, . . ., J k) and  T  =  (Ту, rl \ , . . ., T n_j() a re  a  group in v a r ia n t o f G and  su ffic ien t 
s ta tis tic s  o f  th e  fam ily P e, 6 £ Q  respective ly . I f  th e  range o f  Г  is a  hom ogeneous space 
u nder in d u ced  group  o f  tran sfo rm a tio n s  on ra n g e  T  and  T*-*ga(T) (where T  =  6'ö(t )21i» 
T 0 is fixed  w ith in  to  range o f  T)  is an  isom orphism , th en  6(z) =  5(T(z),  J (z l)  =  ga(T(z)),  
f ( J( z )) fo r th e  a rb itra ry  fu n c tio n  /  o f th e  in v a r ia n t J.  The o p tim a l in v a rian t e s tim a te  ő 
is 8 — ga(j) f (J) ,  w h ere /  m in im izes QB(j/J) in  (2.2) fo r every  g iv en  J  (the  n o ta tio n s  o f  [6] 
a re  used). T he  m ethod  to  o b ta in  op tim al in v a r ia n t estim ates is illu s tra te d  w ith  a n  id e n ti
fica tion  p ro b lem  for th e  lin e a r sy s tem  (2.3) w ith  a n  unknow n no ise  dispersion.

I f  th e  p rob lem  is in v a r ia n t and  v( ■ ) is a n  a  p rio ri m e a su re  on  Q, th e n  th e  con 
d itiona l B a y e s  risk  (under g iv en  T,  J j  (3.1) coincides form ally  w ith  Qß(f/J) in (2.2). T his 
gives u s a n o th e r  m ethod  fo r de te rm in a tio n  o f  o p tim a l in v a r ia n t e stim ates  w hich can  be 
m ore p re fe reab le . I f  j>( • ) fa ils  to  sa tisfy  th e  assum ption  v(Q) <  oo, th e n  r ( d /T , J )  in 
(3.1) c a n n o t be in te rp re ted  a s  th e  cond itional B ayes risk. B u t  dvn( ■) in (3.3) is a  p ro 
bab ilis tic  m easu re , so we m a y  select a  sequence (3.4) o f th e  co n d itio n a l B ayes risk s. T hen  
th e  follow ing theo rem  is tr u e :  i f  v( • ) is a  r ig h t- in v a ria n t H a a r  m easu re  on Q an d  P n, th e  
p ro b ab ility  m easure  w ith  th e  p ro b ab ility  e lem en t (3.5), th e n  g(0) =  1 (q( ■ ) is an  e lem en t 
from  th e  s e t  o f  re la tiv e -in v a r ia n t m easures o n  О  [8]) gives a  necessary  an d  su ffic ien t 
cond ition  fo r th e  convergence rn (3.4) to  g(f/J)  “ in  p ro b ab ility ” ),

lim  P n {T : I rn — g \ >  e}  =  0 .

T he p ro o f  is based  o n  th e  lem m a a n d  closely re la ted  to  th e  proof o f  th e  con
vergence to  quasi-posterio r d is trib u tio n s  in  [8].

M. E. Шайкин
Институт проблем управления 
СССР Москва В—485 
Профсоюзная ул. 81
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A POSSIBLE USE OF ADAPTIVE PROGRAMMING

J .  KOCSIS 

(B udapest)

G eneralized  ad ap tiv e  p rogram m ing  a lg o rith m s are  p re se n te d  for p rocess 
op tim iza tio n  o f  m u ltiv ariab le  con tinuous p la n ts , according to  op tim ization  o f  
some econom ical p erfo rm ance  index (m in im u m  costs, m a x im u m  p ro d u c tio n  
effectiveness e tc .l. The te rm  “ ad ap tiv e  p ro g ram m in g ” , p o in ts  o u t som ew hat 
vaguely  th e  a d a p ta tio n  suggested  b y  T sypk in  on  one h an d , a n d  th e  necessity  o f  
d ig ita l co m p u te r for re a lisa tio n  — on th e  o th e r . The a c tu a l a lgo rithm ic  schem e 
is a  fourfo ld  generalized p e rcep tio n  schem e dev ised  by  a  m u ltiv a riab le  s to ch as tic  
ap p ro x im a tio n  m ethod .

Introduction

Adaptive programming is an algorithm realized on a digital computer 
for automatic changes of input signals, on the base of continuously accumulated 
information, in such a way that the optimal economical system state will be 
achieved, in spite of initial indefinity and variably operating conditions. The 
general notion of adaptation in automatic control systems was suggested by 
Tsypkin [1,2].

The problem

The plant in Fig. 1 is considered. The notations are as follows:
x(t) — performance index
u(0 — vector of input control variables
z(t) — vector of measured but, because of the plant technological con

ditions noncontrolable, input variables 
h(i) — vector of the constrained variables.
The plant operation is described by the following equation:

x{t) =  A{v[u(t), z(<)]} +  £(t) (1)

where A  — is some absolute convex operator, connecting the input system 
variables with the performance index 

£ — noise, when measuring the performance index, with zero mean
and finite variance.



Let us assume that the performance index is continuously measured but 
the exact form of the equation (1) is unknown. Hence the problem consists in 
finding the optimal control variable vector thus, that the performance index 
will be aspiring to the extremum value while the changes of noncontrolable 
variables are unknown beforehand and the constraints are as follows:

Jj^u) =  M{F1 [ж(и, z)]} ->■ min (2)
u

(Here and in what follows M  stands for the expectation)

154 KOCSIS: A PO SS IB L E  USE OF A D A PTIV E PROGRAM M ING

PLANT

Fig. 1

Simultaneously the next inequality type constraint are introduced

M{h[x{n, z)]} <; о (3)

The possibility of approximating the static relation between performance 
index and input variables by a polynomial of second order (by a whole quadratic 
form) and the exact dynamic connections in the system by simple dynamic 
elements is assumed, as shown in Fig. 2. In Fig. 2 the transfer function of a 
simple lag is presented by 1F,(S'), and the approximate performance index — 
by x.

Reality of such an assumption is not discussed here but we refer to the 
results of simple examples, published previously elsewhere [3, 4], from which

Fig. 2
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on the basis of preliminary plant analysis, not only the possibility of the 
above-mentioned approximation (construction of the plant model) but of the 
observability and controlability can also be decided.

Solution of the problem

The above formulated has been solved in [5] for a quadratic performance 
criterion. In the present paper a solution is given for a generalized performance 
criterion and also the method of preliminary evaluation of unknown para
meters of the plant model (identification) are treated. More distinctly, the 
task is solved in two stages. For studying statical and dynamical characteristic 
only the identification problem, that is evaluation of unknown parameters of 
the plant model is considered at first, without interference to the normal plant 
operation, and then the control variable vector u(#) will be defined on the base 
of identification results and simultaneously the statical plant model coeffi
cients will be precised further.

1. Determination of the unknown parameters of the plant model

Identification algorithms of the plant, described by equation (1), are 
presented in [6, 7]. Here the generalization of such an identification procedure 
is given. The aim of the identification process is to determine minimum of the 
following performance criterion:

J 2(c, d) =  M { F z[x — x(c, d)]} —► min (4)

where x — approximate performance index
c — vector of unknown statical model parameters, coefficients of 

second order polynomial
d — vector of unknown dynamical model parameters, transfer func

tion coefficients (see Fig. 2).

At the minima of the functional (4) the gradient with respect to para
meters equals 0:

dJ2(c, d) _ 1--1

<bi1«41 Эх(с, d) j o
(5)

0C dx 0c J

3J 2(c, d) 4  Í dFi[x -  x(c, d)] . 9i(c, d) ] _  o
(6 )Bd 1 dx 0d
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For determining the root of regression equations (5, 6) the well known sto
chastic approximation method is used:

с [те] =  c[те — 1] — R 2M dF2 {x[n] — x(c[те — 1], d[n — 1)]}

X
Эж(с [те

dx\n\
l ] , d [ » - l ] )

X

d[?i] =  A\n — 1] +  Н3[те]

Эе[те — 1]

dF2{x X [те] — x(c[те — 1], d[n — 1])}

(7)

X
dx(c \n

dx\n\
1]> d [» — 1])

X

ad [те — 1 ]
(8 )

During the identification process, algorithms (7, 8) determine the unknown 
dynamical (d) and statical (c) model parameters adopting some convex func
tion (F 2), and minimizing the difference of the plant and model outputs.

The convergence criteria of learning algorithms in [1] have to be fulfilled.
Generally R2, R3 are diagonal matrices and the possible optimal and 

quasi-optimal convergence matrices R are given in [1].

2. Adaptive programming algorithms

Approximate dynamical and model characteristics determined by algo
rithm (8) are not changed when the optimal control vector u*(i) has to be 
found. The aim of the control process consists in minimizing functional (2) 
under constraints (3). The gradient equals 0 at the minimum point of equation
(2 ):

dJl(u) M  [dFl Х̂(и’ dx\  0 (9)
du ( dx duj

In the fortunate cases, when functional J 1 can be determined analytically 
(deterministic case or the preliminary known distributions), the task may be 
reduced to the simple search for an extremum point. But in the general case 
— by the very features of the problem — when input and output plant 
variables are stationary stochastic signals with apriori unknown distributions, 
we have to apply the adaptive approach. An approximative performance 
index function x has to be given in a differentiable form for determining 
gradient dx/du. On the base of the plant model shown in Fig. 2 the approximate 
performance index function has the following form:

x = cTy [v(u, z)] ( 10)
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and if the model — by the preliminary plant identification results — simulates 
the real plant processes with the sufficient precision, then

dx dx 
du du ( И )

can be substituted in the regression equation (9), that is, it is possible to take 
the approximate gradient instead of the real one.

By the help of Lagrangean multiplicator techniques constraint (3) can 
easily met. In such a case let us take a new functional instead of (2):

J(u, X) =  M  {^[«(u, z)] +  X7 h[x(u, z)]} —*■ min (12)

from which the necessary condition of extremum (applicating incidentally the 
change by (11) is):

dJ(u, X) _  м  | ЭЕ3 [x(u, z)] _ ctö 
Эи I dx du

and fuithermore

=  M  {h[:r(u, z)]} <  0 (14)

~dh

du

lT
X =  0 (13)

and the iteration rules according to stochaistic approximation method to 
regression equations (13, 14), have the following form:

and

Finally, if the model parameters could not be changed at the time of 
adaptive control, then the optimal control algorithms are presented by Eqs. 
(15, 16). But when the control signal is changed then the model parameters 
(c) are changed too. Therefore one has to correct the plant model by algo
rithm (7), the form of which shows some changes because of the connection 
c =  c(u):

(17)
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where the sensitivity matrix
S[> (18)

can be given without any special difficulties by forming the gradient of algo
rithm (15) with respect to the vector of unknown plant model parameters c:

S[n - (19)

Adaptive programming algorithms are presented in eqs. (15—16), (17 —19). 
For the sake of the flow diagrams concerning the adaptive optimization reali
zation of the continuous industrial plant are presented in Fig. 3.

Fig. 3

A particular case

As it was presented in [5], when the quadratic performance criterion is 
given as:

Fi(-) =  ( ' ) 2 
^ ( • )  =  ( -)2

and the different gradients in adaptive programming algorithms (15—16), 
(18—19) are presented in the following form:

. f 1W  • =  D (W [1 №  -  l]v Wa u \ n — 1]

, dx[n} =  yfn] +  S[» -  1]TD(W[1])C[% -  l]vM  
ac[n — 1]
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then

d
dc,\n — 1]

dx\ri\
du[n  — 1]

C J I > -  l ] D ( W [ l ] ) e 0 [ » —  l J -  
Cft» — i jd íw c ijk o  - 1]

c t i n -  l ] D ( W [ l ] ) e f t [ » - l ]  J

dFj
dx

ЭF 2 _  d(x  -  x )2 
dx  dx

— 2(x — x)

where

L = M  + N; К  =  -(Z,+  ^  (jL +  2) -  1
2

«10 «11

«20 «21

_  «NO «N1

«1К
S2K

«JVK _
O '=  0,1,2, ,K)
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C* =

CL + N  c 2 L  • • • 2 cN (2L_ N + 3 )
2

A =  llai jll =

N  M  N  M  N — 1 M

In this case dimensions of the adaptive algorithms may he checked in 
the following way: if .^-dimensional vector u, Ж-dimensional vector z and 
P-dimensional vector hare measured, the number of recursive equations will be:

control equations: N  
identification equations: К  -j- 1

(where: К  -J- 1 =  (L  -j- 1) (L  -{- 2)/2; L  =  31 -f- Ж) 
restriction equations: P  
sensitivity coefficient equations: N x K
Viz.,: P  +  N  +  1 +  (Ж +  N  -f 1) (Ж +  N  +  2)/2 equations are ne

cessary and sufficient.

For example, in a complex plant, for which the processes are character
ized by the following number of measurable variables:

P =  10 N  =  10, Ж =  20

the total number of equations to be solved continuously is 5466. But if the 
model is not changed after the identification process, then this number is 
P  +  N  =  20 (at the preliminary identification process (Ж +  N  +  1) (Ж -f- N  -f- 
+  l)/2 =  496 recursive equations have to be solved continuously.
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Возможное применение адаптивного программирования
я. кочиш  

(Будапешт)
В настоящей работе представлены обобщенные алгоритмы адаптивного програм

мирования для решения задачи оптимизации непрерывных многомерных промышленных 
процессов по некоторому экономическому показателю, по экономической функции цели 
(минимальная себестоимость, максимальная эффективность производства, максимальная 
эксплуатация производственных емкостей или др.). Произвольно избранный термин 
«адаптивное программирование» указывает, с одной стороны, на применение адаптивного 
подхода, изложенного подробно Цыпкиным [1, 2], а с другой — на необходимость при
сутствия цифровой вычислительной машины при реализации подобного типа системы. 
Таким образом, под названием «адаптивное программирование» подразумевается реали
зуемый с помощью ЦВМ алгоритм автоматического определения процесса изменения 
входных параметров системы на основе обработки текущей информации с целью дости
жения с экономической точки зрения оптимального состояния системы при начальной 
неопределенности и изменяющихся условиях работы.

Данный принцип постановки задачи представляет собой возможную область при
менения быстродействующих управляющих ЦВМ на промышленных объектах с совре
менной непрерывной технологией. Для такой цели преимущественно применяются уп
равляющие ЦВМ третьего поколения (типа французской СИ 10010, американской — 
ИБМ 1800).

Рассматривается объект, представленный на рис. 1, описываемый уравнением (1). 
Задача состоит в определении оптимальных управляющих параметров таким образом, 
чтобы функция цели при этом стремилась к минимальному значению при любых изме
нениях неуправляемых входных параметров системы. При определении вектора упра
вляющих параметров следует соблюдать ограничения, наложенные на некоторые пара
метры объекта [3]. Предполагается, что статическое соотношение между функцией цели 
и входными параметрами системы можно приближенно описать полиномом второго 
порядка, а динамическую связь — простыми динамическими звеньями, как это пред
ставлено на рис. 2.

Вышеуказанная задача была решена в [5] на случай применения квадратичных 
критериев качества. В настоящей работе приводится решение задачи на обобщенные 
критерии качества, а также представлен метод предварительного определения неизвест
ных параметров модели объекта (идентификация). Таким образом, задача решается в 
два этапа. С целью изучения статического и динамического поведения объекта сначала 
проводится только его идентификация, т. е. определение неизвестных параметров модели 
объекта, а затем на основе результатов идентификации определяется вектор управ
ляющих параметров и одновременно уточняются статические коэффициенты модели 
объекта. Алгоритмы идентификации представлены в уравнениях (7—8).
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Определенные по алгоритму (8) приближенные динамические свойства модели 
зафиксируются в ходе поиска оптимального вектора управляющих параметров. Целью 
управления является нахождение минимума функционала (2) при соблюдении ограни
чений типа (3). В точке минимума уравнения (2) градиент (9) должен равняться нулю. 
Если по результатам предварительной идентификации объекта модель с достаточной 
точностью имитирует поведение действительных процессов в объекте, то в уравнение 
регрессии (9) можно записать вместо действительного — приближенный градиент (11). 
Решение уравнений регрессии (13, 14) представлено в алгоритмах (15, 16), которые 
представляют собой две первые рекуррентные формулы адаптивного программирования 
для определения вектора управляющих параметров и вектора множителей Лагранжа. 
Если параметры модели не меняются в ходе адаптивного управления, то алгоритмы 
(15, 16) представляют собой алгоритм определения оптимального управления. Но в то 
же время, если меняется управляющий сигнал, то меняются и параметры модели также. 
Поэтому необходимо проводить коррекцию модели объекта по уравнению (17), где опре
деление матрицы чувствительности не представляет особую трудность, если образовать 
градиент алгоритма (15) по вектору неизвестных параметров модели объекта.

Алгоритмы адаптивного программирования представлены в уравнениях (15, 16, 
17, 19). Схема прохода информации при реализации адаптивной оптимизации непрерыв
ного промышленного объекта представлена на рис. 3.

Далее представлен пример для применения адаптивного программирования.

János Kocsis
Department of Automation
Technical University
Budapest 11, Garami E. t. 3, Hungary
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САМООБУЧАЮЩИЙСЯ АЛГОРИТМ АСИМПТОТИЧЕСКИ 
ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ СЛУЧАЙНЫХ 
СИГНАЛОВ С НЕИЗВЕСТНЫМ АПРИОРНЫМ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

А. В. ДОБРОВИДОВ 
(Москва)

Предлагается алгоритм непараметрической оценки полиномиальных функ
ций случайных сигналов в условиях, когда априорное распределение случайных 
сигналов неизвестно и условная (при фиксированных значениях случайных сиг
налов) плотность наблюдаемых случайных величин принадлежит экспонентному 
семейству плотностей. Доказана сходимость непараметрических оценок к опти
мальной оценке и сходимость соответствующих средних рисков к оптимальному 
бейесову риску.

Классические методы построения оптимальных автоматических систем 
обработки информации [1,2] требуют задания всех статистических харак
теристик сигналов и шумов, действующих на систему. Однако на практике 
часто оказывается, что статистические характеристики сигналов либо неиз
вестны, либо требуют для своего определения слишком больших затрат. 
В то же время при достаточно общих условиях можно построить самообу
чающиеся автоматические системы, алгоритмы которых приближаются к 
оптимальным алгоритмам, полученным при полностью известных статисти
ческих характеристиках, и при этом используется информация, поступаю
щая только в процессе нормальной работы этих систем. Развитию методов 
построения таких автоматических систем посвящена настоящая работа.

Рассмотрим один важный класс автоматических систем обработки ин
формации — системы оптимальной фильтрации сигналов. В приложениях 
часто возникает необходимость оценивать не сами полезные сигналы, а 
некоторые функции от них. Если такие функции являются нелинейными, 
то необходимо искать оптимальную оценку сразу всей функции полезных 
сигналов.

§ I. Постановка задачи

Пусть ставится задача оценить некоторую в общем случае векторную 
функцию ср многомерного случайного сигнала 0 =  ( 0 1; . . . , 0 т ) 1 с априор
ным распределением 0(6), определённым на пространстве Q, по наблюде-

1 Везде ниже прописные буквы 0, X означают случайные величины, а строчные 
6, х — реализации случайных величин.



ниям векторной случайной величины И =  (Хь . . . ,  Х г), условная плот
ность распределения /(х/0) которой принадлежит общему экспонентному 
семейству плотностей {/(х/0), 0 £ Q),

, т
/(х/6) =  С(0> Л(х) exp { V OjTjQt)}, (1)

где Tj(x) и /г(х) — измеримые функции, определенные на выборочном про
странстве х, а С(0) — нормирующий множитель.

Оптимальная оценка ácÖO векторной функции <р(0), минимизирующая 
средний риск

R(% G) =  J  J  (срт(0) -  6Г(х)) (ф(6) -  S(x)) /(х/0) Л3(0) fii?2, (2)
X  ß

представляет собой апостериорное среднее
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Í  ф ( Г ) / ( х /0)О(01

* gO O = £ ------^ 7 --------- , (3 )
/ (X )

/ ( х ) =  С /(х/0) ŰÍG(0) (4)
о

— безусловная плотность вероятности случайной величины X.
Оптимальную оценку (3) можно вычислить лишь тогда, когда известно 

априорное распределение G(0) случайного сигнала €>. Однако в прило
жениях в подавляющем большинстве случаев неизвестно даже возможное 
параметрическое семейство априорных распределений, не говоря уже о 
точном знании G(§). Поэтому в настоящей работе предполагается, что 
G(6) полностью неизвестно. В этом случае точных оптимальных оценок 
<5g ( x )  найти нельзя и приходится строить приближенные оценки ő g ( x ) ,  

вычисленные на основе реализаций хх, . . ., хп наблюдаемой векторной слу
чайной величины X.

Если такие сходятся к оптимальным оценкам (3) с полной статисти
ческой информацией, то они называются эмпирическими бейесовыми оцен
ками [3].

§ 2. Непараметрическая оценка попарных произведений компонент
полезного сигнала

Рассмотрим класс функций ф, представляющий собой всевозможные 
попарные произведения 0j&k и квадраты 6)  компонент полезного случай
ного сигнала 0 ,  /  =  1 , . . т ,  j  < , к  т .  В этом случае оптимальная оценка

2 ,,Т"  означает транспонирование.
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(3) будет иметь вид:

t > ( ? )  =  - ! r  [ 9j6kf(x [в) сЮ(в), [ = ' ’ -■  >т . (5)
/(х) J ] < к < , т

я
Для вычисления приближенной оценки, сходящейся к (5), воспользуемся 
условием (1)  и выражением для оптимальной оценки Sg( x) многомерного 
полезного сигнала О, полученным в [4]:

6G(x )=  (Т7'Т Г 1Тт Ь, (6)

где да — вектор с компонентами (<5о\ • • •, й^), Т — прямоугольная (г х т) 
— матрица ранга т с элементами

/ = 1 ........ г _  (7)
Эх, / =  1, ,т

(bl f . . br) — вектор с компонентами

3 Хи
■ 1п /(*) I к =  1, . . (8)

Так как, с другой стороны, до(х) удовлетворяет соотношению (3), с ф(0) =  0, 
то можно записать

Г 0 С(0) ехр {(Гг Т(х)} сЮ(д) =  ®  (Тт Т )-1 Тт Ь . (9)
J Л(х)

Продифференцируем это векторное равенство по каждому компоненту х,- 
вектора х. Получим г векторных уравнений

Í0 0'r /(x/0)rfG(0)-Ö̂ = A ( x ) —  ^ ( Г Т ) - 1 Т т Ь, / =  1, —  ,г,  (10)
J  Эх,- Эх, /г(х)
а
которые удобно записать в матричной форме

А • ТГ =  Н , (11)

где А =  К ajk К — матрица размера (т х  т) с элементами

aJk=  I  0, 6fc/(x/0)rfG(0), А, /  =  1,.. ■ т , ( 12)

а Н =  К rjji И — матрица размера (ш х г) с элементами

Э
%  =  Л(?) Эх,- ft(x)fc=i j г,

(13)

5
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где tjk — элементы матрицы (ТтТ)~1Тт. Так как по определению (12) АГ=А, 
то уравнение (11) можно переписать в виде:

Т • А =  Нт . (14)
Решение его

А — (Тг Т)~1ТГ Нг (15)

выражается через ту же матрицу (Тг Т)~1Тт, что и оптимальная оценка (6). 
Из сравнения (12) и (5) нетрудно видеть, что

ajk =  f ( x ) ö t \  (16)

откуда с учетом (15) получаем выражение для оптимальной оценки произ
ведения <9/<9/í, j  — I , т ,  / <, к <  т,

(17)

которое не зависит явно от априорного распределения 0(6).
Для того, чтобы вычислить оценку (17), необходимо, во-первых, опре

делить элементы матрицы (Тт Т)-1Т ', а во-вторых, оценить элементы 
rjik, i =  1,. . .,  г, к =  1,. .  ., т, матрицы Нг . Матрица Т по условию считается 
заданной и нахождение элементов tjt производится так же, как и в задаче 
оценки одного полезного сигнала 0 [4], несмотря на то, что здесь оцени
вается нелинейная функция от компонент 0 ;  в этой части задача не 
усложняется. Что же касается элементов матрицы Нт, то, как нетрудно 
видеть после подстановки (8) в (13), »?,•* будут зависеть как от самой безу
словной плотности /(х), так и от ее первых и вторых частных производных. 
Подставляя теперь (13) в (17), получим следующее выражение для опти
мальной оценки:

(18)

где для краткости введены следующие обозначения:

/ * / ( х ) , / £ = - ^ -  /(х), /; =  А / ( х ) ,  ! г \ = ~ П { х ) .
ЭХ ,- д Х 3 Э Х ,- ЭХ ,-

Ki = т , гш = А  и ? ) . (19)
ЭХ ,- 9 X S ЭХ ,-

В соответствии с условием 0(6) может быть произвольной функцией 
распределения, поэтому безусловная плотность /(х) с учетом (1) может
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быть также достаточно произвольной. Во всяком случае класс функций 
/(х), описываемый (4), намного шире любого конечно-параметрического 
семейства плотностей. Поэтому для /(х) и ее производных естественно строить 
непараметрические оценки. Такие оценки для самой плотности и ее первых 
частных производных были построены в [4]. При некоторых условиях регу
лярности, накладываемых на /(х) и ее первые производные, там было пока
зано, что непараметрические оценки сходятся в среднеквадратическом к 
/(х) и соответственно к э/(х)/эх,, i = 1 , . . . ,  г, в каждой точке х. При более 
сильных предположениях была доказана сходимость оценок в среднеквад
ратическом равномерно по х.

В настоящей работе, кроме перечисленных оценок, потребовалось 
также строить оценки вторых частных производных /(х). Как показано 
в приложении, непараметрическая оценка вторых частных производных 
неизвестной плотности вероятности /(х) имеет вид:

IXV

, (20)

Эта оценка сходится к -------- /(х) в среднеквадратическом в каждой точке х,
дх„Эх̂

если вторые частные производные /(х) непрерывны и j' | f"sk(x)\di <
X

s, к =  1 , . . . ,  г. При более жестких условиях на /(х), требующих равномер
ную непрерывность вторых частных производных /(х) и их ограниченность,

О —> —>
оценка (2) сходится к ---------/(х) в среднеквадратическом равномерно по х.Эх„ Эх̂
Для наших целей из всех этих результатов потребуется только самый сла
бый, т. е. сходимость по вероятности в каждой точке х, которая следует из 
сходимости в среднеквадратическом. При этом на /(х) и ее первые и вторые 
частные производные будут наложены только условия непрерывности и 
абсолютной интегрируемости.

Подставляя теперь в оптимальную оценку дак\х)  вместо /(х) и ее пер
вых и вторых частных производных соответственно непараметрические 
оценки /„(х), g)íJ)(x) и g(rXx),  построенные по реализациям хх, . . .,х„ векторной 
случайной величины X, получим эмпирическую оценку произведения 0 , 0 к

( 2 1 )

5*



168 Д О Б Р О В И Д О В : САМ ООБУЧАЮ Щ ИЙСЯ А Л Г О Р И Т М

где для краткости опущены аргументы функций. Эмпирическая оценка (21) 
сходится по вероятности к оптимальной оценке (18) для п. в. х в силу теоремы 
о сходимости борелевских функций [5, стр. 12], т. к. вероятность множества 
точек разрыва предельной функции (18) равна 0. Действительно, разрывы 
предельной функции обусловлены только нулями функций /(х) и /г(х). 
Но нули функций /(х) и /г(х) совпадают, в силу условия (1), а вероятность 
выпасть такому х, для которого /(х) =  О, равна нулю.

§ 3. Условия асимптотической оптимальности эмпирических оценок

Итак, построены эмпирические оценки (21), сходящиеся по вероят
ности для почти всех х к оптимальным оценкам (18). Но это еще не есть 
полное решение задачи, поскольку нас интересуют не любые сходящиеся 
оценки, а только такие, для которых соответствующие средние риски схо
дятся к риску оптимальной бейесовой оценки с полной статистической инфор
мацией. Эмпирические оценки, обладающие таким свойством, были названы 
Роббинсом [6] асимптотически оптимальными. Понятно, что не для всех 
последовательностей сходящихся эмпирических оценок соответствующие 
средние риски сходятся к оптимальному бейесову риску, так же как не для 
любой последовательности сходящихся по вероятности случайных величин 
последовательность их математических ожиданий сходится к математиче
скому ожиданию предельной случайной величины. Поэтому выясним до
статочные условия асимптотической оптимальности эмпирических оценок.

Рассмотрим случай, когда значения векторной функции ф(0) принад
лежат /с-мерному замкнутому брусу В =  {а, <; дэ,- <; bit i =  1 , . . . ,  к}. 
Тогда по теореме о среднем значения векторной бейесовой оценки Bg(x) 
также принадлежат брусу В. Это свойство, однако, может не сохраняться 
для векторной эмпирической оценки В„(х) =  (<5Л>1, . . . ,  дп<к). Поэтому рас
сматривается усеченная векторная оценка В*(х) =  (6* ь . . . ,  <5* *), компо
ненты которой определяются следующим образом:

й; , если K i  <  ai
д* ■ =и п ,1 ön,t> если й/ ^П, 1 ^  bi • (22)

bi , если K t  >  bi

Ясно, что если эмпирическая оценка 6п(х) сходится по вероятности к опти
мальной оценке 6g(*), то и усеченная оценка 8*(х) сходится к 6g(x). 
Достаточные условия асимптотической оптимальности выясняет следующая 
теорема.

Теорема 1. Если векторная функция ф(6) является ограниченной на Q 
и эмпирическая оценка 8„(х) сходится по вероятности к оптимальной бейе-
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совой оценке 5с(х) для п. в. х, то усеченная оценка 6*(х) является асимпто
тически оптимальной.

Доказательство этой теоремы незначительно отличается от доказатель
ства теоремы 1 работы [4] и поэтому здесь не приводится.

Применяя эту теорему к оценкам функций, представляющих собой все
возможные попарные произведения 0 ,0 ;  и квадраты 0), получаем, что для 
асимптотической оптимальности эмпирических оценок достаточно ограни
чить пространство Ü замкнутым брусом В =  {й,- <[ 0, <, bi} i =  1, . .  ., т } 
и вместо оценок (21) рассматривать усеченные оценки < 5 (х), которые с 
учетом (22) получаются очевидным образом. Практически всегда можно 
выбрать такие значения а, и г =  1, . .  ., т, что все значения исследуемых 
сигналов попадут в брус В.

§ 4. Эмпирическая оценка полиномиальной функции одномерного
случайного сигнала

Рассмотрим задачу оценки полиномиальной функции

с р (0 )^ й 10  +  й20 2 +  . . .  + a N0 N (23)

неизвестного одномерного случайного сигнала 0 , где av а2, . . aN — извест
ные коэффициенты. В одномерном случае экспонентная плотность /(х/0) 
принимает вид

/(х J 6) =  С(0) Л(х) е9т« . (24)

Так как оптимальная оценка линейной комбинации функций равняется ли
нейной комбинации оптимальных оценок этих же функций, то в формуле 
(23) достаточно отдельно оценить каждый член суммы. Оптимальная оценка 
6 первого члена получается из (6) при г =  т =  1

é = J L A
/Т' dx

Ш

.л )  ’

(25)

где для краткости введены следующие обозначения Т' =  —  Т(х), h =  Л(х),
dx

f =  /(х). Оптимальная оценка второго члена определяется формулой (18):

02 =  л .d 1 d 7  Г
dx X dx .л) .

(26)

Для получения оптимальной оценки N -го члена (23) необходимо продиф
ференцировать соотношение (9) N  раз и при этом каждый раз делить левую
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и правую часть на Т'. Тогда получается следующая оценка

éN = _h_ _d 
f T  dx

d 1 d 7 1 )
dx Т' dx h J - - - Í

(27)

Теперь можно записать оптимальную оценку Ф(0) всей полиномиальной 
функции (23):

ф ( 0 )
h d í /

--------- b i  —f T  dx 1 h T' dx +  • • • + _L JL
T  dx ■ (28)

Из (28) следует, что оценка Ф(0) зависит от N  первых производных 
безусловной плотности /(х), так что для вычисления Ф(0) необходимо уметь 
строить непараметрические оценки всех N  производных плотности /(х). 
Такие оценки для самой плотности /(х) и ее первых двух производных были 
построены в [4] и приложении настоящей работы. Метод, который исполь
зуется для построения оценок первых двух производных, позволяет в прин
ципе строить оценки и более высоких производных, однако это сопряжено 
с достаточно длинными и утомительными выкладками, особенно при обоб
щении на многомерный случай. Поэтому в настоящей работе оценка более 
высоких производных плотности не рассматривается.

Приложение

Непараметрическая оценка вторых смешанных производных 
многомерной плотности вероятности

Необходимость построения оценок вторых производных некоторой 
плотности вероятности возникла в связи с задачей фильтрации полиномиаль
ных функций случайных сигналов (см. § 2, (21)). Обозначим через //',.(х)

вторую смешанную производную Э2
Эх„ Эх, /(х) многомерной плотности /(х).

Для этой производной| предлагается следующая непараметрическая оценка:

, « ( х )  =  -  >'
^ к=1 “ гг

1 X k „){xv - X kiV)
hl

К (29)

где последовательность положительных констант {hn} обладает тем свой
ством, что

lim hn =  0, (30)
П-*- 00

lim nhf+2r =  оо , (31)
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а ядро К(г) удовлетворяет следующим условиям:

1. Kiz) >  0 , (32.a)

2. Kit)  =  K i -  z ) , (32.6)

3. sup Kfz  ) =  C <  OO ,
z€x

(32.B)

4. J  (Zp zv —  dlíV) K i z ) d z = 0 ,  n , v
X

=  1, . . .  ,r, (32.r)

5. J  2 ;(2U zv —  d uy) Kiz)  dz =  0 , i,
X

H , V =  1, . . .  , r , (32. д)

6. ~  j  2 , z/zM2 ,  -  d ,J  K iz )d z  =

1 при i  =  j  =  Ц  =  V ,

1/2 при ( =  /г, j  =  v ,  (32.e) 
0 в противном случае

7 . J  |2 |2 / 2 (12 v -  í / , J  i K(z )  d z < ° °
X

, l , í , P , V  =  l 5 - ‘ • r , (З2.ж)

8, l i m 2 ,- 2y zllzvz1 . . .  zr Kiz )  1 =  0, i  > /  > № j ^ 1 > • • • r . (32.и)
1**1ft= 1,..., г

В качестве примера ядра К(z), удовлетворяющего всем свойствам (32), 
можно указать многомерную нормальную плотность.

Вычислим математическое ожидание оценки (29). Учитывая условие
(32.6), можно записать:

f (y)dy -

(33)

X X

По формуле конечных приращений

fix + h nz) =  fix) +  j ?  hn Zi f’iix) +  
1 =  1

], 2  2  hn z‘ zj f i ß  + r‘ h»* )»~ i=i j = \
(34)

где 0 <  т] <  1.
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Подставляя (34) в (33) и используя свойства (З2.г), (З2.д) и (З2.е), 
получим для математического ожидания q„ (х) следующее выражение:

м п? № )  =  2  Í 2' 2/ 2мz» -  K (z)/у(х + rí hnz ) d z  . (35)
^ 1,7 = 1 7 X

С другой стороны, производную /;,(х) с учетом (З2.е) можно представить в 
виде

С (х )  =  2  Í 2' 2/ 2/<2- -  КСг ) /у(х)dz. (36)
^  1,7 =  1 J  X

Докажем теперь, что с ростом числа выборок п среднеквадратическое от
клонение оценки от истинной производной

/;,(х)]2 (37)
стремится к нулю.

Теорема. Пусть 7C(z) — действительная функция на Rr, удовлетворяю
щая условиям (32), а {/?„} — последовательность положительных кон
стант, обладающая свойствами (30) и (31). Пусть Х 1 ; . . . ,  Х „  последователь
ность независимых и одинаково распределенных случайных величин с 
плотностью /(х). Тогда, если

1° /Д х), f x , v = \ , ,г ,  непрерывны,

2° J |/Д х )  I dx <  оо, г, /  =  1, . . .  , г, то
X

(а) оценка (29) сходится в среднеквадратическом в каждой точке х к и х ) .  
Если же, кроме того,

3 °  \ № ) \ < , C V  p , v = \ ......... г,

4° /"„(х), /и, V =  1 , . . . ,  г, равномерно непрерывны на х, то

(б) оценка (29) сходится в среднеквадратическом равномерно по х к /£„(х). 
Доказательство. Подставляя в элементарное неравенство (а — Ь)2 <; 2 ja |2 +  
+  2 | ö j 2 ?i/,’’)(x) вместо ű и /"„(х) вместо б и беря от обеих частей математи
ческое ожидание, получим неравенство

Мп [<?№) -  /Дх)? ̂  27И„ [ »̂(х) -  Мп ]2 +
+  2[Mnq ^ ( x )  -  (38)

Оценив каждое из двух слагаемых правой части (38), мы сможем оценить 
(37) и тем самым доказать сходимость оценки (29). Рассмотрим сначала 
второе слагаемое правой части (38), которое с учетом (35) и (36) можно за
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писать в виде:

[ м п№ \ х )  -  / д а р  = 2  I ZfZ/z ẑ, -  d ^ K i z )
i , j=1 J

(.fi f i -  +  Ч К * )  ~  /у ( х ) )  d z

Разбивая пространство X  на области \zk\< d klhn и |z*| ;> dklhn, к =  1 , . . г, 
где 6Ь . . . ,  ör — некоторые положительные [постоянные, можно записать 
цепочку неравенств:

I M n q (̂ > ( x )  -  /^(х) \2 У  Г 2,-даz„ -  d ^ )  К ( г )  [/"(х +  r jhn г )  -
*  i , j =  1 J

Пусть п -> оо, тогда второе слагаемое последнего выражения стремится к 
нулю в силу (З2.и) и условия 2° теоремы, а третье слагаемое стремится к 
нулю в силу (З2.ж). Если затем все (5/.->0, к =  1,_, г, при выполнении усло
вия 1° и (32. ж) получим сходимость к нулю первого слагаемого.

Если же, кроме того, выполнены условия 3° и 4° равномерной непре
рывности и ограниченности производных плотности /(х ), то

sup [ Мп 9<Г>(х) -  /Д х ) ] 2 ->  0 . (40)
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Теперь оценим первое слагаемое правой части (38).

((х„ - X k:ll)(xß - X kiV)— *— 
.л  Ä=i hl+r

Отсюда видно, что второе слагаемое последнего выражения стремится к 
нулю по предположению (З2.и), а первое слагаемое — по условию (31). 
Заметим, что последнее выражение вообще не зависит от х, поэтому имеет 
место равномерная сходимость

sup Мп [<7<Г>(х) -  Мпе Х х ) ] 2 0. (42)
хбХ

Из (39) и (41) в силу неравенства (38) следует доказательство утверждения 
(а), а из (40) и (42) — утверждение (б) настоящей теоремы.

Заключение

Методы оценки полиномиальных функций случайных параметров, 
рассмотренные в настоящей работе, являются развитием и обобщением 
эмпирического бейесового подхода Роббинса к оценкам случайных пара
метров с неизвестным априорным распределением. К сожалению, этот под
ход можно применять далеко не всегда. Как показывают примеры, успех 
достигается всякий раз, когда оптимальную оценку, зависящую от неиз
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вестного априорного распределения, удаётся выразить через характеристики 
безусловного распределения. Такими характеристиками могут быть, нап
ример, моменты распределения, сама функция распределения или её 
частные производные до некоторого порядка включительно. Поскольку 
каждая из таких характеристик в силу соотношения (4) тем или иным 
образом связана с неизвестным априорным распределением, то она, в 
свою очередь, неизвестна. Возникает математическая задача построения 
непараметрических приближений этих характеристик (см., например, при
ложение настоящей работы, где приводятся непараметрические оценки 
вторых частных производных безусловной плотности вероятности), которая 
является формализацией процесса самообучения в теории систем автомати
ческого управления.

Однако возможность представления оптимальных оценок через ха
рактеристики безусловного распределения ограничена либо определённым 
классом оценок, либо определённым семейством условных распределений. 
В данной работе мы ограничились экспонентным семейством распределений 
(1), которое содержит большое число часто используемых на практике 
распределений, таких как многомерное нормальное ^-распределение, весь 
класс ^-распределений и др. Было бы полезно выявить новые семейства 
условных распределений, позволяющих расширить область применения 
эмпирического бейесова подхода.
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A nonsupervised algorithm of asymptotically optimal filtering of random signals 
with an unknown a priori distribution

A. V. DOBRO VIDOV 

(M oscow)

T he  classical m e th o d s  o f  design o f  o p tim a l in fo rm ation  processing sy s te m s  require 
th e  know ledge o f all in p u t signal and  noise s ta tis tic a l p ro p e rtie s . H ow ever, in  p rac tice  we 
face th e  fa c t th a t  th e  s ig n a l s ta tis tica l p ro p e r tie s  are e ith e r unknow n a t  a ll o r  require 
trem en d o u s  expenses for th e i r  d e te rm in a tio n . A t th e  sam e tim e  u n d er su ffic ien tly  general 
co nd itions nonsuperv ised  a u to m a tic  sy s te m s  m ay  be co n s tru c te d  w hose algorithm s 
a p p ro ach  th e  op tim al a lg o rith m s, re su ltin g  fro m  com pletely  k n o w n  s ta tis tic a l properties 
o f  th e  p ro b lem . F u rth e rm o re , th e  in fo rm atio n  used for th is  a lg o rith m s is rece iv ed  only in 
on-line o p era tio n . This p a p e r  is concerned to  th e  developm ent o f  such a u to m a tic  system s.

O ne im p o rtan t c lass o f  in fo rm ation  processing sy s tem s , th e  o p tim a l filtering 
sy s tem s a re  considered. I n  app lica tions th e  necessity  o ften  arises to  e s tim a te  n o t the 
usefu l s ignals them selves, b u t  some o f  th e i r  functions. I f  su c h  functions a re  non-linear, 
th e n  o p tim a l estim ates a re  de te rm ined  fo r a ll functions o f  u se fu l signals a t  once .

L e t  i t  be requ ired  to  estim ate  som e vecto r-valued  func tion  of ra n d o m  m u lti
d im ensional signal & =  ( 0 1; . . ., ©m) w ith  a  p riori d is tr ib u tio n  6r(0) on  th e  basis of 
sam plings o f  th e  v ec to r-v a lu ed  ran d o m  v ariab le  X =  (X lf . . ., X r) w hose conditional 
d en sity  fu n c tio n  /(5 /0) be longs to  th e  g en era l exponentia l fam ily  (1) w here Tj(x)  and  h(x ) 
a re  m easu red  functions a n d  0(9) is a  n o rm aliz in g  m ultip lier.

A  solution  of th is  p rob lem  m in im izing  th e  average  risk  (2) w ith  squared  loss 
fu n c tio n  is an  a  posterio ri m e a n  (3) w here / ( x )  is th e  m a rg in a l den sity  fu n c tio n  o f random  
v a riab le  X .

T he a  p rio ri d is tr ib u tio n  G(Q) o f  sig n a l 0  is as assum ed  com pletely u n know n . The
refo re  th e  op tim al e s tim a te  öG(x) depend ing  o f  0(0) can n o t b e  calcu lated . H ow ever, w ith  
th e  a ssu m p tio n  (1) one c a n  co n stru c t em p irica l Bayes e s tim a te s  [3] converg ing  to  th e  
o p tim a l one w ith  increasing  nu m b er o f sam plings for a  c lass  o f  functions ip t h a t  are all 
k in d s o f  pa ired  p ro d u c ts , Oj  0/f, and  sq u ares , ©y, o f usefu l ran d o m  signal com ponents. 
These em p irica l es tim a tes  a re  described b y  th e  expression (21), where tjj, a re  elem ents o f 
som e w ell-determ ined m a tr ix , f , h , h j , h Sj a n d  tpSi are fo u n d  in  (19) an d  th e  rem aining 
e lem en ts  / n(x ', gfjj’fx) a n d  д(®‘>(х) are  n o n p a ram e tr ic  e s tim a te s  o f th e  m a rg in a l density  
fu n c tio n  /(x ) and  its  f i r s t  a n d  second p a r t ia l  derivatives respective ly . T h e  necessity  o f 
using  non p aram etric  a p p ro x im a tio n  a rises  since we w ish n o t  to  re s tric t th e  class of d is
tr ib u t io n s  0(0)  to  a  c e r ta in  functional fam ily . The n o n p a ram e tr ic  e s tim a te  o f / ( x )  is a  
g en era liza tio n  of P arzen  estim a te . T he n o n p aram etr ic  e s tim a te s  o f th e  f i r s t  p a rtia l d eri
v a tiv e s  o f  /(x ) are  suggested  in  [4]. T he  n o n p aram etric  e s tim a te s  o f th e  second p a rtia l 
d e riv a tiv e s  o f fix),  n ecessa ry  for (21), a re  defined  by th e  expression  (29) o f  th is  paper, 
w here  co n stan ts  hn a n d  kernels К ( • ) sa tis fy  th e  cond itions (30) —(32).

A p a r t  from  th e  con stru c tio n  o f  converg ing  succession o f em pirical estim ates, th e  
co nd itions a re  found w h ereb y  th e  av e rag e  risks will converge  to  th e  o p tim a l B ayes risk .

А. В. Добровидов 
Институт проблем управления 
СССР Москва В 485 
Профсоюзная ул. 81
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ON THE CHARACTERISTIC PROPERTIES OF 
GENERALIZED ENTROPY

J . F R IT Z  

(B u d ap est)

I t  is proved  t h a t  generalized e n tro p y  — w hich is a  comm on g en era liza tio n  
o f  th e  m o s t im p o rta n t in form ation  th eo re tic a l q u a n ti t ie s  including S h a n n o n ’s 
en tro p y  — can  he ch arac te rized  by a  re la tiv e ly  sim ple s e t  o f  postu lates. E ssen tia lly , 
th e  m ix in g  p ro p erty , a n d  th e  upper sem ieo n tin u ity  o f e n tro p y  should be p o s tu la te d . 
T he p ro o f  is based on  th e  fac t th a t  lim  I ( P n 1’) — 0 im plies convergence o f  P n 
to  P  in  th e  varia tion  d is tan ce , P  an d  P n a re  p ro b ab ility  m easures.

The aim of this paper is to deduce generalized entropy from an intuitively 
plausible set of postulates. To compare this problem with the well known 
characterizations of Shannon’s entropy [1 — 4], let us point out an essential 
difference in the formulation of the problems. Namely, Shannon’s entropy is 
defined on the set of all finite discrete probability distributions, while general
ized entropy can be defined for probability measures on a fixed measure 
space, so that isomorphic probability measures may have different generalized 
entropies. Especially, though Shannon’s entropy can be considered as a special 
case of generalized entropy, the generalized entropy of a strictly atomic pro
bability measure may differ from its Shannon entropy. Moreover, generalized 
entropy need not be additive for independent distributions like Shannon’s 
entropy. Further difficulties follow from the fact th a t the continuity pro
perties of generalized entropy are rather intricate.

These investigations are motivated by the following physical consider
ations. A possible starting point of statistical physics may be the principle 
that any state of a thermodynamical system can be represented by a pro
bability measure on a suitable measure space, thus thermodynamical entropy 
will be a function on the set of these probability measures. Assumed th a t this 
function satisfies our postulates, we obtain that thermodynamical entropy can 
be interpreted as generalized entropy, the concrete form of which can be 
derived from some further postulates.
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1. The elementary properties of generalized entropy

Let E denote the set of all probability measures P  defined on the measur
able space (Q, Л ) ; if we are given a cr-finite measure i f  on <A, then the general
ized entropy (if-entropy) of a probability measure P £ E can be defined in the 
following way. Let fP denote the density function (Radon—Nikodym deri
vative) of the absolutely continuous part of P  with respect to  i f ,  and let EM 
be the set of those probability measures P £E,  for which

J f P ln +  —  dM <  - f  со. 
fp

(Throughout this paper In x means logarithm with respect to  the base e with

the additional convention tha t 0 In — =  0 In — =  0, further b In =  — °o , 
, 0 a b

b In — =  -f- °o if a )> 0, b >- 0.)

Definition 1. The generalized entropy (if-entropy) of a probability 
measure P  £ E M is defined as

HM(P) E { - \ n f P) if P <  M, 
-  oo if P  if .

I f  P £ E M, then HM(P) is not defined.
A systematic investigation of the properties of generalized entropy has 

been published by Csiszár [5], where HM(P) is defined for a b it wider class of 
probability measures than here, the difference however is not important.

Observe, tha t in case of a finite dominating measure i f  the if-entropy 
H M(P) is defined for every P ^ E .  If i f  is not finite, then EM^ E ,  and the 
description of EM is very difficult. Fortunately, EM has two simple algebraic 
properties. L et P  _\_Q denote tha t P  and Q are orthogonal; i.e. there exists a 
set A£a% such that P(A) =  1, Q(A) =  0; further, for a P £ E  and A£<& let 
P( • I A) denote the conditional probability measure defined as P{B \ A) =

P(AB)
P(A)

provided that P(A)  > 0 . Then A B  = 0  implies P( • | A)  __L

_L P( • I B), and conversely, if P x J_ P 2 and P\{A) = P 2{B) =  1, then P i  =  
=  P( • I A),  P 2 =  P( • I B), where P  =  w P x +  (1 -  w)P2, 0 <  w <  1. Since

dP ( . \A )
dM

1 dP 
P{A) dM

on A

0 otherwise
(1)
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If P  <§ M  on the measurable subsets of A,  this means that P( ■ \ A ) £EM 
if P £  E M, further P lt P 2 g E M, P ± J_ P 2 imply that P  =  wP1 +  (1 — w)P2 _̂EM 
for an arbitrary w between 0 and 1.

Definition 2. A nonempty set E 0 cz E will be called a regular family of 
probability measure, if

(i) Р £ Г 0 implies P( • [ A ) £ E 0 if P(A) > 0 ,

(ii) l i  P A_ Q, 0 <  w <; 1 and P , Q £E  0> then wP +  (1 — w)Q £ E0.

In view of the above statement, generahzed entropy is defined on a 
regular family of probability measures. Of course, E M has other significant 
properties, too, but (i) and (ii) will be sufficient for our investigations. Some 
further elementary properties of generalized entropy are summarized as 
follows.

A) H M(P) <  +oo for any P ^ E M.

B) If S3 =  {-4, } is a partition of Q into measurable sets such that

E  P ( A j ) \ n  P{Aj )  >  — oo, and P( • | A , ) £ E M if P(Af)  > 0 ,  then P £ E M 
and

HM(P) =  E  P(Aj) HM (P( • I A))) + E P ( A t) I n *
A Aj)

provided that the right-hand side is less than -f oo.

C) If M(A) <  -(-oo and P(A) =  1, then

HM(P) <_ In M(A) ,

where equality holds if, and only if P  is uniformly distributed on A with 
respect to M.

D) If Sh == {A,} is a partition of Q and M(At) <C -j-oo for each i, then 
P £ E M and

HM( P ) ^ E P ( A t) l n ^ 4 r >
P\Ai)

provided that the right-hand side is less than -f- oo.
Relation A) is an obvious consequence of the definition of EM, while B) 

follows immediately from (1). To show C) and D) we may assume that P  M,

thus x  In — a — x  implies
x
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which proves C) and even D) if we apply it to the elements of the partition 3b.
The following simple special case of C) will be frequently used: If {pi} is 

a finite or countable probability distribution, and al >  0 for each i, then

E Pi In —  <; In Га,-, 
Pi

( 2 )

Piwhere the condition of equality is —  =  const.
a i

The above properties of generalized entropy suggest the assumptions of 
the following theorem.

Theorem 1. Let H(P) <  f-oo be a real valued function, defined on a 
regular family E0 d  E. (H(P) may take on the value — oo.) If  H(P) satisfies 
the postulates

(i) H(ivP +  (1—гс) Q) — wH(P) +  (I -w) H(Q) +  w in ---- [-(1 — w)ln—— ,
w 1 -w

if P  J_ Q, P,Q 6 E 0 and 0 <  w <  1 ,
(Ü) S U p # ( P ) < + o o ,

then
I sup eH<p>; P{A) = 1 ,  P £ E 0 
I 0 if P{A) =  0 for each P £ E 0

(3)

defines such a finite measure M  on аЯ that

H(P) <, HM(P)

holds on E 0. This measure M  is unique in the sense that if H(P) ^  HM, (P) on 
E0 with another measure M ', then M(A) Ah'(A) for each А £оЯ.

Proof. First we show that

M(Q) ^  M(A) +  Щ В)  if A + В = Q, AB  =  0 .  (4)

This is trivially true if M(A) =  0 or M(B) =  0, while in the opposite case, 
since E 0 is a regular family, we have the decomposition

E0 =  {wP +  (1 — w)Q; P £ E ltQ £ E 2, 0 <,w <, 1} ,
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where Z i =  {P; P{A) =  1, P i Z 0), Z 2 =  {Q; $(P) =  1, Observe that
2 \ and 272 are disjoint sets, thus (ii) and (i) imply

+  oo >  In M(Q) =  sup {H(wP +  (1 — w)Q\ wP +  (1 — w)Q £ 270} =  

=  «up

( e H(-p ) e « ( 0 )
=  sup jsupwln---------[- sup (1 — w) In -------

o ^ i r á l  [ Р б -Ti w  <?€•£, 1 —  w

[ , Щ А) . . .  M(B)  I=  sup w in— 5—- - |- ( 1 — го) In — -—21
[ w 1 — w\

in view of the definition of M . Putting w =

In M(Q) ]> In [M(A) -f- M ( B )), which proves (4). 
The following step is to show th a t

M(A)
M { A ) + M { B ) we obtain

ЩР) <, Z  P(Ai) In ~  ^  ln Z  M(A,)f (5)

for any denumerable partition 3!> =  {А(} of Q, and for any P i Z 0. Set B n — 

= Ai, then P( • I A,j  — P( ■ I Aj) if i ^ j , P ( - \  A t) ±  P( ■ \ B n) if
z=n+1

i ^  n, further H(P{ ■ I At)) <, In Щ А г), H(P{ ■ \ B n)) ^  In M(Q) < + o o .  

Since Z 0 is a regular family, (i) can be extended for a finite number of mutually 
orthogonal probability measures by induction without any difficulty, thus

+

M(Q)
=  0. The secondwhich proves the first part of (5), since lim P(Bn) ln p ^ ß  ^

part of (5) is a simple consequence of (2). Now, on account the definition 
of M,  the inequality H(P) <  ln Z  M ( A t) implies

M(Q) <. Z  M(Ai) ,

which, compared with (4), shows that M  is indeed a measure.

(6 )

6



182 FR IT Z : CHARACTERISTIC P R O P E R T IE S  OF G EN E R A L IZE D  EN TRO PY

The relation H(P) <7 HM(P) follows immediately from the first part of

(5), if P M M, since P(A) In Щ А)
~P&)

the other hand, if P  <g M and f =  — , furtherdM

=  —oo if M(A) =  0 but P(A ) > 0 . On 

dP

then from 

we obtain that

(7)

Ж(Р)However, P(P) ln ----— =  0 for В  = {со; f(co) =  0}, and the sets {B, A t}
P(B )

form a partition of Ű, thus the comparison of (5) and (7) yields

e +  H M(P) ^  H(P) ,

which proves H (P ) HM{P), since s can be choosen arbitrarily small.
The final statement of the theorem follows from

ln M'(A) ^

^  sup{#M,(P); P(A)=  1, Р б Г 0} ;> sup {ЩР); P{A) = \, P ^ E a} = \n M{A).

It is not too difficult to give examples, where the conditions of Theorem 1. 
are satisfied, but P ( P ) < H M(P) for some P £ E 0. The construction of such 
counter-examples is based on the following theorem.

Theorem 2. If  E1 c  E  and E 2 a  E are disjoint regular families, then

Г 0 =  {wP +  (1 — w)Q; P £ E b Q£E2, P  _L Q, 0 <,w <; 1} =  Exx E 2

will also be a regular family, and the above representation of the elements of 
E 0 is unique. (Except the trivial case iv =  0 or w — 1.)
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Proof: Assume that

wxP x +  (1 — m»i )Qi = w2P 2 +  (1 — ™2)Q2 , (8)
where P, 6 Ex, Qt 6 E 2, P, 1  Qit 0 ^  w, ^  1 for i =  1, 2. If P X(A) =  Q2(B) =  1, 
P 2(B) =  QX(A) =  0 , then

u,1P 1(APC) =  (1 — w2)Q2(ABC) for each С £сЯ ,
thus

wxPx(AB) =  (1 -  w2)Q2(AB) ,

whence the contradiction Px( • | AB) = Q2( ■ | A B) follows if wxP x(AB) >  0; 
that is our assumption implies that wxP x(AB) =  (1 — w^}Q2{AB) =  0. 
Similarly, putting ÄBC  in (8) we obtain that

(1 — w^)Qx(ÄBC) =  w2P 2(ÄBC) for each C £aR ,

whence (1 — wx)Qx(ÄB) =  w2P 2(ÄB) = 0 follows in the same way as above. 
However, then either P 1 J_ Q2 or P 2 J_ Qx, and both of them are true if 0 <  
<  wx <  1 or 0 <  w2 <  1. In the latter case A =  В  may be supposed, and the 
uniqueness follows immediately. On the other hand, wx =  1 — w2 =  0 or 1 is 
impossible, while wx =  w2 = 0 or 1 means that Qx — Q2 or P x =  P 2, respec
tively, thus the statement of the theorem is completely proved.

This result has the following interesting consequence: If we are given the 
functions HX(P) and H 2(Q) on the disjoint regular families E x and E2, res
pectively, then

H(R) =  H(wP -f (1 — w)Q) =  wHx{P) (1 — w)H2(Q) +  min — -f
m

+  (1 — m) In-- ----
1 — m

is uniquely defined on E0 =  E x x  2 2> since the decomposition R  =  wP +  
+  (1 — w)Q, P  £ E x, Q £ E2, P _\_Q, 0 <C w <  1 of the elements of E 0 is unique. 
Further, if / / ,  and H 2 satisfy the assumptions (i) and (ii) of Theorem 1, then 
so does H, too. Namely, if P i £ E 0, P 2 £ E0; P, =  m,P, -f- (1 — m,) Qit P, Qit 
P t £ E x,Qi£ E2, 0 <] m, 1 for г =  1, 2, then R x J_ P 2 implies th a t P x JL P 2 and 
Q1 _L Q2, therefore, with the notation Я =  wwx +  (1 — w)w2 we have P  =  
=  ЯР +  (1 — Я)<2, P  £ Ex, Q £ E 2 and P  J_ Q, where

p  =  -7- WWX P x -f -i- (1 w)w2 P2 
Я Я

Q = ....l 7 w(\ — wi) Qx H-----(1 — w) (1 -  w2) Q2.
1 — Я 1 — Я

6 *
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Consequently, from the definition of H, and from the regularity of 2 , and 2 2 
we obtain that

H(R) =  A HX(P) +  (1 -  A) H2{Q) +  A ln-j- +  (1 _  A) l n ^ —  =
A 1 — A
A A=  ww1 i^1(P1) -f- (1 — w)w2 H1(P2) +  WU)1 In ------- 1- (1 — w)w2 In --------------1-

ww1 (1 — w)w2

+  w( 1 — М71)Я 2(<51) +  (1 — w) (1 — w2) H2(Q2) +  w( 1 — wq)ln—-—  -----1-
w{ 1 — wx)

+  (1 — w)(l -  W2) l n - ----------- ----- - +  Aln^- +  (1 -  A) In —Ц - =
(1 - - w) (1 — w2) A 1 - A

=  wH(Rx) +  (1 — w) H(R2) +  w In — +  (1 — w) In — -—  .
w 1 — w

This proves the validity of (i) for H, while that of (ii) is an obvious consequence 
of the definition of H.

Since Ex a  E 0, E 2 d  Eg, these investigations show that the values of H 
on Ey can he choosen independently of its values on E 2. For example, if 
(Q, аЯ, M ) is the (0, 1) interval with the Lebesque-measure on the Borel 
subsets, further Ex is the minimal regular family including the uniform dis
tribution, E 2 is the minimal regular family including the exponential distrib
ution of parameter 1; Н Х(Р) =  HM(P) if P£Eb H 2(Q) — HM{Q) — 1 if Q£E2, 
then Hy, / / , ,  and their common extension H on E 0 =  E\ x E2 all satisfy the 
assumptions (i) and (ii) of Theorem 1, but obviously,

sup {emR); R(A) =  1 , R £ E 0} =  M(A) , 

consequently, HM{R) >  H(R) = H M(R) — 1 if R  £ E 2.

These results show that to deduce H[P) = H M{P) we need some further 
postulates. Of course, the most natural idea is to postulate some continuity 
properties of generalized entropy.

2. The continuity properties of generalized entropy
We shall investigate convergence of generalized entropy with respect to 

the variation distance, defined as

I P  — Q I =  sup {2 I P(A) — Q(A) \ ■, A £<A} .

\P  — Q \ =  § \ f  — 9 \ dM
Observe, that
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If P -=s= M, Q M  and / dP
dM

dQ 
dM ’ that is variation convergence

means L x convergence of the density functions if they exist, and the limit of 
absolutely continuous probability measures will be also an absolutely con
tinuous probability measure.

We shall use the following continuity properties of generalized entropy 
to characterize it.

E) If  P £ 2JM, A, is a decreasing sequence of events, and lim P(Ai) =  0, then

lim P(Ai) HM(P( • I A t)) ^  0 

F) If M  is finite, then lim | P  — Pn | =  0 implies

lim HM(Pn) <1 H M{P).

G) If lim I P  — P n I =  0, P ,  P n £ EM> and A, is such a decreasing sequence 
that lim P(Ai) =  0, then

lim sup P n(Ai) H M( P n( ■ I Ai))  0,
Í П

then
Hm H M(Pn) ^  H M(P) .

The proof of these seemingly difficult statements needs only very simple 
analytical arguments. E) follows simply from

P ( A )  H M(P(  ■ I A)) =  Г/p In i - dM  +  P( A)  In - i -  ,
J f p  P \ A )

A

since the case P  M  is trivial. On account of a: In— <  1, F) is a direct
x

consequence of the Fatou—Lebesque Theorem in the only nontrivial case, 
when lim HM(Pn) >  -» = , as then the elements of the corresponding sub
sequence, thus P, too, are absolutely continuous.

Finally, to prove G) let <2 =  {CM} be such a partition of Q that M (C'M) <C
oo i

<  + 0 0  and P{Gm) >  0 for each m, and set A, =  ^  Cm , P, =  ^  Cm-
777 = 1 + 1 m= 1

Then lim | P( ■ | P,) — P„( • | P,) | =  0 for each fixed i as limP„(P,) =
П

=  P(Bj )  >> 0, therefore, since lim P(Aj)  =  0; E), F) and the assumption of G) 
imply



186 FR IT Z : CHARACTERISTIC PR O P E R T IE S  OF G EN ERA LIZED  E N T R O P Y

Let us remark that the assumption of G) is always satisfied if iH is a 
finite measure, thus F) is a special case of G).

Theorem 3. I f  the function H(P) is defined on a regular family E() <z E, 
E g is closed with respect to the  variation convergence, and

(i) H(P) <  +oo on E 0,

(ii) If P  J_ Q, p > Q £ E 0 and 0 <; w 1, then

(iii) lim I P  — Pn I =  0 implies lim H{Pn) <( H(P) on E 0, 

then (3) defines such a finite measure M  on аЯ that

H(P)  =  HM(P) on Eg .

Proof: To show that

M(£2) =  supeH(p) oo , (9)
Ре-»

we may assume that H(P) >  — oo at least for two different elements P '  and 
Q' of E 0. Then there exists an A £ <Л such th a t P ' (A) ̂  Q' (A ); thus, for example, 
P'(A)  >  0, Q'(Ä)  > 0 , tha t is P  = P ’( ■ I A ) £ E 0, Q = Q'( ■ \ A) 6 ^ 0, P(A)  =  
=  Q(Ä) =  1, and from (ii) we know th a t H(P) > —o o ,  H(Q) > —oo. Let 
now Qn £Eg be such a sequence, that Q„(A) =  1, further lim eH(-Qn> =  M(Ä),  
and set P n =  (1 — wn) P  +  wn Qn, where 0 <  wn <  1, and lim wn =  0. Ob
serve, that for an arbitrary В  £<Л we have

I P(B) -  P n(B) \ = w n \ Qn(B) -  P(B) ] ^  2wn ,
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thus lim \ P  — P n | =  0, and (ii), (iii) imply, that

H(P) ;> lim H{Pn) I> lim (1 — wn) (H(P) — ln (1 — wn)) +

+  Um wn (H(Qn) — hi wn) — H(P) +  lim wn H n(Qn) .

whence Um wn H(Qn) 0 follows as H(P)  is finite. However, this is possible 
for an arbitrary sequence wn with lim wn — 0 only if Um H(Qn) <C +  ■», that 
is 31(A) <  -)-oo, and similarly, M (A) <  -f* On the other hand, from (ii) 
and from (2) we have for any P  £ — (l that

е Н ( Р ( .  I A ) )  e H ( P ( ■ I A ) )

H(P)  =  P(A)  In --------------Ь Р (Л )1 п ------ -— ^
P(A) P(Ä)

<, P(A) In +  P(A) In <  In {31(A) +  31(A)) <  +  oc,
P(A) P(A)

which implies (9), therefore Theorem 1 can be applied and it yields th a t M  is 
a finite measure, and

H(P) <, H M(P) for each P  6 Г 0 . (10)

The second step of the proof is to show that if U denotes the uniform

distribution with respect to M  (i.e. U(A) =  — , then U £ P0, and
\ M (ZJ) I

sup H{P) =  In 31 (Q) =  H(U) = H M(U). (11)

The basic idea of this argument is that lim H(Pn) =  In M(Q) imphes 
lim I U — Pn I =  0, whence (11) follows by the assumptions of the theorem.

Let P £ P 0, A £ оЯ; since we investigate P  if H(P) is close to its least 
upper bound In M(Q) —oo, we may assume that II(P) —oo. {31 (Q) =  0
is a trivial case, when H(P) =  —oo for each P  £ 270.) With the notations 
ен(Р( I A)) __ a  ̂ g H(P(-[Ä» _  ^  P(A) =  w we have from (ii) and from (2) that

H(P) =  w ln — +  (1 гг) In —-— < l n ( a  +  b); (12)
w 1 — w

observe, that this is true even if w =  0 or w — 1. Further, as 

a <  31(A) , b <, 31(A) , a +  b <. M(Q) ,
it follows that

- j -o o  >  á =  In 3I(Q) — H(P) (w +  1 — w) In ( a  +  b) — H(P)

(13)
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where the last estimation is a special case of Theorem 4.1 of Csiszár [6]. 
On the other hand, the relations of (13) imply

M{Q) -  b
M(Q) M(Q) a + b M(Q) 

whence we obtain that

ЩА) =  j ___ b__ M(A)

M(A)
M{Q)

1 — a + b 
M(Q)

a -f- b M(Q) 

M{Q)

^ 1
M(Q) M(Q)

\ In— —- =  In M(Q) — ln(a -f- b) d, 
a + b

since 1 — x <[ In — , and In M(Q) — In (a + b) <[ In M(Q) — ЩР) from (12).
x

The comparison of this estimation with the above one yields

w — Щ А )
M{Q)

w —
a + b +

a M(A) 
a + b A1(Q) < °  +

a
2

that is
P(A) -  U(A) ] =  0 (In M(Q) -  H(P))

uniformly in A <Jl, which proves that lim H(Pn) =  ln M (Ü) implies that 
lim I U — Pn I =  0; thus the basic relation (11) is completely proved.

We are now in a position to show that equality holds in (10). First we 
remark that putting P = U in (12), we obtain from (11) and from (13) that

H(U( ■\A)) = HM(U( -\ A)) = In M(A) if M(A) > 0 . (14)

To prove H(P) = H M(P), we may assume that P  << M, since H(P) = HM(P) -----
r ~ d P=  — oo from (10) otherwise. Let f = ---- and set

' ‘ dM

Cni =  joj; — <Lf< 1 , i = o, 1, 2......... n =  1, 2, . . .  ,
n n

p n = Z P ( C m)U(- I Cni), 
/=0

p nk = y P (C ni) U(- I C„i),
P (P nk) i=0

where Bnk = Cni. As U d F u and Z 0 is a regular family, Pnk $ 270, further 
1= 0

fn = d~  = PÍ ' ~  on Gnl and fnk =  dPnk P ( C ni)

dM M(Gni) dM P(Bnk) M(Gni)
on Cni,
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thus we have lim \Pn -  Pnk\ =  lim [ \ f n — f nk \ dM =  lim 1 1 = 0 ,
к k J  к P(Bnk)

whence Р п £ А0 follows as A0 is closed with respect to the variation convergence,
further, in view of (iii), we have

Н ( Р п ) ^ Ш Н ( Р п к )
к

However, on account of (ii), we see from (14) tha t H(Pnk) =  H M(Pnk), and 
it is easy to verify that lim H M(Pnk) =  HM(Pn), therefore

H(Pn) > H M(Pn).  (15)

On the other hand, as — <[ <•  ̂  ̂ we have | /  — /„ | <[ — ’
n ~  M(Cni) n n

tha t is lim j P  — P n | =  0 , whence

Н ( Р ) ^ Ш Щ Р п ) (16)

follows by (iii). Finally, from D) we know that

Нм{Рп) diM(P) , (17)
and the comparison of (15), (16) and (17) yields H(P)J>HM(P), which in 
view of (10) proves the statement of the theorem.

A similar theorem holds for the case when the dominating measure is 
not necessarily finite; the proof is mainly based on Theorem 3.

Theorem 4. Let H(P) be defined on a regular family 270 d  A. Assume 
th a t H(P) satisfies the conditions (i), (ii) of Theorem 3, and E) and G) if we 
replace I IM by H  and EM by A; further there exists a partition <2 =  {C,}/1! 
such that

H) Pipi) =  1 implies P  £ A() ,

I) I f  Pn(C,) =  1 and lim \ P n — P \ — 0, then lim H(Pn) <f H{P).

Then (3) defines such a er-finite measure M  on сЛ that H(P) =  H M(P) on A0. 
Proof: First we prove that

H(P) = 2  № (  • I c ‘)) - 111 В д ) .  (18)
1=1

Set A k =  ^  Ct , then from (гг) we have
i=k+ 1

ЩР) =  2  P(Ct) (Я (Р ( • I e j )  - in P(Cij) +  р ( А к) (//(P ( • I A ))  -  in P (A )) .
i=1



190 FR IT Z: CHARACTERISTIC P R O P E R T IE S  OF G EN E RA L IZE D  ENTROPY

but lim P(Ak) H(P( ■ I -4,,)) <  0 follows from E), which means that the left- 
hand side of (18) is not greater than the right-hand side. The opposite in
equality is a simple consequence of G) and (ii), since lim | P — P( ■ \ Ä k) | =  0, 
and the condition of G) is obviously satisfied.

Since Theorem 3 can be applied if H is restricted to 27,- =  {P; P(Ci) =  
P  £27,,}, the statement of the theorem follows from (18) if we know that M  is 
a measure on оЯ, that is

M(Z B n) = £  M(Bn) (19)

holds for any finite or countable subset {Bn} of <2. However, if .If (27 B n) <  
<  +oo, then Theorem 1 can be applied to 27"' =  {P; P(27 Bn) =  1, P£270}, 
and it yields (19), while if 27M(Bn) -< - f o o ,  then from (18) by (2) and (3) we have

whence M{£ Вn) <7 27 M(Bn) <7 -(- oo; thus (19) follows again by Theorem 1, 
and the proof is complete.
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Об аксиоматическом описании обобщенной энтропии.

Й .  Ф Р И Ц  

(Будапешт)

Пусть Е —совокупность вероятностных мер на измеримом пространстве (ß, А), 
М — er-конечная мера на аЯ, и / р —плотность абсолютно непрерывной части вероят
ности Р € Е. Обобщенная энтропия НМ(Р) определена тогда и только тогда, если
J fp ln+ j - d M  <  -f оо, и в этом случае НМ(Р) =  — °о, если Р |  М и  Нм(Р) = Д — 1 п/р),
если Р <s М. Непустое множество E 0czE  называется регулярным классом, если смесь 
его ортогональных элементов тоже принадлежит Е 0. Далее, если условная вероятность 
Р( • |Л) £ Е 0 для Р € Е „, оЯ £ А, Р(А) > 0 .  | Р  — Q | обозначит вариационное расстояние 
мер Р и Q.

Основной результат работы — теорема 3.: Если Н(Р) — действительная функция 
на регулярном классе, Е 0 с= Е, Е 0 замкнуто в норме | Р — Q | , далее

(О Н(Р) <  +  °° для Р £ Е 0,

(И) H(wP +  (1 — w)(?) = w Н(Р) +  (1 — ív) H(Q) +  w ln — +  (1 — w) In j—i— 

для P, Q£.E0, 0 <,w <, 1,

(in) lim H(Pn) <; H(P) на E0, если lim \ P — Pn \ = 0 ,

тогда M(A) =  sup {ep<H); P(A) = 1} определяет конечную меру A4 на оА, и Н(Р) =  
=  НМ{Р) на Е 0.

Решающий аргумент доказательства заключается в том, что из lim Н(Рп) — 
=  sup Н(Р) вытекает lim | Рп — U\ =  0, где U — равномерное распределение. Это пред-

Я о ______________

положение вытекает из | Р  — Q | <, ] 2/(Р | Q).

József F r i t z

Mathematical Research Institute 
Budapest V. Reáltanoda u. 13—15. Hungary
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НЕКРОЛОГ Б. С. СОТСКОВА

4 ноября 1972 года скоропостижно скончался член редколлегии жур
нала «Проблемы управления и теории информации» член-корреспондент 
АН СССР, доктор технических наук профессор Борис Степанович Сотсков.

Советская наука потеряла крупнейшего ученого, педагога и обществен
ного деятеля, создателя и руководителя отечественной школы теории эле
ментов технических средств автоматики и теории надежности в приборо
строении, организатора и руководителя ряда перспективных научных на
правлений в измерительной и информационной технике.

Борисом Степановичем опубликовано свыше 160 научных трудов, в том 
числе 7 книг по теории и расчетам элементов технических средств автоматики. 
Эти книги, переведенные на многие иностранные языки, служат основным 
учебником по подготовке специалистов по техническим средствам автома
тики в СССР и в других социалистических странах.

Борис Степанович Сотсков — один из основоположников научных 
основ создания Государственной системы промышленных приборов и средств 
автоматики СССР.

Находясь постоянно на передовой линии современной науки, Борис 
Степанович успешно вел в последние годы важнейшие исследования в 
области отказов технических средств автоматики и методов прогнозирования 
надежности с целью построения новых высоконадежных технических средств 
автоматики и измерительной техники, занимался поисками новых путей 
построения технических средств автоматики, в частности на основе так 
называемых двойных физических эффектов.

1*
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Много сил отдал Борис Степанович организации и развитию научного 
сотрудничества с социалистическими странами в области приборостроения 
как при разработке научных основ создания Международной системы средств 
автоматического контроля и регулирования (УРС), так и по многим другим 
направлениям.

Борис Степанович был одним из организаторов журнала «Проблемы 
управления и теории информации» и вел раздел связанный с техническими 
средствами.

Огромная эрудиция, душевная щедрость и исключительная работо
способность позволили Борису Степановичу Сотскову, наряду с его много
гранной научной деятельностью, иметь постоянные тесные связи с приборо
строительной промышленностью, внести непосредственный вклад в техни
ческий прогресс в отечественном приборостроении.

Светлый образ замечательного человека, выдающегося советского 
ученого, организатора науки будет всегда жить в памяти его соратников и 
учеников.

ТО THE MEMORY OF BORIS STEPANOVICH SOTSKOV
Professor Boris Stepanovich Sotskov, Doctor of Technical Sciences, 

corresponding member of the USSR Academy of Sciences, member of the 
Editorial Board of the journal “Problems of Control and Information Theory”, 
has unexpectedly died on the 4th of November 1972.

The Soviet Science as well, as many scientific communities in touch with 
him outside of the USSR have lost a great scientist, teacher and man of public 
life, the founder and head of the Soviet scientific school in the theory of auto
mation components, instruments and reliability, the initiator and soul of many 
long-lasting trends within Measurement- and Information Science and Techno
logy.

Professor Sotskov is the author of more than 160 scientific publications, 
including seven books, on the theory and design of automation devices. These 
books, translated to several languages, are foundamental texts within the 
USSR as well as other socialist countries.

Professor Sotskov was one of the founders of the All-Union System of 
Industrial Automation Equipments and Instrumentation within the USSR.

He has made successful scientific investigations in the field of the 
failures within automation equipments and in reliability prediction techniques; 
and enabled in this way the design of high reliability automation equipments 
and instrumentation. He investigated also new ways of design of the ele
ments of automation eguipments considering specifically what are called the 
double physical effects.
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He was also one of the most active members of the scientific со-work 
with the Socialist Countries in the field of measuring equipment design as well 
as the foundation of the Unified Control System.

Professor Sotskov was one of the initiators of the journal „Problems of 
Control and Information Theory” and the chairman of the section dealing 
with devices.

His outstanding scientific competence, vivid interest and extreme 
working ability enabled also Professor Sotskov to contribute, in addition to 
his manysided scientific activity, also regularly to the design of specific measur
ing equipments.

His name will be remembered in the Scientific Community for many
years.





СЛОЖНОСТЬ РЕАЛИЗАЦИИ АСИМПТОТИЧЕСКИ 
ОПТИМАЛЬНЫХ КОДОВ СХЕМАМИ ПОСТОЯННОЙ

ГЛУБИНЫ

С. И. ГЕЛЬФАНД, Р. Л. ДОБРУШИН 
(Москва)

(Поступила в редакцию 3 ноября 1971 г.)

Изучается сложность схем, осуществляющих линейное кодирование. Основ
ной результат статьи состоит в следующем. Можно построить схему постоянной 
глубины, реализующую блоковый линейный код длины п со скоростью передачи R и 
кодовым расстоянием не менее dn, где d <  de.г и du.г п—асимптотическая граница 
Варшамова-Гильберта, число элементов в которой имеет порядок сщ log п, а глубина 
— порядок с2 log п, где с1 и с2 - константы, не зависящие от п.

В теории кодирования при сравнении методов кодирования и декоди
рования принято ориентироваться не только на параметры, характеризующие 
помехоустойчивость кода (например, кодовое расстояние), но и на сложность 
реализации алгоритмов кодирования и декодирования, причем эта сложность 
трактуется обычно как число элементарных действий, проводимых при реа
лизации алгоритма. Поэтому представляется интересной задача об оптимиза
ции кодов по параметру сложности при заданном значении параметра по
мехоустойчивости, которую можно надеяться исследовать лишь в асимп
тотической постановке. Постановка этой задачи требует, конечно, уточнения 
понятия сложности, что может быть сделано различными способами. В этой 
статье рассматривается реализация алгоритмов схемами из функциональных 
элементов (например, двувходовых сумматоров по модулю 2), причем предпола
гается, что схема не содержит обратных связей и элементов памяти. Такое 
предположение адекватно ситуации, когда на входе кодирующего устрой
ства одновременно возникают все информационные символы сообщения. 
В качестве одного из исследуемых параметров сложности схемы выбирается 
ее глубина, определяемая как наибольшее число функциональных элементов, 
через которые проходит сигнал при его переработке схемой. Глубина схемы 
характеризует ее быстродействие. Вторым естественным параметром слож
ности является число функциональных элементов, образующих схему. Этот 
параметр исследуется в дополнительном предположении, что схема является 
схемой постоянной глубины, т. е. что на каждом пути сигнала от входа схемы 
к выходу он проходит одно и то же число элементов. Подобное ограничение 
естественно, если ориентироваться на функциональные элементы импульс
ного типа.

Problems of Control and Inform ation Theory, Vol. 1 (3 — 4), pp. 197— 215 (1972)
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В этой работе мы ограничиваемся вопросом о сложности алгоритмов 
кодирования, оставляя в стороне более важный практически, но зато и более 
сложный вопрос о сложности алгоритма декодирования. Кодирование, ко
торое интерпретируется как булевская функция, отображающая информа
ционные символы сообщения в символы кодового слова, можно, как и любую 
булевскую функцию, реализовать многими разными схемами. Поэтому под 
сложностью кодирования будет пониматься минимальная сложность реали
зующей его схемы. Основной исследуемой в этой статье величиной является 
минимум сложностей кодирований в классе всех кодирований, задающих код 
с данной скоростью передачи и кодовым расстоянием, не меньшим данной 
константы.

В теории схем из функциональных элементов обычно используется 
функция Шеннона, равная максимуму сложности функций из некоторого 
класса функций. Таким образом, главное отличие состоит в том, что мы инте
ресуемся самой легко реализуемой функцией из данного класса функций. 
Отметим, что подобные постановки задачи были одновременно предложены 
в недавних работах Севиджа [1], [2], который получил также оценки снизу, 
сходные с оценками раздела 3 этой статьи.

Основной результат этой статьи состоит в следующем. Можно постро
ить схему, реализующую блоковый код длины п, со скоростью передачи R и 
кодовым расстоянием, не менее d п, где d <  dB r и dB г п — асимптотическая 
граница Варшамова—Гильберта, число элементов в которой имеет порядок 
Cj п log л, а глубина—порядок с2 log л, где съ с2— константы, зависящие OTduR. 
Оценки снизу, доказывающие невозможность дальнейших упрощений схемы, 
несложны. Оценка сверху основана на введении специального ансамбля 
групповых кодов, который с вероятностью, близкой к  1, состоит из кодов, 
обладающих нужными свойствами. Отметим для сравнения, что в ансамбле 
всех групповых кодов для почти всех кодов число элементов в минимальной

п2
схеме реализации имеет порядок ------- [3]. Ситуация для ансамбля всех свер

точных кодов (трактуемых как блоковые коды) такая же (если не допускать 
в схеме элементов памяти).

2. Основные определения

Определение 1. Двоичным сумматором называется логический эле
мент с двумя входами и произвольным числом выходов, реализующий функ
цию х1® х 2 ( 0 ® 0 = 1 © 1 = 0 ,  1 © 0 =  0 © 1 =  1).

Определение 2. Схемой на сумматорах G называется направленный граф 
без циклов, в каждую вершину которого, кроме п отмеченных вершин аъ ...,ап,



входит два ребра; в вершины av . . ., ап не входит ни одного ребра. Кроме того 
в G выделены п вершин bv . . bn, из которых не выходит ни одного ребра. 
Вершины а, называются входами G, вершины bt — выходами G.

Определим то, что мы называем преобразованием, задаваемым схемой 
G. Пусть задан двоичный вектор х — (х1; . . ., х„), х, =  0,1. Под состоянием 
схемы G, соответствующим входному вектору х, будем понимать задание 
для каждой вершины а схемы G числа /(а), /(а) =  0, или 1, так, что выпол
нены следующие условия:

1. /(а,) =  х,.
2. Если в вершину а входят ребра г' и г", причем г' выходит из вершины 

а', а г" — из вершины а", то /(а) =  /(а') © f(a").
Легко видеть, что для каждого вектора х существует только одно со

стояние схемы G, соответствующее х. Положим у, =  /(&,•) и у =  (у1; . . ., у п). 
Будем считать, что схема G преобразует входной вектор х в выходной вектор 
у, и введем для этого обозначение у =  G х.

Рассмотрим теперь следующее множество входных векторов х. Зададим 
т <  п и рассмотрим множество из всех 2т  векторов, у которых хт+1 =  
=  хт+2 — . . . =  хп — 0. Легко видеть, что множество векторов у =  Gx, х£%, 
является множеством кодовых векторов некоторого линейного двоичного 
кода <Л, имеющего скорость передачи, не превосходящую min. В такой ситуа
ции можно сказать, что схема G реализует код <Л. Отметим, что различные 
схемы могут реализовать один и тот же код оЯ.

Определение 3. G(<Л) — это множество всех схем, реализующих код <Л.
Определение 4. а) путем в схеме G называется направленный путь по 

графу, ведущий от входа к выходу. Длина пути — число составляющих его 
ребер;

б) схема G называется схемой постоянной глубины, если все пути в G 
имеют одну и ту же длину;

в) подмножество схем из G(<4L), состоящее из схем постоянной глубины 
обозначается через 0'(оЯ).

г) глубиной схемы называется длина самого длинного пути b G.
Определение 5. а) числом элементов h(G) в схеме G называется число

вершин в G.

3. Формулировка теорем и оценки снизу

Пусть R =  т/п, где т и п — целые числа. Введем энтропию1 Н(х) =  
=  —х log х  — (1— х) log (1—х) и определим dB.r , 0 <  dB г <  1 как решение 
уравнения H(dBS) =  1 — R.
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Всюду в дальнейшем рассматриваются логарифмы по основанию 2.
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Пусть ш(х) — число тех индексов /, \ i < , п, для которых х, =  1. 
Напомним, что кодовым расстоянием d(oR) линейного кода оЯ называется 
min iv(y), где минимум берется по всем кодовым векторам у, отличным от 
нулевого вектора. Тогда хорошо известно [4], что асимптотическая граница 
Варшамова—Гильберта dB r п является асимптотической нижней границей 
для кодового расстояния d(oR), оптимальных по кодовому расстоянию кодов 
оЯ длины п, имеющих скорость передачи R. Точнее, для любого d <  dBS и 
любого достаточно большого п существует код <Л со скоростью передачи R, 
для которого Я(<Л) >  dn.

Определение 6. a) h'(<A) =  min h(G),
Ge с'(оЯ)

б) 1(сЯ)= min 1(G).
G€ О(аЯ)

Выберем произвольное d <  dBr

Определение 7. a) h'(R, dn) =  min h'(oR),
6) l(R, dn) =  min 1(сЯ);

минимум берется по всем кодам оЯ с d(<A.) ;> dn, имеющим скорость передачи R. 
Основным результатом статьи является следующая теорема.

Теорема 1. Существуют съ с2 и с[, с'2 такие, что при всех достаточно боль
ших целых п

... h’(R,dn)
ci 2> G

п log п
(3.1)

о  w .« * )  > 4 .
logn

(3.2)

Важное уточнение теоремы 1 состоит в том, что оценки сверху в (3.1) и
(3.2) достигаются на одних и тех же схемах G. А именно, справедлива тео
рема 2.

Теорема 2. Для любого достаточно большого целого п существует схема 
G постоянной глубины, реализующая код аЯ длины п со скоростью пере
дачи R d(oR) dn, для которого

h(G) <  G п log п ,
1(G) <  с2 log п .

Прежде, чем перейти к доказательству теорем, сделаем ряд замечаний.
З а м е ч а н и е  1. Не приводя точного значения констант cv  с2, с{, с'2, 

отметим, что при доказательстве оценок снизу получаем, что с[ R, с2 ;> 1.

MAGTAR
HJB0MÁNYOS (VAD?. :

ÜONYVTAhA
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С другой стороны, уточнение доказательства теоремы 2 позволяет увидеть, 
что q  <  4, q  <  8.

З а м е ч а н и е  2. Схемы, которые будут построены при доказательстве 
теоремы 2, обладают рядом полезных дополнительных свойств. В частности, 
они в некотором смысле однородны. Более подробно об этом говорится в за
мечании 5 в конце раздела 4.

З а м е ч а н и е  3. По-видимому, для лучшего приближения к тех
нически реальной ситуации нужно ввести предположение, что число ребер, 
выходящих из каждой вершины схемы G тоже было ограничено. В этом случае 
можно доказать теорему, аналогичную теореме 1. Точнее, легко увидеть, что 
схемы, которые строятся для доказательства верхних оценок в теореме 1, 
можно видоизменить так, чтобы из каждой вершины выходило не больше 
двух ребер. При этом константы q, с2 увеличатся не больше чем вдвое.

З а м е ч а н и е  4. Можно изучать схемы G на функциональных эле
ментах в произвольном базисе [5], которые реализуют произвольный блоко
вый (не обязательно линейный) код <Л. В этом случае справедлива теорема, 
аналогичная теореме 1. При этом доказательство верхней оценки не изменя
ется (если построить двоичный сумматор из элементов базиса). Доказатель
ство нижней оценки изменяется незначительно.

Приведем доказательство нижних оценок в (3.1) и (3.2). Докажем сна
чала оценку в (3.2).

Будем говорить, что вход а, и выход bj схемы G связаны между собой, 
если в G существует путь, ведущий из а, в bj. Если кодовое расстояние кода оR, 
реализованного G, не меньше dn, то, рассматривая входные вектора веса 1, 
видим, что каждый вход щ, 1 <  / <[ т должен быть связан не меньше чем с dn 
выходами. Поэтому общее число пар (a,, bj), связанных между собой, не 
меньше т dn =  dRn2. Значит существует хотя бы один выход bj, связанный 
больше чем с dRn входами. С другой стороны, число различных путей длины, 
не превосходящей I, ведущих из входов в этот выход bj, не превосходит 2г. 
Поэтому 21 >  dRn, т. е. I >  log (Rdn) > с'2 log п для некоторого с'2.

Докажем теперь нижнюю оценку в (3.1). Можно без ограничения общ
ности предположить, что в схеме G единственными вершинами, из которых 
не выходит ни одного ребра, являются выходы bj. После этого разобьем все 
вершины схемы на этажи, считая, что входы принадлежат нулевому этажу, и 
вершина а графа G принадлежит / -f- 1-му этажу, если в нее приходит ребро 
из какой-нибудь вершины /-го этажа. Приведенное правило не приведет к 
противоречиям, поскольку рассматриваются схемы постоянной глубины. 
Общее число этажей, по доказанному ранее, не меньше с2 log л.

Пусть G(,) =  (а\‘\  . . ., с$)  — множество вершин /-го этажа в схеме 
G,Si — число элементов в G(l). Для каждого входного слова х  =  (х1, ...,*„)£%>,



положим =  /(aj0) и х(0 =  (xjj), . . . ,  xj°), где / — состояние G, отве
чающее входному вектору х. Наше определение вершин /-го этажа показы
вает, что х<!+1) зависит только от х(,). Поэтому, если для двух различных 
входных векторов х и х' имеем х(,) =  х'(,) при каком-нибудь /, то х и х' 
переходят в один и тот же выходной вектор у. Но это невозможно, поскольку 
й(аЯ) >  0. Так как общее число входных векторов равно 2Кп, то s, ]> Rn при 
всех /. Поэтому h(G) =  Ü S i ^ R c í  п log п. Таким образом, доказана нижняя 
оценка в (3.1) с с[ =  с'г R.
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4. Верхние оценки

Здесь приводится доказательство верхних оценок в формулах (3.1) и
(3.2). Для этого необходимо построить простые схемы, реализующие хоро
шие коды. Используем вероятностный метод построения таких схем, пост
роив множество §  схем, каждая из которых проста в смысле (3.1) и (3.2), 
и зададим на этом множестве & распределение вероятностей таким обра
зом, что среднее по этому множеству кодовое расстояние кодов, реализу
емых построенными схемами, достаточно велико. Множество схем с заданным 
на нем распределением вероятностей будем называть ансамблем схем.

В дальнейшем для построения схем будет удобно использовать два 
вспомогательных понятия.

Двоичным /-сумматором назовем логический элемент с / входами и 
произвольным числом выходов, который реализует функцию хх © х2 © . ..  © X/, 
где Xi — значения на входах /-сумматора. В этом смысле сумматор, введен
ный в определении 1, является 2-сумматором. Ясно, что /-сумматор можно 
получить соединением (/—1) 2-сумматора (рис. 1).При этом глубина /-сумма
тора не превосходит2 [log / ] +  1. Если же / =  2®, где s — целое, то /-сумматор 
является схемой постоянной глубины, глубина которой равна s. В дальней
шем под /-сумматором будем понимать схему, составленную из 2-сумматоров.

Рис. 1. Схема «-сумматора (< =  6)

2  [ х ]  — целая часть х.
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Вторым полезным понятием является понятие композиции схем. 
Пусть Gx— схема с л входами и л выходами bv bn, G2—схема с л входами 
а[,. . и л выходами. Тогда можно отождествить а\ с ft, и получить новую 
схему G e n  входами и п выходами, которую будем называть композицией 
G1h G2, и обозначатьG^G,. Ясно, что /í(G1°G2) =  /2(Gx) +  h(G2) — п, Z(G1°G2)<^ 
<, l(G1)-\-l(G2) и еслиС1; G2 — схемы постоянной глубины, то G1°G2 — тоже 
схема постоянной глубины.

Перейдем теперь к построению ансамбля §.  Для этого построим вспомо
гательный ансамбль $, свойства которого описываются теоремой 3.

Теорема 3. Существуют такие константы 0 <  а <  min (d, 1—/?), а >  1, 
/ ? > 1 ,  ft >  0, е > 0 ,  и целое s, что для всех достаточно больших п можно 
построить ансамбль § =  ®п (а, а, ß, ft, е, s) схем с л входами и п выходами, 
обладающий следующими свойствами:

1) h(G) <; bn для всех G £ $;
2) все схемы G £ § имеют одну и ту же постоянную глубину s ;
3) для любого вектора х такого, что w(x) =  w <, осп, вероятность 

Pr (vr(Gx) <  ßw} <. ( О “ 1 п-У2 a~w;
4) для любого вектора х такого, что (1 —а) п ;> ш(х) ал, вероятность 

Pr {iv(Gx) <  dn} <  2-"(«+£).
5) для любого вектора х такого, что и>(х)<[(1 —а) л, вероятность 

Pr {iv(Gx) >  (1 — d) п) <  2 -п<*+е>.
Покажем, как из теоремы 3 вывести теорему 2, а значит и верхнюю оцен

ку в теореме 1. Зафиксируем некоторое множество3 %, \e&\<>2nR, состоящее 
из векторов, вес каждого из которых больше ал, и меньше (1 —а)л и обозна
чим через Т(%) =  Т  следующее событие

Т =  (iv(Gx) <  ßw(x) для некоторого х такого, что w(x) <  d л} U,
U =  (u>(Gx) <  dn для некоторого х £ Щ и,
U =  (w(Gx) >  (1—d)лдля некоторого х £ Щ.

Поскольку число векторов веса w равно С„, пункты 3)—5) теоремы 
3 показывают, что

P r { T } < ( a -  I)-1 л-1/2 +  2 • 2~пе <  сп-1!2 (4.1)

для некоторого с, не зависящего от л.
Пусть задано целое число к. Построим ансамбль схем = %>к следую

щим образом. Каждая схема G ( f j ,  является композицией Gt ° G2 ° . . . ° G* 
к схем из §. Распределение вероятностей на определяется тем, что схемы G,

3 |US[ — число элементов конечного множества %.
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выбираются статистически независимо друг от друга, и каждая из них имеет 
распределение, задаваемое ансамблем $. Изучим такой ансамбль <Р>. Обозна
чим через Тк следующее событие в ансамбле f v

T k =  {w(Gx)<mm[ßhv(*),dn]  для некоторого х€1Е0}.

Для каждого \ <, i <. к обозначим через %  множество векторов у =  
=  0!° . . .  о G, х, х (f Э таки х , что (1 —а)л ш(у) /> ап. Тогда мы можем при
менить к каждому множеству^, формулу (4.1) и получить, чтоРг(Тк) </ ксп~1/2.

Далее при /с к0 +  1 имеем /г  w(x) >  dn при х О, посколькуlog dn"
. log ß _

iv(x) 1. Поэтому при k~)> k0 событие Tk означает, что iv(Gx) <  dn для неко
торого x É x ^ o .  При этом Pr{Tkß </ ск0п~1/2 <  1/2 при достаточно боль
ших п. Таким образом при достаточно больших п ансамбль IF =  oFfc таков, 
что в нем с вероятностью большей 1/2 (и даже с вероятностью, стремящейся к 
1 при п —*■ оо) найдется схема G, реализующая код оЯ с d(<A) >  dn.

С другой стороны ясно, что все схемы G б IF имеют постоянную глубину 
и ft(G) <  bnk0 <  сх п log п, 1(G) <  sk0 < с2 log п. Таким образом доказатель
ство теоремы 2 и окончание доказательства теоремы 1 свелись к теореме 3.

З а м е ч а н и е  5. Приведенное рассуждение показывает, что схема G, 
которую мы строим для доказательства теоремы 2, является композицией к0 
схем Gv . . . ,Gk , выбираемых из ансамбля S. Легко показать, что схемы 
Gi, ■ ■ Gko можно считать совпадающими. Точнее, можно найти такую схему 
Gо € $, что схема G0 ° GP ° . . .  ° G0 (к0 раз) удовлетворяет теореме 2.

5. Построение ансамбля §

Построим теперь нужный ансамбль $. Все схемы G из § имеют п входов 
аь . .  ., ап и п выходов blt Ьп. Из каждого входа а, схемы G выходит по t 
ребер гР , . . . ,  гР . В каждом выходе Ь, схемы G находится /-сумматор 
27,. Пусть гР , . . ., г Р — ребра, входящие в 27,. Занумеруем все ребра r\j) и гР 
числами от 1 до nt, полагая r P  = r(t(i— 1) +  /), rj,) =  r(t(i— 1) +  /). Пусть 
а — подстановка чисел 1 ,...,п /. Отождествляя ребро г(/с) с ребром г(сг(Аг)) 
получим схему G =  G(<r). Ансамбль § состоит из схем G(<r) для всех а, причем 
все подстановки а считаются равновероятными.

Покажем, что построенный ансамбль $ при некотором t удовлетворяет 
условиям теоремы 3 при некоторых а, ß, a, b, е, s. Ясно, что h(G) =  n(t— 1) 
для всех G 6 I  и если t =  2s, то 1(G) = s, и любая схема G £ $ имеет постоян
ную глубину.

В дальнейшем будем использовать следующую теорему.
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Теорема 4. Пусть £1; . . fn — случайные величины с конечным числом
к

значений, Sk =  2  Л — некоторое событие. Пусть далее условная вероят-
i=i

ность Рг {£к + 1 >  v |íx =  v1(. . . ,  £* =  vk, А} >  Ф(у) для всех 0 <,к <, п — l ,vk 
и у, где Ф(у) >  0 монотонно невозрастающая функция. Тогда при всех к

Pr (S* >  у} >  Ф*<А>(у) Рг {Л}, 
где

Ф*0)(у) =  ф(у), T>*(k+'\v) =  J Ф*«0у) с1Ф(у -  ГУ) . 

Доказательство. Заметим, что

Pr {Sk >  у} ;> Pr {Sk >  у I Л} Рг {А} .

Поэтому для доказательства теоремы 4 достаточно доказать, что при всех к

Pr{Sfc> v } ^ * (A>(v). (5.1)

Формула (5Л) будет доказываться индукцией по к. При к =  1 она очевидна. 
Пусть формула (5Л) справедлива для некоторого к. Тогда

^ { ^ + 1 > ' ; И}= 2  • • • -v k|£i = v l t . . . , í k = v k, A } .

Pr ( l i  =  Vi, • - - , Ifc — Vk IЛ} :> 2  &(v -  W) Pr {Sft =  IVIЛ} =w

=  J  Pr {Sk >  ív I Л} г/Ф(у — rv) !> j Ф*(*>(1У) с/Ф(г - iv) ф*('£+1>(р).

Поэтому формула 5.1 верна для к +  1 и теорема 4 доказана.
Пусть задано входное слово х =  (х1г . . .,  хп), iv(x) =  w. Назовем ребра, 

выходящие из вершин а,-, для которых х, =  1, отмеченными. Ясно, что их 
число равно wt. Введем на В следующие случайные величины:

£,(х) =  у, —состояние выхода b, схемы G,
r}i(x) —число отмеченных ребер среди ребер r(it +  1),

. . .  r(it +  t)

(Ясно, что £,(х) =  t)í(x) (mod 2),

S,(x) =  2  Ш ) ,
1 =  1

к
»*(*)= ^ ф ( х )

í = 1

(Иногда будем опускать аргумент х у величин rj, S, v).
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Одной из основных теорем, позволяющих установить свойства 3—5 
ансамбля S, является теорема 5.

Положим
Н(к,р) = H(X) + Mogp +  (l — Я)log(1 -  р),

ЛИ = 1-1(1-20))'.
Теорема 5. Для любого 0 <  со1 <  1/2, любого гу >  0 и х, w(x) =  con 

существует tk такое что 4

f r  {Sn(x) ехр2 {п [Я (А, р) +  еД} ,

где А2 <  Я =  l/n <  р =  pt(co), при всех t >  /1; достаточно больших п и 1 — >
>  ю >  Cüj.

Теорема 5 опирается на ряд лемм. Доказательство этих лемм будет при
ведено в разделе 5.

Зафиксируем у >  0 и введем события В /, BJ, В/ (1 г <  п) на
/«W» BjV tw ,i • В у =, и  Í vi < í r + 'н

а-О»
Если е' >  0, то положим А7 =  Аг'е' =  П В .

i=e'n

Лемма 7. Пусть со =  w/n. Тогда для любых е2> 0  и е '> 0  существуют 
у и t0 такие, что при всех достаточно больших п

I Pr (!*+i(x) =  1 I li(x) =  vv  . . .  , !,(х) =  vk, А ^ }  -  р,(а) I <  е2

при всех Vi, . . . ,  vk, всех t >  t0 и (1 — s') п >  к >  е'п.
Лемма 1 позволяет применить к случайным величинам | Е-„, ..., 

теорему 4. Используя ее, получаем следующую формулу:

Рг

Лемма 2. Для любого в <  О, любого е' и любого у  существует такое t2, 
что при t >  t2 и всех достаточно больших п

Pr {Av’e'} /> 1 — ехр2 п в .

4 ехр2 х = 2:
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При А =  ///с <  р имеет место хорошо известная формула [4], [6]

2  С‘х /»'О -  Р)к~‘ <  ехР2 W ,  Р)} - (5.2)/=о

(1—0»
Ясно, далее, что Sn(x) ;> 2  Кроме того, величина Я(А,р) ограничена

i = e'n
снизу при А <  А1( р >  p^coj >  сог Поэтому теорема 5 легко следует из формул
(5.1), (5.2) и леммы 2.

Аналогично теореме 5 доказывается теорема б.
Теорема 6. Для любых 1/2 > 0^ >  О, А1( е3 >  0 и х, w(x) =  con, най

дется f3 такое, что

Pr {Sn >  /} ^  ехр2 {п [Я(А, р) +  е3]} ,

где А* >  А =  l/п >  р,(со) при t >  /3, 1— >  со и достаточно больших п.
Напомним теперь, что задано число d <  dB-r. Тогда существуют такие 

р <  1/2 и £ >  0, что

Я(А, р) <  — R — е при А <  d и всех р, для которых |р —-1/2| ;> |р  —1/2|.

Выберем произвольное а такое, что а <  d и а <  1 — /?. Поскольку 
рфсо) —* 1/2 при t оо равномерно по со, 1 — а >  со >  а, существует такое 
t =  2s, что р/(со) >  р при всех со, 1 —а >  со >  а.

Если рассмотреть теперь ансамбль $ =  §<, то теорема 5 обеспечивает 
выполнение свойства 4, а теорема б—выполнение свойства 5 для тех х, для 
которых iv(x) =  con, 1 — <х >со >  а. Заметим, что р,(ю) убывает, если со< 1/2 
и со убывает. Поэтому теорема б обеспечивает выполнение свойства 5 и при
1 - c f  

t
<  со <  а. Заметим, что всегда w(Gx) <  ftv(x). Поэтому свойство 5 вы

полнено.
В дальнейшем выбранное t зафиксируем. Можно предположить, что 

t >  12.
Перейдем теперь к проверке свойства 3. Выполнение свойства 3 ансам

бля при малых весах w обеспечит следующая лемма.
Лемма 3. Существует такое со̂  что для любого w <  со ± п и для каждого 

х, iy(x) =  w с вероятностью большей 1—С„ a~w e r 1/2 при достаточно боль
ших п выполнено следующее событие

V = существует не меньше
1
2

wt значений /, для которых р,(х) = 1 .

2
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Для проверки свойства 3 нужно оценить CnPr{Sk(x) <  /}, где w =  w(x). Для 
этого отметим, что если w =  сол, то при со1 <  со <  а имеет место формула

С% < с 3ехр2{пН(со)}, (5.3)

где с3 не зависит от w и п. Из теоремы 5 и формулы (5.3) получаем

Pr (S„(x) <  /} <  ехр2 {п [Н(а>) +  /7(А, р,(со)) +  е4},

где А =  //л, ы — w/n, стремится к 0 при л -*• °о равномерно по со при coj <
<  со <  а.

Лемма 4. Пусть А =  А((со) — наименьший положительный корень урав
нения F(A, со) =  Я(со) +  //(A, pt (со)) =  0. Тогда

1) /ДА, со) <  0 при А <  А((со).

2) А((со) ;> тсо для некоторого т >  1 при со4 <  со <  а.

Доказательство леммы 4 сводится к непосредственной проверке.
Если теперь положить ß =  min (т, f/2), то выполнение свойства 3 сразу 

следует из лемм 3 и 4. Таким образом теорема 3 полностью доказана.

6. Доказательства лемм

Доказательство леммы 1. Пусть задан входной вектор х, и>(х)=и> =  сол. 
Введем для упрощения записи следующие обозначения. Для каждого к 
положим

Ък) =  («!, , I,), Ч№) =  (Чх, • . .  Пи), v(k) =  (и, . .  . , vfc), V,- =  0,1,

у№ =  (Ух, • • У*), уI -  целое число, 0 ^  у, ^  t.

Нужно найти Рг{£к+1 =  11 — v(/l), А7}. Положим
к (1—е')п

А У  =  П Щ, А 7>к=  П Щ.
i — е'п i = k+ 1

Докажем следующую лемму.
Лемма 1а. При заданных е', со4 для любого е5 >  0 существует такое у 

(не зависящее от /), что

I Pr (I*+1 1 V k) =  v<‘>, A y }  -  pt(co) I <  e5 

при всех достаточно больших п равномерно по t, к, (\ — s ’) nl> к }> е ' п ,
1 — СОх >  СО >  СО!-
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Применение формулы полной вероятности показывает, что для дока
зательства леммы 1 а достаточно оценить условную вероятность

Pr{tk+i =  1 1 * 0 )  =&»■••  . aikt) = Zkt) =  pig)

при всех g =  (glf . . gkl).
Пусть át — множество ребер r(j), «оставшихся свободными», т.е- 

множество тех ребер r(j), что / ^  gt для / =  1 kt. Тогда | Sí | =  
(п—к) t, и если Лк — доля отмеченных ребер в át, то из условия Ау̂ к и из 
того, что (1 — е ) п > к >  е'п следует, что

I \  -  Ч  <  у  Iе '-

Пусть Pi(g) = Pr{rjk+l= l \ a ( l ) = g 1, . . . , a(kt) — g k t , А ^ к]. Покажем, 
что при любом g  =  (glf . . ., gkt)

P i  g) -  Cl ЯК 1 -  лку - ‘ <; 1 -  -  , • (5-4)[(n -  к — l ) i ] ! nl

В самом деле, для получения rjk+1 нужно найти число отмеченных ребер среди 
t ребер, выбираемых без возвращения из множества át. Пусть р,(g )  — анало
гичная pi(g) вероятность для выбора с возвращением, и в — вероятность 
того, что при выборе с возвращением хотя бы один элемент из ál будет выбран 
больше одного раза. Тогда pig) <, pig)  (1 — 0), pig) =  С\ Лк ( \ - Л к)*~1 и 
нетрудно показать, что

0 <  1 _  [(я - * ) * ] !
[ ( п - к — 1)1] Irí ‘

Отсюда следует формула (5.4). Поэтому при е'п <  к <  (1 — е')п

Pig) -  С{ 4(1 -  КУ~1 =  о(п) 

равномерно по к. Далее,
//2 //2 1 1

P i s )  =  y p 2 j ( g )  = >’CF4(! -  Ч'- У + Ч») = - k -  4-0 -  2А*у + 0l(n),
y=i 7=о 2 2

где ох(п) -»■ 0 при п —► оо. Выбирая у таким, чтобы правая часть отличалась от 
pt(co) на е5/2 при всех со, 1 — сох >  со >  со1; получаем, что при достаточно 
п выполнено неравенство леммы 1а.

Продолжим доказательство леммы 1. Для каждого yw обозначим 
через D(у(к)) событие

D(y<k>) =  {Y)<k> =  y<k>) .

2*
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По формуле полной вероятности для доказательства леммы 1 достаточно 
оценить

Рг{{*+1= 1|§W =  V<« А*, ЩуЮ)}

для тех векторов yw , которые совместимы с x(íl) и Av<-k, т. е. для которых
i

Vi =  у, (mod 2) и Vi =  2  X/ удовлетворяют неравенству
7=<

íiv - / у г SA,-
tw
п ■ty I

при к^> i е'л. Для таких векторов y(fc) имеем, очевидно,

Рт =  11 S(,í) =  v№>, Av, D(yW) =  Pr =  1 I D(yW), A i ,} .

Лемма l a показывает, что

I Pr {!ft+1 =  1 I D(yW)} -  pt(co) | < e 5 , (5.5)

если y(fc) совместимо c Поэтому нужно оценить

A(yW) =  Pr{gm  =  l|D(y(*)),Avfc}
M £ * + i  =  1 |Р (У №))}

для тех yw , которые совместимы c Av.
Надо доказать, что для каждого у  и каждого ев можно выбрать такое 

f4, что для всех t >  í4 в ансамбле $ =  S* выполнено неравенство

I 1 -  Л(у^) I <  е6

при всех yw , совместимых с А7̂к, и всех достаточно больших п. Обозначим 
Pr{Av>k 11,+1 =  У, D(y(fc))} =  &, У =  0,1. Тогда

A ( y (,í)) <7i

Pr {Av>k I ö(y(A))} 
fli

Pr {£*+1 =  1 I Р(У№))} +  q0 [ 1 -  Рг {£*+1 =  ОI D(y<*>)}

Оценим — q0 Для этого воспользуемся тем, что
//2

=  0} =  U {Vk+i — 2/} ,У=о
II2

{£*+i =  1} =  U 0?*+1 =  2/ 1}
7=1

(5.6)
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и тем, что для любых событий U,  V  и Vi таких, что U Vt =  V имеет место 
формула '

P r { U \ V } =  2 P r { U \ V i } P r { V , \  V } .
i

Получим
ti 2

<h -  Qo =  2  {P*Í' aV ~  P*j- 1 a2;-i) +  Po ao , l=i 
где

Ű2i =  -P/- {»7a+i =  2 /1 l ft+i =  0, D(y<fc>)}; a 2 H 1  =
=  Pr {Vk+i = 2/ -  1 I Ifc+i =  1 - P(yw)>; Р/ =  Pr {Ay>fc I t]k+1 =  /, D(y<*>)}. 

Изучим отдельно величины pi и щ.

Лемма 7б. Для любого набора y(ft) при достаточно больших п имеем
í-i

2  I Р >+1 -  А I <  2.
/=о

Для доказательства леммы 1б положим
~  (1-е') Л  ^  ~  ( 1 - е ' ) л  ~

=  п Щу А>к — П в Г
í=fc+i г=*+1

и определим pi, pi аналогично pt с заменой A^fc на А у>к и Ai,Ä, соответ
ственно. Тогда легко видеть, что

Pi+i ^  Pi; Pi+i Pi •
Кроме того, рассуждения, аналогичные проводимым при доказательстве лем
мы 2, приводят к следующему.

wt ~Если vk^>—  к, то pi -*■ 1 при п —>- оо равномерно по I.

Если vk <, —  k, то Pi ->- 1 при п —*■ оо равномерно по Z.

Далее, поскольку =  A ,̂fc П А^л, то

min (р „  р , )  ^ р , ^ р , р , .

Поэтому лемма 16 сразу следует из указанных выше свойств р(, pi.
Лемма 7В. а; -+ О при t -> оо равномерно по / и п при достаточно боль

ших п.
Доказательство леммы 1в проводится непосредственным вычислением 

нужных вероятностей аналогично тому, как это было сделано в лемме 1а.
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Наконец, воспользуемся следующим тривиальным замечанием. Если 
последовательности pi, at таковы, что 2  [ pí+1 —pt | <  2, щ <  S для всех I, то

i
^  I Pij Q-чj P2j— 1  a2j—1 1 .

Используя это замечание, получаем, что

<h % 0 при /-►<». (5.7)

Далее, ввиду формулы (5.5) и поскольку р((со) возрастает вместе с t, 
существует такая константа с4, что

1 - c 4> P r y { | fc+i = l | ű ( y (fc))} < c 4. (5.8)

Поэтому формулы (5.6), (5.7) и (5.8) дают

11 - ^ ) 1 - О  при t -*■ 00 равномерно по у(,1> (5.9)

для всех y(,i>, совместимых с A ' и всех достаточно больших п. Выбирая t 
достаточно большим, выводим лемму 1 из леммы 1а и неравенства (5.9).

Доказательства леммы 2. Нужно найти р'у=  Рг{Аг'е'} . Напомним, что 
(1-0» (i-о» _  _

А’’-6' =  П Щ- Поэтому5 1 — ру<, 2  Pr [В]}. Событие В- состоит в том,
i=e'n

/1Vt , } 1 wt----- h yt 1 или меньше —- — yt
n 1 n

что в первые i выходов попало больше 

отмеченных отрезков, т. е. число отмеченных ребер среди ребер г(1),. . .  ,r(it)

i.больше (—  +  yt i или меньше (w/ \  -------yt
( n n

Пусть событие Е? состоит в том, что число отмеченных ребер среди

г(1), . . . ,r(it) равно к. Тогда В‘у = U Fi
fc=о

U и Fi
* - (? + « >  '

, и значит

(‘t “ w) í wt
Р г { В[ }=  2  Р г {р П +  2  Pr{F?} =  P i +  P 2.

к=О , [wt ,
k=b r +rt)‘

Далее очевидно, что
Пк r i t - k

Pr {F^} =  wt (п-ищ
CH,

ST — отрицание события T.
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Оценим, например, Рг. Полагая wjn =  со, к/п =  //л =  д, имеем

Рх <  съ ехр2 {nt F,(co, х, ß)} , 

где с5 не зависит от п, t, w, к, i и

gt — хFt(co, х, д) = соН
cot

+  (1 -  со) FI
(1 — со) t H(Q).

Для нужной оценки Рх достаточно показать, что при 1 —со1> ю  >  сох, р >  дп 
и х >  д(со + y)t имеем Ft < А <  О, где Л не зависит от t. Для этого заметим,

и не зависит от t. Аналогично оценивается Р2. Лемма 2 доказана.
Доказательство леммы 3. Без ограничения общности можно, очевидно, 

предположить, что вектор х таков, что хг — х2 =  . . . =  xw =  1, xw+1 = . . .  =  
=  хп =  0. Тогда отмеченными ребрами будут ребра г(1), . . ., r(wt).

Определим случайные величины С,-, 1 / <  wt, на $ следующим об-
i' — П (т. е. ребро г(г) попало в í-сумматорразом. Пусть г =  a(i') и к =

t
27fc). Положим Ci= 1, если ни одно из ребер r(j), / <  г не попало в Ек, Ct= — 1, 
если ровно одно ребро г(/), / <  г попало в Ек и Í í =  0 в остальных случаях.

Wt
Ясно, что ^  С, — число тех г, что v,(x) =  1, и событие V состоит в том, 

‘~wtчто 2 t i >  — .
í=i 2

Лемма 3a. Pr{ tk+1 >  0 1 t x =  vx , . . .  , t k =  vk} >  p ’ =  1 — —  при г ^  wt.
n

Доказательство. Пусть gk — случайная величина равная числу ребер 
г(/),/ '< / ,  попавших в сумматор Ек. Тогда Х(к — Рг {ребро г(г) попало в

Zk I Qk0 =  g(k) Для 1 < , к < п }  =  { á °
t - i + l
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Поэтому 4 !) ;> 4 ‘'\  если gi'* =  0. Но число тех к, что gi0 >  0 не прево
сходит i <, wt и значит 4 °  >  р', если g*0 =  0. Применение формулы полной 
вероятности заканчивает доказательство леммы За.

Лемма З6. Пусть в — случайная величина, принимающая 3 значения: 
— 1,0,1 с вероятностями р_х, р0, рх, соответственно, Ф(г) =  Рг{в >  v}. Тогда

ф * ( к ) ^  С£/4 p f /4(l -  P if '4 .

к
Доказательство. Пусть 5 k =  б,-, где б„ — взаимо независимые слу-

1 = 0

чайные величины, распределенные так же, как в. Тогда

ф * ( к )

и лемма Зб следует из того, что имеет место включение 

больше, чем для Зк/4 числа индексов г, 1

5 к > — \ ^  {б, =  1

Лемма За и Зб позволяют применить теорему 4 (когда А —достоверное 
событие) к случайным величинам Cl t ...,Cwt и свести лемму 3 к оценке 
величины

awCwn Ct
3t Vt

1 - 2 *п
Art

п =  В

при w <  coj п. Положим (о0 таким, что со0 t <  1. Тогда при ж/д <  со0 имеем 

<  2й", Сп <  с6 2 и 1 ------ >  1 — (о0, где с6 — некоторая постоян

ная. Поэтому

log В <  wcy +  пН ж_
п

, t , ж+  ж — log — 
4 п

где с, — некоторая постоянная. Положим со =  — . Тогда
п

log В <  п \сос1 +  Н(со) со —  log со
I 4

Легко проверить, что Я(со) <  2со log со при со <  со„. Поэтому
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Выбирая со1 так, чтобы — log со >  - выполнялось при всех со, 0 <ш  < 0 »!
t —  12

(что возможно, поскольку t >  12) получаем, что при таких со

т. е.

ß  <  2
. w  IV log —

, w
XV log —

Ясно, что найдется такое п0, что 2 “ п <  п 1/2 для всех п >  п0 и
1 <  w <  сод/?. Лемма 3 доказана.

Литература
1. Savage, J .  Е . :  T he co m p lex ity  o f decoders. I ,  I I  IE E E  T ran s . In fo rm . T heory , IT-15,

6 (1969), IT-17, 1 (1971).
2. Savage, J . E . : T he co m p lex ity  o f d e te rm in is tic  source encod ing  w ith  a f id e li ty  c ri

te r io n . P re p r in t, B row n  TJniv. (1971).
3. Кузнецов А . В.: Сложность кодирующих устройств для блоковых линейных кодов.

Труды МФТИ, 1969, стр. 84—91.
4. Питерсон У.: Коды, исправляющие ошибки. М., изд-во «Иностр. лит.» (1962).
5.  Лупанов О. Б.: О синтезе некоторых классов управляющих систем. Сб. «Проблемы

кибернетики», 10 (1963).
6. Возенкрафт Дж. — Рейффен Б.: Последовательное декодирование. М., изд-во

«Иностр. лит.» (1963).

The complexity o f asymptotically optimal code realization 
by constant depth schemes

S. I. GBLFAND, R. L. DOBRTJSHIN 

(Moscow)

S u m m ary
T he co m p lex ity  o f  schem es realizing lin e a r codes w as s tu d ie d . The m a in  re s u lt 

is th e  follow ing. L e t R, ( ) < ! { <  1 be th e  r a te  o f  transm ission , a n d  de.г n  th e  a sy m p to 
tic a l V a rsh a m o v —G ilbert bo u n d  for th e  code d is tance  o f th e  b lo ck  code o f th e  len g th  
n  w ith  r a te  R .  L e t us h av e  a n y  d  <  <7B.r. T h en  th e  schem e Q o f  c o n s ta n t d e p th  can  be 
co n stru c ted , w h ich  realizes a  lin ea r code сЛ,  w ith  r a te  R  an d  code d is tance  g re a te r  th a n  
dn,  w hose co m p lex ity  is n o t  g re a te r  th a n  cpi  log  n  an d  d ep th  is n o t  g rea te r, th a n  c2 log  n. 
H ere  c, an d  c 2 do n o t depend  on  n . S im ilar low er bounds a re  a lso  g iven. These bounds 
show , th a t  i t  is im possible to  receive fu r th e r  essen tia l sim plifica tions o f such schem es.

The u p p e r  bounds, w h ich  a re  m ore  com plica ted , a re  received  by  m e th o d  o f 
ran d o m  schem es. M ore prec ise ly , we c o n s tru c t th e  se t o f schem es an d  define o n  th is  
se t th e  p ro b a b ili ty  a ss ignm en t in  such a  w ay , t h a t  a  schem e fro m  th is  se t sa tisfies th e  
requ ired  co n d itio n  w ith  p ro b a b ili ty  p ,  w hich is g re a t enough a n d  even  n ea r to  1, w hen  
n  is large. F o r  th e  ca lcu la tion  o f  th is  p ro b a b ili ty  we use m e th o d s , sim ilar to  th o se  o f 
con stru c tin g  ran d o m  codes w ith  good p ro p e rtie s .

С. И. Гельфанд, P. Л. Добрушин
Институт проблем передачи информации
СССР, Москва Е-24, Авиамоторная ул. 8а, корп. 2
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УСЛОВНАЯ НАБЛЮДАЕМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

Р. Ф. ГАБАСОВ, Р. М. ЖЕВНЯК, Ф. М. КИРИЛЛОВА, Т. Б. КОПЕЙКИНА
(Минск)

(Поступила в редакцию 3 ноября 1971 г.)

Строится теория наблюдения линейных динамических систем, описываемых 
обыкновенными дифференциальными уравнениями, дифференциальными уравне
ниями с запаздывающим аргументом. Изучается наблюдаемость композитных 
систем. Строится теория наблюдения линейных динамических систем, описываемых 
обыкновенными дифференциальными уравнениями, дифференциальными уравне
ниями с запаздывающим аргументом, изучается наблюдаемость композитных систем.

Введение

Проблема наблюдаемости динамических систем является одной из 
центральных проблем теории автоматического регулирования. Восстановле
ние состояний системы по доступным измерениям выходных координат важно 
при решении многих задач управления объектами. Особенно остро эта проб
лема встала после появления теории оптимальных процессов. Известно, что 
разработанные алгоритмы оптимизации основаны, как правило, на полном 
знании состояния системы, в то время как во многих реальных ситуациях 
имеющаяся информация о состоянии ограничена измерениями небольшого 
числа выходных переменных.

Математическая теория наблюдаемости стала развиваться с 1961 г., 
когда Р. Калман [1] сформулировал и дал решение следующей задачи на
блюдения. Имеется система

\  =  А \ ,  х =  (х1, . . . , х п), (0.1)

где А —л х  л-постоянная матрица, характеризующая динамические свой
ства объекта. Состояние системы х((), t0 <) t <, tx недоступно непосредствен
ному измерению; измеряется лишь m-векторная функция у((), связанная с 
x(t) соотношением:

У(0 =  С х(0, t0 <С t <, tu (0.2)

где С — заданная, постоянная тхл-матрица.
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При каких условиях на известные матрицы А, С по функции1 у((), 
t0 <; t <, можно восстановить вектор х0 =  x(f0). Оказывается, что эта задача 
имеет решение тогда и только тогда, когда2

ранг

С
СА

СЛ"-1

(0.3)

или, как будем писать в дальнейшем, ранг  ̂ j =  п.

В последующих работах теория наблюдения обогатилась новыми взгля
дами, подходами и интерпретациями. Но в опубликованных работах резуль
тат (0.3) по существу не обобщался и не подвергался анализу. Хотя обыкно
венные линейные системы наблюдения можно представить в виде (0.1), (0.2), 
недостаток такого подхода, очевидно, состоит в том, что в данном случае 
приходится существенно повышать размерности матриц А, С, которые уча
ствуют в формулировке критерия (0.3). С другой стороны, сведение любой 
динамической системы к виду (0.1), (0.2) приводит к матрицам А, С больших 
размерностей со специальными структурами, когда многие их элементы явля
ются нулевыми. При таком положении естественна попытка не прибегать к 
преобразованию исходных уравнений к виду (0.1), (0.2), а формулировать ре
зультаты непосредственно в терминах заданных систем.

Данная работа посвящена построению теории наблюдения, учитываю
щей конкретную структуру систем. В отличие от известных результатов, 
здесь не только предельно упрощаются критерии наблюдаемости, но и вы
является физическая сущность явления. Преимущества предлагаемой теории 
особенно заметны при исследовании сложных систем, составленных из многих 
звеньев, когда по небольшому числу измерений требуется восстановить не
которые неизвестные координаты.

В качестве эталона для теории наблюдения линейных динамических 
систем нами взята классическая теория устойчивости движения линейных 
систем. Как известно, последняя полностью сводится к алгебраической задаче 
вычисления корней характеристического уравнения — фундаментального 
понятия теории устойчивости. Элементарность процедуры составления харак

1 Для стационарных систем можно положить t0 =  0, что и будет делаться в даль
нейшем.

2 В [1] и последующих работах вместо матрицы, стоящей слева, рассматривалась 
матрица, ей сопряженная, т. е. условие (0,3) имело вид: ранг (С*, А*С* ,. . . ,  (А*)”- 1 С*) =  п. 
В развиваемой ниже теории форма (0.3) естественнее.
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теристического уравнения непосредственно по дифференциальным уравне
ниям движения без предварительного их решения является основным аргу
ментом, в силу которого эта теория широко используется в приложениях. 
Введение частотных критериев, исходящих из характеристик, доступных 
экспериментальному вычислению и не требующих обязательного знания 
дифференциальных уравнений движения, еще более повысило инженерную 
ценность теории устойчивости линейных систем. В развиваемой ниже теории 
делается попытка перенести отмеченные черты теории устойчивости на проб
лему наблюдаемости.

1. Условная наблюдаемость

Рассмотрим динамический объект, движение которого можно опи
сать дифференциальным уравнением (0.1). Будем считать, что состояния 
х(() на отрезке Т  =  (0, f j ,  tl >  0 недоступны непосредственному наблюде
нию. В распоряжении наблюдателя имеется лишь т-мерная вектор-функция 
у(1), t £ Т, связанная с состоянием х(() объекта соотношением (0.2).

Пусть, далее, интересующие наблюдателя начальные состояния х0 
представимы в виде

x„ =  t f z ,  (1.1)

где Я  —постоянная дхп-матрица, z — п-вектор. При изменении вектора 
z в п-мерном пространстве вектор х0 в силу (1.1) изменяется в некотором 
подпространстве, натянутом на векторы-столбцы матрицы Я. Если Я — не
особая матрица то, очевидно, вектор х0 описывает все л-мерное простран
ство состояний.

Задача. По наблюдениям у(t), 16 Г, порожденным некоторым (неизвест
ным) состоянием х0 вида (1.1), восстановить это начальное состояние.3

Введем определение. Систему (0.1) с начальными состояниями вида
(1.1) и выходом (0.2) назовем условно наблюдаемой, если любое неизвестное 
начальное состояние указанного вида можно восстановить по измерениям 
7(0, t <Е Т.

Учитывая линейность задачи наблюдения (0.1), (0.2), (1.1), ограничимся 
частной математической формулировкой задачи [1], соответствующей рас
сматриваемому случаю.

Будем говорить, что направление4 р =  (рх, . . ., рп) системы (0.1) услов
но наблюдаемо на отрезке Т =  (0, íx] по выходу (0.2), если существует изме-

3 Для упрощения последующих рассуждений будем предполагать, что вся инфор
мация об объекте может обрабатываться несколькими однотипными измерительными 
устройствами, или, что формально то же самое, многократно одним устройством (0.2).

4 В [1] вместо термина «направление» употребляется термин «косостояние».
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римая /л-вектор-функция г(t), t £ Т, такая, что линейный интегральный
ti

оператор J r'(t) у(t) dt восстанавливает значение проекции р 'х 0 для любого 
о

начального состояния х0 вида х0 =  Hz, т. е.

J r '(0 Cx(f) dt =  р'х0. (1.2)
о

Система (0.1), (0.2) называется условно наблюдаемой, если каждое ее 
направление условно наблюдаемо.

Эквивалентность двух определений условной наблюдаемости нетрудно 
получить из [ l i 

no условию задачи решение х(/) можно записать в виде:

x(í) =  F(0 х0, х0 =  Я z.

Здесь F(t) — фундаментальная матрица решений системы (0.1). Под
ставив x(í) в (1.2) получим, что для условной наблюдаемости системы (0.1), 
(0.2) необходимо и достаточно, чтобы для каждого л-вектор а р существовала 
измеримая m-вектор-функция r(í) такая, что

ti
J r  \t)CF(t) Hdt =  р ' Я .
if

Условие разрешимости последней задачи следует из лемм 1,2 (доказа
тельство проводится по схеме [2], стр. 279—282).

Лемма 1. Для того чтобы при каждом п-векторе р существовала изме
римая m-векторная функция г(1) такая, что

to
J r'(0 CF(t) Hdt =  p '/í  , (1.3)

о‘

необходимо и достаточно, чтобы

CF(t)Hg ^  0 (1.4)

для всех ц-векторов g таких, что Hg 0.
Лемма 2. Чтобы для любого я-вектора g, такого, что Нg ^ O , выпол

нялось условие

CF(t) Hg ^  0, /€  (0 ,íj_], Д > 0 ,  (1.5)

необходимо и достаточно, чтобы

Í САкН  ) П К .ранг! 1 =  ранг Н .  (1.о)
{ o ^ / c ^ n - l f
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Теорема 1. Для того чтобы система (0.1), (0.2) была условно наблюдае
мой, необходимо и достаточно, чтобы

ранг САк И
О <, к <, п — 1

ранг Н . (1.7)

Введение понятия «условно наблюдаемые системы» естественно, напри
мер, при изучении объектов, описываемых уравнением

х<‘> +  +  . . .  +  1 X +  А, X =  О, X =  (Х1; . . . ,  Х„), (1.8)

когда по измерениям Y(t) =  Съ X(t), t £ Т, требуется восстановить только 
начальное положение Х0 траектории Х(<). В этом случае, полагая X =  Хх, 
Хх =  Х2, . . ., Ха_! =  X* и вводя обозначение х =  (Х1; . . ., ХД, приходим к 
системе (0.1), (0.2) e r a  х ««-матрицей А :

“  0 , E n o, . . . 0 „ “
0„ o n E n . . . 0 n

0 , O n on E n

_ - A a - Д . - i Да—2 ' '■ - Д г _

где Оп — прямоугольная m х  «-матрица с нулевыми элементами, и 
m х  «a-матрицей С =  (С1; Отп, . . ., Отп). В новых обозначениях задача 
восстановления вектора Х0 эквивалентна задаче условной наблюдаемости с 
««X «-матрицей Н  вида:

И  =
Г Е-

0

о П J

Из критерия (1.7) следует: вектор Х0 =  Х(0) в системе (1.8) можно 
восстановить по измерениям Y(/) =  C1 X(í), t £ Т, тогда и только тогда, когда

ранг САк Н
О <^к пос — 1

ранг Я =  « . (1.9)

Аналогично исследуется условная наблюдаемость систем с инерционным 
измерительным устройством, когда объект описывается уравнением (1.8), а 
выходные переменные Y(0 удовлетворяют дифференциальному уравнению

Y(« +  ß 1Y<^1) +  . . .  + Bp_1Y +  Bp\  = Cl X, Y =  (Y1, . . . ,  Y m).  (1.10)
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В этом случае при переходе к (0.1), (0.2) получаем систему п<х +  mß- 
порядка с выходом у =  Сх, где т х ( п а  +  т/?)-матрица С имеет вид 
(Отп,. . ., Отп, Ет, От, . . ., Оп), Ет стоит на а +  1 месте, a в критерии типа 
(1.9) индекс к будет меняться от 0 до пх +  mß — 1.

Недостатки такого («прямого») подхода к исследованию условной на
блюдаемости систем (1.8) с выходом Y(1), удовлетворяющим уравнению (1.10), 
очевидны. Отметим основные из них: 1) критерий наблюдаемости (1.9) записы
вается не в терминах заданных параметров (матриц А ъ . . ., Аа, Bl t . . ., Bß, CJ, 
а через косвенные параметры А, С, Н, 2) переход от заданных уравнений 
объектов (1.8) и измерительных устройств (1.10) к уравнениям (0.1), (0.2) 
резко повышает размеры матриц, подлежащих рассмотрению, что усложняет 
проверку критерия (1.9). Поэтому цель последующих рассмотрений состоит в 
том, чтобы обосновать новый подход к изучению наблюдения сложных систем, 
при котором можно избежать отмеченных недостатков. Главным в предлагае
мом подходе является понятие определяющего уравнения системы.

2. Определяющее уравнение системы наблюдения

Прежде всего заметим, что критерий (1.7) можно записать в виде

ранг Y kH
о <; к <, п —

ранг Н , ( 2. 1)

где Yk — последовательность тхл-матриц, вычисленных по рекуррент
ным соотношениям:

X к+ 1 =  ЛХ„ Г , =  СХк, Х0 =  Еп . (2.2)

Форма записи (2.1) критерия (1.7) в некотором смысле предпочтительнее 
старой, так как соотношения (2.2), по которым строится критерий (2.1), не
посредственно связаны с уравнением объекта (0.1), уравнением измеритель
ного устройства (0.2) и подпространством начальных состояний. Первые два 
уравнения в (2.2) получены, очевидно, из (0.1), (0.2) с помощью элементарно
го правила (соответствия):

х — Х к> х -  X ft+1, у -+ Y k , (2.3)

(.Х к— пхл-матрица, Y k — шхл-матрица).

Чтобы еще более упростить формулировку критериев условной наблю
даемости и приблизить их к исходным уравнениям задачи наблюдения, 
условимся в дальнейшем уравнения движения (0.1) записывать в виде

х =  Лх +  z(0, г(Í) =  х0 <5(í), (2.4)
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где <5(/)—ő-функция Дирака, и считать х(—О) =  О. Понятно, что п р и / ^ + О  
решения системы (0.1) с х(0) =  х0 и системы (2.4) с х(— О) =  О совпадают. 
Форма записи (2.4) с использованием ő-функции и ее производных довольно 
распространена в операционном исчислении.

Дополним соответствие (2.3) новым, положив

z(/) -*■ Zk (Zk - n x n - матрица). (2.5)

Тогда из (2.4), (0.2) получаются рекуррентные соотношения:

X k+1 = A X k +  Z k, Yk = СХк, (2.6)

При исследовании условной наблюдаемости обыкновенных динами
ческих систем зададим раз и навсегда начальные условия для соотношений
(2.6) в следующем виде:

Х к = Оп, к <  0; Y k =  Omm k ^ ß ,  Zk =  0„, к ф  -  1, Z_1 =  En. (2.7)

Здесь ß — порядок собственного оператора измерительного устройства 
(для (0.2) ß =  0). Нетрудно подсчитать, что последовательность Ykí к =  
=  0, 1, . .  . ,  п  — 1, участвующая в критерии (2.1), есть решение уравнений
(2.6) с начальными условиями (2.7).

Рекуррентные уравнения (2.6) назовем определяющим уравнением 
системы наблюдения (0.1), (0.2).

Как покажут дальнейшие исследования, определяющее уравнение иг
рает в задаче условной наблюдаемости такую же роль, как характеристи
ческое уравнение в теории устойчивости системы (0.1). Уже в операционном 
правиле (2.3) составления определяющего уравнения можно усмотреть 
аналогию с известным правилом составления характеристического уравнения 
det IЯ Е п — А I =  0, когда полагают:

х — Еп, х — Я£„. (2.8)

Как известно, соответствие (2.8) легко расширяется: x(í) Z Еп, после чего 
характеристическое уравнение для систем с собственным оператором общего 
вида (1.8) принимает форму

det ] Яа Еп -f- А± Я“ 1 -f- . . . - ( -  Ах-к Я -)- А х | =  0.

Аналогично можно расширить соответствие (2.3), (2.5). Но предвари
тельно условимся о некоторых обозначениях. Через х будем всегда обозна
чать выход объекта наблюдения (для (0.1) вектор выходных координат сов
падает с вектором состояния), под символом у будем понимать вектор выход
ных координат измерительного устройства. Далее, будем считать (если не

з
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оговаривается другое), что восстановлению подлежат начальные значения х0 
вектора (х0, х0, . . х<*_1)).

При таких предположениях дифференциальное уравнение движения 
объекта

х<а> +  Ах х<а- а) +  . . .  +  Д _ !  х +  Аа х =  0 (2.9)

с начальными условиями: х0 =  Hz, х0 =  0 , . . . ,  Хоа_1) =  0, можно записать в 
виде

х<*> +  Aj х<—*> +  . . .  +  х +  А, х =  z(0(*_1) +  A  z(0(a_2) +  . . .  +  A,_Xt) ,  

или, с помощью оператора

Dx~i(p) =  Ера~' +  А г +  . . .  +  j р +  Ла_,-, р — d/dt, (2.10) 

в более компактной форме

D.(p)x =  D._1(p)z( Í). (2.11)

(при этом считается, что объект до момента t =  0 находился в покое).
Расширение правила (2.3), (2.5), о котором шла речь выше, осуществим 

по схеме
X® -  */<+/> У(0 -  П +i > z(0(0 -  Zk+i. (2.12)

Это позволяет для объекта (2.9) с измерительным устройством (0.2) записать 
соотношения:

Х к+а Т Аг Х к+Л_1 +  . . . +  A*—iXk+1 +  АлХ к — Zk+a_k -Т
■^1^л+«-2 +  (2.13)

Ffc =  CX и,

которые будем называть определяющим уравнением системы наблюдения 
(2.9), (0.2).

Запись уравнения (2.13) упрощается, если по аналогии с (2.10) ввести 
оператор А:

A1 Zk =  Zk+i, Al X k =  X k+i.

Тогда (2.13) принимает вид

Da(A) Х к =  D ^ ( A )  Zk, Yk =  СХк, 

получаемый из (2.11) простой заменой р А.
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При изучении систем наблюдения с инерционным измерительным 
устройством будем предполагать, что до начала наблюдения устройство на
ходилось в покое, т. е. у(,)(— 0) =  0, / == 0, 1, . . ., ß — 1. Собственный опе
ратор измерительного устройства обозначим через N ß(p) =  Epß +  в у - 1 +  
+  Bß-Xp +  Bß. Для оператора воздействий измерительного устройства (от 
объекта наблюдения) введем обозначение М,,(р) =  С0ру -\- Сг ру_1 +  . . .  +

By—1 р -j- Су.
При этих предположениях уравнение N ß(p) у =  М у(р) х полностью 

описывает поведение инерционного измерительного устройства. Объединяя 
это уравнение с (2.11), получим общее уравнение обыкновенной системы 
наблюдения:

Щ р) х =  Da_!(p) z(í), N ß(p) у =  М у(р) х .

Ей соответствует следующее определяющее уравнение:

(2.14)

Напомним, что начальные условия для определяющего уравнения 
(2.14) имеют вид (2.7).

Остальная часть данной работы, относящаяся к обыкновенным дина
мическим системам, посвящена доказательству критерия условной наблюдае
мости

ранг ранг Н . (2.15)

Это необходимое и достаточное условие наблюдаемости (условной) 
будет доказано для различных систем, встречающихся в приложениях. Рас
сматриваемые случаи отличаются друг от друга лишь тем, чему равны числа 
т и s в (2.15) (s — максимальное число линейно независимых компонент Ук, 
которые можно получить из определяющего уравнения, т — номер первой 
ненулевой компоненты последовательности Y k).

3. Условная наблюдаемость объектов с собственным оператором общего
вида

Рассмотрим задачу наблюдения объекта

Da(p) х =  ДЩ /?) z(í), (3.1)

когда измерительное устройство описывается уравнением

У =  Сх . (3.2)

з*
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В соответствии с соглашениями, принятыми в 2, требуется по измере
ниям у(í), t £ T  восстановить начальное значение х0 вектора x(t), причем из
вестно, что вектор х0 может иметь вид х0 =  Иг.

Теорема 2. Для того, чтобы объект (3.1) с измерительным устройством
(3.2) был условно наблюдаем, необходимо и достаточно, чтобы

paHr\ n ^ , Ŷ H J =  ранг Я . (3.3)I 0 <  к <£ На — 1 J

Здесь Yk — решение определяющего уравнения системы наблюдения (3.1),
(3.2) :

DM1) **  =  D ^ ( A )  Z k, Y k = CXx. (3.4)

Как видно из (3.3), сформулированный критерий явно записывается 
через заданные параметры системы (3.1), (3.2) и оперирует с исходными мат
рицами. Доказательство этого факта сводится к проверке тождественности 
условий (3.3) и

ранг =  ранг Н .

Введем в рассмотрение na-вектор X =  (х1, . . . ,  ха), т х ла-матрицу 
С =  (С, Отп, . . ., Отп) и п<хХпа-матрицу А, п х Х п -матрицуН:

Лемма 3. Для любого к^> 0  справедливо равенство

(3.5)

где Xi, i =  к, . . .  ,к +  а — 1 — решение5 определяющего уравнения (3.4).

5 В действительности Х к — компонента решения (Хк, Yk) уравнения (3.4). Подоб
ная условность встречается и в других местах, но в каждом случае ясно, о чем идет речь.
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Доказательство проведем методом математической индукции. При 
к =  О равенство (3.5) справедливо, ибо, как следует из (3.4), Х 0 =  Еп, X; =  
=  0тп, I =  1 , . . . ,  а — 1. Пусть (3.5) выполняется для к =  у. Докажем, что 
оно справедливо и для к =  у +  1. Имеем

А У+1Н = А(АуН ) = X

Из (3.4) следует, что

АхХуН Х у+1Н . . .  Аг Х 7+а_х Н =  Х 7+а Н ,

поскольку все Z, =  0„, i  =  у, у +  1 , . . . ,  у +  а — 1. Утверждение (3.5) дока
зано.

Теперь докажем теорему 2. Полагая х =  х1, хх =  х2, . . . ,  ха_! =  ха, 
перейдем от уравнения (3.1) к эквивалентной системе:

^1 =  *2> ^ 2  =  Х3, • • • , ^ а —1 =  Ха ,

К  =  — А х  хх — Д ,_ !  х2 — . . .  — А 2 ха_! —  А г х х .

Применив введенные выше обозначения, получим уравнения:

X  =  Ä X ,  Y  =  СХ ,

для которых критерий условной наблюдаемости имеет вид

ранг I САкН
I о <; к <, not. —

ранг Н . (3 .6 )

Докажем тождественность условий (3.3) и (3.6), т. е. покажем, что 
YkH =  С А кН.
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Действительно из (3.4) следует, что YkH =  СХкН, а

=  с х кн .САкН = (С,Отп, . . .  ,Отп) 

Теорема 2 доказана.

Х кН
Х к+1Н

**+.-1 Н

4. Системы наблюдения с инерционным измерительным 
устройством

Рассмотрим сначала простейший случай:
1. Объект наблюдения описывается уравнением

х =  Дх +  z(0 ,
а измерительное устройство

X ß(p) у =  Сх.

Определяющее уравнение такой системы имеет вид: 

Х к+1 = А Х к +  Zk> Nß(A) Y k =  CXfc.

Критерий условной наблюдаемости:

2. В качестве следующего шага рассмотрим систему, объект наблюдения 
которой имеет собственный оператор общего вида

D Á P )  х =  z (0 , N ß ( p )  у =  С х.

Определяющее уравнение такой системы:

D X( A )  Х к =  D ^ { A )  Zk, N ß ( A )  Yk =  CXk .

Система (4.1) условно наблюдаема тогда и только тогда, когда

Y кН
ß <; к пх  +  mß - 1

ранг ранг Н .

(4.1)

(4.2)

(4.3)

3. Не вызывает принципиальных затруднений и рассмотрение общего 
случая (рис. 1):

Da(p) х =  D ^ i p )  z(0, Nß{p) у =  My(p) х . (4.4)
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Для того чтобы задача условной наблюдаемости имела решение в общем 
случае (4.4), необходимо и достаточно, чтобы

ранг Y кН
ß <; к <, пос +  mß — 1

=  ранг Н . (4.5)

Здесь Yk — решение определяющего уравнения:

Dx(A)Xk =  Dx_1(A)Zk, Nß(A) Y k =  Му(А) Х к . (4.6)

Доказательства утверждений этого пункта строятся по схеме доказа
тельств утверждений из 3.

5. Наблюдаемость объектов, содержащих запаздывание

Изучение систем наблюдения с последействием начнем с простейшего 
случая, когда объект наблюдения описывается дифференциальным уравне
нием с запаздывающим аргументом вида

х(/) =  A\(t) +  A 1x(t — ft). (5.1)

Здесь х =  (х1; . . ., хп) — «-вектор, А, А г — постоянные п X л-матрицы, 
h — постоянное число — запаздывание, h 0.

Движение x(í), t ]> 0, будет однозначно определенным в силу (5.1), 
если заданы начальные условия

х(0 = х0, г =  О
99(0, - h < , t <  0.

(5.2)

В отличие от случая обыкновенных динамических систем начальные 
условия для системы (5.1) задаются начальным вектором х0 и начальной 
кусочно-непрерывной функцией cp(í), —/2 ^  í <  0. В соответствии с этим при 
изучении задачи наблюдения для (5.1) можно различать два случая: в первом 
— задача состоит в восстановлении начального вектора х0 или его ком
понент, во втором случае нужно восстановить как х0, так и функцию 
<p(t), — ft <; t <  0. Ниже изучается лишь первый случай.

Для начала ограничимся простейшим измерительным устройством, 
описываемым соотношением

у(/) =  Сх(0, (5.3)
где у =  (у,, . . . , у т) — m-вектор выходных переменных измерительного 
устройства, С — постоянная т х  «-матрица.

Задача. По измерениям у(1), и известной начальной функции
<p(f) =  0, — ft <; t <  0, вычислить начальный вектор х0 вида:

х0 =  Hz , (5.4)
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где Н — постоянная п х  п-матрица с рангом I <, п ,  г — произвольный 
л-вектор.

Системы наблюдения с объектом наблюдения (5.1) и измерительным 
устройством (5.3) назовем условно наблюдаемыми, если для них при некото
ром (, <  оо разрешима сформулированная задача.

Пре: :де всего заменим уравнение (5.1) с начальным условием (5.2), где 
х0 имеет ьлд (5.4), уравнением

х(/) =  Ах(0 +  А г x(í -  Л) +  z(0, z(í) =  Xg <5(0, (5.5)

с начальным условием
х(0 =  0, — Л ^ / ^ 0 .

Определяющим уравнением системы наблюдения (5.5), (5.3), (5.4) назо
вем рекуррентные соотношения

Х ,+1(0 =  A X k(t) + A M t  -  h) +  Zk(t), Y  k(t) =  CXk(t), (5.6) 

с начальными условиями

X k(t) =  0„, K*(0 =  0mn, к C  0 или t <, 0; +  (ft +  1) ft) =  0„,

Л =  0, 1, ZA(0 =  0„, * « £ - 1 ;  Z_1(i) =  E„. (5.7)

Нетрудно видеть, что определяющее уравнение (5.6) получено из (5.5) и
(5.3) с помощью соответствия

х<О( 0  -* Х Л+,(0 , у(0(0 -  w o  • (5-8)

В отличие от обыкновенных систем здесь Хл(/), X/<(f), Zk(t) — функции от 
двух аргументов, что отражает различие между обыкновенными диффе
ренциальными уравнениями и и дифференциальными уравнениями с запаз
дывающим аргументом. Напомним, что размерности X k(t), Yk(t), Zk(t) таковы: 
X k(t) -  п хи-матрица, Yk(t) — inx п-матрица, Zk(t) — и х  п-матрица.

Рассмотрим решение уравнения (5.6) с начальными условиями при 
/с 1> 0, t  ;> 0. В первом квадранте линейно независимыми будут лишь эле
менты, лежащие в ограниченной окрестности начала координат плоскости 
{к, t}. Подсчитывать Yk(t) следует лишь в узлах решетки с параметрами 1 и h по 
оси к nt,  так как в остальных точках плоскости Yk(t) =  Отп. Поэтому введем 
следующее обозначение: Yk(l) =  Yk(f)\t=ih, где I =  0, 1, . . ., к — 1.

Определяющее уравнение назовем невырожденным, если ранг по
следовательности Yk Н, к^>0,  построенной в колонку, равен рангу Н.

Как следует из [3], для проверки невырожденности уравнения (5.6) 
достаточно вычислить Yk(l) при 1 =  0, \ , . . . , к — 1; к =  0, 1 , . . . , и — 1.
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Аналогичные определения сохраним и при исследовании других систем 
наблюдения. Соответствие (5.8) и начальные условия (5.7) всюду остаются 
одинаковыми. Каждый новый случай будет отличаться от других лишь мно
жеством узлов, лежащих на плоскости {k,t} на которых сосредоточены 
линейно независимые элементы Yk(t). Явное указание этого множества в 
каждом конкретном случае может упростить вычисления, но не влияет на 
общее определение невырожденности определяющего уравнения.

Введенные понятия позволяют следующим образом сформулировать 
общий результат: система условно наблюдаема тогда и только тогда, когда ее 
определяющее уравнение невырождено.

Докажем это утверждение для системы наблюдения (5.1), (5.3), (5.4) 
Решение х(1) уравнения (5.1) имеет вид [4]

х(/) =  F(t, 0) х0 +  J  F(t,s +  h ) A 1 <p(s) ds , (5.9)
- h

где F(t, s) — пхп-матрица, являющаяся решением уравнения

^ M  =  - F ( í , s ) A - F ( f , s  +  /OA;  F ( s , s ) = E n, F(t, s) =  0, s > t .  (5.10) 
ds

Поэтому измеряемый сигнал у(í), 0 <[ t tx равен

У(0 =  CF(t, 0 )х0 +  С /  F(t, s + h)A1 cp(s) ds. (5.11)
-h

Направление p — (px, . . ., pn) назовем условно наблюдаемым, если 
найдутся суммируемая с квадратом функция w(t), 0 < , t< , t1 и п-мерная 
функция w(s), — h <, s <  0, такие что

и о
Í w'(0 у(0 dt +  J  to'(s)cp(s)rfs =  p'x0, (5.12)
b - h

для всех х0 =  Hz.
Если все л-мерные направления р являются условно наблюдаемыми, то 

систему (5.1), (5.3), (5.4) назовем условно наблюдаемой.
Можно доказать эквивалентность данного определения с введенным 

ранее.
Физический смысл равенства (5.12) состоит в следующем. Ищутся такие 

линейные операции, порожденные функциями w(/) и co(s), которые, будучи 
примененными к известным (по условию задачи) функциям у(f), 0 <; t <  tlt и 
<p(s),—h <, s <  0, восстанавливали бы значения проекции любого вектора х0 
на заданное направление р.
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Подставив (5.11) в (5.12) получим
ti t\ о

;  w'(f) CF(t, 0) х0 dt +  j  w'(0 C J  F(i, s + h)A1 cp(s) ds dt +
o 0 - h

0
+  J  {ji'(s)q>(s)ds =  p'x0. (5.13)

- h

Это равенство при всех х0 =  Hz и любых кусочно-непрерывных функ
циях cp(s), — h <, s <  0 имеет место тогда и только тогда, когда

ti
J w'(0 CF(t, 0 )H d t  =  f ' H ,  (5.14)
О

и
J  у/'(f) CF(t, s + h) Axdt =  — co'(s), — h < , s <  0. (5.15)
b

Поскольку операция to(s) однозначно находится из последнего равен
ства при известной w(í), то задача наблюдения сводится к  разрешимости от
носительно w(?) уравнения (5.14). Подобная задача в связи с другой проблемой 
решена в [2, 3]. Очевидно обобщение техники [2, 3] приводит к следующему 
необходимому и достаточному условию разрешимости уравнения (5.14)

где

ранг
CQk(l)H 

0 < , к < п  — 1 
О <̂  / <[ & — 1

ранг Н ,

Qft+iíO Q . О М +  <?*(/- / О Л ;  Qo(0) =  En, 1^>0, к =  1,2,. .  - ,Qk( — Л) =  Оп.
Нетрудно поверить, что решение Y k(t) определяющего уравнения (5.6) 

совпадает с Qk(t) в точках определения последнего, в остальных точках 
Yk(t) = Отп.

Теорема 3. Система (5.1), (5.3), (5.4) условно наблюдаема на отрезке 
[0,4] тогда и только тогда, когда определяющее уравнение (5.6) невырожде
но, т. е.

ранг
Y а( 0  Н

О < . к < п -  1 
о <[ / <М — 1

ранг Н .

Этот результат без принципиальных изменений переносится на задачу 
наблюдения объектов со многими запаздываниями

х(0 =  Лх(0 +  A 1x ( t - h 1) +  . . .  +  л а х(/ -  hx) +  z ( 0 . (5.16^

Здесь hj, i =  1, 2, . .  ., а — постоянные неотрицательные числа.
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Определяющее уравнение для системы наблюдения, состоящей из (5.16),
(5.3), (5.4), имеет вид

при начальных условиях (5.7).
Для проверки невырожденности уравнения (5.17) достаточно вычислить 

Yk(t) при к =  0, 1, . . ., п —  1; 0 <; t <, (/с — 1) h, h =  max (hlt . . ., h%).
Замечание. Исследование систем, содержащих запаздывание как в 

системе, так и в измерительном устройстве, проводится аналогично.
Дальнейшее обобщение системы наблюдения по линии введения общих 

дифференциальных операторов в объект наблюдения и измерительное устрой
ство не сказывается на справедливости общего критерия наблюдаемости 
(теорема 3), а меняет лишь множество узлов, на которых достаточно вычис
лить Yk(t).

Цель настоящего параграфа указать экспериментальный способ провер
ки системы на наблюдаемость. При этом опять будем следовать теории устой
чивости. Как известно [5], при исследовании устойчивости не обязательно 
знать дифференциальное уравнение движения. Частотные критерии осно
ваны на характеристиках, доступных непосредственному измерению на 
объекте. Такой способ тесно связан с физической интерпретацией характе
ристического полинома системы, по которой его модуль и аргумент характе
ризуют величину изменения модуля и амплитуды гармонического сигнала 
при прохождении его через объект.

Пусть имеется система наблюдения (5.1), (5.3), (5.4). Выпишем выход 
у(/, к +  1, /) в момент t измерительного устройства, соответствующий вход
ному сигналу объекта и(/, к +  1, г) вида

где е — г-тый столбец матрицы Еп, H(k+1\t)  — (к +  1)-ая производная единич
ной функции (функции Хевисайда) [5]. Иначе говоря, решим следующую 
систему уравнений

X k+1(t) =  A X k(t) +  Ах X k(t /Ц) +  . . . + А .  X k(t -  К) +  Zk(t) , (5.17)

Y k(t) =  CXk(t),

6. Физический смысл определяющего уравнения

u( t , k +  1, г) =  е‘Н«+«(/), к =  0,1, , ( 6 . 1)

х(/) =  Ax(í) +  Ах х(/ — h) +  е'’ H^k+1\t),  у(/) =  Сх(/),
0, í <  О
1, t >  0.т  = ( 6 .2)



234 ГАБАСОВ и  д р .: У С Л О В Н А Я  Н А БЛ Ю Д А ЕМ О С Т Ь

Под решением будем понимать кусочно-аналитическую функцию со 
скачками, вызванными действием импульсов е' H(k+1\t).  Хотя последующие 
вычисления допускают строгое обоснование, ограничимся формальной сторо
ной вопроса.

Рассмотрим первое уравнение системы (6.2) как неоднородное. Получим 
о t

х(0 =  F(t, О) х0 +  J /•(/, s +  h) Ахф (s) ds +  J F(t,'s) e1' FFk+i\ s ) d s . (6.3)
—л о

Решение однородной части уравнения (6.2) обозначим через х°(/): 

х°(0 =  F(t, 0) х0 +  J F(t, s +  h)Aг Ф(s) d s .
—h

Тогда равенство (б.З) примет вид
/

x(f) =  х°(0 +  J  F(t, s) е1' H « +1\s)  d s . (6.4)
ö

В силу свойств (5.10), функция F(t, s) =  0, если s >  t. Тогда равенство
(6.4) можно переписать следующим образом

х(0 = х°(0 + J F(t, s) ef H<k+1\s) d s .
О

Подинтегральное выражение в правой части можно рассматривать как 
к-тую производную от обобщенной á-функции. Согласно правилу дифференци
рования обобщенных функций [б], имеем из последнего равенства

х(/) = х°(/) + (—!)* 8 kF(t, s)
Э sk

е' к =  1, 2, . . . (6.5)
s=0

Покажем, что имеет место соотношение

= ( -  1)* J  ̂  s + /А) XÄ+1(s + /А). (6.6)
у=о

Действительно, пусть к =  1. Из уравнения (5.10) имеем

=  ( -  1) №  s) А +  F(t, s +  Л) АД =  ( -  1) 2  s +  /Л) ̂  +  /Л). 
8s Р )

Предположим, что выполнено равенство 

8р F(t s') р
— =  ( -  0 ^  ^  5 +  /А) *P+i(s +  /Л) •у=о

(6.7)
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В силу соглашения X p+l(jh) =  X p+1(j) =  Xp+1(s +  jh) |s_0 и члены 
X p(s +  jh) — суть постоянные матрицы.

Пусть s =и= jh, j =  О, 1 продифференцируем равенство (6.7).
Имеем

dp+1F(t, s) _  , I у, dF(t, s +  jh) . . . _
0 S p + l  '  1}  £  3 S  X ^ S +  I » > -

=  ( - i r ' Í ' f ( M  +  /ft) * ,+,(s + /ft).
7=0

Таким образом, равенство (6.6) установлено по индукции. Из соотношений
(6.5), (6.6) получим

х(0 =  х°(0 +  2  HU №  x k+1(jh) es  к =  1 , 2 , . . .  .
У=о

В силу (6.2) имеем

у(/, /с, 0  =  Сх°(0 +  2  CF(t, т  x k+1(jh) е-.
У=о

По определению функция F(í, s) непрерывна всюду, кроме точек s =  t, 
где F(t +  0, /) — F(t — 0, t) — Еп. Поэтому скачок функции у(t, к, i) в точке 
t =  qh равен

y{qh +  0, к,  /) -  у {qh - 0, к, i) =  CXk+1(qh) е1' =  Y k+1(q) q =  1 , 2 , . . .  .

Это дает г-тый столбец матрицы Yk+1(q) — решения определяющего уравнения.
Таким образом, z'-тый столбец т X «-матрицы Yk+1(q) — решения 

определяющего уравнения (5.6) представляет собой скачок в момент t =  qh 
решения у(7) уравнения (5.3), который порожден (к +  1)-ой производной Н- 
функции (6.1), поданной в момент t — 0 на выход г'-того уравнения системы
(5.1).

7. Наблюдаемость композитных систем

Реальные динамические системы и измерительные устройства, как пра
вило, являются композитными, т. е. составленными по определенным пра
вилам из простых стандартных звеньев. Поэтому часто динамические системы 
задаются структурной схемой, показывающей элементы системы и способ их 
соединения. Распространенными способами являются: 1) последовательное,
2) параллельное, 3) соединение в обратную связь. Комбинированное приме
нение этих способов к простейшим звеньям и целым комплексам приводит к 
системам с довольно сложной структурной схемой. Конечно, всю систему в 
целом можно изобразить в виде одного звена с соответствующим оператором.
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Можно также, вводя надлежащим образом дополнительные переменные, 
уравнение движения записать в нормальной форме (0.1) или (5.1). Иногда 
такой путь целесообразен. Но во многих случаях, например, в теории устой
чивости, он неестественен. Рассмотрение систем в первонально заданном виде 
зачастую помогает более ясному и понятному решению задачи. С этой целью в 
теории устойчивости разработаны специальные способы составления харак
теристических уравнений непосредственно по структурной схеме системы. 
В данном пункте аналогичные правила указываются для задачи наблюдения.

Рассмотрим в отдельности каждый из упомянутых выше способов со
единения, причем ограничимся лишь соединениями двух звеньев и случаем, 
когда звенья описываются простейшими уравнениями.

1. Последовательное соединение объектов наблюдения.
В соответствии со схемой, приведенной на рис. 1, уравнение объекта 

наблюдения имеет вид

x = Ax  + z(0, w = A .w  +  Щ , z(0 =  xoó(0,
X = ( * ! ,  . . .  , x n)  w  =  ( w 1, . . .  , w „ ) ,  

уравнение измерительного устройства

У =  Cw, у =  (у1; . . .  ,ут), С - т х п-матрица. (7.2)

По данному у(/), 0 <  t <, tk требуется восстановить начальное состоя
ние х0 =  Hz.

Следуя правилу (5.6), составим определяющее уравнение

X fc+1 =  А Х к + Z k, W k+1 =  A ,W k +  Х к, Yk =  CWk , 7. 3)

и к начальным условиям (5.7) присоединим W k =  0„, к <  0.
Система (7.1), (7.2), (5.4) условно наблюдаема в том и только в том случае, 

когда определяющее уравнение (7.3) невырожденно, т. е.

Í УкН
РаНГ 0 < f c < 2  =  р а н г  Я .  ( 7 . 4 )

Схема вычисления Yk изображена схематично на рис. 2, где исследован 
оператор А : А Х к =  Х к+к.

Сравнение двух рисунков (рис. 1 и рис. 2) показывает, что они элемен
тарно получаются друг из друга.

Рис. 1 Рис. 2
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2. Параллельное соединение объектов наблюдения (рис. 3).

Рис. 3

Соответствующее уравнение системы наблюдения имеет вид

х =  А х  + i(t), W =  Ay w +  z(/), у =  C(x +  w ) . (7.5)

Применение правила (5.6) приводит к определяющему уравнению 

Х к+1 = А Х к +  Z k, Wk+1 =  Л, W к +  Zk, Y k =  С(Хк +  Wk) , (7.6)

структурной схемой, изображенной на рис. 4, причем Wk =  0п, к <, 0.

Рис. 4

Критерий условной наблюдаемости системы (7.5), (5.4):

I У к Н  1 ранг I 1 =  ранг Н .
[ 0 ^  к <, 2п — 1J

3. Соединение объектов наблюдения в обратную связь (рис. 5).

Рис. 5

Система наблюдения описывается уравнением
х =  Ах  +  г (i) +  w, w =  A 1 w -f х, у =  С х. (7.7)

Ей соответствует определяющее уравнение

=  А Х  к +  Z k + W к, Wk+1 =  Л  W k +  Х к, У к =  СХк , (7.8)
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со структурной схемой, изображенной на рис. 6. Здесь тоже Wи =  0, к <, 0.

Г  L_iLI

I___
Рис. 6

Необходимое и достаточное условие условной наблюдаемости системы 
(7.7), (5.4):

ранг

т. е. определяющее уравнение (7.8) должно быть невырожденным.
Исследование систем наблюдения, в которых составными являются не 

объекты наблюдения, а измерительные устройства, проводится аналогично.
В ы в о д .  Таким образом с помощью понятия определяющего уравне

ния установлен единый критерий наблюдаемости динамических систем. Выяс
нен физический смысл определяющего уравнения.
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Conditional observability of linear systems
В. F. GABASOV, В. M. ZHEVMAK, F. M. KIB3XLOVA, T. В. КОРЕ1КША 

(Minsk)

S um m ary

The th e o ry  o f  obse rv a tio n  o f  linear d y n am ic  system s, described  b y  o rd in a ry  
d ifferen tia l e q u a tio n s  were co n s tru c te d . C onditional o bservab ility  o f  sy s tem s w ith  genera l 
p ro p e r d ifferencia l opera to r, w ith  g en e ra l in p u t d iffe ren tia l o p e ra to r o f  m easu ring  device, 
o bserva tiona l sy s te m  w ith  in e r tia l m easuring  dev ice  w ere considered . T he in v es tig a tio n  
o f  observation  sy s tem s w ith  tim e -lag s  b o th  in  obse rv a tio n  o b je c t a n d  in  m easu ring  
device w ere c a rr ied  o u t on th e  b a s is  o f  a  new  co n cep t o f d e te rm in in g  equa tion , w hich 
p lays th e  sam e ro le  in  the o p tim a l con tro l p rob lem  as th e  c h a rac te ris tic  eq ua tion  in  th e  
th e o ry  o f s ta b il i ty . The co ncep t o f  no n d eg en era tiv e  de te rm in ing  e q u a tio n  w as in t ro 
duced  and  i t  w as proved  th a t  th e  sy s tem  is re la tiv e ly  observab le  i f  th e  d e te rm in ing  
eq u a tio n  is no n d eg en era te . P h y s ic a l m eaning  o f  th e  determ in ing  e q u a tio n  w as cleared  
u p  and  co n d itio n a l o b serv ab ility  o f  com posite sy s te m  deduced.
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БИНОИДНЫЕ ПОМЕХОУСТОЙЧИВЫЕ КОДЫ

С. И. САМОЙЛЕНКО
(Москва)

(Поступила г  редакцию 22 января 1971 г.)

Вводится определение биноидов, используемых в качестве математического 
аппарата для построения помехоустойчивых кодов. Рассматриваются методы 
построения биноидных кодов, корректирующих пакетные и независимые ошибки, 
пригодные для кодирования как дискретных, так и аналоговых сообщений.

1. Введение

Подавляющее большинство известных помехоустойчивых кодов бази
руется на математическом аппарате теории конечных полей [1, 2]. Этот ма
тематический аппарат является мощным средством для построения коррек
тирующих кодов, однако ограничения, которым должны удовлетворять ко
дируемые сообщения и используемые операции, являются достаточно силь
ными и ограничивают применение помехоустойчивого кодирования в не
которых специфичных условиях. Примерами таких условий являются: 
передача информации между ЭВМ или между ЭВМ и внешним ЗУ при алго
ритмической реализации процедур кодирования и декодирования, передача 
аналоговых сообщений, передача дискретных сообщений с основанием, не 
равным степени простого числа, и др.

В связи с этим было бы желательным найти методы построения кодов и 
указать процедуры кодирования и декодирования для кодов с менее жестки
ми ограничениями на кодируемые элементы и используемые при кодировании 
операции.

В настоящей работе для построения кодов используется математичес
кий аппарат, названный биноидами.Он позволяет существенно ослабить тре
бования к кодируемым элементам и используемым операциям.

На базе введенного аппарата указываются некоторые методы построе
ния кодов, корректирующих пакетные и независимые ошибки.

4
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2. Определение биноида

Пусть А есть множество элементов а, и М  — множество операторов т. 
Пусть © — аддитивная операция, определенная над элементами из А, и ® — 
мультипликативная операция, определенная между элементами А и М.  Тогда 
можно ввести определение биноида.

Пара множеств <А, М )  с операциями © и ® является биноидом, если 
выполняются следующие аксиомы:

В1. Замкнутость множества А  по аддитивной операции

(\/а,)(Уау)[а ,-ф а ; £А] .

В2. Ассоциативный закон для аддитивной операции

(V fl,) (V fly) (V fl*) [(fl, ©  ay) ©  ak =  a, ©  (aj  ©  ал)] .

ВЗ. Существование в А нулевого элемента О 

(Va) [a © 0 =  0 © а =  а ] .

В4. Существование в А обратных элементов по сложению 

(Va)(3ä) [ a © ä  =  a © a  =  0].
В5. Замкнутость по мультипликативной операции 

(Va) (V/n) [а® т £ А ] .

Легко убедиться, что множество А с операцией @ является группой. 
Если биноид удовлетворяет условию

(Va,) (Vűy) (Vт) [(a, © űy) ® т =  (a, ® т) ©  (ау ® т) ] ,

то биноид будем называть дистрибутивным. Очевидно, что дистрибутивный 
биноид является группой с операторами.

Биноид будем называть коммутативным, если он удовлетворяет усло
вию

(V a,) (V aj) [а, © aj =  aj © а,] .

3. Биноидные коды, корректирующие пакетные ошибки

Теорема 1

Код K d над коммутативным биноидом <А, AÍ), определяемый провероч
ной матрицей

I ID I 
I _  IН п =
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корректирует все пакеты ошибок длины D символов или менее с компонента
ми е,-, удовлетворяющими условиям:

(аг ©  ед ® rnj ® (аг®/л;) ф  (as ©  с,) ® тк © (as ® тк) ;

{a r © ег) ® т ,  ® (ar ® rtij) Ф  0, a r, а ф А  (3.1)
где ID — единичная D x D  матрица.

Доказательство

Если ошибки лежат в пределах пакета длины D ,  то каждая проверка, 
соответствующая некоторой строке матрицы Яд, содержит не более одного 
искаженного элемента. При этом каждая отдельная компонента вектора- 
ошибки искажает пару проверок, если ошибка, расположенная на К -ой 
позиции, и К не превышает N D ,  или одну проверку, если N D  <  К <, ( N  +  2) D. 
Номера проверок, искаженных данной компонентой ошибки, отличаются 
на величину D.

Искажения, вносимые отдельными компонентами вектор-ошибки в 
проверки, являются независимыми и поэтому для доказательства теоремы 
достаточно показать возможность коррекции одной компоненты, располо
женной на произвольной позиции.

Пусть рассматриваемая компонента ошибки Ск располагается на К-ой 
позиции кодовой комбинации, К  не превышает ND,  и ошибка искажает про
верки hi и hi+D. Тогда синдром

S  =  ас ® Яд =  <\S1; s 2, . . .  , s2рУ )

(где «' — принятая кодовая комбинация) имеет следующие компоненты
si И Si+D-

St =  (a k © ek) © a k =  ek 

s i + D  =  [(a* © ek) ® m,) © (ak X m ,), \ <^i <, D

] x [ — наименьшее целое число, равное или большее х.

Для коррекции ошибки необходимо найти значение /. Если / будет 
определено, то номер искаженного символа может быть вычислен по соот
ношению /( =  (/— 1) D +  /, а истинное значение К-ой компоненты кодовой 
комбинации может быть найдено из условия, что a®/zf =  0, 1 <, i < ,  D ,  где 
a — неискаженная кодовая комбинация, hi — i-я строка Я. Для поиска / (най
дем значение тх, удовлетворяющее условию

(a'i+rxx-D ®  т х )  © [я/+о(х-1) © Sí) в  ™х] =  si+D , г =  1,2, . . .  , D . (а

где /

4*
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Покажем, что такое значение тх существует в числе элементов М  и что оно 
является единственным. Факт существования доказывается подстановкой 
т х =  Ш/. В этом случае левая часть уравнения (а) приобретает следующий 
вид:

(a ' i+ D v -1) ® т д  © W + D V - D  © «*) ® — ( а к ® m i) © [(а'к © ~ек) ® т ,]  =

=  [(а* © ек) ® m,] © (ак®т,) =  si+D.

Следовательно (а) всегда имеет решение. Единственность этого решения 
вытекает из неравенств, записанных в формулировке теоремы.

Следовательно, если 1 < ,К <,  ND,  то ошибка может быть исправлена.
Если ND < К <.(N  +  2)D, то из пары проверок s, и si+D ненулевое 

значение будет иметь только одна. Этот факт является свидетельством того, 
что ошибка расположена на К -ой позиции, где

К  =

Истинное значение ак может быть найдено из условий a ®hj =  0, если s, ^  О, 
или а® hJ+ D  =  0, если si+D ^=0, 1 <,i <,D.

Настоящая теорема показывает возможность построения кодов над 
биноидами <Д М},  в которых А является абелевой группой, а множество М  
и операция умножения являются в широких пределах произвольными. 
Единственное условие, которому они должны удовлетворять, состоит в том, 
что

а® mg Л, если а £ Л  и т£М.

Примером возможного использования недистрибутивных кодов может 
явиться кодирование элементов, принадлежащих полуинтервалу [0, 1).

В этом случае построение кодов может базироваться на биноиде <Вх, Вф,  
где Вх — множество элементов, принадлежащих полуинтервалу [0, 1); BN — 
конечное подмножество, включающее N  — 1 чисел (N>  2) из множества Bt и

{ 1 2 N — 2 )
О,— — j  , 1 •

В качестве аддитивной операции выберем сложение по модулю 1, а в 
качестве мультипликативной — обычное умножение.

Тогда пара множеств <ВХ, В ф  с указанными операциями является ком
мутативным, но не дистрибутивным биноидом, и для кодирования элементов 
из В{ могут быть применены вышеизложенные результаты.

Отметим, что для построения кодов и реализации процедуры декоди
рования в этом случае не требуется условие дистрибутивности. Благодаря
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этому элементы биноида могут удовлетворять достаточно легким условиям 
(даже более легким, чем элементы группы с операторами), и это позволяет 
существенно расширить класс кодируемых сообщений и используемых при 
кодировании и декодировании преобразований.

Вместе с тем следует отметить, что конкретный анализ корректирую
щих способностей кодов, строящихся на столь широкой основе в некоторых 
условиях может оказаться достаточно громоздким. Хотя корректирующие 
способности кодов и определяются условиями теоремы, вычисление конкрет
ных множеств корректируемых ошибок, особенно для кодов с высоким осно
ванием, может оказаться достаточно трудоемким и потребовать использо
вания ЭВМ.

Упрощение анализа кодов можно достигнуть за счет наложения на 
биноид дополнительных ограничений, в частности, условия дистрибутив
ности.

Для дистрибутивных биноидов справедлива теорема 2, приводимая 
ниже без доказательства.

Теорема 2

Код Kd над дистрибутивным коммутативным биноидом <Д, AÍ), опре
деляемый проверочной матрицей HD (см. теорему 1), корректирует все пакет
ные ошибки длины D символов, или менее, и часть пакетов большей длины 
с компонентами е,, удовлетворяющими условиям

et ® т ] ф е 1 ® т к , т ^ ф т к , m h т ф М .

с,- ® nij ф  0.

Примером сообщений, для которых удобно использовать коды, описы
ваемые теоремой 2, является множество машинных л-разрядных слов с 
операциями сложения и умножения по модулю 2п — 1.

В этом случае пара множеств <АП) Мф), где Ап — множество всех п- 
разрядных двоичных чисел, исключая 2n— \ , M N — множество N  целых чисел, 
меньших 2П—1, с указанными операциями, является дистрибутивным ком
мутативным биноидом и для кодирования таких сообщений могут использо
ваться результаты теоремы 2.

4. Коды, корректирующие независимые ошибки
В этом разделе будет рассмотрен метод построения биноидных помехо

устойчивых кодов на базе матриц инцидентности некоторых комбинаторных 
схем, например проективных плоскостей или ортогональных латинских 
квадратов.
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Основная особенность таких методов состоит в том, что проверочные 
матрицы включают только нулевые и единичные элементы и это свойство 
может быть использовано для упрощения процедур кодирования и декодиро
вания, а также для облегчения требований к множеству кодируемых сообще
ний.

Для построения кодов, рассматриваемых в настоящем разделе, будут 
использоваться биноиды <Д  М>, в которых А является произвольной конеч
ной или бесконечной группой, а М  — множеством из двух элементов 0 и 1. 
Такие биноиды будем обозначать <Д, М2>.

Определим множество многократных корректируемых ошибок как 
множество Е к  =  {Sx, §2, . . . , } ,  & =  <ех, е2, . . ., е„>, каждый элемент которого 
удовлетворяет условию:

если S имеет Ж  ненулевых элементов eti, е,г, . . ., eí(i, Ж<_ А, А ;> 2  и 
принадлежит Е к ,  то

(О eji ® eh ® ■ ■ ■ ®  ejx Ф  ^ > л: ^  сЛ1.
(г, г), если оШ. ^  3, то для каждой пары проверок, например s, и s; , которые 
содержат одну ошибку на определенной информационной позиции и ошибки 
на проверочных позициях s,- ф  Sj.

Теорема 3

Код К  а над биноидом <Д, Л42>, определяемый проверочной матрицей

НЛ =  [ТЛ\1Г],

где Т А — матрица инцидентности проектной плоскости порядка А;
1Г — единичная матрица, г =  А2 + А +  1, корректирует все ошибки крат
ности А, или менее, из множества

Доказательство
Пусть ß'  =  <b[, Ь'ъ  . . .  , Ь'пУ есть принятый кодовый вектор, содержа

щий А нли менее ошибок. При отсутствии ошибок
5 =  ß ' ® Н ТА =  ß  ® Н ТА =  <Sl,s2, . . .  ,sr> =  <0,0, . . .  ,0> .

Если А символов вектора ß' искажены, то все проверки можно подразделить 
на два подмножества. К первому из них отнесем все проверки, которые дают 
нулевой результат, т. е. не обнаруживают ошибок

S o  =  {s 0l> S Ú2 > • • ■ > S0*} •

Ко второму множеству отнесем все оставшиеся проверки

Sa — {Sdn • ■ • ) •
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Каждая проверка содержит в точности А +  2 ненулевых символов. 
Покажем, что, если выполняется условие (г), то проверки S0 определяют все 
правильно принятые информационные символы.

Действительно, по условиям, которым удовлетворяют матрицы инци
дентности проектной плоскости, каждый столбец и каждая строка матрицы 
[Тл ] содержит в точности /1 + 1  ненулевых (равных 1) символов, причем 
каждая пара строк (столбцов) имеет общие единицы только на одной по
зиции.

Вследствие этого каждый информационный символ кодовой комбина
ции входит в А +  1 проверку, из которых не более А могут быть искажены. 
(Так как все пары столбцов имеют не более одной строки с общими единица
ми). Таким образом, всегда найдется хотя бы одна неискаженная проверка, в 
которую входит данный неискаженный символ, и все неискаженные инфор
мационные символы будет определены.

Покажем теперь, что если все принятые символы определены, и их 
значения подставлены в проверки из SA) в которых остальные символы рас
сматриваются как неизвестные величины, то все неизвестные однозначно 
определяются системой Sx, полученной из SA указанной заменой символов.

Доказательство этого положения основывается на том, что среди прове
рок Sx всегда найдется по крайной мере пара проверок, которые содержат 
только один неизвестный элемент.

Действительно, каждый искаженный символ b\, 1 ^  г <[ А2 +  А +  1, 
входит в точности в А +  1 проверок, из которых не более А — 1 могут содер
жать кроме данного, другой искаженной символ. В соответствии с условием 
(г г) проверочные соотношения с одной ошибкой на информационной 
позиции будут иметь одинаковое значение, только при условии, что провероч
ные символы в этих соотношениях не содержат ошибок.

Следовательно, данный символ может быть определен и его значение 
можно подставить в оставшиеся проверки Sx. Таким образом, все искаженные 
символы, расположенные в первой (левой) части кодовой комбинации, будут 
определены, а если это выполнено, то и символы b'h А2 +  А +  1 <, i <, п 
будут однозначно вычислены.

Отметим, что коды К А с коррекцией ошибок позволяют обнаруживать 
часть ошибок большей, чем А кратности. Возможность обнаружения основы
вается на том, что при большем, чем А числе ошибок система Sx может ока
заться неразрешимой, если S0 оказывается пустым множеством, или не
однозначно разрешимой.

Методы построения корректирующих кодов, базирующихся на системе 
ортогональных латинских квадратов, были рассмотрены в книге [3] (коды с 
переменным параметром).
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Binoidal error-correcting codes
S. I. SAMOTLENKO 

(Moscow)

Summary

Some very efficient codes described in the literature are based on group theory; 
commutative algebra, and finite field arithmetic. Codes best suited for implementation, 
namely cyclic codes, are based on finite field arithm etic. When their base and length are 
relatively small, such codes can be easily implemented by means of special-purpose 
feedback shift register equipment.

In a real burst noise channel, coding can be used efficiently only if the code block 
is much longer than  the average error burst. Implementation of long codes using general- 
purpose computers is very desirable. However, cyclic codes require a prohibitively 
high proportion of the computer processing time when realized on general purpose com
puters. This is prim arily due to the complexity of performing multiplication and division 
of field elements when the order of the field is high.

Therefore the need has arisen for error-correcting codes based on analytical 
relations amenable to easy computer implementation.

Another problem is the extension of error control techniques to a greater variety 
of messages including digital messages with an arbitrary  base and continuous or discrete 
time analog messages.

In  this paper techniques are described for the construction of error-correcting 
codes which satisfy the above conditions.
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CONVENGENCE OF POTENTIAL FUNCTION TYPE 
LEARNING ALGORITHMS

L. G Y Ő R F I 

(B udapest)

(R eceived  F e b ru a ry  23, 1971)

C onvergence theo rem s for som e le a rn in g  a lgo rithm s genera ted  by  a  p o te n 
tia l fu n c tio n  a re  d e a lt w ith . The kernel fu n c tio n  of a re p ro d u c in g  kernel H ilb e r t  
space (R K H S ) as a  p o te n tia l function  is u sed . I n  P a r t  I  w e exam ine, h ow  m a y  
one use  a  “ te ac h in g ” severa l tim es d u rin g  th e  a lgo rithm , a n d  then  we tu r n  to  
th e  case o f no isy  “ teac h in g ” . A question  o f  p a rtic u la r in te re s t , we also in v e s ti
g a te , how  to  choose th e  p o te n tia l fun c tio n , if  one only know s, th a t  th e  fu n c tio n  
being  ta u g h t is an  e lem en t o f  a  H ilb e r t space.

I n  P a r t  I I  w e exam ine  algo rithm s, w hich tu rn e d  o u t  to  be p a r tic u la r ly  
effic ien t in  learn ing  in  unam bigouos m odels b y  p o te n tia l fu n c tio n  ty p e  lea rn in g  
a lgo rithm s, an d  besides th is  P a r t  gives ex te n tio n s  to  P a r t  I ,  in  th e  sense t h a t  th e  
sam ples a re  assum ed n e ith e r  to  be in d ep en d e n t n o r id en tic a lly  d is trib u ted .

Part I

Prerequisites

What we are next concerned with, is mainly related to the following 
Theorem 1 (Braverman, JRozonoer [2]). Let xv x2 . . .  xn, ..  . be a sequence of 
random variables defined on the probability field (Q, аЯ, P). Let Un )> 0, 
Vn 0 (n =  1 ,2 . . . )  be a sequence of random variables, Un being measur
able on x-l . . .  xn, and M(Uj) -< +  oo, furthermore

M{Un +l/*l- • ■%п) (1 +  Pn) Un yn Vn r]n . (i)

Here ^ ’ |/u „ |<  +  oo, yn ;> 0, lim yn =  0, ^  yn =  +  «>, (ii)
n = l n — n = 1

r)n 0 are measurable on xx .... xn, and ^  M{r]n) -< -f- oo. (iii)
n=1

Assume that for any sequence {r)n}^=1 for which we have lim V„ =  0 with
n*— oo

probability 1, lim UUk =  0 in probability (iv). Then lim Un =  0 with prob
ability 1.

Let (Q, аЯ, P) be a probability field, X  an arbitrary set, Z a Wield of 
subsets of X.  Let H be some Hilbert space of functions defined on X  with a real
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valued inner product. Assume a sequence of random variables aq, aq . .. xn. .. 
taking values in X  and the reals /(aq) . .. f(xn) . . .  to be given (/ £ H). 
Our problem is to estimate f = { f ( x ) , x ^ X }  by using these data. We are, 
specifically, concerned with such algorithms, for which fn = {fn(x), x(^X}  is 
the approximation of / at the n-th step, fn is the function of the random vari
ables aq.. .xn.

Let xn =  11 f(x) — fn(x) ||2.
We call aq, aq .. .xn. . . samples, /(aq), f(x2) . .. labels, and the sequence 

{xb f(Xi), i =  1,2, .. .} teaching.

Results
Theorem 2. Let Я  be a RKHS ([1], [3]) withakernel К  ={K(x,y)-, (x ,y ) £ 

£ (X X X) such that
sup M(K(xn, aq)) = L % <  +  oo. (1)
П

Let
f n  + l ( x )  = fn(x) +  Уп sign (f(xn + 1) — fn(Xn+i)) K(x, x n + 1) (2)

where

Уп> 0, ^У п = + со’ j?7n<  + °°, Ш = 0 -  (3)
п =о n = 0

If we have, for any e >  0,

ess inf M(\f(xn+1) — fn{xn+i)\/x1. . .*„) q { e )  > 0 (4)

then lim \\f(x) — fn{x)j |2 =  0, with probability 1.
П— oo
Proof. Theorem 1 involves Theorem 2. Using (2) and the fact, that 

К  is a kernel function, we get:

+1 — 2 yn I f(xnJ[_1) fn{Xn + l )  I Уп Xn+i)

M(ccn _ |_ i / . . . ocn) =  ccn 2yn M ( I f(xn+1) fn(Xri +i) I a l • • • an)

+  УпМ(К(хп+1, xn+1)/x1. . .  xn). (5)
Let Un ~  xn

Vn ~  M(\f(xn+1) -  fn(xn+1)\/x1. . ,xn)

Yn ~  2yn

Уп ~  о
Vn У «AI (A (aq _j_i, aq _j_i)/oq • • • ) *
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Then the assumptions of Theorem 1 are met, thus (5) implies (i), (1) and (3) 
imply (ii) and (iii). We prove, instead of (iv), an assertion which implies (iv). 
We prove that if lim Vn =  0 with probability 1, then lim U,ljc — 0 with

nk~* 00 Пк— 00
probability 1. Let Q' CZ Q be the set of those co£Q, for which lim Vn (со) =  0

nlc-* °°
and, for all nk, (4) also holds. I.e., for every <x> £ Q', Vnk(a>) q(e) if U i> e. 
We prove that for every member of Q'(P(Q') =  1):

lim и Пк{со) =  0 .

We suppose an a> £ Q' to exist, such tha t lim Fn.(oo) =  0, however U„ 0.
nA— 00

Then we have, for any e >  0, some {nk.} C  {nk}, such th a t U Пн(а>) >  e for 
all nkj. From (4) and from the definition of Q' it follows, tha t

v njf°) > q ( e) >  o
for all nki, i.e. Vnkt 4*0 as nk. —* <x>. This contradicts the assumption
lim F„fcj(ft>) =  0.

nki~* 00

Thus all assumptions of the Theorem 1 are fulfilled. Therefore lim Un — 
=  lim ||/(a;) — /n(x)||2 =  0, with probabihty 1.

П —»- oo

Remark. From lim \ \f(x) — fn(x)\\2 =  0 with probability 1, it follows that,
П-+ oo

for any x £ X ,  lim fn(x) =  f(x) with probability 1. This is obvious, since: f
П— oo

IШ  -  fix) I =  I (Us) -  f(s), K(s), x ) ) \<  11Ш  -  f(s) 11 • I |Z(e), x) 11 =

=  11Ш -./(*) 11 • V K ( x ,  x ) .

In algorithm (2) any label f(xn) is used only once during the iteration. 
In  the following two theorems we deal with such algorithms, which may use 
any label f(xn) several times.

This fact of particular interest when adopting algorithm (2), since 
in this very case one utilizes, a t any step, just sign(/(xn + 1) — fn(xn+1))-

Theorem 3. Let Я  be a  RKHS with К  as a kernel. Let к >  0 be an 
arbitrary non-negative integer, for which

sup 3 1 1 ( ^  YK(x„ x,)2
n ' l= n  -k

=  L3 <  +  °° .

Let the algorithm be
n+l

f n + l U )  =  fn(x) +  Гг, 2  sign (/(ж,) -- fn(xS) K(x, xt) ,
l= n + 1 - k

(7)

( 8 )
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where y n ]> 0,

(9)

If  for any e >  0

then lim ||f(x) — fn(x)\\ =  0, with probability 1.
TX —► oo

Proof. I t  follows from (8), by using К  as a kernel, that
П +1

* n + i =  *n  -  2 y n |/ ( * , )  -  / „ ( * , )  I +
i = n  +  l - A

n + 1

and

^ ( * n + l / * l  • • • * n ) < .  <*n -  2 Уп M

+  y*M

Let us adopt the following substitions

n+l

+

( 11)

All assumptions of the Theorem 1 are met. I.e. (11), (7) and (9) imply (i), 
(ii) and (iii), resp. Assumption (iv) is proved by using the inequality (10), 
in the same way as in Theorem 2. Since all conditions of Theorem 1 are met, 
we have lim Un =  lim \\f(x) — fn(x) 112 =  0 with probability 1.

tl -*■ OO П -f oo
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Theorem 4. Let H  be a RKHS with К  as a kernel and an a sequence of 
integers, for which 1 <[ an <[ n and

( 1 Л +  1 ,_____________ - .o l

—  2  № ^ í j ) “
l= n + l-a „  '

sup Mn

Let the algorithm be

— <C + ( 12 )

then lim ||/(ж) — /„(ж) j [2 =  0, with probability 1. 

Proof. (13) implies that
1 n + l

«Л+1 =  <*n -  2 r„ ----  I /(*') — /л(Ж/) I

Л+1 í^n + 2-0„ + 1
Adopting the following substitutions: 

Un~<x.n

Уп ~  2 y n  

^n ' ' 0

V „ ~ M

Уп~У2пМ
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Proving that all assumption of the Theorem 1 hold follows the same line as 
described in Theorems 2 and 3 [using (12), (14), (15), (16)].

Por the use of Theorems 3 and 4 we refer to the following specific pro
blem. One wishes to use the teaching several times, but only N  points may 
be stored. One may take к =  N  according to Theorem 3. In this case, for 
1 i N, f(Xj) is used г-times, and, for i >• N, N-times.
In the algorithm of Theorem 4 taking, for n < iN , nn =  n and an = N  other
wise, we use each teaching just A-times.

Theorem 5 deals with such cases when, at the гг-th step, we teach, instead 
of /, the value of some fn =  {fn(x),x°X}.  Theorem 5 answers the question, 
under which conditions, for /„, does the algorithm tend to /. (fn may depend 
on the random variables x1. . .xn).

N N
Example. Let f(x) — 2  c; Fj(x), where c, )> 0, 2  c, =  1 and F t =

i=i ;=i
=  {F[{x), x £ X} are linearly independent distribution functions.

Let us estimate the coefficients c,-, if a sequence xx. .. xn. .. of inde
pendent and identically distributed random variables with distribution f(x) 
is given. At the гг-th step we compute the values of the function Fn(x) from 
the random variables x1. . .xn.

Theorem 5. H  is a RKHS with К as a kernel, for which

sup M(K{xh a;,)) = L 5< +  oo. (17)

Let the algorithm be

f n  + l ( z )  =  f n { x )  +  Уп sign (fn{%n + l )  — f n { x n +1)) K ( x ,  x n + 1), (18)

where ]> 0

2 y n = +  oo, 2 Г п <  +  °°> /o (* )^0  (19)
п = 0  n = 0

fn may depend on the random variables x±. . .xn. In addition,

2  Уп M  ( I fn(xn+1) -  f(xn+1 I) <  +  oo. (20)
n=0

If, for any e )> 0,

ess inf M (I f n(xn+1) -  f{xn+1) I / ax .. . ocn) ^  q(e)  >  0 

then hm \\f(x) — fn{x) ||2 =  0, with probability 1.
П —► со

(21)
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Proof. (18) implies that

x n+l  =  x n 2 y  n s ig n  ( fn( .%n+1) ■ f n ( x „ + i ) )  ( f ( x „ +1) ■ f n ( % n + l j )  +

+  V2n K ( x n+V xn+l) •
Thus

<*n +1 — Xn — 2 yn \fn(Xn + l )  — fn(xn +1) I — 2yn sign ( f n ( x n + l)  ~

fn(Xn +l)) {f{Xn + l) fn(%n +1)) "Ь УпК(Хп+1> Xn +l)

and
M(*n +1 /^ • • • &n) ^  an 2 уn I fn{%n +i) f n(%n -j-i) I /^1 • • • Ĝn) +

+  M(2 y n \f(xn+1) — fn(xn+1)| +  УпК(хп+1)/х1. . .xn) . (22)

Adopting again 

Un ~  x n

Vn Aí( I fn(%n + l) fn(Xn +1) I / (a l • • • a n)

r n ~  2 y n

Pn ~ 0

Vn ^  M ( 2  у n I f ( x n + 1) f n ( X n + 1) I +  y 2 K ( x n _j_i, Xn -)-i) / * i  • • • *n) ■

Here (22) and (19) imply (i) and (ii) resp., (17), (19) and (20) imply (iii), and 
(iv) holds because of (21). In the previous theorems / was an element of an 
RKHS.

Next / is a member of any arbitrary Hilbert-space of functions.

Theorem 6. Let K n =  K n(x, y), (x, y )£_XxX(n  =  1, 2 . . . )  be a sequence 
of functions for which K n £H,  if у £ X  and n  are arbitrary. Let the algo
rithm be:

fn+i(x) =  fn(x) +  Уп  sign (f(kn+1) — fn(xn+i)) K n(x, xn+1) . (23)
Here

Yn> 0, j g y n =  +  oo, lim yn — 0, f0(x) =  0 , (24)
n —0 n- “

2 y l M { \ \ K n(x,y)\\*)< +
n = 0

oo . (25)
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In addition, let us assume that

^ V nM{\{ f{x)- fn(x),Kn{x,xn+1)) — (f(xn+l) -  f n(xn+1))\) <  + °o . (26)
n=0

Assume that, for any e >> 0,

ess inf M(\f{xn+1) — fn(xn+i)\lxi- ■ • *n) 3(e) >  0 (27)

then lim \\f(x) — fn(x) ||2 =  0 with probability 1.
П -*■ oo

Proof. (23) implies that

xn+1 =  ®n 2Уп sign (/(жп + 1) fn(xn +i)) (f(x) -  Ш ,  K n{x, xn+1)) +

+  7n \\Kn(x, xn + 1)||2
Thus

an + l 2 Уп I f ( Xn+ l )  fn{Xn +l) ! “b Уп IIK n i x ,  Xn + l) I |2 “b

+  2 7n(|(/W — fn{x),Kn{x1xn+1)) -  (f(xn+i) — fn(xn+1))|)
and

К  + l/ ®l • • • a n) ^  ®/i 2yn Af(! f (kn  + l) fn(Xn +1) I / * 1  • • • x n)  "b

"b 2 ynM  i}f({x) — fn{x), Kn(x, Xn + i)) f(xn +1) {fn(xn + l)) |/a l • • • a n) +

+  y „  A f (  I |.En(#> £n+ i)  ||2/ * i  • ■ • a«)- (28)

Adopt
Un ccn

V n  ~  Af ( |(/n +l) f n ( x n + 1) |/a l • • • a n)

yn ~ 2 y „

tin ~  о
~  M { 2 y „ |( / ( : r )  —  / п(ж), А ( я ,  Жп+ i) )  — ( / ( я „  +  1 —  /n ( ^ n + i) ) ]  +

+  y l \\Кп(х, х п +l) I |2/a l • • • an} ■
All conditions of Theorem 1 hold, viz.:

(28) -  (i)
(24) -> (ii)

(25), (26) — (iii)
(27) -> (iv)
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An application of Theorem 6

Let H  be a separable Hilbert space, and cpy. . .  <pn. . .  be a base in H.
П

Let K n(x, y) = 2  <Pi(x) (pi{y).
i=1

Then (25) holds, if

2  Уп M  12  <P2A x n + l)\ <  +  °° n=o w = i  ;
or

л=0 i=1

From (26), and 

we have

(29)

П
(Let fn(%) =  2  di<Pi(x ))- Observe, that (29) is independent of /„, thus (in this

<=i
specific case) (26) is independent of the algorithm. Let H'  denote the set 
of those / £ H  for which (29) is met.

H'  obviously depends, on the series уn. It is easy to see from (29) that, 
if / £ H', (29) is met, then, for any real a, a / £ / / ' ,  and f ,g£  H'  implies 
f +  g £ H ' . Hence H'  is a linear space.

f ( x ) = 2 C‘ vAx )> then
i = l

Thus, if M(\(pi(xj)\) <C +  oo, for any 1 <( i N, 1 then (30)
holds.

Part II

Let (Q, оЯ, P) be a probability space, and (X , Z) be an arbitrary measur
able space. Let H denote some reproducing kernel Hilbert space (RKHS) 
(see [1]) of real valued functions defined on X  by the kernel function 
К  =  {K(x , y )  x, у £ X}. Assume a sequence of random variables xlt x 2 . . . xn. . .  
taking values in X  and the reals /(aq), f(x2) . .. f(xn). . .  to be given (/ denotes 
some given member of H). Our problem is to estimate /  by using these data.

6
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We are concerned with such algorithms, for which /„ is an approximation 
of / at the n-th step, and /„ is measurable with respect to the random variables 
*̂1> *̂2 ' • *

Let ocn =  II/ — /„II2.

We call xv x2 . . .  xn . . .  samples, and f{xx), f{x2) . . .f(xn) . . . labels. 

Theorem 1. Let us suppose, that

ess sup K(xn,xn) =  Lj <  -f ос . (1)
n=1,2...

Let fn+1(x) = fn(x) +  6(f(xn+1) - f n(xn+1)) K{x,xn+1), f0(x) =  0. (2)
2

O < 0 < — stands for an arbitrary constant. (3)
L i

Then 2  (A*n+i) -  fn(Xn+i)Y <  0 a.s. (4)„=o 2(4 —

Proof. (2) implies that

II/ -  /n+l| I2 =  II/ — /nil2 — 2 (f{x) -  f n(x), 0(/(xn + 1) -  /„(x„+1)Íl(x, X„ + 1))) +  

+  02(/(*n +  i )  —  / n ( ^ n + i ) ) 2 | | # ( z ,  n :«+ i)  112 - ( 5 )

Since К  is the kernel function of H, we have from (5)

x n + 1 =  x n 2 0 ( f ( x n + i )  - f n ( % n + l ) ) ~  “t" @ - ( f ( X n  + l )  f n  + l ) ) 2  K ( x n + 1> x n + l )

Let us use (1)

П
Since the sequence (f(xi+1) — fi(xi+1))2 is monotone increasing and a.s. boun- 

1=0
ded, it is convergent and

with probability 1.
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Remark 1.1. If  the assumptions in Theorem 1 are met and xlt x2. .. are 
independent and identically distributed with the distribution function Q, 
then

2  j  (f(x) — fn(x))2 Q(dx) <  +  00 a.s.
n = 0 x

Observe that (4) implies 

M

Using Lebesque’s Theorem

2  M  [(/(*n+1) -  fÁxn+í)Y\ <;

and

n=o 2 0 - 0 2 ^

Since xlt x2, . . .xn. .. are independent and identically distributed

2  Ж (1 (Л * )- /* (* ))*№ )) <  11„=0 N 2 0  0 2 Lx

Since the random variable ^  j ( f [ x ) — f n ( x ) ) 2 Q ( d x ) has finite expecta- 

tion, we have
a.s. (6)

In the application of this theorem the question is how to choose the 
value of 0, since for doing so either the value L x or an upper bound of this 
is to be known. The next theorem settles this problem.

Theorem 2. Assume, that
K(xn, xn) ^  0 a.s. (7)

( 8 )

5 *
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Then

/1 = 0  K ( x n+V X n+1

Proof. (7) and (8) imply that

f ( x n + l )  f n i x n+1)

(9)

If(xn+1,x n+1)
thus

* n + l  x n

a n + l  —  a n

K2{xn+1, xn+1) 

a.s.

a.s. ( 10)

Since (*n},7=o is nionotone decreasing and non-negative, it is convergent, too,

Remark 2.1. From (11) we have

a.s.

a.s. (11)

( 12)

Remark 2.2. If ess sup K(xn, xn) = L 2 <  +  °° 

then (12) implies

Xn
R = l,2...

Remark 2.3. If  the conditions of Theorem 2 hold and xlf x2. 
pendenly distributed according to Q, then

are inde-

(The proof of Remark 2.3 is the same, as that of Remark 1.1.)
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By the next theorem we examine the rate of the convergence of the algo
rithm adopted in Theorem 2.

First of all we prove
Lemma 1. Let Q be a probability measure on (X, Z). Let us suppose, 

that Q(K(x, x) Ф  0) =  1.

Let E  denote the set {/ : /  £ H ||/ | |  =  1}, and F d E  some set, which 
is dense everywhere in E. If

then for every /  £ H

(13)

(14)

Proof. I t  may be readily proved, tha t the set F  =  {A/ : /  £ F, А £ I?1} is 
dense everywhere in H  and for all / £ F'  (14) holds, so we need only to prove 
that if

then

r \ \ f f <  f ^ ~Q(dx).  
J K(x,x)

X

I f  {fn)n=o *s convergent in the RKHS H , then

l i m | | / J 2 =  ||/ | |2 (17)П-+ 00
and for all x  £ X

lim fn(x)=f(x ) .  (See [1]) (18)
/2 -4 -  CO

Since 11/„I I is convergent, it is also bounded and

\ Ш \ 2 _  l(/n(s),jf(s,*))l2
K(x,x)  K(x,x)

Thus the sequence of the functions I/„(3)1
K(x, x)

is convergent for every x (X , and
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bounded, and, therefore,

lim M x
П  —*■ OO

||Л,(*)!2 - M x (lim
\K(x, x)j [n-- K(x, x) \K(x,x)

(19)

Using (17) and (19) a t the inequality (16) we have

|/(*)12J K(x, x)
Q(dx) for all f ^ H .  (20)

Remark. (20) implies

M x = M x ,\(f(s),K(s,x))\* < M X (\\f\\*K(x,x)
1 K(x, x) \ K(x, x) [ K(x,x)

( 2 1 )

Thus: 0 <  r <( 1.

Theorem 3. Let x1} x 2. . .xn. .. he independent and identically distributed 
random variables with distribution function Q, for which

Assume, tha t
( 22 )

(23)

here F C E  =  {/ : / £ H,  | |/ | |  = 1 }  and F  is dense everywhere in E. 

Li the algorithm is defined as

/(® n + l)  f n ( x n+l )

f n + 1(*) =
/хИ K(x,  n̂-fl)» K(xn+1, Xl

K{xn+1, #n+l) 
f n(x) , otherwise,

n+1I

then
^ ( | | / - / n | | ) ^ | | / | | 2 (l ~ r ) n. 

Proof. From (22) and (24) we have

if(xn+1) —  f n i x n + l ) ) 2

(24)

(25)

x n + 1 —  x n K(xn+1, *B+i)

(26)
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Since xv x2. . ,xn. .. are independent and Q distributed, therefore

X

For the measure Q (23) holds, we may use, therefore, Lemma 1 

\f(x) -  fn(x)V (28)

From (27) and (28) at (26)

M(xn+1) <, M(xn) — rM(xn)

M(xn + 1) <; M{xn) (1 — r) 

M(ocn+1) < M ( x 0) (1 - r ) " + i  =  

Remark 3.1. (29) imphes

lim II/- /n i l2 =  0n — <=°
a.s., since from (29) we have

J ^ K ) ^ H / | |2v
n = 0

!(1 -  r)n+l (29)

M 1

therefore

+
n = 0

a.s.

In the following theorems we examine algorithm devised specifically 
for pattern recognition. Let А, В  С X  be disjoint sets and f(x) is positive on 
A and negative on B. f is to be estimated. In [2] and [3] we may find such 
algorithms. If / £ H  and Я  is a RKHS, then

fn + l(x) =  fn(x) +  (sign f(xn + 1) — sign fn(xn + l)) K(x, Xn + 1) .

This algorithm proceeds only if

sign f(xn+1) ^  sign fn{xn+i).
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Let us have in what follows

A n =  {x; sign f(x) =и= sign fn(x)}

and call A n the error-set in the и-th step.

Theorem 4. Assume, tha t K(xn,x n) 0 a.s. and

(30)

(31)

/ n + l ( * )  =

f 0(x) =  0 (^iAit(x) is the indicator of A n).
Then

2  *A.(®n+l) </(g"+l ) ~ ^ a;"+l))!t <  |l /  II« 
n= 0 K(xn+i, xn+1)

Proof. From (31) and (32) we have, that

a.s.

(32)

(S3)

Theorem 5. Let us suppose, that the conditions in Theorem 4 hold and

(35)
K ^ ’ x n)

Then the number of actually correcting steps is less then entier 

and

(36)

a.s.

Proof. From Theorem 4 we have
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Using the definition of A n (30) we have

* A ^ n + l )  ( / ( * „ + 1 ) -  f n ( x n + l ) ) 2 =  ^ A > n + l )  (  I / ( * n + l )  I +  | / в ( * п + 1 1 

^2: ^ A B(* n + i)  I f ( x n+i )  |2
and therefore

By (35)

a.s.

a.s.

a.s. (37)

From (37) the first assertion of Theorem 5 follows, and

2 P (* n + i M „ ) ^  .
п=0 о

Lemma 2. If  f(x) is a random variable defined on (X, Z, Q) such that 
Q(f(x) >  0) =  1, then from

(38)

follows:

Theorem 6. If  the conditions in Theorem 4 hold, xy, x2. .. are independent 
and ^-distributed random variables and

then
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Proof. In Theorem 5 we have

K ( x n+1, a ^ n + i ) ,

Since х ъ x 2. . .xn. ..  are independent and ^-distributed random variable

(40)

Using (40) and (41) we have

f  (x)

A n

(42)

For all со £ Q, for which

we may use Lemma 2, because of (42), a.s. Thus
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0 сходимости алгоритмов обучения потенциальных функций

Л. ДЁРФИ 

(Будапешт)

Резюме

Приводится ряд теорем, посвященных сходимости алгоритмов, основанных на ме
тоде потенциальных функций [2]. Рассматривается многократное обучение, а также обу
чение с помехами. Особое внимание уделяется выбору потенциальных функций в случае, 
когда известно только, что потенциальная функция является элементом произвольного 
гильбертова пространства.

L. Győrfi
Telecommunication Research Institu te 
Budapest 2, Gábor Á. u. 65, Hungary
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ЗАДАЧА ИДЕНТИФИКАЦИИ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
В ФАКТОРПРОСТРАНСТВЕ

Ю. П. ЛЕОНОВ 
(Москва)

(Поступила в редакцию 1 сентября 1971 г.)

Рассматривается задача оценки весовой функции линейной системы по квад
ратичным критериям близости. Доказывается существование обобщенных решений 
в гильбертовом пространстве с энергетической нормой. Показывается, что некор
ректность задачи связана с обобщенным характером решения. При этом прибли
жение решения равносильно регуляризации задачи.

Задачи идентификации динамических систем в последнее время привле
кают все больше внимания [1]. Причиной этого является, во-первых, 
большой научно-познавательный интерес к этим задачам как обратным зада
чам математической физики, и, во-вторых, чисто вычислительные трудности, 
вызванные некорректностью этих задач [2]. Последние связаны с обоб
щенным характером решения задачи и большой чувствительностью реше
ния к вариациям экспериментальных данных.

Несмотря на большое количество работ, появившихся за последнее 
время, до сих пор не было получено решения задачи идентификации.

В [3] предложено приближенное решение основного уравнения теории 
оптимальных статистических систем в пространстве с энергетической нор
мой. В работах американских исследователей, появившихся позднее, была 
сделана попытка получить решение задачи идентификации таким же мето
дом. Однако эту попытку нельзя признать удачной, так как не удалось 
получить решения задачи минимума квадратичного функционала с положи
тельным вполне непрерывным оператором [4]. Развивая метод энергетических 
пространств, в [3] получено решение задачи о минимуме квадратичного 
функционала в факторпространстве и, таким образом, найдено решение задачи 
идентификации для квадратичных критериев ошибки. Ниже это решение 
излагается.

1. Задача о минимуме квадратичного функционала
Применение квадратичных критериев в задаче идентификации приводит 

к проблеме минимума квадратичного функционала. Это имеет место как для 
статистического, так и для детерминированного сигналов.
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Действительно, пусть необходимо определить характеристику линейной 
системы а>(г) с конечной памятью Т ъ если наблюдаются сигналы x(t), u(t); 
Q<Lt<,T, где x(t) — возмущение и u(t) — искаженная шумом реакция системы. 
Если предположить, что x(t) и u(t) — стационарные случайные процессы и 
определить характеристику из условия минимума математического ожида
ния квадрата ошибки

е2 = М  [и(0 -  Leo]2 , 
т,

Leo =  j  со(т) x(t — т) d t , (1)
о

то (1) простым преобразованием приводится к квадратичному функционалу 
вида 1

/(со) =  (А со, со) -  2(со,х) , 
т,

А со — I к(т — тД со(т) dr , (2)
О

где
x(r) = M[x(t  г)и (0 ] ,
к(т) =  М  [х(/ — т) х(/)].

В работе будут использоваться скалярные произведения и нормы в 
двух пространствах L2 (0, 7\) и L2 (О, Г) соответственно с носителями для 
весовых функций со(-) и сигналов ц(-) х(-). Если не будет специального 
примечания, то скалярное произведение следует понимать в L2(0, 7\).

Однако критерий (1) вряд ли можно считать достаточно реалистичным 
для идентификации системы. Действительно, для вычисления по (1) требуется 
знать точные статистические характеристики процессов x(t) и u(t). В реальном 
эксперименте известны лишь оценки соответствующих характеристик. Однако 
использование оценок требует осторожности, т. к. задача определения функ
ции, минимизирующей (2), некорректна. Поэтому вместо критерия (1) часто 
удобно использовать квадратичный критерий близости, считая х(-) и п(-) 
неслучайными функциями. Тогда можно записать

£2 =  II и — Leo ||2, (3)
где

I
Leo =  J  со(т)х(/ — т) dr, 

о

со(т)==0; т <  0; т > Т 1,

1 /(си) отличается от ег на величину ||н||г, не зависящую от си.
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u(t) и x(t) — реакция с ошибкой и возмущение, принадлежащие прост
ранству L2 (О, Т). Система имеет конечную память 7\.

Замечание. Предположение о конечной памяти при использовании квад
ратичных критериев является существенным. В случае (1) фильтр с конеч
ной памятью позволяет получить стационарный процесс y(t) на выходе. 
Кроме того, процессы x(t) и y(t) оказываются стационарно связанными.

Предположение о конечной памяти в (3) приводит к избыточным дан
ным для Т >  7\. Если положить Т — 7\, то использование критерия е2 ста
новится затруднительным, т. к. для широкого класса функций х(»), п(-), 
удовлетворяющих условию u\t), x ' ( t )£L2, существует решение уравнения

Leo =  и .

В этом случае е2 =  0, и, следовательно, нельзя отличить по критерию е2 
плохую систему от хорошей.

Квадратичный критерий (3) приводит также к квадратичному функцио
налу

1(со) =  (В со, со) — 2 (со, х ) ,

Т г

Всо =  I к(т, Tj) со(т)с/т, (4)
6

где
т

k(rv  ri) — J  x(t -  Tj) x(t -  r2) dt,  ту ^  r 2,
*l

(5)
T

k ( r v  T 2 )  =  j  X(t — T j )  x(t -  T 2 )  d t , T 2  >  T 1 ;

T

x(t) =  j  x(/ — r) u(0 d t . (6)
r

Оператор В в (4) является положительным и вполне непрерывным.
Положительность В очевидна, а его полная непрерывность является 

следствием предположения и; х 6 В2, т. к. это имеет следствием
т, т.
J  j  k \ x lt т2) drx dr2 <
о 6

оо .

Эти свойства оператора В являются причиной трудностей при решении 
задачи о минимуме /(со) (4). Действительно, если бы оператор был положи
тельно определен, т. е.

р(со, со) (В со, со) <  Р(со, со),
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где 0 <  р <, Р <  оо, то решение со* задачи (4), как показано в [б], всегда 
существует и притом со* £12 (0,7\). Однако, если р =  0, то может не выполнять
ся необходимое условие существования решения уравнения Фредгольма 
первого рода

В со* = х у (?)

которому должна удовлетворять функция, минимизирующая функционал 
/(со), если последняя существует.

Отсутствие решения (7) в пространствах С или Ь2 является следствием 
полной непрерывности В, т. к. точкой сгущения спектра оператора В явля
ется 0 [7], [8].

Решение задачи о минимуме функционала (4) тем не менее существует. 
Однако элемент, минимизирующий функционал, в общем случае, не является 
функцией точки в обычном понимании анализа. Винер и Хопф доказали 
существование изображения Фурье решения уравнения (7), когда левая 
часть является сверткой [9].

Решению уравнения (7) были посвящены также другие работы, напри
мер [4], [10].

Нерешенным остался вопрос о характере решений уравнения (7) и, как 
следствие, вопрос о приближенных решениях. Однако именно решение двух 
последних задач оказывается существенным для идентификации.

Основным для их решения является определение множества элементов, 
на которых функционал (4) достигает минимума.2 Оказывается таким мно
жеством является нормированное факторпространство. Оно определяется 
следующим образом.

Пусть областью определения оператора В является Ь2 (О, 7\). Тогда 
можно факторизовать [8] пространство L2 (О, 7\) относительно подпростран
ства S(B) нулей оператора В так, что оператор В, индуцированный на фак- 
торпространстве L2/S, будет строго положительным. То есть для любого Z  
имеет место

(Bz, z )>  0, z £L2IS,

где Z — элемент факторпространства L2jS. Тогда на L2/S можно ввести 
скалярное произведение и норму формулами

(z,#)ß = (Bz, &),

IIz ]|b =  (Bz,z).

2 Если такое множество не определено, то задача о минимуме функционала не может 
быть поставлена вообще.
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Норма ||Z ||ß сохраняет свое значение для любого представителя элемента Q 
факторпространства L2/S. В силу эрмитовости оператора В введенное в 
L2/S скалярное произведение и норма удовлетворяют всем необходимым для 
них аксиомам [8]. Наконец факторпространство LJS  пополняется, в смысле 
нормы К • \\в [8]. Полное нормированное факторпространство будет обоз
начаться H/S.

Относительно элемента, минимизирующего функционал (4), имеет 
место следующая

Теорема 1

Пусть выполнены условия х £ L2 и u £ L 2, и уравнение (7) определено 
для со 6 H/S. Тогда (7) имеет единственное решение.

Доказательство

Для того, чтобы уравнение (7) имело решение, необходимо выполнение 
условия

z € S (ß ) , (8)

где S(B) — подпространство значений оператора В.
Это необходимое условие здесь выполняется. Действительно, пусть 

y £ S ( B ) .  Тогда, меняя порядок интегрирования, скалярное произведение 
(у, х) можно представить в виде

Т I
(у>, Х) =  J J т(т) x(t -  т) u (0  dr d t .

о о
Из неравенства Коши для правой части после простого преобразования полу
чается неравенство

\(v,x)\ ^  IMI HvIIb -
откуда следует (8), т. к. для у  £ S(B); B y  =  0.

Теперь можно определить элемент со*, минимизирующий функционал
(4). Для этого вначале определяется функция

k=1 Xk

где 9ok и Xk удовлетворяют уравнению

(9)

B<Pk =  К  <Pk-

6
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Значение функционала 1(соп) равно

Д О  _  -  i
к = 1 Ак

и для приращения функционала можно записать

/ К ) - / К +1) =  ^ ^

(9а)

В силу положительности и условия (8) число в правой части равенства поло
жительно, а значит и последовательность 1(соп) — монотонно убывающая. 
С другой стороны, функционал /(со) ограничен снизу. Монотонно убывающая 
ограниченная последовательность сходится к своей нижней грани

inf / К )  =  / К )  =  -  J  . (10)
ft=i К

На основании (9) и (9а) функционал достигает минимума для

Последовательность соп сходится к со* по энергетической норме, т. к.

lim IIсо„ —  с о *  ||^ =  lim [ / ( с о п)  - / ( с о * ) ]  =  0 .

( И )

Норма со* на основании (11) равна

II®* 111 =  J Í * ^  =  - /(c o * ) . (12)
к= 1 Ák

Таким образом, функционал достигает минимума для элемента с о * , для кото
рого существует энергетическая норма. Однако вместе с со*  функционал (4) 
сохраняет свое значение также на всех элементах множества Q*, полученных 
сдвигами со*  на нули оператора В.

Из определения факторпространства H/S следует, что Q* 6 H/S.
Теорема доказана.
Минимальное значение функционала определяется на основании (3), 

(7) и (12)
£min =  IMI2 “  II <ü*||!, (13)

где первая норма вычисляется в Ц  (О, Т).



Л Е О Н О В : ЗА Д А Ч А  И Д Е Н Т И Ф И К А Ц И И 273

2. Свойства решения

Теорема 1 позволяет понять особенности полученного решения.
Во-первых, так какэлементом факторпространства является множество, 

Q*, то любой представитель фактор-группы может быть решением. Это имеет 
место, когда А =  0 является собственным числом оператора В. Однако ясно, 
что смещение решения на любую функцию у> £ S(B) не меняет стационарного 
значения функционала /(со*). Если А =  О не является собственным чис
лом оператора В, то решение задачи единственно. Во-вторых, решение не 
является функцией точки в обычном смысле. Но, как показано, оно явля
ется элементом гильбертова пространства И/S. В пространстве H/S действует 
оператор L, определяющий реакцию идентифицированной системы. Действи
тельно

у =  Leo,
у* =  Leo* , (15)

где у и со — реакция и весовая функция истинной системы. Откуда следует 

II у* — у ||2 =  (В А со, А со) =  IIА со j|ß ,
(16)

Л со =  со* — со .

Из последнего равенства можно заключить, что энергетическая норма про
странства H(S естественным образом порождается квадратичной метрикой для 
реакций системы. Имеет место следующее важное правило: расстояние между 
реакциями у* и у  равно расстоянию между характеристиками со* и со в энерге
тическом пространстве.

Это означает, что малость ||у* — у||2 вовсе не влечет малость Лео в этом же 
пространстве. Более того, величина Лео может иметь точки роста типа дельта, 
но на множестве точек меры нуль. Таким образом, устраняется источник 
многочисленных недоразумений, существующих в ряде работ. Именно, если 
система идентифицируется из условия близости реакций, то при этом не сле
дует ожидать близости характеристик модели и системы в «хорошем» про
странстве типа С илиТ2, т. е. в «обычном» смысле. Напротив, это требование 
допускает сколь угодно большое отличие в обычном смысле характеристики 
модели от характеристики истинной системы. Наконец, решение в фактор- 
пространстве позволяет иначе взглянуть на некорректность уравнения (7) 
Фредгольма первого рода.

Задача корректна, если aj решение единственно б)  решение непре
рывно зависит от исходных данных [2] (в данном случае от функции n ( t ) ) .  Ясно, 
что задача идентификации некорректна как в смысле а), так и в смысле б).

6*
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При решении происходит как бы необратимая потеря «естественного» 
пространства, в котором содержится характеристика со истинной системы. 
Таким «естественным» пространством может быть, например, пространство 
С или L2.

3. Приближенное решение и естественная регуляризация задачи

Теорема 1 устанавливает существование решения для более широкого 
класса интегральных уравнений (7) по сравнению с уравнением типа свертки, 
рассмотренным в [9].

Кроме того, теорема позволяет получать приближенные решения урав
нения (7), необходимые для задач идентификации, т. к. x(t) и u(t) определя
ются из экспериментов.

Для приближенного решения (7) можно строить минимизирующие 
последовательности функционала /(со). Если использовать процедуру наиско
рейшего спуска, то приближения задаются рекуррентными соотношениями

®n+i =  а>п -  Mn Vn ( п =  О, 1,2, . . . , ) ,  (17)
где

= В со п — Х ,

Нулевое приближение со0 выбирается произвольным в L2. Относительно 
сходимости последовательности соп к решению имеет место

Теорема 2

Пусть х, и £ Lj(0, Т). Тогда последовательность соп сходится в простран
стве H/S к  элементу со*, минимизирующему функционал /(со).

Доказательство

Для приращения функционала /(со), используя (17), можно записать

1(соп) I (свп+1) = V„
Vr 112 llß

Числа, стоящие в правой части этого равенства, для любого п и любой функции 
X — неотрицательны.

Таким образом, последовательность 1(ооп) — монотонно убывающая, и в 
силу ограниченности 1(соп) снизу сходится к своей нижней грани.
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Следует отметить отличие результата, содержащегося в этой теореме, от 
результата, относящегося к положительно-определенному оператору [б].

Хотя в обоих случаях используется одна и та же минимизирующая по
следовательность, результат получается различный. В случае положительно
определенного оператора В последовательность (17) сходится к функции 
со* 6 L2 (0, 7\).

В случае положительного оператора В последовательность (17) схо
дится к со* в метрике пространства H/S. При этом в Ь2 последовательность, как 
правило, является расходящейся.

Если остановить вычисление на п-ом шаге, то соп, полученная на осно
вании (17), будет принадлежать L2(0,7\) (если нулевое приближение выбрано 
в L2 (0,7\)). Таким образом, остановкой вычисления на конечном п можно 
добиться гладкости приближенного решения, т. е. такого же эффекта, как и 
регуляризацией функционала /(со) [2].

Как и следовало ожидать, такая регуляризация приводит к увеличению 
£min- Поэтому необходимо знать, каким увеличением «min можно «заплатить» 
за гладкие решения. Степень гладкости решения должна быть при этом 
задана. В [2] эта степень задается константами регуляризующих функ
ционалов.

Таким образом, в работе решается задача идентификации динамических 
систем по квадратичным критериям в нормированном факторпространстве. 
Доказывается существование решения и определяются приближенные ре
шения. Предложенное решение задачи идентификации в нормированном 
факторпространстве определяет другой подход к решению некоторых задач.
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The problem of dynamic systems identification in factor space

Yu. P. LEONOV 
(Moscow)

Summary

The problem of dynamic systems identification over quadratic criteria of closeness 
is solved. The theorem of existence of generalized solutions beins elements of normed 
factor space is proved. “Energy” norm is used in the factor space which permits one to 
find solutions of a rather general form. Similar solutions may not he, for instance, point 
functions in a conventional sense. An approximate solution of the problem is defined 
in the normed space. Connection between generalized solutions and incorrectness of 
the problem is established.

The suggested solution of the problem determines another approach for the solu
tion of incorrect problems.

Ю. П. Леонов
Институт проблем управления (автоматики и телемеханики) 
СССР, Москва В -485, Профсоюзная ул. 81
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О К О Д А Х ,  Л О К А Л И З У Ю Щ И Х  О Ш И Б К И

И. М. БОЯРИНОВ
(Москва)

(Поступила в редакцию 5 января 1970 г.)

Рассматриваются линейные над QF (2) коды, локализующие ошибки, прове
рочные матрицы которых являются кронекеровскими произведениями провероч
ных матриц циклических кодов с символами из GF (2). Описываются процедуры 
декодирования построенных кодов.

Линейный (л, к)-код С, проверочная матрица Н которого равна кро- 
некеровскому произведению [1] проверочной матрицы Нг линейного (п1, кх)- 
кода С1} исправляющего класс ошибок Ес, и проверочной матрицы Я2 линей
ного (л2, к2)-кода С2, обнаруживающего класс ошибок Ed, обладает свойства
ми, промежуточными между кодами обнаруживающими и исправляющими 
ошибки. Если матрицы Нг и Я 2 удовлетворяют определенным условиям, 
то избыточность кода С, имеющего длину п =  п1 п2, дает возможность опреде
лить любое подмножество, принадлежащее классу Ес подблоков длины л2, 
в каждом из которых имели место ошибки класса Ел-

Под классом ошибок Ес (Еа) понимается множество комбинаций оши
бок (например, независимые ошибки или пачки ошибок), исправляемых (об
наруживаемых) кодом. Коды с такими свойствами были названы Вулфом 
и Элспасом [2] кодами, локализующими ошибки (EL-кодами).

Использовав в качестве кода С2— (п2, п2— р)-код над GE(2), обнаруживаю
щий класс ошибок Еа, в качестве кода Сх — (пи пх—т)-код с символами из 
GF(2е), исправляющий класс ошибок Ес, Вулф [3] построил (п, п - г )-код 
над GF( 2) с п =  п1п2и г  =  т Q, который локализует класс Ес подблоков, иска
женных ошибками из класса Еа.

Гёталс [4] рассмотрел случай, когда коды С2 с символами из GF(q) и Сх 
с символами из GF(qm)2 циклические (q — степень простого, m-зависит от 
свойств кода С2).

Ниже при самых общих предположениях изучаются линейные коды, 
локализующие ошибки, и процедуры их декодирования, а также рассматри
ваются два класса EL-кодов над GF(2), построенных с помощью циклических 
кодов Cj и С2 с символами из GF(2).
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Т е о р е м а  1. Пусть Сх —линейный (л1( пг—в)-код над GF(qх), исправля
ющий класс ошибок Ес■ Пусть С2 — линейный (п2, п2-г)-код над произвольным 
подполем GF(q2) поля GF(q1), обнаруживающий класс ошибок Ed. Тогда су
ществует линейный код С над GF(q2) длины п =  пх п2, имеющий не более чем rs 
проверочных символов и локализующий класс подблоков Ес длины п2, иска
женных ошибками класса Еа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

f t® h® ■. ■ \
h® . ■

U í> №  • ■ /&> '

проверочная матрица кода Cv  а

(h[V ••

tf2 =
h® №  •

W 2i> ■

— проверочная матрица кода С2. Покажем, что код С, проверочная матрица 
Н  которого равна кронекеровскому произведению матриц Нх и Н2

í MV h 2 h®H2 . ■ i№ xh 2\

H = HX®H2 = h$>H2 h$ H2 . ■ h<£l H2

\h^H 2 h®H2 . ■ h ^ H j

■ . ■

• •

■ ■ h lV hZ  . •/&>/&>,

■ W f f l , . ■ hin, h(rn\

удовлетворяет требованиям теоремы.

Для того чтобы код С локализовал класс подблоков Ес, искаженных 
ошибками класса Еа, необходимо и достаточно, чтобы синдром кодового 
вектора, в котором произвольное множество (два множества) подблоков клас
са Ес икажено ошибками класса Ed, не был равен нулю.
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Предположим противное. Пусть кодовый вектор

а =  (ép, а[( i )
2 у У и п2 У у и 1 У é n̂ )

* ’ У и П2 )  У (О

в котором некоторое множество подблоков класса Ес искажено ошибками 
класса Ed, перешел в вектор

Ь =  ( b p ,  Ьр, . . .  é p t , . . .  , t p > ,  # 4  . . . ,  é p p ) , (2)

синдром S  которого равен нулю

7=1 i=i
/с = 1,2, ... ,s; г = 1,2,.. , г .

(Ь)

Преобразуем (3) к виду

2  2 b<ii)hf
7=1 í = i

1 $  = о ,

к =  1,2, . . .  s; 1=1 , 2 ,  . . .  , г .

(4)

Представим таким же образом синдром кодового вектора а
пх ( п2

2  2 aP hP Щ  =  0, 5)
7=1 1 í=l

II .. у St =  1 2 1 у а  у .. ,г

Так как аР, bP, hu являются по условию элементами поля GF(q2), то суммы 

é p  = У  é p  é p  и b(p  =  2  bP  hf  (6)
í=i í=i

также принадлежат полю GF(q2) и, естественно, полю GF(q1), являющемуся 
расширением GF(q2) (в случае qx =  q2 оба поля, очевидно, совпадают).

При каждом фиксированном 1(1= 1,2, . . ., г) системы равенств (4) и (5) 
можно рассматривать как синдромы векторов

bi =  (éP, ép, . . .  , b\np  и а, = (ép , ép , ép , . . .  , é p p  (7)

принадлежащих коду Сг. В силу линейности кода Сг векторы С; =  bt— щ =  
=  (cP, cP, . . . ,  с "4) будут являться кодовыми векторами.

Покажем, что ненулевыми компонентами векторов ct (I — 1,2,  . . . ,  г) 
могут быть только те, которые соответствуют искаженным подблокам (/-му 
подблоку соответствует cP) и, обратно, каждому /-му искаженному подблоку 
соответствует по крайней мере один вектор С; с ненулевой компонентой cP.
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Действительно, по построению,

с\п =  2  (b<iD -  <&) h<$  =  2  cij) W  ■1 = 1 1=1
Если /-й подблок не искажен, то b\J) =  a\j\  а следовательно, и cP  =  0 для 
всех / =  1, 2, . .., н2; если же /-й подблок искажен, то синдром вектора- 
ошибки с0) =  . . . ,  cP) кода С2, принадлежащего по предположению
классу ошибок Ed, не равен нулю и имеет поэтому по крайней мере одну 
ненулевую компоненту, например,

CU)=  J  #>/$>.
i=i

Таким образом, в каждом из векторов Ci (1=  1 , 2 , . .  ., г) ненулевыми 
компонентами могут быть только те, которые соответствуют искаженным 
подблокам (не обязательно всем). Каждый вектор с; является вследствие этого 
вектором-ошибкой, принадлежащим классу Ес ошибок, исправляемых кодом 
С1; и, очевидно, не может быть кодовым вектором. Получили противоречие. 
Теорема доказана.

Число проверочных символов кода С равно числу линейно независимых 
строк проверочной матрицы Н и, очевидно, не превосходит rs.

С помощью теоремы 1, используя алгебраическую структуру исходных 
кодов, строятся EL-коды, обладающие требуемыми свойствами. Например, 
непосредственным следствием теоремы 1 является результат [3].

Как это показано ниже, в связи с тем, что декодирование EL-кода С 
сводится к декодированию кода Сх, желательно по возможности выбирать в 
качестве кодов Сх такие, которые допускают простые методы декодирования. 
Одним из таких путей при построении EL-кода над GE(2) является выбор 
циклических кодов над GE(2) в качестве кодов Сх и С2.

Т е о р е м а  2. Пусть Сх-двоичный укороченный циклический код длины 
пг и Нг =  (1, ß, ß2, . . ., (И1-1) — проверочная матрица кода, где ß — прими
тивный элемент поля GE(2m‘). Пусть С2 — двоичный циклический код длины 
п2, обнаруживающий класс ошибок Еа, имеет проверочную матрицу

/ 1 а 1 « ?  ■ ■ « l 2 - 1

Н 2 =
1 а 2 а |  . . а 2 2 - 1

\  1 а г 0% . . а ? 2 " 1

где «!, а2, . . ., аг — корни г различных неприводимых многочленов g,(x) (g,(a,■) =  
=  0, i =  1, 2, . .., г), на которые разлагается порождающий многочлен g(x) 
кода, GF(2m’) — наименьшее расширение GE(2), содержащее все а1;а2, . . ., <хГ.
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Пусть d =  (2т‘— 1, 2т‘ — 1), п1<,(2т' — 1 )jd и GF(2т) — наименьшее расши
рение GF(2), содержащее ß, а,■(/ = 1 , 2 , . . . ,  г). Тогда существует код С длины 
п = пъ п2, имеющий не более чем гт проверочных символов и локализующий 
одиночный подблок длины п2, в котором имели место ошибки класса Ed.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ha основании теоремы 1 естественно предполо
жить, что проверочная матрица Н EL-кода С равна кронекеровскому произ
ведению матриц Нг и Н2

/ 1 ос1 . . а"2-1 . . ß "I-1 /З"!-1 ах . . ß ^ - 1 \
1 «2 . • ос?2-1 • ß ni- 1 ß m ~ i а2 _ . ß ^ - 1 «22-1

VI ССГ . . ос?*-1 . . ß m - i  ß m - i  Xr _ . ß ^ - 1 а"2"1 У

Для того чтобы код локализовал одиночный подблок, необходимо и 
достаточно, чтобы синдром кодового вектора, в котором два произвольных 
подблока искажены ошибками класса Ed, не был равен нулю.

Предположим противное. Пусть Z-й и /-й подблоки вектора а (1) кода С 
подверглись искажениям из класса ошибок ЕЛ так, что вектор а перешел в 
вектор b (2), синдром S  которого равен нулю

s* = ß1'-12  b<ij) +  ß 1”12  b‘l) 4-1 = 0. (8)
i =  l  i—.l

k =  1,2, . . .  , r .

Так как код C2 обнаруживает ошибки класса Ed, то найдется хотя бы 
одно к такое, что по крайней мере одно из двух слагаемых (например, первое) 
S k отлично от нуля.

Преобразуем выражение (8) к виду

J  b f  « Г 1
0м  “ ------------• (9)

i = l

Обозначим правую часть равенства (9) через а6, где ос—примитивный эле
мент подполя GF (2т’), Ь—целое. Элементы ßJ~l и ай по условию принадлежат 
полю GF (2т ).

Покажем, что при всех допустимых значениях I и /  элементы ßJ~l и а6 
не принадлежат пересечению подполей GF (2mi) и GE (2тг), поэтому равен
ство (9) не выполняется при тех же значениях I и /. Действительно, для того
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чтобы ßl J и а6 принадлежали пересечению подполей GF (2™1) и GF (2тг), не
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

,, 2т -  1 , 2т -  1
' 2mi - 1 2т з -  1

причем (с, 2т‘ — 1) =  1 или

|/ —/| (2т - 1) =  bc(2mi -  1).  (10)
Если

2mi — 1| / - / | < -----------, где d = (2mi - 1, 2т* -  1),
d

что непосредственно следует из условия теоремы, то равенство (10), а значит и 
равенство (9), невозможно ни при одном b =̂= 0 .Следовательно,предположение 
о равенстве нулю синдрома S  вектора b неверно. Число проверочных симво
лов кода С, очевидно, не превосходит гт. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Положим т1 =  т >  т2, г =  1, л2 =  2т‘ — 1. Код С 
имеет длину п =  2т —  1 , число проверочных символов т и локализует одиноч
ный подблок, в котором произошло не более двух ошибок. Код С, как это сле
дует из [2], является в этом случае оптимальным.

Приме р .  Пусть Ci1J — циклический (255, 247)-код Хэмминга, /5-корень 
примитивного многочлена

g£1)(x) =  х8 -f х4 +  х3 +  х2 +  1 и =  (1, ß, . . . , ß25i)

— проверочная матрица кода С ^ .
Пусть С2 — циклический (15,7)-код Боуза-Чоудхури, исправляющий 

две или обнаруживающий четыре ошибки, порожденный многочленом

g2(x) =  (х4 +  х 4- 1) (х4 +  х3 +  х2 +  х +  1);

а,а3 —корни g2(x) И
1 а а2 . . .  а14 
1 а3 а6 . . . а12

— проверочная матрица кода С2.
В соответствии с теоремой 2 код Cj получим укорочением кода С)0 . 

Так как
2Ш1_ 1

d = (2n,i - ] , 2 m*- 1) =  (255, 15) =  15 и л, = -----------= 1 7 ,
d

то Сх — укороченный циклический (17,9)-код и Я , =  (1, ß, ß2, . . ., ßw) — про
верочная матрица кода Сг.
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Код С будет иметь длину п =  щ п2 =  255, число проверочных символов 
т =  16 и локализовывать одиночный подблок длины 15, в котором произош
ло не более четырех ошибок. Проверочная матрица кода С равна

l_l 1 « . . .  а14 . . .  ß16 ß16 « . . .  ß16 а 14 
_  1 х3 . . .  х12 . . .  ßle ß™ х3 . . .  ßle x12 ‘

Для случая локализации многократных искаженных подблоков имеет 
место следующая теорема.

Т е о р е м а З .  Пусть Сх — двоичный циклический код длины пь исправля
ющий класс ошибок Ес, порожден многочленом g(1)(x) =  gi1)(x) g ^ x )  • •. -gs^W, 
где g/'^x) — неприводимый над GF(2) многочлен, i=  1, 2, . . ., s, и GF(2m') 
— наименьшее расширение GF(2), содержащее все корни g(1)(x).

Пусть С2 — двоичный циклический код длины л2, обнаруживающий класс 
ошибок Ed, порожден многочленом g<2)(x) =  g!2)(x) gt2)(x ) . . .  gr2)(x), где 
gí2)(x) — неприводимый над GF(2) многочлен, i=  1, 2, . . .  г, и GF{2тг) — наи
меньшее расширение GF(2), содержащее все корни g(2>(x). Если (mv т2) — 1 
и GF(2т) — наименьшее расширение GF(2), содержащее все корни многочлена 
g(1)(x) g(2)(x), то существует EL-код С длины п =  п1 п2, имеющий не более чем 
rsm проверочных символов и локализующий класс подблоков Ес, в каждом из 
которых имели место ошибки класса Ed. Код С эквивалентен циклическому 
коду.

Не останавливаясь на доказательстве теоремы, в целом аналогичном 
доказательству предыдущей теоремы, заметим лишь по поводу последнего 
утверждения, что код С, как легко показать, эквивалентен циклическому 
коду, порождающий многочлен которого равен

g ( x )  = gii(x)g12(x) .. . g,/x) . .. grs(x), f = l , 2 , . . . , s ;  / =  1,2, . . .  г,

где g,j(x) — минимальный многочлен элемента а, ßj поля GF{2т), g?\xi) — О, 
gj(ßj) =  о.

Следует заметить, что число проверочных символов EL-кодов С, удовле
творяющих теоремам 2 и 3, пропорционально т — тг m2/(m1; т2).

Наименьшее значение т, равное гщ, принимает при (тъ т2) =  т2, а 
наибольшее значение, равное т 1 т2, т принимает при (m1, т2) =  1. Поэтому 
теорема 2 позволяет строить локализующие одиночный подблок коды с 
меньшей избыточностью, чем теорема 3, при помощи которой, однако, стро
ятся коды, локализующие многократные искаженные подблоки, которые 
эквивалентны циклическим кодам.

Рассмотрим декодирование ££.-кодов, удовлетворяющих теореме 1, и 
покажем что оно сводится к декодированию кодов Q.
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Если декодирование кода Сг включает в себя вычисление синдромов 
(например, поэтапное декодирование кодов Боуза—Чоудхури), то процедура 
состоит в следующем. Вычисляются компоненты синдрома S  вектора b (2), 
полученного на выходе

2  к  =  1 , 2 ,  . . .  , s  1 = 1 , 2 ,
7 = 1 i = 1

Если все компоненты синдрома S  равны нулю, ошибок не произошло и 
декодирование на этом заканчивается. В противном случае для каждого I 
(/.=  1, 2, . . ., г) вычисляется синдром S t вектора

Ь, =  (Ь?\ Ъ?\ . . .  , Ь ^ ) , (11)

отличающегося от вектора at (7), принадлежащего коду С1} в позициях (не 
обязательно во всех), соответствующих искаженным подблокам (/-му под
блоку соответствует компонента b\J)), по следующему правилу: рг я компо
нента (pi =  I +  рг, р =  0, 1, . . ., S— 1) синдрома S  является (р +  1)-й компо
нентой синдрома S t. Доказательство последнего и других приводимых здесь 
утверждений непосредственно вытекает из доказательства теоремы 1.

По синдрому Si в соответствии с процедурой декодирования кода Сь 
находим искаженные символы вектора bh а значит, и определяем искаженные 
подблоки кода С. Повторяя процедуру для каждого I и объединяя результа
ты вычислений, определяем все искаженные подблоки.

Необходимость последних операций вытекает из того, что в каждом из 
векторов bi могут быть искажены символы, соответствующие лишь некото
рым искаженным подблокам, но для каждого искаженного подблока найдется 
по крайней мере один вектор bi, в котором будет искажен соответствующий 
этому подблоку символ.

Если метод декодирования кода Сх не включает в себя вычисление син
дромов (например, мажоритарное декодирование), процедура декодирования 
сводится к построению г векторов bi (11).

Способ построения векторов Ьг, вытекающий из доказательства теоремы 
1, заключается в следующем. Первая компонента вектора bi равна

bim = 2 b<ir> h f ,
i= 1
П|

вторая компонента равна ^  bf> h$\ /-я компонента вектора bt
i=i

Пг Пг {

равна b\j) = ^  b\j) h$ \ пх-я компонента вектора равна b\ni) =  JV" b)ni)
i=1 i=1
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В каждом из векторов bi, используя процедуру декодирования кода С1( 
находятся искаженные символы и, следовательно, соответствующие им иска
женные подблоки. Объединяя результаты вычислений по всем /(/=  1,2,. . ,,г), 
определим все искаженные подблоки кода С.

Приведенные процедуры декодирования пригодны, в принципе, для 
всех кодов, локализующих ошибки, проверочные матрицы которых равны 
кронекеровскому произведению проверочных матриц исходных кодов, одна
ко в каждом конкретном случае необходимо или усложнять или упрощать 
рассмотренные процедуры в зависимости от алгебраической структуры вы
бранных кодов.
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On the linear error-locating codes

I. M. BOYARINOV

(Moscow)

S u m m ary

L in e a r e rro r-loca ting  codes over 6 F (  2) w hose check m a tr ic e s  a re  th e  K ro n eck e r 
p ro d u c ts  o f  th e  check m a tr ic e s  o f cyclic codes w ith  elem ents fro m  GF(2) a re  d iscussed .

T he  following th eo rem  is p roved  fo r codes which lo ca te  single error sub -b locks 
in  a  code w ord.

L e t G j be a  sh o rten ed  cyclic code o f  le n g th  n l. Also a ssu m e  th a t  ß is a  p r im itiv e  
elem en t o f  th e  field GF(  2mi) an d  H 1 =  (1, ß, ß2, . . . , ß n-~1) is th e  check m a tr ix  o f  th e  
code C 1.

L e t <72 be a  cyclic code o f len g th  n 2 w h ich  detec tions a  class o f erro rs K d. T he  
check m a tr ix  o f G2 is d efin ed  as

w here a , ,  a 2, . . . , a r a re  ro o ts  o f r d iffe ren t irreduc ib le  po ly n o m ia ls  !/j(x) ( y ß a ß  =  0, 
г — 1, 2 ,. . . ,  r) an d  GF( 2m*) is th e  leas t ex ten s io n  field  over G F ( 2) w hich c o n ta in s  all 
®i> a 2>. . .,  a r.
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2т ‘ —  1If  d =  (2mi — 1, 2"'s — 1), n l < ,---- -j----  and GF(2m) is the least extension over
GF( 2) which contains ß, a,(i =  1, 2 r), then, there exists a code C of a length n =  
= n ln 2 with no t more than rm check bits, which locates a single sub-block of length n 2 
w ith errors of the class Ed.

An analogous theorem is proved for a code which locates multiple error sub-blocks. 
Coding procedures for the codes discussed are also described.

И. M. Бояринов
Научный совет по комплексной проблеме «Кибернетика» 
СССР, Москва В-333, ул. Вавилова 40
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ON TWO METHODS OF A DISCRETE 
SYSTEM IDENTIFICATION
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The maximum-likelihood method and the generalized least-squares method 
for the discrete identification are compared. On the basis of algorithms for com
puters conclusions are drawn about the possibility of the application of these 
methods, about their numerical claim, in the case of different noise-structures. 
The actual importance of this study is shown by the fact that in our time the 
spreading of the process control by computer requires more and more discrete 
identifications of linear dynamical systems. The reason of this is the data pro
cessing and the fact th a t the informations on the signals of processes are supplied 
by  data collectors in discrete moments. I f  necessary, the discrete model can be 
easily set into a continuous form.

1. The maximum-likelihood method

Áström and Bohlin [1] suggested the following system-model in their 
maximum likelihood parameter estimation method (Fig. 1);

is the model of the process

is the input signal (a random signal with zero mean and 1 
variance)
random noise, non-autocorrelated with zero mean and 1 variance 
output signal

noise-model.
A (z -X) 7

where
Д(г~г)
A(z-i)
u(t)

m
y(t)
, G iz-1)

7
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The equation of the system is:

(1)^ (z -1) A(z_1)
The noise is considered as an equivalent output noise. Let us define 

the following vectors':

q =  [1, flq, в2> • • •) bo, iq, • • • > 9i, 92> • • • > £7ft]

(where Eff) is a non-autocorrelated random noise with zero mean and vari
ance A). Reducing the vectorial form of the system equation to Eft) we get:

Eft) = xTft)-q ( 2 )

In the case of N  samplings Eq. (2) becomes:
E =  X q

X =  (xT(<)}
where

t = 1 ,2 ,... ,NE =  {E(t)}

The common density function for N  samplings of the signal Eft) is:

On the basis of this the likelihood function has the following form: 

L =

Let the so called error-function be the following:

7(0) = - E r E 
2

(3)

(4)
(5)

( 6 )

(7)

( 8 )

where 0 =  \ax, аг, .. ., an, b0, bu . . . ,  bm, gb g2, . . . ,  gk] 
is the vector of the unknown parameters.

The likelihood function is to be maximized in 0. This is equivalent to 
the minimization of the function F(0). Applying a general algorithmical 
description to determine the minimum of the cost-function

E{c)  =  E x {ffx,  c)}
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of its parameter c, the following algorithm can be used [4]:
c \n\ =  c\n — 1] — Г[п] Vc /(x[»], с [n — 1]) (9)

The identification tasks with off-line aspects can be considered to be deter- 
ministical (F(c) = /({0, c) =  /(c)) from the point of view of x[n], thus the 
optimal weight-function can be determined from the second-order Taylor-
series of the function:

( 10)

(where H is the matrix of the second-order partial derivates of the function 
/(0 . c), the so called Hessian).

Applying to the error-function to be minimized in the Áström — BohUn 
method we get:

V0F(0) =  ^ ^  =  ~ E  =  J r (E ,0)-E 
80 Э0

(where J is the Jacobian, containing the first-order derivates of E(0)).

( П )

87(0)

- J r (E ,0)
7n+m+k

(12) is the matrix Vee(0) in [1].)
All these become more compUcated, since the roots of the polynomial 

G are restricted to the interior of the circle of radius 1. 2

2. The generalized least-squares method

The method [3] starts from the noise-model, reduced to an output, 
which is more general than that of the model on Fig. 1. The equation of the
system:

wh ere (13)

Let us define the following vectors:

Q ' [̂ 1» 2̂» • • • 9 an, Öq, bi, . . . ,  bm]

x(*) = [— y{t — 1), . . . ,  — y{t — n), u(t), и (t — 1), . . . ,  u(t — m)]r

7*
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The equation of the system in vectorial form is:
2/(0 =  xT(0 Q +  A(t) (14)

where
A(t) =  A iz -1) • e{t)

The form of (14) in the case of N  samphngs is:
y =  XQ +  A (15)

where X =  {xT(0}
У =  MO} t = l , . . . , N  

A = {A (t)}

The method minimizes the error-function

F(0) =  Ar  A =  (y XQ)T (y -  XQ) (16)

Since (16) is a quadratic function of Q, the minimum of the error-function can 
be obtained in one step:

Qls =  [Xr X]-1 XTy (17)

Since у =  YX +  A, the expression (17) is a biased estimation of Q, because

Qls =  [XTX] XT [XQ +  A] =
=  [Xr X ]-1XTXQ +  [XTX]_1XTA =
=  Q +  [ X ^ X l^ X ^  (18)

and the expected value of the second part of the sum (18) does not equal 
to zero.

The bias can be ceased by the proper filtering of the input and output 
signals.

The method presumes th a t the noise can be approached as an auto- 
regressional one, i.e.:

A(t) =  — |(i)
C(z~i)

( C i f 1 =  1 +  c ^ - 1 d-------\-ckz~k; (19)
1(0 is uncorrelated with zero mean and variance 1.
Defining the vectors

C =  [cq, c2, . . ., Cft]

m(0 =  [ -  d ( í -  1), -  d ( i - i ) ] T (20)
we get

A(t) =  u>(0 • C +  | ( 0 (21)
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Eq. (21) for N samplings has the following form:
Д =  Í2C -f  ТЕ, (22)

SI =  {0)T(i)}

A =  {/1(0} t = l , . . . , N

5 =  {«(<)}
On this way an other least-squares estimation can be given to the noise- 
coefficients:

CLS =  [fí7'« ] - 1 S1A (23)
(the estimation is unbiased).
Applying the estimation (23) we filter the input and output signals: 

uF(t) =  (1 +  cxz~x +  . . .  +  ckz - k)u{t) 

yF(t) =  (1 +  CiZ"1 +  .. . +  ckz -k)y(t) (24)

More and more correct estimations of Q and C can he obtained on a recursive 
way from the transformed data. For the detailed description of the method 
we refer to [3].

Since during the estimation the noise is considered to be autoregressional, 
certainly the following equation must hold, for the estimated coefficients, 
taking (13) into consideration:

(25)

If  the coefficients of the polynominals A, C are identificated, then the coef
ficients of the polynomials G and F cannot be uniquely restored. Counting 
with the Ástrom-model of Fig. 1 (where d ( z - 1 )  =  F{z_1)) (25) will have the 
following form:

Giz-1) ■ Ciz-1) =  1 (26)

3. The numerical study of the two methods

Tables I  and II  show the results of the identifications for the same mode] 
by the two methods.

Table I belongs to the model of Fig. 1. Obviously, exact results are given 
by both of the methods in the case of small noises. In the cases of high noises 
more exact results can be obtained for the coefficients at and 6,- by the 
Áström—Bohlin method and by the generalized least-squares method respec
tively. The disadvantage of the generalized least-squares method occurs in
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Table I  
(N =  600)

Parameters Principal values
X =  0.4 (10% noise)

L.S.E. Áström G.L.S.E.

a i — 1.6 — 1.46 — 1.6 — 1.5

»2 0.7 0.66 0.7 0.703

w 1 1.05 1.02 1.03

b 2 0.6 0.496 0.474 0.47

g i  c i - 1  1 0.746* — 1.01 0.9

g 2 C2 0.2 0.8 0.397* 0.209 0.585

HFV — 83.02** 41.65 89.8

я — 0.408 —

Table I I
(N = 250); (Я0 = 0)

Parameters Principal values
hi = 0.2 X( = l

L.S.E. Áström G.L.S.E. L.S.E. Áström G.L.S.E.

% —0.8 —0.801 - 0 .7 9 8 —0.796 —0.829 —0.783 —0.756

b0 0.6 0.584 0.582 0.582 0.338 0.33 0.33

b, 0.2 0.192 0.194 0.195 0.093 0.11 0.115

gi —0.8

Cl 0.33 —0.35* 0.37 —0.364 —.342 0.391 —0.419

- 0 .3 3

h - 0 . 8
HFV — 1.8** 1.56 3.14 26.07 22.41 45.14

* The data have been gained from the G.L.S.E. estimation.
** The L.S.E. data are the initial da ta  of the Áström-identification.

cases where the exact identification of the noise-model is also among the 
aims, since the method is not able to estimate A, and since the determining 
of the coefficients gt is difficult (because autoregressional noises are presumed) 
and the coefficients obtained on this way are moreover less exact, than the 
ones, obtained from the Áström—Bohlin method.

The numerical algorithm of the Áström—Bohlin method is more dif
ficult, than the one of the generalized least-squares method, but only an
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X =  1.8 (50% noise) = 7.2 (200% noise)

L.S.E Á ström G.L.S.E. L.S.E. Áström G.L.S.E.

— 1 — 1.5 — 1.47 —0.61 — 1.5 — 1.34
0.269 0.69 0.684 0.053 0.67 0.611
1.16 1.11 1.09 1.46 1.44 1.33
0.879 0.37 0.482 0.99 —0.08 0.476
0.22* — 1.01 0.889 0.026* 1.01 0.83

—0.005* 0.204 0.561 —0.003* 0.167 0.439
1283** 843.1 1807.5 15110** 13440 28038

— 1.83 — — 7.33 —

* The d a ta  h av e  been ga in ed  from  th e  G .L .S .E . estim a tio n .
** T he L .8 .E . d a ta  a re  th e  in itia l d a ta  o f  th e  Á strö m -id en tifica tio n .

unsignificant quantity of time is gained because of the filters and the remain
ing matrix inversion in the latter one.

The noises, which may occur at the measure of the input signal is not 
taken into consideration at any of the two methods compared above.

In this case the structure of the system is as follows on Fig. 2:

Fig. 2

The equation of the system is:

If  the following equation can be satisfied:

(28)
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then the input noise can be identificated as an equivalent output noise, but 
only formally, since the noise reduced on this way cannot be considered inde
pendently from the system. The exact identification of the input noise is 
complicated [5], and supposes, tha t either the standard deviation or the 
covariance-matrix of the input noise is known.

Table I I  shows the results if estimated identification is made for a non- 
autocorrelated input noise (where the noise is formally reduced to the output 
according to (28)). (The differences, arising at the two different methods where 
the signals and the numerical values of the noise-coefficients are estimated, 
come from the different noise-structure properties of the two methods.)

In this case we do not get as exact values for the process-parameters 
as in the case of the input noise — as it can be seen from Table II. Its reason 
is the input noise identification, having an approximating character. Even 
in the case of medium noise-level the results are good.

4. The study of the on-line aspects of the methods

The optimal matrix Г [и] for the on-line application can be generally 
given for the two methods in the algorithmical description [4].

Using the notations of Eq. (9), (10):

Г [ri\ (29)

The optimal Г [и] cannot be counted, however, recursively in the on-line 
version, since, in the Ástrom—Bohlin method the H matrix is the function 
of the system-parameters, as it could be seen above.

Nevertheless, the on-line version can be realised, bu t a suboptimal Г [и] 
is wanted instead of the optimal Г[п].

The on-line version of the generalized least-squares method can be 
realised without any difficulty, moreover, the matrix can be inverted on a 
recursive way.

The estimation algorithm is as follows:
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(g and ö are the learning coefficients)

The defence against the singularity of the matrix XTX is not contained 
in the algorithm (it does not frequently occur at discrete identifications), 
for its solution we refer to [6].

The method is quick and easy [3].
Results, gained in the case of a first-ordes lag, can be seen on Fig. 3. 

The coefficients are satisfactorily exact already at 500 samplings. By the 
method the change of the coefficients can be adaptively taken into con
sideration.

parameters

Fig. 3
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О двух методах дискретной идентификации систем

Ч. БА Н Я С -Я . ГЕРТЛЕР 
(Будапешт)

Резюме

В статье проведено сопоставление двух методов дискретной идентификации: метода 
максимального правдоподобия и обобщенного метода наименьших квадратов. Приведен 
алгоритм методов идентификации и показаны численные результаты.

Для разных случаев отношений помех и для различных структур помех сделаны 
проверки. На основе алгоритмов, разработанных на ЦВМ, сделаны выводы о возможности 
применения и вычислительной потребности данных методов при модификации методов 
типа «оф-лайн» и «он-лайн».

Актуальность этих исследований обоснована тем, что при нынешнем распростра
нении управления процессами с помощью ЦВМ станет всё более необходимым дискретная 
идентификация линейных динамических систем. Причиной этого является обработка дан
ных с помощью вычислительных машин и информация, полученная о параметрах процес
сов в дискретных моментах времени. Но дискретная модель в случае наборности может 
быть преобразована в непрерывную.

Cs. Bányász—dr. J. Gertler 
Research Institute for Automation 
Hungarian Academy of Sciences 
Budapest II., Kende u. 13—17, Hungary
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О Б  О Д Н О Й  У П Р О Щ Е Н Н О Й  М О Д Е Л И  В З А И М О Д Е Й С Т В И Я  

В К О Л Л Е К Т И В Е  А В ТО М А Т О В

В. Л. СТЕФАНЮК, С. Б. КОТЛЯР
(Москва)

(Поступила в редакцию 28 июня 1971 г.)

В статье рассматривается простейшая модель итеративного формирования 
мнения. Особенностью модели является случайный характер взаимодействия ее 
элементов. Удалось получить достаточно простое описание системы и исследовать 
ее поведение в зависимости от параметров.

Для многих задач технического, биологического, социологического 
характера существенным является обмен информацией или наличие взаимо
действий между отдельными частями и наличие процесса, приводящего к 
некоторому равновесному состоянию. В статье рассматривается простейшая 
модель процесса формирования «мнения»1 коллектива после поступления в 
коллектив определенной «начальной» информации. Это «мнение» формируется 
в результате обмена информацией внутри некоторого множества автоматов, 
которые обладают в некотором смысле целесообразным поведением. Предпо
лагается, что в течение ряда последовательных тактов весь коллектив авто
матов разбивается на группы и такой обмен информацией протекает независи
мо в каждой из групп. Заметим, что подобная ситуация итеративного фор
мирования мнения на основе знания мнений остальных участков характер
на, в частности, для метода Дальфи, применяемого для получения экспертных 
оценок [1- 2].

Будем рассматривать случай, когда каждый член коллектива пред
ставляет собой простейший автомат, выходная величина которого (или 
состояние) 9?(() может принимать одно из двух значений, т. е. cp(t) =  О, 1. 
Поведение автомата во времени задается уравнением

<p(t +  1) =  F(<p(t), s(t), 1(0), (t =  0,1,2, . . . ) ,

где s(t) — входная переменная, которая принимает два значения: 0 — нештраф, 
1 — штраф, |(0  — последовательность случайных независимых величин, так

1 Термин «мнение» коллектива понимается как, в некотором смысле, стационарное 
состояние всего коллектива. В случае коллектива людей — это набор мнений, которых 
придерживается каждый из членов коллектива.
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же принимающих два значения 0,1 с вероятностью 1 — е, е соответственно. 
Предполагается, что функция F задана следующим образом:

0, 0) =  F  (cp(t) 1, 1) =  <p(t) ,

F{v(t), 1,0) =  F (<p(t) 0, 1) =  W )  =  1 -  q>(t).

При £(/) =  0 автомат меняет выходную величину только при штрафе, 
поэтому £(/) =  1 можно понимать как проявление «упрямства» автомата (с 
вероятностью е).

По-другому можно представлять £(/) как «ошибку» или «сбой» авто
мата.

Будем рассматривать коллектив из N  таких автоматов, считая, что 
£,(/) ( / = 1 , 2 , . . . ,  N ) являются независимыми случайными величинами для 
всех членов коллектива. Ниже мы будем считать, что в каждый момент вре
мени / =  0, 1 , 2 . . .  автоматы разбиваются на группы, причем величина вход
ной переменной для каждого автомата в состоянии <р(1) зависит от средней 
доли X(t) автоматов в этой группе, выбравших выходную величину, равную

(pit) (иными словами, находящихся в том же состоянии): если X(t) >  , то
1 2 s(t) =  1, если X(t) <  — , то s(t) =  0.

Таким образом, в каждой группе происходит «голосование» по боль
шинству. Можно также рассматривать случай, когда таким образом «голосует» 
лишь один случайно выбранный автомат группы (т. е. все входные перемен
ные всех остальных автоматов полагаются равными 0). Ниже всюду мы будем 
придерживаться второго способа голосования, когда случайно выделяется 
один автомат. Кроме того, везде, кроме приложения, предполагается, что в 
группе имеется ровно три автомата (N — кратно 3). Разбиение на группы кол
лектива автоматов происходит случайным образом. Предполагаем также, что 
величина е для всех автоматов одна и та же (в дальнейшем это предполо
жение будет несколько ослаблено).

Сделанные ограничения упрощают рассмотрение, но не являются обяза
тельными. Из сказанного видно, что взаимодействие элементов имеет много 
общего с задачей «голосования с ошибкой», рассмотренной в ряде работ, 
например [3], в которых, однако, предполагалось, что все автоматы располо
жены на неограниченной прямой (или плоскости), соседи фиксировались раз 
и навсегда, и где целью исследования являлось обнаружение случаев 
неэргодичности системы.

На самом деле, легко показать, что при описанном выше групповом 
взаимодействии коллектив оказывается заведомо эргодической системой (но 
ниже мы будем рассматривать систему на достаточно малом отрезке времени,
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на котором состояние всей системы с большой вероятностью определяется 
начальными условиями).

Рассмотрим функцию ^(t) — долю автоматов находящихся в момент 
времени / в состоянии 1.

Получаем приближенное уравнение, описывающее процесс (см. прило
жение).

K t +  1) =  - - ^ - ( 1  -  2£)^ ( , )  +  (1 _ 2e) ^ ( 0 +  2 ( / ) +  * (1)
д  д  О

Стационарные точки ц удовлетворяют уравнению

При е <  — имеются три стационарные точки:

п 1 .  . 1 1При — £ <[ — получаем стационарную точку =  — .

Как легко видеть, при е <  ~  точки и [л3 являются устойчивыми, при

чем область устойчивости корня есть

корня ц3 есть 

1 2точка (I =  —

1
О,- , а область устойчивости

при £ >  — существует единственная стационарная

Полученный результат противоречит тому, что исходная система явля
ется эргодической. Это противоречие означает, что полученное описание 
может быть верным только на достаточно «малом» промежутке времени. 2

2 Как отмечалось выше, факт разбиения всего коллектива на тройки не является 
обязательным для данного рассмотрения. Область для е, при которых существуют три 
стационарные точки при разбиении, например, на пятерки, определяется неравенством 

7
е <  2 Q (см. приложение).
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На некотором «малом» интервале времени происходит формирование и 
сохранение средней доли «1» в коллективе, величина которой зависит от на
чальных условий.

Для оценки времени пребывания в стационарных состояниях и вообще 
правомочности такого приближенного анализа было проведено моделирова
ние описанного процесса на ЦВМ. Моделирование проводилось для N  =  
=  1024, N  =  510, N  =  225 автоматов. Как показало моделирование, приб
лиженный анализ является достаточно точным.

Пример. Для JV =510, е =  0,05, начального состояния 44нач. =  200 
(т. е. 200 автоматов в начальный момент времени находятся в состоянии 
<Ц0) =  1) система приходит в стационарную точку за 26 тактов. Система на
блюдалась в течение 40 тыс. тактов и все это время находилась в окрестности 
стационарной точки. Таким образом, «малый» отрезок времени, на котором 
справедливо наше описание на самом деле может быть достаточно большим.

При е =  0, 1 окрестность шире. Время формирования стационарной 
средней доли «1» системы примерно такое же. Интересно, что полученный 
результат значительно отличается от результатов, полученных в работе [3], 
где соседи фиксировались.

Можно говорить, что при е достаточно малых такая система обладает 
памятью, так как состояние коллектива с достаточно большой вероятностью 
определено начальными условиями. (Память системы здесь понимаем в том 
же смысле, что и память каждого члена коллектива, который в интервале 

1времени порядка — сохраняет свое состояние, если на вход не подаетсяе
«штраф»).

Тогда оказывается, что коллектив в целом «помнит» свое состояние гораз
до дольше, чем каждый член этого коллектива. Фактически речь идет о повы
шении надежности работы одного элемента способом близким к [4].

Можно было бы говорить также и о надежности операции «голосова
ния» в такой системе.

Основываясь на том же приближенном описании, рассмотрим случай, 
когда коллектив N  автоматов неоднороден.

Взаимодействие в этом коллективе такое же, но пусть коллектив распа
дается на п подколлективов с численностью соответственно Кь К2, . . ., К п, 
причем каждый такой подколлектив характеризуется своим параметром 
е — вероятностью «ошибки» и предполагается, что К 1} К2, ■ ■ •, К п 1 ■

Рассмотрим, как свойства отдельных частей сказываются на поведении
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П

менить параметр £ на í  =  ^  а,- е,-, где е,- — вероятность «ошибки» для г-го
!=i

подколлектива с численностью Ki-
Тогда, очевидно, что условием существования трех стационарных точек 

1является е <  — .
б

Из этого условия видно, что, если, например, таких подколлективов два
7 1и 0ц =  — (т. е. I подколлектив существенно больше П-го), а е1= — , то
8 - 1 д 1для выполнения условия е <  — достаточно, чтобы е2 <  —.

7 ’

На рис. 1—5 показаны некоторые характерные траектории ^(/) — доли 
единиц в коллективе из N  автоматов, в котором происходит процесс формиро
вания «мнения». Приведены средние значения n(t) по 100 тактам времени 
(t =  100, 200, . . .). (На рис. 1—3 и 4—5 траектории /х(/) для соответственно 
однородных и неоднородных коллективов автоматов).
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Приложение

1. Вывод уравнения процесса формирования мнения
Ниже предполагается, что коллектив из N  автоматов в каждый момент 

времени t случайным образом разбивается на группы из К  автоматов (N  кратно 
К), и в каждой группе «голосует» один случайно выбранный автомат.

Пусть в начальный момент времени i=  О доля автоматов, находящихся 
в состоянии 1, задана и равна р(0) =  р0. Вычислим среднее значение ^(1) —
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доли автоматов, находящихся в состоянии 1 в следующий момент времени 
t =  1. Заметим, что после разбиения на группы, вероятность того, что данная 
группа из К  автоматов содержит ровно S автоматов в состоянии 1, равна 
С%рo(l —fi0)K~s . Выбирая теперь случайно «голосующий» автомат и производя 
выбор мнения «по большинству», как описано в основном тексте, получаем 
следующее выражение:

Положительные члены в квадратных скобках дают среднюю суммарную 
долю автоматов, которые в силу процесса голосования переходят из состоя
ния 0 в состояние 1.

Множитель 1
К

отражает тот факт, что в группе меняет мнение лишь

один случайно выбранный автомат.

Рассмотрим теперь рекуррентное соотношение:

М * + 1 )  =  Ф ( М 0 ) >  М 0 )  =  ^о. (П.2)

Предположение, которого мы придерживаемся в настоящей работе, состоит 
в том, что: 1) средняя доля автоматов в состоянии 1 в каждый момент 
времени является представительной величиной, 2) эта средняя доля в момент 
t равна М О ,  вычисляемой по соотношению (П .2).

При К  =  3 из (П. 2) получаем уравнение (1).

2. Исследование приближенного уравнения процесса при нечетных
К  =  21+1

Будет показано, что при условии

J_ 22f~1
2 ( 21 + 1 ) 0 ,

(П.З)

8
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у уравнения (П. 1), как и в случае К =  3, имеются три стационарные точки:
1 1fa, fa =  — , fa, причем fa, fa расположены симметрично относительно точки —. 
2 2

Из (П. 3) видно, что при / оо величина, ограничивающая е, стремится 

к —. Получим условие (П . 3). В стационарном случае согласно (П. 2) 

получаем
[I =  (р(ц). (П.4)

Обозначив г =  —- — и учитывая К =  21 +  1 из (П. 2), (П. 4), получаем 
1 ц

следующее уравнение для v:

Нетрудно видеть, что это уравнение имеет решение v =  1 и, кроме того, если
* 1оно имеет положительное решение v*, то — также является его решением.у*

Также нетрудно заключить, используя правило Декарта о числе пере
мен знака в ряде коэффициентов, что число положительных решений (П. 5) 
при всех е не более трех. Поскольку y(v) +  оо при v -* оо, то условие 
у'(у)1, = 1 <  0 является необходимым и достаточным для того, чтобы (П. 5) 
имело три различных положительных корня (при у>'(1) =  О (П.5) имеет 
корень V =  1 кратности 3).

Вычисляя y'(v)/v=1 получаем, что для этого необходимо и доста
точно, чтобы

2 ( 2 í +  1)(/ — /) ( V
£ < — ---------------------------- . (П.б)

(21 + 1 )  2  (2í +  о  с 1г
1 = 0

Остается упростить (П.б), чтобы получить (П. 1), использовав для этого оче
видные соотношения:
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On a simple scheme of the interaction of the collective members

V. L. STEFANIUK—S. B. KOTLIAB,

(Moscow)

S um m ary

T he  question  o f  y ield ing com m on “ opinion” in  th e  collective o f  som e som po- 
n e n ts  p la y s  an  im p o r ta n t role in  m a n y  problem s: techno logy , bio logy, social science 
an d  so on. T his q u es tio n  w as n o t y e t  answ ered in g en e ra l, though  som e resu lts a re  
well know n.

O ne sim ple schem e o f th e  in te rac tio n  o f th e  m em b ers  o f  the collective is considered, 
w hich w ill lead  to  th e  fo rm ation  o f c e r ta in  collective “ o p in io n ” th ro u g h  th e  tim e.

T he “ op in ion”  o f  a  m em ber is “ I ”  o r “ O” . The “ o p in io n ” can be  changed by  th e  
m em ber fo r a n o th e r  one  during  th e  c o n ta c ts  w ith  som e o th e r  m em bers o f  th e  collective. 
The p a ra m e te r  e, n am ed  th e  “p ass iv ity ”  (or “ o b stin acy ” ) o f  the m em ber, is in troduced . 
T he collective is s tu d ied  on a  su ffic ien tly  sm all tim e  in te rv a l. In  sp ite  o f  th e  sy s tem  
erg o d ic ity  th e  d e fin ite  m ean  value o f  “ o n es” is fo rm ed  during  th is tim e  in terval, th e  
m ean  v a lu e  fu lly  d ep en d in g  on th e  in itia l conditions.

I t  w as considered  a  simple d e sc rip tio n  o f th e  sy s tem , w hich a llow ed  to  s tu d y  
th e  ro le  o f  e in th e  v a r ie ty  o f s itu a tio n s .

T he descrip tion  w as checked b y  th e  com puter s im u la tio n  and th e  re su lts  o f s im u 
la tio n  ap p ea red  to  be in  a  good ag re e m e n t w ith  th e  th eo re tic a l concep tion .

В. Л. Стефанюк — С. Б. Котляр
Институт проблем управления (автоматики и телемеханики) 
СССР, Москва В —485, Профсоюзная ул, 81
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ОПТИМАЛЬНОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРЕДЫСКАЖЕНИЕ И 
КОРРЕКТИРОВАНИЕ В СИСТЕМЕ ПЕРЕДАЧИ 

ИНФОРМАЦИИ С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ ШУМОМ

Н. К. МИЛЕНИН
(Рязань)

(Поступила в редакцию 10 марта 1971 г.)

Рассматривается задача синтеза оптимальных линейных предыскажающих 
и корректирующих фильтров в стационарной системе передачи информации с двумя 
дополнительными источниками шумов.

В качестве критерия верности воспроизведения сообщений используется 
предложенный критерий минимума дисперсии общей взвешенной ошибки, равной 
сумме динамической и случайной ошибок, взвешенных по разным законам.

Приведена сравнительная оценка эффективности предыскажения сигналов и 
непосредственно самих сообщений.

1. Введение

Анализу и синтезу линейных предыскажающих (кодирующих) и коррек
тирующих (декодирующих) устройств при передаче различных сообщений 
по стационарному каналу связи посвящены работы [1 — 12]. В этих работах 
рассматривается случай, когда в канале связи имеется только один источ
ник флуктуационного шума, который непосредственно воздействует на вход 
корректирующего фильтра. Однако в реальных системах передачи инфор
мации кодированию часто подвергается не первоначальное сообщение, 
интересующее получателя, а лишь предварительно искаженный и зашумлен
ный сигнал [13]. Дополнительные шумы могут также возникать в приемном 
устройстве как до, так и после декодирующего фильтра [13].

В настоящей работе проведен синтез оптимальных линейных предыс
кажающих и корректирующих фильтров, когда в системе передачи инфор
мации наряду с шумами канала связи воздействуют еще два источника 
дополнительных флуктуационных шумов. Одним из этих источников допол
нительных шумов являются некоторые звенья передающего устройства, а 
другим — звенья приемного устройства.

При синтезе учтены линейные искажения сообщений и сигналов, воз
никающие в звеньях системы передачи информации до предыскажающего 
и после корректирующего фильтров.
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Источниками дополнительных шумов и линейных искажений явля
ются, в частности, фотографические и магнитные фонограммы [12], а также 
преобразователи сообщений в электрические сигналы, например телевизион
ные передающие камеры.

2. Блок-схема исследуемой системы передачи информации

На рис. 1. представлена блок-схема системы передачи информации, ко
торая исследуется в данной работе. Стационарные гауссовские сообщения 
(одномерные или многомерные), математическое ожидание которых пред
полагается равным нулю, преобразуется без шумов и линейных искажений 
идеальным преобразователем сообщений в одномерный электрический сиг
нал S(t). Полезный сигнал S(t), представляющий стационарный случайный 
процесс с энергетическим спектром S(co), искажается в реальном передающем 
устройстве (в том числе в реальном преобразователе сообщений в сигнал) с 
эквивалентной передаточной функцией Ф(/со). К искаженному сигналу 8 $ )  
в передающем устройстве добавляется некоррелированный (независимый) с 
сигналом аддитивный шум nx{t) с пересчитанным ко входу предыскажающего 
фильтра энергетическим спектром G(co). Далее суммарный случайный про
цесс x(t) =  S^t)  -ф лД) поступает на вход предыскажающего фильтра с

Рис. 1. Блок-схема исследуемой системы передачи информации
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передаточной функцией K(jco) к сигналу x^t), на выходе которого добавля
ется независимый шум канала связи n2(t) с энергетическим спектром N(co). 
Причем, к шумам канала связи отнесены все шумы, возникающие между 
предыскажающим и корректирующим фильтром.

После прохождения канала связи суммарный стационарный случайный 
процесс y(t) =  xy(t) -(- n2(t) поступает па вход корректирующего фильтра 
с передаточной функцией W(jco). Выходной случайный процессу^) склады
вается с независимым шумом n3(t), возникающим в звеньях приемного уст
ройства, расположенных после корректирующего фильтра. Пересчитанный 
к выходу корректирующего фильтра энергетический спектр шума n3(t) обоз
начен R(co). Суммарный случайный процесс z(t) =  y^t)  +  n3(t) воздействует 
на вход линейного звена с передаточной функцией В(/со). Это звено позволяет 
учесть линейные искажения процесса z(t) во всех звеньях реального приемного 
устройства (в том числе в восстановителе сообщений), расположенных 
после корректирующего фильтра. Выходной стационарный случайный про
цесс Zj(t), стационарно связанный с входным сигналом S(t), преобразуется в 
принятое сообщение с помощью идеального восстановителя сообщений, ко
торый не вносит дополнительных искажений и шумов в рабочей полосе 
частот.

3. Критерий верности воспроизведения сообщений

В линейной системе передачи информации принятые сообщения отлича
ются от переданных за счет динамических и случайных ошибок. Коррели
рованные с передаваемым сигналом 8(t) динамические ошибки ea(t) =  £ вых(0 — 
—S(t) возникаютза счет отличия выходного полезного сигнала $вых(/) от вход
ного S(t) (рис. 2). Случайные ошибки £ш(0 обусловлены воздействием флук-

Г ‘
нЦи)

[ E g l t ) ] e
61

Рис. 2. Блок-схема для вычисления дисперсий (стд,стш и ст2) взвешенных динамической 
[сд(0]взв, случайной [еш(/)]взв и суммарной [г(0]взв ошибок в исследуемой системе передачи

информации
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туационных шумов n^t), n2(t) и ns(t). Эти ошибки некоррелированы с сигналом 
S(t) и определяются уровнем шумов на выходе системы (рис. 2), т. е. еш(/) =

Мешающее действие динамических и случайных ошибок при одинаковой 
их средней мощности различно и зависит от свойств получателя сообщений. 
Поэтому верность воспроизведения сообщений определяется взвешенными 
(по разным законам) динамической [ед(0]взв и случайной [еш(0]в3в ошибками.

В качестве критерия верности воспроизведения сообщений будем ис
пользовать критерий минимума дисперсии а2 суммарной взвешенной ошибки 
[е(0]взв> равной сумме дисперсий <Тд и а2ш независимых между собой взве
шенных динамической и случайной ошибок, т. е.

Для наглядности расчетов взвешенных дисперсий а\ и а2ш применяется прин
цип суперпозиции, т. е. прохождение полезного сигнала S(t) и шумов через 
линейную систему рассматривается раздельно, как это показано на рис. 2. 
При этом вычисление дисперсий а\ и а2ш взвешенных динамической и слу
чайной ошибок производится в частотной области с помощью разных весовых 
функций А(ю) и М(со) соответственно.

Величина времени задержки корректирующих и предыскажающих 
фильтров, как и в работах [1 — 12], не ограничивается, т. е. характеристики 
этих фильтров синтезируются без учета условия физической осуществи
мости.

4. Синтез оптимальной передаточной функции корректирующего
фильтра

Передаточные функции дополнительных линейных звеньев Ф(]'со) и 
B(jco) будем все время считать заданными. Зафиксируем сначала передаточ
ную функцию предыскажающего фильтра K(ju>) и подберем передаточную 
функцию корректирующего фильтра W(jco) так, чтобы величина дисперсии 
o'2 суммарной взвешенной ошибки была минимальна..

Взвешенную дисперсию а2 (ЗЛ) выразим через энергетические спектры 
S0(co) и N 0(co) динамической и случайной ошибок, а также весовые функции 
А(а) и М(со), т. е. (рис. 2)

(3.1)

Ъп 2,71 J
ft>H

(4.1)
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где сон =  2л;/н; сов =  2я /в ; / н и /в — нижняя и верхняя границы полосы 
пропускания, за пределами которой весовая функция А(со) равна нулю.1

Из рис. 2 следует, что энергетические спектры S0(a>) и N 0(w) динами
ческой и случайной ошибок соответственно равны:

S0(co) =  S(a>) ] H(jco) -  112 * =  S(a>) | Ф(/ш) K(/co) W(/co) ß(/°>) -  1|2 *> (4-2)
N oH  =  {[G(o>) I K(/©) I2 +  N(co)] I W(jco) |2 +  R(a>)} \ B(jco) \2, (4.3)

где H(jca) — передаточная функция линейной системы в целом.
Подставляя соотношения (4.2) и (4.3) в (4.1), получаем

сов
о2 =  —  Г {S(oj) АЦсо) I ФЦсо) К(/ю) W (  jcú) B(ja>) -  112 +

2л J
ö>H

+  М\со) I B(jco) |2 {[GH  I K(jco) i2 +  N(ffl)] I W(jw) |2 +  R(co)}} dco . (4.4)

В формулу (4.1) входит положительный множитель

I H(jco) 1 j =  I Ф(]Ъ) K(jco) W (jсо) B(jco) 1 I , ( 4 . 5 )

поэтому величина дисперсии а2 суммарной взвешенной ошибки зависит как 
от модуля, так и от аргумента передаточной функции корректирующего 
фильтра W(ju>). Дисперсия а2 (4.4) может только уменьшиться, если подбо
ром arg W(jco) сделать передаточную функцию всей системы H(jco) действи
тельным числом

H(ja>) = \H(ja>) I, (4.6)

когда величина модуля разности (4.5) становится наименьшей.
Оптимальную передаточную функцию корректирующего фильтра 

W0(jco), обеспечивающего при фиксированном значении К(]'со) минимум дис
персии а2 (4.4), можно найти, например, если решить известную вариационную 
задачу [14]. Составив уравнение Эйлера для подинтегральной функции 
F[W(jio)] в выражении (4.4) QF[W(jco)]ldW(ja>) =  0 и решив его при соблю
дении условия (4.6), будем иметь

где Ф*(/ю) и K*(jcú)—функции, сопряженные передаточным функциям Ф(/со) и 
K(jco) соответственно, а Цсо) =  М(со)/,А(со).

1 Если полоса пропускания системы выбрана из других соображений, то искаже
ния, обусловленные устранением частотных компонент полезного сигнала, лежащих вне
этой полосы, следует также относить к ошибкам воспроизведения сообщения.
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Из соотношений (4.4) и (4.7) следует, что минимальное значение диспер
сии érj; суммарной взвешенной ошибки при фиксированном значении переда
точной функции предыскажающего фильтра К(/со) равно:

5. Нахождение оптимальной передаточной функции 
предыскажающего фильтра

Вычислим передаточную функцию предыскажающего фильтра K(jco), 
обеспечивающего минимум дисперсии а\ (4.8), при оптимальном значении 
передаточной функции W0(ja>) (4.7) корректирующего фильтра и ограничен
ной средней мощности Q сигнала хг(7) на входе канала связи (рис. 1)

а>В

Q = —  í [t0(/co)j2S(co) +  G(co)]|K(/co)|2rf®. (5.1)
2л I 

сон

Из формул (4.8) и (5.1) видно, что фазовая характеристика предыскажаю
щего фильтра arg (К(/ш)) не оказывает влияния на величины взвешенной 
дисперсии а\ (4.8) и средней мощности передающего устройства Q (5.1), а 
поэтому может быть выбрана произвольной. Однако выбор arg K(jc») пре
допределяет собой оптимальное значение arg „(/со) (4.7). На основании выра
жений (4.6) и (4.7) можно заключить, что оптимальные фазовые характерис
тики передающего и приемного устройств должны быть взаимно обратными.

Оптимальное значение частотной характеристики предыскажающего 
фильтра, обеспечивающего минимум дисперсии а20 (4.8), при выполнении усло
вия (5.1) и очевидного условия | K(jco) j ]> 0 можно найти, если решить изо- 
периметрическую задачу вариационного исчисления [2]. Здесь уравнение 
Эйлера имеет вид

где A — некоторый постоянный множитель.
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После дифференцирования из уравнения (5.2) находим, что квадрат опти
мальной частотной характеристики предыскажающего фильтра ] /С0(/со)|2 
равен:

Из формул (4.7) и (5.3) следует, что оптимальные предыскажающий и коррек
тирующий фильтры полностью исключают из передачи те участки полосы 
пропускания системы, для которых справедливо неравенство h(a>) <  1.

Подставляя выражение (5.3) в (4.8), получаем наименьшее значение 
дисперсии с^ин суммарной взвешенной ошибки при оптимальных передаточ
ных функциях корректирующего W0(jco) (4.7) и предыскажающего /С0(/со)
(5.3) фильтров:

где Acox и A co2 — области частот, расположенные в полосе пропускания 
системы Асо = сов — со„ = Асо1 +  Аса2, каждая из которых определяется не
равенством h(co) 1 и /г(ю) <  1 соответственно.

Постоянную Я легко определить, если подставить выражение (5.3) в
(5.1). При этом

(5.6)
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6. Некоторые частные критерии верности

В предыдущих разделах сформулирован и использовался наиболее 
общий (в рамках корреляционной теории случайных процессов) частотно- 
взвешенный среднеквадратичный критерий верности воспроизведения сооб
щений с неодинаковыми весовыми функциями А(ш) и М(ш) для динамических 
и случайных ошибок. Накладывая определенные ограничения на выбор 
весовых функций А(со) и М(со), можно получить несколько частных крите
риев.

1. Случай, когда А(со) =  М(со) =  1 соответствует обычному средне
квадратичному критерию верности воспроизведения сообщений,2 который не 
учитывает особенностей восприятия динамических и случайных ошибок 
получателем сообщений.

2. Часто весовые функции А(ю) и М(т), зависящие от частоты со, отли
чаются друг от друга только постоянным множителем к, т. е.

где обычно 0 <, к <_ 1. При выполнении условия (6.1) критерий верности 
воспроизведения сообщений можно назвать частотно-взвешенным средне
квадратичным критерием с неодинаковыми весами (стоимостями) динамичес
ких и случайных ошибок.

3. Если в формуле (6.1) положить к =  1, то получим частотновзвешен
ный среднеквадратичный критерий, при использовании которого вес динами
ческих и случайных ошибок считается одинаковым, что не всегда справедливо.

4. Когда Ф(]'со) =  B(ja>) =  1, а коэффициент к (6.1) принят равным нулю 
(к =  0), то критерий верности воспроизведения сообщений будет совпадать с 
критерием максимума отношения мощности полезного сигнала к взвешенной 
мощности шума при взаимно обратных передаточных функциях корректиру
ющего и предыскажающего фильтров. При этом эффективность применения 
оптимальных предыскажений сигнала можно оценить с помощью безразмер
ного коэффициента

где при вычислении дисперсии в% в формуле (4.8) нужно положить К (/со) =  1. 
После подстановки соотношений (4.8), (5.5) и (5.6) в формулу (6.2), получаем 
(при Цсо) =  0, Ф(/ш) =  B(jco) =  1)

2 По этому критерию задача линейного кодирования двумерных изображений в 
ситуации с дополнительным шумом впервые рассмотрена Б. С. Цыбаковым в 1962 г.

(6. 1)

ßl =  Совмин , (6.2)
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Коэффициент ßx в (6.3) характеризует выигрыш в отношении сигнал—шум 
при использовании предыскажений. Выигрыш отсутствует { ß 1 —  1), когда

N(co) М 2(со) == S(co) + G(co). (6.4)

5. Если \Ф(/со) I ^  1, I ß(/co)| =И= 1, a G(co) ^  0 и R(co) ^  0, то выбор к =  О 
в большинстве случаев не может быть оправданным, так как такой выбор пред
писывает производить полную коррекцию линейных искажений полезного 
сигнала при любом уровне дополнительных шумов, что приводит к чрез
мерному увеличению уровня случайных ошибок (шумов). Поэтому здесь 
наиболее целесообразно считать, что 0 <  к <  1. Конкретное значение коэф
фициента к в той или иной системе передачи информации можно устано
вить экспериментально.

7. Оптимальное линейное предыскажение сообщений

В ряде случаев оказывается возможным подвергать предыскажению и 
корректированию непосредственно сами сообщения, т. е. производить пре
дыскажение сообщений до их преобразования в видеосигнал, а корректиро
вание осуществлять после восстановления сообщений из видеосигнала [5, б, 
10]. Блок-схема такой системы передачи информации показана на рис. 3, где

Рис. 3. Блок-схема системы передачи информации, в которой предыскажению и коррек
тированию подвергаются непосредственно сами сообщения
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линейные предыскажающий и корректирующий фильтры (с целью пред
ставления их характеристик в одномерном виде) переставлены местами с 
идеальными преобразователем и восстановителем сообщений соответственно.

Нетрудно показать, что в последнем случае при ограниченной средней 
мощности передатчика

СОВ

Q =  д— Í [S(co)\0(ico)\*\K(jco)\* +  G(o>)]dco 
2п J

сон

можно также использовать все ранее полученные соотношения, если поло- 
жить в них G(co) =  R(a>) =  0, а вместо В1(со) подставить значение суммарного 
энергетического спектра шумов системы 0(ео) =  G(co) -f N(a>) +  R(co) (рис. 3). 
В частности, при Ца>) =  0 и Ф(/а>) =  B(jto) =  1 из формулы (6.3) следует, что 
выигрыш в отношении сигнала к шуму за счет предыскажения сообщений ß2 
равен:

сов сов
J  0(ш) М 2(а>) dm j" S(co)dco

ß2 = ----------- . (6.5)C O g_________________
[ j  fS(co) 0(ш) M 2(co) dco]2
coH

Выигрыш в отношении сигнал-шум при предыскажении сообщений отсутст- 
вует (ß2 =  1), если

S(a>) =  М2(со) [0(ш) +  N(co) +  /?(ш)] . (6.6)

Сравнивая между собой выражения (6.4) и (6.6) приходим к выводу, что 
при выполнении условия (6.4) эффективными могут оказываться только пре
дыскажения самих сообщений (до их преобразования в сигнал), а при выпол
нении условия (6.6) — предыскажения сигналов (после преобразования со
общений в сигнал).

8. Пример

С целью иллюстрации полученных соотношений рассчитаем эффектив
ность предыскажения телевизионного сигнала по критерию максимума отно
шения сигнал—шум при взаимно обратных характеристиках предыскажаю- 
щего и корректирующего фильтров, когда Ь(со) =  0, R(a>) =  0, Ф(/со) =  
B(jco) = 1  и сон =  0. Для упрощения расчетов ограничимся рассмотрением
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только огибающих (грубой структуры) энергетического спектра полез
ного сигнала и весовой функции помех, которые имеют вид [11]:

(8. 1)

( 8 .2)

где S0, а и т — постоянные величины.
Энергетический спектр дополнительных (внутренних) шумов передаю

щего устройства будем считать равномерным

С(ю) =  G0, (8.3)

что справедливо для передающих камер на суперортиконе, а спектр внешних 
шумов (канала связи) представим выражением

iV(co) =  Nu(m2 +  у2 со2) , (8.4)

где 0 0, N 0, т, у — постоянные величины. При т =  1 и у =  0 спектр внешних 
шумов становится равномерным, а при т =  0 квадратичным.

Подставляя выражения (8.1—8.4) в (5.3) и (б.З), получаем

(8.5)

где

(8.6)

dco. (8.7)

Форма квадрата оптимальной частотной характеристики предыскажающего 
фильтра (8.5) для разных отношений S0/G0 при условии, что iV(co) =  N 0 и 
а/т =  10, изображена на рис. 4.
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Рис. 4. Форма квадрата частотной характеристики оптимального предыскажающего 
фильтра при наличии дополнительных шумов в передающем устройстве

Выигрыш в отношении сигнал—шум за счет предыскажения сигнала 
вычислим по формулам (8.6) и (8.7) для нескольких случаев.

1. Пусть N(co) =  N0m2 у 2 и S0/G0 =  а 2/т2 — 1. Тогда

ßi =
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где F(<p, к0) — эллиптический интеграл первого рода,

(р — arc tg сов«, к0 =

На рис. 5а, б представлены кривые зависимостей выигрыша в отноше
нии сигнал—шум за счет предыскажения сигнала ß1 (8.8—8.11) от отношения 
величина а/т в случае квадратичного (рис. 5а) и равномерного (рис. 56) энер
гетического спектра шумов канала связи. Вычисление коэфициента ßx про
ведено по формулам (8.8—8.11) для различных отношений S0/G0 и S0/G0 при 
условии, что совт — 12 (для отечественного стандарта т =  0,3 -В 0,33 мксек, 
/в - coJ2n =  б Мгц)з).

1 «2 ’
т ос.

Рис. 5. Зависимость выигрыша в отношении сигнал—шум при использовании предыскаже
ний сигнала (ßß и сообщений (ß.ß от отношения а/т

3> В разделе 8 считается, что искажения, вызванные устранением частотных компонент 
сигнала, лежащих выше сов, зрителем не замечаются, т. е. сов выбрана так, что А(со) =  О 
пришв <.<*><, оо.

9
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Для сравнения оценим также выигрыш в отношении сигнал —шум за 
счет одномерного предыскажения непосредственно телевизионных изобра
жений, когда Цсо) =  0; B(jco) =  Ф(]'ю) =  1, R(co) =  0, сов =  0. Здесь выраже
ния (8.1—8.4) необходимо подставить в формулу (6.5). При этом будем иметь

_ [T2(G0 +  m2N0)arctgcoBT +  N0y2(o)BT - arc tgcoBr) arc tg совх]
Г 2 (Ort I------------------------------- :-------------------- -|2 * '  * ^ '

I G0 +  N 0(m2 +  у2 со2) da 
I ( 1 т2 со2) (1 +  х2 со2)

По формуле (8.12) находим: 
1) При

(8.13)

(8.14)

(8.15)

Кривые зависимостей коэффициента ß2 от отношения а/т, рассчитанные 
по формулам (8.13—8.15) при совт =  12, также представлены на рис. 5а, б. 
Из этого рисунка видно, что коэффициент ß2 может быть как большим, так 
и меньшим коэффициента Д .

9. Заключение

1. В работе проведен синтез оптимальных линейных предыскажающих 
и корректирующих фильтров в системе передачи информации с двумя до
полнительными источниками шумов. При этом сформулирован и использовал
ся критерий минимума дисперсии общей взвешенной ошибки, равной сумме 
динамической и случайной ошибок, взвешенных по разным законам (в спек
тральной области с помощью весовых функций А(со) и М(со) соответственно).
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2. Критерии максимума отношения сигнал—шум и минимума среднего 
квадрата ошибки, ранее использовавшиеся в работах [1 — 12], а также ряд 
других критериев, являются частными случаями названного критерия вер
ности воспроизведения сообщений. Причем весьма важным является то, 
что полностью отпадает необходимость каждый раз заново проводить синтез 
оптимальных предыскажающих и корректирующих фильтров по частным 
критериям. Достаточно лишь во все полученные соотношения подставить 
выбранные значения весовых функций А(со) и М(со), отражающие свойства 
конкретного получателя сообщений.

3. Проведен также сравнительный анализ эффективности применения 
оптимальных предыскажений сигналов и непосредственно самих сообще
ний (до их преобразования в сигнал). Показано, что при наличии дополнитель
ных шумов предыскажения сообщений могут быть как более, так и менее 
эффективными, чем предыскажения сигналов (в зависимости от величины 
мощностей сигнала, шумов канала связи и дополнительных шумов).

4. В работе [13] указано, что в ряде случаев кодирование и декодиро
вание в ситуации с дополнительным шумом сводится к последовательности 
оптимальной фильтрации зашумленного сообщения и оптимального кодиро
вания и декодирования. Как показывает проведенный в приложении ана
лиз, с точки зрения общего критерия верности воспроизведения сообщений, 
принятого в данной работе, описанный в [13] способ передачи информации не 
является оптимальным, если Цсо) ^  0 и Цсо) ^  1, но оптимален при Цсо) =  О 
и Цсо) =  1.

5. Следует отметить, что полученные в данной работе выражения будут 
справедливы и для многомерных каналов связи, если в этих выражениях 
заменить одномерные спектральные плотности многомерными, а однократные 
интегралы — многократными.

Приложение

Об одном способе передачи информации

На рис. 6 представлена блок-схема одного способа передачи информа
ции при наличии дополнительных шумов, который описан в [13]. Здесь пере
даваемый сигнал х(/) сначала выделяется из шумов оптимальным фильтром

Рис. 6. Блок-схема одного из возможных способов передачи информации

9 *
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с передаточной функцией D(jm). Выделенный сигнал с энергетическим спек
тром Р(о>) считается полезным и затем подвергается оптимальному линей
ному кодированию и декодированию уже без непосредственного учета допол
нительных шумов и искажений передающего устройства. Передаточные функ
ции кодирующего и декодирующего фильтра обозначены V(jm) и W'(jm) со
ответственно. Остальные обозначения имеют прежний смысл.

Выясним условия, при которых рассмотренный способ передачи инфор
мации является оптимальным в рамках принятого в данной работе общего 
критерия верности воспроизведения сообщений.

Из соотношений (4.7), (5.3), (5.4), (5.6) и рис. б следует, что при ограни-
J “ в

ченной средней мощности передатчика Q =  —  Г Р(т) dm оптимальные пере-
3л

даточные функции D0(jm), W'0(jm) и V0(jm) в последнем случае таковы:

где
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При наличии дополнительных шумов (G(co) 7^ 0) выражения (5.3) и 
(П.5), (4.7) и (П.б) совпадают только тогда, когда Цш) — 0 или L(co)= 1. 
Следовательно, исследуемый способ передачи информации (рис. 6) является 
оптимальным лишь при этих условиях (а также в случае, когда G(co) =  0).
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Optimal linear predistorting and correcting in the information 
transmission system with additional noise
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S u m m ary

T he sy n th e s is  o f th e  o p tim a l linear p re d is to r tin g  and  co rrec ting  filte rs is ca rried  
o u t in  th e  in fo rm atio n  tran sm issio n  system  w ith  tw o a d d itio n a l noise sources. T he 
crite rion  o f  th e  m in im un  w eighing dispersion e rro r  is offered to  use. This e rro r equals 
th e  sum  o f  dy n am ic  and  ra n d o m  errors, w h ich  h ave  been w eighed  on d iffe ren t law s. 
T he co m p ara tiv e  e stim ation  o f  th e  efficiency o f  p reem phasis o f  th e  signals a n d  d ire c t 
in fo rm ation  itse lf  carried  o u t.
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A SEQUENTIAL TREATMENT OF INFORMATION 
TRANSMISSION

P . W H IT T L E  
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(R eceived  M arch 1, 1972)

A s itu a t io n  is considered in  w hich th e  sen d e r o f a m essage over a  noisy  
channel is a w a re  o f w hat s ignals h av e  a c tu a lly  b een  received a t  th e  o ther end . 
T he sender a n d  receiver agree sequen tia lly  on a  coding w hich is o p tim a l in  th a t  
i t  m inim izes th e  expected n u m b e r  o f signals re q u ire d  to  b ring  th e  receiver to  a  
p rescribed  deg ree  o f c e r ta in ty  a s  to  w h a t m essage  is in tended . T h is  process is 
te rm ed  interrogation  of sender b y  receiver, an d  is a  situ a tio n  o ccu rrin g  in  sequen
tia l ex p e rim en ta tio n . The so lu tio n  to  th is se q u e n tia l o p tim isa tion  p rob lem  yields 
au to m a tica lly  th e  concepts o f  in fo rm ation  m e a su re  and  o f ch an n e l capacity , 
also a  ce rta in  fo rm  of th e  cod ing  theorem s, a n d  a  sequen tia l co n s tru c tio n  for th e  
op tim al cod ing .

1. Introduction

The conventional information transmission situation is the following. 
One wishes to send a number of messages along a channel, which is in general 
noisy. In order to exploit the increased possibility of efficient coding inherent 
in a long message, one groups a long sequence of basic messages to form a 
compound message. A block of signals is then sent which is long enough and 
informative enough to enable the receiver to identify all but the relatively 
improbable compound messages with an assigned small probability of error, 
but so encoded that the number of signals in the block in near-minimal.

Roughly, the basic theorems of information theory state that the number 
of binary signals required to achieve this aim is, with efficient encoding,

N  =  HfC +  A. (1)

Here H  is the entropy of the compound message source, C the ergodic capacity 
of the channel, and A a term which becomes small relative to HfC as the length 
of the compound message increases. The entropy H  is defined by

H = H(P) =  -  I  Pi log P h (2)

where i indexes the possible compound messages, and P, is the probability 
of message i. All logarithms are to base 2, unless the contrary is indicated. 
We shall consider the definition of C in Sections 3,4.
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A rigorous proof of assertion (1) is a substantial and lengthy matter. 
Proofs have been improved and shortened over the years (Shannon’s random 
coding device (1957) being especially elegant and effective) but they must 
incorporate careful treatment of questions of ergodicity and stochastic con
vergence. Moreover, the key quantities, H  and C, do not emerge from these 
treatments in a particularly inevitable manner, although inevitable they 
must be.

Consider now the following sequential modification of the original trans
mission problem. After sending an individual signal, the sender is able to 
observe what signal has in fact been received at the other end, and so how 
the probabilities P, that the receiver attaches to the various compound mes
sages, conditional on information available to him, have changed. In the 
light of this, the sender chooses his next signal optimally (so as to minimize 
the expected number of signals needed). Transmission ceases when the receiver 
has identified the intended message with an assigned level of probability. 
The number of signals N  will then be a random variable. However, what we 
shall prove, by fairly direct means, is that, corresponding to (1).

E{N) =  HIC +  A', '  (3)

where H  and C have the same definitions as before for the case of a memoryless 
channel, (that of C changes if the channel has memory: see Section 5), and 
the remainder A' the same character as A.

As an example of information transmission following these rules, con
sider a scientist carrying out a sequence of experiments so as to determine 
which of a number of hypotheses 2C, may be true. The hypotheses are sup
posed exhaustive and mutually exclusive, and experimentation continues until 
the Bayes probability of any one hypothesis exceeds a prescribed value, 1 — A. 
At each stage the investigator chooses his experiment in such a way as to 
minimize the expected number of experiments needed, conditional on the 
available information. The choice of experiment then corresponds to choice 
of signal.

From this point of view the situation appears as one of interrogation 
rather than of transmission. The scientist arranges for the experiment (or 
the receiver calls for the signal from the sender, with a mutually understood 
coding convention), which, conditional on his current knowledge, minimizes 
the expected future number of experiments (signals) needed to reach a state 
of sufficient conclusiveness.

Communication theorists have also considered this situation, under the 
name “signal transmission with noiseless feedback” (see Shannon (1956), Elias 
(1961), Horstein (1963), Schalkwijk (1968), Zigangirov (1968)). However, they
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have not used the sequential decision approach adopted here, in which the 
current posterior distribution over messages P  is regarded as a state variable, 
with an associated expected signal-length F(P) which obeys a dynamic pro
gramming (D.P.) equation, this equation determining F(P) and the optimal 
coding simultaneously. The advantage of this approach is that the definitions 
and roles of H  and C, information measure and channel capacity, fall out 
immediately, in that we find that F(P) =  H(P)/C is approximately a solution 
of the D.P. equation (this is assertion (3)). So, rather than appearing as con
structions, they crystallise inevitably from the D.P. formulation of the pro
blem. The optimal coding, or at least an approximation to it, also falls out. 
We shall not be able to avoid questions of ergodicity altogether, hut the se
quential approach, yielding an assertion such as (3), requires less in the way 
of convergence arguments than the non-sequential approach associated 
with (1).

D. P. methods have been used before for optimal coding, but in other 
senses. For example, Huffman (1962) derived an optimal encoding procedure 
for noiseless channels, by D. P. methods. However, this is an optimisation 
of a deterministic mapping by recursive methods, rather than a real-time 
sequential procedure, and it will not deal with the case of noisy channels.

In order ro separate the basic ideas we shall treat three cases of increas
ing generality: perfect channels, noisy channels without memory, and noisy 
channels with memory. That is, in the context of experimentation: error-free 
experiments, experiments with error which are statistically independent, and 
sequences of statistically dependent error-laden experiments.

2. Interrogation over a perfect channel

Consider a situation in which each signal can take one of m values, 
and is received faithfully. That is, one is working with an m-letter alphabet 
through a perfect channel.

We shall use P, to denote the receivers posterior probability (i.e. probabi
lity conditional on the available evidence) that the compound message being 
sent is the ith. The vector with elements P, will be denoted by P. The value 
of P  changes as transmission proceeds. In the case of the perfect channel one 
can consider continuing until the message has been identified with certainty, 
so the stopping rule is “cease interrogation when the distribution P is degene
rate — i.e. concentrated on a single г-value” .

The coding or interrogation rule will take the form of a direction from 
the receiver: “transmit signal x'(P) if ЗС,- is true”. Here x takes one of the 
signal values 1,2, . . ., m and we have included the P argument to emphasise
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the fact that the coding the receiver, or interrogator, will choose at any stage 
will depend upon the current P  value. The problem is then one of choosing 
the function x'(P) optimally, and we shall take as “optimal” that coding rule 
which minimises the expected number of signals required to reach certainty.

From the experimental point of view, one has an experiment which is 
capable of m responses, or outcomes, and the experiment is so designed that 
it will have outcome x'(P) if Ж/ is true: P  being the vector of posterior probabi
lities of the respective hypothesis at the stage immediately before this particular 
experiment.

We shall say that P  describes the “state” of the interrogator, or experi
menter.

Let F(P) denote the expected number of signals needed, starting from 
a state P, if optimal coding is used. We have then

F(P) =  0. (P degenerate) (4)

If P is not degenerate then at least one more signal must be transmitted 
(experiment performed). Signal x will be received with probability

x(x) = 2 : Pi, (5)
A(x)  v '

Here A(x) is the set of i for which x'(P) = x (so that both x(x) and 
A(x) are P-dependent, but we shall leave this dependence to be understood, 
for notational simplicity). After the observation of signal x, the posterior 
probabilities P, will suffer the transformation

(6)

о that F(P) then suffers the transformation

F(P) =  A min [ x(x)F(P*)\. (7)

Here the minimum is taken over the possible decompositions {A(x)} 
of the set of i values into disjoint, exhaustive sets A(x); alternatively over 
choices of the function x‘. Because the coding is optimal at each stage, F(P) 
will satisfy the dynamic programming equation (7). This equation can be 
simplified in one respect. I f  we write the unit in the righthand member of (7) 
as PPi, then one establishes recursively tha t F(P) can consistently be extended 
to non-negative arguments P, not necessarily satisfying the normalisation

EPi - 1 ( 8 )
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by the convention that F(P) be taken as homogenous of degree of one in P  
(see Whittle, 1964, 1965, 1969). For this extended function the recursion (7) 
simplifies to

F(P) = ZPt +  min [ ^ ( 0 ( * ) P ) ] ,  (9)

where the transformed vector д(х) P  has its ith argument defined by

( 10)

Equations (4) and (9) determine F; the minimisation in (9) simultaneously 
determines the optimal decomposition {А(ж)} i.e., the optimal choice of the 
function xl(P).

Theorem 1. The solution F(P) of (4), (9) satisfies

F(P) = PQ + A, (11)
logm

where
H(P) =  -  FP , log P, +  (FP,-) log (FP,), (12)

and A is a non-negative quantity, which is zero iff the decomposition {̂ 4(a;)} 
can be chosen at all stages so that a(l) =  a(2) =  . . . =  a(m)

In (12) we have given an extended definition of the Shannon entropy 
function, which is homogeneous of degree one in P  and which reduces, when 
the normalisation condition (8) is satisfied, to the previous definition (2). Thus 
(11) provides a statement that E(N) ~  HfC, with

G =  log2 to (13)

the capacity (in bits per signal) of a perfect те-letter channel.
The lower bound РЦС is attained when all signal values (experimental 

responses) can be made equally probable at each stage: the optimal coding 
is presumably that bringing one as near as possible to equi-probability in 
some sense. The smaller the largest of the P; the nearer one can come to this 
goal. The remainder therefore represents a “discreteness” effect. We know the 
exact conditions under which A is zero; what is also required is a determination 
of conditions on P  which ensure that A is of smaller order than HfC. This is 
the stage at which ergodicity enters in this treatment. If the elements of P  
are sufficiently numerous and uniform and if, in particular, they represent 
the realisation probabilities of a long segment of an ergodic process, then the 
point can presumably be proved, at least with a sufficiently careful treatment 
of the code optimisation. We shall leave this point to a later paper.
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The proof goes by induction. We know from (4) that (11) holds (with 
A =  0) for one-point distributions. We shall assume it true for distributions 
on less than r points and deduce its validity for r-point distribution from(9). 
Note that, if P  is an r-point distribution in (9), then all the d(x)P/x(x) are 
distributions on less than r points.

Suppose then that (11) holds for distributions on less than r points. We 
see from (9) that

F(P) ;> H(P)/C +  EPi -  (EPj) logm (EPi) +  min x(x) logm a(x)], (14)
A  x

equality holding of A =  0 for distributions on less than r points. The minimum 
in (14) is over decompositions {A(x)} We shall have

^  x(x) =  EPt = S  , (15)
X

say. Suppose we replace the minimisation by the freer one of minimising 
with respect to the x's, subject only to x )> 0 and (15). If the P, are numerous 
and small enough, the two procedures are approximately equivalent. The free 
minimum is achieved when all the x(x) are equal, when

min [J? x(x)logmx(x)]>min[J?x(x)logmx(x)] =SlogmS  — S. (16)
A Z a . X

Substituting (16) into (14), we see that we have extended (11) to r point 
distributions, with the condition for A =  0 plainly being that given in the 
theorem.

3. Interrogation over a noisy memoryless channel

Suppose that the sending of signal x may produce signal у at the receiving 
end with probability P(y \x), independently of signals previously sent or 
received. If signal у is in fact received, then transformation (6) now becomes

(17)

where x' is the signal sent at this stage if Ж,- is true (we suppress the P-depen- 
dence for the moment). Correspondingly, the recursion (9) now becomes

p ( p ) = 2 p i +  min2 F ( { p ip (y I *0}) - (18)
A у

where we use the notation P{P,} instead of F(P) if we wish to write out 
the ith element of P  explicity.
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In the case of the perfect channel, interrogation continued until the 
compound message i had been identified with certainty. This state will in 
general be unattainable in the present case, and one must give thought to 
the formulation of an explicit stopping rule. The usual rule is: stop when the 
message has been identified with probability greater than 1 — X, where X is 
a prescribed small quantity. The stopping region in P  space is then max P, >  

1 — X, or
max P, ^  (1 — X)EPt (19)

i

if the P-distribution is unnormalised. The point of the following lemma (due 
to Fan o) lies in the second sentence.

Lemma. On the surface

max P, =  (1 — X) E P t (20)
i

in P-space we have

— EPi log P, =  [— /  log X +  0(Л)]ГР,-. (21)

Thus, for X small and a normalised P-distribution the stopping rules max P,(> 1 — X 
and H(P) <  — X log X are effectively equivalent.

The lemma follows easily from the fact that, for a given values of max 
P, (distribution normalised) H(P) attains its extreme values when the remain
ing P, values are either equal, or concentrated on a single second value of i. 

Suppose we modify the stopping rule, then, to

ЩР) <. b, (22)

where small b corresponds to small X. For non-normahsed P  distributions the 
rule will be

H(P) <, d E P , . (23)

Theorem 2. Let F(P) denote the minimal expected number of signals needed, 
starting from P, until the receivers posterior distribution {P,} enters the stopping 
region (23). Then

F(P) =  HIC +  (A, +  A2) (EPi) , (24)

where H is defined by (12), and C a constant defined by

(25)
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the maximum being taken over distributions p(x) on the set of signal values which 
ean be transmitted. The term Ax is non-negative, and represents a Pi-discreteness 
effect in that it is zero if at each stage the coding xl can be chosen so that

y P i = p (x)V  Pi, (26)
A{x)

where A(x) is the set of i for which x' = x, i.e. for which x  is transmitted, and 
p(x) is the maximising distribution determined in (25). The term A2 is bounded 
by Ö/C.

Thus, the entropy H  again makes a natural appearance, as does the 
channel capacity C, whose definition (25) coincides with the Shannon definition 
for a memoryless channel. Relation (26) embodies the optimal coding rule, or, 
rather, the ideal rule to which the optimal rule will approximate as closely 
as possible.

Let the termination region in P space determined by (23) be denoted 
by D, and its complement by D. Then we wish to solve (18) in D, subject 
to F(P) =  0 in I).

The proof of the theorem depends on the fact th a t F(P) =  H(P)/C  is 
a solution of (18) if the signal sets A(x) can be chosen by prescription (26). 
For, we find tha t

(28)

so that q (x ) is a distribution on the signal set, and replacing the A  maximisation 
in (27) by th e  the freer maximisation with respect to the distribution p(x), 
we see that expression (27) exceeds

the excess being zero if the A -maximisation can achieve the same upper bound 
as the freer ^-maximisation. Thus, F =  HfC  is a solution of (18), apart from 
discreteness effects. What we have now to show is that it a t least approximates 
the solution appropriate to the boundary condition, F — 0 in D.
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The solution we have obtained is undoubtedly that appropriate to the 
terminal condition, F = H\C in D, discreteness effects apart. We are thus 
giving F  a terminal value which is incorrect by an amount H/C, or at most 
(Щ  (XPt). This will affect F for all P  by a term with the same bound, which 
accounts for the presence of the term A2 in (24).

If a signal sequence X t up to time t has been sent, and a signal sequence 
Yt_1 received up to time t — 1, then we can specify the conditional probability 
P(yt/X t, Y t_]) of the signal yt received at t from a knowledge of the channel’s 
statistical characteristics.

Let P, denote, as ever, the receiver’s posterior probability that the com
pound message i is intended. Then, after reception of yt, this will be modified to

Here X\ is the sequence which will have been transmitted, under the agreed 
coding, if message i is intended, and cc(Xt) is the sum of P, over all i such that 
X\ = X t: the probability (unnormalised) that some i is intended for which 
the sequence X, would be transmitted.

In this situation with memory the minimal expected further number of 
signals required from time t will be a function of Yt as well as of P, F(P, Yt), 
because the effect of past observations upon future ones will in general not be 
adequately reflected by the changing P distribution alone. If interrogation does 
not terminate at time t— 1 then P  will obey the recursion

4. Interrogation over a general non-anticipating channel

(30)

(31)

where

It i

The minimisation in (31) is over the tth stage of coding: over choice of the signal 
x‘t which will be sont at time t if message i is intended.

Theorem 3. Suppose that the loss junction F is written in the form

(33)

where H is defined by (12 ), and C is a constant, to be determined. Then у  obeys a
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recursion

where

£/ =  log

(34)

(35)
P(2/i |1 V i )

The non-negative term <xt represents a discreteness effect; in the P , — distribution: 
it would be zero if the coding x t could be chosen such that

x(X t)lx(Xt_1) — P(xt I X t_ t , Y t_i) (36 )

for all X t, where P(xt/X t_1, Y ,_ x) is the minimising value in (39). Such a coding 
would be optimal.

Note that, to write F  in the form (38) implies no loss of generality, since 
F  is a function only of Y t and of the fixed initial value of the distribution P. 
The conditional expectation in (39) is to be calculated on the basis that

P (X n, Y„) =  n  P (* t! X t-1, 7 , - 1) P(yt I X t, Y t_ ,) , (37)
r< .n

the final factor in (31) being determined by channel characteristics, the one 
before it by choice of coding.

Recursion (34) is established very much on the same lines as before, and 
we shall omit the detailed proof. From it we deduce
Theorem 4. Suppose we adopt the termination region (23) Then the minimal 
expected number of signals required from time t is

Here t -f- N  is the instant at which interrogation terminates, A, is a non-negative 
term corresponding to discreteness effects in the P , — distribution, and Аг is a 
term of order.

The value of the constant C has not yet been assigned, we shall attempt to 
choose it so th a t the squarebracketed term in (38) is of lower order than 
H(P)/C, by setting

(39)

W ith a little rewriting one sees tha t expression (39) agrees with the definition 
of capacity for a channel with feedback given by Shannon (1956). One has, of 
course, still to show that, under suitable conditions, the limit (39) exists, and 
that, with this definition of C, the term H(P)/C is the term of dominant order
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in expression (38). These are the points at which the ergodic properties of source 
and channel enter rather more critically than in the memoryless case. The 
sequential approach cannot entirely evade these issues, hut it does, as we have 
shown, generate the notions of information and capacity measures in a relati
vely direct fashion.

I  am  g ra te fu l to  Professor P . E lias for v e ry  h e lp fu l com m ents o n  an  earlier d r a f t  
o f  th is  paper.
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Последовательная обработка передачи информации
П.УАЙ ТТЛ 

(Кембридж)

Резюме

Рассматривается случай передачи сообщений по зашумленному каналу, при 
котором на передающем конце неизвестно, какой сигнал фактически будет принят. 
Передатчик и приемник последовательно подвергаются кодированию, которое является 
оптимальным, в том смысле, что минимизирует среднее число сигналов, требующихся 
для приема нужного сообщения с заданной достоверностью. Этот процесс называется 
переспросом передатчика со стороны приемника и соответствует ситуации, возникаю
щей при последовательном экспериментировании. Решение рассматриваемой задачи 
последовательной оптимизации автоматически связано с понятиями меры информации 
и пропускной способности канала, а также с определенной формой теорем кодирова
ния и последовательным конструированием оптимального кодирования.

Prof. Р. Whittle 
Faculty of Mathematics 
University of Cambridge 
England
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ON THE SECOND INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON 
INFORMATION THEORY

The Second International Symposium on Information Theory was held at 
Tsakhadsor, Armenia, September 2 — 8, 1971. I t  was arranged by the Council 
for Cybernetics, the Institute for Problems of Information Transmission (both 
of the USSR Academy of Science) and the Computing Center of the Armenian 
Academy of Sciences in cooperation with the International Union of Radio 
Science (URSI).

This Symposium, as well as the first one held at Dubna, USSR, in June 
1959, was devoted to mathematical problems of information theory and its 
application. The program included general topics in information theory, 
probabilistic and algebraic coding techniques, statistical methods in informa
tion theory, communication channel studies and quantum aspects of infor
mation theory.

Scientists from Bulgaria, Canada, Czechoslovakia, Finland, German 
Federal Republic, Hungary, Iran, Italy, Japan, Poland, Romania, Sweden, 
Switzerland, USA and USSR participated.

Plenary meetings were held at the opening and closing sessions. Technical 
sessions on information theory, algebraic codes, probabilistic coding, commu
nication system, quantum channels, statistical methods, feedback channels, 
random processes, source encoding, error correcting codes and communica
tion channels made up the rest of the program. The complete list of the papers 
presented at the Symposium is given in the Appendix.

We do not enter here into the details of the presented results, just 
briefly review the topics of the meeting. In so doing we point out some of the 
papers to give a general idea of what kind of problems have been treated.

General methods of information theory. This area is represented by a large 
group of papers on “classical” information theory. In the papers by E. 
Posner (USA), J. Csiszár (Hungary) and J. Kulikowski (Poland) various ap
proaches to entropy and information definitions are investigated. A series of 
papers consider proofs of coding theorems for various kinds of channels. Thus,
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the paper by T. Kadota and A. Wyner (USA), delivered by T. Kailath (USA), 
presents a proof of Shannon’s theorem for stationary, asymptotically memory
less, continuous channels. The paper by R. Ahlswede (USA) investigates the 
capacity of multy-way communication channels.

These particular papers as well as the others show continuous progress 
in the development of Shannon’s methods in Information Theory.

Coding theory and complexity estimates of encoders and decoders. A number 
of results concerning decoding error probability estimation, code distance 
estimation and sequential decoding have been presented. Papers on encoding 
and decoding schemes for practical implementation appeared to be of particular 
interest. Some results recently obtained show th a t near-optima decoders can 
be implemented, the complexity of which (measured by the number of the logic 
elements involved) increases only slightly faster than the blocklength. These 
results are presented in the paper by S. Gelfand, R. Dobrushin and M. Pinsker 
(USSR) “Asymptotically optimal encoding using simple schemes” . The paper 
by J. Savage (USA) “The complexity of deterministic source encoding with a 
fidelity criterion” proves the existence of easily implementable encoding sche
mes. Some specific decoding schemes and according complexity estimates are 
given by У. Zyablov and M. Pinsker (USSR), J . Stiffler (USA) and Y. Iwadare 
(Japan). I t  is expected that the techniques of implementing encoding and deco
ding processes will further develop in the neare future. Among other results on 
probabilistic encoding one should mention the improvement of the lower relia
bility bound, obtained by A. Sheverdiaev (USSR) for low-rate communica
tion over a memoryless Gaussian channel.

Feedback systems. A survey of some work done by scientists in the USA 
on feedback communication systems was given by G. Turin (USA). His paper 
summarizes a number of suggestions for designing communication systems for 
fast as well as slow fading channels. P. Shalkwijk (USA) introduced an original 
algorithm for communication over memoryless binary symmetric channels, 
using a feedback. More accurate upper and lower bounds, to error probability 
for communication over a discrete, memoryless and asymmetric channel are 
given in the paper by E. Arutyunian (USSR).

Feedback system are really a t the first stage of their study and this 
branch of Information Theory offers a vast field of research for designing 
transmission algorithms and estimating their efficiency. One should also notice 
the progress achieved by American scientists in the field of feedback systems 
operating over real communication channels.

Algebraic methods of encoding. A significant part of the papers are devoted 
to problems in this field. E. Berlekamp (USA) and Y. Jönsson (Sweden) improve 
estimates for code distances of BCH codes. Results on further investigations of
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Reed—Muller codes are reported by T. Kasami (Japan) and S. Berman (USSR). 
E. Weldon presents methods of implementing error-correcting codes on a com
puter. In an interesting paper by V. Goppa (USSR) is proposing a new class of 
algebraic codes.

The discussion of papers presented at the Section on Algebraic Codes well 
illustrated how present trends in error correcting codes are more and more 
defined by requirements of computing technology.

Source encoding. Though the basic theorem on source encoding has been 
formulated by Shannon together with the coding theorem for noisy channels, 
the problems of data compression and epsilon-approximation of information 
sources are again attracting mathematicians as well as engineers.

This can be explained by the discrepancy arising in these days between 
the relatively low capacity of some of the channels and the growing amount of 
information to be transmitted through these channels. A lively discussion was 
provoked by papers read by T. Nemetz (Hungary), G. Longo (Italy), E. Posner 
(USA), L. Davisson (USA), P. Shalkwijk (USA) and others.

P. Stucki (Switzerland) was concerned with computer simulations of 
different digital picture compression techniques.

Lack of accurate statistical data on real information source is known to  
be one of the major difficulties arising in source encoding. Therefore the paper 
by Yu. Shtar’kov and У. Babkin (USSR) presenting a method for encoding 
sources with unknown statistics and also other papers dealing with problems 
of this sort were of a great interest.

Statistical methods and learning systems. A series of new results in the  
theory of random processes were presented by T. Kailath (USA), A. Yaglom 
(USSR), A. Shiryaev (USSR) and others. A. Perez (Czechoslovakia) gave infor
mation-theoretical bounds on the error probability for hypothesis testing 
in Markovian processes.

Studies of learning processes under a finite memory constraint are of 
interest in mathematical statistics as well as in learning systems. T. Cover and 
M. Heilman (USA) showed in their review that constraining the memory results 
is an exponentially decaying probability of error. By using randomized algo
rithms fairly good results can be achieved is testing between two hypotheses, 
within a relatively small amount of memory.

S. Csibi (Hungary) considered a class of sequential learning algorithms 
which assymptotically tend to potential-function-type procedures. Various 
approaches to the problem of learning algorithms have been treated by O. 
Gulyás, L. Győrfi, G. Katona an L. Molnár (Hungary).

A new theoretical approach to modeling communication channels with 
memory and some experimental results were presented by L. Kanal (USA).
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H. Ohnsorge (FRG) described new result achieved in realizing high 
capacity information media (fiberglass guides and so like).

The Section on Quantum Channels organized by R. Kazaian and other 
scientists of the Erevan Research Institu te of Physics has been particularly 
active. R. Kennedy (USA), R. Ingarden (Poland) and also scientists from Fin
land, USSR and other countries contributed to this section. A series of inte
resting papers have been read on the use of quantum channels for data  trans
mission and the application of laser technology for sounding of the upper 
atmosphere.

As a m atter of fact, three main trends may be distinguished among the 
papers presented at this Symposium.

First, there are the papers concerned with traditional information- 
theoretic problems: proving coding theorems, estimating channel capacity, 
investigating new encoding and decoding techniques, etc.

The second kind of papers use and develop information-theoretical ideas 
in statistics, learning systems theory, random process theory and quantum 
physics.

The third direction consists of such papers on applied aspects of com
munications theory, signal detection and computing technology which do not 
use directly information-theoretical approaches, but suggest new ideas, and 
broaden in this way the methods of Information Theory.

All these papers indicate that Information Theory might have a growing 
influence on communication technology, control theory, computing techno
logy and information retrieval systems in the near future.

The Symposia at Dubna and Tsakhadsor had confirmed the timeliness 
off the treated subjects. There was a highly representative and competent 
attendance a t both of these meetings.

I t  was generally suggested to continue this series of Symposia also in 
the future. Accordingly the Council for Cybernetics and the Institute for Prob
lems of Information Transmission schedule to arrange a next (third) Symposium 
in Summer (1973).

The Proceedings of the Second International Symposium on Information 
Theory appears now, in the form of this book, as a special supplement to the 
1972 Volume of the “Problems of Control and Information Theory” .

M. S. Pinsker, V. N. Koshelev
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Markov, A . (USSR), On the codes permitting nonunique decoding.
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