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YKU3Hb U JEATEJBHOCTBH GHOILIA BOYANU!
Axapemnx I'. AJIERCUY (Bypanewr)

Anom Bosaun, ommH u3 BeaMvallUMX MaTeMaTMKOB BCEX BPEMEH, ObLI
reHuem ¢ Tparuyeckoit cyan6oit. Cyxan6a ero Gblia He TOJIBKO JMYHON Tpareaueii.
B Heil orpawaercs G0pn6a KauIOro NPOrpecCHBHOTO MBICJIUTENS BEHIEPCKOTo
Hapoia, OCMEJMBABILErOCSH BBICTYNAaTh 3a NPABly M CTOJKUBABLIETOCS MO3TOMY
C ‘MMPOBO33PEHUEM TOCIOACTBBYIOILErO KJjacca. Bosiu Goposca 3a mpusHaHue
HAy4HO#l WJeH, KOTopas SBJsJach PEBOJIIOUMOHHOW. A pa3BUTHE OTAEJBHBIX
OTpac/ieii Hayku He fBJISETCA M30JMPOBAHHBIM fABJEHMEM. BapeiBarouuii ycnex
NOArOTABIMBAETCA HE TOJILKO BHYTPEHHUM PA3BUTMEM IAHHOW OTPACJU HAYKH, HO
¥ MHOPOYMCJIEHHBIMU Pa3JM4HbIMY U3MEHEHUAMU B CTPYKTYpe 06LIECTBA, KOTOPhIE
MO CJIOYKHOHM KanWJIAPHON CHUCTEME YKM3HU NPOHMKAIOT B HAYKy, YTOObI HAKOHEL|
B TBOPYECTBE MeHUsl PEBOJIIOUMOHM3UPOBATL HAYKy. A peBOJIONUA faXke B 001aCTH
HAyKM BBI3BIBAET HEHABKCTH TOCMOJCTBYIOIIETO Kjacca.

flHomr Bosiu pounca 5 nexadbps 1802 r. Br. KoJoxksape, B 1ome orua
cBoeii marepu, xupypra Voxega Ben xo. Jlo iByxJieTHero BO3pacTa OH BOCMH-
ThiBasica B Jlomanbne, B umennn coero otua Papxama Bosau. Cembs B
1804 r. nepecesmnach BT. MapouBamapxess, kyga Papxaw b osiu 6bi1 npur-
JlalleH Ha JOJDKHOCTh Tpenojasartesis MaTeMaTuku, (DM3UKU M XUMUU B pedop-
MaTCKUil KOJLJIErUi.

SIHOII C MOJIOABIX JIET MPOSIBJISL “PE3BbIYANHYI0 CIOCOGHOCT K Marema-
TuKe. B ueTwipexseTHeM BO3pacte OH y)Ke 3HaJ, YTO TAKOE KPYr, Pajuyc, LEHTP,
BJUIMNC W. JaXe CUHYC. B jeBiTh JIeT oTel NpUBJIEK €ro K CHCTEMATUYECKON
y4ebe. B To Bpems OH u3yuyas KHurM I BrAupa u anre6py Jiinepa. Mare-
MaTUKe MMOYTH HE MPUXOAUAOCH €r0 Y4YUTh, NMOTOMY YTO OH Cpa3y BOCIPUHUMA
YCIbILIAHHYIO TEOPEMY M TIPEJBUJE] €€ J0KAa3aTeNChCTBO. ,Kak AbABOJI MpPBITHY.I
OH KO MHE — pacCkasblBaeT OTell — M TpeGoBaJ npoposvkeHne“. B Bospacre
13-1 JIET OH ye MMEJ HABbIKM N0 WH(UHUTE3UMAILHOW MaTeMaTHKe.

On cpan sk3ameH Ha aTTecTaT 3pPeJOCTH, TAK HA3bIBAEMbIA ,rigorosum*
B 1817 r. B r. Bamapxene, u TeM cambiM JOOMJCS TpaBa Ha NPOAOJIKEHUE
y4eObl B YHHBEPCUTETE.

! damunmio ,Bosim“ wacto mummyrt Tak: ,Bonban“. BriGpannasi Hamu 3anuch Gosnee
COOTBETCBYET BEHIepCKOMY NpousHOweHnsmio ciaosa ,BOLYAI“.
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2 I". Anexcnu

dapraily Bosu xorenoch, 4yTOOBI €ro CbiH NMPOAOJDKAJI 3aHATHS B T.
CerTunren moj PyKOBOACTBOM ,princeps mathematicorum® Taycca. Umes
BBHJly, 4T0 B moJogocth Papkain umen apyskeckue ortHowenus ¢ Fayccom,
OH Hamucajl eMmy MHUCbMe B KOTOPOM MONPOCHJI ero NPHHATH ChiHA K cede.

OnHako € TeyeHHeM BPEMEHM 3TH OTHOLUEeHus oxjaneau u Papkain He
NOJIyYWsl OTBETA HAa CBOE NMCbMO, HANMCAHHOE UM B CJIMIIKOM HEMOCpPencT-
BEHHOM TOHe. Tak mpekpatujach BCSKas BO3MOMHOTH AJs TOro, 4ToObl SIHOL
MOT J00OMTHCS TILATEJbHON BBICILIEN MaTEMATUYECKON MOJrOTOBKH.

B 10 Bpemsi B Benrpunm HEMO3MOXHO OBLIO M3y4yaTh BHICHIYIO MaTeMa-
tuky. Jler ngtHaauaty SlHowr B osiu Biaajges MareMaTMKOd B TaKOWl CTeNEHH,
BbIllIE KOTOPOW BHYTPM CTpPaHbl Heab3s ObIO mNoAHAThCA. Cepbestyio moaro-
TOBKY OH MOT MOJIy4uTh Torga ToJbko B Iertunrene wiam [lapwke. Ho paa
atoro y dapkaiia HeXBaTHJIO JIEHEr, Belb €ro jKajOBaHWe 3a roj COCTaBJSLIO
cymmy B 400 (hOpPHMHTOB, HE CYMTasd IUIATY HATYPOil, YeM OH MOT KUTb O4Y€Hb
CKPOMHO BMECTE CO CBOeil cembeil. TOJIbKO JeHe)KkHas MOJIepPyKKa MOMEUIMKOB-
APUCTOKPATOB CjeJiana Obl BOSMOYKHBIM BOCIUTBIBATb €ro ChlHA 3a TpaHULEH,
U Ha 9TO momyJsisipHbI Papkaln MOr no TOrjJaliHUM OObIYasIM  PACCYUTHIBATE.
Ho ecin kro-HuOYIb SIBISETCS MELEHATOM, TO OH ONpejessieT U Lelb, KOTO-
PYIO OH MOJEPYKMBAET CBOMMU JE€HbraMU. A B TO BpeMs KOHCEPBATMBHAs TPAHC-
CUJIbBAHCKasi apMCTOKPATHs MaJi0 MHTEPECOBaJACh MAaTEeMAaTHMKOM a GOJibllie BCEro
noautukoil guHactun [abeypros. Iloatomy dapkann He MOr HajeaThCsad Ha TO,
4TOOBI MOMELUKU-APUCTOKPATHl (PUHAHCHPOBAJIM 3aHATHS ero ChiHa B [eTTuH-
rede win [lapmwke, HO MOr HaJEeATbCd HA TO, 4YTO OHU BO3BMYT Ha CeOs
(uHaHcupoBaHue y4veObl B AKajeMHUU BOEHHBIX MHXKeHepoB B BeHe, Tak kak oHu
B 9TOM ObUIM MOJIMTHYECKH 3auHTEepecoBaHbl. [ToMelnK-apucTOKpaThl, NpeaaH-
Hble JuHAcTHKM [aGCOyproB, CUMTAJM Ja)Ke CBOMM JOJIOM COCOGCTBOBATH BbIA-
BIDKEHHI0 CHIHOBEN MeJKUX JIROPSIH B OQUUEPhl ABCTPUICKON apMHH, C TeM,
4TOOBI OCJA0MTH PSIJIbl MATEKHBIX JBOPSH, BOCMHUTBIBAS UX CHIHOBEH U POJCT-
BEHHHMKOB MPEIaHHBIMU UMIepaToMmy siHbl4apamu. I'og cnycts dapkauy yaanoch
JHOOUTHCI TOrO YTOObI HECKOJIbKO ApPUCTOKPATOB B3sJIM HA Ce0S pacxofbl MO
Bocnurtauuio YlHouia B Bene, cocrapisione oxkosio 8000 ¢opuHTOB 3a yeTsipe
roga. U taxk flHomr Bosu B 1818 r. mocie yCHeuiHoro mpueMHOro 3K3aMeHa
NOCTYMUJI B BEHCKYIO dKaJeMUI0 BOEHHBIX MHYKEHEPOB.

[To nporpamme akajemun $IHOLLY NPUULIOCH M3y4aTh MATeMaTHKy ewie 3
rofa, Ha 4YeTBEPTOM KypCe OH M3y4das BOeHHble AucuuIUIMHbL. /lyX akagemuu
COOTBETCTROBAJI BO33PEHMSM ABCTPUICKON BOEHIIIMHBI TOrO BPEMEHH : BOCIU-
TAHHUKK BOCMHUTHIBAJMCh B JlyX€ Ka3eHHOro MUpoOBO33pexus. K Tomy ixe-, B
aKafleMUi TOTOBMJIM HE MaTeMaTHKOB-MCCJE0BATEJIe, a BOEHHbIX MHYKEHEPOB,
TAK YTO BOOGJACTH MATEMATUKU TPEGOBAJIU TOJLKO 3HAHUM, HEOOXOJAMMBIX BOEHHBIM
uHKeHepam Toro Bpemenu. Takum o6pazom $Homr Bosu He mosydusn Taxoiu
MaTEMaTH4eCKOi MOArOTOBKM, HA KOTOPYl OyAylIMil uCCIeqoBaTeJ]b MOr Obl
onuparbcsd. Hesnaxom Obur emy Tamoke cnocod oOpallerus C NpeicTaBuTe MU



YKuzun n gearensHocts Awoma Bosu 3

HAayKH, BEIb 3AMKHYTbIl BOCNMTATEJBHION METOJ BOEHHOTO Y4YpEXIeHUs He
COOCOOCTBOBAJ CBOOOJHOMY [BW¥eHHIO. Ham M3BECTHO, YTO MO BOCKPECEHbSIM
OH XOJIMJI BMECTE C Of{HMM ToBapuileM K MeicJiepy, 3HAMEHUTOMY BHPTYO3y
HAa CKPHMIIKE, C KOTOPBIM y4yacTBoBaJs B kBapTere. TOT axt, YTO BEHCKHUil BHUPTYO3
Meiicaep npuHsia 9lHoilla B KBAPTET, CBUAELTEILCTBYET O TOM, 4TO $IHOWI yxe
B aKajieMny 3amevaresibHO urpajs Ha ckpunke. OG 3TOM YNOMHUHAKOT BCE €ro
oHuorpadumu.

C marematukamu OH He Obul cBsi3aH 3a wucwkiouyeHuem Kapos Caca,
skuBliero B 1o Bpemst B Bene. Ho Cac He ObUI MaTeMaTUKOM-KCCJIEOBATEIIEM.
PasroBopbl ¢ HUM HE CNOCOOCTBOBAJM HAYYHOMY PasBUTHIO SAHOLIA.

Ha s>xu3ip B osim oxasan orpomMHO€ BJIAHUE TOT (haKT, YTO OH ObLT BbI-
HY)K/IeH TOCTYNUTL HA BOEHHyIO CJyxOy. Boennas caywba ero Hauanace 1ad-
JIOHHO: TIOCJIe OKOHYAHMSI C OTJIMYHBIMU Pe3yJIbTaTaMU BOEHHOW AaKaJeMUH, ero
HasHauwiu B 1823 r. MiajuuMm JIEATEHAHTOM B TEMELIBAPCKYIO KpPEnocTb, B
1826 r. ero nepesesin B Apajp, B 1827 r. oH Obll NPOM3BENEH B JIEHTEHAHTHI.
BcnepctBue CcBOeH JIeATENBHOCTH HA OGOJIOTHCTBIX TEPPUTOPHSIX OH 3aboJiet
Ma/USIpHed U — Kak MOXXHO TMoJiaraThb Ha OCHOBAaHMM ero GoJiee MO3JHUX >Ka-
JI06 — TalKe BOCNAJeHMEM B CyCTaBax. YCuJieHHe aTux AByX OOJe3Hell npu-
YUHSJIO vacThle npunaiku. [IpyHumas BO BHMMaHuEe €ro GOJIE3Hb, €ro MepeBelI
B0 JIbBoB B 1830 r., HO sIBUTbCA B rapHu3oH oH Mor Ttojbko B 1831 r. Ilo
Jopore oH 3a6oJiesl XO0JIepOil, O 4YeM YNOMHUHAET B MUCbME K CBoemy Oparty:
»,B 1831 r. no nytu Bo JIbBOB 3aGosien B Becrepue xonepoit ... 51 dyBcTBOBaNI
€ce0s1 0YeHb CJaobIM“.”

C oruom Anowr Berpetuics B 1825 r. mo ciydato CBOEro MOCELIEHHA B
r. MapouuBaiapxesib, BTOpOil pa3 OHM BCTPETHJIMCH Nepej Bbiesgom SlHoia BO
JIbBOB Ha HenspecTHOM Ham Mmecte. OGa paza OHM HMEIM OXKUBJIEHHBIE CHOPHI
no BOMPOCY O HEEBKJIMAOBOW reomerpum. Papkain He ObUI CIOCOOEH LEJIUKOM
¥ MOJIHOCTBIO CJIEAOBATH 3a CJAMIIKOM CMEJOH U PEeBOJIIOLMOHHON Teopuen SlHowa,
YHUUTOXMBILEHA JBYXTBICAYMIETHUE OKAMEHEJbIE HAy4HbIE MPEIPACCYIKM.

[Ipn ux BTOPOW BCTpeue, OHU PACCTAIUCH C TEM, YTO SIHOLI HAMMUIET CBOIO
Teoputo Kak npuwiokexne k ,Tentamen“ m daprauwr HanpaBUT OfUH IK3EM-
wsip Fayccy: nyctb OH PeIUUT MpaBW/IbHA WM HenpaBuibHA Teopus slHoiua.

[Ipu4KHOil, 10 KOTOPO# Jae Takoil OT/IMYHbIA Maremaruk kax Papkau
HE MOT CJIeOBaThb 3a MbICJsIMM $IHOLUA, SIBJISIETCS MO CYLIECTBY TNPEAPACCYyAOK
THICSIYEJIETHEN JIPEBHOCTH, IJTOT MPEAPACCYAOK 3aKII4aeTcsi B TOM MeTausu-
4YeCcKOW KOHLenuuu, OYATO MUD MOABEPraercss BEYHbIM U HEU3MEHHBIM 3aKOHAM,
MAaTeMAaTUYECKUM OTPAYKEHHEM 3TUX 3aKOHOB JOJDKHA OBbITb TOJIBKO EBKJINJ0BA
reometpusi. [IpaBaa, OCHOBHOE TMOJIOYKEHUE E€BKJIMAOBO! T€OMETPUH, TaK Ha3bI-
BaeMblil V. MOCTyJIaT MOABEPraJcsl KPUTHUKE elle B APEBHOCTH, TaK KaK OH HE TaK
O4YEeBHUJIEH, KAK OCTAJIbHbIe aKCMHOMBL. HO pe3ysibtatoM aTON KPUTUKU SIBISICA

2 Ortpen pykonuceun bubauorexn Benrepckou Axagemuu Hayk. [Tucemo, wanucandoe
8 1857 r.

1*



4 I'. Anexcuy

O1mGOHHBI BHIBOJ, COTJIACHO KOTOPOMY V. MOCTyJaT SBJIETCA N0 COAEPIKAHMIO
He aKCHOMOii, a Takoil TeopeMoii, KOTOpas Ha OCHOBAHMH OCTAJIbHBIX AKCHOM
reoOMeTpuM HaBepHsKa MOXeT ObITh JAoKkasaHa. CiegoBatebHO, KPUTHKA
V. mocrtysaTa He MU3BMEHMJIA OKOYEHesJI0e MeTau3nyecKoe NMpeiCcTaBJeHUe O MHpe,
COrJIACHO KOTOPOMY €BKJIMJI0BA F€OMETPUS] HeOOXOMMMO BEpHA; OHA MMeJa CBOEN
1eJIbI0 TOJIBKO HAWTH TOYHOE J0KA3aTeJbCTBO JUISI MOATBEPIKIEHUS] CBOErO yOek—
JI€HUsI, CUMTABIIErOCs BEpPHBbIM a priori.

I'eomeTpuyeckoe coaepykanue V. moctysata MOYKET ObITh BBIPAYKEHO MPOC—
TeduM 06pa3oM B popmyauposke [lpoxia: Yepes aannyro Touky P B MJIOCKOCTH
S mMoskeT ObITH POBEJIEHA TOJbKO OJIHA MPsIMas, NapajijieNbHas JaHHOU MPSIMOil e.
IJTa aKCHOMa JEHCTBUTEJBbHO HE SBJISETCS TaKON OYEeBMIHOH, Kak OCTaJIbHbIE,
NOTOMY YTO OHa HE MMEET KOHEYHOro Xapaktepa, T. €. Ha OCHOBE OIIbITOB,
ﬂOﬂy‘leHHle B KOHEYHOHN 4acTu NpoCTpaHCTBa, HEJIL3SI y6ezum;cn B OCyLIECT-
BJIEHUU YTBEPIKJEHUS AKCUOMBI B (PU3MYECKOM MPOCTPAHCTBE. ITO OOGCTOSATEIHC—
TBO SIBJSUIOCH NPUYMHOIl TOro, 4TO OO0JbLIE JABYX THICAY JIET MCKAJIM JOKa3a—
TeJbCTBO V. mnocrysiara, Ge3 KOTOPOrO €BKJIMAOBA I€OMETPUss U BMECTE C TeM
BCE MHMPOCO3epLaHie TOr0 BPEMEHH OCTaBajoch 6e3 JIOrm4eckoro 060CHOBAHMUS..

Kpurury npoésiemsl V. noctysiara B APeBHOCTH MPOLOJDKAIM MaTEeMATHKU
apabcekoit kyabTypel. B EBpone B atoit obsnactu B 1663 r. Baanuc cpenan
60JIbLION Mar Bmepej TEM, YTO yKasaJl, uTo V. NocTysaT SKBUBAJEHTEH CO CJefy-
IOLIMM  YTBEPAUIEHHEM: CYUIECTBYIOT TOJOGHBIE TPEYrOJIbHUKK MPOM3BOJIBHOM
seauduHbl. Tpyn ero npopokann B 1733 r. Caxkkepwu, norom JlamGepr,
lanam6ep, Pypnre, Moux, Kapuo, Jannac, Jlarpausxk, Pap-
xaw Boau, WBeitkapr, Taypunyc u laycc, KOTOpble pa3BUBAJIM
METO/Ibl MCCJIEN0BAHMA C LEJIbI0 Pa3pPEILEHNs 3TOH JBYXThICAYEJIETHEH MPOGIEMbI.
XapaxkTepHO A1 CHabl mpejppaccyakuB, 4to JlamGepT, He HAXOA1 NPOTHBO-
peuusi Mpu npeanoJokeHnu owmnboyHocu V. nocrysara He onyGJMKOBAJ CBOIO
paboTy, KoTopas Obl1a MU3JaHa TOJbKO nmocJje ero cmeptu, B 1786 r. TaypuHnyc
»e B. 1826 r. mor ocHoBath CBOe yGeKJIeHHe B TOM, YTO 3BKHMJ0BA F€OMETPHS
SIBJIFIETCA €JMHCTBEHHOW MPAaBWJIbHON TEOPUEH NMPOCTPAHCTBA TOJBKO Ha Mpexpac-
cyaxu ¢uiocogekoro xapaxrepa. Ho caMmbiM XapakTepHBIM SIBJSIETCS NMOBEJIEHNE
'aycca, KOTOpblii B OCHOBHOM YBHJEJ, YTO HEEBKJIMIOBA TEOMETPHs, 3aMeHsI-
rowas V. nocry;ar Apyroil axkCMOMOM, SIBJISIETCS JIOTMYECKM PABHONPABHOM C
€BKJNJ0BON F€OMETpHeN, HO TaK KaK 3Ta MAes KOPEHHbIM 00pa3oM MPOTUBOpe--
yuJja OﬁllleCTBEHHOMy MHEHHIO, OH HE INOCMeJ 0ny611m<03a1'b CBOM PEIYJILTATbI
B 3TO 06JACTH.

3Hauenue TBopuecTBa b 0 51 1 3aKa104aeTcs B 0CJie0BaTEIbHON pa3paboTke
TO NO PEBOJIOLMOHHOMY CMEJIOH MbICJHM, 4TO V. MOCTyJIaT MOXKHO 3aMEHMTb
caefyrouleil akCHOMOI: 4Yepe3 JaHHyl0 TOYKYy P B IUIOCKOCTH S MOKHO NpOBe-
cti GeCKOHEYHO MHOTrO HenepecekarolMXCs C NpsMOil e MpsiMbiX (mapaJuiesei),
€Cl e He cofepxuT P. Bosdu B cBoeil renuasnbHoi pa6ore ,Appendix“ cpenan
BbIBOJbl M3 3TO aKCHOMBI M TOKasaj, YTO 3BKJIMIOBA TEOMETPUs, OCHOBbIBA-~



YKusus u gearencHocts Anowa Bosan 5

rouascs Ha V. mocryiar, JOrH4ecku HUCKOJIBKO He SIBISeTCs GoJiee HeOGX0UMO,
YeM HEEeBKJINJ0BA reOMeTpHsi. 3HAYUT B 051 CBOMM NMPaBUJIbHBIM METOJOM CBEpr
JBYXTbICAYEsIeTHIE NPEPACCY/AKM, CYUTABLUNE €BKAIOBbI BO33PEHUs €UHCTBEHHO
BO3MOYKHBIMM @ Priori, M TEM CO31aJl HOBYIO TF€OMETPHYECKYIO KAPTHHY O MHUpE,
Kak OH 006 3TOM M nucan cpoemy otuy 3 HosOps 1823 r.: 9 cospan HOBbIH
MUP 13 HU4Yero“. K CMeJOCTH ero OTKpPBITHS JEfCTBUTELHO MPUMEHMMA XapaK-
TEPUCTUKA HACTOALLEH HAyKW, 110 KOTOPO# mporpeccuBHasi Hayka:® ... JlookHa
MMETb CMEJIOCTb, PELIMMOCTb JIOMATh CTapble TPajuliMi, HOPMbI, YCTAHOBKH,
KOT/]a OHM MPEeBPATHIMCh B TOPMO3 JUISL JABWKEHUS BIEPEN, M KOTOPasi ymeer
CO3/1aBATh HOBbIE TPAMUIMKU HOBbIE HOPMBI, HOBbIE YCTAHOBKH.“

dapramr Bogu, nogoOHO OOJBIIMHCTBY MATeMATUKOB TOrO BPEMEHHU, He
MOT CJIEOBaTh 3a 4YpPe3BbIYANHO CMesoi Teopueil cBoero cbhina. ConpoTusieHue
€ro NpPOTUB JTOTO OTKPLITHA MOHATHO, MOTOMYy 4Tto ,Appendix“ TpeGoBas OT
4yuTaTeIsi TOrO BPEMEHM He TOJbKO MATEeMATHYeCKUX 3HAHMM, HO M TOTO, YTOOBI
4YUTaTE/Ib BOCIPHHA TAKUE MbICJAM, KOTOPbIE ObLIM MPSAMO MPOTUBOMOJIOMHBI
MHMPOBO3PEHUIO, CUMTABLUEMYCS CBATHIM M HENPUKOCHOBEHHBIM. TOT, KTO XOTen
C/IE0BATh 3@ HEEBKJIMJOBOI reOMETPHUEN, I0/HKEH ObITb MPUHATH, YTO CyMMa yrJIOB
TpeyroJibhuka paBHa He 180°, a MeHbllle, 4TO MOXOOHBIMM MOTYT OBITH TOJILKO
paBHBIE TPEYrOJLHUKH, YTO HeT TPEyrOJIbHUKOB € KaK YrogHO GOJIbLION IUIO-
UIaJblo, 4YT€ HETPYAHO MPOBECTH KBAJpaTypy Kpyra M €li€ MHOro MnopasuTeib-
HbIX (pakToB. MmenHo moaTtomy teopuss Bosu TpeboBana He TOJBKO Marema-
THYECKUX 3HAHMH, HO U MOPAJIbHOH CHJIBI, CIOCOGHOR OTOPOCHTH MPEAPACCYAKH
ugeonoruvyeckoro xapaxrepa. OtgeabHbie OTTUCKM AnneHaukca OblIu
rotoBel y)ke B uioHe 1831 r. Ussectho, uto Papkaiu nocsaan 20 uions 1831 r.
aK3emiuiip ayccy, HO 3TOT aK3emmusIp motepsicsa. [aycc nosayydmsi Bropoi
ax3emmuisip B anBape 1832 r. Oteer ero Hamucan 6 mapra 1832 r. Otser [Ma-
ycCca KaKk M3BECTHO OYeHb CTpaHHbIil. BoT, yacth, oTHOCALIAsACA K BTOMY jaeay:

, Lenepp koe-4to o paGore TBoero chiHa. Eciu Havate Tem, 4TO ,5 He
JOJEeH XBAaJUTh €ro“ Thl HABEPHO VYAUBMIUBLCH, HO MHA4YE MOCTYMNUTH
HEe MOTy, TaK Kak XBaJIUTh €ro O3Ha4dajo Obl XBaJUThb Camoro ceds, MOTOMY
4TO BCE COjepyKaHue Tpyjaa, NyTb MCCJIEJ0BAHUA U JOCTUTHYTbIE Pe3YJILTaThl,
NOYTHU TIOJIHOCTIO COBMAJAIOT C MOMMHU paccyskaeHusimu mocieanux 30-Tu Jier.
JleiicTBUTEILHO, 3TO ME€Hs OuYeHb MOpas3u.jio. 9 uMes HamepeHue He OnyoJUKOBbI-
BaTb B CBOEN JKU3KM 3TOT TPYJA, OTHOCHUTEJIbHO KOTOPOTrO OYeHb MAJIO M3Jarai B
NUCbMEHHOH (opme. BoJbIIMHCTBO JOfielt He CMOCOOHO BOCHPHMHATH CyIIl-
HOCTb 3TOrO jlesla M 51 BCTPETWJ OYeHb MaJ0 TaKUX JIIOfel, KOTOphie NpOsiB-
uan Obl OCOOBIl MHTEpEC K TOMy, O 4eM s COOOLUMJI MM. DTOMY COCOOCTByeT
JIMIIb OYEHb APKOE OLILYLUEHHS TOrO, 4ero COOCTBEHHO HEXBATaeT, a 3TO 00Jb-
IIMHCTBY JIofeil HesicHO. OjHaKo s1 MMeJ HaMepeHue, CO BPEMEHEM HamucaTh

3 U. B. Cranus, Peuyb va npueme B Kpemae paGoTHMKOB BbiCwieH IKOabl 17 mas
1938 r., B. WU. Jleuun, Vs6paunsie npousseneuusi, T. 1 (1949), crp. 34.
4 Tlepenucka Faycca n Paprawa Bosu (Bymanewr, 1899), ctp. 108—113.
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BCe, 4T00bl BCE MOM MBICIM He mpomanu mnocje moeir cmeptu. Ilostomy MeHs
O4Y€Hb MOPA3UJ0, YTO YIKEe MOTY He OECIOKOUTHCS 00 3TOM M O4YE€Hb paj, 4TO
MMEHHO CbhIH MOEro CTaporo japyra onepeni MeHs.

OdeHp MOpPasUTEJIbHO 3BYUMT 3TO MUCBbMO, B kotopom [laycc kak Gbr
npuceaupaer ce6e topuectBo SHoma Bosu! IlpaBga, Ha ocHoBe ero mucem,
3aMETOK M MCCJII0OBaHMiA B TEOPUHM MOBEPXHOCTE HAM u3BeCTHO, uto [aycc
3HaJ 9JIEMEHTHI HeeBKIMAOBOi reomerpun. Ho on He paspaborasn cBou pesyJib-
Tatbl B €IUHYyl0 Teopuio. Takum 06pPa3oM OH HE MMeJ HUKAaKUX MOPAJIbHBIX
OCHOB NHCaTh TaKOE MUCbMO, B KOTOPOM OCTOPO’KHO BBHIPAYKA€T CBOE MpPU3HA—
HUE, HO B TO >K€ BpeMsd NpeTeHAyeT B HEeKOTOPOil cTemeHu Ha npuopurter. Mo-
paljbHBIX OCHOB OH He MMeJ XOTS Obl MOTOMY, YTO HEM3BECTHO, KaK JaJeKO OH
NPOJBUHYJICA B 3TOM HanpaBJeHMHM, HO MPUYUHBI, MO KOTOPBHIM OH He OmyoO-
JINKOBaJl CBOM Pe3yJbTaThl B OOGJACTH HEEBKJIMAOBOM TEOMETPUM, M3BECTHBI :
[aycc no ero COGCTBEHHBIM CJIOBaM GOSUICS ,KpUKAa OeOTHHLEB® OH 60sJICA
BO3MOXHOTO  BO3MYUIEHNST OOLLIECTBEHHOrO MHEHUSI, BBI3BAHHOTO 4pe3Bblyaii-
HO#l CMeNOCThIO Teopuu. OH 3HAJ, YTO TaKask TEOPHs, MO KOTOPOH B O3 MO H O,
4TO CO3JaHHOE HaMHM MaTeMaTH4ecKoe NPEeNCTaBIEeHUe O MUPE HENPABHJIBLHO,
ABJIAETCA PEBOJIIOLMONHONR 10 Kpaifheil Mepe B obsactu Hayku. Ho rocmogct-
BYIOLIMIf 1lacC TOro BpemeHu- B mnepuop rocnoactea Ceauiennoro Coroza
00sICA peBOJIIOLMH Jake B oosacTu Haykn. Urtax Taycc uz-3a o6uiecTBeHHbIX
NpUYKH He CMeJ OnyOJHMKOBAaTh CBOU pe3ysbTarbl. CkakeM MPsMO: HPMIBOP-
HOMy coBeTHMKY [ayccy HexBaTwio CMeJOCTH I TOrO, 4TOOBI CJIEI0BaTh
3a MbICJaMH MmaTtemaTuka ['aycca.

flhomr Bosiu, oueHs NpPaBUILHO, CMOTPeJ Ha OGHJY, HAHECEHHYIO eMy
[ayccom npexnae Bcero ¢ TOYKM 3peHust BceoOuiero unrepeca. OH cnpabe-
AJIMBO NKCad,® 4TO ynoMsaHyThle ['aycCOM NPUYHMHBL, MO KOTOPBIM OH BO3jEp-
»KaJicsa OT nyOJHMKaUMM CBOMX pe3YJbTaToOB ,GeCCHIbHBI M HEJIEHCTBUTELHBI,
Be/lb B HayKe... BCerja O TOM HJET peyb, UYTO HAJ0 BBIACHUTHL HEOOXOAMMBIE
1 o0lenosiesHble, HO HescHble Jena...“ OH COBeplIeHHO MpaB B TOM, 4TO
HEMOHUMAHKe BaXKHEMIINX UeH JIOAbMU C MOCPENCTBEHHBIMH CIIOCOOHOCTSIMU , HE
MOYKET CJIY)KUTb NPUYNHON PaCCyAUTENbHBIM JIOAM JJisi TOBEPXHOCTHOT O
M NMOCPEACTBEHHOr0O TBOPUYUECTBA M [AJA TOTO YTOOB OCTABUTH
HAyKy B JIETAPTMYEKOM, HACJEJCTBEHHOM €€ COCTOSIHMM ..., Belb >KU3Hb, TPYA U
3aCJIyTu COCTOAT HE B 3TOM“.

Opnaxo flnom Bosim cmorpen Ha mucbMo Taycca He TOJNBKO € TOYKH
3peHusi BceoOUIero Hay4Horo unrtepeca. CBOMM OTKAa30M OT MyGJMYHOTO MPU3-
HaHUS reHualbHoro tpyaa Faycc cuibHO yaapus mo 4esloBeKy C HampspKeH-
HBIMU HepBaMHU, OOJILHOMY, MOJIFMe TOJBl >eJalollleMy OCBOGOIUTHCS OT BOEHHOM
Cy)KObl. Bbu10 OBl OUIMOOYHO AyMaTh, 4To B Osiu Oropyajo TOJBKO OOWIKEH-
Hoe camouooue. Peub wmia He Toabko 06 atom. OH  JaBHO HeHaBUE.T
BOEHHYI0 Cly'kOy M HEOXOTHO BBINOJIHSUI CBOM OOS3aHHOCTH JIa’KE€ B 3J0BOPOM

5 P. Sticker, Wolfgang und Johann Bolvai (Jleiinuur n Bepaun, 1913), 1. 1, ctp. 92—93.
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cocrosiuuu. Ho oH MOT 0CBOGOAMTHCS OT BOEHHOI CJIy)KOBI TOJBKO Ha3HAYeHHueM Ha
NOJDKHOCTh TIpenojaBaTesi MareMaTuku. VI aTO MOrIo 00eCnevYuTb €My TOJIbKO
npusHanue Faycca. Ilncemo I'aycca o3navalno uTto u nocsae onyGJIuKOBaHUS
CBOEro reHnaJbHOro OTKpbiTHs nepel Bosu He OTKPBLICA NyTh HAY4YHOrO TBOP-
yecTBa. Ha oCHOBaHMM JJaHHBIX M3 BOEHHBIX OyMar HaM $CHO, Kak pasBsi-
3aJI0CH €ro OropueHue.

B rapHu3oHe, rae OH CJAYKWI npexae, Bosau nopugumomy umen pas-
HOTJIACHS C HEKOTOPBIMU 4YJIeHAMH O(UIEPCKOro cocTasa, M MPOC]bUL NO3TOMY
cpeiu Hux capauBbiM. [Tognosaxosuuk L u MM e p, KOMaHaup JIbBOBCKOrO rapHU-
30Ha, KOTOPOMY MOPYYMWIM PaccjeoBaHie 3TOro jieja, Xxapakrepusyer Slnoma B
1831 r., T. e. o npudkiTHs otBeta aycca:® ,Huvero He BbIABUJIOCH U3 3TOM
HAKJOHHOCTH K CIOpPaM, MJIM HEBLIHOCUMOCTH €ro, Hao00pOT, OH BCEM U3BECTEH
KaK CKPOMHBIA ¥ JoOpoayuiHbiid 4esnosex“. 3Havut, B 1831 r., xorga Snoin
Bosau Mor HajeaThCsi, 4TO C MOMOUIBIO yCrexXa CBOero TPyAa OCBOOOAUTCS OT
TSDKEJIOW BOEHHOH CJIy)KOBbl, YTO B KayecTBE YUUTENS [0 MaTeMaTHKe CMOMKeT
3aHUMATHCS HAYYHBIMU MCCJIENOBAHUAMU, OH BeJ Ce0sl Kak ,CKPOMHBIA 1 100pO-
AyliHbii yesoBek“. Ho korjga od moJyumsn nucemo [aycca u ysHan, 4ro us
ATOTO TMOJIOYKEHHSI €r0 He BBIBENET Ja)Ke €ro reHuaJbHOe TBOPYECTBO, OH CTall
oropuathcs. Xapaxrtepuctukun 1831—1832 rr. sCHO NOKa3bIBAIOT H3MEHEHUS
NPOUCXOISIIE B ero noBefeHus :’

Bl 1831, B. 1832 r.
Hpag: CTIOKOIHBIN, NOOPOAYIUHbIA OYeHb OOMAYMBLI, BCIBUILYUBBIN
OTHOLIEHHE K
rpakjaHam: xXopoliee HEN3BECTHO
[Nogeenne B NOYTUTEIbHOE OTHOULIeHHe u36eraer BCAKOTO OOLIEHUS
BOEHHOIl 4YaCTU: C BbILLECTOALLMMU C oduuepamu
OTHouleHne K
NOJ4YMHEHHBIM:  XOpoliee MOJTYAIUBbIH
Kaxue ctpactu CTPaCTb K Urpe B lIdXMarthl M
VIMEET: HET OTBOJUT MHOTO BpPEMEHH ISl 3TOil

Urpbl

Oropuenue $lHoma B0 siu MOHATHO HE TOJBKO C TOYKHM 3PEHHS €r0 paso-
4apoBaHusi, HO ele GOJIbLIE MOTOMY, YTO OH SICHO BUAEJ, 4TO 3HAYEHME HEEB-
KJIMJIOBOM TEOMETPHUHM BLIXOAUT 3a MNpefeJibl ,BHYTPEHHUX Jea1“ MareMaTuKu.
3TO OTKPBLITME W3MEHWJIO KOPEHHBIM 00pa30M HAay4yHOE TOHSATHE O FeOMETPUH,
HO M BOOOlIE O MarepuaJibHOM Mupe. /les0 B TOM, YTO aOCOJIIOTHAsA T€OMETPUs
B HesBHOI (opme 3arioyaerT B ceGe NMPU3HAHME TOrO Pellaloilero (axra, 4ro
ao0asi CHCTEMA aKCHMOM TeOMETPMU HE OMUCHIBAET HEMOCPEACTBEHHO NPOCTPaH-

¢ Otpen pyxonucein BuGauorexn Benrepckonn Axapemmn Hayk.
7 Orpen pyxonucen BuGauorexn Benrepckou Axampemmn Hayk.
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CTBEHHBIE OTHOILIEHAS MaTepuajbHON JIeHCTBUTEJIbHOCTH, a SB/ISETCH aOCTPaKT-
HBIM JaJbHEHLIMM Pa3BUTHEM TMOHATUSI O MPOCTPAHCTBE, COAEp)Kalllee B Ka-
YecTBe CMEUMAIbHOrO CJy4ast OMUCAHHEe NeHCTBUTENLHOrO (PUBUYECKOrO MPOCT-
pPaHCTBa, HO KOTOpPOE C PA3BUTUEM HALIETO MATeMAaTH4YeCKOro U (hU3UHECKOro
MO3HAHUSI U CAMO CNOCOOHO K JaJjJibHellWleMy pPas3BUTHIO. 3ameHa
METapu3n4ECKOr0 MPEACTABIEHUA O MUPE, OTPAKAKLIErOCd B BEpe B €IHHCT-
BEHHO#l MPaBHJIbHOCTH €BKJIMJ0BON F€OMETPUH, AHANEKTUYECKUM NPEACTABIECHUEM
0 Mupe aGCOIOTHOW TEOMETPHUM, OXBATHIBAMOLEH PA3HbIE BO3MOXHOCTH B OJHO
LI€JIOe, OTKPbUIA HOBYID HAY4HYI0 3MOXY, B KOTODOW Ja)Ke KasaBIIASICA OKOH-
4aTeJIbHO YCTAHOBJIEHHOW aKCHOMATUKA FEOMETPHMU SIBJAETCA HENPePLIBHO pas-
BUBAIOLMMCST 3HAHKEM.

Svomr Bosu Kak ynmoMmMsHyTO Bbllle LEJHKOM M IOJBHOCTHI0 CO3HABAJ
OTPOMHOE Hay4yHOe 3HAYeHHE CBOEro OTKPBITUS, HO BUAEJ U TO, B 4eM 3aKJi0-
YaeTcsl 3HaYeHue ero OTKPBITUS A1 MUPOBO33pernd. B BBeeHun k ceoemy Tpyay
Hayka o mpocTtpaHncTBe, HanucaHHOM um 1834 r., oH OTMEYaeT, 4TO reo-
METpUYEeCKOe MO3HAHME He O3HavaeT pa3 Ha BCerja OKOHHYATENLHOE OTPAKEHHUE
MarepuasbHOrO Mupa, a Mo Mepe 3HAHMI O MPUPOAE AAHHOW BMOXH , CJIeyeT
YIOBJIETBOPUTLCS BO3MOXHO Jy4lIuM onucanuem“.® Takum o6Gpa3om
Bosiu SICHO Bujies1, 4TO OTPAKAOLIASACH B FEOMETPUM KapTHUHA Mupa SIBJISIETCS
He MeTau3MyecKoi, a Pa3BHBAIOIEHCS, AHANEKTHYECKOM.

Hesnb3s He ocraHaBUTHLCS XOTS Obl HA MCHOBEHME HA TOM JUANEKTUYECKOM
Pa3BUTHU TMO3HAHUSI MPOCTPAHCTBA, KOTOPOE HAYAIOCh OJAroaps OTKPBITUAM
Bosu um Jlo6aueBckoro. MccrenoBaHus, mnpoBeaeHHble PumaHomM,
Feapmroabuom u Jlu 3aBepuman mnpouecc, Havatblit Boan n JloGa-
4eBCKHM. Be3 npexpiyiux oTKpbITHIT B 06J1aCTH HEEBKJIMIOBOI FreOMeTPUH OHH
HUKOIJa He J00MIuCh Obl 3Tux pe3yiabraToB. CoBpemenHas auddepeHunaibHas
TeOMEeTpUs CJIe0BATeJIbHO HMEeT TECHYI0, I0YTH HENOCPEeACTBEHHYI) CBS3b C
uaesmu bossiu u Jlo6a4eBCKOTr O OTHOCUTEIbHO OOOCHOBAHMST HEEBKJIMA0BOM
reomerpur. OfHAKO MATEMATHYECKOE TOHATHE O MPOCTPAHCTBE MOIJIO MOJHATHCS
Ha 0OOOLIEHHYIO CTYNEeHb HACTOSILErO BPEMEHU TOJIBKO TOrjAa KOrja K Havajy Beka
CO3peJI0 CO3HAHME TOrO, YTO KAWYLIMECH PA3TMUYHbIMU KJIACCHYECKasi TeoMeTpusi
M TEOPUST TOYEYHBIX MHOYKECTB OOEMMHSIOTCS B MOHATUM AOGCTPAKTHOrO Mate-
MaTUYeCKOro MpoCTPaHCTBAa B OHO Les10e. Mbiciib 00 abCTPaKTHOM MPOCTPAHCTBE
B 00uleM BHJle MOSBWJIOCH Bhepsble B Tpygax ®peure,” KOTOPBIE OCHOBAJ
TEOPUI0 MATEMATHYeCKOro0 MPOCTPAHCTBA OTYACTH HA CXOJUMOCTU MOCIIE0RATE b=
HOCTeil TOYeK, OTYaCTH HAa AKCMOMATHYECKYI) TPAKTOBKY MOHSITUSI O PACTOSHUHU.
Opnaxo, camoe 00061ieHHOE aGCTPAKTHOE MOHATHE O MPOCTPAHCTBE MOLJIO ObITh
CO3/JaHO TOJILKO TOCJIe MO3HAHUA TOTO, YTO €{MHCTBEHHBIM MPU3HAKOM TOMOJIOTH-
YECKOro MPOCTPAHCTBA ABJSIETCS TO, YTO B HEM MOYKHO PA3IMYUTH TOUKU CryLie-

8 P. Sticker, T. 1, ctp. 223. IToguepxuyto ot Bosu.
? M. Freécuer, Sur quelques points du calcul fonctionnel, Rend. Circ. Mat. Palermo,
22 (1906), crp. 174.
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HUS M U30JIMPOBAHHBIE TOYKM. IJTO PELIAIOLIEE HAYaJo MOJoKWI P puje u
Pucc.” Ilocaenytoujee emy pasBuTUE OY€Hb PA3BETBJIEHHOE : OJHAKO BAXKHBIM
pe3yJIbTaToM €ro padoThl ABJAAECTA CO3JAHUE CBA3M MEXYy Pas3IM4HBIMM BUAMK
-0CTPAKHBIX_ IPOCTPAHCTB,~YTO BbIPAXKAETCA CaMbIM- SACHBIM 00pa3OM B M3BECTOM
Teopeme Ypoicona." Cornacio atoit Teopeme (B pacuipeHHOR dopme'),
BCAKOE PEryJSIpPHOE TOMOJIOTMYECKOE MPOCTPAHCTBO € 0a3UCOM, ABJISETCS TOMEO-
MOP(HBIM K OCHOBHOMY NpAMOYyrosbHUKY ['11b6 € p T o Ba npocrpancrsa. Takum
0oOpa3om TeopemMa Y pbIcOHa yCTpaHua pe3Kkylo rpaHuly Mexay aOGCTpPaKTHbIM
TOMOJIOTMYECKUM TIPOCTPAHCTBOM M GO0Jiee HArJSIIHBIM KOOPAMHATHBIM TMPOCT-
PaHCTBOM.

Mbiciin fHomia B osgu OTHOCHMTENIbHO CTPYKTYPbI MPOCTPAHCTBA CIOCOOCT-
BOBaJIM HEOOBIKHOBEHHOMY Pa3BUTHIO HAayKH O NPOCTPAHCTBE. ITO pas3BUTHE
CMOCOGCTBOBAMO : € OJHON CTOPOHBI TOMY, YTO JaXKe KayKylIuecs Kaxk Obl amopdi-
HBIMM MHOXKECTBA MOABOJWINCH IO MOHSTHE MATEMATHYeCKOro MPOCTPAHCTBA,
C JApyroi CTOPOHBI YAaJ0Chb B ILUMPOKOM KJIACCE METPUYECKUX MPOCTPAHCTB
‘0XapaKkTepu30BaTh €BKJIMAOBbIE M HEEBKJIMIOBbIE MPOCTPAHCTBA 00JAAIOILUE
6osiee HArJIAHLIMM T€OMETPUYECKUMU CBoficTBamMu. /L1t TOro, 4ToGBI YIOMSHYTH
OMH U3 pe3y/IbTaTOB MOJOOHOrO XapakTepa, HeOOXOAUMO CJEAYIOLLEE MOHATHE :
HA30BEM LEHTPOM TNapbl TOYEK P, TOYKY 7, €CJAM DPACCTOSHUS MEX/y HUMM
YVAOBJIETBOPSIOT YCJIOBHIO p_rzq_r:%‘l. Metpuyeckoe MpOCTPAHCTBO HA30BEM
NPaBUJILHO BBIMYKJIBIM, €C/i JiioGasi mapa TOYeK MMEeeT OJMH M TOJBKO OJUH
LEHTP, KPOME TOrO JJISI KON Mapbl TOYEK p, ¢ HAieTcs Takasi TOYKA 7, 4TO
TOYKA ¢ SABJAETCS LEHTPOM TOueK p, r. By3emaH"” nokasajn, 4To TpexmepHble
HEEBKJIM/IOBbIE TNPOCTPAHCTBA C METPUKOH MMHKOBCKOTO COBNAJAKT C TEMU
TPeXMEPHBIMH MPABUJIBHO BBIMYK/IBIMU MOJIHBIMM TPOCTPAHCTBAMH, KOTOPBIE CBEPX
TOTO YIOBJIETBOPSIIOT YCJIOBHSIM, HAa3BaHHBIM By3eMaH oM akcuomamu npejesb-
HOTO Kpyra.

OCHOBOII 3TOrO OrpOMHOTO PAa3BUTUS MOHATUS O TMPOCTPAHCTBE SBJIAETCS
kpyr ugeit bosau. Ora Goratas COKPOBHIUIHMIA HOBbIX MATEMATHYECKHX MOHSI-
TUA NPEJOCTAB/IsIa HAM M CPEACTBA, HEOOXOJUMbIE IS CO3AAHUSI COBPEMEHHOrO
¢usuyeckoro mnpeacrasieHuss o Mupe. Biarogaps sTomy CTano BO3MOMHBIM
MaTemMaTHyecKoe M3JI0YKEHME MHOTOYMCJIEHHbIX DPasfesoB OOLel Teopuu OTHO-
CUTEJIBHOCTH M KBAHTOBOH MEeXaHWUKH.

10 F. Riesz, A térfogalom genezise, Math. és Phys. Lapok, 15 (1906), ctp. 97—122,
16 (1906), ctp. 145—161. Stetigkeitsbegriff und abstrakte Mengenlehre, Afti IV. Congr.
Internazionale dei Matematici, Roma, 11 (1908), ctp. 18.

1L P, Urysoun, Der Hilbertsche Raum als Urbild der metrischen Riume, Math. Anna-
len, 92 (1924), ctp. 302—304.

12 A, Tycionorr, Uber einen Metrisationssatz von P. Urysohn, Math. Annalen, 95
(1926), ctp. 189—142.

13 H. Busemann, Uber die Geometrien, in denen ,die Kreise mit unendlichem Radius®
die kiirzesten Linien sind, Math. Annalen, 106 (1932), ctp. 140—160.
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B 1832 r. Slhomr Bosim Gbl1 nmpousBeieH B KanuTaHa BTOPOTO paHra u
ero nepesean B Oubmiory. Bo Bpems nyrenecTsusi BO3 ONPOKUHYJICS U GOJILHOM
Bosu nogseprcs corpsceHuto mosra. Ilo ykasaHuio TJ1aBHOrO KOMaHJOBaHUSA,
OH TpOLIE] MEIMIMHCKYI0 KOMUCCHIO M MO pacnopspkenuio or 28 mas 1833 r.
€My Jaju OTCTaBKy, C jkanopanuem B 280 (OpPUHTOB B TroOf, KOTOpPOE emy
BBIMJIAYMBAJIO NOMECSIYHO BOEHHOE (PHHAHCOBOE yupesxeHue. Tem cambIM 3aKOH-
uyuaach BoeHHas kapbepa SHomia Bosu u 16-ro uiona 1833 r. on oTnpasuics
nomon, B MapoiBamapxeib.

B MapoiuBamapxesie OH HpoObUI B JIOME OTHa noyrtu roi. B sro
BPEMsI Pa3BA3ajuCh MEKIy OTUOM M CHIHOM OyKecTo4eHHble cnopbl. O cyumoctu
3TUX nepedpaHOK HAM HUYEro He M3BECTHO, HO HA OCHOBE HECKOJIbKUX IpH3HA-
KOB, MOXXHO TpeanoJjarath, YTO OHM RO3HUKAJIM YACTHYHO B pe3yJibTaTeé Hay-
YHBIX, YaCTMYHO B pe3yJbTaTe MHUPOBO3PEHYECKUX pasHorjacuil. B ocHOBHOM
dapxaln SBIAJICST TMPOrPECCHBHBIM  U€JIO0BEKOM, HAXOAIMMCA MOJX  BJIMAHMEM
pauMoOHAJILHOTO JyXa SHUMKJIONEAMCTOB, OAHAKO OLITOBbIE YCJIOBUs 3aCTaBJsIN
€ro He 3alMIATL CBOM B3MJISAbL $IHOLL, HA0G0POT, BO BCEX OTHOLLEHMSX BbIC-
Ka3blBaJl CBOE pajliuKaJbHOE MHEHUE C HEOrPaHMYEHHOU OTKPOBEHHOCTBIO, TBEPAO
HacTampasi Ha TOM, YTO YeJOBeK yOEXKIEHHbII B CBOMX MpaBax JOJDKEH CMeEJO
BBICTYMNATh Ha 3alLMTy CBOMX HMAEH NpOTuB Jo6oro nmportushuka. IlowaTHo, yto
dapkaui, KoToporo u Tynas Meskas Oypskyasus r. Mapouwpamapxeib HayChKU-
BaJla NPOTHB CBOEro ,Heo0JarogapHOro M YepCTBOrO ChIHA“, HE TeprneJ MoBe-
feHHusl $lHOlA, KOTOpOe CO BPEMEHEM MOTLJIO yrpoykaTh AaKe OOLIECTBEHHOMY
nojoxennio Papkawa. B nocaeactsun cuibHOi ccopbl, Papkain BeirHas flxowa
u3 cpoero jpoma. Hexortopoe Bpems cmycts no npocbGe cBoero 6parta Anrtaia
Bosiu, on cornacuincs Ha ero mnepecesiesnee B C. Jlomaabp ¢ TeM, 4TOOBI
x03siiHuYarts B uMeHun Paprama. B atom YHom ouyeHb HyKIAJCA, TaK Kak
ero MeHcus, cocrapiswoolasg cymmy B 280 (opMHTOB B rojp eiae obdecneympajia
€My Hacylllble CPEACTBAa K YKU3HU.

dnoww Bosu B 1834 r. mepecenuica B c. Jlomanbi, ™  sBiasiouieecs
Mu3epHbIM ceom B o6sacti Kuuikioxione (B TpasccnibBanum), rjie OH NPOXKMI 10
1846 r., 3Hauut 12 JieT 1€PEeBEeHCKUM OTLLEJIBHUKOM, JaJIeKO OT KyJETYPHOIO MUpa.
Opnaxo YHomwr Bosim mpogokan cBoit Tpynq M B Jlomaibjle, HECMOTpsA Ha
orcytcTBue nocoduii. K atomy rpemenum otHocutcss TpyA Responsio otnpas-
JIEHHBbII HAa KOHKypC, ycTpoenHblit B r. Jleinuur o6uiectBoM uMm. $6,10HOBCKOrO
C LeJIbI0 Pa3BUTHSI TEOPUM KOMTUIEKCHBIX YHUCEJ.

Hanucannio Responsio nmpepmectsoBaia nepenucka ¢ Papkaiiom copep-
)Kallasi Hay4vyHON JMCKYCCHMIO, B KOTOpoi $How ykasana Papkauly Ha OfHy
oubKy ero TeopuM Mo O0GOCHOBAHWIO KOMIUIEKCHBbIX 4uces. CBOe MHCHMO OH
3aKOHYMJ CJefyrolMMu cjoBamu : ' Tenepb Bbl He MOriM He yOeIUTLCH, UTO

14 Xapaxrepro, uto naceneune [Jomanpaa 100 ner cnycrsa, B 1930 r. Bce eme OblIO
Bcero 871 yenosex.
15 P, StickeL, 1. 1, cTp. 122,
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Bawa Teopusi OnpoBEprHyTa, pacceMBaHME BCAKUX MPOAOJUKUTEIbHBIX, HESCHO-
cTeit MM OMUOOK SIBJISIETCS /IS MEHST YJOBOJBLCTBUEM M HACHAKICHUEM, W TIpe-
anosioratro 4to y Bac toe tak“. OjJHaKo ,paccenBaHue HEACHOCTEN“ He O3Ha-
yaso s Papraiua ,yA0BOJILCTBAA U HACJAKAAHUA“, B PE3yJbTaTe YEro Mexay
OTIIOM M CHIHOM PasBs3s/1oCh 0c060€e, JaykKe MOMCHO CKasaTh COCTSI3aHME CIIOPTUB-
HOrO Xapakrtepa B CBA3H ¢ KoHkypcam. O6a HanpaBwiy CBOM KOHKYpPCHBIE
padotel B Jledinuur, HO HU OJMH U3 HUX He moJyumia npemun. [TosoBuHa npemuu
Oblia npucyxkiaesa npenogasareno [ledpeuencroit Kosuternn depenny Kepe-
K€ 11y, KOHKYpCHasg padota KOTOPOTO SABJAIACH 11AGJIOHHOI.

Hanucannoe B 1837 r. Responsio Ha BOCbMU JICTaX HATNOMHHAET CKOpee
BCero HaOpOCOK, XOTS B Hell U3JOYKEHO MHOro riybokux ujiei. flHomn Bosu
ONpPEJEJHJ] KOMIUIEKCHBIE YHCJA BBEJIEHUEM YETHIPEX €IUHML, YKa3blBas
Ha TO, 4TO MOJAOOHAs TEOpWs NPH BBEAEHUU OOJIBLIE ENMHHL] YeM 4eThIpe, He
MOJKeT OBITL NMOCTPOEHA, TaK KAK B 3TOM CJyYae HampuMep KBajpaTHBIH KOpeHb
He 6bl1 Ol By3HauHbIM. CiepnoparesibHo SIHom B osiu paspaboran sty Teoputo
B TOM JKe CcaMOM rojy, korga FaMuJTOH CO31aJ TEOpHI0 KBATEPHUOHOB.
[ayGokoe matemartuyeckoe octpoymue B osiu mokasbiBaeT u 1o, 4T0 B Respon-
Si0 OH Oompeje]mi CTEMEHb € KOMIJICKCHBIM TMOKasaTesJeM C IMOMOLIbI0 psija
Maxsiopesa ¢yHxkuumM e, o uyem ropoput U Jitjaep, Ho Bosu kpome Toro
UCMOJIB3YeT 3TO JUISL ONpejielieHuss Jorapugma npm KOMIUIEKCHOM apryMeHTe,
xaK o0parHylo (yHkumio ot e°. HecomHeHHOo, 4TO Responsio HecMoTps Ha
HeOpEeKHOE WU3JIO)KEeHMe, Camo Mo cede MOCTATOYHO JJIs TOro, YTOOBI O0ECNeYnTh
mecto g fuoma Bosu B ucropum mMarematuxy.

daprair He OB JOBOJEH XO3SNCTBEHHON JeATEIbHOCThIO $IHOIIA B C.
Jlomanba. B 1846 r. oH BhICJaN ero U3 HUMEHUs, KOTOpOe OTAaJ B apeHuy.
flnour co cpoeil cembel mocenwics B r. MapouiBaluapxelb, IjJe OH Ha CBOM
cHepexkeHHble B Jlomasibae cpeacTBa moCTpou cede NTOMUK.

B Mapousamapxene duomr Bosu sxun noutu xak PoGuH30H Ha CBOEM
OCTpOBE. XapaKkTepHO I ero M30JUPOBAHHOCTH OT OOILECTBEHHON YKU3HU, YTO
ero Apyr ¢ mosoibix Jer Kapoar Cac, BO BpeMms €ro ueThipexJerHero npe-
ObiBanuss B MapoiuBaiuapxene, ,He MOCETHJ €ro, Tak KaKk M HE CMeJ €ero
NOCETUTb, YTOOBI HE CKOMMpomerupoBaTh ceds“. ' Konceppartusnbie Oyprkya T.
MapouuBaiapxeib HaCTOJbKO CTPAIUWJIKNCL CMEJOr0 U MporpeccuBHoro $lHoma
Bosu, 4yto ero 3HamenuTwii Hemeuxuit 6uorpadp LlltTexenn, npeObiBaBLINiA
Tam B Ha4dajle Beka nucas ciepyrouiee :'” [Jlake COpPOK JeT MOCJe ero CMepTv
MOYKHO ©ObL10 HaG/110/1aTh, HACKOJABKO uMs YHomia B osu ObLI0 HEHAaBHCTHBIM
1 npe3peHHbIM B Mapoigaiuapxese“.

1948 r. umeer ocobGenHoe 3HaueHue B usnu b osgu. CobbiTust 60pebH 32
CBOOOJY BBIPBAJIM €ro U3 CBOei 3aMKHYTOCTH. Kax ObIBiIMil OpULEP OH C OXOTOH
NoCTynuJ Gbl HA BOEHHYHO CJykOy, HO B 9TOM BOCIIPENITCTBOBAJa €My O0JIE3Hb..

ISP, STAcker, 4 1y cTp; 171.
175P- StAexer, 7.0 1, :cTp. . 171,
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B ogHOM nucbMe ero ¢ Hadana 1848 r. MOXHO uMTaThb cregytollee :18 .. Bcneg-
CTBME MOEero cnaboro M3nMyYeckKoro COCTOSAHUA... S COBEPLUEHHO HeNpUrofgeH Ans
BOEHHOW >KM3HW,19 HO cTapalocb XOTA 6bl NIMYHBbIMKM  ycyramMy  MPOABUHYTb
obuwiee Aeno... BeAb MOKa MMEETCA XOTb OAWMH HEOBOMbHbIA, HUKTO He MOXeT
XBaUTbCA COBEPLUEHHbIM CYACT/IMBbIM COCTOSHUEM. OfHaKo, Korga BolicKa
cekeeB B OKTA6pe ogepxanu nobepy noj PagHoToMm u 30-ro oKTA6psA cobpanocb
HECKO/IbKO UL, Ha CeKpeTHOe coBellaHWe Ha KBapTupe maliopa LaHTa Aanda
06CYXAeHUA fanbHeMWNX BOEHHbIX [eACTBUIA, HAHOW Bos M TOXe MNOKUHYN
noctenb. B 0fHOM OTpbIBKE CBOEro AHEBHMKA TPaHCUNbBAHCKUA UCTOPUK Papkall
[Jeak pacckasbiBaeT, 4TO Ha 3TOM coBewaHund ,,bosan npegcTaBui YeTKUIA
WU KOHKpETHbIA nnaH, npegycMaTpuBarolmii ounuieHne obnactu CebeH, dexep-
Bapa W BCceli TpaHccuMNbBaHMW..., o6ellas K HOBOMY rogy nepejatb B PyKu
BEHIepCKOro npaBmMTeNbCTBa BCIO TpPaHCUIbBaHUIO. ,,OTOT MjaH He Obl/1 MPUHAT,
— npogonkaetT LeakK —... MOTOMY 4TO PYKOBOAUTENUN U KOMaHAMPbl W3-3a
camonbua oTkasanu HAHowy B oaun, M rnaBHbIM 06pasoM M3-3a TOro, 4TO
OpewHep 6b1 peakumoHHepoM, a XX oM 60 p n 2L KonebnoWwMMcs, U NOITOMY
OHUW CTPEMUNCH OMPOBEPTHYTb 3TOT HaWMy4ylwnid nnaH. NopasuTenbHO, HAaCKO/IbKO
TOYHO oOnucbiBaeT [le a K B CBOEM [HEBHWKe XapaKTepHY 4epTy UCTOPUU PeBo-
NOUNA : HenpuaTenb YycTpamBaeT B reHepasibHbIA WTab peBOAOLMN  CBOMX
BblOpaHHbIX areHToB, KOTOpble MO Mackoli crneuuanucTa AoKasblBalOT O XOPOLUeM
6yATO OHO NJIOXO, W HAobOopPOT, BbI3bIBAsA TeM CaMbIM KaTacTpodbl. TOXe camoe
npousowsno u B MapowBaluapxene : HegUCLUUNIMHUPOBAHHbIE YacTU CeKeeB Obln
pa3rpomM/ieHbl PerynsipHbiMM BOWCKaMW MMMepaTopa W aBCTPUNCKUIA reHepan-
neiiteHaHT [epeoH BcTynun B MapolwBallapxenb, paspellass CBOGOAHbINA
rpabex, a AHow B 0 A un, Kak nuweT [eak,“... BepPHYNCA B TONIbKO 4TO MOKMU-
HyTOE UM OAMHOYEeCTBO“.

AHow BofA M BooAylleBneHHbI ocobeHHO ycnexamMn Bema, He pa3 xoTen
NMaTM Ha MecTo 605, HO emy Bcerfja npenaTcTBoBana 60ne3Hb. B rogbl nocne-
pPeBOJIIOLMOHHOIO YrHETEHUS, OH COBepLUEHHO yAanuica oT obuwiecTBa. Ho euie
BO Bpems 6opbbbl 3a cBO6GOAY OH MOMY4YU Hay4yHOe Npou3BefeHWe, BO3OyAMBLLEE
ero mHTepec. IT0 b6blna pabota JTob6aueBcKoro Geometrische Untersuchun-
gen zur Theorie der Parallellinien, Bblwegwaa B cBeT B 1840 T.

Tpya JTob6auveBckKoro bosa n nonyunn oT dapkawa, KOTOpbIA chy-
YaiHO y3Han o Tpyge. lNpounTaB 3Ty KHWUTY, OH C YAMB/IEHWEM YCTAHOBW, 4TO
ee cogepxaHue cxogHo ¢ Appendix-om. B nepBoe Bpems OH Mogo3peBan, 4To
Jlo6ba4yeBCKOroO He CylecByeT, Noj 3TUM MCeBAOHMMOM CKpblBaeTca Caycc
a Tpya sBnsetca nnarmatom Appendix-a. K 3Tomy BbIBOgY TMpPUBENIO €ro

Is OTpen pykonucein bubnunotekn BeHrepckoit Akagemmn Hayk.

1) TpygHo pasobpaTb 3TM ABa CnoBa.

20 VNwteaH BaTTa, K »mnsHu AHowa Bosn. B xypHane Akagemun, 29 (1948), cTp. 445.

21 OpewHep 1 XXom6opyu B KadecTBe O(MLUepOB LiTaba yyaBTBOBa/M CreupanmMcTamm
Ha CcoBeLLaHnNn.



Kuznp u pearenvnocts Ynoma Bosu 13

nosefienne I"ay ¢ ¢ a, kotopslit iko6bl noxBaaua Tpya JJo6ave BCc Kk or 0, OT™MAI-
ungas Appendix. TIpaBia-nu 310 GbUIO, WJIM HET — 4YTO GoJiee BEPOSITHO —, HO
SlHOLY BHYIIMJIM, YTO MMEHHO TaxK M npousouwo. Ilpu Takux o0GCTOSATENLCTBAX
OH KOHEYHO MMEJ NOJHOE MpaBo nofosperarth, uto Geometrische Untersuchun—
gen co3naiuch BCEACTBAM mpucBoennsa I'ayccom ero meicaeir. He tpyano
NOHATH 3TO TMNOJ03pPEeHHe, ecJu Mbl OOpaTUM BHUMAHWE Ha TO, 4TO $IHOLI
Boau HECKOJBKO J€CATOB JIET KM B OJMHOYECTBE JaJeKO OT HAay4yHOTro
MMpa, He 3Hasd O passuTUM npoOJemMbl, NMPeALIeCTBylolleM u3aanuio Appendix
¥ BJPYT y3HaJ, 4TO MOCJE HEeyCNeXoB B MPOTSHKEHUM JABYX THICSY JIET MOSBUJICA
TPETHil CO3JaTesib HEEBKJIUJIOBON TeOMETPUMU.

CoBeplLieHHO TNOHATHO, YTO OH, MOPAKASICh ITUM (PAKTOM M BO3MYILIASCH
KaK NpejbiAylliuM, TaKk M HBIHEIUHMM ToOBeJeHueM ['aycca mogymasn crnepsa
o nuaruate. [losTomy OH cocTaBui TILATEJbHBIE KOHCHEKTHI no Tpyay Jloo6a-
4YEeBCKOTO, C LEJbI0 BbISIBUTh TaKMe OUIMOKH, MO KOTOPHIM MOXHO ObLIO GBI
yOeauTbCsl B TOM, 4TO TPyA sIBJIseTcCs mnuaruatom. HecMoTps Ha To, uTO B CBOMX
3aMMCKax OH MNOJBepraj] CTPOroil KpuTuke O00Jiee WJIM MeHee 3HAuuTeJIbHble
ownbxkun JJo6avyeBCKOT 0, OH Bce-)ke nmpuadHas uto Jlo6Gaye BCK U i paBHBIA
eMy reiuii. B cBOMX npumevaHusX OH BbIpaKaeT CBOE NMPU3HAHUE B CJOXKHOM
CTHJIE aNMeJSLMOHHbIX CYleil TOro BpPeMeHW, a MMeHHO:* [ 60oapo waras, nojbi—
MasCh Ha HeoObIYailHbIe BBICOTHI MOROOHO BeJMuaiillieMy, JOBUaiillieMy, TOH-
yailleMy apTUCTy-kaHatoxofy Jlo6avyeBCK Uil MPEKpacHO, YETKO M OTJIMYHO
TPAKTyeT CaMOCTOATEJbHOCTb C(epUyuecKOil TPUrOHOMETPUH.

Yro kacaercsi 10 mMpHOPUTETa 9TUX ABYX F€HHAJBHBIX aBTOPOB, TO Halle
MHEHMe MOMKET 3aKJIIouaThCsl TOJBbKO B TOM, YTO BOMPOC O NMPUOPUTETE
31€Ch JaXe MOoAHATH HeyMmecTHO. Hecomnenso, uyro Tpyn Jlo6a-
4yeBCKOTO Obl] M3JaH Ha fBa roja* pasbiue 4em Tpya Bosu. OgHako Mb
3HaeMm, yTo B osiu OTKpbLI camylo CylIECTBEHHYI0O OCHOBHYIO MBICJIb €LIE B.
1823 r., Korga OH HanucaJ CBOEMy OTIly, YTO ,CO3[aJl HOBbI MUD M3 HHYero,
B TO Bpems kak JloGavyeBCKU TOrja ellle He Hallesa JOPOry K pelleHuio,
0 uYeM CBUAETEJBbCTBYIOT pykonucu ero B 1823 r. Ho B 1825 r. o6a nanucanu
CBOM peayJbTaThl: Bosau mogan pykonuch B Havazne 1826 r. cBoemy y4uresio-
no marematuke, kanutany Boabrtepy, a JJo6aueBckun B 1826 r. nepe-
aJl PYKONUCH HA (PU3MKO-MATEMATHYeCKUil (haKyJbTeT Ka3aHCKOrO YHUBEPCUTETA.
O6e pykonmucu noTepsiiuch. IJTO GecTsiie CBUIETEILCTBYET O TOM, 4TO 00a
r€HMs,, B OCHOBHOM, B TOXXE€ CAMO€ BPEMSI, HE3ABUCUMO JAPYT OT Jpyra OTKPbLIU
HEEBKJIMOBYIO T'€OMETPHIO.

Meroa TPaKkTOBKM MX TBOpYECTBA SIBJSETCS pa3nuyHbiM. Bosu Tpaktyer
HECKOJIbKO 3ajla¥ Ha MOCTPOEHHE, JIOKA3hIBAeT, YTO B HEEBKJIMJOBON TeOMEeTPHUH
KBajipaTypa Kpyra paspewmuma, B TO Bpems, kak JJo6a4eBCKU il CTPEMUJICT

22 P. STAcKEL, T. 1, cTp. 148. ’
23 lepsoiit Tpys Jlo6auesckoro 6bu1 uspad B 1820—1830 r. B Kasanckom Becr--
Huke, a B 1831 r. Obi1 usgan Appendix.
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TIpeKe BCEro K TOMYy, YTOOBI HAalTH M B HEEBKJIMJOBOH TFEOMETPHH (POPMYJIBI
JUISL pa3pelteHusi OObIYHBIX TFEOMETPUYECKUX BbIYKUCJACHUHA. ITH pasauyuus B
TPAKTOBKE OOBACHAIOTCA OOLUECTBEHHbIM MOJIOYKEHHEM JTHUX [BYX YYEHbIX.
Bosn kak 4esoBeK 3aMKHYTBIl, HMEJI B CBOEM pacnopsyKeHUM JHMIIbL Gymary
U YepHuJa, MO3TOMY OH 3aHUMAJICSd BBIBOJAMU TEOPETMYECKOTO XapakTepa,
KOTOpbIe OH ObLI B COCTOIHUM npoBeputb. Ho Jlo6ayveBC K uil, kak npogeccop
YHUBEPCUTETA M 00Pa30BaHHBI ACTPOHOM, C CAMOrO Ha4aJia HajesJiCsa ONMpefeuTh
OMBITHBIM MYTEM EBKJIMIOBYIO MJIM HEEBKJIKMAOBYIO NPUPOABI (PU3UYECKOrO MPOCT-
paHcTBa, M IMO3TOMY OH HCKAJ CpeACTBA, KOTOPHIMM ACTPOHOMHS Morja Gbl
NPaKTHYECKU TOJIb30BATLCS B CBA3M C 3TUM BOMPOCOM.

Tpyn Jlo6aueBCKOTro BO30yimsa1 y Bosau HMHTEpEC K reoMETpUM: B
1850 r. OH cTajl 3aHMUMATbCA PYKONUCbIO Y 4€HUE O MPOCTPAHCTBE, K
KOTOPOHl OH €Il[¢ HEeCKOJIbKO pas BepHysicst 10 1855 r. U3 orpeiBroB, a Taioke
U U3 3aNMCOK, COJIEP)KAHME KOTOPBIX M3BECTHO HaM, BUAHO, uto SHour Bosu
M B 3TOM Tpy/le 3aHUMAJICS 3HAYUTENbHBIMKM HOBbIMM ujaesimu. Camol 3Ha4uu-
“TEJIHOM YaCTBIO SABJIAETCS Ta, B KOTOPOW OH 3aHMMAETCsl oOLIell Teopueit nosep-
XHOCTEH ¥ KPMBBIX. ITO NOKa3bIBaeT, 4To b 051 u mepex MHOro4MCIEHHbIMU MCC-
JIeIoBaTeIIMM  OCO3HAJ 3HAYEHHE TOMOJIOTUU TOBEPXHOCTEH M KPHUBBIX. OH
Jle/In KPUBBIE HA mpocTele U y3joBuThie. OH noctaBul ceGe 1e/1blo COCTABUTD
nepevyeHb TUMOB (PUIyp, HA3BIBAEMBIX MM MPOCTHIMM MOBEPXHOCTAMU. [IpocTtoun
NOBEPXHOCTHIO, OH HasbIBaJl TMOBUMMOMY JBYMepHble MHOrootpasus. bBoswu
pasiuyal MOJIHbIE TMOBEPXHOCTH M MOBEPXHOCTH C BBIEMKOM : 9TO yKas3blBaeT Ha
-€ro CTPEMJIEHME OXapaKTepPU30BaTh THUIIBI MOBEpPXHOCTe mo cra3HocTH. Cieny-
Iolllee ero 3ameyvaHue CBUJIETENLCTBYeT 00 OYeHb TOHKOM TIEOMETPHYECKOM
yyTbe: ** ,Ha s11000# poCTON MOBEPXHOCTH MOYKHO CJI€/1aTh MPOU3BOJLHOE YUCIIO
BBIEMOK IOMECTUTb B 3THX MECTax TPYOKH M COeIMHUTh MX nonapxo. [Ipocras
MOBEPXHOCTHL 00J1aJaeT dTUM CBOMCTBOM B camom ooOuweMm caydae.“ W on jo-
Gasasei: ,[IpoBeputh poxasaresbCTBO!“

CoBepilleHHO CrpaBemIMBO 3ameyaHue B osgu OTHOCHTENBHO J0Ka3aTelib-
CTBA TEOPEMBI DiiJepa O MHOrOrPAHHMKAX COrJIACHO KOTOpomy * ,Teopema Be-
JIMKOrO0 JMJepa... JokadaHa B HEJIOCTATOYHO OOLIEM BHJAE, MOTOMY 4YTO He
BCSIKOE COOTHOIIIEHME MHOTOTPAHHUKOB MOJIyYaeTCs MyTeM OTpEe3anusd Mupamuji®.
K coxanenuto poxazatenbCTBO Bosu Ham HEM3BECTHO ¥ MOITOMYy Mbl He
3HaeM, Il KaKMX MHOTOCBSIBHBIX MHOTOTPAHHUKOB YAAJOCh €My 0000LUTH
Teopemy JMJe pa, KOorga OH FOBOPW, 4TO HALUEJ J0Ka3aTeJIbCTBO COOTHOLIE-
HUA Ddaepa? ,aud KOJbLEOOPa3HbIX MHOTOTPAHHUKOB U JYIUIMCTO-TIJIOCKUX
IIPOCTPAHCTB.

B 1856 r. bosu cHOBAa Hayajl 3aHMMATHCSI BONPOCOM, SABJISETCA JU He-
€BKJIMI0BA TEOMETPHMsl HENPOTHMBOPEYMBO B TpexmepHom mnpoctpatcrse. Ox
SICHO BHJIEJI, YTO €CJIM JaKe IJIOCKAas eBKJMIO0BA U HEEBKJIMAOBA FEOMETpUs 00€

24 P. StAckEL, T. 1, cTp. 178—179.
% P. STACKEL, T. 1, cTp. 178.
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SIBJIOTCA HEMPOTUBOPEYMBBIMY, U3 3TOTO €lUe HeJb3d JeJaTh BBIBOL O €BKJIK-
JIOBBIX MJIM HEEBKJIMAOBbIX OTHOLICHHAX B TPEXMEPHOM IpocTpaucTse. B atom
oTHOLIeHNN B o u npoaBuHy/ICA HECKOJBKO fanbiie JJoGadyeBCKOT 0, yIOB-
JIETBOPUBIIIETOCS TEM, YTO FEOMETPUS HEEBKJMAOBOA MIOCKOCTH HENmpOTHBOpE-
yuBa. Bosgu xores pewuTh BONPOC CJAEAYIOLMM 00pa3oM: €C/IM B3IThb TETpa-
agp ¢ BepwmHamu A, B, C, D u B3dTb TO4YKy E BHE €ro, TO 3T MATh TOYEK
onpepessaior 10 pedep, 10 tpeyroabhuxkos u 30 yrioB Mewxay rpadsmu. [Ipu-
MeHsisi aGCOJIIOTHbIE TPUTOHOMETPUYECKUue (OPMYJBl K TPUTOHOMETPUYECKUM
COOTHOUIEHUSIM MOCJIEHUX OH HAJesIcsl pas3peluTb TAKUM MyTEM BOMPOC He-
NMPOTHBOPEUMBOCTH. B 0/1HO Bpemst OH OLIMGAICs, TAK KAK BCIEACTBUE OJHOM OLINOKH
€My KasaJoch, OyATO yAajJoch JOKas3aTh Ha OCHOBE KOHCTPYKUMI Tpexmep-
HOTO MPOCTPaHCTBA, uTo V. noctyusat, win Xl akcuoma Heo6xoaumo BepHa. OH fawe
HayaJ mNUCaTh COYMHEHWe Noj 3arosorkom: ,/loKa3aTesibCTBO BCEMUPHOTO
3HayeHust X| €BKJIMI0BOH aKCMOMBl JOHBIHE HEIOKA3aHHOW M CJIy)Kallleil OCHOBOM
BCell Hayke O MNpocTpaHcTse u ABwikeHun. Hanucano xanuraHom-ux)keHepom
Suowem Bosu.“ Ho Gosblie mpegucyioBusi He HAMMCAJ, TaK KaK OH 3aMETHJI
owunoky. EMy He yaanocs JokasaTs HENpOTUBOPEYUBOCTh HEEBKJINJIOBOW FeOMETPUH.
IJTO, KaK HaM M3BECTHO, J0Ka3aJu MOCJI€ €ro CMEepTH.

[Tocne cmerpu dapkawa Bosiu B 1856 r. Snowr B 1857 r. mepece-
JUICA Ha OKpauHy ropoja, Ha yauny Kasasapus, BOJM3u KaTOJIMYECKYro KJaj-
OMIIa, e OH apeHaoBaj] MaJeHbKHI [JOMHMK. 3J€Ch YKUJI OH OJMHOKO, HeTpy-
JlocnocoOHbI u 60abHOM. Tosnbko cBoemy Gpaty [eprero mucan uHorjga micbma
0 CBOUX CeMeiHbIX jesax, O cBoeit Oosie3nu. B 1857 r., BcnomMuHast Haciaw-
JleHust Hay4qHo#i paboThl, OH mnmcanx:* , ... y3Ha] pai, KOTOPbIil s MPU BCei
CYypOBOCTM MO€ro o6pasa >KU3HM He OTAaj Obl HM 32 4TO HAa CBETE U KOTOPbIi
MOXKET y3HaTh J060if, paboTas HaJg COGOH NPUJIEKHO M C BOOAYLIEBIEHHEM®.
B nocaepnee Bpemss OH MOYTH BCe Bpems Jexaa u ObLI B Juxopanke, Bce
BpeMsl emy ObLIO XOJIOHO, M JAaXKe JIeTOM Chaj B MeXOBO 1uanke. Ham Heus-
BECTHO, 4eM OH crtpaja/. OH >ajoBajncs Ha TO, 4TO HOrM y Hero Gosst. Bos-
MOYKHO, YTO OH CTpajaj Bocnajenuem cycrapos. 18 aupapsa 1860 r. on 3aboue
BOCMAJIEHUEM JIETKUX M BCKOpE TMoCJe 3TOro cran ymupatb. 27 sHBapsi ero
caykanka FOsmanna Cé4v nucana ciefyioliee Tparudeckoe NucbMo leprero
Bosau:” ,Xoresna Bac uaBecTuTh M paHblie€ O COCTOSIHMM I. KallMTaHa, HO
KOTJla OH 4yBCTBOBaJ ce0s Jydlie, He paspewaj Mue nucatb Bam, moromy uto
oosiacs pacxopoB. Ho ceropnst 26-ro suBaps k 10 yacam Beyepa OH JIMIIMJICS
pedn U MOoTepsiyl CO3HAHME,  KXKIYID MHUHYTY 1y ero cmeptu. [Ipomy, Bauie
01aropone, ChnewmMre K CBOeMy OpaTy, OfMH OOr €ro 3HaeT HaljeTe-iIu ero
JKUBBIM, KPOME TOrO HEM3BECTHO, Y KOTO OH Jep)KaJ] CBOM JIEHbI'M, MOTOMY 4TO
OH Ham Hukorga He roopusn 06 atom. [lourenHo mnpocur Bac cnewnrts
caykanka HOmmanHa Céu. — B To Bpems Kak s mucaja MUCbMO T. KamnUTaH
YMEp TaK 4YTO ero OOJIbILE HET.“

26 B orpene pyxonuceit Bubnmorexu Benrepcxon Awxapemuun Hayk.
27 Orpen pywonuceir Bubmuorexu Beurepcronn Axagemun Haywk.
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Ha noxoponax ero y4acTBOBaJIM KpOME BOEHHOW JeJeraumy TOJLKO TPH
yenopexa. Moruna ero ocrapanack 06e3 mamstuHka. Korpa Pepenn HImunr,
nepBbiil BeHrepckuil uccaeposartesab boau, B 1893 r. uckana ero MOruiy, TOJbKO
crapasi caykanka FOimansa C €4 morsa emy nokasath moruay fnoma B o sim.

YKusub B osiu sBiasercs: JefCTBUTENILHO Tpareanen, MOTOMy 4TO ero 3ame—
4aTeIbHOE OTKPBITHE J0Jroe BpeMsl He OblJIO TMOHATO, a caM OH ObUI BbIHYKJIEH
JiyMaTb B OMHOYECTBE O TAKOM MHUPE, B KOTOPOM pasyM M Hayka MoOEKAaoT
Hejenoe Hacuaue. Palnarooinasi npuyMHa €ro HEeyCnexoB 3akJo4yaercss B TOM,
4yTto B nepBoi mojosuHe XIX Beka HayuHble ucciaenoBanus B Benrpum um paxe
BO Bcein [aGcOYprckoil MOHApXMU He MMeau OOUIeCTBEHHOH nouBbl. TouHble
HayKu, OCOOEHHO MaTemaTuka, Hayka aOCTPAKTHOrO Xapakrtepa SBJISIOTCA
Ba&)KHBIMM TOJIBKO JIJIS1 TAKOTO OO111eCTBA, CMOCOO MPOU3BOACTBA KOTOPOrO jeJaeT
HEOOXOIMMBIM HEMOCPENCTBEHHOE MJIM KOCBEHHOE NMPHUMEHEHHE JOCTIKEHUN MaTe-
MaTHKM B NMPOM3BOACTBe. He cuy4ailHO MMEHHO TIpeKM, Hapoj KyCTapHUKOB U
MOPSIKOB, Pa3BUJIM B JPEBHOCTH MAaTEeMaTUKy Ha TaKyl0 BBICOKYIO crymeHb. He
cayyaiibo B XVII Bexe umenno B AHrimu v PpaHuuu, T. €. TaM, 1€ MPOMbILLIEH-
HO€ pas3BUTHE M MCMOJb30BAHUE TeOorpaguyecKux OTKPBITUI SIBJSJIOCH BaXK-
HEWIUM OOLIECTBEHHBIM TpeGOBAHMEM COBPEMEHHAsl MaTeMaTHMKa CTajla pasBU-
BaThCS TAKMM Pa3MaxoM. 3HAYMT, MATEMaTHKOH MHTEPECOBAJUCH Te OOLIeCTBa,
UIEO0JIOTHIO KOTOPBIX OMpElessid PasBUTHIE U1 AAHHOH 3MOXU MPOUIBOIUTE]H—
Hble CHJbl M TepeaoBble NMPOU3BOACTBEHHbIE OTHOLIEHUS.

XapaxktepHo Ui OTCTAJIOCTM NPOU3BOJUTEJIbHBIX CHJI BO BPEMs JKM3HU
Boswu, uro B 1841 r. B Beurpuu padotaio 6 nmapoBbix MaliuH OOLIEH MOLI-
HOCTHI0 B 74 JI. C., B TO BPeMsl KaK B ABCTPUIICKOW MPOMBILLJIEHHOCTH pPato-
taaa 231 napoBasi MauuMHa, a BO Ppanuun oxos10 4000 napoBbiX MallMH. Y HAc
MCTOYHMKOM SHEPTMM SIB/SUIACh 3KCIUIyaTauusi TPYJAAa KPENOCTHbIX KPeCTbsiH
n OGartpakoB. [lpu ¢eopasbHbIX YCJIOBHAX NPOMBILLIEHHOCTh COCTOsIA U3
YMHUPAOWUX TWIbAKA WM B KpaiHeM Cly4yae M3 HECKOJBKMX MaHy(paktyp,
KOTOpBIE UTPAJIM COBEPLIEHHO MOAYMHEHHYIO DOJb.

OTCTaNOCTh NMPOU3BOAUTEIbHBIX CUJI UM CBSI3AHHBIX C HUMU TMPOU3BOJCTBEH-
HbIX OTHOLIEHWH BEHrepcKOoro OOLIECTBA TOrO BPEMEHM CO3jaJjla TaKyl ME0J0--
rMi0, NPU KOTOPOM TOYHbIE HAYKM M MCCJIEIOBaHUs €€ MOIJIM Pa3BUBATHCA.
TCocnoacTyoIMA KJIACC, 3alMIIAIONMI  (PeofantbHyl0 SKCIUIoATalMIo 10 Kpaii-
HOCTH, He TOQIeP)KMBaJ HU TOYHbIE MCCJAEOBAHUS, HU TeX, KTO OCHOBbI-
BaJl CBOE MUPOCO3EpUAHME HA JOCTWKEHUMSIX ECTECTBO3HAaHMS. TakoB Obul U
dnow Bosu. Ero skenaHueMm ObLJIO. 3aHUMAThCA HE. TOAbKO MATEMATHYE€CKUMU
UCCJIENOBAHUSAMH, a pelliaTb NPH TOMOLUM HAY4YHBIX METOJAOB BCE BOIPOCHI,
BKJIOYAs M mpobJembl 00lecTBa. BeJencTsue Takoro ero nopejeHus, paHo W
NO3JHO OH JOUKEH OBbL1 CTOJKHYTBCS CO BCEMU, KTO NPHUMKHYJ K OOGLIENPHHSA-
TOMy TOrAa MupoBo3pennto. CieO0BaTENbHO TPATHYHBIH X0 KU3HH
Anowa Bosu He ABAsIETCS Pe3y IbTATOM JUUYHBIX OTHOWEHHU
M MHOMBUIYAJBbHBIX CBOMCTB, a CTpajaHUeM TBOpUTeNsd —
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reHuss M CTOPOHHMKA KOPEHHBIX pedopMm, ObOHETrOCHd B
THCKAX OTCTAJOTO BEHFEPCKOTO OGIUICCTBEHHOTO CTPOS TOTO
BpeMEeHH.

lnowr Bosu ObL1 MblCaMTENIEM, MHTepecylouuMcs  guiocoguen. Kpome
MaTeMaTHKU OH 3aHMMAJIC HATypPUIOCOPUYECKMMU ¥ OOLIECTBEHHBIMU BOII-
pocamu. Ero cmesble MbIC/IHM NMOKasblBaKOT €ro, Kak NocJjejoBaTeJIbHOr0 pauuo-
HAJINCTA, BBIIBUTABLIErO MO CYyHIHOCTH — OCOOEHHO B 00JACTH MAaTeMaTH4€eCKOM
duiocopun — MaTepuaNUCTHYCCKUE HUJICH.

Oco6Goe BHUMAHUE 3ac/]y/KUBaeT Hanpumep, 4to nomr Bosiu rosops o
TEOPUM KOMILIEKCHBbIX 4umcesa B § 11 cpoero Responsio nuwer cuepyiomiee :
e - - IPCIMETOM TPE3BOTO MCCJIELOBAHMSA MOTYT SIBJSIETHCS JIMIIL TAKUE BELIM M
TaKUM OOPA30M JIMIIbL TAKUE KOJIMYECTBA, KOTOPbIE JEHCTBUTE]BHO CYLIECTBYIOT
(Hanpumep: marepuajbHble 4acTH TEJA WM BHEUIHEr0 MUpa, WIM MO KpaiHeu
Mepe MBICJMMbl U BO3MOYKHBI).

Urak, Bosu BbICTynajl NpoOTHB NMPOU3BOJILHOIO CO3[aHUSI MATEMATHYEC-
KUX TIOHSTHI M B OTHOILEHUH MaTeMaTHYecKoro MAeaM3Ma WJIM MaTepuajusma
OH pPEeNNTeJbHO MPUMKHYJ K Marepuaiuamy. OH CUHTAT KOMILIEKCHBIE
4ucsa CBOCOOPA3HBIM OTPAKEHUEM JEHCTBUTEJIbHOCTH, HECMOTPSI HAa TO, 4YTO B
€ro BpEMsl TOCMOACTBOBAJIO YyOEKAEHUE, OYATO KOMIUIEKCHBIC YMCJIA SIBJIAIOTCH
BOOOpaykaeMbIMM OO'BEKTAMH, HE ONMUCHIBAIOIIMMU MATEPUAILHYIO JENCTBUTE b
HOCTh.

OjHaxko, He TOJILKO OTieJbHble npuMevanus $YlHoma Bosu, HO u Bce
coaeprkanue Appendixa, €ro BO33peHME Ha MaTEMATU4ECKOE MPOCTPAHCTBO CBU-
AETEJILCTBYIOT O TOM, YTO €ro Hay4yHbli METOJ SBJSIETCS MO CYTH JeJia MaTepu-
ajquctudeckuM. Emie o npoucxosieHunm CBOeil reomMeTpud OH [MHIIET, YTO
JOJDKEH OBbLI PELIMTHCS Ha OTKJIOHEHME €BKJIMIOBA BO33PEHMST ,, ... TAK KaK
CYMTAIO, YTO NPUPOJY HEJb3sl NPUHYAUTh, IPUPOAY HeJlb3st GOPMUPOBATH MO MPU-
BUJICHUSIM M MEYTaM, a Tpasiy WM CAMYI0 NPHPOJY CJACAYET PACKPHITH PALMOHAIb—
HBIM M €CTECTBEHHBIM CMOCOGOM M HEOOXOAUMO YAOBJIETBOPUTHLCS BO3MOXKHO
aydmum pacemorpennem“.” CienosatelbHo B osdn cuntaa Mup o6bEKTUBHOI
NEMCTBUTEIbHOCTbIO, OMUCAHUE KOTOPOH SBJISETCS 3aja4yeil MaTeMaTuku. IJTo
OMMCaHUE HE JOJUKHO BBIPAKATh MCTHHBI, CPOPMYJMPOBAHHBIE [POU3BOJBHO
,TI0 TIPUBUJICHUSM M MeYTaM“, a HEe3aBUCUMbIE OT HALIEr0 CO3HAHUA O0BEK-
TUBHbIE MCTHHBL. JTa TOYKA 3PEHME OTBEYAeT BIIUISy CUUTABIIErOCS DHTeJb-
COM, Kak KpUTEpMil MarepuajusMma: ,MaTepUaJUCTUYECKOE MUPOBO33PEHHE,
FrOBOPUT OHTE€JbC, O3HAYAET MPOCTO NOHMMAHUE MPUPOAbI TAKON KaKOBa
OHa eCTh, 0€3 BCAKMX MOCTOPOHHBIX TpubapjaeHuit.“ Cielyetr yHmoMsHyTb, 4TO
Bosiu 3Hau, 4TO HalM MOHATHS, CHyKalMe OTPAKEHUEM MPUPOJIbI, TOWKE
Pa3BUBAIOTCS, 3HAYUT BO BCIKONM KOHKPETHO MCTOPUYECKOH OOCTAHOBKE ,HEOO-
XOJMMO YJOBJETBOPUTHCA BO3MOJMKHO JYyUYIIMM PACCMOTPEHHUEM.

28 P. Sticke, T. Il, cTp. 247.
2 P StAcKEL, T. I cTp.223.

2 Acta Mathematica
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HenpoTMBOPeUYNBOCTb HEEBK/IMAOBOIO MPOCTPAHCTBA HaHecna CU/bHbIN yaap
naeannuctuyeckoin Teopum KaHTa, cuMTaloWei Halle NOoHATWE 0 MpPOCTPaHCTBe
anpuopHbIM, cnefoBaTe/lbHO €ro MaTemMaTU4YeckKoro KapTUHY OKOHYaTe/lbHOM, He
CMoCco6HON K pAanbHeliwemy pasBuTuto. OpaHakKo OTKpbITMe Bosa 1, nmeBllee
CBOMM pe3ynbTaTOM pacluMpeHne MaTeMaTUUecKoro TMoHATUS O MpPOCTpPaHCTBe
NnoATBEPAMNIO, UTO KaK eBK/IMAOBbIN, TaK M HEeeBKIUAOBbIA XapakKTep (hU3M4ecKoro
NPOCTPaHCTBa a pPriori OAMHAKOBO BO3MOXHbl M MO3TOMy uaeanuam KaHTa
nnn noboe apyroe meTadunlnueckoe MpeAacTaB/ieHNe 0 (M3NYECKOM MpOCTpaH-
CTBe HeBepHbl. OTO 3HAYWUT, 4YTO OAHO TOMbKO MaTeMaTM4ecKoe CcofeprkaHue
Appendixa ABNseTCA 3HAYMTE/bHbIM LIAroM B CTOPOHY AMANeKTUYeCKOro mare-
prnanusma. Bosun co3HaTeNbHO Ben 60pbOy MPOTUB MYCTOTbl MeTaU3NYECKMX
pa3. OH nuweT B cBoeM Tpyae Raumlehre cnegyrouwee:3d ,,cxonactmyeckas
MeTamanka ABNSETCA O60MblLUEA YaCTbl KalIKUM OTPOAbEM MNepeHanpsXKeHHbIX,
60M1e3HEHHbIX, HEAOCTAaTOYHO CBeAyLMX B 06/1aCTU YE€/I0BEYECKOr0 3HAHUSI CWUF;
TaK KakK TO, YTO Ce HayKOW TOYHO YCTaHOB/IEHO, OTHOCMTCHA K MaTemaTuke, Kak
K €AWHCTBEHHOW, HACTOsILLei OCHOBHOI Hayke, BCe OCTa/lbHOe — 4uUCTeillee
KpPOX060pCTBO, OTBMEKAKOLWEe HAC OT BEIMYECTBEHHbIX MOMeA cambiX MOMNE3HbIX
N caMblX NAOAOPOAHbIX HayK.“ IT0 3ameyaHue ABASETCA KPUTMKONA MeTadunkuy,
XOTSl U He MaTepuanCTUYECKUi KPUTUKOM. B0 S K, Kak pauuoHanuCT, oxuaas
BCe OT MaTeMaTKW. XapaKTepHO AN MUPOBO33peHUsA B 051, 4To OH — MNogo6HO
Nannacy — cuMTan Mup eAMHbIM LEeNbIM, B KOTOPOM KaxXkjas yacTb HaxogmTcs B
3aKOHOMepHOl CcBsi3n C /060 ApPYyroii 4yacTblo MMpa, TaK 4YTO WX [ABUXKEHUS
B3aMMHO OnpeAensitoT apyr gpyra. ,Mexgy 4yacTsaMu BCEro mupa — MuULIET
Boaunid — wunmeeTca HeobxoguMmass W CTporas 3aKOHOMepHOCTb. Be3 nwoboi
yacTuubl, gaxe 6€3 MbIIMHKW MUP He MOl Obl CylLecTBOBaTb... C [ApPYroi cTo-
POHbI, Kakasi O6bl TO HM 6bl/10 60/bLIASA YacTb, XOTA Obl. BeCb MUP 6€3 MbIIMHKMK,
HefocTaTouyHa NS YNpaBneHUs BCEM MUPOM®. MIHTEPECHO CpPaBHUTb 3TW MbICAN
BoAawn c ydyeHNEM AMANEKTUYECKOr0 MaTepuannama, COrjlacHoO KOTOPOMY Aua-
NIeKTMKa paccMaTpuMBaeT MpPUpoLy He KaK C/lyyailHoe CKOMeHne MpegMeToB,
AABNEHWUA OTOPBaHHbIX APYr OT ApYyra, M30/IMPOBaHHbIX ApYyr OT gpyra — a Kak
CBSI3HOE eAuHOe Lenoe, rae MpeameTbl, SABMEHWMSI OpraHUYecKW CBsI3aHbl Apyr C
APYroM, 3aBUCST Apyr OT gpyra u obycnaBnuBatoT apyr rpyra.”

PaumoHanucTmyeckas ocHoBa uaeii B osu, pasymeercs, ocrabnseT mnocne-
[OBaTe/IbHOCTb €ro MaTepuasiMCTUUYeCKNX B3rMsSA0B. 3TO BUAHO M3 €ro 3ameTok,
Kacarouwuxcsi Bonpoca 06 06beKTUBHOM CyLL,ECTBOBAHUMN MPOCTPAHCTBA M BPEMEHM.
OH nuuweT:2 ,,CyLlecTBYOT-NM NPOCTPAHCTBO W BPEMS B AeCTBUTENIbHOCTU WK
TO/IbKO B HallleM CO3HaHUM — 3TO AO/HKHO ObITb AN YMHOIO U PaccyanTENbHOrO
thnnocotha 6e3pasNNYHbIM, M OCTaBaTbCA BHE PAacCMOTPEHMWSI B TaKOW XXe Mepe,
B KaKOl 3TOT BOMPOC B CTPOXAlLLUEM CMbIC/e HeMb3s PELINTL; BMPOYEM 3TU MIeEN

0 P. Stackel, T. |, cTp. 186.
3l J. Bedoshazi, A két Bolyai (MapowBawapxenb, 1897), ctp. 379.

X P. Stackel, T. 1 cTp. 259.
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aXyTCs TaK/MUW, KOTOpble JO/MKHbl OTHOCUTBLCA K [eNCTBUTENIbHO CYLLECTBYHOLLUM
Bellam, TaK KakK MOBUAMMOMY WAes CyLLeCTBOBaHWSA MPOCTPaHCTBA U BpPeMEHU
npaBuibHA U COMHEBaTbCA B 3TOM 03Hayano Obl BbIATM 3a BCSKME MpeAensbl...«
BoT, mocnefoBaTeNbHWUIA paumMoHanvM3M 3acTaBnsieT Bosun KonebaTbcsa B BOMpOCe
006 06bLEKTMBHOM CYLLECTBOBaHWM BPEMEHM W MPOCTPAHCTBA, TaK Kak OH Xou4eT
paspewnTb 3TOT BOMPOC pauuoHaIMCTUYECKU, B TO Bpemsl KaK 3TO ,,B CTpoXxali-
lWemM CcMbicnie” T. e. MaTeMaTU4yecKMM Cnoco60M HEeBO3MOXHO. [lefiCTBUTE/bHO,
hopmManbHO MaTeMaTMYecKUin crnocob npuBedeT K TeM XKe pesynbTatam,
CUMTaEM Mbl MPOCTPAHCTBO AENCTBUTENbHbIM WM Kaxywumcs. Ho Boau He
3acTpsiN B pauMOHaNINCTUYECKMX COMHEHMAX, a cAenan war Bhepej K maTepua-
JINCTUYECKOMY BO33PEHUIO, TaK KakK M0 €ero MHEeHWI0 COMHeBaTbCa B 00bek-
TVBHOM CYLLIECTBOBAHMM BPEMEHW U MPOCTPaHCTBa 03Ha4ano Obl ,,BbIATW 3a BCAKME
npegenbl, T. e. fepXaTbCs HepasyMHOro MUPOBO33PEHUSI.

Bosun uHTepecoBancs U 06LLECTBEHHbIMWM BOMPOCAMM, OCOOEHHO K KOHLY
cBoei m3Hu (1850— 1855 rr.) coctaBnsan nnaH pedopm, KOTOpble Kasaliucb
COBPEMEHHMKAM C/IMLLIKOM KpaHWMK, fake 6e3ymMHbiMU. OH gyman 0 CO34aHuu
»YUeHnss o 6nare“, KoOTOpoe cojep>ano Obl YTOMMYECKU-COLUANTNCTUYECKYHO
pechopMy o06LLecTBA C OLHOW CTOPOHbI, a C APYroOi 3HUMK/IOMEAUI0 HayK, Hano-
MUuHaowyw ungen KomTa. OH He 3aKOHUMN fJaXke CXeMy 3TOro Tpyfga, Mbl
MOXeM BOCCTaHOBWUTb €ro COfepXaHwe TObKO W3 ero 3aMeTOK WM U3 MHEeHUsi
ero COBPeMEHHVKOB.

MporpeccrBHbI XxapaKTep MaHOB 00LLEeCTBEHHbIX pedpopm Bosm coctouT
B TOM, UTO OH 3aMEeTU/ HULLETY, BO3HMKAWLLYK M3-3a K/1acCOBOI0 YrHETEHUs,
M OH He O6bl1 HamepeH nO 06bl4asM TOr0 BPEMEHU OTAenaTbCs HaboXHbIMU
thpasamu, obellaHUAMU 3a CYeT MOTYCTOPOHHEro Mupa, a Wckan MeToh [Aist
npeososieHns HULWETbI. 10 ero MHeHM03B,,00LeCTBO MO/THO HULLETbI, HECYaCTbS,
HO OHO He JO/MKHO ObITb He06X04MMO TakoBbIM. CUacT/IMBbIM MOXHO 6biTb U
Ha 3emse. “ aBHON MPUYMHON HecuyacTbsl YesoBeYecTBa SABMSETCA MHAUBUAYaNIN3M
HECKO/IbKMX JH0fiel, KOTOPbIi JO/MKEH OblTb 3aMeHeH CO6/AeHNEM O0OUWLNX WHTe-
pecoB. B ofHoli 3ameTKe OH FOBOPUT M ,,... MeYaslbHO U COMHUTE/IbHO... HO "
onacHo ...CTPOUTb CBO€ JIMYHOE CYACTbe Ha OCHOBE YrHeTeHMs [pyrux.*
B gpyrom mecte oH nuweT:® ,,HeT HMKAKOr0 IMYHOIO CYaCTbs 6€3 CYACTbs1 BCErO
obulecTsa. “

AHow BosAwx cuuTan, 4TO MPOU3BOACTBO [AO0/DKHO MPOUCXOAUTL Ha 6ase
pacnpegeneHusi rpyga u coobuia, a pacrnpefesieHnss NpoAyKTOB [JO/DKHO MPOUCXO-
OUTb Ha OCHOBe paBHoMpaBus. [0 ero MHeHWIO TakKoe CoLMasucTUYecKoe
obuiecTBO OyfeT co3gaBaTbCA  MyTeM MOPa/ibHOro BO3AENCTBUSRA,  yOeXAeHUS.
,»TO/IbKO [YXOBHOe Hacunue, T. e. ybexxaeHue, nobefa n fo6poBosbHOe Npeobpa-
30BaHWe, BO3POX[AEHME MOryT npuBecTU K 6nary u Hageemcsl, 4to euie fo 2000

33 J. Bedohazy, cTp. 384.

3 B oTaene pykonucei BubnuoTekn BeHr epckoii Akagemun Hayk.
& P. Stachel, . 1 cTp. 188.
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roga — 0e3 BCAKMX, KOHEYHO, TPe3 HACTYNUT 3TOT 4Yac.“ — MHILUET OH B OJHOM
nuceme. ' K, 10OpOBOJILHOMY MIPE00PA30BAHUIO“ NPUBOJAUT MO3HAHUE U OCBOEHHE
,YueHus o OJlare“ JIogbMM M HACTyNaooulee BCJEL 3a 3TUM YJydllleHHe HMX
HPAaBOB. ,3HAYMUTENbHYI0 4acTh OJiara COCTABJsET OCBOEHME Yy4eHust o oOuare,
Apyryio, He MeHee OJAropoJHYIO M BLIJAIOILYIOCH, CNOCOG >KU3HH, COOTBETCT-
BYIOUIIMI yueHuto. “ 7

SlHomr B osu ObUl COLMAJIMCTOM YTOMUCTOM CO BCEMU JIOCTOMHCTBAMH U
HeJlocTaTKaMM  yTOnucToB. /lOCTOMHCTBO ero mjeil o npeoGpas3oBaHuu 0OLIECT-
BEHHOTO CTPOSl 3aKJI04aercss B TOM, YTO OH XOYeT MOJOKHUTb KOHEl[ JKCIJIOA-
TaUMU U KJIACCOBOMY yrueteHuio. VIMeHHO 1oaTomy ero pedopmaTtopckue HAeu
SIBJISTIOTCSL  TPOTPECCUBHBIMKM.  Ero HepocTatox-HauMBHOCTL CJIENCTBUE HE3HAHUS
MaTepualbHbIX CHJI, ONPEleJAIolINX JABIWKeHne ooulectsa. IIpuvuHa atoil HauB-
HOCTH Ta K€, YTO M B CJIy4a€ BCEX OCTaJbHBIX YTOMUCTUYECKUX Tpe3: ,ITO
(panTacTnueckoe omnucanue OyAylLIero oOlIeCTBA BO3HUKAET B TO BpeMms, KOrjaa
MpoJIeTapuaT elle HAXOJAUTCS B OY€Hb HEPA3BUTOM COCTOSTHUM U TPENCTARISIET
cebGe MOITOMY CBOE COOCTBEHHOE MOJIOXEHUE €llle (PaHTAaCTUYeCKH, OHO BO3HM-
KaeT U3 MEepPBOro MCIOJHEHHOrO MpPEJY4yBCTBUS MOpbiBA TNpoJietapuarta K Bee-
o61eMy nmpeoGpasosanuio oouecTsa’ (Mapkc—3IHresnbc).

[Tpouwto 150 et co pust posicaenus Slnoma Bosiu. 3a ato Bpems B Ben-
rpur U B PyMblHMH, Ijle OH POAMJICA, NOJ PYKOBOACTBOM IpoJieTapuara ocy-
LIECTBWICA TOT MHUP, B KOTOPOM HEBO3MOYKHO ,CTPOMTH CBOE JIMYHOE CYACTLE
Ha OCHOBe yrHeTeHuss“. B 3TOM HOBOM MHUpE pOJIb HayKM M Y4YEHOrO M3MEHU-
JlaCh KOpEHHbIM 00pazoM. Her GoJiblie TOM 3MOXH, B KOTOPOH ,,FOCIOACTBOBAJIN
HAJ| TPYMALUIMMCS HAPOJOM JIIOIM TOKJIOHIIOUIMECS 30JI0TOMY TEJIEHKY 1 Oory-
rpollly, Bepylolllee TOJBKO B HAJWYHBIE JIGHbMU M BCJAYIUMBAIOLLIUECS TOJBKO B
ux My3biky“.™ Tam, rje Hapojbl B3s/IM BJACTh B CBOM PYKH, HAyKa SBJIETCS OOLUM
JleJIoM Bcero Hapojia. Tam yueHbie TBOPAT He JIJISI HECKOJIBKUX JIIOJIEH, a /Il BCEro
Hapoja. Bosu cerogHs yse NPHUHAJIEKUT BCEMY MEPEJOBOMY UEJIOBEYECTBY,
B Cogerckom Cor3e wu3zaH AnNmeHukc, y Hac OH Bblllea HegasHo. B Py-
mbIHCKOIH Hapopnoit PecnyOuuke yHuBepcuteT Ha3BaH no umenu SlHoma b osiu,
a y nac B Cerege ectb MareMaTM4CCKUHl MHCTUTYT M MATEMATH4€CKOC OOUICCTBO
umenn uoma B osu. B Pymbiun TopskectBeHHo otmedaoT 150-yio rogoBiuHy
co JHst ero poskaeHus. Ero JoCTHIKEHMsSIMM 3HAKOMUTCS Hall padO4Mil KjIacc 1o
JIEKIMAM, NPOYUTAHHBIM HA 3aBOjiax M (pabpuKax, MUJUIMOHBI TPYILIMXCA yBa-
»katot ero. [lepey Hamm mnosipisiercss Bosim, Takum Kak OH ObUI B JEHCTBH-
TEJILHOCTH : HACTOSILIMM y4€HbIM, GOpOBLIMMCA 3a Jeso npapasl. Ou Obl1 BesM-
KaHoM cpeau yvenbix. OH Bcerja MCKaJ Npapiy, CJAyKallylo B KOHEYHOM Cyere
BCErjga TPYyILEMYCsl Hapoay. A OCBOOOXK/EHHbI HApox 150 Jier cmycTs BCIO-
MHUHAET C ropsveil JoOOBbI0 CBOEr0 MHOTOCTPAJaJbHOrO TEHMAJIBHOTO ChIHA.

36 B otpene pywonuceir bubinorexkn Benrepcrkoit Axapemnn Hayk.
87 P. StickeL, T. I, cTp. 187.
¢ Otpen pyxonucein butimorexkn Benrepekoit Axkagemnn Hayk.



NOEONTOMMYECKOE 3HAYEHWE TEOMETPUN BOAN—J/TOBAYEBCKOI'O
ANb®PE/[ PEHbW (BypanewT), uneH-koppecnoHaeHT AH

.. NpUpoAYy Henb3s co3jaBaTb COr-
nacHo 6pegam, poXAeHHbIM (haHTasuel,
a Hajlo paccmaTpuBaTb UCTUHY WM camoe
npupoay pasyMHO’Wn eCTeCcTBEHHO.*
(AHow Bosn)

,MarepranucTnyeckoe MUPOBO33pe-
HVe O03HayaeT MPOCTO MOHMMaHWe npu-
pofpbl TaKoi, KakoBa OHa ecTb, 6€3 BCAKUX
NOCTOPOHHUX NpubaBneHwnit.

(®. 3SHrensc)

BBepgeHune

OTKpbITME reomeTpun Bosan—Jslo6ayeBCKOro SABASETCA OAHUM U3  caMbIX
BbIJAOLLUUXCS COObITUI UCTOPUM MaTeMaTUKW. Peyb uaeT He TONMBKO O TOM, 4TO
AHow Bosnm n H W Jlo6bauyeBCKWUIA He3aBUCMMO ApYyr OT Apyra pewunan oaHy
6onee, 4YeM [ABYXTbICAYENIETHIOW OCHOBHYHO MNpobnemMy MaTemaTuku. Wcxoaa w3
TOro TBEPAOro Yy6eXJeHWs, UYTO MHOro OCMOpPeHHas akcuoma napasieflbHoCTu
(V. noctynat 9BKAnMga) He ecTb MOCNeACTBME OCTasIbHbIX aKCUOM 3BKIWAA, OHU
co3gann TaKyld TeoMeTpuUUecKylo CUCTEMY, B KOTOPOI YyKasaHHas akcmoma He
felicTBMTENbHA. Peyub MAET He TObKO O TOM, YTO YCMAEX WX MOMbITKU SIBUJCA
nopasuTefnibHbIM, Befb YCUINA MaTeMaTMKOB 60/ee, 4YeM B Te4yeHWe ABYX TbiCAY
neT, HaumHasa c¢ lMannyca u MNMpokna go Omapa Xaama, ¢ HacupepaumHHa
n Caxxepu n KoH4yaa JlambepToM U JlexxaHApOM, HanpasBnsNCh Ha TO, YTOObI
JokasaTb V. noctynat 3Bknvga; bosn m Jlo6auyeBCKUIA e JOWAN L0 CO3daHUSA
TOro, YTO MOMbITKN 3TWU HE YBEHYa/UCb YCMEXOM MOTOMY, YTO YCMELWHbIMUA OHWU
N He Mornm 6bITb. HefocTaTOUHO TakKXXe XapakKTepu3oBaTb 3HAYeHUE OTKPbITUA
BoaAan u Jlo6ayeBCKOro ykasaHWeM Ha TO, YTO OHO O3HayaeT HOBYH 3MOXYy B
NCTOPUUN reoMeTpUN 1 faxe Bceil MaTeMaTukn. OTKpbITVE Bosan 1 JTo6avyeBCKOro
NMeso 3Ha4YeHNe He TOMIbKO C TOYKM 3PEHUA pasBUTUA MaTemMaTuKuW. Llenblo HacTto-
ALWero [oKjaja SABNAETCA OCBELLEHWE WAE0NIONTMYECKOro 3Ha4YeHUs OTKPbITUSA
BoAn—J106a4eBCKOro, yKasaHue Ha TO, YTO 3TUM OTKPbITUEM, KPOMe MaTeMaTUKMU,
nosHaHvWe MaTepuanbHOro Mupa BooOLLe 6blL10 NPOABUHYTO Bhepel. YKaxy Ha
TO, UYTO OTKPbITME reomMeTpun bossin—J106a4eBCKOro sBUIOCL CO6bLITUEM BOMbLIENO
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3HA4YEHUsT M C TOYKU 3PEHUS HAYYHOTO MaTepUaJuCTUYeCKOr0 MUPOBO33PEHHUS.
Il'eomerpust Bosin—Jlo6a4eBckoro no-HOBOMY OCBETHJIA CJIOYKHOE JIMAJIEKTHYECKOe
OTHOUICHUC MATCMATHUKH M JCHCTBUTEJIBHOCTH, PA3rpOMMJIA LEJbIH PSJl BEKOBBIX
npeApaccyKOB, MHOXKECTBO LIMPOKO PACTPOCTPAHEHHBIX HENPABU/ILHBIX H/1€aINCTH-
YeCKUX WM MeTau3nveckux B3rJsiioB. Bompoc B3amMOOTHOIIIEHUS] MATEMATUKY
U JIEHCTBUTEJILHOCTH B CBOIO O4Yepe[b MpPeACTaB/SIET M3 CeO0s1 CYLIECTBEHHYIO
npoGJsieMy TEOpUM TMO3HAHWS, 0€3 NPABWIBHOTO TMOHUMAHUA KOTOPOIl HEBO3-
MOYKHO TPaBUJILHO OPHEHTHPOBATLCHA B XapakTepe U 3HAYEHHUH Pe3yJbTaToB
¢u3uxy u BOOGLIE TOYHBIX ECTECTBEHHBIX Hayk, paloTalouMX MaTeMaTi-
YECKMMM MeTogamu. B aTom 3ariroyaercs npuuMHa TOrO, MOYEMY OTKPBITHE
HEIBKJIMIOBON TIEOMETPUM MMEeT CTOJIb O0JIbIIOE MJIE0JIOrHYecKoe 3HAYeHHE ;
B 4YE€M 3TO COCTOUT, MbI HM3JIOKUM HIKC.

N3 Toro, uto reomerpus bBosiu—Jlo6aueBCKOro uMeET HUCKJIIOYUTEILHO
00JIBLLIOE MJIEOJIOTHYECKOe 3HAYEHUE, EeCTeCTBEHHO CJIelyeT, 4TO 3TO OTKPhITHE
He sBJAeTCd 0e3pas3jIM4HbIM - JUII  pasBuTHd  00ulecTBa. ITO ObLIO  ACHO
camomy bBosin. B nepepadoranHoM wusjanunm ANNEHIUKCA HA HEMELKOM s3bIKE,
cpesanHom camum  Anouiom Hosm B 1832 ropy, B MOCAENHEM, 3HAYUTENBHO
OTJIMYAIOLIEMCSI OT OPUTMHAJBHOTO JIATMHCKOrO Tekcta § 33, Mbl uutaem
cieayroue ciaosa:' ,ABTOp yOewJaeH B TOM, YTO BHIICHEHUEM JAHHOTO
npeamera Obul CjleJlaH OJMH M3 CAaMbIX BaXKHBIX M CaMbliX OJIECTSLIMX 1LAroB
B Hanpas/IeHUM NOJJIMHHOrO 00OraiieHus Hayku, 0oOpasoBaHus yMOB M, TaKuM
00pa30M, NPOJABMYKEHUST BHepe vesioBedeckon cyabObl.“ Her comuenus, 4to B
HACTOSIIIlEe BPEMSI HAM KaKeTCs HEOOBIKHOBEHHBIM, YTO Y4YeHbIl OLEHUBAET
3Ha4YeHue COOCTBEHHBIX OTKPHITMH B TAKOW OTKPBITOM U HAuBHOM (opme. Hecom-
HEHHO M TO, YTO BCSI YKU3Hb U JIesATeJIbHOCTh Bosu copmuposasucy Obl COBCEM
uHaye, eciu Obl CJOBA 9TH ObLJIM HAMKUCAHBI HE MM, a4 €ro COBPEMEHHUKAMH.
Cuienyer, ofHaKko, OTMETUTH, YTO OLEHKA peadyJbTaToB padorsl fAnoma Bosau B
NPUBEEHHBIX BbIlIE CJIOBAX YYEHOTO BOBCE He NPEYBEJIMYEHbL. 3acCJy>)KUBAET
BHUMaHWsl UMTUPOBAHHAs (paza M MOTOMY, YTO B HEil BbIPAYKAETCA OJHa
U3 XapakTepHbIX 4epT MupoBo33peHuss $Ynomwa Bosu: on Obul  Cropo-
nukom npocgetiennst XVIII Bexa, yGeskieHHBIM palMOHAIMCTOM. Boipaxkenue B
aTON (hpaze 0 TOM, YTO OTKPHITHE HEEBKJIMUJOBON TreOMEeTpuu ObLIO OJHUM U3
CaMbIX BaXKHbIX W OJECTALMX 11aroB ,B HampapieHue oOpa3oBaHus YMOB H,
TakuM 00pa3oM, MPOJABIKEHHSI BIEPE] YeTOBEUYeCKoi CyAbObl“, OTpakaeT OCHOB-
HOE€ TMOJIOYKEHHe MHPOBO33peHusi MPOCBEUIeHus, COrJIACHO KOTOPOMY pasBUTHE
MBILLJIEHUST SIBJISIETCS PEIIAIOIUM  yYCJIOBMEM U PHIYATOM YeJOBEYECKOro Mpo-
rpecca. 31ech Mbl BCTPEYaeMCsl C TAKMM Ke B3IJISIOM, Kak y Pycco, a 3arem,
0e3 MCKJII0YeHus, y Bcex couumagucroB-yronucrop. CorsacHo aToMy B3LJSNy,
BMOJIHE JIOCTATOYHO OO'BACHUTL JIIOAAM, YTO CYIIECTBYIOLUIMI OOGIIECTBEHHBIN
CTPOV HEpa3yMHBIil, & TAKKEe M TO, KAKUM HMEHHO JOJUKHO ObITh 0Jaropas-

1 Bolyai Farkas és Bolyai Janos geometriai vizsgalatai (uan. Stackel Pal), wacts 2
(Budapest, 1914), crp. 216.
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YMHOe 06LecTBO, 4YTOObl 3TO HeMeA/IeHHO OCyLLecTBMNOChb. HAHow Bosaun ewe
He BuMAeN C AOCTAaTOYHOM SICHOCTbI, KakK CBfA3aH MPOrpecc YesioBeYecKOro MblLl-
NeHnsa ¢ 06LLeCTBEHHbIM pasBuTUeM. EMy He 6bl10 AicCHO, 4TO 60pbba Mexay
MPOrpeccVBHbIM U PeaKLUOHHbIM MWUPOBO33PEHUSIMU  SIBSIETCA TOMbKO OAHOM
M3 CTOPOH 60pbObl NPOrPeccUBHbIX N PeaKUMOHHbIX 00LLEeCTBEHHbIX CWJ/1 Kacco-
BON 60pbObl. OpfHako, emy 6bII0 AACHO, 4YTO 6OPSACb 3a Hay4YHYKH WCTUHY, OH
0HOBpEMEHHO 60peTcs M 3a Ye/lI0BEYECKMI Mporpecc W, 4TOo nobesa, ofep-
XaHHaa B 06/1aCTU HayKW, HEernocpefiCTBEHHO WM KOCBEHHO (haKTUYecKM npo-
aBuraeT Bnepes cyabby uenoseyectBa. B nmue AHowa bBosAwn, 150 netue co
[OHA POXAEHWS KOTOPOro Mbl Ternepb OTMe4daeM, Mbl He TO/IbKO YyBaXkaem
reHNasnbHOr0 Y4YeHOro, HO W YefloBeKa, CO3HATeNbHO W cMeno 6opoBLUerocs 3a
YenoBEYECKUI MPOrpecc, 4YesioBeKa, MOMHOCTbIO CO3HaBLUEro, 4To, 60psAchb 3a
Hay4YHyl0 WCTWMHY, OH GOpeTCs He 3a JIMYHYK CnaBy, WM >XXe 3a KaKon-nnéo
Opyroii NU4HbIA WHTepec, a 3a Mporpecc Bcero 4enobeyecTsa. [MoHWMMaHWe 3TOro
Nno-HOBOMY OCBelLLLaeT MpuBeAeHHble Bblle cnoBa boAwn, UUTUMPOBaHHblE MHOIO
ona Toro, 4tobbl MOKasaTb, HAcKO/bKO caM BofAun co3HaBan MAE0N0rM4eckKoe
3HayeHVe CBOEro OTKPbITUA. 1o cyTW fAena TO Xe caMoe OTHocuTesa U K H. W
JTo6ayeBCKOMY, OTYET/INBO 3HABLUEMY, YTO OH CO CBOEW HOBOW ,,BOOGpakaemMoin*
reoMeTpueil HaHeC COKPYLUUTENbHbIA yAap HenpaBUbHOW  WAeannCTUYECKO
KaHTOBCKOM KOHUENUUN 0 BPOXAEHHOCTU MOHATUA abCoNMOTHOro MNpoCTPaHCTBa.
370 gokasbiBaloT cnegywowmne cnoga H. . Jlo6aueBckoro : ,lepBble NOHATUS,
C KOTOPbIX HayMHaeTcA Kakas-HWOyAb HayKa, LO/MKHbl ObiTb SCHbI U NPUBESEHbI
K CamMOMy MeHblueMy u4ucny. Torga TONbKO OHU MOFYT CAYXWUTb MPOYHbIM W©
[JOCTaTOYHbIM OCHOBaHMeEM Y4eHUs. Takume MNOHATUS MpuobpeTaldTCAa 4YyBCTBaMU,
BPOXJAEHHbIM — He LO/DKHO BepuTb.“ 23

N Tayccy 6bl/1I0 ACHO, KakKMM pellalowumM  [0Kas3aTeslbCTBOM  CAYXUT
OTKpbITUEe HAHowa BoAn npoTMB ugeanucTmuyeckoln gunocopum KaHta. O6 atom
roBOPSAT ero Huxecnegywuine cnosa, HanucaHHble dapkawly bosu nocne yTeHUs
AnneHaukca: ,,/IMEHHO HeBO3MOXHOCTb TOro, 4Tobbl anpuopu pellatb Mexay
N (sBknupoBoii reomeTpueit) u S (runep6osinyeckoli reoMeTpueit), sicHee BCero
[OoKasblBaeT, YTo KaHT He 6bl1 MpaB yTBepXjas, 4YTO MNPOCTPaHCTBO SBsSeTCA
Wb (opmoi Hawlero cosepuaHuss. Ha Jpyryio CTOMb Xe CUbHYH MNPUUUHY
S yKaszasl B OAHOM M3 MOWUX ManeHbKUX paboT; B Hel Tbl Halgewb, W3N0-
JKEHHYI0 Ha HECKO/IbKUX CTpaHuuax, CyTb MOUX B3rfiS40B Ha MHMMble 4ucna.
B cratbe [aycca, Ha KOTOpYyW OH 3f4ecb CCblaeTcs,8 rge OH 3aHUMaeTcs
HblHE YynoTpebnsieMbIM FEOMETPUYECKUM U300padKeHMEM KOMMIEKCHbIX 4Yucen u
CTPEMUTCA pasorHaTb ,,TaHYl0 Mpak‘, CBSA3AHHYI0 C KOMIMJ/IEKCHbIMM 4Yuciamu,
B MNpumMeyaHun nuwet chnegywouiee: ,06a 3amevaHus OblIM cAenaHbl eule
KaHTOM 1 HEMOHATHO, 4TO 3TOT (hMNOCO( BbIJAKOLLErOCA yMa B MepBOM 3aMe-

2H W No6auveBckuin, CoumHeHus, T. 1 (FocTexmspaT, 1946), cTp. 186.
3 Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio secunda, C. F. Gauss, Werke,
Bd. 2 (Gottingen, 1863), ctp. 177.
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YaHUM JyMaeT BUJEThb J[OKA3aTeJbCTBO TOrO, YTO MPOCTPAHCTBO €CTh TOJIBKO
(hopma Hamero BHEUIHErO0 COAEPy)KaHWs, TOrJA Kak JAPyroe 3ameyaHue TaK
SICHO JIOKa3blBA€T IIPOTHBOMOJIOXKHOE, TO €CTh TO, YTO MPOCTPAHCTBO
JIOJOKHO MME€Th HE3aBUCHUMOEC OT HAUIEro CoO3epUaHusi peab-
HOe 3Ha4yeHue.“ (YkazaHHble 3aMeyaHMss OTHOCATCH K TOMY, YTO Ha MJIOC-
KOCTH Mbl MOYKEM TPOM3BOJLHO BHIOMpPATH CUCTEMY KOOPJAMHAT, OJHAKO ee
3a(pUKCUPOBAHME MOYKET MPOUBONTH TOJLKO B CBS3M C MATE€PHUAJILHOI eiCTBU-
TEJBHOCTBIO. )

Cnepyer otmeruts, 4to Ha 97O 3amevyanue [aycca kpynHeiiumii npogosi-
yKaTesib HeeBKJIUJ0BO# reomerpuu, B. Pumanu Tawke ccouiaercs B CBOEM 3Ha-
MEHUTOM JOoKJaze.!

OxasbiBaeTcst, 4TO CO3HAHUE MAEOJOTMYECKOTO 3HAYEHUST, PEBOMIOLUOHHOTO
MaTEPUAIMCTUIECKOTO COlEPyKaHMsl HEEBKIN0BOM FE€OMETPUM CJIYYKUJIM OCHOBHOM
MPUYMHO TOTO, YTO 3aCTABUJIO OCTOPOKHOrO "aycca B robl rOCIOACTBA Peakiuu
BO3JIEPIKAThCSA OT OMyO/IMKOBAHUMS CBOMX MBICJIEH, Kacamoluxcst atoro. To, 4Tto
["aycc Tak Bo3uepskasics OT OTKPHITOrO. IPU3HAHUST 3acayr Bosu OObsCHAETCS 1
TE€M, YTO B HEM HEJOCTaBaJO CMEJIOCTH PELIUTEJIbHO BHICTYIUTh HAa CTOpPOHE
Bosu npotus rocnopcTBoBallEero B TO BPEMSI MACANMCTHYECKOTO B3LJsA, HeE-
CMOTPSI Ha TO, 4TO OH ObLI yOEXeH B HENPABUJILHOCTH HIEAJUCTHUECKUX KOH-
uemuuit Kanta. KoneyHo, KaHTa MOXHO KPUTMKOBATH ¥ CHPaBa U CJIEBA.
Hanpumep, KanTa noaseprajim KpuTHKe U TO3UTUBHUCTHL. B CBA3M C 9TUM HEOO-
XOJIMMO Moa4epKHyTh, 4yT0 Bosiu u JloGauescrui, Tawie kax u I'ay cc, KpuTuKo-
Baau Kanrta ¢ nosuumit marepuanuama ,Ocropoxknocts® Tlaycca, orkas ot
OTKPHITOrO BBICTYIUIEHUST HA CTOPOHE OTKPBITUS Bosiu mMoykeT nojpepruyThest
3aKOHHOH KpuTUKe. B TO >ke Bpemsi OrpoMHOe 3Ha4eHne MMEET TOT (aKT, YTO
omuH u3 KpynHeiuumx MmarematukoB XIX B. (B CBOe BpeMsl ero HasblBaJu
»KOpOJIEM MATEMATUKOB®) B IPYTHUX CJy4asx 3aHUMaJl TaKyl0 TBEPAYIO MO3UIHIO
NPOTUB KAHTOBCKOM M/IEaTUCTUUECKON KOHUENUUH O MPOCTPAHCTBE, HA CTOPOHE
MaTepHaInCTUYeCKOn KoHuenuuu. Kaercs, 4To OH kpemye CTOST HA CBOUX
HOrax B 00J1aCTM KOMIUIEKCHBIX YMCeJ U CUUTAJ] CBOIO MO3UIKIO Jierye oTcranBa-
€MO#, YeM B HEEeBKJIMJOBOH reOMETpHH, IJe €My MPUXOAUJIOCH Obl GOPOTHCB HE
TOJBKO C MIEAJMCTUYECKMMH B3TJISIIAMHU, OTHOCSILIMMMCH K NPOCTPAHCTBY, HO U
C YKOPEHUBIUMMMCH B TeYeHHe JABYX THICSY JIET MPeapaccykaMu MaTeMaTHKOB.
YunreiBasg 0CTOPOIKHYI0 no3uuuto [aycca, mMbl ¢ enie GOJBIIUM YBAKEHUEM
JOJDKHBI CMOTPETH HA CMEJIOE M peluTeabHoe BoicTyuienue bBosu u Jloda-
4YEeBCKOTO.

Jliit Toro, 4TOGBI MOHATH HUAEOJIOrMYeCKOe 3HaveHue reomeTpun bosu—
JloGaueBCcKOro MbI JJOJBKHBI pACCMOTPEThL ROMPOC B UCTOPUYECKOM MuiaHe. [eomer-
pus, Kak M BCE JAPyTHe OTPACJM HAYKU, C MOMEHTA €€ CYLIeCTBOBAHUA SBJIAETCS
apeHoil 60pbObl MEWJy NPOrPECCHMBHBIM ¥ PEAKLMOHHBIM MHPOBO33PEHUAMHM.

1 B. Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. Ges.
Math. Werke (Leipzig, 1876), ctp. 255.



Waeoaornyeckoe 3HaueHne reomerpun bosu—Jlob6ayeBCckoro 25

Memny MATEPHAIMBMOM U HICATU3MOM. HoaTomy Mbl NPEKAE BCEro JTOJIXKHBI
3aHATLCA BOMPOCOM 60pb§bl Memuy MATEPUAJTUCTUYECKUM U HAeaTUCTUYECKUM
MUPOBO33PEHUSIMU B TEOMETPUM, HAYuHadg C EBmmaa BIJIOTH /1O Ha4daJja
XIX B., a 3arem 3ainMemMCcsl BONPOCOM OO MALOJIOTMYECKOM 3HAYEHUH FeOMETPUH
Bosiu—JloHavesckoro.

1. bopb6a MatTepuaaTuCTUUYECKHUX U UIEAJTUCTUYECKUX
B3TrJ4/10B B TEOMETPUHU

I'eomerpus, kaxk u BCe Apyrue pazjiesibl MaTeMaTHKU U eCTEeCTBEHHBIX HayK,
BO3HMKJIA TAK, YTO HA OMNPEJEJEHHOM 3TAaNe PA3BUTUS OOLIECTBA JIHOAU CTPEMHU-
JIMCh yJOBJIETBOPUTL C €€ MOMOIbI0 MOTPEOHOCTH, MPebsBJIEHHbIE MPOU3BOJ-
crBom. Taxue norpedHocTH BosHuiim ene 2000 Jer g0 Hauiei spbl B ApEBHEN
Bagwionuu u Erunte, B CBA3M € CTPOUTENLCTBOM, M3MEPEHHEM 3eMellb, U
U3MepeHneM eMKocTeit nocy1. B Havyasie OHu JOBOJILCTBOBAJIUCH HEKOTOPHIMU HETOY-
HBIMM IPAKTUYECKMMH TPaBUJIaAMK, PELEerTaMu, Tak, Hanpumep, 3a MIolanb Kpyra
OHM TPWKABI Opasu kBajpar paauyca. M3 Bapwionnn u Erunrta ocraauch ToJbKO
COOPHUKM NPAKTHYECKUX 3a7ay. V3 HUX MbI BUINM, YTO OHU 3HAJIM YXK€ MHOrO
NPaBUJIbHBIX PE3yJIbTATOB, Hanpumep, (OpmyJibl 00bEMA TPUMbl U MUPAMU/IbI,
HO OHM MX HE JIOKasblBaJM, 4 PACCMATPUBAIM KAK M30JMPOBAHHBIE OIIbIT-
uple (axtbl. PasButie 0611ecTBa, Npex)ie BCEr0 PasBUTHE PEMec/a M TOPrOBIIH,
B CBA3M C 3TUM pA3BUTHE MOpPEIUIABAHMS, YTO B CBOIO O4epenb TPedoBaIo
OPUEHTUPOBKM HAa MOpE, BCJIEICTBUE YETO U PA3BUTHS ACTPOHOMUM, M3rOTOB-
JIEHUs: NEPBBIX reorpauyecknx kaptT W T. 1., TPUBEJO K TOMY, YTO 3TH
OMBITHBbIE MpaBu/a CTAHOBUJIMCH HEYNOBJIETBOPUTEIbHBIMM, HY)KHBI ObLIM GoJiee
JOCTOBEPHbIE, CHCTEMATHYECKHe, JOTMYEeCKH 00JI€€ CBSIBAHHBIE TEOMETPUYEeCKUe
3Hanug. Tak Bosuukiaa reomerpust, kak Hayka, B I'peumu (B VI—V BB.) 10
H. 9. Y nNepBbiX NpeicTaBuTe/eil FeOMETPUN 3TH HENOCPEJCTBEHHbIE BJIMAHUA
€Hie sACHO OIU,yTl/lel. BOT [o4emy HuXx B3arBiibl — KaK, Hanpumep, B3IrJii/1bl
daseca — B OCHOBHOM ObLIM MaTEPHAJIMCTHYECKUMU. XapaKTepHOH YepTon rpe-
YECKOIl MATEMATUKH, SIBJISIETCS TO, YTO OHA He OCTAHABJIMBAETCSA HA OMbITE, & WIET
CBA3eIl; 60J1ee CJIOYKHBIE TEOPEMbl CTAPAETCST CBECTH K MPOCTHIM, 00IIeN3BECTHBIM
TEOPEMaM, 3HaYUT BO3HUKAET MaTeMaTHieCKoe 10Kka3aTebCTBO. [1epBhlit cucremary-
YECKHIl yueGHHK reOMeTprK Obll HanucaH XMocckum Funnmokpartom B koHue V. B.
10 H. 3. Pa3BuTtue rpeyeckoi MareMaTHKU TECHO CBA3AHO C Pa3BUTHEM I'PEYECKOro
MBIILJIEHUS, TPEYecKon (PuJIoCOpui : MaTeMaTHyeckue 3HAHUS MOUYTH HU B KAKOH
JPYroil Mepuoj He COCTaBJSJIM CTOJIb OPraHUYecKyld YacTh MbILUIEHUS, KYJib-
Typbl KaK B JPEBHErPEYECKON KyJbTypE.

YrayGasowascs, uugyu@s 6oJiee riyGoKHX NPUYMH SIBJIEHHMI, TEeHJeHUud
rpeveckon puiocopun, IUCKYCCHOHHBIN METOJ, Pa3BEPHYBIIMICH MOJ BIUSHUEM
IPEYECKONl OOUIECTBEHHON JKU3HM, IOPUIMYECKON M TMOJUTHYECKON  >KU3BHH,
UCKYCCTBO CO(MCTOB aprymMEHTHpPOBATH — JMAJIEKTUKA B [E€PBOHAYAJIbHOM,
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Y3KOM CMBICJIE ITOrO CJ0BA — HECOMHEHHO SBJSETCA pellaroluuM HCTOYHUKOM
HAy4HOro "METO/la TPEeYeCKOH MaTEeMAaTHKM, MILYLIed TOYHBIX J0Ka3aTeJbCTB, W
TEM CaMbIM ABJISETCA M MCTOYHMKOM €ee Cuibl. B TO ke BpeMms B rpeyeckoi
¢uiocopuu B MPOTHBOBEC HAYAJBHBIM MAaTePHATUCTUUECKUM TEYEHHSIM BCe
foJee npeodsaagaeT MAeaIMCTUYECKOe TeYeHUe, JOCTUTLIee CBOEeil HauBbICIIEH
ToYKH B Jmue IlratoHa. IT0 TeveHue 0ka3aio BPEJHOE BJIUSIHUE HA TEOMETPHIO,
topmosus ee paszputie. U [luaton, u ero y4eHuKH OTAEJNSIM TEOMETPHIO, Kak
HAyKy J0Ka3aTeJbCTB, OT apudMmeTuru (MO0 TEPMUHOJOTMH TOFO BpPEMEHH —
,JIOTHCTUKN®), KAaK OT HU3KUX pacyeToB TOProOBUEB U padoB, HEIOCTOMHBIX
(pu10CO(OB, M TEM CAMbIM OHHM BIEPBbIE TOCTPOWIM HCKYCCTBEHHYIO CTEHY
MEXly MaTeMaTHKON ¥ ee MpaKTH4eckuMm npumeHenneM. OJHOBPEMEHHO OHM
MCKJIIOYWIN M3 TFEOMETPUM LeJIbIH psiji MpoGJeM, paspenieHue KOTOPHIX MOTJIO
Obl JlaTh HOBBI TOJYOK ee pa3BUTHIO (Hanpumep, 3ajadvy yaBoeHus Kyoa,
npooJeMy Tpucekuuum yriaa u T. 1.). Boshuiiia muctuxa uucen (ITugarop),
a TaKe BO3HMK JIOKHBI B3[JISIL, CAMbIM  PELINTENbHBIM  MPEJCTaBUTEIEM
KoToporo Obul Iluaton, 0 TOM, 4YTO MareMaruieckue 3HAHUS YeJI0BEYECTBO
NPUOGPETaeT He U3 ONbITa, A OHU SBJSIIOTCS BPOXK/IEHHBIMU M YeJIOBEK JIHIb
,, BCIIOMIHAET TO, 4TO pa3 y>Ke BUjied B ,Mupe upei“. Ecau Oamwke nopoutn
K 9TOMY JIMILIEHHOMY BCSKOTO OO'BEKTHBHOrO OCHOBAHMS B3IJISILY, €rO TeHJeHIUs]
CTaHeT sICHOI : (PUJIOCO(, reOMETp HE JOJUKHBI M3yyaThb JEHCTBUTEIbHOCTD, a
JOJDKHBL MEUYTaTh, BCIIOMUHATL ,Mup upen“. Tem cambIM MJATOHU3M B reOMET-
PUM  CTAHOBUTCSI TOPMO30M  pa3Butud. [IpoTUB wuaeaJMCTHYECKUX B3MJSIIOB

[Tnatona m — podaBum eule — Kanrta HanpasieHO ryOOKO MaTepuajucTH-
4yeckoe BbiCKasbiBanme bBosiu, KoTOpoe s1 BblOpas anurpagom HaCTOSLIEro
JIOKJIaja.

[lepoe HamGosiee NOJIHOE, CUCTEMATHYECKOEe W3JIO0MKEeHUe TpPevyecKoi reo-
MEeTPpUM, TNOALITO}KUBAIOIIEE Pe3yJbTaThl MHOTOBEKOBOIO DPA3BUTUSA TPEYECKOH
marematuk, npuHapiexut IBruuay, B Il B. 10 H. 3. Tpu cromerust no
Halei  apbl  ObLIM  MEPUOJOM HECOMHEHHOrO —paclBeTa Trpevyeckoidl mare-
MATHUKK; B 3TO BpPEMs LEHTPOM MAaTeMATU4YeCKON >KM3HM ObLT ropop AJjex-
canapus. Tpya OIBKJUJAA B TEYEHHE [JBYX ThICAY JeT Obul ,0ubamuen
reOMeTpuH, COJeprKaHne KOTOPOIl TOJIBKO KOMMEHTMPOBAJIOCH, TMOMOJHSJIOCH, HO
ee He MpPeB30ILJIM M CUMTAJM MeTojojornieckum obpasuom. Tpyn Isruaujaa
BEPHO OTpa)kaeT ¥ Cumily, M cJaaboCTh, W OrPAHMYEHHOCTL TI'PEYecKoil Mmare-
MATUKK, & TAKKE OTPAKaeT GOPLOY MeXly MaTepHaJUCTUYECKMM M MIeaUCTH-
YEeCKMM B3IJSilaMM B 00J1aCTH reoMeTpui. AXMJIJIECOBOH NATOIN Tpeyeckoil mare-
MaTHKM SBWIOCH OTCYTCTBHE TOHATUSI MPPALMOHAJIBHOrO 4MCJa, Ha 4TO yKasaJl
A. H. Koamoropos B cBoein crathe ,Marematuxa“ B bBosbuoit Coserckoit
Iuuurioneuu. [pedeckue reoMeTpbl OTKPBUIN, YTO €CTh HECOU3MEPHUMbIE PacCTO-
SIHMSL, HO BBMy TOTO, YTO OHM 3HAJIM TOJBKO IleJble ¥ APOOHBIE 4YHC/IA, U3
3TOrO0 OHM CjleJlajIM BbIBOJl, YTO B T€OMETPUM HEBO3MOKHO pa®oTaTh 4MCIAMH,
M OTAEJMIH TEOMETPUIO OT apugmeTurd (06 aHaJU3€ B 9TO BPEMA elle HeJb3s
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TOBOPHUTh, HECMOTPA HA TO, YTO — KaK Jajblle yKakeM — Apxumej yie
3HAJl HEKOTOPHIE 3JIEMEHThl MCYMCIEHUS OeckoHeuyHo Maubix). [loaHocThio sta
CTeHa Obl1a paspylieHa ToJ1bKo JlekapTom. VIMEHHO B 3TOM M COCTOMUT OrpOM-
HOE 3Ha4YeHne CO3JaHNs aHAJIUTUYECKON reomeTpun. MHOrovnc/IeHHbie OyprKyas-
Hble HCTOPUKM-MATEMATHKHM, B TOM uncie Kanrtop, 3eiitrenu apyrue, onmpasch
Ha OJIHO U3 BBICKA3bIBaHUII HeoruiaToHucra [Ipoxia, Gosiee wiam meHee TeHAEH-
LMO3HO OTCTAUBAIOT TAKYI0 MO3ULHUIO, AKOObI I BKJMJ ObLI MJIATOHUCTOM. IJTOT
Barisa u B CCCP umumip B nociegHee BpeMmsi OCHAPMBAETCH M MOJBEPraeTcs
kputure. B. H. Mosoqmuit u A. E. MaiictpoB® ykasain Ha TO, 94T0 JBKJIM [
B OCHOBHOM OBl CTOPOHHMKOM ApucTOTeJs, KOTOpHIi, Kkak ykazan B. W.
JleHuH,” B 9TOM BONPOCE 3aHs/I MaTepUaJUCTUYECKYI0 MO3ULHUIO, XOTS U He
BbIIEPYKAJ [OCJIE0BATEIbHO 3TOIl TOUKU 3pPEHUsI.

MHe Ka)kercst, 4TO He OYJeT JIMIIHUM KPATKO U3JO0XUTh OCHOBHBIE BHIBOJbI
atoil quckyccuu. M. $1. Boirojckuii” apryMeHTUPOBAJ TEM, YTO D BKJIU] B ,IJe-
MEHTax“ OTKa3bIBAETCS OT YNOTPEOJIEHMS 4YMCEeJ, BCJEACTBUE YEro U He 3aHMMa-
€TCsl NpuMeHeHnAMM reometpun. [To muennio Beirogckoro, aTo siBiseTcst peayJib-
taToM BamsiHusg [linatona. MoJsogwuit 1 MaicTpoB paccCMaTpUBAIOT ATO KaK
pe3yJibTaT OTCYTCTBMA MOHATUA MPPALMOHAJIbHBIX uuces] (YMOMSIHYTHIH Bbille
HEJOCTATOK I'PEYECKOil MATEeMATUKM) U YKA3BIBAOT HA TO, 4YTO ApuCTOTENb
YTBEPXKJIAJ, 4YTO CBOM IOHATUS TE€OMETPUs OTBJIEKAET U3 MATepPUaJbLHOrO MUpA.
B cBasu ¢ atum Apuctortenn nucan: ,[Ipumepom ciyKut TO paccmorpetue,
KOTOPOMY MaTeMaTUK MojBepraer OOBEKTbl, MNOJyYeHHbIe MOCPEACTBOM OTBJIE-
yeHus. OH NPOM3BOAUT 3TO PACCMOTPEHME BCIUIOLIb YCTPAHUBIIM BCE YyBCT-
BEHHbIE CBOWCTBA, HANpUMEpP, TSHKECTb M JIETKOCTb, ECTKOCTb M MPOTUBONO-
JIOYKHOE €if, laJiee, Tersio ¥ X0JIOJ, U BCe OCTaJIbHbIE 4YBCTBEHHBIE MPOTUBOJION~
HOCTHM, @ COXPAHAET TOJbKO KOJMYECTBEHHYIO OINpPEACJICHHOCTh U HEMpepbIB-
HOCTB. “ ®

Taxum 00pazoMm, peyb uUaeT 06 OTPaHMYEHHOCTH JAHHOW SIO0XM, 4 HE O
BIAMSIHMU WJIeaJMCTUYECKO ¢uiiocouu, B yactHoctu [luiatona. Mosogmui u
MajiicTpoB yKasbBaloT, YTO I BKJIH /I 3aHUMAJICST HCKIIOUMTEIBbHO TAKMMU F€OMET-
pUYECKUMH (PUIypaMH, KOTOpPblE MOTYT OBbITH CKOHCTPYMPOBAHBI, M 00Gpallaet
O4YeHb 0O0JIbLIOE BHHUMAHME HA ST KOHCTPYKUUHU. ITO PACCMATPUBAETCS, KAk
JIOKA3aTeJIbCTBO €r0 MaTepUaJUCTUHECKOrO B3IJIsIA.

B pamkax HacTOsILEro JOK/aja HET BOSMOYKHOCTH O3HAKOMUTH CJlyllaTeJIei
C MOAPOGHOCTSMU 3TOIl AMCKYCCHM, >KeJAl JIMILbL CeaTh J[BA CYIIECTBEHHbIX

5 Uctopuro-matematnyeckue uccaenorauns (FCocrexusnar 1949), Bein. 11, ctp. 499—507.

6 Cm. samevanuss B. WU. Jlenuna na Meradmsuxy Apucrorens. ,Kuamra 13, rn. 3
paspemaer aTH TPYAHOCTH TNPEBOCXOAHO, OTYETAMBO, SICHO, MATEPUATUCTUYECK I
(MartemaTnka m Apyrine Haykd aGCTParupyiloT OJHY M3 CTOPOH Tena, siBiaeHus, >kushun.) Ho
ABTOpP HE BBIJAEPI KM BAET MNOCAEAOBATENbHO aTOUM TOuku 3penuss — B. U. JlenwuH,
,3amerkn Ha Meraduauxy Apucrorens®, 1934, crp. 15.

i Ucropuxo-matematuueckue uccaeposanus (Focrexusnar, 1949), Buin. I, crp. 217—295.

8 Meradmauxa Apucrorens (1934), crp. 185—186.
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BhiBOJA. Bo nepsbix: jaxe OypsKyasHble MCTOPUKU-MATEMATMKH HE MOTYT
OCIIOPUTH TOTO, YTO LEJM M METOAbl Tpyjla OBKJIMJA HC MOTYT ObITh SICHO
NOHATHI  6€3 aHaiausa (puiocockux B3MIO0B JBKJIuAa. He nmopiesxur com-
HEHUIO TOT (pakT, 4TO GOphOA MEKIYy MATEPUATUCTUUECKUM U U/IEATUCTUYECKUM
B3MJSIIAMKM L1JIa M B 00JIACTH TEOMETPUHM, B KpailHEM CJy4ae CIOPHO JIMIIb TO,
KaKoBa Obljla TMO3ULMSI CaMoro I BKJIMJA. Bo-BTOpbix : BbllleCKazaHHOE JOKa-
3bIBAET, YTO XOTA B TPy/A€ I BKJK/la U 3aMETHO BIMSAHUE KAK MaTePHAJIUCTUYECKOM,
TAK M WJIeAJIUCTHYeCKON (uiocoduu, BCe->Ke BIUSIHUE MATEePUATUCTHYECKOrO
B3rJsiIa HEOTAEJIMMO OT LEHHOCTEH BEJMKOro Tpyaa IJBKJMJAA, B TO BPEMS, Kak
BAMSIHME MIEAJM3MA — €CJM OHO B M3BECTHON MEpe M MpOosBWIOCH B TpyJe
IBKAMgA — ero orpannvuio. Muaeanucruyeckas puaocopus B rpedeckon mare-
MaTHKe B LIEJIOM, -SIBJSIJIACh TOPMO30OM Nporpecca.

C aTOl TOYKM 3PEHUST MHTEPECHO PACCMOTPETh TPYAbl BeJUyalllero rpe-
yeckoro maremaruka Apxumena. Kak usBectHo, ApXuMe I JOCTUT YIUBUTEIbHBIX
pe3yJIbTaToOB B TFEOMETPUHU, TPEB30MAEHHBIX TOJbKO TOJTOPA THICAY JIET CIyCTSI.

3 i 5 223 22
Husmen M BbBICHIEM OLLEHKOM 4ulJja :r (—7—]" LW oo '*'T , ONpeneICHUEM I1J1I0-
aaM CcermeHTta mapacoJibl, oG'beMa uiapa M napadoJionja, NMOBePXHOCTH 11apa,
IIEHTPA TSHKECTH PA3HBIX TEJI, OTKPLITUEM HAUMEHOBAHHOM 110 €ro UMeHU Crmpasin
W OT. 1., ApXUMe] paspeiuns Takue 3ajJayy, KOTOPble JOKAa3bIBAIOT, YTO y HEro
YK€ MMEJINCh 3aPOJBIIIN MCYUCJIECHUA OECKOHEYHO MaJjblX, B 4YaCTHOCTU MHTeEr-
paiabHoro ucuucaenusa. CBou MbIC/IN 06 HCUMC/IEHUN GECKOHEYHO MaJIbIX ApXuMe)
HE CYUTAJl TOYHBIM METOJOM, a XdYPUCTHUECKUM MPUHIMIOM, U ObLI B TMOJHOM
CO3HAHUM TOrO, YTO OHM B KOPHE MPOTUBOPEYAT TOCHOACTBOBABIIUM B TO BPEMs
B3rusijiam Ha reomerputo. CBOM pe3ysbTaThl OH BMOCJIEACTBMU JIOKa3a]l METOJOM
yucuepnanus. “ Ha camom jesie metoq Apxumeia, Kacaroliuncs ucuucaeHus: oec-
KOHEYHO MaJIbiX, C OJHOI CTOPOHBI OCHOBBIBAJICS HA MEXAHUYECKUX COOOparKe-
HUSIX, @ C IPYTOi CTOPOHBI OTPAYKAET BIANSHUE aTOMECTMUYECKON TEOPHH IPeyecKux
MaTepUaIMCTOB, MOCKOJIbKY TeJld OH pasJiarasi Ha GeCKOHEYHO MaJlble ,JIACTUHKH,
MJIOCKHE (PUTYpPbl K€ Ha GECKOHEYHO MaJble ,IaJ04uKu; 9TO, OHAKO, NPOTUBOPE-
YNJ10 FOCHOIICTBOBEIBU]EMY TOrjaa B rpe‘{ecrcoﬁ MaremMaTtuke HanpaBneHmo, HaXO/UB-
nmiemycst moj, Biusiinem ujeasninama. CROMX 3ameyaresibHbIX ycrnexoB ApXumen
JIOCTUT B OOpbOE C BJIMSIHMEM MeaJu3Ma, ONUPasCh Ha MaTepuaJUuCTUYeCKoe
MHPOBO33peHne. Apxume); ObI PEeBOJIOLMOHEPOM HE TOJIBKO B MaTeMaTHKE, HO
M B 00JACTH NPUMEHEHUS] MATEMATHKH : APXUMEIOB BHUHT, €ro 3HAMEHUTDLIE
MeTaTeJibHble MallMHBI, ToMorasume npu obopone ropoaa Cupaxyasl, ero
OTKPBITUS B CBSI3U C CTAOMJILHOCTBIO IJIABAIOLIMX T€J M T.I. — BCE 3TO CBUJE-
TEJbCTBYET O TOM, YTO APXHUMeE] He CUMTAJ] YHUBUTEJIbHBIM, PAOCKUM TPYAOM
CTAaBUTb CBOM MaTeMaTH4eCKHe 3HaHMs Ha cJysOy npaxkture. C aToil TOYKM 3pEeHus
OY€Hb UHTEPECHO MUCLbMO Apxumejna IpartocdeHy, riIaBHOMY NPEICTABUTEIIO
,O0unuaasHON Matematuku, OTkpbiToe Junib B 1906 r. B astom nuceme



Upeonornyeckoe 3Hauenne reomerpun Bosgu—JIlo0ayeBckoro 29

roBopurca’: , Tak kak s yyke roBopuJi, 4TO CUMTAO T€O y4HEHbIM M BbIAQIOLMMCH
(puI0COPOM, ... S CUUTAIO LEJIeCOOOPA3HBIM UBJIOXKUTH U OCBETUTH Tebe B ITOH
KHUTe TOT OCOOBIl METOJA, TPU MOMOILM KOTOPOrO s MOJYYHJ] 3aMeyaTesbHOe
BCIIOMOTaTeJIbHOE CPEJACTBO I MCCJIEAOBAHUS € MOMOLILLI0 MEXAHNKU U3BCCTHHIX
MaTeMaTHYecKux npoodJem. 91 riyGoko yBEpeH, UTO 3TO CPEJCTBO OKAaXKETCsi He
MeHee TOJIE3HBIM JUId JIOKAa3aTeJIbCTBA TEOPEM : MHOrue (hakThl CTaju Jyis
MEHSI SICHBIMM MMEHHO TyTeM MEXaHMYeCKHX COOOPa>KeHuW, HO 3aTeM 5 cyel
HEOOXOIUMbIM J0Ka3aTh UX M TEOMETPUYECKH, TaK KAK YKA3aHHbI METOJ He
JaeT CTporux jpokasatesbeTB. OjHaxo, sICHO, YTO JIerde HaiTH CTPOroe JoKasa-
TEJILCTBO TOT/d, KOrja C MOMOLIBIO YKa3aHHOro (MeXaHM4ecKkoro) crnocoda Mbl
TIOJIyYMJIM ONPEJETIEHHYI0 OPUEHTHPOBKY B YKA3aHHOM BONPOCE, HEMKEJIM HauTi
TAKOE J0Ka3aTe/JbCTBO 0€3 TaKO¥l MpeaBapuUTe]bHON OPUEHTHPOBKU. BOT moyemy
B OTHOLIEHUHM TEOPEM, [0Ka3aHHbIX BIEPBble JBJAOKCEM, TO €CTb, 4TO KOHYC
COCTaBJIACT OAHY TPETb LUJIMHIPA, UMEIOUIEr0 PaBHYK C HHUM OCHOBY M BBICOTY
M TOYHO TaK K€, MMPAMUJA COCTABJISET OHY TPETh COOTBETCTBYIOLIEH €l mnpu3-
MbI, (ApXMMEN 3[eCh TOBOPUT 00 00bEME), HE MaJIyIO POJIb Chirpal [e MOKpPUT,
BIEPBbIE YCTAHOBUBLUMI 3TH TeOPeMbl 0e3 CTPOTMX J0Ka3aTeJbCTB. JleMOKpuT
ObLI CaMbIM BbIJAIOIIMMCS TIPEJCTABUTEIEM TPEYECKOro MaTepuasiuama, CO3Ha-
TeJbHO NMPUMEHSBLINI CBOIO ATOMHYIO TEOPUIO K T€OMETPHHU, IPUUEM, 10 CJIOBAM
Apxumeja, ¢ 60JbIUM yCcriexoM. Yuenusi Jlemoxkputa 6bim ,,60MKOTUPOBAHBI“
IPEYECKUM MJAEAIU3MOM U, TAKUM 00pa30M, OHH BO BpeMst ApXuMea OblIM MeHee
M3BECTHBI, & ATOMUCTUYECKHUI B3I/ €ro ObUl OLEHEeH O(pUUMAIBbHOI IPevecKoi
¢unocopueit kak Henayuubit. Kax [lusarton, tak u Apucroreib Kareropu-
YECKU YTBEPIKIaiM, YTO BBEJCHUE ATOMHBIX COOOPAXEHUIl MPOTUBOPEUYUT OCHOB-
HbIM YYEHHSIM TEOMETPUHU, COMJIACHO KOTOPOMY BCSAKOE TeJO HEOrPaHUYEeHHO
aenumo. BujiHo, 4TO 9TO JMAJEKTMYECKOE MNPOTHBOPEYHe — OCBEILEHHOE, HO
BCE €llle He MpeojgoJienHoe pesyabratamu ¢(uauku XX Bexka, MPOTHBOpEYME
MEXJly JEJMMBIM M HEJEJMMBIM, MEXKAY TMOCTOSHHOW W KOPMYCKYJISIPHOH KOH-
HENUMsIMU Marepuu — ObLIO OJHMM M3 OCHOBHBIX DPbIYArOB DPA3BUTHS ellle B
rpeveckoi maremaruke. ApXuMe] OblJI PEBOJIOLMOHEPOM B TPEYECKO Mare-
MaTHKE, CMeJIO GOPOBLIMICA C TOCNOACTBYIOLUMM HICAJMCTHYECKUM B3MJISIOM M
BBICKA3bIBABIINICS HA CTOPOHE MaTepuasiM3Ma, ONMMpasCh HA CBOM 3amedvaTelib-
HbIE JIOCTUKEHUS.

BolenpupejeHHbie cjoBa ApXUMe a UCKJIIOYUTEIbHO MOYYUTEIbHbI XOTS
Obl M MOTOMY, 4YTO OHHM JIOKa3BIBAIOT TO, 4TO elie GoJiee OTHOCMTCS K MatemaTy-
YECKMM MCCJIEJIOBAHMAM COBPEMEHHOCTH : MATEMATHKH, KOIjJa OHU HILYT HOBBIX
nyTeil, npuodperaloT ceGe NEpPBYI0 OPHUEHTHPOBKY HE TOYHBIMM METOJAMH, a
HarJSIHBIMKM - COOOpaKeHUsIMUM. Takum 00pa3oM, OHM BO3BPAILAIOTCS K Marte-
pHAJIBHBIM OCHOBAM MAaTEMATMKM M TOJIBKO IOCJE 3TOr0 OOBIKHOBEHHO NPOUC-
XOMUT TOYHOE [0Ka3aTeJbCTBo. Bo u30Gekanue BCAKHMX HEIOPA3YMEHHM : 3TO

9 Cm. C. 4. Iy poe, Apxumey (1945), crp. 137—138.
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3aMeyaHne He Kacaercs Bonpoca O HEeOOXOAMMOCTM TOYHBIX JlOKA3aTeJlbCTB.
Cam Apxumej ObL1 HENPEB3OHAEHHBIM MACTEPOM TEOMETPUYECKUX JOKas3a—
TeJLCTB, KOTOPBIM OH yjeas OOJbllOe BHMMAHUE, a TOJBKO CTPEMUJICS
£aBOEBATh NPABO HA CYIIECTBOBAHUE HAIVISIAHBIX (X3YPUCTUUECKUX) C000pa-
’KE€HMil, OCHOBBIBABLIMXCA HA MEXaHMYECKUX AaHaJOTMAX WM ONUPAIOLIUXCS
Ha aTOMMCTHYECKHME COOOPa)KeHHs, — MPOTUB TOCMOACTBOBABLIMX KOHUEMNLKIT
cBoeii anoxu. Ero cioBa m B HacTosllee BpeMsl CJykaT opyaueM B Goproe
NPOTUB MATeMAaTH4ecKoro (opManuaMa. 3acjay’KuBaeT O0JIbIIOTO BHUMAHUS M
TO, 4TO ApXuMe/|, yAe/dsd OrPOMHOE BHUMaHME (PU3MYECKUM COOOPAKEHUSIM,
OJHOBPEMEHHO OTYETJINBO BHAEJ] HEOOXOAMMOCTb TOYHOTO MaTEMaTH4eCKOro
J0Ka3aTebCTBa. MHOTME MareMaTMKU M TMOHbIHE HE IMOHMMAIOT C JOCTATOYHOM
SICHOCTbIO BAXKHOCTH OMMPATLCS  HA  (pUBHUYECKUE COOOPaXEeHUsi, M MHOTHe
Gusnky He BUJAT 3HAYEHM Maremaruyeckoi crporoctu. Obe OWMOKM BEIyT K
(opmasbHOMYy mpUMeHeHuto matematuku. OOpaluas BHUMAHME MATEMATUKOB M
(pu3MKOB Ha BHILIENPUBEJEHHbIE CI0BA APXMMEJA, s OJHOBPEMEHHO JIOJDKEH
yKkasath M Ha TO, 4T0 Apxmmej ObL1 HE TOJBKO CaMBIM BbIJAIOLIMMCS NpPef~
CTaBUTEJIEM MATEMATHKU U MPUKJIAJHON MATeMaTUKU JPEBHOCTH, HO M KpymHei-
HIUM  (PM3HKOM.

B cpennue Bexa pasBUTHE TEOMETPUM M B CBf3M C Heil MjeoJoruveckas
G6opbOa BHYTPH FCOMETPUM TOJIbLKO HEMHOTO MPOJABMHYJMChL BHepel. 3aciyra
apabCKUX M TEPCHJCKUX MaTeMaTUKOB, YTO OHM 3a00TJIMBO  3aHUMAJINCH
rpedeckoit reomerpueil. B o6zactm reometpuu, B YACTHOCTM B 00JACTH
,AKCHOMBI TNapajlJieIbHOCTH®, MHTEPECHbIE HCCIefoBanus npuHaiexar Omapy
Xasimy u Hacupennuny. Ilepsric aocronpumevare/ibHbie UCCIEN0BAHUA B
Espone, xak, neapumep, uccieoBanus Caxxepu, HEMOCPEICTBEHHO CBA3aHbI
¢ nonbITkoil Hacupeaanua jokasarth akcuomy napaJjuieibHoctd. Tai Hasbl-
BaeMblil  4yetbipeyrosibiuk Caxxepu Mbl Haiiiem u B padorax Hacupep-
amHa n Omapa Xasima. 9 cuuraio HeOOXOAMMBIM 0OpaTUTb BHUMaHUE
Ha 9TO, TAK KaK HTH JOCTIDKEHMs apaOCKOH M MEePCHACKOI KyJbTypbl y Hac He
M3BECTHbI JIOJDKHBIM  00pa3om. B ucropum reomeTpum peuaoliuM LIArOM
ABIAETCA CO3JlaHME AHAJINTHYECKOH TEOMETPMU, KOTOPOE CBA3aHO C MMEHEeM
JlekapTa. ITO MO3BOJMJIO MEPEBECTH NMPOOJEMbI FEOMETPUU HA A3BIK aJareOpsbl,
a sareM aHajiusa M HaoGopor. Tem cambiM npexpaTuach Ta M30JUPOBAHHOCTD
reoMeTpuu, KOTOpasi CO3Jajach B TPEUECKOll MaTeMaTuke Hu3-3a OTCYTCTBUSA
NOHATUS UPPALMOHAIBLHOTO Yucia. B aHaiuTuueckoi reoMeTpunm OCYIIECTBU-
JOCh JMAJIEKTHYECKOe eJIMHCTBO TeoMeTpuuM M ajreopel, YTO CIOCOOCT-
BOBAJO CO3JaHKI0 Mu(epeHHaibHOr0 1 MHTErPaJibHOrO MCYUCJIEHUI, a Talke
TOMy, 4TOOBI MaremaTtuka paspadoTasa GOJbLLIOH anmapar s ONUCAHUS JIBH-
sKeHusi, u3MeHeHus. Hapsyly ¢ OrpoMHBIMU NpeMMyILeCTBAMH 3TOTO Pa3BUTHS
OHO MMEJO U ONpEeJeJeHHble OTpHULATe]bHble CTOPOHbL. Pacnpocrpanenne
AHAJIMTHYECKUX METOJAOB B TE€OMETPMM UM OJHOBPEMEHHO M B MEXaHHKE,
TeCHasi CBA3b MOKAY HHUMHM, BbI3BaJa OIUMOOYHBIA B3IV, MPOJCPKABUIMIACA
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HauuHas ¢ Hoiotona otk 10 Bosau wu Jlo6ayesckoro. CornacHo atomy
B3IJISIly TEOMETPUS HE ABJSIETCd PABHOLEHHBIM PA3leJOM MATeMaTMKH, a MMeer
MOJMMHEHHOE 3HAYeHue BHYTPU MAT€MATUKM, I€OMETPUs €CTh HE 4TO MHOE, KaK
0jiHa — 0ECCIOPHO BayKHAsT — 00.J1aCTh PUMEHEHUA MATEMATH4ECKOrO aHaJIM3a.
B 5TOT mepuoj reoMeTpusi B CAaMOM JleJie He pacCMaTpMBaJiach, KaK MAaTEMATHKA,
a KaK OJVH M3 Pas3jieJIOR MPUKJIAJHON MATeMATHKH, 3aHUMAIOUIMACS BOMPOCOM
NPUMEHEHUST MAaTeMaTUKH M M3Y4YEHHIO0 (PU3UUECKOro NPOCTPAHCTBA, COOTBETCT-
BYIOILIEr0 HBIOTOHCKOW MMpOBOii kapTtuHe. Hexoropsie pouum po Toro, 4tO
reOMETPUIO CYHUTAJIM YAaCTHIO MEXAaHMKU. ITOT B3MJISL OTPAXKAET KOHIEMIHIO
MeTagu3uyeckoro marepuaiuama. BoT mouemy umesa KaHTOBCKAs WUIE€aJMCTH-
YecKasl KOHUENUMs O NMPOCTPAHCTBE TaKOe OOJbLIOE BJIMSHHUE HAa CBOIO 3IMOXY,
rOCIOJCTBOBABUINIA TOI/Id MeTa(pu3M4eCKUil B3I/, HE B COCTOSHUM ObLI JOJIKHbBIM
00pa3oM OINpoBepraTh €ro, ¥ ST ABE KOHLUEMUNH BO MHOTMX OTHOLIEHHSIX COMpH-
kacanuchk. Tax ob6croszt atoT Bonmpoc B Havase XIX B. JlaibHeiiee pasBuThe
HA4yaJIoCh C PEeBOJIIOLMOHHOrO OTKpbITUA Bosdu u JloGavyeBCKOro.

B Hacrosiiem jokJajge HeT BO3MOXKHOCTH JaJibllie aHAJIM3UPOBATH UCTOPHUIO
reOMETPUH, HO CYUTAKD, YTO CKA3aHHOE IMOKA3bIBAET, KAKOE OrPOMHOE 3HAYEHME
B UCTOPMH TEOMETPUHM uMeJia GopbOa Mieasu3Ma M Matepuaju3ma u, 4TO Mare-
PUAJIMCTUYECKUI B3TJST TPOJIBMHYJI PA3BUTHE T€OMETPUM BHEpel, B TO BPEMs,
KaK WJeaJMCTHYeCKHe KOHUENUMH PAHO WJIM MO3JAHO CTAHOBWJIKCH TOPMO30M
pa3BuUTHS.

2. 3uavyenue reomerpuu bossu—Jlo6ayerckoro B 6oprie
MAaTEPUAJUCTUYECKOTO U UJEATUCTUYECKOTO
MUPOBO33pPEHUN

MaremaTuka 3aHUMAETCs ONPEeAeJIEHHBIMH 3aKOHOMEPHOCTSIMH MaTepualib-
HOrO MHpa, B CBOEOOpa3HOW OTBJIevYeHHOU ¢opme. Taxkum 00pasom, B OTHO-
IIEHUM TNpeMETa MaTEMaTHKM OHA POJICTBEHHA C €CTECTBCHHBIMM HAayKaMH, a B
OTHOILUEHUM ee METOJOB OHa CymeCTBeHHO OTJIMYAETCAa OT HUX. l'{ZI'O Kacaercsa
npeMeTa MaTeMaTHKH, OlpejesieHre IJHreiabca MO Ceil JeHb UMEeT Cuiy:
»IUCTas maremartuka MMEeT CBOMM IIPEIMETOM MNPOCTPAHCTBEHHbIE (POPMBI U
KOJIMYECTBEHHbIE OTHOILEHUS JEHCTBUTEJBHOrO MHMpA, T. €. BECbMA peaibHOe
copepykanue. ToT ¢akT, 4TO 9TO COJAEPrKAHUE MOSBISETCS B KpaiHe abCcTpaKkTHOM
(hopme, MOxeT Juillb €1a60 3aTylleBaTh ero MPOMCXOXKJAEHHe U3 BHEUIHEero
mupa. Ito6bl HayuyuTh 3TH (POPMBI M OTHOLIEHMS B MX YMCTOM BHJE, CJElyer
X OTOPBaTb COBEPLIEHHO OT UX COJEpP)KaHusi, yCTPAHUTb €ro Kak He4yTo 0e3-
pasauyHoe g jena.“ ™’

C Mero0J0rnyeckon TOYKU 3PEHUs] XapAKTEPHBIM MPU3HAKOM MATEMATHKH
ABJAETCH a0CTPaKUMs, KaK HA STO YKA3blBAIOT TNPUBEJEHHBIE BHIIIE CJIOBA

10 Counnenust K. Mapkca u &d. Ddurensca, 1. 1, crp. 39.
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IJureabca. KosmuectBenHble UM NPOCTPAHCTBEHHbIE (POPMBI  MaTEPUAILHOTO
MHUpa, MO3HABAEMBbI B CBOEH YMCTOTe NPU YCJIOBHM, €CJIU MyTeM aGCTpaKuuu
MBI OTHeJIsSIeM 3TH 001Me (POPMbl OT UX KOHKPETHBIX BOIUIOUIEHWH M MCCIIe—
nayem ux BoooOuie. Cytb matemartuyeckoil adcrpakuum ocsewaror ciaosa WM. B.
Craauna: ,B aToM OTHOLIEHMM rpaMMaTHKa HArNOMHUHAET IEOMETPHI0, KOTOpast
JlaeT CBOM 3aKOHBI, a0CTParupysicb OT KOHKPETHBIX MPEIMETOB, pPacCMaTpUBas
npejMeThl KaK Tejia, JIMIIEHHble KOHKPETHOCTM, U ONpejesss OTHOUIEHUS
MEKJIy HUMU HE KaK KOHKPETHbIE OTHOLIEHMS TAKUX-TO KOHKPETHBIX Npej-
METOB, a KAk OTHOIIEHUS] TeJ BOOOLIE, JIMILIEHHBIE BCIKOM KOHKPETHOCTH.“!

AGCTpaKkTHBIN COCO0 M3JI0KEHMST B MAaTEMaTHKE He O03HAa4aeT yxoja oT
JIENCTBUTEJILHOCTH, a, HA0OOPOT, BENET K MO3HAHMIO OOUIMX 3aKOHOMEPHOCTEIl,
CKPBIBAOIMXCS B rilyOMHe MarepuaibHoro mupa. Ha aTo scHee Bcero ykasbi-
paer B. W. JleHuHn B cBoem ykasanunm o nayke ooouie. Cieayer OTMETHTb, YTO
a0CTPAKTHBIMM TMOHATUAMKU padoTaeT HE TOJBKO OJHA MaremaTuka, a B 60Jbllen
MJIM MeKblliell CTeNneHu BCe HAyKM, TaK KaK OTBJIEYEHHble HAyuYHble MOHSITHS,
OpOpPMUBIINECS HA OCHOBAHUM ONbITA, NPAKTUKH, BHIPAKAIOT OOGBEKTHBHYIO
peasibHOCTh GoJiee CKaTo M TJIyOOKO, HEKEJIM HEMOCPEACTBEHHbI 4yBCTBEHHBII
OnbiT. — ,MbIlIJIEHHEe, BOCXOAs OT KOHKPETHOrO K aOCTPakTHOMY, He OTXOJIMT,
— ecJiM OHO MPAaBUJILHOE — OT UCTHUHBI, & MOAXOMUT K Hel“ — muiet B. W, Jlennn.'
,AGCTpaKkuus MaTepuu, 3aKOHA NPUPO/bl, AOCTPAKIMUA CTOUMOCTU U T. 1. OJHUM
CJIOBOM BCEé HayuHble (NpaBUJIbHbIE, CEPhEe3HbIE, HE B3AOPHBIE) AOCTPAKIIH
OTpaKalwT Npupoay riayowe, BepHee, mnojnee. OT KMBOTO COJAEPRAHUS K
aGCTPAaKTHOMY MBIILJIEHHIO M OT HEro K NPakTUKE — TaKOB JHaJeKTHYECKUil
MyTh MO3HAHUS MCTHHBI, MO3HAHUA OOBEKTHBHON peaibHocTH. B arom ske
Tpyjie, HeckoJabko jpanbine (crp. 153) B. W. Jlenun numer: ,O6pazoranue
(aOCTPaKTHBIX) MOHATHI U Onepauuil ¢ HUMU yyK€ BKJIIOYAIOT B CEOS NpejicTaB-
JieHne, yoexjeHue, Co3HaHmue 3aKOHOMEPHOCTH OO'BEKTUBHON CBsI3M MUpa“. ITH
caosa B. M. Jlenuna ojHOBpeMEHHO YKa3blBaIOT M HA TO, YTO MOHATHE a0CTpaK-
UM MOXKeT ObIThb BIOJIHE MOHSITO TOJIBKO HA OCHOBAaHUM JMAJEKTUYECKOro maTe-
puaau3ma, TalKe, KaKk U 0 MpeaMmere, 3agavyax, CBOMCTBAX METOJa MaTeMaTHKH
MOYKHO CO3/IaTh SICHYIO KapTUHY TOJIbKO HA OCHOBAaHUM JAMAJIEKTUYECKOr0 MaTe-
puasu3ma. AOCTpakius B MaTeMaTHKe HAET JaJiblile, 4YeM B JPYrUX OTpacsix
HAyKH ; HA CBOEOOPA3HBIX YepTax MAaTeMaTH4yeCcKOoil abCTPaKuuu, OTJIMYAIOUIUX
ee OT MPUMEHSIEMOW B JIPYrMX HAayKax aOCTPAKIMU, MBI 3]16Ch HE OCTaHOBUMCSA

B npouuiom Kak cpeam MaTeMaTHKOB, TaK U CPEIU €CTeCTBOBEAOB U (hri10co-
(OB GBIIO PACTPOCTPAHEHO MHOYKECTBO HENPABH/ILHBIX OMIMOOYHBIX COOOpaKeHHI
OTHOCHTEJIBHO MateMaTuku. HenpaBuJibhbie B3rJISAALI OTH BCE ellle CyUleCcTBYIOT —
XOTsSI B MeHblleil Mepe — U y HaC. ITUM CJIeJlyeT 3aHUMAThCsl XOTS Obl NOTOMY,
4YTO 6€3 3TOr0 Mbl HE MOYKEM MOHSATH TOTO HOBOTO, YTO OBLIO JIIA HAYKU OTKPHITHE

11 Y. B. Ctaann, OtHOCHTEILHO Maprkcnama B g3biko3nanun (Focnoantusaar, 1950),
crp. 21—-22.
12 dbunocoerne Terpagn, cTp. 146.
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HeeBK/NAOBOK reomMeTpun. Konm4yecTBO HempaBW/IbHbIX B3rNs40B Ha MaTeMaTUKY-
yiima. M3 HMX NofgpobHO paccMOTPMM TOSIbKO HECKOMbKO.

PaccmoTpum npexpje BCero TOYKY 3peHMA wugeanusma. OHa oTpuuyaet
060BLEKTUBHbIA XapaKTep 3aKOHOB MaTemMaTuKK, a maTemaTuky paccMaTpuBaeT,
KakK [Mpou3BOJ/IbHOE CO3faHue 4esloBeYeCKOro pasyma. 3Ta uieaMCcTUYecKas
KOHLEMUUS He B COCTOSAHMW OOBACHWUTL MAPUYMHY TOro, MNOYEMy MeToAbl MaTe-
MaTUKM TakK 065ecTslle MPUMEHSAOTCS K €eCTECTBEHHbIM HayKaM W TeEXHUKe, K
NpaKTUYeCcKOo AesATeNbHOCTW 4esioBeyecTBa, HamnpaBfIeHHOE Ha MO3HaHWe U npe-
obpasoBaHue npupogy un obuiectBa. MgeannmcTtuyeckuii B3rnsg Ha MaTtemaTuky
Heob0CHOBaH, HeHayyeH M BpefeH. [lepBbiM MOCMeA0BaTebHbIM 3aLLMTHUKOM
NaeaMCTUYECKOro B3rfsija Ha FeoMeTpuio, KakK yXXe ObiI0 O0TMeYeHo, 6Obin
MnaToH. OTa KOHUENUWA MO Ceil AeHb XXUBET B Oyp)Kya3HOl HayKe M B HacTOS-
lee BpeMsa OTYeT/IMBEE BCEro MposiBNAeTca B BUAe KOHBeHUMOHanmama. CorsiacHo
NAeaIMCTUYECKON KOHUEeNUMM MpegMeToM  reoMeTpuUn CAYXWUT uccnefoBaHue
BPOXAEHHOr0 C Ye/I0BEKOM ,,aMPUOPHOro* NOHATUA npocTpaHcTBa. B anoxy bosau
caMbIM peLlunTe/lbHbIM MpeacTaBUTeNIeM 3TOr0 B3rnsga 6ol KaHT, yTBepAnBLUMNA,
UTO HalWW MpeAcTaBfeHUa 0 MPOCTPAHCTBE ABMAOTCA BPOXAEHHbLIMU anpuopHbIMUA
naesmn, GopmaMm Hallero co3epuaHusi, KOTopble abCoMTHO He3aBUCUMbI OT
[LeNCTBUTENbHOCTK, OonbiTa. CornacHo KaHTy MOM0XEHNSA eBK/IMA0BON FeOMeTpun
€AVWHCTBEHHO BO3MOXHbIe, HEW3MEHUMbIE 3aKOHbl YeJI0BEYECKOro MbILLUIEHUS.
B3rnsg 3TOT 6bl1  pewlnTesibHee BCEro OMPOBEPTHYT OTKPbITMEM TEOMETPUMN
Bosin—J1o6aueBCKOro.

OTKpbITNE reomeTpun bBosn—J/1o6a4eBCKOr0 HaHECNo ygap He TOJIbKO
naeannaMmy, HO WU TOMY HenpaBW/IbHOMY MeTau3nMyecKoMy B3r/fisgy Ha Marte-
MaTWKy, KOTOpbIii OTOXAECTBASAA 3aKOHbl MaTeMaTMKW JAaHHOW 3MOXK C 3aKOHaMMu
npupogbl. OWM60YHOCTL 3TOr0 B3r/sda OYeBUAHA: 3aKOHbl MaTeMaTUKM OTpa-
XKaT 3aKOHOMEPHOCTU MaTepuasibHOro MWUpa, OfHaKO, OTpPaXKeHMe — KakKuM Obl
BEPHbIM OHO HM ObII0 — He TOXAECTBEHHO C TeM, YTO OHO OoTpaxaeT. Kak un
BCAKOE Yen0OBEYECKOe MO3HaHMe, MaTemaTMKa faeT TONIbKO OTHOCMTE/IbHO, Npnbnun-
3UTENbHO BEPHYK KapTUHY [eiCTBUTENbHOCTK, 605ee MAnM MeHee ynpolias ee.
PasymeeTcs, 3TO MpuUGAMKEHNE He WMeeT MPUHUMANANbHbBIX, HEMPEeoAoNNMbIX
npeaenoB, TOYHOCTb NPUGAMKEHWUS, AOCTOBEPHOCTb KapTWHbI, AaHHO MaTemaTu-
Koii 06 onpefenieHHbIX SBNEHUAX MaTepuasibHOro Mupa, MOCTOSAHHO pacTeT;
B 3TOM MMEHHO 3aK/tuvaeTcs pasBuTme. OpfHaKo, MaTepuanbHbIi MUP, B CBOEN
NosIHOTE, MHOFOCTOPOHHOCTKW, 6OraTcTBe, MaTemMaTMKa BCerfja OTpaxaeT TO/IbKO
60/51ee MM MeHee YMPOLLEHO, CXemMaTWU4yHO. TOT, YTO XOTb HEMHOr0O 3aHMMascs
NPUMEHEHNEM MaTeMaTUKK K 6o 06/1acTM, XOPOLWO 3HAeT, 4YTO OCHOBHas
npo6siema MPUIOXKEHNA MaTeEMaTUKM COCTOMT MMEHHO B paspelleHun Bonpoca
0 TOM, Kakume COOTHOLUEHMS, KaKue (DaKTopbl [JO/MKHblI 6blTb YYTEHbl NpW OMNwU-
caHUM KaKoro-inbo peanbHOro SIBIEHNST UKW MNpoLecca B MaTeMaTUyecKoi opme
N Kakne MOryT ObITb MpeHebpexeHbl, (BeAb B AEACTBUTE/IbHOCTW SBMEHUA CBS-
3aHbl Apyr C ApYyrom); a TakXe BOMPOC O TOM, B KaKOW YMNpOLWEHHON dopme

3 Acta Mathematica
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JO/KHbI 6bITb YUTEHbl XapaKTep SIHAEHWA, BAWAHME Y4YMTbIBAEMbIX (aKTOPOB,
— OfHUM C/IOBOM, KaK nofobpaTb MaTemMaTU4ecKyld Mofeflb, OTpaxkaloLlyto
nccnefoBaHHOe SIBMEHUE WM MPOLLECC C TOYHOCTbIO, MOTPe60BAaHHO NPAKTUKOIA.
(ToYHOCTb B OTAEMbHbIX CyYasiX MOXET OblTb UCKAOUMNTEIbHO G0Mbliast.) VIMEHHO
3TUM O06BSICHSIETCA M TO, MOYEeMYy MMelTCs npefenbl NPUMEHSIEMOCTU MaTeMaTu-
yeckoro metoga. CrneayeT OTMETWUTb, UYTO Hesb3si MepenyTaTb BOMPOCbI MPaBW/b-
HOCTM M TOUYHOCTM MaTeMaTMYecKoi Mogenu. MaTtemMaTuueckass MOfeNb, oTpa-
Xawouan AeNcTBUTENIbHYI0 CBS3b SIBMEHWIA C OMpefesieHHOM TOYHOCTbIO, B 06LLMX
yepTax MpPaBW/IbLHO, B OCHOBHOM HEO6XOAMMO CUMTATb MpPaBU/IbHOW AaXe B TOM
c/lyyae, €CliM ee TOYHOCTb MOXEeT OblTb yBe/nuMuyeHa MyTeM [AasibHeMLero yTou-
HeHVs1 mModenn. B Takux cnyvaax [JafibHelillee YTOUHEHWE MOAENU, KOTOPbIM
YBE/IMUNBAETCA TOYHOCTb OMUCAHUS, OTPaXKeHUsl, He onpoBepraeT o6Leil Tou-
HOCTM NpubAMXKalolleli KapTUHbI, a TOMbLKO Wb [OMOSHSAET ee. TakoBO MOJIO0-
XeHWe Hanpumep B clyyae K/acCUMUeCKOn W PensiTUBUCTUUECKOW MexaHWKW. Ha
3TOT BaXHblii BONPOC yKaszan PuMaH, KoTopblii nucan :13,,CBSA3N MeXay 3/IeMeH-
TaMW KapTWHbl W OpUIMHana [o/KHbl COBMajaTb W TOMbKO B 3TOM Cllydae
KapTuWHa npaBufibHa. MpaBUIbHOCTL KapTWHbI He 3aBUCUT OT CTeMeHW TOUHOCTU
KapTuHbl. ECNY 3aMeHUTb 3/MeMeHTbl KapTWHbI TPYMMNoi 6051ee TOHKUX 3/1IeEMEH-
TOB, TO TeM caMbIiM pacTeT Halle MOHWMaHWe COOTHOLLUEHWI Bewleid, 6e3 Toro,
yTo6bl CUMTATb MNepBOHaAYasibHOE COO0GpaXKeHWe HenpaBU/bHBLIM.“ B To Bpems,
Kak uWieanUCTUYeCKUiA B3rNsg BedeT K HeJoOLeHKe npwuiaraemMoe™ Marte-
MaTUUYeCKUX MeTO[0B, YKasaHHbI/i MeTadu3nUecKuii B3rnsg, OTOXAECTBASIOLLUI
3aKOHbl MaTepuanbHOroO MuUpa C MX OTPaXeHMem B MaTemaTu4ecKoii (opme,
BeleT B HEKOTOPOM OTHOLWEHWM K TepeoleHKe npunaraemoe™ .mateMartu-
YecKMX MeTOAOB (B APYrMX OTHOLLUEHUAX W MeTaM3MUYecKuii B3rnsg Befet
K HefOOLEHKe MaTemMaTuKM): 06e HermpaBW/IbHbIX KOHLUEMNUWUW SABASOTCA WUCTOM-
HMKOM GOMbLINX OWMWGOK B MNpaKTUKe. VM3 Toro, 4Tto A1 OnucaHWs [AencTBu-
TeNIbHOCTU MaTemaTuKa BCerga CAyXUT TO/IbKO MOAensmu, crefyeT, uto marte-
MaTUYeCcKoe W3N0XKEeHWe, CayxXallee [ ONWCaHUs KaKoro-HubyAb SIB/EHUS
NpupPoAbl, WAM Mpouecca He OMpefesieH0 KaTeropuMuyecku, a ero MOXHO TMOA-
6upaTb NO-pasHOMY U B KaXKAOM OTAeNbHOM C/lydae OnbIT MOKa3blBaeT, Kakue
M3 HUX nopgxogswme. Tak, HanpumMep, NPy ONUCAHUM KONeb6aHWit CTPYHbI MOXHO
paccmaTpuBaTb CTPYHY HEMpepbIBHOW, HO MOXHO ee KakK LeMb, cocTosLas
M3  M30/IMPOBaHHbLIX U 371aCTUUYHO CBS3aHHbLIX fAPYyr C [PYroM MaTepuasib-
HbIX TOueK. W3/10KeHWe, OCHOBbLIBAIOLLIEECA HA [BYX Pa3/IMUHbIX MOAENsix, BO
MHOTMX OTHOLLUEHMAX BedeT MO CYLLeCTBY K OAMHAKOBbIM pes3y/ibTaTaM, OfHaKo,
B C/lydae BO36YX[eHHbIX KofieGaHuii, MNpu onpeaeneHHbIX YCOBUAX, BO3HUKaeT
NPVHUMNNANBLHOE PacXoXieHre. YKasaHHas MeTaduanueckash KOHLEMUWsl, 0TOX-
JeCTBNAOLWAs 06beKTUBHbIE 3aKOHbl MaTepuManbHOFO Mupa C OTpadkaloLen ux
mMaTeMaTuuyecKolii Mofenbio, B 06/1acTh (DM3MKM Mo3fgHee MNepensenacb ¢ Maxus-
HoMm. CnegyeT 3HaTb YTO MaxXUCTCKWI B3rMsA OWIMGOYHO OTOXAECTBASIET hU3n-

1 Ges. Werke, cTp. 491.
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YECKYI0 JIeHCTBUTEIbHOCTL € HAlUMMH HAO/OeHusIMKM, onbitoM. Mmenno na
STOM MYHKTE MAaXM3M MPUCOEIMHSIETCS K HENMPaBUJIBHOMY MeTa(U3N4ecKomy
B3Iy HA MATeMartuky, OTOMIECTBIJIONIEMY HAlll ONbIT ¢ MATEMAaTHYeCKUMMU
OTHOUIEHMSIMM, YCTAHOBJIEHHBIMM HAYKOH JUISI ONMCAHUsI ATOrO OMNbITa. Takum
00pa3oM, CO3JAI0TCA MyCThle (Pasbl O TOM, UTO ,MaTepHs UCHUE3Ia M OCTAJIHChH
JIMIIbL  yPABHEHUs. “

3jech CJIELyeT yka3aTh Ha €lle OJHO HemnpaBuIbHOE WUIeaJIMCTHYECKOe
HanpasJeHue, — artHocTuuu3M. Merapusuyeckue (Guiaocobl, He 3HAOLLKE
SJIOYKHON MAJICKTUKM 4YeJIOBEYECKOTO TNO3HAHMS, M3 TOro (JaKkTa, YTO MaremarH-
4yecKasi MOjielb He TOXMIECTBEHHA C JIEMCTBUTEJBLHOCTLIO, a JIMIUL OTPAXKAET ee
B 00Jiee WM MeHee YNpolleHHON (opme, MPUOIMMKASICh K HEM, Cleiaau Takou
HEMpPAaBUWJILHBIN BBIBOJ, YTO 3aKOHOMEPHOCTH MATEPUAJILHOIO MUPA HEIO3HABAEM.
‘Taxoil BHIBOX JIMLIEH BCAKOrO OCHOBAHMA, BEIb YIMBMTEJIbHAs TOYHOCTH PE3yJib-
TATOB MOJIYYEHHBIX MyTEM NPUJIOXKEHHS MATEMAaTHYECKUX METOJ0B, HanpuMmep B
acTpoHOMUM, (PUBMKE, & TAKIKE OTPOMHBIE YCIEXH, CONPOBOKIAIONIME CTPEMIEHUsE
4esioBeka M npeodpasoBaHue NMPUPOJbI, BCE 3TO HEONPOBEP)KUMO JIOKa3hbIBAET,
YTO MaTePUAJIbHBII MHUP MO3HABAEM M MPUMEHEHHE MATEMATMYECKUX METOL0B
SIBJISIETCA OECLEHHBIM OpykneMm nosnanus. IlpeneSpeskenus, gomyckaembie Hamu
npu noadope MaTeMaTHYeCKON MOJeIM, HEOOXOMMMbI XOTS Obl M IOTOMY, YTO
CYTb SBJEHMII MOYKHO CXBATUTH TOJIBKO B TOM CJjyyae, €cjiu npeHeOpevb BCeM
HECYLIeCTBEHHbIM. BOIpoc MOMHO OCBETHTH C NOMOLIBK) TAKOTO CPABHEHMSI :
Hayka jJesaer nmojoOHO 3HATOMY, M3y4alolleMy Kakylo-jJu00 KapTuHy TO npuo/n-
JKasiCh K Heil, TO yjasisisicb OT Hee, 4TOObl M3Y4YUTh ee B JeTasIX M OJHOBpe-
MEHHO T110JIyyaTh O Hell COOTBETCTByMOllee o0llee npejicrasieHue. B aTom meron
MaTeMaTMKy B NMPHMHUMIE COBNAJAAET C METOJAOM JI0OO0H JPyrofl HAayK, XOTs
pasymeercsi, 5TOT BONPOC B MaTEMATHKE, KaK M BO BCEX JPYrUX OTpacsixX
Hayku, mpuoGpeTaer cBoeoGpasHbiit xapakrep. COrjiacHo MexaHM4yeckomy mare-
pUAIM3My BCe SIRJIEHMSI MHpAa MOTYT OBITh OMUCAHBI C TOJHON TOYHOCTBHIO, €
MOMOIIbI0 MaTeMaTnyeckux ypapHeHuil. CTOPOHHMKOM STOrO B3rJisiia OblI Ha-
npumep Jlanuac, xoropwit nucan: ,Ecam Obl karxoit-im6o ayX, B JIaHHbBIN
MOMEHT 3HaIOIU,]AI7l BCE€ CWJIbl, NPOHULAIOUME MPUPOAY U OTHOCHUTEJILHOE I10JI0-
JKEeHHe Belleil, COCTABBIIOUIMX TPUPOJY, BCEOObEMJIIOLLMIL YM, YMEIOLLUI aHAIN31-
poBaTh 9TU JAHHbIE, CHeJ Obl B (QOPMyJly JBMKEHME KPYNHEHIIMX HEeOeCHbIX
TeJl M MaJIEHIIEero atoma BCEJIEHHOM, /Ui HEero HU4Yero He OCTaJoch Obl He-
OmpesiesIeHHbIM U Tepej ero rjasaMu HHMPOKO OTKPLLIOCH Obl Oyaylee, Kaxk u
npouvioe . .. “ "

Tenepy Mbl y)ke XOpOILIO 3HAeM, 4YTO MNpPEICTABJIEHUE TAKOH YyHHBEpCaJb-
HOM (POPMYJIbI SIBJISIETCSI HAMBHBIE M MAaTEeMATHMKA CTABUT NeEpef COo60# ropasjo
6oJsiee CKPOMHbBIE 3aja4M, 3aTO 9TH 3ajjd4M paspellaroTcs el BO BCeil GoJbliei
mepe. Ilpuenennbie Bbiie ciosa Jlanaaca copepskar u ynpolueHue Bompoca
HEOOXOJMMOCTH U CJY4alHOCTH ; BbICKA3aTh CBOE MHEHUE OTHOCUTEJIbHO 3TOrO

14 Essai Philosophique sur les Probabilités (1814).
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Bonpoca A WMen BO3MOXHOCTb B [pyroMm MecTe, [MO03TOMYy B HacTOALEM
[OoKnage 3TMM He 6yay 3aHMMaTbcs.13 WHTepecHoO OTMeTUTb, 4TO MeTadusu-
YeCKWI, B3rnaL B TO BpPeMs KakK C OfHOW CTOPOHbI MepeoLeHWBaeT pofb U
BO3MOXHOCTW MaTemMaTuKW, C [APYro CTOPOHbI CTapaeTcsi OrpaHuunTbL chepy
nuccnefoBaHuii mMaTemMaTuMKW. To0-ecTb, TeM, 4UTO MeTauU3NYeCKUA B3rNAL He B
COCTOSIHUM MOHATb POMb  MaTeMaTU4ecKol abCTpakuuu, MellaeT MaTeMaTuke
B CO34aHMM 06 MX abCTPaKTHbIX Teopuil. TakoBO 6bl/I0 MOMOXEHUEe B Cy4ae
KOMMJ/IEKCHbIX 4YuCen, K KOTOPOMY $ elle BepHYCb; O0fHaKo, YXe 37ecCb
oTMeuato, uTo Bonpoc O6uwecTBa $H6/M0HOBCKOrO 0 TOM, MOTYT-1M  ObITb
MOCTPOEHbI MHWMble Be/IMUUHbI (Ha KOTOpbIA HAHow BosAn mnocnan WCKo-
UnTeNbHO FY6OKMA OTBET), fJaXe B CBOe (hOpMy/MpPOBKe MOKasbiBaeT, 4YTO B
370 Bpems (1837) orpaHMYeHHbI, MeXaHUCTUYECKN, MeTam3nvecKnii B3rnsag Ha
MaTemMaTUKy ObIa ellle CUbHO pacnpocTpaHeH. YTo e KacaeTcs KOMMIEKCHbIX
uucen, U QHrenbC YyKasa, UTO UX He/b3s MOHATb META(U3NUYECKMM MbILU/IEHUEM
N B TO Xe BpemMss KoHcTatupoBan: ,,UTo 6b110 6bl C MaTeEMaTUKOM KaK HU3LLUEA,
Tak W Bbiclueld, ecnu Gbl el 3anpelieHo 6bi10 onepuposBatb ¢ [[—1?2“ 10

B obnactn reometpun B XVII m XVIII BB. rocnoficTBoBas YKasaHHbIi
BbIlLe MEXaHUCTUYECKWUI B3rnsh. ITO 03Ha4yano, 4To (hU3MUYeCcKoe MPOCTPaHCTBO
OHWN OTOXAECTBNSAAN C NPOCTPAHCTBOM €BK/IMA0BON reoMeTpmmn. 3aKOHbl eBKINAO-
BO/i TreOMETPUM OHU CcUUTaNU (U3NYECKMMU 3aKOHAMW W He MOraM  faxe
npeacTaBUTb, YTO MaTemMaTWKa MOXeT 3aHMMaTbCs MNPOCTPAHCTBOM WHOM CTPYK-
Typbl. 3TOT MeXaHUCTUYECKUIA B3rNs4 BCTpeTuncs ¢ ¢unocodueli KaHTta. 3710
CAYXWUT NIUWHMM NPUMEPOM TOro, Kak MeTauU3nyeckoe MblIl/IEHWE BedeT K
naeannsmy.

Kak yXe 6bl/10 yKasaHOo, 3TOT >e& B3[54 rocrnoAcTBOBasl He TO/IbKO B
reoMeTpun, HO W B [PYFMX OTpacnisx MaTeMaTuKu; pasBuUTME MOHATUS O
yncnax B 60MbLIOKA Mepe TOPMO3MNOCb MeTaU3NYeCcKol KOHUenuuen, O0TOX-
[JecTBMBLUEA 4nUcna C PU3MYECKUMU BeIMUYUHAMKW. 3ITa >Ke KOHUenuus npensT-
CTBOBasla CO34aHMI0 TMOHATUA KOMMMEKCHbIX 4ucen. [OCMOACTBOM 3TOW  KOH-
uenummn o6bACHAETCSA TO, MOYEMy MOHATUE KOMMJIEKCHOrO 4ucna BCTPETWUIOCh C
TaKUM HefoBepuvemM W novyemy — no cnoBam [aycca — OKyTanocb ,,MUCTU-
yeckon wurnon“. TlepesioM BEKOBbIX MpejpaccyakoB B 0651acTM reoMeTpum u
anreépbl npousowen B OAWH MNepwof, B NepBoil nonoBumHe XIX Beka, M 3TK [JBa
pPeBOMIOLMOHHbBIX Npeobpa3oBaHMsA TECHO CBSA3aHbl APYr C APYFOM. Y>ke 6bisio
yKa3aHo Ha T0, 4To HAHow bBoAw cam 3aHMMancs BOMPOCOM KOMMJEKCHbIX
yncen B OTBETe, JJAHHOM UM Ha KOHKypC neinuurckoro HA6noHoBckoro O6LLeCTBa,
B 1837 ropy.I7 Tlo3gHee, B 1850 rogy HAHow bBoaAu BkAwUMA B 3Ty Xe

is CM. A. PeHbu, [lpuHUMNManbHble BONPOCbI TEOPUM BEPOSTHOCTEN B CBETE AManek-
Tuyeckoro matepuanusma, Filozéfiai Evkonyv (1952), cTp. 64—97.

i« d. QHrenbc, AHTU-AtopuHr (Focnonutmsgar, 1938), cTp. 126.

n M. WTekenb, [eomeTpuueckne wuccnegoBaHns dapkawa n AHowa bosu (Byaa-
newT, 1914) T. U cTp. 239—249.
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padoTy I[pUMeuYaHue, COrJIACHO KOTOPOMY B CBA3M € €ro reOMeTPUYECKUME
MCCIIEI0BAHMAMM €elie 0K0JIO 1826 roja 3aHUMAICH CO31AHUEM TEOPUH KOMILIEKC-
HBIX unces. Mol Buaeau, uro u Taycc 3aHumascs mpoodJieMon OCHOB reo-
METPUM M TEOpHeil KOMIUIEKCHBIX 4YMCEJ B TECHOH CBI3M JpPYyr C JAPYroM.
B atom oTHOuIeHnu He mnpejictaBisiior uckiodeHuss u H. V. Jlo6aueBckun,
KOTOPOTO TOXE€ HMHTEPECOBaJ BOMPOC TEOPUM KOMIUIEKCHBbIX 4mcesn, H. W.
JloGauesckuii 06 stom numer: ™  Ynorpedaenne | —1 B mMaTemaTHke CTOJIbLKO
HY)KHO, 4TO $I T104Yes] OOSI3aHHOCTbIO TOBOPUTH G0Jiee O  BOOOPA))KAEMbIX
CTEMEHSX, HE)KEeJIU HTO OOBIKHOBEHHO [eJaeTcs, CTapasch JaTh SICHbIE MOHSTHS
1 TOJIOYKUTb TBEP/ble OCHOBAHMS VI BbIYMCIEHUH, e Oepeércs B NOMOLib
l’—il‘.“ VckaounTebHO  MHTEPECHO, 4TO B CBOEM padoTe, OnyGJIMKOBAHHOM
B 1834 1., JloGaueBcKkuil Bnepsble ONPEAE/SICT TPUTOHOMETPHUUYECKHE (PYHKIUK
YUCTO AHAJUTUYECKUM CHOCOO0M, C TOMOIIbI) X CTEMEHHEro psiia M CTPOUT
TPUTOHOMETPUIO  YUCTO AHAJIMTUYECKUM CHOCOOOM, C TMOMOUILK)  OTHOILEHMUS
Jitnepa. XoTs CTeneHHble Psbl TPUTOHOMETPHYECKHX (PYHKUMI M yKa3aHHOe
COOTHOLIEHUE Iiljiepa OblJIM YKE JABHO HM3BECTHBI, TAKOM METO0JOrHYeCKOl
nosuin 10 Jlo6aueBCKOT O emle HUKTO He 3ansii, kak yradsisaior A. [1. FOmrke-
sud u WM. I'. Bamimakosa B HeraBHO Belleamen cratbe.” Ha atom mecre
onsTh copnajgaroT mpican Jlo6aveBckoro ¢ mpicssimu Anoma Bosiu, y kotoporo
B padore ,O MHHMbIX BEJUYMHAX® TAKKE HAXOJAUM ONPCAEC/JICHHE TPUTOHOMET-
PUUYECKUX (PYHKUMIT ¢ MOMOULLbIO CTENEHHBIX PSJIOB, & UMEHHO Cpa3dy sl KOM-
IUIEKCHbIE 3HAuYeHue nepemeHHoro. Ity Mbicab dnowr Bosiu n H. W. Jloda-
YEeBCKUil OTKPbUIM HE3aBUCHUMO JPYr OT JApyra MNpuOJM3HUTEbHO B OHO M TO
YK€ BPEMs, TAK YK€ KaK M MbICJIb HEEBKJIMJIOBON T€OMETPHUH.

N3 ,Responsio“ Bosau uurupyem caenytoutyo ¢pazdy:* ,Toabko Takue
BELM U, CJIJIOBATEILHO, TAKUE BEJIMYHHBI MOTYT CIYXUTH MPEAMETOM (PadyMHOro)
MCCJIE0BAHUS, KOTOPblE (AKTHYECKU CYUIECTBYIOT (Hampumep, ecjiu Marepualib-
HbIE, TO 4aCTH TEJECHOTO MJIM BHEIMHErO MMpa WM N0 KpailHeil mepe npej-
CTaBsieMble M BO3MOykHbIe).“ Tem cambim Bosiu 3ansii peliuTesbHy0 MO3ULMIG
NPOTUB JIOXHOTO HJIEATUCTUYECKOrO0 YUeHHUs O MPOU3BOJLHOCTU CO3JAHUS MaTe-
marudeckux nonaruil. Ilpasuabhyio nosuumio Bosim nokaseiBaeT cuelyolas
(hpasa ero KpuUTUKM, BBHICKA3AHHON MM B CB3M € yKasaHHbIM Tpyaom Iaycca:
s+ -« BPA-JIM MOYKHO Ompapiath TO OPEIOKEHHE, YTO JAPYTrUe BHAbI BEJIM4YMH
HeJIb3s BKJIOYUTHL B HAYKy O BesinyuHax. Bejb, BbllIe JOBOJBHO SICHO MOKAa3aHo,
YTO MOYKHO BBECTH J11000€ KOJMYECTBO BEJUYUH, TOJLKO 3TO HE SIBJIAETCH
HEOOXOIUMBIM. ¢

Onnaxko CBS3b MeMly HEEBKJAWJIOBOW TeOMETpHeil M COBPEMEHHOIl Teo-
pHEll KOMIUIEKCHBIX YMCEJ] MMEET HE TOJBKO MWICOJOTMYECKUIl M HCTOPUYECKHUI
XapakTep, HO MMEETCS M TeCHash MNPEJMETHAasi CBSI3b MEXJly HUMH. JTa CBII3b

15 B ceoem Tpyae ,Anredpa win BHIYHCAECHHST KOHEYHHIX® (cTp. 25).
19 Hcropuko maremarnyeckue uccaeposanust, Il crp. 72—128.
20 Loc. cit.!'" 1I. crp. 239—249.
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OCBELL@eTCHa, Mexay npoyum, euwe B [ononHeHUn K AMMNeHAUKCY, HanmcaHHOM
dapkawem BosAn, Ho cogepawem MbiciM AHowa Bosu. B xoge ganbHei-
Llero pasBMTuUA CBA3b 3Ta CTasla ele sACHee W B HacTosllee BpeMA ABNAETCA
HacToNbKO 0OLLEN3BECTHOW, UYTO HET Heo6XOLMMOCTU OCTAHOBUTbLCA Ha ee 0cC-
BelleHWN. Hac npexkge BCero MWHTepecyeT WAeosiOTMYecKass CTOpoHa BOMpPOCa;
TO, YTO HenpaBW/IbHblE MeTauU3nyeckKue B3rA4bl Ha MaTeMaTUKy, TOPMO3UBLLUE
pa3BuTune, 6bISIM ONPOBEPrHYyThbl B nepBoli nonoBuHe XIX B. B AByx obnacTax:
Nno BOMPOCY O MOHATUX MPOCTPAHCTBA W MO BOMPOCY O TEOPUU KOMIMJIEKCHBIX
yucen. Oba cobbITUS MMeT pPeBOJIIOLMOHHOE 3HaYeHWe He TONbKO B 06nacTu
MaTeMaTUKW, HO SABAAKOTCA Takxke nobefoil maTepnanncTUyYecKoro MUpPOBO3-
3peHus.

lNocne 3TOro paccmMoTpuvM, B YeM COCTOMT 3HAYeHWe OTKPbITUSA TeOMETPUU
Bosan—/106a4eBCKOr0 € TOUKM 3peHUS MaTepuaMCTUYECKOro MWUPOBO33PEHUS.
OT0 A noctapalwCb CBECTM B TPU MyHKTA:

1. MNMoka3oM TOro, YTO BO3MOXXHbl HECKO/IbKO PaBHOLIEHHbLIX reoMeTPUYecKnx
CUCTEM, W TO/NIbKO OMbITb MOXET PelWnUTb Kakas W3 HUX BEpPHEee BCEro OMuCbl-
BaeT (PaKTUUeCKYl CTPYKTYpy (hu3nyeckoro npoctpaHcTea, bosau u JlobaueBs-
CKUWUIN pasrpoMunv wnpeannctmyeckme KaHTOBCKME KOHUEMNUUM O BPOXAEHHOM U
He3aBMCUMMOM OT ONbiTa XapakTepe abCcoOMOTHOrO MOHATUSA MPOCTPaHCTBA.

2. Tem, YTO CBOMM OTKPbITUEM, OHW HEOMPOBEPXWUMO [OKasanu, 4To crie-
QyeT oTnuyaTb (PU3NYECKOe MNPOCTPAHCTBO, B KOTOPOM Mbl XWBEM, OT pas3nuy-
HbIX MaTemMaTM4YecKMUX MNOHATUI NPOCTPaHCTBa, CAyXaliuMx A8 ONMcaHWUA CBOWCTB
3TOro MpPOCTPaHCTBa, BYy/brapHbli MeTapu3nyecKnii B3rnsg, OTOXAECTBAAIOLLMNIA
(hU3nMyeckyto [LeliCTBUTENIbHOCTL C OTpaXkalolell ee MaTeMaTUYecKoin MOAesblo,
CTa/1 HeCOCTOATENIbHbIM. TeM caMbIM OTKpblack Aopora K jasbHelilleMy pasBu-
TUI0O MaTemMaTUYecKoro MOHATUA MNPOCTPaHCTBa M B TO XXE€ BpeMs K ry6oKomy
M3y4yeH0 (U3NYECKOl CTPYKTYpbl MNPOCTpPaHCTBA.

3. CBOMM OTKpbITMEM M BCEl CBOE Hay4HOW AeATeNbHOCTbIO OHWU 3 dek-
TMBHO Croco6CTBOBAAN CO34aHWIO NPaBU/LHOIO MaTepuarMCTUYECKOro B3rnsga
Ha OTHOLLUEHMEe MaTeMaTUKU W [elAcTBUTeNbHOCTM. OHW, MeXAy Mpo4YMM, CO3Ha-
Te/IbHO 60p0NUCH MPOTMB MAeaSIMCTUYHECKMX B3rNS40B O NPOU3BOSIBHOCTU OCHOB-
HbIX MOHATUW MaTeMaTUKM W OLHOBPEMEHHO 60ponvcb NPOTMB MeTagusnye-
CKOro B3rfs4a, Hamnpas/IeHHOro Ha HeAO0OUEHKY W OrpaHWYeHue poam N 3Hade-
HUS MaTeEMaTUKMW.

K aTum Tpem nyHKTam cnefyeT [06aBUTb HEKOTOPbIE 3ameyvaHus.

K nyHkTy 1: OnpoBepXeHMe KaHTOBCKOM KOHLUenuuu 6eccnopHo
ABWNAacb 3Ha4YMTeNbHOW Mobefoil maTepuanmama. B kHure: ,,MaTepuanusm u
amnupuokputuymam®“ B. WN. SleHnH nunwet:'2d ,lMpu3HaBas CcyLlecTBOBaHUe
00BEKTUBHOW peanbHOCTW, T. €. ABWXKYLLENCA mMaTepuy He3aBUCMMO OT Hallero
CO3HaHWA, mMaTepuannmim HeusbexXHO [O/DKEH [Mpu3HaBaTb TakXe 00beKTUBHYIO
peanbHOCTbL BpPeMeHU W MPOCTPaHCTBa, B OT/INYME, Mpexae BCero, OT KaHTMaHCTBa,

2 B. . NeHnH, CounHeHus, H3g. 4-oe, T. 14, cTp. 162.
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KOTOpPOe B 3TOM BOMpoca CTOMT Ha CTOpPOHE Wieanv3Ma, cuuTas Bpems U
NPOCTPaHCTBO He OO0bEKTUBHOW peasbHOCTbIO, a (opMaMu YesI0BeYecKOoro
cosepuaHma.”“ Ha HeckonbKo cTpaHuy Huxke (cTp. 173) B. V. JleHuWH npogon-
aeT: ,,Of0HO [enio BOMPOC O TOM, KaKk MUMEHHO MNPy MOMOLLM pas3fIMYHbIX OpraHoB
YyBCTB 4YefIOBEK BOCMPUHMMAaeT MPOCTPAHCTBO WM Kak, MyTemM [AONAroro ucTopwu-
YeCKOro pasBUTUSA, BbipabaTbIiBAOTCA M3 3TUX BOCNPUATUIA abCTPaKTHbIe MOHATUSA
npocTpaHcTBa — COBCEM [Jpyroe fAefio0 BOMNPOC O TOM, COOTBETCTBYET /M 3TUM
BOCMPUATUAM M 3TUM MNOHATUAM YesI0BeYeCTBa O0O6BLEKTMBHAA peasibHOCTb, He3sa-
BUCUMaA OT 4esioBeyecTBa.” B. V. JIEeHNH KOHYaET 3Ty MbIC/Ib TaKMMU CNIOBaAMMU:
»Haw ,onbIT“ 1 no3sHaHMe Bce 6o0/lee NPUCMOCO6NAOTCA K OO6BLEKTUBHOMY
NPOCTPaHCTBY W BPeMeHM, BCe NpaBuibHee U raybxe mx otpaxasn.“ (Ctp. 174.)

B cBA3X C 3TMM BOMPOCOM BO3HMKaeT npobnema: 3a KaKkyl T[eoMeTpuio
CTOMT OnbIT. W3BECTHO, YTO peLleHMeM 3TOl MpobfemMbl 3aHUManbcs ewe H. .
JlobaueBckuin. Cnegyetr OTMETUTb, YTO J106a4eBCKMUIMW Ha OCHOBaAHWW acTpo-
HOMWYECKNX W3MEPEHUI cTapancs YCTaHOBUTb CYMMYy Yr/10B TpPeyrosibH1Ka,
a B/USIHWE MOrPeLUHOCTE/ U3MEPEHUSI OH CTapascs y4YeCTb MPUMEHEHWEM Teopuu
BeposAiTHOCTe. C 3TOM UeNbd OH MNPOBeN LeHHble uccnefoBaHUA B 061actu
TEOpMN BEPOSATHOCTEN, B TOM YUCNE OH MuUccefoBan pacnpegeneHns CyMwbl
paBHOMEPHO pacnpefeseHHbIX N He3aBUCUMbIX Cly4daiiHbIX BeMyuH. H. V. JToba-
YeBCKWUW WCXOAMA M3 TOro, 4YTO ecnn Obl BbISICHWIOCb, YTO €CTb TaKoWh Tpey-
roflbHUK, CyMMa Yr/ioB KOTOPOro MeHblUe [ABYX MPSBbIX Yr/0B, TO 3TUM 6bIN10
6bl [OKa3zaHo, 4TO B ()M3MYECKOM MPOCTPAHCTBE [eNCTBUTE/IbHA HEeBKANA0BA
reomMeTpus; 3To, OAHaKO, He MPOTMBOPEYMSIO Obl [ApeBHeMY OMbITY, 4YTO B Mac-
wTabax 3emMan 3aKOHbl eBK/NLOBOW reomMeTpun B npefenax TOYHOCTM M3Mepe-
HUS AeliCTBUTENbHbI, Befb, €C/iM abconiTHasA efuMHMUa paccTosHUA runepbonum-
YECKOW reoMeTpMU OYeHb Be/IMKa, TO OTKJ/IOHEHMEe OT eBK/IMA0BOW reoMeTpuun
6b1/10 6bl 3aMETHO TOMBKO B TOM C/lyyae, ecnuM uccnefoBaTb reoMeTpuyeckue
urypbl nopsigka Be/IMYMHbBI, COOTBETCTBYIOLLEr0 3TOW eauHuue (B OTHOLLUEHWUM
CYMMbl YrfI0B MOJSIOXKEHWE Takoe, 4TO AeUUMT Cy/MMbl YIN0B MPOMNOPLUOHANeH
nnowanM TpeyrosnbHUKa). TakMm 06pa3oM, HEBO3MOXHO AoKasaTb W3MEPEHUSMMU,
YTO BO BCell BCEMIEHHOM 3aKOHbl EBKINOBOW FeonreTpun AenNCTBUTE/bHbI, Befb
BCcerga OCTaeTcs BO3MOXHOCTb, 4TO B cCamMOM Jefie runepbonnyeckass reomer-
pus  OeAcTBUTENbHA, TONbKO eAUHMLA PacCTOSAHMA ee O0YeHb BeNMKa, Aaxe Mo
CpaBHEHMIO C HaMBOMbLLINUM U3MepeHHbIM paccTosHueM. Kak bosaun, Tak un Jloba-
YeBCKWI TakK CTaBUAX BOMPOC: [AelACTBUTENbHO /M60 eBKNMAOBa, NMb60 HeeB-
KAngoBa reomMeTpum. B HacTosillee BpeMs Mbl YXe 3HaeM, 4TO HenpaBW/IbHO
CTaBUTb BOMPOC B TaKoW hopme.

Co BpemeHW wuccnegoBaHuin bBosan ©n Jlo6auyeBCKOro reoMeTpusi U
thusmka cgenanu 6onbLlUoi war Bneped. fanblie pa3sBuBas U 0606W,as reHuasnb-
Hble ycriexn Boaun u JlobayeBCKOro, PvmaH OTKPbIN TPETUA BUL FreOMeTpUn:
ANNMNATUYECKYIO reoMeTputo. PesynbTaTbl UccnefoBaHuii PuMmaHa 6blibl MCNOSb-
30BaHbl JWNHLWTeWHOM npu co3gaHuM ob6ueli Teopunm OTHOcMTenbHOCTU. Co
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BpeMeHN DMHLWTEWHA Ham M3BECTHO, YTO CTPYKTypa (hM3nM4ecKoro npocTpaHcTBa
3aBUCMT OT pacrnpefeneHns matepun, U MOXeT ObITb oOnNMcaHa C MOMOLLbHO
3NINNTUYECKON reoMeTpUK, COOTBETCTBYIOLLEN KOHUEHTpauunm mMatepun. Takum
obpasom, uccrnegoBaHus bosn un JlobavyeBCKOro (paKTUUYECKU NPOABUHYMN [A€/10
nccnefgoBaHMs (PM3NMYECKOro MNPOCTpPaHCTBa BMepes, TakK KakK Cco3faHune reomeTpun
PumaHa sBnsieTcA NpPOAO/DKEHMEM MyTW, HavyaToro boanm un JlobauyeBCKUM.
MeHee WM3BECTHO, YTO U runepbonmMyeckass reoMeTpusi MUMeeT 060/blLUee 3HaYeHue
B TEOPUM OTHOCMTENLHOCTW, B CBA3M C TpaHchopmauymein JlopeHua. Ccblnakwcb
Ha 8§ 11 3ameuaTenbHoit cTaTbu B. H. [OenoHe,-2 ,[eomeTpus H. WN. Jloba-
YEeBCKOro0“, B KOTOPOM YyKaszaHOo, 4YTO TpaHchopmaums JlopeHUa HYXHO pac-
cMaTpmBaTb KakK ABWXEHUS TuUnepb0nmyecKoro npocTpaHcTea.

K NYHKTY 2. BbIACHEHNEM MOHATMSA (U3MYECKOro MPOCTPaHCTBaA U [eo-
METPMYECKOr0 MOHATUS MPOCTPaHCTBa OTKpPblAacb fopora nepef AasbHeRWum
pasBuTUEM reomeTpun. [eomeTpua ocTana ObiTb HayKOW BTOPOCTEMEHHOrO
3HauYeHUs U CcTasla paBHOUEHHbIM pasfjesioMm MaTemMaTuKW, a OLHOBPEMEHHO C
3TUM 3HAYUTENIBHO pacluMpunca Kpyr ee 3agad. CoBpemMeHHas reomMeTpus saHuUmMa-
€TCA YXe He TOMbKO OnucaHMemMm 06bIYHOTO (OM3MYECKOro MpPOCTPaHCTBa,
NOHATUE NPOCTPAHCTBAa WCTO/IKOBLIBAETCA reoMeTpueli B 60see o06WieM Buge,
Hanpumep, reoMeTpus 3aHMMaeTca MNpPOCTpaHCTBaMU pasMepHOCTWU [, JaXke Mpo-
CTpaHCTBaMM 6ECKOHEYHOW pasMepHocTM M T. 4. B cBA3M ¢ atumm obwmmmn
NpocTpaHcTBaMn CMNOBO ,,MPOCTPAHCTBO B MaTeMaTMKe B HacTosILlee BPems yno-
TpebnsieTcd B OTBNIEYEHHOM CMbicne. ["eomeTpus, anrebpa w aHaaM3 cnvBaroTCsA
B 60/1ee BbICOKOE €4MHCTBO B COBPEMEHHOM (DYHKLUMOHa/IbHOM aHanmse. B 3Tux
NUCCMefloBaHNAX 3HAUUTENbHYIO pPoOJib Urpain U UrparwdT W BEHIepCKWe MaTe-
MaTUKW: 3acnyra co3fjaHus TMOHATUA TOMOMOrMYeCcKOro npocTpaHcTBa MpuHai-
nexunT ®pugbewly Puccy, OH >Xe B 3HAUMTENbHOM Mepe Aanblue pasBui TEOPUH
npoctpaHcTB MunbbepTa. Ob6WMe NpocTpaHCTBa NOMYUYUNIM BaXKHOE NMPUMEHEHMWE
n B (hM3MKe, TaK, Hanpumep, MNPOCTPAHCTBO pa3mMepHOCTM 4 B TeOpUM OTHOCHU-
Te/IbHOCTW, MPOCTPAHCTBA PasMepHOCTM B CBA3M C MOHATMEM TaK Ha3bIBaemMoro
(ha3oBOro MpPOCTpPaHCTBa, HamnpuMmep, B CTATUCTMYECKOW MeXaHWKe, Teopusi Mpo-
cTpaHcTBa MmnbbepTa B KBaHTOBOMW MexaHuMKe M T. 4. CnoBo ,reometpua“ B
HacTosiLee Bpems BKAKO4YaeT B cebsa ropasgo 6onblie, 4eM MaTeMaTUYECcKoe
onuncaHne peanbHOro (GM3NYecKoro npocTtpaHcTBa. bonbwas CoBeTckas SHUUK-
nonegmsa o6 stom nuweT: ,MccnegoBaHme 3TUX abCTPaKTHbIX MaTemMaTU4ecKux
NPOCTPaHCTB BOBCE He MMeeT CBOei efMHCTBEHHOW LENbK Cco3daHMe 3anaca
rMNOTETUYECKMX CUCTEM OTPaXeHUs CBOMCTB peasibHOro mnpocTpaHcTBa. [Mpak-
TUYECKNE TMPUMEHEHNS COBPEMEHHOW TFeOMETPUM Ype3BblYalHO LWKMPOKK. Ha-
npMMep COCTOSIHME MeXaHWYEeCKOWM CUCTEMbl W3 MaTepuanbHbIX TO4YeK wu3ob6pa-
XKaeTca TOYKOM (ha30BOr0 MPOCTPaHCTBa CUCTEMbI, KOTOpPOe, BOOOLLe TFOBOpS,
6a-mepHO (Toyka (hacoBOro npocTpaHcTBa onpegensietca 3M AeKapTOBbIMU
KoOpAuHaTamu N MaTepuanbHbIX TOYEK 1 3 I KOMNOHEHTAMW U3 CKOPOCTEN), n.T. 4.“

2 Vctopua Hayk B CCCP.
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(BC3, 1. 1, ctp. 615.) BoT no4yemy Mbl He MOXEM COr/lacCUTbCA C MO3ULUEN
COr/lacHO KOTOpOW reomeTpusi cTasia OAHUM M3 pasfenoB (u3nku.-3 Takoi nog-
X0 03Hauyan 6bl BO3BpalleHMEe K ycTapeBlUeil no3MUMM MeXaHW4YecKoro mare-
pnanmima. CTOPOHHUKOM TakOoro B3rfsfa MOXET ObITb TO/bKO TOT, KTO B MpO-
TUBOBEC MPUHATOMY B HacTosllee BpeMs YNoTpeb/feHUIo cnoBa, Mnoj reoMeTpuei
nogpasymeBaeT (hM3MUYeCKOe uccefoBaHMe (M3MYecKoro npocTpaHcTBa. OfHaKo,
B TakKOM C/iyyae YTBEpPXKAEHWEe CTaHOBWUTCA HWUYEro He 3Hayalium, SB/SETCA
TaBTONOrMeln. B3rnsg, cornacHo KOTOPOMY reOMeTpusi CTasla COCTaBHOM 4acTbio
(M3MKKM, MO CyLlecTBY O3Ha4yaeT OTPULAHWE MaTeMaTWMKWU, KakK CamMoCcToATeNbHOM
HayKW; TaKOW B3rnsg MPOTUBOPEYUT AUaNeKTUYECKOMY maTepuanusMy W BpefeH
AnA pasBuTus Haykn. CoobpaXKeHwe 0 TOM, UYTO reoMeTpus SABNSETCA COCTABHOW
4acTblo (M3NKKU, KOPEHHbIM 006pa3oM MPOTUBOPEUUT YKasaHHbl.« C/I0Ba.« TOB.
N. B. CTannMHa 0 reomeTpun, Befb OYEBUAHO, YTO (PU3MKa WK3Yy4vaeT Tena He
KaK ,,Tena, NULIeHHble BCAKON KOHKPETHOCTU®. [uaneKTUYecKuii MaTepuanusm
YUUT, 4YTO MpPesMETOM MaTeMaTUKU CAYy>XaT MPOCTPAHCTBEHHblE (DOPMbl U KO-
YeCTBEHHbIE OTHOLUEHUS MaTepuanbHoro Mupa. [pegmeToM (U3MKK, B CBOKO
oyepefdb, SBNSETCA WCCAeAOBaHMWe CaMOl MaTepyM W 3aKOHOB €€ [BUXEHWUS.
OueBUAHO, YTO 3TO pasHble Beww. K3 cKasaHHOro crefyeT 4To (hU3MYECKUe U
MaTeMaTU4YecKne uccefoBaHUsA [LO/DKHbl UMETb TECHYH CBSA3b, (DU3MKM U maTe-
MaTUKWM [O/DKHbI TecHelwnm obpa3om CoTpyAHMYaTb. 3TO HEOBXOAMMO Mnojuyep-
KHYTb C OfHOI CTOPOHbI A7 TOro, 4TO06bl OTMEXEeBATbCS OT HENpaBWU/IbHOM
nosuumMm wngeannusM nponoBeayLLero camouenb MaTemaTuku, a ¢ ApYyroi cTo-
POHblI NOTOMY, 4YTO B 3TOW 06/1acTU Yy Hac elle He YCTAHOBJ/IEHO [0CTAaTOYHO
TecHOe COTPYLHWYECTBO.

OTKpbITUE reomeTpun Bosan—Js106a4eBCKOro WMMeN € TOYKM 3peHUs pas-
BUTUS MaTeMaTVK/ PeBOJIOLMOHHOE 3HAaYeHUe M 0Kasano WUCKAKYUTEbHO 60/1b-
Loe BMSHME HA pa3BUTMe BCeli MaTemaTuku. VccnegoBaHnst Bossm mn Jlobaues-
CKOro B 061acT¥ aKCMOMaTM4ecKOro noCcTPOeHUs reoMeTpUU MOSIOXWUAWM Ha4vasno
pasBUTUIO COBPEMEHHOIN0 aKCMOMaTUMYEeCKOro meTtofa B maremaTuke. B cBAsun C
HeeBK/MAOBOW reoMeTpueli BhepBble BO3HUK BOMPOC O TMOMbHOM akcuomaTu-
YeCKOW CUCTEMbl, 00 OTCYTCTBUM B Hell MNpoOTMBOpeYnin, npobrnema co3gaHus
MoZenn W T. 4. B cBA3M C 3TMM BOMPOCOM CCblalcb Ha goknag J1. Kanbmapa.
TonbKO OTMeYaw, 4YTO aKCMOMaTuyecKuii MeToh npuobpen 60/bLIOE 3HAYEHUE
He TONbKO B MaTemMaTuKe, HO U B (u3mKe. B Bonblioii CoBeTCKOW 3HUMKO-
negum 06 3TOM MULIETCA cnegytowlee: ,,IMONOXKUTE/IbHOE 3HAYeHWe akcMomaTu-
YeCKMIA MeTOA W3M0XKeHUs npuobpen B MeXaHWKe U B TEOpPeTUYECKOW (hU3mKe.
AKCMOMaTM4YeCcKoe NOCTPOEHME CTAaTUKM BOCXOAUT elle K ApXuMeay, BCell Knaccu-
YeCKOM MexaHUKM — HbTOHY. KrnaccMyeckMm MNPUMEPOM aKCMOMAaTUYECKOro
N3N0XKeHNA pasgena QU3nKn MoXXeT CNYXUTb TepmogmHamuka.” (6C3,T.1.cTp. 616.)

OueHb MHTEpPecHO WucCnefoBaTb, B KaKoW cTeneHu camu boau wun Jloba-

2i Hanpumep H. B. MapkoB B cTaTbe ,,.3HayeHune reomeTpum JlobauyeBCKOro A

husmkn* (Punocockre BOMPOCHI COBPEMEHHOW wm3mkn. MockBa 1952, cTp. 212) nuweT:
.. EOMETpUs, cnefoBaTe/lbHO, eCTb BETBb, OTPac/b, YacTb (U3UKK“.
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HeBCKMWIM 0CO3HaNM UWAe00rMYeckne nocaeAcTBUSA COO6CTBEHHOIO OTKPbITUS.
Hactoawwmii goknag npexzge BCero MOCBALWEH WAEO0NOMMYECKOMY 3HAUYEHUIO [eo-
meTpun bBosn—JlobayeBCKOro, a He camMoMy MUpPOBO33peHU0 bBosm u Nloba-
yeBCcKOro. OfHaKo, CKasaHHble MOKa3blBalT, 4YTO HAHOW BoAun Takxke, Kak ”
H. . Mob6ayeBCKUIA 6b/IM B OCHOBHOM BOWHCTBYHLLMMU MaTepuanncTamu;
Heo6X0AMMO, KOHeYyHO, Y4eCTb, YTO OHW He MOrM 3HaTb [AMasIeKTUYe-
CKOro martepuanumsma. B mbiwneHnn HAHowa Bosaun 6bian ewe metadmsmyeckue
3NeMeHTbI, OHAKO, [AMaNleKTUYECKOe MbILLU/IEHME eMy He 6bln0o 4Yyxago. Ons npu-
Mepa npuBeLy MasieHbKyl UuuTaTy. B Tpyde 0 KOMMJEKCHbIX uyucnax bosau
nuweT: ,,Bo3bMeM KpoMe 3TOro Kakyl Nn60 coBceM cy6CTaHLUManbHY BeLlb:
Hanpumep Hyfnb, TaK KaKk HUYTO eCTb TO/IbKO J/MWb OTpULaTeNbHOe MOHATUE
N ecnn paccMOTPeTb 3TOT BOMPOC 61MXe, TO JIErKO MNOHATb, YTO HEBO3MOXHO
0603HayaTb HMYTO W MoOABepraTb ero onepauusm. Henb3a yTBepXpaTb W TOro,
4yTo, Hanpumep, a + O paBHO @& MOTOMY, 4YTO B 3TOM C/ly4ae HUYEro He HYXHO
npmMbaBUTb K @, TaK KaK MO0 3TOW >Xe NpuyMHe Heobxoanmmo 6biNo 6bl yTBEpP-

OUTb U To, 4To Q & Takoil 6onee cTporuii MOAXoA cpasy MOKasbIBaeT, YTo

mMeTausmka wn3noxeHus Hynb (O) 4O cCUX NOP oOnMpanacb Ha BecbMa JI0XXHOe
ocHoBaHue.” (CTp. 240—241.) CpaBHMM Tenepb 3TW C/loBa C CNoBaMn JHTresibca
0 Hyne, B NpuMedaHusxX K ,Juanektnke npupogbl“:2 ,Hynb obnagaet Becbma
onpefenieHHbIM cofepXaHuem.”“ CpaBHeHVe 3TO, KaXeTCA, He HYXX[AeTCA B KOM-
MeHTapusX, TakKXe KaK W BbICKa3blBaHUA 3Hrenbca u bosu, BblbpaHHble B
KayecTBe 3aNuUrpaoB HACTOALLEro A0OKNaja, KOTOpPble SICHEe BCEro [A0KasblBalT
MaTepuanucTuyeckmne B3rnagbl boau.

CKaszaHHbIM £ >Keflasl NoKas3aTb, KakMM OFPOMHbIM, 3HAMEHYIOLUM 30Xy
co6bITMEM WCTOPUM MareMaTukmm SIBUNOCb OTKPbITWE reomeTpun Bosu—IJloba-
YEBCKOr0 M Kakoe 60/blLIOe 3HAYeHWe OHO UMeeT Ans 6opbbbl MaTepuanmsma
C ngeanuamoMm. Mbl BUgenn, 4YTO OTKPbITUE reo.meTpun BoAn—IJslobayeBcKoro
AABM/IOCb HOBOW N06efoi MaTepuasMcTUHeCKOro MUPOBO33PEHUS, pa3rpoMUBLLENRA
,»0pelbl, POXAeHHble (haHTasMen*“ mngeannsma. OTO Xe OTKPbITUE OMPOBEPrHYO
HenpaBUNbHbIA KaHTOBCKWI B3rNsf Ha NpoCTPaHCTBO, U OAHOBPEMEHHO OCBETWU/O
HEeCOCTOATE/IbHOCTb MeTaM3NUYecKMUx B3rnagoB. TakMm 06pa3om, OHO MpaBu/bHO
06BACHUNO COOTHOLUEHWE MaTeMaTUKM K  Je/iCTBUTENIbHOCTM Boo6we. Mbl,
BEHIrepCKMe MarTemMaTuky, Jajblle MPoOJo/HKaa HayyHOe Hac/eACcTBO FophocTu
BEHrepCcKoi Haykum $Howa BosAn, BbICOKO MNOAHWMMAEM 3HaMsi MPOrpecCUBHON

Hayku. ,Hayka 3HaeT B CBOEM pasBUTMM HEMaNo MYXXeCTBEHHbIX J04eN,
KOTOpble yMenu nomaTb CTapoe W co3faBaTb HOBOE, HECMOTPS HU Ha KaKue
NpensTCTBUS, BOMPeKM BCEMY* — TroBOpUT ToBapuw, CTanuH. K uucny Takux

WMEHHO fogen, oTHocuTca $HAHow bBosn. B cBoeli noBcegHeBHOW paboTe Mbl
LO/DKHbI YepnaTb cuiy u3 nNamsatu fAHowa Bosfn, reHMasbHOro maTeMaTuKum,
CMefnio 6opoBLUErocs MPOTUB BEKOBbIX MPEAPaCcCYAKOB 3a HayuHyH MpaBgy.

24 AvanekTvka npupogpl, n3a. 6-o03 (Maptmsgar, 1935), ctp. 115.



O MNOHATUIN TIPOCTPAHCTBA B TOononoruun

M. C. A/IEKCAHOPOB (Mocksa)

OfHUM U3 OCHOBHbIX MOC/MEACTBUIA CO34aHUSI HEEeBKAWAOBON reomeTpuu
SIBU/IOCb MO3HaHMe Toro hakTa, YTO CMCTeMa €eBK/INAOBOV FEOMETpUM He ABsieTcs
€JMHCTBEHHOI MbIC/IMMO reoMeTpMUUecKon cucteMoii. Takum 06pa3oM, BO3HMKNA
npo6sema M3y4yeHUs pas3INYHbIX CUCTEM TreOMeTPUYECKMX 06pa3oB, YAOBMET-
BOPSOLWMX TeEM WM WMHbIM akKcMoMaM. PasnnyHblie TakuMe CUCTeMbl FeOMeTpu-
yeckmx o6pasoB (,,MHOroobpasma“ wam ,,abCTpakTHble MNPOCTpaHCTBA®) coCTaB-
NAT MPeAMEeT M3yYeHUs1 Pas/IYHbIX FeOMETPUUECKUX AUCUMNAWUH  (pa3fMyHbIX
,»,TEOMETPUIn‘).

B HacToAwem foknage Hac WHTepecyloT Te akKCMOMaTU4YeCcKW BBefeHHble
reoMeTpmnyeckme COOTHOLUEHWUA, KOTOPble Ha3biBakdTCA TOMO/IOTUYECKUMU N U3Y-
YEHMEM KOTOPbIX 3aHMMaeTCA TOMOJSI0IrnA.

BnepBble Ha NyTb aKCMOMATUYeCKOro U3y4YeHUs OCHOBHbIX TOMOSI0rMYeCKUX
MOHATUI Npefena M HenpepbIBHOCTW BCTYNWAW (paHLy3cKuii MatemMatuk Mopuc
dpelwe ¥ BbIJAOWNIACA BEHrepCcKUin mMatemMaTuk ®puibews Puce nNpuMepHoO B
0HO X TO >e BpeMsiokosio 1906 roga. Ppewe B CBOel pgucceptaumm BBen
Takue HblHe MPOYHO BOLWIefLINe B MaTEMaTUKY MOHATUA, KakK [MOHATUA MeTpU-
YeCKOro nNpoCTpaHCTBa, KOMMAKTHOCTW WM MOMIHOTbI; KpoMe TOro, B AuccepTauum
dpelle UMEOTCS MHOFOYMC/EHHbIE MOMbLITKU MOAONTU K MOHATWMIO TOMOJOIKU-
YeCKOro MpocTpaHcTBa, T. e. JaTb aKCMOMaTUYecKWin MOoAX0[ K OCHOBHbIM TOMO-
NIOTMYECKUM COOTHOLUEeHUAM (MpedenibHas TOYKA MHOXECTBa, HENpPepbIBHOCTb
0TO6paXKeHNA) HEMOCPEeJCTBEHHO, MWHYS MOHATME paccTosHusA. OAHaKo, B
3TOM OTHOWeHUN dpelle ycrnexa He MMen: CpeayM MHOTOYUCNEHHBLIX, MNpPeaso-
XKEHHbIX WM BapuaHTOB MOHATUS TOMOMNOIMMYECKOr0 MPOCTPaAHCTBA HU OAUH He
MOXET cuMTaTbCa ygaBliMMcA. C ApYyroi CTOPOHbI, NPUOAU3NTENIBHO B 3TO XKe
Bpema @®. Puce ¢opmynmpyetr akcMombl TOMOMNOTMYECKOr0 MpPOCTPaHCTBa, He-
NOCPeACTBEHHO aKCMOMaTu3NPpys MOHATUE Mpefe/lbHOM TOUYKM U NPUXoas Takuwm
o6pa3oM K Kfaccy TOMOJIOTMYECKMUX TMPOCTPaHCTB, KOTOPbIA Moj Ha3BaHWEM
knacca Ti-mpocTpaHCTB — 3aHAN B COBPEMEHHOIM TOMOMOrUU BMOJIHE
OKOHYaTe/IbHOe MEeCTO.

WNTaK, nepBbIM YyAayHbIM BBefeHMEM TMOHATUA TOMNONOrMYECKOTro
npocTpaHcTBa Hayka o6s3aHa . Puccy. [Mpy 3TOM BecbMa nNpuMedaTesibHO,
w0 @, Puce npeanoxun cpasy Xe MpsMyl0 akCMOMaTWKy TOMosi0rm4yeckoro
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MpocTPaHCTBa, T. €. aKCMOMATWUKY, Kacalollylcs HernocpeACcTBeHHO TOMOoorn-
YeCKM WHBAPUAHTHbIX COOTHOLIEHWI (B faHHOM cflyyae, COOTHOLUEHUS MeXAay
MHOXECTBOM W MHOXECTBOM €ro MpefesibHbIX TOYEK) M He MoMb3yloLlylocs
HUKaKMM BcroMoraTe/lbHbIM annapaTtoM (KakuM SIBMSETCS, HanpuMep, MOHATUe
CUCTEMbl OKpPeCcTHocTeld). Ha 3Tom nocfefHeM MOHATUM aKcMomMaTuKa TOMosoru-
YecKMX MPOCTPaHCTB MOCTpoeHa Xaycpopdom B 1914 rogy, B ero W3BecTHOWA
KHUre Mo Teopun .MHOXKECTB. AKcuomaTuka Xaycgopda onpeaensieT npo-
CTPaHCTBa, W3BECTHble MOJ Ha3BaHMEM Xaycaop(oBbiX WAM  T2MNpPOCTPAHCTB.
3T0T Knacc sABNsieTcs 60siee Y3KUM, YeM Kfacc BBefeHHbIX Puccom “~-npo-
CTPAHCTB U BbIfeNseTca CPean HUX 6osiee CUbHOW, Tak HasbiBaeMoi xaycaopdo-
BO/i aKCMOMOW OTAENUMOCTHU.

B HacTosillee Bpems KraccuuKaumMa TOMOMNOTMUYECKMX MPOCTPAHCTB MO
akCcMoMaMm OTAe/IMMOCTU YXXe BMOJSIHE Oonpefennfiacb U MMEeEeT crefylowmii Bua,
MoHsATME TOMOJIOTMYECKOr0 MPOCTPaHCTBA B LUMPOKOM CMbIC/e C/I0Ba, He npej-
nonaraeT HMKaKMX akCMOM OTAENIMMOCTW: Nof TOMOMOrMYeCKMM MPOCTPAHCTBOM
POHUMAETCS MHOXECTBO 3/1EMEHTOB MPOW3BOJIbHOW MNpMpoAbl (Ha3biBaEMbIX TOU-
KaMu MpPOCTPaHCTBA), B KOTOPOM BblAeNeHbl HEKOTOPble MOAMHOXECTBA, Hasbl-
BaeMble OTKPbITbIMA MHOXeCTBaM/ [aHHOro MNpocTpaHCcTBa; MpW 3TOM Mpefd-
MonaralTcA BbIMO/HEHHbIMWU CleAylolnMe aKCMOMbl TOMONOTMYECKOTO
npocTpaHcTBaA:

cymma nw6oro uymcna M nepecedyeHne KOHEUHOTrOo uywucna
OTKPbITbIX MHOXECTB CYTb OTKPbITble MHOXeCTBa; BCE MNpPO-
CTPAHCTBO U MYCTOE MHOXECTBO ABMSTCSA OTKPbITbIMU.

3aMKHYTble MHOXECTBa OMPEAensitoTCsl KaK [OMOMIHEHUSI K OTKPbITbIM.
OueBUIHO, 3aMKHYTbleé MHOXECTBa YAOB/IETBOPSIOT  C/eAyHOLMM YC/TIOBUSIM:
nepeceyeHne N6GOro 4ymMcra M CymmMa KOHEYHOrOo umcna 3aMKHYTbIX MHOXECTB
3aMKHYTbI; BCE MPOCTPAHCTBO W MYCTOE MHOXECTBO SIBASKOTCS 3aMKHYTbIMU
MHOXecTBaMu. OTclofa BbITEKAeT, UTO MepecevyeHne BCEX 3aMKHYTbIX MHOXECTB
npocTpaHcTBa AY, COfepXXallluX AaHHOe MNPOM3BO/IbHOE MHOXecTBO M, ecTb Hau-
MeHbllee 3aMKHyToe MHoxecTBo [M], cogepxauiee mMHoxecTBo M ; MHOXecTBO
[M] HasbiBaeTcss 3aMbikaHueMm MHoxecTBa M, aero Toukn — Toukamu
NPUKOCHOBeHUS MHoxecTBa M

Onepauus 3amblKaHUs, CTaBsilas B COOTBETCTBME KaxKAoMy MHoxecTsy M
ero sambikanue [M], yaoBneTBopsieT cnegylowUmM YC/OBUEM:

1° M, u M\ [Nd] u

2° M~ [M],

3° [[M]] = [M],

4° 3amblKaHuWe MyCTOro MHoXecTBa nycTta: [./] .

MOoXHO0 6b1/10 6bl ONpPeAennTb TOMOSOrMYECKoe MPOCTPaHCTBO, NOTpPe6oBas,
yToGbl AN Kaxgoro nogmHoxectBa M gaHHoro mHoxectBa R 6bino onpegeneHo
3aMblkaHue [M] Tak, uToGbl MpW 3TO.M BbIMOMHANMCL YCnoBUSt 1°—4°; nocne
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3TOr0 3aMKHYTble MHOXeCTBa OMpeAe/uinch 6bl, KaKk MHOXeCTBa, COBMajatoLyue
CO CBOMM 3aMblKaHWEM, a OTKpbITble — Kak MHOXeCTBa, [AOMOJIHUTeNbHbIE K
3aMKHYTbIM. OnpegeneHHble TakuM 06pa30M TOMOJIOFMYECKMEe MPOCTPAHCTBA CYTb
B TOYHOCTU Te caMble, KOTOpble Mbl OMPEAe/IUIN CHavyana NocpeicTBOM OTKPbITbIX
MHOXeCTB. Takoli Ccrnoco6 BBefeHUSI TMOHATUS TOMOJIOFMYECKOro MpPOCTpaHCTBa
npuHagnexmt KypaToBckomy (1922), KOTopblii Takum 06pasoM W sABAsieTCS
aBTOPOM COBPEMEHHOro Haumb6o/siee WMUPOKOTO TOHATUS TOMOMOrMYECKOro
NpoCcTpaHCTBa.

MMocTeneHHOe CyXKeHWe Kracca TOMOMOrMYeCKMUX MPOCTPAHCTB OCYLLLECTBSA-
eTCsl MoCpeAcTBOM BBefeHWUS BCE YCUNMBAIOLLIMXCS aKCMOM OTAENMMOCTU. HasoBeM
OKPECTHOCTbIO AaHHOI0 MHOXEeCTBa (faHHOW TOUYKM) N060e OTKPbITOE MHOXECTBO,
cofepykallee 3TO MHOXeCTBO (3TO TOYKy). [locnefoBaTeNbHble aKCMOMbl OTAEN-
MOCTV (DOPMYNIUPYIOTCS TakK:

Akcnoma TO (KonmoropoB). W3 BCAKMX [BYX PasMUHbIX TouekK
MpocTpaHCTBa MO KpaliHeli Mepe 0AHA WMeeT OKPECTHOCTb, He COAepXKallylo
BTOPYIO TOUKY.

Akcunoma T, (Puce). V3 MNpousBofibHbIX [BYX PasfMyHbIX TO4YeK Mpo-
CTpaHCTBA KaXKaasi MMeeT OKPEeCTHOCTb, He COAepXKalllyto BTOPYH TOUKY.

Akcuoma T2 (Xaycaopd). J/liobble aBe pa3nMuHble TOUKM NPOCTPaHCTBA
UMEKT HenepeceKawLnecss OKPECTHOCTU.

AKcuoma T-. KakoBbl 6bl HM 6bIIM TOUKA X W 3aMKHYTOE MHOXECTBO
®, He cogepxalwime 3Ty TOUKY, TOUKa X W .MHOXECTBO @ MMeEIT Henepece-
KaloLLMECss OKPECTHOCTU.

AKcunoma 7). Bcsakve gBa HenepeceKaloUMecss 3aMKHYTble MHOXECTBa
MMEIT HenepeceKatolwmecss OKPecTHOCTHU.

Akcuoma Pucca I, akBMBasieHTHa TpeboBaHUIO, YTOBbl BCAKOE MHOXECTBO,
COCTOSILLLEE W3 OfHOW TOYKW, Obl/I0 3aMKHYTbIM. [103TOMYy W3 OTAEIMMOCTU
(MocpeacTBOM  OKPECTHOCTEN) 3aMKHYTbIX .MHOXECTB He crefyeT OTAe/MMOCTb
TouekK. UT06bl He OCMOXHATb 4Ype3MepHO BCHO CUCTEMY, Mbl HasbiBaem Ti-
NPOCTPaHCTBamMM WAN PUCCOBCKMMM  MPOCTPAHCTBaMX  TOMOMIOTMYECKNe rpo-
CTpaHCTBa, YAOB/MeTBOpAOLWMe akcumome T, a -npocTpaHcTsa, YLOB/ETBOPS-
louime akcuome 8 cooTB. T4 HasblBaeM Tr cooTB. ”-npocTpaHCTBaMu, ~-npo-
CTPaHCTBa Ha3bIBAKOTCA WHaye perynsapHbiMu, a T, — HOpMalbHbIMU
NPOCTPaHCTBaAMW.

Hapsigy ¢ oTgenMmocTblo MOCPeACTBOM OKPECTHOCTElM, KoTopas ferna B
OCHOBY TO/IbKO YTO MPMBEAEHHOW KaccuuKaumm TONONOrM4eCKMX MNpoCTPaHCTB,
UMeeTCA elle APYrol noAaxof K OTAe/IMMOCTM, MMEHHO Tak HasbiB. (DYHKL MO -
HanbHasA OTAEes U,MOCTb. Mbl CK&XKEM, 4YTO [Ba 3aMKHYTbIX MHOXeCTBa
@,, 1 ®, paHHoro Ti-nmpocTpaHcTBa Y? (OYHKLUWUOHAIbHO-0TAEIMMbI, €C/IN CYLLEecT-
ByeT orfpefenieHHass Bo BceM MpocTpaHcTBe R 1 HenpepblBHas B Hem [elicTBU-
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TenbHaa QyHKUMA /," NpUHUMatoLLLaa BO BCeX TOUKax MHoOxecTBa @, 3HadeHue Q
BO BCeX TOYKax MHOXecTB @, 3HauyeHWe 1 M y[oOBNeTBOPAIOLLAA HepPaBeHCTBY
O f(x) ~ 1 Bo Bcex Toukax X£/?.

M C. YpbicoOHOM 6blI0 fOKAa3aHO 3aMeyaTeflbHOe MpPeaoXeHue, U3BeCT-
Hoe nog Ha3BanHejM nemmbl Y pblicOHa W 3aKnlyawlWwasaca B TOM, 4YTO B
HOP Ma/NlbHOM NpPOCTPaHCTBe BCAKWE [Ba Henepecekawumecs
3aMKHYTble MHOXeCTBa (PYHKLWMOHaNbHO OTAeNUMbl. TaK Kak C
LPYroii CTOPOHbI OYEBWUAHO, YTO BCAKME ABa (PYHKUUOHANbHO OTAENIUMbIE MHO-
)KecTBa OTAeNMMbl U MOCPeACTBOM OKPECTHOCTEW, TO K CW/Y JileMMbl Y pbliCOHA
TpeboBaHue (YHKUWOHANIbHON OTAE/IMMOCTU, TMPUMEHEHHOE KO BCeM Mapam
HenepeceKalLWMNXCcA 3aMKHYTbIX MHOXECTB [aHHOro MpPOCTPaHCTBa, 3KBUBA/IEHTHO
TpeboBaHUO 06bLIYHOW OTAENIMMOCTU MOCPEACTBOM OKpecTHocTel. OpAHako, eciu
notpebyeM TONbKO, UYTOObI KaXaasd TouKa 7,-NpocTpaHcTBa 6bla PyHKLMOHANBHO
OTAeNnMMa OT KaXK[Ooro He COfepiKallero 3Ty TOUKY 3aMKHYTOro MHOXecTBa, TO
Mbl NOAYYMM HOBbIA, OKa3aBLUMACA 4Ype3BblY4aMHO BaXHbIM, K/acC MPOCTPaHCTB,
6onee y3KuUiA, 4eM Kfacc perynsipHbix, u 6onee LWWMPOKUIA, YeM Knacc HopMasib-
HbIX MPOCTPAHCTB. JTOT KJacc MPOCTPaHCTB 6bl1 BBefeH A H. TUXOHOBbIM
B 1925 r. nog Ha3BaHMEM Knacca BrOJIHE PerynsipHbIX MNPOCTPaHCTB. 3TWU Npo-
CTpaHCTBa HasblBalOTCA TakKXe 7e-npocTpaHcTBaMM WM TUXOHOBCKUMMU
npocTpaHcTBamu. 3HayeHWe TUXOHOBCKUX MPOCTPAHCTB 0CO6EHHO BbISCHSAETCHA B
CBA3U C Teopueil BUKOMMNAKTHbLIX MPOCTPAHCTB, K KOTOPOW Mbl elie nepeinjem;
OHO CBSi3aHO C TeM, YTO CBOMWCTBO MOJIHOM PEerynsipHOCTM MPOCTpaHCTBa SABNSAETCHA
(B oTnnM4YmMe OT CBOWCTBA HOPMa/IbHOCTU), KakK rOBOPAT HaC/NeLCTBEHHbIM,
T. e. NpuHagnexa AaHHOMY MPOCTPaHCTBY MPUHAANEXUT U BCAKOMY JieXallemy
B HEM MHOXEeCTBY.m

JanbHeiwas cneunanusaums MNOHATUSA TOMOMOrMYECKOro MpOCTpaHCcTBa
MPOUCXOAUT B [BYX COBEPLUEHHO pPas/IMYHbIX HanpasBfeHUAX: MepBOe W3 HUX
3ak/ovaeTcas B TpeboBaHMWM CyLLeCTBOBAHWS B MPOCTPaAHCTBE CYETHON 6asbl.;
3ro TpeboBaHWe B cUy (PyHAameHTanbHoi Teopembl [1. C. ¥YpblCOHa Bblpa-
)KaeT YycnoBue, Heob6X0AMMO W [AOCTATOYHO JAia TOro, 4T06bl HOPMasibHOE
NPOCTPAHCTBO 6bISI0 FTOMEOMOP(HO MHOXEeCTBY, JieXxalemy B TU1b6epTOBOM
npocTpaHCTBe.

Ecnn K aTomy TpeboBaHUIO NPUCOEAUHUTL TpeboBaHWe KOHEYHOW pasmep-

1 OTOﬁpa)KeHVIe/ TOMNOJZIOrN4YecKoro I'IpOCTpaHCTBaX B TOMOJ/1I0rnM4eckoe MnpocTpaHCTBO
Y Ha3blBaeTcs HeNpepbIBHbIM, €Ccnn Mo/HbINA np006pa3 BCAKOIro OTKpPbLITOro B Y MHOXecCTBa,
eCTb OTKPbITOe B X MHOXeCTBO; AeACTBUTeNbHAs HenpepbiBHas (DyHKUMWS, OnpegeneHHasi B
NMpoCTpaHCTBe X ecTb HenpepbIBHOE 0T06pa>|<eHV|e 9TOro NpocTpaHCcTBa B YAC/MOBYH NMPAMYHO.

- Bcakoe mHoXecTBO M, nexxatiliee B TONOJSIOrMYeCKOM NpPOCTPaHCTBE R, sBnsetca
TOMONOrN4YeCKMM MNpPOCTPaHCTBOM: OTKPbITbIMA B M cumTaroTCcAa MHOXECTBa, Apnaowmeca
nepecey4eHMemMm MHOXeCTBa M ¢ OTKPbITbIMM MHOXeCTBaMW NPOCTPaHCTBa R.

* ba3oii TOMoM0rM4yecKoro NpoCcTpaHCTBa R HasbIBaeTca nobas cuctema B OTKPbITbIX
MHOXXEeCTB 3TOro nMpoCTpPpaHCTBa, 06na,qa|ou_\aﬂ TeM CBOI‘/JICTBOM, YTO BCAKOE OTKpPbITOE

MHOXXECTBO MPOCTPaHCTBa R SBNAETCA CYMMOI HEKOTOPbIX MHOXECTB, SIBASKOLMXCSA 3/1eMeH-
Tamn cuctembl B.
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nocta,4 To nonyuun! ycnoeue, Heob6X0AMMOE W [OCTATOYHOE Ans TOro, u4TOObI
NMPOCTPAHCTBO 6bII0 TOMEOMOP(HHO .MHOXECTBY, /leXallenry B eBK/WAOBOM Mpo-
CTpPaHCTBe TOr0 WM WHOF0 4ucna U3MepeHuii.

Mbl nonyyaem Takum 06pa3oM peLleHue MNepBOA OCHOBHOW 3ajauyun, CTosl-
Weli nepef o6Lieid Teopueil TOMOOrMYECKMX MPOCTPAHCTB — 3ajayn ,,/i0ru-
YecKOro cnycka“ oT Haubonee o06WmMX 06pa3oBaHWMA — TOMOOTNYECKUX
NPOCTPaHCTB B CamMOM LIMPOKOM CMbIC/e CfI0Ba, K TOYEYHbIM JILLOXECTBaM
rmnb6epToBa W €BKAMAOBbI MPOCTPAHCTB: HOPMAa/IbHOCTb (M Jaxe yxe
perynsipHocTb)6 Br\ecTe € HanmMuumem CUYETHOW 6a3bl BMNO/He Xapak-
TepusyeT C TOMOMOrMYECKON TOUKM 3peHUss MHOXecTBa, nexawue B
rmnb6epToOBOM MNpPOCTPaHCTBE, a COBOKYMHOCTb TpeboBaHUI
PerynbsspHOCTWN, Hanuuma CUYETHOW 6a3bl U KOHeYHOW pas-
MepHOCTWM cpa3y faeT MHOXecCcTBa, Jjexalwume B eBKJAUAOBbLIX
npocTpaHCcTBaXx.

C npob6nentoii TOMOMOrMYECKON XapaKTepu3auuu ,,3MeMeHTapHbIX® Toueu-
HbIX MHOXEeCTB (T. €. MHOXeCTB, JieXalwmnx B TWIb0epTOBOM U eBK/IMAOBbIX
NMpocTpaHCTBax) TECHO CBsi3aHa BTopas 6onbluas npobsiemMa Teopuum TOMOMOTU-
YeCKMX MPOCTPAHCTB, Npob6nema MeTpu3lauuu, T. €. HaxOXKAeHWe Heob-
XOAMMbIX W [OCTATOYHbIX YCMOBUIA [si TOro, 4To6bl TOMO/IOrMYECKOoe Mpo-
CTPaHCTBO 6bI/1I0 TOM\EOMOP(HO JIIOTPUYECKOMY. TaK Kak BCSKOE MeTpUYecKoe
MPOCTPAaHCTBO — HOPMa/ibHO, W TUIL6EPTOBO MPOCTPAHCTBO SIBASIETCA MeTpU-
YeCcKMM, TO TMpUBEAEHHass TOMbKO TeopeMa YpbiCOHA O TOM, 4TO BCSKOe
HOpMasibHOe MPOCTPAHCTBO CO CYETHOW 6a30i/i roMeoMOp¢HO HEKOTOPOMY JILo-
XKECTBY, JieXalleMy B rnib6epTOBOM MPOCTPaAHCTBE, MOXET 6biTb CchopMynun-
poBaHa cnegylowmm ob6paszon\: AnA Toro, 4Tobbl NPOCTPAHCTBO CO
CYéTHOW 6Ga3ol 6GbINO MeTpu3yemo (T. e TOMEOMOP(HO freTpuye-
CKOMY MpPOCTPaHCTBY) HEOBXOAMMO M J0OCTAaTOYHO, YT0ObLI OHO 6bINO
HOpPManbHO.

O6uwan npobnenw metpmsaumm — 6e3 MNPeAnosIOKEHUS HanMuus y Mpo-
CTpaHCTBa CYETHOM 6a3bl B TeUeHMEe TPeX AecATU/ETMI He NOfAaBanacb PeLLUEHUHD,
HECMOTPSA Ha MHOTOYUC/IEHHbIE MOMbITKW, [JefaBLUMecs pasMYHbIMU aBTopamu.
MpaBga, hopManbHO pelleHWss 3Tol MNpo6/ieMbl [JaBajUCb, M He OAUH pas, Ho
HA OfHO W3 3TUX peLleHWiA (MepBoe M3 HUX 6bi1o0 gaHo T[. C. AnekcaHpA-

4 Teopnsi pasmepHOCTM He BXOAUT B TeMy 3TOro AoKaja, Mo3TOMY S OrpaHUYMBatOCb
TEM, yTO06bl HAMOMHUTL NULLb NHOYKTUBOM onpejenieHne pasmMepHOCTU. |_|yCTOMy MHOXXEeCTBY
NPUNMCLIBAETCA pasMepHOCTb — 1; MPeAnoIoKMM, YTO YXXe OnpedeneHbl MPOCTPaHCTBa pas-
MEPHOCTU n—21 Mbl CKaXem, 4YTO TOMOMOrn4YeckKoe NPOCTPaHCTBO R wnmeet pasMepHOCTb n,
€C/In Yy Hero CyulecTByeT 6a3a, rpaHnLbl 3/1EMEHTOB KOTOpOVI MMEKT pasMeEPHOCTb r—1
n ecnn B To XXe BpemMA B AaHHOM TMPOCTPaHCTBE HET 6a3b|, rpaHnubl 31EMEHTOB KOTOpOVI
nmMenn Obl PasMepHOCTb n—2. |_|0,E|I rpaHmu.eVl KaKoro-nm6o OTKPbITOIr0O MHOXXecCTBa G B
TOMO/IOrMYeCKOM MPOCTPaHCTBE R MNOHMMaeTcA MHOXEeCTBO BCeX TO4YeK NPUKOCHOBEHUNA MHO-
xecTBa I, He nMpuHagnexawmx 3aToMy MHOXECTBO, T. €. MHoxecTBo [[T]\I".

5 Kak nokasan A H. TUXOHOB, BCSKOE PeryfiipHoe MpoCTPaHCTBO CO CHETHOW 6a3oii
HOPMaJ/1bHO.
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posbim u Il C. ¥Ypeiconom B 1923 T1.) He MOrJI0 CUMTATBHCHA YAAYHBIM M
OKOHYATEJIbHBbIM, B By TPOMO3JIKOCTH M MCKYCOTBEHHOCTH MNPEMIOKEHHBIX
ycioBnit.  OkoHYaTe bHOE, BO BCEX OTHOLIEHMSIX UCYEPNbIBAIOIEE pelieHne
66110 1aH0 B 1950 r. M0J0bIM coBeTckuM yuenbiM 0. CMupHoOBBIM. HazoBem
KaKylo-1100 CHCTEMY MHOKECTB, JIealUX B JIAHHOM TONOJIOTHYECKOM TPO-
CTpPaHCTBe, TOKAJAbHO KOHEYHOH, ecJM KKAasd ToYKa NPOCTPAHCTBA UMEET
OKPECTHOCTH TePecerallyocsl JHib ¢ KOHeYHBIM YHCJIOM 5JIEMEHTOR JAHHOM
cucrembl. Teopema CmupHoBa qopmyaupyercs tax: /L TOro, 4ToobI
TOMNOJOrCMYECKOE NMPOCTPAHCTBO OYyJO METPU3YeEMO, HEOO X O-
AMUMO M JOCTATO4YHO, HTOOB OHO OBIJIO PEryJsspHO U UMEJIO
6a3y, kotopasg MoxeT ObITh NMPEeJACTaBJEHAa KAaK CyMMa He
6ojee 4yeM CYETHOr0 YHMCJA JOKAJbHO KOHEYHBIX CHCTEM
OTKPBITBIX MHOMXECTB. IJTOT 3aMeyaTesbHbI pe3yJbTaT COAEPIKUT B
Ka4ecTBe YaCTHOTO CJydas METPU3AlMOHHYI0 TeOopemMy Y pbIiCOHA: TaK Kak
cuérHag Gasa Kakoro-iu60 MPOCTPAHCTBA, €CTECTBEHHO, MOKET ObITh MpeICcTaB-
JIEHA KaK CyMMa CYETHOrO YMCJAa CHUCTeM, KaWiasg M3 KOTOPHIX COCTOWT JIHIIb
U3 OJIHOTO 3JEMEHTA, TO LI METPU3YEMOCTH NPOCTPAHCTBA CO CUETHON 6asoil
HEOOXO/MMAa M JOCTATOYHA €ro PeryJisipHOCTb.

Heo6xoaumocts merpusaumonHoro yeaosust FO. CMupHoBa cpasy cieyer
u3 pasnee jpoxkazaHHoro CTOHOM CROHCTBA MAapPAKOMNAKTHOCTH BCSIKOTO METPH-
4eCKOr0 NPOCTPAHCTBA — CBOMCTBA, 3aKJIOYAIOUIErocs B TOM, UTO B KaK10€
NOKPbITHE © METPUYECKOT0 MPOCTPAHCTBA MOYKHO BIMCATh JIOKAJIbHO KOHEUYHOE
TOKpbITHE. /lOCTATOYHOCTL JI0Ka3bIBAETCH CIOCOOOM, NMPEICTABISIONIMM H HEKOTO-
phiil camoctosiTesbHbin nHTepec. menno, F0. CMupHOB MoKazbiBaer, 4to BCSIKOE
VIOBJIETBOPAIONLIEE €r0 YCJAOBUSAM  TOMOJOTMYECKOE TMPOCTPAHCTBO R JAHHOTO
Beca’ T TrOMEOMOP(HO HEKOTOPOMY MHOMKECTBY, Jexwaulemy B 0000LIEHHOM
rmb0epToBOM npoctpanctie © H ' Beca r. UCkoMO€e TONoN0rn4eckoe 0ToopakeHu e

% [log MOKPBLITHEM 31eCh N BO BCEM JalbHENILIEM [OHMMAETCsl CHCTEMA OTKPBITHIX
MHOKECTB, CyMMa KOTOPBIX €CThb BCE mannoe mnpoctpanctso. [osopar, 4TO nokpeithe &
BIHCAHO B NOKPBITHE ¢, €CIN KaKAbIN JJEMEHT NOKPBITHS § COACPNKUTCH XOTA Obl B OTHOM
2JI€MEeHTE TMOKPLITHS «.

7 Becom TOMO0rMyYeCKOro NpoOCTPAHCTBA HABHLIBACTCA HAMMEHBIIEE TAKOE KapAMHaIb-
HOE 4MCJ0 7, YTO B NPOCTPAHCTBE unMeercs 6Gaza mouHoctn z. Takum o6pasom, npo-
CTPAHCTBA CO CYETHOI 6as30il CyTh NMPOCTPAHCTBA Beca N .

8 0606mwenHoe ruasbeproro mpocrpancteo H' weca z crpontesa tak. Ero touku cyTh
(yHrunn $(F) onpeaeeHHble Ha HEKOTOPOM MNPOM3BOJILHOM MHOKECTBE © MOIHOCTH T M
YAOBJIETBOPSIOLLNE CIEAYIOUNM YCTORHSIM !

a) 3HaveHusi pyHxunn $(6) cyThb AEHCTBUTEIbHBIC YNCIA, KOTOPbIE MOT'YT ObITh OTJHYHBI
OT HyJsi He Go1ee 4eMm 114 CYETHOIO MHOKECTBRA 3HAYEHMIT aprymeHTta 6 ;

0) psin ;‘O (£(6)) cxoamtcsi. Kak m B cayuae OOBIKHOBEHHOIO I'miabO€prosa mnpo-

e @

CTPAHCTBA 1151 ABYX TOYEK I M 7 Pl N (§(0)—=())> CXOANTCA M HEOTPHLATEILHOE YHCIO
0E6

J 2(E(6)— 7(6))? HABBIBAETCH PACCTOSIHMEM MEKAy TOukamu & n 7. JIerko npoeepsiercs, 4to
3TO Onpejlesenne YA0BICTBOPIET BCEM aKkCHOMaM PACCTOSHMS B METPHYECKOM MPOCTPAHCTHE.
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npocTpaHcTBa R B H' cTpoutcs cneaytowmm o6pasom. Mpexae BCEro M3 MeTpu-
3aUMoHHOro ycnoBust KO. CMMpPHOBA BbIBOAWTCS, UYTO MPOCTPAHCTBO R He Tonbko
perynsipHo, HO U HOPM&JIbHO, M YTO B HeM BCAKOe 3aMKHYTOE MHOXECTBO SB/S-
eTCsl MepeceyeHMeM CUETHOrO umucna OTKPbITbIX MHOXECTB, W C/le4oBaTe/ibHO
MHOXECTBOM HyJiell HEeKOTOpPOli HenpepbIBHON (YHKLMN.

Tenepb Bo3bMeM 6asy Y mpocTpaHCTBa R, siBAsiollytocsi CyMMOI CUETHOTO
yncna NoKanbHO KOHeYHbIX cuctem /«: {/,,«} OTKPbITbIX MHOXecTB [ Ma
Uepe3 0 o603HauMM MHoxecTBo Bcex map H= (na), koTopbiMu 0603HaueHbI
anemeHTbl [TR 6a3bl Y. Tak kKak R HopmanbHo u Kaxgoe 3amkHyToe B R
MHOXECTBO SIB/SIETCS MHOXECTBOM Hyneli HeKoTopoi HenpepbiBHOW B R dyHk-
umMu, To Ans Kaxgoro [ M MOXHO MOCTPOUTb HEMPEPbIBHY (yHKUMIO P,
yAoBneTBopsilowWyo HepaseHcTBy 0 ~ p,,a(X) & ] ans Bcex XER, u o6pauiato-
WYICA B Hy/lb BO BCeX Todkax MHoxecTBa R\r,,a, v Tonbko B 3TUX TOuKax.
Tak Kak cucTema Y,, /IOKaSIbHO KOHEYHa, TO Mpu fJaHHOM I B KaXKAOW TOuKe
XiR nuwb KoHeuHoe uncno yHKUUI P,,.a OTAUYHO OT HynA. [loaToMy cymMa
1~b’\|)pin(x) MMeeT CMbIC AnA nto6oii Toukn XR 1 npeactaBnsieT Monoxu-

TeNlbHYl0, HEMpepbiBHYID BO BCeM MpoCTpaHcTBe R diyHKuuMio. A noTomy WU
byHKUMUN
p.LX)__

1 X) -
) W1+ ’\reLPI'Ax)

onpegeneHbl N HeNpepbiBHblI BO BCEM R, npn 4em

AgL(x) <1, 2 (@) —ane,(y)Y < 2.

1
MofoXunB Tenepb £AK(X) o 0,,4(X), BMAMM, 4TO cucTema rge X npous-

BOMbHas Touka npocTpaHcTBa R, a 6 = (Na) npo6eraet Bcé MHOXecTBO O,
ecTb Touka npoctpaHcTBa H\ koTopyto n o6o3Hauaem uepes /(x). OnpeaeneHHoe
Takum o6pa3oM oTobpaxkeHue / npocTpaHcTBa R B H’ okasbiBaeTca Tononoru-
YECKMM, YeM U 3aBepLIaeTcs [oKasaTe/lbCTBO Teopembl KO. CMUpHOBaA. 3aMeTum,
YTO JIErKO MOCTPOUTL MPUMeEP XaycAaophoBa HEPeryfsapHoro MpocTPaHCTBa,
MMeloLWero 6asy, KoTopas MOXET ObiTb MpPeAcTaBfeHa KakK CyMma CUYETHOro
yncna JI0KaSIbHO KOHEUYHbIX CUCTEM.

Cpean MHOFOUYMC/IEHHbLIX PaBoT, HaMnWCaHHbIX 3a MOC/AefHUe rofgbl Mo
BOMpocaM abCTPakTHOW Tomosorum (Kak WHOrAa HasbiBalOT TEOPUI0 TOMOJIOrU-
YECKUX MPOCTPAHCTB) G6OMBLUMHCTBO Tak WM  MHAye CBA3AHO C  MOHATMEM
GMKOMMNAaKTHOIO nmpocTpaHcTBa. Kak M3BecTHO, BUKOMMNAKTHLIM HasbiBa-
eTCA TaKoe TOMOMIOrMYecKoe MPOCTPAHCTBO, B KOTOPOM BbIMOJSIHEHA TakK Has.
Teopema Bopens—/lebera, T. €. B KOTOPOM BCAKas CUCTEMA OTKPbITbIX
MHOXECTB, [alolWMX B CyMMe BCE MPOCTPAHCTBO, COAEPXWUT KOHEYHYK nof-
CUCTEMY, TaKXXe MOKPbLIBAIOLLYI0 BCE MPOCTPAHCTBO (,,KaX[0e MOKpbITUE copep-4

4 Acta Mathematica
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JKUT B ceOe KOHEeYHOe nokpbiTHe). BHKOMNAKTHBIE TOMOJIOTHYECKHE NPO-
CTPAHCTBA MOTYT ObITh OMpEJeJIeHbl U KaKk Takne TOMOJIOTMYECKHe MPOCTPAHCTBA,
B KOTOPBIX Kakjpas (He TOJIbKO CYETHAs) BMOJHE YMNOPALOYEHHAs Ccuctema
yOBIBAIOLMX HEMYCThIX 3AMKHYTHIX MHOYKECTB MMEET HEMyCToe mepeceveHue, a
TAlOKe KAaK MPOCTPAHCTBA, B KOTOPBIX Ka)a0e OECKOHEYHOE MHOMECTBO HMeeT
X0Ts1 Obl OJIHYy TOYKY MOJHOro Hawomuienus. Ilpu aTOM nojg TOuUKOM MNOJIHOrO
HaKOIJIEHNsT OECKOHEYHOrO MHOKecTBa M MOHMMAETCS TOYKA, KaKIasi OKPecT-
HOCTb KOTOPOi MEPeceKaeTcs ¢ MHOXECTBOM M MO MOAMHOMECTBY, MMEIOIEMY
Ty e MOLHOCTb, Kak M BCE MHOXeCTBO M.

Cpenn GMKOMNAKTHBIX TOMOJIOTMYECKUX MPOCTPAHCTB HauboJiee HHTEepec-
HbIMM ¥ B&KHBIMM SIBJSIIOTCH OMKOMMAKTHBIE XAayCAOP(GOBB NPoO-
CTPAHCTBA, Ha3blBaeMble MPOCTO OMKOMMNAKTAMMU.

Bce OMKOMNAKTBI SIBJSIOTCS HOPMAJbHBIMM TMPOCTPAHCTBAMUM U MOTYT GbITh
OXapakTepu30BaHbl KAK HOPMaJbHbIE MPOCTPAHCTBA, 3aMKHYTbie BO BCSIKOM
0O'bEMJTIONIEM MX HOPMAJILHOM NPOCTPAHCTBE ; G0JIee TOr0: OHU 3AMKHYTbI BO
BCSAKOM  OOBEMJIOIIEM MX XaycAOp(hOBOM MPOCTPAHCTRBE, U PeryJsipHoe mnpo-
CTPAHCTBO, 3AMKHYTO€ BO BCAKOM OOBEMJIOLIEM €ro XaycaopgoBom (MM jaaxe
TOJBKO BO BCSIKOM OOBEMJIIOILEM €ro PEery/jsipHOM MPOCTPAHCTBE) OKa3biBAETCs
HukoMnakTom. Xaycrop§oBo NpOCTPAHCTBO, 3aMKHYTOE BO BCAKOM OGbEMJIONEM
€ro xaycaopgOBOM MPOCTPAHCTBE MOKET He ObiTh GurkoMmnakTHeiM. OpHaKO, ecin
3TO CBOWMCTBO 3aMKHYTOCTH BO BCSIKOM Xayca0p(OBOM MNPOCTPAHCTBE MOTPEHO-
BaTb HE TOJIBKO OT €CAMOr0 JA@HHOro Xxaycaopgosa npocTtpaictsa R, HO U OT
BCAKOrO €ro 3aMKHYTOrO MOJAMHOXECTBA, TO CHOBa R oOkaxkercss OMIKOMMAKTOM.”

OcHOBBI TEOPUM OGMKOMMAKTHBIX NPOCTPAHCTB OBLJIM 3aJI0’KEHbI B MeMyape
I1. C. Anexcauapora u Il. C. ¥YpbeicoHa ,0 KOMNAKTHBIX TONOJIOTUYECKHUX
npocrpancTeax®, eite 30 et Tomy Hasajl. /laibHeiilliee -pa3guTHE ITON TEOPUH
Haxoaum mpexgie Bcero B padorax A. H. Tuxonosa, xoropelii BBEI CBoOe
U3BECTHOE OINpeesIeHHe TOTOJIOTMYeCKOro MPOU3Be/IeHus JII0O0ro Yucjia TONnoJIori-
YeCKMX TMPOCTPAHCTB M JIOKa3a] BAYKHYIO TEOPEMY O TOM, 4TO MPOU3BEJEHUe
JII000r0 4uc/ia OMKOMIAKTOB SIBJISETCS OMKOMNAKTOM. THXOHOB B 4acCTHOCTH
BBEJ B PacCMOTPEHUE CBOM ,KyObl“, T. €. OMKOMMAKTHI, SABJIAIOLIKECS TOMOJIOTH-
YeCKMMH TMPOU3BEICHUSIMU JII0OOTO JAHHOrO KapAMHAJIbHOrO YUCJIa OTPE3KOB.
On pokazaj, 4to 3TH KyObl 00JAJAIOT CJEAYIOIIMM CBOWNCTBOM YHUBEPCaJib-
HOCTH : BCSIKOE BIOJIHE PEryJisipHoe MPOCTPAHCTBO JAHHOTO NPOU3BOJILHOIO Beca
T TOMEOMOP(HO HEKOTOPOMY MHOYKECTBY, JIEKALIEMY B TUXOHOBCKOM KyO€ TOro
ke Beca, T. €. TONMOJOTMYECKOM TPOM3BENeHUN T dK3eMIusipos orpeska [0, 1].

[TomHst, 4TO BCe OMKOMMAKTHI SIBJISIIOTCS HOPMAJIbHBIMU TPOCTPAHCTBAMU
U YTO CROWMCTRBO TOJIHOW DEryJSiPHOCTU HACJEJCTBEHHO, Mbl BBIBOJUM U3 TOJIBKO
YTO C(HOPMYJIMPOBAHHON TUXOHOBCKOW TEOPEMBI ,,0 MOrPY/KEHUM“ JaJbHEn1uit

9 Dra TpyAHas TEopema B Buie runotesbl, sbickazanuas [1. C. AnexcaHgpOBBIM 1
I. C. Ypriconom, rnepreie Obina aoxazana M. CtoHom; Oonee npocroe, HO BCE ke
OCTAOLLEECs A0BOILHO TPY/AHBIM 10Ka3aTE.1bCTBO ObL10 BIOCAEACTBHN 1aHO C. B. ®omusbim-
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BOKHBIA pe3yibrar: Besikoe BnoJHE peryjisspHoe NpoCTPaHCTBO
M TOJBKO BNOJIHE PEryJsspHOe MPOCTPAHCTBO TOMEOMOPdHO
MHOXECTBY, JexalleMmy B OMKOMNOAKTE.

Teopema TuXOHOBA 0 NOTrpPy)<KEHUH SIBISIETCS] OOOOLLEHHEM TEOPEMbl
YpbeicoHA O BO3MOMCHOCTU TOMOJIOTHYECKU TOrPY3uTh BCsIKOe (BIOJIHE) pery-
JSIPHOE MPOCTPAHCTBO CO CUETHOI 6a30i B rujib0EPTOB (hyHAaMEHTAIbHBIN TapaJi-
JIeJIeNuIes, T. K. 3TOT MOCJIEHU SIBISETCs THXOHOBCKUM KyOom seca N . Teo-
pema Ypeicona, e¢ o60o6ueHue, tanHHoe TUXOHOBBIM U METP H-
3aunoHuas reopema CMUPHOBA MOKA3BIBAKT, C KAKON MPHUHY-
AUTEJbHON CUNOH OECKOHEYHOMEPHbIE KOOPAUHATHBIE MpoO-
CTPaHCTBA, & BMECTE C HUMMU — J€ACTBUTEJbHOE YMCJIO —
BTOPrarmTcd B Kas3ajocb Gbl COBEPUIEHHO HE3aBUCHUMYI OT
NeHCTBUTEJbHBIX YuCeJ 06JaCTh aGCTPAKTHOH TONMOJOTHH;
0o011asi OCHOBA JUISI ATOTO 3aKJI0YaeTcsl B 3aMevaresibHOM TMPEIOKEeHUn, Mpu-
HajIeKaEeM Y pboICOHY M HAa3BaHHOM BbIlLIE JIEMMOW Y pbiCOHA.

[loHsiTne TOMOJIOrMYECKOr0 YMHOMKEHUst B CMbicie THXOHOBaA IpHBEJIO
K pacCMOTPEHMIO JPYruX 3aMevyaTesIbHbIX MPOCTPAHCTB, ONPECISIEMbIX KaK
TonoJjioruyeckne npousseenns. Cpean HuUX yKaKeM HA npocTpaHcTso D' —
JAUCKOHTUHYYM Beca T — T.€. NPOU3BEJeHUe 7 IKIEMIUBSIPOB MPOCTPAHCTRA,
COCTOAILLErO M3 JBYX WM30JIMPOBAHHBIX TO4YeK (,NPOCTOE JBOETOYME“) M HA MpPO-
CTPAHCTBO F', SIBISAIOLIEECH NPOM3BENCHUEM T AKIEMILIAPOB MPOCTPAHCTEA,
Ha3bIBAEMOrO CBA3HBIM JBoeroureM. [1oj aTUM HA3BaHMEM pa3yMeIOT eJUHCTBEH-
HOE CBA3HOE T,-MPOCTPAHCTBO, COCTOsIILiEe U3 JBYX TOYEK: B HEM OJHA U3
ABYX €ro TO4eK 00pasyer eIMHCTBEHHOE COOCTBEHHOE OTKPBITOe MOJMHOMKECTBO
(BTOpasi Touka, CleA0BaTe/bHO, 00pPA3yeT eJUHCTBEHHOE COOCTBEHHOE 3aMKHYTOE
nogmHokectso). [lpoctpancrea D° u F' 06aajaior CJeyioluMu  CBOACTBAMMU
YHUBEPCAILHOCTH : BCsIKOE 7 -MPOCTPAHCTBO Beca © FOMEOMOP(HO HEKOTOPOMY
MOJAMHOYKECTBY MNPOCTPAHCTBA F' M CJIEOBATEJILHO," SIBJISETCS B3aUMHOOJHO-
3HAYHBIM M HEMpepbIBHbIM 00Pa30M HEKOTOPOr0 MHOYKECTBA, JIEKALEro B MpPO-
ctpaictBe D'; BCAKMI OMKOMNAKT Beca T SBIAETCS HENMPEPBIBHBIM 0GPasoM
HEKOTOPOTrO 3aMKHYTOrO MHOMECTBA, JIealllero B npocrpaicrse D°.

Kax u3BecTHO, BCAKHMI KOMMAKT, T.e. OMKOMMAKT CUETHOTO Beca, SIBJISIeTCs
HENpepbIBHLIM 00PA30M KaHTOPOBA AUCKOHTHHYyma D; npu 7 > N, He BCSKHMil
OMKOMIIAKT Beca T sIBJSIETCS HENMpPEpPBbIBHBIM 00pasom Bcero mpoctpanctsa D' ;
1€ OMKOMNAKTHI, KOTOPBIE SBIAIOTCA HEMPEPbIBHLIMU 00GPA3aAMH JUCKOHTHHYYMOB
D', Ha3bIBAIOTCS AU ALMYECKUMU, OHU OUYEBHIHO, 00pa3yloT MUHUMAJIbHbII
KJIACC TPOCTPAHCTB, COJEPI)KALMX TMapy H30JMPOBAHHBIX TOYEK U 3AMKHYTHI
10 OTHOILUEHUIO K ONEPALHsM HENPEePbIBHOrO OTOOPAYKEHUS U TOMOJOTUYECKOrO
YMHOYKEHUs. ITOT KJIACC 3aCJAy)KMBAET CNEUMAIbHOTO WBYYEHHs : JAMAJUYeCKue
OUKOMNAKTBHI 00JAJAIOT MHOTMMH 3amevarejbHbIMM  CBOMCTBAMH, M3 KOTOPbIX

10 OueBnHO, BCE MPOCTPAHCTBO F' €CTh B3aNMHO OIHO3HAYHBII I HEMPEPLIBHbI 00pas
npocTpancTea.

4%
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HeKoTopble ycTaHOBMeHbl H. A. LLlaHMHbIM. HanpuMmep, Bcsikoe HemnpepbiBHOe
ynopsiloueHHOe MHOXECTBO, KOTOpPOe B CBOeli ecTeCTBeHHOV MOPSAKOBOM TOmMo-
NOTUN SIBNSIETCA AMAAUYECKUM GUKOMMNAKTOM Mog06HO OTPe3Ky 4MC/oBol nps-
MOW; AMagMyecKnii 6MKOMNAKT He MOXeT 6biTb MpeAcTaBfeH B Buie CyMMbl
BMOMIHE YMOPSAAOYEHHON CUCTEMbl (/1060 MOLLHOCTM) PacTyWUX HUrGe He
MAOTHbLIX MOAMHOXECTB U T. g,

YNOMSIHYThI Bbllle MPVMMEP CBSI3HOTO [BOETOUUSI MOKasbiBaeT, UTO ec/iu
MOHSATME TOMOJIOTMYECKOro MpOoCTpaHcTBa 6paTb B [A0CTAaTOYHOM O6LLHOCTU
(a vMeHHo, paccMaTpuBaTb [G-NpocTpaHCcTBa), TO M KOHEYUHOE MHOXECTBO MOXeT
UMeTb HETPUBUasIbHYIO TOMosoruio. KoHeuHble ~-MpocTpaHCcTBa M Boo6lle Tt
MPOCTPaHCTBa, B KOTOPbIX He TO/MbKO CymMMa, HO U MepeceyeHne OTKPbITbIX
.MHOXeCTB (B35ITbIX B /IlO60M KOHEYHOM WM GECKOHEYHOM 4UMCe) OTKPbITbI
Ha3blBalOTCA AUCKPETHbLIMM NpPoOCTPaHCTBaMM. YacTHbIM Clyyaem fuc-
KPETHbIX MPOCTPAHCTB SBAAOTCA CUMMANLMANbHbIE KOMIMJIEKCHI.

*

BMKOMMNaKTbl 3amMeyaTesibHbl TeM, UTO BCE OHW U TOMbKO OHU MOTYT 6bITb
nofy4yeHbl MOCPEACTBOM CBOe06Pa3HOro MNpedesibHOrO Mepexofa, OTNpPaBsACh OT
KOHEUYHbIX [JUCKPETHbIX MPOCTPAHCTB, W AaXe OT KOHEUHbIX CUMMAULUUANbHBLIX
KOMM/IEKCOB. JTO 06CTOATENLCTBO MMeeT GO/blUOe MPUHLMMNUANIBHOE 3HAYeHwe,
TaK KakK VMMEeHHO OHO SIBU/IOCb OCHOBOW MEepeHeceHusl Ha GUKOMMAaKTbl U Mpexnae
BCEr0 HAa KOMMaKTbl OCHOBHbIX MOHATUA M MeTOf0B KOM6WHATOPHOM ToMosoruu
KOMT/IEKCOB.

MpeAenbHbI  Mepexof, KOTOPbIA 34eCb MMeeTcsl B BUAY, Obl/l MOCTPOEH
MHOKW B 1925—1929r. r. cHa4yana Ans KOMMNAKTOB, OH Obl1 MOTOM 00606LeH
A. . KypoweMm ans cnyyas npou3BO/bHbIX GUKOMMAKTOB. TaK HasblBaeMblii
,MIPOEKLMOHHbI CMEeKTP“, COCTaBMSALWMNA CYLIHOCTb 3TOro annpoKCUMaLMOH-
HOFo Mpouecca, MOMYy4Yun fanbHeillee pasBUTMe B paboTax dpolifgeHTans,
CTuHpoga, Jledhweya M MH. Ap. U B 9TOM pacllMPeHHOM BUfe CTas MOCTOSIHHO
OEACTBYIOLIMM OpYAMEM He TONbKO TOMONIOTMU, HO U TEOpWM TOMOJSIOTMUECKUX
rpynn v eé mnpuioXxeHui.

BooGpa3um cebe TaK HasbiBaeMoe HamnpaB/ieHHOell MHOXEeCTBO TOMOMOru-
yeckux npoctpaHcte X' nmpu uvem, ecnm B aTom MHoxecTee X[ cnegyer 3a Xa
(4TO0 Mbl 3anucbiBaem npocTo: > M), To faHO HenpepbIBHOE OTO6pPaXKeHUe
npoctpaHctea XB B npocTpaHCTBO Xa@, Ha3blBaemMoe MPOEKUMeA W yaoBeT-
BOPSIOLLEE YC/OBMIO TPAH3UTMBHOCTM : ecim Y > B> a, To TH= w!

MPOEKLUMOHHBIM CMNEeKTPOM Ha3blBaeTCcss HanpaB/ieHHOe
MHOXEeCTBO MNPOCTPaHCTB Xa BMecTe CO CBSA3blBAWMUMMU 3TK
npocTpaHCcTBa NPOEKUMSAMMU 1 o6o3HauaeTcs uepes {Xa, LLUE}.

n HanpaB/fieHHbIM MHOXeCTBOM HasblBaeTCsi YaCTMUHO YMOpsA0HYeHHOe MHOXECTBO, B
KOTOPOM K /o6bIM ABYM 3/7eMeHTaM MMeeTcs TPeTWid, crefylolnii 3a HUMU 0GOUMM.
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HasoBeM HUTbIO CMEKTpa BCAKOE MHOXECTBO Touek Xa£Xa, mo ofHOND
n3 kaxgoro Xa, ygosnetsopsitowiee ycnosusim: npu fi> a Bcerga i0ftxB= xrc
Hutnm o6pas3yldT TOMONOFMYECKOE MPOCTPAHCTBO: B3AB B KAKOM-
nn6o Xa npovsBosibHOE OTKPbIToe MHOXecTBO [a, o6o3Haunm uepes OrG MHo-
)KECTBO BCEX HUTENA, ,,MpoxoAdwmx 4vepes [a@“, T.e. MHOXKeCTBO Tex HuTeit
1= Y koTopbix Xa£l a.

MHoxectBa Or,, 1 BCEBO3MOXHble WX CyMMbl O6BLSBASTCSA OTKPbITHIMU
MHOXeCTBaMM MPOCTPAHCTBA BCEX HWTel [aHHOTO CMeKTpa. ATO NPOCTPAHCTBO
HUTE 1 HasbiBaeTCs MpPefesioM [JaHHOr0 MPOEKLMOHHOTO CMeKTpa; OHO 0603-
HauvaeTcs yepe3 \T{Xa,cbP}.

CyLLIecTBYIOT pa3/IMyHble YacTHbIe Cly4Yan ¥ BUAOU3MEHEHUS 3TOr0 MOHATUS.
OfMH W3 BaXHEWLUMX YacTHbIX Cly4yaeB MOSlyYaeTcsi, eCU MPeANonoXnTb, YTO
Bce Xa cyTb 6GMKOMMNaKTbl. Torga, Kak He TpPyAHO BuWAeTb, NpedenibHoe MNpo-
ctpaHcTBo X lim{Xa, € aBnseTca 3aMKHYTbIM MHOXECTBOM B TOMOJIONMYECKOM
MPOU3BeSEHNN BCeX MPOCTPAHCTB Xa W, CnejoBaTesibHO, SBMSETCS 6MKOMMAKTOM.

OC06eHHO BaxeH Cnyuaid, korga Bce XIT SIBASOTCS GUKOMMAKTHBIMW TOMO-
NOTUYECKUMMW TPYNNamMu, a MPOeKUUN «-HernpepbiBHLIMU - FOMOMOP(U3MaMU.
Torga v npefenbHoe MNPOCTPAHCTBO SIBASETCS TPYNMoiA Mpy MOKOOPAMHATHOM
yMHoxkeHumn: ecim 8= {xj, N {ya] cytb gBe nwut, 1o ‘Eu {x{ryj. O3vor
CNoco6 MOCTPOEHMS HOBbIX FPYMM, OTMPaBASSCh OT 3afaHHbIX rpynn Xa, LUMpOoKo
MPUMEHSIETCS B YaCTHOCTV MPW OMNpeAeNieHUN pasiMyYHbIX aHaloroB rpynn BeTTu.
HaxoguT OH Wapyrve npumMeHenus.. [lycTb, Hanmpumep, a npo6eraeT Bce HaTy-
pasibHble 3HauyeHus a= 1,2,3,..., ¥ Kaxkgoe Xa ecTb NPOCTPaHCTBO, COCTOSI-
wee m3 2" M30/IMPOBaHHbIX TOYEK, KaXKAas M3 KOTOPbIX eCTb KOMOMHaLus

ol o 00 O
B KoTopoii Bce il paBHbl 0 wnm 1. Mpoekuum onpegensiem Tak:

T, 41O me o/ +i) = ({ieee",)e
[NpeaenbHoe MNPOCTPAHCTBO eCTb KaHTOPOBO COBEpLLUEHHOe MHOXXecTBO.
Bo BTOpOM npuMepe MOMOXWMM CHOBa «==1,2,3,... . lNpocTpaHcTBO Xa
eCTb OKPYXHOCTb \Z\' = 1 Ha N/IOCKOCTV KOMIMJIEKCHOIrO MepeMeHHoro. Cuutas
(PMKCMpOBaHHO MocnefoBaTeNlbHOCTY LenbiX uucen T L2,

T3T?,. . Ta, ..
onpegensieM Ansi KaXgoro a npoekuuio Kak oToGpaxeHue Xa/SlHa Xa 3agaHHoe
thopmynolii
1
Za _ZJj-l .
MpefenbHOe NPOCTPAHCTBO ecTb Hambonee 06LIMIA COMEHONS — OfHOMEPHbIV
KOHTUHYYM B TPEXMEPHOM MPOCTPAHCTBe, SABASAKWMIACA nepecevyeHWeM mocne-

» Be3 orpaHuueHVss O06LLHOCTM MOXHO TMpPeanofioXuTb, UYTO MPOCTPAHCTBA Xa He
MMEIOT MOMapHo O6LLMX TOYeK.
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OBATEJIbHO BJIOYKEHHBIX JAPYr B japyra Koabuesuanbix tea C, (romeomopd-
HBIX 3aMBIKAHMIO BHYTPEHHEH 00JacTH OGBIKHOBEHHOrO TOpa), U3 Kotopeix C,
Haxomich BHyTpu C,, oOeraer ero n, pas.

Jlpyroii KpaiHuii cy4yan NPOEKUHMOHHBIX CIIEKTPOB, MOJY4UM, Npefnoaras,
uTo Bce X, CyTh KOHEUHblE NMCKpEeTHbE 7,-mpoctpanctsa. Torja u npejeiabHoe
npocrpauctBo X —lim{X , wf}, kotopoe B aTOM C.1yuae Gyjem HasblBaTh MO Ji-
H bl M MPeJeIOM CriekTpa — sipisietcst 1,-nmpoctpanctBom. OHako, 31ech Hapsiy ¢
3THM TIOJIHBIM TPEJEJIOM OKAa3bIBAETCS MHTEPECHBIM paccmMaTpuBath eule u
Apyrue mpejgesibHble 00pa3oBaHus, @ MMEHHO TAK HA3. HWKHUIA M BEPXHUH mpe-
peanl. Orpanuuumcs  onpejeiednem nepporo u3 Hux. CkakeMm, 4TO HHTH
£={x } obbemaer Huth & = {x/}, ecam I Kawjuoro « umeem" x, € [x ]
HasbiBaeM HUTb MUHMMAJILHOWM, €CJM OHAa He OObEMJIET HMKAKYID OTJIMYHYIO OT
He€ HuTh. [1OJMHOKECTBO MOJIHOTO TNpefesa JaHHOTO CHEKTpa, COCTOAIEE U3
BCEX MHHHMMAJIbHBIX HUTEH, HA3bIBAETCS HW/KHUM Tpefesom crnexrpa. Huknuid
npejies MPOEKIUOHHOTO CIEeKTPA TaKyKe SIBJISeTCS OMKOMIAKTHBIM NPOCTPAHCTBOM.
I10 OMKOMNAKTHOE MPOCTPAHCTBO OKA3BIBAETCS XayCHOP(OBBIM, €CJIU CHEKTP
YJOBJIETBOPSIET CJIEAYIOUIEMY YCJIOBUIO OTAEJIMMOCTH :

(H). Kaxosbl 6bl HM OblJM IBE MUHMMaJdbHBIE HUTH § — {X }
um §—{x'}, MOKHO HaliTH Takoe « 4YTO B X, HEe CYUECTBYeT
HUKAaKOi# TOo4Ykum X, 3aMbiKaHuUe KOTOPOHM COJEpKUT o06Ge
TouER™ X m X

Urak, HWKHUIA npejes cCrnexkrpa yjaosiersopsercd - yeiaosuto (H) ectb
OMKOMMNAKT.

MosHo pokasath M 0OpaTHOE YTBEpJUIeHHe, a MMEHHO, YTO BCAKMM
OMKOMIAKT SIBJISIETCS HIDKHUM TPEJIeJIOM HEKOTOPOro CHeKTpa, YAOBJIETBOPS-
IOIEr0 TOJBKO YTO CHOPMYJIMPOBAHHOMY YCJ0BHIO oreaumoctu (H).

ITOT CHEKTP CTPOUTCS Tak. PaccmMoTpum Kakyro-aM00 KOHEYHYI) CUCTEMY
NONAPHO HE MepeceKalouxcst OTKPBIThIX MHOYKeCTB /', ..., 7. npocrpancTsa R,
MMEILIMX BCIOAY TMUIOTHYI0 B R cymmy. Toukamu JMCKPETHOrO NpOCTPAaHCTBA
X, SBISIOTCSL MO ONpPeJeIeHNI0 BCEBO3MMIKHKIE BRIDOKEHUST BUIA (5 1y, . .., ),
rae [, )0+ N[l ]== (xaK Beerja, .1—nycToe MHOMKECTBO).

Yro6bl BBECTH B X, TOMOJIOTHIO (MJIM 4TO TOXKE camoe, 4TOObI Cje/1aTh
MHOXKECTBO X, 4aCTMYHO YNOPSLOYEHHBIM), NOJaraem

(5 Jos = v Ju) S 0085 Uy 005 1)
€Ciu fy, ..., I, CYyTb HEKOTOpbIE U3 ji, ..., J;-

15 PacCMOTPEHHE KOHEUYHBIX JMCKPETHBIX MPOCTPAHCTB B TOYHOCTH JKBUBAJIEHTHO pac-
CMOTPEHNI) KOHEYHBIX YACTHYHO YNOPSAOYEHHBIX MHOXKECTB: MnoJjaraem ,\’,'I = X,, €C/IH TOYKa
X/ AAHHOrO IMCKPETHOrO NpOCTpancTsa X, BXOAUT B 3aMbIKaHHE MHOKECTBA, COCTOSLLEro
13 TOYkH X, TOro ke npoCTPaHCTBa.

14 T.e. He CyLIECTBYeT TAakOro X,, A1 KOTOPOro ObL10 Obl OAHOBPEMEHHO X, = X/,

n X, =x./ (ecam paccmarpupath X, KaK 4aCTHYHO YNOPSIOUYEHHOE MHOKECTEO).
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Monaraem ganee [ >a, ecnu cuctema B ={rRl, pl} siBNsieTca nog-
pasgeneHuven\ cuctembl (C= {lal, ..., T.e. Kaxgoe [ cogepxutcs B He-
KOTOpPOM (M TOrfga, OuYeBUAHO, efuHcTBeHHoM)S al

MpoeKUMM ONpeenaioTca Tak: Kaxaomy I [ cooTBeTcTBYeT eAMHCTBEHHOE
cogepxatee ero [al, uto u gaeT Ham

<B{Bj)- (<0-
[locne 3Ttoro nonaraem:

«pan. ome/) («

(coBnagatolme 3/eMeHTbl CrpaBa CYMTAKOTCA NINLb OAWMH pas3).

370 onpegeneHune 3aBepluaeT nocTpoeHue cnekTpa {Xa, «B); oH HasbiBa-
eTCsl CMeKTPOM fAaHHOro npocTpaHcTBa R; mpu onpegeneHUn sToro cnekTpa bl
6UKOMMNAKTHOCTbIO MpocTpaHcTBa R He monb3oBanuck; ecnn R—6ukoMnakT, To
ero CrneKTp WMeeT HVXKHWIA npeden, roMeoMopdHbIi npocTpaHcTBy R.

Cpean pasnNyHbIX BOMPOCOB TEOPUM BUKOMNAKTHBLIX MPOCTPAHCTB Hau-
6onbluee pasBUTUE B nocnegHue 10— 15 fieT Moy4ynMnnm BOMPOCHI, Kacaloluecs
BUKOMMNAKTHbIX pacluMpeHnii TOMOMOrMYECKMX, @ MMEHHO, BMOJIHE PerynsipHbIX
MPOCTPaHCTB.

13 OCHOBHOFO pe3ynbTaTa TMXOHOBA O BO3MOXHOCTM MOFPy3nTb BCAKOe
BMOJIHE PeryfsipHoe npocTpaHcTBO R B 6MKOMNAKT B TUXOHOBCKWI Ky6 TOro
e Beca, 4YTO M [JaHHOe MnpocTpaHcTBO R, cneayeT, 4uTo BCAKOe BMNO/He
perynsipHoe npocTpaHcTBO R MMeeT 6MKOMNaKTHOe paclwu-
peHune DR, T e. 6uKOMNaKT, cogepaliuii faHHOe NPOCTPAHCTBO B KayecTse
BCIOAY M/IOTHOTO MHOXECTBA: AN Mony4YeHnst 6MKoMNaKTHoro pacwupeHus bR
MMeloLLero ToT Xe Bec T, 4To M camo R, pgoctaTouHo norpysute R B Tuxo-
HOBCKMiIA Ky6 Beca T W B3siTb TaM 3aMblKaHue.

B cBSi3M C 3TUM BO3HMKaeT BOMPOC 06 M3yyeHWUM Bcex BOoGLLE GMKOM-
MaKTHbIX PaclUMpPeHnii JaHHOro BMOJSIHE PEeryfnsipHoro npocTpaHcTBa R, w atoT
BOMPOC MOCNYXWN NpeAMETOM GOMbLUOA W MHTepecHol Teopuun. Tpexje BCero,
BGUKOMMAKTHbIE pacluMpeHnUs AaHHOTO BMO/He perynspHoro R oGpasytoT ecTecT-
BEHHbIM 06pa3oM YacTMYHO YMOPSAOYEHHOE MHOXECTBO: pacwupeHne bR
cnegyet 3a pacwupeHvem bBtR, ecnu cyuiecTByeT HenpepbiBHOE OTO6paXkeHue
npoctpaHcTBa b.,R Ha Db,R, octaBnsiouiee HenogBukHbIM Bce ToUKM R. Okasbl-
BaeTCsl, B 4YaCTMUHO YMOPSAOYEHHOM TakMM 06pa3oM MHOXeCTBe BCEX 6MKOM-
MaKTHbIX pacliMpeHnii npocTpaHcTBa R vMeeTca HanbonbluWii 3/1eMeHT-61KOM-
nakTHoe pacwupeHue aR, o6napgatoliee TeM CBOWCTBOM, UTO OHO MpPU HEMog-
BMXHbIX TOYKax R MoXeT ObITb HenpepbiBHO O0TOBPaXKEHO Ha BCAKOE GUKOM-
MaKTHOEe paclivpeHue npocTpaHcTBa R. 3To MakcuManbHoe (MM YeXO0BCKOE)
6UKOMMAKTHOe paclimpeHne CIR  0gHO3HAUYHO OMpefesieHO CBOMM CBOICTBOM

5 Torga, Kak fierko BuAeTb, cymma Bcex [T, cogepxawmxca B faHHoOM [al, ecTb
MHOXECTBO, BClOJy N10THOe B 3ToM [nlC
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makcumaibHocT. [Toctpoero oHO MOKeT ObITh Ciefyrolum oopasom. Cucremy
7 OTKPBITHIX MHOXeCTB [’ mpoCTpaHcTBa R HA30BEM NpPABUJIBLHOM, €Cau K
KQKIOMY 3J1eMeHTy /' 3TOil CHCTEMbI MOKHO B CHCTEME y HalTH ajemeHT /7,
NOJNYMHEHHBI W aJieMeHTy [, T. €. BIOJHE PEryJspHO BIJIIOYEHHBI B [’
(8 Tom cmbicsie, uto /7 m R I’ ¢yHkumoHaibHo otaeaumbl B R). llentpn-
poBaHHaa '’ ¥ MpaBUJIbHAS CHCTEMA OTKPHITHIX MHOMECTB NPOCTpaHCTBa R, He
copepkal@s HU B KAaKOH OMIMYHON OT Hee MHEHTPUPOBAHHON MPaBHJILHOMN
CHUCTEME, HA3bIBAETCSI KO HILOM MPOCTpaHcTBa K. JIerko BHAETh, YTO CHUCTEMbI
BCEX OKPECTHOCTEN MPOU3BOJIBHOI TOYKM X NPOCTpPaHCTB R ectb KoHew. OTox-
JECTBIISIA KOKYI0 TOYKY MPOCTPAHCTBA C KOHIOM, COCTOALIUM M3 €€ OKpecT-
HOCTEN, MO)EM CUYMTATh MPOCTPAHCTBO R MOJAMHOMKECTBOM MHOMECTBA BCEX
KOHIIOB ATOF0 MPOCTPAHCTBA. B 3TO MHOXECTBO BBOAMUTCS TOMOJOTMST CJEIYIO-
1M 00pa3oM: MyCcTh /—INpPOU3BOJBHOE OTKPBITOE B /R MHOMECTBO ; 0003HAUMM
yepes Op MHOXKECTBO BCEX KOHIOB, MMEIOIIMX MHOYKECTBO /' OJIHUM M3 CBOMX
aiaementoB. MuoyxkectBo Op M BCEBO3MOJKHBIE CYMMBI TaKUX MHOKECTB CYTh MO
OTIpeJIe/IeHHI0 OTKPHITHIE MHOKECTBA B NMPOCTPAHCTBE «R BCeX KOHUOB MNpo-
ctpaHcTBa R. Mbl yyKe BUJIEJIH, UYTO CaMO MPOCTPAHCTBO R MOXKHO paccmarpu-
BaTh KAaK MHOXECTBO, Jie)Kalllee B MPOCTPAHCTBE ¢ R. ITO BKJIIOYEHHUE MPO-
crpaHcTBa R B « R eCTh BKJIIOYEHME TOIMOJOTMYECKOe, M NpH 3aTom R OKasbiBa-
eTCsl BCIOJly TUIOTHBIM MHOXKECTBOM mnpocrpanctBa «R. Takum obpasom «R
ecTh OMKOMNAKTHOE pacClIMpeHue npocTpaHcTea R M 3TO-TO paciuupeHue «R
M OKa3bIBAETCS MAKCHMMAJbHBIM.'”

Ecin ycwiurh noHsitme NOg4MHEHUs], T. €. CYUTaTh NOAYMHEHHBIMU MHO-
>kecTBY /' He BCE PEryJisipHO BKJIIOYEHHBbIE B HEr0 OTKPBITbiE Muokectsa /', a
TOJILKO HEKOTOpPbl€ M3 HHUX TaK, 4TOObI INPU ITOM COOJIOAAJIUCH HEKOTOpble
€CTeCTBeHHbe TPeOOBAHUS, TO MOXHO — MOAOMPAs KAl pa3 Hajjiexailee
NPpaBHJO MONUYUHEHUS — TMOJYYUTh HE TOJIbKO MAKCMMAJIbHOE, HO U
J060e Hamepej 3aaHHOe OMKOMMAKTHOE paciiMpeHue npocrpaHctsa R.

3ameTuM HAaKOHEL, 4YTO HIDKHUU Mpejiesl CNeKTpa JiOdOro HOPMaJbHOrO
npocTpaicTea R eCTh MakcuMajbHOe OHKOMNAKTHOe pacuiupenne « R npo-
CcTpaHcTBa R.

B Hacrosiiiiee Bpemsi OMKOMMAKTHbIE PACUIMPEHUS] TAHHOTO BIIOJIHE DEry-
JSIPHOTO MPOCTPAHCTBA TPHUBJEKAIOT K Cede BHUMAHHE C COBEPIIEHHO HOBOW
TOYKM 3PEHHsI, & UMEHHO C TOYKM 3PEHMSI TaK HA3bIBAEMOIl PABHOMEPHOMW TOMO-
sioruu. U3eectHo npepsioskennoe A. Bensem (A. WEIL) onpejesieHue paBHO-
MEpPHBIX NPOCTPAHCTB (,, PABHOMEPHBIX CTPYKTYP“). DTO ONPEIE/ICHNE HE KAXETCH
MHE HMCHYEpIbIBAIIIMM U BIIOJHE YJOBJIETBOPUTEJIbHBIM YyKE XOTA Obl 110 OZHOMY

16 CucreMa MHOYKECTR HA3bIBAETCS LEHTPHPOBAHHOMN, €CaH, N0das KOHeYHas ee noji-
cucrema mmeer HeﬂyCTOe nepecewenne.

17 [lepsoe mocTpoenue npoctpancTea «R Gwuino gano 9. Yexom (Ed. Cecw) B
1937 ropy ; npoBeieHHOE 34€Ch MOCTPOEHHE, COBEPIIEHHO OTINYHOE OT nocTpoenns J. Yexa,
npeanoskeHo MHow B 1939 roay.
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TOMY, YTO B OCHOBE €r0 JIEKUT HEKOTOPAs! CrieluaibHast KOHCTPYKIWS, aHaJI0T U YHas
cucreme okpectHocTeil (6ase) Tomosiorudeckoro npocrparcrsa. Ot aToro He-
JjocraTia cBoOoHO npeioskerHoe B. A, EpemoBuueM noHsTHe npocrpaHcTea
6J1M30CTH, B OCHOBE KOTOPOTO JIEXKUT MOHSTHE OJU30CTH MMy JBYMS MHOMKECT-
BaMu (COBEPIIEHHO TaK K€, KaK B OCHOBE OOBIMHON TOMOJOTHUU JIEHUT TOHATHE
OJIM30CTH TOYKH K MHOXKECTBY : ,TOYKa OJIM3Ka K MHOYKECTBY, €CJIM BXOJHUT B
ero 3ambikanue“). Urtak, munosxectBo P kaxkux Aud0 2JEeMECHTOB,
Ha3blBAEMBIX TOYKAMU, €CTH MO ONPeEJeJeHUI0 NTPOCTPAHCTRBO
OJU30CTHU, €CJIU MEXWJY €T0 MOAMHOXECTBAMMU BBENEHO OTHO-
meHue OGJUUIOCTH, T. € J1OBX JBYyX MHOxecTB ASP, BSP
YCTAaHOBJAEGHO, ABJIAITCA JU OHU L,6JU3KUMUY MeXAYy c0OO010
nau HeT (ecau JBa MHOXeCTBa He OJM3KM, TO OHM HA3bIBAIOTCH JAJEKUMH).
[Tpu sTom nmpeanosaraeTcs, YTO BHIMOJHEHBI CJIAYIONINE YCJAOBUS : ,aKC U O M I
npocrtpaHcTB 6au3octu“ (nperioykeHuoie B. A. E¢ppemoBuuem):

1. Eciu mHoxectBo A 61M3KO Kk MHOXecTBYy B, To u B
6an3ko k A

2. Cymma ngByx mHoxectB A, u A, 6au3ka K MHOoxecTBY B
TOTJAa U TOJbBKO TOTlA, KOTJAa NO KpaiHeil Mepe OAHO U3 MHO-
’kecTB A,, A, OJIM3KO K MHOXECTBY B.

3. IlBe Touku a u b 61M3KH TOrjga M TOJbBKO TOTfAa, KOoraa
OHM COBHANAIloT.

4. Bcé mHoxecTBO P 1ajJleko OT NyCcTOr0 MHOJeCTBA.

5. JlloOble ABa faJeKkuXx MHOXecTBa A U B MOryt ObITh
3aKJIOYEHb B JBa Henmepecekawuuxcs MHoxxkectsa U u V,
Takue, yTo A panexko ot PPU u B pgpanexo ot P V.

3ameuvanne: MuowectBo U=A, ylOBJIETBOPAIOLLIEE TOMY VCJIOBHIO,
4yto A pasexo ot P U, nHasbiBaercs ,0JM30CTHON OKPECTHOCTHIO® MHOKeCTBA A.

Cam ocuosaresis teopun B. A. E¢peMmoBuy mnokasaj, 4to BO BCAKOE
NPOCTPAHCTBO OJIM3OCTU €CTECTBEHHO BBOJUTCS TOMOJOrUsl (TOYKA p, GJIU3KAsA K
MHOYKECTBY A, HA3bIBAETCS TOYKOH TNPUKOCHOBEHMS MHOMECTBA A), U 4TO B
STOM TOMOJIOTUM BCSIKOE MPOCTPAHCTBO OJIMBOCTH SIBJAETCS BIOJIHE PEryJIsiPHBIM
TOMOJIOTHYECKUM npocTpaHcTBOM. OGpaTHO, BO BCAKOM BMOJIHE PEryJSIPHOM MPO-
CTPAHCTBE MOKET ObITh BBEJE€HA UM BOOOLIE TOBOPS, MHOTUMM PAa3JIMYHBIMU
criocobamu OJIM30CTh MEXKIY MHOMECTBAMH '™ Tak, 4TO OYyT BHIIIOJHEHbI YCIOBUS
1—5. Takum 00pa3om ecTecTBeHHbIN MOAXO0/] K POCTPAHCTBAM OJIM30CTH 3AKJIH-
4aerca B cJefyloliem: /laHo BIOJIHE peryJisipHOe NpoCTPaHCTBO R; HAaWTH BCe
,pacrtyue Ha Hem® mpoctpaHcTBa 6.Ju30CTH (T. €. BCE T€ MPOCTPAHCTBA OJIH-

18 Opnum 13 ¢noco00B BBEAeHMs] ONNM30CTH BO BIOJAHE PEryJASPHOM NPOCTPaHCTEE R
3akar4aeTcss B TOM, 4TO JABaA MHO>KECTBaA 00 BABIAIOTCSH JAAJACKHMH, €C.1M OHN Lb)’HKU.lIOHﬂ.’leO
oraenersl B R.
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30CTH P, COCTOsillIMe 113 TOYEK NPOCTPAHCTBA K, €CTECTBEHHAs TOMOJOTUSA B
KOTOPbIX J@eT HaM MMEHHO TMPOCTPAHCTBO R).

EcrecTBeHHO Ha3BATH PAaBHOMEPHO-HENPEPHIBHBIM OTOOpPAYKEHHEM TPO-
crpaHcTBa 6,1M30CTH X B NMPOCTPAHCTBO OJM30CTU Y BCsikoe oToOpaxeHue, npu
KOTOPOM JIBA MHO)KECTBA, OJIM3KUE B X MEPEXOAT B MHOXKECTBA, 0.M3KUE B Y.
9lcHO, 4TO Takue OTOOpa)KeHus OyayT M HENPEPHIBHLIMM B CMbICJIE €CTECTBEH-
HOIl TOMOJIOrMM npocTpaHcTs Oausoctn X u Y. YacTHeIM ciyd4aem mpocTpaHCTB
6.IM30CTH SIBJISIIOTCSI METPUUECKHE NMPOCTPAHCTBA (B KOTOPHIX OJIM3KM MHOMECTBA,
HAXO/IIIMeCs] HA PACCTOSIHUM PAaBHOM HYJII0) U Tomosiornyeckue rpynnbl  [lpn
3TOM, Kak 3ametus B. A. EppemoBuy, 00blYHAA paBHOMEPHAs HENPEPHIBHOCTH
OTOOPAKEHUI METPUUECKUX MPOCTPAHCTB COBMAZAeT C PABHOMEPHOH HEMpepbiB-—
HOCTbIO B CMBICJIE COXPAHEHHs1 OJIM3OCTH.

Besras ‘paBHomepHast cTpykrtypa B cMbicie A. Beitjisi tawke OJjHO3HAYHO
onpejeser 6JU30CTb, HO HA OJHOM U TOM JK€ MPOCTPAHCTBE OJU30CTU PACTYT,
BOOOLIE TOBOPsi, MHOIME PABHOMEPHbIE NMPOCTpaHcTBa. Takum 00pasom, B3anm-
Hasl CBA3b MOHATHUII: BNOJIHE PEryJ/isipHOE MPOCTPAHCTBO, MPOCTPAHCTBO OJIU30CTH,
PaBHOMEPHOE NPOCTPAHCTBO 3aKJIOYAETCH, €CJIM TaK MOYKHO BbIPA3UTHLCH, B
NOC/Ie0BATEILHO PACHIENJIEHUN TEPROTO TOHSITHS BO BTOPOE W BTOPOTO B TPEThe.

HauGosiee MHTEPECHBIM M JaJEKO NMPOJABMHYTHIM MPEACTABJAETCA BOMPOC O
B3MMOOTHOUIEHUSIX MEXK/y TOMOJIOrMYeCKMMH (BIOJHE PEryJIipHbIMU) MPOCTpaH-
CTBAMKM U NPOCTPAHCTBAMU OJIM3OCTH. 3j€Ch MOJO)KeHUe Bellled MPUBEJIO B
MOJIHYI0 SCHOCTH Oaarogapsi caenpyiouteit  teopeme H). CmuphoBa: nmpo-
CTpaHcTBA OJU30CTHU, PACTYUIME HA TAHHOM BIOJHE PErysp-
HOM NPOCTpaHcTBE R, HAXOAATCI BO BBAUMHO-OJHO3HAYHOM
COOTBETCTBHUU C OMKOMMNAKTHBIMU PACIIMPEHUSIMU NPOCTPAHCTB
R: xaxjaomMy OMKOMNAKTHOMY pacliupenuto bR npocTtpaHcTBa
R cooTrBeCTBYeT BNOJHE ONpejeeHHOe NPOCTPAHCTBO OJIH-
30cTu P, pactyuee Ha R, MMEHHO, 1BA MHOXE€CTBA CYUTAIOTCH
61M3KUMU B P, eciiu X 3ambikaHus B bR nepecexkawnTcs; Npu
3TOM, TAKMM NMYyTEM MOJHO MOJYYHUTHL BCe NpOCTpaHcTBa 6.JHU-
3o0cTH, pacTymue Ha R, Kaxjgoe oauH auumb pais. EcrecTBeHHO
CYUTATh MPOCTPAHCTBO OJIM30CTH P, CJEAYIOUIMM 33 NMPOCTPAHCTBOM OJM30CTH
P, (o6a mpocTpaHcTBA pacTyT Ha OJHOM M TOM K€ TOTMOJOMHYECKOM IPO-
CTpaHCTBE [R), €CiaM TOXIEeCTBEHHOE OTOOpakenue mpocrtpaHctsa P, na Py
pPaBHOMEPHO HenpepbiBHO. OKa3biBaeTcss, 9TO CJIIOBAHME B TOUYHOCTH COOTBET-
CTBYeT CJIeJIOBAHMI0 OMKOMMAKTHBIX PaCHIMPEHUii : MPOCTPAHCTBO Oausoctu Py
cienyer 3a P, TOrjia M TOJbKO TOrAA, KOrja OMKOMNAKTHOe paciuimpenue bR,
nopoxpaatouiee Py, caeayer (B paHee yCTAHOBJIEHHOM CMBICJIE) 32 OMKOMNAKT-
HBIM pacimperuem bR, noposaaoumm Py .

[Tonytho FO. CMupHoB orBeyaer um Ha Bompoc: Korjpa jpaHHoe BnoJine
peryJipHO€ MNPOCTPAHCTBO K MMEET JiMllb €IMHCTBEHHOE OUKOMIAKTHOE pac-
mupeHde uau (MTO B CHJY CKA3aHHOTO — OJHO M TO-’Ke), JOMYCKAET JIMIIb
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€IMHCTBEHHOE omnpejeseHne 6un30ocTu. Ora3biBa€TCs, 4YTO YCJIOBUE OMKOMNAKT-
HOCTH R Oyjay4u TPUBMAJbHBIM 0OOpPa30oM JOCTATOYHBIM," OTHIO[Ab HE SBJSETCH
HeoOxogumMbiM. HeoGxopumoe->ke M 1OCTATOYHOE yCJIOBHE JUISI TOTO, 4YTOOBI
JIAHHOE MPOCTPAHCTRO R MMEJIO eIMHCTBEHHOE OUKOMIMAKTHOE paciiupeHne 3aK/I0-
4aercss B TOM, 4TOObI B R He CyLIECTBOBAJI0 HUKAKOH napbl (PyHKIUMOHAJILHO
OT/JIeJIMMbIX HEOMKOMIAKTHBIX 3aMKHYTBIX MHOMECTB: Hampumep, NPOCTPAHCTBO
BCEX MOPSIKOBBIX 4MCesN < @; (B MX €CTeCTBEHHON MNOPSAKOBOW TOIOJOTHH) He
Oyyun OMKOMNAKTHBIM, UMEET TeM HEe MeHee eJIMHCTBeHHOe GMKOMIIAKTHOEe pac-
HIMPEHHUE M CJIeI0BATE]LHO JONYCKAEeT eJMHCTBEHHOE onpejeseHue OJIM30CTH.

Boubiioe npuHumunualibHoe 3Hadenue ycraHopjieHHoro ). CmupHOBBI M
B3aMMHO-0HO3HAYHOrO COOTBETCTBUSI MEKAYy OMKOMNAKTHBIMU PACIIMPEHUSIMH
JIAHHOTO BIMOJIHE PEryJSIPHOrO mpocTpaHctsa R U pactylumu Ha R nmpocTpaH-
CTBAMM OJIM30CTH 3AKJIIOYAETCS B OCYUIECTBJEHHON TAKUM 0OPA30M MOJHON
PEAYKUMU TIOHATUS MPOCTPAHCTBA OJIM30CTH K G0JIee CTAPOMYy IMOHATHIO OUKOM-
MaKkTHOrO paclIMpeHus. ITa PeyKUus HE MEIlaeT, KOHEYHO, CYIeCTBOBAHUIO
CBA3AHHOM C MPOCTPAHCTBAMKM OJIM30CTU CHELUAJLHON MpoOaeMaTHKu (OTMETHM,
Hanpumep, u4ro, kaxk noxazan B. A. EppemoBuy, epwimgoBa u runepooiu-
4ecKast IIOCKOCTh MPEACTABIAIT COO0I0 1BA PA3JMYHBIX NPOCTPAHCTBA O.1M30CTH,
pacTylMX Ha OJHOM M TOW e ,TOMOJOIMYECKOH MIOCKOCTH ).

U3 ochoBroit Teopembl CMHMPHOBA BBHITEKAET TaKkKe, YTO MPOCTPAHCTBO
0J1M30CTH, 3AMKHYTOE BO BCIKOM OOGBEMJIOILEM €ro MpoCTpaHCTBE OJM30CTH,
HEOOXOAUMO GUKOMIAKTHO. JTO MOKA3BIBAET, YTO BOMPOC 00 OMpejiesieHun noJi-
HbIX TPOCTPAHCTB OJIM30CTH HE MOYKET pPelathCst Mo aHajJdorMu ¢ METPUYECKUMU
NPOCTPAHCTBAMM, M TpeOyeT K cede OTAeJbHOrO MOJAXOjd. 3ajada OrnpeeseHus
KJacca MOJHBIX METPUYECKUX MPOCTPAHCTB Takke peiieHa CMUPHOBBIM, HO
MBI He MOKeM ceiuyaC BXOJAUTh B pacCMOTpeHue 3Toro Bompoca. OTmeTum
TOJIBKO CJEAYIOIIMI WHTEPECHBIH pe3yJbTaT, KacalouMics MOJIHBIX B OOBIMHOM
CMbICJIE CJIOBA METPUYECKMX MPOCTpaHcTB: /l1s1 TOro, 4to6hl MeTpMYeckoe npo-
CTPAHCTBO R ObLJIO MOJHBIM, HEOOXOAUMO U 0CTATOYHO, YTOOBI B OMKOMIAKTHOM
pacuIMpeHns, MOPOMIIAIOILIEM JAHHOE METPHUYECKOE MPOCTPAHCTBO KAK MPOCTPAHCT—
BO OJIM30CTH, TOJILKO TOUYKM CAMOTO /R Y0BJIETBOPSIN TEPBON AKCHOME CUETHOCTH.

51 He umero ceifyac BpeMeHM KacartbCs JOKa3aHHBIX CMUPHOBBIM TEOpPEM
O B3aMMOOTHOILEHUSIX MEX(y MPOCTPAHCTBAMKM OJIM30CTH ¥ PABHOMEPHBIMU TPO-
CTPAHCTBAMU B CMbicsie A. Beitjst M Mory JiMilb OTOC/IATh MHTEPECYHOLINXCS
3TUM BONMPOCOM K OPUrHHAILHBIM MyOIMKALMSIM.

3akaHuuBasi ATOT MO HEOOXOAMMOCTH KpaTKuil 0030p, 5 HAJECh, YTO OH
BCE JKE JlaeT NpeJCTaBieHne O HaJM4YMKM B HACTOSIIEE BpPeMsi B TEOPUM TONO-
JIOTMYECKUX MPOCTPAHCTB MHTEPECHBIX HANpPaBJIEHUH MCCIENOBAHMS, CPEIN KOTO-
PBIX MCCJIEOBAHMS, CBS3aHHbIE C MPOCTPAHCTBAMM OJIM3OCTH, KAKYTCI MHE
0COOEHHO 3aCJYKUBAIOUIMMU AJIbHENIIero pa3BuTHs.

19 EAMHCTBEHHOCTh OnpejeneHust OJu30CTH HA OMKOMNakTe Oblla B CAMOM Hava/jae
ycranosnesa B. A. E¢ppemornuenm.



60

(1]
[2]
(3]
(4]
(5]

[6]
(7]

M. C. AnekcaHapoB: O MOHATUKM NPOCTPaHCTBa B TOMO/OMAM

JNINTEPATYPA

M C. AnekcaHpfpo B O MNOHATMM MpoCTpaHCcTBa B Tonosornu, Ycnexu MaTem.
Hayk, 2/1 (1947), ctp. 5—57.

B. A, EbpemoBunY, WMHpMHMUTE3MMaNbHbIe npocTpaHcTBa, OAH CCCP, 76 (1951), cTp-
341—343.

B. A EbhpemoBunuy, leomerpus 6nmsoctm 1, MatematTumueckunii COOPHUK,
31 (1952), ctp. 189—200.

IO. M. CmnpHoB, O MeTpu3auMn TOMOMNOFMYECKMX MPOCTPAHCTB, Ycnexu MaTem.
Hayk, 6 6 (1951), ctp. 100—111.

0. M. CmupHoB, OTo6paxeHWe CUCTEM OTKPbITbIX MHOXeCcTB, MaTeM. CO60pPHUK,
31 (1952), cTp. 152-166.

0. M. CmupHoB, [OAH CCCP, 84 (1952), ctp. 895—898.

N. Bourbaki, Actualités scientifiques et industrielles, 858 (1942).



CBOWCTBA HEKOTOPbLIX KJ/IACCOB ®YHKLIMA MHOTUX
MNEPEMEHHbIX HA AN®DEPEHLINPYEMbIX MHOIMOOBPA3NAX
N MPUNOXEHUE X K BAPUALMOHHBIM 3ALAUYAM

C. M. HUKOJIbCKUI (Mocksa)

1. Mbl HayHeM C TOro, YTO paccMOTPUM npocTeiwy 3agavy Aupuxne-

TpebyeTcs Halitm yHkumio U(X, Y), yA0OBNETBOPSIIOWLYIO BHYTPU 3afaHHOiA
o6bnactn G ypaBHeHMIO

o'y Jiviy]

(© B

U uMeloLylo Ha rpaHuue [ o6nacTu npefenbHble 3HayYeHWs, paBHble 3afaHHOMN
tpyHkuum f(s), roe S anuvHa gyrm T

B cBoe Bpems ellle PuUMaH npeanosioun BapuaLoHHbIA MeTof peLleHuns
aTOM 3ajaun, 3aK/YaloWMiACA B TOM, YTO WCKOMasi rapMOHUYecKas QyHKLMS
HaXoAWUTCA KakK (YHKUWS, KoTopas o06pasyeT B MUHUMYM WHTerpan Aupuxne

O

2) DIF]

Cpean BCEBO3MOXHbLIX (AonycTumMbIX) (yHKumii F(X,y), onpegeneHHbix Ha 06-
nactm G, wumelowmx uHTerpupyemble Ha G BMecTe cO CBOMMMK KBagpaTamu
YacTHble MPOU3BOAHbIE W YAOBMETBOPSIOWMNX 3a4aHHbIM TFPaHUYHbIM YC/I0BUAM

3) n-- /(4

B panbHeliweM, Kak W3BECTHO, 3TOT METOA BCTPETWI BO3PaKeHMe Co
CTopoHbl BelepwTpacca. BeliepwTpacc npvBen nNpuMep rpaHUYHOW He-
npepbIBHOA (yHKUmKM f(S), KOTOpoii COOTBETCTBYET rapmMoHMYecKas (PyHKUMA a
¢ 6GecKoHeuHbIM uHTerpanom DJ[u] Oupuxne u gna KoTopoii, cnegosaTesibHO,
pelleHne 3aayn BapUaLUOHHbIM MeTOAOM HEBO3MOXHO.

B cs31 € 3TMM HEKOTOPOEe BPeMs ObINI0 HESICHO, B KaKMX C/yyasix BapualMoH-
HbI/i MPUHLMM NPUMEHMM MPU peLleHn KpaeBblX 3afjayd U B KaKMX c/yvasix OH He-
NPUMeEHMM. BbIX04 M3 MOMIOXEHUA Obl1 HalfeH yXe B Hallem CTONeTUU, MMEHHO
OblI0 YCTAHOB/IEHO, YTO €cM TOMIbKO [aHHble FPaHW4YHbIe YCMOBMSA [OMYCKaT-
BO3MOXHOCTb CylllecTBoBaHMS Ha o6nactu G xoTs 6bl oAHOW (gonycTUMONA)
tyHkumn F(X, y), ynoBnetsopsiiowieii 9TUM TPaHUUYHBIM YCIOBUSAMU U UMetoLL el
KoHeuHblit nHTerpan D[F\, To 3agauy mMoXHO pewaTb BapuvaLMOHHbIM METOAOM
U B 3TOM Cnyyae Bcerga cyliecTsyeT (yHkumsi M, obpawaiowas D\F\ B MuHu-
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MyM; OHa mpu stoMm rapmouudeckas. C pyrod CTOPOHbI, €C/M JOMyCTUMAs
(yHKUMSA He CYUIECTBYET, TO, OYEBUIHO, HE MOXET ObIThb U PEYH O MPUMEHEHUH
BapMALMOHHOTO MeTOJa JUId PelIeHUs KpaeBoil 3ajauyu, XOTd CaMo pellieHue
MOXeT 6J1arornoJy4HO CyLIECTBOBaTD.

Bce crazaHHOe XOpouio OGOCHOBAHO B HACTOALLEE BPEMs HETOJLKO B
cjlyyae paccMaTpUBAEMOil 3Jech MpoCTeiilieil 3ajauu, HO M B Clyyae IUPOKOro
KJiacca IPyrux KpaepblX 3aaay NMpM BeCbMma OOLMX FPAHUYHBIX YCIOBUAX (CM.
[3], [13]).

OnHako, nogoOHOe paspellenne npoodsembl 00XOAUT, OCTaBJAsS HE paspe-
ILIEHHBIM, CYILIECTBEHHbIH BOMPOC, KAKMM BCE »Ke YCJIOBUSIM JOJDKHA YJOBJIET-
BOPATL TPaHMYHAs (PYyHKUUsI, 4TOObI €€ MOYKHO ObLIO NPOJOJBKUTH 3a /' B 00-
gacth G Tak, 4TOOBI NOJy4Yu/Iach jaonycrumas gyHkuus £7?

O600611ast 3TOT BONPOC, MMest B Buay O0Jiee OOLMI KJIACC KPAeBbIX 3ajad,
Mbl MPHXOAUM K Clelyiolleil npodseme.

B n-mepHom mnpoctpaHcTBe Touek (X, ..., X,) 3ajaHa odaactk (G U Ha
Hell QyHkuus f(x,, ..., X,), MHTerpupyemas B p-oii ctenesu (1 = p = oo) Bmecre
CO CBOMMM YaCTHBIMU MPOM3BOJHBIMU 0 OMPEEJEHHOrO MOPSIIKA BKIIOYUTEIbHO.
Y10 MOKHO CKasaThb O npeaeJibHbIX 3HA4YeHUsAX JTOMN (byHKllHH U €€ 4YaCTHbIX
Npou3BOAHBIX Ha rpanuue S obaactu G?

IJra npobsiema BOEPBbIE B TPUAUATHIX ToOfax Obl1a MOCTABJIEHA M M3y4a-
snace B padorax C. JI. CoGouena ([12], [13]), a 3atem B padoTax ero yyeHuka
B. U. Kouppawesa [4]. B pesyabrate aTMMM aBropamu ObLin MOJy4eHbl jAa-
JIEKO MAylllMe HEeOOXOJMMBIE YCJIOBHUS.

Mue ypmasoch B MOCJHEHEE BpeMsl YCHJIHUTb 3TU HEOOXOMUMBIE YCJIOBUS
HACTOJIbKO, YTO OKa3ajJoCh BO3MOXHBIM COOTBETCTBYIOIME TEOPEMbI, HOCALLUE
Ha3BaHUE TEOPEM BJIOKEHHs, OOpPATHTb. IJTOMY M TMOCBSLIAETCS HACTOSALILNI
JIOKJIAf.

2. [lpexkae 4em nmepeinT K ONMCAHMIO PE3YJIbTATOB, s XO4y BKpATLE OCTa-
HOBUTBHCS HA METOJAX MX IOJIy4Y€HHs.

C ofgHO#l CTOPOHBI, 9TO €CTb METOAbI NMPOJOJIKEHUsS (PYHKUMU 3a Tpe/iesibl
o6siacTi, rjie oHa Obl1a 3ajJaHa, Tak 4ToObl COXpaHsIUCh ee nudepeHuuaibHbIe
cpoiictBa. C Jpyroii CTOPOHbI, HIMPOKO MPUMEHSIMCh METOAbl TEOPUH MPUOJIH-
YKEHUs (PyHKUMIT.

Eciu 3apaBajach Ha Hekotopod ooOsacth (G mpocTpaHcTBa (yHKUMs, 00-
Jlajalas  onpejesieHHbIMU  uepeHunalbHbIMI - CBOMCTBAMU, TO YIS TOTO
4TOOBI NPUITH K TOMY, 4TO OHA 00JaJdeT HEKOTOPBLIMM JAPYTUMU Judpepes-
LMaJIbHBIMKM CBOMCTBaMU, OObIMHO 9Ta (DyHKLUs Npogospkasach 3a (J Ha Bce 1po-
CTPAHCTBO ¢ COXpaHenuem AuhepeHuuaibibiX CBOACTB, 3aTeM OHA PacKajbi-
BAJACh B psijl MO LEJbIM (PYHKUHMSIM KOHEYHOH CTENeHHU.

dyukunsa g, 4,(21, - .., 2,) Ha3bIBAETCA  UEJON  (DYHKUMEH CTerneHeil
Vy,..., 7, COOTBETCTBEHHO MO MEPEMEHHbIM Z;,...,2, €CJIM OHa Le/jasd Mo Kax-
JIOW M3 ATUX MEPEMEHHBIX M sl Jo0oro & >0 MOXKHO ykasaTbh Takoe A, 4rto
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ONs1 BCEX KOMIMIEKCHbIX 4.
2>,,+obl
\g,’..n\ < Jle’

OUueHKN [N 4/IeHOB psfa Moay4yasucb C MOMOLWbH 0606LLEHHbIX Hepa-
BEeHCTB [>keKcoHa. Jlanee MNPUMEHSNNUCL TeOpeMbl TuMa O06paTHbIX TEOpeM
C. H. bepHwTeliHa [3]. W 3gecb CYLWeCTBEHHY pOSib Urpaii He TOMbKO
0606ueHHble HepaBeHcTBa C. H. BepHwTenHa (enb [6])

“ \A%)’,(-:--\“ ‘diav.r,|| V>

C MOMOLLbI0 KOTOPbIX OLEHMBAETCA HOPMa 4YacTHOM MPOWU3BOAHON  (DYHKLMK
g XK.\l HO M HepaBeHCTBa Apyroro Tuna

()

JOKas3aHHble B [6], MpU MOMOLIM KOTOPbIX MOXHO OLEHWTb HOPMY (YHKLMK
gw...v,{, paccmaTpnBaemMoii TOMLKO MO nepeMeHHbIM XXI...,X T Npu QUKcUpo-

BaHHbIX XM#,..., X,, uepe3 ee HOpPMY, BbIYMCMEHHYIO MO NpocTpaHcTBy R, ne-
PEMEHHbIX X,,..., XMW Mbl cyMTaem, TakmMm o06pas3om, 4TO

O ©
<6) JiR0  ((oeo(1/(XL...,X,,, XMH,...,x0)\pdxi...dx,,)

-0 -©

roe Xi— BeLecTBeHHbI.

HepaBeHcTBa, aHanornyHbie (4) n (5), UMEOT MecTo 1 ANt TPUTOHOMETPU-
YEeCKMX MO/IMHOMOB OT MHOIMX MEPEMEHHbIX, €C/IM TOMbKO Moj COOTBETCTBYHO-
WMMM HOpMaMW MOHMMaTb WHTerpanbl Buga (6), pacnpocTpaHeHHble Ha Kyb ¢
pebpoM paBHbIM 2;T.

3. Ycnosumcss, uto ecim G ecTb 06nacTb MpocTpaHcTBa /?,, BeLLECTBEH-
HbIX X,,,..,X,, To GV o6o3HauaeT 0651acTb COCTOALLYI U3 TodeK G, yganeH-
HbIX OT rpaHuubl G Ha paccTosiHue Gonbliee U, Ecnm G /?,, To =
Bygem roBopuTb, 4TO (hyHKUms /(X,,..., X,,) UMEET YacTHY MPOM3BOAHYIO
f o
AXH Nno nepemMeHHoi X, Ha G, ecnn 3Ty (YHKUUIO MOXHO BUAOUIMEHUTb Ha
MHO)XECTBE JI-MEPHOMA Mepbl HyMb, TaK 4YTO MOC/Ae 3TOr0 OHa MOYTU AN1s BCeEX
(DUKCUPOBAHHBIX X2,...,X,, 06yAeT KakK (QYHKUMS OT XX abCO/IIOTHO HenpepbiBHA
Ha /11060M 3aMKHYTOM MpuHagnexauwem K G oTpeske W, cnegoBaTesibHO, 0OyaeT
Ha BCAKOM TakOM OTpe3Ke MMeTb MOYTW BCOAQY MNPOU3BOAHYIO MO X,, KOTOPYH

Mbl 1 6yaem ofosHauaTb cumsosiom 1 L Mopo6HbiM o6pasom onpegensioTcs
ax

No WMHAYKLMW 4YacTHble MNPOU3BOAHbLIE OT / BbICLero nopsigka. Ecnm Bce oHM [0
onpefeneHHOro mnopsifka p WHTerpupyembl Ha G B p-0O/i cTeneHn (B CMbIC/e
Lp(G)), To oHM He 3aBMCAT C TOUHOCTHLIO 0 MHOXECTBA Mepbl Hyflb OT Mo-
psagka audgepeHUMpPoBaHUS.
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3agagum umcno r>0mnyctb I r—d, rge O<a 1w r— uenoe. By-
LeM TOoBOpUTb, UTO (yHKUMa / npuHagnexut k knaccy H2t{G;M), ecnm oHa
onpefeneHa U WHTerpupyema B p-oii cteneHn (1 A p  00) Ha G BMmecTe co
CBOMMM YacCTHbIMM MPOM3BOAHLIMU MO XI A0 nopsgka I BKAKOUUTENBHO U, KPOMe
TOro, nNpu a < 1 BbIMNO/HAETCA HEPaBEHCTBO

(-1 I/ii'0i +  X,,..., X,)—AD(X,,..., X,)I</X,...dx,)" ¢ Mik,

anpna 1

(leem \fX[\xi+h, X, , ..., x,,)— 2fE>(XX,. ..,X,,) +
*BY
+ 0 AX—X,,. . X,) "dx,... dx,)" "AM\h\,
ecnrm hi< A

Ecnm  yHKUMs / nNpuHagnexuT ogHoBpemeHHo K knaccam HC (G ;M)
¢ 1 To Gygem nucatb, uto FAHP\G ; M).

Cpenaem euie crefyloulee 3amedaHve. PyHKUMs /, nNpuHagnexailas K
knaccy Hp\G;M), onpegeneHa, Boo6uie roeopsi, ToNbKO nouTu Bcrogy Ha G,
MoaToMy (opManbHO OHa KakK (yHKUMst OT X1;...,X,,, NpU (PUKCMPOBAHHBIX
XM, ..., X,,, SIBAsieTCA HeonpefeneHHoli. Ho, oKasbiBaeTCs, eCu yAoBNeTBOp-

n—IT )
feTcqad AonosiHnTesnbHoe ycnoBue I -------------- > O—Bcer,qa MOXXHO / BNOOU3IMEHUTb
Ha MHOXeCTBE€ Mepbl HYy/Ib TakK, 4YTO NOC/e 3TOro 6y,ﬂ|€T MMETb MECTO

lim )eeel' IX,,..., X, X, H,..., X,,)—AX1,..., X,,,, XIIHi,... X)) |pd x,... dX,= O

T+1
ANs BCSKOTO 3aMKHYTOr0 MHOXecTBa a Touek (X, ..., X,,), MpuHagiexallero K
cooTBeTCTBYloLleMYy ceyeHUto G. B 3TOM CMbIC/ie MOXHO FOBOPWUTbL COBEPLUEHHO
onpegeneHHo o gyHKumm /(Xi,..., Xni, XmMH, ..., X,,) OT NEPEMEHHbIX Xi,...,Xm
Korga 3auKcMpoBaHbl XMH,...,X».
4. CnpaBefiMBbl TeopeMmbl:
Teopema 1. TlycTb 3agaHa yHKuma OX,, ..., X,,)E BI"(?2,,; M) un cuc-
Tema (¥) HeoTpuuaTenbHbIX Uenbix uncen HA+, ..., 9, 478 KOTOPbIX
2 <T.
#f
Kpo.me 3atoro, nyctb
n—T
ob)- r—4 >0.
Torga npy NO6bIX (PUKCUPOBAHHBIX XT+X,...,X

"
oK1, ... xT) afix,,..., xr,0,..., 0) £?ﬁ@)’(Rm; K),
axar... px:
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roe
M »|<c(MI?+m)

N C—KOHCTaHTa, He 3aBucswas ot /UNM1u M

Teopema 2 (obpaTHass K TeopeMe 1). 3agaHo MOMOXWUTENbHOE umMcio T
N HaTypaibHble uncna T U M, Ana KoTopbix 17~ T< M. Kpome TOro, 3ajaHbl
BCEBO3MOXHble cucTeMbl (K) HeoTpuUaTeNbHbIX UebIX Yucen

KWL, . . «, KN,
ONA KOTOpbIX
n
K= K<T
«41
n 4mcna
L Ll
P

MycTb, Aanee, kaxaoi cucteme (K) npusefeHa B COOTBETCTBME (yHKLMA
(MR, (X,,..., X,,) OT M NepeMeHHbIX, MPUHAAMEXALLAs COOTBETCTBEHHO K K/accy
(?,,; M0)), roe Af() HeKOTOpPble MONOKUTENbHbIE YMCNA.

Torga MOXHO MOCTPOMTb (YHKUMIO /(X,,..., X») OT M NepemMeHHbIX, 06na-
JaloLlyo crefyowmnmMmm CBoACTBaMU:

1/ £Hp\RN;K), rge
iliN<cZ(ii9>wii¢)+~ ),
al(X,,..., X 0,..., 0)

dx/+i1mm ax«’

2 WV4) (T Seee>XT).

Mpy K—O0 uacTHas Npou3BoAHas COBMajaeT C Camoi (hyHKLMeEiA.

Teopembl 1 1 2 0606WA0TCA TakXXe Ha TOT CAydvaid, Korga pedbs uWAeT
0 (hyHKUMM /, NpuHagfiexalleii K 6osee obuiemy knaccy Hp' ., M),
npeAcTaBAAlOLWEMY COB0 nepeceveHne KaccoB (M) (i M), HO Mbl
Ha 3TOM OCTaHaB/MMBATbLCA He 6ygem.

5. Hac 6yfeT WHTepecoBaTb MOMlyYeHWe aHaMoTMYHbLIX TEopem B C/y4ae,
Korfja BMECTO M-MepPHOro /IMHENHOro MoAnpocTpaHcTBa (MrypupyeT Npou3Bosb-
HOe KpWBOE [OCTAaTOYHO F/lafKoe Mm-MepHoe MHOroo6Gpasue.

T-MepHoe MHorooGpasve 5 onpefensieTcs cregyrolmMm o6pasom. ITO ecTb
3aMKHYTOe OrpaHMYeHHOe MHOXEeCTBO, NpuHagnexaiee K R,, Takoe, uTo Kax-
past ero Touka PO MOXeT 6biTb OKpYXeHa LLIapoM C LEHTPOM B Heil U HAcTO/bKO
Masioro paguyca, 4To OH OTCeKaeT OT 5 KycOK O, onpefensieMblii npu COOTBET-
CTBYIOLLE/ Hymepauuu oceil KoopAMHAT YypaBHEHUSIMU

) X —Fi(X],.. ., %, = /n+ 1,..., 1)

5 Acta Mathematica
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Korga Touka (X,, . . X,,,) MpoberaeT HEKOTOpPYyH mM-MepHyt o6nacte G. lMpun

3TOM MpeanofiaraeTcs, 4YTO BO3MOXHO C Kaxgoih Toukoit PE£0 cBasatb M— T

e[VHUYHbIX BEKTOPOB- OPTOFOHA/IbHbIX MeXAy C060/ U TaKuX, YTO KaXablld u3

HUX OPTOroHaseH K /IMHeliHOMY KacaTe/bHOMY B Touke P K S MHoroo6pasuio.
UTo KacaeTcsi MPOEKUMA 3TUX BEKTOPOB

L= () a» ) u T n) ,
TO OHM NYyCTb 6yAyT GyHKUMM OT Xi,..., X,H, UMeEILNe HernpepbIBHbIE YaCTHbIE
NPou3BOAHbIE MOPSAKOB A0 T+ 1 BKIKOYUTENBHO.

Ecnv  Tenepb 3afaHa (yHKUMs OT M nepemeHHbIx [£//,,” (/?,,; M), To
MOXHO COBEpPLUEHHO KOPPEKTHO OnpefenuTb yHKUMWIO /)«, KOTOPY UHAYLMPYET
/ Ha S. Mpu 3TOM Ha KyCcKe 0 MHOroo6pasusi 5 oHa MOXET OblTb BblpaxeHa
KakK QyHKUMS OT XU .  XT, onpegeneHHas Ha G; ee eCTeCTBEHHO 3anucaTb Tak:

f itr eee].. 1Y i ]eee]
I'Ipl/l M3BECTHbLIX YCNnoBuUAX, 0O KOTOPbIX 6y,ﬂ'9T UTTWN peydb HMXe, MOXHO
onpeaennTb TakKXXe 1 NpPon3BOAHYHO

Ol

(8) oNtiV ...onk I(ry

HO Ha MOAPOGHOCTAX, CBA3AHHBLIX C 3TUM OMpeAesieHneM, Mbl OCTaHaBAMBATLCS
He 6ygeM. 3ameTUM TO/IbKO, 4TO MPW YCMOBUSAX, KOTOPbIE WUMEIOT MeCTo B op-
MY/IMPYEMbIX HUXe Teopemax, BbIPaKeHWUs ANS YacTHbIX MPom3BoAHbIX (8) npe-
06pasyloTca Mpu 3ameHe OfHUX T KOOPAWHAT Ha fpyrue u ofHUX N— T Hop-
Ma/lbHbIX K S BEKTOPOB Ha fpyruve TakK, Kak 3TO WMeeT MeCTO B K/1aCCUYECKOM
cfiyyae, Korfja BCe BXOAALME B PAcCMOTPEHME YaCTHbIE MPOU3BOAHbLIE OT (DYHK-
UMK | HenpepbIBHBbI.

6. Teopema 3. Tyctb QyHKUua /(Xj,...,X,,) NPUHAAIEXNT K Kraccy
Hp\P,,; M) n 3agaHa cuctema (f) HeoTpuuaTeNbHbIX uucen A, ..., 4, ans
KOTOPbIX M

A= 2 :
pu= r—sa T

Torpga cyuwectByeT (yHKLMS
oy
dNtlV ...dNnn
npuHagiexawiasa K Krnaccy ;JTT-), roe G, nwobasd 06nacTb, 3aMblKaHWe
KOTOpPOW MpuHagnexut K G. Mpu aTom

Mwu \
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7. Teopema 4 (obpaTHas Teopeme 3). lNycTb H npocTpaHcTBe /?, 3a-
[aHa KOHe4yHasi CMCTeMa HenepeKpbIBaKOLLMXCS MOMapHO MHOroobpasuii
Si,.m U

ECOOTBETCTBEHHO, MMEWLWNX U3IMEPEHUA

T W ..., IT?x

Kaxpoe MHoroo6pasme MNOKPbITO KOHEYHbIM YMC/AOM JieXallnux Ha Hem
nepekpbiBalOWMXCA KyckoB 0. KycK/M 3TW SIBHO BbIpaXalTcs yepe3 Te WIN UHble
TK KoopAuHaT npu nomowy paseHCTB (7) M C TOYKaMu WX CBA3aHbl Onpefe-
NEHHbIE CUCTEMbl HOPMaslbHbIX K O BEKTOPOB TVM +i,

3afaHo panee MNOMOXWUTE/IbHOE 4YMCA0 T U BCEBO3MOXHble (JOMYCTUMbIE),
CBsI3aHHblE C KaXgbIM MHOroo6pasvem Sk, cuctembl () HeOTpULATENbHbBIX YMCEN
v+, AnA KOTOpbIX

n

A= V 4,
TAH

0%=r_49_ n-~-mK>Q
p
C KaxObIM KyCKOM @, nexalium Ha MHoroo6pasuu SK, n ¢ kaxpgoli fo-
nyctumoii cuctemoii (H)a nycTb cBasaHa (yHkums FRKT onpegeneHHas Ha
KYCKe @, KOTOpylo ellie MOXHO 0603HauaTb udepes Fa)«*. Ecnm Kycok a siBHO
BbIpa)XaeTCs u4epe3 KoopauHaTbl X,,..., X,K (unm gpyrme TK KOOpAWUHAT), TO
pyHkuns KX, BblpakeHHas uyepe3 9TU KOOPAWMHATHI, MYCTb MPUHAANEXMUT K

knaccy HpO)K(G<r; M), roe Ga ecTb npoekuusi Kycka @ Ha /ivHeliHOe nognpo-
CTPaHCTBO MNEPEMEHHbIX X,,..., XTK (MNN ApYrux MepeMeHHbIX).

Ha 06LMX MepeKpbiBaOWMXCA KycKax OAHOr0 M TOr0 >Xe MHOroobpasus
5 ¢yHkumu Fa)k<€ npegnonaraloTcs cornacoBaHHbIMU Apyr € APYroM B TOM
CMbIC/IE, YTO OHWU MOJUMHSAIOTCA COOTBETCTBYHOLWIUM (hopMmynam npeo6pa3oBaHus
OT OfHOI CUCTEMbl HOPMasibHbIX BEKTOPOB K APYroi W OT OAHMX TK nepemeH-
HbIX K OpPYrMM, Heo6XOAMMbIM [/I1 TOr0, 4TOGbl GblIM BO3MOXHbI PaBeHCTBA

dkF
(9 A
dN KK’ dNn
TK+1
ANa Bcex [AOMNYyCTUMbIX cucTeM (S)A M Bcex KYCKOB, MOKpbIBaOWMUX OJHO v To
e MHoroo6pasue npu ofHOM W Toii e dyHkumm F(X,,. . Xn.
B Takom cnydae B npocTpaHcTBe RN MOXHO MNOCTPOMTL  dyHKLMI0
F(Xi,...,XNn), nogunHA0LYIOCa YCNOBUSIM
1. F£ Hp](M*)

I <Cl— g

5*
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3[ecb BTOpasi Cymma pacrnpoCTpaHeHa Ha BCEBO3MOXHble [OMYCTUMbIE CUC-
Tembl |,NK+H, eee>L, cooTBeTCcTBYyIOLIME KycKy O (B 3aBMCMMOCTM OT 4uCia ero
n3MepeHnii), a nepBas CymMMa pacrnpoCTPaHseTCsl Ha BCEBO3MOXHbIE, MOKPbIBAlO-
WMe Mo TeopeMe HaliM MHOroo6pasusi, Kycku O. KOHCTaHTa C He 3aBUCUT OT

Y .
a(>)§/a Wrelliplep) Y M.

2. CnpaBefimBo paBeHCTBO (9) ana Bce gonycTMMbIX (JIK KycKOB a.

8. C nomouwibto TeopeMm 3 M 4 uUMeeTcas BO3MOXHOCTb OMpefensitb
cBoiicTBaM (PyHKuum /(X,,..., X,,), 3agaHHoit B R,,, cBoilcTBa 3TOW (YHKUMM Ha
MHoroo6pasuu S, npuHagnexauiem K R,,. Ho B NpunoXeHWsX 4acTo MpUXoamuTcs
MMeTb [le/10 HEeCKONbKO C [Apyroii cutyauumeit. MmeHHo dyHkuma F(x1,...,X,,
06bIYHO 3afjaHa He BO BCeM MpocTpaHcTBe RN, rge HaxoauTcs MHorooGpasue S,
a B o6nactm G, KOTOPYl OrpaHuyuBaeT JaHHoe MHoroo6pasue (M— 1-ro msme-
peHus) C OAHOM CTOPOHbI. B CBA3M € 3TMM BO3HMKAeT BOMPOC, KOTOPbIi 6bla
nocTaB/fieH B Hauyase Kak Mo cBoicTBaM ¢yHKUuuM / Ha G y3HaTb ee CBOWCTBa,
TOYHee CBOWCTBA €e MpefefibHbIX 3HayeHWl, Ha rpaHuue G. PelleHue 3Toro
BOMpOCa MOXHO CBECTWM K [0Ka3aHHbIM HaMu TeopemaMm Crefyllium o06pasom.

Jonyctum, 3afaHa B HekoTopoii o6nactu G aR n ¢ rpaHuueil, npeacTas-
nswowen cobo gndpepeHunpyemoe M— 1-mepHoe MHOroo6pasue 5, QyHKUMSA

X,,) W, GOMNYCTUM, Ham yfanocb 3Ty (YHKLUMIO MPOJO/IDKUTL Ha /?,, 3a
npegenbl 5 Trak, 4TO MPOAO/DKEHHas (QYHKUMS OKaXeTcsa MpuHagnexatleid K
knaccy HP (/2,.; M) c HekoTopoii koHcTaHToii M. Torga yxe 5 okaxetcs no-
rPY>XeHHbIM B MPOCTPAHCTBO /?,, FAe onpefeneHa (QYyHKUMSA, U 418 TOro, 4YTobbl
CYAUTb O MOBEAEHMM Ha 5 ee WM ee 4YacTHbIX MPOM3BOAHLIX Mbl MOXEM Mpu-
MEeHUTb C(HOPMY/IMPOBaHHbIe BbIlE TEOPEMBbI.

BoT BaxHbI/ cny4yald, Korja Takoe MNPOLO/KEHME OCYLLeCTBUTb BO3MOXHO.

Nemma. Myctb o6nacte Gc R,, MMeeT B KauecTBe CBOeii rpaHuULbl r-pas
HenpepbIBHO AnddepeHuMpyemoe MHoroobpasme 5 (n3mepeHmss M— 1). TycTb
fanee Ha G 3afaHa (YHKUMS / unHTerpupyemass B P-oil cteneHn (1 ~ p ~ 00)
BMeCTe CO CBOMMW YacCTHbIMW MPOU3BOAHLIMU MOPSAAKOB [0 I BKIKUUTENLHO.

Torga ee MOXHO Mpogo/KUTb 3a npegensi G Ha R, Tak yTo nonydeHHas
tdyHKuma ‘P 6ynet o6nagaTh yKasaHHbIMU CBOWCTBaMM Ha /?,. [pu aTom

namp (>0< ¢ sup I daf
™. ax'n s n I dxV- ..ox°p 1)
1

rge C KOHCTaHTa.
HeTpyfHO ycTaHaBnMBaeTCsl, UTO MOlydeHHass B pe3y/ibTaTe MPOLO/IKEHUS
yHKumMa - Gynet npuHagnexatb K knaccy HV1(/?,; M), roe

Idrip
M= sup
I | ox- V e>

no
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9. B KauecTBe MNPUMOXEHUS PAcCMOTPMM MOMMTapMOHUYECKYIO 3ajady.

3agaHa o6nacte G, rpaHuUeli KoTopoi sBnseTcs AUdohepeHLUpyeMoe MHO-
roo6pasve 5 (M— 1 w3mepeHuii). TpebyeTcs HaUTU (HYHKUMIO X0,
yaoBneTBopsiolyo BHyTpU G ypaBHeHUiO

J’u=0
M Ha rpaHuue S, NoAYMHSIOLLYIOCS YCNOBUAM

XU

Jw. =A @A- 0,1,..., /+-1),

rge /t 3agaHHble Ha 5 dQyHKUMK.

CooTBeTCTBYIOLLAas BapuaLVoHHas 3afadva B JaHHOM C/flyyae BbIFNSANT Tak.
TpebyeTcsi cpeau BCEBO3MOXHBLIX (yHKumMid  F(XU...,X,) wuHTerpupyembix Bo
BTOPOI CTeneHW BMeCTE CO CBOMMW YacTHbIMM MNPOM3BOAHBLIMW MopsigKa Ao T
BK/THOUUTENTBHO W YAOB/ETBOPSAKOLMX FPAHUYHBLIM YCO0BUSIM

(10) ‘g~ = 1 @A= 0, —1)

HaliTM Ty, A4S KOTOPOW WHTerpan

obpalaeTca B MUHUMYM.

Ecnu cyllecTBYeT XoTa 6bl ogHa pgonycTtumasi ¢yHkuua F,  ygoBnetBopsi-
IowWasa 3afjaHHblL.A FPaHUYHbIM YCNOBUAM W B TO XK€ BPeMs UMeloLlast KOHEUHbI
unterpan DKJu], To, kak 3To gokasaHo B pa6otax C.Jl. Co6onesa (cm. [13]),
mMuHumym unTerpana D, [F] pocturaetcs v nputom gns  noaurapmMoHUYecKoi
hyHKUNN.

Mbl CTaBUM BOMPOC, KakOBbl A0/MKHbI 6bITb YC/10BUSA, KOTOpPble HaAo Haso-
XUTb Ha /s, 4T0Obl 06ecnevymTb CylLlecTBOBaHME AONYCTMMOW (DYHKLUWN.

Ecnn F ponyctrMas dyHKUMS, TO MNPOAO/DKMM C€ COFlacHO  CHiopMyn-
poBaHHO NeMMmbl Ha R, Tak, uTo6bl Npogo/mkeHHas ¢yHKuma F npuHagnexana
K knaccy Ho)(/2,,; M).

Tenepb cornacHo Teopembl 3 Ha Kycke O MHOroo6pasusi S, sIBHO Bblpaa-
emom uepes koopauHaTel XIf...,Xn (unu ppyrve KoopavHaTtbl) paseHCTBaMu

XN= (X %) (= M+ 1,«), (X, X, K Ga
byHKLMSA
SINFX @=01,...,r—1

Heo6X04MMO [O/HKHA NPUHAaAnexaTb K Kiaccy LL( } 4) (6”~; M) ¢ HekoTopoii
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KoHcTaHToi M, Tak Kak

oM= r_ A -~ A~ = 7--9-4->0 (A= 0, 1,..r—1).
P N

Ecnv Gbl Mbl Tenepb 3afany (yHKUWM /s, COOTBECTBEHHO MpUHafnexalline

rK--
Ha KycKax a K KJjaccam ﬂo( ) (Ga\M), To cooTBeTCTBYyHOLLME NPUMEPbLI f0-
KasbiBalOT (cM. [2] wn [7], UTO OHM B OfHMX Ccay4vasAx OyayT AONYCKaTb CYLLECT-
BOBaHMEe A0NYCTUMbIX (YHKUMA, a B Apyrux HeT. OgHako, ecnm GyHKUMn /9

BYyAyT Ha KycKax a MpuHagnexarTb COOTBETCTBEHHO K Knaccam H1' 27MG,r, M),
roe >0, To Npy 3TUX OBCTOATENLCTBAX YXKE 3aBEJOMO CYLLECTBYET [A0MycTU-
Mas (YHKUMS,, TaK KakK Mo Teopeme 4 MOXHO nocTpouTb Ha RN dyHKumio
f(xu .. npuHagnexawyto K knaccy H'R(R,,; M*), ana kotopoit wumeer
mecTo (10). Ho Torga oHa MMeeT WHTErpupyemble B.MECTe CO CBOMMM KBagpaTamu
Npou3BOAHbIE MOPsifKa 0 I BKIOUMTENIbHO, YTO BfiedyeT KoHedHocTb D, [ul.
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L’INFLUENCE DE LA GEOMETRIE
DE BOLYAI—LOBATCHEVSKY SUR LE DEVELOPPEMENT
DE LA GEOMETRIE

Par
OTTO VARGA (Debrecen), correspondant de I’Académie

En étudiant I'influence de la découverte de Jean Bolyai sur le déve-
loppement de la géométrie, je désire commencer par les considérations sui-
vantes :

Nous traitons d’abord les recherches géométriques qui suivent, au point
de vue de la méthode, I’examen synthétique de Jean Bolyai. Le résultat de
ces recherches conduit a la fondation axiomatique moderne de la géométrie.
Ensuite, nous donnons un apercu sur les études qui, tout en fournissant les
résultats de J. Bolyai, ont eu pour effet la découverte des géométries bien
plus générales que celle de Bolyai. Parmi ces considérations nouvelles, 1’une
aboutit, en employant la conception projective de Cayley—Klein, a la fon-
dation des géométries basée sur la théorie des groupes, tandis que |’autre
prend son point de départ dans la célébre thése de Riemann, pour aboutir,
en dernier lieu, a la fondation de différentes disciplines géométriques basée
sur la géométrie différentielle.

On sait que les recherches des précurseurs de la géométrie non-eucli-
dienne — G. Saccheri(1667—1733), H. Lambert (1728— 1777), A. M. Legendre
(1752—1833) — suivent la méthode synthétique-axiomatique d’EUCLIDE. Ces
recherches s’étaient cependant bornées au probléme de I’axiome des paral-
leles et leur but était de démontrer que cet axiome découlait des autres axio-
mes euclidiens. Bolyai et Lobatchevsky avaient déja consciemment pris pour
point de départ un axiome contraire a I’axiome euclidien, un axiome hyper-
bolique et non-euclidien des paralléles, s’efforcant de construire un systéme
géométrique aussi bien possible que celle d’Euclide. lls ont, comme on sait,
déduit a cet effet d’importantes propositions de planimétrie, de stéréométrie,
de trigonométrie et de géométrie analytique. Mais les autres définitions et
postulats figurant dans I’édifice de la géométrie euclidienne demandaient encore
un éclaircissement. Comme on sait, plusieurs des définitions données par
Euclide n’ont, en vérité, aucun contenu mathématique. L’exigence que, une
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fois les définitions et les axiomes établis, tout théoréme puisse étre obtenu
de ceux-la par la voie de la déduction logique, n%tait non plus strictement
observée. La cause principale de ces lacunes était I’emploi d’un nombre de
notions indéfinies, empruntées a I’intuition. Faute d’une axiomatique géomé-
trique avancée, méme Bolyai €t Lobatchevsky n’ont su démontrer d’une
maniére conforme aux exigences actuelles que l'axiome euclidien des paral-
leles ne découlait pas des autres axiomes. Pour Bolyai et Lobatchevsky la
preuve en était que la trigonométrie absolue était sans contradiction. Pour-
tant un systéme trigonométrique n’est pas en lui-méme un systeme géo-
métrique complet, mais seulement une partie d’un tel systéme. Nous avons
le droit de supposer que Bolyai entrevoyait cet état de choses, car Stackell
nous apprend que, longtemps aprés l'apparition de I’Appendix, Bolyai pour-
suivit des recherches dans cette direction.

L’examen critiqgue des recherches euclidiennes a abouti a la fondation
axiomatique des fondements de la géométrie. Ce n’est qu’a la fin du siecle
dernier et au commencement de notre siécle que ces recherches sont parve-
nues, dans un certain sens, a une conclusion. C’est D. Hiltbert2qui a donné
la fondation axiomatique la plus conforme aux exigences actuelles des géo-
métries euclidienne et non-euclidienne. En élaborant les fondements de la
géométrie euclidienne de l’espace, Hilbert considere le point, la droite et le
plan comme des notions fondamentales non définies. Entre celles-ci il con-
sidére des relations. Pour décrire ces relations, il emploie les termes ”inci-
der®, correspondre®, entre“, ‘congruence®, *‘continuité“. Ces relations con-
stituent les axiomes de la géométrie. Chez Hilbert, I'axiomatique de la géo-
métrie euclidienne se compose de cing groupes. Les deux premiers groupes
sont d’un caractere descriptif, puisque le premier groupe concerne l’incidence
des éléments fondamentaux, tandis que le deuxiéme groupe concerne l'ordre
des points sur la droite ainsi que la division du plan en deux parties par
une droite. Le troisieme groupe décrit les mouvements de I|’espace par les
axiomes de congruence. En quatriéme lieu, nous y trouvons I’axiome eucli-
dien des paralléles tandis que le cinquiéme groupe se compose des deux
axiomes de continuité. Chez Hilbert, les axiomes de continuité se compo-
sent de l'axiome d’ARCHIMEDE et d’un axiome dit de I'intégralité. Dans la plu-
part des travaux concernant ce sujet, on trouve au lieu de I’'axiome de I’in-
tégralité I'axiome de Cantor. L’axiome de Hilbert en est entierement différent,
car il proclame en essence que le systtme donné ne saurait étre enrichi par
d’autres éléments d’une maniere a maintenir valables les trois premiers grou-
pes d’axiomes. En ce qui concerne ces groupes d’axiomes, il convient de
souligner que les deux premiers groupes, ceux d’un caractere descriptif, ont

1P. StXckel, Untersuchungen aus der absoluten Geometrie aus Johann Bolyai’s
NachlaR, Természettudomanyi Ertesitd, 20 (1902), p. 180— 186.
- D. Hitbert, Grundlagen der Geometrie, 7 éd. (Berlin, 1930).
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€té introduits et étudiés pour la premiere fois par M. PAsCH.” En ce qui con-
cerne le troisitme groupe d’axiomes, deux points de vue sont également pos-
sibles. Le premier propose de considérer le mouvement comme une notion
fondamentale non définie et de le mettre en relation avec les autres notions
fondamentales au moyen d’axiomes convenables. L’autre possibilité consiste
a remplacer cette notion par celle de la congruence. HILBERT a choisi la
deuxieme possibilité. Quant a la premiére, qui permet non seulement d’intro-
duire la géométrie euclidienne et la géométrie non-euclidienne, mais aussi de
décrire d'autres systemes géomeétriques, nous aurons l'occasion d’y revenir
par la suite.

HILBERT a démontré que son systéme d’axiomes satisfait aux exigences
que lon doit poser & un systéme d’axiomes rigoureusement construit. Un
tel systtme d’axiomes doit €tre exempt de contradictions, les groupes d’axio-
mes doivent &tre indépendants les uns des autres et le systéme d’axiomes
doit étre complet. Quant a l'absence des contradictions, HILBERT la
démontre par I'arithmétisation du systéme géométrique. Le modéle arithmétique
ainsi obtenu n’est autre chose que la géométrie analytique ordinaire de
DESCARTES. Le systéme d’axiomes est ainsi exempt de contradictions, pourvu
que l'arithmétique le soit elle-méme. En ce qui concerne la démonstration de
I'indépendance des groupes, HILBERT recourt également a des modeéles arith-
métiques convenables. Citons en premier lieu I'indépendance de i’axiome des
paralleles, car c’est celle-ci qui implique Pexistence de la géométrie non-
euclidienne. Dans son ouvrage, HILBERT étudie le modele de KLEIN.' A cet
effet, il faut prendre, dans la géométrie analytique de DESCARTES dont nous
avons parlé plus haut, une sphére et les points de la géométrie a construire
seront les points situés a l'intérieur de cette sphére. Par droites et par plans,
nous entendons les parties de droites et de plans ordinaires, situées a I'inté-
rieur de la sphére. En ce qui concerne ces points, ces droites et ces plans,
les axiomes d’incidence et d’ordre auront le méme sens que dans la géo-
métrie analytique compléte de DESCARTES. Les axiomes de congruence seront
vérifiés, si 'on prend des transformations dans lesquelles la spheére se trans-
forme en elle-méme et les droites se transforment en droites. Les segments,
les angles et les triangles sont congruents, s’ils se transforment les uns dans
les autres par ces collinéations. Etant donné cette congruence des segments,
le postulat d’ARCHIMEDE est facile & introduire. L’axiome de continuité de
CANTOR enfin — puisqu’il n’est fondé que sur des axiomes d’ordre — est
également vérifi€ dans ces conditions. Nous obtenons ainsi un modéle dans
lequel tous les axiomes énumérés sont vérifiés, a I'exception de celui des

3 M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 2 éd. (avec M. Denn) (Berlin, 1934).

4 F. Keewy, Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Nachrichten d. Kgl.
Ges. d. Wiss. Gottingen, 17 (1871), p. 419—433.; Math. Annalen, 4 (1871), p. 573—625 et
6 (1873), p. 112—145.
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paralleles. Ce dernier n’est manifestement pas vrai. La possibilité d’une géo-
métrie non-euclidienne se trouve donc ainsi démontrée. Les recherches de
HILBERT concernant les axiomes de continuité sont tout particulierement inté-
ressantes. Une des conséquences les plus importantes de ses résultats est
'impossibilité de donner la fondation de la géométrie projective sans les
axiomes de continuité. Pour démontrer que 'axiome de I'intégralité (ou I'axiome
de CANTOR) est indépendant des autres axiomes de continuité, il suffit de
prendre dans la géométrie analytique de DESCARTES, pour coordonnées des
points et des droites les nombres que nous obtenons en formant la ferme-
ture quadratique a partir des éléments positifs du corps de nombres ration-
nels. Quant a l'axiome d’ARCHIMEDE, elle ne dépend non plus des autres
axiomes. HILBERT en donne la démonstration en construisant un corps non-
archimédien : Soit une quantité indéterminée soumise aux opérations ration-
nelles et a 'opération || 1+ ?|, ot @ est une fonction quelconque obtenue
par ces mémes opérations. On définit les opérations de corps, en employant
les régles formelles de l'algebre élémentaire. L’ordre est donnée par la con-
vention suivante: Pour deux éléments a et b du corps, @ >b si a—b est
positif pour ¢ assez grand. Les éléments 1 et / du corps ne satisfont pas a
I'axiome d’ARCHIMEDE. En fondant la géométrie analytique sur ce corps non-
archimédien, on obtient une géométrie pour laquelle les quatre premiers
groupes d’axiomes sont valables, mais non pas les axiomes de continuité.
Les recherches de HILBERT sur le groupe d’axiomes de continuité ont une
grande importance d’un autre point de vue aussi, notamment en connexion
avec la fondation de la géométrie projective. Ces études se concentrent autour
du théoréme de Pappus ou théoréme particulier de PASCAL, et autour du role
joué par ce théoréeme dans la fondation de la géométrie. HILBERT construisit
un systéme de nombres non-commutatif, qu’il nomma, pour ses relations avec
le théoreme de DESARGUES, systéeme de nombres de DESARGUES. Ce systéme
n’est pas commutatif, et il n’est non plus continu, car, comme il a été démontré
également par HILBERT, un systtme de nombres archimédiquement ordonné
est nécessairement commutatif. Dans la géométrie analytique fondée sur ce
systeme de nombres, les deux groupes d’axiomes de caractere descriptif sont
valables, aussi bien que I'axiome des paralléles. Le théoreme de DESARGUES
relatif aux triangles est également valable. On peut fonder sur ce théoréme
un calcul de segments. Le systéme de nombres qui en résulte est isomorphe
au systéme non-commutatif dont nous nous avons servis a définir cette géo-
métrie. Pourtant, dans le calcul de segments, la multiplication n’est com-
mutative qu’au cas ol le théoreme de Pappus est valable. Il suit donc de
'isomorphisme mentionné que les axiomes de la géométrie projective, y com-
pris 'axiome des paralléles, mais sans les conditions de continuité, n’impli-
quent pas le théoréme de Pappus. On voit donc que la géométrie projective
ne peut étre fondée exclusivement sur des axiomes descriptifs.
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En ce qui concerne la géométrie non-archimédienne, il faut encore men-
tionner les recherches de M. Dehn- relatives aux axiomes de parallélisme et
de continuité. Il a démontré, qu’on peut construire une géométrie non-archi-
médienne, dans laquelle tous les théorémes de la géométrie euclidienne sont
valables, mais il passe par un point une infinité de paralleles a une droite,
sans que l’'axiome correspondant de la géométrie hyperbolique soit satisfaite.

Enfin Hitbert™ a donné une fondation de la géométrie de Bolyai—
Lobatchevsky a deux dimensions qui ne recourt qu’aux trois premiers grou-
pes d’axiomes de la géométrie plane, et a I’'axiome hyperbolique des paralléles.

Nous passons maintenant a la fondation de la géométrie non-euclidienne
par la géométrie projective. Nous avons parlé plus haut du modele de Kiein
qui sert a la démonstration de I’'indépendance de I'axiome des paralléles.
Dans ses recherches, Hilbert a introduit ce modéle aprés avoir donné un
exposé complet de la géométrie euclidienne. Cette introduction du modéle a
permis de démontrer lI'indépendance de lI'axiome des paralléles, mais ne per-
met pas de construire une géométrie non-euclidienne indépendante de la géométrie
euclidienne. Felix K1ein introduit ce modele non pas par lagéométrie euclidienne,
mais par la géométrie projective, ce qui lui permet de donner une fondation
entierement nouvelle de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky. Les travaux
de F. Kiein s’inspirent de deux idées. La premiére est celle de la métrique
projective de Cayley7 et la deuxiéme est la conception d’une géométrie pro-
jective exempte de toute notion de métrique. On sait que, pour obtenir la
métrique projective de Cayley, il faut prendre dans I’'espace projectif une
quadrique, appelée figure absolue. La droite passant par deux points donnés
A et B a avec la figure absolue deux points d’intersection, P et Q De la
méme fagon, en partant du sommet de I'angle ab nous pouvons tracer dans
le plan de l'angle les tangentes p et q & la figure absolue. Dans les colli-
néations de l'espace ou la figure absolue est invariante, les rapports anhar-
moniques (ABPQ) et (abpq) sont des invariants qui ne dépendent que des
deux points, respectivement des deux droites. Si, parmi les fonctions de ce
rapport anharmonique, nous prenons celles qui possedent la propriété addi-
tive exigée par la distance, elles seront déterminées, sauf un coefficient con-
stant, par le logarithme du rapport anharmonique. Pour lI'angle nous prenons

la valeur de cette constante égale a ~ , car ainsi nous obtenons que Iangle

complet est égal a 2n1. Partant de ce point, F. Kieind4 est parvenu de la

5 M. Dehn, Die Legendreschen Satze Uber die Winkelsumme im Dreieck, Math. An-
nalen, 53 (1900), p. 404—439.

1 D. Hitbert, Neue Begriindung der Bolyai—Lobatschefskijschen Geometrie, Math.

Annalen, 57 (1903), p. 137—150 et Grundlagen der Geometrie, Anhang llII.

7 A. Cayley, Six memoir upon qualities, London Transactions, 149 (1859) or Coll.
Math. Papers, vol. 2. A memoir on abstract geometry, London Transactions, 160 (1870), p.
51—63, or Coll. Math. Papers, vol. 6.
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maniere suivante a la géométrie euclidienne, a celle de Bolyai—Lobatchevsky,
ainsi qu’a une autre géométrie non-euclidienne, dite elliptique. I' a tout
d’abord esquissé une fondation axiomatique de la géométrie projective, qui
ne dépend pas de la géométrie euclidienne. Sous ce rapport, v. Staudt8a
déja largement développé la géométrie projective, partant exclusivement des
axiomes descriptifs. Les conditions de continuité qui font défaut chez Staudt
ont été définitivement réunies par les travaux de Klein/' J. Luroth, H. Q.
Zeuten et Darboux.) Klein a esquissé encore une autre considération fon-
damentale, a savoir une description de la géométrie projective au moyen
d’axiomes qui ne concernent qu’une partie bornée de I|’espace. Mais ces tra-
vaux ébauchés par Klein n’ont été menés a bonne fin que par M. Pasch.3
Les éléments fondamentaux de ces axiomes sont, outre le point non pas la
droite et le plan, mais toujours le segment et la partie de plan. Ainsi les
axiomes ne se réferent qu’a une partie bornée de I|’espace. Les centres des
faisceaux et des gerbes de droites permettent d’élargir I’espace par des
points idéaux. Si nous remplacons mainienant les 1'", 2% et 5e groupes d’axio-
mes de Hilbert par les axiomes correspondants de Pasch en y ajoutant des
axiomes convenables de congruence, le groupe de collinéations dans lequel
deux figures congruentes passent I'une dans l'autre, sera caractérisé par le
fait qu’il est permutable a un certain systéme de polarité. La surface de coin-
cidence de ce systéeme de polarité aboutit précisément a la figure absolue de
Cayley. Quant a cette figure absolue, il faut distinguer trois cas.

Dans le premier cas, la figure absolue est une surface elliptique. Les
points, les droites et les plans doivent étre considérés, comme nous lavons
dit plus haut en parlant du modéle de Klein, @ Iintérieur de la surface.
Pour la longueur des segments, la constante K de la formule de Cayley doit

étre choisie réelle. Pour la métrique angulaire cette constante est égale a

Cette géométrie est identique a celle de Bolyai—Lobatchevsky. Pour obtenir
les deux paralleles @ une droite en partant d’un point situé en dehors de
cette droite, on relie ce point aux deux points d’intersection de la droite et
de la figure absolue.

Dans le deuxieme cas, la figure absolue est imaginaire. Cette géométrie
opére sur l’espace projectif entier. Mais dans cette géométrie, deux droites
situées dans un méme plan ont toujours un point d’intersection. Dans cette
géométrie, il n’existe donc pas de paralléles du tout. C’est la géométrie non-
euclidienne dite elliptique. Si dans le systtme de Hilbert nous faisons

8 Chr. von stauar, Beitrage zur Geometrie der Lage (NUrnberg, 1849).

OF. «1ein, Nachtrag zu dem zweiten Aufsatze Uber Nicht-Euklidische Geometrie,
Math. Annalen, 7 (1874), p. 531—537, ou Gesammelte Abhandl. 1

10 E. Darboux, Sur le théoreme fondamental de ia géométrie projective, Math. An-
nalen, 17 (1880), p. 55—62.
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abstraction de I’'axiome des paralléles, pour ne considérer que la géométrie
dite absolue, on peut démontrer qu’on peut tracer a toute droite, par un point
quelconque non situé sur elle, au moins une parallele. La géométrie absolue
ne peut donc étre prolongée que dans les géométries euclidienne et de Bolyai—
Lobatchevsky. L’apparente contradiction soulevée par la géométrie elliptique
est supprimée dés qu’on tient compte du fait que les droites du plan ellipti-
que sont des lignes fermées, tout comme celles du plan projectif. C’est pré-
cisément cette possibilité qui se trouve exclue par le systeme d’axiomes de la
géométrie absolue de Hilbert. Les axiomes de Pasch de la géométrie pro-
jective, qui ne se réféerent qu’a une partie bornée de I’espace, ne décident pas
si la droite doit étre ouverte ou fermée. lls peuvent donc servir de fonde-
ment aux deux géométries. Dans la formule de distance de Cayley, la con-
stante doit étre choisie imaginaire pure, tandis que dans laformule angulaire
la constante restera.

Dans le troisieme cas, l'absolue se dégénére en une conique imaginaire.
Les points du plan de I'absolue doivent étre exclus des points, des plans et
des droites de I’espace. Dans cet espace, a toute droite et par tout point non
situé sur elle, il y a exactement une paralléle, car une droite coupe le plan
de Il'absolue exactement en un point. C’est la droite relient ce point au point
donné, qui constitue le parallele en question. Les mouvements de I|’espace
sont les collinéations pour lesquelles I’absolue et, avec elle, le plan de I'ab-
solue restent invariants. Cette géométrie est la géométrie dite parabolique ou
équiforme. Au moyen de la formule de Cayley, la métrique angulaire peut
étre définie d’une facon analogue a la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky et
a la géométrie elliptique. Pour le cas donné, cette forme projective de la for-
mule angulaire était déja connue par E. Laguerre.ll

Partant de la géométrie parabolique, la géométrie euclidienne peut étre
caractérisée par les deux conditions suivantes : 1. Deux segments aboutissant
a un point commun sont congruents s’ils constituent les cbétés voisins d’un
parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires. 2. Deux segments
paralléles sont congruents s’ils constituent les cotes opposés d’un parallélo-
gramme. Ces deux conditions permettent de constater la congruence de deux
segments situés d’une fagon quelconque. Selon la conception projective de
Cayley— Klein, la géométrie non-euclidienne et la géométrie euclidienne peu-
vent donc l'une et l'autre étre subordonnées a la géométrie projective. Cette
conception dépasse donc celle de Bolyai.

Nous verrons par la suite que cette conception projective se trouve a
l'origine de la fondation de la géométrie fondée sur la théorie des groupes,
qui se rattache également au nom de Kiein. Nous devons cependant ajouter
d’abord certaines remarques & ce qui vient d’étre exposé.

1 E. Laguerre, Notes sur la théorie des foyers, Nouvelles Annales, 12 (1853), ou
Oeuvres 2.
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La fondation de la géométrie projective elle-méme joue un rodle tres
important dans la conception de Klein. Ce sont les axiomes de continuité
qui jouent le role le plus remarquable dans la fondation axiomatique de cette
discipline. En effet, alors que les axiomes de caractére descriptif expriment
soit des faits intuitifs, soit des propositions qui devraient étre Iobjet des
recherches méme s’il ne s’agissait pas d’axiomatique — citons par exemple le
théoréme de Desarques relatif aux triangles qui joue un rdle dans Iétude
axiomatique du plan projectif — les axiomes de continuité sont artificiels et
servent seulement a pouvoir représenter, a l'aide du modéle analytique habi-
tuel, la géométrie projective. Le progrés moderne a suivi l’orientation que
voici : A l'aide de seuls axiomes d’incidence — en y ajoutant, s’il s’agit du
plan, le théoreme de Desargues, considéré comme un axiome — il est pos-
sible d’introduire un calcul de points qui se référe tout d’abord aux points
d’une droite en y induisant un corps. Comme les corps correspondant aux
différentes droites sont isomorphes, ce corps correspond a la géométrie pro-
jective méme. On peut démontrer que le corps de la géométrie projective
peut étre choisi arbitrairement. On peut donc formuler I'axiome suivant:

Le corps de la géométrie projective est un corps quelconque.

Cet axiome ne suffit pas pour établir la continuité de la géométrie.
Nous y parviendrons en formulant I’axiome de continuité que voici :

Les éléments du corps de la géométrie projective doivent former un
espace topologique connexe et localement bicompact.

Nous avons déja dit que nous introduisons le corps de la géométrie
projective en considérant une droite quelconque, de sorte que I’axiome de
continuité représentant une condition relative a ce corps topologique n’est en
vérité autre chose q’une formulation de la notion de la continuité de la droite.
En supposant que ce corps est commutatif, ou bien — ce qui revient au
méme — en prenant le théoréme de Pappus pour axiome au lieu du théo-
réeme de Desargues, nous parviendrons, a l'aide de |’axiome de continuité,
au théoréme suivant de L S. Pontriaguine :12

Le corps de la géométrie projective est le corps des nombres réels ou
celui des nombres complexes.

Ce résultat de I’école soviétique de géométrie constitue un fondement
satisfaisant de la géométrie projective.

Deux généralisations de la géométrie dues respectivement & Minkowskill
et & Hilbertl se rattachent également a la conception projective de Cayley—
Klein. Pour arriver a la géométrie de Minkowski, il faut également prendre

2L S poncriaain, Uber stetige algebraische Korper, Annals of Math., 33 (1932),
p. 163—174.

BB H Minkowswi, Geometrie der Zahlen (Leipzig, 1896).

14 D. wasere, Uber die gerade Linie als kirzeste Verbindung zweier Punkte, Math.
Annalen, 46 (1895) ou Grundlagen der Geometrie, Anhang I
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une figure absolue. Rattachons l’'espace affine a un systeme r (/=1,...,n)
de coordonnées cartésiennes. Considérons, dans cet espace, un corps convexe
contenant I’origine du systéme des coordonnées. Nous prenons pour figure
absolue la surface de ce corps. Si nous relions un point quelconque X' de
I’espace a l’origine O du systéme des coordonnées, le rayon ainsi obtenu
aura un point d’intersection avec la surface. La valeur absolue du rapport
Ox‘:08" nous donne la fonction F(x) de distance du corps convexe considéré.
La surface de la figure absolue sera donc caractérisée par Ié¢quation F(X)= 1
La fonction de distance peut étre caractérisée par les conditions

1. F(x)> 0, si X o 0,
2. F(ux) = uF(x), si n>0,
3. F(x+y)=£F(x) + F(y),

invariantes pour des centroaffinités. Minkowski définit la distance des deux
points X et y par la relation d(x,y) = F(y—X). 1 s’ensuit des propriétés
1. a 3. que la fonction de distance ainsi introduite jouit des propriétés 1
md(X,y)> 0, si X’g=y, et 2.d(x,y) + d(y:z)m d(x, z). Minkowski a introduit
cette géométrie aux fins de la théorie des nombres et les propriétés que nous
venons d’énumérer ont été démontrées par Golabl et Harlen b Ces propriétés
permettent de conclure que dans cette géométrie les lignes les plus courtes
sont les droites. Cela se prouve aussi de la maniére suivante : on obtient de
la définition de la distance pour la longueur d’arc d’une courbe différentiable
Xi= Xi(t) I'expression

s— ij(X)dt
qui est invariant par rapport a des transformations de parametres. Les extré-
males du probléeme des variations correspondant a cette intégrale sont cepen-
dant les droites ordinaires de l'espace affine. Dans ce sens, cette géométrie
est compatible avec la géométrie projective. Il convient d’ajouter que la dis-
tance ne reste invariante que pour les translations. Celle-ci fournissent alors
les mouvements dans la géométrie de Minkowski.

Le moyen le plus simple de parvenir a la géométrie de Hilbert consiste
a poser le réciproque du probleme précédent, c’est-a-dire a chercher toutes
les géométries métriques de I’espace projectif dans lesquelles les droites sont
les lignes les plus courtes et dans lesquelles toutes les droites sont d’une
longueur infinie. Hilbert résout ce probléme de la maniére suivante : Toutes
les géométries de ce type sont obtenues si lI'on prend une surface convexe

5 St. Golab, Quelques problemes métriques de la géométrie de Minkowski, Trav.
Acad. Mines. Cracovie, 6 (1932).
. St. Gotab Und H. Harten, Minkowskische Geometrie |—Il. Monatshefte f. Math,

u. Phys., 38 (1931) p. 387—398.
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fermée et si I'on ne considére que les points situés a I’intérieur du corps
convexe, et si I’on détermine la distance des deux points A et B par la for-
mule d= ¢ log (ABXY) de Cayley—Klein, ol X et Y sont de nouveau les
points d’intersection de la droite reliant les points A et B avec la surface con-
vexe. Une telle notion de distance satisfait aux exigences décrites plus haut
sous 1 et 2., dont il découle que les droites sont les lignes les plus courtes.

L’idée de la démonstration que Hilbert donne pour I’inégalité du triangle
est la suivante: Si l'on fixe les points A et B et si I'on modifie le corps
convexe de telle fagon que, sur la droite AB, X' soit plus prés du point A
que le point X, et Y’ soit plus prés de B que Y, alors d, la distance des
points 4 et B par rapport a la nouvelle figure absolue sera plus grande
que d. Considérons maintenant un plan contenant les points A et B, de méme
qgu’un point C. Les segments AC et BC ont les points d’intersection U, V
et T,Z respectivement avec la courbe convexe du plan. Les deux droites
reliant Ua Z et T a V déterminent un point d’intersection W. Dans le plan
des points A, B et C nous considérons le triangle UTW au lieu de I'inter-
section du corps convexe primitivement donné. La droite AB a avec le triangle
les points d’intersection X' et Y', situés relativement a 4R de la maniére
décrite ci-dessus. Or, pour la distance des cotés du triangle ABC il est aisé
d’obtenir la relation

AB=-AC+CB,

ol AB est la distance de ces deux points par rapport au triangle UTV, tan-
dis que AC et CB sont des distances par rapport a la courbe primitive.
L’inégalité du triangle est maintenant une conséquence de notre remarque
précédente.

A lanalogie de la géométrie équiforme et par conséquent de la géo-
métrie euclidienne qui sont déterminées par une courbe plane dégénérée de
second ordre, la géométrie de Minkowski comprend le cas ou la surface con-
vexe se dégénere en une courbe plane convexe.

Passons maintenant a la fondation de la géométrie basée sur la théorie
des groupes. Dans nos observations concernant I’axiomatique, nous avons
déja souligné qu’au lieu des axiomes de congruence on pourrait prendre
pour notion fondamentale le mouvement lui-méme. Dans la conception de
Klein, telle que nous l'avons décrite tout a I’heure, cette considération est
trés nettement mise en relief aussi bien en ce qui concerne la géométrie
euclidienne que la géométrie non-euclidienne. Les géométries peuvent, en
effet, étre caractérisées par ceux des sous-groupes du groupe des collinéations
de I’espace projectif pour lesquels les trois figures absolues, dont nous avons
parlé plus haut, demeurent invariantes. Les notions fondamentales de la métri-
gue deviennent ainsi des invariants de ces groupes, et par la, ces géométries
sont déterminées d’une maniére univoque. Dans le Programme d’Erlangen,
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F. Kreinl7 a tres clairement exposé la corrélation entre la théorie des groupes
et la géométrie. Selon sa conception, la caractérisation la plus générale d’une
géométrie doit prendre pour point de départ une variété quelconque et un
groupe de transformations qui s’y rattache. Dans ce cas, la géométrie est la
théorie des invariants de ce groupe. Ce qui est important, c’est que F. Kiein
a souligné des conséquences importantes de ce principe, qui permettent la
démonstration de I’équivalence de certaines géométries. Kiein appelait ces
conséquences principe de transition (Ubertragungsprinzip). L’essentiel de ce
principe tient en deux observations.

Une variété donnée A peut étre appliquée sur une variété A'. Avec A,
le groupe de transformations B passe également dans un groupe B', qui lui
est semblable. En vertu de I'isomorphisme des deux groupes, leurs théories
des invariants sont identiques, et par conséquent les deux géométries sont
équivalentes.

Pour illustrer ce point de vue, considérons un exemple donné par
F. Kiein. Nous projetons une quadrique stéréographiquement sur un plan.
Par le centre de la projection passent deux génératrices, ayant deux points
d’intersection avec le plan. Les transformations projectives du plan, laissant
invariant ces deux points, donnent les applications projectives sur elle-méme
de la surface de second ordre, pour lesquelles le centre de la projection reste
invariant. Si la surface est une ellipsoide, les deux points mentionnés du plan
forment un couple de points imaginaire et il s’ensuit que le groupe du plan,
que nous venons de définir, donne précisément la géométrie élémentaire. Cette
géométrie est donc équivalente & la géométrie projective possédant un point
fixe d’une surface de second ordre.

La deuxieme observation est la suivante : Parmi les points de la variété
A on peut choisir une figure M qui sera par exemple une droite de |’espace
projectif. Cette figure doit dépendre d’un nombre N de paramétres. La figure
M peut alors étre considérée comme point d’une variété A" & N dimensions.
Le groupe B opérant sur cette figure deviendra maintenant le groupe des
transformations de la variété A’ et la géométrie ainsi obtenue sera équivalente
a la géométrie de la figure M en A.

Pour illustrer ce principe, citons la méthode par laguelle Kiein a déve-
loppé la géométrie des droites de I’espace projectif a trois dimensions. Les
droites de cet espace peuvent étre caractérisées par six coordonnées de ligne,
et ces coordonnées satisfont a une relation quadratique. Nous les interprétons
comme les coordonnées des points d’un espace projectif a six dimensions.
Ainsi on obtient les points de I’hypersurface de second ordre caractérisée par
la dite relation quadratique. Nous voyons donc que la géométrie des droites
de l'espace a trois dimensions est équivalente a la géométrie de I’espace pro-

17 F. k1ein, Vergleichende Betrachtungen Uber neuere geometrische Forschungen,
Math. Annalen, 43 (1893).

6 Acta Mathematica
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jective a six dimensions, dont I’absolue coincide avec I’hypersurface de second
ordre en question.

Le principe de transition a entrainé des conséquences importantes pour
la géométrie des cercles et des spheres. Il est, en effet, possible de démontrer
gue la géométrie des cercles de Moebius est équivalente a celle des géomét-
ries métriques de I’espace a trois dimensions qui a la sphére pour figure
absolue; la géométrie des cercles de Laguerre est par contre équivalente a
celle des géométries de I’espace projectif a trois dimensions qui a pour figure
absolue une ellipse située dans le plan de I’infini. La géométrie des cercles
de Lie est équivalente a la géométrie métrique d’un espace projectif a quatre
dimensions. L’absolue n’est pas dégénéré et sa signature est égale a 1

La conception de Kiein sur la fondation des géométries euclidienne et
non-euclidienne présuppose déja la fondation complete de la géométrie pro-
jective. C’est H. Helmholtz18 qui a initié les recherches concernant la pos-
sibilité de fonder ces géométries au moyen de la théorie des groupes seule,
étant donné une caractérisation topologique de la variété considérée. S. Liel8
a rattaché ces recherches a la théorie des groupes découvertes par lui; en
formulant avec exactitude les notions ébauchées par Helmholtz, il a pu
résoudre complétement le probléme dont nous avons parlé plus haut. Les
groupes de transformations qui figurent dans ces recherches sont différenti-
ables et ces recherches se rattachent aux travaux de Riemann sur la fonda-
tion des géométries par la géométrie différentielle. Nous ne traiterons donc
en détail les recherches de Heimholtz et de Lie qu’aprés avoir étudié celles
de Riemann, dont il vient d’étre question.

C’est D. Hitbert® qui a fourni a ce probléme une solution exempte de
toute condition de différentiabilité. Les recherches de Hilbert ne concernent
que la géométrie du plan. Hitbert définit le plan topologiquement comme
image homéomorphe du plan arithmétique. Par mouvements il entend les
applications biunivoques du plan sur lui-méme, pour lesquelles [lorientation
d’une courbe de Jordan reste invariante. Pour toute transformation corres-
pondant a un mouvement la transformation inverse doit, elle aussi, exister.
Le mouvement laissant un point M fixe, s’appelle rotation autour du point M.
Aprés ces définitions, Hilbert propose les trois axiomes suivants:

. L’effectuation consécutive de deux mouvements est un mouvement.
Ce qui veut dire en autres mots:

1 Les mouvements forment un groupe.

Is H. Hetmhottz, Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen, Mediz.
Verein. Heidelberg, 4 (1866), ou Gottinger Nachrichten (1868), p. 193—221.

M S Lie und F. Enael, Theorie der Transformationsgruppen 111, Kapit. 5, (Leipzig,
1893).

2 D. wivere, Uber die Grundlagen der Geometrie, Math. Annalen, 56 (1902) ou
Grundlagen der Geometrie, Anhang IV.
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II. Si A et M sont deux point différents du plan, par les rotations autour
du point M, le point A passe en un nombre infini de points.

HiLBERT appelle 'ensemble de points obtenu par une telle rotation une
circonférence véritable, car il démontre dans sa note que la circonférence
véritable est homéomorphe a une circonférence du plan arithmétique. L’axi-
ome Il peut donc étre exprimé sous la forme suivante, identique a la premiere:

II. Toute circonférence véritable se compose d’un nombre infini de
points.

III. S’il existe un mouvement qui transporte trois points A, B et C dans
un voisinage quelconque des points A’, B” et C’, il doit exister un mouve-
ment qui transforme les points A, B et C en A", B et C'.

HILBERT a démontré, en vertu de ces trois axiomes, que la géométrie
en question est la géométrie euclidienne ou la géométrie de Bolyai—
Lobatchevsky. Nous avons déja remarqué que HILBERT a démontré la homé-
omorphie de la circonférence véritable et de la circonférence arithmétique, ce
qui veut dire que le groupe ‘des rotations autour de M et les groupes de
rotations euclidiennes ordinaires sont isomorphes. L’introduction de la droite
véritable se fait par les étapes suivantes: Nous appelons segment tout couple
de points AB. Deux segments sont congruents, si un mouvement fait passer
I'un dans lautre. Une rotation autour du point M est appelée demi-rotation
si, effectuée deux fois de suite, elle donne pour résultat le mouvement iden-
tique. Or, si A, B et C sont trois points, tels que A passe par une demi-
rotation autour de B en C et C passe en méme temps en A, B est le milieu
du segment AC. Si, en partant des points A et B, nous poursuivons infini-
ment ce procédé de bissection et si, a 'ensemble ainsi obtenu, nous ajoutons
ses points-limites, nous obtenons la droite véritable reliant les points A et B.
En effectuant des demi-rotations et des bissections, la droite véritable reliant
A 4 B peut étre complétée & donner une droite véritable compléte. HILBERT
démontre que la droite véritable est déterminée par deux de ses points. [I
démontre aussi, pour le point et la droite véritable, la validit¢ des axiomes
d’incidence et d’ordre du plan. Si I'on considére encore des triangles, les
axiomes de congruence sont aussi valables. Comme le plan a été défini topo-
logiquement, les axiomes de continuité le sont aussi. Quant a la position
relative des droites, elle est décrite ou bien par le postulat des paralléles
d’Euclide, ou bien par celui de Bolyai—Lobatchevsky. Ainsi il est démontré,
que le systeme d’axiomes donné caractérise la géométrie euclidienne, ou bien
la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky.

Nous venons d’exposer certains éléments importants de la fondation
projective et de la fondation basée sur la théorie des groupes de la géométrie.
Ces considérations permettent de donner une interprétation nouvelle de la
géométrie de Bolyai—Lobatchevsky et, en méme temps, ils nous offrent la
possibilité d’obtenir d’autres systemes de géométrie.

6*
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Une troisiéme et nouvelle direction des recherches géométriques a été
inaugurée par la célebre thése de B. RIEMANN: ,Uber die Hypothesen, welche
der Geometrie zu Grunde liegen“.* Il s’agit 1a d’une caractérisation des
espaces par la géométrie différentielle.

En parlant du programme d’Erlangen de KLEIN, nous avons déja dit
que l'espace géométrique est une certaine variété a n dimensions, munie d’un
groupe de transformations. A ce sujet, nous n‘avons pas encore souligné que
la notion de variété exige une définition rigoureuse. C’est RIEMANN qui, le
premier, en a compris la nécessité, en donnant dans sa thése citée plus haut,
18 ans avant le Programme d’Erlangen, les premiers éléments d’une défini-
tion de la notion de variété. C'est au moyen d’un procédé recurrent qu’il
arrive a ce que les points de I'espace a n dimensions peuvent étre caracté-
risés par de systtmes ordonnés de n nombres et qu’ainsi la variété est
I'image homéomorphe d’un certain domaine de I'espace arithmétique. Il con-
vient d’ajouter que c’était H. POINCARE® qui a donné une définition de la
dimension analogue a celle de RIEMANN. La géométrie de RIEMANN se fonde
sur deux notions.

1. Sur la variété a n dimensions, dans laquelle I’élément appelé point
est un systeme ordonné de n nombres x' (i—1,..., n).

2. Sur la notion de la métrique en vertu de laquelle il est exigé que

dans le voisinage d’un point la métrique déterminée par le théoréme de
PYTHAGORE.

Exposée plus détaillément, la deuxiéme exigence signifie que, dans les
différentiels de coordonnées dx‘, le carré de I'élément d’arc est une forme
quadratique positive définie dont les coefficients sont des fonctions des coor-
données de points. Partant de I'élément d’arc, RIEMANN propose une expres-
sion qui est fonction de I'élément de surface. Il appelle cette fonction la
mesure de courbure de I'espace. Lorsque I'élément d’aire est délerminé par
les coordonnées de PLUCKER (4x)™*, la mesure de courbure est un quotient
dont le dénominateur et le numérateur sont des formes quadratiques dans les
coordonnées (#/x)*. La forme qui figure dans le dénominateur est la mesure
du carré de I'élément d’aire. La forme quadratique figurant dans le numéra-
teur est obtenue en tenant compte, dans le développement du carré de I'élé-
ment d’arc, outre les termes de second ordre, des termes de quatrieme ordre.
RIEMANN établit que la condition suffisante et nécessaire pour qu’une figure
soit librement mobile dans l’espace et qu’au cours de ce mouvement, les
rapports métriques de cette figure ne se changent pas, c’est que la mesure

2t B. Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, Habili-
tationsschrift (1854), ou Gottinger Abhandl., 13 (1868), p. 1—20.
22 H. Poincare, Revue de méthaphysique et de morale (1918).
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de courbure soit constante. D’aprés que cette constante est négative ou positive,
nous obtenons précisément la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky, respecti-
vement la géométrie non-euclidienne elliptique. Lorsque la constante est égale
a zéro, I’espace en question est I'espace euclidien.

A sa seconde hypothése, selon laquelle 'espace est localement eucli-
dien, RIEMANN donne la motivation suivante:

D’abord on suppose que dans l'espace a n dimensions toute ligne est
mesurable par toute ligne. Donc, si nous voulons mesurer une courbe, nous
pouvons la décomposer en de parties élémentaires mesurables. Si une telle
partie élémentaire est déterminée par les points x' et x'+dx’, sa longueur
est appelée I'élément d’arc ds correspondant a I'élément linéaire dx’. A cause
de l'additivité de la mesure on suppose que I’élément d’arc est une fonction
homogeéne de premier degré dans les dx’', qui ne dépend pas de I'orientation
de I’élément linéaire dx’. Pour déterminer plus précisément I’élément d’arc,
RIEMANN recourt & la notion de la distance de points non-voisins. Soit x' un

point fixe et x’ un point variable, mais ayant une certaine distance de x“ La
distance de ces deux points est déterminée par la fonction F(x, x). Da'ryls le
voisinage du point x’ cette fonction est croissante pour tout x"(: donc elle
atteint son minimurr(iI a x'. Cette fonction est supposée pourvue de derivées

0
continues de second ordre au moins. D’aprés la condition du minimum, les
termes linéaires s’annulent dans le différentiel de la fonction, et dF prend la

forme
8* F(x,x)

——— 2 dxidx*.
aXx'gx"

Mais le carré de I’élément d’arc correspondant a I’élément linéaire dx’, issu
du point x’, ne peut différer de cette expression qu’en un constant dépen-
(1)

dant du point x'. Le carré de I'élément d’arc est donc, en effet, une forme
0

quadratique des différentiels. Cette motivation donnée par RIEMANN présente
pourtant des lacunes, car elle suppose que deux points non voisins ont
aussi une distance, ce qui n’est pas le cas dans les espaces généraux de
RIEMANN. En caractérisant la géométrie euclidienne et les deux géométries
non-euclidiennes parmi les espaces généraux de RIEMANN par le fait que les
figures y sont librement mobiles sans déformation, il suppose implicitement
I'existence d’un groupe de transformations continu et transitif, pour lequel la
forme différentielle quadratique caractérisant I’élément d’arc est invariante.
La motivation de la seconde hypothése de RIEMANN et la fondation des
géométries euclidiennes et non-euclidiennes ont été réalisées d’'une maniére
parfaitement satisfaisante par les recherches de HELMHOLTZ ™ et de LIE,” dont
nous avons parlé plus haut. Dans ces recherches, il n’est pas question de
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la métrique mais seulement du fait que dans I’espace a n dimensions — qui
est, selon la premiere hypothése de Riemann, I’image homéomorphe de I'es-
pace arithmétique — la mobilité libre est définie de la maniere suivante, au
moyen d’un groupe de transformations G continu et transitif:

Soit Pun point quelconque de I’'espace et Mn ..., Mk, . . M\ des
éléments de surface passant par ce point, de dimensions 1 — 1 respecti-
vement. Dans ce cas, le point P étant fixe, les transformations de G trans-
forment Ai, en un M\ quelconque, AL passant par Ai, en AL, un Ai, passant
par les éléments Mi, AL,..., Mk-i précédents en un M; quelconque passant
par Mi,. . Mk-i- Si k= n—1, le systtme M\,..., ML d’¢léments de sur-
face incidents ne reste invariant que pour la transformation identique.

Dans ces conditions, c’est Lie qui a prouvé rigoureusement que l’es-
pace ne peut étre identiqgue qu’avec l'espace euclidien ou avec les deux
espaces non-euclidiens. Mais dans un tel espace, le carré de I’€lément d’arc
est déterminé par une forme différentielle quadratique et la mesure de cour-
bure qui appartient a cet élément d’arc est constante.

Omettons maintenant la condition que la mobilité libre de I'espace soit
garantie par un groupe transitif G et supposons ce qui suit: L’espace vecto-
riel qui se compose des éléments linéaires dX' partant d’'un méme point, doit
disposer dans un point P quelconque de mobilité libre, dans le sens suivant:

Les dx1lsoient soumis & l’opération d’un groupe projectif P,,, qui trans-

forme les éléments de surface Mit..., M, i issus de P de la maniére décrite
plus haut, la transformation identique étant notemment la seule qui laisse
invariant le systéme d’éléments incidents AL,..., Af, b

Sous cette condition, il existe une forme quadratique dans les dx',
invariante par rapport au groupe Pn. Si deux éléments linéaires sont consi-
dérés congruents dans le cas ou P,, contient une transformation faisant passer
les deux éléments linéaires I’'un dans lautre, et si la longeur d’éléments
linéaires congruents est considérée égale, alors le carré de I’élément d’arc
satisfera précisément a la deuxiéme hypothése de Riemann. Formulée égale-
ment par S. Lie, cette constatation révéle le sens profond de la deuxiéme
hypothése de Riemann.

Si I'on considére I’homogénéité de l'espace, exprimée par sa mobilité
libre, comme sa propriété principale, il semble que le travail de Riemann
n’a servi a rien, puisqu’en dernier ressort ce sont seulement les espaces
euclidiens et non-euclidiens qui ont de I'importance. Mais Riemann en pen-
sait autrement. Il affirme que la métrique de I’espace est déterminée par des
causes intrinséques, particulierement accessibles @ la physique. H. WeylB
interpréte cette pensé de Riemann en déclarant que I’espace est une variété
amorphe a trois dimensions et que seule la matiere remplissant I|’espace lui

28 H weyr, Raum, Zeit, Materie, 5e éd. (Berlin, 1923).
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donne la forme et détermine sa métrique. La théorie einsteinienne de la rela-
tivité justifie magnifiquement cette affirmation.

Jusqu’a présent, nous avons considéré la géométrie de Riemann dans
un certain systéme de coordonnées. L’analyse donnée par Lie et Helmholtz
de la deuxieme hypothése de Riemann est indépendante du systeme de coor-
données. La forme quadratiqgue doit donc étre invariante par rapport a des
transformations de coordonnées. (I est cependant évident que dans la géo-
métrie de Riemann, toute relation exprimant un fait géométrique quelconque
doit étre indépendante du systéme de coordonnées. Cest G. C. Ricci% qui
a proposé un tel calcul invariant par rapport a des transformations de coor-
données. Le fondement algébrique de ce calcul est donné par lalgébre ten-
sorielle. Le tenseur est essentiellement déterminé par des éléments de surface
d’un certain ordre. L’'ordre de ces derniers détermine aussi I’'ordre du tenseur.
La partie analytique s’en compose de l'introduction d’opérateurs différentiels
également invariants par rapport a des transformations de coordonnées. De
cette maniére, la dérivation ordinaire et la dérivation partielle sont remplacées
par une dérivation invariante, respectivement covariante. La premiére ne
change pas le caractéere tensoriel des quantités, tandis que la seconde
augmente d’une unité l'ordre des tenseurs. Dans un espace euclidien muni
d’un systeme de coordonnées cartésiennes ces dérivations se réduisent aux
opérations ordinaires de dérivation. Ces notions sont devenues beaucoup plus
claires depuis que Levi-Civita® a introduit le déplacement parallele de
vecteurs dans l’espace de Riemann, le long d’une courbe. Ce déplacement
paralléle laisse invariant la longueur des vecteurs et I'angle formé par eux.
Au moyen du déplacement parallele on peut définir le différentiel invariant
essentiellement de la méme facon que la dérivation ordinaire. Si I'on conduit
un vecteur, parallélement a lui-méme, sur une courbe fermée infinitésimale,
située sur un élément de surface, le vecteur de la différence entre la situation
initiale et la situation finale donnera précisément le tenseur de quatrieme
ordre qui détermine la mesure de courbure de Riemann si nous négligeons
des quantités d’un ordre supérieur a celui de I'élément d’aire. C’est le ten-
seur de courbure de Riemann—Christoffel, établissant le caractére invariant
de la mesure de courbure par rapport a des transformations de coordonnées.

C’est a ces considérations que se rattache le probléeme fondamental
suivant de la géométrie de Riemann. Il faut déterminer un systéme d’inva-
riants différentiels, nécessaire et suffisant pour caractériser I’espace. Aprés
avoir construit un tel systeme, on peut constater si deux espaces de Riemann
sont équivalents ou non, c’est-a-dire si leurs éléments d’arc peuvent passer8

24 G. C. Ricci, Sulla derivazione covariante ad una forma quadratica differenziale,
Rcndiconti Cire. Mat. Palermo, 42 (1917).

25 T. Levi-Civita, Nozione di parallelismo in una varieta qualunque, Rendiconti Cire.
Mat. Palermo, 42 (1917), p. 173—205.
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I’un dans l'autre par une transformation de coordonnées. Ce probléme fonda-
mental a été résolu par E. B. Christoffel.d Exprimée en termes modernes,
cette solution est la suivante:

Outre la forme différentielle quadratique qui détermine I’¢lément d’arc,
le systeme des invariants différentiels se compose des formes dont les coef-
ficients sont le tenseur de courbure, respectivement les tenseurs qu’on obtient
de ce tenseur par dérivation covariante.

Il s’ensuit que le tenseur de courbure et |'opération de la dérivation
covariante suffisent pour caractériser I’espace d’une maniére invariante par
rapport a des transformations de coordonnées.

On peut constater que les espaces dont la fondation peut étre donnée
a laide de la géométrie différentielle, ne sont pas interprétables selon la
théorie de Klein basée sur la théorie des groupes. En effet, s’il en était
ainsi, cela entrainerait la mobilité libre de I|’espace et nous aboutirions ainsi,
comme il a été dit plus haut, non pas & des espaces généraux de Riemann,
mais seulement & la géométrie euclidienne et aux deux géométries non-eucli-
diennes. J. A. Schouten,Z puis E. CartandBont pris [Iinitiative de recher-
ches, qui se proposent d’¢largir la théorie de Klein, de maniére a pouvoir
embrasser les géométries récemment découvertes.

Le procédé de J. A. Schouten est le suivant: Prenons un repére d’ordre n
en un point P quelconque de l’espace et une courbe arbitraire retournant au
point P. Si nous déplacons parallélement ce repére le long de cette courbe
jusqu’a ce qu’elle revienne de nouveau en P, il s’ensuit des propriétés du
déplacement parallele que ce repére peut étre transporté dans le repére pri-
mitif, par une transformation appartenant au groupe de rotations. En consi-
dérant maintenant toutes les courbes fermées qui passent par le point P, on
peut démontrer que les rotations correspondantes constituent un sous-groupe
G du groupe de rotations. Abstraction faite des isomorphismes, ce groupe G
est indépendant du repere que nous avons choisi. On peut établir également
que les groupes qu’on fait correspondre par ce procédé aux points de l’es-
pace sont isomorphes entre eux, ce qui revient a dire qu’ils représentent le
méme groupe abstrait.

En vertu du caractére localement euclidien de I’espace, tout repeére
d’ordre N, défini en un point quelconque de I’espace, peut étre considéré
comme localement euclidien. D’aprés E. Cartan, la courbe fermée mentionnée
plus haut, ainsi que les espaces euclidiens locaux correspondant a ses points,
sont appliqués isométriquement sur l’'espace euclidien a N dimensions. L’image

21 E. B. Christoffer, Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke
zweiten Grades, Journ. f. reine u. angew. Math., 70 (1870), p. 46—70.

21 J. A. Schouten, On the number of degrees of freedom of the geodetically moving
systems, Proc. Kon. Acad. Wet. Amsterdam. 27 (1919), p. 16—22.

S E. Cartan, Les groupes d’holonomie des espaces généralisés, Acta Math., 48
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ainsi obtenue de la courbe fermée est une courbe ouverte et P, comme point
d 'origine et extrémité, possédera deux images. Les images des deux reperes
d’ordre N obtenus dans le point P peuvent étre faites coincider au moyen
d’une translation et d’une rotation. Si nous effectuons cette opération sur
toutes les courbes fermées appartenant a P, les transformations dont nous
venons de parler détermineront un sous-groupe M du groupe de mouvements
qui sera indépendant du point P et dont la partie homogéne sera identique au
groupe G. Ce groupe M est le groupe d’holonomie de I'espace de Riemann.
Certains auteurs appliquent cette dénomination au groupe G lui-méme.

Ce groupe jouit en outre de la propriété fondamentale suivante. Con-
sidérons deux points P et Q et les espaces localement euclidiens correspon-
dants, ainsi qu’une courbe quelconque reliant ces deux points. Si £ est un
vecteur en P, il pourra étre considéré comme point dans l'espace local de P.
Si, dans |I’espace local appartenant a Q, nous faisons correspondre a ce
point le point obtenu par le déplacement paralléle du vecteur £ en Q, nous
obtenons une application congruente entre ces deux espaces locaux. Toutes
les applications congruentes entre tous les espaces locaux quelconques déter-
minent précisément le groupe M.

Le groupe d’holonomie M détermine I’espace de Riemann dans le sens
suivant: En prenant pour point de départ un sous-groupe M de I’espace
euclidien, on peut démontrer que celui-ci peut toujours étre considéré comme
le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann et cela caractérise [|’espace
de Riemann. C’est G. LaptievZ’ qui a mené a bonne fin ces recherches, con-
duisant en méme temps a la construction de I'espace de Riemann. Partant
d’un groupe de Lie donné, G. Laptiev a méme construit des espaces d’un
type plus général que celui de Riemann. Il est important pour la construction
de ces espaces de représenter le groupe par les opérateurs de Lie. A l'aide
des combinaisons linéaires de ces derniers on peut déterminer toute trans-
formation infinitésimale de groupe. Dans le cas de I’espace de Riemann le
point de départ de la construction est une variété a N dimensions, dont les
éléments correspondent aux espaces euclidiens locaux. L’application congru-
ente de deux espaces locaux voisins quelconques est déterminée par la trans-
formation infinitésimale du groupe donné, qui détermine en méme temps le
déplacement parallele. La métrique, localement euclidien en vertu du caractére
euclidien des espaces locaux, doit étre tel que le déplacement paralléele qui
en résulte, soit identique au déplacement paralléle obtenu plus haut. La réali-
sation effective de ces idées ne demande que la solution d’¢quations aux
dérivées partielles.

Nous venons d’examiner deux problémes principaux de la géométrie de
Riemann, a savoir le probléme de I’équivalence et celui de la subordination
de la géométrie au moyen du groupe d’holonomie a des considérations de la

29 I NanteB, [MOoknagbl Akag Hayk CCCP, 71 (1950), p. 597—600.
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théorie des groupes. L’élément fondamental unique de I'espace a toujours été
le point. Mais dans la géométrie de RIEMANN, les droites possedent égale-
ment des analogues immédiates. Ce sont les lignes géodésiques, déterminées
par la métrique. Le role important de ces lignes a ét¢ apercu par BELTRAMI,
avant que le développement de la géométrie de RIEMANN que nous venons
d’esquisser, et été réalisé. A l'aide de ces lignes, BELTRAMI a démontré
I'identité¢ des deux géométries non-euclidiennes et des espaces a courbure
constante. BELTRAMI? a étudié¢ les applications des espaces de RIEMANN, par
lesquelles les lignes géodésiques passent en lignes géodésiques. Il a en par-
ticulier examiné le cas, olt 'espace donné est applicable sur un espace dont
les lignes géodésiques peuvent €tre obtenues au moyen d’équations linéaires.
Cela signifie que Iespace donné est applicable sur P'espace euclidien.
BELTRAMI finit par constater que cette représentation n’est possible que si la
courbure de I’espace donné est constante. Il a consacré deux mémoires a
I’étude des relations avec la géomeétrie non-euclidienne. Le premier traite le
cas de deux dimensions,” tandis que dans le deuxiéme la dimension est
quelconque.” Dans ces travaux, il démontre que lorsque la courbure est
une constante négative, 'application décrite plus haut fait correspondre aux
points de l'espace lintérieur d’une hypersphere. Les lignes géodésiques devi-
endront donc les cordes de I’hypersphére. Aux plans a dimensions différentes
de I'image correspondront dans [I’espace primitif des variétés géodésiques
totales. Si nous considérons maintenant I’hypersphere comme figure absolue,
I’élément d’arc de la métrique de CAYLEY correspondante coincidera exacte-
ment avec I'’élément d’arc de I'espace primitif. Il s’ensuit que la géométrie
de cet espace est identique a la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky. En cas
de courbure positive, I'espace peut étre appliqué sur I'espace euclidien entier.
Si nous prenons pour figure absolue une quadrique non dégénérée et pure-
ment imaginaire, 1’élément d’arc de la métrique de CAYLEY correspondante
sera identique a 1’élément d’arc de I’espace primitif. Cette géométrie sera donc
identique a la géométrie elliptique.

Les considérations développées plus haut permettent de conclure que,
dans les espaces a courbure constante, il existe des surfaces géodésiques
totales de dimensions 2,...,n—1, et que leurs images dans I’espace-image
euclidien sont des plans ordinaires, a dimensions correspondantes. Dans les
espaces a courbure constante, il existe donc dans tous les points et dans
toutes les directions des variétés géodésiques totales. F. SCHUR™ & démontré

30 E. Bevirami, Sulla flessione delle superficie rigate, Annali di Mat., T (1866).

31 E. BeLtrami, Saggio di interpretazione della geometria non-euklidea, Giornale di
Mat., 6 (1868), p. 285—315.

32 E. BeLtrami, Teoria fondamentale degli spazii di curvature constante, Annali di
Mat., Ser. 11, 2 (1868—69), p. 232—255.

# F, Scuur, Uber den Zusammenhang der Riume constanten Riemannschen Kriim-
mungsmales mit den projektiven Raumen, Math. Annalen, 27 (1886), p. 537—567.
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que s’il est possible de faire passer des surfaces géodésiques totales dans
toutes les directions par deux points de ’espace de RIEMANN, cela doit éga-
lement étre possible pour n’importe quel point de I'espace et I'espace est de
courbure constante.

Pour revenir a 'idée de BELTRAMI, il convient de souligner qu’il n’a
utilisé essentiellement que les lignes géodésiques et leurs applications. Cette
idée a conduit au développement de géométries dont les éléments sont, outre
le point, des trajectoires, déterminées par des équations différentielles de
second ordre. Les fondements de cette géométrie des trajectoires ont été posés
par H. WEYL,* L. P. EISENHART,” O.VEBLEN" et T. Y. THOMAS.?” Tout comme la
géométrie de RIEMANN doit étre regardée comme la généralisation de la géo-
métrie euclidienne, la géométrie des trajectoires est une généralisation de la
géométrie projective. Il s’agit 1a, en effet, d’'une géométrie déscriptive pure,
qui se propose d’examiner les propriétés invariantes par rapport a des appli-
cations laissant invariantes les trajectoires. Il faut citer, sous ce rapport, les
recherches de B. KAGAN™® sur les espaces subprojectifs. KAGAN a étudié une
geométrie de trajectoires, dans laquelle la trajectoire est située, employant un
systéme convenable de coordonnées, dans un plan ordinaire a& deux dimen-
sions. Il suppose, en outre, que tous les plans correspondant a des trajectoi-
res, passent par un point fixé de l'espace. Les systtmes de coordonnées,
dans lesquels cette propriété reste invariante, forment précisément le groupe
de l'espace subprojectif.

Entre la géométrie de trajectoires non-métrique et la géométrie de
RIEMANN, une autre géométrie doit prendre place, qui est la généralisation
affine, due a H. WEvYL,” de la géométrie de RIEMANN. Cette géométrie est
caractérisée par le fait qu’entre les espaces vectoriels locaux de I’espace a
n dimensions, une application affine est définie, qui dépend des courbes
reliant les espaces locaux aussi. La connexion affine est déterminée par cer-
tains paramétres /7. Ceux-ci se distinguent par le fait que, soumis a des
transformations de coordonnées, ils satisfont a une certaine régle de trans-
formation.

3 H. WeyL, Einordnung der projektiven und konformen Auffassung, Géttinger Nach-
richten, (1921), p. 99—112.

3 L. P. Eisenuart, Spaces with corresponding paths, Proc. Nat. Acad. Sci. USA,
8 (1922), p. 233—238. '

3 0. VesLen, Projective and affine geometry of paths, Proc. Nat. Acad. Sci. USA.
8 (1922), p. 347—350.

310. VeBLen and T. Y. Tuomas, The geometry of paths, Transactions Amer. Math.
Soc., 25 (1924), p. 551—608.

38 B. Kacan, Sur les espaces sousprojectifs, C. R. Acad. Sci. Paris, 191 (1930), p.
548—550, et Uber eine Erweiterung projektiver Rdume und den zugehérigen Absolut, Tpymsi
Cemun. no Bexr. n Tens. Auanuay, 1 (1933), p. 12—101.

3 H. WEevt, Reine Infinitesimalgeometrie, Math Zschrift, 2 (1918), p. 384—411.
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Si nous n’exigeons pas la mobilité libre d’'un espace vectoriel zpparte-
nant a un point quelconque d’une variété a n dimensions, le carré de [élé-
ment d’arc ne sera plus déterminé par une forme quadratique dans les diffé-
rentiels de coordonnées. RIEMANN lui-méme a déja indiqué ce cas dans sa
thése, mais la géométrie métrique, ainsi obtenue, n’ a été décrite que par
P. FINSLER, * dans sa thése. Ici I’élément d’arc ds est donné par une fonction
F(x,dx) qui est du premier degré, positive et homogene dans les dx’. Les
droites de cette géométrie seront les extrémales du probléme de variations
[F(x,x)dt de sorte que celles-ci seront les trajectoires de I’espace. Dans ce
cas, I'espace n’est librement mobile que dans le voisinage d’une direction
fixée. Cela signifie qu'un espace euclidien local n’appartient plus & un point,
mais a un élément linéaire. Il est donc convenable de considérer I'espace non
plus comme une variété de points, mais comme une variété d’éléments
linéaires.

Pour cette géométrie, le calcul invariant par rapport a des transforma-
tions de coordonnées a €té établi pour la premiere fois par L. BERWALD. "
Cependant BERWALD ne considérait pas encore I'espace comme une variété
d’éléments linéaires, de sorte qu’au cours du déplacement parallele corres-
pondant a la dérivation invariante qu’il a introduite, la longueur des vecteurs
ne reste pas invariante. Mais dans 'espace de RIEMANN, cette propriété est
justement la propriété principale du déplacement paralléle de LEvVI-CIvITA.

E. CARTAN* considére déja la variété comme une variété d’éléments
linéaires et c’est ainsi qu’il est parvenu en 1934 a établir un calcul invariant
convenable. Dans ce cas, si nous ne considérons plus une courbe fermée,
mais une variété d’éléments linéaires dans laquelle Pélément linéaire initial et
final coincident, le déplacement paralléle des vecteurs fournira trois tenseurs
de courbure. Dans le cas particulier de la géométrie de RIEMANN, I'un de
ceux-ci se réduit au tenseur de courbure de RIEMANN—CHRISTOFFEL, tandis
que les deux autres tenseurs s’annulent. A I'aide de ce tenseur, BERWALD "
a généralisé la mesure de courbure de RIEMANN & I'espace de FINSLER. Ce
tenseur peut d’ailleurs &tre remplacé par un tenseur plus simple, le tenseur
dit de courbure principale, introduit par OTTO VARGA." On sait que, dans
I’espace de RIEmMANN, la mesure de courbure, correspondant & un élément de

10 P, Finster, Uber Kurven und Flichen in allgemeinen Rdumen, Dissertation (Got-
tingen, 1918, et Basel, 1951).

1 L, Berwarp, Uber Paralleliibertragung in Rdumen mit allgemeiner MaBbestimmung,
Jahresbericht d. Deutschen Math. Verein., 34 (1925), p. 213—220; Untersuchung der Kriim-
mung allgemeiner metrischer Rdume auf Grund des in ihnen herrschenden Parallelismus,
Math. Zschrift, 25 (1926), p. 40—73.

42 E, Cartan, Les espaces de Finsler, Actualités scientifiques et industrielles, 79
(Paris, 1934).

13 0. Varaa, Uber affinzusammenhingende Rdume von Linienelementen insbesondere
deren Aquivalenz, Publicationes Math. Debrecen, 1 (1949), p. T—17.
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surface quelconque, coincide avec la courbure de GAuss de la surface, déter-
minée par les lignes géodésiques passant par Porigine de I'élément de sur-
face et tangentes a celle-ci. Une telle surface est appelée géodésique a I'ori-
gine de I'élément de surface. O. VARGA* a démontré que la courbure de
BERWALD appartenant, dans l'espace de FINSLER, a un élément de surface et
a une direction de celui-ci, coincide avec la courbure intérieure de FINSLER,
correspondant a la surface géodésique qui passe par l'origine de I'élément de
surface et a la direction donnée. Dans le cas des surfaces, dont la métrique
est déterminée par une forme quadratique, cette courbure intérieure de
FINSLER se réduit & la courbure de GAuss.

La caractérisation de la géométrie de FINSLER au moyen d’un systéme
d’invariants différentiels — ce qui revient de nouveau au probléme d’équi-
valence de I'espace — a été résolue par O. VARGA.” Il a trouvé que le ten-
seur fondamental appartenant a la fonction F(x, dx) qui détermine la métrique,
le tenseur de courbure principale, ainsi que deux autres tenseurs qui
caractérisent la différence de I'espace de RIEMANN et les dérivations covari-
antes de ceux-ci, donnent un systtme complet d’invariants.

Dans ce cas encore, conformément aux recherches de BELTRAMI, nous
pouvons poser la question de savoir quels sont les espaces de FINSLER
susceptibles d’etre appliqués les uns sur les autres, de maniére que leurs
trajectoires passent les unes dans les autres. C’est L. BERWALD * qui a étudié
le premier ces applications. La encore, le cas qui nous intéresse est celui ot
'espace donné est applicable sur un espace dont les trajectoires peuvent étre
déterminées par des équations linéaires. Nous appelons ces espaces des espa-
ces plan-projectifs. Mais dans ce cas, il ne s’ensuit pas que la mesure de
courbure de BERWALD de I'espace soit constante. Lorsque nous exigeons de
plus que la courbure de I’espace soit une constante négative et que la lon-
gueur d’'une courbe soit indépendante de son orieniation, c’est-a-dire que
F(x,X)= F(x, —X), les espaces obtenus coincideront précisément avec les
espaces de HILBERT dont nous avons parié et dont I’absolue est une surface
convexe. Lorsque la constante est zéro, nous aboutissons a la géométrie de
MINKOWSKI. Mais tandis que parmi les espaces de FINSLER les espaces de
HILBERT peuvent étre caractérisés par les trois propriétés citées plus haut, a
savoir que 1. I’espace est plan-projectif; 2. sa courbure est constante et 3. la
relation F(x, X) = F(x, —x) est valable, il n’en est pas ainsi dans la géo-
métrie de MINKOWSKI, car il existe, en effet, des géométries de MINKOWSKI,
dans lesquelles la relation F(x,x)= F(x, x) n’est pas valable. Cette carac-
térisation des espaces de HILBERT et de MINKOWSKI en tant qu’espaces de

# 0. Varca, Uber das KriimmungsmaB in Finslerschen Raumen, Publicationes Math.
Debrecen, 1 (1949), p. 116—122,

# L. BerwaLp, Uber Finslersche und Cartansche Geometrie. 1V, Annals of Math.,
48 (1947), p. 755—78]I.
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Finsler particuliers a été établie par P. Funk4 et L. Berwald.4& Parmi les
géométries de Finsler, la géométrie de Minkowski est caractérisée par I’'annu-
lément de deux tenseurs de cette géométrie ainsi que cela a été démontré
par E. Cartan4 et 0. Varga4~

Nous voila arrivés a la fin de notre apergu historique concernant le
développement imposant réalisé par la géométrie et en particulier par la
géométrie différentielle dans les temps modernes. Nous tenons a souligner,
encore une fois, que c’étaient les idées géniales de Bolyai et de Lobatchevsky
qui ont ouverts a la science ces nouvelles perspectives brillantes.

B/IMAHNE TEOMETPUN BOAN—/TOBAYEBCKOIO HA PA3BUTUE
FEEOMETPUN

O. BAPI'A ([OebpeueH)
%

(Pes3ome)

ABTOp yKa3blBaeT Ha TO, KaK uccnenoBaHnss 5o M m JTo6auyeBCKOT O MONOXUAN
Havasio pasBUTUI0 COBPEMEHHOW aKCMOMATMKUN eBKUAOBOM W HEeBKMAOBOM FeoMeTpuii, NoTom
[aeT 04YepK MPOEKTUBHOIO M TEOPETMUECKO-TPYNMNOBOro MOHUMaHWs reomMeTpu uno Keinu u
KneliHy. HakoHel, TPakTylOTCA AMddepeHLnanbHO-reoMeTprUeckKmne coo6paxeHus, KoTopbIMU
PrvmMaH pykoBoguics MpU 0GOCHOBAHWM FeoMeTPMU. B KaxaoM M3 3TUX TPeX HanpaeneHuit
aBTOpP CTapaeTcsl [OMTW 40 HOBEMLLUMX WCCNeaoBaHUN.

4 P. Funk, Uber Geometrien, bei denen die Geraden die Kirzesten sind, Math.
Annalen, 101 (1929), p. 226—237.

& L. Berwald, Uber die «-dimensionalen Geometrien konstanter Kriimmung, in denen
die Geraden die kirzesten sind, Math. Zschrift, 30 (1929), p. 449—469.

8 O. Varga, Zur Begrindung der Minkowskischen Geometrie, Acta Sei. Math. Szeged,
10 (1943), p.
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Par
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(Présenté par G. Hajos)

Reportons nous aux célebres réflexions que. dans la premiere partie de
ses Pensées, Pascal consacre a la Géométrie. Avec lui, nous noterons que
I’idéal serait de démontrer tout ce que l'on avance et de définir tout terme
gue l'on va employer. Il s’agit — et Pascal qui ne peut avoir la-dessus le
moindre doute, le formule explicitement — de définitions nominales, c’est a
dire d’ “impositions de noms aux choses qu’on a clairement désignées en
termes parfaitement connus”.

Or a la réalisation de ce double idéal il y a un obstacle qui semble
insurmontable. On ne peut prouver déductivement quoi que ce soit qu’en
partant de principes antérieurs. Si ceux-ci, a leur tour demandent a étre
démontrés de maniére analogue, et ainsi de suite, il y aura bien, au bout du
compte, un moment ou il faudra s’arréter dans cette voie. Ceci, c’est une
remarque formulée de haute antiquité: c’est le célébre “dialléle” qui de tout
temps a préoccupé la Philosophie, et que nous allons dailleurs laisser de
c6té comme étranger a notre objet actuel.

Mais il en est tout & fait de méme en ce qui regarde les définitions:
“Il est évident que les premiers termes qu’on voudrait définir en suppose-
raient de précédents pour servir a leur explication. ... Aussi, en poussant les
recherches de plus en plus, on arrive nécessairement a des mots primitifs
gu’on ne peut plus définir et a des principes si clairs qu’on n’en trouve plus
qui le soient davantage.”

Ny a donc finalement des notions premiéres dont la définition est
impossible. Heureusement, au moins a ce qu’il semble au premier abord —
et la Science avait toujours raisonné ainsi —, cette définition se trouve inu-
tile par le fait que le sens des notions employées dans ces conditions est
parfaitement clair et intelligible a chacun.

Seulement, cette position que nous sommes contraints d’adopter comme
position de repli et qui semble la seule possible, va, a son tour, se révéler
intenable; ou plutdt elle aurait d0 apparaitre comme intenable a Pascal lui-
méme: car incidemment, dés ce premier exposé,l il énonce une remarque qui

1 Pensées, premiere partie, art. Il.
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est une des conquétes les plus fondamentales que la Logique ait jamais réali-
sées. Faisant allusion aux erreurs qu’on peut commettre dans I’'emploi des
définitions, il voit a cela un remede infaillible qui est:

""de substituer mentalement la définition a la place du defini et d’avoir
toujours la définition si présente que toutes les fois qu’on parle, par exemple,
de nombre pair, on entende précisément que c’est celui qui est divisible en
deux parties égales, et que ces deux choses soient tellement jointes et insé-
parables dans la pensée qu’aussitdt que le discours exprime |’une, I’esprit
y attache immédiatement I'autre®.

Cette remarque, qui se présente ainsi comme en passant et accessoire-
ment, Pascal2y remet plus explicitement l’accent lorsque, dans la section
suivante, YArt de Persuader, il résume ses considérations précédentes par huit
regles dont il nous suffira, ici, de rappeler la premiére et la derniére:

I. N’entreprendre de définir aucune des choses tellement connues d'elles-
mémes qu’on n’ait point de termes plus clairs pour les expliquer.

VIII. Substituer toujours mentalement les définitions U la place des défi-
nis, pour ne pas se tromper par I’équivoque des termes que les définitions ont
restreints.

Voila donc huit régles qui sont fondamentales dans toute logique, dans
tout raisonnement, dans tout acte de la pensée; et il en est ainsi, en parti-
culier, de la derniere d’entre elles. Mais comment, entre deux principes qui
se succédent a quelques lignes de distance, le génial auteur des Pensées
n’a-t-il pas vu éclater une étrange contradiction? Car on ne peut songer a
substituer une définition a la place d’un défini, la ou il ny a point de défi-
nition.

Ce qui semble avoir manqué a Pascal en I'espéce, sans que cela par-
vienne a expliquer pleinement la cécité psychique que nous constatons,3c’est
d’avoir pleinement réalisé la portée du principe qu’il vient d’énoncer. La
substitution des définitions aux définis est indispensable en toute circonstance:
dans la pensée courante elle est, comme il le dit, indispensable pour éviter
les erreurs; mais pour le mathématicien, elle a un autre role encore, un role
non plus négatif, mais positif. Ce n’est pas seulement un principe critique,
c’est un principe constructif et indispensable comme principe constructif. Sans
lui, non seulement on serait exposé a s’égarer, mais on ne saurait faire un
pas. Cela se manifeste dans n’importe quelle démonstration. Soit, par exemple,

2 lbid, art. Il

3 Ce phénomeéne, qu’on pourrait croire unique tant il est incompréhensible, s’est pré-
senté a maintes reprises dans I’histoire de la Science. Voir notre Essay of the Psychology
of Invention in the mathematical Field, deuxiéme édition (Princeton, N. J, U.S. A, 19491;
notre communication au tricentenaire de Newton, publiée par la Société Royale de Londres,
1946, et Congrés de I’Association Francaise pour l'avancement des Sciences, Genéve, 1949.
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a démontrer que le diametre est la plus grande corde du cercle: autrement
dit, que si A et B sont deux points situés sur une circonférence de centre O
et de rayon R, AB sera toujours au plus égal a 2R. Le premier soin du
géometre sera de joindre OA et OB. Pourrait-il faire autrement? Assurément
non, puisqu’il lui faut exprimer la définition de la circonférence, qui consiste
précisément en ce que chacune des distances OA et OB est égale a R; et
il en est ainsi d’un bout a 'autre de la Géométrie.

Aucune notion ne peut donc intervenir dans le raisonnement autrement
que par I'intermédiaire de sa définition. Mais comment cela pourrait-il se faire
la on la définition n’existe pas?

*
* *

PAscAL ne serait-il pas revenu sur ce point et ne l'aurait-il pas élucidé
s’il s’était occupé de 'axiome d’EUCLIDE? Celui-ci, aprés PASCAL comme avant
lui, a fait I'objet des recherches des géométres, croyant si souvent, et tou-
jours a tort, démontrér le mystérieux Axiome, sans que le rapport entre cette
question et la derniére régle de 'Art de Persuader, tombée dans un incom-
préhensible oubli, leur soit apparu.

Un siécle aprés I’Art de Persuader, il est bien curieux de lire la pre-
miére édition, parue en I’An 1 (1794) des Eléments de Géométrie* oit LEGENDRE,
dans son préambule, annonce le but de son ouvrage que I'on peut considérer
comme résumant I'état de la Science a la veille du XIX® siécle. Il reproche
a ses prédécesseurs une rigueur insuffisante.

“On reproche aux €éléments de géométrie d’étre peu rigoureux. Plusieurs
de ces ouvrages peuvent avoir des avantages particuliers et remplir assez
bien le but pour lequel ils ont été composés, mais il n’en est aucun ot 'on
ait réussi a démontrer toutes les propositions d’'une maniére absolument
satisfaisante. Tantot les auteurs supposent des choses qui ne sont pas con-
tenues dans les définitions; tantot ces définitions elles-mémes sont défectueu-
ses; quelquefois ils se contentent d’invoquer le témoignage des yeux, ailleurs
ils emploient des principes qui sont vrais en eux-mémes, mais qui parais-
sent entrainer quelques négligences dont I’esprit n’est pas satisfait. En général
il est tres difficile de faire des éléments rigoureux, non seulement dans la
géométrie, mais dans toutes les sciences: les propositions les plus simples
sont les plus embrassantes et celles qu'on démontre avec le moins de suc-
cés. La difficulté n’est cependant pas une raison qui doive empécher d’entre-
prendre des ouvrages aussi utiles.””

i Les Eléments de Clairaut, lequel vise non a la rigueur, mais a la simplicité et se
base a toute occasion sur I'observation courante, n‘ont pas a intervenir ici.

5 L’incompréhension du role des notions premiéres est d’autant plus étrange que
Legendre a soin de renvoyer aux Mélanges de Philosophie ou d’ALemBERT, parfaitement con-
scient du role de qu'il appelle les "notions simples®, reconnait, lui, expressément I'impos-
sibilité de les définir.

7 Acta Mathematica
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Faut-il croire que LEGENDRE n’a pas lu I’Art de Persuader? La tache
qu’il prétend entreprendre est plus qu’ “embarassante”, plus que difficile:
elle sera forcément impossible; 'embarras qu’il craint & juste titre le mon-
trera bien par la suite, chez lui comme chez tous ses prédecesseurs.

Avant de s’attaquer a I'axiome d’EUCLIDE (on sait que LEGENDRE lui-
méme en a, a deux reprises au moins, tenté¢ des démonstrations, naturellement
aussi fausses que toutes les autres), on a dii ou on aurait dii se préoccuper
de deux définitions fondamentales, celle de la ligne droite et celle des figu-
res égales ou plutdt congruentes. Cette derniére précéde l'autre qui lui est
en reéalité subordonnée et précisément parce que plus fondamentale, elle a été
toujours plus ou moins escamotée, alors que celle de la ligne droite faisait
couler beaucoup d’encre.

Point d’idée plus simple et plus claire a un chacun que celle ce la
ligne droite “dont un fil tendu nous offre 'image. Mais C’est précisément,
nous le savons, ce qui fait la difficulté: c’est parce que cette idée est parti-
culierement claire et simple dans l'observation courante que la Géométrie ne
saurait se contenter de I’envisager ainsi.

Un siécle avant les Eléments de LEGENDRE, presque au méme moment
ol Pascal composait les Pensées, les notions fondamentales de la Géométrie
faisaient I'objet d’un examen trés approfondi et particulierement digne d’at-
tention puisqu’il était le fait de LEIBNIz. Le grand philosophe passe en revue
tous les aspects de la question et tous particulierement les diverses définitions
auxquelles ont peut songer pour la ligne droite.

La définition d’EUCLIDE lui-méme: Recta lines est quae ex aequo suis
interjicitur punctis, a un défaut majeur, celui... d’étre peu compréhensible.
C’est ce que LEIBNIZ et LEGENDRE constatent tous deux en se rencontrant’
— chose curieuse chez ces deux auteurs qui se sont ignorés — dans la
remarque (LEGENDRE, deuxieme édition, p. VI de la Préface) que cette définition
”pourrait étre supprimée comme n’étant nécessaire a aucune démonstration‘.

Cest, on le voit, rejoindre la régle de PAscAL, puisque c’est dire avec
lui qu'une définition doit étre réputée non existante si elle n’intervient pas
dans les raisonnements.

Ayant a en adopter une autre, LEGENDRE I’emprunte & ARCHIMEDE (lequel
l'avait en fait, présentée comme postulat): ”La ligne droite est le plus court
chemin d’un point & un autre®.

% Nous emploierons cette dénomination. Non seulement elle est préférable a celle de
“ligures égales, dont I'adoption dans I’enseignement me parait regrettable : mais, en parti-
culier, ce changement de terminologie s’impose pour suivre les discussion dont nous par-
lons et dans lesquelles les mots “figures égales“ s’appliqueraient a ce que nous appelons
aujourd’hui “figures équivalentes®. .

7 Le travail de Leibniz parait n’avoir pas fait, en son temps, I'objet d’une publication.
Il nous est connu grace aux Leibnizens Mathematische Schriften, éditées par C. 1. Gerhardt,
t. V (Halle, 1838).
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Si (pour une raison d’ordre pédagogique assez discutable d’ailleurs)
LEGENDRE prend pour point de départ cette définition d’ARCHIMEDE ce n’est
pas qu’il la considére comme préférable en réalité. Dans sa Préface il parle
un autre langage : il rappelle que la propriété ainsi énoncée peut étre déduite
et a été déduite par EUCLIDE de son axiome X: La ligne droite est celle qui
ne peut avoir qu’une position entre deux points donnés, lequel est dit-il a cet
endroit, ”la définition la plus simple et la plus générale qu’on puisse donner
de la ligne droite*.

Peut-on, en effet, déduire I’énoncé d’ARCHIMEDE de I'axiome X? Oui et
non: la déduction peut se faire a partir de l'axiome en question ... joint,
mais sans qu’'on le dise (pas plus chez LEGENDRE que chez EUCLIDE) au fait
que toutes les lignes droites sont des figures congruentes et que, inverse-
ment, toute figure congruente a une ligne droite est une ligne droite. Cet
axiome X, tacitement complété comme nous venons de le dire, recoit de
LEGENDRE" une forme particulierement frappante, laquelle coincide avec la
définition donnée par LEIBNIZ, celle méme vers laquelle s’orientera la marche
ultérieure de la Science: la ligne droite est celle qui demeure immobile du
moment que deux de ses points restent fixes.

Une derniére définition® a laquelle LEIBNIZ avait songé se raméne au
fond a la précédente.

Aucune de ces définitions, ainsi qu’il apparait sur I'énumération que
nous venons d’en donner avec LEIBNIZ, n’échappe a la nécessité de résoudre
tout d’abord une autre question mentionnée plus haut, la définition des figures
congruentes.

Pour autant que I'on puisse donner un sens a celle, si peu claire, don-
née par EUCLIDE lui-méme, elle voudrait dire que la ligne droite est celle
dont tout segment est congruent (totalement ou partiellement) a tout autre;
et alors, comme I'a remarqué dés I'antiquité Appolonius, elle s’appliquerait
aussi bien a la circonférence ou a I'hélice circulaire.

Cette objection n’échappe pas a LEIBNIZ; poury répondre, il caractérise
la ligne droite par la condition que tout segment en soit semblable a tout
autre, c’est a dire en remplacant la notion de figure congruente par une autre
beaucoup moins primitive et dont au surplus, l'introduction supprimerait la
question qui nous occupe, puisque, comme nous le savons, admettre I’exis-
tance de figures semblables sans étre congruentes (les segments de droites
exceptés) revient & admettre le postulatum d’EUCLIDE.

La définition d’ARCHIMEDE, elle, n’a visiblement de sens que si I'on dit
ce que c’est que des longueurs et, plus précisément, des longueurs égales.

8 Deuxiéme édition, Préface; VII.
* Loc,cit. (7), p. 174, Nos (11), (13) ou, par Iintervention du No (2), p. 172, la notion
de figures congruentes est expressément invoquée.

T*
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Nous avons vu plus haut comment devrait €tre complété, pour fonder
le premier Livre de Géométrie, I'axiome X d’EUCLIDE.

Enfin, 4 la définition sur laquelle se recontrent, LEIBNIZ et LEGENDRE,
il ne manque que d’avoir spécifié... dans quel mouvement ou, plus exacte-
ment, dans quels déplacements la ligne dont on dit seulement que deux de
ses points restent fixes, est par ailleurs entrainée: est-elle considérée comme
plongée dans du bois ou dans de la guimauve?

Ainsi dans tous les cas, quoique tacitement et par une véritable restric-
tion mentale, on part de la définition, des figures congruentes et méme de
celle de “figure invariable“. Seulement, la — nous en étions bien sirs a
'avance aprés avoir lu PAscaL — la Géométrie se dérobe totalement. LEGENDRE
énonce que deux grandeurs, ligne, surface ou solide sont égales, lorsque
étant placées I'une sur l'autre, elles coincident dans toute leur étendue.

Passons sur 'emploi du mot “grandeur“ la ot nous dirions figure*
ainsi que des mots grandeurs “égales (cet adjectif pris dans le sens ou
nous l’employons maintenant; LEiBNIz dit “congrua®) qui était peut eétre
courant autrefois, puisque nous le trouvons également chez LEIBNIZ; mais
comment excuser 'équivoque, révélatrice de I'embarras que nous prévoyions
des I'abord, qui apparait dans le membre de phrase suivant, lequel désigne-
rait, semble-t-il, des figures qui sonf portées I'une sur l'autre? Strictement
parlant, la définition aurait un sens — mais aucune utilitt — en ce qui con-
cerne un dessin et son calque, au moment méme ou l'on trace ce calque;
elle n’en aurait aucun une fois le calque enlevé. Et s’il s’agit de figures
susceptibles d’étre portées 'une sur l'autre, dans quelles conditions ce trans-
port sera-t-il permis? Si nous étions en Analysis Situs, la coincidence pour-
rait étre ainsi obtenue pour des triangles absolument quelconques. C’est donc
la question de la figure invariable qui est soulevée sans le dire: qui est
escamotée.

LEGENGRE n’est donc pas arrivé, plus qu'EUCLIDE, a faire de la Géomé-
trie, du moins dans ses premiers principes, la Science exacte et rigoureuse
qu’il annoncait.

* . *

C’est cet édifice, par lui-méme si mal assis sur ses fondations, que la
découverte de BoLYAI et de LOBATCHEVSKY ruine d’un coup.

Non qu’en fondant cette nouvelle Géométrie ils eussent montré, en toute
rigueur et sans objection possible, qu’elle ne peut conduire & aucune contra-
diction. Certes, ils n’en avaient rencontré aucune dans les propriétés, se
succédant comme celles de la Géométrie ordinaire qu’ils déduisaient de la
négation du Postulatum d’EUCLIDE. Mais si loin qu’ils aient poussé les déduc-
tions sans rencontrer d’impossibilités, n’était-il pas possible qu'on en rencon-
trat une en allant encore plus loin dans la méme voie? On n’est arrivé a
répondre avec certitude par la négative qu’en construisant des figlires ot ces
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propriétés soient effectivement réalisées: propriétés identiques a celles de la
Géométrie ordinaire qui précédent le Postulatum, mais différentes a partir du
moment ol ce Postulatum intervient.

Une analogie encourageante était offerte par la Géométrie sur la surface
d’un sphere, o les propriétés des triangles s’écartent de celles des triangles
rectilignes ordinaires comme le font celles de la Géométrie non-euclidienne,™
mais en sens inverse, puisque la somme des angles d’'un triangle sphérique est
plus grande que deux droits: Géométrie que RIEMANN a pu étendre a tout
I’espace, en prenant pour “lignes droites‘‘ les cercles dont les plans passent par
un point donné O et qui sont conservé par une certaine inversion / de pole O.

Aussi BELTRAMI avait-il cru réaliser effectivement une Géométrie non-
euclidienne, du moins une Géométrie non-euclidienne a deux dimensions, en
définissant une surface, la pseudosphére, sur laquelle régne cette Géométrie?
C’est une surface de révolution s’étendant a I'infini dans les deux sens paral-
lelement a son axe et composée de deux nappes séparées par un paralléle de
rebroussement. Sur chacune de ces deux nappes on peut tracer des lignes
géodésiques et des triangles géodésiques, lesquels (quand ils ne sont pas
trop grands) comportent les trois cas classiques d’égalité (mais non de simili-
tude) et vérifient toute la série des premiers théorémes de la Géométrie ordi-
naire, pendant que, d’autre part, la somme de leurs angles est plus petite
que deux droits, leurs propriétés étant conformes a la théorie de BoLyAal—
LoBATCHEVSKY. Seulement il faut que les dits triangles ne soient pas trop
grands: il ne faut pas qu’ils aillent jusqu’au parallele singulier, et il faut
qu’ils ne fassent par leur tour de la surface mais puissent, au contraire, étre
réduits au voisinage d’un point unique par déformation continue sur cette
surface. L’exemple construit par BELTRAMI ne serait probant que si I'on disposait
d’une surface a courbure totale constante négative dépourvue de singularités et
simplement connexe: or HILBERT a montré qu'une surface de cette note ne
saurait exister.

Il'y a donc la une impossibilité qui, nous le verrons finalement, tient pro-
fondément & la nature des choses; et il fallait opérer autrement. On y arrive
d’une manieére que POINCARE a exposé sous une forme particulierement frap-
pante dans la Revue Générale des Sciences,' en supposant un milieu renfermé
dans Pintérieur d’une sphére S oii, moyennant une certaine distribution des
températures, tous les objets subissent, 4 mesure qu’on s’éloigne du centre, une

10 Contrairement a plusieurs auteurs, je ne considére pas qu'il y ait lieu d’attribuer
le nom de Géométrie non-euclidienne a celle qui a été ainsi constituée par Riemann (dis-
tincte, inutile de le dire, de celle autrement fondamentale, qui fait 'objet de sa These
inaugurale). Ce nom doit, & mon sens, étre réservé aux Géomeétries ot le Postulatum est
faux et toutes les propositions antérieures vraies. Or cette dernicre condition n’est pas
remplie dans la Géométrie de Riemann, dans laquelle tout point a un opposé (son trans-
formé par Pinversion /) lequel peut étre joint & lui par ,droites® riemanniennes.

11 Tome llI, 1892, p. 75.
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contraction convenable aboutissant a les rendre de dimensions infiniment petites
a mesure qu’on se rapproche de plus en plus de la surface sphérique. Des figu-
res qui existeraient dans ces conditions a I'intérieur de la sphere seraient régies
par les lois de BOLYAI—LOBATCHEVSKY.

Les propriétés de la ligne droite, conformément a I'une quelconque des
définitions rappelées plus haut, appartiennent non plus aux droites que nous
connaissons, mais aux cercles orthogonaux a la sphére S; les “plans® seraient
maintenant les sphéres orthogonales a S et sur chacune desquelles on pourrait,
par un point donné, mener plusieurs “droites paralléles a une ’droite‘ donnée,
nous voulons dire a un cercle donné.

Le résultat est ainsi obtenu dans une direction toute différente de la voie
— voie sans issue — suivie par BELTRAMI. Pour ce dernier, les lignes tracées
sur la pseudosphére avaient des longueurs définies a la maniére ordinaire; il
en est tout autrement dans les milieux fictifs de POINCARE, comme aussi dans
la puissante généralisation de RIEMANN.

Le bouleversement que représente la théorie de BOLYAI est donc beaucoup
plus profond que ne pouvait le concevoir BELTRAMI: il vise et atteint le défaut
que nous avons constaté plus haut dans la cuirasse euclidienne. D’EUCLIDE a
LEIBNIZ et & LEGENDRE, les géometres étaient incapables de définir ce que
I’on doit entendre par figures égales ou congruentes, par longueurs égales et
par lignes droites; et nous voyons maintenant qu’il ne pouvait en étre autre-
ment, puisque nous pouvons maintenant, avec POINCARE, employer ces mémes
mots dans des sens différents de ceux qu’on leur avait donnés classiquement.

Mais deés lors, nous voici ramenés a la question qui aurait pu se poser a
PASCAL et que nous nous sommes posée en le lisant: par quoi pouvons nous
remplacer ces définitions dont nous avons constaté l'inexistance — dont nous
reconnaissons méme I'impossibilité, puisque les mémes mots auraient un sens
différent pour les euclidiens et les non-euclidiens — et dont, cependant, la
VIII-éme régle de I’Art de Persuader nous montre qu’il est impossible de se
passer si I'on veut soumettre a un raisonnement quelconque les notions dont il
s’agit?

La Science contemporaine a résolu cette question, a laquelle PAscAL, s’il
- avait pris conscience de la difficulté, aurait sans doute répondu, faisant avancer
ainsi de plus de deux siécles la marche de la Logique mathématique. Certes, il
est impossible de donner des notions fondamentales dont il s’agit une de ces
“’définitions de nom*, seules connues de PASCAL; mais nous pouvons les carac-
tériser par un systéme d’axiomes exprimant les propriétés dont elles seront
dotées et qui pourront servir de base de raisonnements.

C'est ainsi que le groupe de “déplacements‘, auquel peut étre soumise
une figure qui doit rester “invariable‘, sera caractérisé¢ par un ensemble d’axio-
mes tels que:

ce groupe de transformations ponctuelles est transitif lorsqu’on
'applique & un point unique. Au contraire, il n’est pas deux fois transitif:
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appliqué a deux points, il admet un invariant (lequel, moyennant des
propriétés supplémentaires bien connues, faisant également partie de la
liste des axiomes, donnera la distance);

les transformations du groupe qui laissent immobiles deux points
distincts arbitrairement donnés laissent également immobiles tous les
points d’'une certaine ligne illimitée dans les deux sens (par définition, la
ligne droite);

Il existe des surfaces (par définition, les plans), telles que la ligne
droite joignant deux points de l'une d’entre elles y soit entiérement
contenue;

etc.
et aussi, moyennant la définition (nominale) habituelle des paraliéles,
'axiome d’EUCLIDE :

A. Par un point extérieur a une droite, il ne passe qu’une paralléle a
cette droite :

ou si I'on veut,

A’. La somme des angles d’un triangle rectiligne est égale a deux
droits.

Toutefois, un systeme d’axiomes n’est acceptable comme définition que
s’il est compatible, s’il n’implique pas de contradictions.” En ce qui concerne
les axiomes qui définissent la notion de figure invariable, cette compatibilité
se raméne, moyennant les données de la Géométrie Analytique, & la compa-
tibilité des axiomes de I’Arithmétique.

On devra, d’autre part, examiner si ces axiomes sont indépendants,
c’est a dire si aucun d’eux n’est conséquence des autres. Il faut aussi qu’ils
permettent de distinguer l'objet défini de ce qui en est essentiellement dif-
férent.” :

12 Sj ¢étrange que cela paraisse, les idées sont restées longtemps confuses (voir
I'importante édition critique d’Eucuipe par Enriques: Gli Elementi d’Euclide e la critica
antica e moderna (Stock, Rome, 1925) en ce qui regarde cette condition imposée a une
définition, et on a semblé croire, malgré une mise en garde formelle d’Aristote, lequel ne
s'y était pas trompé, qu'une définition assurait par elle-méme I'existence de I'objet défini.
Enriques (loc. citée) remarque que ce fait permet de comprendre la faveur dont a été
I'objet un raisonnement aussi absurde que I’ jargument ontologique“, adopté jusque et y
compris DescarTes et méme repris sous une forme légérement différente par Spinoza.

13 L’addition du mot ,essentiellement“ est nécessitée par le fait que rien ne serait
changé si 'on soumettait tout 'espace a n’importe quelle transformation ponctuelle biuni-
voque et continue. Toutes les propriétés, & commencer par celles des déplacements, seraient
exactement les mémes pour les figures transformées que pour les primitives, en sorte que
leurs théories seraient les mémes en tout point. C’est ainsi qu’on pourrait, théoriquement,
tracer les figures de Géométrie sphérique en projection de MercaTor, si fortement que
celle-ci les altére au voisinage du pole qu’elle rejette a linfini: tous les théorémes reste-
raient valables dans ces conditions.
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A ces deux questions, en ce qui concerne la notion de figure invariable,
la Géométrie, jusqu’a BoLvAl et LOBATCHEVSKY, avait cru pouvoir répondre
par l'affirmative — méme, pour la deuxiéme, en exceptant de la liste des
axiomes celui d’EUCLIDE. Nous savons qu’il y a 1a une double erreur: I’axiome
A est indépendant des autres et, sans lui, le groupe des déplacements n’est
pas complétement défini; on a encore un systéme d’axiomes compatible (celut
qui varie le milieu fictif de POINCARE) en remplacant I'axiome A par I'axiome
contraire:

B. Par un point extérieur & une droite, on peut mener plusieurs paral-
leles a cette droite.
ou si 'on veut,

B’. Il existe des triangles rectilignes dans lesquels la somme des angles
est inférieure & deux droits.

Les définitions axiomatiques ainsi obtenues, l'une pour la Géométrie
euclidienne et lautre pour la Géométrie non-euclidienne, remplacent donc
relativement a la notion de figure invariable, la définition nominale absente.
La faute d’'un LEGENDRE ou d’un LEIBNIZ n’ est pas de ne pas l'avoir donnée
— il est impossible de la donner — mais d’avoir cru pouvoir s’y dérober en
se bornant & une autre qui n’avait pas de sens sans elle et d’avoir ainsi mé-
connu la regle fondamentale de PAscAL. C’est & la lumiere de BoLval et de
LOBATCHEVSKY qu’est apparue l'impossibilité d’esquiver et, par conséquent, la
nécessité de donner sous forme axiomatique la définition de la figure
invariable.

Cette nécessité n’avait pas été apercue par BELTRAMI. Sa tentative a
échoué et devait fatalement échouer: car elle ne portait pas la question sur
son véritable terrain en n’allant pas jusqu’a examiner la base fondamentale
de la Géométrie, la notion de Métrique que, dans ce qui précede nous avons
essayé d’élucider et, qui par ailleurs, a fait I'objet d’'une révision beaucoup
plus profonde encore dans l'oeuvre par laquelle le génie de RIEMANN prépare
I'oeuvre d’EINSTEIN. ;

HEEBKJIM/JOBA TEOMETPUY U AKCUOMATUYECKHWE OIIPEJIEJIEHUA
K. AIAMAP (Iapus)

(Peswome)

Hcxoaa mn3 Hexotopbix yreepskaerun [lackans, BbICKasaHHBIX UM B COYMHEHHH
»MpiCI®  aBTOp yKasblFAET HAa HEAOCTATKM OC/ee CTapblX B3r/IsA0B €0 aKCHCMATHYECKHX
onpenenenusx. Ouennsaercd Taike Bamsiene OTkpuiTHd Bosn n JloGauyesckoro Ha
AKCHOMATHYECKNEC ONpeneICHusd.



DIVERSES PRESENTATIONS ELEMENTAIRES
DE LA TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE

Par
PAUL SZASZ (Budapest)

Dans cette conférence, je me propose d’exposer trois présentations élé-
mentaires de la trigonométrie hyperbolique, essentiellement différentes au
point de vue méthodologique. La premiére est une présentation spatiale selon
la voie classique créée par JEAN BOLYAI et LOBATCHEVSKY; la deuxiéme est
une présentation plane se servant.de moyens classiques, comme celle de
H. LIEBMANN; enfin la troisieme est une présentation directe, dans laquelle
'emploi de moyens classiques n’est pas utilis¢, comme le fit tout d’abord
L. GERARD.

I. Présentation d’aprés la voie classique

JEAN BoLvAl et LOBATCHEVSKY ont tous les deux établi la trigonométrie
hyperbolique en se basant sur le fait que la géométrie euclidienne est valable
sur I’horisphere si I’horicycle est considéré comme droite. Dans les détails,
leurs voies difféerent complétement 'une de l'autre. Par contre leur point de
départ commun est le théoréme suivant: si 'on consideére des horicycles con-

centriques distants entre eux de x (fig. 1), le rapport des deux arcs AB et
A'B est
Q) :
A'B

olt k est une certaine distance déterminée que I'on
désigne lunité naturelle de longueur ou paramétre
de la géométrie hyperbolique. Ce théoréme est la
conséquence du fait que le rapport AB:A'B ne

dépend que de la distance x et croit en méme
temps que celle-ci en prenant toutes les valeurs

supérieures a 1. En effet, la fonction AB:A'B = -f(x) est par conséquent
continue et vérifie I’équation fonctionnelle
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f(x+y)=f(x)f(y)
(fig. 2), d'ou d’apres Cauchy f(x) =/(])*; en désignant donc par k la lon-

gueur pour laquelle f(k) = e, on obtient f(x) = e k.

Je crois que, de nos jours aussi, en partant du théoréme (1), la trigo-
nométrie hyperbolique peut le plus simplement s’établir a partir de la géo-
métrie euclidienne de I’horisphére. Il nous faut seulement établir, selon
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H. LIEBMANN, I’équation de I’horicycle et il nous faut également joindre a
certaines configurations spatiales de JEAN BOLYAlI et de LOBATCHEVSKY une
configuration de V. F.KAGAN. Ce mode nouveau de présentation, nous le
donnons en détail dans ce qui suit.

Considérons un point 7 situé sur I’horicycle de centre £2 et passant par
le point U, et soit A la projection de 7 sur la droite UL (fig. 3). Soit de
plus UA—x et AT—1y. La question qui se pose est de savoir quelle rela-
tion existe entre x et y? Si I'horicycle de centre £2 et passant par A coupe
la droite 742 en P, on a également 7P — x. La question qui se pose est donc,
en d’autres termes, la suivante: quelle est ’équation qui relie le segment de
tangente AT —y, tangente a4 Phoricycle passant par A et de centre £, au
segment de droite 7P=x qui n’est autre que la distance du point 7 a cet
horicycle? La subtile configuration de H. LIEBMANN' répondant a cette ques-
tion est la suivante (fig. 4).

Soient £2, et £, les points a I'infini de la droite A7 situés respective-
ment I'un dans la direction 7A, 'autre dans la direction A7. Prenons sur la
droite 7€2 les longueurs ﬂ,:m:y de telle facon que A, et A, soient

de part et d’autre de 7, comme le montre la figure 4. Des faits que .QT?A1 ==

— O.TA, et que la distance de parallélisme correspondant & cet angle AT — 7y,
il résulte que TZ\QI = 7‘/2\533— 90°. Comme I’horicycle de centre £2 passant

par A, coupe 22, en B,, de méme [I'horicycle passant par A, coupe £2£2,
en B,, enfin I'horicycle de centre £2 passant par A coupe respectivement ces
deux droites en B’ et B”, on a

A.B,—A.B,—AB —AB" =S5,
ou S est I'arc d’horicycle déterminé dont la hauteur est la distance de paral-
lelisme correspondant a I’angle de 45° (fig. 5). En désignant [P’arc AP par
s, on a d’aprés la construction FI)::S—FS et B’F'\P:S—s; de méme

A P=y—x et A,P—y-+x. Il en résulte d’une part que

@) Sts_ov
et d’autre part que
(3) S'b—S‘ Trg_:]'

Par addition de ces deux équations on obtient

: I H. LieBmany, Elementargeometrischer Beweis der Parallelenkonstruktion und neue
Begriindung der trigonometrischen Formeln der hyperbolischen Geometrie, Mathematische
Annalen, 61 (1905), p. 185—199, particulierement p. 194.
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autrement dit

£quation cherchée de I’horicycle.
La différence de (2) et de (3) nous donne

d’ot1, d’aprés (4)
oL
) s=3Sth B

D’aprés la relation s’=se"T qui se déduit du théoreme (1) et dans laquelle
s'—=UT (fig. 3), on déduit de (5) en vertu de (4)

(6) ¢ =Ssh -%—- .

Nous voyons donc que I’arc d’horicycle est proportionnel & la tangente hyper-
bolique du segment de tangente, ou bien au sinus hyperbolique de la hau-
teur, les distances étant mesurées avec l'unité naturelle de longueur k.

La possession de ces relations nous donne déja la possibilit¢ de dé-
duire, de la configuration suivante, les formules fondamentales de la trigono-

métrie hyperbolique. Soit un triangle rectangle ABC (é —=90°), dont les
€léments sont

(7) AB=c, BC=a, CA=b, A=1i, B=up.

Menons la perpendiculaire en A au plan du triangle, et soit £ ['un des
points a l'infini de cette perpendiculaire (fig.6). Tracons les horispheres de
centre {2 passant respectivement par les trois sommets B, A, C du triangle.
JEAN BoLvAar® se servit de la premiere de ces horisphéres, LOBATCHEVSKY® de
la deuxieme et V. F. KAGAN' de la troisiéme. Le triedre (A2, BQ2, C£2) coupe
respectivement ces horisphéres suivant trois triangles horisphériques A,BC,,
AB,C,, A;B.C. De ces constructions, il résulte que

e —— e~
BAICI = BZACZZM B;;A:;C:;.

2 ]. Bovval, Appendix. Scientiam spatii absolute veram exhibens, etc. (Marosvasar-
hely [Hongrie| 1832), § 25, en francais par J. Houer, La science absolue de I'espace, etc.,
par Jean Bolyai, précédé¢ d’une Notice sur la vie et les travaux de W. et ]. Bolyai par
M. Fr. Schmidt, Mémoires de la société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux,
5 (1867), p. 189—248; existant aussi sous forme de livre, Paris, Gauthier-Villars, 1868
(2¢ éd. Paris, 1895).

% N. I. LosaCevsky, Geometrische Untersuchiingen zur Theorie der Parallellinien (Berlin,
Fincke, 1840), § 35 (2¢ éd. Berlin, Mayer und Miiller, 1887).

4 V. F. Kagan, voir P'édition russe de Geometrische Untersuchungen etc., par N. L
Lobatchevsky (Moscou-Leningrad, 1945), p. 133.
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et

ANQB= ACJ32= ACB,= 90°.
Par conséquent, en vertu du fait que la géométrie euclidienne est valable sur

I’horisphére, nous obtenons, en considérant respectivement les triangles pré-

cédents:
sin A= -ZBzcz)r(,COSAzz ”‘E , tg A= e .
AB AB, AC
autrement dit, en tenant compte de (5) et de (6)
oli 2
sin A
(O I C
sh¥
th
(H) COSA= =
th
th
(am tg/-
sh

D’apres (1) et (II), en vertu de (I1l), nous déduisons
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c’est-a-dire
<IV) ch-£-= chyC h~.

De la formule (Il) et de la formule analogue a (I) relative a I’angle nous
obtenons

th h
cos A S

A h sh

donc, en utilisant la relation (1V), on a

) S

Enfin de cette formule et de la formule analogue correspondant au coté b,
nous en déduisons d’aprées (1V)

(V1) ctg Actg U= ch G.

Les relations (1) a (VI) sont les formules fondamentales de la trigono-
métrie hyperbolique, les équations existant entre les trois cotés et les deux
angles aigus du triangle rectangle.

La méthode de V. F. Kagan,™ qui n’utilise pas le théoreme (1), est plus
directe que ce mode de présentation, mais demande plus de calculs. Dans
un de mes ouvrages“ j'expose une autre méthode dans laquelle est également
évité I'emploi du théoreme (1). Le point de départ de ces deux méthodes
est la démonstration du théoréme suivant, se basant sur la géométrie eucli-
dienne de I’horisphére: le produit d’un arc quelconque d’horicycle p(a) de
hauteur a par la tangente de l’angle de parallélisme 11(a) correspondant a la
distance a, est

p(a)tg/J(a)=s,

S étant l'arc d’horicycle dont j’ai déja fait mention ci-dessus (fig. 5). Jean
Bolyai% avait déja démontré ce théoréme d’une fagon beaucoup plus com-
pliquée, et la fin en était d’ailleurs incompléte. De ce théoréme se déduit la
trigonométrie angulaire du triangle rectangle (j’entends par trigonométrie
angulaire du triangle rectangle les équations existant entre les angles du
triangle et les angles de parallélisme correspondant aux cOtés). Nous obte-
nons ensuite

(8)

5 V. F. Kagan, 4 p. 130—146.

KPaul Szasz, Neue Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie durch Verwendung
der Grenzkugel, Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae, 3 (1952), p. 327—333.

7 J. Bolyai,2 loc. cit., § 30.
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relation classique* qui nous permet d’établir les formules (1) a (VI). Dans une
de mes anciennes notes,” jai déja publié la présentation simple de cette
formule se déduisant de la trigonométrie angulaire.

Il. Présentation plane par les moyens classiques

Dans ses manuscrits antérieurs, Jean Bolyai 10 s’était déja demandé s’il
n’était pas possible de présenter la trigonométrie hyperbolique uniquement
dans le plan, sans I'utilisation de I’espace. Cette question fut résolue par
H. Liebmann@ qui, le premier, en s’aidant de moyens classiques a savoir
I’emploi des droites paralléles et de I’horicycle, a fait une présentation plane
de la trigonométrie hyperbolique. JailZsimplifié sa méthode en me servant
de la configuration classique de Jean Bolyai 13 pour la détermination de
I'angle de parallélisme. Je présente ici une méthode beaucoup plus simple
qui se trouve dans un de mes autres ouvrages,4 et dont le raisonnement est
le suivant.

E

8 Comparer a J. Bolyai2 § 29, de plus F. Engel, Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij
(Leipzig, 1898), p. 20, formule (12).

9 Pal Szasz, A hiperbolikus trigonometriarél (Sur la trigonométrie hyperbolique),
Matematikai és Fizikai Lapok, 48 (1941), p. 401—409.

10 Comparer & Paul Stackel, Wolfgang und Johann Bolyai, Geometrische Unter-
suchungen, t I, p. 273.

11 H. Liebmann, Elementare Ableitung der nichteuklidischen Trigonometrie, Berichte
iber die Verhandlungen der Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Math.-
phys. Klasse, 59 (1907), p. 187—210.

12 Paul Szasz, Verwendung einer klassischen Konfiguration Johann Bolyai’s bei der
Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Ebene, Acta Scientiarum Mathematica-
rum Szeged, 14 (1952), p. 174—178.

13 J. Bolyai, 2 loc. cit., § 29.

14 Paul Szasz, Neue Bestimmung des Parallelwinkels in der hyperbolischen Ebene
mit den klassischen Hilfsmitteln, Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged, 14 (1952),
p. 247—251.
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Je définis de la facon suivante la coordonnée & d’un point a I'infini =
autre que le point 2, dans le systéme de coordonnées défini par le point O
et le point a I'infini £2, dans le plan orienté."” Soit (fig. 7) E le point a
I’infini situé sur la partie positive de la normale en O a la droite O£
orientée de O vers 2 et soient £ et X les points respectifs d’intersection des
droites L2E et Q2= avec l'horicycle de centre £2 et passant par le point O.
J'entend pour coordonnée du point a l'infini =, le rapport

oy

Q

OE

sk

positif ou négatif selon que OX et OE sont de méme sens ou de sens
contraire. La coordonnée & prend toutes les valeurs réelles une fois et une
seule. La coordonnée du point E est égale a 1, celle de &', 'autre point a
I'infini de la droite O&2, est égale a zéro.

Considérons ‘maintenant la coordonnée & du point & l'infini = en tant
que fonction de l'angle ©-— .(.)/55. Soit &= f(r) cette fonction, 'angle étant
mesuré analytiquement, c’est-a-dire 'unité d’angle étant choisie de telle sorts
T
Z
tervalle O < < zr, et va constamment en décroissant pendant que = croit, en

prenant toutes les valeurs positives (la hauteur de I'arc OX wétant autre que

que la mesure de l'angle droit soit —-. Cette fonction est positive dans I'in-

la distance de parallélisme correspondant a I'angle elle est donc conti-

nue. Dans l'intervalle en question, j’établis, a partir de cette fonction, une
équation fonctionnelle en exprimant f(z-+¢) au moyen des valeurs f(7) et
f(y). Par simple raisonnement, on trouve
R Ve 2 1 el 1Y
Tt 9="ry+r@)

En tenant compte que f(r) > 0 dans l'intervalle O < = < s7, nous pouvons écrire

- fln)=cigFe), DaFl< 5,

cette équation fonctionnelle prend alors la forme
F(v+¢) = F(t)+ F(gp).

De plus la continuité de f(r) entraine également celle de F(r), par consé-
quent, selon CAuCHY, on déduit de cette équation fonctionnelle

E(t)=cm;

15 Comparer a Bea Kerékjarto, A geometria alapjairdl (Sur les fondements de la
géométrie), t. I, (Szeged, 1937), § 20; en francais aussi paru, Budapest, 1955.
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ou C est une constante. On a de plus

JITbM

autrement dit FJ -J: . Il en résulte que
2 ’
par suite
(") ctg 2.

Mais, si I’horicycle de centre £2 et passant par la projection T du point

a linfini F sur la droite O£2 coupe la droite I2E en U (fig. 7), on a TU = OE.
On en déduit, en vertu du théoréme (1) que

v 0OX (0):4 r
I(ry  _ — el
OE TU
expression dans laquelle t= OT est la distance de parallélisme correspondant
a l'angle r. De ces deux expressions de la fonction /(r) nous obtenons
I’6quation classique

entre la distance t et I'angle de parallélisme correspondant a cette distance
(relation que nous avons déja écrite sous une autre forme, cf. (8)). De ce
qui précéde, et en suivant le raisonnement élégant de J. Hjelmslev, 1l on
déduit facilement les formules précédentes (I) a (VI).

I1l. Présentation directe

Comme je l'ai mentionné au début de cette conférence, L. Gérard® fut
le premier qui fit une présentation plane directe de la trigonométrie hyper-
bolique en se passant de I’emploi de moyens classiques. Cela, W. H. YoungB
le réalisa par la suite en employant une autre méthode. Jai aussi publiéZ’

10 J- Hjeimstev, Grundlagfor den projektive Geometri (Kobenhavn, 1943), §7, 36—37.

17 L. ¢ erara, Sur la géométrie non euclidienne, Thése (Paris, 1892), Chapitre 1

BW. H vouns, On the analytical basis of non-euclidean geometry, American Jour-
nal of Mathematics, 33 (1911), p. 249—286.

1 Paul Szasz, Neue Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Ebene,
Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged, 12 (1950), p. 44—52.

8 Acta Mathematica



114 P. SZAsz

une autre présentation plane directe se basant sur les recherches respectives
faites par Mor Réthy Alet Ch. J. de la Vallée Poussin.-1

Dans un de mes ouvrages plus étendus®3 j'expose une présentation
analogue directe, utilisant cependant un raisonnement spatial (de méme que
la méthode esquissée par Mor Réthy), B et par conséquent quelque peu plus
simple.

Le point le plus spécial de mon exposition est ici I'introduction de la
fonction

9) K(r) — lim — (tf-+0)

dans laquelle a et 5 sont respectivement les mesures d’un angle au centre
guelconque du cercle de rayon r et de sa corde correspondante, langle O
étant mesuré analytiquement. L’existence de cette fonction résulte de ce fait

que le rapport — va constamment en croissant en méme temps que O

décroit, mais reste cependant borné (théoreme étant d’autre part indépendant
de Il'axiome des paralléles). Par un simple raisonnement dans I’espace, on
peut voir, que pour le triangle rectangle, en désignant ses éléments comme
dans (7), le rapport

Kla
(10) KEC§ S(1.)
est uniquement fonction de lI'angle /..
Nous pouvons ensuite montrer que ~~~ tend vers une valeur positive

lorsque r-*o0.
Aprés avoir démontré encore que pour le triangle rectangle

sin/.= lim~° (c—=0)

/ étant fixé, il résulte de la forme

a a K@) K(c)
c K@ K{c) ¢

2 Mor Reéthy, Bolyai Janos ,ujj mas vilaganak* ismertetése (Le ,,nouvel Univers” de
Jean Bolyai), Els6 kozlemény (Communication premiere), Matematikai és Fizikai Lapok, 12
(1903), p. 1-29.

21 Ch. J de la Vallée Poussin, Sur le géométrie non euclidienne, Mathesis (Gand),
(2), 5 (1895), Suppl. V, p. 6—15.

2 Pal Szasz, A hiperbolikus trigonometria kozvetlen el6allitasa a tér felhasznalasaval
(Présentation directe de la trigonométrie hyperbolique en utilisant I’espace), A Magyar
Tudoméanyos Akadémia Ill. Osztalyanak Koézleményei, 3 (1953), p. 535—559.

23 Moér Reéthy, 21 loc. cit., particulierement p. 14—15.
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d’aprés (10)
K(a)
K{c) *
«Cette relation peut s’écrire sous la forme
sind K@ a 1
/. a T K-
etc étant fixe, 2—0 quand a—0. Par conséquent

(H) sin A=

(12 K;a) 1 lorsque a—0,
parce que d’aprés (9)

a 2a

a 2/ K(c).

Ensuite, un triangle quelconque étant considéré comme la somme ou la diffé-
rence de deux triangles rectangles, nous déduisons de la formule (11) le
théoréme des sinus de Jean Bolyai présenté sous sa forme implicite: Si

a, b,c sont les cOtés du triangle et I, g, v les angles respectifs opposés a ces
cotés, on a la relation

("13) sin A:sin fi :sin r = K(a) : K(b) : /<(c).
En utilisant I’idée maitresse de MOR Reéthy, 5 & savoir en complétant

le triangle rectangle ABC (C= 90°) par sa figure symétrique par rapport a
AC, en vertu du théoréme (13) on obtient

cos A4 _ K(2a)
sin,« 2 K(a) <F(a),

fonction ne dépendant que de a (théoréme jouant, d’autre part, un réle fon-

(14)

. T T
damental chez Jean Bolyai).D Puisque A+ ,«<” (cette inégalité résulte de

la négation de l'axiome des paralléles), on a <p(a)> 1. Selon Moér RéthyZ
nous pouvons encore montrer que la valeur

(15) K(af
Ha)l- 1
est constante. En vertu de (14) et (15) les fonctions K(hx) et F(X) vérifient

les équations fonctionnelles

2 J. Bolyai,?2 loc. cit., § 25.
25 Mér Reéthy, 2 loc. cit., particulierement p. 15—16.
4i J. Bouyai, 2 loc. cit.,, § 27.
27 Mor Reéthy, D loc. cit., particulierement p. 16—17.

S*
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et
4 (%) * L
Par conséquent, en tenant compte de (12),

iX)- ch 1 *ex
AL S K

On déduit ensuite d’apres (11) et (14) et des notations (7) que dans le
triangle rectangle

u
sh cos |
sin /. . ch
sin fl K
sh
A partir de ces deux formules, il est facile d’obtenir ensuite les quatre autres

formules fondamentales.

Une telle présentation directe de la trigonométrie hyperbolique signifie
gu’il est possible, dés le début, de traiter analytiqguement la géométrie hyper-
bolique et de I’interpréter sous une forme euclidienne. Mais un trait¢é plus
étendu de ce fait nous conduit en dehors des limites de cette conférence.

PA3/IMYHBLIE 3/IEMEHTAPHbLIE BbIBOAbl MMMEPBO/IMYECKOW
TPUTOHOMETPUA

M. CAC (byganewrT)

(Pe3tome)

B HacTosiweil pa6oTe M3naralTCA TPU 3/1eMEHTaPHbIX BbIBOAA rMnep6onnyeckoii Tpu-
rOHOMETPUU, CYLLLECTBEHHO Pa3/IMyHble B METOAUYECKOM OTHOLUEHMW. [lepBblii-ecTb Knaccu-
YEeCKWUIA NPOCTPAHCTBEHHbIN BbIBOA, CO3AaHHbIF Boam un Jlo6auyeBCcKUM. BTopoi BbiBOg,
He BbIXOAUT M3 MJIOCKOCTU, HO MCMONb3YeT KacCMUecKue CPeAcTBa, Kak M BbiBog X. J/Tu6maHa.
TpeTunii BbIBOA, SIBNSIETCS HEMOCPEACTBEHHBLIM U HE UCMO/b3YeT KIacCUYecKune CpeacTBa; TaKoW
BbIBOZ ObU1 BMepBble HalgeH J1. XXepapom.



L’INFLUENCE DE LA GEOMETRIE
DE BOLYAI—LOBATCHEVSKY SUR LE DEVELOPPEMENT
DE LA METHODE AXIOMATIQUE

Par
L. KALMAR (Szeged), correspondant de I’Académie

Plusieurs conférences faites pendant la semaine Bolyai ont mentionné
I’influence de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky sur le développement de
beaucoup de branches des mathématiques. Nous allons traiter dans cet article
de l'influence exercée par cette géométrie sur le développement d’une méthode
particuliere des mathématiques : la méthode axiomatique. 1l est bien connu
que Jean Bolyai et Lobatchevsky n’ont pas entrepris leurs recherches créa-
trices dans le but d’enrichir les mathématiques par des méthodes nouvelles,
mais avec l’intention d’éliminer des mathématiques les hypotheses arbitraires
et de la rendre apte a la description de la vérité objective ; d’autre part,
Ilimportance principale de leur découverte n’est pas I'influence méthodologi-
gue; mais la commémoration de I’Académie des Sciences de Hongrie du
150-ieme anniversaire de la naissance de Jean Bolyai serait toutefois incom-
pléte, si nous ne faisions pas mention de [I’'influence de Bolyai et de son
contemporain génial Lobatchevsky sur le développement de la méthode
axiomatique.

La création de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky forme un tournant
dans [I’histoire de la méthode axiomatique. Les recherches géométriques de
Bolyai et de Lobatchevsky ont mis un point final aux recherches axiomatiques
millénaires ayant pour but la solution du “probléme des paralléles™ ; & savoir
la démonstration de I’axiome des paralléles d’Euclide a lI'aide des autres axio-
mes de la géométrie euclidienne. Ces recherches ont en méme temps ouvert
le chemin & une série de recherches modernes concernant la méthode
axiomatique.

Jean Bolyai a déja exprimé dans le titre de I’Appendix son opinion
gue le probleme, si I'axiome euclidien des paralléles est valable dans I’'espace
réel, c’est-a-dire dans I'espace qui est la scéne des mouvements de la
matiére ou non, est ”a ne jamais résoudre a priori", par conséquent, il est
uniquement résoluble par les moyens empiriques. Lobatchevsky fut aussi
convaincu que cette question sera résolue au cours du développement de la
science, au moyen de I’expérience.
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Le fait que la validité de I'axiome des paralléles dans l’espace réel ne
peut étre prouvé par les moyens de la logique, signifie que la géométrie
d’Euclide et celle de Bolyai—Lobatchevsky sont toutes deux logiquement pos-
sibles. Ou, plus précisément: si le systeme d’axiomes de la géométrie eucli-
dienne est non-contradictoire, celui de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky
I’est également, tandis que si le systeme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—
Lobatchevsky est non-contradictoire, le systtme d’axiomes de la géométrie
euclidienne I’est également. Cette assertion fut vérifiée par Bolyai comme par
Lobatchevsky par des moyens empiriques, par la déduction détaillée de la
géométrie hyperbolique, dans laquelle ils ont traité toutes les questions trai-
tées d’habitude dans la géométrie euclidienne, sans se heurter aux contra-
dictions.

Cet argument empirique est de poids, mais non tout a fait satisfaisant.
En effet on pourrait se figurer qu’au cours du développement ultérieur de la
géométrie de Bolyai— Lobatchevsky, c’est-a-dire en suivant les déductions
des axiomes de la géométrie I'on parviendrait finalement & une contradiction.
Cette contradiction fournirait la démonstration indirecte de I’axiome euclidien
des paralléles. Naturellement, on pourrait se figurer le contraire, c’est-a-dire
que I’évolution ultérieure de la géométrie euclidienne conduira une fois a une
contradiction. Cette contradiction signifierait la réfutation de I'axiome euclidien
des paralléles.

Or les recherches de Bolyai prouvent que ce dernier cas est impossible,,
en supposant que les axiomes de la géométrie absolue, c’est-a-dire les axio-
mes de la géométrie euclidienne, a I’'exception de I’axiome des paralléles, for-
ment un systéeme non-contradictoire. Bolyai a notamment démontré qu’en
introduisant, dans les axiomes de la géométrie euclidienne, au lieu de la
notion du plan, la notion de surface F (c’est-a-dire la parasphére) et au lieu
de la droite, la ligne L (c’est-a-dire le paracycle), on obtient de ces axiomes,
y compris l'axiome des paralleles, des théorémes qui peuvent étre démontrés
au moyen de la géométrie hyperbolique. Il en résulte que cette transformation
nous donne la possibilité de démontrer en s’appuyant sur les axiomes de la
géométrie hyperbolique les transformés non seulement des axiomes de la
géomeétrie euclidienne, mais aussi des théorémes fondés sur ces axiomes mémes.

En général cette idée peut se concevoir de la fagcon suivante. Soient
A et B deux systémes d’axiomes. Supposons qu’a chaque notion fondamen-
tale du systéme d’axiomes A corresponde une notion définissable dans
le systtme d’axiomes B (éventuellement une notion fondamentale de ce sys-
téme). Faisons correspondre a chaque proposition T — ne contenant aucune
autre notion que des notions logiques et des notions fondamentales du systéme
d’axiomes A — une proposition T', formée de telle maniére quon y remplace
toutes les notions fondamentales parla notion correspondante, définissable dans
le systtme d’axiomes B. Supposons, qu’au moyen de cette opération trans-
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formant 7 en V, tout axiome du systéme d’axiomes A se transforme en un
théoréme démontrable a l'aide du systéme d’axiomes B (éventuellement en un
axiome du systéme d’axiomes B). Nous disons en ce cas, que la transfor-
mation ci-dessus qui fait correspondre a chaque notion fondamentale du sys-
téme d’axiomes A une notion définissable dans le systéme d’axiomes B,
est un modéle du systéme d’axiomes A dans le systéme d’axiomes B\ nous
appelons la transformation 7—7' I’application de ce modéle. Or, |’application
du modéle transforme non seulement les axiomes du systtme A en théorémes
démontrables & I’aide du systtme d’axiomes B, mais elle transforme également
les théorémes démontrables & I'aide du systtme A en théoremes démontrables a
l'aide du systtme B. Soit en effet T un théoréme quelconque, démontrable
a l'aide du systeme d’axiomes A et soit D une démonstration quelconque
du théoréeme T dans le systtme d’axiomes A. Donc, D est une suite
de propositions 7i, 72,...,7,,, dont chacune est ou bien I'un des axiomes du
systéme d’axiomes A, ou bien une conséquence logique des propositions qui la
précédent dans cette suite, et T,, n’est autre que le théoréme 7. Désignons,
pour k= 1,2,..., n, par Tl, la proposition obtenue de TK par I’application du
modele. Nous allons maintenant démontrer que Tl est un théoréme démontrable a
l'aide du systéme d’axiomes B. D’aprés notre supposition, cette assertion est
valable pour les valeurs de k, pour lesquelles Tl est un axiome du systéme
d’axiomes A, en particulier pour K=-1 (car T ne peut étre une conséquence
logique des propositions qui la précédent dans D vu qu’il n’existe aucune pro-
position qui la précéde, de sorte que 7, ne peut étre qu’un axiome du systéme
d’axiomes A). Supposons maintenant que notre assertion soit valable pour
tous les indices moindres que K; nous allons démontrer quen ce cas elle
est aussi valable pour k. Il ne nous faut démontrer cette assertion que dans
le cas ou TKn’est pas un des axiomes du systétme d’axiomes A, en telle
sorte qu’elle est la conséquence logique de quelques-unes des propositions
7,7,,..., Tki. La proposition 7' est également une conséquence logique des
propositions correspondantes parmi T1I,72,. . 7*_i, l’application du modéle
conservant les rapports logiques reliant les propositions. Or, les propositions
71, 7r,..., TL1 sont, par hypothése, des théorémes démontrables & I’aide du
systéme d’axiomes B\ il en résulte donc que TI, I’'est également, puisque
toute conséquence logique des théorémes démontrables a laide du systeme
d’axiomes B est également démontrable a l'aide du systéme d’axiomes B.
Par conséquent, la proposition Tl, obtenue de laproposition 7 par I’application du
modeéle, est aussi un théoréme démontrable a I'aide du systéme d’axiomes B.

Il en résulte donc que si le systtme d’axiomes A posséde un modéle
dans le systéme d’axiomes B, et si le systtme d’axiomes B est non-contra-
dictoire, le systétme d’axiomes A I’est également. En effet, si le systéme
d’axiomes A était contradictoire, c’est-a-dire s’il existait deux propositions 7 et
7, toutes deux théorémes démontrables a I’aide du systéme d’axiomes A, et dont
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T était la négation de la proposition 7" (c’est-a-dire qu’elle affirme que 7" n’est pas
vraie), nous obtiendrions, par I'application du modele, les propositions 7" et T, qui
seraient toutes deux des théorémes démontrables a I’aide du systéme d’axiomes B,
et dont 7" serait la négation de la proposition 7" (puisque le fait qu’une proposition
est la négation d’une autre est conservé dans I’application du modéle). En
ce cas, le systtme d’axiomes B serait de méme contradictoire. En d’autres
termes, si nous réussissons de donner un modéle du systéme d’axiomes A dans
le systéme d’axiomes B, cela signifie que nous avons ramené la question de
la non-contradiction du systteme d’axiomes A a la méme question concernant
le systeme d’axiomes B. On peut alors s’exprimer de cette facon aussi: nous
avons démontré la non-contradiction relative du systeme d’axiomes A par
rapport au systeme d’axiomes B.

Du fait que JEAN BoLval construisit un modele du systeme d’axiomes
de la géométrie euclidienne dans le systtme d’axiomes de la géométrie de
Bolyai—Lobatchevsky, il résulte que si le systtme d’axiomes de la géométrie de
Bolvai—Lobatchevsky est non-contradictoire, le systéme d’axiomes de la géomé-
trie euclidienne I'est également. Ce n’est pas dans ce but que BoLYAI construisit
un modele du systeme d’axiomes de la géométrie euclidienne dans le systeme
d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky — car en ce temps-Ia,
la possibilit¢ de la contradiction de la géométrie euclidienne ne venait méme
pas a l'esprit — mais dans le but d’accélérer I’établissement de la géométrie
de Bolyai—Lobatchevsky. En effet, au moyen de cette méthode beaucoup de
théoremes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky ont été déduits d’un seul
coup, a savoir tous les théoremes qui résultent des théoremes de la géométrie
euclidienne en y remplacant les notions du plan et de la droite, par les notions
respectives de la surface F, et de la ligne L. Cependant, c’est sans doute le
mérite de BoLyal d’avoir introduit dans la géométrie la premiére application
de la méthode des modéles.

Cette méthode nous a conduit a la solution du probleme mentionné
ci-dessus et laissé sans résolution par BoLyAl (et par LOBATCHEVSKY) : & savoir
la réduction de la non-contradiction du systéme d’axiomes de la géométrie
de Bolyai—Lobatchevsky a la non-contradiction du systtme d’axiomes euc-
lidien. On n’avait besoin a ce but que de la construction d’un modéle du
systeme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky dans le systeme
d’axiomes de la géométrie euclidienne. Un tel modele fut établi pour la pre-
miere fois par CAYLEY et par FELIX KLEIN d’'une part et par JULES KONIG de
l'autre. Le modele de JuLes KONIG, peu connu, présente un intérét particulier.
Il est basé sur le fait qu’il est facile de construire, dans le systeme d’axiomes
de l'espace euclidien a quatre dimensions, un modéle du systeme d’axiomes
de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky; pour cela, il suffit de considérer,
dans cet espace & quatre dimensions, une hypersurface a trois dimensions ayant
une courbure négative constante, d’en substituer les points aux points de la
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géométrie de Bolyai—Lobatchevsky, les lignes géodétiques aux droites de la
géométrie de Bolyai—Lobatchevsky, et les surfaces géodétiques a deux dimen-
sions aux plans de la géométrie de Bolyai— Lobatchevsky; les notions d’inci-
dence, d’ordre et d’égalité se transforment en elles-mémes. D ’autre part, il
n’est pas difficile, en s’appuyant sur le fait que les droites de I’'espace for-
ment une configuration a quatre dimensions, de construire dans le systéme
d’axiomes de la géométrie euclidienne a trois dimensions, un modele du sys-
téme d’axiomes de la géométrie euclidienne a quatre dimensions (les droites
de la géométrie a trois dimensions correspondent dans ce modéle aux points
de la géométrie a quatre dimensions). Par la réunion de ces deux modeles,
Jules Konig réussit a obtenir un modéle du systeme d’axiomes de la géo-
métrie de Bolyai—Lobatchevsky dans le systéeme d’axiomes de la géométrie
euclidienne, modele dans lequel certaines droites de la géométrie euclidienne
scorrespondent aux points de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky, a savoir
les droites qui relient les points d’une hyperbole équilatére aux points d’une
hyperboloide a une enveloppe formée par la rotation d’une autre hyperbole
équilatere. Le modéle de Cayley—Klein, tout aussi bien que celui de J.
Konig, prouve que si le systeme d’axiomes de la géométrie euclidienne est
non-contradictoire, le systeme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Loba-
tchevsky I’est également.

Le fait qu’il fut possible de ramener la question de la non-contradiction
du systeme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky a la question
correspondante du systéme d’axiomes de la géométrie euclidienne, a soulevé
la question de la non-contradiction de la géométrie euclidienne. Hilbert
réussit & ramener cette question & la non-contradiction du systéeme d’axiomes
de larithmétique des nombres réels, également a l'aide de la méthode des
modeéles. Dans ce but, il lui fallut construire un modéle du systéme d’axiomes
de la géométrie euclidienne dans le systeme d’axiomes de I|’arithmétique des
nombres réels. Cela était facile, en utilisant I’'idée fondamentale de la géo-
métrie analytiqgue de Descartes. Il fit correspondre, aux points de la géométrie
euclidienne, des triples de nombres réels, aux plans de la géométrie euclidienne,
des équations linéaires a trois inconnues (plus précisément, I’'ensemble des
équations formées par multiplication d’une équation linéaire a trois inconnues
par une constante), et aux droites de la géométrie euclidienne, des systémes
d’équations formées par deux équations linéaires a trois inconnues (plus préci-
sément, I’ensemble des équations formées par multiplication par des constantes
et par addition de deux équations linéaires a trois inconnues, n’étant pas
contradictoires entre elles); a I’incidence, la relation suivant laquelle un triple
de nombres vérifie une équation linéaire a trois inconnues, respectivement
gu’une équation linéaire a trois inconnues résulte par multiplication par des
constantes et par addition de deux équation linéaires a trois inconnues;
enfin, a la notion d’ordre et a celle d’égalité des segments, les relations arith-
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métiques qui expriment ces notions géométriques dans la géométrie ana-
lytique.

La réduction de la question de la non-contradiction du systéme d’axio-
mes de la géométrie, a la question correspondante du systéme d’axiomes des
nombres réels, a soulevé la question de la non-contradiction du systéme
d’axiomes des nombres réels. La méthode des modéles n’est pas applicable
pour résoudre cette question, car elle ne fournit que des démonstrations de
non-contradiction relatives, mais il ne s’agit plus ici d’une telle démonstra-
tion. HILBERT prouva la possibilité en principe de démontrer, dans ”le sens
absolu“, la non-contradiction d’un systeme d’axiomes. Il nous faut, pour cela,
savoir exactement, ce que nous entendons par proposition ainsi que par démon-
stration et par contradiction, a ce but, il est nécessaire d’autre part, de définir d’'une
facon précise la condition sous laquelle on peut affirmer qu’une proposition est
une conséquence logique d’autres propositions, ot bien qu’elle est la négation
d’une autre proposition. On a réussi de définir de facon précise ces notions par
'application des méthodes de la logique mathématique. Il fut de plus nécessaire
de considérer, en dehors de la transformation que nous désignons applica-
tion d'un modele, d’autres transformations, qui transforment les démonstrations
en de nouvelles démostrations (éventuellement en démonstrations appartenant
au méme systéme d’axiomes). HILBERT a établi une théorie compléte pour la
démonstration absolu de la non-contradiction des systémes d’axiomes; cette
théorie est connue sous le nom de Théorie des démonstrations d’Hilbert. Par
I'application de cette théorie, Novikov et GENTZEN ont réussi — indépendam-
ment 'un de l'autre — a démontrer, que le systéme d’axiomes des nombres
naturels est non-contradictoire; en outre, la non-contradiction du systéme
d’axiomes des nombres rationnels ou celui des nombres algébriques ainsi
que celle du systtme d’axiomes de la géométrie euclidienne ou de
celui de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky peut étre également ramenée
a la non-contradiction du systéme d’axiomes des nombres naturels si nous
supprimons I'axiome de continuité de DEDEKIND, et le remplacons par quelques
axiomes qui affirment I'existence des points communs des droites et des cir-
conférences, axiomes qui rendent possibles les constructions au sens eucli-
dien. Quoiqu’il en soit, nous sommes encore trés loin de la démonstration
de la non-contradiction de l'arithmétique des nombres réels.

En dehors de son application a la non-contradiction des systemes d’axio-
mes, il existe encore beaucoup d’autres applications de la méthode des modeles.
Dans beaucoup de cas la construction du modele prend la forme d’une défi-
nition. La définition des nombres réels d’aprés DEDEKIND (ou WEIERSTRASS,
ou CANTOR) en montre un exemple typique, si 'on la considére du point de vue
qui suit. Pour la construction de I'analyse nous avons besoin des propriétés
des nombres réels qui caractérisent leur ensemble comme un corps continu
au sens de DEDEKIND et pourvu d’un ordre archimédien. Ces propriétés for-
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ment un systéme d’axiomes. La définition des nombres réels par les coupures
de DEDEKIND n’est rien d’autre que la construction d’'un modéle pour ce sys-
teme d’axiomes dans le systtme d’axiomes de I'arithmétique et de la théorie
des ensembles des nombres rationnels (ot donc on n’exige que Iexistence
des ensembles dont les éléments sont des nombres rationnels).

Parmi les récentes applications de la méthode des modeies il faut de
mentionner la démonstration due a GODEL de ce que si le systéme d’axio-
mes de la théorie des ensembles est non-contradictoire, I’hypothése de CANTOR
concernant le probleme du continu ne peut étre réfutée a 'aide de ce systeme
d’axiomes. GODEL le démontre en construisant, dans le syst¢tme d’axiomes de
la théorie des ensembles, un modele du systtme d’axiomes que 'on obtient en
y ajoutant I'hypothése de CANTOR. On arrive a ce modele lorsqu’on remplace la
notion d’ensemble par la notion d’ensemble construisible (par les méthodes de
la logique mathématique et de la théorie des ensembles, dans un certain sens
précisément défini). La relation de contenir se transforme en elle-méme.

La géométrie de Bolyai—Lobatchevsky eut une influence sur le dévelop-
pement de la méthode axiomatique non seulement par la méthode des
modeles. Le fait que la géométrie euclidienne et celle de Bolyai—Loba-
tchevsky sont simultanément non-contradictoires, peut &tre formulé de la
facon suivante: I'axiome euclidien des paralleles ne peut étre ni démontré,
ni réfuté a laide des axiomes communs a ces deux géométries. C'est cela
que nous avons I’habitude d’exprimer en disant que l'axiome euclidien
des paralleles est indépendant des autres axiomes de la géométrie euclidienne.
En général, un certain axiome P est appelé indépendant des axiomes d’un
systeme d’axiomes A dans le cas oli ni P ni sa négation ne peuvent &tre
démontrés dans le systéme d’axiomes A. Le fait que I'axiome euclidien des
paralleles est indépendant des autres axiomes de la géométrie euclidienne fut
le premier exemple non banal de l'indépendance de I'un des axiomes d’un
systéme d’axiomes des autres axiomes de ce méme systéme. La méthode
que l'on applique ici a démontrer l'indépendance d’un axiome peut
¢tre formulée dans la forme générale que suit: La condition nécessaire
et suffisante pour qu’un axiome P, appartenant au systéme d’axiomes non-
contradictoire A, soit indépendant des autres axiomes du systéeme A, est que
le systéme d’axiomes formé a partir de A en remplacent P par P soit égale-
ment non-contradictoire. Or, nous pouvons traiter cette question en utilisant
la méthode des modeles, car nous supposons ordinairement dans Pétude
de l'indépendance, que le systéme en question n’est pas contradictoire.
La découverte de l'indépendance de I'axiome euclidien des paralleles des
autres axiomes de la géométrie fut le point de départ d’une série d’études
sur I'indépendance. Ces recherches nous ont conduit & des notions importantes,
comme par exemple dans l'algebre, la notion du corps non-archimédien, ou
bien la notion du corps de caractéristique p.
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Le fait que l'axiome des paralleles ne dépend nullement des autres
axiomes de la géométrie nous prouve encore, qu’en supprimant du systeme
d’axiomes de la géométrie euclidienne I'axiome des paralleles, nous obtenons
un systéme d’axiomes incomplet, et ceci en deux sens. D’une part, il existe
une proposition pouvant se formuler au moyen des notions fondamentales du
systeme d’axiomes de la géométrie, par exemple I'axiome méme des paralléles
qui, de méme que sa négation, ne peut étre démontré dans le systéme d’axio-
mes en question. D’autre part, il existe deux modéles du systeme d’axiomes,
déduit du systeme d’axiomes de la géométrie euclidienne en supprimant I’axiome
des paralléles (par exemple dans le systtme d’axiomes de Il'arithmétique
des nombres réels), qui ne sont pas isomorphes dans un sens précisé-
ment définissable (lI’un pouvant se construire sur le modele de la géométrie
analytique euclidienne, l'autre sur celui de la géométrie analytique hyperboli-
que). La propriété d’aprés laquelle toute assertion T qui ne contient que
les notions fondamentales d’un systéme d’axiomes A et les notions de la
logique ou bien elle-méme, ou bien sa négation T, doit é&tre démontrable
dans le systéme d’axiomes A, est appelée catégoricité du systéme d’axiomes A
Tandis que le fait exigeant que deux modeles quelconques d’un systéme
d’axiomes A (par exemple deux modéles arithmétiques) soient isomorphes est
nommé monomorphisme du systéme d’axiomes A.

La découverte d’aprés laquelle le systtme d’axiomes de la géométrie
euclidienne est incomplet sans lI'axiome des paralléles (bien qu’en espérant
de pouvoir y démontrer par la suite I’'axiome euclidien des paralléles, on lait
considéré comme complet), plus exactement, le fait qu’il n’est ni monomorphe,
ni catégorique, a donné naissance a I’étude du monomorphisme, et de la
catégoricité de divers systemes d’axiomes. Dans ces études aussi, on a tout
d’abord prouvé ces propriétés d’une facon relative, c’est-a-dire qu’on a sup-
posé qu’autres systémes d’axiomes les possedent. Ces recherches ont obtenu
des résultats en apparence positifs ; Hilbert, par exemple, a démontré que
si le systeme d’axiomes de l'arithmétique des nombres réels est monomorphe,
le systeme d’axiomes de la géométrie I’est également. Mais lorsque l'on a
commencé a examiner la question de ces propriétés au sens absolu, les recherches
ont abouti a des résultats négatifs. Skolem, par exemple, a démontré que les
systémes d’axiomes qui ont a caractériser les ensembles indénombrables (comme
par exemple les systéemes d’axiomes de I’arithmétique des nombres réels, de
la géométrie, de la théorie des ensembles) ne sont pas monomorphes pourvu
gu’ils soient non-contradictoires, car ils possédent en ce cas un modele dans
lequel le role des éléments des ensembles qu’ils caractérisent est joué par des
nombres naturels, c’est-a-dire qu’ils possédent un modele dénombrable®.
Ce résultat de Skolem, qui est une application d’un théoréme de la logique
mathématique dd & Lowenheim, n’exclut pas la possibilité du monomorphisme
des systémes d’axiomes qui ont a caractériser des ensembles dénombrables.
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Mais Skolem a démontré en méme temps, que méme larithmétique des
nombres naturels ne posséde pas de systeme d’axiomes monomorphe (Sys-
teme contenant un nombre fini ou dénombrable d’axiomes), car on peut con-
struire, pour chacun de ces systémes d’axiomes, un modéle dans lequel le role
des nombres naturels est joué par certaines fonctions arithmétiques qui ne
sont pas ordonnées suivant le type oj.

Les recherches sur la catégoritité des systémes d’axiomes ont également
abouti & un résultat négatif. Godel a démontré que, si un systéme d’axiomes
est suffisamment expressif pour qu’on y puisse définir certaines notions arith-
métiques et en méme temps assez régulier pour qu’on y puisse caractériser,,
d’une certaine facon arithmétique, la condition pour qu’une proposition soit la
conséquence logique d’autres propositions, si d’autre part ce systéme est non-
contradictoire, il ne peut étre catégorique.

Ces recherches nous ont conduit a reconnaitre que la méthode axiomatique
n’est pas applicable ni a la caractérisation univoque a un isomorphisme
pres des notions fondamentales ni a la décision définitive au moyen des
axiomes donnés de tous les problemes d’une discipline non banale. Par
d’autres mots, pour la caractérisation compléte des notions reproduisant cor-
rectement la réalit¢ il nous faut constamment développer nos méthodes,
nos systémes d’axiomes, et le fait de vouloir connaltre de degré en degré la
réalité dans sa totalit¢é nous contraint, lui aussi, au développement de ces
systéemes. D’aprés le point de vue du matérialisme dialectique cela semble
étre naturel, mais il est quand méme tres important de pouvoir atteindre cette
connaissance sans aucune hypothese philosophique, par les moyens seuls de
la mathématique. (En fin de compte, cela est tout naturel, car les assertions
du matérialisme dialectigue ne sont pas fondées sur des hypothéses parti-
culiéres, mais sur les résultats des sciences.) C’est un mérite impérissable de
Jean Bolyai et de Nicolas lanovitch Lobatchevsky que leurs recherches
concernant le systeme d’axiomes de la géométrie, donc un systeme d’axiomes
particulier, ont conduit finalement & cette connaissance générale concernant
la méthode axiomatique.
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B/IMAHVE TEOMETPUN BOAN—NOBAYEBCKOIoO HA PA3BUTUE
AKCNOMATWYECKOIo METOJA

. KAJIbMAP (Cerep)

(Pes3ome)

ABTOp NoKasblBaeT, KakuMm 06pa3oM OTKpbITUE reomeTpum Bosv— JlobayeBcKoro npu-
Be/I0 K COBPEMEHHbIM WCCNefOBaHUSAM, OTHOCALLUMMCA K HernpoTUBOPEYMBOCTU, HE3aBUCUMOCTU
M MOSIHOTE CUCTEM akcuoMm. boawn yxe B 3arnasuvM CBOEro ,,AnneHAuKC” BbIpasua MbIC/b,
4YTO BOMPOC O TOM, WMEET-IM MeCTO eBKIMAOBa akcuomMa napanfieflbHoCTU B LeCTBUTENbHOM
npocTpaHcTBe (B KOTOPOM MPOUCXOAUT [ABWKEHWE MaTepun) ,a priori HUKOrga He MOXXeT
ObITb peLweH”. 3TO 3HaAUWUT, 4YTo reomeTpum EBknupga un Bosu—J106a4eBCKOro N0rnMYecKn
ONHAKOBO BO3MOXHbI, TO €CTb HernpoTUBOPeYMBbLI OfHOBPEMeHHO. BoA W yKasan n mMeToj,
¢ nomowbio KoToporo Kanum, KneiiH u Obtona KEHWUT BNOCneacTBMM MNpUBEN
HenpoTMBOPEYMBOCTb FeoMeTpMn Bosin— J106a4eBCKOro K COOTBETCTBYHOLLEMY BOMNPOCY, OTHO-
CALLEMYCS K eBKINA0BON FeOMETPUM @ 3TO — METOA Mojeneli, XoTa cam Bosau npumeHun ero
He ANA ucCnefoBaHWMKM, OTHOCALLMXCA K HENpoTUBOpPeYMBOCTW, a Ans 6osee npocToe no-
CTPOEHMe TMNep6onYecKol reoMeTpmumn. ABTOp M3naraeT pesynbTaTbl, AOCTUTHYTble BNoOcnea-
CTBUW METOAOM MOJenNen, BMOTb L0 Teopembl éaens 0 HeONPOBEPXMMOCTU TUNOTE3bI
KaHTopa OTHOCMTENbHO NPo6/emMbl KOHTUHYYMA; OH YKasblBaeT rpaHuLbl MeTofa Mogenen,
npuBeflve K HeobXo4MMOCTM MPUMEHEHWUS HOBbIX MeTOLOB B WCC/EfOBaHWAX BOMPOCOB
HenpoTUBOPEUMBOCTM W NPUBOAUT HOBENLIME pe3ynbTaTbl, AOCTUFHYTble 3TUMW METOLaMMU.

ToT thakT, UTO reomeTpus Bosn—J106a4eBCKOro SABASETCA HENPOTUBOPEUMBbLIM OAHO-
BPEMEHHO C eBK/IMAOBOM, O3HauaeT, 4YTO akcuoma napainefbHOCTU SABASETCA He3aBUCUMOM
OT OCTa/IbHbIX aKCMOM TFeoOMeTpUU. OTO O0OBCTOATENbCTBO OTKPbUIO AOPOrY WUCCIEL0BaHUAM
OTHOCUTENIbHO HE3aBUCMMOCTW JasibHeMLINX aKCuoM; 3TW WCCNeAOBaHUS MPUBENM  MEXAY
NPOYMM K OTKPbITUIO TakuMX BaXHbIX anrebpanyeckmx MNOHATUA, KakK HeapXumegoBoO MNore,
WM KakK MoMe C XapaKTepuUCTUKOW p.

Hes3aBMCMMOCTb aKCMOMbl MapasinNe/lbHOCTU 0T OCTa/IbHbIX aKCMOM T[eoMeTpUn Mnoka-
3blBaeT TakKke, 4TO CMCTeMa aKCUMOM reoMeTpuu 6e3 akCMOMbl MapansieNlbHOCTM HenosHa B
[OBYX OTHOLLEHWSX: OHa HeKaTeropumyeckas, T.e. CYLLeCTBYET Takoe MpeanoxeHue ¢Gopmy-
NIMpyemMoe C NMOMOLLLbI0 OCHOBHbIX MOHATWIA AaHHOW CUCTEMbl aKCMOM W NOFMYECKUX MOHATUMN,
KOTOpPO€ B 3TOM CUCTEME akCUOM Heflb3S HU [0Kas3aTb, HU OMNPOBEPrHYTb, M OHA HEMOHO-
MoOpHa, T.e. MMeeT [Be Hen3oMOp(Hble Mogenn. IOTO OTKPbITME fano TOAYOK WCCnefo-
BaHWAM, OTHOCALUMMCH K KaTeropMyHoCTM M MOHOMOP(U3MY CUCTEM aKCUOM WM NPUBEALLINM
nocne MofoXUTENbHbIX, HO OTHOCUTE/IbHbIX Pe3ynbTaToB K OTpuUaTe/lbHbIM B abCOMOTHOM
CMbICMe pe3ynbTaTaM, B TOM uucre K TeopeMe J1éBeHrelima —CKoNnemMa W K Teopeme
Fépena o cyuwecTBoBaHMM Npo6/7eM  HepaspelMMbIX B AaHHOM (JOCTATOMHO Bblpasu-
TebHOM W [JOCTATOYHO NpaBW/IbHOM) CUCTEMe akcuoM. 3T OTpuuaTeSibHble pe3ynbTaTtbl
npviBenn K TOMy pe3y/bTaTy, — KOTOPbI/i C TOUKU 3PEHUS AManeKTUYecKoro matepuanvsma
ecTecT6eHeH — 4TO A1 MOMHOM XapaKTepUCTUKWU MOHATWUIA, NpaBWIbHO OTpaXKaloLmx [fei-
CTBUTE/IbHOCTb, W AN MOSIHOrO MO3HaHWA [eliCTBUTE/IbHOCTW, HEeo6X0AUMO HemnpepbiBHOe
pasBuUTMe HawwmMxX MeTofO0B, B TOM YMC/le—pPasBUTME CUCTEM aKCKOM.



LA VIE ET LES OEUVRES DE N. I. LOBATCHEVSKY

Par
F. KARTESZI (Budapest)

Lorsque nous fétons le 150-e anniversaire de la naissance de Jean
Bolyai, nous commémorons également le souvenir de Nicolas lvanovitch
Lobatchevsky, son grand contemporain. Dans les mathématiques leurs noms
sont inséparables, puisque leurs découvertes ont eu lieu en méme temps,
sans qu’il y ait eu aucun rapport entre eux. Leur sort est également sem-
blable en beaucoup de points et les deux peuples qui ont donné au monde
ces deux grands savants, se sont unis sur la voie ascendante du progreés,
du travail et de la pensée socialiste. A leur époque, sans se connaitre, ils
travaillaient a des questions semblables. Par leurs travaux scientifiques ils
ont été amenés a faire des découvertes similaires et & atteindre des points
de vue analogues. Tous deux désiraient rencontrer un esprit congénial, qui
fut capable de les comprendre et pourtant ils sont morts sans méme se
connaftre.

En nous rappelant le souvenir de ces deux grands esprits, il nous faut
tout d’abord mettre en relief le parallele existant entre leur sort et leurs
oeuvres. Né en Russie et Y faisant ces études, Lobatchevsky fut le premier
mathématicien russe a obtenir pour sa patrie la gloire impérissable d’étre un
des plus grands mathématiciens de tous les temps. La science soviétique
regarde aujourd’hui le grand géometre avec autant de fierté, que la science
hongroise considére Jean Bolyai. Clifford nommait Lobatchevsky “le Co-
pernic de la géométrie”. Il établit un paralléle entre eux: “Tous deux ont
révolutionné la pensée scientifique. Toutes les deux révolutions ont une im-
portance énorme, car elles ont transformé notre considération du monde
universel”.

Lobatchevsky est né le 20 novembre 1792. Il fit ses études au lycée
de Kazan avec deux de ses fréres; vu les conditions de I’6poque, il eut une
éducation scientifique soignée. L’université de Kazan se développa d'un lycée
et ne devint une institution indépendante qu’en 1814. Cependant deés 1808,
I’'université de Kazan atteignit un niveau élevé en ce qui concerne les mathé-
matiques. L’intérét de Lobatchewvsky pour les mathématiques a probablement
été éveillé par Kartachewsky et Bartels, mathématicien appartenant au
cercle de Gauss. A cette époque, le professeur Bartels était un mathémati-
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cien de renommée européenne et un excellent pédagogue. Il reconnut aussitét
le talent exceptionnel de Lobatchevsky et dirigea avec joie les études da
jeune homme. Un autre professeur célébre de Lobatchevsky, Littroff s’in-
téressa a son excellent éléve, et lui enseigna non seulement I'astronomie,,
mais encore le pourvut d’oeuvres philosophiques et littéraires. Les cours du
professeur Loubkine jouérent également un rdle important dans I’élargisse-
ment de sa culture philosophique. Loubkine critiquait violemment I’idée kan-
tienne de I’espace et du temps. Il aimait et considérait beaucoup le jeune
Lobatchevsky. La vaste culture de Lobatchevsky recut @ cette époque une
base solide, et ses amis cultivés ne firent qu’approfondir I’effet de I'atmo-
sphére universitaire.

En 1814, Lobatchevsky obtint le titre de maftre des sciences mathé-
matiques. En 1816, il devint professeur chargé de cours, puis en 1818 pro-
fesseur ordinaire de I'université de Kazan. De 1827 a 1846 il en fut le rec-
teur. Ces 19 années eurent une trés grande importance pour le développe-
ment de I’'université de Kazan. En 1846, en vertu du reglement de I’époque,
il dut étre mis a la retraite. Le conseil de I'universit¢ demanda au ministre
que le grand savant, qui n’avait que 53 ans, puisse continuer son travail
universitaire. Il dut cependant partir. C’est alors qu’il fut nommé substitut
du directeur général des établissements scolaires de I’arrondissement. Cette
nomination était un avancement, mais pour Lobatchevsky ce fut un rude
coup. L’université de Kazan et ses étudiants étaient sa raison de vivre et
maintenant il dut quitter tout cela a jamais. Dans sa vie familiale, Loba-
tchevsky fut plusieurs fois rudement secoué. De plus, sa vue faiblissait et
bientdt le sort le frappa de cécité. Etant donné la grande activité de Loba-
tchevsky, cet effondrement physique aggrava beaucoup sa situation. Il mourut
a l'age de 64 ans le 26 février 1856.

Il est certain que Lobatchevsky, par rapport a son époque, eut une
excellente éducation mathématique. |1l fut I’éleve de professeurs excellents,
qui le considéraient a sa juste valeur et qui découvrirent son talent excep-
tionnel. Son érudition était large. Avec l’aide de grands penseurs russes et
de ses amis cultivés, il fit la connaissance des pensées et de la littérature
du XVIll-e siécle, siécle éclairé, lesquelles il adapta a son génie.

1 est a noter que son instruction dans les sciences naturelles atteignait
la profondeur de son érudition mathématique. Ses cours universitaires traitant
des bases de la géométrie contenaient des éléments difficilement compréhen-
sibles méme pour les esprits les plus cultivés. Ses cours de physique et
d’astronomie, dans lesquels son talent de conférencier ressortait toujours
malgré la difficulté des problémes, attiraient et captivaient un vaste auditoire.
Ses ouvrages des mathématiques ne furent pas particulierement appréciés par
ses contemporains a cause de la profondeur des pensées et des problémes
qui y sont traités.
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Il est certain que ses talents divers, sa culture intellectuelle de vaste
envergure, ses excellentes qualités pédagogiques, ses capacités d’organisateur,
son immense activité et sa grandeur morale étaient a la base du respect
gu’il inspirait. En ce qui concerne les mathématiques, son entourage se com-
posait de spécialistes médiocres qui étaient incapables de comprendre ses
découvertes géniales, sa pensée originale et profonde. Le fait que ses con-
temporains n’étaient pas capables de le comprendre et de le suivre, dans ce
qu’il a fait de plus grand, le désolait. Les attaques inspirées par la mauvaise
foi et par I’étroitesse d’esprit le rendirent d’autant plus triste, qu’elles étaient
justement la conséquence de ses découvertes géométriques.

Il est certain que Lobatchevsky, dans sa carriére universitaire, se déve-
loppa rapidement et atteignit dans sa jeunesse la position qui lui était dde.
Il eut cependant beaucoup a souffrir de la brutalit¢ du despotisme d’Arak-
tcheiev, et I'atmosphére étouffante qui I’entourait le forcait a se replier sur lui
méme. C’est dans ses cours seulement qu’il se sentait dans son vrai élément.
L’esprit ouvert et épris de progrés de la jeunesse le consolait de I'aveugle-
ment et de l’opposition de ses contemporains. C’est pourquoi il eut tant de
peine a quitter sa chaire en 1846.

A la publication de son oeuvre, un seul homme le comprit: Gauss.
C’est sur la proposition de Gauss qu’il fut élu membre correspondant de la
Société Savante Royale de Goettingue. Dans une lettre écrite en 1843, il
remercie Gauss et la Société de ce modeste signe de reconnaissance. Dans
ses conversations intimes et dans ses lettres, Gauss reconnait la génialité de
I'ceuvre de Lobatchevsky. Il ne ressentit cependant pas I'obligation morale
de faire davantage dans I’'intérét de ce grand savant inconnu au-dela des
frontiéres de la Russie. Son attitude ressemble fort & celle prise envers Jean
Bolyai, attitude toute passive. Il mentionna a Farkas Bolyai I'oeuvre de
Lobatchevsky, cependant il ne fit jamais mention de I’Appendix a Loba-
tchevsky. Et si nous considérons son action, nous pouvons constater que
Lobatchevsky, a son époque, n’eut guére d’avantage pour avoir été loué
par Gauss.

Je voudrais souligner dans cette conférence le fait tragique suivant:
bien que Bolyai et Lobatchevsky aient suivi la méme voie dans leurs
recherches, bien que la maniére dont ils considéraient les problémes présen-
tent la parenté la plus proche, ils eurent a lutter, tout isolés, sans se con-
naitre, pour faire accepter leurs theéses scientifiques. Il et été la tache de
Gauss de présenter les deux mathématiciens I'un & lautre. Mais il ne le fit
pas, ce qui fut une grande perte pour la science.

Dans cette conférence, je présente un paralléle entre les travaux de
Bolyai et ceux de Lobatchevsky en soulignant ce qu’ils ont de commun et
ce qu’ils ont de différent.

9 Acta Mathematica
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Je dois commencer par dire que tous deux ont découvert que ie Ve
postulat 0’EUCLIDE ne peut se déduire d’autres axiomes et postulats du sys-
téeme euclidien. Ceux-la sont compatibles avec la négation du Ve postulat
aussi, puisque cette négation entraine le développement d’une géométrie sans
contradiction, tout comme la géométrie euclidienne. Ce résultat, ils I'ont atteint
presque en méme temps et indépendamment I'un de l'autre. Il ne serait pas
juste de soulever ici la question de la priorité. Ce n’est pas le but de ce
que jai & exposer par la suite.

Leur conception de lespace se rapprochait de celle du matérialisme
dialectique. Pourtant si je m’efforcais de prouver, en citant leurs paroles,
qu’ils furent les précurseurs du matérialisme dialectique, je m’égarerais sur
une fausse voie. Il est cependant certain que leur effort scientifique résolu,
qui les a conduits a la découverte de la géométrie non-euclidienne, était la
conséquence de leur conception claire et précise qui, a certains égards, se
rapprochait de celle du matérialisme dialectique. Parti de cette base, ils ont
découvert que la géométrie euclidienne n’est pas la seule maniére logique
de donner une description mathématique de I’espace véritable. C’est ainsi
gu’ils sont arrivés a la conclusion que l'on ne doit pas identifier les rapports
véritables existant dans |I'espace avec leurs interprétations géométriques.
L’axiome des paralleles appartenant au systeme d’axiomes qui est a la base
de la géométrie euclidienne est indépendant des autres axiomes. Tout ce qui
peut étre déduit des autres axiomes, c’est que la somme des angles du tri-
angle ne dépasse pas 2R et que selon que la somme des angles =2 R, ou
< 2R dans le cas particulier d’un seul triangle, le méme fait se déduit logi-
guement pour tous les triangles. Ces théorémes ont, déja été éclaircis par les
recherches de Saccheri et de Lambert. Leur formulation explicite ainsi que
leurs démonstrations précises se trouvent chez Legendre. Mais avant Loba-
tchevsky et Bolyai les mathématiciens s’arrétaient & ce point. Bien que
Lambert et particulierement Taurinus aient soupconné qu’il ny a pas de
contradiction logique entre I’axiome “somme des angles <2 R” et les autres
axiomes O’EUCUDE, ils ont rejeté ce systtme non-euclidien. Ils l'ont rejeté
parce qu’il aboutit a des théorémes qui sont en contradiction avec les don-
nés expérimentaux sur l'espace véritable’’. Seuls Bolyai et Lobatchevsky
ont vu que certains théoréemes de la géométrie non-euclidienne sont contraires
non pas aux expériences dans I’espace véritable, mais a I’explication eucli-
dienne de ces expériences. lls ont donc établi une géométrie non-euclidienne
logiguement aussi bien possible que la géométrie euclidienne. Laquelle des
deux géométries : l'euclidienne ou la non-euclidienne, donne une description
juste de l’espace véritable ? Ce probléme ne peut étre résolu que par I’'expé-
rience scientifique.

Lobatchevsky et Bolyai ont qualifié d’arbitraire I'axiome des paralleles
d’EucLiDE. 1ls ont établi la géométrie non-euclidienne en tant que systeme
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également apte a rendre les rapports des réalités objectives de I’espace que
celui d’BUCLIDE, et aussi juste que celui-ci. Ainsi ils ont transformé la géo-
métrie d’une maniere révolutionnaire et essentiellement matérialiste.

Il est possible de constater qu’ils sont parvenus a cette conception
nouvelle et révolutionnaire a peu prés a la méme époque. En 1823 Loba
tchevsky voyait clairement que la déduction du Ve axiome des autres axi-
omes n’est pas un probléme résolu, mais il ne voyait pas bien encore la
maniére d’éclaircir ce probléme. Dans une lettre datée du 3 novembre 1823,
Bolyai écrivait qu’il est arrivé & un résultat décisif dans la géométrie non-
euclidienne.

Le 24 février 1826 Lobatchevsky présenta une thése a la faculté de
physique et de mathématique de I’université de Kazan. Cette thése est dis-
parue, mais il est possible de conclure de ses autres travaux qu’il y déve-
loppait les fondements d’une géométrie non-euclidienne.

Au début de 1826 Bolyai remettait a son ex-professeur, le capitaine
Wolter, le manuscrit de son ouvrage sur la géométrie non-euclidienne. Ce
manuscrit est également disparu.

La premiére oeuvre imprimée, qui rend compte de la découverte de
Lobatchevsky a paru en 1829. L’année 1829— 1830 de la revue “Kazansky
Vestnik” publie un ouvrage sur “Les fondements de la géométrie”. Dans cet
ouvrage Lobatchevsky déduit les rapports entre les cotés et les angles du
triangle rectangle dans le plan hyperbolique, puis il expose la géométrie
différentielle et analytique de I’espace hyperbolique ainsi que son utilisation
pour le calcul de certaines intégrales définies.

L’ “Appendix” est la premiére et unique oeuvre parue de Bolyai qui
rend compte des résultats de ses recherches. Les tirages a part en avaient
déja paru en juin 1831.

P

Lobatchevsky et Bolyai ont également pris pour point de départ le
systeme d’axiomes se déduisant du systéme euclidien par la suppression du
Ve axiome, et ils commencent I’exposition par une nouvelle définition de la

notion du parallélisme. Soit PAxe. Considérons les demi-droites P Y ayant

o*
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le point P pour origine et situées dans le plan déterminé par la droite e et
par ce méme point P situé en dehors de e. Il s’ensuit du systéme restant

d’axiomes I’existence d’une demi-droite PU ne coupant pas AM, située du
méme c6té que AM de la droite PA, et telle que toute demi-droiteayant P

pour origine et située dans Iangle APUgc coupe la  demi-droiteAM. La
droite @, et la droite @ symétrique de a par rapport a la droite PA, sont
appelées paralleles a la droite e. La distance PA = x  est appeléedistance
de parallélisme et I’angle APU*% est I'angle de parallélisme corespondant a
la distance x; APUMNI= U{x).

Deux cas sont possibles: pour chaque configuration de cette sorte ou
bien U(X) = R,1 ou bien /I(x)<R.

Si nous admettons lassertion //(x) = 7?2 comme axiome en I’ajoutant
au systeme restant d’axiomes, nous pouvons déduire du systéme d’axiomes
ainsi obtenu la géométrie euclidienne.

Si, par contre, nous admettons I’hypothése /7 (x)</? et nous I’ajoutons,
au systeme restant d’axiomes, nous obtenons un nouveau systeme d’axiomes
qui nous conduit a la géométrie non-euclidienne.

Deux voies se présentent dans |’exposition qui suit :

1. Elaborer les conséquences de I'hypothése JI(X)<R. Ce fut la voie
suivie par Lobatchevsky.

2. Ne faire aucune hypothese sur l'angle de parallélisme — sauf que
I’assertion 77(x) > R est en tout cas fausse — et ne déduire que les con-
séquences du systéme restant d’axiomes. Le systéme géométrique ainsi obtenu
contient en méme temps les deux types de géométries. Telle fut la voie
suivie par Bolyai.

En partant de I’hypothése /¥ (x) < R, Lobatchevsky construit la géo-
métrie dite hyperbolique et il traite les deux géométries, la géométrie eucli-
dienne et la géométrie hyperbolique, parallelement mais séparée I’une de
I'autre. De son cOté Bolyai, en faisant ressortir le noyau commun des deux
types de géométries, traita les deux géométries ensemble, et il en fit une
synthése d’un degré plus élevé, et ne les sépara que dans le cas ou, dans
I’'un ou dans l'autre systeme, il désirait faire ressortir quelque relation pré-
sentant une certaine particularité caractéristique. Lobatchevsky, en tant
gu’astronome et physicien qualifié avait en sa possession les instruments de
mesurage nécessaires, et il était convaincu qu’au moyen de Iexpérience
scientifique il est possible de décider si I'espace physique est de nature
euclidienne ou non-euclidienne. C’est pourquoi il donna une élaboration trés
détaillée des relations métriques de la géométrie hyperbolique ainsi que de
leurs applications. Suivant cette voie, il parvint a des problémes intéressantsl

1 Désigne ici I’angle droite.
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et obtint des résultats de valeur dans la théorie des probabilités. Bolyai
par contre, dans son isolation, ne pouvait méme penser a la solution de tels
problémes. Dans ses recherches ultérieures, il visa plutdt & développer les
aspects théoriques de la nouvelle géométrie.

Donnant une élaboration plus détaillée des fondations de la géométrie
hyperbolique, en développant minutieusement la géométrie différentielle et
analytique non-euclidienne, en établissant des théoréemes et des formules
immédiatement applicables, enfin en publiant tout cela, Lobatchevsky a pro-
duit beaucoup plus que Bolyai.2 D’autre part, Bolyai a également pour-
suivi ses recherches et de ses notes qu’il avait préparées pour lui-méme, on
peut constater que dans I’¢laboration des géométries valables sur les surfaces
a courbure constante de l'espace absolue — <c’est par ce nom que l'on dé-
signe |I’espace satisfaisant au systeme restant d’axiomes — il était parvenu
a un tel degré de perfection qui ne fut atteint qua la fin du XIX1 siecle
par des mathématiciens travaillant dans des circonstances beaucoup plus
favorables.

Ce n’est pas seulement dans le domaine des recherches géométriques
gue Lobatchevsky a rencontré Bolyai, mais aussi dans d’autres branches
des mathématiques. Ainsi, ils firent tous les deux la critique détaillée du for-
malisme, de la formation arbitraire des idées générales, procédé trés en vogue
dans l'arithmétique de ce temps-la. En effet, cette conception critiquée vive-
ment par eux empécha le développement de la notion de nombre. Loba-
tchevsky, dans son livre intitulé “L’algébre ou le calcul des quantités finies”
et Bolyai dans son manuscrit “Responsio” donnérent a certaines questions
un traitement dont I'idée maitresse se répandait d’une fagon générale beau-
coup plus tard.

Leurs recherches analogues les amenerent également a découvrir les
rapports étroits reliant la théorie des nombres complexes & la géométrie non-
euclidienne. Par I’emploi des nombres complexes, nous pouvons mettre en
évidence les relations formelles étroites existant entre les géométries hyper-
boliques et sphériques. Dans les §§ 9 et 11 de sa “Responsio”, Bolyai
étudie cette question d’une maniére particulierement approfondie. Quant a
Lobatchevsky, il traite cette question en détail dans son oeuvre “La géomeé-
trie imaginaire”.

La maniére de Lobatchevsky d’envisager les problémes et ses exi-
geances élevées montrées a I'égard de la formation des idées générales en
mathématiques I’'ont conduit aussi dans ses recherches sur I'analyse mathé-

2 Les oeuvres ultérieures de Lobatchevsky traitant de la géométrie non-euclidienne
sont les suivantes : La géométrie imaginaire (1835). L ‘application de la géométrie imaginaire
a quelques intégrales (1836). Les nouveaux fondements de la géométrie avec la théorie
compléte des paralléles (1835—1838). Recherches géométriques sur la théorie des paralléles
(1840). Pangéométrie (1855).
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matique a des résultats originels et remarquables. 1 apercut que la différen-
tiabilité d’une fonction ne découle pas nécessairement de sa continuité et
que la continuité est possible sans différentiabilité. Bolyai a aussi fortement
critiqué I'imprécision dans certaines notions générales de l’analyse. Ses ten-
dences nous rappellent parfois la rigueur weierstrassienne. Par exemple, il a
méme critiqué la notion de cercle a rayon infini, prétendant que la notion
du cercle suppose les notions ordinaires de la distance et du point. Il a in-
troduit la notion de courbe uniforme, ayant pour propriété déterminante que
lés perpendiculaires élevées aux milieux de ses cordes forment un faisceau
de droites. Cette notion comprend le cercle, le paracycle et I’hypercycle.

Tous deux ont aussi atteints de grands résultats dans le domaine de
I’'analyse. Le développement en série de puissance des fonctions trigonomé-
triques, de méme la relation d’BEULER:

eriM _ cosx + Y—1sin X

étaient déja connus avant Lobatchevsky. Mais il fut le premier a en déduire
les conséquences profondes. Lobatchevsky définit les fonctions trigonomé-
triqgues par leurs développements en série. Il donne une construction analy-
tigue de la trigonométrie et montre que cette trigonométrie comprend la tri-
gonométrie classique. Dans son ouvrage “Responsio”, Bolyai suit la méme
voie méthodique. Notamment dans le § 8, il établit une nouvelle théorie des
logarithmes. Il considére le logarithme comme la fonction inverse d’une
fonction définie par une série, puis en partant de cette définition, il définit
la notion de puissance pour un exposant quelconque.

Nous pouvons également constater une ressemblance intéressante entre
les pensées et les créations des deux mathématiciens dans le domaine de la
topologie. Lobatchevsky emploie fréquemment des considérations de carac-
tere topologique, et dans son exposition il préfere — avec un sens particu-
lier — les raissonnements ne dépendant pas de considérations métriques.
Nous pouvons déja en trouver des exemples dans sa “Géométrie” parue en
1823. Dans les notes de Bolyai datant d’une époque postérieure, on trouve
des pensées remarquables qui nous permettent de constater qu’il a découvert
ou pressenti certaines relations appartenant au domaine de la topologie com-
binatoire. C’est en particulier son manuscrit “Raumlehre” qui contient de tel-
les idées.

Revenons aux oeuvres de Lobatchevsky concernant la géométrie non-
euclidienne. Ses contemporains — ne les comprenant pas en général — les
critiquérent et attaquérent violemment. Gauss traita ces critiques de “stupi-
dités”. En 1848, le livre de Lobatchevsky intitulé “Recherches géométriques
sur la théorie des paralléles” parvint & Farkas et Jean Bolyai. Le fait est
remarquable que chez nous il y avait déja des critiques compétents au milieu
du siecle dernier, alors que la plupart des mathématiciens ne comprenaient
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pas encore Lobatchevsky. Jean Bolyai a lu cette oeuvre de son contempo-
rain et nous a laissé pour critique un manuscrit volumineux que l’on cite
seulement sous le nom de “Remarques”. Cette criuque tranchante mais tout
a fait objective rend compte de certaines lacunes de I’exposition et des con-
séquences plus profondes de certains théorémes. Dans une remarque géniale,
il esquisse I'idée fondamentale d’un procédé expérimental basé sur la formule
de gravitation de Newton dans l’espace absolue qui pourrait peut étre servir
a décider le caractere euclidien ou non-euclidien de I'espace. Cette critique,
Bolyai ne I’écrivit pas pour les lecteurs, mais seulement pour Ilui-méme.
L’¢légance et la finesse de I’exposition du grand mathématicien russe le cap-
tivent. Dans ses notes, on trouve des remarques enthousiastes. Farkas Bolyai,
dans son petit livre de 65 pages intitulé “Kurzer Grundri3” (1851) consacre
9 pages a la discussion de l'oeuvre en question de Lobatchevsky.

Lobatchevsky, trés cultivé, avait une instruction scientifique trés avan-
cée. Instruit en philosophie, il était un excellent professeur et savant génial
d’une vaste culture scientifique. Ses idées philosophiques étaient trés avan-
cées par rapport a son époque. Il vécut dans I'atmosphére de Il'université de
Kazan, entouré d’amis cultivés. Et pourtant ni son entourage ni ses contem-
porains ne comprenaient ses découvertes révolutionnaires. Ce n’est pas seule-
ment en mathématiques, mais aussi en physique que Lobatchevsky eut des
idées originales. Son instruction dans les sciences naturelles eut une influence
favorable sur ses idées mathématiques. |l était profondément convaincu que
I’essence des mathématiques ne réside pas dans des constructions abstraites
et formelles. Au contraire, les mathématiques possedent une base matérielle
et physique. Et ce qui est essentiel dans les mathématiques c’est de refléter
de plus en plus fidelement les traits les plus profonds de cette base. Suivant
une autre voie et dans des circonstances différentes, Bolyai parvint essen-
tiellement a la méme conclusion. L’instruction de Bolyai ainsi que ses. con-
naissances mathématiques sont incomplétes comparées a celles de Loba-
tchevsky. Dans l’entourage de Bolyai ne se trouvaient que trés peu d’hom-
mes cultivés. Son pere méme ne pouvait que difficilement suivre ses pensées
scientifiques, I’essentiel de ses découvertes faisant époque. Dans ses années
fécondes, aprés sa mise a la retraite, il vécut dans un milieu extrémement
primitif, et végéta dans de lamentables conditions matérielles. 1l eut été vo-
lontiers professeur, mais méme ce désir était irréalisable. Sa découverte
mathématique, noyée dans I’atmosphére de I’indifférence, ne recut méme pas
une critigue malveillante, pour la bonne raison que Il'on ne s’en souciait
point. Par contre, Lobatchevsky, sinon pour sa grandiose découverte, fut au
moins aimé et honoré. A tout cela, Bolyai ne participait guere.

Dans la société socialiste d’aujourd’hui, tout en le sachant, nous ne pouvons
nous faire une idée juste de la lutte tragique qu’ont menée Lobatchevsky
et Bolyai pour faire connaitre et reconnaitre leurs découvertes monumentales.
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Cent cinquante ans se sont écoulées depuis la naissance de Bolyai.
Depuis ce temps-la, le monde a fait la connaissance des oeuvres de Loba-
tchevsky et de Bolyai. Leurs conceptions, leurs idées scientifiques faisaient
sentir leur influence féconde sur le développement mathématique de tout un
siecle. La science soviétique et hongroise regardent avec une fierté juste les
deux grands savants: Nicolas lvanovitch Lobatchevsky et Jean Bolyai.

XN3Hb N TBOPYECTBO JIOBAYEBCKOIO
®. KAPTECW (BypganewT)

(Pe3ome)

ABTOp ONUCLIBaeT XW3Hb W TBOpPYecTBO Hukonas MBaHoBu4Ya JT1o6auy4eBCKOTO
cpaBHMBas ero ¢ fAHoweM bBosi M. YKas3biBalOTCA WHTEpPeCHbIe cOorflacus U 3aMeyvatesibHble
pasnuuus. JatTca cBefeHUs 06 UX BOCMMTaHUM, cOuManbHOl cpede, Kapbepe, 06 UX CBS3U
c MNayccom, 06 OUEHKe WMX JeATEeNbHOCTU COBPEMEHHMKaMW WU MOTOMCTBOM. [0Bopsi 06
X TBOPYECTBe, aBTOP OCTaHaB/IMBAETCS Ha peLUeHWM MNpo6/eMbl MapasifefibHbIX MyTeM CO3-
JaHus rnep6o/MYecKoii reomMeTpumn, Ha 060CHOBAHUM TEOPUM KOMMJIEKCHBIX YuCen U UX
NPYMEHEHUM B TeOpUU (YHKUMIA, M Ha MNapannensHOCTM MeXZy WX HayyYHbIMU U dunocod-
cKUMK B3rnsigamu. Mpu 3TOM MNOKasblBaeTCA TecHas WfaeliHast POACTBEHHOCTb MeXJy ABYMs
BE/IMKMMU y4eHamu, KoTopasi, OAHaKo, He MopasuTesibHa, Befb 06a OHWM [06UANCL YCMEXOB
B TOl >e 06nactu Hayku, 1 paboTbl 060MX BO30YXAanN PEBOMOLUI B 3TOM 0b6nacTw.
Cny6okasi pofCTBEHHOCTb VX TBOPYECKUX UHTENEKTOB BblpaXKasiaCb U B UX MaTepuasimyecKmx
B3rNnsgax, KOTopble Aefaly UX CNOCOGHBbIMU Ha BEIMKUE OTKPbITUS.



REMARQUES AU SUJET DE LA GEOMETRIE
DIFFERENTIELLE PROJECTIVE

Par
E. CECH (Prague)

Les idées révolutionnaires de Bolyai et Lobatchevsky ont ouvert la
voie au développement vraiment gigantique de la géométrie et il n’est pas
douteux que ce développement va se continuer avec la méme vitesse pour
encore long temps. C’était en géométrie différentielle ou pour la premiére
fois, par le mérite du génie de Riemann, les espaces non-euclidiens de
Bolyai et Lobatchevsky Se sont montré étre seulement des premiers exem-
ples d’une famille de plus en plus croissante d’espaces, dont I’étude occupe
dans les derniéres décades une place étendue dans les mathématiques mo-
dernes, grace surtout au fait que la théorie de la relativité a attiré l'attention
des physiciens aux méthodes et aux résultats de la géométrie différentielle.

Cependant, il me semble quelque fois que la géométrie’différentielle
moderne, si bien puissante que soit son étendue, commence a négliger I’intui-
tion géométrique; quoiqu’il en soit, il est sGr qu’en géométrie différentielle,

la littérature contient une disproportion trop élevée de Mémoires ne conte-
nant que des généralisations aisées et des calculs formels et moi je me
demande parfois si c’est encore de la géométrie que I'ony présente aux lec-
teurs. Aussi, il y a dans la géométrie différentielle moderne des thémes de
recherches étendues ou la tache d’exposer d’une maniere a la fois courte et
précise le contenu essentiel de [I’investigation aux savants travaillant dans
d’autres domaines de mathématiques, serait peut-étre bien plus difficile
gue I’exposition détaillée déstinée pour les spécialistes. Or ceci, a mon avis,
est regrettable.

C’étaient des considérations de tel genre qui m’ont conduit a oser de
passer en revue devant cette audience éminente quelques résultats en géo-
métrie différentielle projective qui, peut-étre, n’ont pas une grande importance
intrinséque, mais ou, d’autre part, I’énoncé des définitions et des résultats
est bien moins compliqué que les démonstrations.

Naturellement, ceci n’est pas I’occasion pour une revue compléte, de
facon que je vais me limiter a une question particuliere. C’était en 1916 1

5 G. rFusini, Applicabilita proiettiva di due superficie, Rend. Cire. Mat. di Palermo
41(1916), p. 135—162.
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que mon ami regretté Fubini a introduit la notion de déformation projective
et c’était en 1920 2 qu’E. Cartan a résolu, par moyen de la théorie des
systemes de Pfaff en involution, presque tout qu’a ce temps la semblait
constituer le corps de problemes s’y rattachant. Quelques années plus tard,
jai réussi 84 a donner, usant des méthodes spéciales, des compléments qu’il
serait peut-étre difficile d’obtenir au moyen des méthodes d’E. Cartan, quel-
que puissants que soient ces méthodes, en général. Pendant les 20 derniéres
années, au contraire, il semble que la théorie de la déformation projective
n'a plus a signaler rien que soit essentiellement nouveau.

Or, j’ai créé récemment 5 une théorie générale des propriétés projec-
tives de transformations, ce qui m’a conduit a trouver de nouvelles propriétés
géométriques de la déformation projective, que je vais indiquer plus tard.

En quittant ces généralités, je commence par la définition du contact
analytiqgue due a Fubini. 11 est classique de dire que deux variétés V et V'
ont au point commun A un contact d’ordre S, s’il est possible d’établir entre
Vet V une correspondance a point fixe A telle que la distance de deux
points correspondants prochains a A soit infinitésimale d’ordre s+ 1 Clest
que Fubini appelle contact géométrique d’ordre s, tandis que la notion de
contact analytique s’applique seulement a une correspondance donnée entre
V et V et signifie naturellement que la propriété énoncée plus haut a lieu
relativement & cette correspondance elle-méme.

Ceci étant, supposons qu’une correspondance C entre deux variétés V
et V soit donnée; choisissons un point A de V et désignons par B I'image
de A dans V. Soit alors H une correspondance auxiliaire, dépendant de la
position de A, entre la variété V et une variété auxiliaire V* et portant elle
aussi le point A dans le point B. Cela donne lieu a une correspondance
entre les deux variétés V et V* possédant un point fixe en B. Si mainte-
nant V et V* ont en B un contact analytique d’ordre S, alors nous disons
qgue la correspondance auxiliaire H réalise, au point A, un contact analytique
d’ordre S entre Vet V. Le cas qui nous intéresse ici est celui o H est une
homographie; alors, si I’'ordre de contact 5=1, nous disons que H est une

2 E. Cartan, Sur la déformation projective des surfaces, Ann. Ec. Norm. Sup., (3)
37(1920), p. 259—356.

3 E. Cech, Sur les surfaces qui admettent oc1 déformations projectives en elles
mémes, Publ. Fac. Sc. de I’Univ. Masaryk, n° 40, (1924), 47 pages.

* E. Cech, Réseaux R a invariants égaux, Publ. Fac. Sc. de I’Univ. Masaryk, n° 143
(1931), 29 pages.

5 E. Cech, lpoekTrBHasA audepeHUManbHas reoMeTpusi COOTBETCTBUIM MeXAy ABYMs
npoctpaHcTBamun, YexocnoBaukuin Matematumuyeckuin XXypHan; L 2 (77) (1952), p.
92—107; . 2 (77) (1952), p. 109—123; ML 2 (77) (1952), p. 125—148; N. 2 (77) (1952),
p. 149—166; V. 2 (77) (1952), p. 167—188. Les Mémoires VI et Vil de cette série sont en
train d’étre publiés au méme Journal; le Mémoire VIII est en préparation. Les Mémoires
I, I, Il ont paru aussi en frangais au méme Journal: L 74(1949), p. 32—48; N. 75(1950),
p. 123—136; ML 75(1950), p. 137—157.
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homographie tangente au point A a la correspondance entre Vet V’; sis=2,
nous disons que H est une homographie osculatrice au point A a la corres-
pondance entre V' et V’. Il est bien évident que ’homographie fangente existe:
toujours, quelque soit la correspondance initiale C entre V et V’; naturelle-
ment, je suppose que C soit suffisamment reguliére et je suppose méme que
C soit exprimable par des fonctions holomorphes. D’ailleurs, 'homographie
tangente n’est pas déterminée univoquement.

FuBiNI considére le cas d’une correspondance C entre deux surfaces V
et V' de l'espace ordinaire et il appelle C une déformation projective si, pour
chaque position du point A sur la surface V, il existe une homographie
osculatrice H, qui de nouveau n’est pas déterminée univoquement. FUBINI
exclut le cas de surfaces développables et il prouve que condition néces-
saire et suffisante pour la déformation projective est I'invariance d’une forme
différentielle fractionnaire (3du’+ydv*):2dudr, ot u et v sont des para-
meétres asymptotiques de la surface V. Il en résulte que la notion de courbe
asymptotique est invariante pour les déformations projectives, ce qui découle
d’ailleurs immédiatement de la définition géométrique de la déformation pro-
jective. Quant au numérateur gdu’-+ v d+’, il s'évanouit identiquement pour
les quadriques et il se réduit a @du’® dans le cas ou V est une surface
réglée dont u=const. sont les génératrices. Si enfin V est une surface non
réglée, alors gdu’+ydi’ = 0 définit une terne de tangentes a V au point A
qu’on appelle tangentes de DARBouX. L’invariance des tangentes de DARBOUX
par rapport aux déformations projectives découle géométriquement p. ex. de
'invariance des courbes asymptotiques et de la construction suivante des
tangentes de DArRBOUX donnée dans un de mes premiers travaux scienti-
fiques: ° dans le plan tangent a la surface V au point A, il existe deux
paraboles, chacune desquelles a en A un contact du 2¢ ordre avec une
courbe asymptotique et dont I'axe est parallele a I'autre tangente asymptotique:
en A; les deux paraboles se coupent, outre en A, dans trois points
A, Ay, A; et les droites AA,,AA,, AA, sont les tangentes de DARBOUX.

FUBINI ne résout pas les questions d’existence, ce qui, comme j'ai déja
dit, a été fait par E. CARTAN. Les théoremes de CARTAN sont les suivants:

(1) Les plans sont projectivement indéformables; plus précisément, une
déformation projective d’'un plan se réduit a une simple homographie.

(2) Chaque surface développable (qui n’est pas un plan) est projecti-
vement déformable et la déformation dépend de 3 fonctions arbitraires d’un
argument.

(3) Chaque surface réglée non développable est projectivement défor-
mable et la déformation dépend d’une fonction arbitraire d’un argument.

¢ E. Cecn, L'intorno d’un punto d’'una superficie considerato dal punto di vista pro-
iettivo, Annali di Matem., (3) 31 (1922), p. 191—206.
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(4) Quant aux surfaces non réglées projectivement déformables,
sont exceptionnelles et dépendent de 6 fonctions arbitraires d’un argument. Si
la surface non réglée V est projectivement déformable, alors la déformation
dépend seulement de constantes arbitraires dont le nombre h ne peut étre
égal qua 1, 2 ou 3. Le cas h= 1 est le cas général; le cas h= 3 a lieu
pour les surfaces dont les asymptotiques appartiennent a des complexes
linéaires et qui dépendent de 2 fonctions arbitraires, mais le cas h—3 a
lieu pour d’autres classes de surfaces dont les propriétés géométriques sont
moins claires et qui dépendent seulement de quelques constantes arbitraires.
Quant au cas h= 2, Cartan a prouvé seulement que des surfaces de tel
genre, Sl en existe, ne peuvent dépendre que des constantes arbitraires. La
question d’existence ainsi posée est déclarée non résolue am nécrologue d’E.
Cartan paru récemment au Bull. Amer. Math. Soc., B quoique jai donné
des exemples effectifs de telles surfaces déja en 1924 li et d’autres exemples
sept années plus tard. 4

Cependant, a ce qu’il me semble, la détermination de toutes les sur-
faces avec h= 2 n’a pas été faite jusqu’a présent.

En laissant de c6té le cas de surfaces développables, a chaque défor-
mation projective d’une surface on peut attacher un réseau conjugué appelé
par Cartan réseau conjugué de déformation projective-, en suivant M. Finikoff*
je lappellerai plus briévement réseau base (de déformation), ces tangentes
tangentes de base et les congruences engendrées par ces tangentes, CON-
gruences base. Au Mémoire de 1920, Cartan ne donne qu’une déscription
géométrique compliquée des tangentes base. Quelques années plus tard,
Cartan et moi ont trouvé, 9 indépendamment I'un d’autre, une autre dé-
scription bien plus simple, a savoir que I’hnomographie osculatrice H dans un
point A de la surface V réalise un contact géométriqgue du 3e ordre pour
une courbe tracée sur V et passant par A si, et seulement si, sa tangente
en A est une tangente de base. A ce qu’il me semble, c’est a Fubini qu’on
doit la remarque que les réseaux base sont identiques aux réseaux nommes
R et introduit indépendamment par DemoulinD et Tzitzéicall par une voie
tout-a-fait différente. 1 existe une théorie étendue de transformations dites
asymptotiques de réseaux et congruences R que je me contente & mentionner.12

7 S.S. Chern et C. Chevalley, Elie Cartan and his mathematical work, bull. Amer.
Math. Soc., 58 (1952), p. 217—25'J.

8 C. N ®uHmkoB, Teopus KoHrpysHuuin (1950), p. 434.

I'V. G. Fubini et E. Cech, Introduction a la géométrie projective différentielle des
surfaces, (1931), p. 89.

10 A Demoutin, Sur les surfaces R et les surfaces .0, Comptes Rendus Acad., Paris,
153 (1911), p. 590—593.

1 G. Tzitzéica, Sur certains réseaux conjugués, Comptes Rendus Acad., Paris, 152
41911), p. 1077—1079.

12 V. G. Fubini et E. Cech, Geometria proietiiva differenziale, vol. I (1926), chap. V.

elles
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D’autre part, pour raisons de brieveté je n’était pas parfaitement précis dans
ce qui précede: en réalité, il se peut que le réseau base se réduise a une
famille de courbes asymptotiques comptée deux fois; mais, dans cet exposé
sommaire, je vais continuer a n’étre pas subtilement précis.

Je finirai ces courtes notices historiques en remarquant que déja en
1920 Cartan13a exposé, d’une maniére extrémemant sommaire, les résultats
qu’il a acquis dans une théorie de la déformation projective dés congruences
de droites dont la définition géométrique est presque le méme comme la
définition donnée plus haut de la déformation projective des surfaces. Il se
trouve qu’une congruence de droites est en général projectivement indéfor-
mable, les congruences projectivement déformables dépendant d’une fonction
arbitraire de deux arguments. Parmi les déformations projectives il y a une
classe distinguée, la classe des déformations projectives singuliéres, définie
par la propriété de I’homographie osculatrice de porter les foyers de la pre-
miere congruence dans ceux de la seconde. Or les déformations projectives
singulieres des congruences de droites sont attachées aux déformations pro-
jectives de surfaces, les congruences dont il s’agit étant celles que jai appelé
plus haut congruences base de déformation projective des surfaces. Cepen-
dant la connexion découverte par Cartan entre le probléme de déformation
projective des surfaces et celui de déformation projective singuliere de con-
gruences de droites n’apparait chez Iui que par voie de calcul et se sont
seulement mes derniers travaux qui ont révélé la vraie mature géométrique
de cette connexion remarquable, comme je vais I’expliquer plus loin.

La communication citée de Cartan est intitulée Sur le probleme géné-
ral de déformation. Le programme qui est esquis dans cette communication
n’a pas d’ailleurs été poussé beaucoup plus loin dans les 30 années décou-
lées jusqu’ici du moment de sa publication. Dans mes travaux récents et
dans ceux qui vont suivre, mon point de départ est différent de celui de
Cartan et de tous les travailleurs antérieurs. Au lieu de définir a priori cer-
taines classes de transformations et d’étudier ensuite les problémes d’existence
relatives, je me propose de créer une théorie différentielle générale non plus
de variétés, mais de transformations elles mémes. La méthode extrémement
puissante des systémes différentiels en involution, crée en 1901 par E. Cartanis
et généralisée ensuite par Kanter, 5 permet de résoudre trés vite une foule
de questions d’existence, ce qui permet de prévoir quelles sont les classes
de transformations qui méritent une étude plus détaillée

13 E. Cartan, Sur le probléme général de la déformation, C. R. du Congres Int. des
Math, de Strasbourg en 1920, p. 397—400.

14 E. Cartan, Sur lintégration des systemes d’équations aux différentielles totales,
Ann. Ec. Norm. Sup. (3), 18 (1901), p. 241—311.

155 E. Kanter, Einfihrung in die Theorie der Systeme von Differentialgleichungen
(1934).
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Les résultats de mes recherches font objet d’une série de Mémoires au
Journal Tchécoslovaque de MathématiquesT Jusqu’ici, 5 Mémoires de la série
ont déja paru, deux sont sous presse et je suis en train de finir le manuscrit
du huitieme. Jusqu’a présent je n’expose que la théorie différentielle projec-
tive des transformations d’espaces linéaires.

Parmi les correspondances autre deux espaces linéaires S, et S',, une
classe particulierement simple est donnée par les correspondances qui se
laissent décomposer en ool de transformations homographiques dhyperplans.
Dans un Mémoire non publié, mais écrit il y a déja quelques années, j’ai
fait 'la classification de telles correspondances pour Nn= 3. Par contre, jai
publié seulement la détermination de correspondances développables. Voici ce
qui ceci veut dire. Considérons une famille ocl de correspondances homo-
graphiques H(t) entre Su et S, dépendant d’un paramétre t. Dans Iespace
doublement projectif S,, XS, chaque homographie H(t) a comme image une
variété a n dimensions dépendant du paramétre t S’il arrive que ces
variétés possédent une enveloppe, alors cette enveloppe est I'image d’une
correspondance entre S, et SI, et ce sont précisément des correspondances
de cette nature que j'appelle développables. L’expression analytique de cor-
respondances développables est extrémement simple. En négligeant des cas
limites, on prend une correspondance arbitraire entre une courbe A(t) appar-
tenant a S, et une courbe B(t) appartenant a Si, et on attache au point

X = A(t)+ t,A’(t)+ =+ rn!AnNNt)
le point
Y= B()+ r.BJt) + eee+

Ly a des correspondances entre S, et S,; de nature simple dont I’étude
est tres utile comme un moyen d’étudier des correspondances plus compli-
quées. Je vais mentionner ici ce qu’on peut appeler des projections doubles.
Immergons lespace S,,—S," dans un 5nH et considérons dans <§# une vari-
ét¢ V h n dimensions ainsi que deux points fixes P et Q en dehors de Sn.
La projection double correspondante attache au point X de S, le point Y de
Sl si les deux droites PX ef QY ont un point commun situé sur V.

En particulier, soit pour n= 2 V une quadrique doublement réglée et
pour n=3 un cbne projetant une telle quadrique, le centre de projection
ayant N—3 dimensions. La projection double correspondante est une trans-
formation se laissant décomposer en deux maniéres différentes Tune de I'autre
en «J1 de transformations homographiques d’hyperplans et il n’existe pas
d’autres transformations qui permettent deux décompositions pareilles. Le cas
de trois décompositions de tel genre est possible seulement pour n= 2 et
c’est seulement la transformation quadratique birationnelle du plan qui jouit
de cette propriété.

Je n’insisterai pas sur la foule d’autres correspondances remarquables
que j’ai trouvé pendant mes recherches et je passe a expliquer les résultats
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relatifs a la déformation projective mentionnés plus haut. Soit une déforma-
tion projective portant une surface non développable V dans une surface V,
forcément aussi non développable. A chaque point A de V il existe o0l ho-
mographies osculatrices H, mais la partie de H relative au plan tangent a
Ken A est la méme pour chaque choix de H. Or faisons passer par chaque
point A de V une tangente déterminée T a la surface V. Nous obtenous une
transformation C de I’espace ambiant S3 en faisant correspondre, a chaque
point de r, le point qui lui correspond dans I’homographie H relative au
point de contact A. On peut se demander s’il est possible d’arranger cette
construction de maniére que H soit I'homographie tangente & C tout le long
de chaque droite «. Il se trouve que ceci a lieu si et seulement si r est une
tangente base. C’est de cette maniere que j’attache géométriquemet a une
déformation projective de la surface V la déformation projective singuliére C
de la congruence L engendrée par les droites r.

Mais il y a plus. La transformation C de la congruence L posséde une
propriété géométrique caractéristique, qui est extrémement simple et intuitive.
En effet C est une transformation asymptotique de la congruence L. Voici ce
qui cela veut dire: Une surface réglée S tout a fait arbitraire contenue dans
L est portée par C dans une surface réglée S' de telle facon qua chaque
courbe asymptotique de S correspond une courbe asymptotique de S'. Outre
ceci, nous avons une autre circonstance trés remarquable. Si on choisit la
surface réglée 5 de telle facon qu’elle touche la surface originale V le long
d’une courbe asymptotique de V, alors il se montre que, dans ce cas parti-
culier, la correspondance entre les deux surfaces réglées S et S' est une
déformation projective. En partant de ceci, on prouve qu’une déformation
projective d’une surface non réglée V peut étre considérée comme une enve-
loppe d’une famille ool de déformations projectives de surfaces réglées. A ce
gu’il me semble, ce fait mérite d’étre approfondi. Aprés 36 années depuis la
création de la notion de déformation projective, cette notion acquiert ainsi
finalement une vie nouvelle, cette fois vraiment géométrique et intuitive.
Quel dommage que je ne puis plus communiquer ces reésultats au feu ami
Fubini qui avait guidé mes premiers pas dans la vie scientifique!
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3AMEYAHUW K MPOEKTUBHON LI,I/Id)CDEPEHLI,I/IAfIbHOVI FTEOMETPUN
3. UEX (Mpara)

(Pes3ome)

ABTOp [faeT 0630p WCCNEeJOBaHUA, CBA3AHHbLIX C MNPOEKTUBHLIMW  AethopMaLmaMu,
BBeJeHHbIMU Dy6uHW. [0BOPS O POM 3TOr0 MOHATUS B WUCCMEAOBAHMAX MO MPOEKTUBHOM
reoMeTpuu, OH fJaeT CBOAKY OTHOCALUMXCA Clja CBOMX pe3ynbTatoB W pe3ynbTaToB
2. KaptaHa



UBER EINE AXIOMATISCHE BEGRUNDUNG DER INNEREN
GEOMETRIE DER FLACHEN

Von
W. RINOW (Greifswald)

Als das wesentliche Ziel der geometrischen Axiomatik sieht man nach
der allgemein Ublichen Auffassung die Begrindung der euklidischen Geo-
metrie an. Die Untersuchungen Uber die Unabh&ngigkeit des Parallelenaxioms
haben dartber hinaus zur Axiomatik der Bolyai—Lobatschefskischen Geo-
metrie gefihrt und die Forderung nach einer Begrindung der projektiven
Geometrie, welche unabhangig von der euklidischen Geometrie ist, hat das
projektive Axiomensystem entstehen lassen. Vom Standpunkt der Differential-
geometrie aus gesehen, bedeutet diese Auffassung eine Beschrankung auf die
Klasse der Raume konstanter Krimmung. Es erscheint mir als sehr wun-
schenswert, diese Beschrankung aufzugeben und zu versuchen, die vorlie-
genden Axiomensysteme so abzuandern, da sie eine madoglichst allgemeine
Klasse von Raumen umfassen. Der Weg, differentialgeometrische R&ume als
spezielle metrische Raume zu charakterisieren, ist bereits beschritten worden.
Ich mochte hier jedoch Uber eine andere Madglichkeit der axiomatischen Be-
grundung der inneren Differentialgeometrie sprechen, die von metrischen Be-
griffen unabhé&ngig ist, sich also an die projektive Axiomatik anschlieit, und
die nur die Dimensionszahl 2 in Betracht zieht.

Bevor ich auf die eigentlichen axiomatischen Fragen eingehe, mdochte
ich an einige bekannte Tatsachen aus der Flachentheorie erinnern. Eine Flache
wird durch eine Parameterdarstellung r(iT, U) definiert. Sie sei mindestens
dreimal stetig differenzierbar und gentige der Forderung der Regularitat :
r,iXr,ld 0. Die positiv definite quadratische Differentialform gn:du‘duk mit
gik— ruzriit bestimmt die L&angen- und Winkelmetrik auf der Flache. Abbil-
dungen von Flachen aufeinander, welche die Langen und Winkel erhalten,
heilRen isometrisch. Unter der inneren metrischen Geometrie versteht man die
Lehre von denjenigen Eigenschaften einer Flache, welche bei isometrischen
Abbildungen ungeandert bleiben. Als wichtigster Bestandteil der inneren Geo-
metrie gilt die Theorie der geodatischen Linien. Diese werden als Extremalen

des Variationsproblems 0 | YgnTii'hk= 0 definiert und geniigen einem System

von Differentialgleichungen der Form un + bliikn =0, wobei die [bl, die
Christoffelschen Dreiindizessymbole, aus den g,K und ihren ersten Ableitun-
gen berechnet werden konnen, und der Kurvenparameter die Bogenlange ist.

10 Acta Mathematica



146 W. RINOWV

Zu einer allgemeineren Auffassung der inneren Geometrie gelangt man,
wenn man analog dem Vorgehen in der projektiven Geometrie der Ebene den
Begriff der geodatischen Linie als das unmittelbar gegebene ansieht, von den
Ubrigen metrischen Eigenschaften jedoch abstrahiert. Es sei also auf einer
Flache ein System von Kurven als Lésungen des Differentialgleichungssystems

(1) M+ F'(u,u2;ii', W= o0

gegeben. Die Funktionen F'(ul, u2; ul, U2 sollen stetige partielle Ableitungen
erster Ordnung besitzen und in den Variablen ii',ir homogen vom Grade 2

sein. Diese Voraussetzung ist fir F1= Fhu wn erfillt, allgemeiner z. B. auch

fir die Extremalen eines regularen Variationsproblems ¢ ) F(u\ iry=0.

Die Losungen des Systems (1) sollen wieder geodéatische Linien heiBen. Eine
Flache, auf der in diesem Sinne geodatische Linien gegeben sind, heil3e eine
projektive Flache. Unter einer projektiven Abbildung versteht man eine
umkehrbar eindeutige Abbildung zweier projektiver Flachen aufeinander,
welche die geodatischen Linien der beiden Flachen ineinander tberfuhrt. Die
innere projektive Geometrie ist alsdann die Lehre von denjenigen Eigen-
schaften einer Flache, welche bei projektiven Abbildungen ungeédndert bleiben.
Fir projektive Abbildung ist auch die Bezeichnung ’geodéatische Abbildung“
Ublich, und die innere projektive Geometrie wird in der Literatur meist ’geo-
metry of paths®“ genannt. Ich bemerke noch, daR es sowohl fir die innere
metrische als auch fir die innere projektive Geometrie unwesentlich ist, sich
die Flachen im euklidischen Raum eingebettet vorzustellen.

Die wichtigsten Eigenschaften der geodéatischen Linien einer projektiven
Flache kommen in dem von J. H. C. Whitehead bewiesenen Satze zum Aus-
druck :

Verbindbarkeitssatz im Kleinen : Um jeden Punkt einer projektiven Fliache
gibt es eine einfach konvexe Umgebung. Dabei heil3t eine Umgebung einfach
konvex, wenn je zwei ihrer Punkte durch genau eine geodéatische Linie ver-
bunden werden konnen, die zwischen den Punkten ganz in der Umgebung
verlauft. Diese Eigenschaft entspricht dem Verbindbarkeitsaxiom der ebenen
Geometrie.

Zur Vorbereitung der Axiomatik muf3 ich nun noch auf eine weitere
bekannte Tatsache der Flachentheorie hinweisen. Sind durch die Tangenten-
vektoren r\,  v\,v\ vier Richtungen in einem Punkt einer Flache gegeben,
so lafkt sich unabhéangig von der Parameterdarstellung der Flache ein Dop-
pelverhaltnis dieser vier Richtungen

by, ¢ 08E)(MY2

o't, r,

definieren. Das Symbol (r>, W) bezeichnet dabei die Determinante aus den
Vektorkoordinaten i>, W. Nun gibt es bekanntlich durch jeden Punkt in jeder
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Richtung genau eine geodéatische Linie. Richtungen und geodatische Linien
entsprechen einander also eineindeutig. Es ist damit ein Doppelverhaltnis von
vier geodéatischen Linien gi1,0293(gi durch einen Punkt erklart, indem man
D(gi,g,",0*,0i) = D(i\, vZ vs, Vi) setzt, wenn W die der Linie g, entsprechende
Richtung bezeichnet. Das Buschel der geodéatischen Linien durch einen Punkt
wird somit zum Trager einer eindimensionalen projektiven Struktur und samt-
liche Begriffe und Sé&tze der projektiven Geometrie des Geradenbischels
lassen sich auf Bischel geodatischer Linien Ubertragen. Projektive Abbildun-
gen von Bischeln aufeinander sind demgemaR solche umkehrbar eindeutigen
Zuordnungen ihrer Bischellinien, die je vier Linien eines Buschels vier Linien
eines anderen Bischels mit dem gleichen Doppelverhaltnis entsprechen las-
sen. Ferner ist eine Involution eine projektive Abbildung eines Bischels in
sich, die mit ihrer Umkehrung identisch ist. DaR die projektive Geometrie der
inneren projektiven Geometrie der Flachen angehért, ergibt sich aus dem fol-
genden bekannten Satz: Bei jeder reguldren Abbildung W‘= #'(M\ U9 zweier

Flachen aufeinander mit ~ ¢ 0 bleibt das Doppelverhéltnis von vier

Richtungen invariant. Hierin ist als Sonderfall die Aussage enthalten: Das
Doppelverhéltnis von vier geodatischen Linien durch einen Punkt ist eine
Invariante der projektiven Flachenabbildungen.

Ich komme nun zur projektiven Axiomatik der Flachentheorie. Zur Durch-
fihrung eines solchen Vorhabens wird man sich an dem Vorgehen bei der
axiomatischen Begrindung der ebenen projektiven Geometrie zu orientieren
versuchen. Nach den bisherigen Ausfilhrungen Uber die Struktur des Systems
der geodatischen Linien einer projektiven Flache wird es nahegelegt, als gemein-
samen Ausgangspunkt die Axiome der Verknipfung, der Anordnung und der
Stetigkeit zu wahlen. Um die Formulierungen nicht unnétig zu komplizieren,
beschranke ich mich ausdricklich darauf, die Axiomatik einfach konvexer
Flachen zu studieren. Die Ubertragung auf allgemeine projektive Flachen
bietet nach dem Verbindbarkeitssatz im Kleinen keine prinzipiellen Schwie-
rigkeiten. Der Kirze und der Einpragsamkeit halber werde kiinftig den Namen
“Gerade* statt geodatische Linie* verwendet.

Man stelle sich eine Menge von Dingen, Punkte genannt, vor, in der
gewisse Teilmengen als Geraden ausgezeichnet sind. Folgende Axiome seien
erfullt:

V 1: Je zwei verschiedene Punkte gehdren einer und nur einer Gera-
den an.

V 11: Auf jeder Geraden gibt es wenigstens zwei verschiedene Punkte.

V 111: Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Zwischen den Punkten ist ferner eine dreistellige Relation (A, B, C) gege-
ben, die zu lesen ist: B liegt zwischen A und C. Diese Relation geniige
folgenden Axiomen:

io*
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A l: Gilt (A, B, C), so sind A, B, C drei verschiedene Punkte einer
Geraden.

A 11: Aus (A, B, C) folgt (C, B, A).

A 111: Sind A, B verschiedene Punkte, so gibt es einen Punkt C mit
(A, B, C).

A 1v: Aus (A,B,C) folgt, daB weder (B,A,C) noch (A,C,B) gilt.

AV : A B, C seien drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Die
Gerade g gehe weder durch A, noch durch B, noch durch C. g enthalte einen
Punkt D, fur den (B, D, C) gelte. Dann enthdlt g einen Punkt E, fur den
(A, E, B) oder (A, E, C) gilt.

A V ist das sogenannte Paschsche Axiom, dem ich eine solche Fassung
gegeben habe, dall sich daraus die Zweidimensionalitait der Flache ergibt.

Fur die Stetigkeitsaxiome sind verschiedene Formulierungen maglich.
Man muf} jedoch darauf achten, daR metrische Begriffe vermieden werden.
Vermodge der Zwischenbeziehung IaRt sich in bekannter Weise auf jeder
Geraden eine Ordnung ihrer Punkte definieren. Im Sinne dieser Ordnung sind
in der folgenden Fassung die Begriffe ,,dicht“ und ,,Dedekindscher Schnitt”
zu verstehen.

5 I Auf jeder Geraden gibt es eine abzahlbare, Gberall dichte Punktmenge.

5 11: Jeder Dedekindsche Schnitt auf einer beliebigen Geraden bestimmt
einen Punkt dieser Geraden.

DaR alle diese Axiome auf einer einfach konvexen Flache erfullt sind,
folgt ohne erhebliche Schwierigkeiten aus dem Verbindbarkeitssatz im Klei-
nen und der topologischen Struktur der Flache und derjenigen der geoda-
tischen Linien.

Man weif3, welche Rolle der Desarguessche und der Pascalsche Satz
beim weiteren Ausbau der ebenen Geometrie spielen. Sie sind nétig zur Ein-
fuhrung spezifisch projektiver Strukturen auf der Geraden und im Bischel.
Insbesondere gestatten sie die Einfihrung projektiver Koordinaten und des
Doppelverhaltnisses. Fir unser Vorhaben, mdglichst alle projektiven Flachen
zu erfassen, sind sie jedoch nicht brauchbar, denn die Forderung ihrer Gil-
tigkeit wirde sofort zur ebenen projektiven Geometrie flihren. Man muB sich
daher nach einem Ersatz etwa fiir den Desarguesschen Satz umsehen.

Wie gezeigt worden ist, sind die Bischel geodéatischer Linien Tréager
einer eindimensionalen projektiven Struktur. Fir die Axiomatik besteht die
Aufgabe, diese konstruktiv zu erzeugen. Es liegt nun vielleicht der Gedanke
nahe, die Methoden der ebenen projektiven Geometrie ins Infinitesimale zu
Ubertragen, die erforderlichen Konstruktionen also durch Grenzprozesse zu
bewéltigen. Zur axiomatischen Begrindung wéare dann die Gultigkeit des
Desarguesschen Satzes im Unendlichkleinen zu fordern. DaR ein solches Vor-
gehen mdaglich ist, sollen die nachstehenden Betrachtungen plausibel machen.
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Einen Satz der ebenen projektiven Geometrie kann man ganz allgemein
auffassen als eine Aussage folgender Natur: Gegeben sind eine endliche Anzahl
von Punkten P, und Geraden gj, zwischen denen gegebene projektive Bezie-
hungen bestehen; dann bestehen zwischen anderen Punkten Q. und Geraden
hi, die durch gegebene Schnitt-und Verbindungsoperationen aus den P{ und
mj erzeugt werden, gewisse weitere Inzidenzbeziehungen und DoppelVerhalt-
niseigenschaften. Unter einem infinitesimalen Analogon eines solchen Satzes
verstehe ich die folgende Aussage: Riicken die P; und gj unter Aufrechter-
haltung ihrer projektiven Beziehungen und der Konstruktionsvorschriften fur
die Q hi gegen gewisse gegebene Grenzlagen, so streben auch die Q_ und
hi gegen bestimmte Grenzlagen und zwischen diesen Grenzlagen bestehen die
im elementaren Satze ausgesagten Inzidenzbeziehungen und Doppelverhalt-
niseigenschaften. Natirlich handelt es sich hierbei nur um ein heuristisches
Prinzip. AuBerdem ist zu bedenken, daB es zu einem gegebenen elementaren
Satz je nach der Art der Grenzibergange verschiedene infinitesimale Analoga
gebrn kann.

Ich mochte dieses eben beschriebene Verfahren an dem Beispiel des
Satzes von den harmonischen Eigenschaften des vollstandigen Vierecks erlautern.
Ich gebe dem Satz die folgende Fassung: A B, C, D seien die Ecken eines
vollstandigen Vierecks. E,F,G seien die Schnitte von AC und BD, AB und
DC, AD und BC. Dann wird das Geradenpaar AC, BD durch das Geraden-
paar EF,EG harmonisch getrennt. Zu einem infinitesimalen Analogon gelangt
man z. B. so: A B, C, D mdgen gegen einen und denselben Punkt O kon-
vergieren und zwar derart, daB die Geraden AB, CD beide gegen eine Gerade
gi, AD, BC beide gegen g2und AC gegen gnkonvergieren. Sind gug:,gs
von einander verschieden, so konvergiert BD gegen eine GeradegUigi,g2g?,,0*
gehen durch O, und g,,92 wird durch g3 gt harmonisch getrennt. Die Punkte
E, F habe ich als unwesentlich fur die Gultigkeit des Satzes und der Ein-
fachheit halber aufler Betracht gelassen. Ein derartiger Satz lafit sich nun in
der Tat fir geodéatische Vierecke auf einer beliebigen projektiven Flache
beweisen. Auf den Beweis kann ich hier nicht eingehen.

Zu den meisten Séatzen der ebenen projektiven Geometrie z. B. auch dem
Desarguesschen und Pascalschen Satz lassen sich infinitesimale Analoga for-
mulieren, die auf projektiven Flachen Gultigkeit besitzen. Der infinitesimale
Desarguessche Satz laflt sich, indem man fir den Grenziibergang unwesent-
liche und Uberflissige Elemente weglaf’t, erheblich vereinfachen und auf fol-
gende Aussage reduzieren, welche als Spezialfall den oben formulierten Satz
enthélt:

Satz vom infinitesimalen Viereck: Auf einer projektiven Flache mdgen die
vier Punkte A, B, C, D vier Folgen durchlaufen, welche gegen ein und den-
selben Punkt O konvergieren. Dabei mégen die Geraden AB, BC, CD, DA, AC
gegen die Geraden a,b,c,d,e streben. Unter diesen fiinf Geraden sollen keine
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drei in eine Gerade zusammenfallen, und es sei nicht zugleich a= b und
c= doder zugleich a= dund c= b. Dann konvergiert BD gegen eine Gerade
/, und (& c), (b, d), (e,f) bilden drei Paare einer Involution im Buschel der
geodatischen Linien durch O.

Kehren wir nun zum weiteren Ausbau der Axiomatik der Flachentheorie
zurtck. Wir stehen vor der Aufgabe, auf der abstrakten Flache eine Topologie
einzufiihren, um die Grenzprozesse maoglich zu machen. Dies ist aber leicht zu
erledigen. Auf Grin dder Axiome FI —IIl und A 1—V laRt sich der Begriff
des Inneren eines Polygons definieren. Man vergleiche etwa die Darstellung von
D. Hitbert, Grundlagen der Geometrie, 7. Auflage (1930), S. 10. Das Innere
eines Polygons definiere man als Umgebung eines jeden seiner Punkte.

Dieser Umgebungsbegriff erzeugt eine Topologie, von der sich nach-
weisen laBkt, daR sie dquivalent der Topologie der euklidischen Ebene ist.
Hiermit steht auch der Begriff der Konvergenz zur Verfigung. Als weiteres
Axiom kann nunmehr gefordert werden:

J |: Die Gultigkeit des Satzes vom infinitesimalen Viereck: BD konver-
giert gegen eine Grenzlage /.

Die zuséatzliche Behauptung Uber die involutorische Eigenschaft der sechs.
Grenzgeraden mufd natirlich wegbleiben, da der Begriff der Involution noch
nicht zur Verfigung steht, sondern ja erst axiomatisch eingefihrt werden soll.
Man zeigt nun, daR die Gerade / durch a b, c, d, e eindeutig und unabhéngig
von der Art des Grenziiberganges bestimmt ist. Halt man die Geraden a, b, ¢, d
fest, so ist jeder Geraden € eindeutig eine Gerade/ zugeordnet. Diese Zuord-
nung nenne man eine Involution. Die Grundeigenschaften einer Involution
sind dann, wie man aus den Axiomen ableiten kann, erfillt. Nunmehr ist
man in der Lage, Involutionen im Geradenbischel durch einen Grenzprozel
konstruktiv zu erzeugen. Auf der Konstruktion von Involutionen beruht aber
die Einfihrung von Doppelverhédltnissen. Nach einem Vorgang, der dem in
der ebenen projektiven Axiomatik ganz analog ist, lassen sich im Geraden-
buschel Doppelverhaltnisse erklaren. Im wesentlichen auf Grund von J I und
den Stetigkeitsaxiomen ergibt sich, dall die Doppelverhéaltnisse einen Korper
bilden, der isomorph ist dem Korper der reellen Zahlen. Doppelverhéltnis-
koordinaten auf der Flache kann man so definieren : A, B, C seien drei Punkte
allgemeiner Lage, die Fundamentalpunkte, E sei ein innerer Punkt des Dreiecks
ABC, der Einheitspunkt. Ist dann P ein willkirlicher Punkt der Flache, so
bilde man die Doppelverhiltnisse u— D(AP, AE; AB, AC) und v=
== D(BP, BE; BC, BA). u,v sind die Doppelverhéaltniskoordinaten des Punktes
P. Mit der Aufstellung des Axioms J I ist der erste wesentliche Schritt fur
eine Begrindung der Flachentheorie geleistet, namlich die Konstruktion der
projektiven Struktur im Geradenbuschel. Auf nahere Einzelheiten und auf
Beweise kann ich in diesem Vortrag nicht eingehen. Ich verweise auf eine
Arbeit, die demnachst erscheinen wird. Ebenso muR ich es mir versagen, die
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weiteren Schritte, die fir den Ausbau der Axiomatik ndétig sind, ausfuhrlich
zu beschreiben. Ich beschranke mich auf einige Andeutungen.

Das nachste Ziel ist der Nachweis, daR die Geraden der Flache einem
System von Differentialgleichungen der Gestalt «'-pF'(n1 W\ ii\ itd ==0 genii-
gen. Wir haben erkannt, daB man auf der Flache Koordinaten einfiihren kann.
Es ist also zunachst zu zeigen, daB die Geraden in diesen Koordinaten eine
mindestens zweimal stetig differenzierbare Parameterdarstellung ir(t)
besitzen. Eng verknipft damit ist die Frage, ob zwei verschiedene Doppel-
verhéltnis-Koordinatensysteme durch eine regulare zweimal stetig differen-
zierbare Koordinatentransformation verbunden sind. Selbst wenn man sich
vorerst auf die erste Differentiationsordnung beschrankt, gentigt zum Nach-
weis dieser Eigenschaften der Geraden und der Koordinatensysteme das Axiom
J 1 nicht. Es liegt das daran, daR in J | nur Grenzprozesse bertcksichtigt sind,
bei denen die Ausgangspunkte (das Viereck) gegen einen gemeinsamen Punkt
konvergieren, das Viereck also schlieBlich in einen Punkt ausartet. Man
bendtigt aber auch dazu duale Grenziibergédnge, bei denen gegebene Geraden
gegen eine gemeinsame Gerade konvergieren. Die entsprechenden Unter-
suchungen (ber die zweite Differentiationsordnung sind noch nicht abge-
schlossen.

Eine weitere wichtige Frage, die unabh&ngig von dem Vorigen behan-
delt werden kann, ist die folgende: Durch welche geometrische Eigenschaften
sind diejenigen Flachen charakterisiert, fir welche die Geraden einem Diffe-

rentialgleichungssystem der spezielleren Gestalt n + I fu(u], if)akii = 0 geni-
gen ? Hiertber liegen noch keine Untersuchungen vor.

Zum AbschluR meiner Ausfiihrungen mdéchte ich noch auf eine Analogie
zur ebenen projektiven Axiomatik aufmerksam machen. Ohne Stetigkeitsaxiome
ist der Desarguessche Satz nicht ausreichend, man bendtigt den Pascalschen
Satz. Jedoch folgt der Pascalsche aus dem Desarguesschen Satz mit Hilfe
der Stetigkeitsaxiome. Entsprechend ist J | durch das infinitesimale Analogon
des Pascalschen Satzes zu ersetzen, wenn man auf die Stetigkeitsaxiome ver-
zichten will und der infinitesimale Pascalsche Satz ist eine Folge aus J 1, falls
die Stetigkeitsaxiome zugelassen sind.
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06 O4HOM AKCUOMATUYECKOM OBOCHOBAHWW/ BHYTPEHHEW.
FEOMETPUMN MOBEPXHOCTEN

B. PbIHOB (IMpelichcBanba)

(Pe3tome)

>KenaHve 060CHOBATb MPOEKTMBHYIO FEOMETPUI0 HE3aBMUCMMO OT €BK/IMAOBOM npuBeno’
K YCTAHOB/IEHWIO MPOEKTUBHOW CUCTEMbl aKCKOM, O3HAYaloLLe C TOUKM 3peHust AnddepeH-
UMa/IbHOM FeoMeTpUM OrpaHuMyeHne MNPOCTPAHCTBAMU  MOCTOSIHHOW — KPUBU3HBLL.  SBNsieTcs
enarte/lbHbIM 0TKa3aTbCA OT 3TOr0 OrpaHUYeHus, U U3MEHATb CUCTEMY aKCMOM TaK, YTo6bl
OHa oxBaTblBasa BO3MOXHO 60/ee LUMPOKUIA KacC MPOCTPAHCTB. B COOTBETCBUM C 3TUM,
aBTOp MCCNefyeT BO3MOXHOCTb aKCMOMATUYeCKOro 060CHOBAaHMSI BHYTPeHHel anddepeHumab-
HO/i reoMeTpuun, HEe3aBUCUMO OT METPUUECKUX MOHATWIA; 060CHOBaHME 3TOr0 MPUMbIKAET K
NPOEKTUBHOM aKCMOMATWUKE U OTHOCUTCS TOMbKO K ABYM W3MEPEHUsIM.
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