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РЕЗЮМЕ

О ПЕРЕНУМЕРАЦИИ ГРАФОВ 

И. Ф и др их (Будапешт)

В работе исследуются конечные направленные графы, под их перенумерацией под
разумевается перенумерация их вершин.

Под допустимой перенумепацией некоторого графа G =  ( X , U) мы понимаем такую 
его перенумерацию множеством Е ={1, 2 , . . | Х\), для которой выполняются следую
щие условия:

1. Входные точки графа обладают наименьшими номерами.
2. Выходные точки графа обладают наибольшими номерами.
3. У графа нет дуг, показывающих от вершины большего номера к вершине мень

шего номера.
Под почти допустимой перенумерацией некоторого графа G=(X, U) мы понимаем 

такую его перенумерацию множеством Е = { \ ,  2, . . . ,  | Х\}, для которой, кроме условий 
1, 2, выполняется следующее условие:

3'. Число дуг графа, показывающих от вершины большего номера к вершине 
меньшего номера, не больше числа контуров графа.

Доказывается следующая теорема:
Любой конечный граф, не содержащий изолированных точек, может быть перену

мерован почти допустимым образом.
В качестве частного случая этой теоремы получается следующее утверждение:
Любой конечный граф, не содержащий изолированных точек и контуров, может 

быть перенумерован допустимым образом.

ЗАМЕЧАНИЯ К ТЕОРЕМЕ О ГРАФАХ И. ФИДРИХА 

А. Адам (Будапешт)

Доказывается следующая теорема: Если обозначить число всех циклов направленного 
графа через к, то в г рафе можно выбрать не более к ребер так, чтобы каждое из этих ребер 
было дополняемо до цикла и чтобы после обращения ориентации всех выбранных ребер 
граф стал бесцикловым. Эта теорема представляет собой, по существу эквивалентный 
вариант теоремы, высказанной в предыдущей работе И. Ф идрихом о перенумерациях 
графов. Доказательство теоремы основывается на индукции по числу ребер. В конце 
статьи автор выдвигает следующую гипотезу: В любом графе, содержащем хотя бы один 
цикл, найдется такое ребро е, что после обращения ориентации е, число циклов будет 
меньше, чем было первоначально.

ОБ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ГРАФАХ БЕЗ КОЛЕС 

Д ж . В. М ун (Лондон, Великобритания)

Назовем некоторый граф колесом, если он состоит из одного круга и из дополни
тельной вершины, соединенной каждой вершиной круга. Обозначим через и и Е число 
вершин, соответственно ребер, графа G. В работе исследуются максимальное и мини-
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мальное числа ребер графов G, не содержащих колес в качестве подграфа, но в кото
рых вчерчиванием любого нового ребра уже содержится колесо в G. В случае таких 
графов G для Е выполняются следующие точные неравенства:

2 n - 3 s E =§;

Кроме этого, в работе характеризуются т. н. экстремальные графы, т. е. те графы, для 
которых на правой или левой стороне имеется равенство.

СОПОСТАВЛЕНИЕ ДВУХ НЕРАВЕНСТВ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ТРЕУГОЛЬНИКА

Й. Ш тейн и г (Цюрих, Швейцария)

Любой неправильный треугольник может быть разрезан с помощью некоторой 
прямой линии на две части так, чтобы для точек одной части было точнее неравенство 
Э р д ё ш а

Ri + R i  +  R) ^ 2 ( n  +  Гг +  r3), 

а для точек другой части— неравенство Ш рейбера [3]
Ri +  R 2 +  R3^ 6r.

(Для правильного треугольника они равносильны.) Ri, R 3, R3 означают расстояния 
от вершин, а п , г2, г3 —- расстояния от сторон до некоторой точки треугольника. 
/• —  радиус вписанного круга.

СУБКОММУТАТИВНЫЕ КОЛЬЦА 

Д ж . Д. Рейд (Сиракуз, Нью-Йорк, США)

Ассоциативное кольцо А назовем субкоммутативным, если для заданных a, b€ А 
существует ей А, удовлетворяющий уравнению ab—ca. Субкоммутативные кольца, не 
содержащие нильпотентных элементов, представимы в виде суб-прямых сумм извест
ных подколец тел, а в полупостром случае —  в виде плотных суб-прямых сумм тел.

Автор построит пример субкоммутативного кольца эндоморфизмов, и этим дает 
отрицательный ответ на одну проблему Селе и Сендреи (см. [4], стр. 232).

О ПРИБЛИЖЕНИИ В СИЛЬНОМ СМЫСЛЕ 

Дь. А лексия (Будапешт) и Л. Л еи н длер  (Сегед)

Пусть Дх) — периодическая функция с периодом 2л; s„(х) — п-ая частичная сум
ма ряда Фурье, а Дх) и s„(x) — сопряженные функции Д х)  и ,ч„(х), соответственно. 
Известно, что если / е  Lip а, где 0<а-=1, то для сумм

h„(х) =  - -  У  \ f (x ) - s v(x)\, h„(x) = У  l /W -iv M I
"  v = l  п  v = 1

имеют место оценки

Мх) = ° й '  Лл(х) = ° й
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Однако, существует функция /е  Lip 1, для которой в некоторых точках

~ log п
Л„(х)ёс------  (с>0)

п

{теорема 1). В то же время, если /€  Lip I, то равномерно выполняется соотношение

hn(x) =  О

(теорема 2); если же производная /'(je) существует почти всюду и суммируема, то почти 
всюду имеем

(теорема 3).

КВАЗИ-ИЗОМОРФИЗМ ПРЯМЫХ СУММ ЦИКЛИЧЕСКИХ ГРУПП 

Р. А. Бомонт и Р. С. Пирс (Сяттль, Вашингтон, США)

Пусть G, Н  —- коммутативные /»-группы, представляющие собой прямые суммы 
циклических групп. G и Н  квази-изоморфны в том и только в том случае, если G и Н  
удовлетворяют следующим условиям:

Существует целое число к s ( )  такое, что для любых целых п sO , г g?0 имеем

г 2 к+ 1
2 fo(n  + k + j ) ^  2  / н (п +Í),

1=0 J—о

2  fn(n  +  k + j ) ^  2  fa {n+ j) ,
S =О j =О

где /с (а ) обозначает ое-й инвариант Ульма группы G.

О ПОЛНЫХ ИДЕАЛАХ И ПЕРЕСТАНОВОЧНЫХ 
МНОГОЧЛЕНАХ КОНЕЧНОГО ПОЛЯ

В. Н эбауэр  (Вена, Австрия)

Пусть q —  конечное поле порядка q, и Q = q[x] —  кольцо многочленов над q. Идеал 
А кольца Q называется полным идеалом, если из f ( x ) íA  вытекает f (u (x)) íA  для лю
бого u(x)íQ. Известно, что всякий (отличный от нулевого и единичного) полный идеал 
кольца Q однозначно представляется в виде

(1) А = (хче' — х)а 1 п (хче2 — х)а2 п ... о (хчег—х)аг ,

где т > 0; ov=-0 (v =  l, 2 , . .  . , г), и aj>at если ej является собствен
ным делителем числа et. Полные идеалы вида (1), для которых av =  1 (v= 1, 2 ,. . . ,  г), 
называются идеалами остаточных многочленов; совокупность S? всех идеалов остаточ
ных многочленов из Q представляет собой подструктуру идеалструктуры кольца Q. 
Поставляя в соответствие каждому идеалу остаточных многочленов свое многообразие 
нулей в алгебраическом замыкании (2 поля q, получается дуальный изоморфизм под
структуры В на подструктуру SB степенного множества от Q, порожденную всеми конеч
ными промежуточными полями расширения ß|q.
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Пусть ni € ЗВ; многочлен f(x)  e Q называется перестановочным многочленом от 
го, если отображение а — /(а ) (где а пробегает го) является перестановкой от го. Мно
жество 0(го) всех перестановочных многочленов от го представляет собой полугруппу 
по отношению к композиции многочленов; отображение у. , определенное равенством 
иго =  fi (го), отображает SB, гомоморфно по объединению, но не гомоморфно по пересече
нию, в дуальную структуру структуры подполугрупп от f)(q); и является взаимно одно
значным на подмножестве SB, оформленном конечными промежуточными полями от 
ß|q.

ПРИБЛИЖЕНИЕ С ПОМОЩЬЮ СИЛЬНЫХ СРЕДНИХ 
ДЕ ЛА ВАЛЛЕ-ПУССЕНА

Дь. А лексия (Будапешт) и Д. К ралик (Будапешт)

Пусть f(x) — функция, заданная и суммируемая в [а, Ь]\ {<р„(х)} — ортогональная

система функций; f (x )~  2  с"грЛх) — разложение /(х)  по системе {<рЛх)}. Положим
п = 0

П
sn(f, х) =  2 Ск<Рк(х). В теории приближений существенную роль играют средние де

к— О
ла В а л л е-П у ссен а

— 2  М / , * )  -/(* )};и

известно, что, например при разложениях в ряд по тригонометрической системе скорость 
приближения этих средних E„(f), где E„(f)  означает наилучшую скорость прибли
жения, достигаемую тригонометрическими полиномами порядка не выше п. Существенно 
более тонким является вопрос о том, какого размера есть приближение с т. н. сильными 
средними де ла В ал ле-П уссена

1 2л — 1
-  У  М / ,  * ) - / ( * ) |.
п  v = „

В работе находятся следующие результаты: Если {í>„(x)} —  тригонометрическая 
система и [а, &]=[0, 2п], то для ограниченных и непрерывных функций f(x) имеем

-  2"Z I**(/. *) - f (x ) \sK E „ (f) ,
П v = n

где К — абсолютная константа. На основе этого предложения доказываются следующие 
теоремы.

Теорема 1. Пусть f ir)(x) —  производная порядка г функции /(*), периодичной 
по 2л, где / (0)(*) =/(*)• Производная f (r)(x) принадлежит классу Зигмунда тогда и 
только тогда, когда равномерно выполняется соотношение

1
п

2 гг- 1
2

v =  n
\sv( f x ) - f ( x ) \  =  0

Теорема 2. Если функция f(x), периодичная по 2п, принадлежит классу Зиг
мунда, то равномерно выполняется соотношение

П

2 М / ,х ) - / ( х ) |  =  О
1

п +Т
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Теорема 3. Пусть {<р„(х)} — произвольная ортогональная система функций, за
данных в интервале [а, Ь], а Цх) — заданная для положительных х, положительная, 
при Х-* +<*> монотонно стремящаяся к бесконечности, вогнутая снизу функция. Если 
(С, 1)-средние ортогонального ряда ЕспХ{п)<р„(х) (Zc,Ú2(«)<~) на множестве Е<=[а,Ь] 
ограничены, то для сильных средних д е  л а В ал л е-П уссен а  ортогонального ряда 
Zc„(p„(x) имеем соотношение

-  " У  М / ,  x ) - f ( x )I =  Ох
П V = п

почти всюду на Е, причем в силу теоремы Рисса-Ф иш ера / ( х) —  однозначно опреде
ленная функция: f(x)~Fc„q>n{x).

ДАЛЬНЕЙШИЕ ТЕОРЕМЫ ОДНОЗНАЧНОСТИ 
ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Я. Ацел (Дебрецен) и М. Х о сс у  (Мишкольц)

Обобщается в нескольких направлениях следующая теорема работы [2]: При началь
ных условиях
(0) Да) =  с, f(b)  =  d (a, be (А, В)) 
функциональное уравнение
(1) f(F(x, у)) =  Я(Дх), Д у \  х, у),

предположенное справедливым в (А, В), имеет там же не больше одного непрерыв
ного решения / ,  если в этой области F является непрерывной функцией, Н(и, v, х, у) 
— монотонна в узком смысле по и или v, и
(I) Г'(х, у) е (х, у) при х ^ у

в (А, В). Здесь (л:, у) — открытый, (А, В) —  замкнутый, полузамкнутый, открытый, 
конечный или бесконечный интервал (теорема 1). —  В самом деле, по теоремам 2 и 3 в 
известных важных частных случаях довольно ограничительное условие (I) („интерн- 
ность”) можно заменить разными условиями монотонности. — С другой стороны, в этих 
случаях, и если F(a, а) ̂  а (при непрерывности F  из (I) вытекает F(x,x) =  x'), то вместо 
условия (0) единственное начальное условие /(а )= с  достаточно для однозначности.

ИССЛЕДОВАНИЯ ПО СОПРИКАСАЮЩИМСЯ ТОЧЕЧНЫМ 
ПРОСТРАНСТВАМ МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

А. Моор (Сегед)

Общее и-мерное пространство линейных элементов &„ —  это множество линейных 
элементов (х‘, х ‘), где метрика определяется подходящим основным метрическим тензо
ром gtj(x, х), далее, существует некоторый инвариантный дифференциал D, для кото
рого Dg.,=0. Это требование еще не определяет инвариантный дифференциал однозначно;

1 2 1
из инвариантных дифференциалов D, D, введенных в настоящей работе, D отличается 
тем, что его параметры смещения зависят только от основного метрического тензора.

Соприкасающееся риманово пространство получается так, что на некотором «-мер
ном подмножестве 5Б„ каждой точке х‘ поставляем в соответствие некоторое направление 
через равенства

х1 =  г'(х),
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а потом составляем тензор
Vik(x)Mgik(x, r(xj),

определяющий метрику на ЙЗ» и зависящий только от места. Аналогично, величины

£ (<V * M S £ r V k(x, r(x)l L ^ M x )  =  L * i \ (x ,  r(x))

определяют соприкасающиеся аффинно-связные пространства соответственно.
В настоящей работе вдоль произвольной последовательности линейных элементов

(т^) Х1= Х 1(т), х ‘ =  х'(т), To^T^Ti

с помощью приема, принадлежащего О. В ар га , построится такое подмножество 
что для вектора поля г'(х) вдоль выбранной последовательности линейных элементов 
имеет место соотношение х ‘(т) =  г‘(х(т)). Затем можно проверить, что вдоль (* )  инвариант
ные дифференциалы соприкасающихся риманова и аффинно-связного точечных прост-

1 2
ранств совпадают с инвариантными дифференциалами D и D, соответственно, простран
ства S„. Тензоры кривизны соприкасающихся точечных пространств Síi,“’, вдоль ( * )  
совпадают с разными тензорами кривизны пространства S„ (см. уравнения (6.4), (6.6)). Од
нако тензор кривизны соприкасающегося риманова пространства совпадает с тензором 
кривизны R,*Jk, пространства Й„ только при выполнении некоторых дальнейших, весьма 
ограничительных условий (см. уравнения (5.4), (5.5)).

ОБ АВТОПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ ТЕНЗОРИАЛЬНО 
СВЯЗНЫХ ПРОСТРАНСТВ

Л. Тамашши (Дебрецен)

В точках Р  и-мерного дифференцируемого многообразия тензоры одного и того 
ж е типа составляют по произведению касательного пространства Е„(Р) и дуального 
пространства Е*(Р): Е^ЦР)cdE,Vs>(P). Если между касательными пространствами Е„(Р) 
задано линейное соотношение, то это индуцирует линейное соотношение и между элемен
тами произведений пространств. Однако, непосредственным линейным отображением 
элементов произведений пространств друг в друга можно установить более общее линей
ное соотношение, которое называется тензориальным. Упомянутый частный случай этого 
можно называть индуцированным. В случае тензоров типа (2. 0) тензориальное соотно
шение описывается абсолютным дифференциальным оператором &Ти =  d T 1 +  yk,iJt Т k,dx‘ 
(T‘J(P) € Е(„2,(Р)), причем закон преобразования геометрического объекта у, определяю
щего соотношение, задается уравнением (1.1). Тензорное поле T‘J(P(t)) является парал-

» T ,j
лельно сдвинутым, если :—-—=(). (Случай тензоров типа (г, s) может быть трактован

dt
вполне аналогично.)

В этой геометрии не можно говорить об автопараллельных кривых, так как парал- 
лелность векторов вообще не определена. Но простые бивекторы, входящие в Е̂ 2), при
годны для определения параллельности положений плоскостей, что делает возможным 
введение понятия поверхностей с параллельными касательными плоскостями. Эти по
верхности назовем автопараллельными поверхностями.

Относительно их работа содержит следующие результаты. Если соотношение явля
ется индуцированным, что равносильно представимости у в виде (1.2), то автопараллель- 
ные поверхности совпадают с вполне геодезическими поверхностями соответствующего 
простого аффинно-связного пространства. По этому автопараллельные поверхности 
можно посмотреть как обобщение вполне геодезических поверхностей. —  Система диф
ференциальных уравнений автопараллельных поверхностей х‘= х ‘(и‘, и2) представля
ется в виде (1.5), (1.7), где <р*(и) (а= 1 , 2) —- произвольные функции. Эту систему можно 
перевести в более простую систему (1.12), (1.13) преобразованием параметров вида
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и* =и“(ии , и2') в том и только в том случае, если <р„(u)du“ —  полный дифференциал. 
Этот факт представляет собой обобщение существования аффинного параметра геодези
ческой линии. — Автопараллельные поверхности не существуют при произвольных 
тензориальных соотношениях через произвольные положения плоскостей (как это видна 
уже в индуцированным случае). С целью решения проблемы о существовании автопа- 
раллельных поверхностей, мы приведем их систему дифференциальных уравнений к 
системе (2.7) хорошо известного типа. Таким способом мы получаем необходимые и до
статочные условия существования автопараллельных поверхностей. — Может случиться^ 
что автопараллельные поверхности двух различных тензориальных соотношений у, у* 
совпадают. Это обстоятельство имеет место тогда и только тогда, когда у* имеет вид 
у+В,  где В —- тензор типа (2. 3), удовлетворяющий (3.7) (тензор проективной деформа
ции). В наверно такой, если он выполняет условие (3.8).

О СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЯХ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ, 
ПРЕДСТАВЛЕННОЙ РЯДОМ ДИРИХЛЕ

П. К. Камтан (Дели, Индия)

Пусть

/СО = 2
п=  1

(где s = o + i t ;  0 ^Ao< A i l i m  — lim(A„ + i —А„)=Л>0) — некоторая целая
n_>“ АЛТо

функция порядка о. Доказываются несколько соотношений между функциями А(сг) и  
тк(а), определенными через формулы

г
А (а) М  lim —  Г \ f (o + i t)\2 dt; 

т —> оо 2Т J -т
а Т

f  j  \K x+it) \2ekx dxdt, 0<Ä>
о -т

Так, например, доказывается, что при

log mu (ст) ~log А (а).

ПАРТИЦИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ КАРДИНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

П. Эрдёш (Будапешт), А. Х айнал  (Будапешт) и Р. Радо (Ридинг, Англия)

В большей части работы авторы занимаются следующими соотношениями — и их: 
обобщениями — между кардинальными числами (определенными формулами (3. IV 
(3. 2) и (3. 3)):
(I) а —(6о, bi, ...у,

(ГО а -  (Ь)с N'°

И

(III)
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Одна из важнейших целей работы — полное изучение соотношений типа (I). Со
ответствующие результаты содержатся в теоремах I, И, а остающиеся открытые вопросы —  
в проблемах 1, 2.

Другой важной целью статьи является исследование поляризированных партици- 
онных соотношений.

В наибольшей части работы предполагается обобщенная гипотеза континуума.

ОБ ОДНОЙ СПРЯМЛЯЕМОЙ НЕЭВКЛИДОВОЙ ПАРАБОЛЕ НЕЙЛЯ 

К. Ф ладт (Кальв, Германия)

Исследуется вопрос, которые из кривых третьего порядка с уравнением вида 
х3

у 2 = --------- спрямляемы элементарным путем в гиперболической геометрии. В качестве
a x + ß

2 !___
результата получается единственная парабола Н ейля с уравнением у 2 =  —— \  — кх3,

3 КЗ
где к означает кривизну.

НЕКОТОРЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СПЕЦИАЛЬНЫХ 
ПЛОСКИХ КРИВЫХ В ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

К. Ф ладт (Кальв, Германия)

Исследуются аналогы в гиперболической плоскости некоторых знаменитедьных 
кривых евклидовой плоскости. Исходя из соответствующих уравнений, устанавлива
ются одни из своих важнейших метрических характеристик.

РЕШЕНИЕ ОДНОГО ФУНКЦИОНАЛЬНОГО УРАВЯНЕНИЯ 
С ПОМОЩЬЮ ТЕОРИИ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Ф. К он стан ти н еск у (Клуж, Румыния)

Доказывается, что любое непрерывное решение функционального уравнения (1) 
является бесконечно дифференцируемой функцией. При доказательстве используется 
теория обобщенных функций.

К РАСШИРЕНИЮ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ ОБРАЗОВАНИЕМ 
ПРАВЫХ ЧАСТНЫХ

Г. Й. В еи н ер т  (Потсдам, ГДР)

В качестве дополнения к высказываниям работы [2] показывается: Если S  =  Cr(9f, п) 
—- полугруппа правых частных полугруппы 9Í с множеством знаменателей п, и 
% =C lr((5 ,ä)  — соответствующая полугруппа правых частных от <5, то X является 
уж е полугруппой правых частных от 9!. Этот результат переносится на полукольца 
и кольца; итак, повторение образования правых частных не приводит к системам дру
гого типа.
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ЗАМЕЧАНИЯ ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ. IX 
(О ПРИБЛИЖЕННОМ ВЫЧИСЛЕНИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ)

Й. Б ал аж  (Будапешт) и И. Ту ран (Будапешт)

В работе мы занимаемся приближением преобразований Фурье вида (1.2), где <p(t) 
задана только в п положительных корнях п-го многочлена Лагерра L*(x), определен
ного под (2.1), непрерывна для t^O  и удовлетворяет (1.4) при некотором ci«=-j. Обо
значая его через Ф„(х,у), поставим следующие требования:

а)  Фп(х, пк) =  Ф(х, лк) для всех п>к,  где лк —- произвольный многочлен степени к~
б) lim Фп(х, <р) =  Ф(х, ч>) равномерно на вещественной оси.

П~* °°
Мы показываем, что функции вида

Фп (х, <р) =  21 <р (( v )  у/ V (х) 
v=  1

удовлетворяют обоим условиям, и функции у/„(х) определяются через (2.5).

ОБ УЛУЧШЕНИИ СХОДИМОСТИ монотонных 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ВЕКТОРОВ

Й. В. Шмидт (Дрезден, ГДР)

Известно, что решения систем линейных уравнений при некоторых условиях могут- 
быть приближены с обоих сторон методом последовательных приближений. Сходимость 
этих приближений может оказаться медленной; в статье доказывается, что <52-метод 
Ей тки на улучшения сходимости числовых последователей может быть использован: 
для последовательностей векторов так, что одновременно с улучшением сходимости, 
получаются двухсторонные границы решения.

Исследования окончаются рассмотрением нумерических примеров.

О СЕКВЕНЦИАЛЬНОЙ ВЫЧИСЛЯЕМОСТИ РЕКУРСИВНЫХ 
ФУНКЦИЙ СЛОВ С ПОМОЩЬЮ ЯМ-ПАМЯТЕЙ

Р. Петер (Будапешт)

В последние годы в разных областях, особенно при автоматических переводах,, 
преобладает требование „секвенциальной” передачи последовательности сигналов в 
другую, т. е. такой передачи, что последовательные сигналы результата устанавлива
ются с учетом отдельных сигналов первоначальной последовательности в данном пор
ядке, один за другим. Удовлетворить этому требованию обычно не удается попросту, 
но этому может способствовать применение т. н. ям-памятей (это стало полезным мето
дом и само по себе).

Яма-память —  это память, в которую можно одновременно положить по сигналу 
(и каждый последний сигнал словно нажимает сигналы, находящиеся уже в памяти, 
одним местом ниже). Тоже вынять из нее можно лишь один сигнал (верхний) одновре
менно; при этом мы можем либо удалить, либо и оставить на месте этот сигнал (как бы 
мы перенесли только его копию в другую память).

В литературе1 имеются относительно этого лишь разовые методы, и стало жела
тельным искать возможно общий метод.

В настоящей работе я указываю именно такой общий метод для секвенциального 
вычисления значений функций слов, частично-рекурсивных в некотором множестве 
слов над конечным алфавитом, при помощи конечной системы ям-памятей. Отсюда, на
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пример, получим как следствие, что „вполне скобочные ”, „конвенционально скобоч
ные”, „непоследовательно-конвенционально скобочные” виды и различные бесскобоч
ные виды типа Л укаш евича и П авлака, соответственно, формул, посторенных из 
переменных заданными действиями, между которыми я доказала примитивно-рекур- 
■сивность преобразований перевода в предыдущих работах,2 могут быть секвенциально 
переведены друг на друга при пользовании конечными системами ям-памятей.

Наоборот, я доказываю, что те функции слов, заданные на произвольном множе
стве слов, значения у которых вычисляемы с помощью конечных систем ям-памятей, 
являются частично-рекурсивными на подходящем множестве слов.

О ПРИБЛИЖЕНИИ В СИЛЬНОМ СМЫСЛЕ 

Л. Л еи н длер  (Сегед)

В работе доказывается общая теорема относительно приближения в сильном смы
сле (теорема 1), содержащая в качестве частного случая все известные в этом направле
нии теоремы (см. работы [2], [3], [4], [5]), и с применением этой теоремы решается (теорема 3) 
•одна проблема Дь. А лексича ([2], стр. 330). Далее, из теоремы 1 немедленно вытекает

Т еорем а 2. Если f(x)  всюду г раз дифференцируема и f (r)(x) е Lip а (0 < а з 1 ),  
то при любой />(>0) равномерно выполняется оценка (4), и при /?=-(г+а)р —  оценка 
<5).

Теорема 4 показывает, в частности, что оценки (4) и (о) при ß=(r  + ot)p вообще не
верны.
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О ПЕРЕНУМЕРАЦИИ ГРАФОВ

ИЛОНА ФИДРИХ (Будапешт) 
(Представлено Л. Н а л мар ом)

В настоящей работе рассматриваются конечные направленные графы, 
в связи с которыми употребляются понятия и обозначения, использован
ные в [1].

Пусть заданы граф G =  {X,U)  и такое множество натуральных чисел 
А, что выполняется равенство \А\ =  \Х\. Перенумерацией графа G мно
жеством А будем называть однозначное отображение х ^ а х(А ,  опреде
ленное для каждой вершины х (  X  так, что ах ^ а х., при х?±х'. Число ах бу
дем называть номером вершины х (при данной перенумерации графа G).

Граф G, если для него задана некоторая его перенумерация, будем 
называть перенумерованным графом.

Пусть граф G = ( X ,  U) является перенумерованным графом. Тогда 
множество тех дуг и = ( х ,  x ' ) (U ,  для которых при данной_перенумерации 
выполняется неравенство ах> а х., будем обозначать через U.

Допустимой перенумерацией графа G=(X,  U ) будем называть его 
перенумерацию множеством Е = { \ ,  2, . .  ., |Х|}, удовлетворяющую следую
щим условиям.

1. Входы графа перенумерованы множеством {1, 2 , . . . ,  |АТ[}, где X t 
— множество входов графа.

2. Выходы графа перенумерованы множеством {|А| — |Х3| +  1,
|Х | — |Х3| + 2 , . . . ,  |Х|}, где Х3 — множество выходов графа.

3. Имеет место равенство |£7| =  0.
Почти допустимой перенумерацией графа G = ( X ,  U) будем называть 

его перенумерацию множеством Е = {  1, 2 , . . . ,  |Х|}, удовлетворяющую усло
виям (1), (2) и

3'. Имеет место неравенство \D \^ r ,  где г — число контуров1) графа.
Имеет место следующая

Т еор ем а . Каждый конечный граф, не имеющий изолированных точек, 
может быть перенумерован почти допустимым образом.

Теорема доказывается с помощью следующей леммы.
Л ем м а. Пусть задан конечный граф G=(X,  U) без контуров и такое 

множество чисел А, что выполняется равенство \А\ =  \Х\. Тогда граф G 
может быть перенумерован множеством А так, что имеет место равен
ство I С/1 =  0.

О Здесь и в дальнейшем петлю не считаем контуром.

1 Acta M athematica XVI/1—2
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Д о к а за т ел ь с т в о  лемм ы . Исходя из заданного графа G=(X,  U )  
построим последовательность графов

(1) G =  G0, G 0, G 1, G í , . . . ,G „ ,G n =  G*

путем применения следующих операций.
Операция s t \  Добавление к графу всех таких дуг (а, с), для граничных 

вершин которых в нем найдется путь вида \ а , . .  ., Ь, . . с].
Операция Добавление к графу одной из таких дуг (а, с), для гра

ничных вершин которых в нем нет путей видов ни \а, . . Ъ, . . . ,  с\ ни 
[с, . . ., Ь, . . а\.

Правила построения последовательности (1) задаются равенствами

и, =  ,я/(7; (/ =  0,1, ..., п)

Gi+í =  @Gi (í =  0 ,1 , 1).

В силу конечности графа G после выполнения некоторого числа п 
таких двойных шагов, получаем G*, который является конечным полным 
графом. Из предположения, что граф G является графом без контуров и из 
правил построения последовательности (1) следует, что граф G* тоже явля
ется графом без контуров.

Каждый конечный полный граф без контуров G * = ( X * ,  U*) может 
быть перенумерован множеством {1, 2 , .  . ., |ЛГ*|} так, что |í/*| =  0. Для  
этого, как показал Селе [2], достаточно каждой вершине х £ Х *  присвоить 
номер ах=  \Х*\ — d +(х). Возьмем такую перенумерацию графа G* и обо
значим ее через Р*.

Так как множества вершин всех элементов последовательности (1) 
совпадают, то Р* является перенумерацией и графа G. В силу того, что 
G* получился из G только добавлением к нему дуг, Р* удовлетворяет 
условию |t/ | =  0 .2)

Упорядочим элементы а и а2, . ■., а\х\ множества А так, что аг< я г+1 
для г'= 1, 2, . . ., \ X \ - \ .  От перенумерации Р* графа G перейдем к его пере
нумерации Р  множеством А так, что вершине х£.Х, имеющей при пере
нумерации Р* номер г, присвоим номер аг  Очевидно, что и при перенуме
рации Р  будем иметь |£7| =  0. Следовательно, лемма доказана.

Перед доказательством теоремы введем некоторые понятия.
Граф G = ( X ,  U) будем называть взвешенным графом, если каждой 

вершине х £ Х  поставлено в соответствие одно и только одно целое число 
кх ^  1, называемое весом вершины х.

Пусть заданы взвешенный граф G =  (X, U) и такое множество чисел 
9Í, что выполняется равенство 31= Расширенной перенумерацией взве-

х £ Х
шенного графа G множеством 31 будем называть отображение 
определенное для каждой вершины х £ Х  и выполняющее следующие тре
бования:

2) Идею доказательства существования перенумерации Р* графа G автору указал 
научный сотрудник Математического Исследовательского Института Венгерской Ака
демии Наук А. А да м .
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1. |ЗУ =  А\,. для каждой вершины х £ Х ;
2. 91ХП 31 ,.= 0 , если хт^х'.

Множество будем называть расширенным номером вершины х (при дан
ной расширенной перенумерации взвешенного графа G).

При расширенной перенумерации взвешенного графа G = (X, U) мно
жество тех дуг и=(х,  x') k U, для которых найдутся такие а €91* и а' €21*-, 
что а > а ' ,  будем обозначать через Ü.

Примечание 1. Если граф G=(X,  U) является взвешенным графом, 
причем каждая вершина х £ Х  имеет вес кх=  1, то каждая его расширен
ная перенумерация является его перенумерацией и U = Ü .

Пусть для взвешенного графа G = ( X ,  U) дана некоторая его пере
нумерация Р. Расширенной перенумерацией взвешенного графа G, соот
ветствующей его перенумерации Р, будем называть такую его расширен
ную перенумерацию, при которой каждой вершине х  присваивается рас
ширенный номер

(2) 9(*={а* +  2  ( * * ' - ! ) , ах +  2  ( * * ' - ! ) + 1 .  •••>«*+ 2 (кх.~  \ ) + к х- I } ,
х ' £ Х '  x ' í X '  x ’ í X '

где через ах и кх обозначены соответственно номер при перенумерации Р 
и вес вершины х и X' является множеством всех таких вершин х ' £ Х  для 
номеров которых при перенумерации Р  выполняется неравенство ах, < а х.

Примечание 2. Из определения множеств вида (2) следует, что для 
каждого а £91* и а' £91*- неравенство а < а '  выполняется всегда, если ах < а х..

Сгущением контура С —(Хс , Uc) взвешенного графа G=(X,  V)  будем 
называть выполнение над ним следующих операций.

1. Замена множества Хс на одну вершину с £ Х с , причем:
а) элементы множества U'c =  U£c П Uxc 3  Uc исчезают;
б)  элементы множества Uxc\U x c заменяются элементами множества 1/2,
в) элементы множества UxcW x c заменяются элементами множества £7<Г.
2. Присвоение вершине с веса кс=  2  кх-

х £ Х с

Примечание 3. Ясно, что если \Uc\ =  \Uc\+p ( р =  0), то число j кон
туров, сгущающихся при слущении контура С, удовлетворяет неравенству 
s ^ p + l .

Процессом упрощения взвешенного графа G =  (X, U) будем называть 
последовательность графов

(3) G — G°, G1, ..., Gm =  G

где граф Gi= ( X i, U i) ( i =  1, 2 , . . . ,  т) получается из графа Gi_1 сгуще
нием какого-либо его контура. Здесь число т означает число сгущений, 
необходимых для того, чтобы граф G являлся графом без контуров. По
следний элемент G последовательности (3) будем называть упрощением 
графа G.

к
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Ясно, что для каждого графа G существует одно и только одно его 
упрощение G, которое можно получить, как правило, не единственным 
процессом его упрощения вида (3), может быть, с разными числами т.

Если граф G является графом без контуров, то G = G .

Примечание 4. Из определения сгущения контура следует, что в про
цессе упрощения (3) графа G =  (X, U) выполняются равенства

2 к х =  2 к х, (/ =  1, 2, т)
х £ Х 1 х £ Х

которые переходят в равенства

2 4 =  1* 1, 0  =  1, 2, . . . ,т)
х £ Х ‘

если кх=  1 для каждой вершины х£Х.

Д о к а за т ел ь ст в о  теор ем ы . Пусть граф G =(X,  U)  является ко
нечным графом, не имеющим изолированных точек.

Обозначим через Х х множество входов графа G, через Х2 множество 
его переходных точек3) и через Х 3 множество его выходов. Из определения 
входов, переходных точек и выходов графа следует, что для графа, не имею
щего изолированных точек, выполняются равенства

х 1 и х 2 и х 3 = х ,

Х1П Х 2 =  Х 1ПХ3 =  Х 2 П Х 3 =  0 .

Следовательно, любая перенумерация подграфов =  (Х3, r Xt), G2 = (X2, r xJ  
и G3 =  (X3, r Xl) графа G =  (X, Г)  =  (X, U) такими множествами Bt , В2 и Ё3 
соответственно, для которых

В1Г)В2 =  В 1ПВ3 =  В2 П В 3= 0 ,

задает перенумерацию графа G множеством U B2'GВ3.
По предположению конечности графа G графы G3, G2 и G3 тоже 

являются конечными.
Зададим любые перенумерации графа G 3 множеством {1,2, . . . ,  |Zj|} и 

графа G3 множеством {|ЛГ| — |Л"3| +  1, |А'| — |А'з| + 2 , ..., |А"|}. Этим самым удов
летворяем первым двум требованиям почти допустимой перенумерации 
графа G.

Для задания перенумерации подграфа С 2 графа G поступаем следую
щим образом.

Каждой вершине х £ Х 2 присвоим вес кх =  1. Возьмем один из процес
сов упрощения графа G2\

G2 =  G°, G \  . . . ,Gm =  G2 ,

который в силу конечности графа G2 является конечным процессом. Так

3) Переходной точкой графа G = (X ,  U) называем вершину x íX ,  для которой d-(x) ^ О 
и d + { x )^  0.
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как G2 =  Gm =  (X m, Um) является конечным графом без контуров, то в 
силу леммы можно задать такую его перенумерацию Р т множеством 
{lATil +  1, \Xt \ +  2 , Iä'jI+  IZ2 I}, что выполняется равенство |£7'и| =  0. Возьмем 
расширенную перенумерацию взвешенного графа Gm, соответствующую 
перенумерации Р т.

Расширенная перенумерация для i = m  обладает свойствами:
а. является такой расширенной перенумерацией взвешенного графа 

G‘ =  (X ‘, U‘), при котором для расширенных номеров 3JÍ вершин х £ Х ‘ графа 
G‘ выполняется равенство

и  31' =  { l* il +  1, | ^ |  +  2, +
х £ Х ‘

ß. Выполняется неравенство \U‘\ ^ r ‘, где г ‘ — число контуров графа G*. 
Свойство (а) расширенной перенумерации вытекает из определения 
перенумерации Р т и из примечания (4) по определению расширенной 
перенумерации, соответствующей данной перенумерации. Свойство (ß ) 
расширенной перенумерации следует из свойства перенумерации Р т 
и из примечания (2).

Пусть для некоторого 0) имеется расширенная перенумера
ция ‘р ‘ графа Gl =  (X‘, U‘), обладающая свойствами (а) и (/?).

Рассмотрим контур С = ( Х с , Uc) графа G'-1 , сгущением которого 
получился граф G' из графа Gi_1 и который в графе G‘ заменился на вер
шину с £ Х ‘ с весом кс. Пусть вершина с £ Х ‘ при расширенной перенуме
рации графа G‘ имеет расширенный номер

31с = { а , а + \ ,  . . . ,а +  кс— 1}.

Перенумеруем вершины контура С графа Gi_1 множеством

Л*с =  { ща +  Е •••,а +  \ХС\ — 1},

исходя из любой его вершины в направление, заданное контуром С. Полу
ченную таким образом перенумерацию контура С обозначим через Рс . Возь
мем расширенную перенумерацию контура С, соответствующую его пере
нумерации Рс .

В качестве расширенной перенумерации }̂i_1 графа Gi_1 возьмем 
перенумерацию, при которой вершины x £ Z i_1\ Z c , являющиеся верши
нами и графа G‘, получают те же самые расширенные номера, что имели 
при расширенной перенумерации 3ß', а вершины х £ Х с , которым в графе 
G‘ соответствует единственная вершина с, получают расширенные номера, 
присвоенные им при расширенной перенумерации фс контура С.

Полученная таким образом расширенная перенумерация $ i_1 графа 
Gi_1 обладает свойством (а), так как 3(Г 1 =  3(1,если X1 ~ 1 \ Х С и (J 313Г1 =  Э1с,

x í X c

следовательно U 3lx_1=  U 31Í.
х £ Х ‘ ~> х £ Х ‘

Если при сгущении контура С сгущалось s контуров графа G‘~ 1, 
то по примечанию (3) |£/£|s.s. Изопределения множеств Six-1 следует, что
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при расширенной перенумерации выполняется равенство |С/*-11 =  |{7'| +  \U'C\, 
следовательно будет | С/г~ 1 [ ^  | С/*| 4-5. Из свойства (/?) расширенной перену
мерации следует, что

\U‘~l \ s. r l+ s  =  ri~1,

т. е. расширения перенумерация обладает и свойством (ß).
Следовательно, если т > 0 ,  то, исходя из расширенной перенумерации 

графа Gm, можем построить последовательность

Г 1,

расширенных перенумераций графов

Gm, G m~ \  . .., G l, G°

соответственно. В конечном счете получим расширенную перенумерацию 
3̂° графа G ° —G2, обладающую свойствами (а) и (ß ). Так как каждой 

вершине х £ Х 2 присвоен был вес кх=  1, в силу примечания (1), расширен
ная перенумерация 5ß° является перенумерацией графа G2. Из свойств
(а) и (ß) расширенной перенумерации ф° следует, что она является пере
нумерацией графа G2 ^множеством {1 ^ 1 +  1, \Ху\ +  2, \Xt \ +  \Х2\}, удовлет
воряющей условию \Ü2\ = r ,  где г—число контуров графа G2, т. е. графа G.

В случае т = 0  граф G2 может быт^ перенумерован множеством 
{lAfil +  1, \Xt \ +  2, ..., \Хг \ +  |Х2|} так, чтобы \U2\^ r ,  в силу леммы.

Так как все входы графа G имеют номера, меньше чем I.Yjl +  1, и все 
выходы графа G имеют номера, больше чем \Х1\ +  \Х2\, то полученные 
перенумерации подграфов Glt G2 и G3 задают такую перенумерацию 
графа G множеством { 1 , 2 , . . . ,  |Аг1|-НАг2| +  |.Х-з|}, которая удовлетворяет и 
требованию (3') почти допустимой перенумерации графа.

Следующее утверждение является частным случаем только что дока
занной теоремы.

Каждый конечный граф без контуров, не имеющий изолированных 
точек, может быть перенумерован допустимым образом.

Вычислительный Центр 
Венгерской Академии Наук,
Будапешт

(Поступило 2. V. 1963., в переработанной форме 15. V. 1964.)
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ON NUMBERING OF GRAPHS 

I. FIDRICH (Budapest)
(Summary)

The paper deals with finite and directed graphs. The numbering of such a graph means the 
numbering of its vertices.

An admissible numbering of a graph G = (X, U) means a numbering by the set £ = { 1 ,2 ,  . . . ,  \X\) 
which satisfies the following conditions:

(1) The input points of the graph have the minimal numbers.
(2) The output points of the graph have the maximal numbers.
(3) The graph has no edge showing from a vertex with greater number to a vertex with smaller

one.
An almost admissible numbering of a graph G (X, U) means such a numbering by the set 

E —{ 1,2, . . . , \X \}  which satisfies (besides the conditions (1) and (2)) the following condition: 
(3') The number of edges showing from a vertex with greater number to a vertex with smaller 

one does not exceed the number of the cycles of the graph.
The following theorem is proved:
Any finite directed graph without isolated points may be numbered almost admissibly.
As special case one obtains:
Any finite graph having no isolated points and no cycles may be numbered admissibly.





BEMERKUNGEN ZUM GRAPHENTHEORETISCHEN 
SATZE VON E FIDRICH

Von
A. ÁDÁM (Budapest)

(Vorgelegt von L . K a l m á r )

Herrn Professor L. K a l m á r  zum 60. Geburtstag gewidmet

1. ln dieser Arbeit geben wir einen anderen Beweis für den Satz, der von 
I. F idrich  im vorhergehenden Artikel [1] veröffentlicht wird.1 Wir sagen den Satz 
in einer modifizierten Formulierung aus, und werfen ein naheliegendes offenes 
Problem auf.

2. Wir betrachten einen endlichen Graphen G, in dem jede Kante gerichtet 
ist. Schlingen sind ausgeschlossen; es ist doch erlaubt, daß ein Punktpaar durch
mehrere Kanten verbunden ist.2 AB bezeichnet eine Kante, die aus dem Punkt 
A nach dem Punkt В geht. Wir bezeichnen durch AB eine A und В verbindende 
Kante, wenn ihre Orientierung nicht in Betracht genommen wird. Eine Folge von 
Kanten

bzw.

bzw.

A rA2, A2A3, A„_1A„

A t A2, A2A3, ..., An_ l A„

A \ A 2, A2A3, An_ l A„, AnAi

heißt eine Bahn, ein Weg bzw. ein Zyklus (der Reihe nach), wenn A3, A 2, . . . ,A„  
paarweise verschiedene Punkte sind.

Sei e =  AB eine Kante von G. Wenn wir diese Kante weglassen und eine neue
Kante BA (zwischen denselben Endpunkten) zunehmen, so sagen wir, daß wir 
die Kante e umgekehrt haben. Die gleichzeitige Umkehrung mehrerer Kanten wird 
analog verstanden.

3. Wir machen einige Vorbereitungen für den Beweis des Satzes. 1st so В aus 
A, wie C aus В durch je eine Bahn erreichbar, so ist auch C aus A. Wir nennen А 
und В mutuell erreichbar, wenn so aus A nach B, wie aus В nach A je eine Bahn 
existiert. Diese Relation ist trivialerweise reflexiv und symmetrisch; laut der vor
hergehenden Feststellung ist sie transitiv. Folglich induziert die Relation eine 
Klasseneinteilung у in der Menge der Punkte von G. Die sämtlichen Punkte eines 
Zyklus liegen in einer gemeinsamen Klasse mod у. Eine Kante AB kann dann und

1 Sie hat diese Ergebnis noch als Vermutung mir mitgeteilt; die beiden Beweise entstanden 
voneinander wesentlich unabhängig (der ihre etwas früher).

2 Die Bedingung, daß Schlingen nicht erlaubt sind, ist der Einfachkeit halber zweckmäßig. 
Ihr Vorkommen ist nämlich für uns indifferent.
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nur dann in einen Zyklus erweitert werden, wenn A und В mutuell erreichbar sind. 
Der Graph enthält dann und nur dann (mindestens) einen Zyklus, wenn es zwei 
mutuell erreichbare (verschiedene) Punkte in ihm gibt.

4. Satz. Wir bezeichnen die Anzahl der Zyklen des Graphen G durch c (c^O). 
Es gibt in G derartige Kanten е г , e2, ..., ek, daß sie die folgenden drei Behauptungen 
-erfüllen:

k ^ c ,
jede Kante e, (1 ^ i ^ k )  kann in einen Zyklus erweitert werden, 
wenn man die Kanten e L, e2, ..., ek (und nur diese) umkehrt, so ist der ent

stehende Graph zyklenfrei.
Zunächst zeigen wir, daß die erste und die dritte Behauptung zusammen eine 

äquivalente Variante des wesentlichen Teiles des ursprünglichen Satzes von 
F idrich, d. i. der folgenden Aussage bilden: man kann jedem Punkt A von G eine 
natürliche Zahl a(A) derart ein-eindeutig zuordnen, daß а (/)) > a(ß) für höchstens
c Kanten AB gilt. Wahrlich, wenn es eine solche Numerierung gibt, so führt die 
Umkehrung der Kanten mit а (Л )> а (0 ) zu einem derartigen Graphen, in dem
a (T )< a(ß ) für jede Kante AB  gilt, der folglich zyklenfrei ist. Andererseits, wenn 
man к Kanten auswählt, die den erwähnten beiden Behauptungen genügen, so 
versichert das Lemma in [1], daß man den durch die Umkehrungen entstehenden 
Graphen so numerieren kann, daß jedenfalls a(A)<a(B)  gilt. Diese Numerierung 
hat die gewünschte Beschaffenheit im ursprünglichen Graphen.

5. Beweis. Wir wenden Induktion bezüglich der Anzahl der Kanten an. 
Bezeichne n die Anzahl der Kanten von G. Wenn n =  2, so ist der Satz trivialerweise 
erfüllt. Nehmen wir an, daß пШ3. Sei G' derjenige Graph, der aus G durch das
Weglassen einer (beliebig ausgewählten) Kante e =  AB entsteht. Betrachten wir 
derartige Kanten ei , ег , ..., ek in G', die die Konklusion des Satzes erfüllen. Der 
Grundgedanke des Beweises besteht darin, daß wir zeigen, daß der Satz bezüglich 
G entweder von diesem Kantensystem oder demjenigen System erfüllt wird, das 
diese Kanten und e enthält; und zwar kann die zweite Alternative nur dann Vor
kommen, wenn AB  in (wenigstens) einen Zyklus von G erweitert werden kann.

Fall 1: e tritt in keinem Zyklus von G auf. Da G’ keine Bahn aus В nach А 
enthält, sind В  und A in verschiedenen Klassen mod у (die Klasseneinteilung у 
wird in G' verstanden). Wir betrachten einen beliebigen Weg in G', der В und А 
verbindet (es kann geschehen, daß ein derartiger Weg nicht existiert); bestehe er 
aus den Kanten

C T Q , C Ä ,  ..., C ~ C „  (C1 = ß, Cn =  A).

Mindestens eine dieser Kanten verbindet solche Punkte, die in verschiedenen Klassen 
mod у liegen; eine Kante dieser Eigenschaft kann nicht in einen Zyklus erweitert 
werden. Man kann einsehen, daß es eine Kante unter diesen gibt, die aus Ci+ ! nach 
Cf gerichtet ist (weil im entgegengesetzten Falle man eine Bahn aus В nach А 
konstruieren könnte). — Die Kanten el , e 2, ek erfüllen den Satz nicht nur in 
G', sondern auch in G. Die ersten beiden Behauptungen gelten für sie trivial; das 
Bestehen der dritten Aussage folgt daraus, daß — wie wir dies gesehen haben -
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aus keinem der Wege in G' aus В nach /le ine Bahn entsteht, wenn man el , e2, ..., ek 
umkehrt.

Fall 2: die Anzahl derartigen Zyklen von G, die e enthalten, ist r(>0). Bezeichnen 
wir diejenigen Graphen, die aus G' bzw. G durch die Umkehrung der Kanten 
e 1, e 2, ■■■,ek entstehen, durch С/ bzw. G. Jeder Zyklus von G enthält e, und zwar hat 
G einen Zyklus dann und nur dann, wenn es eine Bahn aus В nach A in G' gibt.

Fall2/a: G' hat keine Bahn aus В nach A. Dann erfüllen die Kanten e1? e2, ..., ek 
den Satz auch bezüglich G.

Fall 2/b: G' hat eine Bahn aus В nach A. Da C  zyklenfrei ist, gibt es in ihm 
keine Bahn aus A nach B. Die к + 1  Kanten

€2 i •••) €k

erfüllen den Satz. (Es gilt offenbar k +  1 ^ c  +  r, wo c die Anzahl der Zyklen in 
G bedeutet.)

6. Verm utung . In jedem gerichteten endlichen Graphen G, der nicht zyklen
frei ist, gibt es eine Kante e mit der folgenden Eigenschaft: wenn G* denjenigen 
Graphen bezeichnet, der aus G durch die Umkehrung von e entsteht, so enthält 
G* wenigere Zyklen, als G.

Ist diese Vermutung wahr, so folgt der Satz aus ihr unmittelbar durch sukzessive 
Verminderung der Anzahl der Zyklen. Wie man es zeigen kann, im Falle, daß die 
Vermutung nicht gilt, ist jedes Gegenbeispiel mit minimaler Anzahl von Punkten 
ein derartiger Graph, in dem alle Punkte eine gemeinsame Klasse mod у bilden. 
Diese Tatsache kann folgenderweise bewiesen werden. Betrachten wir ein Gegen
beispiel G° und die Klasseneinteilung у der Punkte von G°. Wir nehmen an, daß 
die Anzahl der Klassen mindestens 2 ist. Wir bilden einen neuen Graphen G+ aus 
G° durch das Zusammenziehen der Punkte in jeder Klasse. (Die Punkte von G+ 
entsprechen ein-eindeutig den Klassen von G°. Jeder derartigen Kante von G°, 
die in verschiedenen Klassen liegende Punkte verbindet, entspricht eine Kante 
in G+ zwischen den den Klassen zugeordneten Punkten. G+ hat keine übrige Kante.) 
G+ ist zyklenfrei. Es existiert eine Klasse, die mindestens zwei Punkte von G° ent
hält. Wenn derjenige Graph, der aus den Punkten dieser Klasse und den sie ver
bindenden Kanten besteht, kein Gegenbeispiel wäre, so bekäme man durch die 
Umkehrung der entsprechenden Kante e auch aus G° einen Graphen mit niedrigerer 
Anzahl von Zyklen.

MATHEMATISCHES INSTITUT
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
BUDAPEST

(Eingegangen am 10. Mai 1963.)
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ON EXTREMAL GRAPHS CONTAINING 
NO WHEELS

By
J. W. MOON (London) 
(Presented by G. H a jó s)

§ 1. Introduction. A graph which consists of a simple cycle with an additional 
vertex, the “center”, joined to each vertex of the cycle has been defined as a wheel 
by T utte [3]. Suppose that G is an ordinary graph which contains no wheels as 
subgraphs but which loses this property whenever any new edge is added joining 
two vertices not already joined. The main object here is to show that this implies 
that

( 1. 1) 2n-3=s£=s n +  1 
~ 4

where n and E denote the number of vertices and edges of G. Both inequalities are 
best possible and we will characterize the extremal graphs, i. e., those for which 
equality holds on either side. We assume throughout that n ^4.

§ 2. Maximal graphs containing no wheels. Let Hn denote a graph with n vertices
\n 1

constructed as follows: The vertices are split into two sets, P and Q, with

and I” j vertices, respectively. There areas many edges joining pairs o f vertices in

P as is consistent with the requirement that no two of these edges have a vertex 
in common. Each vertex in P is joined by an edge to each vertex in Q.

If n =  1 (mod 4), let Ln denote a graph defined as above except that P  is now

the set with vertices. If n =  2 (mod 4), let L„ denote a graph defined as above

except that P and Q have n/2 +1 and n/2 — 1 vertices, respectively. For convenience, 
let Ln =  Hn in the remaining cases.

Let Fs denote a graph consisting of a path (a, b, c, d) each vertex of which is 
joined to a fifth vertex e. Let F6 denote a graph obtained from Fs by the addition 
of a sixth vertex /  which is joined to a, c, and d. Finally, let F1 denote a graph 
obtained from F6 by the addition of a seventh vertex g  which is joined to a, b, d, 
and / .

The following properties of these graphs can readily be verified.

(2. 1) Hn and Fn each have -̂J + edges.

(2. 2) Neither Hn nor Ln contain any wheels.
(2. 3) At least one wheel is formed when any new edge is added to Hn or Ln. 

These statements also apply to F„, when и =  5, 6, and 7.
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The right hand side of inequality (1. 1) is a consequence of the following result. 
Theorem 1. Let

Then the only graphs with n vertices and at least (pin) edges which contain no wheels 
are Hn, Ln, and F„.

Proof. The theorem certainly holds when n — 4. Suppose that it has been proved 
for all n ^ m . Let G be some graph with m +  1 vertices and at least <p(m +  ]) edges 
which contains no wheels. We may assume that G has exactly <p (m + 1) edges, for 
if  it can be shown that this implies that G = H m+1, Lm+i, or Fm+1, then the slightly 
stronger statement in the theorem will be an immediate consequence of property

Suppose that m =  4/ +  1. Then G has 4/ +  2 vertices and 4/2 +  5/ +1 edges. 
Since (2/ +  2)(4 / +  2) >  2(4/2 +  5 / + l ) ,  it follows that there is some vertex x in 
G of degree d, where d s 2 l + \ .  Let G' be the graph obtained by removing x and 
its d  incident edges from G. Then G' contains no wheels and has 4 / +1  vertices 
and (jp(4/ +  2) — d  ^  <jp(4/ +  2) — {21 +  1) =  (p{4l+\)  edges. It follows from the 
induction hypothesis and (2. 1) that G' = H m, L,„, or Fm, and that d =  2 1 + 1. Hence, 
G consists of Hm, Lm, or Fm, plus the vertex x which is joined to precisely 2 / +1  
vertices of Hm, L m, or Fm.

We now consider the possibilities. First, suppose that G' =  Hm. It is clear that 
x cannot be joined to more than one vertex of both P  and Q simultaneously, for 
in that case we could select two vertices from P  and two vertices from Q which 
were adjacent to x. But these chosen vertices form a cycle, from the definition o f  
Hm, and hence would form a forbidden wheel with x. This observation and the 
fact that x must be joined to at least one vertex in P, since Q contains only 21 vertices, 
leaves the following alternatives:
(a) The vertex x  is joined to every vertex of P  and to no vertex o f Q.
(b) The vertex x  is joined to 21 vertices of P  and to one vertex q of Q.
(c) The vertex x  is joined to one vertex p x of P  and to every vertex of Q.

Alternative (a) implies that G =  Hm + 1, by definition.
Alternative (b) is impossible if x  is joined to two adjacent vertices o f P  because 

these two vertices with x and q would form a complete subgraph of order 4, which 
is a wheel.

This impossibility can be avoided only when 21 =  2, and x is joined to the vertex 
in P  which is joined to no other vertex in P. In this case m =  5 and G =  F6.

Alternative (c). Suppose p l is also joined to the vertex p 2 in P. Then if qx and 
q2 are two vertices o f Q, the vertices p 2, </i, x, q2 form a cycle of length four. As 
each of these vertices is joined to p Y, this forms a forbidden wheel. Hence, p x can 
only be the vertex joined to no other vertices of P. This implies that G =  Lm + 1, 
by definition.

The second possibility is that G ' = L m. The same argument as used before 
reduces the alternatives to the following:

4/2 +  /, if n =  41;
4l2 +  3l, if n =  4/ +  1;
4 /2 +  5 / + l ,  if n =  4l +  2; 
4/2 +  7 / + 3 ,  if n =  41+3.

(2. 3).
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id) The vertex x  is joined to every vertex of Q and to no vertex o f P.
(e) The vertex x  is joined to 21 vertices of Q and to one vertex of P.
(f) The vertex x  is joined to one vertex of Q and to every vertex o f P.

Alternative (d) implies that G —Hm+l. Alternatives (e) and (f) are impossible
by the same arguments as were used in treating the first parts of (c) and (b), res
pectively.

The remaining possibility is that G' =  FS. It can easily be checked that this 
can happen only when G =  Fb.

Thus we see that if the theorem holds when « = m  = 4 /+ l ,  then it also holds 
when n = m + i = 4 l  +  2. To complete the proof of Theorem 1 by induction it is 
necessary to treat separately the remaining cases where m = 0 , 2, 3 (mod 4). As 
the arguments are quite similar to the one used above, we omit the details. Perhaps 
the most tedious part is in considering the various possibilities when G' — Fm. 
Fortunately, however, there are only three of these rather exceptional graphs because 
one verifies that it is impossible to construct a maximal extremal graph of 8 vertices 
by adjoining a new vertex to vertices of F7.

It may be of interest to mention the following simple argument which gives 
a fairly good upper bound for the number of edges in a graph G with n vertices, 
each of positive degree, which contains no wheels. Let ek denote the number of 
edges both of whose endvertices are joined to the k'th vertex of G. If G contains 
no wheels then clearly ek dk — 1, where dk denotes the degree of the k'th vertex. 
If this inequality is summed over all the vertices of G each edge (/, j )  is counted 
t ( i , j)  times, where t(i ,j)  denotes the number of triangles (or complete subgraphs 
of order 3) containing the edge Hence, the summed inequalities become

(2.1) 3 T ^ 2 E - n ,

where T  denotes the total number of triangles contained in G. But N ordhaus 
and Stewart [2] (see also M oon and Moser [1]) have shown that

(2.2) ЗГ a  -  (4E— n2).

Combining these inequalities we find that

(2 .3) E  <  n(n +  2)/4,

which differs from the best possible result in Theorem 1 by approximately и/4. 
It also can be shown that

(2-4) X2 Z d l - Z t \ i , j ) ,

where the sums are over the vertices and edges of G, but we omit the derivation 
of this. Some of the graphs defined in the next section show that it is possible for 
equality to hold in (2. 1) and (2. 4).

§ 3. Minimal graphs containing no wheels. Let T„ denote any graph which 
consists of a tree with n — 1 vertices and an additional vertex t joined to each vertex 
of the tree. Let R„ denote any graph with n vertices which contains a triangle with:
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vertices a, b and c such that each of the remaining vertices is joined to precisely 
two of these three vertices and to no others. To distinguish between the graphs 
Rn and T„ we assume that each edge o f the triangle (a, b, c) belongs to at least one 
other triangle. Qs denotes the graph obtained from the complete graph o f order 4 
by subdividing one of its edges (p , q) into two edges, (p , x) and (x, q), by the insertion 
of a fifth vertex x.

The following statements are easily established.
(3. 1) The graphs Tn and Rn all have 2/j — 3 edges.
(3. 2) None of the graphs T„ or Rn contain any wheels.
(3. 3) At least one wheel is formed when any new edge is added to the graphs 
Tn or Rn.

These statements also apply to Qs , when n =  5.

T heorem 2. The only graphs with n vertices and not more that 2n — 3 edges for 
which the addition of any new edge increases the number o f  wheels they contain are 
the graphs T„, R„, and Qs .

Proof. When n =  4 the theorem is obviously true. Suppose that it has been 
proved for all n ^ m  and let G be some graph with m +  1 vertices which satisfies 
the hypothesis. Since every vertex in a wheel has degree at least 3, it follows that 
the minimal degree d  of the vertices of G satisfies d ^ 2 .  The fact that G has at most 
2 (m + l)  —3 edges implies that 4.

Suppose d =  2. Let G' denote the graph obtained from G by removing some 
vertex x  o f degree 2. The only wheels x could belong to in G are those formed by 
adding a new edge joining x  to some other vertex. Hence, adding any new edge 
to G', a graph with m vertices and at most 2m — 3 edges, forms the same new wheels 
as are formed by adding the same new edge to G. By the induction hypothesis and 
(3. 1) we may assert that G’ has exactly 2 m — 3 edges and is one of the graphs Tm, 
Rm, or Q s .

We first assume that x is adjacent to two nonadjacent vertices p  and q, in which 
case every other vertex z o f G' must be adjacent to both p  and q. This is because 
the addition of the edge (x, z) to G forms at least one new wheel which of necessity 
contains the vertices p, q, x, and z. One o f these 4 vertices must be the center of 
this wheel; the fact that p is not joined to q eliminates all of these except z, which 
then, by definition, must be joined to both p  and q. It requires 2m— 4 edges for p 
and q to be adjacent to all the remaining vertices of G'. Hence, G' contains only 
one other edge, say (r, s). If m = 4 , then G' is simply the complete graph o f order 
4 with one edge missing and G =  Q5. If m S  5, there is another vertex w of degree 2. 
It is easily seen, in view of the hypothetical structure of G', that the addition of the 
new edge (w, x) to G would not form a new wheel, contrary to the hypothesis. We 
may therefore assert that if G ^ Q s ,  then the vertices p  and q to which x is joined 
to each other.

By checking the various possibilities it is not difficult to see that if G' — Qs , 
then it would be impossible for G to have the properties it is supposed to have. 
So we may now assume that G' =  Tm or R,„. By an argument similar to that given 
above it can be shown that each vertex z o f G' not joined to x is joined to at least 
one of the vertices p  or q.



ON EXTREMAL GRAPHS CONTAINING NO WHEELS 17

If G' =  Tm, suppose first that neither p  nor q is the vertex t in Tm. Now t is 
of degree m — 1, p is adjacent with q, and each of the remaining vertices is at least 
joined to one of p  or q. The number of edges G' must have to satisfy these require
ments alone is (m — 1) +  1 +  (m — 3) =  2m — 3. But this is the total number of edges 
contained in G', so each vertex zt p̂ , q, t is joined to precisely 2 vertices of the 
triangle (p, q, t). Therefore G is one of the graphs Tm + 1 or Rm + 1, according as to 
whether or not either of the vertices p  or q has degree m — 1 in G'. If G' =  Tm and 
x  is adjacent with t and one other vertex, then G =  Tm + l by definition.

' If G' = R m then X may be joined to two vertices of the triangle (a, b , c), in which 
case G =  Rm + 1, or a may be joined to one vertex, say a, of this triangle and to 
some vertex f ^ b , c ,  w h ere/is  joined to a. But this possibility cannot occur, because 
if g is some vertex of Rm other than a which is joined to both b and c (and such 
a vertex exists by definition of R,„) then the addition of the new edge (x, g) would 
not form a new wheel in G. The last possibility, when x  is joined neither to a nor 
to b and c, cannot occur.

It remains to consider the case d =  3. Let Gt denote the graph obtained from 
G by removing some vertex x of minimal degree 3. Let p, q and r be the three vertices 
to which x  is joined in G. Now Gj has m vertices and at most 2m —4 edges. Hence, 
using the induction hypothesis, there must exist a pair of nonadjacent vertices у  
and z such that the addition of the new edge (у , z) to Gj does not form a new wheel. 
But, in the original graph G the addition of {y, z) does form a new wheel which, 
of necessity, must involve x. Either x  or one of the three vertices joined to x is the 
center of this wheel and in either case it must be that two of the vertices joined to 
x, say p  and q, are not joined to each other while each is joined to the third vertex r. 
If we form the graph G2 by adding the edge (p, q) to Gx, it is not difficult to see 
that the addition of any new edge to G2 forms either the same new wheel as is formed 
by the addition of the same edge to G or a new wheel which differs from the corres
ponding wheel in G in that the arc (p, x, q) is replaced by (p , q). (Conceivably, a 
new wheel might be formed when (p, q) is added to Gj . This is the reason for not 
assuming at the outset that G has no wheels as was done in Theorem 1.)

By the induction hypothesis we may now assert that G2 =  Tm, R,„, or Qs . But 
G2 has at most one vertex of degree less than three, since r is the only vertex whose 
degree is smaller in G2 than in G. Hence, G2 Ф Tm or R„, since both of these graphs 
contain at least two vertices of degree less than three. Neither can G2 =  Q5, since 
the one vertex in Qs of degree less than three, corresponding to r, is joined to two 
nonadjacent vertices, contrary to the case in G2.

These contradictions show that the original graph G must contain at least 
one vertex of degree 2 and, with the earlier argument, shows that G =  Tm + 1, Rm+1, 
or Qs . This suffices to complete the proof of the theorem by induction.

The left hand side of inequality (1. 1) now follows immediately by virtue of 
(3. 1) and (3. 2).

In closing we remark that D irac and Erdős (unpublished) have obtained a 
result corresponding to Theorem 1 when the only wheels considered are those 
involving five vertices.
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A COMPARISON OF TWO INEQUALITIES 
FOR THE TRIANGLE

By
J. STEINIG (Zürich)

(Presented by L. Fejes Tóth)

1. Introduction. Let P  be an arbitrary point in a triangle T  or on its boundary, 
and let Ry, R2, R 3 be the distances from P  to the vertices o f T, while rt , r 2, r3 
denote the distances from P to the sides of T. A  well-known inequality of P. Erdős 
states that

^ i + ^ 2 + ^ 3  — 2(r1 + r 2 + r 3),

with equality only when T  is equilateral and P  its centroid. On the other hand, 
L. Fejes Tóth has given an elegant proof ([1] or [2]) o f the following inequality, 
due to M. Schreiber [3]: for any point P  in the plane o f triangle T,

Ry + R 2 +  R3 £  6r,

where r denotes the radius of the triangle’s inscribed circle. Equality occurs in the 
same case as above.

The purpose of this note is to discuss the following question: for a given point 
in T  or on its boundary, which is the sharpest of these two inequalities? To do 
this, we shall examine the locus of all points in T or on its boundary for which 
rx +  r 2  +  гз has a given constant value, which 
is a straight line. We shall then give a new 
proof of an interesting theorem concerning the 
direction of all such lines.

2. A construction. Let A y ,A 2, A 3 be the 
vertices of T, and let at be the side of T  oppo
site vertex A t. Further, we shall denotej T 
together with its boundary by T.

If T  is equilateral, I r t — 3r for all points 
of T. Let us therefore suppose first that

( 1) a y < a 2 ^ a 3 .

A. Timmermans has shown [4] how to con
struct a fine such that I r t is constant for all 
points of T  on the line:

Determine points D and E  on sides a3 and 
a2 respectively, so that DA2 = E A 3 =  ax (Fig. 1).
Now let P  be any point of T  on the line joining 
D  and E. Denoting by S  the area of quad-

2*
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rilateral DEA3A2, we have

2 5  =  r l -A2A3 + r 2-A3E +  r3-A2D,

or 2S =  a lXri , and therefore 2>; is constant for all points o f T  on line DE.
That this is also true for all points of Г  on a parallel to line DE is an immediate 

consequence o f the theorem which states that all triangles with the same base and 
the same altitude are equal in area. For let Q be a point o f T  on a parallel EG to 
DE. If A is the area of triangle QDE, we have:

2(5' +  A) =  a i Xri if FG is between DE  and A x

2 (5  — A) — if FG is between DE  and a1.

In either case, IV, is constant for all points o f T  on FG. At the same time, this shows 
that I r t increases as one nears vertex A x in a constant direction from any point 
o f T.

3. Three Theorems. The contents of the preceeding paragraph were already 
known many years ago, but the following interesting theorem seems to have escaped 
attention until recently [5]:

Theorem 1. The locus o f  all points in a triangle whose distances from the three 
sides have the same sum is a line perpendicular to the line joining the incenter and 
circumcenter o f  the triangle.

Timmermans’s construction permits us to formulate this theorem in another 
manner:

Theorem 2. The line joining the two points obtained by carrying a length equal 
to the shortest side of a triangle from the vertices limiting that side onto the two other 
sides in direction of the third vertex is perpendicular to the line which joins the triangle's 
incenter and circumcenter.

One sees without difficulty that this restriction to the triangle’s shortest side 
is unnecessary. Indeed, three different lines can be constructed by the above method, 
and it is readily shown, for instance by vectorial methods, that they are parallel. 
A  third, more general enunciation would accordingly be as follows:

Theorem 3. Carry a length equal to one of the sides of a triangle from the vertices 
limiting it onto the other two sides in direction o f  the third vertex. The line joining 
the two points thus obtained is perpendicular to the line which joins the triangle's 
incenter and circumcenter.

We shall prove this theorem in its third formulation, by showing that a line 
constructed by T immerman’s method is perpendicular to the line joinig the triangle’s 
incenter and circumcenter. The simplest proof seems to be by using vectorial 
methods.

4. Proof. We denote the incenter of triangle T by /, and its circumcenter by
O. Let A2A 3 = a ,  A 3A l = b , A 2A Í =T, OI =  ií, and DE =  v, and let the lengths of 
these vectors be a, b, с, и and v respectively. It is clear that ~u and tT are nullvectors 
if  and only if  T  is equilateral, a case which we have excluded (1). To show that
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these two vectors are orthogonal, it is therefore sufficient to show that their scalar 
product vanishes.

~ a ci
By Timmerman’s construction, we have v =  a + - r - b -----c. Further, it canb c

be shown that

and that

A?I =
ac

a +  b +  c

A 20  -  — a + b (a  + 'b) j  

2b • ?

where t is any (non-vanishing) vector orthogonal to if.
We thus have the following expression for 17 = 0 /  =  A20  — A2I:

-► 1 — b(a + b ) ^  ac (a  "cl
2 2b -~t a +  b +  c [a  c )

By forming the scalar product if  • 7. replacing o'by d  +  b, and bearing in mind 
that since if-T =  0 (for t is orthogonal to d),  we have b -7  =  c -7,  we obtain after 
some simplifications

(2) и ■ v a2 be2 +  ab2 c2 — a* b — ab4 — a3 b2 — a2 b3
2 bc(a + b +  c)

2{a2b + ab2) 
2 bc(a + b +  c) a -b .

But d  +  b =  7  and therefore 2a-b =  c2—a2—b2. introducing this value in (2), 
we find that If* tT =  0.

Therefore the vectors и and 7  are orthogonal, as was to be proved.

5. Some consequences. We have seen that the value of Ir t increases as one 
nears vertex Ал in a constant direction. From this we can deduce several interesting 
consequences.

5. 1. To the smallest side of T  is opposed the greatest altitude, and we can 
solve the following maximum problem:

In a given triangle T, locate a point P whose distances from the three sides have 
the greatest possible sum.

P is the vertex opposite the smallest side of T, and the greatest possible value 
of I>; is given by the triangle’s greatest altitude.

The solution of the corresponding minimum problem is given by the vertex 
opposite the triangle’s greatest side, and the least possible value of 2rt is determined 
by the triangle’s smallest altitude.

5. 2. If ht is the altitude of T from vertex A t, it is easily shown that 1А;^ 9г . 
Indeed, the inequality between the harmonic and arithmetic means, applied to
h i , h2 , h3 gives us

3(3)
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and since r~ =  — 'n any triangle, we have the desired inequality. EqualityHi 1
holds only when all three altitudes are equal, that is to say if T  is equilateral. (For 
other proofs, see [6] and [7], and [8] for a generalisation.)

Since T  is not equilateral (1), its greatest altitude must therefore be greater 
than 3r. Thus Xrt =  3r for all points o f T  on the line through /  and perpendicular 
to line OI, while > 3 r  for vertex A i , and we can apply paragraph 2 to conclude 
as follows:

6. Conclusion. In any non-equilateral triangle T, the line through the incenter 
I  and perpendicular to the line joining /  with the circumcenter О divides T and 
its boundary in two regions. For all points in that region which contains the vertex 
opposite the triangle’s smallest side, we have

R\ +  T?2 +  R 3 — 2(l'i +  f2 +  r3) £  6T.
In the second region,

R x +  R2 +  R3 ^ 6 r ^  2 (rj +  r2 + r 3), 

while on the dividing line,
+  T?2 T 7 ?3 S: 2 (/"j +  / '2 +  Г3 ) =  6 /'.

(Received 19 December 1963)

References

Ul L. F ejes  T ó t h , Inequalities Concerning Polygons and Polyhedra, Duke Math. J., 15 (1948), 
pp. 817-822.

И  L. F ejes  T ó t h , Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel, und im Raum (Springer Verlag, Berlin),
pp. 11-12.

[3] M. Schreiber, Aufgabe 196, Jber, dtsch. Math.-Ver., 45 (1935), p. 63.
[4] A. Timmermans, Pioblémes et théorémes sur les polygones et sur les polyédres, Annales de

mathématiques pures et appliquées, 18 (1827—28), pp. 217—232.
[5] E. J. F. P r im r o s e , A Triangle Property, note 2967, Math. Gaz., XLV (1961), pp. 231—232.
[6] F. Leuenberger, Einige Dreiecksungleichungen, Elem. Math. 13, (1958), pp. 121 — 126.
[7] J. Berkes, Bemerkung zur Arbeit von F. Leuenberger über einige Dreiecksungleichungen,

Elem. Math., 14 (1959), pp. 62 —64.
[8] F .  L e u e n b e r g e r , Extremaleigenschaften der Summe der wichtigsten Ecktransversalen des

«-dimensionalen Simplex, Elem. Math., 15 (1960), pp. 81—82.



ON SUBCOMMUTATIVE RINGS
By

J. D. REID1 (Syracuse, New York, USA) 
(Presented by L. R é d e i)

1. Introduction. In his book ([4], p. 232), L. F uchs lists the following problem 
o f  Szele and Szendrei: Is the endomorphism ring of an Abelian group commu
tative if every endomorphic image of the group is fully invariant? This question 
clearly has a negative answer if there exists a group G whose endomorphism ring 
A is non-commutative and has the property that for every pair a ,b (iA  there exists

A such that ab = ca  (thinking of endomorphisms as acting on the right). Recently, 
A. L. S. Corner [3] has shown that any reduced countable torsion free ring with 
identity is isomorphic to the endomorphism ring of some reduced countable torsion 
free group. Thus, to answer the question of Szele and Szendrei, it suffices to exhibit 
a reduced countable torsion free ring with identity in which the above mentioned 
equations are solvable. We do this in section 3.

In section 2 we give a representation theorem for rings A in which the equation
(1) ab =  ca
always has a solution c given a and b. Such rings have been considered previously 
and are called sub commutative rings by Barbilian and Bucur  (see [2]). We will 
use this name also. Our theorem discusses rings which have no proper nilpotent 
elements but says nothing about subcommutative nil rings. In section 4 we show 
that there exist non-commutative subcommutative nil rings as well as non-commuta
tive nil rings which are not subcommutative. These examples were pointed out to 
the author by D. B. Lissner, to whom the author is indebted as well for several 
discussions on the topic of this paper.

2. Subcommutative rings. Let A be a subcommutative ring. Defining prime 
ideal as in the commutative case, it is easy to show that the intersection of the prime 
ideals of A is precisely the set of nilpotent elements of A. Indeed a trivial modifi
cation of the proof of the corresponding fact for commutative rings accomplishes 
this. Hence, if N  is the ideal of nilpotent elements of A then the ring Ä =  A/N  is 
a subcommutative ring without nilpotent elements and our remarks show that, 
in such a ring A, the intersection of the prime ideals is zero. To state our theorem 
on such rings, we use the following:

D efinition. Let I be an index set and for each /£ / ,  let d,- be a division ring. 
Denote the complete direct sum of the d , by I * A t . For a 6 2 '*d i, define a' by

10 if űi =  0
(a)i =  i a f ‘ if a ^  0.

We call a subring A of T^d,- a stable subring if aA a'^A  for each o £ d .
1 Support for this research by the National Science Foundation (NSF Grant GP-1615) is 

gratefully acknowledged.
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We recall that Z*A; is the usual ring formed from the cartesian product o f  
the sets At with coordinate-wise operations.

Theorem. Any stable subring of a complete direct sum o f  division rings is sub- 
commutative and has no proper nilpotent elements. Every subcommutative ring without 
proper nilpotent elements is a subdirect sum o f  stable subrings of division rings.

Proof. The first statement follows immediately from the observation that, 
for a ,b£X *A  i, one has ab =  (aba')a. For the second statement, let A be a sub- 
commutative ring with no proper nilpotent elements and let ЗА be the collection 
of prime ideals of A. Then П { Р |Р € # }  =  0 so that A is a subdirect sum of the 
rings А/P, Pd3A. The rings AjP  have no divisors of zero and, being homomorphic 
images of A, they are subcommutative. The condition for subcommutativity (i. e. 
equation(l)) implies that any pair of non-zero elements of А/P  have a non-zero 
common left multiple so that, by a well known theorem of Ore, there exists a division 
ring AP containing AjP. Finally, for any pair a , bdAjP, a A- 0, the equation ab =  ca 
has a unique solution in AP, namely c =  aba^i . Subcommutativity of А/P  implies 
that this solution c must lie in А/P. Hence AIP is a stable subring of AP as required.

It is easy to see, and for subcommutative rings with identity it has been pointed 
out by Bucur [2], that any prime ideal in the sense of general ring theory (i. e. P 
is prime in A if aAbdLP implies a d P  or b d P )  of a subcommutative ring is prime 
in our more restricted sense (a b d P  implies a d P  or bdP ).  It follows from this and 
from the fact that the intersection of the prime ideals is the set of nilpotent elements 
in a subcommutative ring that the upper and lower nil radicals of such a ring coincide. 
Hence our theorem can be interpreted as the analogue for subcommutative rings 
of the structure theorem on rings whose lower nil radical is zero ([5], p. 196). We 
note also that semi-simple subcommutative rings are covered by the theorem since 
primitive ideals are prime ideals. In the case of a semi-simple subcommutative ring 
A one can obtain a slightly stronger result. In such a ring, the intersection of the 
modular maximal left ideals is zero, this being the radical. Since modular maximal 
left ideals are maximal left ideals and since in a subcommutative ring every left 
ideal is two-sided, one has a collection of maximal ideals with zero intersection. 
The quotient o f the ring by any one of these ideals is a division ring so that our 
ring is a subdirect sum of division rings. Moreover, we have here a dense subdirect 
sum and can now state the following analogue of a well known theorem on commu
tative rings ([5], p. 16):

Proposition. Any semi-simple subcommutative ring is a dense subdirect sum 
of division rings.

It may be o f some interest to point out that the theorem of section 2 yields 
a short proof o f a well known theorem on the commutativity of certain types o f  
rings. In addition to furnishing an application for our representation theorem the 
proof given here of the commutativity theorem requires less machinery than the 
usual proof (cf. [5, p. 217]).

Theorem (Jacobson). Let A be a ring in which for every x d A  there exists an 
integer n (x) >  1 such that x"(x> =  x. Then A is commutative.

Proof. A s in [5;p. 217] we observe that x"(x'>~1 is a central idempotent for 
each xdA  and that A has no proper nilpotent elements. Moreover, for x y d A ,
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xy =  xnix)y  =  (xyxn<x}~ 2) x so that A is subcommutative. Hence, by our representation 
theorem, to show that an arbitrary ring satisfying the hypotheses is commutative, 
it suffices to treat the case in which A is a stable subring of a division ring A. Viewing 
the equation x"(x) =  x  as an equation in A we conclude that 1 =  xMx)~1 so that 
х ~ 1= х п(х)~2 вА  when x AO, x £A. Thus A is itself a division ring and we may 
apply Kaplansky’s theorem on division rings ([5], p. 185) to conclude that A is 
commutative.

3. Subcommutative endomorphism rings. We now show that there exist non- 
commutative subcommutative rings with identity whose additive groups are torsion- 
free, finite rank and reduced. Let D be the division algebra of rational quaternions:
i. e. the algebra over the rational number field Q with basis 1, i ,j ,  к and multipli
cation table i2 = j 2= k 2 =  — 1, ij ——ji  =  k. For rational primes p, write Qp for 
the field of p-adic numbers and put Dp =  D<g)Qp. Then D p is a central simple 
algebra over Qp and it is known that there exists p  such that Dp is not a full matrix 
algebra over Qp (cf. [1], p. 149, Thm. 31). Since [Dp: QP\ =  [D\ g ] =  4 this implies 
for such p  that Dp is a division algebra over Qp. Thus ([1], Ch. IX) Dp contains a 
valuation ring Jp. It is easy to see that as additive groups, DpIJp is p-primary and 
Jp is torsion-free homogeneous whose type is that of the p-adic integers. Moreover, 
a )pa~l Q J p for all a £ D p, a AO.

Now put A =  D ^ J P. Then A is torsion-free and has an identity. Moreover, 
since DpIJp is a torsion group it is clear that D/A is a torsion group. It follows from 
this that A is non-commutative as a ring. The inclusions A Q D  and A ^ J p imply 
respectively that A has finite rank and that A is reduced as a group. Finally it is 
clear that aAa~1^ A  for all a£D ,  in particular for all a£A  so that A is stable in 
D, hence A is subcommutative. Applying Corner’s result to this example now settles 
the question of Szele and Szendrei.

4. Nil rings. To obtain non-commutative subcommutative nil rings, let F be 
a field a a non-trivial automorphism of F  and R the set of formal power series in 
one indeterminant x over F. With the usual addition and with multiplication defined 
by the relation xb =  a{b)x, b£F ,  together with the distributive law, it is well known

(cf. [5], p. 187) that R is an associative ring. For /*£R, put degr =  Ä: if r =  ^  ape',
i = k

akA 0. Then r is a unit if and only if d e g r = 0  so that the ideal V ={r|deg r> 0 }  
of non-units of R is the radical of R. Clearly V* =  {r|deg r =  k} for all 1 and 
if a£N ,  deg a =  k then aN =  Na =  Nk+1. Hence N is a subcommutative non- 
commutative radical ring. For k ^ 2 ,  N k is properly contained in V t_1 so N/Nk 
is nilpotent of index k. For k ^ 3 ,  N/Nk is a non-commutative subcommutative 
nilpotent ring of index k. The direct sum of the rings N/Nk, k ^  3 is a non-commu
tative subcommutative non-nilpotent nil ring.

On the other hand, let R„ be the ring of strictly triangular matrices over the 
field F; i. e.

Rn =  {(aij)£F n\a ij  =  0 for i = j }.

Then Rn is nilpotent of index n and if 3, R„ is not subcommutative. Indeed, 
representing R„ as a ring of linear transformations acting on the right of an «-dimen
sional vector space over F, the equation ab =  ca implies range (ab) Q range (a). 
For пШЗ however, it is easy to find a ,b ^ R n which fail to satisfy this condition;.
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e. g. a =  el2 , b —e23 (these are the usual matrix units). Finally, the direct sum of 
the Rn (or the infinite dimensional analogue of Rn) gives a non-nilpotent nil ring 
(radical ring) which is not subcommutative.
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SYRACUSE UNIVERSITY,
SYRACUSE, NEW YORK, USA
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ÜBER DIE APPROXIMATION 
IM STARKEN SINNE

Von
G. ALEXITS (Budapest), Mitglied der Akademie und L. LEINDLER (Szeged)

1. Einleitung

Bezeichne f (x ) eine nach 2n periodische Funktion, sn(x) die и-te Partialsumme 
Ihrer Fourierreihe, f ( x ) bzw. s„(x) die konjugierten Funktionen von f(x )  bzw. 5„(x). 
Bezeichne ferner hn(x) bzw. h„(x) die „starken Summen”

h„(x) =  -- 2  l /(* )-A (* ) l  bzw. h„(x) =  -* Z  l /(v )-5 v (x ) |.И V=1 n v=l

Neulich wurde die folgende Verschärfung eines klassischen Satzes von Bern
stein [3] bewiesen (A lexits und K rálik [2]): Ist f ( x )£  Lipa mit 0 < a <  1, so gelten 
die Beziehungen

(1) Ш  =  о Щ ,  k { x )  =  О ( ~ )

gleichmäßig. Die Approximation im starken Sinne ist also für die Funktionen der 
Masse Lip а (0 <  а <  1) bis auf Konstanten nicht schlechter als die beste trigono
metrische Approximation. Die Lipschitzklasse а =  1 nimmt jedoch eine Sonder
stellung ein, da für die Approximation der Funktion f(x) £ Lip 1 mit ihren Fejérschen

(
log—- — I behauptet werden kann, wohl 

aber gilt für alle Cesäroschen Mittel äßn(x) mit / ( > 0  die Beziehung

(2) f(x)-<7Í(x) =  О ( А)
gleichmäßig, und diese Approximation ist für die Klasse Lip 1 sogar charakteristisch 
(A lexits [1]).

Vergleicht man (1) und (2), so ist man geneigt zur fragen, ob nicht etwa auch 
hn(x) =  0 (n ~ l) für alle f(x)  € Lip 1 besteht? Wir wollen zeigen, daß indem nicht 
so ist, im Gegenteil, es gilt der

Satz I. Es gibt Funktionen f (x )  6 Lip 1, für welche in einzelnen Punkten

h„(x)~c log n 
n

mit  c > 0  gilt.
Das ist zugleich die schärfste untere Schranke (bis auf die Größe von c), da 

wir auch die folgende Behauptung recht einfach beweisen werden:
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Satz II. 1st f (x )  € Up 1, so gilt die Abschätzung 

gleichmäßig.
Verzichten wir auf die Beschränkheit fast überall der Ableitung/'(x) und ver

langen nur ihre Existenz fast überall und Integrierbarkeit, so können wir noch 
folgendes behaupten:

Satz III. Existiert f'(x) fast überall und ist sowohl / ' ( x )  wie auch / ' ( x )  integrier
bar, so gelten die Abschätzungen

(3) M .v ) =  o , ( t 2 i | ,  Ä,W  =  o , ( Z / )

fast überall.
Den Spezialfall /'(x )E L p mit p >  1 möchten wir eigens hervorheben. Dann 

sind nämlich sowohl / '(x )  wie auch / ' (x ) Lp-integrierbar (s. [5], I. S. 253), also sind 
die Voraussetzungen des Satzes III erfüllt. Die Bedingung /'(x ) £LP ist aber mit 
/(x )  £Lip (1, p) gleichbedeutend (s. [5], I. S. 180). Wir erhalten somit aus dem 
Satz III das folgende

K orollar. Ist f ix )  Lip ( I, /;) mit 1, so gelten die Beziehungen (3) fast  
überall.

2. Beweis des Satzes I

Wir definieren folgenderweise eine Funktion /(x ), welche dem Satz I genügt: 

(4 ) д л.) =  j ?  ( - 1)*+1 у  ( sin(5-2<:- / ) x  5ш(5-2* +  /)х

und zeigen zunächst, daß /(x )  zur Klasse Lip 1 gehört. Sei nämlich h eine beliebige 
positive Zahl und n die kleinste natürliche Zahl, für welche /?ё  2~" ist. Wir zerlegen 
in (4) die rechts stehende äußere Summe in die beiden Teile

2 = 2 + 2  = f l .n(x)+f2j x ) .
k =  1 k = 1 k  = n + l

Beachtet man, daß für die Funktionen
2 k

я к(х  ̂ =  2
1= 2k~■ + 1

sin (5-2k — / )x  sin(5-2Ä: +  /)x
/ /

=  -  2  2 (cos 5 • 2k x) -  —
1 = 2k~ 1+1 I

die Abschätzung max \Rk(x ) \= M  ( k =  1 ,2 , . . . )  gilt, so ergibt sich
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Was nun die Funktion / 1>п(х) anbetrifft, haben wir zu zeigen, daß |/i,n(X)| 
für alle x gilt. Wir zerlegen auch f [ ,n(x) in zwei Teile:

<5) / i . .W  =  f i i # 2  COS5-2** 2  ^
\ k = l  ^  l = 2 k l + 1 <

V  (— 1 )fc “ 1 - ~*+1 . ,  v  sin /x=  ^  - —~ — -5-2* + 1 sin 5-2*x 2 j — 1—
k=l 2 i = 2k- ‘ + l l

" Г_ iff 2k
+ Z  i k  2 cos 5-2*x

A = 1 2  l=2k~ 4
cos /x =  A(i \ x )  +  A^'lx).

D a / i ,n(x) eine gerade Funktion und | / i jn(0 ) |S l  ist, können wir uns auf das halb
offene Intervall 0 < x S f t  beschränken. Sei dann m die kleinste natürliche Zahl, 
für welche

(6) -  5 • 2"
X

ist, und bezeichne /x =  min(«, tri). Dann gilt

(7) \Af{x)\  == Z  1 cos5-2*x Z  cos Ix
k = i  Z

2kz
l = 2k ~ ‘ + l

+

+
" (—1)* 2kУ  —7—i-COSS^'X Z  cos Ix

* = Д 2*-1 1 = 2 k“ 1 + 1
— ^ 2 1  (x) +  ̂ 2 2  (x).

Wegen der monotonen Abnahme von cos x  ergibt sich nach (6), daß die Funktionen

C*(x) =
cos 5-2fcx 2 k

2k -
Z COS Ix

1 = 2l - 4 l

für к ^  /г — 1 positiv sind und eine monoton abnehmende Folge bilden. Dann ist

Ck+1 (X) —
cos 5-2fc+1x 2

2k

2 k + 1
Z cos Ix 'i

I = 2k+ 1

cos 5-2kx  
2k

( 3-2fc- 1 2k + 1 \

Z  c o s /x +  Z  cos/x
1= 2k + 1 I = 3 . 2 k - ‘ + l  )

cos 5-2fcx 2 k

2k -
z cos l x = C k{x).

l = 2k~ J+ 1

Daraus und aus A^i(x) = Z  ( -  l)kCk(x) folgt

A % (x ) S  1.(8)
Ist n ^ m ,  so ist
(9) A 2̂ 2 (X) =  |C „(x)|^ l.
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Ist aber n > m ,  so können wir A^lix) auf Grund von (6) und der bekannten Un
gleichung

2  cos Ix (0 <  x Ш n)

(s. z. B. [4], S. 99) folgenderweise abschätzen:
И -• i  4 1

(10) A%(X) ^  20 .2” 2  <  80.

Aus (7), (8), (9) und (10) ergibt sich somit

(11) M f(* ) |< 8 1 .

Jetzt wollen wir die Funktion A ^ \x )  abschätzen:

( 12) \A(?(x)\ sin Ixii-1 2k
(—l)*-1 lOsin 5-2l x  2

k= 1 1 = 2k~1+ 1 l

+
2k\ ' . . . . X' sin Ix

^  l)*"1 lOsin б ^ х  2 j — }—
* =  /i 1 = 2k ~ ‘ + l  l

Die Funktionen
2 k

4 (x ) =  sin5.2‘x 2
l = 2k~ » + 1

Ai 1 (x) +  А 12  (x).

+

(")

sin Ix

sind für к Ш ß  — 1 positiv und bilden eine monoton zunehmende Folge. Daraus 
folgt die Ungleichung

(13) A(il  (X) 2  ( - 1)* -ч о /* (х ) =5 10.
k =  1

Übergehen wir nun zur Abschätzung von ЛЩх). Ist пШт, d. h. ц = п ,  so besteht 

(14) A["Ux) =  10|/„(x)|==10.

Im Falle n > m  benutzen wir die bekannte Ungleichung

-y  sin/x ^  4 
/=P l ~  p x

(s. z. B. [4], S. 99) und die Ungleichung (6). Dann ergibt sich
n . n 4

(15) ATI (x) *  2  10 ofc—r :  ^  200.2™ 2 ’ x ^ r -  800.

Nach (12), (13), (14) und (15) ist alsdann

(16) |4 $°(x )|s810 .
Aus (5), (11) und (16) folgt endlich

l/í,n(x)| <  302
für jeden Punkt x , womit /(x )£ L ip  1 bewiesen ist.
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Wir zeigen nun, daß für die unter (4) definierte Funktion f{x)  die Beziehung

hn(0 ) ^ 2 “ 5- - ” gilt. Setzen wir in der Tat 4-2рё и < 4 - 2 р+1. Dann ist 
n

p -  1 4 -2r + 11 n p - 1 4 2 r+1

hn{0) =  -  Z  1/(0) —5v(0)| 2  2  1/(0) —5v(0)1 Ié
n V = 1  n  r =  1  v = 4.2r + 1

1 p — 1 6-2r — 1 1 p 1

s - Z  2  i / ( o ) —i v(o)i =  -  2  ir-
n  r = i  v = 5 .2 r + 2 ' J

Jetzt schätzen wir /, ab:

............... ( ~ l )r+1
6 2 r — 1 

л= Zv = 11 -2— 1 2 4
l = v - 1 0 - 2 — ‘ + 1  ‘

I 2" 2- , . 3.2-2 2- ,
i  2  2 t * *  2  2 j «
£ k = 2 r ~ 1 +1 / = * /  ^  k = 2r ~ 1+ l  l = k /

2  2
l + l  1 = 3 .2 — 2 /  2  2

Daraus folgt
t = 2

1 1
16

=  " “ 2И rt 2  16 16«

Für и а  220 ist /> — 2 > log и, also Л„(0) ^  2~5 И wie behauptet. 2 и
Damit haben wir den Satz I vollständig bewiesen.

3. Beweis der Sätze 2 und 3

Zum Beweis des Satzes II benötigen wir den folgenden elementaren 

H ilfssatz. Bezeichne s„ die n-te Partialsumme der Reihe 2 uk■ Ist K  —
k = 1

1 и °° U
=  — Z  Kl =  0(1) und konvergiert die Reihe 2  r> so gilt Beziehung 

" k = 1 кn  k = 1

wobei R.,

2  Rv =  о  (log и),

у  H* 
*=TÍi *

bedeutet.

Durch wiederholte Abelsche Umformung ergibt sich nämlich

Z f
fc = v + l

Kl +  К

s Z 2 К

2=T+i k (k +  1) v + 1

| К  К
= v + i  (fc+l)(fc +  2) v + 1  v + 1
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und daraus

2 4V=1 2 oV = 1 + 2v= 1
Kl

V+ 1 О (log n) +
П — 1
2 К kJ

v + 1 + n + 1

=  О (log n) +  О (log n) + 0 ( 1 )  =  О (log и).

Um den Satz II zu beweisen, bemerken wir, daß aus / (x )€  Lip 1 bekanntlich 
die gleichmäßige Konvergenz der Reihe I (b k cos kx — ak sin kx) gegen die konjugierte 
Funktion f(x )  folgt, daher ist

h„ (x) =  — 2  2  (bk cos kx  — ak sin kx) j.
У1 v = 1 k = v+ 1

Setzen wir also in unserem Flilfssatz uk =  k(bk cos kx — ak sin kx), so haben wir 
nur noch das gleichmäßige Bestehen von

(17) - 2  K M ! =  0(1)n * = i
zu zeigen. Aus dem üblichen Beweis der starken Summierbarkeit der Fourierreihe 
(s. z. B. [5], II. S. 182) ergibt sich aber leicht, daß die starken Summen der Fourier
reihe einer fast überall beschränkten Funktion gleichmäßig beschränkt bleiben. 
Wegen /(x )€  Lip 1 ist die Funktion f i x )  beschränkt, wegen

-  2 KM! = 2 к м —/ ' M i 2 i/ ' min “ l n —i n “ i

besteht also die Abschätzung (17) tatsächlich gleichmäßig, w. z. b. w.
Der Beweis des Satzes III verläuft ähnlich. Der einzige Unterschied ist nur, 

daß (17) nicht gleichmäßig, sondern nach dem bekannten Satz von M arcinkiewicz 
über die starke Summation der Fourierreihe einer integrierbaren Funktion (s. [5],
II. S. 184) für fast alle x besteht. Die Anwendung unseres Hilfssatzes ergibt alsdann

К  M = ox fast überall, und dieselbe Abschätzung erhalten wir ähnlicher-

weise auch für hn{x).

(Eingegangen am 20. Februar 1964.)
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QUASI-ISOMORPHISM OF DIRECT SUMS 
OF CYCLIC GROUPS*

By
R. A. BEAUMONT (Seattle, Washington, USA) and R. S. PIERCE (Seattle, Washington, USA)

(Presented by L. Rédei)

All groups considered in this note are abelian p-groups for a fixed prime p. 
In [1; Theorem 1. 3], it was shown that if G and H  are quasi-isomorphic p-groups 
(GétH),  then G and H  satisfy the following two conditions:
(I) There exists an integer к 0 such that for all integers n izO and r=s()

r 2 k  + r

2 f c , ( "  +  k + j )  S  2  f H(n -by),
7 = 0 7 = 0

r 2 k  + r

ZfH  («+ k +Л = 2  fo(n +Л ;
j=о j = 0

(II) / G(a) =  fu  (a) for all ce^co.

For any ordinal number <x,fG(a) is the a-th Ulm invariant o f G.
Conversely, it was shown that if G and H  are countable groups which satisfy 

(I) and (II), then GÚH.  Clearly, for countable groups without elements of infinite 
height, (I) is a necessary and sufficient condition for quasi-isomorphism. As a 
corollary of [1; Theorem 1. 3] we have that if G and H  are countable, then G fis H  
if and only if G and H  have quasi-isomorphic basic subgroups and G1 s= H 1 (G1 
and H1 are the subgroups of elements of infinite height in G and H  respectively). 
In this note, we use [1; Theorem 1. 3] to prove the following theorem.

T heorem. Let G and H  be abelian p-groups which are direct sums of cyclic groups. 
Then G é íH  i f  and only i f  G and H  satisfy condition (I).

This result has the immediate corollary
Corollary. Let G and H  be abelian p-groups. Let B°  and B" be basic sub

groups of G and H  respectively. If GÜH,  then BG A BH.

Proof. It is sufficient to remark that for n<co, f a(ri) = f Ba(n), f H(n) = f BH(n), 
and B°  and B" are direct sums of cyclic groups.

To prove the Theorem, we are required to show only that (I) implies Gát H. 
The converse follows from [1; Theorem 1. 3]. Therefore, in the remainder of this 
note we assume that G and H  are direct sums of cyclic groups which satisfy (I). 
Write

G =  B° ®B2 © . . . ® i j © . . . ,

H  =  B i ® B 2 ® . . . ® B f  © . . . ,
* This work was supported by National Science Foundation Research Grant No. GP. 809.
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where В f  and I f i  are direct sums of cyclic groups of order p '  for j = \ .  Let 
{ao,0t1,a 2, . . . ,а г, ...} be the set of all cardinal numbers which satisfy

(i) « 0 = ^ 0 .

(ii) о f°r 0,
(iii) for i'S  1, vii=\B(j.\ or а,- =  l-Sŷ l for some у,-,

(iv) if then \B?\ = a fe[ for some /с,- and

if then ]Дн|= а /, for some /,-.

Lemma 1. Let G0 and H 0 be direct sums of cyclic groups such that

\ fof i )  >f / б ( " ) < « 0
/ с  o(«) = «о ' / / ( iW ^ ü c

. _  |/д (« )  i f  /я (л )< К 0 
/Но(,°  “  I So f  /я (и) Ко-

For / íí l, /et G, and //, be direct sums of cyclic groups such that

0 if / G («)<«;
,«i if  / G(« )S  a„ 

fn  («)<«<•

/ g,(«) =

/яД «) =
jO i f f
I«; i.f„fn (n) — a; •

Then G =  2  ®  Gi and H ~  f i f  ©  Д  •

Proof. If /<Ди) is finite, then f Go(n) = f (,(n) and / с,(и) =  0 for f ^ l .  Therefore, 
,/g(«) =  . Z / g»  =fc<DG<{n). If /с (н )^ К о , then / с(я) =  |Д°+11 = a m for some m=s0.

г sr 0
Moreover. Lmc.in) =  fifr.in) =  Z  г,a,-, where е(а( =  а; if a;^ a m and 8гаг =  0 i f

î O * i ̂  0
a ;> a m. Hence /i®Gi(») =  a*=/G (n) in this case also. Thus,

<7= G O 0 G J 0 ...0 G ,-©  ...,

since /е(и)=/г®С|(п) for all я ёО , and both G and ^ ® G ; are direct sums o f
iso

cyclic groups. The proof that / /  г Z  0  //, is the same.
ISO

Lemma 2. Let G0 and H 0 be defined as in Lemma 1. Then G0seH0.

Proof. G0 and f / 0 are countable direct sums of cyclic groups. Moreover, since 
G and H satisfy (I), it follows from the definition of G0 and L/0 that G0 and L/0 
satisfy (I). Hence by [1; Theorem 1.3], G0es# 0 .

Lemma 3. For /> 0 , let G, and I f  be defined as in Lemma 1. I f  f G ifi) — fo r  
n e=k, then there exists an m such that n —k ^ m ^ n + k  and f H.(m) =  a;. I f  fn,ifi) =  a£ 
fo r  n L, t/геи there exists an m' such that n — k ^ m ' ^ n  +  k a n d f Gfm') =  ai .
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Proof. Suppose that / 0.(л) =  а; for n ^ k .  By the definition of G;, / G( /j )g at.
By (I),

/с(и) =  fiiin - k )  +  ... + f H(n +  k).

Hence, / н(лг) S a ( for some m, where n — k ^ m ^ n  +  k. By the definition of H t, 
f H,(m) =  ai. The second statement follows symmetrically.

Lemma 4. Assume that a is an infinite cardinal. Let L and M be direct sums of  
cyclic groups with the properties

(i) for all лёО , fL(n) —0 or f L(ri) =  a, and for all n' S  0, / м(л') =  0 or f M(n') =  a ;
(ii) i f  л ё  к is such that f L(n) - a, then there exists m satisfying n — k S m ^ n  +  k 

such that f M(m)=tx and
if n '^ k  is such that f M{n) =  a, then there exists in' satisfying n — k ^ m '  S  
^  я' +  к such that ffim') =  a.

Then there exists a group К  which is a direct sum of cyclic groups containing subgroups 
L' and M ' with the properties

I s l ' ,  M  =  M’, p 2k+1 K Q L ' and p 2k + l K Q M ’.

P roof. Let К  be a direct sum of cyclic groups satisfying

Л (и) =

0 for 0 S n < 2 k  
a for n =  2k

J l (л — к) + f M (n —к) for л -- 2k.

We will show that К  contains a subgroup L' =  L such that p 2k+i K Q L '.  The result 
for M  is obtained similarly. Let 2k =  n0 < n x < л 2 - c ... be all integers л, such that 
/*(«;) =<*• For гёО, let

S, =  {m\ni — 2 k ^ m ^ n i, f L(m)9i 0}.

It follows from the definition of К  and from (ii) that is not empty for 0. For 
a fixed i^O, let S i =  {ml ,m 2, ■■■, mr), where я ; —2&Sm1< » i2 < . . .< r a l.^H i. 
Define Kfj for 1 = j  =  r to be a direct sum of a copies of Z(p"‘ + 1). Let

r r

Ki =  L'ij =  pn‘- m>K,j, L'i =  Z ®  L 'u-
j = i  j = 1

If S0 is empty, we define £0 =  0. By the definition of K i ,fK.(n) =  0 if л^Я;, and
r

/ к.(л;) =  а. Since L[ =  Z  0  LI, , it follows that f L (m )=  0 if St and fu(ni) =  a
7=1 1 ‘

if m d S i .  Moreover, p 2k+1K iQ L í  for all г ё 0. Note that Z ® ^ i  Fas the same
i > 0

Ulm invariants as K, so that Z  © Ki — K. Under this isomorphism,
i> о

Z  ©  Li = L 'Q K .
i > 0

3*
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Since 2 ®  Li  has the same Ulm invariants as L,
> >o

L ' ^ 2 ® L ' i = L .
i> 0

Finally, we have p 2k+1( 2  ©  ^ i )  =  2  © , so that p 2k+í K Q L ' .
i > 0 i > 0

Proof of the T heorem. For г > 0 ,  the groups Gt and H t, defined in Lemma 1, 
satisfy (i) of Lemma 4 for the infinite cardinal аг. By Lemma 3, these groups also 
satisfy (ii) of Lemma 4. Therefore, by Lemma 4, there exists a group K t for each
1 >  0 such that K { contains subgroups G[ , Hí  satisfying

G i ^ G i ,  H [ = H i ,  p 2 k +1  K j Q G í , p 2 k + l K i ^ H i .

Let K =  2  0  К , . Then К  contains subgroups 2  © Gi and 2  © H i  such that
i > 0  i > 0  i >  0

2 ® g í = 2 ® G ‘> 2 ® H [ ^ 2 ® H i ,
i>  0  i >  0  i >  0 i>  0

p 2k+iK Q 2 ® G ' i ,  p 2k+1K ^ 2 ® H l .
i>  0  i >  0

Flence 2  ® Gp^iKi i  2  ® Ht . Since G0 э=H 0 by Lemma 2, it follows that
i > 0  i > 0

2  ® G t ss 2 ®  Hi- Finally, by Lemma 1, G ^  2  ©G; and 2  ®  H t. Hence
i s o  i s  о i s  о i s o
G é H .
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ÜBER DIE VOLLIDEALE 
UND PER MUTATIONSPOLYNOME 

EINES GALOISFELDES
Von

W. NÖBAUER (Wien) 
( Vorgelegt von L. Rédei)

1. Unter einem Permutationspolynom des kommutativen Ringes mit Eins
element r versteht man ein Polynom /(x )€ r[x ], für welches die durch na. = /(a )  
(a durchläuft r) definierte eindeutige Abbildung n von r in sich eine Permutation 
von r ist. Die Arbeit [1] beschäftigt sich mit Permutationspolynomen eines Galois- 
feldes C| =  GF(q) und studiert unter anderem die Frage nach Permutationspolynomen 
von q, die auch Permutationspolynom eines Erweiterungs-Galoisfeldes von q sind. 
Auch wir wollen hier einen Beitrag zu diesem Problem geben; es wird sich dabei 
als zweckmäßig erweisen, auch solche Polynome über q zu betrachten, welche eine 
Permutation der Vereinigung то endlich vieler Erweiterungs-Galoisfelder von q 
bewirken. Bei der Untersuchung derartiger Polynome spielen jene Polynome aus 
q[x] =  Q eine Rolle, welche für alle Elemente von то verschwinden. Alle diese Poly
nome bilden ein Ideal von Q, das mit f ix )  bei beliebigem и(x) <E Q stets auch f (u (x )) 
enthält, also ein Vollideal von Q (vgl. [3]). Wir geben deshalb zu Beginn unserer 
Arbeit in Erweiterung eines Satzes von M ilgram [2] ein System von Vollidealen 
von Q an, in dem jedes dieser Vollideale genau einmal vorkommt.

2. Wie bisher sei q das Galoisfeld von der Ordnung q und der Charakteristik 
p, und q[x] =  O. Wie bereits erwähnt, bezeichnen wir ein Ideal A von Q als Vollideal, 
wenn aus f ix )  £ A folgt f(u(x)) £ A für beliebiges u)x) £ Q. Das Einheitsideal und 
das Nullideal sind Vollideale (wir bezeichnen sie als die „trivialen Vollideale”); 
es ist leicht einzusehen (vgl. etwa [3]), daß mit A und В auch die Summe (А, В), 
der Durchschnitt A f)B  und das Produkt AB  Vollideale sind. Wir wollen alle Voll
ideale von Q in eindeutiger Darstellung angeben; diese Aufgabe wird gelöst durch 
folgenden:1

Satz 1. Man erhält sämtliche nichttrivialen Vollideale von Q, aber keine weiteren 
Ideale, wenn man alle Ideale

(1) V =  (х4*' -  x)a1 П (x«e2 -  х)аг П ... П (x«er -  x)a-

bildet mit /->0, ex > e 2 > . . .  > e r > 0 , av=-0 für  v =  l ,  2, . . . , r  und a ^ ü i f ü r  eje,-. 
Dabei sind r, die Folge der ev und die Folge der av durch V eindeutig bestimmt.

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß jedes nichttriviale Vollideal V sich in der 
Gestalt (1) darstellen läßt. Da Q Hauptidealring ist, haben wir V =  (f(x)) mit einem 
normierten, nichtkonstanten f ( x ) 6 Q■ Es sei Q der algebraische Abschluß von q 
und fi Nullstelle von f ix );  für beliebiges g(x)G ß haben wir f(g(x))(LV, also

1 Wie üblich schreiben wir a\b, wenn a Teiler von b, und a\\b, wenn a b und а b.
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/(& (ai) )= 0 , mit ax sind also alle Elemente des Erweiterungskörpers í ) ^ )  von q 
Nullstellen von fix).  Es sei etwa оех eine aY -fache Nullstelle von f ix )  und das davon 
verschiedene a2 £ (\(0ii) eine ai  -fache Nullstelle von f(x), dann gilt in ß[x]

(2) f{x )  =  (x -  а  -  а 2)"2 (*  ~  «з)аз • • • ( * -  ocs)°«

mit s=- 1, oCi^Xj für iVy und av > 0  für v =  1, 2, s. Wir wählen h(x)£Q  so, daß 
/г(аi ) —a2 =  0 und h ' ( a dies ist möglich, wir brauchen ja nur g(x) mit oc2 =  
^gicij)  zu nehmen und zu setzen

. . .  \g (x )  falls * 4 a i ) * 0
h\X) — 1lg (x ) +  (x9‘ — x) falls g '(ai) =  0 und t der Grad von ax über q ist. 

Dann haben wir in ß[x]:

(3) f ( h (x)) =  (hix) -  a2y  (h(x) -  a2)^ (hix) -  a3)e’ ■■■(h(x) -  as)a*

wegen /г(а,) =  а2 und h'ixf  0 kommt (x —ax) in der Primfaktorzerlegung von 
f i f i x )) genau а2 -та.] vor, wegen /(х)|/(7г(x)) gilt also a2 — a i- Ist also а;£ ß  in 
(2) vom Grad e; über q, dann gilt, da q(oe;) dann Galoisfeld der Ordnung qe‘ ist, 
jedenfalls (х‘‘е‘ — x)"j/(x), also haben wir

(4) i f (x ) )  g  П (x ^ '- x ) “'.
i  =  1

Würde in (4) nicht das Gleichheitszeichen gelten, so hätten wir, wenn wir das nor
mierte kleinste gemeinsame Vielfache der Polynome (x?e‘— x)ai mit r(x) bezeichnen:

(5) f ix )  = g(x)r(x)

mit einem nichtkonstanten g (x ) € ß ;  g(x) hätte also mindestens eine Nullstelle 
a in ß, diese müßte eines der ctj von (2) sein und wir hätten (x — а7)в̂ +1|/(х ) im 
Widerspruch zu (2).

Wir denken uns nun in (4) die Ideale auf der rechten Seite nach absteigenden 
ev geordnet; die Glieder mit gleichem ev ordnen wir jeweils nach absteigenden av 
an, wir können dann von ihnen sofort alle bis auf das erste streichen. Wir erhalten 
so eine Darstellung für V von der Gestalt (1) mit 0, et > e 2 > . . .  > e , > 0  und 
urv> 0 für v =  l ,  2, ..., r; falls in dieser Darstellung gilt е |̂|ег und a j ^ a h so haben 
wir ixqCj —x)aJ|(x«ei—x)fli und können das ixqej — x)“j streichen, wir kommen dadurch 
also tatsächlich zu einer Darstellung für V von der in Satz 1 angegebenen Gestalt.

Weiter sind die Ideale (1) alle vom Null- und Einheitsideal verschieden; daß 
sie sämtlich Vollideale sind, ergibt sich daraus, daß ixqe" — x) die Menge der für 
alle Elemente von GFiqe'j verschwindenden Polynome von Q und daher wie leicht 
zu erkennen Vollideal von Q ist, sowie aus der schon früher erwähnten Abgeschlossen
heit der Menge der Vollideale gegenüber der Produkt- und Durchschnittsbildung 
von Idealen. Schließlich seien zwei Darstellungen eines nichttrivialen Vollideales 
V  in der Gestalt (1) gegeben, es gelte also mit normiertem /(x )

r s

V =  П ixqCv- x)°v =  n  (x«/v- x ) ft» =  (fix))
V = 1  V = 1

(6)
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mit 0 < r S s  und den übrigen in Satz 1 angegebenen Bedingungen für die ev bzw.
und av bzw. bv. Es ist dann ex sowie J\ der größte unter den Graden der Null

stellen von /(x )  über q, also gilt e t = / , , und a{ sowie b v ist die Vielfachheit dieser 
Nullstellen größten Grades, also gilt a l = b l . Sei schon gezeigt, daß gilt ev= / v 
und av= b v für v S t  und sei

1 t

П (x“"" — x)“v — n (xi,/v — x)bv =  (g(x)) mit normiertem g (x );
v = l  v = l

wir haben dann g(x)|/(x ); sei f(x) =g(x)h(x),  dann ist et + t b zw ./(+1 der größte 
unter den Graden über q der Nullstellen von h(x), also gilt et+i = f + l , und es ist 
Z7I+1— max av bzw. bl + l — max bv die Vielfachheit dieser Nullstellen größ-

v S ( ,c t + i|e „  v s t , / , + i |/v
ten Grades, also gilt at+l =  $ ,+ 1; für t =  r ergibt sich bei obiger Schlußweise h{x) =  l, 
daher gilt auch s —r, womit auch die Eindeutigkeitsaussage von Satz l bewiesen ist.

3. Wir bezeichnen ein nichttriviales Vollideal V =  (f(x )) von Q als Restpoly
nomideal, wenn in der Darstellung (l) von V gilt av =  1 für v =  l ,2 ,  ..., r. Es ist 
also V genau dann Restpolynomideal, wenn /(x ) keine mehrfachen Nullstellen hat; 
da jedes nichttriviale Vollideal im Ideal (x  ̂— x) enthalten ist und daher Summe 
und Durchschnitt zweier nichttrivialer Vollideale wieder nichttriviale Vollideale 
sind, sind also Summe und Durchschnitt zweier Restpolynomideale wieder ein 
Restpolynomideal (natürlich ist das Produkt zweier Restpolynomideale nicht immer 
ein solches). Die Restpolynomideale von Q bilden also einen Teilverband 2$ im 
Idealverband von Q. Mit bV  bezeichnen wir die Nullstellenmannigfaltigkeit in 
Q des Restpolynomideales V. Aus

(7) V =  (x"c' - x)f l  (x‘ie2 — x) П ... П (x*er- x) 

mit 0 und beliebigen ev> 0  folgt sogleich

(8) =  GF{qe') U GF(<7 Д  U ... U GF(c/^)

wenn U die mengentheoretische Vereinigung in der Potenzmenge von Q bezeichnet; 
daraus folgt sogleich, daß die Bildmenge $33 von 33 die aus allen Vereinigungsmengen 
endlich vieler endlicher Zwischenkörper von fl|q bestehende Teilmenge der Potenz
menge von Q ist; denkt man sich die Ideale von V als Hauptideale geschrieben, 
dann erkennt man sogleich, daß $ umkehrbar eindeutig ist und daß gilt $ (F t n  v 2) =  
=  ßV l U'ßV2 sowie $ (E ,,  V2) = $ ( / ,П $ К 2. Wir können damit also, wenn wir 
die verbandstheoretische Terminologie von [4] verwenden, folgenden Satz aus
sprechen :

Satz 2. Die Restpolynomideale von Q bilden gegenüber der Bildung von Summe 
und Durchschnitt einen Verband 33. Ordnet man jedem Restpolynomideal seine Null
stellenmannigfaltigkeit im algebraischen Abschluß Q von q zu, so erhält man einen 
dualen Isomorphismus $  in den Teilmengenverband (Q ) von fl; $33 ist der von allen 
endlichen Zwischenkörpern von fi|q erzeugte Teilverband von 3>(fl )•

4. Wir setzen nun $33 =  38 und bezeichnen mit t] die inverse Abbildung zu $. 
Für ju £38 ist also qm das Restpolynomideal der für alle Elemente von w verschwin
denden Polynome aus Q. Unter einem Permutationspolynom von tu verstehen
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wir ein Polynom f (x ) £ Q, für welches die durch

(9) л а= /(а ) (а durchläuft in)

erklärte Abbildung л von ro in sich eine Permutation von in ist; wegen der Endlich
keit von ro ist also f (x ) genau dann Permutationspolynom, wenn л umkehrbar 
eindeutig, aber auch genau dann Permutationspolynom, wenn л eine Abbildung 
auf ш ist.

Entsprechen den beiden Polynomen f ß x ) , f 2{x) aus Q die Abbildungen л1, л2 
von ш in sich, dann entspricht dem Polynom f \ (f 2(x)) ersichtlich die Abbildung 
л 1 л2; daraus folgt sogleich, daß m itf x(x) und f 2(x) auch f l(f2(x)) ein Permutations
polynom von ro ist; da das Polynom x Permutationspolynom von ГО ist, bilden 
also die Permutationspolynome von ro eine Teilhalbgruppe f)(ro) der aus den 
Elementen von Q mit der Operation der Polynomsubstitution als Verknüpfung 
bestehenden Elalbgruppe, wobei l) (ro) das Einselement dieser Halbgruppe ent
hält; ordnet man jedem Polynom /(x )  £ 1)(ro) die durch (9) erklärte Abbildung л 
zu, so erhält man einen Homomorphismus т von ()(ro) in die symmetrische 
Gruppe ©„ von ro.

Wir beweisen nun

Satz 3. Ist /(x)€i)(ro), dann gibt es g (x )f  Q, so daß gilt f (g (x ) )  =  g(f(x)) =  
=  x  mod >/ro. Gibt es umgekehrt zu f (x )£ Q  ein g (x) f  Q mit f (g (x ) )  = x  mod //in 
oder ein h(x) € О mit h(f(x)) =  x  mod //ro, dann gilt f(x) £ l)(ro).

Beweis. Sei f(x )  £ f)(ro) und т/(х) =  7г(7г £ S,„). Wegen der Endlichkeit von 
gilt л" — 8 (Einheitspermutation) für geeignetes n >  0. bezeichnen wir das durch 

(n — l)-fache Iteration von /(x )  gebildete Polynom von Q mit g(x ), so haben wir 
also xf(g(x)) =  xg(f(x)) =  n" =  e, also gehören f(g (x ))  — x und g{f(x j)  — x  zu i/ro. 
Umgekehrt folgt aus f(g(x)) =  x  mod r\xo, daß t/ ( x)  Tg(x) =  i: und aus g(f(x)) =  
s x  mod ipu, daß xg(x)xf(x) =e ,  also in beiden Fällen xf(x)£ 0„ ,, also f ( x ) СE)(w)-

5. Wir setzen nun xro=i)(ro) für jedes ro € 2ß und wollen die Abbildung 
etwas näher untersuchen.

Zunächst gilt: Aus u h £ to2 folgt 1)(löj)^E)(ni2)- Denn ist /(x)£l)(ro2), dann 
ist die Abbildung а ^ /(а )  umkehrbar eindeutig auf ro2, daher auch umkehrbar 
eindeutig auf ш, ,  daher gilt f (x )  £ i)(ro,). Insbesondere gilt also f)(ro)£l)(q) für 
jedes ro£äß.

Nach dem soeben festgestellten haben wir also l)(ro1Uro2) ^  f)(ro,)П l)(ro2)- 
lst umgekehrt / (x )  £l)(ro,) П l)(ro2), dann gibt es nach Satz 3 Polynome g(x), h(x) 
in Q, so daß gilt g{f(x))  =  f (g (x ))  = x  mod //ro, bzw. /(A(x)) =  x  mod t]m2; setzen 
wir (//го,, i?ro2) =  V, so haben wir also /(g (x ))= /(/í(x ))m o d  K, woraus sogleich 
g (/(& (*))) = g ( /(^ (-*))) m°d V folgt; da aber g ( /(x ) )= x m o d  V und V ein Voll
ideal ist, erhalten wir g (f (g (x )) )  = g (x )  mod V und g (/(A (x )))5 /i(x )m od  K, 
also haben wir g(x) =  h{x) mod V. Ist =  (m,(x)), i/ro2 =(m 2(x)) und V =  [d(x))7 
so ist d(x) ein größter gemeinsamer Teiler von mx{x), m 2(x) und es sind die Polynome
YYl /77

teilerfremd; es gibt deshalb ein /(x), so daß gilt

и ,  (x)
W )

/ ( X )
h (x ) -g (x )  

' d(x)
mod

I d(x) )
( 10)
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daraus folgt m l(x)l(x) +  g(x) =  h(x) mod (m2(x)), und für u(x) =  g(x) +  m i(x)l(x) 
gilt u(x) =  g(x) mod (m fx)),  u(x)=h(x)  mod (m2(x)). Wir haben also f(u (x))  =  
= f (g {x ))  =  x  mod iju>i, f(u(x)) = f (h (x )) =  x  mod qm2, also / (и (х ) )= х
mod (tivot П i/m2), also /( i /(x ))= x m o d  ij(ra1Uro2), wegen Satz 3 daher 
f ix )  € fl (ш i Uitb). Somit gilt ()(!»! Uit)2) =

Wir haben auch ti(tuj П tu2) =3 (f)(tt)i), ij(tt>2)), wenn (^(tüj), ^(to2)) die von 
1) (tt)j) und 1) (ш2) erzeugte Teilhalbgruppe von f)(q) bezeichnet. Daß in dieser 
Beziehung aber nicht immer das Gleichheitszeichen gilt, lehrt folgendes Beispiel:

Wir setzen q=GE(7), tDj =  GF(72), ln2 =  G.F(73), so daß also tt>i n m 2 =  q. 
Für fix) =  x4 +  3.Y gilt (vgl. [1], S.I99):

f i x )€I)(c|), /(x)ft)(m,), f{x) i  1)(it)2).
Wäre /(x) 6(í)(tt)!), l)(tn2)),' so würde man f (x) erhalten durch Komposition von 
endlich vielen Polynomen aus f)(tüj) und f)(tt>2); die in diesem Kompositum 
Mi(m2(m3(...)))  auftretenden Polynome sind nicht konstant und von höchstens 
viertem Grad; da der Grad eines Permutationspolynomes von GF(r) kein von 1 
verschiedener Teiler von r —1 sein kann (vgl. [1], S. 196), wären alle darin auf
tretenden Polynome von f) (tü1) linear und daher auch in l)(to2) enthalten, wir 
hätten also doch f(x) £ [)()t>2).

Wir bezeichnen mit 31 die Menge aller Polynome axpJ+ b £ Q  mit y’ =  0 und 
a-A- 0. In [1], S. 198 wurde gezeigt, daß genau die Polynome von 31 Permutations
polynome für alle endlichen Erweiterungskörper von q sind. Daraus folgt sehr 
leicht, daß gilt f| [)(m) =  3i, denn einerseits ist hier die linke Seite in der rechten

ш É Ш
enthalten, andererseits wegen l)(to1Utt)2) =  t)(tüi)П f)(tD2) die rechte Seite in der 
linken; 31 ist also Teilhalbgruppe von l)(q). Die bisherigen Ergebnisse dieses Ab
schnittes können wir zusammenfassen in folgendem

Satz 4. Die Abbildung x bildet den Verband SB vereinigungshomomorph, aber 
nicht durchschnittshomomorph ab in den dualen Verband des Teilhalbgruppenver
bandes von f) (q); alle Elemente von *2B enthalten die Teilhalbgruppe 31 von f)(q).

Ob x umkehrbar eindeutig ist, können wir nicht sagen, es gilt aber der folgende

Satz 5. Die Abbildung x ist auf der aus den endlichen Zwischenkörpern von 
ß|q bestehenden Teilmenge von SS umkehrbar eindeutig.

Beweis. Seien v und a zwei verschiedene endliche Zwischenkörper von ö|q 
von den Ordnungen qr, qs. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir 
annehmen, daß g ^ r  und daher s > l .  M it dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen 
v von qr — 1 und qs — 1 bilden wir das Polynom

(11) g(x) =  xv — xi ' -1 +  X.

Wegen xk(qr- D =  х4' ~1 mod r\x gilt xv = x qr~1 mod qr, also g(x)£l)(r). Ebenso gilt 
x v =x?s~1 mod i?g sowie x qr~i = x w mod qg mit l S v f S ^ - l )  und w =  cf — 1 
mod(ijrs— 1). Wäre w =  qs— 1, so hätten wir (qs — l)\(qr — \), also wäre qs— 1 
der größte gemeinsame Teiler von qr — 1 und qs— 1. Nun ist aber der größte 
gemeinsame Teiler von qr — 1 und qs— 1 gleich qd — 1, wo d  der größte gemeinsame 
Teiler von r und s ist, wir hätten also und damit g =  r, also einen Widerspruch..
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Deshalb gilt g(x) =  xqS~l — x w +  x  mod i/s, wie schon erwähnt, kann aber ein 
nichtlineares Polynom vom Grad qs — 1 nicht Permutationspolynom für GF{qb) 
sein, also gilt g(x)$f)(s) und damit f)(r) Фi)(s).
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ÜBER DIE APPROXIMATION MIT STARKEN 
DE LA VALLÉE-POUSSINSCHEN MITTELN

Von
G. ALEXITS (Budapest), Mitglied der Akademie und D. KRÁLIK (Budapest)

1. Einleitung

Bezeichne f(x )  eine im Intervall [a, b] definierte, integrierbare Funktion, {r/„(x)} 
ein Orthogonalsystem und

f ix )  ~  ^tcnVnix)
/1 =  0

die Entwicklung von / ( x) nach dem System {?„(.*)}• Mit
n

Snif> x) = 2  Ck<fk(x)
k = 0

werden wir die я-te Teilsumme dieser Entwicklung bezeichnen. Die Annäherungs
eigenschaften der de la Vallée-Poussinschen Mittel

- 2  [sAf,x )- f(x)]n V = n

spielen in der Approximationstheorie bekanntlich eine große Rolle, da sie z. B. 
für das trigonometrische System eine Approximationsgeschwindigkeit ^ 4 E n(f)  
haben, wenn E„(f) den besten, mit trigonometrischen Polynomen höchstens /?-ter 
Ordnung erreichbaren Annäherungsgrad bedeutet.

Wesentlich schärfer ist das Approximationsproblem gestellt, wenn wir statt 
der gewöhnlichen, die starken de la Vallée-Poussinschen Mittel

~  2  M f , x ) ~ f ( x ) \
П \ = n

betrachten. Diese Frage wurde bisher für die starke (C, l)-Summation untersucht 
(A lexits [1], A lexits— Králik [3] und A lexits [2]). Die erzielten Resultate weisen 
darauf hin, daß die starke (C, l)-Summation i. alig. zu keinen schlechteren Ergeb
nissen führt als die gewöhnliche. In einem Fall aber, nämlich im Fall der Funktionen 

/ 6  Lip 1 ist die gewöhnliche (C, l)-Summation der starken überlegen (A lexits— 
Leindler [4]). Um so interessanter ist, daß die starke de la Vallée-Poussinsche 
Summation, genau so wie die gewöhnliche, für das trigonometrische System im 
wesentlichen denselben Annäherungsgrad ergibt wie die beste trigonometrische Ap
proximation. Daraus folgern wir u. a. eine Verschärfung der Charakterisierung der 
Zygmund-Klasse Z, d. i. die Gesamtheit der 27i-periodischen Funktionen mit der
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Eigenschaft
sup \f (x  +  t ) + f ( x - t ) ~ 2 f ( x ) \ ^ K h .
U\sh

0SXS2K
Unser diesbezügliches Ergebnis lautet wie folgt:

Satz 1. Bezeichne f (r)(x) die r-te Ableitung der 2n-periodischen Funktion /(x ) ,  
wo f (0\x )  = f (x )  gesetzt wird. Die Ableitung f <n(x) gehört zu Z  genau dann, wenn 
für die starken de la Vallée-Poussinschen Mittel der Fourierreihe von f ix )  die 
Beziehung gilt:

Natürlich können auch die^Funktionen / (r) £ Lip a mit 0 <  a <  1 durch den Annä
herungsgrad 0 (n ~ r~ f  der starken de la Vallée-Poussinschen Mittel charakterisiert 
werden. Eine Annäherung, welche für r =  0 auch von den (C, 1)-Mitteln on(f, x) 
erreicht wird. Es ist aber fraglich, und diese Frage wurde vom Herrn Butzer am 
approximationstheoretischen Kolloquium 1963 in Oberwolfach gestellt, ob die 
Annäherung 0(logn/n), welche a f f ,  x) im Fall / 4 Lip 1 erreicht, auch für die 
starke Annäherung

„ ! ,  2 i w , x) - /c * ) i

richtig bleibt? Wir beantworten diese Frage sogar für die ausgedehntere Klasse 
Z bejahend:

Satz 2. Gehört die 2n-periodische Funktion fix) zur Zygmund-Klasse Z, so gilt

— 2  I W  * ) - /( * ) !  =  О ( ™ |  •n +  1  V =  0  l  П  )

Wir greifen auch das Problem der starken de la Vallée-Poussinschen Ap
proximation für allgemeine Orthogonalreihen an, und werden auf Grund eines 
elementar-reihentheoretischen Hilfssatzes folgendes beweisen:

Satz 3. Sei {<pn(x)} ein beliebiges, in [а, b] definiertes Orthogonalsystem und 
/. (x) eine positive, mit x °° monoton gegen Unendlich strebende, von unten konkave 
Funktion. Sind die (C, \)-Mittel der Orthogonalreihe Xc„l{n)<[n(x) mit Xcf/.2(n) <  °° 
auf der Menge E  a [a, b] beschränkt, so gilt für  die starken de la Vallée-Poussin
schen Mittel der Orthogonalreihe Zcncp„(x) die Beziehung

auf E fast überall, wo f ix )  die durch den Riesz— Fischer sehen Satz eindeutig bestimmte 
Funktion f ix )  ~  Xcn(jn(x) bedeutet.

Hiermit haben wir einen Satz von Tandori [5] verschärft, welcher dasselbe 
behauptet wie unser Satz, jedoch nur für die gewöhnlichen de la Vallée-Poussin-
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sehen Mittel unter der einschränkenden Bedingung, daß I  cnX(n)(p„(x) auf E 
{C, l)-summierbar ist und die Folge (2 (и)} der Beziehung

n-A
Kn)

=  О
Kn)

genügt. Wir zeigen also, daß diese Einschränkungen selbst bei starker de la Vallée- 
Poussinscher Summation unnötig sind.

2. Beweis der Sätze 1 und 2

Wir verstehen unter { das trigonometrische Orthogonalsystem, unter 
f (x )  eine 27r-periodische Funktion und beweisen zunächst den folgenden

Hilfssatz 1. Ist \ f (x ) \^ M , so gilt die Abschätzung
■ 2n-l

~ 2П v = n

wo К  eine absolute Konstante bedeutet.

Bezeichnet <px(t) =  f ( x  +  /) +  f(x  — t ) — 2f(x), so ist bekanntlich

kv ( /> * ) - /(* )!  =
1 /• Slnl v + l l ?

-  /  ' f , (0  ------ - d t
71 J tо 2 sm —

l / n

u <Px(t)
sm I v +  -  11

2 sin
dt 4“ <Px(0

1/П

sin |v  +  —

2 sin
dt =  /  +  //.

Bei Beachtung von | / ( r ) |s M  lassen sich I  und II folgenderweise abschätzen:

i S - 4 M
71

1
П

4M -2n 8 M
--------- -■------- ;nn 71

II =3
71

l/n

, . sinvi , 
<Px(t)--------dt

2 tg 4"
2n

(px{t) cos vtd t

l/n
— h  +  I2',

I2 i S —  4M n =  2M. 
2 2n
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ist der Absolutbetrag der v-ten Sinuskoeffizienten bv der Funktion

<Рх(0

2tg
für — =  / =  7Г,

И

sonst.
Es gilt also

2 n ~ l

2  \sv(f, x ) - f ( x ) \  ё  
И v = n

8M +  2M + -
2 п -  1 

Z  l*v
П v“

wo die letzte Summe mit Hilfe der Besselschen Ungleichung abgeschätzt werden: 
kann:

j 2n— 1

72 v = n
2  im s 1

71«

1/2

l / и

4M
^  ’

8

У я
bewiesen ist.womit der Hilfssatz 1 mit К  = -----b2л

Bezeichne nun 7„(x) das trigonometrische Polynom höchstens и-ter Ordnung, 
welches die Funktion /(x ) im Tschebyscheffschen Sinn am besten approximiert:.

max | / ( х ) - Г п(х)| =  £ „ (/).
* £ [О, 2я]

Dann haben wir für и S  v S. 2n — 1
|/(x ) -  jv(/, x)| S  |/(x ) -  Г„(х)| +  Г„(х) - sv(7„, x)| +  sv( T„, x ) - s v(f, x)|.

Das erste Glied rechts ist = E„(/), das zweite verschwindet wegen Tn(x )= s v(Tn,x),  
während das dritte \sv(Tn —j\  x)| ist. Auf Grund unseres Hilfssatzes 1 erhalten wir 
daher wegen | Tn(x) —/(x )| S  £'„(/) die Abschätzung

2 n -  1

( * ) ' 2  К ( / , x) —/(x ) | ^  £„ ( / )  +  K-En( /) .
f l  V — n

Gehört nun ß r\x )  zur Klasse Z, so gilt bekanntlich (Zygmund [6], I. S. 117)

En(f)  =  o J J L ) .  Nach ( ^ )  ist daher das и-te starke de la Vallée-Poussin-

sche Mittel ebenfalls von der Größenordnung * . . Gilt umgekehrt die Beziehung
nr +1

' 2  \sv( f ,x ) - f ( x ) \
f l  V =  n

О

gleichmäßig, so besitzen um so mehr die и-ten schwachen de la Vallée-Poussin- 
schen Mittel den Annäherungsgrad 0(n~r~1), woraus bekanntlich ß r\ x ) £ Z  folgt 
(vgl. Zygmund [6], I. S. 119). Damit ist der Beweis des Satzes 1 vollendet.

Der Satz 2 ist nun ein Korollar des soeben Bewiesenen. Ist nämlich /£ Z ,  so 
haben wir

~ 2  M f ,  x ) - / ( x ) \  s  c
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für alle n und x, wo C eine von n und x  unabhängige Konstante bedeutet. Für 
können wir also schreiben:

1
n + 2  м / .  x) ~ /(x )\ 2‘ - 1-2-kr r v 2  M f ,x ) - f ( x ) \

Der Klammerausdruck ist nach dem vorangehenden Satz von der Größenordnung 
0(1), daher gilt wegen m =  0(\ogn) die behauptete Beziehung

—X T  2  x)П  +  l  V =  0

О log n
n

3. Beweis des Satzes 3

Wir benötigen vor allem den folgenden, elementarreihentheoretischen 

H ilfssatz 2. Die Teilsummen Sn der Reihe I a n sollen der Bedingung

I
„ 2  \s , \ ^ k

genügen, bezeichne ferner ).(л) die Funktion im Satz 3. Gibt es eine Indexfolge {//„,} 
derart, daß sowohl Sfl wie auch

s =  У -^L.
k=o m

gegen die Grenzwerte S bzw. s konvergieren, so gilt die Ungleichung

1 , , 6K +2S
» . é |s’ - í l s  а д —

Nach unseren Voraussetzungen gibt es einen genügend großen Index цт> 2 n,
! Aso daß in der zu s konvergierenden Teilfolge die Beziehung 1^

2S  ist. Dann haben wir aber
1 , 2 n - i

gilt, außerdem \St
2n —
V

Vn
j 2п-1 I 2и- 1 ^

I I  v  =  n  ' I  V =  M I I  v  =  n

2n — 1

-S = У OlI  V
n V = n  I f c = ^ +  1 2 ( Ä r )

m

К
Á ( n )  '

Mittels einer Abeltransformation erhalten wir ferner
, 2n— 1
i  2n

V  ak
. 2 n —i 

1  7
U m -  1

У  A l
S  I S v

kdTÍi 2(k) П ffn k = v + 1 [ m \ * M b j A(v+ 1)
,  2 n  -  1 I ц т  — 1

* - 2 \  2  л
n  y =n \ k = V+ 1 m

<r 4_ Л V  Î Hml , 1 ~ v ‘ 1-Sy 
k П v = n 2(/rm) и v=„ A(v +  1)'

Da |адад} eine konvexe Nullfolge ist, gilt für das letzte Glied auf der rechten
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Seite S t t t . Das zweite Glied ist nach Annahme < t t t , während das erste Я (и) Я (и)
den folgenden Ausdruck nicht übertrifft:

l 2" -1 I '
' - 2  2 - я л

n  v = n b  = 0

1 v - 2 J  + 1

v V  %  lSkк  = v - 2 J + 1
wo / die kleinste natürliche Zahl bedeutet, für die 2'v ist. Nach unseren Voraus
setzungen ist aber

,  v-2J + 1

7 2 7  Z  1 ^ = ^V - Z J k  = v . 2 J + l

so daß unser letzte Ausdruck wegen der monotonen Abnahme von {A[\/2(k)]} 
nicht größer ist als

V 2П- 1
- 2  v.jП v = n

1
Ж

2Kn 2 А
1

я (V)

О IY n̂ ~  ̂ ^
- 2  2 v 2 j A

17 v = л j = о 

~  2 л -  1 l v-2-i

+ ~ 2  2 2 лГ1 \ — n ./ = 01=1

_  1
2(v-2J+1)

_  1
2(v-2' +  0

Wir haben also

^  2K 2К  2y l 1 ^  _4A
_  Я (и) n v = n A(v) ~~ Я (и)

l 2y *  AT 2 S _ ^  4АГ 6/f+2V
и sv s — ; («) +  Я(и) + Я(и) +  Я(и) Я(и) 

erhalten, wie behauptet.
Zum Beweis des Satzes 3 beachten wir, daß es auf Grund der Voraussetzungen 

eine Indexfolge {v„} gibt derart, daß die Teilsummenfolge {sVn(f, x)} der Reihe 
2 c k(pk(x) fast überall zur Funktion /(x )  konvergiert. Aus der Indexfolge {v„} kann 
man bekanntlich eine Teilfolge {ц,,,} herausgreifen, so daß auch die Teilsummen
folge {S^Jx}} der Orthogonalreihe I  ck2(k)<pk(x) fast überall zu der entsprechenden 
Funktion konvergiert. Mit dieser gemeinsamen Indexfolge {^H,} konvergieren also 
sowohl die Folge {лДт(х)} wie auch die Folge {&„т(х)} fast überall. Laut des voran
gehenden Hilfssatzes haben wir also nur nachzuweisen, daß aus der Beschränkt
heit der (C, 1)-Mittel u„(x) der Reihe I  ck). (k) </ k(x) auf E die Beschränktheit der 
Mittel

, 2n— 1
-  2 1 I5v(x)i
f l  \  = n

fast überall auf E  folgt. Es ist aber
л 2 n — l  1 2л — 1 1 2л — 1

7  2  | S v ( x ) |  S  -  2  \s v ( x ) - a v(x)\ +  - 2  k v W I  =
l l  V =  Л  f l  V =  Л  l l  V — Л

л 2 л -  1

=  - 2  |5 v(x)-<7v(x)| +  0(1)
П v — n
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auf E überall. Auf die letzte Summe wenden wir die Cauchysche Ungleichung an:

-7  2  |SvO)-<U(A)| =  {5v(x )-c rv(x)}2.
•I V — n '  f l  v =  n

Es ist aber bekannt (Zygmund [6], II. S. 183), daß die Reihe

у  {S y (* )-g v(*)}2
v = l  v

fast überall konvergiert, daher gilt fast überall
1 2л — 1

—  2  {Sv(x ) - f f v W } 2 =  0(1),
f f  V = n

wie wir es behauptet haben.

(Eingegangen am 12. März 1964.)
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\ FURTHER UNIQUENESS THEOREMS 
FOR FUNCTIONAL EQUATIONS

By
J. ACZÉL (Debrecen —Gainesville, Fla.) and M. HOSSZÚ (Miskolc) 

(Presented by A. Rényi)

1. In a previous paper [2] one of us has shown the following

T heorem 1. There exists at most one continuous function fsatisfying the functional 
equation
(1) f(F (x , y ) )= H (f (x ) ,f (y ) ,  x, y) 

for all x ,y e { A ,B )  and the initial conditions

f(a ) =  c, f{b) =  d (a, be  (A, /(» ,

if  F is continuous in {A, B )X (A , B), H(u, v, x, y) is strictly monotonic in и or v and 
F is intern (F(x, y) € (x, y) for all x X y € (A , B)j, where (A, В) is a closed, half-open, 
open, finite or infinite interval.

Among the conditions of this theorem only that of the internness of F is really 
restrictive, but by that this theorem, though one of the few structural theorems 
in the theory of functional equations, and fairly general, does not cover e. g. 
Cauchy’s functional equation

f ( x + y )  = f ( x ) + f ( y )
([3], cf. also [1] pp. 44 -45).

In the present paper we show that in case of equations of the form

(2) fi(F (x , y)) =  H (f(x ) ,f (y ) , x, y)

more general than (1), the condition of internness of F can be replaced by the more 
natural suppositions of solvability resp. strict monotony of F  and H  in their first 
and second variables (then, of course, also the condition of strict monotony of  
H  in one of its variables can be removed). We use methods of proof similar to those 
applied in [5], [6], and [7] (cf. also [1], pp. 232—233, 205).

The internness has the reflexivity

F(x, x) =  x

as a consequence. We will see, that if F is not reflexive, i. e. there exists at least 
one a with F (a ,a )X a , then there exists at most one continuous solution of (1) 
satisfying one initial condition

Д а) =  c
for such an a.

2. We prove first the following

4*
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Theorem 2. There exists at most one continuous function f  satisfying the functional 
equation
(3) f i {F {x ,y)) =  H {f{x )J {y ))

for all x, у  в (A, В) and the initial conditions fia ) =  c, f(b ) = d  (a, b£(A , B)), if  F is 
continuous in (A, B )X (A , B) and F {x ,y), H (u,v) are strictly increasing or strictly 
decreasing in x, y {£ (A , В)) resp . in u, v{ f(f{A ),f(B )j).

Proof. We reduce (3) to an equation of form (1) with other F (and H), ful
filling the conditions o f Theorem 1.

First we remark that
(4) g(x) -  Fix, x)

takes every value assumed by F(x, y), for, if  e. g. F is increasing in both variables, 
then

g iA ) =  F iA ,A )^ F ix ,y )S F iB ,B )  =  g(5),

and g  is o f course continuous and strictly increasing (the changes if A =  — °° or 
В =  °° are obvious).

Thus the inverse g ~ l of g  is well defined on (FIA, A), FiB, Bj) and

(5) G ix ,y ) = g - i (F ix ,y ))

has always a sense for je, y € (A , B) and remains continuous and increasing in both 
variables, but is also intern, as

*  =  g -1 (g (x )) =  S -1 (.F(X’ x)) =  Gix, x) S  Gix, y) ^  Giy, y) =  y;

for x ^ y  and similar argument holds in the case y < x .
If we put into (3) x —y  =  G is ,t) , we get

Л(Т[С(5, t), Gis, г)]) =  H (f[Gis, t)], f[G is, f)]).

and with (4), (5) and the notation

hiu) =  Hiu, u)

(strictly monotonic in u)

or because of (3) into 

Finally with

this goes over into

/ i №  t) )= h (f[G is , /)]) 

H {f is ) ,f i t) )= h (f [G is ,  t )]).

K iu,v) =  h~1(H iu ,v))

(also strictly monotonic in both и and v), we arrive to

f(G is, t)) =  K ( f is ) , f i t ))

which is an equation of the form (1), with the intern function G instead o f F, ful
filling thus all the conditions of Theorem 1, which proves Theorem 2. The proof 
is quite similar if F  is decreasing.

Note that in the special case where f = j \ , i. e. in the case of an equation of the 
form (1), an initial condition /(a )  =  c with Fia, a) A a  — if  such an a exists — alone
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determines the unique solution f  provided that there is any solution at all. This is 
clear, since then we have the other initial condition f(b) =  H(c, c), b =  F{a, a) on 
account of (3).

For the Cáuchy-equation, obviously all conditions of Theorem 2 are satisfied, 
so it has at most one continuous solution satisfying the initial conditions f(a ) =  c,

c
a +  a A a, a^O  and this is fix ) =  —x.a

For a somewhat similar uniqueness theorem in the particular case f = f 1, 
F (x ,y) =  x + y  of (3) cf. [1] (pp. 58—59).

3. For the hitherto uncovered case that F and FI increase in one and decrease 
in another variable (and H  has two further variables x, y), we prove the following

Theorem 3. I f  the domains o f F in its first and second variable are (A, B), if 
F and H  strictly increase in their first and strictly decrease in their second variables 
and the equations F (x ,y )= z , H ( u , v , s , t )  =  w  have solutions x =  G(z, у), и =  

=  К  (tv, v, s, t) for given y, v, s, t in their domains and z, w in their ranges and F is 
continuous in (A, B )x (A , B), then there exists at most one continuous function satisfy
ing the functional equation

(2) M F (x, y)) =  H (f(x ).f{y ) , x, y)

for all x, y£ (A , B) and the initial conditions

f(a )  =  b, f(c ) = d , {a, b 6 (A, B)).

A similar statement holds if  both F and H  decrease in their first and increase 
in their second variables.

Proof. By the strict monotony of Fand H  in their first variables, the solutions
x =  G(z, y), u =  K (w ,v, s, t) of F (x ,y )= z , H (u ,v, s, t) =  w for given y, z ,v , s, t, w 
are unique.

These functions G, К  are already strictly increasing in their first and second 
variables, for e. g.

x t =G (z, >>,) a  G (z ,y2) = x 2 for У !< у 2
would imply

z =  F(x1, y 1) >  F(x2, y 2)= z ,
a contradiction, and also

S  G(z2, y ) = s 2 for z ! < z 2
would imply

z i —F(s1, y )  =? F ( s 2 , y )  =  z 2,
again a contradiction.

With F  also G is continuous.
We can express f(x )  out of (2):

f(x) =  K {f\[F (x, y)], f(y). x ,y )
and by denoting

F {x ,y )= z , x  =  G {z,y),
we have the equation

f(G (z, y )) =  K [ffiz), f ( y ) ,  G(z, y), y] (y , z e ( A ,B » .
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Let us define
M (x , j )  =  G(F(x, y), x).

This is a function strictly increasing in x  and strictly decreasing in y. Clearly, we 
have
(6) f ( M (x, y ) ) =  K {fy [F(x, y)}, f ix ) , M ix, y), x) =

=  K(H[f(x), f iy ) ,  X ,  y], fix ) , M (x, y), x) =  L (fix ), f iy ) , x, y).

This is an equation of the form (1) with a reflexive function M:
M ix, x) =  G(Fix, x), x) =  x.

M  is also continuous and takes every value in (A, B) when x runs through 
(A, В), while у  is fixed. In fact, M iA, y )S M iA , A )= A  and M iB ,y )^ M iB , B) = B 
if A s .y ^ i  В (this shows that the interval {A, B), if of positive length, has to be open, 
for else M iA , y) or M iB ,y )  (T < y - 'B )  would not belong anymore to (A, B), 
while M ix, y) =  G(F(x, y),x) £(A, B)). Thus the inverse N  o f M  with respect to its 
first variable exists and it is again continuous and strictly increasing in both variables 
(just as we have seen for G) and remains reflexive, so

x =  N(x, x) <  N(x, y) <  N (y, у) =  у  for x ;

i. e. N  is intern and we can get an equation o f the form (1) where also the conditions 
of Theorem 1 are fulfilled. Such an equation follows from (6) if we express fix ) .  
The solution и of the equation

w —Liu, v, s, t) = K(Hiu, v, s, t), u,G[Fis, t), s], t)

certainly is unique, since К  is increasing in its first and second variables as well as 
H  in its first one.

Remark that in the special case / j  = /  it is again enough to give a single initial 
condition f id )  =  c with Fia, a) A1 a i f  such an a exists. This can be verified in the same 
way as in 2.

The equation
/(a x  +  ßy +  y) =  АДх) +  Bfiy) +  C (a/? 0)

is an example for both theorems 2 (if aß =- 0) and 3 (if a/?<0). It has at most one 
continuous solution satisfying the initial conditions

f(a )= b , f ic )= d ,

but there exists such a solution for all a, b, c, d only if

oi = A, ß = B , a + ß = 1, у = C =  0
while for

a A A or ß ^ B

there exists a continuous solution only in the case b =  d  and then only the trivial 
constant one (f(x )  =  d). In the remaining cases there are uniquely determined con: 
tinuous solutions satisfying just one initial condition, except if у =  (1 — a — ß)a, 
(see e. g. [1], pp. 68—70; for noncontinuous solutions [4] and [8]).

For a uniqueness theorem somewhat similar to our theorems 2 and 3 in the 
particular case / ,  f  F(x, y) =  ax + ßy + у (aß AO) of (3) cf. [1] (p. 72).
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Also theorems 2 and 3 can be extended for more general domains than (A, B )X  
X (A ,B ),  as Theorem 1 was in [2].
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UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE OSKULIERENDEN 
PUNKTRÄUME DER METRISCHEN 

LINIENELEMENTRÄUME
Von

A. MOOR (Szeged) 
{V o rg e leg t von  O .  V a r g a )

Einleitung

Ein allgemeiner я-dimensionaler metrischer Linienelementraum S„ ist die 
Mannigfaltigkeit der Linienelemente (x‘, x'), in der die Metrik durch einen geeigne
ten metrischen Lundamentaltensor x) definiert ist und im Raume ein met
risches invariantes Differential D  existiert, d. h. es ist Dgtj =  0. Wir haben die Geo
metrie eines derartigen Raumes in unserer Arbeit [3]1 begründet, und J. R. Yanstone 
hat, später in der Arbeit [6], diese Theorie weiter entwickelt.

Wir werden im § 1 die fundamentalen Lormeln dieser Geometrie zusammen
stellen, und dann in §§ 2 und 3 die fundamentalen kovarianten Ableitungen und 
verschiedene invariante Differentiale definieren. Diese werden von denen in unserer 
Arbeit [3] angegebenen etwas verschieden sein, denn die Annahme (2. 3b) von [3] 
werden wir nicht voraussetzen.

Einen oskulierenden Punktraum eines Linienelementraumes bekommt man 
dadurch, daß man die Richtungen x‘ der Linienelemente in einem gewissen n- 
dimensionalen Teilraum als Punktionen des Ortes xl auffaßt und das so erhal
tene Richtungsfeld x‘= r ‘(x) in die Pundamentalgrößen des Raumes S„ einsetzt; 
z. B. in g ik(x, x), oder in die Übertragungsparameter L*Jk(x, x). So bekommt man 
entweder einen oskulierenden Riemannschen Raum, der zuerst von A. N azim unter
sucht (vgl. [5]) und dann von O. Varga weiter entwickelt wurde (vgl. [7]), oder 
einen oskulierenden affinzusammenhängenden Raum, der analog zu dem Riemann
schen Raum ist, und der in unserem Aufsatz [4] bestimmt wurde.

Mit Hilfe des oskulierenden Riemannschen Raumes kann man die Resultate 
von O. Varga über das invariante Differential des oskulierenden Riemannschen 
Raumes auch auf unseren allgemeinen metrischen Linienelementraum 8„ über
tragen, wir müssen aber für die Konstruktion des Linienelementfeldes x l =  r \x )  
statt der geodätischen Kurven die autoparallelen Linien benützen. Das invariante 
Differential des oskulierenden Riemannschen Raumes wird dann mit einem spezi
ellen invarianten Differential des Linienelementraumes 8„ längs einer bestimmten 
Linienelementfolge (x'(r), .y'(t)) übereinstimmen.

Nach diesen, in § 4 durchgeführten Untersuchungen, beschäftigen wir uns in 
§§ 5 und 6 mit dem Problem, ob die Krümmungstensoren der oskulierenden Räume 
mit den Krümmungstensoren von identisch sein können, oder nicht. Es wird 
sich zeigen, daß der Krümmungstensor des oskulierenden Riemannschen Raumes 
mit dem des 8„-Raumes nur unter sehr strengen Bedingungen identisch sein kann.

1 Die Zahlen in eckigen Klammern deuten auf das Schriftenverzeichnis am Ende unserer 
Arbeit.
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Hingegen wird die Identität des Krümmungstensors des oskulierenden affinzu
sammenhängenden Punktraumes und des Linienelement raumes ün längs einer 
Linienelementfolge immer erfüllbar sein. Es wird sich auch zeigen, daß das invariante 
Differential des oskulierenden affinzusammenhängenden Punktraumes in dem 
Sinne metrisch ist, daß das invariante Differential des metrischen Grundtensors 
verschwindet.2

Im § 7 untersuchen wir die Identität der Krümmungsmaße des oskulierenden 
Riemannschen und des 2„-Raumes. Im Finslerschen Raum sind diese Skalare 
identisch (vgl. [8]), in unseren £„-Räume müssen dazu aber noch gewisse weitere 
Bedingungen erfüllt sein.

Zuletzt zeigen wir im § 8, daß die Laügwitzsche Konstruktion in unserem 
y„-Raum zu einem neuen, aber vom Richtungsfeld x‘ =r'(x) abhängigen invarian
ten Differential führt.

§ 1. Grundformeln der metrischen Linienelementräume

Zu Grunde gelegt sei eine (2n — l)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Linien
elemente (x ‘, x ‘), wo die x' die Koordinaten eines Punktes in einem n-dimensionalen 
Punktbereich bezeichnen und die x ‘ die Bestimmungszahlen einer Richtung sind. 
Bei den x‘ kommt offenbar nur ihr Verhältnis in Betracht, d. h. x‘ und gx‘ (g > 0 )  
bestimmen dieselbe Richtung. Existiert in dieser Mannigfaltigkeit der Linienele
mente ein in den x‘ von nullter Dimension homogener metrischer Fundamental
tensor g ik(x, x) der in /, к symmetrisch sein soll, so nennen wir diese Linienelement
mannigfaltigkeit einen л-dimensionalen metrischen Linienelementraum 2„, falls 
noch in 2n ein solches invariantes Differential der Tensoren definiert ist, für das, 
das invariante Differential des metrischen Fundamentaltensors identisch ver
schwindet.

Der metrische Fundamentaltensor bestimmt die Bogenlänge einer Kurve 
x‘= x‘(t) durch die Formel

p ._______________ dxl
(1.1) s =  J i g ik( x ( x ) , x ' ( T ) ) x ' ‘x 'k dT, x ’l =  -^r-

■ TO
und die Länge eines Vektors ‘̂(x, x) durch

£(x, x) == }fga (x ,  x ) ? ( x ,  x ) { * ( x ,  x ) .

Die kontravarianten Komponenten des metrischen Fundamentaltensors gik sind 
— wie gewöhnlich — durch das Gleichungssystem:

(1-2) gik (x, x)gjk (x, x) =  di

festgelegt, wo <51 das Kroneckersche Symbol bezeichnet. gkJ existiert immer, wenn 
det Cgj^TíO ist, was wir im folgenden immer voraussetzen wollen. gkJ ist übrigens

2 Aus Dgik = 0 folgt noch nicht, daß die Übertragungsparameter die Christoffeilschen Symbole 
:sind, da die Übertragungsparameter nicht symmetrisch sein müssen. i A
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auch symmetrisch.. Das Herauf-, bzw. Herunterziehen der Indizes mit gij, bzw. 
gij ist in der gewöhnlichen Weise definiert.

Der Einheitsvektor Z'(x, x), der die Richtung seines Stützelementes hat, hat 
die kontra-, bzw. kovarianten Komponenten:

wo
F{x, x) ’ h =  g J k.

(1.3) F(x, x) =  1 gik (x, x) x*' x*

die Grundfunktion des Raumes ír',, bedeutet. Die Überschiebungen mit /* werden 
wir durch „o” bezeichnen.

Der Torsionstensor des Raumes 8„ ist

Aijk =  FCijk, СикШ ± д ^ .

Wir definieren noch durch rfjk die Lösung des Gleichungssystems:

(1.4) r t jk =  [ijkU  -  Aijm П ' \  -  A jkm r* mi +  Aikm r* mj ,

wo

lük](g) =  \  (dkgtj +  8igjk -  Ojgik), 8k =

das durch gik gebildete Christoflfelsche Symbol von erster Art bezeichnet. Bezüglich 
der Möglichkeit der expliziten Bestimmung von F*jk aus dem Gleichungssystem 
(1. 4) verweisen wir auf die Arbeiten [3] § 2 und [6] § 3. Wir wollen im fol
genden immer annehmen, daß Ffjk durch (1. 4) eindeutig festgelegt ist. — Da r*Jk 
in i, к symmetrisch ist, hat F*jk: % n2(n +  l) Komponenten und (1.4) besteht aus 
ebensoviel Gleichungen vom ersten Grade. Durch (1.4) wird r f jk allein durch den 
metrischen Fundamentaltensor g ik festgelegt.

Cijk und r* Jk bilden die, allein aus gik bestimmten, Übertragungsparameter 
des Raumes. Mit diesen werden wir im folgenden die wichtigsten kovarianten Ab
leitungen und invarianten Differentiale definieren, welche aber von denen in unserer 
Arbeit [3] definierten etwas verschieden sind, da im allgemeinen im 8„-Raum

(1.5) C„JmC0- k =  0 «
nicht besteht.

Bemerkung. Im Finslerraum ist

C0jm =  \ ( 8 - mg J l*  =  0
z ) 

und diese Relation vereinfacht in großem Maße die Theorie des invarianten Diffe
rentials. Die Bedingung CoJm=  0, oder die Gültigkeit von (1. 5) bzw. die mit (1. 5) 
äquivalente Relation (2. 3b) von [3] sind aber nicht notwendig — wie wir das im 
Paragraphen 3 sehen werden.
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§ 2. Kovariante Ableitungen im L„-Raum

Wir definieren in dem 8„-Raum die folgenden beiden kovarianten Ableitungen. 
1st ein kontravarianter Vektor, so sind die beiden fundamentalen kovarianten 
Ableitungen:

(2. 1) V* V  =  8k <« -  ^\\тГ*тк + Г*\ t r

und

(2. 2) V4 ä£f ek ?  -  i*|L L*mk +  L * \f»,
wo die Operation „||m”

bedeutet, und
(2.3) L ?k& r y k +  A f t

ist; A jk bedeutet in (2. 3) einen gemischten Tensor dritter Stufe. Die durch (2. 1) 
bestimmte kovariante Ableitung ist also ein Spezialfall der durch (2. 2) angegebenen 
kovarianten Ableitung, denn (2. 2) geht nach (2. 3) in (2. 1) über, falls Л /к =  0 ist.

kommt bei der Konstruktion des oskulierenden Riemannschen Raumes vor;, 
mit L p k bekommt man einen oskulierenden affinzusammenhängenden Raum. 

Man kann leicht verifizieren, daß die kovariante Ableitung (2. 2) metrisch, 
2

d. h. Vkg i j— 0 ist, falls Л ;'к dem Gleichungssystem 

(2- 4) A(ij)k +  AjjmA 0mk =  0
genügt (vgl. [3] Formeln (2. 8) und (2. 22)). A(ij)k bedeutet — wie gewöhnlich — 
den in i, j  symmetrischen Teil von /I ijk. Die kovariante Ableitung (2. 1) ist immer 
metrisch, wie das auf Grund der Formel (1. 4) leicht verifiziert werden kann.

Die beiden kovarianten Ableitungen hängen miteinander durch die Formeln

(2-5) V*£‘ =  |,Л Д  +  ЛД£'

zusammen. Für einen kovarianten Vektor hat man

v . i ,  =
Für die kovarianten Ableitungen des Einheitsvektors l‘ besteht der folgende 

1
Satz 1. Es ist Vfe/‘=  0; die Relation

(2.6) V*/‘ =  0
besteht dann und nur dann, falls 
(2-7) (/, +  А „,)Л Д  =  0
ist.

Beweis. N ach der Formel (1 .3 ) ist 

(2-8) =  +
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und nach (1.4) gilt:

Gkr  = - ~ ( d kgrs) x x s =  - 1 ‘(Г:ок + АоотГ *\).
1

Aus der Formel (2. 1) folgt dann für £' =  /* unmittelbar die Relation Vk/‘= 0  und

nach (2. 5), (2.7) und (2. 8) folgt auch (2. 6). Umgekehrt: ist nun V / s O  gültig, 
so folgt auf Grund von (2. 5) und (2. 8) die Relation (2. 7).

Bemerkung. (2. 7) ist eine schwächere Relation als (2. 4), denn aus (2. 4) 
folgt nach Überschiebung mit /Ф die Relation (2. 7), die Umkehrung gilt aber im 
allgemeinen nicht.

§ 3. Invariante Differentiale

Das erste invariante Differential eines Vektors Q‘ im £„-Raum definieren wir 
durch die Formel:

(3. 1) D e  =  d ?  +  C /k #  dxk +  r / k $  d x \

wo
(3.2) r / k^ r f k +  A /sr*0\

bedeutet und Г*‘к durch (1. 4) bestimmt ist. D£‘ ist ein Vektor, wie das durch eine
1_ .

unmittelbare Berechnung der Transformationsformel von De,' gezeigt werden kann. 
(Vgl. [3] § 3.)

Für den Einheitsvektor V hat man:

(3. 3) <x>\i)(d) =  D l' =  dlmtfm +  Aoim) +  r 0imdxm,

da x ‘ =  Fl' und СД =  0 ist. Nehmen wir für das folgende immer an, daß die Deter
minante:

Det (<5ш-М0!т) 7 í 0
ist, dann wird durch
(3.4) (ö l +  A j^ J i =  ökm

ein gemischter Tensor Jk eindeutig festgelegt (vgl. z. B. [3] Gleichung (2. 15)). Nach 
einer Überschiebung von (3. 3) mit Jf folgt somit

(3. 5) dlk =  / ‘ m b  -  J kr osm dxm.

Beachten wir nun, daß

(3.6) dxk =  F dlk +  l kdF

und wegen der Flomogenität von nullter Dimension von g ik in xJ\  С Д = 0  ist, so 
wird aus (3. 1)

(3. 7) D ?  =  d t  +  {Т Д Д о Д , +  (Г Д  -  Aj sJt Г „к) dxk) Д.
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Auf Grund von (3. 2) ist aber:

Г 1 i Í yS p t _ I /I * Ж-.*"»
j  k ~  A j  s J t 1 о к =  1 j  k~T A- j  m l  о к A j \ J t  (S 'm  +  А 0 т ) Г *

und nach (3. 4) bekommt man

(3.8) r ; u- A / sJ ? r :k =  r f k.

Die Form (3. 7) des invarianten Differentials kann somit in der Form

(3. 9) D t ‘ - d ?  +  A jit j t f a t 1)(d) +  r f kt l dxk

angegeben werden. Die Zerlegung von (3. 9) nach kovarianten Ableitungen ist leicht 
bestimmbar. Auf Grund von (3. 5) und (3. 6) ist unter Beachtung der Homogenität 
von nullter Dimension von t  in den x1:

d í l =  (dk t  -  £?\\тА?Г0\ )  dxk +  e\\mJk Ш(1) .

Aus (3. 2) folgt aber nach einer Überschiebung mit VJv in Hinsicht auf die Gleichung
(3.4)

(3.10) J ? r o\  =  J?(&  +  А0\ ) П \  =  Г*тк

und somit wird:
d ?  =  (8k^ - á n , r r k)d x k +  á X < o ^ .

Substituieren wir das in (3. 9), so wird auf Grund von (2. 1):

(3. 11) D t  =  Vkt d x k +  ( t \ \s +  A / sZj)JZcokw .

Wir bemerken noch, daß l 'fJk und Г Jk sich gegenseitig bestimmen; das folgt 
unmittelbar aus den Formeln (3. 2) und (3. 8). Wir geben noch für Г iJk eine für 
späteres wichtige Formel an, die aus (3. 2) und (1. 4) verifiziert werden kann:

(3.12) Г ijk =  [ijk]ie) -  AJkmr * mk +  Aikmr* mj ■

Man erhält ein zweites invariantes Differential im S„-Raum, wenn man in 
der Definitionsformel (3. 2) statt der Г *\ die durch die Formel (2. 3) definierten 
Übertragungsparameter L*‘k substituiert. Statt (3. 2) wird also

(3.13) L j\  ==f L f k +  A /SL * \

und das zweite invariante Differential im 2n-Raume wird:

(3.14) D t  =  d t  +  C /k t  dxk +  L j\  t  dxk.

Führen wir die Bezeichnung

со\2)= О Г  =  dlm( tm +  A0im) +  L0imdxm
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l
ein, so bleiben alle Formeln von (3. 1) bis (3. 10) gültig, nur müssen wir statt D das

2

invariante Differential D, statt co'(1) die Größe mj2), statt Г Д  bzw. Г*‘к die Größen 
L jk bzw. L*‘k setzen.

Das Analogon der Formel (3. 8) ermöglicht L*‘k durch L /k zu bestimmen; 
es ist
(3. 15) L f k =  Ь ;к- А / Л Ь о \ .

2

Drücken wir das invariante Differential Di} des Vektors i} durch die kovarianten 
Ableitungen aus, so wird in Hinsicht auf die Formel (2. 2):

(3.16) D ?  =  Vki ‘dxk +  (£\\s +  A / ^ J)J to j2)-

Bezüglich der invarianten Differentiale gilt der folgende
1 1

Satz 2. Das invariante Differential D ist metrisch, d. h. es ist DgtJ sO ; das inva-
2

riante Differential D ist aber dann und nur dann metrisch, falls (2. 3) und (2. 4) 
bestehen.

Beweis. Es ist

Dgij =  Vkgij dxk +  (2AiJs -  Aijs -  Ajis)Jk со**), (x =  1, 2)

Da der Koeffizient von w\x) wegen der Symmetrie von A ijk in i , j  verschwindet, 
wird

(3.17) Dgij =  Vkg,jdxk, (x =  l,  2).
1

Es ist aber und
2

^ k&ij ijt .1 a k 2A(lJ)k,

woraus nach (3. 17) die Behauptung des Satzes 2 unmittelbar folgt.
Zum Schluß dieses Paragraphen wollen wir noch darauf hinweisen, daß die 

in (3. 11) und (3. 16) vorkommende Operation

(3.18)

im wesentlichen auch eine kovariante Ableitung im 8„-Raum bestimmt. Im fol
genden wird aber diese Operation keine wesentliche Rolle spielen. § *

§ 4. Oskulierende Punkträume

Im 2„-Raume sei in einem «-dimensionalen Teilbereich ifi„ ein Richtungsfeld 
x’ =  r‘(x) angegeben. Wir definieren nun drei verschiedene Typen von oskulierenden. 
Punkträume in folgender Weise:

D efinition. Der Raum, in dem durch den symmetrischen Tensor

(4.1) ?»(*)— £a(*,r(x))
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eine Metrik definiert ist, ist ein oskulierender Riemannscher Raum 9i„ von 2„ mit 
dem metrischen Fundamentaltensor у ik(x). Der Raum, in dem durch die affinen Über
tragungsparameter
(4. 2a) L(a\ \ { x )  =  r f f i x ,  r(x))

bzw.
(4. 2b) Ü ß)f i  (x) Ä  L f \  (x, r (x))

eine Übertragung der Vektoren definiert ist, ist ein oskulierender affinzusammen
hängender Raum bzw. von 8„.

Das Vektorfeld r‘(x) kann in verschiedenartiger Weise konstruiert werden, 
wir wollen aber wegen seiner sehr günstigen Anwendbarkeit die von O. V a r g a  ent
wickelte Konstruktion durchführen (vgl. [7], § 2). Diese Konstruktion besteht im 
Wesentlichen darin, daß man längs einer vorgegebenen Folge der Linienelemente

(4- 3)
Г x ‘ =  x ‘ ( t )

U ‘W ' ( t)

— die wir im folgenden als Grundfolge bezeichnen wollen — durch jedes Linien
element (x‘, x‘) eine Lösungskurve x ‘=x'(s) des Differentialgleichungssystems

(4. 4)
d 2x'
ds2 +  Г *■j к

dx j dxJ dxk
ds ) ~ d f ds

legt und diese Kurve in eine Kurvenkongruenz einbettet, so, daß durch jeden Punkt 
des Teilbereiches 93„ genau eine Kurve der Kongruenz gehe.

Ist der Parameter 5 in (4. 4) die Bogenlänge, so sieht man leicht aus (3. 5) und
dx* fr

(3. 10), daß wegen /‘ = —  längs (4. 4) a)(1)= 0  ist, d. h. die Lösungskurven von

(4. 4) sind eben die autoparallelen Linien. Ist unser 8„-Raum ein Finslerscher Raum, 
so definiert (4.4) die geodätischen Linien des Raumes; in einem allgemeinen 8„- 
Raum sind aber die autoparallen Kurven von den geodätischen Linien verschieden.

Man kann also zu jedem Punkt xl vom Teilbereich 58„ einen Einheitsvektor 
r‘(x) zuordnen, nämlich den Tangentenvektor der durch x‘ hindurchgehenden 
Kurve der Kongruenz. Wir setzen noch voraus, daß längs der Grundfolge (4. 3) 
die x ‘ die Einheitsvektoren /*(т) sind, d. h. längs (4. 3) gilt:

(4 .5) x‘(r )= /'( r )  =  r':(x(r)).

Auf Grund des Satzes 1 kann noch nach der Vargaschen Konstruktion erreicht 
werden, daß längs (4. 3) auch

dr‘ (e> .
(4 .6) — + Г №  =  0

( Q )  .
bestehe, wo Г Д  die aus dem Tensor (4. 1) gebildeten Christoffelschen Symbole 
zweiter Art bedeuten (vgl. [7] §2, insb. (2. 18)).
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crm ?)rm
(4. 7) f iJk =  [ijk\y) =  [ijk\g) +  c ijm +  CJkm -  Q m

Aus (4. 1) folgt nun, daß die Christoffelschen Symbole erster Art von yik des 
Raumes M„ durch

8rm
Sxk ' ~Jkm дх‘ ~ С‘кт

festgelegt sind. Beachten wir nun, daß längs der Grundfolge (4. 3) wegen der Formel 
(4. 5)
(4.8) F(x(x), r (x (t))) =  l,

und auch (4. 6) gültig ist, so folgt aus (4. 7), daß längs (4. 3):
(£>) (O) (0) (i?)

(4. 9) ГiJk =  [Ük[(g)- A ijinr t",krt - A j kmr tmirt +  Aikmr imj rt

besteht. Dieses Gleichungssystem ist zu (1.4) vollständig analog, nur steht statt
(f? )

r*jk in (4. 9) Гijk und statt 1‘ steht hier rl. Nach der Annahme, die wir über die 
Lösbarkeit von (1. 4) bezüglich rfJk im § 1 gestellt haben, folgt auf Grund von 
(4. 9), und (4. 5) daß längs der Grundfolge (4. 3)

(4.10) Гijk (x) =  r fJk (x, r (*)), x‘ =  x‘ (z)

besteht, oder nach (4. 1) längs der Grundfolge (4. 3):
(0) •

(4.10') ГiJk(x) =  r f  'k(x, r(x)), v‘ =  x'(t).

Man kann mit Hilfe von (4. 10') leicht den folgenden Satz beweisen:
( Q )  .

Satz 3. Längs der Grundfolge (4. 3) ist das invariante Differential D f1 eines 
Vektors f  des oskulierenden Riemannschen Raumes 9i„ mit dem invarianten Diffe- 

1
rential D f  des Raumes identisch.

Beweis. Das invariante Differential eines Vektors f  im 3f„-Raum ist:
<i?) <p)

(4.11) D f  =  d f  +  Г /к& dxk.

Da längs der Grundfolge (4. 3) wegen (4. 8)

drm(4.12) dxm =  -„xk dxk, Cfk =  A j\

bestehen, folgt aus (4. 7) nach einer Überschiebung mit dxk wegen (4. 6) und (4. 10') 
im Hinblick auf (3. 12)

( o )

Г j \  dxk =  Cj'k dxk +  Г j'k dxk.

Nach den Formeln (4. 11) und (3. 1) folgt nun unmittelbar längs (4. 3):
( Q )  1

D f  =  D f
w. z. b. w.

Jetzt gehen wir zur Untersuchung des affinzusammenhängenden Punktraumes 
31^ über. Der 21^-Raum ist durch (4. 2a) definiert. Wir können die Übertragungs-

5 Acta Mathematica X V I/1—2
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parameter des -Raumes in der Form

(4. 13) LwA (*) =  Г :\ ( х )  +  Л{с,)/к(х)

schreiben, wo Л(е\ Jk den gemischten Tensor

(4.13') л (£°Д (x) d-£  (x, r (x)) -  г Д  (*)
(»)

bedeutet und Г Д  durch (4. 7) bestimmt ist. Offenbar ist längs der Grundfolge auf 
Grund von (4. 10), bzw. (4. 10'):

(4.14) Л(г)Д (*(т)) =  0,

da (4. 10), und (4. 10') längs der Grundfolge (4. 3) gelten, wenn das Vektorfeld 
r'(x) durch die Vargasche Konstruktion entstanden ist, d. h. (4. 6) gilt. Offenbar 
ist (4. 13) und (4. 13') mit (4. 2a) äquivalent.

ist im Teilbereich 93„ definiert, wir wollen aber jetzt annehmen, daß 
Л(еУк aus einem im 8„-Raum definierten Tensor entstanden ist:

(4.15) ÄMtjk(x) =  -  A h {x , r(x)).

Auf Grund der Definitionsformel (4. 13') ist das offenbar möglich, es ist aber jetzt 
nach (4. 13') und (4. 15)

A i\(x ,  r(jc))2£ Г , \ ( х ) - П \ ( х ,  r(x)).

Aus (4. 2a) bekommen wir jetzt nach (4. 13) und (4. 15):
((?) •

(4.16) r , Jk(x) s  П \ ( х ,  r(x)) +  AtJk(x, r(x)).

Diese Relation ist nur eine andere Auffassung von (4. 2a), doch werden wir bei 
den Untersuchungen der Krümmungstensoren sowohl (4. 2a), wie auch (4. 16) 
benützen können.

Längs der Grundfolge (4. 3) gehen die Formeln (4. 2a) und (4. 16) wegen (4. 14) 
in (4. 10') über, die Wichtigkeit von (4. 2a) und (4. 16) besteht aber darin, daß diese 
Formeln nicht nur längs der Grundfolge (4. 3) gelten, sondern in den x‘ Identitäten 
sind. Man darf also (4. 2a) und (4. 16) nach xm partiell ableiten. Diese Tatsache 
wird bei den Untersuchungen über die Krümmungstensoren von großer Wich
tigkeit sein:

Wir beweisen den folgenden
1

Satz 3*. Das invariante Differential des W f  - Raumes ist längs (4. 3) mit D,
2

und das invariante Differential des :)i„ - Raumes ist längs (4. 3) mit D identisch, wenn 
. .  2 

die Übertragungsparameter von D durch (2. 3) und
, p(£?) .

A ik  (x, x) =  f Л  (*) -  r f k  (x, x)
. (e).

gegeben sind. (Für /у *  vgl. (4. 7).)
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Bemerkung. Dieser Satz ist im Wesentlichen nur eine andere Formulierung 
des Satzes 3, da hier die Tatsache, daß (4. 2a) und (4. 16) nicht nur längs (4. 3), 
sondern im ganzen Bereich 23„ gelten, nicht ausgenützt wird.

Beweis des Satzes 3*. Das invariante Differential des oskulierenden 2ÍJV- 
Raumes ist auf Grund von (4. 2a):

(4.17) D p  =  d p  +  Lw/ kp d x k =  d p  +  Г*\(х, r (x ) )p d x k.

Längs der Grundfolge ist nun nach (4. 6) und (4. 10'):

(4.18) ~  +  ГУк(х ,г (х )У  =  0.

Vergleichen wir das mit (4. 12), so sieht man, daß längs der Grundfolge (4. 3) 

(4.18') dxm =  - r * mkdxk

besteht, da längs (4. 3) ist. Aus der Formel (4. 17) folgt nun in Hinsicht auf
die Formeln (1.4), (4. 18'), (3. 1) und (3. 12) unmittelbar die Formel:

(«> t
D p  =  D p ,

und das beweist die erste Behauptung des Satzes.
Auf Grund von (4. 14) und (4. 15) verschwindet längs (4. 3) der Tensor А /к. 

Man kann somit nach der Definitionsformel (2. 3) von L*‘k (4. 18') in der Form:

(4.19) dx" =  —L*mkdxk

schreiben. Selbstverständlich gilt (4. 19) im allgemeinen nur längs der Grundfolge 
(4. 3).

Betrachten wir nun das durch (4. 11) bestimmte invariante Differential des 
9i„-Raumes. Nach (4. 16) bzw. (3. 13) wird:

(.Q) .
Гi\(x )  =  r(x)) +  AiJk(x, r(x)) =  L*i k(x, r(x)),

bzw.:

D p  = d p +  (L/ к —  А / тL*mk) p  dxk.

Beachten wir jetzt (4. 19) und (4. 8), so wird längs der Grundfolge С /к =  А /к und 
nach (3. 14) wird:

«?) 2 
D p  =  Dp.

Das beweist die zweite Hälfte des Satzes.
Der durch (4. 2b) definierte oskulierende affinzusammenhängende Raum 

ist von 2(^ verschieden. Wir legen hier die in dem Aufsatz [4] angewandte Kon
struktion des Vektorfeldes г‘(х) zu Grunde. Diese unterscheidet sich von dem 
Vargaschen Konstruktion darin, daß statt der Lösungskurven von (4. 4) die Lösungs
kurven von

(4.20) dxj dxk 
ds ds

=  0

5*
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verwendet werden, und dementsprechend für r‘(x) statt (4. 6) (vgl. [4], (1. 14)) längs 
der Grundfolge (4. 3)

(4.21) - ^  +  L(ß)/ k(x)rJ =  0

gelten wird. L*'k ist in (4. 2b) und (4. 20) selbstverständlich durch (2. 3) festgelegt, 
es soll aber (2. 6) und die damit äquivalente Relation (2. 7) gelten. Ebenso wie in
[4] folgt aus (4. 21) und (4. 2b) wegen der Relation г‘(х(т))=/'(т):

dx =  dx =  — L*ok dxk,

und auf Grund von (3. 13) wird längs der Grundfolge (4. 3):

(4. 22) D g  =  d g  +  L <ß)j ‘k £J dxk =  D c \
(ß)

Aus (4. 22) und aus dem Satz 2 folgt für das invariante Differential D der 
wichtige

</» 2
Satz 4. Das invariante Differential D ist längs der Grundfolge mit D identisch
(ß)

und D ist dann und nur dann metrisch, falls die Relationen (2. 3) und (2. 4) bestehen.

Die Sätze 3, 3* und 4 drücken die folgende wichtige Tatsache aus:
1 2

Hauptsatz I. Die invariante Differentiale D und D des У„ - Raumes können in 
dem  - Raum mit Hilfe des oskulierenden Riemannschen, bzw. oskulierenden affin- 
zusammenhängenden Raumes eingeführt werden.

§ 5. Krümmungstensor des oskulierenden Riemannschen Raumes

Der Krümmungstensor des oskulierenden Riemannschen Raumes ist durch 
die Formel

(5. 1) ; def д
R i *  km =  <7

(?) (?) (?) 
r.J, +  r.i Г j1 i  i k ' 1 i к 1 I n — k/m

definiert, wo das Symbol к/m den vorigen Ausdrück mit vertauschten Indizes к 
und m bedeutet. Zieht man in der Formel (4. 7) den Index j  herauf — was wegen 
(4. 1) offenbar möglich ist — so wird in Hinsicht auf (4. 6) und (4. 10')

(5. 2)
( ? )  -•

* r i k = i i  i к -(гх,П \ ) г * 'т л-р+

g J[cu, Г*5
i 1 q к-Ь p in X

' 2  r sc-r
+{ihk)\

wo (ihk) die zyklische Permutation des in der Klammer { } stehenden Ausdrucks 
bedeutet, wo aber noch vor der letzten eckigen Klammer auch das Vorzeichen 
verändert werden muß.
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Da der Krümmungstensor eines 8„-Raumes durch die Formel

(5. 3) R Í k,n =  Bmr Í k- ( d i t r r k) r ^ mxp +  Г*‘кГ*/т-к1т

bestimmt ist, könnte man aus den Formeln (4. 10'), (5. 1), (5. 2) und (5. 3) den 
Zusammenhang der Krümmungstensoren längs der Grundfolge (4. 3) leicht bestim
men. Den Krümmungstensor R*Jkm selbst, bekommt man am einfachsten aus den 
Vertauschungsformeln bezogen auf die kovariante Ableitung (2. 1). Es wird nach 
(5.3):

(viVfc-V.V,)  ̂= R%lJ-RTkiZ 'lim.
Wir werden jetzt hinreichende Bedingungen für die Übereinstimmung der 

Krümmungstensoren (5. 1) und (5. 3) geben.

Satz 5. Sind längs der Grundfolge (4. 3) die Relationen (4. 10') und 

(5. 4) / / f , ,  =  -  8mr f kxq + (д ? Г * \х ч)Г*;тхр

gültig, so besteht längs (4. 3):

(5. 5) Ri km(x (t)) =  R*i km(x(r), r(x(r)).

Beweis. Der Satz ist nach (4. 10'), (5. 1)—(5. 4) trivial.
Es ist ein wichtiges Problem, unter welchen Bedingungen (5. 4) erreicht werden 

kann. Ist das Vektorfeld r'(x) so wählbar, daß (4. 6) nicht nur längs (4. 3), sondern 
im ganzen Bereich gilt, d. h. (4. 6) in den xl eine Identität ist, so gilt auch (5. 4). 
Das folgt daraus, daß (5. 4) durch partielle Ableitung von (4. 6) entsteht, wenn 
noch (4. 10') und x ‘ — r‘ beachtet werden. Die Integrabilitätsbedingungen von (4. 6) 
sind wegen (4. 10') in Hinsicht auf г‘ =  х‘:

(5. 6) R-ikmX =  0.

Bekanntlich ist diese Relation die Bedingung des absoluten Parallelismus der 
Linienelemente in den Linienelementräumen, die nicht notwendigerweise metrisch 
sein müssen (vgl. [4], Anmerkung bei der Korrektur auf S. 402).

§ 6. Krümmungstensoren der oskulierenden affinzusammenhängenden Räume

Der Krümmungstensor des oskulierenden Riemannschen Raumes kann nach 
den Resultaten des vorigen Paragraphen nur in sehr speziellen ^„-Räumen mit 
dem Krümmungstensor (5. 3) übereinstimmen. Hingegen stimmen die Krümmungs
tensoren der oskulierenden affinzusammenhängenden Räume mit gewissen Krüm
mungstensoren des 8„-Raumes überein.

Neben den Krümmungstensoren (5. 1) und (5. 3) definieren wir die folgenden 
Krümmungstensoren des oskulierenden affinzusammenhängenden Raumes 21^, 
bzw. 31«:
(6.1) Л(х)Л» =  Sm LmA  +  LiK\ \  L('Vm -  klm,



70 A. MOÓR

wo x =  a bzw. x = ß  gesetzt werden soll, je nachdem (6. 1) den Krümmungstensor 
von 3(la) bzw. 21^ bedeutet. Zu dem durch (2. 3) definierten Übertragungsparameter 
gehörigen Krümmungstensor des 8„-Raumes ist:

(6. 2) R Í km =  8mL Í k -  L Í k\\tLZ'm +  L*ikL*jm -  k/m . 3

Der Krümmungstensor (5. 3) entsteht nach der Definitionsformel (2. 3) aus (6. 2), 
wenn in (2. 3) Aj‘k =  0 gesetzt, d. h. in (6. 2) L*Jk =  T*Jk substituiert wird.

Die Formel (4. 2a) gilt im Teilbereich 23„. Nach einer partiellen Ableitung 
nach xm bekommt man in Hinsicht auf (4. 6) und (4. 10'), daß längs der Grundfolge 
(4. 3)
(6. 3) dmL f )Jk =  dmr i k -  (8?ГУ'к)Г*‘тх .

Setzen wir in (6. 1) x =  a, so bekommt man auf Grund von (6. 3) in Hinsicht auf 
(5. 3), daß längs der Grundfolge

(6. 4) R(a\ \ m =  R*ikm
gültig ist.

Betrachten wir jetzt die Formel (4. 2b). Auf Grund von (4. 2b) und (4. 21) 
wird längs der Grundfolge (4. 3) nach einer partiellen Ableitung nach x'n von 
(4.2b):
(6. 5) 8mLißVk =  8mL ? fc -  ( ^ Z - f *)L l mxs.

Beachten wir jetzt, daß wegen (4. 8) längs der Grundfolge die Operation ||fc = c ik 
und x 1( t)  =  /*(т) ist, so folgt aus (6. 1) für x  =  ß  nach den Formeln (4. 2b) und (6. 5), 
daß längs der Grundfolge

( 6 .  6 )  R (ß]Jkm =  R Í k m

besteht.
Die wichtigsten Resultate dieses Paragraphen, die durch (6. 4) und (6. 6) bestimmt 

sind, fassen wir im folgenden Satz zusammen:

Satz 6. Der Krümmungstensor des oskulierenden affinzusammenhängenden 
Raumes 21̂ а) bzw. Э1® ist längs der Grundfolge (4. 3) mit dem Krümmungstensor 
(5. 3) bzw. (6. 2) identisch.

Auf Grund der Relation (4. 16) können wir den Zusammenhang des Krümmungs
tensors des oskulierenden Riemannschen Raumes mit dem Krümmungstensor 
R*Jkm in tensorieller Form bestimmen.

Nach einer partiellen Ableitung von (4. 16) nach xm wird wegen (4. 18) längs 
der Grundfolge (4. 3):

( o )

, г Л 8m r i k -  (c-, r f k )  r : , n Xs +  8m A i1 (8±tAiJk)r s m
. sX .

Aus (5. 1) wird somit längs der Grundfolge (4. 3):
( O )  . . 1

(6 .7) R i \ m =  R?*m +  2V(md |; |V

3 Dieser Krümmungstensor kann am einfachsten auch durch die Identitäten von Ricci bestimmt 
werden (vgl. (8. 5) von [3]).
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(Bei der Herleitung dieser Formel haben wir noch beachtet, daß längs (4. 3) 
ЛЛ(х(т), х(т)) =  0 ist.)

Bemerkung. Die Formel (6. 7) kann auch nach (4. 13) abgeleitet werden, wenn 
die Relationen (4. 15), (4. 18) und (6. 4) beachtet werden. — A fk ist in (6. 7) durch 
(4. 16) festgelegt und somit in i, к symmetrisch.

Für die Krümmungstensoren der oskulierenden Räume gilt also der

H auptsatz 2. Die Relationen (6. 4), (6. 6) und (6. 7) drücken den Zusammen
hang der Krümmungstensoren der 21 jf1- und 3i„ - Räume mit den Krümmungs-

( E )  .
tensoren R*Jkm und RiJkm aus.

Die Formel (5. 4) gibt hinreichende Bedingungen dafür daß längs der Gründ
et)

folge (4. 3) die Krümmungstensoren R j km und R fJkm übereinstimmen. Mit Hilfe 
der sogenannten „schwach oskulierenden Riemannschen Räume” kann die 
Bedingungsgleichung etwas abgeschwächt werden.

(Für den Begriff: „schwach oskulierenden Riemannschen Räume” vgl. [2].) 
Es gilt der folgende Satz

Satz 7. Ist in einem Linienelement (x, x)
( O )  ( 0 )

дтГ *\х“ -  (д±гГ*ч‘кхч) r*'mxs

in k, m symmetrisch, so ist das Vektorfeld r‘(x) in der Weise angebbar, daß 

(6. 8) R i \ m ( x )  =  R f km( x ,  x)(0) (0) (O)
gültig sei.

Beweis. Für die Reihenentwicklung von r'(x) gilt 

<6. 9) r ‘(x) =  x  -  [П ‘„х% , й  (xp -  x p) -(0) (0)(0) (O)

i) (xy -  xJ) (xp -  xp) +  ф‘(х, x),Z (OHO) (O) (0) (O)

wo die Ф' solche Funktion sind, für die die Relationen

82Ф‘8Ф'
Ф'(х) — 0,(0) 8xk

bestehen. Aus (6. 9) folgt somit

=  0, dxkdxm
(O)

0

■/ ч . • 8rlr ‘(x) =  x ‘,(0 ) (0 ) 8xm

8xk 8.x’"

=  -  L j m (x, x) xj,(O) (0) (0)

[ -  8(mr fq\'k)Xq +  (8±'Г*\кхч) n ; m)x% , i ) .
(0)
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Diese Formeln drücken nach der Symmetrieforderung des Satzes 7 aus, daß die
Relationen (5. 4) und auch (4. 18) in einem Linienelement (x, x) gelten. Aus (4. 10')

( 0 )  ( 0 )

und (5. 1) folgt wegen (5. 2) und (5. 4) die Behauptung des Satzes.

§ 7. Krümmungsskalar und Krümmungsmaß in den oskulierenden Räumen

ln der Arbeit [8] hat O. V a r g a  gezeigt, daß das Berwaldsche Krümmungs
maß eines Finslerschen Raumes:

B(x, x, t]) d e f _____

(gm - lp lq)*lP1q
längs einer Extremale des Finslerschen Raumes mit dem zur Zweirichtung (x‘, rf) 
gehörigen Riemannschen Krümmungsmaß identisch ist. Diese Identität beruht 
auf der Tatsache, daß längs einer Extremalen

(7. 1) Rijkmr ‘r k =  RTjkmr‘r k

besteht, wo r ‘ den Tangentenvektor der Extremale bedeutet.
Nach den Formeln (6. 4) und (6. 6) gilt für die affinzusammenhängenden 

Räume offenbar eine zur Relation (7. 1) analoge Formel, die entsteht, wenn in (7. 1)
(o)

statt der Tensoren R j km und R*Jkm diejenigen Tensoren gesetzt werden, die in (6. 4) 
und (6. 6) Vorkommen. Die Formel (7. 1) selbst gilt aber in unserem Sn-Raum 
wegen Agij^O  im allgemeinen nicht. Wir wollen aber jetzt untersuchen, unter 
welchen Bedingungen die Relation (7. 1) im 2„-Raum erfüllt sein kann.

Jedem Punkte x ‘ eines Teilbereichs sei ein Einheitsvektor r'(x) zugeordnet. 
Die Formel (4. 7) schreiben wir nun nach Heraufziehen des Index j  in Hinsicht 
auf die Definitionsgleichung (1.4) von r*jk in die Form:

(7. 2) f \ Jk(x) =  П \ ( х ,  r (x ))+  C / s P k + C kJs P i - C iksy J ,P , s,

wo yjt(x) =  gJt(x, r(x)) und

(7.3) P l * £ ± l + r *;k( x , r ( x ) ycxK

bedeutet. Differenzieren wir die Identität (7. 2) partiell nach xm, nehmen wir ferner 
an, daß längs einer Kurve C: x‘ =  x ‘(x)

(7. 4) Pk{x{i)) =  0, x  =  =  r \ x ( t))

ist,4 so bekommt man aus (7. 2) nach (7. 3) und (7. 4):

(7. 5) dmf i \  -- дтП \ - ( д ? Г Ч к)Г*;тx p +  

+  c / s 8m Pk +  Ck\  em P t -  Clks yJ‘ dm Pt.

Die Bedingung (7.4) ist mit der Bedingung (11) von [8] äquivalent.
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Aus (7. 4) folgt, daß längs der Kurve C:

(7.6) (8mPk)rm = - ^  Pk =  0
( 0 ) .

ist, und somit bekommt man aus der Definitionsformel (5. 1) von R i \ m unter 
Beachtung der Formeln (7. 2)—(7. 6):

(7. 7) Rijkmr‘rk =  R*jkmr‘rk +  (dm Pk)(2A 0jsrk- A 00i gJk).

Aus dieser Formel folgt unmittelbar der folgende

Satz 8. Gelten die Relationen (7. 4), so stimmen die Krümmungsskalare

i ,  def j  i к , D *  def D* j  i кR =  Ri kjr  r und R* =  R , kJr r , 

bzw. die Krümmungsmaße dann und nur dann überein, falls

(d j Pk) (2A Л  rk — A oosgjk) =  0.

§ 8. Bemerkung zur Laugwitzschen Konstruktion der oskulierenden Räume

Aus der Formel (4. 7) konstruierte D. Laugwitz im Finslerschen Fall einen 
oskulierenden Raum, dessen invariantes Differential mit dem Rundschen invarianten 
Differential identisch ist (vgl. [1] §§1,2). Auch in unserem S„-Raum gelangt man 
mit dieser Laugwitzschen Methode zu einem neuen invarianten Differential, welches

1 2  ̂
vom invarianten Differential D bzw. D verschieden ist.

Aus (4.7) und (4. 11) folgt wegen der ersten Formel von (4. 12):

(8. 1)

wo

( 8. 2)

(+>
d f  +  C/m ?  dxm +  G( +f k ̂  dxk,

rM ) z { ; k \ \ 1 n  ,s“Г ^  к m  ] ^ k j m g
(») cxJ dxs

Durch (8. 1) und (8. 2) ist ein invariantes Differential auch im S„-Raum festgelegt, 
dieses invariante Differential hängt aber vom Richtungsfeld r'(x) ab.
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ÜBER AUTOPARALLELE ELÄCHEN 
TENSORIAL ZUSAMMENHÄNGENDER RÄUME

Von
L. TAMÁSSY (Debrecen) 
( Vor gelegt von О . V a r g a )

Die Tensoren von demselben Typus in den Punkten einer и-dimensionalen 
differenzierbaren Mannigfaltigkeit bilden einen Produktraum des Tangentialraumes 
En und seines dualen Raumes E*. Ist unter den Vektoren der Tangentialräume 
ein linearer Zusammenhang vorgegeben, so induziert er auch unter den Elementen 
der Produkträume einen linearen Zusammenhang. Diesen Zusammenhang können 
wir induziert, oder vektorial nennen, da er durch den unter den Vektoren existieren
den Zusammenhang induziert ist. Unter den Elementen der Produkträume kann 
man aber auch direkter Weise einen Zusammenhang hersteilen, der allgemeiner 
ist, als der induzierte. Solche Zusammenhänge werden oft tensorial genannt. Mit 
solchen Übertragungen beschäftigen sich S. H okari, H. H o m bu , E. Bom piani, 
A. Cossu, M. K uch arzew ski, P. M astrogiacomo und der Verfasser.1

In dieser Geometrie kann man nicht über autoparallele Kurven sprechen, da 
die Parallelität der Vektoren im allgemeinen keinen Sinn hat. Die einfachen Bivek- 
toren, die Tensoren zweiter Stufe, und daher Elemente der Produkträume En® E n =  
=  E f)  sind, scheinen uns aber dazu geeignet, die Parallelität der Ebenenstellungen 
zu erklären, was uns die Einführung des Begriffs der mit parallelen Tangentialebe
nen versehenen Flächen ermöglicht. Diese Flächen werden wir autoparallele Fläche 
nennen. Im folgenden wollen wir uns mit ihrer Erklärung und Untersuchung be
schäftigen.

Im § 1 werden wir die autoparallelen Flächen definieren. Wir zeigen, daß im Falle 
eines induzierten Zusammenhanges diese mit den totalgeodätischen Flächen zusam
menfallen. Daher können die autoparallelen Flächen als die Verallgemeinerung 
der totalgeodätischen Flächen betrachtet werden. Wir ermitteln und untersuchen 
die Differentialgleichung der autoparallelen Flächen. Im § 2 werden die Integrabili- 
tätsbedingungen dieser Differentialgleichungen, d. h. die Existenzbedingungen der 
autoparallelen Flächen behandelt. Endlich werden im § 3 die projektiven Veränderun
gen (Deformationen) des tensorialen Zusammenhangs bestimmt, d. h. für welche 
die autoparallelen Flächen noch immer autoparallele Flächen bleiben.

l .§  Der Begriff und die Gleichung der autoparallelen Flächen

Es sei eine и-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit vorgelegt, die mit 
einem tensorialen Zusammenhang versehen ist. Der Zusammenhang sei durch das 
lineare differentialgeometrische Objekt yk,iJ, mit dem Transformationsgesetz

1 Genauere Literaturhinweise befinden sich in der zusammenfassenden Arbeit von M. 
K u c h a r z e w s k i [3] und bei A. Cossu [1].
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8xv 8 2 x"' 
8xm 8xk'8x'

.г 8xr  o2xm 8xv 8xr  8xk 8xl 8xl ц
k 8xm dxv dx‘‘ dx1 8xj 8xk' 8xv 8x1' ‘kl 1

festgelegt. D ie Tensoren Tij(x) und Tij(x +  dx) sind ineinander parallel verschoben^ 
wenn für sie

gilt. Reduziert sich der Zusammenhang auf einem induzierten, d. h. ist er durch 
einen gewöhnlichen affinen Zusammenhang Г Д  induziert, so gilt

Diese Form des у ist für die Reduktion charakteristisch. Die Reduktion ist, wenn 
sie überhaupt möglich ist, eindeutig.2

1. Wir wollen erstens den Begriff der autoparallelen Flächen erklären.

Definition 1. Wir nennen zwei Ebenenstellungen, genommen in den Tangen
tialräumen von P(x) bzw. von P'{x +  dx), parallel bezüglich des gegebenen tensorialen 
Zusammenhangs, wenn in den gegebenen Ebenenstellungen zwei solche vom Null
vektor verschiedene Vektorpaare £, rj; bzw. tj' zu finden sind, die zwei parallel 
verschobene einfache Bivektoren p  =  8, Ar] 3 bzw. p' =  8'At]' bestimmen. 

Definition 1 ist mit der folgenden äquivalent.

Definition 2. Wir nennen zwei Ebenenstellungen, genommen in zwei benach
barten Punkten, parallel, wenn die einfachen Bivektoren p  und p, gebildet aus den 
in den entsprechenden Ebenenstellungen beliebig genommenen Vektoren 8, t\, und 
8, T] von der Beschaffenheit sind, daß der parallel verschobene Tensor von p  zu p  
proportional ist.

Haben nämlich p(x) =  8 (v)Л>](x) und p (x +  dx) =  £(x +  dx)Arj(x +  dx) nach 
Definition 2 parallele Ebenenstellungen, d. h. ist der durch das Parallelverschieben 
von p entstehende Tensor — bezeichnet mit v(p) — gleich Xp, so gibt das Verschie

ben des aus dem £ und \-Tj gebildeten p =  -!■Tj =  у  p, der eine mit p  gemeinsame
Л  А  А

Stellung hat, schon den einfachen Bivektor p , da wegen der homogenen Linearität 
der durch у zwischen Ei2)(x) und E[2)(x +  dx) hervorgerufenen Abbildung r(p ) =

=  v ( y p )  =  - j  V(P) = P ist- Daher ist die Ebenenstellung von p  nach Definition 1

mit der Ebenenstellung von p  parallel. — Umgekehrt: ist p = v {p ') ,  so ist v{p) — 
=  v(Xp') =  Xp, d. h. mit p  proportional, weil ein beliebiger p 'ij(x +  dx), der mit 
p iJ(x +  dx) identische Stellung hat, immer die Form von ?.p'iJ besitzt.

Daraus geht auch hervor, daß

2 Die durch das у erzeugte Geometrie ist bei den Verfassern, die in der Einführung genannt 
sind, ausführlicher behandelt. In [4] wirkt z. B. der lineare Operator & über die Menge der Tensoren 
von gerader kontra- und kovarianter Stufenzahl. Die im Text bisher erwähnten Formeln und 
Behauptungen sind auch in [4] zu finden: Formeln (11), (13) im 1. §; (4) im 2. §; bzw. Sätze 2 und 4.

3 Das Zeichen л bedutet die alternierende, oder äußere Multiplikation, d. h. p'J =  £'//' -

§ T ij =  dT iJ +  ykl,JtT kl dx1 =  0

(2)

ftp =  p ~ i ( p )  =  ap
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die Parallelität derjenigen in zwei benachbarten Punkten genommenen Ebenen
stellungen charakterisiert, die durch die einfachen Bivektoren p  bzw. p  bestimmt ist.

D efinition 3. Zwei beliebige Elemente einer in den Punkten einer Kurve 
genommenen einparameterigen Ebenenschar sind parallel längs der gegebenen 
Kurve, wenn die in den benachbarten Punkten der Kurve genommenen Ebenen
stellungen parallel sind.

Ist also p iJ(t) irgendeine in den längs der Kurve gegebenen Ebenenstellungen 
genommene differenzierbare einfache Bivektorschar, so ist die Parallelität der 
Ebenenstellungen durch

ßpiJ — p'J(t) — v(pij(t +  dt)) =  f(t)p 'H t) dt,
d. h. durch

i}p'J 
dt =  f ( t)P ij

charakterisiert.
Jetzt können wir schon den Begriff der autoparallelen Flächen erklären.

D efinition 4. Wir nennen eine Fläche unseres Raumes autoparallel, wenn 
die Tangentialebenen längs jeder Kurve der Fläche parallel verschoben sind.

2. Die autoparallele Fläche stellt eine Verallgemeinerung der totalgeodätischen 
Fläche des gewöhnlichen afünzusammenhängenden Raumes dar.

Satz 1. Reduziert sich der tensoriale Zusammenhang auf einen induzierten, dann 
sind die autoparallelen Flächen die Totalgeodätischen.

Erstens zeigen wir, daß im Falle der erwähnten Reduktion der in einen benach
barten Punkt Parallel verschobene des einfachen Bivektors p  =  i / \ t \  bis auf in dx 
linearen Glieder mit dem alternierenden Produkt der Parallelverschobenen von 
4 und t] übereinstimmt, d. h. wieder ein einfacher Bivektor ist. Dies bedeutet anders 
ausgedrückt, daß im Falle der Reduktion

(3) i’OÜA r]) =  v{f)lw{rj)

bis auf in dx lineare Glieder gilt. In der Tat hat wegen (2) die linke Seite von (3) 
die Komponentendarstellung

p iJ +  dpiJ =  <ГУ -  f V  +  ( ß M  +  d i r f )  (£ У  -  £ У ) dx‘

=  t]J — i j t]‘ +  Г ifrj1 dx‘ ZJ +  Fk\  ZJ dx1 r]j — Г /,  £l dx‘ f  — Г j t r]k dx‘ Z‘

=  Z‘ t]J — Zj rf +  drjJ ZJ +  dZJ rjJ — dZJt]' — dtf ZJ,

während für die rechte Seite die Darstellung

(£; +  dZJ) (r\> +  dt]J) -  (ZJ +  dZ,]) +  dt]■)

gilt, was nach Vernachläßigung von díját]1 und dZhhf d. h. von Gliedern, die in 
dx  von zweiter Ordnung sind, mit p i j+ d p iJ übereinstimmt.

Ist nun die betrachtete Fläche eine autoparallele Fläche, und sind Z und t] 
Tangenten Vektoren in einem Punkt zu dieser Fläche, so bestimmt p  +  dp = v{p)  =  
=  v(c)l\v(t]) eine ebensolche Ebenenstellung, wie die Tangentialebene der auto-
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parallelen Fläche in dem entsprechenden benachbarten Punkte, das heißt die durch 
das Parallel verschieben der Tangentenvektoren £ und i] entstandene v(d) und v{ij) 
sind auch Tangenten der Fläche, was bereits für eine totalgeodätische Fläche charak
teristisch ist. — Umgekehrt, ist im Falle der Reduktion jede totalgeodätische Fläche 
eine autoparallel Fläche. Dann sind nämlich zusammen mit £ und rj auch v(f) und 
v(i]) Tangentenvektoren, und daher bestimmt der durch das Parallelverschieben 
der Tangentialebenenstellung p  =  entstehende v (p) =  vif) iw(rf) auch eine 
Tangentialebenenstellung in dem entsprechenden Punkte der Fläche, d. h. die 
Fläche ist nach unserer Definition eine autoparallele Fläche.

3. Wir bestimmen jetzt das die autoparallelen Flächen charakterisierende 
Differentialgleichungssystem.

Betrachten wir die Fläche
(4) х ‘ =  лгг(гР, u2)

1 dr'll dx‘
mit Rang -r— = 2  (a =  l ,2) .  —-  bedeuten du“ v ’ ’ du*

die

meterlinien der Fläche. Dann ist
dx‘ dxJ
d u 1 du1

(5) PiJ (u) = dx‘ dxJ
d u 2 du2

eine zweiparametrige einfache Bivektorschar, die in jedem Punkt eine mit der 
Tangentialebene der Fläche identische Ebenenstellung bestimmt. Daher ist (4) nach 
Definition 4 eine autoparallele Fläche, wenn längs jeder (differenzierbaren) Kurve 
u* =  u*(t) der Fläche

<6, % -  0 ( 0 )  +  y M iJv ( u (,t ) ) p k , ( u ( t ) )  ~  0 ( 0 )du'
du*
dt (0 =

= / ( « ( 0 ,  ~ ) p ;y0 ( 0 )
besteht.

(6) ist äquivalent mit

(7)
h p i j

du*
dpiJ 
du* +  7 k i ‘J v ( u ) P kl

5xv
du* 4>Áu)Pij-

Tst nämlich in (6) -~  =  öß, so erhalten wir (7) mit <pß(u) = f(u , Sf)', und umgekehrt,

aus (7) gelangen wir durch eine Kontraktion nach üx zu einer Relation vom Typus 
(6), wo /  =  (pxüx ist. So erhalten wir den

Satz 2. Eine Fläche ist dann und nur dann eine autoparallele Fläche, wenn sie 
das Differentialgleichungssystem (5) und (7) mit irgendwelchen Funktionen <pa(u) 
befriedigt.
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4. Wir zeigen jetzt, wie sich diese Gleichungen im Falle einer Parametertrans
formation
(8 ) u* =  u*^1', u2')

verändern. Dann erhalten wir

(9)

wo

P'-'W) =

dx‘ dxJ dx‘ du* dxJ du*
du1' du1' du* du1' du* du1'
dx‘ dxj dx‘ du* dxJ du*
du2' du2 du* du1' du* du2'

=  p ij(u)A (ii),

А (и) =

ist. Weiterhin gilt

diu1, u2) 
d(uv , ur )

f)pij dpiJ dxs
-Suß+yHJsP -duß

Dies ergibt mit Rücksicht auf (9)

i)piJ 
du*’

dpiJ /4 •• dxs
-e u ß A(u) +  ykl‘Jsp“ A ( u ) ^

du>
du*''

duß dA ..
---- г H------ г p ,J,
du* du*

und unter Verwendung von (7)

'dp'j 
du*'

duß dA '____s du*' А (и) 9V +
d log A

du*'
duß

Endlich nach nochmaliger Anwendung von (9) ist

ftp'1
du*

und mit Hilfe der Bezeichnung

(10) 9V

erhalten wir

7 9V +
d log A

du*'

(5 log A
du*' =  9 V

O l)
0piJ -
du*' =  9°a'PJ

Also gehen im Falle einer Parametertransformation (8 ) die Gleichungen (5) und
(7) in die Gleichungen (9) und (11) über.

5. Wir wissen, daß man aus der allgemeinen Gleichung der autoparallelen 
Kurven der affin zusammenhängenden Räume durch eine geeignete Parameter
transformation immer auf die einfachere Gleichung

d 2x ‘ dxJ dxk _
-.-7 -- + r iik—r - —r -  =  0d t2 1 dt dt

übergehen kann. Diesen Parameter nennt man affin Parameter. — Es entsteht
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die analoge Frage, ob man nicht für jede autoparallele Fläche durch eine Parameter
transformation der (pa’—O erreichbar wäre, d. h. ob man nicht immer ein solches 
„affines” Parametersystem einführen könnte, in welchem das Differentialgleichungs- 
system der autoparallelen Fläche die gegenüber (5) und (7) einfachere Form

( 12)

dx‘ dxJ
du1' du1 * *'
ex1 * dxj

du*7 StP7

(13)

annimt.
Die Existenz eines solchen Parametersystems ist nach (10) mit

8uß 8 log A
^  8ua' du*'

oder nach einer Kontraktion mit du“'
~8id mit der Lösbarkeit von

(14) <Py =
8 log A

du'

gleichwertig. — Die notwendige und hinreichende Bedingung der Existenz einer 
solchen Funktion log A ist aber bekanntlich

( 1 n  S ( p x  _  d<pß

( ’ 8uß ~  8u“ '
Die Antwort auf unsere Frage wird daher gegeben durch den

Satz 3. Das Differentialgleichungssystem (5), (7) einer autoparallelen Fläche 
kann man dann und nur dann durch eine Parametertransformation in die einfachere 
Form (12), (13) überführen, wenn q>fu)dtf ein totales Differential ist.

Endlich bemerken wir, daß cpfu)dua nicht in jedem Falle ein totales Differential 
ist. Geben wir nämlich die Gleichung (4) der Fläche, sowie die Funktionen <pju), 
die die Relation (15) nicht erfüllen willkürlich vor, so ist (7) für die als Unbekannte 
betrachtete Größe yklij, in jedem Punkt (m) ein gewöhnliches lineares Gleichungs
system, in welchem der Anzahl der Unbekannten größer als der Anzahl der Gleichun
gen ist. Für das längs der Fläche so angenommene, und sonst beliebige у ist (4) 
eine autoparallele Fläche, und <pfii)du“ ist dennoch kein totales Differential.

2. § Die Integrabilität der Differentialgleichungen der autoparallelen Flächen

In diesen Paragraphen wollen wir untersuchen, durch welche Punkte und
durch welche Ebenenstellungen man eine autoparallele Fläche legen kann, d. h.
unter welchen Bedingungen die Differentialgleichungen (1. 5) und (1. 7) der auto
parallelen Flächen integrabel sind.
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Zu diesem Zwecke geben wir ein Gleichungssystem an, das unter gewissen 
Einschränkungen mit (1.5) und (1.7) äquivalent ist, und welches bereits von Typus

a)
SO£>
f t ? = « ( * • “)

( 6  =  1 . 2 , • 
(« =  1 , 2

b) Fo(0, и) =  0 (Д =  1 , 2 , .■;S)

ist, d. h. welches außer den Funktionalgleichungen bezüglich der unbekannten 
Funktionen (die die Ableitungen der unbekannten Funktionen nicht enthalten), 
nur solche Differentialgleichungen enthält, in welchen der Reihe nach sämtliche 
partielle Ableitungen der unbekannten Funktionen durch die Veränderlichen und 
durch die unbekannten Funktionen ausgedrückt sind, ohne daß dabei ihre 
Ableitungen explizit auftreten würden. A uf diesen Typus ist schon der bekannte 
Satz von J. M. T homas und O. Veblen4 anwendbar, der eine notwendige und 
hinreichende Bedingung für die Integrabilität von (1) angibt.

Die unbekannten Funktionen sind jetzt die

x'(ul , u2) und p ij(ul ,u 2).

Bezüglich dieser ist das Differentialgleichungssystem (1. 5), (1 .7) nicht vom Typus 
(1). Einerseits weil (1. 5) die partielle Ableitungen der xl in der erwähnten Form 
nicht ausdrückt, anderseits weil (1. 7) auch die unbestimmte Funktionen cpjü) 
enthält, (für welche (1. 7) gar keine Differentialgleichung ist).

Die erste Schwierigkeit läßt sich leicht beseitigen. Wir wollen nämlich die 
autoparallele Fläche in einer Parameterdarstellung suchen, für welche

u1= x 1, u2 = x 2

ist. Dies ist zwar eine Einschränkung (dies bedeutet nämlich geometrisch, daß die 
autoparallele Fläche in der Umgebung des betrachteten Punktes keine auf die 
x l , x 2 Koordinatenebene senkrechte Tangente besitzt), aber keine wesentliche. 
Vertauschen wir nämlich x 1, x2 der Reihe nach mit den verschiedenen Paaren 
x 1, xj , so ist in einer entsprechenden Umgebung jede autoparallele Fläche durch

je einen der Fälle darstellbar. Die autoparallelen Flächen werden weiterhin in
der genannten Parametrisation gesucht. In diesem Falle gilt gemäß (1. 5) p 12 =  l,  
und (1. 5) ist durch

a)

<N11
В 'к

fű

(2) b)
дх‘ =  nu
дх2 p

c) p 1 Jpi2 — p up

ersetzbar.
Auch die zweite Schwierigkeit läßt sich beseitigen, denn aus (1. 7) lassen sich 

die unbestimmten und unbequemen Funktionen <px(u) sehr einfach eliminieren.

4 Siehe J. M. Thomas, O. Veblen [5], oder z. B. L. P. Eisenhart [2] 8. §.

6 Acta Mathematica X VI/1— 2
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(1. 7) ist nämlich äquivalent mit

(3) +  ykiiJtPkl
dx{ I 
du*) ~PiJ

Í dprs 
( du* +  ykr ,P kl =  0 .

Multiphzieren wir nämlich (1. 7) mit prs, und subtrahieren wir aus diesem den durch 
Vertauschung der Indexpaare gewonnene Ausdruck, so ergibt sich sofort (3). Schreibt 
man andererseits (3) in der Form

ftpij
du* _  p iJ 
ftp™ Prs ’ 
du*

so ist es umgekehrt ersichtlich, daß wenn für irgendeinen Indexpaar i , j  (i # у )

(pxp™ für jedes andere Indexpaar r, s gilt.d f t p iJ .. , , , f t p r
— <p ap ,J besteht, so auchdu* rxr ..................  du*

Die mit (1. 7) äquivalente Beziehung (3) enthält die <f a bereits nicht. Das Gleichungs-
dx*system (3) gehört aber, auch nach der Einsetzung von —  aus (2), nicht zu dem
du*

Typus von (1).
d p ' i

Wir wollen also zunächst die aus (3) explizit ausdrücken. Wir bringen

(3) auf die Form

(4)
d p iJ  . . d p rs „  . . 
du* P du* x ’

wo n xljrs die auf der linken Seite von (4) nicht vorkommenden Glieder, mit einem
öx*negativen Vorzeichen versehen bedeutet, wenn in (3) die a noch aus (2) eingesetzt 

worden sind. Bilden wir jetzt den Ausdruck

p u v j j j j r s  +  p r s j j u v i j  _  p i j J I  «»'S'

Dieser ist mit Rücksicht auf (4) identisch null, d. h. es ist 

(5) p uv n j j ™ +  p ™ =  p i j  n auv™.

Ferner ergibt sich aus (4) mit Rücksicht auf p 12 — 1

( 6)
d p iJ

hu*
=  n jJ 12

wenn noch r = l ,  s =  2 gesetzt wird. So folgt also aus (3), d. h. aus (4) die (5) und 
die (6 ). Aber auch umgekehrt, befriedigen (5) und (6 ) die Gleichung (4). — So ist
(3), d. h. (1. 7) durch (5) und (6 ) ersetzbar, wo (5) die Form von (1. 7) und (6 ) die 
Form von (1, a) hat.
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Daher kann man das Differentialgleichungssystem (1. 5), (1. 7) endlich 
unter der erwähnten Einschränkung — durch

(7)

a) dx‘

b)
8xl u
Я-T  = P  ox2

c) dpiJ _  
du*

d) p xip>2 — p 1

e) p u v n j j r s _

ii2 ( V 1 -r2 \

ersetzen. Dieses System ist schon vom Typus (1). — Bezeichnen wir jetzt die 
Gleichungen (7, d, e) mit F  ̂=  0; die aus den Integrablilitätsbedingungen der 
(7, a, b, c) und aus den ersten Ableitungen von =  0 unter Berücksichtigung von
(7) gebildete Gleichungsgruppe mit F%= 0; usw. So erhalten wir auf Grund des 
erwähnten Satzes von J. M. T homas und O. Veblen den folgenden

Satz 4. Das Gleichungssystem (4) ist dann und nur dann lösbar, d. h. in unserem 
tensorial-zusammenhängenden Raum existieren dann und nur dann in der Form 
xi =  x i(xl , x 1) (i =  3, 4, .... n) darstellbare autoparallele Flächen, wenn sich eine 
natürliche Zahl N  angeben läßt derart, daß die Gleichungsgruppe F^ + 1  = 0  für 
die Unbekannten x 3, x*, ..., xn und p ‘J in den verschiedenen Punkten x 1, x 2 schon 
eine Folge der F2 =Q, F£ =  0, ..., F^ =  0 ist.

Die die Lösung bedeutende autoparallele Fläche geht dann durch den Punkt 
x  und besitzt dann die dem einfachen Bivektor p ij (p12 ZG) entsprechende Tangen-
О 0  0

tialebenenstellung, wenn die in den Lösungen x ‘ = x ‘(x1, x 2, с) (г =  3, 4, ..., n), 
p ö  = p ‘J(xl , x 2, c) von (7) vorkommenden Konstanten c so gewählt werden können,
daß für sie x^x1, x 2, c0) = х ‘ (г =  3, 4, и), p iJ(x l , x2, c0) =  kpiJ gilt.

0  0  0  0  0  0

Die übrigen autoparallelen Flächen erhalten wir, wenn die Rolle von x 1, x 2 
in (7), der Reihe nach durch alle mögliche x ‘, x j übernommen wird.

Wir bemerken, daß es bereits ohne die Untersuchung des Differentialgleichungs
systems (1. 5), (1. 7) ersichtlich ist, daß es Räume gibt, in welchen unbegrenzt 
(d. h. durch jeden Punkt, und durch jede Ebenenstellung) autoparallele Flächen 
gelegt werden können, und daß auch Räume existieren, in welchen dies nicht der 
Fall ist. Betrachten wir nämlich die Räume von induziertem vektorialem Zusammen
hang, d. h. in welchen der у sich nach (1. 2) reduziert. Es sei ferner das in (1. 2) 
vorkommende Г durch einen Riemannschen Raum erzeugt. So kann man unter 
diesen in denjenigen und nur in denjenigen unbegrenzt autoparallele Flächen legen, 
die aus einem Riemannschen Raum von konstanter Krümmung stammen. In 
Riemannschen Räumen ist nämlich die Möglichkeit totalgäodetische Flächen unbe

6»



84 L. TAMASSY

grenzt zu legen (das Ebenenaxiom), mit der freien Beweglichkeit und dies mit der 
Konstanz der Krümmung äquivalent. 5 Die total geodätischen Flächen sind aber 
im Falle der Reduktion mit den autoparallelen Flächen identisch (siehe Satz 1).

3. § Deformationen des Zusammenhanges, die autoparallele Flächen nicht verändern

Wir wollen untersuchen, für welche y* die autoparallelen Flächen mit den 
autoparallelen Flächen für einen gegebenen у identisch sind. Das Problem ist daher 
ein Analogon eines Grundproblems der projektiven Geometrie der Bahnkurven 
eines gewöhnlichen affinen Zusammenhanges. 6

1. Das Differentialgleichungssystem der autoparallelen Flächen ist nach dem 
vorigen Paragraphen

( 1)

(2)
dpij

p ij(u) =

+  ykiiJt(x)pkl

dx‘ dxj dxJ' dx‘
du1 du2 du1 du2

~ P ij
dprs
du“ +  У и ,(x)pkl

dx'
du“ 0 .

Es wird also nach dem у*(л:) gefragt, für welches die Lösungen x‘(u), p iJ(u) des 
Systems (1), (2) und des Systems (1) und

(3)
8piJ
du“ ■ '?kliJt ( X ) p k

opn
du“

ykist{x)pk
dx<
du“ = 0

identisch sind. Das у kommt in (1) nicht vor. Daher genügt es zu untersuchen, für 
welche y*(x) (2) und (3) äquivalent sind. Dazu ist das Erfülltsein der Relation

(4) [ p \ y t ; J, -  у Л  - P iJ\ y t r ,  -  yk,rst)\Pkl =  0

bezüglich der y* notwendig und hinreichend. Besteht nämlich (2) und (3) so ergibt 
ihre Differenz (4); und umgekehrt folgt (3) aus (4) und (2); bzw. aus (4) und (3) 
folgt (2 ).

dx* . 0x̂Führen wir die Bezeichnungen г — - -  =  иг ein, und bezeichnen wir
du1 du2

die Differenz von у und y* mit B:
n  Ö def * у  
Dkl t “ =  У kl t

ij
У kl f

Aus (1. 1) ist es ersichtlich, daß В ein Tensor ist. So läßt sich (4) in der Form

(5)
a) (BrsiJt (x) SkX  -  Brsk\  (x) ö[ öt) [? Vs -  П ?] [tr\

b) (Br: \(x )b kx - B„ut(x)slX ) [ i W - r,r£s] k u>f

- ч “П 5 ‘ =  о 

- ч “П ч ' =  о
5 Diese auf В. R iem ann  und F. S c h u r  zurückgehenden klassischen Ergebnisse wurden neuestens 

durch O. V a r g a  [6] weiterentwickelt, indem er die Riemannschen Räume mit negativer und mit 
positiver konstanter Krümmung durch die Möglichkeit Hyperflächen von gewisser Eigenschaft zu 
legen, von einander getrennt charakterisierte.

6 Siehe z. B. L. P. E is e n h a r t  [2] 32. §.
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schreiben. (5) müßte eigentlich im Falle eines festen у nur für diejenige Paare <f, f  
erfüllt sein durch welche autoparallele Flächen hindurchgehen. 7

Wir suchen aber einen solchen Tensor B, der auch zu einem beliebigen у addiert 
einen solchen y* gibt, der einen tensorialen Zusammenhang induziert, in welchem 
die autoparallelen Flächen in Verhältnis zu dem vorangehenden unverändert bleiben. 
Daher müssen wir bestimmen, wann die Polynome (5), die in den und t]‘ 2n 
Veränderliche besitzen, und in jeden Veränderlichen höchstens von dritter Ordnung 
sind, identisch verschwinden.

(5, b) geht durch Vertauschung von £ und t] aus (5, a) hervor. Da aber die £, 
und t] auch in (5, a) jeden Wert annehmen, ist (5, b) eine Folge von (5, a). Wir 
können also (5, b) im folgenden außer Acht lassen. Nach einer Umformung hat 
(5, a) die Gestalt
(6 ) r r =  o,
wo

r i j  k l def r-f i j  гк  сЛ rj k l eJ 
rs t uv 13[rs\ tO [u Ov] J5[rs] tO [u Ov]

ist. (6 ) wird dann und nur dann identisch Null, wenn

( 7 )  7 ’( r | s | ‘J (,li| i ) o + ^ ’( r |o | ‘J tWu)s —  0

gilt. So besteht der

Satz 5. Jene und nur jene Tensoren sind von der Beschaffenheit, daß die auto- 
parallelen Flächen für у und für y +  B (für alle y) identisch sind, die die Relation
(7) befriedigen.

Einen solchen Tensor В nennen wir den projektiven Deformationstensor des 
Zusammenhanges, und eine Veränderung des у durch diesen Tensor nennen wir 
die projektive Deformation des Zusammenhanges.

2. Im folgenden werden wir zwei einfachere, aber zu der im Satz formulierten 
Eigenschaft nur hinreichende Bedingungen angeben.

Satz 6. BrsiJt ist ein projektiver Deformationstensor, wenn

(8 ) Blrs]'Jt =  B[st( f  
ist.

Dann kann man nämlich die linke Seite von (5, a) in der folgenden Form 
schreiben

ШнУМ - Birs)k,Xöi)+ (B[rs]ij,ökJ v -  Blrs]k,X ő í ) ]  ■

г у Г  S Г  и  V r r s i l r v  г  r S  r U  V . Г  y S  U r V - l z t

■Ы Ч £ >1 - Q  ч ч Z - ч  С С Ч +4 Я »7 С 1C •

7 Das Problem scheint in dieser Form zu kompliziert zu sein, da darin auch die Frage wesent 
lieh hineinspielt, ob durch die betrachtete Ebenenstellung des gegebenen tensorial-zusammen- 
hängenden Raumes eine autoparallele Fläche hindurchgeht oder nicht, wofür die Bedingung an 
sich schon nicht einfach ist. Wir bemerken, daß diese Frage in der projektiven Geometrie der Bahn
kurven nicht auftaucht, da dort aus jedem Punkt in jeder Richtung eine autoparallele Kurve 
(Bahnkurve) ausgeht.
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Bei der Multiplikation durch die in der zweiten runden Klammer stehenden Glieder 
tritt in jedem Glied des Produkts ein Faktor B[rs]' ' f f ,  oder B[rs]* ' f f  auf. Sei 
können wegen (8 ) in der Form Bltry sf f ,  bzw. 2?[st]* ' f f  geschrieben werden, 
die verschwinden. Es verschwinden aber auch die Größen, die bei der Multiplikation 
durch die erste runde Klammer entstehen. In der zweiten eckigen Klammer steht 
nämlich offensichtlich p rsp uv. Daher kommt in jedem Glied des Produktes der 
Faktor B(rs)" .p rs vor, welcher wegen der Symmetrie von B(rs)". und der Antisym
metrie von prs verschwindet.

Untersuchen wir das Problem im Falle eines induzierten Zusammenhanges. 
Nehmen wir also an, daß у sich auf die Form

У kl Jf — &k Г It +  S{ Г к t
reduziert. Es sei ferner
(9) =  r / k  +  ö ^ k  +  öiil/j,

wo i//k ein beliebiger Vektor ist. Wir bilden die Übertragungskoeffizienten

(10) y V Jt =  ö i r V t + ő I r f t .

Die autoparallelen Flächen für у und y* sind identisch. Beide Zusammenhänge 
sind nämlich induziert, und daher sind ihre autoparallele Flächen nach dem Satz 1 
die totalgeodätischen Flächen der entsprechenden gewöhnlichen affinzusammen
hängenden Geometrien, erzeugt durch die Г bzw. Г *. Die totalgeodätischen Flächen, 
erzeugt durch die Г bzw. Г* sind aber identisch, da nach (9) Г * durch die projek
tive Deformation von Г  entsteht, was besagt, daß die Geodätischen der Г und der 
Г * zusammenfallen, und daher auch ihre Totalgeodätischen.

Setzen wir (9) in (10) ein, so erhalten wir für В den Wert

(11) Bklijt =  20‘kSÍ ф, +  S[SJ, ф, +  ö\S/> * .

Nach dem vorangehenden Absatz läßt die Veränderung durch einen solchen Defor- 
mationstenzor В eines beliebigen reduzierenden у die autoparallelen Flächen un
verändert. (11) annulliert aber auch die linke Seite von (5, a). Daher gilt der

Satz 7. Die Deformation durch einen Tensor (11) eines beliebigen Zusammen
hanges у ist eine projektive Deformation. Ist у ein induzierter Zusammenhang, so 
bringt auch sein projektiv-deformierter durch einen Tensor (11) einen induzierten 
Zusammenhang zustande.

(1 1 ) befriedigt aber im allgemeinen (8 ) nicht, was zeigt, daß (8 ) nur eine hin
reichende aber nicht notwendige Bedingung dafür ist, daß В ein projektiver Defor
mationstensor sei.

MATHEMATISCHES INSTITUT,
UNIVERSITÄT KOSSUTH LAJOS,
DEBRECEN

(Eingegangen am 23. März 1964.)
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ON THE MEAN VALUES OF AN ENTIRE 
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1. Let f(s) =  ^  anesXn (S =  a +  it; O^A0 <  < . . .  <A„ -*■«>; lim n/A„<°°;
71= 1 П-* °°

lim (A„ + 1  — A„) =  A > 0 ) represent an entire function of order (R)o. Let us define:
n-> OO

T

(1.1) A((T) =  lim ^  j  \f{o +  it)\2 dt;
-  T  

a T

(1.2) mfc(<r) =  lim 2Teka J  J  l/(x + it)\2ekx dxdt,
о -  T

I have proved elsewhere [1] a number of results obtaining q  and A in terms 
of A (a) and mk(p), making use of the condition that /„ =  log \a„_l /an\(kn — kn_ f  
is a non-decreasing function of n for atleast n ^ n 0. In this paper I wish to state 
and prove the following theorems:

2. Theorem 1. If holds for an entire function f(s) =  a„esXn where
ft = 1

k„’s satisfy the conditions enunciated as above, then for  <r — °°

log mk{o) ~  log A (a).

Proof. We have from (1.1) and (1 .2)
<7

(2 . 1) mk{p) =  ^  J  A(x)(*xd x < ^ j p - .
0

Further for A > c

(2 . 2 ) mk( A ) > J j  J  A(x)ek* d x ^ - ^  * J  .

InequaUties (2. 1) and (2. 2) yield when combined together:

(2. 3) A (a)
ек л _ £ка т к(Л), A >(T.mk(o)

k
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But [1]*

(2.4)

But for í/> 0 ,

log {ekAmk(A)} =  log {e*amk(p)}+  f  —  d x ^
./ mk(x)
a

=  log {ekamk(<r)} -+- — (d — ff).

<2. 5)
>/Л(<т)
wk(cr)

a + t]

S i

wk(/i)

— 7-. dx <  log {e(a+’>)kmk (a +  >i)} - 
mk(x) 1 J

:log { k ~ l e^+^kA(cr +  t])} =  (1 +o(l))log^4(<7 +  f/),

since log A (a) is a convex function of a  (see lemma 2 [1]). Hence, following (3. 1) 
of Theorem 1 [1], we have:

(2. 6 ) lim log [A (cr)/mk {a)])a ̂  q.
G  —► со

Again
(2.7) A — (7 <exp  (A — er) — 1, J x r .

Hence making use of (2. 6 ) and (2. 7) in (2. 5), we find for А =-<тё<т0,

— log k +  log A (a) +  log (ekA — eka) <  log (eka) +  log mk (er) +  [ 1 +  e ~ + £)<T]-+ c; 

d =  <T +  l0 g [ 1 + exp  {—(ß +  8)ff}] ><T ^(70

log d(er) +  log (e*(^-*>_ l )< lo g  wk(<x) +  1 +  0 (e~ ^ +‘>e), 

log d (<t) <  log wk (<r) +  1 + 0 (c~(e+£)<7).

or,

or,

Hence

6 n M t S |.
logw k(u)

But from the left-hand inequality in (2. 3) we obviously have:

lim B ,
lo g mk{a)

and so the result follows.

Theorem 2. For o ^ o 0

A(<r,fw )^A(<r)

when

log A (<t) 
2(7

A ( a J ( l>) =  Um J  I f {o +  it)\2 dt.

This can be verified from the integral relation involving mk(a) and A (a).
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Proof.

A (gJ ^ )  =  lim —
T-+ oo z i

\f '(a  +  it)\2 dt

lim ——
t ~* oo 2Г

lim
GE

dt ~

ё  lim lim
£_o r->~ y {

\f (a  +  i t ) \ - \ f ( G - G £  +
OE

lO ij2dt.

Hence

(^((т,/*1)))  ̂ g  lim —  {(T (<r))2 — ( A ( g  — ge))*}  £  lim — {e<” ,(ff) / 2  —e(ff_ff'),,(<’)/2} =
,o <re о ne

=  lim —  e™(")/2 { l - e -«"(*>/2} =  1 ° М Ф
X S 2 g  1 W J

where

/7(<7) =
log Л (g)

T heorem 3. We have for every arbitrarily small e =» 0 and о >  o0

m k(G) A (g ly)

where t] is fixed and > 0 . 

Proof. We have:

mk( G , f l>)-. /1 Г A (x ,/ (1)) A (x) ekx dx -

A {G -4 , fM )  1 

A (a — rj) eka
A (x) e'tx dx =

A(x)

A (g  rj, f (1)) [mk( a ) - e - k"mk(G-ri)].

Now

Hence

Therefore

A ( G - r j )
о 0

a
log[ek" mk(G)lmk(G-ri)\ =  f  A (x)\mk (x) dx.

a-t]

exp [riA(o-ri)/mk(a-ri) \  tS ek”mk(o)!mk(o - 1]) ^  exp [t\A(p)lmk(o)\. 

mk{G-ri)  =  o(mk(a)),



9 2 P . К . KAM THAN: ON TH E MEAN VALUES OF A N  ENTIRE FUNCTION

and so we find that

" fi(n ,/(1)) > ( l  - £ ) m k{p)A(p, ->1,f(1))IA (a - t j ) ,  о > о 0.

T heorem 4. We have:

Proof. We have:

mk(<r,ß») A (<т,/П)) 
mk(a) A (a)

oka
A ( x , f ^ )

A(x)
A (x) ekx dx A {? ,fW )  1 

A (a) ek" j  A (x)ekx dx, 
о

since from Theorem 2 A(x, f a))jA (x) is an increasing function, and this proves 
the result.
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PARTITION RELATIONS 
FOR CARDINAL NUMBERS

By
P. ERDŐS (Budapest), member of the Academy, A. HAJNAL (Budapest) 

and R. RADO (Reading, England)

1. INTRODUCTION

In this paper our main object is the study of relations between cardinal numbers 
which are written in the form

Such relations were introduced in [3] and [1]. They are called I-relations, II-relations 
and Ill-relations respectively, and they will be defined in 3. 1, 3. 2 and 3. 3. In 
sections 18 and 19 we shall introduce certain generalizations of these relations. 
Our whole theory can be considered as having arisen out of the classical theorem 
of Ramsey [18]. The most natural and direct generalization of the question settled 
by Ramsey’s theorem is the problem of deciding whether for a given positive integer 
r  and given cardinals a, b0 , b ly ... the I-relation a — (b0 , b t , ...)r is true or false. 
Although the I-relation was only introduced in 1952 several papers had already 
appeared on such relations between 1933 and 1952. As far as we know the first 
of these papers is due to W. Sierpinski [19] who proved that 2s<4»(R i, Rx)2. Two 
of the present authors have published several notes on such relations. All the results 
found by us before the present paper are contained in [1 ] where there will also be 
found references to previous papers by other writers except to those of G. Kurepa 
of which we had no knowledge at that time. Independently of P. Erdős and R. Rado 
and at about the same time Kurepa found several I-relations the most important 
of which, deduced under the assumption of the generalized continuum hypothesis, 
can be stated as follows:

Furthermore, Kurepa proved independently but somewhat later than Sierpinski that

For these results see [20].
In this paper our first major aim is to discuss as completely as possible the 

relation I. Our most general results in this direction are stated in Theorems I and 
II, and the remaining open questions are stated in Problems 1 and 2. If we disregard 
cases when among the given cardinals there occur inaccessible numbers greater 
than R0, and if we assume the General Continuum Hypothesis, then our results 
are complete for /■ =  2, and they are also complete for /■ S  3 provided we restrict 
ourselves to finitely many numbers bv. It seems that there are only two essentially

a -* (b 0, b y , ...)' or a - (h )c<So or

( 1 )
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different methods for obtaining positive partition formulae: those given in Lemma I 
(the ramification method) and those given in Lemma 3 (the canonization method). 
The idea underlying Lemma 1 has of course been known for a long time hut the 
ramification method in its present form gives in some cases sharper and more general 
results than have been known before. We shall not always quote in the text the 
place where the previous weaker results appeared. Perhaps our most important 
new method is that given in Lemma 3 of which there are bound to be many further 
applications.

In Lemma 5 we state powerful new methods for constructing examples o f  
particular partitions which yield negative I-relations. The simplest special case o f  
these general constructions leads to a proof o f

which was the decisive step towards proving our general theorems. Throughout 
most of our work we assume the General Continuum Hypothesis. In some cases 
it will be obvious to the reader how the theorems should be formulated when this 
hypothesis is not made but in other cases unmanageable complications would arise 
if we were to abandon the continuum hypothesis.

In sections 17 we prove a negative result on И-relations which is sharper than 
that obtained in [4]. This result is perhaps not best possible but it is interesting on 
account of its connection with the abstract measure problem for inaccessible car
dinals described in section 8 .

In sections 18—20 we consider problems which are in various ways related 
to our original partition problem. Here we are very far from obtaining complete 
results, and in some cases we are not even able to give a complete discussion of the 
many open questions. The proofs and constructions o f counter examples are similar 
to those used in sections 1 — 16 but the results show many new and interesting features 
such as those present in Theorems 22 and 23.

Our second major aim is an investigation o f the polarized partition relation
III. Such relations were formally introduced in [3] but an earlier result of Sier- 
pinski [22] implicitly contains the formula

In 3. 3 we define a very general type of polarized relation but we in fact restrict 
ourselves to relations of type (1). This severe restriction is probably not essential 
and it is justified only because even in this special case our discussion is not complete. 
Several important problems remain unsolved some o f which, such as Problems 10 
and 12, seem difficult and may require new methods. It may well be that new 
phenomena arise with more general polarized partitions but we have not investigated 
these.

PART I

2. NOTATION AND DEFINITIONS

Unless the contrary is stated, Roman capitals denote sets, small Greek letters 
as well as к, l, m, n denote ordinal numbers (ordinals), and small Roman letters 
other than к, l, m, n, x, y, z  denote cardinal numbers (cardinals). The sequence of



PARTITION RELATIONS FOR CA RDIN A L NUMBERS 95

infinite cardinals is K0> Ki> •••> ar|d the corresponding initial ordinals are 
co0, a>1, co2, . .. .  We always put co =  co0. No distinction is made between finite 
ordinals and the corresponding finite cardinals. We shall always assume that

r, s-<a>.

For every oe, the symbol a* denotes the order type obtained from the type a by 
reversing all order relations.

Bold type letters A, F, ... are used to denote sets of sets or families of sets. 
As usual, these last two notions differ in that in a family the multiplicity of occurrence 
of any particular set is essential whereas this is not so in a set o f sets. If A is a set 
of ordinals and A X 0  then min A denotes the least element of A.

Set inclusion in the wide sense, union and intersection are denoted by

A a B ,  A +  B, AB
respectively, and the symbols

Z (v £ N )A v, Л (v £ N )A V

denote union and intersection of any family o f sets. Without fear of creating con
fusion we use the same notation for sums and products of cardinals as for union 
and intersection of sets. The symbol

Z'(v £ N )A V

denotes the set Z (v £ N )A v and, at the same time, expresses the fact that

AßA v=  0  for p , v £ N ; p A v .

We shall make use of the obliteration operator ~ whose effect on a well-ordered 
sequence of elements is to remove that element above which it is placed. Thus

denotes the sequence of type n whose vth term is xv. We use this notation even 
in cases where an element x„ has not been defined at all. The symbol

(2) öo +  fli +  ...+<?„

denotes the sum of all cardinals av for wich v <и, and other similar uses o f the 
operator ~ will be easily interpreted. We shall nearly always omit the customary 
three dots ... to indicate a continuation of the symbols as indicated in front of them, 
so that ( 1) and (2 ) are more simply written as x 0 „x„ and a0 +  + a n respectively.

If Ф(х) is a proposition involving the general element x  of A then for В cz A 
the symbol

B{x: Ф(х)}

denotes the set of all x £ B  such that Ф(х) is true. In the formula for Ф(х) we 
may use the logical signs Л for “and”, V for “or”, D for “implies”, 3 x  for “there 
is x”, and V x for “for all x ” .

The cartesian product of sets A0„ Ä n is

A 0 X X A n =  {(x„ x„): v<H 3 x v€A v} =  {/: v< « d / ( v) ^ v}.
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If A0 „ An are pairwise disjoint sets each of which is ordered then the symbol

A0 + +An(tp)
denotes the set A0 +  +A„  =  A and, at the same time, indicates that A is ordered 
by the rule that for x, y £ A  we have x < y  if and only if

either (i) there is v < n  with x, у  £ A V, and x < y  in A v, 
or (ii) there are / ( < v < « with x £ A M and y £ A v.

If x0„ xn£ A, and if a binary relation x  -<у  is defined on A then each of the 
symbols

{■X0 „X„}-<, {xv:V < n }K

denotes the set {x 0 „ x„} and, in addition, expresses the fact that xx< x p for a <  [I <  n.
The cardinal of A is \A\, and if A is ordered then the order type of A is denoted 

by tp A. If the same set A is ordered by several order relations Rv then tp (A, Rv) 
denotes the order type of A under Rv. If tp A = o c  then we put |а| =  |Л|. For any 
A and В we put

A —В ~ A{x:
If or^ß then we put

[a, ß ) =  {v: a S v < j3 } .

Every a has a unique representation а =  coß +  r. We put

a — s =  coß +  (r — s) if  r ^ s ,

0)ß if

Ordinals of the form у + 1  are said to be of the first kind, all others of the second 
kind. Ordinals o f the form coß, where ß ^ l ,  are limit numbers, all others isolated. 
If a =  then we put

a + = K + i ' ,  a~ = K - i -  
If a<co  then a + =  a + 1  and a~ = a — 1.

If a=X o then a' denotes throughout this paper the least cardinal b such that

a =  a0 +  +  an

for some suitable n, av such that \n\ = b  and a0„ If a =  then a'=  =  Ncf(ot)
where cf(a) is the cofinality function introduced by T arski. Whenever the notation 
a’ is used it is tacitly assumed that аШ)Ь0.

The cardinal a is called weakly inaccessible if

a =a' =  a~ ,
and it is strongly inaccessible if

a =  a’, and b < a  implies 2b<a.

These two notions will mainly be used when the General Continuum Hypothesis 

(3) 2X>’ =  XV+1 for all v
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is assumed in which case strongly and weakly inaccessible cardinals form the same 
class and will simply be referred to as inaccessible. The number R0 is strongly 
inaccessible, and no other inaccessible number is known.

We put
[5]“ =  {X: X ^ S / \ \ X \ = a } ,

[S]<“ =  Z 0< «)[S ]» ,

[S p a =  r ( t fS b ^ |S |) [S r ,

P (S ) =  {X: I c S } .

The following notation will be very useful, i f  I a P ( S )  then 

M, =  {1*1: I c S A f f l ' c / } .
Clearly, [I\r depends on /  and r only and not on S. We shall use the notation 

[S0„ =  P (5 0 +  +  S '„ ){X :(W )(v < « 3 |T S v|= a v)}.

For any a we denote by co(a) the initial ordinal whose cardinal is a, i. e. we put

w(o) =  min (In\ =a)n.

The statement of propositions in whose proof the General Continuum Hypothesis 
(3) is assumed, will be prefixed by the symbol ( *  ). The same applies to problems 
which are of interest only when (3) is assumed.

3. THE PARTITION RELATIONS I, II, III

3 .1 .  The ordinary partition relation (relation I). A partition of A is any sequence 
(A0„ A„) such that A =  A0 +  +A„. We shall also use the version A = X (v  £ N )A V. 
The A,, are the classes of the partition. The partition is called disjoint if A =  I 'A V. 
An r-partition of A is, by definition, a partition o f [A]r.

The power of a partition A =  (A0 „ A„) of A is the cardinal

IA I =  |{v: 0 } | .

Thus a 1-partition of A is a sequence (/<,,. /„) such that \A\l =  Zfy. Then A = l J y 
where Jv =  A{x: {x} £ /v} for v When there is no danger of a misunderstanding 
we shall identify the partition (/0,, í„) of [A]1 with the partition (J 0„J„) of A.

If A is a partition of A, and if В a  A, then the statement

\ A \ ^ \  in В

means, by definition, that В lies in some class of A, and “ |A >1 in B” is the nega
tion of this statement.

Trivial results in [1] show that there is no loss of generality in assuming that 
in every partition the classes are indexed by a set of ordinals o f the form [0 , ri). 
Occasionally we shall employ a notation in which the classes o f a partition are 
indexed in some other way.

7 Acta Mathematica X V I/1—2
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We define the ordinary partition relation (1-relation)

( 1) a —{b0„ bn) r (or: a - ( b vyv<n)

as follows. The relation (1) expresses the fact that whenever

(2) \ S \ = a ;  [ S Y  =  I0 +  + I „

then there are a number v -= n and a set X a S  such that

\X\ = b v ; m rc / v.

More simply, this means that (2) implies that

bv 6  [/v]r for some v - n.

The logical negation o f (1), and similarly for all partition relations to be introduced 
later, is written as

Here is a systematic discussion of the degenerate cases of (1) and (3). Define four 
disjoint subsets of [0 , n) whose union is [0 , и):

Case 1. !V_+ И 0 .  Then (1) holds. For if (2) holds then we choose v £ N - + . 
Then r^=bvS a ,  and we can choose Ar€[S']bv. Then [X]r =  0  e / v and (1) follows.

Case 2. IV _ + =  0 .

Case 2a. lV+_ +  jV__ 0 .  Then (3) holds. For if  |S | = a  then there is a parti
tion (2) such that 7V= 0  for v $ N + _ +  N ___Now suppose there are a number
v < n  and a set Ar6 [S,]*>’ such that [ X ] ' a l v. Then bv^ a ;  v € 1V++ +  1V_ + =  N + + ; 
0  Ф [ I ] ' c / V; v£JV+_ + jV__ which is a contradiction. Hence (1) is false.

Case 2b. N + _ +  N __ =  0 . Then rv^ b v^ a  for v -cn, and it follows that 
this is the only case worth studying. Hence when discussing (1) or (3) we may if  
we wish assume r S b 0„ bn^ a .  We mention that even this last case can be further 
reduced by omitting those bv for which bv — r. For we have the following simple 
proposition: If m ^ n  and b0 =  = b m =  r, then the relations a^-(b0„ b„)r and 
a -* (bm „ b„)r are equivalent. If bv =  b for v <  n we write (1) also in the form

(3) a M b Q„ b„)r (or: a + ( b vX<n)-

The relations (1) and (3) are only of interest if

r S l ;  »iS 2 ; r < b 0„ b n^ a .

N ++ =  {v: r tsk b ^ a ) ,  

N +_ =  {v: rtSbv^ a } ,  

N_ + =  (v: r ) )b v^ a } ,  

=  {v: r i f b ^ a } .

(4) a-~(b)rc or a — (by,Í
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where с = |й |.  This notation is justified since if all bv are equal to each other then 
the truth of ( 1 ) does not depend on the ordinal number n but only on the value 
of \n\. More generally, the relation

(5) a ^ ((b 0)co, (bi)Cl)r
has the following meaning. Let |и0 |= с 0; |^ |= 3 Ct ;

dv =  b0 for v < n 0

Then
b1 for n0^ v-< n 0 +  n1. 

a ~*{̂ \У\><п0 + п 1 •
We may, of course, have more than two groups of equal entries in (5). Similar 
remarks apply to (3).

Remark. Concerning a further extension of the relation (1) to cover partitions 
of [S]e for e й  Ко it is proved in [3], p. 434, that every such analogue of (1) is false.

3. 2. Partition relations with multiple exponents (Il-relations). Let r 0 „ r , ,  a ,  b ,  c 
be given cardinals. Then we say that the relation

(6 ) а ^ ( Ъ ) У
holds if, whenever |5 | = ö and

[S]r =  T(v <co(c))/(r, v) (partition Ar) 

for all r  then there always exists a set X  4  [S f  such that

\ArJ ^ l  in [X]r* for every 2 < / .

We call (6 ) a II-relation or, more explicitly, a II (r0„ r^-relation. The II (r0)-relations 
coincide with the ordinary I-relations. When studying (6 ) we may always suppose 
if we wish that 1 ̂  со and r0 <  <  r,. If {.у0 „ i m} c  (r0 „ rt} then (6 ) implies a (b)c°”Sm ■ 
In 5. 3 we shall see that if й ё К 0 and sup (ß — со then the converse impli
cation holds so that for all relations (6 ) with fixed a, b, c and arbitrary
r0„ r l with sup (A <  /)/-,=  to are equivalent. The relation (6 ) is only of interest if 
с ё 2 and a ^ b ^ r 0„ r,. In particular, (6 ) is false if c > 0 ;  / > 0  and (6 ) is
true if a ^ b  and b < ry for some A </. The logical negation of (6 ) is written as

а + ( С ”Г'
Another type of II-relation, which we shall discuss in some more detail 

written as
/I \ < $0a — (b)c

and expresses the following condition. Let |S j= a ;

[.S']r =  T(v <cu(c))/(r, v) (partition Ar) 

for every r. Then there always are a set X  £ [S ] 6 and a number r0 such that

\Ar\ S l  in [X]r for г ё г 0.

is

7*
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3. 3. Polarized partition relations (Ш-relations). Let j s 2 ; r 0 „ r s_ 1 g l ,  and let 
a„ and bav be cardinals, for a v <  n. Then the relation

\
^ 0 v

bu

y ß  S -  1  / s bs -  1 } v  ,

is said to hold if  the following condition is satisfied. Let |S„\=a„ for a < s ,  and 
SaSz =  0  for Let

Then there are always sets X„ cr S„ for a ■< s and a number v <  n such that

and we shall frequently when considering (7), assume these conditions to hold. 
In the present paper we shall mainly consider the very special case

which corresponds to the partitioning of even graphs into two subgraphs. We shall 
however also investigate a generalization of this special case in a different direction 
Let a, b, cv, d„, ev, f v be cardinals, for v < n. Then the “relation with alternatives’

is said to hold whenever the following statement is true. Let AB =  0 ;  \A \=a-  
\B \= b \  [A, I? ] 1’ 1 = I 0 +  + I n. Then there are always sets L c . f ;  Y c B  and a 
number v-cn such that [X, T]1 ’1 cz /V and either (i) \X \= c v; \Y \= e„  or (ii) \X\ =  
— dv; Y ! = /' .. It is worth noting here that the alternatives for the sets X  and Y 
are not independent so that for instance the possibility |X |= c v; |T |= / V is not 
permitted. The relation (8 ) is only of interest if

and we shall frequently assume these inequalities.

Remarks. 1. Theorems proved in sections 24 and 26 will show that alternatives 
are essential for the investigation o f even graphs. Clearly there is no need for 
introducing more than two alternatives for each class.

2. It would o f course be possible to define more general relations with alternati
ves but then it would not be easy to determine the minimum number of alterna
tives required for a complete discussion.

\Xa\ = b av for a < s ,  and [T0„ Ts_ 1]r°” r- * c / v. 

The relation (7) is only of interest if

ra^ b (7VS a v for a < s ; v < n ,

s =  2 ; r0 =  r1 =  1 ; n —2

(8)

1 = c v, dv^ a ;  \ ^ e v, f v^ b  for v<n,
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3. If cv = d y and ev= / v for v then (8 ) is equivalent to

K U N 1,1\b) \ey) v<„

4. I f in  (8 ) we have, for \~^n,cy =  c \ d y — d \e y — e \ f y= f ,  then we also write
(8 ) in the form

(a) fcVr/V ’1

Ы  U v/ J m '
5. On reflection it will become obvious that in studying any of the relations 

I, II, 111 there will be no loss of generality in assuming that all partitions involved 
in the arguments are disjoint.

6 . The left hand sides of all our partition relations will nearly always be assumed 
to contain infinite cardinals only.

4. PRELIMINARIES ON PARTITION RELATIONS 1,11,111

4 .1 . Invariance under permutations of the arguments. Let \m\ =  \n\, and let 
v-*7r(v) be a one-one map of [0, m) onto [0, n). Then the relations a-~(bv) '<n and 
а-»(Ьфу)'<т are equivalent, and similarly the relations

i“ L i f.( .)V 4 (V) ] 1' 1

\b] ITti(v) V / яО) Jvon
are equivalent. For the proof see [1], Theorem 17.

4. 2. Monotonicity properties. We say that one of our relations is increasing 
(decreasing) in one of its arguments if  whenever the relation holds it continues 
to hold when this particular argument is increased (decreased) while the remaining 
arguments remain constant. It is easy to see that every one of our partition relations 
1, II, III is increasing in every cardinal variable on the left hand side and decreasing 
in every cardinal variable on the right hand side, with the exception of the “exponent” 
r and a cardinal indicating the number of classes. For the proof see [1], Theorem 12.

4 .3 . Substitution rules, (i) Let a ^ ( b 0„ b n)r; n :~ l :  b0 (c0  „ cm)r. Then 
a — (c0 „ cm, bl „ b,0r. For the proof see [1], Theorem 16.

(ii) Substitution in a relation with two alternatives may lead to a relation with 
more than two alternatives. Thus it is easy to see that the three relations (in which 
on the right only the first row is written out)

0 (ao\/a1, a 2\/a i ) ,  Í a 4 -V « 5  ,tf6V ö7V (аЛ (as \ a 9 , a 10V f ln )
K . V V .......... )• Ú J  \ ......................... )• U J  I

imply the new relation

0 iaA\la 5Va6Ma9 , a6\ a 7Vai0 \ /a l t , a2\/a3
4 ..........................................................

and that in general nothing stronger than this can be asserted.
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5. FURTHER REMARKS ON PARTITIONS

5 .1 . Product of partitions. Let 1, and let, for each к AK be a partition

S  =  Z (v^ n J A J v )
of S. Then the product 

denotes the partition 

where

It follows that

A0...Ak =  П (к < к )А у 

S =  X(x<kzD v„<n,JB(v0 „ V*) 

B(v0„ v k) =  n(x<k)A„(v„).  

\ПА„\^П\АХ\.

Also, if every AK is disjoint then ПА„ is disjoint. By convention, an empty product 
of partitions of S  is the partition which has only one class.

5. 2. Induced partitions. Let A be a disjoint partition of S. Then the relation

X0 = X i ( - d )

denotes, by definition, the fact that x 0, x k € S  and that x0 and x, lie in the same 
class of A. Let gs,

f - y - ' f ( y )
be a map from a set T  into S. Then a partition A' o f Г is defined by the rule < f

A '{y )= A (f(y ) )  for y £ T  

which, by definition, means that
To =  J i M O

if and only if
y 0, y i £ T  and / ( t0)= /(T i) ( - 2I).

We call A' the partition of T induced by A and / .  Clearly, \A'[ g  \A [. Frequently 
the multiplication of a number of induced partitions is the effective tool for proving 
results on partitions.

We now prove the assertion made in 3. 2 about the equivalence of various 
II (r0„ r,)-relations.

5. 3. Let
a — (fi)c°”n ; 6  =  K0; sup (Я < /)гл =co.

Then
a — (fi)c .

P r o o f . Let со (a) =  n; S  =  [ 0 ,  n); | A | = c ,  a n d  l e t

[S]r =  Z(v£ N )I(r ,  v) (partition Ar)
for all r.

By the remark made in 3. 2 we may assume that rQ <  -= r,. Define the r-par- 
tition Ar of S  by

A'({x0„ x r<}) =  Ax({x0„ x x}) for rxS r ^ r x + 1, ;.<cy.
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Then obviously \A',\=c. Hence, by hypothesis, there is X<L=S such that tp X =  
= w(b) and

|JrJ — 1 in [Т]Гд for A</.

Now let {x0„ x x} < , { y 0„ y f ^ c X .  Then rx^Á and we can choose x x„ x r>,
у х„ Уг, £ X  such that x0 <  <  x rj and y 0 <  < > Гл • Then

{x0„ x rJ  =  { j 0„

and hence, by definition of dr,

{ * о „ * я )  =  { > ’о „ У я } ( - ^ я ) -  

Hence |dA| S  1 in [T]A, and the assertion follows.

6 . THE RAMIFICATION LEMMA

We shall now describe a mode of reasoning which constitutes the core o f many 
arguments about partitions. It has been used, in one form or another, in a number 
of papers already. In the rather more general form stated below it is a very powerful 
tool for obtaining partition relations.

Lemma 1. Let Q =  Q — 1 > 0 . Let S(v0 „ v j  and F(v0„ vff) be sets and n(v0„ v„) 

be ordinals defined for a ^  g. Put

N =  {(v0„ v„): ffÄ e A(T< ff^ v t </i(v0„ vr))}; S'(v0„ v„) =  SI7(t <<j) S(v0„ vr)
for a == q.

Suppose that
S \v  0„ v a) =  F(v0, J l!) +  'Z(v„<n(v0„ t a))S(v0„ v a) 

for (j - ' q ; (v0,, va) f  N. Then we have:

(i) F(v0„ vz)F(v0„ v„) =  0  fo r  and (v0 „ v„) € N.

(ii) 5  =  Z (o < e / \ ( v 0„ v a)£N )F (v0„ v a) +  Z((y0„ v e)e N ) S ' ( v 0„ v B).

(iii) Let |S |g a ^ R 0 and \g\ < a ' ; \F(v0„ v„)\ for (v0„v„)dN .
Suppose that there are cardinals c„ such that < a' a <  g. and |и(г0„ vr)| =  C(! 

whenever x < c r < e  and (v0  „ vfi f  N. Then
(1) there is (v0„ v„) £ N with S'(v0„ v j  ^  0 .

<iv) Let |S | >  ^0; g ^oj(b'); |n(v0„ vff)| ^ b  and

\F(v0„ va) \^ b  for a and (v0„ va)£N . Let 2 c^ b  for c< b .

Then (1) holds.

(v) Let ISI Ёа; |g| < « ;  |n(v0„ vff)| and |F(v0,, vCT)| -=a for o < Q  and 
(v0 „ vfi C N. Suppose that a is strongly inaccessible. Then (1) holds.

Proof of (i). F(v0„ vT)F(v0„ v \)c F (v 0„ vt)S'(v0„ i , ) c f ( i - 0„ vt)S (v0„ vt) =  0 .



104 P . ERDŐS, A. HAJNAL A N D  R . RADO

Proof of (ii). Put r(cr<£>A(v0„ v„) € N) F(v0 „ v„) =  G; S — G =  T. For a 
and (v0,, vff) (E put S(v0„ v „ ) -G  =  T(v0„ v j . Then ТП (: <cr)T(v0„ vr) =  
=  Z((v0„ va) £ N )  T ( v0„ v„) for cr<g; (v0 „ vCT) 6  W Hence we have, for 
and (v0„ vff)€iV,

T(v0„ v „ )c i( (» 0ll va, X)£N )T(v0„ v„, A) =  П (t <  cr) T(v0 ,, vt) c 7 ( v 0„ v„). 

Now suppose that there is an element

x £ T - X ( ( v 0„ ve)£N )n(<T <g)T (v0„ v j.

Put /V* =  N {(vp„ va): a <  q/ \ x £ T(v0„ v j} . Then N * ? ± 0 .  Define a partial order 
on N* by putting (v0), vr) < ( v 0„ v„) whenever t <<t. We want to apply Zorn’s 
lemma to N*.  Let / =  /-- 1 > 0  and (v0 (A)„ v„A(A)) <  (v0(/r)„ vaJ(n)) for A < /r < /. 
Then <r0 <  <  a, -c g ; со ^  sup (A <  /) a, =  n ̂  g, and there are numbers v0„ v„ such 
that v„(l) =  v„ for A< / and Then (v0  „ v„) £ A. Also, x £ / 7 ( x < 7r)7 Xv0„ v„)
and hence, by definition of а , ж  Then

x € /7 (x < r) 7 \ v0„ vx) =  2 T((v0„ vH)e A )r (v 0„ v„),

and there is v* such that (v0  „ v„) £ )V and x £ T ( v 0 „vJ. Then (v0 (A)„ vffA(A)) <  
< (v 0,, v„) for A < /, and hence the partial order on N * is inductive. Thus Zorn’s 
lemma applies and gives a maximal element (v0„ v j  in N *. Then a + 1
•v £T(v0„ v j  =  T7(/?-= a +  1)T(v0 „ v̂ ) =  l ( ( v 0„ va+1)£ N )T (y 0„ ve+1), and there 
is va + 1  such that (v0„ va+1) £ A  and r f r ( v 0„ vI+1). But then (vo„vI+1) >  
> (vo^»vsl) which contradicts the maximality o f (v0„ va). Hence there is no such 
element x, and therefore

S - G  =  T((v0„ v„)6/V)H((T<p)(5(v0„ O - G ) .
This implies (ii).

Proof of (iii). Let (1) be false. Then, by (ii),

(2 ) |S | ^ Z ( f f < e A(v0 „»a)€(V )|F (v 0 „v,)|.

The number o f terms of the sum in (2) is at most

Z(op< ß )d 'rl < n ',

by the regularity of a .  Hence, using the definition of a', we deduce from (2) that 
|5 |< a  which is the required contradiction.

Proof of (iv). Put, in (iii), a = b +  and ca = b .  Then the hypothesis of (iii) holds 
since, if ег<£>, we have \a\<-b' and hence

cl"1 = 6 |<’1 ^ Ь < я  =  a'.a

Proof of (v). Let (1) be false. Then, again, (2) holds. Put N„ =  {(v0„ v,,): 
(v0„ va)(LN} for a < g .  We prove by induction that \N„\ <a. Let т and suppose 
that \NJ < й for t. Then we have: If r =  0, then |2VT| =  1 < ű. If t =  n + \ ,  then 
|2Vr| =  T((v0„ v j £ N x)\n(y0„ v„)| Now let t = t - 1 > 0  and (v0„ vr) e N z. 
Then (v0„ va) £ N„ for ег< т and hence |2VT| ^  П (cr <  r) |A(,| <<?. Thus \N„\<a for
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and again (2) leads to the contradiction |5 | <a.  This proves (v) and completes 
the proof of Lemma 1.

We call the system R of sets N, F(v0„ v„), S(v0, vj a ramification system on 
S  of length q. If all n(v0„ va) have the same value n we call n the order of the rami
fication system. With every ramification system there is associated a tree whose 
lowest branches, in the case of order 2 , are shown in the following diagram:

In applications we shall always use the notation S \ v 0,, v„) as defined in the 
lemma, and also N„ as defined in the proof o f (v). We shall construct R inductively. 
Assuming that S'(v0„ vff) has already been defined for some fixed a, v0„ va we shall 
define n (v0,, v j, f (v 0„ vff), S(v0„ v„).

7. POSITIVE THEOREMS FOR 1-RELATIONS IN THE CASE a =  * a+1; r  =  2

Theorem 1. Let a — (a0„ a m)2; b ^ ( b 0„ b k)1; Z>SR0; a ,b +^ c  = c', and 
suppose that (a~\k\)d< c  for all d - b. Then

c~*(a0„ am, b0„ bk) 2.

( * )  Corollary 1. Ra+i-(R « + i, (iOit)2 for a&O; M

Deduction of the Corollary from the Theorem. Put m =  l; a =  a0 =  $x+1; 
b =  b0 =  = b k =  $'x; с= К я+1. Then the hypothesis of Theorem 1 holds, and the 
Corollary follows.

Proof of Theorem 1. Let | S \ =  c,

[S ] 2 =  Ц ц ^ т )К „  +  1 {х^ к)Ц ,.

We may assume that

(1) if 5 '€ [S ]fl, then

We have to find a number x < k  and a set S " c S such that [S"]2 c f K and |S"'| = b y.
We define inductively a ramification system R on S  of length Q =  co(b) and 

order n=a>(a~\k\). By (1), a g 2. Let and let S'(v0„ v„) be defined for some-
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v0„ va. We write v in place o f v0„ v„. Choose as F(v) a maximal subset of S'(v) 
such that

[F(V) Y c K 0 +  + K m.

Then, by (1), |F (v)|< a , and by the maximality of F(v) we have

S'(v) — F(v) =  I(v„ <n )S (v , v„)

where, for each va <n,  either S(v, v„) =  0  or, for some y(y, va) £ F(v) and x(v, va) <  k, 
we have

(2) S(y, v„) =  (S '(v )-F (v )){x : { j(v , v„), x] eZ.*(VlV„)}.

Here we have used the fact that the number o f pairs (y, x) with y£F(v) and x < k  
does not exceed a~\k\ =  \n\.

This defines R. Now Lemma 1 (iii) applies. For: |Sj  = c  is regular; |ß| =  £ < c .  
If <r < p , then

|я|М =  (ű_ |A'])I<7I < c

since Hence by Lemma 1 (iii) there are numbers v0 ,, v0<n  such that
-S'(vo» ve) T* 0 . Then (2) holds for <r<o. Put x„ = y (v 0„ v„) for a e g .  If a e x  e g  
then

=  У(У0„ vt)€ F (v 0„ vr) c S 4 v 0 „ vr) e 5 ( v 0„ v„);

{ x . , x t }<EL,(V0„ Vct),

Put Mx —  [0, q ) { o : x ( v0 „  va) =  x} for x e k .  Then [0, g) =  M 0 +  +M k, and by 
b ^ ( b y) l <k there is x e k  such that \M:<\^ b y. Put S" =  {xa\ a £ M x}. Then \S"\^bx; 
[S"Y<zLx, and Theorem 1 follows.

Remark. The method used in the proof of Theorem 1 actually yields a result 
of a more general type: see Theorem 39 in section 22. We have described here the 
proof for this special case in order to prepare the complete discussion of relation I 
without applying results on polarized partitions.

(•fc) Theorem 2. I f c e a ' ,  then ű+ —(ö)2.

Proof. Let |S | = a +; [S ] 2 =  I0 +  +/„; n =  a>(c). We define a ramification 
system R on S  o f length g=a>(a) and order n. Let <t < q, and let S'(y0„ vff) be 
defined. Again, instead of v0„ vCT we write v. If S'(v) =  0  then put F (y)=  S(v, v„)= 0  
for va e  w. Now let 5 ' ( v ) # 0 .  Choose x (v )f S'(v) and put F(v) =  (x(v)},

5(v, v j =  ( S 4 v )-C (v )){y : {A (v),y}€ /Vj  for vaen .

This defines R. Lemma 1 (iii) applies. For |S  = a + is regular; |g| =  a e a + ; 
|F (v)j^ 1 e a  + , and if a e g  then

|и|M =  < a +.

Hence there are numbers v0„ v „ e n  with S'(v0  „ ve) ^  0 .  Then F(v0„ v„) =  {x ,} ; 
x a = x (v 0„v„) for a e  q. If a e x e g  then, by definition of S(v0 ,, v„),

{xz} =  f (v 0 „ v t) c 5 ' ( v o „ v t) c S ( v 0„ v„);{xa, x r} e i Va.
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If Mx =  [0, q) { o \ v<, =  x} for ж  я, then [0, q) =  M 0 +  + M n, and since \n\ =  
=  c < a '  — |e|', there is x < n  such that \MJ =  \g \=a .  Put S"={x„: a d M y} .  Then 
|5" |= n ; [S"]2 c 4 ,  and Theorem 2 follows.

Remark. If a is regular then the conclusion o f Theorem 2 follows from 
Corollary 1.

8 . FURTHER POSITIVE THEOREMS FOR I-RELATIONS. 
REMARKS AND PROBLEMS FOR THE CASE OF 

INACCESSIBLE CARDINALS

8.1. ( ^ )  Lemma 2 (the stepping-up lemma). Let r s l ;  a ^ $ 0 ; a —(bv) '<m. 
Then
( 1) a + -*-(6 v +  l)v<m •

Proof. We may assume that r < 6 0„ i mSa.
Case 1. т Шсо(а). Then there is a partition

[S]r =  L0 +  +  Lm, where |S |= a ,

such that |Lv| S l  for v < n . Then, by hypothesis, there are v < m and Y £ [S']'’1' such 
that [ f f c l , .  Then |[T]r| ^  |LV| ^  1; bv^ r ,  which is a contradiction.

Case 2. я к ю (а ). Then (1) follows by [1], Theorem 39 (ii). For the convenience 
of the reader we briefly describe the proof.

Let |S | = a +. and
[S]r + 1 =  /„ (partition A).

We define inductively a ramification system R on S  of length g=a>(a).  Let g < q, 
and let S"(v0„ v„) be defined. Write v in place of v0„ v„, for some fixed numbers 
v0„ v„. If S '(v )= 0 , put F(v) =  0  and w(v)=0. Now let S '( v ) ^ 0 . Choose 
F(v) =  {x(v)} c  S'(v) and put

ЛХУ) =  n {X e[L (.T ^a)F (Vo„ vT)]') A (X +  {y})

for у  € S'(v) — F(v). Put n(v) =cu(|dv|). Then

S '(v )-F (v )  =  I(vff<w(v))5(v, v„),

where |dv| ^  l on each S(v, v„). This defines R. Now Lemma 1 (iii) applies. For 
we have, for т <  <т,

|«(v0„ v(T) |S |d | l ff+1 lr =  c ,< a \  |«(v0„ vt) |S c ff.

Also, cla[^ a < a + ; |S |= a + = a +/; l e l< a +; |F(v)| ^  1 < a  + . Hence, by Lemma 1
(iii), there is (v0„ v e)( iN  such that S'(v0„ ve) Ф 0 .  Choose xe € S'(v0 „ ve). Then 
we can write E(v0 „ vCT) =  {xff} for a <  q, and we have {x0,, x„} # c. S. Now

AXy) =  П (Х £[{х0„х , ,} ] ')А (Х + {у})  for y€S'(v)-{A-„}. 

for cr<£>. By definition of >S(v, v,,),
{*,„’> =  {хв0„ х вг, х е}{-А)
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for cr0  <  -c«Tr<  g. We have [[0, p)]r =  K0 +  +  Km, where Кд =  [[0, g)]r{Ar: X +  
+  {xe} 6 /„} for Since |p| =  a — (Л„)£<т, there are p and M  such that /j< w ;
Л/<='[0, g); \M \= b ll; [M]rc ^ .  Put Q =  {xa: <т<ЕЛ/} +  {x„}. Then

QczS; l ß l = b ß+ l ;  lQY+1czfM,

and (1) follows. This proves Lemma 2.

(tfc) Theorem 3. / / « ^ 0 ;  r s 2 ,  then

^=r +  ( r  -  1 )  “ * ' ( ^ 1 +  1 5 ( ^ u ) c ) r -

( * )  Theorem 4. //'a itO ; r s l ,  /Лен «а+(г_ 1,- (« .)^ .

Proofs. Theorem 4 is trivial for r =  1. Both, Theorem 3 and Theorem 4 are 
true for r =  2, by Corollary 1 and Theorem 2 respectively. For general гШ 2 both 
theorems follow from Lemma 2 by induction over r.

( * )  Corollary 2. If is regular; c < s , ; / & 2 ,  then

+ (^x)c)r-
Remark. For regular Theorem 4 follows from Theorem 3.
We shall need the well known

Theorem of Ramsey [18]. (i) For c-=x0 and r ^ l ,  K0 -*(Ko)c- 
(ii) For b , c , r < $ о there is R ( b , c , r ) < X 0 such that

R(b, c, r) -► (bfc.

( *  ) Theorem 5. Let a be inaccessible; m -<v)(a); b0 bm ■ - a. Then

a-* {a, b0„ b,„)2.

The case of this theorem is [1], Theorem 8 .

Proof. Let
| 5 | = й; [SV =  L + L0 + + L m; ű ^[L]2.

We define a ramification system R on S  of length д =  со((Л0 +  + b m)+). We note 
that
(2)

Let and let S'(v0„ va) =  S'(v) be defined. We take as F(v) a maximal subset
of S'(v) such that [F(v)]2 c l .  Since [L]2 we have |F (v )|< a . Then there are a
number n(v), elements x(v, va) of F(v) and numbers /r(v, va)< m  such that

S'(v) -  F(v) =  T ( v„ < h ( v) ) 5 ( v , v„ ) ,

where {x, x(v, vff)} €Z,M(v>V(j) for < h(v); x £ S(v, vff). This follows from the maxi- 
mality of F(v). We can make

|/?(v)| ^  |F (v)|-|w |<fl.

This defines R. Lemma 1 (iv) applies and yields (v0„ v„)£ N  such that S'(v0„ v0) ^  0 -
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Then n(v0„ for o < q, and there exists xa =  x(v0„ va) for cr<p. Then

for
[0 , q) =  K0 +  +  Km,

where K/l =  {r: r< pA p (v0„ vT) = p }  for ц < т .  By (2) there are Mcz[0, p) and 
p < m  such that \M \= b ß and M (zK :,. Put X = {xa\ a £ M) .  Then \X \= b tI and 
m 2 c l f which proves Theorem 5.

8 . 2. The following remarks are relevant in connection with the discussion of 
partition relations involving inaccessible cardinals.

We want to consider the following propositions involving a cardinal a ^ ü 0: 
A: If a is strongly inaccessible, then a-+-(a)2 So.
В: If a is strongly inaccessible, then а + ( к ) Г ° .
P1; P2 , P3, Q: These are defined in [24].
T : ö-k(ű. 4)3.
The following diagram shows implication relations known to hold between 

these propositions together with the corresponding references:

Furthermore, (i) if P3 =>Q, then Q holds for all a [28]; (ii) if Gödel’s constructa
bility axiom is assumed then P 3 holds for all a [27]. (iii) Q holds for a very wide 
class of strongly inaccessible cardinals [5].

By (iii) a-^(a, a)2, a-~* {a. 4) 3 and a-t»(a)<So hold for many inacess-
ible cardinals.

The following problems remain open.
Problem (A) Is it true that a-\*(a,a)2, a — (a, 4 )3 or a-+*(a))*0 hold for 

every strongly inaccessible cardinal?

(B) Is there any strongly inaccessible cardinal for which a-4* (^о) 2 No
holds?
^  Added in proof (23. III. 1965.). For a more detailed discussion of the re
cent results concerning Q, P1; P2, P3 see [30].

It has been recently proved by F. Rowbottom that Gödel’s constructibility 
axiom implies that holds for every cardinal a.
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9. CANONICAL PARTITIONS. CANONIZATION LEMMA

9 .1 . Definition. Let A be a disjoint partition of [S]% and let Z'(v <ri) Svcz S. 
Then A is called canonical in (S 0 ,, S„) if for X, Y  £ [50 +  +  5’„]r the relations

\XSy\ =  \YSV\ for v < n
imply

X = Y (-A ) .

We remark here that this notion of canonicity diifers from that used in [1]. 
There we were considering ordinal canonicity whereas here we have cardinal cano
nicity.

9 .2 . ( ^ )  Lemma 3 (Canonization lemma). Let | S  | =  ö >  a ; о =  со (a'); r S l ;  
a0 <  <  ae < a =  sup (a -< g)a„, and let A be a disjoint partition o f  [.S']'' such that 
|d |< a .  Then there are sets Sa such that \Sa\ = a rr for a <  о and Z '(o<Q )Sacz S, 
and A is canonical in (.S0„ S j .  I f  we are, in addition, given any representation

s  =  z ' ( a < e ) S '

such that I <  a for o < q, then we can stipulate that, in addition, Sx c  S({)) fo r  
where a(

Proof. Put
R  =  {0o>> K ,  0 : ro„ rs ^ l A r 0 +  + r s = r A t < s } .

Let (r0„ rs, t )£R .  We say that A is (r0„ rs, t)-canonical in (A0„ Acj  if the following 
conditions hold: Z'(o <  q)A„c  S; \A J = a a for <r<p. Whenever X, Y d[A0 +  +  Ä j f  
and

XAa= X a- YAa = Y a; \X.\ =  \YJ for <x<e,

{ a :T o 7i 0 } =  {<т0„ (fs}<; \XaJ - r x (A<s);

Xa = Y a for

then Z  =  T(-d). Our aim is to find sets S0„ Se such that A is (r0„ rs, t) — canonical 
in (S0,,'S,) for every (r0„ r s, t )  o f  R  simultaneously.

Let (r0„ rs, t )£ R ,  and let A be (r0„ rs, uj-canonical in a fixed system (A0„ Ag) 
for every и such that t <  и < s. This is for instance true if l — 5 — 1 and Z '(a -< g) AatzS ;  
\AaI =a„ for ff <  p. It suffices to deduce that there are numbers /.„ and sets B„ such 
th a t l 0 < < A e< p  and Ba(zAXij for er<g, and A is (r0„ rs, i)-canonical in (B0„ B„). 
For, the passage from (A0„ A g) to (B0„ B g) does not destroy any canonicity A 
may have possessed in (A0„ A,), and a finite number* of steps as described above 
starting with the sets S'0„ S'e , leads to the required system (S0„ S„).

We well-order the set [5,]<No and denote, for s<co; X a S ;  \X\ S i ,  by 7t(Z, 5 ) 
the first element of [Z]s. We now define X„ and Ba by simultaneous induction. Let 
т < р ,  and let ka, Bn be defined for a  <  t, and suppose that X„ «= g and B„£[AxJ a<'

In fact, \R\ =(/■+ l)2r~2.
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for it< T. We define AT and BT as follows. There is Ar< p  such that A„<At for <t< t. 
This follows from |g |'= |g |. Put

A,t(X) =  n (i> € H ,„  + + i j ro++;tAAt < e , < < e s < e )
Л (P +  Af +  л(Ле1, /•,) +  + £ (v4ej) rs)) for AT€[4 J r'-

Then
|4 J  Ä  |(“Я0+ +^.)ro+ 1 =

where bT is independent of the choice of Ar. We have ax +  bx <  <  a for some
a =  ß +  1. By Theorem 4.

«̂ + (rt-  1) “*■ (8e)ftt>

and Xa+(rt_ 1 ) <u. We can choose A, so that, in addition, űl t g ü , t( ,r l ) . Then we 
shall have

and therefore there is a set Bt £[AxJ“' such that

I4J=S1 in № .

This completes the definition of A„ and B„ for <j < q. We have A0 < < A e< g  and 
B „ £ [ A for <r<p. We now show that A is (r0,, rs, i)-canonical in (B0„ B„).

Let
x ,  r e [ 5 0  +  + i j r; х в в =  х . ;  YBa =  Y„ for <x<e;

{u: Af,,^ 0 }  =  {u0,, ffs}<;

\Xai\ = r x for A < i, and Xa =Y„  for a ^ a , .

Then we have, in view of the (r0„ rs, u)-canonicity for every и in the range t « - и <  s, 
the relation

Jf -  Х.0 +  + Х вя =  X \ -A ) ,
where

X '  =  Xao + + X„t +  n (AXat , rt) + + n (Ax^ , rs).
By definition of Ax and B„t we have X' =  X"(-A),  where

X" =  Xao+  +  X„t +  Yat +  n(AXtrt, rt) +  +  n(AX"̂ , rs).

Finally, again by the (r0„ rs, u)-canonicity for t < и < s,

X ” =  Xao +  +  +  Yat + Y at+  +  t .  =  Y(-A).

This completes the proof of Lemma 3. We note that the final clause of the lemma 
is also proved by our construction.

9 . 3 .  ( ^ )  Lemma ЗА  (polarized canonization lemma). Let a > a ; AB -- 0  ^
\A\ =  \B\ = a ;  g =  co(a'); a0 < < a Q< a  =  sup (о<д)а„;

[A, S] 1' 1 =  I o + ' h .
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Then there are sets Aa, B„ and numbers h(a, x ) < 2  such that 

l \ o < q) A „ cz.A; I \ a <  q)B„czB;

\Aa\ =  \Ba\ =a„ for o < g ;

[Aa, Ä J 1’ 1 c / j (t,t) f o r  <7,X<Q.

Proof. Let co(a)=n; A = { x 0„ *„}*; B =  { y 0 „ уп} Ф\ S =  [0, n). Then [S' ] 2 =  
=  S'(x, I  < 2 ) 1  (x, A), where

=  {{/<, v}<: { х „ ,л } € /хА{ху, for x , / . < 2 .

By Lemma 3 there are sets Sa and numbers h0(a, t), hy(a, t) <  2 such that
S0 +  +  Se( tp)c:S;  |Sff| =a„ for a < g \

[Sa, Sr]l -l ( z l ( h 0(o, T) ,h i (p, t)) for a < x < g .

Put A„ =  {xll: p £ S 2a}\ B„ =  { y y: S2ff+1} for o < g .  Then \Aa\ = а 2„Шаа-, \B„\ =
=  a2a+l>a„ for a < Q \

AaAx =  BaBT=<Z for a < x  <g.

Now let a, x < g ;  xll^Aa', yv£ B T. Then p £ S 2a; v£ S 2t+1. If a ^ x ,  then 2 o < 2 x +  1; 
{p- v }< e[S 2ff, S 2 t+ 1]1"1 c / ( / 70 (2 (T, 2t +  1 ),/i 1(2(t, 2t +1));

{ X ll > J v }  €  ho(2<T,2r+ 1) -

If о т ,  then 2 т +  1 <2cr, {v, /r}< € [S 2r+1, S , , , ] 1- 1 c /(/?0 (2t +  1, 2cr), h2(2x+ 1, 2<r));

{ X n > Tv} £ l h , ( 2 t + l , 2 a ) -

Hence the assertion holds if we put

j  h0(2a, 2x +  1 ) if аШх 
Ь((т,х) I /?1 (2 т +  1 , 2 <r) if <r>x.

Remark. There are, of course, more general versions of polarized canonization 
procedures.

9. 2. Super-canonicity. Definition. Let d be a disjoint /'-partition of S, and let 
Z' (v£n )Sva  S. Then A is called super-canonical in (S0„ S„) if the following con
dition holds. Whenever

X, Г € [S0 +  +  S„Y; { p : XS„ *  0  } =  {p0 „ ps} <;

(v: YSv^ 0 }  =  {v0 „ vs}< ; |XS„J =  |7 S VJ for <r<s,

then X = 7 ( -d ) .  It follows that every super canonical partition is canonical. It is 
easy to prove, by induction over r, that the number of systems (r0„ r s) such that 
r0 ,, rs =  1; r0 +  + r s =  r is 2r_1. It follows that if  г ё 1  and A is super-canonical 
then | d | s 2 ’'-1 .
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Lemma 3B ( Super-canonization lemma). Let |5 |  =  a > a ';  m < co(a ') —\n. Suppose 
that either (i) a'—H0, or (ii) a ' > $ 0, and a' is measurable*. Let  i l l  and

[S]r =  I0 +  ' +  7 m (partition A).

Then there are sets Sv and cardinals av such that

a0 < < a n< a  =  sup(v«=n)av;

Z'(y<ri)Sv =  S; \Sy\ = a v fo r  v < n ;

|Z (v cn )S v I = a ,

and A is super-canonical in (S0„ S„).

Proof. There is only one step where the proof in case (ii) differs from that 
in case (i).

By Lemma 3, there is a set

В =  X'(v<n)Bv( z S

such that A is canonical in (B0 ,, Bn) ; \ B ) =  bv for v -= n ; /i0 <  <  b„ <  a — sup (v <n)At . 
Now there is a partition
(1) [[0,1!)Г =  Г (Л < /)Л ,
where 7<o>, such that two elements {p0„ p r} < , { v 0„ \ r} < of [[0 , n)]r belong to 
the same class Jx if and only if, whenever

X i [ X ( Q^ r ) B J ;  Y £ [ Z ( q < r )5 vJr,

and IXB  ̂ I =  Í YBV I for о < r, then X  and Y  lie in the same class Iy. We now apply 
to the partition ( 1) the relation

a'—(a')f •

In case (i) this relation is Ramsey’s theorem, and in case (ii) it follows from [4], 
Theorem 9. We obtain a set {<r0,, dn} < a  [0, n) and a number A < / such that 
[ { °o »S n}\rc .Jx. Then A is super-canonical in (Д.0„ B„n), and the assertion holds 
if  we put Sv =  B„v for v<n .

10. POSITIVE I-RELATIONS IN THE CASE r =  2 ;a > a '

10. 1. ( sk) Lemma 4. Let a l S 0, and let b0„ bm be any cardinals. Then the 
relations

a ^ ( a , b 0„ b j 2; a '^ (a ' , b 0„ b m)2
are equivalent.

* i. e. that a' does not possess the property Рз of [24]. In fact, the weaker condition 
a ’ — (a a ' f  already suffices. After recent results discussed in 8. 2 the existence of such cardinals, 
other than So, has been rendered unlikely.

8 Acta Mathematica XVI/1—2
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Proof. The case a =  a' is trivial. Now let a >  a'. The case when b0 <  2 is trivial. 
Now let b0 „ bm S  2, and put n =  oj(a').

1. Let a'-+(a',b0„ b my .  Then m <a' ,  and b0„ b m^a' .  Let |S |= n  and [S ] 2 =
=  (partition A). Assume that bß4 [/;J2 for /i < m. By Lemma 3
there are sets Sv such that a '^  |SV| <  |SA| for v <  Я <  7?;

i ' ( v < « ) S , c S ;  \S0 +  +  Sn\ = a ,

and A is canonical in (S0„ Sn). If ц < m ; v < n ; [.S’v]2 c / (,, then |SV| whereas 
in fact l^ l sra'ss^,. This contradiction shows that [5'v]2 c / f o r  v<n. Choose S'czS  
such that |5 /5 V|= 1  for v < n . Then |5'| =  a'-*(a', b0„ b„,)2, and we have at least 
one of the following cases.

Case 1. There are a number and a set S" £ [S"]N such that

[S T < = /,.
This contradicts b ^  [/(J2 •

Case 2. There is S"'6 [>S,]a' such that [S"]2a l .  Put

S"'=Z(S"Sv r * 0 ) S v.

Then \S"'\=a; [S'"}2 a  I. This proves a-+(a, b0„ É J2.
2. Let b0„ bm)2;

[[0 , и) ] 2 =  J + ' Z ' i j i o n ) ^ .

Let S =  L'(v< n ) Sv and |5v| < | 5 | = a  for v < n . Then

[S]2 =
where

f  =  £({<*, ß}<eJ„)[Sx, Sß]1’1 for ц < т .

Then IS I (a, b0 „ bm)2, and we have at least one of the cases:

Case 1. There is S"6 [S]Ű with [5']2 c / .  Put N  =  {v: S 'S V?± 0 } .  Then |TV| = a
[А ]2 с / .

Case 2. There are a number ц < /п and a set .S" £ with [S/]2 c /„ .  Define
TV as in case 1. Then |5 'S v| S l  for v-<n; |TV| =  [S'| = b / ,  [jV]2 c /^. This proves 
a'-»(a',b0„ b m)2 and completes the proof o f Lemma 4.

10.2. (•*■) T heorem 6 . Let a > á  =  b + ; c<a' .  Then

a ~*(a, (b')c)2.

Proof. By Corollary 1, a' —  (a', {b')c)2, and the assertion follows from Lemma 4. 

( +  ) Corollary 3. Let a > c f(a ) =  /1 +  1 and c<N *. Then

ая + (1- 2 ) ( ^) c) r for  г ё 2 .
This follows from Theorem 6  and Lemma 2.
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11. THE SETS OF VECTORS USED AS COUNTER EXAMPLES

11.1 . The vector discrepancy. For any two distinct “vectors” x  =  (x0 „ x„); 
у  =  (}’o„ y„) of the same “length” n we define the discrepancy 6 (x, y) by putting

<5(x, y) =  min (xv 9^yv)v.

When no confusion can arise we shall instead o f <5 (x, y) write more simply xy.  
If r g 3, and x0„ x r_ t are vectors of the same length, x„ Fx„+! for о +  1 r, then 
we put

<5(x0„ xr_ í) = ( x 0x l , x 1x2„ x r_ 2 xr_i); cV(x0„ W -i) =  { ^ e + i : 0 <ir- l } .
Thus S(x0„ x r- 1) is a vector of length r — 1, and d'(x0„ xr^ )̂ is a set of ordinals.

Every set X  of vectors of the same length whose components x v, y v are ordinals 
will be ordered lexicographically by putting

x < y  whenever xXJ, <  y xy.

By tp(JT) we always mean tp (X, < ) .

11. 2. The set F(a). We put

F(<x) =  {(x0„ x01J: x0„

If ( * )  is assumed then |F(a)| = 2 S- =  X„+i .

11. 3. The set V'(x). Let a > c f  (a) and cocf(cl) =  n. For every such a for which we 
shall want to consider the set V'(<x) we shall choose, without mentioning this ex
plicitly, a fixed sequence a0 „ a„ such that

c f(a )< a 0 < < a n< a  =  sup (v<n)av.

We put V'(a) =  {(x0„ x„): (V v) (v < n z )x v<coav)}. Then F(cf (а)) ci V'(y). The set 
V'(a) is only defined if a > c f(a ). If (tfc) is assumed then

^  In| =  s e+1

so that \V'(a)\ =  ЛК^ =  Ка+1.

11.4 . Sierpinski partitions. Let (F(a), -<) and (V'(<x), -<') be well-orders 
of the sets V(a) and V'(a) respectively, of types со (|F(a)|) and co(|F'(a)l) respectively. 
We define the Sierpinski partitions

Л s :[F (a ) ] 2 =  T0 +  'T t ,

4s[V'(oc)]2 =  T'o+'Ti
by putting

T0 =  [C(a)]2 {{x ,y}<: x < y ) ,

To =  [ V \ x ) Y { { x , y } < : x < ' y } .

11. 5. We shall need the following well known facts.

(-*-) (i) If ZczF(a), and either tp A  =  er or tp X  — o*, then |A [S N a.

8*
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( í+0 (ii) If I c F ' ( a )  and tp X =  a, then \X\ S  Ra; if  X a  V'(y.) and tp X  =  a*, 
then \XI ^  к ' . The results (i) and (ii) can be briefly expressed by

coa+i ,  coí+i sjs tp (V(x)); coa+1, ю§-( а ) + 1  =? tp (V'(xj).

We shall make frequent use, without reference, o f the following simple pro
positions.

11 .6 . (i) Let either {x, y, zj^ a  F(a) or { r , j , z } # cF '(a ). Then г г ё  
Sm in  (xy, yz),  and here is equality if  x yA yz .

(ii) If {x, y,  z } < tzV(x),  then xy X-yz and xz =  min (xy, yz).

Proof. Put x =  (x0 „ x n), and similarly for y, z. Here n =  oj x or n — toc{(lz).

Proof of (i). If v < xy, yz,  then x v = y v = z v. Hence x z  ̂ min (xy, yz). If xy =  
=  v0 < j z ,  then xV0 ^ j V0 = z V0; x z ^ v 0 = m i n  (xy, yz). If x y ^ v 1=yz,  th e^  x v =  
= }’, l ?i zVl; x z ^  vt =  min (xy, yz).

Proof of (ii). If x y = y z  =  v0, then 0 ^ x Vo< y Vo< zVQ< 2  which is impossible. 
Hence xy X y z  and, by (i), xz  =  min (xy, yz).

12. COUNTER EXAMPLES FOR r = 2  

( * )  T heorem 7. a + -h(a+, a'+)2 for  а ш $ 0.
This follows from [1] Theorem 7 (ii) which states: If a s  and b =  min (ac =- a) c, 

then ab-y~(a+, b +)2. For if ( -^) is assumed then b = a  and ab =  a+. For convenience 
here is the proof. Let a =  # x.

Case 1. a =  a'. Consider the partition As of 11.4. It follows from 11. 5 (i) 
that Ka + 1  (£ [Г0 ] 2 +  [TjJj . This proves the assertion.

Case 2. a > a ’. Consider the partition A's of 11.4. It follows from 11. 5 (ii) 
that $ [T'o\ 2  and + Í [Т(]2 . This proves the assertion, and Theorem 7 follows.

Theorem 8 . I f  1 and av< bv for v < n, then a0...an-^(b0„b„)2.

Remarks. The case a0 =  =a„ =  2 is due to Gödel. The case: n — 2 and arbitrary 
av, bv is [1] Theorem 36 (iii).

Proof. Let \Av\ = a v for v <  n, and let S  be the cartesian product of the sets 
A y. Then ISI — a0...a„, and

[S]2 = T (v < n ) /v,
where

f  =  [5 ]2 {{/,g }:/(v )T ig (v )} for v < n .
If S ' a S  and [S']2 c / V, then

| s i H W v ) : / e s ' } |^ l A H 6 v
which completes the proof o f Theorem 8 .

( ik ) T heorem 9. If  3 s b 0„ b „ S a  and a ' < a < b 0...b„, then

a+-^(b0„ b„)2.( 1)
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Proof. Case 1. \n\ Ё а . Then by Theorem 8, 2a-p*(3)j and hence, a fortiori, (1). 

Case 2. \n\<a.  Put m = o j ( a )  and choose a0„ a m such that

=  sup(^<m )aJ1.

We can find inductively {v0 „ vm} # c: [0, n) such that Z>V(4 >  aß for /r<m . For let 
X <  m. and suppose that v;l has been defined for pi <  X, such that vß <  n for 
Then there is vA (j [0, n) — {v0 „ v;} such that bVJ >  a - , since otherwise we would 
obtain the contradiction

a+ s  П (v<n)b v^(rr(pi</ , )bVß)a\nl^a''/Aa]"]^a .

This completes the inductive definition of v0 „ v,„. By Theorem 8,

@0" <m •

Since a0...am= a +, the relation (1) follows, and Theorem 9 is proved.

( Corollary 4. a + ^ { a f .  i f  a >a ' .

( ^ )  T heorem 10. Let  а > а '= -К 0 - Then a + -+-(a+ , (3)a.)2.

Proof. We shall apply the following theorem of Erdős and F odor [6 ]: Let 
К0^Ь +  с < а ;  | S |= ű,

x f / ( r ) c X  and \ f{x) \<b  for x £ S ;

for p<co(c).

Then there is a set S ' c S  such that S ' f ( S ' ) = 0  and for /к со (с). In
[6 ] this is proved in the special case when Sf[Sv =  0  for v< ш(c) but the general
case then follows since quite generally, whenever |Г „ |= а ё К 0 for pi< со(a), there 
are sets 7  ̂<E [Tf] a for ю (a) such that Tß T'. =  0  for /k v  <ш (а).

Now let l =  co(a'); m=co(a); n =  co(a+); S=[0,r i) .  Then Z-=m-<n, and we 
can write [S]a = {A0„ Ä„}. Put Ke = {Av: v< q\ A vcz. [0, p)} for Then

(2) [S]" =  I (e < n )K e; |Ke| i a  for р<и.

Let «о <  <  a, <  ö =  sup ( / < / ) a ; . Then there are sets К„я such that

(3) К, =  I(X  <  /)KeA; |K J  s  a, for e <  и; Я <  /.

Let X be fixed, A </. We define f(c>) by induction over q. Put f f o )  =  0  for о <  m. 
Now let m S a < n ,  and suppose that f  (g) has been defined for p < <r in such a way 
that

d / i ( e ) c S ;  1/я(е)1<Ях+ 1  for e<«r.

Then |<r[ —a, and by the theorem o f Erdős and F odor, applied to the set [0, a), 
there is Fa> such that

(4)

(5)

I U ( f J = 0
t<txAv 9̂  0  if А е к „ я.
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We p u t /A(<r) =  F^. Then a i f x(a) a  S ; | /A(<r)| S a A< a A + 1  . This completes the defi
nition of f;(o) for /  <  /; Q<n.  Now we have

[S]2 =  7 + 'T (2  < /)/;.,
where

/я =  {{£, <r}: е< < г< и Л е€ /А(о-)} for Я </.

1. Let S' c S ;  |S ' |= a +. Then there is g -<n such that A0 c  S'. Now there is 
cr£S' such that rr><? and /t„ c  [0, a). Then a £ m . By (3) there is A < / such that

By (5), f x(cr)Ae =  FaÁAe ^ 0 ,  and there is т£/х(о)Ав. Then т €AQc S ' ;  
{T,<r}< g /A; [S ' ] 2 cf:-T; a + g [/]2 .

2. Let Л < / and [{e", q', e}<]2 c / A. Then {e", e ' } c / A(e) =  FeA; e" g /A(e') and 
therefore g" g Fr,>,f(F„;) which contradicts (4). Hence 3 $ [/A]2, and Theorem 10 
follows.

13. COUNTER EXAMPLES FOR r&3. PRELIMINARIES

13 .1 . The positive and negative results proved so far enable us to give an
almost complete discussion for the case r =  2. This will be done in section 15. Lemma 2, 
the stepping-up lemma, gives us a method to obtain positive relations for r s'3. 
This seems to be the only method for proving positive relations in these cases. 
Thus our aim would be to prove a converse of Lemma 2 i. e. to show that for г ё 2 
and a S K 0 the relation ű + ( I i , ) k ,  implies 2"-}►(£>,, -f 1 . However, we can prove
this only under some restrictions and using different methods to cover the various 
cases. We are now going to prove several lemmas which assure this implication 
under various conditions.

First we need some more definitions and some preliminary results concerning 
the set F(a).

1 3 .2 . Let a be fixed. For {x, y } Kc:F(a) we put r\{x,y) =  0 if x < y ,  and 
t l(x,y) =  1 if x > y .  Thus, in the notation of 11.4,

{x, y}  g Т^х>у) if {x ,y } 4  aV(oc).

If 3 and {x0„ x r_ j} K cz F(a), we put

j?(x0 „ x r_i) =  (ri(x0, Xj),, j/(xr_ 2, Xr_i)).

Let r S 3 ;  l i i s c _ i ;  k0„ k s_ t < 2. Denote by

K ko„ ks_ S « ’ r )

the set of all sets (x0„ x r _ x } 4  c  F(a) such that

i/(x0„ x r_ 1)= (^ 0„ ^r-г ) for some ks_ 1„ k r_ i .

Thus X0 1 0 (a, r) is defined for г ё 4  and is the set of all sets {x0„ xr_ 1 } < c F (a )  
such that Xq^X í > x 2 < x 3. The symbol Kk <k stands for Кко Лг_г where k0 =  =  
— = к г- г = к  We put

K (cc ,  r ) =  X0;j0(a, r) +  X1>1(a, r).
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We have the following simple result. If I c  V (a), and if tp (X, < ) is a limit number 
then, for every choice o f s , k 0„ k s^1 with l á í S r - 1 , the relation

holds if and only if, k0 =  = k s- i and [X]r czKko. This follows at once if one consideres 
any set {x0 „x,.}4 c:X  and the meaning of the satement

{x0 „ * r_i}, {*1 » x r} £ K k0"ks_I(a, r).
See also 13. 5.

13.3. Let {x0„ x r- l } < ^K(oi,r). Then x„xe + 1  # x e+1x e + 2  for —2. For 
we have either x0 < < x r_ , o r x 0 > > x ,_ i ,  and in either case the assertion follows 
from 1 1 . 6  (ii).

13 .4 . For <50 we put ^(áo,d 1) = 0  and <J(d1 ,d 0) =  l. If r& 3 and 
Í 0 „ Í , - 1 < ® .; Öe^ se+ 1  for e ^ r - l ,  we put

(̂d0„ <5r_,) = ({(«0. Si),, £(<5,-2, Sr-!)).
Now let l ^ s ^ r — 2 and k0„ k s- x< 2 .  Denote by

Pko„ks- Á ^ r)
the set of all sets {x0„ x r- l } < czK{a,r)  for which

<J(d(x0„ x r_ 1))= (L 0„ k r_ 3) for some ks_ 1„ k r_2.

We note that £(<5(x0„ x ,_ j))  exists by 13. 3.
Thus P 0 1 0 (cc, r) is defined for r s  5 and denotes the set of all sets {x0„ x r_ j } 4  c  

c  V(oi) such that
(i) either х 0 < -= х г _ 1 or x 0 >  >  x ,_  t

and
(ii) x 0x x < x Ax 2 > x 2 x 3 -=x3x4.
Throughout the rest of this paper whenever the arguments of any of the sets 

V, are a, r they will not be shown.
The symbol Pkt,k stands for Pkottkr_3 where k0 =  = k r_ 3 = k .  Put P =  -P0„o +  

+  Р 1>Л. We have Pko>fkt_1czK  for l S i S r - 2  and k0„ k s- 1 < 2 .
We shall now deduce some properties of the sets Kkoryks_1 and Pk

13. 5. Let г ё З  and X  а  V. Then \X\ </• + 1  provided at least one of the follow
ing conditions (a), (b), (c) holds:

(a) [XYc:K01i
(b) [ I ] rc i 10;
(c) [Х]гс К к0"кг_г for some (Ar0„ k r- 2) ^ ( k 0„ k0).

Proof. Let {x0„ x , } 4  czX', i/„ =  í/(x„, xp+1) for о < r. In case (a) we have 
{x0„ x r_j} €̂ T0 1  and hence i70 = 0 ; >u—l.  But we also have {xl5, x r} £ K 01 and 
hence t]x = 0 ; t]2 =  1. This is a contradiction. In case (b) we find, in the same way, 
ti0 =  l; rjx= 0  and also r]x =  l; tj2 =0,  i. e. a contradiction. In case (c) we have at 
the same time t]Q =  kB and t]g + 1 = k Q for all Q S r  — 2. These equations imply k0 =  — 
=  = k r _ 2 which is the desired contradiction.
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13. 6 . (a). Let either (i) гШ3 and [X]ra K  or (ii) г ё 4  and \X\ ^ r +  1; [X]rc  
czK0l0+ K .  Then [X]r(zKSt>s for some 2.

(b) Let and [X]r<zP. Then [T]rc P , j>( for some 2.

Proof. We may assume \ X \ ^ r  + \ .
Proof o f  (a). Let [Т]гф^Г5>_ s for s < 2 .  Then there are sets A0, A 1£ [X]r such 

that J 5 ^iTSijSfor j < 2. We can choose x  £ X — A 0. Put {x} +  A0 +  A 1 =  {x0» ^ n -iK -  
Then и ё г - f l .  Put t](xv, xv+1) =r]v for v ^ n  — 2.

Case 1. {xv„ xv+r_!} £ K  for v +  r — l ^ n  — 1. Then rjv=  =t]v+r_ 2 and, since 
|[v,v +  r - l ) [ v + l , v + r ) |  =  r - 2 s l ,  we have Vo =  =rln-2 ■ We deduce that 
A 0, Ay^K„0ttri0 which is a contradiction.

Case 2. There is v0 ^ B - r  with {xVo„ x Vo+r_ x} £ K. Then (ii) holds, and 
{*vo»*v0 + r - iH ^ o io -  If vo = °  then {xvo+1 „ x vo + r}£^oio  +  ̂  and if v0 =é 1 then 
{xvo_ i„  xVo+r_ 2 }£ Ä '0 1 0  +  ̂ '. In either of these cases we obtain a contradiction 
against the hypothesis.

Proof o f  (b). We have [ I ] rc P c i .  Hence, by (a), there is s < 2  with [ХУ a  
c K s s . Let us assume that [X]r У Pu t  for t < 2 . Then there are sets A0, А г £ [X]r 
such that Tt£ P ( >t for 2. Let A 0 + A 1 =  {x0» x„_j}4 . Then пШг, and we have 
either x 0 < < x „ _ 1 or Xq^ ^ x,,..!. Also, {xv„ x v+r_ j}€ P ,v„ tv for v +  r —
Put £(х„х„ + 1, x v+1xv+2) =  <i;v for v + 2 ^ n  —1. Then £v = =  ̂ v+r_3 = t v , say, for 
v S / i - r .  Since r e=4 these equations imply t0 =  = i n_r, and we obtain the contra
diction A0, A x £ P i0>,,0. This completes the proof.

13. 7. Let X c z V  and \X\ — b S  N0  ■ Then there are a set X'  £ [X]b and a number 
i < 2  with [X'Y c:K tyt , provided at least one o f the following conditions (a), (b), (c) 
holds:

(a) r £ 3  and [X]'K01 =  0 -,
(b) r ^ 3  and [X]rKl0 =  0 ;
(c) с ё 4 and [X]rK0lo=  0 .

Proof. Suppose there are no X'  and t with the required proporties. We may 
assume that 2 f= { x 0 „ x „ } 4  where n =  co(b). Put [ц, v] — rf{xß, xv) for p <  v <n. We 
show that
( 1) there is {v0 , , v2, v3} < c  [0 , и) with [vo,V i] = 0 ; [vl 5 v2] =  l;  [v2 ,v 3] =  0 .

Let us assume that (1) is false. Then we have the following two cases (all ordi
nals are in [0 , n)):

Case 1. There are / I  <  v <  2 with [ / / ,  v] =  0 ; [v, 2] =  1 . Then there are q , о  with 
and [0 , <t] =  0. But then [2, g] =  l ,  and we have [ц, v ]= 0; [v, g] =  l ;  

[ö> ^ ] = 0  which is impossible.
Case 2. Whenever /r<v < 2  and [ц, v] =  0, then [v, 2 ]= 0 . Then there are /j <  v 

with [ц, v ]= 0 . N ow  there are 2, q with /í < v< 2<£? and [2, {?] =  1. But then 
[v, 2 ]= 0 , and hence [2, e ]= 0  which is a contradiction. This proves (1) so that 
there are v0, vx, v2 , v3 such that the conditions in (1) hold. If с ё 4 then we can 
choose v4„ vr such that v0 < < v ,< n .  Then all three conditions (a), (b), (c) are 
violated since

К о »  * v ,-J  € AToi; K , »  W j io
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and, if 4, then {xVo„ xVr_J ZK0l0. This shows that our first assumption was 
false so that there are X'  and t such that the required conditions hold.

13. 8 . Let r e 3 ;  XczV;  \X\ e h  =  b [ X ] r а  К ,<{; aeO . Then there is X ’ £[X]b 
with [Г ]гс Р 0 „о-

ProoF. We may assume X = { x 0„ x„}< , where n=w(b).  Then

(2 ) either x0 <  <  x„ or x 0  >  >  xn.

We define inductively numbers ц0 „ /}„, ő0 „ őn. Let а <и, and suppose that
A A A 1 e Т»

/i0„ n„, <50„ öa have been defined such that and d0 Put

(3) Ae =  {xv: у > ц в/ \хц, , х ^ 0 е} for p<cr.

Let us suppose that
(4) \AQ\ < b  for a.
Put
(5) Ba =  Л0 +  + Д , +  {ху: (BßHe^trAviS/^)}.

By (4) and b =  b' we have
(6 ) \Ba\^b .

There is a least number jla< n  such that

(7) Д ,с{х„: v </!„}.

Put

(8 ) D„ =  {x^x,,: v <

(9) ba =  min Da.

There is a least number ца such that ца S. ц„ <  n and xßaxv =  6„ for at least one v >  .
There is a least number > ц„ such that xßtx=a =  ö„. Put

A„ =  {xv: na^ v A x ßax v ^ S e}.

If then xßg£Ba, and це-= Jia =  y a by (7). We have

( 1 0 ) xßaxv =  ö„ for

For let v ^ „ ,  and put хЦгт= х ;  х^а= у ,  x v =z .  Then \ xy  =  őa; x z £ D a.
Hence, by (9), x z ^ ő a. Thus if (10) were false then xz >  i)„. Then JL„ -c v and xy  <  xz. 
On the other hand we have, by (2), either x < y < z o r  x > z .  Hence, by 11. 6  (ii), 
xz =  min (xy, yz)  ^  xy  which is a contradiction. This proves (10). It now follows 
from (10) that \Aa\< b .  Finally we note that if q < o then, by (5), xß0£Ba andjience, 
by (7), це <  á  ц„. This completes the inductive definition of ц0 ,, fin, ö0„ 5n such 
that fi0 <  < /tn. Put xßv—y v for v < n. Then

( 1 1 ) y Qya =  bQ for p<<r.
For let p<<7 . If yaí B a then, by (7), n„<jia which is false. Hence ya$Ba, and it
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follows from (5) that ya$A„.  Since fi„ =~pe we conclude from (3) that (11) holds. 
We now assert that
(12) for £><(7.

To see this, let q < o and bQ̂ d„.  Then, by (11), y„y„ =  SQ and y„ya + 1 = ő a. By (2), 
either y e <y„ < y a +1 or >>’„+ i • In either case it follows from (1 1 ) and 1 1 . 6  (ii)
that

=УоУ,7 + 1  =  min (УеУa, УаУ*+1) =  min (őe, őa) =  öa

and у еуа = у ауа + 1 which contradicts 11. 6  (ii). This proves (12). Put X ' = { y 0„ y n}. 
Then
(13) \X'\ =b ;  [X 'Y a[X Y<zKt"t <zK.

Let a0 < < 0- ,-!  and A = { y ao„ Then, by (11) and (12), y„ey ae+, =  0„Q<
=  y ae+iyaQ+2 for 2  +  2 5 Г - 1  so that í ( y aey ae+l,y„e+íy ae+2) = 0  for 

дШг — З.  This, together with (13), shows that [ X ' Y  c z P 0 i t ( i  and proves that X '  
has the required properties.

13 .9 . Let r^ 3 ; X c:V ;  \ X \ ^ r + l ;  [X]rc P , 0>>tr_3. Then k0 =  = k r_ 3.

Proof. There is a set {x0„ xr} < czX.  Put őB — xexe+l for j s r - l ,  and 
í e =  í (ö e, <5г+1) for g S r - 2 .  Then we have, by definition of Pko„kr_3, (<Üo„ í r - з) =  
=  (Z1„ € r - 2 ) =  (.k0» k r- 3) and hence k0 =  = k r_3.

13. 10. Let гШ4; X a V ;  [ f ] rc f .  Then there is 2 with [T]rc- P t „ t .

Proof. Let A, [X ]r. It suffices to show that there is t < 2  such that A, B&Plt3t.
Let A + B  =  {xQ„ x p- l } < . Then рШг  and {x„„ x^+r_ t} £ P S„„S„ for л Ш р - г .  
Since {**+!„ хя+3 } с { х л„ хя + г_ 1}{хя+1„ хя+г} for п Ш р- r - l  it follows from 
the definition of Ps„,,s„ that 5 0 =  = 5 p_ r =  5 , say. Put <5v= x vxv+i for v S p  — 2 .

Case 1. 5  =  0. Then <50 < < (5 р_2, und repeated application of 11.6 (ii) yields 
x„xv = dp for /r c v c p .  Hence A ,  B £ P 0 0 .

Case 2. 5 = 1 . Then <50  >  > d p_2. Then, similarly, A, B £ P i t t i .

13.11. Let ris4; J fc  F; \ X \ = b S X 0 -, Then there is X ' e [ X ] b with
l X ' Y a P 0 " о provided at least one of the following conditions (a), (b), (c), (d) holds:

(a) [ X Y  P  oi =  0 ;
(b) [XYPl0 = 0 ;
(c) гш  5 and [ X Y Poio — 0 ;
(d) r S 5 and [T]rP lol =  0 .

Proof. We may assume X  =  (x0„ x„ }< , where n=co(b).  In what follows we 
always suppose the letters u, v, w, y, z to denote elements o f X. We shall use freely, 
without reference, 1 1 . 6  (ii).

Case 1. i =  0. Then x 0 < < x „ .  Let s S 3, and suppose that y0< < y s_ j ,  and 
Í (y  v У v + 1  * У v + 1 У v+2 ) ^  Í (у v + 1 У v+ 2  * У v+ 2  У v + з) for v < 5 - 3 .  This is for instance 
true for 5 =  3 and arbitrary {y0, У1 > Уг}< ■ We assert that then 5 ^  5. For suppose 

.5 ^ 6 . Then we can choose z4„ zr with y 4 < z 4 < < z r. Then there is Я< 2  with
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{ y o » y 3 >2 A » 2 r- l } ^ P x , i - x \ { y í » y ^ 2 s „ z r} ^ P í . íiX. Hence both (a) and (b) are 
false, and 5. Now there is ju<2 with

{ у  0 >> У 4  > z 5 » zr — l }  Í  > { Tl >> Рб > Z 6 ” Zr} Í  Л  - ц ,11, 1 - ц  >
so that both (c) and (d) are false as well. This is impossible. Hence 3 á í á 5 .  We 
now suppose that 5  has its largest possible value for the given X. Put

y , - 3  =  u; y s- z = v ,  J s - i  =w ; x ' = { y \  y > w ) .
Then X ’ £[X]h. Let {vv0, wx, w2}< c l ' .

Сале la. uv>vw.  Then, by the maximality of s, whenever и <  u0 <  и, ■ - u2, 
then not all the relations uu0 > u 0u1< u lu2 hold. By using this repeatedly we con
clude: u v > v w > w w 0; ctv0 = wh’0; uv^~vw0 ^ w 0w1; vw1 = w 0w1; u v > v w 1> w 1w2; 
wowi > w i w2. But since 0 we can choose {w, vv0„ т ет)< . Then, by what has 
just been proved, we have wvwv + 1  > w v+1 wv + 2 for v«=cu which is impossible.

Case lb. uv<vw.  Then, by the maximality of s, whenever u < w 0 < u l < u 2, 
not all the relations wm0 < m0 Mj > m1 w2 hold. By using this repeatedly we conclude: 
u v < vw < ww^; vw0 =vw;  ® < w 0 < w 0 n'1; uw0 =u v,  uw0 < w 0wi <xv1w2 . Hence
[ Л ' с Р 0 ;, 0 .

Case 2. f =  l. Then the same proof as in the Case 1 applies except that every 
inequality x - c j  between elements of A is reversed. This completes the proof.

13.12. If r ^ 3  and [ I l ' c P j , , ! ,  then |JSf|<8 0.

Proof. If |X |^ K 0, then we can choose {x0„ xOJ}^ czX. Then, by definition 
of P 1 ; 1 , xvx v + 1  > x v + 1x v + 2  for v<<u which is impossible.

13. 13. Let r =£5; XczV;  \ X \ s z r + l ;  л < 2;

m rc i : s„ s(P + p 010).

Then there is i< 2  such that [X]rczP, t .

Proof. Assume there is no such t. Then there are elements x0„ xr_ x, y 0 „ y r_ x £ X  
such that {x0„ x r _ x } 4  $ P 0 >0 and {j>0„ Jr-i}<  4 i • We can choose xr£ X — 

{x0,, x r_ j}. Let {x0„ x ’, y 0„ y r- 1} =  {z0„ z n. 1} < . Then и ё г + 1 ;  хе= 2 а((?); 
Тг — zß(n); «(о), />(о) < «  for 0  <r. We have either z0  <  <  z„ _ x or z0  >  >z„^ [. We 
have exactly one of the following three cases:

Case 1. {z0„ zr_ t} 6 P 0 „o-Then z0z i < < z r_2z r_ i . Since {zv„ zv+r_ j } 6 PU ii0  +  
+  Р 1 >Л+ Р 0 1 0  for v S n  — r, it follows for v =  l , ,n — r, in this order, that 
{zv>> zv+r-i} £Po,,o- Hence z0z 1 <  < z„ _ 2z„_1; xsx e + 1  =z„(e)Za(„+1) = z C[(e)ztI(o) + 1 <  
< г а(е+1)га ( е + 1 ) + 1  =  x£,+ 1x£)+2 for ß S r - З ;  {x0„ x r_ x}£ P 0„o which is a con
tradiction.

Case 2. {z0„ zr_ x} € P i„ i . Then ZqZj > > z r_ 2 zr_ 1; {zv„ гу+г_ х} £ P i„ i for 

v — n — r; ZqZj >  >z„_ 2 z„_!; PePe + i =  z0 (e)z№ +i) =  z/?(e+i)-i ^ (e+ i)^

> z / S ( s + 2 ) - i z /?(e +  2 )  =  T e + i T a  +  2

for q S  r — 3; { j 0„ Уг-1 } € Р х„ 1 which is a contradiction.
Сале 3. {z0„ zr_j} £ P 010. Then z0 zx < z xz2 > z 2 z 3 < z 3z4  and, clearly, {zx„ zr}4  

4 P  +  Poio which is a contradiction. The assertion is therefore proved.
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13.14. Let X czV ;  гШ3; [X]r czPSi>J; \X\ Шг. Then there is t < 2  with [XY 
Also, for {x,y,  z j ^ c z X ,  if 5  =  0 then xy  =  x z < y z ,  and if 5  =  1 then x y > x z  =  yz.

P roof. By 13.6. there is 2 with [X]r <^Kt t . There is {x0„ x r_ t}K c z X  
such that

x  =  xß; y  =  xvl z = x x for some

Then either x0 < - ^ x r- 1 or x 0 > = * x r_ !. Let If 5  =  0, then
< < л гг_ 2 л:г _ 1 and hence

xßxy =  min (xßxp + 1, x y_ iXy) =  xßxß +1.

If 5  =  1, then x0x 1 =- > x r_ 2 xr- i  and hence

XpX., =  min (xpXp +1, x./ . , x y) =  x.t . 1x.r

These relations imply the assertion.

14. COUNTER EXAMPLES FOR /■&3. LEMMAS

We begin with two negative relations.

T heorem 11. 2a-^(a+, r +  l)r fo r  а ш х 0- , г ^ 3.

Proof. Let a =  Ra. Then [V]r =  / 0 +  7 1; where I1 = K 01.
1. Let XczV; [X]r a l 0\ |U |^ ^ 0 . Then, by 13.7, there is X ' c z X  such that 

\X'\ =  \X\ and [X'Y<zKt"t for some t. Then \Х\ =  \Х'\Ша by 11. 5 (i).
2. Let I c f  and [ X Y ^ f .  Then, by 13.5(a), |X |< r + l .  Since |F |=2%  

Theorem 11 follows.

T heorem 12. a-y-(a, r +  l)r, i f  a > a '  and r ^ 3 .

P roof. Let n=co(a');  ] 5 |= ű; S  =  Z'(v <n) Sv; |S V| for v < « . Then [S]r =  
=  I0 +  7 j , where

h  =  [S r {^ :(B /i,v )( /r < v < >;AM 5iI| =  г — 1 Л =  1)}.

Then implies [XYh  5̂ 0 , and F 6 [S ] r + 1  implies [Т]7о т^ 0 . This proves
Theorem 12.

( Corollary 5. I f  r s 3 ;  a ^ R 0 , °nd i f a ‘s not inaccessible then a-\+(a, r +  l)r. 

This follows from Theorem 11 and 12.
We are now going to discuss the various converses of Lemma 2  mentioned 

in 13. 1.
Throughout the proofs of Lemmas 5A —5F we put

Л = Л>„о{{*0 »* 1~ 1 }-<: á'(*o»*r-i)€/*} for v<w-
In every case the sets / * will have been defined.
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Lemma 5A. Let ű S í i0, and let b0„ b m be cardinals such that

Г гШ 3; there are p <  v <  m such that b/t, bv ^  K0, and at least one o f  bß, bv 
I is regular.

Let a-K(6 v)i<m- Then 2a-^(bv +  l)v<m.

Proof. We may suppose b0„ ЬтШг. By 4. 1 we may assume b0 =b'0 and b x £  # 0 . 
Let a =  Xa; n =coa; S =  [0, n). Then there is a partition [S ] r _ 1  =Z'(v  <m)I*  such that

( 1) [/v*]r_i for v<m .
Then [V]r = X ' (v< m )  7V, where
(2) h  =  Aoi+ Л ;  / v= / v (2 ^ v < m ).
Let [L]60; [Af]rc : /0. Then t-A]rA01 =  0  and, by 13. 7 (a), there are a set X' в \X]bo 
and a number t such that By 13.8 and b0 =b'0 there is X" € [X']b°
such that [ I 7 c P 0,i0. Then
(3) ” [ 1 'Т с Р 0„о/о.
Next, let Y£[V]bl; [T]rcz /1. Then [У]Г1$Г1 0  =  0 and, by 13. 7 (b), there is Y' € [T ]bl 
such that [У']гс А . Then, by (2),
(4) [ T T c P o ^ o A .

It follows from (2), (3) and (4) that it is sufficient to prove that 

<5) if X (z V ;  v< m ; [X]rd P 0^0Iv, then |A |< 6 V +  1.

Let us therefore assume that
X  =  {x0„ x k} < c:V; v < m ; [X]rczP0t<0f .

For future applications we note that the in rest of this proof we do not make any 
use of any hypothesis not mentioned in (5). Put D =  {xxxx+1: x + 1 Then
-* Л + 1  ~̂ х*+1 хх+ 2  for y - + 2 < k  and hence |Z>] =  |k —1|. Let E£  [2)]r_1. Then 
there are x0 such that E  =  {xXqxXq+1: Q < r — 1}. Then, by 13.14
and (2), E =  {x*ex*0+1: Q < r — 1} =  d'(xX0„ Hence [D]r- 1 c / ,*  and,
by (1), \k— 1| =  |i)|< fev; \X\ =  |k |< b v +  l. This proves Lemma 5A.

Lemma 5B. Let a ^ X 0; m ^ 2 ,  and let b0„ b m be such that

(B) r ^ 4 ;  there is v < m  with bv =  b'v.

Let a-H-(év)í<m. Then 2“-4*(iv+ l)v -m.
Remark. For г ё 4  Lemma 5A follows from Lemma 5B.

Proof. We may assume b0 =  b'0 and b0„ bm^r.  Just as in the proof o f Lemma 
5A, let a =  8a; n =  iox; 5  =  [0,и). Then there is a partition [<S’]r-1 =  Z'(v <  m)I* 
such that
(6) М Ю г - i  for v< w .

Then [V]r =  Z'(v < m )/v, where
(7) I l = K 010+ I 1; Iv = / v (2 sv < m ).



126 P . ERD Ő S, A. HAJNAL A N D  R . RADO

Let X (  [V]b°; [ I ] rc / 0. Then [T]rÄ' 0 1 0  =  0  and, by 13.7(c), there are X' (  [X\ha 
and t such that [X'fczK,  By 13.8 and b0 =b'0 there is X"£[X']b° such that 
[X"]r<zP0ii0. Then (3) holds. Next, let Y £[V ]bl + 1; [У]гс / , .  Then, by (7),

[ Y Y c K o 10+ K

and hence, by 13.6 and |7 | =  Ẑ  +  lfe r  +  l ,  we have [Г]гсАГ, and therefore (4) 
holds for Y ' =  Y. It follows from (7), (3) and (4) that it suffices to prove (5). This 
proof was given in the proof o f Lemma 5A, so that Lemma 5B is established.

Lemma 5C. Let  a £ X 0; m S  2, and let b0„ bm be such that

(С) гш5; there is v < m  with ЬУШХ0.

Let  a-K(bv)v<m. Then 2“-^{bv +  1 )"<,„.

Proof. We may assume й0 ё К 0 and b0„ b m^ r .  Define a, n, S, I* as in the 
proof of Lemma 5A so that (6 ) holds. Then [ V]r =S'(v  < m) Iv, where

(8 ) I\ =  A’oio T Рою T A j =  Л ( 2  =  v <  m).
Let X ( [ V ] b°-, [X]ra l 0. Then [X\'K0i0=  0  and, as in the proof of Lemma 5B, 
there is X"£[X]b° such that (3) holds. Next, let Y ([ V]b' + 1 \ [T]rc / 1. Then, by
(8 ) , [F]rcA i0 1 0  + K  and hence, by 13. 6  and b 1 +  1 ^ r  +  1, [Y]ra K .  It now follows 
from (8 ) that [F]rc P 0 1 0 + P 0  0 . We deduce from 13. 6 (a) (i) and 13.13 that 
[У]гс Р 0 |0. Therefore, again, (4) holds for Y ' =  Y. It follows from (8 ), (3) and (4) 
that we only need to prove (5), and the proof o f Lemma 5A applies. This proves 
Lemma 5C.

Lemma 5D. Let  г ё 4 and аШЦ0. Let b0„ bm be cardinals, and put

cr =  2 r _ 1  +  2r~2 —4.

Let  a-K(bv)v<m. Then 2“-t*((/-+  l )Cr, (bv +  l)v<„,)''.

Proof. Define a, n, S, I* as in the proof of Lemma 5A so that (6 ) holds. Let 
2 ^ < ( B .  Denote by ep(0)„ ep(2p — 3) all systems (a0„ a p- 1) with a0„ a p_ 1< 2 
except the two systems (0„ 0), (1„ 1). Then

[ VY =  X'(i <  2' ~ 1 -  2 ) / (  + 'I'(J<  2Г--2 -  2) Tj +  'L ' ( v < m ) / v,

where the / ( , / / , / „  are defined by the following rules. Let A =  {x0„ x r^1} < a V .

(9) If A $ K ,  so that ri(x0„ x r_ 1) = e r_ 1(i) for some z< 2 r_1 —2, then A (Hi .

. /  If A ( K  — P, so that f(<5(x0„ xr_j)) =  Er_ 2(j) for some j < 2 ' ~ 2 — 2, then
(1U) 1 AfJ'j.

(11) If A ( P ,  so that ö'(x0„ x r- i ) 6 /* for some v<m , then A £ l v.

Now let X'czV;  z< 2 r _ 1  —2; [X']rczli.  Then [X']'czKer_l(t) by (9). Hence, 
by 13. 5 (c),
( 12) \ X ' \ ^ r + l .
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Next, let X"cz V; j < 2 r~2—2; [X"]r(zIJ. Then [X"]'tzPCr lU) by (10) and hence, 
by 13.9,
(13) \ X " \ ^ r + \ .

Finally, let X d  [K]bv+1; [A']rc 7 v; v</n. Then, by (11), [X]rczP  and hence, by 
13. 6  (b), there are s, i< 2  such that

(14) Л ,,.-
It follows from (12), (13) and (14) that it suffices, again, to prove (5), and this proof 
was given in the proof of Lemma 5A. This establieshes Lemma 5D.

Lemma 5D'. Let |S| =  |T |= 2°; г ё 4 ;

[S]r- 1 =

Then there is a partition [T]r =  Z' (y<m)Iv such that

[/Jrc  [/*]r - 1  +  [0 , (O) for v <  m.

Corollary. I f  r s 4; 2; a, b0„ Ьтш $ 0; then

2  % (i,) ;<B.

Proof. Let а =  We may assume S = [0 , w j  and T —V. Put

h  =  Ko i + p oi + Л ;  /» =  /» ( 2  =  v<m ).
Let b ^ x 0\ v < w ; ft£[/v]r. Then there is A £[I/ ]'’ with [A]rc 7 v. Then there is s < 2  
with [X]rK s x_ s =  0 .  By 13. 7 there is X' d[X]b with [X']ra K .  There is i < 2  with 

0 .  By 13. 11 there is X " = {x0 „ jc*}^ 6 [У ?  with [ I 7 c P 0„o. Then 
k^co(b),  and x;X; + 1 j for A </k c o (Z>). Put D =  {xxxx+1: A<ct>(6)}. Let
Ld[T>]r~l . Then there are A0 < <Ar_ 2 <cu(6 ) with Т =  {хд„д:л(?+1 : ß 1 }. Put 
Ar_i -- Ar_2 +  1. Then, by 13. 14, xxQXxe+i =XxeXxv+i for 1 and, by definition
of 7V, we have

L =  {x2„^„+1: e < r - l }  =  b\xx0„xxr_ f d l * ,

[DY-t -al t- ,  b =  |Л |€ [/Л г-1 -
This proves Lemma 5D'.

The corollary follows since by Lemma 5D we can choose the I* such that 
M [/v*]r-i for v < m .  Then bv <t [/v]r for v <  m which proves the assertion.

Lemma 5E. Let a ^ $ 0; тШ 1, and let b0„ bm be such that bv =b[. for at least 
one v<m . Let a ^ { b v)l<m. Then 2"ч<-(4, (6 V+ l ) v<m)3.

Proof. We may assume b0 =b'0. Let r =  3. Define а, и, S, I* as in the proof 
of Lemma 5A so that (6 ) holds. Then [V]3 =  I  +  'Z'(v<m )7v, where

(15) I = K 01; 7V= / V (1 = v < m ).

Let I c  f ;  [ I ] 3 c 7 . Then, by (15), [X pcrA o, and hence, by 13.5(a), |JT|<4. 
Next, let Yd[V]b° ’, [ f ] 3 c 7 0. Then, by (15), [У]3Л'О1 =  0  and hence, by 13 .7 (a )  
and 13. 8 , there is У '^ У ]*0 with [У']3 с:Р 0. Let T  =  { y0„ y k} < ; D =  {yxyx+1: 
y. +  \ <&}. Then, by 13. 14 and (15), [.D] ' ’- 1  cTo and hence, by (6 ), b0 =  \Y'\ =



128 P . ERDOS, A. H A JN A L AND R. RADO

=  |fc—11 =  \ D \< b 0 which is a contradiction. Finally, let Z(z[V]bv+1; [Z]3 c / V; 
l á v < m .  Then [Z]3 c P 0/ v. Therefore, again, it suffices to prove (5), and Lemma 5E 
follows.

Lemma 5F. Let a ^ H 0, and й+(А,)?<ш. Then
2®t»(4, 4, (bv +  l ) v<m2)3-

Remark. This result is an analogue o f Lemma 5D for the case r =  3, where 
cr =  2. In this case, however, we cannot prove the stronger statement 2я 4 » (4, 4, 
(by, +  l)v<m) 3, which would formally be the case r =  3 of Lemma 5D, since we needed 
13.6(b), and this latter proposition is false for r =  3.

Proof. Let r =  3, and define a, n, S, I* as in the proof of Lemma 5A so that
(6 ) holds. Then

[F]3 =  / 0 + ' / 1+ 'r (v < 7 n ) /0v +  'T (v<7n)/lv, 

where the It and Iu are defined as follows.
/, — for i < 2 ;

Itv — -P,{{x, z}^ : ö'(x, у, z) £ /? }  for 2 and v< wj.

We are using here the fact that [F]3 =  K01 + ' K 10 +  'K = Pq+'P^. If [X]3 a l t, 
then [ I ] 3 c i (i !_ t and by 13.5, |X |< 4 . If [У]3 с / („, then [ f ] 3 c P „  and it fol
lows, just as in the proof o f Lemma 5E, that if Y = { y 0„ y k}^,  then

1 { У * У х + 1 ‘- и +  1<А:}]2 <=/?; \ k ^ l \ < b v ;

\Y\ =  W < 6 V +  1.
This proves Lemma 5F.

Now we are going to discuss two theorems which we cannot prove without 
using ( * ) .

( * )  T heorem 13. Let a > a ’. Then a + -\~(a, 5)4.

Proof. Let я =  кг; r =  4; n =  cox; l =  a>(a');

=  sup (А < /)яя,
and put

A(v) =  min (яя>  |v|)A for v<n .

If A = { x 0„ x 3 } 4 c F ,  then we put A(A) = ( / . 0(A)„ /.2(A)), where AV(A) =  A(xvx v+1) 
for v< 3 . Then [F ] 4  =  I0 + ' I 1, where

(16) h  =  К010+ К { А Л М ) ^ Ш ) ^ Ш ) } -
Let us suppose that a £ [ I0]4 . Then there is X £ [V ]a with [Z]4 c / 0 and, by (16), 
[X]*K0l0=  0 .  Hence, by 13.7, there is X'  £ [X\a such that [X']* a  Ksss с  К  for 
some s. Let X ' =  {x0„ xk} < . Then кШп.

Case 1. A (xfIx v) <  A (xvxt) for /i <  v <  т <  n. Put Ад =  А(х„х„+1) for ц~=п. Then

К  =  ( * A  + i) <  A (x„ + л )  <  A (xvx v + 1) =  Av for /i +  1 <  v <  и,

A,, =  A(x^x#1+1)< A (x vxv+1) =  Av for ^ +  1 =  v< jj.
and
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Hence A0  a =  \n\ S. |/| = a '  which is a contradiction.
Case 2. There are numbers such that

Q =  A(x„xv)s=A(xvxt).

Then [{xM, xv, xr, xff, xf } f c / 0 for т-с<т< 9 and hence, by (16),

(17) <? =  А(хрху) &A(xvxr) ^ A ^ x J а Д х ^ )  for т< < т< 9 9<и .

Put X " = {x t+1„ x„}. Then |X " |= a . Let xCT =  (xCT(0)„ xCT(n)) for т<<т<и. We define 
elements of F by putting ya =  (>'„(())„ ya(nj) where, for v < n  and т

(18) T<r(v) =w (v) if A (v )^ e , and j a(v )= 0  if A (v)>e.

Put F ={.yT+1 „ Л,}- t < (t< 9 9< 77. Then, by (17), A(x„x,,)S0 . Hence, by (18),
we have, for v0 = x ax<p, Jff(v0) =x„(v0)Fx^(v0) = j ?(v0). Therefore ya ^ y v, and 
|T |= a .  On the other hand, by (18), |Т |^ 2 аг =  п ^ < а  which is a contradiction. 
Hence a $ [/0]4.

Next, suppose that 5 € [T1]4- Then there is Z £ [ V ] 5 with [Z]4 ^ / ^  Then, by
(16), [Z]4 c / f 0 1 0  +  ^ and  hence, by 13. 6 , [Z]4 c f f SJS for some i. Let Z  =  {z0„ z4}4 ; 
Av =  A(zvzv+1) for v < 4 . Then, by (16), A0  £A t <  A2 and, at the same time, X1 ^A2 <A 3 

which is impossible. Hence 5 (  [ / , ]4 , and Theorem 13 follows.

(4 0  Theorem 14. Let a =-a' and c =  a'~. Then a + -t*(n, (4)c)3.

Proof. Define a, n, /, ö0„ <S,, A(v) as in the proof of Theorem 13 except that 
now r =  3. If A = { x 0„ x 2} < a V ,  we put AV(Z) =A (xvxv+1) for v < 2 . By Theorem 
8 , we have 2c-h-(3)J. Hence there is a partition

[[0 ,1)Y =  L '(v < « (c )) / i

such that 3 (f [ / * ] 2 for v<cu(c). Then

[L ] 3 =  / 0 +  ' / 1 + ' I 4 v<cu(C) A i< 2 ) /vf,
where

I 4  =  7 fo i+ ^ {^ :A 0 (Z) =  Ад(^)}; Z, =AT10;
* 1 Л* =  Z,{Z: {A0 (Z), Aj(Z)} €/?} for v<cu(c); i< 2 .

Let Z g [F ]a; [Z]3 cz/0 . Then, by (19), [Z]3 / f 10 =  0  and, by 13. 7, there is X'£[X ]a 
with [T ' ] 3 c T „  for some s. Let X' =  {x0„ xk} < . Then k ^ n ,  and either x 0 < < x fc 
or x 0 > > x k. Put A(x0, Xj) — g. Then, by (19), X(xflxll+1) =  g for y < n  and, more 
generally, A (xßx v) =  g for у  <  v <  n. We now argue as in case 2 of the proof of Theorem 
13. Let x<r =  (xff(0)„ xa(n)) for Put j ff(v )= x ff(v) if X(v)^g,  and ya(v) =  0 if
A (v)> 0 , for с, v < n . Put ye =  (ya(0)„ y„(n)) for a <и , and F =  { j 0„ Я,}- If 
then A (x„xff) =  о and hence, for v0  = x Gx(p, ya(v0) = x > 0)^ ^ (» o )  =  Уг(Уо)- Thus 

|T |= a . On the other hand, |T |s 2 as =  ae+ < 0  which is a contradiction. 
Hence [/<)]. Next, let [Z] 3 <zlk. Then, by (19), [Z]3K01 =  0  and, by 13.5, we 
have |Z |< 4 . Hence 4 (f[/1]3. Finally, let Z 0 £[V]4; [Z0]3 c / V( for some v<co(c) 
and 2. Then, by (19), [Z0 ]3 c;P t. Let Z 0 =  {z0„ z 3} < . Then either z0 < < z 3 or 
z 0 > > z 3. Put D =  {A(z0z1)„ A(z2z3)}. Then, by (19) and 11.6(H), [D]2d But 
this is false since \D\=3,  and Theorem 14 is proved.

9 A cta M athem atica X V I/1—2



130 P . ERDŐS, A . H AJN AL AND R . RA DO

15. DISCUSSION OF RELATION I. MAIN THEOREMS

1 5 .1 . A definition. We define a function ci(ß) by putting, for every ordinal ß,

er {ß) =  c f (c fC ß )- l) .

This means that if ^  =  b, then ttcriß) =  b'~'. We call er (ß ) the critical number belong
ing to ß. Explicitly, it is given by the following rule.

Case 1. ß is of the first kind. Then ß  =  a + 1 , and cr (/?) =cf(a).
Case 2. ß  is of the second kind.
Case 2a. tt'p is weakly inaccessible. Then er (ß) = cf(/i).
Case 2b. Xji is not weakly inaccessible. Then cf (ß) =  у + 1 , and er (ß) =  cf(y). 
We note that if Xp is weakly inaccessible, then c r ( ß ) = ß ,  and that er (ß) -< ß  

otherwise.
The following Main Theorem I gives a summary of the results obtained so far 

for r =  2 as well as the essential part of the results for r 3. Its proof consists of a 
rather lengthy discussion of cases. During this discussion we shall require some 
new corollaries of earlier results.

15. 2. The first Main Theorem. ( Ж) Theorem I. Let  n g 2, and let

Consider the relation

(R)
and the following conditions:
(IA)
(IB)
(CA)
(CB)

2  ^  r <  b0 „ bn ̂  щ .

8p + ( r - 2) ~*(bo» b„Y

bo,, b„< Up,

bl-.-b„ =  KCr(/9)>

b0...bn<Kp.
Then we have the following results:

(i) I f  (IA) holds, then (CA) is necessary for the truth of  (R) except possibly
when
( 1) /? > c fO S )> c f( /? ) - l> c r  (j8 ); Ь1г,Вп^ *

(ii) I f  (IA) holds and b { =£ K0, then (CA) is necessary for the truth of  (R).
(iii) I f  (IA) holds, then (CA) is sufficient for the truth of  (R) except possibly 

when Up is inaccessible and greater than tf0-
(iv) I f  (IA) holds and bt „ hn <  then (CA) is sufficient for the truth of  (R).
(v) I f  (IB), holds, then (CB) is necessary and sufficient for the truth of  (R). 

Clearly, (ii) follows from (i). Since frequent use will be made of these results
in the case n <  со we state explicitly what the theorem asserts in this case. We consider 
the relation

ß̂ + tr-2) (^0 ,, ^n-lY,
where 2 ^ ж ю  and
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For any ß, we have:

(2)

(3)

$ ß  + ( r -  2)~+*(^/0 KcrOS))';

+ 0—2) ' * ( $ ß ,  ( , # c r (ß ) ) n -  l ) r

except possibly when cf (ß) — cf(ß) — 1 > 0 .

$ ß  + ( r - 2 )  "“*‘ ( ^ /1 ;  ( ^ ) л -  l ) r  ' Г  ^

2 )~ (  bX
(4)

Í * ß + ( . r - :

I $ß+(r~:
c: ксг <̂ ); 

if b < X ß.

Theorem I leaves some questions on I-relations unanswered, such as that o f  
the truth of
(5) к - . (A\ . V

when
( 6)

p+i "(fy* (4)«сг(р))3 

(?> c f ( /? )> c f( /? )- l> c r (/l) .

We conjecture that (5) is false when (6 ) holds. It seems that to prove this only a 
slight refinement of the methods used in section 14 would be sufficient; however 
we have not been able to settle this question. Here the simplest unsolved problem is

(■fc) Problem 2.
? ^ „  + 1 + i - ( ^  + i ! (4)ro)3-

This corresponds to the smallest ß  which satisfies (6 ).

15.3. Proof of Theorem I. Consider the following conditions:

(C*A) 

(CT B)

n~=ca. b1„bnSU,cr(0) •

n<coß+l ; b0„ b n< X p;
there is c <  with |{v: bv ^ c } \<  Xci(ß + i y  

15. 4. The conditions (CA) and (C*4 )  are equivalent. 

Proof. If (CA) holds, then bl „ b n^ b l ... önS  8 cr((();

|и -1 |< 31"-1-1 1^й 1 ...й„^Х сг(/г);

n  '  ÜJcr(ß)  1

and (C*A) follows. Vice versa, if (C*A) holds then, since Kcr(/j) is regular,

SiScrl«)1"''11 S  »«(«•
and (CA) holds.

15. 5. The conditions (CB) and {C*B) are equivalent.

Proof. 1. Let (CB) hold. Then \n\ < 3 |и| ^ b 0...bn<  $ß; и < (oß .̂1. Let us assume 
that (C*B) is false. Then |{v: bv =  c}| S  for Then we can construct

9*
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inductively a sequence v0 < < v ;< n , where / =  a)c[(ß+i), such that sup (/. <  /)Z>vA =  
=  üß ̂  j • If there is a number « 7  <  / such that ЛУЯ =  for m ё  A <  /, then we obtain 
the contradiction

Kß> b 0 . . .bn^ b Vnt...bn =  (fy .M)*,f<',* , , ^ » i - i -

Hence there is no such m, and we can impose on the v; the additional condition 
7>V0< < 6 V|. Then, by Kőnig’s theorem, Xp > b 0.. .b„^bvi.. .bvi > 6 Vo +  +  />,„ ^  
which is the desired contradiction. Hence (C*B) is true.

2. Let (C*B) hold for some c. Put

N0 =  {v: bv^ c } ;  N t = {v : 6v< c}.

Case 1. ß  = 0 . Then n<a>; b0„ b „ < ü 0, and (CB) holds.
Case 2. /?— l= /? > 0 . Then there is y< /?  such that

П (v € A 0) =1 2 «»« »«)*, g №  =  K) l t l< s , ,

H ( v  € 7 V 1) 6 v S c l"l ä 2 c I"! .

Hence (CB) holds.
Case 3. /?—!< /! . Then /1 =  d +  1, and |А0[<К«;

n(veJV 0)é v5 í t j |No1 <  « i,

H(v€iV1)ö vS c l" ls 2 cl" l-= ^ ,
and (CB) follows.

15. 6. Proof of Theorem I (i). We assume (IA) and (R) and want to deduce 
that either (CA) or (1) holds. Suppose that (CA) is false. Then, by 15.4, (C*A) 
is false. It is sufficient to prove the following three propositions:

( 3 e) Corollary 6 .
*ß+(r-2)MXf,*&V)Y f or r =  2-

( 3 0  Corollary 7.

К/8+0-2)-КК/Г, (i,+  lW w ) r f ° r r — 2
except possibly when
<7) r ^ 3 ; /?>cf(/?)>cf(/?) — 1 >cr 0?).

( 3 O Corollary 8 .

К/»+(г-2)-ь(К/»> So. ('■+l)scroi))r f ° r r =  2-

For let us assume these three propositions proved. Our aim is to prove: Let (IA) 
and (R) be true, and n g 2; 2 S r < b 0„bn^ S p. Let both (C*A) and (1) be false. 
Then a contradiction follows. To exhibit this contradiction we consider the cases: 

Case 1. n <  ü)crlß). Then, since (C*A) is false, there is k b  with bv >  Xcr(/i). 
Then, by (IA) and (R), 8i  + (r_ 2)-*-(ify5 K*w ) + which contradicts Corollary 6.

Case 2. n^a>cr(P). Then, by (IA) and (R), Xp+(r- 2) (r+  Dacron)'- ВУ
Corollary 7 this implies that (7) holds. Since (1) is false, we conclude that there is
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v £ [l,/i)  with ЬУШ$0. Then, by (IA) and (R),

^0 + (r -2)-*'(К/3> ^0 > ( r  +  l)i*cr(H))r
which contradicts Corollary 8. All this shows that in order to prove Theorem I (i) 
it suffices to prove Corollaries 6, 7, 8.

P roof of C orollary 6. For r =  2 we have to prove

Case 1. ß =  a + 1 . Then er (ß) =  cf(a), and (8) follows from Theorem 7. 
Case 2. ß =  ß — 1 =  cf(ß).  Then er (/?)=/?, and (8) is trivial.
Case 3. ß  =  ß — 1 > cf(/?). Put cf(ß) =  у. Then, by Lemma 4, (8) is equivalent to

Now cf(y) =  y, and er (y )= c f(y — l)= c r  (/?). Hence (9) follows from case 1 or
case 2, when applied to у in place of ß. Thus we have proved Corollary 6 for r =  2.
To complete the proof assume that, for some r S 3, we have

^ / i  + i r - 3 ) ‘+ ' ( ^ 5  ü e r m ) " '

Then, since K + is regular, it follows from Lemma 5A that

+ +  1* Xc+rOT +  Dr.

and Corollary 6 is established by induction over r.

P roof of C orollary 7. For r =  2 we have to prove that if (7) is false then

(10) 8*-ККд,(3 W J 2-
Case 1. ß =  a+ 1 .  Then cr (/?) =cf(a), and (10) means

(11) !«.+i + ( ! i , t i,(3)»cJ 2.

Case la . a=cf(a). Then (11) follows from (■*■) and Theorem 8.
Case lb. a >cf(a). Then (11) follows from Theorem 10.
Case 2. ß =  ß — 1 =  cf(ß).  Then er (/?)=/?, and (10) is trivial.
Case 3. ß =  ß — l> c f ( / l ) .  Put cf(ß) =  y. Then cr (y) =  cr (/?) and, by Lemma 4,

(10) is equivalent to
(12) Ky-+-(Ky, (3)*cr(7))2.

But (12) is true by case 1 or 2, when applied to у instead of ß. This proves Corollary 
7 for r ~  2. We now prove it for r =  3 when the assertion is

(8) x?r(ß)Y-

(9) K74~(Ky, K+r(/)))2.

(13) »/н-1-ь(Кд.(4)*в(„ )э.
Case 1. ß  =cf(/i). Then by (10) and Lemma 5E we have

+ Xp, (4)ncrOJ))3
which is the same as (13).
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Case 2. ß > c f ( ß ) .  Then, by Theorem 14,

(14) üß+1 (4)^сГ</а) j.,)3.
Case 2а. cf(ß)  =  у +  1. If y>cf(y), then

ß > c i ( ß ) > c f ( ß ) —l =  y > c f(y )  =  cr(/J)

so that (7) would be true, contrary to the hypothesis. Thus у = cf(y); er (ß) =  cf(ß) — 1, 
and (13) follows from (14).

Case 2b. c f ( ß ) —l =  cf(ß).  Then er (ß) =  cf (ß )—l, and (13) follows from
(14) .

We have shown that the assertion of Corollary 7 is true for r — 2 and for r =  3. 
Now suppose that, for some 4,

^/S +  ( r — (O ü c r ííJ ) )

Then, by Lemma 5D, there is cr <  N0 such that

Xß + (r-2)-^((.r +  l)cr> Sp + 1, (r +  1)ксг(0,)г-
This is the same as the assertion of Corollary 7 and so establishes Corollary 7 by 
induction over r.

Proof of Corollary 8. If r = 2, then the assertion of Corollary 8 follows 
from Corollary 7. Suppose that, for some гШЪ,

&ß + (r-3)~^{üß> (Г)ксг(0>)Г 1 -
Then, by Lemma 5A,

Xß + (r-2)~^{Xß +  L ^0 +  1> (r +  1)хсг(/!)У-
This proves Corollary 8 by induction over r and concludes the proof of Theorem 
I (i). As has already been pointed out, part (ii) o f Theorem I follows from (i).

15. 7. Proof of Theorem I (iii). We have to prove: If (IA) and (CA) hold then 
either (R) holds or ci(ß) — cf(/?)— |> 0 .

It suffices to prove:
( * )  Corollary 9.

( 1 5 )  K/J +  ( r - 2 )  " " (К /} ,  ( ^ c r ( P ) ) c ) r

for  г ё 2 and except possibly when

(16) cf(/J) =  cf(/i) — 1 > 0 .

i. e. when itp is inaccessible and greather than a,0 ■
For, to deduce (in) from Corollary 9 let us assume that (IA) and (CA) are true 

and that the condition (16) is not satisfied. We have to deduce (R). In fact, (C*A) 
follows from (CA), and hence M <= Kcr(/?). Now, by Corollary 9, the relation (15) 
holds with c — \n\. Then (R) follows from (C*A) and (1A).

Proof of Corollary 9. We assume that (16) is false. We begin by proving 
the relation (15) for r =  2 when it states

üß -*(üß, ($cr(ß))c)2-
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By Lemma 4 this follows from

(17) Í K - O t í . í W « ) 2-
Case 1. cf(/?) =  y +  1. Then cr (/?) =cf(y), and (17) follows from Theorem 1. 
Case 2. cf(ß) =  cf(/?)— 1. Then, since (16) is false, we have cf(/?)=0  and 

c <  K0, and (17) follows from Ramsey’s theorem. This proves (15) for r =  2. Now  
let 3, and suppose

*W(r-3) -*'(̂ />’ (̂ cr(/S))c)r_ *•
Then, by Lemma 2, we obtain (15), and Corollary 9 follows by induction over r.  
This completes the proof of (iii).

15. 8. Proof of Theorem I (iv). We shall use the equivalence of (CA) and, (C* A). 
We have to prove: If r s 2; 2 ä n < <ycr(/i); bx „ 6„SK cr(i); bl „ b n<X'ß, then

(18) ^0 + (r-2) -*'(̂ /U 1̂ » ^п)Г-
By Lemma 2 we need only consider the case r =  2, and for r =  2, (18) is, by 

Lemma 4, equivalent to

^ - (^ ,Z > i„ S „ )2.

Hence, putting cf(ß) =  у, we see that it suffices to prove:

( * )  Corollary 10. Let y =  cf(y); 2 ё я < ш ф М ) ; bl „ b „ < ^ y; b1„ b n^  
— ^cf(y-i)- Then
(19) Ry- ( 8 y, b ! „ b j 2.

P roof of Corollary 10.
Case 1. у =  <5 +  1. Then (19) follows from the proposition:

8a+! - ( » * + ! ,  (8 i)e)2 for c < 8 á ,  
and this proposition follows from Corollary 1.

Case 2. у =  у —1. Then is inaccessible, and (19) follows from Theorem 5. 
We now prove the two parts of Theorem I (v).

15. 9. If (IB) and (CB) hold, then (R) follows.

P roof. By 15.5 the condition (C*B) holds, so that n <  с о b0„bn<#ß ,  
and there is with

l{v: 6v = c}| <
We want to deduce (R).

Case 1. ß —l =  ß. Then it suffices to prove:

I ^/i+(r-2)-*(co>. cm, (с)г)г
I if r =  2 ', C0„ c m< x ß;

By definition of cf(/3), (20) is the same as:

Щ+(г-2)-~(с)е if r =  2 and c , e < X ß.
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By Lemma 2 we need only consider the case r = 2, i. e.

(21) for c, e < $ ß.

Case la. ß = 0 .  Then (21) follows from Ramsey’s theorem.
Case lb. /?>0. Then ß =  ß — l > 0 ,  and there is y</J with c, Then,

by Corollary 1,

(22) Ky + 2 _>‘(^y + 2 > (Ky+ i)rv)2-
Now (21) follows from (22).

Case 2. ß =  a + 1 . Then it is sufficient to prove:

,^^4 I ^a + (r— 1) (C)e)
j  if r ^ 2 ; c <  XÍ; e <  $x.

By Lemma 2 we need only consider the case r — 2 when (23) states:

I ^a+l — ((Sa)i. (C)e)2 
I if c, e <  ttc and d  <  X*.

Case 2a. я =  cf(a). Then (24) follows from Corollary 1.
Case 2b. a > cf(a). Then, by Theorem 2, Кя+1 -"-((КДп Кя)2. Hence it suffices 

to prove (c)f, and this follows from (21) since я —1 =  a. This shows that if  
(IB) and (CB) hold, then (R) follows.

15. 10. If (IB) and (R) hold, then (CB) holds.

Proof. We assume that (IB) holds and that (CB), and so (C*B), is false. We 
have to deduce that (R) is false. Thus we are given: я ё 2 ; 2 ё г < й 0„й„< Х |в; 
b0 .. .bn^ X ß, and either (i) n^a>ß^1, or (ii) and |{v: hvS c} | for

We have to deduce

^ß + (r — 2) "t*"(̂ v)v<n •

Case 1. (i) holds. Then it suffices to prove 
( * )  Corollary 11.

fy + (,—2)-K r + 1 )rp^1-

Case 2. (ii) holds. Put m —cocf(ß^ i y  Then > 0 ; пШсо;

^  S |m |.

Case 2a. ß — ß — 1. Then

(25) |{v: Z>v& c} [ ^Xß  for c

Let Ko =  c0 < < c m-=*Vi =  su p (/i< m )cM. Then, by (25), there are v0 < < v m< n  
with for ц < т .  Then 7 7 (д < т )с +  and it is sufficient to prove
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Case 2b. ß =  a  +  1. Then b0„ b n^ ^ x; b0 .. .bn> a x. Let jV = { v: íi, é s 0}. By 
putting c =  N0 in (ii) we find \N\ S  tfá . We may assume 0,1 £ N. Put cv =  bv — r +  2  
if v$N,  and cv =  bv if v£N.  Then c0„ é „ s 3 .  Also, for vffTV,

bv =  cv +  (r — 2) <  cv +  2r “ 2 -= $c' +  ic$ =  c[,

Xx^ b 0 . ..bn s  (с0...с„У; c0...cn> * x; c2...c„>K a.

It sutfices to prove that

X ß  + ( r - 2 )~ * (H o >  ^ o >  ( c v +  ( r  2 ) ) 2 S v < „ ) r

if г ё 2; c2...c„ =  Xß. It now follows that to settle case 2 it suffices to prove 

( +  ) Corollary 12.
fy+(r-2) -^(dv +  (r — 2))J<„

if
r , n ^ 2 ;  d0 =  d'o; rfj S  K0; d0 .. .dn^ x ß; и <  <ofJ.c,  3 ^ d 0„ d n< x ß. 

Proof of Corollary 11.

Case 1. ß — ß —l. If r =  2, then the assertion is and this is true.
Now Lemma 5F gives Sp+1-h(4)§ , and repeated application of Lemma 5D proves 
the assertion for r^ 3 .

Case 2. ß =  a +  1. If r =  2, then we have to prove &в+1+-(3)§в. This is true 
by Theorem 8. Now Lemmas 5F and 5D establish the assertion for r i 3, and 
Corollary 11 follows.

Proof of Corollary 12.

Case 1. r =  2.
Case la. ß =  a +  1. Then d0„ dn^  Rx< d 0 ...dn^ (К а) |я|; cocf(!t) ̂  и <  ca,. Hence, 

by Theorem 9, Xa+1-F-(i/o„ Д,)2 which is the assertion.
Case lb. ß =  ß —l. If /1 =  c f(/f)> 0 , then d0 . ..dn^ 2 do++i" < Xp which is a 

contradiction, and if ß = 0 ,  then d0. . .dn <  K0 which is a contradiction. Hence 
ß > c f ( ß ) .  If sup (v <n)c/v =  ify, then N/JS í /0...r/„Sel',l <  ^  which is false. 
Hence sup (y<n )dv =  $ß, and if m =  cocf(ß), then there are v0 <  <  v„, < n such that 
d,0 <  <  dVm and sup (p<m )c/Vji =  üß. Then

Hence, by Theorem 9, 8д+1-К«?Ум)5<т and therefore
Case 2. г ё З .  We may assume X/3+(r_3)+-(rfv +  (r —3))v<J. Then, by Lemma 

5A, Xß+(r_ 2 )-^(dv +  (r — 2))'<n, and Corollary 12 is proved. This completes the 
proof of Theorem I.

15. 11. The second Main Theorem. We shall now discuss the I-relation in the 
most general case. It will be convenient to introduce the remainder function g  (a) 
which is defined by the relations a =  cuy(a) +  £>(a); £?(a)<co.
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( * )  Theorem II. Let » S 2, and suppose that 2 S r < b 0„bnSi^a. Consider the
relations:

(R*) Xx-+(b0„ b n)r;

(11 A) g(a.) e r — 2, and b0„bn^ H x+(r_2);

(IIB) bo ^  ^ct-(r-2)l

(IIC) i?(a)<r-2, and b0„ bn^ a ^ (r_2);

(HC1) bo» ^  ^a-(r-2)i
(IIC2) bo =  ^a —(r —2) •
Then we have the following results:

(i) If  (IIA) holds, then the truth of  (R*) has been discussed in Theorem I.
(ii) If  (IIВ) holds, then (R* ) is false.

(iii) If  (I IC) and (IIC1) hold, then a necessary and sufficient condition for (R*)
ÍS by ... bn <  ba-i.(r — 2) •

(iv) If  (IIC) and (IIC2) hold, then a necessary condition for  (R*) is that
H.j^fr-2 ) be inaccessible.

We note that (IIB) implies Ка .̂(1._2)<йо —Ri and hence r e 3 .

Proof of T heorem II. Put у =  a —(r —2).

Proof of (ii). It suffices to prove that

^y+(r_ 2)-K(«y+1, 1)' for r S=3.

We shall in fact prove a stronger result (S =  y +  1):

( yT ) Corollary 13. / ( r e  3 and is not inaccessible, then

(26) Xá + (r_ 3)4*(^á, r +  l)r.

Proof. We use induction over r. If r =  3, we have to prove Хг-НКг, 4)3, and 
this follows from Corollary 5. If <5 =cf(d ), then this leads, by Lemma 5B, to Xá+1-F- 
-k(^ä, 5)4, and if <5=-cf((5), then this last relation follows from Theorem 13. Thus 
Corollary 13 is proved for r < 5. Suppose now that, for some r e 5 and some Ö, 
we have Kí + (r_4)-+-(Ká, r)r_1. Then, by Lemma 5C, we deduce (26). This proves 
Corollary 13 and so part (ii).

Proof of (iii). We have to prove the following two results:

(27) If (IIC) and (IICl) hold and ( 0 . ..(„ <  К ^ (г_ 2), then (R*) follows.

(28) If (IIC), (IIC1) and (R*) hold, then V - Á < * W _ 2).

Proof of (27). Since £>(a)<r — 2, у is of the second kind, and r e 3. If y = 0 , 
then i i< w  and b0„ b„<co. In this case (R*) follows from Ramsey’s theorem. Now 
let y > 0 . By Lemma 2 it suffices to prove (s =  r — ß(a)).
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(-fc) Corollary 14. I f  s ^ 3 ;  n i  2; у =  у — 1 > 0 ;  K0s < i0 „ dn< $ y; d0 . . .dn<  
<  Xy, then
(29) Xy-+(d0„ d n)s.

Proof of Corollary 14. \n\ < 2 |nl S d 0...d„ =

d0„ dn s  d.

There is with d < ü ß. Then, by Theorem 3,

^ ( / I + l )  + ( s - l ) _>' ( ^ / I  +  2> ( ^ p + 1  )n)*’

and hence (29) follows.

Proof of (28). If we assume b0...bn^ 8 v then, by Theorem I (v),

ŷ + (r~2) -H^O 9Í n̂) •

But y +  (r —2 )> a . Hence (R*) is false which is the desired contradiction. This 
establishes (iii).

Proof of (iv). It suffices to prove the following statement.

(30) If p (a )< r  — 2, and if Xy is not inaccessible, then Ke-H ü y, r +  1У- 

Proof of (30). We have г ё З. Hence, by Corollary 13,

Ky+(r- r +  0 r-
As y +  (r — 3) ё  a, the conclusion follows. This concludes the proof of Theorem II.

16. THE RELATION I IN THE CASE OF A 
FINITE NUMBER OF FINITE CARDINALS

We shall now investigate relations a — (b0 „ b„)r in the special case when 
2^и<а>; 2; b0„ b „ < $ 0 . By Ramsey’s theorem there is a least finite number
a such that a~-(bv)'<n, and we shall denote this number by f ( b 0 „ bn_ y, r). In contrast 
to the infinite case we cannot yet find the exact value of this function /  but we can 
give some estimates of its value. We restrict ourselves to the case n =  2, and we put 

f ( b , b , r ) = g ( b , r ) .  We assume that Ь0,Ь 1Ш1. The main results known so far are:

16.1. д ^ 1 , 2 Ц \ +о1‘ Г 2) (see Ш
16. 2. g{b, 2 )^ 2 ^  (see [9]).

P. Erdős and R. R ado  [3] have obtained the following upper estimate for 
g(b,r) .  Put a ^ b  =  ab and, generally, a0 * a m =  a0 4c (öi •*- ^ a m) for
2^/и<а>.

16.3. If 2 then

g{b,r)  =1 2 * ( 2 ' - 1) * ( 2 ' - 2) * * ( 2 2) * ( 2 h - 2 r + l )
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and hence g { b , r ) ^  2 *  2 2 ^  (krb) (r “factors” in all), where the positive real
number k r depends on r only. In the case r =  2 the estimates 16. 1 and 16. 2 show 
that neither is very far from best possible. For fixed r ^ 3 ,  say r =  3, it was not 
known at the time [3] was written whether the order of magnitude in 16. 3 was 
approximately best possible. P. Erdős proved a result in such a direction:

16. 4. There is a positive real number c such that g(b, 3) ^  2cl’2 for all b. This 
is stated, without detailed proof, in [9].

It is reasonable to conjecture that, in fact,

g(b, 3 ) ш 2 ^ ь

for some absolute real constant c3 > 0  and that, more generally,

(1) ^(Ь, г) ё  2 f  2 * ^ 2 f  (cri)  (r “factors”)

for some real positive cr which is independent of b. By means of the methods o f  
section 14 we can prove the following “stepping-up” lemma.

Lemma 6. There is a real number c £ l /1 0  such that

g{b ,r )  s: 2 * { c g ( b , r - \ ) )  for  r> 4 .

Using this lemma we can deduce from 16. 2 that for e g 3

g(b, r) a  2 * 2 *  ^ 2 ^ { \ c r~3b) ( r — 1 “factors”).

This result approaches the conjecture (1) but a big gap still exists in the case r =  3 
between the conjecture and the established estimate. Since these results are obviously 
not final we omit the proofs. Further special results concerning the function /  are 
discussed in [10], [11], [12], [13].

17. DISCUSSION OF THE RELATION II

In this section we shall prove some negative results of the form

a M b ) : « 0.

The connection of such results with the abstract measure problem was mentioned 
in 8. 2.

We need some preliminary results. We shall use the definitions of 3. 2.

17. 1. (a) If a < b ,  then a-^(b):*0.
(b) If c ^ a 0! then c4*(N0)c<!(o.
(c) "МКоЬ No.

Proof of (a). This follows from a^-(b)r2 (r ^ l) .

Proof of (b). If |S j= c  then there is, for every r, a partition 

[S?  =  Z'(v<w(c)) l(r,  v) 

such that II(r, v ) |^ i  for all r and v. This proves (b).
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Proof of ( c) .  This result is essentially [3], p. 435, example 2. Let S=[0, со) 
and r S  1. Then [S]r =  I(r, 0) +  'I(r, 1), where I(r, 0) =  [5]r{{x0„ x r_ 1}< : x0 <r}. 
If X  =  {x0„ хю}< c; 5  then, for every r > x 0, we have {x0„ x r_j} f l {r ,  0) and 
{x r„ x 2r~i} £I(r, 1) which implies the assertion.

17.2 . Let a, b ^  K0; с ё 2 ;  Then

2aM b yc *°.

Proof. 1. Let a =  üx; m=co(c); S  =  [0, coj. Then, for 1, there is a partition 

[S]r_1 =  Z'(v<m)I*(r ,  v)

such that, given D £ [S]b, there are infinitely many r which satisfy

[Z)]r~ 1 <t /*(r, v) for v<m .

Then there is for 4 a partition

[V]r =  Z'(v <m )/(r , v) 

such that, in the notation of section 14,

I(r, 1) = K 01 + P 0i +  / ,;  7 (r ,v )= /v ( 2 S v <  m).

2. Let X с [V]h. We want to show that there are infinitely many r such that

[X]r ф I(r, v) for v<m .

We may assume that there are a number 4 and a number v < m  such that [X]ra  
<zl{r,v).  Then [X]r K sA_ s =  0  for some s, and by 13.7 there is X'£[X ]b with 
[X'Y.aK.  Now, [X'YPt,i-t — 0  for some t, and by 13. 11 there is X" — {x0„ 6
€ [L"]fl with [X"Yc-Po,,o- Then к  =5co(b) and xxx2+1 < xflxfl+1 for л < / i< A:-  1. 
Put D =  {xxxx+!: 2 <  o>(b)}. Then \D\=b,  and hence there is an infinite set 
i? c [4 , cu) such that [Т>]г~1 <£I*(r, v) for r £ R  and v</n.

3. Now let r £ R  and v< w . Let us suppose that [T]rc / ( r ,  v). Let L£[DY~1. 
Then L =  {x2exxe+i '■ Q < r  — 1}, where A0< < 2 ,._ 2 < « (£ ). Put 2r_ 1=Ar_z + 1. 
Then, by 13. 14, xxQxXo+i—xxQx Xg+t for g c r  —1 and so, by definition of I(r, v),

L =  {хяехАе+1: 1} =  6'{xXo„X;.„_,)íE/*(r, v);

[ű]r_1 с / * (r, v)

which is a contradiction. This proves that

[XYФI(r, v) for /•£/? and v < w  

and so completes the proof of 17. 2.

17 .3 . Let b ^ # 0; c ^ 2 .  Suppose that a0^ ( b ) ^ °  for every a0 < a .
Then a-^(b)^°.

Proof. Put co(a') =  k ; a i(c)=m . Let S =  Z ' { x < k ) S y and | S J -< | S'| =  a for 
ж к .  Then there are partitions

[SJr =  Z'(v r, v) (partition Ayr)
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for x < k  and r < со, and partitions

[[0, k)]r =  Z'(v <m)I*(r ,  v) (partition A*) 

for r<co such that the following conditions hold.

If x < k  and XG then there are infinitely many r such that
M J > 1  in [X]r.

{ If M  £ [[0, &)]6, then there are infinitely many r such that
\A*\>\  in [M]r.

Let г ё З .  Then there is a partition

[S']r =  Z'(v <m)I( r ,  v) (partition Ar)

such that the following rules are satisfied. Let A = { x 0„ x r_ j}# c  S; ^0 —— ^ r - i^  
<&; x„€ SXg for g < r .

If x0 =  xr_ 1 and A ^ I (x 0, r, v), then A dl (r ,  v). If x0 <  < x r_ x and {x0„ хг_ г} £ 
£/*(r, v), then Adl( r ,  v). If x0 ^ x i — xr_ t , then A£I(r ,  0). If x0 =  xr^2 ^>cr- и  

then A£l (r ,  1).
Now let X  £ [б”]6. We want to find infinitely many r such that

(3) [X]r ф I(r, v) for v-=m.

We may assume that [Х]ра 1 ( р ,  v0) for some p  £ [3, со) and some i>0 <  m. If there 
are numbers x0 < x x< k  with |WS^J, \XSX1\ Шр — 1, then we can choose vt £ [0, 2) — 
— {v0} and obtain [X]pI(p,  vx) #  0  which contradicts \X}Prz. I(p, v0). Hence there 
is at most one x < k  with lATSJ put M  =  { x : X S x Ф 0 } .

Case 1. \M \= b .  Then we choose xx£X Sx for x £ M  and put X ' = { x lc: x £ M } .  
Then by (2) there is an infinite set 7?cz [0, со) such that, for r£R,  |d*| >-l in [M]r. 
Then, for r£R,  \Ar\ > \  in [X ']r, and hence also in [X]r. This proves (3).

Case 2. \M \< b .  Then there is x0 < k  such that \XSx\ < p  — 1 for хт^х0. Then 
b =  \X \^ \X S xo\ + ( p - 2 ) \ M \ ;  \ X S J = b ,  and we put X ' = X S Xo. Then X'czSXo; 
\X'\ =  b, and by (1) there is an infinite set R a [ 0, со) such that, for r£R,  \AXor\ >1  
in [X']r. Then, for r£R,  \Ar\ >  1 in [X']r and hence also in [X]r. This proves 17. 3.

17.4. If a, b, c are such that a0^ (^ )c 1<0 f°r every aQ ----- a, then

such that whenever Y € [[0, n0)]h, then there are infinitely many r such that \AnoT\ >  1 
in [Y]r. Then for every r there is a partition

a-t*(b+)c<So.

Proof. Put co{a) =  n ; co(b)=k; to(c)=m.  If r<co and и0 <и, then there is a
partition

[[0, «0)]r =  Y'(y<m)I(n0, r, v) (partition A„or)

[[0, п)]г+1 =  I ' (y  <m )/(r, v) (partition Ar)
such that

Hr, v) =  {{x0„ xr}< : {x0„ x r} £ l ( x r, r, v)} for v < w .
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Now let Х в  [[0, n)]b+. Then there is a set {x0„ **}<<= X. Then Y  =  {x0 „ xk} £ 
6  [[0, xk)]h, and hence there is an infinite set R c  [0, <u) such that \ЛХкГ\ >  1 in [У]г 
for every r£R.  Then, for r£R ,  |d r| > l  in [У + {х к } ] г + 1  and hence in [X]r+1. This 
proves 17. 4.

We now come to the main result of this section.

Theorem 15. Let a^O, and let {d0,, dk) < be the set of all strongly inaccessible 
cardinals not exceeding . Then k ^ l ,  and

K«-KK»-i)a*° 'f  
К«-НК*) 2 Xo ’f  k =

Proof. We use induction over a. If a =  0 then k =  1, since N0  is strongly inacces
sible, and the assertion holds by 17. 1 (c). Let ß  > 0 , and suppose that the assertion 
holds for all a <  ß. Let {d0 ,, d,) < be the set of all strongly inaccessible cardinals 
not exceeding Щ. Put л =  / —1 if / < со, and n = /  if 1Шсо. Then, by induction hypo
thesis, we have for a <  ß

(4) » .-К Ю а * 0-

Case 1. ß  >  cf(ß). Then (4) implies, by 17. 3, the desired relation

(5) f y - K i O í * 0- 
Case 2. ß =c f (ß ) .
Case 2a. for some у <  ß. Then (4) holds for ct =  y and hence, by 17.2,

2 s”-H iÜ Í So.
This implies (5).

Case 2b. 2 ^ < 8 ( | for every у < ß. Then isß is strongly inaccessible; / =  2 +  1;, 
dx K/;. Then &o~< Üfi==dí , and hence 2 s l .

Case 2b 1. 2<<u. Then, by induction hypothesis,

Ка-ККя-Оз 1,0 for
and hence, by 17. 4,

К*-ККл)а*°-
But 2 =  1— 1 =  n so that (5) holds.

Case 2Ь2. 2^co. Then, similarly,

*° for a < ß
and hence ^ + - ( 8 2 +1 ) 2  So, where 2 + 1  =  l =  n. This proves Theorem 15.

Let {d0„ dn) < be the set of all strongly inaccessible cardinals below some given 
cardinal. Then Theorem 15 yields the following results.

Corollary 15. (i) for  v<m in (и, со);

(n) j v-K kv+i) 2  So f ° r v < «;
(iii) dv+ (dY) i f  v <  n and </v=-Kv;
(iv) if all strongly inaccessible cardinals d  are less than some fixed cardinal,
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and if {d0„ dm} < is the set o f  all such d, then

K«-KiO2S0 f ° r al1 «•
Let с Ш • Then, by employing at the start of the induction argument the rela

tion 17. 1 (b) instead of 17. 1 (c) we obtain by the same method as was used in the 
proof of Theorem 15 the following result.

Theorem 16. Let Denote by {d0{c)„ dk(c)} < the set of all strongly
inaccessible cardinals d  such that с< й З Х „ . Then k = \ ,  and

8«-KK*-i)c ' /  k<co;

XxMSk)?*0 if k =  <*>-

The proof, as well as the analogue to Corollary 15, may be omitted.

18. THE RELATIONS IV, V AND VI. PROBLEMS

In this section we shall deal with some generalizations o f the partition rela
tions I and II. Let a, r, n, b0 „ b„ be given.

18.1. D efinition. The relation (partition relation IV)

(1) a ^ [ b 0„b„Y,

also written in the form a-*  [6 v]v<„, denotes the following statement. Whenever 
15 1 = a  and [5 ]r =  L'(v < n ) /v, then there are a set J c 5  and a number v < n  such 
that \ X \ = b v and [T]'7V= 0 .

18.2. D efinition. If b0 — — bn =  b and \n\=c,  then (1) is also written in the 
form
(2 ) a~[bYc.

18. 3. The relation (partition relation V)

a-*[b]rc,d
denotes the following statement. Whenever |S |= o  and [S’]1- =  T'(v <o>(c))/v, then 
there are a set X c z S  and a set D c [0 , w(c)) such that \X\ —b; \D\Sd,  and

[X] ' cz L( viD)I v.

The relation (1) is only of interest if r ^ 2 ;  « a 2; r < b 0„ b n^a.  In this
section we shall mainly investigate the relations IV and V as well as problems sugg
ested by them.

The following propositions follow immediately from our definitions.

18. 4. The relations a ^ ( b 0 , b f f  and a^-[b0, b l]r are equivalent. The relations 
a-* (b)rc and я —[6 ]c, 1 are equivalent. If 1 S c < c o , then the relations a — [6 ] ' c_ 1 and 
a — [/>]' are equivalent.
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For г ё З  our results concerning the relations IV and V are rather incomplete. 
The positive relations will be deduced by means o f the general methods used in the 
discussion of I-relations but to obtain our negative relations we shall employ new 
ideas for the construction of suitable counter examples. Interesting problems of 
a new type will arise.

Just like the relations I, II and III so the relations IV and V possess obvious 
monotonicity and other properties whose proof is left to the reader. We mention:

18. 5. Let m ^ 2  and v0 <  <  vm<n. Then, for any cardinals b0„ b„, a -*(bvo„ bVm)r 
implies a -*■ [6 0 „ bn]r. In particular, if / к  v <  и and a -*• {bfl, bv)r, then a-~[b0„bn]r.

18 .6 . Let the cardinals a , b , c , d , e  satisfy c < d S e .  Then a  — [b]rd c implies 
a^[b ]re.

18. 7. If ííS S o, then a-»[a]rc<a for all c, r. If c ^ d ,  then a — [6 ]£jd for all b ^ a  
and all r. If o b ^ & 0, then a —■ [b]'. for аШЬ and all r. If сШе, thena ^ [ b ] rc d implies 
a-*[b]re,d.

Up to 18. 10 we shall mainly be concerned with IV-relations. We shall then 
consider V-relations and in particular mention some of the unsolved problems. 
Finally, VI-relations will be briefly considered in 18. 19.

By Theorem I we have the following results:
(i) К. ,)2 holds if ß , y < a .

(ii) A necessary condition for 8 * -*-(Ke9 ív, ) 2 is y^cr(a).
This condition is at the same time sufficient except possibly when у =  cf(«) 
and Ká is inaccessible.

Taking into consideration 18.4—18.6 we see that the principal problems 
about IV-relations for r — 2 concern the truth o f relations of theform a — [6 V]2<„, 
where a =  ;

К ф ) < Ь 0 s  bl =  = b n — a; 2 s / iS o ) r

If a' is inaccessible, then there remain unsolved problems (see Problem 1). The 
complete discussion of the cases when a' is not inaccessible will be given by Theorems 
17, 18,20,21,22. For 4 we have only isolated results.

Consider first the case a =  $ x+l when cr(a +  l) =  cf(a). Here we have the 
best possible negative result:

^a+I “H^v]v<co*+i

if é 0 — + ; ,, b<0%+ t =  Hj. The proof differs slightly according to whether
a = c f(a ) or a>cf(a). We first prove

( * )  Theorem 17. Se+1 -b[«e+1]K« +1 for every a.
Instead of Theorem 17 we shall prove the more general Theorem 17 A which 

will have an application in the discussion of the polarized relation.

(A )  Theorem 17A. Let |S | =  Ka+1. Then there is a partition

(3) [S]2 =  r c v ^ + i ) / ,

which has the following property. Whenever A , B c z S ; |T| =  8 «; i#| =  KI + i , and 
v0 < coa+1, then there are elements x £ A  and y £ B  such that {x, y }  £ 7V0.

Ю A cta  M athem atica X V I/1 —2
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A suggestive notation for the assertion of this theorem would be
1,1

8 a+ 1 . <̂x+ 1.
.

»«+1

P roof. Put a =  т = ы х -, n =  coa+ 1 - Let S =  { y 0 „ y „}* . Then we can write
[SY =  {Z0„ t } * -

= {X„: n ^ g A X . a S , } .  We1. Let Q<n. Put 5„ =  {y0„ y„} and Zt, can write

Se =  {*(£, p )  \ р < т п } Ф

and
Z„X [0, g) = { (z (e , p), v(e, p))- p < n g),

where mQ and n„ are initial ordinals not exceeding m. We can find inductively numbers 
(j(q, X )< m e, for X < n Q, such that x(g, <r(g, ju))£X(g, f )  — {x (é>, a(g, A)): 2«=/r} for 
l i < n e. Then x(g, a(g, ц))£Х(д,  f )  for /г< и е; a(g, f )  X a ( g ,  A) for А < /г < и е.

2. Let Then there is exactly one x(g, n) <  m„ with x(g, x(g, n ) ) = y n.
There is a partition (3) such that

{у*,Ув} 6 / v(e,„), if P < n Q and х(д, п) =  а{д,  ц).

This condition does not define the partition since the {yK, y„} with x(g, tt)$  
ju): ц <  n„} may be placed into any arbitrary class f .

Now let A ,B c : S ;  \A \=a;  \B\—a + \ v0 -=n. Then there is 0О<И with AdZ„0. 
Next, we can find y e£B  with v0, g0 < Q < n .  Then (A, vo)C Z pX[0, g), and hence 
there is p < n 0 with (A, v0) =(X(g,  ft), v(g,/x)). Then x(g,  a(g, ц ))=уж for some 
я <  g, and we have

x(g, a(g, ц ) ) = у п= х ( д ,  x(g,  л)); x(g, n ) = a { g ,  ji)\

{y*, Jff} € / V(o,̂ ) =  fv0; y ,  =  x (Q ,o (Q , i i ) )£ X (e ,B )=A ;  ye (EB.

This proves that the partition (3) has the required property, and Theorem 17A 
follows.

We are now going to sharpen Theorem 17.
(■*-) T heorem 18.

S*a+iH~[8« + , (K«+i)r„+,]2 fo r  all a.
Proof. If a= cf(a ), then the assertion follows from Theorem 17. Now let 

a. >cf(a). We consider the set V'(cc) introduced in 11. 3, together with its two orders 
x < y  and x < y .  Put <7 =  ^ ;  m =  mot; n=cox+1; S=V '( a ) .  Then we can write 
N' =  {>?0,, j?„} - For P, Q c S  the relation P <  Q means that whenever x  P and 
y i Q  then x < y .  If P =  {x} then we write x ^ Q  instead o f {x}< (7 . Similarly we 
use P < Q .  We write [S’]“ =  {X0„ Х„}Ф .

1. Let S„ =  {y0 „jV}; Z e =  {Xn: n < g l \ X n< y e < X K}. We can write

S~e =  {*(<?> P)- P ■= Ф;
Z e X [0 , g) =  {(Z (e, ц), v(g, fi)): ц </?„},

where me and n„ are initial ordinals not exceeding m. We can find inductively numbers
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o (q, /.) <  m„ for l  <  n„ such that

х(в,  o(e, fi))£X(ß,  | i ) - { x ( ö ,  <r(£>, A)): Л< ц}  for ц < п е.
Then

x (q, o (q, n ) ) eX(e ,  fi) for

сг(^,/т)5̂ cr( ,̂ Я) for Я <^-=ие.

2. Let 7K g<7i. Then there is exactly one t ( q , л )<т „  with x(g,  т(р, n ) ) = y K- 
There is a partition

[S]2 =  /  +  'X'(V<I7)/V
defined by the rules:

{Л.ТЛ € /v(e,M) if г (д ,л )  = о(д,/г);

{У*>Уе} £ 1  if т(е, л)<$ {o (q, ц): ц < п в).

It now suffices to prove that this partition has the following properties:

(i) If X c z S  and [X]2I = 0 ,  then \X\Sa'.
(ii) If XczS;  v0 < n ;  [Z ]2/ Vo = 0 ,  then \X\^a.

3. Proof of (i). Let X c z S  and [Z]2/  =  0 .  Then we can write

Х ={Уео” Уок}<-
Let {л, q} < cz{qk: x < k } .  Then there is ц < п в such that {y„,  ye} € /v(e>i0; 

i {q, л) =  о(д, fi);
уж= х ( д ,  т(в, л)) =  х(д,  a(g , f i ) )eXeiie Z e.

By definition of Z„ we have X0/l< yg < Хоц; yn <ye< y n. Hence tp (Z, < )= & * , and 
by 11.5 (ii), \X\ =  \ k \ ^ a  . This proves (i).

4. Proof of (ii). Let XczS;  v0 < n ;  |Z |= a +. We want to find x , y £ X  with 
{x, y}  £ 7Vo. It is well known that there are sets А, В с [X]“4 with A <  B. This follows 
for instance from 11. 5 (ii) and [1], p. 446, Lemma 1. There is g0 <  n with XQocz B. 
There is with [0, g0) + Z (y a6Zeo)[0, я) =  [0, X). There is y e£A with Л, v0 < g < n .  
Then (X„0, v0) 6 Z„ X  [0, g ) ,  and hence there is ц <  n„ with (Z„0, v0) =  {Х(д, ц), v ( g ,  /i)). 
There is л < д  with х(д, a (g, р ) ) =уя =  х (д, т (g, л)). Thenr(ß, л) =  а(д, ц); {уп, у е}€
£ Д(е,»0 До ’

уж =  х(д,  <т(д, ц))£Х(д,  ц) =  X^czBczX;  yg£AczX.

This proves (ii) and completes the proof of Theorem 18.
Let us now consider the case r ^ 3 . By Theorem 11 we have ( x )  Ka+i-b- 

-t*[bta+1, r +  l]r. The following theorem gives a best possible generalization of this 
result.

( X ) Theorem 19. For r a 3 and every a,

^a+l 4*l/ +  Д (^a+ i)r* + I]Г‘

This theorem will follow as immediate corollary of Theorem 28 which will be proved 
in 19. 2. It is clear that Theorem 19 does not settle the problem of deciding whether

10*
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for any given cardinals b0„ 6„<K a+1 we have Ka+1 — [b0„b„]r. We shall consider 
such problems later, in 18. 9.

Let us now turn to relations o f the form K* — [b0 „ 6„]r when a>cf(a). Here 
our results are almost complete for every r £  2. Unsolved problems remain only 
when KÍ is inaccessible and greater than K0.

Consider first the case when a. =-cf(«) — ß + l  so that cr(a) =cf(/?).
Case 1. r — 2. We have to discuss the relation [b, (Na)J2 when a ' ß < b s & x

and
Case 2. 3. Then we have Ha -*(b0, Ь ^  for every ő0, <  Ka. For there is

/?0 < a  with ő0, <  üp0, and then, by Theorem I,

>  P̂o + Cr-2) ~*(b0, b1)r.
Also, by Theorem 12, r + l ) r. Thus there only remains to discuss the
relation -»•[b, (K j j r when and 2 S c S ü a. The following best possible
theorem settles all these questions for c> ü á  when is singular.

(■^) Theorem 20. I f  2; a > c f(a );  o t f i ,  then

Instead of Theorem 20 we shall prove the following stronger theorem involving 
a V-relation.

( ^ )  T heoerem 20A. If 2 and then

К -Ш 'сЖ « -
It is clear from 18. 6 that Theorem 20A implies Theorem 20.

Proof. Let |S | =  Ka; [S]r =  L ' ( v <tu(c))/v (partition A). Then, by Lemma 3, 
there is a set T =  L'(ß  <  w) S,, c  S such that m =  coc[ (a); | Г| =  and A is canonical 
in (>S0„ Sm). Let r0 +  + r m =  r. Then there is / ( r 0„ rm) <  co(c) such that whenever 
X c z T  and \XS„\ =  rfL for ц < т ,  then Х б /Л,0 >?т). Hence

[ 7 1 'С Г ( Г „  +  + Г т  =  r) I f ( r0,,rm) ’

and the assertion follows from

\ { ( ro»rJ \r0+ + r m =  r}| ё  \m\r =  Ki.
The following best possible theorem settles the case when с ё  Xá and a >cf(a) =

=  ß + l -

( + )  Theorem 21. Let  a> cf(a ) =  ß +  l and Then

0)
(ii) »«+[r +  l , ( » .) J -  for 3.

Proof. We may assume c =  xß+1. Let caß+1—n; S  =  £ '(v < n )S v; |S V| <  [S| =  Ka 
for V*=J2.

Proof of (i). By Theorem 18, there is a partition

[[0,n)P =  L '(y ^n)Iv
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which brings into evidence the relation

This means that if D, E a  [0, ri) then [D\21% — 0  implies l-O] = Rß , and, for 1 v <  n, 
[E]2I f = 0  implies Then

[S]2 = Г(у<и)/У>
where

/ v =  Z({A, ц} € /? )№ , S’,]1-1 for l s v < « .

Put 0 (1 ')  =  {v: 0 }  for XczS.  Then, if I c S  and [X]2/ o = 0 ,  we have
[D(X)]2I * = 0  and hence \X\ =  \D(X)\^X'P. If f c S ;  l S v < « ;  [У]2/ у= 0 ;  
I У] =  then |0(У )| =  Xß + 1; [О(У)]2/? =  0  which is a contradiction. This proves (i).

Proof of (ii). Let i s 3. Then, by Theorem 19, there is a partition

[ [0 ,  n)]r =  Z ' ( v < n ) 7 ? j

which brings into evidence the relation

Then

where

К/1+1-КУ+ 1> ( ^  + i)i!i + i]r-

[SY =  r ( v < n ) / „

7V =  Z({v0„ v r_ a}67,*)[SV0„ S ^ .1]1 for 1 S v < « .

Then exactly as in the proof of (i), we obtain the desired properties of this last 
partition, and Theorem 21 follows.

The relation of Theorem 20 is valid for every singular tfa, and Theorem 21 
shows that this relation is best possible provided that is not inaccessible. If, on 
the other hand, 8* is inaccessible then we have the following result which is in 
some ways stronger.

( ^ )  Theorem 22. Let  г ё 2 and cocf(oc). Then

(i) Ka-KKjü'-1-
Jf, in addition, either c f(a )= 0 , or cf(a) >  0 and is measurable ,* then

(ii) for  o ? ’ 1;
(iii) Ka- [ ^ J cr,2 r-. for

Proof of (i). Let n =  a>cf(a); 5  =  Z'(v < n ) Sy; |SV| <  |<S| =  к* for v-=n. Then 
there is a partition

[S]r =  Z,(/> ^ M r 0 „rJ,_ iS l A r 0  +  + rJ,_1 =  r)I{r0„ rp_ 1),

where I(r0„ rp_ t) is the set of all A [>S]r such that, for some <w, we
have IA S vJ = r A for 2 < p. It follows that if X 6  [S]8» then |X5v|S r  for at least r 
values o f v. But then \XYHf0„ rp_ A 0  for every choice o f (r0„ rp._ J , and since 
there are exactly 2r_1 such systems the assertion follows.

i. e., does not possess property P3 of [24]. See 8. 2.
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Proof o f  (iii). Let \S\ =  К«*; « =  юсГ(я);

[5']r =  Х'(р<со(с))1ц (partition A).

Then, by Lemma 3B, there is a set T =  L'(v </j) Sva  S  such that A is super- 
canonical in (S q„ Sn), and |S v| < m  =  for v<n . Put D =  {ц: [Т]Г1Ц7± 0 } .  
Then, by definition of super-canonicity, \ D \ s 2 r^1, and the assertion follows.

Proof o f  (ii). This relation follows from (iii) by 18. 6. This proves Theorem 22. 

Remark. In some sense (iii) is best possible. For we have

(iv) Ks-K kJ s '.j if and гШ2.

To prove this, let n, S, Sv be as in the proof o f (i). Put D(X)  =  {v: X S 0 }  
for X a S .  Then

[S]r =  S ' ( E 6[[0, n)]sr)l(E)  (partition A),
where

/ ( £ )  =  [S ]'{T :D (T )= £ } .

We have Now let X c z S  and |T| =  x a. Then \D(X)\ =  K* and hence

\{E: ( X Y I ( E ) * 0 } \  =  KÍ

which proves (iv), in fact by means of the same partition for all d.
Up to this point the following problem remains open. Let « >  cf(a) and let 

Ki be inaccessible. Is then

X * - [ b , ( « X - i Y

true for 3 S r  < b  <  2 S c S 2 r_1? We shall show that this problem can be reduced
to a finite combinatorial problem provided either =  or is measurable.

18. 8. D efinition. For гШ 1 and every m denote by Frm the set of all functions 
f  which are defined on the set V r o f all systems (r0„ r p_f) with rn „ rp_ t s  1 and 
r0 +  + r p~i =  r, and whose values lie in [0, m). We have \Vr\ = 2 r~i .

( X ) Theorem 23. Let г ё  1. Suppose that a > a '  =  K0 or, more generally, 
a > a '  and a'-+(a', a')2. Let Ьи„ Ь т^ а .  Then the relation

(4) a - + [ b 0 „ b mY

holds if and only i f  the following finite combinatorial condition is satisfied: Either 
(a) 2r- 1 or (b) 2r~1 and, given any function f f  Frm, there always exists a
number v =  v (/)-= m  such that at least one of the following four conditions (i) — (iv) 
holds:

(i) bv =  (r — l ) 2; b, =  c0 +  +  ck for some к and some с0 „ с кШ 1 such that
whenever x() <  <  < к, and r„^ScXn for л </; and (r0„ rp)f_ Vr, then f ( r0„ if) ^  v.

(ii) ( r - l ) 2 <A vS a '; / ( l„  l ) ^ v .
(iii) ( r - l ) 2 < 6 v< a ; /( r )^ v .
(iv) bv= a ;  f ( r 0 „ í p) ^ v for all (r0 „ rp) £ I f .
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R emarks. 1. The theorem implies that if m ^ 2 r~l and a > a ' ;  b0„ b mS  a; 
a ' - » (a', a')', then (4) is equivalent to the relation

(5) a ^ [ b Xo„ hAmo, (a')m, - («' + W
where

Uo,Л то}< =  {v: К  Ä (r _ i ) 2}; Wl =  |{y. ( / - - l ) 2< 6 v=áa'}|; 

w2 =  |{v: o '< 6 v<a}|; m 3 =  |{v:6v=o}|.

Also, if (5) holds for one such a it holds for all such a.
2. The theorem implies that (4) holds whenever a > a ';  o' —(o', a ' ) r ; b0„ b m< a ,

and (r— l)2 for at least two values of v«=m. For in this case either (a) or
(b) (iii) holds.

3. The hypothesis a' — {a ,  a')r is only required for showing that (b) implies (4).

Proof. Put l  =  a>(a'). I. Suppose that (4) holds for some r, a, m, b0„ b m such 
that a > ö ' and гШ 1. Let тШ 2r_1, and S = Z ' ( X < l ) S x, where |5 A|< |S ,|= «  for 
2 < / .  Let f d F rm. Then a partition

[S]r =  Z'(y^m)I(v)

is defined by the following rule. If A 6 [S’]'; A0 <  < /;  \ASxJ = r „  for ж< p \
(r0„ rp)€  Vr, then A £I(f (r0„ rp). By (4) there are v < w and A £[S]'’'' such that 
m r/ ( v ) -  0 .  Then there are numbers P o ^ ^ P k ^ l  such Ihat X cz Z(x  < k) SPx and 

=  с„&1 for x < k .  Then c0 +  + c k =  bv. Let x0 <  < £ p</c; rn^ c Xn for 
л  < p , and (r0„ r p) d  V r . Then there is А£[Х]Г such that \ASPx \ = r „  for ж р .  Then 
A € I(f(r0 „ rp)). On the other hand, A £ [X]r and hence A $ I (v). Thereforef ( r0 rp) A- v. 

Case 1. bv S  ( r — l )2. Then (i) holds.
Case 2. (r — l )2 < b v^a' .
Case 2a. схШг for some ж / г .  Then we may take above p — 1 and r0 =r ,  

and (iii) follows.
Case 2b. cy <  /■ for all * <  k. Then кШг, and we may take p — r and r0 =  =  rp =  1. 

Then (ii) holds.
Case 3. a '< h v< ö . Then с , ё г  for some x < k ,  and as in case 2a we deduce 

that (iii) holds.
Case 4. bv=a.  Then c ,£ r  for at least r values of x, and (iv) holds since in 

this case any system (r0„ f p)£F,. may be taken.
II. Let either (a) or (b) hold. Put n =  min (m, 2r_1 +1). Let |S |= a ;  [5]r =  

=  Z'(p<m)I(p) .  Then [S]r =  Z'{v < n ) I \ v )  (partition A), where

r (v )= /(v )  for l S v o i .

Then, by Lemma 3B, there is a set Г =  Z \ 2  <  /) Sx c. S such that A is super-canonical 
in (So,, S,)\ |S2f =  a, < a  =  \T\ for A </, and r-&a0 < < ä , .  This means that there 
is a function / f  Frn such that A f / '( /(r0„ i p)) whenever A f_ [7’]’'; /LS’,J  =  rn for 
ж р ;  (r0„ r p) e V r.
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Case 1. (a) holds. Then 2'~1, and there is v <  n such that f ( r 0,, rp) ^  v 
for all (r0„ rp)(: Vr. Then

[7 7 /(v )c [7 r T (v )  =  0 ; \ T I = a ^ b v,

so that the requirement for (4) is satisfied.
Case 2. (b) holds. Then n =  m, and /'(y )= /(v ) for v< m . There is /0 < /  such 

that for every v < m w e have either bv =  a or by^=alo. If (i) holds then we can choose 
XK6 [S/0+J c* for x < k .  Put X  =  I ( x < k ) X H. Then |2 f |= é v and [X]rI(y) =  & as 
required by (4). If (ii) holds then we choose x; € Sx for A < / and put X —{x0„ xt}. 
Then \X\ =  a '^ b v; [A']r/(v) =  0 .  If (iii) holds then |Sio|^ f tv and [SIo]r/(v) =  0 .  
If (iv) holds then \ T \ = a  =  bv and |T]r/ ( v ) = 0 .  This proves Theorem 23.

18.9. Let гШ3; l S c < 2 r' ! . By Theorem 23 there is a least finite number 
b = f * ( r , c ) such that whenever a > a '=  K0, then a-^[b,(a)J r. The choice of a is 
irrelevant. The value o f f*( r ,  c) can be found by solving a finite combinatorial 
problem which we are unable to do. We have only very incomplete results which 
we do not propose to discuss in this paper.

18. 10. Let us now return to partition relations whose left hand side is a cardinal 
of the first kind. As has already been pointed out our results here are rather incomplete. 
First a “stepping up” proposition.

(^c) T heorem 24. Let

(6) r S l ;  r < b 0„ b m^ a .

Then a —[6v]»<m implies a + ^ [ b v-\-
The proof is parallel to that of Lemma 2 and is omitted. One might conjecture 

that, in analogy to Lemma 5, under the hypothesis (6) and some other fairly wide 
assumptions
(7) a-t~[*v]v<m implies a + -+-[bv +  l]v<i,

but we have only been able to prove this in very special cases.
A best possible result is given by the following theorem.

(■*•) T heorem 25.
(8) K2 - [ K 0, Ki, Ki]3,

(9) К2 - И К 1 , « 1 . Nj]3-

Proof of (8). We have ^  — (X0, X1 ) 2 and hence Si-»[K 0-H il2> — 
— [X0, Ki, üíi]2, and (8) follows from Theorem 24. We omit the proof of (9) since 
it employs a rather special method.

By Theorem 17 we have for 2 ^ c S t { 1. Hence the conjecture (7)
would imply that

X2 -K N 1 ] 3 for 2 S C Ä }!! ,

but we are unable to prove this relation. Thus the simplest unsolved problem here is 

( * )  Problem 3.
? *2-K »l]4-
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We cannot even prove the weaker relation

82-ИК2,  Ki,  K,, X,]3.

We mention that the proof of the conjecture (7) would not settle all the problems 
arising in the present context. Thus we have, by Theorem 22, Кга-*-[Кю]з- Hence, 
by Theorem 24, Кш+1- [ К („]з- Also, by Theorem I, NIU+1^(N 0- * 0 3 b e . Kie + 1-  

[No) K j3. Therefore, trivially, N„,+ 1 — [N0, 6]3 f° r апУ b. Hence one might
conjecture that a best possible negative result is

(10) K.+ 1-KK i . 8», «ш+i]3-

This problem remains unsolved, and it can certainly not be settled by means of 
the conjecture (7). Instead of (10) we can only prove the weaker relation

Кю+1-ИК2,  »«,, K o + A 3

which, in fact, follows from our next theorem.

( * )  T heorem 26. (i) Let a > a '  =  N0. Then

a +]3-

(ii) Let a ^ a  >  N0 and suppose that a' — (a', a')3. Then

ű + -t*[ö' + + , ű , a +]3.

We shall prove Theorem 26 in section 19. Many further problems could be 
stated here but we are not even able to give a complete discussion of the unsolved 
problems. Now we turn to the relation V.

18. 11. Let |S j = a ^ N 0 and r —1- Then there is a partition

[S]r =  I '(v < w (a )) /V

such that |/v| =  1 for v < c о (a). Hence we have: If я =  Х0 and r =  l, then the relation

holds if and only if, either (i) 6 < N 0 and or (ii) 6 ^ N 0 and d ^ b .  Therefore
in studying relations a — [6]'d it suffices to consider the case c < a .

(^c) 18. 12. Consider first the case a>a ' .  Then, by Theorem I, a — (b)rc holds 
for b, c < a ,  and therefore a — [b]rc l . Hence we need only consider relations of the 
form

(11) « -H c .d
where r ^ l  and <7< c< ű. Theorems 20A, 21 and 22 give an almost complete 
discussion of the relation (11). We have, assuming (T ): if either
(i) or (ii) a '=  N0 and 2r~ 1 ^ í/ S c<  K0. d if either (iii) d - c a '^ c
or (iv) d < a '  =  e+ and <7<c, for some e, or (v) d < c ,  2r~x.

These statements follow immediately from the theorems quoted, except that re
lating to (iii). Let us, therefore, assume that d < a '  =  c < a .  Let n = w ( a ' ) \  S —
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=  Z'{v < n ) S v; |S V| =  ISI for v<w. Then there is a partition [S]r =  Z'(v<n)Iv 
where, for A £ [S]r, we have A £ /vo whenever v0 = m in  (АБУ̂  0 )v . Now let X£  [S]„. 
Then |{v: XSV ^  0 } |  =  a' and hence |{v: \X]rIv ^  0 } | =  a'>d.  This proves

If the truth o f the relation a-*[a]ret4, where a > o ', is not decided by any of the 
results relating to (i)—(v) above, then we have

2r l ^  d < c < a  =  a'~

so that a' is inaccessible and greater than K0. Thus we do not know whether for 
such an a the relation a -► [a]| 2 >s true or false.

18. 13. We now consider the case when a = a '  and r =  2. If a is inaccessible 
then, of course, every problem remains open. Suppose now that a =  e +. By 18. 11 
we need only discuss the relation e + — [b̂ . d where b ^ e + and e S o r / .  It follows 
from Theorem 17 that с+ч*[е+]^</ for d < c ^ e .  On the other hand we have, by 
Theorem 2, e+-~(e)2c for c < e '  and, by Theorem I, e + -+(b)2c if and c < e . Hence 
we have

( * )  18. 14. Let c ^ N 0. Then

e+ -*■ Me , 1  for c <  e , 

e + -~\fA2c. i  for b, c < e .

Furthermore, c + -b-(3)  ̂ by Theorem 8, and d ++ — (3)j for d ^ H 0, by Theorem 2. 
Hence, by an obvious transitivity property of our relations,

( * )  18. 15. c +-t>[(/++] |><i for c > d ^ 8 0.

We can also say something about the case X0 • By Ramsey’s theorem, there 
is a least number f (d )  < K0 such that /(< /)—(3)2d. Then, by the same transitivity 
property, c,+ — d for c& S 0. Hence, given t/< K 0 =  c, there exists a least
number g0(c, d) <  such that c + -t»[g0(c, d)]2c d, and we have g0(c, d)^f(d ) .  
As a corollary we obtain с+ н*[К0] ^  for i/< X 0 S c .  In fact it can be proved that 
g0(c, d) =  d +  2. This follows easily if instead o f Theorem 8 we use a result of 
P. Erdős and J. T ukey* which states that the complete graph of power c + can 
be decomposed into the union o f c trees, if c £ S 0 .

By comparing the results proved in 18. 13, 18. 14 and 18. 15 we see that in 
the case a =  a ' = e + the following problem remains open:

2 c + ~ [ d +]2c.d for o d ^ i i 0 .

The simplest unsolved cases are:

( * )  Problem 3. 1. (a) ? «2 -  [Sr I s i . S o

(b) ? 1r2, Si
? 1S 2 , So

Problem 3. 1 (a) was known to us before we introduced the relation V. We came

* This result, for c=  s 0, was first proved by Erdős and T ukey but not published. Their proof 
is published in [23].
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to it when considering a problem of Ulam. It seems to be the most difficult and 
interesting unsolved problem on the relation V.

Added in proof (23. III. 1965). It has been recently proved by F. R owbottom 
that Gödel’s axiom of constructibility implies

18.16. We now consider relations of the form a + ^[bYcd where a > a ' .  It 
can be seen from 18. 13 — 18. 15 that the only case with b = a  which still needs discuss
ing is
(12) ? ö + —[u]c,d for ö' ^ c c ű ; d ^ \ .

Also, the only case with c =  a is

(13) 4 a* ^[d+Ya.j for a > d m a 0.

About (12) we now prove:

(*) 18. 17.
(14) if a > a ’>d;

(15) a + ->-[a]2>a. if and c< a .

Proof of (14). Let a =  We use the definitions and notation of 11. 3. Let 
S = V '( a )  and m =  co(a'). Then there is a partition

[S]2 =  X'(v < m ) /v

where I, =  [S]2{{x, : xy =  v} for v<m . If I c S ;  £>c[0. m); |Z>| =  </; [X]2 cz
c:Z(y £D)IV, then there is v < m  with ö c [ 0 ,  v). Then {x, у } Фа Х  implies x y < v ,  
and

\X \s n O i < v ) » . Ms ( » j w < » «
as required for a proof o f (14).

Proof of (15). By Theorem 20A, a — [a]2 a. which implies (15).
About (13) we prove:

18. 18. a + ->r[d+]l.d if a < d ' ^ d < a .

Proof. 1. Let a =  # x; S = V ' ( a ); m =  co(a'). We can write

{(ß, <7, А): р < (т < ш ЯдЛ Я < т} =  {(ßv, <rv, 2V): v .

Then [S]2 =  Z'(v<caa) / v, where the 7V are defined as follows. If { r ,) ' } < c S ;  
xy =  A; x =  (x0„ x m); y  =  ( y 0„ y j ;  (xA, yx, A) =  (gv, <tv ,A v), then {x, j } € / v.

2. Let Ac=S; [A]2cf(v<E-D)/V; D c : [0, cox) ; \D\^d.  Put Dk =  {г: т< еоалЛ 
A(3v)(v€£>Ar€{ßv> ffv})} f ° r A<m.  Then \Di \^2 \D\S id .  If { х , у } Ф<^Х-, x  — 
=  (x0„ x m); у  =  (y 0„ y m), then there is v £ D  with {x, j } € / v. Put xy — A. Then we 
have: Ifx<>>, then (хя, у , ,  A) =  (gv, <rv, Av); and i f x > j ,  th en (jA, x;., /)  =  (gv, crv, l v). 
Hence in any case,

xk, y xe D k; xk* y k.
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3. Let x = ( x 0„ xm) £ X .  Put f ( x ) = ( f 0(x)„ fm(x)) where, for A<m, f Á( x ) = x Á 
if хя€ Dk, and f x(x) — 0 otherwise. It follows from 2 that {x, y }# c l  implies 
f(x) ^f (y) .  Hence, since a '< d ' ,

1*1 = № ) : * € * } !  ^  n ( l ^ m){\D,\ +  \ ) ^ d ° ' = d .
This proves 18. 18.

We do not know what happens when the condition a '< d '  is replaced by 
a ' ^ d ’. The simplest unsolved problem here is

(-£ ) Problem 3. 2.
?  H<i)2 +  1 " " [ H i o + l l s t ó S o '

Remarks. Our proof gives in fact more than a+4<-|ű?+]̂  d for a ' - < d '^ d < a .  
For the partition which put this relation into evidence is independent of d  so that 
it has the required property for all d  simultaneously. One could ask quite generally 
whether whenever it is known that a-\+[q(d)]l>d for some fixed a, c and every member 
d  of a set M,  it is then always possible to find a single partition which has the required 
property simultaneously for all d£M .

We wish to remark that one can obtain new problems of the Ramsey type 
relating to the Y-relation in the case of finite sets, i. e. when ж  K0, but we do not 
investigate this.

Having just discussed a generalization o f the ordinary partition relation I we 
are now going to introduce a similar generalisation of the relation II.

18.19. D efinition. The relation

(relation VI)

expresses the following condition. Whenever |S j = a  and

[S]r =  T'(v <a>(cr))I(r, v) for r<cu, 

then there are a set X £[,!>]'’ and numbers r0 and v0(r) <co(cr) such that

[X]rI(r, v0(r)) =  0  for r Sr r0 .

Clearly, by 3 .2  the relations a-»(b)£*0 and a — [6]^s|  are equivalent. Also, if crS c/r 
for г< ю , then the relation

implies
a^[b) <Ro 

do,, da, ■
This shows that the relation VI leads to new problems only in cases when ű+(/))2 So, 
and here there are interesting and perhaps difficult questions. With our present 
methods we cannot solve even the simplest problems. We now state some of the 
simplest unsolved problems.

Problem  4. Is it true that, either when c r =  K0 for all r or merely when 
sup ( r < w ) c r =  a>, we have

either K0 - - or 2*° [»a <K0c0„ Ccc
?
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We can only prove the following simple result.

Theorem 27. I f  2 s » i < ( e  then 2So-h[K0]m,f£-

Proof. Let S be the set of all real numbers x  in 0 ^ x 5 1 .  For r s l  and
A  =  {я0„ a r - i ) <  c  S Put

f{A)  =/(0o» ar-i) = 1{б: Q < r -  1 ла„+1 -а„ё1/г}|.
Then there is a partition

[S]r - Z'(v <m)I(r,  v) 
such that, for A f  [S]r, we have

A £ l ( r , v )  if v =min (f(A), m — 1).

Now let -У£[5ро. We shall find r0 such that* [X]rI{r, v ) ^ 0  for r £ r 0 and v < m .  
We proceed as follows. We may assume that X = { x 0„ xi0} < . There is such
that xM+1 - x ^ S l /r0 for all /c<m  — 1. Let г ё г 0 and v < m. Then, for all sufficiently 
large я<со, / ( x 0„ xv, x„+v„ xn+r) =  v, and Theorem 27 is proved. We have in 
fact proved somewhat more than is stated in the theorem since our partition is in 
a certain sense independent of m. If m increases by 1 then one class splits into two 
classes while the other classes remain unchanged. An obvious modification of the 
proof shows that, more generally, if  [ S \ =  2*° then there are partitions

[SY =  r(v<r)/(r, v),
for /• <  со, such that, given any set X £ [SP° and any number v <  со, there is a number 
r0(X, v) <  со such that

[XYI(r, v) 5* 0  for r ^ r 0(X, v).

Since our stepping-up method does not seem to work in problems of this kind 
we do not know whether

22*°4*[К0]зЛ -

19. FURTHER REFINEMENTS OF RELATIONS I A N D  IV

Corollary 7, with /1=0 and r = 3, gives Ki -K iU > 4)3. Thus if  |S | = Ki then 
there is a partition [S]3 =  I0 +  h  such that whenever I c S  and [JV]3c / 0, then 

and if Y c z S  and [У]3 с / 1; then |У |< 4 . The following problem arises: 
let |*S| =  and [S']3 =  f + f .  Suppose that whenever I c S  and [X]3c / 0, then 
|X |< X i.  Does this imply that there always is I c S  with |F |—4 and |[У]3/ 1| ё 2  
or perhaps even |[F ]3/ 1|e 3 ?  If the answer is in the affirmative then we denote 
this fact by the relations

»1—(» l .  [2 ) ° r * i 4 4 ] )
respectively.

* It will be seen that r0, for the purpose of this proof, need only satisfy a condition which 
is weaker than what follows.
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Generally we introduce the following extension of the I-relation a -+ (b0,, bm)r 
and IV-relation a -* [Z>0 „ b„]r.

19. 1. D efinition. Let, for each v < m, the symbol F v denote either a cardinal 

bv or a pair |V | of finite cardinals. Then the relation

а ^ { Г 0„ f my

is said to hold if the following condition is satisfied. Whenever |S |= a  and [S]r =  
=  r ( v < w ) /v, then there always exist a set X  a  S  and a number such that

either Г v =  bv; \X\ = h v; [X] o r  Fv =  [V]; \X\ =  /v; \[X]'IV\ s y v.

19. 2. D efinition. Let Tv be as in definition 19. 1. Then the relation

а ~ [ Г 0„ Г тУ

\X\ = i v; \ [XYZ(n*v)IJ\*j\ .

is said to hold if the following condition is satisfied. Whenever |S |= a  and [5]1' =  
=  I '(v < m ) I v, then there always exist a set X c S  and a number v <  m such that

either Tv =  ftv; \X\ = b v; [X]rIv=  0  or Tv=  •
Our new relations coincide with the I-relations and the IV-relations if  all Tv =  i v. 
Just as in the case of the relations I and IV we shall use the obvious abbreviations 
when a number of Tv are equal. Clearly the genuinely new cases in which the new 
relations have to be studied are of the following form. Suppose that we know that 
a ^ ( b 0„b,„y and that some of the bv are finite. Then we replace some of these bv

by a symbol |y vJ and can then ask whether the new relation, now o f the form

а -*(Г0„ Гт)г, is true. We cannot give a systematic discussion. We are going to 
prove only some isolated results relating to cases where either interesting new pheno
mena arise of where these results help us in deciding the truth of some of the original 
relations I or IV.

(■*■) Theorem 28. If a & K0 and r S 3 ,  then

а+ЧГз •
Proof. Put n=a>(a+) and S = [0 , n). Then we can write [S]" =  {A0 „ А„}Ф. 

For put
Zv =  {A^: /r<vA  ZM<=[0, v)}.

Then Zv =  {Avq: д<(ру} Ф for some y ,S v .  For fixed v < n  we can find, by trans- 
finite construction, sets

X(v, q, a) £ [S’]r~ 1 for and u < v

such that X(v, g , a ) ^ A v„ for and <r<v, and

(1) V(V, во, <70)X(V, Qx, (Ti)= 0  if (Qo,(T0)9i(Q1,(Ti).

Then there is a partition
[ s y  =  ZXo^ri)I„
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such that, for 4̂ = {v0„ vr_ 1} < с  5  and \Ш а <п ,  we have A dl„ if and only if 

{v0„ vr_ 2} =  X(vr^x, g, a) for some g <  <j>Vr_x•

This partition has the desired properties. For:

1. Let B =  {v0„ vr}< cz S; |[2?]r(/1 +  +  7„)| S 3 . Then there are sets X0, X 1 such 
that {Х0, Х х} Ф c  [B]r; vre X 0X x; X0 e i ao\ X ^ I , l s ff(Js  o x<n.  Then f̂0 - { v r} =  
=  X{vr, g0, a 0)\ X x- { v r} =  X(vr, ßi ,  <L); (ö o .^ o M te i, «Ti)- Then, by (1), 
(X0 —{vr}) (Xx — {vr} ) =  0  ; 2 (r— 1) ^ \b  — {vr}| = r  which is a contradiction.

2. Let S 'c S ;  | S ' | = a + ; 1 ё и 0 <я . Choose y4€[S']e. Then A = A Vo for some 
v0 </j. Then there is v with v0,<r0 < v < n ;  v£S '; ЛУос [ 0 ,  v). Then AVo£ Z v and 
hence A Vo =  Av„0 for some e0 -=9V Then

-T(v, g0, <x0) c  Aveo =  AVoc [ 0, v)

and therefore X(v, g0, <т0) +  {v}£ [S']r/ (To. Hence [S']rIr,07i  0 ,  and Theorem 28 
follows.

Remarks. 1. Theorem 19 is a corollary of Theorem 28.
2. By arguments similar to those used in the proof o f Theorem 28 it would 

be easy to determine the least j(s) <  со such that

itj(s) , (a+)a.
but we omit this.

In some sense Theorem 28 is best possible. For we have

(■^) Theorem 29. If a and г ё З ,  then

(2) [[
r +  

2

We note that (2) is the same as a -1 f t v r The proof is easy and will be
omitted. It follows from Theorems 28 and 29 that, for and r ^ 3 ,

(3)

(4)

Lemma 5B shows that whenever r ^ 3  and fcL+i-Hr+1, Xtt + 1)’' then, for every s,

Hl+l+S+’i'' +  1 +  •?> K +iY + S-
The question arises whether such a stepping-up method works for our generalized 
relations. By an application of the Ramification Lemma we can step up the relation
(3) and obtain

(^ 0  T heorem 29A. I f  a SO and г ^ З , then

Ka+ 1  + S-  ([' 2 +  ̂ 5] ’ 8«+i) for all s.
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We omit the proof. The problem whether this theorem is best possible remains 
open. We cannot similarly step up the formula (4), i. e. we cannot prove that

Kst+l+s-^

not even in the simplest case oc=0; r =  3; s = l .
In what follows we restrict ourselves for the sake of brevity to the generalized 

I-relation.
Consider the formula

where е ё 3 and a > a'. We mention without proof that if a' is accessible then, by 
means of the usual methods, one can prove that the least j  for which (5) holds is 
again y' =  3 the case a > a '— K0 • The following result covers.

(•^) Theorem 30. Let a > a  and г ё 3. Then

(6)]

(7)

provided that a -*(a', a')r;

Proof of (6). Let | S | = a ;  [5 ]' = / ( 0 )  +  ' / ( l )  (partition A). Let co{a') — n. 
Then, by Lemma 3B, there is a set S'  =  Z'(y<ri) Svcz S  such that K0 S  [Sv| <  |S'| = a  
for and A is supercanonical in (5 0„ Sn). This means that there is f ( r0„ r ,)<  2 
such that A € / ( / ( r 0„ r,)) whenever A  € [5']r; {v: A S V ^  0 }  =  {v0„ v,}<; |v4SvJ = r A 
for A < /.

Case 1 • f ( r 0 „ r,) =  1 whenever r0 +  +  r, =  r. Then [S']rc / ( 1 ) ;  |5 ' |= a .
Case 2. There is (r0„ r t) with / ( r o„r,) =  0.
Case 2a. i £ { l , r } .  Then, clearly, there is WCfS"]**» with [W]rc:/(0).
Case 2b. 1 Then there is <r<t with г „ ё 2 . Choose -T0 6 [S'],’+1 such

that |Ar05T|= r r for г 6 [0, t) — {a},  and |X05ff| =  ra + 1. Then there are exactly 
ra + 1 sets A f  [X0Y with \AS„\=ra, and all these sets A belong to 7(0). Hence 
|[W0]''/0| ^ r a +1 = 3 , and (6) follows.

Proof of (7). Let S =  Z'(v < n )  Sv; n =  a>(a'); |SV|< |S [  =  a for v<n. Let 
- I c S ;  {v: ASvt± 0 }  =  {v0„ v (} < ; \ASVx\ = r T for т < / .  Put g(A) = ( r 0„ rt). Then 
there is a partition [5’]r =  70 + '/, such that

70 =  [ S ] ' { A : g ( A ) e { ( 2 „ 2 ) , ( l , 2 „ 2 ) } } .

Then, if X c S  and [Är]rc 7 1, it follows that |X \ < a .  Now let Y<^S; [F[ =  r + 1 ;

g { Y ) = { r 0 „r,y,  2 =  \[Y]'I0\ ^ l .

We want to deduce that A <4 .
Case 1. r =  2s. Then i S / S s + l .
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Case la. t =  s. Then there is a < t  with г„ — Ъ and rx — 2 for т +  <r. Then A =  3. 
Case lb. t =  5 + 1 . Then there is <r<i with r„ =  1 and rT =  2 for т +  o\ Then

1 =  1 .

Case 2. r =  2s +  1. Then r + l ^ / ^ i  +  2.
Case 2a. t =  5 + 1 . Then A S 3 .
Case 2b. t =  5 +  2. Then A S 2. This proves (7) and completes the Proof of 

Theorem 30.
Remark. It is worth noting that in the case of the relation (6) the stepping-up 

method does not seem to work, and so the following simple problem remains 
unsolved.

( + )  Problem 5.

By Theorem 30,

To conclude this section we shall apply some of the results so far obtained 
to prove Theorem 26 which was stated in 18. 10.

Proof of Theorem 26. We are given that a > a '  and a'-* {a', a')3, and we have 
to deduce that
(8) a + -K[a,+ + , a, a +]3.

ГГ41 YLet |5 ' |= a +. We have, by Theorems 28 and I respectively, а+ -Н | з y a + \ an(l 
a + -+*-(a, a'+y .  Hence there are partitions

such that
(9)
( 10)

( I D
( 12)

[S]3 =  I0 + %  =  Jo+'J,

if x e  [S]4, then |[Af]3/ 0|< 3 ,

€ [ /J 3,
Woh,

я'+ $[Л ]з-
We now form the new partition

where
[S]3 =  K0 +  +  K2 (partition A),

Kq — Jo~~ K\ =  / i ~ / 0; К 2 =  / q •

/++ . For suppose that \X\ ^ a ' + + . Then,
3

We now show that A has the properties required by (8).

1. Let [X]3^ K 1+ K 2. Then \X\ < a  

by Theorem I, \X\-~(a, +, a')3 and hence 1361—(a' + , • There is X ' a X  such
that either (i) \X'\ = ű,+ and [З6']3с K x c J ,  which contradicts (12), or (ii) \X’ 
and 3 S \[X']3K 2\ =  |[36']3/ 0| which contradicts (9).

11 A cta M athem atica X V Í/1 —2
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2. Let [Z]3cW 2 +  K0. Then \X\ For suppose \X\ Then, by Theorem 30, 
íT41 ) 3

\X\-+ I и  , a\ , and hence there is X ' c z X  such that either (i) \X'\—4 and 3 s
=  1 [A'] 3A21 =  I[X']3/ 01 which contradicts (9), or (ii) \X'\ = a  and [A']3 c A 0 czJ0 
which contradicts (11).

3. Let [Х]г с .К 0 +  К х. Then

[1]3с(У0- / 0) + ( Л - /0) = [5]3- / 0 = h
and hence, by (10), \ X \ < a +. Our three results 1 ,2  and 3 prove (8).

20. FURTHER PROBLEMS RELATED TO THE ORDINARY 
PARTITION RELATION I

In this section we shall formulate some general problems concerning partitions. 
Here we have no essentially new results. As applications o f our results about I-relations 
we shall obtain the answers to a number of simple questions and we shall point out 
some interesting unsolved problems o f a new type.

20. 1. Let m ^ l,  and let a ,a y, b v, cv be cardinals, for Let |S |= a .  If
ат*№0„ bm)r then there is a partition [S]r =  I  (y < m) /„ (partition A) such that 

W r for v<m.  One can ask the question whether there is a partition A satisfy
ing bv$ [7v]r for v < m  and, in addition, having the property that whenever 
and X 6 [.S’]iv then av f  [[Y]r/ V]r. The fact that the answer to this question is negative 
will be expressed by the relation

( 1) 0 ,  a0„ a j b0?> Ьщ\ 
То»? Cm j

Explicitly, (1) has the following meaning: if |5 |= a  and [S]r = / 0 +  + / m, then 
either (i) there is v < m  with bv£ [/Jr. or (ii) there are v < m and X € [.S’]'v with 
av([ [[AJ'/J,.. It follows from this definition that the relation (1) is increasing in a 
and in each av, and decreasing in each bv and in each cv. Also, (1) is always true 
if there is v with av^ b v. We shall investigate the special case when (1) is of the 
form

(2) (»•‘■ -0  ^ ( c o , a + ) ' -

We shall write (2) more simply as

Thus the relation
(3)

(a, a0) -*(b0, coy.  

(a, b) -* (c, d y

means: if |.£ |= а  and [.S']r =  I0 +  / , , then either (i) c f  [/0]r or (ii) there is X £ [ S Y  
with b$ [[A]1/,,],.. The relation (3) is increasing in a and b, and decreasing in c and 
d. The negation of (3) is

(a, £)-Ц с, d)r

and means: if (S| =  a, then there is a partition [S]r =  I0 +  I\ such that (i) [70]r
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and (ii) whenever Xd  [S]d then b d [[Ar]r70]r. The following remarks establish connect
ions between our new relation and the ordinary I-relation.

20 .2 . (i) If a-*(c ,d)r and b ^ r ,  then (a, b)-*(c, d)r.
(ii) If a-^(c, d0Y and d  — ((?, d0)r, then {a, b)-+~(c, d)r.

Proof of (i). Let |S j = a  and [S]r =  /0 +  7,. Then there are two cases:
Case 1. c d [7o]r •
Case 2. dd [I\ — 70]r. Then there is X d  [S']'' with [ X ] r c 7 x — 70. Then [Х]г10 =  0  

and hence b (£ [[Í']r/0]r.
Proof of (ii). Let |S j= a . Then there is a partition [S,]r =  70 +  7х such that 

c$[70]r and d0d[I\]r- Let XCtST. Then there are two cases:
Case 1. 6€[[^T70]r.
Case 2. öf0 € [[A"]r71]r. Then d0 d[[X]rIx]r(z[Ix\r which is a contradiction. This 

proves 20. 2.
As corollary of 20. 2 and Theorem I we have for r  — 2:
( * )  20 .3 .

(i) (a, 2) — (c, d)2 if a S 8 0 and c, d < a .
(ii) (a, h)4*(a, a)2 if h < a  and a is infinite and not inaccessible.

(iii) (Ka, 2) ^(Xcr(3),Na)2 except possibly when cr (a) > 0  and Xcr(a) is inaccessible.
(iv) («„, Ю 2 except possibly when cr (a )> 0  and Kcr(a, is

inaccessible.
Proof of (i). By Theorem I, a-+(c ,d)2. Hence the conclusion follows from 

20. 2 (i).
Proof of (ii). Put a =  . By Theorem I we have a-t*(a, K+(a))2 and a-»(b,

and the conclusion follows from 20. 2 (ii).
Proof of (iii). By Theorem I, -*(ХСГ(а), Хя)2, and the conclusion follows 

from 20. 2 (i).
Proof of (iv). By Theorem I we have КЯ-КК + (Я), К*)2 and Ka —(Ксг(я), К*)2, 

and the conclusion follows from 20. 2 (ii).
The results just proved show that here we get new problems concerning the 

relation (3) only if a =  d = H 0l and cr (a) <  a — 1. Thus we have to investigate the cases
(i) a — Xß+!, where ß > d ( ß ) ,

and
(ii) a > a '.

In case (i) we have no further results and the following are the simplest o f the open 
problems:

(^O Problem 6.
? (8«+ i, 8 i ) - ( K « ,  Nw+i)2- 
? 0 W i>  K i)-(K „, Kra+i)2 for 2 S n < w .

In fact we cannot even decide whether (Хю+1, X„)—(Хет, * 0 2 holds for any n < oj. 
This problem seems to be interesting and difficult. There are many classes of problems 
where the first difficulty arises for the cardinal Кш + 1. We shall formulate some of

ii*
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these in connection with polarized partition relations. Here we are going to formulate 
another unsolved problem belonging into the general field under dicsussion.

Problem 7. Let |S| =  ^(0+1 and [S]2 =  / 0 +  / , . Suppose that whenever 
XefS]**1, then « 1  €[[A']2/ 1]2. Does this imply that K„+i € [ / i]2 ?

It follows from the definition of the relation (1) that if

(KCU+ 1 *<o+A2
i ’

then the answer to the question in Problem 7 is in the affirmative.
Let us return to the relation (3). We want to consider the case a>a' .  Here 

we have the following results which often allow us to reduce the cardinals which 
enter a relation under discussion.

20.4. Let t- ^ I  and a>~a'.

(i) If (a, £) — (c, a)r, then (a', b) — (c, a')r.
( * )  (ii) If c < o  and (a', b) -*-(c, a')r, then (a, b0) —(c, a)r, where b0 = b  if 

either r =  2 or and b0 — {b — l)(r — 1) +  1 otherwise.

P roof. Let a>(a')=n; |S |= a ;  N  =  [0,n).

P roof of (i). Let [A y = /*  +  7 f ;  S =  X '(v < « )S v; |S J < |S v|< a  for 
Then [ S ] r =  I0 + ' / , , where

I0 =  X({v0„ K - i } < i r * ) [ S Vo„ S Vr_lY » \

Then we have the following cases:
Case 1. cd  [/0]r. Then there is iT6[S]c with [T]rc / 0. Put N'  =  {v:T Sv^ 0 } .  

Then \N'\ =c ;  [N'Y<zI$; c£ [/* ],.
Case 2. There is T £[S ]a with b$ [[AT/0]r. Put N ' = { v :  X S V^  0 } .  Then 

|JV '|= ű'.
Case 2a. b d [[^V']r/5]r. Then there is N"d[N']b with [Ar"]r c  /£ . Then there 

are x vdXSv for vd N " .  Put X' =  {xv\ vdN"}.  Then X 'd [X ]b; [X']r c= /0; bd[[X}rI0]r 
which is a contradiction.

Case 2b. b$  [[Л1']гЛ)]г. This proves (i). We did not require (^e) for this part.

Proof of (ii). Let [5,]r =  I0 + '/, (partition A). Then, by Lemma 3, there is 
a set S' =  X'(v < « )  Sva  S with c^ | 5 í1|< |S v| < | S , | = ö for /< <  v such that A 
is canonical in (>S0„ S„). Choose x vd S v for v < n . Then [lV]r =  Io +  'If, where 
Jo =  {{v0„vr_ 1}< : {jrVo„ x Vr_ ,} € /0}- We have the cases:

Case 1. c £ [ /o ]r. Then there is 7V'€[./V]C with [IV'^c / q. Put X = { x x\ vdN'}.  
Then \X\ = c; [X]r cz l0 \ c€ [ /0]r.

Case 2. There is N' €[./V]a' with b$ [[iV']r/o]r. Put X =  1  (v d  N') Sv. Then 
\X\ =  a. Let X'cz X;  [X']r<zl0. Put N" =  {v: X 'SV ^  0 } .  Then [ЛПг<=/£; N " a N ' ,  
and hence \N"\<b.

Case 2a. \X'SV\ < r  for vdN ".
Case 2a 1. Z><K0 . Then \X'\ iS |JV*|(r — 1 )S (£  -  l ) ( r -  1) ^ b 0; b0i [ [ X ] 4 0]r.
Case 2a2. Ь ш * 0. Then \ X ' \ ^ \ N " \ ( r - \ ) < b  =  b0; i 0 Í P ] rU -
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Case 2b. |X'Sv|S r  for some v£N".  Then, since A is canonical, we have 
[Sv]rc / 0; |S„|&c; c £ [ /0]r. This proves (ii).

The following is a corollary of 20. 4.

20.5 . Let r ^ i  and a > a ' .  Then

(i) {a, a’+) -*-(c, a)r for c < a ;

(ii) (a, a') ->(c, a)r for о  a'.

To prove (i) we notice that, trivially, (a a ' +) ^ ( c ,  a')r, and 20. 4 (ii) gives the result.

Proof of (ii). If (a, a') — (c, a)r then, by 20. 4 (i), (a', a') — (c, a')r. But this is 
obviously false as is shown by the partition in which =  0 .

It follows from 20. 5 that if a '<c-=a, then the relation (a, b) — (c, a)r holds if  
and only if b>a' .

The first unsolved problems arise for a =  K„)<ii + 1, when a'=  Kw + 1. We have, 
by 20. 5 (ii), (a, a)2 for о  a’’. The question is to decide if this is best possible.
By 20 .3 (h ) we have (a ,  a')2 and hence, by 20. 4 (i), (a, a)2
which does not yet answer our question. The following problems remain open:

? (к»м+,. Хюш+,)2;

? (к « .+„  » i ) - ( « . ,  кю„+1)2

for 2Шп<со.  By 20. 4 this reduces to Problem 6.
Consider now the case r =  3. Here we have the following nontrivial results.

(Ж) 20. 6. If 3 ^ c t h e n

(i) (a+, b ) ^ ( c , a +)3 if a a s 0;

(ii) (a, b) -*-(c, a)3 if a > a '> a '_ .

The proof of (i) can be conducted by induction on c, and (ii) follows from (i) by 
means of 20. 4. We omit the details in order to save space.

By comparing these relations with trivial applications o f 20. 2 we see that the 
following are among the simplest problems that remain unsolved.

( * )  Problem 8.
? (K3, K0) - ( K i ,  Кз)3,

? (82>4)- ( K i ,  КО3,

? 0*2, K o)-(K l  Ki)3.

Finally we formulate a typical instance o f another class of unsolved problems for 
r =  3.

(•*■) Problem 9. Let |S | =  K2. Does there exist a partition [S']3 =  I0 + I i  
such that:

(i) K i$ [ /J 3 for v < 2 ;
(ii) whenever then there are sets X0, Xt £ [2f]so such that [3fv]3c / t

for v < 2 ?
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Remark. We know that there is a 3-partition such that (i) holds since, by Theorem 
I, N2-HKi , Ki) 3- Also, the formula Ko—fKo* K0)3 implies that whenever X  £ [S p i  
then either X0 or X,  exists satisfying the requirement stated in (ii). But it does not 
necessarily follow that both, X 0 and X y, always exist simultaneously.

PART II

POLARIZED PARTITIONS

We are now going to discuss relations o f the form

Й [а0, ö iV -1

which will briefly be denoted by

"4*0, * J -
The commas will be omitted whenever possible. When any of a, b, ax, hv are infinite, 
we shall always put

a = b =  * ß-, öv =  ^ v; bv = Xßv.

It will be shown that if а, Ьш K0 then the discussion of the general case can be 
reduced to that of the two special cases ct =  ß and a. + 1 =  ß. We shall also discuss 
the “relation with alternatives”

0 (ao v a l , a 2 'iai \
"4*0 v*i, *2 V*3J

which was defined in 3. 3.

21. PRELIMINARIES

21.1. D efinitio ns . Let S T  =  0 . We shall write instead of [.S', Г]1-', which 
was defined in Section 2, the symbol [S, T]. Let

(i) [s, л  = / 0 + / i .
Relative to a partition (1) we put, for x0 £S;  y 0 £T;  v< 2 ,

Л-Oo) =  T{y .  {x0,j}€/v},
SvOo) =  S{x: { x , y 0} e l v}.

Also, [7V] denotes the set of all pairs (c, d) such that there are sets X  6 [S]c and 
Ye[T]d with* [X, f ] c / v.

First we prove a negative result.

21. 2.
fa + 1  П 

Ч I a) for аШО.

* It will always be clear from the context to which partition (1) these notions refer.
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P roof. Let w ( a ) = n ;  S =  {x0„ x„}# ; T = { y 0 „ у п} Ф; S T =  0  ;

[S, T] =  I o + ' h ,  

where I0 =  {{xtl, y v}: p .S v < n } .  Let /i, v<n. Then

10oOv)l = |v + 1| ̂ a; |Р1(х„)| = \n\<a.
This proves the result. The case a =  ß is closely connected with the theory of set 
mappings.

21. 3. D efinition. Let \S\ = a .  A set mapping on „S' is a function/ :  S-+P(S)  
such that x $ /(x ) for x 6 S. The set mapping is o f order p  if | / ( x ) |< p  for x €  S. 
If S ' a  S  then we put f ( S ' )  =  Z(x £ S')f(x). The set S'  is called /-free if S'f(S') =  0 .

21 .4 . A set family (Av: v £ N )  is said to possess the property D(c, d ) if  
A '£ [A ]C implies |/7 (v £N')AV\ <<7. We express this by writing (Av: v £N)d D (c ,  d). 
The set mapping / (x )  on S has the property D (c, d) whenever the set family 
(/(x ): x £ S )£ D (c , d). The property D (c ,d ), with a dilferent notation, was intro
duced in [29], p. 871, definition (1. 3).

For the sake o f  brevity we introduce the following definition

21. 5. D efinition. The relation

(2) a -  [[p, c, d, q]]

expresses the following condition. Whenever | A | =  a, and /  is a set mapping on S  
o f order p  having the property D (c, d), then there exists a/-free set of cardinal q. 
It follows that the relation (2) is increasing in a and decreasing in each of p, c, d, q. 
The relation (2), in a different notation, was introduced in [14], p. 281. We need

( 4 0  Lemma 7. Let a =  a! and |S | = a +, Then there is a set family F = ( A V: v £ N )  
such that:

(i) I N \ = a +; (ii) Av£ [5]a for  v£A; (iii) F£Z>(2,a); (iv) whenever JV'6[N]a + , 
then \S — E(v € N')AV\ < a +.

Corollary. If a = a '  then a + 4*[[ö,+ 2, a, a 4 ]]. Lemma 7 is a theorem of 
A. H ajnal [14]. We shall apply it to obtain partition relations, and we shall also 
deduce further results on set mappings. Some of the open problems stated in [14] 
will be settled. In section 27 we shall return to the theory of set mappings and shall 
formulate the simplest problems which still remain unsolved.

As a corollary o f Lemma 7 we have

( * )  T heorem 31. I f  a = a  then [ a+ 2 v 1 )•

Proof. Let n =  co(a+);

5  =  {x0„x„}# ; Т = { у 0„ у п} Ф\ S T = 0 .

Let the family F = / 4 V: v(/V) have the properties stated in Lemma 7. By (i) and 
(iii) we can write {Av: v£A } =  {F0„ F„}# . Then we have

[S', T] =  I0 +  ' f  (partition A),
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where / ,  =  {{х„, y f : x(i £ Fv}. Then A has the required properties. For let T' 6 [T]a+. 
Put F' =  {Fv: Then |F '|= a+  and hence, by (iv), \ S - I { y v^T') Q ^ y y)\ =
=  |S - S ( F v<EF')Fv|< a + .  Hence, if S ' c 5  and [S', Г ] с / 0, then | S ' | < ű+. On 
the other hand, by (iii), \ Q i ( y J 6 i(p v)| =  |F„Fv|< a  for and, by (ii),
I ß i0 \ ) l < « + for v < n . This proves Theorem 31.

Remark. If a > a '  then the conclusion of Theorem 31 is in general false. We 
shall return to this point later.

(Ж) T heorem 32. I f  a =  K0 then, putting b =  a +, we have

(3)
(b\ (b v a, b v

v b, a v b ) '

Proof. Let S  and T  be as in the preceding proof. By Theorem 17A there is 
a partition [S]2 = / J  +  7 f  such that, whenever S '^ S ] “; S" £[S  — S']b; Л < 2 ,  
then [S”, S "]/*Ж 0 .  Then the partition [S', T] =  I0 +  'I1, defined by

h  =  U ^ ’ Tv}: {x2„,X2v+i } € / o}, 
has the properties required by (3), and Theorem 32 follows.

(Ж) Corollary 16. If  a ^  it, 0 then

ß * M : *
We shall need the following theorem o f  A. Tarski*.

(Ж) Lemma 8. Let a, b ^ ü 0', IFI = a ;  F =  (7 V: v£ N );  |A| = a +; Av£ [S ]sb for  
v£N.  Then

(i) i f  a ' 7 ±b' then F $ D ( a +, b);
(ii) i f  c < b  then F (tD (a+,c).

22. POSITIVE RESULTS FOR THE CASES a =  ß  AND a + 1  =  ß

(Ж ) T heorem 33. I f  anda1 < a ,  then

Proof. Case 1. a =  a 0. The result is trivial for ai = 0 . The conclusion would 
follow for all űq if  we can prove the following more general proposition:

Proof of (4). Let S T = 0 ;  |S |= a ;  \T \ = b ;

[S, T] =  I0 + I i; (a, b) W o l 

lt 5\ p. 211 Theorem 51, and p. 213 Corollary 6 for (i) and (ii) respectively.
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Then there are X0 <G [S]c and Y0 £ [7]'’ with [X0, T0] c  f . Put Y1 =  Y0 — 
- Z i x e S - X J P ^ x ) .  Then [ 5 - Z 0, T J c /o ;  | 5 - T 0| =  a; \Y , \^b -  
|2T(jc€ S — X0) Tq̂ iWI =  b\ \S — X0| =  а<Ъ', and hence there is x0 £ S — X0 with 
I To^i(xo)l =  b. Then [X0 +  {x0}, Y o P f x o f l c f ; |A"0 +  {^0}l =  c + l ,a n d  (4) follows.

Case 2. a > K 0. We define a2 as follows. If a = a '  then a2 = a 1, and if a > a '  
then a2 =  a f + a '  + . Then in any case, а ^ а 2 < а  and a’i X a ’. Put a + =Z>. Let 
S T =  0 ;

|S |= e ;  I T \ = b ;  [ S , T ] =  I0 + % .

Put T0 =  T { y .  I6i(y)l S  «2 }; Г =  Ш уУ-У£Т0).
Case 2a. F $ D (b ,a 2). Then there is ^  6 [T’o]* suchthat \П ( y d T 1) Q l( y ) \ ^ a 2* 

Then
[П(у  € Г,) Q f y ) ,  У.] с  л ; (в ,, Ь) € [/J.

Case 2Ъ. ¥  f  D(b, а2). Then, by Lemma 8 (i), \T0\-^b, and hence \T—T0\ =  b. 
Since a2 ^ a ,  there is a partition S =  Z \ p < m )  Sß with \Slt \ ~ a  for p < m , where 
m =  a>(a2). But |ß i(y )| < a 2 for y £ T — T0. Hence, given y€  Г — T0 there is p(y) < m  
with SftMQ1(y) =  0 .  Then there are a number p0 < m and a set Y() £ [T — T0]b 
such that fi(y)=Ho  for y £ Y 0. Put X0 =  Sßo. Then |2f0| =  a; XoQx{ y ) = 0  for 
y £ Y 0, and [X0 , T0] (z /0; (a, b) € [/0], and Theorem 33 follows.

Our next theorem is now almost trivial.

Theorem 34. Let c < K 0 S u .  Then

Proof. Let this be true for c =  c0 < t f 0 . It suffices to deduce that it holds 
for c =  c0 +  l. Let \S \= a ;  \ T \ = a + ; S T = 0 ;  [S, T\ =  I0 +  ' h \  (e, e+ )$  [/J . 
Then there are sets S'GfS]"; T ' £[Т]С° with [S', T'~\ c f .

Case 1. I S' Q y{ y ) \< a  for y d T —T'. Put

T(a0) =  { T ~ T ' ) { y . \ S ' Q 1{ y ) \ = a 0} for

Then there is a0 < a  with \T{a0)\ = a +. We can write S' =  Z ' (p < m )  Sß, where 
m =  co(a£) and \Sß\ = a  for /к т . If y£ T ( a 0) then |S'ßiOOI =  ö0 < |m |, and hence 
there is p ( y ) < m  with SßMQ 1( y ) = 0 .  Then there are T0 € [T(a0)]a ‘ and ;i0 <  m 
with p(y) =  p 0  for y £ Y 0. Put X0 =  S„o. Then XoQ1( y ) = 0  for y € T 0, and 
[X0, F0] c / 0; (a, a +)4  [/0] which is a contradiction.

Case 2. There is y 0 d T —T' with |5 , ß 1(.y0)| =a .  Then

[S'ßi(Fo). T ’ +  { y0}] с / х ; (a, c0 + 1 ) € [/,], 
and Theorem 34 follows.

Lemma 9. Let f(x) be a set mapping of  order p on S, where \S\ =  a =  K0 and 
p Then there exists a f-free set of  cardinal a.

This lemma was first proved by P. Erdős using (* ) .  It can be proved without 
assuming (^-). See [16] and [17].

A corollary of Lemma 9 is

Theorem 35. If a and < a ,
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Proof. Let n=co(a); S  =  {x0„ *„}*; T = { y 0„ у„}Ф; S T =  0 ;  [S, T] =  I o + ' f .  
Assume that (1, 6i)(f [/J . Define a set m ap p in g / on [0, n) by putting

/ 0 0  =  ([0, n ) - { n } )  { у : у , е л м  for

Then \f(n)\ ^  P |(^ )i </?i for /i< n , and by Lemma 9 there is a /-free set 
# € [[0 , л)]я. Then />!(*„) for n , v £ N '  and hence [{*,,: f i£N},  { y 2: v £ N } ] c : I 0; 
(a, a )€ [ /0], and Theorem 35 follows.

(■>|f) T heorem 36. Let a =  a' and d + < a .  Then a [[n, a, d, a]].

Proof. Let this be false. Then there is a set mapping /  of order a on a set S, 
where |«S| = a ,  such that / £_ D (a, d) and, at the same time, there is no /-free set of 
cardinal a. Put n=co(d+). We define sets S0„ S„. Let v < n , and let S0„ Sv€[S']<e. 
We now define Sv. Put 5? =  5 0 +  +  5 v; S**=f(S*).  Since a = a '  we have |S?|«=a 
and Hence SC =  S — (S* +  S**) ^  0 .  Let Sv be a maximal /-free
subset of SC. Then 1 s |S v|-= ű and 5(J5 V= 0  for /j< v. This defines S0„ S„. Put 
5* =  S0 +  +  S„ and S** = f (S * ) .  Then |5 * |s |« |  =  d +. Also, since |n )< o , we 
have \S* +  5**1 Put T =  S — (S* +  S**).  Then \T \= a .  Let x£T.  Then, by 
the maximality of Sv, we have f (x)  Sv A 0  for v <  n. Hence, for xdT,

\ f(x)S*\  =  Z(V^ n ) \ f ( x )S v\Sd + .
Put |iS*| = c .

Case 1. c+ < ö. Then |{ / ( x ) 5 * : r C 7 } |s 2 |s , |= c + < ű , and there are a set 
T' €[T]e and a set ^ € [ 5 ,]Bd+ such that f ( x )  S* = A  for jc € T' . Then

\ n ( x e T ' ) f ( x ) S * \  =  \A\*zd+

which contradicts the hypothesis f d D ( a , d ) .
Case 2. c + Ша. Then c + —a. Consider the family F =  ( f ( x ) S * : x£  T). Since 

/ £D(a, d) =  D ( c +, d), we have F D(c+, d). On the other hand an application of 
Lemma 8 (ii), with a, b, c, S, N  in the Lemma replaced by c, d +, d, S*, T respectively, 
yields F ^ D (c  + ,if). This contradiction proves Theorem 36.

(Ж) T heorem 37. Let a > a ’. Then
(i) a -*■ \ [a, a. d, a']] for d < a ;

(ii) a-\+[[a, a, \, a '+]\.

Part (i) can be deduced from Theorem 36 in the usual way by means of Lemma 3, 
and part (ii) is established by means of a trivial “canonical” counter example. Since 
Theorem 37 will not be used in our discussion we omit the proof.

( * )  T heorem 38. I f  and c £ , c f < a ,  then

Ö ía, a v cA 
* \a, ел v a ) '

Proof. Let n=w(a );  N = [ 0 ,n ) ;  Б =  {х0„ х п} Ф; Т = { у 0„ у п} Ф; S T = 0 ‘,
![S, T] =  lo +  ' f -
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Case 1. a =  a'. We define set mappings f 0 and / !  on N  as follows.

/oO) =  [0, v) {ц: хц e Qiiy,)} for v <и;

/i(fi) =  [0, n) {v: y v 6 //(*„)} for
Then /о  and / ,  are of order a.

Case 1 а ./ 0 (f £>(«, c0). Then there is А '£ [А ]“ with |/7(v €iV')/0(v)| ^ c 0 . Put 
X ' ^ n i y t N ' y Q t ä J  and Y ' = { y y: v£N '} .  Then [X', Г ] с / ;  |X '|S c 0; |Г ' |= а ;  
(со, «)€[/.]•

Case 1 b. / ,  (\ D(a, e,). Then, by symmetry, (a, c,) 6 [/i].
Case lc. f K£D(a, cy)  for x < 2 .  Then, by Theorem 36, there is a set N 0 £[N]a 

which is / о -free. By applying Theorem 36 to the set mapping A / / , / /  we obtain
a set Л/ € [/V0]“ which is both / 0-free and /,-free. Let N t — {A0 „ 2„} < ; X  =
=  {***/ /*<«}; f = { ä 2v+i : v 'cw}- Let *<,€* and yt€T- If then o-$/0(t); 
*„(£ ö i (Л). and if о-^т then r < a ;  т^ /^ а); у Д Л ( 4  In either case, {*„, л }  € / 0• 
Hence [X, T ] c / 0; (a, а )6 [ /0].

Case 2. a>a' .  Let Q=co(a') and

c0, ct iSa0 < < a „ - < a  =  sup(o-<p)aff.

By Lemma ЗА there are sets Sa, Ta and numbers h(a, r) <  2 such that I '(a  <  g) Sa c  S;
^ « к Й Г . с Г ;

IS,I =  l ^ l  =  aff for n < e ,
and

Let

Then

[ S r ,  r j c V 4 forir, т<е- 
U = { u 0„ йе} Ф; W = { w 0„ w G} t ;  U W = 0 .

[U, W] =  П  +  'П
where

7o = {{«» . w z } : h (<J , т )= 0 ].

Since a is regular we have, by case 1,

(a '\  Ia', a ' v l t
U  j 4<г', 1 v o T

Then there are the following cases:
Case 2a. (a', a')£ [/£]. Then there are sets U0£[U]a and W0 £ [ W ] a’ with 

[U0, W0]al%.  Put X0 =Z(u a£ U 0)Sa and Y0 =Z(wr£ W 0) T z. Then

[T0,T 0] c / 0; |*о1 =  |У0|= я ; (e ,a )€ [ /0].

Case 2b. (a', 1) £[/*]. Then there are a set U0^[U]a‘ and an element wT06 W 
with [C/0, {h-T0}]c=/Í. Put X0 = I ( u a£ U 0)S„ and Y0 =  TT0. Then [X0 . T0] c / ;
|2f0|=fir; I T o l^ o S C i;  (a, Cj)€[/i]-

Case 2c. (1, a') £ [/*]. Then, by symmetry, (c0, a) £ [ / ] .  This proves Theorem 38.
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( д )  T heorem 39. If 0 then

(a +) (a, a + v a 3
a +J Да, a v a +  } '

Proof. We shall deal with the cases a = a '  and a >  a simultaneously. Put 
e=cu(a'); n=eo(a); m =  co(a+). Let XoYo = 0 ;  \X0\ =  | Y0\ =  a + ; [X0, Y0] =  
— I0 + ' f  ■ We assume that
(5) (а + ,а),(а,а+Н [Л]
and we shall deduce that (а, a) C [70]. If a > a ' then we choose a0,, á„ with a„ =  a„ 
for a <  q and
(6) ű '<ű0 < < a 5< ű  =  sup(<T<ß)ü1!.

If A£[X 0]tt and B ^ [ Y 0]a*, then

[ A , B - Z { x i A ) P 0{ x ) \ ^ I i -
Hence, by (5),
(7) \ B - I { x < i A ) P 0{x)\ == a.

By symmetry, if A £ [ X 0]a+ and 5 € [У 0]Я, then

(8) \ A - Z ( y i B ) Q 0(y)\ =S a.
Now let

A £ [X 0]“; B^[Y0]a+-, a ' < p = p ' < a .

We shall show that there are a set A *cP (A ) and a function U(X)  from A* into 
P(Z?) such that
(9) |A *|^a;

(10) А*с[Л ]р;

(11) [X,U(X)]<zI0 for JA6A*;

(12) \ B - Z ( X £ A * ) U ( X ) \  s i a.

This is a generalization of Theorem 33 for the case a >a'. In the proof that follows 
we cannot apply Lemma 8 directly but our proof is based on the same ideas as 
Tarski’s proof in the corresponding case.

Put Yy =  B { y : \AQ0( y ) \ < p )  and Y2 =  B — Y2. If we assume that |T1| = a +

then, since by Theorem 34 j -»-Ц ^+j, it follows from [A, y ^ c /o + Z j that
either (а, 1) £ [[A, y j/0] which contradicts the definition of Y l , or (a, a +) £ 
6 [ [A ,Y x]f ]  which contradicts (5). Hence |F ^ S a .  There is a partition A =  
=  Z'(g < q)Ait with \A„\=aa for cr<g. Put A* =  1(<т<д)[Аа]р. Then |A * |S  
ST(<r< q) ар =  а, and (9) and (10) hold. We put U(X)  =  Y2{y \  X<^AQ0(y)} for 
A £ A*. If, now, у  £ Y2 then there is AC A* with у  £ U(X).  For otherwise \A„Q0{y)\ < p  
for <7<£? and, using the definition o f Y2 and the fact that |g| =  a'-=p =p',  we obtain 
the contradiction p  ^ \ A Q 0(y)\ =  Z(o <Q)\AaQ0(y)\ <  p. This shows that Y2 =  
=  Z(A£A*) U(X),  and (11) and (12) follow. By symmetry we have: If A£[X0]a+;
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B t [ Y 0]a; a ' < p = p ' < a ,  then there are a set B * c P (B ) and a function V(Y)  from 
B* into P{A) such that

We now define a ramification system R on S of length g and order n. We use 
the notation of Lemma 1. Let a < g .  We assume that for r<<r and v0„ vr< n  the 
sets F(v0„ v t) and 5(v0„ vT) have already been defined. Now let v0„ v ff<n . We 
have to define F(v0„ v„) and S(v0„ va) for v„ <  n. Throughout the rest of the whole 
proof we abbreviate, whenever possible, the sequence v0„ v„ to the single letter v. 
If |S'(v)| i a  then we put F(v) =  S'(v) and S(v, va) =  0  for va<n.  Now let |S'(v)| =  a + . 
We recall that ordinals of the form 2). are called even and those of the form 2Я +  1 
odd.

Case 1. a =  a'.
Case la. a even. Then we choose

Ei(v) =  Y(  S '00) -  E (v„ <  n) P0(x (v, vff));

R(v) =  M(R0(v)); E(v) =  M (£,(v)); F(y) =  R(v) +  E(v). 

Then 5'(v) — F(v) =  T(v(T<n) S(v, v j, where

S(y,va) =  S'(v)M(P0(x(v,va) ) ) - F ( v )  for

This follows by a straightforward application of the definitions given above. 
Case lb . a  odd. Then choose

(13)

(14)

(15)

(16)

|B*| S a ;

В+с[Я ]'’;

[V(Y),  T]c=/0 for T<EB*; 

\ A - Z ( Y e B * ) V ( Y ) \  S  a.

Let X0 =  {лг0 „ xm} Ф; Y0 =  { y 0„ у т} Ф; S=[0,m).  For I c l 0; Y czY 0; S'czS  
put M (X )  =  {p: xß£X};  M (Y)  — {v: yv£ Y};

X(S') =  {xß: nZ S' };  Y(S') =  { y v:v £S' } .

*o(v) =  {*(v, vj: c  [X(S'(V))]°-
Put
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Case 2a. a even. Then choose R0(v) € [А(5"(1’))] • Let* 

A*(v) =  {A(v, vJ: vff<n}

be a subset o f P(i?0(v)) and U(v, X)  a function on A*(v) such that (9)—(12) hold 
for A* =  A*(v); U(X)  =  U(v, X )  ;

A = R 0(v); B=Y(S'(v));  p=a„.
Put

£j(v) =  Y ( S ' ( v ) ) - Z ( v . ^ n )  U(y, X(v, vff));

R(v) =  М ( е д ) ;  £(v) =  F(v) = i?(v) +  £(v).

Then S'(v) — F(v) =  T(v(T< n ) S(v, va), where

S(v, va) = M(U(v, X(v, va) ) ) -F (y )  for v„<n.

This follows from our definitions.
Case 2b. a odd. Then choose £ 1(v) € [T(5,/(v))]a- Let

B*(v) =  {7(v, va): v„<n}

be a subset of P(iR1(v)) and V(v, Y ) a function on B*(v) such that (13)—(16) hold 
for Вж =  B+(v); V(Y) =  V(v, 7);

A =Y (S '(v)); B =  R1(v); p = a „ .
Put

£ 0(v) =  A (S '(v ))-T (v ff< « )  V(y, 7(v, v j);

R(v) =  M (£ x(v)); £(v) =  M (E 0(y)); F(v) =  R(y) + E(v).

Then S'(v) — F(v) =  Z(va<ri) S(v, va), where

S(v, О  =  M(V(v,  7(v, v„)))-£ (v ) for v„<n.

This follows by symmetry from case 2a. We have completed the definition of the 
ramification system R on S  and, irrespective whether a = a '  or a>a ! ,

(17) R is of length q and of order n.

We now define for v„<n a set f(v, v„)crR(v). If |S T v ) |s a then we put 
/(v , v ,„ )= 0 . Now let |S '(V)I = a  + - 

Case I. a = a ' .
Case la. a  even. Then put /(v , v„) =  M({x(v,  v„)}). Then 

/(v , va)<=M(R0(v)) =  R(v).

Case lb. a odd. Then put /(v , \a) =  M ({y(v, vff)}). Then 

/(v , vr) c M (R 1(v)) =  R(v).
Case II. a ^ a '.

* There is no risk of confusing the function X(S') defined for subsets S' of S, and the function 
X(v, v„) defined for sequences v0„v„.  Similarly later with Y(S') and Y(v, v„).
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Case Ha. a even. Then put f(v,  va) =  M{X(v,  v„)). Then 

/(v , v„) c  M(R 0(v)) =  R(v).

Case lib. a odd. Then put /(v , va) =  M(Y(v ,  v„)). Then 

/ ( v ^ J c M ^ W )  =  R(y).

This completes the definition of /(v , va) for cr<£> and v0„ We have in any
of our cases

F(v) =  R(v) +  E(v)- /(v , vff)c z R(v)
and, by definition,
(18) l^(v)| = a .
We also have
(19) \E(v)\Sa.

For in case 1 this follows from (7) and (8 ), and in case 2 from (12) and (16). Now  
we have, using (17), (18) and (19),

| S ! = a+; Ie |< a+; \n\<a+ ; |F(v)|<a+.

Hence Lemma 1 (v) applies to R and yields numbers v0 „ ve <  n such that

H (u < e )5 (v , va) ^  0 .

From now on v0„ are fixed. Put Z „=/(v , va) for <j < q;

S0 =  {2t : t <  p}; S 1 =  {2t +  1: t <  p};

X* = Z(<r€ S0) X ( Z J ; Y* =  Z((7 £ S,) Y(Za).

To complete the proof it suffices to show that

(20) X * £ [ X 0]°; Y * e [ Y 0]°;

(21) [X*, Y*]czl0 .

Proof of (20). I * c l 0; Р с У 0. By Lemma 1 (i),

R(v0„ va)R(v0„ vt) =  0  for 

Case A. a =  a . Then \Za\ =  |/(v , v„)| =  1 and hence 

\X*\ =  \S0\=a-,  |F * | =  |5'1| —a.

Case B. a > a ' .  Let <j < q. If a is even then, by definition o f /(v , vff) and (10), 
\ Z a \ =  \M(X(y,  vff))| =  aa, and if a is odd then \Z„\ =  \M(Y(v,  vff))| =  a„. Hence 
\X*\=Z(<r€S0)aa =  a-, \Y*\=Z(<r£S1)a„ =  a.

Proof of (21). Let <j £ S 0\ x £ S 1. Then a ^ x .  It suffices to show that

(22) [X(Z.)t F(Zt) ] c / 0.
Case a. x. Then

X, = / ( v 0„ vr) e R ( v 0„ vt) c  S'(y0 „ v ,)c  5(v0„ v„).
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Case a l .  a — a'. Then

т а  T(Zr)]c[{x (v0„ vJ, 7(S(v0„ v,))]c [{* (v , v„)} Y(M (P0(x(v, v„))))] =  

=  [{*<>, v„)}, P0(x(v, v J c / 0 ,

Case a 2. a > a .  Then Za =  M(X{v,  vfj) and

S(v, v„)cA /(l/(v , X(v,vff))).
Hence

7(Zr) c  T(5(v0„ v„))ct/(v , Z(v, O ).

But X(Zf)  =X (v , vff). By (11), when applied to A*(v),

[X(Za), Y(Zz)]<z[X(v, vJ, [/(v, A(v, vff) ) ] c / 0 .

This completes the proof of (22) in case a.
Case ß. г <  <7 . Then (22) follows exactly as in case a, for reasons of symmetry. 

This proves Theorem 39.
As an immediate consequence of Theorem 39 we have

(* - )  C orollary 17.

( а + Ь М  f°r ű-*°-

In [1] it is proved that Using ( * )  we shall now prove the following
generalization of this result.

( ^ )  T heorem 40. If  a' =  K0  then

la ) la a \
lAU U  + K0j ‘

Proof. Let \A\=a;  \ B \ = a + ; A B = 0 ; [A, B] =  I0 +  h \

{a, a+H  [70],

In the proof that follows we shall always suppose that Avd[A]a and Bvd[B]a+. We 
can write a =  а0 +  + а ю, where а0„ а ы<а .  We define inductively Dv, Bv, A v, y v 
for v <  со as follows. By Theorem 33 there are D0 d [A]a° and B0 czB with [D0, B0] a  f  . 
By Theorem 34 there are A0 czA and y 0 dB 0 with [A0, Generally, for
l S v « a :  By Theorem 33 there are Dv 6  [̂ 4V_ 1]‘,V and B , c B v_ l —{ y v^l } with 
[Dv, 5 V]<zf . By Theorem 34 there are AvczAv_ 1 and y vd B v with [Av, {_yv}]c ; . 
Put X  =  D 0 +  +  Dm; Y = { y 0„ y a}. Then Xd[A]a and У£[В]Хо. If r ^ s  then

Br] e z l i .  If r>-s then [Dr, { j s}] <= [As, {ys}] c z /j . Hence 
[X, У] c  7t , and Theorem 40 follows.

(4 0  T heorem 41. If  a > a '  and b < a ,  then

М Л
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Proof. We may assume that a ' c b  =  b 'ca .  Put о =  ы(а) .  Let 1 )< а 0 < < а г <  
■ca = sup ( a c g ) a a; aa =  a'a for <t c q .

XoYo = 0 ;  \X0\ = a ;  |У0 1=я+ ; Wo,  У0] =  h  +  ' h -

We may suppose that
(23) (e, * )$ [/,].

Now let a ' c p  =  p ' c a .  Let A £ [ X 0]a and 5 6 [F 0]a". Then there are a set A * c : P ( A )  

and a function U ( X )  from A *  into P ( R )  such that

(24) |A * |S e ;

(25) A *(z [A]p;

(26) [X, U(X)] c / 0 for X£A*;

(27) \ B - I ( X e \ * ) U ( X ) \  =  a.

The proof is identical, including the notation, with that of (9)—(12) in the proof 
of Theorem 39. We now define a ramification system R on S  =  Y0 of length о and 
order n =  co(a). Let a e g  and v0„ v„cn.  We write v in place of v0„ va.

If |S '(v) l = a then put R(v) =  0  and £’(v) =  F(v) =  5’,(v) and S^v, vff) =  0  for
Vactl .

Now let |5 '(г ) |= а +. Then we choose any set R(v) € [S'(v)]a- Then there are 
a set A * (v )c P (I 0) and a function C/(v, X)  on A*(y) such that (24)—(27) hold for 
A = X 0; В =  S'(y) —R(v); A* =  A*(v); U(X)  =  t/(v, X)  and p = a „ .  We can write 
A*(v) =  {Z(v, v„): va c n } .  Put S(v, v,,) =  U(y, X(y, vff)) for v„cn;

E(v) =  S ' ( v ) - Z ( v a c n ) S ( y ,  vff); F(y) =  R (v)+£(v).
Then

S ' (v )- F(v )  =  I (v ac n ) S ( v , v a).

This defines R. Lemma 1 (v) applies. For we have |£ |= а + ; |^| =  a ' c a + ;
|/i| =  a c a + ;

\F\ =  \R +  ( E - R ) \  =  \R +  ( ( S ' ( v ) - R ) - Z ( v a c n ) U ( V, X (v ,V<T)))\ ^

— \R\ +  \ ( S \ v ) - R ) - l ( X e A * ( v ) ) U ( v , X ) \  a.

By Lemma 1 (v) there are v0„ v„<« with S'(v0„ ve) ^  0 .  From now on v0„ ve 
are fixed. Let a e g .  Then |*S,,(V)I = a + - There is a one-one map

X ^ H ( v ,  X)
of [Ao]0" onto [jR (v)]“"- Put

/(<r) =  tf(v, X(v, v„)).

Then /(tr )€ [R(y)]a'r. Put Aa =  X(v, v„); B„=f(a);

Then
(28)

12 A cta M athem atica XVI/1 —2

A — A0 +  +  Ag; В — B0 +  + B  

A d [ X 0]"; 5 € [T 0]“-
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If <7 < T then Bz = / ( i ) c i ( v 0„ vt) c S ' ( v 0„ v J c S fv ,  vJ. By (26), [X(v, vff), 
C/(v, Z(v, vJ)] c: J0 . Hence
(29) for с г < т < 0 .

By Lemma ЗА there are sets A'a £ [A]“” and B'„ £ [B}a” and numbers h(a, t) < 2 such 
that A'aAx =  B'aB'x=  0  for c r < x < g ,  and

(30) [A'„, B'x] c / A(ff>t) for <т, г <  q.

Let М 0 =  {и0„ и е} Ф; M 1 =  {v0„ v e} ¥:; М оМ 1 =  0 \

(31) [M0, М х] =  п  +  'П,  
where

7o =  { K .h } :A (f f . 0 = 0 } .
By Theorem 38,

(a'\ ( a ' , a v  \)
W ) ^ W ,  U a ' J -

By applying this formula to the partition (31) we see that we have only to consider 
the following three cases:

Case 1. There are M £ [[0, o)]a’ and т0 <  о such that

A (cr, т0) =  1 for a £ M .

Then, by (30), [A", B/0] c / j , where A" =  Z(o£M )A'a. Then \A"\=a; (a,aXo)£[I\]  
which contradicts (23).

Case 2. There are aQ <  q and M£[[Q, g)]a' such that h(cг0 ,т ) =  1 for x£M.  
Then [A'ao, B"] c z /j , where B" =  Z(x£M)B'T. Then \B"\=a.  Choose z0 £Aáa. Then 
[{z0} , B l  c / x . Also, there is <  g such that z0£Aat. Hence, by (29), B" a  B0 + +  Bai 
and we obtain the contradiction

a =  \B"\ -- |B0 +  + B ffl[ =  a0 +  + a ai -=u.

Case 3. There are sets M', M" £ [[0, q)]‘ such that

A (cr, t) =  0 for o £ M '  and т £M".

Put A" =  Z { a £ M ' ) A ,„ and B" =  Z (x £ M") B'T. Then A"£[X0]“; B" £ [Y0]a; [А", В''] c  
c / 0 . This proves Theorem 4L

( * )  Theorem 42. If  a' =  x 0 then ( д + |^ (д ^ ) -

Proof. If a =  H0 the assertion follows from Theorem 40. Now let a >  X0 so 
that a > a '  — X0- Let |5 |= a ;  \ T \ —a + ; S T = 0 ;  [5”, T] — 10 + 1 х. The letter A 
will always denote subsets of S  and the letter В subsets of T. Assume

(32) ( a ,  a ) i  [ U  
Let

й0 < < йш< й =  a0 +  + ä a \ \A \= a ;  |В |= й+ ; л<о>.

Then, by (32) and Theorem 33, there are A', B' such that

(33) A'£[A\^; B'£[B]“+; [A',B'  J c / j .
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By (32) and Theorem 41, there are A", B" such that

(34) A"€[A]°; B"6[B]"»; [А", Л с Д .

We now define inductively for /i<co the sets

An, A ' , A : ,  A * , B „ , B ' , B : , B * .

Put Ao =  S; B(, =  T. Let n <  со, and suppose that A* and Bt have been defined for 
v s «  and that Av, A'v, A'i, Bv, B'v, B'i have been defined for v < n . Suppose also 
that \A*\=a  and \B^\—a +. Then, applying (33) to A = A „  and B =  B*, we find 
A'„ and B'„ such that
(35) B'n í[B*n]a+\ [A'n, B']<zI,.

Applying (34) to A = A *  and B = B'n, we find A", and B" such that

(36) A''e[A*]°; 2£ €[#]■»; [A", B’’\ с  I , .
Put
(37) An =  A'n; ВП=В :;  A*+1=A''; D* _ DI& n + l  — U n

This completes the inductive definition. We have, for И<С0 ,

(38) A*=>A*+1; B * = > B * + 1 ; \A*\=a.; \B*\ =a+

(39) \ ^ n \  =  \ B „ \ = a n .

Put A =  A0 +  +  Aa and В =  B0 + +  Bm. Then, by (39), \A\ =  \B\—a. Let m,n<co.  
It suffices to prove that
(40) [Am, B n] < z f .

If m ^ n  then, by (37), (36), (38), (35),

Лт=А'т; Bn =  B"^B'n = B * + l aB*,+ 1= B ' l,

[ A m, B,] - [ A  'm, B 2  cr /j .

If m > n  then, by (37), (35), (38), (36),

Bn =  B A m =  A'mczAtczA* + i = A : ,

[Am, Bm]cz[A",  В Д с / j .

This proves (40) and completes the proof of Theorem 42.

23. COUNTER EXAMPLES FOR THE CASES a =  ,8 AND a +  1 =  ß

( 4 f )  Theorem 43.
... rr . , fa+) (a, czva+)
(i) I f  o, then (ű+] ^ [ ű+^ o V lJ.

.... r, , , fa+) (a, a v a  + )
(n) If  a =K 0, then (a+J ^ ( ű+; * 2 vlJ-

12*



180 P . ERDŐS, A. HAJNAL AND R. RADO

(•fc) Corollary 18. If  a ' t h e n

(SM“*) -  (sM“J-
(*■) Corollary 19. I f  a'= & 0 ,  then

(SMS'J -  G*M“.J-
Proof of Theorem 43. Put m =  co(a) and n =  co(a+). Let

S r = 0 ; |S |  =  | n = e + ;  Т = { у 0„ у п} ф.

By (-*■) we can write [5]“ =  {A0„ Х„}ф. Put Fv =  {X0„ Av} for v < n . We shall 
define a partition [S, T] =  I0 + '/, by defining the sets Q y{}\)  for v < и . First we 
shall define elements x(v, a) of S for v < n  and <7<m. Let v < /i and suppose that 
х(ц,  <t) has been defined for /x <  v and a  <  w. We have to define x(v, a) for a 

If then we choose any set

( 1) {x(v,  0 )„  x(v, т)}Ф c S  —£ ( /x < v ){ x ( / i ,  0 )„  x(fi, m)}.

N ow  let v£m . Then we can write [0, v) =  {/i(v, 0)„ fi(v, т)}ф. Put AfM(v>e) =  X(v, q) 
and yll(v,e)=y(v> (?) for Q<m.  Then Fv =  {X(v, а): а < т } ф. We now define x(v, 0)„ 
x  (v,m)  inductively. Let a <  m and, let x(v, 0)„ x(v, a) be defined already. Put

(2) T(y,a)  =  {x(v, t): t < (t} + T ( 0 < a ) {х(ц(у, q), t): rS a } .
Then
(3) |T(v, <r)| к1 +  к  +  1 |-к1<я.

Hence, since \X(v, o ) \=a ,  we can choose

(4) x(v,  <r) € A(v, a) -  T(v, a).

This completes the definition of the x(v, a). We now put

Q (yv) =  {x(v, a): о < m }  for v-=n.

By (1), (2) and (4) we have

(5) x(v, t) A x (v, <x) for v < n  and x < o < m .
Also,
<6 ) Q f y J c z S ;  IßjCjv)! =  a for v< n .

We now prove that

(7) if A0 £[S]° and Ä0 €[T ]a + , then [A0, Я0] ф /0.

There is fi0 <  n with A0 = X llo. Then, since \B0\ = a +, there is v0 such that

m, /x0 < v 0 < n , and y voe B 0 .

Then XM^¥ V0 and hence XM= X ( v 0 , tr0) for some cr0 < m . Then, by (4), x(v0, o0)£  
€ X ( v 0,<r0). Also, x(v0 , <r0)€ ß i ( j vo)- Hence {x(v0, a 0), y vo}€ [A 0, B0]It , and (7)
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follows. Next, we prove that

{ if и <  v <  n, then there is о (и, v) <  m such that 
whenever <r>p(/F, v) and x(p, r) =x(v ,  a), then т=»<г.

In fact, if v < m  then we may put q(p, v) = 0 .  N ow let v ^ m .  Then p =  p(v, q0) for 
some Q0 <m-  We put q(p , v) =  q0. Then, if z ^ a  we have, by (2), x ( p , z )  =  
=  x(p(v, Q0), z)dT(v,  <r) and, by (4), x(p,  t) ^ x (v, <t). This proves (8 ). In view of
(6 ) and (7) the parts (i) and (ii) of Theorem 43 follow from (9) and (10) respectively, 
where:
(9) If о and -В €[Л 8°> then \ n ( y e B ) Q 1(y ) \^a .

(10) If a '= N о and Я '€[7"]82» then \П(y  ̂ B') Qt(y)\ < a .

Proof of (9). B =  { y y o „ y V l } ,  where v0 < < v, < h and /ё ю . Since K0, 
there is Q0 < m  such that
(1 1 ) e(vp,v e) < e 0 for p < q < w .

Let x £ n ( p < t o ) Q l(y Vp). Then there are <r;, w i t h  x = x ( v p, ap), for p < t o .  If 
ao„ во then, by (8 ), о-0 > х 7ю which is impossible. Hence there is p 0 <a> 
with apo^ g 0 . Then {x(vpo, a): j?0} and hence

\ n ( p ^ ( o ) Q t(y Vp)\ ^  \Z{p<(o){x(yp,o ) \<j^Q 0}\ =2 Iöo +  IIXo^ ű.

This proves (9).

Proof of (10). Let a0 <  <  яю <  a =  sup (p <oj)ap. Put 

f (q )  =  min (co(av) =» g)v for g < m .

Then / ( q) <  со and о <  w (ö/(c))) for q <  m. We have

[B']2 =  I(A<o>)/* (partition A*),
where, for X <  oj,

/*  =  {{y„,  T»}: V < v ^ n A y ll, y veB'/\f(e(B,  v)) =  X).
By Theorem I, $ 2 “’■(^o) ro- Hence there are a set f i£ [ß ']s» and a number A-=o> 
such that [B]2 c /J .  We have B =  {yVo„ yv,}, where ZSco and v0 <  <  v ,<n.  It suffices 
to prove that | Д  (p < to) 6 i (j\, ) | <  я. By definition of I f  we have

f ( e (yP, v q))=X  for p ^ q ^ c o .
Put a>(a?)  =  Q0. Then

e(Vp, v4) <  (O (af(Q(Vp, v,))) =  (0 (ax) =  во

for p < q < i o .  From here on the proof of (10) is identical with the proof o f (9) from 
(11) onwards. This proves Theorem 43.

R emark . In the proof of (ii), more precisely, in the proof of (10), we used the 
relation K2 ^(^o)so although by Theorem I the stronger relation 8 :2 holds.
But in spite of this our proof does not in fact establish (ii) with replaced by 
since B!-F-(^o)r0’ By Theorem I, and we cannot prove any special property of the 
partition A* which would lead to the sharper result.
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( * )  24. SUMMARY OF THE RESULTS ABOUT THE CASES a = ß  
AND a +  1 =  ß. PROBLEMS

Throughout this section ( ^ )  is supposed. We use the notation introduced at 
the beginning o f Part II. We shall always assume that

ü 0 S a ^ íi;  0 -=я0, űjS ű; 0 < h 0 >^i— b.

Case I. a + = b .  We have to discuss the relation

<» W - f e S )
where a S S 0 .

Case IA. min (a0, aß) < ű. Then (1) holds by Theorem 33.
Case IB. a0 = a l =a.
Case IB (i). max (b0, bß) = a  + . Then it suffices to discuss the relation

®  ,)•
Here we have the following results:

(2) is true if  a '> X 0 and 0 (Theorem 34)
(2) is true if  a '= X 0 and b l =  X0 (Theorem 40)
(2) is false if and b t =  (Corollary 18)
(2) is false if  a S X 0 and b l = a + (Corollary 16)
(2) is false if  a ' = ü 0 and b 1 = X 2 (Corollary 19).

We do not know if (2) holds when a > a ' =  N0 and b1 =  ^1. Here the simplest 
unsolved problem is

Problem 10.
Í ) (X<0 *co)

KlJ

Case IB (ii). b0, bx < a +. Here one might conjecture the following best possible 
result:

(3) (a+M « a )  f° r ű - * ° -
We distinguish three cases:

Case IB (ii) a. a ' = t t 0. Then (3) holds by Theorem 42.
Case IB (ii) b. a >  a'> K0. Then Theorem 41 shows that the following result, 

which is weaker than (3), holds:

( ű + M ű h J  f° r ь ^ а -

We do not know whether (3) holds for any a with a > ö '> ^ 0. Here the simplest 
open problem is:
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Problem 11.
9 | X ,  ) i X ,  к, , )

Case IB (ii) c. a =  a' I n  this case we only have the following trivial 

remark. If, for some b S a  and some b0, bx ^ b, we have £,)> ^ en (a +)

 ̂ j . Here the simplest unsolved problems are:

Problem 12.

1)

2)
9 (N2 ) *l)
• U 3J " U z  K2J'

Remark. We know that | ^ 2 ^2] since in fact, by Theorem 33,

(^ 2 ) (^2 K21
U J " 4 « i  X o J ’

( х Л  Í * !  х Л .
U J  Ч К о  XoJ’

,  (Xi )
• U 2/r  U ,  a j

( « 2)  ( K 2 X2).
k J ’

? i ^ 2
■ “" l » 2  X0J

Case II. a = b .  Here the problems are more ramified.
Case II A. a = a ~ .  First of all, let us consider relations without alternatives. 

We assert that

holds if and only if
(5) min (ű0 ,h 1)<=a and min (ax, b0) < a.

In fact, if (4) holds then, by 21. 2, the condition (5) follows. Now, vice versa, assume 
that (5) is true. To deduce (4) we have to establish the following propositions:

(6) If b0, b ^ a ,  then ( " ) - ( j o j J .

(7) If ax, bt then

In fact, (7) follows from Theorem 38. We shall deduce (6 ) from Theorem 44 which 
will be proved in section 26.

From Theorem 38 it is clear that in the case under discussion the only genuine 
problem for relations with alternatives is that of deciding the truth of the statement:

for at , b x< a ,

and again Theorem 38 shows that this statement is true. Thus case II A is settled.
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Case II В. a =  c+. Again we begin with relations without alternatives. We have 
to discuss the relation

If either a0 =  b 1= c + or a1 = b 0 = c +, then (8) is false by 21. 2. Now suppose that 
min (a0, b^- ^c  and min {at , Ь0)Шс. For reasons of symmetry it suffices to consider 
the following cases:

Case IIBa. a0, at , b0, b i S c .  Then (8) holds by Corollary 17.
Case II Bb. a0 =  ях = c + ; b0 , b t ^c .  Then (8) holds if and only if min (b0, h1) < c .  

For if min (Z>0, b j < c  then (8) follows from Theorem 33, and if b0 = b 1= c  then
(8) is false by Corollary 16.

Case II Be. a0 = b 0 = c + ; a i , b l ^c .
Case II Be (i). al , b 1^ c .  Then (8) holds by Theorem 38.
Case II Be (ii). ö i= c; b 1 = c .  Here we have the following results:

(9) If Uj =  1 then (8) holds by Theorem 35;
(10) if U j^ l  and c — c', then (8) is false by Theorem 31;

I if either and c '= K 0,
* ' { or and c'=>K0? then (8) is false by Theorem 43.

Thus here the simplest unsolved problems are:

Problem 13.

? ( i u+1M x “ +1 x1)

C f I +  1 I __^  I  ^ C O l  4 - 1  ^ 1

V ^ Í O l  +  1  k t iO l

for 2 s « , s i i i .

I for 2 ^ Ű !< N o-

Case II Bd. a0 = c +; a l9 b0 , b jS c . Here we have: If min (b0, b )̂ <  c then (8) 
holds by Theorem 33. There remains to consider the relation

( 12)

If a l < $ 0 then (12) is true by Theorem 34. If either c'=-K0 and or c '= X 0
and then (12) is false by Theorem 43. If c =  X0 and a y =  Ki, then (12) is
false by Theorem 32. If c'=  and a x =  K0, then (12) is true by Theorem 40. Here 
the simplest unsolved problem is

Problem 14.
? i ^ + i W ^  + i Kjj

\ + 1 / Wto Ural

Thus many cases under II В are settled if we restrict ourselves to relations without 
alternatives. Let us now consider in case II В relations with alternatives. We shall 
show, without going into details, that the theorems proved so far, together with
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Problems 13 and 14, essentially cover all cases. We want to consider relations of  
the form

(13)
|c +) (a0 v a i , a2 vdj) 
(c+J~*(/>ov bu b2 v b3) ’

where and 1 S a v, by-^c+ for v < 4 . We make a fresh start with our sub
division into cases.

Case A*. There is v < 4  with av,h vS c . Then we may assume a0, b 0^ c .  By 
/c+\ [dr\ v c\

Theorem 39 we have L + J — c w c +\- Hence (13) is true if there are r, 5  €{2,3}
with ar, b sS.c. Hence we may assume that a2 = a 3 = c , + and it suffices to discuss 
relations of the form

(14)
i'c+'l (00 уЙ1, с+3

j ’

where a0, b 0^ c  and 1 S í/ í c+. We shall in fact not make any use of these last 

inequalities. If d0, d 1< c  then, by Theorem 38, I + 1 -*1^ у c + c +I • Therefore
(14) holds whenever there are r , s £ { 0, 1} with ar, b s <c.  Hence we may assume 
that either ű0, ű i5 c or b0, b i ^c .

Case A* 1. d = c +. Then we may suppose that a0, a v^ c .  If a0 = a 1= c  and 
b0 = b 1 =  1, then (14) holds by Theorem 35. On the other hand we have the following 
negative results:

If c =  c' then (c + ) “̂ (2 v 1, ’ c + ) (Theorem 31).

If о с '  =  «о then (f+) +  ( ^ v l ’ c+) (Theorem 43).

If c > c > K o  then (c+ )+ ( ^ v l ’ c+) (Theorem 43). 

Thus the following refinements of Problem 11 remain open:

о f^co+l'j i^coV ĉo + 1? ^co+ll г
• k +J ^ U o v i ,  »e+1J for

П I ^ 0 )1  +  1 I V +  ^<01 +  1 I f

• l»ei + J ^ U o V l ,  S„I + lJ ÍOr

2 =  h0 =  X i;

2 =  b0 <  x 0 •

Case A* 2. d =  c. If b0, b x< c  then (14) holds by Theorem 33, and if b0 =  
=  й1 = с+ then (14) is false by 21.2. These remarks lead us to consider relations, 
of the form

(15)
We note that the case

c+) íűo v ffi> c + ) 
. c + p l c  v c + , c  ) ’

Ш Ж Г с  )’ Where b i - c’
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will not be covered but we shall omit its discussion. If a0 -=K0 then (15) holds by 
Theorem 34, and if c '> K 0 and a0 =  $ 0, then (15) is false by Theorem 43.

Case A* 3. <7<с. If min (b0, then (14) holds by Theorem 33, and in
the remaining case b0 = b l = c + the relation (14) is false by 21.2.

Case B*. max (av, bv) —c + for v < 4 . If there is v £ {0, 2} such that either 
av =  av + l = c + or bv = b v+1 = c +, then (13) reduces to a relation of the form (14) 
which has already been discussed. Hence it only remains to discuss relations of 
the form

(16) (c +  'l ( C + v f l „  C + V f l j )  

U  + J ^ U o  V c + , b2 Vc+) ,

where a l , a3, b0, b2S c .  If min (a1, a3, b0, b2) < c  then (16) is true by Theorem 33, 
and in the remaining case al = a 3 = b 0 = b 2 = c  (16) is false by Theorem 32.

25. LEMMAS FOR THE CASE /?>oe +  l

L e m m a 10 . Let K 0 < 2 b; c <  b ; b > b ' .  Then

( 0 If M  [a o a \ 1 
b у then &)-(??)•

( i i ) If then

(iii) If

О

t then
[ a \  [а0 аЛ
\ ь ' ) Л ь '  1 У

(iv) If then (;)-(??)■
P r o o f . L e t  m=aj(b' );  \A\ =  a; \B \=b \  AB = A S — 0 ,  w h e r e  S =  [ 0 ,  m). T h e r e

are numbers b0„ b m and sets such that 2“, c «= 60 <  <  bm <  b ;

B =  Z'(v-zm)Bv; \Bv\ = b v=b'v for v<m .

P r o o f  o f  (i). Let [A, 5] =  Iq+'I*.  Then [A, B] =  I0 +  7 , ,  where

70= I({x , v} 6 /*)[{*}, B*l

By hypothesis there are a number x«=2 and sets X£[A]a*; Y£  [Й]4 with [X, Y]czly. 
Put Y '= { v :  YBvt± 0 } .  Then T, € [5 'f ;  [X, Y']czI*,  and (i) follows.

P r o o f  o f  (ii). Let [А, В] =  I0 + '/, and v < m .  Then

\ {Q o (y ) :yeB v} \ ^ 2 ° ^ b v =  \By\,

and there are sets A'v <zA and € [Sv]f’v such that g 0(y )= A ( for y £ B y .  Then 
[A, S] =  I o + 'I f ,  where / о =  {{л:, v}: x £ A l / \ v ^ m } .  By hypothesis there are a 
number k < 2 and sets X£[A]“x; y 'gjA ]'’' such that [X, T 'jcT j. Put Y =  
=  I ( v£ Y ' )B : .  Then Y í [ B } b\ [X, Y ] d l y, and (ii) is proved.

P r o o f  o f  (iii). Let /* , Ix be as in the proof of (i). Put c0 = b ;  ct =  1. By hypothesis
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there are a number x < 2  and sets Xe[A]a*; Y e [ B \ x such that [X, F ] c / X. Put 
r = { v :  YBv^ 0 } .  Then Y ' c S ;  [X, Y']czl*.  I f x = 0 t h e n  \Y \= b ;  \Y ' \= b' ,  and 
if x =  l then | У'| =  1. This proves (iii).

Proof of (iv). Let /*, B ( , , A f I *  be as in the proof of (ii). Put c0 =  b'; c t =  l. 
Then there are a number x < 2  and sets X  [A]“*; Y' £ [S]c* such that [X, Y ' ] a l* .  
Put Y = I ( v£ Y ' ) b :. Then f c Ä ;  [X, У ]с7„ . If x =  0 then \Y'\=b';  \ Y \ = b ,  and 
if x =  1 then У '= {v0} for some v0 <m,  and we have | У| =  |7?v0| =  bVo>c .  This proves 
(iv) and completes the proof of Lemma 10.

(d\ (a a)
льь) -Lemma 11. Let ■*= 2" <  b'. Then

Remark. Lemma 11 is obviously not best possible. It will be used in the proof

of Theorem 44 which gives a necessary and sufficient condition for 
Proof. Let \A\=cr, \B\=b;  A B = 0 ; [A, B] =  70 +  ' f . Then

n
b =  Z(A'aA)\B{y :  Q0{y)=A'} \ .

Since |Р(Л)[ =  2е there are sets A'ezA and B'e[B]b such that Q0( y ) = A '  for
у е в ' .

Case 1. \A'\—a. Then [A', 7?']c70 .
Case 2. \A'\<a.  Then \A — A'\ =  a; [A — Ä ,  В']c 7 t . This proves Lemma 11.

26. POLARIZED PARTITION RELATIONS IN THE GENERAL CASE. 
DISCUSSION A N D  PROBLEMS

In the general case we do not investigate relations with alternatives. It is obvious 
that such relations only lead to interesting question provided a' =  b' but we omit 
this. We shall discuss the relation

(а0 аЛ
Ы  ”"1*0 *J*

We begin by considering the special case when a0 = a l = a  and b0 =  b t =b .  We 
need some definitions.

26. 1. D efinition. The distance d{ct, ß)  of two ordinals a, ß is defined by 
the equations

d{a, a +  (5) =  dfn +  6, a) =  <5 for all <x, <5.
We put $ß) =  d(cc, ß).

26. 2. D efinition. Cardinals a, b are called disjoint if a, b ^  K0 and 

d ( x , y ) >  1 for x e { a ,  a'} and y e { b ,  b'}.

( * )  T heorem 44. Let а ,Ь ш $ 0. Then i f  and only if a and b are
disjoint.

Proof. Put
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Throughout the proof we suppose a, b ё  X0 . We shall frequently use, without 
reference, the following propositions:

1. If u+< 6 , then (a ,b )£ P  if and only if (a ,b ' ) £ P  (Lemma 10).
2. If a+< b '  then (a , b ) £ P  (Lemma 11).
3. If d(a, b ) ^ \  then (a, b ) $ P  (21.2 and Corollary 16).

In proving the theorem we may assume a S i .

Case 1. a, b disjoint. Then a + <b.
Case la. a + <b' .  Then a + < b '  =  b"; (a , b ' ) £ P ; (a,b)£P.
Case lb. a + ^b' .  Then b'+ < a .  Since d { a ' , b ' ) > \  we have (a' ,b’) £ P . Then 

(a, b')£P; (a, b)£P.
Case 2. a, b not disjoint.
Case 2a. b ^ a +. Then d { a , b ) S  1; (a, b)$P.
Case 2b. b > a + .  Then d(a \  b )^d(a ,  b ) >  1, and since a, b are not disjoint, at 

least one of the following four cases arises:
Case 2b 1. d ( a , b ' ) ^  1. Then (a, b')$P; (a, b)$P.
Case 2b2. a' =  b'. Then (a ,  b' )$P; (a ' ,b)$P.  Let us assume that (a , b ) £ P . 

Then (a,b' )ZP. Then, since (a ,b ' )£ P  but (a ' ,b ' )$ P , we have a S b ' +. Then 
a ^ b ' + = a ' + ; a ' ^ a ^ a ' + ; a£{a' ,  a, + }. Hence a is regular; (a, a )= (a ,  b')£P which 
is a contradiction. Therefore (a, b)$P.

Case 2b 3. a'+ =  b'. Then (a', b') (t P. Let us assume that (a, b) 6 P. Then (a, b ' )Z P; 
d(a,a'+) =  d(a, &')> 1; a > a ' ;  b' =  a '+< a ; 6,+ < a ;  (a', b' )£P  which is a contradic
tion. Hence (a , ő)(f P.

Case 2b 4. a' =  b' + . Then (a', b')$P.  Let us assume that (a , b ) £ P . Then 
(a,b')£P.  Then, since (a ,b ' ) d P  but (a',b')$.P, we have a ^ b ' + =a'; a = a  
(a', b') =  (a, b') 6 P  which is a contradiction. Hence (a, b) $ P, and Theorem 44 
follows.

26. 3. We now turn to the general case

Throughout we suppose that а ,й ё К 0 and

1 S a .á a ;  1 ^ b v^ b  for v < 2 .

Also, ( * )  will be assumed. The case d (a ,b )S  1 was discussed in section 24. We 
may therefore assume a + <b.  By Theorem 44 the relation (1) holds whenever a, b 
are disjoint. We may now assume that a, b are not disjoint. Then at least one o f  
the following six cases arises:

1. a+ =  b 2. a =  b 3. a =  b'+ ~,
4A. a'+ =  b'; 5A. a’= b ' \  6A. a'=b'  + .

We now show that if a ^ b ' + and if one of the cases 4A, 5A, 6A holds, say the case 
(Ъ +  к)А, then already case к holds (к =  1,2, 3). In fact, under these circumstances
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we have a ' S a S b '  + S a ' + +, so that ad{a',  a' +, a'++}, and a is regular. Then case 
к  applies. Thus we have the following six cases to deal with:

1. a + =b' ;  2. a =  b'; 3 . a = b ' + ;
4. a > b ,+ and a'+ =  b'; 5. a > b ' + and a '= b ’\ 6. a > b /+ and a' =  b,+

■Clearly, the cases 1,2, 3 are exclusive, and the cases 4, 5, 6 are exclusive. Also, 
in each of the cases 1, 2, 3, we have a S b ' + so that all six cases 1—6 are exclusive.

Our assumptions are therefore: K0< a + < h , and exactly one of the cases 1—6 
applies. We note that by Theorem 44 in any of these cases,

The discussion that follows will settle the truth of (1) in all cases except for 
the sub-case of case 3 which is given by the conditions

a = b'+ ; a + ^b-

öo>öíi < a > b0 := b i =b.
Case 1. a + =b'  and a + < h . Here we have the following two results which 

settle this case:

Proof. By Lemma 10 (ii) it suffices to prove

and this last relation follows from Theorem 33.

(4) for b i< b .

P roof. By Lemma 10 (iv) it suffices to prove |^/j — ^j, and this last relation
follows from Theorem 34.

We see from (2), (3), (4) that in case 1 the relation (1) holds if and only if 
either m in(a050 1) < a  or min (b0, b̂ )

Case 2. a —b' and a + <h. We shall settle this case. By 21.2 we have 

(h/)"+,'( lh ')  anc* hence, by Lemma 10 (iii),

Case 2a. b0, b x<b.  Then

Proof. Since b' =  a < a +< b  we may suppose that a + < b 0 = b t = b [  and 
then (6) follows from Lemma 11.
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Case 2b. b1-^b0 =  b. Then

(7)
holds if and only if ал <  a.

Proof. If (7) holds then, by (5), ax < ű. Vice versa, if ax < a  then, by Theorem 

35, — \p' which implies (7), by Lemma 10 (iv). This establishes the assertion
relating to (7).

Case 2c. b0 < b r — b. Then, by symmetry,

holds if and only if a0 «=a.
Case 2d. b0 = b i = b .  Then (1) holds if and only if

( 8) a0, a and min (a0, ал) < a~.

Proof. We have b' =  a < a +< b .  First of all, suppose that (1) holds. If we 
then assume that a0 =  a then

( s m
and so, by Lemma 10 (i), i ^/ j — whi ch contradicts (5). Hence a0, a 1 ^ a .
Next, if we assume that min (я0, at) ё я _ then b'~ =a~ = a 0 < a  =  fe'; b'=c+  for 
some c, and

( f ) - M -

Therefore, by Lemma 10 (i), ^+j which contradicts Theorem 32. Hence
min (a0, a j ) < a ~ ,  and (8) follows.

Now suppose, vice versa, that (8) is satisfied. By Lemma 10 (ii), the relation 
(1) is a consequence of

Hence it suffices to prove the following two propositions:

(9) If a = a ~  and a0, a ± < a ,  then —• (у/ jy |  •

(10) If a =  c+ and then .

In fact, (9) follows from Lemma 11, and (10) follows from Theorem 33.
By analysing the results in cases 2a-2d it will be seen that we have proved:

In case 2 the relation (1) holds if and only if at least one of the following three 
conditions (a), (/?), (y) is satisfied:
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(a) b0, b 1<b;
(ß ) there is v < 2  with av< a  and Z>v< 6;
(y) min (a0, aq) and a0,a q < u .

Case 3. a =  b'+ and a+<b.  Here there remain some open questions. First 
we prove:

(П) (?)-(??,) for b^ b-

P r o o f . By Theorem 33, — |^/ , and (11) follows from Lemma 10 (iv).
By comparing (2) and (11) we see that to settle case 3 we have to investigate 

the relation

when min (a0, aq) <  a. By Lemma 10 (i) and (ii) the relation (12) is equivalent to

and this last relation was discussed in section 24.
Corresponding to the cases IB (i) and IB (ii) in section 24 we distinguish now  

the cases max (a0, aq) =  a and ar0 , aq < a.
Case 3a. max (a0, űq) =a.  We have to study the relation

This relation can be discussed completely. As pointed out above, (13) is equivalent to

(14)

If we put b' =  c then (14) becomes

Here c =  c'=b' .  By section 24, case IB (i) we have:

(15)
[ I f  b ' > $  о then (13) is true for at <  and false for 
[ I f  b' =  K0 then (13) is true for and false for

Case 3b. a0, a i <  a. This case reduces to section 24, case IB (ii) c where we 
had only trivial results. Although the problems in our present case are equivalent 
to those stated in the earlier section we state here explicitly those equivalent to  
problem 12. 1:

P roblem 15.
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Case 4. a'+ =b';  
We prove:

<16)

a > b ' + ; a + -<b. Here we shall obtain a complete discussion.

for al <a.

Proof. By (11) we have, for a 1 -=^a,

Hence, by Lemma 10 (ii), (16) follows.

0 4  0 - C ! j  for
P roof. By (15),

(1Ш
and (17) follows by Lemma 10 (iv).

It follows from (2), (16), (17) that in case 4 the relation (1) holds if and only if 
either min (a0, at ) <  a or min (b0, b t) < b .

Case 5. a’ = b a > b ' + ; a + <b.  Here we obtain a complete discussion.

<«> GM*U-
Proof. By (5), and (18) follows by Lemma 10(iii).

0 9 )  И - ( * . * , )  if
Proof. We may assume a+ < b 0 = b t —b[ < 6 . Then (19) follows from Lemma 11.

(20) if « 1  < «  and b ^ b .

Proof. By (7), i'1] ,  and (20) follows by Lemma 10 (iv).

(21) \ ф \ ^ \ ф аь )  if

Proof. We may assume b' + < a 0 = a x =a [  <я . Then, by Theorem 44, 

(if) (0 ° £') ’ and (21) f° ll°ws by Lemma 10 (ii).

It now follows from (18)—(21) that in case 5 the relation (1) holds if and only if 
either a0, a 1< a 7 or b0, b l < b ,  or there is v < 2  with av-=a and bv<b .

Case 6. a' =  b'+ ; a > b ’+ ; a+ <b.  Here we have a complete discussion.
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Proof. By (4), j , and (22) follows from Lemma 10 (ii).

w  ( « Ь й  if ь >~ь-

Proof. By (3), ‘j'j, and (23) follows from Lemma 10 (iv).

It follows from (2), (22), (23) that in case 6 the relation (1) holds if and only if 
either min (я0,я 1) < а  or min (b0, bt) < b .

27. THE THEORY OF SET MAPPINGS

In this section we shall state some problems and results concerning the set 
mapping relation

(1) a ~ [ [ p ,c ,d ,q ] ]

which was defined in 21. 5. It follows almost immediately from that definition that

(2) if a-*(c +  d ,q )2 then a-~[[a+, c, d, q\[.

Problems about this relation were first stated in [21] and discussed in [14]. Throughout 
this section let a ^ # 0. Our Theorem 36 states that

( * )  a-+[[a, a, d, a]] if a =  a' and

and Theorem 37 states that

( ^ )  a-*[[a, a, d, a']] if a > a '  and d < a ;

a +  [[a, а, l,a '+ ]] if a>n'.

On the other hand, using the method of canonical partitions employed in 
Lemma 3, it is easy to prove

( ^ )  T heorem 45. I f  c , d < a  and a > a ' ,  then a -*[[a, c, d, a]].

We omit the proof. Thus if p S a  and a > a ' then the relation (1) is completely 
discussed. The case on inaccessible cardinals is settled by Theorem 36. We there
fore restrict ourselves to a discussion o f the relation

(3) a+-+[[a+, c, d,q]].

When d < a  then Theorem 36 gives a best possible positive result. We are therefore 
led to consider the relation

a+-*[[a+,c,  a, q]].

Here Lemma 9, which is a theorem of [14], yields:

a + -f-[[ű+, 2, a, a+]] if a =  a'.

13 A cta  M athem atica  X V I/1 — 2
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On the other hand, from a + -*(a+, a')2 we obtain, by (2),

( ^ )  T heorem 46. a+ —[[a+, a +, a, a']].

Thus (3) is settled in the case when a is regular. For singular a the following 
relations are still left undecided by the theorems listed so far:

In [14], Problem 1, the simplest case of (4) is stated, which is to decide the truth o f

We cannot solve the problem (4) but by a direct application o f some of the results 
o f the present paper we can obtain a partial solution.

By using the method of proof of a+-t*-(a+, (3)a.)2 (Theorem 10) as well as the 
relation a'+ + —(3)a’ one can obtain

(-*■) T heorem 47. a+-\~[[a+, a +, a, a'++]].

By putting d  =  a it is seen that Theorems 46 and 47 leave undecided only the 
following case:

(Ж ) Problem 16. ? a+ -^ [[a+ , я + , a, a'+]] if  a > a ' .  On the other hand, Theorem 
43 implies

( * )  T heorem 48. Let a > a ' ,  and suppose that either (i) and a ' = # 0 ,
or (ii) c ä ü 0 and a'>K 0. Then

Using the ramification method of Lemma 1 but also some new ideas one can 
prove:

( U )  T heorem 49. If c < a  and a>a ' ,  then a + — [[a+, c, a, a]\.

Detailed proofs of Theorems 47, 48, 49 are reserved for a later publication. 
The following problems remain unsolved:

if  either (i) 2 S c S S ,  and a' =  &0, or (ii) 2 ^ c < & 0 and a > a '  >K 0.

(4) ? a+ -<-[[a+, c, a, q]] for 2 and a ' < q S a +.

K<»+i-*[[Ko,+i .2 ,  8ifl.

a + -9-[[a+, c, a, a+]].

(A) ? a + -*[[a+, c, a, a+]]

(B) ? a + — [[a+, a, a, ?]] if  a ' < q ^ a .

Thus the simplest open questions in this connection are

( * )  Problem 17.

(i) ? Кш+1- [ [ К ю+1 ,с , Кю, Km + 1]] for 2 s c s s i;

? + i —[[»«! +1 , c, XW1, КШ1 + 1]] for 2 S c < i ( o .
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Finally we mention that we have omitted the investigation of the case

a+ - [ [a +  + , c, d, q]],

i. e. the case where the set mapping is not restricted at all. Most of the problem 
in this case are equivalent to problems about the ordinary partition relation I and 
their complete discussion would be very lengthy.

Added in proof (20. IV. 1965): Recently A. H. K ruse (A note on the parti
tion calculus of P. Erdős and R. Rado, Journ. London Math. Soc., 40 (1965), pp. 
135 — 148) proved a number of negative partition relations mostly o f the form 

r +  l)r.
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ÜBER EINE REKTIFIZIERBARE 
NICHTEUKLIDISCHE NEILSCHE PARABEL

Von
K. FLADT (Calw, Deutschland)

(Vorgelegt von G. H ajós)

1. Bekanntlich war die euklidische semikubische oder Neilsche Parabel die 
erste Kurve, die man als elementar rektifizierbar erkannte. In nichthomogenen 
rechtwinkligen Koordinaten x ,|x 2 hat sie die Gleichung x\  =  cx\ . Es ist nun sehr 
merkwürdig, daß in der nichteuklidischen Geometrie die elementare Rektifizier- 
barkeit nicht für beliebiges c, sondern nur für ein bestimmtes c zutrifft. Wir wollen 
das Problem aber nicht nur für die Neilsche Parabel, sondern für eine beliebige 
zur Achse x 2 = 0  symmetrische Kurve 3. Ordnung lösen, die im Ursprung einen 
Rückkehrpunkt hat. Eine solche hat wie in der euklidischen Geometrie die Gleichung

( 1 ) x\  = axx +  ß

Eine Parameterdarstellung erhält man, indem man die Kurve mit dem Ursprungs
strahl
(2) x 2 = k x 1
schneidet. Sie wird

(3) Xi =
ß P

1 —аЛ2 ’ x2 =
ß P

1 - o t P

oder in homogenen Koordinaten х^х^Хз

(4) gxt =  ß P ,  q x 2  =  ß P ,  q x 3 — 1 — а P .

Bezeichnet man die Ableitungen nach 1 durch Striche, so kommt

(5) q x 'i =  2ßX, q x  2 =  3 ß P ,  q x  3 =  — 2aA,

Dann folgt

(6) x 2 x'3 — хз x'z =  ß P  (otP — 3), X 3 X Í — X 1 X3  =  2ß2, X i x '2  — x 2x i = ß 2P .  

Nun lautet die Formal für das nichteuklidische Bogenelement

(7)

wo

ds =- У (xdx\xdx)  
(x\x)

(x |x) =  к (xj  +  x\) +  x 2
3 >

(8)
{xdx\xdx)  =  (x2dx3 — x3dx2)2 +  {x3d x x - x xdx 3 )2 +  k{xl dx2~  x 2dx1)2
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ist. Mit (6) und (4) kommt

(9) (xdx  I xTx) =  ß 2 X2 {X2 (aX2 -  3)2 +  4 +  kß2 X6} dX2

(10) (x\x) =  k ß 2X4( l +  A2) +  ( l - a A 2)2, 
also

( 11)

2. Wir setzen
( 12)
und erhalten 

(13)

/?а / ( а 2 +  kß2) X6 — 6аА4 +  9A2 +  4 
“  k ß 2 X4 (1 +  X2) +  (1 — ocA2)2

X2 = »

ß^( a 2 + k ß 2)p 3 — бац2 +  9ц +  4 
~  2 {кр2 (л1 3 +  ц) +  ( 1 - а ц ) 2}

Soll nun die Kurve elementar rektifizierbar sein, so muß sich unter der Wurzel 
ein quadratischer Faktor abscheiden lassen, d. h. die Gleichung
(14) (а2 +  k ß 2) ц 3 — бац2 +  9ц +  4 =  0
muß eine Doppelwurzel haben, ihre Diskriminante also verschwinden. Für die 
allgemeine Gleichung
(15) а0ц3+  а 1ц2 + а2ц +  а3 =  0 
sei
(16) Ъа0а2 —а\  =  Ált 9a0a3 — a1a2 =  Л2, Ъахаъ- а \  =  A3.
Dann ist ihre Diskriminante

(17) А =  ^ ( 4 A 1A3- A 2).

In unserem Falle ist
(18) a0 =  a2 +  kß2, a 2 — —6a, a2 — 9, a3 =  4.
Daher
(19) At =  -9(oc2 - 3 k ß 2), A2 =  9{4(a2 +  kß2) +  6a}, A3 =  -  9(8a +  9),

(20) А =  -  108{4а3(а +  l) +  k/F(8a2 +  36a +  27) +  4(k/?2)2}.
/1 = 0  liefert

(21) -k i? 2 =  4  [8a2 +  36a +  27 +  /(8a2 +  36a +  27)2 - 64a3(a +  1)].
О

Nun gilt die sonderbare Identität
(22) (8а2 +  36а +  27)2 - 6 4 а 3(а+ 1) =  (8а+  9)3,
sodaß

Wir beschränken uns auf die hyperbolische Geometrie k < 0. Für а > 0  sind 
dann nach (21) beide Werte von — kß2 positiv, also gibt es dann 4 reelle Werte 
von ß.
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Für a = 0  wird ß t = 0 , was ausgeschlossen ist, und

3 H
<24> ^ 1 7 = +
Als Kurve ergibt sich dann die spezielle Neilsche Parabel

31/3 ,
(25) —-

2 Y - k '2 ’

auf die wir in Nr. 4 zurückkommen.
9 9 9Die Wurzel in (23) ist reell, solange a +  — SO, a S  — — ist. Für a =  — — wird
О О О

— kß2 <  0, also ß imaginär.
9

3. Es bleibt also nur noch das Intervall — — <  а <  0 zu untersuchen. Dazu
О

setzen wir (wegen des im Folgenden zweckmäßigen Masstabs)

(26) —24 ß 2 = y ,  а =  x

und betrachten die beiden Kurven

(27)

(28)

J i =  2 \x  +
27
T ’

J2 =  32 I x +  —

in der euklidischen Ebene. Dann muß festgestellt werden, wo im Intervall

— —< a < 0  die Größe
О

(27)
positiv ist.

У =  У1 + y 2

(27) ist eine Parabel mit Scheitel —
27

— 2,21 —3,4. Sie schneidet

die x-Achse innerhalb des Intervalls im Punkte -9 +  3 /3 0 « - 0 ,9 5 |0 .  Für

9 .x  =  -  -  ist J i = 27
32

=  - 0 ,8.

(28) ist eine Neilsche Parabel mit Scheitel — — 0О I

ven schneiden sich im Punkt 

127
4

-1,110. Die beiden Kur- 

0,2 und berühren sich nach (21)

im Punkt 0 = 0 6,7, weil dort y i  =y'2 ist, und zwar berühren sie sich dort drei

punkt ig, sodaß sie sich zugleich schneiden und die Parabel (27) in diesem Punkt 
von der einen Seite der Kurve (28) auf die andere Übertritt. Da für x > 0  > | j 2l
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ist, wird also für x < 0  in der Nähe der j-Achse jv, <  \y2\. Das bestätigt sich wie 
folgt:

Wir betrachten zunächst negative Werte von y 2 .
9 9  +  З /З-----------  ist y 2 <  0, also 0, ß  imaginär.Im Intervall 8 < x  Э ■

9 +  ЗУ~3
Im Intervall ----------- ^ x < 0  ist y t > 0 , y 2 < 0 , also y t + y 2 =  y t — \y2\< 0 , da die

Parabel (27) unterhalb der Neilschen Parabel verläuft. Also ist ß  imaginär.
Für x = 0  ist j  =  0.
Jetzt betrachten wir positive Werte von y 2.

9
Im Intervall -  — < л : < - 1  ist >^ <0, j 2 > 0, у  =  У х+у2 =  -  +  y 2 < 0 , ß

- 9  +  З/Зimaginär. Für л: =  — 1 ist j  =  0. Im Intervall — 1 < jc< ------------ ist < 0 ,y 2 > 0 ,

— 9  +  З /З
У =  У1 +У 2  = - |> ;i l+ J ,2 > 0, ß reell. Für x  = -------------  ist j t = 0 , j>2 > 0 , у  =

— 9 +  3 /3
=Ух + y 2 > 0 , ßreell. Im Intervall-------------- = x < 0  ist y x > 0 , y 2 >0,j> =  y t + y 2 > 0 ,

ß reell. Für x =  0 ist у  — 2yt > 0 , ß reell.
Zusammenfassend gilt: Es gibt reelle Werte von /1 + 0  und zwar deren 2 für 

— l < a < 0 ,  deren 4 für a > 0 .

m

4. Für die rektifizierbare Neilsche Parabel (25) wird nun

, ß Y - 2 1 y 3 +  36/2 + 1 6  , ß (3/1 +  2) /4  -3 /1  ,äs = ---------.———i-------------- а/л =  —-— ;~з----- r— d/л.
-21(y3 +  fi) +  4 4 — 27 (y3 +  y)

Die Nennerfunktion hat nun e in en  reellen Faktor Ух — у, wo у г %0,145. Es 
wird dann

4 — 27(/i3 +  /2) — 4 +  27 {y\  +  Hx) =  - 2 7 ( у - у х ) { у 2 +  yyx +  Ух +  1}.

Daß der zweite Faktor aus zwei imaginären Faktoren besteht, folgt aus +  y \  — 
— 4(/zf +  1) =  — 4 — 3yf .  Damit wird

051) ds =  — - ß(3y  +  2) / 4  — 3y

27 (y -/*i)jj/* + ßi +
3/if +  4

dy.

Das Integral ist zwar elementar, aber schrecklich auszurechnen.

(Eingegangen am 29. April 1964.)



EINIGE MERKWÜRDIGKEITEN BEI SPEZIELLEN 
EBENEN KURVEN DER HYPERBOLISCHEN GEOMETRIE

Von
K. FLADT (Calw, Deutschland) 

( Vorgelegt von G . H ajós)

1. Das „Übertragen” ebener Kurven aus der euklidischen in die hyperbolische 
Geometrie ist mit sonderbaren Schwierigkeiten verbunden. Vor allem werden alle 
Rechnungen viel verwickelter und die einfachen metrischen Ergebnisse in der 
euklidischen Geometrie, besonders in Bezug auf Flächen und Volumina, Bogen
längen und Oberflächen sind nicht mehr vorhanden. Auch führen die oft so ver
schiedenen Möglichkeiten, ein und dieselbe euklidische Kurve geometrisch zu 
erzeugen, auf ganz verschiedene hyperbolische Kurven. Eine ausführliche Dar
stellung einer „Analytischen Geometrie spezieller ebener Kurven” 1 würde in der 
hyperbolischen Geometrie sehr umfangreich werden. Immerhin sind einige Ergeb
nisse so merkwürdig und auch verhältnismäßig kurz zu entwickeln, daß sich ihre 
Mitteilung lohnen mag. Wegen der gebrauchten Formeln und ihrer Herleitung 
verweisen wir auf das in Fußnote2 genannte Buch, stellen aber die wichtigsten 
und noch einige weitere, auf deren Herleitung wir aber verzichten müssen, in 
der folgenden Nr. 2 zusammen.

2. (1.) Polarkoordinaten: OP =  r, <1 P O P 1 =  rp.
(2.) Weierstraßsche Koordinaten3 (Fig. 1)

SPP2 =  Ei =  S ^  =  Sr cos cp,

SPPi =  E2  — S£2 =  Sr sin cp,

C O P  =  Ез =  Cr,
wobei

(ü  (EIE) =  MEi + eD +  Ез =  L Fig. 1

Da

(2)

(3.) Tangenskoordinaten T OPt

cos cp =

Sin (p

J ih
Tr

Tjh
Tr

=*1 =  T J/l5 T OP2 =-x2T  П
*1 S il Ei Et
Tr Sr “ Sr e2t  q
x 2 S£2 E2 E2
Tr Sr Sr ЕзТ£

1 Für die euklidische Geometrie vgl. K. F l a d t , Analytische Geometrie spezieller ebener Kurven 
(Frankfurt а. M., 1962).

2 K. F l a d t , Elementarmathematik vom höheren Standpunkt aus, Elementargeometrie III 
(Stuttgart, 1961), Abschnitt V 3 u. VII 1 bis 4.

3 Wir gebrauchen die allgemeinen Funktionen C<p, S<p, Tq>, Cbp s. op. cit2 VII la.
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so ist

(4.) Homogene Koordinaten x 1\x2\x3,
(4) x t :x2:x3 =  £j :£2:£3.

Regel: x 3 — 1 gibt Tangens- (x|x) =  1 aber Weierstraßsche Koordinaten.
(5.) Lobatschefskische Koordinaten x = i h , У = 1  2 (Fig. 2), wobei

(5) Sy == Sr sin cp, Tx = Tr cos

(6) X i  =  Tx, x 2 = Cx
( 7 ) Q x  1 = Sx, QX 2 =  Ty, Q X 3  = Cx;

Tx =  Sx X i
Cx — * 3

* 3 \ k x \  +  x | Укх\ +  x\

T у — Xl x 2 Cv Укх\ +  х\
V k x j + x l

9 4 /
/(x lx)

? '
У(х\х)

(9) Tsn = / T y ,  TSl =  SyCy

Jn =  S y b ' 2 +  C2y  J t  =  Т у У / 2  +  c i y  
C 2y  ’ у'

(6.) In Polarkoordinaten ist (Fig. 3):

(11)
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(13)

(12 )

Tw

x  '  T  S 2 , ‘Tnl =  r , 1 =  - j -

/r '2 +  SV  Sr ]ir'2 +  S~r
Cr ’ * ~  r' Cr

(7.) Bogenelementquadrat 

(14) ds2 =  dr2 +  S2rd(p2 =  C 2y d x  +  dy2
(dx\dy) (x\x)(dx\dx) — (x\dx)2 

к k(x\x)2

(x dx \xdx)  _  (x2dx3 —x 3dx2)2 +  (x3d x i —x id x 3)2 + k ( x l dx2—x2dx1)2
(*|*)2 ~  (x\x)2

(8.) Sektordifferential

(15) dF, =  ]̂ Г dtp Si^Sa-Sa^Ei x l dx2 — x 2d x 1
к  ~r 1 + j 3

(9.) Streifendifferential

(16) dF2 =  =

У(лфс)(/(дфс) +  * 3) ‘

x 2 (x3 d x 2 — x t dx3)
Í(x\x) (k x { + x \ )

(10.) Krümmungsgradius q  ( x '  ist die Ableitung von x nach einem beliebigen 
Parameter):

(17) T q =
1 f (x\x)(x'\x') — (х\х'У

(xx'x") \ k(x\x)

1 3 / 2  

!  - (n-'r")
| V

к

3/2

(r'2 +  S2r)3/2 (y'2 +  C2y)3'2
Cr(2r’2 +  S2/•) — r"Sr ~  kSy(2 y '2 +  C2y) +  C y y " ’

Wendepunkte aus
(18) (xx'x") =  0 oder Cr(2r'2 +  S2r) — r"Sr =  0

oder kSy(2y'2 +  C2y)  +  Cyy" =  0.

(11.) Hoch- und Tiefpunkte aus t = 0  oder

(19) (x\x)dx2 — (x\dx)x2 = 0  oder dv2 =  0. 
Seitenpunkte aus
(20) x 3dX i~X id x3 = 0 .

3. Aufgaben zu den Lobatschefskischen Koordinaten 

(1.) s, ist konstant für die Exponentialkurven.

1. F a ll к  =  —1 Hyperbolische Exponentialkurve

sh у  ch у  _  const _  2 > o ,  thj/=thZ>eA. 
У
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Es sei tg т =  —у— — 1 für х  =  0, d. h. Я =  sh b, also 
А

X

(Ij) thy =  th beshb.

Für x = 0  wird y —b, für x  < 0  nimmt у  ab und strebt für x  gegen 0. Für
x >- 0 wächst у  solange bis у  =  °=>, th у  =  1, x  =  sh b ln cth b ist. Die Fläche zwischen 
der Kurve und den Koordinatenachsen ist sh b arc sin th b, zwischen der Kurve, 
der x-Achse und der Geraden n/2 sh b.

2. F a ll к  =  +  l. Sphärische Exponentialkurve.
X

(I2) tg y =  tg besinb.

Für x  -  —oo ewiger rhytmischer Umlauf um die endlich lange x-Achse, für 
x->-°o desgl. um den Pol der x-Achse.

(2) sn ist konstant,
(1.) wenn к  =  —1, für у' th у  =  const =  Я, ch у =  eh be'x. Für x = 0  wird y  =  b;

für x < 0  nimmt eh у ab bis eh у  =  ch beXx =  1, y =  0, x  = — rlnchZ). Dort ist
А

Л л
tg т = ——  =  оо т =  —. Dies sei für b =  0, x = 0  der Fall, sodaß sh у  2
(Ili) eh y  =  eXx.

(2.) wenn к =  +  1, für cos у  =  cos be~Xx. Für x =  0 wird y  =  b. Für x <  0 nimmt
1 Яcosy  zu bis cos be~Xx = 1, у  ab bis y  =  0, x =  — ln cos b. Dort ist tg x —~.-----=

л . .  ̂ Sln У
T — — . Dies sei für b = 0, x = 0  der Fall, sodaß (II2) cosy  = e~Xk. Für x > 0  nimmt

^  71
cos у  ab, у  wächst bis у  =  — , das für x =  +  °o mit tg т =  Я erreicht wird (Pol der

x-Achse asymptotischer Punkt). Ein Wendepunkt aus sin у =  /я /Я 2 +  1 — Я2.
(3.) t =  const =  ± T b  gibt die hyperbolische Traktrixkurve mit den Parameter

gleichungen
Г x =  =F TZ> arth и ±  AT(TZw)l . ,______ ±_3f.

<ш > { s >  =  s b Y T Î

(4.) Die trigonometrischen Kurven. Die Sinuslinie entstehe wie in der euklidischen 
Geometrie (Fig. 4):

P P =  Q'Q = У,

OP' =  OQ = Sr sin cp, sin cp = Sy
" Sr ’

also

( i v j Sy = C • X  Sr sin —— Sr

(1)
V 1 7Z

tgT =  Cy =  c ^ C0Ss 7 ' T° — 2
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(Wendepunkt!), erster Hochpunkt — Sr|r, Fläche:

( 2) J Sy d x  =  2 S2 rsin2 , J =  S2 r.

ТуDie Cosinuslinie ergibt sich mit M Q ' —y, cos =  — , also

(IV2)

(3)

Ту  =  Tr cos Sr ’

Cy . x
, g ' = ' c 7 s m s 7 ’

Л Ti
r in  — Sr|0 gleich— — , erster Hochpunkt 0|r, Fläche:

(4)
Tr cos —— dx Sr Sr d  I У — к  Sr sin

1 +A:T2r cos2
V - k

Sr № к Sr sin b ]
arsh У — к í Sr sin —  

У - к  { Sr
also

T Sr

Уh i  =rSr.

----  ТуDie Tangenslinie folgt mit y  =  OT,  tg 99 =  — , also

(IV3)

(5)

Fläche

(6)

T> =  Sr tg g - ,

Cy n
tg T =  -------------. To =  - 7

x 4cosz Sr

S2r
Cr

Cotr
d , __cos
Л У = к
Cot r cos
У — k  Sr

- 1

0
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S 2 Г 
Sr

arch ^ ° tr  — arch 
] / - k

Cot r
y ^ k

Die Abszisse des 1. Fernpunkts folgt aus T y = - = =  und ist
У^Ас

(7) x t =  Sr arc cot (sh У — kr).

Die Tangenslinie hat von <p2 — ^  bis <p2 — n ~ cPi eine Unterbrechnung.

Die Asymptote im ersten Fernpunkt schneidet x 2 =  0 unter dem Winkel 
arc cos (th2У — kr).

4. Aufgaben zu den Polarkoordinaten.
(1.) sn ist konstant für r' =  const =  a, d. h. die Archimedische Spirale 

(IV) r=Ta-cp.
Sr(2.) Die logarithmische Spirale wird mit tgij/ =  — =  const

(V)
Г ClX — = T _е?ctg*̂2 2

S2r
(3.) s, ist konstant für — const =  — Cota d. h. die hyperbolische Spirale 

T r =  ~ .  Sie hat mit 99=+th<7 die Asymptoten {cp cos cp — sin cp) x { +

+  {cp sin 99 + COS <p)x2 — <p x-, =  0./---- *'v3
V - k

5. Mittelpunktskegelschnitte. Ihre Gleichung ist 

(V) k { g 2 x I +  q2 x %) +  q3x % =  0.

Insbesondre hat man eine Ellipse für 0 < g3 < < q2 mit den Halbachsen a und 
b, q1 =  Cot2 a. o2 =  Cot2 b, q3 =  — k. Parameterdarstellung:

( 1)

(2)

1 - Я 2
O X y  =

2Я
У — kQi ~ У — кд2

8

а Ху
1+Я2

Уё1

(х'х"х"') =
-kÍQi Ü2  вз

(3) Cot Q2'3 = (~ к) 1/3

(8iQ2e 3y 13
Я = 0  gibt für die Ellipse

- бгезО - 2 2)2- 4 g 3 g t 22 +  gt g2(l +  Я2)2 
в1( 1 - Л 2)2 +  4д2А2 - д 3(1+Л2)2

T 2b _  T2 а
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und damit die hyperbolische (!) Konstruktion der Fig. 5. Gleichung von AC: x t =
=  Ta x 3, BD : x 2 = T b x 3, O D : rYaxi = rYbx2. O E = g a, O F = g b,

(5)
ds)2 _  g i(l — ̂ 2)2 +  4g2A2 — g3(l +  A2)2
dl.) 010203 {ö2Ö3( l - A 2)2 +  4e3e i* 2-< ? iÖ 2 (l+ * 2)2}2 '

6. Parabeln,4 Davon gibt es drei Arten
1. Art (VIj) 2ß1x 1(l/—k x 1 —x 3) +  V— к д 2х\ =  0, 

q 1 tí q2, 0 < e 1< e 2; Elliptische Parabel; Q \.<o<Q 2' 
Konvexe hyperbolische Parabel; 0 < g 2 <  g j : Konkave 
hyperbolische Parabel.

2. Art (VI2) — 2g1( / — k x t — x3)x 3 + k g 2xj =  0, 
0 <  gj <  q 2 Zweiteilige Parabel;

3. Art (VI3) g'(x|x) — х 2{У — kXi — x 3) = 0 ,  g '> 0 
Oskulierende Parabel.

1. Art: (VI^ hat die Parameterdarstellung
(1 3) cxj — 2 0 J1 2, <rx2 = 2 g 1A,

<тх3 =  У— k(2Q2k2 +  g2), sodaß
(23) (xx'x") =  —8QiQ2V—k

(3 i) Cot2'3 g

(ds
(4 i)

Ы

(5 i ) dF2 =  —
(-

Streifendifferential. Für
21/ö i(ö i-Ö2M = Qi sin Ф

V

ö 2 / 3 ö 2/ 3  4(в2- е 1)Л2 +  е2

4g?g2{4 (g 2 - g 1)A2 +  g2}
-k {4 Q 1(Q2 - Q i ) P +  в2} 2

8 g2A2 <tt

f2 = ö l öl — ö 21 - -

öi Q2 ( Öi — ö2 cosz 99

я/2

F2

dp = ‘ ■ у  — a r c  tg  - ‘г 1 ' 85Р

71/2
о

Öi
Ö2

öi — Qi

1 1 ^ .

vVi O i -  f i )

2 F2 /  ist die Fläche zwischen der Parabel und der Geraden x 1
о

durch die Fernpunkte der Parabel.

ö 2
/ —k(2öi — ö2)

*3

Vgl. dem diese Zeitschrift, Tomus XIII, 1962, Seite 38.
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Die Gleichung der Parabeltangente ist (xx'£) =  0 oder

(6 0  =  0.

Sie trifft £ ,2  =  0 in t i _  _ 2 g lP
2̂ / - * ( 2 М 2- е 2) '

Für die Asymptoten in den Fernpunkten ist

also

71
; -  - 0 2

2 / ß i ( e i - e 2)

f t 0 2
£3 ' У — k(2gl — 3g2)

Die 2. Art kann ähnlich behandelt werden. Die 3. Art sei ausführlicher behandelt. 
Die Parabel (VI3) berührt den absoluten Kegelschnitt (x[x)=0 im Punkt ( lj0 |/ — k) 
und schneidet ihn im Punkt ( — 1 |0 | /— k) mit der Asymptote g' — ( V  — kx^ +  x 3) +  + x2 = 0 .  (In Fig. 6 ist das euklidische Abbild der Parabel gezeichnet.)

Mittels der Parallelen zu x2 =  0

(1) x 2 =  ^ . ( У - к х ^ Х з )  5

folgt die Parameterdarstellung 

a x 2 -- X(g'kX — 1) +  g

(2) ax2 = 2 Í  — к g'X
. a x 3 =  \  — k{X(g'kX — 1)— g') 

Daraus folgt weiter
(3) k x 2 -\-x3 =  4kg'X(kg'X — 1),

(4) (x|x) = — 4kg'X.

Die Parabelpunkte sind also für /. >  0 
eigentlich. Wir setzen daher

(5) X = ß 2
und erhalten

a x 2 =  ц2(д' кц2 — l) +  g',

(2') a 2x  = 2 /  — к д'ц2,

а х ъ — У — к { ц 2(д'кц2 — 1) — g'},

( 6 )  crxi =  2(2g'kfi2 — 1),  ax2 =  4 /  — kg', ах'з =  У — к • 2(2д'кц2 — 1).

5 Bei dieser Annahme wird für die eigentlichen Kurvenpunkte 2>0, s. Gl. (4) unten. Außer-
ЛГ2

dem wird nach (6') — =-0, d. h. die Kurve liegt in der positiven Halbebene.
*3
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Damit wird

(7) dF =  —̂ £=  12 - dp.
Y - k  l 1 — kg'fi2

Wir integrieren zwischen 0 und ц, wo die Grenze ß = 0  dem Punkt ( — 1|0|K — k) 
zukommt. So folgt

^   ̂+  r - 7 T arctg (У-кд'ц).(8) F =  2
Y ^ k  '  ( - * )

Der Hochpunkt folgt aus (19) der Nr. 2 für ц =  - i ,  A =  er§‘*5t weiter

(9) x d x 2 — Akg'2(\ + k t ^ )  d̂ i, x d x 2 =  a Y— к £>'(1 — 2g’kfi2)dn,

x d x 3 =  — A \ — к g '2(l — k ^ )d n ,

(10) xd x \xd x  =  \6kQ2(4kQ fx2 — 1), (лг|лг)2 =  \6к2д’2цА, 

und damit

( 11)

Sei (12) 1 — Akg'fx2 — u2, so kommt 

(12) ds = ~ jL = r[ \+ —?— \du,

ds =  I h ß ß ^ d , ,
Y - k f i

Y^k u2 — 1

(13)
1 Í 1 ,  и — 1)s - - \u-\—  ln —-—  +  const =

Y - k 2 u + 1

1 i ./ i— , ,  /  , , Y l-4 k Q 'n 2 - l  )=     V1 — 4kQ u2 +  ln -------------- ---------  +  const.
Y - k  l H )Y

Wir berechnen noch

(14) ax'i =  Ьд’кц, ax'í =  0, ах з =  V — /с ■ &о' к/л,

8 &2 e'3/V
(15) Cot Q  =

( / 1 - 4 к е > 2)3 ‘

Setzt man —4кд'ц2 =  v (was man von Anfang an hätte tun können), so kommt

(8 0

(130

(150

f  =  Zifc v +  a r c t g l v l ,

1 Í. /1 -----  , H + v - 1=  —==■ \ \  1 +  V +  ln ----- —=-------h const,
Y - k  \ Yv

cth2/3 (У— к g) =  — -— .v 1+v

14 A cta M athem atica  X V I/1—2
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Aus (15') folgt aber, da v > 0  ist, daß c t h ( /—Arß)<l, also q imaginär wird. Das 
bedeutet aber, daß die oskulierende Parabel an einer endlichen Stelle keinen Krüm
mungskreis, sondern eine Krümmungsabstandslinie im Abstand §  besitzt, sodaß

th2/3 (Y^icö) =v 1 + v(15")
ist.

(Eingegangen am 4. Mai 1964.)



LA SOLUTION D’UNE ÉQUATION FONCTIONNELLE 
A L’AIDE DE LA THEORIE DES DISTRIBUTIONS

Par
F. CONSTANTINESCU (Cluj, Roumanie) 

(Présenté par В. S z .-N a g y )

Dans ce qui suit, nous nous occupons de l’équation fonctionelle 

f{x ) f ( x  +  h) ... / ( x  +  nh)
f i x  +  h) f { x  +  2h) ... f i x  +  n +  lh)

f i x  +  nh) f i x  +  n +  lh) ... f i x  +  2nh)

ой f ix )  est une fonction continue sur Faxe réel et x  et h sont des grandeurs variables. 
On peut montrer sans difficulté [2] que,/(x) étant une solution continue de l’équation
(1) , eile satisfait ä une relation de la forme

(2) 0 0(/г)/(х) +  a fh j f ix  +  h) +  . . . +  a„ih)fix +  nh) = 0

pour tout x et 0 - -h -<H, H  étant un nombre positif et a0(h), afh),  ..., anih) des 
fonctions continues de h qui ne s’annulent simultanément pour aucune valeur de 
h et qui s’expriment par les valeurs de la fonction /(x) sur les noeuds 0, h, ..., nh. 
L’équation fonctionnelle (1) a été résolue par des méthodes habituelles [2], [5]. 
Dans cette note, nous voulons résoudre l’équation (1), en utilisant la théorie des 
distributions, d’aprés une idée de I. Fenyő [4]. Pour cela, nous utiliserons le 
théoreme suivant [6]:

Étant donné une distribution A au support limité et désignant par une étoile 
le produit de composition des distributions, toute solution de l’équation

(3) Á * f =  0

dans le cadre des distributions peut étre approchée aussi bien que Fon veut (la 
convergence étant prise au sens de la théorie des distribution) par des solutions 
de l’équation (3) qui sont des fonctions habituelles, indéfiniment dérivables.

Si nous prenons
n

(4) A =  2 Í  a jS ix - jh )
j = о

ou S (x) est la fonction de Dirac et Oj des nombres pas tous nuls, l’équation (3) 
devient

П
(5) ' Z  a j f ix + jh )  =  0.

j = о

Revenons maintenant á Féquation (1) et sóit /(x )  une de ses solutions continues.

14*
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En fixant h dans (2) dans l’intervalle (0, H),  nous trouvons que f(x)  satisfait à une 
équation aux différences finies du type (5). Mais il résulte du théorème énoncé 
que la fonction f(x)  est limite des fonctions habituelles indéfiniment dérivables, 
solutions de l ’équation (5). D ’autre part, de la théorie des équations à différences 
finies [3], on sait que les solutions indéfiniment dérivables de l’équation (5) forment 
un sous-espace ü h qui coïncide avec son adhérence dans ®', c’est-à-dire f(x) € Qh. 
Donc toute solution continue de l’équation fonctionelle (1) est indéfiniment dérivable 
dans le sens habituel. Cela une fois connu, la solution de l’équation (1) ne présente 
plus de difficultés. Elle peut être faite par exemple par des opérations élémentaires 
sur le déterminant (1), [1].

( R e ç u  le  2 7  m a i  1 9 6 4 )
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ZUR ERWEITERUNG ALGEBRAISCHER 
STRUKTUREN DURCH RECHTSQUOTIENTENBILDUNG

Von
H. J. WE1NERT (Potsdam, DDR) 

( Vorgelegt von L. Rédei)

Es sei 91 eine Halbgruppe und n eine Unterhalbgruppe (zweiseitig) regulärer 
Elemente aus 9t. Unter einer Rechtsquotientenhalbgruppe S  =  Q /9Í, n) von 91 
nach n verstehen wir eine Oberhalbgruppe von 9t mit Einselement, in der jedes 
Element a£n ein Inverses ot_1 besitzt und deren Elemente als „Rechtsquotienten” 
na-1 mit a £ 9t und aCn dargestellt werden können. Bekanntlich existiert eine 
solche (dann bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) Rechtsquotientenhalbgruppe 
© =  D r(9t, n) genau dann, wenn die folgende Bedingung Qr(9t, n) erfüllt ist (vgl.
[1], [2]): Zu je zwei Elementen a £ 9t und a£n  gibt es Elemente / € 9t und A Ot mit 
ak =  а/.

In der vorliegenden Note ergänzen wir unsere Untersuchungen aus [2] durch 
folgende Aussage:

SaTZ. Es sei © =  Qr(9t, n) eine Rechtsquotientenhalbgruppe von 9t nach n und 
$  =  .Qr(S , s) eine Rechtsquotientenhalbgruppe von © nach einer Unterhalbgruppe 
§ von ©. Dann ist X auch schon als Rechtsquotientenhalbgruppe X  =  Or(9t, t) von 
9t zu gewinnen, wobei man für  t etwa die Halbgruppe derjenigen Elemente aus 9t 
nehmen kann, die in X ein Inverses besitzen.

Die Nacheinanderanwendung zweier Erweiterungen einer Halbgruppe 9t durch 
Rechtsquotientenbildung führt also aus der maximalen Rechtsquotientenhalbgruppe 
von 9t (vgl. [2], § 4, Satz 3) nicht heraus und damit zu nichts wesentlich Neuem. 
Dieses Ergebnis überträgt sich sofort auf die Erweiterung eines Halbringes bzw. 
eines Ringes 9t durch Rechtsquotientenbildung, da sich die entsprechend definierten 
Rechtsquotientenstrukturen O r(9t, n), wobei n ebenfalls Unterhalbgruppe der 
multiplikativen Halbgruppe 9t von 9t ist, nach [2], § 5 auf die Betrachtung der 
Rechtsquotientenhalbgruppe Q,(9t, n) und nachträgliche Fortsetzung der Addition 
von 9t auf Q r(9t, n) zurückführen lassen.

Es versteht sich, daß die analogen Aussagen bezüglich der Linksquotienten
bildung gelten. Auf die Verhältnisse bei der Nacheinanderanwendung von Rechts
und Linksquotientenerweiterungen wird in einer späteren Arbeit eingegangen werden.

Beweis des Satzes. Wir betrachten die Menge g derjenigen Elemente von  
© =  Q r(9t, n), die in X =  .Dr(S , §) ein Inverses besitzen; dann ist g ersichtlich Unter
halbgruppe von © und es gilt i£=iQr(@, 'S) (vgl. auch [2], §4, Satz 2). Zur Verein
fachung der Bezeichnung nehmen wir an, daß s selbst bereits diese zu X gehörige 
maximale „Nennerhalbgruppe” I  ist. Dann gilt natürlich ёЗ п , da ja die Elemente 
von n bereits in © invertierbar sind. Ist nun cy~ 1 ein beliebiges Element von §, 
so folgt aus auch c =  cy_1y£g.
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Weiter ist dann t =  öH91 die Halbgruppe der Elemente aus 9ч, die in Ж ein 
Inverses haben. Insbesondere gilt dann n £ t  und nach dem soeben Festgestellten 
folgt aus c y ~ l  stets c  £ i. Wir zeigen, daß t der Bedingung 0X31, t) genügt. Dazu 
seien а £  91 und t  £ t vorgegeben; nach ß , ( © ,  S )  gibt es wegen ci £  ©  und t f &  Elemente 
c y ~ l  £ g  und b ß _ 1 (1 ©  mit

а с у - 1  =  t b ß ~ l .

Auf 7 und ß  aus n wenden wir 0,(91, n) an und erhalten Elemente /£ 91 und /  £n, 
die y X  = ß l  erfüllen. Daraus folgt aber

a c X  —  t b l ,

wobei wie behauptet Z>/£91 und c € t, 1 € t, also с/.£ t gilt. Es existiert also die Rechts
quotientenhalbgruppe 0,(91, t)> die natürlich © =  0,(91, n) enthält. In ihr besitzen 
alle Elemente von t und damit sogar alle Elemente cy~1 von SO© ein Inverses. 
Weiter lassen sich alle Elemente von 0,(91, t) in der Form a t-1 mit a £ 31, 7 £ t schrei
ben; wegen 910©  und t О s ist also 0,(91, t) auch die (bis auf Isomorphie eindeutig 
bestimmte) Rechtsquotientenhalbgruppe von © nach S, d. h. es gilt

S= Q ,(@ , S) =0,(91, t).

PÄDAGOGISCHE HOCHSCHULE POTSDAM,
INSnTUT FÜR MATHEMATIK

(Eingegangen am 2. Juni 1964.)
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NOTES ON INTERPOLATION. IX
(APPROXIMATIVE REPRESENTATION OF FOURIER-TRANSFORM)

By
J. BALÁZS (Budapest) and P. TÚRÁN (Budapest), member of the Academy

1. The physicists are often interested in approximative expressions of Fourier- 
transform of functions which are only experimentally known. One encounters 
analogous problems in the calculus of probability in connection with stationary 
stochastic processes. We shall deal with these questions without loss of generality 
in one dimension only. We have to investigate approximative expressions for

Fix) =  J f ( t ) e Ut dt, 
о

if  f i t )  is given only by measurements at finitely many points tv, (v =  1 , 2 , . . . ,  n), 
otherwise we know only the continuity of f i t ) on [0 , °°), and the limes-relation

f i t )  =  0 ( e - « )

with some positive c > £  if t-*  =*=. We have to search for approximative expressions 
for

(1 .2) Ф(х, < p ) ^ f  <p(t)e~t+ixt dt
о

if  the function (pit) is known only for finitely many t =  t]v (SO) places:

(1 .3 ) 9’(»7v)=Jv =  given (v =  1 , 2, . . . ,  n)

(which we may choose as we wish), (pit) is continuous for and 

(1. 4) lim<js(f)e~Clt =  0
t -+ oo

with some positive cq To make it a meaningful problem some plausible requi
rements must be fulfilled. Denoting the approximative expression for Ф(х, 95) by 
Фп(х, cp) they are the following.

a) If (pit) = n kit) is a polynomial of degree Sfc, then for n > k  we have identically

Фп{х, щ) =  Ф(х, nk),

i. e. the approximative expression should be exact (Gauss—Jacobi-type postulate).
b) if  n -><», then

Ф„(х, (р)-*Ф ix, <p) 

uniformly on the whole real axis.
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Of course an explicit estimation of the error would be desirable but only from 
continuity and (1. 4) no such estimation can be derived.

2. It is plausible to choose as rjv points the cv (positive and simple) zeros o f  
the nth Laguerre-polynomial

(2. 1)
L*(x) =  ̂ e x( e -Xxny n\  

L U  0) =  1.

Denoting as usual the fundamental functions of the Lagrange-interpolation, by

L*{x)
(2. 2) lv(x) =

£ г ( « ( * - « 0
(v =  1, 2, . . . , r i ) ,

essential role will be played in this investigation by the expressions

(2. 3) ф,(х) =  ^ Л х ) =  f  ly{t)e~t+ixt d t .
0

As well-known (see [1], p. 97 with y  =  £v)

(n+ l ) Z ^ v)L*W  = 2 ’ L j g j L J W .
X £v j = 0

Further (the same page, replacing n by (n + 1) and x  by £v) we have

( n + l ) I * +1(fO = - iiI Í _ 1({v)
l. e.

({ ,)£ ?  ({ ,)/,(* ) =  2 1 L U ^ )L j(x ) .
J=о

Since (ibidem p. 98 with x  =  c v)

B i í - l ( { v )« ' ( { , )  =  —
we get 

(2.4) /v(x) = 1
£vir(£v)2 yTo

Z  LUZdLUx).

Putting it into (2. 3) we obtain

ФЛх) =  - J  * Z  bftf*)- f { L * ( t ) e ~ ‘}e ixt dt.
Sv-bn j  =  0 J

0
Using (2. 1) partial integration gives for the integral on the right the form

( -  ix)J(~
ji r - ( ixyf

e - ( l - ix)t . t j  d t
(1 - i x ) J+1

*
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and hence 

(2. 5) ФЛх)
1 1

ЫГ(Ь)2 ' ( 1  -ix)
П— 1
Z  Í - K f v )

These functions t//v(x) are once for all calculable. It would be desirable to find 
asymptotical formulae for them with reasonable error-term for large n’s uniformly 
in v.

3. Now we assert that
n

Фп(х, <f) = 2  <Р(ОФ*п(х)
V =  1

with ij/v„(x) from (2. 3) fulfil our stipulations a) and b).
Namely, if cp(t) =  nk(t), then for n > к we have, as well-known,

n
4 ( t )  =  2  0

v =  1

i. e. identically
n Í* n

Ф(х, nk) =  2 пк Ю  /  lv( t)e~ , + ixt dt =  2 n k ( £ v) ' l' vn ( x )  =  ф„(х, nk).
v  =  1  J  V = 1

. 0
Hence a) is fulfilled indeed.

In order to show that requirement b) is fulfilled we have to show that for arbitrary 
real x  and arbitrarily small s > 0  the inequality

|Ф„(х, <р)-Ф(х, 9>)|S£
holds, whenever n > n 0(s). With the notation

(3. 1) 2  9>(Év)í»(0 =  Ln(t, <p)
V = 1

we have

Фп(х, <р)-Ф(х,<р) =  f  {Ln(t,cf)-(p( t )}e- ,+ix,dt 
0

and hence by Cauchy’s inequality

\Фп(х, <р)-ф(х,<р)I2 =  f  {Ln(t, (р)-<р(1)}2е-<dt. 
0

Hence, if we succeed in proving

(3. 2) lim /  {Ln(t, <p)-y(t)}2e-‘dt = 0
П - . ~  Q

for the functions (1. 4), we will be ready with verifying b).

4. In proving (3. 2) we shall use also ideas of papers VI and VIII o f this series;, 
actually the problem of this note gave rise to paper VIII (see Egerváry—Tú r á n . 
[2], Balázs—Túrán  [3]).
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We shall use the following special case of a theorem of S. Bernstein.
If g(x) is continuous along the real axis and

(4. 1) lim \g(x)\e~cix2 =  0,

then for arbitrarily small 8 t > 0  and suitable polynomial n,(x) the inequality

(4.2) \ g ( x ) - n , ( x ) \ e - c'x2 S  £i 
holds.

With our cp(x) for х ё О  we consider g(x) =  <p(x2) on the whole real axis. From 
(1. 4) we see that (4. 1) is satisfied; hence from (4. 2) we have for a suitable poly
nomial я,(х) the inequality

(4.3) \(р(х2) - л , ( х ) \ е - с^2

on the real axis. Replacing x by ( — x) we get here also the inequality 

(4. 4) 1<р(х2) — я ,(— x)| e~c'x2 s  e1.

From (4. 3) and (4. 4) we get on the real axis the inequality

7Г,(х) +  7Г,(-х)(4. 5)

Since the polynomial

<p(x2) e~ClX S  a , .

2 {я,(х) +  я ,( -х )}

is even, it can be written as h(x2) where /;(/) is a polynomial; thus we obtained 
(replacing x 2 by x) that for arbitrarily small e ^ O  and suitable h(x) polynomial 
the inequality
(4.6) I99(x) — h(x)\e~ClX S  Ej 

holds for x^O .
Let the degree o f h(x) be к and n >  k. Then

(4.7) f  {Ln(t,<p)-<p(t)}2e - ‘dt =  f  {Ln(t, ( p - h ) - [ c p ( t ) -h ( t ) ] } 2e - ‘dt S  
0 0

^  2 { /  Ln(t, cp — h)2 е~г dt +  J  [<p(t)~ h(t)]2e~’ dt}  =  2 { h + I 2}. 
о 0

As to I2 (4. 6 ) gives at once

12  =  £2 f  e(2ci~X)t dt 
0 1 —2c I '(4. 8)
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As to It we have

h  =  2  f  W W e - ' d t ;
Д v o

owing to the well-known orthogonality of the /M(/)’s and (4. 6) this gives

(4.9) / lS sJ
A* = 1 0

Hence if the last sum does not exceed a bound, independent of n and ex, (3. 2) will 
be proved.

5. In order to prove this last assertion we consider the polynomial of degree 
==(2/2-1)

<5. 1) G „ W t f Í ^ 4 l - ^ ( r - y ! ' / , W 4  2 2 Cle 2 c , « , . ( * _ y /  (*)2. 
P = 1 l •‘-И (Сд) J Д — 1

As well-known (and easy to verify) we have

<?»(£„) =  e2ci4

Putting
G ' ( ^ ) = 2 Cle2c^ .

<5. 2) e2c‘*-G„(x) =  W„(x),

this gives
(5.3)
Obviously

fVa( Q = W ' ( ^ )  =  0.

(5 .4) lim JVn(x) =  + °o .
X-* + oo

If there exists a £ SO with IF„(iJ) < 0 , then IFn(x) would have at least (2n +  1) positive 
roots (counted according multiplicity). But then Rolle’s theorem would give that 
W(„2n\x )  would have a (positive) root and this contradicts to the fact that

Wn2n\ x )  =  (2c1)2ne2cix >0 .

Hence for т ё О  (even for all real x’s)

(5 .5) В Д ё О .

Multiplying by e~x and integrating over (0, °°) and taking in account that for 
^ =  1, 2, ..., n

oo oo

I \ x - f j l ß{ x y e -* d x  =  LJ (^ )2 J  ! ^ t i i { x ) e - ’ dx =  0 
0 0

/U t ) 2e - d t .
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we get that the sum in (4. 9) is

which completes the proof.
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KONVERGENZBESCHLEUNIGUNG 
BEI MONOTONEN VEKTORFOLGEN

Von
J. W. SCHMIDT (Dresden) 

(Vorgelegt von G. H a jós)

I. Problemstellung

A. Das Vorgehen zur Konvergenzverbesserung werde zuerst bei Zahlenfolgen 
erläutert. Gegeben seien die Folgen

xn =  x* +  aXn +  о (Я”), yn =  х* +  ЬГ +  о(Хп).

Sie konvergieren im Falle |A|«=1 linear gegen x*. Die hieraus gebildeten Zahlen
folgen

< 1. 1) un -- x„ + dnznn̂ n
Zn — 1 zn У п -

Z „ -  1 — Z n

mit r„ =  y„ — x„, dn =  xn — x„-1 und e„ =  у„ - i ~  у „ streben wesentlich schneller 
gegen x*, denn man bestätigt

w„ =  x* +  o(X”), v„ =  x * +  o (a").

Diese Konstruktion ist eine Abwandlung des mit einer Folge auskommenden ö2- 
Verfahrens von A itken  [1] (K ummer [5])

(1.2) и'л =  *„ +  d"dn—  = x * + o(X").
“ и - l  — “ n

B. Nach Schröder  [7], [8] kann man aus dem Bestehen der Ungleichungen

(1 .3) x C y, x s T +x + T _y +  s, T+y + T _x +  s S y

mit zwei Vektoren x und у die Existenz einer Lösung x* des linearen Gleichungs
systems (m Gleichungen mit m Unbekannten)

(1 .4) x =  Tx +  s 
und die Einschließung
(1. 5) x s x *  S y

folgern. Beginnt man die Iterationen

0 - 6 )  x„ + 1 =  T+x„ +  T-y„ +  s, y„+i =  T +y„+T -x„ +  s

mit den Vektoren x0 = x  und y0 = y , gilt darüberhinaus

(1. 7) X0S  ... S X nSX„ + 1 S  ... S x *  S  ... S y „ +1 S y „ s  ... s y 0.
Besitzt die Matrix T =  (tik) in jeder Zeile mindestens ein Element t ik^  0, so sind 
in (1. 5) und (1. 7) die strengen Ungleichungen erfüllt, wenn dies in der Voraus-
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Setzung (1.3) der Fall ist. (Verwendete Bezeichnungen: x = ( r i) S y  =  ( j i) bedeutet 
х ^ у г für die Komponenten x t und y t (/ =  1, x < y  bedeutet
( i = l ,  ...,m ), T + —(tik) mit tit =m ax {t ik, 0}, T ~ = (tä )  mit tü =m in  {t ik, 0}, 
|T |= ( |ie |), also T -  T + + T - ,  |T| =  T + - T - ;  T + ist isoton, T- antiton).

Man kann genau dann Folgen |x„} und {y„} angeben, für die (1. 7) gilt und 
die gegen x* konvergieren, wenn der Spektralradius ß(|T|) kleiner als eins ist. Die 
Hinlänglichkeit wurde in [6] durch Angabe von Startvektoren x0 und y0 nach
gewiesen.

C. Zum Beispiel bei der Diskretisierung von Randwertaufgaben treten viel
fach Systeme auf, für die {j(|T |)ä 1 ist, so daß die Konvergenz von (1.6) nicht 
befriedigt und ein Interesse an einer Konvergenzbeschleunigung besteht. Albrecht
[3] (s. auch Collatz [4]) entwickelte hierzu auf der Grundlage des ö2 -Verfahrens 
(1. 2) eine Methode, die im Falle von isotonem T =  T + und von antitonem T =  T~ 
anwendbar ist und die gleichzeitig eine einfache Fehlerabschätzung zuläßt.

In der vorliegenden Mitteilung wird von den Formeln (1. 1) ausgegangen, 
um zu einem konvergenzverbessernden Verfahren bei Vektorfolgen zu gelangen, 
welches zusätzlich eine Eingrenzung der Lösung gestattet. Es werden dazu 
Vektoren u„ und v„ ermittelt, welche die Lösung x* enger als x„ und y„ einschließen: 
x„ S  u„ ̂  x* ^  v„ ̂  y„. Die obigen Einschränkungen bezüglich T können fortfallen. 
Auch sind an die x„ und y„ keine zusätzlichen Voraussetzungen zu stellen. Dafür 
benötigt man beide Folgen.

Zur Bestimmung von u„ und v„ ist ein lineares Ungleichungssystem von 2m 
Ungleichungen mit zwei Unbekannten zu lösen. Es stimmt bis auf eine Transfor
mation mit dem überein, auf welches man bei der Ermittlung der Startvektoren x0 
und y0 geführt wird, so daß sich die in [6] aufgezeigten Möglichkeiten übertragen
lassen. Bei veränderter Beweismethode ergeben sich auch Erweiterungen.

Den Abschluß bilden numerische Beispiele.

eingeführt. T habe in jeder Zeile ein von Null verschiedenes Element, und in (1. 3) 
mögen die strengen Ungleichungen gelten. Dann folgen aus (1.6) und den ent
sprechend verschärften Ungleichungen (1.7) die Beziehungen

II. Herleitung des Verfahrens

A. Zur Abkürzung seien die Vektoren

(2. 1)

(2. 2)

und

Die in den Vektoren

(2.3) u„ + i =  x„+1+ a T +z„-/?T -z„ , v„+i =  У„ + 1 -/?T+z„ +  aT-z,
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auftretenden Zahlen oc und ß  sollen derart bestimmt werden, daß eine engere Ein
grenzung der Lösung als mit x„ + 1 und y„+1 erreicht wird. Hierzu bildet der folgende 
Satz die Grundlage.

Satz. Die Zahlen a und ß  mögen

1. nichtnegativ sein und
2. die Ungleichungen

(2.4) a(zn- T +z„) +  ßT-z„ rá d„+1, j3 (z ,-T +z,) +  aT-z„ S  e ,+ 1

erfüllen. Dann besitzt (1. 4) eine Lösung x*, für welche
(2-5) xn + 1^u„+1Ä X* Ä v n+1Äyn + 1
gilt.

Beweis. Aus der ersten Voraussetzung und T+z„&0, T _z„^fl ergeben sich 
unmittelbar die Ungleichungen x„+1s u ll+1,v I1 + 1s y ii+1. Mit dem Nachweis von 
(1. 3) für die Vektoren un + 1 und v„+1 folgt somit über (1. 5) die Behauptung. 

Durch Addition der Ungleichungen (2. 4) erhält man

(oc +  /5 )(z„ -T +z„ +  T-z„) =  ( a  +  ß ) ( d n + l  +e„ + 1) sí dn + 1 + e B+1,

also OSa +  ̂ S l  und daher über (a +  ß)zn + 1 =  (a +  ß )(T +zn — T~z„) S  y„+1 — xn + 1 
die erste der Ungleichungen (1.3) u„+1Sv„ + 1.

Wendet man auf die erste Ungleichung (2. 4) den isotonen Operator T + und 
auf die zweite den ebenfalls isotonen Operator — T_ an und addiert beide, kommt 
man zu

zT+z„ — яТ+ T+ z„ +  ß T + T_ z„ — jßT-  z„ +  ßT~ T+ z„ — otT- T _z„ S  

— T d„ + 1 —T e„ + 1 =  x„ + 2 —x„+1.

Diese Ungleichung stimmt, wie man nach geringen Umformungen sieht, mit

u„ + 1 =  T+u„+1+ T -v„  + 1+ s

überein. Ebenso bestätigt man die dritte der Forderungen (1. 3). Damit ist der 
Satz bereits bewiesen.

Man wird den Ansatz (2. 3) abändern in

(2.6) u„ + 1 =  x„+1+ a T +z - /J T -z , vn + 1 =  y„+1-/J T + z  +  aT-z,

falls ein Eigenvektor z=-0 zum dominanten Eigenwert y =  p (|T |)> 0  der (nicht
zerfallenden) Matrix |T| bekannt ist. Die Aussage des obigen Satzes bleibt dann 
erhalten, wenn die Ungleichungen (2. 4) durch

(2.7) oc(z —T+z) +  /?T~z =  d„ + 1, ß ( z — T_z) +  aT+z ^  e„+1

ersetzt werden und die Voraussetzung y < l  hinzukommt. Aus ihr folgt die Isotonie 
von |T|(jl — |T|)— 1, welche beim Übergang von (a +  jS)(z — |T|z) ^  zn —|T|zn zu 
(oc +  ß)  |T|z S  zn + 1 ausgenutzt wird. Dieser Schluß tritt beim Nachweis von u„ + 1^  
=  \ n+! auf; weiterer Ergänzungen bedarf der jetzige Beweis zur Aussage (2. 5) 
nicht.
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В. Zur Angabe einer Lösung von (2. 4) werden folgende Abkürzungen ein
geführt (z„ =  (zni), T - z„ =  (T~z„;,), usw.):

7i zn ,i -T +znil. -

^  = min )»£, v  :
i = 1

<7; =z 1 z ■ —T + z •Qn,l ^n , l x n,l
( 2 . 8)

und
(2. 9)

i= l,...,m

Wegen (2. 2) sind die Nenner von уг und u,- ungleich Null und gilt

(2.10) 0s<T(, о-<  1 (i =  l,
Aussage 1. Die Zahlen

(г =  1, w)

(2 . 11)
(x — v)ff „ , (x — vW

« =  * +  - , - ----- ß ,  — 1 — v +  —-J----
1 — er 1 — u

bilden eine Lösung des Ungleichungssystems (2. 4).

Der Beweis wird indirekt geführt. Für eine Komponente i sei 

« f e , r T +z J  +  ̂ T -z„iI>(i„+lii 

und für eine eventuell andere j  sei

ß(znj - T  + znj )  +  tx r -znJ >  e„ + w ,
also 

<2- 12)

und 

(2. 13)

|<A>,r ■T+zn>i) +  j (zn>l — T +zn i +  T z„ j)| x —

T -z .

(г„,г-Т  + г„ ; +  Т -г„ ;,.)[ v +  T -z nji>£/„ + 1;i

(zn .j~T +z„ J- +  T _ z„jJ)i xn’J ' 1 - f f

- 1(znj -  T + znJ) +  (znj  -  T+ znJ +  T -  z nJ)J V + znJ-  T + znJ > e n+1J.

Wegen (2. 2) und (2. 10) ist die eine geschweifte Klammer positiv,

z „ , i - T + z„>; +  — -  (z„>; -  T+ z „ >; + T - zB>i) > 0  (/ =  1, . . ., m),

während für die andere geschweifte Klammer über

ff ff; ff
1 — ff 1 — ff;’ 1 — ( (1 — fff) — ffi =  0

T ~ z « , i +  j 3 ^ ( 4 i - T +z n,i +  T 'z » , i ) 5 0  0' =  1, . . . ,m )
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folgt. Daher ist es zuläßig, in (2. 12) bzw. (2.13) у  und v durch y t bzw. y} zu ersetzen, 
womit sich dann unmittelbar ein Widerspruch ergibt:

und
( A , i - T +z„;i- T - z Mb i  +  T z„>; =  dn+lii >  dn + Ui

( z „ j - T +z „ j - T - z nJ ( - y j )  +  znj - T +znJ =  — dn + l j + z„j — T + z„j  +  T znJ =

e n  +  l , j  "*■ e n + l , j -

Zur Lösung des Systems (2. 7) hat man Überall z„ gegen z auszutauschen.
C. Daß die Vorschrift (2. 3) und (2. 11) eine Erweiterung von (1. 1) auf Vektor

folgen darstellt, erkennt man deutlich im Falle T =  T+. Dann sind (7 =  0,

а =  у. =  min d„+i,k—  >  q, ß =  l _  v =  mjn — en + i,k—  o,
k= 1....nt Zntk Zn+i'k n̂sfc n̂+l,fc

und die Vektoren u„ + 1 und vn+1, welche die Lösung entsprechend (2. 5) einschließen, 
lauten

(2.14) Mh+i ,í =  xn+Ui +  zn+Ui min _ d" + ' ,k— ,
k=l,...,m Zn k ^n+l,k

v n + i , i  =  У п + 1 , г ~ z n + i , i  min ~  ~ (z =  1, ..., tri) ,
к -  1 ......m Z „+ i  k

Diese Formeln weisen unmittelbar auf (1. 1) hin.

III. Ergänzungen

A. Im vorangehenden Abschnitt wurde mit (2. 11) eine einfach zu ermittelnde 
Lösung des Ungleichungssystems (2.4) angegeben. Sie wird außer für T =  T + im 
allgemeinen nicht die optimale Lösung sein. Zu deren Bestimmung soll jetzt ein 
iteratives Verfahren beschrieben werden.

Eine Lösung (a*, /?*) von (2. 4) wird im Hinblick auf (2. 3) optimal genannt, 
wenn für jede weitere Lösung (a, ß ) die Ungleichungen a ^ a *  und ß^Sß* folgen; 
man erhält dann u„(a, ß ) ^ u n(x*. ß*) und v„(a*, /?*)—U(a> ß). Es gibt höchstens 
eine optimale Lösung. Beginnend mit den Werten (2. 11) als a0 und ß0 wird in 
folgender Weise iteriert (zz fest):

(3. 1) min M — / ü - i T ~ z„,i
7 — T+ 7n̂,i A n̂,l ßn mm - м - а д - iT -

(ß — 1, 2, ...),

d. h. a„ bzw. ßß ist die größte Lösung des Systems

a (z „ -T +z„) S  dn + 1 - ^ _ 1T-z„ 

bei bekanntem ß„~1 bzw. des Systems

ß(z„-T+z„) =  e„+1- a iI_ 1T-z„

15 A cta M athem atica X VI/1 — 2
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bei bekanntem x/I_ l . Man bestätigt die Monotonie ^  txß , ßfl _ ( und (ocß , ßu) 
als eine Lösung des Gesamtsystems (2. 4). Weiterhin sind die Folgen {ад} und {ßß} 
wegen (2. 10) konvergent. Ihre Grenzwerte a* und ß * erfüllen das Gleichungs
system

(3.2) а =  min
i — 1 ,..., m

dn+i,j ßT znj  
z  • —T + z • ’•̂ n.I X n̂,l

ß =  min
i — 1 z . — T+z •

und damit auch alle Ungleichungen (2. 4). Wegen (2. 10) ist die Lösung von (3. 2) 
eindeutig. Es sei nun (a, ß) eine weitere Lösung von (2. 4). Ausgehend von diesen Wer
ten kann durch die Iteration (3. 1) eine Lösung (x, ß)  der Ungleichungen (2. 4) gewon
nen werden, die gleichzeitig den Gleichungen (3. 2) genügt und für die а Ша und ß  S  ß 
gilt, also erhält man wegen der eindeutigen Lösbarkeit von (3.2) x* = x ^ x  und 
ß * = ß ^ ß .  Somit besteht die

A ussage  2. Das Ungleichungssystem (2. 4) besitzt genau eine optimale Lösung 
(а*, /?*). Sie ergibt sich aus den Grenzwerten oc* =lim  xß und ß*  =lim ßß der Itera
tion (3. 1).

B. Das Vorgehen zur Konvergenzbeschleunigung beim Verfahren in Gesamt
schritten (1 .6) läßt sich auf die Iteration in Einzelschritten (Albrecht [2]) über
tragen. Besonders übersichtlich kann dies mit einer in [2] benutzten Methode ge
schehen, so daß auf eine explizite Angabe der Ergebnisse verzichtet werden kann.

C. Schließlich sei erwähnt, daß sich die Iteration (3. 1) auf Ungleichungs
systeme mit mehr als zwei Unbekannten

(3.3) y -S iY S C ; =

(c;, у /-dimensionale Vektoren, S, ^ 0 r-reihige Matrizen) erweitern läßt. Es 
gibt genau eine optimale Lösung y*, und die Iteration

Уд =  min (Ci +  SfY ^i) ( / (= 1 ,2 , . . . )
i =

konvergiert gegen sie, d. h. y* =  lim уд, wenn wie in (2. 4) wegen (2. 10) die Spek
tralradien von Sj (i =  l, .... m) kleiner als eins sind. Ein Anfangsvektor y0 kann bei 
dem Ansatz daß seine Komponenten alle gleich sind, leicht gefunden werden.

Ein in у isotones Funktional nimmt bei den Nebenbedingungen (3. 3) für 
y* sein Maximum an.

IV. Numerische Beispiele

A. Zur Vorführung der Konvergenzverbesserung wird ein System (1. 4) von 
einer sehr geringen Anzahl von Unbekannten benutzt. Das Verfahren wurde auch 
an umfangreicheren Systemen überprüft. Es seien

' 0 0,5 -o,r 0,6'
T = 0,4 0 0,4 , s = 0,2

_ 0  2 U o , o ,i,
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Da e(|T|) recht nahe bei eins liegt, konvergiert die Iteration (1. 6) langsam. Geeig
nete Startvektoren x0 und y0 erhält man nach [6] mit dem Gewichtsvektor z:

'2,352' '3,747' 0.7'

X0 =  — 3,360
4,704

» Уо = 5,352
7,493.

, z = 1,0
1,4

Die erzielten Verbesserungen u„ und v„ nach Aussage 1 (2. 11) bzw. u* und vjj nach 
Aussage 2 sind der Tabelle zu entnehmen.

» 2 3 5 11 51

Хп|Уп -1 ,8 2 9 3,746 -1 ,3 5 7 3,382 -1,098 3,094 -0 ,585 2,580 0,315 1,681 0,99742 1,00256
-2 ,6 2 2 4,696 -2 ,2 7 0 4,282 -1 ,756 3,806 -1 ,095 3,126 0,086 1,923 0,99653 1,00349
-4 ,3 4 5 6,458 -3 ,5 3 3 5,631 -3,073 5,081 -2 ,0 7 7 4,074 -0 ,3 2 9 2,322 0,99499 1,00497

UnlVn -1 ,8 2 6 3,742 0,488 1,480 0,689 1,316 0,779 1,231 0,902 1,104 0,99962 1,00043
-2 ,6 1 8 4,690 0,247 1,620 0,618 1,451 0,731 1,334 0,881 1,153 0,99954 1,00060
-4 ,3 3 9 6,449 0,012 1,932 0,405 1,625 0,648 1,457 0,814 1,207 0,99928 1,00081
- X l ~У1 ~X13 ~У13 ~X17 — У16 ~  X20 ~У19 ~X25 ~  У24 ~X65 — У64

0 0 11 11 14 13 15 14 14 13 14 13

u*|v* -0 ,7 6 6 2,874 0,810 1,284 0,876 1,090 0,912 1,069 0,961 1,033 0,99985 1,00013
-1 ,1 3 0 3,649 0,742 1,340 0,846 1,130 0,894 1,104 0,953 1,056 0,99982 1,00021
-2 ,2 1 6 4,838 0,667 1,505 0,755 1,171 0,830 1,133 0,923 1,064 0,99970 1,00026
ÄX4 ~У4 ~X20 ~  У19 ~X23 — У24 ~X26 ~У27 ~X32 -У32 «X72 ~У72

3 3 18 17 20 21 21 22 21 21 21 21

Die letzte Zeile bei u„[v„ und u*|v* gibt die Zahl der eingesparten Schritte 
an; der Gewinn an Iterationsschritten wächst also anfangs, so daß es nicht sinnvoll 
ist, bei der endgültigen Anordnung der Rechnung nach jedem Schritt eine Konver
genzverbesserung durchzuführen. Dies wird jeweils nach einer bestimmten, vom 
speziellen System abhängenden Zahl von Schritten geschehen. Im vorliegenden 
Beispiel wir man etwa nach jedem dritten Schritt eine Konvergenzverbesserung 
einschieben. Im Falle T =  T + nimmt der Gewinn an Iterationsschritten im all
gemeinen ständig zu.

Die Zahl der Rechenoperationen zur Bestimmung von x„ und y„ ist proportio
nal m2. D ie anschließende Berechnung von u„ und v„ läßt sich so durchführen, daß 
für sie diese Zahl nur proportional m ist, wenn auch mit einem größeren Proportio
nalitätsfaktor. (m Zahl der Reihen von T.)

B. Das beschriebene Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung läßt sich un
mittelbar auf lineare Integralgleichungen

b

x{t)  =  f j ( t ,  t) x (t)d i  +  s (0  (aS itSb)
b

erweitern, da nach Schröder  [8] die in I genannten Einschließungen z. B. bei 
stetigen Kernen ebenfalls gelten. Die Extrema in (2. 9), (3. 1) und (3. 2) sind jetzt 
bezüglich des Arguments t zu bilden.

Die Randwertaufgabe
— x" =  t 2x — 0 ,5 x +  1, x{+  1) =  0

15*
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läßt sich mit Hilfe der Greenschen Funktion G zu — x" und zu den genannten Rand
bedingungen als Integralgleichung

+  i  + i

x { t )  =  J G(t, x){x2x(x) — 0,5x (t)} dx +  J G{t,x)dx
- l  - l

darstellen. Die sich somit ergebenden Iterationen (1.6) können wieder als Diffe
rentialgleichungen geschrieben werden. Wegen G ( t ,x )^ 0  lauten sie

— Xn+i =  t 2x„ — 0,5у„+ 1, xn+i ( ±  1) =  0;

-y'n+i =  t 2y n — 0,5x„ +  1, Уп+i  ( i  1) — 0.
.Auch die Bedeutung von T+ und T~ liest man aus der Integralgleichung ab.

Im Falle der Startfunktionen

x0 = - k ( l - t 2), y 0 =  k ( l - t 2), к fe i

«erhält man durch Lösen einfacher Differentialgleichungen

T+x0(i) =  - k 1—(!)- ( 3  +  3 t2 - 2 t 4), 

T -J 0(t) =  -  к  ^— -(12,5- 2 , 5 t 2),

T +F o(0  = k l- ^ ( 3  +  3 t2 - 2 t %

T - x 0(t) =  к  (12,5 — 2,5t2),

s ( t )  =  ^ (1  - t 2)

iund somit die Funktionen

jcj(0  =  (1 5 -7 ,7 5 k -0 ,2 5 k f2 + k t4),

y t (t) =  Ц ^ ( 1 5  +  7,75к +  0,25кг2 - к г 4),

welche z. B. für jedes k ^ l  die Lösung x* der Randwertaufgabe einschließen.
Zur Konvergenzverbesserung sind die Funktionen z0 =  y 0 — x 0, T ±z0 =  

=  T ±y 0 — T±x0 und d l =  Xi •— Xq zu errechnen. Über (2.9) und (2. 11) ergeben 
sich danach

- T - Z q (O) =  ^ 5  

zo(b ) -T + z o(0) 114 •

und

_  (0) — T ~ ro(0) ___  =  1 30
z0( 0 ) - T + z0( 0 ) - T -z 0(0) 2 139k ’

_  di (1) — T~ z0(l) 30
z0( l ) - T + z0( l ) - T - z 0(l)  2 ' 132k

ci. =  0,5 + 0,2126 ß =  0,5 —
0,2305

к к
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Die hiermit entsprechend (2. 3) ermittelten Funktionen

щ ( 0  =  ^ -^ -(12 ,7566  +  l,2141i2-0 ,4252t4)

Vl(t) =  (13,0340+1,2230i2 7  0,4610i4)

sind wesentlich bessere Schranken für x* als x, und y 1. Der Quotient der Ver
besserung

F i( 0 ) - ^ ( 0 )
®i(0) —И!(0)

kann mit к  sogar beliebig groß gemacht werden.

=  5 6k
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Einleitung
I

L. K almár hat meine Aufmerksamkeit auf das folgende Problem gelenkt, 
das auch mit seinen Untersuchungen sowohl über die formelgesteuerten Rechenauto
maten, als auch über die qualitative Informationstheorie zusammenhängt, aber in 
den letzten Jahren auch auf anderen verschiedenen Gebieten, auch in der mathe
matischen Linguistik, besonders bei der automatischen Übersetzung, eine wichtige 
Rolle erhalten hat.1

Es handelt sich dabei um Funktionen, welche gewisse Zeichenreihen in andere 
übertragen. Genauer sind diese Zeichenreihen „Worte”, d. h. Elemente einer „Worte
menge” über einem gegebenen, endlichen „Alphabet” (das bedeutet eine endliche 
Menge beliebiger Zeichen, die „Buchstaben” genannt werden), welche aus dem 
mit „Л” bezeichneten „leeren Wort” ausgehend durch endlichmalige Anknüpfung 
je eines Buchstaben entstehen. Bei der „Berechnung” der aufeinanderfolgenden 
Zeichen eines Funktionswertes werden die einzelnen Zeichen der Argumente in 
Betracht gezogen. Es ist unbequem unter diesen Zeichen hin und her zu laufen, 
darum ist es erwünscht ein „sequenzielles” Berechnungsverfahren zu suchen, wobei 
die Zeichen der Argumente der Reihe nach herangezogen werden, und nie zu einem 
früher betrachteten zurückzukehren ist. Offenbar gelingt das nicht ohne weiteres 
für beliebige Wortfunktionen. Doch ein gewisses Hilfsmittel: die Verwendung von 
„Kellerspeichern” kann uns dazu verhelfen.

Ein Kellerspeicher ist ein Speicher, in welchen Buchstaben des Alphabets, 
eventuell auch einige andere „Hilfsbuchstaben” gesetzt werden können; und diese 
können davon wieder herausgenommen werden, auch so, daß der betreffende Buch
stabe dort gestrichen wird, aber auch so, daß der herausgenommene Buchstabe 
auch darin bestehen bleibt (als ob nur ein „Abzug” davon herausgenommen würde); 
mit den folgenden Vorschriften: Durch Einsetzen eines Buchstaben werden alle 
im Kellerspeicher bereits enthaltenen Buchstaben- um einen Platz tiefer gedrückt, 
und es kann immer nur der oberste (zuletzt hineingesteckte) Buchstabe davon 
herausgenommen werden. Wird davon ein Buchstabe bei Streichung herausge
nommen, dann erheben sich alle anderen im Kellerspeicher enthaltenen Buchstaben

1 Siehe z. B. die Arbeit mit hinzugefügter Bibliographie: A. G. O e t t in g e r , Automatic syntactic 
analysis and the pushdown store, Proceedings of Symposia in applied Mathematics, 12 (1961), 
S. 104 — 129.
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„elastisch” um einen Platz. Was bei einem Schritt der Berechnung des Funktions
wertes getan werden soll, kann außer dem eben betrachteten Zeichen des Argumen
tes auch von den obersten Zeichen der Kellerspeicher (von den „Gipfelzeichen”) 
abhängen.

Natürlich können dabei nur Kellerspeicher festgesetzter Anzahl verwendet 
werden, da sonst bei jeder Stelle jeder Buchstabe der Argumente in je einen Keller
speicher gesetzt werden könnte, und so stets zur Verfügung stehen würde, also 
jede Berechnungsart der Funktionswerte trivialerweise sequenziell wäre.

In der Literatur1 wurden zu vielen speziellen Zwecken immer ad hoc Methoden 
für sequenziellen Berechnungen mit Hilfe von Kellerspeichern angegeben; und es 
wurde erwünscht, eine in möglichts großer Allgemeinheit gebrauchbare Methode 
zu finden.

In vorliegender Arbeit gebe ich eine solche allgemeine Methode zur sequenziellen 
Berechnung jeder primitiv- und sogar jeder partiell-rekursiven Wortfunktion (bei 
endlichem Alphabet) an; ich zeige auch umgekehrt, daß alle mit Hilfe von Kellerspei
chern einer festgesetzten Anzahl sequenziell berechenbaren Wortfunktionen (bei 
beliebigem Alphabet) in einer (mit Hilfsbuchstaben erweiterten) Wortemenge partiell
rekursiv sind.

Als Korollar ergibt sich daraus, daß auch jene gegenseitige Übersetzungen 
der verschiedenen Formen der Ausdrücke, deren Primitiv-Rekursivität ich in ver
schiedenen Arbeiten bewiesen habe,2 mit Hilfe von Kellerspeichern sequenziell 
durchgeführt werden können.

Die Grundidee ist sehr einfach: die Benutzung von Kellerspeichern macht 
jedes Hin- und Herlaufen unter den Buchstaben der Argumente möglich, ohne 
den sequenziellen Charakter der Berechnung zu stören. Es können ja alle Buch
staben der Argumente in einen Kellerspeicher gegossen werden, wo man sie bis 
zum Schluß aufbewahrt; braucht man bei der Berechnung einen gewissen Buch
staben aus diesen, so können daraus die darüber stehenden Buchstaben in einen 
anderen Kellerspeicher gegossen, und nach getaner Arbeit wieder zurückgegossen 
werden. Dasselbe kann auch mit Zwischenwerten der Berechnung getan werden, 
zu welchen man bei Rekursionen ja oft zurückgreifen muß.

Auf die Reduktion der Anzahl der zur Berechnung der rekursiven Funktionen 
nötigen Kellerspeicher auf eine feste Mindestanzahl, was auf Kosten der Anzahl 
der Stadien und der Berechnungsschritte jedenfalls möglich ist, gehe ich in dieser 
Arbeit nicht ein.*

II

Hier zähle ich auf, was ich aus der Theorie der rekursiven Wortfunktionen 
verwenden werde.3

2 R. P é t e r , Über die Rekurzivität einiger Übersetzungs-Transformationen, Publications of 
the Math. Inst, of the Hungarian Acad, of Sciences, 7 (1962), I. Mitteilung S. 69 — 78, II. Mitteilung 
S. 373—384; R. P é t e r , Über die Primitiv-Rekursivität einiger den Aufbau von Formeln charak
terisierenden Wortfunktionen, diese Acta, 14 (1963), S. 149 — 172.

* Zusatz bei der Korrektur: Inzwischen hat J. U r b a n  bewiesen, daß man sich immer auf 
Systeme mit 3 Speichern beschränken kann.

3 Siehe R. P é t e r , Über die Verallgemeinerung der Theorie der rekursiven Funktionen für 
abstrakte Mengen geeigneter Struktur als Definitionsbereiche, diese Acta, I. Teil 12 (1961), S. 271 — 
314; II. Teil 13 (1962), S. 1—24; Berichtigungen dazu in der in Fußnote2 zuletzt zitierten Arbeit.
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In einer Wortemenge MA über einem beliebigen Alphabet A gelten als 

Ausgangsfunktionen: bei beliebigem natürlichen Zahl n die Leerfunktion:

wo b ein beliebiges Element des Alphabets ist.
Aus diesen entstehen sämtliche primitiv-rekursive Funktionen der Wortemenge; 

durch eine endliche Kette von Substitutionen der Form:

bereits als primitiv-rekursiv erkannte Funktionen sind; und von primitiven Rekur
sionen der Form:

wo n eine beliebige natürliche Zahl, g (x 1; ..., x„) und gb(xt , xn, x, y lt  y 2) für 
jedes b £ A  bereits als primitiv-rekursiv erkannte Funktionen sind; ferner ist die 
Bedeutung der Funktion ~xx  — womit zugleich ich auch eine Funktion x ~ 1 angebe 
(in der Definition (R) kann nämlich x als (xb)-1 aufgefasst werden):

(die für n =  l natürlich beide Л bedeuten), wo b l , ..., bn beliebige Elemente des 
Alphabets sind. Sowohl x _1, als auch -1x sind primitiv-rekursiv in M A.

Die charakteristische Funktion/B( x , , ..., x„) einer Wortbeziehung B(x1, ..., x„) 
kann etwa durch

definiert werden, wobei b0 ein beliebig festgesetztes Element des Alphabets ist; 
und В wird dann eine in MA primitiv-rekursive Beziehung genannt, wenn f B eine 
in MA primitiv-rekursive Funktion ist.

Der festgesetzte Buchstabe b0 kann auch dazu verwendet werden, daß man 
die natürlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, ... der Reihe nach mit

/ ( x i ,  x„) =  A
und die Identitätsfunktionen:

/ ( X i ,  X j , ..., X„) X j  О 1, 2, ..., Al),

ferner die „Nachfolgerfunktionen” :
J\x)  =  xb,

(S) / ( x l5 . . . ,x B) = g ( g 1(x1, ...,x„), . . . ,g m(x1, . . . ,x nj),

wo m und n beliebige natürliche Zahlen, ferner

g f x ^  ...,x„), . . . ,g m(xt , ...,x„) und g (x j , ..., xm)

(R )
/ ( x i ,  •••, xn, A )= g (X i ,  x„)

/ ( x l5 ...,x„, x b )= g b(xu . . . ,x n, x , f ( x u ...,x„, x ) , / ( x l5 ...,x„, ~1(xb))),

Л _ 1 =  Л _1Л =  Л

und für eine von 0 verschiedene natürliche Zahl n

( ^ . . A ) - 1 =  - \ b i ...bn) =  b2...b,

/в (х  1 , ■■■,X„
Л, falls В (x i , ..., x„) 
b0 sonst

А, Ьо, Ь0Ь0, b0b0bo, ...
identifiziert.
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Damit kann auch die „Ordnung” о (л:) von x, d. h. die Anzahl der Buchstaben 
des Wortes x, als in M A primitiv-rekursive Funktion definiert werden.

Auch die Beziehung N(x): „eine natürliche Zahl zu sein” ist primitiv-rekursiv 
in MA.

Auf der rechten Seite der Definition von f ( x l , x„, xb) in (R) treten 
/ ( x 1; ..., x„. (xb)~1) und f ( x t , ..., x„," 1 (xb)) auf. Hier können (xb)"1 und “ ‘(xb) 
als die „unmittelbaren Vorgänger” von xb betrachtet werden. Als sämtliche Vor
gänger eines Wortes gelten — außer Л — seine zusammenhängende Bestandteile. 
Z. B. sind die Vorgänger des Wortes x =  b lb2b3 (mit b3, b2, b3 £A) in einer zweck
mäßigen Reihenfolge:

Л, bl, b2, b xb2, b3, b2b3, bjb2b3 = x .

Daß у  ein Vorgänger von x ist, wird mit j ^ x  bezeichnet; diese Beziehung ist 
primitiv-rekursiv in M A.

Auch die Funktion b(x), durch welche ich hier den letzten Buchstaben von x 
bezeichnen werde, ferner die konstanten Worte, und das Aneinanderknüpfen end- 
lichvieler Worte sind in MA primitiv-rekursiv.

Zu den in M A primitiv-rekursiven Beziehungen gehört auch die Gleichheit 
x  =  y  zweier Worte, ferner sind zusammen mit und B2 auch ihre aussagen
logischen Verknüpfungen: Bl & B2 („und”), Ő, V B2 („oder”), "] ß, („nicht”) pri
mitiv-rekursiv in M A.

Es wird oft benutzt, daß die endliche Fallunterscheidung eine primitiv-rekursive 
Operation ist, d. h .: Zusammen mit den Funktionen f j (x 3, ..., x„) ( j =  1, 2, ..., m + 1) 
und solcher Beziehungen Bj{xl , ... ,  x„) ( /  =  1, 2, m), von welchen an jeder
Stelle nur eine bestehen kann, ist auch die Funktion

' / l ( * l >  •• .,x„), falls Bi ( * i . • x„)

fm(Xl ,  .. ., x„), falls B , n  ( - ^ l  J • , x n)
J m + l ( * l ...,x„) sonst

primitiv-rekursiv in M A.
Es wird ferner benutzt, daß in M A jeder endlichen Wortefolge x 0, x l5 ...,x„  

ein Wort c„(x0, x l , ..., x„) zugeordnet werden kann, das bei festem n eine primitiv
rekursive Funktion der Glieder der Folge ist, welche aus ihm mit Hilfe der ebenfalls 
primitiv-rekursiven Funktion kj(x) wie folgt zurückerhalten werden können: für 

7 = 0 , 1, 2 , .. .,  n gilt
kj(cn(x0, X j, . . . , x n) ) = X j .

Ich gehe auch auf in MA primitiv-rekursive unendliche Folgen ein.
Eine primitiv-rekursive Funktion m(x) (welche neben x auch von Parametern 

abhängig sein kann) soll eine primitiv-rekursive Folge genannt, und auch mit uo(x) 
bezeichnet werden, wenn sie nur von der Ordnung von x abhängt (also keine von 
den Gliedern der Folge

u0, иi ,  u2, ...

verschiedene Werte annimmt). Die aus den Gliedern dieser Folge bestehende Menge 
soll mit U bezeichnet werden.



ÜBER DIE REKURSIVEN W ORTFUNKTIONEN 235

Man erhält nun sämtliche partiell-rekursive Funktionen der Wortmenge MA 
aus den Ausgangsfunktionen, wenn man zu den Bildungsschemata (S) und (R) 
auch das Schema der ,,/t-Operation” :

'(fi) f ( x i ,  =  4u[g(x i ,  - , x n,ü) =  Л]

hinzunimmt, wo n eine beliebige natürliche Zahl, U die Menge der Glieder einer 
primitiv-rekursiven Folge uo(x) (welche auch von x t , ..., x„ abhängig sein kann4) 
und g (x i , x„, x) eine primitiv-rekursive Funktion in M A ist; ferner die rechte
Seite den Wert ut mit dem kleinsten i bedeutet, für den g (x lt  ■ ■■, хл, м;) =  Л gilt, 
falls es überhaupt solche Elemente von U existieren, und sonst Undefiniert ist.

Beschränkt man sich auf solche g (x 1, . . . ,x n,x)  und uoix), für welche der Fall 
der Undefiniertheit an keiner Stelle vorkommt, so gelangt man zur Klasse der in 
MA allgemein-rekursiven Funktionen.

§ 1. Bezeichnungen

Wenn nichts anderes gesagt wird, werden die Funktionen, um die es sich 
handelt, in einer Wortemenge MA über einem endlichen Alphabet A definiert, dessen 
Elemente, die „Buchstaben”, mit b bezeichnet werden (auch mit Indizes versehen).

Übereinkommen der kürzeren Redeweise halber: nehmen wir an, daß am 
Grund jedes Kellerspeichers das Zeichen L  (die „Leere”) ist; so ist das Gipfelzeichen 
jedes leeren Kellerspeichers L. Ferner, falls ein Zeichen gestrichen wird, dann sagen 
wir, daß dafür / gesetzt wird; und als Gipfelzeichen eines beliebigen Speichers wird 
das von oben aus erste darin enthaltene von I verschiedene Zeichen betrachtet. 
Natürlich darf dann weder L noch / unter den Elementen des Alphabets A Vor
kommen. Diese Hilfszeichen sind zu unterscheiden von „Л ”, das ausgeschrieben 
und in gleicher Weise wie Zeichen des Alphabets behandelt werden muß (im Ergeb
nis aber natürlich als etwas nicht vorhandenes zu betrachten ist); es kann ja Vor
kommen, daß in der Berechnung ein Zwischenwert gleich Л ist, und damit hat 
man genau so zu verfahren, wie mit den anderen Zwischenwerten.

Statt von unten nach oben werde ich die in einem Kellerspeicher enthaltenen 
Zeichen von links nach rechts aufzeichnen.

Unter den Kellerspeichern, die zur Berechnung einer Funktion dienen, wird 
immer auch ein ausgezeichnetes (mit I bezeichnetes) „Input”, und ein ausgezeich
netes (mit О bezeichnetes) „Output” Vorkommen. Alle Speicher werden durch 
große Buchstaben bezeichnet, und ihr momentanes Gipfelzeichen mit dem ent
sprechenden kleinen Buchstaben (so ist z. B. i das momentane Gipfelzeichen von I).

Die Berechnung des Wertes einer Funktion f ( x l , ..., x„) in MA für Argumente

b l , l ‘"bl,ai ’ ’“ n̂,an

wird immer damit beginnen, daß diese Argumentzeichenkette von rechts nach 
links, Zeichen für Zeichen (auch das Komma, das ebenfalls kein Element von А 
sein darf, als ein Zeichen betrachtet) in I gegossen wird, so daß am Anfang der

4 Das wurde zwar in meiner in Fußnote3 zitierten Arbeit nicht hervorgehoben, aber der dortige 
Beweis geht ohne weiteres auch in diesem Fall.
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Inhalt von I (nach L)
b n ,a„---b n , 1) •••>

und von allen anderen Speichern L  ist. Zum Schluß wird in О nach dem L der 
Funktionswert an dieser Stelle als eine Kette aus Elementen von A und Л erscheinen, 
die ich symbolisch durch

: . ,Ь п>1...Ьп>ау ’

bezeichnen werde; in allen anderen Speichern wird L  stehen. I und О werden dadurch 
ausgezeichnet, daß in I nichts hineingetan, aus О nichts herausgenommen wird; 
sie behalten aber diese ausgezeichnete Rolle nicht, wenn das /-berechnende Keller
speichersystem als ein Hilfsmittel zur Berechnung einer anderen Funktion (als 
„Unterprogramm”) verwendet wird.

Das Berechnungsverfahren verläuft in einzelnen „Stadien”, die mit q (mit 
Indizes) bezeichnet werden. Es beginnt nach der Eintragung der Argumente in I 
mit dem Stadium q l (eventuell auch mit oberem Index versehen); und endet mit 
einem Stadium, das nur „Stop” verlangt.

Was in einem Moment des Berechnens zu tun ist, hängt vom momentanen 
Stadium und von den momentanen Gipfelzeichen der Speicher ab. Von diesen 
abhängig werden neue Gipfelzeichen und ein neues Stadium eingestellt (die nicht 
notwendig abweichen von den früheren). Bei der kurzen Andeutung eines Berech
nungsschrittes werde ich nur die dabei berührten Gipfelzeichen angeben. Daß 
man z. B. in einem Stadium q,, falls das Gipfelzeichen eines Speichers К nicht L 
ist, das Gipfelzeichen von I dort zu streichen, in К  zu übertragen, und auf das. 
Stadium q,. zu übergehen hat, das werde ich kurz wie folgt andeuten:

qt(k  5  ̂L)\(i -* K )q ,. .

Daß dasselbe mit Beibehaltung von i in I geschehen soll, das werde ich mit

q ü c * L W - ~ W  +  K )q t.

andeuten. Sollte i nur gestrichen, und nirgends übertragen werden, das wird durch

( / - 0
angedeutet (wodurch — wie gesagt — nicht / zum Gipfelzeichen von I wird). Außer 
den Gipfelzeichen und I können auch Buchstaben des Alphabets, oder das Komma, 
oder Л in einen Speicher eingetragen werden, was z. B. mit

( , - K )
angedeutet werden kann.

Ein Strich über eine Zeichenkette hat folgende Bedeutung:

..b%b*1

wobei die Zeichen b* (mit Indizes) Buchstaben oder Hilfszeichen sind; und ent
sprechend bedeutet

die Zeichenkette, die durch Umkehrung der Zeichenkette entsteht, welche den Wert 
der Funktion /  an der Stelle x  angibt.
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§ 2. Sequenzielle Berechnung der Ausgangsfunktionen

Die sequenzielle Berechnung der in Einleitung II angegebenen Ausgangs
funktionen benötigt außer I und О keinen Kellerspeicher.

Zur Berechnung von
/(*i> •••, x„) =  A

genügen zwei Stadien, q1 und q2 ; das Berechnen beginnt mit с/,, und besteht aus 
folgenden Schritten:

? i0 v z . ) | ( / - 0 ?i
q1(i =  L)\(A -* 0 )q 2 

q2\ Stop!

Dasselbe gilt für die Berechnung von

f ( x )= x b ,

aber natürlich mit anderem qy. Die Berechnungsschritte sind hier:

í i Ov i ^Kí - O ) ^  
q1(i =  L)\(b-~0)q2 

q2\ Stop!
Die Berechnung von

/ (* ! ,  . . . , x n) =  Xj 0  =  1,2, ...,n)

ist schon etwas umständlicher; benötigt aber außer I und О ebenfalls keinen Keller
speicher. Hier gibt es Stadien q, für t =  1 ,2 , 1 (für j =  1 fallen diese freilich
aus), mit der Wirkung:

■dann q j ,q j+1 und qJ+2, mit der Wirkung:

qj(i7í ,)\(i-+o)qJ

qj+Á i^L )\(l-* i)q j+l 

qj+ i(i=L)\q j+2 
qj+2 1 stop!

(Für j  =  n ist qj + 1  natürlich überflüssig: für i — L kann man von qn gleich auf 
„Stop” übergehen.)

§ 3. Die Vererbung der sequenziellen Berechenbarkeit bei Substitution

Wir gehen aus einer Definition (S) der Einleitung II aus, also aus 

(S) / O l ,  •••,*„) =S(£l(*l>  •••,*„), ■■;Xn)),
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wobei die Funktionen

S f a l  , • ■ ■ , x m) ,  g l ( - M  , ■ • x n),  • • • ,  S m f a l  s • • ■ j * „ )

bereits durch endliche Kellerspeichersysteme sequenziell berechnet werden können, 
welche der Reihe nach mit den Input-Speichern

lg, igi, • ••> Jgrn

beginnen, und mit den Output-Speichern

endigen, welche bei der Berechnung der Werte von /  aber als gewöhnliche Keller
speicher wirken werden. Außer diesen — von welchen 0 9 mit О identifiziert werden 
kann — wird aber neben I noch ein Kellerspeicher I notwendig sein, da die Argu
mente nach einander in I9l, IlJm eingetragen werden, und deshalb inzwischen 
aufbewahrt werden müssen. (Die Bezeichnung I weist darauf hin, das in diesen 
Speicher die Zeichen von I in verkehrter Reihenfolge hineinkommen.)

Für Argumente
•*1  — b i , i ‘ . - b i , „ i ,  Х п —  Ь „ , 1 - - - Ь п „п

(wobei jedes der Indizes a auch 0 sein kann, was ein Argument Л bedeutet) ist 
der Inhalt von I zu Beginn (abgesehen vom untersten Zeichen L, das ich nur bei 
leeren Speichern ausschreiben werde):

bn,a„---bn, 1> •••> •

Es kommt nach Ausführung der ersten Berechnungsschritte:

tfiOVZOlO'-*!)?!

q 1(i =  L)\q2,

durch welche I entleert wird,

^1,1 — ̂ l,ai, ■•■bn,a„

das ich kurz mit s bezeichnen werde, in I.
Mit dieser Bezeichnung lautet unsere Aufgabe: f(s)  zu berechnen. Zu diesem 

Zweck soll í  — wieder umgekehrt — in I91 kommen, aber falls 1 ist, auch in 
I aufbewahrt werden, was nur durch vorläufiges Eingießen in einen Speicher und 
Zurückgießen geschehen kann. (Eine solche Forderung wird in den weiteren oft 
Vorkommen, und immer ähnlich wie hier erledigt werden.) Doch falls m ^ 1 ist, 
steht dafür auch l gi zur Verfügung, so daß kein weiterer Kellerspeicher aufzuneh
men ist. Also, wenn m =  l ist, dann sind die weiteren Schritte der Berechnung:

q2( i ^  L ) \ ( i ~ l gi)q 2 

q2( i  =  L)\Qgi,
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durch welche I entleert wird, uns s in I9l kommt, wonach mit den durch Qgi ange
deuteten (nach Annahme) bereits bekannten Schritten der Wert von g l an dieser 
Stelle berechnet wird.5

Ist aber m >  1, so geschieht die Füllung von I9l und I02 parallel durch die fol
genden Schritte:

92( i V L ) | ( / - i ) ( z - I e> 3

Was nun bei q2(i =  L) geschehen soll, das hängt davon ab, ob m =  2 oder 2 ist. 
Ist m =  2, dann sind die weiteren Schritte — da bisher schon s sowohl in I01 als 
auch in Ii2 gekommen ist —

q2(i = L)\Qgi

Q M ,
(wo mit sinngemäßer Änderung ähnliches als Qgi bedeutet).

Ist aber m >  2, so muß s noch aufbewahrt werden, also aus I92 — wieder rück
gekehrt — in I zurückkommen. Von hier aus wird dann parallel lg2 und I03 mit 
s gefüllt. So geschieht für 2 bei q2{i =  L)\

q2(i =  L)\q4

L)\(ig2^ l ) q 4

Cu ( ‘g2 =  L)'\4 5

q5(i ^  L )\{i -  \ ) { i  ^ \ gi)q6

und was im Fall qs(i =  L) geschehen soll, das hängt wieder davon ab, ob m =  3 
oder ist. Im Fall m =  3 folgt

4s(i =  L)\Qg2

Q M , \
für 3 muß aber s aus I93 wieder als s auf den Aufbewahrungsort I gebracht, 
und von hieraus I93 und I94 parallel mit s gefüllt werden, usw.

So kommt man zuletzt zu Qgm (m ist eine gegebene Zahl), und danach ist alles 
leer, außer den Output-Speichern

5  Die Bezeichnung qi(i=V)\Qgi bedeutet also eine Folge von Schritten, deren erster die Form 
q,(i=L)\q'?1̂ hat, wo q\ 9 1 -1 das Anfangsstadium der Berechnung von g l ist, und die übrigen die 
Schritte dieser Berechnung sind (ebenfalls mit Unterscheidung durch Stadienindizes £ 1). Ähnli
cherweise bedeutet Qgx\... den Schritt oder die Schrittfolge ., wobei </(»ü das Endstadium der 
Berechnung von g 1 ist. Ähnlich sollen die analogen Bezeichnungen verstanden werden.
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welche der Reihe nach durch
»SiCO”. •••, „gm(s)”

gefüllt worden sind. Diese sollen in umgekehrter Reihenfolge in den Input \fl hinein
kommen, was durch die folgenden Schritte geschieht:

wo für j  =  m, m — 1, 2
Q J q <m)

qüK°gj *  L)\(ogj^ig)q(J)

q U ) ( o gj  =  L ) \ ( , - ~ I g) q < J - V

qW(og i* L ) \ (o g ~ I g)qM

q ^ ( o gi =  L)\Qg

{wo Qg mit sinngemäßer Änderung wieder dasselbe wie Qgi bedeutet); wodurch 
zum Schluß alles entleert worden ist, nur 0 g =  0  gefüllt wurde, und zwar gerade 
mit

„g(gi(A>,

d. h. mit „/(.?)” . So hat man vom letzten Schritt von Qg nur auf das „Stop-Stadium” 
zu übergehen.

§ 4. Die Vererbung der sequenziellen Berechenbarkeit bei primitiver Rekursion

Nun gehen wir von einer Definition (R) der Einleitung II aus, also aus 

/ ( * i ,  —, x n, Л) = g ( x 1, . . . ,x„)

(R) / ( * ! ,  xn, x b )= g b(x 1, . . . ,x n, x , f ( x 1, . . . , x n,x ) , f { x i , . . . ,x n,~'{xb))),

wobei die Funktionen
g(* i,  gb(x!, . . . , x n, x , y 1, y 2)

für jedes b bereits durch endliche Kellerspeichersysteme sequenziell berechnet 
werden können.

Hier sind zwei Einrichtungen denkbar. In der einen wären zum Kellerspeicher
system für /  alle Speicher all dieser Systeme hinzuzunehmen, was eine große (jedoch, 
wegen der Endlichkeit des Alphabets, eine endliche) Zahl von Speichern ergeben 
würde. Es ist aber auch denkbar, daß dieselben Speicher zur Berechnung von ver
schiedenen Funktionen gebraucht werden können; dann hat man nur nachzusehen, 
welches System aus den meisten Speichern besteht, und nur soviele müssen zum 
Kellerspeichersystem für /  hinzugenommen werden. Das Berechnungsverfahren ist 
bei beiden Einrichtungen dasselbe; ich werde bequemlichkeitshalber die erste 
gebrauchen.

Es sollen also alle Kellerspeichersysteme der Funktionen g  und gb (für jedes 
b  € A), die mit den Input-Speichern Ie bzw. 1дь beginnen, und mit Og bzw. Одь
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endigen, in unser System aufgenommen werden. Ferner müssen hier die Belegun
gen sowohl der Parameter als auch der Rekursionsvariable x, ferner
auch die Zwischenwerte der zu berechnenden Funktion /  immer wieder herangezo
gen, also aufbewahrt bleiben; das kann durch je zwei Kellerspeicher geschehen, 
von welchen eines wieder durch die Benutzung eines im richtigen Moment leeren 
(sonst anderen Zwecken dienenden) Speicher erspart werden kann. So werden als 
neue Speicher neben I und О noch fünf für die Parameter-, Rekursionsvariablen- 
und Zwischenwerte aufgenommen:

P, R, R, Z, Z.
Für Argumente

-Vi A,ai> ...ЬП'0п9 x  bi-..ba

(worunter wieder auch Argumente Л Vorkommen können), ist der Inhalt von I 
zu Beginn

ba- bi, -A .i , •• ; b Uai-  bi,l.

(1) Als Vorbereitung der Berechnung werden (für n ^0) daraus die Belegungen 
der Parameter (auch die Komma) in P übertragen, durch folgende Schritte: bei 
n Ф 1 für j  = 1, 2, ..., n — 1

?51)0'=»)Ю'-'Р)«51+)1
1 0 - p) ? ^

Danach ist der Inhalt von I
ba-bi

(was auch Л sein kann), und der Inhalt von P

1̂,1” А,а...... ЬП' 1.. ’ЬПг0п
das ich wieder kurz mit s bezeichnen werde.

Mit dieser Bezeichnung ist unsere Aufgabe

f(s, bt ...ba)
zu berechnen.

(2) Das beginnt mit der Berechnung von f(s ,  Л) d. h. von g(s). Dazu muß s 
in Ig gegossen werden (aber auch aufbewahrt bleiben, was z. B. mit Verwendung 
des noch leeren R geschehen kann), wo es als s erscheint; und dann wird das Berech
nen von g bei diesem Inputinhalt in Gang gesetzt, das durch eine — nach Annahme 
bekannte — Schrittenfolge Qg erfolgt. Hier verzweigt sich das Verfahren, je nachdem 
i  =  Л oder i т6 Л ist. Im ersten Fall ist der in Og erhaltene Wert ,,/(.?, Л)” gerade 
der gesuchte Funktionswert; diese Zeichenreihe soll in unveränderter Reihenfolge 
in О kommen, was z. B. durch Verwendung von Z vermittelt werden kann. Vor

16 Acta Mathematica X V I/1 —2
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läufig soll also „f(s, А)” in Z kommen:

9(!2) (P *  Q I (P -  P) (P -  R) 9(22)

q\»{p =  L ) W »  
q ^ { r ^ L ) \ ( r - P ) q f >  
q f \ r  =  L )\Q g

Q g W ?

q * \ i = ! \ ) \ q (?
С ^ Л ) | ? < 4)

^ ) ( 0^ L ) | ( 0^ Z ) ^ )

i (52)(°9 =  i - )k <i3)-

(3) Nun folgt „Finish” (was bei i F- Л für erfolgen wird): der erhaltene 
Funktionswert wird aus Z in О gegossen, dann wird nach Entleerung der noch 
nicht leeren, von О verschiedenen Speicher (die immer nur Z, Og, R, P sein können) 
halt gemacht. Dabei kann man gleich darauf Rücksicht nehmen, daß im „Finish- 
Stadium” bei iV A  nur das „Ende” des Inhaltes von Z (von rechts bis zum ersten 
Komma) in О zu überschütten is t :

<7(3) I ( / -+ i)q i2 )
q ™ (z * , j { z * L ) \ ( z -~ 0 ) q ™
9<23)(z = , ) | 9<33)
? ® ( z ^ ) | ( / . 2 ) 9f  
q ^ \ z  =  L ) \q ^  
q(3\ z  =  L ) \q ^  
q<3)(°g^  L)\{1^ о g) q ^

Ф ? { о = Щ ф
q(s3)( r ^ L ) \ ( I ^ r ) q (s3'1 
q p ( f  =  L)\qW

^ 3)(p ^ L ) \ ( l -* p )q (63>
4{i ](P =  L )\q {3) 

q(73) I Stop!

(4) Wenn aber in dem Stadium q(3) nicht i =  A gilt, dann gilt i =  b1, und es 
beginnt ein Verfahren, das bei Einstellung immer neuer i (durch (/ ->■ i)) bis i =  L 
immer wiederholt wird.

Man erhält darüber eine bessere Übersicht, wenn man eine fortgeschrittenere 
Situation in Betracht zieht, z. B. wobei eben b3 für i eingestellt wurde (was durch
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das zweite Verwenden von (/-*-/) erfolgt ist). In dieser Situation enthalten

P I R Z Og
s ba...bAb3 b2, b 2b1 ,J ( s ,b 2y \  „ f(s ,b ib2)” „f(s, Л)”

und alle anderen Speicher sind leer. Nun werden die Inhalte von R und Z in R bzw. 
Z überschüttet:

R Z
bib2, b 2 „f{s, bl b2y \  „f{s ,Ь2У’

so sieht man, daß sich in R die b2 enthaltenden Vorgänger von btb2 angesammelt 
haben, und in Z die entsprechenden Funktionswerte. Die hierzu nötigen Schritte 
sind:
( * )  <l\A> ('' Ц 10" -  R) q[A)

q ? \ f = L ) \ q W

qW (z*L) \ (z -~Z)q?

q f \ z  =  L)\q[5\

(5) Unsere nächste Aufgabe ist die Berechnung von f(s ,  b3) d. h. von

gb3(s’ A,f(s ,  Л A))
(da b3 =  l\b3, und ~1{Ab3) =  A ist). Zu diesem Zweck muß in 1?. die Zeichenreihe

J { s ,  Л)”, ,J(s ,  Л)”, An
gebracht werden.

Beide ,J(s, Л)” können aus Og hergebracht werden, wo aber „f(s, А)” auch 
aufbewahrt bleiben soll; dazu kann man \ g zu Hilfe nehmen. Endlich kommt s 
aus P hierher, wo es — mit Verwendung von I9 — auch aufbewahrt bleibt:

q * \ o e* L ) \ { o ~ 0 ) { o ~ l } q ™
2̂5)\(°9- 1д)я [5)

q\^(og =  L)\q (̂  
q(34ig*L) \( ie- ~ 0 ) q f  
q<p(ig =  L ) \ ( , ^ l gi)q ^

Ч?{рд* Ь ) \{ о д~ 0 ) ( о в- ~ 1 Х Р

Í45)(°e =  L) l ( ’^ I  9i)?65)
q ? ( i e*L)\(.ig- O J q ?

9<7S)l(»-*I« )9 e ) 
q ^ K r * D \{ , -~ R )q ^  
q(85\ r  = L)\qf>

16*
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( *  *  ) P) (P -  У

9 (io>I ( /» - i, M 5)
q f )(p =  L)\qfl

? u ( /. ?íL)l(í» - 'p)9ÍSi
9(i5i)Off =  ̂ )l?<i2)

9<s2)(r V Í .)IG -R )9 Í6)
^i52>(r =  L )|^ i4

(6) Bereits das Überschütten von s aus P in lg. (bei Aufbewahrung in P), dessen
Beginn ich mit bezeichnet habe, und was nun folgt, wird noch oft wiederholt
werden. Wir schieben noch die Berechnung von f ( s ,  b3) auf, um in den „Rekursions
variablenspeicher” einige, die späteren vorbereitende Schritte zu tun. Es wird aus 
I — ohne dort gestrichen zu werden — b3 in R gebracht, dann das „Ende” von R 
(von rechts bis zum ersten Komma, oder — in Stadien, wobei hier kein Komma 
enthalten ist — bis L) in den „Sammelplatz” R gegossen (wo damit das Ansammeln 
der Werte b3, b2b3, bl b2b3 — vorläufig umgekehrt — beginnt). So werden die 
Inhälte dieser Speicher zu

R R

b yb2 , b2 , b3 L

b i b 2 , b2 b3.

Erst danach wird das aufgeschobene Berechnen von g t bei dem in \g. vorhandenen 
Inputinhalt in Gang gesetzt, und durch eine — nach Annahme bekannte — 
Schrittenfolge Qg. durchgeführt, wodurch zum Schluß das gewünschte „f(s, b3)" 
in Og erscheint:

?i6) 10  -*■ I) («-*■ R) ̂ 26) 

q£ > (r* ,) (r* L )\(r  +  R)4f> 
q<-2 )(r = , ) \  ( i^ r ) Q g.

q f 4 r  =  L)\Qgt

Q J W
q<3< b ( z * L ) \ ( ^ Z ) q y  
qf>(z =  L)\q<P\

(7) Hier verzweigt sich das Verfahren je nachdem das in Ogt erhaltene Ergebnis 
der letzte bei dem aktuellen i erzielte Funktionswert ist (wie bei i =  b i)  oder nicht 
(wie bei i =  b3); das merkt man daran, ob R bereits entleert ist oder nicht. Im ersten 
Fall wird der Inhalt von Og. (nach dem vorigen Dahinsetzen eines Kommas) nur 
an den „Sammelplatz” Z gebracht, (wo die Werte „ f ( s ,b 3),,, , J ( s , b 2b3y ’, 
„ f(s ,  bib2b3y \  angesammelt werden), und durch (/-*-/) ein neues Argumentzeichen
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(eventuell L) eingestellt. Im zweiten Fall wird der Inhalt von Og. — mit Benutzung 
von lä — nicht nur in Z, sondern zugleich auch in I9i gegossen, womit das Berechnen 
eines neuen g t-Wertes beginnt:

q^){r =  L)\q™

0<27)(°»,5éL)l(Oí,'~ ^ )? 2 7)
( *  *  * )  <?(27j (ogi = L ) \ ( l - i )  q[9>

<K K r*L ) w p

q ^ (o et* L ) \(o g r Og)  (ogi -  Z ) q ^

?47) I (°gi i9l.) q(P  
qO>(og = L ) \ ( ,~ l g)q[*\

(8) Unser nächstes Ziel ist im betrachteten Fall
f(s, b2b3) d. h. gfc3(j, b2,f{s, b2),f(s, b3)) 

zu berechnen. Zu diesem Zweck muß in lg. die Zeichenfolge
,J ( s ,b3y \  „f(s,b2y \  b2, s

gebracht werden.
,J(s, b3)",

ist bereits schon hier. Da bei der momentanen Situation außerdem in 

l P R R Z Z
ba...bAb3 s bxb2,b 2 b3 „f(s, b1b2),\  „ f(s ,b2)” , J ( s ,b 3)”

ist, so kann ,J(s, b2)” vom Ende von Z (mit Streichung), dann b2 vom Ende von 
R, endlich j  aus P daher gebracht werden. Das letzte beginnt mit einem Schritt, 
den ich mit ( *  ^ )  bezeichnet habe, wobei das momentane Stadium war. Wie 
ich schon angedeutet habe, wiederholt sich alles von hier an, wodurch erst „f(s, b2b3)” 
dann „f(s, ЬХЬ2Ь3У’ berechnet und — vorläufig umgekehrt — in den „Sammel
platz” Z gebracht, R und Z aber entleert wird. Die genannten Schritte sind:

q ™ ( z * , ) { z * L ) \ ( z ~ \g)q™

q \* \z =  , ) \ ( z - \ ) q {? )
q[*\z = L ) \ ( , ^ l g)q<2«>

qW (r^ , ) ( r ^ L ) \ ( r ^ R )  (r^V)qW

q ^ \
q{2 )(r =  ,)\q<? ) 
q f { r  = L ) W ?  

í  48) (lg ̂  L) I (lg -* R) ?48) 
q(: 4 ie = L ) \ ( , ^ l g) q y .
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(9) Kehren wir jetzt zu dem mit (*■$£■£) bezeichneten Schritt zurück, wo ein 
neues Argumentzeichen — eventuell L — und das Stadium eingestellt wurde. 
War das eingestellte Zeichen von I nicht L, so steht man vor einem Stadium q\4> 
von dem an sich alles wiederholt. Ist aber das neu eingestellte Zeichen von 1 bereits 
L, so steht man vor dem „Finish-Stadium” q(p\

q V \ i* L ) \q W

q™(i =  L)\q<*>

und damit gelangt man dann zum „Stop!”
Da nach § 2 die Ausgangsfunktionen mit Benutzung endlich vieler Keller

speicher (nämlich der Anzahl 0) sequenziell berechnet werden können, und diese 
Eigenschaft sich nach § 3 und § 4 bei Substitutionen und primitiven Rekursionen 
vererbt, so sind sämtliche primitiv-rekursive Funktionen einer Wortemenge über end
liches Alphabet mit Fiilfe von Kellerspeichern einer festen (nur von der Anzahl der 
im Aufbau der betreffenden Funktion verwendeten Substitutionen und Rekursionen 
abhängigen) Anzahl sequenziell berechenbar.

Korollar: In meinen in Fußnote2 zitierten Arbeiten habe ich die Primitiv- 
Rekursivität der gegenseitigen Übersetzungen der verschiedenartigen Klammer
formen und klammerfreien Formen von Ausdrücken, die aus Variablen durch 
gegebene Operationen aufgebaut werden, in Wortemengen bewiesen, deren Alpha
bete die Folge der Variablen (und eventuell auch eine unendliche Operationszeichen
folge) enthielten, und daher unendlich waren. Betrachtet man aber die gegenseiti
gen Übersetzungen der verschiedenen Formen eines gegebenen Ausdrucks, so 
enthält dieser jedenfalls nur endlich viele Variablen- und Operationszeichen; daher 
kann man sich bei jeder Übersetzung auf eine Wortemenge mit endlichem Alphabet 
beschränken, in welcher die Übersetzungs-Transformationen für Ausdrücke, die 
bei festgewählten m und n aus höchstens n Variablen durch höchstens m gegebene 
Operationen aufgebaut werden, primitiv-rekursiv sind. So folgt aus dem Ergebnis 
dieses Paragraphen, daß die gegenseitigen Übersetzungen von „volleingeklammerten”, 
„konventionell eingeklammerten", ,,nicht-konsequent-konventionell eingeklammerten” 
und verschiedenen LuKASiEWiczsc/гел und Pawlaksehen klammerfreien Formen 
der Ausdrücke (die in den zitierten Arbeiten exakt definiert wurden) mit Hilfe von 
endlichen Kellerspeichersystemen sequenziell durchgeführt werden können.

§ 5. Die Vererbung der sequenziellen Berechenbarkeit bei /(-Operation

Endlich betrachten wir eine Definition (p) der Einleitung II, also 

f ( x  1, ..., x„) = pl![g(x1, ..., x„, u) =  Л],
wo U die Menge der Werte einer (neben eventuell x t , . . . ,  x„) nur von o(x) abhängi
gen Funktion u(x)=u 0(X) bedeutet, und die Funktionen

n(x), g (x 1? ..., x„, u)

bereits durch endliche Kellerspeichersysteme sequenziell berechnet werden können, 
mit Input I„ bzw. I9 und Output 0„ bzw. 0 9.
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Da u(x) (eventuell neben x l5 ...,x„) nur von o(x) abhängt, kann man sich 
auf x-Argumente der Form

x =  b0b0...b0

beschränken, wo b0 ein festgewähltes Element des Alphabets ist, und man hat für 
beliebig gegebene Argumente x x, x„ die kürzeste solche h0-Kette x  zu suchen, 
für welche g(x t , ..., x„, u(x)) den Wert Л annimmt. Da man mit immer längeren 
Ketten Versuch zu machen hat, und die gegebenen Argumente dabei immer wieder 
herangezogen werden, brauchte man zu ihrer Aufbewahrung eigentlich je zwei 
Kellerspeicher; aber je einer von diesen läßt sich durch einen für andere Zwecke 
bestimmten, im notwendigen Augenblick leeren Speicher ersetzen, welche inzwischen 
auch zur Aufbewahrung der Zwischenwerte genügen. So werden zu den Speichern 
der Berechnung von и und g neben 1 und О noch zwei Kellerspeicher, I für die 
Argumente x , ,  . . . ,x n, und X für x =  b0b0...b0 (welches sich bei Umkehrung nicht 
ändert) hinzugenommen.

Für Argumente
x i =  ̂ 1 .1 • • '̂ 1 .a, J x„ — i>„,i.. b„ an

ist zu Beginn der Inhalt von I
К,ап--Ь„' t , ..., bUax...b 1л

das genau so wie bei der Substitution, in I übergeschüttet (und in der dortigen 
Reihenfolge mit í  bezeichnet) wird; durch folgende Schritte:

q i ( i ^ L ) \ ( / - ! ) ? !  

q i (i =  L)\q["

(1) Nach dieser Vorbereitung hat man zuerst mit и ( Л )  Versuch zu machen, 
also (falls u(x) auch von x lt ..., x„ abhängig wäre, erst s, dann) Л in I„ zu bringen, 
und mit diesem Inputinthalt das Berechnungsverfahren Qu im Speichersystem für 
и in Bewegung zu setzen. In einer späteren ähnlichen Situation wird man den Input
inhalt aus X herausholen, aber auch dort aufbewahren; darauf nehme ich gleich 

jetzt Rücksicht, das momentan leere I3 benutzend:
q['4x =  L)\ (A-»lu)Q u

qM (x * L ) \q [ "

q ^ ( x ^ L )  l(.v -X ) ( x - I 9)^ >

q<3 )\(x->-Il) q <2 )
q[l)(x =  L)\q<4l'>

?4 ] (ig ̂  L) I (ig -*■ X) q<£} 

q V %  =  L)\Qa.
(2) Zum Schluß erscheint ,,и(х*)” in Ou, wo x* jetzt das Л, später immer 

den Inhalt von X bedeutet, welches immer eine Kette b0b0...b0 sein wird; und man 
hat bei diesem w-Argument den Wert von g zu berechnen. So muß in das (bereits 
entleerte) I9 >,m(x*) . s
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gebracht werden, und zugleich sowohl „u(x*)” als auch s aufbewahrt bleiben, wozu 
man z. B. I„ und Oe zu Hilfe nehmen kann. Nach Entleerung von Og kann das 
Berechnungsverfahren Qg für g in Gang gesetzt werden:

Qn\q\2)

?i2) (°„ 5е- L) I (в" —■ OJ (ou — 1ц) qW

я{22)\ ( ° и - 1№ 2)
* ? ( o = L )

q ™ 0 * L ) \ ( i - ~ \ ) { i - ~ O g) q ?

q f \ i = L ) \ q W

с/[2)(0д^ 1)1(0^ -  Т)^52)

q ^ { o g =  L) \Q g.

(3) Danach ist die Situation:

1 I X i„ o„ \g o g
JC* =

L s t oder b0...b0 ,,й(х*У’ L L ,.g(s, и(х*))”

Jetzt ist nachzuprüfen, ob der Wert von g für die Argumente s, u(x*) gleich 
Л ist (dies kann sich auch als eine Kette ЛЛ...Л ergeben). Ist das der Fall, so geht 
man auf „Finish” über. Ist das nicht der Fall, dann setzt man b0 in X, entleert 
alles außer I und X, und kehrt zu zurück, von wo an sich alles wiederholt, bis 
man zu einem x* mit

g(s, w(x*)) =  A

gelangt. Dann und nur dann, wenn f  an der beachteten Stelle nicht definiert ist, 
wird das nie geschehen, also unser Berechnungsverfahren nie zu einem Abscluß 
kommen.

Die besprochenen Schritte sind:

Q M 3)
q\3)(og=  A ) \ ( l ~ o ) q [ 3>

q[3)(og *  Л) I q {3)

?23)(°» =  jL)l? i4) (»Finish”) 
q[3)(°g* L ) \ ( b 0^ X ) q y  
q ^ ( o g* L ) \ ( l ~ o g) q ^  
q ^ ( ° g =  L ) \ q ^
^ ' ( i u *  Í-) |(/-~ iu)q<y>
q ^ ( i u =  L)\q\ ' \
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(4) „Finish” : Als man dazu gelangt, wurde Og bereits entleert; man hat noch 
X und I zu entleeren, dann den Inhalt von I„ in О überzuschütten. Hier erscheint 
dann

„n(x*)” =  „n0(x, )”

wo x* —b0b0...b0 die kürzeste A0-Kette ist (die auch leer, d. h. gleich Л sein kann),, 
für welche

«<,<**)) =  Л

ist. Die Schritte vom „Finish” sind die folgenden:

q[A>(x̂ L)\(l-*x)q̂  
qW(x =  L)\qW

q̂ O * L)\(l - i)qf> 
qW{i =  L)\qW

q ? ( iu =  L ) \ q p  

q^ \  Stop!

Da nach § 4 die primitiv-rekursiven Funktionen von MA mit je einem endlichen 
Kellerspeichersystem sequenziell berechnet werden können, und nach diesem 
Paragraph sich diese Eigenschaft bei ^-Operationen vererbt, so ist auch jede in 
einer Wortemenge mit endlichem Alphabet partiell-rekursive Funktion mit Hilfe von 
Kellerspeichern einer festen (nur von der Anzahl der im Aufbau der betreffenden 
Funktion verwendeten Substitutionen, Rekursionen und p-Operationen abhängigen) 
Anzahl sequenziell berechenbar; in dem Sinne, daß es ein derartiges Kellerspeicher
system, und ein dies benützendes Berechnungsverfahren gibt, welcher nach Ein
gießen der Argumente in das Input des Systems in Gang gesetzt, dann und nur 
dann zu einem „Stop-Stadium” kommt, wenn die betrachtete Funktion an der 
betrachteten Stelle definiert ist, und in diesem Fall im Output den Wert der Funktion 
an der genannten Stelle liefert.

§ 6. Die Partiell-Rekursivität
der durch Kellerspeichersysteme sequenziell berechenbaren Funktionen

Darunter, daß durch ein Kellerspeichersystem mit Input I, Output O, und 
weitere Kellerspeichern Z1, . . . ,Z m für die Zwischenergebnisse, eine Funktion 
f ( x l , ..., x„) in einer Wortemenge MA über einem beliebigen Alphabet A — welches 
die Zeichen „ Л und L nicht enthält — partiell berechnet wird, soll folgendes ver
standen werden:
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Es gibt eine endliche Folge
4 l ,  <h, Яг

von Stadien, und endlich viele zu diesen gehörigen „Berechnungsschritte”, so daß 
falls beliebige Worte von MA als Argumente gewählt wie bisher in I gegossen werden, 
wobei der Inhalt der anderen Speicher L  ist, und das Stadium g l eingesetzt wird, 
die Berechnungsschritte entweder nie zu einer „Stop-Situation” führen, wobei im 
Output nach L eine Kette von Elementen des Alphabets und Л-Zeichen enthalten ist, 
aber in allen anderen Speichern L  — in diesem Fall ist/ an der betrachteten Stelle nicht 
berechenbar —; oder führen die Berechnungsschritte nach endlich vieler Anwendung 
zu einer „Stop-Situation” — in diesem Fall ist der Wert von f  an der betrachteten 
Stelle der Inhalt von O, abgesehen vom ersten Zeichen L (wobei die Л-Zeichen 
freilich als nicht anwesend zu betrachten sind).

Dabei besteht ein Berechnungsschritt darin, daß für den Index des momentanen 
Stadiums (das jedenfalls eine natürliche Zahl sein muß) und für die momentanen 
Inhälte der Speicher (die immer mit L  beginnen und sonst kein L  enthalten) neue 
Werte gesetzt werden, welche in einer Wortemenge MA* von all diesen früheren 
Werten primitiv-rekursiv abhängen. Das Alphabet A* entsteht aus A durch Hinzu
nahme der Hilfselemente „ Л und L (eine andere Bezeichnung der Hilfselemente, 
oder die Hinzunahme weiterer Hilfselemente würde den folgenden Gedankengang 
nicht stören).

Die bisherigen Berechnungen — wie man leicht sieht — waren so geschaffen 
(als Inhälte der dabei verwendeten Speicher sind die in ihnen enthaltenen Zeichen
reihen ohne die Zeichen / zu betrachten). Ein angewandter Berechnungsschritt 
bestand immer darin, daß das Gipfelzeichen eines Speichers gestrichen, oder an 
den Gipfel eines Speichers das Gipfelzeichen eines anderen Speichers, oder ein 
Komma, oder Л, oder ein Element von A gebracht, ferner ein neues Stadium ein
gesetzt wurde, immer davon abhängig, was der momentane Stadium ist, und ob 
die Gipfelzeichen gewisser Speicher bestimmte Hilfszeichen sind oder nicht. Die 
übersichtlichkeitshalber verwendeten oberen Indizes der q können freilich vermieden 
werden, und die Stadien in der Reihenfolge ihres Auftretens mit

Я1,92. Яг

bezeichnet werden. Da in jedem Fall endlich viele Berechnungsschritte vorgeschrie
ben wurden, ergibt in jeder Situation eine endliche Fallunterscheidung, was zu 
tun ist. Das zeigt am besten ein einfaches

Beispiel: Betrachten wir die in § 2 inbegriffene Berechnung der Funktion

f ( * l , x 2, x3) =  x2.

Die Inhälte der Speicher werde ich durch entsprechende griechische Buchstaben 
bezeichnen. Der momentane Stadienindex sei t, die momentanen I- und O-Inhälte 
seien i bzw. со; und diese sollen bei dem aktuellen Berechnungsschritt i n i bzw. 
со' übergehen. Diese Übergänge ergeben sich nach den in § 2 für unsere Funktion 
angegebenen Berechnungsschritten wie folgt (ich erinnere daran, daß b(x) den 
letzten Buchstaben des Wortes x  bedeutet, und .v_1 den Rest von x, wenn dieser
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von ihm weggelassen wird):

t i со t' i со'

1 t CO 1 t_1 со falls b(i) А ,
2 i~ l со falls b(i) =  ,

2 t со 2 ( -1 cob{i) falls Ь(С)Ф,
3 t - 1  со falls b(i) =  ,

3 i со 3 i —1 со falls b(c)yiL
4 i со falls b (c) =  L

Demnach gelten:
1 falls r = l& h ( i) 7í ,  gilt
2 falls ( /= l& 6 (t )  =  ,) v

v  \t =  2<bb{C)A,) gilt
1 = i  3 falls (t =  2&h(t) =  ,) v 

v (t =  3 &h(í)?í L) gilt
4 sonst.

(Eigentlich folgt aus den obigen unmittelbar /' = 4  nur dann, wenn t =  3 Ъ.b (c )= L  
gilt, aber außer den Fällen, bei welchen t' =  l, 2, 3 war, kann nur dieser Fall Vor
kommen. Ähnliches gilt auch für die folgenden Definitionen.)

f i falls t =  3 bb(i)  =  L 
(i.-1 sonst,

( cob(i) falls ? =  2&h(i)=^,
со' =  \l со sonst.

So sieht man, daß jedes von t', с , со’ durch eine endliche Fallunterscheidung, mit 
Verwendung primitiv-rekursiver Funktionen und Beziehungen von t, i, со definiert 
werden kann, und daher eine primitiv-rekursive Funktion von 1, i und со ist.

Ähnliches gilt für alle bisher behandelten Berechnungsverfahren, nur müssen 
bei verwickelteren Berechnungen Fallunterscheidungen unter viel mehr Fällen 
gemacht werden.

Kehren wir nun zurück zum

allgemeinen Fall: Es soll also / ( x , , ..., x„) durch ein Kellerspeichersystem 

(K) I, Z j, ..., Zm, О

in der Wortemenge MA über einem Alphabet A (welches die Hilfszeichen nicht 
enthält) partiell berechnet werden können, in endlich vielen Stadien

c ji ,q2, ..., qt , ..., qe

wobei das Anfangsstadium ist; und zwar durch endlich viele Berechnungsschritte, 
welche je eine momentane Situation

í ,  I ,  C l , * • . 9 Cm , ÜI
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in eine neue Situation

überführen, wo
t '  /  T '  ! "1 9 L 9 ЬЬ , , ,5 CO

t t (7, l ,  , • • • J Cm 9 )̂>  ̂  ̂ (A A C1 9 • • • 9 Cm ?

C j = « ( í , * ,  Cl.......C«, «>) ( 7 = 1 , 2 , . . . ,  W).

Cl)' =  í l / ( í ,  Í ,  C l ,  • • • ,  C m ,  Cü)

gegebene, in Мл, primitiv-rekursive Funktionen von t, г, C i ,  Cm , ю sind, wobei 
die Werte von t' natürliche Zahlen sind, nicht größer als c, und die Werte von 
t', Ci, ...,(m und a / solche Worte von Мл», welche mit L beginnen, und sonst 
kein L enthalten.

Ich behaupte, daß die durch den Kellerspeichersystem (K) partiell berechenbare 
Funktion f { x x, ..., x„) in der Wortemenge M A* partiell-rekursiv ist; und kann sie 
durch das Kellerspeichersystem für alle Argumente aus MA berechnet werden, so ist 
sie in MA* allgemein-rekursiv.

Beweis: Nach Einleitung II kann zur Folge, welche eine momentane Situation 
charakterisiert, ein einziges Wort von MA* zugeordnet werden:

Ы Gn + 2(h к Cl, ••*, Сш, (О)
woraus die einzelnen Glieder der Folge durch

t =  k0(u), i =  k l(u), C i = k 2(u), ..., £m= k m + 1(u), a) =  km + 2(u)

zurückgewonnen werden können, wobei cm + 2 und kj in M A* primitiv-rekursive 
Funktionen sind. Daher sind die von diesen primitiv-rekursiv abhängigen Funktionen

Í ,  ̂, C l ,  Cm, ГО
alle in MA* primitiv-rekursive Funktionen von и (z. В . ist

t' =  t (k0(u), k^u), ..., km + 2(u)) ), 

und deshalb auch das Wort

U —  CinH-2 ( t  ,  t  , C l  ,  • • • ,  Cm ,  ®  )

durch welches die neue Situation nach dem aktuellen Berechnungsschritt charak
terisiert wird. Diese Funktion soll kurz mit

u' =  u'(u)
bezeichnet werden.

Zu Beginn der Berechnung von /  an einer gegebenen Stelle wird die Situation 
durch

"o =  Cm + 2 (l, Ls, L, L, ..., L)

charakterisiert, wo s (wie schon oft) die gegebene Stelle x 1, . . . ,x „  representiert, 
welche durch Nacheinandersetzen von Argumenten und Komma-Zeichen entste
hend, eine in M A* primitiv-rekursive Funktion der Argumente ist, und dasselbe 
gilt auch für s. Wird also eine Funktion и(s, x) in MA. durch die folgende primitive
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Rekursion definiert (wobei nach Einleitung II N(x) die Beziehung „natürliche 
Zahl, d. h. der Form b0b0...b0 zu sein” ist):

u(s, A) =  cm+2(\,L s,  L, ..., L)

( u'(u(s, л)) falls N(xb) 
u(s, xb) =  \ ,[ und etwa Л sonst,

so hängt der Wert der Funktion

u„{X)(s) =  u(s, o(x))

außer dem Parameter s nur von o(x) ab, und diese Funktion (deren Werte eine 
Menge U bilden) nimmt für

o(x) =  Л, b0, b0b0, b0b0b0, . . .

der Reihe nach die bei der Berechnung aufeinanderfolgenden Situationen charak
terisierenden Worte als Werte an.

Dann und nur dann, wenn man dabei nie zu einer „Stop-Situation” kommt, 
also zu einer Situation, wobei die in MA* primitiv-rekursive Beziehung

B(s,x) =  k l(uo(x)(s)) =  k2(uoM(s)) = ... = k m+l(uoix)( s ) ) = L b

& K + 2 (u0(x)(s)) * L b l ( , ^ k m+2(uo(x)(s)))
besteht, ist / a n  der betrachteten Stelle nicht durch (K) berechenbar. Kommt man 
für ein o(x) zu einer solchen Situation, so ist der Wert von /  an der betrachteten 
Stelle der Inhalt von O, abgesehen vom ersten Zeichen (das L ist), also

' ^ . + г ( " ф ) ( 4
Daher ist (statt der Kürzung s wieder x t , ..., xn gesetzt), falls die charakteristische 
Funktion der Beziehung R(X]:, ..., x„, x) mit f B(xt , ..., xn, x) bezeichnet wird,

f ( x  i ,  . . . , xn) = ~ ikm+2(n^[fB(x1 , и) =  Л])
eine in M A* partiell-rekursive — und falls sie für alle Argumente aus MA durch 
(K) berechenbar ist, allgemein-rekursive — Funktion, wie behauptet wurde.

MATHEMATISCHES INSTITUT 
EÖTVÖS LORÁND UNIVERSITÄT,
BUDAPEST

(Eingegangen am 12. August 1964.)





ÜBER DIE APPROXIMATION IM STARKEN SINNE
Von

L. LE1NDLER (Szeged)
( Vorgelegt von G. Alexits)

Einleitung

Bezeichne J\x) eine nach 2ft-periodische, stetige Funktion, s jx )  die и-te Par
tialsumme ihrer Fourierreihe, f(x)  bzw. sn(x) die konjugierten Funktionen von 
f(x),  bzw. s„{x). Bezeichne ferner hn( f p \ x ) die starken Summen

h„(f,p; x) =  I—~  2  k v (* )- /W lp [ n + i v = 0

Das Problem der Approximation im starken Sinne, d. h. die Konvergenz
geschwindigkeit der Mittel h„(fp ;x )  wurde von Alexits [1] aufgeworfen und 
teilweise gelöst. Neulich haben sich verschiedene Verfasser (A lexits [2], A lexits— 
Krälik [3], [4], A lexits—Leindler [5]) mit den Fragen der Approximation im 
starken Sinne beschäftigt und mehrere interessante Ergebnisse erreicht, ln  dieser 
Arbeit beweisen wir mit der Methode der erwähnten Arbeiten einen allgemeinen 
Satz.

Bezeichne En( f ) den im Sinne der Metrik des Raumes C(0, 2n) erreichbaren 
besten Annäherungsgrad von f(x)  mit trigonometrischen Polynomen и-ter Ordnung. 
Sei Иa„fc|| eine positive, summierende Dreiecksmatrix und bezeichne

I 1 » D/p
T „ ( x )  =  T n( J \ p ,  ||a||; x) =  j—  2

die starken Mittel bezüglich der durch ||a„J bestimmten Summationsmethode, 
wobei p  >  0 ist und

n
A„ =  2  *nkk= 1

bedeutet. Wir setzen
m

A „ (m ,l )=  2  <*nk-
k = l + \

Satz I. Existiert eine Indexfolge {Nm} (N0 =  0) und eine Zahl q'>  1 derart, daß 
für Nma_ , -си Nma die Ungleichung

I > /«'
2  ^ K N 2 IP''An{Nm, N m. 2) ( и = 1 , 2 , . . . ;

k=Mm- 2+1 J
( 1 ) m =  2, m0)
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mit p'= ?  --- erfüllt sei, so gelten für alle p > 0  die Ungleichungen 
q -  1

(2)

(л =  1 ,2 , m =  2,
und

(3)

wobei K, K l und K 2 positive, nur von ||oenJ  und p  abhängige Konstanten sind.

Daraus ergeben sich fast alle bisher erzielten Ergebnisse als Spezialfälle; ferner 
können wir aus Satz I auch neue Resultate herleiten, von welchen eins (Satz III) 
eine Vermutung von Alexits ([2] S. 330) widerlegt.

Kennt man den besten Annäherungsgrad einer Funktion f(x)  bzw. einer 
Funktionsklasse, so besagt (3), daß man manigfacherweise summierende Dreiecks
matrizen konstruieren kann, so daß die Mittel T,,(f p, |]a||; x) in der Größenordnung 
des besten Annäherungsgrades approximieren. Das leistet jede positive Matrix, 
deren Elemente der Bedingung (1) genügen und für welche die Produkte 
A„(Nm, Л',„̂ 2)( /а ,п_ //) ) ' '  bezüglich m eine monoton wachsende geometrische Folge 
bilden.

Aus dem Beweis ist ersichtlich, daß ein Analogon des Satzes I auch für die 
nach Orthogonalpolynomen fortschreitenden Entwicklungen unter der Annahme, 
daß die Gewichtsfunktion im Grundintervall der Forderung

Genüge leistet, gültig bleibt, da diese Systeme die beim Beweis benützten Eigen
schaften des trigonometrischen Systems besitzen. (Für die detailierte Technik der 
Übertragung vgl. z. B. Alexits, Convergence problems of orthogonal series (Pergamon 
Press, 1961), S. 206—210 und 295—299.) Ähnlich gilt auch das lokalisierte Analogon 
des Satzes I. (S. z. B. [2].)

Aus dem Satz I ergeben sich manche Folgerungen, die ein gewisses Interesse 
zu haben scheinen. Nach einem Satz von Jackson [6] gilt die Beziehung E f f )  =

=  0 ( ^ ) ,  wenn f{x)  überall /--mal differenzierbar und f (r)(x) € Lip a (0 <  a =  1)

ist. Daraus und aus dem Satz I ergibt sich, der
Satz II. Ist f(x )  überall r-mal differenzierbar und f in(x) f  L ip '/ ( 0 < a S l ) ,  

so gelten die Abschätzungen

gleichmäßig.
Im Spezialfall p — 1 haben Alexits und Krau к [4] die Behauptung (4) sogar 

für allgemeinere Systeme als das trigonometrische bewiesen. Im Spezialfall ß =  1

0 (x ) : M

(4)

mit beliebigem p >  0; ferner gilt für ß >  (/• +  x) p
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und r =  0 enthält die Behauptung (5) ein Ergebnis von A lexits [2], das schon eine 
Verallgemeinerung eines Satzes von A lexits—К rali к [3] war.

Satz III. Ist f ix )  überall r-mal differenzierbar und f (r\x )  € Lip a ( 0 < a S l ) ,  
so gilt im Falle (r +  a)p  <  1 und beliebiges у >  0 die Beziehung

(6) a l \ f , p ;  x\ =  a  Z  ^ 7Tv1)|í v(x) - / ( . y) |4  =  О Í J +-
IA„ v=o 1 \n

gleichmäßig.
Im Spezialfall p =  1 und r =  0 ergibt sich daraus die Lösung einer Frage von 

A lexits [2]. Für r =  0, a < l  und p  =  1 besagt also unser Satz III, daß die starken 
(C, y)-M iüel für ein beliebiges у > 0  mit der Größenordnung der besten Annäherung 
approximieren, und es ist auch ersichtlich, daß sie für ein beliebiges p >  0 ebenso 
gut approximieren wie die Mittel Tn( f  p,  || 1||; x), bei welchen also a.„k =  1 ist.

Wir werden auch zeigen, daß die Bedingung ß =- (r +  d)p in (5) notwendig ist, 
es gilt nämlich der folgende

Satz IV. Ist f(x)  überall r-mal differenzierbar und ß r\ x ) d Lip а (0 < а ^ 1 ) ,  
so gelten für ß  =  (r +  a)p nur die Abschätzungen

(7)

und

( 8)

Tn(f; x) Z w - '
k = 1

Sk(x)-f(x)  I Í (log и)1/р|  
( nr+x J

Tn(f; x) Z  (x) —f(x)  1p}
t=l J

=  О
(log n f lA  

nr+* I

Es gibt nämlich solche Funktionen j \  (x) und f 2(x), deren r-te Ableitungen existieren 
und zu Lip а gehören, für welche aber in einzelnen Punkten

(9)

mit о  0 gilt.

T J A ;  х)шс
(log nylp 

пг + * bzw. Tn i f  г ; х)шс
(log n)llp 

nr+*

Das Übergehen zur konjugierten Funktion hat nur im Fall а =  1 eine Bedeutung, 
da die (C, 1)-Mittel der konjugierten Reihe nur im diesem Fall die konjugierte 
Funktion f{x)  besser approximieren als die (C, 1)-Mittel der Fourierreihe die Funk
tion f ix )  selbst. Der Satz IV zeigt aber, daß diese Sonderstellung der konjugierten 
Funktion bei der starken Approximation nicht mehr auftritt. Es zeigt sich also, 
daß nicht die Klasse Lip 1, sondern der Fall ß =  (r +  a)p bei der starken Approxi
mation eine Sonderstellung hat; in [5] spielte der Fall a =  l eine besondere Rolle, 
weil dort eben der Spezialfall ß = p  =  1 und r = 0  untersucht wurde.

Ich möchte Herrn Professor G. A lexits meinen aufrichtigen Dank für seine 
wertvollen Ratschläge bei der Fertigstellung dieser Arbeit aussprechen.

§ 1. Beweis des Satzes I

Wir nehmen an, daß es eine Indexfolge {A'm} und eine Zahl q' mit der Eigen
schaft (1) gibt. Zuerst werden wir die Ungleichung (2) beweisen. Bezeichne T*(x) 
das bestapproximierende trigonometrische Polynom höchstens л-ter Ordnung. Dann

17 A cta M athem atica X V I/1 —2



258 L . LEINDLER

gilt für k ^ n  offenbar 

Es gilt also 

( 1. 1)

C,

Sk(Tn~f; x) =  T * ( x ) - s k(f; x).

Nrn1 2 «nk\ Sk(x)-f(x)\pd„(Nm, Nm- 2) k  = N m - 2  +  1

АШ M — г  2  0iní{\sk{nm_2-f^x)V+\nm_Ax)-f(x)\p)̂
m  ? ™ m  — 2 )  k  = N m - 2 + 1

^  N m

^  Cp(ENm- 2(f))P + А Ш Р \ 2  *Пк\*к{Пт_2- г , х ) г
A n ( N m , N m _ 2 )  k = N , „ - 2 + i

Die zweite Summe können wir durch Anwendung der Hölderschen Ungleichung 
abschätzen:

N m

(1.2) 2  <xnk\sk(T*Nm_2-f- ,  x)\” ^
k = N m - 2 + 1

1 Ip '{ Nm 1 1 / 4 '  (  N m

2  (ocnky \  2  M n m- 2- f - , x ) \ w
<£ =  JVm - 2  +  l  J U  =  iVm - 2 + l

Um die Ungleichung (2) zu beweisen, haben wir nur zeigen, daß für q ^ 2

(1.3) {m 1 I/4

2  M  gi x)\4j  =  c q

lieh auc

\ ~ 2\ m i~i

m llq max |g-(x)|
0ä i S 2 «

gilt, woraus bekanntlich auch für ein beliebiges 0 < q * S q
1 1 /4*

(1.4) \ i z  2  *)l4’ Í S  C, max |g(r)|

folgt.
Es ist bekannt, daß

n

4 (g',x) =  ~  I g(x  +  t )D k( t)d t  mit Dk(t) =
sin \k +  — t

2 sin -

ist. also besteht, wenn /  =  [— n, n\ — (— —, —I gesetzt wird,
V m m )

1

(1.5) 2  M g ',  x y p ^ C y q )  2  Í /  lg(* +  OI lAt(OI ^1 +  / g(x +  t)D k( t)d t
k = l  k = l  LI  1 )  I

Hier ist

k  =  l
(1.6) 2  /  1я(х  +  01 \Dk(t)\ di\ ^ 2  2  (max |g(x)|)'

(k +  l)q 
mq

— C2 (q)m (max ':g(x)\)",
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und
m

( 1 . 7 )  2
к — l

g(x +  t )D k(t)d t ^ C 3(q)
1 (1/g(x + t) cotg — sin kt dt +

g ( x + t )  cos k t  dt I =  C3(q)(Z1 +  Z2).

Nach der Ungleichung von Hausdorff— Yuong gelten die folgenden Abschätzungen

mit r

( 1. 8)

und

q - 1 (? S 2 )

S C 4(«)
|g (x +  t )|r

Ulr dt\ S C 5(9 )(m ax |g (0 l)?-m

(1.9) I 2^ C 6( q ) [ f  \g (x + t ) \ r dt)“ ' ̂ C 7(q)(mtix\g(t)\y.
/

Also ist (1. 3) nach (1. 5)—(1. 9) bewiesen.
Auf Grund von (1), (1. 2) und (1. 4) besteht dann

2

2  «пкы п т_2- / - х ) \ р ^ [  2  M ' N  2  ki
* = lVm-2+l (t = iVm-2+1 J ff = Vm-2+l

- 2 ) 1 c4e , „ . 2( / ) í v f ]p=  K N mp' An(Nm, N, (/W'J =  0 ( \ ) A n{Nm, N m_2){ENm_2{f)Y

Daraus und aus (1. 1) ergibt sich die Behauptung (2) sofort. 
Die Abschätzung (3) folgt aus

( \ m° N m 1 1 lp

тп(х Щ — 2  2  «*k*(*)-/(*)l'
m= 2 k = N m - 2 +  1

auf Grund von (2) unmittelbar.
Damit haben wir den Satz 1 bewiesen.

§ 2. Beweis der Sätze II—IV

Beweis des Satzes II. Sei ot„k =  kß ~ 1 mit ß > ( r  +  a)p und Nm= 2 m. Dann ist 
die Ungleichung (1) für jedes q'>  1 erfüllt, für 2m<->-1 < n ^ 2 m" und 2 S m ^ m 0 
gilt nämlich

2m 17 1  _ . i  
^  4{2m-2m(ß~i')q} q' = 4*2m/?*2 p/ =2 1 (fc" - 1= 2W-2 +1

1 min(2m,n) 1„ --7Л —^  41 +/?2 p 2 ;  =  4l+ß2~mp7 An(2"’,2 m~2).
ft= 2 m - 2 + 1

Wir können also den Satz I anwenden, und dann kann man die Beziehung (4) aus

17*
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(2) leicht herleiten. Sei 2"’- 1 <  In ^  2m und m0 >  m. Dann gilt nach (2)

-  2  m *) - f ( x ) \ pn k=n+ 1 r - i
Л Up

- №  lp}

f 2a+2P 2'" 1 llp 4+2l

woraus die Beziehung (4) nach dem  Satz von Jackson offenbar folgt. 
Ferner gilt nach (3) mit 2m« ~ 1 «= я ^  2m°

{ . n 1 i/p 1 к  m° 1i p̂
2  л ' - 1 k ( * ) - / ( * ) i 4  s  b 2 Z 2 mf(E2m- , ( / ) ) 4  =  i 3-

П к =  1 J l  n' m =  2 J

Daraus folgt wegen En( f )  =  0  \ ■ 1, ß > ( r  +  cx)p und 2mo~1 < / i^ 2 W0
\ n r + (X )

1 "»o

I ,  S  0(1) 2  2m"„ ,I nß „tr2 2m(r
1 1 1/P
■+®)p J

0 ( 1)
1 2m°ß

г - ° щ -nß 2mo(-r+^p

Damit haben wir auch die Beziehung (5) bewiesen.

Beweis des Satzes III. Sei ank =  A<?~^  mit y > 0  und Nm =  2m. Wählen wir q' 
derart, daß ( 7  —1 )q ' >— 1 erfüllt ist. Wir beweisen, daß die Bedingung (1) besteht. 
Sei 2"'° - 1 <  n Ш: 2m°. Ist m ^ m 0 — 2, dann gilt

2 m t l / g '  f  2™ 1 1 /« '

2  о е У ) 4' = o ( i )  2 *  (ny~ y  \ =
c= 2™ ~ 2 + 1 J (ft =  2 m -  2 +  1 J

=  0 ( 1 ) 2 " «'и ' - 1  =  0 ( 1 ) 2  p'2mny~l 

Im Fall т0 Ш т>т0 — 2 gilt

0 (1 )2  '' 2
к = 2IU ~ 2 + 1

S±n — к •

к =  2 m ~

m in ( 2 w ,/i)  ̂ 1 lq'

2  ( A t ~ M
m_2+1 J

0 ( 1)2 ■(— ?) ==  0 (1)2  P'2my,

und da für m > m 0 —2 die Summe der A„-k 1 der Bedingung
m i n ( 2 m, n)

Q (7 )2 m7S  2  y)2my
k — 2 ,n ~ 2 + 1

genügt, ist (1) für alle m ^ m 0 erfüllt.
Auf Grund der Ungleichung (3) ergibt sich wegen (r +  ix)p<l  (2ma~1 < « S 2m°)

{!S ( m o - 2  m0 W  2 m \  1 1/p

4M 2 + 2 2 луу (f2,„-2(/))4 -
Л , ,  ’ V"i = 2 m = mo — 1 J ( t  =  2 ' » - 2 + i  )  J

{ J, m 0  — 2
2  2mny_12_m(rH

zfiy) ^ 2

ü)p +
A,

2 *  m = m0  — 1
2  2my2— m(r +  a)pr/p

^  {K5n~l 2 °~z21 ~ w0 -  2 ~ -  (fflQ -  2) (r + a)p A62 - m 0(r +  tx)p-, 1/p} = o \  —s I ;zM
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Damit haben wir den Satz III bewiesen.

Beweis des Satzes IV. Die Abschätzungen (7) und (8 ) folgen unmittelbar aus

(3) mit a„ji =  kß~1 und Nm= 2 m, weil die Beziehungen En( f )  =  0  ( 7 7̂ ) und

E„(f) =  О wegen / (r)(x) € Lip ас (0 < o c S l)  bestehen (s. den Beweis des 

Satzes II).
Ist r eine gerade Zahl, so gilt die Ungleichung (9) in dem Punkt x0 = 0  für die 

Funktion
. t cos kx

f 1 — 2  br+ 1 +ak= 1 Л
bzw. für die Funktion

(-1 )* +1f 2(x) =  2
2 k

2k- 1  2fa I=2iH +i l  (5-2 k- i y i
sin (5-2* — !)x  sin (5-2* +  / )л: 

(5-2 k +  i y i

und diese Funktionen erfüllen die Bedingung f^r\ x ) € Lip a ( 0 < a á l )  (/ =  1 ,2). 
In der Tat besteht wegen ß  =  (r +  a)p

' w A .
S c ß \ T

n I 1 1/p

Cp
, (log л)

Wenn 4-2" S n  < 4 -2 '1 + 1  ist, so gilt

Tn( j 2- 0 ) j y i  2  ^ - 1 |5 , ( 0 ) - / ( 0 ) |^  íé
[ П 1' v = l  fc =  4 - 2 v + l f

{ , p-1 6-2v-  1
- p 2  2  k » ^ \s k( o ) - m \
n  v=  1 fc=5-2v + 2 v -1 • - 1 ? а 4  ■

Jetzt schätzen wir L  ab:
6 .2 v — 1

Л =  2  kf-fc= 11 -2V“ 1 2"
1

Z = fc— 10*2V~ !+ ! 6r2vr*/

£  K ß 2 v 2 ',l-I>- i) .2 -v(°'+'')p =  ^ ( > 0 ) .  

Daraus ergibt sich für genügend große и

t . W ; o) E { T 2 a: , } ' % 2 ^ í!£í í T /Р

also ist auch die zweite Ungleichung (9) erfüllt.
Es ist klar, daß die Funktion f \ r\x )  zur Klasse Lip а ( 0 < a S l )  gehört, und 

man kann leicht sehen, daß auch f 2\x )  € Lip а gilt, wenn а kleiner als 1 ist; es ist
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nämlich
A r) , ,  (—l)k+rl2 + 1 Г sin (5-2fe — /)л: sin (5-2* +  / ) jc

/ 2  W  =  Z j - - - - - - б й - - - - - - -  Z j - - - - - - - - - - - / - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 7- - - - - - - - - - -
fc = 1 l  I = 2 fc- ‘ + l  1, /  /

wegen

( _ l ) t + l + r / 2

2*®

max (k =  l ,2 ,  ...)
— Л̂ Х̂ Л

besteht also für 4-2f‘^ n < 4 - 2 /*+1

max ^  M  Z Í  =  О | i ) »— л^х^л k=ßZ уП J
folglich gilt f (2 }(x) £ Lip а (0 <  а <  1).

Im Falle а — 1 wurde die Behauptung x) € Lip 1 schon bewiesen (s. in [5]
den Beweis des Satzes I).

Ist r eine ungerade Zahl, so erfüllen die Funktionen

und

,  , , _  v  (—1)*[+1 ^7 Í cos (5-2k — l)x  cos (5-2fc +  /)x^
/ l W  ~  és .  2k* Ы2&+1 { (5-2k- i y i  (5-2k +  l)'l J

f 2(x) =  Z
k = 1

sin kx  
jA+1 +«

die Ungleichungen (9) im Punkt x 0 =  0 und die Bedingungß r>{x) c Lip а ( 0 < a S l )
0  =  1,2).

Diese Behauptungen kann man genau so wie die vorangehenden beweisen. 
Damit haben wir den Satz IV vollständig bewiesen.
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О ПЕРЕМЕНЕННОМ ГРАФЕ КОНЕЧНОГО ГРАФА 

А. С. М. ван Р ои й  (Филадельфия, США) и X. С. Уильф (Филадельфия, США)

Перемененный граф G' конечного графа G, не содержащего петель и многократных 
ребер, определяется следующим образом.

Каждому ребру G отнесем по новой вершине; эти будут вершины в О'. Две вершины 
G' соединим ребром в том и только в том случае, если соответствующие ребра в G имеют 
общую вершину.

По теореме 1, С  изоморфно G тогда и только тогда, если G является регулярным 
второй степени.

Теоремы 2 и 3 содержат утверждения о поведении последовательности G,G’,G",
Теорема 4 дает необходимое и достаточное условие для того, чтобы некоторый граф 

был перемененным графом некоторого другого графа.

О КВАЗИЗАМКНУТЫХ ПРИМАРНЫХ ГРУППАХ 

П. Д. Хилл (Атланта, Георгия, США) и С. К. М едж иббен  (Лаббок, Тексас, США)

Приведенная примарная абелева группа называется квазизамкнутой, если замы
кание в р-адической топологии всякой своей сервантной подгруппы снова является 
сервантной подгруппой. В работе предлагаются различные характеристики квазизамкну- 
тых групп и доказываются некоторые теоремы о них. В частности, доказывается существо  ̂
вание квазизамкнутой группы, не являющейся замкнутой р-группой.

МАССОВОЕ ОБСЛУЖИВАНИЕ С ГРУППОВЫМ ПРИХОДОМ. II 
Ф. Г. Ф остер (Нью-Йорк, США) и А. Г. А. Д. П ерера (Нью-Йорк, США)

Лица приходят к системе обслуживания по рекуррентному процессу по группам 
из г членов. Обслуживание происходит в отрезок времени с экспоненциальным распре
делением. Через £(/), £(т„-0) и £(<т„+0) обозначаются число ожидающих во время /, 
в момент перед прибытием л-ой группы и в момент после окончания n-ого обслуживания, 
соответственно. Устанавливаются соотношения между порождающими функциями 
предельных распределений упомянутых процессов при / —+ “>, соотв. л —+<*>. Уста
навливается также стационарное распределение времени занятости обслуживающей сис
темы. Если считать лица, приходящих в одной и той же группе, одним лицом, времена 
обслуживания оказываются случайными величинами с гамма-распределением порядка г. 
В остальной части работы авторы изучают связь между порождающей функцией послед
ней проблемы и порождающими функциями, упомянутыми выше.
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ОДНА ХАРАКТЕРИСТИКА СТАНДАРТНЫХ ИДЕАЛОВ 

М. Ф. Я новиц (Албюкерк, Нью Мексика, США)

Г. Грецер и Е. Т. Шмидт [5] ввели понятие стандартного идеала, а именно следу
ющим образом. Идеал S  структуры L называется стандартным в том и только в том случае, 
если следующее соотношение между а и b является сравнением в L: a s b  тогда и только 
тогда, если для некоторого s е 5  имеем а и Ь =  (а п Ь) и s.

Решаются некоторые проблемы из [5], и исследуется связь между ядрами гомо
морфизмов и идеалами структур.

ТРИ ПРИМЕРА НА ХОПФОВСКОЕ СВОЙСТВО 
В КОММУТАТИВНЫХ ГРУППАХ БЕЗ КРУЧЕНИЯ

А. Л. С. К о р н е р  (Оксфорд, Англия)

Группа G называется хопфовской, если все гомоморфизмы G на себя являются авто
морфизмами.

В качестве первого примера указывается нехопфовская коммутативная группа с 
порядком группы автоморфизмов, равным 2. Этим самым решаются проблемы 3 и 4 
работы [1].

Второй пример: нехопфовская группа, являющаяся прямой суммой двух хопфовских 
групп. Третий пример представляет собой усиление второго, поскольку здесь два хоп- 
фовские прямые слагаемого изоморфны.

ОБ ОДНОЙ ПРОБЛЕМЕ ШТЕЙНГАУЗА 

П. Ре вес (Будапешт)

Главным результатом настоящей работы является следующая теорема.
Пусть £i, f 2, ... —  последовательность случайных величин, для которой М ((f)g К 

( /= 1 , 2 , . . . ) .  Тогда найдутся последовательность натуральных чисел т и слу
чайная величина // так, что ряд

У, ск (£„к->1)
к= 1

с х о д и т ся  с вероятностью  1, причем C í , r 2 , . . .  —  п р ои звол ьн ая  последовательность  

вещ ественны х чисел, уд овл етвор яю щ ая у сл о в и ю  Z
А: = 1

ОЦЕНКА СНИЗУ ОСНОВНОГО ТОНА ОДНОСВЯЗНОЙ МЕМБРАНЫ 

Е. Макай (Будапешт)

Рассмотрим в плоскости некоторую односвязную область, граница которой состоит 
из кусочно аналитических дуг, и обозначим через д радиус наибольшего круга, вписы
ваемого в область, а через Л — частоту основного тона области, считанной мембраной, 
закрепленной на границе. Несколько лет тому назад для выпуклых областей И. Херш 
проверил неравенство Л ёя /(2д). Если выпуклость области не предполагается, то най-

1 п
дется постоянное С, для которого — sC -=  — и Л-<С/о.

2 2
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НЕЙТРАЛЬНОСТЬ В СЛАБО МОДУЛЯРНЫХ СТРУКТУРАХ 
И кбалунниса (Мадрас, Индия)

В статье [2] Грецер и Шмидт поставили следующий вопрос: Являются ли нейтраль
ными все дистрибутивные идеалы в слабо модулярной структуре? Автор показывает 
с помощью контрпримера, что ответ на этот вопрос отрицателен.

ЛОГИЧЕСКАЯ ДВОЙСТВЕННОСТЬ МЕЖДУ 
ОСНОВНЫМИ ТЕОРЕМАМИ ХАЙОША И ФРОБЕНИУСА—ШТИККЕЛЬБЕРГЕРА 

В ТЕОРИИ КОНЕЧНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП
Л. Р едей  (Сегед)

Мы говорим, что комплекс А некоторой группы является однослойным произведе
нием комплексов A t .......А к, если произведения вида ai.-.a* ( a i€ A i,. . . ,  ак£ Ай) дают
именно все элементы из А, один раз каждый. Комплекс называется симплексом, если 
его элементы составляют последовательность вида 1, а, а2, . . . ,  a“" 1 (e s2 ) . (Между сим
плексами встречаются конечные циклические подгруппы.)

Пусть G — конечная абелева группа. Обозначим через 6  произвольное представ
ление G в виде однослойного произведения, в котором каждый сомножитель является 
симплексом, через S — один из этих сомножителей, и обозначим через S утверждение, 
по которому 5  является (циклической) группой. Тогда две основные теоремы, названные 
в заглавии, можно сформулировать при помощи кванторов V, 3 следующим образом: 
Для всякой заданной группы G

3 VS, соотв. V 3 S.
© S ©S

Мы видим, что эти две логические формулы получаются одна из другой с помощью пере
становки V — 3. В этом заключается (до сих пор неизвестная) логическая двойственность 
двух основных теорем, почему их можно называть тоже первой, соответственно второй 
основной теоремой конечных абелевых групп. Интересно, что использование рассмотрен
ной двойственности в ходе доказательства двух основных теорем, повидимому, невоз
можно, и что доказательство второй основной теоремы несоразмерно труднее, чем пер
вой. Известно, что обе основные теоремы очень богаты следствиями.

НОВАЯ ТЕОРИЯ КОНЕЧНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 
И ОБОБЩЕНИЕ ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАЙОША 

Л. Р едей  (Сегед)

Основной проблемой новой теории конечных абелевых групп, начненной Хайош ом, 
является изучение представлений некоторой конечной абелевой группы G в виде одно
слойных произведений типа

G — A iO... о Ак,

причем A t , . . . ,  Ак — комплексы из G (см. резюме предыдущей работы). Этой новой теорией 
занимались уже несколько работ (см. библиографию), и хотя бы до сих пор решена лишь 
весьма малая часть возникших вопросов, тем не менее результаты уже делали возмож
ным важные приложения в нескольких, удаленных друг от друга, областях. Настоящая 
работа имеет двойную -цель, а именно обосновать теорию, а затем, в качестве применения, 
обобщить основную теорему Х айош а в такой значительной мере, что дальнейшее 
обобщение в некотором смысле оказывается невозможным.

Вообще при изучении упомянутых представлений в виде произведений большую 
помощь продают (комплексные) характеры группы G. Для такого характера х  и некоторого 
комплекса А группы G мы полагаем

х(Л )=  2  *(<*)•«6 Л



IV

Под нуллнфикатором комплекса А  мы понимаем множество 92(А) всех характеров / ,  
для которых х ( А ) = О. Положим еще О(Н) для мощности конечного множества Н и 
для главного характера G (откуда / А  А) =0(А )) .  Имеет место следующая 

Основная лемма. Для комплексов A i .......Ак группы G равенство

G = A í 0 . . . o A k

выполняется тогда и только тогда, если

0 ( G ) —0 ( A i ) ... 0(Ак),

и каждый характер х ^ Х > группыG принадлежит некоторому из множеств 9!(А ,) , ..., 92(A;<).
Таким образом, изучение основной проблемы переносится в теорию поля деления 

круга, и этот факт представляет собой некоторое развитие в большинстве вопросов. 
В частности, из основной леммы (далеко не тривиально) вытекает, что в случае G =  А 1 0 . . . 0  Ak 
выполняется тоже равенство

G = А \ ' о  . . .  оАкк,
если

(е , ,0 (А ,) )=  1 (1 =  1, . . . ,*) .

Очевидно, что достаточно изучать нормированные представления G =  At о . ..о  Ак, 
т. е. такие, что ! € A t , . . . ,  Ак. После всего этого обобщение основной теоремы Хайоша 
гласит так:

Если в нормированном представлении G = А 1 0 . . . 0  Ак каждое из O (A i),.. . ,  0 (А к) 
является простым числом, то хотя бы один из сомножителей представляет собой группу.

(Если, в частности, все сомножители являются симплексами, то получается именно 
та часть основной теоремы Х айош а, которая относится к простым симплексам, и из- 

-вестно, что эта часть эквивалентна всей основной теореме Хайош а; наоборот, сфор
мулированное обобщение теряет силу, если не все числа являются простыми.)

Доказательство очень сложно и содержит следующие пять случаев, среди которых 
III обобщает II, IV обобщает III, а V обобщает (одновременно) I и IV:

I. G является р-группой и А , , А к —  простыми симплексами (Хайош );
II. 0 (G )= p 2 и С не является циклической;

III. G является элементарной р-группой;
IV. G является р-группой;
V. G является произвольной группой.

Самыми тонкими случаями оказываются I и (неожиданно) II. Случаи III и IV, нао
борот, не вызывают особенных трудностей. В случае V доказательство снова довольно 
сложно. При исследовании случаев II, III, IV и V мы опираемся на основную лемму, а 
при доказательстве в случае I основная лемма не используется. (Однако, словно в ка
честве возмещения, применение основной леммы приведет к эквивалентному переформу
лированию первоначальной основной теоремы Хайоша в некоторую теорему покрытия 
относительно конечных абелевых групп).

О СУММИРУЕМОСТИ
ПО ДЕ ЛА ВАЛЛЕ-ПУССЕНУ ОБЩИХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ 

Л. Л еиндлер  (Сегед)

Пусть {<Рп(х)} — система функций, ортонормированная на основном интервале (а, Ь), 
а Я =  {Я„} — монотонно возрастающая последовательность натуральных чисел, для кото
рой Я„+1 — Я„^1. л-ая частичная сумма ряда (1) обозначается через s„(x), а п-ое среднее 
де ла Валле-Пуссена относительно Я того же ряда — через К„(Я; х), т. е.

П j И
s„(x)= 2  Cv<pv(x) и К, (Я; х) =  — 2  sv(x).

V =  1 /11 v =  B - l n + l



V

Мы говорим, что ряд (1) ( V, Л)-суммируем в пункте х, если У„(к;х) сходится при 
л-°°.

Очевидно, что этот метод суммирования содержит (С, 1)-суммирование, первона
чальный метод суммирования де ла Валле-Пуссена, а также простую сходимость.

В настоящей работе доказываются некоторые предложения относительно ( V, к)- 
суммирования, между прочим следующие.

Т еорем а 1. Для того, чтобы ортогональный ряд вида (1) был (К,Я)-суммируемым 
почти всюду на некотором множестве Е, необходимо и достаточно, что частичные суммы

П — 1
s^n(x) сходились почти всюду на Е, причем ц0= \  и цп=  £  крк .

к= О
Т еорем а 2. Если выполняется условие (2), то ортогональный ряд (1) (К, .^-сумми

руем почти всюду на основном интервале.
В последующих теоремах доказывается неусилимость условия (2), затем оцени

вается порядок роста средних У„(к;х) и устанавливаются предложения относительно 
приближения с помощью средных У„(к; х).

Теорема 7 утверждает, что из условия (2) вытекает справедливость предложения 
(12) для любой бесконечной последовательности {у,,} натуральных чисел почти всюду 
на основном интервале.

Наконец доказывается, что для ( У, А)-суммируемости ряда (1) почти всюду, т. е 
для сходимости почти всюду ряда

2 \V n + i( .k ;x ) -V n ß;x ) \V = 1

необходимо и достаточно выполнение условия (13).

ЗАМЕЧАНИЯ О СХОДИМОСТИ ЛАГРАНЖЕВА ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ 

О. Киш  (Будапешт) и Й. Сабадош (Будапешт)

Обозначим через С множество вещественных функций, непрерывных на отрезке 
[ —1, +1]. Если /(х)€С , то 11/11 ее норма, а со ( f t )  — модуль непрерывности. Пусть « (/)  
есть модуль непрерывности любой фиксированной непостоянной функции из С. Обоз
начим через С (со) множество тех функций /(х ) из С, для которых зависящее лишь от /(х) 
положительное число a( f )  можно выбрать так, чтобы выпольнялось неравенство

co(f,t)£a(f)co(t)  (0 £ tm 2 ) .

Пусть кп(Х)  есть постоянная Лебега, соответствующая матрице узлов Лагранжева интер
полирования X, расположенных на отрезке [ —1, +1], а Е„(/, X, х)-итерполяционный 
многочлен Лагранжа не выше л-той степени, соответствующий матрице X  и функции
т .

В настоящей работе доказываются следующие теоремы:
1. Если верхний предел

(1) lim sup col ---------- 1 A, (X)
W kn(X))

положителен, то существует функция f(x)  из С (со), для которой верхний предел

(2) lim sup II f(x)-L„(f,  X, x)il
П~* 00

также положителен.
2. Если (1) бесконечен, то для некоторой /(х)еС(сэ) и (2) бесконечен.
3. Если (1) равен нулю, то существует матрица узлов Лагранжева интерполирования 

Y такая, что

(3) kn(Y) =  k„(X) (п =  0 ,1 ,2 , . . . )
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и для любой f ix )  из С (со)

(4) lim sup II f ( x ) - L „ ( f  У, x)ll

равен нулю.
4. Если

t
lim ------= 0
t  = о  co(t)

и верхний предел
( 1

(5) lim sup col —\ II
положителен, то существует матрица узлов Y и /(х)еС(со) такие, что имеет место (3) 
и (4) положителен.

5. Существует матрица У и f (x )  с Lip 1 такие, что (4) положителен и

Л „(У)=0(л) (п= 1, 2, 3, ...).

6. Если (5) бесконечен, то существует матрица У и /(х)еС(со) такие, что имеет место
(3) и (4) бесконечен.

Следствиями этих теорем являются некоторые результаты С. М. Л озинского, П. 
Эрдёш а и П. Т ур ана.

U m

ОЦЕНКА ОБЪЕМА МНОГОГРАННИКА,
ЛЕЖАЩЕГО В ПРОСТРАНСТВЕ ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ

Й. М олнар (Будапешт)

Доказывается следующая теорема.
Если каждая из п граней многогранника P l , лежащего в трехмерном пространен.е 

постоянной кривизны, представляет собой равносторонний треугольник стороны а, и 
расстояние любых двух вершин не меньше а, то

п — 2
Р1ш----- P l .

2

Знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда P l  является объединением тет
раэдров, вершины которых являются тоже вершинами многоранника P l.

ПРИМЕЧАНИЕ К ОДНОЙ СТАТЬЕ М. Ф. ЯНОВИЦА 

Е. Т. Ш мидт (Будапешт)

Примыкая к работе М. Ф. Я н овиц а (A characterisation of standard ideals, Acta 
Math. Acad. Sei. H u n g 16 (1965), стр. 289 — 301) автор показывает, что в структурах не 
все проективные идеалы являются ядрами гомоморфизмов.

О РАСПОЛОЖЕНИИ ТОЧЕК В ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ПЛОСКОСТИ 

Л. Ф ейеш  Тот (Будапешт)

Как нужно расположить п точек в эллиптической плоскости, чтобы наименьшее 
расстояние .между ними было максимальным? Эта проблема решается для случая пш6.
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НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИЙ О СИЛЬНО МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ СИСТЕМАХ
П. Ревес (Будапешт)

Равномерно ограниченная последовательность случайных величин назы
вается нормированной сильно мультипликативной системой (ESMS),  если

ф = е ю е ю - е ( Ф  к = 1 , 2 , ...)

£ ( « = о, £«?) = !.

причем числа щ, гг , . . . ,  гк могут принимать значения 1 и 2. В работе доказываются 
следующие две теоремы.

Теорема 1. Если £ i , . . .  есть ESMS, то

Р+ Í 2 + ... +£п
Уп

Теорема 2. Если £ 1 , 1*2 , . . .  есть ESMS, то

Р С .+6 + ...+ 6  
У« log log л

Доказательство теоремы 2 основывается на следующей лемме. 
Лемма 1. Если £ i ,£ 2 , . . .  есть ESMS, то

Е( sup (£i +  t;i +  .. .+ £ }У} =  0 ( п г log* п).
1 Sj'Síl

ОБ ОБОБЩЕННЫХ ГРАФАХ 

Б. Боллобаш  (Будапешт)

Обобщенный граф состоит из п вершин и некоторых к-ек вершин. Полный т-граф

состоит из т вершин и Аг-ек. Граф называется насыщенным относительно полных

т-графов, если он не содержит полного m-графа, но после добавления произвольной 
новой к- m  он уже содержит некоторый полный т-граф.

Обобщенный граф называется р-критическим, если для зажимания всех k-ек графа 
требуются по крайней мере р вершин, но после пропуска любой к-ки остальные к-ки 
уже зажимаются р — 1 вершинами.

Доказываются следующие две теоремы.
1. Если некоторый граф с п вершинами является насыщенным относительно пол

ных (к + /)-графов. то он содержит по крайней мере j -   ̂ к-ки, и существует

» Ö - M к-е к, насыщенный относи-единственный граф, состоящий из л вершин

тельно полных к +  /-графов.

2. Всякий р-критический граф содержит не более _ 1 j^ -ек, и если р-крити-

ческий граф содержит такое число к-е к, то он состоит из одного полного (р + к -  1)-графа 
и некоторых изолированных вершин.

\
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О ЕДИНСТВЕННОМ РАЗЛОЖЕНИИ НА ПРОСТЫЕ МНОЖИТЕЛИ 
В МНИМЫХ КВАДРАТИЧНЫХ ЧИСЛОВЫХ ПОЛЯХ

Эдит Ланци (Будапешт)

Х эй л ьбр он н  и Л инфут доказали неэлементарным путем, что существуют не более 
десяти чисел d <  0, при которых основная теорема теории чисел справедлива для алгеб
раических целых чисел из Р  (Yd) (Р — поле рациональных чисел). Девять таких d из
вестны, но в соответствующих доказательствах находится разделение случаев и при
меняются алгоритм Эвклида, соответственно теоремы из теории идеалов.

В настоящей работе основная теорема теории чисел доказывается элементарно и еди
нообразно для всех девяти d. Из метода автора получается также новая теорема, на основе 
которого в случае возможного десятого d следует проверить разложения только тех 
целых чисел из P ( Y d ) ,  модуль которых не превосходит некоторое значение, зависящее 
от d.

/



THE INTERCHANGE GRAPH OF A FINITE GRAPH
By

A. С. M. van ROOIJ and H. S. W1LF* (Philadelphia, USA) 
(Presented by G. Hajós)

Let G be a finite graph. The interchange graph G' of G, has a vertex correspond
ing to each edge of G, two vertices o f G' being connected if the corresponding edges 
of G have a common vertex in G. In reference [1], the questions are raised of when 
G' can be isomorphic to G, and how to describe the sequence of iterated interchange 
graphs of a given G. We suppose that G has no loops and no multiple edges.

The loclal degree o f a vertex a o f a graph G is <?(«), the number of edges of G 
emanating from a. If v, V, e, s' denote the number o f vertices and edges of G and 
G' respectively, then clearly v' =  e and

(i) 2 < H * > 4a£G  G o € C  z  n g G

Now if G is isomorphic to G' then in particular v'=v, e'=£ and so

whence

v =  v' =  e =  e '=  -  £  g(a)2 - e
^  a£G

(2)
But also

{ ^ • Н Ч т Р - 1

(3) 1 v  , 2e 
— 2 j в(а) =  —  =  2. v áее v

Thus the positive numbers q ( o )  (a £ G) have the same arithmetic mean and root 
mean square, and so they are all equal, their common value being 2 and we have

T heorem 1. G =  G’ if  and only i f  G is regular of degree 2.

To investigate the sequence o f iterated interchange graphs G, G', G",... we 
first consider three mutually exclusive (but not exhaustive) families of graphs:

I. All Q(a) =  2 (a(EG)

II. All e ( a ) ^ 2 (adG) and some g(a)<2 .

III. All g (ű ) s 2  (a£G) and some fj(a)>2.

* The work of the second author was supported in part by the Argonne National Laboratory.

3 Acta Mathemadca X V I/3—4
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Now if a' is a vertex of the interchange graph G' of a graph G, suppose a' “comes 
from” an edge of G whose endpoints are ax, a2 in G. Then the local degree of o' 
in G' is

д(а1) +  д(а 2 ) - 2 .

It follows that the graph mapping G — G' is an endomorphism of each of the classes 
I, II, III above. Suppose <7£II. Then

v' = s = \ 2  e ( « ) <  1 2  2  =  v -
^ a £ G  ^ a £ G

Hence for II, the sequence of graphs G, G', G", G'", ... degenerates to the null 
graph after finitely many steps.

Similarly if G^TII we find v'>v and so the sequence G, G', G”, ... increases 
without bound.

Now let G be arbitrary but connected. If any £>(д) — 4 then G has the subgraph

whose interchange

is of type III and so again G, G', G", ... increases without bound. Now suppose all 
g(a)S 3 . If any point with g(a) =  3 is connected to a point with g (a )S 2  then G 
contains one of the subgraphs
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whose first or second interchange graph, respectively is 3S,

i6

of type III, and we have divergence once more. Finally, if all points with q ( v )  =  3 
are connected only to points with e(h) =  l then G is precisely the graph <2

whose interchange

is of type I which is regular of degree 2. We summarize with

Theorem 2. The sequence of graphs G, G',G", . . . f  where G is connected,

(a) has ultimately steadily increasing numbers o f vertices,
(b) is o f the form G, G, G, G,
(c) is o f the form G, H, H, H, H,
(d) is o f  the form Gx, G2, ..., Gn, Ф, Ф, Ф, 

depending on whether

(a)' G has at least one о (a) S  3 and is not the special graph (2,
(ЬУ G is regular o f degree 2,
(c) ' G is the special graph Q,
(d) ' G has all q(o) ^ 2 and some о (a) < 2 , 

respectively.

Naturally if G is not connected we may apply theorem 2 to each component.
Concerning the rate at which the number of edges grows under the iteration 

operation, let vm,s m denote the number of vertices and edges in G(m\  Then, from

l*
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(1), and the inequality

we find that

2 e 2(a)s^-{Ze(a))2 = ~
a£G

F  > ?  m  Гöm +1 — ** ön
and since vm+1= e m, we have

By induction, then,

=52- — 1.
Vm vm

Vm > 2 m- 1 i E l )  +  l
’m-l J

and finally,

+  1 (m =  1 ,2 ,3 ,.. .)

m— 1
(4) v „ g v  П  {1 +  2“£} (n ,=  1 ,2 .3 , . . .)

x = 0
where

The sign of equality holds in (4) for some w > 0  if and only if G is regular, and then 
it holds for all m. We may suppose without loss of generality. For w — ~> the 
right side of (4) is

where

For a regular graph of local degree (, £ =  i (  — 1, so

n' - 1 f 2  )
V„ =  V Д  [1 +  (C -  2 )2 * -  4  S  v2^m(m_3) (C -  2)m/ |  c —  I •

Any graph G that contains more than three vertices can be extended to a complete, 
hence regular, graph o f local degree v — 1 >  2, so

(5) log2 Vm3 = i W m log2 ( - 3 ) - - •°S2 / [ 7 Г 3 I +  1оё 2 V.

On the other hand, as we remarked before, if G is a graph with property (a)', then 
either G' contains s i  or G" contains 'M. Using (4) for s i  and Sß we see that for G 
either

m — 2 Í  j A m — 2

vma=4 [J  1 + 2 "-^- Ы  П  2 " - 1 =  2 « 1"-1«— S) 
д= о V 2  / // = o
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or
m -  3 (  ] \  m — 3

v,„ ё  4 П  l +  2"-T S  П  2Ц~ 2  =  2i0"~2)(-m~'7\  
u = o V 4  j  w = o

Combining this with (5) we find:

Theorem 3. For any graph G that has property (a)' of theorem 2,

l°g2 vm =  i  m2 +  O(m)

Finally we give a necessary and sufficient condition for a graph H  to be an 
interchange graph. The basic idea is the following. We can identify a vertex a of 
a graph G with the “pencil” of all edges containing a. Then we see that its image 
in G' is a complete subgraph, which is maximal if о (a) ^  3. Conversely, every maximal 
complete subgraph in G' is the image of such a pencil, unless it is a triangle. In the 
latter case it is the image of either a pencil or a triangle in G. To distinguish these 
two cases we introduce the concepts of “even” and “odd” triangles.

A triangle D in a graph H  is even if every vertex of H is joined with either 0 or 
2 vertices of D ; otherwise D is odd. Every triangle contained in a larger complete 
section of H  is odd. The image in H ' of any triangle of H is an even triangle in H '.

Before stating our theorem we define a notation: if a, b are vertices of a graph, 
we write a ^ b  for “u and b are joined”, and ai^b  for “a and b are not joined”.

The section of a graph G determined by the vertices ал , ..., a„ of G will be 
written as {öj , ..., a„}.

Theorem 4. A graph H is the interchange graph of some graph G if and only if
(i) If H  contains a section graph isomorphic with @, then one o f its two triangles 

is even. In other words: If {a, b, c} and {a, b, d ) are odd triangles in H, then c =  d  
or c ~ d .

(ii) H contains no section graph isomorphic with (2.

Proof. The “only if” is easily verified. In proving the “if” clearly we may 
suppose H  to be connected. One of the two following statements is true:

(I) H  contains two even adjacent triangles.
(II) If two triangles in H  have an edge in common, then one of them is odd.
We will prove that only three graphs have properties (i), (ii), and (I), viz. @, <?.

and
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These are the interchange graphs of éj1, and s t ,  respectively.

we construct a
G such that H =  G'.

First suppose that H contains two even adjacent triangles {a, b, c} and {a, b, d}. 
Then с A d, so {a ,b , c ,d } = ® .  If H  is not Ф, it must contain a fifth vertex, e, joined 
to either a, b, c or d. We may assume that either e ~  a or e ~  c.

e A c  implies e ^ a ,  so because {a, b, c] is even. But {a, b, d) is even, so 
e ^a and e ~ b  together imply eA d . Then {a, c, d, e} is isomorphic with (2, contrary 
to our assumption (ii).

Hence, e ~  c. Again using the fact that {a, b, c} and {a, b, d \ are even we see 
that either e ~ a  or e~& , but not both, and e ^ d .  We may assume e ~ a , eA b . 
Then {a, b, c, d, e} S and either {a, d, e} or {a, c, e} is even because of (i).

If H  is not ß  tiiere must exist a sixth vertex /  of H , joined to one of the first 
five. It is easy to show now that H is necessarily 3F.

Let G, be the class of all maximal complete subgraphs o f Я that are not even
triangles.

Let G2  be the class of those vertices x £ H  that are contained in some A ^ G l 
and are not joined with any vertex outside A.

Let G3 be the class of all edges of H that are contained in a unique and even 
triangle.

We define a graph G whose interchange graph is H  as follows: The vertices 
o f G are the elements of G{ U G 2  Ü G3; two o f these vertices are joined if their inter
section is non-void.

We construct a map / :  G' — H as follows: Every x£G ' corresponds to a pair 
( A, B) of vertices of G, and A C \B  A 0 .  We will prove that А П В contains only one 
point, and this point we call f(x ).  This /  turns out to be an isomorphism onto H. 
To show this we have to prove the following statements:

(a) For all A , B £ G  with A AB,  АГ\В  contains at most one point. (Definition
of /•)

(ß) Every a f / /  is the intersection of certain A, В f G  with A AB. ( f  is onto.) 
(y) These A and В are, except for their order, uniquely determined. ( /  is one- 

to-one.)
(5) If Ax, A 2, A3£G are different, and a £ A t Г\А2 , Ь ^ А 2  Г\А3, then a ^ b .  

(If x , y £ G'  and .Y~y, then f ( x ) ~f ( y ) . )
(e) I f Ai ,  A 2 , B l , B 2 £G,  A xA A 2, B xA B 2, { а } = А 1 П А 2 , {£} =  / / П ,S2 and 

a ~  b, then one of the А / s is one o f the В/s .  (If x, у  € G' an d /(x ) ~ /(y ) , then x  ~ y .)
(a) Suppose A, BdG,  A A B, {a, b} а  А П B, a Ab.  Elements of G3 are con

tained in no odd triangles, so {a, b} $ G3, and hence A, В £ Gt . Because A is maximal 
complete it must contain a c that is not in B. Then В must contain a d which is not 
joined to c. But then {u, b, c, d }  is a section, isomorphic with
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(ß) Take adH.  First assume that a is in some even triangle {a,b, c} .  Either 
{a, b} £G3 or {a, b} is part of a triangle {a, b, d}  with d^c .  Then by II, {a, b , d}  
is odd, so it can be extended to a C £ G , . Because {a, b, c} is even, d ^ c ,  so c$C .

Hence, there exists an A £ G  (which is either {a, b} or C) for which ad A, bdA,  
cd A. For the same reason there exists a BdG  with a dB, b$B,  cdB.  By (a), these 
A and В cannot have a point ej^a  in common.

Now assume that a is not contained in any even triangle. Let A be a maximal 
complete section containing a. If a is not joined to any vertex outside A,  take 
B =  {a).  If a ^ b  for some b$A,  let В be any maximal complete section containing 
a and b.

(y) The proof o f this statement is simple but too tedious to give it here. The 
arguments involved are of the same kind as those used in proving (ß).

(■5) This is trivial because every A d G  is complete.
(г) If a ~ b ,  then by (y) and by the construction given in (ß), b d A l U A 2, 

say b d A x. But for the same reasons a d B { UB 2, say a d B Y. Then A 1 —Bl because 
o f (a).

Trivially any automorphism of a graph G induces an automorphism of G'. 
Conversely, every automorphism of G' is induced by an automorphism of G if  
and only if G' has property II. (This follows easily from the construction given 
above and from the fact that G is determined by G' unless G' is a triangle.) In this 
connection the graphs (2, ® , ._?/, whose interchange graphs do not have property 
II, have been mentioned by O. Ore [1] (Fig. 15.4.2).

(Received 16 June 1964)
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QUASI-CLOSED PRIMARY GROUPS
By

P. D. HILL (Atlanta, Ga., USA) and С. K. MEGIBBEN (Lubbock, Texas, USA)
(Presented by L. R f d e i )

1. Introduction. All groups considered in this paper are assumed to be addi- 
tively written p-primary abelian groups (briefly, p-groups) for some fixed prime p. 
We follow throughout the notation and terminology of [3]. All topological refe
rences are to the p-adic topology.

A reduced p-group will be said to be quasi-dosed if the closure o f each of its 
pure subgroups is again a pure subgroup. It is evident that quasi-closed p-groups 
are without elements of infinite height and it is known that closed p-groups are 
quasi-closed. Head [4] has raised the following question: If G is a quasi-closed 
p-group, does it follow that G is a closed p-group? As we shall.see, the answer is 
negative and those quasi-closed groups which are not closed p-groups seem to 
have a number o f interesting properties.

2. The class of quasi-closed p-groups. In this _section, G will always denote
a p-group without elements of infinite height and В the torsion completion of G, 
that is, В is a closed p-group containing G as a pure subgroup with В/G divisible. 
By a subsocle of G, we shall mean a subgroup of G [p], A subsocle S  of G will be 
said to be non-discrete if S(~)p"G 0 for all positive integers n. If A is a subgroup
of G, A  will denote the closure of A in B. The closure of A in G is, o f course, А П G.

The first property we observe of quasi-closed p-groups which does not in general 
hold for all p-groups without elements of infinite height (see [6]) is the fact that 
their subsocles support pure subgroups.

Theorem l. I f  Q is a subsode o f the quasi-dosed p-group G, then there is a pure 
subgroup H of G such that H[p] =  Q.

Proof. From an observation in [5j, we may assume that Q is closed. By a 
standard construction, there exists a direct sum A of cyclic groups pure in G and 
such that A{p] is dense in Q. Let H  be the closure of A in G. H  is then pure and 
H[p] and Q are equal since each is the closure of A [p].

Lemma. If A is an unbounded pure subgroup o f G and if  H is a direct summand 
of В such that HI A is divisible, then the closure o f A in G is pure if  and only if  
{G, H}  [p] =  {G[p], H[p]}.

Proof. Observe that the closure of A in G is just HOG.  Since A is pure in 
G and A is dense in Hf)G,  it is not difficult to see that H d G  is pure in G if and 
only if it is neat -  the point being that (H(~)G)/A equals (G/Аj 1 and the latter is 
divisible if neat. But since H  is pure in B, the equality {G, H}[p]=^ {G[p], H[p\} 
is easily shown to be equivalent to the neatness of //H G  in G.

We can now establish a characterization of quasi-closed p-groups.
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T h e o r e m  2 .  G is quasi-closed i f  and only if  В [/»] =  {G [/»], S} whenever S is a 
non-discrete subsocle o f  G.

P r o o f . The sufficiency of the condition follows immediately from our Lemma. 
Suppose then that G is quasi-closed and let S  be a non-discrete subsocle o f G. Then 
G has a basic subgroup A +  C where C [p] is dense in S'. Now let x £ B[ p \  and 
choose a basic subgroup C  of C such that CjC' 3iC(/»°°). Let у  be an element of 
order p 2 in C but not in C . It is then easy to construct a direct sum C" of cyclic 
groups _pure in G and such that (1) C"[p] =  C'[p] and (2) x + y d C " .  Hence 
.y £ { C ,  C"}Q{G, C"}. Since GC\C" must be pure in G, x^{G[p] ,  C"[p]} =  {G[/»], S}.

C o r o l l a r y  I . I f  G is quasi-closed and if  G' is a pure subgroup o f В such that 
G'[p\ — G[p], then G' is also quasi-closed.

C o r o l l a r y  2 .  I f  G is quasi-closed and if  G contains a basic subgroup of the 
unbounded direct summand H o f B, then {G, H } =  B.

Proof. Since G contains a basic subgroup of H, {G, H}/G^_H/(H f]G) is 
divisible and therefore {G, H}  is pure in B. We need only observe that B[p] £  {G, H}.

We can now give an example o f a quasi-closed /»-group which is not a closed 
/»-group. B e a u m o n t  and P i e r c e  [1] have established the existence of a /»-group G

with basic subgroup isomorphic to ^  C(p") and such that (i) S/G =  C(/»°°) and (ii)
/1=1

H[ p \ %G  whenever H  is an unbounded direct summand of B. Clearly this G is 
not a closed /»-group. However, it is easy to see that B[p] =  {G[p],  //[/»]} whenever 
H  is an unbounded direct summand o f В and therefore G is quasi-closed. Using 
Theorem 2, it is not difficult to show that (ii) holds for all quasi-closed /»-groups 
which are not closed /»-groups.

A characterization of quasi-closed /»-groups less enlightening than Theorem 2 
follows.

T h e o r e m  3 .  A p-group G without elements o f infinite height is quasi-closed if  
and only i f  G/А is a direct sum o f a divisible group and a closed p-group whenever 
A is an unbounded pure subgroup o f G.

P r o o f . The sufficiency follows from the easily proven observation that a p u r e  
subgroup A has pure closure in G if and only if (G/А ) x is divisible.

Let G be quasi-closed, A an unbounded pure subgroup of G and H  a direct 
summand of В such that HI A is divisible. Then the closure of A in G is H O G  and 
since this closure is pure, (HC\G)/A is divisible. We need only show then that 
G/(HC\G)  is a closed /»-group. But by Corollary 2, G/(HC\G) =  {G, H} / H =  
— B/H =  K, where AT is a complementary summand o f H  in B.

The next theorem exhibits a striking property of those quasi-closed /»-groups 
which are not closed /»-groups.

T h e o r e m  4 . I f  G is quasi-closed but not a dosed p-group, then G is essentially 
indecomposable, that is, every direct decomposition o f G involves a bounded summand.

P r o o f . Let G be quasi-closed and suppose that G =  H +  K. If H  and К  are 
both unbounded, then Theorem 3 implies that both are closed /»-groups and there
fore that G itself is a closed /»-group.
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Theorem 5. If G is quasi-closed and i f  H is the closure in G o f a pure subgroup, 
then H  is quasi-closed. Moreover, i f  G 's not a closed p-group and H  is unbounded, 
then H  is not a closed p-group.

Proof. The first assertion of the theorem is obvious. If H  is an unbounded 
closed p-group, then H  is an unbounded direct summand of G and Theorem 3 
implies that its complement is also a closed p-group, that is, G itself is a closed 
p-group.

A most peculiar property of those quasi-closed groups which are not closed 
p-groups is implied by

Theorem 6. Let G be quasi-closed and let В =  B t + B 2  be a basic subgroup 
o f G with both /?, and B2 unbounded, then G is a subdirect sum o f Bx and B2 with 
pure kernels.

Proof. By Corollary 2, {G, By} =  В =  {G, B2}, from which it follows that G 
is a subdirect sum of By and B2. The kernels are, o f course, the closures in G of 
Bx and B2.

It is, in fact, easily seen that the property described in Theorem 6 characterizes 
quasi-closed p-groups.

3. An existence theorem. We now establish for quasi-closed groups which 
are not closed p-groups an existence theorem of some generality. The method of 
proof is but a slight modification of a technique used by Crawley [2] and Beaumont 
and Pierce [1].

Theorem 7. I f  В is an unbounded closed p-group having cardinality o f the conti
nuum and if  A is_a countable subgroup o f B, then there exists a pure subgroup G of 
В such that (i) BIG is divisible, (ii) G f ld  =  0 and (iii) G is quasi-closed.

Proof. We may assume that АР=В[р\.  Let A =  ^  {a;}. We can then find a
i = 1

countable subgroup Q of B[p] such that QP.A = 0 ,  and A is contained in the 
closure of Q. Since В has 2So unbounded direct summands with countable basic 
subgroups (each is determined uniquely by some countable subgroup o f B), we can 
index these unbounded direct summands Hx by ordinals ?„<Q,  where Q is the 
first ordinal of cardinality 2So. Suppose that /?<Í2 and that for each X < ß  and 
i<co we have chosen лгя>; in H,[p\ such that the subgroup Tß genareted by Q and 
the at — xx>i satisfies the following conditions:

Tß C\A[p] =  0 and Tp= Q +  Z  É  {ai ~ xx.i}-
X<pi= 1

Then \Tß +  A[p]\ =  X0  +  \ß\ü0 <2*° and since \Hß[p]\ = 2 So, there is an xßA in 
Hß[p\ but not in Tß + A[p\. Then = 0  and (Tß +  {a, — П
PA[p]  =  0.

A similar cardinality argument yields the existence of the desired xß>i for all 
i  <  со, and we conclude that there exists for each X <  Q and each i  <  o j  an х)л £  HÁ[p] 
such that the subgroup T  generated by Q and the a-t — x2  i intersects A[p] trivially
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and has the direct decomposition

T = Q +  2  2 { <h - Xx . t } -Я<!2 i= 1

We can then choose a subgroup S  o f  B[p\  such that T £  S, S  is dense in B[p] and 
S  is maximal in B[p] with respect to S П A — 0. Then let G be a subgroup of В  
which is maximal with respect to G[p] =  S. Since 5  is dense in B[p], G is pure in 
В  and В/G is divisible (see [5]). Since clearly G O A  =  0, it remains only to show 
that G is quasi-closed. We need only observe that if  H  is an unbounded direct 
summand of B, then Яя£ Я  for some A and

{G[p\, H[p] }^{G[p] ,  HAp]} =  B [ p } .

A slight modification of the proof of the preceding theorem yields

Theorem 8. I f  К  is an unbounded quasi-closed p-group having cardinality o f  
the continuum and i f  A is a countable subgroup o f K, then there exists a pure sub
group G of К  such that (i) К/G is divisible, (ii) GOA  =  0 and (iii) G is quasi-dosed.

There remain a number of unanswered questions about quasi-closed ^-groups. 
For example: Is there a quasi-closed /j-group which is not a closed p -group having 
arbitrarily large final rank? If G is quasi-closed and has a countable basic subgroup, 
can BIG be uncountable? If G is quasi-closed and G' is a pure subgroup of В such 
that G'[p] — G[p], does it follow that G ^ G ' l

Finally, the authors wish to express their indebtedness to Professors Beaumont 
and Pierce for a pre-print of [1].

(Received 7 July 1964)
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QUEUES WITH BATCH ARRIVALS. И*
By

F. G. FOSTER and A. G. A. D. PERERA (New York, USA) 
(Presented by A. Rényi)

1. Introduction. We continue in this paper the study of queues with batch 
arrivals undertaken by F oster [1]. The model we consider, which we denote by 
Gr/El / l ,  is such that units arrive in batches of fixed size r at the instants o f a renewal 
process with an arbitrary inter-arrival time distribution, F(x), and are served at 
a single service channel one at a time with exponential service-time distribution 
o f  mean l/p. It will be convenient to take the mean of F(x) as Лг/Я and to define 
q as the ratio o f the mean service time to the mean inter-arrival time, so that 
q =  k/kp.  (In [1] the mean of Fix) was taken as 1/A and q was defined as A/)t, so that 
basically the definition of q is unchanged in the present paper.) The traffic intensity 
is thus г =  rg and we assume т <  1. Define the Laplace transform

cp(s)= J  e~sxdF(x).
о

Let 1l ( t )  denote the number of units in the system including the unit undergoing 
service (if any) at the instant t. We say that the system is in state j  at time t if c(t) =  j.  
For definiteness, we take £(0) =  0, and assume that an inter-arrival time starts at 
t = 0 . Let t„ be the instant of arrival of the nth batch, and define

Pj(n) =  Р К (т„-0) = j ] .

Then it was shown in [1] that the limiting probabilities

Pj =  limpj(n)
П -> »

exist, and that their generating function, P ( z ) =  p,zj , is given by
j=o

P ( ? ) =  Пm= 1

where y \, y2, ■■■, yr are the roots inside the unit circle of the equation,

( p { p( l - z ) }  =  z r.

* Research supported in part by National Science Foundation Grant NSF-GP-2074 at 
Columbia University.
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2. Queue size after a departure. Let al , a 2, . . .  denote the sequence of 
instants at which units depart from the system. Define

p+(n) =  P [f (<r„ +  0) =  /].

Clearly pj(n)  is zero unless j  + n (number of arrivals up to the instant of the nth 
departure) is a multiple of r, i. e.

( 0  P j  («)

It follows that the ordinary limit of p j ( n )  as does not exist. We therefore
consider the Césaro limit

(2) p j  =  lim 1 2  p j  (m).
n—* 00 n m- 1

in view of the relations (1), it is easy to show that this Césaro limit, if it exists, is 
also the Césaro limit o f the sequence,

{ — 0 if n ^ sr — j  
9 * 0  if n =  s r —j.

1
Pj (sr - j ) (* = 1 ,2 , ...).

We shall show in Theorem 1 below that the ordinary limit of this sequence exists. 
It then will follow that the Césaro limit (2) exists and

(3)

Define

lim p j ( s r - j ) .

P +( z ) =  Z p j z j . 
j  = 0

3. Queue size at a random instant. Now let us introduce a third probability 
distribution,

(4) pK0  =  P [ t « ) = j l
and define

(5) p* =  limp* (t).
t~* °°

The existence of these limits (5) is proved in Theorem 2 below. Define

P* (̂ ) =  É  P*zJ- 
j = 0

4. Discussion of the main results. In this paper, we shall examine the relation
ships between the three distributions introduced above, P(z), P+(z) and P*(z), 
and establish that

(6) P + ( z ) = -  l ~ Z- P(z)r 1 — z



and

(7)
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P*(z) =  1 —T +  T zP  + (z).

These comprise Theorems 1 and 2 o f the next section. The methods of proof are 
similar to those used in our paper [3]. K hintchine’s method [4] is used to prove 
Theorem 2, although it can be proved by several other methods (see [5]).

In this section we give intuitive interpretations of (6) and (7). For the special 
case of r =  1, we may note first that (6) becomes identical with the result for the 
special case к =  1 in our paper [3], and is proved in the same way.

Now for general r , p j  is the proportion o f arriving batches that find j  units 
present, and so if Mj  denotes the number of transitions j  - * j + r  over a given 
period of time, then asymptotically, over a long period,

Mj
P j = - z r ~  ■

2 m ,
1 =  0

Similarly if Nj denotes the number of transitions / + 1 —j  then asymptotically,-

+  Mj ( j  — r),

(7 < r) ••

•• +Pj) (j  — r).

By taking generating functions, we get the result (6). We may remark that the argu
ment makes no assumptions about the type of distributions, and so (6) should hold 
for the general model G''/G/l, in which the input and output are arbitrary.

An intuitive interpretation o f (7) can be given as follows. On account o f the 
characteristic property of the exponential distribution, we can suppose that service 
goes on uninterrupted whether or not units are present to be served and a unit 
departs at the end of a service when there is at least one present, otherwise nothing 
happens and a fresh service starts. Accordingly, we may refer to the service end
points as real or virtual. With this interpretation service end-points form a Poisson 
process, or in other words services (real or virtual) end at random. Therefore, an 
instant chosen at random may be considered as a service end-point (real or virtual). 
Now with traffic intensity t, the probability that no units are present at a random

+ Nj
p t  =  - 2 -

Now asymptotically,
2 j n I

1 =  0

f M 0 +  M i  +  ... +  M j  

J 1 - M j - r + l  + M j - r + 2 +  •••

the two sides differing at most by one. Thus

and so
I N  j =  r l  Mj

P t  =
~ ( P o + P i  +  ••• + P j )

1
~ \ P j - r + l  + P j - r  + 2 +
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instant is 1 — T .  The service end-point chosen is thus virtual and

(8) p% =  1 - т .

If on the other hand the system is not empty (with probability t), the random instant 
chosen is a real service end-point, and the queue-size is about to be reduced by one. 
Thus

(9) P j  =  W j +- 1 (./>0).

Taking generating functions, we obtain (7) from (8) and (9).

5. Proofs of the main results. We now prove these results more rigorously. 
Let

É. =  í(T „ -0 ), £b =  (̂<7„ +  0).

T heorem 1. / /  t < 1 , the limits p j  defined by (3) exist and

1 l — z r
P +( z ) =  - - j- - - - - - P(z).

Г 1 —  z

Proof. If /'</•, then

£ n r - j  = . i  ■t=> a n r -  j  <Tn+ 1 £n+l — j -

Therefore,
j

( 10) p j  (nr - j )  =  P [onr _j <  t„ +1] =  Z  Pi (« +  !)•
i = 0

If j ^ r ,  say j  =  sr +  m (s > 0 , m  <  r), then

Z+- j  =  i r + m  (i =  0, 1, . . . .  j )  <=> (7„r_; <T„+1 о  L + i = j -

Therefore,

(ID
S

/LÍ+ m («Г -  j )  =  P K r -  j
i = 0

j
T»+i]= 2 Pi(* +  !)•i = 0

Now in [1] it was shown that when r < l  the right hand sides of (10) and (11) tend 
to finite limits as « —» . Therefore limp*(nr — j )  in (10) exists, and moreover by

П —► OO
taking í  =  1, 2, ... in succession in (11), we see that the limits o f the individual proba
bilities in the summation on the left hand side o f (11) also exist. Thus we have veri
fied (3) for all j ,  and we have from (10)

P j =  j ( P o + P i  +  O'<>0

s 1
2  p j-ir  =  -  (Po + P l +  • +Pj )

i  =  0  >

( 12)

and from (11), 

(13) ( j ^ r ) .
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Replacing j  by j  — r in (13) and subtracting, we obtain

(14) P t  =  j ( P j - , +  i +  — + P j )  ( j  =  r)•

Theorem 1 is now immediate from (12) and (14) on taking generating functions.

Theorem 2. I f  t< 1  and F(x) is not a lattice distribution, then the limits p* 
defined by (5) exist and

1 1 - z r
(15) P *(z) =  1 — T +  TZ—  ----- P(z).r 1 — z

Proof. We first prove the existence o f the limits p) . Denote the sequence of 
instants at which batches arrive to find the server idle by , t2, __This is a subse
quence of the sequence {t„} of all arrival instants. Now {/„} is seen to be a renewal 
process, i. e. the random variables, t„ + 1  —t„, n =  1,2, ..., form a sequence o f iden
tically distributed independent positive random variables. Denote the common 
distribution function by R(x), and let its nth convolution be R„(x). Now define

M( x) =  У  RJ X)-
n  =  1

Then M(x)  is the expected number of renewals in an interval x.
Define

G /x ) =  P [£(/„ +  *) = j ,  tn+1 - t n>x] ,

the joint probability that a renewal interval exceeds x and that the queue size is 
j  at time x  after the last renewal. (Since {/„} is a renewal process, С /х ) does not 
depend on n.) We have then

i - а д  =  Z  Cj(x).
7 =  0

Now conditional upon the last renewal occurring at time x, the probability of a 
queue size of j  at time t >  x  is Gf t  — x). Since the probability that the nth renewal 
occurs in (x, x +  dx) is dRn(x), we have by summing over all possibilities,

t  t

P j ( t ) - G j ( t ) +  Z  [ Cj( t - x)dRn(x) =  Gj (?) +  j  Gj(t  — x)dM(x).

We may now apply a basic renewal theorem (cf. [6] p. 227) to establish the 
existence of these limits as t -* For this purpose, we have only to show that (i) R(x) 
has a finite mean and (ii) G /x) is of bounded variation and integrable in (0, °°).

Now in section 1, the limiting probability, p 0, that an arriving batch finds 
the server idle was seen to exist, and moreover p 0  >  0. Therefore the expected number 
of arrivals between any two successive renewal instants, t„, tn + i , has the finite value 
l /p0. Since the mean inter-arrival time o f batches is k/X, it follows that the mean 
renewal interval is k/(Xp0) <  °°, and this is the mean of R(x).

Secondly, we have
0 S G /x ) S  1 — R(x) ä  l,

2 A cta M athem atica  X V I/3 — 4
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and 1 — R(x)  is integrable in (0, ®), since we have just shown that R(x) has a finite 
mean. Moreover, 1 — R(x)-^0 as The existence of the limits (5) is now
established fro /id ed  R(x) is not a lattice distribution, which it is not since F(x) 
is assumend not to be lattice.

We may obtain the formula (15) for the limits in the following manner. The 
limit p* is the probability that the queue size is j  at an arbitrarily chosen instant 
of time. We shall relate the queue size at this instant to that just before the preceding 
instant of arrival. In order to do this we need the distribution o f the time interval, 
u, between these two instants. By an argument similar to that used by K hintchine
[4], or as a consequence of a known renewal theorem (cf. [6] p. 227) we get, provided 
F(x) is not a lattice distribution,

ЯP [x <  и — x  T  dx\ =  —  {1 — F(x)} dx.К

Now let v* denote the number of services (real or virtual) terminating during 
the interval u, and define

n j  =  P  [v* =  j ] ,

N (z )=  21  njzK 
j =о

Then we have

nj = j f  е~^х ~ - { \ - F( x ) } d x .

Therefore,

(i6 ) A rfr)= g—T- — - ,
1 — z

where
K(z)  =

If £* is the queue size at the arbitrarily chosen instant, and £ the queue size 
just before the preceding instant o f  arrival, we have

=  max (£ +  r — v*, 0).

Since и and t  are clearly independent, so also are v* and c. Therefore taking gene
rating functions, we have

P*{z) =  P { z ) z r N [ \ } +  Z d j ( l - z - J ) ,
\ z ) j ~o

where
d j  =  P [ i +  r - v *  —  у ] .

By (16), we have now

P*(z) -  e P ( z ) f l - z ' P { z ) K  ( - )  +  i 1 dj{\ - z-J).
Z — 1 Z — 1 \ Z  ) j -  о

But by Theorem 1 o f [1],

z'P(z) k [ \ ] = P ( z) - 2 cj( 1 - z~J).\ z  ) j =о
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Therefore

P*(z) =  qP( z)

= QZ

Zr+1 QZ
z — 1 z — 1

1 — i

{-Р О О -^сД 1 - z ~ s)} +  2 dj ( l - z - J )  =

P(z)  +  qZ cj j~ y-~ r +  2 d j 0  - z - j).

On the left hand side of this equation is a power series with non-negative powers. 
Therefore all terms on the right hand side with negative powers must cancel out 
leaving at most a constant. Thus

P*(z) =  C +  Qz I ^  P(z).

Normalizing, we obtain Theorem 2.
As an immediate corollary to Theorems 1 and 2 we have the result (7). 

Example 1. If the inter-arrival times are exponentially distributed, with

F(x) =  1 — е~Лх,

( l - r ) ( l - z )
it was shown in [1] that

P  (* )= -

1_7{1 + 7 (1_zr)}
Hence by Theorems 1 and 2 we have,

1 ( 1 - T ) ( l - Z r)

and

P+(z)

P * { z ) = \ - x - \ - x z ~   ̂ Z

Г l - z { l + ^ ( l - z o }

( 1 - t) ( 1 - z) ( 1 - t) ( 1 - z)

1 Z l - z | l  +  y ( l - z r) |  l - z | l  +  y ( l - z r) |

We thus note that P*(z) =P( z )  in this case. That this should be so when the input 
is Poisson is intuitively reasonable, since then arrivals are at random (cf. [3]).

Example 2. If the inter-arrival times have the Erlang distribution,

J = о J'-
it was shown in [1] that

p ( z ) =  r i ! 7mml 1 1 -  У»,?

where the ym are the roots inside the unit circle o f the equation,
\ - k

1 + 1 —Z
kq

=  z .

2*
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It is easy to show that these roots are distinct. (See [3].) Therefore

(17) p (z) =  2  m= 1
Dm

1 -  ymz :
where

(18) т т = п
1 —

1 -  Vi/Vi
Thus

Pj  — Dmym •
m = 1

From (12), (14), (8) and (9) we now obtain
,7+1

(19) 

and

( 20)

P J  =

i-yJn
t r i  r
1 v  г» j —r+l  1 Уm

-  2 j D’» hn ,------Г m = 1 1 -  У,,,

P>f=<

1 - Г

Z D m-
w= 1 A

l - y i

( j  <  >-)

O 'S r), 

0 = 0 )  

(0 < 7 < r )

e 2 ^ i - r} r f B O 'sr).m=l 1 Tm

6. The occupation time. The occupation time at any instant is the total time 
it will take the server to serve all the units present at that instant. Denote the 
occupation time at time 1 by We shall consider the limiting distribution,

W* (л) =  lim Р[»1 (0 Шх].
t —> оо

Define

ß *(z)=  f  e~sxdW*(x).  
о

Theorem 3. T h e  limiting distribution fV*(x) exists and is given by

( 21)  =

Proof. At any time t each unit present has a service time whose distribution

is exponential with Laplace transform —‘- — . On account of the characteristic
ti +  s

property of the exponential distribution, the unexpired service time of the unit
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under service has the same distribution. Therefore

P W ) * x \ =
j  — 0  I i = 0 I -  )

where pj(t )  is defined by (4). Since lim p*(t) =  p* exists, it follows that lim P [ 4  (l) =  x]
t~* 00 t~* 00

exists, and we have, by taking Laplace transforms,

Í2*(í)
j?o*J \ß  +  s }  l/í + ̂ J

7. Relationship between Gr/E1/\ and G/EJ1. In the batch arrival system 
G'/EJl  let us regard the arriving batches as retaining their identity in the system: 
a batch is present until all its r units have been served. Then the total service time 
of a batch has an Er distribution. Thus G/EJ 1 becomes the model in which the 
batches are the units. If a 1 , a 2, ■■■ are the instants o f departure in G'/EJ l ,  then 
a r , c 2r, ... are the instants of departure in G/EJ1. The instants of arrival, t , , t ,  , . . .  
are the same in both models.

Denote by £ (0  the number of units (i. e., previously called batches) present 
at time t in the system G/EJ1, including the unit under service (if any). Then we 
have

(22) C (0=
m + r - i

r

where [v] denotes the integral part o f x. We shall consider the three distributions 
related to the system G/ EJ l :

(i) qfn)  =  P [ C ( t „ - 0 )  =  j]

(ii) qf(t) =  P[C(t) = 7 ]

(iii) qfin) =  P[C(trnr +  0) = j ] .

(i) From (22) we have at the instant t =  x„ —0,

Po(n) 0  =  0)
Qj(n) =

Г- 1
P jr-mm= 0

(n) 0 - 0 ) .

The probabilities on the right hand side are known to converge a s « -« = .  Therefore

<7j =  lim qj(n) 0 = 0 , 1 , 2 , ...)
П-* 00

exists and

(23) <}j =
P 0

Г- 1
2  pjr-„

0 0 ) =  2  4jZj .J = 0

Define

O = o )

(7 - 0 ) .
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We note here that in [1] the relationship between the generating functions Q(z) 
and P(z ) was derived in the form:

(24) < №  =
1 — z  

r

r
2
1 =  1

P(a>Jz llr) 
1 —coJz 1/r

where со1, со2 , cor are the rth roots of unity, 
(ii) Again from (22) we have

№ ) =

p m

2  P f r - m ( l )m= 0

0 = 0)

0 > o ) .

By Theorem 2, the probabilities on the right hand side converge as i — Therefore

exists and 

(25)

Define

qj  =  lim qf ( t )
t  F oo

я1=
p§

r -  1
2m — 0P j r - n

0 = 0 ,  1 ,2 , . ..)

0= 0)

O > 0 ) .

ő * o ) =  2  4UJ-j = 0

By the same argument that was used in [1] we can obtain the relationship between 
Q*(z) and P*(z):

(26)
r

2 I = 1
P * ( ( 0 JZ 1P )

l —COJZ1/r

We shall not however use this formula in the present paper,
(iii) From (22) we have at the instant t =  cr„r +  0,

q t  («)=

But by (1) this reduces to

To (nr)
r -  1
2 Pir-m(nr)
m= 0

0= 0)

( / >  0).

qj (n)=Pjr(nr) 0  =  0, 1, 2, ...). 

Now by Theorem 1, we know that the limits

Pi = — l im p / ( nr - j )
I  f t —> oo

exist. Therefore the limits
<7/  = lim  q+(n)

ft oo



exist, and we have 

(27)

But from (12) and (14),
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4j = rPtr (J = 0 ,1 ,2 , . . .) .

Therefore
P оr- 1

2 p  j r  — m

0 = 0)

0>  0).
m =  0

We now have by (23),
4i = 4 j  0  =  0, 1,2, ...),

I. e.,
(28) e +o ) = e o ) .

This is consistent with the general result indicated in our paper [3], that for the 
general model G/G/l  the queue size distribution at instants just before arrivals 
should be identical with that at instants just after departures.

We may also remark that the occupation time distribution at any arbitrary 
instant for the model GjErj 1 is identical with that for the batch arrival model and 
hence is given by (21).

Example 3. If the inter-arrival times have the exponential distribution,

which is the known result for E J E J l  for traffic intensity x. (See Example 3 in [1].)

Example 4. The model EJEJl .  i f  the inter-arrival times have the Erlang distri
bution,

E(x) =  l —e~Xx

then by Example 1 and (23), (25), (28) and (24),

( l - t ) ( l - z )
/•

к -  1
( A X ) j  

./•F(x)= 1 - 2
j=o

then by (28), (23) and (17), we have

0= 0)
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l. e.,

(29) Ö(z) =  ß + (z )=  Z d „ 1+Ут?
1 ~  yin 1
1 -  Ут 1 -

У  A ,
1 - : 1 ~ Ут+ Ут2

1 Ут 1
1 -  Ут 1 -  7mZ

since Z  v =  1 by (18). wi= 1 1 У m

Again by (25) and (20), we have

=  1 - 0 - г )  2 А Л

from which we obtain

0 -У ш )0 -У ш г) ’

1 — T 0 = 0 )
r  .  r

г  T V p v  Ут 
< r  „ X ,  ......... (1 — Ут)2 0 = 1 )

x У  п , Л ' - 2 >Г+ 1 1 ~У’п 
Г ш= 1 1 -  у,п 0 - 1 ) ,

(30)
_ r

Ö*( z) = 1 - t ( 1 - z) - ^ z ( 1 - z) Z A„y,„(l -  y,n)
(1 -У т )20 -У « 2 )  '

8. Comparison between two dual methods of deriving the model EkjErj 1. 
In the previous section we have derived formulae for Q(z),  Q*(z), and Q +(z) for 
E JE Jl by starting from the batch arrival model ЕЦЕ1/ 1. In our previous paper 
[3] by starting from the batch departure model EJEj j l ,  we obtained an alternative 
set of formulae for these three distributions in terms of , s2, ..., er, the reciprocals 
of the roots outside the unit circle o f the equation

j i + f - a - i } zk

It was shown in [2] that there is a 1—1 correspondence between the ym and the 
and that the following relations exist:

Ут -j —  1 M i  — ?
1 - У ш  1 - е , н  1-Уш 1 - £ m

where the Cm were defined by Equation (8) in [3], and the D,„ by (18) of the present 
paper. We also have clearly

r
2 A, .=  У c,„

•=  ^  T—- = LI W = 1 1 Om
By means of these relationships, it may be verified by substitution that the results 
(29) and (30) above are in fact identical with (32) and (34) in our previous paper [3].

(Received 25 July 1964)
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A CHARACTERISATION OF STANDARD IDEALS
By

M. F. JANOWITZ* (Albuquerque, New Mexico, USA) 
(Presented by L. R édei)

§ 1. Introduction. G. G rätzer and E. T. Schmidt have recently investigated 
ideals S' of a lattice having the property that the relation a = b  о  a v  b =  (a л b) v s 
for suitable s £ S  is a congruence relation. They call such ideals standard ideals 
and show ([5], Theorem 11, p. 56) that an ideal of a section complemented lattice 
is the kernel of a homomorphism if and only if it is standard. In this paper, congruence 
relations will be investigated from a slightly different point o f  view. We shall abstract 
certain properties enjoyed by the kernel o f any homomorphism, call an ideal having 
these properties a projective ideal, and then seek conditions which will guarantee 
that every projective ideal is the kernel o f  a homomorphism. Interestingly enough, 
for a fairly wide class o f lattices, it will turn out that projective ideals are the same 
thing as standard ideals.

In § 4. we answer the following questions posed by G rätzer and Schmidt 
in [5]:

Problem 5. Is a distributive (or at least a standard) ideal of a weakly modular 
lattice neutral?

Problem 7. Is it possible to construct a relatively complemented lattice so 
that the lattice of all ideals of L is not weakly modular?

Problem 8 . Is every homomorphism kernel o f a relatively complemented 
lattice a neutral ideal?

In § 5 we provide at least a start to answering their

Problem 13. Describe those finite lattices in which we get a one-to-one corres
pondence between the homomorphisms and standard ideals, letting a homomorphism 
correspond to its kernel.

These questions are clearly related to Birkhoff’s Problem No. 73.

Problem 73. Find necessary and sufficient conditions, in order that the corres
pondence between the congruence relations and (neutral) ideals of a lattice be 
one-one.

§ 2 is essentially introductory in nature. In § 3, we define projective ideals and 
investigate their relationship to various other types of ideals. We devote sections 
4—6 to the problem of deciding when a projective ideal is standard. Finally, in 
§7, we investigate standard elements that possess complements.

Research supported by the National Science Foundation, Grant GP-1816.
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§2. Congruence relations. An equivalence relation 0  of a lattice L is called
a congruence relation of L if a =  b{0), c =  d ( 0 )  => a v  c =  b v  d(0)  and a a c  =  
=  b л  d(0). A pair a, b (LL with a ^ b  is called a quotient and denoted alb. F. M a e d a
[7], Definition 4. 1, p. 32, defines a quotient ideal to be a set N  of quotients such 
that: (i) a/a(LN for all a£L;  (ii) if а ^ а 1ШЬ1^ Ь ,  then a/b£N  implies al/b1£N;  
(iii) a v  b/adN  if and only if b/a л  b £N;  (iv) if a/b£N,  b/c£N, then a/cdN. A con
gruence relation 0  of L is said to collapse a quotient alb if a =  b(0).  By [7], Satz
4. 2, p. 35, the set of quotients collapsed by any congruence relation is a quotient 
ideal, and for every quotient ideal N  there is exactly one congruence relation 0  
such that N  is the set of quotients collapsed by 0 .  This will sometimes by indicated 
by writing a =  b ( N ) in place o f a =  Z?(0).

In the sequel L  will always denote a lattice, I (L) the lattice o f all ideals of L, 
and 0(L ) the lattice of all congruence relations o f L, partially ordered in the usual 
way: 0 l ^ 0 2 if  and only if a =  b (0y )  imphes a =  b { 0 2). One then has ([3]) that 
0 (L ) is an upper continuous distributive lattice. It follows from this that & (L) 
is also a pseudo-complemented lattice. Our first project is the description of the 
pseudo-complement 0*  of an element 0 £ 0 (L ) .  In order to do this we shall need 
the notion of weak projectivity due originally to D ilworth ([2], Definition 2. 1, 
p. 349). A quotient а/й is called weakly projective in one step onto a quotient c/d  
if there exists an element t of L  such that one o f the following conditions holds:
(i) c = a v t  and d  =  b\ / t ;  (ii) c =  a A t  and d =  b A t .  We shall say that alb is weakly 
projective onto c/d, and write a/b ~^c/d, if there exist finitely many quotients 
Xi lyiyX2ly2, • • ■, x j y n such that a)b =  x 1/y1, cUl =  x j y n, and Х;/у( is weakly pro
jective in one step onto x i+1/yi+1 for /= 1 ,2 ,  This is essentially the for
mulation given by G rätzer and Schmidt in [4], Definition 1, p. 151, and uses 
the term “weakly projective” in just the reverse sense from that o f D ilworth. It 
is important to notice that for any congruence relation 0  of L, if a = b(0)  and 
a/b -*cjd, then c =  d(0).

We are now ready to describe the pseudo-complement of a congruence relation. 
It turns out to be more convenient to work with quotient ideals. Accordingly, let 
A  be a quotient ideal of L, and define N* as follow s: a/b£N* if and only if alb -^c/d 
with c/ddN implies c = d. Evidently a/adN* for all a£L,  and a/b£N*,a/b^»e/f  
implies elf^N*.  It follows from this that the first three conditions in the definition 
o f quotient ideal hold. Suppose that a/b, b/c£N*.  If a/c^e/g  with e/g^N, there 
must exist an element /  such that e ^ f S g ,  a/b -*e/f, and bfc ~^f/g. Since a/b and 
b/c are both elements of N*, we have that e = f = g ,  whence a/c£N*.  This shows 
that N* is a quotient ideal. Now suppose that N t is a quotient ideal such that 
NC\N1 =  {a/a; a €E}. Then ajb P N y, ajb -*c/d with cjd6 N  clearly implies that 
c=d .  Thus and N * is indeed the pseudo-complement o f N.

Grätzer and Schmidt ([4], Definition 4, p. 162) call a lattice weakly modular 
if  а/й-^c/d {a > b, c> d)  implies the existence o f elements ax, bi such that a Srax >  
=- b y ^ b  and c/d ̂ -ay/by. In a weakly modular lattice the condition that ajb -^cjd 
with c =  d{0) implies c =  d is equivalent to the condition that a ^ c ^ d ^ b  with 
с н ( /(0 )  implies c — d. Thus [4], Lemma 17, p. 163 follows immediately from the 
above observations.

In the case o f  an upper continuous lattice we are able to say a little more about 
the pseudo-complement of a congruence relation.
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Theorem 2. 1. Let L be an upper continuous lattice, and let 0 *  be the pseudo
complement o f a congruence relation 0  of L. Then {/; 1d L. i =  O(0*)} is a principal 
idea! o f L.

Proof. Let z =  v {t; tdL,  isO (0 * )} . It clearly suffices to show that z =  O(0*). 
We may regard z as the supremum of an increasing net { t faco  o f elements o f L 
such that ^ = 0 (0 * )  for each ö£D.  Suppose z/O—c/d with c = d ( 0 ) .  There then 
exist a finite number of elements x y , x 2, ..., xn o f  L such that c =  [(...[(z v xJ a x 2 ]  v  ... 
... a x „_j) vx„], and í/= [ ( .. .(0 v x 1) a x 2] v ... a x „_1) vx„]. For each <5€Z), let 
€» =  [(■■ ffe v x y)A x 2 ] V ... ax„_i) vx„], Then td/0 ^ c ö/d  and cä =d(Q) ,  whence 
cd =  d  for all <5 f  D. By successive applications o f the definition o f upper continuity, 
we conclude that td\z  implies с0]с. But then c =  d, and we have z= O (0 * ) as desired.

§3. Types of ideals. In this section we shall define projective ideals and 
investigate their relationship to various other types of ideals. First we need to 
establish some terminology. A triple (a, b, c) o f  elements of L is called a distributive 
triple, written D{a,b, c) ,  if ( a v b ) A c  — (а л c) v  (b л c); it is called a dual distri
butive triple and denoted D * (a ,b ,c ) if (a A b ) v  c =  (a v c) a  (6 v  c). An element 
z€ L  is called neutral if D(a, b, z) and D*{a, b, z) for all a, bdL  and all permutations 
of the triple (a, b, z); it is called standard if D{a,  z, b) for all a, b€_L, and distributive 
if D*(a, b, z) for all a, b£L.  For each xdL,  let (x] =  {a; adL,  a S x } ,  and if e S / ,  
let [ e , / ]  =  { a ; a ( I , e S f l S / } .  If a v x ^ b v x ,  о а х & Ь а х  for some x d L ,  we 
shall say that b is subperspective to a. Note that this differs from F. Maeda’s usage 
o f the term in [7], Definition 1.2, p. 71.

D efinition. An ideal J  of L will be called: (a) neutral, standard, or distributive 
according to whether it is a neutral, standard, or distributive element of / ( L ); (b) 
a homomorphism kerne! if there exists a congruence relation 0  o f L such that L /0  
has a zero element and J = { a ;  adL,  a / 0  =  0 /0 } ;  (c) projective if adJ,  b sub
perspective to a implies b f J ;  (d) 0-projective if  L  has a zero element, and a d d ,  
a v x ^ b v x ,  a A x  =  b a x  =  0 for some x d L  implies b d J ’, (e) a p-ideal if L has a 
zero element and J  is closed under perspectivity.

A discussion o f standard ideals can be found in [5], and one of distributive 
ideals in [8], pp. 620—622. We merely point out that an ideal /  o f L is standard 
if  and only if the relation a = b (0 )  if  a v b =  (a a  b) v s  for some 5 6 /  is a congruence 
relation of L (see [5], Theorem 2, p. 30); J is distributive if and only if the relation 
a  =  b (0)  if a v t  =  b v  t for some t d J  is a congruence relation o f L. For the case 
of a principal ideal (z], the situation is that (z] is a 
neutral, standard or distributive ideal according to 
whether z is a neutral, standard or distributive ele
ment of L (see [5], Lemma 4, p. 32 and Lemma 11, 
p. 41). It is also worth noting that the above defini
tion is arranged in order of implication; that is, neutral 
ideal => standard ideal => distributive ideal => homo
morphism kernel => projective ideal, and if L  has 
a zero element, projective ideal => 0-projective ideal 
=*• /»-ideal.

Further insight is provided by the consideration 
of a few examples. In Fig. 1, (a] is a homomorphism 
kernel that is not a distributive ideal; indeed, Fig. 1
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a v ( d  ле)  =  c, while ( a y  d) a (a v e) =  1. Also (c] is O-projective but not projec
tive; that (c] is O-projective follows from the fact that (a] is a prime ideal. 
Noting that e v e  =  d v  e =  1, while е л е  =  d  л е  =  b, we see that (c] is not a 
projective ideal. Incidentally, since (b\ is also a homomorphism kernel, this shows 
that the join o f two homomorphism kernels need not be a homomorphism kernel. 
Curiously enough, as is shown by the next theorem, the lattice in Fig. 1 illust
rates a quite general situation.

Theorem 3. 1. Let L be a lattice with 0.
(i) Any ideal of L containing a prime ideal is necessarily O-projective.

(ii) Let 0  be a congruence relation o f L, and let 0 *  be its pseudo-complement 
in & (L). I f  J  is the kernel o f  0 ,  J* the kernel o f 0* , then J v J *  is a O-projective 
ideal.

Proof, (i). Let P be a prime ideal and J f j P .  Suppose that a£J, a v  x =^ b v  x, 
and а л х  =  b л х  =  0. If b £ P  there is nothing to prove, so we assume b $ P. Since 
b л х  =  0 (z l \  we must have x € P. But then x £ J ,  and b ^ a v x  shows that b£J.

(ii). Let a £ J v  J* , a v  x  Ш d v x ,  and а л х  =  d л x  =  0. Then a ^ b v c  with 
b £ J  and c £ J * .  Also, d = d л { b v c v x )  =  d л { c v x ) { 0 )  and d = d л ( b v  c v  x) =  
=  d л ( b v x) (0*) .  Note that d л ( b v х ) = с 1 л х = О ( 0 )  and d л ( c v x ) = d л x = O ( 0 * ) .  
This shows that d л ( b v  x ) £ J  and d л(с  v  x) ; furthermore, d =[ d  л ( b v  x)\ v  
v [ d л ( c v x ) ] ( 0 n 0 * ) ,  whence d =  [ d A ( b v x)] v [dл (c v  x)]. But this places 
d d J v J *  as desired.

In Fig. 2, (h] is a p-ideal that is not O-projective and (/c] is a standard ideal 
that is not neutral. Finally, in Fig. 3, (и] is a distributive ideal that is not standard. 
Note that we have failed to provide an example of a projective ideal that is not a 
homomorphism kernel. The reason for this is that so far we have been unable to 
find such an example. The next theorem provides farther insight into the notion 
of projective ideal.

Theorem 3. 2. Let J  be an ideal of L. The following conditions are then equi
valent:

(i) J is a projective ideal',
(ii) a£J ,  xлy£J^>■ ( a vx)лy£J■,
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(iii) a(LJ, bdJ,  x a y d J  => {av х) а (Ь v y)dJ;
(iv) a( LJ , a vx  S  b v  x  with b a x  d J  =* bdJ.

Proof, (i) =► (ii). Let a d d  and x  a  у  £J. Then [(я v x) л у] v x S  я v  x  =  
=  [av(xA y)] vx, w hereav(xA y)6/. Also, [(avx)Ay] a x  =  x a  y s .  [ a  v  (х л  y j \  a x . 
Since /  is a projective ideal, we conclude that ( a v x )A y € / .

(ii) => (iii). Let я, b, x A y d J .  By (ii), (avx' )Ayd J. A second application of 
(ii) now produces the fact that (a v x) л (h v  y) £ J.

(iii) -=> (iv). If a d  J, a v  x  S  è v x  and b AxdJ,  then by (iii), (a v bj  а  (я v  x) Ç / .  
Since b S  ( a v  b) a (u v  x), we conclude that bÇ_J.

(iv) =>■ (i). This is obvious.

§ 4. Section complemented lattices. A  lattice is called relatively complemented 
if every interval [<?,/] is complemented; it is called section complemented if  for each 
element e, there exists an element d ^ e  such that every interval of the form [d.f] 
is complemented. In a lattice with 0 this is equivalent to saying that every interval 
of the form [0 ,/] is complemented.

In [5], G rätzer and Schmidt investigate the relationship between standard 
ideals and homomorphism kernels, showing that at least for section complemented 
lattices they are the same. In this paragraph we shall prove that every projective 
ideal of a section complemented lattice,' every 0-projective ideal of a section comple
mented lattice with 0, and that every p-ideal of a relatively complemented lattice 
with 0 is a standard ideal. This will enable us to show that a standard ideal of a 
relatively complemented lattice need not be neutral.

Theorem 4. 1. ([5], Theorem 11, p. 56). In a section complemented lattice 
every homomorphism kernel is a standard ideal and every standard ideal is the kernel 
of precisely one homomorphism.

Theorem 4. 2. (i) An ideal of a section complemented lattice with 0 is standard 
if  and only i f  it is 0-projective.

(ii) An ideal of a section complemented lattice is standard if and only if  it is 
projective.

(iii) An ideal of a relatively complemented lattice with 0 is standard i f  and only 
if  it is a p-ideal.

P r o o f , (i) Let L be a section complemented lattice with 0. In view o f Theorem 
4. 1 and the fact that every homomorphism kernel is 0-projective, it suffices to show 
that every 0-projective ideal of L is a homomorphism kernel. Accordingly, let J  
be a 0-projective ideal of L, and let N  =  {alb:a — b v t  with b A t  =  0 for some 
t dJ} .  Since J  is 0-projective, a/bdN  implies that every complement of b in я is an 
element o f J. The idea is to show that N  is a quotient ideal of L. (a) Since OdJ,  it 
is evident that a/adN  for all a£L.  (b) Let аШау ^ b 1ë b  with a/b£N.  If a 1 =  b1v t 1 
with bx a  t t =  0, then b a  t t = 0 .  Let t be a complement of b in a. By assumption, 
t£J.  Since b A t  =  b A t x =  0 and b v t l S a  =  b v t ,  we have and a l /bl £N.  
(c) Let a v  b =  a v  , b =  ( a A b ) v t 2 with a A t l =  (a a  b) a  t2 = 0 .  Then t2 a  a =  
— ijA fl =  0, and t2v a  =  t l v a  =  a v  b. It follows that ^ t i / i f  and only if t2£J', 
i. e., that a v  b / a£N  if and only if b j aAb^N.  (d) Let я/è, b/c£N.  If tx is a comple
ment of b in я, t2 is a complement of c in b, then tx v  t2 d J. Since a =  c v  t xv  t2, 
c has a complement t3^ t xv  t2 in a. This puts t3 € /  and а/c Ç N. thus completing
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the proof that N is a quotient ideal. In order to show that J is a homomorphism 
kernel, we now simply note that a = 0 ( N ) a / 0 £ N  <=> af_J.

(ii) Let J be a projective ideal o f the section complemented lattice L. For every 
interval [e,f], JC\ [e. f]  is then a projective ideal o f [<?,/]. In particular, if d£L  has 
the property that every interval of the form [d, f  ] is complemented, then by part
(i), ./ П1 [d,f]  is a standard ideal of the lattice \d ,f\. One can show without difficulty 
that J  is therefore a standard ideal of L.

(iii) Let L be a relatively complemented lattice with 0, and let J  be a /7-ideal 
of L. Define N  as in part (i). The proof goes through exactly as in (i) with the excep
tion of item (b): Let a ^ a 1^ b 1= b  with ajb £ N. Let t x be a complement of by in 
a. Then 1Л лЬ — О, and by [7], Hilfssatz 1. 2, p. 6, b has a complement t in a such 
that t s t j .  Then a / b d N  implies t £J ,  t Y^J, and finally that a1/bl £N.

Corollary. In a section complemented lattice L the concepts o f standard 
ideal, distributive ideal, projective ideal, and homomorphism kernel, all coincide. 
If L has a zero element one can add 0-projective ideal to this list, and if L is 
a relatively complemented lattice with 0, one can also add p-ideal.

In view of the above results, it seems appropriate to ask if a homomorphism 
kernel of a relatively complemented lattice is necessarilly a neutral ideal. The next 
theorem shows that this need not be so.

Theorem 4. 3. Let L denote the lattice of closed subspaces o f a Hilbert space
H. Every homomorphism kernel o f L is a neutral ideal i f  and only if H  is a finite dimen
sional.

Proof. If H is finite dimensional, then L is an orthocomplemented modular 
lattice. By fl], Theorem 11, p. 125 (or by the fact that L  is simple), every homomor
phism kernel of L is a neutral ideal. Suppose conversely that every homomorphism 
kernel is neutral. Let F  be the ideal formed by the finite dimensional subspaces 
of H. It is easily seen that F is a /7-ideal, hence a neutral ideal of L. For arbitrary 
S, T £ L. let x £ S v  T. If (x) denotes the subspace generated by jc, then

( r ) f f i l ( S v 7 1  =  F n ( (5 ] v (7 ] )  =  (F’n (S ])v (F n (F ]) .

This says that there exist finite dimensional subspaces S1QS,  Tt ^ T  such that 
x €  Sx v  Ту =  Sj +  T j . But this puts x d S + T ,  from which it follows that S v  T  =  
=  S + T .  It is a well known fact (see, for example, [6], § 15, pp. 28 — 29) that H  
must therefore be a finite dimensional Hilbert space.

Corollary 1. A standard ideal o f  a weakly modular lattice need not be neutral.

Corollary 2. There exists a relatively complemented lattice L such that I(L)  
is not weakly modular.

Proof. By [5], Corollary 2, p. 45, every standard element of a weakly modular 
lattice is neutral. We may therefore take L to be the lattice of closed subspaces 
of an infinite dimensional Hilbert space.

Corollary 3. A homomorphism kernel o f a relatively complemented lattice 
need not be a neutral ideal.
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Corollaries 1,2 and 3 provide answers to Problems 5,7 and 8 of Grätzer 
and Schmidt mentioned in §1.

§ 5. Principal ideals. We turn now to a consideration of homomorphism kernels 
that happen also to be principal ideals.

Lemma 5. 1. Let в  be a congruence relation of a lattice L with 0, and suppose 
that (z] is the kernel o f 0 .  I f  a > b  implies the existence o f an element c such that 
a/b —- c/0 and c^=b ( respectively, c=ta but c ^ b ) ,  then z is a distributive ( respectively, 
standard) element of L. Furthermore, 0  is the minimal congruence relation generated 
b y  <4

Proof. Suppose first that a > b  implies the existence of an element c such that 
a/b —c/0 and c ^ b .  For arbitrary x, у  £ L, let a =  (z v r )  л (z v  y) and b =  z v (jca^). 
Then a = b(0) ,  a ^b ,  and a/b-*c/0 implies c sO (0 ) , whence c^z^Sb. Hence a = b ,  
and we have that z is a distributive element of L. In order to show that 0  is the 
minimal congruence relation generated by (z], we need only show that e = / ( 0 )  
implies e v z  =  / v z .  But this follows immediately from the fact that ( e v / ) v  
vz/(ca/ ) vz  — c/0 implies c S z .

Now suppose that a > b  implies the existence of an element c such that a/b — c/0 
xvith c S a  but c^b.  Given x,y( /L,  let a — (zvx) a j> and b =  (z л у)  v  (x л у). 
Note that a ^ b  and a =  b(0) ,  so that a/6 — c/0 implies c ^ z .  Thus, if a/b^-c/0 
with c ^ a ,  we would have cS űaz = у  л  z ^ b .  It follows that a = b, and conse
quently that z is standard.

A lattice L with 0 is called weakly complemented ([4], Definition 2, p. 152) if 
a >  b implies the existence of a non-zero element c such that a / b -  c/0. By [4], Theo
rem 4, p. 153, every congruence relation o f L is the minimal one generated by its 
kernel if and only if L has a zero element and every homomorphic image o f L  is 
weakly complemented. We now seek conditions which will guarantee that every 
congruence relation is the minimal one generated by a distributive (standard) 
ideal.

THEOREM  5. 2. Let L be a lattice with 0 having the property that every homo
morphism kernel is a principal ideal. The following conditions are then equivalent:

(i) Every congruence relation of L is the minima! one generated by a distributive
ideal.

(ii) a > b ^ d  implies the existence o f  an element c > d  such that a/b -+c/d.
(iii) a > b implies the existence o f an element t such that t f i b  and t =  0 ( 0 a!h), 

where 0 a/b is the minimal congruence relation collapsing the quotient a/b.

Proof, (i) => (ii). Let a > b ^ d ,  and suppose that (z] is the kernel o f 0 a/ b . 
Dilvvorth [2], Lemma 2. 1, p. 349 has shown that e = f ( 0 a/h) if and only if there 
exist finitely many elements x0, Xt , ..., x n such that e v f  =  x0 ^ x x ^ . . .  &x„_, & 
Sx„ =  е л /  and a/b~-Xi/xi+1 for / =  0, 1 ,.. .,  n — 1. Now a v z  =  b v z ,  and if 
z v d  =  d, we would have z ^ d ^ b ,  and a ^ b v z  =  b. Thus, z v d > d  and z v d  =  
=  d( 0 o/i,). It follows that there exists an element c such that z v d  ̂  c >  d and a/b-* c/d.

(ii) =>■ (iii). Let a , b( / L  with a>b .  If (z] is the kernel o f 0 a/iJ, then ö> 6 = z Ab.  
By (ii), there exists an element c such that a/b-^c/zAb and o z a ä . N ow a/b — 
— c/z t \b  implies c =  0 ( 0  so that c ^ z .  Therefore c $ L

3 Acta M athematica XVI/3 - 4
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(iii) => (i). Suppose (i) fails. There then exists a congruence relation 0  and 
elements a , b d L  such that a > b, a =  b(0) ,  and a v  z  > b v z ,  where (z] is the kernel 
of 0 .  Thus, we may assume the existence of elements a,b(LL such that a > - b ^ z  
and a = b ( 0 ) .  If t =  O(0a/b), we have r =  O(0) and t^ z ^ b .  Hence (iii) fails.

Theorem 5. 3. Let L be a lattice with 0 having the property that every homo
morphism kernel is a principal ideal. The following conditions are then equivalent:

(i) Every congruence relation is the minimal one generated by a standard ideal.
(ii) a >  d  implies the existence o f an element c such that a ^  о  d  and a/b 

-*c/d.
(iii) a > b  implies the existence o f  an element t such that tt=a, t f=b and t = 0 ( 0  a/b).

Proof, (i) => (ii). Let a > b ^ d .  If (z] is the kernel of 0 a/b, we know that 
there exists an element z ,^ z  such that a =  b v z x. If d =  d, we would have
z l ^ d ^ b ,  a contradiction. Hence ű &z1v í/ > í/. Since Zjvrf =  d ( 0 a/b), there must 
therefore exist an element c such that ű S z t v d ^ o d  and а /й —сД/.

(ii) => (iii). If a > b ,  then a > b ^ z лЬ,  where (z] is the kernel o f 0 a/b. By (ii), 
there exists an element c such that ű é o z a /i and a/b -* c/zл b. Then c =  O(0a/6), 
so that c ^ z  and consequently c ^ b .

(iii) => (i). Let 0  be a congruence relation whose kernel is (z]. Given x , y d L ,  
let a =  ( z v x ) A y  and b =  (z a j ) v (z a j ). Then a = b ( 0 ) ,  so that if t =  O(0a/b), 
then i s  0 (0 ) and t ^ z .  Therefore if t^ a ,  then í ^ űaz  =  у  л zS A . This shows 
that a =  b, and consequently that z is standard. Condition (iii) clearly implies 
condition (iii) o f  Theorem 5. 2, so that 0  is the minimal congruence relation gene
rated by its kernel.

§6. Relatively atomic lattices. Before discussing homomorphism kernels' o f  
a relatively atomic lattice, we pause and introduce additional terminology. Borrow
ing some notation from F. Maeda [7], we shall write a \/b  for elements a, & of a 
lattice L with 0 in case алЬ — 0 and D(a, x, b) for all xdL.  A relatively atomic 
lattice L will be called compactly generated if for any atom q and any set S of atoms, 

v  {p-,pü S }  implies the existence of a finite number of elements P \ , p 2, p„ 
of S  such that q v p2v ... v pn. If a lattice L  has the property that any set o f  
elements possessing an upper bound also possess a least upper bound, then L is 
said to be conditionally complete. I f  {a6}ÖÍD is an increasing net of elements of L, 
then the notation a f a  denotes the fact that a =  v  á g Daä. The lattice L is called con
ditionally upper continuous if it is conditionally complete, and for every increasing 
net {aö}öiD of elements, afa  => аалЬ\ а л Ь  for all bdL.  We point out that by [7], 
Hilfssatz 1.2, p. 71, a conditionally complete, relatively atomic lattice is condition
ally upper continuous if and only if it is compactly generated. Finally, we shall 
call an ideal o f a lattice subcomplete if it is closed under the formation of arbitrary 
suprema whenever they exist.

Lemma 6. 1. Let L be a compactly generated relatively atomic lattice. The 
following conditions are then equivalent:

(i) aVb .
(ii) There exist no atoms p ^ a .  q ^ b  such that q is subperspective to p.

Proof. The proof is a slight variation of that of [7], Hilfssatz 1.3, p. 72.
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Lemma 6. 2. Let L be a compactly generated relatively atomic lattice. I f  ab\a  
and as V b for all d, then a V b .

Proof. If aV i) failed, there would exist atoms p =  a, q ^ b  such that q is sub
perspective to p. However, since is an increasing net o f elements of L, p ^
— AsüDaö implies the existence of an index 00 € D  such that p ^ a So. This contradicts 
the fact that aSoVb.

Lemma 6. 3. If J is a O-projective ideal o f  the compactly generated relatively 
atomic lattice L, then (a]C\J =  (0) => b V a for  all bdJ.

Proof. Suppose b V a  failed for some bdJ .  There would then exist atoms 
p S 6 , qt^a such that q is subperspective to p.  Thus, for suitable x d L , p v x ^ q v  x  
and p a x =  q л x. We clearly must have p ^ q ,  so that p a x  =  q a x  =  0. Using 
the fact that J  is O-projective, this puts q£J,  a contradiction.

Lemma 6. 4. Let 0  be a congruence relation o f  a relatively atomic, conditionally 
upper continuous lattice L. If the kernel o f 0  is a subcomplete idea! of L, then it is 
a standard idea!', furthermore, 0  is then the minimal congruence relation generated 
by its kernel.

Proof. Let J  be a subcomplete ideal which is the kernel o f the congruence 
relation 0 .  We must show that a =  6(0) implies a v b  =  ( a A b ) v s  for some s£J .  
Now if a = 6 (0 ) ,  we must have a v  b =  ал  6 (0 ) .  If p  is an atom, p ^ a  v b , p ^ a A  b, 
then p =  p  A{ a v  b) =  p a (o a  6) =  0(0). Hence, we may write a v b  =  (а л 6) v  a, 
where s is the supremum of all those atoms p  such that p ^ a v b  and р л (а л б ) =  0. 
Since J is subcomplete, we have s^J.

Lemma 6. 5. Let I be a 0-projeclice ideal o f  the compactly generated relatively 
atomic lattice L. Let J be the set o f all elements o f  L which can be expressed as the 
supremum of elements of I. Then J  is a subcomplete homomorphism kernel o f L. In 
particular, any subcomplete O-projective ideal o f  L is a homomorphism kernel.

Proof. It clearly suffices to show that N  =  {a/b-, p =  a, p ^ b ,  p  an atom implies 
p £ l }  is a quotient ideal of L,  since a =  0(N)  о  a/0 i  N о  a £ J. (i) It is obvious 
that a/ a£N  for all a f  L. (ii) Let a ^ a l S b l =  b with ajb £ N. If p  is an atom such 
that p S ű j and p $ 6 1; then p ^ a  and p ^ b ,  whence p £ I  and a l /b1 .̂N. (iii) We 
must show that a v  b / a£N о  b/a Ab£N.  If p  is an atom, p ^ b , p ^ a A b ,  then 
p S a v b  and p ^ a .  Thus a v  6/a £ iV =>• 6/а л 6 £ iV. Suppose now that b / a A b ^ N  
and a v b / a ^N.  There must then exist an atom p  such that p S a v 6 ,  p $ a  and 
p$I .  By Lemma 6. 3, x V p  for all a € I. Using the fact that L is compactly generated, 
we now produce a finite number of atoms a y , ..., am, b l , ..., bn such that each 

each 6 j= 6 , and p ^ a t v  ... v  amv bt v  ... v  b„. We may even assume that 
no bj s  a, since any such bj may be included in the ajs.  Then b j S b  and bj^ka a  6, 
so that b j £I  ( j  = \ , ..., n). Thus b0 = 6t v  ... v 6 „ £ /, and consequently 60 Vp. 
But this means that p  =  (60 v  a y v  . . .  v  am) л p  =  (oq v . . .  v a,„) a p ,  thereby showing 
that p  =  a, a contradiction. Hence bja л 6 £ 7V => a v  bja £ N  as desired, (iv) Let 
ajb, b/c£N.  If p  is an atom such that p S a  and p ^ c ,  then p ^ b  implies p £ /  since 
a/b£N,  while p ^ b  implies p i /  from the fact that b/cfN.  Therefore N  is a quotient 
ideal. Q. E. D.

Combining the above results, we have

3'
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Theorem 6. 6. Let J  be a subcomplete ideal of a relatively atomic conditionally 
upper continuous lattice. Each o f the following conditions on J  is then equivalent: 
standard ideal; distributive ideal; homomorphism kernel; projective ideal; O-projective 
ideal.

If L is a relatively atomic lattice having the property that every element can 
be expressed as the supremum of a finite number of atoms, then the above theorem 
is true for any ideal J of L. In the case of an arbitrary relatively atomic lattice, we 
are able to dispose of principal homomorphism kernels in a fairly satisfactory 
manner.

Theorem 6. 7. For a principal ideal o f a relatively atomic lattice L, the following 
concepts are equivalent: standard ideal; distributive ideal; homomorphism kernel; 
projective ideal.

Proof. Let (z] be a projective ideal o f L. Then, for arbitrary a. b d L, (a v  z) л 
a b Ш (а л b) v  (z a b). If there existed an atom p ^  (av z) a b such that p ^ ( a  A b ) v  
v(zAh), then clearly p ^ a .  Hence p v a  S  z w a  and р л а  S  г д е .  Using the fact 
that (z] is projective, we see that p S z .  But then p =  z  л  b ä  (z A b)v  (а л  b), a 
contradiction. We conclude that ( a v z )A h  =  (a Ab)v  (z л  b).

It is o f  some interest to determine when a homomorphism kernel is a neutral 
ideal. A partial answer is provided in the next theorem.

T heorem 6. 8. Let L be a relatively atomic conditionally upper continuous lattice, 
and let J  be a subcomplete standard ideal o f  L. The following conditions are equi
valent:

(i) J is a neutral ideal.
(ii) p  an atom, p  j  J implies p V a for all add-

(iii) J has a complement J* in I(L) which is a O-projective ideal.

Proof, (i) =>• (ii). Let J  be neutral, and suppose p  is an atom not in J. If there 
existed an element a € J such that p V a failed, then (p v  x) л « >  v л a for some 
x£L.  Since L is relatively atomic, there must exist an atom q  such that q ^  (p v  x) л a 
and But q S  ( p v x ) A a  implies that q £ ( p v x ] P \ J  =  { (p ]v (x ]} D / —
=  {(p] П J}  v  {(*] П J} =  (х ]П /. Hence q =  x,  so that q =  q A x  = q A x A a  =  0, 
a contradiction. We conclude that p V a  for all a d J.

(ii) =>- (iii). Let Jv  =  {a; a d L ,  a v b  for all bdJ} .  By Lemma 6. 2, J v  is a sub
complete ideal of L; furthermore, by (ii), if p  is an atom, then either p 6J  or p d J v . 
Thus, for any adL,  if we set at =  v {p : p  is an atom, p ^ a ,  pdJ} ,  and a2 =  
=  v {p: p  is an atom, p =  n, p d J w}, we have a t dJ, a2d J v , and a =  a l v a 2 . Hence 
J -' is a complement of J  in f(L).  To show that J v is O-projective, let a d-T7, and 
suppose that there exists an element x d L  such that a v x  S  b\ /x  and a a x  =  
=  b a x  =  O A i p S b  is an atom, and pdJ,  we would have a V p  and p =  (a v  x) a  p  =  
=  xAp  =  0, a contradiction. Thus every atom dominated by b must be in J v . 
It follows from this that b d J v .

(iii) =>- (i). If J * is O-projective and a complement of J  in /(I ) , then adJ ,  b d J * 
implies a v b  and bVa.  Thus, J * Q J V, and we see that J v  is a complement o f J 
in 1{L). By [5], Lemma 10, p. 40, it suffices to show that for all ideals / ,  К  of 
L , j n ( I v K )  =  ( J i M ) v ( j n K ) .  Evidently, ( / П/) v (УП W) g  j n ( I v K ) .  Let 
xdJC\ ( I v  K).  Then x d J  and x S a v b  with a d f b d K .  For every atom p,  either
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p £ J  or p £ J v . As in the proof of (ii) => (iii), we may write a =  a1 v a 2 ,  b =  bx v h 2 
with ax, b t ^J, and a2, b 2d J w. Since a2v b 2Vx,  we then have x  =  ( a v b ) a x  =  
=  (a{ v a 2 vhj v /i2) a x  =  (öt v 5 ,) a j . This puts х € (^ П /)у (УПЛГ), whence
./П ( /v K )  =  ( / n / ) v ( y n ^ ) .

Corollary 1. If L is a relatively atomic conditionally upper continuous lat
tice in which the relation V is symmetric, then every subcomplete O-projective ideal 
o f L is neutral.

Corollary 2. Let L be a relatively atomic upper continuous lattice. A stan
dard element o f L is neutral if  and only if  it has a standard complement.

§ 7. The complement of a standard element. Theorem 6. 8 suggests that it 
might be of some interest to investigate standard elements that have complements. 
In Fig. 2 of § 3, к is a standard element having h as a complement; yet (It] is not 
even O-projective. Nonetheless, we shall be able to prove an analogue of Theorem
6. 8 that is valid in a quite general situation. In connection with this, we might 
just as well conform to the usual terminology and call a neutral element possessing 
a complement central. Central elements can also be characterized as follows (see 
[1], pp. 27—28): An element z of a lattice L with 0 and 1 is central if and only if 
there exist lattices L1; L 2 and an isomorphism cp: L->-L1X L 2 such that zcp=(\ ,0) .

For the remainder o f this section it will be assumed that L is a lattice with 0 and 
1, that z and z' are complementary elements o f L, that 0  = 0 z/o, and that O ' = 0 z /o. 
We shall call an element of L dual distributive (dual standard) if it is a distributive 
(standard) element of the dual of L.

Lemma 7. 1. The element z is standard if and only if  z' is dual distributive and 
a =  (ű a z ) v (ű a z ') for all a£L.

Proof. Let z be standard. Since a =  (« A z )v (ű A z j (0 ) ,  we know that there 
exists an element Z jS z  such that a =  (ű A z j v ^ A z j v z j .  But then z, S ű a z , 
and a =  (а л z) v (а л z'). To show that z' is dual distributive, we need only prove 
that z' л (a v b )  (z' a ű ) v (z' a J), since the reverse inequality always attains. 
Thus, we merely observe that z' a (a v b) = z' л [(a a z ) v (Aaz) v (a a z') v (b л z') Ш 
^  z ' л [z v (a a z') v (b л z')\ =  (а л z') v (b л z').

Suppose conversely that z' is dual distributive and that a =  (а л z) v (а л z') 
for all aZL.  We first prove that if z v a = z v b ,  г л а = г л Ь ,  then a ~ b .  For 
if z v a  =  z v b ,  then z' aű  =  (z v ű ) a z ' =  (zv íi) a z ' =  z' а Ь. Consequently, 
a =  (« az) v (ö a z ') -- ( b л z ) v (ba z') =  b. Now, for arbitrary x ,y £ L ,  if we let 
a =  z v (x л y), and b =  (z v x) л (z v  y), we have z л a =  г л Ь  — z, and z' л a =  
=  z ' a b — z' a x лу.  Thus a — b, and we see that z is distributive. By [5], Theorem 1, 
p. 28, z is in fact standard.

Theorem 7. 2. The following conditions are equivalent:
(i) z is central.

(ii) Both z and z' are standard.
(iii) For each a £ L , a  =  (ű a z) v (ű a z '), and a =  (e v .)A (ű V z j .

Proof, (i) =s (ii). If z is central, then both z and z' are neutral elements of L.
(ii) => (iii). By Lemma 7. 1, a =  (a a z) v  (a a z') for all a£L.  Using the fact
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that both z and z are standard, we have

(ű v z ) a (íiv z ') =  a v [z л (a v z')] =  e v (z A a )  =  a.

(iii) => (i). Let L t =(z] ,  L2 = (z'\, and define a mapping <p.L-*L2 Y,L2 by 
the formula a<p =  (a a  z, а л z'). The mapping 17 clearly preserves order. In order 
to show that it is an isomorphism, we observe that the mapping 1p: L l X L 2 -+L 
defined by ( е , / )ф  =  e v  / i s  an order preserving mapping which is effective as the 
inverse of <p. For if  ( e , f ) ^ L l X L 2, then e S ( e v / ) A z S ( c v z ' ) A z  =  (evz')A  
A (evz) =  e shows that (e v f )  л z =  c; similarly (e v / )  л z' = / ,  whence (e,f)\p<p =  
=  (e, f ) .  On the other hand, if a £ L ,  acpxp =  (а л z, алг ' ) ф =  (алг )  v (ű a z ') =  ö. 
The proof that z is central is completed by noting that zep={z, 0).

One would suspect on grounds of symmetry that z standard ought to be equi
valent to z' being dual standard. The next theorem shows that this conjecture is 
manifestly false.

Theorem 7. 3. I f  z  is standard, the following conditions are equivalent:
(i) z is centred.

(ii) z' is standard.
(iii) a =  ( a v z )a (ű v z') for all a£L.
(iv) z'Vz.
(v) z' is dual standard.

(vi) (z'j is the kernel o f 0 * , the pseudo-complement o f 0  in 0(L) .

Proof. The equivalence of the first three conditions is a corollary o f Theorem
7. 2, and (i) => (iv) is obvious.

(iv) =>• (v). By Lemma 7. 1, z' is dual distributive. In view of [5], Theorem 1, 
p. 28, we need only show that z' v  a =  z' vb ,  z' л a =  z' Ah implies a =  h. Using 
the fact that z' V z, we have that z л a — ( z ' v d ) A z  — (z' v b) л z =  z л b ; hence 
a — (flA z)v(aA z') =  ( b A z ) v ( b A z ' )  =  b.

(v) =>• (iii). By the dual o f Lemma 7.1, z' dual standard implies that 
a =  (ű V ű ) A (a v z ')  for all a(LL.

(i) => (vi). This is clear.
(vi) => (ii) Since (ű v z ' ) a !) =  (а л b) v (z' л b) {0  П 0*) ,  we have (a v  z') a b = 

=  (а л b) a (z' л b).

Theorem 7. 4. I f  (z] is a homomorphism kernel o f L, then z is central if and 
only i f  (z'j is the kernel o f  the pseudo-complement o f 0 .

Proof. Suppose that (z'j is the kernel of 0* . Then, for a, b£L,  (ű v z ) aíi =  
=  (ял b) v (za  b)(0  П 0 * ), and (ö a z ) v b =  (a v b) л (z v  b)(0  П 0* ). Thus z is 
both standard and dual standard. By [5], Lemma 13, p. 41, z is central. The reverse 
implication is obvious.

If L is a weakly complemented lattice, and if (z] and (z'j are both homomorphism 
kernels, then a =  b ( 0 C \ 0 ' )  implies a — b. To see this, we merely note that if 
a v b / a A b  — c/0, then c =  0 (0  П 0 '), whence cS z a z ' =  0. This leads to

Theorem 7. 5. Let L be weakly complemented. I f  (z] is a homomorphism kernel, 
then z is central if  and only i f  (z'j is a homomorphism kernel.

(Received 4 September 1964)
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THREE EXAMPLES ON HOPF1CITY 
IN TORSION-FREE ABELIAN GROUPS

By
A. L. S. CORNER (Oxford, England) 

(Presented by L . Rfdei)

A g r o u p  G i s  s a i d  t o  b e  hopfian ( o r  a  H o p f  g r o u p )  i f  e v e r y  h o m o m o r p h i s m  
o f  G o n t o  i t s e l f  i s  a n  a u t o m o r p h i s m .  F o r  a  b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  h o p f i c i t y  i n  t h e  c o n t e x t  
o f  a b e l i a n  g r o u p s ,  s e e  G. B a u m s l a g  [1]. All t h e  g r o u p s  i n  t h i s  n o t e  a r e  t o r s i o n - f r e e  

a b e l i a n ,  a n d  w r i t t e n  a d d i t i v e l y .
In this note I give three examples of groups which exhibit pathologies associated 

with the concept of hopficity. The first is a non-hopfian group whose automorphism 
group is of order two; since a group with automorphism group of order two is 
necessarily (directly) indecomposable, this provides at once an example o f a non- 
hopfian group with finite automorphism group and an example of an indecompos
able non-hopfian group ([1], Problems 3 and 4). The second is a non-hopfian group 
which is the direct sum of two hopfian groups: this is the unpublished example 
mentioned in [1]. The third, and deepest, example is a hopfian group G whose 
‘square’ G +  G is non-hopfian. In fact, both the hopficity of G and the non-hopficity 
of G +  G are extreme: for the non-zero endomorphisms of G are all monomorphisms, 
while G +  G is isomorphic with a proper direct summand o f itself.

Although the second example is obviously less far-reaching than the third, 
it is much simpler to construct, and I have included it for that reason. The first 
two examples are constructed by methods similar to those used by B. Jó nsso n  in 
his construction of groups of finite rank with direct-decomposition pathologies
[5]. The third example could also be handled in the same way, but the major difficulty 
is ring-theoretical rather than group-theoretical and it seems more convenient to 
base the construction on the main theorem of [2 ].

E x a m p l e  1. A non-hopfian group whose automorphism group is o f  order two.

Let ak, bk, c„ (k, n £ Z ;  n^O)  be a basis of a vector space V over the rationals, 
where Z  denotes as usual the set of all integers, and let p, q, r, s, t be distinct prime 
numbers. Define G as a subgroup of V by

G =  {p~~ak, q-~bk, r~~ck, s~°°(ak +  bk), t~°°(ak_ l fi bk +  ck) (fc£Z)},

where ck= 0  for к -<0, and p~°°ak is an abbreviation for the set of elements p~"'ak
(m =0, 1, 2, ...).

Consider the endomorphism cb of V defined b y

a*ft>=a*_1( bkco= bk- i  (k £ Z ), 

с„ю=ся_ 1 (« £ Z , и =  1), с0ю =  0.

Then ckw — ck_ у (ka_Z), so that á> maps the defining system of generators of G
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onto itself; therefore w induces a homomorphism со of G onto itself which has 
non-trivial kernel. So G is certainly non-hopfian. Moreover, since a0wn =  c/_„ 
(n =  0 , 1 , 2 , . . .) ,  and these elements are linearly independent, the subring of the 
endomorphism ring E(G) generated by со is isomorphic with Z[X],  the ring of 
polynomials in a single indeterminate X with integer coefficients. We shall prove 
that this subring exhausts the whole of E(G), that is, that every endomotphism o f  
G can be expressed as a polynomial in со with integer coefficients. Since the only 
units of Z\X]  are + 1 ,  this is enough to prove that the automorphism group of  
G is of order 2.

Consider an arbitrary endomorphism 9v of G. Now it is easy to see that all 
the generators o f each of the five types generate a fully invariant subgroup of G. 
Therefore for each к £ Z  there exist rational numbers ak, ßhk, <!;£, t)k (h£Z),  al
most all zero, such that

a k'\ =  2 * Í “ in V /  =  2 ß i  bh, c kq  =  2  f kc h,
/1 h h

(« к +  h k) < 1 = 2  <k  («<. +  b h) ,  ( a k _ ,  +  b k +  c k)  q  =  2  4k ( « л - 1  + b h +  c ,X
h h

where }>j! = 0 if /7 < 0  or / : < 0. Substituting, we get

2  (a*«;, +  ßi bh) = 2  Ц  («/, +  bh),
h h

2  ( a *  - 1  «ft +  ß i  b h +  y k Ch) =  2  n i  (« ft - 1  + b h +  C„),
h h

for each k£Z.  Hence, equating coefficients,

«J =  Ä  =  « ,  < - i  =  ní+l, ßi =  4'i (A, к € Z),
y hk =  ni (h,k£Z;  АёО).

Thus 0Lk=ß i  =  Zk =  4k (A, k £ Z) ;  and if /z^O each o f these is equal also to y k . More
over, ahk =  ц’1%\ = a j |  J , so that a£ =  а£_л; and we observe that a°k =  y°k vanishes whenever 
/ c < 0. Note also that ак =а ^к, so that all but a finite number o f the oc£ are zero; 
and, since where the denominators of and of ßk (in reduced form) can
only be powers o f the distinct primes p  and q, respectively, the ak must all be integers. 
Finally, we have fqr each /c£Z,

a k<T =  2  a(k - h a h — 2  o-na k - n =  a k 2  h n̂ O n̂ O
and similarly hkq=bk 2 a°co", скц = c k 2  a°co". It follows that <p = 2  “ V ’ s o

пШ  0  л =ё О и  ?=0

that q is a polynomial in со with integer coefficients, as asserted.

E x a m p l e  2 .  A non-hopfian group which is the direct sum o f two hopfian groups.

Let ak, bk, x k, y k ( k d Z )  be a basis of a vector space V over the rationals, and 
let p , qk, r , s  ( k d Z )  be distinct prime numbers. Then there exist integers r*,s*  
such that rs* — sr* =  1. For each k £ Z  define ck, dk by

«ft =  rck +  r*dk,

Aft =  sck+s*dk.
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Define A, B, C, D as subgroups of V by

Л = 2  jP~~ak, qk ~xk, l-  (ak + .vt) | ,

B =  2  | / ’ “ °A  ’ Як ~У к» ] Фк +  vfe)J,

C-- 2{p-°°c-k},
к

о 2  j  P~ °°dk , qk " xk. qk ~ y k, j  (r* <4 + **), ■ (s*<4 + zfc) | .

It is easily verified that А П В — C í lű  =  0 and that

/4 + ß =  C+£>

(cf. [5] § 1, or [4] Chap. VII, Ex, 17 (c)). As a direct sum of infinitely many iso
morphic summands C is certainly non-hopfian; therefore so is A +  B . It remains 
to be proved that A and В are both hopfian; and it is clearly enough to consider A.

Let cp: /4— A be an epimorphism, and suppose for a contradiction that <j> is 
not a monomorphism. Now the subgroups {p~°°ak {k£Z)} ,  {qk °°xk} (k £ Z ) of A 
are fully invariant and generate their direct sum in A; moreover the pure subgroup 
of A generated by their direct sum is the whole of A. It follows that q induces epi- 
morphic endomorphisms of these subgroups, and that at least one of these induced 
endomorphisms is not a monomorphism. But groups of finite rank are obviously 
hopfian, so <7 induces an automorphism of each subgroup {qk °°xk}; therefore, for 
each k( i Z ,

Xk(l =  íkXk ,
where the rational number £k is plus or minus a power of qk. Consequently the 
endomorphism of {p~°°ak ( k d Z ) }  induced by q cannot be a monomorphism, so 
there exist integers qk (k£Z) ,  almost all zero and of highest common factor unity, 
such that

(2Чкак)<р =  0-
к

But then the element ( 2  PÁak + x k))(f — 2  Чк£кх к is divisible by ä in A and therefore
к к

(by purity) also in {p - “«* (k £Z )}; since i kxk^sA, it follows that s\qk ( k £ Z ) , contrary 
to our choice of the цк. The contradiction shows that q must be a monomorphism 
and so an automorphism of A; and we have proved that A is hopfian.

Example 3. A hopfian group whose square is non-hopfian.

The existence of this example is a consequence of the following two lemmas, 
the first of which complements Theorem A of [2]. (By a ring we mean here an asso
ciative ring with identity.)

Lemma 1. Let A be a countable ring whose additive group is torsion-free and 
reduced. Then there exists a countable, reduced, torsion-free group G whose endo
morphism ring E((7) is isomorphic with A, and such that if  <aíE(G) then
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(i) a necessary and sufficient condition for co to be a monomorphism is that 
o) be right-cancellable in E(G), that is, that i f  co' f  E(G) and о / ft) =  0, then co' =  0;

(ii) a necessary (but not sufficient) condition for со to be an epimorphism is 
that to be a right unit o f  the quasi-endomorphism ring Q ® E(G ), that is, that there 
exist со' fYAG) such that co'co is a non-zero integral multiple o f  the identity o f  E(<J).

Lemma 2. There exists a countable ring A whose additive group is free, such 
that A has no divisors o f zero and there exists a 2 X 2  matrix over A which has a left 
inverse but no right inverse.

Suppose that we have proved Lemmas 1 and 2. Apply Lemma 1 to a ring A 
with the properties of Lemma 2. The resulting group G has the property that every 
non-zero endomorphism of G is a monomorphism. In particular, every homo 
morphism o f G onto itself is an automorphism of G; in other words, G is hopfian. 
Consider the square G +  G. Its endomorphism ring E ((? +  (?) is isomorphic with 
the I ing of 2 X 2 matrices over A. Therefore there is an endomorphism ш of G +  G 
which has a left inverse со' (say), but no right inverse. Thus co'co =  l, while coco' is 
an idempotent not equal to 1. Consequently coco' projects G +  G onto the proper 
direct summand (G +  G)coco' =  H  (say). But the homomorphisms G +  G — H  and 
H  -* G + G induced respectively by со' and by со are easily seen to be inverses o f  
one another ([3] Lemma 2). Hence G + G is isomorphic with its proper direct 
summand H; and this implies that G + G is non-hopfian.

Proof of Lemma 1. We use the notation and results of [2]. Take the group G 
constructed in the proof o f  Theorem A of [2]. We recall that G is the pure subgroup 
of Ä (the completion of the additive group A of A) generated by A and the sub
groups (axl + ß xx)A (x € A ), where ocx, ßx (.v € A) are suitably chosen elements o f  
the completion Z of the ring Z of integers; G is a sub-A-module of Ä, and every 
endomorphism o f the group G coincides with the operation of scalar multiplication 
in the А-module G by some element of A. Let со f  E(6), and let a be the correspond
ing element of A, so that goo=ga  (g£G).

(i) Suppose that со is right-cancellable in E(G), and let géKerco. For some 
positive integer q we may write
(1) qg =  b +  2  (!*xl+ßxx)bx,

x £ A

where b and the bx are elements of A, almost all zero. Then 

0 =  qgco =  qga =  ba+ 2  (axbxa +  ß Kxbxa).
Х С А

Therefore by Lemma 2. 1 of [2], b a = b xa — xbxa — 0 (x f  A ). But, bearing in mind 
the isomorphism E(C) =  A, we know that a is right-cancellable in A. Therefore 
b = b x =  0(x£A) ,  from which it follows at once thatg =  0. Thus co is a monomorphism.

The converse is trivial, and holds in an arbitrary group: if co’co--0, where 
со', co £E(G), then Gco'^Kerco.

(ii) Suppose that co is an epimorphism. Since the identity I of A belongs to  
G, there is an element g d G  such that i =g co =g a ;  and, writing g in the form (1). 
we have

r/1 =  ba +  2  (**bxa +  ßxxbxa).
x £ A
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Lemma 2. 1 of [2] implies that ba — q \ \  and letting со' be the element of E(G) 
corresponding to b in the isomorphism E (G )sA , we have co'co =  ql G, as required.

R emark . We make no use of Part (ii) of Lemma 1 and include it merely for 
completeness. For a group G constructed as in the proof of Theorem A  of [2], it 
appears to be difficult to derive a useful necessary and sufficient condition for an 
endomorphism of G to be an epimorphism. However Lemma 1 does show that 
while the groups constructed in this way for a given ring A have in an obvious 
sense all the monomorphisms that are ‘available in A', they have relatively few 
epimorphisms.

Proof of Lemma 2. In what follows we restrict the letters i and,/, with or without 
suffixes, to the values 0 and 1 only. Let S be the free semigroup with identity gene
rated by elements a{, b{, and let ZS be the semigroup ring of S; we recall that the 
additive group of ZS is free on S as basis. Let I be the ideal of ZS generated by 
the elements

(2) c} = a?bi + alb{-ŐÍ,

where őj is the Kronecker delta, and take A =  (ZS)/I. Let a/ , ß{ be the images of 
а\ ,Ь\ ,  respectively, under the canonical epimorphism Z S —A. Then it follows from
(2) that

(3) afßi  +  ttlß i'= S Jr,

indeed, A is by construction the ring freely generated by the ai , ßi subject to the 
relations (3). We prove that A has the properties required for Lemma 2.

Let J  be the ideal of the semigroup S generated by the products a f b ’0 , and 
write T =  S \ J  for the complement; thus a word in the a{ , b{ belongs to T if and 
only if it contains no subword of the form a?bJ0. Consider an element sAS; s is 
uniquely expressible in the form

( 4 )  s  =  todi,bci 11 . . .  Л и — l ciimbo"tm, 

where тШО and each tk belongs to T; we set ß(s) =  m and

(5) s* =  t0d '  t x ... ci:tm.

Note that s belongs to J if and only if  ц (а) s  1.
Let X be the usual length function on the semigroup S defined as the homo

morphism of S into the additive semigroup of natural numbers that takes the 
value 1 on each of the generators a{, b{. For each integer n define S" to be the set 
of a l l (<ES)  such that X(s)^n.  Then S" =  0  ifn^O , [1] = S ° ^ S 1 Q S 2g S - " S " < i  
^ S m + n, and the union o f all the Sn exhausts S; so that S" (ri(LZ) is an exhaustive 
increasing filtration on the semigroup S.

For any subset U o f ZS, denote by ZU the subgroup of ZS that it generates. 
For n = 0 , 1, 2, ... and m =  — 1, 0, 1, ..., n take S  ̂ to be the union of S"_1 with 
the set o f all s (GS) such that X(s) =  n and n(s)Sm.  Then S ^ ^ S H ^ S S ^ . . .  
...gSJ | =  S"; indeed, since dearly 2q(s)^X(s)  for each s £ S ,  S" =  S" as soon as 
2тШп.  Thus the S" form an ascending sequence when taken in lexicographical
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order of the ordered pairs (w, m). We prove, by induction on position in this sequence, 
that the family [j* (s € S£)] is a basis o f ZS^. Certainly the empty family [5 * (ä€S2.j)] 
is a basis of the zero subgroup ZS° Suppose that comes later than in 
the sequence, and that [s* (s € S*)] is a basis of ZSÍ whenever S* comes earlier than 
S” . If m =  — 1, S,"„ coincides with an earlier member o f the sequence, and the inductive 
step is trivial. Suppose then that m S 0. Consider an element ,y£S”\ S £ _ i ,  so that 
X(s) =  n, n(s) =  m;  and take s in the form (4). If m =  0, then s* = s .  If m ^ \ ,  then 
on substituting from (2) in (5) we find that

л* — to (a,-, bo — <5/,') / 1  ... 1 (aim bom + dimb{"' — c>/™)i„, =
=  t0a<i,bJ'tl ... tm- ta?mbJ0mtm =  s  (m o d Z S l- ().

Thus in either case s =  s* (mod Z S S i n c e  the family of elements of S"„ \S" _ „ 
is linearly independent m o d Z S " _ 1 and generates Z S^ m o d Z S ” - ! ,  this implies 
that [^(sdS" S"_] )] has the same properties, so that it is a basis o f a direct com
plement in ZS" of Z S "_,. But by the inductive hypothesis [5 * is a
basis of ZS,"_!. It follows that [s* (s€S^)] is a basis of ZS”; and the proof of the 
inductive step is complete.

In particular, we have now proved that for each integer n, [л* (sgS")] is a 
basis of the subgroup ZS" of ZS. Since ZS is the union of the ascending sequence 
o f subgroups ZS", it follows that [s* (.sTS)] is a basis of ZS. N ow  by definition 
I is the ideal of ZS generated by the c{, and J is the ideal of S generated by the 
afbf, . Therefore by (4) and (5), s* Cl whenever ,y 6 J. Moreover, it follows from 
what we have just proved that every element of I is a linear combination of elements 
of the form s*c{s2 , where s1, i 2 f S ;  and we observe that s*c{s2 =s*,  where 
s =  s ia(-bJ0s2 € J- Hence the subfamily [r* J)] is a basis of I. Since ZT has as
basis the complementary subfamily [s* (s £ T)] =  [ / ( / £  T)], it follows that ZS is 
the direct sum of its subgroups I and ZT. Therefore the additive group of A ( = (ZS)/I) 
is isomorphic with ZT, and so is free of countable rank.

Now b°0al0 and b},a\ are distinct elements of T; so their sum is a non-zero element 
o f ZT and as such cannot belong to the direct complement I. Passing to the quo
tient, we deduce that in A, /IgaJ +  ßoa \ ^0; taken in conjunction with (3), this shows 
that

Oig ot1' ßo ßb 1 0 ßo ßb « 0  ao
a 1 « 1 . ß i ß\. 0 1 ß i ß\. a? a ]

Thus (ßi) is a 2 X 2  matrix over A with a left inverse but no right inverse.
It only remains for us to prove that A has no zero-divisors. To this end, write 

I" =  I +  ZS", for each integer n; then I" =1 if n < 0 , Г"1" U Im+", and ZS is the union 
o f the ascending sequence of subgroups I". Note that [s*(s(E J U S")] is a basis o f  
I", so that [^ (j C CJU S")\(JUS"- 1))] =  [t(i£T, A(i)=«)] is a basis of a direct 
complement of I"-1  in I". Write also A'(x) — — «> if x £ I, X'(x) =  n if x £ lB\ I " - 1 ; 
then X' is defined on the whole o f ZS, and for all x , y £  ZS we have

(6) X'(xy) =  X'(x) +  X'(y).

To prove that A has no zero-divisors it is enough to show that strict inequality is 
impossible in (6); for since X'(x) =  — <*> if and only if x f  I this implies the equivalent



THREE EXAMPLES ON HOPFICITY 309

result that I is a prime ideal of ZS. Suppose for a contradiction that x, y € Z S  are 
such that strict inequality holds for them in (6). Then n =  /.'(x) and m =  )' (y)  must 
both be non-negative integers, and we may write

x =  x' +  2 ZpXp, y = y ’ +  2 n qy q,
p q

where x' Cl"-1 , у' в  I"'- 1 , the xp are distinct elements of T such that 2.(xp) —n, the 
yq are distinct elements o f T such that Á(yq) =  m, the and qq are non-zero integers, 
and at least one term %pxp and at least one term tjqy q are present. Therefore

(7) ( 2  ^pXP) ( 2 n , ly q) =  xy =  0 (modI" + m- 1).
p q

Let p' (p") run over the suffixes p  for which xp does (does not) end with an a?; 
and let q' (q") run over the suffixes q for which yq does (does not) begin with a bJ0 . 
For each p' we put хр-=х'рм},  where (€T) and i are such that x p. =x'p.af; and 
for each q' we put yq. =  bjy'r , where y q - ( € T) and j  are such that yq. = b J0y'ir . Then
(2) implies that

xp-y„- =  x'p. ( - a \ b \  + c i + ö i ) y q. =  -  xp.yq. (mod Г  + "'-1); 

so it follows from (7) that the element

(8) -  2 £р’%-хР-уч-+ 2 £р'%"ХР'УЯ"+ 2 tp"%-xp»y„'+ 2 Zp"%"X„»yq~
p'.q' p',q" p",i ' p ',9"

belongs to I"+'"-1 . But the words of the four types

(9) xp.yq., xp.yq„, xp„yq,, xp,.yq„

are all elements of T o f length n +  in, so that they belong to a basis o f a direct 
complement of 1,,+ю“ 1 in In+m. Consequently (8) must vanish; that is, the terms 
of (8) must cancel out. N ow  if two words in the list (9) are of one and the same type 
they differ either in their first n letters or in their last m letters, and if  they are of 
different types they must differ in their n-th or (n +  l)-th letter unless one is o f the first 
type and the other is of the fourth. Thus the only cancellations possible in (8) are 
between terms of the first sum and terms of the fourth. Therefore the second and 
third sums in (8) must be empty. But we know that at least one £pxp and one t]qyq 
are present, so one at least of the first and fourth sums is non-empty; and since 
its terms must cancel with terms of the other, both must be non-empty. However, 
if —£P't1q'Xp.yq. is a term o f the first sum and cp’.r\q„xp..yq.. is a term of the fourth, 
then IP'4q"Xp’yq~ is a term of the second sum, which therefore cannot be empty. 
The contradiction completes the proof of Lemma 2.

Note however that the fact that strict inequality is impossible in (6) implies at once 
that the congruence jcy =  l (m odi) has only the trivial solutions x = y  =  ±  1 in ZS. 
Therefore ±  1 are the only units of A; and it follows that the group G of Example 3 
has automorphism group of order 2.

In conclusion, I would like to thank Dr. M. N ewman for the suggestion 
to me that Jónsson techniques could be used to construct two hopfian groups whose 
direct sum is non-hopfian.

(Received 15 September 1964)
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ON A PROBLEM OF STEINHAUS
By

P. RÉVÉSZ (Budapest) 
(Presented by A. Rényi)

Introduction

H. Steinhaus [1] raised the following problem:
“Does there exist a family F of measurable functions such that
I. 1/(01 =  1 for / 6  F
2. For each sequence {/„(0} where f n(t)  £ F  the sequence

is divergent for almost all f?”
As far as I know the first result in connection with this problem is due to D. G. 

A ustin1 who proved that if £x, £ 2, . . .  is a sequence of random variables with 
possible values 0 and 1, then it contains a subsequence £ni, t;„2, ... for which the 
strong law of large numbers is valid, i. e. there exists a random variable q such 
that

Somewhat later A. R é n y i (oral communication) proved that if 1S a
uniformly bounded sequence o f random variables then it contains a subsequence 
for which the strong law of large numbers is valid. So Rényi has solved the original 
problem of Stein h a us .

At the end o f 1963 P. R. H almos asked: is the condition of uniform boundedness 
necessary in the theorem o f R é n y i? Answering the question o f Halmos I have 
proved (making use of the method of Rényi) in a letter which was sent to H almos 
in December 1963 the following:2

T heorem 1. Let £2, ... be a sequence o f  random variables fo r which М (£2)3= К 
(/ =  1,2,...) (where К is a positive constant). Then there exists a subsequence 
n\ ~< n 2 < . . .  of integers and a random variable q such that

In this paper we prove the following sharper

1 Professor D a r l in g  was so kind to inform me about this fact. D a r l in g  himself gave another 
proof independently.

2 Throughout the paper M (...) denotes the expectation of the random variable in the brackets 
and P(...) the probability of the event in the brackets.

4  Acta Mathematics X V I/3—4
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T heorem 2. Let £х, £2, ••• be a sequence o f random variables fo r  which M (£?)S K  
(i =  l, 2, ...)• Then there exists a subsequence и1 < и 2 < . . .  of integers and a random 
variable ц such that

Z c i i L - h )i= 1
is convergent with probability 1 where c1, c 2, ... is an arbitrary sequence o f real 

numbers for which Z  cl <  °°-
k= 1

This theorem is well known under the condition M (£;£;) = 0  (iV /) (see for 
instance [6], p. 156).

This theorem and the K roneck er  lemma evidently imply

T heorem 2. a. Let £1 ;£2 , ... be a sequence o f random variables for which 
M ( £ f ) s K  ( i — 1 ,2, . . . ) .  Then there exists a subsequence n{ < n 2 < ... of integers 
and a random variable r\ such that

p , c 1 ^ n i - q )  +  c 2 ( ^ n2- q ) +  . . .  + c k ( £ nk- r i )  Q y _ ]

where ct , c 2 , ... is an arbitrary sequence o f real numbers for which Z  Z2 <  +  'x -
k= 1 к

Evidently Theorem 2 is a generalization o f Theorem 1 but we also give the 
proof of Theorem 1, because we think that the method of this proof is interesting 
in itself.

Similar questions are treated in the papers [2] and [3], where the authors prove 
that any uniformly bounded orthonormal sequence of random variables contains 
a subsequence for which the law o f iterated logarithm and the central limit theorem 
are valid. Actually it is possible to obtain similar results omitting the condition of 
orthonormality, if we use the fact that any uniformly bounded sequence of random 
variables is weakly compact in the space of square integrable random Variables (see 
the proof o f our Theorem 1). In our proofs we use this fact, further — especially 
in the proof o f Theorem 2 -  also the method o f the paper [2]; the well known method 
of proof o f K olmogorov’s strong law of large numbers will be used too.

The problem what happens if we substitute the condition M by the
condition M(|<Jf|1+£) s K  ( 0 ^ e < l )  in Theorem 1 is open.3

§ 1. The proof of Theorem 1
Our condition

(1) M (£?)SK ( i = l , 2 , . . . )
implies that the sequence f 2, ... is weakly compact in the Hilbert space of square

3Added in proof (28. 9. 1965). In connection with this problem very recently J. K o m l ó s  
has proved that if ii .d b , ... is a sequence of random variables for which M(|£i|)sAT then 
there exists a subsequence m , пг , . . . ,  of the integers and a random variable tj such that

к
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integrable random variables, i. e. there exists a subsequence £Я1, ... of the given
sequence £2, ... and a random variable t] such that

l i m M ( y )  =  M ( # )
Л-» oo

where ф is any square integrable random variable. Let us put

(2) $ * - 4  =  £*•

Then C/t converges to 0 weakly, therefore there exists a subsequence {£„J of the 
sequence {Ck} such that

(3)

Put
|М (^С„,)|=£^ ( / = 1 , 2 ........Л—1; к =  2,3,  . . . ) .

_ T C«2 T ■ * * T Cn
(7 к — ----------------------------------к

(1) and (3) easily imply that 

therefore

2  M ( < & )  <  O O .

k =  1
Using Beppo Levi’s theorem we obtain

(4) P K 2- 0 }  =  1.

Let N  be an arbitrary integer between k 2 and ( k +  l )2 (i. e. k2 ^  N ~ (̂k +  l)2). Then 
we have

<7iV~ jy <T*2
where by (4) 

Let us put

^  ^  _j_ ^Пк2 + I  T  C n k 2 + 2  +  +  CriN

{'P ¥ <7*2- ° H L

+  1 4 "  C/lfcZ +  2 “ Ь  * • ■ +  £ n

A simple calculation gives
A Mt.jv-

therefore 

and thus

(5)

M (/if,*) =  0 (^ 3 )

(k + i)2 , , \
л *=  2  M (/i2,*)==o U

N = /c2 + 1 V/C /

2  Ak
k =  1

4*
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It follows from (5) by Chebyshev’s inequality and the Borel—Cantelli lemma 
that for any £ > 0  among the events

Ift. ivl S e

with probability 1 only finitely many will occur. So we have

P K - o }  =  l
and our Theorem 1 is proved.

§ 2. Proof of Theorem 2

Let us define the sequence {Ct} in the same way as we have already defined it 
in § 1 by (2). Namely let {£„.} be a subsequence of {£„}, which converges weakly 
to a random variable t] and Ck =  C„k — >]. Then Ck converges to 0 weakly, therefore 
we can select a subsequence {C„k} of the sequence {£fc} as follows:

C», =  C l ;
n2 is an integer for which

|М(СП2СП1) | ^ 1  and : Jc„2Cni(/P S j

where4

The integer n3 is chosen so that

|M(C„3C„,)I =  |M(C„3Cn2)l =  -|
further

A^U)
should hold, where

Л 2 Ч О  =  j c o :  ICn2 +  Сщ I — ( / = 1 , 2 )

j l n U d F / 'L U < IP
l<  _

~  4 0 = 1 ,  2)
aVfin a¥ \ i)

s  4 ’ / c „ 3C „ / / P - 4 0 = 1 , 2 ;  7 =  1,2)

( i = l , 2 )

а У(2) T7 I 0 = 1 - 2 ) .

4 All random variables are defined on a probability space {ß, 5, P). So A\] >(1) is an event 
(Л il , ( l ) € S) containing those point of ß  for which IC„t(co)i
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If the sequence n1, n2, ..., nk is already defined, then we can choose the integer 
nk + 1 so that the following inequalities should hold:

and
|M(C„t+1Cnj)l =£ 2ÍTI

I  / с И к + , М Р
лУ\ш)

( . /=1 ,2 ,  . . .Д )

1
“  2k+1

( j= m ,  m + 1, ..., k; 1=1, 2, . . . ,k;  p =  1, 2, ..., к; m =  1,2, . . .Д )
where

4 )(W) =  { c a : [ 0 f  l ^ i ,  |0 ? " Л Д ^ ,

and
®Г) =  Cnm +  i n„ +1 +  ••• +Cnj-

Now we can prove a lemma which is analogous to Kolmogorov’s inequality.

Lemma. Put rh =  diC„, ( /= 1 ,  2, ...)  where is the sequence o f random variables 
defined above and dt is an arbitrary sequence o f real numbers such that |i/,| =  1  

( / = 1 , 2 ,  ...). Then we have for any e with 0 and for 1 Д /< Д

Í\ max
1

2  чи{ j^l^k h = j s ‘} s

«k Í V Í  +  Si = j  2

Proof of the Lemma. First o f  all we suppose that e is one o f  the numbers

I I  1
2 ’ 4 ’ 2+

Let us put
A, =  hj +  hj+1 +  •••+!// ( /= 7 ,7  +  1 . —Д )

and

Clearly

B = { c o : sup \A, \ se}
jslsk

В, =  {cu: \At|s?e, И ,_ ,I < e , ..., | Д | < е }  (/=7.7 +  1. .. . ,  к).

Then we have

b = Z b „
i=j

M ( d * 2 )  =  [ A £dP * i2 K Z  d ?  +  ^ ,

a ,=J

j A l d V S  j A 2kd P = Z  J  A l d P
II •/ D .
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and
I A2dP = f ( t i j  +  tiJ + 1 +  ... +  rjk)2d P  = J  (t]j +  r\ j + 1 +  ... +  ru)2dP  +

R, В, B,

2  [ t f d P  +  2 2  'Z  IdqdrdP s  f ( r i j  +  r j j + 1  +  . . .+t],)2d P -
r  =  l  +  \  J  r  =  l + í q  =  j j  * '

therefore

1 = У l=j Z]
So we have proved our Lemma in the case e =  ( /=1 )2 ,  We can

obtain our inequality in the case — ẑy =  £~= ^  (h =  2, 3, using the ine

qualities

П  2 K 2 d ? + f j  8 K 2 d f + 2̂
PI sup M,| S  ej. =  P -j sup M,l —Ял}— ,=1 "  1=1

\]^Ы к I [j ^lSk Z J Ш1
If 8 =  —. our inequality is evident because its right hand side is larger than 1.

Thus the proof o f our lemma is complete.
Now we can return to the proof o f Theorem 2.
Let us put

n
O'« 2  k̂Cnkk= 1

am =  sup {\am+k-(Tm\}
к
a =  inf am.

Let e  be an arbitrary but fixed positive number | o < e ^  y j  and let m0 be an

integer for which and c j ^ к  if  k S m 0. Using our lemma for dk —ck and

any j  =? m() we obtain

p K 'S e }:

v, 2 80
8/sf 2  ci +Ö7 l = j 2J

Since 2  ck *=00 we have 
1

Р { а ё е }  =  0
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but e is any arbitrary positive number therefore

P{oc=0} =  1.

So we have proved our Theorem.

§3. An example

Let us recall the following well known

Definition. The random variables £ls £2>... are called equivalent if  the joint 
distribution function of the random variables £fl, i i2, (ij Ai,  if y V / )  depends
only on к  and it does not depend on the indices it , i2, ■■■, k  i- e.

í i2< x 2, £,*<**} =  Fk(x1, x 2, ■■;Xk) ( k =  1,2, . . . ) .

In this § as an application of Theorem 2 we prove two theorems for equivalent 
random variables. The first (Theorem 3) is a strong law of large numbers, the 
second one (Theorem 4) is the Kolmogorov inequality for equivalent random 
variables.

T heorem 3. Let £l t  £2 , ... be a sequence of equivalent random variables with 
finite variances ( M( íf)  =  K)  and cq, c2, ... be any sequence of real numbers for which 

-  c2
2  Д  < °° . Then there exists a random variable Я such that

* = l к

P I  C 1 1 ~ ^ )  +  ^ 2 ( ^ 2  A) +  +  с п ( £ п ~  , Q I — )

First of all we have to prove the following simple lemmas.

Lemma 1. A sequence 'i2, ... o f  equivalent random variables with finite 
variances is weakly convergent to a random variable Я, 7. e.

m ( O / 0 - m  W )
for every square integrable ф.

Lemma 2. The random variables ^  — 1, £2 — Я, ... are equivalent (where l  is 
the weak limit o f £,k).

Lemma 1 evidently follows from the following

T heorem of E. Schmidt (see [4], [5]). A bounded sequence {oc„} o f elements 
o f a Hilbert space H is weakly convergent if  and only i f  the limits lim (a„, ak) exist 
for к =  1,2, ....

Proof of Lemma 2. It is easy to see that Я is a Baire function of the random 
variables therefore the distribution functions F2(x 1, x2), ...
uniquely determine the distribution function of Я and the joint distribution function 
of ({,-,, <T2, ..., <Т(, Я). This latter distribution function obviously does not depend 
on the indices it , i2, .... ik therefore Lemma 2 is proved.
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Proof of T heorem 3. By our Theorem 2 there exists a sequence nl , n2, ... of 
integers, such that

Cl(£in~ Л-) +  С2(£п2 ~  X) +  ••• + Ck(Znk — X)

and by our Lemma 2 the joint distribution function of X), c2(£„2—X), ...
- ck(£„k—X)} is equal to the joint distribution of {c1(^1 — X), c2(£2 —X), ...

. . . , ck(£k — X)}. This fact proves our Theorem 3.

T heorem 4. Let £ \ , £ 2, ... be a sequence o f equivalent random variables with 
finite variances (М(£?) =  K) and X be the weak limit o f Then for any s with
0 < £ ^ j

8 К 2  d )
i= 1

where { d f  is an arbitrary sequence o f  real numbers, such that \df\ ^  I.

Proof. We can prove this theorem by exactly the same technique as we have 
proved the previous Theorem, using the Lemma o f § 2. Therefore we do not give 
the details of the proof.

Added in proof (28. 9. 1965). By similar methods one can prove the follo
wing more exact version of Theorem 2:

Theorem 2.b. Let ( 2,... be a sequence o f random variables for which 
M ( f f ) ^ K  ( 7= 1 ,2 ,  ...). Then there exists a subsequence n{ -< n2... o f integers

and a random variable ц such that the series 2  IS convergent with pro-
i — I

bability 1 in any reordering of this series provided that 2 cf  <  °° and if  the sequ-
i= I

ence {£,•} is uniformly bounded then the convergence o f 2  c;(£n, ~~ h) implies 2  cf ' or>-
i =  1 ' 1= 1

The proof o f this theorem will be published in [7].

(Received 13 October 1964)
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A LOWER ESTIMATION OF THE PRINCIPAL FREQUENCIES 
OF SIMPLY CONNECTED MEMBRANES

By
E. MAKAI (Budapest) 
(Presented by P. T ú rán)

Consider a simply connected plane domain D of area A  bounded by piecewise 
analytical arcs and the principal frequency Л of the domain. Л may be defined by

( 1) Л2 - min
Ф

j f  i}jj2x + ̂ l)dxdy
D

J f i p 2dxdy

where ф(х, у)  =  0 on the boundary of D  and in the interior of the domain ip(x,y)  
is a positive analytical function.

Let q be the radius o f the greatest circle inscribed in D  and let j 0 denote the 
first positive root of the Bessel function J0(x), i. e. j 0 =2.4048.. . .  Then it is well 
known that

(2)
Jo
в

with equality only if D  is a circle.
Some years ago a counterpart of this inequality was found by J. H ersch  [1], 

namely

(3)
2 q

for all convex domains, with asymptotic equality if D is a rectangle with sides a, b 
and b/a^-0.

The object of this paper is to show that there exists a constant C such that

(4)

and

for each simply connected domain D.
In view of (2), (4) and (5) we may say, extending the terminology used in [3], 

p. 112, to simply connected non-convex domains, that Л and are comparable 
quantities.

The inequality of K r a h n  and F a ber , originally conjectured by R ayleigh , 
namely that of all domains of a given area the circular one has the least principal
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frequency is also o f  a similar kind as (5) since it, too, gives a positive lower bound 
for the principal frequency.

The first part o f  inequality (4) follows from an argument similar to that of 
K r a h n  [2].

It is known that the minimum problem (1) has a unique solution/(x, y) satisfy
ing itself, too, the conditions given immediately below formula (1) and \f(x, y)\ 
cannot have any local minimum inside D. The level lines of f i x ,  y)  will be labelled 
by a parameter t, the meaning o f which will be given as follows. If the function 
f ix ,  y) assumes on one of its level lines the value z and D(z) is a domain consisting 
o f those points o f D  where f ix,  y)  >  z, then the area of D(z) should be equal to t. 
The boundary of D( r) will be termed the level line Ct. Evidently

and D(A) — D, so

The domain D(r)  may be disconnected but each o f  its constituents is simply con
nected, otherwise f ( x ,  y)  would have a local minimum inside D.

We introduce now in the domain D instead o f the rectangular coordinates 
x,  у  the new coordinates т and s, where s is an arc length counted from appropriate 
points of the possibly disconnected level line Ct ranging from 0 to /-it), the total 
length of the level line Ct.

We introduce further the function <p(i) defined by

( 6 ) D(t ' ) c: D ( z") if t' < t"

(7) f i x ,  y)  =  <f (t) on Ct .

(p(t) is obviously monotonically decreasing in O S t S A .  
We have now

and
2 , 2 , ■V* + y s =  1.

From these we calculate

With the help o f this we transform fl):

0 о
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Since A may vanish on the boundary o f D and likewise 1 /А may vanish in 
points where df/dx =  8f / dy=0  (these points are either finite in number or they are 
countable) the integrals on the right hand side are possibly improper ones.

We have
Ur)

dx =  J'J (lxdy = J \A\dxds
D(r + d r ) -D (r )  0

and so

(8)

Since

(9)

L(r)
1 = J \A\ds.

о

Ur)Ur) Ur)

/  i f r /  w * s ( f  A ) ! = 1 L W 1 J

we may write by virtue o f (8) and (9)
A L(r) a Ur) Ur)

/ Ы /  i f } *  f v 'w  /  И|* } *
Ur)

( 10)

J V ( T) { /  \A\ds)dx
О О

A

J c p ' 2 ( t )  L 2 (t) dx

j  q>2(x)dx

L i 

lias

f  cp2(x)dx
0

Let now g(x) be the radius of the greatest inscribed circle of D(x). By (6) one 

g(x')^g(x")  if

We shall use the classical isoperimetric inequality connecting the perimeter 
and area o f a set of simply connected plane domains:

(11) Ь(х)Ш^4пх

and its refined form due to Bonnesen:

(12) L(x) \

Putting

we define the function M(x)  by

f?C0
+  ng(x).

(J =  UQ2

M( x ) =  \ 4nx if 0 S t <(t and M{ x ) = — t-7Tf? if r r ^ x ^ A .
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This function satisfies the inequality

(13) M(t) s L (i ) for O S i  ^A.

For OSrScr this is a consequence of (11) while for u S r S i  we use (12) and the 
fact that the function g(.v) =  x +  x -1 is increasing for x > l .  indeed if we 
have

hence

УX __ / т

Yng(  t) \ n g

L(  t)  is ^  +  яе(т) =  }V rg
X=  — h яо.
Q

In view o f (10) and (13) we can write

(14)
f  <p'2(x) M 2(x)dx

Л2 ==/<1 7---- ------------= ц 2.

j ( p 2{x)dx
о

Our next aim is to find a lower bound for /i2 minorising M(x)  by an appropriately 
chosen function N(x)  and substituting it into the quotient of (14).

The function M(x) is in the class C'(0, A)  since

lim M ( x ) =  lim M(x) =  2ng and lim M'(x)= lim M \ t) =  —
t  —► <t  —  0  t - > f T  +  0  г  —> (г — 0  T - x T + 0  Q

hence it is concave in (0, A) in the wider sense. So we can choose for N (x) the linear 
function (A+<t) t/ (qA) for which we have N(0) =  Л/(0) and N(A) =  M(A).  We 
have now

Л2Ш(х2 A + a
gA

A

J q ' 2(x)x2 dx 
о

A
j  <f2(x)dx 
0

We shall prove that the second factor on the right hand side of this inequality 
is at least 1/4 which proves the left hand side o f (4). indeed supposing only the

A

existence of both integrals in the last quotient, we have that j  cp(x)q\x)xdx exists
о

and using <p(A)= 0 we find by a partial integration that
A  A

f  {4г//2(т )т2 — 9?2 (т) } г/т — J {2ф'(т)т+  ф(т)}2 dx =
о о

А

=  - 2  f  {2ip(x)cp'(x)x +  q.2 (x)}dx =  - 2 [ 9 г2(т) т]о = 0
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from which
A A

4  f  <p'2 (t) t2dz — f  <p 2 (t) í/t ^ 0 .  
ó ó

As to the second half of inequality (4) it suffices to produce an example for 
which Л <я/(2р). Such an example is the following. Take the membrane D(e, >/) 
of the form indicated in the figure. If we use the polar coordinates r, tp , it consists 
o f the union of the sets of points characterized by the inequalities

and
n S r ^ l n ,  еШср^2п 

О ^ г^ Зя , 2к — г ]^(р^2п,

respectively. The principal frequency of this memb
rane, corresponding to the first boundary problem, 
will be denoted by Л(е, tj). If e and ij are both less 
than 1/10, say, then the diameter o f the greatest circle 
inscribed in D (e, rj) is я, hence n/(2g) = 1. On the 
other hand it is known that

lim Л(е, t ] )=  1.* Fig. 1
s,rj -*0

If £ = 0  and >7 =  1/10, say, then by a well known theorem Л(0, 1/10) < 1 , so there 
exists a positive e*, less than 1/10, such that the principal frequency of the simply 
connected domain D(e*,  1/10) is less then 1, i. e. Л(е*,  1/10)<я/(2р). From this 
follows С <я/2.

(Received 1 October 1964)
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NEUTRALITY IN WEAKLY MODULAR LATTICES*
By

IQBALUNN1SA (Madras, India) 
(Presented by L. R édei)

G. G rätzer  and E. T. Schmidt prove in their paper [2] that an element n o f  
a weakly modular lattice is neutral if and only if it is distributive and ask the question: 
(Problem 5 of [2]) Is a distributive (or at least a standard) ideal of a weakly modular 
lattice neutral?

In what follows we give counter examples to show that a distributive ideal of 
a weakly modular lattice need not necessarily be standard and a standard ideal of 
a weakly modular lattice need not necessarily be neutral.

Consider the lattice L  of figure 1. L consists of two classes I  and J of elements. 
/  and J  are infinite modular lattices as shown in the figure. The lattice operations 
in L are defined thus: for any two elements in 7 or J  the lattice sum or product 
is the corresponding sum or product as defined in the modular parts. For any a 
in I and b in J the lattice sum is the unit element and the lattice product is the null 
element. L is a weakly modular lattice as any two prime 
intervals o f L are projective and any interval of L con
tains a prime interval.

Now the ideal /  o f L is a distributive ideal of L,  
but is not a standard ideal. For if В, C are the princi
pal ideals generated by b and c respectively as marked 
in the figure; then I + B  =  I + C  =  the whole lattice 
L and JB =  IC =  the null element. Yet В is strictly 
greater than C. Thus we conclude

T heorem 1. Any distributive ideal o f a weakly modular 
lattice need not necessarily be standard.

Next consider the lattice M  of figure 2. M  is got 
by taking the direct product of the set of positive integers 
with a chain of 3 elements and inserting in every square 
thus formed an extra element, making every square a 
nondistributive, modular lattice of 5 elements. To this 
modular lattice is added a pair of elements x, 1 such 
that x  >  at for each i; and x + p t =  1 and = a ; for 
any /b i  (я,-) (where =  6;, c;, dt or e t) M  is weakly 
modular as it enjoys the same property as the lattice L 
of figure 1.

Consider the ideal S  of the lattice M  consisting of all elements of M  excepting 
x  and 1. S  is a standard ideal of M  but is not neutral. For if X =the principal ideal

Forms a part of the Doctorate Thesis submitted to the University of Madras in January 1964.
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generated by x  and Y  = the ideal generated by the sequences (at) {bt) and (dt) then 
S = \ГДГ4- Y ) > S X + S Y  =  Y. Thus we have,

Theorem 2. A standard ideal o f  a weakly modular lattice is not always neutral.

G. G rätzer and E. T. Sc h m id t  have shown further that an element of a 
modular lattice or a relatively complemented lattice is neutral if and only if it is 
neutral in (их, n + x )  for all x  in the lattice. In what follows we prove that the same 
assertion is false in the case of weakly modular lattices (an answer to Problem 17 
o f [2]).

T heorem 3. An element n o f  a weakly modular lattice L need not necessarily 
be neutral in L i f  it is neutral in every interval {nx, n + x )  for all x  in L.

Proof. By an  exam ple.
Consider the lattice L as shown in figure 3. L  is a simple lattice and hence is 

a weakly modular lattice. L being simple contains only two neutral elements, namely 
0 and 1. Consider the element n as marked in the figure. As n is different from 0 
and 1 n is not neutral in L; nevertheless n is neutral in every interval (их, и +  х) 
for all x in L.

(Received 28 October 1964)
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LOGISCHE DUALITÄT 
DER FROBENIUS—STICKELBERGERSCHEN 

UND HAJÓSSCHEN HAUPTSÄTZE 
DER THEORIE DER ENDLICHEN ABELSCHEN GRUPPEN

Von
L. RÉDEI (Szeged), Mitglied der Akademie

Der Satz von H ajós1 über die endlichen abelschen Gruppen ist aus vielen 
bekannten Gründen (vgl. auch die nachstehende Arbeit 2) ein Hauptsatz zu nennen. 
Einen entscheidenden Grund hierzu liefert die in den Titel gefaßte Dualität, die 
ich schon früher entdeckt, aber bisher nur in ungarischer Sprache publiziert habe.

Ein Produkt P  =  A 1...Ak von Komplexen A 1, . . . , A k einer Gruppe heißt 
schlicht, wenn jedes Element von P  sich eindeutig als

(<Xi€At; i =  l ,  k)
darstellen läßt.

Ein Komplex bestehend aus den Elementen 1, a, ..., ae-1, wobei a ein Gruppen
element von der endlichen Ordnung н ( £ е ^ 2) ist, heißt ein Simplex. (Dieses ist 
also dann und nur dann eine — zyklische — Gruppe, wenn ist.)

Für einen Komplex A einer Gruppe bezeichnet Á  die Aussage, daß A eine 
Gruppe (Untergruppe der betrachteten Gruppe) ist.

Mit G, <3 und S  bezeichnen wir eine endliche abelsche Gruppe, eine Zerlegung 
von G in ein schlichtes Produkt von Simplexen bzw. einen der in © auftretenden 
Faktoren.

Den Frobenius-Stickelbergerschen Hauptsatz kann man so aussprechen, daß 
sich G in ein schlichtes Produkt von zyklischen Untergruppen zerlegen läßt. Der 
Hajóssche Hauptsatz besagt, daß in jeder Zerlegung von G in ein schlichtes Produkt 
von Simplexen mindestens ein Faktor eine Gruppe ist. Beide Hauptsätze lassen 
sich mit Hilfe der logischen Quantoren V und В durch die (für jedes G gültigen) 
Formeln ausdrücken:

3 VS bzw. V 35 .
e s  s s

Man sieht, daß diese Formeln auseinander durch die Vertauschung V <-* 3 hervor
gehen. Darin besteht die gemeinte logische Dualität beider Hauptsätze.

(Eingegangen am 1. Dezember 1964.)

1 G .  H a jó s , Über einfache und mehrfache Bedeckung des л-dimensionalen Raumes mit 
einem Würfelgitter, Math. Z., 47 (1942), S. 427—467.

2 L .  R é d e i , Die neue Theorie der endlichen abelschen Gruppen und Verallgemeinerung des 
Hauptsatzes von Hajós, Diese Acta, 16 (1965), S. 329 — 373.

5 Acta M athematica XVI/3—4
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DIE NEUE THEORIE DER ENDLICHEN 
ABELSCHEN GRUPPEN U N D  VERALLGEMEINERUNG 

DES HAUPTSATZES VON HAJÓS
Von

L. RÉDEI (Szeged), Mitglied der Akademie 
G. H a jó s  zugeeignet

Einleitung

In der „klassischen” Theorie der endlichen abelschen Gruppen stehen bekannt
lich die Elemente und die Untergruppen dieser Gruppen im Vordergrund der Unter
suchungen und es treten sonstige Komplexe (Untermengen) dieser Gruppen im 
allgemeinen nur in Hilfsrollen auf. In dieser Theorie ist bekanntlich die Unter
suchung der Zerlegungen einer endlichen abelschen Gruppe in ein direktes Produkt 
von Untergruppen ein Problem von zentraler Bedeutung, die im wesentlichen durch 
den Hauptsatz von Frobenius und Stickelberger gelöst ist. Das Grundproblem der 
von G. H ajós ins Leben gerufenen neuen Theorie der endlichen abelschen Gruppen 
besteht viel allgemeiner in der Untersuchung der Zerlegungen dieser Gruppen in 
ein schlichtes Produkt von Komplexen (s. unten). Diese neue Theorie zeitigte schon 
bisher viele, teils noch nicht publizierte, meistens sehr überraschende, darunter 
auch hochwichtige Ergebnisse, von denen vor allem der Hauptsatz von H ajós 
zu nennen ist.

Vorliegende Arbeit hat den doppelten Zweck, eine knappe Einführung in diese 
Theorie auszuarbeiten, was bisher noch nicht geschehen ist, und teilweise als Anwen
dung die von uns neulich gefundene, denkbar schärfste Verallgemeinerung des 
Hajósschen Hauptsatzes zu beweisen. (Der Verfasser arbeitet auch an einer Mono
graphie über endliche abelsche Gruppen unter Berücksichtigung ihrer neuen 
Theorie, jedoch ist die Fertigstellung dieser Monographie nicht in kurzer Zeit zu 
erwarten.)

Durchweg sei G eine endliche abelsche Gruppe mit dem Einselement e. Oft 
wird vom Fall G = s  stillschweigend abgesehen. (Wie hier, so identifizieren wir 
auch später Einermengen mit ihrem Element.)

( ) bezeichnet die Menge der eingeklammerten Elemente.
{ } bezeichnet die durch die eingeklammerterten Elemente (oder allgemeiner 

durch die Elemente der eingeklammerten Komplexe) erzeugte Gruppe.
0 ( )  bezeichnet die Mächtigkeit einer endlichen Menge, insbesondere also 

auch die Ordnung einer endlichen (algebraischen) Struktur.
o ( )  bezeichnet die Ordnung eines Gruppenelementes endlicher Ordnung.
Ein Produkt A, . . .Ak von Komplexen von G definieren wir üblicherweise als 

den Komplex, der (für к  =  0 gleich г ist und für к ё  1) aus allen Elementprodukten

(1) oc = al ...ctk (cci £ A l; i= l ,  . . . ,k)

besteht. Also ist stets 0 ( A 1...Ak) ^ 0 ( A 1) . . . 0(Ak). Dieses A 1...Ak nennen wir 
ein schlichtes Produkt und bezeichnen es auch mit A t o ... o A k, wenn die Darstellung

5*



33 0 L. RÉDEI

(1) seiner Elemente eindeutig ist, d. h. wenn

O ( A 1. . .Ak) =  0 ( A 1) . . .O(Ak)

ist. Ein schlichtes Produkt nennen wir echt, wenn kein Faktor ein Einerkomplex 
(d. h. Element von G) ist. Wir nennen es vollständig, wenn alle Faktoren von 
Primzahlmächtigkeit sind.

Wenn A lt  Ak Untergruppen sind, so stimmt A ko ... о Ak mit dem direkten 
Produkt dieser Untergruppen überein, das wir üblicherweise auch mit AkX ... X A k 
bezeichnen. Da also das schlichte Produkt eine Verallgemeinerung des direkten 
Produktes ist, lassen sich die au f das letztere bezüglichen Redensarten auch im 
Zusammenhang mit dem vorigen zum Teil ohne besondere Erklärung verwenden. 
So z. B. dürfen wir die Gleichung А =  A k о ... о A k eine schlichte Zerlegung Von 
A nennen. Ähnlich nenne man A k, . . . ,Ak die schlichten Faktoren von A. Oft er
sparen wir uns das Beiwort „schlicht”, wenn nämlich ohnehin klar ist, daß es sich 
um ein schlichtes Produkt handelt.

Gleich hier bemerken wir, daß wir für einen Komplex A einer Gruppe und für 
eine ganze Zahl c die c-te Potenz Ac von A üblicherweise als den Komplex der 
Elemente a.c (а € A) definieren. Falls A endlich ist, so gilt 0 ( A C) ^  O(A),  und insbe
sondere für den inversen Komplex A ~ l gilt dann 0 ( A ~ l) =  0(A) .  Bekanntlich ist 
ein Komplex A dann und nur dann eine Gruppe, wenn A~lA U A ist. Das schlichte 
Produkt А о В von zwei Komplexen A und В von G existiert offenbar dann und nur 
dann, wenn A ~ 1A ( A ß ~ 1B =  e ist.

Für zwei Komplexe A und В  von G sagen wir, daß A ein (schlichter) Teiler 
von В ist und schreiben hierfür A\B, wenn es einen dritten Komplex X  von G mit 
В =  A o X  gibt. (Also ist A B gleichbedeutend damit, daß A in mindestens einer 
schlichten Zerlegung von В als (schlichter) Faktor auftritt.) Aus A\B folgt 0(A)\0(B).  
Man bemerke, daß jede Untergruppe H  von G ein (schlichter aber im allgemeinen 
kein direkter) Teiler von G ist, da G =  H o X  stets lösbar ist, und zwar sind die 
Lösungen X  eben die sämtlichen Repräsentantensysteme von G nach H. (Hier
aus sieht man, daß der Begriff der schlichten Produkte, wenn auch nur implizit 
und in sehr beschränktem Umfange, schon in der klassischen Theorie der endlichen 
abelschen Gruppen auftritt.)

Die aus der Definition folgenden einfachen Teilbarkeitseigenschaften von 
Komplexen brauchen wir nicht alle aufzuzählen. Erwähnt werde, daß diese Teil
barkeit transitiv ist und als Einheiten d. h. Teiler von e die sämtlichen Elemente 
von G gelten. Zwei Komplexe A  und В von G heißen assoziiert, wenn A\B und 
B\A gelten, d. h. ein Element y £ G  mit В =  y A ( =  у о A) existiert. Unter den Asso
ziierten eines Komplexes von G tritt mindestens ein Komplex auf, der das Eins
element ß enthält. Solche Komplexe heißen normiert. Ein Komplex hat im allge
meinen mehrere normierte Assoziierte. Eindeutigkeit besteht in dieser Hinsicht 
nur für die Komplexe, die Gruppen sind. Man bemerke, daß ein schlichtes Produkt 
von Komplexen offenbar alle Faktoren enthält, wenn diese normiert sind.

Nunmehr setzen wir endgültig fest, daß wir das Grundproblem der neuen 
Theorie der endlichen abelschen Gruppen in der Untersuchung der schlichten 
Zerlegungen
(2) G =  А i о ... о Ak
von G bezeichnen.
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Da yG =  G (y£G)  ist, genügt es (2) für normierte Faktoren A 1, . . . , Ak zu 
betrachten. In diesem Fall nennen wir auch die Zerlegung (2) normiert. Später 
unten werden wir uns fast ausschließlich auf normierte echte Zerlegungen (2) 
beschränken, jedoch mag mitunter und insbesondere im folgenden der allgemeine 
Fall zugelassen werden.

Ein schlichtes Produkt A l o . . . o A k nennen wir strengklassisch, wenn seine 
sämtlichen Abschnitte d. h. seine Teilprodukte von der Form A k о ... o A t Gruppen 
sind; wir nennen ein schlichtes Produkt klassisch, wenn dieses nach passender 
Permutation der Faktoren strengklassisch wird.

Die klassischen Zerlegungen Von G entspringen aus der klassischen Theorie 
der endlichen abelschen Gruppen und sind völlig bekannt. Liegt nämlich eine auf- 
steigende Untergruppenkette
(3) e =  G0 Q G 1Q . . . Q G k =  G
vor und nimmt man für jedes i = l ,  ..., к ein Repräsentantensystem Aj  von Gj nach 
Gi — 1 , so gilt
(4) Gi =  A 1o . . . o A i (i =  0, . . . , k) ,
also ist jetzt (2) eine strengklassische Zerlegung. Es ist auch klar, daß umgekehrt 
auf diesem Wege alle strengklassischen Zerlegungen entstehen. Man nenne (3) 
die zur strengklassischen Zerlegung (2) gehörende Untergruppenkette, wenn (4) 
besteht. Entsprechend sage man dann, daß (2) eine zur Untergruppenkette (3) 
gehörende strengklassische Zerlegung ist. (In dieser Zugehörigkeit entsprechen 
echte Zerlegungen den echten Untergruppenketten und umgekehrt.)

Man bemerke, daß eine strengklassische Zerlegung dann und nur dann voll
ständig ist, wenn die zugehörige Untergruppenkette eine (aufsteigend geordnete) 
Kompositionsreihe ist.

Schlichte Zerlegungen von G, die nicht klassisch sind, lassen sich auf viele 
Arten konstruieren. Zu besonders einfachen Beispielen kommt man folgender
weise. Man nehme eine echte Untergruppe H  von G, ein Repräsentantensystem 
R von G nach H  und mindestens zwei verschiedene echte Untergruppen U} , Uk 
(gleicher Ordnung) von H  mit einem gemeinsamen Repräsentantensystem S  von H  
nach Ut , ..., Uk. Dann bestehen die Zerlegungen

g  =  s о [ ) e u e,
e€R

wobei jedes UQ ein Ui (i =  l, ..., k) bezeichnet. Diejenigen unter diesen Zerlegungen, 
in denen S  keine Gruppe ist und nicht alle U„ (o 6 R) miteinander gleich sind, sind 
offenbar nicht klassisch.

Um bezüglich klassischer Zerlegungen einen bald und auch später zu benützen
den Hilfssatz zu formulieren, nennen wir sehr allgemein eine Menge 9JÍ von Kom
plexen von G konsistent, wenn unter ihnen kein Einerkomplex vorkommt, ferner 
für jeden Komplex A€f f l  und für jeden Endomorphismus a von G mit 0 ( A a) =  
=  0 ( A ) die Bedingung Aa £ 9Я erfüllt ist. (Z. B. ist die Menge der Komplexe von G 
von Primzahlmächtigkeit konsistent.)

H ilfssatz 1. Ist in einer schlichten Zerlegung von G mit Faktoren aus einer 
konsistenten Menge 3JÍ von Komplexen mindestens ein Faktor eine Gruppe und gilt 
ähnliches für alle schlichten Zerlegungen der echten Untergruppen von G mit Faktoren 
aus Ш. so  ist die betrachtete Zerlegung von G klassisch.
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Um den leichten Beweis gleich hier auszuführen, setzen wir die Behauptung 
für die echten Untergruppen von G (statt G) voraus. Es sei

(5) G — A 1o . . . o A k ( k ^  1)

die vorgelegte Zerlegung. Es darf angenommen werden, daß der erste Faktor A t 
eine Gruppe ist. Im Fall к  =  1 ist die Behauptung trivialerweise richtig. Im Fall 

nehmen wir einen Endomorphismus a  von G mit dem Kern Ал zu Hilfe. (Ein 
passendes a  entsteht als das Produkt des natürlichen Homomorphismus von G 
auf die Faktorgruppe G]AV und eines Isomorphismus der letzteren auf eine Unter
gruppe von G.) Dann folgt aus (5)

(6) G° =  A’2o . . . o Al  
und

0 ( A f )  =  0 №  0  =  2, . . . ,k) .

Aus Letzterem und der Konsistenz von Ю! folgt Al ,  ..., Аак£Ш. Hieraus, aus 
Ga c  G und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich, daß die Zerlegung (6) klassisch 
ist. also mit passender Reihenfolge der Faktoren alle Abschnitte

A 2 o  . . .  о  A i  ( i = l ,  . . . ,*) .

Gruppen sind. Da A t der Kern von a ist, sind die Urbilder dieser Gruppen gleich 
den Produkten

A 1o . . . o A i ( i = l , . . . , k ) ,

die also ebenfalls Gruppen sind. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen.
Wir führen die Bezeichnung

[a, e] — (e, a, ..., a0-1) (a€G; o (a ) £ e S 2 )

ein und nennen diesen Komplex das durch a erzeugte Simplex Von der Mächtigkeit 
e. Dieses ist offenbar dann und nur dann eine (zyklische) Gruppe, wenn o(oc) =  e 
ist. (Die Benennung „Simplex” hat schon früher der Verfasser eingeführt, aber 
der Begriff selbst stammt mit anderer Benennung im wesentlichen von H ajós, 
s. unten.)

Die Wichtigkeit der Simplexe liegt vor allem in ihrer Einfachheit und im Um
stand, daß sich G nach jeder Untergruppe durch ein schlichtes Produkt von Sim
plexen repräsentieren läßt, was man leicht einsieht. (Mit anderen Worten bedeutet 
das. daß es unter den schlichten Kofaktoren einer Untergruppe von G stets auch 
schlichte Produkte von Simplexen gibt.)

G. H ajós hat die hohe Bedeutung der Simplexe erkannt. Und zwar besagt 
sein im Jahr 1938 entdeckter und im Jahr 1941 bewiesener Hauptsatz folgendes: 
In jeder Zerlegung einer endlichen abelschen Gruppe in ein schlichtes Produkt von 
Simplexen ist mindestens ein Faktor eine Gruppe. Gleich bemerken wir, daß nach 
obiger Definition die Simplexe von G offenbar eine konsistente Menge von Komplexen 
bilden, also nach Hilfssatz 1 der Hauptsatz von Hajós sich in folgender scharfen 
Form aussprechen läßt: Jede Zerlegung einer endlichen abelschen Gruppe in ein 
schlichtes Produkt von Simplexen ist klassisch.
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Am Schluß dieser Arbeit haben wir das vollständige Verzeichnis der auf die 
neue Theorie der endlichen abelschen Gruppen bezüglichen Literatur zusammen
gestellt. Insbesondere findet sich bei H ajós [3] der Originalbeweis seines Haupt
satzes (man s. auch die früheren Mitteilungen H ajós [1,2] in ungarischer Sprache 
mit im wesentlichen gleichem Inhalt).

In vieler Hinsicht verhält sich der HAjóssche Hauptsatz sehr geheimnisvoll. 
Insofern ist nämlich dieser von sehr spezieller Natur, als in ihm unter allen Komplexen 
nur von Simplexen die Rede ist, aber mit der ihm dadurch zukommenden formalen 
Einfachheit steht die unerwartete Schwierigkeit des Beweises in einem schroffen 
Gegensatz. Weder im HAJÓsschen, noch im erst nach 14 Jahren entstandenen ein
zigen weiteren Beweis von Rédei [8] konnte vom Frobenius-Stickelbergerschen 
Hauptsatz Gebrauch gemacht werden; jedoch besteht nach Rédei [13] zwischen 
beiden Hauptsätzen eine logische Dualität. Ein weiteres Geheimnis des HAJÓsschen 
Hauptsatzes ist seine verblüffende, fast kaleidoskopartige Vielseitigkeit, die merk
würdigerweise in einer Reihe seiner äquivalenten Umformulierungen zu Tage tritt. 
Diese Umformulierungen beziehen sich auf sehr fernliegende und hochinteressante 
Fragen, die also alle mit dem Hauptsatz gleich schwierig sind und erst durch ihn 
beantwortet werden konnten. So entstanden die Bestätigung der früher von vielen 
in Angriff genommenen berühmten Minkowskischen Vermutung über den „Grenz- 
Fall” von homogen linearen Diophantischen Ungleichungssystemen bzw. über die 
einfachen lückenlosen Bedeckungen des mehrdimensionalen Euklidischen Raumes 
mit parallelen kongruenten Würfeln eines Würfelgitters (Hajós [3]), eine Poleigen
schaft meiner Zetafunktionen (Rédei [9]) und ein Überdeckungssatz für die end
lichen abelschen Gruppen (Rédei [14]), um nur die wichtigsten Ergebnisse solcher 
Art zu nennen. Weitere, ähnlich interessante Ergebnisse von ebenfalls sehr ver
schiedener Natur entstanden im Rahmen der durch den Hajósschen Hauptsatz 
eingeleiteten Untersuchungen noch auf folgenden Gebieten: topologische Gruppen 
(Fáry [1]), unendliche abelsche Gruppen (F uchs [1, 2], Rédei [2]), Zetafunktionen 
für algebraische Strukturen (Rédei [8]), Trägheitssatz für endliche abelsche Gruppen 
(Rédei [8]), lückenhafte Polynome über endlichen Primkörpern (Rédei [5]), Gaussi- 
sche Summen (Rédei [5]), elementare Zahlentheorie (R édei [5]).

Es erhellt aus diesem flüchtigen Umschau, wie reich an Zusammenhängen 
die neue Theorie der endlichen abelschen Gruppen ist. Bezüglich der ebenfalls 
interessanten und ausgedehnten bisherigen Untersuchungen des Grundproblems 
selbst (wo beliebige Komplexe als Faktoren zugelassen werden), verweisen wir in 
zeitlicher Reihenfolge auf die Arbeiten von Hajós [4, 5], Rédei [5, 7], de Bruijn
[1,2] und Sands [1 ,2 , 3].

Wir kommen auf den HAjósschen Hauptsatz zurück. Schon seit langem weiß 
man, daß dieser in seiner obigen Form nicht für Komplexe statt Simplexe verall
gemeinert werden kann (s. z. B. H ajós [4, 5]). Jedoch geht das, wenn man den 
Satz in einer schon von Hajós [3] entdeckten, äquivalenten Umformulierung aus
spricht, die er vermittels folgender Hilfssätze gewann.

H ilfssatz 2. Für Simplexe, deren Mächtigkeit eine zusammengesetzte Zahl 
ist, gilt die Zerlegungsformel

[<*, ef] =  [x,e] [ae, f ]  (o (a) ise /; e, / ё  2).
K orollar. Jedes Simplex läßt sich vollständig in ein schlichtes Produkt von 

Simplexen zerlegen.
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H ilfssatz 3. Ist ein Simplex durch eine Gruppe teilbar, die keine Einergruppe 
ist, so ist es selbst eine Gruppe.

Hiervon ist Hilfssatz 2 trivialerweise richtig und das Korollar folgt aus ihm. 
Den leichten Beweis von H ajós für Hilfssatz 3 führen wir bequemlichkeitshalber 
(unwesentlich abgeändert) aus. Es sei

Я|[а, e\
angenommen, wobei H Q G  eine Gruppe und 0 ( H )  ^ 2  ist. Es folgt х\х,е] =  [<х, e] 
d. h.

(x, xol, . .., x<xe~1) — (e, oc, ... ,  ae~1) 
für jedes x£H.  Nach Multiplizieren mit a entsteht

(xoie, xa, xol2, ... ,  xoLe~ l ) =  (ae, ol, а2, ае-1).

Der Vergleich beider Gleichungen miteinander ergibt für ein x ^ e  die Gleichung

( x ,  ae)  =  (г, хосе) ,

also muß ae =  £ sein. Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen.
Aus dem Korollar von Hilfssatz 2 folgt, daß jede Zerlegung von G in ein schlichtes 

Produkt von Simplexen zu einer ebensolchen, aber vollständigen Zerlegung ver
feinert werden kann. Stets wenn in dieser mindestens ein Faktor eine Gruppe ist. 
muß nach Hilfssatz 3 auch schon für die vorgelegte Zerlegung ähnliches gelten. 
Damit haben wir bewiesen, daß der H ajós sehe Hauptsatz mit seinem auf vollständige 
Zerlegungen bezüglichen Teil äquivalent ist.

Unser angekündigtes Ergebnis besagt nun, daß der HAJóssche Hauptsatz in 
seiner auf vollständige Zerlegungen bezüglichen äquivalenten Form seine Gültig
keit unerwartet allgemein für (normierte) Komplexe statt Simplexe behält. Das 
fassen wir in folgenden

Satz 1 (verallgemeinerter Hauptsatz von Hajós). In jeder normierten voll
ständigen Zerlegung einer endlichen abelschen Gruppe in ein schlichtes Produkt von 
Komplexen ist mindestens ein Faktor eine Gruppe.

Bemerkung. Die genaue Benennung von Satz 1 sollte etwa „die Verall
gemeinerung des auf vollständige Zerlegungen bezüglichen Teils des Hauptsatzes 
von Hajós” lauten, jedoch kann nach Obigem die von uns verwendete kurze Benen
nung nicht mißverstanden werden. Um aber die Dinge in ein ganz klares Licht 
zu setzen, bemerken wir, daß der HAJóssche Hauptsatz und Satz 1 sich in folgendem 
(„alternativem”) Satz vereinigen lassen: In einer normierten schlichten Zerlegung 
von G muß mindestens ein Faktor eine Gruppe sein, wenn alle Faktoren Simplexe 
oder alle von Primzahlmächtigkeit sind. Hiernach sind der HAJóssche Hauptsatz 
und Satz 1 der eine ein Gegenstück zum anderen, weshalb es angebracht wäre. 
Satz 1 etwa ein „Gegenstück zum HAjósschen Hauptsatz” zu nennen. Da aber aus 
diesem, wie oben auseinandergesetzt (nach dem Korollar von Hilfssatz 2 und nach 
Hilfssatz 3) der HAJóssche Hauptsatz folgt, schien uns richtiger zu sein für Satz 1 
die oben angeführte Benennung zu verwenden.

Auch Satz 1 läßt sich nach Hilfssatz 1 verschärfen, da die Menge aller nomiierten 
Komplexe von G, die von Primzahlmächtigkeit sind, offenbar konsistent ist. Das 
führt aus Satz 1 zu folgendem



VERALLGEMEINERUNG DES HAUPTSATZES VON HAJÓS 3 3 5

Satz Г (scharfe Form des verallgemeinerten Hauptsatzes von Hajós). Jede 
normierte vollständige Zerlegung einer endlichen abelschen Gruppe in ein schlichtes 
Produkt von Komplexen ist klassisch.

Es wird in unserem Beweisverfahren ein springender Punkt sein, daß wir nicht 
zuerst Satz 1, sondern gleich den stärkeren Satz V beweisen werden. Die dadurch 
erzielte Erleichterung des Beweises wird ganz wesentlich, das sich damit erklärt, 
daß wir einen Induktionsbeweis führen werden, wobei wir dank des Übergehens 
von Satz 1 auf Satz T mit einer stärkeren Induktionsvoraussetzung werden arbeiten 
können. Leicht wird der Beweis, wie man das erwartet, auch so nicht, aber er wird 
reich an interessanten Wendungen sein.

Einige Teile des auszuführenden Beweises sind schon in unseren früheren 
Arbeiten enthalten, aber wir werden hier den ganzen Beweis lückenlos ausarbeiten. 
Das schien uns zur Bequemlichkeit des Lesers durchaus nötig zu sein, da dabei 
die zu wiederholenden Beweisteile mehr oder weniger abgeändert werden mußten.

Die Arbeit gliedert sich in drei Teile. Der erste Teil bringt eine knappe Ein
führung in die neue Theorie der endlichen abelschen Gruppen, im zweiten beweisen 
wir Satz V für p-Gruppen, im dritten erstrecken wir den Beweis auf den allgemeinen 
Fall.

I. TEIL: EINFÜHRUNG IN DIE NEUE THEORIE 
DER ENDLICHEN ABELSCHEN GRUPPEN

§1. Hauptlemma

3 bezeichnet den Ring der ganzen Zahlen. Um spätere Ausnahmen zu wer- 
meiden, verstehen wir unter dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen (der Elemente) 
der leeren Untermenge von 3) die Zahl 1.

3(G)  bezeichnet den (natürlichen) Gruppenring von G, dessen Elemente also 
eindeutig durch die Basisdarstellung

(1) K = Z a yy (ay£3)
veo

(mit den Koeffizienten ay) angegeben sind; für dieses und ein weiteres Element

B =  2  byy (by 6 $)
y£C,

gelten dann die Verknüpfungsregeln

a +  b =  2  (ay +  b7) y ,
y£G

AB =  2  aybdyb.
y,S€G

SZ(c:3)  bezeichnet den Halbring der nichtnegativen ganzen Zahlen.
31(G) ( c l ( G ) )  bezeichnet den Halbring derjenigen Elemente von 3(G),  deren 

Koeffizienten in 31 liegen. Positiv nennen wir ein Element A von 3(G),  wenn 
a d§4 (G) und A 9 0̂ ist.
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Ä bezeichnet für einen Komplex A von G die Quersumme von A, die wir als 
das (positive) Element

Ä =  Z  <*■
a £  A

von 3(G) definieren. Die Abbildung A-~Ä  liefert eine eineindeutige Einbettung 
der Menge aller Komplexe von G in 31(G). Für schlichte Produkte gilt dabei offen
bar auch die Homomorphieeigenschaft

A oB  =  AB.

Das ermöglicht, daß man die Untersuchung der schlichten Produkte von Komplexen 
von G auf die der (gewöhnlichen) Elementprodukte in 3(G)  zurückführt. (Hier 
bemerken wir, daß H ajós [3] die Quersumme e +  a +  ... + a e_1 eines Simplexes 
[a, e] eine „Reihe” nennt.)

@ bezeichnet die Gruppe aller (komplexen) Charaktere (kurz die Charakter
gruppe) von G.

X bezeichnet, wenn nicht anderes gesagt wird, ein beliebiges Element von 0). 
Das durch x gelieferte Bild von (oder der Wert von x an der Stelle y) wird 
üblicherweise mit x(y) bezeichnet.

Xi bezeichnet das Einselement von © d. h. den Hauptcharakter von G, defi
niert durch Xi(y) =  1 für alle y — G.

Wir definieren die (ebenfalls mit x zu bezeichnende) Fortsetzung von x auf 
3(G),  indem wir für (1)

(2) X(A ) = 2 а уХ(у)
yiG

setzen. Es ist klar, daß dann x Cln Homomorphismus des Gruppenringes 3(G)  
ist. Insbesondere ist X i M  gleich der Koeffizientensumme von A.

Wir definieren noch

X(A) =  x ( A ) =  2 x ( « )  ( A Q G , ^ 0 ) .

Hieraus folgt Xi(A) — 0(A).
Gx und 3(G)x bezeichnen den Kern von x  in G bzw. in 3(G). Das bedeutet, 

daß Gy die aus den Lösungen von х(у) =  1 (}’ € G) bestehende Untergruppe von G 
und 3(G)x das aus den Lösungen von x(a) = 0  (a € c1(G)) bestehende Ideal von 
ol(G) ist. Bekanntlich gilt
(3) П Gx =  e.

Wir zeigen die ähnliche, weniger bekannte Beziehung

(4) П 5(С )Х =  0.
X 4 G

Die Determinante
lx(f)l (y£G, x€©)

aller Charakterwerte ist bekanntlich von 0 verschieden. Hieraus folgt, daß die 
rechte Seite von (2) nur dann für alle x verschwindet, wenn alle ay (y £ G) gleich 0 
sind. Damit ist (4) bewiesen.

Es läßt sich (4) aussprechen als:
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H ilfssatz 4. Eine Gleichung a = 0  (а £сУ((?)) besteht dann und nur dann, wenn 
alle Charakterwerte x(a) gleich 0 sind. Allgemeiner besteht also eine Gleichung 
А = в  (а , в € (3(G)) dann und nur dann, wenn / ( a) = x(b) für alle /_ € (У besteht.

Nach diesem Hilfssatz ist jede Gleichung im Ring S (G) äquivalent mit einem 
Gleichungssystem im и-ten Kreisteilungskörper, wobei n =  d){G) die Charakteristik 
von G, d. h. das Maximum der Ordnungen der Elemente von G ist.

Zu unseren Zwecken schließen wir noch aus Hilfssatz 4 und der Homomorphie- 
eigenschaft der Charaktere auf folgenden

H ilfssatz 5. Für Elemente a . a ( , . . . ,Ak von 01(G) ist die Gleichung
к

A =  f f  А,
i= 1

gleichbedeutend mit dem Gleichungssystem

x (a) =  # x(a;) (* € © )
i=  1

Um diesen Hilfssatz auf die Quersumme a = G  anzuwenden, bemerke man, 
daß x i(G) =  0(G)  und für x ^ X i  stets x(<j) = 0 ist. Also haben wir

H ilfssatz 6. Für Elemente a , , Ak von 8(G) gilt

,G= [J a,

dann und nur dann, wenn

0(G)= П х  M d
i — 1

ist und für jeden Charakter xMXi es mindestens ein /= 1 , . . . , k  mit ^(a,)= 0  gibt.

3í (a) und ( /I) bezeichnen den Nullifikator eines Elementes a €Ő*(G) bzw. 
eines Komplexes AxzG, d. h. die Menge der Charaktere /. mit *(a) = 0  bzw. 
X(A) =  0. (Also ist 9?(А) =  9^(^), weshalb Tc(A) im wesentlichen ein Spezialfall 
von 9?(a) ist.)

Man bemerke, daß nach dieser Definition sich im Hiifssatz 6 die zweite Bedingung 
in der Form

© \ x i  =  Ú Щ * д -
i — 1

schreiben läßt. (Mit \  wird eine Diiferenzenmenge bezeichnet.)
Dieses berücksichtigend ergibt sich aus Hilfssatz 6 nach leichter Spezialisierung 

folgendes

H auptlemma. Für Komplexe А , ,  ..., Ak von G gilt die schlichte Zerlegung

(5) G — A t о ... o A k 
dann und nur dann, wenn
( 6) O{G) = 0{Ax)...O{Ak)
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und ( es für jeden Charakter x Z X i  mindestens ein i =  1, к mit / (A;) =  0 gibt d.h. )

(7) ® \X i  =  9t(A,)U...U9l(A*)
ist.

Bemerkung . Dieses Hauptlemma ist in weniger klarer Form auch schon in 
den früheren Arbeiten aufgetreten und bietet ein handliches Mittel zur Untersuchung 
der Zerlegungen (5), wie wir das schon an Hand einiger einfachen Anwendungen 
bald erfahren werden.

§ 2. Zerlegungsklassen

Bei festem (9 nennen wir für natürliche Zahlen ny, ..., nk ( k ^  1) und für Unter
mengen 91i, .... 94 von & \X i  mit

0(G)  =  nt ... nk, =

die (eventuell leere) Menge der Zerlegungen

G =  A t o ... o Ak ( О М = п „ % М  =  Я,;1 =  1, . . . , / )

eine Zerlegungsklasse Von G und bezeichnen diese mit

[ n 1 ••• И/Л
Ы , 91J *

•
Echt nennen wir diese Zerlegungsklasse, wenn я ,,...,И ц ^ 2  ist; dann gehören in 
sie (falls sie nicht leer ist) nur echte Zerlegungen. Im wesentlichen genügt es unter 
allen Zerlegungsklassen die echten zu berücksichtigen.

Um die zu einer Zerlegungsklasse gehörenden Zerlegungen gut überblicken 
zu können, nennen wir zwei Komplexe A und В von G miteinander äquivalent und 
schreiben hierfür A ^ B ,  wenn 0( A)  =  0 ( B)  und 31(A) =91(5) ist. Für die ent
sprechenden Äquivalenzklassen (von Komplexen von G) führen wir die Bezeichnung

\9? /  e'n' w°be' n e‘ne natürliche Zahl und 91 eine Untermenge von @ ist, und zwar 

soll aus den Komplexen A von G bestehen, für die

0 ( A ) = n ,  91(A) =91

ist. Selbstverständlich kann eine Klasse auch leer sein. (Über den Fall n =  1

bemerke man, daß dieser ganz ohne Interesse ist, da )  für 91 =  0  einfach aus den

Elementen von G besteht und für 91 ^ 0  offenbar gleich 0  ist. Ebenfalls ist =  0 .

falls Xi ^9? ist. Somit genügt es die ^)mit пШ2 und 9 1 ^ G \x i zu betrachten.) 

Unmittelbar aus obigen Definitionen folgt
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Satz 2 (Unabhängigkeitssatz). Die in eine 

renden Zerlegungen sind durch

G = A t о ... о Ak

Zerlegungsklasse gehö-
l •••

angegeben ( wobei also die Faktoren voneinander unabhängig variieren).

Die Wichtigkeit dieses Satzes erhellt aus folgendem Zusatz, der nichts anderes 
ist, als eine äquivalente Umformulierung des Hauptlemmas.

Z usatz. Die Zerlegungsklassen von G bilden eine Einteilung der Menge aller 
Zerlegungen von G in paarweise disjunkte Klassen.

Nach diesem Satz und Zusatz ist das Problem der Bestimmung aller Zerlegungen 
von G vollständig auf die Bestimmung derjenigen nichtleeren Äquivalenzklassen

" )  zurückgeführt, in denen n\0(G)  ist. Eine weitere Reduktion entsteht dadurch,

daß offenbar nur diejenigen у in Betracht zu ziehen sind, die mindestens einen

Teiler von G enthalten, aber man sieht aus Satz 2, daß diese Äquivalenzklassen nur 
Teiler von G enthalten, weshalb wir sie die Teilerklassen von G nennen. Als eine

Ergänzung zu Satz 2 folgt hieraus, daß eine Zerlegungsklasse ^  у  dann und

klassen sind ( i '= l, ..., k).
Obwohl es hiernach zur Bestimmung der Zerlegungen von G genügt, die Teiler

klassen zu bestimmen, hat man bei dieser Aufgabe im allgemeinen auch die übrigen

und 9Í U 9Í' =  & \X i  existiert (die also auch eine Teilerklasse ist), woraus man sieht, 
wie die Teilerklassen unter allen Äquivalenzklassen von Komplexen auszusondern 
sind. Trotzdem ist das nicht die einzige Möglichkeit, um Aufklärungen über die 
Teilerklassen zu gewinnen, worüber wir manches noch in dieser Arbeit erfahren 
werden.

Es ist nützlich, in der Menge der Komplexe A von G mit 0(A)\0(G),  in der

Menge der nichtleeren Äquivalenzklassen mit n\0(G)  und in der Menge der

nichtleeren Zerlegungsklassen von G folgenderweise je eine Halbordnungsrelation 
einzuführen, die wir in allen drei Mengen mit <  bezeichnen. Für zwei Komplexe 
A und В von G mit O(A), O(B)\0(G)  soll А <  В bedeuten, daß

nur dann nichtleer ist, wenn

O(A) = 0(B), Щ А ) с Щ В )
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-- /  mist. Für zwei nichtleere Äquivalenzklassen <x ^ , und ( j l i /  mit m,n\0(G)  soll

m \  n
m / \ 9 i

klassen

bedeuten, daß m =  n und ÜDZ c  ist. Für zwei nichtleere Zerlegungs-

3 i  =  |
К  •.. mk \

q h
№  . .. a»J

soll 3 i < 8 ' 2  bedeuten, daß 8 1 ^ 8 2  , k  =  l und

' Щmt \
1 /

%

(also gewiß nii =  nd (i=l, ... k)

ist. ln allen drei Fällen sage, man für <  (von links nach rechts gelesen) niedriger 
oder (von rechts nach links gelesen) höher. Man sieht, daß die so halbgeordnet 
gewordenen drei Mengen im allgemeinen keine Verbände sind.

Im n \
3R 9V

(mn = 0(G )) für feste m und n ins Auge. Je enger dabei ÜDi, d. h. je niedriger die 

Teilerklasse ^  j  ist, desto mehr muß 3? umfassend, d. h. die Teilerklasse 

hoch ausfallen.

Als einfaches Beispiel fasse man die nichtleeren Zerlegungsklassen 8  =

§ 3. Einige weitere Grundlegungen

Für zwei Teiler A und В von G nennen wir die Ersetzung

(1) A-*B

zulässig, wenn durch diese Ersetzung jede schlichte Zerlegung von G, in der A  als 
ein Faktor auftritt, wieder in eine schlichte Zerlegung von G übergeht. Wenn man 
alle schlichten Zerlegungen von G kennt, so sind hierdurch selbstverständlich auch 
schon alle zulässigen Ersetzungen bekannt, weshalb diese dann ohne Interesse sind. 
Die Wichtigkeit der zulässigen Ersetzungen liegt eben darin, daß sie zur Unter
suchung der schlichten Zerlegungen Von G geeignet sind.

Zur Zulässigkeit einer Ersetzung (1) ist (nach dem Hauptlemma) offenbar 
hinreichend, wenn

(2) 0 ( А )  =  0(В),  Щ А ) Я Щ В )

ist, welche Bedingung (entsprechend den Fällen =  und c ) sich auch so formulieren 
läßt, daß А % В oder А <  В ist. Das bedeutet, daß die durch eine schlichte Zerlegung 
von G repräsentierte Zerlegungsklasse bei der Ausführung einer (zulässigen) Er
setzung (1) von der Eigenschaft (2) entweder invariant bleibt oder in eine höhere 
Zerlegungsklasse übergeführt wird. In dieser Arbeit werden nur solche zulässigen 
Ersetzungen (1) auftreten, die (2) genügen.

Als eine leichte, aber wichtige Anwendung beweisen wir folgende Ergänzung 
des Hauptlemmas.
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Satz 3. In jeder echten schlichten Zerlegung von G haben alle Faktoren einen 
nichtleeren Nullifikator.

Korollar. Eine echte Zerlegungsklasse ^ ' )  ( d. h. eine mit nt , . . . .  nk^ 2 )

kann nur dann nicht leer sein, wenn 3lk Z  0  ist.

Die Behauptung des Satzes ist gleichbedeutend damit, daß aus der Annahme

A\G, 0(A)s= 2

das Bestehen von d l ( A ) ^ 0  folgt. Die Annahme A\G bedeutet die Existenz eines 
Komplexes X  von G mit

G =  A o X .

Wenn 0 ( X )  =  1 ist, so ist A =  G, woraus wegen O(G) =  0(A)=^2  die Behauptung 
У1(А)?±0 folgt. Wenn O(X)  S  2 ist, so nehme man einen Komplex В von G mit 
O(B) =  0(A) ,  der zwei verschiedene Elemente von X  enthält. Dann existiert das 
schlichte Produkt B o X  nicht, also ist die Ersetzung A-+B  nicht zulässig, woraus 
У1(В) also 111(A) A- 0  folgt. Damit ist Satz 3 bewiesen. Aus diesem folgt das
Korollar.

Zum weiteren benötigen wir den Begriff der potenzgleichen Komplexe (Ele
mente); so nennen wir zwei Komplexe (Elemente) A und В einer beliebigen endlichen 
Gruppe, wenn sowohl A eine Potenz von В als auch В eine Potenz von A ist (woraus 
offenbar О (A) =  0(B)  folgt). Insbesondere bedeutet also die Potenzgleichheit zweier 
Elemente <x und ß  einer endlichen Gruppe einfach das Bestehen von {«} =  {/?} 
(woraus o(d) — o(ß)  folgt).

Es ist klar, daß die Potenzgleichheit ein Äquivalenzbegriff ist. Insbesondere 
besteht die Klasse der mit einem Gruppenelement а potenzgleichen Elemente aus 
den <p(o(a)) Potenzen od (0 S iá e ( a ) - l ; ( ( ' ,o ( « ) )  =  l), wobei cp die Eulersche 
Funktion ist.

Uns wird die Potenzgleichheit in zwei Fällen, nämlich zunächst für die Charak
tere von G (d. h. für die Elemente von 03) und später unten für die Komplexe von 
G interessieren.

K(&)  bezeichnet den über dem rationalen Zahlkörper durch alle Charakter
werte x(y) (x€® , у €G) erzeugten Körper, den wir kurz den Charakterkörper von 
G nennen. Es folgt, daß dieser der cf)(G)-te Kreisteilungskörper ist. (Man bemerke, 
daß der n-te Kreisteilungskörper den Grad cp(n) hat, durch eine (komplexe) Einheits
wurzel q von и-ter Ordnung erzeugt wird und seine Automorphismen durch 
q -*qc (О ^ с^ и  — 1; (с, n) =  1) angegeben sind.)

H ilfssatz 7. Die mit einem Charakter x € 03 potenzgleichen Charaktere yj sind 
durch

/ ( у) = Х ( у У  (y€G)

angegeben, wobei о die Automorphismen des Charakterkörpers К(Щ durchläuft.

(Das ist selbstverständlich so gemeint, daß bei gegebenem у verschiedene о 
zum selben yj führen können.)

Zum Beweis sei n =  cf) (Cf). Dann ist К(Щ  der и-te Kreisteilungskörper, also 
sind einerseits durch x‘((i, n) =  1) die mit у potenzgleichen Charaktere, anderer
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seits durch g ->- q‘ (mit denselben /) die Automorphismen von К(Щ  angegeben, 
wobei q eine Einheitswurzel /г-ter Ordnung aus K((3) ist. (Eindeutigkeit könnte 
in beiden Fällen durch je eine passende Einschränkung der zuzulassenden i erreicht 
werden, was jedoch jetzt unnötig ist.) Da stets хКу) =  х (у)' ist (v€G), folgt 
daraus die Richtigkeit von Hilfssatz 7.

Satz 4. Der Nullifikator eines Elementes des Gruppenringes 3(G), also auch 
der eines Komplexes von G ist stets ( leer oder) die Vereinigungsmenge einiger Klassen 
potenzgleicher Charaktere.

Korollar. Eine Zerlegungsklasse ( ^  ) kann nur dann nichtleer sein, wenn

alle j , . . . ,  9lk Vereinigungsmengen von Klassen potenzgleicher Charaktere von G 
sind.

Gilt nämlich x (a) =  0 für einen Charakter % und für ein Element a f  3(G),  so 
ist x(a)<t—0 für alle Automorphismen a des Charakterkörpers K((3). Hieraus folgt 
nach Hilfssatz 7 die Gleichung x '(a ) =  0 für alle mit у potenzgleichen Charaktere 
/ ' .  Damit ist Satz 4 bewiesen.

Das Korollar folgt aus der Definition der Zerlegungsklassen und aus dem
Satz.

d)(A) und cl)o(H) bezeichnen für einen Komplex A von G die Charakteristik 
von A bzw. die reduzierte Charakteristik von A, die wir folgenderweise definieren. 
Zunächst sei A normiert. Für diesen Fall verstehen wir unter d)(/f) und cl)0(A) 
das kleinste gemeinsame Vielfache aller o(a) (a <E H) bzw. das von allen o(x(°0) 
(хвШ(А), a£A);  infolge obiger Vereinbarung ist also ct)0( A) =  \ ,  falls ji(/f) =  0 .  
(Man bemerke, daß d)(A) eine Verallgemeinerung des Begriffs der Charakteristik 
einer endlichen abelschen Gruppe is t; das berechtigt uns zur ähnlichen Bezeichnung 
und Benennung beider Begriffe.) Offenbar folgt aus den Definitionen

d)0U )|d )(d ) .

(Durch diese Teilbarkeit ist die Benennung „reduzierte Charakteristik” gerecht
fertigt.) Nun gilt

Hilfssatz 8. Assoziierte normierte Komplexe von G sind von gleicher Charak
teristik und auch von gleicher reduzierter Charakteristik.

Noch vor dem Beweis erstrecken wir die Definitionen von cf)(A) und cl)0(d) 
einfach durch

d)(A) =  cf) (HO, cl)o(H) =  d)0(HO,

wobei Ä  einen zu A assoziierten normierten Komplex bezeichnet. Aus Hilfssatz 8 
folgt, daß d)(A) und cf)0(H) eindeutig durch A bestimmt sind, ferner folgt, daß 
Hilfssatz 8 seine Gültigkeit für beliebige assoziierte Komplexe von G behält.

Zum Beweis von Hilfssatz 8 betrachten wir zwei assoziierte normierte Komplexe 
A  und В von G. Es genügt die Behauptungen

d)(B)\d)(Ä), cfi0(Ä)|cf)o(H)
zu beweisen.
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Es gilt
B =  ot~1A

mit einem passenden а вА.  Es folgt, daß cf)(ß) das kleinste gemeinsame Vielfache 
aller *

o(<*- '£) (£€A)

ist. Da aber o(a-1 )̂ ein Teiler des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von o(a) und 
o(f)  ist, folgt hieraus die erste Behauptung. Da ferner 9?(Z?) =3l (A)  ist, ist с1)0(2?) 
das kleinste gemeinsame Vielfache aller

o(x(<x~10 )  (x€9t(A), £€A) .

Da diese Ordnung ein Teiler des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von o(x(a)) 
und o ( x ( 0 ) ist, ist auch die zweite Behauptung richtig. Damit ist Hilfssatz 8 
bewiesen.

Man bemerke, daß cf) (A) =  cf) 0( Al) ist, wenn A  eine Untergruppe von G ist. 
Für Einerkomplexe A ist ci)(T) =  ci)0(A) =  1 •

H i l f s s a t z  9. Für einen normierten Komplex A von G und für eine ganze Zahl 
a sind A und Aa dann und nur dann potenzgleich, wenn a zu ci)(/4) prim  ist.

Die Potenzgleichheit von A und A‘‘ ist nämlich äquivalent damit, daß für ein 
passendes Vielfaches b von a die Cdeichung Ah =  A zutriff. Da diese Gleichung 
bedeutet, daß a ^ a fc eine Permutation von A ist, folgt aus ihr (wegen der Endlich
keit von A), daß a — abl für eine passende natürliche Zahl i die identische Abbildung 
von A ist. Damit ist zunächst bewiesen, daß A und A“ dann und nur dann potenz
gleich sind, wenn für ein passendes Vielfaches c von a und für alle a £ A die Bedingung 
olc =  a, d. h. c s  1 (mod o(a)) erfüllt ist. Hierfür läßt sich aber die einzige Bedingung 
c =  1 (mod cl)(T)) nehmen. Da diese Bedingung mit einem Vielfachen c von a dann 
und nur dann erfüllbar ist, wenn ( a ,  clj(T)) =  l ist, ist Hilfssatz 9 bewiesen.

S a t z  5 . Für jeden Teiler A von G sind alle Ersetzungen 

A ~ A °  ((ü,c()o(/f))=l)
zulässig.

K o r o l l a r . A us e in er  Z e r le g u n g

G =  A x о ... oA k
folgen alle Zerlegungen

G = A ai о ... oAT  ((«,., cf)0(A,.))=l; 1 = 1 , . . . ,* ) .

Bemerkung. Dieses Korollar ist natürlich bloß eine ausführlichere aber äqui
valente Umformulierung des Satzes. Da assoziierte Komplexe gleiche reduzierte 
Charakteristik haben, genügt es den Satz (und das Korollar) für normierte Komplexe 
auszusprechen. Für diesen Fall folgt aus dem Satz wegen cfi0(T)|cf)(T) und wegen 
Hilfssatz 9, daß die Ersetzungen eines normierten Teilers A von G durch die mit 
diesem potenzgleichen Komplexe zulässig sind. Entsprechendes gilt fúr daá Korollar, 
insofern man A x, .... A k normiert annimmt.) Wir bemerken noch Folgendes. Da 
d)oM) ein Teiler von O(G)  ist, ist das Korollar insbesondere mit Exponenten с/,, . . . ,  ak

6 Acta Mathematica XVI/3 4
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von der Eigenschaft (at, 0(G))  =  \ ( / —1, к) stets anwendbar. Indem wir für 
ein c mit (c, 0(G))  =  1 den Automorphismus y — yc von G einen natürlichen Auto
morphismus nennen, können wir diesen kleinen Teil des Korollars so formulieren, 
daß eine schlichte Zerlegung von G, nicht zerstört wird, wenn alle Faktoren (von
einander unabhängig) beliebigen natürlichen Automorphismen von G unterworfen 
werden. Auch das ist keine Trivialität und könnte ohne das Hauptlemma (d. h. 
ohne Verwendung von Charakteren) schwer oder gar nicht bewiesen werden. 
Trivial ist der Spezialfall а г = . . .  —ak, denn selbstverständlich darf auf die Faktoren 
gleichzeitig ein beliebiger (nicht nur natürlicher) Automorphismus ausgeübt werden, 
ohne daß hierdurch die Zerlegung zerstört wird.

Wie bemerkt, braucht Satz 5 nur für einen normierten Teiler A von G bewiesen 
zu werden. Im Beweis greifen wir am bequemsten auf Hilfssatz 6 (statt des Haupt
lemmas) zurück. Da A\G ist, gibt es einen Komplex В von G mit G =  A o B ,  d. h.

G =  AB.

Wir betrachten einen Charakter Dann ist / ( A ) — 0, d. h.

2  z(*) =  ß.
a£  А

Wegen (а , d)0(A)) =  \ ist a zu allen o(x(°0) prim also läßt sich / (a )  in voriger
Gleichung durch / ( ya)( =  /(«)") ersetzen:

2  *(a°)=--0.
А

Indem wir
а =  2  <*a (e s(is))

a£ А

setzen, läßt sich vorige Gleichung als / (л )  = 0  schreiben. Damit haben wir

Щ а)^ Щ А )

gewonnen. Da andererseits Xi(a) =Xi(A) ist, folgt aus Hilfssatz 6 offenbar daß 
G =  AB bei der Ersetzung A  in die richtige Gleichung

G = a B

übergeht. Hieraus folgt vor allem, da A  und В  positiv sind, daß in a  nur Koeffizienten 
1 und 0 auftreten können, d. h. alle *” (oc€zi) verschieden sind. Das bedeutet das 
Bestehen von

0 ( A a) : O(A).

Da ferner hiernach a  die Quersumme Aa des Komplexes A a ist, folgt weiter G =  A“B, 
d. h. G =  AaoB.  Damit ist Satz 5 bewiesen und das Korollar mitbewiesen.

Hilfssatz 10. Der Nullifikator 0(([a, <?]) eines Simplexes [a, e] besteht aus den 
Charakteren x f  G m't o (z (a))k  und x.(y-) A \ ■

Das folgt nämlich aus der Gleichung

X([<*,e]) =  1 + / ( а )  +  . . . + х ( « ) г ^ 1 •
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H ilfssatz 11. Für den Nullifikator eines Komplexes 

A = ( a : , ap) (p Primzahl) 

von G mit Elementen a1, ..., xp von p-Potenzordnung gilt

9 <(A )  =  П  91 ( [ a r 'o , . , / ? ] )  ( / , 7 = 1 , . . . ,p).
i * j

Bemerkung. Es genügte diesen Durchschnitt auf die i und j  mit l S / < / S p  
zu erstrecken, da nach Hilfssatz 10 stets 91([a, e]) =  91([a_ 1, e]) ist.

Zum Beweis von Hilfssatz 11 betrachten wir

X(A) =  yXccJ +  . . . + х ^ р )  (*€©).
Die Glieder der rechten Seite sind Einheitswurzeln von y?-Potenzordnung (= 1 ) ,  
also ist x(A) dann und nur dann gleich 0, wenn für jedes i —1, p  die p Quotienten

(x(ai)~1x(<xj )—)x(ar lcij) 0 '= 1 , ■■■•P)
die verschiedenen p-ten komplexen Einheitswurzeln sind, d. h., wie leicht zu sehen, 
wenn alle Ei nhe its wurzeln

X(<*r'aj) ( j * j ;  i , j = l , . : , p )
von p-ter Ordnung sind. Hieraus und aus Hilfssatz 10 folgt Hilfssatz 11.

Satz 6. Für eine Primzahl p  und für zwei Komplexe A und В von G, von denen 
A von der Mächtigkeit p  ist und nur Elemente von p-Potenzordmmg enthält, gilt die 
Zerlegung

G =  A o B

dann und nur dann, wenn alle Zerlegungen

G =  [ot~1oi', p]o В (a. =Zа'; а, а' £А)
gelten.

Bemerkung. Auch durch diesen Satz ist die Wichtigkeit der Simplexe stark 
unterstrichen. Beide Teile des Satzes ließen sich auch in der Sprache der Zulässig
keit von Ersetzungen von Komplexen formulieren, was dem Leser überlassen wer
den mag.

Wegen 0( A)  =  0( [a~‘a',p]) (=p)  und des Hauptlemmas läßt sich die Be
hauptung des Satzes so aussprechen, daß dann und nur dann

® \ x t =  9 ? (A )U 9 i(5 )
ist, wenn alle Gleichungen

& Xi =  K ( [ « - W , p ] ) ö K ( B )  (ат^а'; а, a'üA)

erfüllt sind, d. h. wenn die Gleichung

© \ Z l =  (  n  9 t « « - 1 « ',;> ])) и  91(5)
а, а' £ Л 

а Фа'

erfüllt ist. Da der hier auftretende Durchschnitt nach Hilfssatz 11 gleich 9t(H) ist, 
ist Satz 6 bewiesen.

6*
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II. TEIL: BEWEIS VON SATZ V FÜR /»-GRUPPEN

§ 4. Beweis für die vollständigen Zerlegungen von /»-Gruppen mit Simplexfaktoren

Dieser Beweis ist unabhängig vom Hauptlemma und beruht auf folgendem, 
an sich interessantem (s. Rédei [8]).

Satz 7. Sind a1, ..., <xk erzeugende Elemente einer endlichen abelsehen p-Gruppe 
G von pk-ter Ordnung so beschaffen, daß stets

(1) 0 ( { a (l.......(1 ^/'i <  ... 1 ^ r ^ k -  1)

ist, so gibt es p-Potenzen v , , . . . , sk (= 1) derart, daß die klassische Zerlegung

(2) G =  [a\',p\o ... o[ocskk, p] 

gilt.

Im Fall A: =  1 ist G =  {&)}, o(ctf) =  0 { G ) = p ,  also G =  [ai ,p],  weshalb jetzt der 
Satz (mit л , =  1) richtig ist. Im Fall к 2 setzen wir den Satz für die kleineren Werte 
des Produktes o (a ,)...o (ock) voraus. Es sei bemerkt, daß wegen (1) gewiß oiotjb ... 
. . . ,o(<xf)^p ist.

Zuerst betrachten wir den Fall, daß in (1) stets >  gilt. Das bedeutet, daß (1) 
mit pr+i statt p r gilt. Wegen 0 ( G ) = p k folgt hieraus insbesondere {oc2, ■ =  G,
also a fortiori {a f , oc2, ..., ock} = G .  Das alles bedeutet, daß alle Voraussetzungen 
des Satzes auch nach der Ersetzung -*-ax erfüllt sind. Da dabei das Produkt 
o(a1)...o(ak)  verkleinert wird, folgt aus der Induktionsvoraussetzung die Richtig
keit des Satzes für diesen Fall.

Wir haben noch den Fall zu betrachten, daß in (1) auch =  auftritt, d. h. bei 
passender Reihenfolge von oe, , ..., <xk für eine Untergruppe

H = { a l , а,,,}
von G die Gleichung

0 ( H ) = p m

besteht. Offenbar sind dann die Voraussetzungen des Satzes für , ..., am und H  
statt al , . . . , x k und G erfüllt, also existieren wegen der Induktionsvoraussetzung 
/»-Potenzen í j , . . . , sm derart, daß die klassische Zerlegung

tf  =  [«*',/»] о ... o[oU",/»]

gilt. Wir wählen die Reihenfolge von ax, ..., <xm so, daß diese Zerlegung sogar streng
klassisch ist. Andererseits nehmen wir den natürlichen Homomorphismus y-»y'  
von G auf die Faktorgruppe <?/// zu Hilfe. Es folgt

G/tf =  K +1.......«*}, 0(G/H)  =  pk-" .

Wird ferner (I) mit 1, m, t \ ,  ..., ir statt t \ , . . . , i r angewendet, so folgt auch 

0({a,;, ..., a,v}) ss/V ( m +  1 1).

Wieder ergibt sich aus der Induktionsvoraussetzung die Existenz von /»-Potenzen
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sm + l , . . . , sk derart, daß die klassische Zerlegung

G/H =  [V'i'Y ', p] о • • • о [a's«, p]

gilt. Bei passender Reihenfolge von am + 1, . . . ,ak wird auch diese Zerlegung streng- 
klassisch. Dieses mit dem vorigen (auf H  bezüglichen) Resultat zusammen bedeutet, 
daß die Zerlegung (2) ebenfalls (streng-) klassisch ist. Damit ist Satz 7 bewiesen.

Nunmehr können wir den Beweis von Satz Г für eine (vollständige) Zerlegung 
von der Form

( 3 )  G — \al , p \ o . . . o \ c i k , p \

einer (endlichen abelschen) p-Gruppe G erbringen. Zu beweisen ist, daß diese Zer
legung klassisch ist.

Es ist klar, daß für a , , ..., a,. alle Voraussetzungen von Satz 7 erfüllt sind, also 
gilt eine klassische Zerlegung (2) mit passenden p-Potenzen sk, . . . , s k. Sind diese 
gleich 1, so sind wir mit dem Beweis fertig. Im anderen Fall dürfen wir annehmen, 
daß in (2)

P \ s \ > •••> ‘S’m ; Sm + 1 1 •• - 1 s k =  1

mit einem т ё  I gilt. Es genügt hieraus einen Widerspruch zu gewinnen. Wir gehen 
von (3) auf eine Gleichung im Gruppenring 3(G) über:

G = [«i ,P]  K . p ] -

Nach Multiplikation mit s — a1 (und Vertauschung der Seiten) entsteht

( e - a í ) [ a 2,p] ... [ock,p] =  0.

Weitere Multiplikationen ergeben (wegen sm)

(£ —ai1) ... (£-а',Г)[а,„+1 , p ] ... [afc,/r] =  0.

Nach Ausmultiplizieren der linken Seite muß sich das Glied £ gegen ein anderes 
Glied aufheben. Das steht aber mit der Existenz des schlichten Produktes auf der 
rechten Seite von (2) in Widerspruch. Damit ist Satz V für den betrachteten Fall 
bewiesen.

§ 5. Beweis für elementare Gruppen von Primzahlquadratordnung

Dieser Teil des Beweises von Satz V (vgl. R é d e i  [ 5 ] )  wird ganz unerwartet 
schwierig, dafür aber sehr interessant, insofern er außer dem Hauptlemma auf 
folgendem eigenartigen Satz 8 bzw. auf dem sich aus diesem ergebenden, ebenfalls 
sehr bemerkenswerten Satz 9 beruht.

Satz  8 (ein Satz für lückenhafte Polynome über endlichen Primkörpern). 
Zerfällt ein (absteigend geordnetes) Polynom

p - 1

f(x) =  x p~ l + x x  2 + . . .( 1) (p ungerade Primzahl)
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über dem Primkörper К von p-ter Ordnung in Linear faktoréin so gilt 
v-  1 I p-1 w  p - 1 1«'

(2 ) f ( x )  =  x  2 Lr 2  — 1 ) Lv 2  +  ]) (u +  v +  tr =  2 )

mit passenden u, v, tr.

(Wie hier, so auch später verden Elemente von К  üblicherweise auch mit 
ganzen Zahlen bezeichnet, die dann selbstverständlich nur mod у in Betracht 
kommen.)

Im Beweis wird für ein (absteigend geordnetes) mindestens zweigliedriges 
Polynom

ф(х) =  axr +  ßxs +  ... (a, ß , ... € K\  a, ß^O',  r > s ^ 0 )

die Exponentendifferenzr — .s(>0) die erste Lücke dieses Polynoms genannt. Offenbar 
haben dann die Potenzen ф(х)‘ (p \ i )  und im Fall /•</? der Differentialquotient 
ij/(x) dieselbe erste Lücke wie ф(х).

Wenn f (x)  höchstens zwei (nichtverschwindende) Glieder hat, so ist der Satz 
trivialerweise richtig. Deshalb werde angenommen, daß f ( x ) mindestens drei
gliedrig ist.

Wir setzen nach (1)
p +1

(3) g(x)^=xf(x) =  xp +  xx 2 + . . . ,

(4) b (.v) — g (x) (xp .v),

und bezeichnen mit n den Grad von h(x). Es folgt

P +  1
(5)

und

n '

(6) /7(0) =0.

Da ferner mit f (x)  zusammen auch g(x)  mindestens dreigliedrig ist, folgt

(7) /?U )^0, .Y.

Auch muß

(8) b \x ) Ф 1

sein, denn aus der Annahme h\x) =  1 und aus (6) ergibt sich wegen (5) die Gleichung 
h ( x ) —x, die aber nach (7) falsch ist. Man bemerke auch die aus (4) folgende 
Gleichung

(9) g'(x) =  h'{x) — I.

Mit f(x) zusammen zerfällt nach (3) auch g(x) in Linearfaktoren über K. Es 
seien y t , . . . , y , £ K  die verschiedenen Nullstellen von g(x).  Für das Produkt

P(x) =  ( x - y x) . . . ( x - y , )
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gelten dann die Teilbarkeiten

P(x)'g(.x), ß ^ y X ( x)-

Da aber auch P(x)\x”—x gilt, gehen die vorigen Teilbarkeiten nach (4) und (9) in

g(x)P(x)\h(x),
P(x)

h \ x -  1)

über. Somit gilt 
( 10) g(x)\h(x)(h'(x)~ 1).

Wegen (6) und (7X) ist gewiß п ё к  Hiernach und nach (5) ist h'{x) vom 
Grad n — 1. Da ferner nach (7X) und (8) die rechte Seite von (10) von 0 verschieden 
ist. ist sie vom Grad 2n — 1. Andererseits hat nach (3) die linke Seite von (10) den 
Grad p, also ist p ^ 2 n  — \. Hieraus und aus (5) folgt

(ID
P +  1

Da hiernach beide Seiten von (10) vom Grad p sind, ergibt sich

Xg(x) =  h(x)(h'(x) — 1)

mit einem X £K,  ^0. Wir drücken dieses Resultat in der Form

(12) 2Xg(x) +  2h(x) =  (//(.v)2)' ( /  АО)

aus. Außerdem werde bemerkt, daß nach (3), (4) und (11)

(13) y.j^o 

sein muß.
Da nun g(x)  mindestens dreigliedrig ist, ist h(x) wegen (12) mindestens zwei

gliedrig. Es folgt, daß h(x) und beide Seiten von (12) dieselbe erste Lücke haben.

Da aber die erste Lücke der linken Seite von (12) nach (3) und (5) mindestens / -

ist. gilt dasselbe auch für h{x). Andererseits ist die erste Lücke von h(x) wegen

(5) und (6) höchstens -, also ist sie gleich
p - \ . Das bedeutet nach (6) und

(11), daß h(x) nur zwei Glieder enthält und diese den Grad P +  1 bzw. 1 haben.

Da ferner nach (3) und (4) der Anfangskoeffizient von h(x) gleich ist, folgt

(14)
p +1

h ( x ) =  k x  2 +  p x  ( p ^  0

mit passendem p £  K.
Nach (4) ist g(x) =  xp— x +  h(x). Also läßt sich (12) als

2X(xp— x) + (2X + 2)h(x) = (h(x)2)'



35 0 L. RÉDEt

schreiben. Diese Gleichung geht nach (14) in
p + 1 P + 3

2).(xp - x ) +  (2Я +  2 )( x x ~  +  ííx) =  (x.2x p+1 +  2хрх~т~ +  p2x2)' 

über. Die rechte Seite ist gleich
p + 1

x 2x p +  3xpx 2 + 2 /(2x.

Mit Koeffizientenvergleich entstehen also die Gleichungen

(15) 2X =  x2, V.  +  2 =  3p, - k  +  ( 2 + \ ) p  =  p 2.

Aus der letzten Gleichung folgt /r =  l oder yrt — Я. Der erste Fall scheidet aus, da 
dann g(x) wegen (4) und (14) nur zwei Glieder hätte. Im übriggebliebenen zweiten 
Fall folgt aus den Gleichungen (152) und (15x) p =  Á=2  und x = + 2 .  Andererseits 
ist nach (3), (4) und (14)

I *—
f(x)  =  xp~ 1 — 1 +  - h(x) =  x p~ l +  xx 2 +/. 1 — 1 ,

also ist
p - 1 p - 1

/ ( x) =  x p~1± 2 x  2 + 1  =  (x 2 ± 1 )2.

Damit ist Satz 8 bewiesen.
Zum Weiteren brauchen wir zwei Hilfssätze.

Hilfssatz 12. Für einen endlichen Körper К  von der Charakteristik p und fü r  
eine natürliche Zahl n ( < p )  sind durch die Potenzsummen

X i  +  •• • +  Xn ( к  —  1, • • ■, ri)

von Elementen x x, ..., xn 6 К  auch schon diese Elemente (bis auf ihre Reihenfolge) 
eindeutig bestimmt.

Korollar. Insbesondere wenn К ein Primkörper ist, sind

X l ,  У. р-  1 € A

dann und nur dann die sämtlichen von 0 verschiedenen Elemente von K, wenn

10 für k = \ , . . . , p - 2 ,
* ! + . . . + * , _ !  für k = p _ x

ist.

Offenbar sind nämlich (wegen «< /)) durch die im Hilfssatz angeführten Potenz
summen die elementarsymmetrischen Ausdrücke von x x, ..., xn (nach den Newton- 
schen Formeln) eindeutig bestimmt. Hieraus folgt der Hilfssatz.

Der Teil „nur dann” des Korollars ist trivialerweise richtig. Hieraus und aus 
dem Hilfssatz folgt die Richtigkeit von „dann”. Damit ist das Korollar bewiesen.
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H ilfssatz 13. Für einen endlichen Primkörper К von ungerader Charakteristik 
p und für den quadratischen Charakter /  von К gilt

2 x ( Z 2 +  y.)
( x  =  0 ) ,

(x 4C- 0),

wobei y. ein beliebiges Element von К ist und C alle Elemente von К durchläuft.

Diese Formel stammt in einer anderen Form von Jacobsthal [1]. Die Summe auf 
der linken Seite werde mit S ( x )  bezeichnet. Offenbar hängt S ( x )  nur von x(*) ab, 
nimmt also höchstens drei Werte an, die wir mit IV(0), И7(1), W( —\) bezeichnen, 
so daß stets

S(x)=.  W ( x ( k ))
ist. Da 2  S(x) =  0 ist, folgt

У.

FF'(O) + P 2 ' ( W( 1) +  W ( -  1)) =  0.

Offenbar ist aber fF(0) =  p — 1, also gilt И/ (1)+  W ( — 1) =  —2. Folglich genügt 
es zu beweisen, daß es ein x £ K  mit S ( x )  — — I gibt. Wegen fff y( f )  =  0 bekommen 
wir mit leichten Umformungen 4

s ( - i) = 2*(£2- i)= Z x \ t 4 \  =  2 x W  =  - x <i )  =  - i -
t  s * i  IC — U

Damit ist Hilfssatz 13 bewiesen.
Als eine nicht ganz leichte Anwendung von Satz 8 entsteht:

Satz 9. Es mögen p und К dieselbe Bedeutung haben wie in Satz 8. Für ein 
System von p linearen Polynomen

(16) /,(*) / =  0, +  1, ±

über К werde mit N die Anzahl derjenigen Stellen t  К bezeichnet, an denen die p 
Ersetzungswerte If f )  verschieden (d. h. die sämtlichen verschiedenen Elemente von K ) 
sind. Damit dann

(17)

ist, ist notwendig und hinreichend, daß mit passender Numerierung der Polynome (16) 
ll(x) =  l0(x) +  i 2('xx +  ß) I / p - n

E'(x)  =  l0( x ) + i 2(yx +  ő) J V ’ 2 j
ist (a, ß, y, d £ K)  und einer der drei Fälle

1. a<5— ßy 0 , x(zy) — 0,
2. xö — ßy =  0, y(ay) =  — 1,
3. a =  у =  0, yfßb) =  — 1

zutrifft, wobei у den quadratischen Charakter für К bezeichnet, ferner ist dann N

entsprechend diesen drei Fällen gleich P -  1 bzw. p — 1 bzw. p.
2
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Bemerkung. Dieser Satz läßt sich unmittelbar in die Sprache der elemen
taren Zahlentheorie umsetzen. Dann handelt es sich um p  lineare Polynome (16) 
über c'i, die an N mod p  inkongruenten Stellen x£o» in ein (volles) Restsystem mod p 
übergehen. Bei dieser Umdeutung hat man a, ß, y, ö selbstverständlich aus 3  zu 
nehmen, ferner werden dann obige drei Fälle der Reihe nach durch

1. <xö — ßy ^ 0  (mod p), | “ j ^ 0 ,

2. a<5 — /iysO  (mod p),

3. а. =  у  =  0 (mod p), I— =  — 1l P I
charakterisiert, wobei ( ) das Legendresche Symbol bezeichnet.

Den Beweis des Satzes beginnen wir mit der Bemerkung, daß für jedes lineare 
Polynom l(x) über К die zum System (16) gehörende Anzahl /V gegen die Ersetzung 
lf(x) ~*l(x) +  /,(x) invariant ist. Wählt man insbesondere l(x) =  —/0(x), so folgt, 
daß im Satz
(19) /<,(*) = 0
angenommen werden darf. (Mit dieser Vereinfachung ist fortan (18) zu verstehen).

Zunächst beweisen wir die einzig schwierige Behauptung des Satzes, daß aus 
der Annahme (17) bei passender Numerierung die Gleichungen (18) folgen.

Wegen (17) ist 7V>0, also sind die Polynome (16) verschieden. Die von /o(x )= 0  
verschiedenen /,(x) mögen in ausführlicherer Schreibweise die folgenden sein

(20) li(x) = 0Lix  + ßi (a;, ßidK; i =  ±  1.......  ± P~- -).

Aus der Annahme folgt, daß dieses System an mindestens P -  I 
2 Stellen x £ K  in

das System der von 0 verschiedenen Elemente von К  übergeht.
Wir werden wiederholt den Kunstgriff verwenden, daß wir x durch x  +  £ ersetzen, 

wobei ein beliebiges Element von К  ist. Dann gilt das soeben gesagte auch für

(21) li(x + 0  = *ix  + (<xil; +  ß i) (/ =  ±.1, ... .  ± - 2- )
statt (20).

Als erstmalige Anwendung wählen wir ein £ =  £0 , wofür

(22) ß (  =  XiZo +  ß i  (i =  ±  1, .. •, ±  V )

das System der von 0 verschiedenen Elemente von К repräsentiert; nach der Bemer
kung über (20) existiert ein solches £0 . Da (21) für  ̂=  <J0 mit der Bezeichnung (22) 
in

<23) a,-x +  ßl  | i  =  ± l ,  •••, + - -у,—j
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übergeht, folgt, daß dieses System (außer der Stelle 0 noch) an mindestens
von 0 verschiedenen Stellen xd  К  in das System der von 0 verschiedenen Elemente 
von К  übergeht. Letzteres gilt dann an Stelle von (23) unverändert für die gebrochen 
linearen Funktionen

( 5 £ ± « = ) W J + a „

also auch für die linearen Polynome

ßl*- ('■ ± 1, - ,  ± -P -  1)
Auf diese läßt sich obiger Kunstgriff (mit leichter Änderung) anwenden, wodurch 
entsteht, daß für jedes Z d K  das System der linearen Polynome

ß!x + (ß i t  + ad i =  ± 1, .... 'Ä-1
an mindestens P -  3 Stellen x £ K  in das System der von 0 verschiedenen Elemente

von К übergeht. Das bedeutet nach dem Korollar von Hilfssatz 12, daß für jedes 
££K  das Gleichungssystem

0 ( k= l ,  . . . , p - 2 ) ,
(24) 2  (/»«'* +(/»,'£■+ «,))* = I ( k = p - 1)

mindestens ^ ' Lösungen x£Khat .  J У  und später unten / /  bezeichnet Summen
1 V i Í

bzw. Produkte für i = ±

Nach der bei (22) genannten Eigenschaft der Elemente ßi und wieder nach 
dem Korollar von Hilfssatz 12 verschwindet in den Gleichungen (24) der Koeffizient

P - 3
’ 2von xk. Das bedeutet, daß der Grad von (24) kleiner als к , also für k =

kleiner als ^ 1 ist. Es folgt, daß diese Gleichungen von der Form 0 = 0  sein

müssen. Insbesondere ist also in diesen Gleichungen das konstante Glied (d. h. der 
Koeffizient von ,\°) gleich 0. Das bedeutet das Bestehen der Gleichungen

2 ( ß ( Z  + * P = o H ....
für alle £dK.

Damit ist nach den Newtonschen Formeln äquivalent, daß die ersten P -  3

elementarsymmetrischen Ausdrücke der Elemente ß i  £ +  gleich 0 sind, d. h. 
das Polynom

/ 7(дг-(а,'£ +  »,•))- x " -1 +  ...
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(für jedes ££K)  von der Form
p - 1

x p - i  - f  x x  2 +  . . .

ist. Hieraus folgt nach Satz 8, daß zu jedem £ £ K  ein Tripel von nichtnegativen 
ganzen Zahlen u, v, ir mit

(25) I f{x  -  (ß'i £ + Oi

P —  1 t  P - 1 \  v (  p - 1 \ «

)) =  X 2  Ix 2 — 1 J Ix 2  +  1 J (u +  v +  w = 2)

existiert. Wir unterscheiden zwei Fälle:

Wenn alle gleich sind, so gibt es ein mit
P 1

(26) 0.1 = x ßl (' =  + l, ± P - 1

Andererseits wählen wir zwei Elemente a , ß £ K  mit der Eigenschaft 

(27) X (*ß )= ~  1

beliebig fest. Dann lassen sich die /,(x) wegen (22) so numerieren, daß

(28) ß[ = i 4 ,  ß - i  = i2ß ( / = l , . . . , ^ i )

gilt. Aus (26) und (28) folgt noch

(29) <Xi = i2xo, cc_i = i2xß | / = 1 , . . . , P 1
)•

2. Im anderen Fall nimmt mindestens zwei verschiedene Werte an, die
Pi

wir in der Form — A, — ц ansetzen (Я, p£K;  Ят^/(). Es folgt, daß in beiden Systemen

(30)
(31) ( /=  4-1.......; P  +  Oj J V ' 2  )

das Element 0 und auch je ein von 0 verschiedenes Element auftritt. Wegen (25) 
folgt hieraus (für £ =  Я und £ — /<) daß in beiden Systemen (30) und (31) genan

- —— Elemente von 0 verschieden sind und diese beidemal die sämtlichen Null-
p - _ i  p - 1

stellen eines Polynoms x 2 — 1 oder x 2 +  1 bilden. Man berücksichtige, daß 
die Nullstellen des einen oder anderen sich mit passendem von 0 verschiedenem

26 A als i2o •••. 1 2 *) anEeben lassen. Zunächst für (30) gelten dann nach
passender Numerierung der Polynome /,(x) die Gleichungen

(30') ß[X + Oi =  i 2 о
(30") :0 I Í' ' ......V ) -
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(Mit der Reihenfolge der Polynome /,(jc) für /< 0  werden wir noch frei verfügen 
können.) Nach (30') und (30") geht (31) in

(31') ß, ' (n -X)  + i2<x 1 (
(31") 2 j

über. Da in (31") nur von 0 verschiedene Elemente auftreten, muß nach obiger 
Bemerkung

(32') ßi (ц — X) + i 2tx = 0 I ( p — j 3
(32") ßL i ( f i -X )  = i2ß J

gelten, nachdem man die /_,(x) passend numeriert und ein geeignetes von 0 ver
schiedenes ß £ К gewählt hat. Aus (32'), (32"), (30'), (30") folgt mit der Bezeichnung
v =

H -Ä

ß'i = —i2v a, ß_i = i2yß, a, =  /2(l + Av)a, a_ ; =  — i2kvß | / =  1, ..., .

Nach diesen Gleichungen und nach den vorigen (28) und (29) haben wir in 
beiden Fällen 1 und 2 Zusammenhänge von der Form

(33) aLi = i2a*, ß i = i 2ß*. a_i = i2y*, ßLi = i2ö* | / = 1, - . ,  ” ~ j

erhalten wobei a*, ß*, y*, ö* passende Elemente von К sind. Nun ist nach (22)

ßi = ß ' - a iU
woraus nach (20)

Ii(x) = aix  + (ß; — a,^0) ( / = ± 1, . . . ,  ± ^ 2~—)

folgt. Setzt man rechts (33) ein (wobei man die Fälle / > 0 und /< 0  zu unterscheiden 
hat) und berücksichtigt (19), so sieht man, daß die Behauptung (18) bewiesen ist.

Um den noch übriggebliebenen Teil von Satz 9 zu beweisen, nehmen wir nach 
vorigem Resultat schon an, daß die Polynome (16) mit zunächst beliebigen 
oc, ß,y,  ö £ K  den Bedingungen (18) genügen. Wir haben dann die Fälle aufzusuchen, 
in denen (17) zutrifft; auf diesem Wege wird der vollständige Beweis entstehen. 

Wir setzen
f (x)  = (ax + ß)(yx + ö) =  txyx2+(<xö + ßy)x + ßö.

Es ist aus (18) klar, daß die Ersetzungswerte der Polynome (16) an einer Stelle 
dann und nur dann die sämtlichen verschiedenen Elemente von К  liefern, 

wenn a£ + ß und y£, +  ő (von 0 verschieden und) von entgegengesetztem quadratischen 
Charakter sind, d. h. wenn x(/(£)) =  — 1 ist. Also gilt

N =  2  у ( 1- х С / Ш/ 0*0 ^

wobei man über alle ££ К m it/ ( 0 ^ 0  zu summieren hat.
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Mit N 0 bezeichnen wir die Anzahl der m it/(£) =  0. Dann folgt

wobei 2  bezeichnet, daß über alle £ 6 К summiert wird. Hiernach haben wir
N  = \ { p  — S — N 0)

mit
s = 2 x ( f ( . ö ) -í

Wir führen die Determinante
A =  oíó — ßy

ein, deren Quadrat also die Diskriminante von f (x)  ist, und bezeichnen den (genauen) 
Grad von f (x)  mit n (=0, 1, 2). Die Werte von S, N 0 und N  stellen wir entsprechend 
den möglichen fünf Fällen in folgender Tabelle zusammen, deren Richtigkeit wir 
leicht einsehen werden.

Fall s No ' N

1. л =  0 ,/(х )  =  0 0 P 0
2. „ =  0 ,/(.v )^ 0 P/Jßö) 0 1 0  ~/A ßS))p
3. n = \ 0 1 4 0 - 1)
4. оIIríII ( p -  l)z(ay) 1 4 ( ! - / ( “/1 ) 0 - 1 )
5. п —2, A ^ O 2 i(,p-2+z(ay))

Der Wert von S  läßt sich nämlich in den Fällen 4 und 5 nach Hilfssatz 13 
bestimmen. Alles übrige in dieser Tabelle ist trivialerweise richtig.

Nun sehen wir aus dieser Tabelle, daß die Bedingung (17) genau nur

im Fall 2 mit yfßö) = —1 und N=p,

im Fall 3 mit N = —— —,
2

im Fall 4 mit ^(ay) =  —1 und N = p — 1, schließlich noch
D 1im Fall 5 mit y(ay) = 1 und N = —

erfüllt ist. ln anderer Zusammenstellung bestätigt dieses Resultat die noch übrig
gebliebenen Behauptungen von Satz 9. Damit ist dieser Satz bewiesen.

Nunmehr wollen wir Satz V  für ein elementares G mit 0 ( G ) = p 2 beweisen, 
wobei p eine Primzahl bedeutet. Wir legen uns eine normierte vollständige Zerlegung

G = A ^ B

von G vor. Es ist zu beweisen daß diese Zerlegung klassisch ist. Diese Behauptung 
ist gleichbedeutend damit, daß A  oder В eine Gruppe ist.

Im Fall p  — 2 ist die Behauptung trivialerweise richtig. Fortan sei p S 3.
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Es sei (tx, ß) eine Basis von G, ferner sei g eine komplexe Einheitswurzel p-ter 
Ordnung. Da jetzt die Charaktere vori P~ter Ordnung sind, zerfällt ©Xjf,
in p + \  Klassen ©1; ... ß p+1 von potenzgleichen Charakteren. Nach dem Haupt
lemma und nach Hilfssatz 8 darf angenommen werden, daß der Nullifikator ЧЯ(А)

von A mindestens ^ ' Klassen ©,• (/= 1 , . . . , p+  1) enthält.
Die für jedes x — 0, 1 nach

y ( ( x )  =  Q x ,  y(ß) = Q

bestimmten p Charaktere sind paarweise nicht äquivalent, weshalb durch sie nur 
eine der Klassen 6 ; nicht repräsentiert ist. Man bemerke, daß diese Klasse nach 
passender Wahl der Basis (oc, ß) beliebig vorgegeben werden kann. Folglich läßt

sich annehmen, daß unter den betrachteten Charakteren mindestens ^   ̂ im Nuli-

fikator W(A) liegen, indem wir die Quersumme von A in der Form

A= 2  <*a‘ßbi
i =  0

ansetzen, folgt, daß die Gleichung

(a0 = b o =  0)

P -  1

2 1 Q°iX+i = 0
hi =  0

mindestens P ± }
2 Lösungen x =  0, — 1 hat. Da aber diese Gleichung für ein

x£cl  dann und nur dann besteht, wenn a ^  + bi (7 =  0, ...,p — 1) ein (vollständiges) 
Restsystem mod p  ist, läßt sich Satz 9 anwenden, wobei die Vereinfachung eintritt, 
daß nur die Fälle 2 und 3 in Betracht kommen. (Eine weitere kleine Vereinfachung 
entsteht wegen a0 =b0= 0.) Es folgt zunächst, daß die linearen Polynome

0гх +  />, (i=  1, . . . ,p  — 1)

abgesehen von der Reihenfolge mit Polynomen von der Form

i 2(ax + b), i2(cx + d)

mod p kongruent sind, wobei a, b, c, d ganze Zahlen sind. Ferner ergibt sich aber, 
daß für diese Zahlen (entsprechend den Fällen 2 und 3 von Satz 9) einer der fol
genden zwei Fälle zutrifft.

Entweder ist

oder ist
ad—bc = 0 (modp),

« =  c =  0 (mod p).
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lm ersten Fall gibt es eine ganze Zahl / mit j  =  — 1 und

c =  ta 1
d = t b \  {moápl

Das bedeutet offenbar, daß A =  {aaßb} ist.
Im zweiten Fall ergibt sich A = {ß}. Damit ist die Behauptung bewiesen.

§ 6. Beweis für elementare Gruppen

Wir erstrecken den Beweis von Satz Г auf elementare Gruppen. Deshalb sei 
-G elementar angenommen. Dann ist also G eine ^-Gruppe. Wir setzen 0 (G )= p k 
und legen uns eine normierte vollständige Zerlegung

(1) G = A t о ... oAk

vor. Es ist zu beweisen, daß diese klassisch ist.
Im Fall k = \ ist nichts zu beweisen. Den Fall к = 2 haben wir im vorigen § 5 

eben erledigt, im übriggebliebenen Fall k ^ 3 setzen wir die Behauptung für к — 1 
voraus. Nach Hilfssatz 1 genügt es zu beweisen, daß in (1) mindestens ein Faktor 
eine Gruppe ist.

Für jedes /= 1 , ..., к wählen wir ein Element а Фг. NachSatz 6 bleibt 
(1) erhalten, wenn ein A t durch die Gruppe

[а,-, p] =  {«,}

ersetzt wird, woraus wir wiederholt Gebrauch machen werden.
Vor allem folgt aus dieser Bemerkung das Bestehen von

G = {а1}о... о{а*} (= { a 1} X ...X { a J) .

Dieses bedeutet, daß die Menge ( а , , . . . ,a t) eine Basis von G ist.
Hiernach bewirkt z. B. die Ersetzung a t — e einen Endomorphismus a von G. 

Wegen
G = {aj} о A 2 о ... oAk

ist also

Nach der Induktionsvoraussetzung folgt hieraus, daß ein Faktor, etwa A°2 eine 
Gruppe ist. Das bedeutet A 2 = {cc2}, woraus А2а { а 1, oc2} folgt.

Mit wiederholter Anwendung folgt hieraus (da in (1) nur endlich viele Faktoren 
vorhanden sind), daß mit passender Numerierung Relationen von der Form

A 2c={aj , a 2}, A 3c {oc2, a3}, ..., A icz{cci_1, а г} und Л ;С {а;, ay}

bestehen, wobei 1 S j ^ i ^ k  ist. Aus diesen folgt

Aj, ..., AiClccj, ccJ+l, ..., а,-},

A j ° A j + 1o . . .oA,  ü  {aj, aj+1, ..., a j ,
also
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wobei die Existenz des schlichten Produktes auf der linken Seite durch (1) gesichert 
ist. Hier muß =  gelten, da beide Seiten von der gleichen Mächtigkeit p i~J-+1 sind. 
I m Fall г —j  +  1 < k  folgt hieraus nach der Induktionsvoraussetzung, daß mindestens 
ein Faktor auf der linken Seite eine Gruppe ist. Da wir in diesem Fall mit dem 
Beweis fertig sind, brauchen wir nur noch den Fall j = \ , i  — k  zu betrachten.

Dann hat man
A i c K , » ! } ,  A 2a { a 1,oc2}, A 3c { a 2, oc3}, ..., Akcz{ak_ lt «*}.

Wenn A i ={a1} ist, ist der Beweis fertig. Im anderen Fall enthält Ал mindestens 
ein Element von der Form

«i
mit pjY. D anach (l)d ! C)Ak = £ ist, muß auch p\u  sein. Mit nochmaliger Anwendung 
der obigen Bemerkung gewinnen wir

G = {txWk}o A 2o ... oAk .

Wir bestimmen eine ganze Zahl t mit

Die Ersetzung
tu+v =  0 (mod p). 

— cck

bewirkt einen Endomorphismus т von G. Hierfür gilt

(aiaH = ak =e,

also folgt aus voriger Gleichung

Gx = A \ o  ... о Al.

Da aber A 3, ..., AkQ{a2, ..., akj ist, ist A\ = A t (/' =  3, ..., k), also gilt

G = A 2o A 3o ... о Ak.

(Die linke Seite ist gleich {a2, ..., як}, aber das kommt nicht in Betracht.) Nach 
der Induktionsvoraussetzung tritt unter den Faktoren eine Gruppe auf. Wenn einer 
der Faktoren A 3, ..., Ak eine Gruppe ist, sind wir mit dem Beweis fertig. Es bleibt 
noch der Fall übrig, daß A\  eine Gruppe ist, aber dann ist wegen A 2 с  {at , a2} 
offenbar auch A2 eine Gruppe. Damit ist die Behauptung bewiesen.

§ 7. Beweis für p-Gruppen

Nunmehr können wir den Beweis von Satz V für p-Gruppen ausführen. Zu 
diesem Zweck sei jetzt G eine endliche abelsche p-Gruppe, von der wir wegen des 
Resultats in § 6 annehmen dürfen, daß sie nicht elementar ist. Mit Gp bezeichnen 
wir die Untergruppe von G bestehend aus den Elementen 7 € G mit 7p —s. (Also 
ist Gp die umfassendste elementare Untergruppe von G.) Nach der Annahme ist 
G „cG .

7 A cta  M athem atica X VI/3 4
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Es sei eine beliebige vollständige Zerlegung von G mit normierten Faktoren 
vorgelegt. Diese läßt sich mit passender Reihenfolge der Faktoren in der Form

(1) G = A 1o . . . o A koBi o . . . o B l (Ai,  ..., Ak^ G p; Bl , ..., /сёО ;/ S l )

ansetzen, wobei / ё 1  aus Cpc G  folgt. Wir haben zu beweisen, daß diese Zerlegung 
klassisch ist. Dabei darf nach Hilfssatz 1 vorausgesetzt werden, daß die normierten 
vollständigen Zerlegungen der echten Untergruppen von G klassisch sind, ferner 
genügt es dann zu beweisen, daß in (1) mindestens ein Faktor eine Gruppe ist. Wir 
nehmen an, daß in (1) kein Faktor eine Gruppe ist. Durch einen Widerspruch 
wird dann der Beweis entstehen.

Um im Beweis eine leichte aber wichtige Reduktion zu erreichen, greifen wir 
aus den Faktoren B k, . . . ,Bl je ein Element ß x, ß , ^G p heraus. Da s £ B x, ..., B, 
ist, folgt aus Satz 6 .mit mehrmahliger Anwendung, daß sich in (1) die Faktoren 
B x, . . . , B l nacheinander durch die Simplexe [ß1} p], ■■■, [ßi, p] ersetzen lassen. 
Also haben wir die ebenfalls vollständige Zerlegung
(2) G = A, o . . . o A ko[ßl ,p ]o . . .o [ß l,p]

gewonnen, in der wieder kein Faktor eine Gruppe ist, da o(ßx), oißß durch 
p 2 teilbar sind. Im Folgenden werden wir nur noch mit (2) statt (1) zu tun haben. 

Nach dem Resultat in § 4 ist in (2) k = 0 unmöglich, also ist

к  is i .

Aus den Komplexen A t , ..., A k greifen wir je ein festes Element a1; ..., ak A£  
heraus. Wieder nach Satz 6 folgt aus (2) und s € A x die vollständige Zerlegung

(3) G = [*i, p] о A 2 о ... о Ako [ßx, p ] o ... o[ßh p].

Da hier der erste Faktor eine Gruppe ist, folgt nach Obigem aus der Induktions
voraussetzung, daß diese Zerlegung klassisch ist. Folglich geht die rechte Seite 
von (3) nach Streichung eines passenden Faktors in eine klassische Zerlegung einer 
maximalen Untergruppe H  von G über. Selbstverständlich kann der gestrichene 
Faktor nicht der erste sein, da die übrigen Faktoren keine Gruppen sind.

Wird in dieser Zerlegung von H  der erste Faktor [осх, p\ wieder durch A x ersetzt, 
so haben wir ein Teilprodukt von (2) vor uns. Dieses wäre im Fall Ал wieder 
eine vollständige Zerlegung von H. Da aber in dieser kein Faktor eine Gruppe ist, 
obwohl doch diese Zerlegung nach der Induktionsvoraussetzung klassisch sein 
muß, folgt die Unmöglichkeit von A x Qi II. Da H  eine maximale Untergruppe von 
G ist, ist GP<̂ H ,  also kann А , noch weniger in Gp liegen. Da ferner in diesem Schluß 
A x beliebig unter allen Ал , ..., Ak sein durfte, haben wir weiter nur noch den Fall 
zu betrachten, daß kein Faktor A x, ..., Ak in Gp liegt. Deshalb dürfen wir die obigen 
a , , ..., ak außerhalb von Gp wählen.

Wir zeigen, daß dann ( k ^ 2  ist und) zu jedem i = l , к ein /  =  1,..., к  mit 
/  A i  und AjC:{a,i, otj} existiert.

Es genügt, diese Behauptung für / =  1 zu beweisen. Da die Zerlegung (3) klassisch 
ist und in ihr nur der erste Faktor eine Gruppe ist, gibt es in ihr (wegen k + l ^ 2) 
einen weiteren Faktor Aj (J — 2, ..., k) oder [/(,■, p] ( /  = 1. ...,/) so beschaffen, daß 
das Produkt

[у-, - P\ Aj  b z w .  [oi1 , p \ [ ß j , p]
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eine Gruppe (von der Ordnung p 2) ist. Der zweite Fall kann nicht eintreten, da 
o^ß)  =p, p2\o(ßj) und oq C Gp ist. Also trifft der erste Fall zu (woraus auch /c S 2 
folgt). Diese Gruppe enthält die Elemente cq und oq, muß also wegen {«,} A  {oq} 
gleich {ix1,oij} sein, woraus Aj c  (oq, eq} folgt. Damit ist die vorige Behauptung 
bewiesen.

Wiederholte Anwendung dieses Resultats ergibt, daß bei passender Numerierung 
der Faktoren A t , . . . ,A k Relationen von der Form

A 2 c z { a 1 , a 2} ,  A 3 с  {a2, oe3}, ..., A r cz { a ,^ , oq}, A s c { a r ,<xs }  ( l S s < r S k )

bestehen. (Näheres über r und s können wir nicht sagen.) M an lasse die ersten 
s — 1 Relationen außer Acht. Aus den übrigen folgt

A s, ..., A rcz{ccs, ..., oq}.

Da für die links auftretenden Komplexe ihr schlichtes Produkt wegen (2) existiert, 
muß dieses (aus Anzahlgründen) eine vollständige Zerlegung der Gruppe auf der 
rechten Seite sein. Diese Gruppe ist aber elementar, also muß unter den Faktoren 
A s, . . . ,Ar nach dem Resultat in § 6 eine Gruppe Vorkommen. Mit diesem Wider
spruch ist Satz V für /;-Gruppen bewiesen.

111. TEIL: SCHLUSS DES BEWEISES VON SATZ T

§ 8. Beweis für nicht-p-Gruppen

Als Vorbereitung brauchen wir zwei auch an sich interessante Sätze und einige 
Hilfs sätze.

Satz 10. Für jede natürliche Zahl n ■ 1 ist die Gliederzahl einer verschwindenden 
(nichtleeren) Summe von n-ten ( nicht notwendig verschiedenen) komplexen Einheits
wurzeln nicht kleiner als der kleinste Primteiler von n.

Der Beweis wird unerwartet mühsam. (Bezüglich ähnlicher Fragen s. man 
Rtdei [10].)

Zuerst beweisen wir den Satz für ein (quadratfreies)

n = p 1...pk (P i < ---< Pa- Primzahlen; к ё  1).

Es sei Qj eine komplexe Einheitswurzel mit o(qj)=Pj (7=1, ..., /с). Eine beliebige 
Summe S  von «-ten komplexen Einheitswurzeln läßt sich dann in der Form

P1 — 1 Pk — 1 .
s =  2  ■■■ 2  я.-. "4*01 "-е* (й/ь.^боИ)

*i = 0 *к = О

ansetzen. Die daraus nach Streichen aller Qi ,■■■■> Qk entstehende Summe (d. h. 
die Koeffizientensumme von S)  werde mit S0 bezeichnet. Zu beweisen ist, daß aus 
S = 0 und 5о> 0  stets S0^ p j folgt.

7*
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Vorläufig werde ein beliebiges S zugelassen. Für jedes j =  1, . . . ,k  führen wir 
einen „DifFerenzenoperator” Aj ein, und zwar definieren wir

AjfUj) = f d j )  ~ m  U =  1, . . k; ij =  0, . . P j  - 1)
für jede Funktion /  von ij (die auch von weiteren Veränderlichen abhängen daif) 
mit Werten aus einem Modul und beweisen

p i- i  Pk-i
(1) S =  2  ■■■ 2  A i ••• A a i, , .лк в 1 ■■■ e'k-

i  1 = 1 ifc=l
Zu diesem Zweck berücksichtige man

Bezeichnen also S '  und S "  die Summe derjenigen Glieder von S ,  in denen ix ^ 0  
bzw. it = 0 ist, so folgt offenbar

P i -  1 P2 — 1 Pk~  1
S  =  S ' +  S '  —  ^  £  . . .  ^  A i d / , , ,  ik Q i  . . .  Qu ■

0=1 >2 = 0 >fc = 0
Mit Wiederholung dieses Verfahrens für i2, ..., ik statt i\ entsteht der Beweis.

Nunmehr nehmen wir S  =  0 und S0 > 0  an. Zu beweisen ist, wie gesagt, S 0 Ш р 1 . 
Offenbar tritt keine wesentliche Änderung ein, wenn man S  mit einem Potenz
produkt von ..., Qk multipliziert, weshalb wir auch

( 2 )  a o.. .o

annehmen dürfen (woraus auch schon S 0  > 0  folgt).
Da die in (1) auftretenden Potenzprodukte eine Basis des и-ten Kreisteilungs

körpers bilden, folgt aus V =  0 das Gleichungssystem

(3) A1...Aka,l...ik =  0 (ij=0, . . . , p j - l ; j = l ,  ..., k).

(Aus (1) folgt (3) nur für iy , ..., aber (3) ist trivialerweise erfüllt, wenn
mindestens ein ij gleich 0 ist.)

Wenn к  — 1 ist, so lautet (3) als ah —a0 = 0. Hieraus folgt S0=pya0 . Da 
nach (2) ö0 > 0  ist, ist die Behauptung Sj ё р ,  für diesen Fall richtig (was man 
übrigens sonst auch wußte).

Wenn k  = 2 ist, so lautet (3) als

ah h - a 0il- a h0 + a00 = 0  (/t = 0, ...,py - 1; i2 = 0 ...... p2~ l) .

Hiernach gilt
= Ä h ) + g ( i 2)

mit nur von ?, bzw. von i2 abhängigen reellen ganzzahligen Funktionen /  und g. 
Diese lassen sich als nichtnegativ annehmen, denn setzt man

i?i = min /( i j) ,



VERALLGEMEINERUNG DES HAUPTSATZES VON HAJÓS 363

und

so gilt
/ iO'i) g Ah) =  g(h)  + m,

“hi2 = A(h)+gi (h )-

Offenbar ist J\ nicht negativ und es gilt f\(c) = 0 für ein passendes c =  0, 1.
Es folgt gi(t2) = 0ci2, also ist auch g r nichtnegativ. Hiernach dürfen /  und g tat
sächlich als nichtnegativ angenommen werden. Da nun

P l  -  1 P 2 -  1 P i  -  1 P 2 -  1

•So =  2  2  a i l h = p 2 2  f ( h ) + P i  2  g ( h )ii = 0 h = 0 ii = 0 ■ £2 = 0
ist, wobei auf der rechten Seite beide Summen nicht negativ sind und (wegen S 0 >0) 
mindestens eine von ihnen positiv ist, folgt hieraus die Behauptung S 0 ^ p i  für 
diesen Fall.

Es ist noch der Fall к ш 3 übrig. Für jedes /= 1 ,  ...,/c bezeichnen wir mit /, 
die Menge derjenigen ij =0, p j —\, für die

(4) a o ...o ij0 ...o — 0

ist. (Die linke Seite ist so gemeint, daß der /-te Index gleich ij, die übrigen gleich 
0 sind.) Wegen (2) folgt hieraus

(5) 0ÍA,.
Wenn Ij für ein j  gleich 0  ist, d.[h. die linke Seite von (4) stets positiv ist, so ist 

S0^ p j ^ p l . Also darf weiterhin
(6) /*5*0
angenommen werden.

Wir setzen
Я = < 1, . . . ,k)

und bezeichnen mit 5Ш eine Untermenge von At. Von den Gleichungen (3) fassen 
wir eine beliebige mit
(7) it E , . . . , ik£lk

ins Auge. Da dabei nach (5) it , ik ^ 0  ist, läßt sich diese Gleichung als

-in
schreiben, wobei x 1, ..., xk nach

Uj и ^ ш
Xj lo u m )

zu bestimmen sind. Es folgt daraus die Ungleichung

2  aXl.
2 f 0(9)})

. 0

offenbar. Wegen (4) und (7) fallen die Glieder mit 0(3)i) =  l weg, ferner darf rechts
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wegen (2) 1 statt a0...o geschrieben werden. Also ist

2 a x , . . . x k —  ! •
2 f 0(911), 0(Ш1)— 3

Man summiere über alle mit (7). So entsteht nach Einführung der Be
zeichnung (vgl. (6))

( 8)

die Ungleichung

nj = 0(lj)  ( > 0) (./= 1 .......k)

у
2 fO(W), 0(3l)i)̂ 3 П  «7

S m ^ n  j ... nk
7€»!

wobei Sai die Summe derjenigen ifc bezeichnet, in denen jedes ij mit /6931 in 
/, fällt und die übrigen /j- gleich 0 sind.

Wird noch das Minimum aller Dreierprodukte nunvnw (1 S u < r k) mit 
m bezeichnet, so folgt aus voriger Ungleichung offenbar

Somit ist
2  3» =  m.

2(0(410,0(1«)? 3

S0 2  S-ll; =  /И + 2  S.\i; •
«I 0(4«) =1

Wenn nun 0(Ж ) =  1 ist, d. h. 9Jc aus einem einzigen Element y = l ,  ...,/c besteht, 
so ist nach der Definition von Ij gewiß S^i =Pj—nr  Also ist

к
S0^ m +  2  (Pj-rij )■

7=1

Es seien nun drei verschiedene u,v, vr (=1, .... A) so gewählt, daß m = n„nvnw 
ist. A fortiori gilt dann

So +Pu + p v +pw -  fl„ -  nv -  nw.

Da aber nach (6) und (8) stets \ ^ t i j  (^P j)  ist, folgt hieraus offenbar

S 0 =  P u + P v + P w ~ 2 > P i  ■

Damit ist Satz 8 für quadratfreie n bewiesen.
Um den Satz auch für ein n mit mehrfachen Primfaktoren zu beweisen, setzen 

wir seine Richtigkeit für die echten Teiler von n voraus. Es sei p eine Primzahl mit 
p2\n, ferner sei g eine komplexe Einheitswurzel mit o(g) = n. Der Beweis beruht 
auf der einfachen Tatsache, daß die Potenzen 1, g, ..., gp~l sowohl ein Repräsen
tantensystem der Gruppe {p} nach der Gruppe {gp} als auch eine Basis des n-ten

Kreisteilungskörpers bezüglich des " -ten Kreisteilungskörpers bilden. Es folgt, daß

jede Summe S  von Elementen aus {g} sich als

p - 1
s =  2  Q'Sii- 1
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schreiben läßt, wobei jedes S ; eine Summe von Elementen aus {g,>} ist, und daß 
im Fall 5 = 0  die Gleichungen

S0 = ... = Sp. t = 0
gelten. Dabei läßt sich annehmen, daß die Gliederzahl von 5  gleich der Summe der 

Gliederzahlen von S0, ..., 5p„, ist. Da nun n und " dieselben Primteiler haben

und Satz 10 nach der Induktionsvoraussetzung für ” richtig ist, folgt hieraus seine

Richtigkeit für n. Damit ist Satz 10 bewiesen.

Satz 11. Existiert das schlichte Produkt A o ß o C  von drei Komplexen А, В, C 
einer endlichen abelschen Gruppe G, von denen A und В normiert sind, sind ferner 
beide Teilprodukte A oC  und B oC  Gruppen, so ist auch C eine Gruppe.

Wir haben C~lC Q C  zu beweisen. Da A normiert ist, ist CQ AoC.  Da ferner 
die rechte Seite eine Gruppe ist, folgt C~i CQAoC.  Ähnliches gilt mit В statt 
A. also ist

C ~l CQ(AoC)r, (BoC).

Deshalb genügt es zu beweisen, daß jedes Element £ der rechten Seite in C enthalten 
ist. Es gilt

£ = a  y  =  ß y '

mit Elementen a. £ A ,ß £ B  und y, y'£C. Da also aey=e/?y' ist, folgt hieraus wegen 
der Existenz von A o B o C  und der Normiertheit von A und В die Gleichung a =  £. 
(Es folgen auch E=ß und у =  у', jedoch brauchen wir davon keine Notiz zu nehmen.) 
Wir haben £ =  y, also ££C  erhalten. Damit ist Satz 11 bewiesen.

Bevor wir auch einige Hilfssätze vorausschicken, führen wir noch einige Bezeich
nungen und Definitionen ein.

G(p) bezeichnet für eine Primzahl p die umfassendste p- Untergruppe von G. 
Die der direkten Zerlegung

G= X  G(p)p|O(0)
entsprechende Komponentenzerlegung der Elemente von G setzen wir in der Form

У П  У(р) CV(p)  €
P|0(G)

an. Das durch den Endomorphismus y =  y(p) von G auf G(p) gelieferte Bild eines 
Komplexes A von G wird mit A (p) bezeichnet und die p-Komponente von A genannt. 
(Es bilden G(p) und y(p) je einen Spezialfall von A(p).)

Hilfssatz 14. Sind für einen Teiler A von G und für zwei verschiedene Primteiler 
p und q von O(G) die Bedingungen

O(A) =p, A Q G (p)Gtq,
erfüllt, so ist

OG\u>)) 0(A)(=p), Щ А(р)) i  ЩА),
also ist

eine zulässige Ersetzung.
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Im Beweis darf A normiert angenommen werden. Wegen A\G und Satz 3 ist 
0l ( A ) ^ 0 .  Es sei х€9?(Л), also x (/t)= 0 , d. h.

2 x(«)=o.
<x £ А

Wegen der Annahme sind die Ordnungen der hier auftretenden Glieder Potenz
produkte von p  und q. Da andererseits die Anzahl der Glieder gleich p ist, folgt aus 
dem Verschwinden der Summe offenbar, daß die Glieder die sämtlichen verschiedenen 
p -ten (komplexen) Einheitswurzeln sind. Hiernach ist cf)0(Ä)=p,  also ist nach Satz 5 
jede Ersetzung

A —Aa (pia)

zulässig. Da aber A“ für ein passendes a gleich der /^-Komponente A(p) ist, ist damit 
Hilfssatz 14 bewiesen.

Ein in G(p) liegendes normiertes strengklassisches Produkt

P = X xo . . . o X r {0(Xx) = . . . = 0 ( X r) = p - , r ^  1),

in dem die Faktoren X2, ..., X r keine Gruppen sind, nennen wir kurz einp-Produkt.

Hilfssatz 15. Wenn in zwei p-Produkten die ersten Faktoren voneinander ver
schieden sind und das schlichte Produkt der in ihnen auftretenden verschiedenen Fak
toren existiert, so haben diese p-Produkte keinen gemeinsamen Faktor.

Zum Zweck des Beweises nehmen wir an, daß die Behauptung falsch ist. Nach 
Streichen einiger der letzten Faktoren der angenommenen zwei p- Produkte erreichen 
wir, daß in den so übriggebliebenen zwei /;-Produkten nur die letzten Faktoren 
miteinander gleich sind. Da die ersten Faktoren verschiedene Gruppen sind, wogegen 
keiner der übrigen Faktoren eine Gruppe ist, folgt, daß biede p-Produkte mindestens 
zwei Faktoren haben. Hiernach sind diese ^-Produkte von der Form

Pt o X  und P2 oX,

wobei auch P x und P2 /i-Produkte sind, die aber keinen gemeinsamen Faktor ent
halten. Es folgt, daß das schlichte Produkt P 1o P 2o X  existiert. Dabei ist s ^ P 1, P2, 
ferner sind Pt o X  und P2o X  Gruppen. Nach Satz 11 folgt hieraus, daß X  eine 
Gruppe ist, aber das steht mit der Definition der /r-Produkte in einem Widerspruch. 
Damit ist Hilfssatz 15 bewiesen.

Hilfssatz 16. Jedes von e verschiedene Element £ eines p-Produktes

X t o ... о Xr (г ё  I)
läßt sich derart in der Form

1 = &  (í,€Jr,; / = 1 ...... г; £ * e )
schreiben, daß jedes e; entweder 0 oder zu p prim ist.

Wir machen die Induktionsvoraussetzung, daß die Behauptung für die kleineren 
r richtig ist. Es sei £ ein Element des gegebenen /7-Produktes. Dann läßt sich

(1 mntSr-,  i = m , ..., r ; £„?*e)

setzen. Für m = \  ist der Beweis fertig. Nachher sei m ^ 2 .
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Im Fall ist mit ££, zusammen auch £mP ein von e verschiedenes Element
des Produktes о ... о Xm- Í . Da auch dieses ein /^-Produkt ist, folgt aus der 
Induktionsvoraussetzung eine Gleichung von der Form

(Íi6 * i; /=  1...... m -  1; t ^ e ) ,

wobei jedes et gleich 0 oder zu p prim ist. Aus beiden Gleichungen ergibt sich
£ __ £ K m - 1  к Р + 1  К £
C —  C l  C2 • • • C m — 1 Cm C m +  1 • • • Cr  «

also ist die Behauptung in diesem Fall richtig.
Im übriggebliebenen Fall £m=e betrachten wir die Gruppen

U = X 1o . . . o X m, V =  X l o . . .oXm. l .

Wegen 0(U)=pO(V),  V und о(£т)= р  gilt die direkte Zerlegung

U = K X {U >
also folgt aus U = VoXm, daß Xm (wegen e, i m£Xm) von der Form

p - 1 e
Xm= U XeC, (x0, . i €K;  x0 = x 1 = e)

e  = 0

ist. Da X„, keine Gruppe ist, muß (p = 3 sein und) ein e = 2, . . . ,p — 1 mit у.е ^е: 
existieren. Wir nehmen eine ganze Zahl /  mit

ef=  1 (mod o(xe)).

Da у.е1 ein von e verschiedenes Element von V ist, gilt wieder nach der Induktions
voraussetzung eine Gleichung

wobei jedes gleich 0 oder zu p prim ist. Hieraus und aus obiger Gleichung folgt

{ =  1 -  {г.

Da x{ím =  («eím)'/ ist und das Element in den Klammern zu Xm gehört, ist die 
Behauptung auch im jetzt betrachteten Fall richtig. Damit ist Hilfssatz 16 bewiesen.

Nunmehr wollen wir Satz Y für ein beliebiges G beweisen. Zu diesem Zweck 
werde eine normierte vollständige Zerlegung
(9) G — Ay о ... oA k

vorgelegt. Zu beweisen ist, daß diese klassisch ist. Da das für /7-Gruppen schon 
bewiesen ist, nehmen wir an, daß G keine /J-Gruppe ist. Für die Gruppen kleinerer 
Ordnung setzen wir die Behauptung voraus. Dann genügt es nach Hilfssatz 1 zu 
beweisen, daß in (9) mindestens ein Faktor eine Gruppe ist. Zu diesem Zweck nehmen 
wir an, daß in (9) kein Faktor eine Gruppe ist, und wollen daraus auf einen Wider
spruch schließen. Um das zu ermöglichen, definieren wir die Gesamtordnung der 
Zerlegung (9) als das Produkt der Ordnungen der in den Faktoren A t , .... Ak 
auftretenden Elemente und machen die weitere Voraussetzung, daß die Gesamtord
nung von (9) möglichst klein ausfällt.
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Den Beweis beginnen wir mit vier Feststellungen (a), (b), (c), (d) über die vor
gelegte Zerlegung (9).

(a) Zu jedem Primteiler p  von O(G) gibt es in (9) mindestens ein /1,- mit 0(A t) p 
und (AjfpyZ Ai-

Wenn das nämlich für ein p falsch ist, so gehören alle A t mit 0(A,) =p  in 
G(p), woraus nach (9) folgt, daß G(p) das schlichte Produkt dieser A v ist. Jedoch 
steht das in Widerspruch damit, daß kein A t eine Gruppe ist und Satz Г für G(p) 
gilt. Damit ist (a) bewiesen.

Wir führen im Zusammenhang mit (9) die Bezeichnungen 

Pi — О (Ai), ..., p k = 0 ( A k)

ein. (Also sind p l , . . . , p k Primzahlen mit 0 ( G ) = p 1...pk, ferner sind nicht alle 
Pi, - ,P k  gleich.)

Einen Faktor A ; aus (9) nennen wir ausgezeichnet, wenn (Aj)(Pi) eine Gruppe 
p r ter Ordnung und 9?((y4,)(Pi)) 2  ̂ (Л ,) ist (woraus folgt, daß die Ersetzung 
Aj^(Ai)(pi) zulässig ist).

(b) Es gibt in (9) mindestens einen ausgezeichneten Faktor A t.
Wir bezeichnen mit p den kleinsten Primteiler von O(G), nehmen nach (a) 

ein Aj mit p t = p  und (Aj)(p! -A A ;. Wir zeigen gerade, daß dann A t ein ausgezeich
neter Faktor ist.

Zu diesem Zweck betrachten wir einen Charakter х^УЦА^.  Dann ist

X(Ai)= 2  Z(a) =  0.
« £  A i

Da diese verschwindende Summe p-gliedrig und p der kleinste Primteiler von O(G) 
ist, folgt aus Satz 10, daß unter den Gliedern /(«) mindestens eines eine durch p 
teilbare Ordnung hat. Da aber A t normiert ist, kommt unter diesen Gliedern auch 
/ (e) = 1 vor, also müssen die %(a) ( a t A j  eben die sämtlichen verschiedenen p-ten 
komplexen Einheitswurzeln sein. Hieraus folgt vor allem

0 ( ( A J (P)) = O(Af) (=p),

ferner folgt / ( (A  -  X.(dj) = 0, also

Щ(А,)(р)) ^ 9 1 Ш .

Hiernach ist die Ersetzung A f — (At)(p) zulässig. Die aus (9) nach dieser Ersetzung 
entstehende ebenfalls normierte vollständige« Zerlegung ist aber wegen (Ai)(p)A A i 
offenbar von kleinerer Gesamtordnung als (9), also muß unter ihren Faktoren 
(wegen der gemachten Minimalvoraussetzung) mindestens eine Gruppe auftreten. 
Dieser Faktor muß der (neue) Faktor (d,)(p) sein, da die übrigen Faktoren A / j A i )  
keine Gruppen sind. Damit ist (b) bewiesen.

Ein Teilprodukt
(10) Ai о Ax о ... о А,  о Aj

der rechten Seite von (9), in welchem also i, x, ..., z, j  (= 1 , ..., k) verschieden sind, 
nennen wir eine Brücke zwischen A t und A j , wenn diese beiden Faktoren ausge
zeichnet sind,

P i = P x = z ••• -  P t A P j
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gilt und
(12) (A,:)(PI) о Ax o.. .  о А. O Aj

ein strengklassisches Produkt ist. Man bemerke, daß hiervon das Teilprodukt

offenbar ein /^-Produkt ist. Gibt es für zwei ausgezeichnete Faktoren Aj und Aj 
von (9) eine Brücke zwischen At und Aj,  so sagen wir, daß der Faktor Aj  ein Nach
folger des Faktors A t ist.

(c) ln (9) hat jeder ausgezeichnete Faktor einen Nachfolger.
Zum Beweis sei A t ein ausgezeichneter Faktor. Das bedeutet, daß (A i)(p.) eine 

Gruppe ist und (9) durch die (zulässige) Ersetzung Л ,—(Ai)(Pi) wieder in eine nor
mierte vollständige Zerlegung von G übergeführt wird. Da in dieser der neue Faktor 
( A eine Gruppe ist, folgt aus Hilfssatz 1 und der Induktionsvoraussetzung, 
daß sie klassisch ist. Nach passender Umordnung der Faktoren entsteht eine streng- 
klassische Zerlegung
(13) G = (A,)(PI)0 Axo

wobei i, x, ... eine Permutation der Indizes 1,2, . . . ,k  ist. (Es mußte i an die erste 
Stelle kommen, da A , ,  ..., Ak keine Gruppen sind.) Es folgt, daß alle Abschnitte 
des Produktes (13) Gruppen sind. Unter diesen Abschnitten gibt es einen kürzesten, 
der keine p t-Gruppe ist. Dieser werde in der Form (12) angesetzt, woraus offenbar 
(11) folgt. Es ist nur noch zu beweisen, daß in (12) der letzte Faktor Aj ausgezeichnet 
ist, denn daraus folgt, daß (11) ein Brücke zwischen A t und Aj, also Aj  ein Nach
folger von Aj ist.

Da das Produkt (12) eine Gruppe von der Ordnung PiPx - P-Pj ist, die den 
Faktor Aj  enthält, folgt aus (11)
(14) A j  =  G(Pt)G(Pj)-
Wenn sogar A j f G {p) ist, so folgt auch, daß Aj die pj-Komponente der Gruppe
(12), also selbst eine Gruppe ist. Da aber das falsch ist, haben wir gewonnen, daß 
Aj  nicht in G(p) liegt, d. h.
(15) (Aj)(pj) ^ A j
ist. Nun folgt aus (14) und 0 ( A f ) - p j  nach Hilfssatz 14, daß die Ersetzung

Aj - K W
zulässig ist. Wird diese an (9) ausgeführt, so entsteht eine ebenfalls normierte voll
ständige Zerlegung von G, die nach (15) von kleinerer Gesamtordnung ist als (9). 
Nach der Minimalvoraussetzung folgt hieraus, daß der neue Faktor {Af)(t>]) eine 
Gruppe ist. Da hiernach der Faktor Aj  von (9) ausgezeichnet ist, ist (c) bewiesen.

(d) Mit passender Numerierung der Faktoren von (9) läßt sich erreichen, daß 
für ein / mit 2 5 / ̂  /с die Faktoren А , ,  ..., /1, ausgezeichnet sind und jeder von ihnen 
ein Nachfolger des zyklisch vorangehenden Faktors ist. (Das bedeutet, daß А , ein 
Nachfolger von А , und Aj (i =  2 , . . . , / )  ein Nachfolger von A t- t ist.)

Nach (b) läßt sich nämlich annehmen, daß A t ein ausgezeichneter Faktor in (9) 
ist. Mit wiederholter Anwendung von (c) läßt sich annehmen, daß in der Folge

A,, . . . ,A„ (2 S u ^ k )



3 7 0 L. REDEI

jedes Glied At (i =  2, u) ein Nachfolger von Л,_,  ist, ferner ein A, mit 1 ^ t ^ u — 1 
ein Nachfolger von Au ist. In der Folge

A , , Au

ist dann jedes Glied ein Nachfolger des zyklisch vorangehenden. Damit ist (d) 
bewiesen.

Die in (d) verwendeten Bezeichnungen werden fortan beibehalten. Nach 
Definition gibt es dann / Brücken
(16)

wobei

(17)

А/о Ац о . . .  o A üoAv ( / =  1, • ■•,/),

I 7 +  1 für 1 =  1, 1
1 1 für i= l

zu verstehen ist, jedes i eine nichtnegative ganze Zahl ist (7=1, ..., /), ferner die

(18) A tJ (7 =  1, . . . , / ; ./=  1,
passende Faktoren aus (9) bezeichnen. (Es ist denkbar, daß unter diesen Faktoren 
auch gleiche auftreten, aber bald wird unter anderem gezeigt, daß sie verschieden 
sind.)

Da die Faktoren A l , . . . , A l ausgezeichnet sind, gilt

(19) (Ai)(pi) = {cci} ( ^ A t )  (o(cci) = p i; 7= 1 ,..., /)
mit Erzeugenden ak, ..., x, dieser Gruppen (die wir später unten noch passend 
wählen werden), ferner sind die Ersetzungen

(20) A , ^ ( A t)(pi) (7 = 1 ,.. . ,/ )
zulässig, also gilt die Zerlegung

(21) G = (A1)(pi)o. . .o(A,)(pi)o A l + 1o . . .oAk

(wobei die Faktoren A l+1, ..., Ak im Fall l = k fehlen, ohne daß dadurch die Allge
meinheit der noch folgenden Ausführungen gestört wäre).

Aus (16) folgt auch, daß jedes

( 2 2 )  ( Ai)(p.)o A i I o . . . o A iio A r  ( 7 = 1 , . . . , / )  

ein strengklassisches Produkt und jedes

( 2 3 )  (Ai)(Pi)° A n о . . .  оА,-  ( 7 = 1 , . . . , / )  

ein Pi-Produkt ist, ferner folgt

( 2 4 )  .pi =  0 ( A i) =  0 (A il) = . . . = 0 ( A i: )^0(Ar) = P r  (7=1, . . . , / ) .

Nun liegt nach (19) kein A t , ..., А , in einer p-Gruppe, wogegen nach (23) stets 
ist, also sind die sämtlichen A ;j aus (18) von allen A,,  ..., A,  verschieden. 

Da andererseits jedes Ац unter А , ,  ..., Ak vorkommt, folgt, daß jedes Ац unter 
A /+l, . . . ,Ak vorkommt. Damit haben wir erkannt, daß jedes p ;-Produkt (23) ein 
Teilprodukt der rechten Seite von (21) ist. Da andererseits die in (23) auftretenden
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ersten Faktoren (A t)(Pi) ( i = l , ...,/)  wegen (21) verschieden sind, folgt aus beiden 
Feststellungen und aus Flilfssatz 15, daß die sämtlichen A ^  voneinander verschieden 
sind. Somit hat sich das für das folgende wichtige Ergebnis herausgestellt, daß die 
in den Brücken (16) auftretenden sämtlichen Faktoren

(25) A,(i = 1, ...,/), AtJ( i= l ,  7 = 1, . . . , / )

verschieden sind, woraus folgt, daß das schlichte Produkt dieser Komplexe (existiert 
und) ein Teilprodukt der rechten Seite von (9) ist.

Wir kehren zu (19) zurück. Aus diesem folgt, daß die Gruppe (Ai)(Pil mindestens 
ein Element außerhalb von A{ hat, weshalb wir fortan die bisherigen a1, a, 
den Bedingungen (i =  l , . . .,/)  unterwerfen dürfen. Hierfür läßt sich
<xr $ A r  (/ =  1 ,...,/) schreiben. Da andererseits nach (19) ar ^(Ar)(p..), ferner nach
(22) und (24)
(26) A r QG(Pl)G(pil 0 =  1 ,.. . ,/ )  
ist, gilt
(27) al.ßi£Ai. ( i=  1, . . . , / ;  ßi^G(p.̂  Ae)

mit passenden ßt , ß , .
Über diese beweisen wir

(28) ßi €(Ai)<Pl)oAn o . . . o A i, (/ =  1, . . . , / ) .

Da (22) ein strengklassisches Produkt ist, folgt aus (27), daß die Potenz (xrßi)Pi' 
in der p ;-Gmppe (23) liegt. Da aber nach (19) <xp,‘ = e  und nach (24) P i A p t ist, 
folgt hieraus die Behauptung (28).

Da die rechte Seite von (28) (d. h. das Produkt (23)) ein p;-Produkt (also eine 
Gruppe) ist, gilt (28) auch mit ß ß l statt ßh ferner gilt wegen ßt A£ auch ß f l Ae. 
Hiernach folgt aus Hilfssatz 16 (unter Berücksichtigung von (19)) das Bestehen 
von
(29) /?Г '=аГап ••• < /' 0 = 1 , . . . , / )
mit passenden Elementen a i j£Atj und ganzen Zahlen е;, еи 0  =  1, ..., i), von denen 
<?, durch Pi nicht teilbar und jedes еи entweder 0 oder durch pt nicht teilbar ist. 

Aus (29) ergibt sich

(30) e = n « ? ß t f l '

Leicht wird es sich aber zeigen, daß diese Gleichung widerspruchsvoll ist, wodurch 
der Beweis von Satz V beendet ist.

Wir bestimmen ganze Zahlen / j ,  . . . , / ( mit

(31)
ev (mod p t.),
1 (mod o(ßi)) 0 = 1, - , / ) .

Das ist möglich, da o(ßß nach (27) eine p r Potenz und nach (24) ist. Da
nach (19) o(ar ) = p r ist, folgt aus (31) und р г{ег

(32) («, ßdf, =  *Tßi, (f i , P i P r ) =  1 ( / = 1 , . . . , / ) .
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Nach (17) werden die Zahlen 1, ..., / durch /-*/" (zyklisch) permutiert, also darf 
im Produkt auf der rechten Seite von (30) af/ für af ' geschrieben werden. Hiernach 
und nach (31) verwandelt sich (30) in

(33) E — I K t tr ß tY W  ... CC*r.
i = 1

Nun ist nach (26) und (322)

(34) ( f i,ä ) (A i,)) = l ( i = l ,  ...,/).

Da ferner nach (23) stets also cf|(4;j) eine p,-Potenz ist, gilt für jedes e,7-

(35) entweder =  0 oder [etj  cf)(z(0)) =  1 ( t '=l , . ..,/; j  =  1,..., 7).

Die bei (24) angeführten (verschiedenen) Faktoren der rechten Seite von (9) 
lassen sich (da / — i' eine Permutation von 1, ..., / ist) in der Form

Ar (i =  1, ...,/); (/'=1, y = l ,  ..., i)

angeben. Nach Satz 5 folgt also aus (34) und (35) die Existenz des schlichten Produktes 
der Komplexe

A P  ( / = 1 , . . . , /); A f t  ( / = 1 , . . . , / ;  1).

Da aber das Produkt auf der rechten Seite von (33) wegen (27) und а ц € А и aus 
jedem dieser Komplexe genau ein Element als Faktor enthält, ferner unter diesen 
Faktoren die von der Form (ar ßy*  von £ verschieden sind, steht das mit der 
Gleichung (33) in einem Widerspruch. Damit ist Satz V bewiesen.

(Eingegangen am 1. Dezember 1964.)

Literaturverzeichnis

N .  G .  d e  B r u i j n ,
[1] On the factorization of finite Abelian groups, Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 56 (1953),

S. 258-264.
[2] On the factorization of cyclic groups, Nederl. A kad. Wet., Proc., Ser A 56 (1953), S.

370-377.
1. FÁRV,

[1] Die Äquivalente des Minkowski —Hajósschen Satzes m der Theorie der topologischen 
Gruppen, Comment. M ath. H eh ., 23 (1949), S. 283—287.

L. F u c h s ,
[1] On the possibility of extending FLajós’ theorem to infinite abelian groups, Publ. Math.

Debrecen, 5 (1958), S. 338-347.
[2] Abelian Groups (Budapest, 1958).

G . H ajós ,
[1] Bedeckung mehrdimensionaler Räume mit Würfelgittern, M at. Fiz. Lapok, 45 (1938),

S. 171 — 190. (Ungarisch.)
[2] Einfache Bedeckung mehrdimensionaler Räume mit Würfelgittern, M a t. Fiz. Lapok,

48 (1941), S. 3 7 -64 . (Ungarisch.)
[3] Über einfache und mehrfache Bedeckung des и-dimensionalen Raumes mit einem Würfel

gitter, M ath. 7 . ,  47 (1942), S. 427 -467.



VERALLGEMEINERUNG DES HAUPTSATZES VON HAJÓS 37 3

[4] Sur la factorisation des groupes abeiiens, Casopis, 74 (1950), S. 157 — 162.
[5] Sur le Probleme de factorisation des groupes cycliques, Acta M ath. Acad. Sei. Hang.,

1 (1950), S. 189-195.
E. Jacobsthal

[1] Anwendung einer Formel aus der Theorie der quadratischen Reste, Dissertation  
Berlin, 1906.

L, R e dei ,
[1] Bericht über die Arbeiten von Georg Hajós, M at. Fiz. Lapok, 49 (1942), S. 1 — 16. (Un

garisch.)
[2] Vereinfachter Beweis des Satzes von Minkowski—Hajós, Acta Sei. Math. Szeged, 13

(1949-50), S. 21-35.
[3] Kurzer Beweis des gruppentheoretischen Satzes von Hajós, Comment. Math. H eh ., 23

(1949), S. 272-282.
[4] Ein Beitrag zum Problem der Faktorisation von endlichen Abelschen Gruppen, A cta

M ath. Acad. Sei. Hung., 1 (1950), S. 197-207.
[5] Zwei Lückensätze über Polynome in endlichen Primkörpern mit Anwendung auf die

endlichen Abelschen Gruppen und die Gaussischen Summen, A cta  Math., 79 (1947), 
S. 273-290.

[6] Die Reduktion des gruppentheoretischen Satzes von Hajós auf den Fall von p-Gruppen,
M onatshefte f. M ath., 53 (1949), S. 221 -2 2 6 .

[7] Zetafunktionen in der Algebra, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 6 (1955), S. 5 — 25.
[8] Neuer Beweis des Hajósschen Satzes über die endlichen Abelschen Gruppen, Acta M ath.

Acad. Sei. Hung., 6 (1955), S. 27-40.
[9] Die gruppentheoretischen Zetafunktionen und der Satz von Hajós, A cta Math. Acad.

Sei. Hung., 6 (1955), S. 271-279.
[10] Natürliche Basen des Kreisteilungskörpers, I, II, Abh., Math. Sem . Univ. Hamburg,

22 (1958), S. 201-214; 24 (1960), S. 12 -40 .
[11] Algebra 1 (Leipzig, 1959).
[12] Zum 50. Geburstage von Georg Hajós, M at. Lapok, 13 (1962), S. 217—227. (Ungarisch.)
[13] Logische Dualität der Frobenius—Stickelbergerschen und Hajósschen Hauptsätze der

Theorie der endlichen abelschen Gruppen, A cta  Math. Acad. Sei. Hung., 16 (1965), 
S. 327.

[14] Ein Überdeckungssatz für endliche abelsche Gruppen im Zusammenhang mit dem
Hauptsatz von Hajós, Acta Sei. Math. Szeged, 26 (1965), S. 55 — 61.

A. D. Sands,
[1] On the factorisation of finite abelian groups. I, II, A cta Math. Acad. Sei. Hung., 8 (1957),

S. 65 -8 6 ; 13 (1962), S. 153-169.
[2] The factorisation of abelian groups, Quart. J. M ath. Oxford (2), 10 (1959), S. 81—91.
[3] The factorization of abelian groups, I, II, Ouart. J. M ath., 10 (1959), S. 81 —91:13 (1962),

S. 45 -54 .
T. S z e l e ,

[1] Neuer vereinfachter Beweis des gruppentheoretischen Satzes von Hajós, Publ. M ath . 
Debrecen, 1 (1949-50), S. 56-62.





ÜBER DIE VERALLGEMEINERTE DE LA VALLÉE- 
POUSSINSCHE SUMMIERBARKELT ALLGEMEINER 

ORTHOGONAL REIHEN
Von

L. LE1NDLER (Szeged)
( Vorgelegt von G. Alexits)

Einleitung

Seien {</„(*)} ein im Grundintervall (a, b) orthonormiertes Funktionensystem 
und Я =  {1„} eine monotone, natürliche Zahlenfolge mit А„+1—Л„ á l .  Die и-te 
Partialsumme, bzw. das и-te verallgemeinerte de la Vallée— Poussinsche Mittel 
bezüglich X der Orthogonalreihe

(1) 2 cn<Pn{x) [ Z cn<°°\

wird mit sn(x), bzw. У„(Л; x) bezeichnet, d. h. ist

sn(x)= Z  G<G(x), F„(/; v)=  .1 Z
v = 1 A/i v — n — Д„+ 1

Die Reihe (1) heißt an einer Stelle x  (V, X)-summierbar zur Funktion f(x), die im 

Falle Z  cn <0° durch den Riesz—Fischerschen Satz bis auf eine Nullmenge ein-
4 =  0

deutig bestimmt ist, wenn für J2 —oo
Vn(X; x) -*/(x)

gilt.
ln dieser Arbeit beweisen wir einige Sätze über die (V, A)-Summierbarkeit.

/I — 1
Sei /i0 =  l und /<„= Z  K k-

k = 0

Satz  I. Damit die Orthogonalreihe (1) auf einer Menge E fast überall ( V, л)- 
summierbar ist, ist notwendig und hinreichend die Konvergenz der Partialsummen 
s,,fx) auf E fast überall.

Man kann einsehen, daß der Satz I im Falle X„=n den bekannten Satz von 
S. K aczmarz [3] enthält.

Aus dem Mensch off—Rademacherschen Satz und aus dem Satz 1 ergibt sich 
unmittelbar:

Satz II. Unter der Bedingung

(2) Z  Tn log2 и <  °° fC„2=  z ' c Ü
/ 1 = 1  ^  V = / i n + l  '

ist die Orthogonalreihe (1) in (a, b) fast überall ( V, X)-summierbar.

Der folgende Satz beweist die Unverschärfbarkeit des Satzes II.

8  A cta M athem atica X V I/3  4
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Satz III. Ist {C„} eine positive, monoton abnehmende Zahlenfolge, für die

(3) Í c „ 2 log2« = =o ( c 2= 5 ' r v2)
/ 1 = 1  V V =  Ц п  + 1  '

gilt, so gibt es ein Orthonormalsystem {Ф„(х)} derart, daß \Ф„(х)\ = М  (x € (ß, b); 
n = 1,2, ...) and die Orthogonalreihe

(4) 2с„Ф„(х)

fast überall nicht (V, /.fsummierbar ist.

Der folgende Satz bezieht sich auf die Größenordnung der Mittel K„(A; x) 
der Orthogonalreihe (1).

Satz IV. Sichert die Bedingung

(5) 2 спвп<°° ( l S 0ngiog n)

die (V, ).)-Summierbar keit der Reihe (1) fü r  jede die Bedingung (5) erfüllenden Koeffi
zientenfolgen {с,,} auf einer Menge E a  (a, b), so folgt aus den Bedingungen

(6)
•̂ 7 2 2
2 j c» у» ■ O n  в п +  1 

Уп~Уп + 1
und O n

Уп
oo

für die Mittel K„(A;x) der Reihe (1) die Abschätzung

fl) V„(X-,x) = ox ^ )

auf E fast überall .

Über die Approximation mit Mitteln Vn(). \ x) beweisen wir die folgenden 
Sätze:

Satz V. Sichert die Bedingung (5) die (V, /.)-Summierbark eit der Reihe (1) 
für jede die Bedingung (5) erfüllenden Koeffizientenfolgen {<?„} auf einer Menge 
Ecz(a, b) fast überall, so folgt aus dem Erfülltsein der Bedingungen

(8) Í c „ V / 2< ~ ,  /„ S /„+1 und /„,1+1М*/„п (1 ^ A < ) / 2 ),
n = 0

daß die Mittel V„(/; x) der Reihe ( 1) auf E  fast überall mit dem Annäherungsgrad

(9) К„(Я;л-)-Дх) =  0х(/-1)
approximieren.

Satz VI. Ist die Folge {/„} monoton wachsend und

—К1Цп (1 = K < ] / l )  und 2 4  = o ( i j ,
i = 0

(10)
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dann folgt schon aus der Bedingung

(11) 2 CnIn~^°°,
n = 0

daß die M ittel K„(A; я:) der Orthogonalreihe (1) in (a, b) fast überall mit dem Annähe
rungsgrad (9) approximieren.

Wir haben früher in [4] bewiesen, daß die Folge

*) = ~  2 4 »П ;=i

unter der Bedingung 2  c^(log log n)2<  °° für eine beliebige, nicht notwendiger-
/1 = 4

weise monotone Folge {vt } von verschiedenen natürlichen Zahlen fast überall 
konvergiert. Im folgenden werden wir u. a. die Konvergenz der Folge

V„(a ; {v}; x ) = y  2  •*»,(*)
An i = n -  An + 1

untersuchen. Es gilt der
Satz VII. Ist die Bedingung (2) erfüllt, so gibt es eine quadratisch integrierbare 

Funktion f ix) derart, daß

( 12) y  2  [j . , W - / W 1̂ o
An i = n - A,t + 1

für jede unendliche Folge {v„} von verschiedenen natürlichen Zahlen im Intervall (a, b) 
fast überall gilt.

Wegen

у  2  *»,(*)-/(*) L s j y  2  (i . iW " / W ) :
i = n— An +1 ! I i = и -  Atl + 1

'/2

ist auch die Folge Vn{).; {v}; x) unter der Bedingung (2) in (a, b) fast überall konvergent. 

Die Orthogonalreihe (1) heißt an der Stelle x \V, A|-summierbar, wenn

2  |Fn+1(A ;x )-  Vn(A; x)|<°°
it =  1

gilt. Wir beweisen den
Satz VIII. Damit die Reihe (1) für jedes Orthonormalsystem {(/ „(x)} im Grund

intervall (а, b) fast überall | V, ).\-summierbar sei, ist die Bedingung

(13) 2 c m< ~  [ c l =  ' 2 ' r„2)

notwendig und hinreichend.

8*
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Wir beweisen umgekehrt:

Ist 2  Cm — °°> so ist schon die Rademacher sehe Reihe
m -0

(14) 2 c nrn(x) (/„(*) =  sign sin 2Vx)
n = 0

nicht fast überall \ V, f-summierbar.

§ 1. Hilfssätze

H ilfssatz I. Sei {/„} eine positive, monotone Zahlenfolge mit /„n+1 
1 2. Dann folgt aus der Bedingung

( I • 1) 2  f" I* *= 00n = 0
die Abschätzung

(1.2) Vk{X-x )- s„n_ f x ) = o x{ l f l )

fü r  jede n und к mit p„-l < k ^ p „  in (a, b) fast überall.

Bfweis. Mit einfacher Rechnung ergibt sich 

ь
( 1 . 3 )  2  Ik [ ( s j x )  -  K J x ) Y  dx ̂  2  Ik 2  (1 -  ^ ± L ^ Y  cl

» = 1 J  n = l  к  =  11„- Хр + 2 \  Af , „ )

^ 2  2  cl 2  ((fL d ,+ ^ - J ! ) 2i k  '
m = l  к = H m - l  +  l п = т Л«

Wir zeigen, daß

(1.4) Rm= 2 lk K Y { ( R ,n-h n  + k y ) 2 = 0 ( l lm)
n — m

ist. Nach der Definition von ß„ ist

(1.5)
й- ' = ! ' М ( ' - ^ ) Т

— Yn, + 2  i ( i  — 2p,,12  2pt)
n = m + 1  \  a k = m '

= i L +  2  L a I
n = m + l

Nach der Definition von ц„ und der Bedingung über {A„} gilt die Ungleichung 

1 a + bezeichnet den positiven Teil von a.
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x„ д, == 2/.„ ; somit besteht für n >  m
H m + i  H m  7

Л , =  (1 -  A - 1 5 ' A J  + ё  (1 -  (2А,„ . . ) - 1 2  Ü  + =
V k = m '  v к — in '

=  (I -  < 4 - , ) -  '„ }  * =

woraus wegen (1. 5) und der Bedingung Z„n+1 <c/„n (<" <  ^2 )

2  /?,„(’ )" m= o ( / j j
/1 = m + 1 V 4  /

folgt, wie (1.4) behauptet. Auf Grund von (1. 1), (1.3) und (1. 4) ist
b

2  4„ f  (■*„„(*)- ^r„(A; x))2dx<°°. 
n = l  J  

«

So ergibt sich durch Anwendung des B. Levischen Satzes, daß die Reihe

2  4 A s»Sx) -  V, J )^  x ) f

fast überall konvergiert, also gilt fast überall

0 •  6) •*„„(*) -  K„„(A; X )  = ox(l~J).
Ähnlich kann man mit einfacher Rechnung einsehen, daß

(1.7)
о

2 j n ^ nJ (X ( 'd  x ) - x ) ) 2dx S

OO n — 1

= 2  li 2
n= 2 k = n — A„-!  + l

(An _ t + (n -  к)  (Ял _ 1 -  A„))2ct2
АЛ2- !

0 ( 1)

ist. Ist Xn?é 1, dann definieren wir eine Indexfolge {mj. Sei =  1. Ist l = i, dann 
bedeutet m2i die größte natürliche Zahl и, für die A„=A,„2,_1 ist, m2l+\ die größte 
natürliche Zahl n, für welche die Ungleichungen n > m 2l und >  A„ _, bestehen.2
Wir können die Summe (1.7) in zwei Summen zerlegen:

° /1-1 oo 1112] /1-1
(1-8) 2  2  Ук. n—2  2  ä 2  y*, n +

/1=2 Л = 1 + 1  i = l / l  =  W27-l +  l  ft = /l -An - l  + l

00 //12 / + 1 /1—1
+ 2  2  A? 2  v*,»=2 i + 2 2 ’

/ = 1 И  = Ш27+1 k s tn — A„_l +  1

Ist die Folge {2,,} von irgendwo konstant bzw. wachsend, d a n n  ist пщ  b z w .  m 2i + u n e n d l i c h .
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wobei
У к, п =  П И И  <'2(Л>-1 - Н и -  1 -  П ) 2*

Die erste Summe können wir folgenderweise abschätzen:

~  ’"21 ,  » - 1  . ,

2 2  i n 2  K c L
l — 1 m = w2i- i + 1 k = n — k m + 1

Bezeichne {и((А)} (1 = i = ?.k) die Indizes и, für die der Koeffizient cj* mit l2JX,, multip
liziert wird, dann ist

( 1 . 9 )  2  1 — 2  Ck  2  l nt ( k)  П ( * ) -
k = 1 i = l

Da die Ungleichung п,(к) — Xn.(k) + l ^ k  besteht, gilt auch r — Xr <  к für jede 
/• S п,(к) wegen der Monotonie der Folge {n—X„}. Mit einfacher Rechnung ergibt 
sich im Falle Und /</+/7.-=и,-(Аг)^yu; + /,i+ v für 2 :S/= /h

i+j-i
l „ , + j - V i + j - k ^ r l+j - V i +i =  2  H -

А - / +  1

Daraus folgt die Ungleichung
X > 2^ 2А

für 2 i= / Dann ist nach der Bedingung bezüglich {/„}

/&« ^  ß w  J t2H +1L p H 
Ъ,+РГ  Л*2Р,~2 ~  V

Daraus und aus (1.9) folgt nach (1. 1)

(1.10) 2 i ^ 2 * 2 * - t - = * 2 <* 1̂ 00*k = 1 i = l  >4- fc = l

Ist m2i , dann gilt die Darstellung

i
К  =  n -  2  (m 2 к - m 2k- i )  = n - B ,

k = i

nach der Definition von {A„} und {m,}. Danach können wir die zweite Summe in
(1. 8) folgenderweise abschätzen:

(1. 11) m2  А  2  (Я *
I = 1 и = шг/ +  1 к — ft — Ац - í  +  l

: ? 5  у  " И 1 ,2 у  ( k ~ B t) 2c 2 

ы \ „  = £ ,  + \ Пк = п - к „ - 1  + 1 ( п - в , ) 3

",2,+ 1 2 i  ( к - Bi)2c l  
11[=1 л = ш2/+ 1 & = В; + 1* ^ 25 2  2  lé 2 (п~-В,)3

л, ^  "%+ ■ 2 ^  " V ‘ ((А — ß v) + ) 2l l
-L Z  Z  Z  Z  — / „ _ B u  •/= 1 fc = m2?-1 + 1 v = í n = max(fc,ni2v+1) v* "vj
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Bezeichne N k — ma.x(k, n t 2 i + \). Da N k — Bt =  ).Nk gilt, können wir die folgende 
Abschätzung herleiten:

((A: - B vy y i l  ^I  2
v - l  /I = max(fc, ni2v+ 1)

1Л,'' + ЯЛ'к ,8/2

n = IVt (n -  B,y

(n — B,)3

~  N l<+ 2 r * ' XN k „2(l- +  4 ) /2  У V 'Vbr=o n = .vk + 1 {n— Bj)3

(  ,  „ “  C2(<- +  4) i
S ( ( * -  ß,)+-)2/ i  (lÄ,2C8 +  2  - 2 Щ - )  =  

^ ( { к - В 1У )П ^с ч Л с* +  2  2-2rc2(r+4)| = 0 (/A2).

Daraus und aus (1. 11) ergibt sich auch wegen (1. 1). Somit bekommen wir
aus (1. 7) nach dem Satz von B. Levi, daß

n=l

in (я, 6) fast überall gilt, und so besteht

( М 2) 2 ' l2kU V k(l; x ) — Vk- i( k ;  x))2 = ox( 1)
k=/i„+  1

fast überall.
Sei Dann ist nach (1. 12)

2  Fm(A ;x )-K m_1(A;x)
m = fi, 1- 1 + 1

(1.13) I F*(A; л-) — F/Jn_1(A; .v)| =

2  Í  ‘ I ' = « , ( / ( *)tm = /in - 1 +1 J t"»=A*n- 1 +1 lm*-m )

fast überall.
Auf Grund von (1. 6) und (1. 13) ergibt sich die Relation (1. 2), wie wir es 

behauptet haben.

HtLFSSATZ II. Sei {pm} eine Indexfolge: (1 = ) p k <p2 <  ••• ••• • Gelten

(1.14)
n

У п ^ У п + i  und 2  ylk =  °(.yl„)
dann folgt aus

(1. 15) 2  c "  у» '  - °°>и = 0

daß die Partialsummen ,v„ (v) der Reihe (1) die Funktion fix) in (a, b) fast überall
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mit dem Annäherungsgrad

(1 • 16) Sßn (x) - f ( x )  = ox (у -,1)

approximieren.

Beweis. Nach (1. 14) und (1. 15) gilt
b

2  yL ( \ srÁx)~ f{x ) )Zd x =  2 l l n  2  2  á  =
n = 0  J  n = 0 m --- n k  = ц т + 1

-  Mm + 1 л ~ 7 Дт+l 9
= 2  2  c t 2 v L  = P ( i ) 2 y L  2  c2k

Ш=0 к  = ß m +  l  n = 0  lit — О к = ц пг+  1

Nach dem B. Levischen Satz konvergiert die integrierte Reihe in (a, b) fast überall, 
daher besteht (1. 16) fast überall, w. z. b. w.

Hilfssatz III ([5], Hilfssatz 1). Sei {pm} eine Indexfolge: ( l s ) ^ 1 < ^ 2 < . . .  
... -=-pm < . . .  • Sind {un} eine beliebige, und {r„} eine positive, monoton nichtabnehmende 
Zahlenfolge mit vPm+l = ... = vPm+1 (m—l, 2, ...), so folgt aus der Konvergenz der

pm-ten Partialsummen der Reihe 2  MA  die Konvergenz der p,„-ten Partialsummen
n ~  t

sPm der Reihe 2  un Ulfd es gilt für s = lim sPm die Beziehung
/7=1 m-*»

\SPm ~~ S I =  0  i VPm * l)-

Hilfssatz IV. ([5], Hilfssatz Hl). Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz III 
und der ergänzenden Voraussetzung v„ -*• ̂  folgt aus der Konvergenz der p,„-ten Partial-

“ Pn,
summen der Reihe 2  unv,f 1 die Abschätzung 2  «„ = o(vPm).

/1-1 n= 1
H i l f s s a t z  V  ( [ 6 ] ) . Ist fü r  die Menge E c z  [ 0 ,  1] p ( E)  > 0 ,  dann gibt es eine natür

liche Zahl N = N ( E )  und eine reelle Zahl A =A( E)  derart, daß

I  \ 2 Qkrk(x)\dx A ( 2 e*)
J  k  = v I V/c = v /

£

für jedes {p*} und für jede p ^ v ^ N  gilt.

§ 2. Beweis der Sätze

Beweis des Satzes 1. Aus dem Hilfssatz I mit /„ =  1 ergibt sich die Behauptung 
des Satzes I unmittelbar.

Beweis des Satzes 11!. Die Behauptung des Satzes III ergibt sich aus dem 
Satz I und aus dem folgenden Ergebnis von [2]: Unter den Bedingungen des Satzes III 
gibt es ein gleichmäßig beschränktes Orthonormalsystem {Ф„(х)} derart, daß die 
p„-tcn Partialsummen der Reihe (4) fast überall divergieren.



ÜBER D IE DE LA VALLEE — POUSSINSCHE SUMMIERBARKEIT 383

Beweis des Satzes IV. Sei vk =  q^ J yPn für <A:S/<„. Auf Grund der Bedin
gungen (6) besteht

oo ^  2ч̂-) 2 — 2 2 . ^ ■ 2 У к 2 ч. ' 2 2 
Z  c k V k Qk S  Z  c k Qk =  z  C k Ук <  

k = 0 k =  0  Qk k =  О

also ist die Reihe

(2. 1) Z  ckvk l<pk(x)
k =  0

auf der Menge E (V, A)-summierbar, d. h. die /(„-ten Partialsummen der Reihe 
(2. 1) konvergieren. Durch Anwendung des Hilfssatzes IV ergibt sich

(2- 2) s„n (x) = ox ( v j  = ox

auf E  fast überall. Aus dem Hilfssatz I mit t„ = yJe„ folgt

(2.3) kt(2; x )-.v /Iii_i(v) = ox[ ^ |
у У к '

für jede n und к  mit /(„_! <fcS/i„ auf E  fast überall. Aus (2. 2) und (2. 3) ergibt 
sich die Abschätzung (7).

Damit haben wir den Satz IV bewiesen.

Beweis des Satzes V. Sei lk =  lß„ für //„ < к ё  /;„ + t . Nach (8) ist die Reihe

(2.4) Z  c j ncpn(x)
n  =  1

auf der Menge E  fast überall (V, 2)-summierbar; d. h. die /(„-ten Partialsummen 
von (2. 4) konvergieren nach dem Satz I auf E  fast überall. Dann wenden wir für 
die Reihe (2. 4) den Hilfssatz ITI an, so ergibt sich nach (8) auf E  fast überall

(2- 5) sfin( x ) - f ( x )  = ox(i-nl )  = ox(l;n1)-

Durch Anwendung des Hilfssatzes I bekommen wir, daß

(2.6) Vk{ k \ x ) - s tln_i{x) = ox{Ji i)

für jedes n und к mit < k S /i„  in (a, b) fast überall gilt. Aus den Abschätzung 
(2. 5) und (2. 6) folgt die Behauptung (9) nach (8), womit der Satz V bewiesen ist.

B eweis des Satzes VI. Nach (10) kann man den Hilfssatz II anwenden, daher 
gilt die Abschätzung

in (а, b) fast überall. Auf Grund der Bedingung (11) kann man den Hilfssatz I an
wenden und so bekommen wir die Abschätzung

Vkß ;  x ) - s fln_i(x) = ox(lk 1)

für jede n und к mit /i„_ t < k ^ /i„  in (a, b) fast überall.



3 8 4 L. LEINDLER

Aus den Obigen folgt die Behauptung des Satzes VI.
Beweis des Satzes VII. Die Bedingung (2) sichert die Konvergenz der Folge 

{.v/1m( x ) }  fast überall gegen eine quadratisch integrierbare Funktion f ix ) .  Es sei 
m  ( =  2) eine beliebige natürliche Zahl, für die C„, ^  0 ist. Dann sei v0(m) = цт und 
v;(m) ( l ^ / S iV J  die kleinste natürliche Zahl, für die die Ungleichungen

n

vi(m)

2- i(m)+ 1
Cn m +1 und

bestehen. Offensichtlich gilt N,„rsm +  1. Es seien

1Й П\ х )  = i Vi(m)(x )- ,y V(_l(IH)(x) (1 S i ^ N J .

Nach dem wohl bekannten Lemma von Menchoff und Rademacher existieren 
nichtnegative Funktionen ö,„(x), für die

(2.7)  K i r n ) ( x ) l  =

in (a, b) überall gilt und

2 r i m\ x )j =1
^m(x) (1 * i * N m)

f ö l (x)dx  ^  A log2 N m 2
,1 /i = *im+lа

log2 m 2  cnn = mm + 1

st. Daraus folgt nach (2), daß
h

2  [d l(x )d x ^ ~ >
m  — 2  J  

а

ist, somit konvergiert die Reihe 2  В Д  fast überall, also gilt nach (2. 7)
m  =  2

Svtim)(.x)-S„Jix) -  0

fast überall, d. h. auch sVj(ln)(x) im -► •=>) konvergiert in (a. b) fast überall gegen 
die Funktion f ix).  Wir definieren nun eine Indexfolge {v„} folgenderweise: Ist 
v;( w ) s  vn <  vi+1(m), so sei v„ =  v;(w), ist v „ J m )^ v ,< v 0(m+ 1), so sei v„ = vNJm). 
Offenbar gilt die Abschätzung

Ш
(2. 8) y- 2  ( * ,W - / W ) 2^

Л-m n = m — Am + 1

у  m О m

= y  2  {svn(x ) -S ;Jx) )2 + -, 2  (s-nix) - f{x) )2.
n =  m — Am  + 1 л /и n = m — Am + 1

Da nach dem Obigen äv„(x)->-/(x) (и-*?°) fast überall gilt, konvergiert das zweite
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Glied fast überall gegen 0. Mit einfacher Rechnung erhalten wir3
b

i {  f ( s Vn(x)-s-Vn(x))2dx=  i f  2  <i= 2  2 (,,) I  2/* = /11 ЛП J П = Ц l A/lfc = Vn+1 **» = 0 I Л*1 fc “ v„ + 1
а

s  у  (  2 ЧЯ) —) -C-  s  2  f  ”2  ' 1 )m = 0 LmSvfi „ m + i aJ  «г + 1 „“ о ‘ nil Aj
Cm

1П+ 1

s  2  - f - ,  2  2ш = 0 TW ~b 1 к = 1 л = д/< -

+ 1 /*fc — 1 J 

= /*/<- 1

=  0(1) Z
о *И+1 I-7 'Ш -vrr *

ü  , 2  з— Oí*-Aít-i) =  o ( i )  2  Сп <  °° •
ш = 0 TW - г  1 А: = 1 t #и = 1

Daraus folgt auf Grund des Satzes von ß. Levi, daß die Reihe

2  7 - ( Äv„(*)-^„(*))2л=1

fast überall konvergiert. Mit Anwendung des Kroneckerschen Lemmas (siehe z. B. 
[1], S. 68) ergibt sich, daß

I m
j  2 ( * . , W - \ W b 0лш n = 1

fast überall gilt. Daraus folgt die Behauptung (12) des Satzes VII nach (2. 8).

Beweis des Satzes VIII. Hinlänglichkeit. Ohne Beschränkung der Allgemein
heit kann r’o =  с 1 ~  0 angenommen werden. Mit einfacher Rechnung ergibt sich

о

2  f \ K  + i ß l  * ) -  V„(k\x)\dx--  
I. = 2 J

0 ( 1 )2  jTl 2  [(A„+i — A„)(/r —и— l) + A„]2Ct[ =2i-
n = 2 ^  n t/i = *i— A„ + 2

Yi

Bezeichne /„ die größte natürliche Zahl, für die ц,п 35 n — /.„ +  1 ist und mn die kleinste 
natürliche Zahl, für die ц,„п= п  gilt. Wenn /i;< k S / i J+1 ( /„ S /S ff l„ -1 )  ist, gilt 
k — n — 1+A„ ^  2 l ßt, somit können wir die obige Abschätzung fortsetzen:

00 1 *H и — 1
2 i =  o ( D 2 tt 2n = 2 *■„ 1 = /„

Bezeichne и,, die größte natürliche Zahl, für die /г, —Ani +  2 < / i (+1 ist, und bezeichne 
ki jene natürliche Zahl, für die /.ikl_ k Шn, < цк1 gilt. Wenn es solche größte natür-

l'°"  bedeutet, daß man in bezug auf n zu summieren hat.
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liehe Zahl n, nicht gibt, so setzen wir n( =  ”  und k t =  «>. Dann ist
00 ki - 1 Hk+1 1 ~ ki-1 1

Z i  =  o ( i ) 2 * ß, c , Z  2  r ° ( i ) 2 W 2 r = 2 3 .
/= 1  k  =  l n = f i k + 1 Л„ ( =  1 k - l  A ß k

Da die Ungleichung цк ~  Xßk 
Ungleichung 2k- t~ 4 ltUlSAllk 
(13)

-=/ii + 1 für l + 2 ^ k ^ . k ,  — ] besteht, gilt auch die 
auf Grund der Definition von {/<*}. Also ist nach

2V o ( i )  2 К/ = 1 C,

womit wir auf Grund des ß. Levischen Satzes, nach den Vorangehenden, die Hin- 
Iänghchkeit bewiesen haben.

Notwendigkeit. Ist die Reihe (14) in.(0, 1) fast überall V, zj-summierbar, dann 
gibt es nach dem Satz von Egoroff eine Konstante M  und eine meßbare Menge 
G( er (0. 1)) mit n ( G ) >  1 —£, so daß

(2 .9) 2 l K , + 1( A ; x ) - K n( A ; * ) | < M  (a+ G )
,1 = 2

besteht. Durch Anwendung des Hilfssatzes V ergibt sich aus (2. 9) 

( 2 . 10) M n ( G ) ^  2  f y n + i ( A ;  X ) -  V„(A; *)l d x *n—2J

* ±  2  1— Л —4 2 v(g)A% |t = и-;.„ + 2

n+ 1
2_ ((A„+1 — AB)(A: — n — 1) + АA„)2c2k[ 2

^ 2  2  f  2  c i \  ■10 л=2Л’(0)/+ = I

Da /7 +  2 Í 77 +  -̂ A„ +1 j —  ̂ A(„ +1 Яп) ist, folgt aus (2. 10)

1 Í "+1л'- 21 
2  ~  \  2  cI U m .

n = 2N ля + |д„ U = n + 2 J 

Daraus und aus (2. 10) erhalten wir

(2.11)

Offensichtlich gilt

(2 . 12)

i 2» al *
2  f \  2  ck\ = 2 4-

n = 2N Iß  =  „ _

00 + 1 [ n + 1 J/2
2  2  f  2  = 2 s ^ 2 4 .7 = 27V n = + А, и=п_1я„ J

1 3 3 1 3Ist Hi + 4  A„( — 77 ~  Ц, +  -- A„,, dann sind /7 +  -  A„ s  /7, + j  A,„ +  -  A„ /'i+i
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3 3 3
und n — An =  /i, +  — A(w+| Aíii) 31 Ц,, somit gilt die Ungleichung

“  R t + f V , ,  1 Г д , + 1 1 1/2 1 »  R i + i  1 1 ~

(2.13) 2  f  2  а  — T 2  2  2 C , .
1 = 2 А п = Р1 + ̂ Я д , Лп U  = Ri + 1 J 4 I = 2N n = l i , + 1  °  l = 2 N

Aus (2. 11), (2. 12) und (2. 13) ergibt sich

2  C ,< o e .  
1=1

Damit haben wir den Satz VIII vollständig bewiesen.

(Eingegangen am  7. Januar 1965.)
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ЗАМЕЧАНИЯ О СХОДИМОСТИ ЛАГРАНЖЕВА 
ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ

О. КИШ (Будапешт) п Й. САБАДОШ (Будапешт) 
(Представлено П. Т у р и н о м )

\. ВВЕДЕНИЕ

1. Обозначения. Обозначим через С множество вещественных функций,, 
непрерывных на отрезке [ —1, +1]. Если f (x ) £C,  то ее норма определяется 
равенством

11/0)11= max 1/0)1.-  1SXS+ 1
а модуль непрерывности — формулой

ш(/, г) =  max I/O  + h) - / 0 ) 1  (0 =  í =  2).
- 1  SX + Ä35+ 1 

Л Sí

Пусть со (г) есть модуль непрерывности любой фиксированной непостоян
ной функции из С. Обозначим через С(со) множество тех функций /(х )  из 
С, для которых зависящее лишь от /(х) положительное число a(f)  можно 
выбрать так, чтобы выполнялось неравенство

m (/, () =  с? ( / )  со (/) ( 0  =  ( =  2 ).
Эти множества функций изучались С. М. Л озинским в работе [1]. (Числа, 
стоящие в квадратных скобках, относятся к списку литературы, цитируемой 
в конце статьи.)

Обозначим через X  бесконечную треугольную матрицу вещественных 
чисел

* 0 0

*01> *11 
*0 2 . *12. * 2 2

удовлетворяющих неравенствам

-  1 +  1 (к=  О, 1, п; и = 0, 1, 2, ...),
xin^ x kn { O ^ i ^ k ^ n ,  n =  1 , 2 , 3 , . . . ) .

Фундаментальные многочлены Лагранжева интерполирования, соот
ветствующие узлам X, определяются равенством

4 п(Х, х)  = Пi = 0 Хк„- 
i*k

(О^ k ^ n , п = О, 1, 2, ...),
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а постоянные Лебега —  формулой

АП(Г )=  max Z  \kn{X,x)\ (л = 0 , 1 ,2 ,. ..) .
- l í í S + l к = 0

Наконец, интерполяционный многочлен Лагранжа и-той степени, соот
ветствующий узлам X  и функции Д х)£С (со)

Ln(/, X, х) =  2  f ( x t„)lk„(X,x)  (n =  0, 1, 2, ...)•
k = 0

2. Теоремы С. M. Лозинского. Хорошо известна следующая теорема: 
-если функция f (x )  из С и матрица узлов X  таковы, что

lim со ( / ,  - )  /„ (20  =  0,

то последовательность интерполяционных многочленов Ln(f, X, х) равно
мерно сходится к f (x )  на отрезке [ —1, + 1 ] . Поэтому имеет место следующий 
результат работы [1]:

Т еор ем а  1 С. М. Л о зи н ск о го . Если модуль непрерывности co(t) и 
матрица узлов X  таковы, что

(1 .2.1) lim со | - ] я я(Аг) =  О,
я-.«. \ п  )

то

(1 .2 .2 ) lim IIДдс) — Ln( f , X ,  х)|| =  О,
П-+оО

для любой функции f (x )  из С(со).

Является ли достаточное условие (1. 2. 1) необходимым для того, чтобы 
(1. 2. 2) выполнялось для всех функций f ( x )  из С(со)? На этот вопрос отве
чают следующие результаты С. М. Л о зи н ск о го , опубликованные без 
доказательства в работе [1]:

Т ео р ем а  2 С. М. Л о зи н ск о го . Если со (?) удовлетворяет хотя бы
одному из условий

(1 .2.3) lim sup со
П~> оо

( i ) ln „ = - 0 ,

(1.2.4) lim inf " (í2) > 0 ,
í - » 0 со(0

и матрица узлов X такова, что

(1 .2 . 5) lim sup со 1
п -> 00 '
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то для некоторой функции f(x) из С(а>)

(1.2. 6) lim sup ||/(x) -  L„(f, X, Oll >  0.
П —* СО

Т еорем а 3 С. М. Л озинского. Пусть ни условие (1 .2 .3), ни условие 
(1. 2. 4) не выполняется. Тогда найдутся матрицы узлов X и Y такие, что

(1.2.7) Лл(Х)=Лп(¥)  (« =  0 ,1 .2 ,...) ,

(1.2. 2) выполняется для всех f(x) из С (со), существует функция f (x)  из С(со), 
для которой

(1.2. 8) lim sup \\Ln(f, Y, a')|| =  <=°.
n —*oo

Таким образом, если условие (1 .2 .3 ) или (1 .2 .4 ) выполняется, то 
(1.2. 1) необходимо и достаточно для выполнения (1 .2 .2 ) для всех функ
ций f (x)  из С(со), а если (1. 2. 3) и (1. 2. 4) не выполняется, то ни условие 
(1.2. 1), ни любое другое условие, выраженное только через co(t) и Я„(Х), 
не является одновременно необходимым и достаточным для того, чтобы 
соотношение (1 .2 .2 ) выполнялось для всех/(х) из С (со).

3. Теоремы П. Эрдёша и П. Турана. Пусть условия (1 .2 .3 ) и (1 .2 .4)  
не выполняются. Нельзя ли ослабить условие (1 .2 .1 ), достаточное для 
выполнения соотношения (1. 2. 2) для всех функций /(х ) из С (со)?

В том случае, когда
(1.3.1) сa(t) =  tx (0< а< 1),

т. е. С (со) совпадает с множеством функций Lip а, и условие (1.2. 1) можно 
записать в виде
(1.3.2) lim X„(X)n~a=0,

оо

это условие не может быть существенно ослабленно, так как имеет место 
доказанная в работе [2] следующая

Т еорем а 1 П. Эрдёша и П. Турана. Пусть 0</?<1. Обозначим 
через M(ß) множество тех матриц узлов X, для которых при любом е>0  
существуют положительные числа Ь(е) и с(г), I которыми выполняются 
неравенства

lim sup (Л") п ~ ß ~£ < Ь (е),
Д —► оо

lim sup A.n(X)n-ß+‘>c(e).

Если а <  ß, то существует такая матрица Y из M(ß) и такая функция 
f(x) из L i p  а ,  для которых имеет место ( 1 . 2 . 8 ) .

В работе [2] доказанны также следующие результаты:

Т еорем а 2 П. Эрдёша и П. Турана. Если а <  и Y£M(ß) ,  то 
в Lip а есть функция /(* ), для которой выполняется соотношение (1 .2 .8 ) .

9 Acta M athematica XVI/3 -  4
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Теорема 3 П. Эрдёша и П. Турапа. Если ^Tß  < а > то сУЩествУет
матрица узлов X  из M(ß), для которой соотношение (1 .2 .2 ) выполняется 
при любой функции f(x) из Lip а.

Мы видим, что для узлов X  из Miß) выполнения условия -- ̂  _
Р \ £

необходимо для выполнения соотношения (1. 2. 2) при любых /(х )  из Lip а 

и это условие нельзя заменить более сильным условием а > д ^ 2  '

4. Результаты, доказанные в настоящей работе. Ниже мы докажем 
следующие теоремы.

Теорема 1. Если модуль непрерывности co(t) и матрица узлов X  таковы,
что

lim sup со 1
\_пЧп(Х)\

то существует функция f(x) из С(со), для которой 

(1.4. 1) lim sup ||/(х ) -  Ln{f, X, х)Ц >  0.
И->оо

Теорема 2. Если

lim sup со 1
и Щ х )

Ш ) -

то для некоторой f(x)  из С(со)

(1.4.2) lim sup \\Ln(f, X, х) || =

Теорема 3. Если 

(1.4.3) lim со 1
А„(*) =  0,п2К(Х)\

то существует матрица'узлов Y такая, что

(1.4.4) Я„(Т) =  ЯЛ(У) (и=0, 1,2, ...)

и для любой функции f(x) из С(со)

(1.4.5) lim ||/(х) — Ln(j\ Y, х)|| =  0.
П —* оо

Теорема 4. Если мнозкество С (со) не совпадает с Lip 1 и

lim sup со (—I А„(Х)=-0, 
п-.~ \ п )

то существует матрица узлов Y и функция f(x) из С(со) такие, что вы-
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полняется равенство (1 .4 .4 )  и

(1. 4. 6) lim sup | | / ( x ) У, х)|| >0.
П-* оо

Т еор ем а  5. Существует матрица узлов Y и функция f (x)  из Lip I 
такие, что выполняется (1 .4 .6 )  и

А„(У) =  0(и) (в =  1 ,2 ,3 ,.. .) .
Т еор ем а  6. Если

lim sup oj (— I А„(У) =  °°,
я - « .  \П J

то существует матрица Y и функция f ( x )  из С (со) такие, что выполняется 
равенство (1 .4 .4 )  и

(I • 4. 7) lim sup ||L„(/, У, х)|| =  °°.
П —*  оо

Теоремы 4 и 5 показывают, что условие (1.2. 1), достаточное для вы
полнения (1 .2 .2 ) , если /(х )б С (ю ), не может быть ослаблено. В силу 
теоремы 1 условие (1 .4 .3 )  необходимо для выполнения (1 .2 .2 ) , если 
/(х)£С(а>). Ввиду теоремы 3 необходимое условие (1. 4. 3) не может быть 
усилено.

5. Следствия теорем 1— 6. Ниже мы покажем, что теорема 2 С. М. 
Л о зи н ск о го  является следствием теоремы 1, а теорема 3 С. М. Л о зи н с 
к ого  следует из теорем 3 и 6.

В том случае, когда
co(t) =  t a (0 <  а ^  1),

теоремы 1— 6 могут быть сформулированы следующим образом: Если 
1 и

2а

lim sup АДА')« 1-0,>О,
П - +  оо

то в множестве функций Lip а существует функция f (x) ,  для которой вы
полняется неравенство (1 .4 . 1). Если а < 1  и

2а

(1 .5 .1) lim sup Х„(Х)п 1 -íI =  °°,
II—> оо

то функцию f ( x )  из Lip а можно выбрать так, чтобы выполнялось соотно- 
шенеи (1 .4 .2 ) .  Если а = 1 , или а< 1  и

2а

(1 .5 .2 ) lim Á„(X)n~^-* =  О,
п —* оо

то существует матрица У такая, что выполняется равенство (1 .4 .4 )  и для 
любой / (х )  из Lip а имеет место (1 .4 .5 ) . Если а< 1  и

lim sup A„(Af)n~a>  О,

9*
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то Г и /(x )£ L ip  а можно выбрать так, чтобы имели место (1 .4 . 4) и (1 .4 . 6). 
Если

(1.5.3) lim sup Á.n(X)n~a =

то существует Y  и Д х )£ Lip а, для которых выполняется (1 .4 . 4) и (1 .4 . 7). 

Если и «</?, а <  (т- е. }^ )  —  ßили
2 +  ß

|т. е. ß <  I т о  (1. 5. 3), (1. 5. 1) и (1. 5. 2) соответственно выполняются,

поэтому теоремы 1— 3 П. Э рдёш а и П. Т у р ан а  являются следствиями 
теорем б, 2 и 3.

Рассмотрим теперь случай

ш(/ )  =
|1п  п\ если 0

если е~ ■t^2 (ооО ).

Эта функция непрерывна, монотонно возрастает, lim со (?) =  0, частное
Г->0 t

монотонно убывает (ибо производная от — неотрицательна). Поэтому 

со(/) является модулем непрерывности самой себя (см. [3], стр. 109). Так как

,. 0 ) ( t 2) |lnf|* 1 nlim — —-  =  lim — :— -  =  — >  0, 
t=o <ö(0 t = o 12ln ?[ 2

то по теореме 2 С. M. Л о зи н с к о г о  условие

lim (.У) (In и) ~ =  О
И-> оо

необходимо и достаточно для того, чтобы соотношение 

(1-5.4) lim \\f(x) — Ln(f, X,  х )||= 0
п  -*  ОО

выполнялось для всех функций /(х )  из множества С(а>).
Займемся, наконец, случаем

® (0 =
exp ( — ln t\a), если 0 <  í s  exp (—

f -JL.'I 1 — )exp (— если exp (—a1 ~ “J *
(О <  а <  1).

Эта функция также является модулем непрерывности самой себя. Очевидно

lim со ln п =  lim exp [— (In n)*] ln n =  0,

lim « ( i 2)
=  lim exp [|ln t \a — (21ln / 1“)] =  0

(  =  0  C O {t)  t  = 0

(заметим, что в случае тригонометрического интерполирования условие,
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аналогичное условию (1 .2 .4 ), не выполняется лишь при а >  —; для три

гонометрического интерполирования теоремы, аналогичные теоремам 1—б, 
были сформулированы в работах [4]— [6]). Если

lim Лп(Х)  exp [—(In и)*] =  О,
П-* о=>

то (1. 5. 4) имеет место для всех f ( x )  из С (со). Если

lim sup Л„(Х) exp {—[2 ln п +  ln л„(Х)]х} >0,
П —* ОО

т. е.
(1. 5. 5) lim sup {[2 ln н +  ln Á„(X)Y — ln Ä„(X)} <  » ,

П —* ОО

то по теореме 1 для некоторой функции f ( x )  из С(со) имеет место (1 .4 . 1). 
Условие (1 .5 .5 )  выполняется, например, если

л„(У) =  ехр (2а +  е)(1п п У  (е>  0),

и не выполняется, например, если

2„(Т) =  ехр (2* — б)(1пи)* (е >  0).

§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

1. Определение функции f (x ) .  Фиксируем любую матрицу узлов X. 
В работе [2] доказано, что при n s l  расстояние между любой парой узлов 
xin и Xj„ не может быть меньше, чем

(2 . 1. 1)
1

п2К (Х ) '
Обозначим через z„ любую точку отрезка [ — 1, +1], в которой функция 
Лебега

Z \ L ( X , x ) \
i = О

принимает свое наибольшее значение Л„(Х).
Определим для каждого иёО  непрерывную функцию g„(x) следующим 

образом:
gn (Xin) =  sign (X, zn) (/ =  0, 1, ..., rí),

g„(x) линейна между каждой парой соседних узлов а-,-,, и xJn, она постоянна 
вне наименьшего отрезка, содержащего все узлы х,„. Очевидно,

(2 .1 .2) |& (* )|S 1  (и =  0 , 1,2, ...;  - 1 S J C S  +  1),

Ln{g„, X, z„) =  2  hn(X, z„)g„(x J  =  У  Ilin(X, ;„)! =  /.„ (У)
1=0 /=0

(и =  0 , 1,2, ...).

(2. 1.3)
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Ввиду того, что расстояние между соседними узлами х,„ и xjn не меньше 
чем (2. 1 .1),

(2 .1 .4) \gn(x +  h ) -g „ (x ) \^ 2 n 2Xn(X)h (п =  0 ,1 ,2 , . . . ;  - l ^ x ^ + 1 ) .

Наконец, функции g„(x) принадлежат множеству Lip 1 и поэтому при 
любом модуле непрерывности co(t)

g„(x)eC(a>) (п =  0 ,1 ,2 , . . .) .

(Мы воспользовались соотношением

Lip 1 d  С (со).

Оно приведенно в [1] и следует при Т =  2 из легко доказываемого нера
венства

2  т
(2 .1 .5) t S  — =,. co(t) (0 <  t  ̂  2)

ЩТ)

(см., например, [3J, стр. 111).)
Если для некоторого пг

lim sup I!Ln(gm, X, x ) - g m(x)II > 0 ,
fX oo

то теорема 1 доказана. Поэтому можно считать, что

(2. 1.6 ) lim IIL„(gm, X, х ) - g,„(x)|| = 0  (m =  0, 1, 2, ...).
И-> ОО

Фиксируем любой модуль непрерывности co(t), удовлетворяющий 
условию

(2. 1. 7) lim sup со У  Я„(Х) >  0.

Пусть положительное число а и возрастающая последовательность 
натуральных чисел я; удовлетворяет следующим условиям:

(2- ' - 8) 0 = 2 ,  3, ...),

(2 .1 .9 ) \\Ln.(gni, X , x ) - g , n(x ) \ \^\  ( /= 1 ,2 ,3 ,  ...; ./> /) ,

(2 .1 .10) К , ( Х ) ^ 4 .  Л., + 1(Х)ё4А„.(М) ( /=  1, 2, 3, ...),

(2 .1 .1 1 ) и,+1ё2 и , ( /= 1 ,2 ,3 , . . . ) .

Это возможно ввиду (2. 1. 7), (2. 1 .6 ) и доказанного С. Н. Б ер н ш тей н ом  
для всех X  соотношения
(2.1 .12) lim А „ ( М )  =  оо.
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Пусть

Стоящий справа ряд сходится, так как имеет место (2. 1 .2) и (2. 1. 10).

2. Доказательство соотношения/ ( х )  С С (ю). Очевидно

(2. 2. 1) \ f ( x  + h) - f (x ) \  g  2  -  (0 < А ^ ^ 2, И ^ 1).
г= 1

Обозначим через / наименьшее натуральное число, удовлетворяющее условию

(2.2 .2) n2j/.n.(X)h ^  1.

Если /& 2, /< / ,  то ввиду (2. 1.4) и (2. 1.11)

|£„ .(х+ /г )-Я „1.(*)|
(2' 2' 3) Д С П
Из (2. 1.5) и (2. 1.8) получаем:

^2n2h ^ 2 - 4 ‘-J+ln2 ,/;.1 7-1

(2. 2. 4) ,й = -.7-1
2m(li) 2(0 (JD

Я„,_,(4Г)ш| n2 ^ nj í ( x )

Если 1 S y S / ,  то из (2. 1. 2), (2. 1. 10), (2. I. 8), (2. 2. 2) и монотонности 
модуля непрерывности следует:

(2. 2. 5)
2ш ( ^

|Я„ДА-+/г)-я„,.(х)| ^ 2 \n]Kj{X))
Д ( Д 4‘- П П1(Х) 4‘-'а

. 2т (1г)
4 ‘-Ja

Поэтому

Резюмируя (2. 2. 1) и (2. 2. 3)— (2. 2. 5) имеем:

| / ( х + И) -Д х ) | •: 2w-(/,) Í2 2  4г_-/+1 J  4 ' " < 8ы-̂ /г) -  — -Ф-.
Í/ \  jr; ) I — j  /  Cl Cl

Дх)€С(со),
что и треоовалось доказать.

3. Доказательство неравенства (1 .4 .1 ) . Очевидно

(2.3.1) f(z„k) — L„k(/, X, z„k) = 2 Sitiink) ( Л/;, - 4 . ~nií)
Í= 1 Д С П

Если £ ^ 2 , /<fc, то ввиду (2. 1.9) и (2. 1. 10)

(к =1,2,  3, ...).

(2. 3.2) ( - , „ , )  ( ,С П,-, Д  - , Jk)  _ , (-

д т  ”
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На основании (2. 1. 3)

(2 . 3. 3)

В силу (2. 1 .2 ) и (2. 1. 10)

2̂ 2 4) Я«! (- /íjO ^

^  ‘ П;, ( . £ l l k  , '  ~  Пк  ) =  1.

(* =  1 ,2 ,3 , / ё * ) .
К,(Х) ~ 4 ‘

Если l s * < / ,  то, принимая во внимание очевидное неравенство 

(2. 3. 5) IL„k(gni, X, z j \  m nk(X)\ \gJ =ЛЯк(Х),

из (2. 1. 10) получаем:

1А|.k(Snr> Z„k)I лПк(Х)(2.3.6) -S4*-i .
К,{Х)  _  2пД20

Резюмируя (2. 3. 1)— (2. 3. 4) и (2. 3. 6), имеем:

/(z„k) -  L„k(f ,  X, z j  S  kZ 4 - ‘-  1 +  Í  4~‘+  Í  4*-‘ =  - 4
í= 1 i = k i = k+ 1

(* = 1 ,2 ,3 , ...).

Таким образом  

что и требовалось доказать.

lim sup II f {x)  -  L„(/, X,  лрI) & -x >  О,
П-* ос J

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2 С. М. ЛОЗИНСКОГО

1. Первый случай. Пусть модуль непрерывности со (г) удовлетворяет 
условию

(3.1.1) limsupco ( — 11п«>0.
л —► оо \  ft /

Тогда положительное число а и возрастающую последовательность натураль
ных чисел л; можно выбрать так, чтобы выполнялось неравенство

(3.1.2) w ^ j l n / i i & a  ( /= 1 ,2 ,3 , . . . ) .

С другой стороны, в силу известной теоремы С. Н. Б ер н ш тей н а для любой 
матрицы узлов X  выполняется соотношение

(3.1.3) Л„(Х)^Ыпп (п=  1 ,2 ,3 ,. . .) ,

где b некоторое положительное число, é s  1.
Обозначим через /г; натуральное число, для которого выполняется 

неравенство
(3.1.4) bkf  ln *,• S  tii< é (* f +  l ) 2  In (кI +  1) ( / = 1 , 2 , 3 , . . . ) .
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Для достаточно больших i из (3. 1 .4) следует:

111 П;(3 .1 .5)

Положим в (2. 1. 5)

t =  -

riiSkf,  ln 

1
Щ к1(*У

Ввиду (3. 1 .3 ) t ^ T  и поэтому

Т-

3 ■ 

1
к?Ь\пк ; '

Á 1 U ,1 1 Ь \nki
~ i ' h j x yу к?Л.к.(Х))  2 I kfb  ln к

Принимая во внимание (3. 1. 4), (3. 1. 5) и (3. 1.2) и монотонность модуля: 
непрерывности получаем:

' { щ Г ) ) «  I“ I I‘ b , ab
i ln"'ä  6 •

ab 0.

(3 .1 .6) со I 

Поэтому

'™Л“рш Ы ш I ! “р “  (щ щ )  К -УХ)

Но тогда по теореме 1 существует функция f (x)  из С(со), для которой 

(3. 1.7) lim sup IIL„(J, X, х) - / ( * ) | |  > О,
П~* СО

что и требовалось доказать.

2. Замечания. 1. В предыдущем доказательстве мы не использовали в 
явном виде условия

(3.2. 1) lim sup со I — 0.

Однако, ввиду (3. 1 .3) оно следует из использованного нами неравенства
(3 . 1 . 1 ).

2. Если

lim sup ß) ( í ) ln" :
то в (3. 1. 2) и (3. 1. 6) можно заменить а на 2* и поэтому

1lim sup со
i n 4 n( X ) ) / t , W

3. Второй случай. Пусть модуль непрерывности со (г) удовлетворяет 
условию

(3. 3. 1) . со(г2)lim inf —ДД =  / >  О,
г = о a>(t)

а узлы интерполирования X  условию (3. 2. 1). Мы покажем, что тогда
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снова выполняется неравенство

(3.3. 2) lim sup со ( /;Л/'(П  ) Ап(Х) >  О

и поэтому по теореме 1 существует функция f (x)  из С (со), для которой имеет 
место (3. 1. 7).

Предположим, сначала, что существует бесконечная возрастающая 
последовательность натуральных чисел п{ , для которых

K W  =п? (*=1,2,3,...).
Тогда ввиду монотонности модуля непрерывности и (2. 1 .5)

Поэтому и на основании (3. 3. 1)

что и требовалось доказать.
Пусть теперь

А„(Х)^п2 (n ^N ).

Тогда при n ^ N  ввиду монотонности модуля непрерывности

Поэтому и на основания (3. 3. 1) и (3. 2. 1)

что и требовалось доказать.

Um in f í í íŰ
í = О C O (t)

f l )
lim sup и  — I A„(X) > 0 ,

П-* CO V И /
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§ 4 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

1. Определение функции f (x ) .  Пусть матрица узлов X  и модуль 
непрерывности co(t) удовлетворяют условию

И Л Л ) .

Нам надо построить функцию f ( x )  из С (со), для которой 

(4. 1.2) lim sup IIL,,(f, X , х)|| =
П—*оо

Если это имеет место для одной из функций g„,(x), определенных в начале § 2 
и принадлежащих множеству С (со), то доказательство теоремы завершено. 
Поэтому мы можем считать, что

(4. 1.3) lim sup II L„ (g„„ X, x) -  g„, (x)|| < -  (m =  0 ,1 ,2 , ...).
П —> OO

Пусть возрастающая последовательность натуральных чисел удовлет
воряет следующим условиям.

<4Л-4> “ Ь щ Ь т ) ^ * ' т в ^ 1 у 0 0 ) л--т  (,=1-2-3-
(4 .1 .5 )

(4 .1 .6 )

(4 .1 .7 ) со -

и;+1ё 2 и г ( /= 1 ,2 ,3 , . . . ) ,

(n?Ani( Z ) ) - 4" L ? +1A„i + 1( J  (/ =

(н 2л„ДМ)) Лпк(Х> -  Ш ( nf).ni( X ) )  |L"k(g"-’ Х’Х)1 ( к  -  2, W “  1)-

Это возможно ввиду (4. 1. 1), (2. 1. 12), формулы

lim со(/) =  0 
t = о

и (4. 1. 3).
Определим функцию f (x)  формулой

f(X)  Л Ш(и?Ап,(М))^"‘(х) ( - l S X S  +  l).

Стоящий справа ряд сходится ввиду (4. 1.6) и (2. 1.2).

2. Доказательство соотношения f(x) £С(со). Очевидно

(4.2. 1) \f(x  +  h) - f ( x )  I =  п2 } 1 ̂  ) \ ini(.x +  h ) - g ni(x)\

( 0 < Ä S /S 2 ,  M S I ) .
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Обозначим через у наименьшее натуральное число, удовлетворяющее условию 

(4 .2 .2 ) n2jXnj{Xh)h^\ .

Если j = 2 ,  i < j ,  то ввиду (2. 1 .4 ), (4. 1 .4) и (4. 1. 5)

(4' 2’ 3)

В (2. 1 .5) возьмем h вместо t и п } - 1к„._1(Х)  вместо

(4. 2. 4) w щ ) ”j - 1 V Лх ) к =  2® (h).

Если i s j s l ,  то, используя (4. 1.6), (2. 1 .2), (4 .2 .2 )  и монотонность 
модуля непрерывности, получаем:

(4-2 ' 5) Ш(и?АиД Х )) Iä i (*+A) “ ^-i(*)I - 2 ' 4 / "'<» ( Ba ^ (j fj ) s 2 - 4 ^ - ‘a)(A). 

Резюмируя (4. 2. 1)— (4. 2. 5), имеем:

1Я* +  Л )-/(* )|й 2 < » (Л )(2  2 W +1 +  2 4 > - ) < 8 ш(0 .
V i = l  i  =  j  !

Таким образом f ( x )  принадлежит множеству С (со), что и требовалось доказать.

3. Доказательство формулы (4 .1 .2 ) .  Очевидно

L„k (/; Т, z j  =  i  ш ( - 2 ^ (Z ) ) , X , z J  (k =  1, 2, 3, ...)

(точка z„t была определена в начале § 2). Ввиду (4. 1. 7)

Л  Ш L,?A„(( Z ) ) L,,k (ёп- ’ Z"k) - " 3  ю (п р ~ Х ^ )) ^  W  {к ~  2)'

Из (2. 1.3) получаем:

Ю( (X) ) L"k(gnk’ Х’Z"k) =  “  ( п\ХПк(X)) * * (Х)  (^ = Ь 2 ,3 ,  ...).

Наконец, из (2. 3. 5) и (4. 1. 6) следует:

Ю ( п?Лщ(Х) ) L"k(gn‘ ’ Х ' Znk) -  "  Ю [n fk ni(X) ) К  (X)  =£ -  4* -  ‘со ) К ( X ) .

( i > k ^  1).
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Таким образом,

LHk(f, X , . z J  ш<й K V O  f 1 “  з  _ i=J 14'l"‘) =  з W ( п2кХ„к(Х)}  я,,ь(х)

(* = 1 ,2 ,3 , ...)•

Воспользовавшись (4. 1. 4), приходим к неравенству 

Поэтому
lim А Д /, X, z  ) =  °°

fc-»oo

и, тем более,
lim sup ||А (/, А  а-)|| =  °°,

П —* со

что и требовалось доказать.

§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

1. Видоизмененная матрица узлов Чебышева. Обозначим через т любую 
последовательность чисел tn, удовлетворяющих условию

1 = = /< 3  (и =  0 , 1 ,2 ,...) ,

через Т„+1(х) многочлен Чебышева « + 1 -о й  степени cos (и + 1) arc cos х, 
через Z матрицу их корней

zín =  cos— —- -  (г =  0 ,1 , . . . ,и ;  « =  0 ,1 ,2 , . . . ) ,« 4 1  2

а через U{т) матрицу узлов

z in, если
uin =  1  1 л  . _c o s ------  —í„, если г =  0.п+  1 2

Докажем некоторые свойства матриц U(т), которые понадобятся нам 
в дальнейшем.

2. Первое свойство матрицу £/(т). Пусть при некотором фиксированном 
л матрица узлов А удовлетворяет условию

К (Х )  > A „ ( Z ) .

Покажем, что число можно выбрать так, чтобы выполнялось равенство

А„({/(т)) =  А (А ).
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Фундаментальные многочлены интерполирования по узлам U(z) можно 
записать в виде

(5.2 .1) 10п(и(т:),х) = т„+ i W  u O n ~ z 0n

X — Z о„ T„ + , (u0„)

(5 .2 .2) lin(U ( t), x) =  l!n(Z, 7"  ( l S i S n ) .
x — z0n zi/i W0w

Эти многочлены, а вместе с ними и постоянная Лебега А„(С/(т)), являющаяся 
максимумом суммы их абсолютных значений, непрерывно зависят от пара
метра tn. Если t„— 1, то и0„ и z 0n совпадают и поэтому

K(U{x)) =  Xn(Z).

Если т„—3, то u0n^ z ín и поэтому \l0n(U(r), х|), |/1п(С/(т), х)| и вместе с ними 
А„(С/(т)) —► оо. Из сказанного и теоремы Больцано следует наше утверждение.

3. Второе свойство матрицы С/(т). Докажем, что

(5.3.1) j ?  \hn(P (т), x)l — О (In п) (п =  2 ,3 ,4 , . . .;  |х| S  1).
i = 2

Воспользуемся формулами

(5.3.2) 

(5. 3. 3)

.. z ° "  =  l + u on z0„ (1 s /g „ ) ,

I n  I n - . 1 n . ..
z 0n -  w0n =  cos — T ^  -  cos j — =  2 sin :rr-r — (t„ +  !)•и + 1 2  и + 1 2 n +  1 4

1 7t . . .  _ , П  . 1 71 ,  .  .  _ ,•Sin—r-r  —(tn—l)<  2 sin —p-p• sm — -j- — (« = 1 ,2 ,3 , ...),и +  1 4 и + 1  и + 1 2

3 n 5 n
Mo.. -  Zin >  г 1л -  z2„ =  cos — -  -  COS -n +  1 2 и+1 2

. . 2n . I n-- 2 sin ----- -  s in ---- -и + 1 и+  1 2

n

(5.3.4)

Пусть
(5.3.5) 
Тогда

sin
Z p n  Mq„ _ n +  1 
Mon în

1

sin 2 n 
n +  1

(2 S /S n ) ,

- S i  (2 S i'S « ).
2 cos и +  1

1 S X S  M0n.
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Ввиду (5. 2. 2), (5. 3. 2), (5. 3. 4), (5. 3. б) и свойства узлов Чебышева 

2  \lin(U(x) ,x) \^2  2 \ l i n ( Z ,x ) \  =  0( ln n)  (« =  2 ,3 ,4 , ...).
i—2 i = 2

Пусть теперь 
(5. 3. 7)
Из (5. 2. 2) получаем: 

(5 .3 .8) /;„(L /(t) , x) =  ( — 1)

: х ^  1.

, Тп+ i(x) П x - « n„ Z;„
X - Z ; , ,  и + 1  x - z 0„ z in~ u 0n

В силу теоремы о среднем Лагранжа и неравенства А. А. М аркова  

Тп+1(х)

(1

(5. 3. 9)

Кроме того
ДГ- Z n

= \\Тп+ 1 MII =(и + I)2 (и =  0, 1 ,2, ...).

3 Я 2/ +  1 71 „ . /  +  2 7 1 .  / — 1 л
X — Z,„ >  Z, „ — Z;„ =  COS ----- Г X- — cos ------г- -X =  2 sin-----— — sin

| / l - z ? = s i n

ln Zjn —  H+1 2 ~ ~ и +  1 2

(2 =  / =  « );

/ —1 я

и + 1  2 и +  1 2

2 i + l  я . i +  2 я г — 1 я г— 1 я  1 +  2  я
------- — =  Sin ------т" — COS-----— — +  Sin ------ — COS-----Г —

7 1 +  1 2и+ 1 2 и + 1  2 и + 1  2 и + 1  2

(1 ё г ' ё и -  1),/ +  2 я . / — 1 я
sin ——т — +  sin

sin

(5. 3.10)

U
2

1
- +  -

и + 1  2 
/ +  2 я 
и + 1  ‘ 2

1

и+ 1  2 

(1 ё |'= и );

/1-

sin 1 — 1 я ' . г +  2 я— sin
и + 1 2  и + 1  2

1 1 и+1 1------------------ <---------------
2

x - z in
и+ 1

( т я т + Т Г г ) '  если 2 s i s " - 1-

sin 1 — 1 я 
и + 1  2

2 1 - 1
если 2 ^ /= и ;

, 3 я „ . , 3 я
(5. 3.11) х — и0„< 1 — zln=  1 — cos ——  -яг =  2 smz  ---------

9я2
и+1 2 и + 1 4 8 (и +  I)2

(и 1= 1).

Воспользовавшись формулами (5 .3 .8 )— (5 .3 . 11), (5 .3 .2 )  и (5 .3 .4 ), полу
чаем:

и 0 ^ 2  п + 1 1
2  14,(^(т),*)1< --Т— 2 1 -г =  О (In и) (и =  2, 3 ,4 ,. . .) .

i = 2  4  fc=l Л

Формула (5 .3 . 1) доказана.
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4. Третье свойство матриц U(т). Докажем, что последовательность

l0n{V(j),  x) +  l in(U(z), х) (и=  1,2,3, ...)

ограничена на отрезке [ — 1, + 1 ].
Рассмотрим сначала случай

(5 .4 .1) 1з=г„=52.

В этом случае

(5.4.2) |2"л+1(и0„)| =  jcos j — sin ~(t„ — 1) =  — 1 (и =  0 ,1,2, ...).

Ввиду (5. 3. 3)

(5 .4 .3 , =  (» =  1 ,2 ,3 .. . .) .

Воспользовавшись формулами (5. 2. 1), (5. 3. 9), (5. 4. 2) и (5. 4. 3), получаем:

Зя2 1 , . , 1  Зя2
| / 0„ ( г / ( т ) , х ) | ^ ( и  +  1 )  

Очевидно 

(5 .4 .4)

1 1
8 (и + 1 )2 ''" l) t „ - l

1 Я
и0п Zín — COS 2 " ^n

8

3 л

(n=  1 ,2 ,3 ,...) .

и+1 2 

1 л_ . 3 +  í,, Л . 3 — tn 71 , 71-2 sm ------ — s in -----— — > 2 sin-----, sin , .и + 1  4 и + 1  4 n+ 1 и+1 4
(и = 2 ,3 ,4 , ...).

Ввиду (5. 3. 3)

Поэтому 

(5. 4. 5)

Кроме того

„ . 3 л . 1 лz„„ —»„„«2 s ,n r -  ? s ,„ — f ?

3 7C

(n s  1).

sm и +1 4 : 1 (ий2).

(5.4.6) г 1 — Z?„ =  sin

sm — , и +  1

3 " 71 Зл 1

(5.4.7)

и + 1  2 2 /2 ~P 1

Если выполняется условие (5. 3. 7), то

х  — и,

(л =  2 ,3 ,4 , ...).

*0 и : 1 (71 &  1 ) .

Из (5. 3. 8), (5. 3. 9), (5. 4. 6), (5. 4. 7) и (5. 4. 5) следует:

Зл 1
| / 1„ ( £ / ( т ) , а- ) | < ( п + 1 ) 2 и + 1 и + 1

=  3л (п — 2, 3 ,4, ...).



Замечания о сходимости Лагранжева интерполирования 407

Пусть теперь выполняется условие (5. 3. 5). Имеет место аналогичное (5. 3. 9) 
неравенство

I W * )(5. 4. 8) ( « + D 2 (« =  0 ,1 ,2 , . . .) .x - z ln ||

Из (5. 3. 8), (5. 4. 8), (5. 4. 6), (5. 3. б), (5. 3. 2) и (5. 4. 5) получаем:

|/in( í / ( t ) ,3 ) l< ( » + l ) :
Зл 1 1 - 2  =  3я (« =  2 ,3 ,4 , . . .) .2 и +  1 и +  1

Таким образом, в случае (5 .4 . 1) первые два фундаментальных многочлена, 
а значит и их сумма, ограничены.

Пусть теперь
(5 .4 .9 ) 2 < г„ < 3 .
Ввиду (5. 2. 1) и (5. 3. 8)

(5.4. 10) l0n(U(T), x) +  /ln(t/(т), х) =

1 + 'í
'

U 0n 2  On n - z 2„ x — u0„ z ln г 0л
x  z0„ Tíl+l(MOn) И+1 X — z ln z l n ~ ~ u On.

Zln 4-C7. 1 n - z 2„ 1 Í l -

1 П+1
X — Z,

(х)
On

Т„ + i(«on) « + 1  z ln — u0n
Оценим фигурирующие здесь величины.

В силу (5. 4. 4)
.. . , „  3 л 1 л . Зл2(5.4 .11) «0„ - z lns  2 - ( 3 - / „ )  =

и Т 1 х  —z ln («= !)•

1

Очевидно

(5.4.12)

(5. 4. 13)

« +  1 2 и + 1 4

\ Т п + 1 («Ол) I =

4 (« + 1 )2 ( 3 - 0  (« S  2).

л
cos -  tn -  sin - ( 3 - 1 л) ё 3 - / л (« =  0 ,1 ,2 , . . . ) ,

1 л  3 л
z0„ — zln =  cos — тс — cos

: 2 sin

« +1  2 

1 л

« + 1  2

sin

(5.4.14)

« +  1 « +  1 2 («+  l )2
Воспользовавшись формулой Тейлора, получаем: 

1 Í \ ^ z \ n 1 _  1
л“ мОл

(И S i ) .

+

Т п+ 1 («Ол) 
1

-+
и + 1  z , „ - M 0n Т „ + 1 ( н 0„)

Т’лн- 1  (м0л)- т п + 1 (*1„) («ол- г,„)
Т п + Л ^ п )  (Z1 л — М0 л) ^ п+ ( ( и 0 „ ) Т п+1  (Zj„) (z ln — «Ол)

Г;+ 1 (Ö («о»- С1л)2 __ Г;+, (с) (и0„- z1„)(/ r - z 2„
2Т„+1 (н0п) Т 'п+j (zln) (zln м0п) 2 (« +  1)Г„+1 («0„)

(zlBs ^ M 0n, « =  0 ,1 ,2 ,...) .

10 Acta Mathematica XVÍ/3 4
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В силу неравенства В. А. М аркова

(5 .4 .15) 

Если 

(5. 4.16) 

то

(5.4.17)

Если

(5.4. 18)
то

(5.4. 19)

|27+i ( ö l < j ( «  +  i)4 (и =  0 , 1 ,2 ,. ..) .

c o s
п + 1

S x í  1,

— 2 sin

я 3 л
х  — z ln ё  c o s - - - - -  — c o s  -и +  1

5 л .  1 л 5s i n

и -Ь 1 2 

1
п + 1  4 п + 1  4 2 (п + 1 )2

1 ^ x < c o s

(И 5  2).

п +  1

z 0„ - x > c ° s 1 л
п + 1  2 — c o s

_ . 3 л . 1 л 3=  2  s i n - - - - -  — s i n

п + 1

1
п + 1  4 п + 1  4 2 (п + 1 )2 (и^1).

С помощью (5. 4. 10), (5. 3. 9), (5. 4. 11)— (5. 4. 15), (5. 4. 6) и (5. 4. 17) 
в случае (5. 4. 16), или (5. 4. 8) и (5. 4. 19) в случае (5. 4. 18) получаем:

|/0n(í/(T),x) +  /ln(t/(T),.x)|^(n +  l)2 3 л2
4 (п + 1)-1— 2 ( 3 - 0 — 13 - L

+ ( п + 1 ) 2

(и + 1 )4 Зя2 1 Зп 1
-  ,2 (3 -  О у и+Т4 (и + 1)2

(п+1) ( 3 - 0
■ +

Зя 1 
У  п + 1

(и +1)
1 =  0 ( 1)

2 (п +  1)2
(и =  2, 3 ,4 ,...) .

Так как аналогичное неравенство справедливо и в случае (5 .4 .1 ) ,  
третье свойство узлов С/(т) доказано.

5. Четвертое свойство узлов 17(т). Покажем, что если для некоторого 
достаточно большого значения п

(5. 5. 1)

то

шах [|/0„(£/(т), х)| +  | / j „ ( í / ( t ) ,  х) ] e é - 1  2„(í/(т)),
— 1 1

370
U0 n ~  Z l n  = n22„(t/(r))(5. 5. 2)
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Так как сумма первых двух фундаментальных многочленов ограни
чена, последовательность постоянных Лебега любой матрицы узлов интер
полирования стремится к бесконечности и п достаточно велико, то из (5. 5 1). 
следует:

(5 .5 .3 )  • ||/o „ (C /(T ),x ) ||> ^ ln(t/(T)),

причем имеет место (5. 4. 9), ибо в случае (5. 4. 1) первый фундаментальный 
многочлен ограничен. Ввиду (5. 2. 1), (5. 3. 9), (5. 3. 3) и (5. 4. 12)

(5 . 5 . 4)  11/0 „(£/(т), х)\\ < ( «  +  I) 2  -(п|  ~  (« ^  1).

В силу (5. 5. 3) и (5. 5. 4)

" Я„(С/(т))'
Отсюда и из (5.4. 11) получаем:

15 л4 1 370'
М°" 4 n 4 n(U(т)) "  n 4 n(U(т)) ’

что и требовалось доказать.
6. Построение узлов Y. Пусть модуль непрерывности co(t) и матрица 

узлов X  удовлетворяют условию

(5.6.1) “” “ ( я а д ) ' 1' т = 0 - 
Для тех л, для которых
(5.6.2) U X ) ^ U Z ) ,  
пусть

Уь,=хы 0  =  0, 1, ...,и ).
Для остальных п положим

У и, =  Щп 0 = 0 , 1 , . . . , « )

и выберем число t„ так, чтобы выполнялось условие

2„(Е/(т)) = Аи(ЙГ).

АЛ(7) =  ЯП(Х)
выполнено для всех «.

Нам остается доказать, что для всякой f (x)  из С(а>)

Тогда условие

(5.6.3) Hm ||Z,„(/, У,х)—/(х)|| =  0.
П~* °°

Обозначим через т, последовательность тех значений и, для которых имеет 
место (5. б. 2) или не выполняется ни (5. 6. 2), ни (5. 5. 1), а через л( после
довательность остальных значений «. Чтобы доказать (5. 6. 3), мы покажем,

ю»
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что если последовательность лзг бесконечна, то 
(5. 6.4) lim \\Lm.(f, Y, х) - / ( x ) | |  =0 ,

i  -> oo

и если последовательность щ бесконечна, то 

(5.6. 5) lim II L„. ( /, Y, х) - f i x )  || =  0.
i -*■ «■

7. Доказательство (5 .6 .4 ) .  Если модуль непрерывности удовлетворяет 
условию

lim sup со [ —I ln /г > 0 ,
™ \ м J

то, как мы видели при доказательстве теоремы 2 С. М. Л о зи н ск о го , (5. 6. I) 
не выполняется. Поэтому в нашем случае

(5.7.1)

Так как

lim со
П-> оо

In п =  0.

A „(Z )= 0(ln «) (и =  1 ,2 ,3 ,...) ,
то для тех п, для которых имеет место (5. б. 2),

(5.7.2) X„{Y) =  0{ \nn) .

Если ни (5. 6. 2), ни (5. 5. 1) не выполняется, то в силу (5. 3. 1) снова вы
полняется (5. 7. 2). Поэтому

(5.7.3) АИ1(У) =  0(1пш|) ( /= 1 ,2 ,3 , . . . ) .

Если последовательность mt бесконечна, то из (5. 7. 1) и (5. 7. 3) получаем:

(5. 7. 4)

Так как

\\L„(f, Y, х) —f(x)\\ =  О

lim со

К(Г)а>

щ

(л ^)]=

АтДТ) =  0.

о А„(У)со (1)] (и =  0 ,1,2, ...),

то из (5. 7. 4) следует (5. 6. 4).

8. Доказательство (5 .6 .5 ) .  Обозначим через k t целую часть числа 
/л г + 1, а через р^х) многочлен степени не выше кь  наименее уклоняющийся 
на отрезке [ — 1, +  1 ] от функции f(x).  Очевидно

f ( x ) - L niif, Y, x)=f(x)—piix) +  L„i(pt—f,  Y, х) =

f(x)  - P i ( x ) +  2  [PiiYjn, ) - f ( y j n ) ] I j » , ( Y > * )=
j = 0

=  f ( x ) - P t ( x ) +  2  [P i i y jn )- f iy jn )] l jnti Y, x) +  [ P i i y ^ - f i y 0n)]- 
j = 2

•UonXY>x) +  l ini(Y,x)] +  [pii y ln) - p ii y 0n) + f i y 0„ ) - f i y ln) ] l 1„l(Y,x) (иг =  2).
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Поэтому

II№  -  £„,(/, У, х) II == II f ( x ) - Pi(x)\\ (l
(5.8. I)

2 U j n t (Y , x ) \  
J=  2

+ l0 Hi(У,х) +  /1П1.(У,х)||

+  (I/O on,)--/(yiBi)l +  \Pi (yon)-Pi(yi«)\ )\ \hnt ( J ,  ^Il-
Оценим фигурирующие здесь величины. По теореме Джексона

(5 .8 .2) ||/(* )-л (х )Н  =  о(а>(/, i ) j = = o ( t » ( l ) J  ( /= 1 ,2 ,3 , . . . ) .

В силу (5. 3. 1)

(5 .8 .3)  2  I *)| =  0(1п И |)  =  О ( I n  kt) ( /= 1 ,2 ,3 , . . .) .
j=2

Выше мы доказали, что

(5 .8 .4) ||/Рп( У »  +  /1„(У,х)|| =  0(1) (« =  0 ,1 ,2 ...).

Ввиду (5. 7. 1)

(5 .8 .5) lim со í-^-j ln &; =  ().

Воспользовавшись (5. 5. 2), для достаточно больших /' получаем:

(5-8.6) 1/(У0вг) —/(У1и,) I —

- w [f ’ п?ЯП|(У )) ~ 3700 J л Я , т )  =  0 И « Я ((У )))-

Из теоремы о среднем Лагранжа, неравенства А. А. М аркова, ограни
ченности последовательности ||pf(jc)|| и (5. 5. 2) для достаточно больших /' 
следует:

(5- 8. 7) \ P i ( y i n ) - P i { y 0n) \ ^  (Уо«,-У1П,)1Лг (Ö N

s  *  ? ( J W -  л  , )  I Р, М I I  *  О  =  о  ■
Наконец,

(5-8.8) Ц/1П((Г,*)11^АЯ,(У) (/ =  1 ,2 ,3 ,. . .) .

Резюмируя (5 .8 . 1)— (5 .8 ,8 ) и (5 .6 . 1), приходим к (5 .6 .5 ) . Доказа
тельство теоремы 3 завершено.

§6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4

1. Видоизмененная матрица узлов Чебышева. Обозначим через q любую 
последовательность чисел q„, удовлетворяющих условию

(6-1.1) qn^ \  (и =  1 ,2 ,3 ,.. .) ,
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через Z матрицу узлов

(6 .1 .2 )  zk„ =  cos 2к~ у  "  (fc =  0 , 1» и =  0 , 1 ,2 , . . . ) ,п +  1 Z

являющихся корнями многочленов Чебышева

Г„+1(лг) = co s  (и + 1) a rcco sx  (и =  0 , 1,2, ..., — 1 ё х ё 1 ) .
]

О, если п четное число,

zn n- i— jn _JL если п нечетное число.
2«

Рассмотрим матрицы F(#) следующих узлов:

(6 .1 .5 ) а00 =  0» vkn= Zkn~1 (& =  0,1, и =  1 ,2,3, ...).
Чп

Докажем некоторые свойства этих матриц, которые понадобятся нам в 
дальнейшем.

2. Первое свойство матриц V(q). Покажем, что

(6.2. I) 1кп(У(ч), x) =  lkn- 1(Z, qnx ) - ( - l ) ^ 2^T„(q„x)lkn. l (Z,z„„^1)

(О ё  ё  и — 1),

(6 .2 .2 ) Ц П ? ) * ) = | М .

В правой части формул (6 .2 .1 )  и (6 .2 .2 )  стоят многочлены «-той 
степени. Ввиду (6. 1. 5)

Í 1, если О ё /= £ ^ и  —1,
О, если О ё 1, £ ё и - 1 , íVfc. 

Используя (6. 1 .5) и (6. 1.4), получаем:

! 0, если 0 ё  / ё  « — 1,
Г-1

( — 1)L2 J, если г'=и.

Поэтому правые части формул (6. 2. 1) и (6. 2. 2) в точках vin равны нулю, 
если i ^ k ,  и единице, если i = k .  Отсюда следует (6. 2. 1) и (6. 2. 2).

3. Второе свойство матриц V{q). Докажем, что

(6 .3 .1 ) K { v {q))^aT„(q„)\n п (п =  2 ,3 .4 ,.. .) ,

где а некоторое положительное число.

(6.1.3)
Пусть

(6. 1.4)
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Ввиду (6. 2. 1), (6. 2. 2) и (6. 2. 3)

( 6 . 3. 2) 2 \ l k « ( V ( q ) , x ) \ ^ . 2 \ l kn- i(Z,  qnx) | +
к = О

+  \т,М„х) \ fi +  2  \ /kn- i(z,\ к = О '
Оценим стоящие справа величины. 

Известно, что

Поэтому

2  \1кп - Л г , у ) \  =  0(1пп) (п =  2 ,3 ,4 , . . .;  - I s S y S l ) .
к = О

(6 .3 .3 ) ?„*)! =  О (ln п) (« =  2 , 3 ,  4, ...;
fc = 0 V <Jn ’

(6. 3. 4)

Так как

п- i
2  l4„-i(Z ,z„„_ ,)| =  0(ln  я) (и =  2, 3 ,4, ...).

fc = 0

(6 .3 .5) lkn- i ( Z , y )  =  ( - 1)*- У"-̂ -  П  (O s Ä :^ « - l) ,
то

(6 . 3. 6) 

Очевидно 

(6. 3. 7)

(6 . 3. 8)

y-zkn- 1 «

X -  1 1 Н -  1 l / l  _  2,2 1

2 l4„-i(z,<7„x)| |̂Tn(9„x)|-2  г— -" “Л
fc=0 «t=o № ,x-Zb,_i|

||7’n(gnx )[ |^ r„ (9n) (« =  0 ,1 ,2 , ...),

1 / Í - Z L - !  1 / 1 —ZfcB_i
2  r — — -— 2«* = 0 « it=о l - z ^ - ,

=  2 l | 4 „ - i ( Z ,  1 ) |  =  0 ( 1 д и )  [ «  =  2 , 3 , 4 ,  . . . ;  M > - M .
k=o v q„)

Из (6. 3. 2)— (6. 3. 4) и (6. 3. 6)— (6. 3. 8) получаем:

2 \ L { V { q ) , x ) \  =  0(Tn(qn) \n n)  (« =  2 ,3 ,4 , . ..) ,
к —О

что и требовалось доказать.

4. Третье свойство матриц V(q). Пусть

(6. 4. 1) m Ги +  81 Г л
= Ы ’ р=[-

- 2 '
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Покажем, что 

(6.4.2) 2Vkn{y(q),  1)| =  bTn(q„) ln«  (я =  6 ,7, 8, . ..) ,
к = т

где b некоторое положительное число (в силу (6. 3. 1) Ь^а)  
Ввиду (6. 2. 1), (6. 3. 5) и (6. 2. 3)

№hn{V{q), l) =  lkn- A Z ,  ? „ ) - ( -  1)L2J7’„(С(Г„)4„_ ! (Z, *„„_,) =  

( - 1 ) '
Ч п - ^ к п - 1 Я

II  — 1

к Т„(<?„) / l  2 fcn_ i |j .[2] T„(q„)(— i ) fc ^n(znn-i)

1
к̂л — 1 л̂л -

/  1 4k 'У  /  \  Zk n - 1 í  1
=  ( -  (■?») — - —  I —

n  ' Ч п  z k n - l
+  - r)

Поэтому
(0 -^.ksn— 1) .

J l4 ,(K (g ) ,  1)| =  ГИЫ ^  (— ^ +  -  - 4 f  )
= m "  k  = m ' 4 n  z k n - 1 2 к л - 1  2 л л - 1  '

(n&6).— T„(q„) — 21 4

Здесь
П k  = m Zkn- i  z nn— l

,/ ,---- _2----- • 2fc +  1 1V1 -  zf„ - 1 =  sin — — n £  — 2и 2
(г п щ к ^ р , я =  6),

. Г 2k+1) л и —2k—1
zt„ _, -  z„„ _ ,  ^  zk„ _! =  sm  ̂1 ------— ) 2 ^ ------ 2Й

Следовательно

(m ^ k ^ p , и ё 6).

i М П ? ) ,  1)1 S  \ - T n(qn) i 1 ^ЬТЛйп) ln П (« S 6 ),
fc = m 71 fc = m Я 2 k  1

что и требовалось доказать.

5. Четвертое свойство матриц К(^). Пусть X  есть любая матрица 
узлов Лагранжева интерполирования. Докажем, что, если для некоторого п

(6.5.1) 1„(Т)>Я„(К(1)),

то число <7„ можно выбрать так, чтобы выполнялось равенство

(6.5.2) l n{V{q)) =  Xn(X).

Из (б. 2. 1) и (6. 2. 2) видно, что фундаментальные многочлены lkn{V(q),x)  
(О^к^п)  а поэтому и постоянная Лебега Ä„(V(qj) непрерывно зависит от 
параметра q„. Так как

lim T„(q„) =
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то ввиду (6. 2. 2) и (6. 2. 3)
lim \lm(V(q),  1)| =  о°

(]п~* °°
и, тем более,
(6 .5 .3) lim Xn(V(q)) =  ^.

qn-+ «*

В силу теоремы Больцано, непрерывности Я„(К(д)), (6. 5. 1) и (6. 5. 3) при 
некотором qn>  1 выполняется (6 .5 .2 ) ,  что и требовалось доказать.

6. Некоторые вспомогательные функции. Для пш6 определим непрерыв
ные функции g„(x) следующим образом:

(6 .6 .1 ) g „(x )=  0, если x ^ v m_ ín или x s v p+1„,

(6 .6 .2) g ( 0  =  sign Ikn(V(q),  1) ( ) ,

функции gn{x) линейны между vk„ и vk+ln, если (числа т и р
определены формулой (6. 4. 1)). Отметим некоторые свойства этих функций, 
которые потребуются нам в дальнейшем.

Очевидно
(6.6.3) |g„(x)|= il (и =  6, 7,8, ...; — 1 = х =  1) 
и
(6 .6 .4) g„(x)6Lipl (и =  6 ,7,8, ...) .

Ввиду (6. 1. 5), (6. 1.2) и (6. 4. 1)

1 . 1 . . кп . л 1
v k - i n  —  V k n = — - ( z k - i n - i  —  z * n - i )  —  7 7  ^  s l n  Д Г  s m  т Т  —

{т^к^кр,  п а 6).
Поэтому

(6.6 .5) |g„(х +  /г)- (х)I^ 2nq„h (и^б, - 1  S x < x + / i= s  1).

В силу (6. 6. 1), (6. 6. 2), (6. 4. 2) и (6. 3. I)

(6. 6. 6) Ln{gn, V(q). 1) =  2  gn{vkn)lkn{V{q),  1) =
к = О

=  Í  1 4 Д В 0 /), i)| ё б г д ^ )  in я ^  я д р о /)) (и=6).
fc = m “

Наконец,

(6.6.7) ||L*(g„, В(<7) , х)|| =  kk(V (q))\\ g„(x)\\ =  kn(V(q)) ( и ё 6; * =  0 ,1 ,2 , . . . ) .

7. Определение матрицы узлов У. Пусть модуль непрерывности со(?) 
и матрица узлов Лагранжева интерполирования X  удовлетворяют условию
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Мы можем считать, что

(6 .7 .2 ) lim со Í—) 1пи =  0,
П->оо V YI )

так как в противном случае утверждение теоремы 4 следует из теоремы 2
С. М. Л о зи н ск о го . Обозначим через г; последовательность значений п, 
для которой

(6 .7 .3 ) ( í= l ,  2 ,3 , . . . ) ,V Г/ /

где с некоторое положительное число. Это возможно ввиду (6. 7. 1). Из 
(6. 7. 2) и (6. 7. 3) следует, что для достаточно больших /

(6 .7 .4 ) Xr. (X)  >  а ln г;,

где ű — фигурирующее в (6. 3. 1) положительное число. Мы можем считать, 
что последовательности rt такова, что (6. 7. 4) имеет место для всех i и 
г ,ё б .

Определим матрицу Y следующим образом:

Укп =  Хк„ ( к  =  0 , 1, ••■,«),
если не выполняется (6. 5. 1),

Укп — vkn (к = 0 ,1, . . . ,  rí),
если выполняется (6. 5. 1), причем число qn выбирается так, чтобы имело 
место (6. 5. 2). Ввиду (6. 3. 1) и (б. 7. 4) второй случай имеет место в част
ности для n = r { ( /=  1,2,  3 . . . ) .

Так как
А„(7)=2„(2()  (п =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,

то нам остается доказать, что для некоторой функции f  (x) из С (со)

(6. 7. 5) lim sup | | / (х) -  L„(f, Y, х) || >  0.
Пт* °°

Мы различим два случая: в первом случае 

(6. 7. 6) lim sup qr. >  1,
i~* oo

во втором случае (см. (6. 1.1))

(6.7.7)  lim qr. =  1.
£ —► оо

8. Доказательство (6 .7 .5 ) для случая (6 .7 .6 ) .  В первом случае сущест
вует число d  и бесконечная подпоследовательность s{ последовательности 
г,-, для которых

qSl^ d >  1 ( / = 1 , 2 , 3 , . . . ) .

Ввиду (6. 1.2),  (б. 1.4) и (б. 1 . 5)  все узлы y kSi расположены на отрезке 

. Поэтому интерполяционные многочлены Ls.(f, Y ,x)  не зависят
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от значений функции /(х )  вне этого отрезка и следовательно существуют 
функции f(x)  из С(со), для которых эти многочлены не сходятся к f(x),  на
пример, в точке 1. Таким образом в случае (6 .7 .6 )  имеет место (6 .7 .5 ) .

9. Построение функции Д х ) для случая (6 .7 .7 ) .  Пусть возрастающая 
подпоследовательность и, последовательности rt удовлетворяет следующим 
условиям:

(6 .9 .1 ) ч ( / = 1 , 2 , 3 ,

(6 .9 .2 ) Чщ^ 2 (/ =  1,2,3, ...),

(6. 9. 3) ЯДУ)

(6. 9. 4) | ё ^ л г+1о)(—) ( i = l ,  y n i + 1 )

Это возможно ввиду (6 .7 .3 ) , (6 .7 .7 ) ,  формулы С. Н. Б ер н ш тей н а

lim ЯДУ) =  оо,

и равенства

lim —==  
(=о co(t)

=  0,

которое эквивалентно следующему условию теоремы 4:

С (со) я  Lip 1.

Мы можем также считать, что

lim IILnj(g„t, У, х)-#„.(х)|| = 0  ( i=  1, 2, 3, ...),
j~+ °°

и поэтому

(6.9. 5) \\Lnj(gni, Y, x )-g„ ,(x )|| s  А  ( . / > / ё  1),

так как в противном случае (6. 7. 5) выполняется для некоторой функции 
g„:(x), принадлежащей в силу (6. 6. 4) множеству Lip 1.

Пусть

(6 .9 .6 ) (-1=Е х?э1).
i = l Án,(r )

Стоящий справа ряд сходится ввиду (6. 6. 3) и справедливого ввиду (6 .9 . 3) 
неравенства

(6 .9 .7 ) ЯДУ) г=4‘ (/ =  1,2, 3 , .. .) .
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10. Доказательство соотношения / ( а) в  С ( с о ) .  Покажем, что

\f(x +  h )— f ( x ) \ s — co(t) ( 0 < А ^ /й 2, - 1 s x < x + A s 1)

и поэтому функция f (x )  принадлежит множеству С(а>).
Ввиду (6. 9. 6)

(6. 10. 1) I/ ( * + A)- f { x ) I Í  \SnÁx +  h ) - g ni(x)\ '
i=1

Обозначим через j  наименьшее натуральное число, удовлетворяющее условию

( 6 . 10. 2)

Если j > i s l ,  то в силу (6. 6. 5), (6. 9. 2), (6. 9. 1) и (б. 9. 4) 

\gni(x +  h ) - g nXx)\
(6 . 10. 3)

K ( Y )
4 и,А 4 (1  1 1 .

— T T vt —— I h - ~  2 J,ij-1Я.(У) С \ П ; >  С  J

Подставляя в (2. 1. 5) А вместо t и ------вместо Т, получаем:
nj - 1

(6. 10. 4) I lH j  _ , со ^ 2  ш (А).

Пусть теперь 1. Используя (6. 6. 3), (6. 9. 3), неравенство ö s A, (6. 9. 1) 
и (б. 10. 2), имеем:

(6.10. 5) |g„.(x +  A) —g„.(x)| 2-4J-
K f Y ) ~  K X Y Y

\ - 4 J-с
'с о ( i ) - 4 4J со (h).

Резюмируя (б. 10. 1) и (б. 10. 3)— (б. 10. 5), видим:

I f i x  +  А) - / ( * )  I ^  -  ю(А) í 5 123+i--f +  2  4j ~i ) <  -  о» (А),
С м = 1 i / / С

что и требовалось доказать.

11. Доказательство (6 .7 .5 )  для случая (6 .7 .7 ) .  Завершая доказа
тельство теоремы 4, мы покажем, что

(6.11.1) Lnji f , Y , \ ) - f i \ ) ^ t  0 = 1 , 2 ,3 , . . . )

и поэтому (б. 7. 5) имеет место в случае (6. 7. 7). 
Ввиду (б. 9. б) и (б. б. 1)

Lnji f ,  Y, 1 ) - / ( 1 ) =  Jí= 1
У» l)

K i Y ) 0 = 1 , 2 , 3 , . . . )
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и поэтому

(6.11.2) Lnj( f , Y , l ) - f ( l ) ^
Lnj(gnr  Y, 1) _ J £ \ L nj(gni, Y ,  1)|

коп K ( Y )

Í  0 = 1 ,2 ,3 , . . . ) .
i =  j + 1 Á n , ( . r  )

В силу (6. 6. 6)

(6. 11.3)
L„j(gnj, Y, 1) h

KOY) *  a
( . /= 1 ,2 ,3 ,. ..) .

На основании (6. 9. 5), (6. 6. 1) и (6. 9. 7)

, ,  ,, „  V  II-,is.,. T. 1)1 _ ь ,
<6' П' 4) Л  С,(Т)---- Та 0^2,3,4,...).
Ввиду (6. 6. 7) и (6. 9. 3)

(6 .М .5) 2  ---- ^  2  -4 - '", =  ^  (7 = 1 ,2 ,3 ,  ...)•
1 =  J T + 1  l = j +  I  Cl Э й

Резюмируя (6. 11,2)— (б. 11.5), получаем (б. 11. 1).

§7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5

1. Определение матрицы узлов Y. Снова обозначим через Z узлы

(7 .1 .1 ) Zkn=cos~nKT ^  (O sfc^n; л =  0 ,1 ,2 , ...) , 

являющиеся корнями многочленов Чебышева
( 7 .1 .2 )  Тп+1(х) =cos (п+  1) arccos* (и =  0 , 1,2, ...; — l ^ x ^ l ) ,  

а через Y следующую матрицу:

(7 .1 .3)

г kn, если O sC^/7, /2/^6, 10, 14, ...,

zkn-2, если 0 ^ k s n  — 2, /2 =  6 ,1 0 ,1 4 ,.,
1sin -----

71
если к =  п, п =  6,10,14, ...,п —1 2 ’

- Упп, если ä: =  /2 — 1, « =  6,10,14,
Мы докажем, что

(7 .1 .4 ) Ln(Y) =  0(n),

если л = 6 , 10, 14, . . .. Так как ввиду (7. 1. 3) и (7. 1. 1)

(У) =  Д„ (Z) =  О (In rí) (/isé2 ,/zt=6, 10,14, ...) ,

то (7 .1 .4 )  имеет место для любых л ё 1 , т. е. для узлов Y  выполняется 
первое утверждение теоремы 5.
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Мы покажем также, что последовательность

(7.1 .5) L„(Ix|, Y, 1) (/1  =  6 ,1 0 ,1 4 ,...)

сходится к 2, и поэтому для функции |х| из Lip 1

lim sup ||L„(|*|, Y, x ) -  \x\ II ё  1.
П~* °°

Следовательно, и второе утверждение теоремы 5 имеет место.

2. Доказательство ( 7 .1 .4 )  при « = 6 , 10, 14.......Прежде всего заметим,
что
(7.2 .1) lkn(Y,x) =  lkn_ 2( Z , x ) -

- [(*  +  Упп) 4« -  2 (Z, у пп) +  ( х -  у т) lkn- 2(Z. -  y j ]
**Упп

( О ^ к ^ п  — 2, п =  6 ,1 0 ,1 4 ,...) ,

(7 .2 .2) 4_ 1п(Г, х) =  Т-п̂ —  (х -  у пп) (« =  6 ,1 0 ,1 4 ,.. .) ,
^Упп

(7 .2 .3) L (Y ,x )  =  -Tn^ x) ( х + у пп) (« =  6 ,1 0 ,1 4 , . . .) ,
АУпп

так как стоящие справа многочлены «-той степени исчезают во всех узлах 
у ы, кроме у кп, —у„„, у„„ соответственно, где они равны единице (это следует 
из (7. 1. 1)— (7. 1. 3) и равенств

{О, если к i
1 если k  =  i ( ° - к - п ~ 2’ 0^» =  и - 2 ,  « =  6 ,1 0 ,1 4 ,.. .) ,

(7. 2.4) Тп- 1 (yi„) —"

О, если 0 ё  и — 2,
. . « - 2  яcos ( « - 1 ) — г -  =  1,« — 1 I

í  л \  п  п  1cos т  2 =  - 1’

и =  6,10, 14, ..., 

если / =  «, и =  6, 1 0 ,1 4 ,. . . .

если i = « —1, « = 6 ,1 0 ,1 4 ,—

Перепишем (7. 2. 1) в виде 

(7.2. 5)
Т (х)

4 n(Y, х) =  4п- 2 ( Z ,  х ) — X _ [4п-г(^, Упп)  +  4п -  2 (Z, — Упп)]
^ У п п

- \ Tn-i  0*0 4п -  2 (Z, Упп) +  \т „ ^ (х )1 кп̂ 2( г ,  -  y j

( 0 ^ к ^ п - 2 ,  « =  6 ,1 0 ,1 4 ,...) .

Отсюда, из (7. 2. 2), (7. 2. 3) и неравенств

(7.2.6) 174-10*01 — 1 (« =  6 ,1 0 ,1 4 ,.. .,  - l ^ x s l ) ,

I*—Jnnl +  \х +Упп| = 2  (« =  6 ,1 0 ,1 4 ,..., - l^ A T S l)
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получаем:

(7. 2. 7) Z  14ÁY, х)\ 3? "Z 14n-2(Z, х)\ 4- ~  " z  14n-2(Z, у пп)\ +
к =О к =О ^ к =О

+  У .2  14п-г(^, ~Упп)\ +  W ~  Z  \lkn-2(Z, y m) +  lk„-2(,Z, ~  Jm.)l +  ~ ~
Z k = 0  х у „ „ к = 0  У пп

(тг =  6, 1 0 ,1 4 ,... ,
Оценим фигурирующие справа величины.

Известно, что

(7 .2 .8 ) "Z \lk„ -2(Z,x)\ =  0 ( l n n )  (в =  6 ,Ю ,1 4 ,..., - l s * = £ l ) .
fc = 2

Ввиду (7. 1. 3)

(7 .2 .9 ) y„„

Так как

(7 .2 .10) 4„_2(Z ,x) =  ( -1 ) '
л — 77— Г

то на основании (7. 2 .4 )
(7 .2 .11) 4„_2(Z,J7nn) +  4„_2(Z, - j nn) =

— \ — + _ _ I — ]  =  _ ( _ i ) к / 1 ~ У к п .
И- l  +  V 77-1

72 =  6 ,10 , 14, ...) .

n — 1 (« =  6 ,1 0 ,1 4 ,...) .

r n _ t ( x )  / 1  - y l
( 0 = k ^ n  — 2, 72 =  6 ,1 0 ,1 4 ,...) ,

2j„,
У к п - У т

В силу (7 .2 . 11), и неравенства

I7Г— =  1 ( 0 = 1 ^ 7 2 - 2 ,  72 =  6, 1 0 ,1 4 ,...) ,
полагая / =  п — 2к — 2, имеем:

(7. 2. 12) Zl4n-2(Z,j7„„) +  4n-2(z . — JÓ I =
•ЧГвл fc = О

1 1-—-— У
n - i á t ,

1
= 0 \ У к п - У п п \  7 2 - 1

1  +  2 2
1

Упп ' ~  Й о  Л 2„ - Т л

7 2 - 1
- +  2 ^

. 2 1 ТС 2 = 1 *2 7̂7
-------------- SÍIT*-------------------------sin 1 я
7 2 - 1  2 sin*

7 2 - 1 (t7 -1 )2 +  2 2 V
1

=  ( 7 2 - 1 )
l 2 ' f  Í  *  ) 2
472 — 1 /  ( 2 ( 7 2 -  1 ) /

72 — 1 72 — 1 2

1 + 2 ^ ----- 1
1=1 4/2 —iL

=  0 ( 7 2 )

(72 =  6 ,1 0 ,1 4 ,...) .
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Резюмируя (7. 2. 7), (7. 2. 8), (7. 2. 12) и (7. 2. 9), получаем:

2 l \lkn(Y,x)\ =  20(\nn)-\-0(n) +  n - \ = : 0 ( n ) (и =  6, 10, 14, ...) ,
к = 0

что и требовалось доказать.

3. Доказательство сходимости (7 .1 .5 )  к 2. Ввиду (7 .2 .5 ), (7 .2 .2 )  и 
(7. 2. 3)

L M Y ,  1 )=  2 l kn (Y , l ) \y kn\ = " Z L - Á Z ,  1 ) Ш -
к = 0  к =О

1 н - 2 1 /1-2
-  ~ 2  i k n - 2 ( z ,  у„„)\Укп\ +  w  2  L - 2 Í Z ,  - у Пп)\Укп\ -

2  к = 0 2  ic =  о

2 1 y n„) + lkn-2 (Z, -у„„)]\Укп\ + 1 (/1 =  6 ,1 0 ,1 4 ,...) .

Так как
A„(Z) =  0(1пи) (и =  2, 3,4, ...) ,

то интерполяционные многочлены

2  lkn- 2(Z, т)1л„[ -=Ь„(\х\, Z ,x )  (и =  6 ,1 0 ,1 4 ,.. . ,  - I ä x s I)
к = 0

равномерно сходятся к |х |. Поэтому последовательности

2 4 „ - 2(z ,i) |> ’d ,  " Z L - 2(Z, ± у пп)\укп\ (»1 =  6 ,1 0 ,1 4 ,...)
к = О к = О

сходятся к 1 и 0 соответственно.
Чтобы завершить доказательство теоремы 5, заметим, что

2  Uk„- 2  (Z, у„„) +  1к „ - 2 (Z, у„„)]УкП =  О-ft = о
так как

и ввиду (7. 2. II), (7. I. 3) и (7. 1. 1)

Un-2-k п - 2 ( Z ,  У„п)  +  ln-2-k n - 2 ( Z ,  — Упп)]\Уп-2-к ni =

=  - V k n - 2 (Z ,ym) +  lk« - 2(Z, - y j ]  ( o ^ A S y - 2 ,  11 =  6,10, 14, . . . ) .
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§8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ б

1. Определение матрицы узлов У. Пусть модуль непрерывности co(t) 
и матрица узлов X  удовлетворяют условию

(8.1.1) limsupw (— I Я„(У) = °°.
Мы можем считать, что

(8.1.2) lim sup со [ — 11пи<°°,

так как в противном случае в силу замечания 2 из § 3

и поэтому теорема б следует из теоремы 2.
Обозначим через гк последовательность значений п, для которой ввиду 

(8. I. 1) выполняется соотношение

(8.1.3) lim со I — ) АгА Х ) =  °°.
к-* оо \  Г к /

Из (8. 1. 2) и (8. 1.3) следует, что для достаточно больших к

(8 .1 .4) ЛГк( Х ) > а \ п г к,

где а —  фигурирующее в (б. 3. 1) положительное число. Мы можем считать, 
что последовательность гк такова, что (8. 1.4) имеет место для всех к и 
1*5= 6.

Для матрицы У, определенной в пункте 7 из § 6 

АДУ) =;.„(*) (» =  0 ,1 ,2 , . . .) .

Чтобы завершить доказательство теоремы б, нам надо показать, что для 
некоторой функции f (x )  из С(со)

(8. 1. 5) lim sup IILn(J, Y, x) || =  °°.
П-* CO

Как и в § б мы различим два случая:

(8.1 .6) lim sup дГк >  1

(8 .1 .7) lim qrk—\,
к-> со

где qrk последовательность чисел, определенная при построении матрицы 
У в §6. 1

1 Acta M athematica X VI/3— 4
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2. Доказательство (8 .1 .5 ) для случая (8 .1 .6 ) .  Мы покажем, что, если 
выполняется условие (8. 1 .6) и положительное число е достаточно мало, то

(8 .2 .1 ) lim sup - Ы * - у- ' )

Поэтому (8. 1. 5) имеет место хотя бы для одной из вещественных функций

Re X — s i  X 2  +  Е2
lm 1

X — El Х2 +  Ё■2 I Р2

Эти функции непрерывно дифференцируемы на отрезке [ — 1, + 1 ] и поэтому 
принадлежат множеству Lip 1.

Легко проверить известное равенство

Л —\Х  —81 /
Wn( EÍ) - Wn(x)

(« =  0 ,1 ,2 , ...) ,

где
w n ( E i ) ( x - e i )

П
w n ( x )  =  c  U ( x - y k„),к =  О

с любое отличное от нуля комплексное число. В частности

,  I 1 у  Л  У У „ (е г )-У У „ (1 )

Л х - E i ’ ’ )  w n( e i ) ( l — e i )( 8. 2. 2)

Д ля тех и, для которых выполняется условие (6. 5. 1), в частности для 
всех гк, очевидно

w j x )  =  Tn(xqn) ( х - у п„).
Поэтому

(8 .2 .3 ) и л(1) =  Tn{qn) (1 —у пп),

(8. 2. 4) н’„( e i)  =  Тп(Eiq„) (ei -  у пп) .

Известно, что

Tn(x) = ^ ( x + Í x ^ - \ r  + ( x - f x 2^  \)n-] ( «  =  0 , 1, 2 , . . . ) .

Поэтому

Tn(qn) =  \ \ ( Я п +  +  ( Я п ^ Ж ^ П

T n ( E Í q n)  =  ^[(eiqn+ i y e 2q2 +  l)" +  (eiqn-i]ÍE2q2 +  i y ‘].

Очевидно
lim (1 -  y„„) =  1, lim (ei -  y„n) =  ei.
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Отсюда при достаточно малом г ввиду (8. 1 .6) получаем:

(8/2/5)

Из (8. 2. 2)— (8. 2. 5) следует (8. 2. 1).

ТгЛягдlim sup . ,I ТГк(щГк)\

3. Определение функции f(x)  для случая (8 .1 .7 ) . Если для какой- 
нибудь функции grk(x), определенной в пункте 6 из § 6,

lim sup IILn(gfk, Y, x)  || =  oo,

то теорема 6 доказана. Поэтому мы можем считать, что 

(8 .3 .1) lim sup \\Ln(grk, Y, х)Ц <  °° ( * = 1 ,2 ,3 , . . . ) .
П~* °°

Пусть подпоследовательность пк последовательности гк удовлетворяет 
следующим условиям:

(8 .3 .2 ) со ( 1 )  X„k(Y) ^  2* (-1 )  \\L„k(g„t, У, х)|| (* =  2 ,3 , . . . )

(числа а и b определены в пункте 3 и 4 из § 6),

(8. 3. 3) “ ( - ) * * ( * )  ^ * ’2* (* =  1 , 2 , 3 , .  \пк/

(8 .3 .4 ) ®(г)-Т®(г“ ) ( * = 1 , 2 ,  3 , .\пк) о \пк+1/ •■)>

(8. 3. 5) q„k^ 2  ( * = 1 , 2 , 3 , . . . )

(это возможно ввиду (8. 1 .3), (8 .3 . 1), соотношения

(8.3 .6) lim со(0  =  0 

и (8. 1. 7)).
Определим функцию f (x )  формулой

(8 .3 .7) / ( * ) = Í 2 " ‘ o> ( ! ) « * ( * ) .
4 = 1  \ f 1 k J

Стоящий справа ряд сходится в силу (6. 6. 3) и (8. 3. 6).

4. Доказательство соотношения /(х)£С (со). Ввиду (8 .3 .7 )

|/(x + A )-/(x )I= s  2  2 - fccoí^-1 \g„k(x + h )-g„ k(x)\ ( - 1 ==*<*+*== 1).
4=1 \Пк)

Обозначим через j  наименьшее натуральное число, для которого

tijh s  1.

I*
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Пусть сначала \ ^ k < j .  Используя (6. 6. 5), (8. 3. 5) и (2. 1 .5 ) с h вместо t

и — вместо Т, получаем:
Щ

2~ксо(— ) \g„k(x +  h ) - g nk( x ) \ s 2 2- k( o i ~ ) n kh ^ 2 3- kw(h).
\п к> \n kj

Пусть теперь ArSy's 1. Тогда ввиду (6. 6. 3) и монотонности модуля непрерыв
ности

2~ксо Ignk( х +  ti) — g„k( x ) \ s 2 l ~küi [ ^ ] = 2 1~кш(к).

Таким образом

\ f ( x + h ) —f(x)\^<x>(h) ^  23~* =  8со(/;)^8ю(?) (0 <  h s  t S  2),
t = i

T. e. f(x)  принадлежит множеству C(w), что и требовалось доказать.

5. Доказательство (8 .1 .5 )  для случая (8 .1 .7 ) . Ввиду (8 .3 .7 )

Lni(J, У, 0 =  Í  2 Lnt(gnk, У, 1) ( /=  1, 2, 3, ...).
к = 1 \ п к>

Здесь на основании (6. 6. 6)

Используя (8. 3. 2) при Ш 2  получаем:

Ж  1-Ч£) *»<»•
Ввиду (6. 6. 7) и (8. 3. 4)

Таким образом, принимая во внимание (8. 3. 3)

поэтому
М Л Г . 1 ) ф - Ч 1 ) л » ( г > * £ / .

lim sup IIL„(f, У, х)|| =  °°,

что и требовалось доказать.
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§9. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3 С. М. ЛОЗИНСКОГО 

Пусть модуль непрерывности co(t) удовлетворяет условиям

lim inf =

(9.1)

Очевидно 

(9. 2)

I - + 0  ®  (О

lim со I —

и существует последовательность tk такая, что

lim tk =  0 , lim =  0 .

Обозначим через пк— 1 целую часть числа —. Тогда
h

со( í l / í g l . / í j )
СО

и поэтому 

(9. 3)

Известно, что 

(9.4)

Ш "(I)  - ш

ш

<*>№)
H h )

lim
со

0

=  0 .

K ( z ) = 0 ( l n n )  (п =  2 ,  3, ...)

(Z —  это матрица узлов Чебышева); и в силу (6. 3. 1)

* Яя(К (1))=0(1пи) (« =  2 ,3 ,. . . )

(Г(1) —  определена в пункте 1 из §6). Поэтому, и ввиду (9. 2) для 
достаточно больших значений «S7V

(9.5) A . ( Z ) < U l ) í„ ( l ) ]  \  ) , ( К < , ) ) , [ Д 1 Ц - 1 ) |

всех

(и ^ N).
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Определим матрицы узлов Лагранжева интерполирования X  и У следующим 
образом:

Хык =  иЫк. у Ык =  v,„k (г '= 0 ,1, .... пк; д/),

1

(9.6) ЯЛк(* )  =  Я„к(У )= [ с о (^ )ш (^ ) ]  (nk* N )

(это возможно ввиду (9. 5), первого свойства матриц (У(т), доказанного в 
пункте 2 из §5, и четвертого свойства матриц V(q), доказанного в пункте 
5 из §6). Для остальных значений п (для которых n<N,  или п ^ п к 
(к =  1 ,2 , ...)), которые обозначим через тк (к =  1 ,2 , . . . ) ,  положим

ximk =  y imk =  zimk (/ =  0 .1 , . . . ,  тк; к =  1 ,2 ....) .
Очевидно

(9.7) l mk(X) =  l mk(Y) =  kmk(Z ) (к =  1 ,2 , . . . ) .

Используя (9. 6) и (9. 3), получаем

lim sup со Í— I АДУ) =  оо.
П-> оо \1 1  )

Из доказательства теоремы б видно, что тогда существует функция f (x )  из 
С (со), для которой

lim sup IILn(f ,  Y, oc)[| ==o.

Ввиду (9. 6) и (9. 3)

!ía: "  Á-(X) - "  Щ  = °'

с другой стороны, используя (9. 7), (9 .4 ) и (9. 1),

Поэтому
1ет)К(*)а° - о , если к

lim со
И-» оо

Из доказательства теоремы 3 видно, что тогда для любой функции f(x )  из 
С(со)

lim \ \ f ( x ) - L n( f ,X ,x ) \ \= 0 .

Доказательство теоремы 3 С. М. Л о зи н ск о го  завершено.

(Поступила 15.1. 1965.)
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NOTES ON THE CONVERGENCE OF THE LAGRANGE INTERPOLATION

By
O. KIS (Budapest) and J. SZABADOS (Budapest)

(Summary)

Let co(t) be the continuity module of a function continuous in [—1, +1]; C(co) the set of 
continuous in [—1 , + 1 ] functions with continuity module of order of magnitude O(coit)). X  denotes 
the matrix of arbitrary fundamental points of Lagrange interpolation belonging to [—1, +1]; 
I„(X) the respective Lebesgue-constants; L „if,X ,x) the Lagrange interpolatory polynomials of 
order not greater than n of the fix) belonging to X.

In this paper we prove the undermentioned theorems:
1. If

lim sup со j----------- 1 ).„(X) ~~ 0

then there exists an /(x)cC (to) such that

lim sup max | f ix )  —Ln(J, X, x)| >0 .
|*|=Sl

2. If

lim sup со Í— -— U>'\n 4 „ iX ))
iX ) =<

then there exists an fix)A  C(co) such that

lim sup max \L„)f, X. x)\
n->~ M at

3. If

lim со
П —У <x>

then there exists a matrix Y for which

( — !— )
V пЧ„)Х) )

(x) = 0

U Y ) - U X )  (n = 0 ,1 ,2 ,.. .) ;
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furtherm ore, if only / ( дг)е С(со) then

Iim max | f(x) — L„(f, X, x)\ =  0.
л -> 00 1*1 =S1

4. If
t

l im ------ = 0,
( = 0  c o ( t )

lim sup со I —  I Я„(ЗГ) > 0

then there exists an f(x )  € C(co) and a matrix Y such that

X,,(Y) =  X„(X) (л = 0, 1,2, ...), 

lim sup max | f(x )-L „ (f, Y,  x ) | =-0 .
П-* oo |x|^l

5. There exists an f(x )£  Lip 1 and a matrix Y  such that

X„{Y) =  0{n) (n=l ,  2, 3, ...),

lim sup max |/(jr) — L„(f Y, x) | > 0 .
n—*°° |* |s l

6. If

lim sup со I — I X„ (X) =  ~
\ n )

then there exists an f(x) t C(co) and a matrix Y such that

X„{Y) =  Xn(X) (n = 0, 1,2, ...),

lim sup max \L„(f У, x) I = ~.



VOLUMENABSCHÄTZUNG EINES POLYEDERS 
IN RÄUMEN KONSTANTER KRÜMMUNG

Von
J. MOLNÁR (Budapest)

Meinem geehrten Freund Prof. L. Fejes Tóth zu seinem 50-sten 
Geburtstag mit Liebe gewidmet
{Vorgelegt von L. F e je s  T ó t h )

Der folgende Satz rührt von H abicht und van der Waerden  [3] her: 1
Besitzt ein gleichseitiges sphärisches н-Еск Pn mit der Seitenlänge a die Eigen

schaft, daß je zwei ihrer Ecken einen Abstand ё  a haben, so ist

P „ M n ~ 2 )P 3.2

Im vorliegendem Aufsatz befassen wir uns mit dem dreidimensionalen Ana
logon dieser Ungleichung. Wir beweisen den

Satz . Besitzt in einem dreidimensionalen Raum konstanter Krümmung ein durch 
n gleichseitige Dreiecke mit der Seitenlänge a begrenztes Polyeder P;f die Eigen
schaft, daß je  zwei ihrer Ecken einen Abstand Ша haben, so ist

Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn P 2 die Vereinigung solcher Tetraedern ist, 
deren sämtliche Ecken auch Ecken des Polyeders P3„ sind.

Beweis. Wir schreiben einfachheitshalber P =  P 2. Wir schlagen um jede 

Ecke Oi des Polyeders P eine Kugel K, vom Radius r =  -̂  • Offensichtlich greifen 

die Kugeln {Kjj nicht übereinander.
Es sei Z , die zu der K ugel K t gehörige DmiCHLETsche Z elle und D t =  Z ; П P 

der D urchschnitt von  Z ; und P.
Wir betrachten vier einander gegenseitig berührende Kugeln vom Radius r 

und das durch ihre Mittelpunkte bestimmte Tetraeder T. Wir bezeichnen mit cl3(r) 
die Dichte der Kugeln in T  und mit r0 bzw. rl den Umkugelradius von 7 bzw. 
den Umkreisradius einer Dreiecksfläche von T.

Zunächst beweisen wir, daß die Dichte von K t in D, nicht größer ist als d3(r),

dh. ‘д  =Sd3(r).

Es bedeute B(r) — O A l ...An eine folgenden Bedingungen genügende Pyramide:
1. der Abstand der Ecke О von der Fläche A 1...A„ ist nicht kleiner als r, 2. der

1 Vgl. M o l n á r  [4], s. auch F e je s  T ó t h  [2], 170.
2  Wir bezeichnen eine Punktmenge und ihr zwei-, bzw. dreidimensionales Maß mit demselben

Symbol.
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Abstand jeder Kante A ÍA1, ..., AnA von О ist nicht kleiner als r , , 3. OA, — OA2 = . . .  
... =  OA„ =  r0 .

Wir betrachten das Tetraeder B*(r) =  О A 1A2A3 mit folgenden Eigenschaften:
1. OAy =r, 2. O A 1 ± A A XA2A 3, 3. A 1A2± A 2A 3, 4. OA3 = r 0 und 5. der Abstand 
der Kante A 2A 3 von О ist flicht kleiner als r , .

Wir werden von folgendem von Böröczky stammenden Satz gebraucht machen:3 
Die Dichte einer Kugel mit dem Mittelpunkt О und Radius r in der Pyramide 

B(r), sowohl im Tetraeder B*(r) ist nicht größer als d3(r).
„ r . . _  . . TT . . .  Kt C\P Kt n D ,Wenden wir uns jetzt dem Beweis der Ungleichung ——— =  ^  S  d3(r)

zu.
Es sei K* eine mit K t konzentrische Kugel vom Radius r0 . Wir beweisen die 

К  pi jy*
schärfere Ungleichung —' *-  S d3(r), wo Df  =  D t П K* den Durchschnitt von

Ui
D t und K* bedeutet. Ist Df  kein Polyeder so verstümmeln wir ihn so, daß ein 
konvexes Polyeder Df entsteht, das folgenden Bedingungen genügt: 1. die neuen 
Ecken von D f  liegen auf K f , 2. der Abstand jeder Fläche die 0 , nicht enthält ist 
nicht kleiner als r, 3. der Abstand der nicht auf der Grenze von P liegenden Kanten
geraden ist nicht kleiner als i \ .

Wir zerlegen Df  in O, zusammentreffende Pyramiden deren Grundflächen 
Flächen von D f  sind. Es ist leicht einzusehen, daß diese Pyramiden vom Typus 
B(r) oder B*(r) sind. Die Dichte der Kugel K t in diesen Pyramiden ist nach 
B ö r ö c z k y ’s  Satz nicht größer als <:/,(/•); folglich ist

( 1)
K iO P

Di — d 3  ( r ).

Nun schätzen wir die zu der Ecke 0 ; gehörige Raumwinkeln des Polyeders P  ab. 
Wir schlagen um eine Ecke eines Dreiecks A mit der Seitenlänge a eine Kreis

linie К  vom Radius a/2 (Abb. 1). Das dreieck A schneidet aus К  einen Kreisbogen 
etwa von der Länge 2 aus. Das Polyeder P schneidet aus 
der Kugel K t ein gleichseitiges sphärisches Polygon P„. von 
der Seitenlänge A aus, dessen sämtliche Eckenpaare einen 
Abstand ёЯ  haben. Nun gilt nach dem Satz von H a b i c h t  

und V A N  D E R  W A E R D E N

P,u =  ( « ;  — 2 ) P  3 ,

wo die Anzahl der in O, zusammentreffenden Dreiecks
flächen von P ist. Addieren wir die zur Ecke O, gehörige 
Raumwinkeln P„. für sämtliche Ecken von P, so erhalten wir

A b b .  1
(2) 2 P „  =  Z ( » i - 2 ) P 3

i — 1 i=  1
:(3/7 — 2c)P3

3 S. B ö r ö c z k y  — F l o r ia n  [1], S . 2 4 0  — 1.
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wo c die Eckenzahl von P  ist. Aus (1) und (2) ergibt sich

K;

P =  P n ^ 2 D  -  i_1
1=1

Z K t n p  Z P n,-F K c K
i ______ _ i= 2____-  K‘ у  p  - K‘ (2 n 2r)P
d3(r) d3(r) d3(r)Fi Á  r "‘ ~  d3( r ) F ^ n ZC)^ '

К к
wo F: die Oberfläche von K. ist. Offensichtlich ist —- =  ■=- .

F- F  ■1 > i
P K- P3Da die Summe der Raumwinkeln von P% 4 P3 ist, gilt , f  4 ^ . Folglich

erhalten wir
d,(r)F, 4

PU h ^ Pl .

Da aber P ]| ein Dreieckspolyeder ist, gilt nach dem EuLERschen Polyedersatz
4 ~i-fi

c =  — — . Ersetzen aui in der letzten Ungleichung c durch diesen Wert, so erhalten 

wir die gewünschte Ungleichung. Der Fall der Gleichheit leuchtet ein.

(Eingegangen am 9. Februar 1965.)
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REMARK ON A PAPER OF M. F. JANOWITZ
By

E. T. SCHMIDT (Budapest) 
(Presented by L. Rédei)

M. F. Janowitz has asked in his paper “A characterization of standard ideals” 
(Acta Math. Acad. Sei. Hung., 16 (1965)) the following question:

Is every projective ideal of a lattice a homomorphism kernel?
In this note we give a counter-example to show that a projective ideal need 

not necessarily be a homomorphism kernel.
Consider the lattice on Fig. 1.
We assert that the ideal (a] is a projective ^

ideal, but it is not a homomorphism kernel. In
deed, an ideal J is projective if and only if aAJ. 
л: Пт p im p ly  {aVJ x)(~)y£J. (See in the paper 
o f Janowitz, Theorem 3. 2). In our lattice 
xC\y£(a], (x, t Í ( ö]) if and only if x — b and 
cS .y  =  g or c ~ i  (or symmetrically, interchan
ging x  and y), and so wet get (a U x ) Пу£(а]. 
i. e. (a] is projective.

Now we prove that (a] is not a homomor
phism kernel. Let us suppose that a =  0 (0 )  
for a suitable congruence relation. Then

/ =  (a U h) П /  =  (011Л )П /=  c (0 )  
and so

b =  ( f ö i ) n b  =  (cU/)n?> - a (0 ), 
i. e. b =  0 (0).

This is a contradiction if (a] should be a homomorphism kernel.
Our counter-example and the definition of projective ideals suggest the follow

ing conjecture.
The usual definition of the homomorphism kernel is of second order type 

(using a familiar logical expression). The question nat. arises whether the notion 
of homomorphism kernel can be characterized with first order term ? This means 
precisely the following. Does a formula F  of the first order logic with identity exist, 
such that F contains as primitive non logical constants the lattice operations and a 
symbol A for a subset of the universe and such that F  is true, in a lattice L with 
a specified subset L' as the interpretation for A if and only if L' is a homomorphism 
kernel of L? Our conjecture is that such a universal first order formula does not 
exist (a universal first order formula is formed from an open formula by prefixing 
to it universal quantities binding all the variables).

( Received 16 March 1965)





DISTRIBUTION OF POINTS IN THE ELLIPTIC PLANE
By

L. FEJES TÓTH (Budapest), corresponding member of the Academy

The problem o f distributing n points on the sphere so that the least distance 
between any two o f them attains its maximum, has a rather vast literature involv
ing the names of more than twenty people. The aim of this paper is to open a not 
less attractive field o f research: the analogous problem in the elliptic plane. We 
shall refer to these two problems as to the spherical and the elliptic problem.

The elliptic geometry arises from the spherical geometry by abstractly identify
ing antipodal points. Thus the elliptic problem for n points arises from the spherical 
problem for 2n points by making the restriction that the set o f points should be 
symmetric with respect to the center of the sphere. A more natural spherical inter
pretation of the elliptic problem reads as follows: On a sphere distribute n great 
circles so that the least angle included by any two o f them should be as great as 
possible. Instead o f great circles on a sphere we also can consider planes or lines 
in the Euclidean 3-space.

For 2 and 3 points the solution o f the elliptic problem is trivial. Furthermore, 
since for 12 points the solution o f the spherical problem is a centro-symmetric set 
of points, namely the vertices of a regular icosahedron, we also know the solution 
of the elliptic problem for 6 points. In the present paper we shall solve the elliptic 
problem for 4 and 5 points.

We consider a set of n points in the elliptic plane. Let d  be the least distance 
which occurs between pairs of points. We associate with the set o f  points a graph 
by joining each pair of points having a distance equal to d  by a straight segment. 
A well known theorem of Weierstrass implies the existence of a set of n points for 
which d  attains its maximum. We shall call such a set a best one and the graph 
associated with a best set of points a maximal graph. The number o f edges emanat
ing from a point is said to be the order of the point. A point of order zero is said 
to be an isolated point.

The maximal graph of 2 points consists of a segment of length я/2. The maximal 
graph of 3 points is an equilateral triangle of side-length equal to я /2. Consider 3 
points having a mutual distance equal to я/2. Then a point having a distance equal 
to 7t/2 from two o f them coincides with the third point. Therefore in a set of more 
than 3 points we have й?< я/2. It follows that in the maximal graph of 4 points 
each point is joined with each other one. In other words the maximal graph o f 4 
points is a complete quadrilateral. For supposing that a point is of order less than 3, 
we could isolate this point by moving it in such a way as to increase its distance 
from the point or from the two points it is connected with. Isolating in the same 
way the remaining points we would obtain a better set of 4 points.
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We claim that in the elliptic plane there are exactly two kinds of equilateral 
complete quadrilaterals with different metrical properties. To see this we consider 
the spherical equivalent of such a quadrilateial. Let A, B, C, D be the four points 
under consideration on a sphere and A', B', C ,  D' the antipodal points. Choose 
the notations in such a way that AB =  A C  =  AD — d.

Case 1. First we suppose that B C > d ,C D > d ,  D B > d .  Then BC'—C'D — 
=  DB' — B'C =  CD'=D'B =  d, showing that the points A , . . . ,D '  are the vertices 
of a cube (Fig. 1). We have d =  arccos 1/3 %70°32'.

Case 2. This is the case BC =  d, C D > d ,  D B > d .  Since CD' —D'B — DB’ =  
=  D C'=d,  the diameters A A ', BB', C C . DD' are four of the diagonals of an 
icosahedron (Fig. 2). Now d =  arccos 1/^5 %63° 26'.

Fig. l Fig. 2

The case BC — CD — d, DB >  d  is the same as the Case 2 with C, A, B, D' 
instead o f A, B, C, D. Since, furthermore, the case BC =  CD =  DB =  d  cannot occure, 
the enumeration of the equilateral complete quadrangles is finished. We shall call 
the set o f vertices of the obtained two quadrilaterals cubic and icosahedral point- 
quadruples.

Since in the cubic case the value o f d  is greater than in the icosahedral case, 
the best distribution of four points is a cubic quadruple.

Now we consider the case of 5 points. In the maximal graph of 5 points each 
point is at least of order three. For supposing that there is a point o f order less 
than 3, this point could be isolated, and the above discussion shows that the remaining 
points must be the vertices of an equilateral complete quadrangle. But neither the 
cubic nor the icosahedral point-quadruple allows the possibility of a fifth point 
having a distance greater than d  from each point of the quadruple. In fact, the open 
circular discs centered at the points o f a cubic quadruple cover the elliptic plane 
completely, and in the case of an icosahedral quadruple these circles cover the 
plane with the exception o f two points which correspond to the remaining pairs 
of antipodal vertices o f the icosahedron.
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Not all of the points can be of order 3 because otherwise the double number 
of edges would be 3*5. Let the point A be of order 4 and let В, C, D and E  be the 
points A is connected with. We may suppose that d ^ d ,  where d  is the value of d 
for an icosahedral quadruple (or quintuple). Then the angle со spanned at A by 
any two of the points В, C, D and E satisfies the inequalities 72°Sa>^144° with 
strict inequalities in the case d > d ,  because otherwise the (elliptic) distance between 
these two points would be less than d. Choose the notation o f the points В, C, D, E 
so that < 5 d C  + <$CAD — <  BAD S  144°. Then <iBAC =  < CAD =  72°. Thus 
one of the angles <iDAE  and <IEAB equals 12° and the other equals 144°. There
fore the set of points A ,B ,C , D ,E  constitutes an icosahedral quintuple. This 
completes the discussion of the case of 5 points.

Recapitulating our results: For n S 6 the maxima!graph o f  n points is a complete 
n-gon.

Let us still point out the variety of the regular and semi-regular figures generated 
by the elliptic problem. For « =  3 ,4 ,5  and 6 we obtain the vertices of a regular 
octahedron, a cube, a pentagonal antiprism and a regular icosahedron. The best 
distribution of 3, 4 and 6 great circles form an octahedral, a cuboctahedral and an 
icosidodecahedral tessellation. According to a conjecture o f A. H eppes, for n — 1 
the solution is given by the vertices and face-centers of a hexahedral (or octahedral) 
tessellation.

We include a list of publications dealing with the spherical problem. Besides 
the 13 authors it involves the names of 7 further mathematicians (K. Bö röczky , 
L. D anzer , Miss G. F rey , Miss J. G yőrffy, H. H adw iger , D. K ólya, A. T arski) 
who contributed to this problem. The book “Regular Figures” of the author contains 
additional references about the famous “problem of thirteen spheres” which is 
closely related to the spherical problem for 13 points.
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SOME REMARKS ON STRONGLY 
MULTIPLICATIVE SYSTEMS

By
P. RÉVÉSZ (Budapest)

(Presented by G. Alexits)

Introduction

Let {Q, S, P} be a probability space (i. e. Q is an abstract space, S is a tr-algebra 
of subsets of Q and P is a probability measure defined on I  (P(fl) =  1). Furthermore 
let , £2, ••• be a sequence of uniformly bounded random variables defined on 
Q w ith 1 E (£ i)= 0, £■(£?) =  1 (i. e. £г ( /= 1 ,2 , . . . )  is a measurable function with 
respect to J>).

G. A lexits introduced the following definitions 2 (see [1]):
D efin itio n  1. The uniformly bounded sequence £j, f 2, ... is called a multipli

cative system if
0 ) E ( ^ ly . . i lk) =  0 0 \ ^ i 2 < . . .< /* ;  к =  1 ,2 ,. ..)

D efin itio n  2. The uniformly bounded sequence | 2> ••• 1S called a strongly 
multiplicative system if the system {£h€i2...£ik} is an orthogonal system i. e. if

(2) £ ( & & . . . & ) = 0  (i1< / 2c . . . < ii ; f c  =  1, 2, . . . )

where , r 2 , ..., rk can be equal to 1 or 2 but at least one element of the sequence 
r i , r2, . . . , r k is equal to 1.

D efin itio n  3. The uniformly bounded sequence , £2, ... is called an equinor- 
med strongly multiplicative system (ESM S ) if

e { ? ) = о, а д ) =  l,

(3) £ ( f t ‘ ) =  E(&)E(i;Y2) ... е (& )  (/! -  «2 < . . .  <  4; к =  1,2, ...)
where > \ ,r2, . . . ,rk can be equal to 1 or 2.

Evidently a sequence £t ,.£2 > ••• of independent uniformly bounded random 
variables (with £■(£,) = 0 , £(£?) =  1) is an ESMS. Another example is the sequence 
{ \ 2  sin nkx} on the interval [0,2n] if nk + l/nk^ 3 and if the probability measure

yj
P on the Borel measurable subsets of the interval [0, 2л] is defined by P (/l) =  ,
where X is the common Lebesgue measure. 71

A lexits proved that an ESM S  has the property of the independent random

variables that ^  ct£ i1S convergent if and only if 2  More exactly he proved
I = 1 i = 1

1 Here and in what follows £(£) means the expectation of q i. e. £ ({) = J <f(co)</P.
s>

2 Here we give the original definitions o f Alexits with a little modification.

12'
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T heorem A. I f  %l9 £2> ••• ls an E SM S then 2  cÁk JS convergent if  and only
oo к — 1

i f  2  <  ” •
k= 1

(In [1] this theorem is given in a more general form.)
The aim of the present paper is to study what other properties of the inde

pendent random variables remain valid for an ESMS. Namely we prove the central 
limit theorem and a law of iterated logarithm for ESMS.  Let me recall here the well 
known forms of these theorems.

T heorem B. I f  , £2, is a sequence of independent uniformly bounded random 
variables with £'(Ci) =  0, £((?) =  ! then3

P Ci +  C2 +  ••• +  c  
fn

x t2
Y dt

f o r  all real x.

T heorem C. / /C i , £ 2  ■> ••• 's a sequence of independent, uniformly bounded random 
variables with Е(С() =  0, E(ff) --1 then

P C i  +  C 2  +  •■• +  С.
У 2n log log n

A lot of generalizations of these theorems are known. Here we prove the follow
ing analogous forms:

T heorem 1. I f  £l5 £2, ... is an E SM S then

P Ci +  C2 +  ■•• +Ci
Уп

Ф(х).

T heorem 2. I f  £ls £2, ... «  im E SM S then

( llm
f«  log log и

1.

Unfortunately I cannot say anything about the question whether the constant 
6 is the best possible or not. Similarly l do not know what is a lower limit of

lim
П —* 00

C l+ j 2 + _--+C,
Уn log log /7

3  The symbol P {...}  means the probability of the event in the brackets. For instance here 

P J  '" - :л-1 is the P measure of the set of those coíQ  for which the condition
l Уп )

C,(<a)+...+C„te)
in

x holds.
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In the proof of Theorem 2 we make use of the following analogous o f the 
Rademacher—Menshov inequality.

Lemma 1. Let £ 2 , ■■■, <Ü„ be an ESM S then 

(4) E{ sup (£t + € 2+  ••• +  £/)4} =  0 (n 2 log3 n).
1 Sj'Sn

Let me mention that in the proof of this lemma we use only the fact that (3) 
holds if 4. In the proof of Theorem 1 actually the condition (1) and the condition
(3) in the case k S  2 are used. It is not too difficult to show that condition (2) in 
itself does not imply Theorem 2.

§ 1. Proof of Theorem 1

In this proof we are making use of the classical method of characteristic 
functions. Let us introduce the following notations:

1n — £i + £ 2 +  ••• +£n

It is enough to prove that for any t the characteristic function rp„(t) tends to

the characteristic function of the normal distribution ( .-V ) .
\ --Now by the evident formula ez =  ( i + z ) e  2 (z->- 0) we have

<Pn(t) =  E E 77 1 + it  Ck)  ̂— ̂ -(̂ i + Í2 + ." + ín) + 0(1)
Уn

By our conditions {£?— l j j l j  is a uniformly bounded orthogonal sequence, 
therefore by the strong law o f large numbers

Evidently the sequence

2 . p2 . . p2
+  Z2  +  - + L H —1.

-2iT«‘ + «  +...+i,h+»(D j j  [ 1  + ^ |  
k = l ( \n  )

is uniformly bounded therefore by the Lebesgue theorem we have

lim<p„(/) =  e 2 .

So our theorem is proved.
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§ 2. Proof of Lemma 1

It is much easier о prove that (4) holds if  we substitute the right hand side of
(4) by 0 {n 2 log4 n). For our purpose this fact would be enough but I think that 
the mentioned, sharper version is interesting in itself. Of course (4) may be not the 
best possible inequality. Without the loss o f generality we can assume that n — 2V. 

First o f all we introduce the following notations:

(where я' =  (/( +  1)2* and /?' =  (/.i+2)2k if (x—^2k and ß  =  (// +  1)2*). Here the 
sign

means the sum of those a26 for which the interval (y, S) is a subset of the interval 
(я', ß'). Especially if /< =  2V~*— 1 then (5) is an empty sum (it is equal to 0). 

First o f all we have to see that

where — oct > ß 2 — a2 » ... .  Evidently the number of the members of the sum 
2  is less than v. Therefore by the Schwarz inequality

>h — £i + Í 2 +  ••• + c  j

a 2 ß  =  £ ® + l  + £ *  +  2 +  • • •  + S / J

(where or=/.i2k; ß =  (/(+ 1 )2 * ; / /=  0, 1,2, 2V“*— 1; k =  0. 1,2...... v - 1 )

max (£1 +  £2+ . . . + £ j.)4 S v2S.
lSjS2’

To show it we consider the random variable t]j as the sum of some Let
us put

4j =  2  g*,p<

The last step o f this proof is to show that

E(S) =  0 ( v  22v).

It is easy to see by a simple combinatorial argument that

and

(У,с5)С(з',/П

So our Theorem is proved.
=  0 (v -2 2v).
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§ 3. Proof of Theorem 2

Let us try to estimate the expectation of e2n',n~"" where

>l, — í  l +  £ 2  +  + £ - 1

A, =  l / ‘° g l ° 8 ”
( n

/1,, =  (6 +  e) log log « (0 < e <  1).

Then (by the inequality e* S  1 +  x +  x2 (if \x\ is small enough)) for sufficiently 
large n we have

E ( e l.nr,n - H n) =  e - „ n E i  TT g /.M Ífc W
П  (1  +  ЛА +  ^ и £ * ) )  —

\k  = 1 ) 1

n

,*=  1 )

( e+ í °8 ^ "
Г "

I1" * ' " ' "

-  I 5 + !  loglog« 1

5 + -
(log n )  2

Therefore putting / ; = « *  =  [exp ( a 5 l00)] we obtain

k V +2s)
and so

(6) 2, E(eX"k*nk ~"”k) < + “ .L= 1
By the Beppo Levi theorem (6) implies the convergence in Q almost everywhere 

of the series

hence

for almost all со i. e. 

and

У  ел"1<п"к П̂к
% k=\

f'nk 2

К чпк-Ипк S  0

- 4nk =  • In =  1 a. e.ß„k Ín k log log nk 6 +  e

if nk is great enough. More exactly for almost all Q there exists a k(co) such that

Чпк(ы)
Í nk log log n

ё 6 + Е
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if k ^k(m). Or by other words

(7) P I ihn In S 6  +  s l =  1

6 = 1 .

\n k log logHfc

but e is an arbitrary number, therefore we have

p {  ilm - • t,nh g  
loglog nk

To prove our theorem we have to estimate

_  >1n -  Чпк

/и  log log«

i f  и goes between nk and nk + l . Evidently the interval (пк,п клХ\ contains 
exp (/c1/5—*/100 .

О
k*l5

integers, hence wc have by our Lemma 1
\4I

El max
I nk < п ^  Л;< + 1

Пп -  Пп =  01
k +5°K V n log log n

Therefore our theorem is proved by the Beppo Levi theorem.

(Received 9 April 1965)
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ON GENERALIZED GRAPHS
By

B. BOLLOBÁS (Budapest) 
(Presented by P. E r d ő s )

A generalized graph consists of a set o f  n vertices and a collection o f  /c-tuples 
o f these vertices (cf. T úrán [1]). In what follow s we shall refer to such a confi
guration as an edge-graph if к =  2 and, usually, simply as a graph if  к >2. A  complete

m-graph has m vertices and /с-tuples. We say that a graph G is m-saturated

if it contains no complete m-graph but loses this property when any new Zr-tuple 
is added.

Túrá n  [2] proved the following theorem on edge-graphs in 1941: Let n — 
=  g(m  — \) +  r, where g, m, and r are integers such that g-ё  1, т ё З ,  O á r S f f l - 1 ,  
and n =  nt. Then an w-saturated edge-graph o f n vertices can have at most

m — 2 
2 (m — 1) [n2

edges. The dual problem was recently solved by Erdős, Hajnal, and Moon [3] 
who showed that such an edge-graph must have at least

. „  (m — 2 \  m — 2
em — (,я — 2)(и — m +  2) +   ̂ 2 )  — —у — (2n —m + 1 )

ddges. These two results can be combined as follows: If G is an m-saturated edge- 
graph of n vertices and e edges, then

The extremal edge-graphs for which e =  e,„ or e =  Eu are also characterized in these 
papers.

Corresponding problems can be stated for generalized graphs. Let G be a 
(k +  /)-saturated graph with n vertices and t /с-tuples, where it is understood that 
k +  l n. Let the maximum and minimum values of t over the class of such graphs 
G be denoted by Tk l and tk l , respectively. The value of Tk l is not known when 
/ с ё 3 and / ё 1 .  (Some rather rough estimates are contained in [4].) The object in 
this paper is to determine tkrl for all к and /.

Let M(n, к, I) be the generalized graph o f n vertices defined as follows: If the 
vertices have been numbered 1, 2, ..., n then the /с-tuples are all those which contain
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at least one o f the first / vertices. M(n, k, 1} is obviously (k +  /)-saturated, and it 
has

t(„, k, 0  =  ( £ ) - ( я * /)

7-tuples.
We now prove the following theorem.

T heorem 1. tk?l =  t(n, к, I),

and M (n ,k , l ) is [the only (k +  I f  saturated graph with n vertices and t(n, k, l ) 
k-tuples.

Our proof uses the following lemma.

Lemma. Let I  denote an index set. For every id I A, and Bt are subsets o f  a set 
P with p elements satisfying the following conditions:

1. Ai O B i =  0 .
2. A t ( tA j \J B j ,  if iVy.

I f  there are a t and bt elements in A -t and I f , respectively, then

with equality i f  and only if B t - В for all i f  ! and the sets A ; are the q-tuples o f  the 
set P —B for some value o f  q.

Remark, it follows from the second condition that no subset At can be the 
null set; Bh however, may be the null set.

Proof of the lemma. We use induction on p. If p =  1 there can be only one 
pair of sets A t and Bp, for these sets n;=  1 and 0, so the inequality holds.

Suppose the inequality holds for all sets P  with fewer than p elements and 
consider a set P  with p  elements. If there is an index i0 f l  such that aio +  bio =  p. 
then Atf J B in =  P by condition 1; hence 7 = { /0}, by condition 2, and so

Therefore, we may suppose that а̂  +  Ь ^ р  for all /. Let P x, P2, --^Pp denote the 
(p — l)-element subsets of P. For any integer v between 1 and p let

and
7V =  { i : i f l  and A ;c P f  

0'У) =  Д  П Pr.

The number o f elements in 5 jv) will be denoted by b\''\
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The sets A , and for i £ I v satisfy the conditions of the lemma with respect 
to the set Pv; from the induction hypothesis it follows, therefore, that

( 1)

Consequently,

(2) 2  2  , 1 ,(vk
V = 1  i € / v  ( p  — 1 — bt  j

To express the left-hand side in another way we determine the total contribution 
o f terms associated with an arbitrary value of the index i.

There are p — a , — bt sets Pv containing A B ;. For each of these value o f v

there is a contribution of to the above sum. There are b: sets Pv which

contain Af but not 5 ,. For each of these values of v there is a contribution o f  

There are «,• sets Pv not containing A t but these will give no contribution

to the sum (2), since i does not belong to the corresponding sets 7V. 
Therefore, the contribution o f terms associated with the index ; is

(p -  ai - b j )  bj p

I' : "I
Hence, inequality (2) is equivalent to the inequality

But this implies that (-fc) holds, as was to be shown.
We now consider the cases for which equality holds in ( T), From the preceding 

argument it follows that this happens if and only if equality holds for each value 
o f  v in (1), i. e. if and only if ( ->H- » 0  the sets At and BJ, for /£ /„ , have the property 
stated at the conclusion of the lemma for each value of v.

We shall show that for arbitrary i and j  the sets Aj and Aj have the same number 
of elements and that Bi =  Bj.

If A f J A j  =  R A P, then there is a set PXa и  R. From this it follows, appealing 
to ( *  у ), that AI and /1,- have the same number of elements and If  П R =  If  П R — 
=  0 .  Now we prove B ^ B j .  Suppose this does not hold. Then we may suppose 
that for an element x x £ Bt, x  $ B j . Let у  and z be elements of P  such that у  € A ,■, 
y Í A j l z i A t UBj ,  z&Aj  (such elements exist because AjCfAj,  and AjCtAiUBJ).  
The set PVt =  P — у  contains Aj  so by there is an index к such that Ak =
=  Aj — z  +  x  and so x§_Bk. But then the set PV2 — P —z contains A t, A k and B,,  
hence hy 4|r) ВкП,РУ2 =  Bt , which is impossible, for the left hand side does 
not contain the element л* of В,.
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If on the other hand A t \J Aj =  P, we distinguish two possibilities:
1. The sets Bj, Bj are empty. If A t and Aj have p — 1 elements, the statement 

is true. If not, we may suppose At has at most p — 2 elements. Let Pv.zz>Ax. and 
Pv.zdAv. be sets of p — 1 elements. Then PVi П PVj has p — 2 elements. According 
to there is a set Aka  Pv. PlPv. with the same number of elements as Aiy 
and applying (Ж for P  this implies that Ak and Aj,  so Aj, Ak and Aj all have 
the same number of elements.

2. The set Bt is not empty. Let x, y, z  be three elements of P satisfying the 
following requirements: x(LAlt x $ A j , y ( z  Bt, z £ A j  and z ^ A j U B j .  (Such elements 
exist by condition 2 of the lemma). The set Pv =  P —у  contains At, so there is 
an index C g / such that Ak =  Aj — x +  z, for this set is in Pv and does not meet f?;. 
It is clear that y $ A k UA;  and x $ A kU A j ,  so neither A k\JAt nor AkUAj  is the set 
P. Consequently by the preceding argument, At, Aj and Ak all have the same 
number of elements and Bj =  B j ~ B k.

This shows that if equality holds in ( ^ ) ,  then Bt =  B for all / ? /  and the sets 
AI are certain «/-element subsets of P —B. Since equality does hold in ( ^ )  it must 
be that the sets At are all the «/-element subsets of P —B.

This suffices to complete the proof o f the lemma, by induction.

Proof of the theorem. Let G be a (C +  /)-saturated generalized graph of n 
vertices. We denote by Sx (a^A)  the various C-tuples belonging to G and by Nf 
(ß£B)  the remaining C-tuples of vertices. The vertices not belonging to the C-tupIe 

will be denoted by Sa. Since G is saturated we can certainly choose, for each 
set Nß, at least one set Kß o f k +  I vertices all ^-tuples of which belong to the graph 
G except the C-tuple Nß. Suppose, therefore, that Nß, SXl, ..., SX' are the C-tuples 
of Кц. If Sa. has m vertices in common with Nß, then we say that Nß assigns a weight

-p— , , to S„., for <x,fA and ß^B.j n  — l  — m  I
l  k — m I

(a) Let us denote by W0 the weight assigned by Np to the set of C-tuples o f  
Kß. It is clear that W0 is independent of ß  and G, and that each Nß assignes a weight 
of at least W0 to the set of /с-tuples of G.

(b) We shall show that the /с-tuples Nß altogether assign a weight of at most 
1 to an̂  arbitrary Sx. Suppose Sx has a weight assigned to it by Nß[, ..., and let 
Aj =  Sx P\Nß for /= 1 ,2 ,  ...,/-. Then A t is the set of vertices of Nß. which are not 
in Sx.

(c) Let Bj denote the set of vertices o f Kß. which are neither in Nß. nor in Sa. 
Then AjC\Bj  =  0 ,  and there are / vertices in AjUB-,. AjQzAjUBj  if / Aj,  for 
Nß. is the only C-tuple o f Kß. not belonging to G, and A j d A t V B t would imply
<<=*/>,-

If we let nij denote the number of elements of A t, then to prove statement 
(b) we need only show that

2 ( ( n - l ) - ( k - m j ) )
{ C -  (C -  m,) J

w h e r e  / = ( 1 , 2 , . . . ,  r).(3)
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But statement (c) means that the sets A,  and Bh for i^I,  satisfy the conditions of 
our lemma with P =  Sx, p  =  n — k, а ,  =  т,,  and b, =  l — m,.  Hence,

У  _____ 1 _____=.- У ________ !________
nr i f ,  ( ( n - k ) - ( k - m , ) \

{ m, ) { k - ( k - m ,) j

This proves statement (b).

Let there be t А-tuples Sx in G. Then there are -  t А-tuples Np. It follows from

(a) that the A-tuples Np altogether assign a weight of at least 11, | —1| Ro to all the

the

( i ) - ' k

/с-tuples Sa. From (b) it follows that the total weight assigned to the /г-tuples S„ 
is at most t. Hence,

or

Wt
1 ”(*)

1 + » V

Equality holds here if and only if each Np assignee a weight exactly W0 and if 
each Sa is assigned the weight 1. It is easy to check that this is true for the graph 
M(n, k, /). Therefore, / is at least as large as the number of /с-tuples in M(n, k, /), 
i. e. t =  к, I).

If t =  t(n, к, I) for a graph G, then each Np must assign a weight exactly W0 
and equality must hold in (3) for all а в A. Referring to the lemma this implies that 
the following two statements hold:
(4) For each A:-tuple Np not belonging to G there is exactly one set Kp o f к +  / 
vertices such that Np is the only /с-tuple of Kp, since otherwise Np would assign a 
weight more than ÍV0 to the set of Sa’s.
(5) If 5’с,= (д-], . . . ,xk) is an arbitrary /с-tuple of G, there is a set of у vertices 
( O s j ^ l -  1): T =  (xk+i , xk+J) such that i f y k+j+ i , Ук+j+i ,  Л +i are arbitrary 
vertices o f G (*„ ?=)>„), then the set { x , , x k+j , yk+j+i , y k+l) contains only 
one A'-tuple Np not belonging to G. Fort his /с-tuple Np\ Np C\T =  0  and Saf)Np 
has k + j —l elements.

Suppose t =  t (n ,k , l )  for a graph G, we shall prove G =  M(n, k, /). In the 
following Sx and Np will mean /г-tuples belonging and not belonging to G respectively, 
Sx. and Np. will denote special /t-tupies o f the corresponding type.
(6) If 1=1,  (4) and (5) imply that for any set of к + 1 vertices of G either all 
the /с-tuples of this set are Nps or only one of them; moreover for any /г-tuple Np 
there is only one set of k +  1 vertices containing Np, all the other /с-tuples o f which 
are S'as ; consequently for other sets of к T I vertices containing Np all the /c-tuples 
of these sets are Nps.

Let K  =  (x , ,  x2, ■■■, xk+l) be a set containing both Sa and Np /:-tuples: 
(x t , x2, xk) =  Sai and {x2, x 3, . . . ,xk+1) =  NPr Let у  be an arbitrary vertex
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(y^Xi) .  By (6) all the А-tuples o f the set Y = ( y ,  x 2, ■ ■■, xk+l) are Nßs. This implies 
that if SX2 is an arbitrary А-tuple o f К  belonging to G, then all the А-tuples of SX2 +  у  
are S ’s, except the А-tuple in Y. From this it follows that if a А-tuple of Y +  x, 
contains x t , it is a А-tuple Sa, otherwise it is a A-tuple Nß. By using this method 
repeatedly we get that in G all the /с-tuples containing x t are *S’s, and all the others 
Nps, i. e. G =  M(n,  А, 1).

If / £ 2, let SX1 =  (x2, x 3, ..., xk+1) be an arbitrary А-tuple in Kßl =  
=  {xx, x 2, . . . , x k+l), having к — 1 common vertices with Nßl = ( x j , x 2, . . . ,xk). To 
prove G — M(n,  A, l) we must show that no Nß meets Kßl—Nßl — (xk+l , ..., xk + l). 
In order to verify this it is sufficient to show, that for an arbitrary vertex x 0 
(x0 9 i x 1, ... , x k + l) (x0, x 2, . . . , x k) is the А-tuple of (x0, x 2, x 3, . . . ,x k+l) =  KPi not 
belonging to G.

Suppose that for a vertex x 0 this is not true. Appealing to (5) Kßl contains a 
А-tuple, not belonging to G, and this А-tuple does not meet the set (xt+2, xi + /). 
By a simple change of notation we can obtain that (x0, x 3, x 4, ..., xk + i) =  Nß2 is 
this А-tuple. T hen(x3, x 4, . . . , x k+2) =  S22c:Kßi is a А-tuple of G. S72 ::Klh, and 
so by (5) it has the same number of common vertices with Nßl as with Nßl. This 
is a contradiction since has k — 2 and к — 1 common vertices with the sets Nlh 
and N/h respectively. This suffices to complete the proof of theorem 1.

A generalized graph G is said to be p-critical if the smallest number of vertices 
that can represent all the A-tuples of G is p, but upon omitting any А-tuple the 
remaining А-tuples can be represented by p  — 1 vertices. The following is an imme
diate consequence of theorem 1.

Theorem 2. A p-critical generalized graph can have at most

and the only p-critical graphs with this many к-tuples consist of a complete (p +  к — 1 )- 
graph and isolated vertices.

Proof. If G has n vertices and is p-critical, then it is easily seen that the comple
mentary graph o f Gis (n—p +  l)-saturated. The result now follows from theorem 1.

Remark. In proving theorem 1 we actually proved the following result: If G 
has n vertices and the addition o f  any new А-tuple increases the number of complete 
(A +  /)-graphs in G, then G has at least t(n, A, /) А-tuples with equality holding 
only if G =  M(n,  A', /).

(Received 13 April 1965)
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UNIQUE PRIME FACTORIZATION 
IN IMAGINARY QUADRATIC NUMBER FIELDS

By
EDIT LÁNCZI (Budapest)

(Presented by P. Túrán)

We shall consider definite, non equivalent quadratic forms

ax2 + b x y  +  cy2 (a >0)

with relatively prime integral coefficients. Let d denote the discriminant o f these 
quadratic forms, i. e.

d =  b2 — 4ac.

It is obvious that d =  0 or 1 (mod 4). Let lt(d) denote the class number of the men
tioned quadratic forms.

Heilbronn and Linfoot [3], [4] gave a non-elementary proof for the existence 
of at most ten negative fundamental discriminants for which

h(d )=  1.

Of these nine d  are known, namely

d  =  - 3 ,  - 4 ,  - 7 ,  - 8 ,  -  11, -  19, -4 3 ,  - 6 7 ,  -  163.

D ickson has proved that no more d  exists until —15* 10s. D. H. Lehmer 
improved this limit to — 5-109.

It is known, that if P  denotes the rational field, then one can make a one-to-one 
correspondence between the ideal classes of P{^d)  and the classes of the mentioned 
quadratic forms. Thus the theorem of H eilbro nn  and Linfoot implies that in the 
mentioned nine cases the class number of P(^d)  is 1, and this can be possible at 
most for one further negative d.

Recall that if the number of the ideal classes is 1, then the fundamental theorem 
of arithmetic holds for the integers of P(Yd).  Thus in the case of the mentioned 
nine d, the integers of P{ If/) form a unique factorization domain.

If |fi? |S ll, the mentioned domains are Euclidean. On the other hand, it is 
known that there does not exist more Euclidean rings among the integers o f ima
ginary quadratic fields. Thus in the first five cases the Euclidean algorithm is a 
natural tool for proving the fundamental theorem of arithmetic. But in the last 
four cases, — as far as I know — there does not exist any proof which does not 
make use o f the ideal classes.1

1 Hasse [2] gave by ideal theoretic methods a necessary and sufficient condition for a domain 
of integrity to be a unique factorization domain, but he has not considered which algebraic number 
rings satisfy his conditions.
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In this paper we are giving an elementary proof of the fundamental theorem 
of arithmetic for the integers o f the mentioned nine fields P ( \ d )  by making no use 
of Euclidean algorithm or ideal theory.

This proof is much shorter even in the Euclidean cases than the usual proofs, 
and besides, the method yields some information about the possible tenth imaginary 
Pil'd).

Let E(d) denote the ring o f integers of the algebraic number field P(y d). We 
shall call the elements of E(d) /f(<r/)-integers. These are of the form a -I bi) where 
a and b are rational integers and

and

if d = A k + \

if d = 4 k

(к is an integer).
It is known that the units o f E(d) are:

+  1, ± 0 ,  ± ( - 1 + 0 )  if d = -  3 

±1 + 0  if d =  — 4
and

±  1 for the other d.

Let iV(a) =  |ctj2 denote the norm of the £(r/)-integer a. It is easily shown that

N ( x + y 0 )  —  x 2 + x y  +  y 2 if d  = - 3

N(x +  y0 ) =  x 2 + y 2 if 1II'Ч

N ( x + y 0 ) =  x 2 + x y  +  2y 2 if d = - 7

N ( x + y 0 )  =  X 2 +  2 y 2 if d  = - 8

N(x +  y0) =  x 2 +  xу +  3 у 2 if d  = -1 1
N(x + y 0 )  —  x 2 + x y  +  5у 2 if

ON1II•43

N ( x + y b )  =  x 2 + x y +  I l y 2 if

m1II■43

N ( x + y 0 )  =  x 2 + x y + \ l y 2 if d  = - 6 1

N(x  +  yd) —  x 2 + x y  + 41y2 if d  =  — 163

Recall that E(d )-integer a, different from 0 and unit, is called irreducible, if 
cx=ßy (ß, у c E(d))  implies that either ß or у is a unit.

If the norm of an £(ff)-integer is a rational prime, then the £Yi/)-integer is 
irreducible.

Theorem. Let

d  =  — 3, - 4 ,  - 7 ,  - 8 ,  - 1 1 ,  -  19, - 4 3 ,  - 6 7 ,  -  163.
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Then every E(d)-integer different from 0 and units has a factorization into a finite 
number o f irreducible E(d)-integers and such a factorization is unique apart from  
unit factors and the arrangement of the factors.2

Proof. The proof of the decomposibility runs as usual. It is based on that 
if a product does not contain unit factors, then the norm o f the product is greater 
than the norms of its factors.

We prove the uniqueness of the factorization by a unified method for every 
fixed d  by induction on the norm of the £(</)-integers.

1. Let a be an £(</)-integer such that

N(a) =  2 if d ——4. - 7 ,  - 8

iV(a) =  3 if d = -  3, - I I

N(a) =  4 if < / = - 1 9 , - 4 3 , - 6 7 , - 1 6 3

these being the least values of norms of £(</)-integers different from 0 and units.
Then in the cases N(a) = 2 ,3  the integer a is irreducible. The case N ( a ) = 4  

occurs among the mentioned discriminants d  only if a =  +  2 and these numbers 
are irreducible too. So the theorem holds for a if N(a) is as above.

2. Let us suppose that the theorem holds for every £(</)-integer, whose norm 
is less then n. We shall prove that it holds for every £(</)-integer a with norm n.

If, on the contrary, the theorem were false for a, then a would have at least 
two different decompositions
(1) a ~ n l n 2 . . . n r

and
(2) <X =  Q l Q 2 ' - - Q s

where nv and Qfl are irreducible £(</)-integers such that r S 2, s ^ 2  and

nv ^  евц (£ is a unit).
Let и! have the minimal norm among the and suppose

N ( e i ) ^ N ( e 2) ^ . . . ^ N ( Qs);
and so

Let us consider

(3) <x0 =  a £ ----- -<*ri =  e 2 . . .
Qi

where the non-zero £(</) integers £ and >] will be later chosen suitably. Obviously, 
a0 is an E(d) integer divisible by . We shall show that £ and >] can be chosen such 
that a0 is different from 0, N(a0) is less than n and a0 has again at least two different 
decompositions into irreducible factors, — which will be an obvious contradiction.

2 After having prepared my paper, I have been informed that in the Czechoslovakian Mathe
matical Congress (Prague, 1949) J. M a r ik  gave a talk about this theorem. A short summary of 
his talk has been published in Czech (Casopis pro pestovani 1950 (164)). In his letter J. M a r ik  
informed me that neither his proof nor the main ideas of his proof have been published anywhere.

13 A cta M athem atica  X V I/3 - 4
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If a0 were 0, then

e.
TTilSií

would follow. Thus, if £ can be chosen so as to satisfy
N ( e i O ^ N ( a )

then g ^  has by the inductive hypothesis a unique factorization into irreducible 
factors and thus owing to n1{ g 1, if  we choose £ such, that

*xU
then a0 ^ 0  will follow.

Tn order to fulfill
N(oi0)^N(oc)

we have to choose — according to (3) — the £.’(f/)-integers £ and t] such that

\Qi€-ni4 \  <  lei!
i. e.

Since n l does not occur in the decomposition of q for a suitable it cannot 
occur in the decomposition o f д ^  — пхг\ either. Therefore (3) implies that a0 has 
at least two distinct decompositions into irreducible factors.

Summarizing, we have to choose the £(7/)-integers £ and rj such that

a) g Я!
Z - — 4

(4) b) nyi t

c) I?l<lß2—e*l-
We are going to prove that such a choice o f the £(7/)-integers £ and t] is possible. 
Consider the lattice of the £(if)-integers. This is a parallelogram lattice in the 

plane. Figures 1 and 2 show the cases d — 4k + 1 and d  — 4k, respectively.

Fig. 1 Fig. 2
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The neighbouring sides o f the fundamental parallelogram of the lattice are 
of length 1 and Щ, where

(5)
4

d Í~ -d

if d = 4 k  +  \

if d = 4  k.4 2

Let m denote the greater height of the fundamental parallelogram. Then

í ~ d

(6) m -
2

Y = d

■\щ if d = 4 k + l

=  |#| if d = 4 k

Since therefore the point, corresponding to the number —
01

lies in the interior or on the circumference o f the unit circle having the origin 0 as 
centre.

Let us consider the numbers —  rj, when t] runs over the lattice points o f the
в l

lattice j R .

Multiplication by —  means a contraction of the lattice R  in the ratio
0i

( á l )  and a rotation of angle arg —  around 0, so the numbers —  t] form a paralle-
0i 0 i

logram lattice R', whose fundamental parallelogram is similar to that of the lattice 
R. Thus the lengths of the sides of the fundamental parallelogram in R' are

(7)
0i

Г:: 1 and Ы \ я

The greater height is of length

(8)
0i

m á m .

We see that requirement a) is fulfilled it R has a lattice point £ and R' has a 

lattice point — ц, whose distance is less than 1. Otherwise expressed, the lattice
0i

R has a lattice point £, such that the unit circle around it contains in its interior a 
lattice point of R'.

In order to fulfill the requirements b) and c) too, we have to ensure that for 
this 7ijfij and IÍI ■< |0 2 ---0 S| should be true.

We show that we can find a suitable lattice point £ already among the lattice
y ^ dpoints of the lattice R either on the real axis or on the lines у  =  ±  ——  , i. e.



458 EDIT LÁNCZI

a m o n g
О, ± 1 ,  ± 2 , . . .

± 0 ,  ± ( 1 + 0 ) , . . .

± ( - 1 + 0 ) ,  + ( —2 + 0 ) ,  ....

I. Let us concentrate first o f  all on the first five cases, namely, if \d\S 11. (These 
are the Euclidean cases.)

Next we prove a lemma.

Lemma. I f  the length o f one o f  the sides o f  the fundamental parallelogram o f  a 
parallelogram lattice is at most 1 and the length of the corresponding height is less 
than )3 , then the interior o f  a unit circle lying on the plane arbitrarily, contains at 
least one o f the lattice points o f  the lattice.

Proof. Let us consider the lines of the lattice on which the distance of conse
cutive lattice points is at most 1. As the diameter of the circle is 2, therefore at least

one of the mentioned lattice lines, 
say e, intersects the circle.

Let us take the neighbouring 
lattice lines which are parallel to e. 
(See Figure 3.)

These lines cut from the circle 
chords. The longest chord assumes 
its minimal value (t ) if the parallel 
lines have a symmetrical position 
with respect to the centre of the 
circle. (This is true even if  only 
the line e intersects the circle.)

in that case too, — denoting by m the distance of the neighbouring lines of 
the lattice — we obtain

r =  f'4 ^ m i > ) /4 - 3  =  l,

consequently, in the interior o f the circle there is at least one lattice point on 
the chord t.

Now we are going to prove our theorem in the cases [ú f |á ll.
In view o f (7) and (8), the mentioned lattice R' satisfies the conditions o f our 

lemma if 3, that is, if
Í~-~d

m -~ ~ 2 — 3

Fig. 3

i. e. in the first five cases.
Now let us put our unit circle so that its centre should be a lattice point o f the 

lattice R. Then by the lemma, condition a) is fulfilled.
The conditions b) and c) will also be satisfied if the centre of the circle is a 

lattice point £ of R, which is an E(d) unit.
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This completes the proof of 
the theorem in the cases \d\ =  l l . 3

We mention that we can 
simplify our proof in the case 
d  =  — 3 (Euler integers) and in 
the case d — -  4 (Gaussean in
tegers). We have only to make 
use of the fact that every point 
of the unit circle whose centre 
is the origin lies in at least 
one of the unit circles whose 
centres are the six or four 
units, respectively. So with the 
choices £ —£ (e is a unit) and 
/7 =  1 all the conditions a), b) and
c) are fulfilled. (See Figure 4.)

II. We turn to the non-Euc- 
lidean cases; | rf | >l l .

If the point —  lies in the 
Q l

interior of the unit circle around 
the point 1 or — 1, then by I, 
our theorem holds with the choi
ces £ =  1 , or — 1 and 17 =  1 .

Thus we may suppose that

—  belongs to the shaded do- 
Q l
main. (See Figure 5.)

Let us consider now the 
unit circles around the lattice 
points o f the lattice R  on the 
real axis and on the lines

The union of the mentioned 
circle discs form along each line 
a domain, which is bounded by 
two curves consisting circle arcs. 
The minimal distance of the 
curves at a given domain is

(9) 2sin |  =  / 3 > 1 .  

(See Figure 6 .)

Fig. 4

1

Fig. 5

3 Note that in the last four cases we have m > fs .  Thus we cannot continue proving the theorem 
in this way.
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The lattice line of R' joining the origin with the point —  contains by (7) lattice
Si

points o f R' whose distance is at most 1. Therefore each of the upper, middle and 
lower domains contains by (9) at least one lattice point of the mentioned type.

Hence to the mentioned point —  t]0 £ R' there corresponds at least one point
Q l

£0 €R  satisfying condition a). (Here //0 is especially a rational integer.)
Evidently, every lattice line parallel to the mentioned line of the lattice R' 

has similar properties.
Of these we consider only the first lattice lines on the left and on the right, 

which are parallel to the mentioned line. Then we get in the upper, middle and 
lower domains altogether at least 9 corresponding pairs of points from R' and R, 
i. e. at least 9 values o f £ for which condition a) holds.

Let us examine these points £ from the point of view of conditions b) and c). 
It is obvious that £ = 0  is never suitable, because it is divisible by an arbitrary nl . 
We shall show that we can select from the remained eight possibilities at 

least one which satisfies conditions b) and c) too.
First we give an upper estimation for |£[.

The starting lattice line depends
7lion the position of the point —
6i

(see Figure 5), and together with 
this line the parallel lines are also 
changing.

Let us see where they — in 
their extremal position — intersect 
the real axis and the lines

у  = ±  ^ 2  ^ ■ (See Figure 7.)

To this end we extend the do

main containing —  by the part of
6i

the unit circle spreading till the line

У =  ± tg  j x  =  ±У Зх .

By symmetry, the extremal positions o f the starting lattice line of R' are the lines 
у  =  +  / 3 x  and the imaginary axis.

Note that the distance s of the examined lattice lines of R' is at most m. Therefore

s ^ m .

Figure 7 shows the case s =  m, that is, the case in which the intersection points have 
the greatest distance from the origin.

Now omit the points A and B, farthest from the origin, and the points on the 
real axis. Then we have four or six intersection points, respectively, in the extremal
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position of the mentioned lattice lines. (See the marked points on Figure 7.) The 
maximal distance o f these intersection points from the origin is

( 10) max (m, 1, l) =  / =  У 2 m — У 2 У - d

(See Figure 8.)
Let us consider now the points of the 

section points of the lattice lines and the 
circle around the origin with radius /. 
Of these only the non-real ones and those 
of greatest absolute value will be consi
dered.

Thus we obtain four lattice points 
of R to which there exist lattice points
TC\
—  i] in R' which satisfy condition a).
6i

If we consider the mentioned E(d)- 
integers corresponding to all the possible

points ~  ri, then the absolute values of 
öi

the E(d) integers £ will be as follows (in 
general, four different non-real £ exist 
with the same absolute value):

lattice R, which are closest to the inter-

1) Case d  =  - 1 9

№
2) Case 1II

и 1̂

3) Case d = - 6 7

|0| =  ̂ 5, | l + 0 |  =  jfy |2 +  0| =  / l l .

= УТУ, |1 +  #| =  /ПГ, | 2 + 0 |  =  /Í7 , |3 +  #| =  ^ 2 3 .

Щ =  У\1, \\ +  Щ =  У\9, \2 +  f}\ =  У 23, |3 + #1 =  ^29, |4 + ^ |= ^ 3 7 .  

4) Case d = - 1 6 3

\ft\ =  141, |l +  #| =  /4 3 , |2 +  #| =  /47 , |3 + #1 =  ^53, 

|4 +  0 | =  /бГ, |5 +  #| =  УтУ, |6 + # | =  ^83.

So we obtain for all the examined values of

№ ^ У п if </ =  - 1 9

l í l^ /2 3 if d =  - 4 3

IÍI ^ 3 7 if d =  - 6 7

|{| =1^83 if d  =  -1 6 3
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Let Id denote the number max |£| for d. We shall show that for every d  there 
exist among the £, one, which satisfies condition b) that is, for which n x\c, with a 
suitable it} .

Indeed, the norms of the mentioned £ ,(J)-integers £ are all rational primes, 
thus these E(d) integers £ are all irreducible. Thus they are divisible by the corres
ponding ni only if  they are associated with n1, that is, if

^=£7Ci

where £ is a unit, necessarily e =  ± 1 .
Thus only two numbers £ do not satisfy condition b), that is, we have two 

E (d ) integers c which do satisfy condition b).
Now we have to deal with condition c) only.
By (11),

(12) 151 s / f
therefore for q2, ..., qs in (2) we obtain in the case

(13) le2---ösl='^ 
from (12) and (13) the result

(14) l i M e 2 - e , l -
Hence it is sufficient to deal with the case in which

(15)
Then certainly

(16) (v =  2, ..., s).

y ^ dIn view of the fact that the lines у  — ± 2  ■ ■ and the circle with the radius

la have no points o f intersection (see Figure 8), the numbers gv are either among 
the irreducible 2?(r/)-integers enumerated on page 461 or among the £'(i/)-integers 
which have the same absolute values as these, or among the real irreducible E(d)~ 
integers in the circle with radius Id.

First we show that for an arbitrary d  only

s =  2
is possible.

(i) Indeed, 5 =  4 is possible only in the case d  =  — 163 and only with

But from this, using 

we get

which contradicts

Qi =  03 =  Qt =  ± 2 .

\щ \^ \в 2\

71! = ± 2

nv9±£Q,t ( £ = ± 1 ) .

(ii) Further, 5 = 3  is possible only in the cases d  =  — 43, —67, —163 with q2 
and g3 equal to ± 2 ,  or ± 2 , + 3 . As above, we are led to a contradiction.
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Thus we have proved that s =  2 i.e .

<Х =  в1в2
where

lövi — la ■
From

l£il =  !ö2
we obtain 
(17) M S / Í 2.

Our argument shows that if the fundamental theorem is true for the E(d)- 
integers of absolute values not greater than IS2, then it is true for all the E(d)~ 
integers. Since there exist but a finite number of £(V/)-integers in the circle with 
the radius IS2, therefore we have to examine but a finite number of cases.

Note that from the definition of ld and IS it is obvious that

I S ^ lä + l

We have seen that if the fundamental theorem were false for an £(i/)-integer 
a, with |ot|s/d2 than one o f the decompositions of a would have exactly two irre
ducible factors. Let us see o f what kind the other decomposition can be.

A) First suppose that none of the factors and q 2  is real. Then

N(Qi) = P i , iV(ß2)= p 2.

Thus if a has two distinct decompositions, then

N(ac) = p ip 2 = N ( n 1)N (n2)...N(nt)

would follow. Hence t ^ 2 .  But t =  1 is a contradiction, thus we obtain t =  2, i.e. 
the decompositions of a can be only of the form

oc =  n1n2 and ot =  g1g2

where nv are non-real irreducible integers and the norms of 7rv are rational primes. 
(Otherwise t =  1 would follow.)

Further
l îl =  IöíU |л2| = Ы

and so
K \ s / r

Hence nl and n2 can occur only among the irreducible integers enumerated 
on page 461.

Further, on account of

we get
P i = P z  and N(n1) s N ( e i )=Pi  

N( tz1) = p 1 and N(n2) = p 2.
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Here For, on the contrary, — using that on the one hand

7l1 ^  +  Ql t  +  Q 2 

Tt2 7i + e i , ±02
and on the other hand only four non-real Cff/l-integers have the same norm —, we 
obtain

Consequently,

from which we get either

П 1 —  ± П 2 , 01 = ± 0 2

a =  + n \  == ±

71 i  = ± 0 1 ,  o r  К 1 = ± Í 0 1
The first case is a contradiction, and the second one can not happen in our cases 
\d\ >4.  Thus we conclude that p x and p 2 are different, and so we may suppose that

a) Let
P1 2-

Here

and

Hence

л ! =  a +  b 0i =  c+'b

n2 — b +  $ q2 =  e +  ß.

|a +  #| — |c +  #|, \Ь +  Щ =  \е+Щ

7lpn2 = 0102 ■

ab =  ce and a +  b =  c +  e.

c or a =  e, whence either

71  j =  Q 1 О Г  71 j —— Q  2

is a contradiction.

л 1 =  a +  b p! =  c — b

n2 — b +  ß 02 =  e +  ß

\a +  #| =  \c — Щ, | i  +  #| =  \е +  Щ

ß ) Let 

Here

and so because of
Л1Л2 =  0102

we obtain
ab +  fi2 + ( a + b ) { }  =  ce — &2 +  (c — e)f). 

But d =  4/c + 1  and so

d 2 : 1 +  Vd\ / d \ 2

Hence

ab +  —7 — +  (a +  b + 1 )#  =  ce

4

d - l

+ ti.

+  (c — e —l) b4 4
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i. e.

and
a +  b +  1 =  c — e — 1.

From the equations on the absolute values we obtain

a — c =  — 1, b +  e =  — 1
whence

d -  1CN1II71'—✓<-S1

that is
2e(2c — 1) =  - 2 c + \ + d

2e(2c — 1) =  — 2c +  4A' +  2.
Therefore

(2c — 1)|(—c +  2fc +  1).
Here

к =  -  5, c =  0, ± 1 , ± 2 if d =  - 1 9

к  — —11, c —0, +  1, + 2 , ± 3 if d =  - 4 3

Г--"7и c —0, ± 1 ,  ± 2 , ± 3 , ± 4 if d =  - 6 7

и 1 c =0, ± 1 , ± 2 , +3 , ± 4 , + 5 , ± 6 if d =  -1 6 3

so we obtain
( 2 c - l ) |( g - c )

where
g =  — 9, -2 1 , - 3 3 ,  - 8 1 .

It is easy to check that the last divisibility relation is either impossible for the 
corresponding values of c and g, or it contradicts the possible values of a, b, c, e.

As all the cases in A) can be reduced to one of the cases a) and ß), we arrive 
at the result that a can not have at least two decompositions containing only non- 
real factors.

B) Suppose that one of g t and g2 is real, say g i=P i -  Thus 

A (a) =  N  (Qi) N ( q2) =р1р\  (k =  l or 2).
Hence

N ( n l )N(Ti2)... N (n t) = p  \ p \
and so

р 1|А(л1)...А(7г,).

Since p l is prime and the fundamental theorem holds for the rational integers 
we infer that for some //

pßN(n„) =  qr
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where q is a prime and r — 1 or 2. From this

P i = q -
In the case r — 2, hence we get

N (n f) = p \ .

This implies that either 7t„ =  ±  if nß is real, — which is impossible, — or n„ is 
non-real. In the latter case N ( n J = p j  is impossible, because otherwise

K,l = leil=Pi = #
would follow, and as before, the norms of non-real if (^-integers of absolute value 
^  /* are always primes.

Hence we obtain r — 1, that is
N(nlt) = p {

where
P i = Q i ^ t S ^  10

i. e. the possible values of p,  are 2, 3, 5, 7. From table on page 461 we see that only 
Px =  5 ,7  may occur as norms in the case d  = —19. But this contradicts the fact 
that

/1 19 < 5 .

Similarly we get a contradiction if  q2 is real. So we have proved that a can have 
no two distinct decompositions into irreducible factors in the case B).

This completes the proof o f the theorem.
It is worth-while mentioning that from the proof of our theorem we get also 

the following result.

T heorem. Let

c d= n ^ - + \

and suppose that in P {\ d) the norm o f every non-real integer o f absolute value non- 
greater than Cd is a rational prime. I f  the fundamental theorem of arithmetic holds 
fo r the integers o f Pil'd) o f  absolute value '= C j . then the fundamental theorem of 
arithmetic holds for every integer o f P(\fl).

(Received 12 May 1965)
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