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A «FACTORISATIO NUMERORUM» PROBLEMAJAROL.

Bevezetés.

Az additiv szdmelmélet egyik nevezetes, «partitio numerorum»
néven* ismert problémakére valamely n természetes szdamnak
tetszésszerinti szama pozitiv egész szam dsszegeként valo elé-
allitasainak szamossdgara vonatkozik. E sziamossig Eurer ota
szamos vizsgdalat targyat alkotta; Harpy és Ramanusan ? aszimp-

~ totikus képletet is adtak ra. Ezzel szemben a megfeleld mul-

tiplikativ szdmelméleti problémat, amely valamely 7 természe-
tes szdmnak tetszésszerinti szami, 1-nél nagyobb egész szam
szorzataként valé eléallitasainak szamossdgara vonatkozik, tudo-
masom szerint eddig még nem tdrgyaltik.?

1 Sziikebb értelmében hasznalva e kifejezést; tagabb értelemben a
partitio numerorum problémakore felélel minden additiv szdmelméleti
kérdést.

2 . H. Harpy és S. RamanuiaN: Asymptotic Formulae in Combina-
tory Analysis, Proceedings of the London Math. Society, (2) XVII (1918),
76—115. oldal, vagy Collected Papers of SriNivasa Ramanuvian (Cambridge,
1927), 36. cikk, 276—309, oldal. A szobanforgs aszimptotikus képlet egy-
szeriihb bebizonyitasara nézve 1. KoNRAD KNOPP : Asymptotische Formeln der
additiven Zahlentheorie, Schriften der Kénigsberger Gelehrten Gesellschaft,
naturwissenschaftliche Klasse, 2 (1925), 45—74. oldal.

3 Ezzel szemben annak az (egyszeriibb) additiv szimelméleti problé-
manak, amely valamely n természetes szamnak adott A szamu egész szam
osszegeként valo elGallitasainak szdmossagara vonatkozik, multiplikativ
szamelmeéleli analogonjaval «Piurz-féle osztoproblémar néven szimos munka
foglalkozik ; 1. pl. G. H. Haroy és J. E. LirtLEwoop: The Approximate
Functional Equation in the Theory of the Zeta-function, with Applications
to the Divisor-Problems of DiricHLET and Pirrz, Proceedings of the Lon-
don Math. Society, (2) XXI (1923), 39—74. oldal.
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2 KALMAR LASZLO.

kell mondanunk, hogy két eldallitas kiilonb6zének szémit-e, ha
csak a tagok, illetéleg a tényezdk sorrendjében térnek el egy-
mastol. Az additiv eléallitisok esetén csak az a definici6 vezet
problémdhoz, amelynél a tagok kiilonbéz6 sorrendjével felirt
felbontasok nem tekintendék kiilonbozéknek, mert a mdsik
definicio mellett, tehat ha a tagok sorrendjére tekintettel va-
gyunk, a felbontdsok szama”* — mint teljes indukcioval min-
den nehézség nélkiil adodik — 27—1. A multiplikativ eléallita-
sok esetében azonban az eléallitisok szamanak egyik definicidja
sem vezet trividlis szamelméleti fiiggvényhez. Jelen dolgozatban
telintettel vagyok a tényezdk sorrendjére is, tehat a kovetkezo-
képpen definidlt f(n) szdmelméleti fiiggvényt — n «factorisatioi-

nak» szamat — vizsgdlom: f(n) jelenti az n szamnak
N =N, Ny (=
alaka eléallitasainak szamat, ahol k£ = 0,> 1,° 2,...; n,, n,,..., ny

1-nél nagyobb egész szamok; végiil az (1) és az
0= N o T
eléallitaisok akkor és csakis akkor tekintend6k azonosnak, ha

2oay I‘ 2 o U L 2 ’ X U
o= T = s g = Mgysis 5y M == i

Minthogy f (n) valtozasa szabalytalan (pl. valahanyszorn torzs-
szam, [ (n) =1, mig kilénben f (n) tetszés szerint nagy értéke-
ket is felvesz), ezért nem f (n)-re magira, hanem az

L FW) @) et F)

n

% Beleértve az «egy tag Osszegére» valé nem-tulajdonképpeni felbon-
tast is.

> O-tényezds szorzat jelentése 1; ez tehat csak n —1 esetén lép fel:
(1) =15

6 E szerint a nem-tulajdonképpeni, «egy tényezd szorzatara» valo fel-
bontas is szamitando.
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A (FACTORISATIO NUMERORUM)» PROBLEMAJAROL. 3

kozépértékre fogok aszimptotikus képletet adni: bebizonyi-
tom, hogy

f[A+f@+---+fm Lone
n g 3 @

ahol p a {(s) =2 egyenletnek * egyetlen 1-nél nagyobb valés
gyoke,® R értéke pedig
s X logn ;
R= S T g (0)-
n=9

A (2) aszimptotikus képlet abbol a ténybol fog kovetkezni,
hogy az [ (n) szamelméleti fiiggvény generitor DiricuHLET-sora

, azaz

: @ e [ () Nl |
f(1)+—QT+—3s—+"'+“;l‘_r+“'—9_—c(s)— 3)

efe 5
249

(I. 4. szakasz); ez az egyenlet akkor érvényes, ha az s=os-}it
komplex valtozo valés komponense, o>p; maskiilonben a bal-
oldalon allo6 sor széttarto. E generatorfiiggvény a ¢>p félsikon
reguldris; a o=p egyenesen egyedili szingularis helye az s=¢
polus. Bour-nak a Riemann-féle (¢-fiiggvény értékkészletére vo-
natkoz6 vizsgalataibol® kovetkezik, hogy a ¢ = ¢ egyenes bar-
milyen kis (baloldali) kornyezetében vannak a ¢(s) =2 egyen-

7 Ttt € (8) az s komplex valtozo oly értékeinél, melyeknek valos ossze-
tevgje 1-nél nagyobb, a

1 1 1

§(s):1+'ﬂ—s+§;+"'+F

4 e

8 log n

sorral értelmezett RIEMANN-féle C-fiiggvény, ahol »® az e
egész fiiggvényt jelenti.

8 Jlyen gyok valoban egy és csakis egy van; ugyanis & (s) 1-nél na-
gyobb valés s értékeknél csokkend valos folytonos figgvény, azs=1 hely-
hez (jobbrol) kozeledve minden hataron tal né, mig s—oo esetén 1 a
hatarértéke.

9 H. Bonr: Uber das Verhalten von §(s) in der Halbebene ¢ > 1,
Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottin-
gen, mathematisch-physikalische Klasse, 1911, 409—428. oldal.

transzcendens

1*

AY

=i

> ]
g % T h
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4 KALMAR LASZLO.

letnek gyokei, tehat a szobanforgéd generatorfiiggvénynek poélusai.
Ebbdl kozvetlentl kovetkezik, hogy a (2) aszimptotikus képlet

[+ +--+f®)

n

)

maradéktagjira nézve nem &ll fenn O (n®) alakG megbecslés,
ahol a<p—1; Bour modszerét részleteiben kovetve e maradék-
tagra még élesebb alulrél valo megbecsléshez lehet jutni. Ugy-
sz6lvan azt az esetet illusztralja az f (n) szamelméleti fiiggvény,
ami a torzsszamok eloszlasénak problémajinal eléallna, ha a
Riemann-féle {-fiiggvénynek — a nevezetes Riemann-féle sejtéssel
ellentétben — a o =1 egyenes barmilyen kis baloldali kérnye-
zetében volnanak zérushelyei. Jelen dolgozatban nem foglalkozom
ezekkel, a (3) fiiggvény mélyebb fliggvénytani tulajdonsagaibdl
foly6 eredményekkel ; minddssze az emlitett (2) aszimptotikus kép-
letet fogom bebizonyitani. E kézben a komplex valtozos fiiggvény-
tannak csak a legelemibb fogalmait és tételeit fogom alkal-
mazni ; ezeknek teljes elkeriilése nem titk6znék ugyan akaddlyba,
azonban az el6allo szamitasbeli tébblet miatt nem volna ér-
demes. A (4) maradéktagnak emlitett alulrol val6 megbecslésére,
tovabba ugyane maradéktagnak a diophantikus approximdciok
elmélete segitségével torténd felillr6l valé megbecslésére méds
helyen szindékozom visszatérni.

1. Az f(n) szamelméleti fliggvényhez tartoz6 DiricHLET-sor

©

ahol s =g¢ + it komplex viltozo. Ha s valds dsszetevdje, o, na-
gyobb, mint a {(s) =2 egyenlet egyetlen 1-nél nagyobb valds
qyoke, o, akkor e sor dsszetartd és Osszege

BN
Z, w24 )




A (FACTORISATIO NUMERORUM» PROBLEMAJAROL. 5

Ugyanis ¢ > p esetén
1 1
2@ 1—-(CO®—1)
=1+ (CE) — 1) + (£ @) — 1)+ + (C &) — 1)+,

mert ekkor
R ot A R S
L ST S S S
n= n=2

= n=2
Itt, ha ¢ > 1,

(C(s)—1)’°=(§%)k=;=g§ . ;m

s a jobboldalon all6 k-szoros végtelen sor feltétleniil ossze-
tarto; egyszerli DiricHLET-sorrd dtrendezve

C@—1p=Y L0, @)

ns
n=1

ahol f%x(n) az n pozitiv egész szamnak k-tényezés

T = Mg M
szorzat alakjaban valo eldallitisainak szama, hol n,, 7,,..., ny
1-nél nagyobb egész szamok és két eldallitds akkor és csakis
akkor szamit azonosnak, ha a tényezdk, sorrendre nézve is,
megegyeznek.'® (7) érvényes k& = 0 esetén is, ha f, (1) jelentése 1,
kiilénben (vagyis, ha n>1,) f; (n) = 0. Eszerint, ha ¢ > o,

)

A \ fic M)
2—((s) _Z ns

k=0 n=1

10 A 3. labjegyzetben emlitett PiLrz-féle osztéprobléma az

o)+ (5 ) fis 0+ (&) a0 o (3 ) o 0

szamelméleti fiiggvényre vonatkozik, amelynek kozvetlen jelentése az n
szamnak n=nn,. .. n; alaku eldallitisainak szdma, ahol k adott természe-
tes szam, két, egymastol a tényezok sorrendjében eltéré eldallitas kiilon-
bozének szamit és n,, n, ..., n; pozitiv egész szamok, megengedve az 1-et is.
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E kétszeres végtelen sor ¢>p esetén ismét feltétleniil Ossze-
tarto (mert barmely tagjanak abszolut értéke nem egyéb, mint
ugyane sornak megfelelé tagja az s=a helyen), s igy egyszert

DiricHLET-s0rTd  dtrendezve is Osszetartd és Gsszege

PO
sz6val (minthogy f(n) = f,(m) 41, ) +- -+ fi. 0)+---**) az (5) sor
Osszetartd és Osszegét (6) adja.

2. Az [ (n) szamelméleti fiiggvény kozepes nagysagrendjének

megbecsléséhez haszndlni fogok egy, az fiiggvénynek

2—¢ ()
a o=p egyenes jobboldali kérnyezetében valo viselkedésére vo-
natkozo egyenl6tlenséget. Ennek bebizonyitasa a kovetkezd
segédtételen fog alapulni:

Legyen t tetszésszerinti pozitiv szdm. Az n pozitiv egész
szdmnalk adhato végtelen sok kulonbozd

TR R )

érték, amelynél 9;—7; log n-nek a legkizelebbi egész szdmlil vals

tavolsdga legaldbb %; a (8) szdmok vdlaszthatok gy, hogy

2k
t
b st 9)

2 B
1—e ¢
legyen.
Bebizonyitis: Ha g valamely egész szam és az n egész szam
teljesiti az
2% (g+3) 27 g+9)
e’ =n<e't

[IA

egyenlétlenséget, akkor
4
gtisg-lgn=g+s

tehat m-nek megvan a kivint tulajdonsiga. Ha

11 | végtelen sor csak latszolagos, mert, ha & nagyobb, mint n torzs-
tényezdinek szima (tobbszorosségikkel szamlalva dket), akkor fj (1) = 0.



A (FACTORISATIO NUMERORUM» PROBLEMAJAROL. ‘ 7
%"—(g+%) T(g+x)
e e =

akkor biztosan van ilyen n egész szam; ez pedig teljesiil, amint

27 o
67 (g+3) —1_, ( 1 0)

tehit g-nek minden elég nagy értékénél. Legyen g, a leg-
nagyobb egész szam, amely a (10) egyenldséget nem teljesiti.
Akkor
62—:' (9+3) v 1_”, 1)
1—e *
de

32 (getked) 1
(23 = R 2
e t

—_
I

ha k=1, 2, 3,...; a(8) pozitiv egész szamokat gy valasztva, hogy

2 (gotk+ D) 2% (go+ k1)
e Ve e

IIA
[IA

legyen, ezek a kivant tulajdonsdggal fognak birni és (11) miatt
a (9) egyenlétlenségnek is megfelelnek.

3. Ha ¢ > 1, akkor

1
nO’

C)—C@ =Y
n=1

iﬂi
n
n=1
€@ — O = R0 —¢E) = ZM

A jobboldalon egy tag sem negativ; ha » olyan, hog log 7~

y 2
nek a legkozelebbi egész szamtol vald tavolsdga legaldbb %, ak-
kor a ¢ log » szog vagy a masodik, vagy a harmadik negyed-
ben van, tehat cos (¢ log 7) < 0. fgy a megeléz6 szakaszban

bebizonyitott segédtétel szerint
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o ® ( -_’_'_)“
1 l1—e ¢
]C(ﬂ)*C(s)IEZTka>Z Y =
le=1 k=1 Ok
P T s U
BT TR i T
g e e T) SR

tehat, a minden valés x helyen érvényes e > 1 & egyenlét-
lenség miatt,

n\°
3no —t— qo—1 _ 3no

» kg R = 1—o
[$@) —&B)|=e T P A
t
4. Minthogy
nz
c@=%<2

ezért 1<p<2.'® Legyen p<o<2, t=>1; akkor (12) folytan

1) —¢6)| = ”‘;—’ e-bati-a — g.ti-o

ahol ¢,, (mint alébb ¢,, ¢4,..., €, is) pozitiv allandot jelent. To-
vabbd, minthogy ¢ > 1 esetén ¢ (o) esokkend konvex fiiggvény,*®
ezért

0<2-{(0)=¢C(@— )<l (@=R(—o),
ahol R, mint a bevezetéshen, —(' (p)-t jel6li. Ennélfogva

1226 | = |20@)—¢©)|—(2—¢0@) = ' °—R(c—0),

12 J, P, Gram: Tafeln fiir die Riemannsche Zetafunktion, Det kongelige
Danske Videnskabernes Selkabs Skrifter, naturvidenskabelig og matematisk
Afdeling, (VIII) 10 (1926), 313—325. oldal szerint

G (1°7) = 2-05428 87568. . .,
¢ (1-8) = 1-88222 96181.. .,
(320. oldal) ; tehat 1'7T<<p<<18.
13 Ugyanis

g )=~ BN o, & (@)= RES <o

o
n=2 s n=2




A (FACTORISATIO NUMERORUM)» PROBLEMAJAROL

A
tehat, ha
20,
s=0 R—@ <ict* és 1—02——"2—, (13)
akkor (minthogy ekkor o <1+ —02— <2).
‘ : o8
|12—¢ @) | =26t 2
e :
(13) all, ha t =1 és p <o <o+ ¢t 2 hacsak ¢, elég kicsi;
ugyanis ekkor :
R ( ) < R t_%<lct“% fin o
"_9= 02 =21 ’ 2——2R’,
g
155> d—gof?

Ennélfogva ekkor

l.._.__]:___l <_2_._t2.
2= 1=¢ '

g
viszont, ha t =1 és g+cyt * <o <2, akkor, { (o) konvexsége

miatt,

‘9 c(s)| ‘ ’éz YR C(a)

1 1 [

L < = =

e—a)C'(6) —cl' (@ ol ' (2)
Eszerint p <o <2, t =1 esetén
1 e
I m , = 03t . (14)

5. Az s=p hely a 2—{(s) fiiggvénynek elsérendd?* zérus-
helye, tehat reciprok értékének elsérendt pélusa

lim ———= —lim b hi Al ,L = A
s=p 2 C(S) s=0 ¢ — \(Q) ¢ (o) R

reziduummal ; ezért a

14 ¢ (9) <0
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1 T AT
2—CL(s) R s—p

o (s) =

fiiggvény, és elsé differencidlhanyadosa is, a p<o<2, 0<i<1

téglalapon — regularis 1évén — korlatos :
' lo®)| < . (15)
|¢’(3)] = Cs. (16)
Misrészt, (14) miatt, o <o <2, t > 1 esetén,
1 s i
|¢(8)|§‘Q—(s)(+ﬁl—s~_—elécat i (17)
O] 1

ra (S)|—l(9 o TR H (s— 0)2 (18)
1

1 2
=|a=eg | €O+ R =¥+

(15), (16), (17) és (18) szerint, ha p<o<2, (=0, akkor, £ =3l
1 <p<|s| miatt,

(3 1 9
Lo O)| S e+ 5 + ¢ < Gl 5[3 (19)

' ©)] < Redt® + —

R +cs <c, |8 (20)

0(8) = ¢(s) és ¢ (5) = ¢ (s) miatt érvényesek a (19) és (20)
egyenlétlenségek ¢ <o < 2, t <0 esetén is, szoval g <o <2
esetén mindig.

6. Mint ismeretes,*® ha ¢ >0, >0 és k pozitiv egész szam,
akkor (s = o + it)
k! logke, ha x=>1,
EZ3 sk+1 dt”{ j 0, ha z<1, )

-

15 1, példaul E. LANpAU: Handbuch der Lehre von der Verteilung
der Primzahlen, I. kotet, 266. oldal, ahol 6=2, ez azonban a bizonyitashoz
nem lényeges; vagy E. LANDAU: Sobre los ntimeros primos en progresion
aritmética, Revista Matemdtica Hispano-Americand, 5 (1923), teorema
62 (5. oldal), ahol a (21) képlet £ =1 specialis esete van — elemi uton —
bebizonyitva, amelybdl az altalanos k— 1-szeres parcialis integralassal
adodik.
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tovabba 1 x> 1 esetén

fl—f 2 =1, 29)

Ennélfogva, ha o > g, az

£ IR T

QT (s) - 0

végtelen sornak feltétlen és f-ben egyenletes Gsszetartasa *” miatt

1f32 30) Zf( Fr f(*)‘”—
221‘ (n) log* —fz—

(23)

ahol az Osszegezés jele alatt n < « azt jelzi, hogy n az x-nél
nem nagyobb pozitiv egész szamokat futja at; megfelel6 mo-
don értelmezendék alabb is a hasonlo jelolések.

ettt

I T s R BT

88 (e=t0) "0tle—0) - 008 0

16 F képlet a (21) képlet k=1, 2 >1 esetébsl parcialis] integracioval
adodik ; egyébként megtalalhato példaul a 15. labjegyzetben idézett helye-
en is, a 344., illet6leg 1. oldalon (teorema 60).

\_ LAORPMI NRAC

ne

o=

osszetarto.

27405 4,

:1
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tehat, x >1, o> esetén, (21) és (22) miatt,

o 0 g o—o+it 1 3 v
fs —x_ajx__.dt__s[ﬁdt_
(s—o) e ) g—o+it 0 8

Igy, (23) szerint,

X
Nl —

n§x

+ o
e S8 e L) —2—%log w—¢*log* @
L fx 88 dt+ o°R

8. Itt, parcialisan integrilva,

+w
G orin P (01 iw) L aite 9 (0 0) e
f””s =l ilogoc(“ G (a—z'w)3)

+w

ki so(S))’
log @ fms( s® &,

-w

tehat, minthogy w—> oo esetén, (19) miatt,

potiv i(a'i_zw) =
(c+iw)®

S T
< cg%|o+iw |27 —0,

(o0 +iw)®
ezért

+ o0 + o
i) g f ofa 26 ¢
—fxs = w (3 £ — 23 ) dt.

Ennélfogva, a (19) és (20) egyenlétlenségeket alkalmazva,



A (FACTORISATIO NUMERORUM» PROBLEMAJAROL. 13
£ g v (s)
| for 22 at| < 2 (8 20 w28
s = logz [s] ISI .

"+c71s19—3>dt§

—_<—(3Ce+07) f lo+it|*~2 di= c81 i oo (25)

mert % —4<9—3<0; a legutols6 integril (s igy a tobbi is)

konvergens, mert p — 3 < —1. (25) mindig érvényes, ha o > ¢;
ezért, o-t p-hoz kozelitve,

» +w
s ¢ () I ¢
lfx S dt gc"lgw

s igy, ha & — oo,

+ o
a:‘(’fx’ ¢gs) dt—0
S

Tehat, figyelemmel (24)-re, adodik, hogy @ — oo esetén

s 2 2. 9
f () log e d oFt (26)
e
9. Legyen A >1; tovabbd, roviditésképpen,
: A% A o
@, (x) =ZI‘ (n) log’—ni o 2Zf(n) log’—:— +Zf(n) log® -~ -3
ngl’m nélm . néx

(26) miatt 22— oo esetén

x=eD; (1) —> —57 (A% — 24¢ 4 1), @7

gslf
Misrészt azonban

2
& (x) = Zf(’n)(log’ e 9 10321_'” 3 log’%) A

+ 2 (n)(log—————Ql pJ0 )+ Z f

r<n<liz lx<n<ie

p it p
* bkl TS AR
"
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Itt
v 511 AT @
2 o) g e B
log 2 log n + log =4
i i ( %
= (log = —i—Qlogl) 2 logg =
=L AIeeR A
s innét

2

log? ATx — 2 log? —%c < 21log?2,

tovabba x <m < Az esetén

Ar <n < 2r esetén pedig

2
0 < log® e

<log?2 < 21log®A.
Ezért
QlogZ).Zf('n)_g @, () _g_Qlog”lZf(n),

n<a 'n<251,'
azaz

H/\

x\~e
(T) 071( z Xy ()
22% log?* A = " 210g%2
n<a
Ha x— oo, (27) folytdin ezek az :c—E'Zf (m)-re talalt korlitok

n<x
rendre az =

0. ) Lk RO O 50
o’R 2% ]og?2 2 0°R log* 2

hatarértékekhez kozelednek; ennélfogva x—&’zf (n) minden sti-
"§‘7"
rlisddési helye ezek kozé esik. Ez igaz minden 1-nél nagyobb

A-ra; minthogy 2—1, azaz log A = h—0 esetén
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A—2)e41  e*he—Qghet-1 A d? (eve)
fogha i h? dy?®

s igy egyuttal
A2e—2%e+-1 Nz
Pelogiz

ezért & — oo esetén

aminek a bevezetésben kimondott (2) aszimptotikus képlet
evidens kovetkezménye.

Szeged, 1930. majus 25.
Kalmdr Ldszlo.

UBER DAS PROBLEM
DER «FACTORISATIO NUMERORUM».

In der vorliegenden Arbeit wird der asymptotische Verlauf der zahlen-
theoretischen Funktion f(n) untersucht, welche als die Anzahl der Dar-
stellungen von n in der Form

N = NNy . Nk (1)
definiert wird, wobei k=0, 1, 2,.. ., ferner n,, n,,. . ., 7 beliebige ganze
Zahlen =1 sind. Dabei bedeutet das Produkt (1) im Falle k=0 Eins;
ferner sind zwei Darstellungen (1) auch dann als verschieden zu be-
trachten, wenn sie sich bloss in der Reihenfolge der Faktoren unter-
scheiden. Die zahlentheoretische Funktion f(n)ist ein multiplikativ-
zahlentheoretisches Analogon der Anzahl der unbeschrinkten Partitio-
nen von 7.

Es wird fiir f(n) die asymptotische Formel

ne
[()+£(2) (n) o0 0)
hergeleitet, wobei ¢ durch 9=>1, {(¢) =2 definiert ist.
Laszlo Kalmar.




MATRIXOK KOMBINATORIUS TULAJDONSAGAIROL.

Jelen dolgozat kiindulopontja a kovetkezé Kownie Dines-tél
szarmazo tétel:

Ha eqy matrixz elemei részben zérusok, részben zérustol
kiillonbozd szdmok vagy figgetlen vdltozok, ugy azon vonalak*
minimdlis  szdma, melyek a maltriz dsszes zérustél kilonbizd
elemeit tartalmazzdk, eqyenld azon zérustol kilonbizd elemelk
maximalis szdmdval, melyek kézil nincs keltd eqy vonalban.

Konie ezen tételt graphelméleti titon bizonyitotta be és a
tétel graphelméleti fogalmazisa ndla egyéb graphelméleti kér-
désekkel is kapcsolatba jut.?

A tételnek egy specidlis esete aequivalens Fropenivs-nak a
kovetkezé determindnstételével.® Ha egy n-ed rendd determi-
nans elemei részben zérusok, részben fiiggetlen valtozok, tgy
a determinins identikus?* eltinésének sziikséges és elegendd
feltétele, hogy legalabb n+41 vonal k6zos elemei zérusok legye-
nek. A feltétel elegends, mert teljesiilése esetén az n-edrendii
determininsnak 2n vonala ko6ziil a tébbi » —1 vonal tartal-
mazza az Osszes el nem tiné elemeket, tehat a fenti tétel sze-
rint legfeljebb 7n —1 olyan el nem tin6 elem vélaszthato ki,
melyek kozill nines kettd egy vonalban, azaz a determindns

1 Vonalnak nevezem ko6zds néven a matrix sorait és oszlopait.

2 A nevezett tételt Konig eldadta a Tarsulat 1931 méarciusi eléado iilé-
sén és graphelméletrsl szolo konyvében meg fog jelenni.

3 G. Fropenwws: Uber zerlegbare Determinanten, Sitzungsber. d. Berl.
Ak. 1917, L. pp. 274—T77.

4 Egy determinans, melyben az 6sszes zérustol killonbozé elemek fiig-
getlen valtozok, akkor és csak akkor tiinik el identikusan, ha Osszes ki-
fejtési tagjai eltiinnek.
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minden kifejtési tagja elttinik. Ha viszont a feltétel nem telje-
siil, azaz csupdan n vagy kevesebb vonal kozos elemei zérusok,
ugy az el nem tindé elemek nyilvin nem foglalhatok n-nél
kevesebb vonalba, tehat a fenti tétel szerint kivalaszthats n
olyan el nem tind elem, melyek koziil nincs ketté egy vonal-
ban, azaz a determindns nem tunhetik el identikusan. Frope-
nivs a tétel ezen specidlis esetét algebrai tton bizonyitotta.
Az aldbbiakban a tételnek egy 1j bizonyitasat ismertetem
(1. §) és dltalanositom a tételt (2. §) a koévetkezd alakban:
L. Ha az || ay|| n-edrendii matriz elemei adoltt nem negativ
egész szdmok, ugy a
At = G ij=19...n), (1)

(44, uj nem negativ egész szimok)

feltételek mellett
min.lé:l(/h. -+ p) = mMax. (Gay, + Gy, T+ Gy 2

hol vy, va,...v, az 1,2,...m szdmok désszes permutdcioit be-
futjdl.

Abban a specidlis esetben, midén az adott a; elemek csu-
pan O vagy 1 szamértékkel birnak, a tétel nyilvin Konie fent-
idézett tételébe megy dt.

Tovabba egy, az elébbivel dudlis vonatkozasban allo tételt
dllapitok meg (3. §). Ha ugyanis [|d¢ [, (=1, 2,...n!) jelentik
az Osszes kilonbozo m-edrendu Hldtl‘lXOkdt melyek az egység-
matrixbol a sorok (v. az oszlopok) egymaskozti feleserélése altal
keletkeznek, tigy érvényes a kovetkezo tétel :

1. Ha az || ayl| n-edrendii matriz elemei adott nem negativ
egész szamok, ugy a

n!
(vg nem negativ

Z Veagi = Q, (G,j=1,2,..-n), | Veglsz szam | (3)
e=1 e
feltételel: mellett

min. Z Yy = max. (ay +aq,+ +am), @i+ Qi+ -+ i), (4)

(i, 7=1,2

Kéwnie-nek egy, ugyancsak graphelméleti titon bizonyitott té-
Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIII. 2

TS RIRATRR
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tele,> mely szerint, ha egy matrix osszes elemei 0-sal vagy
1-gyel egyenlék, tovibbd minden sor és minden oszlop ugyan-
annyi, pl. £ szama 1-est tartalmaz, akkor a matrix £ szaml
|log || tipusa matrix Gsszege, nyilvan a (IL) tétel speciilis esete.

Végil az (1) és (3) feltételnek azt a részét, miszerint A;, pj, v,
egész szamok, elejtve, kozvetleniil adodik, hogy az (L) és (II.)
tételek Kkiterjeszthetdk és érvényben maradnak tetszéleges valos
elemekbdl allo matrixokra is.

1. §.

Legyen || a;|| egy adott m-edrendli matrix, melynek elemei
egy T tulajdonsig szempontjabol két osztalyba sorozhatok. Re-
prezentaljuk a matrix schémat egy n® négyzetbol allo racesal,
tovabba mindazon elemeket, melyek 7' tulajdonsdggal birnak,
a megfelel6 négyzetbe irt ponttal, végiil azon négyzeteket, me-
lyeknek megfelelé elemek nem birnak 7 tulajdonsiggal, tiresen
hagyjuk.

Nevezziik tovabbd a vonalak (sorok és oszlopok) minden
olyan rendszerét, mely az || a;|| matrixhoz fenti modon rendelt
H ponthalmaz 6sszes pontjait tartalmazza, fedévonalrendszer-
nek. Végil a H ponthalmaz minden oly részhalmazit, mely
nem tartalmaz két egy vonalba es6é pontot, fiiggetlen pont-
rendszernek.

Ekkor Konic tétele nyilvan a kovetkezoképpen fogalmazhato.
Barmely (négyzetes schémdaba irt) H ponthalmazra nézve a
fedéshez sziikséges vonalak m minimalis széama egyenlé a H
ponthalmazbol kivalaszthato fiiggetlen pontok M maximilis sza-
maval.

A tételt teljes indukcioval bizonyitom. Miutan a tétel he-
lyessége 1 pontbol &llo halmazra evidens, tehat altalinosan
bizonyitva lesz, ha helyességét minden legfeljebb N pontbol

5 Konie D. Graphok és alkalmazasuk a determinansok és halmazok el-
méletére, Mat. és Term.-tud. Ert. 34, kot. (1916) pp. 104—119 és Math. Ann.
77. kot. (1916) pp. 453—65.
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allo Hy halmazra feltételezve, minden N1 pontbol all6 Hy iy
halmazra kimutatom.

E véghol egy N pontbol &llo Hy halmazt 1 pont adjungaldsa-
val kiegészitek egy N -+1 pontbol &ll6 Hyyq1 halmazza és ki-
mutatom, hogy a fenti m és M karakterisztikus szamok (me-
lyek feltevés szerint a Hy halmazra egyenlék és egy N -+1-ik
pont adjungélisanal nyilvin nem ecsékkenhetnek) az adjunkeio-
nil vagy egyidejtileg véltozatlanok maradnak, vagy-egyidejtileg
1-gyel novekszenek.

A négyzetes schéma Osszes iires négyzetei (melyekbe tehat
egy N+1-ik pont irhato) az eredeti Hy halmaz minimalis feds-
vonalrendszerei segélyével két osztalyba sorozhatok : 1. olyanok,
melyek Hy legaldbb egy minimalis fedévonalrendszere dltal
fedve vannak, 2. olyanok, melyek Hy egy minimailis fedévonal-
rendszere dltal sincsenek fedve.

Kimutatom eldszor, hogy ha valamely 1. osztalybeli négyzetbe
irom az N-+1-ik pontot, a m és M Kkarakterisztikus szamok
nem novekszenek, tehat nem valtoznak.

Egyrészt ugyanis, mivel az 1. osztdlybeli négyzet a Hy hal-
maznak legalibb egy m vonalbol allo minimélis fedévonalrend-
szere altal fedve van, tehat ugyanezen m vonal altal a Hy.q
ponthalmaz is fedve' lesz, azaz m az adjunkciéonal nem né-
vekszik.

Masrészt, miutan a Hy.; ponthalmaz m vonallal fedhetd,
tehat a pontok fiiggetlenségének definiciojabol kovetkezik (a
skatulya-principium szerint), hogy beléle nem vilaszthato ki
tébb, mint m=M fiiggetlen pont. Az adjunkeciénak ezen eseté-
ben tehat M sem novekszik.

Kimutatom tovabbd, hogy ha valamely 2. osztalybeli négy-
zetbe irom a N +1-ik pontot, a m és M karakterisztikus sza-
mok mindegyike 1-gyel novekszik.

Egyrészt ugyanis Hy4q nyilvdn nem fedheté m vonallal, mert
minden olyan m vonal, mely Hy;s-et fedi, a Hy halmaznak
egy oly minimdlis fedévonalrendszere volna, mely az adjunkcio-
hoz kivdlasztott négyzetet fedi, a négyzet tehat nem tartoznék

9%
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a 2. osztalyba. Viszont Hpyyq nyilvan fedheté m +1 vonallal,
tehat az adjunkcional m 1-gyel névekszik..

Mésrészt kimutatom, hogy mindig van a Hy halmaznak egy
olyan m =M pontbol &llo fiiggetlen pontrendszere, mely a
2. osztélybeli négyzetbe irt N+-1-ik ponttal egyitt egy M 41
pontboél allé fliggetlen pontrendszert alkot, vagyis az adjunkcio-
nal M szintén 1-gyel névekszik.

Valasszuk ki Hy egy tetszéleges minimalis fedévonalrend-
szerét, mely tartalmaz x sort és m—=x oszlopot és (kénnyebb
attekintés kedvéért) ren-
dezziik at a négyzetes
schéma vonalait gy,
hogy az a 2. osztdly-
beli négyzet, melybe a
N+1-ik pontot irjuk, az
els6 sor és oszlopba,
a kivalasztott minimalis
fedévonalrendszer x sora
és m— xoszlopa az utolso
sorok és oszlopokba ke-
riiljenek.

Ekkor (1. abra) a Hxy-

1 ik nek az A BCDnégyszoghe

es6 részhalmazahoz tar-

toz6 minimalis fedévonalszam x. Ha ugyanis ezen részhalmaz

fedhet6 x—1 vonallal, ugy ezen x—1 vonal 4 elsé oszlop

+m—x utols6 oszlop Hny-nek egy olyan minimalis fedévonal-

rendszere, mely az adjunkciohoz kivdlasztott négyzetet fedi,

ez a négyzet tehat nem volna 2. osztalybeli, feltevéssel ellen-

téthben. Tehat az ABCD négyszioghe esé részhalmaz az indukeios
feltevés értelmében tartalmaz x fiiggetlen pontot.

Analog modon kovetkeztethets, hogy Hy-nek a DEFG négy-
szogbe es6é részhalmaza tartalmaz m—=x fiiggetlen pontot. Ek-
kor azonban az elébbi x pont, az utobbi m—x pont és az
adjungalt pont egy m-+1=M-41 pontbol dllo fiiggetlen pont-
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rendszert alkotnak, az adjunkcionak ezen esetében tehat M is
1-gyel novekszik.

Miutén minden Hy4q egy Hy-b6l 1 pont adjungilisaval szar-
maztathatd, a tétel dltalanos érvényességét bebizonyitottuk.

Tekintettel a Hy halmaz pontjainak jelentésére, a nyert ered-
ményt még a kovetkezd, ugyancsak Koniet6l szarmazo fogalma-
zasban is kimondhatjuk:

Ha egy matrizc elemei eqy T tulajdonsdg szempontjdbol két
osztdlyba sorozhatdk, igy azon vonalak minimdlis szdma, me-
lyek az osszes T tulajdomsdgi elemeket tartalmazzdk, eqyenld
azon T tulajdonsdgu elemek wmaximdlis szdmdval, melyek ko-
zul nincs kettd eqy vonalbamn.

2.4

Legyen || a;; || egy n-edrendii matrix, melynek elemei adott
nem negativ egész szamok. A vonalak egy olyan rendszerét, mely
az i-ik sort 2;, a j-ik oszlopot p; multiplicitassal tartalmazza,
fedévonalrendszernek nevezem, ha %, J minden értékére

A + pj = ay, (i, j=1.2,... ) (1)

Egy olyan fedévonalrendszer, melynél a vonalak szdma
> (A + p) minimum, minimalis fedévonalrendszer. Diagonalis
k=1
osszegeknek nevezem tovabba a kovetkezd Gsszegeket:

alvl + a’!v, +“'+ anl‘n (5)
hol v, vgy... vo az 1, 2,... n szamok Osszes permutdcioit be-
futjak. Az igy definialt fogalmakra érvényes az

I. Tétel. Ha az ||ay|| n-edrendii matrixz elemei nem negativ

egész szdmok, 1qy a fedéshez sziikséges vonalak minimdlis szdma
egqyenld a diagondlis Osszegek maximumdval, azaz

h+p=ay  Gi=,8...m (1)
feltételek mellett

min. kél(hc o [lk) = max. (alvl o gy, e amn)* (2)
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Legyen (Af, p*; k=1, 2,... n) egy minimalis fedévonalrend-
szer. Akkor (1) szerint:

n n
min.kgl(lk + 1) =k21(1z + 1) = 04y, + Qaiy +0oF Gy, (6)
az Osszes diagondlis Osszegekre. ,
A kivalasztott A%, 4t minimdlis fedévonalrendszer alapjdn az

{| @ij|| matrix elemei két osztalyba sorozhatok : 1. az aj, lénye-
ges elemekre, melyekre nézve

Btui=al @
9. az a,s lényegtelen ele-
mekre, melyekre nézve

4+ l“: > Qo (7

Kimutatom, hogy azon vona-

lak minimalis szdma, melyek

az Osszes aj, lényeges ele-

meket tartalmazzdk, n-nel

egyenl6. Tegyiik fel ugyanis,

ezzel ellentétben, hogy n—1

2. abra. vonal tartalmazza az 6sszes

ay, lényeges elemeket és

(konnyebb attekinthetéség kedvéért) szamozzuk dt a vonalakat

ugy, hogy a lényeges elemeket tartalmazé x sor és n—x—1

oszlop az utolsok legyenek. Ekkor az elsé n—=x sor és elsé
x+1 oszlop k6zos elemei mind lényegtelen elemek, azaz

v l: + ’u: = Oys r=1, 2. n—zx)\
tehat (s=l,' 2,...... 2417
Atp=1

s igy sziikségképpen” a

7 Ha ugyanis egyik egyenlétlenségsorozat sem 4all fenn, tugy van leg-
alabb egy r és egy s, melyekre A¥=0 és uF—0, azaz A¥+ ur=0, (7')-tel
ellentétben.
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Bzt a=1.. 0= (8)
illetéleg : .
=1 pzl. =1 (8"
egyenlotlenségsorozatoknak legalibb egyike fenndll.
Ha pl. a (8) egyenlétlenségek dllnak fenn, agy a (A%, ui™)

)\’,‘f’": }‘f—l, (r=1, 2,... n—=x)
A;*: l;, (p=n—z+1,... n)
= s, (s=1,2,... x+1)
#;',‘*: pj1‘+ 1% (q=#+2, 2+3,... n)

vonalrendszer nyilvan fedévonalrendszer és

n n
XA + i) = X Ak + pk) — 1,
k=1 =1

tehat a A%, pk vonalrendszer nem lehet minimalis.

Ezzel ki van mutatva, hogy azon vonalak minimalis szama,
melyek az ésszes af, lényeges elemeket tartalmazzdk, n-nel
egyenlé. Ekkor azonban az 1. §-ban bizonyitott tétel szerint
kivalaszthaté n olyan afy,, a3,.... ang, lényeges elem, melyek
kozott nines ketté egy vonalban. Az ezekkel alkotott diagona-
lis osszeg, a (7) relaciok figyelembevételével :

7 n
alg, + @B, £t g = k%(lk + 13, :,EI(M +p). 9
Végiil (6) és (9) alapjan

m‘in-’g1 (A + pr) = max. (@, + Gyt +anw) q.€.d. (2)

Ha az || a;|| matrix elemei nem negativ raciondlis szédmok és
az a;; elemek kozos nevezore hozott alakja ijf—, hol a{,- nem nega-
tiv egész szam, ugy az I. tételnek az || a;;|| matrixra valé alkal-
mazasabol kovetkezik,

n

min. Z (%4'3 + il—k)z max. Z a’;{" -2 max.z () 0

k=1 k=1 k=1
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Tehat ha a (1) reldciékban A-t és pi-t (melyek egészszami
elemek esetén egész szamokat, a vonalak multiplicitasat jelen-
tették), mint a fedévonalak stlyat értelmezziik, ugy az (2) re-
lacio altal kifejezett tétel vdltozatlanul érvényes racionalis és —
mint egyszerii folytonossdgi meggondolisbhol adodik — tetszo-
leges valos, nem negativ elemekbd] allo6 matrixokra is.

3. §.

A II. tétel targyalasinal a kovetkezé elnevezéseket hasznda-
lom. Azt az n! szam kilonb6zo n-edrendi || ||, (e=1, 2,... n!)
matrixot, melyek az egységmatrixbol a sorok (v. oszlopok) egy-
maskozti feleserélésével keletkeznek, diagonalvonalnak nevezem
{ellentéthben a «parallel» vonallal, mely k6z6s néven a sorokat
és oszlopokat jelenti). A diagondlvonalaknak egy rendszerét,
mely a || d¢| diagondlvonalat v, multiplicitdssal tartalmazza,
fedédiagonalvonalrendszernek nevezem, ha ¢, j minden értékére

2 ve04 = s G, i=1; ... n) 3)

Egy olyan fed(’idiaﬂonélvonalrendszer, melyben a diagonal-
vonalak szama: Zve minimum, minimalis fedodiagonal vonal-

rendszer. Parallelosszegeknek nevezem (ellentétben a fenti dia-
gondalis osszegekkel) az

i Qit + Qig +--- 1 Qi - G=1,2,... 1) (10)
A1j + Qgj + -+ Anj, (=1,2,...7n)
osszegeket. Az igy definialt fogalmakra érvényes a
1I. Tétel. Ha az || ai|| n-edrendii matrix elemei adott nem
negativ eqész szamok, gy a fedéshez szikséges diagondlvona-
lak minimdlis szdma eqgyenld a parallelosszegek maximumd-

val, azaz
n!
G, i=1,2,... n) ("9 nemnegativ) (3)

feltételek mellett
min. 2“9— max. (i +aig—+-- +am, ayj+agi++--+an). %)

(,/=1,92,...
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Egy olyan ||af| matrixra, melyben minden parallelosszeg 1
(azaz melyben minden sor és oszlop egy 1l-est tartalmaz), a
tétel evidens. Ha tehat — a tétel érvényességét minden olyan
matrixra, melyben valamennyi parallelosszeg M—1, feltételez-
vén — bebizonyitom, hogy minden olyan matrixra, melyben
valamennyi parallelosszeg M, érvényes, gy a tétel dltalanosan
bizonyitva lesz.

E végb6l elészor kimutatom, hogy azon (parallel) vonalak mi-
nimalis szama, melyek az || af| matrix 6sszes zérustol kilén-
b6z6 elemeit tartalmazzak, n-el egyenld. Az || af|| matrix ele-
meinek 6sszege ugyanis 7.M, masrészt minden (parallel) vonal-
ban az elemek o6sszege M, kovetkezésképpen n-nél kevesebb
parallelvonal nem tartalmazhatja az 6sszes el nem tiné eleme-
ket. Ekkor azonban az 1. §-ban bizonyitott tétel szerint ki-
vilaszthato n olyan zérustol kilonbozé afy,, ad.,.... ah., elem,
melyek kozil nincs ketté egy (parallel) vonalban. Ha tehat
[log || az a diagondlvonal, melyben

{1, ha j=v;

l A ,]' ik @G, 5=1,2,..n) (12)

ugy |l af — 0% || egy nem negativ egész elemekbél dllo matrix,
melyben minden parallelosszeg M—1, mely tehdt feltevés sze-
rint M—1 diagonalvonallal fedhet6. Kovetkezésképpen az || aff||
matrix fedhet6 az elébbi M— 1 diagonilvonal + a || 4§ || diagonal-
vonal, azaz osszesen M szamu diagondlvonallal, a fortiori fedve
van tehat ezek dltal az eredeti (|| afi| dltal majorizalt) || ay ||
matrix.

Minthogy pedig M jelenti a parallelosszegek maximumdt az
|| @ || matrixban, tehat ||a; || nyilvan nem fedhet§ M-nél keve-
sebb diagonalvonallal, mert ellenkezé esetben egy diagondl-
vonalnak egy parallelvonalbol egynél tobb elemet kellene tar-
talmaznia, azaz

n! % n n
min. Y v, =M =max. (X aw, > ar) qe'd @
o=1 k=1 k=1
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A tétel bizonyitasandl egy Konie-tél szarmazo gondolatmene-
tet® haszndilok fel, mely szerint elegendé a tételt olyan matrixra
bizonyitani, melyben az Gsszes parallelosszegek egyenlok. Meg-
hatdrozhato ugyanis minden ||a;| matrixhoz egy olyan | af/|
«majorans» matrix, melyre nézve

a5 = i G,7i=1,...n) (11)
és

: ap1 + Gpa+++ Opn = afy + a3y F g = M = 11’
= max. (G + g+ + Gin, Ay + g+ Fan) GITYZ

melynek tehdt bérmely eleme nem kisebb, mint az eredeti
matrix megfelel6 eleme és melyben az Osszes parallelosszegek
egyenlSk az eredeti || a;;|| matrix parallelosszegeinek M maximu-
maval.

Ha ugyanis egy || @;|| matrixban nem minden parallelsszeg
egyenld, gy az mindig tartalmaz egy p-ik sort és egy ¢-ik
oszlopot,? melyekhez tartozo parallelésszegek kisebbek, mint a
parallel6sszegek M maximuma :

Ap1 + Apag + -1 Apn < M és Qg+ Qgq + -+ Ang < M.
Ekkor a p-ik sor és ¢-ik oszlop kézos ap, elemét
Opq + M — max. (apt + -+ Apns W1g ++**+ Ang)-

val helyettesitve, nyilvin egy olyan matrixot nyeriink, mely az
eredetinek majoransa és amelyben a M-el egyenlé parallel-
Osszegek szama (legalabb) eggyel t6bb, mint az eredeti matrix-
ban. Ezen eljarisnak tehat legfeljebb 27— 1-szeri ismétlésével
az eredeti || a; || matrixnak egy olyan || af || majorins matrixdhoz
jutunk, melyben valamennyi parallel6sszeg egyenlé M-el.

Minthogy pedig az || af|| majorins matrix minden fedévonal-
rendszere az eredeti || @ || matrixnak a fortiori fedévonalrend-
szere, tehat a tételt elegendd az ||ad || majorinsmatrixra bizo-
nyitani.

Soca®) L 8.
9 Ha ugyanis minden sorhoz tartozé parallelosszeg M, ugy sziikség-
képpen minden oszlophoz tartozo szintén M és vice versa.
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A TI. tétel ugyantigy, mint az I. tétel, az ott alkalmazott
meggondoldssal, kiterjesztheté nem negativ racionalis, ill. tetszo-
leges valos elemekb6l all6 matrixokra.

Egervary Jeno.

UBER KOMBINATORISCHE EIGENSCHAFTEN
VON MATRIZEN.

Der Ausgangspunkt der Arbeit ist der folgende, von D. Kénie her-
rithrende Satz :

Wenn die Elemente einer Matrix teils von Null verschiedene Zahlen
(oder unabhiingige Variabeln), teils gleich O sind, so ist die Minimalzahl
derjenigen Reihen (Zeilen und Kolonnen), welche in ihrer Gesamtheit
alle von O verschiedene Elemente der Matrix enthalten, gleich der
Maximalzahl reihenfremder, nichtverschwindender Elemente.

Im § 1 wird fiir diesen von D. Konie auf graphentheoretischem
Wege bewiesenen Satz ein neuer Beweis gegeben.

Im § 2 wird der Satz folgenderweise verallgemeinert. Ist eine
Matrix n-ten Grades || @jj || mit nichtnegativen, ganzen Elementen ge-
geben und nennt man ein System von Reihen, welches. die i-te Zeile,
bzw. die j-te Kolonne mit der Multiplizitit A; bzw. p; enthiilt, ein be-
deckendes Reihensystem, wenn

Ai + Y = Qijs (4 =1, 2,... M)
ist, so ist das Maximum der «Diagonalsummen»
Ay, + Ay, +-+ any,

(WO ¥y, Yy,. .. Vp siimtliche Permutationen von 1, 2,... n durchlaufen)
gleich der Minimalzahl der bedeckenden Reihen, d. h. unter den Bedin-
gungen
Ai + pi = ay, (5 j=1,2,... n)

ist

n n

Min. AEI(AIC + pi) = Max. 2‘,1 (aiyi).
s j=
Im § 3 wird der folgende duale Satz aufgestellt und bewiesen. Die-

jenigen n ! verschiedenen Matrizen n-ten Grades || d5; || (o=1, 2,...n!)
die aus der Einheitsmatrix durch Permutation der Zeilen hervorgehen,
sollen (im Gegensatz zu den Parallelreihen) «Diagonalreihen» genannt
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werden. Ein System von Diagonalreihen, welches die Diagonalreihe

| % || mit der Multiplizitit v, enthilt, sei bedeckendes Diagonalreihen-
system genannt, wenn

2

v

Wij, (1,7=1,2,...7n)

n!

A3
2 vedY;
=1

ist. Dann ist das Maximum der «Parallelsummen»
aig + aig + o+ Qin, @1 + agi +o+ anj, Gi=1,2,...n)
gleich der Minimalzahl der bedeckenden Diagonalreihen, d. h. unter
den Bedingungen
nl
> vgb‘f = a4, (i,j=1,2,... n)
; e=1
1st
: n! n n
Min. 3 yo=Max. (3 @i, D av)-
o=1 v=1 v=1

Die genannten Siitze lassen sich, bei Einfithrung der Gewichte an

Stelle der Multiplizitit der Reihen, auf Matrizen mit beliehigen reellen
Elementen ausdehnen.

k. Egervary.



KUPSZELETEK ES EVOLUTAIK SIMULOKOREINEK
SZERKESZTESE.

A kovetkez6kben a ktipszeletek simulokoreinek kozéppontjaira,
tehdt evolutdjuk pontjaira, valamint evolutajuk evolutainak pont-
jaira vonatkozolag mutatunk a sziikséges indokoldssal néhény
szerkesztést.

1. Induljunk ki az ellipszis, vagy a hiperbola ama tulajdon-
sagabol, hogy tengelyei annak normalisair6l a talpponttol mérve
oly részeket metszenek le, amelyeknek viszonya egyenlé a fél-
tengelyek négyzetének viszonyaval, tehat dllando. Igy, ha a
k ellipszis vagy hiperbola féltengelyei a, b és a P, P, pontja-
nak normdlisai a f6- és melléktengelyt az A, B, illetéleg az
A,, B, pontokban metszik, akkor PA: PB=PA,: P,B,=0b%:a*

A k kupszeletnek PP, htrja és a, b tengelyei egy harom-
szognek oldalai, amelyek a PAB, P,A,B, normalisokat allando
viszony szerint osztjak. Ebbdl lathato, hogy a k kupszelet ten-
gelyei, PP, htirja és P, P, pontjainak normalisai egy parabold-
nak érintéi, mert a parabola bdrmely hérom érintéje annak
oOsszes érintéit allando viszony szerint osztja.

~Ha a P, pont a P-vel egyesiil, akkor a PP, hir a P pont
érintGjébe megy at és a P, P, szomszéd pontok normédlisainak
metszépontja O, a P ponthoz tartozo simulokérnek kozéppontja
lesz. Ez az O pont tehit érintépontja annak a p paraboldnak
a P pont n normalisaval, amely a & kipszeletnek e normalisat,
az a, b tengelyeit és a P ponthoz tartozo ¢ érintéjét érinti.
Ha e ¢ érintének metszépontja az a és b tengellyel (' és D
(1. 4dbra) és a k kapszelet kozéppontja M, akkor PM egyenes
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egyenese a (tb)=D ponttal, mint harmadik f6atlo az » parabola-
érint6 O érint6pontjan, tehat a keresett simulokor kézéppontjan
megy at. Ezért:

«Ha a k kapszelet P pontja normdlisénak az a (vagy a b)
tengelyen levé A (B) pontjibol a normilissal parallel dtmérére
merdGlegest bocsatunk, amelynek talppontja az I(J), akkor e
pontnak 6sszekdtéegyenese a P pont érintéjének és a b(a)
tengelynek metszépontjaval D-vel (C-vel), a P pont simulo-
kérének O kozéppontjan megy -at.»

Ha a p parabola nnlvba érintéit tekintjitk egy Brianchon-
hatoldal egymisra kévetkezd oldalainak, akkor az (nf) (ba)=PM,
(tv) (an)=T,A féatlok. egymast a (PM, T,A)=G Brianchonpont-
ban metszik, amely pontot a (bv)=DB, ponttal 6sszekotd, tehat
az a tengelyre meréleges egyenes, mint harmadik féatlo, az n
parabolaérinté O érint6pontjan megy &at. Ezért:

«Ha a k kapszelet P pontja normalisinak az a (vagy a b)
tengelyen levé A (B) pontjaban a normdlisra merdlegest eme-
liink és ezt metszéshez hozzuk a G (H) pontban a P ponthoz
tartozo atmérgjével, akkor a G (H) ponthdl az a(b) tengelyre
bocsdatott merdleges a normdlist a P pont simulokére O kozép-
pontjaban metszi.»

Térjink vissza az O pontnak a p parabola E gyujtopontja
segélyével tortént szerkesztéséhez és vegyiik figyelembe a BCGD
haromszoget, amelynek az A a magassigpontja, EMP pedig
talpponti haromszége. Ennek az [P, MP oldalaira az E és M
pontban emelt merélegesek a BAP magassigot oly O, illetéleg
K pontban metszik, amelyek az AB magassdgrész L felez6-
pontja iranyaban szimmetrikusak.

Ugyanis az OFE, KM egyenesek a BCD haromszég kilenc-
pontos-kérének PME-nek egy F' pontjaban talilkoznak és OFK
egyenszari hdromszég IL magassiga az L talppontban felezi
az OK alapot és az AB magassagrészt. Ebbol folyolag az alabbi
tétel alapjan a simulokor O koézéppontjat szintén megszerkeszt-
hetjiik. A tétel, amelyre a szerkesztést alapitjuk igy szol:

«Ha a k kupszelet P pontjihoz tartozo MP atmérére az M
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pontjanak meghatarozasara is alkalmas, mig az ellipszis és a
hiperbola tengelyein levé pontjainak (csticsoknak) simulokorét
a p parabola segélyével nem hatarozhatjuk meg, mert e para-
bola ezekben az esetekben elkorcsosul.

De ha tekintetbe vessziik azt, hogyha S az ellipszis vagy hiper-
bola fétengelyén levé cstes, U pedig az ellipszis melléktenge-
lyének csticsa, akkor mint minden P pontra nézve: SA:SB=
UA: UB=b:a* viszonylatokbol kévetkezik, hogy SA=b:a,
UB=a?:b. Ezért:

«Ha a hiperbola csticsérintéinek és egy aszimptotdjanak
metszépontjaiban az aszimptotara merdlegeseket allitunk, akkor
e merdlegesek atmennek a csticsok simuldkoreinek kozéppont-
jain. Ha pedig az ellipszis koré irt és tengelyeivel parallel oldala
négyszog egy szembenfekvé cstesparjibol a masik szembenfekvé
cstiesparjat Osszekotd egyenesre merdlegeseket boesdtunk, akkor
ezek az ellipszistengelyeit cstcsai simulokoreinek kézéppontjai-
ban metszik.»

2. Minden kor a kupszeletet oly négyszog csticsaiban metszi,
amelynek szembenfekvé oldalai a kiipszelet tengelyeihez egyenld
szogek alatt hajlanak. Ebbél folyolag a & kapszelet P pontja
simulokorének negyedik metszépontja, C, a kipszelettel azon a
P-n atmené htGron van, amely ugyanoly szégek alatt hajlik a
tengelyekhez, mint a P pont érint6je. Erre allapitva, ha a kip-
szelet tengelyei vagy csak tengelyeinek irdnyai ismeretesek, a
simulokor megszerkeszthetd.

De forditva is, ha egy k kupszelet P pontjdnak o simulo-
kore O kozépponttal és még két pontja A és B ismeretes, a
kupszelet épplgy szerkesztheté, mintha 6t diszkrét pontja volna
adva (3. dbra). E szerkesztésnél tekintetbe kell venniink, hogy
a k és o centrikusan kollinear egymissal a P kollineaciokozép-
pontra és arra a PG kollineaciotengelyre, amely a P pontot a
negyedik metszéponttal (G-vel) 6sszekoti.

Ezért ha a PA, PD egyenesek az o kort az A', B' pontok-
ban metszik, és az AB, A'B’ egyenesek metszése az S bont,
gy a keresett kupszelet k azon a (' ponton megy at, amely-

Matematikai ¢s Fizikai Lapok. XXXVIII. 3
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ben a PS egyenes az o kort metszi, és tengelyei a PQ hurhoz
és az o kor P pontjanak érint6jéhez egyenlé szogek alatt haj-
lanak.

A k kapszelet P pontjanak simulokére o és egyik tengelye f
is meghatdrozza a kupszeletet, mert a tengely két egyszeri
adatnak tekinthetd, minthogy polusa ismeretes.

E feladatot megoldjuk és felhasznaljuk arra, hogy egy torus
{gytrifeliilet) érint6sikja metszévonalahoz a kettéspontban az
érintéket megszerkessziik (4. abra).

3. abra.

Ha az o kér PO sugara és a P pont érintdje, az [ tengelyt
a B és D pontban metszi, és ha a BD és PO vonaldarabok,
mint atmérék folé irt korok kozos pontjai P, E, végre ha a
PBDE négyszég PB, DE; PD, BE szembenfekvé oldalai az
A és C pontban taldlkoznak, akkor a BD-re merdleges AC
egyenes a k kupszelet misodik tengelye és M = (AC, BD) a
kozéppontja, amelyb6l mar az konnyen szerkeszthetd, mert ha
P ponthol az f és a masik tengelyre bocsitott merdlegesnek
talppontja R és (), akkor MR.MD és M(Q.MC a féltengelyek
négyzete, MA.MC=MB.MD pedig a félexentricitis négyzete.

Ha a talalt £ kuapszelet hiperbola és f annak melléktengelye,
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mint a 4. dbraban, akkor azt és P pontjinak simulokérét, o-t, .
egy egyagu hiperboloid és egy torus meridianjinak tekinthet- I
jik, amelyeknek kozos forgastengelyiik az [ és amelyek egymast ;
a P ponton atmené p parallelkér mentén haromszorosan érintik. |
A PO egyenesre a P pontban merélegesen allo e sik a
hiperboloidot és a torust érinti, és az el6bbit két,egyeneshen,
g és h-ban, az utobbit egy ¢, negyedrendi goérbében metszi,
amely a P kettéspontjaban a g, h egyeneseket érinti. Ezeknek
az érintéknek akarjuk a derékszogl képét valamely sikon, példaul
a p parallelkér 7 sikjan
meghatarozni és e sikot
a PR egyenes koril a
rajzlapra leboritani.
Ha az S pont-a k
hiperbolinak MCA {6-
tengelyén levo cstcsa,
akkor e pontban a f6ten-
gelyre meroleges egye-
nes a BPD kort a két
aszimptota egy-egy pont-
jaban Vés V'-ben, a =
sik pedig az MV aszimp-
totit egy L pontban, g
a hiperboloid aszimpto- 3
tikus kupjat pedig egy korben metszi, amelynek kozéppontja az R
pont és sugara a RL vonaldarab; végre az M kozépponton it-
mené és az e érintosikkal parallel sik az aszimptotikus kipot
a g, h hiperboloidalkotokkal parallel kitpalkotokban metszi.
Ha az M ponton étmend és a PCD-vel parallel egyenes a
PR egyenest az N pontban metszi és e pontban az RP egye-
nesre merdlegesnek metszépontjai az R kézépponthol RL sugdrral
leirt kérrel G, H, akkor az RG, RH egyenesek parallel a ¢,
negyedrendi gorbe g, h érintéinek a = sikon levé derékszogii
képével a PR tengely koriil tortént leforgatis utin a rajzlapba.
4. Hatdrozzuk meg a k kupszelet P pontja simulokérének
3*
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O koézéppontjat kinematikai alapon! Legyen e véghél
a, b, t, n egy tetszésszerinti négyoldalnak négy oldala. Ezek
és a végtelen tavol fekvo v egyenes egy p paraboliat érintenek,
és mi az n érintének O érintépontjit akarjuk meghatirozni
kés6bbi célunknak megfelelé titon.

Ha az n érinté az a, b, t érintoket az A, B, P pontokban
metszi és e pontokban az a, b, ¢ érintékre és az O pontban
az m érintére merGlegesen allo egyenes a’, b, t', n', akkor,
mert az n(abin'), v(abin), v(a'd't'n’) egymisra kovetkezo pont-
négyesek projektivek, az n, a', b’, t', n', v egyenesek is érint6i
egy parabolanak (p'-nek), tehat n(a'b't'v)/An'(a'b't'v). Ez utobbi
projektivitasbol kovetkezik, ha az 7' egyenesnek metszépontjait
az a', b', t' egyenessel A', B', T'-vel jeloljiik, hogy AP: BP=
AP BT.

/ Szavakba foglalva az utébbi aranylat igy hangzik:

«Ha egy p parabola a, b, ¢ érintéire a', b’, t' merdlegeseket
allitunk azokban a pontokban, amelyekben a parabola n érin-
t6je azokat metszi, akkor az az n-re meréleges n' egyenes,
amelyet az a’, b, t' merélegesek ugyanoly viszony szerint osz-
tanak, mint az a, b, ¢ érinték az n érintét, — atmegy az n
érintének O érintépontjan.»

A tételt még ekkép is kifejezhetjiik :

«Ha a parabola valamely pontjanak érintéje és normailisa n
és n' és a parabola a, b, ¢,... érintéire allitott merdlegesek az

’

n érintével vald metszépontjaiban a', b', ¢,..., akkor az a két

pontsor, amelyben n az a, b, ¢,... érintéket, az n' pedig az
azokra meréleges a’, b’, ¢/,... egyeneseket metszi egymdssal
projektiv, azaz: n(abe...)\n'(a'b'¢’...)»

E tételt alkalmazva szerkessziik meg a k ellipszis vagy
hiperbola a, b tengelyeit és P pontja ¢ érintgjét és m norma-
lisat érint6 p paraboldnak az n normdlissal valo érintépontjat,
O-t, tehat a &k kapszelet P pontjahoz tartoz6 simulokor kézép-
pontjat.

Ha (1. dabra) az n normdlis az a és b tengelyt az A és B
ponthan és az n-re dllitott tetszésszerinti meréleges az A és B
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pontban az a és b tengelyre dllitott AR és BR merélegest az
A, és B, pontban metszi, és az A,B, egyenesen a P, pont
akkép van meghatdrozva, hogy P,A,: P,B,—PA: PB=1, akkor
a P,R egyenes az n-nek a keresett O pontjan megy at, mert
ha ebben az O pontban az #n-re merdlegesen allo egyenes-
nek metszépontja az AR és BR egyenessel A, és B,, akkor
OA, : OB,=A. Kiilénben is a BGD haromszog hasonlé a B,AB-
vel, és annak az A, ennek pedig az A4, a magasségpontja, tehat
PA:PB=0A. OB

Az el6bbi tételbél kovetkezik :

«Ha az n egyenes akkép mozog, hogy hérom adott goérbe
a, B, © azt adott A viszony szerint osztja, és a mozgo m egye-
nesnek az a, 8, = gorbékkel valo metszépontja egy pillanatban
A, B, P és azoknak normalisai e pontokban a', b', ¢, akkor a
mozg6 n egyenestdl beburkolt = gérbének normdlisa az n egye-
nessel valé érintépontjaban, O-ban, az a’, b’, t' normdlisoktol
szintén 1 viszony szerint lesz osztva.»

Ugyanis, ha az a, f#, © gorbék érint6i az 7m-nel valo metszo-
pontjukban egy pillanatnyi helyzetiikben: a, b, {, akkor az
a, b, t és m egyenesek egy p parabola érintdinek tekinthetdk,
amely parabolanak O érintépontja az n-nel, egyszersmind érinté-
pontja az n altal beburkolt = gérbével. Es mert a p paraboli-
nak az n egyenessel valo érintépontja talppontja a rea meré-
leges n' egyenesnek, amely az a’, b', {' egyenesektdl 2 viszony
szerint lesz osztva, azért a tétel dllitisa helyes.

E tétel alapjan a mozgé » egyenes barmely ¢ pontjatol leirt
7 gorbének érintéjét megszerkeszthetjiik e €' pontban.

Ugyanis, ha az a, 8, y gorbék normdlisai az A, B, C pon-
tokban a', b', ¢/, és ezek az n-t6l beburkolt = gérbe O érints-
pontjahoz tartozé n’ normdlisat az A', B', C' pontokban met-
szik, akkor A'C':B'('=AC:BC, amely aranylathol a C pont
n' normdlisdnak egy pontja €' és igy maga a ¢' normdlis és a
¢ érint6 szerkesztheto.

Ha a y gorbe egybeesik a mozgé n egyenestél beburkolt =
gorbével, akkor a y gorbe C pontja normdlisinak C' metszé-
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pontja a 7 gorbe n’' normalisaval, ez utébbi gorbe simulokoré-
nek koézéppontja lesz,

E szerint: «Ha egy n gorbe m érintdit két gorbe a, 8 akképp
metszi, hogy az egyes érinték O érintépontjatol és az a, 2
gorbékkel valo A, B metszépontjatol hatarolt AO, BO vonal-
darabok 2 viszonya allando, akkor az a, 3 goérbék A, B pontjai-
nak normalisai a z gorbe O pontjahoz tartozé normalisarol
olyan A'B’ vonaldarabot metszenek ki, amelyet e normdlison

5. abra.

az O pont simulokérének O' kézéppontja szintén 1 viszony
szerint oszt, tehit AO: BO=A'0": B'O’»

E tétel alkalmazasat lathatjuk a kovetkezé két példaban :

A hiperbola véltoz6 7 érintdirél annak a, b aszimptotai oly
vonaldarabokat metszenek le, amelyeket az » érinték O érinté-
pontja felez.

Ezért: Ha (5. abra) a & hiperbola O pontjanak érintdje n,
normalisa 7, és a hiperbola «, b aszimptotii az n érintét az
A, B pontokban, és az a ¢és b-re az A és B pontban meréle-
ges egyenes a' és b' az n' normdlist az A’ és B’ pontban
metszi, akkor az A'B’' vonaldarab O' felezGpontja a hiperbola
O pontja simulékérének kozéppontja lesz.
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Lassuk a masik példat!

Tudjuk, hogy a % parabola P pontja simulokorének O kozép-
pontja kétakkora tdvolsigra van a P ponttol, mint a ’O nor-
malisnak a % parabola és | vezérvonala kozott levé része, PL
(2. 4bra).

Ha tehdt az L pontban a parabola ! vezérvonalira és az O
pontban a PO=n normdlisara emelt merdleges I, illetéleg 7'
egymast az L' pontban metszi, és az O’ pont az »n' egyenesen
ugy van meghatarozva, hogy O'O=20L', akkor az O' pont a
parabola e evolutija simulokorének kozéppontja az evoluta O
pontjaban, mert az %' normalisrol az L és P pontnak [l és
k-hez tartozo !' és m normdlisa az L'O vonaldarabot metszi le,
amelyet az O" pont akkép oszt (kiils6leg), mint az O pont az
LP vonaldarabot.

Ha az evoluta O'OL’ normalisinak metsz6épontja a parabola
P pontjihoz tartozé datmérével Q, akkor OQ =2 QL', tehat
0'0=300Q. Ezért:

«Ha a p parabola P pontjanak normailisa a parabola e evo-
lutajit az O pontban érinti és az evoluta O pontjanak nor-
malisa #' a parabola P pontjihoz tartozo atméréjét a Q pont-
ban metszi, végre ha az %' normalison az O’ pont akkép van
meghatarozva, hogy O'O=300Q, akkor az O’ pont az e evoluta
O pontja simulokérének a koézéppontja.n

E tétel segélyével az ellipszis vagy hiperbola evolutdjinak
barmely O pontjihoz tartozo simulokérnek O' kozéppontjat
megszerkeszthetjik.

Ugyanis, ha a p parabola és a k ellipszis vagy hiperbola
egymast a P pontban hiaromszorosan érinti, akkor a p és k
kipszeletnek nemcsak a P pontban van ugyanegy simulokoriik,
hanem e kor O kozéppontjaban a két kupszelet evolutdinak
simulokorei is egybeesnek, és e simulokérnek O' kézéppontjat
akarjuk a p parabola segélyével megszerkeszteni (1. dbra).

Ha a p parabola és a L ellipszis vagy hiperbola egymadst a
P pontban hdromszorosan érinti, akkor azok centrikusan kol-
linearok a P pontra és annak ¢ érintéjére, mint kollineacio-

R
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kozéppontra és kollineaciotengelyre, s igy a P-vel ugyanegy
egyenesen levé homolog pontok' érintéi egymast a f-n metszik,
amiért is £ kupszelet MP atmérGje egyszersmind atmérdje a
p parabolanak. )

Ha tehdt a £ kapszelet P pontja simulokérének O kozép-
pontjéban a PO normalisra emelt meréleges a k kipszelet MP
atmérgjét a  pontban metszi, akkor a merdélegesen az az O’
pont, amely akkép van meghatirozva, hogy 300=00": a k
ktpszelet evolutdja evolutdjanak egy pontja.

Klug Lipot.

KONSTRUKTION DER SCHMIEGUNGSKREISE
DER KEGELSCHNITTE UND IHRER EVOLUTEN.

Es werden hier verschiedene Konstruktionen der Mittelpunkte der
Schmiegungskreise von Kegelschnitten und ihren Evoluten gezeigt. Dann
folgen Bestimmungen von Kegelschnitten aus dem Schmiegungskreis
cines seiner Punkte und noch zwei anderen Bedingungen. Schlieflich
beniitzen wir diese Konstruktionen zur Bestimmung der Tangenten in
dem Doppelpunkte derjenigen Kurve IV. O. in welcher die Beriihrungs-
ebene der Ringfliche (Torus) diese trifft.

Leopold Klug.



EGY POLINOM DERIVALTJA ZEROHELYEINEK
HELYZETEROL.

I. Ismeretes a Gauss-tél szarmazd kovetkezd tétel :

Azon a legkisebb konvex II poligonon kiviil (illetéleg azon
a legkisebb intervallumon kiviil), amely az f(x) polinom ésszes
zérOhelyeit magéban foglalja, a polinom f'(x) deriviltja nem
tinhetik el. Az f'(x) polinomnak azok a zérohelyei, amelyek az
f(x) polinomnak nem tobbszords zérohelyei, mind a /7 poligon-
nak (illetéleg intervallumnak) belsejében fekszenek.

Ennek a dolgozatnak célja bizonyos tartomanyoknak (csillag-
tartoméanyoknak) a 7 konvex poligonbol valo kirekesztésével az
[’ (x)=0 egyenlet gyokeinek helyzetét a I poligonban ponto-
sabban meghatdrozni.® Vizsgélatainkban egy el6z6 dolgozatunk
modszerét fogjuk felhasznalni anélkil azonban, hogy annak
eredményeire sziikségiink volna.? Az altalanos esetet fogjuk
szem el6tt tartani, amikor az f(x)=0 egyenlet gyékei nem fek-

1 A derivalt zérohelyeinek helyzetével harom dolgozatban foglalkoztunk :

A: Uber algebraische Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln, Jahres-
bericht des Deutschen Math. Verein. 27. kitet (1918), 37—43. oldal.

B : Uber geometrische Relationen zwischen den Wurzeln einer algeb-
raischen Gleichung und ihrer Derivierten, Jahresbericht d. Deutschen
Math. Verein. 27. kot. (1918), 44—48. oldal.

C: Zur Theorie der algebraischen Gleichungen, Jahreshericht d.
Deutschen Math. Verein. 31. kot. (1922), 238—251. oldal.

2 Az elébb B alatt idézett dolgozat. Ez a dolgozat véletleniii az iroda-
lomban meglehetésen ismeretlen maradt. Ennek a dolgozatnak egy specialis
tetelét PoLya és Szegd bevették kitiiné munkéjukba, Aufgaben und Lehr-
sitze aus der Analysis Bd. II. 244. oldal. M. BIeRNACKI csak azt a specialis
tételt idézi, Bull. de I’Acad. Pol. d. Sc. et d. Lettr. C1. d. Se. Math. 1927, 629.
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szenek mind egy egyenesen, megallapitdsaink azonban arra az
esetre is érvényesek, amikor a I/ poligon egy intervallumra esik
ossze. Ekkor a /I poligonon belil fekvé pont az intervallum
belsejében fekvé pontot, a poligonnak egy szoégpontja pedig az
intervallumnak egy végpontjat jelenti.

Dolgozatunk utols6 részében csupa redlis gyokiokkel bird
algebrai egyenletekre vonatkozo nehiany eredményiinket altala-
nositjuk komplex gyckokkel is biré redlis egyiitthatoju algebrai
egyenletekre, roviden kifejezve: redlis algebrai egyenletekre.

Minthogy az f(x)—A és az f(x) polinom derivaltja ugyanaz,
azért tételeink akkor is érvényben maradnak, ha azokban az
f(x) polinomot az f(x)—A polinommal helyettesitjik, s igy az
f(x) polinom zérohelyei helyett A helyeirél beszéliink, béirmilyen
szam legyen is az A dllando. Redlis polinomokra vonatkozo téte-
lekben azonban A is koteles reilis lenni.

2. Ha ay, ayy..., an az [(x)=0 n-edfoktt algebrai egyenlet
gyokei és @ az ['(x)=0 derivalt egyenletnek az a,, a,,..., o
gyokoktol kiilonbozo gyoke, akkor fenndll a kévetkezd egyenlet :

F@ I 1 ‘
B R =0 (1)
& o ' fa F—an
Ha ¢ egy tetszéleges szoget jelent és ha
ar — B ="k =1t W) és sinh;bk = g, (k=1,2,...,n)
akkor a
()
e =0
r®
egyenletnek tiszta képzetes részére fenndll a kovetkezl Gssze-
fliggés
1 1 1
_(;1—+E;+.“+a_0° 2

Ebben az egyenletben a; annak az a; és £ gydkpontokon
atmené kornek atmérdje, amelynek érintdje a g ponton dtmend
és a valos tengellyel ¢ szoget alkotd e egyenes. Az a; atmérd
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az e egyenesnek az egyik oldalin levé gyokpontokra vonatko-
zolag pozitiv, a masik oldalan fekvékre negativ elGjelt, az e
egyenesen fekvé gybkpontokra nézve pedig az a; atmérs vég-
telen.

Abbol, hogy a (2) egyenletben az a értékek nem lehetnek
mind pozitivok, vagy mind negativok, kovetkezik a Gavss-féle
tétel.

Foltételezhetjiik, hogy az a; gyokpontok indexeit igy valasz-
tottuk meg, hogy a (2) egyenlet els6 h tagja pozitiv, a kévet-
kez6 k tag negativ és az utols6 n—k—h(=0) tag zéro és
azonkiviil

O<a1<ag,<---< Qpy bi = —"Qpys, (i=1,2,..., k)
0< by < b, <:o-<bp

Ilyen jelolésekkel a (2) egyenletet a kévetkez6 alakban irhatjuk :

1 1 1
‘“+Z+ +E;T—b—1+—b:+m+$;' 3

Ha az a,, illetéleg aj+1 az [(x)=0 egyenletnek p-szeres,
illetéleg ¢-szoros gyoke, akkor fennallanak a kovetkezd egyen-
16tlenségek :

¢ N el
aléb blé : 4)
h k k
o =0 b, =, ©)

Ezekbél az egyenlétlenségekbél lehozhatok B dolgozatunk
eredményei.

Ha a;(i<h), illetéleg a;(h<j<h+k) az f(x)=0 egyenletnek
egy kiilonben tetszoleges legfeljebb p-szeres, illetdleg legfeljebb
g-szoros gyoke, amelyhez az a, illetéleg b atméré tartozik, akkor
fenndllanak nyilvanképen a

P k

__ii
DEagly ==

(6)

II/\

=

egyenl6tlenségek is.
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3. A (6) egyenlétlenségek alapjan bebizonyitjuk a kovetkezd
tételt: - - .

I. Ho a az [(x)=0 n-edfokd algebrai egyenletnek olyan
p-szeres gyoke, amelyen dtmend egyeneseknek bdrmelyik oldaldn
legfeljebb s gyoke fekszik az egyenletnek, és ha K az a gyok-
ponton dtmend olyan kor, amelynek belsejében az f(x)=0
egyenletnek eqy gyoke sem fekszik, akkor az ['(x)=0 derivdlt
eqyenletnek eqy qyoke sincs a K kort az a pontban beliilrdl

érinté 6s —L— -szer kisebb sugart kirnek belsejében.

b+s

Tételezziik fel ugyanis, hogy ez a tétel nem igaz és igy van
az ['(x)=0 egyenletnek egy A gyoke a K kort a-ban belilrél
érint6 ——ﬁ_—s -szer kisebb sugart k kor belsejében. Jeloljitk a

K kornek az a és @ pontokon dtmend egyenessel valo masodik
metszéspontjat y-val, a A kort a y pontban belilrél érinté és
a @ ponton atmené kort K ,-gyel, a K, kort a # pontban kiviil-
rél érinté és az a ponton atmené kort pedig %,-gyel.

Ha D, d, a és b jelolik a K, k, k,, illetSleg K, korok it~
méréit és f,, illetbleg f, az ap, illetéleg By vonaldarabok hosszait,
akkor fennall az

e e 13
£:£>D—d: p—}—s:i
a s d Dp P
pts

egyenlétlenség.

Ha tehat b, annak a legkisebb kirnek az atmérédje, amely a
B pontban a k, kort kivilrél érinti és az f(x)=0 egyenletnek
egy gyokpontjan keresztiil megy, akkor '

s
14

Ez az egyenl6tlenség azonban ellentmonddshoz vezet, mert
a (6) egyenl6tlenség miatt

v

Boilip
L>—>
C,L a

L
a

lIA

i
P

lIA

Rt
p
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Ebb6l az ellentmondasbdl kovetkezik az 1. tétel igazsaga.

4. Az 1. tételb6l kovetkezik a kovetkezo :

II. Legyen G, az a legkisebb kirivpoligon, melynek belsejé-
ben az f(x)=0 algebrai egyenletnek leqaldbb p-szeres a qydkérn
kiviill mincs mds qyoke és amely az a-n keresztiilmend minders
olyan kort, melyen belil az f(x)=0 egyenletnek wincs gyike,
egészen magdban foglal. Legyen tovdibbd G.(o) a Ga tarto-
mdnynak a-ra, mint kulsé hasonldsdgi pontra wvonatkozilag
1:0(o<) ardnyban kisebbitett képe. Ha az a-n keresztilmend
eqyeneseknel akdrmelyik oldaldn az f(x)=0 egyenletnek leg-
feljebb s gydke fekszik, akkor az [’ (x)=0 derivdlt egyenletnel;
a-t6l kilonbozé gyokei kizil eqy sem felhetik a Gq (P__?;;) g
tomdny belsejében.

Olyan a gyokre, amely az f(x)=O0 algebrai egyenlet gyokeit
magaban foglalo legkisebb /I konvex poligon cstcspontjaitol ki~
l6nbozik, p-+s<n—1. A II. tételbdl tehat kovetkezik a ko-
vetkez6 : %

III. Ha a az f(x)=0 n-edfokii eqyenlet gyokeit bezdrs leg-
kisebb konvex poligon szigpontjaitél kilonbozé és legaldbb
p-szeres gyoéke, akkor az ['(x)=0 derivdlt egyenletnek egy a-t6l
Liillonbozd  gyoke sem fekhetik a G, 7% tartomdny bel-

sejében.

A 1I. tételb6l kovetkeznek még a kovetkezd tételek:

IV. Ha a az f(x)=0 n-edfoki polinomnak legaldbb p-szeres
zéréhelye, akkor az f'(x) derivdlt polinomnak nincs a-tol ki~
lonbozd zérdhelye a G (% tartomdny belsejében.

V. Ha a K, kor belsejében az f(x)=0 n-edfokii eqyenletnek
legaldbb p-szeres a gyokén kivil mds gyoke mincs és ha a
K.(o) kior a K, kornek a-ra, mint kilsé hasonldsdgi pontra

vonatkozd 1:¢ ardnyban (p<<1) kisebbitett képe, akkor az
P

[ (@)=0 egyenletnek wincsen a-tdl kiulonbozé gyoke a K, (—??
kor belsejében. ‘

Ha a nem szigpontja az f(x)=0 egyenlet gyokeit magdbar

i o)
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foglald legkisebb konvex poligonnak, akkor az f'(x)=0 egyen-
letnek a K, n%l kor belsejében sincs gyoke, de mincsen a
K., (m\) kéron belil sem, ha az a-n dtmend eqyenesel bdr-

mely oldalira az [(x)=0 egyenletnel: legfeljebb s szdmi
gyoke esik.t

VI. Ha d az f(x)=0 n-edfoki egyenlet eqy a gyikpontjd-
nak a legkozelebbi gyokpontjdtol wvald tdvolsdiga, akkor az o

pont kéril g sugdrral leirt koron belil nincs a-~tél kilonbozd

qgyoke az f'(x)=0 egyenletnek.

1 Az V. tétel elss része J. L. WaLse kovetkezé fontos tételének («On the
location of the roots of the Jacobian of two binary forms, and of the
derivative of a rational funection», Transactions of the Amer. Math. Soc.
22. kotet (1921), 115. oldal; lasd Porva-Szre6: Aufgaben und Lehrsitze
II. kotet 245—246. old.) kiovetkezménye :

Ha az f (x)=0 n—=n,+n,-edfoki algebrai egyenletnek m, gyike a K,
a tobbt n, gyike pedig a K, kirtartomdnyban fekszik, akkor az f' (x)=—0
egyenlet akdrmelyik gyike beleesik a

S T ISRk
"y +n,
kortartomdnyok valamelyikébe.
Egy K kortartomany a siknak egy olyan véges vagy végtelen nagy tar-
tomanyat jelenti, amelynek hatara a K kor vagy hataresetben a K egyenes.
Ha x; és x, a Gauss-féle szamsikon a K,, illet6leg K, kértartomany egy
tetszéleges pontja, akkor a K, kortartomany mindazoknak a pontoknak
Osszessége, amelyekhez tartozé komplex szamok

otal Ny TNy
’ nytng
alakban allithatok eld.
J. L. WaLsH kimondotta az el6bbi tételbdl lehozhato kivetkezé tételt is:
Ha az f(x)=0 n-edfoku egyenletnek o p-szeres gyike €s a tobbi n—p
gyoke a K kortartomdanyban van, akkor az [’ (x)=0 egyenlet gyikei «-ban,
K-ban és abban a K' kortartomdnyban fekszenek, amely a K kortarto-
mdnynak az o pontra vonatkozdlag % ardnyban kisebbitett képe.
. Ha az a« pont a K koron belil van és a K kortartomany a K kéron
kiviil fekszik, akkor a K’ kortartomany az V. tételben szerepld Ka(%)

koron kiviilesé kortartomany, s igy az V. tétel els részét kapjuk.
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Ha o az [(x)=0 egyenletnek legaldbb p-szeres gyoke, akkor
az a qyokpont koril P sugdrral leirt koron belil sincs az
[ (2)=0 egyenletnek o-tél kiilonbozd gyoke.*

VII. Ha a az f(x)=0 n-edfoki egyenlet osszes gqyokeil ma-
gaban foglalo legkisebb konvex poligon szogpontjaitol kilin-
bozd gyikpontja az eqyenletnek, melynek multiplicitdsa legaldbb
p és amelynek tdvolsdga a legkizelebbi gyokponttél d, akkor
az f'(x)=0 egyenletnek nincs a-tél kiulonbizd gyikpontja az

sugdrral leirt koron belil, de a koncentrikus

n—1

a korul p
sugari kor belsejében sincs, ha az a-n dtmend egyenesek

Pr
bdarmely oldaldra az f(x)=0 eqyenletnek legfeljebb s(<n—p)
szdmai gyoke esik.

5. Az el6z6 tételek kiegészitéséiil kimutatjuk a két utolso
tétel pontossagat, vagyis azt, hogy a benniik meghatarozott kor
altalanossagban nem helyettesitheté az [’ (x)=0 egyenlet a-tol
kiilonb6z6 gyokei koziil belsejében egyet sem tartalmazo kon-
centrikus nagyobb korrel.

Ha ugyanis
fx) =2 (@—1)""1=0, illetéleg f(x)=a?(@x—1)""P=0,

akkor a =0 mellett d=1. Ekkor az f'(x) =0 egyenletnek
[ ARk illetéle )-i =&
n o n' € Py T
gat igazolja.

Ha pedig

gyoke, ami a VI. tétel pontossdi-

f@x)=a?(@—=1p @@+ P2 =0, n—p—s=8 é t>1

1 A VI tétel elsé részét eldszor J. W. ALEXANDER bizonyitotta be, Annals
of Math. II. 17. kotet (1915), 16. oldal. A tétel masodik része J. L. WALSH
egy régebbi tételének is kovetkezménye (Transactions of the Amer. Math.
Soc., 19. kot. (1918), 298. oldal), de egyszersmind koénnyen belathato
kovetkezménye B dolgozatunk (1918) tételeinek is.
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tessziik, akkor a=0 mellett d=1 és az f'(x)=0 egyen-
letnek
2p

@ n—s :
1K ol e +]/ (p+s—

gyoke. Ebbél kovetkezik, hogy

: p
lim g, = -,
harie i pts

amibdl kovetkezik a VII. tétel pontossiga.
Ezek alapjan belathato a II—V. tételek pontossiga is,

. : : P ( 2. (2 )
amennyiben a benniik szereplé G (p —i—s)’ Ga n»«l)’ Gl )

2), Ko(-2), metstes K. (-2-) : e
K“(n e =i illetéleg K, e tartomény nem mindig
helyettesitheté az « kiilsé hasonlosagi pontra vonatkozolag ha-
sonlé olyan nagyobb tartomdannyal, amely az f'(x)=0 egyenlet
a-tol kilonboz6 gyokei kozil egyet sem tartalmaz belsejében.

A 1L tételben szereplé G, (pj——i)——s) tartomdny csillagtartomany
az a kozéppontra vonatkozolag. Ha ugyanis P ennek a tarto-
manynak egy pontja, akkor az a« és a P pont kozé esé egész
vonaldarab, intervallum hozzatartozik a G, (pJﬁ%s\) tartomanyhoz.

Ennek a csillagtartomanynak « kézéppontjat a tartoméany hatdr-
pontjaival 6sszekoté sugarakat legalabb bizonyos iranyokban
meg lehet tigy nyunjtani, hogy ezek megnyujfésa altal a Gg (p—f——s)
csillagtartomanyb6l kapott nagyobb ecsillagtartomiany még mindig
ne tartalmazza az ['(x)=0 egyenletnek egy a-t6l kiilénbozo
gyokét sem. Ez belathato a kovetkezé tétel alapjan:

VIII. Ha az f(x)=0 algebrai eqyenlet legaldbb p-szeres a
qyokpontjdan keresztilmend K kir belsejében nincs az eqyenlet-
nek mds gyoke, ha tovdbbd e jeloli a K kior érintdjét az a
pontban, y a korkerilet egy tetszoleges pontjdt és r az (ay)
intervallum hosszdt és ha véqil s szdmit qyok van az eqye-
nesnek y-t tartalmazd oldaldn, akkor az ['(x)=0 egyenlelnek
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p
X ' L
intervallumdnak belsejében. Ha a B ponton dt e-vel pdrhuza-

mosan hiuzott e' eqyenesnel y-t tartalmazdé oldaldn az f(x)=0
eqyenletnel: csak s'(<s) gyoke van, akkor az (ay) intervallum

nines gyoke az (ay) intervallum r hosszusdgi (af) rész-

i,—r hosszusdgu (af") részintervallumdnalk belsejében sincs

bts
qgyoke az f'(x)=0 eqgyenletnek. Ha pedig a B ponton e-vel

pdrhuzamosan hazott e" eqyenesnels y-t tartalmazé oldaldn
az f(x)=0 egyenletnek csak s"(<s') gyoke van, akkor az (ay)

intervallum

- —fs” 7 hosszusdgu (aB") részintervallumdnalk eqy
be'sd pontja l.;em lehet gyike az ['(x)==0 eqyenletnel.

Az itt leirt eljaras tovabbfolytatasaval az (e¢8”) intervallumot

esetleg még tovabb lehet nyujtani, a nélkil, hogy a megnyujtott
intervallum belsejében lenne gyoke az f'(x)=0 egyenletnek.

A VIIL tétel az L. tétel és bizonyitdsa alapjin minden ne-
hézség nélkiil belathato. :

6. Az elozo tételek alapjan az f(x)=0 egyenlet barmely gyoke
koriil kijelolhetiink egy-egy olyan kisebb vagy nagyobb csillag-
tartomanyt, amelynek belsejében nincs az f'(x)=0 egyenletnek
az [(x)=0 egyenlet tobbszoros gyokeitél kiillonbozé gyoke.
Ezeknek a csillagtartoményoknak lehetnek egyméssal kozos
pontjaik és lehetnek pontjaik a /I konvex poligonon kiviil is.
Ezeknek a csillagtartomanyoknak a sikbol valé kiemelése utan
a [T poligon belsejének megmaradt részében vagy annak hatd-
ran fekiidhetnek csak a f'(x)=0 egyenletnek az f(a)=0 egyen-
lettel nem kozos gyokei.

Bizonyos esetekben azonban csillagtartomanyok helyett egész
szogtereket lehet a sikbol eltdvolitani, amelyek a I poligon
egy részét is magaban foglaljdk, amelyekben szintén ninés az
f(x)=0 algebrai egyenlet tobbszérds gydkeitél kiilénbozé gyoke
az f'(x)=0 egyenletnek.

Ki fogjuk mutatni a kovetkezd tételt:

IX. Jeliljon S.(2¢) eqy 2¢ (<m) nyildsi a szogponttal bird
szdgteret és jelolje S, (20-+7), illetdleg S. (29 —2¢) azt a 20+,

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIIL 4
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wletdleg 290 —2¢ nyildst a szégponttal bird) szégteret, melynek
ugyanaz o szogfelezd félegyenese, mint az S, (2¢) szigtérnek.
Ha o az f(x)=0 algebrai egyenletnel: eqy p-szeres gyike, ha
tovdbbd nincs gyoke az egyenletnek az S,(2¢) sziglér belsejé-
ben, de legfeljebb s szdmii gyoke van az S, (29 =) szigtérben
foglalt bdarmely félsik belsejében és ha véqil

5
s+2p

=sin ¢ <sin g, (o<w<(p<~;'—)

akkor az f'(x)=0 egyenletnel nincs gyoke az S, (2¢—2¢) szig-
tér belsejében.

Legyen ugyanis ¢ az S, (2¢ —2¢) szégtérnek a szégpontjabol
kiindulo tetszéleges félegyenese. Tegyiik fel, hogy a tétellel
ellenkez6 modon ennek a félegyenesnek egy # pontja az f'(a)=0
egyenletnek gyoke. Jeldlje K, azt a kort, amelynek az a hosszi-
sagh (af) intervallum &tmérje. Legyen K, a K, kort a § pont-
ban kiviilrél érint6 legkisebb kér, amely az f(x)=0 egy gyok-
pontjan keresztiil megy és legyen b, ennek a kornek atmérdje.
Ha az f(x)=0 egyenletnek & szamu gyoke van a K, és K,
korok @ pontjihoz tartozo kozos ¢ érintének azon az oldalin,
amelyen a K, kor fekszik, akkor a (6) egyenl6tlenség miatt

? IR TS
a = b, = By
amibo6l
b, SN
b+2a = s+2p

Az a pontbol a K, korhoz huzhato érinték azonban az e
egyenessel olyan ¢, hegyes szoget alkotnak, amelyre fenndll a

b, R
b,+20 = 842p

sin ¢, = =sin¢

egyenlétlenség, amibél ¢, < ¢. Ebbél kovetkezik, hogy az a
ponthol a K, kérhéz htizhato érinték és velik az egész K, kor
az S, (2¢) szogtérbe esik. Ez a K, kor tehit — feltételiinkkel
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ellentétben — nem mehet az f(x)=0 egyenletnek egyetlen gyok-
pontjan sem at. :

Ebbél az ellentmonddsbél kovetkezik a tétel igazsaga.

Az el6z6 tétel bizonyitdsa alapjan konnyen beldthato a ko-
vetkezé tétel is.

X. Ha o az [(x)=0 algebrai eqyenletnek legfeljebb p-szeres
qyoke, ha tovdbbd wincs gyoke az eqyenletnek annak a terilet-
nek belsejében, amely eqy S, (2¢) sziogtéren beliil és az a kizép-
pont koril leirt eqy K, kiron kivil fekszik, és ha végil a K,
kort az S, (2¢) terileten beliil érintd eqyeneselnek K. -val ellen-
kezd oldaldn az [(x)=0 eqyenletnek legfeljebb s szdamu gyoke
van, akkor az ['(x)=0 eqyenletnel nincs az S,(2¢) szogtér
kozepén szimmetrikus fekvésii S, (2¢0—2¢) sziglér belsejében és
eqyuttal a K, kéron kivil fekvd gycke, feltéve, hogy van az

S T

= sin ¢ i 1 i/
SF9p sin¢g<sing és 0<yP<op< 9

egqyenldtlenségelknel: eleget tevd ¢ szog.

A IX. tételb6l kovetkezik a kovetkezd két tétel is:

XL Ha a,, @y, a, az f@)=0 harmadfoki egyenlet gyikei és
ha az a,0,0, hdromszog a, szégpontjandl fekvd szdoge 2¢ > %
akkor e szoget alkots két oldal S., (2¢) sziglerének kizepén

szimmetrikusan fekvd S, (2(/) — g— szagternel belsejében nem

fekszik gyoke az f'(x)=0 egyenletnek.
XII. Ha az f(x)=@@—a,)(x—a,) (@—ay) (x—a)?=0 algebrai
egyenletnek a qyoke az a,a,0, hdromszig belsejében fekszik és

ha ¢ a sing = T4p
az ' (X)=0 egyenletnek nincs gyoke azon hdrom S.(2¢) szog-

téren kivil, amelyeknek az aa,, oo, illetdleq oa, féleqyenes
belsd szogfelezdje.
Ha p =1, akkor ¢:%—, ha p > 57, akkor ¢ < 1°.

Tovabbi specidlis tételek lehozdsa nem okoz nehézséget.
7. Az f(x) polinom zérohelyeit magéban foglald legkisebb
4x

egyenletnek eleget tevd hegyes szig, akkor

RO reca e R AL et ]
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konvex /1 poligon hatérdnak egy pontja esak akkor lehet a
derivalt f*(x) polinomnak zérohelye, ha az egyszersmind az
f(x) polinomnak is zérohelye. Ebbél kovetkezik, hogy a 17 po;-
ligon oldalaihoz elég kozel fekvé pontjaiban szintén nem tin-
hetik el az f'(x) polinom, feltéve, hogy azokban a pontokban
az f(x) polinomnak nines tébbszoros zérohelye. Erre vonatko-
zolag a kovetkez6 tétel nyujt tovabbi felviligositast :

XIIL. Legyen az f(x)=0 algebrai egyenlel a, és a, eqyszeres
gyoke az egyenlel gyokeit magdban foglald leglkisebb II konvex
poligon egy oldaldnak két végpontja, amelyen az egyenletnek
nwines mds gyokpontja. Legyen S., (2¢,), illetéleq S., (2¢,) a I
poligon eqy részét magdban foglalé olyan szigtér, amelynelk
eqyik szdra tartalmazza az a,o, poligonoldalt, mdsik szdra az
egyenlet egy gyokpontjdt koti 0ssze az ay, illetileg a, szogponttal
¢s amelynek belsejében nincs az eqyenletnek gyioke. Ha o, az
egyenlet olyan gyokpontja, hogy az a,aa, hdromszag belsejében
nincs az eqyenletnek gydke, ha a,, az a,a, oldal felezdpontja
és a' a hdaromszog aya,, sulyvonaldnak felezdpontja, ha tovdbbd
vy, Wlletdleg ¢, az a szdg, amely alatt az ae’ tdvolsdg az a,,
illetileg a, pontokbdl ldthats és ha végil ¢ a ¢, ¢, @4 €5 @,
sz0gek kozul a legkisebb, akkor az f'(x)=0 egyenletnek nincs
gyolke abban a Il poligonba esd kirszeletben, amelynel: kiorive
az a,a, poligonoldallal ¢ széget zdr be.

Ennek a tételnek bebizonyitisa végett feltételezziik, hogy az
[ (®)=0 egyenletnek egy B gydke ebben a kérszeletben fekszik.
Ha a, az a,, a, 6és 2 pontokon dtmend K,, kor atmérdje, b

pedig a K, , kért @ pontban kiviilr6l érint6 és az a, ponton
2 1

atmend K, kornek atmérdje, akkor fennall a e egyenlét-
lenség. Ez az egyenldtlenség az (5) egyenl(’itlerllségekb('il kovet-
kezik, mert a szerkesztés szerint a K, és K, korok g pontji-
hoz tartozd e érintének az egyik oldalan csak a, és a, gyoke
fekszik az f(2)=0 egyenletnek. _

Azalatt, amig egy @' pont az a,a,a; hdaromszégben a K,

kérén mozog, az a, ponton dtmend és a K, kort #° pontban
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érint6 K, kor b’ atméréje maximumat akkor éri el, ha az a,

a, pontok egyikével oOsszeesik. Ha b' az a, pontban veszi fel
B maximuméat és ha d, és d,, illetéleg &, és o, jeloli az a,a,ay
héromszég a,a, és a,a, oldalit, illetéleg a, és a, szogpontjanal
lev6 szdg nagysagat, s ha végiil ¢ jeloli azt a hegyes. szoget,
amelyet az a,a, oldal alkot a K,, kornek a, pontjin dtmend
érintével, akkor fenndllanak a kovetkezo Osszefiiggések:

g d, W d,
" sing’ T sin(@,—¢)
bl dysingd = dysine d, sin ¢,

4 S, dysn@—g)  dysin@,—g) = dysin(0,—¢y

-

sin @«
sin (0, —x)
mert derivaltja pozitiv. Azonkivil 0<¢<<¢ <¢@,<d,, mert a #

Az Yy = fiiggvény ugyanis 2-nek nové fiiggvénye,

pont a ¢ szogi korszelethen fekszik.

Mivel az.a,a’ vonaldarab az a,a,a, haromszog stlyvonala,
azeért
d, sin ¢, ey = b 8 1
.—._'— _ — e 10V —— —_— —_—
d, sin(0;,—¢,) 2 A a, = a, <7

Ez az egyenldtlenség azonban ellentmond az (5) egyenl6tlen-

séghdl kovetkezett R % egyenldtlenségnek.

Ebbél az ellentmolndésb()l kovetkezik a XIII. tétel igazsaga.

8. Dolgozatunk kovetkezé része realis koefficiensi, vagy
roviden redlis polinomokkal foglalkozik és a csupa redlis zéro-
helyekkel bir6 polinomokra vonatkozé néhany eredménytinket
altalanositja.

Kimutatjuk Lacuerre egy tételének kovetkezo altalanosi-
tasat: ' ;

XIV. Ha az f(x)=0 redlis algebrai eqyenletnek a és b (a<<b)
redlis gyokei Fkozé nem esik eqy gyok redlis része sem ¢és ha
az egqyenletnek h, szdami olyan yybke wvan, amelynek redlis

1 A értekezés VIL tétel, 41. old.
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része nem nagyobb a-ndl, akkor az ['(x)=0 derivdll eqyen-
letnek nincs qyoke a

intervallum belsejében. :

Ha pedig az f(x)=0 egyenletnek h, szdmii olyan gyéke van,
melynek redlis része nmem kisebb, mint b, akkor az [’ (x)=0
eqyenletnek nincs gyoke az

antervallum belsejében.

Ha ay, ay..., a, jeloli az f(x)=0 redlis n-edfoki algebrai
egyenlet gyokeit novekvé redlis résziik sorrendjében és ha az
a; 68 apyq gyokok redlisak, akkor az f'(x)=0 egyenlet egy
olyan @ redlis gyokére, amely az (ay, a)+1) intervallumba esik,
fennall az

(7)

egyenlet. Ennek az egyenletnek mindkét oldaldn a valos gyo-
kokre vonatkozo tagok és a komplex gyokokre vonatkozo tagok
redlis részei pozitivok, s igy a konjugéalt komplex gyékparokra
vonatkozo két-két tag Osszege pozitiv. Ha ugyanis a,—=p-+qi,
akkor a szerint, amint A<k, illet6leg h<<k-+1

Lo 1 (=f—g¢

B—ap aw—pB  (—P*+q*

A (7) egyenlet mindkét oldalan az a tag, amely kozvetleniil

az egyenldségi jel mellett 4ll nagyobb, vagy legaldbb nem
kisebb, mint azon az oldalon szerepld akarmelyik tagnak redlis
része. Ebbol kovetkeznek a ,
/3 1 : n—k 1
ﬂ—ak es 5

®)

Wi

. Y
arv1—f ar1—f = B—ar
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egyenlé6tlenségek, amikbél pedig

L mafe S e fomeStEn. )

Ezzel ki van mutatva a XIV. tétel, mert ha ap=—a és axi1=0,
akkor h,=k és hy=n—Fk.

Minthogy ha<n—1 és hy<n—1, azért a XIV. tétel magiban
foglalja a P. MonteL-t6] kimutatott kovetkezo tételt:?

Ha az f(x) n-edfoki redlis polinomnak a és b redlis zéro-
helyei kézé mem esik a polinom eqy zérohelyénel redlis része
sem ¢és ha az (a, b) intervallumot n egyenld részre osztjuk,
akkor a két szélsd osztdsrész belsejében sehol sem tinhelil: el
az ' (x) derwdlt polinom.

A (9) egyenlotlenségekbdl lehozhatd egyszersmind a kovet-
kez6 tétel:

XV. Ha mindazokat az n-edfoki redlis polinomokat tekin-
tetbe wesszik, amelyeknel 1., a és b kizos redlis zérohelyiilk
(a<b), 2., eqy zéréhelyiik redlis része sem esik az (a, b) inter-
vallum belsejébe, 3., hy, illetéleq hy szdmi a-ndl nem nagyobb,
illetéleg b-nél nmem Ikisebb redlis részii zérdhelye van, akkor
ezen polinomok derwdltjainak az (a, b) intervallumba esd zérd-
helyei az (a, b) intervallummak egy

hosszusdgu részintervallumdban vannak. Erre az L hosszisdgra
nézve fenndllanal; az

egyenldtlenségek, ha n pdros szdm és az

egyenldtlenségek, ha n pdratlan.

1 Sur les zéros des dérivées des fonctions analytiques, Bull. de la
Société Math. de France, 58. kot. (1930), 119. oldal.

ey |
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Ha ugyanis a (7) egyenletben az a,, a,,..., ax—1 gyokoket az
aj-val Osszeejtjiik és (k+1<nm esetben) az apio Gpi3,...; 24
gyokok redlis részét elég nagynak vessziik fel, akkor a (8)
alatti elsé egyenlétlenség bal és jobboldala olyan pontosan egye-
zik, amilyen pontossaggal éppen akarjuk. Hasonlot elérhetiink
a (8) masodik egyenldtlenségére is. Masrészt pedig nyilvanvalo,
hogy az

1 1 142
R Y W Sy ROR Y, U e
(=ha<n—1,<<B<=n—1)

Osszeg maximumat akkor éri el, ha a h, és h, tényezd koziil
az egyik az egység, minimumat pedig akkor, ha e két tényezd
egyezik egymadssal (n péros értéke esetén), vagy csak egységhen
kiilonboznek egyméstol (n paratlan értéke mellett).

9. Csupa redlis zérohelyekkel bir6 n-edfokt polinomokra ki-
mutattuk,” hogy a zéréhelyeket tartalmazo legkisebb intervallum
n egyenlé részre valo osztisa utan kapott két széls6 osztasrész
akarmelyike tartalmazza a derivdlt polinomnak legaldbb egy
zérohelyét. Ez a tétel olyan redlis polinomokra, amelyek két
redlis zérohelyének intervalluma tartalmazza a tobbi redlis zéro-
helyet és a komplex gyokoknek redlis részeit, minden tovabbi
nélkiil nem altalanosithato, miként ez az x"—1 polinomon 7
paros értéke mellett lathato.

Kimondhatjuk azonban a kovetkezd tételt:

XVIL. Ha az f(x) redlis polinomnalk legaldbb k redlis zérd-
helye van, melyel koziil a legkisebb «a», a legnagyobb pedig b,
ha tovdbbd a polinomnak wincs a-ndl kisebb redlis részii zérd-
helye és végil ha az f'(x) polinom legkisebb redlis zérdhelyé-
nél kisebb redlis része az f(x) polinom eqy zéréhelyének sines
az «a» zérohely kivételével, akkor az ' (x) polinomnak van leg-

a\ .
i ) wntervallumban.
A

A megfelel6 feltételek fennallisa esetén hasonlo tétel mond-

aldbb eqy zérdhelye az (a, a -+

1 A, 1. tétel, 37. oldal.
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haté ki az [’ (x) polinom legnagyobb redlis gy('jkére is, miként
ez a kimondott tételbdl kovetkezik, ha azt az f(—a) polinomra
alkalmazzuk.

A tétel kimutatdsa végett feltételezziik, hogy a=a,, a,...,
as=b, asi1,---, @, az f(x) n-edfokd polinom zérohelyei a redlis
részek novekvs sorrendjében, tovabbd, hogy a tétel értelmében
az a és b realisak és az f'(x) polinomnak van olyan g redlis
zérohelye, amely a, redlis részénél nem nagyobb. Feltételezhet-
jik, hogy B=a,. Erre a 3 zéréhelyre fenndll az

1 1 1

M e Rk e ﬂ n—ﬂ

egyenlet, melynek mindkét oldalan a tagok valos részei pozitivok.

+

Ha jobboldalon a konjugalt komplex gyokpéarokra vonatkozo
tagokat kihagyjuk és a valos tagokat a legkisebbel helyettesit-
juk, akkor kapjuk, hogy

1 k—1 b—a
= ,amibdl it .
F—a =08 SR

Ezzel a kimondott tétel be van bizonyitva.
Az [’ (x) polinomnak mindig van az eldbbi tétel feltételeinek
megfelel6 redalis gyoke, ha az f(x) polinom zérohelyeire a ko-

vetkezd tétel feltételei teljesiilnek:

XVIL. Ha az [(x) redlis polinom «a» redlis zérchelyén dtmend
és a wvalds tengelyre merileges egyenesnek ugyanarra az olda-
ldra esik a polinom t6bbi zérdhelye és ha azok kizil az eqyenld
redlis résszel bird zérdhelyel: kozil, melyeknek r redlis része
legkozelebb van a-hoz, van legaldbb egy olyan, mel J'nek a
redlis tengelytdl vald tdvolsdga az «a» pontbol leqfel]ebb —

8209 alatt ldtszik, akkor az f['(x) polinomnak van legalabb

eqy zérdhelye az (a, a-+2 r—?:a) intervallumban vagy amnak
hatdrdn.

Ha ugyanis a,, ay,..., @, az f(x) polinom zéréhelyei névekvo
realis részitk sorrendjében, akkor a tétel bizonyitasa végett fel-
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-

tehetjiik, hogy a=a, negativ szim, a,==qi tiszta képzetes, «,
pedig konjugiltja. 4 ;
Ha az f'(x)=0 egyenletnek van az (@, 0) intervallumban egy
@ gyoke, akkor az
1 1 1 1 1
S A : fis ANt Skl 10
e e ey e i P D

egyenletben barmely tag redlis részének pozitivnak kell lennie.

Ha van az (a, 0) intervallumban olyan B, szam, amelyre az

1 —28,

ﬂl_a = ﬂ1‘|"q2

egyenlotlenség teljesiil, akkor ezen g, mellett a (10) egyen-

let baloldala kisebb, mint a jobboldala. Ebb6l kévetkezik, hogy

akkor az [’ (x)=0 egyenletnek van gyike az (a, 3,) intervallum-

ban, mert a (10) egyenlet baloldala ennek az intervallumnak
a-hoz elég kozeli pontjaiban nagyobb, mint a jobboldala.

A (11) egyenlétlenség

36, — 2ap,+ (12 = 0

alakban irhato. Ez az egyenl6tlenség mindig kielégitheté valos
By-val, ha

(11)

a*— 3¢* > 0,

Ekkor azonban az a, pontot az @ ponttal Osszekoté egyenes

a valos tengellyel legfeljebb % hegyesszoget alkot, mert ezt a

4| Sy T
a‘él/s =®g

a*— 3q = 0,

38— 2af,+ 1°= 0
egyenletnek van két valos gyoke. Ha ezek koziil az algebrailag
kisebbet 3, jeloli, a masik pedig g, akkor

hegyesszoget g-vel jelolve

tgo =
Ha azonban

akkor a

a 2a
ﬂ1§_3" mert ﬂl+ﬂz:?
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Ezzel a tétel ki van mutatva, mivel az elébbiek szerint az

f' (©¥)=0 egyenletnek van gyoke az (a, £,) s igy van az (a, %)

intervallumban.

A XVIIL tétel helyett pontosabbat is kimondhatunk, ha az
a, és a, gyokpontok mellett még tovdbbiakat is figyelembe
vesziink. A XVI. tétel mintajara minden nehézség nélkil alta-
lanosithatok A alatt idézett dolgozatunk IV., V. és VIL tételei
is megfelelé realis polinomokra.

Sz. Nagy Gyula..

UBER DIE LAGE DER NULLSTELLEN DES
DERIVIERTEN EINES POLYNOMS.

Allgemein bekannt ist der folgende Gauss-sche Satz:

Ausserhalb des kleinsten konvexen Polygons /I (bzw. ausserhalb der
kleinsten Strecke), das siimtliche Wurzeln einer algebraischen Gleichung
f(x) =0 einschliesst, kann die derivierte Gleichung f' (x) =0 keine
Wurzel haben.

Diese Arbeit schliesst aus dem Polygone /I gewisse Gebiete aus, wo
die derivierte Funktion /" (x) ausserhalb der mehrfachen Wurzeln von
[ (x) = 0 nicht verschwindet. Diese Gebiete sind entweder Sterngebiete
oder Winkelriume, deren Mittelpunkte hzw. Scheitelpunkte in den
Wurzelpunkten von f(x)= 0 liegen, oder gewisse iiber die Seiten des
Polygons /I geschriebene Kreissegmente.

Es bestehen z. B. die folgenden speziellen Sitze :

Liegt die wenigstens p-fache Wurzel a der algebraischen Gleichung
n-ten Grades f(x) = 0 im Innern des Polygons // und ist d der Ab-
stand zwischen a und der nichstliegenden Wurzel von [ (x)=0, so
kann die derivierte Funktion /' (x) im Innern des Kreises, der den

V4

et -d hat, ausserhalb von a nicht

Mittelpunkt a und den Halbmesser

verschwinden.
Liegt die p-fache Wurzel a der Gleichung

f(2) = (@ —ay) (@ —a) (@—ag) (@—a)p =0
im Innern des Dreieckes a,a,a,, so liegt keine Wurzel der Gleichung

f'(x) =0 ausserhalb der drei Winkelriiume mit dem gemeinsamen
Scheitel @, deren Winkelhalbierenden. die Halbgeraden aa,, aa,, aa,
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sind und deren Offnung 2¢ ist, wo der Spitzwinkel ¢ der Gleichyng

sin ¢ = T geniigt.

Am Ende der Arbeit werden einige Siitze des Verfassers. iiber algeb-
raische Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln (Jahresbericht der Math.
Vereinigung Bd. 27 (1918), S. 37—43) fiir reelle Gleichungen ver-
allgemeinert. :

Es gilt z. B. der folgende Satz:

Sind a und # (>a) reelle Wurzeln der algebraischen Gleichung n-ten
Grades [ (x) =0 mit reellen Koeffizienten, hat die Gleichung keine
Waurzel, deren Realteil im Innern des Intervalles (a, 8) liegt und ist
h bzw. k die Anzahl der Wurzeln von f(x) =0, deren Realteile klei-
ner als @ bzw. grosser als a sind, so hat die derivierte Gleichung f” (xz)=0
keine Wurzel im Innern der Intervalle

(a, a+ %—) und (ﬂ— g:(;’ ﬂ)

Julius v. Sz. Nagy.
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Az elektromossagot kétféle alakjaban ismerjiik : ismerjiik, mint
szabad elektromossiagot és ismerjiik anyaghoz kétott alakjdban.
‘A szabad elektromossdigot, az elektront megfigyelhetjiik a katod-
sugdrban, vezetdképességgel biro gdzok molekuldi ko6zott; ko-
tott alakjaban, mint a fémek és dielektrikumok belsejében
mozgo elektromossagot, amely az elektromos dramot idézi eld,
létrehozza mozgasaval a magneses, elektromos és optikai jelen-
ségeket. Bekovetkezhetik az anyaghoz kotott elektromossagnak
-az anyagtol valo elvaldsa, ha valamely kiilsé hatds vagy belsé
kényszer lekiizdi az anyagnak és az elektromossédgnak koleso-
nés affinitasdat. Az elvalasztishoz energidra, munkavégzésre
van sziikség, mégpedig hatirozott munkavégzésre, amely al-
taliban minden anyagnal mds és mas, s mely ugyanazon anyag-
nal is még az anyag allapotatol is fligghet.

A fontos jelenségesoportok, amelyeknél ezt az energiameny-
nyiséget, az affinitist meghatdrozhatjuk és meérhetjik, a ko-
vetkezok :

@) gazok és g6zok ionizdcidja,

b) szilard testek fényelektromos emisszioja,

¢) termikus elektron emisszio,

d) érintkezési elektromossag.

A gdzok ionizécidja torténhetik elektron vagy ionbombazés-
sal, torténhetik besugarzas dltal. Az elektron lokés altal tor-
téné ionizacional az iitkozé elektron kinetikus energigjat adja
at a neutralis gdzmolekulinak; ez az energia fordittatik az
elektron levilasztdsdhoz. Az donizdcids munka mértéke tehat az
a nunimdlis kinetikus energia, mely mar éppen képes egy elek-

T TN T W v e g § = e T ——
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tront levilasztani. Ha az iitkoz6 elektron sebességét egy £ Volt
nagysig fesziiltségkiilonbségen keresztiil valé gyorsitéshol nyerte,
akkor az ionizdcios munka elektromos egységekben

I=1m v® = Ke,

ahol ¢ az elektron toltése,
m az elektron tomege,
v az itkézo elektron sebessége.
-t tonizdcids fesziiltségnek nevezziik és voltokban mérhetjiik.

Az egyontetiség kedvéért a kovetkezokben mindig az affini-
tas és a kilépési munka voltokban mért értékeir6l fogunk
beszélni.

Egy mdsik jelenség, mely az anyag elektron affinitdsanak
meghatarozasihoz vezet; a fényeleklromos hatds. Ha egy fém-
lemezt megyvilagitunk, Ggy a vele szemben elhelyezett felfogo-
lap negativ toltést kap, annak jeléiil, hogy a megvilagitott le-
mezbdl a fény hatdséra elektronok tavoznak el. Erdekes jelen-
ség, hogy minden fémre létezik egy meghatirozott leghosszabb
hulldm, amelynél hosszabb hullamt fény fényelektromos hatést
tobbé nem idéz elé. E jelenséget EinsTEIN nyomdn gy magyardz-
hatjuk, hogy a fényben levé energia, mely benne hy quantumok-
ban adagolva terjed, a felfog6 lemezen kivalt egy elektront,
mely v sebességgel hagyja el a lemezt. A beesé hv energia
tehat egyrészt legydzi a kilépési munkdt, masrészt az eltivozo
elektron kinetikai energigjava alakul.

h =W+ 2m >
Vildgos, hogy minél nagyobb az v, annil nagyobb lesz v se-
besség, miutdn W a hullimhossztol figgetlen.
Lesz azonban egy olyan v, frekvencia, mely még éppen csak

arra elegendd, hogy legyézze az elektront visszatarto erét, a
kilépési munkdt, erre nézve tehat:

hvy = W = ¢0.

@ a kilépési munka volt-érteke.
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v, a fényelektromos hatas voros felé esé hatdrhulldmhossza ;
ha v<<y, a fényb6l érkezé energia nem elegendé az elektron
levalasztasara, elektron emisszio, fényelektromos hatas nem ko-
vetkezik be.

Az Exstein-féle egyenletet szamos kisérlet, kiiléndsen MiLLikan®
pontos és gondos vizsgdlatai kittinden igazoltdk. MILLIKAN erre-
vonatkozo mérései a h dllando precizios mérésére is szol-
galtak.

Amig azonban a g6zok és gazok ionizicios potencidljat Franck
és Herrz klasszikus kisérletei ota meglehet6sen nagy pontos-
saggal tudjuk meghatarozni, addig a fényelektromos kilépési
munkara vonatkozolag igen eltérdek a kiilonb6z6 kisérletezék
altal megallapitott értékek, még tokéletesen ugyanarra az anyagra
vonatkozéan is. A legkisebb gaznyomok, vizréteg, idegen tisz-
tatlansag, amelyek semmiféle kémiai tton ki nem mutathatok,
megvaltoztatjak a @ értékét.

Az izz6 testek elektronemissziojaval Ricmarpson® foglalko-
zott legbehatobban és legmélyebben; téle ered a termikus
elektron emisszio (telitési aram) hoéfokfiiggvényének meghata-

rozasa:
b

J=AYTe T

ezt az egyenletet RicmARDsoN elméleti Giton nyerte, de kisérle-
tileg is igazolta. A kisérleti elrendezés elve a kovetkezd: eva-
kualt iivegburdba beforrasztott izzoszél van, melyet egy masodik
elektrod, az anod koncentrikusan vesz koril. Az izzoszal ho-
fokanak a mérése legegyszertibben ellendllasmérés alapjan tor-
ténik. A kisérleti elrendezés nem ttlsagosan nagy pontossagt:
az izzoszdl héfoka a kiilonb6z6 pontokon kiilonb6zdé, miutan
a hozzavetések meleget vezetnek el. A héfokot természetesen
mas modszerekkel is lehet mérni, pl. optikai modszerekkel,

1 R. A. MiLLIKAN : Phys. Zschr. 17, 218, 1916.
2 0. W. RicHARDsON : Proc. Cambridge Phil. Soc. 11, 286, 1901 és Phyl.
Mag. 15, 890, 1908.
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azonban ezek sem sokkal pontosabbak, mint az ellendllas-
méreés.

Ricnarpson elméleti levezetésénél az izzotestek elektron emisz-
szi6jat analogidba hozta a folyadékok parolgdasdval, a folyadék
parolgasa kozben lehiil; ez a lehiilés mértéke a péarolgasi hdé-
nek, vagyis annak az energidnak, mely felhasznaltatik ahhoz,
hogy a g6zmolekulik szabadon elhagyhassak a folyadékot. Ezt
a parolgasi hét nevezhetjiilk a parolgasnal legyézendd kilépési
munkanak. :

Ricuarpson elméleti meggondolasa szerint a fémek belsejé-
ben szabad elektronok vannak jelen, melyekre érvényesnek ve-
hetjilk a MaxweLL-féle sebességeloszldsi torvenyt. A hatarfeliile-
ten egy olyan eré mukodik, mely az elektronok kilépését meg-
akadalyozza. Csak azok az elektronok léphetnek ki, amelyeknek
kinetikus energidja elegendé a hatarfeliileten legyézendé kilépési
munka elvégzésére.

Ha N-el jeloljiik a térfogategységben levé elektronok szamat,
egy gramm-molekula elektronra esd, tehat 96,500 Coulomb-tél-
tésti elektronok Osszes tomegét M-el, a kilépési munkat pedig
(ugyancsak I = 96,500 coulombra vonatkoztatva) W-vel, akkor
a feliiletegységen keresztiil kilépé elektronok szama a kinetikus
gazelmélet szerint masodpercenként

I aranyos lévén n-el
w
I=const Y/ Te ET
R az altalanos gazallando.
A Ricuarpson-féle egyenletben szereplé b konsténs tehat:

b=W/R

a kilépési munkat szolgaltatja. Ha tehat a Ricmarpson-féle gérbe
felvétele utin a konsténsokat meghatérozzuk, ugy kézvetlentil
kiszamithatjuk a kilépési munkat. Ezt a kilépési munkdt is
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szokds Voltokban kifejezni: ha meggondoljuk, hogy ez a munka
F coulombtoltésre vonatkozik, akkor viligos, hogy

W="rFe.

I. Tablazat.

Elom nove | 5, vos | g7t | Tk | oot
Helinm: .. .5 25,4 — e o
Neon ' = oo 21,5 — L —
Argon aleyi i 15,4 — - —
Hydrogén .. __ G b — s A
Nitrogén _. . _. ~ 18 — —- -
Higany _ _ _ 10,38 4,05—4,75 it i
Lithium . _ _ 5,36 2,34—9,38 = 5
Nétrium . _ _ 5,18 1,80—2,12 | 1,8 El
Kélium __ __ _ _ A,41 1,2—2,02 | 0,46—1,55 Z
R TS 4,16 1,9 1,45 )
Cosium .. . 3,96 1,2 1,81 —
Platina . _ _ s 3,63—65 | 6,27 41
Wolfram _. . o 452536 | 4,52 4.7
Molybdin . _ e 4,33 3,10—4,44 4
Nikkelr .1 & . 3,68—4,57 | 2,77 4,45 ?
YRR s = 3,92—4,30 | 4,04 3,4 3
Vorosréz . . 7,8 4,07—4,63 | 8,85—4,00 4,05
Thoriumos wolfr. — — 2,63 —

Az 1. tiblazat néhany anyagra vonatkozo kiilonb6z6 mod-
szerekkel nyert elektron affinitas, illetéleg kilépési munka értékeit
tartalmazza. Mint litjuk, az ionizicios potencidl értékei (E))
a kilépési munkatol eredd értékektdl eltérdk, ami azonban nem
meglepd, tekintettel arra, hogy az eréviszonyok is mésok szildrd
testeken beliil, mint gdzallapotban. Ricmarpson és mas elmé-
leti kutatok a klasszikus kinetikus elmélett6l fiiggetlen meg-

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIIL 5
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gondolasokkal is igyekeztek levezetni az emisszio-héfok egyen-
letét. Thermodynamikai Gton a kovetkez6 egyenlethez jutottak :

b
I=AT:q T2

A kisérleti modszerek, mint mér emlitettitk, nem nyujtanak
elegendé pontossagot és igy a kétféle egyenlet helyessége ko-
z6tt kisérletileg még nem sikeriilt donteni.

A legijabb SommerFELD-féle * quantummechanikai elmélet alap-
jat az képezi, hogy a fémek belsejében mozgo elektronokra vo-
natkozolag a MaxweLL— Borrzuann-féle statisztikus sebesség-
elosztastol eltéré tgynevezett Fermi—Dirac-féle stalisztika ér-
vényes. Ezen statisztika alapjan a kévetkez6 emisszios formulihoz
jutunk:
Wa— Wi

J=AT% T

A kilépési munka itt két részbél all: W, kiilsé kilépési mun-
kabol, mely megfelel a kilépésnél legyézendd ellendllisnak és
egy W; munkéabol, amely negativ elGjeltii lévén, az elektronok
kilépését eldsegiti. Ez a W; azaltal jon létre, hogy az elektron-
gdz, mely a Fermi—SommerreLp-féle felfogds alapjan elfajult
gdznak tekintheté, a héfoktol fiiggetlen, bels6 nyomassal bir.
Ezen elmélet szerint azonban Wolfram esetében 3000° abs ko-
riill az elektrongdz fokozatosan megszinik elfajultnak lenni,
nyomdsa tehat a héfokkal novekszik, ebbél az kévetkeznék,
hogy a teljes kilépési munka a héfokkal erdsen csékken. Az
eddigi kisérletek szerint ilyen esokkenés nem igen tapasztalhato.

Az izzotestek elektron emissziojara vonatkozo vizsgalatoknak,
elsésorban a kilépési munka meghatdrozasanak, nagy technikai
jelentésége is van; az izzokatoddal miikodé késziilékeknél olyan
anyagokra van sziikség, amelyeknek kilépési munkdja lehetdleg
csekély, ugyanis anndl kevesebb energiat kell k6zolni a katod-

1 0. W. RicHARDSON : Phil. Mag. 28, 633, 1914 ; S. DusHmMAN : Phys. Reyv.
21, 623, 1923. )
2 A. SOMMERFELD : Zschr. f. Phys. 47, 1, 1928.
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, dal (anndl alacsonyabb hémérsékletig kell izzitani), illetoleg
ugyanazon viszonyok mellett annal nagyobb emisszids dramot
kapunk, minél kisebb az az erd, mely az elektronokat vissza-
tartja. A termikus elektron emisszios kilépési munka is nagy
mértékben fiigg a feliilet sajatsagaitol. A legesekélyebb gazréteg
vagy idegen tisztatlansig még egy atomnyi vastagsagban is,
ugyanigy mint a fényelektromos jelenségnél, jelentékenyen meg-
valtoztatja, rendszerint megnoveli a kilépési munkat, egyes anya-
gok pedig ecsokkentik. Lanemuir pl. megallapitotta, hogy a Wolfram
feliletén képzéd6 egyatomos oxygénréteg a Wolfram -elektron-
emisszios kilépési munkdjat jelentékenyen megnéveli. Ha egy
ilyen oxygénréteggel fodott Wolframfeliletre egy ugyancsak
atomdris vastagsdgn (s réteget parologtatunk, akkor viszont az
izz6drot elektronemisszioja nagysagrendekkel novekszik, aminek
nyilvanvalé oka a kilépési munka nagymértéki csokkenése.

A Ricnarpson-gorbe felvétele tutjan a kilépési munkat meg-
hatérozhatjuk ; ezzel a mddszerrel azonban csak igen magas
héfokon dolgozhatunk és a kilépési munka a héfokkal valtoz-
hatik.

A fényelektromos és termikus emissziojelenségekkel szoros
és mélyenfekvo kapesolatot mutat az érintkezési elektromossag
jelensége; az elektromossig tananak tobb mint szdz éven ke-
resztiil igen behatéan vizsgalt, sokat vitatott jelenségesoportja,
amelynek toérvényszeriségei, mint dltaldban a fémes vezetés
jelenségel, alapjiban véve kevéssé tisztazott fejezeteit alkotjak
a fizikanak.

Az alapjelenségek, melyek Garvant és Vorra felfedezései ota
ugyszolvan 6si forrasat képezik az elektromossdgnak, az elemi
fizikabol ismeretesek : ha kiilonb6zo testeket érintkezésbe hozunk
egymassal, akkor azok egymashoz képest elektromos fesziiltségre
tesznek - szert, elektromos toltést nyernek. Ezt a jelenséget a
kovetkezéképpen értelmezhetjiik: Az elektromossig, és pedig a
negativ elektromossag, tehat a szabad elektronok affinitisa az
egyik fémhez nagyobb, mint a médsikhoz, ennek kovetkeztében
két kiilonboz6 fém érintkezésekor az egyik fémbdél mindaddig

5%
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mennek 4t elektronok a mdsikba, amig az eldalld potencidl-
kiilonbség, tehat a visszatarto eré a tovabbi elektronvandorlast
meg nem akaddlyozza. Az el6allo potencialkiilonbség mértéke a
fémek elektron affinitisdban mutatkozo kiillonbségeknek. Miutan
a fémek elektron affinitdésdinak mértéke a fényelektromos vagy
a termikus elektron emissziondl mérhet6 kilépési munka, vir-
hato, hogy a két fém kozott a kontaktpotencial egyenld a Kki-
lépési munkdk killonbségével. Ricmarpson mutatta ki, hogy ez
a relacio igen jo kozelitéssel valoban fenndll, a levezetést azonnal
vazolni fogjuk.
kezéképpen nyerjiik: helyezziink el az egyik érintkezé test fe-
lilletének kozvetlen kozelébe egy egységnyi pozitiv téltést, moz-
gassuk ezt az egy egységnyi toltést barmilyen aton a madsik
test kozvetlen kozelébe; a két test kozt fenndllo elektromos
tér altal az egységnyi toltésen végzett munka szolgdltatja a
kontaktuspotencial kiillonbséget.
Képzeljiink el most mar két érintkezé fémet, pl. Zn-t és
Cu-t, legyen a két fém kozti kontaktuspotencidl-kiilénbség
Vzn— Veu. Képzeljink el egy e tol-
Zn. tésii elektront kériilsétdlni a Gu-bol
a Zn-be, kilépni a Zn-feliiletén, végig
futni a két fém kozti teret és belépni
a Cu-ba. Az energiamegmaradds tor-
vényének értelmében a végzett mun-
kék algebrai oOsszege nulla.
A Zn-bol valo kilépésnél az elek-
tronnak munkait kell végezni e@y,, a
két fém kozott a térben végzendod
munka (Vzn—Vecu) e, a Cu-ba valé belépésnél voltaképpen
munkat nyeriink, tehat a végzendé munka negativ, —e@z,. A
korfolyamatokra érvényes tétel szerint kellene, hogy, sziamba véve
az elektron kériilfutdsa alatt végzett osszes munkdkat, £=0
értelmében nulla eredét kapjunk. A tapasztalds azonban azt
mutatja, hogy ez a kiegyenlités nem egészen tokéletes, minek
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oka a Pevtier-effektusban keresendd, ugyanis, ha két fém érint-
kezési feltiletén aram halad keresztiil, akkor az érintkezési hely
lehil vagy felmelegszik, vagyis munkavégzés torténik, ennek
nagysaga egy elektronra ell, ahol tehit I7 a PeLtier-effektusnak
megfelelé fesziiltség, ami rendesen igen kiesiny a kontaktus-
potencialhoz képest. Ezt tehat még hozzd kell adnunk az eddig
felirt munkahoz, hogy a koérfolyamat alatt végzett 6sszes munkat
megkapjuk. Az 6sszes munka tehat:

€ (wln + VZn G V(;u e ¢Cu) + ell=0.

A Perurier-fesziiltség a legtobb fémpdarra azonban a kontaktus-
potencidl mellett elhanyagolhato és igy:

Dzn — ¢Cu = VCu o7 VZn-

Latjuk mar most, hogy a kontaktuspotencidl mérése modot
nyujt arra, hogy a kilépési munka értékét altala meghatirozzuk,
varhato tehat, hogy az igy nyert kilépési munka értékek jol
sgyezni fognak a mds tuton nyert értékekkel.

A kontaktuspotenciil mérése hosszi idén keresztil igen el-
téré eredményekre vezetett. A kontaktuspotencidl is nagy mér-
tékben fiige a vizsgdlt fémek feliileti sajatsagaitol, éppen ugy,
mint a fényelektromos és termikus emisszios jelenségek. A fémek
feliiletén elhelyezkedé gazrétegek és tisztatlansagok itt is nagy
vialtozasokat képesek el6idézni. Voltak fizikusok, akik ezeknek.
hatisa alatt az adszorbedlt gaz és vizrétegek tanulmanyozasa
kozben arra az eredményre jutottak, hogy tiszta feliletti fémek
kozott nines is kontaktuspotencidlkiilonbség. '

Pontos értékeket tehat csak az olyan mérési elrendezésekkel
nyerhetiink, amelyeknél a vizsgalt fémek tokéletesen tisztan allit-
hatok el6 és teljesen kigazosithatok. A pontos és reprodukal-
hato méréseket a modern vacuum-technika tette lehetévé és
minden olyan mérést, mely nem torténik a vacuum-technika
legfinomabb eszkézeivel, teljesen illuzorikusnak kell tekinteniink.

A kontaktuspotenciil meghatirozasira a legrégebben hasz-
nalt eljarasi mod Taomsontol széarmazik. Az alapgondolata g
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kovetkezé (2. dbra): két kiillonbozé fémbél 1évé lapot (f, és f,)
egymadssal szemben helyeziink gy, hogy koztik egy kis légrés
maradjon ; egy potenciométeren it ezt a kondenzitort bizonyos
fesziiltségre hozzuk; a két lap kozti elektromos tér nem lesz
azonos a potenciométer adta fesziiltségkiilonbséggel, mert hozza-
jarul még a két lap kontaktuspotencidlja. Ha a lapok tévolsdgit
i valtoztatjuk, megvaltozik a kon-

denzdtor kapacitisa, illetve a tol-

téseloszlas és igy az f, laphoz

kapesolt elektrométer dramot fog

mutatni a lemezek tavolitdsa koz-

- ben. Ha a potenciométert azon-

9 -abra. . ban ugy szabdlyozzuk, hogy éppen
kiegyenlitse a lapok kontaktus-

potencialjat, tgy a lemezek tavolsiganak valtoztatisa dramot
nem fog létrehozni. A potenciéméter adta ezen fesziiltség
érték meértéke a két fém érintkezési fesziiltségének. A kon-
taktuspotencidl mérésére szolgalo régebbi modszerek koziil meg-
emlithetjiik még a Lenirp-félét.! E modszernél egy izzokatod
all szemben egy mds fémbdl késziilt elektroddal ; mindkét elek-
trod vacuumburaban van forrasztva, tehdat az elektrodoknak
magas héfokon valo kiizzitdsa altal gondoskodhatunk tiszta és
gdzmentes felilletekrél. Ha az izzékatod és a masik fém kozott
nem volna kontaktuspotencidlkilonbség, akkor nulla kiils6 fe-
sziiltségnél (természetesen olyan kis emisszidos dramot feltéte-
lezve, melynél tértoltés nines) minden kilépé elektron eljut a
masik elektrodhoz, vagyis telitési aramot kapunk. Ha az izzo-
katod és a masodik elektrod kozott a kontaktuspotencial nulli-
tol kiillonbozé, ugy késlelteté vagy gyorsitd fesziiltséget Kell
alkalmaznunk, hogy ezt a telitési pontot elérjik. Ez az alkal-
mazando fesziiltség pontosan egyenlé a kontaktuspotencidllal.
Ez a modszer voltaképpen sohasem keriilt komoly Kkivitelre,
ennek alapjin pontos mérések nem torténtek. A médszer alap-

1 P. LeNArD, Ann. d. Phys. 8. 178, 1902.
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vet§ hibdi: az izzokatod fitéarama a két elektrod kozotti
fesziiltséget hatarozatlanna teszi, tovabba : a két elektrod hdfoka
sziikségképpen kiillonbo6zo.

Parar Imre' 1929-ben megjelent dolgozatiban egy olyan
modszert ® ismertetett, amellyel a Wolfram és thoriumos Wolfram
felilletek kozotti kontaktuspotencialt nagy pontossdggal tudta
meghatarozni.

Lavemuir ® 1930-ban publikdlt egy kisérleti elrendezést
kontaktuspotencialkiillonbségek mérésére két elektrodos elektron-
cs6vel, amelyben az anodnak haszndlt elektrod feliiletét rész-
ben termikus kezeléssel (példaul. thorium tartalmi Wolframdrot
aktivalasaval), részben pedig caesium raparologtatasaval valtoz-
tatta meg. A kontaktuspotencidl értékét az aramfesziiltséggorbe
eltolédasabol mérte. Ez a LaNemuir-féle kisérleti elrendezés
azonban szamos hibaforrast tartalmaz: példaul segédelektrodo-
kat kell alkalmazni stb.

Vizsgdlatainkndl* harom elektrodot alkalmaztunk és egy tjabb,
altalanosabb modszert kovettiink, amely nem szoritkozik specidlis
anyagokra, hanem kiterjesztheté tetszéleges fémekre, s6t nem-
fémekre is; errél az 0j modszerrdl és az ezzel végzett vizsga-
latainkrol kissé részletesebben szeretnénk szolani.

Kisérleti késziilékiink lényegében egy specidlis konstrukeioja
hdromelektridos elektroncsd, melynél a rdcs és andd az izzo-
szal koriil koncentrikusan van elrendezve. Amint tudjuk, a
héromelektrodos elektroncsénél az andédhoz folyé elektrondram
intenzitasat a katéd és racs kozott fellépd fesziiltségkiilonbség
szabalyozza; ha felrajzoljuk az anoddramgorbét, mint a racs-
fesziiltség fiiggvényét (3. dbra), akkor az elektroncsének ugy-
nevezett karakterisztikdjat kapjuk. A kilépé elektronra itt az
alkalmazott kiils6é fesziiltségen kiviil csakigy, mint Tuomsow

Patar J., Mat. és Fiz. Lapok XXXV. julius-december, 1929.
E. Patal, Zeitshr. f. Physik. 59. 697. 1930.

J. LaNGMUIR, Phys. Rev. 34, 129, 1929.

M. ForrO und E. Patai, Zeitschr. f. Physik. 63. 444. 1930.
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kisérleténél lattuk, hatdssal van a katéod és raes kozti elektro-
mos tér, mely két kiilonbozé fém kontakiuspotencidljitol fiige ;
a tényleges fesziiltségkiilonbség, melyet az elektron tehdit befut,
nagyobb vagy kisebb lesz anndl, melyet kiviilrél alkalmazunk
(K, nél). Ennek a hozzajarulo fesziiltségnek az értéke minden-
esetre még magabol a karakterisztikdbol nem olvashato le. Ha
azonban a rdcs anyagdinak minGsé-

gét megvaltoztatjuk (a nélkil, hogy a

geometriai elrendezésen és egyéb

kisérleti korilményeken valami val-

tozds is torténjék), ugy ezdltal mas

lesz az elektronra miikédé tényleges

fesziiltség; a kiilsé fesziltség egy

mas dlldsa mellett fogja most ugyan-

azon arameértékeket felvenni, a karak-

terisztika eltolodast fog mutatni. Az

SR I anyaga récs esetében legyen az
elektronra mikodo tényleges fesziilt-

ség K, +¢,, ezek hatdsa alatt az dram J értéket mutatja; a
IT anyagbol késziilt rdacsnal ugyanaz az J éaramértéket egy mds
kiils6 fesziiltség Eg mellett fogja felvenni; kell tehdt, hogy

: Ey, + 01 — Eg, -+ s
vagyis :

Ey, — Eg, = 9o — ¢4
K, —E,, tehat mértéke a két kiilonb6z6 anyaghol késziilt récs-
kontaktuspotencidlkiilénbségének. A karakterisztika eltoloddsa
balra, azaz negativabb racsfesziiltségértékek felé fog torténni,
ha a kilépési munka II anyagra kisebb, mint az I anyagra.
A megfelel6 anyagot, mellyel a bura feltorése nélkil és
tetszés szerint sokszor megismételhetd modon kicserélhettiik a
racs anyaganak minGségét, a ndiriumban taliltuk. Ismeretes,
hogy a natrium, mint azt elészér Warsure,* kés6bb Serinyi 2

1 E. WARBURG, Wied. Ann. 21, 622, 1884.
2 SenEnyl P, Phys. Zeitschr, 30, 933, 1929,
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kisérletei mutattak, egy natroniiveghdl késziilt bura faldn at
elektrolitikusan viheté az elézéleg mar evakudlt edénybe. Az
eljarast legcélszertibben ugy végezhetjiik, hogy az tivegedényt
egy natriumsé olvadékdba martjuk (NalNO,), az edénybe elhe-
lyezett segédelektrodot izzitva az dltala kibocsatott elektronok
zarjak az aramkort, ha ezen izzoszal és az olvadék kozé kello
fesziiltségkiilonbséget kapesolunk. Ha az olvadék a telep pozitiv
sarkahoz van Kkotve, l'lgy a ndatrium ionok befelé vandorolnak,
helyettesitik az tivegben levé ndtrium ionokat, a belsé falon
felszabadult ndatrium ionok pedig neutralis molekuldkat alkotva
az tuveg falan belil lecsapoédnak. A lecsapdddé natrium bevonja
a cs6 hideg elektrodjait is, igy a racsot is, ezen natrium be-
vonattal szemben a racs eredeti fémmagja, csak a hordozd
Jémtest szerepét jatssza. Ezen natriumbél késziilt ricesal meg-
hatarozzuk a csé karakterisztikdjat, majd a natriumot a racsrol
kozvetlen drammal torténdé izzitdssal eltavolitjuk, igy ismét
maga a fémtest a ries és ujolag felvessziik a karakterisztikdt ;
a nyert eltolodds mértéke a fémtest és a natrium kézti kon-
taktuspotencialkiilonbségnek. A kisérlet tetszés szerint sokszor
megismételhetd, mert az tvegbura falan levé natriumtikor
gyenge melegitéssel elpdrologtathato, ez ismét lecsapodik a
hidegebb rdcsra, onnan ujbol leizzithato sth. A berendezés
eldnye tehdt, hogy a lehetd legjobb vacuuwmban (10~° mm Hyg)
dolgozik, az dsszes fémalkalrészek kiizzithatok és iqy a szeny-
nyezddésektdl mentesithetdlk ; a racs anyagéanak kicserélése min-
den mechanikai beavatkozds nélkiill a cs6é geometriai elrende-
zésében semmiféle valtozast elé nem idézen mehet végbe. Az
eljarasnal hasznalt vacuumban desztilalt és elektrolitikus tton
elédllitott natrium az elképzelhetd legtisztabb. )

A modszer ezenkiviil sokféle irdanyban kiterjesztheté ; fontos
kérdés pl. a fémek kontaktuspotencidal valtozasainak vizsgdlata,
adszorbedalt gazrétegek hatdsa alatt; ezt a mérést kételektrodos
elrendezéssel nem is lehet eszkozolni, miutdn az elektrodhoz
foly6 elektrondaram kettés rétegek képzodése kovetkeztében a
dielektrumok feliileti sajatsagait, igy tehat a kontaktuspotencialt
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4. abra.

is megvaltoztatja. Kzt a jelenséget kiillonbéz6 utakon egyértel-
mileg megdllapitottak. A haromelektrodos elektroncsénél ez a
nehézség nem meriil fel, miutan a fesziiltségével vezérld racs-
hoz elektrondram nem is folyik.
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Kiillonb6z6 fémekre vizsgdlatainkat gy terjesztettiik ki, hogy
kiilonb6z6é anyagokbol készitettiik a racsot és mindenkor mint
osszehasonlito anyagot, natriumot haszndltunk. A megvizsgalt
anyagok: W, Pt, Mo, Fe, Cu és Ni koziil a Mo-ra nyert gor-
béket mutatja a 4. dbra; a Il. tablazat pedig a natriumra vo-
natkoztatott kontaktuspotencidlkiillonbségek értékeit tartalmazza.
Felvéve natriumra a kilépési munka értékét 2°0 Voltnak, nyer-
jik a megvizsgdlt anyagokra a kilépési munka értékeit voltok-
ban és osszevethetjitk 6ket azokkal az eredményekkel, melyeket
a termikus elektronmisszi6 és fényelektromos hatas hullam-
hosszab6l szamitottak ki (a tdiblazatban szimitott értékkel
jelolve).

II. Tablazat.

Mo‘ w l Fe Ni ’ 2L Cu

‘ T
Szimitott érték : | 2,33 2,52 3,36 1,92 2,3 1,68 257 1,63 4,5/2,07 2,63
Mért érték: | 20 (2,7 14 19,45 9,1 9,05

Modszeriink a kovetkezé felvetédott kérdésekre tud még ki-
sérleti anyagot szolgaltatni. A kilépési munkdnak a hémérsék-
lettél valo fiiggése, mely kérdésre sem kisérleti, sem elméleti
uton kielégité valaszt mindezideig nem sikeriilt még adni. Ha
egy ilyen temperatira koefficiens létezik, tigy természetesen a
kilépési munkdik értékeinek osszehasonlitdsahoz a RicHARDSON
formulabol adodo értékeket nem lehet felhaszndlni, tekintettel,
hogy ezek a mérések sokkal magasabb hémérsékleten torténnek.
Néhdny eddig elvégzett elézetes mérésbdl azt az eredményt
nyertiik, hogy temperatira fiiggés nincs.” Egy madsik érdekes
kérdésre Ives és Orpin' amerikai fizikus megfigyelései forditot-
tak figyelmiinket. Ives ugyanis azt taldlta, hogy a fényelektro-
mos hatds hosszti hullimok felé esé hatirhullimhosszanak ér-
téke vékony rétegek esetében fiigg a réteg vastagsigatol; létezik

1 E. Ives és A. R. OLPN, Phys. Rev. 34, 117. 1929.
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egy bizonyos vastagsdg, melynél ez a hatarhullimhossz a leg-
hosszabb, leginkdbban van a voros felé eltolva. Erdemes volna
tehit a kilépési munkénak a rétegvastagsigtol valo fiiggését a
kontaktuspotencial mérése révén is megfigyelni és Gsszevetni
Ives adataival. A mi mérémodszeriink erre igen alkalmas, mert
a bura és rdcs héfokdnak szabdlyozasaval tetszésszerinti vastag-
sdgtl bevonatokat tudunk eléallitani, s6t a natriumnak a rdcs-
rol valo lepdrologtatasa tudjuk ko-
vetni a folytonosan kozben réteg-
vastagsag esokkenését, illetoleg a

karakterisztika eltolodésit.
Vizsgalatainkat kiterjesztettiik
még a higany és molybdén ko-
zotti kontaktuspotencialkillonbség
meghataroziaséara. E célra a kisér-
leti késziilékbe natrium helyett
higanyt vezettiink be. A higany
bevezetésére hasznalt apparatira
a mellékelten bemutatott rajzon
lathato (5. abra). Miutan a higany
olvaddspontja a natrinménal sok-
kal alacsonyabb, ezeket a méré-
seket, amelynek technikdja egyéb-
5. abra. ként tokéletesen megegyezik a
natriumos mérésekével, alacsony
hémérsékleten végeztiik; a kisérleti csovet bemdrtottuk egy
Dewar-féle edénybe, amely szilird szénsavbol és alkoholbol allo
hiitékeveréket tartalmazott. A 6. abra a tiszta molybdinfeliilet
és a higany kozotti kontaktuspotencidlra vonatkozo karakterisz-

tikus gorbéket mutatja.

Osszefoglalva mar most az itt elmondottakat ; lattuk, hogy
a kilépési munka meghatirozasa torténhetik kiillonbo6zé termé-
szetl jelenségek alapjan. Legpontosabbaknak és legmegbizha-
tobbaknak a kontaktuspotencidlméréseket tekinthetjiik. A mi
modszeriink egy lépést jelent a mérések megbizhatosiganak és
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pontossdginak fokozdsara: azt hissziik, hogy ez a modszer még
szamos kérdésre fog kielégité valaszt adni. A mérések a tech-
nika mai dllasa mellett elérheté legjobb vacuumban és igen
tiszta fémfeliileteken toérténhetnek, midltal hivatva vannak arra,
hogy ezen fontos anyagi dllandonak értéke dltaluk hatdroztas-
sék meg.

Forré Magdolna és Patai Imre.

AUSTRITTSARBEIT UND KONTAKTPOTENTIAL.

Die elektrische Affinitiit zwischen Ladung und Masse tritt als eine
mmesshare Energiemenge in allen den Versuchen auf, wobei es sich um
die Loslosung eines Elektrons aus dem Atomverband handelt. Diese Er-
scheinungen sind : lonisation der Gase, Lichtelektrischer Effekt, ther-
mische Elektronenemission und Kontaktpotenciale. Die Letztgenannte
eignet sich besonders gut zur Ermittelung von genauen Werten der
Austrittsarbeit, da die Messungen unter besonders vorteilhaften Ver-
suchsbedingungen veranstaltet werden kénnen. Es wird ausfiihrlicher
von einer Methode der Verfasser berichtet, welche eine genaue Bestim-
mung der Kontaktpotenciale von Metallen erméglicht. Die Messungen
erfolgen durch die Aufnahme der Kennlinien einer Dreielektrodenréhre,
bei welcher das Gittermaterial veriindert werden kann; die bei zwei
verschiedenen Gittermetallen auftretende Kennlinienverschiebung ist ein
Mass fiir die Differenz der Kontaktpotenciale der beiden Metalle. Die
Veriinderung des Gittermaterials erfolgte durch Aufdampfen von elektro-
Iytisch eingefiithrtem Natrium auf die Gitterspirale. Mit der angegebenen
Methode wurden die Kontaktpotenciale bzw. die Austrittsarbeiten fiir
folgende Metalle: Mo. W, Pt, Cu, Fe, Ni ermittelt.

M. Forré und I. Patai.



R SOOI S T e PLTEe [ s ey o ot

KONYVISMERTETES.

Taomas Mur: The theory of determinants in the historical order
of development ; vol. I, up to 1841, pp. XI+491 (1906); vol. II, the
period 1841—1860, pp. XVI -+ 475 (1911); vol. III, the period 1861—
1880 pp. XXVI + 503 (1920) ; vol. IV, the period 1880—1900, pp.
XXXI + 508 (1923). London. '

Tromas Muir : Contributions to the history of determinants 1900—
1920 ; pp. XXIV—408 (1930). London.

Mum — aki mdr a mult szdzad 70-es éveiben figyelemremélté cik-
kekkel, 1881-ben "pedig egy tankonyvvel gazdagitotta a determindnsok
irodalmét — mindinkdbb a tdrgy torténetébe meriilve, magdnak azt
tizte ki célul, hogy egy négykitetes kimyvben részletes képet ad a de-
termindnsok elméletének fejlodésérdl, kezdve az elso csirdkon és végezve
az 1900. év eredményeivel. Az I. kotet elsé fele 1890-ben jelent meg,
de a teljes I katet csak 1906-ban. Kozben a szerzé esztendokon at mun-
kdjaval egydltaldban nem foglalkozhatott. Ugyanis mintegy két évvel az
els6 félkstet megjelenése utdn Ruopes Crerm Dél-Afrika kozoktatdsinak
szervezésével 6€s igazgatdsival Mumt bizta meg, ez a hivatal pedig ot
teljesen lekétotte. Régi tervének megvaldsitdsdhoz Mum csak akkor fo-
gott tjra, midén 1899—1902 a hir hdbort izgalmai kozott csak a tudo-
many miivelésétél remélt és csak benne taldlt lelki nyugalmat. A munka
azonban ezentdl is sokdig igen lassan haladt és ismételten megakadt.
A szerzd csak 1915 6ta — hivataldtél megvalva — fordithatta minden
erejét és idejét a determindnsok irodalménak vizsgdlatira ¢és feldolgo-
zdsdra. Miutdn igy végre minden akaddly el volt hdritva, tovdbbi nyole
év alalt az eredeti programm egész teljességében megvaldsulhatott.

Muir azutdn is folytatta kutatdsait és 1930-ban egy pétkotethen ki-
adta az 1900—1920 évek irodalmdnak feldolgozdsit. i potkotet meg-
jelenésének alkalmabdl foglalkozom a munkdval.

Murr kényve értekezésrdl értekezésre, munkdrél munkdra halad;
mindegyiknek eredményeirdl kiilon rovid, de viligos és szabatos cikk-

D e
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ben szdmol be. A cikkek a determindnsok elméletének egyes fejezetei
szerint vannak rendezve; a fejezeteken beliil idérendben kovetkeznek.

Aki a determindnsok irodalmdrdl bdrmiféle felvildgositdsra szorul,
annak ez a konyv nélkiilozhetetlen forrdasmunka.

Mumr a magyar irodalommal is behatéan foglalkozik és réla sokszor
igen elismerden nyilatkozik. Ismerteti és behatéan tdrgyalja azokat az
értekezéseket is, amelyek pusztin magyar nyelven jelentek meg. Kiils-
nésen kiemeli, hogy ndlunk egy ideig mennyire virdgzott a komponslt
determindnsok irodalma (az analitikus geometridban szerepld determi-
ndnsok, indukdlt helyettesitések determindnsai stb.).

A magyar irékrél megjelent cikkek szdma :

AL AlV. A pot-
kotetben kotetben kotethen

ARaNY; DANIRL. 2
Bege MANO: - . ooeis =
Farkas Gyora™ . .. . —
HunvaDpy JENG .. .. 5

Kone DéNes ' o o — -
Konte GyvrA_. . .. .. 1

Korscudxk Jozser_ .. . —

POLYA (GFORGY ) b e —
Ranos! Gosgrdy Y. e i— 5
Scrovrz Acostox ..
SZABO ‘PETER .. ol — —
SZASZITP O e f o

Szirs Mikeos . . .. .. 1 -
ZewpreN GvOz0 .. .. .. — -—

~ | wr— | mroaoe = |

Természetesen nem egy dolgozat kimaradt, mert cimébél nem volt
szembeszoko, hogy milyen kozel 4ll a determindnsok elméletéhez. gy
tortént ez pl. Baver Mimiry értekezésével «A karakterisztikus egyenle-
tek elméletéhez»; Mat. és Fiz. Lapok, 1l kot. (1894).

Muir nagy stlyt helyez a prioritds megéllapitdsdra. A IV. kétet 298.
lapjan szinte megbotrdnkozva emliti, hogy Ranos Guszriv értékes dol-
gozata az ortogondlis helyettesitésekr6l (Berichte aus Ungarn X. kot.
95—97. lap., Mat. és Természettud. Ert., X. kit. 16—18. lap; 1891)
20 éven dt joformdn ismeretlen maradt, s hogy 1897-ben JAnske az ott
bebizonyitott tételnek egy specidlis esetét ujbdl tdrgyalta Raposra vald
hivatkozds nélkiil. Sajét magdnak egy 1914-ben Hunvapytdl fiiggetleniil
taldlt tételérdl ismételten kijelenti, hogy a prioritds Hunvapy Jenot illeti,
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aki a tételt mdr 1882-hen kimondotta és bebizonyitdsdt mint feladato
kittizte.

Aki elfogulatlanul foglalkozik a tudomdny térténetével, azt bizonyo-
san a kovetkez6 kérdés is érdekli: A magyar matematikai vizsgdla-
tokban bizonyos fajta determindnsok nagy szerepet jitszanak; vajjon
kiilfoldon kik foglalkoztak mdr elébb ezekkel a determindnsokkal ? Lds-
suk egypdr esetben, hogy erienézve milyen tanulsigokat merfthetiink
Muir konyvébaol. :

Huxyapy és Scrortz hehatéan foglalkoztak azokkal a determindnsokkal,
amelyek a kupszeletek elméletében szerepelnek. Ki foglalkozott egydltald-
ban el6szér ilyen determindnsokkal? Errél Muvmr konyvében (IL ko-
tet, 10—13. lap) azt olvassuk, hogy Caviey mdr 1843-ban determindn-
sokkal bizonyitotta be a Pascar-tételt.

Hunvapynak és Scmorrznak emlitett vizsgdldddsaiban mint alapveté
segédtétel szerepel a kovetkezé azonossdg

xt vi 23 244 2242 244
& Y3 23 2241/s 22524 2%5Ys,
g UH 23 2y52, Qiyzg 225 £
Lolg Yol  2a%3 YoZat2olfy  LoZatZaTy  XLolfg T Ysy
L1%g  YqYs  %4%g YyZgt8qYs @421 2%y XyY5+Ys0g
Tyky  Yils  24%e Y125 -+21Ys T4Zg 2Ty LqlaT+ YTy |

Ty Yy 2q |2

| T3 Y2
Ly Y3 25

amelyet Scuorrz figyelemremélté mddon bizonyit be. Nem taldlhato-e
mar el6bb mdsutt ez az azonossdg és épen ez a bebizonyitis? Mumr
kényvében (IL. kot., 52—53. 1.) azt olvassuk, hogy az azonossig nem
csak maga, hanem egyszersmind messzemen6 dltaldnositdsa ScHLAFLILG]
valé (az eleminicié elméletérél irt cikke végén Denkschriften d. k.
Akad [Wien]; math.-naturw. ClL IV. 2; 1851), tovdbba (Il két.,
31—32. 1.), hogy a széhanforgé specidlis esetnek Scrovrz-féle bebizo-
nyitdsa mdr Briinél is megvan (Math. Annalen, 1II. kot., csillag alatt
a 462—463. lapon; 1871).

Németorszdghan Kronecker és hazdnkhan Rapos Guszriv egymdstol
fiiggetleniil taldltak egy nevezetes tételt arrél a pg foku determindns-
rol, amely gy keletkezik, hogy egy p-edfoku determindns minden ele-
mét megszorozzuk egy ¢-adfoki determindns minden elemével és a
szorzatokat alkalmasan elrendezziik. Pl. a p =3, ¢ = 2 esetben a

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIIIL. 6
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a b (&
Aoy
P = a2 b2 C% (): P11 Ho
b Vi Yy |
g U3 Cg

determindnsokhol eléallitott

Aafty gy Dapy byvy  cqpy cqvy o
Uity AgYy Dopty  byvy Cofty  CyYs |
Uofty gy Dofty oy Cofty Couy
Uolly Vs Doty "bovy Copty  Coly

i Qglhy i UlgYy bty bgvy  Cofty  Ca¥y

| Ggpty  agvy Dgpty  bgvy  Capty  Covy

determindns értéke a szébanforgé tétel szerint P?Q3. Erre a tételre ki
jutott elészor és mikor ? Mér (ldsd Muig, IL kot., 102—104. 1.) 1858-ban
Zemruss bebizonyitotta (Zeitschrift f. Math. u. Phys., T kot., 298—
301. lap).

A példdkat szaporithatndm, de mdar ezek is mutatjdk, hogy Mum mun-
kdjabol mennyl érdekes tanulsigot merithetiink.

: Kiirschak Jozsef.



TANULOVERSENYEK.

Jelentés az 1930. évi XXXIV-ik matematikai
tanuléversenyrol.

A Térsulat XXXIV-ik malematikai tanuléversenyét 1930. oktéber
11-én tartotta Budapesten és Szegeden egyidejiileg. Budapesten 28, Sze-
geden 12 versenyzé jelentkezett; beadatott 19, illetleg 5 dolgozat.

A verseny tételei a kivetkezk voltak :

1. Hiny olyan Ootjegyd szdm van, amely 6-tal végzédik és 3-mal
oszthat6 ? '

2. Ha a 88 = 64 mezds sakktdbldn tetszésiink szerint egy egyenes
vonalat rajzolunk, ez legfeljebb hdny mezonek belsején fog keresztiil-
menni ?

3. Legyen P az ABC hegyesszogi haromszog belsejének valamely a
koriilirt kor kozéppontjdtél kiilonbozé pontja. Bebizonyitandd, hogy az
AP, BP, CP tavolsdgok kozitt van egy »nél nagyobb és egy »-nél
~ kisebh, hol » a hdromsziog koré irt kor sugara.

A dolgozatok megbirdldsdra kikiildott Bizottsdg Kimscudx Jézser el-
noklete alatt a kovetkezs tagokbol dllott: Eper Jozser, Faracé Anpor,
Feir Lip6r, Sziics Aporr és Koéme Dines eldadd. Kimentette magdt :
Rapos Guszrav.

A Bizottsdg mély fijdalommal érezte Rirz LAiszné hidnydt, a ki kiilo-
nosen a Kozépiskolai Mathematikai Lapoknak két évtizeden it val6 szer-
kesztésével a kézépiskolai ifjisdg érdeklédését a matematika irdnt dllan-
déan élesztette, ami versenyeink eredményén mindenkor észlelhets volt.

A Bizottsdg a dolgozatok gondos dtvizsgdldsa utdn azt javasolta, hogy
a br. Eétvos Lordnd-jutalom elsé dija Grinwarp Tmor-nak, a buda-
pesti kozségi Eotvos Jozsef redliskoldban Némers Lajos tanitvdnydnak
ftéltessék oda, aki mind a hdrom féladatot helyesen megoldotta. Dolgo-
zatdban kiilénosen figyelemremélté a harmadik foladatnak {igyes meg-
olddsa, anndl is inkdbb, mert e foladatot csak 6 oldotta meg. A mdsodik
dijra a Bizottsdg Diman Pir-t, a budapesti dllami Bolyai redliskoldban

6*
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Fronuicn Kirory tanitvinydt ajdnlotta, aki a mdsodik foladatot legszeh-
ben oldotta meg, azonban a harmadik tételnél, mint sok mds versenyzo,
bebizonyitds helyett megelégedett a tételnek puszta dtfogalmazdsdval.

A Bizottsdg e javaslatit a Vilasztmdny 1930. november 6-dn tartott
iilésén egyhangulag elfogadta.

Az 1930. évi XXXIV-ik matematikai tanuloversenyen
dijat nyert dolgozatok.t

Grunwald Tibor dolgozata.

I. A keresett szdmok mindenesetre a kivetkezé alakban irhatok
10 + 6.

A legkisebb ezen szdmok koziil: 10,026, a legnagyobb 99,996, tehdt
10,026 < 10x + 6 < 99,996
tehd t
10,020 < 10z < 99,990
s fgy
1002 << @ < 9999
10x + 6 oszthaté 3-mal. Ez csak gy lehet, hogy 10x, tehdt x is oszt-
haté 3-mal.
Tehdt a jelzett szdmok szdma egyenlé az 1002-t61 9999-ig 1étezé
3-mal oszthaté szdmok szdmdval (beleértve e hatdrokat is).
1002-ig 1902 — 1 = 333 3-mal oszthaté szdm van. (1002 ninecs bele-
szamitva) 9999-ig 2992 — 3333 olyan, szdm van mely 3-mal oszthaté
(9999-et is beleértve).
S gy a keresett szdmok szima

3333 — 333 = 3000,

II. Ha az A vagy A’ pontot (1. dbra) Osszekétjitk az «a,» koz vala-
melyik pontjdval, uigy ez az egyenes 8 mezénydn megy dt.

Ha az A vagy A' pontot az a, koz pontjaival kitjiik dssze, ezen egye-
nesek legfelijebb 9 mezényon mennek dt.

S konnyen beldthaté, hogy ha az «aip» koz pontjait az A ill. A’ pont-
tal Osszekoté egyenesek legfeljebb N; mezénytn mennek dt, vigy ez a
maximum, az ai+1 koz pontjaira: N;+1. Ez a tobblet ugyanis akkor jon
létre, midén az egyenes az ¢+1 jelzésti vizszintes vonalat dtmetszi.

Minthogy @, maximuma N, =8, azért Ny =15 a keresett szdm.

1 A dolgozatok valtoztatds és javitas nélkil kozoltetnek. Szerk.
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Mér most a P pont vagy e sikrészeken vagy a meghosszabbitdsokon
van. Mindkét esetben a segédtételiink szerint van egy cstics, melytél
valg tdvolsdga nagyobb r-nél.

A P pont minden esetben az AOC, C'OB, BOA', OA'C, OCHB',
OB'A héromszogek valamelyikében vagy hatdrvonalain van. Mondjuk az
AOC' A-ben van. Ekkor

POA =+ PAO < 90°

tehdt OA a legnagyobb oldal (a legnagyobb szoggel fekszik szem-
ben) s igy

r= 04> AP. Q. e. d.

Déman Pal dolgozata.

1) Legyenck a keresett szdmokat alkoté jegyek a.b,c,d, 6; annak fel-
tétele, hogy ezen szdmok 3-mal oszthatok legyenek:

a+b+ec+d=0. (mod. 3)

Keressiik el6szor az Osszes oly Gtjegyti szdmok szdmdt, melyeknek
utolsé tagja 6.

Ez nem egyéb, mint az Osszes négyjegy(i szdmok mennyisége. Ezt,
miutin 10 szdmjegy 4ll rendelkezésiinkre, a tiz elembol alkothaté negyed-
osztélyl ismétléses varidcidk széma adnd meg, ebbél azonban levonjuk
a 10 elembél alkothaté harmadosztdlyd ismétléses varideidk szamét, mert
ennyi szdm elsé jegye 0, s igy ezek nem otjegytiek :

S — 104 — 108,

Miutdn az osszes szamjegyekbdl kivdlasztott k& jegybél bdrmely szd-
mot ugyanannyi médon dllithatjuk eld, tehdt a kapott dsszes négyjegyi
szdmok jegyeinek Osszegében ugyanannyiszor szerepelnek az Osszes szd-
mok [1-t6l 36-ig (9+9-+9+9)]. Ebbél kovetkezik, hogy a kapott szd-
mok minden harmadikja 3-al oszthat6, tehdt a keresett szdm

w2 i S e (a1 087
Qs gl g 3000.
A RIS sl Ot Qhed :
(Altaldban az l-jegyl szimok koziil et e azoknak a szdma, ame-

lyek v-vel oszthatok.)

2) A sakktdbla mezoit 9 +9=18 vonaldarab hatdrolja. Tegyiik fel, hogy
egy tetszoleges egyenes ezekbél n-et dtmetsz.

|
]
|
¢!
1
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Az egyenes minden ilyen hatdrvonal dtmetszésével dj mezobe lép
{mert egy mezon t6bbszér nem haladhat 4t), kivéve az utolsé metszés-
pontot, ahol a sakktabldt elhagyja. Az egyenes tehdt ebben az esetben
(n—1) mez6 belsején megy keresztiil.

Keressiik tehat azt, hogy egy egyenes a sakktdblinak hény hatérolo6
vonaldt metszheti.

Mind a 18-at, s6t 17-et nem, mert a sakktibla négy oldala koziil
csak kettot metszhet (ahol a tdblira belép és ahol azt elhagyja). Olyan
egyenes azonban van, amely 16 mez6hatirold vonalat metsz, ilyenek
mindazon egyenesek, amelyek a sakktibla egyik dtl6javal parhuzamosak

és attél valg tivolsiguk < %{, ahol d a sakktibla egy mezGjének 4tljat
jelenti. Ezen egyenesek a sakktdbla mindkét irdnyt vonalai koziil 8 —8-at
metszenek (nem metszik azon két egyenest, amelyek az dtlé mdsik ol-
daldn fekszenek és a sakktdblat hatdroljdk). Egy egyenes tehdt legfel-
jebb 16 vonalat metszhet, s igy legfeljebb 15 mez6én mehet keresztiil.

3) Rajzoljuk az A, B és ( pontok, mint koézéppontok koriil a. k.,
ky és k. koroket »r sugdrral ; e korok mindegyike dtmegy a koriilirt kor
O kozéppontjdn.

Ezen korok kozill 2—2-nek mdsik metszéspontja a két kér kozép-
pontjit dsszekoté hdromszogoldalra nézve az O-val szimmetrikus hely-
zetben, tehdt a hdromszogon kiviil van; igy a hdarom kor valamelyikén
beliil 1évé pontok mindazon pontokat tartalmazzdk, amelyek a harom-
szog keriiletén beliil vannak, tehdt a hdromszogén beliil felvett P pont
legalibb az egyik koron beliil fekszik s igy az egyik cstcsponttl valo
tdvolsdga <.

A feladat mdsik allitdsinak igazoldsdra bebizonyitjuk, hogy oly pon-
tok, melyek mindhdrom kor (kq, kp, ke) keriiletén beliil fekszenek, csak
akkor léteznek, ha az ABC/\ tompaszogii.

Legyenek ugyanis pl. a k, és kp korok metszéspontjai O és M ; ekkor
az OM kettés korszelet (a ko és ky, korok dltal bezdrt kozos teriilet)
csakis akkor fekhet részben a k. koron belil, ha ezen kor € kozép-
pontja az AB egyenesnek nem ugyanazon oldalin van mint 0. Ekkor
O a hdromszog keriiletén kivill esik, tehdt a hdromszog tompaszogii.

A feladat ezen esetet kizdrja, tehdt nincs oly pontunk, mely mind-
hdrom kor keriiletén beliil volna, a hdromszog belsejében felvett P pont
valamelyik koron (vagy két koron) kiviil esik, s igy az egyik csiics-
ponttdl valé tavolsiga > ».
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Jelentés az 1930. évi XiI-ik «(Karoly Irén» fizikai
tanuléversenyrol,

A Térsulat XII-ik «Kdroly Irén» fizikai tanuléversenyét 1930. okto-
ber 18-dn tartotta Budapesten és Szegeden egyidejiileg. Budapesten 25,
Szegeden 4 versenyzé jelentkezett. Beadtak Budapesten 17, Szegeden 2
dolgozatot.

A verseny tételei a kovetkezok voltak :

1. 1 méter hosszu és 5 centiméter atmérdji szolenoid mentén egyen-
letesen van elosztva 2000 menet. Hany Ampére erdsségl dramot kell
a szolenoidba vezetni és hogyan kell a szolenoidot irdnyitani, hogy a
belsejében keletkez6 magneses térrel kompenzilhassuk a féldmégneses
ertteret, ha a horizontdlis intenzitds 0-2 Gauss és az inklindcig 60° ?

2. Higanyos barométer iires terébe levegé jutott. Hogyan hatdrozhato
meg a bejutott levegé nyomdsa mds barométer igénybevétele nélkiil ?

3. 1 kébméter 0° C hémérsékletii jéghol 4° G hémérsékleti viz
lesz. Szdmitsuk ki :

a) Mennyi hot kellett vele kozolni, ha a viz fajhojét itt is 1-nek
vessziik ?

b) Mekkora a légnyomdssal szemben végzett munka, ha a jég
strisége 09?2

¢) Mennyivel novekedett a viz belsé energidja ?

A verseny dolgozatainak meghirdldsira kikiildott Bizottsdg TancL
Kirory térsulati alelnok elnoklete alatt a kovetkezd tagokbdl dllott :
baré Harkinyr Bfra, MmorA Sinpor, Nacy Jozser, RyBAr Istvin és Po-
ANy Bera el6ado.

A Bizottsidg 6rommel dllapitotta meg, hogy a mdsodik példa meg-
olddsdndl a versenyzok sokoldald invenciét €s helyes fizikai gondolko-
zdst tanusitottak. A Bizottsdg javasolta, hogy a Vilasztmany az elsd dijal
Papp Gydrey-nek itélje oda, ki a gyongydsi 4ll. Kohdry-redlgimndzium-
ban Kwmoscuex ELek tanitvdnya volt. Papp Gyorey mind a hdrom felada-
tot hibatlanul és teljesen megoldotta. A mdsodik dijat a Bizottsdg
Giueemor LAszro-nak javasolta kiadni, ki a hpesti II. ker. érseki gimnd-
zinmban Morier KAiMAN tanftvinya volt. Gmremor LAszno, miutdn az
elsé feladatot helyesen megoldotta, azt helytelen észrevételekkel toldotta
meg ; a mésodik feladat megolddsa rossz, a harmadiké jo.

A Bizottsig ezen javaslatdhoz a Vélaszimdny egyhangilag hozzdjarult.




TARSULATI ELET.

Az 1931. évi XXXVIL kozgyilés.

Az 1931, mdjus 30-dn tartott XXXVI. kozgytilést Ravos Guszriv al-
elndk nyitotta meg, aki kegyeletes szavakkal emlékezett meg FromLicH
Izior-rél, Tdrsulatunk f. év janudr 24-én elhtnyt nagyérdemii elnoké-
r6l, majd réviden visszapillantott Tarsulatunknak immdr négy évtizedes
eredményes multjdra. Beszédének szivege a kiovetkezo :

Tisztelt Mathematikai és Physikai Térsulat!

Melegen tidvozolvén az itt megjelent tisztelt tagtarsainkat, a
Biro Eotvos Lorand Mathematikai és Physikai Tarsulat XXXVI.
kozgytlését ezennel megnyitom.

Az els6 sz0, amelyet Onokhoz intézek a kegyeletes meg-
emlékezés szava legyen. Szeretettel, tisztelettel és halaval em-
lékezztink Téarsulatunk megdicséilt kivald elnokérdl, FrouLicu
Izibor-rol, akit az idei tarsulati év folyamédn eredményekben
oly gazdag palyafutisa utin a haldl sorainkbél kiragadott.

Pihenést nem ismeré kutato munkassaganak jelentéséges ered-
ményeivel nevének fényes helyet biztositott a physika térténeté-
ben ; félszazados tandri mikodésével a physikusoknak tébb nem-
zedékét nevelte és tanitvanyainak osztatlan szeretetét és halas
tiszteletét megnyerte ; Tarsulatunknak pedig alapitisa ota buzgo
és tevékeny tagja, az utolso tiz éven at nagyérdemi elndke volt.

FrouvicH Izior eszményi életfelfogasaval, nagy munkaszere-
tetével és parjat ritkito lelkiismeretességével mindannyiunknak
fényes példat mutatott arra, hogyan kell és lehet a hazdt a
tudominy terén szolgalni és a hazai mitvelddésnek becsiiletes
munkdval itthon és a haza hatérain tul is becsiiletet szerezni.
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Aldott legyen emléke, melyet soha el nem mtlo halival és
kegyelettel zarunk kebliinkbe !

Tisztelt Kozgytlés! Az idén lesz negyven éve, hogy Tarsu-
latunk fennall és mikodésének V. évtizedébe lép. Tarsulatunk
a hangzatos szolamokat és tinnepléseket mindenkor keriilte ;' e
nevezetes évfordulé mégis egy pillanatnyi megallisra és annak
a kérdésnek a folvetésére 6sztonoz, hogy Tarsulatunk negyven-
éves miikodésével valora vialtotta-e azokat a reménységeket,
amelyeket nagy alapitoi, br. Eorvos Lorinp és Konie Gyuna a
létesitéséhez fhztek ?

Hogy e kérdésre megfeleljek, legyen szabad halhatatlan elsé
elnokiinknek, br. Eorvos LorAnp-nak a Tarsulat alakuldé koz-
gytlésén negyven ¢év elott elhangzott megnyito beszédébol, amely-
ben a Tarsulat hivatasat oly elérelatdo bolesességgel megalla-
pitotta, a kovetkezé kijelentéseket sz6 szerint idéznem :

«A tudomdany haladasat rendes 6sszejoveteleinken él6 szoban
eldadni és mindazt, ami a szakember figyelmére mélto, szak-
. folyoiratunkban megirni: ez a mi feladatunk. E feladat nem
litszik nagynak; alig tébbnek egy énképz6 kor feladatdnal és
mégis, ha hiven teljesitjiik, érdemes munkat végziink és négy
szolgalatot teszimk vele. Hiszen, ha elérjiik azt, hogy min-
denki, aki hazankban physikat és mathematikat tanit, igazin
physikus és mathematikus: akkor nagy szolgdlatot tettiink nem-
csak az iskolanak, hanem hazénk tudomanyossdganak is. Ha
ezen onképzé feladatot hiven és komolyan teljesitjiik, akkor az
is lesz eredménye, hogy a mi koriinkbél fognak majd kivélni
a tudomdany ondallo muveldi és fejlesztéin

Br. Eorvos LorAnpnak e varakozasa, azt kérkedés mnélkiil
mondhatjuk, fényesen teljestiilt. Mert Tarsulatunk, mely fenn-
allisa ota az ifju tehetségek elsé szarnyprobdlgatasainak szin-
helye volt, a mathematikusoknak és physikusoknak egy oly né-
pes garddjat nevelte, amely tisztelelet parancsold 6nillo kutatod
miikédésével hazanknak széles e vilagon dicsoséget szerzett.

A hazai egyetemek mathematika- és physika-tanidrai mind-
annyian, szimos eldkel6 kiilfoldi egyetemi katedrin mikodo

o
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hirneves profeszor itt, a mi Téarsulatunkban kezdte miikodését,
de kozépiskolai tandraink sordaban is szamosan vannak, akik e
Tarsulatbol elindulva, 6nallé kutaté miikédésiikkel a haza ha-
tarain tal is a szakkérok becsiilésében részesiilnek.

Nyugodt lelkiismerettel kezdhetjiik tehat Térsulatunk muko-
désének V. évtizedét és abban a reményben, hogy Tarsulatunk
magas kulturdlis hivatdsdnak a jévében is nagyérdemii el6deink-
hez méltd modon fog megfelelni, megnyitom Tarsulatunk XXXVI.
kozgytlését.

Miutdn Poeiny Bira tigyvezet titkdr a Tdrsulat mdsik két nagy ha-
lottjarél, Farkas GyuLirdl és Rarz Laszrortl emlékezik meg kegyelet-
tel, réviden beszdmol a lefolyt tdrsulati év jelentésebb mozzanatairdl.
E beszdmol6 szerint Tédrsulatunk a mult kozgyilés dta tiz eldads- és
négy vilasztmdnyi ilést tartott. Az eléadd iiléseken ot matematikai és
nyole fizikai tirgyd eléadds hangzott el. Egyik el6addst egy kiilféldi ven-
dégiink: dr. Lierzvany WaArrHer gottingeni féigazgatd tartotta. A titkdr
beszdmol a tanuléversenyekrél, valamint jelenti a Kénig Gyula-jutalom-
érem elsé példinydnak elkésziiltét, mely érmet Brex O. Firoe kivéls
mivésziink alkotta és melyet Szisz Orro frankfurti tagtirsunknak el-
kiildtiink. A Matematikai és Fizikai Lapok 1930. évi folyama 192 ol-
dal = 16 iv terjedelemben jelent meg.

A titkdr bejelenti, hogy a M. Kir. Beliigyminiszter Ur 1190,69/1930.
VII. szdmu leirata értelmében Térsulatunk alapszabdlyai akként médo-
sulnak, hogy a Tdrsulat nemmagyar dllampolgdrokat is tagjaivd vdlaszt-
hat, azonban e megvdlasztishoz minden esetben a M. Kir. Beliigy-
miniszter Ur elézetes hozzdjdruldsit meg kell szerezni.

Naay Jozser pénztirnoki jelentése utin Tanen KiroLy elndklete alatt
a vilasztdsokra keriilt a sor. A kozgyilés foloslegesnek tartva a titkos
szavazdst, egyhangulag hozzdjdrult a Vdlasztmédny eléterjesztéséhez, mely
szerint Frouuice Izmor helyére Rapos Guszrivot vélasztotta meg Tér-
sulatunk elndkéiil, a megiiresedett alelnoki székre pedig Kimscmix Jo-
zser-et. A lelépd hat vilasztmdnyi tagot, névszerint : Baver Mmarvt, BuAtay
Orro Trruszt, baré HarkAnyi Berit, Konie Dinest, RHorer LAszrot és
Szaso Gaport a kozgyilés ujra megvdlasztja; az alelnokké vdlasztott
Kirscuik Jozser és az elhinyt RArz Liszo helyére pedig EcervAry
JenOt és Faraco Anport vilasztja meg.

Rapos Guszriv elfoglalva elndki székét, gy a maga, mint Kirscuik
Jozser elndktarsa nevében megkdszoni a kozgyilés irdntuk megnyilvd-
nult bizalmidt és a kozgytlést bezirja.
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Az «(Eétvos Lorand» Matematikai és Fizikai Tarsulat
1930-ik évi zarszamadasa és vagyonkimutatasa.

A) Bevételelk :

1. Mult évi zdrszdmaddsi maradvény :

ajkeszenzhens ses T N RS e e L e e

b) Postatakarékpénztirban . .. . — — —~ _

¢) Magyar Leszdmitol6 és Pénzvaltébankban .. . . . _
s “Ragdfiaker sSeniie seoin o briin o ot e R B S
Segelyek: éetkamutik et Sollllon i A i [ Bl o
saovegyesek D A T Dl I

RIS

B) Kiadasok:

. Betétek:

a):Bostatakarekpénziarban - Zoo i To S L SR e Ll Sl e
b) Magyar Leszdmitolé és Pénzvilté Bankban
RN dag B SRl S A T CHRC NI 0 ol
eV egyesekR RS e G s R S R L e e

B~ 19

Készpénz... . _.

A) Vagyon:
I. Alaptike.
1. A Magyar Leszdmftolé és Pénzvilté Bankban:

2600 K. n. é. 4°0o-o0s fovirosi kolesonkotvény

1800 « « « 6°%o0-0s hadiklesonkotvény
(4-ik kibocsdtds) . . _
300 « « « 4°0-0s magyar korona-

S o,

jaradékkotveny | = =5

2200 « « « 6°%0-0s hadikdlesonkotv. | =S
(6-ik kibocsdtds) E =

36090. sz.a. 1020P _ _ _ . . |¥ =

2000 K. n. é. 55%o-0s hadikdlesonkotvény
(4-ik kibocsdtds) ..
10000 « « « 69%0-0s hadikélesonkotvény
(3-ik kib.) K6nig alap.
: : Shuan e GERDTI s
2. Pesti Hazai Takarékpénztdrban i jelzési

k()'nyvbe!n VR e LR
3. Allami kezeléshen: Majthényi Otté hagyaték

Pengé6
79:71
86:50

402-:00

117894

o~ — 4154-46

62-08

Osszesen : 6563-69

Pengé
107-54
1308-00

701-56
59-25

(Osszesen : 656369

Korona
2600-00

1800-00

300-00

2000-00

10000-00

108-00
10000-00

Pengé

1020-00
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L. Forgé tike. L
* KeszpenZhenl 2 "t e Y = ‘ 5925

115

DewBetetek sl e har T e L RS L s 141554
ey i R A R S e 200-00
& Nyomtatvanyok iaicy i e L ULt ashl i T ~ 500-00

Osszesen : 29008-00 = 3194-79

B) Teher.
Tiszta vagyon mint egyenleg .. . . . . . .. 29008:00 3194-79

Nagy L. Jozsef,
pénztaros.

A szamaddsokat dtvizsgaltuk ¢s rendben taldltuk.
Budapest, 1931, mdjus 7.

br. Harkanyi Béla, Veres Pal, Renner Janos
szamvizsgalok.

Az 1930-—-31. Tarsulati évben tartott eléadasok.

1930. oktéber 9. Dr. Lierzmany WALTer gottingeni féigazgaté (Ober-
studiendirektor) : Mathematisches zur Beurteilung der Leistungen in der
Schule.

1930. nov. 20. A tanuldversenyek eredményeinek Kkihirdetése és a
dijak kiosztdsa. Konie Dénes : Ujabb eredmények a relativ graphelmélethil.

1930. dec. 4. Gyvray Zorvrin: Olomchlorid elektromos vezetésérél.

Lassowszky Kirovy : Megfigyelések a Graff-féle fotometerrel.

1931. jan. 29. Kirscudk Jozser : A véges Taylor-sor és a magasabb-
rendii quadraturdk.

1931. febr. 12. Mikola Séndor: Szappanhdrtydkban létrejivo elektro-
mos mozgdsokrol.

Treer MOR: A hydrodinamika térvényszertségeinek mai alldsa.

1931. febr. 26. Scuwm Rezs6 : Ujabb vizsgdlatok a nitrogénoxid sdvos
szinképén.

1931. mdre. 12, Bropy Imre: A nitrogénoxid elekronizomeéridjarol.

1931. madre. 26. Konie Dines: Graphok és determindnsok.

1931. dpr. 23. Eeerviry Jeno: Matrixok egy kombinatorikus tulaj-
donséagarol. '

1931. méj. 7. Bay Zourin: Aramlokések ritkitott gdzokban.
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1931. m4j. 30. Forro Maeporna és Parar Imre: Kilépési munka és
kontaktuspotencidl,

Valasztmanyi ilések.

1930. szeptember 18-d4n és november 6-dn, 1931. janudr 29-én és
méjus 16-an.

Uj tagok.

BANn Lajos, tandrjelolt, Szeged ; Borpics Ervira, egyet. gyakorn., Sze-
ged ; Bukovszky Frrenc, egyet. gyakorn., Szeged ; Gorse IMRE, tandrjeldlt,
Maké ; JakaB Gizerna, tandrjelolt, Szeged ; Miscaune Irowa, egyet. gyakorn.,
Szeged ; Varaa Jozser Liszro, kozépisk. tandr, Budapest. Osszesen 7.

Kiléptek : Nevnorp Ozsés, Zirc ; Remer Mumiry, Debrecen. Osszesen 2.

Meghaltak : Farkas Gyura, tiszteleti tag; Fromoica Izmor, elndk ;
Rirz Liszo, vilasztmdnyi tag. Osszesen 3.

A tagok létszama tehdt az 1930—31. tirs. év folyamdn, leszamitva
veszteségeinket, 2-vel gyarapodott.

1930. majus 1-t61 1931. majus 25-ig befizetett tagdijak
és adomanyok.

Albert A. (16), Anderko A. (8), Abrahdm I (8), Bacsé E. (6), Balyi K.
(12), Bauer M. (8), Bldthy (8), Bodola L. (16), Bordds E. (6), Bresz-
tovszky B. (10), Breuer J. (22, 80), Brddi 1. (8), Bugarszky 1. (8), Buj-
tés J. (12), Csada L (6), Csaplir K. (8), Csegény M. (8), Cseh E. (40),
Csizhegyi L. (12, 20), Csész L. (6), Czaké A. (8), Darké B. (18), Erdody
L. (8), Eber J. (10), Faldbu D. (3), Faragé A. (8), Farkas D. (8), Feny-
vesi A. (8), Frank J. (10), Fraunhofer L. (16), Frohlich K. (16), Gold-
ziher K. (8), Groh Gy. (16), Gruber N. (8), Gyulay Z. (8), Hajés G.
(6), Hang D. (6), Harkdanyi B. (16), Hartly D. (12), Heuer E. (8), Ho-
lenda B. (6), Hosvay L. (8), Jakucs J. (12), Janicsek J. (8), Jurdnyi H.
(8), Karai S. (6), Kilcer Gy. (6), Klug L. (8), Koschovitz Gy. (8), Kovdes
J. (16), Kovesi F. (12), Kovesligethy R. (8), Kronstein B. (16), Kunfalvy
R. (8), Kuzaila P. (12), Kiirschdk J. (8), Lajta R. (8), Luckhaub Gy.
(24), Magdics G. (8), Mihalovits A. (6), Milakovszky L. (10), Mischung L.
(6), Molnar T. (6), Neogrddy S.-né (16), Neugebauer T. (16), Neumann
E. (10), Nyary B. (6), Oltay K. (10), Ortvay R. (8), Oszlavezky Sz. (8),
Oveges J. (6), Pados R. (6), Patai L. (12), Patai L. (8), Pédery A. (8),
Pécsy A. (8), Pogitsa J. (6), Polczer K. (20), Radé S. (8), Rados G. (8),
Rados I. (8), Renner J. (16), Reuss E. (16), Rhorer L, (10), Romsauer
L. (8), Rucsinszky L. (8), Rybdr I. (20), Sdrkozy P (6), Schaller M. (6),
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Schay G. (8), Scholz P. (6), Schossberger Gy. (6), Somogyi A. (16),
Sos E. (16), Spitz I (14), Strausz H. (8), Suppdn V. (16), Szabé G. (8),
Szénté S. (8), Szdsz O. (18), Szédsz P. (8), Szekeres K. (16), Székely K.
(6), Széky 1. (12), Széke B. (8), Sziics A. (8), Tangl K. (8), Tass A. (10),
Teller E. (8), Tihanyi M. (6), Tobisch J. (10), Téth A. (6), Téth L. (8),
Torsk E. (6), Ujj Gy. (8), Vaddszy B. (6). Vajndezky I. (12), Varga V.
(6), Vamos S. (12), Voros C. (16), Walther B. (8), Winter J. (8), Wo-
detzky J. (22), Woyciechowsky J. (40), Zigdny F. (8).

Békéscsaba: Ag. h. gimn. (6), Budapest : Milegyetemi matem. gyijt.
(8), Meteorol. Intézet (10), Cisillagvizsgdlé intézet (8), Kegyesrendi tandr-
képz6 (16), «Bolyai» féredliskola (24), «Kemény Zsigmond» redliskola (16),
«Norbertinum» (32), «Bernardinum» (8), Technoldgiai int. (15, 94), Ter-
mészettudomdnyi Tdrsulat (8). Csongrdd : «Szent Imre» gimn. (6). Gyula :
Rém. kat. redlgimn. (6), Hajdundnds: Ev. ref. redlgimn. (6), Hatvan,
Allami redliskola (6). Kecskemét: Ev. ref. redlgimn. (6). Kistijszallds :
«Horthy» redlgimn. (6). Kisvdrda: «Bessenyei Gyorgy» redlgimn. (6).
Maké «Csandd vezér» redlgimn. (6), Pannonhalma: Kézponti konyvtar
(6). Sopron : «Széchenyi Istvan» redliskola (6), Banya és erdémérniki
foiskola (6). Szegszdrd : «Garay Jénos» redlgimn. (6). Szentes : «Horvith
Mihdly» redlgimn. (6).

Alapité tag: Polya Gyorgy 182 P. Allamsegély : 500 P.

Felhivas tagtarsainkhoz!

A rendkiviili viszonyok stlyos helyzetbe sodortik
Térsulatunkat. Folyoiratunkat még redukalt terjedelemben
sem tudtuk volna megjelentetni, ha a tudomanyt megbecsiild,
aldozatkész emberbaratok és intézmények nem jottek volna
segitségiinkre. Ez a Tarsulatunk irant megnyilvanul6 bizalom
mi rank is kotelezettséget ro. Nekiink is erénkhoz képest
meg kell tenniink mindent, hogy Tarsulatunkat fenntartsuk
¢s annak miikodését minél intenzivebbé tegyiik. Ezt koveteli
téliink jozanul felfogott sajat érdekiink, ezt koveteli hazank
érdeke is. Csak igy alakul ki benniink a jovénk biztosita-
sahoz annyira sziikséges bizalmunk 6énmagunkhoz.

Kérjik ennélfogva tisztelt tagtarsainkat,

1. hogy hatralékos tagdijaikat (évenkint 8, ill. 6 pengdét)
sziveskedjenek Nagy Jozsef pénztarnoknak (Vac, Kegyes-
rendi gimnazium) befizetni,

2. hogy megvaltozott uj cimeiket kozoljek a Tarsulat
pénztarosaval,

3. hogy gyiijtsenek uj tagokat.

Franklin-Téarsulat nyomdaja. — Géezy Kalmén,
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EGY ANALITIKUS GEOMETRIAI DETERMINANS
IRREDUCIBILITASA.

1. Bevezetés. Jelentsék

a sik tetszoleges (valos vagy képzetes). P pontjanak x; vy, 2z
homogén koordinataibol alakitott - m-edrendii lkombindcids
hatvanyszorzatokat, vagyis az olyan a%yf2r szorzatokat, ame-
lyekben az a, 8, y egész kitevdk mindegyike > 0 és a kitevék

osszege = m. E hatvanyszorzatok szama M =

Valamely P, pont x,, ¥, 2, koordinatainak m-edrendé kom-
bindcios hatvanyszorzatait igy jeldljik :

Az m~edrendi algebrai sikgérbének egyenlete
F=AM0; 4.4+ A®OUg 4+ AMUy =0

alak®, hol AY,..., A¥,..., AM (valos vagy képzetes) numerikus
egyiitthatok. : ;

Az F =0 goérbe akkor és csak akkor megy keresztiil bizo-
nyos szama adott ponton, mondjuk P, P,,..., By-n, ha

AOU,g 4o AOUypg -+ AW, =0 (1)
: (=i 2:0 5 ) :

Az (1) egyenletrendszerben szereplé U,s-ekbol- alakitott p
sortt matrix rovid jele legyen [u].

M —1 adott ponton keresztil mindig vonhaté legaldbb egy
m-edrendti gorbe; pusztdn eqy akkor és csak akkor, ha az
[M —1] matrix rangja egyenlé sorainak szdmaval és ennél-
fogva az {
7



100 KURSCHAK JOZSEF.

matrixok rangja is rendre

1, 2,..., M—2.

Ennek az egyetlen gérbének egyenlete
; 5 A T U
UQ]' (ngs UQM

............... =0, (2)

" "M adott ponton keresztiil akkor és csak akkor vonhato leg-
uldbb egy m-edrendi gorbe, ha a

D 1)
(r;8=1,2,:... M)

determindns a zérussal egyenld. ’
A D-hez hasonlé determindnsok eltinése fejezi ki annak fel-

tételét, hogy az m-méretii térnek (mjn) pontjan keresztiil

m-edrendii feliletet, illetve (ha n > 3) hiperfeliiletet lehessen
fektetni.

Mindezekr6él a determinansokrol mar Reiss Moric* kimon-
‘dotta, hogy a benniik szereplé koordinataknak irreducibilis
fiiggvényei, s6t az irreducibilitds bebizonyitasat is megkisér-
lette. De egyébirdnt- figyelemremélto dolgozataban ez a bebizo-
nyitas hibas.

: Szandékom Reriss tételét bebizonyitani. A bebizonyitds bér-
hanyméretii térben ugyanolyan. Azért elegendd lesz a legegy-
szerubb esetre, a sikqorbél esetére szoritkozni.

2. Segédtétel. Ha valamely m-edrendii sikgorbének F =0
eqyenletében F az ax, y, 2 homogen koordindtdknak irreducibi-
lis fiigguénye, akkor e gorbén mindig meghatdrozhaté olyan
14 M. Reisst Analytisch-geometrische Studien, Mathémiatische Anna-
len, II. kotet (1870), 385— 426. oldal. Lasd kiilénosen az 1. §-t.
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M — 1 (kiilonbozd) pont, amelyeken keresztil mds m-edrendi
stkgorbe nem vonhatd.

A bevezetéshen mondottakndl fogva ez igy is fogalmazhaté :

Ha az m-edrendt =0 gérbe egyenletében az
Firreducibilis és p<M—1, akkor e géorbén min-
dig meghatdarozhatéo p olyan pont, hogy a [p]
matrix rangja egyenld p-vel

A p =1 esetében ez nyilvanvalo, mert az

b= H Uu Un... UIMH

matrix rangja mindenesetre 1-gyel egyenlé. Tehat csak azt kell
bebizonyitani, hogy ha az ['=0 m-edrendi gérbének egyen-
letében F irreducibilis, és e gorbén valamely
(M —1)-nél kisebb u esetében sikerilt z olyan
pontot meghatdrozni, hogy a [«] matrix rangja
egyenld p-vel: akkor e pontokhoz a gérbén talal-
haté olyan (u+1)-dik pont, hogy a [+ 1] matrix
rangja p+1.

A jelolést alkalmasan valasztva, a [z] matrix elsé u oszlopa-
bol alkotott determindns a zérustol kiilonboz6 értékda.

Ha most mar az F'=0 gorbén nem lehetne olyan tovibbi
P, pontot taldlni, hogy a [z 1] matrix rangja g +1 legyen,
akkor a gérbe minden pontja kielégitené a :

£ AR AT A
Uai o B B s
e W CORR R NS G At
v Ushio Ol
T ol i
e=p+1,pt+2.., M)

=0 @)

egyenletrendszert. F-nek irreducibilis volta miatt ez azt jelentené,
hogy a 4,k rendre oszthaték F-fel. Amde akkor (minthogy a
4,k — csakigy mint F' — az x, y, z-nek m-edfoka fiiggvényei)
a 4,k az F-t6l pusztan allandé tényezékben kiilonbéznek. Bes
kovetkezhetik-e ez vagy sem? |
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.

Minthogy p<M—1, azért a (3) alatti egyenletrendszer leg-
alabb két egyenletbol all és ezek egyike sem azonossag, mert
dqs-ban az U, egyiitthatoja a zérustol kiilonbozik. Ha most mar
a 4ok az F-t6l csak dllando tényezékben kiilonboznének, akkor
minden 4ds,-ban pontosan azoknak az

I oy

hatvianyszorzatoknak kellene a zérustél kiilénbozé egytitthato-
val el6fordulni, mint F-ben; tehat mindegyikben ugyanazok-
nak. Amde valéjaban ez nincsen igy; mert ha o =+ &', akkor
d,~ban az U,nak egyiitthatoja nem zérus és U,-nek egyiitt-
hatoja zérus, a d,-ben forditva U,-nak egyiitthatoja zérus és
Us-nek egyiitthatoja a zérustol kilénbozo.

Tehat a 4,k sohasem oszthatok mindannyian F-fel és ennél-
fogva az I'=0 gorbén okvetleniil van olyan F,.; pont, hogy a
[#z+1] matrix ranga p + 1.

3. Reiss tételének bebizonyitasa. a) A

D=lUr3|
r,.5=1 8. M)

determindns nem bonthato fel ugy
Lys Y1 215 gy Yos 29 5--+5 TMy YM> ZM

két alacsonyabb foki raciondlis egész figguényének szorzatira,

hogy legaldbb egy pontnak (mondjuk az X, Ym, 2m pontnak)

koordinatdi mindkét tényezében wvaldban eldforduljanak.
Tegyiik ugyanis fel, hogy

D=AB (4)

volna, hol A az xm, ym, 2m-ben m,-edfokt, B pedig ezekben
m;-edfokﬁ (my>0, my>0 és m,+m,—m). Ha &y, Yyu, 2u he-
lyébe @, y, 2-t" irunk, a tobbi M —1 pont koordinatai helyébe
pedig olyan szamértékeket, hogy D ne vailjék azonosan zérussd,
akkor (4) 4tmegy egy D = AB azonossagba, ahol D, A, B az
x, Y, z-nek m, m,, ill. m,-edfokt fiiggvényei.
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Ez azonban valgjaban az elsé M — 1 pontnak nem minden
valasztdsandl kovetkezik be. Vegyiink ugyanis fel olyan F' =0
m-edrendt gérbét, hogy F irreducibilis, vagyis nem bonthato
alacsonyabb foka tényezdkre. (Ilyen pl

f@ 9z+g@ y)=0,

hol [ és ¢y az x, y-nak olyan (m—1)-edfoku, ill. m-edfokd he-
mogeén egesz fiiggvéhyei, amelyeknek nincsen «, y-t tartalmazo
kozos osztojuk.) A fenti segédtételnél fogva az F'=0 gorbén
okvetleniil meghatirozhatunk M — 1 pontot tgy, hogy ezeken
keresztiil mas m-edrendii gorbét nem vonhatunk. Kz megtértén-
vén, helyettesitsik D-ben az els6 M — 1 pont - koordinatai he-
lyébe éppen az igy meghatarozott pontok koordinatait. Ha még
s Y, 2y helyett x, y, z-t irunk, akkor az igy keletkezett D
csak egy (a zérustol kiilonbozdé) tényezoben kiilonbozik F-tél,
tehat nem lehet alacsonyabb foki tényez6knek szorzata.

b) D egydltaldban nem bonthaté fel alacsonyabb . folki té-
nyezdk szorzatdra.

Ha ugyanis volna egy D == AB felbontas, akkor a)-nal fogva
r-nek barmely értékénél x,, y,, z, csak az egyik tényez6ben
fordulhat elé (mémely 7-nél A-ban, més 7r-eknél B-ben).

Legyenek azok a pontok, amelyeknek koordinatai A-ban sze-
repelnek: P, P,,..., P, (p<M). A D determinans csak ugy
lehet A-val oszthato, ha D-nek az @y, yu, 2y hatvinyszorzatai
szerint kifejtett alakjaban minden egyiitthatd oszthato A-val.
Ezek az egyiitthatok (elGjeliiktol eltekintve) éppen az [M — 1]
matrix (M— 1)-edfok determindnsai. Tovabba, ha p<<M —1,
ezek a determindnsok csak Gigy lehetnek A-val oszthatok, ha
az Ty-1, Yu-1, 2m—1 hatvanyszorzatai szerint kifejtett alakjuk-'
ban minden egyiitthato oszthaté A-val, vagyis ha az (M — 2]
matrix minden (M- 2)-edfokil determindnsa oszthato A-val. Ezt
a gondolatmenetet folytatva végre [p] minden p-edfokti deter-
minansdnak A-val oszthatonak kell lennie.

A [p] matrix p-edfokii determindnsai — ugy mint A — a
P,. P,,..., P, pontok mindegyikének koordinitaiban m-edfoknak,
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tehat csak akkor volnanak A-val oszthatok, ha A-tél és ennél-
fogva egymdstol is csak numerikus tényezékben kiilonbéznének.

Ez a feltétel pedig nyilvan nines kielégitve.
Kirschdk Jozsef.

DIE IRREDUZIBILITAT EINER DETERMINANTE
DER ANALYTISCHEN GEOMETRIE.

Es bedeute I) die bekannte Determinante, deren Verschwinden die
Bedingung dafiir ist, daff durch gegebene Punkte des

Raumes R, eine algebraische Hyperfliche m-ter Ordnung gelegt wer-
den konne (also im Falle n =2 eine ebene algebraische Kurve, im
Falle n» =3 eine algebraische Fliche von der besagten Ordnung). Es
wird bewiesen, dall D eine irreduzible Funktion der homogenen Koor-
dinaten der M Punkte ist. Der vermeintliche Beweis von M. Reiss
(Mathematische Annalen Bd. 2, 1870, Seite 385—388) ist nicht richtig.

Josef Kiirschak.
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"A modern algebra nagy stlyt helyez arra, hogy tételeit minél
kevesebb segédeszkozzel és minél egyszeribben vezesse le. Ezt
a célt kovetik az alabbi megjegyzések is, melyeknek egy része
mar mds helyen megjelent.® Legyen szabad ezeket, mint mélyen
tisztelt tandarom, Rapos Guszriv, a kivalo matematikus, irdnt
érzett nagyrabecsiilésem jelét, e Lapokban kézreadni.

1. Legyen P oly test, hogy a hozzitartozo, egy hatérozatlént
tartalmazo irreducibilis polinomok a test bévitéseiben ne birja-
nak tobbszoros tényezokkel. Birjanak tovabba a P testben
irreducibilis f(x), ¢(x) polinomok a P test egy bizonyos bdvi-
tésében a kovetkezo alakkal:

f@) = (x—a,) (@x—ay)... (@—ay)
@ (@) =(x—PB)E— 0. .. f5:—Fb)
Az f(x) =0, ¢(x)=0 gyokei a; @, kozilok két tetszés-
szerintit jel6ljink a, B-val. A P(B) testben legyen f(x) irre-
ducibilis tényezdékre bontva*®

) = e B) s el R (1)

2. Be fogjuk bizonyitani, hogy a P(a) testben ¢(xr) ugyan-
csak k szamt irreducibilis tényezére bomlik, azaz

¢ (@) = ¢, (a, x)... gr(a, ). (2)

1 Bemerkung zur Algebra. Acta Litt. ac Scientiarum, 4. kot. 244— 245. lap.
[Uber einen TAkAGischen Satz. Journal fiir die r. u. a. Mathematik, 163, k6t.
249—950. lap. Az emlitett cikkek oly dolgot is tartalmaznak, mely e dol-
gozatban nem fordul elé és forditva.

2 Mint ismeretes, feltehetd, hogy a tényezék p-nak polinomjai, tovabba,
hogy « legmagasabb hatvanyanak egyiitthatoi 1-gyel egyenlék. Analog‘meg
jegyzés vonatkozik a (2) szorzatra.
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Mindenekel6tt f;(x, 8)=0-nak nincs mas gyoke, mint f(x)=0-
nak és igy valamely aire fi(a, §)=0, vagyis fi(a, x) és ¢ (x)
legnagyobb kézos osztoja legaldbb elséfoki, de akkor az f (x)=0
egyenlet irreducibilitisandl fogva barmely a-ra a

: (fl (a.’ x),v 14 (’E)) = ¢i(a, @), ‘ (1=1,2,..., k)
legnagyobb ko6zo6s osztok legalibb elséfokuak. Az ! kiilonb6z6

értékeihez tartozo legnagyobb koézos osztéok egymdshoz relativ
primek, ha ugyanis (+h, akkor nem lehetséges, hogy

fi(a, ) = fn(a, ) =0

legyen, mert kiilénben

f@) = fi (@, Bu)--. fr(@, Bu)
tobbszoros gyokkel birna. Igy tehdt ¢ (x) irreducibilis tényezGi-
nek szamossiga —-k. Minthogy a bebizonyitisban [ és ¢ fel-
cserélhetd, a szamossag egyenld k-val. A jelolést tgy valasat-

hatjuk, hogy
¢l (a9 x) = ‘0[ (a! x)
legyen.

3. Kimutathato, hogy
(¢i(, ), f@) = fi(x, B).
Ha ugyanis példaul ¢;(a, §;) = 0, akkor ebbél kovetkezik,
hogy fi(a, 8) =0, tehat fi(x, 8)) oszthato a legaldbb elséfoki
(e1(x, B, [ (a:)) polinommal. Minthogy fi(x, 8) irreducibilis

P(Bj-ben, lesz
(o, B), f@) = filz, B)),
(i, B, @)= fi(x, B)

Kaptuk tehat a jelolés alkalmas valasztasanal:
(fl (a’ ‘,L.)’ ’D(x)) =9 (a: x)9 (Sol (wv ﬂ)’ f(x)) = fl (w! ﬂ)' (3)

Ezek az egyenléségek A. Loewy-nek egy reciprocitisi tételét
adjak." A régebbi irodalomra nézve ugyanezen helyre utalok.

1 A. Loewy, Uber die Reduktion algebraischer Gleichungen durch
Adjunktion insbesondere reeller Radikale. Math. Zeitschrift, 15. kot. 261 —
273. lap.
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4. Ha (1) és (2)-ben az irreducibilis tényez6k fokai rendre

W gy ooy, Ok 5 s Dagsis iyt O (4)
akkor
%". <55 % S (4*)

Ez a fortiori be lesz bizonyitva, ha sikeriil kimutatni az

f@" = fi@, 8y)... [i(x, By) (5)

egyenloséget. Amde ez tényleg helyes, mert az

f@n =0, fi 8)... filz,B)=0

egyenletek csakis az a; gyokokkel birhatnak, még pedig ainek,
mint az f(x)"=0 egyenlet gyokének multiplicitisa b, az ai-nek,
mint az
file, B (e, 85 —0

gyokének multiplicitdsa megegyezik az (f; (@i, ), ¢ (ar;)) = ¢i(aj, )
polinom fokdval, vagyis b;-vel.

5. Az (b) alatti egyenl6ségnél kevesebbet mondo a kovetkezo.
Létezik oly ¢ pozitiv egész szam, melyre

f@f=fi(x B,)... filz, B (5%)

Ennek igazsiagat egyszeribben is belathatjuk. Ugyanis a;-nek,
mint az

fl (xv ﬂl) s fl(x: ﬂb) =:()

egyenlet gyokének multiplicitisa megegyezik az (fi (e, @), ¢ ()=
¢i(ai, ) polinom fokdval, mely i-t6l fiiggetlen. Ha a ¢ kitevét
e fokszammal egyenlonek vélasztjuk, gy (5%) be van bizonyitva.

Az (5%) tobbszori alkalmazasaval bizonyitja be A. Loewy?*
egy Gauss-féle algebrai allitds igazsigat. Az itt haszndlt ter-
minologiat alkalmazva, a Gauss-féle tétel a kovetkezo. Legyenek
01 0a;- -+, 0s Tendre az 7y, 7y,..., rs-edfoki

X (e) == DX () = O X () =0

1 A. Loewy, Eine algebraische Behauptung von Gauvss. II. Jahresbericht
der Deutsch. Math. Vereinigung, 30. kot. 155 158. lap.

CESNIR IS SO A
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egyenletek gyokei, hol az X;(x)=0 egyenlet a P(g,, @,,- -, 0i-1)
testben irreducibilis. Ha a P testben irreducibilis n-edfokt
f@)=0 egyenlet valamely gytke a P(g,, @,,---, @s) testben van,
akkor
"yTe7s = 0 (mod. n).

Az (5% formulanak kovetkezinénye az alabbi tétel. Ha f(x)
a P-ben irreducibilis polinom, £y, Bes..., B» 2 ¢ (x)=0 irreduci-
bilis egyenlet gyokei, akkor az

f@)=0@ B)OPxpB,).--. P(x, By (6)

formula csak abban az esetben kovetkezhetik be, ha @(x, 3;)
irreducibilis a P(8)) testben.

6. Igen kozelfekvo annak a kérdésnek vizsgédlata, hogy mikor
kovetkezhetik be (6) oly modon, hogy 1<<b<<a legyen. Ez az
imprimitiv egyenletek jolismert és sokszor targyalt kérdése.'
Minthogy az irreducibilis tényezékre valo felbontasok egy-
értelmtiek, van oly ! index, hogy @ (x, B)=fi(xz, B), és igy el6bbi
jeloléseinket megtartva, a sziikséges és elegendd feltétel az,
hogy b;=1, vagyis ¢/(a, x) elséfokn legyen. Ha tehat j-t alkal-
masan valasztjuk,

¢i(a, @) =2 — B, = x — R(a) ™

hol g;=R(e) az o« polinomja. Sziikséges és elegendd tehat,
hogy a ¢ (x)=0 egyenlet valamely gyoke a P(a) testben legyen
és 1<<b<<a kovetkezzék be. Az el6zok szerint

filx, 8) = (e1(x, B), [@) = (8 — R@), [@)), @*)

vagyis amint ismeretes az f;(x, 8;) = 0 egyenlet gy6kei mind-
azok az a-k, melyekre R (a) = ;. Ezeknek szimossdga j-tél

fiiggetlen és egyenld a tz% egész szammal. Tovabba

¢ @) = (r—R(a)) (@ —R(a))... (x—R(aa)). (7*%)

1 A. Loewy, Neue elementare Begrindung und Erweiterung der
Gavoisschen Theorie. (Fortsetzung.) Sitzungsberichte der Heidelberger Akad.
der Wiss. 1927, évi. 18. és kovetkezd 1.



ALGEBRAI MEGJEGYZESEK. 109

A jelen targyalas azonban nem adja meg azt az ismeretes
tényt, hogy az egyenlet imprimitiv voltara sziikséges és elegendd
oly R polinom létezése, hogy az

R (&) (i=1,2,..., a)

értékek kozil a kilonbozok szamossaga a-nal kisebb, de 1-nél
nagyobb legyen. Ugyanis segédeszkozeinkkel nem bizonyitottuk
be, hogy R(z) mindig kielégit P-ben egy algebrai egyenletet.
A reciprocitasi tétel és kovetkezményeinek alkalmazasai koziil
kieme]jﬁk a kovetkezGket. Legyen eldszor a [(x) és ¢(x) poli-
nomok foka egyenld n-nel. Ha f(x)=0 valamely gyoke a, ¢ (2)=0
valamely gyoke B és @2 raciondlis fiiggvénye o-nak, akkor for-
ditva «a is racionalis fiiggvénye S-nak. Ha f(x) és ¢ (x) azonosak,
akkor litjuk a kovetkezot. Ha f(x) valamely gyokének adjunk-
cidja utin elséfoktt tényezdkre bomlik, akkor ugyanaz kovet-
kezik be barmely gyokének adjunkcioja utian. Kz kiilénben mar
az irreducibilitashol kovetkezik.

7. Eddigi segédeszkdzeink az irreducibilitis és a legnagyobb
k6zos oszto algoritmusa voltak. Csatoljuk még ezekhez a szim-
metrikus formak alaptételének egy klasszikus (nem a Gavors-
féle elmélet egyes fogalmait felhasznald) bebizonyitasat. .

Ha még a P testrél feltessziik azt a tovabbi megszoritast,
hogy végtelen sok elemet tartalmaz, akkor az elébbi reciproeci-
tasi tételt mélyithetjiik és levezethetjiik a Takaci*-féle recipro-
citasi tételt.

Legyenek ismét

a@ b
f(x) =1]1(x—a,‘) =0, ¢(x) :vg(rrﬁa’,) — )
a P-ben irreducibilis egyenletek és vilasszuk a két hatarozatlana
g polinomot tagy, hogy a yu=g(a. £, értékek egymastol kii-
16nboz6k legyenek. Mint konnyen lithato, 1éteznek ily polinomok,
s6t a polinom els6foktnak is valaszthato. A 7., mennyiségek a

1 T. Takac1, On the mutual reduction of algebraic equations, Proceedings
of the Imperial Academy (of Japan), 2. kot. 41 42. lap.
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szimmetrikus formak alaptétele szerint a Ptestben egy H (z) = 0
egyenlet gyokei, mely irreducibilis tényezSkre bontva legyen

Hz) = h, (2) hy (2)... hi(z), (8)
hol a /u(2) foka 7. Vegyiik szemiigyre a kévetkezé legnagyobb
kozos osztokat :

(hu(g @, B), f@)=fi(x, B), (ki (g (a, ®)), ¢ @)=pi(a, ). (9)

Minden fi(z, 8,), v=1, 2,..., b ugyanazzal a fokkal bir, jelol-
juk ezt a fokszamot a;vel. Az fi(x, 8,), v=1, 2,..., b fokszdmai-
nak 6sszége egyrészrol a;b, masrészrél egyenld a hy(z) foksza-
maval, azaz 7-vel. Minthogy f(x) és ¢ (x) felcserélhetdk, lesz
a ay
Bl
hol b, a ¢;(a, ) fokszamat jelli. Hogy az indexeket ne hal-
mozzuk, legyen példéul hi(g(a, B) =0, y = g (a, B), akkor (9)
szerint a a P(p) testben egy vi-edfokt irreducibilis egyenletet
elegit ki, hol ;<. A szimmetrikus formék alaptétele szerint
' r=¢g(a, B) a PpB) testben egy vr-edfokn egyenletet, a P testben
egy vib-edfoki egyenletet elégit ki. Tehat vib=ab, vi=a;, vi=a,,
vagyis fi(x, B) irreducibilis a P(B) testben. Ugyanezt, ha mar
tudjuk, hogy r=g(a, §) a P testben a h;(2)=0 egyenletet elégiti
ki, a kovetkez6 modon lehet a szimmetrikus formak elmélete

T = dlb = bla,

nélkiil bizonyitani.

Minthogy y=g(a, B) a F(a, B) testben van, az 5. pontban
emlitett Gauvss-féle tétel szerint vb=aib, vi=a;, tehit vi=a.
Hasonlokép ¢;(a, «) irreducibilis a P(a) testben,. és minthogy
a ruv mennyiségek kiilonbozok, lesz

f(x)= fl(xv g)..% flc(x’ ﬂ)v (1)

(@) = ¢, (a;@): .« pr (as ). 2)
Végre a hi(g(au, $,))=0, fi(au, £)=0, @i (au, £:)=0 dsszefiiggések
mind helyesek, ha valamelyik6k helyes, és igy lesz

(fl (’1! m)) @ ('7’.)) =y ((l, m)) (wl (w, 5)7 f(x)) == fl ({I), ﬂ)) (3)

vagyis a Takaci-féle reciprocitasi tétel az itt targyalt testekre
az e]('jbb_it magaban foglalja.
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8. A Taraci-féle tételhez még két megjegyzést akarunk fizni.
Mint a levezetésbdl latszik, a tétel helyes marad oly véges-
szami elembdl allo testekre is, melyekben létezik oly g polinom,
hogy a 7u = ¢(au B értékek egymistol kiilonbozok. Térjiink
at ezutan a tétel ama specidlis esetére, mikor k=1. Ekkor a
kovetkezé irreducibilitasi tételt kapjuk. A

Hz) =0, fx)=0, ¢@) =0 L)

egyenletek a P, illetéleg a P(B), illetéleg a P(a) testekben egy-
idében " irreducibilisek. Mint ismeretes, az f(x) =0, illetéleg
¢ () = 0 egyenleteknek a P(B), illetéleg a P(a) testekben vald
irreducibilitdsara elegendd, hogy a P(B) és a Pl(ay, ay,..., @),
illetéleg a P(a) és a P(B,, By..., Br) testek kozos elemei a P
testet alkossdk.! Itt a, B az a,, a,,..., a4, illetéleg a B, By, --, Bv
elemek barmelyikét jelenthetik. Ha tehit ez esetek valamelyike
bekévetkezik, akkor a H(z)=0 egyenlet a P testben irreduci-
bilis.?

Bauer Mthdly.

BEMERKUNGEN ZUR ALGEBRA.

Ein Teil dieser Note wurde schon publiziert. Es wird hier gezeigt,
dass zum Beweise einer algebraischen Behauptung von Gauss die
Begriffe der Irreduzibilitit und des gemeinsamen Teilers ausreichen.
Aus demselben Satze ergibt sich ein Beweis der Tatsache, welche in
der Fussnote 3 der Arbeit «Uber einen Takacischen Satz» enthalten ist.

Michael Bauer.

1 Lasd HiLBert, Die Theorie der alg. Zahlkérper 52. §, a 87. tétel
bebizonyitasat, vagy az ugyanebben a fiizethen levé masik dolgozatomat.

2 Vesd ossze H. Scamipr, Uber eine Klasse irreduzibler Gleichungen.
Sitzungsberichte der Bayerischen Akad. der Wiss. 1928. évf. 157—159. lap.
A dolgozat nem eléggé altalanos tételt ad és sok segédeszkozt hasznal fel.
Ha a Takaer-féle tételnek csak a szoban forgo kovetkezményét akarjuk le-
vezetni, a bebizonyitast természetesen egyszeriisithetjiik. Erre azonban mar
nem terjeszkediink ki.



AZ OSSZETETT SZAMTESTEKRE VONATKOZO
NEHANY ISMERETES TETELNEK BEBIZONYITASA
AZ IDEALELMELET ALKALMAZASA NELKUL.

1. Legyen K,=K, (a), K,= K, (8) két algebrai szdmtest. Fokai-
kat jeloljék az nm,, illetéleg m,, diszkriminansaikat a d,, illetdleg
d, betiik. Ismeretes, hogy a K, és K, szamtestbdl dsszetett K
szamtest foka n=mnmn,, ha (d,, d,)=1.

E tételt a kévetkezokép lehet bebizonyitani.! Ha a tétel nem
volna helyes, akkor az a szam a K, testben egy

Goa" + @0 4 a, =0, r< n, (1)
egyenletet elégitene ki, melynek a; egyiitthatéi nem mind
raciondlis szamok. Minthogy az a; egyiitthatok a-nak és egy-
néhény konjugiltjanak szimmetrikus formdi, a K,=K,(8) test-
ben- 1éteznék oly nem raciondlis szdm, mely a K,-nek G, Gavrois-
féle testében is tartalmaztatnék. Tekintetbe véve azt, hogy vala-
mely test diszkrimindnsa az alarendelt test diszkrimindnsdival
oszthato, tovabba hogy Minkowskr egy tétele szerint valamely
algebrai szamtest diszkrimindnsa 41, a d, birna oly torzs-
tényezovel, mely G, diszkrimininsat osztani. Amde G, disz-
krimindnsa csakis oly térzstényezével bir, mely K, diszkrimi-
nalnsaban is eléfordul, ennek kévetkeztében (dy, d,)==1 lenne.

© A kévetkez6- sorokban meg akarjuk mutatni, hogy az itt
alkalmazott 6sszes tényeket az idedlelmélet nélkiil be lehet
bizonyitani.

2. Mindenekel6tt Kronecker dltaldnos vizsgdlataibol az ideal-

1 HiLBert, Die Theorie der alg. Zahlkorper, 52. §, 87. tétel.
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elmélet alkalmazasa nélkil kovetkezik, hogy az alarendelt test
diszkriminansa osztoja a felérendelt test diszkrimindnsdnak.!
3. Ha d a K, és K,-bol osszetett K szamtest diszkrimindnsa,

akkor
ddi =0 (mod. d), S5 A9)

ebbdl és a 2. alatti tételb6l kovetkezik, hogy valamely p torzs-
szdm akkor és csak akkor lehet d osztéja, ha vagy d -nek,
vagy d,-nek osztoja.2 A (2) bebizorfyitésa kiadodik egy ismeretes
determindns tételb6l, mely szerint, ha (-vel jeldljik a

| eru| = | anibit|
rah g kLAY (hdemls @, i as 1), - T A=5125.%, 1ig)

determindns értékét, akkor G=A%2Bm, hol A, illetéleg B a
| @nre|, hk=1,2...,n illetéleg |b; |, G.i1=1,9...,n) determinans
értékét jelenti.’

1 Grundziige einér arithmetischen Theorie der alg. Grossen. 1882, 9. §.
Az idézett tételt HiLBERTnek a relativ testekre vonatkozé vizsgalatai nagyon
kimélyitették.

2 HiuBerrt, idézett helyen 51. §, 85. tétel. Lasd még BACHMANN, Zahlen-
theorie V, 457. lap. Részben mas bebizonyitist ad H. WEBER, Lehrbuch
der Algebra, 2. kiadas, 2. kétet, 652. lap. Megemlitjiik, hogy a télel levezet-
hetd DEDEKIND egy szabalyabol, mely megadja.egy torzsmennyiség felbon-
tasat egy Gavois-féle test alarendelt testeiben.

3 RADOS, Zur Theorie der Determinanten. Math. und Naturwiss. Berichte
aus Ungarn, 8. két., 60. lap, 1890. A dolgozat 1886-ban késziilt. HENSEL, Zur
Composition der Determinanten. Acta Math. 4. kit., 317. lap. A Létel kovet-
kezik a kovetkezi kés6bbi altalinos vizsgalatokbol: CYPARISSOS STEPHANOS,
Sur une extension du calcul des substitutions linéaires. Journal de Math.
5. sor., 6. kot., 73. lap, 1900. Itt emlitem meg, hogy én mar 1894-ben meg-

{(1)‘ :;Z egyenlet gyokeit a linear

egyenletrendszer elméletébdl. Lasd méé Beke, A homogen linearis stb.
Math. és Természettud. Ertesits, 1898 ; ebben a dolgozatban bizonyos diff.
egyenletek koriiljarasi relacioi vannak megvizsgalva. — Legyen szabad még
a kovetkezdket megjegyeznem. E jegyzetben természetesen nincs kimeritve
e nevezetes, RADOStol és KRONECKERtO] fiiggetleniil talalt determinans tétel
irodalma, még kevésbbé annak alkalmazhatosiga. (sak arra utalok, hogy
RApos tanar ur a tételt nemrég igen figyelemremélt6 modon altalanosi-
tolta és azt a relativ testek elméletére alkalmazta: Uber die Verallgemei-
nerung eines KRONECKERschen Determinantensatzes. Journal fir die r. u. a.
Math. 162. kél., 198—202. lap.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIII. 8

hataroztam a |¢y — 72| =0, 7y =

TS R et . =
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A C-r6l sz6l6 tételt Hensen nagy sikerrel alkalmazta az
osszetett testek vizsgalatira.! MindenekelGtt megjegyezziik, hogy
a K test determinaldo szdma a A=wua-+vf3 alakban irhato, hol
u, v alkalmas raciondlis szamok. A 1 kielégit egy f-edfoku
* irreducibilis egyenletet, hol [< n,m, és amelynek gyokei a
Apj=uayp+vp; szamok kozil valok. Az a=a,, ay,..., ay,, illetéleg
B=P81 B+, Bn, szdmok legyenek az a, illetéleg B konjugdltjai.
Tovabba legyenek a K., illetéleg K, testek egész szamaihoz
tartozo alaprendszerek elemei és azoknak konjugdltjai

illetéleg
Minthogy az

(h k=1,2,...,1), (4, I=1,,..., ng)
egyenl6ség kovetkezik be, a 2 alakjabol és a Laprace-féle ki-
fejtési tételbél kovetkezik, hogy a [a{Pf| determinins a
ﬁ mennyiség homogén linedris fliggvényeinek 6sszege algebrai
egész egyiitthatokkal, ennek kovetkeztében valoban
d¥dpr = 0 (mod. d).

Mint alkalmazast kapjuk, hogy a K test, valamint a hozza-
tartoz6 G Gavois-féle test diszkrimindnsa ugyanazokat a torzs-
tényezoket tartalmazza.®

4. Ha tehat (d,, d,)=1, akkor a K, test nem redukalodik a
K, ¢s a K, test nem redukilédik a K, adjunkcioja altal. gy
tehat egy Henser-féle® tétel szerint az

a®gO = aMBY (5)
(k=1,2,...,my), (I=1,9,...,74)

szamok a K egész szdmainak alaprendszerét képezik.

1 A Journal fir die r. u. a. Math. folyoiratban egy értekezés sorozata
van az osszetett testekrsl. Az elsé dolgozat cime: Uber Gattungen, welche
durch Composition ete. 105. kot. 329—344. lap.

2 HILBERT, idézett helyen 51. §, 86. tétel.

8 HENSEL, Journal fir die r. u. a. Math. 105. kot., 337. lap. Ebben az
esetben még d —=djdl1.
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Teljesség kedvéért végrehajtjuk a bebizonyitist. Minden p
torzsszam vagy d,-hez vagy d,-hez relativ prim. Legyen példaul
(d,, p)=1. Ha az ey szamok raciondlis egész szamok, akkor a

Y eua®BP =0 (mod. p) (6)
k, 1
kongruenciabol kovetkezik

o 201,5w+ i z‘,e 489 =0 (mod. p), @)

(h=1, 2.. ey M)
vagyis

mlgjek;ﬂ(‘)s() (mod. p), d, gek,ﬂ(’>50 (mod. p).

Minthogy van oly « raciondlis egész szdm, melyre xd,=1 (mod. p),

lesz
L

2 exfP =0 (mod. p). )

Amde B®, g9,..., f") a K, egész szamainak alaprendszerét
képezik és igy '
e =0 (mod. p),
ami allitdsunkat igazolja.
5. Az idézett Minkowski-féle tétel bebizonyitisa kértilményes,

de az idedlelméletet nem alkalmazza.
Bauer Mihdly.

BEWEIS VON EINIGEN BEKANNTEN SATZEN UBER
ZUSAMMENGESETZTE KORPER OHNE ANWENDUNG
DER IDEALTHEORIE.

Diese Arbeit, welche mit der erfolgreichen wissenschaftlichen Titig-
keit meines hochverehrten Lehrers, des H. Prof. G. Rapos in engem
Zusammenhange steht, wurde schon publiziert.' Hier erscheint die

Note in ungarischer Sprache.
Michael Bauer.

1 Jahreshericht der Deutschen Math.-Vereinigung 30, S. 186—188.
.
]*



GRAPHOK ES MATRIXOK.!

Legyen a (véges) G graph pdros koriljdrdsi. Fz annyit je-
lent, hogy G minden zart vonala pdros szamu élbél all, vagy —
maskép kifejezve — hogy G szogpontjait gy lehet két osztélyba,
Il-be és Il,-be, sorozni, hogy G minden éle egy /I,-pontot egy
[l,-ponttal kosson Ossze. Legyen M a maximdlis szdma a G oly
éleinek, melyeknek paronként nines kozos végpontjuk. Ha G-nek
Ay, A,,..., A, szogpontjai oly tulajdonsagtiak, hogy (¢ minden
éle e pontok valamelyikébe fut, azt mondjuk, hogy 4,, 4,,..., 4,
kimeritik a G éleit.

Bebizonyitjuk, hogy G élei M szégponttal kimerithetdl:.

Legyen az M élbél allo

KB 0555055 - Puly)
oly éle, hogy a P, Qi (i=1, 2,..., M) pontok kiilonbozok. Itt a
Pk a Il-hez, a Ok a [l,-hoz tartozzanak és pedig legyen
=P P By I == 0, 0o On)i
tgy hogy /1] a Il-nek és II, a Il,-nek részhalmaza. Bizonyita-
sunkat a «K-ul» fogalmara alapitjuk.

A G-nek egy (t6bbszoros pont nélkiili, nyilt) atjat, A, 4,. .. Ag-et,
K-utnak nevezziik, ha masodik, negyedik,..., 2v-edik,..., végiil
utolsoelbtti éle, azaz az Aqods, Asds, ..., Ao, Aoy iq,..., Agp—oAg 1~
élek valamennyien K-hoz tartoznak. Eldszor is kimutatjuk a
kovetkez6 segédtételt :

G-nelk semmiféle K-utja sem koti ossze II,—I1I] eqy pontjdl
I1,— 11, valamely pontjdval.

1 Az Eo6tvos Lorand Matematikai és Fizikai Tarsulat 1931, marc. 26.-i
iilésén tartott eléadas. g
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Ha ugyanis U egy ilyen Gt volna, akkor eltavolitva K-bol az
U-nak K-beli éleit és hozzavéve U-nak K-ba nem tartozo éleit
(az utébbiak szama l-gyel nagyobb), M 4-1 oly élt nyernénk,
melyeknek paronként nines kozos végpontjuk. Es ez ellentmond
M maximalis voltinak.

Most mar kévetkezéképen definidljuk a 71 + I;-nek egy
II'=(R,, R,,..., Ry) részhalmazat: a az 1, 2,..., M szamok
barmelyike lévén, legyen R,= Q,, ha valamely K-at II,— II]

~valamely pontjat (Q,-val koti ossze; ha ilyen K-t nincs, legyen

R,=P,. lly modon II' a K minden élének egy-egy végpontjat
tartalmazza. Kimutatjuk, hogy az M pontbol all6 II' halmaz
pontjai kimeritik a G éleit, vagyis, hogy — PQ egy tetszdleges
éle 1évén G-nek (hol P a II-be, () a Il,-be tartozik) — vagy P,
vagy O pontja I/'-nek. A bizonyitasndl négy esetet kiilénboz-
tetiink meg.

1. eset. P tartozzék II,—II-be, Q) pedig II,—Il;-be. Hozza-
véve K-hoz ezt a PQ élt, M+1 oly élt nyernénk, melyeknek
paronként nines kézés végpontjuk. Ez ellentmond M maximalis
voltanak, gy, hogy ez az 1. eset lehetetlen.

Q. eset. P tartozzék II,— IT,-be, Q pedig [/1,-be. Ekkor Q= Q,,
hol e =1, 2,..., vagy M és a PQ él énmagaban egy K-utat
alkot, mely /I, —1II,-nek P pontjit Q=0Q.-val koti ossze. Tehat
0=0Q, a Il'be tartozik.

3. eset. P tartozzék II-be, Q) pedig IT,—II,-be. Ekkor P=P,,
hol a=1, 2,..., vagy M. Ha volna oly K-ut, mely II, —II] va-
lamely P, pontjat O.-val, kéti 6ssze, akkor hozzéftizve ezen 1t-
hoz a QuP, és P,Q éleket, oly K-utat nyernénk, mely Pyt
()-val koti Ossze; a segédtétel szerint azonban ez lehetetlen.
Nines tehdt olyan K-at, mely I, —1I; valamely pontjat Q,.-val
koti ossze. Tehat P=P, a [I'-be tartozik.

4. eset. P tartozzék Il-be, () pedig Il,-be. Legyen példaul
P =P, Q=0 Ha a=f, akkor természetesen vagy P— P,
vagy Q = Q. a II'-be tartozik. Feltehetjiik tehat, hogy a = 8.
Vagy P= P, tartozik II'-be, vagy van egy K-ut, mely II,— I
valamely P, pontjat Q.-val koti ossze; utobbi esetben, hozza-
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véve e K-uthoz a Q.Pa és P.(); éleket, oly K-utat nyeriink,
mely P-t (gval koti ossze, ugy, hogy ez esetben () = () tar-
tozik [I'-be.

Ezzel valoban kimutattuk, hogy, ha egy pdros koériiljarasa
graphban maximalisan M szamu oly él van, melyeknek paron-
ként nines kozos végpontjuk, akkor G élei M szogponttal ki-
merithet6k. Ha tehdt m a minimalis szama az oly szogpontoknak,
melyek G éleit kimeritik, akkor m = M.

Viligos, hogy forditva is: m =M. Ha t. i. e, e,..., en
oly élek, melyeknek paronként nincs kézds végpontjuk és az
A,, A,,..., A, szogpontok a graph éleit kimeritik, akkor az
€y €y..., ey élek mindegyike az A,, A,,...,A, pontok vala-
melyikében végzdidik ; kozos végpontjuk ezen éleknek nem lévén,
valoban m = M. _

Ezzel kimutattuk, hogy m = M. Osszefoglalva féeredményiink
igy fogalmazhato :

Pdros koruljdrdst graphban az éleket kimerito szogpontok
minimdlis szdma megegyezik a pdronként kiozos végpontot nem
tartalmazd élek maximdlis szdmdval.

Attérve e tétel matrixokra valod alkalmazasira, legyen

|| @i || (1=1,9,..., p;: k=1,2,..., q)

egy tetszbleges matrix, hol egy-egy elemet illetéen csak az fog
tekintetbe jonni, hogy elttinik-e vagy nem. E matrixnak a ko-
vetkez6 modon egy paros koriiljarast graphot feleltetiink meg.
A p-szamu sor mindegyikének a P,, P,,..., P, pontok egyikét,
oa (=szam oszlop mindegyikének a Q,, Q,,..., O, pontok egyi-
két feleltetjiik meg ; tovabba akkor és csak akkor vezetiink be egy
. PiQy é1t, ha a megfeleld a; elem nem tunik el. Mis éleket nem
vezetiink be. Igy egy pdros koriiljarist G graph keletkezik.
Az, hogy bizonyos szogpontok a G éleit kimeritik, viligosan
azt jelenti, hogy az ezen szégpontoknak megfeleld sorok és
oszlopok (k6zos néven: wvonalak) osszeségiikben a matrix
minden el nem tiné elemét tartalmazzak. Az pedig, hogy bizo-
nyos éleknek paronként nines kézos végpontjuk, azt jelenti,
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hogy az ezen éleknek megfeleld elemek paronként nem fekiisz-
nek ugyanazon vonalban. ;

Eredményiink matrixokra megfogalmazva tehat igy mond-
hato ki: : 2

Bdrmely matricra az oly vonalak minimdlis szdma, me-
lyek osszesséqiikben az Gsszes el nem tind elemeket tartalmaz-
zdk, megeqyezik az oly el mem Wind elemek maximdlis szdmd-
val, melyel pdronként nem fekiisznel eqy vonalban.

Vilagos, hogy itt az «el nem tiné» jelzé az elemek barmily
tulajdonsagaval - helyettesithet6; ezért e tétel a matrixok (két-
méretli tdblak) egy tisztdn kombinatorikus tulajdonsagat fejezi
ki, hol az elemek tetszéleges targyak (nem csak szamok) lehetnek.

Megemlitjiik végiil, hogy eredményeink szorosan osszefiiggnek
Frosenivsnak determininsokra és Meneernek graphokra vonat-
kozo némely vizsgalataval. E kapesolatokra masutt fogunk ki-
terjeszkedni. :

Kénig Dénes.

GRAPHEN UND MATRICES.

Es wird folgender Satz bewiesen :

Fiir jeden paaren Graphen ist die Minimalzahl derjenigen Kno-
tenpunkte, welche die Kanten des Graphes erschipfen, gleich der
Maximalzahl von Kanten, welche paarweise keinen gemeinsamen lnd-
punkt besitzen.

Wir sagen hier, dass die Knotenpunkte A,, 4,,..., 4, die Kanten
eines Graphes «erschopfen», wenn jede Kante des Graphes in einem der
Punkte A,, A4,,..., 4, endet.

In die Sprache der Matrices tiberselzt besagt der Satz:

Fur jede Matrix ist die Minimalzahl derjenigen Reihen (Zeilen
und Spalten), welche in ihrer Gesamtheit simtliche nichtverschwin-
dende Elemente der Matrix enthalten, gleich der Maximalzahl paar-
weise reihenfremder nichtverschwindender Elemente der Matria.

Dénes Kinig.
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KIEGESZITES A VEKTORANALIZIS
INTEGRALTETELEIHEZ.

Jol ismeretes a kovetkezd két integraltétel :

Ha X, Y, Z az x, y, 2 derékszogti koordinatiknak folytonos
differencidlhdnyadosokkal bird fiiggvényei, toviabba ¢ az ayz
térnek tartomdnya és ¢ az a zirt feliilet, mely e tartomanyt
hatarolja, akkor

fff(%Jr %+%§‘)"=ff,, (Xat-YB+Zp)ds (1)
és

9X oX oY
0% dy -0z

Y 8y ay |, :
[ff;%—aya—z de=ils:s @

0Z 07, 0Z

[T x a0z

ahol dr jelenti r-nak térfogatelemét, do a o-nak feliiletelemét,
a, 8, r a do kilsé normalisdnak irdnycosinusait és T a XYZ-tér
-azon tartomanydnak térfogatat, mely az xyz-tér ¢ tartomanys-
nak megfelel.

A fenti harmas integralok integrandusai a A-ra vonatkozé

0X X JdX

Fr SR e

8y ey . 8Y Lilan peRs el pa

Oz —87—*—1 3 —A+A<8x ay'+6z)+ 3)

GE- oL - R L[0(Y,2) | 8(Z,X) , 8(X,Y)

PR i “[a(y,z>+a(z,x>+a(x,y>]+
XY, 2

T 3w
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egyenletben mint egyiitthatok fordulnak el6. Az euklidesi térre
korlatozott tenzoranalizisben a (3) egyenlet bizonyos szerepet
jatszik. Ha ugyanis az X, Y, Z fiiggvényekkel vektorteret de-
finialunk, akkor ‘a :

90X = 9X:m0X
B Ay 0%
OYols gl e
B oy or
az i/A 7

o' 0y Oz
mennyiségek egy (mdsodrendi) tenzort hatdroznak meg. A (3)
egyenlet ennek a tenzornak karakterisztikus egyenlete és igy
minden orthogondlis transzformdcioval szemben invarians.

Az (1) és (2) képletekbSl nyilvanvalé, hogy az. ott fellépé
harmas integralok pusztin a r tartomény hatarfeliiletétol fiigg-
nek. Erdekes megvizsgdlni, hogy a (3) egyenlet még hianyzo

G (Y, Z) , 9(Z X) + (X, Y)
0 @ez) 0.(z,.%) a(x, y)

egyiitthatojara milyen hasonlé integraltétel érvényes. Ez a jelen .
dolgozat targya.

+

x

A szobanforgd £ kifejezés igy alakithato dt:

o= (X — 1)ty Ve - X )+
+ 5 (g~ o)
és egyszersmind
da i SR
| a2~ X 50

tehat
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l(i 3Y+ZH+

Hl

+@Mﬁ+@ ol o (2 + oy + )]
Ul ( 8X+y8;\ ’*“a‘?")_“a%( %_*_)%)/__*_/zz))_
. adz ( 24 St ¥ 5 Sty )
amibél kovetkezik (az (1) képlet alapjén), hogy
ﬂ Qdf—f aX + az ) (Xa+YB+Zy)do —
ﬂﬂx—+r”+7 oo 5
Jeloljiik az X, Y, Z vektort réviden a-val. A—+ 4 ik i

dy Jz
kifejezés tudvalevéleg skalirmennyiség; ezt a divergencidjinak
nevezik (div a); tovabba

y :
\—X+Y +7i’i‘—,‘\—+)"Y Ty
“or ey e

annak a vektornak harom koordinataja, melyet a-bol ‘@ szerinti
differencialassal nyertink és amelynek szokasos jele : (_c—t’ grad) a.
Rendeljiink még a do elemhez egy do vektort, mely do
hosszlisaggal birjon és a feliletelem kiilsé normalisa szerint
legyen irdnyitva és jeloljik két vektor belsé szorzatat a két
vektor jele kozé tett ponttal.
Ezek utan a kapott integraltételt igy irhatjuk:

2 fIf, @d= = ] (@iv &) a — (@ grad) a].de 5)
vagy ismert, az (_t; grad) miiveletre vonatkozo dtalakitas utan
2([f. 2dz = [[, ((div @) @ 4 a < rot @ — 3grad (@.a)].d,  (6)

i el 9
aZ 9Y oX 0z 9Y _)ﬁvektort, grad ¢

aholrotaa—a—y———%, e Al el 7
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9 9 4 Lemleis: ’
,—’pf, --i, % vektort jelenti és >< a kiils6 szorzat szim-
dx’ dy ’ 0z

boluma.

Ha specidlis esetképpen

a= ¢ grad ¢,
akkor

*

Ha a (div;t’);—(; grad); vektort a o feliileten meg akarjuk
hatarozni, akkor ismerniink kell az a vektorteret ezen a felii-
leten és e felilletnek valamely (akarmilyen kicsiny) térbeli kor-
nyezetében. Azonban e vektornak csak arra a komponensére
van szikségiink, mely a felilletre merdleges. Ezt a komponenst
kiszamithatjuk pusztin a felilletre vonatkozé adatok alapjdn.

Allitasunk helyessége magabol a (4) képletbél azonnal folyik,
midén a o feliilet sik lapokbol &ll. Ha ugyanis a koordindta-
rendszert tigy helyezziik el, hogy az ay sik e lapok valamelyi-
kével Osszeessék, akkor a (4) képlet jobboldali integrdljanak e
lapra vonatkozo része

z szerinti differencidlast nem tartalmaz, hanem csak olyan
differenciilisokat, melyek e lap mentén végzendok. Kavetkez-
tetésiink minden lapra és igy az egész poliéderfeliiletre érvényes.

Az altaldnos esetben 0gy igazolhatjuk legegyszertbben alli-
tasunkat, hogy a (4) jobboldalan szerepld integralt feliileti ko-
ordinatak segitségével fejezzitk ki. Legyenek szokdsos jel6léssel
u, v a felilleti koordinatak,
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ds* = Edu® 4 2Fdudv + Gdv?
a feliileti ivelem négyzete és
H=yEG -~
Vezessiik be az (X, Y, Z) vektor U, V feliileti kovarians
komponenseit

T=x2 gy g0

“

v’

- és ugyane vektor U,, V, felilleti kontravarians komponenselt
melyek az

EU 4+ FV,=U

FU + GV, =V
egvenletekbdl adodnak. Legyen végre N a vektornak az a kom-
ponense, mely a feliiletre merdleges. Ezek utan a (4) képletet
a kovetkezé alakban irhatjuk fel:

[ e = 2+ o)

— g [ + 2 Jawa

ami allitasunk helyességét kozvetleniil igazolja.

8)

Sziies Adolf.

COMPLEMENT AUX THEOREMES D’INTEGRATION
DE L’ANALYSE VECTORIELLE.

Dans un champ de vecteurs (X, Y, Z), on forme les neuf dérivées:
X 0X 0z

Fx’ oy 9z
2%,2) 04X , (XY
3(yy 2)e 05 0) 5 . 0:(m 4)

est de montrer que toute intégrale de volume de cet invariant 2

. On sait que la somme £ des trois jacobiens

est un invariant. L'objet de D'article

s'exprime par une intégrale de surface dont le calcul n’exige que la

connaissance du vecteur (X, Y, Z) sur la surface.
Adolphe Sziics.
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A MONOTON FUGGVENYEK
DIFFERENCIALHATOSAGAROL.

1. LeBeseue francia matematikusnak a ponthalmazok méré-
sére és a hatdrozott integralra vonatkozo alapveté vizsgalatai-
nak egyik legjelentésebb eredménye az a tétel, hogy minden
monoton figquény majdnem mindenitt differencidlhato. A tétel
Lesescue 1904-ben megjelent konyvében all el6szor, és pedig
az utolso fejezet utolsd bekezdésében,* ugyszolvin mint az egész
elmélet egy végsé kovetkezménye. Ezzel szemben a tétel szo-
vegében sem az integral, sem a mérték fogalma nem szerepel;
legfeljebb az utobbi szerepel liatszolag, amenyiben a «majd-
nem mindeniitt» kifejezés azt jelenti, hogy mindeniitt, vagy eset-
leg egy olyan halmaz kivételével, mely tetszésszerinti kicsiny
0sszhosszlsdagh véges szamu vagy végtelen sok intervallumba fog-
lalhato be. Az ilyen halmazt O-halmaznak, vagy 0 mértéki hal-
maznak nevezik, de az elnevezés dacara a fogalom a mérték-
elmélettél fiiggetlen, vagy azt is mondhatjuk, hogy ennek az
elméletnek egy el6készité fogalomalkotasa ¢és tekintetbe jové
tulajdonsagai néhany széban megadhat6k és bebizonyithatok.?

1 H. LEBESGUE: Lecons sur l'intégration et la recherche des fonctions
primitives, Paris, 1904, p. 128. Az idézett helyen a tétel egy altalanosabb
fiiggvényosztalyra, a korlatos valtozasi fiiggvényekre sz6l; mivel azonban
(. JorpAN szerint minden korlatos valtozasu fiiggvény két monoton noé-
vekvé fiiggvény kiillonbsége gyanant allithato els, azért az altalanosabb
tétel lényegében azonos a szovegben idézett specialis esetével.

2 A tekintetbe jové tulajdonsagok a kovetkez6k: 1. a pont O-halmaz;
2. 0-halmaz minden részhalmaza is 0-halmaz; 3. véges szamu, vagy még-
szamlalhatoan végtelen sok 0-halmaz egyesitési halmaza ugyancsak 0-hal-
maz. Az elsé kett§ evidens; a harmadik bebizonyitasa a kovetkezd : fog-
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A tételnek az integralds elméletétdl fiiggetlen modon valo
bebizonyitisdval legeldszor Faser foglalkozott.® Csaknem ugyan-
abban az idében jelent meg a Youne-hdzaspiar bebizonyitasa.*
Ennek, valamint a kés6bbi bebizonyitéasok koziil csaknem mind-
nek, leglényegesebb eszkéze egy-egy «fedési» tétel, melyek ko-
ziil leginkabb ismeretesek Lesescur ldnctétele és a Viravi-féle
tétel.® A kovetkez6é sorokban egy olyan bebizonyitist ismerte-
tek, melyben a fedési tételek szerepét egy csaknem evidens
segédtétel veszi at. Egyszer voltan kivill ennek a segédtétel-
nek még az az elénye is megvan, hogy a kérdéses 0-halmazok-
nak kis 6sszegi intervallumokba valé befoglalisat elére meg-
‘hatarozott moédon, szinte gépiesen eszkézli, mig az emlitett
fedési tételek, legaldbb is hasznilni szokott alakjukban, csak az
ilyen befoglalis lehetdségét biztositjak.

Egyelére még azt is folteszem, hogy a fiiggvény folytonos ;
az altalanos eset targyalasihoz sziikséges modositasokat utébb
részletezem.

2. Segédtétel. Ha g(x) eqy az a <a < b in'ervallum-
ban folytonos figguény, akkor az intervallum belsejében fekvd
azon helyel: dsszesége, amelyekhez van az intervallumban olyan
x' >, hogy g (') > g (@), nyitolt halmaz és ennélfogqua véges
szdmi vagy wmegszdmldlhatéan végtelen sok eqymdsba nem
nyulo  (a, be) myitott intervallumbdl dll; valamennyi ilyen
mtervallumra g (ax) < g (by).

laljuk be a kérdéses O-halmazokat egy-egy olyan intervallumrendszerbe,
melynek 0Osszhosszusaga rendre kisebb, mint %/, %/,..., */on,...; akkor
ezaltal egyszersmind az egyesitési halmazt is befoglaltuk olyan rendszerbe,
melynek 6sszhosszusaga kisebb, mint &

3 G. FaBer: Uber stetige Funktionen II, Math. Anmalen 89 (1910),
pp. 372—443.

4 W. H. Youneg and GRAcE CHisHOLM YounG, On the Existence of a Dif-
ferential Coefficient, Proceedings London Math. Soc. 2, 9 (1910—11),
pp. 3256—335. ;

5 A fedési tételeket és azok irodalmat illetSleg 1. T. H. HILDEBRANDT,
The Borel Theorem and its Generalizations, Bulletin American Math. Soc.
32 (1926), pp. 423—474.
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A segédtétel bebizonyitasa. A kérdéses halmaz nyi-
tott, mert ha ¢ (x’) > g (z,), akkor a folytonossag kévetkeztében
még az x, elég kis kornyezetében fekvé ax-ekre is g (x')>g (x).
Legyen (ax, br) a halmazt alkotd nyitott intervallumok bér-
melyike, gy hogy tehat a b, pont mir ne tartozzék a halmaz-
hoz. Megmutatom, hogy minden W< x,<< br-ra ¢ (o) = g (br);
ebbdl a folytonossag alapjan (x,—ax) kovetkezik, hogy g (ax) <g (b).
Legyen x; a legnagyobb olyan az (x,, by) intervallumban fekvé
érték, amelyre g () = g (x,). Ha x, = by, akkor allitasunk evi-
dens. Ellenkezé esetben a foltevés szerint van olyan 2'>ax,,
hogy g («') > g (a,). Mivel viszont x, értelmezése szerint minden
X, <a = bera g@) < gx,) < g(x) azért a kérdéses ' > b.
Tovabba, minthogy b)r nem tartozik halmazunkhoz, azért
g (br) = g (@"). Vagyis g (x,) < g (x) < g (@) < g (b). Ezzel alli-
tdsunkat bebizonyitottuk.

3. Tétel. A folytonos monolon fuggvény majdnem min-
deniitt differencidlhato.

A tételebebizonyitdsa. Elegendé a névekvd fiiggvé-
nyekre szoritkoznunk. Jelentsen f () egy az a <2 < b inter-
vallumban folytonos névekvé fiiggvényt, D+ f (x), D, [ (), ill.
D~f (x), D_f (x), vagy réviden D*, D,, D=, D_ jelentsék a
jobb-, ill. baloldali fels6 és alsé derivéltakat, azaz az

[(x+ h) — [ (@) a [@)—[@—h
h ' h

killonbségi hanyadosoknak legnagyobb és legkisebb torlodasi
értékeit. A tétel bebizonyitasahoz elegendé megmutatnunk, hogy
1. majdnem mindeniitt D+ < oo ;¢
2. majdnem mindeniitt D+ < D_.
Mert elészor is 2.-b6l, ha azt az ugyanesak novekvé — f(— x)
f iiggvényre alkalmazzuk, kévetkezik, hogy
2'. majdnem mindenitt D-< D,.

6 1. helyett mar elegendd volna csak azt megmutatni, hogy majdnem
mindeniitt D, <<oo.
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A 2, és 2'. egyenlétlenségeket az evidens Dy < D+ és D_< D~
egyenlotlenségekkel kombindlva: D*< D_< D-< D, < D+,
tehat-a négy mennyiség egyenlé és kozos értékik 1. folytan
véges, mar t. i. majdnem mindeniitt, azaz [ (x)-nek majdnem
mindeniitt meghatdrozott véges differencidlhianyadosa van.

Az 1. allitas bebizonyitésa. Elegend6 az (a, b)
intervallum belsejében fekvé a helyeket tekinteniink. Ezek ké-
ziil azok, amelyekre DT=oo, nyilvanvaléan foglaltatnak azon
@ helyek Osszességében, amelyekhez van olyan 2’ (x<a'<b),

hogy :
x'—x
azaz
f@)— Cx'>f(x) — Cu,

ahol (' tetszésszerint megadott szam. Segédtételiink szerint, ha
azt a g (®) =f (x) — Gz fiiggvényre alkalmazzuk, ez utobbi
helyek halmaza olyan egymédsba nem nyulé nyitott (ax, bx) inter-
vallumokbo] &ll, melyekre

[ (bx) — [ (@) = C (b — an).
Tehat, és mivel f(x) novekvd, azért

f)—fla)= %(f (b) — [ (@) = G 2 (b — o).

Ha tehat C-t elég nagynak valasztjuk, az (ax, by) intervallumok
6sszhossziisaga tetszésszerint kicsiny lesz. Ezzel az 1. allitdst
bebizonyitottuk.

A 2. allitas bebizonyitdsa. Legyen 0<ec< C és
tekintsiik az (a, b) intervallum belsejében fekvé azon x helye-
ket, amelyekre D_< c. Az imént végzetthez analog meggondo-
lassal, a segédtételt az [(—x) + cx fiiggvényre alkalmazva, a
kérdéses helyek oOsszességét olyan egymasba nem nyaldé nyi-
tott (ax, br) intervallumokba foglaljuk be, melyekre nézve

f ([)k) e f (ak) =¢c (bk = (Lk).

Mindegyik ilyen - (ax b)) intervallum helsejében kiilon-kiilén
tekintstik azon « helyeket, melyekben DT> C, akkor a fenti
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eljarassal ezeket olyan 0jabb, a mar nyert intervallumokban
fekvé, egymasha nem ny0lo, nyitott (@, bi) intervallumokba
foglaljuk be, amelyekre nézve

f (br) — [ (ar) = C (brr — ar)-

Ha a két eljarast valtakozva folytatjuk, az egymasba skatulyd-
zott nyitott halmazoknak sorozatat kapjuk; ha ezek Osszhosz-
szat rendre 3, 3,,...-vel jeloljik, ugy a két legutobbi egyen-
létlenséghél adodik, hogy

k

C2,= C’;t (bri — ) = X 12 {f (br) —f (a‘k.l)}‘ =

< ;‘ (00 — [ )} < c :: (b~ an) = ¢ 2,

vagyis 3, <3423, ahol 0:—2—. Ugyanigy 4ltalanosan %o, <939, 1;

minthogy ezenkiviil nyilvan 2a, 1= Zon, azért 2y, 1= 2o, <9"21—0.
Tehat azon x-ek halmazat, amelyekre D_<c¢ és egytttal D' >,
esetleg a félhaszndlt intervallumok valamelyikének kezdd- vagy
végpontjai, vagyis egy legfeljebb megszéamlilhatoan végtelen és
ennélfogva O-halmaz kivételével, tetszésszerint kicsiny 0ssz-

hosszlisaghl intervallumrendszerekbe foglaltuk be, azaz a D_<e¢ -

és DT >C relaciokkal jellemzett halmaz 0 mértéki.

Ha mér most valamely » helyen ) < D', akkor van két
olyan pozitiv raciondlis ¢<C, hogy D_<c¢<C<D™. Vagyis, ha
a ¢, € értékeket végigfuttatjuk a pozitiv raciondalis szampéarok
megszamlalhato 6sszeségén, akkor a megfelel végtelen sok
kivételes O-halmaz egyesitési halmaza, mely tehdt szintén 0-hal-
maz, az Osszes olyan helyeket, amelyeken D_< D", magiban
foglalja.

Ezzel a 2. allitast és ennélfogva a tételt is bebizonyitottuk.

%4. Nem folytonos monoton fiiggvény esetében mindenckel6tt
valamivel altalinosabb segédtételre tamaszkodunk, t. i. a g (x)
fiiggvényrél az (a, b) intervallum belsejében a folytonosség he-
lyett csak a g (x—0) és g (@ + O0) hatarértékek létezését és a
felillr6l valo folytonossdgot, azaz azt tesszik fel, hogy g (x) e

Matematikai ¢és Fizikai Lapok. XXXVIIL. 9

D it
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két hatarérték egyikénél sem kisebb. A segédtétel allitisa eb-
ben az esethen is érvényes, bebizonyitdsa szoszerint viheto At ;
csupan ¢ (ax) helyébe teendé a g (ax+0) érték.”

A tétel bebizonyitasa is igyszolvan szészerint megismétel-
heté. Csupan azt a megjegyzést kell elére bocsatanunk, hogy
novekvé [ (x)-nél az altalanossig veszélyeztetése nélkiil foltehet-
jiik, hogy a fiiggvény jobbrol folytonos, azaz hogy f (x) = f (x+0).
~ Ugyanis az ugrasi helyek halmaza megszamlilhato, tehat 0-hal-
maz és ezért az ott valo differencialhatatlansig a tétel szem-
pontjabol irrelevans. Masrészt, ha « folytonossagi hely, tgy ‘az
[ (x~+h), ill. f(x—h) értékeknek a megfelel kiillonbségi hanya-
dosokban az [ (x+h-+0), ill. [ (x—h+0) hatarértékekkel valo
kicserélése csak ront a helyzeten, t. i. a jobboldali kiilonbségi
hinyadost csak nagyobbithatja, .a baloldalit csak kisebbitheti.®
Tehat az f(x) = f (x-+0) fiiggvény jobboldali fels6 derivaltja a
folytonossagi helyeken nem kisebb, a baloldali alsé derivaltja
pedig nem nagyobb, mint az eredeti f (v) fiiggvényé. Az 1. és
2. egyenldtlenségek tehat, ha azokat az f(x)-re bebizonyitjuk,
a fortiori érvényesek az eredeti f (x)-re is, legalabb is a foly-
tonossagi helyeken. Mar pedig az f(x) figgvényre az 1. és 2.
bebizonyitésa Ggyszolvin szoszerint dtvihetd, természetesen a
modositott segédtétel folhaszndlasaval. A 2. relicio viszont
ismét a — f(— x) fiiggvényre valo dtmenettel adodik.

Ezzel a tételt nem folytonos monoton fiiggvény esetére is
bebizonyitottuk.

Riesz Frigyes.

7 A segeédtétel egy tovabbi kinalkozo és ugyancsak hasonléan bebizo-
nyithato altalanositisa az, melyben ¢ (z)-r6l csak azt tessziik 51, hogy
feliilrél félic folytonos és a ¢ (r+40) hatarérték szerepét a jobboldali leg-
nagyobb forlodasi érték veszi at.

% Ismeretes és konnyen bebizonyithato az is, hogy a folytonossagl helve
ken az f (x) és [ (24+0) figgvények két-két megfelelé derivalt értéke (pl. a
két jobboldali felsi derivalt) rendre egyenlék egymassal. Erre a pontosabb
tényre azonban nincsen sziikségiink.
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SUR L’EXISTENCE DE LA DERIVEE DES FONCTIONS
MONOTONES.

Démonstration directe et élémentaire du théoréme classique de M.
LLEBESGUE. .d’apré"s lequel toute fonction monotone admet, presque par-
tout, une dérivée finie et déterminée. La démonstration est basée sur
le lemme suivant. Soit g (x) une fonction continue dans Uintervalle
a<x<<b ou plus généralement, supposons qu’elle y admette les valeurs
limites g (x—-0) et g (x+0) et que la valewr g(x) elle-méme ne soit
infériewre a aucune des deux limites. Alors Uensemble des x inté-
rieurs a (a, b) et tels qu'il existe un x' >x de sorte que g (x') > g (x),
est owvert c’est-a-dire qu'il se décompose en un nombre fini ou
une infinité dénombrable d'intervalles owverts et disjoints (ax, by).
De plus on aura, pour chacun de cesintervalles, g (ax+0)< g (bg).

Frédérie Riesz.

G*



A CSOPORTKARAKTERISZTIKAK ELMELETEROL..

Bevezetés.

Dolgozatom célja a FroBentus-féle csoportkarakterisztikak
elméletének egyszerii és. elemi megalapozasa. A esoportkarak-
terisztikak elmélete tudvalevileg szoros oOsszefiiggésben all a
linedaris transzformaciocsoportok elméletével, melyet Ranos Gusz-
TAv egy szép dolgozatiban' fontos eredményekkel gazdagitott
az adjungdlt helyettesitési csoportok tulajdonsagainak feltard-
saval.

Réviddel Froentus — elég bonyolult — megalapozisa utan *
felmeriilt a kivansag az elmélet egyszerisitésére. Elsé helyen
Burnsine ? vizsgalatairol kell megemlékeznem, akinek nagy ér-
deme, hogy az 0. n. irreducibilis csoporteldillitisok egy altala
felfedezett fontos tételének felhaszndlasival lényeges egyszerii-
sitéseket ért el. Utana Scrurnak* sikeriilt — ugyancsak az
emlitett Burnsipe-féle tétel alkalmazasaval — a karakterisztikak
elméletét igen egyszert és dttekinthetd alakra hoznia.

Ezek a megalapozasok azonban olyanok, hogy a véges cso-
portok irreducibilis elédllitasabol indulnak ki, egy olyan elmé-
letb6l, amely az absztrakt csoportelméletnek — véleményem
szerint — inkabb alkalmazisa, mint segédeszkdze. Kiilonosen

1 Az adjungalt bilinear alakok elméletéhez, Mathematikai és Termeészet-
tudomdnyi Ertesité, XIX, (1896), 165. 1.

2 Sitzungsberichte der preussischen Akademie, 1896, 985. és 1343. L. ;
1897, 994. 1.; 1899, 482. |.

3 Acta Mathematica, 28, 369. 1. és Proec. London Math. Soc., Ser. 2»
141720,

& Sitzungsberichte der preussichen Akademie, 1905, 406. 1.
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szembeotlé ez a korilmény, ha a FroseEnivs-féle. elméletet a
megszamlalhato sok elembdl &ll6 végtelen csoportokra akar-
juk kiterjeszteni. Egy el6z6 dolgozatom® — amelyben az ilyen
végtelen kommutativ csoportokra viszem &t a karakterisztikak
elméletét — szinte el6késziti a talajt az itt jelzett vizsgalatokra,
melyeknek célja tehat a csoportharakterisztikdlk elméletét az
irreducibilis elddllitdsok felhaszndldsa mélkil kifejteni, mert
ez a fogalom végtelen csoportok esetére nem viheté at.

Az itt kozolt megalapozas teljesen elemi jellegii. Hogy meg-
mutassam, hogy még a csoportelméletbol is milyen kevés. tényt
kell felhasznalnom, az 1. §.-ban 0Osszedllitom mindazt (rovid
bizonyitassal egyiitt), amire sziikkségem van. A 2. §-ban kifej-
tem a csoportkarakterisztikak elméletét ; a matrixkalkulust minde-
niitt felhasznilom, de ennek az elméletnek is csak a legegysze-
riibb, kézismert tényeit.® Fontos szerepe van annak a tételnek,
hogy feleserélheté HermiTe-féle matrixok szimultdan a diago-
nalisalakra transzformdlhatok. A matrixelmélet ma mar nem-
csak a mathematikdnak, hanem a fizikdnak is elengedhetetlen
segédeszkozévé valt; az a korilmény, hogy a csoportkarakte-
risztikak fogalma is fontos szerephez jutott az Gijabb quantum-
elméleti vizsgdlatokban, talin nem teszi feleslegessé az itt nyuj-
tando 1j megalapozast, amely véleményem szerint talin még
egyszeribb is, mint a Scuur-féle.

5 Mathematische Zeitschrift, 33, 129. 1.

6 A matrixelméletben szereplé fogalmakra a kovetkezd jeloléseket fogom
hasznalni. Egy M matrixban a sorok és oszlopok szerepét felcserélve, az
igy nyert matrixot M transzpondlijanak mondom, jele M'; az M inverz
matrixanak (ha létezik) jele M~'. Egy matrix minden elemét a konjugalt
komplex szammal helyettesitve M konjugdlt matrixa ered; jele M. Egy
valos elemii matrix szimmetrikus, ha M—M'; egy komplex elemii matrix
Hermite-féle, ha M=M'. Az M matrix diagonaliselemeinek osszege az M
nyoma ; jele Ny (M). Az M matrix diagondlismatriz, ha minden eleme,
mely nem a diagonalisaban all, egyenlé nullaval. Egy valos, vagy komplex
elemii matrix orthogondlis, ha M'=M-1, (a német irodalomban komplex
elemii matrix esetében gyakran az «unitir-orthogonal» kifejezés hasznala-
tos). Az M és N matrixok aequivalensek, ha M=P-1NP, ahol P egy tetszé-
leges matrixot jelél. e



134 HAAR ALFRED.

A jelen vizsgalatok folytatasaként egy késébbi kozlemény-
ben targyalni fogom a csoportkarakterisztikak elméletének Gssze-
fiiggését' az irreducibilis el6allitasokkal. Bar ezek a vizsgalatok
nem tartoznak szorosan a csoportkarakterisztikak elméletéhez,
mégis, tekintettel arra a tagadhatatlan tényre, hogy az irre-
ducibilis eldédllitasok elmélete a legfontosabb alkalmazisa a
csoportkarakterisztikaknak, sziikkségesnek tartom ramutatni arra,
hogy az dltalam kovetett eljards a csoporteldallitasok elméletét
is egyszertien kiadja. Vizsgdlataim tehat éppen forditott sor-
rendben haladnak, mint az emlitett Burnsibe- és ScHur-féle
megalapozasok ; mig ndaluk az irreducibilis eldallitisok szol-
galnak kiindulisi .pontul, nilam ez csak mintegy fiiggeléke az
elméletnek.

1. §. Csoportelméleti elfkészités.

1. Vizsgalataimban a véges csoportok elméletének csak né-
hiny igen egyszeri, jol ismert tényét kell felhasznilnom ; talan
megengedhets, ha — teljesség kedvéért — ezeket a jelen §-bhan
kifejtem. '

Az adott m-edrendii csoport elemeit nagy bettikkel jel6lom ;
I az egységelem. Két elem, A és B, konjugalt ha létezik blyan
A elem, hogy ;
2 =R i 5 9 3

Kézvetleniil lathato, hogy 1° az igy definialt konjugaltsag
szimmetrikus - és tranzitiv fogalom, 2° A és B konjugiltsaga-
bol kévetkezik, hogy A~ * és B! is konjugalt elemek, 3° K csak
onmagaval konjugdlt. Ezek a megjegyzések elvezetnek a cso-
portnak osztilyokra valé bontdsira, a kovetkezé definicio ér-
telmében : egyméssal konjugdlt elemek Osszeségét osztalynak
-~ mondjuk; valamely osztaly osztdlyszdmdn az illeté osztalyba
tartozo, elemek szamat értjitk. (Az osztalyszimok osszege —n.)
Az egységelem 6nmaga nyilvin (v. 6. 3°) osztalyt alkot; ez az
eqyséqosztdily. Valamely osztélyba tartozo elemek inverz elemei
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ismét (v. 6. 2°) osztalyt alkotnak; ez az eredeti osztily inverz
oszldlya.

Az osztdlykompozicio fogalmara a kovetkezé megfontolasok
vezetnek. Legyen A és B két osztaly; az elsét a csoport A,
A,,..., A, elemei, a masodikat a csoport B,, B,...., By elemei
alkotjak. A :

B A By, ByA B, ..., BiABy'
elemek sorrendtél eltekintve megegyeznek az
ARt A
elemekkel, ennélfogva a kovetkezo két sorban allo elemek

BAy, BiAgor: i Bidka;
B R

is csak sorrendben térnek el egymistol. Ebbol kovetkezik, hogy ha
felirjuk az A,B, elemek Osszeségét (p=1,2,..., a, q=1,2,...,8),
— ahol minden igy keletkezett elemet annyiszor irunk fel,
ahanyféleképpen ebben az alakban eléallithato — és hasonlo-
képpen a ByA, elemek Osszeségét, a két Gsszeség megegyezik.
Az igy nyert af szamu (nem okvetlenil kiilénb6z6) elem
osszeségét AB-val vagy BA-val jeloljik s a két oszidly szor-
zatdnak mondjuk. Az osztilyok szorzasa kommutativ és asszo-
ciativ operacio. AB altalaban nem osztaly; ellenben konnyen
atlithato, hogy ha valamely (' elem k-szor fordul elé ebben az
osszeségben, akkor minden C-vel konjugalt elem ugyancsak
k-szor fordul eld AB-ben. Legyen u. i. €= 4,B, ha a (p, ¢
szampar a kilonbozé (py. q1), (Par Ja)s---» (Pks qi) szamparok
egyikével egyenld; akkor az

XACX = (X 14X (X B, X)

relacio mutatja, hogy a G-vel konjugalt X~ 'C/X elem legaldbb
annyiszor dllithato el az A,B, alakban, mint (i, amib6l — a
kovnjugéltsag szimmetriatulajdonsiga miatt — allitasunk kovet-
kezik.

Vezessiik be a kévetkezd jeloléseket : legyenek €€y, ..., €
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az adott »-edrendi csoport kiilonbozé osztilyai, €, az egység-
osztaly s a megfelel6 osztdlyszamok n,=1, n,,..., ny; a €, és
G osztalyok kompoziciojibol keletkezett €,C5—=C,€, Gsszeség-
ben a €, osztily minden eleme cus-szor szerepel, ahol tehdt
Capy €2y pozitiv egész szam, vagy nulla. Ekkor a
Cals = €lu = CaptCi + CopCe ++ -+ + CaprCn (1)
(e, p=1,2,..., h)

szimbolikus reldcionak az a jelentése, hogy ha a €, osztily
elemeit Cqpy-szor irom fel (=1, 2,..., k), megkapom a €, és
€4 osztdlyok szorzasabol keletkezett osszeseget i

Szitkségiink lesz még a kovetkezékben Capt ertekele A kon-
jugdltsag 2° tulajdonsaga miatt inverz osztilyok osztilyszdma
megegyezik ; ha tehat €, és @ﬂ inverz osztalyok, akkor szorza-
suk nyilvin annyiszor eredményezi az egységelemet (azaz az
egységosztalyt, € -et), amekkora az osztalyszamuk; tehat ebben
az esetben Cug = M. = n; ha pedig €, és €z nem inverz osz-
talyok, akkor a €,C; Osszeség nem tartalmazhatja KE-t, tehat
Capt = 0.

2. A csoportok matrixokkal valo 4. n. requldris elddllitdsa
kapesolatos azzal a jol ismert ténnyel, hogy minden véges cso-
port izomorf a permutaciok ama csoportjéval, amelyet az

permutaciok alkotnak, ha X az adott esoport valamennyi ele-
mén veégighalad. Ha minden egyes csoportelemhez egy hataro-
zatlant rendeliink (A-hoz a4-t sth.), akkor a fenti permutdcio-
esoport a linedris transzforméciok kovetkezé esoportjaba megy at :

xa(=)xax, (=)rBx, c(=)xcxy... (X=birmely csoportelem).

7 Az (1) relacio két oldalan felirt osszeségekben az elemek szamanak
megolvasasa az %
naty = 3 oy
4 ¥
egyenleteket szolgaltatja.
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Ezen (nyilvan orthogondlis) transzformaciok mitrixai — melyek
természetesen szintén izomorfak az adott csoporttal ==)570)-
galtatjak a kérdéses reguliris eldallitast. Jeloljiik az X elemhez
tartozo igy nyert mdtrixot (a fenti linedris transzformdcio
matrixat) (X)-szel. (K) az n-edrendii egységmatrix; ha X = K,
akkor (X) minden diagonaliseleme = 0 (mert ellenkezd esetben
volna olyan P elem, hogy P--PX). Csoportunk inverz elemei-
hez inverz matrixok tartoznak: (X% = (X)"*'; s mivel az (X)
matrix valos és orthogonalis, azért inverze ugyanaz, mint

transzponaltja, tehat (X~ %) = X', ha — mint szokdsos — a
transzpoziciot vesszével jelezziik. <
Ha a €, osztaly az A,, A,...., Ay, elemekbdl ill, akkor ren-

deljiik hozza a
Ce)=(A) + (Aa) +-tit (Ap,) (@=1,2..., 0

matrixot ; az egységosztalyhoz az egységmatrix tartozik, minden
mas esetben ismét olyan valos matrixhoz jutunk, melynek dia-
gonalisaban csupa 0 all. A €, inverz osztalydahoz az

(A7) + (A3Y) +--+ (A7) = (A + (A ++ -+ (Ans) = (€)'

matrix tartozik, -azaz inverz ‘osztilyokhoz tartozo matrixok egy-
mds transzponaltjai. :
Végiil az (1) alatti szimbolikus relaciok nyilvin atmennek a

h .
(Ca) (€p) = (Cp) (Co) = X Capy (€)) tap-1.2...m (1)
y=1

matrixegyenletekbe, amelyek egyrészt azt mutatjak, hogy
€,) = (E), ©,),..., (€

felcserélhetd (kommutativ) matrixok, mésrészt — az inverz osz-
talyok madtrixaira tett megjegyzés folytin — hogy e valos
mitrixok mindegyike a transzpondltjdval is felcserélhetd. (Az
utobbi tulajdonsaggal bird métrixokat tjabban normalis matrixok-
nak nevezik.)
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2. §. A csoportkarakterisztikak fogalma és a
kozottiik fenndallé fundamentalis osszefiiggések.

3. A véges csoportok regularis matrixeléallitisa konnyt-
szerrel elvezet a Frosenius-féle csoportkarakterisztikikhoz és
legfontosabb tulajdonsagaikhoz. Lattuk wu. i., hogy az egyes
osztalyokhoz rendelt (€)) matrixok (p =1, 2,..., h), vagy az ezek-
tél csak a sorrendben kiilénbozé (€,) matrixok (p=1, 2,..., h)
felcserélhetok. Ennélfogva feleserélheték a (€)) + (€)' és
1(€,) —i(C,) matrixok is; a (€,) + (€,) matrixok mindogyik\é
valdés szimmetrikus matrix, az ¢(¢,) — i(€,)" matrixok mind-
egyike pedig Hermite-féle matrix. Az ilyen feleserélhetd matrixok.
ill. a hozzdjuk tartozo bilinéaris formak, alapvetd tulajdon-

saga, hogy talalhato a hatarozatlanoknak egy oly — dltalaban
nem valos — orthogonilis transzformacioja, mely szimultian

valamennyi format az 0. n. diagonadlis alakba viszi at, azaz olyan
alakba, amelyben csak a tiszta tagok szerepelnek. A matrixok
nyelvén ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan (U) orthogonilis
amely azzal a

matrix melyre nézve tehat (IJ)~'= (U])
tulajdonsaggal bir, hogy az

(D ~1((€,) +(€,)) (U) és i (D) *(€,),— (€,)) (U) w-t2...m
matrixok mindegyike diagonalism:itrix. Ennélfogva az({/)~*(€,) (U)
matrixok is diagondalismatrixok ; legyen

¥ e
A2)
()2 (6,) (U) = u,,>=(9 R ) et 9o
VO 00 Ry

Az (1) alatti egyenlet, ill. az azzal aequivalens
5 y % h 5 o
(O €a) () (U)~* € (U)) = 3 eapy (V)" &) (U)
o
ésszefﬁggés, atmegy a fenti diagonalismatrixok kozott fennallo

y h
(Aa) (A/?) T Zica/ly (Ar)
y=
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egyenletbe ; ha ezt a maitrixegyenletet az elemekre atirjuk, nyer-
jik a kovetkez6 (Frosewwus-féle) egyenletrendszert :

rErl) = ;h]’caﬂ, e (I
(k=1,§!,.‘.,n:74;‘ 8=1,2,.... h). 3
Ezek a formulik (minden k-ndl) azt mutatjak, hogy lehet
az adott csoport minden egyes osztdlydhoz €.-hoz, olyan r®
szdmot rendelnti, hogy az lyy nyert . r¥ ..., mO szdmrend-
szer «kovesser az osztdlykompozicid (1) alatti szabdlydt.® Mint-
hogy (€, = (K), azért (4,) = (&), tehat

= S O

4. Miel6tt az (I) egyenletrendszerbél tovibbi kovetkeztetése-
ket vonnank le, mutassuk ki, hogy a fenti mellérendelés (min-
den k-ra) inverz osztdlyokhoz Fkonjugdlt komplex szdmokat
rendel, azaz ha (€,) és (€p) inverz osztilyok, akkor® rd) — ),
vagyis (4a) = (dp). U. i. a (4o) = (U)"'(€,) (U) = (U) (€,) (U)
egyenletb6l nyomban kovetkezik, hogy (4, = (O) (@,,)'(U), S
minthogy (€,) valés, azért (€)= (€,) = (€4); ennélfogva (tekin-
tetbe véve, hogy (4,) diagonalisméatrix lévén, (4s) = (A,.)). tényleg

(da) = (U)~* (€p) (U) = (4p).

5. Térjiink vissza az (I) alatti egyenletekhez. Osszegezés tt-
jan nyerjiik beldlik a :

n h n
k) polle) — N ik s
2100 = 3 Cogy D7 (a,8=1,2..., 0
k=1 y=1 ' k=1
osszefiiggéseket ; az ezekben fellépd
n »
b fr,(yk) (y=1,2,..., h)
k=1

Osszegek konnyen kiszamithatok. U. i. ez az Gsszeg nem egyéb,

mint a (4,) matrix nyoma. A nyom tudvalevéleg — a mdtrix-

8 A 7 alatti jegyzet mutatja, hogy az i, ig,..., ny, osztdlyszamok ki-

elégitik az (I) egyenletrendszert; ez a «trivialis» megoldas tehat a (3) ill.

(3’) alatti értékrendszerek egyike. : ‘ '
9 Valamely, @ komplex szam konjugaltjat a-sal jeldljiik.
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hoz tartozo szekularis egyenlet gyokeinek 6sszege — orthogo-
nalis invaridns, azért ez az osszeg egyenld a (€,) matrix nyoma-
val, azaz diagondiliselemeinek dsszegével. Ha €, nem az egység-

osztaly, akkor — mint laittuk — (€,) minden diagonaliseleme,
tehat a fenti 6sszeg is, nulla; az egységosztily esetén pedig —
minthogy =1 — a kérdéses 6sszeg =—n. Ennélfogva

n
2 7{1’() ;,-%k) 0 ctlﬁi n,
g by
s mivel (v. 6. 4.) Capr = M — M, ha €, és €y inverz osztilyok,
maskor pedig c,5 = 0, azért
i‘,r"‘)r"”: { M, ha €, és G4 inver:& osztriilyok',
o i 0, ha €, és € nem inverz ‘osztalyok.
Ezek az egyenletek, ha tekintetbe vessziik az inverz oszta-
lyokhoz rendelt szamokrol tett megjegyzést (v. 6. 4.), a kovet-
kezdéképen is irhatok :
MMy, ha a = 3,

k Ve
3 plk) plk) — {
o Tl 0, ha a=g.

@)

6. A (4,) diagonalismétrixokbol meritett n értékrendszer:
(8 ), ) (k=1,9,...,n) (3)

azonban nem mind kiilonbozé. (A k-edik és k,-edik értékrend-
szert természetesen akkor mondjuk megegyezonek, ha

pifal—— gl gty s pllee) s - [ glRe) = iplked) ),

W csoportkarakterisztikak elméletében donto jelentésége van

annak a tételnek, hogy a fenti értékrendszerek kozdtt pontosan
h szdmi kulonbozd értékrendszer foglal helyet. Ezt az allitast
két lépésben bizonyitjuk be; kimutatjuk elészor, hogy a kér-
déses kiilonbozo értékrendszerek szama nem lehet nagyobb
h-nal s azutan, hogy nem lehet kisebb Z-nil. :

Az elsé allitas igy mutathato ki: Ha az egymdstol kiilon-
b6z6  értékrendszerek szama h', akkor talilhatunk olyan w,,

Uy, ..., Up szamokat, hogy az

r{du, + r§u, +o-+ riPu, = r®  @=1,2....n
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kifejezések h' kiilonbozo értéket szolgiltassanak. Az (I) egyenlet-
rendszerb6l nyomban kovetkezik, hogy

h h
DR k) — Ik
TP Zugrl) = X CapyUpTy?,
A=1 B r=1

azaz — ha rovidség kedvéért a

h

> Capy Ug = oy (@,7=1,2..., h)

f—1

jelolést vezetjitk be — hogy

h
T =0 da,')‘(y") (e=1,2,...; h)
y=1
Fix k-nal ezt a rendszert az 7 =1, »{,. .., r{¥ mennyiségek

szamdra homogén linearis egyenletrendszernek tekintve, nyom-
ban adodik, hogy 7 kielégiti a kovetkezé h-adfoku egyen-

letet :
l du* k) d12 du,
e T
l dm dpe dp—r®

Minthogy a d., mennyiségek minden #-ra nézve ugyanazok,
kovetkezik, hogy h-ndl tobb kiilonboz6 értéke r™-nak nem lehet,
azaz hogy h' < h.

7. Hogy a h'=h allitast bebizonyithassuk, bevezetjik a ko-
vetkezo jeléléseket : A (3)alatti értékrendszerek koziil a A’ szimn
kiilonbozét jelsljiik

o, of,..., of)-val (k=1,2,..., k') (3"
és tegyiik fel, hogy ez az értékrendszer a (3) alatti értékrend-
szerek soraban fi-szor lép fel; [ tehat pozitiv egész szdm és
fi+fat+fw=mn A (2) alatti egyenletek akkor a kovet-
kez6 alakban irhatok :

14 ol
[ ep =

vagy, ha a szokdsos

NNg, ha a =g,
03 ha: a8,

tshaa =g
0, ha a+§g
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jelolést hasznaljuk,
n /‘ .f__ i
k_ k) L e
2 N €a nng of Oup )
k=1
(e, B=1,7,..., h).

Ezek az egyenletek f0gy is interpretalhatok, hogy a kovet-
kezé h' sorbol és h oszlopbol allé matrix :

/.1 (1) fl (1) 7;— (1)
nn, & Wik o nmy, &
Is fz (2) fe 2)
(M) = l/nn1 ¢ NNy N o o
[ In i g,
nn, ¢! nn, €2 nny, &

«oszloponkint» orthogondlis. Ebbél nyomban kovetkezik, hogy
az egyes oszlopokban -allo (h' szamu komponenssel biro) érték-
rendszerek lineiarisan fiiggetlenek egymastol. U. i. ha fennallna-

nak kozottik a
h

f & : /
©p. — (0 (k=1,9,.:5 k)
Z nng 0 °

a=1
osszefiiggések, akkor ezeket az egyenleteket a l/ [ 9(") mennyi-

ségekkel kompondlva nyerndk, hogy s = 0. Mmthogy pedig a i’
szaml komponenssel biro értékrendszerek tartomanyaban h'-nél
tobb linearisan fiiggetlen nem lehet, ezért sziikségképpen h<h/,
s ezt az el6z6 pontban nyert eredménnyel egybevetve kapjuk,
hogy tényleg h'= h.

8. A fenti (M) matrix ennélfogva quadratikus orthogondlis
mdtriz, s az «oszloponkinti» orthogonalitdst kifejezé (4) alatti
egyenléségeken kiviil fenndllanak a «soronkiqti» orthogonalitas

relaciol is, azaz
E: f b
l/ (a) (’kb =0 (5)
nnk nnye

(a, b= <5 h).
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Ezekbol a megfontolisokbol az is kovetkezik, hogy a Fro-
veNtus-féle (1) egyenleteknek h szdmal kilonbozd megoldds-
rendszere van s ezek nem egyebek, mint a (3") alatti h szamu

rendszer.
Eddig elért eredményeink — jelesen az (M) mitrix orthogo-
nilis volta — mar tartalmazziak a Frosenws-féle csoportkarak-

terisztikik elméletének alaptételeit. Az atmenetet a kovetkezd
megallapitas szolgaltatja : ‘
Minden egyes esoportkarakterisztika (6sszesen h szami cso-
portkarakterisztikat fogunk definialni) az adott csoport minden
eleméhez egy szamot rendel, azaz — amint mondani szokis —
- csoportharakterisztika az illetd csoporton definidlt [igguény.
Ezek a mellérendelések mind olyanok, hogy konjugdlt elemek-
hez ugyanaz a szam tartozik, azaz tulajdonképpen minden osz-
talyhoz van egy szim rendelve (azaz a csoportkarakterisztika
osztalyfiiggvény). A h szam csoportkarakterisztika jelolésére
a /M, 9. 7P jeleket hasznaljuk; & mondottak értelmében,
ha a €, osztalyt a csoport A, 4,..... 4,, elemei alkotjik akkor

I(k) (Al) = Z(k)(AQ) Smeve == Z(k)(Anp) (k=1,2,..., h)

s ezt a kozos érteket y(€,)-vel is jeloljik. Kzek elorebocsa-
tasaval a k-adik esoportkarakterisztikat a kovetkez6képpen ér-
telmezziik : legyen

Vie o

YOEC,) = ——0p k=1,2%...h; p=1,2...0.  (6)
My

(Hogy mi késztette Frosentust arra, hogy a karakterisztikakat
e formula szerint definidlja és ne tegye egyszertien egyenlévé a
0% szimokkal, annak oka a linearis transzforméciok elméleté-
ben rejlik, melyre a- kovetkezé kozleményben tériink ki.)

9. A fenti definicié felhaszndldsaval az (M) quadratikus matrix
k-adik sora a kovetkezd alakot 6lti:
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s e matrix orthogonalitasat kifejezé (4) és (b) relaciok a kovet-
kez$ oOsszefiiggéseket szolgaltatjak :

V.o ¥ g 2 ®) (€)1 (€p) = dap @)
18 T i
e Z ey (C) 1 (€4) = dap (5')
Az (5") egyenletek a kovetkezé alakba is irhatok:
1 R
il LA () O (A) —
n (%Z i (A)I (A) : 8ab:

ahol > azt jeloli, hogy az Osszegezést a csoport Osszes ele-
(&

meire kell kiterjeszteni.
Végiil az (I) alatti egyenletrendszer tekintetbevételével nyer-
Jik az
: h
D (Ca) 790 () = 3 Capy My y™ (&) (I')
k i =
egyenleteket.
Megjegyezhetjiik (v. 6. 4.) még a
79 (A=Y — 79 (4)

osszefiiggést, tovabbd, hogy a (I) egyenletrendszernek — a
koefficiensek valés volta miatt — a y*'(C,) szamol\ is meg-
oldasai. Ennélfogva

"‘)V(AC) X'(F(G;),.‘., 70(C)  k=1,8....0
is a h csoportkarakterisztika egyike; ezt a karakterisztikdt a
7" inverz, vagy konjugalt karakterisztikdjanak mondjak.
A (&) és (B') alatti Osszefiiggések a csoportkarakterisztikik -
fundamentdlis tulajdonsagai; ezek a relaciok azok, amelyek
bizonyos végtelen csoportokra is dtviheték.'® Fropenius még

10 T, i. (mint egy késébb megjelenendd dolgozatomban be fogom bizo-
nyitani) az olyan végtelen csoportokra, amelyeknél minden osztaly véges
szami elembdl all.
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kimutatta, hogy a §/fi szdmok egész szamok. Nem akarom e
helyen ezt a tételt bizonyitani, mert kés6ébbi kozleményem
eredményeibdl ez onként kovetkezik. Fontosnak tartom azt a
tényt, hogy a csoportkarakterisztikik alapveté tulajdonsagai az
irreducibilis linearis transzformaciok elmélete nélkiil, teljesen
elemi Gton indokolhatok.

Haar Alfréd.

ZUR THEORIE DER GRUPPENCHARAKT ERE.

Die Arbeit enthilt eine elementare Begriindung der Fropens’schen
Gruppencharaktere. Als Ausgangspunkt dient die bekannte regulire
Darstellung einer endlichen Gruppe: die einfachsten Siitze iiber die
Klassen von konjugierten Elementen einer Gruppe liefern alsdann die
Tatsache, dass die Summe derjenigen Matrizen, welche bei der regu-
liren Darstellung der Elementen einer Klasse zugeordnet sind (sog.
Klassenmatrizen) untereinander vertauschbare Normalmatrizen sind. Die
simultane Transformation dieser Matrizen auf die Diagonalform liefert
dann unmittelbar die Gruppencharaktere und man erhiilt ohne Miihe
die Hauptergebnisse der Fropemws’shen Theorie iiber Anzahl, Ortho-
gonalitit und Vollstindigkeit der verschiedenen Charaktere.

Alfred Haar.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIIL. 10



A NYILT FELULETEK TOPOLOGIAJAROL.

1. A nyilt felileteknek a homéomorphismus szempontjabol
valo osztilyozasat azaltal sikeriilt megadni, hogy bizonyos
idealis elemeket, ugynevezett hatdrpontokat (Randstiicke) ve-
zettem be, melyek Gsszesége nagyjaban meghatirozza a feliilet
topolégiai typusit.® A jelen dolgozatban ezeknek a hatirpontok-
nak egy uj targyalisi modjat adom.

Feliileten olyan F 6sszefiiggé ponthalmazt értiink, melyben
barmely pont kornyezete kérlemezzel homdomorph, s amely
separabilis, vagyis melynek van az F-en mindeniitt strd meg-
szamlalhato részhalmaza. A feliletet zartnak, vagy kompakinak
nevezziik, ha minden az I-en felvett végtelen pontsorozatnak
van [-en stiriis6dé pontja; ellenkez$ esetben a feliiletet nyilt-
nak, vagy nem-kompaktnak nevezziik.

Nem-kompakt - felilleth6l, valamint bérmely nem-kompakt
halmazbol is kompakt halmazt képezhetiink.idedlis elemek be-
vezetésével. Ennek legegyszeribb modja az, hogy az adott nem-
kompakt halmazhoz egyetlen j U pontot adunk hozzi, mely
definicigja szerint minden az adott halmazon siiriisédési pont
nélkiili végtelen pontsorozatnak limespontja; de ez az eljards
egészen teorétikus és nem ad. kozelebbi felviligositist az adott
halmaz szerkezetérdl vagy typusdarol. -

2. Egy masik sokkal eredményesebb eljaris idealis elemek
bevezetésére a kovetkezd. Legyenek (), G,,... a megadott hal-
mazon fekvé tartomanyok (azaz csak belsé pontokbol allo ssze-
fiiggé ponthalmazok), melyek mindegyikének kompakt a hatdra.
(Nevezetesen felilletek esetében tegyiik fel, hogy Gy hatdra egy
a feliilleten fekvé egyszerti zart gorbe). Tegyiik fel, hogy minden

1 B. v. KerékiArr6, Vorlesungen iiber Topologie, I., (Berlin, 1923) 164.
és kov. o.
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Gy része Gy-nak, s végiil, hogy a G,, G,,... tartoménysoro-
zatnak nincsen kézos pontja: ha P az adott halmaz tetszéleges
pontja, akkor van a sorozatban olyan G tartomény, mely nem
tartalmazza a P pontot. Egy ilyen tartomadnysorozat definial
egy hatdrpontot. Két G, G,,:.. és G}, G,,... sorozat akkor és
csak akkor definidlja ugyanazt a hatarpontot, ha ezek aequiva-
lensek abban az értelemben, hogy minden /A-hoz van olyan [,
melvnél G'l a Gp-nak, és G, a Gk-nek résye

idézett kényvemben adtam ; altalanos halmazok esetére a fenti
alakban H. Frevpentaal fogalmazta meg.*

A hatarpontok hozziftizésével az adott halmazb6l kompakt
halmaz szdrmazik. Egy nem-kompakt feliiletbél a hatarpontok
hozzéaesatoldsaval szdrmazo kompakt halmaz nem sziikségképpen
feliilet ; ezen egy hatdrpontnak a kérnyezete nem sziikségképpen
aequivalens egy kérlemezzel.

A feliillet hatarpontjat elsé-, masod- vagy harmadfajinak
nevezzilk, a szerint, hogy a definialo (r,, G,,... sorozatbol vett
elegendé nagy indexd (rj tartomdny sikszert, illetve oriental-
hato, de nem sikszert, illetve ‘nem orientalhaté. Olyan feliile-
tekb6l, melyeknek csak elséfaji hatirpontjaik vannak, hatar-
pontjaik hozzaftizésével kompakt feliiletet kapunk; mds szoval :
a csak elséfajui hatarpontokkal biro felilletek, és csakis ezek, a
kompakt feliiletekbél discontinuus zért ponthalmaz kihagyési-
val szarmaztathatok. Ilyen feliileteket S. Saks targyalt és «sur-
face compactifiabler-nak nevezte 6ket.? Ezeknek specidlis osz-
talyara, melyek a gombfelilleth6l megszamlalhaté zdrt pont-

- halmaz kihagyédsaval keletkeznek, J. W. ArLexanper adta meg a

homéomorphismus feltételét.? (A nevezett dolgozatok erre vo-

1 H, FReUDENTHAL, Uber die Enden topologischer Riume und (xruppen.
Ma.th Zeltschr 33. (1931) 692. o. .

S. SAKS, Sur 'homéomorphie des variétés a deux dlmensmns (premiére
pa,rtle) Fundamenta Mathematicae, 5. (1923), 288—320. o. ;

8 J. W. ALEXANDER, On infinitely connected plane regions; bemutatva
az American Math. Society 1923. okt. 27-i iilégén ; 1. Bulletin Amer. Math,
Soe. 30 (1924) 10. o. : : Jeran
10*
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natkozo kozleményeim utdn jelentek meg, de azoktol figget-
lenek.)

8. Feliiletek (és dltalanosabban: kicsinyben oOsszetiiggd hal-
mazok) esetében a hatdrpontokat a kovetkezd eljarassal is de-
finialhatjuk. Egyszerd nyill vonalon értjiik egy egyenes pontjai-
nak a megadott felilleten fekvé olyan koéleséndsen egyértelmi
és folytonos képét, melynél az egyenes egy tetszéleges, siiri-
s6dé pont nélkiili pontsorozatinak a vonalnak egy a feliileten
stris6dd ponttal nem bird pontsorozata felel meg. Az egyszerii
nyilt vonalnak egy tetszéleges pontja dltal meghatirozott két
része koziil mindegyiket félsugdrnak nevezzik.

Egy félsugdrnak a hatdrpontjdn értink egy a félsugdrhoz
rendelt idedlis elemet, amelyhez definicio szerint konvergial a
félsugar barmely olyan pontsorozata, amelynek megfelel6 pont-
sorozat az egyenesen végtelenhez tart. Minden a feliileten
fekvé félsugar hatarpontja definicio szerint a feliiletnek hatdr-
pontja.

Két félsugir a felilletnek ugyanazt a hatarpontjat definidlja,
ha megadhatok a félsugarakon olyan P, P,,... és P/ P,,...
pontsorozatok és ezeket a feliileten osszekoté PiP; ivek, melyek
sorozata a felileten nem bir strisodé ponttal: vagyis nines
olyan pontja a felilletnek, melynek tetszéleges kis kornyezetén
végtelen sok PP iv athalad. Mdasként fogalmazva ugyanezt:
két félsugar a feliiletnek ugyanazt a hatdrpontjat definidlja,
vagy 1., ha a két félsugarnak kozos pontjai a felilleten nem-
kompakt végtelen ponthalmazt alkotnak, vagy 2., ha van a feliilleten
olyan félsugar, melynek a két megadott félsugar koziil barmelyikkel
valo kozos része a felilleten nem kompakt, végtelen ponthalmaz.

Két félsugar, melyek a fenti 2., (vagy 1.) feltételnek nem
tesznek eleget, a feliilet két kiilonboz6é hatarpontjat definialja.

4. Tovabbi targyalisunk egyszertiisitése céljabol felvesziink
az adott F felilleten egy trianguldciét, mely a szokisos felté-
teleknek eleget tesz; tehat egy hdromszog belsé pontja csak
ehhez a hdromszoghoz, egy haromszog barmely éle pontosan
két haromszoghoz tartozik, melyeknek ennek az élnek minden
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pontja és csakis ezek kozos pontjaik; egy haromszog barmely
csticsa véges sok haromszoghoz tartozik, melyek olyan -ciklust
alkotnak, hogy bdrmely két egymdsra kovetkezé hdromszognek
kozés éle van; az I felilet minden pontja hozzatartozik a
triangulacio valamely haromszogéhez. A feliiletek triangulilha-
tosdganak bizonyitdsa implicite benne foglaltatik a Vorl. iiber
Topologie ¢. konyvem 89—90. és 134—135. oldalain adott tar-
gyalasokban ; explicit bizonyitasdt a tételnek Rapno adta.’
Vegyiik az [ feliilet egy tetszéleges haromszogét s az dsszes
vele k6z6s éllel vagy csticesal biré haromszogeket. Ha ezek kozott
a hdromszogek kozott kettének kozos cstiesa van, a nélkiil, hogy
a kivalasztott haromszogek kozott volna egy 6ket Gsszekapesold
linedrisan rendezett halmaza az ugyanahhoz a esticshoz tartozo
egymassal szomszédos haromszogeknek, akkor a csticspont egy
kornyezetét hozzavesszik a mar felvett hdromszéghalmazhoz.
Igy egy F; tartomdnyt kapunk, melyet véges sok egymassal
nem taldlkozo egyszerii zirt gorbe hatdrol. Ha van az F, ma-
radéktartoményai kozott kompakt, azaz véges sok haromszogho6l
allo, ezeket hozzafiizziik Fj-hoz, s az igy keletkezd tartomdnyt
tovabb is Fj-nak nevezziikk. Ha van Fj-nak két olyan hatar-
gorbéje, melyek F -nak ugyanahhoz a maradéktartoményihoz
tartoznak, Osszekotjik 6ket egy az F'—Fj-on haladé w tttal s
egy ehhez igen kozel halado s azt nem metszé w' uttal, s a
két at altal az F—Fj-on meghatarozott egyszeresen osszefiiggd
tartoményt hozzafiizzilk Fj-hoz. Az igy keletkezé tartomanyt
ugyanigy modositjuk tovabb, mig véges sok lépés utan olyan
F° tartomanyhoz jutunk, melynek bdarmely két hatirgérbéje
F°-nak az F-en két egymdstol kiilénb6z6 maradéktartomanyat
hatarozza meg: tehat /'° barmely két hatargorbéjét nem lehet
az F—F°-on egymadssal 6sszekotni. Jeloljik F° hatdrgérbéit
7y, My, .-, mn-nel. Vegyiik most F-nek azokat a tovabbi hdrom-
szogeit, melyeknek van zj-en pontjuk (ezekbdl kihagyjuk a mar

1 T. Ran6, Uber den Begriff der Riemannschen Fliiche, Acta Litt. ae
Scient. 2. 101 -121. o.; 1. kiléndsen § 3.
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F°-hoz tartozé ‘pontokat) és modositsuk az dltaluk alkotott
tartomdnyokat éppen gy, mint el6bb Fj-ot; ilyen modon kap-

juk az F}, F},..., F; tartomianyokat, melyek mindegyikét véges
sok egyszerii zart gorbe hatarolja. I} és F°-nak 7 kozos hatar-
gorbéje; ezeken kiviil ninesen az F°, I'},..., I, tartomdnyok

koziil biarmely kettének kézés pontja. A @'= F°-+ XF} tarto-
manynak barmely két hatirgérbéjét nem lehet F'—@'-en egy-
massal 6sszekotni. Hasonloképpen konstrualjuk az Fj tarto-
manyokat az F} k-adik hatdrgérbéjéhez csatlakozo haromszogek-
bol; az ezeknek @*-hez valo hozzaaddasaval keletkezo tartoméanyt
@*-nek nevezziik. Az eljards folytatasdval olyan @°=F°, @', @*,. ..
tartomanysorozathoz jutunk, melynek a szerkesztésbol adodo ko-
vetkezé tulajdonsdgai vannak: @F az [ feliilet véges sok harom-
sz6gébdl (illetve ezek részeibdl) dsszetett, véges sok egyszert zdirt
gérbe altal hatdrolt tartomany. @ része @*+1-nek. @* barmely két
hatargorbéje nem kothetd ossze F—@%-n. F'—@* barmely kompo-
nense nem-kompakt, azaz végtelen sok hdromszoégb6l all. A @F
tartomanyok sorozata kimeriti az F' feliiletet, vagyis, ha P az
F-nek tetszéleges pontja, van olyan @%, mely P-t tartalmazza.

Egy ilyen tartomanysorozat 1étezését konyvem idézett helyén
(166. 0.) bebizonyitottam az éppen most leirt eljardssal." Ennek
reprodukaldsat a kovetkezd pont targyaldsa teszi sziikségessé,
hol a fenti konstrukeci6 részleteire kell hivatkoznom.

5. Egy nem-kompakt [ felillet keresztmetszetén értiink egy
a feliileten fekvé egyszeri nyilt vonalat (1. 3.). Egy kereszt-
metszet a feliilet két hatirpontjat koti 6ssze, melyek lehetnek
kiilonbézok, vagy azonosak.

Bebizonyitjuk a kovetkezo tételt :

Adott nem-kompakt felilet véges vagy megszdmldalhato sok,
pdronkint kizos pont nmélkuli keresztmetszet alkalmazdsdval
eqyszeresen 0sszefiigqové vdlloztathato dt.

1 P. KoeBe az utobbi években «Riemannsche Mannigfaltigkeiten und
nichteuklidische Raumformen» cimen kozolt dolgozataiban alkalmazza a
fenti tulajdonsagokkal biro tartomanyokat, melyeket «Hauptniherungs-
bereich»-nek nevez; 1. Sitz.-ber. d. preuss. Akad. d. Wiss. 1927., 164. o.
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Ez a tétel természetesen kozvetlen kovetkezménye a nem-
kompakt felilletekre vonatkozo fotételnek, melyet kényvemben
bebizonyitottam (170. o.). Itten ezt a tételt arra valoé hivatko-
zas nélkiil, a 4. pont eredményébdl fogjuk levezetni. Ismertnek
tessziik fel a véges sok hdromszoghdl allo, igynevezett hatirolt
feliiletekre vonatkozo, a bebizonyitando tétellel analog tételt
(. példdaul Vorl. ii. Topologie, 150. o.).

Alkalmazva a 4. pontban bevezetett jeléléseket, felvesziink
az F'° tartomanyban véges sok kozos pont vagy végpont nél-
kiili keresztmetszetet, melyek egyiitt F°-1 egyszeresen Gssze-
fiiggévé valtoztatjak at; feltessziik, hogy ezeknek osszes vég-
pontjai F° hataran vannak (tehat az 0. n. e-alaki kereszt-
metszeteket is kizarjuk). Feltehetjiik tovabba azt is, hogy az
alkalmazott ¢° keresztmetszetek az F trianguliciojanak éleit
csak véges sok pontban metszik. Felvesziink most az F} tar-
tomdnyban véges sok, paronkint kozos pont vagy végpont
nélkiili keresztmetszetet, melyek Fi-t egyszeresen Osszefiiggvé
teszik; feltessziik ismét, hogy ezek végpontjai valamennyien
F} hatargérbéin fekiisznek, s hogy koziilok egy és csakis egy
végpont fekszik a 7; hatirgérbén s ott a ¢° keresztmetszetek
egyikének végpontjaval egybeesik. A ¢° keresztmetszeteknek
tobbi a mi-en fekvé végpontjait az [7-en ennek egy masik
hatargorbéjével kotjiik 6ssze, olyan keresztmetszetekkel, melyek-
nek a mar alkalmazott ¢° keresztmetszetekkel nincsen kozos
pontjuk. Mindezek a keresztmetszetek Fi'-et véges sok egysze-
resen Osszefliggd tartomdnyra osztjik fel, melyek mindegyike
a m hatargérbe valamelyik ive mentén az F° tartomdnnyal
osszefiigg. Mindezeket a tartomdanyokat hozzafiizve az egysze-
resen Osszefiiggd tartomanyhoz, melyet F°-bol a ¢° kereszt-
metszetek mentén valo felmetszéssel kaptunk, ismét egyszeresen
Osszefiiggd tartoményt kapunk. A fenti eljarast valamennyi
F!, F),. .., F} tartomdnyra alkalmazva kapunk egy egyszeresen
osszefiiggd @, tartominyt, mely @'-bél keresztmetszetek alkal-
mazasaval dllott el6: ezeknek a keresztmetszeteknek oOsszes
végpontjai @' hatiran fekiisznek. Ugyanezt az eljardst tovabb
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alkalmazva kapjuk a @, @,... egyszeresen Osszefiigg$ tarto-
manyok sorozatat, melyek koziil minden @F része @F*+'-nak.
A sorozat limese egy ugyancsak egyszeresen Osszefiiggé I, tar-
tomany, mely az F felilletb6l egymést nem metsz6 keresztmet-
szetek alkalmazasaval dllott elé. Az adott szerkesztésbél kovet-
kezik ugyanis, hogy a ¢ keresztmetszetekbdl alkotott vonalak
az F feliilleten egyszerd nyilt vonalak; egy ilyen vonalnak a
@%-ban fekvé része egy egyszeri gorbeiv: ha a vonal pontjait
egy egyenes pontjaival kélesonosen egyértelmii folytonos vonat-
kozasba hozzuk, az egyenesen végtelenhez konvergal6 pont-
sorozatnak a vonalon megfelel6 pontsorozat nem konvergilhat
az I felillet valamely pontjahoz.

Ezzel a fent kimondott tételt bebizonyitottuk. Megjegyezzik
még, hogy mivel feltevésiink szerint a ¢' keresztmetszetek

R

2oy

ban metszi, s igy F trianguldciojiban is barmely élnek a ¢!
keresztmetszetek Gsszeségével csak véges sok kézos pontja van,
egy 1j triangulicioja, melyben az F-en alkalmazott kereszt-
metszetek a triangulicié éleibdl tevédnek ossze.

6. Leképezziik az F-bél keresztmetszetek alkalmazasdval ke-
letkezett I, felilletet a korlemezre kolesondsen egyértelmi és
folytonos leképezéssel, tigyhogy az I keresztmetszeteinek pontjai
és a korkeriiletnek egy mindeniitt stird intervallum-halmazanak
pontjai kozott kolesonos (2, 1)-értelmi folytonos vonatkozds
alljon fenn.

E véghél leképezziikk az elébbi pontban konstruilt @) egy-
szeresen Osszefiiggd, s az F' 10j trianguldciojanak véges sok
haromszogéb6l Gsszetett tartoményt egy az egységkérben fekvé
tartomanyra, agyhogy @, hatirinak a ¢! keresztmetszetekhez
tartozo pontjai a koérkeriilet pontjaiba, @, hatdranak toébbi
pontjai az egységkor belsejében fekvé pontokba menjenek dt.
Ezutan leképezziik @j-nak a @;-hoz nem tartozd részeit az
egységkorben s a @, tartomdny képén kiviil felvett tartoma-
nyokra ugyanilyen modon, de ugy, hogy a leképezés a @, és
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&, —@, kozos hatargorbéin a @,-re elébb megadott leképezéssel
azonos legyen. Igy folytatjuk az eljardst, eléirva még azt, hogy
@ képének a kor belsejében fekvé hatariveinek mindegyike
1/n-nél kisebb atméréji legyen. Ilyen moédon nyerjikk az F,
egyszeresen Osszefiiggé tartomanynak az eg’ységké’)r. belsejére
valo kolesénosen egyértelmii és folytonos leképezését, melynél
Fhataranak a ¢ keresztmetszetekhez tartozé élei (2, 1)-értelmiien
és folytonosan leképezddnek az egységkor keriiletének bizonyos
iveire.

Az F, tartomanybol az F felilet azaltal allithato el6, hogy
az F, tartomanynak barmely két kiilonb6z6 hatarpontjat, me-
lyek az I feliilet valamelyik keresztmetszetén ugyanazon pont-
nak felelnek meg, egymassal azonositjuk. Ennek megfeleléen
minden F felillet abrazolhato egy korlemez pontjai dltal a ké-
vetkez6 modon : Felvesziink a kor keriiletén egy seholsem stri
zart ponthalmazt, mely az F hatdrpontjainak felel meg; a kor-
vonalnak a halmazhoz nem tartoz6 iveit egyértelmien parokba
foglaljuk &ssze; barmely két egy péarba foglalt iv belsé pontjait
egymasnak kolesonosen egyértelmii és t'olytonos vonatkozassal
megfeleltetve, azonositjuk az eziltal egymasnak megfelel6 pon-
tokat ; ezeknek kornyezeteit tgy definialjuk, mint a korkertilet
két megfelelé pontjanak a korlemezhez tartozé félkérnyezetei-
nek egyesitésébol keletkez6 halmazokat. A korlemez belsé pontjai
s a keriileti pontparok azonositiasabol szarmazo pontok alkotjak
egyiitt az F feliiletet.

7- Az elébb leirt kérmodell altal abrazolt felillet topologiai
tulajdonsagait a kovetkezéképpen allapithatjuk meg.

Ha van a kérvonal azonositott ivei kozott két olyan, me-
lyeknek az azonositds 4ltal megfeleld pontjai a koérvonalnak
ugyanazt a befutdsi irdnyat hatdrozzak meg, ‘a felillet nem
orientilhaté ; egy ilyen ivpart harmadfajinak neveziink. Ellen-
kezé esetben, vagyis ha barmely két megfelelé iv a korvonal-
nak két kiilonboz6 befutdsi irdanyat hatdrozza meg, a felilet
orientdlhato.

Ha orientdlhato felillet kormodelljén van két olyan megfelelé
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ivpar a, @ és b, b, melyek egymast a korvonalon elvilasztjak,
vagyis, amelyeknek a korvonalon valo sorrendje (abab), akkor,
¢és csakis akkor létezik a feliileten el nem darabolé kérmetszet.
Az ilyen a, a (és b, b) ivparokat mdsodfajuinak nevezziik.

A kérmodellen'a feliilet egy hatarpontjanak egy a kér keriiletén
fekvé megszamlalhato zart ponthalmaz felel meg, mely specia-
lisan allhat egy, vagy véges sok pontbol is. Ennek a korvonalon
valo kornyezetén értink egy a korvonal véges sok ivébol dllo
halmazt, melynek belsejében fekszik a hatarpontnak megfelelé
halmaz 06sszes pontja.

A feliilet egy hatirpontja har ma,dfaju ha a kor keriiletén
megfelel6 ponthalmaz tetszdleges kis kornyezete tartalmaz vég-
telen sok harmadfaji ivpart. A feliilet egy hatarpontja mdsod-
faji, ha van a neki megfelelé ponthalmaznak a kor keriiletén
egy harmadfaji ivektél mentes kornyezete, viszont minden kor-
nyezete tartalmaz masodfaju ivparokat. Ha a feliilet egy hatar-
pontjanak megfeleld ponthalmaz k(’jrnyezeté mentes masod- és
harmadfaju ivparoktol, a hatarpont elsdfaji.

A kormodell atalakitasdra a kovetkezo eljards szolgal. Legye-~
nek P és (- a kor keriiletének olyan pontjai, melyek a feliilet
két hatarpontjanak felelnek meg, s amelyek két egymdasnak meg-
felel6 a, a ivet a kor keriiletén egymdstol elvilasztanak. Ossze-
kotjiik a P és Q pontokat ¢ egyenes szakasszal s leképezziik
az altala az egységkorben meghatarozott két tartomanyt egy
masik korlemeznek egy atmérdje altal meghatarozott két részére;
ugyhogy az a, a ivek az atméré pontjaiba és pedig egymassal
azonositott pontok az atmérdének ugyanazon pontjaba menjenek
at. A ¢ keresztmetszetnek az 11j modellen két a keriileten fekvo
iv felel meg, melyeknek pontjai egymaissal kdlesonésen egy-
értelmt folytonos vonatkozasban vannak. A fenti eljards arra
alkalmas, hogy egy kormodellb6l az altala abrazolt feliiletnek
mas kormodelljeit vezessiik le. Ezzel az atalakitassal sikszerd
feliiletek esetében eljuthatunk mindig a kovetkezé modellhez :
Vegyiink fel a kor keriiletén egy sehol sem stirti zéart g pont-
halmazt, mely a kér valamely d atméréjére nézve szimmetrikus ;
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d végpontjai szintén tartozzanak hozzi a p halmazhoz; azono-
sitsuk most a korkeriiletnek barmely két a d-re nézve szim-
metrikus pontjat, melyek nem tartoznak a p halmazhoz; ezek
az azonositott pontpirok s a koér belsé pontjai alkotjik az
abrazolando sikszert felilletet. Ebbél a sikszert feliiletekre vo-
natkozo speciilis kormodellbél a fenti atalakitasokkal attérhe-
tiink bdrmely olyan mas modellre, melynek hatarpontjai az
eredeti modell hatirpontjaival kélesondsen egyértelmti és foly-
tonos vonatkozasba hozhatok, tigyhogy azonositott hatarpontok
az egyik modellen a masiknak azonositott hatarpontjainak felel-
jenek meg. Ebbdl kovetkezik a sikszerti feliiletekre vonatkozo
fotétel, mely szerint két sikszeri felilet akkor és csak akkor
homdoomorph, ha hatdrpontjailk halmazai egqymdssal homa-
omorphak.

Szeged, 1931. november 10.
Keréljdrto Beéla.

ZUR TOPOLOGIE DER OFFENEN FLACHEN.

Auf Grund einer neuen Definition des vom Verfasser herriithrenden
Begriffes von Randstiicken wird das Problem der Klassifizierung von
offenen Flichen behandelt.

B. von Kerékjarto.



A SIMULO PARABOLAROL.

Legyen adva az y={(x) egyenletii sikgérbe. Tegyiik fel, hogy
["(x) az a helyen folytonos és [”(a) = 0. Ismeretes, hogy
akker a gorbe a abszeisszaji pontjahoz tartozo simulo kor
(gorbiileti kor) a gorbének w,<<x,<x, abszcisszaju pontjain at-
mené kor hatdarhelyzete, midén x,, x, és x,—a. Hasonlo tétel
4ll fenn a simulo egyenléoldalt hiperboldra, simulo kapszeletre,
vagy egy térgorbének simulo sikjara, simul6é gombjére, s i. t.*
A simulO parabolit illet6leg Ampire ® bebizonyitds nélkiil emlit
egy megfelel6 tételt, melyet szabatosan igy formulazhatunk :

Legyen [(x) az a helyen hdromszor differencidlhato, " (x)
ugyanitt foly'lonos, tovdbbd " (a)4-0. Akkor az y=f(x) gorbé-
nek x,<aw,<w,<ux, abszcisszdju pontjain dtmend két parabola
eqyike a gorbe a abszcisszdjiu P pontjdhoz tartozd simulé pa-
raboldhoz, mdsika pedig a P-beli érintéhéz konvergdl, middn
&y, a2y bs v a.®

(Ciélom megmutatni, hogy az 0. n. inlerpoldcids fiiggvények
fogalma s a rajuk vonatkozo Scawarz*—StiELTIES -féle tétel

1 V. 6. H. A. ScHwARz: Verallgemeinerung eines analytischen Funda-
mentalsatzes, Gesammelte mathematische Abhandlungen 2, p. 296—302,
tovabba STIELTJES : Sur une généralisation de la formule des accroisse-
ments finis, (Buvres 2, p. 105—123.

2 AmpiRE: Sur les avantages qu'on peut retirer, dans la théorie des
Courbes, de la considération des Paraboles osculatrices, ete., Journal de
I'Ecole Polytechnique 7 (1808), p. 164.

3 A tétel bizonyos megszoritassal akkor is érvényes, ha [ () az «
helyen nem folytonos.

4 H. A. ScHWARZ : Démonstration élémentaire d'une propriété fonda-
mentale des fonctions interpolaires, Gesammelte mathematische Abhand-
lungen 2, p. 307—308. -

5 STELTES: A propos de la formule d’interpolation de Lagrange,
(Buvres 1, p. 47—60.
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hogyan hasznéalhato fel mind e tételek bebizonyitasara. Példakép
alaibb Ampire tételét bizonyitom Dbe.
Adva lévén a o(x) fliiggvény, jelentse
(21, Zgy .-, Xnja; @ ()]
az a™ egyiitthatojat abban a legfeljebb n-edfoki raciondlis egész
fiiggvényben, mely az x1<<xa<<---<xn; helyeken ¢ (x)-szel meg-
egyezik ; ez egyiitthaté — mint x4, @, ..., @, fliggvénye — nem
mas, mint amit n-edrendl interpoldcios fiiggvénynek (fonction
interpolaire) szokias nevezni.
A jelzett tétel azt mondja, hogy
i s s oL gt 5
[, By Tug1; ¢ @)= S, (@ <E<dn+1)

ha csak ¢ (x) az (x4, x,,1) zart kozben m-szer differencidlhato.

Ebbol kovetkezik — és kozvetleniil erre lesz sziikségiink — -
miszerint ™ ()
a
1, Ty Tniai @ @] —E— ()

midén &y, X,. .., Ly, 1—a, valahdinyszor o™ (x) az « helyen foly-

tonos.
x

Ampire tételét bebizonyitando, elére bocsitom a kovetkezo
észrevetelt : )

A ¢(x) figgvény az @x1<we<<...<<Xpy1 helyeken akkor és
csak akkor tinik el, ha

[mi; Sa(m)] - 01 ["I"‘v Ty, ?’(x)] = 01"'! [(I/'], XLgy. .., Lnits @ (J;)] =0.

Ez az interpolacios fiiggvények fenti definici¢ja alapjan nyil-
vanvalo.

A bebizonyitédsban feltehetjiik, miszerint a=0, f(0)=/"(0)=0,
vagyis, hogy a gorbe szobanforgd pontja az origéo s ebben az
érinté az abszcissza-tengely. Legyen

Tt < Xpg < Tpg < Tns (n=1,2,3,...

az abszcissza-csoportoknak oly sorozata, melyben n — -+ o
esetén ‘
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Zni — 0. (i=1, 2,3, 4

Az y={[(x) gorbének X1, Tps, T3, Tns abszcisszdji pontjain
atmend valamely parabola egyenlete

anx® + 2anb,xy + bpy® + 20, + 2d,y + €, =0 ©2)
alaku. Az egyiitthatokat a kovetkezé egyenletrendszer hatarozza
meg :

Gnpit 20'fnbnxm'f (@ni)+b %zf " (@ni) + 200 Zns+ anf (@ni)+en=0. (3)

(i=1,92,3,4)
Ez més szoval azt mondja, hogy a
o (®)=ar2®+2a,b2f (x)+brf (2)°+2¢,2+2d,f (2)+e,

fiiggvény eltéinik az 1, Zne, X3, Xns helyeken. El6bbi észre-
vételiink szerint ez akkor és csak akkor kovetkezik be, ha

[@n1 ;5 @ (.CC)] =0, [xnl» Tn2; ¢ @)] =0, [Zn1, Lna, Ln3; @ @] =0,

[xnh xn% an, xﬂ4; SD (w)] = 0' (3*)

Az egyiitthatok meghatarozisara szolgdloé (3) egyenletrendszer
tehat aequivalens (3¥)-gal. Ez utobbi részletesen nyilvan igy
irhato : 4
200,05, [Tn1 5 2f (X)) + 260 [Xn1 5 2] +2dy, [Tn1 5 [@)] 400 =
= —@n [Tt ; @) — b7 (@15 [ (@)"]
20,0y, [Tn1, fxnﬁ; ’L’f(.%')] 426y [%n1, Tna; x]+2dn [@n1, Tne; f(x)] =
$ = -‘a% [xnlg XTn2 5 xz] T b: [Zn1, Zna ;s f(w)z] : ‘
Qanbn [xﬂiy Ln2y Tn3 ;5 xf(x)]+90n-0+2dn [xnh Ln2, Xn3g s f‘(x)] s
=—aj, [Xnt, Lna, Lnz; L] — U7 [Tn1, Tna, Tns; [ (@)%
200y [Tty - -5 Xnas xf(af)]'f‘gcno’jr"gdn [@n1y- - -5 Zna; f(x)] =

S O s - ax o ) DR T ks T M.

Ezt tekintsiik tigy, mint linearis egyenletrendszert az @,bn, ¢y,
d,, e, ismeretlenekre. Jeloljiikk a rendszer determindnséat Dy-nel ;



A SIMULO PARABOLAROL. 159

mindjart latni fogjuk, hogy elég nagy n-re D, +0., Akkor CRAMER
szabalyat alkalmazva, kénnyen érthetd jeloléssel

2 2
anbn s a'nl)nlél‘bndnl (4)
€s
a?LDni+ b?zAnQ afz])nS'*‘ b?zdnii a?an4+ b:AM
Cpn = IR LA d, = AR R bn = ETivaay ) AR (5)

Minthogy az a =0 helyen még ["(x) is folytonos, a fenti
egyenletrendszerben szereplé interpoldciés fiiggvényekre alkal-
mazhatd az (1) tétel s igy adodik, miszerint

D, ——2f" (0)* + 0,
tehat bizonyos 7-t6l kezdve valoban D, =0, tovibba

Dnl f,” (0) Anl

By SO D i st
és
Dn2 r; An@ Dn.'-; 1
])n ""09 DT—>09 “D_n_>_,fu(0) ’
s D i )
Ti —0, D, —0, D, —0.

(4)-nek az ay:b, viszonyra két megolddsa van; jel6ljik eze-
ket roviden I. és IL-vel. (6) alapjan konnyen belathato, hogy
elég nagy m-re

o, . 1 bL ey f;m(o),‘
I- ben am,:*: 0 ¢és n 3](-/! (0)2 3
[I.-ben b, 0 és Z’" £550);
Ennélfogva (7)-re tekintettel (5)-bol
o Cn dn 1 €n
I.-nek megfelelileg il G 1 70’ @& —0,
Ik miblolotileg: 2% a0y 0 g, 58 g
? by, by by

Ezekbdl latjuk, miszerint elég nagy n-nél a gorbének
Lnt, .« .y Tpe abszeisszdji pontjain két parabola halad keresztiil
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s n—>-+ oo esetén ezeknek (2) alatti egyenlete (ha azt af-tel
resp. ba-tel végig osztjuk) atmegy az

[0 : SHG,
éf" (0)! y) ST f” (0) Y= 0,

(@ +- ®)

illetve
y2=0 : 9)

egyenletbe. De (8) éppen az origohoz tartozo simuld paraboléd-
nak, (9) pedig az abszcissza-tengelynek, vagyis az origobeli

érintének egyenlete. Qu. e. d.
Szdsz Pdl.

UBER DIE SCHMIEGUNGSPARABEL.

Es seien P,, P,, P,, P, vier verinderliche Punkte einer ebenen Kurve,
die einem festen Punkte P der Kurve zustreben. Durch P, P,, P,, P,
gehen — im allgemeinen — zwei Parabeln. Es wird nun - unter
gewissen Voraussetzungen — die folgende Awmpiresche ¢ Behauptung
bewiesen : die Grenzlage der einen Parabel ist die Schmiegungsparabel,
die der anderen die Tangente in P. Der Beweis ist auf den Begriff der
Steigungen (fonctions interpolaires) gegriindet.

Paul v. Szdsz.

6 Siehe Kussnote 2
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ULTRASPHARIKUS POLYNOMOK OSSZEGEROL.

A Larrace-féle sor masodrendt szamtani kozepekkel valo
szummaldsdra vonatkozé régebbi vizsgdlataim f6ként azon az
észrevételen alapulnak, hogy az

1

W:Po(x)_f_Pl(w)z+.-.+Pn(x)z1l+... (1)

sorfejtéssel értelmezett Py (x) Leeenpre-féle polynomoknak bar-
mely véges Osszege:

pozitiv a —1<ax<1 széxﬁkézben, barmi legyen is az n» nem-
negativ egész szam értéke. 3
~ Koceerriantz és Szeeé kapesolatos vizsgdlataira valo tekintet-
tel taldn nem érdektelen a fenti észrevétel kovetkezd altaldno-
sitdsa :

Az

1
A—Swz " = Po(@) 4+ P,@)z 4+ Py@)2" - (3)

sorfejtéssel értelmezetl Py (x) ultrasphdrikus polynomoknak bdr-
mely véges Gsszege

Py @) + Py (@) +++-+ Py (x) > 0 4)

a —1<x<l kizben, bdrmi legyen is az n memnegativ eqész
sadm ériéke, ha 0<a<}.

Matematikai és Fizikai Lapok, XXXVIIIL. 15 |
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E tétel bizonyitisa azon a tényen alapszik, hogy a z komplex
valtozo

e ( 1—z

1—2xz-4-2%= ()

fiiggvényének valos része pozitiv a |z | <1 egységkor belsejé-
ben, ha 0 < a < 3. Itt x tetszésszerinti (régzitett) értéket jelent
a —1<a<1 kézben, az a-dik hatvinynak pedig mindig az az
dga veendd, mely 1-gyel egyenlé, ha z = 0. Kiilonben az (5)
alatti generatorfiiggvényb6l kiindulva egyszerl szamolds a ko-
vetkez6 formulat szolgaltatja, mely o tetszésszerinti valds, és
I-nél kisebb értékére érvényes :

P, (cos ) + P, (cos ) +---+ P, (cos 0) =

(6)
ahol :
x=cosf, 0<O<m
(sin (n+1) —(g—:—)~
F(p) = =~ i (7)
(2] cos ¢ — cos 0])“ sin "'?

(Ha a=3%, vagyis a Lecenpre-féle polynomok esetében, a (6)-beli
elsé integral O, és eléall régi formulam: -

(sin (n-+1) '% )2

Y P, (cos ) = % de.) (8
= ; ¥ 2 (cos f—cos ¢) sin %
]

Marmost a (6), (7) alatti képletek alapjan a tétel helyessége
nyilvanvalo. Ha ugyanis 0 < a <3, akkor a (6) alatt szerepld

-
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S ) ook : 5
sinusok argumentumai : (-Q— — a) ¢ és (5 — a) ¢ + ar allandéan

a (0, —725-) kozbe esnek, és igy a sinusok nem lehetnek negativok.
De (7)-bél latszik, hogy F'(p) is dllandoan nemnegativ. Tehit
akkor a (6) alatti eldallitasra hivatkozva, (4) valoban bizo-
nyitva van.

Ha a >3 vagy P 3 a tétel nem érvényes. De igenis ér-
vényes a sok tekintetben kitiintetett « =— § esetben, a mikor

is a §/1—2r cos 6+ r* hiromszogoldal r nemnegativ egész
hatvanyai szerint halado sordaban follépé 7, (cos ) egyiitthatok
jonnek szoba:

¥/ 1—2r cos 6+7r°=

= 11 (ecos 6) + I, (cos ) r +-- -+ II,,(cos ) r™ +---- . 9)

(Eztttal tehat z helyett r-et, P, (cos ) helyett I/, (cos 6)-t irtam.)
Most, ha cos 6 = a, §

R 1 1
o) =1, Ih@) = | B,@de—1, @)= [P @de,

W= s

hol Py (x), k=0, 1, 2,..., a Lesenpre-féle polynomokat jelzik.
E szerint

n—1

Mo@) =1, ho@ + M @) + -+ l@ = [ ([ P@)de, (1)

=0
és igy, tekintettel a (2) alatti Gsszég pozitivitdsara, valoban
pozitivok az Osszes

”0 (x) + ]Il ('T) +’1“‘ Hﬂ (.’E) (12)

osszegek a —1<<ax <1 kozben.

A — 3 < a< 0 esetre maskor térek vissza.

Fejér Lipot,

RETTTN T VR
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UBER DIE SUMME ULTRASPHARISCHER POLYNOME.

Die ultrasphéirischen Pblynomc Py, () sind - durch die Entwickelung

1

mzpo(m) + Py ()2 +:-+ Pp(a) 2" 4---

definiert. Es gilt der Satz:

Py ()= Py(x) +*-4+ Pn(x) >0

fir —1<x<l1, wenn 0<a=3} Der Beweis stiitzt sich auf die
Formeln (6) und (7) des ungarischen Textes. Fiir a =} (Lrcexprescher
Fall) habe ich den Satz im Jahre 1908 verdffentlicht. Er spielt in der
Summabilititstheoric der Lapaceschen Reihe eine Rolle. Fiir @ > 2,

_oder a << —3 ist der Satz nicht richtig. In dem vielfach ausgezeichneten
- Falle a =-—1 ist er aber richtig. Auf die Fille —} < a < 0 gedenke,

ich noch zuriickzukommen. Es wird auf die einschligigen Unter-
suchungen von KoeBerriantz und Szeed hingewiesen.
Leopold Fejér.

EQYETER! KONIVTAR

SZEGED.
FOLYOIRATOK 2
1922}33] AKHE—
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