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A PAR ALLE LAK AXIÓMÁJÁTÓL FÜGGETLEN 
SZERKESZTÉSEK.

Hilbert 1 geometriai vizsgálataihoz mintegy kiegészítésül nem
rég Hjelmslev1 2 figyelemreméltó, sőt elméleti szempontból való
ban hézagpótló elemi planimetriai szerkesztéseket közölt, melyek 
minket magyarokat különösen érdekelnek, mert a Bolyai— 
LoBACSEVszKU-féle geometriában is elvégezhetők. Szándékom azt 
a hézagot kijelölni, melyet e szerkesztések a geometriában ki
töltenek, őket ismertetni és bebizonyítani. Kiindulópontul H il
bert axióma-rendszerét választom.

A) H ilbert axióm a-rend szere.

A geometria háromféle elem rendszereiből indul k i : a pontok, 
az egyenesek és a síkok rendszereiből. A pontok, egyenesek és 
síkok között különböző vonatkozások vannak, amelyeket így 
fejezünk k i : rajta van, közte van, egybevágó, párhuzamos, 
folytonos. A matematika sem az elemeket, sem ezeket a vonat
kozásokat nem definiálja, hanem .pusztán azokkal az axiómák
kal jellemzi, amelyeket reájuk nézve érvényeseknek tekint (vagy 
követel).

1 HlLBERt, D., Grundlagen der Geometrie. Először 1899-ben jelent meg 
a göttingai Gauss—WEBER-emlék leleplezése alkalmából készült ünnepi 
kiadványban. 4. kiadása 1913-ból való. Az 5. és G. kiadás ennek anastatikus 
lenyomata. A függelékek közül, amelyeket Hilbert idővel munkájához csatolt, 
minket különösen a harmadik érdekel: Neue Begründung der Bolyai— 
I ,o batsc 11E i'SK Y-,' eh en Geometrie. (Amunka bővített és javított 7. kiadása 
e cikk szedése után jelent meg.)

2 Hjelmslev, Die geometrischen Konstruktionen mittels Lineal und 
Eichmas.es. Opuscula mathematica A ndreae Wiman dedicata. Festskrift 
Anders vViman, Upsala, 1930; 1/5—177. lap.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. 1
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Hilbert az ötféle vonatkozásnak megfelelően az axiómákat 
öt csoportba foglalta. Minket csak a síkgeometriai axiómák 
érdekelnek. (A térgeometriában ezekhez még további öt axióma 
járul, melyek rendre az első csoportba tartoznak.)

I. Az illeszkedés axiómái. (A «rajta» axiómái.)

I 1 és 2 . Két különböző A  és B pont egy és csak egy egyenest 
határoz meg (amelyen mindkettő rajta van). Ezt az egyenest 
így jelöljük | AB  j.

I 3. Minden egyenesen legalább két pont van. A síkban 
legalább három olyan pont van, amely nincsen egy egyenesen.

II. A rendezés axiómái. (A «közte» axiómái.)

II 1. Ha az A, B és C pontok egy egyenesen úgy vannak 
elhelyezve, hogy B  az A és C között van, akkor B egyszersmind 
C és A között van.

II 2 . Az | AB  | egyenesen mindig van olyan C pont, amely 
A és B közé esik, meg olyan B  pont is, hogy B az A és D 
közé esik.

II 3. Egy egyenes három különböző pontja közül mindig 
egy és csak egy a másik kettő között van.

A köz fogalma. \ AB  |-nek A  és B  közé eső pontjait az AB  
köz (vagy, ami ugyanazt jelenti, a BA köz) pontjainak mondjuk. 
Az AB  közt határoló A és B  pontokat nem számítjuk a köz 
pontjaihoz.

II 4 . Legyen A, B, C a síknak három különböző olyan 
pontja, amely nincsen egy egyenesen, u pedig a síknak olyan 
egyenese, amely A, B, C egyikét sem tartalmazza. Ha az A B  
köznek legalább egy pontja u-ra esik, akkor vagy a BC vagy 
a CA köznek szintén van egy u-ra eső pontja. (PAscH-féle 
axióma.)1

1 A II. csoport axiómái nem függetlenek egymástól és az I  alattiaktól. 
Más szóval, e csoportnak axiómái kevesebbet követelő axiómákkal pótol-
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Félsík és félegyenes. Jelentse u a síknak tetszőleges egyene
sét. Az eddigi axiómák alapján bebizonyítható, hogy a síknak 
u-xi kívül fekvő pontjai úgy oszthatók két osztályba, hogy két 
különböző pont, P  és Q, akkor és csak akkor tartozik ugyan
abba az osztályba, ha a PQ köznek egy pontja sem esik u-ra. 
Az egy osztályba tartozó pontokról azt mondjuk, hogy u ugyan
azon oldalán vannak; összeségüket az u illető oldalán levő 
félsíknak nevezzük.

Hasonlóképpen különböztetjük meg az egyenesen egy rajta 
levő 0  pont két oldalát. Az egyenesen 0  ugyanazon oldalán 
levő pontok összeségét O-ból kiinduló félegyenesnek nevezzük.

Ha rövidség kedvéért köznek vagy félegyenesnek oldalairól 
beszélünk, ezeken mindig annak az u egyenesnek oldalait ért
jük, amelyen a köz, illetve félegyenes rajta van.

A szög belseje. Jelentsen A és It az O-ból kiinduló két 
olyan félegyenest, amelyek két különböző h és k egyenesen 
vannak. A sík azon pontjainak összeségét, amelyek ú-nak k felé 
és egyszersmind &-nak h felé eső oldalán vannak, 2}. (h, k) 
belsejének mondjuk.1

III. Az egybevágóság axiómái.

ü l  la . Legyen adva két pont, A és B, továbbá egy meghatá
rozott A ' pontból kiinduló h félegyenes. Akkor h-n egy és 
csak egy olyan B' pont található, hogy AB  az A'B' közzel 
egybevágó (vagy szokásosabb módon kifejezve, vele egyenlő). 
Jelekben AB  =  A'B'.

hatók, amelyekből (az 1 alattiak felhasználásával) a II  alatti többi követelés 
már logikailag következik. Különösen messzemenő redukciót végzett 
Tschetwerunin : Über die Bedeutung des Axioms von Pasch für die linearen 
Anordnungsaociome, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereini
gung, 33. kötet. (1924.)

1 így értelmezi a szög belsejét Rosenthal, Vereinfachung des Hilbertschen 
Systems der Kongruenzaxiome, Mathematische Annalen, 71. kötet. (1912.)

Hilbert definíciója lényegében ugyanaz, de más fogalmazásban.
E definíció értelmében szögön mindig behajtó szög értendő (az egyenes 

szög és a kihajló szögek ki vannak zárva).
1*



I l l  lb. Közök egybevágósága s z im m e tr ik u s  vonatkozás; 
azaz, ha AB  =  A'B', akkor egyszersmind A'B' = AB.

III le. Közök egybevágósága re flek tiv  vonatkozás, azaz 
minden köz önmagával egybevágó. Jelekben : AB = AB, vagy 
(ami ugyanazt jelenti) AB =  BA.

III 2. Közök egybevágósága tra n z it ív  vonatkozás; azaz, ha 
AB = A'B' és AB  =  A"B", akkor egyszersmind A'B' =  A "B ".

III 3. Essék az u egyenesen B az A és C pontok közé, az 
u' egyenesen pedig B' az A' és C pontok közé. 11a még 
AB = A'B' és BC  =  B'C , akkor egyszersmind AC =  A'C.

III 4a. Legyen adva egy (h, k) szög, továbbá egy u egyenes 
és ennek egy meghatározott oldala; h' jelentse az u egyenes
nek egy meghatározott felét és 0  ennek kiindulópontját. Akkor 
O-ból az u meghatározott oldalán egy és csak egy olyan k' 
félegyenes indul ki, hogy .4 (h, k) =  2f.(h', k').

III 4b, 4c és 5 . Szögek egybevágósága szintén szimmetri
kus, reflektiv és tranzitív vonatkozás.

III 6. 11a az ABC és A'B 'C  háromszögekben
AB = A'B', AC = A 'C  és 4. BAC =  4. B'A'C', 

akkor egyszersmind
2f. ABC = 4. A 'B 'C  és 4. ACB =  4. A'C'B'.

A közök egybevágóságának és a szögek egybevágóságának 
szimmetrikus, reflektiv és tranzitív volta azt fejezi ki, bogy a 
közök, illetve szögek úgy osztályozhatók, hogy az egybevágókat 
és csak azokat egy osztályba sorozzuk. Minden osztályt egy- 
egy köze, illetve szöge képviselheti, pl. a közök valamely osz
tályát egy meghatározott 0  pontból kiinduló, meghatározott h 
félegyenesnek az illető osztályba tartozó OA köze.1

1 Az egybevágóság axiómái Hilbert művének harmadik kiadásában így 
találhatók.

Rosenthal idézett értekezésében a III 1 és III 4 alatti axiómákat keve
sebbet követelőkkel helyettesítette, továbbá III 5-öt az I II alatti axiómák 
felhasználásával a többi egybevágósági axiómákból levezette.

Hilbert ezt a negyedik kiadásban mégemlíti és III 5-öt a tantételek közé 
helyezi, de egyébiránt az idomok egybevágóságára vonatkozó tárgyalásait 
nem módosította Rosenthal vizsgálatainak szellemében.

4 KÜRSCHÁK JÓZSEF.
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Idomok egybevágósága.

A következőkben több olyan ismeretes és fontos tételt 
fogunk felsorolni, amely pusztán az I—III alatti axiómákból 
következik. Olyan sorrendet választottunk, amelyben a tételek 
bebizonyíthatok.1

1. Egyenlőszárú háromszögekben az alapnál levő szögek egy
mással egyenlők.

Bebizonyítás. Jelöljük az ABC  egyenlőszárú háromszögben a 
BC alap B  végpontját C'-vel is, C-t pedig B'-\e 1 is. Akkor az 
ABC  és A B C  háromszögekben

AB = AB', AC = AC  és ^  BAC =  4. B'AC'.

Tehát a III 6 axiómánál fogva .4 ABC =  2$. AB C', azaz 
valóban 2$. B = 2f. C.

Háromszögek egybevágóságának fogalma. Az ABC és A'B 'C  
háromszögeket egymással egybevágóknak akkor mondjuk, ha 
megfelelő oldalaik és szögeik rendre egyenlők. Jelekben: 
A AB C =  A  A'B'C, ha

BC = B 'C  AC = A'C' AB  =  A'B'
4  i  =  4 A 1 4  B =  21 B' 25. C =  2$. C.

Ezen értelmezésnél fogva háromszögek egybevágósága szim
metrikus, reflektív és tranzitív vonatkozás.

2. Háromszögek első egybevágósági tétele.
Hogy A ABC =  A A'B'C' legyen, arra elegendő, ha

AB = A'B', AC =  A'C' és ^  A =  4  A'.

3 . Háromszögek második egybevágósági tétele.
Hogy A ABC =  A A'B C  legyen, arra elegendő, ha

AB = A'B', 4  A =  A' és 2}.B= 2S.B'.

1 Ezek az idomok egybevágóságára és a tükrözésre vonatkozó tételek csak 
részben foglaltatnak Hilbert munkájában. Az ott megtalálható bebizonyí
tások ismétlését lehetőleg kerültük.
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4. Két egyenlő szög bármelyikének bármelyik mellékszöge 
egyenlő a másiknak bármelyik mellékszögével.

E tételnek legegyszerűbb esete :
4'. A szögnek két mellékszöge egymással egyenlő. Azaz:

5. Gsúcsszögek egy
mással egyenlők.

6 . Legyen (1. ábra) 
h, k és l egy 0  pont
ból kiinduló három 
olyan félegyenes, hogy 
k és l a h-nak ellen
kező oldalán van; 
hasonlóképpen legye
nek h', k' és V egy O'

pontból kiinduló olyan félegyenesek, hogy k' és V a h'-nak 
ellenkező oldalán van. Ha e félegyenesekre a 
4  (h, k ) = *  (K  k'), 4 . (h, l) =  *  (h\ V), *  (k, l) =  *  (k\ V) 
egybevágóságok közül kettő fennáll, akkor ez maga után vonja 
a harmadikat is.

7. A háromszögek harmadik egybevágósági tétele.
Hogy A ABC =  A A'B'C' legyen, arra elegendő, ha

AB = A 'f f ,  BC = B'C', CA = C'A'.
8. A háromszögben sohasem lehet egy külső szög egyenlő 

egy vele átellenes belső szöggel.
Bebizonyítás. (2. ábra.) Vegyünk fel az ABC háromszög 

AB  oldalának B-n túl való folytatásán egy D pontot és AC-

2. ábra.

1. ábra.



nek C-n túl való folytatásán egy E  pontot. D-t válasszuk úgy, 
hogy AC =  BD. Nyilván D és E  a | BC j egyenesnek A-tól 
elfordult oldalára esnek, mégpedig a D pont -4 BCE belsejé
ben és az E  pont *4 CBD belsejében van.

Ha most már feltesszük, bogy az ABC háromszögben *4 ACB 
egyenlő a 2$. DBC külső szöggel, akkor egyszersmind e szögek 
mellékszögei is egyenlők. Jelekben

2f. BCE = 4  CB A. 1)
Továbbá az ABC és DCB háromszögekben

BC = CB, AC = DB, .4  ACB =  4 . DBC, 
tehát a III 6 axióma alapján

4 . CB A = 4 . BCD. 2)
1) és 2)-nél fogva

2;. BCE = 2$. BCD.

Minthogy D és E  a | BC |-nek ugyanazon oldalán vannak, 
azért ez csak úgy következhetik be, hogy a D pont 2f. BCE-nek 
E-n keresztülvont szárán van. De ez lehetetlen, mert D ennek 
a szögnek belsejében van.

9. Háromszögek második egybevágósági tételének kiegészítése. 
Ha az ABC háromszögben két szög és az egyikkel átellenes 
oldal egyenlő A'B'C' megfelelő két szögével és megfelelő olda
lával, akkor is A ABC =  A A'B'C'.

Bebizonyítás. (3. ábra.) Legyen
AB  =  A'B', 4 B  = B ' és 2 j.C = C '.

A PARALLELÁK AXIÓMÁJÁTÓL FÜGGETLEN SZERKESZTÉSEK. 7

3. ábra.
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Csak azt kell bebizonyítani, hogy BC = B'C', mert akkor a 
két háromszög egybevágó volta már a háromszögek első 
egybevágósági tételéből következik.

Tegyük fel, hogy BC nem egyenlő .B'C'-vel és határozzuk 
meg B'C'-n vagy ennek C'-n túl való meghosszabbításán C"-t 
úgy, hogy BC = B'C". Akkor A ABC =  A A'B'C", mert

AB=A'B', BC=B'C" és < $B = ^B '.

Ennélfogva
^ .A C B  =  <4 A'C"B'.

Másrészt feltettük, hogy *4 C =  *4 C', 
í z az

«4 ACB = <4 A'C'B'.
Tehát

2S- A 'C B ' =  4  A'C 'B '.

E szerint az A'C'C" háromszögben 
a C'-nél levő belső szög egyenlő a 
C"-néI levő külső szöggel és (ami 

egyre megy) a C'-nél levő belső szög egyenlő a C'-nél levő 
külső szöggel. Ámde ez lehetetlen.

10. Bármely AB  köznek van felezőpontja, mégpedig csak egy. 
Bebizonyítás, a) (4. ábra.) Válasszuk j AB  j két különböző 

oldalán C-t tetszés szerint és C-t úgy, hogy

-4 BAC = 2f. ABD  és AC = BT). {a)

I AC I és I BD j nem metszi egymást. Ha ugyanis a két egyenes
nek volna metszéspontja, akkor A, B  és ez a metszéspont olyan 
háromszöget alkotna, amelyben az M-nál levő belső szög egyenlő 
volna a H-nél levő külső szöggel; ez pedig lehetetlen.

Tehát I AC j és j BD \ a síkot három részre osztja, az j AC \ 
és j BD I közé eső részre és két általa egymástól elválasztott 
részre., Az AB  és CD közök az | AB  | és | CD | egyeneseknek 
a középső síkrészbe eső darabjai. Minthogy a C és D pontok 
\AB-\ két különböző oldalán vannak, azért CD metszi az | AB \

4. ábra.
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egyenest; az M metszéspont, mint a középső síkrész pontja, 
A  és B  közé esik.

Az MAC és MBD háromszögekben az M-nél levő szögek és 
a velük átellenes oldalak egyenlők, továbbá 2$. A  =  .4  B. Tehát 
9-nél fogva a két háromszög egymással egybevágó. De akkor 
csakugyan MA = MB.

b) (4. ábra.) Egynél több felező pont nem lehet. Jelentse 
ugyanis M' az AB-nek valamely felezőpontját. Kössük össze 
az a) alatti C pontot Af'-vel és határozuk meg a CM' köznek 
M'-n úl való folytatásán D'-t úgy, hogy M'C = M'D'.

Az ABC két különböző oldalán kapott M'AC és M'BD' három
szögekben az M'-ből kiinduló két oldal és az általuk bezárt 
szög egyenlő. Tehát a két háromszög egybevágó. Ennélfogva

BAC =  4 . ABD' és AC =  BD'.

(a) miatt ez csak úgy lehetséges, hogy D' azonos D-vel; en
nélfogva CD' azonos CD-vel és M' azonos M-mel.

11. Egyenlőszárú háromszögben az alap felezőpontját a szem- 
benlevő szög csúcsával összekötő egyenes ezt a szöget felezi.

Fordítva:
12. Egyenlőszárú háromszögben az alappal szeinbenlevő szög 

csúcsán keresztül vont egyenes e szögnek belsejét csak úgy 
felezheti, ha keresztülmegy az alap felezőpontján.

Minthogy bármely szöget mint valamely egyenlőszárú három
szögnek az alappal szembenlevő szögét foghatjuk fel, azért bár
mely szög belsejét egy és csak egy egyenes felezi.

A derékszög fogalma. Az olyan szöget, amely egyenlő a 
mellékszögével, derékszögnek nevezzük. Derékszöget alkotó fél
egyenesekről azt mondjuk, hogy egymásra merőlegesek. A «merő
leges» elnevezést a derékszög szárairól átvisszük azokra az 
egyenesekre is, amelyeken e szárak vannak, továbbá ezen 
egyenesen levő közökre is. A merőlegesség jele _L.

13. Egyenlőszárú háromszög alapjának felezőpontját a szem
benlevő csúccsal összekötő egyenes merőleges az alapra.
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14. Valamennyi derékszög egymással egyenlő.
Az egybevágóság általános fogalma. Az A, B, C, . . M, N  

és A', B', C, . . ., M \ N ' pontok egymással egybevágó idomo
kat alkotnak, ha rendre úgy felelnek meg egymásnak, hogy

1. ha P  és P', továbbá Q és Q' megfelelő pontok, akkor 
a PQ és P'Q' közök egybevágók,

2. ha P  és P , továbbá Q és Q', végre B  és B' megfelelő 
pontok, akkor 4  PQB és .4 P'Q'B' egymással egybevágó.

Jelekben ezt így fejezzük k i: (A, B, C, . . ., M, N) =  (A B ' r 
C , . . ., M’, N).

15 . Ha két egybevágó idom egyikében P, Q, B  egy egyenesre 
esnek, akkor a megfelelő P , Q', R  pontok szintén egy egye
nesbe esnek. E két egyenest egymás megfelelőjének mondjuk.

16. Ha az egyik idomban egy egyenes P, Q, B  pontjai közül 
Q a P  és B  között van, akkor a megfelelő egyenesen is Q' a 
P' és B' között van.

17 . Ha az egyik idomban P  és Q az u egyenes ugyanazon 
oldalán van, akkor P  és Q' is az u-nak megfelelő 11' egyenes 
ugyanazon oldalán van.

18. Ha (A, B, . . M) =  (A', B', . . M'), akkor a sík bár
mely P  pontjához található olyan P  pont, hogy

(A, B, . . M, P) = {A', R ,  . . ., M',P').

Ha az {A, B, . . . M) idomban van legalább három olyan 
pont, mely nem esik egy egyenesbe, akkor P-hez csak egy ilyen 
P  található.

Tükrözés.

19. Adott u egyenesre bármely kívüle adott P  pontból egy 
és csak egy merőleges bocsátható; ezen egy és csak egy olyan 
P1 található, hogy u a PPt-et felezi.

Bebizonyítás. (5. ábra) a) P-ből az w-ra egynél több merő
leges nem bocsátható. Ha ugyanis két merőlegest bocsáthat
nánk s ezek talppontjai M és 0  volnának, akkor OMP három-
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szögben az iY-nél levő belső szög egyenlő volna az O-nál levő 
külső szöggel, ami lehetetlen.

A III la  axióma alapján egyszersmind nyilvánvaló, hogy egy 
P-ből w-ra bocsátott merőlegesnek az M talpponton túl való 
folytatásán nem lehet két oly P, pont, amelyre MP= MP,.

b) (5. ábra.) P-ből w-ra mindig bocsáthatunk merőlegest és 
azon mindig van a követelésünknek megfelelő pont.

Vegyünk fel ugyanis u-n tetszés szerint egy 0  pontot; w-nak 
O-ból kiinduló felei legyenek h 
és k. Az u-nak P-től elfordult 
oldalán válasszuk I\-nt úgy, hogy 

<4 (OP, h) =  .4  (0P„ h), 
tehát egyszersmind

A (OP, k ) = 4  (OP,, k),

továbbá 0 P  =  OP,.
5. ábra.A PPj-nek w-val való metszés

pontja legyen M.
Ha (úgy mint az ábrában) OP és OP, nem esik egy egye

nesbe, akkor u a POP, egyenlőszálú háromszögben a PP, alap
pal szembenlevő szöget felezi, azért valóban

P P ,± u  és MP =  MP,.

Ha pedig OP és OP, egy egyenesben van és ennélfogva M 
azonos O-val, akkor 2$. (MP, h) egyenlő a mellékszögével, tehát 
megint PP, A u. Továbbá a szerkesztésnél fogva

M P= 0 P =  OP, = MP,.

A  tükrözés fogalma. Ha P  és P, egy u egyenes két külön
böző oldalán úgy van választva, hogy PP, A u, továbbá 
PPj-nek és it-nak M metszéspontja felezi PP,-et, akkor azt 
mondjuk, hogy P  és P, az u tengelyre vonatkozólag egymásnak 
tükörképe.

Az u tengelyen levő pontnak tükörképén önmagát értjük.



A mondottak értelmében a sík minden P  pontjának u-ra 
vonatkozólag egy és csak egy tükörképe van.

20. Ha az A, B ,. . .  P  pontoknak az u tengelyre vonatkozó 
tükörképei rendre AV B V... ,  Pv akkor

(A, B ,...,P ) = (Av Bv ..„  Pt).
Vagyis :
a) Ha P  és Q egymástól különböző pontok, akkor

PQ =  PiQv
b) Ha P, Q, B  nincsenek egy egyenesen, akkor

-4 PQR =  Pjöjfíj.
Bebizonyítás, a) Ha P  és Q a tükrözés tengelyén vannak, 

akkor PQ azonos Pj(?rgyei, tehát csakugyan PQ = P1Q1.

12 KÜRSCHÁK JÓZSEF.

6. ábra.

Ha a közt határoló pontok közül P  nincs a tükrözés tengelyén, 
u-n, a másik azonban w-ruik valamely 0  pontja, akkor a Pt 
létezésének bebizonyításánál Pt-et épen úgy határoztuk meg, 
hogy OPj az OP-vel egyenlő legyen.

(6, ábra.) Ha végre P  és Q közül egyik sincsen a tükrözés



tengelyén, u-n, akkor jelentse 0  a tengelynek valamely tetszés- 
szerinti pontját. A tükörképek létezésének bebizonyításánál 
mondottak értelmében

OP -  0 PV OQ = 0 QV
továbbá

-4 MOP=2S- MOP! és ^  NOQ = ^  NOQir 

tehát a 6. tételnél fogva egyszersmind

4 P O Q = 4 . P x O Q t .

Ennélfogva A POQ =  A PxOQx, tehát valóban PQ = P1Q1.
b) (6. ábra.) A PQR és PtQXRX háromszögek egybevágók, 

mert megfelelő oldalaik egyenlők. Tehát

<4 PQR =  *4 P^QJR^.

A bebizonyított tétel értelmében egy s egyenes pontjainak 
tükörképei egy egyenesen vannak, melyet s tükörképének mon
dunk.

21. Két különböző P  és Px ponthoz egy és csak egy olyan 
v tengely található, amelyre vonatkozólag e két pont egymás
nak tükörképe. Ez a tengely a PPt felező pontján keresztül 
| PPt -re merőlegesen vont egyenes.

Ez a tétel a tükrözés fogalmából nyilvánvaló.
22. Egy 0  pontból kiinduló két h és ht félegyenes egy és 

csak egy tükrözésnél lesz egymásnak tükörképe.
a) Ha h és hx azonos egymással, akkor e tükrözés tengelye 

az a h egyenes, amelyen h és hx vannak.
b) Ha h és hx egy li egyenesnek két fele, akkor e tükrözés 

tengelye az O-ban h-ra merőlegesen húzott egyenes.
c) Ha h és hx két különböző egyenesen van, akkor e tük

rözés tengelye *4 (h, /it) felezője.
Bebizonyítás. Legyen h-n és ht-en OA =  0 AX. Követelé- 

lésünknek az a tükrözés felel meg és csak az, amelynél 0  ön
magának, A és A x pedig egymásnak tükörképe. Ennek pedig 
mind a három esetben a mondott egyenes a tengelye.

A PARALLELÁK AXIÓMÁJÁTÓL FÜGGETLEN SZERKESZTÉSEK. 13
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IV. A párhuzamosság axiómája.
IV. A sík bármely u egyeneséhez a síknak bármely olyan 

A pontján keresztül, amely nincsen u-n, legfeljebb egy olyan 
egyenes vonható, amely u-t nem metszi.

Hogy ilyen egyenes van, az már az előbbi axiómákból követ
kezik. (L. a 10. tétel bebizonyításának a) részét.) Ezt az egyenest 
az A-n keresztül M-hoz vont párhuzamosnak nevezzük.

V. A folytonosság axiómái.

A folytonosság követelményét Hilbert két axiómába foglalja. 
A tárgyalandó szerkesztések tőlük függetlenek.

IV'. Az elpattanás axiómája.

Ez az öt axioma-csoport jellemzi az EuKLiDEs-féle síkot. Ha 
a Bolyai— LoBACSEVszKu-féle síkot akarjuk megkapni, akkor IV-et 
más axiómával kell pótolni. Hilbert (idézett függelékében) erre 
a következő axiómát választotta:

IV'. Jelentse u a síknak tetszésszerinti egyenesét, A pedig 
a síknak olyan pontját, amely nincsen u-n. Akkor A-ból min
dig két (nem egy egyenesbe eső) az u-tól e lp a tta n ó 1 fél
egyenes indul ki, vagyis két olyan h és k félegyenes, amely 
u-t nem metszi, míg az A-ból kiinduló és 2$. (h, k) belsejébe eső 
félegyenesek rendre metszik u-t.

%

B) Az I—IV axiom a-csop ort alapján m ego ld h ató  
szerk esztési feladatok.

Az I—IV alatti axiómák közül m inket különösen azok érde
kelnek, amelyeknek tartalm a abban áll, hogy bizonyos feladatok 
(megfelelő segédeszközök birtokában) mindig megoldhatók. 1

1 E Szász KÁROLYtól, Bolyai János barátjától eredő, szemléletes kifeje
zést Hilbert nem használja.
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Az illeszkedés axiómái a következő két feladat megoldható
ságát követelik :

etj feladat. Két pontot egyenes vonallal összekötni.
«2 feladat. Két egymást metsző egyenes metszőpontját meg

határozni.
A rendezés axiómái nem tartalmaznak új feladatot.
Az egybevágóság axiómái közül III 1 a és I I I 4 a értelmében 

mindig megoldható a következő
ß és y feladat. Adott köznek, illetve adott szögnek (az idézett 

axiómákban részletezett feltételeknek megfelelő) átrakása.
Végre az EuKLiDEs-féle síkban a párhuzamosság axiómája 

értelmében még a következő feladat is mindig megoldható :
d feladat. Adott ponton keresztül valamely adott egyeneshez 

párhuzamost vonni.
Más szerkesztési feladatok az I—IV alatti axiómákban nem 

szerepelnek. Tehát azok és csak azok a szerkesztési feladatok 
oldhatók meg az I—IV axiómák alapján, amelyek a felsorol
takra visszavezethetők.

Ami most már a felsorolt feladatokat illeti, és a% meg
oldására a vonalzó szolgál. A j  és 8 feladatokról Hilbert ki
mutatta, hogy visszavezethetők av a2 és /?-ra. Tehát az olyan 
szerkesztések végrehajtására, amelyek az I—IV alapján meg
oldható feladatoknál felmerülnek, a vonalzón kívül még csak 
olyan eszköz kell, amellyel bármely köz bármely félegyenesre 
annak kiindulópontjából felrakható (mérőkörző, Streckenüber
trager).

Sőt még további redukció is lehetséges. Ugyanis —- König 
Gyula buzdítására — e sorok írója ß megoldására, vagyis bár
mely köz felrakására olyan szerkesztést keresett és talált, 
amelyhez vonalzó mellett csak olyan eszköz kell, amely pusz
tán egy, mindenkorra megszabott alapköznek felrakására való 
(ialapmérték, étalon, Eichmass).1 1

1 Közölve a Mathematische Annalen 55. kötetében (1902) és Hilbert 
művének azóta megjelent kiadásaiban.
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Azokra a szerkesztésekre, amelyeket Hilbert a y  és d  fel
adatokra adott, sőt ß  em lített redukciójára is jellemző, hogy 
rendre feltételezik a párhuzamosság axiómáját, holott a fel
adatok közül csak o tételezi fel ezt az axiómát. A /2-ra és 
T'-ra adott megoldások tehát idegenszerű, oda nem illő elemet 
tartalm aznak; azért, hogy m ást ne említsünk, e megoldások a 
Bolyai—LoBACSEVszKu-féle geometriában nem használhatók, ho
lott maguk a feladatok ott is felmerülnek. Hogy ott is hasz
nálható szerkesztéseket kapjunk, a párhuzamosság axiómájától 
független megoldások szükségesek.

A szerkesztések elméletében érzett ezt a hézagot töltik he 
azok a szerkesztések, amelyeket Hjelmslev a köz és a szög át
rakására talált, mert

1. szintén csak vonalzó és alapmérték használatát kívánják,
2. pusztán az I—III alatti axiómákra (és ezekből levezet

hető tételekre) támaszkodnak.
Minthogy az I III alatti axiómák csak az ax, a.2, ß  és y  

feladatok megoldását követelik, azért Hjelmslev vizsgálódásai 
alapján kimondhatjuk, hogy bármely olyan geometriában, amely
ben az I- III alatti axiómák érvényesek, azok a szerkesztési 
feladatok, amelyek csak ezeken az axiómákon alapulnak, pusz
tán  vonalzóval és alapmértékkel megoldhatók.

Minthogy Hjelmslev csak két igen primitív eszközt használ 
és pusztán az I—III alatti axiómákra támaszkodik, természete
sen szerkesztései körülményesek.1

1 Az EuKLiDES-féle síkban az alapmérték még primitívebb eszközzel 
pótolható, amellyel az alapköz csak egy, mindenkorra megszabott pontból 
rakható fel az onnan kiinduló félegyenesekre. VahleiN, Konstruktionen und 
Aproximationen. Leipzig, 1911 (59. lap).

Nem pótolható-e az alapmérték a Bolyai—LOBACSEVSZKiJ-féle síkban is 
primitívebb eszközzel ?
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C) H jelm slev  von a lzó v a l és  a lap m érték k el végzett
szerk esztése i.

A ß  és y  feladatok előtt más, magukban is figyelemreméltó 
szerkesztési feladatokat kell vonalzóval és alapmértékkel meg
oldanunk. Magát ß  és y  megoldását azután ezekre a feladatokra 
fogjuk visszavezetni.

la  feladat. Adott szög felezése.
Szerkesztés. (7. ábra.) Mindegyik szárra az 0  csúcsból ki

indulva kétszer egymásután felrakjuk az alapmértéket. Ha most 
már OA =  AB = OA1 =  A 1BÍ =  alapköz, akkor A-t összeköt
jük Hj-gyel, /f-t összeköt
jük Aj-gyel, továbbá meg
határozzuk \AB1\ és \BA1\ 
metszéspontját, P-t. j OP 
a keresett szögfelező.

Bebizonyítás. Lényegében 
azt az u tengelyt keressük, 
amelyre a szárak egymás 
tükörképei. A szóbanforgó 
tükrözésnél A és Aj, B  és 
I)j, | AJBj; és A1l i i egymás 
tükörképei. I ABt ' és u metszéspontja önmagának tükörképe, 
tehát egyszersmind rajta van j A B1 |-nek | AtB  j tükörképén. Ez 
a pont tehát nem lehet más mint az \A B1\ és Aj B egyenesek 
P metszéspontja. Evvel megvan u egy pontja.

Másrészt 0  is a tengelyek pontja. Tehát u valóban az 0  és 
P pontok által meghatározott egyenes.

lb  feladat. Egy szög egyik szárán adott OC köz átrakása 
a másik szárra.

Szerkesztés. (7. ábra.) A szöget az előbb leírt módon felezzük. 
Azután C-t Bj-böl u-ra, az így kapott Q pontot pedig B-bői 
új-re vetítjük. így adódik ú,-en az a C, pont, amelyre OC =  OC1.

Bebizonyítás. Lényegében a C pontnak u-ra vonatkozó tükör
képét keressük. A \B tC\ egyenes B t és Q pontjainak tükör-

M atematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. °2

7. ábra.
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képei B  és Q. Tehát j BQ \ és hx metszéspontja adja meg Q-nek 
keresett tükörképét.

2. feladat. Legyen adva egy 0 pontból kiinduló három fél
egyenes a, b, c, még pedig úgy, hogy b az <4 (a, c) belsejébe 
essék. Meghatározandó a-nak a 4  (b, c)-t felező u egyenesre 
vonatkozó d tükörképe.

Szerkesztés. (8 . ábra.) Válasszuk a-n A-1, c-n Cj-et tetszés sze
rint. Vetítsük Cj-t az A-ból b-re és zt-ra, vetületei legyenek B  
és Q. Azután ismeretes módon hatá
rozzuk meg c-n a Z^-et és b-n a C-1 
úgy, hogy OBt = OB és OC1 =  OC; 
továbbá vetítsük B t-et az zt-ra, ve- 
tülete legyen P. A ] PB \ és B^C j 
egyenesek nyilván az | AB1 és | ACt|

8. ábra. 9. ábra.

egyeneseknek zt-ra vonatkozó tükörképei, tehát metszéspontjuk 
megadja A-nak zt-ra vonatkozó tükörképét. Az O-ból At felé 
vont félegyenes lesz d.

3. feladat. Meghatározandó adott (h, k) szög k szárának h-ra 
mint tengelyre vonatkozó tükörképe.

Szerkesztés. (9. ábra.) Határozzuk meg az adott (h, k) szög
nek s felezőjét, továbbá (h, s) szögnek zt felezőjét. Ha most 
meghatározzuk A-nak zt-ra vonatkozó tükörképét (2. feladat),
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akkor ez lesz s-nek h-ra vonatkozó s' tükörképe. Minthogy 
h a (s, s') szögnek felezője, azért már tudjuk fc-nak a h-ra 
vonatkozó körképét meghatározni.

4 . feladat. Adott P  pontnak adott egyenesre vonatkozó tükör
képét meghatározni,

Szerkesztés. A 19. tétel bebizonyításában leírt szerkesztés
nek minden lépését már tudjuk vonalzóval és alapmértékkel 
elvégezni.

5 . feladat. Adott egyenesre kívüle adott pontból merőlegest 
bocsátani.

Az előbbi feladattal szintén meg van oldva.
6. feladat. Adott egyenesre ennek adott P  pontjában merő

legest emelni.
Szerkesztés. (10. ábra.) Vonjunk P-ből egy s félegyenest és 

határozzuk meg az adott a egyenesre vonat
kozó st tükörképét. Az (s, st) szög mellék 
szögének felezője lesz a keresett merőleges.

7 . feladat. Adott AB közt felezni.
Szerkesztés. Emeljünk A-ban és B- ben

merőlegest AB-re. Az j AB  | két különböző 
oldalán rakjuk fel az alapegységgel egyenlő 
AC és BD közöket. A ] CD j és AB  j 
egyenesek M metszéspontja lesz AB  kere
sett felezőpontja.

Bebizonyítás. A szerkesztés olyan speciális 
esete a 10. tétel bebizonyításában a) alatt 
leírt szerkesztésnek, amelynek minden lépését már tudjuk vonal
zóval és egységmértékkel elvégezni.

ß feladat. Adott közt adott pontból kiinduló adott félegye
nesre felrakni.

Szerkesztés. (11. ábra.) Azt az A-ból kiinduló félegyenest, 
amelyen az adott AP  köz van, jelöljük /i-val. Azt az Aj-ből 
kiinduló félegyenest, amelyen AP-vel egyenlő AjJ^ közt aka
runk szerkeszteni, jelöljük Äj-gyel. Az At pontot jelöljük más
képpen A'-vel is.

10. ábra.

2*
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Húzzuk meg A A' felező pontján keresztül a reá merőleges 
u egyenest. Az u tengelyre vonatkozó tükrözésnél A-riak tükör

képe A '; P  tükörképét jelöljük 
P'-vel, h tükörképét jelöljük 
h'-ve 1.

Határozzuk még meg annak 
a tükrözésnek v tengelyét, amely
nél h'-nek tükörképe hí (22. 
tétel); ez pusztán vonalzóval és 
alapmértékkel elvégezhető. A 
P'-nek v-re vonatkozó tükörképe 
legyen Pt . P' a h' félegyenesen 
és Pt a ht félegyenesen úgy 
van elhelyezve, hogy

A P =  A 'P  = A1PÍ.
Tehát a kívánt felrakás való

ban pusztán vonalzóval és alap
mértékkel sikerült.

j  feladat. Adott szöget adott 
pontból kiinduló adott félegyenesnek adott oldalán felrakni.

Szerkesztés. (11. ábra.) Legyen adva 4  (h, le), vagy más jelö
léssel *4 (PAQ). Ennek felrakását követeljük az Aj-ből kiinduló 
hi félegyenes egyik oldalán.

Határozzuk meg az imént leírt módon az u és v tengelye
ket. P-nek és Q-nak az u-ra vonatkozó tükörképei legyenek 
P  és Q', ezeknek v-re vonatkozó tükörképei pedig P± és Q,. 
A két tükrözésnél

4  PAQ =  4  PA'Q ' = -4  PiA íQí .

Ha 4 ; PiAfQi a /ij-nek kívánt oldalán van, akkor feladatunk 
meg van oldva. Ha a szöget másik oldalán akarjuk felrakni, 
akkor még 4  PpljQj-nek a /(,-re vonatkozó tükörképét kell 
meghatározni.

Kürschák József.

11. ábra.
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VOM PARALLELEN-AXIOM UNABHÄNGIGE 
KONSTRUKTIONEN.

In der Wiman-Festschrift (Upsala, 1930) hat Herr J. Hjelmslev 
die in den Hilbertschen Axiomgruppen I—III geforderten Konstruktionen 
ohne Benützung des Parallelen-Axiums mit Lineal und Eichmass aus
geführt. In Ungarn, das doch ein Wiegenland der von diesem Axiom 
unabhängigen Geometrie ist, müssen jene interessanten Konstruktionen 
besondere Würdigung finden. Das soll durch die vorangehende ungarische 
Arbeit geschehen, welche die Besprechung und die Beweise dieser 
Konstruktionen enthält.

Josef Kürschák.



A PRIMITIV KÖROSZTÁSI POLYNOM ELEMI 
ELMÉLETÉHEZ.

Többízben1 foglalkoztam az

formula által adott primitiv körosztási polynomnak (mod. pa), 
azaz pa törzsszámhatványmodulus szerint irreducibilis tényezőkre 
való felbontásával. Ebben a formulában n és d pozitív egész 
számok, d átfutja n összes valódi osztóit, M a legkisebb közös 
többes jele, melyet úgy normálunk, hogy a legmagasabb hat
vány együtthatója 1 legyen. A tárgyalás az idézett helyen nem 
tételezi fel a primitív körosztási egyenlet irreducibilitásának 
ismeretét, hanem azt végtelen sok n esetére (nem minden n 
esetére) a fortiori megadja.

Sőt az is kiviláglik a tárgyalásból, hogy a primitív körosz
tási egyenlet gyökének létezését sem kell feltenni, hanem oly 
testek körében maradhatunk, melyeknek végesszámú eleme2 
van, ha a következő általánosan ismeretes té te lt:

hol m  törzstényezős felbontása

1 Legutoljára e Lapok XXVI-ik kötetében. Az alapegyenlet elméletéhez 
173—182. old. V. ö. Zur Theorie der Fundamentalgleichung. Journal für 
Mathematik Bd. 149, S. 89—90.

2 A mai terminológiában : véges test.

Fn (X) = M ( . .., xd—1,...) (1)

(2)
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m  =  ql»q%*.. &*)
továbbá m

XQ =  Xm-  1, Xe = U  ix"11 •' •Qie - 1)- (2**)
i x . . . i e

lehet az úgynevezett véges testek tartományában bebizonyítani. 
Ez azonban könnyen lehetséges. Legyen r =  1 (mod. m) törzs
szám; hogy végtelen sok ilyen van, azt elemi úton (éppen 
primitív körosztási polynomok felhasználásával) lehet kimutatni. 
Már most az

Fm (x) =  0 (mod. r), X0 =  0 (mod. r), Xe =  0 (mod. r) (3)

kongruenciák mindegyikének van racionális gyöke, még pedig a 
gyökök számossága a megfelelő fokszámmal egyenlő. Ha a 
(2)-nek egy jól ismert bebizonyítását mutatis mutandis alkal
mazzuk, kapjuk a

kongruenciát. Ámde r-et végtelen sok módon választhatjuk és 
így a (4) kongruenciából ered a (2) egyenlet, ami bebizonyí
tandó volt.

ZUR ELEMENTAREN THEORIE DER PRIMITIVEN

Aus dem § 2 der Arbeit1 «Zur Theorie der Fundamentalgleichung» 
geht hervor, dass der Beweis für die eindeutige Zerlegung der fraglichen 
Polynome Fn (x) (mod. p tt) in irreduzible Faktoren ganz im Bereiche 
der endlichen Körper geführt werden kann, wenn der Beweis der be
kannten Formel

4)

Bauer Mihály.

(2)

wo m die Primfaktorenzerlegung
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besitzt und

m = (ft qa | . . .  q t̂

m

XQ =  X m — 1, Xe =  1)
i i  • • . ie

(2 * )

(9t**)

sind, im Bereiche der endlichen Körper geleistet werden kann.
Das kann man aber leicht erreichen. Es sei r s l  (mod. m) eine 

Primzahl, ganz elementar lässt sich die Existenz von unendlich vielen 
solchen Primzahlen angeben. Jetzt kann man bekannterweise, weil die 
Kongruenzen (3) rat. Wurzeln in maximaler Anzahl besitzen,

Fm (x) =  - y y " ' -  (mod. r) (4)

folgern. Da aber r auf unendhch viele Weisen gewählt werden kann, 
folgt aus der Kongruenz (4) die Gleichung (2).

Michael Bauer.



AZ x n+1 -  x n +  p =  0  EGYENLET GYÖKEIRŐL.

Jelen tanulmány a valós együtthatójú
f  (x ) =  xn+1 — xn +  p =  0

háromtagú egyenlet gyökeinek a complex számsíkon való elosz
lásával foglalkozik.

Eredményei — amelyeket a függelékben közölt ábra szem
léltet -— a fenti typusra hozható

F (x) = x n+1 axn 0,
G (x) =  xn+1 -j- gx +  h =  0

egyenletek gyökcloszlásáról is tájékoztatnak, hiszen a megfelelő
h 1

íc(=) — ax, ill. x ( = ) ---------- transformatiókkal indicalt gvök-g x
áthelyezés elemi feladat.

1. §. Első tétel. Az f  (x) =  0 egyenletnek a reális tengely 
felett fekvő zi — ri.ei(fi gyökeinek argumentumára (0 < <pi< ti) 1 
a következő egyenlőtlenségkettősök egyike áll fenn:

n n21 21 + 1  
----- 71 <  (pl < ------- 71,n r »+ 1

(i = o, 1,2,. . . ; i< £ )
21
n Tt <  <pr

21 +  1 
n  + 1

(í = 1, 2,... ;
21 —  1

J < -

»
■7l < ( f l <

21
» -f-i

n + 1'

ha p > (» + 1)”+i =  /,

Aa 0 <  p  <; A,

- 7T, ha p  <  0.

1 A complex gyökök szimmetrikus helyzete megengedi, az egyszerűség 
követelménye pedig indokolja vizsgálatunknak a fenti intervallumra való 
korlátozását.
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Bizonyítás.
Annak szükséges és elégséges feltétele, hogy a z —r . e complex 

szám az f  (x ) =  0 egyenlet gyöke legyen:
y*n+ 1 g(n+ l)  i<p __  y>n gnitp + P  = o.

Ez a feltétel a reális s az imaginarius részek különválasztásá
val a következő két — külön-külön szükséges — feltételre 
esik szét:

és
rn+1 cos (n + 1) <p — rn cos n<p =  — p 

rn+1 sin (rí-f-1) <p — rn sin n<p — 0.

E két egyenlet négyzetre emelésével s összegezésével, továbbá 
az utóbbi egyenlet révén, ill. az f(x).x~n~1 =  0 egyenletre ha
sonló szellemben nyert (sinusos) összefüggés alapján feltéte
leink :1

(r, <p) =  r in+l — 2 .cos ^.r2,i+1 +  r2n-—p 2 — 0, 

sin mpr -

f' --

sin (n + 1) <p
p.sin (n-f-1) <p 

sin ip

( 1 )

(2)

(3)

Ha most sg _p — -(- 1, az r >  0 triviális feltétel (2) és (3) alap
ján megköveteli, hogy a sin <p, sin n<p és sin (n +  1) ip meny- 
nyiségek egyidejűleg egyenlő előjelűek legyenek; mivel pedig 
0 <  <p <  íz, s így sin <p >  0,

2b: <  n<p <  (21 +  1) 7t és 2/7t <  (n -f- 1) <p <  (2/ -j- 1) íz,

azaz összevonva:

—  íz < <p <  n
= 0, 1, 2...

21 +  1
n -f-1 7T (4)

1 L. Gauss: Beiträge zur Theorie der algebraischen Gleichungen (1850),
Werke III. 97. o.
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De az f  (x) =  0 egyenletnek két positiv valós gyöke van, ha1 
0 <  p  íS A és nincs positiv valós gyöke, ha p > L

Másrészt NEKRAssoFF-nak a trinomikus egyenletek gyökelosz
lására vonatkozó eredményeit2 az f  {x) =  0, sg p — 1 typusra 
alkalmazva, ezen egyenlet gyökeinek amplitúdójára sorban s 
egyenként:

2 4
0  <  <p0 <  — —  7z <  tp1 <  — — r  n  < ■ • ■ <ro n + 1 r n + 1

21 ^ ^  21+2 ^  . . 
<  , n < <pi< ■ -| , ff <  • • •, ha p > Á,n + 1 n + 1

illetőleg

0 =  <  — n r  n < <p,< — r r  ff <  • • • <  ro n+1 n+1

<
21

n + 1 ff <  y>i < 21+2
n + 1 ff <••■> ha 0 <  p  h

Nekrassoff sectortartományai az egész síkot beborítják s azok 
mindegyikének belsejében egy s csak egy gyök. van, ha p >  A 
s az első sector gyöke a tartomány szélén (a valós tengelyen) 
van, ha 0 <  p <s X.

Mivel azonban
21 21 2Z+ 1 21+2

n+1 n n + 1  n+1

a (4) alatti szükséges feltétel a NEKRAssoFF-sectorok mindegyiké
ből kimetsz egy-egy részt, mint amelyekben gyök lehet, a meg
maradó részben pedig gyök nincs, így tehát a (4) alatti secto- 
rok mindegyikében van egy és csak egy gyök, ha p > X, s 
az első sectorban nincs complex gyök, a többiben van egy és 
csak egy gyök, ha 0 <  p <LÄ.

Ezzel tételünk első s második része bizonyítást nyert.

1 V. ö. Gauss : loc. cit. 89. o.
2  N e k r a s s o f f  : Ueber trinomische Gleichungen. (Mathematische Annalen 

XXIX. k. (1887), 413. o.)
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Ha viszont sg p —— 1, a (2) és a (3) alatti feltétel megköve
teli, hogy

sin <p >  0, sin ntp <  0, sin (n +  1) <p <  0 
legyen, tehát egyidejűleg;

(21— 1) ti <  ntp <  2h z és (21—1) tt <  (n+1) <p <  2In, 
azaz összevonva:

21 —  1 
n 7r<  tp < 21

w +1
i - 1, 2.. << ^ f1 )

(5)

De a NnKRAssoFF-féle eredményeknek az f  (cc) =  0, sg\p =  —1 
typusra való alkalmazásából s azon elemi tényből, hogy 
sg p — — 1 esetében egyenletünknek a Descartes—HARRioT-féle 
jelszabályból folyólag egyetlen positiv valós gyöke van — kö
vetkezik, hogy jelen esetben az f  (x) =  0 gyökeinek amplitúdó
jára sorban s egyenként:

0 =  9o<
-1

71 < ■ • • <

Mivel

21—1 21 , _
< -------j—r -  77 <  ( f i  < ------« + 1 «+1

2/ 1 21 —  

—  y 7T <  ----------------íí+ 1 n
21 21 + 1

77 <  ----- ------------------------ , . - 7 7 ,M+l n + 1
a NEKRASSOFF-féle sectorok mindegyikéből az (5) alatti sectorok 
egy-egy részt kimetszenek, amiből a sg p =  1 esetére alkalma
zott módszerhez hasonló elgondolások alapján tételünk harma
dik része bebizonyítást nyer.

2. §. Azon tartományösszeg, amelyben az f  (x) =  0 egyenlet 
0 <  <p <  77 amplitúdójú gyökei az első tétel szerint elhelyez
kednek :

. n 2 r ' \
0 <  +T+ 4  {n paros)’

illetőleg
. it g  1 . . , i \ö <  — -----77, (n paratlan),

ha p >  X ; továbbá
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n — 2
 ̂ /I l /í4n +  4 (n páros),

illetőleg

<  4n(n+ l) ’ (n páratlan),
ha 0 <  j) <  /; végül

. n +  2 
0 <  . . ff,4n +  4 (n páros),

illetőleg
, „ (n+3) ( n -  1) 
0 '  4 n (n + l) ’ (n páratlan),

ha p  <  0 .
Ezen állításunk két arithmetikai sor összegezése révén köny- 

nyen igazolható. így pl. ha p >  A és n páros:

1  Y  ( 2*+ 1  — -  n + 2
ti n + 1  n I 4n +  4

1=0

Az f  (x) = 0 egyenlet összes complex gyökeire nyert meg
engedett amplitudóintervallumok tehát (dimensióban) a ~  nyí
lású sectort töltik ki.

3. §. Az első tételben szereplő amplitudóintervallumok szé
lessége a tp, azaz egyben az l, növekedtével monoton csök
ken, mivel

21+ 1  ___ 2[  n — 2/ 
n +  1 n 71 n (n  + 1)

illetőleg
21 2/ — 1 n —27 +  1

n +  1 77 n 71 n(n +  l) 7I'
4. §. A sgp =  l és a sg p —— 1 esetre nyert megengedett 

séctorok egymást váltva következnek egymás után, mivel
2/ 2/ 27 +  1 27 +  1—— r- n < ■—  n es ---- —r  n <  — —— n.n +  1 n n + 1  n

5. §. Második tétel. Ha z1 =  r1eiv', zt = rteii>" az f(x) = 0
két különböző complex gyöke, amelyekre

0  <p' <  (p "  5 g  71,

ri >  + 'akkor
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Bizonyítás.
Legyen
f  (x) =  ft (x), ha p > 0 és f  {x) = ft (x ), ha p <  0 ; 

azaz:
ft (x) =  x n+1 — x n +  | — 0 és /j ix) = xn+1 — x n — | p | =  0 .

Az /jj(íe) =  0 egyenlet positiv valós gyökét jelöljük a^-gyel, 
az f1 (x) =  0 egyenlet két feltételesen (0 < p ).) létező positiv
valós gyökeit pedig x v  ill. íc3-mal (x2 ^  x3).

A
0  (x) — /j (x). {x) =  £C2n+2 — 2íC2n+1 +  ÍC2ra — pl — 0

egyenlet positiv valós gyökei tehát a?s, íc3 és íc4.
Az
Q (x) =  f1 (—íc) . /'2 (—a?) =  íc2" +2 +  2ícln+1 +  íc2” — p2 =  0

(■Ö(SC) — (£C”+1 +ÍC" +  IjP |).(£Cn+1 +  ÍC" — |_p|))

egyenlet positiv valós gyökét jelöljük íCj-gyel.
Elemi eszközökkel igazolható, hogy

x t <  x 3 x s <  £C4.

Az (1) alatti egyenletre közvetlenül belátható, hogy

(fi (r, 0) =  0 (r) (6>
és

<f> (r, ii) =  S  (r). (7)

De ugyanazon r-re a 0 < <p1< <p̂ <  jt feltétel mellett

<P (r, 0 ) <  fi (r, <pf) < (p (r, y>2) <  <f> (r, jt), (8)
mert

<f> (r, 0) — ^ (r, =  2r2ra+1 (cos — 1) <  0 ,
<p (r, <pf) — (p (r , <p2) — 2r2n+1 (cos — cos <  0

és
ip (r, f  j) — ip (r , jt) =  2r2n+i (— 1 — cos y>ä) <  0 .

A ^ (r, ^j) =  0 egyenlet gyökei a (8) alatti felismerés szel
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lemében csak azon intervallumokban lehetnek,1 amelyekben 
<p (r< ft) >  0 és <p (r > 0) <  0 , a <p (r, y>a) =  0 egyenlet gyökei pe
dig csak azokban az intervallumokban helyezkedhetnek el, ame
lyekben <p (r, y>4) <  0 és ip (r , n) >  0.

Amennyiben tehát p (r , y>) minden ^ mellett monoton nö
vekvő függvény volna s így a p {r, <p) =  0 egyenletnek csak egy
positiv valós gyöke lenne, tételünk máris könnyen igazolódnék.

1Kimutatjuk azonban a ipk = ^ " amplitúdóról, hogy
minden fh  érték mellett a p (r , <pk) függvény mono
ton növekvő, miután az r szerinti első differenciálhányadosa 
positiv, ha r >  0 .

Ugyanis

d$ jT’ = rin ~ 1 [(2n +  2) r 2 — 2 (2n +  1) cos <pkr +  2»],ti'/

s a szögletes zárójelbeli másodfokú függvény definit positiv, ha 
csak a discriminansa negativ, azaz (kis átalakítás után)

« ^ 4 «  (» + 1) • . 2 1
cos y t <  (2M+ i y  va?yls 18 y > > 4 « ( n + l ) -

De
1  7 T 2  1

tgVfc ^  tg* 2(w+1) » >  4 (n + 1 )* >  4n (n + l)  

a fortiori, miután
x. >lÄ»±L.

— n

Már most első tételünk értelmében, ha sg p =  — 1, az f  (x) =  0 
egyenlet minden complex z = r.eii' gyökére <p>— , s így
TZ Ti ^— >  in —r r r  lévén, a (8) alatti felismerésből folyólag n 2 (w+l)

x i <  rt <  ri < (x t ás x s) <  Xf

1 A következő meggondolásokban alapvető jelentőségű az a tétel, amely
szerint a racionális egész függvények gyökei az együtthatóknak folytonos 
függvényei. (V. ö. pl. Weber : Lehrbuch der Algebra, I. kötet, 2. kiadás, 
(Braunschweig, 1898.) 44. §.
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Ugyanígy, ha 0 < p ^ Á ,  ~  > j ^ 'i j  lévén

x 1 < r i < r í < x t <^xz <  x t . 

A p >  k esetben pedig az első, azaz a

0  <  <p <
71

W+l

intervallum kivételével a többi gyök amplitúdója biztosan na-
7T 71 7Tgyobb, mint hiszen ^ > 9 , a fenti kivételes

gyök absolut értéke pedig a <p (r, <p) =  0 egyenlet egyetlen gyöké
vel, vagy esetleg három positiv valós gyökének bármelyikével 
azonos is, a (8) szellemében mindenképpen:

x i <  ri, <  ri < x i-
Ezzel második tételünk a maga terjedelmében beigazolódott.
6. §. Második tételünkből s az F (x) =  0, ill. G (x) — 0 egyen

letet f  (x) = 0 typusúvá formáló transformatio jellegéből követ- 
kezik, hogy az q  ^  _  q  j egyenlet gyökeinek absolut értéke 
amplitúdójúk növekedtével monoton csökken, illetőleg növekszik 
aszerint, amint ! sp a ~~ I, ill. J s£ a ~~ +  *1 sg g =  sg h sgg sg h

7. §. Az első és a második tételből, — főleg (8)-ból — vala
mint a 4., 6. §-ok felismeréseiből könnyen igazolható, hogy a

0  (x) =  ÍC2fl+2 — 2£C2n+1 +  x ln — p® =  0 ,
illetőleg az

Q (x ) =  íc2n+2 -(- 2íc2"+1 -j- x2n — p® =  0

négytagú egyenletek gyökeinek absolut értéke amplitúdójúk nö
vekedtével monoton csökken, ill. nő.

8 . §. Az első tételből folyólag az f  (x) =  0 egyenletnek több
szörös complex gyöke nincs. Következik ez egyébként abból is, 
hogy az

f  (x) =  (n + í ) x n — nxn~x — 0



egyenletnek triviális [(n — l)-szeres] gyöke, x  — 0 , valamint egyet-
7l> clen nemtrivialis gyöke, x  =  > is — valós.

9. §. Az f  (x) =  0 egyenletnek tiszta képzetes gyöke nincs. 
Ha ugyanis x  = ci (c 4= 0 valós) gyöke f  (íc)-nek, akkor

cn+ljn+l _  cnjn _|_ p — 0.

Egyenlőségünk baloldalának első két tagja közül — n a 
0, 1, 2, 3 számok bármelyikével congruens is modulo 4 — az 
egyik képzetes. Ez szükségképpen 0, ami a c 4= 0 feltétellel 
incompatibilis.

AZ X n + l----Í C " - f - p  =  0  EGYENLET GYÖKEIRŐL. 33

M atematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. 3
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F ü ggelék .
A túloldali ábra az

f t (x) =  x & — x 5 -j- 0 ,o8 =  0, 
f2 (x ) =  x 6 — Xs — 0 ,oa =  0

egyenletek gyökeinek helyzetét szemlélteti.1 Az f\ (x) — 0 complex 
gyökeit 1, az f2 (x ) =  0 complex gyökeit pedig 2 jelzéssel láttuk 
el. A valós gyökökre nézve meghagytuk a szövegbeli jelzést, 
tehát — íc2 és x 3 az /j {x), x k és —x t pedig f2 (x) gyöke.

Az eredményvonallal húzott görbe (polaris) egyenlete

(p (r, (p) =  r 12 — 2 cos y>r1J +  r 10 — 0,ooss =  0 .

Huszár Géza.

ÜBER DIE WURZELN EINER TRINOMISCHEN 
GLEICHUNG.

In der vorstehenden Untersuchung wurde die Wurzelverteilung der 
trinomischen Gleichung

xn+1 — Xn -j-p =  0 (p reell)
erforscht.

Das Hauptresultat bilden folgende Sätze :
1. Für die Argumente <pt der oberhalb der reellen Achse liegenden 

Wurzeln 2i= r l.ei?,i {0<<pl<n) gelten die Ungleichungen:

1 A tárgyalt kérdések alkalmazott matematikai hátterére nézve v. ö. 
a Kereskedelmi Szakoktatás XXXIV. évfolyamának 213. és k. oldalain, ill. 
XXXVI. évfolyamának 119. és k. oldalain megjelent «A kamatlábfeladat és a 
Graeffe-, Bernoulli-féle gyökközelítő módszerek», ill. «A kamatlábfeladat s 
a Waring-formulák» című értekezéseimet.
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a)

c)

2. Sind

2/ 2Z + 1—  n <  < p i< -----—T- n,n T n + 1
(l = 0, 1, 2,...; I < i )

21 ^  ^  2Z+ 1
t t  * <  *  <  " í i + r  *■

p > (B+1). . .

falls 0 <  p ^  A,

=  A,

2i — 1 21n < (pi<n n-j-1

«-=±1 )

ff, falls p <  0 .

=  r1.ei,fi, zi =  rt .eii>*

irgend zwei verschiedene Wurzeln, für welche

0 5S (pt <  5S n 

ist, so besteht die Ungleichung
rt >  rt .

Géza Huszár.

3*



A TRINOM EGYENLETRŐL.

A trinom egyenlet gyökeinek argumentum szerinti eloszlására
vonatkozóan M. P. Nekrasoff 1 kimutatta, hogy ha a komplex

27Tváltozó síkját 0  közös ponttal bíró, —— nyílású szektorokraYb
osztjuk (hol n az egyenlet fokszáma), melyeknek irányítása az 
együtthatóktól függ, úgy ezek mindegyike egy gyököt tartalmaz.

P. Bohl1 2 módszert adott valamely trinom egyenlet adott 
sugarú, 0  középpontú körbe eső gyökei számának megállapítá
sára, tehát közvetve a gyökök modulus szerinti szeparálására.

A trinom egyenlet gyökei és együtthatói közti függvénytani 
kapcsolat megállapítását illetőleg alapvetők G. Herglotz 3 vizs
gálatai, melyeknél az egyenlethez tartozó RiEMANN-féle felület 
szerepel, mint lényeges segédeszköz.

További eredményeket tartalmaznak a gyökök eloszlására 
nézve M. Biernacky4 és Huszár G.5 idevágó dolgozatai.

A trinom egyenletnek az alábbiakban ismertetendő tárgyalási 
módja azon az egyszerű észrevételen alapul, hogy egy trinom 
egyenlet gyökei mindig felfoghatók, mint egy alkalmasan vá
lasztott, koncentrikus szabályos sokszög-pár csúcspontjaiba he
lyezett egységtömegek erőterének egyensúlyi helyzetei.

A nevezett erőtér legelemibb szimmetria- és folytonossági 
tulajdonságainak felhasználásával meghatározhatók olyan szek
torok, melyek csupán az együtthatók argumentumaitól függnek,

1 M. P. Nekrasoff: Math. Ann. B. 85 (1887).
2 P. Bohl: Math. Ann. (1914).
3 G. Herglotz: Leipzig. Bér. B. 74 (1922).
4 M. Biernacki: These, Cracovie (1928).
5 Huszár G .: L. a megelőző cikket.
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, 7 fmindegyikük egy gyököt tartalmaz és nyílásaik összege nagy-
ságrendű, tehát a gyökök argumentumainak az eddigieknél szű- 
kebb elhatárolását adják.

A gyökök modulusaira nézve ismeretes, hogy azok pozitív 
diszkrimináns esetében két csoportra oszlanak, melyek két, csu
pán az együtthatók modulusaitól függő, körgyűrűbe esnek. Ezen 
eredmény továbbfejlesztéseképen sikerült minden esetben oly 
körgyűrűket meghatározni, melyek szintén csupán az együtt
hatók modulusaitól függnek s melyek mindegyike egy gyököt 
tartalmaz.

A gyökök modulusa és az azokat tartalmazó szektor nyílása 
közti összefüggés felhasználásával az argumentumok és a mo
dulusok szerinti szeparáció összekapcsolható, azaz meghatározha
tók körgyűrűszektorok, melyek mindegyike egy gyököt tartalmaz.

A vázolt módszerekkel végül a trinom egyenlet belső gyökei 
modulusainak felső határa“ szintén levezethető.

I.
1. Két trinom egyenletet:

f, (z) =  A1zn+m+ Btzm+ Ct =  0
(n és m rel. prímek) (1')

U(z) = A2z”+m+ B^zm+  Ci =  0 v"  r  *' (1")
a következőkben aequivalenseknek mondunk akkor, ha gyök
rendszereik egymástól csupán forgatásban vagy tükrözésben 
különböznek, ha tehát

fi (z) =  const. f\ (eiá.z), vagy f\ (z) =  const. ft (.ei9.z), 
hol d reális.

I. A (1', 1") trinom egyenletek aequivalenciájdnak szükséges 
és elegendő feltételei, hogy

n r
(2)

B,
B2 c 2

es
m («j +  a%) — (» +  m) (ßt ±  ßt) +  n [yí ±  7̂ ) =  0 (mod 2jt). (3) 6

6 L. Hehglotz : 1. c.
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Ugyanis, ha pl. f, (z) =  const, ft {eif.z), úgy

A _ Ä

tehát.

Ebből

_i_ — _L ßtiid __ _L g(n+m) iá
c®

ai ~  «2=  Ä — /?* +  « í  =  r í— +  (« +

m [(at— a#) — (&— #,)] =  n [{ßt— ß j  — (jq— yt)] 
m  (at —  aa) — (n +  m) (ft — ft) +  n r*) =  0

(mod 27t).

(mod 2jt) 
(mod 2 n)

tehát a (2, 3) feltételek szükségesek.
Viszont a (2, 3) feltételek fennállása esetén meghatározható 

ő úgy, hogy (4) ki legyen elégítve.

f  (z) =  Azn+m +  Bzm +  C = 0  ;
A =  | A  | eia, B  =  | B  | eV, C =  | C | eV

trinom egyenlet a fenti értelemben akkor és csak akkor aequi- 
valens egy valós együtthatós trinom egyenlettel, ha

azaz, ha
ma — (n +  m) ß ß-ny =  0 (mod it), (5)

AmCn
ßn+m =  reális. (6)

Qn
Az olyan trinom egyenletet, melyre nézve ßn+m komplex

szám, lényegesen komplex trinom egyenletnek fogjuk nevezni.
3. A (1', 1") trinom egyenletek rezultánsa 7

B [ft {z),ft (z)] = Ci A, n  + ra f t  f t m A B ,
f t  A , f t  f t A2 f t

Ha
f1 {z) =  \ A \  eia>,zn+m+  | B  | eV*.zm+  | C \  eV* =  0 
f^(z) — \A \ eia* ,zn+wt+  | B | eV. .zm+  | C | eh. =  0

úgy (7)-ből egyszerű számítással nyerjük, hogy

(7)

(8)

7 Egyszerű számítással adódik pl. a rezultnás BEZOUT-féle alakjából.
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R if Az), U e i3z)} =
i • nsin\A \m \C\ne(n+m) ai + “j a - -± rj i „:_«+«» (T i— r*> —  K — a j + ( n + m ) ő

( - 1)'
ß i + ß i  + Yi + Yz ■ a i ai  ß i  +  ■. n + m  i n i  n  + m r n 1——' 2 ■■ i  n  —-------„ 1 —L=- iiD 6 1 .6  2 (9)

■ m (ßi ß?) fa  Tv) mo ■ n (gi a‘i) (ßi ß%)
fell! 2 ŰJ

R [f1 (z), f2 ++)! eltűnéséhez szükséges tehát, hogy vagy

(r í—Ti) —  («1—«a) +  ( n + m )  3 =  0 1
(/?!—ft) — (rí—7a) — md = °  (mod 2tt) (I)
(«j—a2)— (jSj—ßf) — nd = 0 l

tehát
m (a,— a4) — (w +  to) (&— ft) +  n {r-i— r*) =  0 (mod 2tt) ; (10') 
vagy

| A  |m | C ) ”  n i t e t  + tts) — (w+m) (^i +/ja)+ n  (yx + ya) f
 ̂ j[̂ n + m | | ra + m  ̂ 2

„inn+m fri~r») ~  («i~ «») +  jn+m) 3 fll)
2

_:nm (A- ß z ) - ( r - n ) - m d  ( a - g j - i ß - ß j - n d  ~~1’
b i l i  ^  b i l i  ^

tehát
w»(«i+«a) — (n + m )  ( f t + f t )  +  n (rt + r d  =  0 (mod 2tt). (10") 

E szerint:
II. A (8) trinom egyenleteknek, melyeknek megfelelő együtt

hatói egyenlő modulussal bírnak, akkor és csak akkor vannak 
egyenlő modulusa gyökeik, ha a két trinom egyenlet egymás
sal aequivalens.

4 .  Ha
fl (z) =  ft (z) = f{z) = Azn+m +  Bzm +  C =  0, 

úgy (9) szerint

R [f (2), f  (e%)] =  AmO  sin”+m iüd l w) * _

Wifi_  ( _ l ) n + m ß n  + m s i n m  SÍnn
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R [f (z), f  (eidz)] eltűnéséhez, ő +  0 mellett, szükséges hogy

A mCn
J ß n + m =  reális, (6)

azaz
ma — (n +  m) ß +  ny =  0 (mod n). (5)

E szerint:
III. Valamely trinom egyenletnek akkor és csak akkor van

nak egyenlő modulusú gyökei, ha a trinom egyenlet valós 
együtthatós trinom egyenlettel aequivalens.

5. Az
f(z) =  Azn+m +  Bzm +  C =  0 (1)

trinom egyenlet D [f (z)] diszkriminánsát nyerjük, ha (ll)-ben £-t 
O-hoz konvergáltatjuk:

=  (n-\-rn)n+mAmCn — {—l)n+mnnm mBn+m
(12)

D [f  (z)] eltűnéséhez szükséges tehát, hogy 8

(_ĵ n+m A mCn _  mmnn 
Bn+m ~  (m +  n)m+n (13)

E szerint:
IV. Valamely trinom egyenletnek akkor és csak akkor van 

többszörös gyöke, ha a trinom egyenlet egy valós együtthatós 
trinom egyenlettel aequivalens, továbbá együtthatói a (13) re
lációt kielégítik.

II.
6 . Ha a z”-|- v =  0 egyenlet

arg v+  (2r + l) n
vr =  \v\ne n , (v = l,2, . . .  n)

gyökpontjaiba egységtömegeket helyezünk, melyek a távolsággal

8 L. C. F. G a u s s  : Werke, Bd. III.
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fordítottan arányos erővel hatnak, úgy az n tömegponttól szár
mazó erők eredője a z pontban:

V i 1 _ rizn~x
í£ j Z—Vv zn+ V (14)

Hasonlóképen a zn+m +  w =  0 egyenlet gyökpontjaiba he
lyezett egységtömegektől származó erők eredője

{n+m) zn+m~ 1 

zn+m+w

Tehát a két koncentrikus, szabályos sokszög csúcspontjaiba 
helyezett egységtömegek erőterének egyensúlyi helyzetei a

{n+m) zn+m~nz‘n—1
Zn + V l+W =  0 (15)

egyenlet, azaz — a z — 0 triviális egyensúlyi helyzettől el
tekintve — a

(Hn+m) zn+m +  (n+m) vzm +  niv =  0 (16)

trinom egyenlet gyökpontjaiba esnek.
7. Viszont bármely

f  (z) =  Azn+m + Bzm + C =  0;
A — \A \eia, B  =  \B\eV, C = \C \e ^ ( 1 )

trinom egyenlet az

l(2 n + ” ) (“ + ” ) I S í x  zm+n^ r q \ = °  <17>
alakra hozható, tehát:

V. A (1) trinom egyenlet meghatároz két koncentrikus szar 
bályos sokszöget, Pn+m és Pn-et

Pn csúcspontjai: 

Pn+m csúcspontjai:

Oln+m I B  | \ A ff—g+t^+p n ;
— ;----■ n e «n-\-m I A  1 /

(»=1, n)
2n+ m

n
C
A

1 y—tt-K2a +  l)  n  .
| n + m ß  n + m

(1 8 )
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úgy, hogy az ezek csúcspontjaiba helyezett egységtömegek erőteré
nek egyensúlyi helyzetei a (1) trinom egyenlet gyökeit adják.

A sokszögek méretei nyilván csupán az együtthatók modu
lusaitól, irányításaik csupán az együtthatók argumentumaitól 
függnek.

Továbbá (4)-ből közvetlenül látható, hogy sequivalens trinom 
egyenletekhez kongruens vagy tükrözve kongruens sokszögpárok 
tartoznak.

8 . Az eredeti f  (z) =  0 trinom egyenlethez konjugált reciprok 
— o 9 trinom egyenlet előállítható analog módon:

r ( r )  = Czn+m +  Bzn +  A
2 m + n

(2 m +n) zn+m +

, , , (2m+n)i? , (2m -\-n)A\+  (n+m) —— zn +  m  -----— } =  0 ,

tehát a
(n+m) C mC

Czn+m +  Bzn +  A =  0;
A = \A \ e~ia, B  =  | B  | e-V, C = \C \e - ‘r

(19)

(20)

konjugált reciprok egyenlethez tartozó szabályos sokszögek:

IV-lmcsúcspontjai: B_
c

y-ß-\ (2)U+l)yg . 
Im ß m :

%n+m; csúcspontjai:

. m)
I 2 m + n
\ m

(4=1, 2,... n + m)

(21)
1  y—a + (2A + l)gr .

| n + m ß  n+ m

E szerint az eredeti egyenlethez tartozó Pn+m és a konjugált 
reciprok egyenlethez tartozó +„,+m sokszögek félsugarai (O-ból 
a csúcspontjaikhoz vonuló egyenesek) közösek.

9. Valamely szabályos sokszög csúcspontjaiba helyezett töme
gek erőterének csupán a következő — alább bizonyítandó — 
tulajdonságát fogjuk a továbbiakban felhasználni:

9 Tudvalevőleg a konjugált reciprok egyenlet gyökei az eredeti egyenlet 
gyökeinek az egységkörre vonatkozó tükörképei.
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Az erőtér eredője a síknak azon és csak azon pontjaiban 
radiális, melyek a szabályos sokszög valamely szimmetriatenge
lyébe esnek.

Az erőtér ezen tulajdonsága nyilván független a szabályos 
sokszög méretétől és helyzetétől. Helyezzünk ennek megfelelően

%k7ii
egységtömegeket az sk = e n , (k =  1, 2 ... ») n-edik egységgyök
pontokba. Az ezektől kifejtett erők rezultánsa a z pontban

Ezen eredő a z pont rádius vektorába esik, tehát radiális, ha

B  (z) 1 nz»-i
apg ~ =  arg — =  0 (mods),

azaz, ha
1 »z"_1 _ »
z zn— 1 I z\

1 =  reális.

Az fí (z) rezultáns tehát akkor és csak akkor radiális, ha zn és 
vele együtt zn reális, azaz ha a z pont a szabályos »-szög va
lamelyik szimmetriatengelyébe esik.

10. Az előbbiből önként következik, hogy:
VI. Valamely koncentrikus, nem koaxiális szabályos sokszög

pár erőterének a sokszögek szimmetriatengelyeinek egyikén sincs 
egyensúlyi helyzete.

Koaxiális sokszögpárnál a szimmetriatengelyek közül csupán 
a közös szimmetriatengelyen lehet egyensúlyi helyzet.

11. Koncentrikus, szabályos sokszögek félsugarai, szimmetria- 
tengelyei, valamint az azok által meghatározott szektorokra vo
natkozóan — az alábbiakra való tekintettel — előrebocsátjuk 
a következő tételeket.

Ha valamely szabályos »-szög csúcspontjai
/„ . 2v;,« \ . (»=0, +1, ±2,...)

He 1 — He'' 0 » ' ; (vh=h(modn), h=l,%...n)  (22)
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úgy O-ból az egyes csúcspontjaihoz vonuló egyeneseket, a sza
bályos TO-szög félsugarait, a

0 — dh =  d0 -f- n (23)

félsugarak adják.
Hasonlóképen a szabályos TO-szög szimmetriatengelyeit a

6 =  °° +  n (24)
egyenesek adják.

A (1) trinom egyenlethez tartozó Pn+m és Pn szabályos sok
szögek félsugarai (18) szerint

és

a   ű(» + m)   r -«+(2A  +  l)n
e - ° l = ------- ^ -------
ß _  (̂n) _  ß—« + (2v+ 1) tt

r — TO

(mod 27r) 

(mod 27i)
(25)

Ezen félsugarak mindig10 n olyan d^+m) öt”1, (ú= 1,2,... to)
[a jelölést illetőleg 1. 11 12 jegyzetet] szektort határoz
nak meg, melyek nyílása:

n  | a in + m )Uh =  I £/*,, d(n) I <r"VJ, I <- TO+m
Ugyanis a legkisebb szektornyílás

Q1 = 1
to(to+ w)

Arg
ßn + r,

(— A)m (>

(26)

(27)

következésképpen az egyes szektornyílások

10 A valós együtthatós | A \ zn+m— | B \ z \m +  | C \ =  0 egyenletnél elő- 
forduló egyetlen kivételt illetőleg, midőn egy szektornyilás egyenlő -  . ^ -mel, 
lásd 15.

11 Annak a jelölésére, hogy a xp valós szám az egymástól különböző 
<p és x valós számok közé esik, melyeknek nagysági sorrendje nem isme
retes, e dolgozat folyamán mindvégig a <jp§V’§ X  jelölést fogjuk használni.

12 Arg w a többértékű arg w  függvénynek azon értéke, melyre
/ — ti <  Arg w  <  n.
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í i h  — ! h
1

2
1 7T
I n (n+m) ’ (28)

hol
T = l  —  —

71
Arg-

Jßn+ m
, (— í ^ r ^ D , (29)

( —  A ) m C n
tehát

1 T
ß h + 1  >  Q h  ; i i n  =  \ n ------ ±  —  I <2 2 J n{n+m ) — n+ m

12. E szerint a P n + m  és P n sokszögeknek közös félsugaruk 
van (tehát a fortiori koaxiálisak), ha a minimális szektornyilás

Jgn  + m
Qt =

azaz, ha
n {n+m) Ara

sgn
£ }n  + m

A m  G ”

(—  A ) m  C n

( - l ) m.

=  0,

(30)

Továbbá a P n + m  és P n  sokszögek koaxiálisak, közös félsugár 
nélkül, ha a legkisebb szektornyílás

ß t 1
n {n+m) Arg

jg n + r

( —  A ) m  C n n {n+m)
azaz, ha

Rn+wi
s£n =  ( - l ) w+1- (31)

Általában annak, hogy a P n + m  és P„ sokszögek koaxiálisak 
legyenek, szükséges és elegendő feltétele, hogy

ßn+m
Q n reális, (6)

vagyis, hogy a szóbanforgó trinom egyenlet valós együtthatós 
vagy azzal sequivalens legyen.

13. Hasonlóképen a (20) konjugált reciprok trinom egyen
lethez tartozó íPn+m és $pm szabályos sokszögek félsugarai (21) 
szerint :

és
< =  i r - E  r - » + W +  D «  (m od^

n +  m

o =  e T  = i - ß  +  ( ^ + v *  (mod27l)
m

(32)
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m  olyan 0^  
nyílása

,n+m) §  0 §  0^  szektort határoznak meg, melyeknek

(Ok
a (n + m ) a (m ) iOXk — 0(ík j < n+m (*=1,2,... m) (33)

Ezen szektornyílások:

(Ok
t_
2 J m(n-\-m)’ (34)

hol
t =  1 — Ari

jgn-i i

tehát

ßJfc + l ^  t =  \ m ± \ ±

6 Am(—C)n 

t

; (—l ^ í ^ l )  (35)

2 J m(n+m) — n-\-m

A (6) feltétel mellett a ißn+m és 5ßm sokszögek is koaxiálisak 
és közös szimmetriatengelyük egybeesik a (Pn+m, Pn) sokszög
pár közös szimmetriatengelyével.

14. VII. A két szabályos sokszögpar. (Pn+mi Pn) es CPn 
által meghatározott, összesen n + m  szektor közül bármely kettő
nek nincs közös belső pontja (nem koaxiális sokszögek esetén a 
0-on kívül más közös határpontja sem).

Ezen lemma bebizonyítása céljából nyilván elegendő kimutatni, 
hogy egy 6 — 0(,n+m) félsugár nem lehet egyidejűleg két szektor 
határán, azaz a

d[:i) I =| g(n + m)

a -f- (2  ̂ +  1) n ß — a +  (2v +  1) n
n-\-m

és
n

j ß h i+ m )_ ß[m) I _

r — « +  (2A +  i);r y — ß +  (2/m + 1) n
n +  m m

<

<

n-\-m

n-\-m

(26)

(33)

egyenlőtlenségek egyidejűleg k, p, v semmilyen egész értékeinél 
nem állhatnak fenn. A (26) és (33) egyenlőtlenségek még a 
következőképen írhatók
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ny-\-ma— (w+m) ß

ny-\-ma— (n+w) ß 
{n+m) n

< n
n + m

+  ^ (2A+1)- 2(A- ' “) < m
n-{-m

(36)

A baloldalakon levő abszolút értékek összege azonban nyilván 
legalább 1, ellentétben a feltételezett (26) és (33) egyenlőtlen
ségekkel.

15. Adott koefficiens modulusokkal két különböző (inaequi- 
valens) trinom egyenlet képezhető:

I. f*(z) =  \A \z n+m — | B \zm +  | C\ =  0 ;
J P n + m

s^n

(37)

(38)

Ez esetben a (Pn+m, Pn) sokszögpárhoz tartozó legnagyobb 
szektornyílás (miután T+ =  (—1)"):

ö£ =  {»-—y  +  ( - l ) "
T*
2 w(w+m) n-f-m

azaz maximális.
A f* (z) =  0-hoz tartozó szektornyílások csökkenő sorrendben : 

7T TI— 2 7T

(39)W+TO — .ön ön—1

=  ön—2 >  ön—3 — n—4
rz
7T =  ö*_4>-n n-f-m 

A (38) feltétel mellett nyilván a

zn+m |_Lj =  | c \ z n+m — I B I zn +  ! A I =  0 (40)

conjugált reciprok egyenlethez tartozó (%i+m> $ßn) sokszögpár 
által meghatározott legnagyobb szektornyílás is maximális:

t* = (—!)” (Om =  í m __ L ( 1 )m Jl . I n
2 ; 2 Jm (n+m) n-\-m

és a maximális nyílású ö*, o>*m szektorok a Pn+m, Pn, tyn+m, 
sokszögek közös szimmetriatengelye mentén érintkeznek.
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II. f**(z) =  \A \z n+m +  \B \z m + (— 1)»*|C| =  0 (41)
T)n+m

s g n A ^  =  (_1)"‘m- (42)

Ez esetben a (Pn+m, Pn) sokszögpárhoz tartozó szektomyílások 
csökkenő sorrendben

o** —atn —■^  1 Tí _ n** \  ()**   n ^— «»—1 >  Jói-2 —n n-\-m n n+ m

=  Í2 F -  3 >  ß n - 4 =
n—5̂ 

n

( 4 3 )

W+TO

16. Ezek szerint az f* (z) =  0 és f** (z) =  0 valós együtt
hatós trinom egyenletekhez, valamint egy lényegesen komplex 
trinom egyenlethez tartozó szektornyilások közt a következő 
nagysági rend áll fenn:

= ) SS* >  Ű„ >  -Q? =  Ü t-1 >  P-n-l >  ß JU  \n+ m  /i-j-m
= P* -2 >  Ä.-2 >  =  -QnU > Sin- 3 >

Hasonlóképen a

zn+mf*  =  0 , zn+mf**  (y ) =  0 és zn+m/ ' ^ )  =  0 

egyenletekhez tartozó szektornyílások nagysági rendje:

( 4 4 )

/ * = )
\ n-\-m ' (Om 0>m — Oim—1 (Óm—i !> OJm—1 —

* -k» ** (45)
(Om—2 (Om—2 (Om—2 —  (Om—3 (Om—8

III.
17. Föltesszük, hogy az

f  (z) =  Azn+rn -j- Bzm -f- C — 0  (n éa m rel. prímek) (1 )  

trinom egyenlet lényegesen komplex, tehát
Am O
jßn-\-rn 4= reális.

Ekkor (1) összes gyökei végesek, 0-tól különbözők és (IV.) sze
rint egyszeres multiplicitásúak. Ugyanekkor továbbá (12.) szerint
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a trinomegyenlethez tartozó (Pn, Pn+m) sokszögpár nem koaxi
ális, következésképen (VI.) szerint a szimmetriatengelyek egyikén 
sincs egyensúlyi helyzet, azaz gyökpont. A gyökök mindegyike 
tehát a szimmetriatengelyek által meghatározott szektorok vala
melyikének a belsejébe esik és nyilván a saját szektorában ma
rad, ha az együtthatók argumentumait megtartva, modulusaikat 
tetszőlegesen változtatjuk.

Nevezzük külső gyököknek azokat, melyek IC1 
1= ^ - a + ( 2v+lW  

n
pontokba konvergálnak. Ugyanezen gyökök | B

6 =  0<n> = (mod 27r) félsugarakon levő

0 esetén a 
B e<n)A

0 esetén a
í n+ m) _ T a  ~j~ (^1 ~l~ ^ ^ß  __ ß\ H~r f'l'l --

c_
A

n+ m (mod 27r) félsugarakon levő
e}ai pontok valamelyikébe konvergálnak. Mindegyik külső

gyök tehát az együtthatók folytonos változtatása mellett egy d[n)

félsugár egy pontjából egy 0Í”+m) félsugár egy pontjába vezető 
folytonos utat fut be, a nélkül, hogy közben 0-sá vagy °o-né válna, 
vagy egy szimmetriatengelyen áthaladna. E szerint a külső gyö-

Mn+m)ä Ox,,
a(n + m) VXh

] szektorokban vannak, melyeknek 
7r<

kök azon \6Vh §  0 

nyílása íih — 10(n  - ^
n-\-m -I 1 \

18. Ugyanezen meggondolással a zn+mfy — j — 0 reciprok 
konjugált egyenlet külső gyökei, vagyis az eredeti /' (z) — 0 
egyenlet «belső gyökei »-re nézve találjuk, hogy ezek azon 

§  6 §  0i2+m)] szektorokban vannak, melyeknek nyílása
(Ok — I üpk n{n+m) IVlk <  -n-\-m

Mindegyik nevezett szektor legalább egy gyököt tartalmaz s 
minthogy számuk n -j- m és kettőjüknek közös belső pontja 
nincs, tehát mindegyik pontosan egy gyököt tartalmaz.

VIII. Az (1) trinom egyenlet n külső gyöke a öt"1 §  0\0(n+m) Ä/i >
(h —1, 2,... n) szektorokba, m belső gyöke a 8 {̂ ] §  d§  6%+M>, 
(k =  1, 2 ... m) szektorokba esik. Mindegyik szektor egy gyö, 
tartalmaz.

Ily módon valamely trinom egyenlet gyökei két csoportra
Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII, 4
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IV.

19. Valamely trinom egyenlet gyökeinek modulusaira nézve 
a korábbiak szerint fennállanak a következő tételek:

Lényegesen komplex trinom egyenletnek nincsenek egyenlő 
mudulusú gyökei (III).

Valós együtthatós (v. ezzel aequivalens) trinom egyenlet gyö
kei a valós (v. szimmetria-) tengelyen levő gyökök kivételével 
nyilván egyenlő modulusú gyökpárokra oszlanak. Kettőnél több 
gyöknek nincs egyenlő modulusa és az egyenlő modulusú gyö
kök egyenlő nyílású szektorokba esnek.

Két trinom egyenletnek, melyeknél a megfelelő együtthatók 
egyenlő modulussal bírnak, akkor és csak akkor vannak egyenlő 
modulusú gyökeik, ha a trinom egyenletek aequivalensek (II.), 
következésképen az egyenlő modulusú gyökök ez esetben is 
egyenlő nyílású szektorokba esnek.

20. Ezek felhasználásával bebizonyítjuk a gyökök modulusai
nak elhatárolására alapvető lemmát:

IX. Ha az
Azn+m +  fízm +  C = 0 ; A  =  \A\eia; B  =  \B\eiP; C = \C\e^ (1)

oszlanak és mindegyik gyökhöz egy meghatározott ■_” - -  -nél
Yt ~i-  r i l

nem nagyobb) szektornyílás van rendelve.
Mindegyik szektor a benne foglalt gyök pontos variabilitási 

tartományit adja, amennyiben az együtthatók argumentumai
nak megtartása és modulusainak változtatása esetén a gyök az 
egész zárt szektort befutja.

Valós együtthatós (vagy azzal aequivalens) trinom egyenlet ese
tén a hozzátartozó sokszögpárok koaxiálisak. A sokszögpárok 
által meghatározott szektorok ez esetben is — az esetleg 0  nyí
lásúvá elfajulót is beleértve — egy gyököt tartalmaznak. Csupán
azon esetben, midőn a szektorok közt két — 7- nyílású van, azn-\-m J
ezekben foglalt gyököknek a külső, illetőleg belső gyökök közé 
való beosztása határozatlanná válik (1. X.).
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trinom egyenlet együtthatóinak modulusai \A\, \B \, \C\ és 
egy szektomyílás w (o <; ~n ^_m ) adottak, úgy az ezen szek
torban foglalt külső (belső) gyök modulusa: P(Sí) (ill. g (w)) 
egyértelműen meg van határozva és pedig a külső (belső) gyök 
modulusa az őt tartalmazó szektor nyílásának monoton csök
kenő (növekvő) függvénye:

P{Q) <  P  (Si'), ha Sí >  íi’ (46)
(p (<u) >  p (a/), ha a) >  a)'). (47)

Közvetlenül belátható, hogy P(íí) (ill. p (aj)) egyértékű és foly
tonos. Minthogy pedig a fentiek szerint két különböző nyílású 
szektor nem tartalmazhat egyenlő modulusú gyököket, tehát 
P  {Sí) (ill. p (ct>)) monoton. •

Továbbá P{0) a
, p?n + m

\A \ z n+m — \B \z m — \ C\ =  0, sgn AmQn =  (—l)m (30')

egyenletnek a közös félsugarak által alkotott 0 nyílású szektorba, 
azaz a valós, pozitív tengelyre eső gyöke és tudvalevőleg a 
(30') egyetlen pozitív gyöke a (1) egyenlet-halmaz összes gyökei 
modulusainak felsőhatára. Következésképen

P(0) >  P(SÍ), (Sí >  0),

azaz P{Si) monoton csökkenő (p (<w) monoton növekvő) függvény.
21. A fentiekből nyilvánvaló, hogy a legkisebb külső-gyök 

modulus P1, valamint a legnagyobb belsőgyök modulus: pm
a maximális Sí* =wm =  — f —  szektornyíláshoz tartoznak. An+ m

——  szektornyílás (15.) szerint azon valós együtthatós (vagy n-j-m
ezzel aequivalens) trinom egyenleteknél fordul elő, melyekre

Qn
sen „ -  =  (— L)n+m, tehát minden esetre a© J5>?+m v 7 ’

f* (z) = i  A  I zn+m — \B\ zm +  \C I =  0 (37)
egyenletnél.

4 ★
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Minthogy ezen egyenletnél (11) szerint a

ű(» + m) _ ~ . a(n+m) _ n
"0  —  i > " n  + m —1 —n-\-m n+ m és C l t  =  0

félsugarak alkotnak n-\-m nyílású szektorokat, tehát a

legkisebb külső gyök modulust és a

9 =  Q (ü>íl) =

legnagyobb belső-gyök modulust a (37) egyenlet azon gyökei
71 71

szolgáltatják, melyeknek argumentumai n-\-m n-\-m
közé esnek.

Ismeretes, hogy a (37) egyenletnek két különböző pozitív 
gyöke van, ha

D [f*(z)] = (n+m)n+mAmCn — (-- 1 )n+mnnmmßn + rn <
egy kétszeres pozitív gyöke van, ha

D [f*(z)] =  {n+rn)n+mAmCn — (—1 )n+mnnrnmBn+m = 0, 

nincs pozitív gyöke, ha

D [f* (z)] =  («+W)n+mAmCn —(— 1 )n+m^nmmßn+m >

tehát D >  0 esetben a (37) egyenletnek a 0 <  0 <  n _^m és 
— n+ m  ^  9 <  0 szektorban konjugált komplex gyökei vannak.

E szerint:
X. A legkisebb P* mudulusú külső gyök és a legnagyobb 

Qm moduluséi belső gyök D > 0 esetben egyenlő modulussal bír
nak, D — 0  esetben összeesnek, végül D<0 esetben a legkisebb 
modulusú külső gyök a (37) nagyobbik pozitív gyöke és a 
legnagyobb moduluséi belső gyök a (37) kisebbik pozitív gyöke, 
vagyis minden esetben:

P* n*J  n  k 'm (48)
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22. Legyenek az

ill.

f* (z) =  | A | zn+m — | B | zm +  | C | =  0 
f**(z) = \A \ zn+m + \B \z m +  (— l)m | C | =  0 

f  (z) = Azn+m +  Bzm +  C =  0

(37)
(41)

( 1)

egyenletek külső gyökeinek modulusai rendre:

Pir -  p (s %); p r  =  p  ui: ph =  p m ,  <*=i,

a belső gyökök modulusai rendre:

=  é» (ü>*) ; p** =  í> (tuD, ill. Qk = g (o>k), <*-i. *-• ■ • m>

úgy a szektorok (44, 45) alatti nagysági rendjére, továbbá a 
P(íi), g{a>) függvények monotonitására, végül a (48) egyenlőt
lenségre való tekintettel:

E szerint:
XI. A (37, 41) egyenletek külső gyökein áthaladó \z\ = P f  

és \z \ = Pti* körök, valamint a belső gyökökön áthaladó 
| z | '=  gt és | z | =  (J** körök egymást elválasztják.

Ezen körök (a P« 2; | z | 2 : (> m körgyűrűtől eltekintve) n -f m 
körgyűrűt határoznak meg: Pfi §  |z | § P Í*, (h =  1, 2,... n) és 
p£ §  1211 §  g*** (A =  l, 2 ,... m), melyek mindegyike a (1) egyen
letnek pontosan egy gyökét tartalmazza.

Az így megbatározott körgyűrűk a bennük foglalt gyök pon
tos variabilitási tartományát adják, amennyiben az együtthatók 
modulusainak megtartása és az argumentumok változtatása ese
tén a gyök az egész zárt körgyűrűt befutja.

V.

23. Az előbbi fejezetek alapján meghatározható n+ m  kör
gyűrűszektor, melyek mindegyike a



54 EGERVÁRY JENŐ.

Azn+m +  Bzm +  c  =  0
trinom egyenlet egy gyökét tartalmazza.

Egyrészt ugyanis az

Azn9m +  C =  0 ; Azn + B =  0; Bzm +  C =  0 (50)

egyenletek gyökeinek argumentumai meghatározzák a (25, 32) 
alatti 0 =  0 0  =  0(”)‘; 0 =  0 '̂") félsugarakat és a

-<4 =  | 0/)iín +  ra)■k £)(«> I <  —7- -  ; í4+i >  ß*; (ä- 1. *.•••») (26)

I „(n + m)«Jfc =  | 0xk a(m) I ,
0J*fc I *7

TO+m
71

n+ m ; új/,:+1 >  aifc; <fc=i, 2,... m) (33)

egyenlőtlenségek által, növekvő nagyságrendben a

0i r m) §  0 §  c . és 0i r m) §  ö §  c
szektorokat.

24, Másrészt a
f* {z) =  \A \ zn+m — \B \ zm +  | C | =  0 (37)
f**(z) = \A \ zn+m +  | B | zm +  (— í)m | C | =  0 (41)

egyenletek csökkenő (növekvő) modulus szerint rendezett külső 
(belső) gyökeinek Pt, Pit*, {gt $*), ) modulusai meg
határozzák a

Ph* §  J z | §  P p ;  gt §  \z | §  gt* (52)
körgyűrűket.

Ha tehát a (1) egyenlet gyökei növekvő modulusok szerint 
rendezve

zx =  )\ei9' ; zn+m =  rn+mei9n*m
h g h á - l  rn+m,

akkor — tekintettel arra, hogy a külső (belső) gyökök modu
lusai a szektornyílással monoton csökkennek (növekednek) — 
az egyes gyökök számára a következő körgyűrű szektorok adódnak: 
A belső gyökökre:

ef 0i r ?! •
a (n + m ) a
Oh 5  o i

gt =
M m) 
“pi j

• P-2
nín-f m)

.>• Qm

A  0\i(m) . 
1̂2 5

(/m
On M n+ m )Vpm
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A külső gyökökre:
P$ §  rm+1 §  P** ; In-A §  >-»+i §  Pn-1  ;■■■ P* §  rn+m §  P?

An+m) __ q /j(n) /jin-Mí'An, §  tfm+1 §  C'rTi j Vln-\(n+ m ) q _  ^(n)§ % + 2§  V i>
(54)

□(n+m) 0i(n)fp" X \  $ :  u n  +  m  ^  ^  ^

25. Abban a speciális esetben, ha n — 1 és a trinom egyen
lethez tartozó sokszögek koaxiálisak, tehát pl. a 

/'* (z) =  | A | zm+1 -  | B  | zm +  | C | =  0 

egyenletnél a sokszögek félsugarai a következők

0 =  6{" =  0 ; 0 =  0<tm) =  —m
fi _  flim +1) =  (2J +  1) JT

to + 1

(n=0, l , . ..  m —1)

U=0, 1, m)

tehát a szektorok14

^  +  ^  a  ✓  űU) __  | ű(m  +  l) ű(1) I __
=  Um <  ü  <  0o , JA  =  I í/m —  00 =m + 1

71

m+ 1
2/«r
TO =  0i ( m ) __ ű ^ _ - ű ( » » + 1) ___ ( 2 / i + l )  JT | b/jU l/ a | m—2ju|jt (56)

 ̂ to (m + 1)’
í/a=0, 1,... m—1)

Következésképen az (55) egyenlet z£ — Q*ei9'*, û =  l,2 ,...  ~  
belső gyökeire nézve

)
(■

2

< 71 37T 47T q.< — < í? f< --- j 7 <  < $ 2  <  * * * <m+ 1  to 'm + 1  to
" m 2 " t o "
L 2 J L  2 J + 1 (57)

< C  ------------------------  7T  <  t f r m l  <  -------------------:—  -------------- 7Tm — La J — m +  1 

CPÍ^) pj >  pí >  p l > - >  iff]

azaz a fölső félsíkban levő gyökök ) | =  pjí modulusa az Arg
argumentum növekedtével monoton csökken (v. ö. Huszár G. 1. c.),

Egerváry J.

14 Könnyebb áttekinthetőség kedvéért jelen esetben a szektorok nem az 
<o w+ i>  wu egyenlőtlenség szerint vannak számozva.



UBER DIE WURZELN TRINOMISCHER GLEICHUNGEN.

Die in dieser Arbeit mitgeteilte Behandlung der trinomischen 
Gleichung gründet sich auf die einfache Bemerkung, dass die Wurzeln 
als Gleichgewichtsstellen des Kraftfeldes eines höchst einfachen Massen
punktsystems darstellbar sind.

Durch ganz elementare Symmetrie- und Stetigkeitsbetrachtungen 
ergibt sich hiraus für die Gleichung

n  und m  rel. prim

Azn+m +  Bzm + C =  0; A — \A\eia; B  = \B\eP; C =  |C |e* (1)

folgende Separation der Wurzeln nach dem Argum ent:
Man ziehe die 2 (n+ m ) Halbstrahlen :

e =  ö(n+m) =  r - « + ( ^  +  1) tc 0 _  dim) _  ß - a + ( 2 f i+ l)g
1 n + m  > u m '

(i=l,%...n+m) (ft—1, 2,... m)

e - 0<»> =  (mod 2tt) ;n
(v = l, 2 , . . .  n)

diese bestimmen n + m  solche Sektoren, deren Öffnungswinkel

n( n  + m)0a C I  ^ bezw. | öi.(n+m ) a(n) I .  
tiv <— M+TO

ist. Jeder von den so bestimmten Sehtoren enthält genau eine Wurzel 
der Gleichung (1). Jeder Sektor stellt den genauen Variabilitätsbereich 
der betreffenden Wurzel dar, indem bei festgehaltenen Argumenten 
und variablen Moduln der Koefficienten die Wurzel die ganze Sektor
fläche beschreibt.

Durch nähere Betrachtung der so bestimmten Sektoren und der 
Abhängigkeit des Wurzelmoduls von der Sektoröffnung ergibt sich folgende 
Separation der Wurzeln nach dem Modul:
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Man ziehe die Kreise mit dem Mittelpunkt 0  durch die Wurzel
punkte der beiden Gleichungen

| A  | zn+m _  | ß  | zm _j_ | Q | =  Q

| A | Zn+m +  | B  | Zm +  (— l)m | C | =  0. 
Die so erhaltenen

n +  tn  +  1 | im Falle 

beziehungsweise

n +  m  +  2 ( im Falle

j ßn+m
| < (n +  m)n+OT \

1 AmCn nnmm /

ßn+m
> (w +  m)n+rn \

AmCn nnmm 1

■Kreise bestimmen n + m  Kreisring gebiete, deren jedes genau eine 
Wurzel der Gleichung (1) enthält.

Jeder Ring stellt den genauen Variabilitätsbereich der in ihm 
enthaltenen Wurzel dar, indem bei festgehaltenen Moduln und variablen 
Argumenten der Koefiicienten die Wurzel die ganze Ringfläche beschreibt.

Durch Verbindung der vorhergenannten Sätze lassen sich endlich 
n + m  Ringsektorgebiete bestimmen, deren jedes genau eine Wurzel 
der Gleichung (1) enthält.

Es ergeben sich auch einige bereits von N e k r a s o f f , H e r g l o t z  und 
B ie r n a c k i bewiesene Sätze über die Abgrenzung der Wurzeln.

E. Egerväry.



MEGJEGYZÉS EGY FIXPONT-TÉTELHEZ.

1. «Eine Verallgemeinerung des RoucHÉschen Satzes» című 
dolgozatomban1 bebizonyítottam a következő fixpont-tételt: 
Legyen:

f  (z) — a0-\- axz -\—

valós együtthatós hatványsor, f  (z) képezze le a zárt egység
kört oly módon, hogy a körnek minden pontja a kör belsejé
ben fekvő pontba menjen át, kivéve a z =  1 pontot, amelyre 
/' (1) =  1 álljon. Állítom, hogy ennek a leképezésnek akkor és 
csak akkor van pontosan egy fixpontja az egységkör belsejében, 
ha r  ( D > 1.

Idézett tétel G. Julia egy tételének általánosítása olyan függ
vények által adott leképezésekre, amelyeknek z =  0 pont körüli 
kifejtése valós együtthatós hatványsor. Alábbiakban megmuta
tom, hogy utóbbi feltevésünk, vagyis az, hogy a hatványsor 
valós,együtthatós, nem lényeges. Egyszóval áll a következő tétel: 

Legyen az egységkör belsejében f(z) függvény reguláris, 
továbbá f  (z) <  1 . Legyen még f  (z) az egységkör kerületén 
is reguláris és j f  (z) | <  1, kivéve a z =  1 pontot, ahol legyen 
f(  1) =  1. Állítom, hogy f(z)-nek akkor és csakis akkor van 
pontosan egy fixpontja az egységkör belsejében, ha.

f ( D > l . 2 (1)

1 Journal für die reine und angewandte Mathematik Bd. 160 (1929), 
143—150. o.

-  Hogy f  (1) valós, az Julia egy tétele szerint, amelyet rögtön alkal
mazni fogok (1. 3, lábjegyzet) következik a feltételekből.
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2. Tételünk bizonyításánál használni fogjuk a ScHWARz-lemmá- 
nak G. JuLiA-tól eredő, következő általánosítását: 3 Legyen az 
/ ’ (z) függvény az egységkörben reguláris és ugyanott a z — 1 
hely kivételével \ f ( z ) \ <í ,  továbbá /'(1) =  1. Akkor /-,(1) valós 
pozitív szám és a kör m inden pontjára áll a következő reláció

l W ( * ) | ä \í  — z
1 - 1 / '  (2)|* = 1 - |  Z V (D - (2)

Utóbbi reláció geometriai jelentése a következő : Tekintsünk egy 
d <  2 átmérőjű körlapot, amely az egységsugarú kört belülről 
a z  =  l pontban érinti; akkor minden olyan z pontnak, amely 
e d átmérőjű körlaphoz tartozik, megfelel egy w = f  (z) pont, 
amely az egységsugarú kört a z = l  pontban belülről érintő

2/’' (1) d____
2 +  d(f ' ( í )— 1) (3)

átmérőjű körlaphoz tartozik.
Ezen lemma felhasználásával először is bebizonyítjuk, hogy 

az (1) alatti / '  (1) >  1 feltétel szükséges. Ugyanis, ha valamely 
z — z0 pont fixpontja f  (z)-nek, vagyis f ( z 0)= e 0, akkor a (2) 
alatti relációból rögtön következik, hogy f  (1)^1. Most még 
azt kell megmutatnunk, hogy ha f  (z)-nek pontosan egy fix
pontja van az egységkör belsejében, akkor

f '{  1)4=1.
Legyen először f  (z) egyetlen fixpontja az egységkör belsejében 
z =  0 pont, vagyis legyen f  (0) =  0, és tegyük fel, hogy f  (1) =  1. 
Tekintsünk egy olyan £ pontot a pozitív valós tengelyen, amely 
az egységkör belsejébe esik. Ekkor, mivel f'( 1) =  1, a (3) alatti
ból következik, hogy £ képének a £ ponton áthaladó és az 
egységkört z — 1 pontban érintő körvonal által határolt körlap
hoz kell tartoznia. Azonban feltevésünk szerint /'(0) =  0, tehát 3

3 L. pl. Bieberbach : Funktionentheorie II. 1927, 125. o. és C. Cara- 
théodory : Über die Winkelderivierten von beschränkten analytischen 
Funktionen, Sitzungsberichte der preussischen Akademie der Wissen
schaften, Phys.-Math. Klasse, 1929 IV.
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a ScHWARZ-lemma értelmében /' ($) a | z | ^  £ körlaphoz tarto 
zik. A két körlapnak csak egy közös pontja van, a £ pont, tehát 
/' (£) =  £, ami csak úgy lehetséges, ha /' (z) =  z. Ez az ered
mény azonban nyilván ellenkezik feltevésünkkel, amely szerint 
z =  0 pont egyetlen fixpontja /'(z)-nekaz egységkör belsejében. 
Tehát nem lehet — Legyen most f  (z) egyetlen fixpontja 
az egységkör belsejében a z =  z0 pont és legyen z0 4= 0. Be
vezetjük a következő függvényt

f(z)~ z0 
1 — ~o f  X)’

aliol 1 — z0 z — z0
l — Z0 1 — Z0Z

<p (0  függvény a | fj <  1 körben reguláris, továbbá | <p (Q ] <  1, 
(p (0)=0, >̂(1)—1. Egyszerű számolással nyerjük, hogy <p' ( l ) - f '  (l) 
— 1. Tehát az előbbi meggondolás szerint <p(£) =  C» vagyis f  (z)=z. 
Az utóbbi eredmény azonban nyilván ellenkezik azon feltevésünk
kel, hogy f  (z)-nek az egységkör belsejében csak egy íixpontja 
van, így hát megint f  (1)4=1. (1) alatti feltételünk szükségességét 
ezzel bebizonyítottuk. Elegendősége a RoucHÉ-tétel általánosí
tásánál használt módszeremmel bizonyítható. Ugyanis meg
mutathatjuk, hogy a kritikus z =  1 pont, ahol f (  1) =  1, mindig 
megkerülhető az egységkör belsejében lialadó úttal oly módon, 
hogy a kérdéses út minden pontjára f  (z) j <  j z j álljon. Utóbbi 
állításomnak egy rövid bizonyítását Fejér professzor úrnak 
köszönhetem. Ez a bizonyítás a következő: Tekintsük a követ
kező kétváltozós függvényt

2_  u 2 (r, 0) +  v1 (r, 0) 
r 2 ’

ahol
z = re16 és f  (z) =  u (r, 6) -f- iv (r, 6).

Kn e) = /' (reie) 
z

Kiszámítjuk a ~ ~ j ~ ~  differenciálhányadost:

80 (■r, 0) 2
dr 0)

du (r, 0)
dr
<9

+  v (r, 0) Öv (r , ti)\
dr r

(u2 (r, 0) +  v2 (r, 0)) | =  y y  {9t (z f  {z) f  (z)) — \ f (z) \2}.
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Ebből a formulából következik, mivel f  (1) =  1 és / '  (1) >  1, 
hogy a z — 1 pontban

0 0  ír, 6)
dr 

!•= 1e-o

=  2 {/ ( ! ) -  1} > 0 .

De dd> (r, 6) 
dr függvény a z — 1 pont bizonyos környezetében

folytonos az r és d változókban, tehát még a z 
nyos környezetére is állani fog a

d0  (r, ff)
dr > 0

1 pont bizo-

(4)

<  6 < .
egyenlőtlenség. Tekintsük most az 

1 — o <í  r  íg  1, -

relációk által,.(ahold és e elegendő kis pozitív számok) meghatáro
zott zárt t tartományt, z tartomány egy körgyűrűcikk. Állítom, 
hogy a z tartomány minden pontjára, kivéve a z=  1 pontot, áll az

\ f ( z ) \< \z \

egyenlőtlenség. A r tartománynak az egységkör kerületével közös 
pontjaira feltételünk szerint áll az előbbi egyenlőtlenség, ki
véve a z = l pontot, ahol f{  1 )= 1 . Ha most ezen pontok 
bármelyikéből (a z =  1 pontból is) kiindulva, radiális irányban 
haladunk a nullpont felé, akkor a (4) alatti reláció értelmében
f(z)

z
pontban
f(z)

0  ( r ,  6 )

f(z)
monoton csökken. De bármely kiindulási 
1, így hát a r tartomány összes többi pontjában 

< 1 , vagyis \ f ( z ) \ <\ z \ .  Most hagyjuk ki a zárt egység
körből a r tartományt s az egységkörből így nyert tartományt 
jelöljük (e')-vel. Nyilvánvaló, hogy (ej kerületén \ f  (z)\<\z\ .  
Ugyanis a kritikus z — 1 pontot kihagytuk s (ej határának azon 
a részén is, amely r-val közös, áll az \ f {z) \< ! z | egyenlőtlen
ség, amint azt az előbb bebizonyitottuk. Ha most f  (z) és z 
függvényekre alkalmazzuk a RoucmÉ-tételt, nyerjük, hogy az 
f(z) függvénynek pontosan egy fixpontja van az (ej tartomány
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belsejében. De a z  tartománynak az egységkör belsejével közös 
részében nem lehet fixpontja f  (z)-nek, mivel itt minden pontra 
az | f  (z) | <  | z | egyenlőtlenség áll. Tehát f  (z)-nek pontosan egy 
fixpontja van az egységkör belsejében.

Lipka István.

BEMERKUNG ZU EINEM FIXPUNKTSATZ.

In der vorliegenden Arbeit wird der folgende Fixpunktsatz bewiesen :
Es sei die Funktion f(z) im Inneren und ajn Rande des Einheits

kreises regulär. Diese Funktion bilde den abgeschlossenen Einheitskreis 
auf die Weise ab, dass jeder Punkt in einen inneren Punkt übergeführt 
wird, abgesehen von dem Punkte z =1, der in sich selbst übergeht. Ich 
behaupte, dass diese Abbildung dann und nur dann genau einen 
Fixpunkt im Inneren des Einheitskreises besitzt, wenn

ist.
Ich habe einen speziellen Fall dieses Satzes als eine Erweiterung 

des Julia’sehen Satzes schon in meiner Arbeit «Eine Verallgemeinerung 
des Rouché’sehen Satzes»1 bewiesen.

Stephan Lipka.

1 Journal für die reine und angewandte Mathematik 160 (1929), p. 148.



JELENTÉS
AZ 1930. ÉVI KÖNIG GYULA JUTALOMRÓL.

(Az Eötvös Loránd Mat. és Fiz. Társulat 1930. április 24-én tartott üléséből.)

Mélyen Tisztelt Társulat!
Az ötödik König Gyula jutalom odaítélése ügyében javaslat- 

tételre kiküldött bizottság, -melynek elnöke ezúttal Rados Gusz
táv, tagjai pedig Kürschák József, S zűcs Adolf és alulírott, 
egyhangúlag úgy határozott, hogy a választmánynak S zász Ottóí 
ajánlja a jutalmazásra. A jelentés tételével alulírottat volt szíves 
megbízni.

Szász Ottó a budapesti egyetem doktora és magántanára, 
továbbá a frankfurti egyetem magántanára és címzetes profesz- 
szora. 20 év óta fejt ki irodalmi működést. 0 ma általánosan 
ismert és elismert matematikus, úgyhogy e jelentés célja nem 
is az, hogy munkáit dicsérje, hanem inkább az, hogy legszebb 
■és legfontosabb eredményeinek egyikét-másikát, lehetőleg ért
hetően, a Tisztelt Társulat elé tárja. Mintául nekem az előző 
Kőkig Gyula jelentések szolgáltak; talán csak egy kissé hosz- 
szadalmasabbá váltam, sok magyarázgatással; ezért szives el
nézésüket is kérem.

Mi most egy magyar matematikusnak örömöt akarunk sze
rezni azzal, hogy irodalmi munkásságát a maga egészében a 
szükséges és megérdemelt odaadással szemügyre vesszük. Az 
ilyen szemle, különösen a matematikai produkció mai iramá
ban, mindig tudományos haszonnal is jár.

Mielőtt mái- most jelentésembe kezdenék, csak arra szeretnék
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eszméltetni, hogy ezek a mi időközönkénti szemléink is a mi 
nagy matematikusunk és nagy professzorunk: König Gyüla nevé
hez fűződnek.

*

Szász Ottó dolgozatainak teljes jegyzéke jelentésem végén 
található. Öt csoportban ismertetem őket.

Az első csoportba bizonyos maximum-minimum föladato
kat tárgyaló dolgozatok tartoznak, melyek trigonometrikus vagy 
racionális polynomokra vonatkoznak. A második csoport érte
kezéseiben a FouRiER-féle sorról van szó, míg a harmadikéiban 
a hatványsorról. A negyedikbe osztom azokat a dolgozatokat, 
amelyek a WEiERSTRASS-féle közelítés egy általánosítását tár
gyalják, míg az ötödikbe kerülnek a lánctört összetartását vizs
gáló cikkek.

*

T rigonom etriku s és ra cio n á lis  polynom ok.

1. A valós 0 független változó trigonometrikus polynomja 
alatt az

f  (d)'= a0-\- cos 6 +  bt sin 0 -1----- f- an cos nO +  bn sin nO (1)
alakú függvényeket értjük, hol a0, av ... an, bv ... bn valós állan
dókat jelölnek.

Tekintsük a polynom egy tagját

cifc cos kd +  bk sin kd, (2)

hol k az 1, 2,... n számok valamelyikét jelenti. E tag legna
gyobb értéke

Mk — ya,k +  bt, (31
legkisebb értéke pedig

mk — — V al +  bl. (4)

A V a l + bl értéket nevezzük a /í-dik tag amplitúdójának és 
Pfc-val jelöljük, azaz

Qk =  V al +  bt, k =  í, 2 ,...» . (5)
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2. Mielőtt tovább haladnék, meg kell említenem a trigono
metrikus polynomok alaptulajdonságát. Ez így hangzik:

Legyenek 0o> 6V 02,.. .  dv- i  a v-dik egységgyökök arcusai, 
azaz legyen

a 2ndr =  r ----, tv
akkor

0, 1, 2 ,... (v — 1);

/  (flo) +  f  {Oj) d h f  {Or-i)

(6)

(7)

ha a v egész szám legalább is egy egységgel nagyobb, mint az 
f  (d) trigonometrikus polynom rendszáma, vagyis

v >  n. (8)

Az (1) alatti trigonometrikus polynomot pontosan n-edrendű- 
nek mondjuk, ha a gn amplitúdó zérustól különböző.

A (7) alatti alaptulajdonságból tüstént következik annak ál
talánosított alakja:

/  ( f l+ f lp )  +  f  +  t ) H---------\~ f  ( f l + f l y - l )
a° ~

hol 0 tetszőleges érték és újra v >  n.
Ha különösképen v = n -j- 1, akkor (7) és (7') szerint

.. fW o) + f(O1) + - + f ( 0n)
ao = -------------TO+Í------------- ’

vagy, általánosabban,

_  f  (fl+flp) d~ f  d ----- h f  (O + On)
n  +  1 

hol
27T

(7')

an =

0r = r TO+1
, r  — 0, 1, 2,... n.

(9)

( 10)

( 11)

3. Legyen most már M az f  (6) trigonometrikus polynom 
maximuma és m a minimuma. Akkor (9) alapján

Af +  M d----- LM
n + 1

azaz
(í0 ;£ M.

( 12)

(13)
Matematikai ós Fizikai Lapok. XXXVII.
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Azt kapjuk tehát, hogy az a0 abszolút tag vagy kisebb az M 
maximumnál, vagy pedig egyenlő vele. Azt állítom most már, 
hogy a0—M csak akkor lehetséges, ha f  (0) = a0. Ugyanis (13)- 
ban csak akkor lehet az egyenlőség jele érvényes, ha (12)-ben 
is az érvényes; ez pedig, tekintettel (9)-re, csak akkor lehetsé
ges, amikor

/' (do) -  f  (dt) =•••=/■ (0„) =  M =  a0. (14)
Minthogy azonban M az f  (6) maximuma, azért ekkor (14)-en 

kivü I még
f ’(Oo) = f'(01)=---=f'(t>n) =  0 (15)

is érvényes.
(14) és (15) szerint azonban az

f  (d) — ö0 (16)
n-edrendű trigonometrikus polynom a d0, 0n helyeken
(ez összesen (n +  1) egymástól különböző hely a 0 ^  0 <  
periodicitási közben) legalább is duplán tűnik el. E szerint 
/'(d) — ao =  0, vagyis f  (d) =  a0, qu. e. d. (Ez különben egy
szerűbben is bizonyítható.)

E szerint mindig
«o <  M ,  (1 7 )

ha csak az f  (6) =  a0 triviális esettől eltekintünk, attól az eset
től, amidőn minden amplitúdó egyenlő zérussal.

Hasonlóképen nyerhető
m < a0. (18)

E szerint, az f  (0) =  a0 esettől eltekintve, mindig
m < a0 <  M. (19)

4 .  Az imént láttuk, hogy a trigonometrikus polynom a0 ab
szolút tagja mindig annak m minimuma és M maximuma közé 
esik. Ennél többet tetszőleges rendszámú trigonometrikus poly- 
nomra nem is lehet mondani. De megadott n rendszámúra 
(vagy legföljebb n rendszámúra) igenis lehet. Jelölje ugyanis 0* 
azt a helyet (vagy azon helyek egyikét), amelyen — 
Akkor (10) szerint
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és így

«0 ^

vagyis

«0
+ • • • + / '  ( 6 * + 6 n )

n +1

M +m H ----- b w
w +  1

M  +  nm 
n -\-1 =  m. + M — w 

. n +  1 3

«0^ TO +
M  — w
OT +  1

(20)

(21)

(22)

Hasonlóképen levezethető, (vagy (22)-nek a — /' (6) polynomra 
való alkalmazásával nyerhető) az

„ r M — toa0g^M  ^  j (^3)

egyenlőtlenség.
E szerint bármely legföljebb n-edrendű trigonometrikus po- 

lynom esetén

TO + M — m 
n +  1 rg a0 <; M M -  - m

n + 1 (24)

A (24) alatti egyenlőtlenségek szűkebb határokat adnak az a0 

abszolút tagra, mint m <s a0 <^M. Ha a M — m különbséget, 
mint szokás, ingadozásnak nevezem és _D-vel jelölöm, akkor 
(24) még így is írható

m + D
í j T S ' S "

D
TO +  1

(25)

5. Lehet-e (24)-ben az egyenlőség jele is érvényes és mikor? 
Hogy pl.

a0 =  to -j- M — TO 
n +  1 (26)

lehessen, arra, (20) alapján, mindenesetre szükséges, hogy
f  (6 *) = M, f  (6 * = f  (d*+dn) = m  (27) 

legyen, továbbá, hogy
f  (0*) = f '{ d * + 9 J = -=  f  (d*+dn) =  0 (28)

legyen, minthogy M az f{ 6) maximális, m  pedig annak mini
mális értéke.

5*
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(27) és (28)-ból azonban tüstént következik, hogy
M—OTf ( 0) — m

ahol
n -\-1 [<p (mt=o—e*,

<p(t) = (« + 1) +  n .2 cos t H----- b 1.2 cos
+  1

' . , , t \2J l sin (» +  1) y

(29)

(30)

» + 1 . t

Hasonlóképen nyerhető <p (t)-vel a másik extrém eset is, 
M — 771amidőn an — M — ■— —:—
71

Elemi kérdésünket tehát megoldottuk. A kérdés abban állott, 
hogy a legföljebb n-edrendű trigonometrikus polynom abszolút 
tagja mikor éri el tényleg azokat a határokat, amelyeket az alap- 
tulajdonság számára úgyszólván közvetetlenül kijelöl. A megoldás 
fölszínre vetette a (30) alatti trigonometrikus polynom ot, amely 
azonos az

1 +  2 cos t +  2 cos 2< -|----- b 2 cos nt -1—

végtelen trigonometrikus sor részletösszegeinek arithmetikai 
közepével; közelebbről: az n indexűvel. Ez a <pn (t) polynom a 
FouRiER-féle sor elsőrendű számtani közepekkel való summa- 
bilitásának kérdésében játszik szerepet.

6. A (24) alatti egyenlőtlenség különben tejlesen sequivalens a 
következő síkbeli potenciálelméleti tétellel.

Legyen u (x , y) a valós x, y független változók tetszőleges, 
legföljebb n-edfokú racionális egész függvénye valós együtthatók
kal, mely azonban harmonikus, vagyis a

<3+ d*u 
dx* +  dif ~ (31)

LAPLACE-féle differenciálegyenletnek tesz eleget. Legyen továbbá 
a síkban akárhol egy K kör, és középpontjának koordinátái 
legyenek x0, y0. Akkor, ha M jelenti az u (x , y) maximumát
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a K  körlapon, m  pedig a minimumát, úgy a középpontban föl
vett u (pc0, y„) függvényértékre nemcsak

m ^  u (x0, y0) M (32)
(ami minden reguláris harmonikus függvényre fennáll), hanem

m + M—m 
TO+ 1

g  u (x0, y0) M — M—m 
n + 1 (33)

is érvényes.
Azok az esetek, amelyekben itt az egyenlőség jele válik ér

vényessé, természetesen ismét a (30) alatti <p (t) polynommal 
jellemezhetők.

7. Nem hallgathatom itt el Szegő szép tételét, mely az imént 
jelzett síkbeli tételt a háromméretű tér potenciális többtagúira 
viszi át, Lukács Ferenc egy eredményének a felhasználásával. 
Szegő tétele így hangzik:

Ha az u (x, y, z) racionális egész függvény eleget tesz a
d \  d2u d2u (34)

egyenletnek és M jelöli a függvény maximumát, m pedig a 
minimumát a tér valamely G gömbjén, akkor u (x , y, z) a gömb 

y0, z0) középpontjában olyan u (x0, y0, z0) értéket vesz fel, 
melyre a

m -1----- -----^  u (x0, y0, z0) ^  M ------------- (35)An An
egyenlőtlenségek érvényesek, ahol

^  =  +  1) * -  1~ 8 ~ ‘)’1 - <36)
A dolog lényege természetesen itt is főkép abban áll, hogy 

bizonyos harmonikus polynomok esetében az egyenlőségjele az, 
mely (35)-ben érvényes; egyszer az első helyen, másszor a má
sodik helyen.

Egyébként a háromméretű tér harmonikus polynomjaira többé 
nem térek ki, mert azok jelentésem keretéből kiesnek.

8 . Láttuk, hogy tetszőleges trigonometrikus polynom esetében 
m <,a0^ M .  (19')
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Már most nevezzük a M — a0 különbséget a trigonometrikus 
polynom magasságának és jelöljük tül-mel; viszont az a0 — m 
különbséget nevezzük a polynom mélységének és jelöljük m-mel. 
(19') szerint úgy a magasság, mint a mélység nemnegatív érté
kek. Bevezetésük a M maximum és m  minimum helyett cél
szerű. így a (24) alatti egyenlőtlenség egyszerűen ezt mondja: 

Egy n-edrendű trigonometrikus polynom magassága legföl
jebb «-szer akkora, mint a mélysége és fordítva; vagyis

331 gL nm, 
m <  n33l.

9. Már most áttérek a trigonometrikus polynomokra vonat
kozó tételek egy egész sorozatának az ismertetésére. E tétele
ket két csoportba osztom. Az első csoportba tartoznak azok a 
tételek, amelyekben mint adat az « rendszámon kívül csak a 
331 magasság (vagy csak a m mélység) szerepel. A második 
csoportba pedig azok tartoznak, amelyekben az n rendszámon 
kívül mint adat úgy a 331 magasság, mint a m mélység szerepel.

10. Legyen a legföljebb «-edrendű trigonometrikus poly
nom magassága 99Í. Akkor qv ■ ■. Qn amplitúdóim a követ
kező egyenlőtlenségek érvényesek:

Pi <; 2 cos 

p2 2 cos

n
n +  2

71

n
¥ J

■331

■331

p3 í S 2 cos 71

n
L "3J + 2

(37)

Qk  <  2 cos 71

n
U  J

■331
+ 2

7t
n

L «  J

■331.
+  2

Qn 5 S  2  COS
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Ez egyenlőtlenségek bármelyikében az egyenlőség jele ér
vényes, ha csak a 30Í magasságú és legföljebb n-edrendű tri
gonometrikus polynomot alkalmasan választjuk. Hozzáteszem 
ehhez, hogy a (37) alatti egyenlőtlenségek természetesen akkor 
is érvényesek, ha beléjük a 90Í magasság helyébe a m mélysé
get írjuk.

It , n n . _ , ,Ha k > -g-, vagyis j - <  2 , akkor =  1 és így

Qk . 2 cos

vagyis

Qk <  SOÍ, m,

= $1, (38)

k = L 2 . +  1,-... n. (39)

Ezek a (39) alatti egyenlőtlenségek, valamint a k = l -re vo
natkozó

Qi ^  2 cos ^ 2  ' (40)

egyenlőtlenség, már régebben ismeretesek voltak. Hogy ebből 
az első (37) alatti egyenlőtlenségből az összes többi (37) alatti 
könnyen következik, arra Lukács, Szász Ottó, Szegő és Eger- 
v á r y  mutattak rá.

11. A következő tétel két «symmetrikus» tag amplitúdójá
nak középértékére vonatkozik. A Zc-dik taghoz tartozó sym- 
metrikus tagnak nevezem az (n—k+  l)-edik tagot. Egerváry és 
S zász idevonatkozó tétele így hangzik (39, 40):

g* +  gn-fc+i .g-gft, m> k = l , a , . . . n  (41)

és ismét meghatározhatók minden egyes fc-ra azok az n-cd- 
rendü trigonometrikus polynomok, amelyekre nézve (41)-ben az 
egyenlőség jele érvényes.

Megjegyzem, hogy ezek a (41) alatti E g e r v á r y -—SzÁsz-féle 
egyenlőtlenségek a (37) alattiakból nem származtathatók le köz- 
vetetlenül.

12. Ha a (41) alatti egyenlőtlenségeket összeadjuk és mind
két oldalon n-nel osztunk, akkor kapjuk Szász egy régebbi
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1917-ből való tételét (18). Ez a szép tétel, mely általánosítása 
a (24) alattinak, így hangzik:

(h +  Ps +•••+(>» <  cjr m (42)
n —

és egyenlőség megint csak akkor lehetséges, ha a trigono
metrikus polynom lényegében a (30) alatti arithmetikai közép:

n -f- 1 4- n .2 cos 6 -1---- f-1.2 cos nd
n +  1

13. Legyen egy legföljebb n-edrendű trigonometrikus poly
nom magassága vD?. Mekkora a differenciálhányadosa abszolút 
értékének maximuma, vagyis Max | f  {6) | ? Egerváry és Szász, 
közösen írt, 40. számú dolgozatukban megoldják ezt a nem 
könnyű feladatot. Eredményük:

\ r m l a  (43)

és ismét létezik olyan n-edrendű és 30? magasságú trigono
metrikus polynom f  (0), melyre nézve j f  (6) | a (43) alatti egyen
lőtlenség jobboldalán álló értéket el is éri.

14. Az f  (6) trigonometrikus polynommal a deriváltján kívül 
még egy másik fontos polynom áll kapcsolatban: az úgyneve
zett konjugált trigonometrikus polynom:

n
9 iß) — 2  (—^  cos VÜ +  <*» sin vO)- (44)v — 1

Ennek amplitúdói ugyanazok, mint az f  {0)-éi.
2 0 . számú dolgozatában Szász a következő eredményre ju t: 
Ha az n-edrendű f  (6) magassága 39Í, akkor

jg W lg S ^ .c o tg  (45)

és az egyenlőség esetét is megállapítja.
15. Most áttérek olyan szélsőérték-feladatokat megoldó egyen

lőtlenségek fölsorolására, amelyekben 90Í és m együtt szerepel.
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Legyen tehát 99? a legföljebb n-edrendű f  (6) trigonometrikus 
polynom magassága és m a mélysége.

Sorrend szerint legelőbb a qv __ Qn amplitúdóknak 90? és
m-től függő határairól kellene szólanunk. Ámde e kérdéssel az 
irodalomban nem foglalkoztak.

így hát mindjárt az | f  (6) | határolásáról beszélek. Erre vo
natkozik S. Bernstein tétele:

(46)

Minthogy 90? +  m — Z0-vel, az ingadozással, e szerint Bern
stein tétele még így is írható

i r w i s g  x * -
\g(0)\ és | g' {0) | megfelelő becslése nem ismeretes.
16. Végre még csak a z komplex változó racionális egész 

függvényéről szeretnék szólani. Riesz Marcel egyik idevágó 
tétele így hangzik:

Ha a z komplex változó legföljebb w-edfokú h (z) racionális 
egész függvénye a | z | 1 körlemezen abszolút értékére nézve
<sl, akkor ugyancsak | z | ^  1-re \h' (z)\ <̂ ,n.

Szász ezt a tételt 37. számú dolgozatában oly röviden bi
zonyítja be, hogy bizonyítását ide iktatom :

A föltevés szerint a
h{Z) =  C0 +  C1Z-\-----b Cn-iZ"“ 1 +  cnzn (47)

polynomra i h (z) | 5g 1 érvényes, ha | z \ =  1. De akkor ugyanez a
k (z) =  cn +  cn-tz  ----- b c^”“1 +  c0zn (48)

úgynevezett reciprok polynomra is érvényes. Ugyanis
k i&f) =  cn +  cn- tel(P -|----- b c0eniv =

= eniv (c0 +  -\----- b Cn-iß- in-mv +  cne -niv) =  (49)
=  eniv h (e-'v)

és e szerint valóban
| k (z) | <; 1, ha | z | <; 1. (50)
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Minthogy azonban a k(z) polynomra áll, hogy /í (z) j rg 1, 
ha | z | ;g 1, tehát (n—1) indexű arithmetikai közepére

ncn +  (n— 1) cn-jZ H----- H 2c2z»~2 +  1 .ciz""1
n (51 >

ugyanez az egyenlőtlenség érvényes és így, a mondottak sze
rint, ennek reciprok polynomjára is ; vagyis

ct +  2c,z H----- WCnZ”- 1 ^
n — ’

azaz
\h' (z) | ^  n, ha |z [< ;l ,  (53)

ami Riesz Marcel egyenlőtlensége.
j h' (z) J az egységkörben csak akkor éri el az n értéket, ha 

h (z) =  ez”, hol j c j =  1.
17. A fölsorolt tételek bizonyításáról csak ritkán emlé

keztem meg. Kétféle bizonyítási módszer emelhető itt ki. Az 
egyik lényegben a (7) alatti alaptulajdonságon nyugszik. A má
sik a nemnegatív trigonometrikus polynomok egy paraméteres 
előállításán alapszik. Ez előállítás révén minden egyes olyan 
szélsőérték-feladatnak, mint amilyeneket itt fölemlítettem, meg
felel egy szélsőérték-feladat, mely négyzetes vagy HERMiTE-féle 
alakokra vonatkozik. Szász idevágó dolgozataiban ez utóbbi 
módszert alkalmazza.

A F ou rier-íé le  sorról.

I.
1. Szász dolgozatainak egy másik csoportjában a Fourier- 

féle sorral foglalkozik.
Ezeknek egy része a FőúriER-féle sor abszolút összetartására 

vonatkozik.
Egy f  i ff) függvény
a0 +  % cos d +  fr* sin 6 -j----- (- an cos nO +  ő„ sin nb H—  (1)

FouRiER-féle sora (és általában bármely (1) alakú trigonometrikus
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sor) akkor és csak akkor abszolút konvergens, ha a «Fourier- 
féle amplitúdók» végtelen sora

Pi +  H------H p» H

konvergens, hol ismét =  y a\ +  hf, v =  1, 2 , 3 ,---oo.
Melyek azok a függvények, melyekre nézve a (2) alatti vég

telen FouRiER-féle amplitudóösszeg konvergens ? Minthogy a (2) 
alatti sor konvergenciája esetén az (1) alatti sor minden 6 ér
tékre egyenletesen konvergál, azért csak a mindenütt folytonos 
és 27i szerint periodikus f  (d) függvények jönnek tekintetbe. 
Szorítkozzunk tehát ilyen függvényekre. Ilyen /'(d)-ra, mint isme
retes, az amplitúdók négyzetösszege

PÍ +  pS +  P Í + -  +  $  +  -  (3)

összetartó, de távolról sem mindig maga a (2) amplitudóösszeg. 
Sőt C a r l e m a n  szerint alkalmasan választott (mindenütt folyto
nos és 2;r szerint periodikus) /'(d)-ra az amplitúdók hatvány
összege

PÍ +  Ps +  Ps'd----- 1“ Pn H (4)

bármely 2-nél kisebb k kitevőre divergens.
2. S. Bernstein egy elég terjedelmes és mindenesetre fontos 

függvényosztályt jelölt meg, amelyre nézve a (2) amplitudóösszeg 
konvergens:

Ha a 271 szerint periodikus f  (d)-ra

\f(d+h) — f  (d)\ < C \ h \ a, (5)
K a g  1, (6)

minden d-ra érvényes, vagyis ha a periodikus f  (0) függvény 
egyenletesen tesz eleget olyan LiPSCHiTZ-föltételnek, melynek a 
kitevője nagyobb, mint akkor az amplitudósor össztartó. 
Viszont ha 0 <  a <  akkor létezik olyan periodikus /  (d) függ
vény, mely (5)-nek eleget tesz, míg (2) alatti amplitudósora di
vergens. Ilyen f  (d) különben a kritikus « =  § esetben is léte
zik, mint azt később H a r d y  és L i t t l e w o o d  példán megmutatták. 

Megjegyzem, hogy B e r n s t e i n  tétele már az a — 1 esetre is
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új volt. Nem triviális ugyanis az a tétel, hogy a periodikus 
f  (0) FouRiER-sora minden 0-ra abszolút konvergens, ha

| < C i  (7)

minden 0-ra és zérustól különböző h-ra.
3. S zász 32., 33. és 43. számú dolgozataiban Bernstein ered

ményeit lényegesen tovább fejleszti. A helyett, hogy a függvény- 
növekmény abszolút értékére | f  (u +  h) — f  (u) |-re vezetne be 
LiPscHiTz-féle prsemissát, veszi általánosabban az \f{u-\-h) — f{u)\ 
négyzetes közepét az egész (—jt, n) közre:

•' (f(u+h) ~  f(u)T du (8)

majd, még általánosabban, annak p-edrendű közepét (1 <pgL%),

f f ( u + h )  — f(u) \p duj* (9)

és ezeket a középértékeket veti alá a kitevőjű LmscHiTZ-féle föl
tételnek.

Szász főeredménye: ha az abszolút függvénynövekmény (9) 
alatti j3-edrendű (1< |> < s 2) közepe 5 S konst. \h\a, ( 0 < a < l ) ,  
akkor az amplitúdók hatványösszege

H-----h Qn H---- (10)
összetartó, ha

k > V
pa + p  — 1 =  k*, (11)

míg k <  k*-ra széttartó is lehet.
Lássuk csak egyetlenegy Hardy—LiTTLEWooD-féle példán, hogy 

Szász eredménye milyen hasznos. Tekintsük azt az f  (0) függ
vényt, mely a —n^d< Ti közben az

f{ff) = \0 \l (12)

egyenlettel, egyéb 6 értékekre pedig periodikus ismétléssel van 
definiálva. A jelentsen |-n é l lásebb pozitív számot. Minthogy ez 
az f  (d) függvény A-nál magasabb kitevőjű LiPSCHiTZ-föltételnek
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nyilvánvalóan nem tesz eleget és minthogy A <  | ,  azért Bern
stein tétele az f  (6) függvény FouRiER-sorának összetartására nem 
nyújt adatot. Azonban könnyű kimutatni, hogy

(^ T  /*̂  {u+h) ~  f  {u)y du)l< c !  h (13)

úgy hogy tehát f  (d) függvényünk abszolút növekményének négy 
zetes közepe § +  A kitevőjű LipscHiTz-föltételnek tesz eleget. 
E szerint S zász tétele alapján (ha (ll)-be a p =  2, a =  |  +  A 
értékeket helyettesítjük) f  {0) függvényünk esetében a

p? +  p£H— f-(£+•••
sor összetartó, ha

2 1
k >  2 ( |+  A) +  1 ~  1 +  A ’ 

tehát mindenesetre összetartó a

Pi +  Pa H----- h Pn H—  (16)
amplitudósor.

4. Néhány szót a Bernstein—SzÁsz-féle bizonyítási eljárás
ról. Ez egy nevezetes elemi elven alapszik, mely az utóbbi év
tizedekben lassan kifejlődött és melynek különösen kiadós ér
tékesítését éppen BERNSTEiN-nak köszönhetjük. Az elv, amelyre 
gondolok, abban áll, hogy a függvény n-edrendű trigonomet
rikus polynommal való közelíthetőségének rendjéből vonunk 
következtetést a függvény vagy — mint esetünkben — a függ
vénnyel kapcsolatos sorfejtés egyes tulajdonságaira (konvergen
ciájára, abszolút konvergenciájára stb.).

Lássuk, hogyan alkalmazható ez az elv a FouRiER-sor abszolút 
összetartásának kérdésére ?

Ha Tn{6) jelöl bármely legföljebb n-edrendű trigonomet
rikus polynomot, akkor ennek f  (0)-ra vonatkozó BESsEL-féle hiba
négyzete

~  j  {f (0) —  Tn {Ojf de.
—  71

(14)

(15)

(17)
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Ámde ismeretes, hogy ez a legkisebb az f  (6) függvény 
FouRiER-féle sorának n indexű sn {6) részletösszegére, amikor is

~  \ (/' m - - s« {d)f de =  i (p»+1 +  +•••). (is)
—  71

Kaptuk tehát a következő téte lt:
Az f  (6) függvény négyzetes amplitudósorának, vagyis a

r í ' + r í + - + r í  +  r í+i + -  (19)
s’ornak n indexű maradék-összege

Pn+l +  Qn+t H—  (20)
1 \ n

ig —  j  ( f  {6) — Tn (6))2 dd, bármely n-edrendű trigonometrikus
—  7t

polynomot jelentsen is a Tn (0). Válasszuk Tn (0)-nak az f  (6) 
FouRiER-sorának n indexű arithmetikai közepét, a Sn(ff) polyno
mot. Akkor azt kapjuk, hogy a (20) alatti maradék-összeg

gg—  \{f {6) — SníO'jf'dO. Már most elégítse ki, egyszerűség
^  7t

kedvéért, a Qn szerint periodikus f  (6) a közönséges Lipschitz- 
féle feltételt,

* \f(O+h) — f ( 0) \< C [h \a, (21)
0 <  a <  1.

Akkor, Bernstein egy régebbi és néhány sorban levezethető 
eredménye szerint, minden Ö-ra

| f ( ö ) - S B« D | < ^ .  (22)

vagyis /' (d)-nak n-edrendű trigonometrikus polynommal való
1

közelíthetőségének a rendje legalább is —  • E szerintTi
» . . , konst.

Q"+1 +  Qm  + • "  á ' -tf.— (23)

az n minden értékére.
A négyzetes amplitudósor e tulajdonságából azonban már 

következik, hogy az amplitudó-hatványösszeg



JELENTÉS AZ 1930. ÉVI KÖNIG GYULA JUTALOMRÓL. 79

e í + e S + • • • + * £ + — (24)
összetartó, ha

k > g) . . ’2a +  1
úgy hogy tehát pl.

Pi +  p3 H------H p» d—  (25)
összetartó, ha a >  |  (Bernstein, Szász 32, 33).

5. Végül csak fölemlítem, hogy újabban Hardy és Little- 
wood egész elméletet fejtettek ki, mely az eredeti vagy a kö
zepes LiPSCHiTz-féle feltételnek eleget tevő függvényekhez kap
csolódó kérdésekre vonatkozik. Ez, a fontos elmélet a törtrendű 
differenciálás és integrálás Riemann— LiouviLLE-féle fogalmán 
kívül a LEBESGüE-féle integrálra támaszkodik.

II.

5. A BERNSTEiN-féle tétel és annak SzÁsz-féle kiterjesztése 
bizonyításában szerepet játszott az f  (0) — Sn (0) különbség vég
telen kicsinységének a rendje, ha n minden határon túl na
gyobbodik. Itt Sn (d) jelenti az f  (6) függvény FouRiER-féle sorá
nak n indexű arithmetikai közepét. Mi e különbség asymptotikvs 
alakja egy szilárd x  helyen? Erre a szorosabb kérdésre felel
nek Szász 34., 35. és 38. számú dolgozatai. A függvényre, az 
x  helyen, különböző LiPSCHiTZ-szerű kirovásokat tesz és minden 
egyes esetre fölállítja a jelzett asymptotikus formulát.

A hatványsorról.

I.

1. Az első részben tárgyalt szélsőérték-feladatok trigono
metrikus vagy racionális polynomra vonatkoztak. Most hasonló 
szélső érték-feladatokról lesz szó, melyek azonban tetszőleges 
analitikai függvényekre vonatkoznak, amelyek a komplex szám
sík egy körén belül (mondjuk a | z | <  1 körben) regulárisak; 
vagy vonatkoznak tetszőleges f  (d) függvény végtelen Fourier- 
féle sorára.
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Fölemlítek néhány régebbi eredményt. Ha | /  (0) | 5; 1, akkor

! (8) j >£ Qn

S0 +  S1 H----- F sn
n + 1 g l ,

( 1 )

(2)

hol sn =  sn (6) az f  (d) FoüRiER-sorának n indexű részletösszege 
és Qn az úgynevezett w-edik LERESGUE-féle állandó. Ha

f  (z) =  c0 +  ctz d----- F cnzn -)—
I z I <  1-re összetartó és

1 f  (z)\ ^  1, ha \z I <  1
(röviden azt mondjuk, hogy: ha f(z) az E  osztályba tartozik), 
akkor

le n iü l ,  (3)

^  1, (5)So+ Sl~l----- F Sn
n + 1

i S0 í +  I S1 ! H----- F I 3
n +  1

hol sv — c0 +  ct d------H cv.

< 1, (6)

Mindezekben az egyenlőtlenségekben, alkalmasan választott 
függvény esetében, az egyenlőség jele válik érvényessé.

2. Szász általánosabban

í 0̂C0 +  H----- F ÁnCn I — ! L I (7)
maximumát keresi az E  függvényosztályban. Itt 70, ...An
tetszőlegesen megadott valós vagy komplex számok, ln 4= 0. 

Szász két esetben tudja meghatározni a Max | L  | értéket. 
a) eset. A

(j“o + 11 iz H----- F ynzn)- =  +  Án_iz H----- F (mod. zn+1) (8)
kongruencia által meghatározott (és közönséges négyzetgyökvonás
sal nyerhető)

y0 +  kiz H----- F t*nZn (9)
%-edfokú polynom gyökei közül egyik sem esik a | z \ <  1 körbe. 
(LANDAu-típusú eset; föllép (4) LANDAU-féle megoldásánál.)



S zász eredménye:

Max | £ | H * , | B+ | A r + - + | * l |'. (10)
b) eset. A A értékek valósak és

+  Aj cos 0 +  A2 cos 2,0 H-----1- An cos nO }> 0, (11)

minden 0 értékre.
Szász erdeménye:

Max | L  | =  A0. (12)
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Mindkét esetben bizonyos racionális törtfüggvényeknél éretik 
el L  maximuma.

Általában (tehát akkor is, ha sem a) sem b) nincs kielégítve) az 
L  lineárkombinációra kitűzött maximum-feladatot egy minimum- 
föladattal hozza kapcsolatba, melyet Riesz Frigyes oldott meg. 
E minimum-feladat vonatkozik adott kezdő-együtthatókkal bíró 
hatványsorokra és így hangzik:

Képezzük az összes
<p ( 2 )  =  An  +  A n _ i z  H - - - - - 1- ÁgZn - \—  ( 1 3 )

alakú hatványsorokat, melyek j 2 ] ^  1-re regulárisak és határoz
zuk meg erre a függvényosztályra

An 0
minimumát.

Legyen most már A e minimum értéke. Akkor Szász szerint 
T Max I L I =  A. (14)

(L. 36, 37.)
3. Szász a) és b) alatti eredményeinek számos érdekes alkal

mazását adta. Ezeket, helyszűke miatt, sajnos, nem sorolhatom 
fel. Csak például említem meg, hogy Harald Bohr tétele, mely 
szerint bármely E  osztályú f  (z) függvény

lco! +  lcJ r H----- h |c„ I rn +••• (15)
majorans-sora a 0  jg r <; |  közben nem válik 1-nél nagyobbá, 
végeredményben szintén speciális esete S zász a) alatti tételé-

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. 6
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nek. Továbbá, ugyancsak e tétele alkalmazásával, S z á s z  (27) 
a következő fontos tételt kapja : tetszőleges E  osztályú függvény 
n-edik deriváltjára az

t x r i  I n—  ̂ \ a
I f {n) (reie) | ^  y  r*  (16)

T̂ o ' v /
0 <  r <  1 « —

egyenlőtlenség érvényes. Ha n =  1,3, 5, 7 ,..., akkor, bármely 
tekintetbe jövő r értékre, meghatározható egy E  osztályú f  (z) 
úgy, hogy (16)-ban az egyenlőség jele válik érvényessé. Ez igaz 
n — 2-re is. Az « =  4, 6, 8 ,... esetekre nem terjeszkedem ki. 

n =  1, 2-re fölírom külön is a (16) alatti egyenlőtlenséget:

f  (rew) I <

/'" (reiö) | ^ 2 +  | r 2 +  f
(1 -  r2)2

(17)

(18)

Végül még megemlítem, hogy R o g o s i n s k i  és S z e g ő  is, «Über 
die Abschnitte von Potenzreihen, die in einem Kreise be
schränkt bleiben» (Math. Zeitschrift, 28. kötet, 1928) című dol
gozatukban az a) alatti SzÁsz-féle tételnek egy szép alkalma
zását adják.

II.
4. Ebbe a csoportba tartoznak S z á s z  44. és 45. számú dol

gozatai is, de más témakörben mozognak. Ezekben az A b e l -  

féle hatványsortétel megfordításáról van szó. Ebben az irány
ban különösen H a r d y  és L i t t l e w o o d  találtak rendkívül eredeti 
tételeket és S z á s z  ezekkel foglalkozik említett dolgozataiban. 
Ide csak azt az összefoglaló és általánosító tételt iktatom, me
lyet a 45. számú dolgozat 332. lapján találok:

Legyen
+ oo

B (s) — j A (u) e~us du 
ó

összetartó, ha s> 0 . Legyen továbbá

(19)
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1. sB (s)->A, ha s - * + 0  (20)
2. lím inf (A (y)— A(cc))^_ 0, (21)

X =  +  oo

yha y > x  és y olyan függvénye a?-nek, hogy —— ha x—>-+oo.oc
Akkor

A{x)-+A, ha x  —*- -f- oo. (22)

5. Rokon tárgyú a 42. számú dolgozat. Ismeretes, hogy az

ao +  ai H----- h an ~\—  (23)
végtelen sor összetartó, ha az

f  (r) =  a0 +  atr H----- (- o„rn +  • • • (24)
0 ^  r  <  1-re összetartó hatványsorra a lim f  (r) határérték léte-

r=1
zik, és ha ezenkívül

j nan | íg C, (25)
minden %-re.

(25) nyilván aequivalens a következő föltevéssel: az első n

a j ,  | 2 a J ,... | nan | (26)

szám között a legnagyobb g  C, bármi legyen is az n értéke. 
Már most Szász föltétele:

I ajp +  12a, ■ +  j na„ !? U
n <  C, minden n-re, (27)

p  >  1.
(27) nyilván enyhébb megszorítású, mint (26); ez követke

zik a (27) baloldalának középérték voltából.

A W eierstra ss-fé le  k özelítésrő l.

1. Weierstrass egy ismert tétele szerint bármely az a ^ x ^ b  
közben folytonos f(x)  függvény egyenletesen és tetszőleges pon
tossággal megközelíthető e számközben az

1, x, x 1, ... xn, . . . (1)
nemnegatív egész kitevős hatványok alkalmas «véges lineáris 
összetételével», vagyis

6*



8 4 FEJÉR LIPÓT.

C0 +  c±x  H----- h CkX* (2)

alakú közönséges racionális polynommal.
Ezt röviden úgy szokás kifejezni, hogy az (1) alatti nem- 

negatív egész kitevőjű hatványok végtelen sorozata bázisa a 
folytonos függvények összességének, bármely számközre vonat
kozólag.

S. Bernstein vetette fel azt az érdekes kérdést, hogy mikor 
szolgáltat bázist a hatványoknak

1, xp*,... xPn, . . .  . (3)
sorozata, ahol pv p2,. . .  pn,■ ■ • akármilyen valós pozitív számok. 
A számköz, amelyről most szó van, a (0 , a) köz (a > 0) ; szorítkoz
hatunk tehát a 0 <  x  <  1 közre.

Bernstein két elegendő föltételt talált.
1. Ha

lim pn = +  °° (4)
és egyúttal

lim — —  =  0 ,n=„ n log n (5)

akkor a (3) alatti sorozat bázissorozat.
Például:

1, x, x a'kä,... aA«,... (6)
bázissorozat.

2. Ha minden n-re
H < P n <  K, (7)

hol H és K  pozitív számok, akkor is bázissorozat a (3).
Például:

1, x\f~x, x tfrx ,... x ^ x , . . . (8)
bázissorozat.

2. B e r n s t e i n  még egy érdekes sejtést is közölt erre a kér-
désre vonatkozólag: 

Az
1 1 1

f t  + í t + " '+ í : + "
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végtelen sor divergenciája a szükséges és elegendő föltétele 
annak, hogy az

1, xv*,... xvn,... (10)

sorozat bázissorozat legyen, föltéve, hogy a pn pozitív kitevők 
monoton növekednek.

Ezt a sejtést C h . H. Müntz bizonyításával meg is erősítette. 
Már most Szász 13., 17. és 23. számú dolgozataiban egy 

általános tételt közöl, melyet érdekesen is bizonyít és amely az 
előbb említett három tételt mint speciális esetet magában fog
lalja. Ez így hangzik:

Arra, hogy az
1, X P X P * , . . . xPn, . . . (1)

sorozat, hol pv p2, ... pn,... valós pozitív számok, bázissorozat 
legyen a 0<SíC;gl számközben, szükséges, hogy a

Y  1  +  P n
Z j  1 + P l
n = 1

végtelen sor, elegendő, hogy a
oo

V  P n
1 “h Pn

n = 1

( 12)

(13)

végtelen sor divergens legyen.
Figyelemre méltó még Szász e tételének kiterjesztése komplex 

pn kitevőkre.

L ánctörtek.

1. Szász tizenegy dolgozatában a végtelen lánctörtekkel fog
lalkozik. Itt arra kell szorítkoznom, hogy egyik legfőbb eredmé
nyét ismertessem.

Legyen az

1 -f- n2
(1)1 +  a3
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végtelen lánctört konvergens, hol av av ... komplex számok. 
Már most Szász 14., 15. és 25. számú dolgozataiban elegendő 
feltételt keres arra, hogy található legyen egy környezet

xv — av i <  ev, v =  1, 2, 3,*” Oo, (2)
az x v x 2,...  komplex változók végtelen sok méretű teré
ben, melyben az

" Xy

1 -|—
lánctört konvergens; itt sv pozitív számok sorozata.

S zász erre általános föltételeket talál. Talán egy nagyon speciá
lis, de azért mégis érdekes esetben mutatjuk be Szász ered
ményét, melyet P e r r o n  is felhasznál «Die Lehre von den Ketten
brüchen» című munkájának második kiadásában. A kiindulásul 
választott lánctört legyen egyszerűen

a
1 -j~ct

1 +  a
1 +•••,

(4)

amely, mint ismeretes, a -—5 -től —°°-ig egyenesvonalúan föl
vágott komplex számsíkban (—1 beleértésével) konvergens. Már 
most, Szász szerint, az

1 +
í + x 3

I +•-•
lánctört összetartó, ha

hol b és b' a
c2 — c — a' — 0

(5)

(6) 

(7)
egyenlet gyökei, ( | b' ] <  [ b | ). Ezzel S zász kibővítette P e r r o n  

összetartási tartományát.



Végül megemlítem a fontos H i l b —SzÁsz-féle encyclopaeclia- 
cikket: «Allgemeine Reihenentwicklungen», Encyclopädie der 
mathematischen Wissenschaften, II C 11. Ennek a második részét, 
melynek címe: «Entwicklungen bei komplexen unabhängigen Ver
änderlichen», S z á s z  egymaga írta. Szóba jönnek itt a D i r i c h l e t -  

féle sorok is, amelyekre vonatkozólag SzÁsznak értékes ered
ményei vannak. Ezeknek ismertetéséről azonban, sajnos, épen 
úgy le kell mondanom, mint több más dolgozatáéról, melyek
nek címe azonban a mellékelt jegyzékben megtalálható.

Fejér Lipót.
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1. Az Hadamard-féle determinánstétel egy elemi bebizonyítása, Mathe- 

matikai és Physikai Lapok 19 (1910.), 231—227.
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és Phys. Lapok 21, 1912, 224—295.
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brüche mit komplexen Elementen, Sitzungsberichte der Bayerischen 
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der Physik (4) 43, 1914, 798 809.
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Természettudományi Értesítő 33, 1915, 654—683.

8. Über eine besondere Klasse unendlicher Kettenbrüche mit komp
lexen Elementen, Sitzungsb. der Bayer. Akad. der Wiss. Math.-phys. Kl. 
1915, 281—288.

9. Über Irrationalität unendlicher Kettenbrüche mit einer Anwendung 
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Satzes über die Konvergenz gewisser Kettenbrüche, Math. Ann. 76, 
1915, 301—314.
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12. Eine Extremaleigenschaft der Kurven konstanter Breite (mit A. 
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13. Über die Approximation stetiger Funktionen durch lineare 
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19. Végtelen lánctörtek irrationalitásáról, Math, és Természettud. 
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21. Ungleichungen für die Koeffizienten einer Potenzreihe, Math. 
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Elementen, Acta mathematica 43, 1921, 209—237.
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Polynome, Sitzungsb. der Bayer. Akad. der Wiss. Math.-phys. Kl. 1927, 
185—196.

40. Einige Extremalprobleme im Bereiche der trigonometrischen 
Polynome (mit E. von Egerváry), Math. Zeitschr. 27 (1928.), 641—652.

41. Über die Partialsummen der Binomialreihe, Math. Zeitschr. 28 
(1928.), 147—149.

42. Verallgemeinerung eines Littlewoodschen Satzes über Potenz
reihen, Journal of the London Mathematical Society, 3 (1928.), 254—262.

43. Über die Fourierschen Reihen gewisser Funktionenklassen, Math. 
Ann. 100, 1928, 530—536.

44. Abel hatványsortételével kapcsolatos újabb vizsgálatokról, Math, 
és Fiz. Lapok, 36 (1929.), 10—22.

45. Verallgemeinerung und neuer Beweis einiger Sätze Tauberscher 
Art, Sitzungsb. der Bayer. Akad. der Wiss. Math.-phys. Kl. 1929, 325—349.

46. Allgemeine Reihenentwicklungen (mit E. Hilb), Encyklopädie d. 
math. Wissenschaften, II G 11, (1922).
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BERICHT ZUR VERTEILUNG DES JULIUS KÖNIG- 
PREISES VOM JAHRE 1930 .

Die Budapestéi’ L oránd E ötvös Mathematische und Physikalische 
Gesellschaft hat ihren diesjährigen Julius KÖNiG-Preis Herrn Professor 
Di'. O tto S zász, Privatdozent a. d. Budapester und Frankfurter Universität, 
zuerkannt, für die Gesamtheit seiner mathematischen Arbeiten. Kommis
sion : G. B ados, Präsident, Mitglieder: J. K ürschák, A. S zücs, Referent: 
L. F ejér.

Das vorangehende, von L. F ejér verfasste Referat, gibt eine Analyse 
der schönen und wichtigen Resultate, die der 20-jährigen Forschertätigkeit 
von S zász zu verdanken sind. Seine Arbeiten sind da in fünf Gruppen 
eingeteilt: Über trigonometrische und rationale Polynome, Über die 
FouRiER’sc h e  Reihe, Über die Potenzreihe, Über die WEiERSTRAss’sc h e  

Approximation, Über Kettenbrüche.
Leopold Fejér.
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M atematikai versenytételek. — Tanulóversenyein kitűzte az Eötvös 
Loránd Matematikai és Fizikai Társulat, 1894-—1928. — Megoldá
sokkal és jegyzetekkel közli Kürschák József (a magy. kir. vallás- 
és közoktatásügyi minisztérium támogatásával), [Középiskolai Mate
matikai és Fizikai Lapok Könyvtára, 3—5. sz.j, Szeged, 1929, 
Vili. +  133. lap.

E munka az Eötvös Loránd Matematikai és Fizikai Társulat egyik 
legjobban bevált intézményéről, a matematikai tanulóversenyekről ad 
számot. A Társulat tudvalevőleg 1894 óta minden év őszén az illető 
évben érettségi vizsgálatot tett tanulók között a középiskolai tananyag 
köréből vett matematikai versenyt rendez, hogy a versenyzőknek a 
matematika művelésére való rátermettsége megállapíttassék. A két leg
jobb dolgozatot egy-egy Eötvös-dijjal jutalmazza és lapjában közzéteszi.

A Társulat matematikai tanulóversenyeinek sikeressége kétségen felül 
áll. Ha végignézünk a versenygyőzteseknek a könyvben közölt névsorán, 
megállapíthatjuk, hogy a versenybizottság ítéletét a jutalmazottak későbbi 
tudományos működése mily nagy mértékben szankcionálta. A győztesek 
között találjuk a budapesti, szegedi, königsbergi, lundi, columbusi (Ohio, 
U. S. A.) egyetem és az aacheni műegyetem egy-egy mai rendes taná
rát és másokat is, akik ma a matematika világszerte elismert művelői 
közt foglalnak helyet. Néhányan már nincsenek is az élők sorában : 
ezek közül Zemplén Győző, műegyetemünk nagy fizikusa, és R aj L ászló 

műegyetemi adjunktus, a világháború hősi halottai; L ukács F erenc 

pedig nagysikerű és sokat ígérő tudományos pályájának elején a 
háborút követő nagy járvány áldozata lett. Viszont az is megállapít
ható, hogy alig voltak oly résztvevői a versenyeknek, akik, ameny- 
nyiben később tudományos sikereket értek el, már a versenyek alkal
mával is ne tűntek volna fel s akiket tehát Társulatunk ne tekinthetne 
saját felfedezettjeiként. A versenyeredmények ezen objektivitásukat nagy 
mértékben a matematika természetében rejlő azon körülménynek köszön
hetik, hogy már csekély matematikai ismeretek segítségével megoldott
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feladatok kidolgozásai is alkalmasak a —  csaknem mindig már ifjúkor
ban jelentkező - - matematikai tehetség felismerésére. Ehhez persze 
hozzájárult a —  sokszor egészen eredeti — feladatok célszerű megvá
lasztása, ami lehetővé tette, hogy inkább a kidolgozásban mutatkozó 
matematikai ötletesség és ne csupán a felhasznált matematikai isme
retek mennyisége szolgáljon a versenydolgozatok érdemének fokmérőjéül.

Ezek a körülmények már régóta kívánatossá tették a versenyek anya
gának összefoglaló és könnyen hozzáférhető egybegyűjtését. A Matematikai 
és Fizikai Társulát nagy hálával tartozik Kürschák JózsEFnek, hogy ezt 
a fáradságos és sok tekintetben hálátlan feladatot elvállalta, és e célt 
messze túlszárnyalva, a feladatok mintaszerű kidolgozásával és az ezek
hez fűzött igen változatos tárgyú jegyzeteivel oly munkát alkotott, mely 
bármely ország tudományos irodalmának díszéül szolgálhat.

A könyv t. i. nem a jutalmazott megoldásokat közli, hanem a szerző 
által —  sokszor ezek felhasználásával —  készített megoldásokat és sok 
feladatnak többféle kidolgozását adja. Számos jegyzet azután fokozatosan 
a tudomány magasabb szféráiba vezeti az ifjú olvasót, a nélkül, hogy 
az eleminek nevezett matematika területét tárgy tekintetében elhagyná.

Számos nehézséget kellett a szerzőnek legyőznie. Csak néhányra közü
lük akarunk rámutatni. A kitűzött feladatok egy jelentékeny része ter
mészetesen az elemi síkgeometria körébe tartozik. Ezeknek tárgyalása 
többnyire egy-egy ábrához kapcsolódik. Itt majdnem mindig felmerül a 
kérdés, hogy a megoldó nem használta-e fel «túlságosan» a speciális 
ábrában feltüntetett viszonyokat, azaz nem kellene-e szerkesztését vagy 
bizonyítását módosítani, ha —  a pontok és vonalak relatív elhelyezke
dése tekintetében —  az előbbitől különböző ábrára vonatkoznának meg
gondolásai. Kürschák tárgyalásából az olvasó meg fogja tanulni, hogy e 
nehézséget csupán az összes lehetőségek teljes figyelembevételével lehet 
legyőzni. Egy másik nagy tárgykör, melyből a versenyfeladatok meríttet- 
tek, az elemi számelmélet. Itt az a nehézség lép fel, hogy a tanuló 
könnyen hajlandó meggondolásaiban oly tételekre hivatkozni, melyeket 
magától értetődőknek vél, melyek pedig valójában épenséggel nem azok. 
Elsősorban a természetes számok törzstényezőkre való felbontásának 
egyértelműségére gondolunk. K ürschák e nehézséget azzal oszlatja el, 
hogy 14 jegyzetre elosztva, a számelmélet legelső elemeinek valóságos 
kis tankönyvét nyújtja; ezekben eljut a kis FERMAT-féle tételhez is, 
melynek egy elegáns kombinatorikus bizonyítását adja, rámutatva ily mó
don számos kitűzött tétel közös forrására. A «maximum létezése» is oly 
hipotézis, melyet a kezdő (és nemcsak a kezdő) matematikus könnyen 
magától értetődőnek tart, megfeledkezve arról, hogy végtelen sok valós 
szám közt - még ha korlátosak is nincs mindig legnagyobb. Egyik
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jegyzetében Kürschák —*■ rámutatva a bizonyítás szükségességére —  egy 
tanulságos példa kapcsán ismerteti, hogy mikép lehet maximum létezé
sét bebizonyítani, ami gyakran nehezebb dolog, mint —  létezését posztu- 
lálva —  értékét kiszámítani.

A jegyzetek azonban nemcsak az adott megoldások közvetlen kiegé
szítésére szolgálnak, hanem sokszor nehéz problémákig is elvezetnek. 
Ily jegyzetekre különösen oly feladatok kapcsán nyílott alkalom, melyek 
egy fa kitűzés idejében néha épen új vagy aktuális) komoly matematikai 
tétel legegyszerűbb eseteképen kerültek kitűzésre. Két jegyzet is foglal
kozik a CsEBisEv-féle polinomokkal és a velük kapcsolatos MARKOv-féle 
tétellel. Megtaláljuk egy-egy jegyzetben (bizonyítás nélkül) Laguerre téte
lét egy bizonyos algebrai egyenlet valós gyökeinek elhelyezkedéséről, 
Jensen tételét a konvex függvényekről kapcsolatban a számtani és geo
metriai közép közötti egyenlőtlenséggel, Eisenstein tételét bizonyos al
gebrai egyenletek irreducibilitásáról. Mindezek a tárgyalások tanulságo
san mutatják, miképen lehet, a speciálisról fokozatosan térve át az 
általánosra, magasabb matematikai vizsgálatokat közel hozni a fiatal kezdő 
gondolkozásához még akkor is, ha a bizonyításokra nem terjeszkedünk ki.

Különösen két jegyzetre akarjuk még felhívni a figyelmet. Az egyik 
a két Bolyai oly érdekes életrajzához csatlakozóan Bolyai János abszolút 
geometriáját vázolja. A másik a nomográfiával ismerteti meg az ifjú 
olvasót, az általános másodfokú egyenlet egy eredeti nomogrammjával 
kapcsolatban. Mindkettő a tömör és mégis világos tárgyalás mintaszerű 
példája.

Kürschák könyve elsősorban a középiskolák ifjúságának van szánva 
és kétségtelen, hogy ezen ifjúságnak a matematika iránt érdeklődő, 
tehát tekintélyes része lelkesedéssel fogja fogadni (sőt már fogadta is). 
De haszonnal és élvezettel fogja forgatni a matematika minden műve
lője és kedvelője. Igen kívánatos volna, ha a középiskolai tanárság is 
felkarolná a könyvet és a belőle meríthető bő tanulságokat oktatásában 
felhasználná. Ez esetben a «Matematikai Versenytételek» — jobban, 
mint bármely pedagógiai szakmunka — nagymértékben hozzájárulna 
középiskolai matematikai oktatásunk megjavításához.

König Dénes.

A magyar tudományos irodalom bibliográfiája 1901—1925., IV.: 
Mathematika, összeállította Gáspár Ilona dr. Budapest, 1930, X I + 83 l.

Az Országos Könyvforgalmi és Bibliográfiai Központ megkezdette a 
magyar tudományos irodalom szakonként csoportosított bibliográfiájának 
kiadását és e vállalatnak időrendben harmadik füzeteképen a mate
matika negyedszázados bibliográfiáját adja (a mechanika kizárásával) 27
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szakcsoportba beosztva és felölelve — igen helyesen — a magyar szer
zők külföldön és idegen nyelven megjelent műveit is, akár önállóan, 
akár folyóiratokban jelentek is meg és beleértve a matematikára vonat
kozó pedagógiai és tankönyvirodalmat is. A bibliográfia magyarul nem 
értők számára is használhatóvá válik azáltal, hogy a csoportok és a 
«jelentősebb» magyar művek címét német fordításban is közli. A válo
gatás nehézségei miatt kívánatos lett volna e fordítást minden magyar 
címnél elvégezni.

Gáspár Ilona dr. munkájának megjelenését két szempontból is öröm
mel kell fogadnunk. Először is kézzelfogható bizonyítékát nyújtja annak, 
hogy a magyar matematikusok, akik bel- és külföldön szolgálják tudo
mányukat, a magyarok számarányát messze felülmúló mértékben járul
tak hozzá a modern matematika hatalmas épületének megalkotásához. 
Bizonyára számos külföldi tudós, kit egy-egy szerző nemzetiségi vagy 
politikai hovatartozósága, hacsak nem honfitársa, nem szokott érdekelni, 
amidőn e füzet kezébe kerül, csodálkozással fogja megállapítani egy-egy 
probléma-csoport magyar nemzeti karakterét. Kívánatos is volna a füzet 
külföldi elterjedését is elősegíteni.

Egy ily címjegyzék főcélja természetesen az, hogy a kutatónak meg
könnyítse az őt éppen érdeklő probléma teljes irodalmának összeállítá
sát. Tekintve a matematika olyannyira nemzetközi jellegét, e cél elérését 
a magyar szerzőkre való szorítkozás természetesen nagymértékben kor
látozza. Mégis azt hisszük, hogy Gáspár Ilona dr. ez irányban is hasz
nos munkát végzett, már csak azáltal is, hogy munkájában a legtermé
kenyebb magyar matematikusoknak is teljes, e negyedszázadba eső 
munkásságát megtaláljuk.

E bibliográfia összeállítójának igen nagy nehézségekkel kellett meg
küzdenie. Ami a teljességet illeti, elég, ha megjegyezzük, hogy a szóban 
lévő időszakban a magyar matematikusok négy világrész csaknem száz 
folyóiratában közölték értekezéseiket, és nem könnyű dolog e folyóiratok 
szerzői közül a magyarokat kiválasztani, lévén a név nem döntő e tekin
tetben. Az olyanszerü hibák, hogy az angol Ince (43. 1.) mint magyar 
szerepel, hogy a francia Jordan egy cikke (2. 1.) a magyar Jordan 
művei közé jutott stb., elkerülhetetlenek.

Ugyancsak nagy nehézséget okoz a csoportokba való osztályozás, ami 
tökéletesen egyáltalában nem vihető keresztül még akkor sem, ha — 
ami itt igen helyesen megtörtént — egy-egy munka több csoportban is 
szerepel. Gyakran bizony a dolgozat gondos áttanulmányozására van 
szükség annak megállapítása céljából, hogy pld. a «topológiá»-ba tar
tozik-e (e rovatnak az 50. lapon első öt címe nem ide tartozik), hogy 
a «test» szó a címben algebrai vagy geometriai értelemben szerepel-e
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(18. 1.) stb. Igen kevés hibát vettünk észre a magyar címek német for
dításánál is, ami pedig nemcsak nyelv-, hanem alapos szakismeretet is 
kíván (pld. az 52. lapon Mittelpunkt einer Menge helyébe Schwerpunkt 
teendő).

Gáspár Ilona dr. lelkiismeretesen ~ és sikeresen küzdött meg ezekkel 
a nehézségekkel és munkája, akár teljesség, akár szabatosság tekinteté
ben vizsgáljuk, épenséggel nem áll mögötte pld. a lipcsei Akadémia ki
adásában megjelenő híres PoGGENDORFF-féle Handwörterbuchnak (melynek 
utolsó, V. kötete az 1904—1922 időszakot öleli fel); igaz, hogy ez úgy 
országok, mint tudományok tekintetében jóval nagyobb területre terjesz
kedik ki.

Az Eötvös Loránd Matematikai és Fizikai Társulat annál nagyobb 
őrömmel üdvözölheti e bibliográfia megjelenését, mert hasonló irányú 
munkák kiadása a Társulat programmjában is szerepel. Valóban a 
König Gyula-Alapítvány (1918) második rendeltetése (1. Math, és Phys. 
Lapok, 27. k., 1918, 103. 1.), mely eddig nem valósult meg, az lett 
volna, hogy a magyar matematikusok tudományos becsű munkásságát 
négyéves ciklusonként ismertesse. Esetleg mellőzve is az ismertetést és 
pusztán a bibliográfiára szorítkozva most, Gáspár Ilona dr. alapos mun
kájának időbeli folytatásaképpen és tanulságainak felhasználásával, e 
hasznos terv megvalósítása ismét aktuálissá válik.

König Dénes.



TANULÓVERSENYEK.

Jelentés az 1929. évi XXXlll-ik matematikai tanuló*
versenyről.

A Társulat XXXIII-ik matematikai tanulóversenyét 1929. okt. 26-án 
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejűleg. Budapesten ezúttal is — 
hála a Rend lekötelező szívességének — a Piarista Gimnázium helyiségei
ben. Budapesten 21, Szegeden 7 versenyző jelentkezett; beadatott 14, 
illetőleg 3 dolgozat.

A verseny tételei a következők voltak:
1. Hányféleképen lehet egy pengőt aprópénzre felváltani? (Apró

pénz az 1, 2, 10, 20 és 50 filléres.)
2. Bebizonyítandó, hogy az

1 _ ( l l  ) * + ( í ) a i t " ( 3 ) a ! S + -  +  (- 1)* ( * ) a!fc

/c-adfokú függvény pozitív értékű, ha

0 <  x  <  — .— n

Itt k az n-nél nem nagyobb pozitív egész számot jelent,

CM;)..(;)
pedig a binomiális együtthatók ismert jelölései.

3. Adva van a síkban három, egy ponton átmenő és egymással 
páronként 60°-os szöget bezáró egyenes: p, q és r, továbbá három 
hosszúság: a<Lb  fg c. Bebizonyítandó, hogy azok a pontok, amelyeknek
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az adott egyenesektől való távolsága rendre kisebb a, b, illetve r-nél, 
akkor és csak akkor alkotják egy hatszög belsejét, ha a +  h ;> c.

Ha e feltétel ki van elégítve, mekkora a hatszög kerülete?
A dolgozatok megbírálására kiküldött Bizottság, melynek tagjai vol

tak R a d o s  G usztáv  elnöklete alatt É b e r  J ó z se f , F a r a g ó  A n d o r , F e jé r  

L i p ó t , K ü r s c h á k  J ó z s e f , Rátz L á szl ó , S z ű cs  A d o l f  és K ön ig  D én es  elő
adó, 1929. nov. 10-i ülésén egyhangúlag a következő javaslatban álla
podott meg:

«A Bizottság a dolgozatok gondos átvizsgálása után tisztelettel javasolja, 
hogy a br. Eötvös Loránd-jutalom első díja ezidén ne ítéltessék oda, 
hanem két második díj. Ezekre érdemesnek találta P á r d u c z  N á n d o r  és 
S z o l o v ic s  D ezső  dolgozatait, akik közül az első a budapesti Kemény 
Zsigmond-reáliskolában H eg y i F e r e n c , a második a debreceni izraelita 
reálgimnáziumban S e b ő k  E manuel tanítványa volt. Nevezettek az első két 
tételt teljesen megoldották, azonban a harmadikban a szóbanforgó föl
tétel elegendő voltát nem bizonyították be. Ez a hiány különben az ösz- 
szes dolgozatokban mutatkozik, és ez is indította a Bizottságot arra, hogy 
ezúttal az első díj odaítélésétől eltekintsen.

Dicséretet érdemel P a p p  L ászló  Szegeden beadott dolgozatáért, aki 
helyes úton járt, de néhány elnézés folytán az első és harmadik fel
adatnál hibás eredményre jutott.»

Az 1929. nov. 14-i választmányi ülés a Bizottság e javaslatát egy
hangúlag elfogadta.

Az 1929. évi XXXIII-ik matematikai tanulóversenyen  
díjat nyert dolgozatok.1

Párducz Nándor dolgozata.

I. A felváltást az

1 . í e + 2 . i / - | - 1 0 . z  +  2 0 . H - l - 5 0 . t J = 1 0 0

egyenlet nem negatív gyökei határozzák meg. Az alábbi táblázatban 
látható törvényszerűség szerint helyezkednek el a megoldások.

1 A dolgozatok változtatás és javítás nélkül közöltetnek. Szerk.

M atematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. /
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V u Z y X

0 0... .50
1 o . . .45

0
9 o . . . 5

10 0

0 0. .40
1 0. .35

í
7 0. . 5
8 0

0 0. .30
1 0. .25

0 2
5 0. . 5
6 0

0 0. .20

3
1 0. .15

3 0. . 5
4 0

0 0. .10
4 1 0. . 5

2 0

5 0 0
0 0. .25
1 0. .20

0
4 0. . 5
5 0

í 0 0. . 15

1
1 0. .10
2 0. . 5
3 0

0 0. . 52 1 0
' 2 o 0 0
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Szárunk :
M I I •

51 +  46 +  1 = 1 1  • p =  286
2i

9 . - 1 1 1 1 . =  189

7-

5-

3-

1
6-

4-

2
31 +  1

2
21 + 1

2
11 + 1

2

26+1
2

16 +  1
2

112

55

18

1
81

34

2 . 6 + 1 =  7

1 =  1
összesen : 784

II. Ha kimutatjuk azt, hogy f ( x )-ben bármely pozitív és a tőle jobbra 
álló negatív tag algebrai összege pozitív, kimutattuk azt is, hogy f(x)~>0. 
Képezzük a sorozat tagjainak abszolút értékét:

1’ ( l ) * ’ ( 2 ) **’' ' ' ’ ( í ) * * ’
Ki fogjuk mutatni, hogy ez a sorozat monoton fogyó, azaz, hogy

( i ) * ‘ > ( i + l ) a?,+1'
n(n—l ) . . . (n—i+ 1 )  , n.(n—1). . .(«—i +  1) (n—i) .. .

1.2. . . i  1.2. . +  (4+1) '

Mivel csak pozitív mennyiségekről van szó, egyszerűsíthetünk:
, n— i
I >  . ’x .z + 1

Legyen x  =  — , ahol m  >  n. m
71/—íEkkor az — :-----  törtről könnyen beláthatjuk azt, hogv valódi tört,m i+ m

ugyanis
n — i <  mi +  m, hol m >  n >  i.
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A függvény tagjainak abszolút értékeiből alkotott sorozat tehát monoton 
fogyó, ennélfogva két szomszédos, különböző előjelű tag algebrai összege, 
ha a negatív jobboldalon van, pozitív s így a függvény értéke nagyobi) 
a zérusnál.

III. Határozzuk meg elsősorban azon síksávokat, melyeknek pontjai 
az adott egyenesektől a, b, illetőleg c távolságra vannak. Azok a pon
tok, melyek rajta vannak mind a három síksávon, azaz a három síksáv 
közös pontjai, bizonyos idomot határoznak meg.

1. ábra.

Nyilvánvaló, hogy a p', p", q', q" egyenesek által bezárt idom parallelo
gramma. Az, hogy az >•' és r" egyenesek mit változtatnak ezen, attól függ, 
hogy «c» hogyan viselkedik / i t-nek r-től való p  távolságához képest. 
Ki fogjuk mutatni, hogy p= a + b .
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Rt pont p' és q' metszéspontja.

P ■ ••V = a 
q'. . .y

= ^ ( x - w h\
A fenti két egyenlet közös gyöke megadja Rx derékszögű koordinátáit:

a+ 2 6
RÁ V 3

y t =  a

r . .. V'S.x +  y — 0 
\r^-x1+

P / 3 + 1
a +  6.

Ha teliát c < a  +  6, akkor /■', r" egyenesek hatszöget fognak kivágni 
a parallelogrammából. Minden más esetben (c;>a+ö) a kérdéses idom 
a p', p", q', q" egyenesek által határolt parallelogramma lesz.

A hatszög kerülete a következő lesz:

mivel
fc =  2 (AB+BC+CD),

AB  =  ED, BC =  EF, CD =  FA.

Ez a RXBC és R.EF  A-ek egybevágóságából következik.
R XBC egyenlőoldalú A-ben

2a+ 2 6 —2c
H C : j R , r ^ 2  : Y 3 , R xT = :a  +  b — c, BC =

2 b
V 3

AB =  A R X H R ,= ■ — BC :
cos 30°
4 ti 2«+  26—2e —2a+ 2 6 +  2«

CD =  DRX— CRX

V3
4 a

Vs V3
2 a +  26—2e 2a—26+2c

V"3 V~3
A hatszög kerülete tehát;

—2a +  26 +  2c +  2a +  26—2c +  2a —26 +  2ck  =  2 V 3

V3

4 (a+6-t-c)
^3
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Szolovics Dezső dolgozata.

1. Hányféleképen lehet 1 pengőt aprópénzre felváltani ? (Aprópénz 
az 1, 2, 10, 20 és 50 f.-es.)

2. Bebizonyítandó, hogy az

fe-adfokú függvény pozitív értékű, ha

0 <  n <  1 •n
Itt k  az n-nél nem nagyobb pozitív egész számot jelent,

(:)■ (?).(?)
pedig a binomiális együtthatók ismert jelölései.

3. Adva van a síkban bárom, egy ponton átmenő és egymással pá
ronként 60°-os szöget bezáró egyenes: p, q és r, továbbá három 
hosszúság a<ő<;e.

Bebizonyítandó, hogy azok a pontok, amelyeknek az adott egyenesek
től való távolsága rendre kisebb a, b, illetve c-nél, akkor és csak akkor, 
alkotják egy hatszög belsejét, ha a + b>c.

Ha e feltétel ki van elégítve, mekkora e hatszög kerülete ?

1 02

Kidolgozás.

1. Vegyük először azokat a csoportokat, amelyekben 1 és 2 f.-es nem 
fordul elő. Ilyen van

otj) melyben 2 drb 50 f.-es fordul elő 1
a2) « 1 « 50 « « « 3
aa) « 50 f-es nem fordul elő 6

Ezen csoportok száma összesen 10.

Vegyük most azokat a csoportokat, melyekben 1 és 2 f.-esek is elő
fordulnak. Ilyen van :

bj) melyekben 10 fillér áll 1 és 2 f.-esekből 0 .8=48 .
t. i. a 10 f.-t -1 és 2 f.-esekből hatféleképpen, és pedig, melyekben 
5, 4 , . . .0  2 f.-es van, a 90 fillért pedig 10, 20 és 50 f.-esekből nyolc
féleképpen állíthatjuk elő.
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b2) melyekben 20 fillér áll 1 és 2 f.-esekből 11.7=77,

t. i. a 20 f.-t 1 és 2 f.-esekből tizenegyféleképen, és pedig, melyekben 
10, !),.. .0 2 f.-es van, a 80 fillért pedig 10, 20 és 50 f.-esekből hétféle
képen állíthatjuk elő.

Hasonló meggondolással kapjuk, hogy azon csoportok száma

ba) melyekben 30 f. áll 1 és 2 f.--esek bői 1 6 .6 =  96

K) « 40 a « 1 « 2

buiO'M

y (( 50 « « 1 « 2 « 26.4=104

K) (í 60 « « 1 * 2 « 3 1 .3 =  93

bi) « 70 « « 1 « 2 « 3 6 .2 =  72

K) « 80 « « 1 « 2 « 4 1 .2 =  82

y ö 90 <1 « 1 « 2 a 4 6 .1 =  46

bio) (í 100 (i C( 1 « 2 « 51 =  51.

Ezen csoportok száma összesen 774.

A.Z Ö S S Z G S esetek száma tehát 10 •f 774==784.

2. A felírt függvényben pozitív és negatív tagok váltakoznak. Be fogom 
bizonyítani, hogy a megadott x  értékekre egy pozitív tag mindig na
gyobb, mint az utána következő negatív tag abszolút értéke. így ter
mészetesen a függvény pozitív értékű.

Legyen egy általános pozitív tagja a függvénynek ( az utána kö-
í  Ti \  '  , 'vetkező negatív tag abszolút értéke í _ )a:2í + 1. A függvény pozitív, ha

/  TI \  l  Ti \  ^  /
[ o2i I *2Í>  (u_|_ •c2í+1. x2í-nel egyszeresíthetünk, mert a:>0, továbbá
fejtsük ki az együtthatókat:

n  ( n  ■ 1). . . ( n — 2/-t-l )
1 . 2 . .  .21 > n  (n—1).. . (n — 2Í-H1) (n—21)

“T .2 . . .21.{21+1)

A baloldallal osztva, nyerjük

(n--2í) ,-r <  nx—2 tr< 2 Z + l.
21 +1

Ez pedig igaz, mert a feltétel szerint n í <  1 és —2fx<2Z.
3. Először be logom bizonyítani, hogy a sík bármely pontjának a 

három egyenestől való távolságai közül kettőnek az összege egyenlő a 
harmadikkal.
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Legyen a P  pont távolsága p-től P M = a, í/-tól PQ =  b és r-től 
PR — e. Bizonyítanunk kell, liogy

a +  b — r. (1)
PM OA-ből a — OP sin a 
/ ’OOA-ből b OP sin (00° a)
PRO A-böl c =  OP sin (00° +  a).

Helyettesítsünk (l)-be: •
OP sin a +  OP sin (60°—a) =  OP sin (60° +  a) ;

OP-vel egyszerűsítve és a baloldalt két szögfüggvény összegének képlete 
szerint átalakítva, nyerjük:

2 sin 30° cos (30°—a) — sin (60° +  a).
Ez pedig igaz, mert 2 sin 3 0 °=  1 és cos (30°—a) =  sin (60°+a), 

mert 30°- a és 60° +  a pótlószögek G0° +  a= 9 0 °—(30°—a) - -
p, q és r egyenesektől a, b és c távolságban lévő pontok a p, q és 
r-rel párhuzamos, tőlük a, b, illetőleg e távolságban lévő egyenesek 
között vannak. Azok a pontok, melyek a p  és q-ra vonatkozó feltételt 
kielégítik, az ABCD parallelogramma belsejében vannak. Ezen parallele-

2. ábra.
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gramma oldalait az )•', r" egyenesek csak akkor metszik a csúcspontok 
között, ha c< a+ b, mert az előbb levezetett tétel szerint, ha c — a+b, 
akkor az r' és r" egyenesek az A, illetőleg C ponton mennek keresztül.

Számítsuk ki először az ABCD parallelogramma kerületét. BC  oldal 
vetülete 2a p -re merőlegesen, tehát

BC = 2n
cos 30° ’ CD 2 b

cos 30° , tehát K a b c d  =
4 (a+b)
cos 30°

Azonban CH, CG, AE, AF  oldalakat le kellene vonni, de csak CH és 
AE-t kell levonnunk, mert CG=GH  és AF=EF. C pont távolsága
legyen r-től CS. CS =  a +  b, CH= ^ M i n t h o g y  
CH=AE, azért ezt kétszer le kell vonni Ka b c d -bői.

Kefbghd
4 (a+b) 2 (a+ b—c)
cos 30° cos 30°

2(a+í>+c) __ 4 (a+ b + c) 
cos 30° j^3

3. ábra.
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Jelen tés az 1921). évi X i-ik «Károly Irén» fizikai 
tanulóversenyről.

Társulatunk Xl-ik «Károly Irén» fizikai tanulóversenyét 1929. nov. 
9-én tartotta Budapesten és Szegeden egyidejűleg. Budapesten ugyancsak 
a piarista gimnázium helyiségeiben. Budapesten 18, Szegeden 6 ver
senyző jelentkezett és beadtak Budapesten 17, Szegeden 5 dolgozatot.

A verseny tételei a következők voltak :
1. Mindkét végén zárt kapilláris csőben középütt i hosszúságú higany- 

szál van. Vízszintes helyzetben a cső két végében levő gáz térfogata 
egyenlő, és nyomása akkora, mint az l magasságú higanyoszlop nyo
mása. A cső függőleges helyzetében mekkora lesz a gázok térfogata és 
nyomása ?

2. Valamely edényben a vizet 10° G-al a Fagypont alá hűtöttük; hir
telen rázásnál a vízből mennyi fagy meg?

3. Az r =  10 cm sugarú gömbnek £  =  981 egységnyi elektromos töl
tése van. A gömb legmagasabb pontján levő kis nyíláson az m =  10 g 
tömegű golyó épen átfér. A gömb középpontjától számítva mily nagy 
magasságból kell az e =  10 egységnyi elektromos töltésű fenti anyagi
tömeget leejteni, hogy a gömb középpontjában a sebessége kétszer akkora 
legyen, mintha a töltések nem volnának jelen?

A dolgozatok megbírálására kiküldött Bizottság, melynek tagjai Fröhlich 
Izidor elnöklete alatt Harkányi Béla báró, Mikola Sándor, Nagy József, 
Ortvay Rudolf. Rybár István, Tanul Károly és Pogány Béla előadó, 
1920. november 10-i ülésén egyhangúlag a következő javaslatban állapo
dott m eg:

Mind a három feladat megoldásában hibátlanul dolgozott két ver
senyző: Párducz Nándor és Székely Lídia. A második feladatot mindkét ver
senyző röviden és szabatosan oldja meg. Az első feladat megoldását a leg- 
egyenesebb úton Székely Lídia adja. Párducz Nándor számításai bonyo
lultabbak. A harmadik feladat matematikai megfogalmazásánál is Székely 
Lídia néhány rövid, szabatos mondatba foglalja a fizikai premisszákat, 
melyek a feladat lényegének teljes áttekintéséről tanúskodnak, azonban 
a nyert másodfokú egyenlet diszkussziója hiányzik. Párducz Nándor itt 
is hosszasabban számol, de viszont diszkutálja az eredményt is.

A Bizottság ezek alapján azt javasolja, hogy két első díj adassék ki, 
mégpedig az egyik Párducz NÁNDOR-nak, ki a Kemény Zsigmond reál
iskolában Pech Aladár tanítványa volt, és a másik Székely LroiÁ-nak, ki 
a budapesti izraelita leánygimnáziumban Mende Jenő tanítványa volt.

Az 1929. nov. 14-i választmányi ülés a Bizollság e javaslatát egy
hangúlag elfogadta.
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A z  1929. évi XXXIV. közgyűlés.
E közgyűlést a Társulat 1929. május 18-án tartotta mog. A titkár 

jelentésében három kiváló tagtársuiik elhűnytáról emlékezik meg, akik 
tevékeny működésükkel Társulatunkban elévülhetetlen érdemeket szerez
tek. Az első ankergrundi Kopp Lajos c. tankerületi főigazgató úr, aki 
évtizedeken át jegyzője, majd választmányi tagja volt Társulatunknak, a 
második Lévay Ede reáliskolai igazgató úr, ki hosszú ideig pénztárosa 
volt Társulatunknak, a harmadik Károly Irén főtisztelendő úr, a pre
montrei rend tagja, akinek nevéhez fűződik a már 10 esztendő óta ren
dezett «Károly Irén» fizikai tanulóversenyek megalapítása és bőkezű 
támogatása s aki Társulatunk tiszteleti tagjai között szerepelt. Mind
hármuk emlékét kegyelettel fogjuk megőrizni. A titkári jelentés szerint 
Társulatunk az elmúlt évben 8 előadó ülést és 3 választmányi ülést 
tartott. Az előadó üléseken 5 matematikai és 5 fizikai tárgyú előadás 
került napirendre. Az alapszabályok értelmében az év folyamán lelépő 
választmányi tagok : Bartoniek Géza, Fröhlich Károly, Jordan Károly, 
Kopp Lajos, Lóky Béla és Szűcs Adolf voltak, kik közül az elhúnyt Kopp 
Lajos helyére a közgyűlés Haar Alfréd egyetemi tanárt egyhangúlag meg
választotta, a többi urak pedig fölkérettek a választmányi tagság további 
viselésére.

A z  1990. évi XXXV. közgyűlés.
Az 1930. május 17-én tartott közgyűlés titkári jelentése 10 előadó 

ülésről és 7 választmányi ülésről számolt be. Az előadó üléseken 7 mate
matikai és 9 fizikai tárgyú előadást tartottak. Az ügyvivő titkár megható 
szavakkal emlékezik meg Társulatunk érdemes választmányi tagjának, 
Bartoniek Géza udvari tanácsos úrnak 1930. február 11-én bekövetke
zett haláláról. Referál Társulatunk külföldi vendégeiről, kik közül Karl 
Scheel, E. Rupp, H. Rademacher és A. Sommerfeld előadást is tartottak 
üléseinken. A König GvuLA-jutalom idei nyertese Szász Ottó, a buda
pesti egyetem magántanára, a frankfurti egyetem professzora. A jutalmat 
jelen esetben és ezentúl König GYULA-érem alakjában fogják kiadni. 
A közgyűlés ezután törli az alapszabályok 5. §-ának második bekezdé
sét, mely szerint «Tiszteleti tagul csak magyar állampolgár választható», 
mert a 9900/1923. sz. belügyminiszteri rendelet értelmében tudományos 
intézetek nem magyar állampolgárokat is megválaszthatnak tagjaiknak. 
Ezek alapján a közgyűlés a választmány előterjesztésére megválasztja 
Paul Painlevé urat, a párisi egyetemen az analitikai és égi mechanika
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professzorát, és Arnold Sommerfeld urat, a müncheni egyetem elméleti 
fizikusát a Társulat tiszteleti tagjaivá. A közgyűlés az alapszabályok értel
mében automatikusan lelépő hat választmányi tagot: Gruber Nándor, 
Mikola Sándor, Ortvay Rudolf, Rátz László, Riesz Frigyes és Rybár 
IsTVÁN-t újból megválasztja, Bartoniek Géza helyére pedig Tass Antal-í, 
a svábhegyi csillagda igazgatóját választja meg.

Miután a közgyűlés külön köszönetét szavazott a Vallás- és Közoktatás- 
ügyi Minisztérium által nyújtott 500 - pengő rendkívüli államsegélyért, 
továbbá a Széchenyi Tudományos Társaságtól kapott 3000*— pengő 
egyszersmindenkori támogatásért, a tisztűjítás következett. A régi tiszti
kar, melynek megbízatása az alapszabályok értelmében háromévenkint 
lejár, most visszalép, és a közgyűlés őket újra megválasztja azzal a 
módosítással, hogy Kürschák József helyére, kinek évtizedeken át foly
tatott buzgó jegyzői működéséért hálás köszönetét fejezi ki, Szűcs Adolf-oí 
választja jegyzővé. Szűcs Adolf megüresedett választmányi tagsága helyére 
pedig Kürschák JózsEF-et választja meg. Ezek után a jelenlegi tisztikar a 
következő: Fröhlich Izidor elnök, Rados Gusztáv és Tangl Károly al- 
elnökök, Fejér Lipót és Pogány Béla titkárok, Császár Elemér és Szűcs 
Adolf jegyzők, Nagy József pénztáros.

AZ «EÖTVÖS LORÁND» MATEMATIKAI ÉS FIZIKAI 
TÁRSULAT 1 929-IK  ÉVI ZÁRSZÁMADÁSA ÉS 

VAGYONKIMUTATÁSA.

A) B evételek :
1. Múlt évi zárszámadási maradvány : Pengő

a) készpénzben_____________~ ____ _ _________ „  2-75
b) Postatakarékpénztárban___ „  „ ______________ ____ 20*71
c) Leszámítoló bankban _ ___ „______ ___________ ____  80*00

2. Tagdíjak___ ___________ ___________ ___________ _  1595*90
3. Segélyek és kamatok .... — .... _  _  ___ _ 647*94
4. Franklin-Társulattól h i t e l _________________________■_ 1289*18
5. Vegyesek________ ____ _______________________ ______  587*00

Összesen: 4223*48
B) Kiadások :

1. Betétek: Pengő
a) Postatakarékpénztárban _____ __ ___________ 86*50
b) Leszámítoló és Pénzváltó Bankban _  _  ____________  402*00

2. Nyom da___ ____ _  _  :____ _______________  ;____ — _  3367*37
3. V egyesek___ ____ .... ______________________ __ 287*90
4. Készpénz.«___ ___________ ____ ____ ____ __________ __ 79*71

Összesen: 4223*48
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A) V agyon:

1. Alaptőke.

1. A Magyar Leszámítoló és Pénzváltó Bankban : 
2600 K. n. é. 4 %-os fővárosi kölcsönkötvény

Korona Pengő 

2600-00
1800 « « « 6 %-os hadikölcsönkötvény

(4-ik kibocsátás)___ __ 1800-00
300 0 « « 4 %-os magyar korona- 

járadékkötvény £ S 300-00
2200 o « « 6 %-os hadikölcsönkötv.

(6-ik kibocsátás) 
36090. sz. a. 1020 P __________

o ÜL 
4ö rg 
«  * 1020-00

2000 K. n. é. 5s%-os hadikölcsönkötvény
(4-ik kibocsátás) „  „ 2000-00

10000 t ci « 6 %-os hadikölcsönkötvény
(3-ik kib.) König alap. 10000-00

2. Pesti Hazai Takarékpénztárban jelzésűc2
könyvben ________ 108-00

3. Állami kezelésben: Majthényi Ottó hagyaték

lí. Forgó tőke.

1. Készpénzben_______ _______ ___________
2. Betét _________________ _____________
3. Tagdíjhátralék ________ , ____ _________
4. Nyomtatványok___ ____________________

10000-00

79-81
488-50
200-00
500-00

Összesen: 29008-00 2288-21

B) T e h e t- :
Korona Pengő

1. Vagyon______. ____ _____________________  29008-00 2288-21
2. Franklin-Társulat követelése___ ___________ 1289-18

Tiszta vagyon mint egyenleg _ __________ _ 29008-00 999-03

Budapest, 1930. évi április 30.

Átvizsgáltuk és rendben találtuk :

Nagy L. József, 
pénztáros.

br. Harkányi Béla, Veress Pál, Rátz László, Benner János,
számvizsgálók.
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Az 192i>—30. társu lati évben tartott előadások.

1990. szeptember 91. K. Scheel : Uber die Entwicklung der Thermo- 
metrie. E. Rupp : Über Elektronenbeugung. K. Tangl : Das Torsionspen
del im Wasser. P. Selényi : Über den Kerr-Effekt-Oscillograph.

1999. október i. H. Rademacher : Über die Modelle der nicht Eukli
dischen Geometrie.

1999. november 14. (A tanulóversenyek eredményeinek kihirdetése.) 
Schmid Rezső: A z NO-molekula energianivóinak abszolút értékeiről.

1999. december 19. Grynaeus István : Az állandó görbületű terek 
differenciálgeometriájáról.

1930. január 97. A. Sommerfeld : Die Elektronentheorie der Metalle 
und die Natur des Elektrons.

1930. január 30. Fröhlich Izidor : «Báró Eötvös Loránd Emlék
könyv». Keletkezése, célja. Emlékünnepélyén tartott beszédekkel való 
összekapcsolása és tudományos működése maradandó eredményeinek 
rövid ismertetése. Fekete Jenő : A Báró Eötvös Loránd-féle torziós ingá
nak gyakorlati alkalmazásairól.

1930. február 97. Ferenczi Zoltán : Vizsgálatok a hatványsorok 
szummabilitásáról.

1930. március 90. Tihanyi Miklós: Gyklikus determináns három 
elemből.

1030. április 3. Egerváry Jenő : A háromtagú egyenletről. Forró 
Magdolna : Foszforok abszorpciója.

1030. április 94. Fejér Lipót : Jelentés a König Gyula-jutalomról.
1930. május 17. (Közgyűlés.) Rados Gusztáv : Magasabbrendű quadra- 

turákról.

Új tagok.
Ref. gimnázium (Budapest, Lónyai-utcai), Farkas Dénes kegyesr. 

tanár (Kecskemét), Fischl Klára tanárjelölt (Bpest), Goll György műegy. 
tanársegéd (Bpest), Heller Riehárd ny. polg. isk. igazgató (Baja), Janicsek 
József műegy. m.-tanár (Bpest), Kolozsváry Béla gimn. tanár (Bpest), 
König Theodora oki. tanárnő (Bpest), Neugebauer Tibor egyet, tanár
segéd (Bpest), Spitz Iván oki. tanár (Bpest), Zigány Ferenc egyet, tanár
segéd (Bpest). Összesen 1 I új tag.

Meghalt:

Bartoniek Géza udv. tanácsos (Bpest).



Felhívás tagtársainkhoz!

A rendkívüli viszonyok súlyos helyzetbe sodorták Társu
latunkat. Folyóiratunkat még redukált terjedelemben sem tudtuk 
volna megjelentetni, ha a tudományt megbecsülő, áldozatkész 
emberbarátok és intézmények nem jöttek volna segítségünkre. 
Ez a Társulatunk iránt megnyilvánuló bizalom mi ránk is 
kötelezettséget ró. Nekünk is erőnkhöz képest meg kell ten
nünk mindent, hogy Társulatunkat fenntartsuk és annak műkö
dését minél intenzivebbé tegyük. Ezt követeli tőlünk józanul 
felfogott saját érdekünk, ezt követeli hazánk érdeke is. Csak 
így alakul ki bennünk a jövőnk biztosításához annyira szük
séges bizalmunk önmagunkhoz.

Kérjük ennélfogva tisztelt tagtársainkat,
1. hogy hátralékos tagdíjaikat (évenkint 8, ill. 6 pengőt) 

szíveskedjenek Nagy Jóxáef pénztárnoknak (Vác, Kegyesrendi 
gimnázium) befizetni,

2. hogy megváltozott új címeiket közöljék a Társulat pénz
tárosával,

3. hogy gyűjtsenek új tagokat.





RADO S GUSZTÁV A LELN Ö K N EK  
AZ E Ö TV Ö S L O R Á N D  MATEMATIKAI É S  FIZIKAI 
TÁRSULAT N E V É B E N  M O N D O T T  BÚ C SÚ ZTA TÓ JA  

FR Ö H LIC H  IZ ID O R  RAVATALÁNÁL.

Tisztelt Gyászoló Közönség!
Á br. Eötvös Loránd Mat. és Fiz. Társulat képviseletében 

jöttem ide, hogy megdicsőült elnökének, F röhlich IzmoR-nak 
ravatalára a hálás elismerés babérágát letegyem, hogy a Társu
lat nevében utolsó hálaszózatot intézzek 0 hozzá, akit hivatásá
nak eszményi fölfogásáért oly mélyen tiszteltünk.

Kutatni és tanítani volt a magaválasztott hivatása, amelyre őt 
nagy tehetsége prsedestinálta.

Hogy e hivatásának mily fényesen megfelelt, arról tanúságot 
tesznek tudományos munkásságának nagyjelentőségű és mara
dandó becsű eredményei, amelyek nevének a pliysika történeté
ben örök helyet biztosítanak. Tanúságot tesz továbbá légió
számra menő tanítványainak hálája és szeretete, akik még haló 
poraiban is áldani fogják kitűnő tanáruknak emlékét.

F röhlich Izidor társulatunk alapításában és tudományos 
életében tevékenyen részt vett; választmányának 38 éven át 
buzgó tagja volt és halhatatlan első elnökünk, br. Eötvös 
Loránd elhunyta után, mint arra legméltóbb, annak utódja lett 
az elnöki székben. E tisztséget a legnagyobb odaadással és 
br. E ötvös szellemében töltötte be.

Önzetlen tudományszerctetével, fáradhatatlan munkásságával 
és a munka melletti szívós kitartásával, párját kereső lelki-
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ismeretességével mindannyiunknak fényes példát adott arra, 
hogy miként lehet és kell a tudományt és vele együtt a hazát 
szolgálni.

Mélyen tisztelt Barátunk! Évtizedes együttműködés után fáj
dalmas szívvel búcsúzunk el Tőled, akit emelkedett életfelfogá
sodnál és törhetetlen igazságszeretetednél fogva annyira nagyra- 
becsültünk és oly melegen szerettünk.

Te, aki életed javarészén át pihenést nem ismerő fáradozás
sal és oly nagy sikerrel kutattad a fénysugár varázslatos titkait, 
most bevonulsz az örök fényesség birodalmába. Legyen ott édes 
a pihenésed!

F röhlich Izidor, szeretett és tisztelt barátunk, Isten veled !'

*14 GYÁSZBESZÉDEK.

TANGL KÁROLY ALELNÖ K  B E S Z É D E  
FR Ö H LIC H  IZ ID O R  RAVATALÁNÁL.

Szomorú napja a magyar tudománynak az 1931. év ..január 
24-ike. Gyászlobogót tűzött ki a Pázmány Péter Tudomány- 
egyetem, fekete zászló leng a Magyar Tudományos Akadémia 
palotáján, gyászolnak széles ez országban mindenütt, hol a 
tudományt művelik, mert elvesztettük F röhlich IzidorL A Páz
mány Péter Tudományegyetem, a Magyar Tudományos Aka
démia, az Országos Tanárképző Intézet, a kir. magyar Termé
szettudományi Társulat nevében búcsúzom Tőled F röhlich 
Izidor, amikor elindulsz arra az útra, mely a nagy tudás ölük 
országába vezet.

Visszapillantok a 78 évre, mellyel a Mindenható jósága meg
ajándékozta ; e hosszú életből csodás harmónia kíséretében egy 
motívum cseng felém, mely így szól: dolgozni. A boldog családi 
élet nyújtotta örömökön kívül a tudományos munkában és an
nak sikerén érzett megelégedettségben találta egyetlen igaz 
örömét. A nagyközönség szemében érdekes eseményeket alig 
találunk életében, a tudományos munka egész lelkét annyira
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betöltötte, hogy az ő számára érdekes esemény az volt, ha egy 
problémát megoldott, ha kutatásai új eredményre vezettek; ilyen 
eseményekben élete gazdag volt.

F röhlich Izidor a budapesti tudományegyetem gyermeke, itt 
kezdte egyetemi tanulmányait báró E ötvös Loránd vezetése 
alatt, ki felismerte benne tehetségét és egyengette útját az 
egyetemi kathedrához. Állami ösztöndíjjal két évet töltött a ber
lini egyetemen H elmholtz és Kirchhoff hírneves német fiziku
soknál ; itt készítette első tudományos dolgozatát H elmholtz 
laboratóriumában 1875-ben. Ebben az évben avatta doktorrá a 
budapesti tudományegyetem bölcsészeti kara. A sors különös 
kegye megengedte, hogy eredményekben gazdag 50 év után a 
doktori aranydiplomát is átnyújthatta. Doktori szigorlatán a 
vizsgáló bizottság tagjai voltak: P etzval Ottó, Jedlik Á nyos 
és báró E ötvös Loránd. F röhlich Izidor tudós képességeinek 
eme első tűzpróbáját fényesen állotta meg a fizika nagymesterei 
előtt.. A fizikai tudományok közkatonájává avatták, de csak
hamar a m agyar fizikusok egyik vezére lett és az is maradt, 
míg a munkában elfáradva, szemeit örök pihenőre lecsukta. 
Alig egy évvel a doktorátusa után a budapesti tudományegye
tem magántanára lett s azóta 52 éven át 1928-ig tanította az 
elméleti fizikát, kezdetben mint magántanár, majd 1878 óta 
mint rendkívüli és 1885 óta mint rendes tanár; tanította oda
adással, lelkesedéssel és pontossággal, mert szerette tudomá
nyát és az ifjúságot, kinek leikébe akarta vésni az ő nagy lelke
sedését és tudását. Annyira szerette tudományát, hogy még 
73 éves korában résztvett a berlini egyetem egy kurzusán, me
lyen az elmélet legújabb fázisát beszélték m eg; ott ült a tan
terem padján s szorgalmasan jegyezte az előadásokat. Élénken 
emlékszem vissza arra az időre, amikor 43 évvel azelőtt először 
hallgattam F röhlich Izidor elméleti fizikai előadásait; minden 
óra után két tábla is megtelt képletekkel, de nem maradtak 
üres, ijesztő formulák, az ő előadásában elvesztették félelmes 
voltukat, életre keltek, mert lelket lehelt beléjük és világosan, 
hangosan hirdették a fizika örök törvényeit és a fizikai világ
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nagy összefüggését. Tanított az Országos Tanárképző Intézet- 
ben is, igazgatótanácsának három évtizeden át lelkes tagja 
volt, élénken részt vett annak munkájában és intézte diákjai
nak ügyes-bajos dolgait. Talán itt érezték diákjai legjobban azt 
a mélységes atyai szeretetet, mellyel egyetemi éveikben őket 
kísérte, sőt azon túl is.

Egyetemi tanári működése természetesen nem merült ki a 
tanításban. Az egyetemi ügyek tárgyalásában és intézésében 
élénken részt vett; F röhlich Izidor véleménye mindig súlyo
san esett latba; bármely ügyet bízott rá a kar, mindig nagy 
odaadással, lelkiismeretességgel és tárgyilagossággal intézte. 
Tanártársai három ízben választották dékánná és 1911-ben 
rektor magnifikussá.

Hosszasan szeretnék beszélni F röhlich Izidor tudós kutató 
munkájának eredményeiről, hisz a kutató munka volt életének 
legnagyobb gyönyörűsége; beszélnék mindenek előtt optikai 
vizsgálatairól, melyek legjobban vonzották; beszélnék a rácsok
ról elhajlítva visszavert fény jelenségéről, melyet részletesen át
kutatott több 10,000 mérést végezve és melyről szebbnél szebb 
törvényeket állapított meg, beszélnék a teljes visszaverődésre 
vonatkozó kutatásairól, melyekkel kimutatta, hogy teljes vissza
verődéskor az optikailag ritkább közegbe is hatol fény, beszél
nék elektrodynamikai vizsgálatairól, melyek egy újfajta elektro- 
dynamometer és önindukcionormálé szerkesztésére vezettek. Le
mondok azonban erről, amit annál könnyebben tehetek, mert 
hisz kutatásainak eredményei megmaradnak továbbra is, köz
tünk élnek és hirdetik F röhlich Izidor dicsőségét.

Kutató munkájának külső elismerésben is bőven volt része. 
A Magyar Tudományos Akadémia 1880-ban levelező, majd 
1891-ben rendes tagjává választotta, 1913 óta osztálytitkár, 
1920 óta az Igazgatótanács tagja. Az osztálytitkári teendők 
intézésében bőven volt alkalmunk csodálni F röhlich Izidor 
hihetetlen pontosságát, ügybuzgalmát és azt a nagy szeretetet, 
mellyel az Akadémia iránt viseltetett; életének talán legkedve
sebb órái azok voltak, melyeket az Akadémián tölthetett. 1887-ben
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az Akadémia a BÉsÁN-díjjal tüntette ki az elektrodynamométer 
elméletéről szóló pályamunkáját, 1910-ben a nagy jutalmat nyerte 
el. 1920-ban a Matematikai és Fizikai Társaság elnökévé vá
lasztotta. A külföld elismerése sem maradt e l: a glasgowi egye
tem tiszteletbeli doktorává avatta a lord K elvin ünnepélyén.

F röhlich Izidor kedves kollegánk, amikor utolsó nagy útadra 
indulsz, utadat virágokkal díszítjük, virágokat helyezünk rava
talodra ; e virágok elhervadnak, csak egy marad meg: a szere
tet, a ragaszkodás és nagyrabecsülés virága, melyet szívünkben 
hordunk, mely élni fog továbbra is.

F röhlich Izidor kedves kollegánk, Isten veled!
Budapest, 1931 január 27.

Tangl Károly.



HENDRIK ANTOON LORENTZ ÉLETE 
ÉS MUNKÁSSÁGA.

P. ZEEMAN-tÓl.1

Most, hogy összegyűltünk a Hollandi Tudományos Társaság 
hajlékában, abban az intézményben, amelyhez LoRENTZ-et hosszú 
évek folyamán annyi kötelék fűzte, tekintetünk elfátyolosodik. 
A tudomány templomából a főpillérek egyike ragadtatott ki 
hirtelen.

Nem csupán a fizika, hanem a nemzetközi tudományos világ 
is együtt sír azokkal, akiket vele hosszú évek során annyi kü
lönféle természetű kötelék fűzött össze. Én is elszorult szívvel 
állok itt, hogy megfeleljek feladatomnak, ami mégis vonz: meg
festeni az Ő személyét és munkásságát Önök előtt.

H endrik A ntoon Lorentz 1853 július 18-án született Arnhem- 
ban. Először S waters «mester» iskoláját látogatta, később 
T immer «mester»-ét és 1866-ban letette az ugyanazon évben 
Arnhem-ban megnyílt középiskola harmadik osztályába a fel
vételi vizsgát.

A záróvizsgálatot 1869-ben állotta k i; az ötödik osztályba 
akkor három növendék já rt: Lorentz, de Jongh és H aga. IIagá- 

tól a későbbi groningen-i tanártól, aki jelenleg Zeist-ben él, 
nyertem Lorentz ifjúságára vonatkozón adataimat, melyeket

1 Felolvastatott a Hollandi Tudományos Társaság-nak Harlem-ben, 
1928. évi május hó 19-én tartott ülésén.
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most Önöknek elmondandó vagyok. De Jongh később mint gyar
mati tisztviselő halt el Jáva szigetén.

A három növendéket erős barátság fűzte össze. Iskolán kívül 
nagy sétákat tettek Arnhem környékén. Esténként tanulmá
nyozták a csillagos eget.

Lorentz magyarázó tehetsége már középiskolai tanulmányai 
folyamán is kitűnt: mivel a mathematika és mechanika tanára 
nem magyarázott elég világosan, a következő napok folyamán 
Lorentz segítette ki osztálytársait a nehezebb részekről irt ér
tekezéseivel.

Rendkívüli emlékezőtehetsége, melynek révén csupán két- 
háromszor olvasott részleteket is kívülről tudott, magyarázza 
meg, hogy idegen nyelvű írásaiban olvasmányainak sok szava és 
szófűzése volt feltalálható és az angol nyelv tanára egyszer még
is jegyezte, hogy «stílusa igen emlékeztet a DicKENs-ére».

A záróvizsgálatot követő vakáció folyamán Lorentz és Haga 
elhatározták, hogy fizikai tanulmányokat fognak folytatni és 
előkészülnek az egyetemi felvételi vizsgálatra. A gimnázium al
igazgatója, T. T. Kroon dr. külön leckéket adott nekik. A latint 
illetőleg sok időt szenteltek Livius-nak, mivel a legutóbbi évek 
folyamán Leyden-ben mindig ezen szerző munkáiból kellett 
fordítani. A vizsgán mégsem Livius-t adták fordításra, hanem 
Ovimus-t, nevezetesen az álomisten lakóhelyének leírását.

E szövegben előforduló, de Livius-ban hiányzó szavak tömege 
nem okozott LoRENTZ-nek nehézséget: «Lássuk csak, bizonyára 
ki lehet találni körülbelül a szavak értelmét.» Ilyformán Lorentz 
1870-ben beiratkozhatott hallgatónak az egyetemre Leyden-ben, 
ahol a Harlem-utcában ütötte fel szállását.

Rendkívül erős memóriája első éves korában újra mutatko
zott. Egy napon egy hallgatókkal telt teremben szokás szerint 
mindenkinek bemutatkozván és nevüket kérdezvén, a cercle vé
gén állók egyike csípősen megkérdezte, hogy nem érné-e meg 
a fáradságot, feljegyezni a neveket. Lorentz azt válaszolta, hogy 
megjegyezte azokat és sorban el is ismételte őket, egyiket a 
másik után.
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Lobentz memóriája később is igen erős volt. Emlékszem,, 
hogy néhány év előtt a Királyi Tudományos Akadémia ülésére 
érkezvén, Lobentz már felolvasta jelentését és átadta az elnök
nek. Midőn kifejeztem sajnálkozásomat, hogy nem hallhattam 
megjegyzéseit, így szólt: «Várj csak, még leírhatom neked.» 
Tényleg, egyvégtiben leírt csaknem egy teljes ívet.

1871 novemberében Lobentz megszerezte a licentiátust, mi
után az egyetemen egy évet töltött volt, ami, mint azt Haga 
megjegyezte, igen nagy kivételnek számított abban az időben.

Lobentz csupán két tanéven át maradt Leyden-ben. 1872 
őszén az arnhemi felnőttek iskolájának tanárává neveztetett ki. 
Itt családjával együtt a «Steenstraat»-on lakott, ahol nagy és 
nyugodt dolgozó szobájában senki sem zavarta.

1878 júniusában Lobentz elérte a doktorátust. Ezután is az 
arnheim-i esti tanfolyam tanára maradt és szabad idejét dok
tori értekezésének kidolgozásával és megírásával töltötte. Ava
tása 1875 december 11-én ment végbe. Mint a ley den- i egye
tem professzora, 1878 januárjában tartotta meg inaugurációs 
előadását.

Lobentz doktori értekezése a fényvisszaverődés és törés elmé
letét tárgyalta.

így kezdődött meg a fényről és az elektromosságról szóló 
nagyszerű kutatásainak sorozata, melyek a fizikára oly nagy 
hatást fejtettek ki.

1878-ban jelent meg nagy munkája a fénysebesség és a kö
zeg sűrűsége és szerkezete közötti összefüggésről. 1887-ben az 
«Archives Néerlandaisesi>-ben, társulatunk folyóiratában, mely 
annyi érdekes hollandus munkát tartalmaz, jelent meg cikke 
a föld mozgásának befolyásáról a fényjelenségekre.

Lobentz mind világosabban kifejti egyrészről az éter, más
részről a ponderabilis anyag szerepe közötti különbséget.

Csatlakozik itt Huygens, Fbesnel és Maxwell nagy koncep
cióihoz és közeledik az elektronelmélethez, amellyel Lobentz 
neve örökre összeforrt.

Az elektronelméletben elfogadjuk, hogy a testek mozgása
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alkalmával az éter abszolút nyugalomban marad és hogy min
den optikai és elektromos jelenség elektromossággal töltött ré
szecskék helyzetén és mozgásain alapszik. 1892 és 1895-ben 
megjelent munkáiban Lorentz rendkívül ragyogó módon dol
gozta ki ezt az ideát és 1906-ban a New-York-i Columbia egye
temen tartott előadásaiban már az elektronelméletet annak a 
fényre és sugárzó hőre való alkalmazásával együtt tárgyalta.

Eleinte nem sokat tudtunk az elektromos részecskék termé
szetéről és töltéséről.

Miután 1896-ban felfedeztem volt, hogy a mágneses erők 
befolyást gyakorolnak a színképvonalakra, Lorentz elméletével 
és közreműködésével lehetségessé vált az elektromos részecskék
ről egészen új adatokat nyerni. Szerencsés véletlennek bizo
nyult, hogy azok tömege elektromos töltésükhöz képest elég- 
kicsi volt. Lorentz később meg is jegyezte: «ime tehát Zeemann 
minden speciális elmélettől függetlenül, velem való egyetlen 
megbeszélés nélkül, felfedezhette, aminthogy fel is fedezte, a 
a színképvonalak mágneses felbomlását; ez nem sikerült volna 
neki,» tette hozzá tréfásan, «ha az elektron tömege tízszerte 
nagyobb lett volna azonos töltés mellett.» Manapság az elektro
nok azok az alapkövek, melyekből az atomok felépülnek. A mai 
fizikus számára az anyag nem más, mint negatív töltésű elektro
nok és pozitív töltésű részecskék aggregátuma.

1895 óta, de már megelőzőleg is, Lorentz megszakítatlanul 
kitüntetett barátságával. Azon nyolc év folyamán, 1912-től 
1920-ig, mialatt Lorentz elnöke, én pedig titkára voltam a 
Királyi Tudományos Akadémia természettudományi osztályának, a 
tudományos relációk mellett sokkal általánosabb területen kifejlő
dött együttműködés folyamán megtanultam becsülni Lorentz-  
nek embereket és dolgokat bíráló és értékelő tehetségét és meg
figyelhettem, hogy mennyire szerette mindenki az ő befolyását, 
melyet mindig oly szerényen érvényesített.

LoRENTz-nek saját tanúságtétele szerint is nagy szerencséje 
volt az elekronelmélettel. Nem lehetett előre sejteni az elmélet 
felépítése közben, hogy lehetséges lesz majd látni gyors és sza-
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bad röptűkben az elektronokat, hogy meg lehet majd őket szá
molni és meghatározni töltésüket és tömegüket.

Lorentz törekvéseit még egy további szempontból is siker 
koronázta. A nyugalomban lévő éter elméletének későbbi ki- 
fejlesztése által megközelítette Einstein relativitáselméletét. 
Lorentz meg tudta magyarázni elméletével FizEAU-nak már 
régebben végzett és a fénynek folyóvízben való tovateijedé- 
sére vonatkozó kísérleteit, valamint a gyors mozgásban lévő 
üveg- és kvarc-rudakon később általam végzett kísérletek ered
ményeit is.

Továbbá Eichenwald orosz fizikus igen megfontolt és alap
jában véve oly egyszerű kísérletei is magyarázatot találtak a 
Lorentz elmélet keretei között.

Lorentz elméletének szépsége abban áll, hogy teljes és ab
szolút egységet képez és hogy az egyes speciális kérdésekre 
határozott feleletet ad.

Főműve mellett Lorentz a fizikának csaknem minden fejeze
tét gazdagította értekezéseivel.

Lord Kelvin 1900-ban az alábbi szenzációs címmel tartott 
előadást: «A tizenkilencedik század folyamán a hő és fény 
dinamikus elmélete felett összegyülekezett fellegekről» és be 
kellett vallania, hogy a felhők némelyikét nem képes elosz
latni.

Nem maradtunk meg a fellegeknél: az úgynevezett kvantum- 
elmélet 1900-ban született meg és valóban oly vihar kitörését 
hozta magával, amily még nem vonult el a fizika felett.

De legyen bármi is végül az eredmény, bizonyos, hogy a 
kvantumelmélet a Lorentz által megmutatott úton haladhatott 
és hogy mindig nagy élvezet lesz számunkra Lorentz munkái
hoz visszatérni, amelyekből közvetlenül a békés klasszicizmus 
tiszta és világos levegője árad felénk.

Tudományának eredményeit Lorentz többször ismertette szé
les közönségnek szánt beszédekben. Ezek az előadások a ma
gyarázatok ékkövei, bár nem mindenki tudja azokat olvasni 
vagy épp megérteni.
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Idézni fogom egyikét azon részeknek, melyből megtudhatjuk, 
hogy mint vélekedett Lorentz a tudomány alapjairól.

«Azon alapok egyike, melyekről nincsenek eltérő vélemények, 
elsősorban az a szabály, hogy a fizikában deterministáknak 
kell lennünk. El kell fogadnunk, hogy az anyagi világ egy bi
zonyos pillanatbeli állapotából szükségszerűen folyik a követ
kező pillanatban beálló állapot. Vagyis világosabban: a tapasz
talat bizonyítja, hogy egyszerű esetekben képesek vagyunk egy 
megfigyelt állapotból értelmünk révén meghatározni egy ké
sőbbi állapotot és posztulálhatjuk, hogy ezt minden újabb eset
ben is megtehetnénk, ha megfigyeléseink elég messze terjedné
nek és ha gondolkodási képességünk áthatóbb és fejlettebb, 
bár ugyanoly természetű volna, mint az, mely tényleg meg
adatott. Alapos okból hihetjük, hogy ezzel jó nyomon járunk. 
Mindenesetre a nem fizikus is ugyanezen posztulátummal ve
zetteti magát, ha fizikai jelenségekkel van dolga. Éppúgy, mint 
mi, ő is jóslást kockáztat meg, sőt talán még több merész
séggel.»

Lorentz kétségkívül sokat és mélyen gondolkozott tudomá
nyának határairól. Azonban ezekről nem írt nyomtatásban és 
csupán a sorok között olvasva és itt-ott található megjegyzé
sekből ismerhetjük meg véleményét.

Ezért annál örvendetesebb, hogy Lorentz H. Y. Groene- 
wegen dr. tanárnak a filozófus F echner egyik könyvéről való 
véleményét levélben írta meg, ahol alkalma nyílt néhány 
metafizikus megjegyzést tenni. Groenewegen elküldte volt Lo- 
RENTz-nek F echner «Physikalische und philosophische Atomen- 
lehre» c. könyvét és L orentz 1915 április közepéről keltezett, 
igen részletes levelében vázolja a könyv olvasása közben szer
zett benyomásait.

Lorentz megjegyzi, hogy nagy élvezettel és általában tökéletes 
egyetértéssel olvasta, amit F echner a «physikalische Atomistik»- 
ről mond. «Szeretném, ha több fejezetet, pl. az «Über den 
Begriff der Kraft und sein Verhältniss zum Begriff der Materie» 
'Címűt minden fizikus elolvasná. Ha F echner napjainkban írt
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volna, az atomok és molekulák létezése mellett sokkal meggyő
zőbb érveket is felsorakoztathatott volna. Manapság már meg
tudjuk adni ezen részecskék nagyságát és számát és az érvek 
egész sokaságának alapján tökéletesen abban az értelemben 
beszélhetünk az atomok realitásáról, mint pl. a szivárványt 
alkotó vízcseppek realitásáról. E vízcsöppeket hasonlókép nem 
ügyelhetjük meg külön-külön, mégis senki sem kételkedik léte
zésükben.»

Miután az éterhipotézist megvitatta, Lorentz érdekesen fejezi 
be levelét:

«Végül a 244. lapon következnek a kíváncsiságomat leg- 
nagyobb mértékben felkeltő metafizikai megfigyelések. Bizo
nyára nem várja tőlem, hogy ezekhez hozzászóljak, de talán sza
bad nagy szerényen néhány megjegyzést tennem, mert e terü
let számomra ismeretlen. Hogy F echner azon két világnézet 
közül, melyekről itt szó van, elveti a monadologikus koncepciót, 
igen megokoltnak tartom: oly lélek, mely csupán egyetlen pont
ban volna koncentrálva, vagy egy vagy más módon egyetlen 
részecskéhez volna szorosan kapcsolva, igen rendkívüli valami 
lenne. Ellenben a szinekológikus felfogásban sok rokonszenve
set találok; különben azt hiszem, hogy valami hasonló állás
ponthoz okvetetlenül el kell jutni.

Az az egyszerű megfigyelés, hogy különböző emberek egy
mást megérthetik, hogy az egyik ember érzelmei és nézetei nem 
közömbösek a másikra, azon nézet elfogadására kell hogy ve
zessen, amelyet sokan közülünk legszívesebben úgy képzelnek 
el, mintha az összes szellemek egy nagy egység, egy világ
szellem, egy isten részei lennének. Másoldalról a tények rá
vezetnek a minden ember teste és szelleme közötti benső össze
függés felismerésére; fizikai szempontból azt kell képzelni, hogy 
minden szellemi cselekményemnek megfelel egy bizonyos anyagi 
átalakulás. De ha már most a szellem éppúgy része egy na
gyobb egységnek, mint ahogy a test része a materiális minden- 
ségnek, akkor önkénytelenül ahhoz az általánosításhoz jutunk, 
hogy minden a pszichika területén lejátszódó jelenségnek meg-

\ U



HENDRIK ANTOON LORENTZ ÉLETE ÉS MUNKÁSSÁGA. 1 3 5

felel egy, materiális területen bekövetkező változás. Ez az okos
kodás kétségtelenül megfordítható és mondhatjuk, hogy minden 
materiális tüneménnyel valami pszichikai természetű dolognak 
is kapcsolatban kell lenni. Az a világnézet, amelyhez ily módon 
jutunk, hogy t. i. a szellemi és az anyagi világ elválaszthatat
lanul össze vannak kötve, hogy azok csupán két oldalát jelentik 
ugyanannak a kérdésnek, hogy az anyagi világ a világszellemek 
materializációja, hogy az anyag legkisebb részecskéje is él, vagy 
akárhogyan is mondjuk máskép, ez a koncepció bizonyára szo
ros kapcsolatban van Fechner szempontjával.

Voltakép furcsa, hogy mindezek körülbelül függetlenek az 
atomisztikától, mint azt Fechner maga is (a 245. és 258. lapon) 
megjegyzi. Azonban a következőket mondhatnék: Ha minden 
szellemi cselekménynek valamilyen változás felel meg az agy- 
kelőben, akkor az agynak rendkívül finom és bonyolult szer
kezettel kell bírnia, mivelhogy az agyban minden bennünket ért 
benyomásnak, minden általunk hallott szónak (megelégszem 
ennyivel) egy vagy más módon meg kell rögzítődnie. És talán 
kissé könnyebben képzelhetjük el, hogy mindez a megszámlál
hatatlan sok atom elrendeződésében bekövetkezett kicsiny vál
tozások által rögzíttetik meg, (bárminő szokatlan ez) mint a 
folytonos kiterjedésű, egymást átható anyagok helyi összeté
telének és fizikai és kémiai állapotának különbségei révén. 
Egyelőre az atomisztika mellett szóló ezen érv végeredmény
ben nem más, mint a fizika alapfán felhozott érv. Egy bo
nyolult lelki cselekmény mintegy kompenzációképpen hasonló 
mértékben komplikált anyagi tüneményeket kíván meg és ál
talában ez utóbbiak gazdag választéka számunkra legköny- 
nyebben az atomisztika formájában gondolható el. Fechner 
megállapításai különös érdekességgel bírnak és nem zárkózha
tunk el előlük. Mindazonáltal, bármennyire is bensőségesek a 
«szellem» és «anyag» közötti kapcsolatok, szerintem nem tagad
ható el, hogy ami ezen két területen lejátszódik, az reánk a 
különneműség benyomását teszi. Nem vagyunk képesek sem az 
egységet, sem az összefüggést megérteni. Az egyik területen
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nem lehetünk, de nem is szabad lennünk másnak, mint deter
ministának ; á másikon mindenekelőtt a szabad akarat érzetével 
bírunk, amellyel együtt jár a felelősség és a kötelesség érzete. 
És érzeteink és gondolataink éppoly kevéssé hasonlítanak a 
materiális állapotokra, amelyek kísérik őket, (amelyeknek azok 
pszichikai oldalát adják) mint ahogy egy könyv olvasásánál fel
lépő gondolatok nem hasonlítanak a könyv betűire. A talány 
annál nagyobb, mivel szellem és anyag és a között, ami velük 
történik, természetes vonatkozásnak kell fennállni és nem oly 
fajtájú vonatkozásnak, mely mint a könyv esetében, többé- 
kevésbbé konvencionális.

Ha már most ez a két terület annyira különböző, azt kér- 
dezhetnők, nem volna-e célszerű (ha merhetek ezzel a kifejezés
sel élni) azokat különállókként megtartani. Hogy t. i. a fizikus 
az ő területén végezze kötelességét és legyen annyira «mate
rialista», amennyire csak akar. És másoldalról, hogy a pszicho
lógia, a morál, a teológia mit sem törődve az anyaggal, tanul
mányozzák a szellem tartományának tüneményeit és «magyaráz
zák» azokat, nyomozván kölcsönös összefüggésüket és vissza
vezetvén őket legegyszerűbb elemeikre. Uykép fogván fel a dol
got, szerintem nehezen beszélhetünk az atomisztika nagy jelen
tőségéről a «szellemi» tudományok szempontjából.»

Óriási az a távolság, mely ezen kontemplativ ideákat a 
Zuyderzee-n végzett munkálatoktól elválasztja. Mint ezen mun
kálatok bizottságának elnöke (1918 1926); Lorentz nagy szol
gálatot tett hazájának. Itt is a legteljesebb odaadással fáradt a 
a kezére bízott dologban. Meg is volt az az elégtétele, hogy a 
felügyelet hajóján keresztülszelhette a számításai tárgyát képező 
«Waddenzee»-t. Örülhetett annak a változásnak, amit az ár
apály és szél által hajtott víz a gátak hatása alatt okozott, 
összhangban az ő számításaival.

Lorentz 1921-ben hagyta el Leyden-t, hogy mint tanácsadó 
a  TEYLER-féle intézménynél, majd később, Lotsy távozta után a 
Hollandi Tudományos Társaság titkáraként működjék. Harlem
ben alkalma nyílt több módon is elősegíteni a tudomány fejlő-
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dését. Ami ezen társaságot illeti, főkép az Archives Néerlan- 
daises újjászervezése és Christian Huygens műveinek kiadásá
nál való közreműködése által. Bosscha elhunyta után Korteweg 
lett a főmunkatárs és őt illeti a kiadásból a legnagyobb rész. 
Lorentz a legnagyobb csodálattal viseltetett Korteweg fára
dozásai és a kiadásnál megnyilvánuló éleselméje iránt. Lorentz 
nem egy találó megjegyzéssel támogatta a kiadást, de a maga 
részéről úgy tekintette azt, mint ami várhat. Huygens munkái
nak tanulmányozásából eredt Lorentz közleménye az optika 
általános formulájáról.

LoRENTz-nek a fizikára kifejtett rendkívüli befolyásáról ves
sünk most egy pillantást a nemzetközi együttműködésért való 
tevékenységére.

A fizikai tudományok terén szinte magától értődő, hogy mai 
tudományosságunk léte az összes művelt nemzetek együttes 
erőkifejtésén alapszik. Részletesen felsorolhatjuk a nagy invenciók 
és alapvető törvényszerűségek tekintetében azokat, akik az elő
készítést végezték azokig, akik a szerencsés befejezéshez eljutot
tak. A drótnélküli telegráfiában a németeket, angolokat, fran
ciákat, olaszokat, hollandokat és amerikaiakat illető rész köny- 
nyen meghatározható.

Lorentz mint az (E. Solvay kezdeményezésére alakult) 1911 
és 1913-ban Bruxelles-ben, majd később még háromszor össze
gyűlt Conseil de Physique elnöke, a nemzetközi kapcsolatokért 
sokat tett.

A tanácskozások folyamán a modern elméletek a legkompe- 
tensebb tudósok szűk körében kerültek tárgyalás alá. Az első 
ülésen jelen voltak többek között: Einstein, Henri Poincaré, 
Planck, Sommerfeld, Perrin, M. Brillouin, Kammerlingh Onnes. 
LoRENTz-ben megvolt egy ily gyülekezetben való elnökléshez 
szükséges képesség és intelligencia. Otthonos volt minden .tár
gyalt kérdésben, egyszerű módon meg tu d ta  világítani a leg
nehezebb pontokat és rendkívüli tapintatával képes volt össz
hangba hozni a legellentétesebb nézeteket. Idegen nyelvekben 
való nagy jártassága is rendkívül hasznosnak bizonyult számára.
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Kitűnően jellemzi LoRENTZ-et a Conseil megnyitásakor mon
dott beszéde. Bölcsen és szerényen a következőkép nyilat
kozott :

«Mi lesz a tanácskozás eredménye? Nem merem megjó
solni, mivel nem tudom, mily meglepetések várnak reánk. De 
mivel józanul nem lehet meglepetésekre számítani, valószínűnek 
fogadom el, hogy együttműködésünk csak kevéssel járul hozzá 
a közvetlen haladáshoz. A tudomány előhaladása inkább egyéni 
erőfeszítés, mint kongresszusok, vagy éppen valamely tanács 
hozzászólásai következtében történik és nagyon lehetséges, hogy 
mialatt mi itt egy problémán vitatkozunk, a világ egy másik 
pontján egy magános tudós megtalálja a megoldást. Szeren
csére ebben semmi elbátortalanító nincsen. Ha nem is jutunk 
el az akadályok leküzdéséig, innen fölöttébb hasznos ideákat 
és szompontokat vihetvén magunkkal, meg lesz a kedvünk és 
elő is leszünk készülve, hogy azokat — mindegyikünk a saját 
módján — újból és újból elővegye.»

Tényleg, egy magános tudós volt az, -— amennyiben nap
jainkban elszigeteltségről beszélhetünk — nevezetesen a ko- 
penhágai Niels Bohr, aki a Conseil-t foglalkoztató problémá
kat csakhamar megoldotta.

1921-ben abban a szerencsében részesültem, hogy láthattam  
LoRENTz-et a Conseil elnöki székében a fáradtság legkisebb jele 
nélkül vezetni a tanácskozásokat.

1923-ban tagja lett a Nemzetek Szövetsége által alakított 
Szellemi együttműködés Bizottságának és miután Bergson egész
ségi okokból lemondott, annak elnökévé választatott. Ez az 
elnökség még sokkal nagyobb feladatot rótt reá, mint a Con- 
seil-beli.

Kötelességünkről való világos felfogása, hogy minden erőnkkel 
a nemzetek jó egyetértésén tartozunk munkálkodni és a szívós és 
készséges munkásnak ő általa adott példája végül is legyőzte a 
szkeptikusokat. Nemrég Einstein a «Grotius» évkönyvben fes
tette néhány lapon, hogy milyen megfontolt és szilárd személyi
ség volt Lorentz a szellemi együttműködés bizottságában.
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Ha madártávlatból végigtekintünk Lorentz életén, azon hatá
rozott eredményhez jutunk, hogy az igen boldog volt. Mindenki 
szerette őt és senki sem irigykedett reá. Sőt ha volt is irígye, 
azt a személyes érintkezés lefegyverezte. Egy napon így szólt 
hozzám: «Életem egyik szaka sem tartott tovább vagy volt rö- 
videbb, mint ahogy szerettem volna. Mindig megvolt az az érzé
sem, hogy jól volt úgy, ahogyan történt.» Ez a csodálatos egyen- 
súlyozottság minden tettében, különösen élemedett korában, 
feltalálható.

Intelligenciája rendkívüli volt. Beszédének vagy tollának min
den szavát ragyogó világosság jellemezte. Jellemének kvalitásai 
éppoly magas fokúak voltak, mint intelligenciájáé, őszinteség 
és szélső igazságosság voltak ideálja, emlékezőtehetsége tüne
ményes volt.

Feleségével, hű élettársával több utazást te tt keleten és nyu
gaton és meglepő, mily részletes benyomások maradtak meg 
emlékezetében a látott személyek és dolgok felől. Szellemének 
rugalmassága 40 év folyamán semmit sem változott. Konkrét 
fizikai képekben — amelyeket matematikai formába is tudott 
önteni — szokott gondolkodni. A szellemi adományok ezen 
kombinációja igen ritka és kettős zsenialitást igényel. Ő maga 
FRESNEL-el érezte rokonnak magát, aki iránt bensőséges és mély 
csodálatot érzett. Mindnyájan tiszteljük Fresnel-L mint a tudo
mány nagy mestereinek egyikét, akinek megadatott a természet 
rejtélyeit mélyebben és behatóbban, m int bárki másnak, á t
kutatni és akinek alkotóképessége a legcsillogóbb fénnyel sugár
zott. LoRENTZ-et szintén ez a rendkívüli világosság jellemezte s 
egyszerű matematikai képletekkel, midőn az lehetséges volt és 
konkrét formában talált új igazságokat s kutatott a természet 
mélységeiben.

Ha LoRENTz-re gondolunk, ugyanakkor Fresnel neve is 
eszünkbe jut. Huygens nevét is említhetjük (amint azt meg is 
tették) és nem érdemetlent ér ez a megtiszteltetés.

Lorentz személyiségének, kedvességének, szeretetteljes mo
solyának, fekete szemei fényének emléke mindaddig élni fog,

M a te m a t ik a i  é s  F iz ik a i L a p o k . X X X V II. 9
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míg az utolsó is közülünk, kik őt személyesen ismertük, el 
nem múlik.

De munkássága mindenki számára tárva marad, a jövendő 
századok folyamán is.

Francia eredetiből fordította: Schmid Rezső.

HENDRIK ANTOON LORENTZ’S LEBEN 
UND LEBENSWERK.

Von P. Zeeman.

Vorstehender Nekrolog ist eine Übersetzung des im «Archives Néer- 
landaises des Sciences exactes et naturelles» (série A, tome XI, p. 155. 
1928.) unter dem Titel «Hendrik Antoon Lorentz, sa vie et son oeuvre» 
von P. Z eem a n  erschienenen Originals.

Übersetzt von : R. Schmid.



ÓLOMCHLÓRID ELEKTROMOS VEZETŐKÉPESSÉGÉNEK  
HŐMÉRSÉKLETI FÜGGÉSE KCl HATÁSÁRA.

1. Szilárd ionvezetőknél az elektromos vezetés mechanizmusa 
szempontjából fontos kérdés az, hogy milyen természetűek azok 
az ionok, amelyek az elektromos áramot közvetítik. Ionkristá
lyoknál különösen az a kérdés, hogy egy, a kristályrácsban sza
bályos elhelyezkedésű ion részt vehet-e az áramban, illetőleg az 
áramközvetítő ionok a rácsnak nem olyan helyeiről származnak-e, 
ahol a szabályos kristállitok között kevésbé szabályos átmene
tek vannak.

A következő vizsgálatok ólomchlorid pastillákon történtek, 
melyekhez 0’005 súlyrész KCl kevertetett. Ismeretes ugyanis, 
hogy ha ionvezetőkhöz kis mennyiségben némely ionokat adunk, 
azok vezetőképességében lényeges változások lépnek fel.1 Ezt a 
jelenséget feltűnő módon mutatja ólomchlorid KCl, illetőleg 
NaCl hozzáadására.2 Egy ionvezetőben — natriumchloridban — 
a vezetőképesség lényeges változását észlelték egészen más mó
don, nevezetesen mechanikai deformáció hatására Gyulai és 
Hartly,3 ha csak átmenetileg is. Hartly továbbá egy még be 
nem fejezett dolgozatában azt találta, hogy ha a deformáció ma-

1 A. D. Goldhammer : Zeitschr. f. Phys. 57. 1929. 183.
2 C. Tubandt és H. Reinhold : Zeitschr. f. Elektrochemie 29. 1923. 

313. old. — R. Ketzer : Zeitschr. f. Elektrochemie 26. 1920. 77. old.
3 Z. Gyulai és D. Hartly: Zeitschr, f. Physik. 51. 1928. 378. oldal. — 

Mat. és Fizikai Lapok 1928. 214. old.

9*
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gasabb hőmérsékleten történik, a kristály specifikus vezető- 
képességében állandó változások lépnek fel, melyeket az jelle
mez, hogy a deformált kristályban az ionok kiváltási munkái 
kisebbek.

Munkahypothesisként a két jelenség párhuzamba állítható oly 
módon, hogy míg utóbbi esetben a külső deformáció, előbbi 
esetben a pastillába bepréselt idegen ionok hozzák létre a kör
nyezetükben azokat a változásokat, amelyeket aztán mi a kris
tály, illetőleg a pastilla vezetőképességében észlelünk. A vezető- 
képességnek a hőmérsékleti függése sok esetben, egy úgynevezett

_ R
van’ t HoFF-féle formulával, K  =  Ac T állítható elő, hol K  a 
specifikus vezetőképesség, T az absolut hőmérséklet, B  az ionok 
kiváltási munkája és A  egy a vezetési ionok számával arányos 
állandó. Mindazon esetben tehát, midőn egy ionvezető vezető- 
képességének hőmérsékleti függése egy ilyen formulával állítható 
elő, módunkban van az illető anyagban a vezetési ionokra nézve 
részletesebb tájékozódást szerezni. A cél tehát a KCl-e 1 kevert 
ólomchlorid esetében az, hogy a hőmérsékleti függés kimérésé
vel megállapítsuk azt, hogy alkalmazható-e arra a fenti expo
nenciális összefüggés, és ha igen, akkor a KCl adalék milyen 
változásokat hoz létre az ionok kiváltási munkáiban, illetőleg 
az ionszámokban, szemben a tiszta ólomchloridra vonatkozó ér
tékekkel.

2. Az ólomchlorid chemiailag tiszta ólomoxydból (MERCK-től 
zu r Analyse mit Garantieschein) készült.1 A KCl ugyancsak 
MERCK-től származik (zur Analyse mit Garantieschein). A pas- 
tillák előállítása végett a KCl az ólomchloriddal nitrogén, ille
tőleg chlor almosphserában összeolvasztatott. Az olvadékot achat- 
csészében porrá törve, egy kéziprésben 10 mm átmérőjű, 6— 10 
mm hosszúságú pastillák készültek. Az alkalmazott nyomások 
csak közelítőleg voltak egyenlők, m iután megfelelő manometer

1 Az ólomchlorid előállításáért és még sok chemiai tanácsért dr. Bruck
ner Zoltán kollegámnak e helyen is köszönetét mondok.
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P =  pastilla, Th =  hőmérő, K  =  kommutátor, V — voltmérő, 
A =  Ampére-mérő, B  =  acc.-telep.

1. ábra.

mérte — az úgynevezett áramfeszültségi módszer jött alkalma
zásba. Bár áramforrásul accumulatorok szolgáltak, a pasztillán 
váltakozó áram ment át a polarisatio megakadályozására. Ez

1 A KCl keverékkel és aranyfóliával készített pasztillák vezetőképessé
gükben 0-tól egész 50 Voltig terjedő intervallumban erős feszültségi függést 
mutattak (bemutatva az Akadémián 1930. jan. 2-án). Újabb vizsgálatok arra 
mutatnak, hogy e feszültségi függés polarisatiós természetű. Ha ugyanis a 
kommutátort meg nem engedett nagy forgásszámmal forgatjuk, a feszült
ségi függés kissé csökken. Ha a pastilla és aranyfólia közé vékony ólom- 
suliid réteget iktatunk be, az észlelt feszültségi függés lényegében meg
szűnik. A közönséges polarisatiós feszültségektől (1—2 Voltig terjedő) eltérő 
nagy feszültségi függések, párhuzamban az egyidejűleg fellépő thermoelektro- 
mos jelenségekkel, részletes vizsgálatok tárgyát fogják képezni.

2 W. Seith : Zeitschr. f. Physik 56. 1929. 802. oldal.

#

nem állott rendelkezésre. A pastillákon az áram bevezetésére 
először aranyfólia, később az aranyfólia és pastilla közé vékony 
PbS^ réteg szolgált kontaktfelületül.1 2 A pastilla hőmérővel együtt 
egy üvegcsőben egy kis elektromos fűtőtest belsejében foglalt 
helyet. Az üvegcső nitrogénnel volt töltve.

A vezetőképesség mérésére eltérőleg W. S e it h -W I 2 -— aki a 
tiszta ólomchlorid vezetőképességének hőmérsékleti függését
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egy forgó kommutátor által történt, mely kifejezetten erre a 
célra szerkesztetett és amint az 1. ábrából látható, az áramot 
a pastillába való belépés előtt váltakozó irányúvá tette. Direkt 
erre a célra végzett mérések azt mutatták, hogy a pastillákban 
fellépő polarisatiós áramok elenyésző csekélyek voltak. Ugyan
csak a kommutátor keféin fellépő átmeneti ellenállások a pas- 
tillák ellenállása mellett elhanyagolható csekélyek. A kapcsolást 
mutatja az 1. ábra. K  jelzi a kommutátor segmentumokat és 
a nyilak jelzik egy negyed fordulás után az áramváltozás irá
nyát. Az áram változása másodpercenként körülbelül 40 volt.1

3. A hőmérsékleti függését a tiszta ólomchloridnak W. S eith  2 
már mérte és megállapította, hogy érvényes rá a v a n ’ t  H off-

_ J3
féle összefüggés, azaz K  = Ae T. A B  állandót ő sublimált 
ólomchlorid esetében 5535-nek találta, míg oldatból nyert kris
tályokra egy kissé eltérő értéket talált. A KCl keverékkel ké
szített pastillák elektromos vezetőképessége szintén egy v a n ’ 

t HoFF-féle formulával írható le a hőmérséklet változására, 
amit mutat az, hogy a 2. ábra a görbéjének a pontjai szigo
rúan egy egyenesen feküsznek, azaz az összefüggés a log k és 

1
az -jc között lineáris. Egy mérési sorozatot tiszta és keverék-
pastillára tüntet fel az 1. táblázat és a 2. ábra. A keverék- 
pastilla vezetőképessége olyan mértékben nagyobb, mint a tiszta

1 A kommutátor valójában kettős kommutátornak van szerkesztve. Ez 
lehetővé teszi azt, hogy elektrolytek vezetőképességének mérésénél a szo
kásos kis induktor és telephon helyett egyenirányú feszültséget és egyen
áramú mérőkészüléket alkalmazzunk. Az első kommutátor az egyenáramból 
váltakozó áramot csinál és ezt vezetjük be a Wheatstone berendezésbe. 
A híd áramát pedig a második kommutátorral egyenirányítjuk, mikor is 
bármilyen egyirányú nullkésziilék használható. Az előny az, hogy a tele
phonnál érzékenyebb készüléket is alkalmazhatunk, továbbá az, hogy az 
alkalmazott feszültség pontosan ismeretes és nem olyan nagy, mint in- 
duktoroknál. A kettős kommutátor az iskolai oktatásban kényelmesen alkal
mazható a váltakozó áram, a frekvencia és az egyenirányítás fogalmainak 
szemléltetésére. Elkészítette Klein Ottó egyetemi mechanikus, Szeged.

2 W. Seith : fentebb idézve.
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anyagé, amint azt már Ketzer1 megállapította. A 2. ábrában
összehasonlításképpen fel van tüntetve egy mérési sorozat (b görbe)

1
a tiszta anyagon. Látható, hogy az a egyenes hajlása az ten
gelyhez kisebb, mint a b görbe hajlása. Ez azt mutatja, hogy a 
B  állandó a KCl hozzáadására kisebb lesz és pedig számszerűen 
5430-ról 4360-ra esik le. Ez másszóval azt jelenti, hogy az ólom- 
chloridhoz 0'005 súlyrészben hozzáadott KCl a vezetési ionok

1. táblázat.

PbCl2 .Pb O,+0-005 KCl

t
1
T k log k t 1

T k log k

53-5° 0003065 0-99. IO“7 —7-004 42-8° 0-00317 38-6. IO“7 —5-413
110° 2612 11-5 « —5-939 79-5° 284 173-0 « —4-762

169-5° 2261 71-0 « —5-137 115-8° 257 506-0 « —4-296
248-5° 1920 480-0 « —4-318 164-0° 229 1810-0 « —3-742
291-1° 1775 1115-0 « —3-953 262-6° 187 14200-0 < —2-857

41-0° 318 41-0 « —5-387

1 R. Ketzer : Zeitschr. Elektrochemie 26 . 1920. 77. oldal.

2. ábra.
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2. táblázat.

-2  „ P b  C la -2  « P & O j+ O -O O S  K C l
• s  Etsi -CÖ ch lo rg ázb an  m egolvasztva w  s ch lo rgázban  m egolvasztva
cö c/>

A B
CT5 03 

—- A B

9 1 * « 5 3 1 0 10 4-36 434 0

11 1 '6 5 5 4 3 0 12 6-88 4 5 0 0

15 1-29 5 5 0 0 16 4 -0 4 4 3 6 0

18 1-08 5 4 2 0 17 9*02 468 0

n itro g én g ázb an  m egolvasztva n itro g é n g ázb an  m egolvasztva

6 5-12 5 4 6 0 7 4 -7 8 440 0

6 '5 5 5 5 3 5 i sublim álva
s
zn 6-29 5 4 3 0

1-43 5 8 5 0 oklatból k r is tá ly o sítv a

kiváltási munkáit kereken 20%-al csökkenti le. Ez a megálla
pítás qualitative megfelel a H artly által deformált kősó kris
tályokon végzett megfigyeléseknek.

4. Míg az ionok kiváltási munkáira nyert értékek egyöntetűen 
változnak, az A állandó értékei nem mutatnak olyan egyértelmű
séget. Ennek a szemléltetésére meg kell figyelni a 2. táblázat
ban W. S eith  munkájából közölt értékeket. A tiszta ólom- 
chloridra más és más A értéket talál a szerint, amint a kris
tályokat sublimálás vagy kikristályosítás szerint nyeri. Ugyan
ilyen intervallumban változnak az A értékek jelen vizsgálatok
nál is, ha az ólomchloridot clor, illetőleg nitrogén atmoszférá
ban olvasztjuk meg. A nitrogénben azonban a megolvasztásnál 
kevés ólom válik ki, ami az olvadékot szürkére festi. Éppen 
ezért a definitiv méréseknél chlorban olvasztott anyag jött csak 
alkalmazásba. A 2. táblázat szerint a chlorban készített pas- 1

1 W. Seith : Zeitschr. f. Phys. 56 . 1930. 805. oldal.
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ti lláknál az A értékek a KCl hatására mind nagyobbak lesznek. 
Tekintettel azonban arra, hogy a nitrogénban megolvasztott pas- 
tilláknál, bár a B  értékek a rendes viselkedést mutatják, az A 
értékek praktice változatlanok maradnak, viszont W. SEira-nél 
az A-értékek a tiszta anyag esetében oly változásokat mutat
nak, mint itt a clilorban való megolvasztás esetén a tiszta és 
keverék pastillák: a 2. táblázat négy első sorának adatai alap
ján mégsem állíthatjuk, hogy a KCl hatására a vezetési ionok 
száma megnőtt. Ezen számok csupán annyiban bírnak jelentő
séggel, hogy egy ilyen hatásnak a valószínűségét nem zárják ki. 
Miután elvi jelentőségű, hogy a KCl és más keverékek a veze
tési ionszámot az alapanyagban emelik-e vagy nem, további mé
rések vannak folyamatban jól meghatározott feltételek mellett. 
Erre kínálkozik az adalék ion koncentrációjának a változtatása, 
mikor is kilátás van arra, hogy elég kis koncentrációk esetén 
.az A és B  értékek hozzásímulnak az alapanyag megfelelő érté
keihez. A koncentráció változtatása még azzal az érdekkel is bír, 
hogy így talán magyarázatot nyerhetünk Goldhammer 1 által 
alkalihalogén kristályokon végzett azon megfigyelésére, mely sze
rint a keverék ionok által létrehozott növekedése a vezetőképes
ségnek egy bizonyos koncentrációjánál maximumot ér el és azután 
újra esik. Ugyanez a jelenség kiolvasható K etzer 2 számadatai
ból ólomchlorid és KCl, NaCl esetére is.

A méréseket a Természettudományi alap támogatásával be- 
szerzett eszközökkel végeztem.

Szeged, 1980. dec. 22. Egyetemi kísérleti fizikai intézet.3

Gyulai Zoltán.

1 A. Goldhammer : fenntebb idézve.
2 Ketzer fentebb idézve.
3 Az előkészítő vizsgálatoknál Weber Sarolta kisasszony köszönetre- 

méltó módon segédkezett.
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DIE TEMPERATURAßHÄNGIGKEIT DER ELEKTRISCHEN 
LEITFÄHIGKEIT D E S BLEICHLORIDS MIT KCl ZUSATZ.

Es wird die Temperaturabhängigkeit des mit KCl Zusatz hergestellten
Bleichloridpastillen untersucht und festgestellt, dass diese auch mit einer

_ B
van’ t HoFF’schen Formel — K=Ae T darstellbar ist {K=  spezifische 
Leitfähigkeit, Y'=absolute Temperatur, A und B  Konstanten). Mit Hilfe 
der Formel wird festgestellt, dass die B  Konstanten, die Ablösungs
arbeiten der Leitungsionen gegenüber denen des reinen Bleichlorids 
durch den KCl Zusatz um 15—20%  verkleinert werden. Die A kon
stanten zeigen bei den in Ghlorgas geschmolzenen Pastillen eine über 
100%  gehende Vergrösserung, aber nachdem sie schon am reinen 
Material so weitgehende Änderungen aufweisen (W. Seith), zur end
gültigen Entscheidung des KCl Zusatzes auf die Ionenzahlen sind wei
tere Messungen im Gange.

Z. Gyulai (Szeged)



TELJESÍTMÉNYERŐSÍTŐK.

1. B evezetés.

A rádiótechnikában az utolsó évek legaktuálisabb kérdései 
őzé méltán sorolhatók a teljesítményerősítők problémái.

Ezeknek a problémáknak a tisztázása azért válik szükségessé, 
mert a megoldott kérdések segélyével mint teoretikus bázissal 
jobban megalapozhatók mindazon rádiótechnikai követelmények, 
melyek az utóbbi időben szükségessé váltak.

Ha figyelemmel kiséljük a rádiótechnika utolsó éveinek tör
ténetét, akkor kétségtelenül észre kell vennünk, hogy a leg
utóbbi nagyvonalú törekvés a teljesítmények fokozása volt úgy 
az adó, mint a vétel technikában.

(A rádióhírmondó-állomások építésével az utóbbi időkben min
den igyekezet odairányul, hogy a leadott, vagy helyesebben 
mondva, kisugárzott elektromos energia minél nagyobb legyen. 
Ez természetesen csak nagy frekvenciájú teljesítményerősítő 
segélyével vált lehetségessé.

A vételtechnikában ugyancsak megtaláljuk az igyekezetét a 
leadott teljesítmény fokozása felé, melyet a mindinkább nagyobb 
hangenergia szükséglet eredményezett. A fokozott hangerő iránt 
támasztott követelményeknek lettek azután a folyományai a hír
szóró (public adress) berendezések és a hangosfilm leadókészü
lékek elektroakusztikai tartozékai.

Az előbb elmondottakból látjuk, hogy a teljesítményerősítő 
problémája úgy a rádió, mint az audió frekvenciájú tartomá-
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nyokat felöleli, benne megtalálhatók a modern rádiótechnikának 
csaknem az összes kérdései.

Az alábbi kis dolgozat nem öleli fel ezt a hatalmas kérdés
komplexumot, hanem csupán azokat az idevágó kérdéseket fogja 
tárgyalni, melyek e problémával való foglalkozásnál a legelő
ször felmerülnek.

Dynamikus viszonyokról lévén szó, az elektroncső dynamikus 
karakterisztikájú és munkadiagrammjai azok, amelyek elsősor
ban teendők vizsgálat tárgyává.

Meghatározandók továbbá, hogy mily feltételek mellett ve
hető ki a teljesítményerősítőkből a maximális elektromos 
energia.

Külön tárgyalandók a rádiófrekvenciájú teljesítményerősítők 
a maximális teljesítmény kívánalma szempontjából.

Az audiófrekvenciájú erősítők vizsgálatánál már más szem
pontokat kell figyelembevenni. Nevezetesen azt, hogy itt cca. 
15,000 herzig menő frekvenciasáv egyenletes erősitésről van 
szó, ami lényegesen más feltételeket igényel, mint amikor csak 
egy bizonyos frekvenciát kell erősíteni, ami pedig, amint tud
juk, a nagyfrekvenciájú erősítők esete.

Ha mindezek a kérdések nagy vonásokban tisztázva vannak, 
akkor felmerül az a probléma, vájjon milyen módon lehet az 
említett erősítőkön leadott elektromos teliesítményeket meg
mérni.

Későbbiekben a teljesítmény mérés egy olyan módozatát fog
juk tárgyalni, amely főként audiófrekvenciájú teljesítményerősí
tőknél alkalmazható. Ennél az eljárásnál meghatározhatók az 
intenzitás s a terhelőkor hatásos ellenállásának számértékei az 
üzemi viszonyok mellett. Ezen adatok segélyével — amint azt 
majd később látni fogjuk — a leadott elektromos teljesítmény 
könnyen meghatározható.

A fentebb felsoroltak azok a kérdések, melyek a teljesítmény
erősítők vizsgálatánál legelőször feltűnnek. Ezért a vázolt munka
programra az alábbi dolgozat rövid összefoglalása.
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2. Az e lek tron csövek  ilynam ikus karak terisztik ája .

Az elektroncsövek dynamikus karakterisztikájáról az alábbi1 
irodalmi utalásokban bőségesen találunk felvilágosítást. A tár
gyalások egyszerűsége kedvéért azonban majd eltekintünk a 
német rádiótechnikai irodalomban használt áthatolási tényező

használatától, mert a legtöbb eredmény matematikai megformu- 
lázását komplikálttá teszi.

Az alábbi tárgyalásokban a francia és angol irodalomban 
használt erősítő tényezők segélyével operálunk, amint majd 
látni fogjuk, sokkal egyszerűbb külsejű eredményeket kapunk.

1 H. G. Möller : Die Elektronenröhren 111. Auflage. Se. 3G. — A. Forst
mann und E. Schramm : Die Elektronenröhre Se. 95. — A. Forstmann und 
E. Schramm : Ober Arbeitskennlinien und die Bestimmung des günstigsten 
Durchgriffes von Verstärkerröhren zur Verstärkerung nieder frequenter 
Schwingungen. Jahrbuch d. d. T. u. T. Bd. 38. Se. 89.

1. ábra.
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A két említett tényező között — amint tudjuk — csupán 
az a különbség, hogy az egyik a másiknak a reciprok értéke.

Eme bevezetés után térjünk rá azoknak az ismereteknek a 
tárgyalására, amelyekre a későbbiek folyamán szükségünk lesz.

Az elektroncső statikus karakterisztikájának sorozatát ha fel
vesszük, akkor az 1. ábrán láthatót kapjuk.

A statikus karakterisztikák, vagyis amikor az anódkörben 
ellenállás nincs, különböző

Ea; EZ; £'omax

anódfeszültségek mellett vétettek fel.
Legyen a lámpa anódkörében Ra külső ellenállás. Keressük 

meg ott az ennek megfelelő dynamikus karakterisztikát.
Ha az ismeretes LANGMuiR-formulát

ia — A (Ea -f-

figyelembe vesszük, és keressük a rácsfeszültségnek azt az ér
tékét, melynél ia anódáram egyenlő nullával, vagyis

0 = A {Ea +  neg)x

akkor, ha Ea =  £ ’Ujimx kapjuk

^ “max ==~ t lGg
E,

6n  —
a m a x

F*
Vagyis a rendelkezésre álló maximális anódfeszültségnél, a 
dynamikus karakterisztika kiinduló pontja

111
i   ' / a r a a x

6g~  fi
rácsfeszültségnél lesz.

Ha már most csökkentjük a rácsfeszültséget abszolút érték
ben, akkor az anódáram növekedni fog.

Evvel egyidejűleg az anódbatteriából a lámpa anódjára jutó 
feszültség csökkenni fog.

Ha az anódáram zérus, akkor a lámpa anódjára jutó feszült
ség természetesen egyenlő a battéria Eamax feszültségével.
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Egy tetszőleges ia anódáram, az anódkörben lévő ellenállás 
mentén ia-Ra feszültségesést létesít. Az anódbatteria ez eset
ben fedezi ezt a feszültségesést s csupán a battéria feszültsé
géből megmaradó rész jut majd az elektroncsőre. Vagyis

^ « m a s  ~  Í<iRa +  Ea.

Ahol JE'a-val jelöljük a lámpára jutó feszültséget. Ez pedig 
egyenlő

Ea — Eamax — iaR a-

Ha az e'g-t lecsökkentjük nullára s majd egy pozitív eg rács-
*

feszültséget addig növelünk, míg

^ “max —  í a - R a
ebben az esetben

E a =  0 és = ■/% a x

Ha
Ennek megfelelő pont lesz a dynamikus karakterisztika végső 

pontja.
A dynamikus karakterisztika egyenes volna az a-ponttól a 

6-pontig, ha rácsáram nem volna. De mivel az van, a dyna
mikus karakterisztika az ábrán látható eredményvonalnak meg
felelően alakul ki.

Ha a dynamikus karakterisztika felének megfelelő nyugalmi 
vagy dolgozó pontot választjuk ki, ennek megfelel az ego rács
feszültség és ia<l nyugalmi áram.

Ennek megfelelően
Ea„ =  EamAX Ía<, Ra>

ahol Ea„ a nyugalmi áramnak megfelelő és a lámpa anódján 
létrejövő nyugalmi anódfeszültség.

Ha tehát a nyugalmi pont körül a rácsfeszültség eg értékkel 
fog sinusoidálisan változni, a rácsáramtól eltekintve az anód
áram szintén sinusoidálisan ia értékkel változik.

Most pedig nézzük, hogy mi lesz ennek a karakterisztikának 
a meredeksége.



Azt tudjuk, hogy eg változó rácsfeszültségnek megfelelő ia 
anódáram változás kifejezhető az alábbiakban:
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„• _ ea
Ra + R i’

ahol R í a lámpa belső ellenállása. A terhelőkor ellenállása pe
dig Ra. Tehát, amint látjuk, ebből a formulából igen egyszerűen 
megkaphatjuk a dynamikus karakterisztika meredekségét.

,yr _ V/ _ fJ-
1 Ra + Ri'

%
Ebből láthatjuk azt is, hogy a dynamikus karakterisztika 

meredeksége annál kisebb, minél nagyobb a külső Ra ellen
állás.

Most pedig nézzük, hogy miként változik a dynamikus karak
terisztika meredeksége akkor, ha az Ra ohmikus ellenálláson 
kívül még öninduktió is van jelen.

Ha a rácsfeszültség w körfrekvenciájú, ennek megfelelőleg az 
anódáram is ilyen váltakozású lesz. Az anódkörben a terhelés 
impedanciája tehát

Z  — R a -f- jLw.

A rendelkezésre álló maximális anódfeszültségnek _E’amax-nak, 
megfelelő statikus karakterisztika S  a 2. ábrán látható. Nyu
galmi pontnak válasszuk meg a karakterisztika kiinduló «-pont
ját, aminek ePo előfeszültség felel meg.

Ha már most a rácsfeszültség e nyugalmi pont körül válta
kozik, illetve csökken, és ha az anódkörben csak Ra ohmikus 
terhelés van, akkor az említett módon ennek megfelelő Dt 
dynamikus karakterisztikát kapjuk.

Ennek a meredeksége

MDl t*
Ra +  Ri

Ha a Ra ohmikus ellenállás növekedne, a karakterisztika 
meredeksége csökkenne. Az induktív ellenállás következtében
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előálló impedancia növekedést, a meredekség szempontjából ellen
állásnövekedésnek foghatjuk fel. Az R a ohmos ellenálláshoz a Leu 
induktiv ellenállás járul s így az eredő impedancia Ra-\- jLa> lesz.

Az ilyen impedanciájú terhelő körnek a dynamikus karak
terisztikája ugyanoly meredek lesz, mint amilyen az ohmszám
ban vele egyenértékű ohmikus terhelő köré volna.

Az induktív terhelésnek megfelelő karakterisztika mere
deksége tehát

vagy másképpen, amikor is a reális részeket külön összeadjuk

Tehát most láttuk, hogy egy bizonyos induktív ellenállásnak 
megfelelőleg miként alakul ki a dynamikus karakterisztika mere-

2. ábra.

m d
(Ra +  -Rí) +J-fiíü

Matematikai és Fizikai Lapok XXXVII. 10
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deksége. A következő feladat pedig most az lesz, hogy meg
vizsgáljuk azokat a szempontokat, melyek a dolgozó vagy munka
pont helyének meghatározásához vezetnek.

A teljesitményerősítők munkapontjának meghatározásánál azt 
a szempontot kell figyelembe venni, hogy az erősítés alatt a 
lámpa túl ne legyen terhelve. A túlterhelésen azt értjük, hogy 
a munkapont bizonyos megválasztásánál az anódlemezen fellépő 
veszteségek, melyek az elektronoknak az anódlemezhez való 
ütődésből adódnak és felszabadult hőmennyiség formájában je
lentkeznek, már oly nagyok, hogy az anódlemez a melegedés 
következtében gyengén izzani kezd.

Ez az a pont, amely a lámpa maximálisan megengedhető 
terhelését meghatározza.

Ha ugyanis az anódlemez erősen izzik, a lemezben okkludált 
gázok felszabadulnak, amik azután a lámpa vacuumát megront
ják. Rosszabb esetekben az anódlemezen felszabadult hőmeny- 
nyiség olyan nagymérvű is lehet, hogy ezt helyenként meg
olvasztja, sőt kilyukasztja.

Az anódlemezen keletkezett veszteséget az anódáram s a 
lámpaanód és izzószál közötti feszültségének szorzata adja

W  =  Ea.ia.

Ez az a mennyiség, melyek a gyárak, mint megengedhető 
wattveszteséget szoktak megadni, és amelyen túlhaladni a lámpa 
jóságának veszélyeztetése nélkül nem ajánlatos.

A gyárak tehát a kV-ért éket egy fix-értéknek adják meg.

W  =  Ea.ia =  const.

Ez a fix-érték határozza meg a lámpa munka vagy nyu
galmi pontját, azt a pontot, amely meghatározza az elektron
cső anódfesziiltségét és anódáramát a nyugalmi helyzetben. 
Vagyis, amikor a rácsnak csak a kívánt előfeszültsége van 
meg és erre még semmiféle változó feszültség nem helyez
kedik felül.
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Ha a 3. ábrán a különböző anódfeszültségeknek megfelelő 
statikus karakterisztikákat berajzoljuk és a

egyenletből minden Eai anódfeszültségnek megfelelő ia, anód- 
áramot szintén berajzoljuk, akkor a W — const.-nak megfelelő 
és eredményvonallal jelzett vonalat kapjuk. Ezen vonalon kell 
majd a munkapontnak feküdni. Itt fog átmenni a dynamikus

karakterisztika, mely tehát a munkapontnál negatívabb rács
feszültségnél általában a W— const.-görbe felett s a munka
pontnál pozitívabb rácsfeszültségnél az említett görbe alatt 
fog járni.

A rácsfeszültségváltozás a munkaponttól jobbra és balra 
természetesen egyenlő nagyságú, tehát a lámpa anódfeszültsége 
az egyik félperiódusban nagyobb, a másikban pedig kisebb, 
mint a megengedett. Egy teljes periódusra vonatkozólag pedig 
ugyanannyi.

A lámpa üzemi adatai között szerepel még a megengedhető leg
nagyobb anódfeszültség. Ez az anódfeszültség tehát W =  const.-

10*

3. ábra.
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görbén kijelöli azt az O-pontot, amelyet általában nyugalmi 
pontnak választhatunk.

Ezt az anódfeszültséget jelöljük £«0-nak, és a neki megfelelő 
anódáramot ia,-nak. A rácsfeszültséget pedig e3o-nak.

Ezek az adatok tehát a lámpa működése nyugalmi állapotá
nak megfelelő adatok lesznek.

Most már csupán az marad hátra, hogy egy bizonyos terhe
lésnél mekkorára kell majd választani az anódbattéria feszült
ségét, Eamax-tj hogy a nyugalmi állapotnak megfelelőleg a lámpán 
Ea„ anódfeszültség jöjjön létre.

Ha a terhelés ohmikus része Ra, a nyugalmi áram i„0, akkor 
a nyugalmi állapot esetén az ohmikus* feszültségesés a terhelő
kor mentén

&a == â0 * Ra

tehát, ha ezt a feszültséget hozzáadjuk a nyugalmi állapotnak 
megfelelő s előírt anódfeszültséghez, akkor megkapjuk azt a 
battériafeszültséget, melynél az adott terhelés és nyugalmi álla
pot esetén a lámpa anódján a kívánt feszültség keletkezik. 
Vagyis

^"max =  E „ 1  +  Ía -R a -

Most pedig nézzük, hogy a valóságban miként alakul ki a 
dynamikus karakterisztika helyzete. (Lásd a 4. ábrát.)

A battéria feszültsége A«max már megvan határozva. A terhelő
kor impedanciája

Z R a -f- j Leu.

Ha már most nyugalmi pontnak az A'a„iax-jelű karakterisztikán 
fekvő a-pontot választanánk, a dynamikus karakterisztika D'-jelű 
vonalnak megfelelően adódna ki.

íy _______________
(Ra +  Rí) +  jLat

meredekséggel.
Ámde a nyugalmi pont esetünkben 0 , tehát a valóságban a 

dynamikus karakterisztika ezen a ponton halad majd át s a
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meredeksége az előbbivel egyenlő, mert amint látjuk, ez a 
munkapont helyzetétől független.

Tehát a valóságos dynamikus karakterisztika a D'-jelű vonal
lal párhuzamosan s az O-ponton keresztül fog haladni.

Most pedig határozzuk meg, hogy mekkora az a maximális 
eg rácsfeszültség, amellyel egy bizonyos frekvenciánál a lámpa 
kivezérelhető.

Azt tudjuk, hogy a kivezérlés határa a minus egy volt rács
feszültség. Tehát

^max ~  e9o ~  l-

A D dynamikus karakterisztika s az eg = — 1 voltnak meg
felelő ordináta metszéspontja C meghatározza az iamax értékét.

Az anódáram tehát a nyugalmi ia„ érték körül h<max értékkel 
változik. Tehát, ha a terhelőkor inpedanciája

Z  —  R a -f- jL c o

4. ábra.
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az anódáramváltozásnak megfelelő feszültségváltozás értéke

Ez az e' feszültség az Ea’ feszültségre felülhelyezkedik. Tehát 
a váltakozó anódáram következtében a lámpa anódján létrejövő 
feszültség maximális értéke

^»mai =  Ea. +  6

s a minimális értéke pedig

^ «m in  =  Ea0 ~  V

az Eh mjn, a dynamikus karakterisztika c-pontján megy keresz
tül a kivezérlésnek alsó határát jelentve.

A dynamikus karakterisztika és az ia„ — iamax vonal b metszés
pontja meghatározza az E 'amax helyét.

A kivezérlés tehát a dynamikus karakterisztikán az O-pont 
körül a ó-ponttól a c-pontig terjed.

Most nézzük azt, hogy az anódáramváltozás fázisban hogy 
viszonylik a rácsfeszültségváltozáshoz.

Az eg rácsfeszültségváltozás és a lámpa belsejében /ieg értékű 
elektromotoros erőváltozás fázisban egyeznek. Az anódkörben, 
ha ohmikus terhelést tételezünk fel, akkor az anódáramváltozás 
és az őt előidéző elektromotoros erőfázisban megegyeznek. 
Vagyis, ilyenkor a rácsfeszültségváltozás és az anódáramválto
zás fázisban szintén megegyezik.

Ha azonban, amint az a gyakorlati esetekben legtöbbször 
előfordul, az anódkörben a terhelés induktív, az anódáram késni 
fog a lámpa elektromotoros erejéhez képest s így a feszültség
hez képest is.

Ennek a fáziselmaradásnak az értékét könnyen kiszámít
hatjuk.

Az anódkörben az öninduktió L, az ohmos ellenállások ösz- 
szege pedig Ra-\- Rí- Az a fázisszög pedig, amivel az anód
áram az őt előidéző elektromos erőhöz, illetőleg az evvel fázis-

e' =  ia -Z.“ m a x
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^>an egyező rácsfeszültséghez képest elmarad, legyen <p. Ennek 
a tangense tehát

tg <p =
Lw

Ra +  Ri

Ha a rácsfeszültségváltozás sinus váltakozású és a terhelő
körben vas nincs, úgy az anódáram szintén sinus váltakozású. 
Ez esetben az eg—ia koordinátákban a két sinusmozgás eredője

ként egy elipszist, mint munkadiagrammot kapunk1 (lásd 5. 
ábrát). Mely abban a bedé derékszögű négyszögben helyezkedik 
el, amelynek az átlója a dynamikus karakterisztika. Amint azt 
majd később gyakorlati példából is látni fogjuk, induktiv ter
helés esetén a dynamikus karakterisztika nagyon lapos. Aminek 
eredménye azután az, hogy a lámpát ugyan kivezéreltük a lehető- * v.

1 H. G. Möller : Die Elektronenröhren. III. Auflage, Se. 18. — Manfred
v. Ardenne: On the theory of power amplification Proc. I. R. E. febr. 1928.

5. ábra.
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séghez képest, de az ennek megfelelő anódáramváltozás a nyu
galmi áramhoz képest mégis kicsi. Tehát a lámpából nem tud
juk kivenni azt a teljesítményt, amit lehetne. Ez tehát a lámpa 
hasznosítási szempontjából veszteséget jelent.- S ez a veszteség 
annál nagyobb, minél laposabb a dynamikus karakterisztika. 
Aminek az oka pedig a terhelés induktivitása. Tehát, ha az 
erősítőt jól hasznosítani akarjuk, igyekeznünk kell, hogy a ter
helőkor induktív ellenállása a lehető legkisebb legyen az ohmos 
ellenálláshoz képest. Amely utóbbiba hangszóró esetén a hang
energiának megfelelő ohmos ellenállás is beleértendő.

3. M unkadiagram m ok.

Az anódkörben leadott teljesítmények vizsgálatánál célsze
rűbb, ha tárgyalásunk mezejéül az anódáram, anódfeszültség 
karakterisztikákat használjuk. Ugyanis az ilyen koordináták kö
zött kapott munkadiagrammok területe a leadott teljesítmény
nyel lesz arányos.1

A karakterisztikák kezdő görbületétől eltekintve, megegyez
nek a 6. ábrával. A diagrammok a telítési határon belül lévő 
viszonyokat tüntetik fel, s amint látjuk, az állandó rácsfeszült
ségek vonalai egymással párhuzamosak. A valóságban ezek a 
vonalak természetesen nem egyenesek, hanem tárgyalásunk 
egyszerűsítése kedvéért a karakterisztikáknak most csak az 
egyenes részét tüntetjük fel.

Vizsgáljuk most azt, hogy ezen koordináták között miként 
alakul ki a dynamikus karakterisztika. Az e9o rácsfeszültség 
vonalán vegyük fel az M munkapontot, amelynek megfelelőleg 
kiadódik Eao nyugalmi anódfeszültség és az ia„ nyugalmi anód
áram. Ha már most a rácsfeszültség eg=o  és evg határok között 
váltakozik, M nyugalmi pont körül az intenzitás iamax értékkel 
fog változni az ia„ érték körül. Ha a vezérlő rácsfeszültség

1 E. Green : Use of Plate Current-Plate voltage characteristics in Studying 
the Action of Valve Circiuts. Exp. Wireless julv 1926.
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abszolút értékben csökken, az intenzitás az anódkörben nő, ha 
pedig növekedik, az anódáram csökkenni fog.

Mivel a karakterisztikák egyenes részein dolgozunk, a dyna- 
mikus karakterisztika D itt is egyenes lesz. A lámpa anódján

keletkező feszültségek két szélső értéke Eámm és E 'amax világosan 
láthatók.

Hogy a teljesítmények ebből az ábrából mily egyszerűen ki
adódnak, azt mindjárt látni fogjuk. Legyen ez elektroncső 
anódkörében (1. 7. ábra) lía a 
terhelő ellenállás. A battéria 
feszültsége legyen E b. Ha 
nyugalmi állapot van, akkor 
a lámpa anódján mért feszült
ség Ea„ és az anódkörben 
mért intenzitás iflo. Ekkor, 
amint tudjuk, érvényes a 
következő összefüggés:

E b —  E a 0 i a 0 - R a -  ( 1 )

Most ki vezéreljük a lám
pát, minek következtében az

6. ábra.

7. ábra.
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ia„ érték iamax-al az egyik félperiódusban megnövekszik, másikban 
csökken. Következésképpen az Ra ellenállás mentén iamax. Ra válta
kozó feszültség fog az i0o.i?0 állandó feszültségesésre felülhelyez
kedni. Tehát növekedő anódáram esetén érvényes.

El> = Ramin-\-ia-Ra + Íam!LX-Ra- ( 2 )

És csökkenő anódáram esetén

Rb =  /-«max +  Ía„-Ra — • Ra  (3)

az 1. és 2., illetőleg 1. és 3. egyenletből következik,

Ra o R<‘m\n ^  m a x ' R{í’ Í É

illetve
^“imx É'oo — — âmax--Ra- (5)

Tehát a 4. és 5. egyenletek baloldalán lévő anódfeszültség- 
különbségek a terhelést adó R a ellenállás mentén lévő válta
kozó feszültséget jelentik.

Ha ezt a váltakozó feszültséget, mint maximális értéket meg
szorozzuk iamax-al, mint a váltakozó anódáram maximális érté
kével, az így kapott eredmény fele az ellenállás mentén leadott 
váltakozó áramú teljesítménnyel egyenlő.

Ez a teljesítmény, mint terület, a 6. ábrán is fellelhető. Az 
Ma egyenes darab a váltakozó anódáram maximális értékével 
egyenlő. Az ab egyenes darab pedig az ellenállás mentén lévő 
váltakozó feszültségmaximumot jelenti. Tehát az Mab három
szög területe a kérdéses teljesítménnyel egyenlő.

Közvetlenül világos az is, hogy a lámpa megengedett anód- 
vesztesége, mint terület, a diagrammból szintén kiolvasható. 
A nyugalmi állapotban az anódfeszültség értéke Eao, az anód
áram Ía0 •

Az anódveszteség tehát
W = E ao.Íao,

amivel a OcM háromszög kétszeres területe egyenlő.
Eme kis bevezetés után térjünk rá a munkadiagramm ana

litikai tárgyalására.
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Ha az iamax váltakozó anódáramnak megfelelő rácsfeszültség 
e0max- A lámpa belső ellenállása R í, a külső impedancia Z, 
akkor érvényes

S nax - fíi +  Z ’
ahol

Z — -f- jLtO

az anódáramváltozás momentáni értéke pedig lesz

l,eola = Rn +  Rí + ■ sin (a)t—<p),

ahol <p az anódáramnak a rácsfeszültséghez képest való elmara
dását jelenti. Ennek a tan- 
gense pedig (1. 8. ábrát)

La>
tg <P = Ra +  Ri

8. ábra.
a terhelés mentén ia ariód-
áramváltozásnak megfelelő feszültséget jelöljük e0-val. Akkor

. y (Ra -}“  / t .  ß> )  . í , , Ltí)
= '-z= 11. + R, +jTJT s,n P lg TL + .. - 1:

vezessük be a következő jelölést

tehát

• j. _  ig _  !iegm (Rg +  }La>)
S i n  CDi őcim í  D  I D  \  I • T

cos tuf =  / l - s i n 2«<= J / ^ 1 - a*—»S

Az 1. egyenletet kifejtve s a megadott jelölést bevezetve lesz

'ia
&a — &am * TT * C0S *P

t v

ö - t a  .—-s -sin y>,

továbbá

£a —  ̂ /■--------
• • ia cos (p----- —  • y  a2—ia) • sin y>.
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Emeljük ezt az egyenletet négyzetre

ezt kifejtve

ez összevonva

most osszuk ezt az egyenletet e |m-al, akkor lesz

A munkadiagramm tehát, amint ebből az egyenletből látjuk, 
egy ellipszis egyenletét eredményezte, melynek M  a közép
pontja.

Ez az eredmény különben az előbb mondottakból is vár
ható volt.

Az egyenletben szereplő a állandó meghatározható, ha az 
egyenletbe behelyettesítjük ea=o értéket, ekkor kapjuk

Tehát a munkadiagramm egyenlete a végső formájában

Ha La) =  0 és így p =  0, vagyis ha ohmos terhelés van jelen, 
akkor a munkadiagramm egyenlete a következőképpen alakul:

tehát
‘max

&aia “t" *3 — 0,lám • eam
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vagy másképpen

ami pedig M ponton átmenő egyenes egyenlete. Tehát ohmikus 
terhelés esetén a munkadiagramm egy egyenessé alakul át.

4. T eljesítm én ym axim u m ok feltételei.

Nézzük most a teljesítményszámításnak a mathematikai ré
szét. A Z  impedanciájú terhelés mentén a leadott váltakozó 
áramú teljesítmény

W  =  ^ a ^ - COs <p,
ahol

^ g

es
lam (.Ha +  Bi)+jLw

fieg (Ra +  jLw)
6% — iám {Ra “H jLat) {Ha +  Ri) +  jLw

ha a Z = R a +  jLcu egyszerűsítést használjuk, akkor felírható

cos (p Ra
tehát

W fiLel.Z R a
[Ra +  Ri +  jL w f Z

a nevezőben lévő négyzetes tag a belső ellenállás s a terhelő 
impedancia vegtorialis összegének p-nak a négyzete (1. a 8. áb
rát), melyek könnyen kiszámíthatók.

Ahol

tehát

p2 =  Rf -)- Z2 +  2fíjZ cos <p. 

Ra
COS < P  —  — y - 1

f  =  R t + Z* + ZRiRa,
így tehát a teljesítmény

W fiLel.Ra
R f+ F + V R iR a ( 1)
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Ezt a teljesítményt a 9. ábrából könnyen leolvashatjuk. A munka
pont M, melyet e9o rácsfeszültség vonalán vettünk fel. A munka
diagramm, amint levezettük e pont körül, ellipsis formájában 
alakul ki. Húzunk egy vertikálist a munkapontból, ez lesz Mb. 
Ezután rajzoljuk meg az ellipsis alsó érintővonalát az abcissa- 
tengellyel párhuzamosan. Ez az ellipsist t pontban fogja érin

teni. A keresett teljesítmény itt is mint egy háromszög, az Mbt 
háromszög területe fog kiadódni.

Vagyis
T„  _ Mb.bt
w - ~ ¥ ~

Mert amint a felrajzolt vektordiagrammból is látható Mb — iamax 
és Ma — eamax> amikor ia maximális értékét elérte, vagyis ami
kor ia =  Mb =  iamax> ugyanakkor a ea momentán értéke bt. Ez 
pedig egyenlő bt =  eamax.cos <p, tehát

ti t Mb .bt h*max*̂ amax
2 2

• cos <p.

9. ábra.
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A munkadiagramm csak hiszterézis veszteség (vas és dielek- 
tromos) nélküli terhelőkor esetén ellipszis. Más esetben az 
ellipszis eltorzul s ekkor e teljesítményt grafikusan meghatá
rozni nem tudjuk. Hanem ily esetben más módhoz kell folya
modnunk.

Térjünk vissza (1) számú egyenlethez és vizsgáljuk most ennek a 
függvénynek a maximumát azon esetekre, ahol tg v>=const illető
leg cos <p =  const. Ha cos $o=const, akkor R a—Z  cos <p=Z.C, 
tehát a teljesítmény

t y   3 2 ^ _______
v v - f j .  eg.^ £ 3  +  z 2 +  m c . z  '

A W  függvénynek a Z változótól függő maximumát fogjuk ke
resni. Ez pedig akkor lesz, ha

^  =  0 dZ
Tehát

„  . , „  (fíi +  Z* + m Z C ) -  Z ß Z  +  2ftC)
U ~  /J ' V  (Rf +  Z2 + ZRiZQ*

A függvény zérus lesz akkor, ha a tört számlálója zérus.

0 = Rt +  Z3 +  WJZC -  2Z2 -  1R,ZC 
0  =  R t -  Z2.

Tehát a függvénynek maximuma van, ha

R í - Z.

Vagyis egy bizonyos cos ^-nél, amit különben Ra-nak Z-hez való 
viszonya határoz meg, a teljesítménynek akkor van maximuma, 
ha a terhelőkor impedanciája a lámpa belső ellenállásával, ille
tőleg az impedanciájával egyenlő.

Egy bizonyos Z-nél a teljesítmény annál nagyobb lesz, mi
nél nagyobb a cos cp. Tehát a legnagyobb teljesítményt akkor 
kapjuk, amikor

Z — Ra — R,.
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Az így kapott eredményt geometriai megfontolás alapján is 
megkaphatjuk (1. 10. ábra). A munkapontnak M-1 választjuk az 
e9o ’rácsfeszültség vonalán. A kivezérlés történjék eg—0 és ej rács

feszültség határok kö
zött, az a és c pon
tok között. Nevezzük 
a e'g karakterisztika ki
induló pontjának meg
felelő anódfeszültséget 
Ea-nak.

Amint említettük, a 
leadott teljesítmény az 
Mbc háromszög terü
letével egyenlő. Hogy 
ezt fel tudjuk írni, ki 
kell fejezni a három
szög Mb és be ol
dalait.

be
Me
Mb
Me
Ea

cos y be — Mc cos y

sin y Mb =M c .sin y 

m c  Ea
sin ß sin« sin (180—(a+f)}

M Ea.sin a
2 sin {180 — (a +  ?-)}

Tehát a háromszög területe lesz

Mb.be _  Mc*-sin ^.cos y
2

ahol az állandó

2
A’!.sin2 a sin j'.cos y _  ^  sin;', cos y
8 sin2 {180 —(a +  r)} sin2 (a + r )

c= A j.sin2 a
8

10. ábra.
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Tehát a teljesítményt mint y függvényét írtuk fel. Mivel be az 
a külső ellenállás mentén létrejövő feszültségváltozás, melyet 
a nyugalmi anódáramnak Mb értékkel való megváltozása ho
zott létre, azaz Mb .Ra=bc, tehát

Mb x 1
be ~  tg r ~  Ra ‘

Vagyis a teljesítménynek ;—tói való függése tulajdonképpen Ra 
változásától való függést jelenti.

Jelöljük a teljesítménynek p-vel való összefüggését

F==fM = c - a m r -c o s r •n r )  °  sin2(« +  r )

Keressük tehát, hogy F-nek y mely értékénél van maximuma.

dF
dy =  0 =

_ n  sin2 (a-\-y) cos 2?—  sin y cos ?-.2.sin {a-\-y) cos (a+?-)
sm4(a+r)

sin (a-f-^)-val egyszerűsítve

^  n  sin (a+^).cos 2^ —sin y cos y.2.cos (a+ r)U — h -------------------- 7—»7—-—r-------------------- >sin \a-\-y)

a tört értéke akkor lesz zérus, ha a számlálója zérus. Tehát

0  — sin (a-j-y) cos 2y — sin y cos ?-.2.cos (a-\-y) 
sin («+?').cos 2y =  sin y cos y.2 cos {a-\-y) 
tg (a-Hr)-cos 1 y =  2 sin j'.cos ^= sin  2y

tehát
tg (a +  r) =  tg a +  r  =  r, 2

vagyis mikor a =  y vagy ~  •

Tehát állandó rácsfeszültség határok között, de változó nyu
galmi anódfeszültség Eao mellett a teljesítménynek akkor van 
maximuma, ha R a =  R í.

M atematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. 11
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Ennek a kísérleti bizonyításánál a következőket kell figye
lembe venni. A feladat az, hogy egy elektroncső anódkörében 
ohmikus ellenállás mentén leadott váltakozóáramú teljesítményt 
kell mérni. Az anódkörben ugyanis folyik egy állandó értékű 
anódáram, melyet az előfeszültség és az egyenáramra felül
helyezkedett váltakozóáram, melyet a váltakozó rácsfeszültség 
szab meg. Tehát az ellenálláson leadott teljesítményt két rész
ből összetettnek képzelhetjük el. Az egyik az állandó anód
áram következtében létrejött egyenáramú teljesítmény, a másik 
pedig a felülhelyezkedett váltakozóáram következtében létre
jött váltakozóáramú teljesítmény. A két leadott teljesítmény
ről nekünk csak az utóbbira van szükségünk s ez az, amit 
mérni kell.

Ez pedig történhetik a következő megfontolások alapján. Ha 
az R  ellenálláson a felülhelyezkedett váltakozóáram következté
ben előálló váltakozó feszültséget jelöljük e-vel, akkor az ellen-

eaálláson a váltakozó áramú teljesítmény yy-el lesz egyenlő. Most

csupán az a kérdés, hogy miként lehet az ellenálláson keletke
zett kétféle feszültségesés közül a váltakozóáramút mérni.

Ha egy rács egyenirányítású elven működő csővoltmétert az 
R  ellenállás két végeihez kapcsolunk, ez a voltméter csak a 
váltakozó feszültséget fogja mérni. Ha már most az indukció
mentes ellenállás értékét, lévén ez egy ellenállás-szekrény, ismer

ed
jük, W  — j, formulából a váltakozóáramú teljesítményt könnyen 

kiszámíthatjuk.
A kísérleti elrendezés a 11. ábrából látható. Ahol C az az 

elektroncső, melynek anódkörébe kapcsolt változtatható nagy
ságú indukciómentes ellenálláson mérendő majd a váltakozó 
teljesítmény. Az elektroncső működéséhez a szükséges előfeszült- 
séget I \  potentióméterről vesszük és az e2 voltméterrel méljük. 
A váltakozó rácsfeszültséget a Pt potentióméterről vesszük és 
Cj dinamometrikus voltméterrel mérjük.

Ohmikus terhelésről lévén szó, a teljesítmény független a
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frequentiától. Egy bizonyos frequentiánál végzett mérési ered
mények tehát általános érvényűek lesznek. A kísérleteinknél a 
vizsgálatot 50 periódussal végeztük. Az ábrán C„-vel jelzett 
elektroncső az a csővoltméter, mellyel az R  ellenálláson a vál
takozó feszültséget méljük.

A kísérlet a következőképpen történik. A P2 potentióméteren 
szükséges előfeszültséget beállítjuk. A potentióméterről le
veszünk bizonyos értékű váltakozó rácsfeszültséget, melyet a 
kísérlet végéig állandónak tartunk. Ez lesz az az adott rács

feszültség, melynél a teljesítmény maximumának feltételét ke
ressük. Ezek után az R  ellenállás különböző értékeinél leolvas
suk ennek sarkain keletkező váltakozó feszültséget, amelyből 
s az ellenállás értékéből a teljesítményt kiszámíthatjuk. A kísér
letet és a számítást elvégezve azt fogjuk találni, hogy leg
nagyobb akkor a teljesítmény, amikor a külső és belső ellen
állás egyenlő.

Egy ilyen kísérletsorozat eredményei az alanti táblázatban 
találhatók. A kísérletnél használt lámpa RE  604 volt, melynek 
a belső ellenállása 1000 12, az állandónak vett váltakozó rács
feszültség értéke eg =  l volt.

ll*

11. ábra.
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R s e e*/R

200 0-48 0-00126
400 0-80 0-00160
600 1-07 0-00191
800 1-28 0-00204
950 1-42 0-00213

1000 1-47 0-00216
1050 1-49 0-00213
1200 1-59 0-00209
1400 1-70 0-00207
1600 1-81 0-00204
1800 1-90 0-00202
2000 2-02 0-00200

Ha azonban a nyugalmi anódfeszültséget Eao-1 constansnak 
vesszük fel, amint az az erősítők esetének tényleg meg is felel, 
akkor a teljesítmény maximumának feltételei másként alakulnak.

A tárgyalásunk egyszerűsége kedvéért ohmikus terhelést téte
lezünk fel az anódkörben, az elektroncső maximális kivezérlése

mellett. Azaz, amikor a rács
feszültség negatív maximumá
nál az anódáram zérusra csök
ken (1. 12. ábrát).

A megválasztott munka
pont legyen M, aminek ia„ 
nyugalmi anódáram és Ea„ 
nyugalmi anódfeszültség felel 
meg. Az AC dynamikus ka
rakterisztika pedig az A és C 
pontok között lesz kihasz
nálva. A kivezérlés következ

tében előálló anódáramváltozás AI és a terhelő ellenállás men
tén bekövetkezett feszültségváltozás pedig AE. A lámpa anódján 
keletkező legnagyobb s legkisebb feszültségek pedig E 'amax és 
Arámin lesznek. Jelöljük továbbá az eg=0  rácsfeszültség vonalát

12. ábra.
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a-val. Az Eaa-böl kiinduló vertikális egyenest fr-vel s a dyna- 
mikus karakterisztika vonalát c-vel.

A leadott teljesítmény tehát

w =  á- — -

A feladatunk most az lesz, hogy megkeressük, mikor lesz Időnek 
maximuma Eais =  const mellett.

Hogy ezt meghatározhassuk, fel kell írni először az említett 
három egyenes egyenletét, hogy majd a háromszög területét 
kifejezhessük.

A c egyenes egyenlete &a =  Eámax -  ÍJ{k
1

az a egyenes egyenlete Ta =  ^  &a 

a b egyenes egyenlete &a =  Eao ■

Az a és c egyenes metszéspontjának A-nak a koordinátái 
lesznek Eámitl 
egyenleteiből.

Tehát

es

Iaa■ Ezek megkaphatok az a és c egyenes

laci'Ri =  -̂ «max laa'Rk 

Iaa (-fii +  Rk) — ^amax *

j «̂raax (1)

J7*' ^ amax * 
«min- ^  + (2)

az M-pont koordinátáit E a -1 és Ia -t megkapjuk a b és c egye
nesek egyenleteiből

Ĵ a0 — kamax — E,Rlc (3)
2 / a 0 =  la a  W

3 egyenletből lesz
E a 0 +  b a jb e  —  E 0mtix
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a 4 és 1-ből Iao értékét behelyettesítve

ezt kifejtve

Zi , ^'“iiiax' — // /K*
7a„ +  2  (Rj+R/c) “max’ (5)

2  Eűo ( R j + R / c )  =- ^ámax { 2  ( R j + R fe) -  Rk)  =  R ' m ax  ( 2  Ri+R/c),

amiből
E” 2Ra0 (Rj+Rfc) .

an.ax 2Rí+ R &

E'amjn értékét 2 egyenletből

_  3Eat R í+ R ú .R í _ ZEaa.Ri
-« m in  WRi + Rk) {Ri + Rk) M i  +  Rk '

Most fejezzük ki JE-1

(7)

JE  = E Z  — EL

a (7) egyenletből kapott értéket, Rao-el közös nevezőre hozva

_  Eaa (ZRi+Kk) -  2Eao.Ri Eao.Rk 
%Ri+Rk 2  Ri + Rk'

J h  = - f -  az Iaa értékét fejezzük ki az (1) és (6) egyenletekből.

,T   2Eg0 (Rj-j-Rk) ___  Eg0
(2/fi [-Ric) (Ri+Rk)M 2Rí+Rfc

a teljesítmény tehát
T T 7 -  ___ 1 JE . J lg ___  Eg0.Rk

~  2 ~  2(2Ri + Rk)*
defferenciáljuk ezt Rk szerint s egyenlítsük nullával

dW __  __  Eg0 ( 2 Rj - | -  Rk)- —  2 Rk ( . 2  R ,  +  R / c)

dRk ~  2 ‘ ^-Rj+if/c)4
^   Eg0 2fíj +  Rfc ~  2Rfc

2 (2Ri +  R&)3

Az egyenlet jobboldala zérus lesz, ha 2Rj +  R* — 2R* =  0, 
ez pedig akkor van, ha 2R» — R k.
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Ennek a kísérleti bizonyítása már körülményesebb, mint az 
előbbi kísérlet volt. Itt ugyanis a következők azok a szempon
tok, melyeket a kísérletnél figyelemmel kell tartani. Torzítás
mentes kivezérlésről volt szó, tehát ügyelni kell arra, hogy a 
rácsfeszültségváltozás olyan határok között mozogjon, hogy a 
karakterisztikának az egyenes részében dolgozzék. A lámpára 
jutó anódfeszültségeknek pedig állandónak kell lenni a külön
böző terhelő ellenállások esetén. Tehát a különböző ellenállá
soknál a lámpa előfeszültségét úgy kell megválasztani, hogy 
egyrészt a lámpa anódján a kívánt állandó anódfeszültség jöj
jön létre, másrészt a dynamikus karakterisztika kivezérelt része 
szimmetrikusan helyezkedjék el a dolgozópont két oldalán. Az 
elmondottakat jobban megvilágítja a kísérletnél használt lámpa 
anódáram-anódfeszültség karakterisztikája, amelyre a későbbi 
kísérletnél úgyis szükségünk lesz (13. ábra). Az ábrán beraj
zolva látjuk az állandó rácsfeszültségeknek megfelelő görbéket. 
A kísérlet folyamán az állandó anódfeszültség, amelynél a telje
sítmény maximumát keressük, legyen egyenlő pl. 90 Volttal. 
Tehát a különböző terhelő ellenállások esetén a munkapontok 
ennek az anódfeszültségnek megfelelő vertikális egyenesen fog
nak elhelyezkedni, mert az anódfeszültség nyugalmi állapotban 
állandó, csak a rácselőfeszültségek és a kivezérléshez szükséges 
rácsfeszültségek a változók. Egy bizonyos terhelő ellenállást 
feltételezve, ennek a dynamikus karakterisztikája csak eg— 0  és 
7ma-nak megfelelő vízszintes között vezérelhető ki. Mivel a ki
vezérlésnél az egyik határ eg= 0 , a másik határ a karakterisz
tika görbülete miatt 7ma-es egyenes.

így pl. 4000 Si terhelő ellenállásnak megfelelő és kivezérel
hető dynamikus karakterisztika-rész AC, melynek helyét úgy 
kell megválasztani, hogy a felezőpontja B, vagyis a nyugalmi 
anódfeszültség pontja a 90 Voltnak megfelelő vertikális egye
nesbe essék.

A B  pont helye ea — const egyenes sereg között meghatá
rozza az ehhez az ellenálláshoz tartozó előfeszültséget és a ki
vezérléshez szükséges rácsfeszültséget is. Ezeket tehát a dia
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grammból le tudjuk olvasni. A kivezérlés következtében az 
ellenálláson keletkező váltakozó feszültség DC a diagrammból 
szintén leolvasható.

A különböző terhelő ellenállásoknak megfelelőleg minden 
egyes esetben a diagrammból az előbbi megfontolások alapján 
meg kell határozni a hozzátartozó előfesziiltséget s a kivezér
léshez szükséges rácsfeszültséget.

A kísérleti elrendezés 14. ábrán látható, ahol C az az elek
troncső, melynek anódkörében elhelyezett R ellenálláson leadott 
váltakozó áramú teljesítményt mérjük. Az R  ellenálláson a válta
kozó feszültséget csővoltméterrel mérjük, a mért feszültségből

és az R  ellenállás ismeretéből a teljesítmény az ismert módon 
kiszámítható. A szükséges előfeszültséget] 1\ potentióméterrol 
állítjuk be s az voltméterrel mérjük. A kivezérléshez szüksé
ges váltakozó feszültséget pedig Pt potentióméterből vesszük s 
az et voltméterrel mérjük. A lámpára jutó anódfeszültséget az 
e3 statikus voltméterrel tartjuk állandó értéken, mert ennek 
először is nagy az ellenállása, másodszor az egyenáramú fogyasz
tása zérus, tehát R  ellenállás következtében beállt értékeket 
nem változtatja meg.

A kísérlet menete a következő : Választunk egy bizonyos ter
helő ellenállást és a diagrammból leolvassuk az ennek meg
felelő előfeszültség és rácsfeszültség értékeket, melyeket azután 
a hozzájuk tartozó potentióméterek segítségével beállítunk. Ez

14. ábra.
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után az anódbatteria feszültségét addig változtatjuk, amíg a 
lámpa anódján a kívánt feszültség beáll. Ekkor csővoltméterrel 
lemérjük az R ellenálláson keletkező váltakozó feszültséget.

Az alanti táblázat egy B  405-ös 2100 íi belső ellenállású 
lámpával felvett kísérleti eredményeket tartalmazza. A terhelő 
ellenállás értékét fí-e\, az állandó anódfeszültséget e„-val, az elő- 
feszültséget e9o-val, a rácsfeszültséget e3-vel, az ellenálláson 
keletkezett váltakozó feszültség szerkesztett értékét eS2-el, a 
mért értéket pedig em-el, a teljesítményt pedig em/R-el jelöltük.

A kísérleti eredményekből láthatjuk, hogy legnagyobb akkor 
a teljesítmény, amikor Rk— 2 Ri.

RSI es<> e9 e,z el'R

500 90-0 4T 4 1 4-0 3-9 0-0304
' 1000 90-0 4-4 4-4 7-0 7-04 0-0495

1500 90-0 4-72 4-72 10-0 9-9 0-0652
2000 90-0 4 ’95 4-95 12-0 12-0 0-0723
2500 90-0 5-0 5-0 14-2 13-6 0-0741
3000 90-0 5-25 5 ‘25 15-5 15-2 0-0772
3500 90-0 5-45 5-45 17-0 16-95 0-0820
4000 90-0 5-5 5*5 18-5 18-2 0-0830
4200 90-0 5-6 5*6 19-0 19-2 0-0878
4500 90-0 5-7 5-7 19-5 19-6 0 0855
5000 90-0 5-8 5*8 20-0 20-2 0-0818
5500 90-0 5-9 5-9 21-0 20-6 0-0772
6000 90-0 5-95 5-95 22-0 21-5 0-0770
6500 90-0 5-98 5-98 23-0 22-2 0-0760
7000 90-0 6-0 6-0 23-5 23-0 0-0755

Tehát egy bizonyos nyugalmi anódfeszültségnél és tetszőle
ges határokon belül változó rácsfeszültség esetén a teljesítménynek 
maximuma akkor van, ha a külső ellenállás a belső kétszeresével 
egyenlő. Ezt az eredményt hozta ki más úton W. I. Brown is.1

1 Discussion on Loud-Speacers for Wireless and other purposes. Pro
ceedings of the Physical Society of London Volume 36. part 3. april. 15. 1924.



TELJESÍTMÉNYERŐSÍTŐK. 171

A teljesítménymaximumok feltételeiként tehát két eredményt 
kaptunk, mely eredményeket összevetve az irodalomban nem lá
tunk tárgyalva. Nem lesz tehát érdektelen a most kapott két 
eredményt egymással összehasonlítani s belőlük a következte
téseket levonni.

Az első eredmény az volt, hogy ha a rácsfeszültséghatárok 
adva vannak és minden egyéb üzemi adatok változhatnak, a 
teljesítménynek maximuma akkor van, ha Rk =  Ri.

A második feltétel szerint pedig, ha az elektroncsőre helyez
kedő anódfeszültség van adva, akkor a teljesítménymaximum 
akkor van, amikor fi* =  2/?,.

Hasonlítsuk most össze e két eredményt abból a szempont
ból, hogy vájjon nincs-e közöttük ellentmondás.

Amint az a 15. ábrán látható, az Eao=  const feltételnek 
megfelelő eredményként kaptuk az MAC teljesítmény-három
szöget, mint maximális területűt. A C-pontnál lévő szögnek 
tangense eredményünk értelmében V*fii-vei egyenlő. A kapott 
eredmény meghatározza az Ea0 feszültségi vonalon az M munka

15. ábra.
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pont helyét s így ennek megfelelőleg a nyugalmi rácsfeszültsé- 
get e3o-t is. Ugyancsak megkapjuk eredményül az e'g értékét is.

Nézzük most ezeket. Az E 'amax képletébe helyettesítsük be a 
kapott eredményt

, 2Uao (Ri+rm  6 _  3
“m“  4 °° 2 a°'

Hogy az M koordinátáit megkaphassuk, felírjuk a
3

c egyenes egyenletét &a =  —  Eao—%IaRi 

b egyenes egyenlete &a =  Ea<),

tehát M-pont koordinátái 

3Ra0 — Ea<í 2/a0.i?t 2Ao0 — pha0 H ai)Ri,

az eredmény tehát
r _
a° ~  4Ri ; Eao =  const,

hogy a nyugalmi rácsfeszültséget ega-i megkapjuk, felírjuk MEt 
egyenes egyenletét. Ez lesz

&a =  E1 + IaRi.

Ha ide behelyettesítjük ilí-pont értékeit, megkapjuk L\-1

=  +  E> = T E‘"
A keresett érték pedig, egy régebbi megállapításunk alapján

37̂fxego =  Ev  tehát ego =  mely értéket egy volt elhanyagold-
sával a kivezérléshez szükséges eg rácsfeszültséggel vehetünk 
egyenlőnek eg~ e 3o. A leadott teljesítmény tehát ha i?*= lesz

W  =  R =  ( ^6g ) f í  =  * — * ..a
2 a' ‘ 13i?J J l 9 fíi i ? /  16//®

77*2

W =2 16i?i
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Tehát az adott A’ao-nak megfelelően ez a legnagyobb telje
sítmény. A 15. ábrából Ia és &a koordináták között kapott 
eredmények általános érvényűvé válnak, ha ezeket Iá és Eá ko
ordinátákba transponáljuk, az 0  konstans koordinátái segélyé
vel. Az így kapott eredményekben azután már a görbületek is 
bele vannak számítva.

Ha most a kapott eg-nek megfelelő legnagyobb teljesítményt 
keressük, akkor a levezetésünk értelmében ennek =  eset 
felel meg. Tehát eredményül DEC teljesítményháromszöget 
kapjuk.

A teljesítmény értéke az előbbi módon 

I y  __ B i_(f̂ g)*
(2/ü)2 4Ri

mely nagyobb a
w  _  H )1

9 Hí

értékénél, de amint azt az ábrából is látjuk, ennek nagyobb 
nyugalmi anódfeszültség is felel meg.

Tehát a teljesítménymaximumok keresett feltételei a szerint 
változnak, mit veszünk fel állandónak, az Eao, avagy az eg ér
tékét.

Most már nézzük azt, hogy ezen esetek közül melyik az, 
amelyikkel a gyakorlatban találkozunk. A kérdés lényegét mind
járt egy gyakorlati példával illusztráljuk.

Legyen adva egy teljesítményerősítőcső ifi =  1000 ohm belső 
ellenállással, fi — 3'5 erősítési tényezővel és 12 watt megenged
hető anódveszteséggel és 200 volt megengedhető anódfeszült- 
séggel. Az elektroncső anódáram-anódfeszültség karakterisztikája 
O kezdőponttal a 16. ábrán látható.

Az előbbi számításaink eredményét hogy alkalmazni tudjuk: 
O' kezdőponttal segédkoordinátákat veszünk fel. Az 0  kezdő
pont jellemző adatai 10 ma. és 45 volt.

A lámpánál, amint láttuk, a megengedhető legnagyobb 
anódfeszültségként 200 volt volt megengedve. Tehát, amint
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tudjuk, adott anódfeszültség esetén, a teljesítmény akkor a leg
nagyobb, ha

R k  =  Z R i .

Most azonban csak az a kérdés, hogy az így felvett külső 
ellenállás esetén az anódveszteség nem nagyobb-e a megenged
hetőnél.

A fentebb kapott eredményünk szerint, ha a nyugalmi áram 
érteke

7ao =  ^ .  mivel Eao=  200-45  =  155 

155 39
7“° =  4ÄÖÖÖ =  TÖÖÖ amp í« > 39 +  1 0 = 4 9 m a'

16. ábra.
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Az anódveszteség

W  = 200.49
1000

*
sí 10 watt.

Tehát a jelen esetben Rk ~ ^ R i  esetén az anódveszteség 
kisebb, mint a megengedett. Következésképpen tehát az így 
kapott pontot használjuk fel munkapontnak.

A rácsfeszültség értéke pedig, amelynél az erősítés még 
torzításmentes

‘SEg0 
4ft

3.155
4.3-5 33 e 9 e «  ~  2 3 ’6  VOlt.

A maximálisan kivehető torzitásnélküli teljesítmény pedig 
1552W0 16 R< 16 .Rí =  1 ‘75 watt.

A számításaink azonban mást is eredményezhettek volna. 
Ugyanis, ha Rk =  271, feltételnek megfelelően kapott anód
veszteség nagyobb lett volna a megengedettnél, akkor a munka
pontnak az adott anódfeszültség s anódveszteségi hyperbola 
metszéspontját kellett volna felvenni.

W
Ezek az értékek legyenek az adott Ea„ és Iao =  -p — evvel a

munkaponttal, a kivezérléshez szükséges rácsfeszültség meg van 
határozva.

Ennek, amint tudjuk, Rí — R k eset felel meg és a legnagyobb 
torzításmentes teljesítmény pedig

\y  _  («ggf 
1 471,

Ezek a megállapítások ohmikus terhelés esetének felelnek 
meg. Ide tartoznak tehát resonans frekvencia esetén a rezgő
körök is. így tehát az előbbi megállapításaink főként a nagy 
frekvenciájú torzításmentes teljesítményerősítőkre vonatkoznak, 
amiket a modern nagyteljesítményű leadóállomásoknál mindig 
megtalálunk.
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5. Audio frekvenciájú  végerősítők .

Az audio frekvenciájú végerősítők teljesítménymaximumának 
feltételei egészen másként alakulnak, mint a nagy frekvenciájúaké. 
A feltételeket az módosítja lényegesen, hogy zenei átvitelről lé
vén szó, az egyes frekvenciák végerősítésének 100—10,000 frek
vencia sávon egyenletesen kell lenni, mert különben a zenei 
átvitel torz lesz.

Evvel a problémával Rukop foglalkozott behatóan úgy, hogy 
itt csupán vizsgálatainak eredményét közöljük. Ezek szerint az

audio frekvenciájú erő
sítőknél egyenletes erő
sítés mellett a kivehető 
teljesítmény akkor a leg
nagyobb, ha a külsőellen
állás a belsőnek legalább 
négyszerese.

Alább most avval a kér
déssel fogunk foglalkozni, 

mely a rádiótechnika leggyakrabban előforduló problémájához 
tartozik. Ez pedig a kisfrekvenciájú erősítőkön való teljesít
ménymérés. Hangszóróknál, hangos. filmeknél legtöbb esetben 
csak hozzávetőlegesen állapítják meg a hangszórók által felvett 
elektromos teljesítményt. Nem lesz tehát érdektelen, ha alább 
közlünk egy olyan eljárást, melynek segélyével a hangszórók 
által felvett elektromos teljesítményt egész pontosan meg tud
juk határozni.

Nézzük mindenekelőtt a probléma elméleti részét. Legyen a 
váltakozó rácsfeszültsége annak az elektroncsőnek (I. 17. ábra), 
melynek az anódkörében akarunk teljesítményt mérni. Az elek- 
roncső belső ellenállása Rí és az anód körében Z  =  Re +  jLco 
az impedancia, ahol Re a hangszóróhoz csatolt kimenő transz
formátor primerjének, vagy ha transzformátort nem használunk, 
magának a hangszórónak a hatásos ellenállása. Az elektroncső

17. ábra.
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erősítési tényezője legyen ti, az Re ellenállást három részből 
gondolhatjuk összetéve.

fíe =  Rt -\- Rhf +  Kj,

ahol i?j a transzformátor primer tekercsének az ohmikus ellen
állása, a hysteresis és foucolt veszteségeknek megfelelő ellen
állás Rhf. Az Pl» pedig a transzformátor szekunder oldaláról a 
primerre átszámított összes ellenállásoknak megfelelő ellenállás. 
A transzformátor secunder tekercsének és a hangszórónak az 
ohmikus ellenállását kell a primerre átszámítani. Az jfi?2 ér
téke a következőképpen fejez
hető ki.

/Í', M-. or.
r t+ L W '

18. ábra.

mely értéket a következő ekvi
valens kapcsolásból kapjuk (1.
18. ábrát). Ahol a transzfor
mátor primer tekercsének az 
önindukciója L v az ohmikus
ellenállása R1. A secunder tekercs önindukciója Lat, az ellen
állása r2t, a kölcsönös indukció-tényező pedig M. A hangszóró 
önindukciója L<u, ellenállása r«. Jelöljük továbbá

Ti =  Tu -)- v%i és L% — Lit H- L -2

A lámpa körére felírható egyenlet

fieg — i\ (Rí +  Rhf +  R í) +  Li +  M • (1)

A secunder körre pedig

0  =  itrt +  L%̂  +  M ^ .  (2)

ahol íj és % alatt a váltakozó rácsfeszültség következtében ke
letkező váltakozó áramokat értjük az anód- és secunderkörben. 
Ha a vizsgálatunkat egy bizonyos frekvenciára végezzük s tudva 
azt, hogy torzitásnélküli teljesítményerősítésről van szó, akkor

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVfI. 12
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csekély elhanyagolással feltételezhetjük az intenzitások sinus 
törvényszerinti változását.

h =  iimaxsin M -P i)
h  V a i sin (cot— (pt),

ezekből kétszeri differenciálás után kapjuk.
d \  d \

i p - = "  *-
Differenciáljuk t szerint a 2. egyenletet.

0 = Ä r, +  r Ü  +
dt " r  2 dt2 ' d f

A 3. egyenletből kapott értékeket behelyettesítve kapjuk:

0  =  rt —L ^ k —Ma>\

(3)

1—  (.Ltco\-\- Mcü\ )  ■■ dL

A 2. egyenletből
dt

dh = - - } r (kr, + M dÍ'dt dt
L\°> \+  MLto ) \  =  -  (y-f+M  rtdk

)■
ez egyenletet rendezve

H (»S+L X )=  -  Af (l 4< A +  r , )

cliebből az egyenletből szükségünk van M-^A-re, hogy azt az
első egyenletbe behelyettesíthessük. Tehát ezt az egyenletet 
differenciáljuk t szerint és beszorozzuk itf-el.

M -^ - ( r2+ L 2<o2) = -

M (rl+Ltco*) =  + M W  ( - L . A  +  itrs)

u  di* -
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ezt behelyettesítve az 1. egyenletbe lesz

M V  ( v - . - L ,  A )
n e ,  =  i, (R+JÍ,+Jiw) +  4  ^ -  + -------------5-------------------- —1̂ +

az egyenletet rendezve

^  =  í ,(B i+ R i + R v +  - ^ l w ) +  (L l
M W .L,
ra+^'*<u* '

fieg =  íj (R»-t-Re) H— rS R
di1
dt

R, =  -Rí +Rjir+ Rí Rí — „a , r?Ta_r-í̂ 2l
(4)

és
R =  R1- W c^u ,

iÍ + L W
tudjuk azt, hogy

és hogy j/" - Ru _  n1;
Ríj TZj

ahol K  szóródástól függő érték, mely megközelítéssel 1-nek 
vehető és ahol a transzformátor primer menetszáma »j, a 
secunderé pedig n8. Ezekből kapjuk

í^ i )  ' r í  _ / r\ / iJ>ít — Tjjj.J>aj,

ezt az egyenletet a 4. egyenletbe behelyettesítve, ahol

Rí =
A2. Lu.UtCO*.

i I / 3 i Vn~{- Ij Ü̂)

K* { - í\ n„ /
r a+Ra

Llt«j2.r2

a gyakorlatban r2 elhanyagolható R3<w-val szemben. így

Az eg váltakozó rácsfeszültségnek megfelelő anódáram
. ______p-Cg____

Rí-\-Rc-\-j La)

(5)

12*
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Az a és b pontok között a teljesítmény pedig

Re

vagy másképpen felírva

+ R e Jr j R ( o

ha egy anódkörben tehát teljesítményt akarunk meghatározni, 
ez egyenlet jobb oldalának három tagját ismerni kell. Az eg-t

a

csővoltméterrel mérjük. A másik két tagot pedig az alább 
ismertetett mérésekből fogjuk megkapni.

Nézzük tehát először a hatásos ellenállásnak a meghatáro
zását. Ezt az ellenállást az üzemi (valóságos) viszonyoknak 
megfelelőleg kell meghatározni. Ez az ellenállás ugyanis függ
vénye az anódkörben folyó váltakozó és egyenáramú intenzitás
nak s igy a normális Wheatstone hid mérésből nem kapunk rá 
helyes adatot. Az intenzitást pedig viszont a terhelő kör im
pedanciája határozza meg, ez utóbbi pedig, tekintve azt, hogy 
egyenárammal előmágnesezett tekercsről van szó, az üzemi 
adatoknak megfelelően ‘alakul ki.

19. ábra.
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Az üzemi viszonyoknak megfelelő hatásos ellenállást az alábbi 
elrendezésből (1. 19. ábra) határozzuk meg. Legyen A az a lámpa, 
melynek anódkörében akarjuk meghatározni a teljesítményt, 
illetőleg először az az a és b pontok közötti valóságos ellen
állás, amely egy üzemi maximális e9-nek megfelelőleg alakul ki, 

A méréshez a kapcsolás szerint alkalmazunk egy ú. n. mérő
lámpát B, mely ugyanolyan típusú lámpa legyen, mint A s az 
erősítési tényezője inkább kissé nagyobb lehet, mint az A 
lámpáé.

I
A tárgyalások egyszerűsítése kedvéért tételezzük fel, hogy a 

két lámpa teljesen egyforma. A B  lámpa anódkörébe iktassunk 
egy változtatható Lm vasmag nélküli önindukciót és rm változ
tatható ohmikus ellenállást. A B  lámpa rácsfeszültségváltozása 
azonos, amint a kapcsolásból is láthatjuk, az A lámpáéval.

Most rajzoljuk meg az ab és be pontok közötti ellenállások 
diagrammjait (1. 20. ábrát). Egy általános esetben. A két lámpa 
anódkörének kezdőpontjai a és c, és a közös pont b itt is 
fellelhető.

A vizsgálatunknál olyan frekvenciájú eg-t állítunk elő e cső
generátorral, amilyen frekvenciára a mérést elvégezni akarjuk.

Ha az impedanciáknak megfelelő intenzitásokkal beszorzunk; 
ezen diagrammfeszültség diagrammá alakul át.

A b pont közös potenciálú és a 19. ábra a és b pontjai itt 
is a és ú-vel vannak jelölve.

Tehát ebből látjuk, hogy az a és c pontok között feszültség

20. ábra.
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különbség van, aminek megfelelőleg a két pont közé kapcsolt 
s nagy előtét ellenállással vagy kis előtét kapacitással ellátott 
telefon hangot ad.

Ezt a hangot minimumra lehet hozni (theoretikusan zérusra) 
az L m önindukció és rm ellenállás változtatása által. A 20. áb

rából látjuk, hogy hangminimum akkor van, ha a és c egyező 
potenciálú. Ez pedig akkor van, ha

az r m-be bele van számítva az Lm tekercs ohmikus ellenállása 
is. Tehát ily módon a terhelő kör hatásos ellenállását meg tud
juk határozni. Abban az esetben, ha A lámpával azonos karak
terisztikus adatokkal rendelkező B  lámpát nem tudunk találni, 
akkor, amint az előbb mondottuk, egy oly B  lámpát választunk, 
melynek az erősítési tényezője nagyobb az A lámpáénál. Ugyanis 
az adatok között az erősítési tényező a legnagyobb fontosságú 
ennél a mérésnél. Nagyobb erősítésű tényezőjű B  lámpát pedig 
azért választunk, mert a nagyobb erősítést megfelelő ellen
állással ki tudjuk balanszírozni. A balanszirozás sémáját a 21. 
ábrából látjuk. Az B t és 1?2 ohmikus ellenellásoknak egymással

21. ábra.

Vm — GS Lm — L



TELJESÍTMÉNYERŐSÍTŐK. 183

s a terhelő kör várható impedanciájával egyenlő nagyságúnak 
vesszük fel. Az Rb balanszellenállást pedig addig növeljük, míg 
a telefon hangminimumot nem ad. Ezt az R b ellenállást kap
csoljuk be azután a 19. ábra d és c pontjai közé.

A hatásos ellenállás meghatározása után a

_______ !±_______
R í 4~ R e 4" jLa>

faktort kell meghatározni. Ez történhet kétféleképpen: számí
tással vagy méréssel. Az R e és Lat az előbbi mérés eredménye. 
Az erősítési tényező /i és a lámpa belső ellenállása R í adottak, 
vagy pedig az ismert eljárásokkal meghatározhatók. így a faktor 
kiszámítható.

A faktor nagyságának mérésre való meghatározása, mely az 
előbbi mérés eredményének kontroll mérése lehet, következő
képpen történik (1. 22. ábra).

A lámpára működtetjük a megengedhető eg-t és alkotunk egy 
másik áramkört, amelyben az ohmikus ellenállások R[ ésR'm, és 
az önindukció L'm.

22. ábra.
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A két áramkör közös ágában van egy kis ellenállású telefon 
beiktatva, amely általában hangot ad. Hangminimumot vagy 
theoretikusan teljes elhallgatást akkor kapunk, ha a két áram
körben folyó váltakozó áramok egyenlő nagyok és fázisban 
180°-nyira vannak eltolva egymástól. Ekkor érvényes a követ
kező összefüggés

pea _ ______eg______
Ri-\-Re-\-jLa) f í ' i  +  Rm + Í Lm OJ

vagy továbbá

Ri +  R'm^rjL'm

R i = —  R'mP

Ri+Re+jLű)
(0 =  -----------------

p
A L' -  — 

pp

( 6)

(7)

A telefon hangminimuma esetén az egyenlet jobboldalát a mé
rési eredményekből rögtön megkaphatjuk.

Amint említettük, a szükséges faktort számítással is meg
kaphatjuk. A hatásos ellenállásmérésnél megmértük Re-t és 
L-t. A belső ellenállás R í és az erősítő tényező értékét mint 
a lámpa jellemző adatait ismerjük, vagy ismert mérésekből 
meghatározzuk s így a számítást el tudjuk végezni. Az előbbi 
mérés eredményeit evvel a méréssel kontrollálhatjuk oly módon, 
hogy R í és fi értékét ismerve vagy meghatározva a nagyságát, 
előre beállíthatjuk. A mérés eredményeként kapott Rm és L'm 
értékek a 7. egyenletekből az Re és L  új értékeit adják.

A teljesítmény meghatározásához szükséges eg értéket cső- 
voltméterrel mérjük.

Most hátra van még csupán az, hogy egy adott teljesítmény
erősítő esetén mekkora a megengedhető maximális torzítás nél
küli eg.

A feladat elvégzésére mindjárt felhozunk egy gyakorlati pél
dát. A lámpa karakterisztikája a 23. ábra szerint adva van. Az 
anódlemezen megengedhető maximális veszteség 12 watt. Ennek 
megfelelőleg berajzoljuk az ef vonalat. Az anódkörben a terhe
lés ohmikus ellenállása 2430 Ohm, az önindukciója 2'5 Henry.
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Az impedanciája 1000 frekvenciánál 15,820 Ohm. A vizsgála
tunkat ugyanis 1000 frekvenciára végezzük, mert az így kapott 
érték nagyobb frekvenciára is jó s kisebbnél pedig nem okoz 
észrevehető torzítást. A helyes eredményt többszöri próbálgatás 
után tudjuk természetesen csak megkapni.

Fel kell venni először a munkapontot meghatározó e3o rács
feszültséget e0(j =  42 volt, ez meghatározza az ef egyenesen 
egy 0  dolgozópontot, aminek megfelelő anódáram i0o =  52 ma, 
tehát ha eg =  0  a feszültségveszteség a terhelés mentén

52.2430
1000 =  126 volt.

M a t e m a t i k a i  é s  F i z i k a i  L a p o k .  X X X V I I . 12a

23. ábra.



:186 BABITS VIKTOR.

Az 0  munkapontnak megfelelő anódfeszültség 240 volt. Tehát az 
anód batteriafeszültsége eab =  240 +126 =  366 volt. Ennek meg
felelőig kell megrajzolni a dynamikus karakterisztika kiinduló
pontját a'-t, mellyel párhuzamosan fog majd haladni a tényleges

dynamikus karakterisz
tika. Az a' pontból kiin- 
dulólag megszerkesztünk 
egy 15,820 Ohm ellen
állásnak megfelelő dyna
mikus karakterisztikát. 
Ha most evvel párhuza
most húzunk az 0  pon
ton át, megkapjuk a 
tényleges abc dyna
mikus karakterisztikát.

Ennek a karakterisz
tikának a — 1 vertiká
lissal való metszéspontja 
c meghatározza az anód- 
áram maximális értékét, 
amely pedig jelen eset
ben iamax ~  8'0 ma lesz.

Ha tehát az impe
dancia értéke 15,820 
Ohm, a 240 volt anód
feszültség váltakozni fog 
i-o. 8.15820 —

1000 ±  5 
volttal. Minimális iu ese

tén a lámpára jutó anódfeszültség 2 4 0 + 126-5^ 366‘5 volt, maxi
mális ia esetén pedig 240—126‘5 =  113*5 volt.

A munkapont helye meghatározza a torzításmentes és a ki
vezérlésre szükséges rácsfeszültség értékét is.

eSmax =  Volt +'ff =  29 volt.

24. ábra.
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Az ia intenzitás görbe alakja oscillograffal meghatározható. 
A fáziseltolódás az ia és eg görbe között pedig legyen

tg <p *=
L a t 1000
r 2430+1000 

<p s* 77-0°.

=  4-56

Az aboc görbe a lámpa terhelésének megfelelő dynamikus 
karakterisztika. Ha azonban a kapott adatok alapján megszer
kesztjük az ia = f(ßg) zárt görbét, a 24. ábrán láthatót kapjuk. 
A görbét burkolja az a derékszögű négyszög, melynek átlója 
be a lámpa dynamikus karakterisztikája. Ha a terhelő körben 
nem volna vasmag, az ia görbe sinusz lefolyású volna s ennek 
eredményeként itt egy ellipszist kapnánk. A kapott görbe alak
ját természetesen lényegesen befolyásolja az intenzitási görbe 
forma faktora (az effektiv és a középértékek viszonya). Az alant 
közölt táblázat egy néhány lámpával végzett mérések eredmé
nyét mutatja.

Lámpa Ri P Re L
henry enmax. ßab CO

Teljesítmény
watt

Philips 
B 405 2100 4-8 4800 2-1 8 150

o

s'
sq

0-032

Telefunken 
Re 604 1000 3-62 2970 2-35 29 366 0-148

Telefunken 
R V. 218 3500 7-0 9800 3-85 25 404 0-4

*

Kísérleteimet a Kir. József Műegyetem Technikai Fizikai In
tézetében végeztem.

Nem mulaszthatom el, hogy Dr. Wittmanm Ferenc műegye
temi ny. r. tanár úrnak ármunkám folyamán tapasztalt szíves 
irányításáért és tanácsáért e helyen is hálás köszönetemet ne 
nyilvánítsam.

Babits Viktor.

12a*

/
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LEISTIJNGSVERSTÄRKER.

Nach der Behandlung der dynamischen Karakteristiken der Elektronen
röhre untersucht der Verfasser die Arbeitsdiagramme, deren Verwen
dung bei den Leistungsuntersuchungen sich als sehr zweckmässig 
erwiesen hat. Er behandelt zunächts die mathematische Ableitung der 
ellipsenförmigen Arbeitsdiagramme zwischen Anodenstrom und Anoden
spannung. Dann folgen die Bedingungen des Leistungsmaximums auf 
mathematischer und versuchstechnischer Grundlage. Bei konstanter 
Gitterspannung tritt Leistungsmaximum ein, wenn äusserer und innerer 
Widerstand gleich gross sind. Wenn aber die Anodenspannung konstant 
und die Gitterspannung veränderlich ist, so herrscht dann Leistungs
maximum, wenn der äussere Widerstand der doppelte des inneren ist.

Verfasser behandelt dann die Theorie der Endverstärker. Zeigt uns 
wie die äquivalente Schaltung eines Endverstärkers durchgeführt wird. 
Nach einer mathematischen Ableitung rechnet er die richtige Umrech
nungformel eines Ausgangstransformators aus.

Es wird gezeigt, dass die Energie-Gleichung einer Endverstärkerröhre 
aus drei Faktoren besteht. Der erste, die Gitterspannung kann durch 
Messinstrumente bestimmt werden. Der zweite, der wirksame Wider
stand kann nach dem Verfahren des Verfassers den tatsächlichen Ver
hältnissen entsprechend gemessen werden. Der dritte Faktor der Energie- 
Gleichung kann auch mittels einer besonderen Schaltung gemessen 
werden.

V. HabiU
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