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A PARALLELAK AXIOMAJATOL FUGGETLEN
SZERKESZTESEK.

Hiusert ! geometriai vizsgalataihoz mintegy kiegészitésiil nem-
rég HieLmsiev? figyelemremélto, sét elméleti szempontbol valo-
ban hézagpotlo elemi planimetriai szerkesztéseket kozolt, melyek
minket magyarokat kiilonésen érdekelnek, mert a Borvai—
LoBacsevszru-féle geometriaban is elvégezheték. Szandékom azt
a hézagot kijelolni, melyet e szerkesztések a geometridban ki-
toltenek, éket ismertetni és bebizonyitani. Kiindulépontul Hriv-
BERT axioma-rendszerét valasztom.

A) Hi'bert axioma-rendszere.

A geometria hiromféle elem rendszereibél indul ki: a pontok,
az egycnesek és a sikok rendszereibol. A pontok, egyenesek és
sikok kozott kiillonb6z6 vonatkozasok vannak, amelyeket igy
fejeziink ki: rajta van, kizte van, eqybevdgd, pdrhuzainos,
folytonos. A matematika sem az elemeket, sem ezeket a vonat-
kozdsokat nem definidlja, hanem ,pusztian azokkal az axiomdk-
kal jellemzi, amelyeket redjuk nézve érvényeseknek tekint (vagy
kovetel).

1 HiuBegrt, D., Grundlagen der Geometrie. ElGszor 1899-ben jelent meg
a gottineai Gavss—WEBER-emlék leleplezése alkalmabol késziilt finnepi
kiadvanyban. 4. kiadasa 1913-bol valo. Az 5. és 6. kiadas ennek anastatikus
lenyomata. A fiiggelékek kozil, amelyeket HiLBERT idGvel munkajahoz csatolt,
minket kiillonosen a harmadik érdekel: Newe Begriindung der Bonval—

LOBATSCHEFSKY-schen Geometiie. (Amunka bévitett és javitott 7. kiadasa -

e cikk szedése utan jelent meg.)

2 HiewMmsLEv, J., Die geometrischen Konstruktionen wmittels Lineal und
Eichmas-es. Opuscula mathematica A NpREAE WiMAN dedicata. Festskrift
Anpers Wiman, Upsala, 19305 175—177. lap.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. 1
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Hitgerr az o6tféle vonatkozésnak megfeleléen az axiomakat
ot csoporthba foglalta. Minket csak a sikgeometriai axiomadk
érdekelnek. (A térgeometriaban ezekhez még tovabbi 6t axioma
jarul, melyek rendre az elsé csoportba tartoznak.)

I. Az illeszkedés axiomdi. (A «rajta» axiomai.)

I 1 és 2. Két kiilonbozd A és B pont eqy és csak eqy eqyenest
hatdroz meg (amelyen mindketté rajta van). Ezt az egyenest
igy jeloljiik | AB|. '

I 8. Minden egyenesen legaldbb két pont van. A sikban
legaldbb hdrom olyan pont van, amely nincsen egy egyenesen.

II. A rendezés axiomdi. (A «kodzte» axiomdi.)

II 1. Ha az A, B és C pontok eqy eqyenesen ugqy vannak
elhelyezve, hogy B az A és C kozitt van, akkor B egyszersmind
C és A Lozott van.

II 2. Az | AB| egyenesen mindig van olyan C pont, amely
A és B ozé esik, meg olyan D pont is, hogy B az A és D
kozé esik.

II 8. Kgy egyenes hdrom killonbozd pontja kizil mindig
eqy és csak eqy a mdsik kettd kozott van.

A kiz fogalma. |AB|-nek A és B kozé es6é pontjait az AB
koz (vagy, ami ugyanazt jelenti, a BA k6z) pontjainak mondjuk.
Az AB kozt hatdroléo A és B pontokat nem szamitjuk a koz
pontjaihoz.

II 4. Leqyen A, B, C a siknak hdrom Kkilonbozé olyan
pontja, amely nincsen egy eqyenesen, w pedig a siknak olyan
eqyenese, amely A, B, C egyikét sem tartalmazza. Ha az AB
koznek legaldbb eqy pontja wu-ra esik, akkor vagy a BC vagy
a CA koznek szintén van eqy wu-ra esd pontja. (Pascu-féle
axioma.)*

1 A II. csoport axiomai nem fiiggetlenek egymastol és az I alattiaktol.
Mas szoval, e csoportnak axiomai kevesebbet kovetel6 axiomakkal pétol-
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Félsik és félegyenes. Jelentse u a siknak tetszéleges egyene-.
sét. Az eddigi axiomdk alapjan bebizonyithato, hogy a siknak
u-n kivill fekvé pontjai tgy oszthatok két osztilyba, hogy két
kiilonb6z6 pont, P és Q, akkor és csak akkor tartozik ugyan-
abba az osztidlyba, ha a P(Q koznek egy pontja sem esik wu-ra.
Az egy osztilyba tartoz6 pontokrdl azt mondjuk, hogy » ugyan-
azon oldaldn vannak ; osszeségiiket az w illet6 oldalin levé
félsiknak nevezzik.

Hasonloképpen kiillonboztetjiik meg az egyenesen egy rajta
levé O pont két oldalat. Az egyenesen O ugyanazon oldaldn
levé pontok oOsszeségét O-bol kiindulo félegyenesnek nevezziik.

Ha rovidség kedvéért koznek vagy félegyenesnek oldalairol
beszéliink, ezeken mindig annak az w egyenesnek oldalait ért-
jik, amelyen a koz, illetve félegyenes rajta van.

A szog belseje. Jelentsen h és k az O-bol kiindulo két
olyan félegyenest, amelyek két kiilonboz6 h és k egyenesen
vannak. A sik azon pontjainak ésszeségét, amelyek h-nak k felé
és egyszersmind k-nak h felé esé oldalin vannak, = (h, k)
belsejénel mondjuk.*

III. Az egybevdg6sdg axiomdi.

IOI 1a. Legyen adva két pont, A és B, tovdbbd eqy meghatdi-
rozott A’ pontbél Liindulé h félegyenes. Akkor h-n egqy és
csak egy olyan B' pont taldlhaté, hogy AB az A'B’ lkézzel
eqybevdgs (vagy szokdsosabb mddon Xkifejezve, vele egyenld).
Jelekben AB = A'B'.

hatok, amelyekb6l (az I alattiak felhasznalasaval) a II alatti tobbi kovetelés
mar logikailag kovetkezik. Killonosen messzemené redukeiot végzett
TscHETWERUNIN : Uber die Bedeutung des Axioms von PAscH fiir die linearen
Anordnungsaxiome, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereini-
gung, 33. kotet. (1924.)

1 gy értelmezi a szog belsejét RosentHAL, Vereinfachung des Hilbertschen
Systems der Kongruenzaxiome, Mathematische Annalen, 71. kotet. (1912.)

HuwserT definicitja lényegében ugyanaz, de mas fogalmazasban.

E definicio értelmében szogon mindig behajlé szog értends (az egyenes
szog és a kihajlo szogek ki vannak zarva).

1*
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III 1b. Kozik egybevdgdsdga szémmetrikus vonatkozds ;
azaz, ha AB= A'B', akkor egyszersmind A'B'= AB.

III 1c. Kozik egybevdgosdga reflektiv vonatkozds, azaz
minden kiz dnmagdval egybevdgi. Jelekben: AB = AB, vagy
(ami ugyanazt jelenti) AB = BA.

III 2. Kézik eqybevdigisdga tranzitiv vonathozds; azaz, ha
AB= A'B' és AB= A"B", akkor egyszersmind A'B'=A"B".

III 3. Essék az u eqyenesen B az A és G pontok kizé, az
u' egqyenesen pedig B' az A’ és (' pontok kézé. Ha méy
AB = A'B’ és BC = B'CM, akkor egyszersmind AC= A'C".

III 4a. Legyen adva egy (h, k) szog, tovdbbd eqy u egyenes
és ennek eqy meghatdrozott oldala; h' jelentse az u eqyenes-
nek eqy meghatdrozott felét és O ennek kitnduldpontjdt. Akkor
0-bdl az w meghatirozott oldaldn eqy és csak eqy olyan k'
félegyenes indul ki, hogy = (h, k) = Z(h', k).

III 40, 4c és 5. Szégek eqgybevdgosdga szintén szimmetri-
Lus, reflektiv és tranzitiv vonatkozds.

IIT 6. Ha az ABC és A'B'C' hdromszdgekben

AB=A'B', AC=A'C" és 52 BAC= 53 B'A'CY,
akkor egyszersmind
JABC =3 A'B'(" és 2 ACB= x A'C'B'.

A kozok egybevagosiginak ¢és a szogek egybevagosaginak
szimmetrikus, refleltiv és tranzitiv volta azt fejezi ki, hogy a
kézok, illetve szogek tgy osztilyozhatok, hogy az egybeviagokat
és csak azokat egy osztilyba sorozzuk. Minden osztilyt egy-
egy kaze, illetve szoge képviselheti, pl. a kézok valamely osz-
talyat egy meghatiarozott O pontbol kiinduld, meghatirozott A
félegyenesnek az illetd osztalyba tartozo OA koze.*

1 Az egybevagosig axiomai HILBERT miivének harmadik kiadasiban igy
talalhatok.

RosexTHAL idézett értekezésében a III 1 és III 4 alatti axiomakat keve-
sebbet kovetelokkel helyettesitette, tovabba III 5-6t az I-—II alatti axiomak
felhasznalasaval a tobbi egybevagosagi axiomakbol levezette.

HiLBerT ezt a negyedik kiadasban megemliti és III 5-6t a tantételek koze
helyezi, de egyébirant az idomok egybevagosagara vonatkozo targyalasait
nem modositoita RosentHAL vizsgalatainak szellemében.
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Idomok egybevdgdsdga.

A kovetkezokben tobb olyan ismeretes és fontos tételt
fogunk felsorolni, amely pusztin az I—III alatti axiomékbol
kovetkezik. Olyan sorrendet vilasztottunk, amelyben a tételek
bebizonyithatok.!

1. Egyenlészari haromszogekben az alapnal levs szégek egy-
missal egyenldk.

Bebizonyitds. Jeloljiik az ABC egyenlészéra haromszoghen a
BC alap B végpontjat C'-vel is, C-t pedig B'-vel is. Akkor az
ABC és AB'C haromszogekben

AB= AP, AC=AC" és 2 BAC= 5 B'AC.

Tehat a III 6 axiomdnal fogva = ABC = 2 AB'(Y, azaz
valoban & B= & C.

Hdromszagelk egybevdgosdgdnal fogalma. Az ABC és A'B' C'

hiromszogeket egymaissal egybevdgoknak akkor mondjuk, ha

megfelel6 oldalaik és szogeik rendre egyenlék. Jelekben :
A ABC= AA'B'C, ha

BC = B'C' AC=A'C AB= A'B'
dAd=x4" x3B= 3B 20=230.
Ezen értelmezésnél fogva hiaromszogek egybevagosiga szim-
metrikus, reflektiv és tranzitiv vonatkozds.
2. Hdromszdgek elsd eqybevdqgdsdgi tétele.
Hogy A ABC = A A'B'CY legyen, arra elegendd, ha
AB=A'B', AC=A'C" é A=A
8. Hdromszigek mdsodik eqybevdgdsdigi tétele.
Hogy A ABC = A A'B (" legyen, arra elegendé, ha
AB=A'D, A=A és aB=2aB.

1 Kzek az idomok egybevagosagara és a tiikrozésre vonatkozo tételek csak
részben foglaltatnak HiLBerT munkajaban. Az ott megtalalhato bebizonyi-
tasok ismétlését lehetileg keriiltiik.
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4. Két egyenld szog biarmelyikének bérmelyik mellékszoge
egyenlé a masiknak barmelyik mellékszogével.
E tételnek legegyszertibb esete:
4'. A szognek két mellékszoge egymdssal egyenlé. Azaz:
5. Csticsszogek egy-
massal egyenldk.
6. Legyen (1. abra)
h, k és 1 egy O pont-
b6l kiindulé harom
olyan félegyenes, hogy
k és 1l a h-nak ellen-
kez6 oldalan van;
1. abra. hasonl6képpen legye-
nek i/, k' és U' egy O'
pontbol kiindulé olyan félegyenesek, hogy k' és I’ a h'-nak
ellenkez6é oldalin van. Ha e félegyenesekre a
ah)=a3M, k), z2h Y)=a2®,1),ak)=2E.1)
egybevagosdgok kéziil ketté fenndll, akkor ez maga utén vonja
a harmadikat is.
7. A hdromszigek harmadil egybevdgdsdgi tétele.
Hogy A ABC = A A'B'(’ legyen, arra elegendd, ha
AB=A'B', BC=B'C', CA=(CA'.
8. A hdaromszoghen sohasem lehet egy kiilsé szog egyenld
egy vele datellenes belsé szoggel.
Bebizonyitds. (2. dbra.) Vegyiink fel az ABC hiromszog
AB oldalinak B-n tal valé folytatdsian egy D pontot és AC-

2. abra.
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nek C-n tal valo folytatasan egy E pontot. D-t vilasszuk ugy,
hogy AC= BD. Nyilvin D és E a |BC| egyenesnek A-tol
elfordult oldaldara esnek, mégpedig a D pont = BCE belsejé-
ben és az E pont 2 CBD belsejében van.

Ha most mar feltessziik, hogy az ABC hiromszoghben 2 AGB
egvenlé a = DBC kiils6 szoggel, akkor egyszersmind e szogek
mellékszogei is egyenlék. Jelekben

2 BCE = x CBA. 1)
Tovabba az ABC és DCB haromszégekben
BC = (B, AC = DB, 2 ACB = 5 DBC,
tehit a IIT 6 axioma alapjan
2 GBA = 5 BCD. 2)

1) és 2)-nél fogva
2 BCE = 5 BCD.

Minthogy D és K a |BC|-nek ugyanazon oldalan vannak,
azért ez csak ugy kovetkezhetik be, hogy a D) pont = BCE-nek
F-n keresztiilvont szardn van. De ez lehetetlen, mert D ennek
a szognek belsejében van.

9. Hdromsziogek mdsodik eqybevdgdsdgi tételének kiegészitése.
Ha az ABC haromszogben két szog és az egyikkel dtellenes
oldal egyenlé A'B'((" megfelelé6 két szogével és megfelels olda-
laval, akkor is A ABC= A A'B'C.

Bebizonyitds. (3. abra.) Legyen

AB= A'B, aB=D és 20=0C.

3. abra.
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Csak azt kell bebizonyitani, hogy BC = B'C’, mert akkor a
két haromszog egybevdgé volta mar a haromszogek elsd
egybeviagosigi tételébdl kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy. BC nem egyenlé B'C’-vel és hatdrozzuk
meg B'C’-n vagy ennek C’-n tal val6 meghosszabbitisin G"-t
agy, hogy BC = B'C". Akkor A ABC= A A'B'C", mert

AB=A'B', BC=B'C" és xB=2B"
FEnnélfogva
2 ACB =2 A "B

Masrészt feltettitk, hogy x C = = (',
1zaz
3 ACB= > A'C'B'.
lehat
JACB =25 A'C"B.
E szerint az A'C'C" héromszégben
& abra. a ('-nél levs belsé szog egyenls a
C"-nél levs kiilsé szoggel és (ami
egyre megy) a ('-nél levé belsé szog egyenld a ('-nél levé
kiils6 szoggel. Amde ez lehetetlen.
10. Barmely AB koznek van felezépontja, mégpedig csak egy.
 Bebizonyitds. a) (4. dbra.) Vilasszuk |AB| két kiilonbozé
oldalan C-t tetszés szerint és D-t ngy, hogy

2 BAC = 5 ABD és AC = BD. ()

| AC'| és | BD |-nem metszi egymast. Ha ugyanis a két egyenes-
nek volna metszéspontja, akkor A, B és ez a metszéspont olyan
haromszoget alkotna, amelyben az A-ndl levé belsé szog egyenld
volna ‘a B-nél levé kiilsé sziggel; ez pedig lehetetlen.

Tehat |AC| és | BD| a sikot hdrom részre osztja, az | AC|
és | BD| kozé esé részre és két altala egymastol elvalasztott
részre. Az AB és CD kozok az |AB| és |GD| egyeneseknek
a kozéps6 sikrészbe es6 darabjai. Minthogy a € és D pontok
| AB| két kiilonbozo oldaldn vannak, azért CD metszi az | AB |
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egyenest; az M metszéspont, mint a kozépsé sikrész pontja,
A és B kozé esik.

Az MAC és MBD haromszogekben az M-nél levd szogek és
a veliik atellenes oldalak egyenldk, tovabba = A = = B. Tehat
9-nél fogva a két haromszog egymadssal egybeviago. De akkor
csakugyan MA = MB.

b) (4. abra.). Egynél tobb felezé pont nem lehet. Jelentse
ugyanis M’ az AB-nek valamely felezépontjat. Kossiik dssze
az a) alatti ¢ pontot M'-vel és hatarozuk meg a GM' koznek
M'-n 1l valo folytatasan D’-t tgy, hogy M'C = M'D’.

Az ABC két kiilonbozé oldalan kapott M'AC és M'BD' harom-
szogekben az M'-b6l kiinduld két oldal és az dltaluk bezart
szog egyenl6. Tehat a két haromszog egybevago. Ennélfogva

2 BAC= g ABD' és. AG= BD'

(a) miatt ez csak nigy lehetséges, hogy. D" azonos D-vel; en-
nélfogva GD' azonos GD-vel és M' azonos M-mel.

11. Egyenl6szart haromszoghen az alap felezépontjat a szem-
benlevé szog csucsaval dsszekotoé egyenes ezt a szoget felezi.

Forditva :

12. EgyenlOszira hiromszogben az alappal szembenlevé szog
csticsan keresztiil vont egyenes e szognek belsejét csak gy
elezheti, ha keresztillmegy az alap felez6pontjan.
inthogy barmely szoget mint valamely egyenlészart héarom-
szognek az alappal szembenlevd szogét foghatjuk fel, azért bar-
mely sz0g belsejét egy és csak egy egyenes felezi.

A derékszig fogalma. Az olyan szoget, amely egyenlé a
mellékszogével, derékszdgnek nevezziik. Derékszoget alkoto fél-
egyenesekrdl azt mondjuk, hogy egymésra merdlegesek. A «mer6-
leges» elnevezést a derékszog szarairol atvissziik azokra az
egyenesekre is, amelyeken e szdarak vannak, tovabbda ezen
egyenesen levé kozokre is. A merdlegesség jele L.

13. Egyenldszért haromszog alapjinak felezépontjit a szem-
benlevé cstceesal dsszekoté egyenes merdleges az alapra.
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14. Valamennyi derékszog egymdassal egyenld.

Az egybevdgdsdg dltaldnos fogalma. Az A, B, C, ..., M, N
és A, B, C', ..., M', N' pontok egymassal egybevdgd idomo-
kat alkotnak, ha rendre 1gy felelnek meg egymasnak, hogy

1. ha P és P, tovabba Q és Q' megfelelé6 pontok, akkor
a PQ és P'Q' kozok egybevigok,

2. ha P és P, tovabba Q és Q', végre R és R' megfelels
pontok, akkor x PQR és = P'Q'R' egymissal egybevigo.

Jelekben ezt igy fejezziik ki: (A, B, G, ..., M, N)=(4', B,
©, M N

15. Ha két egybeviago idom egyikében P, (), R egy egyenesre
esnek, akkor a megfelelé P, Q', R’ pontok szintén egy egye-
nesbe esnek. E két egyenest egymias megfelelGjének mondjuk.

16. Ha az egyik idomban egy egyenes P, (), R pontjai koziil
O a P és R kézott van, akkor a megfelelé egyenesen is ()" a
P és R' kozott van.

17. Ha az egyik idomban P és () az u egyenes ugyanazon
oldalan van, akkor P’ és Q' is az u-nak megfelelo u' egyenes
ugyanazon oldalin van.

18. Ha 4, B,..., \)=A', B, ..., M), akkor a sik bar-
mely P pontjihoz talilhato olyan P’ pont, hogy

(AB; . M Py=(4, B, M.PY.

Ha az (4, B,... M) idomban van legaldbb hérom olyan
pont, mely nem esik egy egyeneshe, akkor P-hez csak egy ilyen
P’ talalhato.

Tiikrozés.

19. Adott u egyenesre barmely kiviile adott P pontbol egy
és csak egy merdleges bocsathato; ezen egy és csak egy olyan
P, taldlhato, hogy u a PP,-et felezi.

Bebizonyitds. (5. abra) a) P-bél az w-ra egynél tébb merd-
leges nem bocsathato. Ha ugyanis két merclegest bocsathat-
nank s ezek talppontjai M és O volndnak, akkor OMP hirom-
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_ szoghen az M-nél levé belsé szog egyenlé volna az O-nil levé
kiils6 szoggel, ami lehetetlen.

A IIT 1a axioma alapjian egyszersmind nyilvanvalo, hogy egy
P-hél u-ra bocsatott merdlegesnek az M talpponton tal -vald
folytatisan nem lehet két oly P, pont, amelyre MP= MP,.

b) (5. abra.) P-b6l u-ra mindig bocsdthatunk merélegest és
azon mindig van a kévetelésiinknek megfelelé pont.

Vegyiink fel ugyanis u-n tetszés szerint egy O pontot; u-nak
O-h6l kiindulo felei legyenek £
és k. Az w-nak P-tél elfordult
oldalin valasszuk P;-et gy, hogy

2 (OP, h)= = (OP,, h),
tehat egyszersmind

2 (OP, k)= 4 (0P, k),

tovabba OP — 0P,

A PP,-nek u-val valo metszés- 5. abra.
pontja legyen M.

Ha (Ggy mint az dbraban) OP és OP, nem esik egy egye-
nesbe, akkor w a POP, egyenldszart hdaromszogben a PP, alap-
pal szembenlevs szoget felezi, azért valéban

PP, Lu é MP=MP,

Ha pedig OP és OP, egy egyenesben van és ennélfogva M
azonos O-val, akkor = (MP, h) egyenl6é a mellékszogével, tehat
megint PP, L u. Tovibba a szerkesztésnél fogva

MP= OP= OP,= MP,.

A tikrozés fogalma. Ha P és P, egy u egyenes két kiilon-
boz6 oldalan Ggy van vdlasztva, hogy PP, L u, tovabba
PP,-nek és u-nak M metszéspontja felezi PP,-et, akkor azt
mondjuk, hogy P és P, az u tengelyre vonatkozolag egymasnak
tiikorkeépe.

Az u tengelyen levé pontnak tiikérképén énmagat értjiik.
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tengelyén, u-n, akkor jelentse O a tengelynek valamely tetszés-

szerinti pontjat. A tiikorképek létezésének bebizonyitdsdnal

mondottak értelmében

OF=0F,, 00=100,,

tovabba -
2 MOP= 4 MOP, és 22 NOQ= 25 NOQ,,

tehat a 6. tételnél fogva egyszersmind
= POQ == P,00,.

Ennélfogva A POQ =A P,0Q,, tehit valoban PQ = P,0),.
b) (6. abra.) A POR és P,0.R, hiromszogek egybevigok,
mert megfelel6 oldalaik egyenlék. Tehit

2 POR =2 P,O,R,.

A bebizonyitott tétel értelmében egy s egyenes pontjainak
tikorképei egy egyenesen vannak, melyet s tikorképénel: mon-
dunk. :

21. Két kiilonbozo P ¢s P, ponthoz egy és csak egy olyan
u tengely taldlhato, amelyre vonatkozolag e két pont egymdis-
nak tikorképe. Ez a tengely a PP, felez6 pontjan keresztiil
| PP, |-re merdlegesen vont egyenes.

Ez a tétel a tikrozés fogalmabol nyilvinvalo.

22. Egy O pontbol kiinduldé két h és h, félegyenes egy és
csak egy tikrozésnél lesz egymisnak tiikérképe.

a) Ha h ¢s h, azonos egymdssal, akkor e tiikrozés tengelye
az a h egyenes, amelyen h ¢s h, vannak.

b) Ha h és h, egy h egyenesnek két fele, akkor e tikrozés
tengelye az O-ban h-ra merdlegesen huzott egyenes.

¢) Ha h és h, két kiillonbhoz6 egyenesen van, akkor e tiik-
rozés tengelye =x (h, h)) felezdje.

Bebizonyitds. Legyen h-n és hi-en OA = OA,. Kovetelé-
lésiinknek az a tiikrozés felel meg és esak az, amelynél O on-
maganak, A és A, pedig egymasnak tikérképe. Ennek pedig
mind a hirom esetben a mondott egyenes a tengelye.
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IV. A pdrhuzamossdg axiomédja.

IV. A sik bdrmely w egyeneséhez a siknak bdrmely olyan
A pontjdn kereszlil, amely mnincsen u-n, legfeljebb eqy olyan
eqyenes vonhatd, amely u-t nem metszi.

Hogy ilyen egyenes van, az mar az el6bbi axiomakbol kovet-
kezik. (L. a 10. tétel bebizonyitisinak @) részét.) Ezt az egyenest
az A-n keresztiil u-hoz vont pdrhuzamosnak nevezzik.

V. A folytonossdg axiomdi.

A folytonossig kovetelményét Hiuert két axiomaba foglalja.
A targyalandoé szerkesztések toliik fiiggetlenek.

IV'. Az elpattands axiomdja.

Ez az 6t axioma-csoport jellemzi az Evkuipes-féle sikot. Ha
a Boryai—Losacsevszku-féle sikot akarjuk megkapni, akkor IV-et
mas axiomaval kell potolni. Hiuert (idézett fiiggelékében) erre
a kovetkezo axiomat valasztotta:

IV', Jelentse w a siknak tetszésszerinti eqyenesét, A pedig
a siknak olyan pontjdt, amely nincsen wu-n. Akkor A-bdl min-
dig két (mem eqy eqyenesbe esi) az u-tol elpattand* [él-
eqyenes indul ki, vagyis ket olyan h és I félegyenes, amely
u-t nem metszi, mig az A-bél kitndulé és = (h, k) belsejébe esd
felegyenesek rendre metszik u-t.
B) Az 1—IV axioma-csoport alapjan megoldhato

szerkesztési feladatok.
Az I—IV alatti axioméak koziil minket kiilonésen azok érde-

kelnek, amelyeknek tartalma abban all, hogy bizonyos feladatok
(megfelel6 segédeszkozok birtokaban) mindig megoldhatok.

1 E Szisz KAroLytol,  Borvar Jinos baratjatol eredd, szemléletes kifeje-
zést HILBERT nem hasznalja.
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Az illeszkedés axiomdi a kovetkezé két feladat megoldhato-
sagat kovetelik :

a, feladat. Két pontot egyenes vonallal 6sszekotni.

a, feladat. Két egymist metszé egyenes metszépontjat meg-
hatdrozni.

A rendezés axiomai nem tartalmaznak 1j feladatot.

Az eqybevdgdsdg axiomai kéziil III1 a és 1114 a értelmében
mindig megoldhato a koévetkezo

B és r feladat. Adott kéznek, illetve adott szognek (az idézett
axiomakban részletezett feltételeknek megfeleld) atrakasa.

Végre az Eukupes-féle sikban a pdrhuzamossdg axioméja
értelmében még a kiovetkezd feladat is mindig megoldhato :

o feladat. Adott ponton keresztiil valamely adott egyeneshez
parhuzamost vonni.

Mis szerkesztési feladatok az I—IV alatti axiomdkban nem
szerepelnek. Tehit azok és csak azok a szerkesztési feladatok
oldhatok meg az I—IV axiomdk alapjin, amelyek a felsorol-
takra visszavezethetok.

Ami most mdr a felsorolt feladatokat illeti, a, és a, meg-
oldasara a vonalzo szolgdl. A y és o feladatokrol Hriuerr ki-
mutatta, hogy visszavezetheték a,, a, és B-ra. Tehiat az olyan
szerkesztések végrehajtisdara, amelyek az I—IV alapjain meg-
oldhato feladatokndl felmeriilnek, a vonalzon kivil még csak
olyan eszkoz kell, amellyel barmely kéz birmely félegyenesre
annak kiindulopontjabol felrakhato (mérdkdrzd, Streckentiber-

trager).
S6t még tovibbi redukcio is lehetséges. Ugyanis — Koénie
GyuLa buzditisira — e sorok iroja 8 megoldisdara, vagyis bdr-

mely koz felrakisira olyan szerkesztést keresett és talalt,
amelyhez vonalzo mellett csak olyan eszkoz kell, amely pusz-
tan egy, mindenkorra megszabott alapkdznek felrakisara valé
(alapmeérték, étalon, Eichmass).!

1 Kozolve a Mathematische Annalen 55. koétetében (1902) és HILBERT
miivének azota megjelent kiadasaiban.
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Azokra a szerkesztésekre, amelyeket HILBERT a 7 és o fel-
adatokra adott, s6t # emlitett redukciojara is jellemz6, hogy
rendre feltételezik a pdrhuzamossdg axiomajit, holott a fel-
adatok  koziil csak o tételezi fel ezt az axiomdt. A F-ra és
r-ra adott megoldasok tehat idegenszerti, oda nem ill6 elemet
tartalmaznak ; azért, hogy mast ne emlitsiink, e megoldisok a
Bovryar—Lopacsevszkn-féle geometridban nem haszndlhatok, ho-
lott maguk a feladatok ott is felmeriilnek. Hogy ott is hasz-
nialhato szerkesztéseket kapjunk, a parhuzamossig axiomajitol
fliggetlen megoldisok sziikségesek.

A szerkesztések elméletében érzett ezt a hézagot toltik be
azok a szerkesztések, amelyeket Hyermsnev a koz és a szog dt-
rakasara talalt, mert

1. szintén csak vonalzo és alapmérték haszndlatat kivianjak,

2. pusztin az I—III alatti axiomdkra (és ezekbdl levezet-
heté tételekre) tamaszkodnak.

Minthogy az I III alatti axiomdk csak az «,, a,, B és 7
feladatok megolddsit kovetelik, azért HieLmsiev vizsgaloddisai
alapjan kimondhatjuk, hogy barmely olyan geometriiban, amely-
ben az I-IIT alatti axiomdk érvényesek, azok a szerkesztési
feladatok, amelyek csak ezeken az axiomakon alapulnak, pusz-
tan vonalzival és alapmeértékkel megoldhatok.

Minthogy Hiermsrev csak két igen primitiv eszkozt haszndl
és pusztan az I-—III alatti axiomdkra tamaszkodik, természete-
sen szerkesztései korilményesek.*

1 Az Buknies-féle sikban az alapmérték még primitivebb eszkozzel
potolhato, amellyel az alapkoz csak egy, mindenkorra megszabott ponthol
rakhato fel az onnan kiindulo félegyenesekre. VAHLEN, Konstruktionen und
Aproximationen. Leipzig, 1911 (59. lap).

Nem potolhato-e az alapmérték a Borvai—LoBacsevszku-féle sikban is
primitivebb eszkozzel ?
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(C) Hjelmslev vonalzdéval és alapmértékkel végzett
szerkesztései.

A B és y feladatok elétt mds, magukban is figyelemremélto
szerkesztési feladatokat kell vonalzoval és alapmértékkel meg-
oldanunk. Magat B és y megoldasat azutan ezekre a feladatokra
fogjuk visszavezetni.

1a feladat. Adot! szog felezése.

Szerkesztés. (7. abra.) Mindegyik szdrra az O csuesbol ki-
indulva kétszer egymdsutan felrakjuk az alapmértélet. Ha most
miar OA = AB= 0A, = A,B, = alapkoz, akkor A-t dsszekot-
jiik B,-gyel, B-t osszekot-
jik A,-gyel, tovibba meg-
hatarozzuk |AB,| és |BA,|
metszéspontjat, P-t. | OP]

a keresett szogfelezo. |

Bebizonyitds. Lényegében
azt az w tengelyt keressiik,
amelyre a szdarak egymas
titkorképei. A szobanforgo
tikrozésnél A és A, B és 7. dbra.

B, |AB,| és |A,B| egymas

tilkkorképei. | AB,| és w metszéspontja onmagdnak tiikérképe,
tehat egyszersmind rajta van | AB,|-nek | AB| tikorképén. Ez
a pont tehat nem lehet mas mint az | AB, | és | A, B| egyenesek
P metszéspontja. Evvel megvan v egy pontja.

Miasrészt O is a tengelyek pontja. Tehat « valoban az O és
P pontok altal meghatiarozott egyenes.

1b feladat. Egqy szig eqyik szdrdn adott OC Loz dtrakdsa
a mdsik szdrra.

Szerkesztés. (7. abra.) A szoget az el6bb leirt modon felezziik.
Azutan C-t B;-b6l w-ra, az igy kapott () pontot pedig B-bél
h,-re vetitjiik. Igy adodik A;-en az a C, pont, amelyre OC = OC,.

Bebizonyitds. Lényegében a € pontnak u-ra vonatkozo tikor-
képét keressitk. A | B,C| egyenes B, ¢és Q pontjainak tiikér-

Matematikai ¢s Fizikai Lapok. XXXVIL. 2
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akkor ez lesz s-nek h-ra vonatkozo s’ tiikérképe. Minthogy
h a (s, s') szognek felezdje, azért mdr tudjuk k-nak a h-ra
vonatkozé korképét meghatarozni.

4. feladat. Adott P pontnak adott eqyenesre vonatkozé tikor-
képét meghatdrozni,

Szerkesztés. A 19. tétel bebizonyitisiban leirt szerkesztés-
nek minden lépését méar tudjuk vonalzoval és alapmértékkel
elvégezni.

5. feladat. Adott eqyenesre kivile adott pontbol merdlegest
bocsdtani.

Az el6bbi feladattal szintén meg van oldva.

6. feladal. Adott eqyenesre ennek adoll P ponljdban merd-
legest emelni.

Szerkesztés. (10. ahra.) Vonjunk P-bél egy s félegyenest és
hatarozzuk meg az adott a egyenesre vonat-
kozo s, tikorképét. Az (s,s,) szog mellék
szogének felezGje lesz a keresett merdleges.

7. feladat. Adott AB kozt felezni.

Szerkesztés. Emeljiink A-ban és B-ben
merdlegest AB-re. Az |AB| két kiilonbozé .
oldalan rakjuk fel az alapeqységgel egyenld
AC és BD kozoket. A |CD| és |AB|
egyenesek M metszéspontja lesz AB kere-
sett felezépontja.

Bebizonyitds. A szerkesztés olyan specidlis 10. abra.
esete a 10. tétel bebizonyitasdban a) alatt
leirt szerkesztésnek, amelynek minden lépését mar tudjuk vonal-
zoval és egységmértékkel elvégezni.

B feladat. Adott kizt adott pontbol kiinduld adott félegye-
nesre felrakni.

Szerkesztés. (11. abra.) Azt az A-bol kiindulo félegyenest,
amelyen az adott AP koz van, jeloljik h-val. Azt az A,-bél
kiindulo félegyenest, amelyen AP-vel egyenlé AP, kozt aka-
runk szerkeszteni, jeloljiik h,-gyel. Az A, pontot jeléljik méas-
képpen A'-vel is.

9%
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Huzzuk meg AA’ felez6 pontjan keresztiil a red merdleges
u egyenest. Az w tengelyre vonatkozo titkrézésnél A-nak tiikor-
képe A'; P tikorképét jeloljik
P'-vel, h tikorképét jeloljiik
h'-vel.
Hatarozzuk még meg annak
a tiikrézésnek v tengelyét, amely-
nél h'-nek tiikorképe h, (22.
tétel); ez pusztan vonalzoval és
alapmértékkel elvégezhets. A
P'-nek v-re vonatkozo titkorképe
legyen P,. P ah' félegyenesen
és P, a h, félegyenesen ugy
van elhelyezve, hogy
AP=A'P = AP,
Tehat a kivant felrakds valo-
ban pusztan vonalzoval és alap-
TP ’ mértékkel sikeriilt.
7 feladat. Adott széget adott
pontbol  kiinduld adott félegyenesnel adott oldalin felrakni.

Szerkesztés. (11. abra.) Legyen adva = (h, k), vagy mas jelo-
léssel =x (PAQ). Ennek felrakasit koveteljiik az A,-bél kiindulo
h, félegyenes egyik oldalin.

Hatdrozzuk meg az imént leirt modon az u és v tengelye-
ket. P-nek és Q-nak az w-ra vonatkozo tiikorképei legyenek
P’ és Q' ezeknek v-re vonatkozo tiikérképei pedig Py és Q.
A két titkrozésnél

ZPAQ =2 PA'Q'=2 P,A,Q,.

Ha = P,A,Q, a h;-nek kivént oldalén van, akkor feladatunk
meg van oldva. Ha a széget h, mdsik oldalin akarjuk felrakni,
akkor még = P A,Q,-nek a h;-re vonatkozo tikorképét kell
meghatdrozni.

Kirschdlk Jozsef.
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VOM PARALLELEN-AXIOM UNABHANGIGE
KONSTRUKTIONEN.

In der Wiman-Festschrift (Upsala, 1930) hat Herr J. Hjelmslev
die in den Hilbertschen Axiomgruppen I—III geforderten Konstruktionen
ohne Beniitzung des Parallelen-Axioms mit Lineal und Eichmass aus-
gefiihrt. In Ungarn, das doch ein Wiegenland der von diesem Axiom
unabhiingigen Geometrie ist, miissen jene interessanten Konstruktionen
besondere Wiirdigung finden. Das soll durch die vorangehende ungarische
Arbeit geschehen, welche die Besprechung und die Beweise dieser
Konstruktionen enthilt.

Josef Kiirschdak.




A PRIMITIV KOROSZTASI POLYNOM ELEMI
ELMELETEHEZ.

Tobbizben* foglalkoztam az

an—1
F"(x):M(...,xd——l,...) &

formula dltal adott primitiv koérosztasi polynomnak (mod. p®),
azaz p® térzsszamhatvanymodulus szerint irreducibilis tényezdkre
valé felbontdsdval. Ebben a formuldban n és d pozitiv egész
szamok, d atfutja n Osszes valodi osztoit, M a legkisebb kozos
tébbes jele, melyet tgy normdalunk, hogy a legmagasabb hat-
vany egyiitthatoja 1 legyen. A targyalds az idézett helyen nem
tételezi fel a primitiv korosztasi egyenlet irreducibilitdsanak
ismeretét, hanem azt végtelen sok 7» esetére (nem minden 7
esetére) a fortiori megadja.

Sét az is kivilaglik a targyalasbol, hogy a primitiv korosz-
tasi egyenlet gyokének létezését sem kell feltenni, hanem oly
testek korében maradhatunk, melyeknek végesszamu eleme?
van, ha a kovetkezd altalanosan ismeretes tételt:

@

hol m torzstényezos felbontdsa

1 Legutoljara e Lapok XXVI-ik kotetében. Az alapegyenlet elméletéhez
173-—182. old. V. 6. Zur Theorie der Fundamentalgleichung. Journal fiir
Mathematik Bd. 149, S. 89—96. -

2 A mai terminolégiaban : véges test.
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m = q{q52...q (2%)

tovabba
m

g

Xo =agm—1, X, = [] (;1,' i, _1), (2%%)
gty
lehet az tgynevezett véges testek tartomanydban bebizonyitani.
Ez azonban konnyen lehetséges. Legyen r=1 (mod. m) torzs-
szam; hogy végtelen sok ilyen van, azt elemi tuton (éppen
primitiv korosztisi polynomok felhasznalisaval) lehet kimutatni.
Mar most az

F,,(x) = 0(mod. ), X, = 0(@mod. 7), X.=0@mod.r) (3)

kongruencidk mindegyikének van raciondlis gyoke, még pedig a
gyokok szamossaga a megfelelé fokszammal egyenlé. Ha a
(2-nek egy jol ismert bebizonyitasat mutatis mutandis alkal-
mazzuk, kapjuk a

4)

kongruenciat. Amde 7-et végtelen sok modon vilaszthatjuk és
igy a (4 kongruenciabol ered a (2) egyenlet, ami bebizonyi-
tando volt.

Bauer Mihdly.

ZUR ELEMENTAREN THEORIE DER PRIMITIVEN

Aus dem § 2 der Arbeit' «Zur Theorie der Fundamentalgleichung»
geht hervor, dass der Beweis fiir die eindeutige Zerlegung der fraglichen
Polynome F, () (mod. p2) in irreduzible Faktoren ganz im Bereiche
der endlichen Korper gefiihrt werden kann, wenn der Beweis der be-
kannten Formel

wo m die Primfaktorenzerlegung
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m= 4119 .-t @%)

besitzt und
—_——m .
Xy=am—1, X,= JJ (&% % —1) @)
PR A

sind, im Bereiche der endlichen Korper geleistet werden kann.

Das kann man aber leicht erreichen. Es sei r=1 (mod. m) eine
- Primzahl, ganz elementar lisst sich die Existenz von unendlich vielen
solchen Primzahlen angeben. Jetzt kann man bekannterweise, weil die
Kongruenzen (3) rat. Wurzeln in maximaler Anzahl besitzen,

e

Fon () = 222
5 i

(mod. 7) &)

folgern. Da aber » auf unendlich viele Weisen gewiihlt werden kann,
folgt aus der Kongruenz (4) die Gleichung (2).

Michael Bauer.
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Jelen fanulmény a valos egytitthatojt
f )=ttt ot g0
haromtagti egyenlet gydkeinek a complex szamsikon valo elosz-
lasaval foglalkozik.
Eredményei — amelyeket a fiiggelékben kozolt dbra szem-
léltet — a fenti typusra hozhato
F(x) = ant1 4 aga” 4+ b = 0,
Gx)=xrtidgr +h=0
egyenletek gydkeloszlasarol is tajékoztatnak, hiszen a megfeleld

2 (=) — ax, ill. x(=)— i 1

transformatiokkal indicalt gyok-
athelyezés elemi feladat. :
x
1. §. Kisé tétel. Az [(x) =0 egyenletnek a realis tengely
felett fekvd z,= ri.e qyokeinek argumentumdra (0 < ¢ <m)'
a kovetkezd eqyenldtlenségkeltdsilk eqyike dll fenn :

21 2] 41 nn .
N4 2 Rl h —_—
nﬂ'<§b‘l< n1 T, a p> (n + 1)n+t %)

(l=0,1,2 z<%
2] 2141
— < g < PR Wi ha 0<p<],

TSR l<;T1
2l —1 o)

T<o< i hoy < 0.
(z=1, 9,.. l<"+;'1)

1 A complex gyokok szimmetrikus helyzete megengedi, az egyszeriiség
kévetelménye pedig indokolja vizsgidlatunknak a fenti intervallumra valo
korlatozasat.
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Bizonyilds.
Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a z=7.e" complex
szam az [ (x) = 0 egyenlet gyoke legyen:

yn+l pntl)ip __ gn pnig +]) = 0.

Ez a feltétel a realis s az imaginarius részek kiilonvalasztasa-

val a kovetkezé két — kiilon-kiilon sziikséges — feltételre
esik szét:

r"tlcos n+1) ¢ — 1 cos ng =—2p
és

™+l sin m+1) ¢ — 1™ sin nyp = 0.

E két egyenlet négyzetre emelésével s Osszegezésével, tovabba
az utobbi egyenlet révén, ill. az f(x).2=" 1= 0 egyenletre ha-
sonlo szellemben nyert (sinusos) osszefiiggés alapjan feltéte-
leink :*

g @)= 11t 2. cos gL pin__pt =), (1)
__ sinne :
~ sin (n+1) ¢ @
yn— P-sin .(n—{—l) @ ®)
sin ¢ .

Ha most sg p =—1, az » > 0 trivialis feltétel (2) és (3) alap-
jan megkoveteli, hogy a sin ¢, sin ng és sin (n +1) ¢ meny-
nyiségek egyidejiileg egyenlé el6jeliek legyenek; mivel pedig
O0<o<m s igy sin ¢ >0,

Ar<neg < @l+1)m és AAn<m+1)p <@l +1)7,
azaz Osszevonva:
21 2 2l 41

n+1 3 @)

1 L. Gauss: Beitrige zur Theorie der algebraischen Gleichungen (1850),
Werke III. 97. o.
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De az f(x) = 0 egyenletnek két positiv valos gyoke van, ha'
0 < p < 4 és nincs positiv valos gyoke, ha p > 4.

Masrészt Nexrassorr-nak a trinomikus egyenletek gyokelosz-
ldsdra vonatkozo eredményeit? az f(x)=0, sg p=1 typusra
alkalmazva, ezen egyenlet gyokeinek amplitudojéra sorban s
egyenként :

2 4

<< +1n<¢1 n+17z<-”<

2 21+2
<n+17r<goz< e n<--, ha p >4,

illetéleg

0 = <_4‘__ e o

¥ +1” A

2i+2

<n+17r< O e it 7T <lsws, ha O < p <

NERRASSOFF sectortartomanyai az egész sikot beboritjak s azok
mindegyikének belsejében egy s csak egy gyok van, ha p > 2
s az els6 sector gyoke a tartomany szélén (a valos tengelyen)
van, ha 0 <p <A

Mivel azonban

9l 9] 20+1 9142
Rk L e B e

a (4) alatti sziikséges feltétel a Nerrassorr-sectorok mindegyiké-
b6l kimetsz egy-egy részt, mint amelyekben gyok lehet, a meg-
marado részben pedig gyok mincs, igy tehat a (4) alatti secto-
rok mindegyikében wvan egy és. csak egy gyok, ha p >4, s
az elsé sectorban mincs complex gyok, a tobbiben van egy és
csak egy gyok, ha 0 <p <A

Ezzel tételiink els6 s masodik része bizonyitast nyert.

1 V. 6. GAuss: loc. cit. 89. o.

2 NekRrassorr : Ueber trinomische Gleichungen. (Mathematische Annalen
XXIX. k. (1887), 413. o.)
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Ha wviszont, sg p =—-1, a (2) és a (3) alatti feltétel megkove-
~ teli, hogy '
e sin ¢ >0, sin ng <0, sin (n+1)p <0
legyen, tehit egyidejtileg:
Q@l—1)n <ne <2r és 2—1) 7 < (n+1)p < 2n,
azaz 0sszevonva:

201 21

s 7r<ga<n+17r . (5)
(=12 1<)

De a Nekrassorr-féle eredményeknek az [ (x) =0, sg p=—1
typusra valdé alkalmazisibol s azon elemi ténybdl, hogy
sg p=-—1 esetében egyenletiinknek a Drscarres—Harrior-féle-
jelszabalybol folyolag egyetlen positiv valos gyoke van — ko-

. vetkezik, hogy jelen esetben az [ (x) = 0 gyokeinek amplitudo-
jara sorban s egyenként :

1 3
0—¢O<mﬂ<¢l<mﬂ< =%
o9t A4l _
n—+1 gy n+1 %
Mivel
2l —1 21 —1 2l 2l 41
P P e e T

-a NEkrassorr-féle sectorok mindegyikébdél az (5) alatti sectorok
egy-egy részt kimetszenek, amibél a sg p =1 esetére alkalma-
zott modszerhez hasonlo elgondolasck alapjin tételiink harma-
dik része bebizonyitast nyer.

2. §. Azon tartomdnyo6sszeg, amelyben az f () =0 egyenlet
0 < ¢ < 7 amplitudoji gyokei az els6é tétel szerint elhelyez-
kednek :

X n+ 2 ok

0 inid o (n paros),
illetéleg

2 n 41 g

0 < PR (n paratlan),

ha p > 4; tovabba
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n i 2 I3 -

s nar (n paros),
‘illetéleg ;

ki An (n+1) 7,  (n paratlan),
ha 0<p < 1; végiil

..\ i 4 ,)Z + 2 :

o in+a (n paros),
illetoleg

- dn (1) (n paratlan),
ha p < 0. :

Ezen allitisunk két arithmetikai sor Gsszegezése révén k.6ny-
nyen igazolhato. Igy pl. ha p > 2 és n pdros:

+—1
PR S e
T — | nl A+ 4

Az f(x) =0 egyenlet dsszes complex gyékeire: nyert meg-
engedett amplitudointervallumok tehat (dimensioban) a -g— nyi-
lasta sectort toltik ki. ;

3. §. Az els6 tételben szereplé amplitudointervallumok szé-
lessége a ¢, azaz egyben az [, novekedtével monoton csok-

ken, mivel
B el i
| n—+1 s nm-+1) '
illetéleg
E e gl
n—+1 n T Ty
4. §. A sgp=1 és a sg p=—1 esetre nyert megengedett
sectorok egymast viltva kovetkeznek egymas utédn, mivel
S G L GROR T
n—+1 " i n+1 i ?

5. §. Mdsodik tétel. Ha z,=r, e, z,=1,9" az f(x)=0
ket Eiillonbozd complex gyike, amelyekre
0o’ <o"<m,
akkor R
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Bizonyitds.

Legyen

f@=f,(@), ha p>0 és f@=flx), ha p<O0;

azaz:

i@ =artt—zr 4 |p|=0 és fy@=a*i—a"—|p|=

0.

Az f,(x) =0 egyenlet positiv valos gyokét jeloljik a,-gyel,
az f, (x) =0 egyenlet két feltételesen (0 <p < 1) létezé positiv

valos gyokeit pedig a,, ill. xg-mal (2, < ).
A
O ()= f, (@).[, (@) = a¥n+2 — gintl | o¥n — 2 = 0

egyenlet positiv valos gyokei tehat x,, x, és ;.
Az

Q@) = f,(—x).f(—x) = a+2 4 Qotn+l | g2 — p2 =0
, (2@ = @+ +a" + [p|).@*! + 2 — | p]))
egyenlet positiv valos gyokét jeloljik a,-gyel.
Elemi eszkozokkel igazolhatod, hogy
gl S A
Az (1) alatti egyenletre kozvetleniil belathato, hogy
¢ (r,0)= @(r)
és
g, m)= 2.
De ugyanazon 7-re a 0 < ¢, < ¢, < 7 feltétel mellett

$(r, 0) < $(r,0) < ¢ (r, go) < ¢ (1, m),
mert
¢, 0)— ¢ (r, o) = 2r¥+1 (cos o, — 1) < 0,
G (r, ) — ¢ (r, @) = 2r*"+1 (cos ¢, — cos ¢,) <0
és

G (r, 9)— ¢ (r, ™) = 2r2+1 (—1—cos @,) < 0.

(6)
(1)

@®)

A ¢ (r, ) =0 egyenlet gyckei a (8) alatti felismerés szel-
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lemében csak azon intervallumokban lehetnek,® amelyekben
r, ) >0 és ¢(r,00<0, a ¢(r, g) =0 egyenlet gyokei pe-
dig csak azokban az intervallumokban helyezkedhetnek el, ame-
lyekben ¢ (r, @) < 0 és ¢ (r, ) > 0.

Amennyiben tehiat ¢ (r, ¢) minden ¢ mellett monoton no-
vekvé fiiggvény volna s igy a ¢ (r, ¢) = 0 egyenletnek esak egy
positiv valos gyoke lenne, tételiink maris kénnyen igazolodnék.

1
- itudorol, hog
RCERN) amplitudérol, hogy

minden (7 =) ¢r = ¢n érték mellett a ¢ (r, @) fiiggvény mono-
ton novekvd, miutin az r szerinti elsé differencidlhanyadosa
positiv, ha r > 0.

Ugyanis

Kimutatjuk azonban a ¢ =

d¢ (r, or)

0 = 92-1[2n + 2) r*— 2 (2n + 1) cos g + 2n),

s a szogletes zardjelbeli méasodfokt fiiggvény definit positiv, ha
csak a discriminansa negativ, azaz (kis atalakitis utén)

An (n+1) . 1
2 —_—— 700" T2 e ———————— o
cos” ¢ < @t vagyis tg® ¢r > n 1)
De
2
tg°0n = tg® 1 7 1

CSmTD " EmrlE ~ ImmtD)

a fortiori, miutan

T 2= i
P

Mir most elsé tételiink értelmében, ha sgp =—1, az f(x) =0

egyenlet minden complex z=r.¢? gyokére ¢>—§—, s gy
T ke
O e Y TR 8 i folismerésbdl folvé
= > Imrl) lévén, a (8) alatti felismeréshél folyolag
DN I (P N <

1 A kovetkezs meggondolasokban alapvets jelentGségii az a tétel, amely
szerint a racionalis egész fiiggvények gyokei az egyiitthatoknak folytonos
figgvényei. (V. 6. pl. WEBER: Lehrbuch der Algebra, I. kotet, 2. kiadas,
(Braunschweig, 1898.) 44. §.
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1évén

2(n+1) .

Uy < T < Ty <Xy <Xy < X

Ugyanigy, ha 0 <p < 4, Q—; =

A p > 4 esetben pedig az els6, azaz a
4 T
0< o< m

intervallum kivételével a tobbi gyok amplitudoja biztosan na-

gyobb, mint hiszen , a fenti kivételes

LR ¥ s SRUAN Bl
2 n41)’ n = 2(m+1)
gyok absolut értéke pedig a ¢ (r, ¢) = 0 egyenlet egyetlen gyoké-
vel, vagy esetleg harom positiv valos gybkének bdrmelyikével

azonos is, a (8) szellemében mindenképpen :
A P I 1

Fzzel masodik tételiink a maga terjedelmében beigazolodott.
6. §. Misodik tételiinkbdl s az F' (x) = 0, ill. & () = 0 egyen-
letet [ (x) =0 typustva formdalod transformatio jellegébdl kovet-

kezik, hogy az { gg’% z 8} egyenlet gyokeinel absolut értéke

amplituddjul; novekedtével monoton csikken, illetdleg novekszik

Jsga=—1} ill [sga=+41 }
lsgg=sgh| " |sgg=—sgh

7. §. Az els6 és a masodik tételbsl, — féleg (8)-b6l — vala-
mint a 4., 6. §-ok felismeréseib6l kénnyen igazolhato, hogy a

aszerint, amint

w (.'L') == x2n+2 o 2x2n+1 + .7(}2"' ks p@ S 0’

illetéleg az
0 (’I‘) = p2n+2 | 9p2n+1 + pn pQ =0

négytagu egyenletek gyokeinek absolut értéke amplitudojuk né-
vekedtével monoton csokken, ill. nd. i
8. §. Az elsé tételbél folyolag az f (x) = 0 egyenletnek tobb-
szoros complex gyoke nines. Kovetkezik ez egyébként abbol is,
hogy az
(@)= m+1)x” —nxr1 =0
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egyenletnek trivialis [(n —I)-szeres] gydke, x —o, valamint egyet-
len nemtrivialis gyoke, x = > is — val6s.

9. 8 Az f (xX) = 0 egyenletnek tiszta képzetes gydke nincs.
Ha ugyanis x = ci (c 4=0 val6s) gyoke f (ic)-nek, akkor
cn+ljn+l _ cnjn | p —0.

Egyenl6ségiink baloldalanak elsé két tagja kozil —n a
0, 1, 2, 3 szamok barmelyikével congruens is modulo 4 — az

egyik képzetes. Ez sziikségképpen O, ami a c4=0 feltétellel
incompatibilis.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. 3
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Fﬁggelék.
A tualoldali abra az
' f,(x) = 2® — 2 + 0,08 = 0,

fi@)=a® — a® — 0,06 =0

egyenletek gyokeinek helyzetét szemlélteti. Az f; (x) = O complex
gyokeit 1, az f, () =0 complex gyokeit pedig 2 jelzéssel lattuk
el. A valos gyokokre nézve meghagytuk a szévegbeli jelzést,
tehat — a, és x, az f, (®), x, és —x, pedig f,(x) gyoke.

Az eredményvonallal hazott gérbe (polaris) egyenlete

¢ (r, ¢) =1 — 2 cos gr*'+ r'>— 0,003 = 0.

Huszdr Géza.

UBER DIE WURZELN EINER TRINOMISCHEN -
GLEICHUNG.

In der vorstehenden Untersuchung wurde die Wurzelverteilung der
trinomischen Gleichung

attl —gn 4L p=0 (p reell)
erforscht.
Das Hauptresultat bilden folgende Siitze :

1. Fiir die Argumente ¢, der oberhalb der reellen Achse liegenden
Wurzeln z=r.ein (0<¢,<m) gelten die Ungleichungen :’

1 A targyalt kérdések alkalmazott matematikai hatterére nézve v. o.
a Kereskedelmi Szakoktatas XXXIV. évfolyamanak 213. és k. oldalain, ill.
XXXVI. évfolyamanak 119. és k. oldalain megjelent «A kamatlabfeladat és a
Graeffe-, Bernoulli-féle gyokkozelits modszereks, ill. «A kamatlabfeladat s
a Waring-formulak» cimii értekezéseimet.
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a)
21 21+1 n" i
771‘<§0[< nt1 T, falls p>mﬁ-—2,
(l=0, 1,2,...',l<-§-)
b)
21 2l+1
—h—n<§0l<—‘mﬂ, fals 0<p <4,
(z=1,z,...;z<%)
c)
20—1 o
7T<501<';&‘_1—_1—7T, falls p<0.
(t-=1,2,...;z<";*1)
2. Sind

A A R R
irgend zwei verschiedene Wurzeln, fiir welche
0= <=7
ist, so besteht die Ungleichung

ry > Ty
Géza Huszar.

3x



A TRINOM EGYENLETROL.

A trinom egyenlet gyékeinek argumentum szerinti eloszlasdra
vonatkozoan M. P. Nekrasorr?! kimutatta, hogy ha a komplex

valtozo sikjat O kozds ponttal bir(f),g—lrzr nyilast szektorokra

osztjuk (hol n az egyenlet fokszdma), melyeknek iranyitisa az
egytitthatoktol fiigg, gy ezek mindegyike egy gy6kot tartalmaz.

P. BonL? modszert adott valamely trinom egyenlet adott
sugart, O kozépponti korbe esé gyokei sziamanak megallapita-
séra, tehat kozvetve a gyokok modulus szerinti szeparalisara.

A trinom egyenlet gydkei és egyiitthatoi kozti fiiggvénytani
kapesolat megdllapitdsat illetdleg alapvetdk G. Hererorz?® vizs-
galatai, melyeknél az egyenlethez tartozo Riemann-féle feliilet
szerepel, mint lényeges segédeszkoz.

Toviabbi eredményeket tartalmaznak a gyokok eloszldsdara
nézve M. Biernacky * és Huszir G.° idevago dolgozatai.

A trinom egyenletnek az alabbiakban ismertetend6 targyaldsi
modja azon az egyszer(i észrevételen alapul, hogy egy trinom
egyenlet gyokei mindig felfoghatok, mint egy alkalmasan vé-
lasztott, koncentrikus szabdlyos sokszég-par csticspontjaiba he-
lyezett egységtomegek erdterének egyenstlyi helyzetei.:

A nevezett erdtér legelemibb szimmetria- és folytonossagi
tulajdonsagainak felhaszndlisaval meghatarozhatok olyan szek-
torok, melyek csupdan az egyiitthatok argumentumaitol figgnek,

1 M. P. NekraAsorr: Math. Ann. B. 85 (1887).
2 P. BoHL: Math. Ann. (1914).

3 (. HErGLOTZ : Leipzig. Ber. B. 74 (1922).

% M. Biernacki: These, Cracovie (1928).

5 HuszAr G.: L. a megel5z6 cikket.
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mindegyikiik egy gyokot tartalmaz és nyilasaik Gsszege % hagy—
sagrendt, tehat a gyokok argumentumainak az eddigieknél szi-
kebb elhatdrolisat adjdk.

A gy6kok modulusaira nézve ismeretes, hogy azok pozitiv
diszkriminans esetében két csoportra oszlanak, melyek két, csu-
pan az egyiitthatok modulusaitol fiiggd, korgytribe esnek. Ezen
eredmény tovabbfejlesztéseképen sikeriilt minden esetben oly
korgytiriket meghatdrozni, melyek szintén csupin az egyiitt-
hatok modulusaitol fiiggnek s melyek mindegyike egy gyokot
tartalmaz.

A gyokok modulusa és az azokat tartalmazo szektor nyildsa
kozti Gsszefiiggés felhasznaldsaval az argumentumok és a mo-
dulusok szerinti szepardci6 6sszekapesolhato, azaz meghatirozha-
tok korgytirtiszektorok, melyek mindegyike egy gyokot tartalmaz.

A vazolt modszerekkel végiil a trinom egyenlet belsé gyokei
modulusainak felsé hatdra ® szintén levezethets.

1. Két trinom egyenletet :
fs 3) = Azntm- Biagn G, =0 ¢ (1"
g . k
f.() = Az m 4 Bm - €, — 0 (n és m rel. primek) (1"

a kovetkezOkben @quivalenseknek mondunk akkor, ha gyok-
rendszereik egymastol csupan forgatisban vagy tiikrozésben
kiilonb6znek, ha tehat
fi (2) = const. f,(e?.2), vagy f,(z) = const. f,(€?.2),
hol ¢ redlis. :
L A (1,1") trinom egyenletek aequivalencidjinak sziikséges
és elegendd feltételei, hogy i
A

2 G
4,

F; 2)

-

G ‘&
=l
és (N v
m(a, 4 ag) — m +m) (By =+ By) + 1 (ry + r2) =0 (mod 27). (3)

6 1."HereLotz: 1. c.
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Ugyanis, ha pl. f,(2) = const. f,(¢?.2), tgy
" PUREEDR ! 0 G

Z o E enid — _Ej en+m) z'd’ (4)
tehat
0y— 0= B— By + N0 =yr,— 7, + (n +M)0 (mod 2x).
Ebbél

m(a;— ag) — (8,— )] = n[(B;— ) — (ry—7rs)] (mod 27)
m(e,—ay) — M ~+m)(By— Bo) +0(ri— 7)) =0 (mod 27)

tehdt a (2, 3) feltételek sziikségesek.
Viszont a (2, 3) feltételek fenndllisa esetén meghatarozhato
d ugy, hogy (4) ki legyen elégitve.
2. A
f (@) = Azn+m 4 Bam 4 € =0;

A—|A|de, B=|B|e%, C=|C|e &)

trinom egyenlet a fenti értelemben akkor és csak akkor sequi-
valens egy valos egyiitthatés trinom egyenlettel, ha

ma—m+m) §+ny=0  (modn), (5)
azaz, ha i
-W- = redlis. (6)
: : Am(Cr
Az olyan trinom egyenletet, melyre nézve ey komplex

szam, lényegesen komplex trinom egyenletnek fogjuk nevezni.
8. A (1',1") trinom egyenletek rezultinsa”

R o A i
R[f,(2), fa @)= G A, B, G,

m

A, B, %
A, B, (7)
Ha

o)) = | Al dor.amomt | B|oitgmt- | Gl om =

f,(2) =|A|e@.z2n+m 4 | B|es.zm+ |G| eirs =0
ugy (7)-bol egyszeri szamitdssal nyerjik, hogy

7 Egyszerli szamitassal adodik pl. a rezultnas Brzour-féle alakjabol.
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Rif, @), [s (62} ==

a;tagtyi+ys . ] e B
JAlmlCIne(n+m) %4 i Sinn+m (71 72) (a1 a2)+(n+m)3 T

2
i (____1)n+m l B |n+memﬂ‘+ﬂ’:71+”i. o “‘+“';ﬂ‘+ﬂ’ i &)
sin™ (B1—8s) — (r1—1s) — Mo S (a,—ag) — (By— By — 10 3
2 2

R [f,(2), [,(e¥2)] elttinéséhez sziikséges tehdt, hogy vagy

(ri—7rs) —(a,—a,) + (n+m)d =0
(Bi—B2) — (r;—7s) — Mo =0 (mod 27) (I)
(2,—ay) — (B;—Bs) — 10 =0
tehat
m (a,— @) — (n + m) (B;— Bo) + N (ry—1,) =0 (mod 27); (10"
vagy

[ A lml ¢ 1" m(ay+ag) — (n+m) (Br+Pa)+n (yatya) ;
(_1)n+m|B,n+m 2
shmem LT (a1—2a2) + (n+m)3d (1)
=1
sin™ (By—By) —(ri—1s) — M3 sin® (a,—ay) — (B, —fy) —Nd
2 2
tehat
m(ay+az) — (+m) (B,+B,) + 1 (rs+r.) =0 (mod 27). (10”)
E szerint :

IL.-A (8) trinom egyenleteknek, melyeknel megfeleld eqyriitt-
hatéi egyenld modulussal birnak, akkor és csak akkor vannak
eqyenld modulusi gyokeik, ha a két trinom egyenlet eqymds-
sal aequivalens.

4. Ha
f1(z) = fz(z) = f(Z) AR o Bzm+ G=0,
ugy (9) szerint ‘

R [f (Z), f(eidZ)] = Amcn sinntm _(%W' i
; (11)
e (_ 1)’n+m Bn+m Sil’lm@ Sinnn_o“

2 2
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RI[f (2), f(e2)] eltiinéséhez, 8 4+ 0 mellett, szitkséges hogy

%:107” = reilis, (6)
azaz
ma—n—+m)B+nyr=0 (mod ). (5)
E szerint:

1I1. Valamely trinom egyenletnek akkor és csak akkor van-
nak egyenld modulusi. gyokei, ha a trinom egyenlet valos
egyitthatds trinom egyenlettel aequivalens.

b. Az
f@)=Azrtm 4+ Bzm - C=0 1)

trinom egyenlet D [f (2)] diszkrimindnsat nyerjiik, ha (11)-ben -t
0-hoz konvergaltatjuk:

RIf (2), f (¢¥%2)] Y

e D[f (@)= (12)
== (n+ m)n+mAan e 0 (__. 1)n+m nnmmBn+m
D [f (2)] eltiinéséhez sziikséges tehat, hogy ®
(——1)"+m Aan mmnr (13)

Bntm = (m -+ n)m+n

E szerint:

IV. Valamely trinom egyenletnek akkor és csak akkor van
tobbszords gyoke, ha a trinom eqyenlet eqy valds egyiitthatds
trinom egyenleltel aequivalens, tovdbbd egqyutthatéi a (13) re-
ldciot kielégitik.

IL

6. Ha a 274 v =0 egyenlet

o arg v+ (2v+1)
v =|vre n , (v=1,2,....n)

gyokpontjaiba egységtomegeket helyeziink, melyek a tavolsaggal

8 L, C. F. Gauss: Werke, Bd. III.
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forditottan aranyos erével hatnak, tigy az n tomegponttol szar-
maz6 er6k ereddje a z pontban:

| nzn—1
z i—0, #+0 9

r=1

Hasonloképen a 27*™ - w =0 egyenlet gyokpontjaiba he-
lyezett egységtomegektdl szarmazo erék ereddje

(n+m) zntm—1
Zn+m+w
Tehat a két koncentrikus, szabélyos sokszog csﬁcspontjaibé
helyezett egységtomegek eréterének egyenstlyi helyzetei a
nah—t n+m) zntm-1

=0 (15)

v MLy
egyenlet, azaz — a z =0 {trividlis egyenstlyi helyzettél el-
tekintve — a
@2n—+m) 27 +™ 4+ (n+m) vz™ + nw =0 (16)

trinom egyenlet gyokpontjaiba esnek.

7. Viszont barmely

f@)=A4z"*m 4 Bz 4+ G=0;

—|A e, B=|B|e#, C=|C]|ew )
trinom egyenlet az
A | e @n+m)B . @2un4+m)C|
S (@t t (b T G T Gl i)

alakra hozhato, tehat:
V. A (1) trinom egyenlet meghatdroz két koncentrikus sza-

balyos sokszoget, P,y és P,-et

In+m | B |\l f=at@+n,
P, csacspontjai : (—__ oINS g ek
i pardl n+m | A
(r=1,2,.. n) (18)
: .. [ 2n+m C |\ L r—et@strm, -
Pn+mcsucspont3a1:( : — | |prme n+m. %

(A=1,2,... n+m)
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ugy, hogy az ezek csucspontjaiba helyezett egységtomegel erdteré-
nek eqyensiulyi helyzetei a (1) trinom egyenlet gyokeit adjdk.

A sokszogek meéretei nyilvin csupin az egyttthatok modu-
lusaitol, irdnyitdsaik csupan az egyttthatok argumentumaitol
fiiggnek.

Tovabba (4)-bdl kozvetleniil lathato, hogy sequivalens trinom
egyenletekhez kongruens vagy tiikrézve kongruens sokszégpéarok
tartoznak.

8. Az eredeti [ (2) =0 trinom egyenlethez konjugalt reciprok

gn+m f (%) =0 trinom egyenlet eléallithato analog médon :

R f(—l—) = Czn+m Bz 4+ A= —C—- {(Qm—{—n) gntm
z Im-+n 19)
= (n—{—m)(g—mﬂ " + );@M =)z
(n+m) C mC

tehat a

Czntm + Bz» —+ A= 0;
o Pl g o & (20)
A=|Ale ' B=|B|eT#, G =|GCleH

konjugalt reciprok egyenlethez tartozo szabdlyos sokszogek :

b1 & tiai (Qm-}—n lB )L y—f4 @utl)n
s estespontjai: | ———— | —=|)Jme—m  °;
e L5 m—+n | C ’
(=1,12,... m) (21)
; s 9m+n | A |\ L r—et@+dz
p LA csucspontjai : (T- ? )n+m e TR,

(=1, 2,... n+m)

E szerint az eredeti egyenlethez tartozé P,.. és a konjugalt
reciprok egyenlethez tartozd P,.+m sokszogek félsugarai (O-bol
a csuespontjaikhoz vonulod egyenesek) kozosek.

9. Valamely szabalyos sokszég cstcespontjaiba helyezett tome-
gek eréterének csupin a kovetkez6 — alibb bizonyitandé —
tulajdonsagat fogjuk a tovdbbiakban felhasznélni :

9 Tudvalevéleg a konjugalt reciprok egyenlet gyokei az eredeti egyenlet
gyokeinek az egységkorre vonatkozo tiikorképei.
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Az erétér ereddje a siknak azon és csak azon pontjaiban
radialis, melyek a szabalyos sokszog valamely szimmetriatenge-
lyébe esnek.

Az er6tér ezen tulajdonsidga nyilvan flggetlen a szabalyos

sokszog meéretétél és helyzetétdl. Helyezziink ennek megfeleléen
2kmi

egységtomegeket az ex=e " , (k=1, 2... n) n-edik egységgyok-
pontokba. Az ezektdl kifejtett erék rezultinsa a z pontban

Ezen eredé a z pont radius vektoraba esik, tehat radidlis, ha

arg ——Bz(—z) = arg % Z:n_; =0 (mod =),
azaz, ha

iy Fo e n U

=y S IZP = redlis.

Az R (z) rezultans tehat akkor és csak akkor radidlis, ha 2% és
vele egyiitt 2" realis, azaz ha a 2z pont a szabdlyos n-szog va-
lamelyik szimmetriatengelyébe esik.

10. Az el6bbib6l 6nként kovetkezik, hogy :

VI. Valamely koncentrikus, nem koaxidlis szabdlyos sokszdg-
pdr erdlerének a sokszdgek szimmetriatengelyeinek egyikén sincs
egyensulyi helyzete.

Koaxidlis sokszégpdrndl a szinmmetriatengelyek kozil csupdn
a kozos szimmetriatengelyen lehet eqyensilyi helyzet.

11. Koncentrikus, szabdlyos sokszogek félsugarai, szimmetria-
tengelyei, valamint az azok dltal meghatdrozott szektorokra vo-
natkozoan — az aldbbiakra valo tekintettel — el6rebocsdtjuk
a kovetkezé tételeket.

Ha valamely szabilyos n-szog csticspontjai

i6 (a 7 ‘-’vmt)i (v=0, +1, +2,...)
Re " = R 2w (m=nh(mod n), h=1,2,...7n) (22)
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gy O-bol az egyes cstcespontjaihoz vonuld egyeneseket, a sza-
balyos n-~szog félsugarait, a

thﬁ
"

0= 6,=0,+ 23)

félsugarak adjak.
. Hasonloképen a szabdlyos n-sz6g szimmetriatengelyeit a
2 2T ‘
0=0,+ ¥ (24)
egyenesek adjak.

A (1) trinom egyenlethez tartozo Ppi., és P, szabalyos sok-
szogek félsugarai (18) szerint

(mod 27)
n-+m
és (25)
0=06" = ﬂ‘”ff““)” (mod 27)

Ezen félsugarak mindig 1° # olyan 65 ™ < 0 < 6%, (h=1,2,...n)

[a ¢ < ¢Sy jelolést illetdleg 1. '* jegyzetet] szektort hatdroz-
nak meg, melyek nyildsa:

O = |05 ™ — O | < (26)

Ugyanis a legkisebb szektornyilds

Bn+m 12

1
o = SR (27)

kovetkezésképpen az egyes szektornyildsok

10 A valés egyiitthatos | A|2"t™— | B |z|™ 4 | C| =0 egyenletnél els-
fordulé egyetlen kivételt illetéleg, middén egy szektornyilas egyenld =
lasd 15.

11 Annak a jelolésére, hogy a y valés szam az egymastol kiilonbozé
@ és y valos szamok kozé esik, melyeknek nagysigi sorrendje nem isme-
retes, e dolgozat folyaman mindvégig a gSyp<y jelolést fogjuk hasznalni.

12 Argw a tobbértékii argw fiiggvénynek azon értéke, melyre
/ —n<Argw<m.

1
-mel,
m
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£ ___1_ PN “
D=1k g T3 } n (n-+m)’ (28)
hol
9 Bni+m
T_l——?‘Axg—(_T)mC—n, (=1=T<1), (29)
tehat
1 i b3 7
Gur2 s Ba=fn— g & nntm) = ntm’

12. E szerint a P, ., és P, sokszogeknek kozos félsugaruk
van (tehat a fortiori koaxidlisak), ha a minimdlis szektornyilds

1 Bn+m
9 = n (n~+m) ’Arg (—AmCr | 0
azaz, ha
‘ : Bn+m R @ i 3
sgn W— (—1) . ( 0)

Tovabba a Pp,im és P, sokszogek koaxidlisak, kozos félsugar
nélkiil, ha a legkisebb szektornyilds

o 1 Kid Bnim o T
17 nm+m) o (—AmCr | nm+m)
azaz, ha
Bn+m
Sgl’l W = (_1)m+1‘ (31)

Altaldban annak, hogy a P,,, 6és P, sokszogek koaxidlisak
legyenek, sziikséges és elegendé feltétele, hogy
Bn+m
Py
vagyis, hogy a szobanforgod trinom egyenlet valos egyiitthatos
vagy azzal esequivalens legyen.
18. Hasonloképen a (20) konjugdlt reciprok trinom egyen-
lethez tartozd Ppim és Py, szabélyos sokszogek félsugarai (21)
szerint :

= redlis, (6)

< B== ot an_:fg;;_'_l) o (mod 27) 2
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m olyan 05" = 0 = 6l szektort hataroznak meg, melyeknek

nyilasa

T 10
an = |00T™ — 65 < T st ki (33)
Ezen szektornyildsok :
1 b 7
Sae ks It S AVl
=k + 1) Q}m(n+m)’ e
hol
55 2‘ R
{ =il = Arg an oy’ (—1<t<l) (35)
tehat
Slb e B B e e L
ot =Tk, Havr 9 2 | mm+m) = nt+m

A (6) feltétel mellett a B, és P, sokszogek is koaxidlisak
és kozos szimmetriatengelyiik egybeesik a (P4, P,) sokszog-
par kozos szimmetriatengelyével.

14. VIIL. A két szabdlyos sokszdgpdr : (Pp+ms Pn) €8 (Brim Bim)
dltal meghatdrozott, dsszesen n-+m szektor kozil bdrmely ketto-
nek nincs kozos belsd pontja (nem koaxidlis sokszogek esetén a
0-on kiviill mis kozos hatiarpontja sem).

Ezen lemma bebizonyitasa céljabol nyilvan elegend6 kimutatni,
hogy egy 6 = 6»*™ félsugar nem lehet egyidejtileg két szektor
hataran, azaz a

|0(1n+m) PR 0('11)i 20,

:’r—a+(21+l)ﬂ_ﬂ—a+(2v+l)7r‘< m (26)

n+m " n-+m

és
|65 ™ — 6 | =
r—a+(922+1)7r_r—ﬂ+(2#+1)n}< m  (33)
n -+ m m n—+m

|

egyenl6tlenségek egyidejileg 4, p, v semmilyen egész értékeinél
nem 4dllhatnak fenn. A (26) és (33) egyenl6tlenségek még a
kovetkezéképen irhatok
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ny +ma— (n+m) g

l (n+m) = + (92+1)—— (Qv—}—l)’<
ny+ma— (n+m) B ey

‘ n+m)x 7 n_{_m @21+1)—2Q—p) | <

n+m'
m
n—+m

(36)

A baloldalakon levé abszolut értékek Osszege azonban nyilvén
legalabb 1, ellentétben a feltételezett (26) és (33) egyenl6tlen-
ségekkel.

15. Adott koefficiens modulusokkal két kiilonb6z6 (inaequi-
valens) trinom egyenlet képezheté :

I f*@=|A|z+"—|B|2™+|C|=0; (37)
Bn+m g

Ez esetben a (Puim. Pn) sokszogparhoz tartozd legnagyobb
szektornyilds (miutan 7% = (—1y%):

1

Py ___1_ o nﬂ & B il
g"_{n 2+( b Q}n(n—i—m)_n-}—m’

azaz maximalis.
A [*(2) = 0-hoz tartozo6 szektornyildsok esokkené sorrendben :

7 n—2 7
n+m =&H>8%.= n  nd+m 39)
—— ¥ * e o n—4‘ ﬂ e DY
=i g 2 00 g 0 o e

A (38) feltétel mellett nyilvin a

zn+mf~k(1)—Ic,zn+m_|Blzﬂ—|—|Al—-O (40)

conjugalt reciprok egyenlethez tartozd (Pnim, Pn) sokszogpar
altal meghatarozott legnagyobb szektornyilds is maximalis :

= (—1)ym-. *—_:J _i. Pt mﬁl T — T
it s 2+( 1 2 Imm+m) ~ nt+m

és a maximalis nyilisa 25, o}, szektorok a Pnyms Pny Posms Pm
sokszogek kozos szimmetriatengelye mentén érintkeznek.
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L f* (@) =|A4|z"m 4 |Blam+(—1m|C[=0  (@&1)

Bntm
sgn W = (_l)n.m' (42)

Ez esetben a (Ppnim, P,) sokszogparhoz tartozé szektornyilisok
csokkendé sorrendben

o n—1 QYR v om—=3 oz
.Qn - n n+m ——gn—l >~Q:¢—Q— n n+m =i (43)
— O PSRN Lo, AR
= .Qn—3 T .Qn——4 = n n+m —

16. Ezek szerint az [*(2) =0 és f**(2) = 0 valos egyiitt-
hatés trinom egyenletekhez, valamint egy lényegesen komplex
trinom egyenlethez tartozé szektornyilisok koézt a kovetkezd
nagysagi rend all fenn:

( 2 2)92{>9n>-@§*=9fz11>9n—1>92:—1=

n-+m (44)

=0 2> 0 o>, =0 5> 0y 5>
Hasonloképen a

i pdv S e
n+m fx|{__}) — n+m fxx | __ | — n+m — | =
Ok (z A il < 0 és z fz 0

egyenletekhez tartozo szektornyilisok nagysdgi rendje:

T
g * Nt ot ¥ ML
I *) Wy = Oy > Wy = WOp—1 > W1 > Opp— =

\n+m

* ot X%
= WOm—2 > Wn—92> On-2 = On-3 > Wn—3>"""

(45)

I11.
17. Foltessziik, hogy az
f (@) = Azt + Bz + (=0 (n és m el primek) (1)
trinom egyenlet lényegesem komplex, tehdt
An(n

B = realis.

Ekkor (1) 6sszes gyokei végesek, 0-tol kiillonbozok és (IV.) sze-
rint egyszeres multiplicitasiak. Ugyanekkor tovabba (12.) szerint
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a trinomegyenlethez tartozo (Pn, P,4m) sokszégpar nem koaxi-
alis, kovetkezésképen (VI.) szerint a szimmetriatengelyek egyikén
sines egyensilyi helyzet, azaz gyokpont. A gyokok mindegyike
tehat a szimmetriatengelyek altal meghatarozott szektorok vala-
melyikének a belsejébe esik és nyilvan a sajat szektoriban ma-
rad, ha az egyiitthaték argumentumait megtartva, modulusaikat
tetszélegesen valtoztatjuk.

Nevezziik kiils6 gyokoknek azokat, melyek | C|—0 esetén a
y Y
gl B—a—+ (w+1)=n
R n
ontokba konvergilnak. Ugyanezen gyokok | B|—0 esetén a
p
g goim o T —at @+ Dn
E = n-+m
lX pontok valamelyikébe konvergilnak. Mindegyik kiilsé

i)
ey ew,

(mod 27) félsugarakon levo

(mod 27) félsugarakon levé

10(1"+ m

gyok tehat az egyiitthatok folytonos viltoztatasa mellett egy 6
félsugir egy pontjabol egy i félsugar egy pontjiba vezetd
folytonos utat fut be, a nélkiil, hogy kozben 0-si vagy oo-né vilna,
vagy egy s7immetriatengelyen athaladna. E szerint a kiilsé gyo-
kok azon [6%)= 6= 65+ szektox okban vannak, melyeknek

nyilasa @5 = |65 — 65" | < 71_—1;9_7?' o

18. Ugyanezen meggondolissal a 2"+ f (?) =0 reciprok
konjugdlt egyenlet kiils6 gyokei, vagyis az eredeti f(z) =0
egyenlet «helsé gyokeir-re nézve talaljuk, hogy ezek azon
[0("” <0<0§,’i+m)] szektorokban vannak, melyeknek nyilasa

(m) (n+m T
=l O T =

Mindegyik nevezett szektor legalibb egy gyokot tartalmaz s
minthogy szamuk 7 +m és kettGjiknek kozos belsé pontja
nines, tehat mindegyik pontosan egy gyokot tartalmaz. :

VIIL. Az (1) trinom egyenlet n kilsé gyike a 6% <0<
(h=1,2,... n) szeltorokba, m belsé gycke a 6 <0<0";+"”,
(=1, 2... m) szektorokba esik. Mindeqyik szeltor eqy gyokit
tartalmaz.

Ily modon valamely trinom egyenlet gyokei két esoportra

(n+1m)
O s

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII, 4
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i

n—+1m

oszlanak és mindegyik gyokhoz egy meghatérozott (- -nél
nem nagyobb) szektornyilas van rendelve.

Mindegyik szektor a benne foglalt gyok pontos variabilitasi
tartomanygt adja, amennyiben az egytitthatok argumentumai-
nak megtartasa és modulusainak valtoztatdsa esetén a gyok az
egész zart szektort befutja.

Valos egyiitthatos (vagy azzal aequivalens) trinom egyenlet ese-
tén a hozzatartozd sokszogparok koaxidlisak. A sokszogpdrok
altal meghatdrozott szektorok ez esetben is — az esetleg O nyi-
lisava elfajulot is beleértve — egy gyokot tartalmaznak. Csupdn

azon esetben, midon a szektorok kozt két ey nyildst van, az

ezekben foglalt gyokoknek a kiils6, illetéleg bels6 gyokok kozeé
vald beosztisa hatdrozatlanna valik (1. X.).

IV.

19. Valamely trinom egyenlet gyikeinek modulusaira nézve
a korabbiak szerint fenndllanak a kovetkezd tételek :

Lényegesen komplex trinom egyenletnek nincsenek egyenlé
mudulust gyokei (I1I).

Valos egyititthatos (v. ezzel aequivalens) trinom egyenlet gyo-
kei a valos (v. szimmetria-) tengelyen levé gyokok kivételével
nyilvan egyenlé modulust gyokparokra oszlanak. Ketténél tobb
gyoknek nincs egyenlé modulusa és az egyenlé modulust gyo-
kok egyenlé nyilist szektorokba esnek.

Két trinom egyenletnek, melyeknél a megfelelé egytitthatok
egyenlé modulussal birnak, akkor és csak akkor vannak egyenld
modulust gyokeik, ha a trinom egyenletek aequivalensek (IL.),
kovetkezésképen az egyenld modulusit gyokok ez esetben is
egyenldé nyilast szektorokba esnek.

20. Ezek felhaszndlasdaval bebizonyitjuk a gyokok modulusai-
nak elhataroliasara alapveté lemmat :

IX. Ha az

Azntm 4 Bem 4 C=0; A=|A|ei*; B=|Ble¥¥; C=|Cle (1)
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trinom egyenlet egyiitthatéinak modulusai |A|, |B|, |G| és

torban foglall kilsé (belsé) gyik modulusa: P(Q) (ill. ¢ (w))
eqyértelmiien meg van hatdrozva és pedig a kilsd (belsd) gyok
modulusa az 6t tartalmazd szelktor nyildsdnak monoton csik-
kend (novekvd) figguénye:

eqy szektornyilds o |0 <0< 2 e )adottak, ugy az ezen szek-

P@ < P(2), ha 2>9 (46)
(0@ >p(@) ha o>a) (47)

Kaézvetleniil belithatod, hogy P (@) (ill. ¢ (w)) egyértékii és foly-
tonos. Minthogy pedig a fentiek szerint két kiilonb6zé nyildst
szektor nem tartalmazhat egyenlé modulust gyokoket, tehat
P(©) (ill. ¢ (»)) monoton. .

Tovabba P(0) a

4] zn+m — | B|zm —| €| =0, - sgn o = (=1 (30)

egyenletnek a kozos félsugarak dltal alkotott O nyilist szektorba,
azaz a valos, pozitiv tengelyre esé gyoke és tudvalevéleg a
(30") egyetlen pozitiv gyoke a (1) egyenlet-halmaz 6sszes gyokei
modulusainak felséhatira. Kovetkezésképen

P0) > P@), (2>0),

azaz P (2) monoton csékkend (g (w) monoton nijvekvé) faggvény.
21. A fentiekb6l nyilvanvalo, hogy a legkisebb kiils6-gyok

modulus P,, valamint a legnagyobb belségyok modulus: gm

e 7 R
a maximalis 25 —wj, = ———— szektornyilashoz tartoznak. A

n + m

szektornyilas (15.) szerint azon valés egyiitthatos (vagy

T
n Fm
ezzel aequivalens) trinom egyenleteknél fordul el6, melyekre

Am(n
SEN ptm

— (—1Lly»tm  tehdt minden esetre a

/* (Z) == 3A|Z”+m——— | Blzm i

Gl=0 (37)

egyenletnél.
4%
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, Minthogy ezen egyenletnél (11) szerint a

0(n+m) I (n.+m)1 =i T ’ 0(n)1 2'G
0 S n—i—m y Unt+m— n+?n n+

félsugarak ' alkotnak 2 iRl nyilast szektorokat, tehat a

n-+m

legkisebb kiils6 gyok modulust és a

T el L T g
¢ ( n—l—m) = ¢ (om) = o
legnagyobb bels6-gyck modulust a (37) egyenlet azon gyokei
e i A it A . T
szolga]tatyk, melyeknek argumentumai T eSyEt o
kozé esnek.

Ismeretes, hogy a (37) egyenletnek két kiilonboz6 pozitiv
gyoke van, ha

D [f* ()] = (e+m)yr+mAmCr — (—1)n+mpngpm Brim <,
egy kétszeres pozitiv gyoke van, ha

D [f* (z)] = m+m)r+mAmCr —(—1)n+mpnpym Brtm = (),
nines pozitiv gydke, ha

Df* (2)] = m+m)yr+ymAmCr —(—1)r+mprpmBrtm > (),

T

n-+m
< 0 < 0 szektorban konjugalt komplex gydkei vannak.

tehat D >0 esetben a (37) egyenletnek a 0 < 8 < és
(9
n—+m

E szerint:

X. A legkisebb Py modulusi kilsd gyok és a legnagyobb
ox modulust belsé gyik D>0 esetben eqyenld modulussal bir-
nak, D=0 esetben osszeesnek, végil D<0 esetben a legkisebb
modulusi kulsé gyok a (37) nagyobbik pozitiv gyike és a
legnagyobb modulusi. belsd qyék a (37) kisebbik pozitiv gyike,
vagyis minden esetben :

Py > ol (48)
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22. Legyenck az

% @ =|A|zm—|B|zm + €| =0 (37)
i R = | A| 2™ + | B|2m + (—1)m |G| =0 (A1)
. f(2) = Azn+m + Bzm + (=0 (1)

egyenletek kiilsé gyokeinek modulusai rendre :
Py =P(@); Pi*=P@"), il P, = P(@n), r=12..n

a bels6 gyokok modulusai rendre :

ch‘ =0 (a)z); Q‘“’ = 9 (a)%*), lll Qlc = Q (wk), (=1,2,... m)

tgy a szektorok (44, 45) alatti nagysdgi rendjére, tovabbd a
P(9), o (w) fiiggvények monotonitisara, végiil a (48) egyenlot-
lenségre valo tekintettel: -

E szerint:

XI. A (37, 41) egyenletek kiilsé gyokein dthaladd |z|= Py
és |z| =Py korok, valamint a belsé gyokokon dthaladd
| 2| = ok és |2| = ok korok egymdst elvdlasztjdk.

Ezen korok (a Py = |z|= oW korgylritdl eltekintve) n+m
kdrgylirit hatdroznak meqg: Pi < |z| s Pp*, (h=1, 2,... n) és
o= |z|s o, k=1, 2,... m), melyek mindegyike a (1) egyen-
letnek pontosan eqy gqyokét tartalmazza.

Az igy meghatarozott korgyurtik a benniik foglalt gyok pon-
tos variabilitdsi tartomdnyat adjik, amennyiben az egyiitthatok
modulusainak megtartasa és az argumentumok valtoztatdsa ese-
tén a gyok az egész zart korgytirit befutja.

V.

238. Az el6bbi fejezetek alapjin meghatiarozhato n-+m kor-
gytriiszektor, melyek mindegyike a
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Azr+m 4 Bagm 4 G =0

trinom egyenlet egy gyokét tartalmazza.
Egyrészt ugyanis az

Azrim L C=0; A2+ B=0; Bs»+C=0 (50)

egyenletek gyokeinek argumentumai meghatirozzak a (25, 32)
alatti 8= 65""™; 6 = 6™ 6= 6" félsugarakat és a

i1 gntm_ H(n)l i 5 D1 = Dy =1,2...m) (26)

Q= | 0(n+m) e B(m) , < 5 Wiyl = Wpy (k=1,2,...m) (33)

n—+—m
egyenl6tlenségek dltal, novekvo nagysagrendben a

GRS s g e T o e 0
szektorokat.
24, Miasrészt a
f*@=|A|zntm—|B|2m+|C|=0 (37)
[¥@) = | A|ztm 4 | Blzm 4+ (—1) [C]=0  (41)

egyenletek csokkend (névekvd) modulus szerint rendezett kiilsé
(bels6) gyokeinek Pi, P, (ok. ok™), (L’:: f :)'L) modulusai meg-
hatarozzik a
Pzl =D or Slet Sop" (52)
korgytirtket.
Ha tehat a (1) egyenlet gyokei noévekvé modulusok szerint
rendezve
Zy = 1,671 2y = 10995000 Tnam = Tpam@Omn
=Ty = Tn+m

akkor — tekintettel arra, hogy a kiils6 (belsd) gyokok modu-
lusai a szektornyilissal monoton csdkkennek (névekednek) —
az egyes gyokok szamdra a kovetkezo korgytiri szektorok adodnak :
A belsé gyokokre :

oFsoaso; ddisosotr;.. onsonSon

(n+m) __ (m) (n+m) B el (n+m) (n+m)
0z, sSohs0u; 05, DS, 0h - =0l

(53

)
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A kiilsé gyokokre :

Pris ST RS ESS i S gl e 1>7'm+2§P1¥t15--~ Pl*§7"n+m§P1¥
(n+m) (n) , (n+m) e (1) (54)
G = 0m+1 s 0 = 0m+2 = 0vn_1$ v
/=L 0‘::’.
25. Abban a specidlis esetben, ha n =1 és a trinom egyen- '
lethez tartozo sokszogek koaxialisak, tehat pl. a
f¥@=|Alz"* —|B|2"4+|C|=0
egyenletnél a sokszogek félsugarai a kovetkezok
0= 0{,1) =0; 0= 0&7") — 2;1._7[_, (u=0,1,... m—1)
m
== 0(m+1) = ;‘_—(‘J‘ +h= 3 (2=0,1,... m)
m -+ 1
tehat a szektorok*
T (m+1 (1) (m+1) o)
_m_*_li: y:;+’<0<0 QI=I0)/;:L *'00I=m+1 (56)
2[‘7[ (m) (m+1) (9/1+1)” (m+1) glm) Im_2#|7f
—=, <f0<6 =t - =6 s —
m b SISO Mt 2 ok | Gy il m(m-1)
=0,1,... m—1)

Kovetkezésképen az (55) egyenlet zt = of i, (,u =d2ia l:%])
bels6 gyokeire nézve

. 7 2n 37 ‘
( m—+—1<19"'“<)0§?9°< m-1 191<w+1< e el
2| 7] 3| 5] +1 o
g%
= m ﬂEO[Tm]é m-+1 &

€ e i e S e S R R
azaz a folso feélsikban levo gyokok |z, |= gi modulusa az Arg zy
argumentum novekedtével monoton csokken (v. 6. Huszar G. 1. c.).

Egervdry J.

1% Kénnyebb attekinthetsség kedvéert jelen esetben a szektorok nem az
® 41> o, egyenlGtlenség szerint vannak szamozva.



UBER DIE WURZELN TRINOMISCHER GLEICHUNGEN.

Die in dieser Arbeit mitgeteilte Behandlung der trinomischen
Gleichung griindet sich auf die einfache Bemerkung, dass die Wurzeln
als Gleichgewichtsstellen des Kraftfeldes eines hichst einfachen Massen-
punktsystems darstellbar sind.

Durch ganz elementare Symmetrie- und Stetigkeitsbetrachtungen
ergibt sich hiraus fiir die Gleichung

n und m rel. prim

Agntm 4 Bem 4 C=0;A =|A|e*; B=|B|e¥®; C=]|Cle? (1)

folgende Separation der Wurzeln nach dem Argument :
Man ziehe die 2 (n+m) Halbstrahlen :

0(n+m)— Lty a+(21+1)7r g — gm) = ﬂ*aﬂ—(ﬂy—}—l)n’

n-+m & m
(A=1,2,... n+m) (r=1,2,... m)
o= pgm=T—0% (3”“) % (mod 95)
(v=1,2;... n)

diese bestimmen n-+m solche Sektoren, deren Offnungswinkel

bezw

10(2.”+m) (m)‘ _ Io(ln+M) ok 0(;1) | o

Pt
= n-t+m
ist. Jeder von den so bestimmten Sektoren enthdlt genaw eine Wurzel
der Gleichung (1). Jeder Sektor stellt den genauen Variabilititsbereich
der betreffenden Wurzel dar, indem bei festgehaltenen Argumenten
und variablen Moduln der Koefﬁmenten die Wurzel die ganze Sektor-
fliche beschreibt.
Durch niihere Betrachtung der so bestimmten Sektoren und der

Abhiingigkeit des Wurzelmoduls von der Sektoréffnung ergibt sich folgende
Separation der Wurzeln nach dem Modul :
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Man ziehe die Kreise mit dem Mittelpunkt O durch die Wurzel-
punkte der beiden Gleichungen

|A|z#*m™ — |B|2z2m 4 |C|=0

|A|zn+m + | B|zm + (—1)m | C| =0,

Die so erhaltenen

i . Bnim | (n + m)yn+m
n+m-1 (1m Falle s = e ),
beziehungsweise
> Bn+m (n _I_ m)n+m
n-+m-+2 (un Falle ) i )

‘Kreise bestimmen n-+m Kreisringgebiete, deren jedes genau eine
Wurzel der Gleichung (1) enthdlt.

Jeder Ring stellt den genauen Variabilititsbereich der in ihm
enthaltenen Wurzel dar, indem bei festgehaltenen Moduln und variablen
Argumenten der Koefficienten die Wurzel die ganze Ringfliche beschreibt.

Durch Verbindung der vorhergenannten Sitze lassen sich endlich
n-+m Ringsektorgebiete bestimmen, deren jedes genau eine Wurzel
der Gleichung (1) enthilt.

Es ergeben sich auch einige bereits von Nekrasorr, HereLoTz und
Bmrnackr bewiesene Sitze iiber die Abgrenzung der Wurzeln.

E. Egervary.



MEGIEGYZES EGY FIXPONT-TETELHEZ.

1. «Eine Verallgemeinerung des Rouvcaischen Satzes» cimi
dolgozatomban* bebizonyitottam a kovetkezd fixpont-tételt :
Legyen:

@) =a,+ az+:--

valos egyiitthatos hatvanysor. [ (2) képezze le a zart egység-
kort oly modon, hogy a kérnek minden pontja a kor belsejé-
ben fekvé pontba menjen &at, kivéve a 2 =1 pontot, amelyre
[ (1) =1 alljon. Allitom, hogy ennek a leképezésnek akkor és
csak akkor van pontosan egy fixpontja az egységkor belsejében,
ha f'(1) > 1.

Idézett tétel G. JuLia egy tételének altalanositisa olyan fiigg-
vények altal adott leképezésekre, amelyeknek 2z = 0 pont koriili
kifejtése valds egyiitthatos hatvanysor. Alabbiakban megmuta-
tom, hogy utobbi feltevésiink, vagyis az, hogy a hatvinysor
valos ,egyiitthatos, nem lényeges. Egyszoval dll a kévetkezo tétel :

Legyen az egységhkor belsejében f(2) figguény requldris,
tovdabbd | f(z)| < 1. Legyen még f(2) az eqységkor keriiletén
is requldris és |f(2)| <1, kiveve a z=1 pontot, ahol legyen
f() =1. Allitom, hogy [ (z)-nek akkor és csakis akkor van
pontosan eqy fixpontja az eqységkir belsejében, ha

Fye12 (1)

1 Journal fir die reine und angewandte Mathematik Bd. 160 (1929),
143—150. o.

2 Hogy f' (1) valos, az JuLiA egy tétele szerint, amelyet rogtén alkal-
mazni fogok (L 3. labjegyzet) kivetkezik a feltételekhol.



MEGJEGYZES EGY FIXPONT-TETELHEZ. 59

9. Tételiink bizonyitasanal haszndlni fogjuk a Scawarz-lemma-
nak G. JuLia-tol eredd, kovetkezé altalanositésat:® Legyen az
f (2) fiiggvény az egységkorben regularis és ugyanott a z2 =1
hely kivételével |f(z)| <1, tovabba [ (1) = 1. Akkor f’(1) valos
pozitiv szam és a kor minden pontjira dll a kévetkezd relacio

1r@PF _Ji—zp .,
i=[f@F =1—Tap [ & 5

Utoébbi relaci6 geometriai jelentése a kovetkezd : Tekintsiink egy
d < 2 atmérgji kérlapot, amely az egységsugart kort beliilrdl
a z2=1 pontban érinti; akkor minden olyan z pontnak, amely
e d atmérgji korlaphoz tartozik, megfelel egy w = [ (2) pont,
amely az egységsugari kort a 2 =1 pontban belilrél érinto
2f' (1)d
24d(f'(1)—1)

atmérgji korlaphoz tartozik.

Ezen lemma felhasznalasaval elészor is bebizonyitjuk, hogy
az (1) alatti f'(1) >1 feltétel sziitkséges. Ugyanis, ha valamely
z =2z, pont fixpontja f (2)-nek, vagyis [ (z)) =%, akkor a (2)
alatti relaciobol rogtén kovetkezik, hogy f'(1) = 1. Most még
azt kell megmutatnunk, hogy ha f(2)-nek pontosan egy fix-
pontja van az egységkor belsejében, akkor :

FE) 1

Legyen el6szor f (2) egyetlen fixpontja az egységkor belsejében
z =0 pont, vagyis legyen [ (0)=0, és tegyiik fel, hogy [’ (1) =1.
Tekintsiink egy olyan & pontot a pozitiv valds tengelyen, amely
az egységkor belsejébe esik. Ekkor, mivel f'(1)=1, a (3) alatti-
bol kovetkezik, hogy & képének a & ponton athalado és az
egységkort 2 =1 pontban érinté korvonal dltal hatarolt korlap-
hoz kell tartoznia. Azonban feltevésiink szerint f(0) = 0, tehat

3

3 L. pl. BieBerBACcH: Funktionentheorie II. 1927, 125. o. és (. CARA-
THEODORY : Uber die Winkelderivierten von beschrinkten analytischen
Funktionen, Sitzungsberichte der preussischen Akademie der Wissen-
schaften, Phys.-Math., Klasse, 1929 IV.
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a ScawaArz-lemma értelmében [ (§) a |z| < & korlaphoz tarto-
zik. A két korlapnak csak egy kozos pontja van, a¢ pont, tehat
[(6) =&, ami csak Ggy lehetséges, ha [ (2) =z. Ez az ered-
mény azonban nyilvan ellenkezik feltevésiinkkel, amely szerint
z =0 pont egyetlen fixpontja f (z)-nek az egységkor belsejében.
Tehat nem lehet f’(1) == 1. Legyen most [ (2) egyetlen fixpontja
az egységkor belsejében a 2 =z, pont és legyen z,+ 0. Be-
vezetjiik a kovetkezd fiiggvényt
(2) — 2 1—2, z-—2
iILﬁﬁ Holvs Sen i

¢ () fiiggvény a |{| <1 kérben regularis, tovibba |¢ (0| <1,
¢(0)=0, ¢(1)=1. Egyszerii szamolissal nyerjiik, hogy ¢’ (1)=f"(1)
=1. Tehit az el6bbi meggondolis szerint ¢ ({) = ¢, vagyis [ (z)=z.

Az utébbi eredmény azonban nyilvan ellenkezik azon feltevésiink-
kel, hogy f (2)-nek az eg yswkm belsejében csak egy fixpontja
van, igy hat megint /" (1)5=1. (1) alatti feltételiink sziikségességét
ezzel bebizonyitottuk. Elegenddésége a Roucni-tétel altalanosi-
tasdanal hasznalt modszeremmel bizonyithato. Ugyanis meg-
mutathatjuk, hogy a kritikus z=1 pont, ahol f (1)=1, mindig
megkeriilheté az egységkor belsejében halado tittal oly modon,
hogy a kérdéses it minden pontjara |f (z)| < |z | alljon. Utobbi
allitasomnak egy rovid bizonyitasit Fritr professzor wrnak
koszonhetem. Ez a bizonyitas a kovetkezd: Tekintsiik a kovet-
kez6- kétvaltozos fiiggvényt
0@, 6) — ’ f (1:“’) “’: u? (r, ) ;l; v (r, Q’

ahol

g =76 “gg~ I (2)=u(r, O -1 0).

Kiszamitjuk a 5@% differencidlhanyadost :
b (r,0) 2 {( P (7 0) v (r, 0))
B T R (@ +v(r, 6) ar

— (2 )+ o, )] = \Ta [Bler@ @) 1raln

I“’l
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Ebbél a formulabol kévetkezik, mivel f(1)=1 ¢és ' (1) >1,
hogy a z=1 pontban

09 (r, ) y
i s {f)—1}>o0.
=0
De R gk fiiggvény a 2 =1 pont bizonyos kornyezetében

ar
folytonos az r és 6 viltozokban, tehat még a z =1 pont bizo-

nyos kornyezetére is allani fog a

90 (r, 6)
& e =5 @
egyenlétlenség. Tekintsiik most az
L—d=r<lhr—=e=l<e

relaciok dltal, (ahol ¢ és e elegendé kis pozitiv szamok) meghatiro-
zott zart ¢ tartomdnyt.  tartominy egy korgytiricikk. Allitom,
hogy a z tartomany minden pontjira, kivéve a z2=1 pontot, all az
If@|<|z]
egyenlétlenség. A r tartomdénynak az egységkor keriiletével kozos
pontjaira feltételiink szerint all az el6bbi egyenlétlenség, ki-
véve a z=1 pontot, ahol f(1)=1. Ha most ezen pontok
barmelyikéb6l (a z =1 pontbol is) kiindulva, radidlis irdnyban
haladunk a nullpont felé, akkor a (4) alatti relicio értelmében
= & (r, 0) monoton csékken. De barmely kiindulasi
pontban G
II‘;—Z)I <1, vagyis |f(2)| < |z|. Most hagyjuk ki a zart egység-

‘ <1, igy hat a ¢ tartomany 6sszes tobbi pontjiban

korbol a = tartomanyt s az egységkorbél igy nyert tartomanyt
jeléljiik (e)-vel. Nyilvanvalo, hogy (e') keriiletén |f (2)|<|z|.
Ugyanis a kritikus z = 1 pontot kihagytuk s (¢') hatéaranak azon
a részén is, amely r-val kozos, all az |f(2)| < |z| egyenlétlen-
ség, amint azt az elébb bebizonyitottuk. Ha most [ (2) és z
fiiggvényekre alkalmazzuk a Rovcng-tételt, nyerjiik, hogy az
[ (2) fiiggvénynek pontosan egy fixpontja van az (e') tartomany
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belsejében. De a 7 tartomanynak az egységkor belsejével kozos
részében nem lehet fixpontja f (2)-nek, mivel itt minden pontra
az |f (2)| <|z| egyenlGtlenség &ll. Tehdt [ (z)-nek pontosan egy

fixpontja van az egységkor belsejében.
Lipka Istvdn.

BEMERKUNG ZU EINEM FIXPUNKTSATZ.

In der vorliegenden Arbeit wird der folgende Fixpunktsatz bewiesen :

Es sei die Funktion f{z) im Inneren und am Rande des Einheits-
kreises regulir. Diese Funktion bilde den abgeschlossenen Einheitskreis
auf die Weise ab, dass jeder Punkt in einen inneren Punkt {ibergefiihrt
wird, abgesehen von dem Punkte z=1, der in sich selbst iibergeht. Ich
behaupte, dass diese Abbildung dann und nur dann genau einen
Fixpunkt im Inneren des Einheitskreises besitzt, wenn

f(1)>1
ist.

Ich habe einen speziellen Fall dieses Satzes als eine Erweiterung
des Juwia’schen Satzes schon in meiner Arbeit «Eine Verallgemeinerung

des Roucui'schen Satzes»? bewiesen.
Stephan Lipka.

1 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 160 (1929), p. 148,



JELENTES
AZ 1930. EVI KONIG GYULA JUTALOMROL.

(Az Eotvos Lorand Mat. és Fiz. Tarsulat 1930. aprilis 24-én tartott iilésébol.)

Mélyen Tisztelt Tarsulat!

Az 6todik Kénie Gyvra jutalom odaitélése iigyében javaslat-
tételre kikiildott bizottsag, -melynek elnoke eztuttal Rapos Gusz-
TAv, tagjai pedig KirscHAk Jozser, Sziics Aporr és alulirott,
egyhangtlag ugy hatarozott, hogy a valasztmdnynak SzAsz Orrot
ajanlja a jutalmazasra. A jelentés tételével alulirottat volt szives
megbizni. 3

SzAsz Orro a budapesti egyetem doktora és magdntandra,
tovabba a frankfurti egyetem magantanara és cimzetes profesz-
szora. 20 év ota fejt ki irodalmi miikédést. O ma dltalanosan
ismert és elismert matematikus, tgyhogy e jelentés célja nem
is az, hogy munkidit dicsérje, hanem inkabb az, hogy legszebb
és legfontosabb eredményeinek egyikét-masikit, lehetéleg ért-
hetéen, a Tisztelt Tarsulat elé tarja. Mintdul nekem az el6z6
Kénie Gyura jelentések szolgaltak; talin csak egy kissé hosz-
szadalmasabba valtam, sok magyarizgatissal; ezért szives el-
nézésiiket is kérem.

Mi most egy magyar matematikusnak oromot akarunk sze-
rezni azzal, hogy irodalmi munk&ssiagiat a maga egészében a
sziikséges és megérdemelt odaadassal szemiigyre vessziik. Az
ilyen szemle, kiilonésen a matematikai produkcié mai iramé-
ban, mindig tudoményos haszonnal is jair.

Miel6tt mar most jelentésembe kezdenék, csak arra szeretnék
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eszméltetni, hogy ezek a mi id6kozonkénti szemléink is a mi
nagy matematikusunk és nagy professzorunk : Kéni¢ GyvLa nevé-

hez flizédnek.
x

Szisz Orrd dolgozatainak teljes jegyzéke jelentésem végén
talalhato. Ot csoportban ismertetem Oket.

Az els6é csoportba bizonyos maximum-minimum féladato-
kat targyalo dolgozatok tartoznak, melyek trigonometrikus vagy
raciondlis polynomokra vonatkoznak. A mésodik ecsoport érte-
kezéseiben a Fourier-féle sorrél van sz6, mig a harmadikéiban
a hatvinysorr6l. A negyedikbe osztom azokat a dolgozatokat,
amelyek a WeiersTrass-féle kozelités egy dltaldnositdsat tar-
gyaljak, mig az 6tédikbe keriilnek a ldnctért 6sszetartdsat vizs-
galo cikkek.

Trigonometrikus és racionilis polynomok.

1. A valés 6 fiiggetlen véltoz6 trigonometrikus polynomja
alatt az

f (@)= a,+ a, cos 8 + b, sin 8 +---+ a,, cos nf + b, sinnf (1)
alaku fiiggvényeket értjiik, hol a,, a,,... @y, by,... by, valos dllan-
dokat jelolnek.

Tekintsiik a polynom egy tagjat

ay cos k6 + by sin k6, : (2)

hol & az 1, 2,... n szamok valamelyikét jelenti. E tag legna-

gyobb értéke
M= v/ ai + bi, (3
legkisebb értéke pedig )
my =— 1 ai + bi. (%)
A 1V a} -+ bi értéket nevezziik a k-dik tag amplituddjanak és
or-val jeloljiik, azaz

on="Vai+0bk k=1,2,...n (5)
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2. Miel6tt tovdbb haladnék, meg kell emlitenem a trigono-
metrikus polynomok alaptulajdonsdgdt. Ez igy hangzik :
Legyenek 46,, 6,, 0,,... 0,—; a v-dik egységgyokok arcusai,
azaz legyen

07‘:7-&, 7’:0, 1, 2,...(‘1—1); (6)

y
akkor

g FOIEFO) £t [0 =

v

ha a v egész szam legaldbb is egy egységgel nagyobb, mint az
f(6) trigonometrikus polynom rendszédma, vagyis

v > n. ®)

Az (1) alatti trigonometrikus polynomot pontosan 7-edrendi-
nek mondjuk, ha a g, amplitudé zérustol kilonbozé.

A (7) alatti alaptulajdonsaghol tiistént kovetkezik annak al-
taldnositott alakja:

(R e Y b)

hol 6 tetszéleges érték és tjra v > n.
Ha kiilonésképen v =n + 1, akkor (7) és (7') szerint

W L@ +[O) -+
0—‘ )

n—+1 )
vagy, altaldanosabban,
g [O+0)+[©O+6) +--+ [ (046, 10)
9 n -1 ]
hol 4
T
ﬁr:,’.n——I-—l_, 7'—0, 1, 2,...7&. (11)

8. Legyen most mér M az [ () trigonometrikus polynom
maximuma és m a minimuma. Akkor (9) alapjan

o nL 4 (12)
azZaz
a, < M. (13)

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIIL. 5
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Azt kapjuk tehat, hogy az a, abszolut tag vagy kisebb az M
maximumnal, vagy pedig egyenlé vele. Azt dllitom most madr,
hogy a,=M csak akkor lehetséges, ha [ (f) = a,. Ugyanis (13)-
ban csak akkor lehet az egyenlGség jele érvényes, ha (12)-ben
is az érvényes; ez pedig, tekintettel (9)-re, csak akkor lehetsé-
ges, amikor

[ =1 (6) == [(6n) =M= a,. (14)

Minthogy azonban M az [ () maximuma, azért ekkor (14)-en

kiviil még
@) =F@)=-=[©6)=0 (15)
is érvényes.

(14) és (15) szerint azonban az

) — a, (16)
n-edrendl trigonometrikus polynom a 6, 6,,... 6, helyeken
(ez dsszesen (n+ 1) egymdstol kiilénbozs hely a 0 < 6 < 2z
periodicitasi kozben) legaldbb is dupldin tinik el. E szerint
f (6 —a,=0, vagyis [(0)=a, qu. e. d. (Ez kiilonben egy-
szertibben is bizonyithato.)

E szerint mindig

a, < M, @17
ha csak az [(f) = a, trividlis esettél eltekintiink, attol az eset-
t6l, amidén minden amplitudo egyenld zérussal.

Hasonloképen nyerhet6

m < a,. (18)
E szerint, az f(0) = a, esettdl eltekintve, mindig

m < a, < M. (19)

4. Az imént lattuk, hogy a trigonometrikus polynom a, ab-
szolut tagja mindig annak m minimuma és M maximuma ké6zé
esik. Ennél tébbet fefszdleges rendszami trigonometrikus poly-
nomra nem is lehet mondani. De megadott 7 rendszamtra
(vagy legfoljebb n rendszamira) igenis lehet. Jel6lje ugyanis 6%
azt a_ helyet (vagy azon helyek egyikét), amelyen [ (6%) = M.
Akkor (10) szerint
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_ Mo [0*+6) +-+ [0+ 6)

& v (20)
és igy
M+m+4-4+m M+nm M—m
e n+1 B B e R
vagyis
M —m
ao;m—i———_i_—l- (22)

Hasonloképen levezethetd, (vagy (22)—nek a — [ (6) polynomra

valo alkalmazdsaval nyerhetd) az

M—m

n+ i S =8

Gy < M —

egyenlétlenség.
E szerint barmely legf6ljebb n-edrendi trigonometrikus po-
lynom esetén |

m—I—M m M»m_

T s

A (24) alatti egyenlétlenségek sziikkebb hatarokat adnak az a,
abszolat tagra, mint m < a, <M. Ha a M — m kilonbséget,
mint szokds, ingadozdsnak nevezem és D-vel jeloléom, akkor
(24) még igy is irhato

(24)

D .
n+1
5. Lehet-e (24)-ben az egyenldség jele is érvényes és mikor?
Hogy pl.

o e s o M 25)

+1_

M—m
n+1
lehessen, arra, (20) alapjan, mindenesetre sziikséges, hogy
f@ =M, f(*+6,)=m,... f(6*+0)=m (27)
legyen, tovabbd, hogy
f'(6% =["(*+0,) == [ (6*+0,) =0 (28)
legyen, minthogy M az f(6) maximalis, m pedig annak mini-
malis értéke.

Ay =M+ (26)

B*
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(27) és (28)-bol azonban tiistént kovetkezik, hogy

M—
[0 =m + 5 (¢ Oi=o-o, (29)
ahol

e m+1)+n.2cost+:-+ 1. 2cos mf

A g n+1 5
; t\2 (30)

S sin (n + 1)5 :
(e A sin %

Hasonloképen nyerheté ¢ (f)-vel a masik extrém eset is,
M—m '
n+1 .

Elemi kérdésiinket tehat megoldottuk. A kérdés abban allott,
hogy a legfoljebb n-edrendii trigonometrikus polynom abszolit
tagja mikor éri el tényleg azokat a hatarokat, amelyeket az alap-
tulajdonsag szamara ngyszolvan kozvetetleniil kijelol. A megoldas
folszinre vetette a (30) alatti trigonometrikus polynomot, amely
azonos az

1+2cost+ 2cos 2t +---+ 2 cos nt +---

amidén a,= M —

végtelen trigonometrikus sor részletosszegeinek arithmetikai
kozepével ; kozelebbrél: az n indextivel. Ez a ¢y (f) polynom a
Fourier-féle sor elsérendli szémtani kozepekkel valé summa-
bilitasdnak kérdésében jatszik szerepet.

6. A (24) alatti egyenl6tlenség kiilonben tejlesen wequivalens a
kovetkezo sikbeli potencialelméleti tétellel.

Legyen w (2, y) a valos x, y fiiggetlen viltozok tetszéleges,
legfoljebb n-edfoku raciondlis egész fiiggvénye valos egyiitthatok-
kal, mely azonban harmonikus, vagyis a

0*u %
Frel = ‘@7 =0 (31)

Larrace-féle differencidalegyenletnek tesz eleget. Legyen tovabba
a 'sikban akdrhol egy K kér, és kozéppontjinak koordinatdi
legyenek x,, 9,. Akkor, ha M jelenti az wu(x, y) maximumat
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a K kérlapon, m pedig a minimumat, gy a kozéppontban f6l-
vett w (z,, y,) fliggvényértékre nemesak

m=u@y Yo <M (32)
(ami minden regularis harmonikus fiiggvényre fennall), hanem

M—m M—m

m -+ ] U@ Yo <M — g

(33)
is érvényes.

Azok az esetek, amelyekben itt az egyenlGség jele valik ér-
vényessé, természetesen  ismét a (30) alatti ¢ (f) polynommal
jellemezhetdk.

7. Nem hallgathatom itt el Szre6 szép tételét, mely az imént
jelzett sikbeli tételt a hiaromméreti tér potencidlis tobbtaguaira
viszi at, Lukdcs FEerenc egy eredményének a felhasznaldsaval.
Szeeo tétele igy hangzik: :

Ha az u(z, y, 2) raciondlis egész fiiggvény eleget tesz a

*u

0*u *u
ox? ot 3y2 i 92° =0 (34)

egyenletnek és M jeloli a figgvény maximumat, m pedig a
minimumét a tér valamely G gémbjén, akkor « (x, v, z) a gémb
(g Yo 2o kOzéppontjaban olyan u (z,, y,, 2,) értéket vesz fel,
melyre a

m + Ml—m = U@y Yor 2) = M — M;m (35)
egyenlétlenségek érvényesek, ahol
Jild 43 TR S i g
’1"—(2+1) 8 8e)

A dolog lényege természetesen itt is fékép abban dll, hogy
bizonyos harmonikus polynomok esetében az egyenléség jele az,
mely (35)-ben érvényes; egyszer az elsé helyen, mdsszor a ma-
sodik helyen. i

Egyébként a harommérett tér harmonikus polynomjaira t6bbé
nem térek ki, mert azok jelentésem keretébél kiesnek.

8. Lattuk, hogy tetszéleges trigonometrikus polynom esetében

m= g, < M. (19"
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Méar most nevezziikk a M — a, kilénbséget a trigonometrikus
polynom magassdginak és jeléljik M-mel; viszont az a,—m
kiilonbséget nevezziik a polynom mélységének és jeloljik m-mel.
(19") szerint igy a magassig, mint a mélység nemnegativ érté-
kek. Bevezetésiik a M maximum és m minimum helyett cél-
szerii. Igy a (24) alatti egyenlétlenség egyszeriien ezt mondja:

Egy m-edrendil trigonometrikus polynom magassaga legfol-
jebb nm-szer akkora, mint a mélysége és forditva; vagyis

M < nm,
m <nIN.

9. Mar most attérek a trigonometrikus polynomokra vonat-
kozé tételek egy egész sorozatinak az ismertetésére. E tétele-
ket két csoportba osztom. Az elsd csoportba tartoznak azok a
tételek, amelyekben mint adat az n rendszdamon kiviill csak a
M magassag (vagy csak a m mélység) szerepel. A mdsodik
csoportba pedig azok tartoznak, amelyekben az 7 rendszamon
kiviil mint adat ugy a IM magassig, mint a m mélység szerepel.

10. Legyen a .legfoljebb m~edrendii trigonometrikus poly-
nom magassiaga M. Akkor g,, @,-.- on amplituddira a kovet-
kezé egyenl6tlenségek érvényesek :

T
91:<_2 CcOoSs —m‘-'m
T .M
T

0x =2 Zrc0Sv——rrors

5]+

0 <2cos ———— M

ro| 3

N

-+

5]+

w

@87

or < 2 cos

PO WIS 3
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Ez egyenldtlenségek barmelyikében az egyenléség jele ér-
vényes, ha csak a MM magassagn és legfoljebb n-edrendd tri-
gonometrikus polynomot alkalmasan valasztjuk. Hozzateszem
ehhez, hogy a (37) alatti egyenlGtlenségek természetesen akkor
is érvényesek, ha bel¢jiik a M magassag helyébe a m mélysé-

get irjuk.
Ha 'k = %, vagyis —Z— < 2, akkor [%] =1 és igy
gkgﬂcos%-m:im, (38)
vagyis 3
or <M, m, k:[%]+1 n. (39)

Ezek a (39) alatti egyenlétlenségek, valamint a k =1-re vo-
natkozo

0, <2 cos ﬁgﬁ (40)
egyenlétlenség, mar régebben ismeretesek voltak. Hogy ebbdl
az els6 (37) alatti egyenldtlenséghodl az Osszes tobbi (37) alatti
konnyen kovetkezik, arra Lukics, Szisz Orrd, SzEGO és EGER-
vArY mutattak ra.

11. A kovetkezé tétel két «symmetrikus» tag amplitudoja-
nak kozépértékére vonatkozik. A k-dik taghoz tartozé sym-
metrikus tagnak nevezem az (n—£k--1)-edik tagot. EGErvARY és
Szisz idevonatkozo tétele igy hangzik (39, 40):

Gttt o om, k=1,2..n @)

és ismét meghatarozhatok minden egyes. k-ra azok az mn-ed-
rendii trigonometrikus polynomok, amelyekre nézve (41)-ben az
egyenldség jele érvényes.

Megjegyzem, hogy ezek a (41) alatti EcervArRy—SzAsz-féle
egyenldtlenségek a (37) alattiakbol nem szarmaztathatok le koz-
vetetleniil. :

12. Ha a (41) alatti egyenl6tlenségeket 6sszeadjuk és mind-
két oldalon n-nel osztunk, akkor kapjuk Szisz egy régebbi
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i

1917-bél valé tételét (18). Ez a szép tétel, mely altaldnositisa
a (24) alattinak, igy hangzik :

és egyenl6ség megint csak akkor lehetséges, ha a trigono-
metrikus polynom lényegében a (30) alatti arithmetikai kozép :

n+1+mn.2cos 0+---+ 1.2 cos nd ;
n+1

. 18. Legyen egy legféljebb m-edrendt trigonometrikus poly-
nom magassdga IN. Mekkora a differencidlhdnyadosa abszolit
értékének maximuma, vagyis Max |f'(6)|? EcervAry és Szisz,
kozosen irt, 40. szama dolgozatukban megoldjak ezt a nem
konnyt feladatot. Eredményiik :

3 2
I <0>|§932-n2]/(1+'ﬁ) %) (43)

12

és ismét létezik olyan n-edrendii és IM magassagu trigono-
metrikus polynom f (), melyre nézve |f’ ()| a (43) alatti egyen-
16tlenség jobboldalan &ll6 értéket el is éri.

14. Az f () trigonometrikus polynommal a derivaltjan kiviil
még egy mdsik fontos polynom dll kapcsolatban: az tigyneve-
zett komjugdlt trigonometrikus polynom :

9(0) = 35—, cos v0 + a. sin v0). (44)

Ennek amplitudéi ugyanazok, mint az f(6)-éi.
20. szaml dolgozataban Szisz a kovetkezd eredményre jut:
" Ha az n-edrendt [ (f) magassaga M, akkor

lg (6)| < M.cotg W’.’W (45)

és az egyenlGség esetét is megallapitja.
15. Most attérek olyan szélsGérték-feladatokat megoldo egyen-
16tlenségek folsoroldsara, amelyekben M és m egyiitt szerepel.
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Legyen tehat M a legféljebb n-edrendd f (6) trigonometrikus
polynom magassiga és m a mélysége.

Sorrend szerint legelébb a g, g,.... o, amplitudoknak M és
m-t6l fiiged hatdrairol kellene szélanunk. Amde e kérdéssel az
irodalomban nem foglalkoztak.

gy hat mindjart az |f' ()| hataroldsérél beszélek. Erre vo-
natkozik S. BErNsTEIN tétele:

TROIES gﬁ% . (46)

Minthogy M + m = D-vel, az ingadozéssal, e szerint Bern-

sTEIN tétele még igy is irhato
@) = 2n.
g0 és |g'(A)| megfelel6 becslése nem ismeretes.

16. Végre még csak a z komplex vdltozo raciondlis egész
fiiggvényérdl szeretnék szolani. Riesz MarceL egyik idevago
tétele igy hangzik:

Ha a z komplex vdltozo legfoljebb n-edfok h (z) racionalis
egész fiiggvénye a |z| < 1 kérlemezen abszolat értékére nézve
<1, akkor ugyancsak |z | < 1-re |h'(2)| < n.

Szasz ezt a tételt 87. szaml dolgozatiban oly réviden bi-
zonyitja be, hogy bizonyitisat ide iktatom :

A foltevés szerint a

h(z) =cy + €2 ++ -+ cn=12""14 cp2® (47)
polynomra |h(2)| <1 érvényes, ha |2 | = 1. De akkor ugyanez a
k (2) = Cn + Cn—13 +++-F €21 + ¢ (48)

ugynevezett reciprok polynomra is érvényes. Ugyanis
k (€'9) = cn + cn—16® 4+ -+ 0™ =
— €m0 (¢, + €y Cuge DI g 0—nin) — (49)
= eMP h(e—*7)
€s e szerint valoban
|k(z)| <1, ha |z|<1. (50)
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Minthogy azonban a % (z) polynomra &ll, hogy |k(2)| <1,
ha |z| <1, tehiat (n—1) indexti arithmetikai kozepére

N6y + 8—1) 6p—12 + - 209272 4 1.042" 1
7n

(51)
ugyanez az egyenlétlenség érvényes és igy, a mondottak sze-
rint, ennek reciprok polynomjara is; vagyis

: A s gn—1
¢, + 2¢,2 +n + 1Cn2 ey (52)

azaz
|h'(z)| <n, ha |z|<1, (53)
ami Riesz MarceL egyenlétlensége.
L' (2)| az egységkorben csak akkor éri el az n értéket, ha
bz = ez holilch=i.

17. A folsorolt tételek bizonyitasiarol csak ritkin emlé-
keztem meg. Kétféle bizonyitasi modszer emelhet6 itt ki. Az
eqyik lényegben a (7) alatti alaptulajdonsigon nyugszik. A md-
stk a nemnegativ trigonometrikus polynomok egy parameteres
eléallitasan alapszik. Ez el6dllitds révén minden egyes olyan
széls6érték-feladatnak, mint amilyeneket itt folemlitettem, meg-
felel egy széls6érték-feladat, mely négyzetes vagy Hermire-féle
alakokra vonatkozik. Szisz idevagd dolgozataiban ez utobbi
modszert alkalmazza.

A Fourier-féle sorrol.
1.

1. Szisz dolgozatainak egy masik csoportjaban a Fourier-
féle sorral foglalkozik.

Ezeknek egy része a Fourier-féle sor abszolit osszetartisara
vonatkozik.

Egy f(6) figgvény

A + @y cos 6 + b, sin 6 +---+ @, cos nf + b, sin nb +--- (1)

Fourier-féle sora (és altaldban barmely (1) alakt trigonometrikus
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sor) akkor és csak akkor abszolit konvergens, ha a «FouRIER=
féle amplitudok» végtelen sora

Rl ' G it el My s 2

konvergens, hol ismét g, = Y ay + b3, v=1,2, 3,---00.

Melyek azok a fiiggvények, melyekre nézve a (2) alatti vég-
telen Fourier-féle amplitudoosszeg konvergens? Minthogy a (2)
‘alatti sor konvergencidja esetén az (1) alatti sor minden 6 ér-
tékre egyenletesen konvergil, azért csak a mindeniitt folytonos
és 27 szerint periodikus f(f) figgvények jonnek tekintetbe.
Szoritkozzunk tehat ilyen fiiggvényekre. Ilyen f (6)-ra, mint isme-
retes, az amplitudok négyzetosszege

ei+et+est - tont 3)

dsszetarto, de tavolrol sem mindig maga a (2) amplitudodsszeg.
S6t Carueman szerint alkalmasan vélasztott (mindeniitt folyto-
nos és 2z szerint periodikus) [ (f)-ra az amplitudok hatvany-
Osszege

o+ ok otk ®

barmely 2-nél kisebb k kitevére divergens.
2. S. BernstrIN egy elég terjedelmes és mindenesetre fontos
fiiggvényosztalyt jelolt meg, amelyre nézve a (2) amplitudoosszeg

konvergens :
Ha a 2z szerint periodikus [ (6)-ra
|[fO+h)—f @< C|hl ®)
s< a2 (6)

minden #-ra érvényes, vagyis ha a periodikus f(6) fiiggvény
egyenletesen tesz eleget olyan Lipscmrrz-foltételnek, melynek a
kitevéje nagyobb, mint 3, akkor az amplitudosor Gssztarto.
Viszont ha 0 < a < 3, akkor létezik olyan periodikus [ (6) fiigg-
vény, mely (5)-nek eleget tesz, mig (2) alatti amplitudosora di-
vergens. Ilyen f(f) kilonben a kritikus « = 3 esetben is léte-
zik, mint azt késébb Harpy és LitrLewoon példin megmutattak.

Megjegyzem, hogy BerxsTEIN tétele mar az a =1 esetre is
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%) volt. Nem trivialis ugyanis az a tétel, hogy a periodikus
[ (6) Fourier-sora minden #-ra abszolit konvergens, ha

LR Tt AR )

@)

minden f-ra és zérustol kilonbozo h-ra.

8. Szisz 82., 88. és 48. szimi dolgozataiban BernsTeIN ered-
ményeit lényegesen tovibb fejleszti. A helyett, hogy a fiiggvény-
novekmény abszolit értékére |f (w4 h)—f (u)|-re vezetne be
Lipscarrz-féle preemissat, veszi dltalinosabban az |f (w+h) — f ()|
négyzetes kozepét az egész (—m, =) kozre:

{ L X 1

(W (b — fan)? du)z, (®)

majd, még dltalinosabban, annak p-edrendi kézepét (1<p<2),
1 +7 T %

(g J 17t = £ o 7 du o)

és ezeket a kozépértékeket veti ald a kiteveji Lipscuirz-féle fol-
tételnek.

Sz4sz féeredménye : ha az abszolat fliggvénynévekmény (9)
alatti p-edrendii (1<p <?2) kézepe < konst. |h|%, (0<a<1),
akkor az amplitudok hatvanydsszege

o+ gkt ok oo (10)
dsszetarto, ha
p
mig k < k*-ra széttarto is lehet.

Lassuk csak egyetlenegy Haroy—LitrLEwoop-féle példan, hogy
Szisz eredménye milyen hasznos. Tekintsiik azt az f(6) figg-
vényt, mely a —r<60<m kozben az

f@=|[6? (12)

egyenlettel, egyéb 6 értékekre pedig periodikus ismétléssel van

definidlva. 1 jelentsen 3-nél kisebb pozitiv szédmot. Minthogy ez
az [ (6) figgvény 2-ndl magasabb kitevgjii Lipscurrz-foltételnek



JELENTES AZ 1930. EVI KONIG GYULA JUTALOMROL. 7

nyilvanvaléan nem tesz eleget és minthogy 2 <3, azért Bemwn-
sTEIN tétele az f (0) fiiggvény Fourier-sordnak dsszetartdsdra nem
nyujt adatot. Azonban kénnyt kimutatni, hogy

(?1{ [(f u+h) — f () du)%< C|h i+, 1)

Ggy hogy tehat f(6) figgvényiink abszolit névekményének négy
zetes kozepe 3+ A kitevGju Lipscurrz-foltételnek tesz eleget.
E szerint Szisz tétele alapjan (ha (11)-be a p=2, a=3+12
értékeket helyettesitjiik) f (f) fiiggvényiink esetében a

of +- o5+t ot (14)
sor Osszetartd, ha
2 1
e =

¥ I T S e (18)

tehat mindenesetre Gsszetartdé a

amplitudosor.

4. Néhany szot a BERNSTEIN—SzAsz-féle bizonyitasi eljaras-
rol. Ez egy nevezetes elemi elven alapszik, mely az utobbi év-
tizedekben lassan kifejlodott és melynek kiilonosen kiados ér-
tékesitését éppen Bernstein-nak koszonhetjik. Az elv, amelyre
gondolok, abban &ll, hogy a fiigguény n-edrendii trigonomet-
rikus polynominal vald kiozelithetdségének rendjébsl vonunk
kovetkeztetést a fliggvény vagy — mint esetiinkben — a fligg-
vénnyel kapesolatos sorfejtés egyes tulajdonsigaira (konvergen-
cigjara, abszolit konvergencidjira stb.).

Lassuk, hogyan alkalmazhaté ez az elv a Fourier-sor abszolut
Osszetartasanak kérdésére?

Ha T,(0) jelol barmely legfoljebb n-edrendd trigonomet-
rikus polynomot, akkor ennek [ (f)-ra vonatkozo Besser-féle hiba-
négyzete

?1; J(f @) — T (6))* do. (17)
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Amde ismeretes, hogy ez a legkisebb az f(f) fiiggvény
Fourier-féle soranak 7 indext s, (f) részletésszegére, amikor is

e 2
B [0 — 52 (0) 0 =3 (@311 + €hia ). (18)

Kaptuk tehat a kdvetkezd tételt:
Az f(6) fiiggvény négyzetes amplitudosoranak, vagyis a

0l t+ s+t ent ons t+ (19)
sornak 7 indexti maradék-osszege
Oni 1t 0u iy o (20)

- % j( [(0) — Tn(6))*d6, barmely n-edrendi trigonometrikus
S —m

polynomot jelentsen is a T, (6). Valasszuk T, (6)-nak az [ (6)
Fourier-soranak n indexii arithmetikai kézepét, a S,(6) polyno-
mot Akkm azt kapjuk, hogy a (20) alatti maradek—osszeLT

<- l(/ (0) — S (0))*d6. Mar most elégitse ki, egyszeriiség

kedveelt a 2z szerint periodikus [ (f) a kozonséges LipscHITZ-
féle feltételt,
' [f@+h—F@O)|<Clh[, (21)
O =<l
Akkor, BerxstEIN egy régebbi és néhany sorban levezethetd

eredménye szerint, minden @-ra
konst

[F0)— 8a()| < —— (22)

vagyis [ (#)-nak mn-edrend trigonometrikus polynommal valé

kozelithet6ségének a rendje legaldabb is % E szerint

konst.
n?a 1

Q:+1 e 92+«2 B o - (23)

az n minden értékére.
A négyzetes amplitudosor e tulajdonsagab6l azonban mar
kovetkezik, hogy az amplitudo-hatvanyosszeg
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i DA bl e S (24)
osszetarto, ha
] 2
| ot rer e
ugy hogy tehat pl.
G e 7 e (25)

Osszetartd, ha a > L (BernstriN, Szisz 32, 33).

5. Végil csak folemlitem, hogy tjabban Harpy és LitTLe-
woop egész elméletet fejtettek ki, mely az eredeti vagy a ko-
zepes Lipscuirz-féle feltételnek eleget tevd fiiggvényekhez kap-
esolodo kérdésekre vonatkozik. Ez a fontos elmélet a tortrendi
differencidlas ¢és integralis Riemann—DLiovviLLe-féle fogalmin
kiviil a Lesescue-féle integralra tamaszkodik.

(HE

5. A Bernstein-féle tétel és annak Szisz-féle Kkiterjesztése
bizonyitasdban szerepet jatszott az [ (8) — S, (6) kiilonbség vég-
telen Kkicsinységének a rendje, ha n» minden hataron tal na-
gyobbodik. Itt S, (8) jelenti az f(6) fiiggvény Fourier-féle sori-
nak 7 indext arithmetikai kozepét. Mi e kiillonbség asymptotikus
alakja egy sziliard x helyen? Erre a szorosabb kérdésre felel-
nek SzAsz 84., 835. és 88. szamt dolgozatai. A fiiggvényre, az
« helyen, kiillonboz6é Lipscuirz-szerti kiroviasokat tesz és minden
egyes esetre folallitja a jelzett asymptotikus formulat.

A hatvanysorrol.

E

1. Az elsé részben targyalt szélséérték-feladatok trigono-
metrikus vagy raciondlis polynomra vonatkoztak. Most hasonld
szelsdertél-feladatokrdl lesz sz6, melyek azonban tetszoleges
analitikai fiiggvényekre vonatkoznak, amelyek a komplex szim-
sik egy korén belil (mondjuk a |2z|< 1 kérben) regularisak ;
vagy vonatkoznak tetszdleges [ (@) fiiggvény végtelen Fourier-
féle sordra.



80 FEJER LIPOT.

Félemlitek néhény régebbi eredményt. Ha |f(8)| <1, akkor

|$n ()| < on (1)
so+31+"'+ Sn
o =1, 2 .

hol s, =5, (f) az [ (6) Fourier-soranak 7 index(i részletosszege
és gn az Ugynevezett n-edik Lepescue-féle allandé. Ha

f(Z) o Co+ (¥4 Bl Ly LI R
|z| < 1-re osszetartd és
|[f(@| <1, ha |z|<1

(roviden azt mondjuk, hogy: ha f (2) az E osztdlyba tartozik),
akkor

. ol <1, 3)
ot () (B0 (Lt
S, + s;z—:_l%— Sn et 5)
isoi+i8;21_:l“'+|sn[ <1, ©)

hol & ='cy+ ¢,~=---Cy-
Mindezekben az egyenldtlenségekben, alkalmasan valasztott
fiiggvény esetében, az egyenl6ség jele valik érvényessé.
2. Szisz dltalanosabban
| 2o+ 2., 4+ Ancn| =| L| (7)
maximumat keresi az [ fliggvényosztalyban. Itt Ay, 4,...4,
tetszélegesen megadott valés vagy komplex szdmok, 4, = 0.

Szisz két esetben tudja meghatirozni a Max | L| értéket.
a) eset. A

. (ﬂo =1 724 Tl st ,unzn)‘-’ =+ dp—1Z F- - Sl lozn (IIlOd. zn+1) (8)

kongruencia dltal meghatarozott (és k6zonséges négyzetgyokvonas-

sal nyerhet6)
Po T % ot pas” )

n-edfokt polynom gyoékei koziil egyik sem esik a |z| << 1 kérbe.
(LanpAu-tipust eset; follép (4) Lanpav-féle megolddsanal.)
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Szisz eredménye :
Max [L|=|p[*+ [m[*+-+ " (10)
b) eset. A 1 értékek valosak és

%"——{—11 cos 0+ 2, cos 20 +---+ A, cos nf = 0, (11)

minden @ értékre.

Szisz erdeménye :

Meaix Lol =k (12)

Mindkét esetben bizonyos raciondlis tortfiiggvényeknél éretik
el L maximuma.

Altalaban (tehat akkor is, ha sem a) sem b) nines kielégitve) az
L linearkombinaciora kittizott maximum-feladatot egy minimum-
foladattal hozza kapesolatba, melyet Riesz Frieyes oldott meg.
E minimum-feladat vonatkozik adot! kezdd-eqyitthatokkal bire
hatvdnysorokra és igy hangzik :

Képezzitk az oGsszes

alakit hatvinysorokat, melyek |z| < 1-re regulirisak és hatéroz-
zuk meg erre a fiiggvényosztilyra

b s
E;Oj L (ei%)| do
minimumat.
Legyen most mar 2 e minimum értéke. Akkor SzAsz szerint
Max | L] =% (14)
(L. 86, 87.) _

3. SzAsz a) és b) alatti eredményeinek szamos érdekes alkal-
mazdsat adta. Ezeket, helyszike miatt, sajnos, nem sorolhatom
fel. Csak példaul emlitem meg, hogy HaraLp Bomnr tétele, mely
szerint barmely E osztalya [ (2) fiiggvény

lco\+lcllr+"'+icn“m+'” (15)
majorans-sora a 0 < < § kézben nem valik 1-nél nagyobbai,
végeredményben szintén specidlis esete SzAsz @) alatti tételé-

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. 6



82 FEJER LIPOT.

nek. Tovibbd, ugyancsak e tétele alkalmazasaval, Szisz (27)
a kovetkezo fontos tételt kapja: tetszéleges K osztalyt figgvény
n-edik deriviltjara az

' norp—1\2
| o (retd) | = (12—7"2)"2 (_Q—) 2, (16)
v=0 v
0<»w<i

L}
egyenlétlenség érvényes. Ha n=1, 3, 5, 7,..., akkor, barmely
tekintetbe jové 7 értékre, meghatirozhato egy K osztalya [ (2)
ugy, hogy (16)-ban az egyenléség jele vilik érvényessé. Ez igaz
n=2-re is. Az n=14, 6, 8,... esetekre nem terjeszkedem Kki.
n=1, 2-re folirom kiiléon is a (16) alatti egyenlétlenséget :

|f' (rei%) ] < (17)

i 2+$7"2+§1§7”4_
|f (76")1§—W— '

(18)

Végiill még megemlitem, hogy Rocosinskir és Szeeo is, «Uber
die Abschnitte von Potenzreihen, die in einem Kreise be-
schrinkt bleiben» (Math. Zeitschrift, 28. kotet, 1928) cimt dol-
gozatukban az a) alatti SzAsz-féle tételnek egy szép alkalma-
zasat adjak.

11

4. Ebbe a csoportha tartoznak Szisz 44. és 45. szimu dol-
gozatai is, de mas témakorben mozognak. Ezekben az Agi-
féle hatvanysortétel megforditasarol van sz6. Ebben az irdany-
ban kiillonésen Haroy és Lirrnewoop taldltak rendkiviil eredeti
tételeket ¢s Szasz ezekkel foglalkozik emlitett dolgozataiban.
Ide csak azt az oOsszefoglalo és dltalinosito tételt ikta’gom, me-
lyet a 45. szama dolgozat 332. lapjin taldlok:

Legyen

B(s) = .1"’:4 (w) e du (19)
0

Osszetarto, ha s>0. Legyen tovabba
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1. sB(s)—A, ha s— 40 (20)
2. lim inf(4 () — A4 (©))=0, 21)
Tr=+
ha y>ax és y olyan fiiggvénye x-nek, hogy %—» 1, ha z—-+oo.
Akkor
A@x)— A4, ha x— +oo. (22)
5. Rokon targyn a 42. szamt dolgozat. Ismeretes, hogy az
G+ ay+-+ G+ (23)
végtelen sor Osszetarto, ha az
f(r)=a,+ar+--+ ad" +-- (24)

O=r< 1-re bsszetarto hatvanysorra a lim [ (r) hatarérték léte-
r=1

zik, és ha ezenkiviil X
|nan| < C, (25)
minden 7n-re.
(25) nyilvan eequivalens a kovetkezé foltevéssel: az elsé n

Ly 1| g lins o 5] i | (26)

szam kozott a legnagyobb < C, birmi legyen is az n értéke.
Mar most Szisz foltétele : '

la, [P+ | 2a, [P +---+ | na, 1P \3 ] J
(‘ =] 2‘7:— 17 = —)pg C, minden n-re, (27)

y 1

(27) nyilvan enyhébb megszoritist, mint (26); ez kovetke-
zik a (27) baloldaldnak kozépérték voltabol.

A Weierstrass-féle kozelitésrol.

1. WeiersTRAss egy ismert tétele szerint barmely az a<ax<b
kiozben folytonos [ (x) fiiggvény egyenletesen és tetszileges pon=
tossdggal megkozelitheté e szamkdézben az

o e 1
nemnegativ egész kitevés hatvanyok alkalmas «véges linearis
osszetételével», vagyis

6x
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Cq + Ci F-- - cpxck 2)

alakt kozonséges raciondlis polynommal.

Ezt réviden 0gy szokds kifejezni, hogy az (1) alatti nem-
negativ egész kitevGjii hatvinyok végtelen sorozata bdzisa a
folytonos fliggvények Osszességének, barmely szamkozre vonat-
kozolag.

S. Bernstein vetette fel azt az érdekes kérdést, hogy mikor
szolgaltat bazist a hatvanyoknak

1, aP, @Ps,... aPn,... L8
sorozata, ahol p,, Pss... Pn,... akdrmilyen valos pozitiv szidmok.
A szamkéz, amelyrél most sz6 van, a (0, a) koz (@>0); szoritkoz-
hatunk tehiat a 0 < x <1 kozre.

BernstrIN két elegendd foltételt talalt.

15 Ha
lim p, =+ o0 (&)
és egyuttal
B i
,}Lri nlogn % ®)

akkor a (3) alatti sorozat bazissorozat.
Példaul :
I o ) A ) (6)
bazissorozat.

9. Ha minden #n-re :
H < py < K, )

hol H és K pozitiv szamok, akkor is bdzissorozat a (3).
Példaul :
1, xy x, .'1:]75,... LV;, (8)
bazissorozat.
2. BernsTEIN még egy érdekes sejtést is kozolt erre a kér-
désre vonatkozolag :
Az

A 9
p1+ +++ 9)
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végtelen sor divergencidia a szikséges és elegendd foltétele
annak, hogy az
05 0 0L O 1 (10)

sorozat bazissorozat legyen, foltéve, hogy a p, pozitiv kitevok
monoton nivekednek.
Ezt a sejtést Cu. H. Mintz bizonyitasival meg is erdsitette.
Mar most Szdsz 13., 17. és 28. szdma dolgozataiban egy
altalanos tételt kozol, melyet érdekesen is bizonyit és amely az
elébb emlitett hirom tételt mint specidlis esetet magaban fog-
lalja. Ez igy hangzik:
Arra, hogy az
3 W 4 e 0 R T e (1)

sorozat, hol p,, Pos... Pn,... valos pozitiv szamok, bazissorozat
legyen a O<x<1 szamkozben, sziikséges, hogy a

e g (12)
— 1 +p

végtelen sor, elegendd, hogy a
o:—‘ pn 3
2T !

végtelen sor divergens legyen.
Figyelemre méltoé még Szisz e tételének kiterjesztése komplex
Pn kitevikre.

Lanctortek.
1. Szisz tizenegy dolgozatiban a végtelen lanctéortekkel fog-
lalkozik. Itt arra kell szoritkoznom, hogy egyik legfébb eredmé-

nyét ismertessem.
Legyen az

I

{ R
1+ a,
1.

(1)
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végtelen lanctért konvergens, hol @, @,,... komplex szdmok.

Mir most Szisz 14., 15. és 25. szdamu dolgozataiban elegendd

feltételt keres arra, hogy taldlhato legyen egy kirnyezet
!xv"—avi<ew v=1, 2, 3,100, (2)

azZ Ly Lgyoo. Xp,... komplex viltozok veégtelen sok méretii teré-
ben, melyben az
e
gtal

a e

T, e

) fics S8

" lanctort konvergens; itt e, pozitiv szamok sorozata.

Szisz erre dltalinos foltételeket talil. Talin egy nagyon specid-
lis, de azért mégis ¢érdekes esetben mutatjuk be Szisz ered-
ményét, melyet Perron is felhasznil «Die Lehre von den Ketten-
briichen» c¢imii munkajanak mésodik kiaddsaban. A kiinduldsul
valasztott linctort legyen egyszertien

a
% + e
7T—+— a
PR o
amely, mint ismeretes, a —3-t6l —oo-ig egyenesvonaltian f5l-
vagott komplex szamsikban (—% beleértésével) konvergens. Mar
most, SzAsz szerint, az

(4)

Xy
=ty
T¥3, 9
T e
lanctort osszetartd, ha
(6)
hol b és b' a
g4 fig =0 (7)

egyenlet -gyokei, (|b"| << |b|). Ezzel Szisz kibovitette Prerrox

Osszetartdsi tartomanyat.
¥
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Végiil megemlitem a fontos HiLs—SzAsz-féle encyclopeedia-
cikket: «Allgemeine Reihenentwicklungen», Encyclopiidie der
mathematischen Wissenschaften, II € 11. Ennek a masodik részét,
melynek cime : «Entwicklungen bei komplexen unabhiingigen Ver-
anderlichen», SzAsz egymaga irta. Szoba jonnek itt a DiricaLer-
féle sorok is, amelyckre vonatkozolag Szisznak értékes ered-
ményei vannak. Ezeknek ismertetésérdél azonban, sajnos, épen
ugy le kell mondanom, mint tébbh mis dolgozataérol, n]ely('lk-
nek cime azonban a mellékelt jegyzékben megtalilhato.

Fejér Lijot.

Szasz Otté matematikai dolgozatainak jegyzéke.

1. Az Hadamard-féle determindnstétel egy elemi bebizonyitdsa, Mathe-
matikai és Physikai Lapok 19 (1910.), 221-—227. :

2. A végtelen determindnsok elméletéhez. Doktori ért. 1911, Math.
és Phys. Lapok 21, 1912, 224—295.

3. Uber gewisse unendliche Kettenbruch-Determinanten und Ketten-
briiche mit komplexen Elementen, Sitzungsberichte der Bayerischen
Akademie der Wissenschaften, Math.-phys. Klasse 1912, 323—361.

4. Ein elementarer Beweis des Hadamardschen Determinantensatzes,
Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn 27
(1909.), Leipzig 1913, 172—180.

5. Egy determindnstételrél, Math. és Phys. Lapok 23 (1914.)

6. Mathematischer Beitrag zur vorstehenden Abhandlung des Herrn
Lenz (Berechnung der Eigenschwingungen einlagiger Spulen), Annalen
der Physik (4) 43. 1914, 798—809.

7. Valés elemekbdél dll6 végtelen lanctortek Osszetartdsarol, Math. és
Természettudoményi Ertesité 33, 1915, 654—683.

8. Uber eine hesondere Klasse unendlicher Kettenbriiche mit komp-
lexen Elementen, Sitzungsb. der Bayer. Akad. der Wiss. Math.-phys. Kl.
1915, 281—288.

9. Uber Irrationalitit unendlicher Kettenbriiche mit einer Anwendung
auf die Reihen (mit F. Bernstein), Mathematische Annalen 76, 1915,
295—300.

10. Bemerkungen zu Herrn Perrons Erweiterung eines Markoffschen
Satzes iiber die Konvergenz gewisser Kettenbriiche, Math. Ann. 76,
1915, 301—314.
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11. Uber Irrationalitiit gewisser unendlicher Reihen, Math. Ann. 76,
1915. 485 —489.

12. Eine Extremaleigenschaft der Kurven konstanter Breite (mit A.
Rosenthal), Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 25
(1916.), 278-—282.

13. Uber die Approximation stetiger Funktionen durch lineare
Aggregate von Potenzen, Math. Ann. 77 (1916.), 482—496.

14. Komplex elemekbél dll6 végtelen ldnctortek dsszetartdsirdl, Math.
és Természettud. Ertesits 35 (1917.), 503—543.

15. Uber die Erhaltung der Konvergenz unendlicher Kettenbriiche
bei independenter Veriinderlichkeit aller ihrer Elemente, Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik 147 (1917.), 132-—160.

16. Uber eine Verallgemeinerung des Hadamardschen Determinanten-
satzes, Monatshefte fiir Mathematik u. Physik 28 (1917.), 253— 257.

17. Folytonos fiiggvények megkozelitése adott fiiggvénysorozathol kép-
zett linedris kifejezésekkel, Math. és Phys. Lapok 25 (1916.), 157—177.

18. Uber nichtnegative trigonometrische Polynome, Sitzungsh. der
Bayer. Akad. der Wiss. Math.-phys. Kl. 1917, 307—320.

19. Végtelen ldnctortek irrationalitdsdrél, Math. és Természettud.
Ertesité 36 (1918.), 36—D55.

20. Uber harmonische Funktionen und L-Formen, Mathematische
Zeitschrift 1, 1918, 149—162.

21. Ungleichungen fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe, Math.
Zeitschr. 1, 1918, 163—183.

99. Uber arithmetische Eigenschaften gewisser unendlicher Zahlen-
folgen und zugehoriger Potenzreihen, Archiv der Mathematik und Physik
(I11.) 26, 1918, 125—132.

23. Uber die Approximation stetiger Funktionen durch Bernoullische
Polynome, Journal fiir Math. 148 (1918.), 183—188.

24. Uber Potenzreihen und Bilinearformen, Math. Zeitschr. 4, 1919,
163—176.

25. Uber unendliche Kettenbriiche mit komplexen Elementen, Sitzungs-
berichte der Bayer. Akad. der Wiss. Math.-phys. Kl. 1919, 395—406.

26. Uber Potenzreihen, die im Einheitskreise beschriinkte Funktionen
darstellen, Math. Zeitschr. 8, 1920., 222—236.

27. Ungleichheitsheziehungen fiir die Ableitungen einer Potenzreihe,
die eine im Einheitskreise beschriinkte Funktion darstellt, Math. Zeitschr.
8, 1920, 303—309.

28. Uber Konvergenz unendlicher Kettenbriiche mit durchweg reellen
Elementen, Acta mathematica 43, 1921, 209—237.
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29. Uber Hermitesche Formen mit rekurrierender Determinante und
iiber rationale Polynome, Math. Zeitschr. 11, 1921, 24--57.

30. Ein Grenzwertsatz iiber Potenzreihen, Sitzungsberichte der Berliner
Mathematischen Gesellschaft 21, 1921, 25 —29.

31. Uber Singularititen von Potenzreihen und Dirichletschen Reihen
am Rande des Konvergenzbereiches, Math. Ann. 85, 1922, 99—110.

32. Uber den Konvergenzexponenten der Fourierschen Reihen gewisser
Funktionenklassen, Sitzungsh. der Bayer. Akad. der Wiss. Math.-phys. KL
1922, 135—150.

33. Uber Fouriersche Reihen, Jahresb. d. Deutschen Math.-Ver. 32,
1923, 194—198.

34. A Fourier-féle sorok szdmtani kozepeirél, Math. és Phys. Lapok
32, 1925, 18—25.

35. Uber die arithmetischen Mittel Fourierscher Reihen, Acta math.
48, 1926, 353--362. :

36. Korldtos hatvdnysorok egyiitthatéirél, Math. és Természettud.
Ertesito, 43 (1926.), 488—503. :

37. Korlitos hatvinysorokrsl, Math. és Természettud. Ertesité 43,
(1926.), 504—520.

38. Uber die Cesiroschen Mittel Fourierscher Reihen, Acta litterarum
ac scientiarum regiae Universitatis Hungaricae Francisco —Josephinae,
3 (1927.), 38—i48.

39. Elementare Extremalprobleme iiber nichtnegative trigonometrische
Polynome, Sitzungsb. der Bayer. Akad. der Wiss. Math.-phys. Kl. 1927,
185—196.

40. Einige Extremalprobleme im Bereiche der trigonometrischen
Polynome (mit E. von Egervary), Math. Zeitschr. 27 (1928.), 641—652.

41. Uber die Partialsummen der Binomialreihe, Math. Zeitschr. 28
(1928.), 147—149.

42. Verallgemeinerung eines Littlewoodschen Satzes {iber Potenz-
reihen, Journal of the London Mathematical Society, 3 (1928.), 254—262.

43. Uber die Fourierschen Reihen gewisser Funktionenklassen, Math.
Ann. 100, 1928, 530—536.

44. Abel hatvdnysortételével kapesolatos djabb vizsgdlatokrdl, Math.
és Fiz. Lapok, 36 (1929.), 10—22.

45. Verallgemeinerung und neuer Beweis einiger Siitze Tauberscher
Art, Sitzungsb. der Bayer. Akad. der Wiss. Math.-phys. Kl. 1929, 325—349.

46. Allgemeine Reihenentwicklungen (mit E. Hilb), Encyklopidie d.
math. Wissenschaften, II C 11, (1922).

o e T R e - * 17 I TR PN RTS P it rihEr oW W 5 TN T T TR TR TN



90 LEOPOLD FEJER.

BERICHT ZUR VERTEILUNG DES JULIUS KONIG-
PREISES YOM JAHRE 1930.

Die Budapester Lorino Eorvés Mathematische und Physikalische
Gesellschaft hat ihren diesjihrigen Jurws Kéne-Preis Herrn Professor
Dr. Orro Szdsz, Privatdozent a. d. Budapester und Frankfurter Universitit,
zuerkannt, fiir die Gesamtheit seiner mathematischen Arbeiten. Kommis-
sion : G. Rapos, Priisident, Mitglieder: J. Kirscuik, A. Szics, Referent :
L. Fegr.

Das vorangehende, von L. Fesir verfasste Referat, gibt eine Analyse
der schénen und wichtigen Resultate, die der 20-jihrigen Forschertiitigkeit
von Szdsz zu verdanken sind. Seine Arbeiten sind da in fiinf Gruppen
eingeteilt : Uber trigonometrische und rationale Polynome, Uber die
Fourier’sche Reihe, Uber die Potenzreihe, Uber die WemErstrASS'SChe
Approximation, Uber Kettenbriiche.

Leopold Fejér.
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Matematikai versenytételek. — Tanuldversenyein kitiizte az Edtvis
Lorand Matematikai és Fizikai Tarsulat, 1894—1928. — Megolda-
sokkal és jegyzetekkel kozli Kurschak Jézsef (a magy. kir. vallas-
és kozoktatasiigyi minisztérium tamogatasaval), [Kozépiskolai Mate-
matikai és Fizikai Lapok Konyvtara, 3—5. sz.[, Szeged, 1929,
VIII. + 133. lap.

E munka az Eo6tvos Lordnd Matematikai és Fizikai Térsulat egyik
legjobban bevélt intézményérdl, a matematikai tanuléversenyekrdl ad
szamot. A Tédrsulat tudvalevéleg 1894 6ta minden év 6szén az illetd
évben érettségi vizsgdlatot tett tanuldk kozott a kozépiskolai tananyag
korébol vett matematikai versenyt rendez, hogy a versenyzéknek a
matematika mivelésére valé ratermettsége megallapittassék. A két leg-
jobb dolgozatot egy-egy Eétvos-dijjal jutalmazza és lapjdban kozzéteszi.

A Térsulat matematikai tanuléversenyeinek sikeressége kétségen feliil
all. Ha végignéziink a versenygyozteseknek a konyvhen kozolt névsordn,
megdllapithatjuk, hogy a versenybizottsdg itéletét a jutalmazottak késGbhi
tudomédnyos miikodése mily nagy mértékben szankciondlta. A gyé6ztesek
kozott taldljuk a budapesti, szegedi, konigsbergi, lundi, columbusi (Ohio,
U. S. A.) egyetem és az aacheni miegyetem egy-egy mai rendes tand-
rdt és mdsokat is, akik ma a matematika viligszerte elismert miveloi
kozt foglalnak helyet. Néhdnyan mér nincsenek is az €él6k sordban ;
ezek koziil ZewpLEn Gy6z0, miegyetemiink nagy fizikusa, és Ras Liszué
miiegyetemi adjunktus, a vilighdbori hési halottai; Lukics Ferenc
pedig nagysikerii és sokat igéré tudomdnyos pilydjanak elején a
hdboriit kovetd nagy jarvany dldozata lett. Viszont az is megallapit-
hat6, hogy alig voltak oly résztvevéi a versenyeknek, akik, ameny-
nyiben késébb tudomdnyos sikereket értek el, mdr a versenyek alkal-
méval is ne tiintek volna fel s akiket tehdt Tarsulatunk ne tekinthetne
sajit felfedezettjeiként. A versenyeredmények ezen objektivitisukat nagy
mértékben a matematika természetében rejlé azon kériillménynek koszon-
hetik, hogy mdr csekély matematikai ismeretek segitségével megoldott
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feladatok kidolgozdsai is alkalmasak a — csaknem mindig madr ifjikor-

ban jelentkez6 — matematikai tehetség felismerésére. Ehhez persze
hozzdjarult a — sokszor egészen eredeti — feladatok célszerti megvé-

lasztasa, ami lehet6vé tette, hogy inkdbb a kidolgozishan mutatkozo
matematikai otletesség és ne csupdn a felhaszndlt matematikai isme-
retek mennyisége szolgdljon a versenydolgozatok érdemének fokmérdjéiil.

Ezek a koriilmények mdr régita kivanatossd tették a versenyek anya-
gdnak 6sszefoglald és kénnyen hozzdférheté egybegyiijtését. A Matematikai
és Fizikai Tdrsuldt nagy hdldval tartozik Komscuix Joézsernek, hogy ezt
a faradsidgos ¢és sok tekintetben hdldtlan feladatot elvdllalta, és e célt
messze tilszdrnyalva, a feladatok mintaszeri kidolgozdsdval és az ezek-
hez flizott igen véltozatos targyu jegyzeteivel oly munkdt alkotott, mely
barmely orszdg tudomédnyos irodalmdnak diszéiil szolgdlhat.

A koényv t. i. nem a jutalmazott megolddsokat kozli, hanem a szerzd
dltal — sokszor ezek felhaszndldsdval — készitett megolddsokat és sok
feladatnak tébbféle kidolgozdsdt adja. Szdmos jegyzet azutdn fokozatosan
a tudomdny magasabb szférdiba vezeti az ifji olvasét, a nélkiil, hogy
az eleminek nevezett matematika teriiletét targy tekintetében elhagynd.

~ Szdamos nehézséget kellett a szerzének legyéznie. Csak néhdnyra kozii-
lik akarunk rdmutatni. A kitazott feladatok egy jelentékeny része ter-
mészetesen az elemi sikgeometria korébe tartozik. Ezeknek tdrgyalasa
tobbnyire egy-egy dbrdhoz kapcsolédik. Itt majdnem mindig felmeriil a
kérdés, hogy a megoldé nem haszndlta-e fel «hilsigosan» a specidlis
dbrdban feltiintetett viszonyokat, azaz nem kellene-e szerkesztését vagy
bizonyitdsdt modositani, ha — a pontok és vonalak relativ elhelyezke-
dése tekintetéhen -— az el6bbitél kiilonbhozé dbrdra vonatkozndnak meg-
gondolidsai. Kiirscaik targyaldsibol az olvasé meg fogja tanulni, hogy e
nehézséget csupdn az dsszes lehetoségek teljes figyelembevételével lehet
legy6zni. Egy mdsik nagy tdargykor, melybdl a versenyfeladatok merittet-
tek, az elemi szdmelmélet. Itt az a nehézség lép fel, hogy a tanuld
konnyen hajlandé meggondoldsaiban oly tételekre hivatkozni, melyeket
magitol értetédoknek vél, melyek pedig val6jdban épenséggel nem azok.
Elsosorban a természetes szamok torzstényezékre valé felbontasanak
egyértelmiiségére gondolunk. KirscHAk e nehézséget azzal oszlatja el,
hogy 14 jegyzetre elosztva, a szimelmélet legelsé elemeinek val6sdgos
kis tankonyvét nyujtja; ezekben eljut a kis Fermar-féle tételhez is,
melynek egy elegdns kombinatorikus bizonyitdsdt adja, rimutatva ily mé-
don szdmos kittizott tétel kozos forrdsdra. A «maximum létezésenr is oly
hipotézis, melyet a kezdo (és nemcsak a kezdd) matematikus konnyen
magdtol értetddének tart, megfeledkezve arrdl, hogy végtelen sok. valds
szam kozt — még ha korlatosak is — nincs mindig legnagyobh. Egyik
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jegyzetében KimscuAk - rdmutatva a bizonyitds sziikségességére — egy
tanulsigos példa kapcsin ismerteti, hogy mikép lehet maximum létezé-
sét bebizonyitani, ami gyakran nehezebb dolog, mint — 1étezését posztu-
ldlva ~— értékét kiszdmitani. -

A jegyzetek azonban nemcsak az adott megolddsok kozvetlen kiegé-
szitésére szolgdlnak, hanem sokszor nehéz problémékig is elvezetnek.
Ily jegyzetekre kiilonosen oly feladatok kapesin nyilott alkalom, melyek
egy (a kitiizés idejében néha épen 1j vagy aktudlis) komoly matematikai
tétel legegyszeriibb eseteképen keriiltek kittizésre. Két jegyzet is foglal-
kozik a Csepisev-féle polinomokkal és.a veliik kapesolatos Markov-féle
tétellel. Megtaldljuk egy-egy jegyzetben (bizonyitds nélkiil) LaGUERRE téte-
16t egy bizonyos algebrai egyenlet valds gydkeinek elhelyezkedésérdl,
JENSEN tételét a konvex fliggvényekrdl kapesolatban a szdmtani és geo-
metriai kozép kozotti egyenlétlenséggel, Eisenstein tételét bizonyos al-
gebrai egyenletek irreducibilitisdrél. Mindezek a tdrgyaldsok tanulsdgo-
san mutatjdk, miképen lehet, a specidlisrél fokozatosan térve &t az
4ltaldnosra, magasabb matematikai vizsgdlatokat kézel hozni a fiatal kezdé
gondolkozdsahoz még akkor is, ha a bizonyitisokra nem terjeszkediink ki.

Kiilonosen két jegyzetre akarjuk még felhivni a figyelmet. Az egyik
a két Boryar oly érdekes életrajzahoz csatlakozéan Boryar JAnos abszoliit
geometridgjat vdzolja. A mdsik a nomogréfidval ismerteti meg az ifju
olvasét, az dltalinos mdsodfoku egyenlet egy eredeti nomogrammjdval
kapesolatban. Mindketté a tomor és mégis vildgos targyalds mintaszeri
példdja.

Kimscaik konyve elsésorban a kozépiskoldk ifjiisdgdnak van szdnva
és kétségtelen, hogy ezen ifjusdgnak a matematika irdnt érdekl6dé,
tehdt tekintélyes része lelkesedéssel fogja fogadni (s6t mér fogadta is).
De haszonnal és élvezettel fogja forgatni a matematika minden miive-
16je és kedvelgje. Igen kivdnatos volna, ha a kozépiskolai tandrsdg is
felkarolnd a konyvet és a belle meritheté hé tanulsdgokat oktatdsdban
felhaszndlnd. Ez esetben a «Matematikai Versenytételek» — jobban,
mint bdrmely pedagdgiai szakmunka — mnagymértékben hozzdjdrulna

kozépiskolai matematikai oktatisunk megjavitdsdhoz.
Kénig Dénes.

A magyar tudoményos irodalom bibliografidja 1901—1925., 1V.:
Mathematika, dsszedllitottu Gaspar Ilona dr. Budapest, 1930, XI+-83 1.

Az Orszdgos Konyvforgalmi és Bibliogrifiai Kézpont megkezdette a
magyar tudomédnyos irodalom szakonként csoportositott hibliogréfidjanak
kiaddsit és e villalatnak id6érendben harmadik flizeteképen a mate-
matika negyedszdzados bibliografidjit adja (a mechanika kizdrdsdval) 27
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szakcsoportba beosztva és feldlelve — igen helyesen — a magyar szer-
z0k kiilfoldon és idegen nyelven megjelent miveit is, akdr ©ndlléan,
akdr folyGiratokban jelentek is meg és beleértve a matematikdra vonat-
kozé pedagégiai és tankonyvirodalmat is. A bibliogrdfia magyarul nem
értok szdmdra is haszndlhatévd vélik azdltal, hogy a csoportok és a
«jelent6sebb» magyar miivek cimét német forditdshan i1s kozli. A vilo-
gatds nehézségei miatt kivinatos lett volna e forditist minden magyar
cimnél elvégezni.

GAspAr Inona dr. munkdjédnak megjelenését két szempontbdl is orom-
mel kell fogadnunk. El6szér is kézzelfoghaté bizonyitékdt nyujtja annak,
hogy a magyar matematikusok, akik bel- és kiilfoldon szolgdljdk tudo-
ményukat, a magyarok szdmardnyit messze feliilmilé mértékben jérul-
tak hozzd a modern matematika hatalmas épiiletének megalkotasihoz.
Bizonydra szdmos kiilfoldi tudds, kit egy-egy szerzé nemzetiségi vagy
politikai hovatartozdésdga, hacsak nem honfitirsa, nem szokott érdekelni,
amidon e fiizet kezébe keriil, csoddlkozdssal fogja megdllapitani egy-egy
probléma-csoport magyar nemzeti karakterét. Kivdnatos is volna a fiizet
kiilfoldi elterjedését is eldsegiteni.

Egy ily cimjegyzék fécélja természetesen az, hogy a kutaténak meg-
konnyitse az 6t éppen érdekld probléma teljes irodalmdnak Osszedllitd-
sit. Tekintve a matematika olyannyira nemzetkozi jellegét, e cél elérését
a magyar szerzokre valé szoritkozds természetesen nagymértékben kor-
latozza. Mégis azt hissziik, hogy GAspAr Irowa dr. ez irdnyban is hasz-
nos munkdt végzett, mdr csak azdltal is, hogy munkdjiban a legtermé-
kenyebb magyar matematikusoknak is teljes, e negyedszizadba es6
munkdssigat megtaldljuk.

E bibliogrdfia osszedllitéjdnak igen nagy nehézségekkel kellett meg-
kiizdenie. Ami a teljességet illeti, elég, ha megjegyezziik, hogy a széban
1év6 idészakban a magyar matematikusok négy vildgrész csaknem szdz
folySiratdban kozolték értekezéseiket, és nem konnyt dolog e folydiratok
szerz6i koziill a magyarokat kivdlasztani, 1évén a név nem donté e tekin-
tetben. Az olyanszerti hibdk, hogy az angol Ince (43.1.) mint magyar
szerepel, hogy a francia Jorban egy cikke (2. L) a magyar Jorpan
mivei kozé jutott sth., elkeriilhetetlenek.

Ugyancsak nagy nehézséget okoz a csoportokba vald osztdlyozds, ami
tokéletesen egydltaldban nem viheté keresztiil még akkor sem, ha —
ami itt igen helyesen megtortént — egy-egy munka tébb csoportban is
szerepel. Gyakran bizony a dolgozat gondos 4ttanulmédnyozdsira van
szitkség annak megdllapitdsa céljabél, hogy pld. a «topolégidr-ba tar-
tozik-e (e rovatnak az 50. lapon elsé 6t cime nem ide tartozik), hogy
a «testr sz6 a cimben algebrai vagy geometriai értelemben szerepel-e
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(18. L) sth. Igen kevés hibdt veltiink észre a magyar cimek német for-
ditdsdndl is, ami pedig nemcsak nyelv-, hanem alapos szakismeretet is
kivan (pld. az 52. lapon Mittelpunkt einer Menge helyébe Schwerpunkt
teend6).

Gispir Irona dr. lelkiismeretesen ™ és sikeresen kiizdott meg ezekkel
a nehézségekkel és munkdja, akdr teljesség, akdr szabatossig tekinteté-
ben vizsgdljuk, épenséggel nem dll mogétte pld. a lipesei Akadémia ki-
addsdban megjelené hires Poceenporrr-féle Handwérterbuchnak (melynek
utolsé, V. kotete az 1904—1922 idoszakot oleli fel); igaz, hogy ez ugy
orszigok, mint tudomdnyok tekintetében joval nagyobb teriiletre terjesz-
kedik ki.

Az Eolvos Lordnd Matematikai és Iizikai Térsulat anndl nagyobb
orommel {idvozolheti e bibliogrifia megjelenését, mert hasonlé irdnyu
munkdk kiaddsa a Tarsulat programmjiban is szerepel. Valéban a
Konig Gyula-Alapitvdny (1918) mdsodik rendeltetése (1. Math. és Phys.
Lapok, 27. k., 1918, 103. 1.), mely eddig nem valésult meg, az lett
volna, hogy a magyar matematikusok tudomdnyos becsii munkdssdgat
négyéves ciklusonként ismertesse. Esetleg mellézve is az ismertetést és
pusztdn a bibliografidra szoritkozva most, GAspArR Irona dr. alapos mun-
kdjanak idobeli folytatdsaképpen és tanulsigainak felhaszndldsdval, e

hasznos terv megvaldsitisa ismét aktudlissd valik.
Kinig Dénes.



TANULOVERSENYEK.

Jelentés az 1929. évi XXXIil-ik matematikai tanulo=-
versenyrol.

A Tarsulat XXXIII-ik matematikai tanuléversenyét 1929. okt. 26-4n
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejlileg. Budapesten ezittal is —
hdla a Rend lekdtelezé szivességének — a Piarista Gimnézium helyiségei-
ben. Budapesten 21, Szegeden 7 versenyzé jelentkezett; beadatott 14,
illetéleg 3 dolgozat.

A verseny tételei a kovetkezdk voltak :

1. Hényféleképen lehet egy peng6t aprépénzre felvdltani? (Apré-
pénz az 1, 2, 10, 20 és 50 filléres.)

2. Bebizonyitandd, hogy az

1—(?)ac+ (g\)mﬂ—(g)x3+...+(—1)k(;:)mk

k-adfoku fliggvény pozitiv értékii, ha

0Sw<i.
= n

Itt £ az n*nél nem nagyobb pozitiv egész szdmot jelent,

L) (3) ()
I8 RO S e
pedig a binomidlis egyiitthaték ismert jel6lései.
3. Adva van a sfkban hdrom, egy ponton dtmend és egymdssal

paronként 60°-os szbget bezdré egyenmes: p, g és r, tovibbd hdrom
hossziisdg : @ < b < c. Bebizonyitandd, hogy azok a pontok, amelyeknek
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az adolt egyeneseklol vald tavolsiga rendre kisebb a, b, illetve c¢-nél,
akkor és ecsak akkor alkoljik egy halszog belsejét, ha a + b > c.

Ha e feltétel ki van elégitve, mekkora a hatszog keriilete ?

A dolgozatok megbirdldsdra kikiildott Bizottsdg, melynek tagjai vol-
tak Rapos Guszrav elniklete alatt Lper Jézser, Faracé Anpor, Feigr
Lipér, KimrscuiAxk Jozser, RArz LAszié, Sziies Aporr és Komie Dines elo-
ado, 1929. nov. 10-i iilésén egyhangilag a kovetkezo javaslathan dlla-
podott meg:

«A Bizottsdg a dolgozatok gondos dtvizsgdldsa utdn tisztelettel javasolja,
hogy a br. Eitvos Lordnd-jutalom elsé dija ezidén ne ftéltessék oda,
hanem két mdsodik dij. Ezekre érdemesnek tfaldlta PArbucz NAspor és
Szorovics Dezsé dolgozatait, akik koziil az els6 a budapesti Kemény
Zsigmond-redliskoliban Heeyi Ferenc, a mdsodik a debreceni izraelita
redlgimndziumban Sepéx EmANveL fanftvdnya volt. Nevezettek az elsd két
tételt teljesen megoldottdk, azonban a harmadikban a szébanforgs fol-
tétel elegendd voltdt nem bizonyitottdk be. Ez a hidny kiilonben az 6sz-
szes dolgozatokban mutatkozik, és ez is inditotta a Bizottsdgot arra, hogy
ezuttal az els6 dij odaitélésétol eltekintsen.

Dicséretet érdemel Papp Lasz Szegeden beadott dolgozatdért, aki
helyes tton jart, de néhdny elnézés folytin az elsé és harmadik fel-
adatndl hibds eredményre jutott.»

Az 1929. nov. 14-1 vdlasztmdnyi iilés a Bizottsdg e javaslatdt egy-
hangiilag elfogadta.

Az 1929. évi XXXIII-ik matematikai tanuloversenyen
dijat nyert dolgozatok.!
Parducz Néandor dolgozata.
LA felvaltdst az

1.x+2.4410.2-+20.%-+50.v=100

egyenlet nem negativ gyokei hatdrozzik meg. Az aldbbi tdbldzathan
lithaté torvényszertiség szerint helyezkednek el a megolddsok.

1 A dolgozatok valtoztatas és javitas nélkil kozoltetnek. Szerk.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII, 7
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Szamuk :
o 3
51 +46 +--- +1=11. 01;1 — 986
9. 4141 SHas
2
sl lie
/- o) =11
IO St
5"“—9*— 9
141 :
3. 3 18
1 = 1
. 2641
6. By e 81
% 16;—1 Sy
9. 641 7
2
1 — 1
Osszesen : 784

II. Ha kimutatjuk azt, hogy f(x)-ben bdrmely pozitiv és a téle jobbra
allo negativ tag algebrai sszege pozitiv, kimutattuk azt is, hogy f'()=0.
Képezziik a sorozat tagjainak abszolit értékét :

n n n 3
14 (1 ):r, ((2)1‘2,..., (k)x".

Ki fogjuk mutatni, hogy ez a sorozat monoton fogyo, azaz, hogy

(”)mi> i1 )_»L-Hl
i o) e

n(n—1).. .(-n;—i-{—ljm. n.(n—1)...(n—i+1) (n—i)

- f‘ e i1,
j RN Lo L)
Mivel esak pozitiv mennyiségekrél van szo, egyszeriisithetiink :
| n—i p-
e E L e

1
J p — ——, ahol .
Legyen -y ahol-m >n
n—1
Ekkor az v

ugyanis

= tortrol  konnyen beldthatjuk azt, hogy valddi tort,

n—i<mi+m, hol m=>n=>i.
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R, pont p' és ¢' metszéspontja.

Phev =6

4 9
41'...y:1/3(.7c— l;§ b).

A fenti két egyenlet kizos gyoke megadja R, derékszogi koordindtait :

Ly a+2b
R,

Yi=—"d
ro..V3.24+y=0

p:%%:u-}-b.

Ha tehdt c<<a+0b, akkor i, »"" egyenesek hatszoget fognak kivdgni
a parallelogrammdbol. Minden mds esetben (c=a-b) a kérdéses idom
a p’,p"s q's q" egyenesek dltal hatdrolt parallelogramma lesz.

A hatszog keriilete a kovetkezé lesz:

k= 2(AB+BC+CD),
mivel AL o wg R G e
AB =ED, BC = EF, CD = FA,
Ez a R,BC és RyEF A-ek egybevigisdgibol kovetkezik.
R,BC egyenlooldali A-ben
2a-+2b—2¢

PeH T = 2k Vg, RT=a+b—¢, BC= —i/g—-

G4 HS (e Vot % o)
AB:AR1 = ”H, 2?0?_30—0——— BG=
4b 2a+20—2¢  —2a+2b4-2c

T ETT S B
4a 2a+2b—2¢  2a—2b+42¢c

A o e LT

©D = DR, — CR, —

A hatszog keriilete tehit ;

k= C)[ —9a42b +2¢+2a-+2b—2¢ + 2a—2b + 2¢ ] ~ d(atb+o)
g V3 V3
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Szolovics Dezs8 dolgozata.

L. Hanyféleképen lehet 1 pengét aprépénzre felviltani? (Aprépénz
az 1, 2, 10, 20 és 50 f.-es.)
2. Bebizonyitandd, hogy az

(4 (3o ()

k-adfoku fiiggvény pozitiv értékii, ha

0<<n<
=Xy "

Itt & az n-nél nem nagyobb pozitiv egész szdmot jelent,

‘ (1) (3)-(E)

pedig a binomidlis egyiitthatok ismert jeldlései.

3. Adva van a sfkban hdrom, egy ponton dtmené és egymdssal pi-
ronként 60°-0s sziget hezdré egyenes: p, ¢ 6s », tovibbd hdrom
hossziisig a=b=c.

Bebizonyitandd, hogy azok a pontok, amelyeknek az adott egyenesek-
t6l valé tdavolsdga rendre kisebb a, b, illetve ¢-nél, akkor és csak akkor,
alkotjdk egy hatszog belsejét, ha a+b>c.

Ha e feltétel ki van elégitve, mekkora e hatszig keriilete ?

Kidolgozas.

1. Vegyiik eloszor azokat a csoportokat, amelyekben 1-és 2 f-es nem
fordul elé. Ilyen van

a,) melyben 2 drb 50 f-es fordul elo 1
a,) « Foo e T80 Te « G ud
) « 50 f-es nem fordul el6 6

Ezen csoportok szama osszesen 10.

Vegyiitk most azokat a csoportokat, melyekben 1 és 2 f-esck is elo-
fordulnak. Ilyen van:
b,) melyekben 10 fillér dll 1 és 2 f-esekbol 6.8=48,
t.i.a 10 ft-1 és 2 f-esekbdl hatféleképpen, és pedig, melyekben
b, 4,...0 2 fi-es van, a 90 fillért pedig 10, 20 és 50 f.-esekbdl nyole-
féleképpen dllithatjuk el6.
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b,) melyekben 20 fillér all 1 és 2 fi-esekbol 11.7=77,
t. i. a 20 fit 1 és 2 f.-esekbol tizenegyféleképen, és pedig, melyekben
10, 9,...0 2 fes van, a 80 fillért pedig 10, 20 és 50 f.-esekbél hétféle-
képen dllithatjuk eld.
Hasonlé meggondoldssal kapjuk, hogy azon csoportok szima

by) melyekben 30 f.dll 1 és 2 f-esekbol 16.6= 96

b,) « 40 e Y e 2 « 21 .5=105
b.) « 50r¢ ¢l 5809 « 26.4=104
be) « 60w sl a2 « 31.3=—.93
b.) « 7044, L9 « 3679
by) « 00 S S S M hef « 41.2— 82
b,) « T R B SR) « 46.1= 46
byo) « 1004 ¢ a1 "¢ 2 « Bl =Bl

Ezen csoportok szima Osszesen 774.
Az Osszes esetek szdma tehdt 10-4-774=7R84.

2. A felirt fiiggvényben pozitiv és negativ tagok viltakoznak. Be fogom
bizonyitani, hogy a megadott a értékekre egy pozitiv tag mindig na-
gyobb, mint az utdna kivetkezé negativ tag. abszolit értéke. [gy ter-
mészetesen a fuggvény pozitiv értékd.

Legyen egy dltaldnos pozitiv tagja a fiiggvénynek ( ):1:“2’, az utina ko-

n
A

vetkezd negativ tag abszolut értéke Qlj— | a2 +1, A fuggvény pozitiv, ha
( :):; )m“—’l> (Qlj—l) a2l+1, g2lnel egyszeresithetiink, mert x>0, tovdbbd

fejtsiitk ki az egyiitthatokat :

n(n—1)...(n—2+1) n(n—1)...(n—=20+1)(n—20)
1.2...% R 1.2...90.(2+1)

A baloldallal osztva, nyerjiik

(n—2)

= azaz —2Ar<<2+ 1.
Tl < 1, azaz ne—2Ax<<2+

Ez pedig igaz, mert a feltétel szerint ne<l és —2lax<<2l.

3. Elészor be fogom bizonyitani, hogy a sik bdarmely pontjanak a
hdarom egyenestil vald tivolsdgai koziil kettonek az osszege egyenl(3 a
harmadikkal.
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Jelentés az 1929, évi XI-ik «Karoly Irén» fizikai
tanuléversenyrol.

Tarsulatunk - XI-ik «Kdroly drén» fizikai tanuléversenyét 1929. nov.
O-én tartotta Budapesten és Szegeden egyidejiileg. Budapesten ugyancsak
a piarista gimndzium helyiségeiben. Budapesten 18, Szegeden 6 ver-
senyzo jelentkezett és beadtak Budapesten 17, Szegeden 5 dolgozatot.

A verseny tételei a kovetkezdk voltak :

1. Mindkét végén zdrt kapilliris esGben kozépiitt I hossztsdgd higany-
szdl van. Vizszintes helyzetben a ¢s6 két végében levo giz térfogala
egyenlé, ¢és nyomdsa akkora, mint az ! magassigu higanyoszlop nyo-
mdsa. A csé fiiggoleges helyzetében mekkora lesz a gdzok térfogata ¢s
nyomdsa ?

2. Valamely edényben a vizet 10° C-al a fagypont ald hitottiik ; hir-
telen rdzdsndl a vizbél mennyi fagy meg? :

3. Az r=10 cm sugart gémbnek E =981 egységnyi elekiromos t6l-
lése van. A gémb legmagasabb pontjan levé kis nyildson az m=10 g
tomegi golyé épen dtfér. A gomb kozéppontjitol szamitva mily nagy
magassighdl kell az e = 10 egységnyi clektromos toltési fenti anyagi
tomeget leejteni, hogy a gémb kizéppontjiban a sebessége kétszer akkora
legyen, mintha a toltések nem volndnak jelen?

A dolgozatok megbirdldsira kikiildstt Bizottsdg, melynek tagjai Frouvici
Izvor elndklete alatt Harkdnvi Bira bard, Mikora SANpor, NAGY JOzser,
Orrvay Ruporr, RyBir IstvAy, Taver Kirony és Poainy Béra eldadd,
1920. november 10-i iilésén egyhangilag a kévetkezo javaslatban dllapo-
dott meg: .

Mind a hdrom feladat megolddsdban hibdtlanul dolgozott két ver-
senyz6 : Piroucz Nixpor és SzékeLy Libra. A mdsodik feladatot mindkét ver-
senyzo roviden és szabatosan oldja meg. Az elso feladat megolddsit a leg-
egyenesebb tton Székery Lia adja. PArpucz Nispor szdmitdsai bonyo-
lultabbak. A harmadik feladat matematikai megfogalmazdsinal is SzéxeLy
Lipta néhdny révid, szabatos mondatba foglalja a fizikai premisszikat,
melyek a feladat lényegének teljes dttekintésérol tanuskodnak, azonban
a nyert mdsodfoki egyenlet diszkusszidja hidnyzik. PArpucz NAxpor itt
is hosszasabban szdmol, de viszont diszkutdlja az eredményt is.

A Bizottsdg ezek alapjin azt javasolja, hogy két elsé dij adassék ki,
mégpedig az egyik PiArbucz Nispor-nak, ki a Kemény Zsigmond redl-
iskoldban Pécu Avapir tanitvinya volt, és a mdsik Székery Lipii-nak, ki
a budapesti izraelita lednygimndaziumban Mexpe Jené tanitvinya volt.

Az 1929. nov. 14-i vdlasztmdnyi @ilés a Bizollsig e javaslatit egy-

hangilag elfogadta.



TARSULATI ELET.

Az 1929, évi XXXIV. kozgytulés.

E kozgyilést a Tarsulat 1929. mdjus 18-dn tartotta meg. A titkar
jelentésében hdarom kivdlé tagtirsunk elhinytirél emlékezik meg, akik
tevékeny miikddésiikkel Tdrsulatunkban eléviilhetetlen érdemeket szerez-
tek. Az elsé ankergrundi Korep Lajos c. tankeriileti féigazgaté r, aki
évtizedeken &t jegyzéje, majd vilasztmdnyi tagja volt Tdrsulatunknak, a
madsodik Lévay Epe redliskolai igazgaté tr, ki hosszi ideig pénztirosa
volt Tdrsulatunknak, a harmadik Kirovy Iréx fotisztelendé tr, a pre-
montrei rend tagja, akinek nevéhez fiizédik a mdr 10 esztend Gta ren-
dezett «Kdroly Irén» fizikai tanuléversenyek megalapitisa és bokezi
tamogatdsa s aki Térsulatunk tiszteleti tagjai kozott szerepelt. Mind-
harmuk emlékét kegyelettel fogjuk megorizni. A titkdri jelentés szerint
Tarsulatunk az elmult évben 8 eldado iilést és 3 vidlasztmdnyi tilést
tartott. Az eldadd iiléseken 5 matematikai és 5 fizikai tdrgyi eldadds
keriilt napirendre. Az alapszabdlyok értelmében az év folyamdn lelépé
valasztmdnyi tagok : Barronik Gfza, Frouuce Kirony, Jorpax Karowy,
Kopp Lajsos, Léky Bira és Szties Avorr voltak, kik koziil az elhinyt Koep
Lasos helyére a kozgyilés Haar ALrrip egyetemi tandrt egyhangtlag meg-
vilasztotta, a tobhi urak pedig folkérettek a vdlasztmdnyi tagsdg tovibbi
viselésére.

Az 1930. évi XXXV, kozgyulés.

Az 1930. mdjus 17-én tartott Kkozgyllés titkdri jelentése 10 eloado
itlésrél és 7 vilasztmdnyi iilésrol szdmolt be. Az eldadé iiléseken 7 mate-
matikai és 9 fizikai targya eloaddst tartottak. Az tigyvivo titkdr meghato
szavakkal emlékezik meg Tarsulatunk érdemes vilasztmdnyi tagjanak,
Barromek GEza udvari tandesos urnak 1930: februdr 11-én bekévetke-
zett haldlarol. Referal Tarsulatunk kiilféldi vendégeirél, kik koziill Karw
Scueen, E. Roep, H. Rapemacuer és A. Sommerrewp eldaddst is tartottak
iiléseinken. A Kozt Gyvra-jutalom idei nyertese Szisz Orr6, a buda-
pesti egyetemn wagdntandra, a frankfurti egyetem professzora. A jutalmat
jelen esetben és ezentil Kone Gyvra-érem alakjiban fogjik kiadni.
A kozgyilés ezutdn torli az alapszabdlyok 5. §-dnak mdsodik bhekezdé-
sét, mely szerint «Tiszteleti tagul csak magyar dllanpolgir vilaszthatén,
mert a 9900/1923. sz. beliigyminiszteri rendelet értelmében tudomdnyos
intézetek nem magyar dllampolgdrokal is megvilaszthatnak tagjaiknak.
Ezek alapjin a kozgyllés a vdlasztmdny eléterjesziésére megvilasztja
Paur, Pamvievi urat, a pdrisi egyetemen az analytikai és égi mechanika

o
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professzordt, és Arnorp SoMmMeRrFELD urat, a miincheni egyetem elméleti
fizikusdt a Tdrsulat tiszteleti tagjaivi. A kozgyilés az alapszabdlyok értel-
mében automatikusan lelépé hat vdlasztmédnyi tagot: Gruser NANDOR,
MikorA SANDOR, OrtvAay Ruporr, Rarz LAszio, Riesz Frigves és Ryeir
Istvan-t 4jhol megvilasztja, Barronier Giza helyére pedig Tass Anrav-t,
a sviabhegyi csillagda igazgatojat vilasztja meg.

Miutdn a kozgytlés kiilon koszonetet szavazott a Vallds- és Kozoktatds-
iigyl Minisztérium dltal nyujtott 500+ pengd rendkiviili dllamsegélyért,
tovibbd a Széchenyi Tudomdnyos Tidrsasdgtél kapott 3000— pengd
egyszersmindenkori tdmogatdsért, a tisztajitds kovetkezett. A régi tiszti-
kar, melynek megbizatdsa az alapszabdlyok értelmében hdromévenkint
lejar, most visszalép, és a kozgyilés oOket tjra megvalasztja azzal a
modositdssal, hogy Kirscuik Jézser helyére, kinek évtizedeken &t foly-
tatott buzgd jegyzoi miikodéséért halds kiszonetét fejezi ki, Szifcs ApoLr-ot
vilasztja jegyzivé. Szics Aporr megiiresedett vilasztmdnyi tagsdga helyére
pedig KirscaAk Jozser-et vilasztja meg. Ezek utdin a jelenlegi tisztikar a
kivetkez6: Fronuica lzior elnék, Ravos Guszriv és Tawaer Kirory al-
elnokok, Fesgr Lipér és Pociny Bira titkdrok, Csiszar Evemér és Sztcs
Aporr jegyzok, Nacy Jozser pénztdros.

A, '«!i(")'l‘V(")S LORAND» MATEMATIKAI ES FIZIKAI
TARSULAT 1929-1K EVI ZARSZAMADASA ES
VAGYONKIMUTATASA.

A) Bevételek:

1. Mult évi zdrszémaddsi maradvény : Pengd
@)= keszpenzhent ¢ IS st ey S Sl S St O S 275
b ‘Postatakarekpenztarban .t id WLl oo st s 20-71
¢)rLepzdmitolGubankban i o Zoint e B e i SR 0:00
gl apdiinkinc e B b Rl et SN e T T 595206
3. [Sepelyekvas kammatok o it s | i il B ik S TR AT 04,
4, Franklin-Térsulattdl hitel . . o . =& b e o e 1289:18
B Y ERe I 2 R e S s T e e e e o s 1300

Osszesen : 4292348

B) Kiadasok :

1. Betétek : Pengd
o) Postetakarekpenatdrban o0 el sl STl (0 T et 86:50)
b) Leszamitolé és Pénzvilté Bankban . . _ _ . _ . .. 402:00
29 INyornta s L SRt ol Wl pdtn S BRI s e i S e el 886 73T
3io Vepyerek oo wny DR S L) S N Ss e i G e N e s ORT90)
A, KOsz Al N s SR ol ot e B e I e S B BT

Osszesen : 422348
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VAGYONKIMUTATAS.

A) Vagyon:

1. Alaptike.

109

Korona Pengd
A Magyar Leszdmitolo és Pénzvélto Bankban :
2600 K. n. é. 4%e-os fovarosi kolesonkotvény — 2600-00
1800 « « « 6%0-0s hadikdlesonkstvény
(4-ik kiboesdtds) .. . . 1800-00
300 « « « 4°v-0s magyar korona-) = .
jiradékkotvény | = = 300-00
2200 « « « 6%0-0s hadikélesonkotv. y ==
(6-ik kibocsdtds) | £ =
36090. sz, 1020.P° 1" L Ll fhaE 1020:00
2000 K. n. é. 55%o-os hadikélesonkotvény
(4-ik kibocsdtds).. .. 2000-00
10000 « « « 6°%-0s hadikolesonkotvény
(3-ik kib.) Konig alap.  10000:00
Pesti Hazai Takarékpénztarban 04;)07 jelzési
k('inyvbean sr et Wad 10800
Allami kezeléshen : Majthényi Otté hagyaték _. 1000000
1I. Forgo tike.
Keczpenzben R REMIEAIN cih - ass iR R i 79-81
Betet e 2ony® D ey B RPN e S 48850
Papdithateal eleyvin EReel B SRR i e 200-00
Nyomiatvanyoke s oo v ot e e S e o b 500-00
Osszesen : 2900800 2288-21
B) Teher:
Korona Pengé
VBEYOR. S i -ty e SRS e wi S S 0000200 1 298N ]
Franklin-Tdrsulat kovetelése . . _ _ _ . — 1289-18
Tiszta vagyon mint egyenleg .. . . . . . . 2900800 999-03

Budapest, 1930. évi dprilis 30.

Nagy L. Jozsef,

pénztaros.

Alvizsgdltuk és rendben taldltuk :

szamvizsgalok.

. Harkanyi Béla, Veress Pdl, Ratz Laszlo, Renmner Janos,
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<N110 ELOADASOK.

Az 1929—-30. tarsulati évben tartott eléadasok.

1929. szeptember 24. K. Scurer: Uber die Entwicklung der Thermo-
metrie. E. Ruep: Uber Elektronenbeugung. K. Tawer: Das Torsionspen-
del im Wasser. P. Seuénvi: Uber den Kerr-Effekt-Oscillograph.

1929. oktober 4. T Rapemacuer : Uber die Modelle der nicht Eukli-
dischen Geometrie.

1929. november 14. (A tanuléversenyek eredményeinek kihirdetése.)

- Scamip Rezsé: Az NO-molekula energianivéinak abszolit értékeirdl.

1929. december 12. Grywarvs Istvin: Az dllandd gorbiiletdi terek
differencidlgeométridjarol.

1930. janudar 27. A. Sommerrerp : Die Elektronentheorie der Metalle
und die Natur des Elektrons. :

1930. janwar 30. Frouuca lzor: «Bdrd Eitvis Lordnd Emlék-
konyvr. Keletkezése, célja. Emlékiinnepélyén tartott hbeszédekkel vals
Gsszekapesoldsa ¢s  tndomdnyos mikodése maradando eredményeinek
rovid ismertetése. Fekere Jen6 : A Bdré Eotvis Lordnd-féle torzids ingdi-
nak gyakorlati alkalmazdsairdl.

1930. februar 27. Ferexczi Zourin: Vizsgdlatok a  hatvdanysorok
szummabilitdsarol.

1930. marcius 20. Tmanyt Mikios: Cyklikus determindns hdrom
elembol.

1930. aprilis 3. Eeerviry Jexd: A hdromtagi egyenletrsl. Forrd
Macporya : Foszforok abszorpeidja.

1930. aprilis 24. Fesr Lipor: Jelentés a Konig Gyula-jutalomrdl.

1930. majus 17. (Kozgyiilés.) Rapos Guszriv : Magasabhrend( quadra-
turdkrol.

Uj tagok.

Ref. gimndzium (Budapest, Lényai-utcai), Farkas Dénes kegyesr,
tandr (Kecskemét), Fischl Klira tandrjelslt (Bpest), Goll Gydrgy miiegy.
tandrsegéd (Bpest), Heller Richard ny. polg. isk. igazgaté (Baja), Janicsek
Jézsef miiegy. m.tandr (Bpest), Kolozsviry Béla gimn. tandr (Bpest),
Kénig Theodora okl. tandrn6 (Bpest), Neugebauer Tibor egyet. tandr-
segéd (Bpest), Spitz Ivin okl. tandr (Bpest), Zigany Ferenc egyet. tandr-
segéd (Bpest). Osszesen 11 1j tag.

Meghalt :

Bartoniek Géza udv. tandcsos (Bpest).



Felhivas tagtarsainkhoz!

A rendkiviilli viszonyok silyos helyzethe sodortak Tarsu-
latunkat. Folyodiralunkat még redukalt terjedelemben sem tudtuk
volna megjelentetni, ha a tudomanyt megbecsiilé, aldozatkész
emberbaratok és intézmények nem jottek volna segitségiinkre.
Ez a Tarsulatunk irdnt megnyilvianulé bizalom mi rank is
kotelezettséget ro. Nekiink is erdnkhoz képest meg kell ten-
niink mindent, hogy Téarsulatunkat fenntartsuk és annak miiko-
dését minél intenzivebbé tegyiik. Ezt koveteli tolink jézanul
felfogott sajal érdekiink, ezt koveteli hazank érdeke is. Csak
igy alakul ki benniink a jovénk biztositasahoz annyira sziik-
séges bizalmunk énmagunkhoz.

Kérjiik ennélfogva tisztelt laglarsainkat,

1. hogy hatralékos tagdijaikat (évenkint 8, ill. 6 pengét)
sziveskedjenek Nagy Jozsef pénztarnoknak (Vac, Kegyesrendi
gimnéazium) befizetni,

2. hogy megvaltozolt 1ij cimeiket kozoljék a Tarsulat pénz-
tarosaval,

3. hogy gyiijtsenek uj tagokat.






RADOS GUSZTAV ALELNOKNEK
AZ EOTVOS LORAND MATEMATIKAI ES FIZIKAI
TARSULAT NEVEBEN MONDOTT BUCSUZTATOJA
FROHLICH IZIDOR RAVATALANAL.

Tisztelt Gyaszolo Kozonség !

A br. Eétvos Lorand Mat. és Fiz. Tarsulat képviseletében
jottem ide, hogy megdicséiilt elnokének, FronLicn Izimmor-nak
ravatalara a hdlds elismerés babéragat letegyem, hogy a Tarsu-
lat nevében utolsd halaszozatot intézzek O hozza, akit hivatdsa-
nak eszményi folfogasaért oly mélyen tiszteltiink.

Kutatni és tanitani volt a magavalasztott hivatasa, amelyre 6t
nagy tehetsége predestinalta.

Hogy e hivatisanak mily fényesen megfelelt, arrol tanusdgot
tesznek tudomdnyos munkdssdganak nagyjelent6ségii és mara-
dando6 becsii eredményei, amelyek nevének a physika torténeté-
ben 6rok helyet biztositanak. Tantsigot tesz tovabba 1égi6-
szamra mend tanitvanyainak haldja és szeretete, akik még halo
poraiban is dldani fogjak kitiiné tanaruknak emlékét.

Fréuvica Izmor tarsulatunk alapitisaban és tudoményos
¢letében tevékenyen részt vett; valasztmanyanak 38 éven at
buzgé tagja volt és halhatatlan elsé elndkiink, br. Eoérvos
LorinD elhunyta utin, mint arra legméltobb, annak utodja lett
az elnoki székben. E tisztséget a legnagyobb odaaddssal és
br. Eorvos szellemében toltotte be.

Onzetlen tudominyszeretetével, faradhatatlan munkassigaval

és a munka melletti szivos kitartasaval, parjat keresé lelki-
Matematikai ¢és Fizikai Lapok. XXXVII, S
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ismeretességével mindannyiunknak fényes példat adott arra,

" hogy miként lehet és kell a tudomanyt és vele egyiitt a hazait

szolgalni.

Mélyen tisztelt Baratunk! Evtizedes egyiittmikodés utdn faj-
dalmas szivvel bucstzunk el Téled, akit emelkedett életfelfogi-
sodnal és torhetetlen igazsdgszeretetednél fogva annyira nagyra-
becsiiltiink és oly melegen szerettiink.

Te, aki életed javarészén dt pihenést nem ismeré faradozis-
sal és oly nagy sikerrel kutattad a fénysugdr varazslatos titkait,
most bevonulsz az 6rok fényesség birodalmdba. Legyen ott édes
a pihenésed !

Fronvice Izipor, szeretett és tisztelt baratunk, Isten veled!

TANGL KAROLY ALELNOK BESZEDE
FROHLICH 1ZIDOR RAVATALANAL.

Szomort napja a magyar tudomdnynak az 1931. év.janudar
924-ike. Gyaszlobogét tlzott ki a Pazmany Péter Tudomény-
egyetem, fekete zdszlo leng a Magyar Tudomdnyos Akadémia
palotdjan, gyaszolnak széles ez orszigban mindeniitt, hol a
tudomanyt miivelik, mert elvesztettiik FrouLicH Iziport. A Piz-
many Péter Tudoményegyetem, a Magyar Tudomdnyos Aka-
démia, az Orszagos Tandrképz6 Intézet, a kir. magyar Termé-
szettudoméanyi Tarsulat nevében blcstizom Téled. Frouuicu
Izipor, amikor elindulsz arra az tutra, mely a nagy tudas orok
orszagaba vezet.

Visszapillantok a 78 évre, mellyel a Mindenhato josiga meg-
ajandékozta; e hossz életbdl csodds harmonia kiséretében egy
motivum cseng felém, mely igy szo0l: dolgozni. A boldog csaladi
élet nyujtotta 6romokon kiviil a tudomdnyos munkdban és an-
nak sikerén érzett megelégedettségben taldlta egyetlen igaz
oromét. A nagykozonség szemében érdekes eseményeket alig
taldlunk életében, a tudomanyos munka egész lelkét annyira
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betoltotte, hogy az 6 szaméra érdekes esemény az volt, ha egy
problémit megoldott, ha kutatisai j eredményre vezettek; ilyen
eseményekben élete gazdag volt.

FrouLic Izipor a budapesti tudomanyegyetem gyermeke, itt
kezdte egyetemi tanulminyait baro Eorvos Lorinp vezetése
alatt, ki felismerte benne tehetségét és egyengette utjat az
egyetemi kathedrihoz. Allami 6sztondijjal két évet toltott a ber-
lini egyetemen Hermuorrz ¢s Kircauorr hirneves német fiziku-
soknal; itt készitette elsé tudomdnyos dolgozatat Hrermmorrz
laboratoriumaban 1875-ben. Ebben az évben avatta doktorrd a

budapesti tudomanyegyetem bolesészeti kara. A sors kiilonds

kegye megengedte, hogy eredményekben gazdag 50 év utédn a
doktori aranydiplomat is atnyujthatta. Doktori szigorlatin a
vizsgalo bizottsag tagjai voltak: Perzvan Otr6, JEDLIK Axvyos
és biaro Eorvos LorAnp. Frouvnicr [zmor tudos képességeinek
eme elsé tizprobdjiat fényesen dllotta meg a fizika nagymesterei
el6tt.. A fizikai tudomanyok kozkatondjavia avattik, de csak-
hamar a magyar fizikusok egyik vezére lett és az is maradt,
mig a munkaban elfaradva, szemeit 6rék pihendre lecsukta.
Alig egy évvel a doktoratusa utin a budapesti tudoményegye-
tem magdintandra lett s azota 52 éven at 1928-ig tanitotta az
elméleti fizikat, kezdethen mint magdintanir, majd 1878 ota
mint rendkiviili és 1885 6ta mint rendes tanar; tanitotta oda-
adassal, lelkesedéssel és pontossiggal, mert szerette tudomi-
nyat és az ifjasagot, kinek lelkébe akarta vésni az 6 nagy lelke-
sedését ¢s tudasat. Annyira szerette tudominyat, hogy még
73 éves kordban résztvett a berlini egyetem egy kurzusin, me-
lyen az elmélet legtjabb fizisdat beszélték meg ; ott iilt a tan-
terem padjin s szorgalmasan jegyezte az eléadisokat. Elénken
emlékszem vissza arra az iddre, amikor 43 évvel azeldtt el6szor
hallgattam FromLica Izmor elméleti fizikai el6adasait; minden
ora utan két tabla is megtelt képletekkel, de nem maradtak
tires, ijeszto formulik, az 6 cléaddsdban elvesztették félelmes
voltukat, életre keltek, mert lelket lehelt beléjiik és vildgosan,
hangosan hirdették a fizika o6rék torvényeit és a fizikai vilag
S*
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nagy oOsszefiiggését. Tanitott az Orszagos Tandrképzé Intézet-
ben is, igazgatotanacsinak harom évtizeden at lelkes tagja
volt, élénken részt vett annak munkdjaban és intézte diakjai-
nak tigyes-bajos dolgait. Talan itt érezték didkjai legjobban azt
a mélységes atyai szeretetet, mellyel egyetemi éveikben 6ket
kisérte, s6t azon tal is.

Egyetemi taniri mtikodése természetesen nem meriilt ki a
tanitdsban. Az egyetemi tigyek targyalasaban és intézésében
élénken részt vett; Frouvica Izibor véleménye mindig stlyo-
san esett latba; barmely iigyet bizott ra a kar, mindig nagy
odaaddssal, lelkiismeretességgel és targyilagossiggal intézte.
Tandrtirsai harom izben vilasztottik dékanni és 1911-ben
rektor magnifikussa.

Hosszasan szeretnék beszélni Frounicn Izimor tudos kutato
munkdjanak eredményeir6l, hisz a kutatdé munka volt életének
legnagyobb gyonyorisége ; beszélnék mindenek elott optikai
vizsgalatairol, melyek legjobban vonzottik; beszélnék a racsok-
10l elhajlitva visszavert fény jelenségérél, melyet részletesen at-
kutatott tobb 10,000 mérést végezve és melyrol szebbnél szebb
torvényeket allapitott meg, beszélnék a teljes visszaverddésre
vonatkozo kutatdsairol, melyekkel kimutatta, hogy teljes vissza-
verédéskor az optikailag ritkabb kozegbe is hatol fény, beszél-
nék elektrodynamikai vizsgalatairol, melyek egy ujfajta elektro-
dynamometer ¢s énindukeionormalé szerkesztésére vezettek. Le-
mondok azonban errél, amit annal konnyebben tehetek, mert
hisz kutatisainak eredményei megmaradnak tovibbra is, koz-
tiink élnek és hirdetik Frouvica lzipor dicséségét.

Kutatdo munk&janak kiilsé elismerésben is boven volt része.
A Magyar Tudomdnyos Akadémia 1880-ban levelezd, majd
1891-ben rendes tagjava valasztotta, 1913 ota osztalytitkar,
1920 ota az Igazgatotandcs tagja. Az osztdlytitkiri teendok
intézésében boéven volt alkalmunk csoddlni Fronvice Izipor
hihetetlen pontossagat, tigybuzgalmat és azt a nagy szeretetet,
mellyel az Akadémia irdnt viseltetett; életének talin legkedve-
sebb ordi azok voltak, melyeket az Akadémian tolthetett. 1887-ben
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az Akadémia a Bisin-dijjal tintette ki az elektrodynamométer
elméletérdl szolo palyamunkéjat, 1910-ben a nagy jutalmat nyerte
el. 1920-ban a Matematikai és Fizikai Téarsasidg elnokévé va-
lasztotta. A kiilf6ld elismerése sem maradt el: a glasgowi egye-
tem tiszteletbeli doktorava avatta a lord Kervin iinnepélyén.
~ Fronuice Izipor kedves kollegank, amikor utolso nagy utadra
indulsz, utadat virdgokkal diszitjiik, viragokat helyeziink rava-
talodra; e viragok elhervadnak, csak egy marad meg: a szere-
tet, a ragaszkodas és nagyrabecsiilés viraga, melyet sziviinkben
hordunk, mely élni fog tovabbra is.
Frouuicu Izipor kedves kollegank, Isten veled!

Budapest, 1931 januar 27.
Tangl Kdroly.




HENDRIK ANTOON LORENTZ ELETE
ES MUNKASSAGA.

P. Zeeman-tol.?

Most, hogy oOsszegytltiink a Hollandi Tudoméanyos Téarsasig
hajlékéaban, abban az intézményben, amelyhez Lorextz-et hosszt
évek folyamdn annyi kotelék flzte, tekintetiink elfityolosodik.
A tudomdny templomabol a fépillérek egyike ragadtatott ki
hirtelen.

Nem csupan a fizika, hanem a nemzetkézi tudomanyos vilag
is egyiitt sir azokkal, akiket vele hosszi évek sordan annyi kii-
lonféle természetii kotelék flizott ossze. En is elszorult szivvel
4llok itt, hogy megfeleljek feladatomnak, ami mégis vonz: meg-
festeni az O személyét és munkdssigat Onok elott.

Henprik Axroon Lorentz 1853 julius 18-dn sziiletett Arnhem-
ban. El6szér Swaters «mester» iskoldjat latogatta, késébb
Timmer «mesterr-ét és 1866-ban letette az ugyanazon évben
Arnhem-ban megnyilt koézépiskola harmadik osztalyaba a fel-
vételi vizsgat.

A zarovizsgalatot 1869-ben dllotta ki; az 6todik osztilyba
akkor hiarom novendék jart: Lorentz, pE JoneH és Haca. Haci--
t6l a késébbi groningen-i tandrtol, aki jelenleg Zeisi-ben él,
nyertem LorenTtz ifjisdgira vonatkozon adataimat, melyeket

1 Felolvastatott a Hollandi Tudomdnyos Tdrsasig-nak Harlem-ben,
1928. évi majus ho 19-én tartott tlésén.
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most Onéknek elmondandé vagyok. De Jonen késébb mint gyar-
mati tisztvisel6 halt el Jdva szigetén.

A hiarom novendéket erés baritsag fizte ossze. Iskolan kiviil
nagy sétakat tettek Arnhem kornyékén. Esténként tanulmé-
nyoztik a csillagos eget.

LorenTz magyaraz6 tehetsége mar kozépiskolai tanulmdanyai
folyaman is kitiéint: mivel a mathematika és mechanika tanara
nem magyarazott elég vildgosan, a kovetkez6 mnapok folyaman
- LorenTz segitette ki osztalytdrsait a nehezebb részekrél irt ér-
tekezéseivel.

Rendkivilli emlékezétehetsége, melynek révén csupan két-
héromszor olvasott részleteket is kiviilrél tudott, magyardzza
meg, hogy idegen nyelvii irdsaiban olvasmanyainak sok szava és
sz0ftizése volt feltalilhato és az angol nyelv tandra egyszer meg
is jegyezte, hogy «stilusa igen emlékeztet a DickEns-ére».

A zarovizsgalatot kovetd vakdcio folyaman Lorentz és Haca
elhatdroztdk, hogy fizikai tanulmdényokat fognak folytatni és
elékésziilnek az egyetemi felvételi vizsgdalatra. A gimndzium al-
igazgatoja, T. T. Kroon dr. kiilon leckéket adott nekik. A latint
illetéleg sok idét szenteltek Livius-nak, mivel a legutobbi évek
folyamén Leyden-ben mindig ezen szerz6 munkaib6l kellett
forditani. A vizsgin mégsem Livivs-t adtik forditdsra, hanem
Ovipius-t, nevezetesen az dlomisten lakohelyének leirasdt.

E szovegben el6fordulo, de Livivs-ban hidnyzé szavak témege
nem okozott LoreNTz-nek nehézséget: «Ldssuk csak, bizonyédra
ki lehet talalni koriilbeliil a szavak értelmét.» Ilyforméan Lorentz
1870-ben beiratkozhatott hallgatonak az egyetemre Leyden-ben,
ahol a Harlem-utciban ttotte fel szalldsit.

Rendkiviil erés memoridja elsé éves kordiban Gjra mutatko-
zott. Egy napon egy hallgatokkal telt teremben szokds szerint
mindenkinek bemutatkozvan és neviiket kérdezvén, a cercle vé-
gén allok egyike csipésen megkérdezte, hogy nem érné-e meg
a firadsagot, feljegyezni a neveket. Lorentz azt vilaszolta, hogy
megjegyezte azokat és sorban el is ismételte Sket, egyiket a
masik utén. :

pmiet i O AINER Y
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Lorentz memoridja késébb is igen erés volt. Emlékszem,
hogy néhany év el6tt a Kirdlyi Tudomanyos Akadémia iilésére
érkezvén, Lorentz mér felolvasta jelentését és atadta az elnok-
nek. Mid6én kifejeztem sajnalkozdsomat, hogy nem hallhattam
megjegyzéseit, igy szolt: «Varj csak, még leirhatom neked.»
Tényleg, egyvégtiben leirt csaknem egy teljes ivet.

1871 novemberében LorenTz megszerezte a licentiatust, mi-
utan az egyetemen egy évet toltott volt, ami, mint azt Haea
megjegyezte, igen nagy kivételnek szamitott abban az iddben.

LorenTtz csupan két tanéven at maradt Leyden-ben. 1872
6szén az arnhemi felnéttek iskoldjanak tandrdva neveztetett ki.
Itt csaladjdval egyiitt a «Steenstraatr-on lakott, ahol nagy és
nyugodt dolgozo szobajaban senki sem zavarta.

1873 juniusiban Lorentz elérte a doktoratust. Ezutin is az
arnheim-i esti tanfolyam tandra maradt és szabad idejét dok-
tori értekezésének kidolgozasaval és megirasaval toltotte. Ava-
tisa 1875 december 11-én ment végbe. Mint a leyden-i egye-
tem professzora, 1878 janudrjaban tartotta meg inauguricios
eléadasat.

LorenTz doktori értekezése a fényvisszaveridés és torés elmé-
letét targyalta. :

gy kezd6dott meg a fényrél és az elektromosséagrol szolé
nagyszer kutatisainak sorozata, melyek a fizikdra oly nagy
hatast fejtettek ki.

1878-ban jelent meg nagy munkaja a fénysebesség és a ko-
zeg surlsége és szerkezete kozotti Osszefiiggésrdl. 1887-ben az
«Archives Néerlandaises»-ben, tarsulatunk folyoiratiaban, mely
annyi érdekes hollandus munkat tartalmaz, jelent meg -cikke
a fold mozgisanak befolyasarol a fényjelenségekre.

Lorentz mind vilagosabban Kkifejti egyrészrél az éter, més-
részrél a ponderabilis anyag szerepe kozotti kiilonbséget.

Csatlakozik itt Huveens, FrEsNEL és MaXxweLL nagy koncep-
cioihoz és kozeledik az elektronelmélethez, amellyel LorenTz
neve Orokre osszeforrt.

Az elektronelmélethen elfogadjuk, hogy a testek mozgdsa
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alkalmdval az éter abszolit nyugalomban marad és hogy min-
den optikai és elektromos jelenség elektromossiggal toltott ré-
szecskék helyzetén és mozgasain alapszik. 1892 és 1895-ben
megjélent munkaiban Lorentz rendkiviil ragyogé modon dol-
gozta ki ezt az ideat és 1906-ban a New-York-i Columbia egye-
temen tartott eldaddsaiban mar az elektronelméletet annak a
fényre és sugarzo hére valdo alkalmazasaval egyiitt targyalta. !

Eleinte nem sokat tudtunk az elektromos részecskék termé-
szetérol és toltésérol.

Miutan 1896-ban felfedeztem volt, hogy a magneses erék

befolyast gyakorolnak a szinképvonalakra, Lorentz elméletével
és kozremikodésével lehetségessé valt az elektromos részecskék-

r6l egészen uj adatokat nyerni. Szerencsés véletlennek bizo-
nyult, hogy azok tomege elektromos téltésiikhoz képest elég
kicsi volt. LorenTz késébb meg is jegyezte: «ime tehat Zremany 1
minden specidlis elmélettol figgetleniil, velem valo egyetlen 4‘
megbeszélés nélkil, felfedezhette, aminthogy fel is fedezte, a o
a szinképvonalak méagneses felbomlisat; ez nem sikeriilt volna ‘
neki,» tette hozza tréfasan, «ha az elektron tomege tizszerte
nagyobb lett volna azonos toltés mellett.» Manapsag az elektro-
nok azok az alapkovek, melyekbdél az atomok felépiilnek. A mai
fizikus szdmdra az anyag nem mds, mint negativ t6ltést elektro-
nok és pozitiv toltési részecskék aggregatuma.

1895 ota, de mar megeldzéleg is, Lorentz megszakitatlanul
kitiintetett bardtsagaval. Azon nyole év folyaman, 1912-tél
1920-ig, mialatt Lorentz elndke, én pedig titkira voltam a
Kiralyi Tudoményos Akadémia természettudoményi osztalyinak, a
tudominyos reldaciok mellett sokkal dltalinosabb tertileten kifejlé-
dott egyiittmtikodés folyamén megtanultam becsiilni LoreNTzZ- *
nek embereket és dolgokat birdloé és értékeld tehetségét és meg-
figyelhettem, hogy mennyire szerette mindenki az ¢ befolyasat,
melyet mindig oly szerényen érvényesitett.

Lorentz-nek sajit tantsagtétele szerint is nagy szerencséje d
volt az elekronelmélettel. Nem lehetett elore sejteni az elmélet [
felépitése kozben, hogy lehetséges lesz majd litni gyors és sza-
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bad roptiikkben az elektronokat, hogy meg lehet majd 6ket sza-
molni és meghatdrozni toltésiikel és tomegiiket.

Lorentz torekvéseit még egy tovabbi szempontbol is siker
korondzta. A nyugalomban 1évé éter elméletének késébbi ki-
fejlesztése altal megkozelitette Emnstein  relativitdselméletét.
Lorentz meg tudta magyardzni elméletével Fizeav-nak mar
régebben végzett és a fénynek folyovizben valé tovaterjedé-
sére vonatkozo kisérleteit, valamint a gyors mozgdsban 1évé
iiveg- és kvarc-rudakon késobb dltalam végzett kisérletek ered-
ményeit is. :

Tovabbd EicHENwALD orosz fizikus igen megfontolt és alap-
jaban véve oly egyszeru Kkisérletei is magyarazatot taldltak a
Lorentz elmélet keretei kozott.

LorenTtz elméletének szépsége abban all, hogy teljes és ab-
szolut egységet képez és hogy az egyes specidlis kérdésekre
hatarozott feleletet ad.

Fémiive mellett Lorentz a fizikinak csaknem minden fejeze-
tét gazdagitotta értekezéseivel. ,

Lord Kervin 1900-ban az aldbbi szenzicids cimmel tartott
eléadast: «A tizenkilencedik szdzad folyaman a hé és fény
dinamikus elmélete felett Osszegyiilekezett fellegekrél» és be
kellett vallania, hogy a felh6k némelyikét nem képes elosz-
latni.

Nem maradtunk meg a fellegeknél: az tgynevezett kvantum-
elmélet 1900-ban sziiletett meg és valéban oly vihar kitorését
hozta magdval, amily még nem vonult el a fizika felett.

De legyen barmi is végiill az eredmény, bizonyos, hogy a
kvantumelmélet a Lorentz dltal megmutatott Gton haladhatott
és hogy mindig nagy élvezet lesz szamunkra Lorentz munkdi-
hoz visszatérni, amelyekbél kozvetleniil a békés klasszicizmus
tiszta és viligos levegéje arad felénk.

Tudomanyinak eredményeit LorenTtz t6bbszor ismertette szé-
les kozonségnek szant beszédekben. Ezek az eléadidsok a ma-
gyarazatok ékkovei, bar nem mindenki tudja azokat olvasni
vagy épp megérteni.
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- Idézni fogom egyikét azon részeknek, melyb6l megtudhatjuk,
hogy mint vélekedett LorenTz a tudomdany alapjairol.

«Azon alapok egyike, melyekrél nincsenek eltéré vélemények,
els6sorban az a szabaly, hogy a fizikiban deterministaknak
kell lenniink. El kell fogadnunk, hogy az anyagi vilag egy bi-
zonyos pillanatbeli allapotabél sziikségszerten folyik a kovet-
kez6 pillanatban bedllé allapot. Vagyis vilagosabban: a tapasz-
talat bizonyitja, hogy egyszerti esetekben képesek vagyunk egy
megfigyelt allapotbél értelmiink révén meghatirozni egy ké-
s6bbi allapotot és posztuldlhatjuk, hogy ezt minden tjabb eset-
ben is megtehetnénk, ha megfigyeléseink elég messze terjedné-
nek és ha gondolkodasi képességﬁnk athatobb és fejlettebb,
bar ugyanoly természeti volna, mint az, mely tényleg meg-
adatott. Alapos okbol hihetjiik, hogy ezzel j6 nyomon jarunk.
Mindenesetre a nem fizikus is ugyanezen posztulatummal ve-
zetteti magdt, ha fizikai jelenségekkel van dolga. Epptgy, mint
mi, 6 is josldst kockaztat meg, sét talan még tébb merész-
séggel.»

Lorentz kétségkiviil sokat és mélyen gondolkozott tudoma-
nyanak hatdrairol. Azonban ezekrél nem irt nyomtatisban és
csupdn a sorok kozott olvasva és itt-ott taldlhatdo megjegyzé-
sekbdl ismerhetjiik meg véleményét.

Ezért annal orvendetesebb, hogy Lorentz H. Y. GROENE-
wEGEN dr. tandarnak a filozofus Fecener egyik konyvérdl valo
véleményét levélben irta meg, ahol alkalma nyilt néhdny
metafizikus megjegyzést tenni. GroENEwEGEN elkiildte volt Lo-
rENTz-nek Fecaner «Physikalische und philosophische Atomen-
lehre» c¢. konyvét és Lorentz 1915 dprilis kozepérdl keltezett,
igen részletes levelében vizolja a konyv olvasdsa kozben szer-
zett benyomasait.

LorenTz megjegyzi, hogy nagy élvezettel és altaliban tokéletes
egyetértéssel olvasta, amit Fecuner a «physikalische Atomistik»-
r6l mond. «Szeretném, ha tobb fejezetet, pl. az «Uber den
Begriff der Kraft und sein Verhiltniss zum Begriff der Materie»
«cimit minden fizikus elolvasni. Ha Fecuner napjainkban irt
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volna, az atomok és molekulik létezése mellett sokkal meggyd-
z6bb érveket is felsorakoztathatott volna. Manapsig mir meg-
tudjuk adni ezen részecskék nagysagat és szamat és az érvek
egész sokasaganak alapjan tokéletesen abban az értelemben
beszélhetiink az atomok realitdsarol, mint pl. a szivirvanyt
alkoto vizeseppek realitasarol. E vizesoppeket hasonlokép nem
tigyelhetjiik meg kiilon-kiilon, mégis senki sem kételkedik léte-
zésiikben.»

Miutan az éterhipotézist megvitatta, LorenTz érdekesen fejezi
be levelét:

«Végil a 244. lapon kovetkeznek a kivancsisigomat leg-
nagyobb mértékben felkelté metafizikai megfigyelések. Bizo-
nyara nem varja télem, hogy ezekhez hozzaszoljak, de talin sza-
bad nagy szerényen néhany megjegyzést tennem, mert e terii-
let szamomra ismeretlen, Hogy Fecuner azon két vilagnézet
kozil, melyekrol itt szo van, elveti-a monadologikus koncepciot,
igen megokoltnak tartom: oly lélek, mely csupan egyetlen pont-
ban volna koncentrilva, vagy egy vagy mds modon egyetlen
részecskéhez volna szorosan kapesolva, igen rendkiviili valami
lenne. Ellenben a szinekologikus felfogdsban sok rokonszenve-
set talalok; kiilonben azt hiszem, hogy valami hasonlo &llas-
ponthoz okvetetleniil el kell jutni.

Az az egyszert megfigyelés, hogy kiilonb6zé emberek egy-
mast megérthetik, hogy az egyik ember érzelmei és nézetei nem
kozombosek a masikra, azon nézet elfogadasara kell hogy ve-
zessen, amelyet sokan koziiliink legszivesebben Ggy képzelnek
el, mintha az Osszes szellemek egy nagy egység, egy vilag-
szellem, egy isten részei lennének. Masoldalrol a tények ra-
vezetnek a minden ember teste és szelleme k6zotti bensé Gssze-
fiiggés felismerésére ; fizikai szempontbdl azt kell képzelni, hogy
minden szellemi cselekményemnek megfelel egy bizonyos anyagi
atalakulds. De ha mar most a szellem épplgy része egy na-
gyobb egységnek, mint ahogy a test része a materidlis minden-
ségnek, akkor onkénytelentil ahhoz az &ltalanositiashoz jutunk,
hogy minden a pszichika teriiletén lejatszodo jelenségnek meg-
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felel egy, materidlis teriileten bekovetkezd valtozas. Ez az okos-
kodas kétségteleniil megfordithato és mondhatjuk, hogy minden
materidlis tiineménnyel valami pszichikai természeti dolognak
is kapesolatban kell lenni. Az a vilagnézet, amelyhez ily médon
jutunk, hogy t. i. a szellemi és az anyagi vilag elvdlaszthatat-
lanul 6ssze vannak kotve, hogy azok esupan két oldalat jelentik
ugyanannak a kérdésnek, hogy az anyagi vilag a viligszellemek
materializicioja, hogy az anyag legkisebb részecskéje is él, vagy
akdarhogyan is mondjuk maskép, ez a koncepcio bizonyara szo-
ros kapcsolatban van Fecaner szempontjaval.

Voltakép furcsa, hogy mindezek koériilbeliil fiiggetlenek az
atomisztikatol, mint azt FecuNER maga is (a 245. és 258. lapon)
megjegyzi. Azonban a kovetkezéket mondhatnok: Ha minden
szellemi cselekménynek valamilyen viltozas felel meg az agy-
velében, akkor az agynak rendkivil finom és bonyolult szer-
kezettel kell birnia, mivelhogy az agyban minden benniinket ért
benyomasnak, minden altalunk hallott szoénak (megelégszem
ennyivel) egy vagy mas modon meg kell rogzitédnie. Es talin
kissé konnyebben képzelhetjiik el, hogy mindez a megszamlal-
hatatlan sok atom elrendez6désében hekovetkezett kiesiny val-
tozdasok altal rogzittetik meg, (bdrminé szokatlan ez) mint a
folytonos kiterjedést, egymist athato anyagok helyi osszeté-
telének és fizikai és kémiai dllapotinak kiilonbségei révén.
Egyelére az atomisztika mellett szolo ezen érv végeredmény-
ben nem mds, mint a fizika alaplin felhozott érv. Egy bo-
nyolult lelki cselekmény mintegy kompenzicioképpen hasonlo
mértékben komplikilt anyagi tiineményeket kivin meg és dl-
taldban ez utobbiak gazdag valasztéka szamunkra legkony-
nyebben az atomisztika formdjaban gondolhaté el. Frcaner
megdllapitiasai kiillonos érdekességgel birnak és nem zarkézha-
tunk el eldlitk. Mindazonaltal, barmennyire is benséségesek a
aszellem» és «anyag» kozotti kapesolatok, szerintem nem tagad-
hato el, hogy ami ezen két teriileten lejatszodik, az reank a
kiillonnemiiség benyomasat teszi. Nem vagyunk képesek sem az
egységet, sem az osszefiiggést megérteni. Az egyik teriileten
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nem lehetiink, de nem is szabad lenniink masnak, mint deter-
ministanak ; a masikon mindenekeldtt a szabad akarat érzetével
birunk, amellyel egyiitt jar a felelosség és a kotelesség érzete.
Es érzeteink és gondolataink éppoly kevéssé hasonlitanak a
materidlis allapotokra, amelyek kisérik 6ket, (amelyeknek azok
pszichikai oldalat adjik) mint ahogy egy kényv olvasiséanal fel-
1ép6 gondolatok nem hasonlitanak a konyv bettire. A taldny
anndl nagyobb, mivel szellem és anyag és a kozott, ami velik
torténik, természetes vonatkozasnak kell fenndllni és nem oly
fajtaji vonatkozasnak, mely mint a konyv esetében, tébbé-
kevésbbé konvenciondlis.

Ha mdr most ez a két teriilet annyira kiilénbozd, azt kér-
dezhetn6k, nem volna-e célszerl (ha merhetek ezzel a kifejezés-
sel élni) azokat kiilonallokként megtartani. Hogy t. i. a fizikus
az 6 teriiletén végezze kotelességét és legyen annyira «mate-
rialista», amennyire csak akar. s masoldalrol, hogy a pszicho-
logia, a moral, a teologia mit sem torddve az anyaggal, tanul-
minyozzak a szellem tartomanydnak tiineményeit és «magyaraz-
zak» azokat, nyomozvin koélesonos oOsszefliggésiiket és vissza-
vezetvén oket legegyszertibb elemeikre. Ilykép fogvin fel a dol-
got, szerintem nehezen beszélhetiink az atomisztika nagy jelen-
toségérol a «szellemi» tudomdényok szempontjabol.»

Oridsi az a tavolsag, mely ezen kontemplativ ideikat a
Zuyderzee-n végzett munkilatoktol elvalasztja. Mint ezen mun-
kdlatok bizottsdganak elnoke (1918-—1926), LorenTz nagy szol-
galatot tett hazajanak. Itt is a legteljesebb odaadissal faradt a
a kezére bizott dologban. Meg is volt az az elégtétele, hogy a
feliigyelet hajojan keresztiilszelhette a szamitasai targyat képezé
«Waddenzeer-t. Oriilhetett annak a valtozdsnak, amit az ar-
apaly és szél altal hajtott viz a gitak hatasa alatt okozott,
osszhangban az 6 szamitdsaival.

Lorentz 1921-ben hagyta el Leyden-t, hogy mint tandcsado
a TeyLer-féle intézménynél, majd késobb, Lorsy tavozta utin a
Hollandi Tudoményos Térsasiag titkaraként mukodjék. Harlem-
ben alkalma nyilt tébb modon is elésegiteni a tudominy fejlé-
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dését. Ami ezen tarsasagot illeti, fokép az Archives Néerlan-
daises ujjaszervezése és Cmristian Huveens miveinek kiadédsa-
nal valé kézremikodése altal. Bosscua elhunyta utin KortEwWEG
lett a fémunkatars és 6t illeti a kiaddsbol a legnagyobb rész.
Lorentz a legnagyobb csoddlattal viseltetett Kortewee fara-
dozdsai és a kiadasnil megnyilvanulé éleselméje irant. Lorentz
nem egy talalo megjegyzéssel tamogatta a kiadast, de a maga
részér6l gy tekintette azt, mint ami véarhat. Huveens munkdi-
nak tanulmanyozasabol eredt Lorentz kézleménye az optika
altalanos formuldjarol.

Lorentz-nek a fizikara kifejtett rendkiviili befolydsarol ves-
stink most egy pillantist a nemzetkozi egytittmikodésért valo
tevékenységére.

A fizikai tudomdnyok terén szinte magatol ért6dd, hogy mai
tudomanyossagunk léte az Osszes mivelt nemzetek egytittes
er¢kifejtésén alapszik. Részletesen felsorolhatjuk a nagy invencidk
és alapveté torvényszeriségek tekintetében azokat, akik az el6-
készitést végezték azokig, akik a szerencsés befejezéshez eljutot-
tak. A drotnélkiili telegrafidban a németeket, angolokat, fran-
cidkat, olaszokat, hollandokat és amerikaiakat illeté rész kony-
nyén meghatarozhato.

Lorentz mint az (E. SoLvay kezdeményezésére alakult) 1911
és 1913-ban Bruxelles-ben, majd késébb még haromszor Gssze-
gytlt Conseil de Physique elnoke, a nemzetkozi kapesolatokért
sokat tett.

A tandcskozasok folyamén a modern elméletek a legkompe-
tensebb tudosok szik korében keriltek targyalis ald. Az elsG
iilésen jelen voltak tobbek kozott: Eiwsteiy, Hexrr Poivcari,
Pranck, SommerreLp, PeErriy, M. BrirLouvin, KammerniNneH ONNES.
LorenTz-ben megvolt egy ily gyiilekezetben valé elnékléshez
sziitkséges képesség és intelligencia. Otthonos volt minden tar-
gyalt kérdésben, egyszerti modon meg tudta vildgitani a leg-
nehezebb pontokat és rendkiviili tapintatdaval képes volt 6ssz-
hangba hozni a legellentétesebb nézeteket. Idegen nyelvekben
valdo nagy jartassaga is rendkiviil hasznosnak bizonyult szdmara.
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Kitinéen jellemzi Lorentz-et a Conseil megnyitisakor mon-
dott beszéde. Boélesen és szerényen a kovetkez6kép nyilat-
kozott :

«Mi lesz a tandcskozas eredménye? Nem merem megjo-
solni, mivel nem tudom, mily meglepetések varnak reank. De
mivel jozanul nem lehet meglepetésekre szamitani, valoszintinek
fogadom el, hogy egyiittmiikodésiink csak kevéssel jarul hozza
a kozvetlen haladdshoz. A tudomdny eléhaladasa inkabb egyéni
erOfeszités, mint kongresszusok, vagy éppen valamely tandes
hozzaszolasai kovetkeztében torténik és nagyon lchetséges, hogy
mialatt mi itt egy probléman vitatkozunk, a vilig egy masik
pontjin egy maganos tudés megtaldlja a megoldast. Szeren-
esére ebben semmi elbatortalanité nincsen. Ha nem is jutunk
el az akadalyok lekiizdéséig, innen f6lottébb hasznos idedkat
és szompontokat vihetvén magunkkal, meg lesz a kedviink és

el6 is lesziink késziilve, hogy azokat — mindegyikiink a sajat
modjan — 1Ujbol és jbol elévegye.»

Tényleg, egy maganos tudos volt az, — amennyiben nap-
jainkban elszigeteltségrél beszélhetiink — nevezetesen a ko-

penhdgai NieLs Bour, aki a Conseil-t foglalkoztatdo probléma-
kat esakhamar megoldotta.

1921-ben abban a szerencsében részesiiltem, hogy lathattam
Lorentz-et a Conseil elnoki székében a faradtsag legkisebb jele
nélkil vezetni a tanacskozasokat.

1923-ban tagja lett a Nemzetek Szovetsége altal alakitott
Szellemi egytittmikodés Bizottsaganak és miutan Bereson egész-
ségi okokb6l lemondott, annak elnokévé valasztatott. Ez az
elngkség még sokkal nagyobb feladatot rott red, mint a Con-
seil-beli.

Kotelességiinkrél valo vilagos felfogasa, hogy minden eré6nkkel
a nemzetek jo egyetértésén tartozunk munkdlkodni és a szivos és
készséges munkdasnak 6 dltala adott példdja végiil is legydzte a
szkeptikusokat. Nemrég EinsteiN a ¢Grotius» évkonyvben fes-
fette néhdny lapon, hogy milyen megfontolt és szilird személyi-
ség volt Lorentz a szellemi egyiittmikodés bizottsagaban.
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Ha madartavlatbol végigtekintiink Lorentz életén, azon hatd-
rozott eredményhez jutunk, hogy az igen boldog volt. Mindenki
szerette 6t és senki sem irigykedett red. S6t ha volt is irigye,
azt a személyes érintkezés lefegyverezte. Egy napon igy szolt
hozzam : «Eletem egyik szaka sem tartott tovabb vagy volt ro-
videbb, mint ahogy szerettem volna. Mindig megvolt az az érzé-
sem, hogy jol volt Gigy, ahogyan tortént.» Ez a csodilatos egyen-
stlyozottsdg minden tettében, kiilonésen élemedett kordban,
feltalalhato.

Intelligencidja rendkiviili volt. Beszédének vagy tollinak min-
den szaviat ragyogé viligossiag jellemezte. Jellemének kvalitdsai
éppoly magas foktiak voltak, mint intelligenciijié, Gszinteség
és szélsé igazsdgossdg voltak idedlja, emlékezo6tehetsége tiine-
meényes volt.

Feleségével, hi élettarsaval tobb utazast tett keleten és nyu-
gaton ¢és meglepd, mily részletes benyomiasok maradtak meg
emlékezetében a latott személyek és dolgok feldl. Szellemének
rugalmassaga 40 év folyamdn semmit sem valtozott. Konkrét
fizikai képekben — amelyeket matematikai formdba is tudott
onteni — szokott gondolkodni. A szellemi adoményok ezen
kombindcidja igen ritka és kettés zsenialitdst igényel. O maga
FresneL-el érezte rokonnak magit, aki irant bensdséges és mély
csodalatot érzett. Mindnydjan tiszteljilk Fresner-t, mint a tudo-
many nagy mestereinek egyikét, akinek megadatott a természet
rejtélyeit mélyebben és behatébban, mint barki mdsnak, at-
kutatni és akinek alkotoképessége a legesillogobb fénnyel sugar-
zott. LorenTz-et szintén ez a rendkiviili vilagossiag jellemezte s
egyszerti matematikai képletekkel, midén az lehetséges volt és
konkrét formdban talalt aj igazsigokat s kutatott a természet
mélységeiben.

Ha Lorentz-re gondolunk, ugyanakkor FRESNEL neve is
esziinkbe jut. Huveens nevét is emlithetjiik (amint azt meg is
tették) és nem érdemetlent ér ez a megtiszteltetés.

Lorentz személyiségének, kedvességének, szeretetteljes mo-
solyanak, fekete szemei fényének emléke mindaddig élni fog,

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. 9

s it ot S | S b i i T T N s T
v 2




130 P. ZEEMAN.

mig az utolso is koziliink, kik 6t személyesen ismertiik, el
nem mulik. :

De munkissdga mindenki szamara tarva marad, a jovendd
szazadok folyamén is.

Francia eredetib6l forditotta: Schmid Rezsd.

HENDRIK ANTOON LORENTZ’S LEBEN
UND LEBENSWERK.

Von P. Zgeman.

Vorstehender Nekrolog ist eine Ubersetzung des im «Archives Néer-
landaises des Sciences exactes et naturelles» (série A, tome XI, p. 155.
1928.) unter dem Titel «Hendrik Antoon Lorentz, sa vie et son oeuvre»
von P. Zeeman erschienenen Originals.

Ubersetzt von: R. Schmid.
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OLOMCHLORID ELEKTROMOS VEZETOK EPESSEGENEK
HOMERSEKLETI FUGGESE KCI HATASARA.

1. Szilard ionvezetéknél az elektromos vezetés mechanizmusa
szempontjabol fontos kérdés az, hogy milyen természetiiek azok
az ionok, amelyek az elektromos &dramot kézvetitik. Ionkrista-
lyokndl kiilonésen az a kérdés, hogy egy, a kristalyrdcsban sza-
bdlyos elhelyezkedést ion részt vehet-e az daramban, illetéleg az
aramkozvetité ionok a racsnak nem olyan hélyeir()’l szarmaznak-e,
ahol a szabdlyos kristdllitok kozott kevésbé szabdlyos dtmene-
tek vannak. :

A kovetkezé vizsgdlatok olomchlorid pastillakon térténtek,
melyekhez 0°005 sulyrész KCGl kevertetett. Ismeretes ugyanis,
hogy ha ionvezetékhéz kis mennyiségben némely ionokat adunk,
azok vezetéképességében lényeges viltozasok lépnek fel. Ezt a

{ jelenséget feltind moédon mutatja 6lomehlorid KCI, illetéleg
' NaCl hozziaddsara.? Egy ionvezetében — natriumchloridban — [
a vezetGképesség lényeges vialtozdsat észlelték egészen més mo-
don, nevezetesen mechanikai deformdcié hatdsara Gyuvvar és
HarTry,® ha csak atmenetileg is. HarTLY tovibba egy még be
nem fejezett dolgozatdban azt talilta, hogy ha a deformdicié ma-

1 A. D. GoLpHAMMER : Zeitschr. f. Phys. 57. 1929. 183. |
2 (. TuBaxpr és H. REmHOLD : Zeitschr. f. Elektrochemie 29. 1923.

313. old. — R. Kerzer : Zeitschr. f. Elektrochemie 26. 1920. 77. old.
3 Z. Gyvral és D. Harrny: Zeitschr, f. Physik. 51. 1928. 378. oldal. —

Mat. és Fizikai Lapok 1928. 214. old. .
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gasabb hémérsékleten torténik, a kristaly specifikus vezeto-
képességében allando valtozdsok lépnek fel, melyeket az jelle-
mez, hogy a deformalt kristalyban az ionok kivaltasi munkai
kisebbek.

Munkahypothesisként a két jelenség parhuzamba allithato oly
modon, hogy mig utobbi esetben a kiilsé deformécio, elébbi
esetben a pastillaba bepréselt idegen ionok hozzik létre a kor-
nyezetiikkben azokat a vdltozdsokat, amelyeket aztan mi a kris-
taly, illetleg a pastilla vezetéképességében észleliink. A vezeto-

képességnek a homérsékleti fiiggése sok esetben, egy tgynevezett
B

vax' T Horr-féle formulival, K = Ae 7 dllithato els, hol K a
specifikus vezet6képesség, T' az absolut hémérséklet, B az ionok
kivaltdsi munkdja és A egy a vezetési ionok szamdval aranyos
allando. Mindazon esetben tehdat, midén egy ionvezeté vezeto-
képességének hémérsékleti fiiggése egy ilyen formulaval allithato
el6, modunkban van az illet6 anyagban a vezetési ionokra nézve
részletesebb tdjékozodast szerezni. A cél tehat a KCl-el kevert
6lomehlorid esetében az, hogy a homérsékleti fiiggés kimérésé-
vel megdllapitsuk azt, hogy alkalmazhato-e arra a fenti expo-
nencidlis 0sszefiiggés és ha igen, akkor a K(GI adalék milyen
valtozasokat hoz létre az ionok Kkivaltasi munkdiban, illetéleg
az ionszamokban, szemben a tiszta 6lomchloridra vonatkozo ér-
tékekkel.

2. Az olomchlorid chemiailag tiszta olomoxydbol (Merck-t6l
zur Analyse mit Garantieschein) késziilt. A KGIl ugyancsak
Merck-t6l szarmazik (zur Analyse mit Garantieschein). A pas-
tillak eldallitasa végett a KCl az 6lomchloriddal nitrogén, ille-
téleg chlor atmospheeraban 6sszeolvasztatott. Az olvadékot achat-
csészében porra torve, egy kéziprésben 10 mm atmérdjia, 6—10
mm hosszisagh pastillak késziiltek. Az alkalmazott nyomdsok
csak kozelitéleg voltak egyenlok, miutan megfelel6 manometer

1 Az o6lomchlorid eldallitasaért és még sok chemiai tanacsért dr. BRUCK-
NER ZOLTAN kollegaimnak e helyen is koszonetet mondok.
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nem dllott rendelkezésre. A pastilldkon az dram bevezetésére
elészor aranyfolia, késébb az aranyfélia és pastilla k6zé vékony
PbS, réteg szolgalt kontaktfeliiletiil.! A pastilla hémérsvel egyiitt
egy tvegesében egy kis elektromos fiitétest belsejében foglalt
helyet. Az iivegesd nitrogénnel volt téltve.

A vezetéképesség mérésére eltéréleg W. Serra-t612 — aki a
tiszta olomchlorid vezetéképességének hémérsékleti fiiggését

P—pastilla, Th—=hémérs, K= kommutator, V= voltmér,
A= Ampére-mér('i, = acc..telep_

1. abra.

mérte — az Ggynevezett dramfesziiltségi modszer jott alkalma-
zasba. Bar daramforrasul accumulatorok szolgaltak, a pasztillin
valtakozo dram ment at a polarisatio megakaddlyozisira. Ez

1 A KCl keverékkel és aranyfolidval készitett pasztillik vezetéképessé-
giikben 0-t6l egész 50 Voltig terjedd intervallumban erds fesziiltségi fiiggést
mutattak (bemutatva az Akadémian 1930. jan. 2-in). Ujabb vizsgalatok arra
mutatnak, hogy e fesziiltségi fiiggés polarisatios természetii. Ha ugyanis a
kommutatort meg nem engedett nagy forgisszimmal forgatjuk, a fesziilt-
seégi figges kissé csokken. Ha a pastilla és aranyfolia kozé vékony olom-
sulfid réteget iktatunk be, az észlelt fesziiltségi fiiggés lényegében meg-
sziinik. A kozonseges polarisatios fesziiltségektsl (1—2 Voltig terjeds) eltérds
nagy fesziiltségi fiiggések, pirhuzamban az egyidejiileg felléps thermoelektro-
mos jelenségekkel, részletes vizsgalatok targyat fogjak képezni.

2 W. SEITH: Zeitschr. f. Physik 56. 1929. 802. oldal.
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egy forgdé kommutator &ltal tértént, mely kifejezetten erre a
célra szerkesztetett és amint az 1. abrabol lathato, az aramot
a pastilldba valo belépés el6tt valtakozo iranyuva tette. Direkt
erre a célra végzett mérések azt mutattak, hogy a pastillikban
fellép6 polarisatios dramok elenyészé csekélyek voltak. Ugyan-
csak a kommutator keféin fellépé atmeneti ellendllasok a pas-
tillak ellenallasa mellett elhanyagolhato csekélyek. A kapesoldst
mutatja az 1. dbra. K jelzi a kommutator segmentumokat és
a nyilak jelzik egy negyed fordulas utin az dramvialtozds ira-
nyat. Az aram valtozasa mésodpercenként koriilbeliil 40 volt.!

3. A hoémérsékleti fiiggését a tiszta 6lomchloridnak W. Sgrru 2
mar mérte és megdllapitotta, hog); érvényes 14 a van’ T Horr-

féle oOsszefiiggés, azaz K= Ae 7. A B dllandot 6 sublimalt
olomchlorid esetében 5535-nek talalta, mig oldatbol nyert kris-
talyokra egy kissé eltéré értéket talalt. A KCI keverékkel ké-
szitett pastillak elektromos vezetéképessége szintén egy van’
T Horr-féle formulaval irhatoé le a hdémérséklet valtozasara,
amit mutat az, hogy a 2. abra a gorbéjének a pontjai szigo-
rGan egy egyenesen fekiisznek, azaz az Osszefiiggés a log k és

az 7 kozott linedris. Egy mérési sorozatot tiszta és keverék-
pastillara tiintet fel az 1. tdblizat és a 2. dbra. A keverék-

pastilla vezet6képessége olyan mértékben nagyobb, mint a tiszta

1 A kommutator valojaban kettds kommutatornak van szerkesztve. Ez
lehet6vée teszi azt, hogy elektrolytek vezetSképességének mérésénél a szo-
kasos kis induktor és telephon helyett egyeniranyu fesziiltséget és egyen-
aramu mérdkeésziléket alkalmazzunk. Az elg§ kommutator az egyenarambol
valtakozo aramot csinal és ezt vezetjik be a Wheatstone berendezésbe.
A hid aramat pedig a méasodik kommutatorral egyeniranyitjuk, mikor is
barmilyen egyiranyu nullkésziilék hasznalhato. Az elény az, hogy a tele-
phonnal érzékenyebb késziiléket is alkalmazhatunk, tovabba az, hogy az
alkalmazott fesziiliség pontosan ismeretes és nem olyan nagy, mint in-
duktoroknal. A kettés kommutator az iskolai oktatasban kényelmesen alkal-
mazhato a valtakozo aram, a frekvencia és az egyeniranyitas fogalmainak
szemléltetésére. Elkészitette KLEIN Or11é egyetemi mechanikus, Szeged.

2 W. SeirH: fentebb idézve.
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2. abra.

anyagé, amint azt mar Kerzer' megallapitotta. A 2. dbréban
dsszehasonlitasképpen fel van tiintetve egy mérési sorozat (b gorbe)

a tiszta anyagon. Lathato, hogy az @ egyenes hajlisa az -%,— ten-

gelyhez kisebb, mint a b gérbe hajlasa. Ez azt mutatja, hogy a
‘ B dlland6 a KCl hozzdaddsdra kisebb lesz és pedig szdmszertien
5430-r6]1 4360-ra esik le. Ez masszoval azt jelenti, hogy az 6lom-
chloridhoz 0°005 sulyrészben hozziadott KCl a vezetési ionok

1. tablazat.

PhCl, PbCl, 1 0:005 KCl

1
t N k log % t v k log &

53:5° 0°003065 | 0:99.10~7 —7-004 § 42:8°| 0°00317 | 38:6.10~7 —b413
110° 2612 116 « | —b5939 | 79-5° 284 | 1730« | —4°762
169:5° 2261| 710 « [ —5137 J1158° 257 | 5060 « | —4-296
2485° 1920 | 4800 « | —4-318 §164-0° 229 | 18100 « | —3:742
291-1° 177511150 « | —3'953 |262:6° 187 142000 « | —2-857
41-0° 318 41°0 « | —5"387

1 R. Kerzer : Zeitschr. Elektrochemie 26. 1920. 77. oldal.
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2. tablazat.

- b, =_|  PbClL+0005 KCl
ZE chlorgazban megolvasztva = E chlorgazban megolvasztva
wm N " N
&% A B &7 A | B
9 141 5310 10 436 ‘ 4340
11" /] 165 5430 12 688 | 4500
15 ! 1-29 5500 16 404 4360
18 ] 1-08 5420 17 9-02 4680
nitrogéngazban megolvasztva nitrogéngdzban megolvasztva
6 512 5460 7 } 478 4400
Sk TR e ST A g7
g b RO } sublimalva
2 6-29 w 5430
= 1-43 ‘ 5850 oldatbol kristalyositva

kivaltdsi munkait kereken 20%-al csékkenti le. Ez a megalla-
pitas qualitative megfelel a HarrLy dltal deformdlt késo kris-
tdlyokon végzett megfigyeléseknek.

4. Mig az ionok kivdltasi munkéira nyert értékek egyontetiien
valtoznak, az A allando értékei nem mutatnak olyan egyértelmi-
séget. Ennek a szemléltetésére nieg kell figyelni a 2. tabldzat-
ban W. Serra munkajabol koézolt értékeket. A tiszta olom-
chloridra més és mds A értéket talal a szerint, amint a kris-
talyokat sublimalas vagy kikristalyositds szerint nyeri. Ugyan-
ilyen intervallumban valtoznak az A értékek jelen vizsgdlatok-
nal is, ha az 6lomchloridot clor, illet6leg nitrogén atmoszféra-
ban olvasztjuk meg. A nitrogénben azonban a megolvasztiasnal
kevés olom valik ki, ami az olvadékot sziirkére festi. Eppen
ezért a definitiv méréseknél chlorban olvasztott anyag jott csak
alkalmazasba. A 2. tablazat szerint a chlorban készitett pas-

1 W. SerrH @ Zeitschr. f. Phys. 56. 1930. 805. oldal.
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tillaknal az A értékek a KCI hatdsdra mind nagyobbak lesznek.
Tekintettel azonban arra, hogy a nitrogénban megolvasztott pas-
tillaknal, bar a B értékek a rendes viselkedést mutatjak, az A
értékek praktice valtozatlanok maradnak, viszont W. SeiTH-nél

‘az A-értékek a tiszta anyag esetében oly viltozdsokat mutat-

nak, mint itt a chlorban vald megolvasztis esetén a tiszta és
keverék pastillak: a 2. tablazat négy elsé soranak adatai alap-
jan mégsem allithatjuk, hogy a KCI hatdsira a vezetési ionok
szama megn6tt. Ezen szamok csupan annyiban birnak jelent6-
séggel, hogy egy ilyen hatisnak a valdszinliségét nem zarjak ki.
Miutén elvi jelentdségt, hogy a KCl és mas keverékek a veze-
tési ionszamot az alapanyagban emelik-e vagy nem, tovdbbi mé-

‘rések vannak folyamatban jol meghatirozott feltételek mellett.

tres

mikor is kilitds van arra, hogy elég kis koncentrdciok esetén

az A és B értékek hozziasimulnak az alapanyag megfelelé érté-

keihez. A koncentracio viltoztatisa még azzal az érdekkel is bir,
hogy igy talan magyarizatot nyerhetiink Gorpmammer* dltal
alkalihalogén kristdlyokon végzett azon megfigyelésére, mely sze-
rint a keverék ionok altal létrehozott novekedése a vezetéképes-
ujra esik. Ugyanez a jelenség kiolvashato Kerzer? szdmadatai-
bol 6lomehlorid és KCl, NaCl esetére is.

A méréseket a Természettudomédnyi alap tamogatisival be-
szerzett eszkozokkel végeztem. .

Szeged, 1930. dec. 22. Egyetemi kisérleti fizikai intézet.?

Gyulai Zoltdn.

1 A. GoLpHAMMER : fenntebb idézve.

2 Kerzer fentebb idézve.

3 Az el6készitd vizsgalatoknal WEBER SAROLTA kisasszony koszonetre-
mélto modon segédkezett.
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DIE TEMPERATURABHANGIGKEIT DER ELEKTRISCHEN
LEITFAHIGKEIT DES BLEICHLORIDS MIT KCl ZUSATZ.

Es wird die Temperaturabhingigkeit des mit KCl Zusatz hergestellten
Bleichloridpastillen untersucht und festgestellt, dass diese auch mit einer
B

vaN' T Horr'schen Formel — K=Ae T darstellbar ist (K=spezifische
Leitfahigkeit, T=absolute Temperatur, A und B Konstanten). Mit Hilfe
der Formel wird festgestellt, dass die B Konstanten, die Ablosungs-
arbeiten der Leitungsionen gegeniiber denen des reinen Bleichlorids
durch den KC! Zusatz um 15—20°/0 verkleinert werden. Die A kon-
stanten zeigen bei den in Chlorgas geschmolzenen Pastillen eine {iiber
1000 gehende Vergrésserung, aber nachdem sie schon am reinen
Material so weitgehende Anderungen aufweisen (W. Smrm), zur end-
giiltigen Entscheidung des KCl Zusatzes auf die Ionenzahlen sind wei-
tere Messungen im Gange.

Z. Gyulai (Szeged)



TELJESITMENYEROSITOK.

1. Bevezetés.

A radiotechnikaban az utols6é évek legaktualisabb kérdései

0z¢ méltan sorolhatok a teljesitményer6sit6k problémadi.

Ezeknek a problémdknak a tisztdzdsa azért valik sziikségessé,
mert a megoldott kérdések segélyével mint teoretikus bazissal
jobban megalapozhatok mindazon radiotechnikai kévetelmények,
melyek az utobbi idében sziikségessé viltak.

Ha figyelemmel kisérjiik a radiotechnika utols6 éveinek tor-
ténetét, akkor kétségteleniil észre kell venniink, hogy a leg-
utobbi nagyvonala térekvés a teljesitmények fokozasa volt agy
az add, mint a vétel technikaban.

'A radiohirmondo-dllomasok épitésével az utobbi idékben min-
den igyekezet odairdanyul, hogy a leadott, vagy helyesebben
mondva, kisugarzott elektromos energia minél nagyobb legyen.
Ez természetesen csak nagy frekvencidju teljesitményerésité
segélyével valt lehetségessé.

A vételtechnikdban ugyancsak megtaldljuk az igyekezetet a
leadott teljesitmény fokozasa felé, melyet a mindinkéabb nagyobb
hangenergia sziikséglet eredményezett. A fokozott hangeré irant
tamasztott kovetelményeknek lettek azutén a folyomdnyai a hir-
szoro (public adress) berendezések és a hangosfilm leadOkészii-
lékek elektroakusztikai tartozékai.

Az elébb elmondottakbol latjuk, hogy a teljesitményerésité
problémdija Ggy a rddio, mint az audi6 frekvencidju tartoma-
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nyokat feléleli, benne megtaldlhatok a modern rédiotechnikanak
csaknem az oOsszes kérdései.

Az aldbbi kis dolgozat nem oéleli fel ezt a hatalmas kérdés-
komplexumot, hanem csupdn azokat az idevigé kérdéseket fogja
targyalni, melyek e problémaval valo foglalkozésnal a legels-
szor felmeriilnek.

Dynamikus viszonyokrol 1évén szo, az elektronesé dynamikus
karakterisztikdji és munkadiagrammjai azok, amelyek elsGsor-
ban teenddék vizsgdlat targyava.

Meghatarozandok tovabba, hogy mily feltételek mellett ve-
heté ki a teljesitményerésitokb6l a maximalis elektromos
energia.

Kilon térgyalandok a radiofrekvencidja teljesitményerésiték
a maximalis teljesitmény kivianalma szempontjabol.

Az audiofrekvencigju erdsiték vizsgalatandl mdr mas szem-
pontokat kell figyelembevenni. Nevezetesen azt, hogy itt cca.
15,000 herzig mené frekvenciasav egyenletes erdsitésrsl van
sz0, ami lényegesen mas feltételeket igényel, mint amikor esak
egy bizonyos frekvenciat kell erésiteni, ami pedig, amint tud-
juk, a nagyfrekvencigju erdsiték esete.

Ha mindezek a kérdések nagy vonasokban tisztdzva vannak,
akkor felmeriil az a probléma, vajjon milyen modon lehet az
emlitett erdsitékon leadott elektromos teliesitményeket meg-
mérni.

Késébbiekben a teljesitmény meérés egy olyan modozatat fog-
juk targyalni, amely féként audiofrekvencidja teljesitményerési-
toknél alkalmazhaté. Ennél az eljarisnal meghatarozhatok az
intenzitds s a terhelékor hatasos ellenalldsdnak szédmértékei az
iizemi viszonyok mellett. Ezen adatok segélyével — amint azt
majd kés6bb latni fogjuk — a leadott elektromos teljesitmény
kénnyen meghatarozhato.

A fentebb felsoroltak azok a kérdések, melyek a teljesitmény-
ergsiték vizsgalatanal legel6szor feltiinnek. Ezért a vazolt munka-
programm az alibbi dolgozat rovid o6sszefoglaldsa.
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2. Az elektroncsovek dynamikus karakterisztikaja.

Az elektronesovek dynamikus karakterisztikdjarol az aldbbi?
irodalmi utalasokban bdéségesen talilunk felvilagositast. A tar-
gyalasok egyszeriisége kedvéért azomban majd eltekintiink a
német radiotechnikai irodalomban hasznalt athatolasi tényezd

1. abra.

haszndlatatol, mert a legtobb eredmény matematikai megformu-
lazasat komplikaltta teszi.

Az alibbi tdargyalisokban a francia és angol irodalomban
hasznalt erésité tényezok segélyével operalunk, amint majd
latni fogjuk, sokkal egyszertbb kiilsejii eredményeket kapunk.

1 H. G. MoLLER : Die Elektronenrohren 1lII. Auflage. Se. 36. — A. Forst-

"MANN und E. ScHraMM: Die Elektronenrohre Se. 95. — A. FORSTMANN und

E. Scaramy : Uber Arbeitskennlinien und die Bestimmung des giinstigsten
Durchgriffes von Verstirkerrohren zur Verstirkerung nieder frequenter
Schwingungen. Jahrbuch d. d. T. u. T. Bd. 38. Se. 89.
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A két emlitett tényezé kozott — amint tudjuk — esupan

az a killonbség, hogy az egyik a masiknak a reciprok értéke.

Eme bevezetés utdn térjiink rd azoknak az ismereteknek a
targyalasara, amelyekre a késébbiek folyaman sziikségiink lesz.

Az elektronesé statikus karakterisztikajanak sorozatat ha fel-
vessziik, akkor az 1. dbran lathatot kapjuk.

A statikus karakterisztikak, vagyis amikor az ano6dkérben
ellendllas nincs, kilonbozé

A T Eamax
anddfesziiltségek mellett vétettek fel.
Legyen a lampa anodkérében R, kiilsé ellendllas. Keressiik

meg ott az ennek megfelelé dynamikus karakterisztikdt.
Ha az ismeretes Lanemuir-formulat 3

ia —4 (Eu == ﬂeg)w

figyelembe vessziik, és keressiik a racsfesziiltségnek azt az ér-
tékét, melynél 7, anodiram egyenlé nullival, vagyis

0=AE:+ peg)®

akkor, ha K, =E, , kapjuk
E,
E“maxth)uelg 6_:] :_-7:%”

Vagyis a rendelkezésre dll6 maximdlis anodfesziiltségnél, a
dynamikus karakterisztika kiindulé pontja

racsfesziiltségnél lesz.

Ha mdr most csokkentjiik a racsfesziiltséget abszolut érték-
ben, akkor az anodiram noévekedni fog. :

Evvel egyidejileg az anodbatteriabol a limpa anddjara juto
fesziiltség csokkenni fog.

Ha az andédaram zérus, akkor a lampa anodjara jutéd fesziilt-
ség természetesen egyenld a batteria K., fesziiltségével.
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Egy tetszdleges i, anodiram, az anodkérben 1évo ellenallds
mentén i,.R, fesziiltségesést 1étesit. Az anddbatteria ez eset-
ben fedezi ezt a fesziiltségesést s csupan a batteria fesziiltsé-
géb6l megmarado rész jut majd az elektronesére. Vagyis

Koy = iaRa + Ea.

Ahol FKE,-val jeloljik a limpdra juto fesziiltséget. Ez pedig

egyenl6
Ea — Ea,max o iaRa-

Ha az et lecsokkentjilk nullira s majd egy pozitiv ey racs-
fesziiltséget addig noveliink, mig :

: Eamax = @a.Ra
ebben az esetben

. s Eamax s
tamnx =3 Tt

E‘a = O éS

Ennek megfelelé pont lesz a dynamikus karakterisztika végsé
pontja. :

A dynamikus karakterisztika egyenes volna az a-ponttol a
b-pontig, ha racsiram nem volna. De mivel az van, a dyna-
mikus karakterisztika az dbran liathato eredményvonalnak meg-
felel6en alakul ki.

Ha a dynamikus karakterisztika felének megfelelé nyugalmi
vagy dolgozo pontot valasztjuk ki, ennek megfelel az e, rdcs-
fesziiltség és 1,, nyugalmi aram.

Ennek megfeleléen

an = Eamax'— ia,. Bm

ahol £,, a nyugalmi dramnak megfelelo és a lampa anodjin
létrejove nyugalmi anodfesziiltség.

Ha teh{it a nyugalmi pont kériil a racsfesziiltség e, értékkel
fog sinusoiddlisan vdltozni, a rdacsdaramtol eltekintve az anod-
aram szintén sinusoiddlisan i, értékkel valtozik.

Most pedig nézziik, hogy mi lesz ennek a karakterisztikinak
a meredeksége.
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Azt tudjuk, hogy e, viltozo ricsfesziiltségnek megfelelé i
anodaram valtozas kifejezheté az aldbbiakban :

o &g

SRR,
ahol R; a lampa belsé ellenillasa. A terhel6kér ellendllasa pe-
dig R,. Tehdt, amint latjuk, ebbdl a formulibol igen egyszertien
megkaphatjuk a dynamikus karakterisztika meredekségét.

Ya 73
s ETh

Ebbél lithatjuk azt is, hogy a dynamikus karakterisztika
meredeksége anndl kisebb, minél nagyobb a kiilsé R, ellen-
allas.

Most pedig nézziik, hogy miként valtozik a dynamikus karak-
terisztika meredeksége akkor, ha az R, ohmikus ellenallason
kiviil még oninduktié is van jelen.

Ha a racsfesziiltség o korfrekvencidji, ennek megfeleléleg az
anoddram is ilyen valtakozasa lesz. Az anodkorben a terhelés
impedancigja tehat

Z=R,+iLa.

A rendelkezésre all6 maximalis anodfesziiltségnek /2, «-nak,
megfelel6 statikus karakterisztika S a 2. dbran lathato. Nyu-
galmi pontnak vilasszuk meg a karakterisztika kiindulé a-pont-
jat, aminek e, eléfesziiltség felel meg.

Ha mar most a racsfesziiltség e nyugalmi pont koriil valta-
kozik, illetve csdékken, és ha az anodkorben csak Ra ohmikus
terhelés van, akkor az emlitett modon ennek megfelelé D,
dynamikus karakterisztikat kapjuk.

Ennek a meredeksége

7

Ha a R, ohmikus ellenallis névekedne, a karakterisztika

meredeksége csokkenne. Az induktiv ellendllas kovetkeztében
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el64llo impedancia novekedést, a meredekség szempontjdabol ellen-
alldsnévekedésnek foghatjuk fel. Az R, ohmos ellendllashoz a Lo
induktiv ellendllds jarul s igy az ered$ impedancia R+ jLe lesz.

Az ilyen impedancidja terhelé koérnek a dynamikus karak-
terisztikaja ugyanoly meredek lesz, mint amilyen az ohmszim-
ban vele egyenértékii ohmikus terhels kéré volna.

9. abra.

Az induktiv terhelésnek megfelelé D, karakterisztika mere-
deksége tehat

vagy masképpen, amikor is a redlis részeket kiilon osszeadjuk

Mp

s 8 :
' (BatR)+jlLe

Tehat most lattuk, hogy egy bizonyos induktiv ellenillasnak
megfelelsleg miként alakul ki a dynamikus karakterisztika mere-
Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIL. 10

PR e e
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deksége. A kovetkezé feladat pedig most az lesz, hogy meg-
vizsgaljuk azokat a szempontokat, melyek a dolgozo vagy munka-
pont helyének meghatirozasahoz vezetnek.

A teljesitményerdsit6k munkapontjinak meghatarozasanal azt
a szempontot kell figyelembe venni, hogy az erésités alatt a
laimpa tal ne legyen terhelve. A tulterhelésen azt értjiik, hogy
a munkapont bizonyos megvialasztisanal az anodlemezen fellépo
veszteségek, melyek az elektronoknak az anodlemezhez valo
iutédésh6l adodnak és felszabadult hémennyiség formajaban je-
lentkeznek, mar oly nagyok, hogy az anddlemez a melegedés
kovetkeztében gyengén izzani kezd.

Ez az a pont, amely a lampa maximalisan megengedheto
terhelését meghatarozza.

Ha ugyanis az anddlemez erdsen izzik, a lemezben okklud:ilt
gazok felszabadulnak, amik azutin a lampa vacuumat megront-
jak. Rosszabb esetekben az anddlemezen felszabadult hémeny-
nyiség olyan nagymérvi is lehet, hogy ezt helyenként meg-
olvasztja, sét kilyukasztja.

Az anodlemezen keletkezett veszteséget az anoddaram s a
lampaanod és izzoszal kozotti fesziiltségének szorzata adja

W = B, .%,.

Ez az a mennyiség, melyek a gyarak, mint megengedheté
wattveszteséget szoktak megadni, és amelyen talhaladni a lampa
josaganak veszélyeztetése nélkiil nem ajanlatos.

A gyarak tehit a W-értéket egy fix-értéknek adjak meg.

W = E,.t,= const.

Ez a fix-érték hatdrozza meg a lampa munka vagy nyu-
galmi pontjat, azt a pontot, amely meghatirozza az elektron-
cs6 anodfesziiltségét és anodaramat a nyugalmi helyzetben.
Vagyis, amikor a ricsnak csak a kivant eldfesziiltsége van
meg és erre még semmiféle valtozo fesziiltség nem helyez-
kedik felil.
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Ha a 3. abran a kiilonb6z6 anodfesziiltségeknek megfeleld
statikus karakterisztikakat berajzoljuk és a

egyenletb6l minden FEy anodfesziiltségnek megfelelé 1, anod-
aramot szintén berajzoljuk, akkor a W= const.-nak megfelelé
és eredményvonallal jelzett vonalat kapjuk. Ezen vonalon kell
majd a munkapontnak fekiidni. Itt fog atmenni a dynamikus

3. abra.

karakterisztika, mely tehat a munkapontnal negativabb racs-
fesziiltségnél dltalaban a W= const.-gérbe felett s a munka-
pontnal pozitivabb rdcsfesziiltségnél az emlitett gérbe alatt
fog jarni.

A racsfesziiltségviltozas a munkaponttol jobbra és balra -

természetesen egyenldé nagysagi, tehat a lampa anodfesziiltsége
az egyik félperibdusban nagyobb, a masikban pedig kisebb,
mint a megengedett. Egy teljes periodusra vonatkozolag pedig
ugyanannyi.
A lampa iizemi adatai k6zott szerepel még a megengedhet6 leg-
nagyobb anodfesziiltség. Ez az anodfesziiltség tehat W= const.-
10*

,’
"
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gorbén kijeléli azt az O-pontot, amelyet altaliban nyugalmi
pontnak valaszthatunk.

Ezt az anodfesziltséget jeloljik £, -nak, és a neki megfelelé
anoddaramot ¢.,-nak. A racsfesziiltséget pedig e, -nak.

Ezek az adatok tehdt a lampa miikodése nyugalmi dllapota-
nak megfelel6 adatok lesznek.

Most mar csupan az marad hdtra, hogy egy bhizonyos terhe-
lésnél mekkorara kell majd vdlasztani az anodbattéria fesziilt-
s6gét, Kapas-t, hogy a nyugalmi allapotnak megfeleléleg a lampén
FE,, anodfesziiltség jojjon létre.

Ha a terhelés ohmikus része R,, a nyugalmi dram i,, akkor
a nyugalmi allapot esetén az ohmikus-fesziiltségesés a terhels-
kér mentén

o

tehat, ha ezt a fesziiltséget hozzdadjuk a nyugalmi dllapotnak
megfelelé s eléirt anodfesziiltséghez, akkor megkapjuk azt a
battériafesziiltséget, melynél az adott terhelés és nyugalmi dlla-
pot esetén a limpa andodjin a kivant fesziiltség keletkezik.
Vagyis

Boos == sl 4 1a Ras

Most pedig nézziik, hogy a valésigban miként alakul ki a
dynamikus karakterisztika helyzete. (Lasd a 4. débrait.)
A battéria fesziiltsége Fqy,« mar megvan hatirozva. A terhel6-
kor impedancidgja
2= —l—']'Lw.
Ha mar most nyugalmi pontnak az I, ~jeli karakterisztikin

fekvo a-pontot valasztandnk, a dynamikus karakterisztika D'-jelti
vonalnak megfelel6en adodna ki.

i 4
¥e (R, + ) + jLo

meredekséggel.
Amde a nyugalmi pont esetiinkben O, tehit a valésighan a
dynamikus karakterisztika ezen a ponton halad majd at s a
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meredeksége az elébbivel egyenl, mert amint latjuk, ez a
munkapont helyzetétél fiiggetlen.

Tehat a valosigos dynamikus karakterisztika a D'-jeli vonal-
lal parhuzamosan s az O-ponton keresztiil fog haladni.

Most pedig hatdrozzuk meg, hogy mekkora az a maximadlis
ey racsfesziiltség, amellyel egy bizonyos frekvenciandl a lémpa
kivezérelhetd.

4. abra.

Azt tudjuk, hogy a kivezérlés hatara a minus egy volt racs-
fesziiltség. Tehat : '
Cgmax = €50 — 1.

A D dynamikus karakterisztika s az e;=—1 voltnak meg-
felelé ordindta mefszéspontja ( meghatdrozza az fay, értékét.

Az an6daram tehit a nyugalmi g, érték koriil dup,,, értékkel
valtozik. Tehat, ha a terhelékor inpedancidja

Z=R,+jLe
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az anodaramviltozasnak megfeleld fesziiltségvaltozas értéke
e' = tgp, - 2.

Ez az e fesziiltség az I, fesziiltségre feliilhelyezkedik. Tehat
a valtakoz6 anodaram kovetkeztében a lampa anodjan létrejovéd
fesziiltség maximalis értéke

E: =E,+¢

“Amax
s a minimalis értéke pedig

Eopyn = Eoy — €
az Eg,,, a dynamikus karakterisztika c-pontjin. megy keresz-
tiil a kivezérlésnek als6 hatarat jelentve.

A dynamikus karakterisztika és az tq,— Tamay vonal b metszés-
pontja meghatirozza az Eg,,, helyét.

A kivezérlés tehit a dynamikus karakterisztikdn az O-pont
koril a b-ponttol a c-pontig terjed.

Most nézziik azt, hogy az anodiramvaltozas fazishan hogy
viszonylik a racsfesziiltségvaltozashoz.

Az e, racsfesziiltségviltozas és a lampa belsejében pe, értéki
elektromotoros erdvéltozas fazisban egyeznek. Az anodkorben,
ha ohmikus terhelést tételeziink fel, akkor az anodaramvaltozas
és az Ot eloidézé elektromotoros eréfizisban megegyeznek.
Vagyis, ilyenkor a ricsfesziiltségvaltozas és az anoddaramvalto-
zas fazisban szintén megegyezik.

Ha azonban, amint az a gyakorlati esetekben legt6bbszor
el6fordul, az anodkérben a terhelés induktiv, az anoddram késni ;
fog a lampa elektromotoros erejéhez képest s igy a fesziiltség-
hez képest is.

Ennek a faziselmaraddsnak az értékét konnyen kiszamit-
hatjuk.

Az anodkorben az 6ninduktio L, az ohmos ellenallisok 6sz-
szege pedig R,+ Ri;. Az a fazisszog pedig, amivel az anéd-
aram az 6t el6idézé elektromos erohoz, illetleg az evvel fazis-
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ban egyez6 racsfesziiltséghez képest elmarad, legyen ¢. Ennck
a tangense tehat i
Lo
YT RTR

Ha a rdcsfesziiltségvaltozds sinus vdltakozasu és a terhel6-
kérben vas nines, gy az anodaram szintén sinus viltakozasu.
Ez esetben az e;—i, koordinatakban a két sinusmozgas ereddje-

5. é.bra.'

ként egy elipszist, mint munkadiagrammot kapunk® (ldsd 5.
dbrat). Mely abban a bede derékszogii négyszoghben helyezkedik
el, amelynek az atloja a dynamikus karakterisztika. Amint azt
majd kés6bb gyakorlati példébol is litni fogjuk, induktiv ter-
helés esetén a dynamikus karakterisztika nagyon lapos. Aminek
‘eredménye azutdn az, hogy a lampat ugyan kivezéreltiik a lehetd-

1 H. G. MOLLeR : Die Elektronenréhren. II1. Auflage, Se. 18. — MANFRED
v. ARDENNE: On the theory of power amplification Proc. I R.E. febr. 1928,




152 BABITS VIKTOR.

séghez képest, de az ennek megfelelé anodaramvaltozis a nyu-
galmi aramhoz képest mégis kicsi. Tehat a lampabol nem tud-
juk kivenni azt a teljesitményt, amit lehetne. Ez tehat a lampa
hasznositasi szempontjabol veszteséget jelent: S ez a veszteség
annal nagyobb, minél laposabb a dynamikus karakterisztika.
Aminek az oka pedig a terhelés induktivitisa. Tehat, ha az
erdsitét jol hasznositani akarjuk, igyekezniink kell, hogy a ter-
helékér induktiv ellendllasa a lehet6 legkisebb legyen az ohmos
ellendllashoz képest. Amely utobbiba hangszord esetén a hang-
energianak megfelel6é ohmos ellendllds is beleértendd.

3. Munkadiagrammok.

Az anédkorben leadott teljesitmények vizsgalatanal célsze-
ribb, ha targyalisunk mezejéil az anodaram, anodfesziiltség
karakterisztikikat hasznaljuk. Ugyanis az ilyen koordinatdk ko-
zott kapott munkadiagrammok teriilete a leadott teljesitmény-
nyel lesz ardnyos.!

A karakterisztikak kezd6 gorbiiletétsl eltekintve, megegyez-
nek a 6. dbraval. A diagrammok a telitési hatdron beliil 1évo
viszonyokat tiintetik fel, s amint latjuk, az dllando racsfesziilt-
ségek vonalai egymassal parhuzamosak. A valosigban ezek a
vonalak természetesen nem egyenesek, hanem targyaldsunk
egyszerlsitése kedvéért a karakterisztikdknak most ecsak az
egyenes részét tiintetjiik fel.

Vizsgaljuk most azt, hogy ezen koordinitik ko6zott miként
alakul ki a dynamikus karakterisztika. Az e, racsfesziltség
vonaldn vegyiik fel az M munkapontot, amelynek megfeleléleg
kiadodik £, nyugalmi anodfesziiltség és az i, nyugalmi anod-
aram. Ha mar most a rdcsfesziiltség e,=o és ey hatdarok kozott
valtakozik, M nyugalmi pont koriil az intenzitds i,,,, értékkel
fog valtozni az 4,, érték koriil. Ha a vezérlé racsfesziiltség

1 E.Green : Use of Plate Current-Plate voltage characteristics in Studying
the Action of Valve Circiuts. Exp. Wireless july 1926.
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abszolut értékben csokken, az intenzitds az anodkérben né, ha
pedig novekedik, az anodaram csokkenni fog.

Mivel a karakterisztikdk egyenes részein dolgozunk, a dyna-
mikus karakterisztika D itt is egyenes lesz. A lampa anodjin

6. abra.

keletkezo fesziiltségek két szélsé értéke [y, 68 Koy, vildgosan
lathatok.

Hogy a teljesitmények ebbdl az dbribol mily egyszerten ki-
adodnak, azt mindjart litni fogjuk. Legyen ez elektroncso
anodkérében (l. 7. abra) R, a
terhel6 ellendllas. A battéria
fesziiltsége legyen Iv,. Ha
nyugalmi dllapot van, akkor
a lampa anodjan mért fesziilt-
ség I, és az anodkorben
mért intenzitds i4,. Ekkor,
amint tudjuk, érvényes a
kovetkez6 Osszefiiggés :

By = B, b B (1)

Most kivezéreljiikk a lim-

pat, minek kovetkeztében az Y 7. ébra.

~
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Tay 6Ttk Tana-al az egyik félperiodusban megnovekszik, masikban
csokken. Kovetkezésképpen az R, ellendllis mentén t4y,,,. R, valta-
koz6 fesziiltség fog azis,.R, dllando fesziiltségesésre feliilhelyez-
kedni. Tehdt noveked6é anddiram esetén érvényes.

Byi= J,',min ~+ ia.Ra + tay,, - Ra- (2)
Es csokkené anoddram esetén

Eb = Ezlzmax = iao-Ra Ra (3)

) i“max'
az 1. és 2., illetéleg 1. és 3. egyenlethdl kivetkezik,
Ewao_ Er ==

%min = Vagay:

R (4)
illetve
! an =

Amax ~

B (5)

— faya
Tehat a 4. és 5. egyenletek baloldalin 1évé anodfesziltség-
kiilonbségek a terhelést ado R, ellendllis mentén 1évé valta-
kozo fesziiltséget jelentik, :

Ha ezt a valtakozo fesziiltséget, mint maximalis értéket meg-
sz0r0zZuK famae-al, mint a valtakozé anoddram maximdlis érté-
kével, az igy kapott eredmény fele az ellendllis mentén leadott
valtakozé aramu teljesitménnyel egyenld.

Ez a teljesitmény, mint teriilet, a 6. dbran is fellelhets. Az
Ma egyenes darab a viltakozé andddram maximdlis értékével
egyenld. Az ab egyenes darab pedig az ellendllds mentén 1évé
valtakozo . fesziiltségmaximumot jelenti. Tehat az Mab hiarom-
szog teriilete a kérdéses teljesitménnyel egyenlo.

Kozvetlentil vildagos az is, hogy a lampa megengedett anod-
vesztesége, mint teriilet, a diagrammbol szintén kiolvashatoé.
A nyugalmi allapotban az anodfesziiltség értéke F,,, az anod-
aram %q,.

Az anddveszteség tehat

W= E;, ta,,

amivel a OcM haromszég kétszeres teriilete egyenl6.
Eme kis bevezetés utan térjiink r4 a munkadiagramm ana-
litikai targyaldsara.
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Ha az ia,;,, véaltakozé anéddramnak megfelelé racsfesziiltség
€omax- A lampa belsé ellenallasa Ry, a kiilsé impedancia Z,
akkor érvényes

'i by Pegmax ;

‘maxT R4 Z
ahol

Z=R,+jLo

az anodaramvaltozas momentdani értéke pedig lesz

#q
Sl R + jLo

-sin (wt—g),

ahol ¢ az anoddramnak a racsfesziiltséghez képest valé elmara-
dasat jelenti. Ennek a tan-
gense pedig (1. 8. abrat)

Lo

€T R r Ry

8. abra.
a terhelés mentén i, anod- :
dramviltozasnak megfeleld fesziiltséget jeldljik e,-val. Akkor

. m (R L La
B = l= lgz-fflii;'Lw) o {wt arctg = ol
vezessiik be a kovetkezo jelolést
ooy e peg (Re+ jlo)
sin ol = s Bt Rt ile
tehat

_z
cos ot = ¢/ 1—sin® wi wt—‘/1—~-— ‘/a ®

Az 1. egyenletet kifejtve s a megadott jelolést bevezetve lesz

a’—z ]
€q —ea,m— COS ¢ — €qp - sin ¢,

tovabba

Y .
—1g) - Sin .

By
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Emeljik ezt az egyenletet négyzetre

ezt kifejtve

2
€a
ez Osszevonva

most osszuk ezt az egyenletet e},-al, akkor lesz

A munkadiagramm tehat, amint ebbél az egyenletbdl latjuk,
egy ellipszis egyenletét eredményezte, melynek M a kozép-
pontja.

Ez az eredmény kiilonben az elébb mondottakbdl is var-
hato volt.

Az egyenletben szerepld a allando meghatarozhato, ha az
egyenletbe behelyettesitjik e.—o értéket, ekkor kapjuk

tehat

S PR

Tehat a munkadiagramm egyenlete a végsé formdjaban

Ha Lo =0 és igy ¢ =0, vagyis ha ohmos terhelés van jelen,
akkor a munkadiagramm egyenlete a kovetkez6képpen alakul:

@

-

zam Yam am

eaia + T = O’
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vagy masképpen

ami pedig M ponton atmené egyenes egyenlete. Tehat ohmikus
terhelés esetén a munkadiagramm egy egyenessé alakul dt.

4. Teljesitménymaximumok feltételei.

Nézziik most a teljesitményszamitdsnak a mathematikai ré-
szét. A Z impedancidji terhelés mentén a leadott valtakozd
aramu teljesitmény

Cniinl
W —= —“”‘2 . cos @,

ahol
’l: = ﬂ@g
an (R, + I3) -f—jLw

ey (Ra + jLo) ?
(Ru+ R) + jLw

ha a Z= R, + jLo egyszertsitést hasznaljuk, akkor felirhato

és

6(lm =7 ia"; (1{11 +J.Lw) =

a

COS ¢ = Z’

tehat
wl.e5.7 R

i [Re+ Ri+jLo® Z

a nevezében 1évé négyzetes tag a belsé ellendllas s a terheld
impedancia vegtorialis 0sszegének g-nak a négyzete (1. a 8. ab-
rat), melyek konnyen kiszamithatok.

0> = R} + Z* 4 2RiZ cos ¢.
Ahol

a

B

)

cos ¢ =
tehat
Q@ i B:-,‘ e 4 e QRil?‘m
Igy tehit a teljesitmény

T ptej R,

R+ 22+ 9Ri0, @
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Ezt a teljesitményt a 9. abrabol kénnyen leolvashatjuk. A munka-
pont M, melyet e,, ricsfesziiltség vonalan vettiink fel. A munka-
diagramm, amint levezettiilk e pont kériil, ellipsis forméjdban
alakul ki. Huzunk egy vertikalist a munkapontbol, ez lesz Mb.
Ezutédn rajzoljuk meg az ellipsis alsé érintévonalit az abeissa-
tengellyel parhuzamosan. Ez az ellipsist ¢ ponthan fogja érin-

&0 g0 &y

£a |

9. abra.

teni. A keresett teljesitmény itt is mint egy haromszog, az Mbt
haromszog teriilete fog kiadodni.
Vagyis

o Mobt

Mert amint a felrajzolt vektordiagrammbol is lathato Mb = t4p.
és Ma = euy,y, amikor i, maximalis értékét elérte, vagyis ami-
kor i, = Mb =14,,,, ugyanakkor a e, momentin értéke bt. Ez
pedig egyenl bt = eay,y-cos ¢, tehat

ﬂ[b . bt s _iamax ¥ eanl&x

W= 3 9

- cos @.
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A munkadiagramm csak hiszterézis veszteség (vas és dielek-
tromos) nélkiili terhel6kor esetén ellipszis. Mas esetben az
ellipszis eltorzul s ekkor e teljesitményt grafikusan meghatd-
rozni nem tudjuk. Hanem ily esetben més modhoz kell folya-
modnunk.

Térjiink vissza (1) szamt egyenlethez és vizsgaljuk most ennek a
fiiggvénynek a maximumat azon esetekre, ahol tg ¢=const illeté-
leg cos ¢ = const. Ha cos g=const, akkor R,=Z cos ¢=Z.(,
tehat a teljesitmény

VA

TAT 2 RS &
W=r*,C A oRGcZ

A W fiiggvénynek a Z valtozotol fiiggé maximumdt fogjuk ke-
resni. Ez pedig akkor lesz, ha

AW
T
Tehat
2 o (R? + Z2*+ 2R:ZC) — Z (272 + 2RC)
O e # . eg . C - 5 3 —_—
(B2 + 7* + 3R, ZC)

A fiiggvény zérus lesz akkor, ha a tort szamldloja zérus.

0 = R} + Z* + 2RZC — 27° — 2RZC
0=R}— 2

Tehat a fiiggvénynek maximuma van, ha
Ri = Z

Vagyis egy bizonyos cos ¢-nél, amit kiilonben Ra-nak Z-hez valo
viszonya hatdroz meg, a teljesitménynek akkor van maximuma,
ha a terhelékor impedancidja a lampa bels6 ellenalldsdaval, ille-
téleg az impedancidjaval egyenld.

Egy bizonyos Z-nél a teljesitmény anndl nagyobb lesz, mi-
nél nagyobb a cos ¢. Tehat a legnagyobb teljesitményt akkor

kapjuk, amikor
Z S Ra = Ri.
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Az igy kapott eredményt geometriai megfontolds alapjan is
megkaphatjuk (1. 10. dbra). A munkapontnak M-t vilasztjuk az
eg, Tacsfesziiltség vonalan. A kivezérlés torténjék e,—0 és ej rics-
fesziiltség hatarok ko-
zott, az a és ¢ pon-
tok kozott. Nevezziik
a e, karakterisztika ki-
indul6 pontjinak meg-
felel6 anodfesziiltséget
E.nak.

Amint emlitettiik, a
leadott teljesitmény az
Mbc héromszog terii-

A

letével egyenlé. Hogy
ezt fel tudjuk irni, ki
kell fejezni a harom-
szog Mb és be ol-

10. abra. dalait.
4y cos be = Me cos
Mec ~— r e r

Mb ; {

G o Mb = Mc.sin
Es - 2Mc B

sin @ sina  sin {180—(a+7)}
o F,.sin a

"~ 2sin {180 — (a + 7))
Tehat a haromszog teriilete lesz

Mb.be Mc® sin y.cos 7

2 2
o EdeinYesinyidosy v _siny.cosy
T {180—(a+r)} BT sin® (a+7)

ahol az allandé
ml ] .
i .sin® a

C= 3



TELJESITMENYERGSITOK. 161

Tehat a teljesitményt mint y fiiggvényét irtuk fel. Mivel be az
a kiils6é ellenallis mentén létrejové fesziltségvaltozis, melyet
a nyugalmi anodiaramnak Mb értékkel valé megvaltozisa ho-
zott létre, azaz Mb.Ra=bc, tehat

Mb 1
be o diea e

R,
Vagyis a teljesitménynek »-tol valo fiiggése tulajdonképpen R,
valtozasatol valo fuggést jelenti.

Jeloljitk a teljesitménynek y-vel vald Osszefiiggését

sin y.cos 7

F:f()’): C Sin!'.(a_i_r)

Keressiik tehat, hogy F-nek ; mely értékénél van maximuma.

L sin® (a+7) cos 27 — sin 7 cos y.2.sin (a-7) cos (a+7)
sin* (a+7)

sin (a-+y)-val egyszertsitve

sin (a-+y).cos 2y —sin y cos y.2.cos (a+7)
0 —C s 3
sin® (a<7y)

a tort értéke akkor lesz zérus, ha a szamlaloja zérus. Tehat

O = sin (a+7) cos 2y — sin 7 cos 7.2.cos (a+7)
sin (a—+7).cos 2y = sin 7 cos 7.2 cos (a+7)
tg (@+7).cos 2y = 2 sin y.cos y=sin 2y

tehat
tgl@at+n=tg2r atr=r 2
s 1 1
vagyis mikor a =y vagy G A o8
1 a

Tehdt dllando ricsfesziiltség hatarok kozott, de viltozé nyu-
galmi anodfesziiltség £, mellett a teljesitménynek akkor van
maximuma, ha R, = R;.

Matematikai és Fizikai Lapok, XXXVII. 1
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Ennek a kisérleti bizonyitisindl a kovetkezéket kell figye-
lembe venni. A feladat az, hogy egy elektroncsé anodkoérében
ohmikus ellendllis mentén leadott viltakozodramu teljesitményt
kell mérni. Az an6édkorben ugyanis folyik egy dlland6 értéki
andddram, melyet az elGfesziltség és az egyendramra feliil-
helyezkedett valtakozédram, melyet a valtakozd rdcsfesziiltség
szab meg. Tehit az ellenillison leadott teljesitményt két rész-
b6l 6sszetettnek képzelhetjik el. Az egyik az dllandé anod-
aram kovetkeztében létrejott egyenaramti teljesitmény, a mésik
pedig a feliilhelyezkedett viltakozoaram kovetkeztében létre-
jott valtakozoirami teljesitmény. A két leadott teljesitmény-
r6l nekiink csak az utobbira van sziikségiink s ez az, amit
mérni kell.

Ez pedig torténhetik a kovetkez6 megfontolisok alapjén. Ha
az R ellendllison a feliilhelyezkedett valtakozoiram kovetkezté-
ben eléallo viltakozo fesziiltséget jeloljiik e-vel, akkor az ellen-
62
o
csupan az a kérdés, hogy miként lehet az ellendllason keletke-
zett kétféle fesziltségesés kozil a vialtakozodramut mérni.

allason a viltakozo dramu teljesitmény el lesz egyenlé. Most

Ha egy rics egyenirényitist elven muikédo csévoltmétert az
R ellendllas két végeihez kapesolunk, ez a voltméter csak a
valtakozo fesziiltséget fogja mérni. Ha mér most az indukeio-

mentes ellendllas értékét, 1évén ez egy ellendllds-szekrény, ismer-
2

jik, W= % formulabol a viltakozédramn teljesitményt kénnyen
kiszamithatjuk.

A kisérleti elrendezés a 11. dbrabol lathaté. Ahol € az az
elektronesd, melynek anodkorébe kapesolt véltoztathatoé nagy-
sagli indukciémentes ellendllison mérendé majd a valtakozé
teljesitmény. Az elektronesé mikidés¢hez a sziikséges el6fesziilt-
séget P, potentiométerrdl vesszik és az e, voltméterrel mérjik.
A valtakoz6 ricsfesziiltséget a P, potentiométerrél vesszik és
e, dinamometrikus voltméterrel mérjiik.

Ohmikus terhelésrél lévén szo, a teljesitmény fiiggetlen a
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frequentiatol. Egy bizonyos frequentiinal végzett mérési ered-
mények tehat altalinos érvénytiek lesznek. A kisérleteinknél a
vizsgalatot 50 periodussal végeztiik. Az dbran C,-vel jelzett
elektronesd aé a csovoltméter, mellyel az R ellendllison a vdl-
takozo fesziiltséget mérjiik.

A kisérlet a kovetkezéképpen torténik. A P, potentiométeren
sziikséges el6fesziiltséget beadllitjuk. A P, potentiéméterrdl le-
vesziink bizonyos értéki viltakozo racsfesziiltséget, melyet a

‘kisérlet végéig dllandonak tartunk. Ez lesz az az adott récs-

11. ‘4bra.

fesziiltség, melynél a teljesitmény maximumanak feltételét ke-
ressiik. Ezek utin az R ellendllis kiilonb6zé értékeinél leolvas-
suk ennek sarkain keletkezé valtakozo fesziiltséget, amelybél
s az ellendllis értékébdl a teljesitményt kiszdmithatjuk. A kisér-
letet és a szamitast elvégezve azt fogjuk taldlni, hogy leg-
nagyohb akkor a teljesitmény, amikor a kiilsé és belsé ellen-
allas egyenlé.

Egy ilyen kisérletsorozat eredményei az alanti tablizatban
talalhatok. A kisérletnél hasznalt lampa RE 604 volt, melynek
a bels6 ellendllisa 1000 £, az allandonak vett viltakozo récs-
fesziiltség értéke e, =1 volt.

11%
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Reo

e

e*/R

200
400
600
800
950
1000
1050
1200
1400
1600
1800
2000

048
0-80
107
1-28
142
1-47
1-49
1-59
1-70
1-81
1-90
2:02

0-00126
0-00160
0-00191
0+00204
0-00213
000216
0-00213
0-00209
0-00207
000204
0+00202
0+00200

Ha azonban a nyugalmi anodfesziiltséget f, -t constansnak
vessziik fel, amint az az erdsiték esetének tényleg meg is felel,
akkor a teljesitmény maximumainak feltételei masként alakulnak.

A targyaldsunk egyszerisége kedvéért ohmikus terhelést téte-
leziink fel az an6dkérben, az elektroncsé maximalis kivezérlése

12. é&bra.

mellett. Azaz, amikor a rics-
fesziltség negativ maximuma-
nal az anéddram zérusra csok-
ken (I. 12. &4brat).

A megvilasztott munka-
pont legyen M, aminek i,,
nyugalmi anoddaram és [y,
nyugalmi ano6dfesziiltség felel
meg. Az AC' dynamikus ka-
rakterisztika pedig az A és C
pontok kozott lesz kihasz-
nalva. A kivezérlés kovetkez-

tében el6allo anodaramviltozis 4/ és a terhelé ellendllis men-
tén bekovetkezett fesziiltségvaltozas pedig 4E. A lampa an6djan
keletkezé legnagyobb s legkisebb fesziiltségek pedig FEj, .. és
Famin lesznek. Jelsljiik tovibba az e,—0 racsfesziiltség vonaldt -
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a-val. Az K, -bol kiindulo vertikdilis egyenest b-vel s a dyna-
mikus karakterisztika vonalat c-vel.
A leadott teljesitmény tehat

_ 4L4E

Wt

A feladatunk most az lesz, hogy megkeressiik, mikor lesz W-nek

maximuma /,, = const mellett.
Hogy ezt meghatdrozhassuk, fel kell irni elészor az emlitett
hirom egyenes egyenletét, hogy majd a hdromszog teriiletét

kifejezhessiik. :
A ¢ egyenes egyenlete &, = K, . LR,
az a egyenes egyenleté == —1—;— &,
a b egyenes egyenlete &, — K, .

Az a és ¢ egyenes metszéspontjinak A-nak a koordinatdi
lesznek Ky . és Io,. Ezek megkaphatok az a és ¢ egyenes
egyenleteibdl.

Iaa-Ri e E';max O Iaa-Rk
Iaa (Rz aF Bk) = E‘:max‘
Tehat
I oy E"'max 1
“= Bk R A
és
PO IR
]1 ax i (2)

s

az M-pont koordinatdit K, -t és I, -t nriegkapjuk a b és c egye-
nesek egyenleteibdl
Eoy'= Egpey — 1o, Ri 3)
214, = laa 4
3 egyenletbhdl lesz
Ea., T IaoRk T Et'!max
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a 4 és 1-b6l I,, értékét behelyettesitve

o Ry =
Ea —— _~_ =F Amax’
¥ IR 7

ezt kifejtve

2Eq, (Ri+Ri) = Eay, {2 (Ri+R) — R} = Ea (2 Ri+Ry),
amibél Feae T
v 2K, (Ri+Ry) ;
Eamax Ry 231+Rk ' (6)

Eopnin értékét 2 egyenletbdl

F/ Pl Qan Ri+Bk)-Ri T Qan.Ri 3 7)
“omin = QR+ Ry (Ri+ Ry 2R, + R» (

Most fejezziik ki dE-t
4E = E.} — E; .

a (7) egyenletbél kapott értéket, /£, -el kozos nevezére hozva

IL'ao (2R1+Rk) e Qan.Ri g an.Bk

4E =

2R+ Ry T OR+ R
al, = [5“ az I, értékét fejezziik ki az (1) és (6) egyenletekbol.
e 2an (B1+Bk) L an ;
7 @QRi+Ry) (Ri+Ry).2  2R+Ak
a teljesitmény tehdt
bR,
o @ TR Ry

deffefenciziljuk ezt R; szerint s egyenlitsiik nulldval

AW _ o Ei (@Ri+R)—2R(2R+R)
o R QR+ Ry)*
O E3, 2R+ R — 2Ry
2 (2R; + Ry)®
Az egyenlet jobboldala zérus lesz, ha 2R; + Ry — 2R, =0,
ez pedig akkor van, ha 2R; = R;.
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Ennek a kisérleti bizonyitdsa mar koriilményesebb, mint az
elébbi kisérlet volt. Itt ugyanis a kovetkezdék azok a szempon-
tok, melyeket a kisérletnél figyelemmel kell tartani. Torzitas-
mentes kivezérlésrél volt sz6, tehdt tigyelni kell arra, hogy a
racsfesziiltségvdltozas olyan hatdarok kozott mozogjon, hogy a
karakterisztikdnak az egyenes részében dolgozzék. A lampéra
juté anodfesziiltségeknek pedig dllandonak kell lenni a kiilon-
b6z6 terhels ellendllisok esetén. Tehdt a kiilonbozd ellenalla-
soknal a lampa eléfesziiltségét tigy kell megvalasztani, hogy
egyrészt a lampa anodjin a kivint allando anodfesziiltség joj-
jon létre, masrészt a dynamikus karakterisztika kivezérelt része
szimmetrikusan helyezkedjék el a dolgozopont két oldalin. Az
elmondottakat jobban megvilagitja a kisérletnél hasznalt ldmpa
anoddram-anodfesziiltség karakterisztikija, amelyre a késébbi
kisérletnél tgyis szikségiink lesz (13. abra). Az abrin beraj-
zolva latjuk az &allando racsfesziiltségeknek megfelelé gorbéket.
A kisérlet folyaman az allando anodfesziiltség, amelynél a telje-
sitmény maximumdit keressiik, legyen egyenlé pl. 90 Volttal.
Tehat a kiilonboz6 terhelé ellendllésok esetén a munkapontok
ennek az anddfesziiltségnek megfeleld vertikdlis egyenesen fog-
nak elhelyezkedni, mert az anodfesziiltség nyugalmi allapotban
allando, esak a racseldfesziiltségek és a kivezérléshez sziikséges
riacsfesziiltségek a vdltozok. Kgy bizonyos terhel6 ellendllast
feltételezve, ennek a dynamikus karakterisztikdja csak e,=0 és
Tma-nak megfelelé vizszintes kozott vezérelhetoé ki. Mivel a ki-
vezérlésnél az egyik hatir e,—0, a masik hatér a karakterisz-
tika gorbiilete miatt 7,,a-es egyenes.

gy pl. 4000 £ terhelé ellenallisnak megfeleld és kivezérel-
het6 dynamikus karakterisztika-rész AC, melynek helyét ugy
kell megvalasztani, hogy a felezépontja B, vagyis a nyugalmi
anodfesziiltség pontja a 90 Voltnak megfelelé vertikilis egye-
nesbe essék. ;

A B pont helye e, = const egyenes sereg kozott meghati-
rozza az ehhez az ellendllishoz tartozd el6fesziiltséget és a ki-
vezérléshez sziikséges raesfesziiltséget is. KEzeket tehat a dia-
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grammb61 le tudjuk olvasni. A kivezérlés kovetkeztében az
ellenallason keletkezé valtakozo fesziiltség DC a diagrammbol
szintén leolvashato.

A kiilonb6z6 terhel6 ellenallasoknak megfeleloleg minden
egyes esetben a diagrammbdl az el6bbi megfontolisok alapjin
meg kell hatdrozni a hozzatartozo eléfeszﬁlfséget s a kivezér-
léshez sziikséges racsfesziiltséget.

A kisérleti elrendezés 14. abran lathato, ahol ¢ az az elek-
troncs6, melynek anddkorében elhelyezett R ellendlldson leadott
valtakoz6 dramu teljesitményt mérjiik. Az R ellenallason a vélta-
kozo fesziiltséget csévoltméterrel mérjitk, a mért fesziltséghol

14. abra.

és az R ellendllas ismeretébdl a teljesitmény az ismert modon
kiszdmithato. A sziikséges eléfesziiltséget! P, potentiéméterrel
allitjuk be s az e, voltméterrel mérjiik. A kivezérléshez sziiksé-
ges valtakozo fesziiltséget pedig P, potentiométerbél vesszik s
az e, voltméterrel mérjiik. A lampara juto anodfesziiltséget az
e, statikus voltméterrel tartjuk &llando értéken, mert ennek
el6szor is nagy az ellenallasa, misodszor az egyenaramu fogyasz-
tasa zérus, tehat R ellendllis kovetkeztében bedllt értékeket
nem valtoztatja meg.

A kisérlet menete a kovetkez6: Vélasztunk egy bizonyos ter-
helé ellenallist és a diagrammbol leolvassuk az ennek meg-
felel6 eléfesziiltség és racsfesziiltség értékeket, melyeket azutin
a hozzajuk tartozo potentiométerek segitségével bedllitunk. Ez-

Sl A 2 b
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utan az anodbatteria fesziiltségét addig valtoztatjuk, amig a
lampa anédjan a kivant fesziiltség bedll. Ekkor csévoltméterrel
lemérjilk az R ellendllison keletkezé valtakozo fesziiltséget.

Az alanti tablizat egy B405-6s 2100 £ bels6 ellendallist
ldmpédval felvett kisérleti eredményeket tartalmazza. A terheld
ellendllas értékét R-el, az dllando anodfesziiltséget e,-val, az el6-
fesziiltséget e,-val, a racsfesziiltséget e,-vel, az ellendllison
keletkezett valtakozo fesziiltség szerkesztett értékét eq.-el, a
mért értéket pedig en-el, a teljesitményt pedig e;./R-el jeloltik.

A kisérleti eredményekbél lathatjuk, hogy legnagyobb akkor
a teljesitmény, amikor Ry, = 2R,;.

Re €a B, € (9 em én'R
500 90-0 41 41 40 39 0-0304
' 1000 90-0 44 44 720 7+04 0-0495
1500 90+0 472 472 10-0 9-9 0°0652
2000 90-0 4-95 4-95 12-0 12-0 0-0723
2500 90-0 50 50 142 13:6 0-0741
3000 90-0 595 5925 1556 | 15:2 0-0772
3500 90-0 545 545 170 1695 00820
4000 900 56 55 185 182 0-0830
4200 90-0 56 56 19-0 19-2 0-0878
4500 90-0 57 57 195 1 19-6 0-0855
5000 90-0 58 58 20-0 | 20-2 0-0818
5500 900 59 59 21:0 20°6 00772
6000 90-0 595 595 22:0 21-5 0-0770
6500 90-0 5-98 5-98 23:0 | 22-2 0-0760
7000 900 60 6-0 235 ; 23-0 0-0755

Tehat egy bizonyos nyugalmi anodfesziiltségnél és tetszole-
ges hatarokon beliil valtozo racsfesziiltség esetén a teljesitménynek
maximuma akkor van, ha a kiils§ ellendllds a belsé kétszeresével
egyenls. Ezt az eredményt hozta ki méds uton W. I. Brown is.?

1 Discussion on Loud-Speacers for Wireless and other purposes. Pro-
ceedings of the Physical Society of London Volume 36. part 3. april. 15. 1924.
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A teljesitménymaximumok feltételeiként tehdt két eredményt
kaptunk, mely eredményeket 0sszevetve az irodalomban nem la-
tunk targyalva. Nem lesz tehat érdektelen a most kapott két
eredményt egymassal Osszehasonlitani s belélik a kovetkezte-
téseket levonni. '

Az els6 eredmény az volt, hogy ha a racsfesziiltséghatarok
adva vannak és minden egyéb tizemi adatok valtozhatnak, a
teljesitménynek maximuma akkor van, ha R, = R;.

15. abra.

A masodik feltétel szerint pedig, ha az elektroncsére helyez-
kedé anodfesziiltség van adva, akkor a teljesitménymaximum
akkor van, amikor ;= 2R;. :

Hasonlitsuk most 6ssze e két eredményt abbol a szempont-
bol, hogy vajjon nincs-e kozottiik ellentmondas. '

Amint az a 15. dbran lathato, az kK, = const feltételnek
megfelel6 eredményként kaptuk az MAC teljesitmény-hérom-
szoget, mint maximdlis teriiletit. A C-pontnal 1évo szognek
tangense eredményiink értelmében */2Ri-vel egyenlé. A kapott
eredmény meghatdrozza az I,, fesziiltségi vonalon az M munka-
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pont helyét s igy ennek megfeleléleg a nyugalmi racsfesziiltsé-
get eg-t is. Ugyancsak megkapjuk eredményiil az e értékét is.

Nézziik most ezeket. Az [, .. képletébe helyettesitsiik be a
kapott eredményt

o AR RR). . 8 e
fmax =T TORCLOR, A K, = 2 Ea,

Hogy az M koordinatdit megkaphassuk, felirjuk a

¢ egyenes egyenletét &, = %an—QlaR,-
b egyenes egyenlete &, = Ik,,,

tehat M-pont koordinatai

e —;« B2 LR O3, ALR:
az eredmény tehat
' Eﬂo PEAs
== IR, By, = const;

hogy a nyugalmi récsfesziiltséget e, -t megkapjuk, felirjuk ME,
egyenes egyenletét. Ez lesz

&, = E,+ IR;.
Ha ide behelyettesitjik M-pont értékeit, megkapjuk FK,-t

P (8
431-'3“ B

A keresett érték pedig, egy régebbi megallapitdsunk alapjan

E.,,=E, + Eq,-

i
‘ dp
saval a kivezérléshez sziikséges e, racsfesziiltséggel vehetiink
egyenlének e;~e, . A leadott teljesitmény tehat ha R,= 2R; lesz

R RN
87 . B e

, mely értéket egy volt elhanyagoli-

pneq, = E,, tehat e, =

P o ey F‘eg)2 R
Wz—za.I{,—(E;Bi R, =
e

8 AR
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Tehat az adott K, -nak megfeleléen ez a legnagyobb telje-
sitmény. A 15. abrabol [, és &, koordinitak kozott kapott
eredmények altalinos érvénylvé valnak, ha ezeket I, és Fq ko-
ordinatakba transponaljuk, az O konstans koordindtai segélyé-
vel. Az igy kapott eredményekben azutin mar a gorbiiletek is
bele vannak szamitva.

Ha most a kapott e,nek megfeleld legnagyobb teljesitményt
keressiik, akkor a levezetésiink értelmében ennek R;= R; eset
felel meg. Tehiat eredményil DFC teljesitményhiromszoget
kapjuk.

A teljesitmény értéke az el6bbi- modon

_ (peg* Bi _ (pey)?
Wi Tams A
mely nagyobb a

) (.”eg)2
WQ_ 9R;

értékénél, de amint azt az abrabol is latjuk, ennek nagyobb
nyugalmi anodfesziiltség is felel meg.

Tehdt a teljesitménymaximumok keresett feltételei a szerint
valtoznak, mit vesziink fel allandonak, az FE.,, avagy az ¢, ér-
tékét.

Most mar nézziik azt, hogy ezen esetek kozil melyik az,
amelyikkel a gyakorlatban talilkozunk. A kérdés lényegét mind-
jart egy gyakorlati példaval illusztraljuk.

Legyen adva egy teljesitményerdsitéesé 1; =1000 ohm belsé
ellenallassal, u= 35 erésitési tényezével és 12 watt megenged-
heté anodveszteséggel és 200 volt megengedhets anodfesziilt-
séggel. Az elektroncsé anodaram-anodfesziiltség karakterisztikdja
O kezdGponttal a 16. dbran lithato.

Az elébbi szimitdsaink eredményét hogy alkalmazni tudjuk:
O' kezdéponttal segédkoordinatikat vesziink fel. Az O kezdé-
pont jellemzé adatai 10 ma. és 45 volt.

A lampdndl, amint lattuk, a megengedhetd legnagyobb
anodfesziiltségként 200 volt volt megengedve. Tehdt, amint

A S R B Sk i ol e e, RTAT e S R S ot  HR o AROR TR, Lot De o e i SR

T I e
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Az anodveszteség

B e *
We— an‘[ao = 'T(T?)g- =~ 10 watt.

* Tehat a jelen esetben Rp=2R; esetén az ano6dveszteség
kisebb, mint a megengedett. Kovetkezésképpen tehat az igy
kapott pontot hasznaljuk fel munkapontnak.

A racsfesziiltség értéke pedig, amelynél "az erGsités még
torzitismentes

3E,, 3.155 ;
ey = 4; —1= ToE 3? egeq = 23°6 volt.
A maximdlisan kiveheté torzitasnélkiili teljesitmény pedig
1 JABEP '
W= FT W T W R 175 watt.

A szimitasaink azonban mast is eredményezhettek volna.
Ugyanis, ha R=2R; feltételnek megfeleléen kapott anod-
veszteség nagyobb lett volna a megengedettnél, akkor a munka-
pontnak az adott anédfesziiltség s anodveszteségi hyperbola
metszéspontjat kellett volna felvenni.

Ezek az értékek legyenek az adott K, és I, = evvel a

s
Ea,
munkaponttal, a kivezérléshez sziikséges racsfesziiltség meg van
hatarozva. ]

Ennek, amint tudjuk, R;i= Ry eset felel meg ¢s a'legnagyobb
torzitismentes teljesitmény pedig
e ((,le‘q)z
Wi 4R;

Ezek a megillapitisok ohmikus terhelés esetének felelnek
meg. Ide tartoznak tehat resonans frekvencia esetén a rezgé-
korok is. Igy tehat az el6bbi megillapitisaink foként a nagy
frekvenciaju torzitasmentes teljesitményerésitékre vonatkoznak,
amiket a modern nagyteljesitményti leadodllomdsokndl mindig
megtaldlunk.
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5. Audio frekvenciaju végerdsitok.

Az audio frekvencidji végerdsiték teljesitménymaximumanak
feltételei egészen masként alakulnak, mint a nagy frekvenciajtaké.
A feltételeket az modositja lényegesen, hogy zenei atvitelrél 1é-
vén szo, az egyes frekvenciak végerdsitésének 100—10,000 frek-
vencia sdvon egyenletesen kell lenni, mert kiilonben a zenei
atvitel torz lesz.

Evvel a problémaval Rukor foglalkozott behatéan gy, hogy
itt csupdn vizsgalatainak eredményét kozoljiik. Ezek szerint az

audio frekvenciaju eré-
sit6knél egyenletes eré-
sités mellett a kivehetd
teljesitmény akkor a leg-
nagyobb, ha akiilsGellen-
allis a belsének legalabb
négyszerese.
17. &bra. Alébb most avval a kér-
déssel fogunk foglalkozni,
mely a radiotechnika leggyakrabban el6fordulé problémajihoz
tartozik. Ez pedig a kisfrekvencidji erdsitékon valo teljesit-
ménymérés. Hangszoroknal, hangos. filmeknél legtébb esetben
csak hozzavetdlegesen dllapitjak meg a hangszorok altal felvett
elektromos teljesitményt. Nem lesz tehat érdektelen, ha alabb
kozlink egy olyan eljardst, melynek segélyével a hangszorok
altal felvett elektromos teljesitményt egész pontosan meg tud-
juk hatarozni.

Nézziik mindenekel6tt a probléma elméleti részét. Legyen a
valtakozo racsfesziiltsége annak az elektroncsének (1. 17. dbra),
melynek az anodkorében akarunk teljesitményt mérni. Az elek-
rones6 belsé ellendllisa R; és az anéd kérében Z= Re + jLw
az impedancia, ahol R, a hangszéréhoz csatolt kimené transz-
formator primerjének, vagy ha transzformdtort nem haszndlunk,
magdnak a hangszorénak a hatdsos ellendllisa. Az elektronesé
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‘erésitési tényezGje legyen v, az R, ellenallist hirom részbél
gondolhatjuk 6sszetéve. ‘

Re =R, + Rur + Ry,

ahol R, a transzformdtor primer tekercsének az ohmikus ellen-
allasa, a hysteresis és foucolt veszteségeknek megfelelé ellen-
allas Ryr. Az R pedig a transzformator szekunder oldalar6l a
‘primerre atszamitott Gsszes ellendllisoknak megfeleld ellenallas.
A transzformdator secunder tekercsének és a hangszérénak az
ohmikus ellenallasdt kell a primerre atszdmitani. Az [R% ér-
téke a kovetkezoképpen fejez-

heté ki.

K= J
R S T

Mot

mely értéket a kovetkezo ekvi-

valens kapcsolasbol kapjuk (1.

18. abrat). Ahol a transzfor-

mator primer tekercsének az 18. abra.
onindukeidja L,, az ohmikus

ellendllasa R,. A secunder tekercs oénindukcioja Ly, az ellen-
allisa 7y, a kolesénds indukeio-tényezé pedig M. A hangszéré6
onindukecioja Lg, ellendlldsa 7y. Jeloljiik tovdbba

re=1ry~+ 1y és Le= Le;+ Lo.

A lampa korére felirhato egyenlet

4 di di
pog =is(Bs+ B+ B)+ Li-gb +MZ2. @
A secunder korre pedig
s di, di,
O—z,r,+L2—dt +M_dt’ 2

ahol 4, és 1, alatt a viltakozo racsfesziiltség kévetkeztében ke-
letkez6 vdaltakozé dramokat értjiik az anod- és secunderkorben.
Ha a vizsgdlatunkat egy bizonyos frekvencidra végezziik s tudva
azt, hogy torzitasnélkiili teljesitményerdsitésrél van szo, akkor
Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVII. 12
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csekély elhanyagolassal feltételezhetjiilk az intenzitdsok sinus
torvényszerinti valtozasat.
1= sin (wt—g,)

ilmax
Uy = Ggp . SIN (WE—y),
ezekb6l kétszeri differencidlas utan kapjuk.
d* ;A §
Wzl =— %, dtzz = w,. 3
Differencialjuk ¢ szerint a 2. egyenletet.
[di | di?
0__2 2+L2 dtg dt;‘.
A 3. egyenletbdl kapott értékeket behelyettesitve kapjuk:

L R TR T G

dt
(L,a) e+ Ma®,) = Lhi

+M-

A 2 egyenletbol

Liw%,+ ML %, — — (zz'rg—{—M % )

it ")

ebbdl az egyenletbél sziikségiink van M idt— -re, hogy azt az

elsé egyenletbe behelyettesithessiik. Tehat ezt az egyenletet
differencialjuk ¢ szerint és beszorozzuk M-el.

+ i,r,)

ez egyenletet rendezve

iy 3+ Lio%=—M (

dz di,
& 3 +Liny =— M2 (Lo 2
d” 03+ Lioh =+ Ma? (L

M2w? ( ira—L, %—)

di,
2 dt

iy _
" it Liw

’
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ezt behelyettesitve az 1. egyenletbe lesz

oot (i1, )

di, T
= '1-1 (Ri+Rl+Bhf) + L1 dt rZ—i—ng’

az egyenletet rendezve

d ) L
l%—%@ﬁ&+mﬁ- ”“)+;(A—£@LA)

ra+ L3 d ra+Lyw®
di
peg =i, (Ri+Re) + Z‘ L
M2w?r,
R, =R, +Ru+R, R,= W 4)
és ey
Qi
L=l
tudjuk azt, hogy
Mk VLu. Lgt és hOgy —IL—u = & ’

th

ahol K szorodastol fiiggé érték, mely megkozelitéssel 1-nek
vehet6 és ahol a transzformator primer menetszdma mn,, a
secunderé pedig n,. Ezekbdl kapjuk

2
)i & By L,

Ny

ezt az egyenletet a 4. egyenletbe behelyettesitve, ahol

2 2
K L" nga) T ab A (ng) thw "s

L St T e =

a gyakorlatban 7, elhanyagolhato L,w-val szemben. Igy

()

Az e, valtakozo racsfesziiltségnek megfelel6 anoddram

g
1+Re+]Lw

g =

12*
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Az a és b pontok kozott a teljesitmény pedig sty

St agias s eq .
W"“Be“(JHReHLm) R,

vagy masképpen felirva
Wi=sap .l (

2
’

i B
Rr’-Be +jL(1) )
ha egy anodkérben tehdt teljesitményt akarunk meghatdrozni,
ez egyenlet jobb oldaldnak hdrom tagjat ismerni kell. Az e;t

a

19. abra.

csévoltméterrel mérjiikk. A masik két tagot pedig az alibb
ismertetett mérésekbdl fogjuk megkapni.

Nézziik tehdt el6szor a hatisos ellendllasnak a meghatdro-
zasat. Ezt az ellendllist az iizemi (valosdgos) viszonyoknak
megfeleldleg kell meghatdrozni. Ez az ellendllis ugyanis fiigg-
vénye az anodkérben folyo viltakozo és egyendrami intenzitds-
nak s igy a normdlis Wheatstone hid mérésbdl nem kapunk ra
helyes adatot. Az intenzitast pedig viszont a terhelé kor im-
pedancidja hatdirozza meg, ez utobbi pedig, tekintve azt, hogy. .
egyenarammal elémagnesezett tekercsr6l van sz6, az tizemi
adatoknak megfeleléen “alakul ki,

L &
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Az iizemi viszonyoknak megfelel hatdsos ellenallast az aldbbi

elrendezésbél (1. 19. 4abra) hatdrozzuk meg. Legyen A az a lampa, :
melynek anodkérében akarjuk meghatirozni a teljesitményt,

illet6leg el6szor az az a és b pontok kozotti valosigos ellen-

allds, amely. egy tizemi maximdlis e;-nek megfelel6leg alakul ki.

A méréshez a kapcsolds szerint alkalmazunk egy 1. n. méré-
lampdat B, mely ugyanolyan tipusti limpa legyen, mint A s az
erésitési tényezoje inkabb kissé nagyobb lehet, mint az A
lampaé.

20. abra.

A targyalasok egyszeriisitése kedvéért tételezzik fel, hogy a

két lampa teljesen egyforma. A B limpa anodkérébe iktassunk
egy viltoztathato L,, vasmag nélkiili énindukeiot és 7, valtoz-

tathato ohmikus ellendllast. A B lampa rdesfesziiltségvaltozasa
azonos, amint a kapesolasbol is lithatjuk, az A limpaéval.

- Most rajzoljuk meg az ab és be pontok kozotti ellendllisok -

diagrammjait (1. 20. dbrat). Egy dltaldnos esetben. A két lampa

anodkérének kezdépontjai a és ¢, és a kozés pont b itt is .

fellelhetd.

A vizsgalatunkndl olyan frekvencidji e,t allitunk el6 e esé- -
generdtorral, amilyen frekvenciira a mérést elvégezni akarjuk.
Ha az impedancidknak megfelel§ intenzitisokkal beszorzunk;

ezen diagrammfesziiltség diagrammsa alakul at.

A b pont kézos potencidlti és a 19. abra a és b pontjai itt

is a és b-vel vannak jeldlve.

Tehdat ebbél litjuk, hogy az @ és ¢ pontok kozott fesziiltség-

-
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kiilénbség van, aminek megfeleléleg a két pont kézé kapesolt
s nagy el6tét ellendllassal vagy kis el6tét kapacitdssal ellatott
telefon hangot ad.

Ezt a hangot minimumra lehet hozni (theoretikusan zérusra)
az Ly, 6nindukeio és 7, ellenallis valtoztatasa altal. A 20. ab-

21. abra.

rabol litjuk, hogy hangminimum akkor van, ha a és ¢ egyezé
potenciala. Ez pedig akkor van, ha

e | Ay b et

az Tm-be bele van szamitva az L,, tekercs ohmikus ellenallisa
is. Tehdat ily modon a terheld koér hatdsos ellendllasat meg tud-
juk hatirozni. Abban az esetben, ha A lampdaval azonos karak-
terisztikus adatokkal rendelkez6 B lampat nem tudunk talilni,
akkor, amint az el6bb mondottuk, egy oly B lampat valasztunk,
melynek az erésitési tényezéje nagyobb az A lampédénal. Ugyanis
az adatok kozott az erdsitési tényez6 a legnagyobb fontossagu
ennél a mérésnél. Nagyobb erdsitésii tényezdjii B lampat pedig
azért vialasztunk, mert a nagyobb erdsitést megfelel§ ellen-
allassal ki tudjuk balanszirozni. A balanszirozds sémégjat a 21.
abrabol latjuk. Az R, és R, ohmikus ellenellasoknak egymdssal
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s a terhelé kor varhaté impedancigjival egyenlé nagysdagtinak
vessziik fel. Az R, balanszellendllist pedig addig noveljiik, mig
a telefon hangminimumot nem ad. Ezt az R, ellendllast kap-
csoljuk be azutin a 19. dbra d és ¢ pontjai kozé.

22, abra.

A hatasos ellendllas meghatdrozasa utan a

"

faktort kell meghatarozni. Ez torténhet kétféleképpen: szami-
tdssal vagy méréssel. Az R, és Lo az el6bbi mérés eredménye.
Az erésitési tényezd p és a limpa belsé ellendlldsa R; adottak,
vagy pedig az ismert eljardsokkal meghatarozhatok. fgy a faktor
kiszamithato.

A faktor nagysiginak mérésre valo meghatiarozasa, mely az
el6bbi mérés eredményének kontroll mérése lehet, kovetkezd-
képpen torténik (1. 22. dabra).

A lampara mikodtetjiik a megengedhetd eg-t és alkotunk egy
masik dramkért, amelyben az ohmikus ellendllasok R; ésh;,, és
az o6nindukeié L.
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A két dramkor kozos dgdban van egy kis ellendllasi telefon
beiktatva, amely dltaliban hangot ad. Hangminimumot vagy
theoretikusan teljes elhallgatast akkor kapunk, ha a két aram-
korben folyd valtakozo dramok egyenld nagyok és fazisban
180°-nyira vannak eltolva egymdstol. Ekkor érvényes a kovet-
kez6 osszefliggés

/‘teg : 69 (6)
Ri+R.tjLlo R, +Rnp+tjlmw

vagy tovibba

. .L
Ri+ Ryt jlme = _B_j“%i“_’
B,-:EL o R, ,m:£ 5
I [ 1

A telefon hangminimuma esetén az egyenlet jobboldalat a mé-
rési eredményekbél rogton megkaphatjuk.

Amint emlitettiik, a sziikséges faktort szamitassal is meg-
kaphatjuk. A hatdsos ellenallismérésnél megmértik Ret és
L-t. A belsé ellendllis R; és az er6sité tényezé p értékét mint
a ldampa jellemz6 adatait ismerjik, vagy ismert mérésekbdl
meghatdrozzuk s igy a szamitdst el tudjuk végezni. Az el6bbi
mérés eredményeit evvel a méréssel kontrollalhatjuk oly médon,
hogy R; és p értékét ismerve vagy meghatirozva a nagysdgit,
elére bedllithatjuk. A mérés eredményeként kapott R, és L),
értékek a 7. egyenletekbdl az IR, és L 0j értékeit adjak.

A teljesitmény meghatarozasihoz sziikséges e, értéket csé-
voltméterrel mérjiik.

Most hatra van még csupan az, hogy egy adott teljesitmény-
erositd esetén mekkora a megengedheté maximadlis torzitas nél-
kiili e,.

A feladat elvégzésére mindjart felhozunk egy gyakorlati pél-
dat. A lampa karakterisztikaja a 23. dbra szerint adva van. Az
anddlemezen megengedheté maximadlis veszteség 12 watt. Ennek
megfeleloleg berajzoljuk az e vonalat. Az anodkérben a terhe-
lés ohmikus ellendllisa 2430 Ohm, az 6nindukeciéja 2'5 Henry.
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Az impedanciija 1000 frekvencidnal 15,820 Ohm. A vizsgila-
tunkat ugyanis 1000 frekvencidra végezziik, mert az igy kapott
érték nagyobb frekvenciara is jo s kisebbnél pedig nem okoz
észrevehetd torzitast. A helyes eredményt tobbszori probdlgatds
utin tudjuk természetesen csak megkapni.

93. abra.

Fel kell venni elészér a munkapontot meghatirozo e, racs-
fesziiltséget e, — 42 volt, ez meghatirozza az ef egyenesen
egy O dolgozépontot, aminek megfelelé andédiram 4, = 52 ma,
tehat ha e, = O a fesziiltségveszteség a terhelés mentén

52.2430
%= 1000

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIL 12a

=126 volt. ,
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Az O munkapontnak megfelel anédfesziiltség 240 volt. Tehit az
andd batteriafesziiltsége ey, = 240 4126 = 366 volt. Ennek meg-
felel6leg kell megrajzolni a dynamikus karakterisztika kiindulo-
pontjat a'-t, mellyel parhuzamosan fog majd haladni a tényleges
dynamikus karakterisz-

tika. Az a’ ponthol kiin-

. dulolagmegszerkesztiink

" egy 15,820 Ohm ellen-

allasnak megfelelé dyna-

mikus karakterisztikat.

Ha most evvel parhuza-

most htzunk az O pon-

ton dt, megkapjuk a

tényleges abc  dyna-

mikus karakterisztikét.

Ennek a karakterisz-

tikinak a —1 vertika-

lissal valo metszéspontja

¢ meghatirozza az anod-

aram maximalis értékeét,

amely pedig jelen eset-

ben fgm.x = 80 ma lesz.

Ha tehat az impe-

dancia értéke 15,820

Ohm, a 240 volt anod-

fesziiltség valtakozni fog
, . 8.15820 9
94. abra. L B 1265

volttal. Minimalis 7, ese-
tén a lampara jutd anodfesziiltség 240-126'5—366°5 volt, maxi-
malis ¢, esetén pedig 240—126'5 = 1135 volt.
"'A munkapont helye meghatirozza a torzitismentes és a ki-
vezérlésre sziikséges racsfesziiltség értékét is.

=41 volt ejex = 29 volt.

eg max
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Az 1, intenzitds gorbe alakja oscillograffal meghatdrozhato.
A faziseltolodas az 1, és e, gorbe kozitt pedig legyen

Lo _ 25.27.1000
r 2430+1000
¢ == TT°0°,

= 456

tgo=

Az aboc gorbe a lampa terhelésének megfelel6 dynamikus
karakterisztika. Ha azonban a kapott adatok alapjin megszer-
kesztjik az 1, =[(e,) zart gorbét, a 24. dbrin lathatot kapjuk.
A gorbét burkolja az a derékszégi négyszog, melynek atloja
be a lampa dynamikus karakterisztikija. Ha a terheld korben
nem volna vasmag, az %, gorbe sinusz lefolyast volna s ennek
eredményeként itt egy ellipszist kapnink. A kapott gorbe alak-
jat természetesen lényegesen befolyisolja az intenzitisi gorbe
forma faktora (az effektiv és a kozépértékek viszonya). Azalant
kozolt tiblazat egy néhany lampdval végzett mérések eredmé-
nyét mutatja.

Témpa R; | n ' Re hcfry m‘;.g{_ (7 ) Telji?:;:lény
Philipe | 2100 | 48 |4800 | 21 | 8 | 150 | _ 0032
e . S
B v 1000 | 362/ 9970 | 235| 99 | 366 i; 0148
T%e‘fflghgn 3500 | 70 9800? 385| 25 | 404 - l 04
Co Giganl

Kisérleteimet a Kir. Jozsef Mtegyetem Technikai Fizikai In-
tézetében végeztem.

Nem mulaszthatom el, hogy Dr. Wirrmann Ferenc miegye-
temi ny. r. tanar Grnak a,munkam folyaman tapasztalt szives
iranyitasaért és tandcsaért e helyen is hdalas koszonetemet ne

nyilvanitsam.
Babits Viktor.

12a*
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LEISTUNGSVERSTARKER.

Nach der Behandlung der dynamischen Karakteristiken der Elektronen-
rohre untersucht der Verfasser die Arbeitsdiagramme, deren Verwen-
dung bei den Leistungsuntersuchungen sich als sehr zweckmiissig
erwiesen hat. Er behandelt zuniichts die mathematische Ableitung der
ellipsenférmigen Arbeitsdiagramme zwischen Anodenstrom und Anoden-
spannung. Dann folgen die Bedingungen des Leistungsmaximums auf
mathematischer und versuchstechnischer Grundlage. Bei konstanter
Gitterspannung tritt Leistungsmaximum ein, wenn iiusserer und innerer
Widerstand gleich gross sind. Wenn aber die Anodenspannung konstant
und die Gitterspannung veriinderlich ist, so herrscht dann Leistungs-
maximum, wenn der iiussere Widerstand der doppelte des inneren ist.

Verfasser behandelt dann die Theorie der Endverstirker. Zeigt uns
wie die dquivalente Schaltung eines Endverstirkers durchgefithrt wird.
Nach einer mathematischen Ableitung rechnet er die richtige Umrech-
nungformel eines Ausgangstransformators aus.

Es wird gezeigt, dass die Energie-Gleichung einer Endverstirkerrshre
aus drei Faktoren besteht. Der erste, die Gitterspannung kann durch
Messinstrumente bestimmt werden. Der zweite, der wirksame Wider-
stand kann nach dem Verfahren des Verfassers den tatsiichlichen Ver-
hiltnissen entsprechend gemessen werden. Der dritte Faktor der Energie-
Gleichung kann auch mittels einer besonderen Schaltung gemessen
werden.

V. Babits.
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