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AZ 1927. MARCIUS 28-IKI FARKAS GYULA UNNEPELY.

1927. marcius 28-dn toltotte be életének 80-ik évét FFarkas
Gyura Tiszfeleti Tagunk s a Tarsulat kedves kotelességét
teljesitelte, mikor ezen a napon kozliszteletben all6 Nesztora-
nak tdvozlésére kilon tnnepélyes tlést rendezett.

Fréuvica Izipor, a Tarsulat Elnoke felolvasta a Tarsulat
iudvozlé iratat, majd Szexr TiBor, a M. Kir. Ferencz Jozsef
Tudomanyegyetem mathematikai és lermészettudoméanyi Kara-
nak Dékdnja olvasta fel ezen egyetem tandri testiilete altal az
Unnepelthez intézett idvozlé iratot. A volt tanitvdnyok lelkes
udvozlései utin Orrvay Rupovr, a Tarsulat valasztményi tagja
és Farkas Gyura tanszékuléda mélyen jaro eléadasiban ismer-
tette Farkas Gyura tudomanyos munkait és érdemeit.

Az udvozlé iratokat és ezen elbaddst Lapunk e szaméaban
megorokitjuk.

Az Eotvos Lorand Mathematikai és Physikai Tarsulat
udvozlo6 irata.

Mélyen tisztelt Méltésiagos Uram!

Kedves Tiszteleti Tagtarsunk !

(sak keveseknek jut az a ritka szerencse osztalyrésziil, hogy
komoly és nehéz tudomanyos munkaval eltoltott hossza palya-
futas utdn jo testi er6hen és teljes szellemi ruganyossagbhan -
tolthetik be nyolcvanadik életéviiket.

Most, mikor Méltosdgodnal ez az orvendetes jubildris nap
oly kedvez6 koriilmények kozott kovetkezett be, engedje meg,
hogy az Eotvos Lorand Mathematikai és Physikai Tarsulat a
leg6szintébben és a legmelegebben iidvozolje.

Mindnyajunk osztatlan, k6z6s orome ez az alkalom, amikor
Méltosagodat, mint Tarsulatunk érdemdus Tiszteleti Tagjat

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV. 1
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és Széniorat itt magunk kozott lathatjuk és tinnepelhetjik, és
mélyen érzett szeretetiinknek és egyszersmind nagyrabecsiilé-
siinknek feszteleniil adhatunk kifejezést.

A kivalo érdemek, melyeket Méltésdgod mint az elméleti
fizika egyik uttoréje Hazankban és mint az egyetemi ifjasdg
Professzora a Kolozsvari Tudomanyegyetemen hosszu évtizedek
alatt szerzett, minden magyar mathematikus és fizikus el6tt
ismeretesek ; és Tarsulatunk is azért tisztelte meg magat azzal,
hogy Méltosdgodat az oly kevés szamu Tiszteleti Tagjai sordba
iktatta.

Es most, valamennytink, kozos fohdszban egyesiilve, arra
kérjik a Mindenhatot, hogy még soka részesitsen benniinket
abban a szerencsében, hogy Méltosagodat erében és egészség-
ben itt magunk kozott lathassuk, és fényld példajabol energidt,
biztatdst meritsiink ahhoz a tovabbi munkankhoz, mely Hazdnk
mivel6désének a mathematikai és fizikai tudoméanyok terén valo
emelését célozza.

Tiszta szivb6l kivanjuk, hogy Méltésdgod még sokaig élvez-
hesse féradhatatlan, munkds élete gytimolcseit.

Budapest, 1927. évi maércius ho 28. napjan.

A béré Eotvés Lorand Mathematikai és Physikai Tarsulat

nevében, Dr. Frohlich 1zidor,
a Tarsulat elnoke.

A Ferenc Jozsef Tudomanyegyetem udvozlé irata.

Méltésagos Professzor Ur! 3
A magyar kiralyi Ferenc Jozsef Tudomanyegyetem Rektora
és Tandcsa, valamint Mathematikai- és Természettudomanyi
Kara halas szeretettel, mély tisztelettel és biiszkeséggel tidvozli
Méltosagodat,
egyetemiink tanari testilletének Nesztorat, a lelkes tudésnak és
az odaad6 tandrnak mintaképét,
a tudomdnynalk és eqyetemimknek szentelt munkds ¢s ered-
ményekben gazdag élele nyolcvanadilk forduldja alkalmdbil.
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Koszontjik elismerésiink és nagyrabecstlésiink teljes it-
érzésével Méltosagodban a tudost, ki kutatdsainak legkisebb
részleltkérdéseiben is, az alapveté nagy problémék s az atfogéd
erejii principiumok szempontjait fudta érvényesiteni s tevékeny-
ségének sokoldaltan szétigazé munka-mezején, a mathematikai
és fizikai diszeiplinak korében egyarant — az emberi tudds-
nak tarhazat maradandé eredményekkel gazdagitotta. Az ellip-
tikus fiiggvények elmélete, az algebra szamos kérdése, az ite-
raciok és a linearis egyenlGtlenségek tana, a Fourier-féle elv
jelentéségének mechanikai és thermodynamikai szemponthol
valo megallapitdsa, az egyre jobban elérenyomulo elektrodyna-
mikai alapkérdések, az elektronelmélet és a relativitas tana, —
ime, ezek a jelzékovei annak a hosszii tudomdnyos multnak,

ely Méltosiagod teremtd és alkoto lelkén keresztiil egyetemiink-
nek és magyar hazanknak a messze kilféldon is elismerést és
tekintélyt szerzett.

Készontjiik Méltosagodban szereletiink és ragaszkoddsunk
minden melegével, a tanitvanyaiért faradhatatlan professzort,
ki a tudomédnyos gondolatok 4tiiltetésével a tudoményos érté-
kek folyamatos kisarjaddsat tette lehetévé.

Es készéntjitk Méltosagodban a férfiai jellemnek, az onzetlen
dldozatkészségnek és hitiséges kotelességleljesitésnek minden
tiszleletiinkre 6rokké mélto megtestesiilését, — visszagondolva
arra a pillanatra, mid6én legszorosabb munkak6zosségiinkbél
kivalt azért, mert tigy vélte, hogy a gyorsan mulo évek munka-
energidjat megcsokkenthetik. Kivalt, hogy kathedrajat ifjabb
erének adhassa at; kivalt, hogy munkassdgat, tudos mikodését
annal intenzivebben folytathassa tovabb. A

Es mikor jottek nehéz évek, melyek egyetemiink sorsat nagy
megprobaltatdsok elé allitottak, Méltosdgod az elsék kozott volt,
kik készséggel villaltadk a szervezé és megtartdé munkéanak
egészséget és ideget megorl6 feladatai teljesitésében az énzetlen
kozremiik6désnek stlyos terhét.

Megilletédéssel dllunk kévetendé példdul szolgalo életének
ez el6tt a visszagondolisra és értékelésre készté jelentGségteljes

1*
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évfordulojandl. Szent hatarké az, melyen kitorilhetetlenil all:
«Exegi monumentum gere perennius».

«Aere perennius», mert mindazt, amit hosszi és munkas
¢letén keresztil a tudomany abszolut igazsdgainak vilagaban
orokké maradandonak alkotott, elvdlaszthatatlanul 6ssze tudta
kapesolni tandrtdrsainak, tanitvanyainak htliséges szeretetével
és lelkiik mélyéb6l jové hélds ragaszkodasukkal is.

Ezzel a szeretettel és hdlaval 1épiink most Méltosagod elé
és kérjik a Gondviselést, hogy dldja és tartsa meg Mélt6-
sagodat — a mi 6romiinkre, a magyar tudomanyossig hasz-
nara és magyar Hazanknak dicsdségére.

Szeged, 1927. évi marcius 28.

a m. kir. Ferenc Jozsef Tudomanyegye- a mathematikai és természet-
tem Rektora és Tanacsa nevében: - tudomanyi Kar nevében:
Téth Kdroly Széki Tibor

e. i. Rektor. e. i. Deékan.



FARKAS GYULA TUDOMANYOS MUKODESE.

(Kelolvasta a szerzé a Mathematikai és Physikai Tarsulatnak 1927 marcius
28-an FARKAS Gyura 80-ik sziiletésnapja alkalmabol tartott iinnepi gyilésén.)

Midén azon megtisztel6 feladatnak akarok eleget tenni, hogy
Farkas GyvLa tudomanyos egyéniségérél képet nyujtsak, tel-
jes tudatdaban vagyok ezen vallalkozdasom nehézségeinek. Mert
Farkas Gyura esetében olyan tudomdnyos egyéniséggel dllunk
szemben, kinek problémadi, de fékép moddszerei és bedllitasai
igen egyéniek és nagymértékben eltérnek a fiatalabb generdcio
és igy az eléadé beallitdasatol is. Ha mégis lelkiismeretem szava
arra késztet, hogy ezen feladattal megprobalkozzam, tgy elsé-
sorban a hala és tisztelet az, ami erre indit. A hdla azért,
mert Farkas GyuLAtol nyertem olyan maradandé tudoményos
benyomdsokat, melyeket sajat fizikai vilagfelfogasom alapveté
elemeihez kell sorolnom. Ezenkivil, azt hiszem, megvan ndlam
minden igazi objektivitis egyik alapfeltétele: a szeretet. Es
azt hiszem, ez meglesz mindnydjunknal, kik ezen alkalombol
itt Osszegyiiltink és fékép azoknél, kiknek volt alkalmuk Farkas
Gyura egyéniségének egy sarkalatos tulajdoségéval megismer-
kedni: ez a hajthatatlan, elfaraddst, megalkuvast nem ismeré
igazsagszeretete, mely tudomanyos és egyetemi miikédésében
egyarant kifejezésre jutott. A szeretetre mindig sziikségiink van,
ha egy emberi egyéniséget igazén meg akarunk pillantani, ez
az a vilagito sugdr, mely az ember értékeit lathatova és fel-
foghatova teszi. Nem felel meg teljesen az igazsiagnak az az
elterjedt felfogds, hogy a szeretet elhomdlyositja az ember itéls-
képességét és elditéletekhez vezet. Igaz, vezethet aranytalan-
sagokhoz oOsszehasonlitdsoknal. De miel6tt arra merészkednénk,
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hogy egy egyéniségrol itéletet mondjunk, amire csak a legritkédbb
esetben vdllalkozik az, kinek sejtelme van arrél, hogy milyen
nehezen hozzaférheté miszterium az emberi 1élek, arra kell tore-
kedniink, hogy elébb az egyén értékeit észrevegyiik, aminél esak
a szeretet vezethet.

Hogy Farkas Gyura tudomdnyos egyéniségérél magunknak
képet alkothassunk, sziikséges szemiigyre venniink a fizikdnak azt
a korszakdt, melybe félszdzados tudomanyos miikodése beleesik.
Ez a korszak a hetvenes évekt6l napjainkig terjedé kor, melyet
célszerien két részre oszthatunk. Az elsét a kilencvenes évekig,
mint a fizikai fenomenologia korszakat jellemezhetjiik, mig a
masodikat f6kép a korpuskuldris elméletek és dltalaban merész,
sokszor spekulativ jellegt elméletek elétérbenyomuldsa jellemzi.

Az elméleti fizika, mint rendszeres tudomany a XIX. sza-
zadban alakult ki azon alapokon, melyeket mar a megel6zé
szazad az analytikai mechanika és a mathematikai analyzis
modszereinek megteremtésével lefektetett. A XIX. szdzad ele-
jének nagy francia mathematikusai és theoretikusai: LaeraNGE,
Laprace, Poisson, Fresnern, Cavcny, Fourier és masok ota. be-
szélhetiink elméleti fizikarél mint 6nallé tudoményrél. Eleinte
a mechanika, s6t az égi mechanika mintdjara kiépitett pont-
mechanika szempontjai uralkodtak, amennyiben minden jelen-
séget nemcsak dltaldnosan megegyezésben a mechanikdval akar-
tak felfogni, hanem mindent merev kapecsolatokra vagy tédvolba
hato centralis erdkre igyekeztek visszavezetni. A XIX. szazad
masodik felében lassanként kidertilt, hogy ez a programm tulsa-
gosan specialis és nem vihet6 keresztiil. Kezdték felismerni a
fizika egyes jelenségesoportjainak 6nallé jellegét, melyeket nem
lehet a pontmechanika szlik kerveteibe beilleszteni. Bizalmat-
lansdg tdamadt a sokszor tulsigosan speciilis és nem mindig
egyszerii mechanikai modellek irdnt, melyekkel a hét vagy
elektromdgneses eréteret értelmezni probaltdk. Kzzel szemben
felismerték a fontossdgat annak, hogy minden tulsdgosan kon-
krét és korai egységesitéssel szemben a hétan, fénytan, elektro-
dynamika, vegytan, 6nallo alapfeltevéseit a tapasztalat alapjin
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minden nélkiilézhet6 hypothetikus elem kikiiszobolésével ki-
dolgozzék. Ezen fenomenologikusnak® nevezetl irdny proto-
typusdnak tekinthetjiik a hdévezetés elméletét Fouriertédl, mely
differencidlegyenlettel irja le a ho terjedését flggetleniil a hé
természetérol alkotott feltevésektol. Azok a nehézségek, melyek
a thermodynamika mdasodik fététele értelmezése elé gordiiltek,
meg a szildrd és cseppfolyds testek kinetikai elméletének ne-
hézségei is a thermodynamika fenomenologikus felfogdsat he-
Iyezték eldtérbe. Ep igy, midén a kiilénbézd elektrodynamikus
alaptorvények nem vialtak be és a MaxweLL-egyenletek mecha-
nikai értelmezése nehézségekbe titkozott, Hertz utdn az elektro-
magneses tér MaxweLL-féle egyenleteiben lattak fenomenologi-
kusan az elektrodynamika alaptorvényeit. S6t OsTwaLp még a
kémiabodl is elimindlni akarta az atomelméletet. Mint a feno-
menologikus irdany kifejezett képviseldit felemlitem Kircauorrot,
ki felfogdsdnak pregnans kifejezést is adott, midén a mechanika
feladatat a mozgds egyszerii leirasdban hatdrozta meg, azutdn
W. Voierot, P. Duaemet, Rosint, Poincarit CossEraT-t, PLanckot
régebbi mtiveiben, Macut mint ezen irany filozofusat, kinek né-
zetel azonban nem fedik mindig azt, amit a fizikusok feno-
menologia alatt értettek.

A fizikai fenomenologidval szemben a 90-es évek o6ta a gézok-
ban vald kisiilések tanulmanyozdsa, a radioaktivitds jelenségei-
nek felfedezése és Lorentz elektronelméletének kiépitése ota
az atomi, korpuskuldris felfogas nyomul elétérbe és vilik mind-
inkdbb uralkodova. Felismerik GiBes és Borrzmany régebbi el-
méleteinek igazi jelentéségét. A XX. szdzad eleje ota a régi
fizika alapfogalmainak nem sejtett dltalanositasai és merész
atfogo elméletek, mint a relativitds elmélete és a quantumel-
mélet, hatdrozzak meg a kutatas jellegét.

A fizika fenomenologikus korszakéban kiillonosen ki kell emel-

1 A fizikai fenomenologia a filozofiai iranyok kozt a pozitivismusnak
‘ felel meg és semmi kéze a HussErL-féle fenomenologidhoz, melynek beal-
litasa inkdbb a mai spekulativ irannyal van rokonsagban.
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nem azokat a vizsgdlatokat, melyek az alaptérvények szigoru,
minden feltevést és alapvetd tapasztalati elemet explicite Kki-
emelé kidolgozasdra irdnyulnak. Nem véletlen, hogy egyidejiileg
a mathematika alapjai és modszerei szigorusaga irant Kkivalo
érdeklédés mutatkozik. Ez a kritikai bedllitas ugyanazon alap-
iranyzatbhol taplalkozik, mint a fizikai fenomenologia: a torek-
vés biztonsagra, a kozvetleniil adottra, idegenkedés minden til-
messze mendé kovetkeztetés és egy sokszor tudatos elfordulds
és bizalmatlansdg a szemlélettel szemben.

Ez a beallitas ugy a fizikaban, mint a mathematikdban oriasi
szolgdlatokat tett, elsoporte a bujin tenyész6 sokszor igen
rosszul megalapozott elméletek nagyrészét és el6készitelte a
talajt a fizikai elméletek azon nagyaranyu fejlédésére, melynek
szeintanui vagyunk. Egy egészséges fejlédés viltakozo szem-
pontok érvényesiilését kivanja meg. Igy sziikség van arra, hogy
idonkint magunkba szélljunk és azt keressiik, ami biztos és
nem azt ami gyorsan és messze visz. A modern elektronel-
mélet, a relativitas elmélete és a quantumelmélet nem lett
volna lehetséges, ha a fenomenologia nem szabaditott volna meg
azon kényszertdl, hogy mindeniitt merev kapcsolatokat vagy
centralis eréket keressiink. Es azt hiszem, hogy ha a mai fizika
viharos fejlédése meglassubbodik, ismét be fog egy elsésorban
kritikai szempontok dltal dominalt id6szak kévetkezni.

Farkas Gyura tudomanyos mitikodése a legszorosabh kapcso-
latban van a fenomenologikus irdnyzattal, annak egyik legkovet-
kezetesebb képviselgje. Egész miikédését a biztonsdgra valo
torekvés, a szigortsig mellett a leheté allalanossag kovetel-
ménye jellemzi. W. Voier, a fenomenologiai iranyzat kimagaslo
képvisel6je, Kompendium der Theoretischen Physik c. nagy-
szabast mive II. kotetének elészavaban és fiiggelékében (p. 803)
elismeréssel nyilatkozik Farkas Gyvrinak a hydrodynamika
és thermodynamika néhdny fontos tételének levezetésére vo-
natkoz6 megjegyzésérél. At van hatva attol a tudattol, hogy sok
elmélet sikertelenségének fGoka az, hogy alapféltevéseibe sziikség-
telen korlitozasokat vezetlink be, tehat az dltalinossag hianya.
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Farkas Gyura tudomédnyos kutatdsai az elméleti fizika szamos
és a mathematika néhany kérdésére vonatkoznak. Van egy
Fasinvi Ruporrfal koézésen végzett kisérleti vizsgdlata is. Ered-
ményeit hazai és kiilfoldi francia és német szakfolyoiratokban
kozolte. Altaldnos fizikai felfogasara tanulsagos rektori beszéde
a kolozsvari F. J. tudoményegyetem 1907/8. tanéve megnyitdsa-
nal. (65). Fel kell emlitenem el6addsait is, melyekben az dlta-
lanossdg és szigortsag kovetelményének kiemelésével igen egyéni
modon és egyéni targybeosztas szerint targyalja az elméleti
fizika fébb fejezeteit és melyekben 1j, értékes megdllapitasokat
is ko6zol. Irodalmunk jelentékeny vesztesége, hogy Farkas Gyvra
nem tudta elhatarozni magat arra, hogy ezeket az egy vektor-
tan kivételével konyvalakban kiadja, azt hiszem jelentékeny
hatdsuk lett volna a hazai fizika fejlédésére.

Farkas Gyura érdeklddése eleinte elsésorban a zene, majd a
mathematika felé fordul és elsé dolgozatai zenei és mathematikai
targytak. Mathematikai értekezései egy részét ViLLaARcrAU és
HerMite mutattak be a parisi Académie des Sciencesban. Ezek
algebrai problémakra, mint linearis egyenletrendszerek meg-
oldaséara (10), algebrai egyenletek képzetes gyokeinek meghatd-
rozasara (11, 12, 17, 18), trinom egyenletekre (19), a gyokok
sorfejtéssel valo meghatdrozasara (14) vonatkoznak. Majd attér
fiiggvénytani problémakra : t6bb dolgozatdban az elliptikus fiigg-
vényekkel (20, 21), a magasabbrendii sinusfiiggvénnyel (22, 23,
24, 25) és alkalmazasaival, elliptikus integralok sorbafejtésével
(28), Jacopinak a HamiLton-féle kanonikus egyenletekre vonatkozo
tételének altalanositdsaval (32), egyértékii fiiggvényekkel (31)
foglalkozik. Egyik dolgozataban (30) az altala Bovryvai-féle algo-
rithmusnak nevezett, az 2™ = a - bx egyenlet megoldasara szol-
galo iteralo eljardst teszi tanulmany targyava. Ugyancsak az
iterdlas képezi targyat a «Sur les fonctions iteratives» cimi,
a Journal de Mathematiques-ban 1884-ben megjelent sokszor
idézett dolgozata (33), mely iterdlds altal nyerheté fliggvények
analytikai karakterének megdallapitisaval és az iteralasi procesz-
szus konvergenciajaval foglalkozik.

v
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Geometriai targya dolgozata is van kettd: egyik Pascav-biga-
vonaldval (29), a mdsik egymdsra lefejtheté feliiletekkel (37)
foglalkozik.

Tudoményos mukdédése els6é szakaban, 1865-t61 1887-ig, 25
mathematikai targyt és négy fizikai, koztiik egy az inga kozepes
tengely.nyomzisat targyalo (26) dolgozata jelent meg.

1887-t61 a kolozsvari F. J. tudoményegyetem mathematikai
fizikai tanszékére valo kineveztetésével érdeklodése elsGsorban
a fizika felé fordul. Késébbi igen jelentékeny, a linearis egyen-
l6tlenségekre vonatkoz6 mathematikai vizsgalatai is szoros Gssze-
fuggésben vannak mechanikai vizsgdlataival, ezért ezekre azok
targyalasanal fogok kitérni.

1887-ben jelent meg egyetlen kisérleti targyn dolgozata, mely
a szén oxydaldsa altal nyert allando elektromos &ramra vonat-
kozik. (35).

Foglalkozik a GavuiLei-féle taves6 latoterének elméletével (36)
majd a fizikai kémia problémadi, igy az elemek MeNDELEJEFF-féle
periodikus rendszere (34) és a kémia thermodynamikai vonat-
kozasai (34, 39. 40, 41, 42, 44) érdeklik. Azuldan a thermo-
dynamika madsodik fétélele felé fordul (38, 40) és annak mecha-
nikai értelmezésével a Lacrance-féle mechanikai egyenletek
alapjan (43) foglalkozik, majd késébb a mdsodik ftétel elegans
fenomenologiai levezetését adja (49) az érvényesség elofelté-
teleinek szabatos megjel6lésével.

1893-ban azokat az elektromos dramelemekre hato elemi
torvényeket hatarozza meg, melyeknek észlelheté hatdsa, ami
mindig zart dramkérre vonatkozik, az Ampire-féle elemi térvény
alapjan szamitott hatdassal megegyezik. (47).

Ugyancsak 1893-ban részt vesz Padudaban GaLiLer tanszék-
foglaldsainak 300 éves jubileumdan (46) és ezen alkalombol (45)
egy torténeti targyt dolgozata a virtudlis sebességek elvével
Gavuienél, foglalkozik. Ezzel oly probléma lépett Farkas Gyura
latokorébe, mely évekig lekototte, sot egész fizikai vilagfelfogd-
sanak centrumava valt és amelyre vonatkozo mélyrehaté tanul-
ményai tudomanyos mitk6désének legkimagaslobb részét képezik.
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A virtualis elmozduldsok vagy virtudlis munka elvében taldlta
meg a mechanika alaptorvényének legegyszeriibb és legaltala-
nosabb kifejezését, még pedig nem annak egyenléséggel Kkife-
jezhetd szokdsos alakjéban, hanem FouriertSl eredd, egyenlét-
lenség dltal jellemzett formajaban. :

Ezen a mechanika {apasztalati alapjat képezo elv érvényes-
sége eldfeltételeinek, a haszndlt fogalmak szabatos kidolgozasd-
nak megdllapitiasdra, valamint az elv alkalmazdsainak vizsga-
latdra és az elv torténetére vonatkozik Farkas hét dolgozata
(48, 50, 51, 54, 56, 59, 61) és ide sorolhatjuk a bdr tiszta
mathematikai targyt, de az elv targyalisanak mathematikai
alapjat képezo, a linearis egyenlétlenségekre vonatkozo Kkuta-
tasait. (51, 54, 58, 60, 71, 72, 73, 74, 76) (9 dolgozat).

Farras Gyuvra a legnagyobb ovatossdggal és koriiltekintéssel
jart el mindazon segédfogalmak bevezetésénél, melyekre az elv
kimonddasdra sziikkségink van; mint a koordinatarendszer, a
kényszert gyakorlé kényszerdllomany bevezetésénél, melynél
megkiilonbozteti a teleprendszert, melynek mozgasa fiiggetlen-
nek vehet6 a rendszer mozgdsatoél és a kapesold rendszert,
melynek tomege elenyész6 a rendszer tomegeihez képest.

A kényszererot ugy definidlja, mint a tomeg és gyorsulds
szorzata dltal megadott valosdgos eré és a szabad eré kiilonb-
ségét. A szabad er6 pedig az az erd, mely akkor is hatna, ha
a kényszerillomanyt a rendszer pontjainak kozvetlen kornyeze-
tébal eltavolitanok.

- Ha a virtudlis elmozdulds komponenseit mint a kényszer-
feltételek altal megengedett dx;, dy;, 9dz; és valésagos da;, dy;,
dz; elmozdulasok kiilonbségeit definialjuk dx; = dx; — duy,---
ugy a Fourier-féle elvet a kovetkezd egyenléGtlenség fejezi ki:

Z {mi % — Xi) 0i + (migjs — Y)) 0y + (i — Z)dziy = 0, (1%)

hol m; az i-ik pont tomege, Z;, i, % a gyorsulds kompo-
nensei, X;, Y, Z; a szabad eré komponensei.

Szoval kifejezve virtudlis elmozdulasndl a kényszererék mun-
kaja negativ nem lehet. A kényszert dltalaban linearis reldciok
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fejezik ki, még pedig egyenléségek és egyenldtlenségek a vir-
tualis elmozdulds komponensei kozt :

N (A 02 + By + Cydz) = 0,
i=1
Il e e =g, 2%)
> (Likdox; + Mudy: + Nidz)) = 0,
i=1

hol az egyiitthatok a koordinatak és az idének altaldban
differencialhato fiiggvényei, melyek szamadra diszkrét folytonos-
sdg szakadasi helyeket megenged. A kényszer filiggetlen egyen-
leteinek szama nem lehet nagyobb, mint a valtozok szama.
Ugyanezt fel szoktdk tenni az egyenlotlenségekre is. Farkas
Gyurinak érdeme, hogy kimutatta azt, hogy a fiiggetlen egyen-
16tlenségek szama nem bir felsé hatarral, ha a védltozok szdma
ketténél nagyobb. Fiiggetlen egyenlétlenségek alatt olyanokat
értiink, melyek mindegyike ujabb korlatozast jelent a valtozok
szamara. Ez a tétel Farkas Gyvra idevonatkozd kutatdsainak
egyik érdekes eredménye.
Ha™

0 = A, 01 + Apxa +- -+ Ainan (3%
és

0,=A, 0+ Ay, +-+Aina,
az «,... X, n valtozd homogén linearis formaja és a viltozok-
nak minden a

=0 1=4,2. :k<n; 6=0"1=1 2. (4%
linearis relaciorendszert kielégité értékénél fennall a
O = 0,%; F Gy 14+ an®n =0 (5%)

linearis homogén reldcio, ugy azt mondjuk, hogy (5% reldcio
a (4*) relaciorendszer kovetkezménye.

Ezen esetben mindig talalhatéok olyan A multiplikdtorok
és 2’ nem-negativ multiplikiatorok, hogy 4 a kovetkezéképen
allithato el6 : :

S = 4,0, + 0,4+ 2,0, + 2,0, +-- (6%)
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Azt is kimutatta egy linearis reldciorendszert kielégité val-
tozokra, hogy ezek eléallithatok részint mint tetszésszerinti v;,
részint mint nem-negativ w; parameterek linearis Kkifejezései:

Favi 4+ X Pywy, wi =0, (7%)
k

hol Fj. és Pj. meghatarozott szamok.

A linearis egyenl6tlenségek rendszereivel ily altalanossagban
Farkason kiviil esak Minkowski foglalkozott, ki «Geometrie der
Zahlen» cim@ hires mivében Farkassal majdnem egyidejiileg
allapitotta meg ezen tételekel. Igen tisztelt kollegam és bara-
tom Haar AvLrrEp Farkas tételeit geometriai meggondoldsok
segélyével inhomogén egyenlétlenségekre dltalanositotta. FARkas
Gyura is foglalkozott kés6bb oly nem-linearis egyenldtlenségek-
kel, melyek linearisak rendszerére redukalhatok (71, 72) és
ezek thermodynamikai alkalmazasaval. (69).

Az egyenl6tlenségek tanara Farkas Gyuvna legujabban is (76)
visszatért és az nm-dimenzidos vektorok és a konvex test fogal-
manak felhasznaldsdaval rendkiviil egyszertien allitotta el az
ezekre vonatkozé fétételeket és dllapitott meg 1j, érdekes, az
egyenlGtlenségek kozt fenallo reciprocitdsi reldciokat.

Az egyenlétlenségekre vonatkozé vizsgdlatok alapjat képezik
a mechanika targyalisanak a Fourier elv alapjan. Mivel az
elvet kifejezé (1*) egyenlétlenség a véltozoknak (6x;,...) a kény-
szert kielégité Osszes értékeinél teljesiil, az a kényszer reldacio-
rendszerének kovetkezménye és igy tigy a multiplicatoros, mint
a parameteres eldallitds alkalmazhato és oly reliciorendszerek-
hez vezet, melyek a Lacrance-féle multiplicatoros illetéleg para-
meteres egyenleteknek felelnek meg és azok dltaldnositasait
képezik.

Ezek a szokottndl sokkal altalanosabb meggondoldsok igen
egyszerl, egyaltaliban nem mesterkélt esetekben is alkalmazast
talalnak és nélkiilézhetetlenek. Igy, ha egy test egy merev test-
nek csak egyik feliletén lehet jelen, pl. ez a krétadarab csak
az asztal felsé lapjan, ugy a kényszert mar egyenlétlenség fejezi
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ki. Ezt helyettesithetjik vgyan egy egyenlettel, ha a test min-
dig a feliileten mozog, de nem helyettesithetjiik, ha a mozgis
folyamsan elhagyja a feliiletet. Epigy az az eset, midén a kény-
szerfeltétel fiiggetlen egyenlétlenségeinek széma nagyobb, mint
a viltozok szdma, meg van valositva, ha egy merev pontrend-
szer egy sikfeliilettel egy konvex sikpolygonban érintkezik, mely-
nek szogpontjainak szdma hdaromndl nagyobb. EgyenlGtlenségek
altal megadott kényszer esetében a mechanikai allapot 1étezésé-
nek egyenl6tlenségi feltételei is vannak, melyeket a Fourier-
féle elv szintén megad.

Nem kovethetem Farkas Gyvna idevonatkozé vizsgdlatainak
tovabbi finom részleteit. Csak azt emlitem meg, hogy meg-
gondolasait a surlodds esetére is kiterjesztetle, midén a kény-
szerrelaciok egyutthatoi a sebességtél is fiiggnek.

Tekintetbe veszi azt az esetet is, midén a kényszert a val-
tozok egyes kiilonbozé tartomdnyaiban mds relaciérendszer
fejezi ki.

Altalanositja meggondoldsait folytonosan kiterjedt koze-
gekre is.

Tekintetbe veszi azt a lehetdséget is, hogy az anyag tobb
fiiggetleniil mozgo komponenshoél dll, melyek a teret ugyan foly-
tonosan toltik be, de egymdson athatolhatnak tgy, hogy a tér
egy pontjdban tobbféle sebességrol beszélhetiink és a kulon-
b6z6 komponensek kiilonbozé kényszerrelacioknak lehetnek ali-
vetve. (59). Ezen dltaldnositdsait az «Altaldnos mechanikai
elvek az aether szdamara» c., az Archiv Neerlandaises LorenTz
jubilaris kétetében is megjelent értekezésében fejtette ki.

A Fourier-féle elv egész fizikai gondolkozdsdban centralis
helyet foglalt el és ez el6addsaiban is kellGen kifejezésre jutott.
A pontmechanika altalanos tételeit, valamint a specidlis alkalma-
zasokat ebbdl vezette le és a deformalhaté testek mechanika-
jaban a thermodynamika fundamentdlis egyenldtlenségével Kki-
egészitve a Fourier-féle elv egyenliﬁtlenségét, allapitja meg az
egyensuly feltételeit. (66, 67, 81).

[de vonatkozik vizsgalata a biztos thermodynamikai egyen-
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stuly megdllapitisara. (59). A biztos egyensulyra vonatkozolag
részletes vizsgalatok vannak, ha a

de — Tdy —du (8%)

kifejezés, melyben e az anyagi rendszer teljes energiajanak és
kinetikus energigjanak kiilonbsége, 7' az abszolut hémérséklet,
7 az entropidja, du az anyagi rendszerrel ké6zolt munka dt idé
alatt, teljes differencialla alakithato. Farkas kimutatja, hogy
ezen feltevés nélkil is lehetséges biztos egyensily. Az altala
nyert egyensulyi feltételeket néhény érdekes specidlis esetre
is alkalmazza.

Miel6tt Farkasnak az elektrodynamikara vonatkozo behato
vizsgdlataira reatérnék, felemlitem a Huveens-féle elv KircHHOFF-
féle alakjénak 0j és rendkiviil elegdns levezetését, (53) a gaz-
diffuzi6 Kircuuorr-féle egyenleteinek redukdalasat (55) valamint
megjegyzéseit a vektorok tandhoz és az elektromossdgtanhoz
(57, 58) és levelét HiLerthez, (63) melyben a Hueonior-féle
lokéshullamok tdrgyalasanal azt a feltevést, hogy bizonyos alla-
pothatarozok, mint striiség és sebesség, bizonyos feliileteken
it ugrdsszertien véltoznak, gyors, de folytonos viltozdssal he-
lyettesiti és igy is megkapja ugyanazt az eredményt.

Farkas behato tanulmanyokat folytatott a Lorenrtz-féle elek-
tronelmélet hatdsa alatt. (66, 67). Itt is az a gondolat vezette,
hogy elimindljon az elméletbél mindent, ami specidlis és nem
szlikséges a tapasztalat altal ellendrizheté Osszefiiggések el6-
allitdsara. Arra a meggy6z6désre jutott, hogy az elméletre lé-
nyeges a fliggetlentil mozgo elektromos toltések felvétele, de
nem lényeges, hogy ezeknek véges Kkiilonallo részekbol valo
szerkezetet tulajdonitsunk. Az elektromossdg fluidum elméletét
alkotta meg a modern kovetelményeknek megfeleléen, melyben
a figgetlentil mozgd, egymdson dthatolni képes folytonos kom-
ponenseken van a féstly, melyek mechanikajaval mar régebben
foglalkozott. (59). Ha dipolusokrol, pentapolusokrol beszél, ezek-
nek nem tulajdonit olyan értelmet, mint a korpuskuliris elmélet,
mert ezen polusrendszerek ndla nem kilontlnek el, hanem
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folytonosan toltik be a teret és a hellyel folytonosan valtoznak.
Az igy kialakult elmélet elgallitja a Lorextz-féle elektronelmé-
letnek a kozépértékekkel értelmezheté mennyiségekre, mint
daramstrlség, a toltés sdrisége, dielektromos polarossiag stb.
vonatkozo térvényszerdségeit. Természetesen ez a tdrgyalds
kiegészitésre szorulna, ha tdrgyalasa korébe ohajtana vonni
azon jelenségeket is, melyek egyes elektronokra és nem kozép-
értékekre vonatkoznak, mint a scintillaciot, a Wirson-féle kod-
kisérletet avagy MirLikan kisérletét, amint ennek Farkas Gyura
teljes tudataban van. Amint ismeretes, torténtek az utobbi
években igen jelentékeny, mélyrehato kisérletek a korpuskuldk-
nak a kontinuitdsi elmélet alapjan valo értelmezésére (Mik,
EinsteiN, ScHrRODINGER) anélkiil, hogy teljes eredményt értek
volna el. Nem tudhatjuk, nem fog e Farkas némely gondolata
szerepet jatszani a kontinuitdsi elmélet tovabbfejlédésében.
Mindenesetre jelentékeny érdeme Farkas Gyurinak, hogy meg-
mutatta azt, hogy a Lorentz-féle elektonelmélet eredményeinek
jelentékeny része fliggetlen az elektromossag diszkrét szerkeze-
tének felvételétol.

Felemlitésre mélto Farkas felfogiasaban a MaxweLL-féle egyen-
letek szerepe. Nem az elektromagneses teret tekinti a tulajdon-
képeni fizikai realitdsnak, hanem a téltéseket. Az elektromigneses
tér csupdn egy segédszerkeszfés jelentéségével bir, mely arra
valo, hogy a toltések mozgésara beléle kovetkeztetéseket von-
hassunk. A tulajdonképeni alapegyenlet a t6ltés megmaraddsat
kifejez6 kontinuitdsi egyenlet. Ennek parameteres megolddsai
a MaxweLt-féle egyenletek az elektromos és magneses térinten-
zitasokkal, mint vektorparameterekkel. Az persze kilon tapasz-
talat, hogy ugyanezen vektorok ismert modon mérvadok a tél-
tésre gyakorolt erdére nézve is. Az elektromégneses térre vonat-
koz6 hasonlé felfogasnak legtijabban sok vezeté fizikus, mint
Bour, Bory, Kramers sth. adott kifejezést.

Végre jelentékeny érdeme Farkas Gyvrinak, hogy a relativitds
elméletének jelentéségét azonnal félismerte, oly idében midén
a szakkorok tudomdnyos centrumokban sem voltak vele tisz-
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taban. Miutdan EinstEin 1905-ben a relativitds postaldtumat
felallitotta, Farkas mar 1906-ban egy értekezésében (62) fog-
lalkozik vele és azota ot (64, 66, 67, 70, 75) tovabbi értekezése
vonatkozik ezen targyra. Az elektromossag folytonossagi elmé-
letében eleve szdmol a relativitdas kovetelményeivel. Azonkiviil
megadja a relativitds elmélete szempontjabél a virtudlis munka,
tovabba merevségi, a surlodastalan folyékonysagi dllapot, rugal-
massag és érintkezési kényszer kifejezéseit.

Egy 1921-ben megjelent dolgozata (75) a gravitdcio elméle-
tének beillesztését a specialis relativitds elmélet gondolatkorébe
celozza az egy test problémdja esetében. A négy dimenzios
Minkowski-féle térben egy' forgasfeliiletet definial, melyen a
pont kényszermozgdsa a gravitdcio hatasa alatti pontmozgasnak
felel meg. Itt is a virtudlis munka elvébdl indul ki, melyet
négyesvektorokkal fejez ki.

Az «Energia terjedése» c. (81) eléaddasaban a Lorentz trans-
formaciot abbol a foltevésbdl vezeti le, hogy : 1. a transformacio
véges, 2. a téridésokasig komform latoképezése 3. van egy
sebesség mely mindkét téridérendszerben ugyanazon nagysagu,
helytél, id6tdl, iranytol fuggetlen. A Lorentz transformacio
ezen levezetését késébb C. Munar is megdllapitotta és kozolte.!

Egy masik dolgozatdban (60) ZempLEN GYO6zO6nek a MICHELSON-
féle kisérlet magyarazatiara vonatkozo feltevéseinek a relativitas
elméletéhez valé viszonyat targyalja.

Azon a tényen, hogy Farkas Gyura, a klasszikus mechanika
alapjainak éleselméjii kutatoja és a fenomenologikus iranyzat
miveldje oly gyorsan és elészeretettel karolta fel a relativitas
elvét, csak a feliiletes szemlélé csoddalkozhat. Mert bar a rela-
tivitas elve megszokott fogalmak nagymérvii modositasat kivanja,
ezek a modositdsok annak szaméra, ki a klasszikus fizika alap-
fogalmait kell6 absztrakt médon fogta fol, lehetnek merészek,
de sohasem paradoxok. Az egész relativitds tana egy igen egy-

1 C. MunARrL Rendiconti del Reale Accademia dei Lincei. XXIII. 781.
1914.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV, 2



18 ORTVAY RUDOLF.

séges lezart rendszert képez és inkdbb tekintheté a klasszikus
fizika betet6zésének mint megdontésének. Ez fékép nyilvdn-
valova valik ha a relativitas elvét a quantumelmélettel hason-
litjuk Ossze, mely a fizikai alapfogalmak sokkal mélyrehatobb
atalakuldsdt vonta maga utdn.

Farkas Gyura tudomdnyos miikodésének ez az ismertetése
vazlatos és sziikségképen egyoldala, bar reménylem, hogy leg-
aldbb egyes alapvondsaiban nem ad elhibdzott képet tudoma-
nyos egyéniségérdl. Egész bedllitdsa a szigortisagra és dltald-
nossdgra alkalmatlannd teszi mtkodését rovid ismertetésre. De
aki hajlandé magédnak faradtsigot venni arra, hogy egynémely
vizsgdlataba elmélyedjen, abban tiszta orémet fog taldlni és
értékes tanulsdgot fog beléle meriteni. Nem is volt més célja
ezen eléadasomnak, mint hogy ezen rejtett, még nagyon kevéssé
ismert kincsekre figyelmiiket felhivjam, hogy azok éltet és f6-
kép a gondolkozast fegyelmezd hatdsukat lehetdleg széles kor-
ben kifejthessék.

Ortvay Rudolf.

Farkas Gyula tudomanyos értekezései.
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Kiadja M. Tud. Akadémia.
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dal meértékével. Kisharnaky néven. Zenészeti Lapok 1866. jan. 10.
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1870,

4. Die Diatonische-Durscala wissenschaflich begriindet. 1—12, Kiilon-
nyomat. Taborszky és Parsch. Pest. 1870.

5. A gyiilencsék képtavolanak altalanos pontos képlete. Székesfehérvari
alrealiskola évkényve. 1870/71.

1871.

6. Egy homalyos pont a betiiszamtanokban. A székesfehérvari tanito-
képezdei pottanfolyam értesitsje. 1871.

1872,

7. Természettan elemei. Népiskolak szamara. Szimmer Kalméan kiadasa.
Székesfehérvar. 1872, 1—63.

1874.

8. A fénysugarak térésmutatoja és rezgésszama. 1—8. A székesfehérvari
«Vorosmarty» nyomda. 1874. Kiilonlenyomat.

1877.

9. A determinansok. Genéve 1877. BALTZER miivének magyarazatokkal
ellatott elsd szakasza.
1878.

10. Solution d'un systeme d’'équations linéaires, présentée par M. Yvon
Villarceau.

C. R. LXXXVII. 1878. 523— 526.

11.. Note sur la détermination des racines imaginaires des équations
algébriques. Extrait d'une lettre communiquée par M. Yvon Villarceau.

C. R. LXXXVII. 1878. 791—794.

12. Sur la détermination des racines imaginaires des équations algéh-
riques. Extrait d'une lettre communiquée par M. Yvon Villarceau. (Folytatas.)

C. R. LXXXVII. 1878. 1027—1029.

13. Mathematikai tanulméanyok. I. A derivatio elmélete 1—79. Budapest.
Athenzum R. T. nyomdaja 1878.

14. Vegyes m-ed foku egyenlet egyik gyokének meghatarozasa sorbafejtés
altal 1—16. Budapest. Athen@um R. T. ny. 1878.

15. A haromtagu algebrai egyenlet hatvanyai és még — valami. 1—6.
Gyoér. 1878. Kiilonlenyomat. Czéh Sandor nyomdaja.

1879.
16. A C. R. 1879 évf. 1030. lapjan a kovetkezs kozlemény olvashato :
M. le Secrétaire perpétuel signale, parmi les piéces imprimées de la
Correspondance :

9x
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4° Une brochure de M. J. FARKAS, portant pour titre «Généralisation
du logarithme et de l’exponentielle». (Présentée par M. Yvon Villarceau.)
Megjelent Budapesten Kiliannal 1879-ben. V. és 122.

17. Note sur la détermination des racines imaginaires des équations
algébriques. (Extrait d’une lettre communiquée par M. Yvon Villarceau.)
(Folytatas.)

C. R. LXXXVIII. 1879. 273—275.

18. Note sur la détermination des racines imaginaires des équations
algébriques (suite et fin). Extrait d'une lettre communiquée par M. Yvon
Villarceau.

C. R. LXXXVIIL. 1879. 565—567.

19. Auflosung der dreigliedrigen algebraischen Gleichung. Archiv der
Mathematik und Physik. 64. Teil. Erstes Heft. IV. 1—8. Greifswald. 1879.

1880.

20. Sur une classe de deux fonctions doublement périodiques, présentée
par M. Yvon Villarceau.

C. R. XC. 1880. 1269—1271.

921. Sur les fonctions elliptiques, présentée par M. Yvon Villarceau.

C. R. XC. 1880. 1482—1484.

92, Sur l'application de la théorie de Sinus des ordres supérieurs a
I'integration des équations différentielles linéaires. (Extrait d'une lettre
adressée a M. Yvon Villarceau.)

C. R. XC. 1880. 1542—1545.

23. Sur la théorie de Sinus des ordres supérieurs, communiquée par
M. Yvon Villarceau.

C. R. XCI. 1880. 209—211.

924, Sur la théorie de Sinus des ordres supérieurs, communiquée par
M. Yvon Villarceau.

C. R. XCI. 1880. 278—281.

25. Sur la théorie des Sinus des ordres supérieurs. Extrait d’'une lettre
a M. Yvon Villarceau.

C. R. XCL 1880. 544—547.

926. Mittlerer verticaler Druck des symmetrischen Pendels auf seine Axe.
Archiv der Mathematik und Physik. 65. 1880. 435—436.

97. Die Summe gleichartiger Potenzen von den Wurzeln einer algeb-
raischen Gleichung. Archiv der Math. u. Phys. 65. 1880. 433—435.

1881.

28. Sur le développement des integrales elliptiques de premiére el de
deuxiéme espece etc., présentée par M. Yvon Villarceau.

C. R. 1881. XCIIL.

29. PascAL biga-vonalanak elemzése, Budapest. Athen@um R. T. nyom-
daja 1881. 1—23.

= AT
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30. A BoLyar-féle algorithmus. Ertekezések a mathematikai tudomanyok
korébél, kiadja a M. Tud Akadémia. VIIL. koétet III. szam. 1881. 1—8.

1883.

31. Sur les fonctions uniformes, communiquée par M. Yvon Villarceau.
C. R. XCVI. 1883.

1884.

32. Généralisation du théoreme de Jacosr sur les équations de HAMIL-
TON, présentée par M. Hermite.
C. R. XCVIII. 1884.
33. Sur les fonctions itératives. Journal de Mathematiques. X. 1884.
101-—-108.
1887.

34. Elmélkedések a modern chemia némely hypothésisei és theoriai koriil.
Vegytani Lapok. Kolozsvar. 1887. V. 49—65 és 112—128.

35. FaBINYI RupoLr és FARKAS GyurA. Allando elektromos aram a szén
oxydalasa altal. Vegytani Lapok. Kolozsvar. 1887. V. 97—112.

Ugyanaz franciaul. C. R. CGVL. 1597. 1887.

36. A GaulLEr-féle tavess latéterének elmélete és harmas decentralas
alkalmazasa a kettGs latesé hibainak redukalasara. Orvos-természettudo-
manyi Ertesit§. Erdélyi Muzeumegylet Kolozsvar. 1887. 273—298.

Ugyanott németnyelvii kivonat. 363—365.

1888.

37. Az egymasra terithets felilletek problémajarél. Erdélyi Muzeum-
egylet Orvos-természett. Ertesitéje. Kolozsvart. 1888 2 260—265.

38. A thermodynamika masodik fétételének altalanossagarol.

Ugyanott. Evszam nem biztos. 241—248.

Ugyanaz ugyanott német nyelven. 279—288.

39. A chemiai és elektromos energia vonatkozasairol.

Ugyanott. 1888. 33—38.

Ugyanaz. Zeitschrift fiir allgemeine Chemie. 1888. III. (Marzheft.)

40. A természet felfogasanak ujabb modjairol.

Ugyanott. 1888. 25—42.

41. Ujabb chemiai elméletek és nézetek. (Ismertetés.) Vegytani Lapok.
1888. VI. 17—20.

49. Megjegyzések a folyadékok elméletéhez. (D. Konowpow.) (Ismertetés.)
Vegytani Lapok. 1888. VI. 60—66.

1890.

43. A Lacrance-féle egyenletek thermodynamikai értelmezésérsl. Orvos-
természettud. Ertesits. Kolozsvart. 1890. 1—16.
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1892.

44. Az egyenletes és allando elektromos aramlas elméletérél. Orvos-
természettud. Ertesits. Kolozsvart. 1892.

1898.

45. A virtualis sebességek elve GALLEInél. Mathematikai és Physikai
Lapok. 1833. 78—95.

46. GALILEIrS] s a paduai GALILEI iinneplésrdl.

Ugyanott. 1893. 65—77.

Kivonat ugyanerrsl. Természettudomanyi Ko6zlony. 1893. 196—201.

47. Az Awpire-féle elemi torvények aequivalenseinek meghatarozasa.
Ertekezések a mathematikai tudoméanyok korébdl. Kiadja a M. Tud. Akadémia ‘
1893. XV. 2 sz. 1—50.

Kivonat ugyanabhol franciaul. N. B. U. XI. 1893. 161—189.

1895.

48. A Fourier-féle mechanikai elv alkalmazasai. M. T. E. XIL 459—472.

Ugyanez németil. N. B. U. XIL. 263—281.

49. A Carnor-Cravsius-féle tétel egyszertisitett levezetése. Mathematikai
és Physikai Lapok. 1895. 7—11.

Ugyanaz németiil. N. B. U. XII. 282—9286.

50. A Fourier-féle mechanikai elv torténete és némely specialis alkal-
mazasai. Erdélyi Mazeumegylet ErtesitGje. 1895. 43—54 és 13—32.

1896.

51. A Fourier-féle mechanikai elv alkalmazasainak algebrai alapjarol.
Mathematikai és Physikai Lapok. 1896. 49—54.

1897.

52. Beszéd Brassat SAMUEL koporsoja mellett. Kolozsvart. 1897. Ima és
beszédek Brassai Samuel koporsoja mellett. Ajtai kényvnyomdaja.
53. A HuvGens-féle elv uj levezetése. M. T. E. XV. 1897. 283—987.

1898.

54. A Fourier-féle mechanikai elv alkalmazasainak algebrai alapja.
M. T. E. XVI. 1898. 361—364.

Ugyanaz németiil. N. B. U. XVI. 1899.

55. A gaz-diffusio KiRCHHOFF-féle egyenleteinek reductioja. M. T. E.
XVIL 1898. 201—217.

Ugyanaz németiil. N. B. U. 1899. 97—110.

56. Parameteres modszer FOoUrRIER mechanikai elvéhez. Mathematikai és
Physikai Lapok. 1898. 63—71.
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57. Potlasok a vektortanhoz és az elektromagnesség tanahoz. M. T. E.
XVI. 1898. 321—360.
Ugyanaz németil. N. B. U. XVL. 1899, 111—153.

1900,

58. Vektor-tan és az egyszeri inaequaliok tana. Kiilonlenyomat az Er-
deélyi Muzeumegylet Ertesitéje utan. Kolozsvart. 1900. I—XIV. és 1—165.

1901.

59. Altalanos mechanikai elvek az aether szamara. M. T. E. XIX. 1901.
Ugyanaz az Archiv Neerlandaises Livre jubilaire dédié a H. A.
LORENTZ-ben.

1902.

60. Theorie der einfachen Ungleichungen. Crelle Journal. 124, 1902.
1—27.

1906.

61. Beitrige zu den Grundlagen der analytischen Mechanik. Crelle
Journal. 131, 1906. 165—201.

62. Uber den Einfluss der Erdbewegung auf elektromagnetische Erschei-
nungen. Physikalische Zeitschrift. VII. 1906, 654—658.

63. Uber die Ableitung der Impulsgleichung gewohnlicher Stosswellen.
(Aus einem Brief an Heirn Hiupert.) Mathematische Annalen, 62. 1906.
H82—H84,

1907.

64. Uber das Postulat der Relativitit. Phys. Zeitschr. VIIL 1907. 169—170.
(Berichtigung 256.)

65. Beszéd, mellyel mint a kolozsvari F. J. tud. egyetem rektora az
1907/8. tanévet megnyitotta. Kolozsvar.

1910.

66. Alapvetés az elekiromossag és magnesség folytonossagi elméletéhez.
M. T. E. XVIIL. 1910. 1—25.

1911.

67. Alapvetés az elektromossag és magnesség folytonossagi elméletéhez.
M. T. E. XIX. 1911. 771—809.

66. és 67. egyutt németil. N. B. U. 31. 1913, 45—64.

68. FARKAS Gyura 1. {. beszéde BOLvar JANos hamvainak atyja mellett
elhelyezése alkalmaval. Marosvasarhelyt, 1911 julius 7. Akadémiai Ertesito.
1911. 526.
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1915.
69. Biztos egyensuly potential nélkil. M. T. B. XXXIII. 1915. 339—354.
70. MICHELSON negativ Kkisérletének magyarazatai. M. T. E. XXXIIL
1915. 355—361.
1917.
71. Multiplicatoros modszer négyzetes alakhoz. M. T. E. XXXV. 1917.
51—53.
69. és T1. osszefoglalasa németiil. N. B. U. XXXIIL 43—56.
72. Nem-vonalas egyenlStlenségek vonalassa tétele. M. T. E. XXXV.
1917. 41—50.
1918.
73. Egyenlotlenségek alkalmazasanak uj modja. M. T. E. XXXVL
1918. 297—308.
74. A linearis egyenlGtlenségek kovetkezmeényei. M. T. E. XXXVI
1918. 397—408.

1921,
75. EINSTEIN-féle gravitatio régi elméletbsl. M. T. E. XXXIX. 156—163.

A M. Tud. Akad. 1921. okt. 3. tartott tilésébsl.
Ugyanaz németiil N. B. U. 1921.

1926.

76. Alapvetés az egyszerii egyenlitlenségek vekiorelméletéhez. M. T. E.
XLIT 1926. 1—3. Kivonat németiil ugyanott.

Litografdlt eldaddsi jegyzetel: :

77. A mechanika alaptanai.
78. Analytikus mechanika.
79. Erétan.

80. Az energia atalakulasa
81. Az energia terjedése.

DAS WISSENSCHAFTLICHE LEBENSWERK
VON JULIUS FARKAS.

(Vortrag, gehalten in der Mathematischen und Physikalischen Gesellschaft
in Budapest, den 28. Mirz 1927, anlisslich des 80-ten Geburtstages von
JuLius FARKAS.)

Die wissenschaftliche Arbeiten von Jurivs Farkas, ord. Professor der
theoretischen Physik i. R. an der ehemaligen ungarischen Universitit
in Klausenburg, beziehen sich auf mannigfaltige Probleme der Mathe-
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matik und der theoretischen Physik. Seine Arbeilen, iiber achtzig an
der Zahl, sind meist in ungarischen, deutschen und franzésischen Fach-
zeitschriften verdffentlicht.

Juuiws Farkas war ein konsequenter Vertreter der phenomenologi-
schen Richtung in der Physik und sein Augenmerk war immer auf
grosstmégliche Allgemeinheit und Strenge gerichtet.

Seine hervorragendste Leistung war, dass er die Bedeutung, der von
Fourier herriihrenden, durch eine Ungleichung dargestellten Form des
Principes der virtuellen Verriickungen ins rechte Licht gesetzt, und auf
Probleme der Mechanik und der Thermodynamik angewandt hat. Um
die mathematische Grundlagen des Prinzipes entwickeln zu konnen, hat
er sich eingehend mit der Theorie der linearen Ungleichungen befasst
und die Hauptsitze dieser Theorie ungefiht gleichzeitig mit MiNKowskr
gefunden. '

Farkas hat auch eine, sich an die Lorexrz’sche Elektronentheorie
anschliessende, aber die Annahme diskreter Teilchen nicht mitmachende
Kontinuititstheorie der Elektrizitit entwickelt.

Mehrere seiner Arbeiten beziehen sich auf das Prinzip der Relativitit,
dessen Bedeutung er friihzeitig erkannte.

Seine iibrigen Arbeiten beziehen sich in der Mathematik auf die
Theorie der algebraischen Gleichungen, der elliptischen Funktionen, der
iterativen Processe etc., und in der Physik unter anderem auf die geo-
metrische Optik, auf das Huvenens'sche Prinzip, auf Stosswellen, auf
Fragen der Thermodynamik etc.

R. Ortvay.



A DE BROGLIE ES SCHRODINGER-FELE
HULLAMMECHANIKA.

Eléadta a szerzé a Mathematikai és Fizikai Tarsulat 1927 januar 27-én
tartott tlésén.

Bevezetés.

A quantumelmélet kialakulasdban hdrom fazist kilonboztet-
hetiink meg. Az elsé kezdeti fazishan a quantumelmélet a fekete
sugarzds és a szilard testek specifikus hdjének értelmezésével
igazolta létjogosultsagdat. Fejlédésének 1j, mdsodik fazisdba 1é-
pett akkor, midén 1912-ben N. Bour a quantumelmélet szem-
pontjait a Ruraerrorp-féle atommodellre alkalmazta és ezzel a
spektrumok értelmezésének lehetGségét megnyitotta. A kovet-
kez6 években sikeriilt nemcsak az optikai és Ronreen-spektru-
mok rendezése, hanem a Zgeeman és Srtark-effektusok értel-
mezése is, és ezenkivil a quantumelmélet még szdmos mas
jelenség értelmezésénél is helyes ttmutatoul mutatkozott. Ezen-
kiviil az elmélet empirikus alapjai is koézvetlen kisérleti igazo-
last nyertek Franck és Herrz kisérleteiben. Igy a quantum-
elmélet fizikai vilagfelfogasunk nélkillozhetetlen és jol megala-
pozott részévé valt, anélkiil azonban, hogy alapfeltevéseit har-
monikusan sikeriilt volna a tobbi fizikai alapfeltevések rend-
szerébe beilleszteni. S6t mindinkdbb nyilvanvalovd valt, hogy
alapfeltevései semmikép sem vezetheték vissza a mechanika és
elektrodynamika ismert alaptérvényeire, hanem azokkal szem-
ben 6nallo, heterogén elemet képviselnek.

Azonban az is nyilvanvald volt, hogy az az dllapot, mely
szerint a fizikai jelenségek heterogén, Gssze nem ill6 alaptor-
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vényekre vezethet6k vissza, ecsak tudasunk tokéletlenségében
gyokeredzé provizorikus allapot, és az egység helyreadllitasa, bar
az elektrodynamika vagy mechanika alapfeltevéseinek modosi-
tasa aran, elkeriilhetetlen.

Két, kiindulasi pontjaban és moddszereiben merdében eltérd,
lényeges eredményeiben megegyezd, igen jelentékeny kisérlet
tortént ezen irdnyban. Az egyik a HrisenBErRe kezdeményezé-
sére ¢és Born és Jomrpan kozremikodésével kiépitett quantum-
mechanika, melyrél a mult évben volt alkalmam a Mathema-
tikai és Fizikai Tarsulatban referdalni.? A masik a L. de BrosuE?
kezdeményezése utan fékép E. Scurépineer® dltal kiépitett
hullammechanika. :

1. §. A geometriai optika és a mechanika
variacio elvei.

De Broerie meggondoldsainak kiindulépontjit az az analdgia
képezte, mely a mechanika és a geometriai optika kozt fennall,
és mely mar Mavpertuis-t és Hamiwton-t is vezette a roluk el-
nevezett mechanikai principiumok feldllitisanal. Ha egyeldre
csak egyetlen tomegpont esetére szoritkozunk, gy nyilvanvalo
az analogia a pont palydja és egy fénysugar utja kozt, ez az
analogia volt irdnyaddé a fény régi emissziés elmélete felallita-
sanal. Ez az analégia azonban pontosabban is fennall: gy a
pont mozgasat, mint a fénysugar utjat varidcié elvek hatdroz-
zak meg: a fénysugdr palyajat a Fermar-féle elv, a pont moz-
gasat a HamiLton-féle, vagy a legkisebb hatdsnak elve.

1 OrrvAY RuporF. Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIIL p. 54. 1926.
Ujabh osszefoglalo ismertetés: M. Bomy, Probleme der Atomdynamik.
Berlin. SPRINGER. 1926.

2 L. pE BroGLIE: Theses de doctorat. Masson et Cie. Paris 1924.

= — Ann. de Physique (10) 3. 22. 1925,
— — Journal de Physique 7. 321. 1926. (Osszefoglalas.)

3 E. SCHRODINGER : Ann. der Physik. 79. p. 361, p. 489, p. 734; 80. p.
437 ; 81. p. 109; mind 1926. Osszegyiijtve megjelentek : Abhandlungen zur
Wellenmechanik. 1927. Leipzig, BArTH. Osszefoglalo ismertetés: L. FLamm.
Phys. Zeitschr. 27. p. 600. 1926.
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A Fermat-féle elv szerint, ha egy fénysugir A pontbol B
pontba jut, a palyat a kovetkezéképpen hatarozzuk meg. Képez-

zitk a kovetkez6 integralt:
B

A

melyben ds a palya iveleme, u(x, ¥, 2) a fény sebessége, mint
a hely fliggvénye. A fénysebesség helyett a torésmutatét is be-

vezethetjiik n:% osszefiiggés alapjan, melyben c¢ a fény-

sebesség tires térben. A Fermar-féle elv azt mondja ki, hogy

.....

.....

varidljuk, kozben pedig a pdlya varidcidja tetszésszerinti:
B 2
2

A

Ez az elv magaban-foglalja a fény egyenesvonalt terjedésének
tényét homogén kozegben, a reflexio és torés torvényeit még
abban az esetben is, ha a térésmutato (ill. fénysebesség) a
hellyel folytonosan valtozik.

Az (1) integral, ha tekintetbe vessziik, hogy a sebesség:

ds
U = W ’ (3)
nem mads, mint az az id6, melyre a fénynek az A és B pont

kozti fénypdlya befutdsdra sziiksége van:

523 L 9]
i f dt. @)
u
ta tA

Ha most mindazon sugarakat tekintetbe vessziik, melyek A-bol
kiindulnak, tgy ezek egy r=fs—{p idé mulva oly pontokba
érkeznek, melyek egy felilleten fekiisznek, melyet megkapunk,
ha az (1) integrilban a kezdeli (4) pontot allanddan tartva, a
végpontot ugy valtoztatjuk, hogy az integral értéke dllando.
(A) koordinatait =y, y,, 2, al (B)-ét x,, y,, z,-el jelolve lesz:
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D (Xos Yos Bo 5 Xys Yy 3y) = ba—1p. (5)

Ez az egyenlet hatdrozza meg azt a felilletet, az 0. n. hullam-
feliiletet, melynek a fénysugarak orthogondlis trajektoridi.

A mechanika variacio elvei a Fermar-féle elv analogonjait
képezik és ezen analégia alapjan fedezték is fel azokat.

fgy a Hamiwron-féle elv szerint a mozgdst a kivetkezd va-
riacio feltétel hatdarozza meg:

t
o [Ldt=o. (6)
to

L, a Lacrance-féle fiiggvény a kozonséges (nemrelativisztikus)
mechanikdban, ha magneses ercéktél is eltekintiink, nem mas,
mint a kinetikai és potencialis energia kiilonbsége és mint
ilyen a pont sebességeinek és koordinatainak fiiggvénye :

L(gis ¢)=T—-V, (7)

ha ¢; koordindtat, ¢; sebességet jelent.

-----

végpontokon, hol eltinik; az id6 nem varial.
Az '

t
Sz f L ®)
ty

integral dltalaban a kezdet és végpont koordinataitél fog fiiggni,
azonkiviil {—t, id6tél is:

S =811 92 935 Q10 120> Is0» t—10)s 9)
tehat dllandoan tartott kezdopont és t—t, idonél egy feliiletet
definial, mely a geometriai optika hullamfeliiletének analogon-
jat képezi.

2, §. A Hamilton-Jacobi-féle parcialis differencial-
egyenlet.
Az S fiiggvény kielégit egy parcidlis differencidlegyenletet,

melynek megolddsdra redukalodik a mechanikai rendszer moz-
gdsdnak meghatdrozasa.
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A rendszer §sszes energidja, a potencidlis és kinetikus energia
Osszege, a pontok koordindtdinak és sebességeinek fiiggvénye.
(Célszeri a sebességek helyett mas mennyiségeket, az 4. n.
impulzusokat bevezetni, melyek tetszéleges dltaldnos koordina-
tak esetében a kovetkezGkép vannak definidlva:

(10)
derékszogl koordinatak esetében:
B s R AW e (1)
axl Q 1 T (] 1 1

Fejezziik ki az oOsszenergiat, mint a koordindtik és az im-
pulzusok fiiggvényét és az igy nyert fiiggvényt, a HamiLron-féle
fiiggvényt, jeloljik H (q;, pi)-vel:

H(‘]i) pl) o~ H(qp ’[gy ey ’[m p17 7'._)) LR -,Pn) =
= T(’/p LEEY ] an pp ---;pn) + V(qp B (111)' (12)

A Hamirrox-Jacosr-féle egyenletet megkapjuk, ha az impulzu-
sokat S-nek a megfelelé koordindta szerinti derivéltjaval he-

A aS
lyettesitjik a Hamwron-féle fiiggvényben és ezt — ¥ -vel
tessziik egyenl6vé :

aS ( aS aS ) :
W—’—H Qiseves qns E{—;, ey aTjn' =05 (13)

A (8) egyenlet dltal definialt fiiggvény ezen egyenletet min-
dig kielégiti. Mdsrészt ezen egyenlet szolgalhat az S és igy a
mozgds meghatdrozdsdra is. Ha ugyanis sikeril a (13) egyenlet
oly megoldasat taldlni, mely a koordindtdkon és az idoén kiviil
n tetszésszerinti dallandot tartalmaz:

S=S((I17 qa_p coey (171; t: aly aga ---;an)’ (14)
Ugy a mozgdst a kovetkezé 2n egyenlet hatdrozza meg:

as asS s
a—,ﬁ—pi,—a;i=ﬂn (15)
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hol A5 ..., Ba n tetszéleges integracios alland6. Ezen 2n egyen-
let lehet6vé teszi, hogy a 4n-+1 mennyiség mint: ¢q,, ..., ¢,
Dioiiiivos, Prdsbisllss cuion B Pgsiia vy phe K02 Dol 0¥ ", lviciyiles
Py ---» Pn-et, mint a tébbi f, a,, ..., a4, B, ..., Bn fiiggvényét ki-
fejezziik. Ha az aik a koordinatdk kezdeti értékeit jelentik, tigy
fi az impulzusok kezdeti értékei és igy a mozgds, mint a koor-
dindtak és impulzus kezdeti értékeinek és az iddonek figgvénye
van kifejezve, ;

Ha H nem tartalmazza explicit az id6t, gy (13) megoldasa
mindig ily alaka: :

S=—Et+ So(qi, a;), (16)

hol E a totdlis és az id6ében valtozatlan energia. Ugyanis be-
helyettesitve lesz:

dAS' y
H((]i, '3,7) =1, (17)
Vagy mivel H=T+V, tovabba:
e T s
T‘qi’ pi) o T(’,[,‘, —(,;1—') = l’, — V. (15)

Derékszogii koordindtdk és egy pont esetében a kinetikus
energia : A g
o L "2 2 By — 2 2 2
i g m (@*+12+22) om (03 +D02+D3) (19)

tekintetbe véve, hogy
D=, Py = MY; Pp= M ;

a (18) egyenlet lesz:

w (3) Hag) 3] |=E=% oo

(grad S)2= 2m (E—V). (21)

azaz:

Az S = 6 = konst. egyenlet egy feliiletet jelent { minden
értékénél, melynek orthogonalis trajektoriait képezik a pont
lehetséges pdlydi, mivel az impulzusok a felilet normélisénak

; : J : :
iranykosinusaival ardnyosak, 1évén p; = 5% Felrajzolhatjuk ezen
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felilletek seregét egy meghatédrozott ¢ idében, ugy mindegyiket
S egy meghatdrozott értéke jellemzi. A feliiletsereg az idében
valtozatlan, csak az egyes feliiletekhez rendelt dllando lesz mas,
mas idében, amint ez az

S,(q)=Et+ 6 (22)

alaka eloallitasbol kideriil. Ugy foghatjuk fel, hogy a 6 = konst.
értékkel jellemzett feliiletek vandorolnak, ugy, hogy a szom-
szédos feliiletek alakjat veszik fel. A feliilet vandorldsianak se-
bességét valamely pontjaban megkapjuk, ha a (16) egyenletet
S=4¢ &llandoan tartdsaval az id6 szerint differencidljuk :

A 8So (lqi ¢
0=—E+ > e (@3)
azaz:
E = (grad S,, u) = |grad S, | .«, (24)

hol # a hullamok «fazissebessége». Beirva a gradiens értékét
(21)-bél, lesz:
e E

N VY 2m(E—V) '
Ez a hely fiiggvénye, mert V tartalmazza a koordinatdkat.

A pont sebessége nem egyezik meg az S feliiletek fazissebes-
ségével. Ez lesz a kinetikus energia kifejezésébdl:

(25)

T=jim@+y*+2) =3m*=E-V (26)

) — ?2.(_[5_—[7) . 9
N, l/ m @n

A pont sebessége és a fazissebesség reciprok viszonyban
vannak, ha az egyik nagy, a mdsik kicsiny. Az S = konst. felii-
letek felelnek meg a geometriai optika hullamfelilleteinek, be-
szélhetiink tehdat hullimfeliletekré6l a mechanikaban a fenti
értelemben gy, hogy a klasszikus pontmechanika kereteit nem
lépjik 4t.
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3. §. Altalanositas tobb pontb6l all6 rendszerre.

Meggondolasainkat tobb pontbol allo rendszerekre is, vala-
mint dltalanos koordinatédk alkalmazasanak esetére is atvihetjiik.

Ekkor a rendszer dsszes pontjainak helyzetét q,, ¢, ..., ¢, dlta-
linos koordinata hatdrozza meg, ezen koordinatak terében, az n di-
menzios koordindtatérben, S(q,, ..., @n @, ..., ay)=konst. egyen-
let definialja a hullamfelilleteket. A kinetikus energia dltaldnos
koordinatak alkalmazdsaval a sebességeknek nem tisztan négy-
zetes, hanem dltaldnos homogén masodfokd forméja lesz:

T= %ZAQU (G5 gn) Tl (28)

Meggondoldsainkat ezen esetre konnyen dtvihetjiik, ha a kon-
figurdcios térben egy nem-euklidesi ivelemet definialunk a ko-

vetkezOokép :
as — G)T(qt, fj[) (ltz:z Q,;kdq;dl]k. (99)
ik

A gradiens, divergencia, LapLace-féle operator stb. fogalmait
atvihetjiilk ezen térre és nem-euklidesi értelemben hasznaljuk.
Egy pont esetében derékszogi koordindtak alkalmazasaval a
(29) ivelem a kozonséges ivelemtél 3/ m tényezével kilonbozik
es azért alkalmazdsdval (25) és (27) formuldkban az m elmarad.
Igy a sebesség tormuldi viltozatlanul érvényesek tobb pontbol
all6 rendszerekre is.

4. §. A periodicitas bevezetése. Az anyagi pont.

Az analogia, melyet eddig targyaltunk, a pontmechanika és
a geometriai optika kozt dll fenn. De a geometriai optika az
optikai jelenségekrdl csak kozelitésben ad szamot az interfe-
rencia és elhajlasjelenségek kizdrdsaval. A sugar fogalma el-
veszti jelentéségét oly dimenziokban, melyek a hullimhossz
nagysdgrendjével birnak, vagy anndl kisebbek. Ezen jelensé-
gekrgl ugy tudunk szdmot adni, ha feltessziik, hogy a sugarak
mentén a fizikai allapot peridédikusan valtozik.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV. 3
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Eppigy a quantumszeri jelenségek nyilvanvalova tették, hogy
a klasszikus mechanika atomi méretek tartomdnydban szintén
nem tekintheld érvényesnek, az (. n. quantumtorvények kisér-
letek, éppen az ott uralkodé torvények megfogalmazdséara. Ezért
de Broeuie és ScuropinGer felvetették a gondolatot, hogy taldn
ugy juthatunk el egy helyes, a quantumtérvényekkel osszhang-
zasba hozhat6 mechanikdhoz, ha a mechanikdit nem a geometriai
optikdval, hanem a hulldmoptikdval hozzuk analogidba.

Ezért vezessiink be egy ¢ skalaris allapothatarozot, mely az
S = konst. felilleteken allandé értékkel bir és a normalis men-
tén periodikusan valtozik. Egy ily figgvényt, mint sinusfiigg-
vények 0Osszegét allithatjuk el6, hol az argumentum S-nek
linearis fiiggvénye. Tehat ily alaka fiiggvényeket kell tekintetbe
venniink :

R b e o A
¢ = a sin (—h——S -+ konst.) —srsin Tl-(SO»— Et + konst.) (30)

S egyiitthatoja 2]—: sziitkségkép egy hatdsmennyiség reciprokja,
mivel S dimenzidja hatds és a sinus argumentuma dimenzio-
nélkiili szam. Feltessziik, hogy h, mely hatdsdimenziji univerza-
lis allando, sem K-t6l, sem a rendszer természetét6l nem fiigg.

Masrészt 2zt egytutthatoja a (30) egyenletben frequentiat
jelent, amit v-vel jelolve fennall:

bL=h.v. 31)

A quantumelmélet alapveté formuldja, mely szerint a frequentia
az energiaval ardnyos, itt igen egyszert feltevések mellett ado-
dik. Meg kell azonban jegyezniink, hogy az eddigiek szerint £
és igy v is mindenféle értéket felvehet és az, hogy altaldban
diszkrét energiaértékek lépnek fel, csak az elmélet tovabbi ki-
épitése altal indokolhato.
Az energia (31) alatti kifejezését a (25) és (27) egyenletekbe
helyettesitve lesz:
gl o (32)
v 2m(hv—V)
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S =l :
Y= l/—-—“I—— (33)

A (32) egyenlet szerint a fazissebesség a frequentiatol fiigg,
azaz a hullamok diszperzioval birnak. A fazissebesség u és a
témegpont sebessége v ugy fiiggnek ossze, mint az egyes sinus-
hullam sebessége egy hullamcsoport sebességével, azaz kielé-
gitik az

egyenletet.!

A materidlis pont sebessége tehat egy hulldmcsoport sebes-
ségének felel meg. Ez kozelfekvové teszi azt a gondolatot, hogy
az anyagi pontot egy hullamcsoportnak tekintsiik, azaz a tér
egy olyan helyének, melyben az elemi hullamok egymast eré-
sitik. Egy ilyen hullimcsoport mindig véges kiterjedésti, tébh
hallamhosszra terjed ki és csakis oly mozgasoknal helyettesit-
het6 egy ponttal, melyek nagyok a hullimhosszhoz képest. Olyan

1 Ezt a fontos ésszefiiggést egy egyszerii példan verifikalhatjuk, ha azt
a hullamesoportot vessziik tekintethe, mely két, kissé kiilonb6z6 frequentiaju
sinushullam o6sszetétele altal nyerhetd :

A sin 27 (vt—b,x) + A sin 27 (vat—byx) =

5 v, +v b,+by va—V by—b 2

= 24 sin Qn{% t —IT.’J,.' cos 27 % t ——’5—‘w - (35)

Az eredé hullam felfoghato, mint egy sinushullam, melynek amplitudoja a

cosinus tag szerint valtozik. Az amplitudo maximalis ott, hol a cos. zérus.

Ezen amplitudo-maximumok sebessége a csoportsebesség. A kovetkezs
egyenletbdl @

Vy—V. by—b
g T — 2 =0 (36)

a scsoportsebességy

LB v dv :

it Tty e bl g4
Masrészt a fazissebesség :

e, apty e .
b iate el e ek (38)

(37) és (38)-bol eliminalva b-t, megkapjuk (34)-et
I
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«palyak»-nal, melyek méretei a hullimhossznal kisebbek, igy az
elektronok palydindl a Bour-féle atom magja kézelében, az
anyagi pont teljesen elvesziti jelentéségét.

Egy ilyen hullimesoportot tigy szerkeszthetiink meg, hogy a
Hamizron —Jacosi-féle egyenlet megolddsai kozil kiszemeliink
olyanokat, melyek frequentidja v és v+dy kozt valtozik. Azon-
kiviil az S-ben el6fordulo dllandokat Ggy valasztjuk, hogy a
hulldmok ¢ idében egy P ponton dtmenjenek és a normélis
iranya egy meghatdrozott irdny, a pont sebességének iranya
koril irt infinitezimdlis kipban fekiidjék. A hullamok fazisa is
egyezzék meg P-ben, ekkor olt interferencia folytén erdsiteni
fogjak egymast a hullimok. Az amplitudok ugy vélaszthatok,
hogy a tér tébbi részében interferencia folytdn lerontjak, ille-
féleg erésen gyengitik egymast a hullamok.

ScHRODINGER-nek és Framm-nak sikertilt kimutatnia, hogy az
igy eléallitott hulldimesoport gy mozog, mint a tomegpont a
Hamiron—JacoBr egyenlet szerint. Tébb pontbdl dllé rendszer
esetében a hullimokat a konfiguracios térben kell megszer-
keszteni.

Azt hiszem, ezt a tételt a karakterisztikak elméletével plau-
zibilissé lehet tenni. Ugyanis a Hamimron—Jacosi-féle egyenlet
karakterisztikait a (¢, ¢o> -« +» ¢ns 1) nF1 dimenzids térben a me-
chanika kanonikus egyenletei hatdrozzak meg, ezek a pont
palyai a (¢;, ) térben. Mésrészt a HamiLron—Jacopi-féle egyen-
let megoldasai :

=N s G ey e o) =k ONS 13,

n-dimenzids feliletsereget jelentenek a ¢,,...,qn, t térben, me-
lyek a karakteristikik mentén érintkeznek, a karakteristikak a
hulldmfelilletek burkoléi. Epp ezért az interferenciamaximum
helyei is, éppugy, mint a Huvenens-féle eredé hullam, a parcidlis
hullamok burkoloja.

5. § A hullamegyenlet bevezetése.

Mindezen meggondolasok egy igen primitiv hullimoptika
kereteit, mely koérilbeliill a Fresner-féle optikdnak felel meg,
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nem lépik tul. Mésrészt h formélis bevezetése dacira a quantum-
elmélet alaptapasztalatarél, mely szerint altaldban csak diszkrét
energidk, illetéleg frequentiik lehetségesek, nem ad szdmot.
Ezért az elmélet kiegészitésre szorul és kozelfekvé a gondolat,
hogy itt is Ggy jarjunk el, mint az optikdban és ne kozvetleniil
hullamfelilletekkel és azok orthogonalis trajektoridival, a suga-
rakkal operaljunk, hanem az optika mintijara hullimegyenletet
allitsunk fel.
Az optika hullamegyenlete :

1 9%

W= e

=0, (39)
hol 4¢ a Larrace-féle operator alkalmazva ¢-re, derékszogt

koordinatdak esetében:
Oe(r/! d
T ox? +

2 /, 82/
R

4¢ = div. grad ¢ 3y

(40)

és ¢ a fény sebessége.

Ennek megfelel6 hullamegyenletet tgy &llitunk fel, hogy ¢
helyébe az u fazissebességet tessziik és tobb pont, illetéleg nem-
derékszogli koordindték esetében a Laprace-féle operator he-
lyébe annak megfelelé nem-euklidesi daltaldnositdsat tessziik.

A hullaimegyenlet lesz:

2(E—V)
E

div. grad ¢ — ¢ =0. (41)

Ha csak periodikus (sinus, ill. cosinus) hullamokat vesziink
tekintethe és azokat, mint egy komplex exponencidlis fiiggvény
redlis részét irjuk:

2—ﬂi(S—()) 2zivt
d=qae™ o5, (42)
hol S a koordinatik fiiggvénye, ugy (41) egyenletbél
tekintethevételével kapjuk :

2
div. grad ¢ + %(Ev V)¢ =0.

Egy pont és derékszogii koordinatak tekintethevételével ez
részletesen a kovetkezd:
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Ha lim h—0, ugy ez az egyenlet atmegy a HamiLron—JAcosi-
féle egyenletbe, ami megfelel annak, hogy ez esetben a quantum-
elmélet és a klasszikus mechanika megegyeznek. Ugyams SZ0-
rozva h’-tal és hatdrra térve at lesz:
= + V=FE. (45)

Ez a Hamiwton—IJacoBi-féle egyenlet, mert a mértékegység
(41)-ben a rendesnek Vm-szerese.

A Hamiton—IJacosi-féle egyenletet megkapjuk, ha az energia
kifejezésében a momentumokat S-nek a megfelelé koor-
dinata szerinti derivaltjaval helyettesitjiik. Hasonlo formalis el-
jards altal kapjuk meg a hullamegyenletet is, ha p; helyébe

S el ey : 7 e
K @;-t irunk, hol K= 5, ¢S igy az energia egyenletéhdl a
kovetkezé operatort allitjuk el6:

[H—E, 1= {I( ey dﬁ + 0,_)+V— } (46)

A hullamegyenlet lesz:
[H—E, ¢] =0, (47)

ami azt jelenti, hogy a (46) operatort alkalmazzuk ¢-re.

Ez az eljaras egyértelmti derékszogli koordindtik esetében.
Altaldnos koordindtik esetében meg kell dllapodnunk elobb a
tényez6k sorrendjében.

Altaldnos esetben a hullémegyenlet a kovetkezé:

B (0
l

) Q<E—V)sz—o (48)

hol a kinetikus energia 27" = Y Quqiqi és
Ik
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Q11...01n
dp=| : (49)
()nl s an

o
-

a quadratikus forma diszkriminansa.

A hullamegyenlet segélyével a quantumszer( diszkrét energia-
értékeket egy hatarfeltétel segélyével éppligy hatarozhatjuk meg,
mint egy rezgé hur esetében, mely két végén rogzitve van.
A hatarfeltétel itl egyszertien az, hogy ¢ a végtelenben (kellé
magas fokon) elttinjék. Ilyen megolddsok az egyenletben elé-
fordul6 E parameter nem minden értékénél, hanem csak az
1. n. karakterisztikus értékeknél, az «Eigenwertek»-nél lehet-
ségesek. Ezen Eigenwertek adjak a diszkrét energiaértékeket,
ezek kiillonbsége osztva h-val az észlelhet frequentidkat. Az
észlelheté frequentidk tehdt az atom alapfrequentidinak kiilonb-
ségi rezgései. Ugy kell tehdat a rezgés létrejottét elgondolni,
hogy az 0. n. kezdeti és végallapotnak megfelel6 két alaprezgés
egyidejileg az egész emisszio tartalma alatt fennall.

Az Eigenwertekhez tartozo partikularis megoldasai az egyen-
leteknek, az «Eigenfunktiok» egy orthogondlis fiiggvényrendszert
képeznek. Ezekre az intenzitdsok meghatarozasédndl van sziik-
ségtink.

A hullamegyenlet minden atomi problémanal, ha az energiat
mint a koordinatdk és impulzusok fuggvényét kifejeztiik, azonnal
megadhato. A differencidlegyenlet linedris, minélfogva aranylag
konnyen kezelhetd.

Talan célszerli lesz a ScHrRODINGER-féle egyenletet két egy-
szeri példan bemutatni, hogy kezelésérél némi fogalmat alkot-
hassunk.

A legegyszer(ibb egy szabad pont, elekiron esete, melyre
kiilsé er6 nem hat. Ekkor V=0 és a Scuropineer-féle egyenlet
derékszogi koordindtdk alkalmazdséval kézonséges mértékegy-
ségben :

92
dx

92
ay*

%  8a’m
92> + h?

=~
=

+

e EJ = 0. (50)

[
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Ezen egyenlet megolddsai :

; § = ok @+ Butya), (51)
ol
o

és o, B, r egy irany irdnykosinusai.

(42) szerint hozzdirva ¢-hez az egyelére elhagyott idét tar-
talmazo e**** tényezdét, latjuk, hogy a hullamok ezen esetben
sikhullamok, melyek frequentiajat a tomeg kinetikus energidja
szabja meg és mely nemcsak diszkrét értékekkel bir. A hullam
normalisa a tomeg sebessége iranyaba esik.

Nem egészen ily egyszerG az egydimenzidés harmonikus os-
cillator esete.

A kinetikus és potencidlis energia lesznek, ha ¢ a nyugalmi
helyzettol valo kitérést jelenti és p az impulzust:

RGN 5
Jli== o = "mp : (53)
V = 27*muyq* : (54)
A hulldmegyenlet lesz:
d*y 87r m :
T - (E—2n*mygq®) ¢ = 0. (55)
Vezessiik be a kdvetkez6 roviditéseket :
872mE 1674m%2 E
E=rmge T by (56)
midén egyenletiink lesz:
a¢ :
i + (a—bg% ¢ =0, 7
amit még 9
=g Vl) (58)
helyettesitéssel a kovetkezé alakra hozzunk :
d" a
o A (— i ) 0. 59
/b e (59
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Ezen egyenlet Eigenwertjei és Eigenfunkci6éi ismeretesek és
megtalalhatok pl. Courant—HiLBERT ismert kényvében.
Az Eigenwertek :
R
Vb
az Eigenfunkciok pedig az 0. n. Hermite-féle orthogonadlis figg-
vények : ’

- [ Y R ) T D (60)

¢ T Hu@), 61)
hol H, (x) az n-ik Hermre-féle polynomot jelenti, melyet a
kovetkezo kifejezés definial:
1 —a?
H,(x) =(— l,)”e”gii—e—- (69"

dax"
a és b helyébe betéve az (56) alatti értékeket, az energia
szaméara kapjuk:
E,=m+Y)hv, n=0, 1,2, 3,... (62)
Tehat az oscillator energidgjaiban n-'/2 alaki quantumszimok
szerepelnek, hol 7 egész szam. Ez ellentétben van a régebbi
gquantumelmélettel, de jol megegyezik a HEeisenBERG-féle elmé-
lettel. A rotatérnal is, szintén megegyezésben a HeisEnBerg-féle
elmélettel és a savos spektrumokkal, ilyen félquantumszamok
lépnek fel. :
A hydrogenatomndl a potencidlis energia, ha » a magtol
valo tavolt jelenti és e a mag toltését:

(63)
a ScHRODINGER-féle egyenlet pedig:
2 2
dmgmd¢+§%ﬁ(E+iJ:0. (64)

Az egyenlet tdrgyaldsa legcélszeribben polirkoordindtikkal
torténik és gémbfiiggvényekre vezet. Csak az eredmény kozlé-
sére szoritkozunk, mely szerint megoldds csakis az energia
kovetkezé értékeinél van:

1) e (65)
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Ezek az elektron hyperbola pdlydinak felelnek meg, melyek
nem képezik diszkrét palyak sokasdgat, ninesenek «quantalvan.
Fzek szolgdltatjak a folytonos spektrumot, mely a Lyman-szeries
hatdran tul észlelhetd.

2) E negativ értékei koziil a kovetkezé értékek lehetségesek,
megegyezéshen az eddigi quantumelmélettel :

On*met -1

SN (66)

P ——
7 h? n?

Hasonléan sikerilt a Srark-effektust tdrgyalni, melynél a
potencialis energia

7 e’
J :——F—f—er, (67)

ha a ztengely irdnyaban F intenzitdsu elektromos tér hat.

6. §. A perturbacié elmélete és a
helimmprobléma.

Ha egy hullz’tmegyenletben a potenciélis energia egy meg-
killonhozik, Ggy a probléma elsé kozelitésben quadraturak se-
gélyével arra visszavezetheto.

Ha V a potencidlis energia az eredeti megoldhat6 probléma-
ban és V-+Ar a «perturbdlt» esetben, hol 2 kicsiny, ugy az
Eigenwertek és Eigenfunkciok A-ban linearis tagjai a kovet-
kezok :

Ef=E,.+ Zj rugda (68)
w; (@) Jru,‘ wi dex ‘
ur () = uy () + /12 G ) (69)

ha wy, Ky az eredeti probléma Eigenfunkecioi és Eigenwertjei,
x pedig az egy vagy tobb valtozét képviseli.

Fontos eset az, melynél az eredeti probléma «degenerilty,
azaz oly Eigenwertekkel bir, melyekhez tébb linedrisan fiigget-
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len Eigenfunkeio tartozik. Ez esetben a perturbdlo tag meg-
sziintetheti a degenerdciot, a tébbes Eigenwert egyszer(i Eigen-
wertekre hasad szét. Ez az eset dll fenn a Zpeman és Stark-
féle effektusokndl. Abban az esetben, ha K. a-szoros Eigenwert
€s Up,...Ure a hozzatartozé FEigenfunkeidk, ugy a perturbalt

probléménal lesz:
Efy = E + 2K,

o & " wpei (X
Upr = %xu (um (.’E) + 1 {A_’; ﬁ ’I‘ll;.«m/.-'p(l;l;) = (70)
Itt k=K' és i1,
A x; egytitthatokat a kovetkezo linedris egyenletrendszerbél
hatdrozzuk meg:

o
llrll]f:l ~— 2 ZliEmi’ m= 1) Qr .. a, (71)
i=1

hol : ]
Epi = | ruitonda. (72)

(71) megoldhato, ha K-t az egyenlet determindansdnak zérussa
tétele altal nyert egyenletbél hatdrozzuk meg:

‘ Eil—EI’ E1-2 yeee Ela
{ Eal ’ Eg-z_Ela s EQa

| |=o. (73)
J lival > Eaﬁ PR Eaa"‘El !

A probléma itt «-foka algebrai egyenlet megolddsdra vezet,
melynek diszkusszioja nem mindig egyszerid, és egyes esetek-
“ben a felsébb algebra és csoportelmélet modszereinek alkalma-
zasat teszi sziikségessé.

A diszperzio elmélete is mint perturbaciés probléma foghato
fel, melynél a perturbalo tag a beesé fény folytin lép fel.
A diszperzio elmélete megegyezik a Kramers-féle elmélettel.

A perturbdcié elméletének legjelentékenyebb eredménye a
hélium spektrumnak legalabb qualitativ értelmezése. A hélium
két elektront tartalmaz. Felfoghatjuk a problémat tgy, hogy a
rendszer energidjaban a két elektron kolesonhatasibol eredé



44 ORTVAY RUDOLF.

tagot perturbalo tagnak tekintjik. Ez egy degeneralt rendszer,
melynél az a nevezetes, hogy az energianivok to6bb nem kom-
binalé nivéra esoportosulnak. Ugyanily degeneracié all fenn
az n elektronb6l all6 rendszerben is.*

7. §. A «relativistikus» hullAimegyenlet és
osszefuggés az elektrodynamikaval.

A hullamegyenlet felallitisa mégneses erdk jelenléte eseté-
ben a relativitias tekintetbevételével szintén sikertilt. Egyméstol
fiiggetlentl KieiN, Fock, ScHRODINGER, Kupar és Gorpon alli-
tottak fel. Ebben a §-ban a relativitis elmélete alapfogalmait

és a négydimenzios jeloléseket alkalmaznunk kell.

: A négyes impulzus alatt értjik azt a vektort, melyet meg-
kapunk, ha négyessebességet a nyugalmi tomeggel szorozzuk.
“Komponensei :

dx, M, dx, MUz,
m = —, M —= = —,
NIZ' 1}2 (]I' ng
1 ——= 1——
c (o
e iy, ax; em (74)

= m == e
dT sz a l‘]l' 112 .
1 e T | 1 Ter s oy
c” 65

hol 7 a sajatido, v ill. Vg, Vr,, V2, @ kdzOnséges . n. harmassebes-
ség és komponensei, ¢ a fénysebesség x,=ict, ¢ az imagindrius
egység.

A komponenseket rendre p,, p,. Ps, pi-€l jelolve, fenndll :

0 + P2+ p; + p? =— mPc (75)
1 Ds T P3 T Py

Vezessiik be az elektromdgneses erék négyespotencialjat,
melynek komponensei a vektorpotencial és a skaldris potencial :
A, V, tgy fennall az az egyenlet, melyet (75)-b6l megkapunk,

1 Lasd W. HEISENBERG, Zeitschr. f. Phys. 38. p. 411. 1926.
E. WIGNER, Zeitschr. f. Phys. 40. p. 492 és p. 883. 1927.
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ha az impulzushoz az 0. n. elektromdgneses impulzus kompo-
nenseit adjuk. Lesz:

e e 2 8 \8 %
Z(pa - ?9[.—,,-0,) + (1)4 e V) + m?? = 0. (76)
a=1 ;

Ebbél a hullamegyenletet megkapjuk a szokdsos médon, ha az
impulzus komponenseit a megfeleld derivaltakkal helyettesitjiik.
Bevezetve a kovetkezd jeloléseket :

Ore e .
Do = &V Az, s ¢4 = he iV,
«=1,9,3 (77)
s Ante®m?
= R

a hullamegyenlet a kovetkezd lesz:

2{(0(3 & i%) (% + i%) ’f’l}sb =0. (78)

Az egyenlet fontossdga abban dll, hogy lehetdséget ad a
hullimmechanika beillesztésére az altalanos elektromagneses
elméletbe.

A (78) egyenlet ugyanis felfoghaté mint egy négydimenzids
variacioprobléma Lacrance-féle egyenlete. Vezessiik be a kovet-
kezé fiiggvényt :

Ly, = Z( L + wac,)) (%2_ = &y’a‘r’) + k2, (79)

hol a felsé vonds azt jelenti, hogy a kifejezés konjugalt komplex
kifejezését kell képezni.
Képezzitk a kovetkez6 varidcio problémat :

o [ [ [ [ Linda,dayda,da, = 0,
melynél ¢-t és J—t fiiggetleniil varidljuk, a hatdron ¢ eltinik.

A Laerance-egyenletek megegyeznek (78)-al, illetéleg a kon-
jugdlt komplex egyenlettel :
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=0, (80)

Szorozzuk (80)-t ¢-al, igy konnyen megkapjuk a kovetkezd
egyenletet :

d 7 ava a", 8L n 5 aLm
2 7 gf) /I = 8;} )—, e Sr/’ = :Lm- (81)
« 2 3( a‘r’) @ ‘“0( 89’) a¢

\ ox, ox,

Ugyanis L,, a ¢ és mennyiségek linedris fiiggvénye, tehat

a¢
(01178
fennall az Euvrer-féle homogén fiiggvényekre vonatkozé tétel.

Képezziik (81) konjugilt komplex egyenletét. Ennek jobb-
oldala szintén L, és azért ezt levonva (81)-bél, a kovetkezd
egyenleteket kapjuk:

Ennek alakja egy négyes divergencia, ez nem mads, mint a
kontinuitas egyenlete az elektromossag szamédra.
(79)-b61 kovetkezik :

GOm0 _ Ly 83)

&
9, ox,
Ezek ardnyosak a négyes dram stiriségével:

aLﬂl
¢

S¢g =— 4 (84)
Masrészt tudjuk, hogy a MaxweLr-féle egyenletek levezethe-
ték szintén egy variacié elvbol, melynek Lacrance-féle fiigg-
vénye, azaz a varidlandé integrdl integrandusa kozonséges
jelolésekkel H>*—E? varidlandok a vektorpotencidlok.
Ezt dtnézetesen négydimenzios jelolések igénybevételével
végezhetjiik.
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Legyenek az elektromdgneses térintenzitasok egy hatos vek-
tor komponensei :

Ire Qme Are .
fu:—T@ 1o fos = ‘h_—l@ 2> fos =_Wl@x3
27’8 Ime Ome (86
fas: SQ Ly [ e @LQ, flq— W‘D‘)—’a-
Ezek a vektorpotencidllal a kovetkezékép fiiggnek Ossze:
998" 9¢a
fop = dx, Oxs (28
A Lacrance-féle fiiggvény lesz:
Z fap = h (o on %)
A kovetkezo feltétel :
O [ [ [ Leda,da,dacydac, = 0 (88)
szolgdltatja az tres térre vonatkozoé MaxweLi-egyenleteket.
A kovetkezé varidcié probléma :
S)f ff(Lm + L) dx,dx,dx.dx, = 0, (89)

hol L,.-et (79) adja meg, szolgdltatja ¢ varidlasaval a Scuro-
piNGER-féle hullimegyenletet, a vektorpotenciilok varidlasaval a
kovetkezé egyenleteket :

oL
Z oy (3;0/ ) e i 0, &=1,2,3,4 (90)

0%,

és hol
L= Le == Lm- (()1)

Ezen egyenletek a kovetkezok :

g e i TR
.}_la_x,, e ket ker ) (92)

Ezek a MaxweLL-féle masodik egyenletnek felelnek meg.
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Tekintetbe véve, hogy a vektorpotencidl divergenciamentes:

0¢a
s 0 (93)

és felhaszndlva fos értékeit (86) szerint, a hullamegyenleteket
kapjuk a vektorpotencidl szaméara :

¢ Sg
e g N O] 9
dax, A i)

«

(78) és (94) a téregyenletek teljes rendszerét tartalmazza a ¢
és a ¢, potencidlok szamara. Ezzel az 1j elmélet teljes for-
malis befejezést nyert, de ScuropINGER bizonyos aggdlyokat
fejezett ki azirdnt, hogy ezek minden tekintetben kielégitGek-e.
Az energiaimpulzus tenzora is dltaldnosan definialhato.

A sugdrzas a klasszikus elektrodinamika szerint torténik,
csak az dramsirlség szamdra kell a (84) kifejezéseket alkal-
mazni. Ezeket beirjuk a retardedlt potencidlok kifejezéseibe,
ami megadja a vektorpotencidlt és az elektromdgneses teret:

oS Jff f s,,,tv’.?a’lda;:z(laca,(loc4 : 95)

hol 8, és r-nek a ¢ —% id6beli értéke irandé be.

Az dramstirdségek explicit kifejezése lesz:

he [, 3¢ = B¢ 3 :
o2 399 _ajppf 00

s i -
* 8n’ o, 2

Ha ¢ tiszta sinusrezgés, azaz ily alaka:

5!".: ae+°2nivt’ (()7)
uagy: 22k
¢ = ae—2mivt (98)
és
¢¢ = a* = konstans. (99)

Ebben az esetben staciondrius dramlast kapunk, melynél
nincs sugarzas. Ezzel meg van magyardzva az, hogy a stacio-
narius palydkon a rendszer nem sugdroz.
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A fentiek alapjdn Gorpon! a Compron-effektus teljes elmé-
letét adta meg.

8. §. (")sszefiiggés a Heisenberg—Born—Jordan-féle
quantummechanikaval.
A quantummechanika bizonyos tekintetben a hullimmecha-

nika ellentéte, mert mig az utobbi kifejezetten a folytonossdg
alapjan &ll, addig a quantummechanika csakis diszkrét allapo-

tokra mond ki torvényeket. Annal érvendetesebb, hogy ez a két.

jelentékeny kisérlet nemesak nem dll ellentmondasban egy-
massal, hanem lényeges tartalmaban megegyezik.

A quantummechanika minden impulzushoz és koordinatahoz
egy végtelen sok értékbol allo értékrendszert, matrixot rendel,
melyek minden értéke két allapot és igy két index dltal van
meghatérozva. ’

A koordinatamatrix m, 7 indexekkel jelolt eleme :

q([m, Y e ]q(lm, n) ‘ e2nivin, m), (100)

hol v(n, m) az n-ik allapoth6l az m-ik dllapotba valé atmenet-
nél fellépé frequentia, ¢ (n, m) pedig az atmenet gyakorisagdaval
fligg Ossze.

A matrix a kovetkezd :

ql (19 l)a (]l (ls 2),- ..
Q== (([l (m, n)) e (’11 2, 1), ¢: (2,.2),.. ) (101)
és hasonloan az impulzusmatrix:
Pi (1, 1): P (1’ 2): o
V4 =(pt (1my n)) = (Pt (Qa 1)3 P (97 Q))* . ') & (102)

A matrixokra az Osszegezés és szorzas mtveletét definidlva,
azokkal gy szamolhatunk, mint szamokkal.

1 W. Gorpon, Zeitschr. f. Phys. Bd. 40. p. 117. 1926.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV. 4
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Két matrix Osszege, illetéleg kiillonbsége az a matrix, mely-
nek elemei az eredeti matrixok megfelelé elemeinek 6sszegei,
illet6leg kiilénbségei:

¢ (m, n) = a(m, n) = b (m, n). (103)

Két @ és b matrix szorzata az a matrix, melynek elemei a
kovelkezok :
c(m, n) =X a(m, k)b (k, n). (104)
i A

K
A szorzas mivelete nem kommutativ, dltaldban:
ab =+ ba. (105)

Ha kommutativ, tgy a matrixokat felcserélhetéknek (t. i. a
szorzas sorrendje felcserélheté) nevezzitk. A koordinata- és im-
pulzusmatrixok altaldban felcserélheték, kivéve az ugyanazon
indexhez tartozé koordindta és impulzus nem cserélhetd fel,
hanem fenndll az 0. n. Heisexere-féle quantumreldcio :

(Pef[eﬁ’/elh»)”" =0 L y Oik = {0 Z Tk §
Ari 1 %=1k

(106)

A mechanika alaptorvényeit kifejez6 kanonikus egyenletek mint
matrixegyenletek érvényben maradnak. -A Hamron-féle fiigg-
vény, mint a koordinaték és impulzusok fiiggvénye szintén egy
matrix. :
o = H (p;, q). (107)

Az alapprobléma itt mindig az, hogy oly uj véltozokat
kell bevezetni, hogy a Hamwron-féle figgvény egy diagondlis
matrix-sza valjon :

H, 0 0
TR 2 aE

y - kot 22 2 3
R - ) (99)

Ekkor a frequentidkat a
H)m T ILm_

v(n, m) =- Eaéngs o (109)

egyenlet adja meg.
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Ezt a feladatot a quantummechanika végtelen sok ismeret-
lent tartalmaz6 algebrai egyenletrendszerek megoldasdra vezeti
vissza. Meghatdarozando azon, a klasszikus mechanika kanonikus
transformacioinak megfelelé transformdcio, mely a H matrixot
diagonalis matrixba viszi at.

Ily kanonikus transformécio

q —8q8,
p=Sg8-1, (110)
hol § matrix, S—! a reciprok matrix, gy hogy:
B8 %=1, (111)

Ez az eljards tobbnyire esak akkor vezet célhoz, ha § az
egységtél nem nagyon kiilénbézik és igy S~! sorfejtés ttjan
képezheto.

Azért nagy jelentéséggel bir, hogy a Scurdnineer-féle hullam-
egyenlet segélyével a diagondlis matrixra valé transformédlds
mindig sikeriil. Tekintve azt, hogy a Scuropineer-féle egyenlet
linedris és a probléma jelentékeny egyszertisitését jelenti.

Altalaban, ha adva van egy teljes orthogondalis normirozott

figgvényrendszer a q,, q,, ..., ¢, valtozok tartomdnysban :
Wy Moy Mg 5o o Uiyessy (112)
melyekre fenndll 3
LR 1 w—F
‘ ’ utylld, .. .dq, =fu2-u,,.dm B {O’ ha AT (113)

Ggy ezek segélyével minden f(q,...q,) fiiggvényhez rendelhe-
tiink egy matrixot.
Ez a matrix a koévetkezé:

* = [ fudza. (114)
Az integraci6 a ¢,...¢, valtozok egész lartomdnyara Kkiterjed.
Ha egy F'(qqs -« -s Gus Dy - -+, P) fliggvény az impulzusokat is tar-
talmazza, p; helyébe K % -t téve az [F, ] operatort képezziik
!

(46. egyenlet) és a matrixot a kovetkez6kép definidljuk :
F" = [w; [F, wi] dev. (115)

4*
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A koordinata és impulzusmatrixok a kévetkezok:
qik = J qiu ’N/;(la’,', (1 16)
] Ae i
nile e gt Al
Pk =K | T de. (117)

Ezen matrixok kielégitik a felcserélési relaciokat. barhogy
valasztottuk is az orthogonalis fiiggvényrendszert.

Az igy definidlt matrixokra érvényes a matrixszorzas tétele
is, ha az wu; figgvények a tartomdny hatdrén kell6 magasan
eltinnek.

Ha az orthogonadlis fiiggvényrendszer nem tetszéleges, hanem
az illet6 mechanikai probléma ScHRODINGER egyenletének Eigen-
funkcioi, ugy az ezekkel képezett matrixa a Hamivron-féle fiigg-
vénynek diagondlis matrix. Ugyanis:

H" = (w;[H, w) dx (118)
és ha a ScHRODINGER-féle egyenlet:
(H, ¢] = Ey (119)
megoldédsa wu; és u;:
| By Eifuiu,\.(lac == {OE", ha {Z z ;l, (120)
azaz: . X
H'=E;, H* =0, ha i=+Fk (121)

és a frequentiat a (63) egyenlet hatdrozza meg. Az intenzita-
sokra ¢* matrixelemek mérvadok, az eredmény pl. StARk-
effektusndl j6 megegyezésben van a tapasztalattal.

Nagyobb nehézséget okoz a matrixképzés a relativitas és
magneses tér esetében, mert,ekkor az Eigenfunkciok nem ké-
peznek orthogondlis fiiggvényrendszert.

A hullimmechanika jelentékeny eredményei dacéra nem te-
kintheté kordntsem alapelveiben sem befejezett elméletnek.

Igy zavaro, hogy a hullimok rendszere minden mechanikai
problémdnal mds, sebességiik is mas. Univerzalis, fénysebes-
séggel terjedd hulldmokat sikertlt O. Kirin-nek bevezetnie az
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egytest problémdjanal. KLy egy negyedik térszert koordinatat
vezet be, tehat otdimenzios téridé sokasdagot. Ebben allando
sebességli sikhullamok 1épnek fel, melyek projekeioi a négy-
dimenzios téridésokasagra a valtozo sebességi hullamok. A fazis-
és csoportsebesség kozti Gsszefiiggés egyszerien adodik és agy
latszik, a magneses elektron negyedik szabadsdgi foka is egy-
szerd értelmezést taldl igy. Masrészt az altaldnos relativitds-
elmélettel is fennall bizonyos kapesolat.

Ujabban M. Born! és utdna masok a hullimmechanikat né-
mileg maskép fogjak fel. A korpuskuldk értelmezését hullam-
csoporttal elvetik és a régi korpuskularis felfogashoz ragasz-
kodnak. A Scuropineer-féle hullaimegyenletet megtartjak. Ezen
felfogashan az elektronok és mas korpuskulak mozgasara az
energia és impulzus tétele érvényes, de kiillonben kauzalisan
nines meghatéarozva a korpuskula pélydja. Csak valosziniségi
torvények vannak. A valOszintiséget hatdrozza meg a hullaim-
egyenlet, illetéleg a ¢ fiiggvény. Még pedig tugy, hogy sok kor-
puskula esetében |¢|* az elektromossdg stiriiségével ardnyos.

Ezen felfogas szerint értelmezte Born az elektronok iitko-
zését atomokkal. Tekintetbe vesz egy atomot, melyet ismert
Hawmivton-fiiggvény ill. energianivok definidlnak. Erre redesik
egy parhuzamos elektronnyalab.

Ha az atomtol eltekintiink, ugy az elektronok potencidlis
energigja eltinik és a hozzdjuk tartozo hullamok sikhullamok,
melyek normélisa az elektronok sebessége irdnyaba esik.

Az atomhoz is tartozik egy hullimrendszer, melyet a HamirTon-
féle fiiggvény hatdroz meg. Az atombol és elektronokbol allo
rendszer mint egy perlurbacios probléma foghato fel és az atom
Eigenfunkcioi szerinti sorfejtéssel megoldhaté. Az eredmény
az, hogy az elektronokhoz tartozé hullamok elhajlast szenved-
nek. Ebbél kiszamithato |¢[* és meghatdrozhato a valészintisége

1 M. BorN. Zeitschr. f. Phys. Bd. 38. p. 803. 1926. J. JorDAN. Zeitschr.
f. Phys. Bd. 40. p. 809. 1927. A quantumelmélet igen altalanos és abstrakt
statisztikai felfogasat adja JORDAN utobbi cikke.
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egy bizonyos szoggel valo eltéritésnek, megegyezésben RuTHER-
rorp és CHapwick méréseivel. A centrdlis iitkozés és igy a
Ransaver-effektus még nem volt targyalhato. Mdsrészt az atom-
ban ugrasok lépnek fel meghatirozott valdsziniiséggel, ha az
elektron sebessége és igy kinetikus energidja eléri azt az érté-
ket, mely ezen ugrdsokhoz sziikséges, megegyezésben Franck
és Hertz alapveté kisérleteivel.

Hasonléan a statisztikai felfogds alapjan a fotoelektromos
effektus tdrgyaldsa is sikeriilt.® Azonban meg kell jegyezniink,
hogy azok a nehézségek, melyeket a fotoelektromos effektus
kauzilis tdargyaldsa okozott, itt ki vannak kerilve aziltal, hogy
csak statisztikai targyaldsra szoritkozunk. Az egyetlen elény az,
hogy nem képez egy elszigetelt heterogén jelenséget, hanem
egy mdsnemt természetfelfogdsba harmonikusan illeszkedik be.

Hogy az a felfogds, amely szerint a természeti elemi folya-
matok, tehat egyes elektronok mozgasa, nincs egyértelmiien
meghatarozva és csak azok sokasagara mondhatok ki statisz-
tikai torvények, egy a szokottél mélyen eltéré, de a tapaszta-
lattal megegyezé vildgfelfogast jelent. Természetesen nem zar-
haté ki, hogy az elemi folyamatok is determindltak, csak nem
osmerjik az Osszes adatokat, melyek a jelenség egyértelmi
meghatarozasahoz sziikségesek.

Mindenesetre a természetfilozofia szempontjabol is érdekls-
déssel tekinthetiink az elmélet tovabbi kialakulasa elé.

Ortvay Rudolf.

DIE WELLENMECHANIK VON DE BROGLIE UND
SCHRODINGER.

Vortrag, gehalten in der Mathematischen und Physikalischen Gesell-
schaft in Budapest, den 27-ten Januar 1927.

Eine kurze Darstellung der Wellenmechanik einschliesslich der neuen
«Feldtheorie» von ScuropINGER. Die statistische Auffassung von Born
wird kurz erwéihnt. R. Ortvay.

1 G. WEeNTZEL, Zeitschr. f. Phys. Bd. 40. p. 574.
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Ha Nerwnst-nek harmadik termodinamikai fététele az idedlis
gizokra érvényes, az idedlis gdzok alacsony hémérsékletnél a
klasszikus gdzegyenletektdl eltéré magatartastiak, bizonyos el-
fajuldsi jelenségeket mutatnak. Ezeknek az eltéréseknek meg-
fejtése végett az ujabb vizsgalatok szerint fel kell tételezniink,
hogy a gdzmolekuldk mozgasara quantumfeltételek érvényesek,
az idealis gaz molekuldinak quantumos mozgasiat kell megha-
taroznunk. Ez a quantumos magatartas okozza alacsony hé-
mérsékleteknél a klasszikus egyenletektél valo eltérést, az el-
fajuldsi jelenségeket.

Pranck! egy ujabb dolgozatdban az egyatomt gdzok termo-
dinamikai tulajdonsagait, elfajuldsi jelenségeit a gaz dllapot-
terének fizikai szerkezetébdl azzal a feltevéssel vezette le, hogy
az allapotpontok az allapottérnek csak bizonyos helyein lehet-
nek. Einstein® S. N. Bosenak?® a Pranck-féle sugéarzasi egyen-
let levezetésénél kovetett eljarasa alapjan fejti ki az egyatomu
gazok quantumelméletét. Az allapot-valoszintiség Bose—EINSTEIN-
féle meghatdrozdsdndal a gdzmolekuldk statisztikailag egymdstol
fiiggenek, mig a klasszikus statisztikai és az eddigi quantum-
statisztikai vizsgdlatok a gdzmolekuldkat, a rendkivil kicsiny
iitkozési id6ktol eltekintve, egyméstol fliggetleneknek tekintették.

1 M. Pranck : Berliner Ber. 49. 1. 1925 ; 1. még Berliner Ber. 653. 1. 1916.
Az egyatomu, idealis gazokra vonatkozé régebbi guantumelméletek fel
vannak sorolva BRODY IMREnek a ZS. f. Phys. 6. kotetében (79. 1. 1921)
megjelent dolgozataban.

2 A. EwsteIN : Berliner Ber. 261. 1. 1924; 3. 1. 1925; 18. 1. 1925.

% S. N. Bose: ZS. f. Phys. 26. 178. (1924) ; 27. 384. (1924).
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Az egyatomt gazok Einstein-féle quantumelmélete kilonos
figyelmet érdemel, mivel bizonyos kapcsolatot allapit meg a
sugarzds ¢és az egyatomt gdz kozoétt. Bose a fényquantum-
elmélet alapjan vezeti le a PLaxck-féle sugdrzasi egyenletet, a
sugdrzast mint quantumgazt fogja fel. Einstein Bosr eljardsat
alkalmazza a gazmolekulik rendszerére. E. Scurépineer? még
szorosabb kapesolatot fejt ki a sugarzds és az egyatoma giz
kozott ; megallapitja, hogy a szabad energia szdmitdsdndl az
egyatomt gdz linedris oszcillitorok rendszerének tekintheté.
ScHRODINGER-nek a pE Brocrie-féle® fazishullamok figyelembe
vételével végzett vizsgdlatai eredménye szerint az Einstrin-féle
elmélet igazi jelentése az, hogy a géaz linedris alkotéohullimok
(Eigenschwingungen) rendszereként foghato fel, mint az lireges
sugarzds vagy egy szilard test.

A kovetkezé sorokban az egyatomt, idedlis gazok Einstein-
féle egyenleteit ScurépineEr vizsgalatai tekintethe vételével
abbol a feltevéshdl vezetjik le, hogy az egyatomu giaz a vE
Broerie-féle fazishullamok alapjan alkoté hullamok egy bizo-
nyos rendszerének tekinthetd. Latni fogjuk, hogy Einsteix-nak
‘egyenletei megdallapitdsanal adott eljarasa feltevésiink mellett
is kovethets. Az 1. részben réviden ismertetem a pe Brocrie-
féle fazishulldmokat, a Il. részben levezetem az egyatomu gazok
EinsteIN-féle egyenleteit.

A Ravieiee- és Jeans dltal bevezetett alkotohullamokkal
elészor SomMmerreELD €s Lenz? targyaltiék az egyatomu gdzok
tulajdonsdgait. SommerFELD és LEnz a szilard testek héenergia-
janak Desye-féle elmélete alapjan kovetkeztettek. Kiilonbség
van azonban az e dolgozatben kovetett és a SoMMERFELD—
Lenz-féle felfogas kozott az alkotéhullimok milyenségében és
a rendszer alkotohulldmainak szdméban. SomMERFELD-ék véges-

1 E. SCcHRODINGER : Phys. ZS. 27. 95. (1926).

2 Louls DE BROGLIE: Annales de Physique, 3. 31. (1925).

3 A. SomMerrELD : Vortrige iiber die kinetische Theorie der Materie
und der Elektrizitit, Gottingen, 125. 1. 1913.
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9N

szamu, 3N szamu (N a gazmolekulak szama) alkotohullamot
vesznek tekintetbe, mig felfogasunk szerint — amint latni fog-
juk — végtelen sok alkotohulldm veendd szamitasba.

I. A mozg6 molekulak hullamtere, a de Broglie-
féle fazishullamok.

1. §. D Broguie® feltevése szerint minden anyagi részecs-
kéhez vagy az anyagi részecskék barmely rendszeréhez tartozik
egy v rezgésszamu periodusos folyamat. Az m tomegid, mc®
relativitisi energidju gazmolekulahoz tartozé periodusos folya-
mat rezgésszamdt peE BrocuLie feltevése szerint a kovetkezo
egyenlet hatarozza meg:

8 =-Mic:=hy;, (N
ahol ¢ a fény terjedési sebességét, i a Pranck-féle dllandot
jelenti. Az m tomegid molekula legyen nyugalomban egy A’
GaLiLei-féle koordinatarendszerben s gondoljuk e koordinata-
rendszerben a v, rezgésszamu folyamatot. Ha a molekula, azaz
a K’ koordinatarendszer a pozitiv 2 tengely mentén v sebes-
séggel mozog egy K koordinatarendszerben ({=0 pillanatban
a két koordinatarendszer kezdépontja osszeesik, a két koor-
dinatarendszer megfelelé tengelyei parhuzamosak) ¢ id6 alatt
x=ut=_pBct tavolsagra jut és a K’ rendszerben a {-nek meg-
felel6 id6 a Lorentz-féle transzformacio szerint:

(2)

A tekintetbe vett gdzmolekulahoz tartozo periodusos folyamatot,
melynek fizikai természetét még nem ismerjiik, gondoljuk a
a K' rendszerben a kovetkezd egyenlettel meghatéarozva :

1 Louis pe BroGLIE: Annales de Physique, 3. 33. (1925).
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A K koordinatarendszerben e rezgés egyenlete :
y = A sin 2z, (3a)

ahol v a K-hoz tartozo rezgésszdmot jelenti. Mivel a relativités-
elmélet szerint yyf,=vl és y=y,, kovetkezik, hogy A=A, tehat
a K koordindtarendszerben is a rezgés egyenletét a (3) alatti
‘egyenlet adja. Az

Y = asin2x

hullamegyenlet tekintetbe vételével (@ az amplitudo, T a rezgés-
id6, 2 a hullamhosszisig) a K rendszerben a (3) alatti egyen-
let egy haladohulldmot : fazishullamot jelent, melynek rezgés-
szama :

v

VB

v

4)

és fazissebessége:

®)

A fazishullim egy jelenség fdzisainak térbeli elosztédasat
tinteti fel. A fazishullam (5) alatti, a fénysebességnél nagyobb
sebessége (ﬁ:% mindig kisebb egynél) mutatja, hogy a fazis-
hullam nem energiat szallité hullam. A szomszédos rezgésszamu,
pl. a v és v+4dv rezgésszamok kozé esé fazishullimok egyiitte-
sen a fazishulldmok egy csoportjat adjak. A fazishullimok egy
csoportjanak sebessége pE BroeLiE szamitdsai szerint meg-
egyezik az illetd fazishullimokhoz tartozo molekulak sebességé-
vel, e sebesség az irdnyad6 az energia szallitisnal. A v sebes-
ségi molekula energidgja a K koordinatarendszerben (1) és (4)
alapjan :

me? hv, -

She== —
Vil o Y18
az (1) egyenletnek megfeleléen.

2. §. Vegytik tekintetbe az N egyenléfaju molekulat tartal-
maz0, egy mol tomegd, V térfogatu, K energidju, 7" h6mérsék-

— hy, (6)
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lettd, egyatomn, idealis gazt. Vegyiik az egyes molekalikhoz
tartozo fazishullamokat s gondoljuk a tekintethe vett gdzhoz
tartozé fazishullamok rendszerét alkotéhulldmokra (Eigen-
schwingungen) bontva. Az alkotohullimok ezen rendszerét
fogjuk vizsgdlni a gdzegyenletek megdllapitdsdndl.

ScHRODINGER ? szamitdsai alapjan meghatdrozhatjuk az egyes
alkotohullamokhoz tartozé energiaquantum értékét. A végtelen
és A hullamhosszisdgok kozé esé alkotohulldmok szdama:®

dn Vy? .
=t~ (7)

Az (5) és (6) alatti egyenletbdl
y mep
St LU A ) 8
¢ hy1—p )
A (7) egyenletben valé helyettesitéssel:
m 3p3h8
S 4nV mcfbvi : (7a)
3 WYa—pr
A (6) alatti egyenletben /1—p%nak (7a)-bol kiszamitott
értékét helyettesitve, az s. alkotohullam energiaquantuma :

me? t o[ daV \"% b
e = = —"i: :mc'-l/l +h2(——7—t—) ik (6ax)
Y1—p 3 m=c*

A molekuldk lehetséges v sebességeit tekintetbe véve, lat-

hato, hogy ﬂ:;—) altalaban igen kicsiny érték. Ennélfogva

(6a)-bol megkozelitéleg, e, alatt csak mozgdsi energiat értve,

PR ] -2 o
&= mcz(———l—— l) = me? (l/l + h? (ﬂ) s 1) =
1/1__{3 3 m-c

7 \~%
= (2m)"h? (—4—7;‘—) 88, (6b)

1 Az alkotohullamokra vonatkozolag'l. J. H. Jeans: Phil. Mag. 10. 91.
(1905).

2 E. SCHRODINGER : Phys. ZS. 27. 97. (1926).

3 L. pl. L. FLaMm: Phys. ZS. 19. 123, (1918).
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az s. alkotohulldim ezen energiaquantuma megegyezik egy mo-
lekula energidjinak Einsrrin-féle egyenletével,® amelyet EiNsTEIN
a molekula s, h* térfogatu cellira osztott dllapottér-részének
térfogatdbol szamitott.

II. Az egyatomnu, idealis gazok Einstein-féle
egyenleteinek levezetése.

I. §. A tekintetbe vett gaz entropidjanak kiszamitasa végett
el6szor a gaz dllapot-valoszintségét kell meghatdaroznunk. A gdz
mikroszkopikus értelemben vett allapota a Bose—Einstrin-féle
felfogds szerint' meg van hatarozva, ha tudjuk, hdny energia-
quantum tarlozik az egyes Je; infinitezimdlis energia-interval-
lumba esé 4s alkotohullamok mindenikéhez. 4s a (6b)-b6l

3/2
48— 91, 9”")7 Tl ©)

Az energiaquantumok elosztéddsdanal egy bizonyos 4e; infini-
tezimalis energia-intervallumba esé alkotohullamok az «egyenlé
valoszintiségi cellak» a Bose-féle® felfogds szerint. Ha 3 energia-
quantumnak 2 cellara vonatkozo elosztodasarol van sz, a ko-
vetkez6 esetek lehetségesek:

|1. eset'Q. eset“3. eset |4. eset |

1. cella 3 0 2 } 15

2. cella I 0 3 1 2

Ezek az esetek azonban nem egyenld valoszintiségtek.” A 3.
vagy 4. elosztodas : ? ; haromféleképpen torténhetik, mig az 1.
és 2. elosztodas: g, (3) csak egyféleképpen lehetséges. Ezért az

egyenl6 valoszintiségi elosztodasoknak Bose—EinsTEiN-féle meg-

1 A. EmvsteN : Berliner Ber. 263. 1. (1924), (8) alalli egyenlet.
2 8. N. Bose:"ZS. f. Phys. 26. 178. (1924); 27. 384. (1924).
3 A, LAanDE: ZS. f. Phys. 33. 573. (1925). :
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allapitdsa bizonyos feltevést tartalmaz az energiaqiantumoknak,
a molekuldknak egymastol valo fliggésére; az energiaquantu-
ok, molekuldk egymastol nem faggetlenek.

Jeloljik a de, energia-intervallumba esé energiaquantumok
szamat  Ng-el, akkor a gazmolekuldk széma :

és a gdz energidja: 3
E :2 ES‘A\Tsy (l 1)

mivel az . rész targyaldsai szerint az energiaquantumok szama
egyenlé a gdzmolekuldk szdmédval (. az (1) és (6) egyenletet).

Az N, energiaquantum lehetséges elosztéddsainak szama a
4. alkotohullam kozott a jelzett Bose— Enstrin-féle felfogassal :

(N, ~+ds—1)!

NAG=DT (12)

A (12) alatti kifejezést az tsszes infinitezimdlis energia-inter-
vallumokra képezve s egymdssal szorozva, nyerjiik a gdz kere-
sett allapot-valdszintségét. Az S=FkinWW egyenletbe vald he-
lyettesitéssel és a nagy szdmokra érvényes n! = (%)n STIRLING=
féle egyenlet alkalmazdsdval kapjuk a rendszer entropidjat:

; N+ 4s—1)!

SN— IJZs In m =

= lcz [(Ns+4s) In (Ns+ds) — Nsln Ny — Asin 4s].  (13)

Termodinamikai egyenstlyban a tekintetbe vett gdz entrépidgja
maximum, kovetkezéleg (10), (11) és (13) alapjan a kovetkezd
egyenletek érvényesek :

BI\T: 23‘\: G 0’ ]
oFE = ZesﬁA\'s =(: (14)
S = k) (In(Ny+4s) — In N;) 6Ns = 0.

S
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Ezekb6l az egyenletekbol
0S — adN — bdE =Y [ (Ny+4s) — N, —a — be,] N, =0, (15)

ahol —a, —b a Lacrance-féle dllandokat jelolik. Kovetkezoleg :

et (16)

o én:l-bfg_l ’

tehat a (10) és (11) alatti egyenletek:

o= ; V(ZZ'TET:—I F (100)
g esds
]g:% e(l+b€s:ir‘ (11(1)

(10a)-, (11a)-ban az Osszegezés a kilonb6z6 infinitezimalis
energia-intervallumoknak megfelelé 4s-ekre vonatkozik. Ha az
Osszegezést az 1-t6l oo-ig terjeddé s-ekre kiterjesztjiik,

: 1
N=S—r (100)
]’J — g ;8” 73 l’;::_l_ » (1 1 [I)

2. §. Helyettesitsiik a (16) alatti egyenlgtet az entropia (13)
alatti kifejezésében, gy (10b) és (11b) figyelembe vételével

S=—k[Xin(l—e (atbt)) — gN — DE]. (13a)

A rendszer hémérsékletének meghatdrozdsa végett vegyiik
az entropidanak végtelen kicsiny megvaltozasat dllando térfogat
mellett, akkor

TR, k[z e telh S e de], 47)

ea+t Dég—:q
S

mivel (9) szerint e dllandé. (10b) és (11D) segélyével

$ da+egdb da
ASy=ananas =—k [Z 2o e ] 2 v i g

8

edb ' i
—EWT'—‘deJ, (17a)

A Sy =snanas = kbAE. (17h)



AZ EGYATOMU, IDEALIS GAZOK EINSTEIN-FELE QUANTUMELMELETE. 03

A termodinamika 2. fététele és (17b) szerint

azaz

(18)

A b allandoval tehat a rendszer hémérséklete meg van ha-
tarozva.

A rendszer nyomédsanak meghatarozasa végett szamitsuk ki
a szabad energia értékét. A szabad energia (13a), (18) alapjdn :

&g
F=E—TS=kT[Sh fiesyT (e+57)) alN]. (19)

A rendszer nyomasa (10b), (18) tekintetbe vételével:

—i—bdes
i (’F)__ R Al e 9
p=—(37)= IcTZ e TG

855
= Z (20a)
(l AR Al s

A (6b) és (11b) alapjan

3 dlne, E
p=— = ST = g (20b)
O
s € *®T — 1

Az elfajult gdz nyomadsa, éppen ugy, mint a kinetikai gazelmé-
letben, energiastriiségének */s-szorosdval egyenld.
A MaxwerL-féle egyenletekbdl kovetkeztetett,! teljesen vissza-

verd feliiletre hatd sugdrzdsi nyomads: p=-3—'[—,—' A %/3 szorzo-

tényezének a sugdrzasi jelenségeknél '/s-ra valo csokkenése

1 1. pl. M. Pranck : Vorlesungen iiber die Theorie der Wéarmestrahlung,
2. kiadas, 56. 1.
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azzal fiigg ossze, hogy abban az esetben, ha = —z—egytél igen

keveset kiillonbozik, (6a)-bol az s. alkotohullam energiaquan-
tuma:?

Eq—hys:h(énv)

cs"“, (21)
mig nagy hullamhosszusag esetében: (6b)-ben s-nek */5. hat-
vanya szerepel.

. § Az a és b allanddkat (10b)— és (11b)-bol altalanosan
nem tudjuk meghatdrozni. Ezért csak bizonyos specidlis esetek

targyalhatok.
A klasszikus gdzelmélet egyenleteit kapjuk, ha

& o
N ET S (22)

Ebben az esethen az energiaquantumok szdma a 4de; interval-

v £
lumban a (9) és (16) egyenletbél, mivel e" %7 mellett 1 el-
hagyhato,

C) 2/a
No— o-e*37) 1o VJJ)» S sdes 23)

A (23) egyenletnek integrédldsaval

v Iy
N=e¢22x V%l—}/—fe el Vesdes =

| (24)

I

9 v :ﬂ £
=c"‘.27rV( 2myt { e" Ves(le — | e kT Vssdsg

] 3
0
bt s 1
A madsodik integralban e *” 1-nek vehetd, mivel T igen ki-

csiny, a masodik integrél az els6hdz képest elhagyhato. A hdtra-
levé integralist az

e A 1V 7
j ahg—taty — : = @Yz k=0,1,%3,..,  (25)
i thyt  22k+1f)

1 L. ScHRODINGER idézett dolgozataban a (20) alatti egyenletet.
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egyenlet szerint elvégezve,
h3)\

ST Ay 3¢
V 2xmkT)": (26)

e—-ll —

EinsTEIN vizsgalatainal az s-re vonatkozo 0sszegezésnél 0 az

also hatdr. Az alkotdé hullaimok rendszerénél, amint azt mar

ScHRODINGER ' megdllapitja, a (6b)-ben s=0 nincs megengedve.

A (7) és igy a (6b) egyenlet is kicsiny s-re csak megkozelitoleg

érvényes.

(26)-ot (23)-ba helyettesitve kapjuk a klasszikus gdzelmélet
MaxweLL-féle elosztodasi egyenletét :
2N =

o e e @7)
ety Ve

1V

&3
Az entropia (13a) alatti egyenletében In (l—e (H"‘T)) he-
&3
lyett —e (H"‘T)-t, utébbi helyett —

T ertéket irva,
l¢+—8

gkl
(10b), (11b), (18) alapjén:

(28)

S = Nkin [Mn/ﬂ‘)j’/fj

N
megegyezoleg a klasszikus elmélet kisérletileg igazolt entropia
értékével, a Stern—TerropE-féle egyenlettel.*> A SoMMERFELD—
Lenz-féle eredmények ett6l az értéktél szamottevéen kiilon-
b6znek.?

4. §. A klasszikus gé'zelmélettél valo kisebb foku eltérést, a
kisebb meértékben elfajult gdzt a kovetkezoképpen targyalhat-

Es
juk: Kisebb fokt eltérésnél " THT gg g Hagy szamll; -~
e(l * ﬁ _1
értéket a (10b) és (11b) egyenletekben végtelen mértani sornak

tekintve s kétszeres Osszegezésre térve at

L. SCHRODINGER idézelt dolgozataban.
L. pl. O. Stern: Phys. ZS. 14. 632. (1913).
L. SoMMERFELD idézett dolgozataban a 136. lapon.

wonoe

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV. 5
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7 = T(" i :—;) AR P _17%
N=33e =) Ng-wg KT, (29)
v ] T E ]
&3 &y
—z(a + — —za ——
E=YXe,e =l “):z Xe - ee. 5T, (30)
S, z s

ahol az s és z-ra vonatkozo dsszegezés 1-t6l oo-ig halad.

Ha e~* 2. hatvinya mar igen kicsiny e~“hoz képest, (29)-
és (30)-ban a z-ra vonatkozo Gsszegben elegendé az elsé tagot
figyelembe venni, azaz :

—&
N= e—uZGA-T, (31)
: =%
E=e¢Yee . (32)

S

Kovetkezoleg egy energiaquantum, azaz egy gazmolekula ener-
giajanak kozépértéke :
s

= 2ese

N T —&s

ZeT'T'

s

(33)

Elég magas hémérsékletnél az exponencialis fiiggvény tagrol-
tagra igen kis mértékben véltozik, az Osszegezés ds szerinti
integralassal helyettesithetd, tehat ds (9) alatti egyenlete alapjan

il Somfe x?] 1 =& AN 2
fe T e, ecdles J el e exdes — [ 7T eoy/ esdes
T AT 0 93
N e G R T R L «(83a)
(e KT 4/ e ey fe KT 4/ eodes — b KTy ik
i 0 0
A (24) alatti egyenletnél kovetett eljarassal
(33b)

megegyezoleg a klasszikus elmélettel.
Ha (29)- és (30)-ban a r=2-nek megfelel tagot is tekintethe
vessziik, :
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=0 :;:‘ —2a -] —Q%
E ¢ e l e T Y
- < <
S R TO T NS i &2
kT y :
A R S R
s 8

A (33) alatti egyenletnél kovetett eljarassal, az Osszegezést
integralassal helyettesitve és integrdlva

e'—{l
kT(1— —
( 412
1 SN
ol ) (34a)
41/2 V(2zmkT)'

Tehat egy energiaquantum, egy gazmolekula enérgiéja'\nak kozép-
értéke, kovetkezéleg a (20b) szerint a nyomads is anndl kisebb
a klasszikus értéknél, mennél kisebb a zarjeles’ redukecios
szorzo, azaz mennél nagyobb e~“: az «elfajuldsi parameter».

A Jde; energia-intervallumban az egy alkotohullaimhoz tar-
toz6 energiaquantumok kozepes szama. (16)-bol

N;=¢e . e* \M+e ekT +:-7, (35)
ahol a zarjeles kifejezés a MaxweLL-féle elosztéddast modosito
quantumhatast fejezi ki..

A (7) alatti egyenletben :V— a (8) szerint alacsony hémérsék-
letnél kicsiny, tehat a (7) szerint s is kicsiny. Igen kicsiny s-re
a (7) nem alkalmazhato, ezért 7'= 0-nal a gdzrendszer enti'éf
pigjara az alkotéhullimok modszerével kovetkeztetés nem
vonhato. Ha EimvsteiN utdan egy gdzmolekula A® térfogatu cel-
lakra osztott dllapotterében szamitjuk az dllapot-valoszintiséget,
az allapot-valészintiségnek jelzett meghatdrozasaval 7" = O-nal
az dllapot-valoszinliség értékéil 1-et kapunk. Az entrépia
S = kinW egyenlete szerint tehat 7 = 0-néal az entrdpia zéro,
a Nernst-féle fotétel teljestl.

5 §. Az egya»toml'l gazok Einstein-féle quantumelméletét
jelenleg kisérleti adatok még nem témogatjak, W. MEissNEr-

Bk
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nek’ az egyatomu gézok elfajuldsi jelenségeire vonatkozo kisér-
leti vizsgdlatai sem mellette, sem ellene bizonyitékot nem
szolgaltatnak.

Tovabbi vizsgdlatok sziikségesek az e dolgozat alapjaul szol-
galo peE Brocrie-féle hullamokra vonatkozolag, amelyek szerint
a mozg6 anyagi részek barmely rendszeréhez tartozik egy hul-
lamtér, éppen gy, mint ahogy a mozgé fényquantumok bizo-
nyos rendszere hullamtérrel kapcsolatos. A bpe BrocuEe-féle
hullamok igazoldsa az anyagelméletet 0j alapokra fektetne.?

Dolgozatomban szoros kapcsolatot, igen alacsony homérsék-
letektol eltekintve, teljes analogiat lattunk a sugérzas és az
egyatomt gdz kozott. A mozgé anyaghoz kotott hullamterekre
vonatkozo vizsgalatok fogjak megmutatni, hogy ez a kapcsolat
nem tobb-e, mint teljes analdgia.

Szell Kdlmdn.

UBER DIE EINSTEIN'SCHE QUANTENTHEORIE DES
EINATOMIGEN IDEALEN GASES.

Der Verfasser bespricht die Emsteivsche Quantentheorie des ein-
atomigen idealen Gases. Die Einsten'schen Gleichungen werden in
Betracht nehmend die diesbeziigliche Abhandlung von ScrHRODINGER
unter der Voraussetzung abgeleitet, dass das einatomige Gas auf Grund
der pE Broerie’schen Phasenwellen als ein System der Eigenschwingun-
gen angesehen werden kann. Auch die pe BrogLie-schen Phasenwellen
werden kurz besprochen.

Koloman Széll.

1 W, Meissyer: ZS. f. Phys, 36. 325. (1926.)

2 Megjeqyzés o korrvekturdndl, E dolgozat elkészitése utan a hullam-
mechanikira vonatkozolag alapvets értekezései jelentek meg Schrodinger-
nek az Annalen der Physik 1926. évi 79. (361., 489., 734. 1), 80. (437. L)
és 81. (109. 1) kotetében.
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Bevezetés.

A Bour-féle atomelmélet a szinképvonalak keletkezését tigy
magyardzza, hogy az atom kiillonboz6 energiaértéki dllapotba
Juthat s amikor egy magasabb W, energidju ailldpotbé] kisebb
W, energiaértékii allapotba megy vissza, az energia vesztesé-
gének megfelelelden fényt bocsat ki, amelynek hullimhosszat a
kovetkezé egyenlet szabja meg:

Wo— W,= hy zhg (1)

hol v a frekvencia, h a Pranck-féle hataskvantum és ¢ a fény
terjedési sebessége.

Minden atomnak van egy normalis alapallapota legkisebb
energiaval, de atmenetileg lehet magasabb energiaja allapotban
is. Ekkor az atom egy elektronja a rendes palydjatol eltéréen
atommagtol tdvolodva magasabb kvantumu pédlyan mozog. E ger-
jesztett dllapot létesitéséhez kiviilr6l energiat kell az atomhoz
juttatnunk, mig az alapdllapotba valo visszatérés energiat sza-
badit fel. Az az energiamennyiség, amelyet az alapallapoti
az atommal kozolniink kell, hogy a kozvetleniil utana kovetkezé
magasabb kvantumu allapotba jusson, az ugynevezett gerjeszts-
energia. Ez tehat Bonr elmélete szerint a legkisebb energia-
mennyiség, amelyet az atom felvehet.

Kisérleti szempontbol joforméan legfontosabb eset az, amikor
a gerjesztéshez szitkséges energia az atomhoz iitkézé elektron
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kinetikai energidjabol szarmazik. Az elektronnak megfelelé 1
potencidlu elektromos erétérben tetszéleges sebességet adha-
tunk s ha megmérjik a sebesség valtozasat az ttkozés alkal-
maval, megallapithatjuk azt is, hogy mennyi energiat adott at
mas testnek.

Ha az e toltést elektron kinetikai energidjat V voltnyi poten-
cialesésbO6l nyerte; akkor

1 =

300 % mv?,

amibél

Mivel az elektron sebessége a potencidleséstél figg, rend-
szerint ennek a nagysdgdval szoktuk a sebességet jelleruezni,
beszéliink pl. 10 voltos sebességrél.

Ha az elektron kinetikai energidjat teljesen atadja egy olyan
atomnak, amely elézéleg normalis allapotban volt -}, energia-
val, akkor az atom oly W, energidja dllapotba jut, amelyre all

L U ey

W,— W, = g mut= 3—anl :
Ha az atom a }V, allapothol Gjra a ', energidju normalis
allapotba tér vissza s kozben az energia veszteségének meg-
feleléen 2 hullamhosszusagn fényt bocsat ki, akkor az 1. alapjan

amibol
300 hi
e

A=

Helyettesitve itt az e = 4:77.10'° — elektrosztatikai egység és
h értékeit és V-t voltokban, A-t pedig pu-ben mérve 2V =1234. (3)
A 3. egyenlet felhasznalhato a Bomur-féle feltevés kisérleti
ellenérzésére. A benne szereplé V a gerjeszto fesziiltség vol-
tokban, amellyel az elektron mozgasat gyorsitanunk kell, hogy
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annak kinetikai energidja elegenddé legyen az atom els6 ger-
jesztésére. Ezt a gerjeszté potencialt és a gerjesztett fény hul-
ldimhosszisagat kisérletileg meghatarozhatjuk és igy ellendriz-
hetjik, hogy az atom elsé gerjesztésekor kibocsiatott fény hul-
lamhossza és a gerjeszto fesziiltség kozott fenndll-e a 3. Ossze-
fiiggés, amelyet az elmélet megkivan.

Hogy helyes eredményt kaphassunk, sziikséges, hogy a kiin-
dulas az atom legalacsonyabb energiaja allapotabol torténjék,
a lokés az atomot a koézvetlen magasabb energidju allapotba
vigye, a honnan csak az egyetlen alappalydra van visszatérés,
mert csak ilyenkor alakul at az atom a&ltal nyert energia telje-
sen eqyetlen szinképvonal fényenergidjava. Igy keletkezik az
nigynevezett rezonanciasugarzas, ennek Z-jat kell ismerniink s
a 3. képlethben felhasznalnunk. Ha ellenben az elekironiitk6zés
az atom elektronjat valamelyik magasabb energidji palyara
viszi, akkor megtorténhetik, hogy az elektron az iitkozés utan
nem a legalacsonyabb energidji palydra jon vissza, hanem csak
valamelyik kozbeesé palydra, amikor is a keletkezett fény ener-
gidja nem felel meg az iitkozéskor nyert egész energianak,
hanem annal kisebb.

Ezért fontos az atom abszorpcids szeriesének ismerete, ameny-
nyiben az abszorpci6s szeriesnél, ha az hideg gézben keletke-
zik, a kiinduldasnivo mindig az atom legkisebb energidju alap-
palydja.

Ha az alapallapotban levé atomnak a beléje iitk6z6 elektron
h.v.. energiat ad 4t, hol v. az abszorpecids szeries hataranak
rezgésszama, akkor az atom kotelékébe tartozo és az emissziot
végz6 1. n. sorozati elektron az atom alappalydjarol a végtele-
nig tavolodik, mert a szeries hataranak rezgésszama azt az
energiat mutatja, amely akkor lesz szahad, ha a sorozati elek-
tron a végtelenb6l ugrik vissza az alappalydra. Ha a sorozati
elektron az atombol a végtelenbe tavozik, bekovetkezik az ioni-

zacio. Ha tehat a v.. :70 -hez tartozé V-t hatdrozzuk meg

a 3. alapjan, akkor az ionizicios fesziiltséget kell kapnunk.
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Mivel pedig az ionizacios fesziltséget kisérletileg meghataroz-
hatjuk, ujabb eszkézt nyeriink az elmélet ellenérzésére.

Az elektroniitk6zésre vonatkozo kisérlelek még egy masik
modon is felhaszndlhatok az elmélet alapjainak vizsgalatara.
A kvantumelmélet alapfeltevése szerint az energiakicserélédések
csak elemi kvantumokban torténhetnek. Ennek megfeleléen, ha
az elektron mozgasi energidgja még kisebb, mint az a legkisebb
energiamennyiség, amelyet az atom felvehet, akkor energidja-
bol semmit sem adhat at az atomnak, hanem az atommal valo
Osszeiitkozésnek rugalmas iitkozés gyanant kell lefolynia. Amint
latni fogjuk, a kisérletek ebben az irdnyban is az elmélet ja-
vara szolnak.

Az elektron rugalmas utkozése.

Az elektronnak atomhoz valo {itkozésénél fontos szerepet
jatszik az atom tutkozési keresztmetszete. Ennek kovetkezd a
jelentése. Gondoljuk az dsszes atomokat nyugvé merev golyok
altal helyettesitve, amelyeken kiviil mar nincs eréhatas. A golyo-
kat akkoraknak vessziik, hogy ugyanakkora valtozast idézzenek
elo az elektronok mozgasdban, mint a tényleges elektroniitko-
zés. Ezeknek a merev golyoknak a kereszimetszete adja az tt-
kozési keresztmetszetet. Ez forditva aranyos az elektron &tlagos
szabad uthosszaval. Mar LenArp vizsgaléddsai megmutattak,
hogy az iutkozési keresztmetszet fiigg az elektronok sebességé-
tél, amennyiben nagyobb sebességnél az iitkozési keresztmet-
szet esokkent annyira, hogy nagy sebességgel halado elektron
tobb ezer atomot atjarhatott a nélkil, hogy észreveheto eltéri-
tést szenvedett volna. Kisebb sebességek felé haladva az iitko-
zési keresztmetszet novekedett s kezdetben azt gondoltdk, hogy
kb. 8 voltos sebességtdl kezdve az iitkozési keresztmetszet min-
dig alland6 marad s nagysaga szerint megfelel a gdzkinetikus
keresztmetszetnek. Mayer és Ramsaver kisérleti vizsgaloddsai®

1 Ann. der Physik. 64.k. 451. 1., 64. k. 513.1. 1921.; 66.k. 546.1. 1921.;
72. k. 345. 1. 1923.
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azonban azt mutattak, hogy a nemes gazoknal az iitkézési
keresztmetszet és az atlagos szabad tuthossz nagyon fiigg a
sebességtél. Ha a sebesség kisebbedik, az iitk6zési kereszt-
metszet né, elér egy maximalis értéket, azutan ujra fogy, 1 volt
koriill kisebb a gazkinetikus keresztmetszetnél.

Egész a legtjabb iddkig azt gondoltak, hogy a szabad ut-
hossznak a sebességtél valo ez az erds fiiggése csakis a nemes-
gdzoknal jelentkezik. Azonban E. BricHe ' a hidrogént és nitro-
gént vizsgalva azt taldlta, hogy ezeknél az titkozési keresztmet-
szet nem kozeledik kis sebességeknél dllando értékhez, mint
eddig hitték, hanem a hidrogénnél 1'7 voltndl, a nitrogénnél
pedig 1°5 voltos és 4°2 vollos sebességnél maximum jelentke-
zik. A gazkinetikus keresztmetszet ezeknél sem jatszik kilo-
nosebb szerepet, akarcsak a nemesgazoknal. -

Az eddig emlitett vizsgalodasok igazaban csak az ttkozések
szamdra nézve adhatnak felvilagositast, a mi targyunk szem-
pontjabol azonban fontosabb az iitk6zés modjanak az ismerete.
Itt kiillonbséget kell tenniink. A gerjesztési hataron felil az
atomnak az energidja az titkozés kovetkeztében biztosan novek-
szik, ezen a hatdron alul azonban az eredmény bizonytalanabb.
Townsenp feltevése az volt s ezt legijabban is megerdsitette,®
hogy az elektron és az atom kozotti minden oOsszeiitkozés az
elektron energidjanak teljes elvesztésével jar ugy, hogy az elek-
tron az atom gerjesztéséhez vagy ionizdldsdhoz sziikséges ener-
giat mindig csak egyetlen szabad tthosszon szerezheti meg.
Ezzel szemben Franck és Heriz felfogasa mar a Bour-féle el-
mélet feldllitasa el6tt az volt, hogyha az elektronnak a moz-
gasi energidja még kisebb, mint amennyi az atom elsé ger-
jesztéséhez sziikséges, akkor iitkozéskor energidajabol semmit
sem ad at az atomnak, az Uutk6zés rugalmasan folyik le s igy
az elektron az atom gerjesztéséhez sziitkséges mozgasi energia-
jat tobb szabad uthosszon gytjtheti Gssze.

1 Ann. der Physik. 81. k. 537. 1. 1926.
2 Phil. Mag. (7) 2. 474. 1. 1926.
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Szorosan véve természetesen rugalmas iitk6zésnél is ad at
az elektron valamelyes energiat az atomnak mozgdsi energia
forméjaban, a Bour-féle alapfeltevés csak azt zarja ki, hogy a
gerjesztési hataron alul intraatomdlis energiat nyer az atom
az elektrontol. A rugalmas utkozésnél atadott mozgdsi energia
azonban oly csekély, hogy kozelitéleg mondhatjuk, hogy az iit-
kozés energiaveszteség nélkil torténik. Ugyanis az elektron se-
bessége nagy az atoméhoz képest mar akkor is, ha az elektront
4—5 voltos fesziiltségeséssel gyorsitjuk, hisz az atom hémoz-
gasa szobahomérsékleten esak kb. 0°03 voltnak felel meg. Ezért
felvehetjilkk, hogy az iitkozés el6tt az atom sebessége nulla.
Ha ezt figyelembe véve az elektron és atom iitkozésére alkal-
mazzuk az impulzus megmaraddsdnak az elvét, akkor azt kap-
juk, hogy az elektron miozgdsi energidjanak csak 2-9.107* részét
adja at az atomnak rugalmas iitkozéskor.

Franck és Hertz tobbféle modszert” dolgoztak ki annak a
kisérleti igazolasara, hogy a gerjesztési hataron alul az elek-
tronnak az atomhoz valo iitk6zése rugalmasan torténik energia-
veszteség nélkil. Kisérleti berendezésiik vazat az 1. dbra mu-
tatja.

A D izz6 platinadrot, ebbél lépnek ki az elektronok, ame-
lyeknek a D és N, dréothalo kozotti fesziiltségesés meghatdaro-
zott sebességet ad. Hogy megallapitsuk az N,-en alhaladé pri-
mer elektrondramlasbhan a kiilénb6z6 sebességi elektronoknak
szambeli elosztodasat, az IN,-gyel szembeallitjuk a P elektrodot
gy, hogy a DP tivolsag kisebb legyen, mint az elektron dtla-
gos szabad uthossza. Ha IV, és P kozott kiilonbozé nagysagu
elektromos ellenteret -alkalmazunk s mindannyiszor megmérjik
a P-hez érkez6 elektronok mennyiségét a (r,-hez kapcesolt
galvanométerrel, akkor a P-hez érkezd elektronok szamat az
N, P kozotti ellenfesziiltség fiiggvénye gyandnt kapjuk. Ez utdn

1 Verh. d. D. Phys. Ges. 15. 373. 1. és 613. l. 1913. Az elektroniitko-
zésre vonatkozo alapvets kisérletei miatt kapla meg ez a két tudos leg-
ujabban a NoBeL-dijat.
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a P elektrodot az 1uthol elforgatjuk s a I)-bél kilépé elektro-
noknak alkalmat adunk az S térben az iitkozésre. Az S oldal-
falainak az IV,-t6l valo tavolsdga tobbszérosen nagyobb az elek-
tron szabad uthosszanal, azérl az S térbol visszafelé ver6do
elektronok csakis gazatomokkal valo Gsszetitkozéshol szarmaz-
hatnak. Hogy az S térb6l visszaverédott elektronok sebesség-
eloszloddsat megkapjuk, az N, és It altal alkotott stritéhoz
kapesolt (v, galvanométer segitségével megallapitjuk az N,-hez
érkez6 elektronok szamat, mint az N, és R kozott alkalmazott

1. abra:

elektromos ellentérnek a fiiggvényét. A primér és visszavert
elektrondramlas 6sszehasonlitisa azt mutatta, hogy kiiléondosen
a nemesgazoknal az energiaveszteség nagyon kicsiny, de ez a
modszer nem volt alkalmas arra, hogy az energiaveszteség
nagysigara nézve pontosabb értéket lehetett volna kapni.

Franck és Herrz mésodik kisérleti elrendezése sokkal alkal-
masabb volt annak az igazoldsdra, hogy a gerjesztesi hatiaron
aluli utkozésnél nincs energiaveszteség s igy az elektron t6bb
szabad uthosszon is gyijtheti az atomgerjesztéshez sziikséges
energidjat. A hasznalt készilék vazat a 2. dbra mutatja.

Az elektronok az a lemez kozéppontjiban levé izzodrothol
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lépnek ki, a és b kozott van a gyorsito fesziiltség. A b récs-
bol és ¢ lemezbol 4llo6 kondenzatorral egybekapcesolt G galvano-
méter méri a b-hez érkezé elektronok szamat, mint a b és ¢
kozott levé késlelteté elektromos térnek a fliggvényét. Helium-
ban 1'3 mm nyomasndl végeztek kisérleteket 18 voltos gyorsitd
fesziiltséggel. Az ab tavolsig egyik kisérletnél 4 mm volt, a
masiknal 14 mm, tehat a tdvolsdag nagyobbodisa tobb volt a
szabad uthossz 13-szorosdndl, gy hogy az iitkozések szama a
madsodik esetben sokszorosan nagyobb volt a tobbszoros vissza-

9. abra.

ver6dés miatt, amelyet az elektronok szenvedtek. A kisérlet
mégis mindkét esetben majdnem teljesen azonos sebesség-
eloszlodast adott, és az aramgoérbe mindegyik esetben nagyon
kozel fekiidt ahhoz az elméletileg meghatarozott goérbéhez,
amelyet azon feltevés alapjan készitettek, hogy a b-hez érkezd
elektronok valamennyien 17 voltos sebességgel birnak, de a
sebességek irdnya egyenletesen oszlik meg egy félgomb osszes
szogértékei kozott. Az elektronokat ténylegesen 18 voltos
fesziiltségeséssel gyorsitottak, az 1 voltos eltérést csak valami
mellékes korillmény, esetleg a kondenzatorbeli érintkezési po-
tencial okozhatja. Mindenesetre a gorbék nagy megegyezése
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azt mutatja, hogy még az Osszeiitkézések egész halmaza se
okoz az elektron energidjaban észreveheto valtozast.

Franck és Hertz kisérletei tehat az elektronaffinitas nélkili
atomokra nézve megerdsitik a Bour-féle feltevést, hogy az
elektronok, ha a gerjesztési hataron aluli energidval iitk6znek
az atomhoz, annak nem adnak &t intraatomalis energiat. Lat-
tuk azonban, hogy energidgjuknak kb. 2:9.10* részét rugalmas
utkozésnél is dtadjak az atomnak mozgési energia alakjaban,
de az emlitett modszerek nem alkalmasak ilyen kis energia-
veszteség mérésére. Késobb latni fogjuk, hogy az atomnak
elektroniitkozéssel valo gerjesztésénél lehet gy modositani a
kisérletet, hogy a rugalmas itkozésnél bekovetkezé kis energia-
veszteség értékét is megkapjuk s az igy nyert érték eléggé
megegyezik az elébb emlitett adattal.

Mig a nemesgdzoknil energiaveszleség nélkiil torténik az
itkozés, addig elektronaffinitassal biré gazoknal (pl. oxigén,
hidrogén) Franck, Herrz, BaerwaLp mérései szerint energia-
veszteség mutatkozik. Azonban nem bizonyos, hogy az iitk6zé
elektronok veszitik el az energiat. Ugyanis ezeknél a primér-
elektronok nyaldabjiban az elektronaffinitis miatt mindig van-
nak negativ ionok is. Ezek jelenléte a priméraramlisban a
sebességelosztodisban még nem jelentkezik, ellenben a vissza-
vert részek energiaelosztodasaban mar er6sen éreztetheti hata-
sat, mert az ionok 1{omege egyenlé nagysigrendii az atomoké-
val s azért rugalmas itkozésnél is atadjak energidajuk jelenté-
keny részét.

Ez a kérdés kiilonben még nem eléggé tisztazott.

Az elektron rugalmatlan utkozése.

Bonr elmélete szerint a kisenergiaji elektronok rugalma-
san utkéznek az atomokkal, ha azonban a sebességet fokoza-
tosan noveljik, egyszer csak elérjik azt a hatart, ahol az
elektron mozgasi energidja egyenlé lesz az atom gerjesztési
energiajaval, amikor is megsziinik a rugalmas itkozés és az
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elektron dtadja a mozgasi energidjat az atomnak, ami altal az
gerjesztett allapotba jut. A vizsgdlodds célja a kritikus poten-
cialnak a meghatdrozdsa, vagyis annak a voltokban kifejezhetd
sebességnek a mérése, amelynél a rugalmatlan itkozés és igy
az atom gerjesztése elészor bekovetkezik.

A kritikus potencidl mérésére tébbféle modszert dolgoztak
ki, amelyeket hdrom csoportha oszthatunk.

I. A Franck és Herrz-t6l szdrmazo kisérleti berendezés'
vazat a 3. abra mutatja.

D platinadrot, amelynek kozépsé darabja vékonyabb és
elektromos dram dltal izzdsba hozhat6. N finom platina drot-

3. dbra.

halo, amely D-t 4 em tdvolsdgban hengeresen koriilveszi, G
hengeres platinalemez, amely N-t61 1—2 mm-re van és G,
galvanométeren keresztiil a folddel van osszekéttetésben. D és
N kozott van a gyorsito fesziiltség, NN és (v kozott pedig allandé
fékezd fesziiltség (Franck és Herrz-nél 0°5 volt koril).

A jelenség kovetkezod lefolydsa varhaté. Amig a gyorsito
fesziiltség kisebb, mint a késleltets, a G, dltal mért aram
erGssége nulla. A gyorsito fesziltség novelésével az aramerds-
ség is n6, amig el nem érjiik a kritikus potencidlértéket,

1 Verh. d. D. Phys. Ges. 16. 457. 1. 1914.
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akkor az elektronok itkézéskor datadjak energidjukat az atom
gerjesztésére s mivel az {itk6zés utdn hdtralevé uton mar csak
nagyon Kkis sebességre tehetnek szert, azért nem tudnak az
NG fékezo fesziiltség ellenében haladni s igy “ilyen esetekben
a galvanométer dramerdéssége Kkis értékre siilyed le. Ha még
tovabb noveljiik a sebességet, akkor a [-hez kozelebb torté-
nik meg az els6 rugalmatlan titkozés, utdna még nagyobb se-
bességre tud az elektron szert tenni, azért az aram ujra né

4. abra.

mindaddig, amig az elektron a fesziiltség novelésével az elsé
iitk6zés utdn Gjra akkora sebességre nem tesz szert, hogy tjra
tud rugalmatlanul iitkézni, amikor is mégegyszer leesik az
aramerdsség. Ha tehdt a gyorsité fesziiltség fliggvényeképen
az dramerOsséget grafikailag abrdzoljuk, a maximumok tdvol-
sagai felvilagositdst adnak a kritikus potencialrol.

Szemléletesség kedvéért a 4. abraban bemutatjuk azt a gor-
bét, amelyet Franck és IIErtz a higanygézre vonatkozo kisér-
letiikben nyertek. Az abrabél leolvashaté kritikus potencial-
érték a higanyra vonatkozolag 4'9 4+ 0'1 volt.



80 HOLENDA BARNABAS.

Herrz Gjabb modszerénél® azoknak az elektronoknak a szé-
mdt méri a gyorsité fesziiltség figgvényeként, amelyeknek a
sebessége majdnem nulla. Ilyenek ugyanis akkor keletkeznek,
ha a primérelektronok az atom gerjesztésekor rugalmatlanul
itkoznek. Tehdt az ily elektronok szaménak maximuma meg-
hatarozza a kritikus potencidlt. A kis sebességii elektronok
szamat gy hatdrozza meg, hogy kettés mérést végez, az egyik-
nél a felfogd6 elektrod elétt nines ellentér, a masiknal pedig
02 voltos késlelteté elektromos erdteret alkalmaz. A két mé-

5. abra.

rés kiilonbsége felvilagositdst ad a kis sebességii elektronok
szamar6l.

II. Més modszer a kritikus potencialt a szekundéraram vizs-
galataval méri. Ez tulajdonképpen a Linirp-tol szarmazé mod-
szer némi modositassal, amelynek vazlatat az 5. dbra mutatja.

D izzoédrot, N, drothald, ezek kozott lesz az elektron gyor-
sitva. N; és N, kozétt megy végbe az atomokkal valo iitkozés,
N, és A koézott pedig oly késlelteté elektromos tér van,
amely a primérelektronokat mind visszatartja. E miatt akkor
kezd a G galvanométeren athaladé pozitiv dram el6szér néni,

1 7S. f. Phys. 18. k. 307. 1. 1923.



AZ ELEKTRONUTKOZES ES A SZINKEPVONALAK ELMELETE. S1

amikor legelészor tudjak a primérelektronok az atomokat ger-
jeszteni s a keletkezett rovidhullamu fény az A elektrodon vagy
esetleg a kozbe 1évo tisztatalansagokon fényelektromos hatast.
idéz els. Ujabb emelkedések lesznek az aramgorbében az Gjabb
vonalak gerjesztésénél, majd pedig hirtelen erés novekedés all
be, ha a primérelektronok mar jonizalni tudnak a gaztérben.
Az dramgorbe elsé része az ugynevezett fényelektromos gorbe.

III. Spektroszkopikus tton is meg lehet hatarozni a kritikus
potencidlt. GeHRrRckE-SEELIGER és Rau régebbi vizsgilatai utan
Franck és Herrz is foglalkoztak ilyen természetii kisérletekkel.
Ok azt talaltik,® hogyha az izzo elektrodbol kirepiilé elektro-
nok kvarces6be zart higanygéz atomjaiba iitkoztek, akkor a
49 voltos sebesség elérésekor a higanyg6z atomjai fénysugara-
kat kezdtek kibocsatani. A kibocsatott fény hullamhosszat kvare-
spektrograffal megmeérve, A= 2536 up-t taldltak, ami a Beve-
zetés 3. képlete szerint csakugyan a 49 voltos sebességnek
felel meg.

Az elsé vizsgalatok arra utaltak, hogy a kritikus potencidlon
alul semmi fényemisszié sem jelentkezik, azutan a rezonancia-
vonal tiinik fel s a sebességet tovabh fokozva nem lép fel Gjabb
vonal, amig csak az ionizalé fesziiltségig el nem jutnak s
akkor egyszerre az egész spektrum megjelenik. Ez latszolag
ellentmond Bonr elméletének, amely szerint lépésenként kel-
lene bekovetkezni a magasabb kvantumallapotok gerjesztésének
s ennek megfeleléen a kisebbedé hullimhosszi vonalak fellé-
pésének. A jelenség oka a tértoltés hatdsa, emiatt a térerds-
ség : slrliség viszony a cs6 nagy részében Kkicsiny, ezért az
elektronok nem tudnak akkora kinetikai energiat osszegyiijteni,
amekkora a magasabb kvantumadllapotok gerjesztésére sziiksé-
ges volna. Csak ha mar bedll az ionizicio, akkor omlik 6ssze
“ennek kovetkeztében a tértoltés s igy a térerésség latszélag
nagyobbodik, a {érerésség: stirtiségviszony nd, az elektronok-
nak nagyobb lesz a sebességiik, fellépnek a magasabb gerjesz-

1 Verh. d. D. Phys. Ges. 16. k. 512. 1. 1914.
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tési fokozatoknak megfelel6 vonalak is. Epp ennek alapjdn
sikeriilt Herrz-nek' a rezonancia-vonalon Kkivill a szeriesnek
megfeleld részét is eldallitani mar az ionizdcio el6tt. O ugyanis
a vizsgdlando gdzhoz oly gazt kevert, amelynek ionizalo fesziilt-
sége a vizsgalando fesziilségértékeknél kisebb volt. Ezért, mi-
kozben a vizsgdlando gaz atomjait gerjesztette, az elektron-
utkozés kovetkeztében a keverék gazatomjaibol mar keletkez-
tek pozitiv ionok, amelyek azutdn a tértorlés hatasat kompen-
zaltak.

Kilonosen alkalmas a spektroszkopikus modszer az agy-
nevezelt szikraspektrum gerjesztésére. Ilyenkor olyan gyorsité
fesziiltség sziikséges, amely a neutralis atom ionizald fesziilt-
ségénél nagyobb, hogy az ionizalt atomok a szikraspektrumot
kibocsathassak. A tértoltés haldsa ilyenkor nem lesz zavaro,
mert a keletkezett pozitiv ionok lerontjak.

A kritikus potencidl meghatdrozdsara szolgdlo moédszereket
jorészt az ionizalo fesziiltség meghatirozdsara is fel lehet hasz-
ndlni. Ha a II. modszert hasznaljuk, akkor kiillonosen arra kell
vigyaznunk, hogy jol megkiilonbéztethessiik az atom gerjesztése
és ionizalasa altal létrejolt hatasokat. Hogy ez kénnyebben
megtorténhessék, Davis és Gouvcuer > modositottak az eredeti
kapesolast.. Az eredeti eljarasmod szerint ugyanis a felfogd
elektrod pozitiv téltést nyer akkor is, ha az elektronok az
atomot gerjesztik és a kibocsitott sugarzas fényelektromos ha-
tast fejt ki a felfogd elektrodon, de akkor is, ha az elektronok
az atomot mar ionizdljak s ezek a pozitiv ionok érnek el a
felfogd elektrodhoz. A felfogo elektrodbhol tovahaladé pozitiv
aramlas ugyan az utobbi eselben észrevehetéen erésebb szo-
kott lenni, de azért megvan a tévedés lehetésége. Ennek elha-
ritdsdra Davis és GoucHer a felfogo elektrod elé egy mdsik
drothalot is tettek, e kozott és az elektrod kozott gyonge
elektromos ellenteret alkalmaztak. Ennek kovetkeztében, amig

1 78S. f. Phys. 22. k. 18. 1. 1924.
2 Phys. Rev. 10 k. 101. 1. 1917,
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csak fényelektromos hatas van, addig negativ toltést kapunk a
felfogd elektrodon, mert az elektromos ellentér az elektrodbol
kilép6 elektronokat visszatartja, ellenben a dréthalonal kival-
tott elektronok az elektrodra jutnak és azt negativ toltéssel
latjak el. Amint azonban elérjik azt a fesziiltséget, amelynél
az ionizdcié bekovetkezik, az elektrédra jutd pozitiv ionok az
aramot rogtén pozitivva véltoztatjak.

A fényelektromos hatds és az ionizdcio jol megkillonboztet-
heték Compron modszerével is.* O az eredeti Linirp-féle kap-
csolasnal felfogd elektrod gyanant Farapav-hengert hasznal,
amely felil drothaléoval van befogva és ugy forgathato egy ten-
gely korill, hogy az odaérkez6é ionok egyszer a henger massziv
fenekét érik, méaskor pedig a drothalon at a henger belsejébe
jutnak. Ha mar tényleges ionizacié van, akkor ez nem valtoz-
tat az eredményen, de ha csak fényelektromos hatas vdltja ki
az elektrod pozitiv toltésél, akkor a forgatds ezt eldrulja, mert
ha a massziv oldalt talalja a fény, akkor az elektrodbol kisza-
badult elektronok mind eltavozhatnak, de ha a halos oldalt,
akkor csak azok, amelyek magdrol a halorol tavoznak, mig a
belsé részen kivaltott elektronokat a hdlé ujra felfogja. Cowme-
ToN ezzel a modszerrel azt talalta, hogy mar az elsé fény-
elektromos hatds el6tt is van gydnge ionizdcio, mig az erds
ionizdcio hatira megfelel a méas modszerrel is mérheté ioniza-
cios fesziiltségnek. Az elézetes gyonge ionizacio lépesézetes
ionizacioval magyarazhaté a metastabil allapot révén, amire
még visszatériink.

Az elektron rugalmas iitk6zésénél emlitettiik, hogy a rugal-
matlan ttkozésre vonatkozo kisérletek némi modositassal alkal-
massd teheték arra, hogy a rugalmas itkozésnél bekovetkezo
csekély energiaveszteség nagysagal megadjak. Ha ugyanis nove-
ke 16 nyomasnal vizsgaljuk az aramgérbét, a rugalmatlan ttko-
zést mutato ugrasok a nagyobb potencialértékek felé tolodnak,
mert nagyobb nyomésndl mar a rugalmas tutkozéseknél fellépd

1 Phil. Mag. 40. k. 553. 1. 1920.
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csekély energiaveszteségek is kezdenek figyelembe jonni. Herrz
dolguzott ki egy elméletet," amelynek alapjan a kisérleti ada-
tokbol az energiaveszteséget ki lehet szamitani. Az igy nyert
3.107*—8.10~* hatarok ko6zott mozgo érték elég jol megfelel
a rugalmas iitkézésnél kiszamitott 2:9.10™* értéknek.

]

Atomgerjesztés elektroniitkozéssel.

A kritikus potencidlnak és az ionizacids fesziiltségnek kisér-
leti meghatdrozasa legkénnyebben a nemes gazoknal és fém-
g6z0knél torténik, mert ezeknél az itk6z6 elektronok nem ta-
padnak az atomokhoz negativ ionokat alkotva, hanem az iitko-
zés mindaddig rugalmasan torténik, amig csak a gyorsito fesziilt-
séggel az elsé gerjesztési hatart el nem érjiik. Ezért a legtobb
kisérleti eredmény éppen az emlitett gdzoknal all a rendelke-
zésiinkre, de miel6tt ezeket targyalnank, elébb a hidrogén-
atomra vonatkoz6 kisérleteket ismertetjik, mert az elmélet
ennél tud teljes eredményt adni.

Hidrogén. Ennek spektrumaban taldlhato kiilonbozo szeriesek
kozil az elmélet szerint * az ultraibolydban fekvo

i—:uzli’(%—-é—e), n=23:.. [R=109,677:7 em—]

Lyman-szeries az, amelynél kiinduldsul az atom normalis dlla-
pota szolgal s a sorozat bdrmely vonalanak kibocsatasakor a
nagyobb energidju palyarol az alappalyara tér vissza mindig
az elektron. A Lyman-szeries elsé vonaldnak hullamhossza
A=1215°7 /i, a szeries hatdara A= 9118 fi, azért a Bevezetés
3. képlete alapjan szamitva a hidrogénatom els6 gerjesztésé-
hez sziikséges kritikus potencidlra kapunk 10154 voliot, ioni-
zacios fesziiltség gyanant pedig 135639 voltot.

A kritikus potencial és az ionizdcios fesziiltség kisérleti meg-

1 ZS. f. Phys. 32. k. 298. 1. 1925.
2 PogANY: A fény. 325. 1.
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hatdrozasandl nehézséget okoz, hogy a kiindulds nem a hidro-
génatombol, hanem a hidrogénmolekuldbél toérténik s azért ezt
elészor disszocidlni kell. A régebbi nézet az volt, Hogy pl. a
Tuea Kricer* altal nyert 17°1 voltnyi ionizdciohoz sziikséges
fesziiltség ugy magyarazhato, hogy eldszor a hidrogén molekula
disszocialodik hidrogénatomma 3°6 volt elhasznaldsival s az-
utan a hidrogénatom ionizalodik 135 volt gyorsito fesziiltség-
nél. Ujabban azonban féleg Smyrn vizsgdlatai révén — aki a
keletkezett ionokndl az 7% viszonyt mérte — kideriilt, hogy a

16 — 17 voltnal (pontosabban 164 voltndl) bekdvetkezé jelen-
ség nem a hidrogénmolekula disszocialédasa s a keletkezett
hidrogénatom ionizaloddsa, hanem a 164 voltnal bekdvetkezd
ionizdaci6 H} ionok képzédésével magyarazhatd, tehat a 164
volt nem a hidrogénatom, hanem a hidrogénmolekula ionizd-
cios fesziiltsége. :

Hogy a hidrogénatomra vonatkozoélag direkt kisérletet lehes-
sen végezni, magas héfok dltal elészor disszocidlnunk kell a
hidrogénmolekuldt. Ilyen iranyu kisérleteket OLmsTEAD és Comp-
ton végeztek.” Berendezésiik annyiban tért el a szokdsostol,
hogy mérés kozben az egész késziiléket 2500° absz. hémérsék-
leten tartoitiak akkora nyomds mellett, hogy praktice a disszo-
cideio teljesnek volt tekinthetd. Kisérleti eredményiik 0°05 voltnyi
pontossaggal megfelelt a fentebb megadott szamitassal nyert
értékeknek. Az eltérés nem multa felil a mérés valdszinid
hibajat.

A nemesgazok kozil legtobb vizsgilatot a heliumra nézve
végeztek. Ennél az atommag koril mar két elektron kering, az
elméleti targyalas nehézséggel jar, azért kisérleti alapokbol kell
kiindulnunk. '

A heliumnak spektrumaban kétféle vonalrendszert Kkiilon-
boztetiink meg, parhelium- és orthoheliumvonalakat. Az eléb-
biek egyszeresek, az orthoheliumspektrum az elmélet szerint

1 Ann. d. Phys. 64. k. 288. 1. 1921.
2 Phys. Rev. 22, k. 559: 1. 1923.




86 HOLENDA BARNABAS.

triplettspektrum, bar Kkisérletileg inkabb dublettnek latszik.
Régebben azt gondoltak, hogy kiilonb6z6 elemeknek a vonalai
ezek, de eeIektroniitkézéssel végezett kisérletek megmutatték,
hogy az orthohelium parheliumbél allithato elé elektroniitko-
zés utjan. Az orthoheliumvonalakhoz tartozé tagok jelei °S,
°P stb., a parhelium vonalainal pedig S, 'P, stb.

Pascrex ' a heliumvonalaknak kilonésen két sorozatat,
szeriesét vizsgdlta, az orthoheliumnak és parheliumnak egy-egy
foszeriesél. Az elsé 2=10,830 A, a masodik 2= 20,582 A
hullamhosszisaga vonallal kezd6dik. Megallapitotta, hogy ezek-
nél a kiindulds nem toérténhetik az atom alappalyajabol, tehat
egy-egy vonal kibocsatiasa utdn az atom nem juthat vissza
normalis dllapotaba, mert azt tapasztalta, hogy a helium csak
akkor nyelte el ezeket a vonalakat, ha el6z6leg GrissLer-cs6be
zarva gyonge elektromos kisiilést engedett at rajta s igy ger-
jesztette az atomokat. Ennek megfeleléen a 2 =10,830 A vona-
lat a 23S — 23Pf6szeries elsé vonaldnak vehetjiik, a 1= 20,582 A
pedig a 2'S—2'P fGszeries elsd -vonala.

Bar ezeknél a sorozatokndl a kezdé tag nem az alappalya-
hoz tartozik, mégis érdekes modon a 2=10,830 A rezonancia-
vonalként viselkedett. Ha ugyanis a 2°S tagnak megfelel6 dlla-
pothdl az atomot a kovetkez6 magasabb energidju allapotba
emelte energiaelnyeléssel, utina az egész elnyelt energidt meg-
kapta a kisugdrzott vonalnidl. Ez agy magyarazhato, hogy a
23S tagnak megfelelé dllapot tGgynevezett metastabildllapot.
Ko6zonségesen az atom gerjesztett allapotban csak nagyon kis
ideig marad meg, azutin fénykibocsatdas kozben visszatér az
alapallapotba. Megtorténhetik azonban, hogy az atom olyan
magasabb kvantumt allapotba keriil, amelyhdl fénykisugirzas
utjdn nem térhet vissza a normalis allapotba, mert ez ellen-
kezik a spektroszkopikus kivilasztasi elvvel. Ilyenkor az atom
megmarad ebben az allapothan mindaddig, amig valami kiils6
behatds ezt meg nem sziinteti. Ilyen kiils6 behatas lehet a

1 Ann. d. Phys. 45. k. 625. 1. 1914.
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sugarzas, amelyet a metastabil dllapotban levé atom elnyel s
ez altal magasabb kvantumu allapotba keriil, vagy pedig elsé-
vagy masodfaju ttkozés. Masodrangu iitk6zésnek azt nevezziik,
amelynél a gerjesztett atom az altal megy &t kisebb energiaja
allapotba, hogy a felszabadulo energiat az iitkozo elektronnak
adja at kinetikai energia alakjaban. Mivel ilyen kiils6 behatas
aranylag ritkibban torténik, azért az atom metastabil allapota
joval hosszabb ideji, mint a rendes gerjesztett dllapot, amely-
nél csak 107° sec nagysigrendi id6k szerepelnek. KANNENSTINE
a heliumnal a 2°S taghoz tartozo metastabil dllapot fennmara-
dasanak idejére 2.107? sec-ot kapott kisérleteib6l. Ez a meta-
stabil dllapot az oka annak, hogy a 10,830 A vonal rezonan-
ciavonalként viselkedik. Ha ugyanis az atomot a 23S tagnak
megfelelé dllapotbol a 2°P-nek megfeleld allapotba juttatjuk
energiaelnyeléssel, mivel a 23S-nél mélyebb allapotba nem
juthat az atom fénykibocsdtas drdn, azért az egyetlen 23P—> 23S
visszatérési lehet6ség miatt az egész elnyelt energiaa 23S—2 %P
(A= 10,830 A) vonalnal szabadul fol.

A 2°S tagnak megfelelo allapot metastabilitasa arra utal,
hogy nincs 1°%S alaka alaptag, hanem 1'S tag felel meg az atom
normalis allapotanak. Mivel ugyanis a kétféle tagok kozott fény-
emisszioval atmenet nem torténik, ezzel a 2°S dllapot meta-
stabilitdsa magyarazatot nyer.

Hogy a legkisebb energidja alappalya (1'S) milyen mélyen
van a 2°S és 2'S-nek megfeleld pdlyak alatt, arra nézve fel-
vilagositdst adnak Franck és Knippine kisérletei. Ok a II. mod-
szerrel keresték a legels6 gerjesztési fokot, megmértek tébb
maximumot s megkeresték azoknak egymastél valo tavolsagat
voltokban kifejezve. Az eredeti mérésnél elkovetett s késébb
kijavitott csekély hibat figyelembe véve 1975 voltot kaptak
els6 gerjesztési fesziiltség gyandnt, amelyet az 1'S—2°S at-
menetnek megfeleld datalakulasi potencial (Umwandlungspoten-
tial) gyanant értelmeztek. Hogy a 1975 volt fesziltség az

1 Phys. Zeitschrift 20. k. 481.1. 1919.
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atomot az alapdllapothb6l a 23S-nek és nem a 2'S-nek meg-
felelé allapotba emeli, az abbol kovetkezik, hogy a 1975 volt-
ndl az dramerdsség emelkedése csak akkor mutatkozik, ha a
heliumhoz csekély mennyiségben mas gazt keveriink. Hogy tiszta
heliumndl a 1975 voltos gerjesztési fesziiltség nem mutatko-
zik, annak az az oka, hogy az ilyenkor létrejové 2°S allapot
metastabil, nincs beléle fényemisszioval visszatérés az alap-
allapotba, mar pedig a 1I. modszernél a fényelektromos goérbe
ugrasa a 1975 volt energidjanak nem direkt elnyelését mutatja,
hanem csak indirekte a fényelektromos hatds révén az atom
gerjesztésekor kibocsilott fényt. Hogy a fényelektromos goérbé-
ben az ugras létrejohessen, ahhoz a heliumgdzban tisztatalan-
sag jelenléte sziikséges, ekkor jon létre szekundér hatas réven
(mésodfaju itkozés sth.) a sugdrzas, esetleg ionizdcio. Iogy a
19:75 voltos gerjesztési fesziiltség a heliumatomhoz tartozik,
bar csak idegen gdzok jelenlétekor mutatkozik, az abbol kovet-
kezik, hogy a neki megfelelé maximum mar minimalis tiszta-
talansag esetén is nagyon erés, amikor pedig a keverékgdzra
jellemzé gerjeszté és ionizald fesziiltségnek megfelelé ugrasok
még nem mutatkoznak az aramgérbében.

A 23S — m3P sorozat hatdra 2600 A, ennek a Bev. 3. sze-
rint megfelel 4°75 voltos fesziiltség. Ha ezt hozzdaadjuk a 2°S
gerjesztéséhez sziikséges 19°75 volthoz, meg kell kapnunk azt
a fesziltséget, amely egy elektront az alappdlydbol egész a
végtelenig eltavolit, vagyis a szamitis szerint a heliumatom
ionizdciés fesziiltsége 19°75 + 475 = 24-5 volt. Fraxck és Knip-
PING kisérletei 24-6 voltot adtak, ami tehat a szamitott érték-
nek jol megfelel.

A parhelium 2'S — m 'P fészeriesének hatara 3122 A, ennek
gerjesztéséhez a A V=1234.10* képlet szerint 4 volt kell. Ha
ezt kivonjuk a 246 voltos ionizacios fesziiltséghdl, a kiilonbség
(206 volt) azt mutatja meg, hogy mennyi energidra van sziikség,
hogy az atom az alappalyabol a 2'S — m'P szeries kiinduléd
allapotaba jusson. Franck és Knippine kisérletei szerint az
11S—2'P dtmenet gerjesztéséhez esakugyan 20°55 volt sziikséges.
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Lyman-nak sikeriilt az 1'S— m 'P f6szeries néhany elsé vona-
lat is kozvetlen spektroszkopiai vizsgalat targyava tenni s az
igy kapott 2 értékekbdl kiszdmitott gerjesztési fesziiltségek szin-
tén a Kkisérleti eredményekkel nagyon megegyez6 értékeket
adtak.

Mivel a heliumatomnal metastabil allapot is fordul elo,
megtorténhetik, amint Horrton és Davies Kkisérletei mutattak,
hogy mar 4—5 voltos fesziiltségnél bekovetkezik az ionizacio,
ha elézéleg 1975 volttal az clsé gerjesztés médr megtortént.
Ehhez ugyanis csak az sziikséges, hogy a metastabil dllapota
atom megfelelé sebességii elektronnal ujra iitk6zzék, mielétt a
metastabil allapotdt esetleg masodfaju iitkozés révén elveszitené.

Ha a heliumatom ionizacio révén egyik elektronat elvesziti,
akkor a He hidrogénatomhoz hasonlo szerkezetii lesz az atom-
mag koriil egyetlen elektronnal, azért a hierogénatomhoz hason-
loan elméletileg is tudjuk vizsgdlni. A He ujabb ionizaldasahoz,
tehat a masodik elekiron eltdvolitisihoz négyszer akkora fe-
sziiltség kell, mint a mekkora a hidrogén ionizdcios fesziilt-
sége a

képlet szerint, hol Z az atom rendszdma az elemek természe-
tes rendszerében, amely rendszam a heliumnal 2. Mivel a hidro-
gén ionizacios fesziltsége [3°54 volt s a heliumnal az elsé
ionizaciohoz 246 volt kellett, azért a helium mindkét elektron-
janak az eltdvolitdsahoz kell

9246 + 4.13'54 = 7866 volt.

Franck és Knipping kisérleti eredménye 795 4+ 03 volt.

A tobbi nemes gaz kozil csak a neonnal sikeriilt PAscHEN-
nek az optikailag megfigyelhet6 spektrum komplikdlt szeries-
rendszereinek a megadllapitisa s a szeriesvonalaknak megfelel6
tagokhoz valé rendelése. A xenonndl Sommer, az argonnél Nis-

1 Poginy: A fény 332. 1.
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sEN, DorGeLo és ABriNk igyekeztek a vonalakat részben szerie-
rekbe foglalni.

A neon rezonanciavonalait (1 = 7357 A, 2 =743'5 A) Herz
talalta meg, mind a ketté rovidhullamu ultraviolaban fekszik.
Ezeknek a Bev. 3. képlete szerint 1677 és 1658 volt gerjeszto
fesziiltség felel meg. Hertz kisérletileg 16-65 voltot kapott. Herrz
és Scuarp pE Visser a A= 6402 fol, 1=6143 A, 1=5852 A4,
2= 5331 A° vonalak gerjesztési fesziiltségét is megmérték, ered-
ményeik a spektroszkopiailag kiszamitott értékekkel jol meg-
egyeznek.

A Kr és X rezonancia vonalait is Herrz taldlta meg. Herrz és
J. H. Aemink Gjabb mérésének* eredményét a nemesgazokra
vonatkozolag a kovetkezé tédbldzat mutatja.

Rezonancia vonal Kritikus fesziiltség voltban
A-ban
szamitva meérve

Ne 7436 166 166
7358 1678

i 10668 57 15
10483 78

Kr 12358 999 99

1164-9 1060 105

Y 14695 840 83

12957 953 99

A szamitott és mért értékek megegyezése

igen megfelelo,

csak a xenonndl van nagyobb eltérés, ami azzal magyarazhato,
hogy ennél tébb atomadllapot kézel egybeesik s ezek elektron-
iitk6zéssel elvdlasztva kiilon-kiilon nem gerjesztheték.

A neonnal MriszNEr * vizsgalta a 2s; — 2p; vonalak abszorp-

1 Naturwissenschaft 14 k. 648. 1. 1926.
2 Ann. d. Phys. 76. k. 124. 1. 1925.
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cigjat. Azt talalta, hogy ezek abszorpcioja csak akkor kovetke-
zik be, ha megfelelé elektromos kisiiléssel az atomokat el6z6-
leg gerjesztette, ami arra mutat, hogy ezeknél a vonalaknal a
kiindulds nem az alapallapothol torténik. A neon alaptagja te-
hdat nem s tag, hanem p tag, amint azt a régebbi megfigyelé-
sek is mutatték. Ezért haszndlta Meiszver a sorozat leirdasanal
a 2s; jelolést a Pascuen-nél haszndlatos 1s; helyett. A kisérle-
tek észrevehetéen er6sebb abszorpciot adtak a 2s, és 2s,-bél
kiindulo vonalakra, mint a 2s, és 2s,-bél kiindulokra, ami arra
utal, hogy a 2s, és 2s,-nek metastabil allapotok felelnek meg
s igy nagyobb az élettartamuk.

Emlitettiik régebben, hogy a nemes gazok mellett kiilénosen
értékes eredményeket lehet nyerni a fémgézoknél. Ezek rend-
szerint még konnyebben kezelheték, mint a nemes gazok, mert
elektropozitiv jellegiik miatt a vegyiérték-elektron leszakitasa-
hoz sziikséges munka kisebb naluk, mint az esetlegesen hoz-
zéjuk keveredett tisztatalansagoknal s azért ezekb6l kisebb
mennyiség jelenléte nem okoz zavart. Ezenkiviil az abszorpcios
spektrumuk altaldban jol hozzaférheté helyen van.

El6szor az elemek periodusos rendszerének elsé fiiggdleges
oszlopaba tartozé fémgozoket tdargyaljuk. Ezek az alkdlidk
(lithium, natrium, kalium, rubidium, ceesium) s a nemes fémek
(arany, ezist s a réz). Ezeknél az els6 fOszeriest az 1s—mp
vonalak alkotjak s mivel ezek a hideg gézokben is fellépnek
mint abszorpcios vonalak, nyilvanvalo, hogy az 1s tag a nor-
malis atomallapothoz tartozik. Mivel az s tagok egyszeresek, a
p tagok kettések, azért a fOszeries dublettvonalakbol all. Pl a
natrium jellemz6é kettés I) vonala is a natrium fészerieséhez
tartozik.

Az 1s—mp fészeries elsé vonala a rezonancia-vonal, mivel
1s az alaptag s azért beléle a AV = 1234 képlet alapjan ki-
szamithatjuk az atom elsé gerjesztéséhez sziikséges kritikus
potencialt. A fészeries hatara hasonlé modon megadja az ioni-
zacios fesziltséget. A nyert értékeket elektrontitkozéssel kisér-
letileg ellendrizhetjiik. A rezonenciavonal, mint mondottuk,
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kettés, de a két p nivo oly kozel van egymdshoz, hogy a két
kritikus potencidlnak megfelel6 maximum az dramgorbénél
egybeolvad, ezért a szamitasndl is a két rezonanciavonalnak
megfelel6 érték szamtani kozéparanyosat vessziik. A kovetkezo
tablazatokban egymdasmellé allitva taldljuk a kritikus potencidl
és ionizacios fesziiltség kiszamitott és megmért értékeit Tate,
Foore, Camperti, WILLIAMSON 63 SHENSTONE mérései alapjan.

Kritikus fesziiltség voltokban Tonizalé fesziiltség voltokban
szamitva mérve szamitva o mérve
Li 1-84 L 536 J e
Na 209 R e 512 213
K 1-61 1-63 432 £ 44
Rb 16 16 416 ‘ 41
Cs 14 1°48 388 ‘ 39
Cu 378 - 7°69 : 78
S 370 31 7B : 60
Au 48 I o 925 J -
: | |

Lithium-g6zben kémiai tulajdonsdgai miatt nehéz mérést
végezni. A ceesiumnal Huenes és Hacenow-nak sikeriilt az'elsd
gerjesztési fesziiltségen Kkivill még tobb kritikus potencialérté-
ket is megmérni. Ardnylag nagy (10 cm hosszi) hengeralaka
katodot valasztottak s e miatt 1 milliampérig mené dramerds-
ségnél is oly csekély volt az dramsuriiség, hogy a- tértoltés
kevéssé zavart s igy spektroszkopikus modszerrel az ionizalds
bekovetkezése el6tt a fészeriesnek 5 vonalat megkaptak oly
potencialértékeknél, amelyek az elméletivel 01 voltnyira meg-
egyeztek.

A periodikus rendszer masodik figgdleges oszlopdba tartozo
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atomokndl a spektrum lényegesen komplikaltabb, mint az
alkdliaknal. Két kilonb6z6 tagesoport van naluk, ennek meg-
feleléen két kiilonbozd szeriesrendszer, az egyik vonalai egy-
szeresek, a masiké triplettek s e mellett a kétféle tagok is
kombinalodhatnak egymadssal.

Legtobbet foglalkoztak ezen elemek kozill a higannyal. En-
nek abszorpcids szeriesében a kezd6é vonal A=2537 A., ennél
tehat az alappalya a végpalya, még pedig PascuEn vizsgalatai
szerint * ez megfelel az 1'S—2°P-nek, tehat a kétféle tag kombi-
naciojabol adodik. Van a higanynak masik rezonanciavonala
is, 2=18494, ez is fellép, mint abszorpciés vonal a hideg
higanygézben. Ez megfelel az 1'S — 2'P-nek, tehat az egysze-
res vonalak fészeriesének els6 vonala. Mindkét rezonanciavo-
nal mar az ultraviolaban fekszik. A Bev. 3. képlete szerint az
ezeket gerjeszté fesziiltségre 486 volt és 667 volt adodik. Az
ionizacios fesziiltség a sorozatok hatdrabol szamitva 1039 volt
lesz.

A kritikus potencial és az ionizdcios fesziiltség kisérleti meg-
hatirozdsdra sokan végeztek méréseket. Davis és GoucHEr az
ionizdcio és atomgerjesztés megkiilonbozietésére szolgdlé mod-
szeriikkel azt talaltak, hogy az els6 sugarzas beall 49 voltnal,
aj emelkedés észlelheté az aramgorbén 67 voltnal s az ioni-
zacio beall 102 voltnal. Foore és Mourer az elsé gerjeszto
fesziltségre 4'76 voltot mértek, a masodikra 645 voltot, ioni-
zacios fesziiltség gyanant pedig 10°2 voltot kaptak. Az utobbira
Einsporn 1038 voltot kapott. Franck és Einsporn fényelekiro-
mos modszerrel magasabb gerjesztési fokokat is tudtak mérni,
mig Hertz-nek folytonosan névelt fesziiltséggel spektroszkopiai-
lag is sikeriilt a rezonanciavonalakon Kkiviill mas vonalakat is
megkapni még az ionizacio bedllta el6tt.

Franck és Hertz még a Bonr-féle elmélet ismerete el6tt
(1913) végeztek kritikus potencialméréseket elektroniitkozésnél
a LinArp-féle eredeti modszerrel. A higanyra kapott 49 voltot

1 Ann. d. Phys. 35. k. 860. 1. 1911.
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elészor ionizdcios fesziiltségnek hitték, csak késébb deriilt ki,
hogy tulajdonképpen az els6 gerjesztés fesziillségét mérték. De
tgy latszott, hogy ennél az alacsony fesziiltségnél valosdgos
ionizdcio is torténik, mert strd higanygézben mar 5 voltos
fesziiltséggel is fel lehet tartani a fényivet. A jelenség magya-
razatdt Van per ByrL adta meg lépcsézetes ionizaciéd felvételé-
vel. Arra utalt, hogy mihelyt valamely gdzban rugalmatlan
elektroniitkozések torténnek, oft a kozonséges atomokon kiviil
vannak gerjesztett atomok is s mivel ez a gerjesztett dllapot
107° sec-ig megmarad, ha elég gyorsan kap az atom ujabb
lokéseket, az ionizacio lépésenként elédllhat.

A misodik fiigg6éleges oszlop mdas elemeire vonatkozolag a
szamitott és mért értékek jo egyezését a kovetkezé tablazat
mutatja, ahol a mérési adatok TaTe, Foore és MouLER-t6] valok.

L. gerjesztd fesziiltség | 1I. gerjeszt6 fesziiltség Tonizalé fesziiltség
volthban volthan voltokban
szamitva mérve szamitva mérve szamitva mérve
Ca 1:88 1-90 2:92 2-85 608 601
My 27 2:65 432 4042 761 775
n 4+02 418 577 5:69 9:35 9-3
Cd 378 388 539 535 895 9-0

A higanynal a 2°P, és 2°P, metastabil allapotnak felel-
nek meg.

A Dboresoportbol csak a thalliumra vonatkozolag végeztek
mérést Mourer és Ruark, Elsé gerjesztési fesziltségre 0'9 vol-
tot kaptak, ionizaciora 604 voltot, amely értékek jol megegyez-
nek a szamitasbol nyert 0°96, illetéleg 608 volttal.

A negyedik fiiggéleges oszlopbol a legismertebb az o6lom
spektruma. MoHLER, Foore és Srtimson mértek ennél elektron-
atkozéssel 126 voltos kritikus potencialt és 793 voltos ioni-
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zalo fesziltséget. A tovabbi elemeknél még kevesebbet tudunk
a spektrumok szerieseir6l, azért amig az elsé elemeknél az
elektroniitk6zéssel végezett kisérletek jo megegyezést mutattak
a Bour-féle elmélettel, addig a tovabbiakndl inkdabb arra szol-
galhatnak, hogy ellenérzést végezzenek a szeriesvonatkozéso-
kat keres6 optikai modszereknél s segitsenek 0] szeriestagokat
megkeresni féleg oly teriileteken, ahol a direkt optikus mod-
szer bajosan alkalmazhato.

Holenda Barnabds.

DIE ELEKTRONENSTOSSE UND DIE THEORIE DER
SPEKTRALLINIEN.

Zusammenfassender Bericht iiber die Priifung des Serienschemas nach
der Methode des Elektronenstosses.

Inhalt:

Einleitung : Anregung und lonisierung der Atome.
Die elastische Elektronenstosse.
Die unelastische Elektronenstisse und die Anregung von Quanten-
spriingen.
Stosse und Quantenspriinge bei Atomen.
B. Holenda.



A JATEKTARTAM PROBLEMAJANAK
ALTALANOSITASA HAROM JATEKOS ESETERE.

1. Tegyiik fel, hogy kél jatékos, A és B, a kovetkezo fel-
tételek mellett jatszik: Ha A nyer, kap -B-t6l egy koronat, ha
veszit, fizet B-nek egy koronat. Ha A-nak nyerési valoszini-
sége: p 6s veszlési valoszintisége: ¢, tovabba, ha mindkét ja-
tékos vagyona korlatlan, mekkora annak a valoszintisége, hogy
A m jatszma utdn ax koronat veszit? (p 4+ ¢ =1).

Jeloljiik a kérdéses valészintiséget (my, ,)-nal, hol x+y=0.

Ha k-val jelljitk a megnyert jatszmak szamat és (m—FK)-val
az elvesztettekét, kell, hogy

(m —k)— k=« legyen. (1)
A keresett valoszinliség szdamértéke:
(M, ) = (77 ) prgEtE (D

Fenntebbi valoszinliség kielégiti az alabbi feltételt :
Mz, y) = P (M —1zyq, y—1) + 4 (M — o1, y+1)- @)

Az (I) alatti egyenldség alapjan ugyanis a (2) alatti a kovet-
kez6 alakban irhato:

mely egyenléség a binomidlis egyutthatok egyik ismert ossze-
fiiggésénél fogva helyesnek bizonyul. A szoéban forgd relicio
ugyanis a kovetkez6 :

3)
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Az (1) alatti egyenléség alapjan (0, o) =1, mert m=0, x=0
esetére £ is egyenldé zérussal. '

A jatékprobléma most targyalt esetét, t. i. mikor mindkét
jatékos vagyona korlitlan, a jatékprobléma elsd esetének ne-
vezziik.

2. A jatékfeltételek valtozatlanul hagydsa mellett vizsgaljuk
meg a jatékproblémdt abban az esetben, midén az A jatékos
vagyona korlitolt és csak a masodiké korlitlan. Az A jatékos
vagyonat jeleljiik a-val, hol @ pozitiv egész szam.

Mekkora annak a valoszintisége, hogy A m jatszma utan
(sem elébb, sem utobb) @ koronabol x koronat veszil, B va-
gyonat még mindig korlatlannak tekintve? (A jatékprobléma

mdsodik esete).
a

z, y)-nal, hol ismét

Jeloljiik a keresett valoszintiséget (’/n,
x4+ y=0.

A fenntebbi valoszintiség, az osszetett és totdlis valoszini-
ség elve alapjan kielégiti az alabbi feltételt :

A AL A A a—1
(\'n‘q’.: .’/) &5 }) (q/)/l/ ot 1""‘+' l’ l/ O g 1‘.’:1,'——-1, !/+1
(x + y = 0).

Ha 2 helyébe (a—=2)-t és igy tehat y helyébe (—a-2)-t
irunk, az ('H}(:, ,/) kifejezés az (ng_q -—tH-Z) alakava lesz.
Kimutathato, hogy az

egyenlet jobboldaldan allo kiilénbség kielégiti a (4) alatti egyen-
l6séget és annak egyik megolddsa gyanant tekinthetd.

A (1) alatti egyenléség azonban nem alkalmas annak a kér-
désnek a megoldasara, hogy «mekkora annak a valoszintisége,
hogy A m jatszma utdn elveszti mind az a koronajat?»

Ugyanis ha a (II) alatti egyenldséghen z helyébe zérust te-
sziink, annak jobboldala zérus lesz, mig baloldala, a keresett
valoszinliség, nyilvanvaléan nem zérus.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV. 7
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Hogy az
(ml _,)

valoszinliség értékét meghatarozhassuk, kérdezziik elébb, mi
annak a valdszintisége, hogy A (m—1) jatszmaban @ koronahol
elveszit a—1 koronat és az utolso (m-edik) jatszmaban tovabbi
egy korondt? Az (WLZ, _a) valoszin@iség szdmérteket tehdt a
kovetkezé egyenléség hatarozza meg:

(me _o)=(m—14_; _qq1)a
=l =1 )= (f) (M =101 1))

= g el )

Ha tehat az (m—a) kiilonbséget 2j-vel jeldljiik, akkor

("ng’ __a) =in (‘IN}‘l) Fj ,/m.-—l—j “q—p (?’;I:ll)pj_l,[m—j

s m—l) o ( 1n~1ﬂ o

= M!—_ Ag;ii W ]

= [7. 1 (m—l—j) 1 (]_1) ] ('m—j)! J P q J

)'IZ**%]; W,L !
m g lm—))!

(15, —o) == (M, ) ’ (I,

m

PJ qm—j,

Ha az (mg_z, —(H—Z) kifejezésben a nagyobb, mint

m-+a—2
2
lethdl kovetkezik, hogy

(/’nZ—z, Wa+z) <3 (/'"/“— s _ajLZ)’

vagyis A jatékos vagyona mar akkor is tgy szerepel, mintha
korlatlan lenne, ha (m-—2)-nél nagyobb.

azaz ha (a-2) nagyobb, mint m, a (1I) alatti egyen-
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3. Végre az utolso eset valészintisége vizsgalandd meg, mi-
kor mindkét jatékos vagyona korlatolt, azaz A vagyona a ko-
rona, B vagyona b korona. (A jatékprobléma harmadik esete).

Jeloljik annak a valdszintiségnek szémértékét, hogy m jatsz-
maban A a korona vagyonabol 2z korondat veszit, midén B va-
gyona b, (Q’nZ_’ z)mal, hol ismét x +y=0.

Ez utobbi v:;l()szim'iség ugyancsak az Osszetett és totdlis
valoszintiségek elve alapjén kielégiti az

=p(m—141 0 ) +alm—131 ) o
egyenléséget.

Ha (m—x)-et 2i-vel, (m—y)-t 2j-vel jel6lom, az (’IN.«,(Z-’ f;)

valosziniség a kovetkez6 alakban is irhaté:

hol a jobboldali szorzat elsé tényezdje p és ¢-161 figgetlen.

Hogy a (6) alatti egyenléségben foglalt dllitas helyes, az ki-
tinik az (5) alatti egyenléséghe vald helyettesités altal. Ekkor
ugyanis

e e = [ A2

b
+olm -1t ot ey

vagyis a keresett valoszintiség szamértékének meghatdrozésara
elegendd a szamérték koefficiensének, azaz a p és ¢ valészinti-
ségektol fiiggetlen -szamértéknek meghatdrozdsa a kovetkezd
egyenl6séghol

sl a1, l)~~1] % i b-H]_ 5
["",’,’ 1/] i [mj g /1:'7+1) Yo 1 5 5 /1’ 17 Y- }_1 ('J)”

Lattuk, hogy az
a o a S
[7"/1?, ?/] Y [m’a—Z. [ a+ZJ i

~a+z} > a+2,
7*
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egyenloséggel a jatékprobléma mésodik esetének valdszini-
sége vissza van vezetve az elsé eset valoszintiségének meghata-
rozasara. :

Hasonloképpen megoldotinak tekinthetjik a 3-ik eset valo-
szintiségének meghatarozdsat, ha sikeriilt azt visszavezetlniink
a 2-ik eset valoszintiségének meghatarozasara.

Ez utobbi megtorténik Louis Bacureuier-nek «CGalcul des
Probabilités» cimi munkdjaban levezetett formulaja altal, mely
az ottani jelolések modositasa utan a kovetkezoképpen fejez-
heté ki:

) a a—+2b
[”)’.:', ]/J % [ma, y] ¥ x—+2b, y—Qb}
a-+2b-+2a a-+4b+2a :
+ (_m:r—+—ﬂb+2m //~2h~20] o [ma?+4b +2a, g/—4b—2a}
a—+4b-+4a a-+6b+4a
+ {m’:rﬂ—lbh—k/m, y—4b -—4(:] o {m'.,:+61;+4(¢, y~6b—-4a}

1 e, =S80 (I11)

mindaddig, mig az x+22b+2ia vagy az x-+2A+1) b+24a ki-
fejezések egyike el nem éri vagy feliill nem haladja az 1 értékét.

Itt is, ha b >—B%a—'.— vagyis ha m<<ax-+2b

b a .
o A

4. Mindezideiz — tudtommal — nem sikerilt a jatékproblé-
mat 3 jatékos esetére dltalanositani, azaz a fent megadott
(), (1), (1), ¢és (II) alatti formuldkat kivétel nélkiil 3 jatékos
eselére megadni.

Harom jatékos esetére a ‘jatékszabdlyok a kovetkezéképpen
allapittatnak meg. Az els6 jatékos: A nyerés esetére B és C
jatékosoktol egy-egy koronat kap. Vesztés esetében 1 koronat
fizet vagy DB-nek vagy (‘nek, a szerint, amint vagy az egyik,
vagy a mdsik nyeri meg a jatékot. Hogy azonnal a legaltald-
nosabb eset nyereségi (vagy veszteségi) valoszintiségének fogal-
mat e’rlelmvezhessijk, induljunk ki abbol a feltevésbél, hogy
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A-nak vagyona a jaték kezdetekor @ korona, nyerési valoszini-
sége p, B-nek vagyona ugyanakkor b korona, nyerési valo-
szinlisége ¢, C-nek vagyona ¢, nyerési valdszinlsége » és
p g4 r=1.

A legdltalanosabb probléma tehat ngy fogalmazhaté meg:
«Mi a valoszintisége annak, hogy m jatszma utin (sem el6ébb,
sem késébb) A a koronabol @ koronat, B b koronabél y koro-
nat, ¢/ ¢ korondbol z korondat veszit, hol x+y-+z=0.» (Az
2,1, z értékek valamelyikének negativ elGjellel valo fellépése
nyereséget jelent.)

Ha ismét a keresett valdszinliségnek a p, ¢ és r értékektol
fiiggetlen szdmbeli egytutthatojat

a, b, c]_ al
w, 4, 2| 7

jeloljik, e szamérték a kovetkezo egyenldséget elégiti ki :

I 2 =[m—iie b ]+

9 1 1

P o [ B e | B

Itt is akkor tekinthetjiik a kérdést megoldottnak, ha a 3
parametert (a, b, ¢) tartalmazo kifejezést sikeriil eggyel kevesebh
parametert tartalmazo kifejezések raciondlis, egész fiiggvényére
visszavezetni.

Megjegyzendd, hogy jelen esetben a probléma természetébdl
kifolyolag @, y és z-nek csak oly értékei johetnek szamitdsba,

melyekre nézve
m-—x=3

m—y =3
m—z = 3k,

tovabba «, b és ¢ mar akkor is korlatlanoknak tekintheték, ha

a>j+k
b>k+1
4‘,>’l:+j.
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A fentemlitett négy formula koziil az (I) és (II),, melyek két
jatékos eselére kovetkezoképpen hangzanak :

m!

(mx. y) T xly! FE

(m, o)==l )

minden nehézség nélkil dltalanosithatok a kévetkezdkre :
\ _
(Wlx, Y, z) =, i!?L!.lc! pert ({0
(ma’ ): = (m )-~~(a+?/+z:0)- (D%
a4, Y2 m a, Y, 2
5. Hogy a problémat 2 jatékos esetérdl 3 jatékos esetére
altaldnosithassuk, a 2 jatékos esetében fellép6 kiilonbozo valo-
szinliségeket oly alakban fogjuk értelmezni, melynek édltalino-
sitdsa nemcsak 3, de akdrhany jatékos esetére konnytiszerrel
eszkozolheté. Az eredd formuldk bonyolultsigdra valo tekin-
tettel az eljarast azonban nem altalinossagban, hanem kiilon-
leges (szamszerili) esetekben fogom bemutatni, ami kiilonben
semmit sem von le értékiikkb6l, mert alkalmazasuk az dltalanos
esetekre formailag a kiilonleges esetekével teljesen azonos.
Mekkora a valoszinlisége annak, hogy két jatékos koziil,
kiknek vagyona a jaték elején 5, illetve 2 korona, az elsé a
15. jatszma utédn 3 koronat veszit?
A valészintliség egytitthatojanak jele a fentebbiek szerint

[155: 3]

mely a kovetkezé egyenloséget elégiti ki
250 8 o 4 3 :
4 RY» AL A L
[l.)g, 3,] -~[I by, *74J+[I tQ,“QJ- (7)

Azt dllitom, hogy ['Il‘) _3] a kovetkez6 alakban fejez-

het6 ki:
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=9 B Y A B
[193,*3] —[ 22 2] |15,
ks Sl
—2, 2| |75,
K91
Dy 4 ( /
()———2, 9 .’5’ (A)
S BrEY 77
—2, 2] D,
—[10 22| 57
2.:9 b,

Hogy ezen illitasom helyes, kitiinik abbél, hogy az (A) alatti
egyenléséget a (7) alatti egyenléség jobboldalin dllo két ki-
fejezésre alkalmazva, a (7) identitdssa valik.

Ha az (A) alatti formulat, az (A) alatti egyenléség jobb-
oldalin all6 5 negativ eléjeli szorzatnak elsé tényezdire alkal-
mazzuk, a kovetkez6 5 egyenléséget nyerjik:

[2.53]=[2.3 4]
4.5 3]=] 4.8 4] —[2-23] 26, o]
| 6_3:3)=[ 6.3 o) [2.3 2] 46, o) [4_2:2][20.0]
8. 23— 8.2 4|—2 53] 66.0]— ®)
—[4_3 3] [46, 0 —[6_3: 2] [2, o]
[10_3: 3] =[10_3 o] —[2_% 3] 8, o] -
~[4_5 81165, o) — 68 3] 46, o]

A (B) alatti elsofokii egyenletrendszerb6l meghatdrozhatok a

[‘_78: g] ['10#2: ;’] ériékek a [2,2, QJ [10_2, 2]
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és [2(1)’ OJ""’ [8(7), 0] raciondlis egész fiiggvényei gyanint,
mi altal az
a, b
img; ]
alaku kifejezés csupa [)nfi y} alaku kifejezések racionalis
L beagl' )
egész fiiggvényére van visszavezetve.
6. Hatdrozzuk meg most a[l(}}i’ %’ h:;J alaki kifejezést egy

az (A) egyenléség mintajara konstrualt kifejezés segitségével.

ekl JE T S Sl
~B 3l 8 o]~ 6.8 53[0 s, s
~phbtllish £ ) [e eafiabd
= 9563)l 77 1
~[35 53] [13 5 % e[ 65 _s3l[10F L s
s ]
= de gl gt
135 e a3 % 7 ][ 6 3]0 %]
S A | e B

Ha az (A)* alatti egyenléség jobboldalan dllé negativ elgjelit
szorzalok elsé tényezdire a (A)* alatti formulat alkalmazzuk
egy oly (B)* alatti egyenlGségrendszert nyeriink, melyb6l a

[3_2’ g’ g] -tol a [125 l?f g] -ig terjeds tizenkét Kkifejezést
‘csupa [ma o

® 1y, z] alaki kifejezés racionalis egész fiiggvénye
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gyanant fejezhetjiik ki. Ha ez utobbiakat az (4)* alatti egyen-
16ségbe behelyettesitjik, az [mg zg
I:mg:” Z, 3 alaku kifejezés racionalis egész fliggvénye gyanant

allitottuk elé.

] alaku kifejezést esupa
Arany Ddniel.

VERALLGEMEINERUNG DES PROBLEMS DER
SPIELDAUER FUR DEN FALL VON 3 SPIELERN.

Verfasser berichtet in gedriingter Kiirze iiber das Resultat der bis-
heriger Methoden zur Ligsung des Problems der Spieldauer und zeigt
an einem Zahlenbeispiel — Formel (A) — wie Letztere auf den Fall
von 3 Spiclern — durch Formel (4% — verallgemeinert werden kann*

Das durch die beiden Formeln charakterisierte Verfahren stammt
von A. M. Ampere her, der dassalbe in den «Considérations sur la
théorie mathématique du jew» — Lyon et Paris, An 11—1802 —
bekannt giebt. (Seite 27—28, Artikel 51, Formel 13.)

D. Arany.
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TARSULATI ELET.

Az 1926—27. tarsulati évben a rendes eléadoé
uléseken megtartott eldadasaink.

1926 nov. 4. A mathematikai és fizikai tanuléversenyek eredményei-
nek kihirdetése, Kirscuix Jozser: Feladatok a végtelen sakktdbldn ;
1926 nov. 18. Scmrovr IsrvAn: Hydromechanikai probléma I ; 1926
dee. 2. Rané Tisor: A felszinmérésrél, Nagy Jézser : A német egyetemek
szerepe a fizikus tandrok képzésében; 1927 jan. 27. Orrvay Ruporr:
A de Broglie—Schridinger-féle hullimmechanikdrél ; 1927 febr. 10.
Sziics Aporr : A hdrmas integrdlok varidcidjérol, AxpErké AUuriL: A levegd
éjjeli lehiilésének fiiggvényérol ; 1927 febr. 24. Scaropr Istvin : Hydro-
mechanikai probléma I, Kowmie¢ Dines: A sakk és hasonld jatékok
mathematikai elméletéhez; 1927 mdrc. 10. Sracué Tieor: Fiiggvények
asymptotikus kifejtése ; 1927 marc. 24. Csiszir Evemir: Az tij kvantum-
elmélet és alkalmazdsai, Vaiké Isrvin: A projektiv sik bizonyos leképe-
zéseir6l; 1927 apr. 7. Gyvrar Zourin : Fényelektromos vizsgdlatok ront-
genezett koson, Ferencz Zorrin : Vizsgdlatok az dltaldnos trigonometrikus
sorok summabilitdsarol; 1927 apr. 21. Hans Perrersson (Wien) : Uber
Atomzertrimmerung; 1927 mdaj. 12. Feux Eurexuarr (Wien) : Fir
und wider das Elektron.

«EOtvos Lorand Mathemaltikai és Physikai
Tarsulat» 1926. évi zarszamadasa.

4) Bevételék :

Korona f Peng6 f

1. Mult évi zdrszdmaddsi maradvény :
a)-keészpénzbens oo S22 S noeE e nie o - 018;459 4908
b) takarékbetétekben . - .. = .= .- .16.903,543— 135227
9. Hitralékos tagdijakbol . _ _ _ 2.549,500— 20396
3. Foly6 évi tagdijakbol .. .. .. . _  7.864,500— 629°16
4. Segélyek és kamatok .. . _ . . 27.407,600— 219261
Heeyegyesekbol sttt i o e e 222,000 — 17-76

Osszesen: . . 55.560,602— 4444-84
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B) Kiadasok:

107

1. Betétek : Korona f Pengd f
@) Leszdamitolé Bankban.. . _ .. . 13.875,000— 1110—

b) Postatakarékpénztdrban.. . . _  1.114,023— 8912

9. Iréi tissteletdj . .. . . .. . - 4375,000— 350~—
U T e S S e A OO T L 2337-97
& xhediciOt s s s A e S - e 380 (10— 3057
B P0IBT e S g e i 951,800"— 7614
Boadatalom. & e it v e - st S O00000 = 80—
T Meghivékigth o ot B2 e Sha e 93,856,690~ 30853
8. Maradvény készpénzben . . _ . . 781'459— 6251
Osszesen: . _. 55.560,602— 444484

Nagy Jozsef

Atnéztitk és rendben taldltuk :
Budapest, 1927 mdjus 12.

-Bogyo Samu, Ratz Laszlo, br. Harkanyi Béla
szdmvizsgaldk.

pénztiros.
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1. §. A véletlen és a valoszindségek tirgyaldsandl mar kez-
detben nagy nehézségek meriiltek fel, melyek maig sinesenek
teljesen tisztazva.
talaljuk (1711); szerinte valamely esemény bekovetkezésének a
valosziniisége olyan toért, melynek szdmldléja egyenlé az ese-
meény bhekovetkezésére kedvezd lehetdségek szamadval, nevezdje
pedig az oOsszes lehetéségek szamaval, feltéve, hogy ezek a
lehetéségek mind egyenlGen valosziniek.

Az utébbi kikotés rendkiviil fontos, nélkiile minden esemény
valoszintiségét egy félnek lehetne mindsiteni azon az alapon,
hogy két lehetéség van, vagy bekovetkezik az esemény vagy
nem, és ezek koziil az egyik kedvezé.

Definialni kell tehat az egyenlden waldszinii lehetoségeket.
A valoszintségszamitas elsé kutatoi szerint akkor tekintjiik a
lehetoségeket egyenléen valoszintieknek, ha semmi okot sem
ismeriink, amelynek folytdn egyik lehetéség inkabb bekovetkez-
hetnék, mint a masik. Ez az okok hidnydnak elve. Valamely
esemény bekovetkezésének valoszinisége tehat mds és mas lesz,
a szerint, amint tobbet vagy kevesebbet tudunk az esemény
okairgl. E definicio teljesen szubjektiv.

A filozofusok koziill sokan megkisérelték az egyenlé valo-

szinliségeket objektiv médon definidlni, ez azonban nem sike-
riilt ; ma is az okok hianydnak elvén allunk.
Nemesak a valoszintség definicioja adott filozofiai vitakra

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV. 3
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alkalmat, hanem tgyszolvan minden egyes valészintiségi tétel,
melyet kiillon-kiilon kivantak igazolni. A legnagyobb zavart
azonban a mathematikai valészinliség, a tapasztalati valoszinti-
ség és a filozofiai valosziniség vagy valosziniségi itélet dssze-
zavarasa okozta. Legjobb eldszor definidlni az elvont mathe-
matikai valosziniiséget és levezetni annak 0&sszes tételeit, me-
lyekhez ilyforman nem férhet kétség; azutdn definialni a ta-

A tapasztalati valoszintiséget mathematikai valoszintiséggel
fogjuk megkozelitéleg interpretalni. A valoszintiségi itéletet vagy
mult tapasztalati valoszintliségekre vagy pedig az egyenléen
valoszini lehet6ségek szubjektiv definialdsa utan mathematikai
valoszintiségekre alapitjuk.

2. §. Mathemalikai wvalbsziniiséy a sokasag, osztaly vagy
halmaz fogalman nyugszik. Halmaz alatt bizonyos elemek 6sz-

szességét ertjiik. A halmazt kétfélekép hatdrozhatjuk meg.

[. Felsoroljuk a halmazhoz tartoz6 elemeket.

2 Szabalyt adunk, mely eldonti, hogy valamely elem a hal-
mazhoz tartozik-e vagy nem. Példaul azt mondjuk, hogy a hal-
maz elemei az 1000-nél kisebb pozitiv egész szamok.

A halmaz elemeinek szama lehet véges vagy végtelen. Vég-
telen halmazok koziil a kovetkezokel szoktdk targyalni: 1. meg-
szamlalhato halmazokat, ilyeneket képeznek példaul az egész
szamok, a paros szamok, a primszamok, a raciondlis tortek,
az algebrai szamok; 2. kontinuum szamossdgi halmazokat,
mint példaul a 0 és 1 kozott levé Osszes szamok vagy vala-
mely vonalon, négyzetben, vagy kockdban levé pontok soka-
saga; végre 3. kontinuum feletti szamossagi halmazokat, mint
példaul az egyviltozos fiiggvények sokasdga. A kdvetkezdkben
kizarolag véges halmazokrél lesz szo.

A halmazokat rendesen egy vagy tobb betiivel jel6ljik, pl. £,
A. AB stb. A halmaz elemeinek szamat pedig ugyanazzal a

‘betiivel fogjuk jelélni, mint a megfelel6 halmazt, csakhogy a

betiit zaro-jelbe tesszik, pl. (AB) jelenti az AB halmazhoz tar-
toz0 elemek szamat. /
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Két vagy tébb halmaz szorzata alatt dltalaban a kérdéses
halmazok kozos elemeibél alkotott halmazt értjilk: pl. az AB
halmaz elemei az A és a B halmazokhoz tartoznak ; a szorzasjel
ilyforman az és szot jelenti.

Két vagy tobb halmaz oOsszege alatt a kérdéses halmazok
valamennyi elemébol alkotott halmazt ertjikk; pl. A+B oly
halmaz, melynek elemei vagy az A, vagy a B, vagy mindkét
halmazhoz tartoznak: az Ossszeadasi jel tehat a vagy szonak
felel meg (inkluziv éttelemben). ;

Legyen

A.l+ﬁ1~2+' & +An — €5 AIAI =0 (7/ =ty /)»
ekkor a megfelelé elemszamok kozott a kovetkezo reldcio all fenn :
(A) + (A 4+ (Ay) = (B): ;

Zérussal jeloljik azt a halmazt, melynek nincs eleme.

Az osztalyozas elméletében az Gsszeadas- vagy szorzasjellel
osszekotott kifejezések kommutativ, asszocialiv és disztributiv
tulajdonsdagokkal birnak, mint arrol konnyen meggyoézoédhetiink.

Jeloljilk F-vel az oOsszes tekintetbe jové elemek halmazat.
Kett6s vagy dicholom osztalyozasnal az K halmaz elemeit két
osztalyra osztjuk, A-ra és a-ra, oly modon, hegy az K sokasag
minden eleme a két osztaly egyikéhez és csak az egyikéhez tar-
tozzék. Ezt az el6zék értelmében a kovetkezd egyenletekkel

fejezhetjik ki
Adi=0, A+ a=EFE.

Az els6 egyenletet tigy olvassuk, hogy nincsen oly elem, mely
gy az A, mint az a osztalyhoz tartozik; a masodikat, hogy az
E halmaz barmely eleme sziikségkép vagy az A vagy az a osztaly-
hoz tartozik.

A H halmaznak az [/ halmazra vonatkoztatott valoszinisége
alatt a p = (HF)/(F) tortet értjik vagyis a két halmaz ko6zos
elemeinek szdmat osztva az I halmaz elemeinek szamaval:
ezt ugy is fejezhetjik ki, hogy p a valosziniisége annak, hogy
az F halmaz valamely eleme a H halmazhoz tarlozzék.

{*
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Ha a H halmaz minden eleme az ' halmazhoz tartozik,
akkor HF = H és p = (H)/(F).

E definiciobdl kiindulva le lehet vezetni az Osszes valoszi-
niiségi tételeket. A mathematikai valoszinlségszamitds tehat
halmazok elemeinek megszamlédldsaval foglalkozik; ez, ha a hal-
mazok szabaly dltal vannak adva, sokszor igen bonyolult. To-
vabbi feladata a valoszintiségszamitasnak két adott halmaz valo-
szintliségéb6l mas velok kapesolatos halmazok valoszintiségét
kiszamitani. _

A mathemalikai valosziniség specidlis eselei: Ha (H)-— 0,
akkor p — 0.. Ha (i) — (F') akkor p = 1. Altaldban 0<p=<I.
Ha 7-val jeloljik a kiegészité halmazt vagyis azt a halmazt,
amelyre nézve » |- H = F, és »pH—0, akkor a kiegészits valo-
szinlseg, g =1 —%Pp.

3. §. Tapasztalati vagy objektiv valdsziniiség. Ha valamely
tinemény n észlelés kozott v-szor fordult eld, akkor a tiine-
mény tapasztalati valoszintisége alatt a v/n tortet értjiik. Ha
n, észlelést végeztiink volna, akkor a megfeleld v,/n, valoszintiség
nem lett volna teljesen egyenld az el6bbivel. Azonban, ha n és
n, igen nagyok, akkor kozottik az eltérés rendesen kicsiny.

Téves az a nézet, hogy ha az észlelések szamat noveljik,
a tapasztalati valoszinliség hatdrérték felé kozeledik ; tapaszta-
latilag ezt nem igazolhatjuk, mert ahhoz véglelen sok észlelést
kellene végezni; elméleti okoskodasokkal pedig tapasztalati tényt
igazolni nem lehet. Kiilénben is a tapasztalat mutatja, hogy
hosszabb észlelési sorozatokban a tapasztalati val6sziniiségek
ingadozasa nem csokken.

Példdl tapasztalati valoszindségre. Megfigyeltiink Budapes-
ten n = 10,957 napot, ezek kozétt csapadékos volt v=—3120 nap ;
kovetkezéleg a csapadékos nap valosziniisége

v/n = 3120/10957 — 0°285.
Franciaorsziagban bizonyos id6szakban az élve sziiléttek

szama n = 734,449 volt, ezek koziil v — 378,241 fia; a fiu-
sziiletés tapasztalati valoszintsége tehat v/n — 0°5150.
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Eletbenmaradasi valosziniiségek Magyarorszagon 1900-ban :
10,000 ajszialott fin kozial a 20-adik évét elérte 5921, tehat
y/n — 05921 ; a hatvanadikat 3462, tehat ekkor v/n = 0-3462.

Ez egyszerii esetekben a tapasztalati valosziniséget ponto-
san lehet mathematikai valészintiségekkel interpretilni, ha el-
fogadjuk, hogy az oGsszes észlelések alkotjék az F' halmaz ele-
meit, a kedvezé észlelések pedig az a H halmaz elemeit.

Ha toébb észlelési sorozat dall rendelkezésiinkre, akkor a meg-
felelé tapasztalati valészintiségek rendesen kiillonbozok. 1ly ese-
tekben mathematikai valdszintség gyanant rendesen a tapasz-
talati valoszintiségek dtlagdt fogadjuk el. Ha sok szorzattal
rendelkeziink, akkor meghatdrozhatjuk azt a torvényt, amely a
tapasztalati valoszintiségek megoszlasat atlaguk koril kifejezi.
A nyert térvényb6l azutan kovetkeztethetiink arra, hogy cél-
szerii-e a mathematikai valosziniiséget a sorozatokban dllando-
nak fogadni el (Berwourri sorozatok):; ha igen, akkor minden
észlelési eredmény fiiggetlennek tekintheté az el6z6 észielési
eredményektd]l és a mathematikai valoszintiség a sorozatokban
nem valtozik (nines szekuldris valtozas); esetleg azonban jobb
a mathematikai. valoszintiséget minden sorozatban allandonak
tekinteni, azonban sorozatonként valtozonak (Lexis sorozatok).
Kz esetben is fiiggetlenek az észlelések egymastol, azonban a
mathematikai valosziniliségnek van szekuléaris vialtozasa. Végre
szélszertibb lehet a mathematikai valészintiséget ingadozonak
tekinteni magukban a sorozatokban, azonban szekularis vél-
tozasok nélkil (Poisson sorozatok); ez esetben az észlelési ered-
ményeket az elézoktol fliggéknek tekinthetjiik. A fiiggés tor-
vényszertiségének meghatarozasa ilyenkor nagy fontossaggal bir.

&. §. A valdsziniiségi itélet pusztin kifejezése varakozasunk
mérvének valamely esemény bekovetkezését illetéleg. Azt tekint-
hetjiik lehetetlennek, csaknem lehetetlennek, igen kétesnek, kétes
nek, valoszininek, nagyon valoszintinek, csaknem bizonyosnak,
vagy bizonyosnak. A mathematikai és tapasztalati valoszintse-
geknek megfeleloleg a lehetetlenséget zérussal, a bizonyossagot
I-gyel fogjuk jelolni, a tobbi eseteket pedig egy oly valodi



TN T T TR

114 " JORDAN KAROLY.

torttel, mely anndal nagyobb, mennél jobban megkozeliti a valo-
szindség a bizonyossdgot és anndl kisebb mennél kozelebb all
a lehetetlenséghez.

talati észleléseken vagy mathematikai valoszintiségi okoskoda-
sokon alapszik.

Ha azt mondjuk, hogy valaminek a valoszintsége p, az alatt
azt értjik, hogy ha az észlelések szama n elég nagy, akkor a
kedvezé esetek szama meggy6zédéstunk szerint koriilbeldl egyenlé
lesz np-vel. Kz az ugynevezett empirikus posztuldatum.

Példaul az emlitett tapasztalati valoszintiségre tamaszkodva
a csapadékos nap valdszintiségét p — 0°285-nek fogadjuk el és
azt varjuk, hogy pl. a jové évben a csapadékos napok szama
koriilbeliil 365p legyen. Ha ebben nem csalodunk, akkor azt
mondjuk, hogy a meteorologiai helyzet normalis volt.

Egy adott kockaval példaul 6000 dobds kozill 990-szer kap-
tunk 6-ost, v/n — 33/200. Ezt a 6-os dobas valoszintiségének,
p-nek elfogadva, azt varjuk, hogy a jovében pl. 4000 dobas
kozott korilbeliil 4000p = 66 esetben kapunk hatost.

Mathematikai valosziniiségre alapitott valoszintségi itélet
esetén az I’ halmaz elemeinek az egyenldnek tartott Osszes
ehetiségeket, a H halmaz elemeinek pedig a kedvez6 leheto-
ségeket fogadjuk el.

Valamely kockdval valo dobds leheté eredményei 1,2, 3,4, 5
és 6; ha ezeket a lehetdségeket egyenléen valdszintinek tart-
juk, akkor azokat tekinthetjiik az I halmaz elemeinek; ha a
hatos a kedvez6 dobds, akkor a H halmaz egy elembdl, a ha-
toshol dll; a mathematikai valoszintiség /6. Erre tamaszkodva
azt varjuk, hogy a jovében pl. 3000 dobds kozott koriilbeliil
500-szor mutatkozzék a hatos; ha ez nem kovetkeznék be, ugy
azt mondanank, hogy a kocka nem volt szimetrikus, aminek
kovetkeztében az egyenlden valoszinii lehetéségeket nem defi-
nialtuk helyesen.

Az el6z6kbol kovetkezik, hogy minden alkalmazott valészini-
ség szuhjektiv valoszintségi itélet, mely tudasunk allapotatol fiigg.
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5. § A mathematikai valosziniiséqi tetelel levezetése.
Osszuk fel az K halmazt az el6zék értelmében A és a osz-
talyra, ugy hogy

A4+ a=E, Aa=0, tehat (A4)+ (o) = (£). (1)

Feloszthatjuk ezenkiviil még az K halmazt més szempontok-
bol is, pl. a B és f osztalyokra. Az el6z6 jelolések szerint

B+ B8 =E, B8=0 tehat (B)-} (B = (E). (2)

Annak a valésziniisége, hogy az I sokasdg valamely eleme
a B sokasighoz is tartozzék, definicionk értelmében (B)/(E).

Osztalyozhatjuk az E sokasigot egyidejileg két szempont-
bol is: ekkor mar négy osztalyt kell tekintetbe venni aszerint,
amint az elemek az A és a B osztalyokhoz tehdat az AB osz-
talyhoz, vagy az AB vagy az aB vagy az of osztilyhoz tartoz-
nak. Az ily beosztast mdsodrendii kettds osztalyozisnak nevez-
ziik. Ekkor

AB+AB+aB+aef =FE ¢és AB.Af = 0 stb.,
tehat
(AB) + (Ap) + (eB) 4 (ap) = (E) (3)

A fenti osztalyokat azon formalizmus révén is megkaphat-

juk, hogy alkalmazzuk a disztributiv torvényt az

(A+a)(B+ p) = E*

egyenleten és figyelembe vessziik, hogy az osztalyozas vazolt
elmélete szerint £" = E.
Irjuk fel még a kovetkezo egyenleteket

AP+AB= A(B+B =AE—A, aB+AB=EB=B; ()

ugyanis, minthogy az A halmaz minden eleme FE-hez tartozik,
tehat AE = A és hasonloképpen B esetén is.

Az elsé egyenlet annyit jelent, hogy az A halmaz barmely
eleme vagy az Ap vagy az ADB osztdlyhoz tartozik: a mdsodik,

£1
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hogy a B sokasag barmely eleme vagy az «B vagy az AB osz-
talyhoz tartozik.

A harmadrendd kettés osztalyozast megkapjuk, ha alkalmaz-
zuk a disztributiv térvényt az alibbi egyenletben

A+ a)(B+ 8 (C+ )= E*=E.

Hasonloképen kapniank meg az n-edrendi kettés osztilyo-
zas osztalyait. ,

Ha A azt a részhalmazat jelenti /-nek, amelyben az elemek
valamely hatarozott tulajdonsdggal birnak, akkor « azon elemek
halmaza, amelyek e tulajdonsag hijaval vannak, ezért szokas az
a osztalyt negativ osztdlynak nevezni; altalaban a negativ osz-
talyokat gorog betiivel szokas jelezni. Természetesen a tulaj-
donsag definicigjatol fiigg, hogy a két .egymast kiegészité tulaj-
donsag koziil, melyiket tekintjiilk negativnak. Valamely tobb
betiivel jel6lt halmazt negativ osztalynak tekintjiik akkor, ha
jelolésében egy vagy tobb gorog betd fordul eld.

A negativ osztilyok elemeinek szamdat konnyen kifejezhetjiik
a pozitiv osztalyok elemeinek szamaval, példaul (1) és (2)-bél

(@) = (k) —(4), (B)=(K)—(B);
hasonloképpen a masodrendtiekét (3) és (4)-hol

(@B) = (B)— (AB) & (A8 = (A)  (AB), i
(@) — (I) — (A)— (B) + (AB). ©

Az elébbiek allalanositasakép legyenek adva i =1, 2, 3,... n-re
az aldbbi egyenletek :

A‘i —+ a; == /L‘, Aiai = O, (6}
ekkor k' a kovetkez6 modon oszthaté n-edrendd osztélyokra:

E=AA,.. A, +aA, A+ Aa, . Ay+---+
+ aa,d,.. Ap 4+ 2y, .. an.

A negativ osztalyok gyakorisagat ez esetben is kifejezhetjik az
n-edrendli és az alacsonyabbrendi pozitiv osztilyok gyakori-
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sagai segelyével ugyantgy, mint ahogy az a masodrendi osz-
talyezasnal tortént (5).

Gyorsabban célhoz ériink azonban az alabbi szimbolikus el-
jarassal, melyrdl bebizonyithato, hogy ugyanarra az eredményre
vezet, mint a fenti eliminaciora alapitott modszer.

. I. A (6) egyenletekre tamaszkodva irjuk fel a (::su/)ct, a-bol
dlle n-edrendii osztdalyt tgy, hogy a; helyébe [/ A;-t irunk

04y . 0y = (K—A) (K— A,)...(K —A4,).

Alkalmazzuk erre a kifejezésre is szimbolikusan az Gsszegekre
és szorzatokra érvényes disztributiv térvényt, megjegyezve, hogy
k= FK és FA; = A;. Ekkor

ditals iy =TS A T I A~ DA A A A A D

ahol a szummdciok az A,,... 4, mennyiségek meghatarozott

dok ki.

Végre (7)-b6l ugyancsak szimbolikus eljarassal megkapjuk a
megfelelé elemek szamat, ha ez egyenletben XA, ... A, helyett
a X(A,...A)) kifejezést irjuk. Az eredmény a kovetkezd

(atty. . .an) = (B)—2 (A;) + 2 (A;4j) —-- -+ (—1)" (A,A,Z. Ayp). (8)

Il. Az n~-edrendii osztdlyok, melyekben csak eqy A szerepel,
a kévetkezolk :

O Oy A o — A (B—A4A) (F—A4Ay).. (E—A,) ;

a disztributiv torvény szimbolikns alkalmazésa utan az

.l;.li. Slp =4 i——AiZ"A,J,—AiZ"AvA.u—- sort (— 1)"_1A1A2. s

Uillys.-

egyenléség keletkezik. E képletben a 3" jel ugy értends, hogy
a szummaiciot az A,,... A, mennyiségek azon megfelelé kom-
bindcioira kell alkalmazni, melyekb6l A; hianyzik. Ha a fenti
egyenlet mindkét oldalat valamennyi i-re Osszegezziik, akkor
kapjuk, hogy




118 JORDAN KAROLY.

3]

Z'alaz. z AL N/ P ZA,' e ( "_l) )A'A.;Al/-‘}- ( 1 ) ZA,'AJ'A,'. =

n

Al e o

s ( f | ZAA; A8 4 ( X
[tt a szummaciok az A,...A4, mennyiségek valamennyi meg-
felelé kombindciéjara értendék. Az eredmény azoknak az osz-
talyoknak osszege, amelyeknek jelolése csak egy A;-t tartalmaz.
Végre belathato, hogy itt is agy kapjuk a megfelel6 elemek
szamat, hogy zarojelbe tessziik a fenti kifejezéseket:

9
Z(ll_lll.:.. ¥ .A.,‘. ‘ .ll.n) = Z(Ai) e ( ; )2(;&1{,‘) -

n
1

3 9)
+ ( .i )2(1"\[144,‘11/.-‘ ———(—1\"( )(A]A,z...:'ln). &

Hasonloképpen kapjuk azoknak az elemeknek szamat, ame-
lyeket két pozitiv tulajdonsdg jellemez :

3 (a0 Aoy o) = Z(AA) (5 ) 2l de) +

o w

4 7" - a9
o ( : ) S(AiAAA) — -+ (,_l)n( A )(AilAz. P

Végre azon n-edrendii osztilyok elemeinek szdmat, mely osz-
talyokat v pozitiv és n—v negativ tulajdonsdig jellemez, az alabbi
képlet adja:

o0, i AR, S ) = S AA S A —

v+2

v

| 2 64,4, Avrg) — 4 (11)

i
_ﬂ(vﬂ‘: )z(l.n,‘;t,_,...‘x,,ﬂ)f(\

+(—1p=| ;’) (Ai4,.. . AL

6. §. Az AB halmaznak az [ halmazra vonatkoztatott valé-
szinliségét, az (AB)/(L) mennyiséget, maskép is lehet kifejezni.
Az el6zok értelmében annak a valoszintisége, hogy az A
halmaz egy eleme B-hez is tartozik (AB)/(A); tovabba annak
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a valoszintsége, hogy a B halmaz egy eleme az A halmazhoz
is tartozik (AB)/(B). Irjuk fel a kovetkezd identitast
(4B) _ (4) (AB) . (B) (4B)

(EY - YTy B TH

(I

Ez az els6 valoszintiségi fététel. mely szerint annak a valo-
szintisége, hogy az K halmaz valamely eleme gy az A, mint
a B halmazhoz tartozik egyenlé annak a valoszintiségével,
hogy az I/ halmaz valamely eleme az A halmazhoz tartozik,
szorozva annak a valosziniségével, hogy az A halmaz valamely
eleme B-hez is tartozik.

Ha valamely kettés esemény valosziniiségét kivanjuk mathe-
matikai valoszintiséggel interpretalni, akkor az (I) képlet értel-
fnében azt egyszerii események valosziniiségével is kifejezhet-
jik. Ebben rejlik a tétel fonltossaga.

Ez esetben az [/ halmaz elemeit a kettés esemény egyen-
16en valdszinti lehetségei képezik. Az A halmaz elemei ezek
koziil azok, melyek az els eseményre kedvezéek; a B halmaz
elemei pedig a masodikra kedvezdek. Annak a valoszinisége,
hogy a kettds esemény koziil az elso legyen kedvezo (A)/(K).
Ezt a valoszintiséget lehet még interpretalni. Egy oly I, hal-
maz segélyével, melynek elemei az egyszeri eseményre ked-
vez$ egyenloen. valoszinii lehetéségek. A kedvezO lehetdségek
halmaza ekkor AF, és az egyszerti esemény valoszinisége

(AF)/F).
(AF) . Q)
Fy - (E)

Ennél az eljarisnal azonban tgyelni kell arra, hogy az a
hipotézis, melynek alapjan definialtuk a kettés eseményre vo-
natkozé egyenl6en valoszinli lehetéségeket (az £ halmaz ele-
meit) ne legyen ellentmonddsban a masodik hipotézissel, mely
meghatarozza az egyszerli eseményre vonatkozo egyenléen valo-
szinti lehetéségeket (az I, halmaz elemeit).

A fenti egyenlet érvényességére sziikséges, hogy az utobbi
hipotézis az elsének kovetkezménye legyen.

TR
bty
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Az (1) képletben szerepel még a masodik esemény kedvezd-
ségének valoszintisége az esetben, ha az els6 esemény kedvezé
volt, vagyis (AB)/(A). Ezt a valosziniiséget is lehet egy egy-
szer esemény kedveziségének valdszintségével Kkifejezni. Le-
gyenek az F,, halmaz elemei a m&sodik eseménynek — az elsé
esemény kedvezo bekovetkezése utani — egyenléen valoszint
lehetéségei; a BI,, halmaz elemei ekkor az ezek kozil a ma-
sodik eseményre kedvezé lehetdségek. Ha az wijabb egyenléen
valoszinii lehetoségekre vonatkozo hipotézis kévetkezménye az
£ halmaz alkalmazisandl elfogadott egyenlden val6szind lehe-
toségek hipotézisének, akkor

(BFy)  (AB)

(B A

Az (I) képlet jobboldalin szerepld, Osszetett eseményre vo-
natkozo valoszintliségeket, tehat egyszert események valdszinii-
ségeire vezettiik vissza.

(AB) _ (AF) (BFy

& ) () 4D

Az (AB)/(k) osszetett valosziniséget igy az (AB) és (k) sza-
mok ismerete nélkiil kapjuk meg, ami bonyolult esetekben el6-
nyos. Kiilonosen dll ez a késébb targyalando n-szeresen ossze-
tett események valoszinliségének meghatirozasanal.

Példa. Adva van egy 32 lapbol allo magyar kartya csomag ;
huizzunk ki beléle egymas utdn két lapot és hatdrozzuk meg
annak a valoszintségét, hogy mind a ketté vords legyen; fel-
téve, hogy barmely kettés huzas egyenléen valoszinf.

Ez az egyszeri példa, valamint a kovetkezék is csak meg-
vilagitani kivanjdk a kovetett eljardst, ugyanis e példak esetén
az Osszetett esemény valoszintiségét ép oly konnyi kiszamitani,
mint az egyszerli eseményekét.

A jelen példiaban az Osszes lehetéségek [~ halmazdnak ele-
mei gyanant az 1, 2, 3,... 32 szamok masodrendi varidciot kell
definialni, (~)= 32.31. Azoknak a variiacioknak a szama, me-
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lyekben az elsé elem voros lapnak felel meg (A) — 8.31; ez az
elsé huziasra kedvezd lehet6ségek halmaza.

Minthogy szimmetria okokbol azoknak a varidcioknak a szama,
melyekben az elsé elem kedvezd, egyenlé azoknak a varidciok-
nak a szdmaval, melyekben a masodik elem kedvezd,

(4) = (B).

A mindkét huzasra kedvezd lehetéségek halmaza AB, ennek
elemei az 1, 2, 3,... 8 szamok masodrend(i varidcioi; tehat
{AB) =8.7 és az (I) képlet értelmében (AB)/(K)= 8.7/32.31.

Abbol, hogy barmely két lap kihtzdsa egyenléen valészind,
sziikségkép kovetkezik, hogy az elsé huzasnal barmely lap ki-
huzdsa szintén egyenléen valoszint; erre tamaszkodva az els6
hazasnil az Osszes lehetéségek halmaza K, az 1,2, 3,...32
szambol dll; a kedvezé lehet6ségek halmaza AF, pedig az
1, 2,... 8 szambol. Kévetkezéleg annak a valdszintisége. hogy

az elsé huzas kedvezo legyen
(AF)/(F,) = 8/32.

A mdsodik huzasnal az Osszes egyenléen valoszini leheto-
ségek halmazat F-t az 1, 2, 3,...31 szamok alkotjak. Az K
halmaz esetén elfogadott hipotézishél kovetkezik ugyanis, hogy
a masodik hizasnal a fennmarado 31 lap koziil barmelyik egyen-
l6en valoszinti. A kedvez6 lehetéségek halmazat BF|,-t az
1, 2, 3,... 7 szamok alkotjak, ugyanis miutin az elsé huzasnal
voros lapot huztunk, a fennmarado lapok kozott mar csak 7 vo-
ros marad. Annak a valészintisége, hogy a masodik lap kedvez6
legyen, ha az elsé kedvezd volt, e szerint (BF,,)/(F,,) — 7/31.

Végre annak a valésziniisége, hogy mindketté kedvezo legyen,
(12) értelmében (AB)/(K) — 8.7/32.31.

Specidlis eset. Ha a B halmaz valészintlisége az A, az « és az
F halmazokban ugyanaz, azaz ha

(AB) (aB) (B)

()@ AR
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akkor azt mondjuk, hogy az .1 és a B halmazok fiiggetlenek
az I halmazban; ilyenkor az (1) tétel igy alakul:
(AB) tA). (D)

B ). (B I
B B ) i

Bz az dsszelett valdszimiségi télel, amely szerint az AB hal-
maz valoszintisége az /. sokasdgban annyi, mint az A halmaz
valoszintisége az [ sokasagban szorozva a B halmaz valészini-
ségével az [ sokasaban.

Példa. Az els6 urnaban van egy voros és egy fekete golyo,
a masodikban egy voros és két fekete. Mi a valészintisége an-
nak, hogy mindpnikbél egy golyot huzva, mindketté voros le-
gyen, feltéve, hogy barmely golyo kihiazdsa egyenléen valdszinti.

Ez esetben a kett6s huzasra vonatkozo Osszes lehetéségek
halmazanak elemei /-nek wvv,, uf,, vfy fvys ffi és ffo- E hat
elem koéziil csak egy, a wvv, kedvez6. (AB)=1 és (K)—=6; a
keresett valosziniiség (AB)/(K)=1/6 ; tovabba (4) =3 és (B)=2,
tehat (A)/(K) =3/6 és (B)/(K)—=2/6. A harom utobbi valo-
szinliség eleget tesz az (I') egyenletnek, az egyes huzasok egy-
masto6l fiiggetlenek. N

Az elsé hizis lehetdségeinek megfelelé F, halmaz elemei
v és [ kozottik egy kedvezd. Kovetkezéleg annak a valdszinii-
sége, hogy az elsé hazas kedvezé legyen (AF)/(F)) — 3.

A masodik “huzds lehetoségeinek megfelelo [, halmaz
elemei v, [, és [, melyek koziil egy kedvez6, kovetkezéleg an-
nak a valosziniisége, hogy a masodik hutzds kedvezo legyen
F/(F,,) = 1/3. Végre a keresett valoszintiség (12) értelmében
(AB)/(A) = 1/6, ugyanis az k, F,, és F, halmazok alkalmazisa-
nal definialt egyenléen valoszinti lehetdségek kompatibilisek.

7. § A (4) képletek értelmében

(AB) + (aB) = (A) + (B) — 2 (AB),

felirhatjuk tehat a kovetkezé identitdst

AD+@B 4 B, AB)
o ) ®Tm i m 4D
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Ez a mdsodil: valdszimiiséqi  fotétel, amely szerint annak a
valosziniisége, hogy az K halmaz valamely eleme wvagy az A
vagy a B halmazhoz tartozzék, egyenlé annak a valoszintisé-
gével, hogy az A halmazhoz tartozzék, hozzaadva annak a
valoszintiségét, hogy a B halmazhoz tartozzék és levonva két-
szer annak a valoszintiségét, hogy az AF halmazhoz tartozzék.

Ez a képlet foként akkor hasznos, ha alkalmazott valo-
szinliségszamitas esetén a jobboldali valosziniiségeket F£-nél
egyszertibb halmazokkal fejezziik Kki.

Hatarozzuk meg a (I1) képlettel valamely kettds esemény
valosziniségét. Legyenek az K, A, B, I, és F|, halmazok jelen-
téségei ugyanazok, mint a 6. §-ban. Legyenek ezenkivill még
az F, halmaz elemei a masodik eseményre kedvezo egyenléen
valoszini lehetéségek, tekintet nélkil az elsé eseményre. Ha
az alkalmazott hipotézis kompatibilis az £ halmaznal elfoga-
dott hipotézissel, akkor

(B) . (BF))
-

és a (I1) képlet az alabbi alakot veszi fel:

(49 + @B (AF) . (BF) , (AF) (BE,)

() 35 A MRS iy | ST T

.5 (13)
Példa. ¥gy urnaban van két vords és harom fekete golyo,
mi a valoszintisége annak, hogy két egymasutdan kihuzott golyo
koziill az egyik voros a masik fekete legyen; feltéve, hogy bar-
melyik golyo kihuizdsa egyenléen valoszinii.
alkotjak (E)=—5.4; ezek koziil az elsd huzasra kedvezo leheto-
ségek szama. (A) — 2.4. Szimmetriai okokbol a jelen esetben
is (A) = (B). A mindkét huzasra kedvezé lehetdségek szama
(AB) — 2; ennélfogva a keresett valoszintiség (1) szerint 3/5.
Ezt a valosziniiséget megkapjuk az I halmazok segélyével
is; F, elemei v,, vy, [y o [5 €zek kozill ketté kedvezo, tehat
annak a valoszintisége, hogy az els6é golyo kedvez6 legyen

%
1
ey | fﬁ

e W e
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(AF)/(F) = 2/5. Miutan (4) = (B) kovetkezéleg (BF,)/(F,) szin-
tén 2/5.

A jobboldali harmadik valoészintiség meghatdrozasara defi-
nialjuk még az [/, halmazt; feltéve, hogy az elsé htizas ked-
vez$ volt; I, elemei: v, f,, [, [ ezek kozil 1 kedvezo, tehat
(AF)/(F,) —1/4, végre a (13) képlet értelmében a keresett vals-
szintiség 3/5.

Specidlis esel. Teljes kizdrds alatt értjik, ha mindkét ese-

mény nem lehet egyszerre kedvezé AB — 0, vagyis ha az A
és B’halmazoknak nines kézés elemiik; ekkor (IT) igy alakul

(Af) + @B) _ (4)
(E) (E)

AB) :
+ (E) (1)

ez a teljes valosziniiségi tétel, mely szerint annak a valészini-
sége, hogy az I halmaz valamely eleme vagy az A vagy a B
halmazhoz tartozok egyenlé annak a valoszintségével, hogy az
K halmaz valamely eleme az A halmazhoz tartozzék, hozza-
adva annak a valoszintiségét, hogy az a B halmazhoz tar-
tozzék. : :

Példa. Kgy urnaban van egy voros golyo és harom fekete.
Egymis utan két goly6t huzunk ki, mi a valosziniisége annak,
hogy az egyik vorés a masik fekete legyen? Feltéve, hogy
minden golyé kihtuzasinak valészinlsége egyenlo. Az K hal-
pezik (F) — 4.3. Az elsé eseményre kedvezé lehetéségek szama
ezek kozil (A) =3; a masodikra (B) =3 (szimmetria). Olyan
lehetoség, mely mind a kettére kedvezd volna, nincs, (4AB) = 0
(teljes kizaras). Kovetkezdleg a (II') képlet értelmében a kere-
sett valoszintiség 3.

Hatarozzuk azt még meg az F halmazokkal. Az /| halmaz
elemei az els6 eseményre vonatkoztatott egyenléen valo-
szint lehetéségek: v, [, f,, [;; miutdn koézottik egy kedvezd,
(AF)/(F,) =1/4. Tekintve, hogy (4) = (B), tehat (BF,)/(F)) is 1/4.
Végre a keresett valoszintiség 1/2.

8. §. Az els6 valoszimiséq tétel alkalmazdsa n halmaz ese-

e e

£
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tére. Legyenek adva i@ — 1, 2, 3,..., n-re az A; és o; halmazok,
igyhogy
Aitai=E, Aii=0 és (4)+ (@)= (E)

annak a valosziniiségére, hogy az £ halmaz valamely eleme az
A, A,... Ay halmazok mindegyikéhez tartozzék, a kovetkezd
identitas érvényes

ks (A 1) (A.lAg (14114 21]_3) (AIAZABJ' AN

(k) EY Ry TAAY e (BA L A

(t)

A jobb oldalon dll annak a valoszintisége. hogy az I hal-
maz valamely eleme A,-hez tartozzék, szorozva annak a valo-
szintiségével, hogy az A, halmaz valamely eleme 4 ,A4,-hez tar-
tozzék, és igy tovabb. A tétel hasznossdga abban rejlik, hogy
alkalmazott valoszintiségek esetén a baloldali valoszintségeket
E-nél egyszeriibb halmazokkal is ki lehet szamitani.

Legyenek az /| halmaz elemei az els6 eseményre vonatkoz-
tatott egyenléen valoszinii lehetségek; F), elemei a masodikra
vonatkoztatottak feltéve, hogy az elsé eset kedvezé volt; /),
elemei a harmadik eseményre vonatkoztatott egyenléen valé-
szinti lehet6ségek feltéve, hogy az elsé két esemény kedvezé
volt; F,,,, elemei legyenek a negyedik eseményre vonatkoz-
tatottak feltéve, hogy az els6 harom esemény kedvezd volt és
és igy tovabb. A (II) képlet ekkor igy alakul

(A AL DAR)E (/h]’;) .7(:/_1217"172) : (A-aFm) :

R T AT RS

Példa, 32 kartyalapbol huzzunk ki négyet; mi a valoszini-
sége annak, hogy mind a négy also legyen feltéve, hogy bar-
mely lap kihtzdsa egyenléen valoszint ?

Az 0Osszes lehetoségek k' halmaza ez esetben a négyszeres
eseményre vonatkozik ; elemei az 1, 2, 3,... 32 szamok negyed-

Az A; részhalmaz elemei azok a mnegyedrendi varidciok, me-
lyekben az i-edik elem kedvezs. Az (I) képlethen szerepl6
Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV. 9
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(A, A,...) szamok kiszamitiasa ez eselben mar bonyodalmas ;
egyszertibb a kiviant valoszintiséget a (14) képlettel hatdrozni meg.
Az F, halmaznak van 32 eleme és kozottik 4 kedvezd; an-
nak a valoszintisége, hogy az elsé esemény kedvezo legyen,
ennélfogva 4/32. Az [, halmaznak 31 eleme van s kozottik
3 kedvez6; annak a valoszintisége, hogy a masodik esemény
kedvez6 legyen, ha az elsé kedvezé volt 3/31. Az F, hal-
maznak van 30 eleme és koztuk 2 kedvezd; tehat annak a
valoszintisége, hogy a harmadik esemény kedvezé legyen, ha
az els6 ketté kedvezé volt 2/30. Az [,,, halmaznak 29 eleme
van s kozottiik | kedvezd, annak a valdszintlisége, hogy a ne-
gyedik esemény. kedvezd legyen, ha az els6 harom kedvezd
volt: 1/29.
A keresett valoszintiség (14) értelmében e négy valoszintiség
szorzata, vagyis ss560-
Specidlis eset, fiiggetlenség. Legyen minden 1, j, /. [... ér-
téknél
A)  (A4d) AAAy) AN AGA
E) A A4y (4AA)

—... sth. (14"

Akkor (I) kovetkeztében

(Ay\z--“"n) S (“-1) . (Az) ‘ (‘4'3) (An) 3 ([I>
(E) (k) (E) (E) (K) :

Megjeqyzes. Czuger az (1) képlet érvényességére a kovetkezo
feltételeket allitotta fel:"

(Aid))  (Aig)  (49)
(4)) () (E)

(s = 20E0)

ezek a feltételek sziikségesek ugyan, de nem elegenddék.

Az (') képlet az dsszetett valdsziniiségi tétel alkalmazdsa
esetre.

9. §. A mdsodik valisziniiséqi tétel alkalmazasa n halmaz
esetére. Annak a valésziniisége, hogy az [ halmaz valamely

© "1 K. CzuBek: Wahrscheinlichkeitsrechnung I p. 48. Dritte Aufl, 1914.
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eleme az A,,4,,... A, halmazok egyikéhez és csak egyikéhez
tartozzék a kovetkezd

n
1
mg(alaz...ll;...an).
=1
Az a,0,...A;...a, osztalyok elemszdmainak Osszegét kifejez-
tik a (9) formulaval; kovetkezéleg a keresett valosziniiség

155
e m B (.‘ )— 23 (z’l;A‘j) + 32'(. 1.,-4111'11/‘) — 42(J ;“.,‘;1],;.‘.1) e

= (—D)r n(A,A4,...4,)]. (15)

Specidlis eset, teljes kizaras. Legyen minden % és j értéknél

P

Uy . -*"-'i- . .;‘J‘. «olp = 0,

ebbél kovetkezik, hogy 3 (A;4;) =0, ¥ (4;4,4;) — 0 stb. Tehat

N\ @)
— (E)

Ez a teljes valosziniségi tétel alkalmazésa n esetre.

10. §. Poincaré valdszindiségi télele megadja annak a valo-
sziniiségét, hogy az K halmaz valamely eleme az A, A,... 4,
halmazok legaldbl) eqyikéhez tartozzék. Ha ()-val jeldljuk an-
nak a val6szintségét, hogy az £ halmaz valamely eleme a fenti
halmazok egyikéhez se tartozzék, akkor a keresett valdszintiség
P=1— Q. Minthogy

‘I) A

()= TE1_> (50,7 < 105);

tovabba az a,a,...a, osztaly elemszamait kifejeztiilk a pozitiv
osztalyokéval a (8) képlet altal kovetkez6leg Poincart formnuldja :
.I' = (]T) [2(11,) "-2(1‘.‘ izl‘,') + Z(xh;lek) IR (* '*1)" (Alzl_) . .An).

11. §. Altalinos valdsziniiségi tétel. Annak a valoszintisége,
hogy az E halmaz valamely eleme az A, A, ... A, halmazok
kozil v és esak v halmazhoz tartozzék

I

L7

> ((llag. . .:1,'1441'3 . .xljr. . .(ln).

Ox
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A baloldalon levé dsszeget kifejeztiik a (13) képlettel agy, hogy

Abban az esetben, ha a valoszintiségek mind fiiggetlenek,
tovabba ha (4;)/(K) = p minden ¢ értékre nézve, akkor ez a
formula Bervouvrri tételét adja az ismétléses esetekre:

P= ( 7: )p"(l P

A (16) képlet nemcsak BernouLni tételének altaldnositasa
arra az esetre, ha a valosziniiségek nem figgetlenek, hanem
magaban foglalja a masodik valészintiségi f6tételt és Poincari
tételét is.

12, §. Legyen A a kedvezé lehetéségek halmaza, o a ked-
vez6tleneké. Osszuk fel az A halmazt t6bbszords osztilyozas-
sal (polytom) tigy, hogy

A + a = I’;, I}1+ .I)"~,+ I))a—f"'"‘i—])‘m = A, If;lf[‘ O,
ekkor felirhatjuk az alabbi identitast

(A) m (1}1)
() & a7

i=1

- Kz a teljes valdsziniiségi tétel egy masik alkalmazasa. Valamely
esemény ugyanis B,, B,...B,, kilonb6z6 moédokon johet létre,
melyek egymast kizarjak. Legyen p; a valészintisége annak,
hogy az esemény a 3; modon j6jjon létre, vagyis p; = (B)/(K).
Annak a valészintisége, hogy az esemény egyaltalin ‘létre joj-
jon, tekintet nélkiil létrejottének modjara, egyenld a kovetkezd

Osszeggel
B=:3n.,

Példu. Annak a valoszintisége, hogy két kockdval pdratlan
szamot dobjunk egyenlé a 3, 5, 7, 9 és 11-es dobasok valo-
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szintiségeinek osszegével, ha a kocka minden oldalat egyenléen
valoszintinek fogadjuk el.

13. §. Osszuk fel az A és az « halmazokat m osztalyra
(d + o = K) gy, hogy

b)l[))h St 0: Bl’Jf’ Hg_}— B3+ T Bm = A
BiBr=0, Bi+B.+pfs++Pu=a

Al

tovabba legyen B+ ;= ki és ennélfogva Xk, - K.
Irjuk fel a kovetkezé identitast

(11) s (\lﬂ‘ (lli‘i)wﬁl'r))i) §
() sl (1) )

i=1

(18)

az az osszetell és a teljes valoszintiségi tételek egyiittes alkal-
mazdsanak bizonyos esete. A kedvez6 eset kiilénbozo F,, K,... K,
modokon johet létre (vagy, ami ugyanaz, a B. B,,.... B, mo-
dokon) az K; mod valosziniisége w; — (K)/(EK); annak a valo-
szinlisége, hogy az esemény kedvez6 legyen az F; mod esetén,
pi = (B)/(K;); végre annak a valosziniisége, hogy az esemény
egyaltalan létre jojjonm :
P =3 ap;,

Példa. Az elsé6 urnaban csupa fekete golyo van, a masodik-
ban 1 fehér és m — 1 fekete,... az i-edikben ¢ 1 fehér és
m-—i+ 1 fekete, végre az m-+1-edikben csupa fehér van. Vi-
lasztunk egy urnat, htizunk beldle egy golyot. Annak a valo-
szintiségét, hogy az fehér legyen, a (18) képlet adja. A valasz-
tasnal valamennyi urnat egyenléen valdszintinek tekintve, inter-
pretalhatjuk azokat az FK; halmazokkal, melyek valosziniisége
ez esetben (L)/(F) = w; — 1/(m+1).

Az F; halmaz elemeinek szama m lesz és kozottik 71
kedvezo, tehal p;— (B;)/(}2;) = (i—1)/m és a keresett valoszintiség

m+1

,_2 o
s mm-+1 2

fom
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14. §. Az okok wvaldsziniiséqének tételei. Legyen A a ked-
vez6 lehetéségek halmaza, o a kedvezétleneké. A + a = K,
Aa = 0; osszuk fel az A halmazt részekre Ggy, hogy

BB e Bk S Bt BB ey,
Irjuk fel a kovetkezd identitast :

By (B
) ()

(By)
(K)’

12 (19)

jeloljiuk ps = (By/(l)-vel annak a valosziniiségét, hogy az K
halmaz valamely eleme B-hez tartozik, vagy alkalmazott valo-

szinliségszamitds esetén annak a valoszintiségét, hogy a ked-

vez6 eset a By modon jojjon létre. Ezek utan annak a valo-

szintlisége, hogy az A halmaz valamely eleme B;-hez tartozik

vagyis hogy az esemény a I3, modon jott légyen létre, a ko-

vetkez6 :

(B s ;

- 20
(A) Zps @0)

ez az okok valosziniiséqi tételének legegyszeriibb esete.

Peélda. Adva vanpak a 13. §. példajanak urndi; valasztot-
tunk egy urnat és huztunk beléle egy golyot, az fehér volt;
meghatdarozando annak a valoszintisége, hogy ez a goly6 az
¢-edik urnabol szarmazott légyen. Feltételezziik, hogy a valasz-
tasnal minden urna és az urnakban barmelyik golyo kihtzasa
egyenlden valoszinti.

Ez esetben p; = (i— 1)/m. A keresett valosziniiséget a (20)
képlet adja.

i—1 201 —1)
Ss—1) mm+1)

p=

15. §. Irjuk fel az alabbi identitast

(’3’,) i LI)),) (‘/’,v,') By (le. (/':N),

T RERR 5 TR A A

(21)

Ez ma'gaban foglalja az okok valoszimiiségenek dltalanos képletét.
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Jeloljiik p; = (By)/ki)-vel annak a valoszintiiségét, hogy az [
halmaz valamely eleme Di-hez tartozik és w; — (K)/(F)-vel an-
nak a val6szintiségét, hogy az K halmaz valamely eleme /-hez
tartozik. A (21) egyenldséget tehat igy irhatjuk:

(B)  epi

o A ; 99
@ — T &2

Példa. m urndban van egyenlé szamu fekete és fehér golyo ;
mindegyikbél huztunk egyet s azokat megnézés nélkil berak-
tuk egy kozos urndba. Ebbél htztunk egymdsutan v+p golyét
ugy, hogy a kihtzott golyét mindig visszatettiik a kévetkezo
huzas el6tt. v fehér és p fekete golyot kaptunk. Mi a valo-
sziniisége, hogy a kozos urnaban 7 fehér golyo volt, feltéve,
hogy az egyenléen valoszinii lehet6ségeket az el6bbi példa ese-
tén hasonloan definidljuk?

A huzasok el6tt annak a valoszintisége, hogy a kozos urni-
ban s fehér golyo legyen, w, — ( 7;2) (%)m; hogy ily urnébol
a fenti koriilmények kozott v fehér és p fekete golyot kapjunk,

i 2 ( v-l—/l

) s (m — s)*/mr +e.

Végre a htizasok utin a valdszintisége, hogy az urnaban 1@
fehér golyd legyen, (22) értelmében ’

By (7,7; ) © (m—1),

4 5 ( ,"7: ) ST (1M—8)u :

Megjeqyzés. Mivel (B;) = (l;A), azért a (22) valészintiséget
igy is lehet irni (K;A)/(4), vagyis ez egyattal annak a valo-
szintisége, hogy az A halmaz valamely eleme az /; halmaz-
hoz tartozzék.

16. §. Kovetkezletési tétel. Legyenek a H,p, halmaz elemei
oly elemparok, melyek elsé tagja a 13. §-ban definidlt A hal-
maz egy eleme, masik tagja pedig az ugyanott definidlt £;

o |
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halmaz egy eleme, tehat (/g) = (A) (/). Definidljuk ezen-
kivill még ennek egy részhalmazat, Hp;p;-t olykép, hogy annak
elemei a 13. §-ban szereplé B; halmaz elemeinek masodrendii
ismétléses variacioibol képezett elemparok legyenek. Ekkor
(Hps) — (Bi) (B). A (Hp;p)/(Hag;) valoszintliségek osszege va-
lamennyi i-re

azt a kettos valoszintiséget fejezi ki, hogy ha az A halmaz egy
eleme valamely /F-hez tartozik, akkor egyuttal k; egy eleme
Bi-hez tartozzék, barmilyen legyen is ¢ értéke. A fenti képlet-
ben (B;) = (AK;)-t irtunk. Alkalmazott valosziniségszamitasnal
ez a formula a FLovelkeztetési tételre vezet. Az esemény kedvezo
volt, annak a valosziniisége, hogy az, az /; modon jott légyen
létre (AK;)/(A), tovabba, hogy e mod esetén a kivetkezo ese-
mény kedvezé legyen (B,)/(F;); a kettds esemény egyiittes valo-
szintisége pedig a két el6z6 valoszintiség szorzala (0sszelett
valoszintiségi tétel). Végre annak a valoszintiségét, hogy ha a
kedvezé eset barmily médon jott létre, a kovetkezé esemény
kedvezd legyen, a (23) képlet adja.

Példa. A 13. §-ban definialt urniakbol egyet valasziva hiiz-
tunk beléle v fehér és p fekete golyot, a hitizott golyokat a k-
vetkez6 huzas elétt visszatéve. Mi a valoszintisége annak, hogy
a kovetkezd huzias fehér golyot adjon? Feltéve hogy az egyen-
l6en valoszinti lehetdségekre ugyanazt a hipotézist fogadjuk el,
mint a 13. §-ban. : :

Annak a valosziniisége, hogy az urnaban ¢ fehér golyo legyen
a (20) képlet értelmében. '

(AE) v (e — B
A Ze(m—s

Taovabba annak a valoszintlisége, hogy ez esetben a kovetkezo
hizds fehéret adjon (B)/(K3) = i/m; tehat annak a valoszini-
sége, hogy v fehér és u fekete golyé huzdsa utin tekintet nél-
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kiil az urna 6sszetételére, a kovetkez6 huzas fehér golyot ered-
ményezzen, ! ;
y p P it (m— o @4

. mds’ (m— s 3

Specidglis eset: p—0, vagyis v észlelésnél mindig fehér golyot
hiazva, annak a valosziniisége, hogy a kovetkezd huzas is fehér

golyot adjon S+

o o LA

: ms’
Ez a hires LarLace-féle kovetkeztetési tétel, amely az indukciot
igazolja azokban az esetekben, melyekben a leheté okok (ur-
nak, vagy /i halmazok) egyenléen valoszintiek, vagyis ha
w; — constans. Ha a (24) képletben i/m helyett .-et irunk és

1/m helyett du-et: tovabba ha m hatartalanul névekedik, akkor
1

R Lo A4
e TN S

.’l::‘” (1 — x)*dax
Osszeloglalas.
Lattuk, hogy a vdzolt eljarassal valamennyi valoszintiségi
tétel, az annyira vitatott okok valészintiségének tételét és a
kovetkeztetési tételt is beleértve, kifogastalanul levezetheté gy,
hogy azokhoz kétség nem férhet. :
Ha azonban a tételeket gyakorlati problémékra alkalmazzuk,
akkor az eredmény helyessége attol fiigg, hogy a rendelkezésre
allo adatok megfelelnek-e a kiindulasi feltételeknek, vagyis,
hogy az egyenl6en valoszinii eseteket a tényeknek megfelel6
modon definialtuk-e, vagy nem. Kzt minden egyes esetben a
késobbi tapasztalat igazolhatja az empirikus posztulatum révén.
Az ugynevezett valosziniségszamitasi paradoxonok, vagyis
bizonyos valoszintiségeknek egymdssal ellentmondo eredményei,
onnan szarmaznak, hogy a szamilds mindegyik esetben az egyen-

PRI

igy sziikségkép kiilonboz6 eredményre vezet.
Jordan Kdroly.
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LES FONDEMENTS DU CALCUL DES PROBABILITES,

Dés le commencement, le Calcul des probabilités présentait de gran-
des difficultés qui longtemps semblaient insurmontables; elles avaient
trait i la définition du hasard et de la probabilité.

Daprés la définition classique, qu'on rencontre la premiére fois
chez Mowrg, la probabilité d'un ¢événement est égale au nombre des
possibilités favorables i I'événement, divis¢ par le nombre total des
possibilités adverses ou favorables, pourvu que toutes les possibilités
soient également vraisemblables.

D’aprés un grand nombre de mathématiciens et philosophes (JacQues
Bernouri, Laprace et autres), on considere les possibilités comme égale-
ment vraisemblables, lorsque l'on ne connait aucune raison qui pour-
rait faire supposer (ue 'une se produira plus facilement que l'autre.
La probabilité dépend donc de I'état de nos connaissances, elle est
subjective.

D’autres philosophes (Couvrxor, Kriess etc.) se sont proposé de défi-
nir les possibilités également vraisemblables d’une maniére objective ;
d’autres encore ont rejeté enticrement la définition ci-dessus et mettant
A sa place la probabiité empirique d'une série d’expériences (fréquence),
ils ont essayé d’en déduire les lois du Calcul des Probabilités. Ains
ils ont été amenés i accepter certains théoremes et & en rejeter d’autres.
Par exemple il y a parmi eux qui acceptent le théoréme de BerNoULLI
et rejettent I'inverse de ce théoreme. Le théoreme de Baves et surtout
celui des successions de Larrace sont le plus souvent contestés.

D’apres certains philosophes (Le Dantec ete.) parler de la proba-
bilitte d'un événement unique manque absolument de sens.

Pour sortir de cette confusion, il n’y a qu'un moyen. Définir d’abord
les probabilités mathématiques, abstraites, et en déduire toutes les lois
du Calcul des Probabilités, Ensuite définir les probabilités empiriques
d’une suite d’expériences et d'interpréter, d'une maniére nécessairement
approchée les résultats obtenus, par les probabilités mathématiques. En
troisieme lieu, définir la probabilité dite philosophique ou jugement de
probabilité. Cette derniere est la traduction en chiffre de notre impres-
sion sur l'arrivée d'un événement ; elle est entiérement subjective, mais
elle est hasée ou bien sur des probabilités empiriques observés dans le
passé, ou bien sur l'énumération des diverses possibilités considérées
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comme également vraisemblables, favorables ou défavorables & I'événe-
ment (définition classique). Une fois les possibilités également vrai-
semblables définies, on peut interpréter le probleme par des probabili-
tés mathématiques; le calcul conduit alors 4 un résultat déterminé.
Les soi-disant paradoxes sonl des probabilités différentes trouvées pour
le méme événement, en partant d’hypotheses différentes concernant
les probabilités également vraisemblables.

Imitant les probabilités mathématiques et empiriques, on exprime
la probabilité philosophique par une fraction comprise entre zéro et
l'unité. Si nous disons que nous considérons la probabilité d'un événe-
ment comme égale i p, cela signific que nous nous attendons i trou-
ver dans une suite d’expérience i venir une probabilité empirique &
peu pres égale a4 p (postulat empirique). L'expérience ultérieure seule
peut décider si nous avions raison ou non. Si notre jugement était
basé sur des probabilités empiriques et que l'expérience nous donne
tort, nous dirons que les conditions sont changées. Si au contraire
le jugement était basé sur des considérations théoriques, nous dirons
alors que I'hypothese admise pour les possibilités également vraisembla-
bles n’était pas conforme i la réalité.

On définit (§ 2) la probabilité mathématique d'un ensemble H par
rapport 4 un ensemble F' par une fraction dont le numérateur est égal
au nombre (AF) des éléments communs au deux ensembles et dont le
dénowminateur est égal au nombre (F') des éléments de 'ensemble /7%

Au paragraphe 5 on trouve les formules du classement dichotome,
dont la plus importante est la formule (11). Soit I'ensemble £ partagé
en deux classes A; et a; sans éléments communs: A; + a; = FE et
Ajai = 0; et supposons ce classement répété n fois (i=1, 2,..., n).
La formule (11) exprime le nombre des éléments de K appartenant en
méme temps it v des ensembles A,,..., A, et & n—v des ensembles
£ PRI P

" Au § 8 lidentité (1) exprime le premier théoreme du Calcul des
Probabilités donnant la probabilité pour qu'un élément de I'ensemble
E appartienne en méme temps aux ensembles A,, A,,... A,. Cette iden-
tité est utile dans 'application, si on peut exprimer les probabilités du

1 Les lettres mises entre parenthéses expriment le nombre des éle-
ments de 'ensemble désigné par ces lettres. Par somme de plusieurs en-
sembles on entend ’ensemble de tous leurs éléments 1eums par produit,
I’ensemble de leurs éléments communs.
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second membre en raisonnant sur des ensembles plus simples que
I'ensemble K. Dans la formule (14) par exemple, F, est I'ensemble
des possibilités également vraisemblables relatives au premier événement,
I,, 'ensemble de celles relatives an second événement, en supposant

" que le premier événement a eu lieu, et ainsi de suite; mais il faut

que les hypothéses admises concernant les possibilités également vrai-
semblables pour les ensembles F), F,,,. ... soient compatibles avec celle
admise dans le cas de l'ensemble E. Le théoréme des probabilités
composées est un cas particulier de ce théoréme. Les conditions pour
(que les événements soient indépendants et pour que (I') soit applicable
sont données par (14'); les conditions formulée par Czuser (loc. cit.)
sont nécessaires, mais non suffisantes.

Au § 11 la formule (16) déduite de la formule (11) des classements
exprime la probabilité pour que parmi n événements considérés, v
soient favorables, et n—v défavorables. Ce théoreme important est non
seulement une généralisation du théoreme de Beryouni, il embrasse
aussi le théoreme de Pomwcareé (§ 10) donnant la probabilité pour qu'un
élément de I'ensemble [ appartienne au moins i 'un des ensembles
Ay Ayye oy Ay, de plus le second théoreme du Calcul des probabilités
c.-i-d. le théoreme relatif it la probabilité pour que parmi n événements
un seul soit favorable, et en outre le théoréme de probabilités totales.

L’identité (21) interpréte le théoréme des probabilités des causes.
Cette formule est utile dans les applications, car on peut alors évaluer
les probabilités du second membre, & 'aide d’ensembles plus simples
que E. § 16 présente sous une forme analogue le théoréme des suc-
cessions de Laprace.

En résumé on peut en partant de la définition du § 2, déduire
tres simplement tous les théorémes de probabilité mathémalique. Dans
chaque cas de probabilité appliquée, il faut avoir recours i une hypo-
these concernant les possibilités également vraisemblables ; le résultat
dépendra de I’hypothése adoptée. Les problemes de probabilité des
causes ne different pas de ce point de vue des autres problemes de
probabilité ; I'emploi de ce théoréme est donc tout aussi justifié que

celui des autres.?
Charles Jordan.

1 (Cu. Jorpan: On probability, Proceedings of the Physico-Mathematical
Society of Japan Vel. 7, 1925.
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ADALEK A FELULETI GORBEK ELMELETEHEZ.

Az alapformulak osszeallitasa.

Az a és b vektornak skaldris szorzatit @.b, vektorszorza-
tat @<b alakkal jeloljik.
L. Az u fiiggetlen valtozotol fiiggd
ruw =P — 0
radiusz-vektor bizonyos gérbét értelmez. ) a vonatkozasi rend-
szer kezdépontja, I pedig a gorbe viltozo pontja. A gérbe iv-

eleme
ds = |7 ()| du.
Az
R 3
sl

egységnyi vektor a gorbe érintdjeének iranyat adja meg. A

de n

7% : (Y
meghatarozza a gorbe fonormdlisdnal: egységnyi vektorat 2-et
és a gorbiilelel ~l~«-t. Az ;
: exXn=1~=

a gorbe binormdlisinak egységnyi vektora. Az e, n és b szol-
galtatja a gorbe lermészetes triéderéf. Ezen vektorok kozott
allanak a Frexer-féle formulak

LR
i 0
dn e b
d—s —_—— ..'vg_ o + T.
L (R
as T

1
o a gorbe forzioja.
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2. A feliiletet az u és v fiiggetlen valtozoktol fiigeo
» (U, v) =Py, v)— 0
radiusz-vektor értelmezi. A felilet vonalelemének négyzete

ds? = | dr P = (rydu + rdv)® = Edu*+-2Fdudv + Gdv*

s itt
Y D T O

a (wauss-féle clsérendii alapmennyiségek.
tey v, A=EG — F= D~
A feliileti normdlist a

"l( >< rl)

M oy

egységnyi vektor szolgaltatja. A masodrendi alapmennyiségek
L = A M= ANy e

A feliileti gorbét jellemezhetjik, ha wu-t és wv-t megadjuk,
mint a gérbe s ivhosszlsiaganak fuggvényét. A gérbe érintéjé-
nek egységnyi vektora

du v
o "u% o UTS'

Az e, v és a geodelikus normdlis 3= e < v adjak a feliileti
gorbe fundamentdlis triéderét.

Bevezetve a feliileti gorbe normdlis gorbiletét P geodetikus
: S e : e |
vagy erintdi gorbiletét e és geodetikus torzigjdt > allanak

a kovetkez6 kapesolatok

'li e

a5

JQ’ PAREA ‘: (1)
s ¢ 7

ll[)’ e 14
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A feliileti gorbe természetes és fundamentalis triédere ko-
zotti kapesolatot teljesen jellemzi azon o szog, mit a felileti
normalis a gorbe ‘fonormalisdaval alkot. Ezt a szoget oly érte-
lemben mérjiik, hogy &lljon

y X1 = sin we.
Ezen kapesolatbol nyerjitk Meussier és Lancrer tételeit

1 oS @ 1 sin @ 1 | dw

TR el TR TR
Két és tobb feliileti gorbe.

1. Legyen adva a felillet P (1, v) pontjabol kiindulo két gorbe.
A vonalelemek ds, és ds,, az érinték egységnyi vektora pedig

SR da duy o
g =y
ds, rls1 /81
e . A £ dug, | dv,
o il Is2 SoHE
Ezekbol
de, _ r du, du, I (t[u, v, e u, _'lil,) P
ds, e ds, " ds, 4 ds, s, ds; ds;
dv, du, d*u, d*v,
2 7 ’l’
T 7w ds; ds, i ds,ds, + Y ds (s,
de, iy duy du, L (du1 duy 7 du, 4,/1),) :
. oy (8, o N By ds, ds, |
de, dv, d*u., d?v,
Pyy — —2 Py ———— -+ 2,
it ds, s, i s, ds, 3 s, 4Is
Minthogy », és », is merélegesek a »-re, tehat
=]
(lel ll(f,,
y 20 - )I. BN 1)
ds, ds, (

V.ej =9, I'és v ¥.eg=19
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kifejezések koziil az els6t s,, masodikat s, szerint differencial-
juk, az (1) miatt kapjuk

dy dv ?

Kz a normdlis vdltozdsdnak projekcio-tétele.® Ha a (2)-ben
hasznaljuk az elébbi pont (1) képleteit, kapjuk

1 | (1

1

1 ; y
: tg o, 3
r1+r2)ga )

s itt « az e, és e, bezarta szog

) &y

e, X< e, =sin av
értelemben. A (3) osszefiiggést allapit meg két feliileti gorbe

normailis gorbiilete, geodetikus torzidja és a bezirt szog kozott.
Meroleges vonalak esetében kapjuk

Vit R
71 Ta
2. Az e, és e, mellé vegyiik az e érintGjiu feliileti gorbét,
mely ¢ szoget zir be az e, -el.
A (3) alapjan

1 1 ( | |

o

= 2 r ~ g ¢

1 N (71 1_)

& G A AT o 7o W
1

L ! :
‘Innen egyszer 7-1, masszor -t kiszobolve ki, kapjuk

<

KEuLer és Bonner dltaldnositott tételét

_{_ A (:70?2_(,’? 4 sinf“ga it (_1 by “I*) i
¢ & (8 72 71 ~
+ ctg a {sin © cos;p(—:;- — ;11 ) + sin* g (*:_) & ;l—)]
/1 2% ,00}5711? 3 51!; ATMEE 5,,(_}‘; 3 :T) iy
-+ ctg [singa cos¢k(;ﬂ- — ;—1) — Sina"(p(}% — ;1—)!

1 SuTAK J.: A gorbék abszolul elmélete. Budapest, 1918. p. 9.
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A
1 1
1 1 1 1 1 ol 1308 P A
H=— t (—-— — ——) = — - LI i L
t1+52+cga Te 71 (1*_tvz+ 1_L
' T2 o

roviditést bevezetve a (3) alapjan irhatjuk még*

| H_(H 1

s sin2y H 1 d(l)
i 2——Z—l)cos2¢+ = :

i H rl“) 21 s (o o
cos 2¢ ( )

Tale 2 e %20 -+ ek B 2] [

7 ( 9 ) S i 2 do \'z

Ezekbél a képletekbdl bizonyithatjuk, hogy barmely két e
és €' érintéju gorbe adataival kifejezheté a kozépgorbiilet

L

s SR MR Sl
H = t 5 z! 3 ¢ el
z z

Hasonl6kép bizonyithatd, hogy a Gauss-féle gorbiileti mérték
alakja

B

g 1)1 P el ¥3%;
1‘“(}’ A R G R T
Eo T

Ez hasonlokép kifejezheté barmely két gorbe adataival.

A legutolso képlet szerint barmely gorbénél all®

1 3 1 =
?‘——Ii-i—fi‘f— :=0. 5)

& I

‘ 1 Surdk J.: A feliletelmélet fundamentalis tételei. Sz. Istvan Akad.
Ert. V. (1920) p. 179.

2 Surdk J.: A gorbék abszolut elmélete. p. 10.

Math ematikai és Physikai Lapok. XXXIV. 10
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Specialis feliileti vonalak.

Az elébbi pont eredményei alapjan osszeallfthatjuk a felii-
let specialis vonalainak adatait.
1. Aszimptotikus vonalakndl

\ {- =10, f; T Ty

2. Az aszimptotikus vonalakra merdleges ortoaszimptotikus
vonalaknd!

1 1 RS-
— = H . <=y —K.
C 7 % l/

3. A gorbiileti vonalaknil
: H_ 1K
Ly e L IR,
7 e 9

Az elébbi pont (4) képlete szerint az 1~ ezen vonalak men-

tén szélso értéket mutat.

k. A torziés vonalakndl

: H2—AK
WLE e i
[e & T b

1
A torziés vonalak mentén az — vesz fel széls6 értéket.
5. A karakterisztikus 'uonalnal‘ ;-nak van szélsé értéke.

Ezen vonal mentén

o VA g : oy

7 r

6. A szélsd sodréddsu vonalakndl 2
| HK ————
o H—2K°’ Rt

1 R. v. LILIENTHAL : Zur Theorie der aquidistanten Kurven aut einer
Fliche. Math. Ann. 62 (1906) p. 539—567. — R. v. LiLieNTHAL : Vorles. iib.
Differentialgeometrie II, 1. (1913) p. 196.

2°]. KnoBrAucH : Grundl. der Differentialgeometrie. (1913) p. 596. —
Tu. Rapakovié: Uber die Kurven... Monatshefte fir Math. u. Physik. 33
(1923) p. 144—147.
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7. A koros pont poldris gorbéinél *

S. A torzios vonalak altalanositasanal

mlr—s

Ebb6l 7n=0 esetén kapjuk az aszimptotikus vonalakat, n —
esetében a torzids vonalakat és 7 =1 mellett az ortoaszimpto-

(Ml

tikus vonalakat.
9. A karakterisztikus vonalak altaldnositdasanal
1 7G|
gt L e o
Ebbé6l n = 0 esetében az aszimptotikus vonalakra jutunk,
=1 mellett a polaris gorbékre és n =2 a karakterisztikus
vonalakra vezet.

Az alapvonal specialis.

Valasszuk a kiindulasul vett e, vonalat specialis modon,

akkor egyszeriibb alapképleteket kapunk.
} 1 —=
1. Ha e, aszimptotikus irdny, akkor — = 0 és Ti =y —K.
Gy
Kz esetben :

1 i i
i LQ] sin 20 -+ ¥/ ,_.[\_ cos 2¢.

9. Ha az e, gorbiileti irany,

A OTH Y

Tl e 2 3

1 R. NEuENDORFF : Zur Theorie der Kreispunktpolarkurven. Crelle Jour-
nal 137 (1910) p. 145—165.

10*
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Igy tehat?
1 H VH-4K
s b by T TR 2¢
1 = 1/_’1“5__1_'5 sin 2¢.
r

A ¢ és —¢-hez tartozo iranyok asszocidltak.
3. Ha az e, torzios vonal

1 _H 1 _{H—iK

& LR 71 ' 2

1 H H2— 4K
AR A vV 9 sin 2¢
1 Y H*— 4K

T 5 cos 2¢.

A ¢ és —¢ adjak az adjungdlt irinyokat.
A Ha e, karakterisztikus vonal, akkor

S R ]/ ]x =
PN S R VP-4
1 H 112—4K
et R _¢+—‘/—1/1I“ AK sin 2¢
H*—

K
= —W— n 2¢ + 1/ Y H*— 4K cos 2¢.

A geometriai differencialas a feluleten.

Legyen [ (u, v) az w és v valtozoknak tetszésszerinti fiigg-
vénye, mely lehet skaldris vagy vektorfiiggvény. Ezen [ (u, v)-
nek a felilet egyes pontjaiban mas és mds lesz az értéke.
Ha a felilet P (u, v) pontjabol atmegyiink a szomszédos
P, (w+du,, v+dv,) pontba és (PP,) = ds,, akkor az [ (u, v)-nek

1 Ez az elsé képlet talalhato az Encyklopddie der math. Wiss. IIL 3.
p. 107.
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ezen (du,, dv,)-el, vagy e, vektorral jelzett irdnyban a differen-
cidlhanyadosa *
df e f;‘(iul—‘i‘f”(jv ;

6. f = :
A1) Y Edu® - 2Fdu,dv,+ Gdo?

Ha az e, ugyancsak a P érintésikjaban van és az e-el «
szoget zar be, akkor az e, iranyban valo differencidlhdnyados

8, = cos a 6,f + sin a 8,f

O'f 240 (Efv e~ lff,,) (lu1+ (Ffu— Gfu) (l'Ul
: l/mds1

s itt

s ez az e-re meréleges iranyban valo differencialhinyadost
jelenti.

Ha e az e,-el ¢ szoget zar be, akkor all
sin ¢

2

Sy

sin (¢ — @)
sin «

8, = o+
s itt mar csak az operatort jeleltiik.
A ¢'-el adott iranyban 'ugyanigy
oo SRR 0 )\ g S
sin « sin «

Alkalmazas.

A geometriai differencialas alkalmazasaval a kévetkezé fon-
tos kapcsolatokra jutunk:

sin (a — ¢) sing  dg’

sin ag, sin ag, ds
H ; H 1 '

15 [— cos (¢g—¢') — (7 o ——) cos (¢+¢) +

2 2 g,

6.0 = [ Jﬂ' -+

sin (;o—i—ga’)] ”
i i

¢ = ¢ esetében ered ebbdl?

1 Encyklop. 1. 3. p. 125.

2 Encyklop. HI. 3. p. 135. adja ezen képletet e — % esetére.
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1 _sinfa—¢)  sing dp

q sin ag, sin ag,  ds
e B oLl ) ;'Oj,%__MJ :
L S [ sin ag, T s ag, ds e
‘ s AT g H B [ : 4
e [—— T sin (¢—¢") + (—G)— A i—) sin (¢p+¢') + SRR (;p+‘/’ J )
- Cq 1

Hﬂ,»_[sin(a—w sing_gﬁe,_
P sin ag, sin ag,  ds.
cos (¢+¢’)] 4y

4

H o I £ AT 0 () St
Y [z,- sin (¢—¢’) + (-5— — ) sinlg+e) +
— — 1'

) cos(a—¢@)  cosg dgp”J ;
6 ReRte) 0 : sl pRY.
Op+ 3 B { sin ag, sinag, dsl®
o [.H ( H

’ 1 : ’ i ”’}7
g COB (P ) g )cos (et9¢)— MJ 4
L 2 2 g

sin (¢ +¢'}] o

1

[H palis s M ;
%”f~[2COS(.so—so)—(Q—(')COS(so-HoH o5

1

+ 5 sin (p—9) + (L. — %) sin (pt') + 28 (0F2) (_’;f"’"}ﬂ'

Heis MR . I !
Ops :V::—[——Qf sin(g—¢ )—f—(--2 Nz )sm\go-i—go e

(£

Sos (¢+¢')] e
7

1

+

H YAl e , e SIn s
s ‘ o oS (p—¢") +(§ el r—)cos(;oqu)———wj——ﬂ] g.

< (1 71

Hasonlé képleteket kapunk, ha a ¢'-el megadott iranyban dif-
ferenciilunk.

Iranyparok a felileten.

A geometriai differencialds felhasznalasaval involucios irany-
parokat, illetéleg vonalpdrokat értelmezhetiiuk a feliileten. Az
e és e érintdi egységnyi vektor az e, irannyal g, illetéleg ¢
szoget zarjon be.

1. Az e és €' merilegességének feltétele

cos (p—o') = 0.
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2. A két irany konjugdlt, ha
V.(646 1 By€) = 0.

Ezen kapesolat més alakban

sin (p+¢') _ 0

H .
5 €os (p—o') — = cos (¢p+¢') + ;
- A

Az igy meghatdrozott involucio kettés elemei az aszimpto-
tikus irinyok; az egymasnak megfelel6 és merdleges iranyok
pedig a gorbiileti iranyok.!

3. A

V.(0,0 4 0y =0
feltételnek eleget tevé iranyokat asszocidll irdnyoknak nevez-
zik.? A szogekkel kifejezve ezen feltételt

N+ cos (p+¢) 0.

— ;—) sin (¢ + ¢

1 1 '
Ugyanezen képletre jutnank az — — > Vagy az f:—— + % =0
. o ;
feltételekbol.

Ennek az involuciés vonatkozasnak kettés elemei a gorbi-
leti iranyok. Kgymasra merdleges és dsszelartozo irdnyok pedig
a torziés iranyok.

L. Egymashoz adjungdlt iranyt hataroz meg az e és e';
ha all

v.(640'+ 8y426) = O.
Ugyanez a feltétel mis alakban

sin{g+¢) TN

— cos (p+¢') — 2
1

1 Ha az alapul valasztott €, girbiileti vonal, vagyis .; =0, akkor a
konjugaltsag feltétele az elébbi képlethdl :

'
H sin ¢ sin @'+ Cls——(%_t(&)— =0
Encyklop. 1IL 3. p. 115, g _ :
2 Surdk J.: A felillet asszocialt gorbéi. Sz. Istvan Akad Ert. IX.
(1924) p. 56.
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Erre a képletre jutnank az --r-=74, Vagy: A=k fels
<
tételekbol.

Az adjungaltsag kettés iranyai a torzios irdnyok; egymdsra
merdleges adjungalt iranyok pedig a gorbileti irdnyok.

5. Végiil a karakterisztikus vonalakra vonatkozo tarsgorbéket
értelmezhetjiik az

e R

feltétellel. A szogekkel kifejezve

(—1} =3 %) cos (p—¢')— (% . -1—) cos (p+¢') +

- (1

1y :
—i—?sm(q—l-ga):o.

Ebben az involuciéban kettés iranyok a karakterisztikus ira-
nyok, egymasra meréleges osszetartozo iranyok pedig a gérbii-
leti iranyok.

Altalanositas.

Az emlitett vonalparok, illetéleg irdanypérok altalanosithatok.
. Ha két irany kozott all az

H

1 : | i :
("2 —n) H cos (p—¢) — (2 i 71) cos (p+¢') 4+ T2 TS (f+¢—) ey

1;
kapecsolat, akkor kapjuk a konjugdlt (n — 0) és adjungalt (n = %)
iranyparok altalanositasat. Ezen képlet helyett vehetjiik

.

{ + —- = H [2n cos? (5;—;0') + sin® (¢—¢”)]
1 1 ; < ’
— — —=(1 —2n) H sin (¢—¢ ) cos (g—¢").
7 i
2. Ha két irany kozott all
H*—2nK s Nidsa ot I I_) N, Sin(p+e")
o § cos (o—¢') (2 % cos (¢+¢') - - — =0,
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akkor a konjugalt (n=0), a polaris iranyokhoz térs (n=1) és
a karakterisztikus irdnyokhoz tars (n—2) iranyok altalanosita-
sat kapjuk. Helyette vehetjik még

InK

= Hsin®*(¢p—¢") + —p— cos® (¢—¢)
I‘l2 '*277,1( y, ’ r
o R A sin (¢g—¢') cos (¢—¢").

3. Végiil, ha két irany kozott all

V B2 cos® e 4K
2

75 B '
cos (p—¢') — (E)— = Z) sin (p+¢') —
_ cos(pt+¢) S

71

osszefliggeés, akkor az asszocialt vonalak, illetéleg iranyok alta-

2/ K 3

(e
H

lanositasat kapjuk, mert

esetben kapjuk az asszocialt iranyparokat.
Ebben az esetben dll tovabba

1 S AR
= t/ H? cos® 4K sin (¢—¢') cos (g—¢')

e o ke

\‘[;-—Ny—-

z

1 T e - A 2 ’
e ?_ = 1/H~ cos® e—4K cos® (¢—¢).
Sdrkozy: Pdl.

ZUR THEORIE DER FLACHENKURVEN.

Der zweiparametrige Vektor 2° (w, v) definiert eine Fliche. Der aus
einem Punkte P (u, v) nach dem Nachbarpunkte P, (u--du, »-+dv)

fithrende Einheitsvektor ist
du dv

e=7ry—+ 7ry——-
v ods v ds

Den Einheitsvektor der Flichennormale gibt

2u X7

V== .
| 220 < 77 |
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/)’ — e < ¥ heisst die geodetische Normale. Wenn } die Normal-
C

: 2 1A !
krimmung, L die geodetische Kriimmung und — die geodetische

Torsion der Flichenkurve bedeutet, dann bestehen die Fundamental-
formeln

de )
SRRl

ds T q

dv e ﬁ
Framm s 3

d[j’ Ldaen iy

e e q r

Zwischen zwei Flichenkurven mit den Tangentenvektoren e, und
e, besteht die Relation
AV dy

1 ey T Y ds

oder, wenn (e,, €,) =a,

S SRR R

(23 4 G e

Wenn eine dritte Flichenkurve e mit e, den Winkel ¢ bestimmt,
dann folgen die Gleichungen

1 H ( 1 ) sin 2¢
—=———|F-——)cos 20 + ———
(3 9 2 (2} i ¥
1 ( 1 e cos 2¢
= = sin 2¢ + -
Z 2 z1) i 7
WO
RN B +ctga( L-—l—)
(& Co T2 71

die mittlere Kriimmung der Fliche bedeulet.
Wenn K das Kriimmungsmass ist, folgt ferner

H 1
+E+ =0

|
2

e

Bedeutet &, die geometrische Differentiation in der Richtung e,
dann ist fiir die wichtigsten Richtungspaare in der Tangentenebene das
Folgende giiltig.
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i

e und ¢ sind konjugierte Richtungen, wenn

o 7’-(0:,)8"1" Bw'e) = 0
- oder : , A
R e [ O SR

¢ und €' sind zueinander assoziierf, weun

17’-"-(94’/’.)':" 9,,,13) =g

ik

oder i
¥ ) H 1 ) ' cos (¢+¢')
———] sin (p+¢') + ———"2 =0
e (2 Gy (¢ #) LR e : :
besteht. ' : X ‘ : St

Bei adjungierten Richtungen ist

7"(0¢Pe,+ gtﬂ"*.‘lz_ﬂ) =0 % : i

oder

Ij 1 S Si (¢+¢’)' |
———|)cos(p+¢) ————-T " = 0. - :
(2 t1) e T ‘

Paul Sarkozy.




UJ UTAK AZ ATOMMAG MEGISMERESERE.

A XIX. szazad fizikusai és kémikusai szamdra az atom ké-
pezte bizonyos tekintetben a kutatds legvégsé hatarat, ez volt
a legkisebb anyagi épitokd, melybél a viligmindenség felépiil.
Az atomok szamanak, nagysaganak és mozgasi allapotanak meg-
hatarozasat a fizikai kutatas legnagyobb dicséségének tartottak.
A XIX. szazad szamara volt fenntartva az atomok belsé szer-
kezetének meghatarozasa; az elsé nagy lépést ebben az irdny-
ban Rurnerrorp és Bonr nevezetes elmélete jelenti. Ezen intui-
tiv tehetségi tudosoknak koészonhetd, hogy sikeriilt nemesak
egy planzibilis képet alakitani a kiilonb6zé atomfajtak altala-
nos felépitésérél, hanem megfejteni legalabb is részben azokat
a langbetiiket, amelyekkel belsé szerkezetének legrejtettebh
titkai vannak megirva: az optikai és Rontgenspektrumok cso-
dalatos torvényszertségel.

De a természet minden megoldott rejtélye mogott egy Gjabb
rejtély nyilvanul meg és az atomvildg latszélag majdnem meg-
oldott problémdja mogitt mar felesillan egy ujabb probléma:
az atommagok subatomi vildga. Csak tapogatodzo kisérleteket
végeztek, hogy behatolhassanak ebbe az 1j vilagha és igy igen
ritkdk és hianyosak a roppant nagy munkéval elért ismere-
teink. De annyi mindenesetre bizonyos, hogy ezekben még az
atomokhoz viszonyitva is paranyi kis részekben a természet
hatalmas erdi szenderegnek, az anyag szerkezetének végso rej-
telmei itt varjak feltalalojukat. Midén meg akarjuk ismerni,
hogy mi tartja benséleg dssze ezt a vildgot, ngy a fizikusok és
kémikusok allaspontjan dllva az atommaghoz kell kérdéseket
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intézniink és kikiizdeniink valaszukat. Az utols6é évek ideira-
nyulo kisérleteirél szandékozom réviden beszamolni, melyeket
Cambridge-ben és itt Bécsben, a vilag ezen két egyetlen kutato-
intézetében végeztek, hogy megkiséreljék az atommagok szét-
bontasit. :
Ruraerrorn korszakalkotdo kutatdsainak koészonhetd, hogy
immar 15 éve tudjuk, hogy az atomok felépitése koriilbelil a
naprendszerhez hasonlo és az atomok nem egy témér, teljesen
elasztikus Gsanyag altal kitoltott «billiardgolyok Kkicsinybeny,
mint ahogy azt az atomfizikusok még 70—80 év el6tt gondol-
tak. Mintegy az atom apro részecskéibél, a negativ elektromos-
sagot hordozo elektronokbol kiindulo elektromos erdk azok,
melyek benniink az atom kiilsé burkolatanak hamis latszatat
keltik. Ezek az elektronok bolygoszeriien keringenek az atom-
kozéppont koril és amennyiben valamilyen valtozas all el
normalis mozgasukban, tigy az atomot atalakitjak elektromagne-
ses hullamok leadoallomasdva, vagyis fény, vagy Rontgen-
hullamok kisugarzasat idézik el6. Ezen elektronburkolat kozép-
pontjaban van az atommag, ez pozitiv elektromos toltésti és
képviseli joforman az egész atom tehetetlen tomegét. A mag
pozitiv toltésegységeinek szama egyezik a koriilotte keringé
bolygoelektronok szamaval, ugy hogy az atom kifelé semleges
hatdasi. Tehdat a mag toltésegységeinek a szama a hidrogén-
nél egy, a heliumnal kettd, a lithiumnal harom sth. egész az
* uranig, ahol a magtoltések és a korildotte keringé elektronok
szama 92; ez az elem a periodikus rendszer oOsszes elemei
kéziil az, amelynél a magtoltések szdama a legnagyobb. Kzen
értekezés hatdrain kiviil all ismertetni, hogy miként lehet
SommerrELD, BoHRr és iskoldiknak zsenidlis vizsgdlatai alapjan a
kiilonb6z6 atomhéjakon 1évé elektronok normdlis pdlydit meg-
hatarozni. Csak egy példat akarok bemutatni a rddiumatom
elektronpdlydirél, amint azok az 1. dbrin lathatok. A hossz-
egység, amint az abran alul lathato 10—"-dn rendi, de még
ennél a nagyitasndl sem lehetne az elektronburkolat koze-
pén lévé magot latni, mert annak datmérdje a hosszegység-
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nél 1000-szer kisebb. Ahhoz, hogy egy elemdtalakuldst létesit-
hessiink, ezeket a paranyi kis részecskéket, az atommagokat
erdszakkal kell széthasitani, szét kell dlet ronesolni. Az ezen
célt szolgalé helyes modszert Ruruerroronak 1919-ben végzett
alapveté vizsgialatai mutatjak. Midén egy szétes6 radidaktiv
atombol kiindulo igen gyors, kb. 20,000 g; sebességli « ré-

szecske iitkozik az atomba, ugy ezen léveggel szemben az

1. 4bra.

atommag nem tudja stabilitisait megérizni, hanem részecskék -
szakadnak beldle le és egy uj atom keletkezik. Ezek a lesza-
kadt toéredékek H magoknak bizonyultak az eddigi atomrombo-
lasi kisérletek mindegyikénél, tehat egy «H részecske» ez a
hihetetlen sebességgel kilovelt rész. Kzzel kimutatdst nyert,
hogy az osszes elemek koziil a legkdnnyebb a hidrogén, a
materia végso épitékove, amivel a szdzados Prour-féle hipoté-
zis fényesen feltamadott.

Még RurHerrorD el6tt a zsenidlis skot kémikus Sir Walter
Ramsay felismerte a gyors o részecskékben azt a tamado esz-
kozt, mellyel a stabilis atom szétroncsolisa megkisérelheto.



L

UJ UTAK AZ ATOMMAG MEGISMERESERE. 155

Eredményei eleinte sokat igér6 kisérleteknek mutatkoztak, miutan
kémiai, vagy spektroszkopikus uton kimutatta erés emanaciot
tartalmazo oldatokban 1j, kezdettdl fogva ott nem lévé alap-
anyagok keletkezését, illetve atalakuldsat. Azonban a késébb
szigort ellenérzés mellett végzett vizsgdlatok negativ eredmény-
nyel végzoédtek. Ramsay atvaltozasi vizsgdlatai helyes gondola-
tot, tartalmaznak, de kudarcot vallottak a kivitelnél, foleg a tul-
kevéssé érzékeny észlelési modszerek miatt. Az anyagatalakuldas
csak igen kis mértékben megy végbe mintegy «atombol atomba»
és ehhez mérten igen érzékeny mérdberendezéseket igényel. Az
atommagok rendkiviil kis méretei folytan igen sok « l6vedéket
kell alkalmaznunk, mig csak egy ilyen végzetes, az atomot centra-
lisan ér6 utkozés el6all. A centralis iitkozés valoszintisége ke-
reken 1 : milliardhoz, a legtobb csak egyszertien atlétt atom-
ban az atrepiill6é « részecske legfeljebb a burkolathol egy-egy
elektront ragad magaval. Ez a mar magukban is ritka o részecskék-
kel valé hallatlan pazarlas okozza, hogy olyan hihetetlenil ritka
jelenség az atomroncsolds, amit csak igen erdsen koncentralt
radidaktiv-prepardtumok alkalmazasiaval valésithatunk meg. E
kozben tobbnyire scintillaciok, vagyis apro fényfelvil]aqasok ész-
lelhet6k, melyeket az o részecskének, illetve az atomtoredék-
nek a cinksulfiddal bevont ivegerny6be valo iitkozése idéz el6.
Ez a kisérleti berendezés teljes sotétséget, kipihent szemeket
és igen fényer6s kis nagyitdst mikroszkopot igényel (féleg ha
az atomtoredék fényszegény scintillacioit akarjuk szamolni). Az
észlelést bizonyos mellékjelenségek nehezitik meg, igy pl. a
radioaktiv- preparatumtoél szdrmazo dthatolé sugarzas, mely az
erny6 hatterének diffuz vilagitdasat eredményezi és ezenkiviil
még a modszer nem mentes szubjektiv hibaktol sem.

Ezzel a scintillacios moédszerrel végezték az atomroncsolasi
kisérletek legnagyobb részét tgy Cambridge-ben, mint 1922
ota Kimscn és Perrersson és munkatdrsaik Bécsben. Eddig
egészen biztosra 25 elemnél észlelték ilyen H részecske le-
valasat; a bécsi eredmények a cambridge-iektél eltérnek egy-
részt a szétronesolt elemek nagyobb szdimaval, masrészt a nyert
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atomroncsok nagyobb kiakndzdsi ardnyaval. lgy Bécsben E.
Kara-Micuaiova a lithiumot, H. PerTERsson a szenet és (.
KirscH az oxigént roncsolhatonak taldltak, mely elemeket Cam-
bridge-ben eredménytelenil vizsgaltak. E. A. W. Scumipr ala-
pos vizsgalatnak vetette ald a RurHeErrorp és (HADWICK altal
szétronesolt aluminiumot és e kozhen azt talalta, hogy a levalt
H részecskék szama t6bb, mint tizszerese a Cambridge-ben
nyert értéknek. Kozben arra a tapasztalatra is jutott, hogy
sokkal kisebb sebességli « részecskék is képesek rombolni,
mint ahogy azt Cambridge-ben gondoltak. '

Ennek az volt a fontos kovetkezménye, hogy a kiillonb6zé
atomfajtak szétroncsolasara mint az « sugdrzas forrasa hasz-
nialhato a lasstibb « részecskéket emittalé polonium is. (Ez az
anyag mentes a fentemlitett zavard sugarzastol.)

A bécsi és cambridge-i eredmények. kozt felmeriilé emlitett
eltérések nyilvin az alkalmazott moédszerek kiilonbozéségére
vezethetok vissza. A bécsi kutatok igyekeztek észlelhetové tenni
a leglassubb atomtoredékeket, miutan tapasztalataik szerint
ezek a leggyakoribbak, ezzel szemben a cambridge-i iskola léte-
zésiiket egyé.ltaléban tagadja. Ezen szempontoktol vezéreltetve
modszeriiket 1ugy modositottak, . hogy vizsgalhatok legyenek
nemecsak az « lovedékek irdnyaban halado, hanem az erre
merdlegesen, sb6t esetleg visszafelé eltavozé atomroncsok is,
amely irdanyokban a primer sugdarzds zavar6d hatdsa sokkal je-
lentéktelenebb (a 2. dbra lent a méréberendezés vazlatat adja,
fent a roncsoldo magiitkozés lefolyasat). A kisérletekhez hasz-
nalt optikai segédeszk6zok, a scintillacios mikroszkopok sokkal
fényerésebbek Bécsben, mint azok, amelyeket roviddel ezeldttig
(ambridge-ben hasznaltak. A fennallo eltérésektol fiuggetleniil
az utols6 évek munkdja Ggy Bécsben, mint Cambridge-ben iga-
zoltak az eloszor Bécsben hirdetett kovetkeztetést, mely sze-
rint a rombolhatésdg a materia sokkal altaldnosabb tulajdon-
saga, mint ahogy azt a bécsi vizsgalatok megkezdése -elott
gondoltak.

A scintillacios modszerrel nyert eredmények megerdsitésére
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mar régebb id6 ota végeznek Bécsben kisérleteket, hogy az
atomrombolast valamilyen kevésbbé szubjektiv moédszerrel te-
gyék észlelhetévé. igy M. Buav fotografélé filmen, illetve leme-
zen felvette egyetlen H részecske roppalyajat jelz6é redukalt
bromerziistszemesék sorozatat és igy igazolta tobbek koézt a
szén rombolhatésagat. Egy masik bécsi tudoés R. Horusek it-
alakitotta a korpuszkularis sugarzas lathatova tételére alkalma-
zott hires WiLson-mOdszert, ugy hogy nagyobb szamban az
atomroncsok is lathatova viltak. E célbol egy kis hengeres
kamra (melynek iivegfedele és mozgathato alja volt) kozép-
pontjaban egy erésen koncentralt polonium preparatumbol ki-
indulé « sugarnyalabot iranyitott a kamrédban levé, a vizsgd-
lando anyagbol késziilt ernyére. A vizgozzel tultelitett levegs-
ben keletkez6 kodesik jelzi az « sugarak irdnyaval mintegy
90°-0s szoget bezaro atomroncsok palydjat. Itt is, mint dltala-
ban a WiLson kisérleteknél, a tultelitettség a kamra levegdjé-
nek hirtelen kiterjesztésével érheté el és pedig azaltal, hogy a
kamra aljat elekiromotor altal szabdlyos utemben fel és le
mozgatjuk. Minden expanziondl az iivegfedon atnézé észlel6
szamara egy vagy tobb a koézéppontbol kiindulé sugdrmenti
kodesik valik lithatovd. Igy nyerte Horupek a beryllium-, gyé-
mant- (vagyis legtisztibb szén), aluminium-, oxigén- és vashol
kiindulé atomroncsok pdlyajat, sGt ezekrdl fotografiai felvétele-
ket készitett. Az o« sugarakkal bombardirozott paraffinbol ki-
repiil6 H részecskék (gynevezett® «természetes» I részecskék)
hallhatova tételére . Orryer és (. SterTer ugyancsak bécsi
fizikusok dolgoztak ki egy eljarast. Egy elészér H. G(ricertél,
majd H. GreivacHer altal tokéletesitett elektromos széamolo-
kamrat alkalmaztak, ugy hogy nemecsak az « részecskék, de a
H részecskék is észlelhetd, tiszta, egymastol megkilonboztet-
heté kattogasokat idézzenek el6 a hangosanbeszélében. Ha egy
poloniumnyomokkal «fertézotty esipeszt kozelitiink gy, amint
az o részek a kamraba hatolnak, egy erds kattogas hallhato,
egy er6sebb preparatum egész pergétiizet idéz el6 ; a paraffin-
bol kiindulo H részek gyenge, de tisztin hallhato kattogast
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létesitenek. Valoszinti, hogy az atomroncsolasi vizsgalatokban
ez az ujabb, a scintilldcios modszernél sokkal kevésbbé faraszto
eljaras jo szolgalatokat fog tenni.

Az atomrombolas folytan kireptl6 toredék természetének meg-
allapitdsara mar Ruraerrorp is «roptikben lemérte» oket, oly-
képpen, hogy egy erés magneses tér dltal létesitett eltéritésik-
bdl kovetkeztetett toltésiik és tomegiik viszonyara. Feltevését,
vagyis hogy itt hidrogénrészecskékrél van szo, kisérletei iga-
zoltdk, habar eredményei a szamottevé mérési hibak folytan
bizonyos fokig bizonytalanok. G. SterTNEr az elektromos és
magneses eltérités oOsszekapcsolasaval a tomegspektroszkophoz
hasonl6 sokkal pontosabb meéréseivel az aluminium atomtore-
dékében a toltés és a tomeg hanyadosat néhany percentre azo-
nosnak taldlta a hidrogén csésugarakra nyert értékkel. Néhany
héttel az eléadas utan sikeriilt . STerTNERnek a szén, bor, vas
atomroncsainak identitasat a H részekkel tomegspektroszko-
piai ton kimutatni. G. Kara-MicuaiLovinak mar el6zéleg sike-
rilt a kvare (silicium) atomronecsainak scintillacioit fotometralva
azoknak azonossdgit a valodi H részecskékkel valosziniivé
tenni.

A H részek és igy az alomroncsok tulajdonsigainak tanul-
manyozasara a bécsi intézetben végzett igen sok és fontos
vizsgalat koziil csak E. Rona nagyon gondos méréseit emlitem
a kilénboz6 anyagoknak a H részecskékkel szemben tanusi-
tott fékezoképességiikre vonatkozolag és az ugyancsak ezen
kutatonének M. BrauvvaL végzett kisérleteit a paraffin H részei-
nek és az aluminium atomroncsainak ionizacios képességének
meghatdarozasdra. '

Az eddigiekben ecsak atomroncsolds egyik termékérél, a ki-
repilé H részekrol szolottunk, ezek nagy kinetikai energidjuk
folytan mindenesetre nagy nehézségek aran mégis észlelhetok.
A szétronesolt atommag sorsdrol, vagy mint St. MEveEr nevezi,
«a nyomorék atomrol» kozvetlen észlelés alig talalhato, mint-
hogy sokkal kisebb mozgdsmennyiségiik kovetkeztében nehe-
zebben figyelheték meg. Mindenesetre a bécsi kutatok tapasz-

11*
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talatai és szamitasai amellett szolnak, hogy a maradék mag
felveszi az o lovedéket és igy egy uGjabb nagyobb tomegl és
magasabb magtoltési atommag keletkezik, mint amilyen az
eredeti mag a végzetes iitkozés el6tt volt. Igy pl nitrogén-
maghol + « részb6l — H részb6l keletkezik egy ujabb kép-
z6dmény, melynek toltése 8 és tomege 17 egység, vagyis egy
ezidaig ismeretlen oxigénizotop keletkezik. A Brackerr altal a
szétroncsolt nitrogénmagrol felvett Winson-fotografidk czeket a
kovetkeztetéseket kisérletileg igazoltak. Ugy latszik tehat, hogy
lehetséges tigy az atommag leépitése hidrogén levalias folytan,
mint « részecske felvétele folytan el6allo felépitése. A folya-
matban levé kisérletek lesznek hivatva eldonteni, hogy vajjon
ezek a folyamatok nehezebb atomfajtédknal is analog modon
jatszodnak-e le és hogy spektroszkopiai modszerekkel a kelet-
kezett termékek kimutathatok-e. ‘

Az eddigi inkabb qualitativ vizsgilatok nem alkalmasak arra,
hogy kovetkeztetéseket vonjunk az atommagok méreteire vonat-
kozolag. A cambridge-i mérések az aluminium magjanak fél at-
mérodjét I)—llllTo cm-nél kisebbnek hataroztik meg, ezzel szem-
ben Scumipt tébb mint kétszer akkora értéket talalt, s6t még
ezt az értéket is kimondottan also hatarnak gondolja és a
tovabbi pontosabb mérések szerinte nagyobb értéket fognak
szolgdltatni. Mindenesetre az-aluminiumatomot az eléadoterem
nagysagira nagyitva kellene elképzelniink, hogy magja gombos-
tifej nagysagu legyen. Habar ezek a képzédmények ilyen pa-
ranyi méretiiek, mégis, ugy a cambridge-i, mint bécsi szétron-
esoldsi kisérletek arra utalnak, hogy a természet leghatalma-
sabb er6i vesznek részt ezen folyamatokban. Egy az aluminium-
magba centralisan tk6z6 « részecske az iitkozés elétt kozvet-
leniil tobb kg nagysagi eréknek van aldvetve. Hogy ha az
aluminium szétroncsolasanal szabaddd valo energiamennyisé-
gek egyszerre volnanak felszabadithatok az elem nagyobb meny-
nyiségére, ugy ez az drtatlan fém, egy sokkal ‘hathatosabb rob-
bantoanyagot jelentene, mint a legnagyobb szétvetoképességii
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explozios anyag. Eziddszerint még nagyon kétes, hogy valaha
is eljutnak-e az emberek oddig, hogy ezeket az oridsi energia-
készleteket hasznos vagy kartékony céljaikra felhasznalhassdk.
A cél elérésére kinalkozo egyetlen ut az atomroncsolas lefoly:-
sara vonatkozo tudasunk bdvitésében all, habdar az emberiség-
nek az utolso 13 évben tett tapasztalatai kevéssé teszik kiva-
natossa, hogy ezt az utat a leheté leggyorsabb lépésben te-
gyik meg.

irta: Hans Pettersson.

Forditotta : Forro Magdolna.



A FENYELEKTROMOS VIZSGALATOK EREDMENYEL

Szegedi magantanari elGadas.

I. Fényelektromossdgon értjik mindazon jelenségeket, me-
lyeknél elektromdgneses hullimzasok — tehat ultravéros, lat-
hato, ultraviola és Rontgenfény —— hatdsdra a testek belsejé-
ben, vagy feliiletén elektromossag valik szabaddd. A jelenségek
két csoportra oszlanak, a szerint,
hogy a testek feliiletébél kilépo
elektronokat, vagy pedig a testek
belsejében mozg6 elektromossigot
észleliink. E szerint beszélink kiilsé
és bels6é fényelektromos hatdsrol.

A kiils6 fényelektromos hatis el6-
allitasa a kovetkez6: Az A fémfe-
lilettel, (1. abra) melynek negativ
toltése van, szembenall B fémfeliilet,
mely az £ elektrométerrel all 6ssze-
kottetésben. Ha az A lapra fény
esik, az elektrométer negativ toltést
mutat. Ha az A4 lapnak pozitiv téltése van, az elektrométer nem
mutat kitérést. A jelenség egyértelmli magyarazata az, hogy
az A lapbdl a fény hatdsdra elektronok vdlnak ki, azaz negativ

1. 4bra.

elektromossiag aramlik ki. A kiils6 burok arra szolgdl, hogy a
jelenséget légiires térben allitsuk els, bar levegében is el6-
allithato. Az A lap lehet fém, szigetels, szilad vagy folyé-
kony test. |
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A belsé fényelektromos jelenséget kristalyok mutatjak. K fény-
elektromosan érzékeny kristaly, (2. dbra) melynek két szemben-
fekvé oldalan elektrodok vannak, melyek egy telepen és galvano-
méteren at zarodnak. Ha 'a kristalyra fény esik, a galvano-
méter kitérését mutat.

A jelenséget gazokban is kutattdk és Lenarp észlelte, hogy
n]travmla fény hatasara a gazok ionizalodnak, tehat a fény

' hatdsdra a gizok molekuldi
elektronokat adnak le.

2. A kiils6é (ényelektro-

mos jelenséget felfedezgjércl

Havrnwacus - effektusnak s

nevezik. Bar a jelenséget
szigetelok is mutatjak, a leg-
tobb  vizsgalatot fémeken
9\ alipa végezték és a fontos ered-
ményeket kizarolag fémeken
nyerték. Meg kell eldére jegyeznem, hogy minden a fémekben
fellépo jelenséget normalis hatdsnak nevezziik, szemben a csak
specialisan fellépd szelektiv hatassal. Itt most a normalis hatas-
rol lesz szo. A jelenséghen szereplo quantitisok a kovetkezok :
I a fényelektromos dram erdéssége — ne, hol e egy elektron
toltése és 7 az egy masodperc alatt leadott elektronok szama;
_ v a potencialkiilonbség a kondenzator lapok kozott; E a fény-
sugar erossége ; 2'a fény hullamhossza, mindig monochromatikus
fényt alkalmazva; w az elektron kezdd sebessége. Sziikség volna
még egy szamra, mely az A fém anyagit jellemezné, azonban
amint késobb latni fogjuk, ez experimentdlis okokbol még nin-
csen megoldva.
. Az itt szereplé mennyiségek mérési modja. a kovetkez6: Az
I fényelektromos dramot mérjiitk galvanométerrel vagy elektro-
méterrel Amperekben; a v potencidlkiilonbséget a szokasos po-
tenciométer berendezéssel Voltokban ; az F fényenergiat Thermo-
elemmel és galvanométerrel kaloridkban ; a 4 hullamhosszat az
ismert spektrométeres médszerrel; az wu kezdGsebességet az
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ugynevezett ellenmezok modszerével mérjiik, melyet késébb rész-
letezni fogok.

3. A normdlis fényelektromos hatason végzett mérések ered-
ményei az itt felsorolt 6t mennyiség kozotti quantitaliv Gssze-
fiiggések megallapitasabol all.

a) Az oOsszefiiggést a fényelektromos dram és potencidl-
kiilonbség kozott mutatja a 3. abra.

Mint latjuk, a fényelektromos dram kezdetben a térerésség-
gel n6, mig aztan elér egy allandé értéket és azutdn fiiggetlen
a fesziiltségtél. Az daramnak ezt az értékét telitési dramnak
nevezziik és ugy értelmez- '
ziik, hogy ekkor a fény altal
kivaltott 6sszes elektronok
elérik a B lapot. Miutan
az Osszes elektronok elér-
ték a B lapot, a fesziiltség
tovabbi novelése nem vél-,
toztathat az aram erdssé-
gén. Ebbol a kisérletbél .
kiolvashatjuk azt is, hogy
az elektronok nem mero- S Rgwabra.
legesen lépnek ki a feli-
letb6] — mint példaul a katodsugar elektronjai. A V' = 0 pont-
ban is van mar aramunk, tehiat némely elektronok Kkiilso tér
hatdsa nélkiil is elérik a B lapot, s6t miutin a V pozitiv ér-
téke mellett is van még aramunk, az azt bizonyitja, hogy van-
nak elektronok, melyek oly nagy kezdeti sebességgel rendelkez-
nek, hogy ellentétes iranyt mezében, azaz egy gatlo hatas da-
cara is elérik a B lapot. Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy
az elektronok mindenféle irdnyd, és pedig kilonféle nagysagt
sebességgel lépnek ki a feliiletbél.

b) A fény elektromos aram eréssége és fény erossége kozoti
a kovetkez6 igen fontos Osszefiiggés van. Hogy az 6sszes kivil-
tott elektronokat felfogjuk, a telitési arammal kell dolgoznunk,
amit elég nagy — V alkalmazasdval elériink, jo vikuum mellett
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mar —2 Voltnal. Valtoztatva most a beesé fény erdsségét. azt
talaljuk, hogy a fényelektromos aramok erésségei szigortian ara-
nyosak a fényerosségekkel. Ez az egyszerii torvény sok vizsgi-
lat targyat képezte, részint elméleti, részint gyakorlati jelento-
sége miatt. Az elméleti szempont, a fényelektromos elektron
kivaltasanak mechanizmusat illeti. A legegyszeribb kép az
volt. hogy az atomban rezgé elektron a megfeleld rezgésszamu
fényhullamra rezonal, igy rez-
gési  amplitudoja novekszik,
mig végre az atombol kivalik
(4. abra).

Ha helyes ez a kép, ugy
kovetkezik beldle, hogy kis
intenzitas fény esetén a ki-

4. abra. valtasra szitkséges-energia fel-
halmozésa sokkal lassabban
torténik, mint nagy intenzitast fény.esetén. A kivaltott elektro-
nok szama tehat eléggé kis intenzitasi fény esetén szikség-
képpen kisebb lesz, mint nagy intenzitasi fény esetén érvé-
nyes aranyossignak megfelelne. A kisérletek azonban a szigort
aranyossdagot mutattak, ami tehat azt mondja, hogy az elektron
nem rezonancia-folyamatban veszi fel a kilépéshez sziikséges
energiit. A quantumszerii magyarazata a jelenségnek, mely
szerint az elektron kivdltisa egyetlen aktus ban torténik, 6ssz-
hangban van a tapasztalattal a nélkil, hogy a kivdltdsi aktust
részleteiben megmagyarazna. A rezonancia-felfogias szerint a
kivaltott elektronok kezdé sebességének is fiiggenie kellene a
fény intenzitasatol. Amint mindjart latni fogjuk, a tapasztalat
ezt sem igazolja.

A fényelektromos dram és kivalto fényerdsség kozti szigora
aranyossagnak a gyakorlati jelentésége abban van, hogy éppen
az aranyossig alapjan hasznalhato a jelenség fénymérési cé-
lokra. '

¢) A megadott 6t mennyiség kozott igen fontos kérdés a fény-
elektromos érzékenységnek a szinképben valo eloszldsa. Az
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¢rzékenység alatt érthetjiik a beesé fény energiaegysége dltal ki-
valtott fényelelektromos &dramot. Keressiik tehdt a szinképben
kilonb6zé hullimhosszak mellett a beesé fény energiaegysé-
gére es6 aramot. szigo-
ribban az elnyelt fény
energiaegyseégére esé ara-
mot.

Az eredményt mutatja
az 5. abra. Latjuk, hogy
az érzékenységnek van
egy 4, maximalis hatara.
A A;nal hosszabb hulla-
mok mar nem hoznak
létre hatast. A rovidebb
hullamok felé pedig a ha-
tasnd. Kz a torvényszerti- 5. dbra.
ség érvényes az alkdli-
fémek kivételével az 6sszes fémekre, a szinkép minden részében
és ezt a hatast nevezzik normalis fényelekiromos hatasnak.
E pontja a jelenségeknek igen sok vizsgalat targya volt, mert
a modern atomelmélet megalkotasa el6tt itt latszott egy mod
arra, hogy felvilagositast nyerjiink az atom belsejében az elektro-
nok rezgési viszonyairol. A vizsgdlati eredmények ezt a véara-
kozast nem igazoltak. Amint az 1. tdblazat mutatja:

1. tablazat.
Fém | Alkali femek|| Ca | Zu|Th| Pb | Sn | Cd | Bi | Hg
|

T !

Az érzékeny- A X5 - i

séz maxima- | S8782 bis eaq ) 380|370 |>365|>365/ 320 [>313|=250
| |

0 = ultravoros
lis ‘hatara ‘ { |

, AR
| : \ [ \

a fémek érzékenysége az alkalifémek kivételével az ultraviola-
ban van.
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Az itt megadott hatdrok azonban nem mondanak nagyon
sokat, mert az 5. dabra is inkabb qualitativ jellegii. A fény-
elektromos hatas mechanizmusa ugyanis komplikaltabb, mint az
elsé pillanatra latszik. A fény ugyanis meglehetés mélyen be-
hatol a fémfeliletbe és igy nemecsak a feliileten valt ki elektro-
nokat, hanem abban az egész réteghen, amelyben az elnyelés
torténik. Mi ellenben csak azon elektronokat észleljiik, amelyek
a fémbol kilépnek és nem mindazokat, amelyek a fényre rea-
galtak. Viszont a fény altal kivaltott elektronok minden iranyn
kezdé sebességgel birnak, a szomszédos molekuliakon titkozé-

seket, irany- és sebesség-
valtozdsokat szenvednek.
Ennek kovetkeztében az-
tan igen sok elektron
nem lép ki a felilleth6l
(6. abra).

) Kozeltekvo a gon-
dolat, hogy azt kérdezziik,
hogy mi modon befolya-

6. -abra. solja a jelenséget az, ha
polarozott fényt alkalma-
zunk és annak elektromos vektorat a feliilletre egyszer merdlegesen,
egyszer azzal parhuzamosan allitjuk be. A vizsgalatok az alkali-
és alkalifsldfémeken jartak eredménnyel. Fennebb mdr emli-
tettem, hogy a fényelektromos érzékenység szinképbeli eloszla-
sara nézve az alkalifémek kivételt képeznek az altalanos tor-
vényszeriség alul. Kz a kivétel abban all, hogy az alkdlifémek-
nek az 5. dbrdban megadott normalis effektusdra még szuper-
ponalodik egy bizonyos szinképrészhen egy szelektiv hatas,
melynek az a tulajdonsdga van, hogy kiilonben egyenlé be-
esési szog mellett fiigg a beeso fénysuga’ir polarozasi viszo-
nyatol.

A fényelektromos jelenségeknek ezt az esetét, ahol a beesd
fény poldrozasi viszonya lényeges befolyast gyakorol a kivaltott
elektronok szamara, szemben a fent 5. abraban ismertetett
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jelenséggel, szelektiv fényelektromos hatasnak nevezziik. A je-
lenséget a 7. abra tinteti fel. A normdlis hatdsra As-nél éles
maximummal egy hatds addédik, amely csak abban az esethen
lép fel, ha a polarozott
fénysugar elektromos
vektora merdleges a
feliiletre. ;

A szelektiv hatds
eléallitasa  legegysze- ]
riibb KaNa dtvozeten,
mely rendes szobahé-
mérsékletnél ecseppfo-
lyos és igy tokéletes
titkorfelilletet ad. A
fentiekb6l kovetkezik
még egy dolog, ne-
vezetesen' az, hogy a hatds fiigg a beesési szogtdl is, ami a
normalis hatdsra nem all. Ha egy tokéletes tiikorfelilletre meré-
legesen esik be polarozott fény, az elektromos vektor parhuza-

7. abra.

mos a feliilettel és igy ecsak
a rendes hatas érvényesiil.
A 8. dbraban II. feliilet ese-
tén az elektromos vektornak
van egy a feliiletre merdleges
komponense. A IIl. felilet
esetén a feliiletre meréleges
komponens még nagyobb
és igy a hatds is nagyobb.
Szilard Ka, Na Li, Rb, Cs S5 4bias
feliilletek esetén elég kozon-
séges fényt hasznalnunk, mert ezeknél a feliillet szamtalan min-
denféle iranya kristalyfeliletbél all. llyen felileteken a fény-
érzékenység eloszlasa teljesen megfelel a 7. dbra gorbéjének,
természetesen minden fémre mas és mas maximummal. Az alkali-
fémekre karakterisztikus maximumokat a 2. tdblazat mutatja.

ok B g
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2. tablazat,

A8 iy
s p= As
rezonancia- | 3 —-const.
hullamhossz | atomradius r
— T — ‘} 1 — — -
Rubidivm . s o mii|| 1 oo ASQ L 2:55.107% cm 1-88
Kalinnigene it Jo 4 2O 435 « 237 « 1-83
Natrinm: > =55 bt 340 « 1-90 « 1279
Bathanmn e e o fio et on i 280 « 2:57 « 1:79.

A tablazat masodik oszlopaban vannak a karakterisztikus
maximumok, melyeket rezonanciahullimhossznak is neveznek.
A harmadik oszlopban az atomradiuszok vannak feltiintetve,
melyekkel, mint a negyedik oszlop mutatja, ardnyosak a rezo-
nanciahullamok. Kzt az o6sszefiiggést nugy lehet értelmezni,
hogy a fényelektromos hatds elektronja az atom felilletén fog-
lal helyet, egyezésben az atom Bour-féle elméletével, amely
szerint szintén az alkalifémek atomjainak legkiilsé rétegén egy
elektron foglal helyet.

A szelektiv fényelektromos hatasnak van még egy érdekes-
sége. A hatast igen sokszorosan lehet fokozni, ha az alkalifém
feliiletét bizonyos kezelésnek vetjik ald. Kz abban all, hogy az
alkalifémet hidrogén atmoszféraban rovid ideig pamacskisiilés

hatasinak tessziik ki, oly mo-

don, hogy az alkdli feliilet katod

legyen. A kezelés alatt a fém-

feliilet elveszti fémes fényét,

lilasziirke réteggel vonodik be,

9. abra. ami kémiailag valoszintleg egy

hydriirb6l all. E feltiletnek az

érzékenysége a tiszta fémét tobbszazszorosan felilmilja. PouL
és Guppennek a nézete az, hogy e feliletben a fém igen finom
szuszpenziot alkot és igy a kolloidszerti réteghen a legkiilsé
elektronok rezgési sikjai merélegesek a feliiletre (9. dbra) és
egyfel6l ez hozza létre azt, hogy a feliiletre meréleges elektromos
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vektor hatasa nagy, masfell pedig azt, hogy e feliletbol
sokkal tobb elektron léphet ki, mint a szilard fémfeliilethol.

A szelektiv fényelektromos hatasnak nagy jelentésége van a
gyakorlatra. Ugyanis ennek segélyével sikeriilt oly érzékeny
cellakat késziteni, melyek a gyakorlatban a legnagyobb kivetel-
ményeknek is megfelelnek.

A fotowéteres célokra hasznalt fotocellak alakjat a 10. dbra
tiinteti fel. Az érzékeny felilet rendesen Ka vagy Na, mely
két fém érzékenysége a vorosbol a legszélsd ultravioldig terjed
és az érzékenység fokarol
fogalmat ad az, ha megem-
litjik, hogy a Ka cellak ér-
z¢kenysége a szinképnek
kék részében megegyezik a
sotétben kipihent emberi
szem érzékenységével.

e) Hatra van ‘még, hogy
a kezdetben felsorolt ot té-
nyez6 koziil a fényelektro-
mos elektronok kezd6 se-
bességérol beszéljek. Emli- 10. abra.
tettem mar a fényelektromos
aram és fesziiltség kozti oOsszefiiggés targyalasandl, hogy az
elektronok bizonyos kezdeti mozgédsi energidval rendelkeznek.
Igen fontos volt és kovetkezményeiben nagy eredményekkel
jart vizsgdlni, hogy mitél fiigg az elektronok kezdé sebessége.
A kérdést elméleti megfontolasok utén Einsrein irta le a réla
elnevezett torvénnyel, mely szerint a fényelektromos elektro-
nok mozgasi energidja a feliiletb6l valo kilépéskor

1
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= hy — p,

hol m az elektron tomeg, u kezdésebessége, hv az elemi fény-
(quantum, v a hasznalt fény rezgésszama és p egy munkameny-
nyiség, melyet az elektronnak teljesiteni kellett a véghdl, hogy
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a feliileth6l kilépjen. A torvény mésszoval azt mondja, hogy az
elektron mozgasi energidjat a fénybdl veszi. A p munkat a két
AB lap kozott uralkodo kontaktpotencial kiillonbséggel mérjik.

A v mérése igen egyszerii, ugyanis v - T hol ¢ a fény ter-

jedési sebessége, 4 az ismert hulldmhossz. Az u sebesség meg-
hatarozasdara tobbféle mod van. gy méagneses térben az elektron
eltéritéséhél lehet az w értékéhez julni. En itt azonban révi-
den vazolni akarom az tgynevezett ellenmezék modszerét, amely
igen gyakran nyer alkalmazast lassi elektronok sebességének
mérésénél. Bz a modszer lényegében ugyanaz, mintha egy fel-
felé hajitott kédarab kezdé sebességét a felhajitas magassagd-
b6l hatdroznok meg és miutan sebességek mérése nem is olyan
egyszerd, plane gyorsulémozgésok esetén, a modszer nem is
olyan mesterkélt, mint
talan latszik. A felfelé
hajitisnal a testnek van
sme* kezdeti energidja,
mely a /t magassagban
mgh potencialis energidva
alakul at, tehat

smw?* — myh.
honnan
v — Y/ 2gh.

Az elektronnal, mely a

11. abra. kezdeti sebességével el-

lentétes mezében halad,

ugyanez az eset, 3mu® kezdeti energia atalakul eV potencidlis
energiavda, amikor sebességét elvesziti, honnam

Nekiink tehat ezt a V fesziiltséget kell mérnink. A 11. db-
raban az A lapnak pozitiv fesziiltséget adunk, mely a felilet-
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bol kilépé elektronokat a laphoz visszavonja. Az A lapon a
csusztatd segitségével a fesziiltséget addig valtoztatjuk, mig a
B lap éppen nem kap tébbé téltést. Tébbek kézott precizids
méréseket végzett 1916-ban MiLuikan és azt taldlta, hogy az
elektron Voltokban kifejezett sebessége és a fény v rezgés-
szama kozott egyszerd linearis és pedig a fentemlitett Einsreiy -
féle Gsszefiiggés van

[Bmu®] =eV = hv—p.

MiLLikaxy méréseit Ka és Na fémeken végezte és fényforrasul
Hg ivlampat alkalmazott, mely intenziv monochromatikus vo-
nalakat ad. Méréseinek helyességét ugy ellendérizte, hogy a fenti
egyenleth6l kiszamitotta a £ Pranck-féle univerzdlis dllando
értékét és azt /= 6'57.107%7 erg/sec taldlta, ami 0'5 % pon-
tossdaggal egyezik mads természeld mérésekbél meghatarozott
I értékekkel. I mérések szerint tehat vilagos, hogy egy elnyelt
hy energia az elektron mozgdsi energidgjaban tjra megjelenik.

gy most utélag meg lehet érteni azt a tényt, hogy miért
van az egyes fémeken az érzékenységnek egy maximadlis hatara,
Kz ugyanis ott all, ahol a /hv energia mar nem elég arra, hogy
az elektron a felilletbél kilépjen. Igy lehetséges, s6t valészint,
hogy a kritikus hatdaron tal is vannak még hatdsok, de mivel az
elektronok nem lépnek ki a fémbdl, ezekr6l nem szerziink tu-
domast.

4. Eddig nem terjeszkedtem ki a mérések gyakorlati kivitelére
és gyakorlati nehézségeire. Ezek kozétt van egy, melynek elvi
jelentésége is van, nevezetesen a fémfeliileten abszorbealt gazré-
teg hatdsa. Az altalanos jelenség az, hogy a friss feliilet érzékeny-
sége percek, orak, napok alatt az eldallitas utan csokken és a
jelenség fényelektromos kifaradds néven szerepel. Viszont van-
nak modszerek ezt a kifdradast megsziintetni, mikor is a felii-
let megujhoddsdarél beszélink. A felileti gazréteg befolyasa sok-
féle hatdasban nyilvanul. Példaul az ozon sok fényt nyel el és
ezaltal is csokkenti a hatast, a kilépé elektronokat elnyeli
vagy legalabb is megneheziti azok kilépését a feliileth6l. To-

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV. 12
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vabba befolyiasolja az elektronok kivaltasanak a mechanizmusat,
eltolja az érzékenység hatirat a rividebb vagy hosszabb hul-
lamok felé. Sok, sokszor ellentétes eredményti vizsgalat utan
annyit lehet mondani, hogy elektronegativ gazok, melyek az
elektronokat konnyen lekétik, az érzékenységet csokkentik, mig
elektropozitiv gazok a hatast novelik. A nemes gazok megleheto-
sen indifferenstil viselkednek. Az Gsszes gazok kozott kilon
helyet foglal el a hidrogén, mely az érzékenységet emeli és az
érzékenység hatdrat a hosszabb hullamok felé tolja el.

A gazok ilyen nagy szerepe miatt felvetédott az a kérdés,
hogy a fényelektromos elektronok kiviltisahoz egyaltalan va-
lamely gaz jelenléte sziikséges. Kz azonban nem bizonyult he-
lyesnek. Nem lehetetlen azonban, hogy némely giazmolekulak
jelenléte a fématomokal diszponaljik a fényelektromos elektron
leaddsira. Ez a kérdés az elektronkivaltis mechanizmusit illeti
és errdl egyelére még tovabbi tapasztalatokra van sziikség.

A gazhatas egy sajitsigos modjdnak lehet nevezni azt, hogy
a fényelektromos jelenségekre mnagy befolyasa van az elektro-
mos kisiiléseknek. Az elektromos kisilés hatasa folytan a felii-
leten kémiai valtozasok is lépnek fel, de fellépnek azonkiviil
elektromos kettds rétegek, ionrétegek a felileten, melyek tolté-
sitk szerint az elektronok kilépését eldsegitik vagy megakada-
lyozzék.

5. Hatra volna még az, hogy beszamoljak az egyes fémek spe-
cialis viselkedésérdl a fényelektromos hatdssal szemben. Varni

lehetne, hogy ez az effektus szintén egy anyagallandot szolgdl-

tat, mint példaul az elektromos vezetéképesség és sok mds.
Hasznaltam eddig is gyakran egy szot, a fényelekiromos érzé-
kenység-et, amit eddig nem definialtam pontosan. Ha erre a
fogalomra pontos sziamadatot lehetne talalni, ez volna az itt
varhato anyagallando. A fényelektromos érzékenységet koriil-
beliil ugy lehetne definidlni, ha megszabnok, hogy egy bizonyos 4
hullamu fénysugar esetén az elnyelt fényenergia egységére ennyi
és ennyi elektron vilik szabaddd és ha megtudnok még adni e
szabaddd vdlt elektronok szdmdanak a szinképbeli eloszlisat.
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Amint az eddigiekbdl is kitiinik, ez jelenleg experimentalis
jellegii nehézségek miatt lehetetlen. Viszont a kérdés igen fon-
tos volna, mert a sebességmérések mutatjak, hogy az elnyelt
fényenergia és a kivaltott elektron kozott szigort osszefiiggés
van. Igy jutottak Ponn és Guppex arra a gondolatra, hogy a
kiils6 fényelektromos halds helyett az ugynevezett bels6 fény-
elektromos hatdst vegyék vizsgdlat ald. A belsé fényelektro-
mos hatds ugyanis kiillonosen az elnyelt fényenergia és a
kiviltott elektromos mennyiség kozotti Osszefiiggés vizsgalatd-
nil semmi nehézséget nem mutat, mert atliatszo egységes kris-
talyok esetében az elnyelt fényenergiat pontosan lehet mérni,
misfel6l pedig a kivaltott elektronokrol teljesen egyformén tudo-
mast szerziink, tgy hogy sza-
munkra egy sem vesz el, mint
a kiilsé fényelektromos hatds-
nak azok az elektronjai, melyek
a felilethol nem lépnek Kki.

Itt tehat a belsé effektus (12.
abra) hatarozott elonyt igér.
Fzzel szemben a jelenségnek a 10 hra
lefolyasa lényegesen mds, mint
a felilleti hatasnal, mert a fény dltal létrehozott aram kozvetitéi
itt egy szilard test belsejében mozognak, ahol az elektronok és
ionok mozgdsanak a feltételei teljesen masok, mint tres térben,
és pedig lényegesen komplikaltabbak. Guppen és PonL gondolat-
menetében ez azonban nem hatrany, hanem kedvezé eset a
vizsgalatok kibévitésére, nevezetesen az elektromos vezetés
mechanizmusanak a tanulminyozésara szilard testek belsejében.

Kddig a belsé fényelektromos jelenség csak a fémes szelé-
nen, apré Kkristalyokbol allo aggregatumokon volt ismeretes.
Ezenkivil eziistkéneg, ezisthalogének, antimonit és rézjodiir
mutattdk a jelenséget. Ujabban a fényelektromosan vezetd
anyagok szdma igen nagy lett és Guopex és Pomu két altaluk
felfedezett torvényszertliség szerint csoportositottdk ezen anya-

gokat. Ugyanis azt talaltdk, hogy a kiilonben szigeteléként sze-
12
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replo kristalyos testek, melyeknek a torésmutatéja a nem nagy
abszorpcioval biro szinképrészben — tehat a hosszabb hulla-
mok felé — n > 2-nél, azok mind mutatjak a jelenséget — gyé-
mant, zinkszulfid, zinober. Ez -azt jelenli, hogy a testek tulaj-
donsdgaihoz tartozik az, hogy alkatrészeiknek elektronburkolata
igen deformalhato. Tovabba vannak kristalyok, melyek idegen
zérvanyokat tartalmaznak. Ezek a zdrvanyok azzal a tulajdon-
saggal rendelkeznek, hogy fény hatisdra elektronokat képesek
leadni, mely elektronok aztan a kiillonben szigeteld kristalyban
tovabb mozognak. Ilyen testek peélddul a Rontgen- vagy Radium-
vagy katod-sugarakkal, vagy additiv modon szinezett alkali
haloid és mas kristalyok. !

6. A szigetel6 kristalyokban az elektromos vezetés mér nagyon
komplikalt és Jorri vizsgalatai szerint elektronok és ionok koz-
vetitik. A fényelektromos vezetésnél is meg kell vizsgalni, hogy
az elektromossagol vezetd részecskék elektronok vagy ionok.
A kristaly szigetelo volta miatt fellépnek szekundér jelenségek,
melyek a kristaly belsé allapotat megvaltoztatjak. Ezek a sze-

kundér jelenségek okozzak a vizsgila-

toknal a legnagyobb nehézségeket. A

jelenségr6l a kovetkezé képet alkot-

hatjuk magunknak : A kristdlyra beesd

fény a kristily belsejében elektronokat

valt ki, melyek az uralkodo tér hata-

sara némely esetben az anddhoz, né-

mely esethen csak az anod irdnyédban

13. abra. egy kis utrészen (13. dbra) tovabb vin-
dorolnak. A jelenség lefolydsa utan a

knstaly belseje, melynek téltése nem volt, most toltéssel ren-
delkezik, mert az elektronok székhelyei pozitiv t6ltéssel maradtak
vissza. Ha az elektronok csak kis eltolodasokat szenvedtek, akkor
a kristalyban a katod oldalian pozitiv, az anéd oldalan negativ
elektromossag van felhalmozva. Ha ezt az dllapotot sokdig ma-
gara hagyjuk, magatol megsziinik. Melegitéssel gyorsan lehet meg-
sziintelni. Ha ez dllapot, amit sokszor az irodalomban polarizdlt
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allapotnak is neveznek, még megvan és egy wjabb fényhatést ho-
zunk létre, az ebben kivaltott elektronok mar masképpen mo-
zognak, mint az els6 hatas eredetileg semleges allapotédban.
Erés fényhatds, magas fesziiltség és hossza idén at tarté meg-
vilagitas alatt ezek a hatésok teljesen megvaltoztatjak a kris-
taly allapotat. Kz a valtozas szemléletesen kifejezve abban dll,
hogy a kristaly bels6 szerkezete meglazul, minek kovetkeztében
lassan mozg6 ionok lépnek fel, melyek a fény dltal kivalasz-
tott elektronokhoz jarulvén, meghamisitjak a fény altal kival-
‘tott elektronok szamat. A méréseknél ez a hatds abban nyil-
vanul, hogy a fényhatds megsziintével még sokaig észlelink
daramlast a kristalyban.

7. Pour és Guopen eldszor e masodrend hatdsokat tanulmé-
nyoztak és megallapitottak annak feltételeit, hogy milyen viszo-
nyok mellett észlelhetjiikk a fény primér hatdsat tisztan. Arra
-az eredményre jutottak, hogy ha kis fényerdsséget, révid meg-
vilagitasi idétartamot és nem tulsagosan nagy fesziiltséget alkal-
mazunk és ha az egymdsutin kdvetkezé megvilagitasok kozé
hosszabb pihenési idéket vagy pedig ultravioros besugdrzaso-
kat iktatunk be, akkor kizarélag a tiszta fényhatasokat figyel-
hetjiilk meg. Ezek a hosszabb pihenési pauzik arra szolgdl-
nak, hogy az elsé fényhatds dltal létrehozott valtozédsok tujra
megszinjenek. Ugyanezt gyorsabban elérjiik ullravoros besu-
garzassal, amit a késébbiekben még részletesebben értelmezni
fogunk.

Ponr és GupopeEN ezirdnya vizsgalatainak az eredménye a
kovetkez6: A fény altal a fent jelzett megszoritiasok mellett
kiviltott hatast elnevezték primér hatdsnak és minden jelensé-
get Osszefoglalva, mely a kristdly bels6 szerkezete meglazulasa-
nak a kovetkezménye és amely a legtébb esetben ugy értel-
mezhetd, mint a kristaly specifikus ellenallisanak a csokkenése,
elnevezték szekundér hatdsnak. A primér hatds vagy fény-
elektromos primér aram pedig két részbdl tevédik 6ssze. Egyik
része a fény altal kivaltott elektronok elmozdulasabol eredd
dram, melyet a primér aram negativ komponensének neveznek.

v o Bl 7 « Sl
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A kivaltott elektronok helyein a kristalyban pozitiv téltések
maradnak vissza. E pozitiv toltések az idével megsziinnek, azaz
egy elektron befogdsaval neutrilizalodnak — néha momentdan
is — ami Ggy értelmezhetd, hogy a pozitiv maradéklollés a
katodhoz vandorolt, vagy pedig gy, hogy a katodbél egy
elektron a pozitiv 16ltésig ment (14. abra) és azt k6zombositette.
Ekkora kristaly Gjra a kezdeti dlla-
potaba kerillt és ez a fontos. Ez
utobbi hatdst, mely végeredményé-
ben a pozitiv maradéktoltés latszo-
lagos elmozdulasdbol &ll, a primér
dram pozitiv részének nevezik.
14. abra. A primér dram negativ és pozitiv
része a legtobb esetben teljesen kii-
l6n figyelheté meg, ami azt jelenti, hogy a pozitiv mara-
déktoltések csak nagyon lassan jutnak egy kozombosité elek-
tronhoz.

Guppen és Poun a fényelektromos primér aramot tanulma-
nyoztdk és annak is legtébb esethen a negativ részét, tehdt a
fény altal kivaltott elektronok mozgdasédbol eredé aramot, és a
kovetkez6 eredményekhez jutottak :

a) A fényelektromos primér dram a megvildgitas kezdetén
pillanatnyilag indul meg és a megvilagitas megsziintével pilla-
natnyilag sziinik meg. Az dramot elektronok kozvetitik. Az az
id6, melyen beliill az dram teljes értékét eléri, vagy pedig meg-
szinik, a legajabb mérések (dr. Fiecusie) szerint kisebb, mint
10 * masodperc.

b) Az dramerdsség minden térersség mellett ardnyos a be-
esO fény erbsségével.

¢) Az dramerdsség kis térerGsségek mellett ardnyos a tér-
er0sséggel, mig nagyobb térerdsségeknél telitést ér el (gyémant,
zinkszulfid) épp ugy, mint a feliileti hatasnal.

d) Ugy latszik, hogy ez a telitési térerésség az illeté kristaly
optikai tulajdonsagaival figg Ossze. Az alkdlihalogének eseté-
ben a telitést még nem sikerilt elérni és a kdésén végzett mé-
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rések szerint az aramercésség a legkisebh terektol egészen 70,000
Volt/em térerdsségig szigortan koveti Oum torvényét.®

¢) A leljes primér aram (tehat annak negativ és pozitiv
része egylttvéve) bizonyos szinképrészekben oly modon figg az
elnyelt fényenergiatol, hogy minden elnyelt /v elemi kvantumra

15. Abra.

egy elektron esik. Ez az ugynevezett quantumegyenléség tor-
vénye (15. dbra).

Ez utobbi pontnél killonbséget kell tenni a fényelektromo-
san vezeté kristdlyok két csoportja kézott. Az elsé csoportnil
a fényelektromos vezetés a nagy térésmutatéhoz van kotve és
a mért esetekben (gyémant, zinkszulfid, zinober) a teljes quantum-
egyenléség all fenn; a masodik csoportnal, hol a fényérzékeny-
séget a kristalyba bezirt idegen anyagok hozzdk létre, a késon
végzett sajat méréseim szerint, nem nyeriink minden elnyelt
hy ellenében egy elektront, hanem csak koriilbeliill minden
10,000 elnyelt elemi fényquantum szolgédltat egy elektront. Ezt

* Megjegyzés a korrekturanal : Levélbeli értesilés alapjan Dr. Flechsig-
nek Gottingenben sikerillt réntgenezett koson, 0-1 mm vastag kristalyon
200,000 Voltnal nagyobh térerdségnél a telitési aramot elgallitania.
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az eredményl egyelére ugy értelmezziik, hogy a késoban a ki-
valtott elektronok csak igen kis eltolodasokat szenvednek.*
8. Amint latjuk, a kristalyokon egy csapasra meg lett oldva
az elnyelt fény és kivaltott elektromossig mennyisége kozotli
osszefliggés. A haszna az
L csoport @j vizsgalati modnak még
n>2a tovabb megy.
A fényelektromos ve-
zetés és [ényelnyelés ko-
Absorplio 26tti szigort kapesolatot
bizonyitjak az Gjabb vizs-
galatok, melyek szerint a
vezetdképesség minden
kiilonosségei a fényelnye-
lésen is kovetheték. Igy

Assorptio Koejficien s

a kétféle mérési modszer
agy egyenliti ki egymast,
hogy a vezetési mérések
Vezele's sokkal  érzékenyebbek,
] mint az abszorpcioméré-
sek, de viszont az abszorp-
ciomérések teljesen fiig-
getlenek minden olyan
mellékjelenségtsl, melyek
a vezetés mechanizmusa-
bol erednek. Roviden az
itt érintett jelenségek a
kovetkezok :

A fényelektromosan vezeté kristaly — a két csoport bér-
melyikébe is tartozzék — ha érzékeny fénnyel viligitjuk meg,

* A k6son a quantumszeriiséget egyelére fenntartassal kell fogadnunk,
mert egy pétervari dolgozat szerint nem h» energia elemi quantumok,
hanem a v rezgésszamtol friggetleniil egyenlé energia quantumok valtanak
ki egy elektront. A kérdés ujabb megvizsgalisa Gottingenben folyamatban
van. Ha azonban mégis az energiaaranyos kivaltas nyerne beigazolast, az a
jelenség lényegérdl teljesen uj elméleti meggondolasokat tenne sziikségessé.
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akkor ennek kévetkeztében oly dllapothba megy dat, amely most

a fényre masképpen reagal. Elézetes megvilagitasra a révidebb

hulldmok hatasa kisebb lesz,

a hosszabb. hullamok hatasa

nagyobb. Az abszorpciora vonatkoztatva pedig ez abban jeléntke-

zik, hogy el6zetes meg-
vilagitdsra a rovidebb
hullamok tartoményi-
ban az abszorpcio ki-
sebb, a hosszabb hul-
lamok tartomanyéban
pedig nagyobb lesz.
Ezt a 16. és 17. dbra-
val szemléltetjiik.

A baloldalon &l a
fényelektromosan ve-
zeté kristalyok elsé
csoportja hol n>2. Itt,
mint latjuk, a fény-
abszorpcidonak csak bi-
zonyos ¢és pedig a
hosszabb hullamokhoz
tartozo részében van
vezetés. Ezen tarto-
manynak a hosszabb
hullamok fel6li részé-
ben megy a fényelnye-
lés  quantumszertien
csak. Hogy a révidebb

17. abra.

hulldimokndl miért nincsen vezetés, az még egyeldére probléma.
Valoszintileg a fényelnyelés nem elektronok levaltasiban all,
mert arra, hogy az itt levalt elektronok vezetési nehézségek
miatt nem nyilvdnulnak, kevéshbhé lehet gondolni. A jobboldali
abrak altalaban vonatkozunak. az idegen feslésti kristalyokra,

mint a Rontgen festette késo sth.

Itt az idegen festés a kristalyban egy szelektiv abszorpciot
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hoz létre abban a részben, hol a nemfestett kristaly kii-
lonben egyaltalan nem abszorbedl fényt. A quantumszeri
fényabszorpeio érvényes a szelektiv abszorpcio egész tarto-
manyéara.

A 2 max-al valo elozetes megvilagitas hatasa abban nyilva-
nul, hogy a fényabszorpcio és ennek megfeleléen a vezelés is
a maximumban kisebb lesz, viszont ugy a fényabszorpcio, mint
a vezetés 1s a hosszabb hullamok tartomanyédban nagyobb lesz.
E jelenséghen a parhuzamossiag a fényelnyelés és elekiromos
vezetés kozott a legélesebben szembetiiné. Ez a parhuzamos-
sdag a két jelenség kozott még masokban is megnyilvanul,
amelyekre itt nem terjeszkedhetem ki. Kllenben meg kell em-
litenem azt, hogy amint latjuk, elozetes megvildgitasra a hosz-
szabb hullamokn&l az abszorpcio né és ez teszi lehetévé azt,
amit fennebb csak futélag érintettem, hogy PouL és Guppen
a kristalyokat minden megvilagitdis utdn ultravoros besugar-
zassal a kezdeli allapotba hozzak. Ugyanis a kristaly, mely
a szaggatott gorbékkel jelzett abszorpeiot mutatja, kell6 hosz-
szu ideig tarto ultravoros megvilagitassal eljut a kezdeti, vagyis
a kihGizott vonallal jelzett allapotaba. A két gérbe maxi-
mumai kozotti nyilakkal jelzett killonbséget gerjesztésnek ne-
vezik és az allapot jelzésére hasznaljuk. Ez dllapot mechanis-
musarol egyelére Ponr és Gupnen azt a képet alkottak, hogy egy
centrum egy elnyelési aktusban lead egy elektront, mely ektro-
mos tér esetén eltolodik és a fényelektromos dramot alkotja.
A centrum viszont a kozvetlen kornyezetéb6l egy elektront vesz
fel, midltal ez egész centrum allapota megvdltozik, amely dlla-
potot éppen az jellemez, hogy a révidebb hullamokra a fény
abszorpeidja kisebh, a hosszabbakra nagyobb lesz. Ez a jelen-
ség qualitative egyezik a Lenigp-féle foszforokon észlelt azon
jelenséggel, hogy egy foszfor hosszabb ideig megviligitva ké-
s6bb kevéshé foszforeszkal, azaz bizonyos kifaradast mutat, mig
viszont ultrayoros megviligitds a foszforeszkdlast intenzivvé
teszi és az Osszes felhalmozott fényenergia kisugarzasat igen
meggyorsitja.
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Ilyen dltalanositashan nevezik Pour és Guppen a fényelektro-

mosan vezetd anyagokat is foszforoknak és a fényelektromos °

vezetés jelenségét az dltalanosabb foszforescencia jelenség egy
specidlis dganak tartjdk. Ugyanezen a nézeten van Franck is.
E nézetel ujabban igen tidmogatjak legutébbi vizsgéalataim, hol
a fenti abrédban gerjesztésnek nevezett dllapotkiilinbséget vizs-
galtam, mint a homérséklet fiiggvényét és azt teljesen a fosz-
forescentiaval parhuzamosnak talaltam.

9. A szekundér fényelektromos dram jelenségei korantsem
ilyen egyszeriien attekintheték. Nagy fényerésségeknél és nagy
térerésségeknél jon létre. A jelenség mechanismusa igen kompli-
kalt és még nincs eléggé tanulményozva. Valészinii, hogy anya-
gok szerint lényegesen kiilonb6z6 modon jon létre. Igen sok
esetben az erés primér dram kovetkeztében a kristdlyrdcshan
erés lazulasok jonnek létre és ennek kovetkeztében ionok is
résztvesznek az dramlasban. Az ionok mozgdsa folytin ez a
lazulasi folyamat még tovabb halad.

Igy a fény édltal kivdltott primérdramhoz hozzdjarul még az
ion aram, amely kezdetben novekszik, dacdra annak, hogy a
fény altal kivaltott primérelektronok szama allandé. Viszont a
fényhatas megsztntével az ionok tovabb mozognak és csak
hosszabb id6 mulva szlinik meg a mozgdsuk, vagyis a kris-
talynak a kezdetbeli izoldlo képessége csak lassan all helyre.
Ezt a jelenséget a fényelektromos aram tehetetlenségének ne-
vezziik.

A sekundér dramnak korilbeliil a kovetkezé tulajdonsdgai
vannak.

a) A fényhatds megkezdése utan lassanként fejlédik ki és
a vilagitas megsziinte utan lassan szilinik meg.

b) Kezdetben nem aranyos a fesziiltséggel és telitési aram
nem jon létre.

¢) Nem ardnyos a fényerdsséggel.

d) A priméraram maximalis erdssége a fentiek szerint a
quantumszertiség értelmében megallapithato. A szekundér dram
eréssége ezt a maximumot tobbszorésen feliilmualhatja.
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¢) A szekundéraram szinképbeli eloszlasa nem a kristéaly op-
tikai allandoitol fiigg, hanem az éppen esetleges kisérleti fel-
tételektdl, nevezetesen fényerdsség, fesziltség, a megvildgitas
idétartama, hémérséklet sth. E

10. Végiil meg kell még emlékeznem kilénosen egy kérdésrdél,
amely a fényelektromos vezetésnek a legismertebb esete és
ez a szelén-probléma. A szelén fényelektromos vezetoképessége
oly erds, hogy a gyakorlatban is tébb alkalmazast talalt. Eppen
ezért hosszi idén at a fényelektromos vezetés jelenségét csak-
nem kizarolag a szelénen végezték. A sok szdzra mend vizs-
gilat azonban semmi egységes eredményre nem jutott, mert
éppen azaltal, hogy nagy effektusra torekedtek, nagyobbrészt a
fentebb ismertetett szekundér arammal dolgoztak. Igy azutin a
legnagyobb firadsaggal sem tudtak a fényelektromos éram
tehetetlenségét megsziintetni, ami a szeléncellak alkalmazhato-
saganak legnagyobb akadalya volt. Ez azonban a dolog termé-
szetében rejlett. Hogy a szelénen a fényelektromos vezetés
jelensége teljesen beleillik a fentebb vézolt keretbe, azt meg-
mutattdk legijabban ugyancsak Guopen és Ponn és pedig vo-
ros szelén kristdlyokon. Sikerult ugyanis egy munkatarsuknak
oly nagy egységes vords szelénkristalyokat novelnie, amelyen
bizonyos vizsgalatokat végezhettek. Az eredmény az, hogy ezen
eléallitottak a fényelektromos priméraramot és a gerjesztésnek
a jelenségét, ami erre éppen karakterisztikus. Olyan nagy
egységes fémes szelénkristalyokat névelni, amelyen quantum-
szerti vizsgalatokat lehetett volna végezni, egyelére még nem
sikeriilt eldallitani. Kzzel szemben ezen munkdjukban Guppex
és Pour mas fényelektromosan vezeté kristdlyoknak oOssze-
préselt poran elddllitottak a fémes szeléncellédkon észlelt veze-
tési jelenségeknek a legtobbjét, amib6l azt a kovetkeztetést
vonjdk, hogy a fémes szelénen a szekundér fényelektromos
dramok és pedig a szamtalan kristaly érintkezési feliiletén
kohiirer-szerd jelenségek jonnek létre, mds szoval e kristdly-
feliletek érintkezési pontjain uralkodé nagy ellendlldsokat a
fény altal kiviltott primér dram sokszorosan csékkenti, midltal
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aztan az ismert nagy haldsok jonnek létre. Eppen ezért a sze-
lénjelenségek elsésorban nem fényelektromos, hanem vezetési
problémak.

Gryulai Zoltdin.

DI ERGEBNISSE DER LICHTELEKTRISCHEN
UNTERSUCHUNGEN.

Es werden kurz die gesetzmiissigen Ergebnisse der lichtelektrischen
Untersuohungen zusammengefasst. Der erste Teil enthiilt den iusseren
lichtelektrischen Effekt (Hallwachseffekt, und zwar den Zusammen-
hang zwischen Jichtelektrischem Strome und Spannung, den zwischen
lichtelektrischem Strome und auffallender Lichtenergie, die spektrale
Verteilung der lichtelektrischen Empfindlickeit, den selektiven Photo-
effekt, die Geschwindigkeiten der lichtelektrischen Elektroden und das
Emsreny'sche Gesetz und die Geschwindigkeitsmessung von Minuikan. Es
wird kurz der Einfluss der Gasatmosphire (Ermiidung und Erholung)
erwithnt.

Der zweite Teil enthilt die Gesetzmiissigkeiten der lichtelektrischen
Leitung und zwar: die Pom. und Guopen'sche Einteilung der licht-
elektrisch leitenden Kristallen, d. h. Kristalle mit Brechungsindex > 2
und mit Fremdfirbung, weiter die Eigenschaften des primiiren und
secundiiren lichtelektrischen Stromes, den Zusammenhang zwischen
lichtelektrischem Strome und absorbierter Lichtenergie (das Quanten-
@quivalent am Diamant, Zinksulfid und Steinsalz), zum Schlusse nach
den eigenen Versuchen des Verfassers die Erscheinungen der licht-
elekirischen Erregung am geréngten Steinsalz, als allgemeine Phosphores-
zenzerscheinung.

Z. Gyulai.

R iy

&

P R I

AL i

i

WLE

NEELE LSRR S SO o L)



TV

OLAJOK FOTOAKTIVITASA.

Ibolyéantali fénnyel besugdrzott olajok, kivalo mértékben a
szezam-olaj, azt az érdekes jelenséget mutatjak, hogy a be-
sugarzas ntan orak, st napok mulva a f6libiik helyezett fény-
képezdlemezt megfeketitik. Akkor is, ha azt az olajfelilettél
tobb em tavolsdgra helyezziik el, bir a hatis természetesen a
tavolsdg novekedésével csokken. Az olajnak ezen tulajdonsagat
fotoaktivitisnak szokds nevezni. .

A jelenség legkézenfekvébb magyarizata az volna, hogy a
besugarzdas hatasa folytin az olaj foszforeszkal, ambar folyadé-
kok foszforeszkalasal ezideig nem tapasztaltak. Dr. CsaBaywi®
ezzel egybehangzoan azt észlelte az Frzsébet Tudomdnyegye-
tem fizikai intézelében, hogy vékony kvarclemez kozbeiktata-
sara az emlitett fotoaktivitis elmarad. Még vorés fény irént
érzékennyé tett lemezeken sem kapott feketedést.

Megfigyelései alapjan el kell tehdat ejteniink azt a feltevést,
hogy a feketedés elektromdigneses sugarzastol szdirmazik. De
hat akkor miben all az olaj fotoaktivitisa? A legegyszertibh
nézet az lenne, hogy a hatas eléidézdi elektromos toltési kor- -
puszkularis részecskék. Kérdés azonban, hogy a besugdrzas
utdn oly hosszi idével miként léphetnek ki elektronok a folya-
dékbol, illetéleg mennyiben létesiilhet ionizdcio az olaj kérnye-
zetében. Kzzel a kérdéssel kapesolatban, amelynek jelentosége
a targyalando vizsgilatok keretén messze tulterjed, az alabb
kovetkez6 meggondoldsokat végezhetjik. Ezek a meggondolasok
egyszersmind eloszlatjaik a remanens elektron-emisszio lehelé-
sége iranl taplalt aggodalmainkat.

1 Dr, GsaBAYNE: Magyar Ronlgen Kozlony. 1. évf, 3—4. sz, 104. o.
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Besugarzas foiylan a folyadék vezetéve valhat.® Vezetoképes-
ségét esetleg csak lassan vesziti el a besugarzas megszintetése
utan. A folyadékban szabad elektronok vannak, melyek onnan
lassan parologhatnak. Az elektronok mas része pedig ismét
belép valamely molekula kotelékébe. Igy a vezetéképesség egyre
csokken. Végre a szabad toltések eltiinnek s a kordbbi egyen-
sulyi allapot helyredll. :

De energetikailag helyesen értelmezhetjiik a jelenséget még
a kovetkez6képen is. A besugirzas hatisa alatt az anyag fosz-
foreszkdlova valik. Ezt a foszforeszkalo sugdrzast azonban az
anyag fels6bh rétegei teljesen abszorbeiljék s az abszorpcio-
nak megfelelgen fotoelektronokat bocsatanak ki. Igy kiviilrél
egy sugdrzasnélkiili energiaemissziot tapasztalhatunk, amely
legfeljebh egyenlé az abszorbedlt primér sugarzassal. De BrogrLig®
csakugyan megfigyelt olyan fotoelektroncsoportokat, amelyek
megfelelnek a fluoreszcencids sugarzas abszorpeidjanak magéaban
a szekundér sugarz6 kézegben.

Ha azonban feltessziik, hogy kozvetleniil elektronok idézik
el6 lemezeink feketedését, meg kell vizsgalnunk azt a kérdést,
hogy vajjon szert tehetnek-e olyan sebességre, amellyel keresztil-
hatolhatnak tébb cm vastagsdgi levegérétegen. A fotoelektromos
jelenségek Einsrrin-féle alaptorvénye szerint, ha az ANGSTROM-
egységekben meért 2 lmllémhosszﬁsé'gﬁ sugarzas abszorbedlodik,
akkor az az anyagbol maximalis energidval kilépoé fotoelektro-
nok sebességének voltaequivalense :

K ;%__,, ; (1)

Dr. CsaBayni vizsgdlatai szerint a szezam-olaj 3130 A-tél
kezdve lefelé abszorbedlja az ibolyantali sugarakat. 2000 A-nél,

kvarcspektrografunk mérési tartomdnydinak alsé hatdranal meég.

mindig rendkiviil intenziv abszorpciot tapasztalhattunk. Fel-

1 JAFFE: Ann. d. Phys. 36, 25, 1911; Rontgen u. o, (i4, 1921 ; Roos:
Zsch. f. Phys. 36, 18, 1926.
2 M. de BroGLig: Journ, de phys, (6) 2, 265, 1921.
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teheté tehat, hogy olajunk még révidebb hullamhossziisagoknal
is abszorbeal. : :

92000 A-6s sugaraknak (1) alapjan legfeljebb 61" sebességii
fotoelektronok felelnek meg. Az utélagos elekronemisszional ez
az érték esetleg még jobban csdkken. Milyen mélyre hatolnak
a levegéhe 61 sebességti elektronjaink ?

ScHONLAND és VARDER szerint ' az elektronok gyakorlati hatas-
tavolsaga (definiciojuk szerint az a tavolsag, ahol az elektro-
nok ionizdlo hatdsa mar erésen kezd csokkenni):

D12 2)
0

i

Jtt o annak a kozegnek a strisége, amelyben az elektronok
haladnak, 8 pedig az elektronoknak a fény terjedési sebességé-
nek egységében mért sebessége.

A gyakorlati hatastavolsdg azonban nem azonos a tényleges
hatdstavolsaggal, amely az a hosszlsdg, amelyet az elektronok
teljes lefékezddéstikig egyaltalan befuthatnak. Idevonatkozo
meghatdrozasokat WiLson ® végzett az 6 kodkép-modszerével.
Szerinte a tényleges hatastavolsig KR, a kovetkez6 dsszefiig=
gésben dll a V voltsebességgel :

V= 91.10° ¢ |
azaz :
R, = 0,23.10-* V2, 3)

Ha tekintetbe vessziik, hogy 6V sebességti elektronokra
A = 0,005, akkor WiLson formuldja szerint R,—8.10 % cm, (2)
ennél valamivel kisebb 7,5.10 % em értéket ad.

Azonban gy ScuonLanp és  Varper, mint Witson 6 V-nal
sokkalta nagyobb sebességii elektronra vonatkozolag végezték
vizsgalataikat (WrLson #=0,18-t6l #=0,3-ig). Fotoelektronjaink-

1 L. Borae: Durchgang von Elektronen durch Materie, GEIGER .
ScHEEL's Handbuch d. Phys. XXIV. kitet 31, o, 1926,
2 L. Borae L. ¢, 32. lap.
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nak megfelelé sebességii elekironoknal egészen mas viszonyok
lépnek fel. Ramsaver* ungyanis azt talilta a He-nal nagyobb
atomsilyl nemes giazoknil, hogy ezeknek abszorpcidja a lassa
elektronokkal szemben igen er¢sen lecsokken. 1--2V, vagy ezen
aluli sebességti elektronok minden szambajové fékezddés nél- o
kiil mintegy dtsiklanak az atomon. Ez a Ramsaver-hatas.
Ilyen kortlmények kozolt, bar rendkivil csekély a valoszint-
sége, nem utasithatjuk vissza minden tovdbbi nélkal még azt
a lehet6éséget sem, hogy maguk az elektronok hatnak a fény-
képezélemezre.
Ha azonban a valosighan az elektronok nem is juthatnak
el cm-ekre mend tavolsdgra, még mindig lehet, hogy elektro-
mos toltésti molekularis részecskék létesitik a hatdst. Ezeknek
keletkezése torténhetik ionizacié révén, amikor is az elektro-
nok ionizalé hatdsara 4 és -— toltést ionok jelennek meg az
olaj felett levé gaztérben. Az ionizdcios fesziiltségekre vonat-
kozolag azonban Branpr, MonLER, Foore és mdasok * megfigye- ’
léseib6l tudjuk, hogy azok neutralis N,- és O,-re vonatkozolag
16V korill vannak.
lgy, legaldbb is ezekre a levegbalkotorészekre vonatkozolag
~ lehetetlen, hogy g_lekt:. onjaink dltal ionizalodnanak. De ionizal-
hatnak elektronj&: . utovégre levegében levé mas olyan gazo-
kat, amelyek ionizécios fesziiltsége kisebb. Tudjuk, hogy a kvarc-
lampa ionizdlja a levegét, ami igen alacsony hullimhosszasdga
sugarak jelenlétére vall. Lehetséges, hogy az olaj is abszorbedlja
ezeket s igy a priori nines kizarva, hogy + és — toltésii ionok
vandorolndnak a lemezhez.
De a legvaloszinibb lehetéség az, hogy kicsiny kinetikai
energiaji elektronjaink, melyek ionizdciora nem képesek, hozza-
tapadnak egy vagy esetleg tobb molekulabol allo gazrészecskeé-
hez s negativ . toltésti molionokat képeznek. Valamely gdznak

1 Ramsaver : Phys. Zsch. 21. k. 576. o., 1920 etc.
2 (loMPTON u. MOHLER : fonisierungs- und Anregungsspannungen. Born-
trager. Berlin, 1925. 131. és 133. o.

Mathematikai és Physikai Lapok. XXXIV, 13
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azt a tulajdonsagat, hogy molekuldi elektronokat képesek fel-
venni, Franck utdn az illet6 gaz elektronaffinitasianak nevezziik.
Az elekronaffinitas igen csekély nitrogénre, elég jelentékeny
oxigénre és vizgdzre vonatkozolag.

A molionok résztvesznek a molekularis gdzmozgasban, azon-
ban téltésiiknél fogva mint idegen molekuldk szerepelnek.
A neutrdlis molekuldk és a molionok ‘alkotta gaz keveré-
két tngy tekinthetjik, mint két kiillonnemu gaz keverékét.
llyen felfogés alapjdn a molionoknak bizonyos parcidlis nyo-
mast tulajdonithatunk. amelynek az a torekvése, hogy a kon-
centracio-kiillonbségeket kiegyenlitse. A parcialis nyomdas a na-
centrdcioja hely, a fényképezdlemez felé hajtja a molinokat.
Diffuzio all elé, amely lefolyas tekintetében semmiben sem
diffuzio differencialegyenletei s ha a térfogategységben foglalt
ionok szamat, az ionizéciot n-nel jeloljik (2 a hely és az
id6 fiiggvénye), akkor az s iranyban diffunddlo részecske sebes-
ségére all :
an ;

Ui

1
n &
D a diffuzié egyiitthato, amely Townsexp? modszerével meg-
hatarozhato.

Akar ionok azonban az olajfeliiletr6l aramlo részecskék, akar
elektronok, elegendd erdsségii magneses tér alkalmas lesz ki-
mutatasukra. A magneses ter ugyanis a toltott részeket eredeti
palyajukrol kitériti. Ha a részecske toltését el st. egységekben
e-vel, tomegét m-el, sebességét v-vel, a magneses tér erésségét
pedig $H-val jeloljik, akkor a részecske mozgisegyenlete :

D= (5)

e-t elgjelével egyiitt kell venni, elektronoknal tehat —e-t irunk;
¢ a fénysebesség.

1 PrziBrRAM : Die Jonen in Gasen. Handb. d. Phys. XXIL k. 336. o.
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Hogy kisérleti berendezéstinknek megfeleloé modon tdargyal-
hassuk a madgneses tér hatasat, v-t két komponensre bontjuk.
Az egyik: v, a mégneses térerésség iranydba essék, a masik:
v, erre merdleges sikban legyen. (5) alapjén v, komponens ré-
vén a magneses tér semmi hatast nem gyakorol az elektromos
toltési részecskére: a magneses térerésség irdnydiban v, szaba-
don mozgathat. Ellenben v, révén (5) szerint az elektron v.
ion palydja 9H-ra mer6leges sikban koérpdlya lesz, amelynek
sugara :

L _me

Ao %
A két komponens egyittes hatasa az lesz, hogy az ion homo-
gén magneses térben dllandé sebesség esetén térbeli spirdlison
halad ; a spirdlis tengelye £, a tengelyt6l valo tavolsag ».

Kisérleteimben kiterjedt: 7,5 em hosszi és 0,9 cm széles
olajfeliilet fotoaktivitasanak véltozasat vizsgaltam a mdgneses
tér hatdsara. Az olajfeliilet a fenti méreteket egy vékonyfal
porcellancsészében vette fel. Az olajréteg vastagsaga 3—4 mm
kozott véaltakozott, aminek egyébként kiilonosebh jelentdsége
amigy sem volt. Az olajat 40 em tdvolsagrol 1--2 6ran &t
egy Original-Hanau kvarclampaval sugaroztam be, ami elégsé-
ges intenziv fotoaktivitis kivaltisdra. A ldampa 110 V varosi
hdlozati valtakozo fesziiltség mellett 75 ampeére-t fogyaszt.

A midgneses tér elgallitasara egy elektromagnest haszndltam,
amelynek polusai kézott egy hasdbalakt szabad tér volt 4,8 em,
2 cm és 1,9 cm élhosszusdagokkal. Az 1,9 em hosszasdgn él
volt parhuzamos a magneses térerésséggel. Az elektromdgnest
2,5 ampere intenzitdsu drammal gerjesztettem. Ilyen dram-
erésség mellett a mdgnes nem mutatott szambajové felmele-
gedést. Erre ugyanis iigyelni kell, mert a temperaturavaltozds
lényeges befolydssal van a fotoaktivitasra. 2,5 amp. dramerds-
ség mellett a poélusok kozott eléggé homogén 1000 gauss erés-
ségl tér dllott rendelkezésre, ami céljainknak tékéletesen meg-
felelt.

A magnes kozonséges helyzetében a térerésség horizontdlis

13%

|Op|. (6)
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sikban fekiidt, de lehetséges volt a magnest ugy forditani, hogy
vertikalis legyen.

A poélusok kozé ilyen modon kétféleképen helyezhettem az
olajat. Egyik helyzetben gy, hogy az olajfeliilet és a magneses
térer6sség vizszintesek legyenek, a hatérészecskék ebben az eset-
ben legrovidebb tton a magneses térerdsségre merdlegesen
haladhatnak a fényérzékeny lemez felé, amely az olajfelilettol
0,8 em—1,6 c¢m tavolsaghan, természetesen az olajnivoval pdr-
huzamosan helyezkedett el. Ezt az elhelyezést transzverzilis
bedllitasnak nevezhetjiik. :

Ha a magnest ugy forgatjuk, hogy az erévonalak fiiggélye-
sek legyenek, a vizszintes olajfeliiletrél az erévonalakkal pér-
huzamosan haladhatnak a hato részecskék legrovidebb uton az
olajfeliilettel parhuzamosan elhelyezett fényképezélemezhez.
A lemezt most az olajtol legfeljebb 1,4 cm tavolsigra helyez-
hettem el a pélusok méretei miatt. A mostani esetben longi-
tudinalis vizsgalatrol beszélhetiink.

A csészét mindkét beadllitasndl gy helyeztem a poélusok
ko6zé, hogy 7,5 em hossztisdgabol koriilbelil fele essék magne-
ses térbe, fele azon kiviil. A fényérzékeny lemez olyan nagy-
sagn volt, hogy a polusokon Kkiviiles6 rész folé is kiterjedt.
Megfelel darabot mindkét oldalén fényérzékeny Kodak-filmbol
magam vagtam. Expozicio a sotét kamraban 3"-—12" kozott
valtakozott.

A kisérletek egy részénél a csészének a magneses téren Kki-
viiles6 felét vasernyével védtem a magneses tértdl.

Az elébbiekben kimutattuk, hogy az elektroméagneses erd
befolydsa alatt az elektromos toltésti materidlis részecskék
mintegy felecsavarodnak egy-egy erévonalra. Fz az eredmény
csak a vakuumra érvényes. Kisérleteimet azonban normadlis
nyomasi levegében végeztem. Ebben az esetben az atommagok
mellett elhaladé elektronok erds irdnyeltéritést szenvednek, az
ionok palydjat pedig siri titkozés befolydsolja. Az eredeti csavar-
vonal ilyen modon teljesen eltorzul. De nem nagy sebességek
esetén most is mondhatjuk még, hogy a magneses térnek meg-
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van az a lendencidja, hogy amint egy erévonal magahoz vont
egy elektromos toltési részecskét, azt altalaban a maga kozelé-
ben iparkodik tartani. Makroszkopos szempontbol tekintve a
dolgot, azt mondhatjuk, hogy az elektromos téltésé részecské-
hez legkozelebb esé erévonal mintegy kijeloli a részecske tova-
jutdsanak iranyat. Mozgas a térerésséggel megegyezé vagy az-
zal ellenkezd iranyban lehetséges.

1000 gauss erdsségli térben a maximalis, tehat 6 sebes-
ségli elektronjaink oly palydn mozognak, amelynek gorbiileti
sugara 0,1 mm. Az ionok palydja, ha gdzkinetikai mozgéasuk-
bol rezultalo diffuzios mozgasukat vessziik szamitdsba, szintén
kicsiny gorbiileti sugarG. Ilyen korilmények kozott fenti meg-
gondoldsaink tirhetd kozelitéshen érvényesek és a kovetkezd
hatast varhatjuk.

Transzverzalis térben, mikor az olajfeliilet parhuzamos az
er6vonalakkal, az olajfeliilettél mar csekély tavolsdgra, az erd-
vonalakra felesavarodott elektronok oldalvast hajtatnak. Mintha
valami fal lenne itt az olajfelszin felett elhelyezve, az dramlé ré-
szecskék meg lesznek akadalyozva abban, hogy az 1—2 em-nyire
elhelyezett fényérzékeny lemezt elérhessék.

Toltetlen részecskéknél és a mdgneses mezén kiviileso tér-
ben ez a hatds természetesen elmarad.

Longitudindlis beallitasnal ellenben, amikor az erévonalak
merdlegesek az olajfeliiletre, az er6vonalak mintegy projicialjak
az olajfelilletet a fotoaktiv részecskék utjan a fényérzékeny
lemezre. A magneses tér hatdsira lehat a lemezen az olaj-
feliiletnek képét kapjuk. A magneses téren kiviil halado, tovabba
a magneses térben hato, de toltetlen részecskék ellenben dif-
fazus feketedést idéznénck eld.

A kisérletek azonban csoddlatos meglepetéssel szolgaltak.
Transzverzalis térben pontosan az ellenkezd hatas kovetkezett
be. A méigneses térben erdsebb hatast, kiviile, kilénosen a
csésze vége felé, gyengébb hatdst tapasztalhattunk.

A magneses tér mintegy beszivni latszott a haté részeeské-
ket a csésze végérdl a migneses tér belsejébe. Ugyanezt a ha-

Py
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tast tapasztalhattuk akkor is, ha a csészét ugy helyeztik el,
hogy a madgneses téren kivilles6 része az ellenkezé oldalon

: legyen.

Longitudindlis térben végezve a megfigyeléseket, hasonlo
eredményre jutottunk. Eles képrél szo sem lehetett, ellenben
a hato részecskék itt is mintegy a migneses tér felé aramlottak.

A jelenség azonban nem mutatott szabélyszerd lefolyast.
A magneses térerdsségtél és a lemeznek az olajfeliilettél valo
tavolsagatol egészen fiiggetlen befolydsok léptek fel. Nem mu-
tatkozott a longitudinalis jelenségnél a magneses térerésség,
mint tengely koril vart szimmetria sem. Végil az az er6s
gyant mertilt fel, hogy légaramlatok idézik eld a kiviilesé rész
furcsa magatartasdl. Ennek lehetdsége fennallott, mert az olaj-
felillet és a lemez kozotti tér nem volt minden oldalrél el-
zarva.

Hogy ezt a befolyast kikiiszoboljik, a esészét 2><1,8<9 em
élhosszasagn vordsrézdobozba tettem s tetejére olyan szorosan
illesztettem a lemezt, hogy a doboz teljesen zarult. Ekkor tugy
a longitudinalis, mint a transzverzilis tér minden hatdsa meg-
sztint. Benne és kiville ugyanolyan mérvii feketedés jelentke-
zett. A feketedés azonkiviil megegyezett a teljesen megfelel6
nagysigii dobozba helyezett, de kiilsé erék hatasdnak alija nem
vetett olaj felett tapasztalt feketedéssel.

Ebbél azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a hato részecs-
kék semmiesetre sem lehetnek elektronok, de nem lehetnek
diffuzios sebességgel halado ionok sem.

Hogy a részecskék vandorldsa tényleges diffuzios sebesség-
gel torténik, azt a kovetkezé aramoltatdsi kisérlettel mutattam
ki. Az olajfelszin felett 2 cm tavolsdgra helyeztem el a lemezt.
A koézottik levé tér nem volt elzarva. Fzen tér kozelébe vizlég-
szivattyt szivo nyilasat helyeztem és a kisérlet tartama alatt
a vizlégszivattyat mikodtettem. Amennyire dramlo porrészecs-
kék sebességébdl meg lehetett hecsiilpi, koriilbelil 50 cm sec™!
sebességt levegédaram haladt az olaj felett. 12 orai expozicié
utdn a lemez semmi feketedést nem mutatott mig a hasonld
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modon  bedllitott, de aramlasoktol védetten elhelyezett lemez
intenziven feketedett.

Aramoltatasi kisérletiinkbél az kovetkezik, hogy a fotoaktiv
részecskék oly csekély sebességgel diffundalnak az olaj felett, L5
amely a 10 cm sec ' nagysagrendjét meg nem haladja. ]

Ezen eredményt egybevetve a mdgneses tér kozombos visel-
kedésével, kimondhatjuk, hogy a fotoaktivitist nem elektromos
t6ltést korpuszkuldris részecskék idézik el6, amelyek 10 cmsec ' ‘
nél kisebb sebességgel diffunddlnak a lemez felé. i

Hogy a részecskéknek nincs elektromos toltésiik, azt koz-
vetlen kisérletekkel is igazoltam azaltal, hogy az olajat elektro-
sztatikai térbe helyeztem. A csésze ald fémlemezt, f6lébe pe-
dig 0,5 mm atméréju vorésrézdrot-elekirodot raktam. A fém- i
levezt egy 50 V fesziiltségi akkumulatortelep ——, az elektrodot :
pedig a + polusaval kétottem egybe. Az olajat a levegéaram- d
lasoktol megvédtem. Egyik kisérletnél az elektrodot az olaj és X
a lemez kozott kozvetleniil a fényképezélemez ala helyeztem. 1
A felvételen a drot arnyéka litszott, de az elektrodnak sem
gyijté, sem szoro hatasat nem tapasztalhatjuk. Masik kisérlet-
nél a lemez folott helyeztem el az elektrédot, az olajhoz képest

ugyanolyan szimmetria-helyzetben, mint az el6zé felvételnél.
A drot azonban most csak 0,8 cm-nyire nyalt el az olaj felett \
a csésze végétol szamitva. Most sem mutatkozott erdsebb vagy '
gyengébb hatas a drotnak megfelelé helyen vagy annak kor-
nyezetében.
Kétségtelen ezek utdn, hogy a fotoaktivitas a diffundalo

_ részecskéknek nem az elektromos toltésén, hanem valamilyen 5
kémiai redukalo tulajdonsagan alapszik. Lexever BiLa ugyanis 8
kimutatta," hogy redukalo gizok, mint pl. a hidrogén, a fény-
képezolemez bromeziistzselatin rétegére éppen olyan értelem- 4
ben hatnak, mint a fény, amennyiben a hromeziistit a hasz- 3

nalatos eléhivokkal redukalhatova teszik.

1 LENGYEL BéLA: Néhéany gaz hatasa a photographlemezre, Math, ¢s
Termeészettud. Ertesité XVI k, 5 £ 365, o, 1898, :
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Hogy ilyen hatas eléidézéséhez minimalis anyagmennyiségek
sziikségesek, azt bizonyitjak dr. (isapavynk vizsgalatai, aki ké-
résemre kiilonh6z6 koncentracioji hidrogénszuperoxid-oldatok
fotoaktiv hatasdat figyelte meg, amikor is kitint, hogy H,0,
10 * suly % koncentracioja vizes oldata még jol feketiti a
folébe helyezett fényképezélemezt.

Hogy miként keletkezik a mi esetiinkben ilyen redukalo ter-
mék, azt késobbi vizsgalataink vannak hivatva eldonteni.

Latjuk azonban, hogy a fotoaktivilas kérdése a fotoelektro-
mossdg kéréb6l a fotokémia korébe terelodott.

A két teriilet azonban nem idegen egymdas szamdra: Ossze-
kapesolja 6ket a modern atomteéria és mindkét jelenségesoport
torvényszertiségeit feltarja a quantumelmélet.

x

Vizsgalataimat az «Orsziagos Magyar Természettudomanyi
Alap» tamogatdsaval az Erzsébet Tudomanyegyetem fizikai in-
tézetében végeztem. Hdlas koszonettel tartozom az intézet igaz-
gatdjanak, Rmuorer Liszno dr. egyet. ny. r. tandr Grnak, hogy
utmutatasaival és dllando tandcsaival munkdmat iranyitotta.

Orban Gyorgy.

DIE PHOTOAKTIVITAT DER OLE,

Mit ultraviotettem Lichte bestrahlte Ole schwiirzen die photographische
Platte. Diese Erscheinung nennt man Photoaktivitit. Frau Csasay fand,
daf diese Reaktion nicht das Ergebnis phosphoreszierender Strahlung ist.

Der Verfasser untersuchte, ob die Reaktion von elektrisch geladenen
Teilchen verursacht wird, was von theoretischem Standpunkt aus nicht
unwahrscheinlich ist. Deshalb beobachtete er die Photoaktivitiit im mag-
netischen und elektrischen Felde und fand, dafi dieselbenr keinen Ein-
flup auf die Erscheinung ausiiben. Andernteils bestimmte er mit Dif-
fusionsversuchen die Geschwindigkeit der photoaktiven Teilchen und
fand die Grifienordnung. der Geschwindigkeit unter 10 emsec™.

Daraus erfolgt, dafi die Photoaktivitiit nicht die Wirkung elekirisch
geladener Teilchen ist. Also ist die Photoaktivitiit der Effekt irgendeines
chemischen reduzierenden Prozesses.

Die Untersuchungen wurden mit Hilfe des Ung. Landesfonds fiir
Naturwissenschaften («Orszdgos Magyar Természettudoményi Alap») im
Physikalischen Institute der Elisabeth-Universitiit zu Pécs unter Leitung
des Herrn Prof. Dr, L. Ruorer durchgefiihrt, G. Orban,
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Az 1926. évi majus ho 22-én tartott kozgyiilés 1927 januar
1.-i hatallyal a tagdijakat felemelte, budapesti tagok szamara
8 pengoére, vidéki tagok szamara 6 pengdre.

Minthogf' a Mathematikai és Physikai Lapok egyes régibb
éviolyamai teljesen elfogytak, kérjiik tisztelt tagtarsainkat, akik
azokat nélkiilozhetik, bocsassak a Tarsulat rendelkezésére.

A foly6irat szellemi részét illet6 kozlemények a szerkeszt6khoz
killdend6k és pedig a mathematikai targytak Fejér Lipdt (V., Falk
Miksa-uteca 15.), a fizikai targyiak pedig Pogdny Béla (I., Buda-
foki-ut 8. cimére. T. munkatarsainkat kérjlik, hogy kézirataikban
leheté rovidségre torekedjenek, azokhoz néhidny soros idegennyelvii
osszefoglalast mellékeljenek és hogy arra pontos cimiket irjak ra.

inden 6néllé cikk szerzdéjének 25 boritéknélkiili killonlenyoma-
tot adunk. Cimzett boriték és tobb kilonlenyomat csak a nyomdéaval
valé kiillon megegyezés alapjan kaphato.

A Tarsulat tigyvitelére vonatkozo6 levelek, tagajanlasok és foly6-
irat-cserepélddnyok Pogdny Béla titkar cimére kildendék.

A folydirat és a meghivok expedici6jara vonatkozé kérdések,
reklamaciok, valamint a tagsigi és eléfizetési dijak Nagy Jozsef
pénztiros cimére (Vac, Kegyesrendi gimnazium.) intézenddk.

Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Adresse
des Geschiftsfithrenden Secretirs B. Pogdny, Budapest, 1., Budafoki-tt 8.

On est prié d’envoyer les exemplaires d’échange des périodiques
a l'adresse du sécretaire B. Pogdny, Budapest, 1., Budafoki-ut 8.

Felhivas tagtarsainkhoz!

A rendkiviili viszonyok sulyos helyzetbe sodortak Tarsu-
latunkat. Folyéiratunkat még redukalt terjedelemben sem tudtuk
volna megjelentetni, ha a tudomanyt megbecsiild, &ldozatkész
emberbaratok és intézmények nem jottek volna segitségiinkre.
Ez a Tarsulatunk irdnt megnyilvanulé bizalom mi réank is
kotelezettséget ro6. Nekiink is erénkhoz képest meg kell ten-
nink mindent, hogy Tarsulatunkat fenntartsuk és annak miké-
dését minél intenzivebbé tegyiik. Ezt koveteli toliink jézanul
felfogott sajat érdekiink, ezt koveteli hazank érdeke is. Csak
igy alakul ki benniink a jovénk biztositdsdhoz annyira sziik-
séges bizalmunk 6nmagunkhoz.

Kérjik ennélfogva tisztelt tagtirsainkat,

1. hogy hatralékos tagdijaikat (évenkint 8, ill. 6 pengét)
sziveskedjenek Nagy Jozsef pénztarnoknak (Vac, Kegyesrendf
gimnazium) befizetni,

2. hogy megvaltozott \ij cimeiket kozoljék a Tarsulat pénz-
tarosaval,

3. hogy gyiijtsenek 1) tagokat.
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