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AZ UJ GORBEELMELET.

A haromdimenzios tér analitikai geometridjaban gorbének
szokas nevezni azoknak a pontoknak az @sszességét, amelyek-
nek (x,y, z) koordinatai az

x =x(t), y =y, z= z[t) (O "inD) (1)

folytonos fliggvényekkel fejezhet6k ki. A gorbének ez a defini-
cidja jol bevalt egészen addig, amig csak Peanol be nem bizo-
nyitotta, hogy egy négyzet, vagy akar egy kocka is el6allithato
az (1) alatti alakban. igy az a helyzet allt el6, hogy vagy ezt
a definiciét kellett feladni, mint a gérbék altalanos definicid-
jat, vagy pedig a négyzetet, s6t még a kockat is gorbének kel-
lene tekintenlink, ami viszont a minden emberben intuitive éI§
szemléletes gorbefogalommal ellenkeznék. Ezt a nehézséget el-
kertilendd, egyesek az (1) alatti alakban el6allithatd geometriai
alakzatokat csak akkor tekintették gorbének, ha az x(t), y{L)t
z(i) folytonos fiiggvények olyanok, hogy kulonbdz6 t értékekhez
kulénbdz6 pontokat rendelnek. Ez utébbi gérbefogalom al&
valoban csupa olyan geometriai alakzat tartozik, amely in-
tuitive is gorbének tekinthet8, ekkor azonban az a baj, hogy
az igy definialt gorbefogalom mellett egy gorbének nem lehet-
nek tébbszords pontjai, tehat még az olyan egyszer(i és fel-
tétlenil gorbének nevezhet§d idom sem lehetne ebben az
értelemben gorbe, mint pl. két egymast metsz6 iv. Felesleges
taldn az 0Osszes kisérleteket felsorolnunk, amelyek a gérbe fogal-1

1 Peano 1. (A szerz6 neve utani szamok a cikk végén levd irodalomra
vonatkoznak.)
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2 ALEXITS GYORGY.

manak altalanos és minden tekintetben kielégit6 definicidjat
céloztdk, hiszen mar ez a két példa is ramutat azokra a nehéz-
ségekre, amelyekbe mindjart az elindulasnal beletitkéziink: nem
kénny( olyan fogalomalkotasra bukkanni, amely minden intui-
tive gorbének nevezett idomot magaban foglal és egyszesmind
kirekeszti azokat a konfiguraciokat, amelyeket kozdnségesen
nem szokads gorbének hivni. Ezekre a nehézségekre jellemzd,
hogy csak 1922 kéril sikertilt Menger 1 és Urysohn2 egymastol
flggetlen vizsgalatainak megfelel6 gorbedefiniciot taldlni. Ez a
modern gdrbefogalom egyrészt szemléletes és az intuitiv gorbe-
fogalommal is 0Osszhangban all, masrészt a gorbéknek olyan
geometriai elmélete fejléddtt ki bel6le, amely a régebbi spora-
dikus eredményeket egységes szempontbdl nézve foglalja dssze.
De ezenkivil is a Menger—URYsoHN-féle gorbeelmélet szamos
Uj és meglepd geometriai tulajdonsagot hozott felszinre. Nyu-
godtan mondhatjuk, hogy ma ez az elmélet tekinthet6 a mo-
dern geometriai fejl6dés egyik legesztétikusabb aganak. Meg-
érdemlik tehat ezek a német, amerikai, lengyel és orosz iro-
dalomban ma mar kozkeletli vizsgalatok, hogy eredményeikrdl
magyar nyelven is 0sszefoglalo képet nydjtsunk. Ez mar csak
azért is kivanatos, mert az elmélet fogalomalkotésai egyszeriek
és eredményei konnyen megfogalmazhaték, ha a bizonyitasok
néha bonyolultak is. A kovetkez6kben az a célunk, hogy ezt
az elméletet f6 vonasaiban &sszefoglaljuk. Bizonyitasokat nem
kozlink, mert csakis az eredmények Osszefoglalasara torekszink.
E helyett azonban az egyes problémak és megoldasok fejl6dését
és 0Osszefliggését szeretn6k kidomboritani és néhany konkrét
példan megvilagitani. Mielétt tulajdonképeni targyunkra ra-
térnénk, a legsziikségesebb ponthalmazelméleti alapfogalmakat
is osszeallitjuk, hogy ez a referatum azoknak is olvashatd le-
gyen, akiknek érdekl6dési korétél a ponthalmazok elméletének

alapjai is tavolesnek.

1 Menger 1.
2 Urysohn 1.



AZ UJ GORBEELMELET. 3

Halmazelméleti alapfogalmak. A kovetkez6kben minden
geometriai alakzatot, vagy altalanosabban ponthalmazt, az n-dimenzids
éuklidesi térben fekvének képzeliink ; n-dimenziés euklidesi térnek ne-
vezzilk az n koordinataval jellemzett pontoknak azt az @sszességét,
amelyben az {xv xv ..., xn) koordinataji pont és az (yv yv..., yn)
koordinataju pont kozti d tavolsag a

d=V (xt—j*+ (a—yd*H----hp—ynf

szam. A kovetkez6kben Rn mindig az n-dimenzids euklidesi teret jelenti,
tehat n = | esetben Rt az egyenes, n — 2 esetben RQ a sik, n = 3 eset-
ben pedig Ra a haromdimenziés analitikus geometriai tér. A harom-

pontok halmazat, amelyeknek xv xv ... xn koordinatai eleget tesznek az
(«it—ci)2 -f (xt—c2)2 -|]----—-+ (X,—C,,)S

egyenl6tlenségnek. Itt r a goémb sugarat, cv €2..., cn pedig kozép-
pontjanak a koordinatait jelentik.

A kovetkez6 szokasos jeloléseket fogjuk hasznalni: A-\-B vagy AA;
jelenti az A és B halmazok, illetve az 0Osszes A{ halmazok pontjaibol
allé halmazt, fliggetlenil attél, hogy ezek a pontok egy vagy tobb Aj
halmazban fordulnak-e el6. A.B vagy 11Aj jelenti az A és B halmazok,
illetve az o6sszes A; halmazok kozos pontjainak halmazat. A— B jeldli a
ti halmaz komplementumat az A halmazban, vagyis az A halmaznak
azokbdl a pontjaibdl alkotott halmazt, amelyek nem pontjai a B hal-
maznak is.

Az Rn tér legegyszerlibb, halmazai a nyilt halmazok. Az A halmazt
akkor nevezzilkk nyiltnak, ha A minden p pontjahoz talalhatunk egy
teljesen A-ban fekvd n-dimenziés gombot, amelynek p a kdzéppontja.
Nyilvanvalo, hogy pl. egy kor belseje (a korvonal nélkiil) a sikon, vagy
egy ellipszoid belseje (az ellipszoid-feltilet nélkil) az R3 térben nyilt
halmaz. Az Rn tér p pontja kornyezetének neveziink minden olyan
nyilt halmazt, amely a p pontot magaban foglalja. Ha azt mondjuk,
hogy Uv LL..., Un,... ap pont tetszGlegesen Kkicsiny kdrnyezetei,
akkor ezen azt értjik, hogy ha p koré akarmilyen kis sugard «-dimen-
zi6s gombot is irunk, elég nagy n mellett a p pont minden Un
kornyezete benne van ebben a gdmbben. igy a sikon a (0, 0) koordi-

nataju pontnak tetsz6legesen Kkicsiny kdrnyezete, pl. az a2 -+~2y2= —
(n=1, 2,... ad inf) ellipsziseken beliil fekvé pontokbol alkotott hal-
mazok, masszéval azok a halmazok, amelyeknek pontjai eleget tesznek
az cc*-l-2y2< — egyenl6tlenségeknek. Kiiléndsen fontos a kovetkez6k-

ben a kdrnyezet hataranak fogalma. Ezt kdvetkez6képpen definialjuk :
a p pont U kornyezetéhek hatara Rn— U mindazon pontjaibol all hal-
maz, amelyeknek tetsz6leges kozelében taldlhatd f7-nak is pontja. U ha-
tarat R (f/)-val fogjuk jeldlni. igy pl. a sikon az;c2-)-2p2< 1 relaciot
kielégité pontok halmaza a (0, 0) pont kdrnyezete ; ha ezt jeldljik i'-val,
akkor ennek B (U) hatara az x2-f--?2y2=1 ellipszis. Vagy az 1i3 tér

l*



4 ALEXITS GYORGY.

valamely p pontja koré irt oktaéder belseje a p pont kornyezete. Ezt t/-val
jelélve B (U) maga az oktaéderfeliilet lesz.

A nyilt halmaz fogalmaval egyenl6 fontossagl a zart halmazé. Az
Rn tér A halmazat akkor nevezziik zartnak, ha Rn—A nyilt halmaz.
Egyszeriien beigazolhatd, hogy A akkor és csakis akkor zart halmaz, ha
az Rn tér minden olyan pontja, amelyhez talalhaté A-nak tetszdlegesen
kozelfekvd pontja, az A halmazban fekszik. Zart halmaz pl. minden egy
pontbél Aall6 halmaz, vagy az a”“x<"b intervallum, vagy pedig az
L koordinataju pontok halmaza. Ugyan-
csak konnyen belathatd, hogy egy p pont U kdrnyezetének B(U)
hatara mindig zart halmaz. Minden tetsz6leges A halmazhoz tartozik

egy A-t tartalmazé legkisebb zart halmaz. Ezt A-al jel6ljik és A zart
hivelyének nevezziik. Pl. a p pont U kdrnyezetének zart hiivelye az

20— U B (U) halmaz. A zart halmazok kozt kiuléndsen fontosak az
Rn tér korlatos zart halmazai. Ezek olyan zart halmazok, amelyek az
Rn tér valamely véges sugart n-dimenziés gombjének belsejében fek-
szenek. Legyen K egy tébb pontbol all6 korlatos zart halmaz. Ha K
két tetsz6leges p és g pontjahoz ki lehet valasztani A-bél minden n-re
egy olyan p=p0, pv p%.....Pn—, pn=:q pontsorozatot, hogy a sorozat
két egymasutani tagja kozti tavolsag tetsz6legesen kicsiny legyen, ha n
elég nagy, akkor a tobb pontbol allé korlatos és zart K halmaz neve kon-
tinuum. igy pl. egy egyenesdarab vagy egy gombfeliilet kontinuum, de
nem kontinuum a sik x + y= 1 egyenese, mert nem korlatos és ugyan-
csak nem kontinuum az 7= 0, 0%a; ™ 1 és 2~ x”" 3 egyenesdarabok
0sszegének halmaza sem, mert az x — 1 és x = 2 pontok kozott sza-
kadasa van. A kontinuum fogalmanak bizonyos folytonossagi jellege
van, ebbdl kdvetkezik, hogy ha majd a gdrbe fogalmat definialjuk, ak-
kor abban a kontinuum fogalmanak is valahogyan szerepelnie kell.

A halmazelméletben a végtelen halmaz pontjainak szama helyett a
halmaz szamossaga kifejezést szokas hasznalni. Benniinket a kovetke-
z6kben csak kétféle szamossag érdekel: a megszamlalhaté végtelen és
a kontinuum szamossagu végtelen. Egy halmazra akkor mondjuk, hogy
megszamlalhaté végtelen szamossagl, ha minden pontjahoz hozzarendel-
hetlink egy kozonséges egész szamot oly mddon, hogy kiilénb6z6 pon-
toknak kiilonboz6 egész szam feleljen meg és viszont. Kontinuum sza-
mossagunak pedig akkor neveziink egy halmazt, ha minden pontjahoz
hozzarendelhetjik a 0  * ;g 1 intervallum egy pontjat oly médon, hogy
kilonbdz6 pontoknak az intervallumban is kilonb6z6 pontok feleljenek
meg és viszont. Bebizonyithatd, hogy a megszamlalhaté végtelen sza-
mossag a legkisebb fajta végtelen abban az értelemben, hogy minden
végtelen halmaznak van egy megszamlalhaté végtelen része is. Ezzel
szemben a kontinuum szamossag a végtelenségnek magasabb fokat je-
lenti, mert egy kontinuum szamossagl halmaz pontjaihoz nem lehet az
emlitett médon hozzarendelni a természetes egész szamokat. Barmely
kontinuum természetesen kontinuum szamossagl végtelen halmaz, de
vannak olyan kontinuum szamossagu korlatos és zart halmazok is, ame-
lyek nem tartalmaznak semmiféle kontinuumot sem. Ez a tény a gorbe-
elméletben nagy fontossagu.

egyenesen a 0, 2 6



AZ UJ GORBEELMELET.

1. A gorbe fogalma.

A Menger—URYsoHN-féle gorbeelmélet kiindulopontja a ko-
vetkezd definicié : 1 Gorbének nevezziik az olyan kontinuurnot,
amelynek barmely pontjahoz gy lehet kijelini tetsz6legesen
kicsiny kornyezeteket, hogy ezek hatdrai ne tartalmazzak a
kontinuumnak egyetlen részkontinuurnat sem. Definiciénk ér-
telmében tehat egy ponthalmaz akkor gérbe, ha kontinuum és
ha minden pontjanak van olyan tetsz6legesen Kicsiny koérnye-
zete, amelynek hatardb6l — durvan szdlva — csak diszkrét
pontok fekszenek a gorbén, nem pedig egész vonal- vagy
feluletdarabok. Ez utobbi, leglényegesebb feltétel a szemlélet-
b6l fakad, mert ha egy egyszerd analitikai geometriai sik-
gorbét tekintiink és annak valamelyik pontja koré pl. egy nyilt
korlapot irunk, akkor ez a korlap a pont kornyezete, hatara
pedig (a korvonal) legfeljebb néhany pontban metszi csak a
gorbét, de nem tartalmazza a gorbének egy vonalszer( részét
sem. Hangsulyozzuk azonban, hogy nem kell barmely pont
0sszes kornyezeteinek olyanoknak lenniiik, hogy hataruknak
ne legyen a gorbével kozds részkontirmumuk, hanem csak
annyit kivanunk, hogy minden ponthoz ki lehessen jel6Ini ilyen
kérnyezeteket a pont koré irt akdrmilyen Kicsiny sugarid «-dimen-
zi6s gdbmbben is.

Mindazokat a geometriai alakzatokat, amelyeket az elemi szem-
lélet alapjan gorbének neveznénk, Menger—URYsoHN-féle érte-
lemben is gorbének kell nevezniink. A szemlélet alapjan ugyanis
nagyjabdl a differencidlhaté gorbéket és ezek 6sszegébdl alko-
tott kontinuumokat hivhatjuk gérbének. Hogy a differencialhaté
gorbék Menger—URYsoHN-féle gorbék is, az nyilvanvalé. Az pe-
dig, hogy véges vagy megszamlalhatd végtelen sok differen-
cialhaté gorbébdl alkotott kontinuum is gorbe, a kovetkezd
altalanos tétel2 folyomanya: Véges vagy megszamlalhatd vég-

1 Menger 1, 2, 3 és Urysohn 1, 2.
2 Urysohn 1 és Menger 2.
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télén sok gorbe 0Osszegébdl all6 kontinuum is gorbe. Latjuk
tehat, hogy gorbedefinicionk nem mond talkeveset, viszont
nem mond talsékat sem, mert azt is be lehet bizonyitani,l
hogy az Rn kdzonségesen magasabb dimenzigjdnak nevezett
alakzatai (pld. sikdarabok, vagy egy kocka) nem gorbék. Kulo-
nosen egyszer(i a sikgorbék jellemzése, amit szemléletesen ki-
fejezve igy fogalmazhatunk meg: A siknak azok a kontinuumai
gorbék, amelyek nem tartalmazzak asik egyetlen nyilt részhal-
mazat sem. Gorbefogalmunkat tehat a szemlélet teljesen iga-
zolja ; mert ami intuitive gorbe, azt mi is gérbének nevezzik
sem hivjuk goérbének. A szemléletes gorbék €s a magasabb
dimenzidju idomok kozé ékel6dnek még azok a sokszor «pato-
logikusnak» is mondott kontinuumok, amelyekr6l a szemlélet
semmit sem mond, hanem mindenki egyéni izlésére bizza, hogy
gorbének nevezi-e Oket vagy sem. Ezeknek egy része defini-
cionk értelmében gorbe. Ez azonban nem hibgja, hanem el6nye
az elméletnek, mert ezek patologikusnak tartott jellemvona-
sait altalanos érvény(i torvényszer(iségekkel magyarazza meg és
igy a «patologikus» jellegl kontinuumok k&oszdban rendet és
rendszert teremt. Hogy a gorbe fogalma milyen sokféle kon-
tinuumot tartalmazhat, azt néhany példan mutatjuk mcst be.
Ezek az egyébként is hasznos példak sikgorbék; egyszerlség
kedvéért Cv C2 stb. gorbéknek fogjuk &ket nevezni. A jobb
attekinthet6ség kedvéért a példadk konstrukcidinak kezdévona-
sait referatumunk végén (33. 1) abrakon mutatjuk be.

Ct az a sik kontinuum (lemniszkata), amelynek X, y koordi-
natait az

(Xs f-yj*- 2@- if)=10

egyenlet szabja meg.

«c 1
C az y= r egyenesek 0 X <SS (n—1,2,... ad. inf)

darabjainak 6sszege.

1L Menger 8
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x = 0, —1
C,:l0< _<_1 <—5'm1----
&< 7 *= X
0 4dicgl, y=0,
1 1 1
<j)n> V~~ 2"—1"
C4: (n=1,2,... ad inf),
2fc-1 A 1
X 27 T h=y= gqml’
k=12,. 2n_1; »*=1,2,... ad inf).
O NicM y =0,
/ 2fc-I\*. | 1 n
2« ) y 2%’ y=®
Cb:e (&=1,2,..,2"~L;n=1, 2,... ad inf),
/ 2fc-r\3, |
r“ "2In) + 2= 417 2/n°-

(Jc=1,2,... 3n:n=1, 2,... adinf.).

C6: Jeldlje D a CANTOR-féle diszkontinuumot, amelyet a kovet-
kez6kép lehet el6allitani: az y= 0, 0 <€icfgl egyenesdarab-

g s 1e 1 2 )
b6i tavolitsuk el az -g- < ic < — halmazt. A megmarado

o1 2 . AR
0] Iajlg? és > ig ics; 1 intervallumokbol tavolitsuk el az

1 2 7 8 *
-g-<£C<-"- és — < X < — halmazokat. Folytassuk ezt az el-

jarast ugyanigy tovabb, vagyis a megmaradt intervallumokat
harom egybevagd részre osztva, tavolitsuk el a kozéps6t. Ezt a
miiveletet minden hataron tul folytatva a megmarad6é pontok
halmaza a D diszkontinuum. Err6l beigazolhatd, hogy kon-
tinuum szamossagu zart halmaz. Kossik dssze D minden pont-
jat a sik (—, -g-j pontjaval. Az igy keletkez§ kontinuum sza-

mossagu egyenesdarab 0sszegét nevezziik G, gorbének.
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2. Az elagazasi rend, a gorbék osztalyozasa.

Lattuk, hogy egy 'kontinuum gorbe volta az egyes pontok Kis
kdérnyezetei hatarainak mindségi viselkedésétdl fligg, amennyi-
ben kikdtottik, hogy ezeknek a vizsgalt kontinuummal ne
legyen koz0s részkontinuumok. De nem tettink semmiféle ki-
kotést a kornyezetek hatarai és a vizsgalt kontinuum kozos
pontjaibol all6 halmaz pontjainak mennyiségére nézve. Ez a
mennyiségi vizsgalat hivatott arra, hogy az egyes gorbetipuso-
kat megvilagitsa.

Legyen A tetsz6leges halmaza az Rntérnek és p egyik pontja
A-nak. Ha a p ponthoz megadhatunk olyan tetszéleges kicsiny
L\,Ut,... Un-.. kdrnyezeteket, hogy ezek B{Un) hatarainak az
A halmazzal csak véges szami kozos pontjuk legyen, akkor a
p pontot A regularis pontjanak nevezzilk. Ha az A és B(Un)
halmazok kozés pontjaibél allé A.B(Un) halmazoknak az
Uv Uv... U,,.. kornyezetek megfelel6 kivalasztasa esetén leg-
feljebb megszamlalhaté végtelen sok pontjuk van, akkor p
raciondlis pontja A-nak. Ha pedig az A.B{U n) halmazok minden-
kép kontinuum szamossaguiak, barhogy is valasztjuk meg az Un
kornyezeteket, akkor p az A halmaz irraciondlis pontja. Ha egy
gorbe minden pontja regularis, illet6leg racionalis, illetéleg irra-
ciondlis, akkor ezt a gorbét regularis, illetve racionalis, vagy a
harmadik esetben irracionalis gorbének nevezzik. Példaink ko-
zul és C2 nyilvanval6an regularis gorbék, C3 C4 CB pe-
dig raciondlis gorbék. Az is vilagos, hogy a C3 gorbe x = 0,
— darabjanak pontjai, valamint a Ct gorbe O *x/1i,
y =0 darabjanak pontjai racionalis, de nem regularis pontok.
Alig nehezebb azt kimutatni, hogy a C5 gorbe O ~ig™l, y—0
darabjan fekvd pontok sem regularisak. E harom gorbe tobbi
pontjai azonban nyilvan regularis pontok. Nem igy a C6 gorbe,

mert ennek minden pontja irracionalis pont. C6 szerkesztését
ugyanis ugy allapitottuk meg, hogy az (-p pontbol kon-

tinuum szamossagéi egyenes induljon ki és minden ilyen egye-
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nes korul kontinuum szamossagu egyenes s(r(isodjék. Egy pont
tetsz6legesen Kkicsiny kornyezetének hatara tehat a Ce gorbe
kontinuum szamossagu részkontinuumat metszi, akarhogyan is
vélasztjuk ezt a kornyezetet.

A gorbéknek reguléris, racionalis és irraciondlis gorbékre
valé felosztasa még nem elég finom, mert az egyes osztalyo-
kon belul is éles kilénbségek mutatkoznak. igy pl. a Clgdrbe
(0, 0) pontjaban csak négy iv talalkozik, mig a C2 gorbe (0, 0)
pontjdban végtelen sok iv fut &ssze, noha Ct és C2 is regu-
laris gorbék. Az ilyen kilénbségeket a pont eldgazasi rendjé-
nek fogalmaval vilagithatjuk meg. Azt mondjuk ugyanis, hogy
a C gorbe p pontja legfeljebb m-ed rendl, ha p-hez megadha-
tunk olyan Uv Uv... £/,,,... tetsz6legesen Kicsiny kdrnyezete-
ket, hogy minden C.B(Un) halmaz legfeljebb m pontot tar-
talmazzon. Ha p legfeljebb m-ed rend(i, de nem legfeljebb k-ad
rend(i, ahol k<m, akkor a legfeljebb jelz6t elhagyhatjuk és azt
mondjuk, hogy p elagazasi rendje éppen m. Az 1l-ed rendd
pontokat végpontoknak, a 2-ed rend(ieket kdzdnséges pontok-
nak, a 3-ad és ennél magasabb rend(i pontokat pedig elaga-
zasi pontoknak nevezziik. Példaink kézul a C1 gorbének nincs
végpontja, hanem a (0, 0) negyedrend({ eldgazasi ponton Kivil
\n "’ rﬁ}ll) koordi-
nataju pontjai végpontok, a (0, 0) pont eladgazasi pont, minden
egyéb pontja kozbénséges pont. A (0, 0) eldgazasi pont koré
tetsz6legesen kicsiny Uv Uv... Un,... kérnyezeteket irva, azt
latjuk, hogy a C~.B(Un) halmazok pontjainak szdma ugyan vé-
ges maradhat, de mindig ndvekszik, ha a kdérnyezetek Kkiseb-

bednek, mert akkor a B(Un) hatdrok mindig tdbb y—E gorbe

minden pontja k6zénséges pont. A C. gbrbe

agat metszenek. Az ilyen regularis elagazasi pontokat, amelyek
rendje minden egész szdmnal nagyobb, ndvekvd rend( pontok-
nak nevezziilk. A Cg gorbénél mar emlitettiik, hogy az x = 0,
—1 WU~1 darabok pontjai nem regularisak, tehat elagazasi
pontok. Ugyancsak nem regularis eldgazasi pontok a C4 és Cs
gorbében a y =0 darabra es6 pontok sem. A C3gorbé-
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nek van egy végpontja is és pedig az X —-=, y—0 pont. Ezé-
ken kivul csupa kozdnséges pontja van. A Ct gorbe regularis
pontjai kozul az Ij koordinataju pont végpont, a tdbbi
kdzonséges pont, vagy pedig negyedrend(i elagazasi pont. A

C5 gorbe 0osszes regularis pontjai kozonséges pontok. A Ce
gorbének, mint lattuk, minden pontja irracionélis eldgazasi pont,

f s , . Al .
noha a sz6 kdzonseges értelmében csak az (—, —’Ql pontban agaz-

nak el egyes részei.

3. A végpontok eloszlasa.

A végpontok szamos tulajdonsadga megegyezik azokkal, ame-
lyeket az ember intuitive is hajlandd a végpontokrdl feltéte-
lezni. igy kdénnyld meggydézddni arrél, hogy a C gorbét egyik
p végpontja sem darabolhatja szét, mert kidlénben a p pont-
ban C-nek két egyébként kilénallo részkontinuuma — C
és C" — talalkoznék, p-nek tehat akérmilyen kis U kérnye-
zeténél a C'.B(U) és a C".B(U) halmaz is tartalmazna legalabb
egy-egy pontot. Ap pont elagazasi rendje ezek szerint legalabb
2 lenne és igy p nem lehetne végpont. De nemcsak, hogy egyik
végpont sem darabolja szét a gérbét, hanem még a végpontok
halmaza sem. Jeléljik a C gorbe 0sszes végpontjainak halma-
zat C'-el. A gorbeelmélet egyik legegyszeriibb tételel szerint
a C—C1 halmaz két tetsz6leges pontjat 6ssze lehet kdtni C—C1
egy részkontinuumaval. Ebbél azonnal kovetkezik, hogy a C1
halmaz nem tartalmazhat kontinuumot, mert ha volna C’-ben
egy K kontinuum, akkor K csupa végpontbdl alina. Ha tehat A-bol
a K1 halmazt elvennénk, semmi sem maradna, holott épp most
emlitettik, hogy a K—K 1 halmazban egész kontinuumoknak
is kell lennitik. A végpontok halmaza tehat UGgyszélvan szét-
szort pontokbdl all. De még ennél is tébbet mondhatunk, ha

1 Menger 3 és Urysohn 2.
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bevezetjuk a leger6sebben szétszort jelleg(i, Ggynevezett nulla-
dimenzids halmazokat. Nulladimenziésnak mondjuk azt a hal-
mazt, amelynek barmely pontjahoz taldlhatunk olyan tetszéle-
gesen Kicsiny kdrnyezeteket, amelyeknek hatarai a halmaz egyet-
len pontjat sem tartalmazzak. (llyenek pl. a 0<”xg”i inter-
vallumban a raciondlis vagy az irracionalis pontok halmazai.)
A végpontok halmazénak szétszort voltat ezekutadn kovetkezd-
kép jellemezhetjuk:1 Egy gorbének vagy nincs végpontja, vagy
ha van, a végpontok halmaza nulladimenziés. A C gorbe vég-
pontjai C1 halmazanak ebbdl a tulajdonsagdbdl azonnal kovet-
kezik, hogy a C—C1 halmaz a C gorbében mindenitt srd,
ami annyit jelent, hogy C minden pontjanak tetsz6leges kozelé-
ben taldlhatd6 C—Cl-nek is egy pontja.

Az eddig elmondottak a végpontoknak csupa olyan tulajdon-
sagat tartak fel, amit a szemlélet alapjan el is varhattunk télik:
a gorbét a végpontok halmaza nem darabolja fel, a végpontok
halmaza nemcsak, hogy nem tartalmaz kontinuumot, de még
nulladimenziés is, a kozdnséges és elagazasi pontokbdl allo
halmaz pedig a gorbében mindenitt sdr(i. Mindez egészen ter-
mészetesnek latszik. Annal meglep6bb, hogy lehet olyan gorbét
is szerkeszteni, amelyben a végpontok halmaza is mindenitt
sird. Ezt a gorbét2 nevezzilkk C7-nek és a kovetkez§ mddon

szerkesztjuk meg (L &bra): Allitsunk a y=0
egyenesdarab minden X — —” — abszcisszaju pontjaba olyan
egyenesdarabot, amely a egyenesdarabot merd6legesen

metszi s amelynek hosszUsaga felfelé és lefelé is ~n+l . Az igy
keletkez6 gorbét jeldljik C@-el. Allitsunk most a C(l) gorbe
minden2gj~ \m , -~71 & 2/”2~71 egyenesdarabjanak
y =+ Qm+n' ordindtdju pontjdba olyan merdleges egyenes-
darabot, amelynek hosszlsaga jobbra és balra +-xm Az igy

1 MenGer 3 és URYSOHN 2.
2 Menger 6.
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keletkezd gorbét Jeldljuk C@-vel. Ismételjuk meg ezt az elja-

rast a C(@ gorbén; a szerkesztést minden hataron tal foly-
@

tatva a Cm, C<),... C(n),... gbrbéket nyeljik. Jelentse £|C(n)
n=

a CQh C9... C(n),... gorbék oOsszegébdl alkotott halmaz zart

hivelyét. A C1 gorbe definicioja:

C7= S C(n).
n—1

Nyilvanvalé, hogy a C(n) gorbék egyenesdarabjainak szabad végei
a C7 gorbének is végpontjai. De C7 barmely pontjanak tetsz6-
leges kozelében van ilyen szabad vég, kovetkezéskép a C7 gorbe
végpontjainak halmaza C,-ben mindendtt slrd. Ennek a kilo-
nos szerkezetld gorbének végpontjaira még visszatériink a 9.
pontban.

4. A kézonséges pontok eloszlasa.

Egy gorbe masodrend(i pontjait neveztiik kézonséges pontok-
nak. Ezek azért tarthatnak kulondsebb érdekl6désre szamot,
mert az elemi geometriaban szerepl6 gorbék pontjai javarészt
kdzonséges pontok. Azt természetesen nem allithatjuk, hogy
minden gorbének van kozonséges pontja, mert pld. a C6 gdrbe
is csupa irraciondlis pontbdl all. Els6 pillantdsra mégis azt
hinné az ember, hogy ilyesmi csak irracionalis, vagy legalabb
is csak irregularis gorbéknél lehetséges. A lényegesen egysze-
riibb regularis gorbéknél azonban azt varndk, hogy ezekben
mindig vannak k&zonséges pontok is. Ezt a hiedelmet meg-
cafolja sierpinski egy példaja.l Ez olyan regularis gérbe, amely
kizardlag 3-ad és 4-ed rendl eladgazési pontokbdl all. Ezt a
gorbét nevezzilk Cs példanknak; szerkesztése a kovetkezd
(L &bra): Legyen H akarmilyen egyenl6oldald haromszdg. Kossik
dssze oldalainak felez6pontjait, akkor H négy egybevag6 egyenld-
oldald haromszégre bomlik. Jeléljik ezeket Hv HQ /1 4el

1 Sierpinski 1.
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és jelentse Hi a kozéps6t. Ennek belsejét elhagyva, jeldljik

Kt-el a megmaradé H1+H i+ H a kontinuumot. Ha Hly Hv H3

oldalainak felez6pontjait 0Osszekdtjik, mindegyikben négy-négy

egyenléoldalil haromszdg keletkezik. Jeléljik a Hi-ben kelet-

kezetteket HiV Hit, Hia, Hit-el és jelentse H,4 ezek kozil a

kozéps6t. Mindegyik Hi haromszogb6l Hit belsejét elhagyva
3 3

marad a Kt = _2_|_gIH|'j kontinuum. Ezt az eljarast korlatlanul

folytatva a Kv Kv... Kr>.. kontinuumokat kapjuk, ahol Kn
az utdna kovetkez6ket magéaban foglalja.mEzeknek a kontinuu-

moknak a kozds pontjaibdl alkotott // Kn halmazt jel6ljuk
n=1

K-val. Altalanos ponthalmazelméleti tételekbdl kévetkezik, hogy
K kontinuum, ezenkivil nyilvanvalé, hogy K nem tartal-
mazhatja a siknak egyetlen nyilt bhalmazat sem, tehat K
sikgorbe. Konnyen belathatd, hogy a K goérbében a H kiindu-
lasi haromszdg cslcsainak megfelel6 harom pont kozonséges
pont. /i-nak azok a pontjai, amelyekben két haromszdég oldalai
taladlkoznak, negyedrendiiek, a tobbi pedig harmadrendd pont.
K-nak tehat hadrom masodrendl csUcspontjan kivil csak 3-ad
és 4-ed rend(i eldgazasi pontjai vannak. Ha néhany ilyen
haromszdggorbét gy illesztliink 0Ossze, hogy 0Osszes csucsaik
érintkezzenek, de egyéb ko6zds pontjuk ne legyen, megkaptuk
a C, gorbét, melynek mar csak 3-ad és 4 ed rend( elagazasi
pontjai vannak.

Azoknal a Szemléletesebb gorbéknél, amelyeknek k&zdnséges
pontjaik is vannak, ezek halmaza legfeljebb két részbél allhat :*
egy kozonséges magnak nevezett halmazbdl, ez a kdzdnséges
pontok halmazénak tulajdonképeni lényeges része és esetleg
még egy masik halmazbol, amely azonban csak nulladimenziés
lehet. Miel6tt a kdzonséges magot jellemeznénk, be kell vezet-
nink az iv és a topologikus kor fogalmat. Allitsuk el6 az fin
térben fekvé C gorbe pontjainak xv xv ... xn koordinatait egy
t paraméter folytonos flggvényeikéntl
x\ (), xi—xt(t),... xn—xn(f). )]

1 Menger 8.
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Ha t egy egyenesdarabon varial és a (2) alatti el6allitas olyan,
hogy kilonboz6 t értékeknek kilénbozé (xv xv ... X,,) pontok
felelnek meg a C gorbén, akkor a C gorbét ivnek nevezzik.
Ha pedig i egy korvonalon varial és a (2) alatti el6allitas kulon-
b6z6 t értékekhez kilonbézé (xv xv... xn) pontokat rendel,
akkor a C gorbe neve topologikus kor. Szemléletes képpel élve
tehat azt lehetne mondani, hogy az egyenesdarabot, illet6leg
korvonalat nyujthaté anyaghbol képzelve, az iv, illetbleg a topo-
logikus kor olyan gorbe, amely az egyenesdarab, illetleg kor-
vonal deformécidja atjan keletkezik, ha Ugyelink arra, hogy a
deformacional sem szakadas, sem pedig 6Sszeforrasztas ne kelet-
kezzék. A kozonséges magot ezekutan azzal jellemezhetjiik,1
hogy a kozonséges mag vagy legfeljebb megszamlalhatéan vég-
telen sok olyan iv dsszege, amelyeknek csak végpontjaik lehet-
nek kozosek, vagy pedig a kodzonséges mag identikus magaval
a gorbével. Az els6 esetet latjuk megvalésitva az ivnél, vagy
pld. a Cv C2, C8 C4 és Cb gdrbéknél. A masodik esetre példa
a koérvonal, amely kozonséges magjaval identikus. A koérvonal-
nak, illet6leg a topologikus kornek ez a viselkedése egyduttal
jellemz6 tulajdonsaga is, mert egy gorbe akkor és csakis akkor
topologikus kor, ha minden pontja kbézonséges pont.2 Ugyan-
ilyen egyszer(i az iv gorbeelméleti jellemzése is.3 Egy gorbe
akkor és csakis akkor iv, ha két végpontjatol eltekintve csak
kézonséges pontjai vannak.

5. Az elagazasi pontok eloszlasa.

Az elagazasi pontok természetesen a legktilonb6z6bb mddon
oszolhatnak el, hiszen minden haromnal magasabb elagazasi
rendd pont kozéjuk tartozik. A gorbeelméletnek azonban az
eloszlasi lehet6ségek sokféleségében is sikerillt rendszert fel-

1 Menger 7 és Ayres 1.
2 Menger 1, 3, Urysohn 1, 2 és Frankl 1.
3 Menger 1, 2, Urysohn 1, 2 és Frankl 1.
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fedeznie. Ennek ismertetésénél el6szér a regularis elagazési
pontokat vessziik sorra. Jeldljik Cn-nel a C gorbe legfeljebb
n-ed rend( pontjainak halmazat, ahol n véges egész szamot
jelent. Ayres a kovetkez§ fontos tételt bizonyitotta be:1 Ha

3, akkor a Cin~s—Cn~1 halmaz nulladimenzi6s, vagy pedig
egy pontot sem tartalmaz. Ebbél az eredménybdl egyrészt az
kovetkezik, hogy egy gorbe n-ed rendl (n 3) eldgazéasi pont-
jainak halmaza legfeljebb nulladimenzids lehet, masrészt kénnyd
bel6le levezetni a kovetkez6 érdekes tételt2 is: Ha egy gorbé-
nek csak legfeljebb n-ed rend( pontjai vannak, akkor ebben a

gorbében a legfeljebb [~ -f-1)-ed rendd pontok halmaza min-

denitt sdr(. Ennek a tételnek kozvetlen folyomanya, hogy ha
egy gorbe minden pontjanak elagazasi rendje ugyanaz a véges
n szam, akkor n csakis 2 lehet. Ha tehat egy gorbét akkor
neveziink homogén véges rendiinek, ha minden pontjanak el-
agazasi rendje ugyanaz a véges szam és figyelembe vesszik,
hogy a 4. pontban Kkifejtettek szerint a topologikus kor az
egyetlen csak masodrendd pontokbol allo gorbe, akkor ezt az
eredményt agy is kifejezhetjik, hogy a topologikus kor az
egyetlen homogén véges rend( gorbe.2 Nem véletlen tehat, hogy
a SIERPiUsKi-féle Cs gérbe nemcsak 3-ad rendd pontokbdl all,
hanem 4-ed rend(iekb6l is és hogy a mindkét fajtaju pontok
halmazai mindenitt slrdek C8ban, hanem ez a jelenség a
regularis elagazasi pontokra vonatkozo fenti altalanos térvény-
szer(iségek sziikséges kovetkezménye. Nem szabad azonban azt
hinniink, hogy az 0sszes regularis gorbék kozt a topologikus
kor az egyetlen homogén rendd, hanem csak az olyan regularis
gorbék kozt, amelyekben a pontok elagazasi rendje egy bizo-
nyos véges szam alatt marad. Ha a novekv6é rend(i pontokat
is figyelembe vessziik, azzal a meglep6 ténnyel talaljuk magun-
kat szemben, hogy van olyan reguléris goérbe is, amelynek

1 Ayres 1.
2 Urysohn 2, Whybtrn 3 és KCnneth 1.
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minden pontja névekvd rend(.'l Mivel azonban eddig csak igen
bonyolult példak ismeretesek, kozlésuktdl el kell tekintenink.

A reguléris eladgazasi pontok halmaza, mint a Cg goérbe pél-
dajan lattuk, tartalmazhat ugyan kontinuumokat, de az is lehet-
séges, hogy csak egyes pontokbdl all, mint pld. a Ct és Ct
gorbéknél, amelyeknek csak egy elagazasi pontjuk van. A nem
regularis, vagy roévidebben irregularis eldgazasi pontok halmaza-
nal azonban az utobbi eset nem fordulhat el§. Hurewicz egyik
altalanos tételébdl 23kdvetkezik ugyanis, hogy ha az irreguléris
pontok halmaza tartalmaz legalabb egy pontot, akkor tartal-
maz egy egész kontinuumot is. A Cs gorbében pld. az irregu-
laris pontok halmaza az x= 0, —1g ~ 1 egyenesdarab, a
Ci és Cb gorbékben pedig a* 0"Ec<al, y —O0 egyenesdarab
pontjai irregularisak. De még az irregularis pontok kozt is kuldn
hely illeti meg az irraciondlis pontokat, mert Hurewicz tételébdl
az is kovetkezik, hogy ha egy goérbének van legaldbb egy irra-
ciondlis pontja, akkor az irracionalis pontok halmaza tartal-
maz egy kontinuumot is. Errol a halmazrél azonban még téb-
bet is mondhatunk, mint a racionalis pontok halmazarél. Ennek
megvilagitasara vegylk elészor szemiigyre a Ca Cv C6racionalis
gObrbék irreguldris pontjainak halmazait. Ezek, mint Ilattuk,
egyenesdarabok, tehat onallo gorbeként tekintve regularis gorbék.
Az irraciondlis pontok halmazarol azonban sikerilt bebizonyi-
tani,8 hogy énalld6 halmazként tekintve egyetlen pontjaban sem
lehet regularis. Ebb6l azonban még nem koévetkezik, hogy ne
lehetne racionalis halmaz. Mazurkiewicz Szerkesztett4 is olyan
bonyolult sikgérbét, amelynél az irracionalis pontok halmaza
onall6 halmazként tekintve minden pontjdban csak racionélis
elagazasi rendd.

1 Urysohn 2.

2 Hurewicz 1.

3 Menger 3 és Urysohn 2.
4 Mazurkiewicz 4.
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6. Folytonos gdrbék.

Az eddig targyalt gorbefogalom tul altalanos ahhoz, hogy
minden ilyen értelemben vett gorbe szemléletes is legyen. Ha
a szemlélethez kozelalld gorbék természetével akarunk kozelebb-
r6l megismerkedni, az altalanos gorbefogalom specialis eseteit
kell szemugyre vennunk. Kapcsolatot kereshetlink pld. a rpgebb’
folytonos gorbe fogalommal. Az R,, térben azokat a gorbéket
hivjuk folytonosnak, amelyeknek Xx,, xv ...,xn koordinatait az

xx= Xxt(t), xt= xjf),x,, = xn{), o~ inr 1)

folytonos figgvényekkel lehet definialni. Hahn1i €S Mazurkie-
wigz 2 kimutattak, hogy egy gorbe akkor és csakis akkor foly-
tonos, ha minden pontjdban lokalisan 0Osszefiiggb. Az a ki-
fejezés, hogy a C gorbe p pontjaban lokalisan 0Osszefiigg6, a
kovetkez6t jelenti: p koré irva egy tetsz6leges kis y sugar
w-dimenziés gémbot, megadhatunk olyan kis 6> 0 szamot,
hogy minden pontot, amelynek téavolsdga _p-t6l d-nél Kisebb,
C-nek egy olyan részkontinuuma kosse 6ssze p-vel, amely tel-
jesen a p koré irt y sugart gémbbe esik. A folytonos gorbék
nevezetes tulajdonsaga, hogy barmely két pontjuk 6sszekothetd
a gorbe egy részivével.3

Példaink kozul Ca és Ce nem folytonos gorbe, mert C3 az
Xx=0, ~I~J/~1 egyenesdarab pontjaiban nem lokalisan

Osszefiiggé, C6 pedig éppen csak az pontban lokalisan

Osszefiiggd. Mar ezeknek a példaknak alapjan is gyanithato,
hogy a nem folytonos gorbék bonyolultabb szerkezetlek, kilo-
ndsen, ha elég slirGek bennik azok a pontok, amelyekben a
gobrbe nem lokalisan 0sszefliggé. Valdban ez is a helyzet, mert
ha egy gorbe sehol sem lokalisan 0Osszefliggd, akkor a: irra-

1 Hahn 1.
2 Mazurkiewicz 1 és 2.
3 Kaluzsay 1, Moore 1 és Mazurkiewicz 2.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIV.
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cionalis pontok halmaza mindenttt sdrl benne.l De még a
nem folytonos racionalis gorbéknek is lehetnek nagyon meg-
lep6 tulajdonsagaik, amennyiben olyan racionélis gorbék is
vannak, amelyek nem tartalmaznak egyetlen ivet sem* A nem
folytonos irracionalis gorbék természetesen még «patologiku-
sabb» viselkedéslek is lehetnek, igy Knaster®olyan rendkivil
bonyolult irraciondlis sikgorbét szerkesztett, amelynek meglep6
tulajdonsagai kozt szerepel tébbek kozt az is, hogy miwlen
részkontinuuma irracionalis, s6t minden pontjaban irracionalis
gorbe. De ha barmilyen kildnds tulajdonsagd nem folytonos
gorbéket is lehet szerkeszteni, mégis minden nem folytonos
gorbéhez meg lehet adni olyan folytonos gorbét, amely a nem
folytonosat magaban foglalja 4 Ezzel a tétellel a folytonos gor-
bék szemléletes voltdba vetett esetleges reményeink ossze-
omlottak. Ha igazan szemléletes gorbékkel kivanunk foglal-
kozni, a folytonossag feltételének tovabbi megszoritdsara van
sziikséglink.

A keresett feltételhez kozelebb jutunk, ha a C4 és C5 gorbék
tulajdonsagait vesszik szemigyre. Mindkett6 folytonos, de ha

a Cf gorbébél az x = 0 <7y <, 1 egyenesdarab kivételével

TO\’
az 0sszes X ——"r~y 0~ y ™ 'O4{ egyenesdarabokat elhagy-
juk, a megmaradé goérbe mar nem folytonos, mert a

y — 0 egyenesdarab pontjaiban nem lokalisan 6sszefligg6. A Ct
folytonos gorbébdl tehat ki lehet emelni egy nem folytonos
részgorbét. C5rél viszont kimutathat6,5 hogy nemcsak maga Cs,
hanem minden bel6le kivalasztott részkontinuum is. folytonos
gorbe. Az ilyen természet(i gorbéket, amelyeknek minden rész-
kontinuuma is folytonos gorbe, érokletesen folytonos gorbék-

1 Alexits 2.

2 Knaster 2.

3 Knaster 1.

4 Stepanoff—Tumarkin 1.

5 L. Menger 8. AC5 gorbe példaja kilénben KNASTER-nek egy Menger-
hez intézett levelébdl valé.
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nek fogjuk nevezni. Ezeknek egyik fontos osztalyat« adja meg
a kovetkez6 tétel:1 Minden reguléris gorbe orokletesen foly-
tonos. Hogy azonban megforditva nem minden &rokletesen
folytonos gorbe regularis, azt a C5 gorbe példaja is igazolja,
amely — mint tudjuk — a OgiCgl, t/= 0 egyenesdarab
pontjaiban raciondlisan i-rreguiaris. De ez a legszéls6bb lehet-
séges eset, mert minden Orokletesen folytonos gorbe racionalis.'23
Ezzel a tétellel megtaldltuk a kapcsolatot az intuitiv gorbék
felé, mert most mar lathatjuk, hogy ezeket az érokletesen foly-
tonos gorbék kozott kell keresniink.

7. Az eldgazas alaptétele.

Az olvasénak bizonyara felt(int mar, hogy pld. a C6 gorbe
pontjai eldgazasi pontok ugyan, mert elagazasi rendjuk > 3,

de az pont Kivételével mégsem &gaznak el az egyes

pontokbdl részkontinuumok oly médon, ahogy azt kézdnségesen
érteni szoktuk. A gorbe egyetlen 4-ed rendd elagazési pont-
jabdél viszont tényleg 4 kilonbdzd &g fut szét. A két gorbe
eldgazasi pontjai kozti kulonbség oka abban rejlik, hogy C1
folytonos, Ce pedig nem folytonos gorbe. Nsbering ugyanis be-
bizonyitotta a kovetkez6 tételt,8 amelyet méltan nevezhetiink
az elagazas alaptételének: Egy folytonos gérbe minden véges
n-ed rendd pontjaban éppen n olyan iv talalkozik, amelyek-
nek ezen a ponton Kivil nincs mas koézos pontjuk; ha pediy
p novekvd rend(i, vagy irreguléris pont, akkor p-bdl végtelen
sok ilyen iv agazik szét. Ez a tétel helyredllithatja az elmélet
szemléletes voltaba vetett bizalmunkat, mert most mar lathat-
juk, hogy folytonos gorbéknél az eldgazasi rend megegyezik az
eldgazéas intuitiv definici6javal: n-ed rend(i elagazéas tényleg n
effektiv agat jelent. Ha azonban n végtelen, akkor ugyan vég-

1 Menger 3 és Urysohn 2.
2 Whyburn 6.
3 Nobeling 3.
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télén sok kilénbozd iv dgazik szét, de figyelembe kell venniink,
hogy ezeknek az iveknek a hosszUsagai még akkor is nulldhoz
konvergalhatnak, ha az elagazasi pont irregularis. Példa erre
a C6 gorbe, amelynek pld. a (0,0) pontjaban 0Osszefuto, de
egyébként kozos pont nélkuli iveib6l minél tdbbet valasztunk
ki, annal rovidebbek lesznek azok a (0,0)-ba torkold ivek,
amelyeknek az eddig kivalasztottakkal (0, 0)-on kivil nincs mas
koézds pontjuk. Ezért a (0, 0) és (0,1) irregularis pontokat sem
lehet végtelen sok olyan ivvel &sszekdtni, amelyeknek e két
ponton kivil nincs mas kdzés pontjuk.

8. A folytonos gorbék szerkezete.

Legyen C folytonos gorbe, amelynek p, q és r harom kilén-
b6z6 pontja. Ha C minden g-t és r-1 6sszekoté részkontinuuma
tartalmazza a p pontot is# akkor azt mondjuk, hogy p elvalasztja
a g és r pontokat. A C folytonos gorbének azokat a pontjait,
amelyek C valamely pontparjat elvalasztjak, G elvalasztasi pont-
jainak nevezziik. Nyilvanvald, hogy egy iv bels6 pontjai el-
vélasztasi pontok, de két végpontja mar nem az. Moorel ki-
mutatta, hogy a folytonos gorbék kozt az iv képviseli az el-
vélasztasi pontokban leggazdagabb tipust, mert minden foly-
tonos gorbének van legalabb két olyan pontja is, amely nem
elvalasztasi pont. Minél bonyolultabb egy gorbe, annal kevésbé
alkalmas elvalasztasi pontok képzésére, mert egy folytonos
gorbe elagazasi pontjai kozul legfeljebb megszamlalhatd vég-
telen sok lehet egyudttal elvalasztasi pont is.2 Az elvalasztasi
pont fogalméaval rokon a kovetkez6 fogalom: ha a C folytonos
gorbe p pontjdban C-nek n olyan részkontinuuma talalkozik,
amelyeknek p az egyetlen koz6s pontjuk, akkor a p pontot
G n-ed rendd osztopontjanak nevezziik. Itt n barmely véges
egész szam lehet, de jelenthet megszamlalhaté vagy akar kon-

1 Moore 2.
2 Whyburn 1
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tinuum szadmossaga végtelent is. Az n mennyiséget p szét-
bontasi rendjének nevezziikk. A szétbontasi rend és az el-
dgazasi rend kozti kapcsolat viladgos, ugyanis egy pont szét-
bontasi rendje nem lehet nagyobb elagazasi rendjénél. Mert
ha p szétbontdsi rendje n, akkor p minden elég kis kornyeze-
tének valamennyi p-ben 0Osszefutd kontinuumon van legaldbb
egy hatarpontja, kovetkezéskép p elagazasi rendje ;> n. Erde-
kes, hogy egy folytonos gorbe nem allhat csupa magasabb
rend( osztdpontbdl még akkor sem, ha csak elagazéasi pontjai
vannak, mint pld. a Cs gorbének. Kuratowski és Zarankiewicz 1
egyik kozos tétele szerint ugyanis, egy folytonos goérbének leg-
feljebb megszamlalhatd végtelen sok haromnal magasabb szét-
bontéasi rendd osztopontja lehet.

Az elvalasztasi pont fogalménak lokéalis analogonjat Urysohn2
vezette be a lokalis, dsszefliggés fogalmanak mintajara: A C
folytonos gorbe p pontjat elkertilhetd pontnak nevezziik akkor,
ha barmilyen Kkis p sugart n-dimenziés gombot is irunk p
koré, mindig megadhatunk egy d > 0 szamot oly moédon, hogy
két tetsz6leges pont, amelyeke-t6i legfeljebb d tavolsagra vannak,
Osszekdthetd legyen C'-nek valamely a p koré irt p sugarti gémbbe
es, de p-t nem tartalmazé részkontinuumaval. Az el nem kertlhetd
pontokat elkeriilhetetlen pontoknak hivjuk. Nyilvanvald, hogy
egy folytonos gorbe elvalasztasi pontjai egyuttal elkertlhetetlen
pontok is, ami azonban megforditva nem igaz. Példa erre a
korvonal, amelynek minden pontja elkerulhetetlen, de egyik
sem elvalasztasi pont. Az elkerilhetetlen pontoknak az elvalasz-
tési pontokhoz valé hasonlésdga még hatdrozottabba valik, ha
Whyburn kovetkez6 tételét3 is figyelembe vesszik: Egy foly-
tonos gorbe elagazasi pontjai kozul legfeljebb megszamlalhato
végtelen sok lehet elkerllhetetlen. Lathaté tehat, hogy a bonyo-
lultabb folytonos gorbék f6leg elkertilhet6 pontokbdl allanak.

1 Kuratowski—Zarankiewicz 1.
2 Urysohn 3.
8 Whyburn 4.
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Ezt a kovetkezd tételek is megerdsitik: Raciondlis folytonos
gorbékben az elkerllhetetlen pontok halmaza mindendtt sGrd;1
ha pedig egy folytonos gorbe csupa elkeriilhet6 pontbdl all,
akkor minden pontja irraciondlis.?

Ezekhez a fogalmakhoz némileg hasonlit a kévetkez§ fogalom-
alkotas : ha a C sikgdrbe p pontjanak minden elég kicsiny U
kornyezetéb6l a C.U halmazt eltdvolitjuk és az igy keletkezd
U—C.U halmaz legaldbb n kilénb6z6 nyilt halmazbdl All,
akkor azt mondjuk, hogy a C gorbe p pontja koril legalabb
n-ed rendben darabolja szét lokalisan a sikot. A legaldbb szd
elmarad, ha n a legkisebb olyan szam, amely mellett a C
gorbe p kordl legaldbb w-ed rendben darabolja szét a sikot.
Zarankiewicz 8 bebizonyitotta, hogy ha 2< n< + oo, akkor
a C sikgorbe legfeljebb megszamlalhatdé veégtelen sok pontja
korul darabolhatja szét lokalisan n-ed rendben a sikot. Ebbdl
jelent&ségli JoRDAN-tételnek a kdvetkez6 megforditasa:4 Ha egy
sikgdrbe minden pontja koril ugyanazon véges rendben darabolja
szét lokalisan a sikot, akkor ez a gorbe topologikus Kor.

9. Reguléris és aciklikus gorbék.

Az 1. pontban emlitettiik, hogy ha egy kontinuum véges
vagy megszamlalhatéan végtelen sok gérbe 0sszege, akkor maga
is gorbe. Ezt a tételt raciondlis gorbékre is specializalhatjuk:5
Ha véges vagy megszamlalhaté végtelen sok racionalis gorbe
6sszege kontinuum, akkor ez a kontinuum is racionalis goi'be.
Nem igaz azonban ez a tétel, ha reguldris gorbék Osszegérdl
van sz0, még akkor sem, ha csak két regularis gorbét Ossze-
gézink, mert mar két regularis gorbe 6sszege is lehet irregu-

1 Whyburn 4.

2 Ayres 2.

3 Zarankiewicz 2.
4 Zarankiewicz 1.
5 Urysohn 1, 2.
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laris. Ha pld. a C5 gorbe y 0 ordinatdju pontjait tekintjuk,
konnylG meggy6z6dniink arrol, hogy ezek halmaza regularis
gorbe. Ugyancsak regularis gérbe C5sben az y g 0 ordinataju
pontok halmaza is. A kett6 0sszege azonban maga a C5 gorbe,
amelyr6l viszont mar tudjuk, hogy irreguléris. Az ilyen példak
alapjan onként vetddik fel az a kérdés, hogy egy regularis goérbe
egyesitése barmely masik regularis gorbével mikor eredményez
ismét regularis gorbét? Erre a kovetkez6kép valaszolhatunk:1l
A C reguléris gorbét barmely 'mas regularis gorbével egyesitve
akkor és csakis akkor regularis gorbe a két gorbe Osszege is,
ha a C gorbe elagazéasi pontjaibdl alkotott halmaz zart hivelye
nem tartalmaz semmilyen kontinuumot sem. Vildgos, hogy
ennek a feltételnek eleget tesznek a véges szamu ivbél dssze-
allitott gorbék, mas néven ivkomplexusok is. Az ivkomplexusok
eszerint regularis gorbék, s6t még azt is allithatjuk, hogy egy
gorbe akkor és csakis akkor ivkomplexus, ha csak véges szamu
elagazasi pontja van?

Sokat tanulméanyozott fajtaja a regularis gorbéknek az acik-
grafok elméletében is jelentls szerepet toltenek be. Aciklikus-
nak nevezzilk az olyan folytonos gorbét, amely nem tartalmaz
egyetlen topologikus kort sem. Lényeges tulajdonsaguk a regu-
laritds, mert beigazolhat6,8 hogy minden aciklikus gorbe regu-
laris. De még a regularis gorbék kozt is kilonleges helyet kell
biztositani az aciklikus goérbéknek, amit a kovetkezd tételek is
igazolnak: A C folytonos gorbe akkor és csakis akkor acikli-
likus, ha a kovetkez6 feltételek egyikét teljesiti: 1° C barmely
két pontjat C-nek egy és csakis egy részive koti dssze;4 2° C
mindén pontja vagy végpont, vagy elvalasztasi pont;5 3° Ca&

1 Whyburn 7.

2 Menger 8.

3 Menger 6.

4 Menger 8.

5 Wilder 1 és Menger 6.
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minden részkontinuunidnak van legalabb két végpontja.1 Ha
a 2° feltételben elvalasztasi pont helyett annak lokalis analo-
gonjat, vagyis elkeriilhetetlen pontot mondunk, a C gérbe mar
nem aciklikus (pld. a kor), de igaz 2 az, hogy ha a C folytonos
gorbének csak végpontjai és elkerllhetetlen pontjai vannak,
akkor C olyan reguléaris gorbe, amelynek legfeljebb megszam-
lalhaté végtelen sok eldgazési pontja van. Mivel ennek a tétel-
nek a premisszait a 2° feltétel értelmében az aciklikus gorbék
is béségesen teljesitik, azért kimondhatjuk azt a mar régebben
is ismert tételt,3 hogy egy aciklikus gérbének legfeljebb meg-
szamlalhaté végtelen sok elagazasi pontja lehet. Az eddigiek-
bél lathatd, hogy az aciklikus gorbék tulajdonsagai valoban
olyanok, amilyeneket az intuitiv gérbefogalom alapjan is elvar-
hatunk a gorbéktdl. Ennek ellenére a 3. pontban konstrualt
C7 példa nyilvanvaléan aciklikus gorbe, a végpontok halmaza
tehat még egy aciklikus gorbében is mindendtt sdri lehet,
holott az aciklikus gorbék végpontjainak szétszértsadga tekin-
tetében nemcsak a 3. pontban kozolt altalanos tétel igaz, hogy
t. i. a végpontok halmaza nulladimenziés, hanem még ennél
lényegesen tobb is:4 A C aciklikus gorbe végpontjainak hal-
mazdt C barmely nulladimenziés részével egyesitve, még a
két egyesitett halmaz is nulladimenziés.5 Az aciklikus gorbék-
nek ezeken az egyszer(i tulajdonsagaikon kiviul jelentés sajat-
sdguk még a kovetkezd is: 6 Minden lokalisan 0Osszefiiggd kon-
tinuum tetszéleges nulladimenziés zart halmazahoz tartozik
egy Olyan aciklikus gorbe, amely része a kontinuumnak és az
adott zart halmazt magédban foglalja. Ez a tétel magasabb-

1 Menger 6.

2 Whybiirn 5.

3 Wazewski 1.

4 Alexits 1.

5 Két nulladimenziés halmaz 6sszege nem feltétlenil nulladimenzids.
Példa: a intervallum racionalis és irracionalis pontjainak hal-
maza. Ezek nulladimenziés halmazok, 0Osszegilk azonban maga az inter-
vallum, tehat nem nulladimenziés halmaz.

6 Gehman 1.
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rend(i analogonja egy régebbi tételnek;l ez modern kifejezés-
madddal élve igy szol: a sik minden korlatos, zart és nulladi-
menzids halmazanak pontjain keresztilfektethetiink egy ivet.

10. A gorbék topologikus tulajdonsagai.

Legyen A tetszOleges ponthalmaz és rendeljik A minden
p pontjahoz valamely B halmaznak egy, és csakis egy p' pont-
jat olymédon, hogy ha A-ban valamely px p p n>e pont-
sorozat konvergens és nlingo pn=p, akkor a pt, p,,... pn>ee

pontokhoz rendelt p[, p*,... i>»,... pontok sorozata is konver-
galjon a p-hez rendelt p’ ponthoz. Ezt a miveletet az A hal-
maz A'-re valo folytonos leképzésének nevezzilk, az A halmaz
pontjaihoz rendelt p* pontokbdl alld6 A' halmazt pedig A képé-
nek hivjuk. Ha A Kkiilénbdz8 pontjainak A'-ben is kiilonb6zd
pontok felelnek meg, akkor a folytonos leképzést topologikus
leképzésnek, az A' halmazt pedig A topologikus képének nevez-
zUik. igy pld. az iv az egyenesdarabnak, a topologikus kor pedig
a korvonalnak a topologikus képe. A topologikus leképzések
nagy jelentésége abban &ll, hogy egy nyilt halmaz topologikus
képe szintén nyilt, egy kontinuum topologikus képe szintén
kontinuum, egy p pont tetszélegesen Kicsiny koérnyezeteinek
topologikus képei a p-hez rendelt p' pont tetszélegesen kicsiny
kdérnyezetei lesznek, a kdrnyezetek hatarainak topologikus képei
pedig szintén hatarai a kdrnyezetek topologikus képeinek. Ezek
a tulajdonsagok arra a fontos eredményre vezetnek, hogy min-
den Menger—URYsoHN-fe'te gorbe topologikus képe is Menger—
Urysohn-féle goérbe és emellett még minden pont elagazasi
rendje is valtozatlan marad?

A topologiai kutatdsokban azonban nemcsak a topologikus
leképzéseknek van nagy jelent6ségik, hanem szamos mas foly-
tonos leképzésnek is. Fontosak pld. azok a folytonos leképzé-2

1 Riesz 1 és Schonflies 1.
2 Menger 2 és Urysohn 2.
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sek, amelyek egy gorbét valamelyik részhalmazara képeznek Je.
llyen leképzés pld. az is, ha egy korvonalat negyedfordulattal
elforgatunk. Ez esetben nyilvan egyetlen egy pont sem marad
eredeti helyén. Ha azonban az a <Zx”.b intervallumot ké-
pezziik le folytonosan ©nmagara, alikor ezt a leképzést egy
olyan folytonos f(x) fliggvény adja meg, amelynek értékkész-
lete maga az a” x b intervallum. Ebbdl kovetkezik, hogy
f(X)—x minimuma s; 0, maximuma pedig > 0. Van tehat a és b
kozétt olyan xQ pont is, ahol f{xQ = x0. Az x0 pont eszerint
a leképzésnél nem valtoztatja helyét, amit Ugy szokas kifejezni,
hogy x0 az f(x) leképzés fixpontja. Latjuk tehat, hogy egy inter-
vallum 6nmagéara valo folytonos leképzésénél mindig fellép egy
fixpont is, mig a kérnek megadtuk olyan 6nmagara valo foly-
tonos leképzését, amelynek nem volt egyetlen fixpontja sem.
Ennek az elemi ténynek jelent6s altalanositasa a kovetkez6
tétel: 1 Egy aciklikus gorbének valamely részhalmazara valo
folytonos leképzésenél mindig fellép legaldbb egy fixpont. De
ezenfelul azt is be lehet igazolni,2 hogy ez az aciklikus gorbék
jellemzé tulajdonsaga, amennyiben egy nem aciklikus folytonos
gorbének mindig van fixpont nélkili folytonos leképzése is vala-
melyik részhalmazara.

A folytonos leképzésekre vonatkozik Alexandroff kovetkezd
tétele is:3 barmely C gorbéhez és barmely s> 0 szdmhoz
megadhaté C-nek egy ivkomplexumra valé folytonos leképzése,
amelynél C pontjai e-ndl kisebb tavolsagra mozdulnak csak el.
A kontinuumok érdekes fajtai a folytonos leképzésekkel definialt
4. n. abszolut retraktok. Egy K kontinuumot akkor neveziink
abszolUt retraktnak, ha minden K-1 tartalmaz6 halmaz folyto-
nosan leképezhetd K-ra oly modon, hogy K pontjai ennél a
leképzésnél ne mozduljanak el. Az abszollut retraktok nem fel-
tétlendl gorbék, de lehetnek gorbék is. Ezekre nézve Borsuk3

1 Scherrer 1.
2 Nobeling 1.
3 Alexandroff 2.
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kimutatta,1 hogy egy gorbe akkor és csakis akkor abszolut
retrakt, ha aciklikus gorbe.

A gorbék topologikus leképzései kozott fontosak egy gorbe
onmagara valo leképzései. Ezek tekintetében a kdvetkezd fogalom-
alkotds ad alkalmat mélyrehaté vizsgalatokra: a C gorbét ltkor
nevezzilk homogénnek, ha C minden tetsz6legesen vélasztott
p és (q pontpaijdhoz megadhaté C-nek olyan 6nmagara valé
topologikus leképzése, amelynél a kivalasztott p pont képe a
g pont. Mazurkiewicz bebizonyitotta,2 hogy a topologikus
kér az egyetlen homogén folytonos sikgérbe. Ezzel szemben
Van Dantzig Kimutatta3 egy Vietoris altal szerkesztett8nem
folytonos és irraciondlis térgorbérdl, hogy az is homogén. Mivel
Mazurkiewicz tétele folytonos sikgorbékre vonatkozik, Van
Dantzig példaja viszont nem folytonos és irraciondlis térgodrbe,
az a kérdés meril fel, hogy e két széls6 eset kdzé beiktathato-e
a topologikus koron kivil mas gorbe is? Ez a rendkivil nehéz
kérdés ilyen altalanossdgban még megoldatlan, de egy kézbees6
fontos esetet elintéz a kovetkez6 tétel:5 A topologikus kor az
egyetlen homogén racionalis gorbe.

H . Metrikus terek és univerzalis gorbék.

Megallapodasunk szerint minden eddigi vizsgalédasunk az
n-dimenzids euklidesi térben fekvd gorbékre vonatkozott. De
eltekintve a kizardlag sikgorbéket illetd specialis tételektdl, az
egész eddig targyalt anyag végs6é alapjai az euklidesi térnek
abban a tulajdonsagdban gyokereznek, hogy egy haromszog két
csUcsa kozti tavolsag mindig kisebb, mint a haromszég masik
két oldalanak hosszUsaga egyuttvéve. Ez azonban nem specidlis
euklidesi tulajdonsag,, hanem kénnyen atvihet6 az euklidesinél

1 Borsuk 1.

2 Mazurkiewicz 3.

3 Van Dantzig 1.

4 Vietoris 1.

5 Alexits, 1 a kovetkez6 cikket («Homogén racionalis gorbékrél»)
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sokkal altalanosabb, 1. n. metrikus terekre is. Ezt a FrREcHET
altal bevezetett* rendkiviili jelent6ségli fogalmat kévetkezbékép
definialjuk : Legyen & valamely kozelebbrél meg nem hataro-
zott tetszéleges absztrakt halmaz. IR elemeit pontoknak, az R
halmazt pedig metrikus térnek nevezziikk, ha minden p, ¢
pontparhoz tartozik egy és csakis egy pg szam (ez a p és ¢
pontok egyméastol valo tavolsaga), amelynek a kovetkezd tulaj-
donsdgai vannak: 1. pg >0, 2. pg=qp, 3. pg=0 akkor és
csakis akkor, ha p =g, 4. barmely harom p, g, r pontra fenn-
all a pq + qr = pr egyenlétlenség (4. n. haromszogegyenlStlen-
ség). Metrikus tér lehet egészen kiilonés, egyaltaliban nem
geometriai halmaz is; pld. a magyarorszagi vasiti allomasok
halmaza is metrikus tér, ha pontokként az allomdsokat valaszt-
juk, tavolsdgként pedig a legrovidebb menetrendi idét vessziik,
ami alatt egyik dllomas a masikbol vonattal elérheté. Barmely
metrikus térben mindazon pontok halmazat, amelyek tdvolsdga
p-t6l <o, a p pont kéré irt o sugart gombnek nevezziik. Ezzel
a fogalommal az R metrikus tér nyilt és zart halmazait, egy
pont kérnyezetét és ennek hatdrat formalisan ugyantgy defi-
nidlhatjuk, mint az n-dimenzi6s euklidesi térben. Az R metri-
kus teret kompaktnak?® nevezziikk, ha minden végtelen pont-
sorozatabol kiemelheté egy konvergens részsorozat. Ha pedig
a tobb pontbol all6 R kompakt metrikus tér barmely p, ¢
pontparjahoz taldlhatunk olyan p,=0p, Py Dgs... Pn=q véges
pontsorozatot, hogy e sorozat két egymasutani tagja kozti tavol-
sag tetsz6legesen kicsiny legyen, ha n elég nagy, akkor az R
kompakt metrikus teret metrikus kontinuumnak nevezziik. Ha
egy metrikus kontinuum minden pontjdhoz meg lehel adni
olyan tetszélegesen kicsiny U,, U,,... U,,... kérnyezeteket,
hogy ezek hatdrai ne tartalmazzak a metrikus kontinuum egyet-
len metrikus részkontinuumat sem, akkor a metrikus kontinuu-
mot metrikus gorbének nevezziik. Lathato, hogy a metrikus

1 FrécHET 1.
2 FrecHET 1.
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gorbe fogalmanak definiciéja formalisan Ugyanaz, mint az eukli-
desi gorbéké. Megvan tovabba minden eszkdziink arra is, hogy
a gorbék pontjainak elagazasi rendjét, folytonos gorbéket, stb.
szintén formalisan ugyanigy definidljuk, mint azt az euklidesi
gorbéknél tettiik. S6t, ha az euklidesi gorbéket onallé metrikus
tereknek tekintjuk, azt latjuk, hogy az euklidesi gérbék a met-
rikus gorbéknek csak igen specialis esetei.

Ha a vasuti allomasok terére és az ehhez hasonlo, egyalta-
laban nem geometriai szellem(inek latsz6 metrikus terek lehet6-
ségére gondolunk, Ggy latszik, mintha a metrikus gorbék tulsa-
gosan altalanos fogalmak lennének és els6 pillantasra nehezen
tételezhet6 fel, hogy ezekben a rendkivil sokat feldlel§ terek-
ben olyan sokrétd geometriardl lehessen beszélni, mint amilyent
a modern gérbeelmélet képvisel. Annal meglep6bb, ha azt allit-
juk, hogy a kizarélag sikgorbékre vonatkoz6 specialis tételeken
kivil minden eddigi tételink valtozatlanul érvényes metrikus
gorbékre is. Ez a tény akkor valik érthetévé, ha figyelembe
vesszik, hogy a gorbeelméletben felhasznalt fogalmak, mint
pld. a gorbe, az elagazasi rend, a lokalis 0Osszefliggés, az el-
vélasztasi pont, stb. csupa olyan, a gorbét korilvevd tértdl
flggetlen tulajdonsagot fejeznek ki, amelyek valtozatlanul meg-
maradnak, ha egy gorbét topologikusan leképeziink egy masik
gorbére. Ha tehat feltételezhetnénk azt, hogy barmely metrikus
gorbe topologikusan leképezhetd egy euklidesi gorbére, akkor
a gorbeelmélet fogalmainak topologikus invarianciaja folytan
természetes lenne, hogy a metrikus gorbék geometriaja az eukli-
desi gorbékével szinte azonos volna. De épp az euklidesi térbe
valé leképezhet6ség tényében éri el a modern gorbeelmélet
ugyszélvadn a csdacspontjat. Menger ugyanis bebizonyitotta,l
hogy minden metrikus gorbe topologikusan leképezhet6 a harom-
dimenzids euklidesi tér egy gorbéjére, s6t megadhaté a harom-
dimenzids euklidesi térben egyetlen egy olyan folytonos gorbe
is, amelynek megfeleld részére barmely metrikus gdrbe topolo-

1 Menger 4, 5.
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gikusan leképezhetf. Ha a tétel bizonyitasa bonyolult is, az
utolsd részében emlitett univerzalis gérbét, amelynek valamely
részgérbéjére barmely metrikus gorbe topologikusan leképez-
het§, mégis érdemes megismernink. Osszuk a O gxg 1,
O ~iligl, 0 s 1 egységnyi kockat 27 egybevagd kockara,
amelyeknek élei tehat egyenként | hosszUsaguak (L az &brak
kozt a C9 gorbét). Ezek kozil 7 kockanak nincs kozos éle az
egységnyi kockaval. A tobbi 20 kocka 6sszege egy kontinuum,
amelyet Kt-el fogunk jelélni. Osszuk fel most a Kt kontinuum
20 kockajat rendre 27 egybevagd kockara, vegyik ki ezek kozil
azokat, amelyeknek a K1 kontinuum kockaival nincs kozds
élik. A 400 megmaradd £ hosszU él( kocka 0sszegét nevezzik
K2 kontinuumnak. Ha Kt minden kockajaval hasonlékép jarunk
el és ezt az eljarast minden hataron tal folytatjuk, a KiIt
Kv ... Kn... kontinilumokat nyerj[]k.mennyL’j kimutatni, hogy

ezek kozos pontjainak halmaza C9= T|I Kn gorbe, sét folytonos
n=
gorbe. Annal mélyebben fekv6 tétel azonban az, hogy C9 az

emlitett univerzalis gorbe, amelynek megfelel6 részére barmely
metrikus gorbe topologikusan leképezhetd.

Ehhez az univerzalis gorbéhez hasonlé Wazewski 1 univer-
zalis aciklikus gorbéje. Ez olyan aciklikus sikgorbe, amelynek
megfelel6 részére barmely aciklikus goérbe topologikusan le-
képezhetS. Ebbdl természetesen az is kovetkezik, hogy topolo-
giailag minden aciklikus gorbe sikgdrbének tekinthetd, tehat
barmely aciklikus gorbe onathatolasok nélkil lerajzolhaté egy
papirlapra. Onként kinalkozik ezekutan az a probléma, hogy
az aciklikus gorbéken kivil milyen gorbék képezhet6k még le
topologikusan a sik egy részére? Ezt a kérdést a gréafok elmé-
letében Konig2 vetette fel és részben meg is oldotta. Egyszer(
és elég altalanos gorbeelméleti megoldasat Kuratowski 3 talalta
meg, mid6n bebizonyitotta, hogy egy legfeljebb véges szamu topolo-1

1 Wazewski 1.
- Konig 1.
a Kuratowski 1.
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gikus kort tartalmaz6 gorbe akkor és csakis akkor nem képezhetd
le topologikusan egy sikgorbére, ha tartalmazza a kovetkezd két
gorbe egyikét: a) ot iv, amelyek kozll négy a tetraéder éleihez
hasonléan kapcsolédik, az 6todik pedig két szemben fekvd élet
kot oOssze; b) tiz tv, amelyek egy otszOget alkotnak atléival
egyutt.

A fentemlitett két univerzalis gorbével szemben kimutathato,
hogy nincs olyan reguléris,'l illetéleg racion&lis2 univerzalis
gbrbe, amelynek valamilyen részére barmely regularis, illetéleg
racionalis gorbét topologikusan le lehetne képezni. De van olyan
univerzalis sikgdérbe, amelynek megfeleld részére barmely sik-
gorbe topologikusan leképezhetd.3

12. A gorbeelmélet helye a geometridban.

Az eddigiekben 0Osszefoglaltak nem tartalmazzak a gorbe-
elmélet Osszes fontosabb eredményeit, de még a kozolt tételek
kdzott is akad elég sok, amelyet altaldnosabban is lehetett
volna fogalmazni. Ennek az az oka, hogy az elmélet egyszer(ien
megfogalmazhat6 és a szemléletességet kidomboritd részeit akar-
tuk bemutatni. Az elmaradt részeket viszont a referens inkabb
altalanositdé absztrakcioknak tartja, mint a halmazelméleti geo-
metria szemléletes lényegét feltaré kutatdsoknak. Ha a refera-
tumbdl kimaradtak részben igen nagyjelent6ségliek is a specia-
lista szdméara, de a més téren mdkodé matematikust nem viszik
kbzelebb a gorbeelmélet szinte kézzelfoghatd tartalméhoz. Ezért
nem szerepelnek ebben a referdtumban Reschovsky vizsgélatai4
a racionalis gorbékrél, Whyburn ciklikus elemeinek5*elmélete,
vagy Alexandroff kombinatorikus jellegli kutatasai sem.8 De

1 Nobeling 2.

2 Reschofsky 1.

3 SIERPINSKI 2.

4 Reschovsky 1.

5 Whyburn 2.

° Alexandroff 1.
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azt reméljik, hogy ezzel szemben a referdlt anyag mindenki
szdméra vérbeli geometriat jelent. Ennek a geometridnak jel-
lemz6 vondasa, hogy igen altaldnos fogalomalkotasokbdél indul
ki és a legegyszerlibb daton igyekszik kapcsolatot talalni a
klasszikus geometria specialisabb alakzataival is. Ezen az Gton
olyan torvényszer(iségek merilnek fel, amelyek a gyakran pato-
logikusnak mondott halmazelméleti konstrukciok elszigeteltnek
latszo jelenségeit is rendszerbe foglaljak. Erre pedig mar annal
is inkdbb szikség van, mert még az analitikus modszerekkeh
definialt gorbéknek is lehetnek olyan tulajdonsagaik, amelyeket
sokan talan a halmazelméleti patologicitasok kozé sorolnak.
Példa erre a C5 gorbe, amely tudvalevéleg az automorf fiigg-
vények elméletében is jelents szerepet tolt be, de — mint
lattuk — tobb tulajdonsdga egyaltaldban nem fedi azt a
képet, amit a klasszikus matematikaban taldn természetesnek
gondoltak.

A klasszikus allaspont szerint a geometria csak olyan pont-
konfiguracidkkal foglalkozik, amelyek analitikus modszerekkel
eléallithatok. Ez esetben azonban egyrészt nehéz elddnteni,
hogy milyen hatarok kozt nevezhetlink egy targyat geometriai-
nak, és mikor nevezziik patologikusnak, masrészt maga a fiigg-
vényekkel valé el6allitds modszere is sokszor zavarba ejté ered-
meényekre vezet, ahelyett, hogy 'tisztazna egy felvetett problé-
mat. igy pld. az olyan gorbe, amely egy négyzetet betdlt, vagy
az olyan feltlet, amelynek felszine nulla mérték(i, ha ugy tet-
szik, az analitikus mddszer «patologikus# jelenségének is tekint-
het6. Ha ezeket a tényeket figyelembe vessziik,'dnként adodik
a modern halmazelméleti geometria gondolata, amely a geomet-
ridt nem tekinti a fiiggvénytan alkalmazasanak, hanem a tér-
fogalom legaltalanosabb formaibdl indul ki és egyenként veszi
sorra a legspecialisabb euklidesi térig vezetd ut allomasait.

A gorbeelmélet az altalanos halmazelméleti geometrianak
csak egyik lépcs6foka. A tér altalanos elmélete utani kdvetkezd
Iépés ugyanis a dimenzidelmélethez visz. Ennek specialis esete
az egydimenzids kontinuumok elmélete: ez az itt vazolt gorbe-
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eltnélet. Az euklidesi geometriahoz vezet6 Gton az ezutdn kovet-
kezd allomas a metrikus geometria lehetne. Ez azokkal a meg-
szoritdsokkal foglalkozik, amelyek az altalanos metrikus tér
tavolsagfogalman végrehajtva ennél specialisabb terekhez vezet-
nek. llyen médon sikerilt a konvex tereket, a MiNKowsKi-féle
teret, a kétdimenziés RIEMANN-féle tereket és az w-dimenzids
euklidesi teret is metrikajuk alapjan jellemezni, valamint a
differencidlgeometria egyes eredményeit a koordinatak kozti
relacidktdl figgetlendl, metrikus Uton kifejteni. Reméljiik, hogy
ezekre a kérdésekre meég egyszer visszatérhetiink és megmutat-
hatjuk azt az utat, amely a ponthalmaz 4&ltaldnos fogalmaval
kezdddik és az euklidesi térrel végzédik.

*

Kellemes kdételességemnek tartom, hogy e helyen kdszdnetét
mondjak az 4&bradk készitéséért Nagybanyai Nagy Zoltan
tanar arnak.
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Alexits Gydrgy.

LA NOUVELLE THEORIE DES COURBES.

Depuis quelques années se développait une théorie générale des
courbes. Cette tliéorie est basée sur les travaux fondamentaux de Menger.
et Urysohn. Le mémoire présent est une étude sommaire des résultats
mk la nouvelle théorie des courbes.

Georges Alexits.



HOMOGEN RACIONALIS GORBEKROL.

Az el6z6 cikkben («Az G gorbeelmélet») szerepel a kovet-
kez6 tétel:1 A topologikus kor az egyetlen homogén racionalis
gorbe. Célunk ennek az eddig még meg nem jelent tételnek a
bebizonyitasa.

El6szor is azt allitjuk, hogy ha C homogén gorbe, akkor C-re
nézve fenndll a kovetkez6 harom alternativa:

10 C vagy minden pontjaban lokalisan 6sszefliggd, vagy egyik
pontjaban sem az.

2° C-nek vagy minden pontja elkeriilhet6, vagy minden
pontja elkerulhetetlen.

3° C-nek vagy minden pontja n-edrendd, vagy egyik sem az.

Mivel C homogenitasa folytan barmely tetsz6leges p pontja-
hoz megadhatdé C-nek olyan 6nmagara valo topologikus lekép-
zése, hogy p képe C akarmelyik g pontja legyen és a lokalis
Osszefliggés, elkertilhetd pont, vagy egy pont rendje topologikus
leképzésekkel szemben invarians tulajdonsagok, nem lehetséges
az, hogy a p pontnak meglegyen egyik vagy masik felsorolt
tulajdonsaga, topologikus képének pedig, vagyis C akarmelyik
g pontjanak, ne legyen meg ugyanaz a tulajdonsdga. Ezzel
alternativaink fenndllasat bebizonyitottuk. Legyen ezekutan C
homogén raciondlis goérbe. Ha C legalabb egy pontban nem
volna lokalisan 0Osszefiiggl, akkor 1° szerint sehol sem lehetne
az. Ez azonban lehetetlen, mert akkor irraciondlis pontokat is
kellene tartalmaznia.2 C tehat minden pontjaban lokalisan 6ssze-

1 A kovetkez6kben az egész terminoldgia megegyezik az el6z6 cikkével.
Az idézetek is az el6z6 cikk irodalmara vonatkoznak.
2 Alexits 2.
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fliggd, maésszéval folytonos gorbe. Tegyik fel, hogy a C foly-
tonos és racionalis gorbének van egy elkerlilheté pontja is. Ez
sem lehetséges, mert akkor 2° értelmében C minden pontja
elkeriilhetd volna és igy C nem lehetne racionalis gorbe.l
Eszerint C olyan folytonos goérbe, amelynek minden pontja
elkerilhetetlen, kdvetkezéskép C-nek csak megszamlalhato vég-
telen sok eldgazasi pontja lehet.2 A C gorbének van tehat egy
végpontja, vagy egy kozonséges pontja is. Tehat a 3° alterna-
tiva szerint C vagy csupa végpontbdl all, vagy csupa kdzénséges
pontbol. Mivel pedig az els6é eset lehetetlen,3 marad a masodik.
Bebizonyitottuk ilyen moédon, hogy C minden pontja kozon-
séges pont, ami viszont annyit jelent, hogy C topologikus kor.45
Epp ez volt a bebizonyitand6 tétel.

Alexits Gyorgy.

SUR LES COURBES RATIONNELLES ET HOMOGENES.

On dit qu’une courbe C est homogéne, si & tout couple de points
j», q de C existe une transformation topologique de Cen elle-méme par
laquelle on peut faire correspondre au point p le point q_1lest connu
que le cercle topologique est la seule courbe plane continue et homo-
gene,® mais dans I’espace & trois dimensions on péut construire une
courbe irrationnelle au sens de M Menger qui n’est pas continue, mais
qui est quand ifiéme homogéne.6 Dans la note présente nous démon-
trons le théoréme suivant:

Farmi les courbes rationnelles le cercle topologique est la seule
courbe homogéne.

Georges Alexits.

* Ayrés 2.

2 Whybirn 4.

3 Menger 3 és Urysohn 2.

4 Menger 1, 3, Urysohn 1, 2 és Frankl 1,

5 S. Mazurkiewicz, Fund. Math. 5 (1924), p. 137—146.
6 D. Van Dantzig, Fund. Math.. 15 (1930), p. 102—125.
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Kimutatjuk a kovetkezd tényt:
Ha a pozitiv egész n>1, tovabba az

72 e*>(n @)
pozitiv szdmok nem mind egyenl6k és a valdés a;==), akkor:

la+--hej

af+ggH--—---f < (fafaf..af/l g

n

Itt az ]/ és a hatvanyok pozitive értend6k. Nyilvanvalé, hogy
az (I)-et igy is irhatjuk:

fH------ e \<«i+ome+>
a ATRICT(at.aff; (169

az (I) alak mégis annyiban érdekesebb, hogy benne az
r?(af~f ------ pa*) illetve af.., 2

szdmtani, illetve geometriai kozepek szerepe jobban kidombo-
rodik.

Megjegyzések. Evidens, hogy az (I) alatt az «= »jel frand6:

1. az x=0 esetben, minden természetes n mellett; valamint

2. az w=1 esetben, minden valés x mellett.

Mindjart itt ohajtjuk megemliteni, hogy a fonti (I) formula,
ha abban x—I-et firunk, oly relacibba megy at, amely az
(D-gyel lényigileg aequivalens; 1 aldabb 3. Coroll. (II1); és
tovabba, hogy ez az utobbi egyenl6tlenség a G. Polya—G. Szegs,
Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis, Bd. I. (Berlin 1925)
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cimd munkalat Il. Abschnitt, 78. feladatdnak utolsé képletével
(p. 54) egybeesik, hacsak ez utobbiban az 6sszes p-sulyok
helyett az egységet irjuk. Nevezett szerz6k az éppen kiemelt és
rokon képletek motivalasat — aldbbi okfejtésiinktdl eltéréleg —
az xlogx fuggvény konvexitasara alapitjak; 1 loco cit. p. 209
(megoldas az emlitett 78. feladathoz).

Meg kell még allapitanunk, hogy itt kovetkezd targyalasaink
egyszer(isége és egyontetlisége féként annak a korulménynek
koszonhetd, hogy az x flggetlen valtozot az (I) felirds képében

szerephez juttattuk.
*

Az (1) relécidé igazolasa. Mindenekel6tt észrevessziik, hogy
elegend6 az
x>0 )
esetre szoritkoznunk. Ugyanis, ha irjuk y>0 mellett:

X= —Y; 1 =bv..., . 5, @

akkor a pozitiv X argumentum esetére érvényesnek feltételezett

1) alapjan:
(1) alapjan A+

[ J— htii
(a?+---+a% \ N _ 1 bUr ...+ bW\ 1
I n f \ n ! <
< (f &E*..6#dy= (faf... a,ff, ®)

ami a (3) megszoritas jogosultsagat igazolja.
Legyen tehdt x>0 és vegylk az (lbis) mindkét oldalan az
illetd mennyiségek természetes logarithmusait, a

logat= .., logan= /A 6)
jeldlési egyszerdsitésekkel; eziton kapjuk, hogy
) O | ... IVHX i
(elix -\-elnX) log N < x{7tel’X\--—-f A»*). (7)

Es valéban, ha a

PP —x 2Via 08 — (8)
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flggvényt tekintjuk,l akkor latjuk, hogy egyrészt
P0) = 0, )

masrészt pedig

~ j~ = jvX*y [{Xehx){n *i'x) ~ > %> (10>

lévén x>0 és ugyanakkor egyik kézismert LAGRANGEféle azonos-
sag értelmében

(ZeNil'Xyt*) - (Z "~y = >0, (11)
1K i< k<n

miutdn hiszen a (6) kovetkeztében legaldbb két A bizton ki-
16nb6z6. Szdéval x>0 esetén a (8) alatt irt

() >0 ; (8hls>

miért is bizonyos, hogy érvényes a (7) és igy az el6z6ek alap-
jan az (lhg), valamint végil az (I) is; g. e. d.

*

Az éppen kimutatott (I) egyenl6tlenségb6l ered6 relaciok val-
tozatos sokasagabol kiemeljik a kovetkez6ket.
1. Corollarium. Az x —0 értéket kirekesztvén, az R. M.

FosTER-féle2

s>
kdzépérték az x egész valés tartomanyaban monoton ndvekszik.
Ugyanis a (6) és (8) jeldlésekkel a (12)-bél:

1 dF(x) £<2I1>0 (13)
F(x)  dx X3

1 Altalaban: =4 A, —14,; (e
tovabba alébb : 774, = A44. A, R

2 H. L. Rietz—F. Bauer, Handbuch der mathematischen Statistik
(Leipzig-Berlin 1930), p. 9.
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a (8ds) miatt, hacsak sc>0; mig az x<() esetre nézve Aallita-
sunkat a (4) atirassal nyert

F(—y)= ——r (4

Osszefliggés igazolja.
2. Corollarium. Egyszer(ien kiderdl, hogy

)I(i_m;OF(x): }al..an= G ()

Megint csak elég az x>0 eset tekintetbevétele, mert ha mar

lim F{x) = G, (15)
X-++0
akkor a (14) alapjan nyomban adddik a (lI).
A (15)-re nézve mindenekel6tt észrevesszilk, hogy jolismert
egyenl6tlenség alapjan3

F(x) > 1= G, (IC)
masrészt pedig az (lbis) kdvetkeztében:
Fic) < (112 1) : (17)
mivel tovdbbd evidenter
Xlglo(Ylajd) = G (18)

azért a (15) s igy a (ll) is igazolva van.

Meg kell jegyezniink, hogy a (II)-t kozvetlen sorfejtéssel is
verifikalhatjuk.4

Ezekutan per definitionem tevén :

F(0) = lim F(x) — G, (19)

3 Nem mind egyeul6 pozitiv szamok szamtani kézepe nagyobb, mint
ugyanezen szamok geometriai kozepe.

4 L. G. H. Hardy—J. E. Littlewood—G. Pélya, Inequalities (Cambridge
1934), p. 15 et 42.
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az F(x) folytonossdga a 0 pontban biztositva van, és tehat az
1. Coroll. eredménye oda béviul, hogy az F(x) kozépérték-
flggvény az egész (—oo, + bo) valds intervallumban monoton
novekedd.45

Mindezek alapjan mellékesen az is vilagos, hogy

F(0) < F(I) < F(2), (20)
azaz
G< A< Q, (21)
ahol is
y _ jLvn_ aiH--—--- Ho« (22)
n

az tt-k szdmtani kozepe, mig
Q=F@=\j — ()

ugyanazon a szamok 0. n. quadratikus kozepe.
3. Corollarium. Tegyiik az (l)-ben' az x—i értéket, akkor a
(22) jelolés szemmeltartasaval kapjuk, hogy

Ugyanezt az egyenl6tlenséget megkapjuk azaltal is, hogy az
y=x log x fiiggvény konvexitési habitusat az ic> 0 tartomany-
ban figyelembe vévén, a stlyponthelyzetre vonatkozé JENSEN-féle
tételt alkalmazzuk.3 Ezen a cimen ugyanis:

4 log A < Hl'aj log av (1ngs-

Egyébirant latjuk, hogy a (111)6 az (I)-bdl azaltal is szar-
mazik, hogy az (I)-ben az

af= g....aft—cn (24)
Gfr. Polya—Szegs, id. m( p. 54, 82. feladat.

5 L. pl. Beke M.: Difi'.- és Int.-szamitas |. (Budapest 1910), p. 206 sq.
6 Pontosabban a (IU)-mal egyenértékd relaci6.
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helyettesitésekkel élink. Es megforditva is, a c-kkel felirt
(1N)-bdl a (24) révén visszakapjuk az (l)-et. Ebben az értelem-
ben tehat az (I) és a (Ill) aequivalensek. Mindazonaltal az (I) —
miként mar fontebb reamutattunk — a valtoz6 x paraméter
jelenléte kovetkeztében hajlékonyabb.

Ha nem mind egyenld x értékekkel:

1< xt”™ xt™ N xn, (25)

akkor, tekintvén az y=xca fliggvénynek x> 1 mellett érvényes
monoton novekedését, a (lll)-bdl kapjuk az

«j=xf',rq= xf>,a, = xn (26)
helyettesitésekkel, hogy
—Srfi
P=("~)H < fHxfs+#= R (=
Eszrevesszilk, hogy
P<xfnnil>xf*l+1<R, 27)

széval a (lir*) egyaltaldban nem triviélis.
4. Corollarium. Ha az (l)-ben az x=2 értéket irjuk, akkor a

QQ< (llalrf (N

egyenlétlenséget nyeljik, amelyben Q a (28) alatt értelmezett
quadratikus kozép.
Ugyancsak a (IV)-gyel aequivalens 6sszefliggést kapunk, ha
a (ll)-ban az
g=¢, =cl..,an= (28)

véaltoztatasokat eszkdzoljik.
5. Corollarium. Tegyuk végil az (l)-ben az x= —I értéket,
akkor a (4) jelolésekkel:
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ami persze nem egyéb, mint a (lll) a 6-kkel felirva. Minthogy
pedig az av a2..., an szamok harmonikus kozepe:

n

n a,
azért a (29) igy is irhato:
j rYH< yaw™*, (29his)
vagy ha tetszik
HH> V 11a?] (29ter)
azaz végll is:
n \m8 &
\Y
>V
Tekintve, hogy7
H= F(—1) < F(0)= G, (32)
az (V)-bél kapjuk, miszerint a fortiori:
[ L /L JM _
(al...a,)°1+"* ™n>\<1l.a") (V bis)

6. Corollarium. Az a,, a2..., a, szamok Ugynevezett kontra-
harmonikus koézepe

P H—hfly _ (FQ) Q¢
u,H--— k(1) -4 (32)
s igy a (21) szerint
CA < CQ, (33)
azaz
Q< C (34)
Es ha
min (a,,..., an=al és max(a,,..., an—0n (35)

7 L. 1 és 2. Coroll
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akkor evidenter: at< C <an; ugyhogy a kézvetlenil igazolhat6

lim F(x)—al és lim F(x)= an 36
lim F(x) lim F(x) (36)
relacioknak, valamint az 6sszes megel6zéeknek figyelembevételé-

velirhatjuk az
ax<x H< G< A< Q< C< an V)

kapcsolatsort, mint amely a Il, G, A, Q, C kozépértékek egyéb-
ként is jolismert nagysagrendje.
Grosschmid Lajos.

EINE ALLGEMEINE UNGLEICHUNG.

Verfasser gibt einen einfachen Beweis und sechs Korollare des fol-

genden Satzes.

Sind die positiven Zahlen aVv «a,..., an (n>1) nicht samtlich unter-
einander gleich, so gilt fur jede reelle Zahl X 0 die allgemeine Un-
gleichung

(Ix+ Cla“E"’* #n
af-H fi— \‘a»\ P(
n Je

L. von Grosschmid.



EGY NEVEZETES REZULTANSROL1

(Kivonat egy Grosschmid Lajos-lioz és Szlics Adolf-iioz intézett levélbél.)

Valéban elkertlte figyelmemet2 az a lehet8ség, hogy P(u, v)-
nek és O(w>p)-nek minden valés u mellett kdzds nem valés D
gyoke legyen, oly modon, hogy n +iv mégis csupan végesszamu
értéket jelent. A dolog t. i. nem olyan trividlis, mint ahogy
kényvem megirasanal gondoltam. Most a kovetkezd bizonyitast
taldltam, mely talan valamivel roévidebb az 1 alatt emlitett
bizonyitasoknal.

Legyenek az f(x) polinom gyokei: £, £n és tekintsik
egyidejlleg a konjugalt komplex egyltthatokkal képezett g(X)
polinomot, amelynek gyokei a konjugalt £1(i2..., £, szamok.
Akkor

flu-\-iv) = P(U, v)+ iQ (u, v),
giu—iv) = P(u, v) —iq (u, v),

oly értelemben, hogy ezek azonossagok, melyek nem valés u, v
értékekre is fennallanak. Ha most mar uv vl a P—0, 0 = 0
rendszernek egy megoldasa, akkor

/{ttj-Mi/j) = 0, gfa—ivj — 0}

1 Arrél a tételr6l vao sz6, melyre Grosschmid Lajos és Szlics Adolf
(Egy nevezetes resullamrél, Matematikai és Fizikai Lapok, 43. k., 1936,
120. 1) harom bizonyitast adott. Az itt hasznalandé jel6lések is ugyanazok.

2 0. Perron: Algebra, B. 2, zweite Auflage, Berlin und Leipzig, 1933,
S. 48.
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t i

tehat ul+ivl egyenld valamelyik f~-val és ul—iv1 valamelyik
fA-vel, dgy, hogy ut= ----- 1= Eszerint ul csak végesszamu
értéket vehet fel és ugyanez adodik t'j-re is: v,= * . “ e Es ezt

kellett kimutatnunk.

Miunchen, 1937. marc. 15.
0. Perron

(németbdl forditotta Kénig Dénes)

UBER EINE RESULTANTE.1

(Aus einem Briefe an die Herren L. V. Urosschmid und A. SzCcs.)

Ich habe in der Tat die Mdglichkeit tibersehen,2 dass P (U, V) und
Q(, V) zu jedem reellen U sehr wohl eine nicht reelle Wurzel V
gemeinsam haben kénnten, derart, dass die Summe n+iv doch nur
endlich viele Werte darstellt. Die Sache ist eben nicht so trivial, wie
ich bei Abfassung meines Buches geglaubt hatte. Nun habe ich mir
den folgenden Beweis zurecht gelegt, der vielleicht etwas kurzer ist,
als die unter 1 erwé&hnten Beweise.

Betrachtet man neben dem Polynom f(X), dessen Wurzeln £t, £s,..., $n
seien, auch das Polynom g(x) mit den konjugiert-komplexen Koeffizien-

ten, dessen Wurzeln dann die konjugierten Zahlen £, sind,
so st

f(u+iv) — P(u, v) + iQ(n, v),
g{u—iv) = P(u, v)—iQ(u, r),

1 Es handelt sich um den Satz, fir den L. V. Grosschmid und A. Szfcs
(Sur un resultant remarquable, Matematikai és Fizikai Lapok, B. 43, 193(1,
S. 127) drei Beweise gegeben haben. Es werden hier dieselben Bezeichnun-
gen benitzt, wie dort.

2 0. Perron: Algebra, B. 2, zweite Auflage, Berlin und Leipzig, 1933,
S. 48.

Matematikai és Fizikai Lapok XLIV. 4
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und zwar sind das ldentitdten, die auch fir nicht reelle U, V gelten;
1st nun UV Vj eine Losung des Systems P=0, Q—0, so ist

f{ut+||\) =0, g(«,—»«) = 0;
also Mj+w, gleich einem & und Uut— ivl gleich einem also

M] — - Naner s'n(™ ~r Mi nur endlich viele Werte madglich;

ebenso ergibt sich auch, dass fiur t\ nur endlich viele Werte maglich

sind: r,= —I .. e W. z b w.
2

Miinchen, den 15. Marz 1937.
0. Perron.
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Bebizonyitjuk egészen elemi UGton a kdvetkezd tételt:1

Az M nem megszadmlalhatd halmaz minden x eleméhez
legyen az M véges szamu, de x-t6i kilonbdzd eleme hozza-
rendelve; ekkor van az M-nek olyan N végtelen részhalmaza,
hogy az N egyetlen eleme sincs az N valamely eleméhez hozza-
rendelve.23

Kimutatjuk el6szér, hogy létezik egy n egész szam agy, hogy
az M halmaznak végtelen sok olyan eleme van, amelyekhez
pontosan n elem van hozzarendelve. Val6ban, feltéve az ellen-
kezét, csak véges sok olyan elem lenne, amelyekhez 0 elem,
véges sok, amelyekhez 1 elem, véges sok, amelyekhez 2 elem
lenne hozzarendelve,...; vagyis az M halmazt kimeriten6k ezen
megszamlalhat6 sok véges halmazzal, ami lehetetlen. Azok az
elemek, amelyekhez n elem van hozzarendelve, az 6 hozza-
rendeljeikkel egyitt alkossdk a H (végtelen) halmazt. 11 tehat
szetesik végtelen sok (nem szikségkép idegen) elemrendszerre,
amelyek mindegyike egy «alapelemébdl és n « hozzarendelt»-
b6i 4all.8 Két eset lehetséges: 1. H-nak minden eleme csak

1 A problémat flggetlenidl Taran Pal is felvetette.

2 Ha az M kontinuumnyi szamossagé, akkor N kontinuumnyi szamos-
saganak is megvalaszthatd, amint azt Lazar Dezss kimutatta a Kekig Gyula
tétel segitségével. V. 6. D. Lazar, On a problem in the theory of aggre-
gates, Compositio Mathematica 3 (1936), 304. 1

3 Az ezutan kovetkezd okoskodas analég azzal, amely Kamsay: On a
Problem of Formal Logic (The Foundation of Mathematics and Other
Logical Essays, London 1931) 82. oldalan talalhaté.

4*
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véges sok ilyen rendszerben fordul el6, 2. van a H-nak legalabb
egy olyan xx eleme, amely végtelen sok rendszerben fordul elé.

Az els6 esetben vegylnk egy tetsz6leges Rt rendszert és
hagyjuk el a H-bol mindazokat a rendszeréket, amelyekben az
/ij-nek legalabb egy eleme eléfordul. A megmaradokbol vegyiink
ki ismét egy rendszert, /i2t és hagyjuk el mindazokat, amelyek-
ben az Rt egy eleme el6fordul. Ezt az eljarast nyilvan korlat-
lanul folytathatjuk, mert H végtelen sok rendszeréb6r minden
egyes lépésnél csak véges sokat hagyunk el. Az igy addédo
Rv Rt,... rendszerek alappontjai szolgaltatjdk a keresett N
halmazt.

A masodik esetben hagyjuk el H-bdl azokat a rendszereket,
amelyekben xx nem fordul el. igy olyan H1halmazt nyerink,
amely végtelen sok rendszerbdl all és mindegyik tartalmazza az
iG elemet. Itt is két eset lehetséges: vagy a Hj-nek minden
iCi-en kivili eleme csak végesszamU rendszerben fordul el6,
vagy pedig van olyan ajj-t6l kilonbdz6 xt elem, amely végtelen
sokban fordul eld. Az els6 esetben vegylink egy tetszéleges
Rt rendszert es hagyjuk el Ht-b6i mindazokat a rendszereket,
amelyekben az Rt-nek legaldbb egy az xt-t6\ kulonboz6 eleme
eléfordul. A megmaraddkbol vegyiunk ki ismét egy rendszert,
/iy-t és hagyjuk el mindazokat, amelyekben R2 valamely az
ajj-tél kulonbézd eleme eléfordul. Mindig véges sok rendszert
hagyvan el, ezt az eljarast korlatlanul folytathatjuk. Az igy adodd
RLR V... rendszerek alapelemei, elhagyva koézilik az esetleg
elé6fordulé a™-et, szolgaltatjak a kivant N halmazt. A masodik
esetben hagyjuk el ismét i/,-b8l azokat a rendszereket, amelyek-
ben I', nem fordul el6; igy nyeljik a IL> halmazt, mely vég-
telen sok rendszerbdl all és mindegyik rendszer tartalmazza az
x1 és elemet; s. i. t. igy eljarva képezzikk a Ht, 0 2..., Hk
halmazokat mindaddig, amig valamelyikre nézve az els§ eset
nem kovetkezik be. Tekintettel azonban arra, hogy végtelen sok
rendszer (n+1) kozos elemmel nem birhat, legkés6bb tinre
vonatkozélag az els6 esetnek kell bekodvetkeznie. Ha az els6
eset Hk-ra kovetkezik be, akkor az utasitads szerint képezett
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Rv R4m. rendszerek kozil azon véges sokat elhagyva, melyek
alapeleme az xv Xu elemek valamelyike, a megmaraddk
alapelemei szolgaltatjdk a keresett N halmazt.4

Grinwald Géza.

UBER EINEN MENGENTHEORETISCHEN SATZ.

In dieser Arbeit beweisen wir den folgenden Satz: Jedem Elemente

X der nicht abzahlbaren Menge M seien endlich viele von X verschie-

dene Elemente von M zugeordnet; dann besitzt die Menge M eine

unendliche Teilmenge N mit der Eigenschaft, dass nie ein Element
von N einem Elemente von N zugeordnet ist.

Géza Grinwald.

4 A bizonyitott tételnek, amint erre Nj’igDénes professzor ar volt
szives figyelmemet felhivni, a kévetkezé grafelméleti fogalmazds adhaté.
Egy megszamlalhatatlanul végtelen sok szégpontot tartalmazé iranyitott
graf minden szégpontjabdl (kifelé) végesszdma él indul ki. Akkor a graf
szégponthalmazanak van olyan végtelen N részhalmaza, hogy barhogy
valasztunk is ki két szogpontot az Af-bél, ezek nincsenek egy éllel 8sszekdtve.



ZAPOROK (SHOWEREK) NAPI INGADOZASA.

A kozmikus sugarzasra vonatkoz6 minden kovetkeztetés
tulajdonképpen extrapolalast jelent a nagysagrendekkel kisebb
energiaju foldi (radioaktiv) sugarakon tett tapasztalatokbol. De
éppen ebben rejlik a kozmikus sugarzas fontossaga, mert segit-
ségével modunkban all elméleti fizikai tételeiriK helyességét az
anyag és sugarzas kolcsonhatasardl rendkivil nagy energidk
esetében is ellen6rizni.

Ujabban mar a radioaktiv y sugarakon is megfigyelték, hogyha
a sugar atommaggal taldlkozik és energidja elegendé nagy
(tébb mint az elektron nyugalmi energiajanak kétszerese), ugy
egy 0. n. elektronpdarra, vagyis egy elektronra és egy pozitronra
bomlik szét, melyek a y sugar eredeti iranyatol kevéssé eltér6
iranyokban folytatjak Utjukat. A kozmikus sugarak energidja
minden esetben nemcsak hogy tobb, de 100, s6t 1000-szerese
az elektron nyugalmi energidjanak. Ennek megfelelen, ha atom-
maggal taldlkoznak nemcsak egy, de sok, esetleg 1000-nél t6bb
elektronparra bomlanak szét. Ezen elektronparok 6sszességét
zaporoknak (showereknek) nevezziik. Az elektronparok korilbelil
egyforma energiat nyernek, flggetlenil attol, hogy mekkora
volt az Utk6zd sugar energidja. Heisenberg Ujabban kimutatta
(levélbeli kozlés), hogy nemcsak y sugarak uUtkdzésekor kelet-
kezhetnek elektronparok, hanem barmely korpuszkularis sugar-
zasbdl is, hacsak energidja elegend6 nagy, pontosabban, ha a
hozzarendelhetd hulldmhossz 10~13—10~14 cm-nél kisebb; és
az elektronparokon kivill a zaporokban neutrindk is keletkez-
hetnek, melyek maguk is képesek masodlagos zaporokat ki-
valtani.
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Mindenekel6tt arrdl kell roéviden sz6lnom, hogy a zaporokat
mi mddon tudjuk észlelni. Kétféle kisérleti berendezés all ren-
delkezésre. Az egyik a WmsoN-kamra. Magneses térbe helyezve
a kamrat, a zaporkorpuszkuldk energidjuknak és toltésik el6-
jelének megfeleléen kilonb6z6 gorbuletl palyakat futnak be és
igy egyenkint észlelhet6k. Amennyiben 6lomlemezt helyeziink
a WmsoN-kamra terébe, gy evvel a zapor keletkezés valoszin(G-
ségét megnoveltik, jobban mondva a zapor keletkezési helyét
a kamraba helyeztik at; megfigyelhetjik tehat vajjon a zaport
kivalté sugar hagy-e kddnyomot, vagy nem, vagyis ionizald-e
vagy sem. A masik berendezés a koincidencia maédszer egy

1 abra. 2. abra.

alakja (Rossi). A Geiger—MULLERféle szamlalécs6ben minden
athalad6 ionizalé sugar egy fesziltséglokést hoz létre. Tobb
egymasfolott tengelyeikkel ugyanazon sikban elhelyezett szam-
lalocs6ben (1. dbra, vertikdalis koincidencidk), ha egyszerre létesiil
feszliltséglokés, ugy ebbdl arra kdvetkeztethetiink, hogy egyetlen
ionizalé sugar haladt at rajtuk és szélaltatta meg valamennyi
szamlalocsdvet. A 2. abra szerinti haromszdg elrendezésben
azonban egyetlen sugar nem képes mindharom szamlalécsovon
athaladni, ha tehat mégis mind a harom egyszerre szolal meg,
gy vagy egy sugar haladt két csovon at és egy szekundarje
jutott a harmadik cs6be (szaggatott vonalak), vagy mindegyik
csOvon mas sugar hatolt at (kihuzott vonalak), melyek egyide-
jlleg keletkeztek és ezért az esetek tulnyomo részében egyazon
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zapor részei. Mig tehat a WALSON-kamra segitségével a zapor-
részecskéket egyénenkint tudjuk megfigyelni, a koincidencia
mddszerrel nem allapithatjuk meg, hogy hol keletkezett a zapor,
vagy hogy hany részbdl all, viszont nagy statisztikai anyagot
nyertink a szamlalocsovek feletti anyagban keletkezett zaporok
szamarol. A zaporok szama annal nagyobb, minél kézelebb van
a zaporok keletkezési helye a szamlalocs6 elrendezéshez (Kisebb
a szétszorddas) és minél nagyobb rendszamu elemben keltéd-
nek. Ezért a berendezés folé 1'5 cm vastag Olomréteget szo-
késos helyezni. Toébbet nem érdemes, mert a zaporrészek hato-
tavolsaga korulbelil 15 cm d6lom lévén a vastagabb rétegben
keletkez6 zéporok kozil is csak az als6 1*5 cm-ben kivaltottak
juthatnak a szamlaldcsévekbe. Az Olomréteg termeészetesen el-
fogja a leveg6ben keletkezett zaporrészecskéket.

Sok kisérlet utal arra, hogy a zaporokat nem maga a primar
kozmikus sugdrzas valtja ki, hanem kozbilsé sugarzasok segit-
ségével. Geiger és Funfer nyoman zaporok keletkezésekor a
kdvetkez6 sugarfajokat kiilonboztetjik meg:

A) primér kozmikus sugéarzas, légkorunkdn kival ered, azonos
a vertikalis koincidencidkat kivaltd primér kozmikus sugérzassal,
melyrél a szélességi effektus alapjan tudjuk, hogy jobbara
elektromosan toltott korpuszkulakbél Aall.

B) sugarzas foton természetl, keletkezik az A) sugarzasbol
mint szekundar sugarzas. Kivaltja a zaporokat.

C) sugarzas elektronparokbdl all, a B) sugarzasbdl keletkez-
nek' atommaggal valé tkdzéskor.

D) sugarzas foton természetli, a C) sugarzasbol mint féke-
zési sugérzés keletkezik, keménysége kdorulbelll a radioaktiv y
sugarakéval egyenlé.

E) sugarzas elektron természet(i, a D) sugarzas abszorpcidja-
kor fényelektromos és Compton folyamatokban keletkezik, ener-
giaja aranylag igen kicsi.

A C) és E) sugarzasok azok, melyek egyuttvéve okozzdk a
zapor elrendezésben (2. abra) észlelhetd koincidenciakat.

Az Ujabb kisérletek nem igazoltak minden tekintetben Geiger
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és Funfer felfogasat a zaporok keletkezésér6l. Egyrészt az E)
és D) sugarzasok létezése nem egészen biztos; Auger mérései
szerint zaporokat ionizal6 sugar is kivalt, tehat a B) sugarzés
részben biztosan nem foton természet(i; és végul Johnsonl
azt tapasztalta, hogy tengerszinten a zaporok kisebb szélességi
effektust mutatnak mint a vertikalis koincidencidk, tovdbba az
azimuthoz képest szimmetrikus az eloszlds, amib6l minden-
esetre kovetkezik, hogy az 1J sugdrzas nem azonos természet(
a vertikalis koincidencidkat létesit6 sugarzassal.

Az A) sugarzas természetének meghatdrozasara szolgalnak a
jelen dolgozatban ismertetendd vizsgalatok is. Amennyiben a
zaporokat ugyanaz a primarsugarzas valtja ki, amelyik az egy-
mas folott elhelyezett szamlalocsovek esetében a vertikalis
koincidencidkat, Ugy utébbi tulajdonsagait zapor elrendezésben
is észlelnink kellene. A vertikalis koincidencidkat létrehozo
sugarzas egyik jellegzetes tulajdonsaga, hogy erdéssége a déli 6rak-
ban ndévekedést mutat (napi menet). Sikerilt bebizonyitanunk,2
hogy e napi menetet a féld magnesesterének hatasa, jobban
mondva annak ingazodasa hozza létre. Aféldi magneses térerdssége
ugyanis a déli 6rdkban éri el legalacsonyabb értékét és igy a
foldre érkezd elektromos toltésli részekre gyakorolt eltéritd
hatasa délben a legkisebb; tehat délben kisebb energiaju ré-
szek is elérik foldinket, s igy az intenzitas novekedik. A napi
menet ilyképpen vald magyarazatabdl sziikségszerlGen kovet-
kezik, hogy a vertikdlis koincidencidkat elektromos toltésd
primarsugarzas valtja ki. Amennyiben a zdporok intenzitasa-
ban hasonl6 napi periddust észlelnénk, Ugy ebbdl kovetkez-
nék; hogy az A) sugarzads ugyancsak korpuszkuldris (ionizald)
természetd.

Johnson és Stevenson,3 valamint sajat méréseim szerint, a
léegnyomas véltozdsa a zaporok szamat erdsebben befolyasolja,

1 Th. H. Johnson: Phys. Rév. 47, 318, 1935.
2 J. Barnéthy u. M Forro, Zeitschr, f. Phys., 104,534 1937.
3 Th. H. Johnson u. C. E. Stevenson: Phys. Rév. 47, 578, 1934.
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mint a vertikalis koincidenciak szamat. Miutan ezen légnyomasi
effektus lényegében abszorpcios effektus, kovetkezik, hogy minél
kisebb energiaju egy sugarzas, annal jobban befolyasolja er6s-
ségét a légnyomas valtozdsa, tehat az a tény, hogy a zaporok
esetében nagyobb barométereffektust kaptunk, ugy értelmezendd,
hogy a zaporokat egy kisebb energiaju puhabb sugarzas valtja
ki; minél puhabb viszont egy sugarzas, annal er@sebben tériti
el a magneses tér. Ha tehat a zaporokat korpuszkularis sugér-
z4s véltja ki, ugy azt kellene varnunk, hogy a zaporok eseté-

3. abra.

ben a napi menet erdsebben, nagyobb amplitddoéval jelentkezik,
mint a vertikalis koincidenciak esetében.

1935. decemberét6l 1936. majus kozepéig folytatolagosan,
tovabba 1936. szeptemberében, 0Osszesen 110 napon keresztil
regisztraltam a zdporok napi menetét koincidencia berendezés-
sel, a szamlaldcsdvek és az dlom elhelyezése a 2. abran lat-
hat6. A zaporok kozepes Oraértékeit kozepes barométerallasra
korrigaltam a napi kozepekbdl szadmitott barométereffektus
alapjan. Az igy nyert napi menet gorbéjét (%-ban) a 3. abra
tlnteti fel. A pontozott vonal a foéldmagneses tér horizontalis
komponensének kozepes napi menetét mutatja (*=10~p Gauss-
egységben). Lathatjuk, hogy a zdporok erdsségének maximuma
és a horizontdlis intenzitds minimuma semmiképpen sem esik
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egybe. Korrelaciot szamitva4 a két menet kozt a korrelacios
egyutthatd r=—0‘056+021 értékéhez jutunk, vagyis az ered-
mény ugy foghaté fel, hogy a két mennyiség véltozasa kozt
nem észlelhetd 6sszefliggés. Ezzel szemben vertikalis koinciden-
cidk esetében a szamitas r= —0'891;t0'041 korrelacios egyutt-
hatot ad a vertikalis koincidenciak erdssége és a horizontélis
intenzitds napi menete kozt. A vertikalis, koincidencidak eseté-
ben azt is kimutattuk (L c.), hogy a napi menet amplitiddja a
téli hénapokban — hol a féldmagneses tér napi menete kisebb —
szintén kisebb mint nyaron. A zporokkal mért anyagot ezért
két csoportba osztva is megvizsgaltam: az egyik csoportba so-
roltam a december, januar és marciusban végzett méréseket,
mikor a magneses tér értéke SCO-5 Gauss volt a napi kozép-
érték alatt, mig a masik csoportba az aprilis majus és szep-
temberben végzett méréseket soroltam, hol a magneses tér déli
minimuma 22°10-5 GAuss-al volt kisebb, mint a napi kozép-
érték. A zaporerdsség ingadozasanak amplitiddja mindkét eset-
ben egyforma volt, a korrelacié a zaporok és a féldmagneses
tér napi menete kozt alig nagyobb hibdjanal, azonban a téli
hénapokban pozitiv értékd, vagyis a magneses tér csokkenése-
kor a zaporok intenzitasa is csokkenni latszik, mely jelenség-
nek fizikai értelmet tulajdonitani nem tudunk. A 3. dbran szag-
gatott vonallal berajzoltam a mérés ideje alatti kdzepes napi
hémérsékletvaltozas menetét is. Mint lathatjuk a zaporok és a
hémérsékletvaltozds menete szembedtléen parhuzamos; a ko-
zOttik szamitott korrelacioegyitthaté értéke ~= 072+0,10,
ugyhogy a két mennyiség kozti 0sszefliggés realisnak tekinthetd.
A temperaturaeffektus 0'074 d: O'OIO % pro fok Celsiusra adédik.

Az eredményekbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk, hogy a
vertikalis koincidenciakkal ellentétben a zaporok napi me-
nete fliggetlen a foldmagneses tér napi valtozasatél; ami Kis
amplitadé taldlhatd, azt a hémérséklet valtozasa hozza létre.

4 Tobbszorés korreldcié a zaporok szama a magneses tér intenzitdsa és
a hémeérséklet napi menetei kozt.
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Mig azonban vertikalis koincidencidk esetében a légkdér hé-
mérsékletének novekedésekor a sugarzas intenzitdsa csokken,
(TE ——0'097£0'017 % pro fok Cj addig a zaporok esetében
a hémérséklet novekedésekor a zaporok szama né.

Feltéve, hogy a zaporokat kivaltd A) sugarzas elektromosan
toltott korpuszkulakbdl all, azt vartuk, hogy a magneses tér
menetével tikorképes napi menet a zaporok esetében a na-
gyobb amplitddoja lesz, mint a vertikalis koincidencidk eseté-
ben, hiszen az A) sugarzas, mint a barométereffektusbol lat-
hattuk, puhdbb. Evvel szemben azt tapasztaltuk, hogy a napi
menet Kisebb és nincs dsszefliggésben a magneses térrel. Szik-
ségszerlien azt a kovetkeztetést kell levonnunk, hogy az A)
sugarzds nem elektromos t6ltés(, s igy nem ionizald sugarzas.

Felmerilhet még az az aggaly, hogy talan a zaporok eseté-
ben azért nem taldlunk napi menetet, mert a zaporokat egy
sulyosabb részekbdl, pl. protonokbdl all6 sugarzas valtja ki, mint

a vertikalis koincidencidkat, s igy az A) sugarzds — annak
ellenére, hogy energidja valamivel kisebb — magneses merev-

sege nagyobb és igy kevésbé befolydsolhatdé a foldméagneses
tér valtozasaval. Stormer elmélete alapjan azonban kit(inik,
hogy a mi magneses szélességi helyzetiink mellett, egy toltés-
sel rendelkez6 sugarnak, hogy egyaltaldban elérhesse foldinket,
oly nagy energiajunak kell lenni, hogy a kiilénbség, amennyivel
egy proton, sugarzas kevésbé befolyasolhaté a maéagneses tér
altal, mint egy elektron sugarzas,,csupan 30 %; ami nem ké-
pes a zaporok napi menetének hianyat megmagyarazni.

Miel6tt azonban véglegesen arra kovetkeztetnénk, hogy az A)
sugarzas, ellentétben Geiger és Funfer elképzelésével nem ioni-
zalo természetd, a mérési anyagot egy teljes évre kell Kiterjesz-
teni, hogy a legnagyobb magneses ingadozast mutaté honapok-
rol is kell§ statisztikus pontossagu anyag alljon rendelkezésre.

A mérések lehetévétételéért dr. Tangl KAROLT-nak, a Kisérleti
Fizikai Intézet igazgatdjanak és a Természettudomanyi Tanacs-
nak koszonettel tartozom.

Budapest, 1987. marcius 10. Forr6 Magdolna.
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TAGESGANG DER SCHAUERINTENSITAT,

Ich habe mit einer Dreieck-Zahlrohr-Anordnung und 1*5 cm Pb iber
den Rohren den téaglichen Verlauf der Schauerintensitdt wahrend IIU
Tagen registriert. Aus den Messergebnissen kann man auf keinen Zu-
sammenhang zwischen den Schauerintensitatsverlauf und dem Tages-
gang der Horisontalintensitdt des erdmagnetischen Feldes schliessen;
obzwar bei einer schauerauslésendeu primar Strahlung aus geladenen
Korpuskeln ein grosserer — durch das erdmagnetische Feld verursach-
ter — Tagesgang zu erwarten ware wie der Tagesgang der Vertikal-
koinzidenzen. Aus dem grosseren Barometereffekt der Schauer folgt
nahmlich, dass die schauerausléseride Strahlung weicher ist. Die primére
schauerauslésende Strahlung scheint also aus nicht geladenen Teilchen
zu bestehen. Demgegeniiber zeigte sich eine sehr gute Ubereinstimmung
mit dem Gang der Aussentemperatur, also ein Maximum spé&t Nach-
mittag. Der positive Korrelationskoeffizient betrdagt  — 072 + OI10 und
der Temperatureffekt TE—0-07+001 °/o pro Grad Celsius.

Magdalene Forré.



A GEIGER—MULLER-FELE
SZAMLALOCSOBEN LETREJOVO KISULESEK
KATODSUGAR OSCILLOGRAFFAL VALO VIZSGALATA.

1. A Geiger—Muller-féle szamlalocsé.

A szamlalocsé kisnyomast (10—200 mm) gazban elhelye-

zett fémhengerbdl

és tengelyében kifeszitett fémszalbdl all.

Kossik egy valtoztathato fesziiltségli aramforras negativ pé-
lusdhoz a hengert, pozitiv p6lusdhoz pedig a szalat. Elegendd

1. abra.

nagy feszliltség esetén a
csovon &ram halad at. A fe-
szultséget véaltoztatva meg-
hatarozhatjuk a szamlalocs6
feszililtség - aram  karakte-
risztikjat. Sven Werner
méréseil a kdvetkezd ered-
meényt adjadk (1. &bra). A
henger és a szal kozti fe-
sziltséget (7) novelve, egy
meghatarozott \O eléréséig
aram jelenléte nem figyel-
het6 meg. Ha a VO értékét
tallépjik, a csévon rovid

ideig tartd aramlokések haladnak at. Folytonos &ramot csak a
Fmin elérése utan mérhetiink. A feszlltséget tovabb névelve kis
aramerdsségeknél (kb. 10 /rA-ig) az aramerdsség linearisan né

a fesziltséggel.

1 Zs. f. Ph. 90, 1934, 384.
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A cs6ben végbemend folytonos kisilés tehat a Fmi,-on alul
nem tarthaté fenn. A karakterisztika VO és Fmm kozé es6
instabil részét el6allithatjuk, ha a csdvet pl. fénybesugarzasnak
tesszik ki. llyen mddon elérhetjik, hogy folytonos aram halad
at a csovon abban az esetben is, ha a henger és szal kozti
feszlltség a VO és Fnj,, kozti fesziiltségtartomanyba esik. Sven
Werner mérései szerint az igy nyert aramer@sség értékek a
fényintenzitastél fuggetlenek és a stabil karakterisztika meg-
hosszabbitasat adjak. A fénybesugarzassal tehat nem (j kisulést
allitottunk el6, hanem ebben a teriletben instabil karakterisz-
tikat stabilizaltuk. Az igy el6allitott szaggatott vonal az aram-
lokések megjelenésével definidlt FO kezdeti feszultségnél éri el
az abscissa-tengelyt.

A’cs6ben lejatszodd jelenséget a kovetkezOképpen magya-
razhatjuk.2 A szamlalocsdvon kiilonb6z6 sugarzasok — példaul
kozmikus sugarzas — jelenlétében egyenl6tlen id6kozokben
nagysebességl korpuszkuldk haladnak at. Ezek az utjukba es6
gazrészeket ionizaljak. A keletkezett elektronok és pozitiv ionok
az elektrosztatikus térnek megfelel§ sebességgel az elektrddok-
hoz futnak. Ez a sebesség a F fesziiltséggel ndé. Mikor a FO
kezdeti fesziiltséget elérjik, a szal felé tartd elektronok az
elektromos térben egyre gyorsulva elegendd energiat nyernek
ahhoz, hogy maguk is ionizalhassanak. Az igy keletkezett sze-
kundér elektronok a térben gyorsulva U l6késionizacié primér
elektronjaiva valnak s a keletkezd elektronok szama egyre né,
végll a szalra egy elektron lavina zadul. A lavina nagysaga
a F értékétél fligg s a csovon éathaladd korpuszkula csak
mint kivaltd ok szerepel. Miutan a lavina utolso elektronja is
a szalhoz érkezett, a cs6 ismét eredeti allapotaba kerll, aram
nem halad at rajta. A feszlltség emelésével a lavina elektron-
jainak szdma és sebessége egyre n6 s a Emn elérésekor képes
lesz arra, hogy maga termeljen a henger kozelében egy (j
elektront. Ez az egy elektron elegend6 ahhoz, hogy Uj lavinat

2 Zs. . Ph. 97, 1935, 455. (Hippel und Frank).
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inditson meg; ez ismét termel egy elektront. A csévon tehéat
folytonos aram halad at, ha csé fesziiltsége FINal nagyobb.
Ezt az &aramot a kils6é ionizald6 korpuszkula inditja meg, de
fennmaradasahoz mar kilsé ionizalo hatasra nincs szlikség. Azt
mondhatjuk, hogy a kistilés a FOés Fnpn koézétt onallétlan, a
Fmin-on tal pedig 6nall6. Az ©6néll6 kislléshez szikséges U
elektron keletkezhet pl. azéltal, hogy az elektrédok felé tart6
ibnok a gazrészekkel Utkdzve azokat ionizaljak. A lékésionizacid
kozben elektron ugras altal fény keletkezhet, mely a hengeren
fotoeffektus atjan szintén kivalthat elektront.

Mivel kis aramer6sségeknél a karakterisztika egyenes, a csé-
ben folyd aramot jellemezhetjik a

V -V 0= Rb

egyenlettel, ahol 1 a cs6 bels6 ellenallasanak nevezhetjik.

Lathato, hogy a FO és Fnin kozti instabil teriletben a cs6-
alkalmas arra, hogy a hozza érkez6 korpuszkuldkat megszamolja,,
mivel ebben a terlletben minden egyes korpuszkula érkezését
a cs6 megfigyelhetd aramlokéssel jelzi. Azért a FO és Fnp
kozti feszultségtartomanyt szamlélasi tartomanynak nevezzik.

A szamlalashoz sziikséges F fesziiltség a gyakorlatban hasz-
nalatos szamlalocséveknél 1000 Volt nagysagrend(i. Ezt a fe-
sziltséget rendszerint egymasutan kapcsolt szaraztelepek rend-
szere szolgéltatja. A szamlalocsé
ezek szerint szdmolni fog, ha a koz-
vetlentl rahelyezett telepfesziiltség
értéke a szamlalasi tartomanyba esik.
Maga a szamlalasi tartomany arany-
lag sz(iknek mondhaté (10 Volt nagy-
sagrend(i). Ennek az 4 kovetkez-
ménye, hogy a telepfesziltségnek néhany széazalékkal val6 csok-
kenése a szamlalas megsz(inését, vagy a lokésnagysag lényeges
véltozasat idézi el§; néhany szazalékkal valo emelkedése pedig
a cs6ben onallé kistilést okozhat. Nagyobb szamlalasi tarto-
manyt kapunk, ha a csovon levd feszlltséget nem ebben a

2. ébra.
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tartomanyban valasztjuk meg, hanem elegendd nagy (109 Ohm
nagysagrend() Bk kiils6 ellenallas (2. &bra) bekapcsolasa utan
a csére Imrfnal nagyobb fesziltséget helyeziink. A kozmikus
korpuszkula érkezése a cs6ben onallo kislilést idéz el§. A fel-
Iép6 aram kovetkeztében az A pont fesziiltsége egyre csdkken
s mikor a csovon levd fesziltség a Fmin ala jut, a Kisilés
véget ér.

A szamlalocs6hoz érkez6 korpuszkula a cs6ben aramlokést
valt ki, melyet alkalmas berendezéssel felerdsithetiink. Ezaltal
a szamlalocsé alkalmassa valik korpuszkularis sugarzasok vizs-
galatadra. Kildndsen hasznosnak bizonyult a szadmlalocsé a koz-
mikus sugarzasnak ugynevezett koincidencia-modszerrel val6 vizs-
galatdban. A koincidencia berendezésben két szamlalocsovet ten-
gelylkkel parhuzamosan egymés folott helyeziink el. Alkalmas
berendezésekkel elérhetjik, hogy a koincidencia-késziilék csak
azon sugarak érkezését jelzi, melyek mindkét csdvon egy meg-
hatarozott id6nél kisebb idén beliil haladnak at. Ez a meghata-
rozott id6 a készilék felbontoképessége. Szadmolni fogja tehat
a késziulék azt a kozmikus sugarat, mely mindkét csévon &at-
halad (valédi koincidencia), de jelezni fogja két olyan kozmikus
sugarnak érkezését is, melyek kozil.az egyik csak az egyik
csdvon, a masik csak a masik csévon halad at, de érkezésik
kozott a felbontoképességnek megfelel6 idénél kisebb id6 telt
el (véletlen koincidencia).

A készilék ezek szerint alkalmas arra, hogy vele a kozmikus
sugarzas intenzitdsdnak iranyok szerint vald eloszlasat vizsgal-
juk.3 A véletlen koincidencidk &ltal okozott hiba anndl Kisebb,
minél kisebb a koincidencia-készilék felbontoképessége. Ezid6-
szerint legkisebb felbontoképességgel (2.10-5 sec) rendelkezik a
BARNOTHY-féle koincidenciajelz6 késziilék.4

A koincidencia-készllékkel elérhet6 legjobb felbontéképesség
nagysagat a szamlalécs6ben létrejové Kkisllés szabja meg, a

3 Lasd pl. J. Barnéthy und M. Forro: Zs. f. Physik. 100. 1936. 742.
4 J). Barnothy : Die Naturwissenschaften. Heft 47, 1933. S. 835.

Matematikai és Fizikai Lapok, XL1V. 5
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felbontoképesség hatarat tehat ennek ismeretével hatarozhatjuk
meg. Dolgozatom célja ennek a kisuilésnek vizsgalata.

Megvizsgaljuk, milyen hatdssal van a kisilésre a szamlalo-
csOre helyezett fesziiltség nagysaga, a szamlalocs6hdz kapcsolt
Ric kils6 ellenallas nagysaga, a csé altal képviselt kapacitas, a
téltégaz nyomasa stb.

A szamlaldcs6 kislilésének és feltdltédésének lefolyasara a
szamlalocs6é szalanak fesziltségvaltozasaibél (a 2. abran lat-
hatd berendezésben az A pont feszultségvaltozasaibol) kovet-
keztethetlink.

Ennek megvizsgaldsa céljabol olyan eszkdzre van sziikségiink,
mely Kkis késleltetési idejével s Kkis tehetetlenségével kovetni
tudja ezen gyors fesziltségvaltozasokat. Erre a célra alkalmas
eszkdz a katddsugar oscillograf.

Eltérit6 lemezei kézil az a és d lemezeket (3. abra) foldel-
juk. A katodsugar s ezzel az erny6n jelentkez6 vilagitd folt

vizszintes iranyban tér ki, ha a b lemez-

nek, s fugg6legesen, ha a c lemeznek

adunk a foldét6l kilénbozd feszliltséget.

Ha az A pontot a c lemezhez kap-

csoljuk, a vilagité folt az A pont fesziilt-

ségvaltozasainak megfelel6leg fliggblege-

sen fog mozogni. Medicus forgotikorrel

vizsgalta a folt mozgasat.5 Azt taldlta,

hogy az A pont feszlltsége minden

3. abra. egyes feszlltséglokés alkalmaval kezdeti
értékérdl rendkivil gyorsan legnagyobb

értékére ugrik, azutan joval lassabban eredeti helyzetébe tér
vissza. E szerint a szamlalécs6ben a kovetkezd jelenség jatszod-
hat le. A korpuszkula &ltal kivaltott elektrénlavina a szal po-
zitiv feszultségét csokkenti. A kistlés megszakaddsa utan a
szal az Rh ellenallason &t visszanyeri eredeti feszlltségét. Azt
is mondhatjuk, hogy az egész folyamat a szadmlalocsé gyors

5 Zs. f. Ph. 74, 1932, 350.
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kislilésébdl és lassu feltoltédésébdl all. A Kisulés idGtartamat
Medicus 2.10-5 sec-ra becsulte.

A kovetkez6kben a folyamat els6 részét, tehat a szamlalécs6
kistilését vizsgaljuk. A masodik rész kulondsebb érdeklddésre
nem tart szamot, mivel ez nem mas, mint a cs6 altal képviselt
kondenzatornak az ellenalldson &t val6 feltolt6dése.

A Kisllés id6beli lefolyasat megvizsgalhatjuk, ha a vilagité
foltot a Kisulés id6tartama alatt a b lemez segitségével viz-
szintes iranyban mozgatjuk, az A pontot pedig éppen ugy, mint
az el6bb, a c lemezhez kétjiik.

2. A katddsugdar vizszintes eltéritésére szolgéalo
berendezés.

A katddsugar vizszintes eltéritésének szokasos modja az,
hogy miutan a vizsgalando6 feszliltséget a ¢ lemezre helyeztik,
a b lemezre valtoztathaté frekvenciaju sinus, vagy kipp6 rez-
géseket helyeziink s a frekvenciat addig valtoztatjuk, mig a
vizszintes eltéritések a fiigg6leges kilitésekkel szinkron men-
nek végbe. Ebben az esetben minden -egyes periddust abrazold
gorbe az erny6n egymast fedi s a gorbék egymast erGsitve
fotografalhaté képet adnak.

A vizszintes eltéritésnek ezt a fajtdjat periodikus vizszintes
eltéritésnek fogom nevezni. Vizsgalataimban erre a célra egy
Leybold u. v. ARDENNE-féle kippkésziilék szolgalt.

A szamlalécs6ben létrejové kisiilések azonban nem egyenld
id6kozokben kovetkeznek be. A fenti berendezéssel legfeljebb
egy-egy kisililés képe jelenik meg az erny6n, minden egyes Kisu-
Iésé mas és mas helyen. AKkisllés gyors lefolyasa kdvetkeztében a
kép fényszegény, fényképezésre s pontos mérésre nem alkalmas.

6 A Kipprezgések onindukciémentes berendezésekkel el6allitott perio-
dikus feszlltségvaltozasok. Ilyen kipprezgések keletkeznek pl., ha konden-
zator ohmikus ellenalldson &t toltédik mindaddig, mig feszultsége a vele
parhuzamosan kapcsolt glimmlampa gyualasi feszultségét eléri, ekkor a
glimmlampéan keresztul kistl, mig feszultsége ennek oltdsi fesziltségére
csoOkken. A glimmlampa kialvdsa utdn a kondenzator ismét toltédni kezd
s az elébbi jelenség ismétlédik.
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Ha azt a célt tlzzik ki, hogy a szamlalécsé kisilését abra-
zol6 gorbék az oscillograf erny6jén egymast fodve fotografalhato
képet adjanak, olyan berendezést kell szerkeszteniink, mely ele-
get tesz a kovetkezé kivanalmaknak, a) A vizszintes kitérités
akkor kezd6djék, mikor a kisiilés megindul, b) A katédsugar
egyenletes sebességgel mozogjon
vizszintes iranyban legalabb addig,
mig a kisllés tart. ¢) A kovetkezd
kisllés Gjra a nyugalmi pontban
taldlja a katédsugarat.

Erre a célra alkalmasnak talal-
tam a kovetkezdkben ismertetend6
relét, melyet katédsugar oscillograf-
nal el6szér alkalmazott Knoop és
Gabor.7 A 4. dbran lathaté beren-
dezésben adjunk a 2. cs6 racsanak oly nagy negativ feszliltséget,
hogy anddarama éppen megszlinjék. Nevezziik a rendszernek ezt
az allapotat, melyet az 1. cs6 nagy anodarama és a 2. csé nulla
anédarama jellemez, 1. allapotnak. Juttassunk az 1. cs6 racsara
a Ca kondenzatoron &t negativ fesziltséglokést. Az 1. ¢s6 racs-
feszlltsége a lokés kezdeti pillanatdban csokkenni kezd. Ez a
csokkenés az 1. cs6 altal erdsitve emeli a 2. cs6 racsfesziltsé-
gét, andédaramat meginditja s ez az aramndvekedés a Ct kon-
denzatoron &t az 1. cs6 racsfeszlltségét tovabb csokkenti.
A visszacsatolas kovetkeztében tehat az 1. cs6 racsfesziiltség-
csOkkenése dnmagéat tovabb csokkenti. Vizsgalatainkban elhanya-
golhaté kicsiny r id6vel 8 a meginditd negativ 16kés kezdete utan
az 1. cs6 racsa nagy negativ lokést, a 2. cs6 racsa pedig nagy

4. &bra.

7 Géabor : L. Forschungsheft der Stud. Ges. f. Héchstspannungsanlagen.
Berlin 1927.

8 r-t a rendszer késleltetési idejét a CIOR(Il és a CktRbt idékonstansok
hatdrozzak meg, ahol Cfc, és C*, az 1. és 2. csovek karos racskapacitasai,
i7a, az 1. cs6 kulsé, Rij, pedig a 2. cs6 belsé ellendllasa. A késleltetési
idét tehat a karos kapacitdsok csokkentésével s kis belsé ellenallasa, nagy-
teljesitményld csovek alkalmazasaval lehet csokkenteni. Készulékemnél
r 10~6 sec nagysagrend(d volt.
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pozitiv 10kést kap. Ezaltal a rendszer atmegy a Il. egyensulyi
allapotba, melyben az 1. cs6 anédarama nulla, a 2. csdvén pedig
nagy anddaram s racsaram folyik at.

Ezt az allapotot két ok szlintetheti meg. Vagy az 1. c¢sé
racsfesziltsége emelkedik az i?fll ellenallason &t olyan értékre,
hogy anddarama megindulhat, vagy a 2. cs6 racsfesziiltsége
csokken az R9I-n at addig, mig a racsaram megsz(inése utan
anodarama csokkenni kezd. A két jelenség kozil az, amelyik
el6bb kovetkezik be, a rendszert visszaviszi az . &llapotba.

5. abra.

Ebben az allapotban a rendszer tartésan megmarad, de Gjabb
kils6 negativ 16kés ismét végig jatszatja a rendszerrel a fennt
leirt jelenséget.

Mivel a Il. egyensulyi helyzet beallta utan az 1. csé racsfesziilt-
sége annal gyorsabban n6, minél kisebb a Cii?3l idékonstans
s a 2. cs@ racsfesziiltsége anndl gyorsabban csdkken, minél
kisebb a CyRgt id6konstans, a Il. allapot élettartamat a két
id6konstans kozul a kisebbik hatdrozza meg. Ha a CiRgi-et
nagynak valasztjuk a CiRg-hez képest, az utébbinak valtozta-
tasaval a Il. allapot élettartaméat tetsz6legesen valtoztathatjuk.
Pozitiv feszlltséglokés a rendszert meghagyja az |. allapotban.
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Vizsgéljuk meg periodikus vizszintes eltéritéssel az At pont
feszliltségvaltozasait (5. abra). A lokés megérkezte el6tt az At
pont fesziltségét az 1. pont &brazolja. A 16kés atviszi a rend-
szert a Il. allapotba, az 1. cs6 anddarama megsz(inik s az At
pont fesziltsége rendkivil gyorsan a 2. pontig emelkedik.
A 1l. allapot tartama alatt az Alpont fesziiltsége lassan tovabb
emelkedik. Ennek oka az, hogy az anédaram megsz(inése miatt
az andéd aramforras pozitiv polusanak fesziltsége emelkedik.
Mikor a rendszer visszakeril az 1. allapotba, az Ax pont fe-

szlltsége a 3. pontbol a 4.
pontba kerul.

A kivulrdl jové negativ 16kés
tehat az AX ponton pozitiv
fesziiltséglokeést idéz elé gya-
korlatbag a negativ 16kés ér-
kezésének pillanatadban, me-
lyet egy bizonyos idé eltel-
tével negativ fesziltséglokés
kdvet, mely a rendszert a Il
allapotbol visszaviszi az |
allapotba. Ez azonban a kiils6

6. abra. Iokés  lefolyasatél teljesen

fuggetlentl kovetkezik be s

idépontjat egyedill a Cifi(d id6konstans hatarozza meg. A fe-

szlltséglokés nagysaga gyakorlatilag  Rai-elegyenl6, ahol ii az
1. ¢s6 anddarama a l. allapotban.

A fennt leirt relé At pontjat kapcsoljuk a Cs kondenzatoron
at a wolfram katodot tartalmazd 8. csé racsara (6. dbra). A 3.
csé racsa oly nagy negativ fesziltségen van, hogy anddaram
éppen nem folyik at rajta. Vizsgaljuk meg, hogy a relé allapot-
véltozasai kodzben hogyan valtozik az As pont fesziltsége. Ab-
ban az esetben, ha a Ct kapacitas értéke nulla, az Aa pont
fesziiltségvaltozasairdl a 7. abran lathatd képet kapjuk.

A Kkulsé negativ 16kés hatasdra az Ax pontbol nagy pozitiv
I6kés érkezik a 3. cs6 racsara s a cs6 anddaraméat nullarél a
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telitési tartoményba emeli; ennek megfelel6leg az A3 pont
feszliltsége az 1. pontbol a 2. pontba keril. Jéllehet az alatt az
id6 alatt, mig a relé a Il. allapotban van, a 3. cs6 réacsfeszilt-
ségé az R ellenallason at csokken, nagy CzRg> id6konstans
esetében g csé a telitési tartomanyban marad. Mikor a relé
visszakeril az I. allapotba, a 3. ¢s6 anddarama ismét megsz(-
nik, s az Aa pont fesziiltsége a 3. pontbdl a 4. pontba, kez-
deti értékére kerul vissza.

7. abra.

Mivel a telitési aram nagysaga egyedil az izzité aram er6s-
ségétbl figg, azt mondhatjuk, hogy a kilsé negativ 16kés kez-
detének pillanatdban az Aaponton "1 ! alakd fesziltséghullam
indul meg, melynek szélessége, azaz id6tartama a C¥Rgt idd-
konstanstol, magassdga pedig a 3. cs6 izzitd aramer@sségé-
tél figg.

Ha a Ct kondenzator értéke nem nulla, az Aa pont feszilt-
sége masképpen valtozik (8. abra). Mig a 3. cs6 anodarama
nulla, az Aa pont az aramforras pozitiv pdlusanak fesziiltségén
van (1. pont), a Ci kondenzator az &ramforras feszlltségére van
feltdltve. A telitési aram megindulasakor C4 a vezetévé lett
3. csovon at kezd kistlni. A telitési aram kovetkeztében az
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A3 pont fesziiltsége nem exponencialisan, hanem egyenletesen
csokken. Ha a telitési aram it, a cs6 bels6 ellenalldsa Rbe az
As pont feszlltsége az itRbs érték elérésekor megsz(inik csok-
kenni. Ha a telitési &ramot agy valasztjuk meg, hogy az A3
pont feszliltsége a Il. allapot végéig ne élje el ezt az értéket,
akkor az A3 pont feszlltsége a Il. allapot egész tartama alatt
az id6vel egyenletesen véltozik, majd a Il. allapot megszlnte-
vel (2. pont) exponencialisan nd eredeti értékéig Ez az expo-

8. dbra.

nencialis szakasz megfelel a Ct kondenzatornak az Ras 6hmikus
ellenallason at valé Gjra toltédésének.

iMostanaig a periodikus vizszintes eltéritésre szolgalo be-
rendezést hasznaltuk fel arra, hogy készllékink egyes pontjai-
nak fesziltségvaltozasait megvizsgaljuk s ezaltal mikddésérol’
vildgos képet nyerjink. A tovabbiakban nincs szikségiink a
periodikus vizszintes eltéritésre, erre a célra készlléklinket hasz-
naljuk fel a kovetkezdkben ismertetendé modon.

Ha a katédsugar oscillograf b lemezét (8. abra) az As pont-
hoz kapcsoljuk, a katédsugar a nyugalmi allapotban a b lemez
felé hajlik s a vilagito folt az erny6 szélén jelenik meg. .A kiils6
Iokés érkezésének pillanataban a vilagité folt vizszintes irany-
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9. abra.
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ban egyenletes sebességgel mozogni kezd s mozog a C2?g, id6-
konstanssal szabalyozhatd ideig. Ennek befejeztével az R aa altal
véltoztathaté id6 alatt eredeti helyére kerll vissza. Ezzel tehat
kovetelményeinknek megfelel6 berendezést nyertiink a vizszin-
tes eltéritésre.

Jollehet a kozmikus sugarak a szamlalécsé A pontjan (2. ahra)
negativ fesziiltséglokéseket inditanak meg, az A pontot mégsem
kapcsolhatjuk kozvetlenil a c eltérit6 lemezhez. Ezaltal ugyanis
az Rk ellenallassal parallel kapcsolnank az oscillograf konden-
zatorai kozott fekvd gazzal toltott tér ellenallasat, mely valtozo
s az jRenal nagysagrendileg kisebb értéket képvisel. Ezért az
A pontot az ««» elektroncs6 (9. abra) racsahoz kapcsoltam,
ennek anddlemezérdl a kistlés pozitiv 16kés formajaban kerlt
az oscillografhoz. Ezt a pozitiv 16kést a b cs6vel ismét negativ
Iokéssé kellett alakitanom, hogy a relét mikoédésbe hozza. Ezzel
egyuttal azt is elértem, hogy a relé 16kései nem jutottak vissza
a szamlalocs6hoz. Az «a» cs6 a szdmlalocsé lokéseit az oscillo-
graf felé er6siti, a b cs6 felé azonban erdsitésre nincs sziikség,
azért ebben az irdnyban az «a» cs6 anddellenallasdnak csak
egy részét hasznaltam fel s ezzel a késleltetési id6t Kkisebbi-
tettem. Mivel a késleltetési id6 az «a» és 1. csovek kuilsg ellen-
allasaval, a b és 2. csdvek belsé ellenallasaval né, nagy telje-
sitmény( csdveket kellett alkalmaznom. Az «a» és b helyen a
Vatea Px420G, az 1. és 2. helyeken a Vatea Ex 730 csoveket
hasznaltam.

Katodsugar oscillograf gyanant Leybold—ARDENNEféle Ab3
katddcsd szolgalt.

Szamlalécsévem 0-01 cm atmérdjd acélszalbél s 3-70 cm
hosszl, 3'70 cm bels§ atmér6j(i sargaréz' hengerbdl allt. ‘A szam-
lalocsé Uveges6ben nyert elhelyezést. Az acélszalat az (ivegcs6
két leforrasztott vége tartotta, igy egyéb szigetel§ alkalmazasa
nem volt sziikséges s a toltégaznak idegen szigetel§ anyaggal
vald szennyezését elkeriltem.
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3. Az oscillogramm Kkiértékelése.

Ha valamely nem periodikusan ismétl6d6 fesziiltségvaltozas
(10 a) abra) oscillogrammjat meg akaijuk kapni, a feszliltség-
valtozast az oscillograf ¢ lemezéhez vezetjilk, a b lemezt pedig
a fennt leirt berendezés A3 pontjahoz kotjiik. Az oscillogramm
kiértekelésére a kovetkez§ mddszert dolgoztam ki. A vilagito
folt nyugalmi helyzete az 01 pont (10. b) abra). A vizsgalandé
fesziltségvaltozas bekdvetkeztével a ¢ lemez a katddsugarat
felfelé, a b lemez pedig egyenletes sebességgel vizszintesen
akarja mozgatni. Végeredményben a folt az 0t02 utat teszi

10. abra.

meg. Ekkor a vizsgalandd feszultség csdkkenni kezd. Mikor a
folt az Os pontot eléri, az egyenletes vizszintes Kkitérités meg-
sz(inik s a folt exponencialisan csokken6 sebességgel visszafelé
kezd mozogni. Az 04 pontban a vizsgaland6 feszlltség elérte
eredeti értékét, az 040j darab vizszintes.

A folt az 0j pontban megvarja a kovetkezd fesziltségvalto-
zast s Uj Utja az elébbit foédni fogja, ha a fesziltségvaltozasok
id6beli lefolyasa egyforma. A fényképezéshez elegendd id6 eltel-
tével a c lemezt alkalmas fix negativ fesziiltséghez kotjuk azért,
hogy a folt az eddig leirt gorbét ne zavarja. A nyugalmi pont
ekkor az 05be keril, a folt pedig az oscillogramm ala egy
abscissa tengelyt hiz.
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Az igy nyert oscillogrammnak OxO"Os részét rajzolta a folt
egyenletes vizszintes kitérés mellett. Ha azt akarjuk, hogy az
0 30 4 részbdl egy darab még ide tartozzék, a 3. cs6 izzit6 arama-
nak kisebbitésével csdkkentjik a vizszintes kitérés sebességét.
Az egyenletes vizszintes Kitérités id6tartamat agy fogjuk meg-
vélasztani, hogy a kérdéses fesziiltségvaltozasnak csak érdekld-
désiinkre szamottartd része essék ezen tartomanyba.

A nyert oscillogramm kiértékelése végett helyezzik a derék-
sz0g( koordinata rendszer kezd&pontjat az Ot pontba. Az ab-
scissa tengely iranyat mar Kkijeldlte a katédsugar. Az OxOtOz
darab minden egyes pontjdhoz rendelhetiink tehat egy (X, y)
értékpart. A kérdéses szakaszt akkor ismerjiik teljesen, ha meg-
tudjuk mondani, hogy ezen a?-ek barmelyikéhez mekkora t id6
s barmely y-hoz mekkora v fesziiltség tartozik. Mérjuk Ggy az
id6t és a feszlltséget, hogy X = O-nak t= 0, y= 0-nak v=0

------

valamely ,y,-hez tartoz6 fesziiltség
i\ = HI- Volt. @)

Vizsgéljuk most azt, hogy valamely ay-hez mekkora tt tartozik.
Mig a folt vizszintes iranyban xxutat tett meg, a b eltérité

lemezhez * feszliltség érkezett. Ezalatt az id6 alatt a feltol-

tott Ct kondenzator, ha kapacitdsa C,

Q=C—
e
toltést vesztett.

De .
tld
—Jidt.
Q 0

Mivel azonban i nem maés, mint a kérdéses idG alatt konstans
it telitési aram,

CNr=itt
e
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s ebbdl
K

Ebben az egyenletben C és e kénnyen mérhet6. A B es§ te-
litési aramat a kovetkez6képpen mértem. Miutan az 05 pont-
bél az abscissa tengely iranyat a katodsugarral kijeloltettem,
kivettem a reléb6l a Ci kondenzatort, ekkor a folt minden kils6
Iokés érkezésekor az 0, pontba ugrott. Az 060 6 tavolsag nyil-
van nagyobb, legfeljebb egyenl6 az el6bb hazott vizszintes vonal
hosszaval, mivel most a C4 nélkil van ideje az As pontnak
legkisebb értékét felvenni, miel6tt a relé a telitési &ramot meg-
sziintetné. Az A3 pontnak ez a lehetd legnagyobb feszultség-
véltozésa :

Q-B*
hRa, e
tehat
0,0,
h eRa
azaz
R« 2)
0,0,

Az (1) és (2) segitségével az oscillogrammot kiértékelhetjik.

4. A szamlalocsd kisulésének oscillotjrammja.

A fent leirt modon a katddsugéaroscillograf erny6jén meg-
kaptam a szamlalécs6 Kisllésének oscillogrammjat (11. abra).
A felvétel exponalési ideje 30 sec volt. Az abrabdl lathato,
hogy a kozmikus belités megérkezte utdn az A pont feszilt-
sége el6szor gyorsan, azutédn lassan negativ értelemben né,
azaz a feltoltott szamlalécs6é Kislilése megkezdddott. Lathato,
hogy a jelenség ezen els6 része, melyet az 0 10 3 szakasz abra-
zol, az expondlasi id6 alatt toértént minden beltésnél egyfor-
man jatszodik le. Az 02 ponton tul haladva azt latjuk, hogy
egyes kisulések megszakadnak, de a meg nem szakadt KisUl6-
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sek gorbéi az QjOj folytatasdban tovabbra is egymasra esnek.
Az 08 felé haladva, a gorbe egyre halvanyabb lesz. Ez annak
a jele, hogy egyre tobb és tébb Kisilés szakad meg s az 0 &ig
alig néhany kisilés jut el. Lathatd, hogy a kisllés megszaka-
désa utan az A pont fesziiltsége negativ értelemben ismét
csokken, azaz a szamlalécsé az Rk ellendllason at dGjra fel-
toltédik. Mivel az egyes Kisulések kilénb6z6 id6kben szakadtak
meg, végsO allapotat is kiilonbozd id6pillanatokban éri el a cs6.

11. &bra.

Sven W eener tapasztalatait felhasznalva a 11. abra alapjan
a szamlalocs6 mikodését a kovetkezdképpen magyarazhatjuk.
A kozmikus sugar megérkezése utan a szamlalocsében o6nallo
kistilés jon létre. Az A pont feszlltsége a Kisullés kozben egyre
negativabb lesz, tehat tébb elektron érkezik a szalhoz, mint
amennyit onnan az Rk ellendllas lefutni enged. E miatt a
szamlalocsévon uralkodd fesziltség csokken, a Kistilési aram
egyre gyengébb lesz. Egy bizonyos feszlltség elérése utan (02
a kistilések kezdenek megszakadni. Ez a feszliltség megfelel
Sven Werner Fmuanak, melyen alil nem tudta az 6ndallo ki-
sulést tartésan fenntartani. Ezen fesziltség és a szamlalocs6
kezdeti feszlltsége &ltal hatarolt tartomanyba az egyes Kistilé-
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sek kiilonbdz6 mélyen hatolnak be s miel6tt a kezdeti feszilt-
seéget elérnék, valamennyien megszakadnak.

A kislilés tartama alatt a szamlalocsd fesziiltsége és a rajta
athaladé aram er@ssége valtozik. Ezek pillanatnyi értékét jeldl-
juk F, ill. i-vel Ha a szamlaldcs6 kezdeti feszultsége FO, akkor
Sven Werner szerint

V— V0= iRb

ahol Rb, a szamlalocsé belsé ellenallasa az altalunk hasznalt
aramerdsségeknél (i<l/zA)konstans. Mivel az i nagysagat a F— F0
fesziiltség szabja meg, a

V-V0= E

feszliltséget nevezhetném a szamlalocsé hatasos fesziiltségének.
Az igy atalakult
E=iRb 3

egyenlet azt mondja, hogy a szamlalécsévet arameloszlas szem-
pontjabdl helyettesithetjik olyan 6hmikus ellenallassal, mely a
csé bels6 ellendllasaval egyenld, végein pedig akkora fesziiltség
hat, mint a cs6 hatasos fesziltsége.

A kistilés kezdetének pillanatdban a cs6 fesziiltsége (F)
egyenl6 a telep fesziltségével (Ft). Ugyanekkor a hatédsos fe-
sziiltség értéke

EO— Ft— FO.

A hatasos feszliltségnek ezt az értékét a hatasos feszliltség kez-
deti értékének fogom nevezni.

Kisllés kozben a szalra felhalmozédott elektronok miatt a
F. értéke egyre csdkken s vele egyutt fogy a hatasos fesziiltség
is. A F legalacsonyabb értékét éri el, mikor a FO-al egyenl6vé
valik, ekkor a hatasos fesziiltség értéke

E= FO— F0= 0O

Arameloszlas, s ami benniinket érdekel, az A pont fesziiltség-
valtozdsai szempontjabol a szamlalocsé kore ezek alapjan a
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12. &bran lathaté rendszerrel
helyettesithet6. Itt EO a ha-
tasos feszliltség kezdeti ér-
téke, ¢ pedig a szalnak, a
hozza kapcsolt elektroncs6
racsadnak, vezetékeknek, stb.
karos kapacitasa. A t= 0 id6-
pillanatban létesitett (I, 3)
kapcsolas a kozmikus sugarat helyettesiti. Jeldljuk az A pont
valtozé fesziltségét v-vel s hatarozzuk meg id6beli lefolyasat.
Barmely t id6pillanatban

12. dbra

EO= iRh+ v,
de
i —ic-f-irm (;(: + Ric
Tehat
. . dv
7 —i— 1 Al _VRbD .
dt+J/\JRb+v Rk+Ctht v

A valtozok szétvalasztasa utan integralhatunk:

v | t

j (RO*TRYV-E Rkdv = ~Afp *"

A megoldas
EORk 1
Rb+Rk

Amennyiben a szamlalocsé belsé ellendllasa konstans, az
oscillogrammbdl nyert (v, t) értékparok eleget kell hogy tegye-
nek a 4. egyenletnek. Ha ezek kozul két értékpart kivalasztunk,
legyenek ezek (vv tt) és (vt, i2), ezek segitségével a 4. egyenlet
két ismeretlenje EO0 és Rb kiszamithatd.

Az egyenletben szerepl§ c-t a kovetkez6képpen mértem.
Készitettem a szamlalocsd kislilésérdl olyan oscillogrammot,
melynél az egyenletes vizszintes kitéritésnek els6, rovidebb
részére esik a szamlalocsé kisllése, a masik, hosszabb részben
a szamlalocs6é feltdlt6dése folyik le. Ebben a hosszabb részben

B cfioRk (4)
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kapott gorbék nem maéasok, mint a ¢ kapacitasnak az ellen-
allason at valo feltolt6dési gorbéi. Barmely gorbe két tetszd-
leges pontja, meghatarozza a c értékét.

A 11. dbran lathaté oscillogramm /?*=2'2.108 Ohm kiilsd
ellenallas mellett késziilt. A toltégaz 123 mm Hg nyomasu
hydrogéngaz volt. A c kapacitds méréseimnél 17*5.10—a F-ot
tett ki. Az oscillogramm
) tt= 11-5.10" *sec; v,=18-8 Volt
és

2= 5-9.10-%* « ; vZ= 130 «
értékpaijait kivalasztva a 4. egyenlet két ismeretlenjére a ko-
vetkezd értékeket kapjuk:

£m0=30-1 Volt, i?b=0-54.108 Ohm.

Ezek utadn a hatasos fesziltség (E=EO0—v), mint az id6 flgg-
vénye a 4. egyenlettel kiszdmithatd. A szamitas eredményét a

13. abra.
Matematikai és Fizikai Lapok. XLIV. 6
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13. abra kihGzott gorbéje abrazolja. A vonal melletti pontok
az oscillogrammbdl nyert értékek. A négyzettel jel6lt pont az
elsé leszakadasi helynek felel meg.

Megvizsgaltam a szamlalécs6 kistiléseit

a) kilonbozé telepfesziltségek mellett, de egyébként valto-
zatlan koridlmények kozott,

b) kulonbodzé kiilsé ellenallas mellett,

€) ugyanazon toltégaz kilonbdz6 nyomasa mellett,

d) tobb, egyforma nyomasu toltégaz mellett.

a) Aszamlaldcso kistlése kuilonboz6 telepfeszultségek mellett.

A fent ismertetett modon felvettem a 145 mm Hg nyomas(
hydrogéngazzal toltott szamlalocsd kisulésének oscillogramm-
jat kulonbozd telepfesziiltségek mellett. A kilsé ellenallas
[?fc=2'20.108 Ohm volt. Az 1. tablaban a V? jelzésl oszlop
feltinteti a felhaszndlt telepfesziiltségeket.

1. tablazat.
Szam VT Eb V,
1 1390 Volt 20-8 Volt 1369 Volt
2 1395 « 257 « 1369 «
3 1400 « 308 « 1369 «
4 1405 « 361 € 1369 «
5 1415 « 457 « 1369 «

Példaul a 2. szdmmal jeldlt 1395 Volt telepfesziiltséggel készilt
oscillogramm két értékparjat
vl— 2’5 Volt; il=1*1.10-4 sec
(€3]
n2=11-8 « ; t=7'1.10~4 «
kivalasztva a 4. egyenlet segitségével az EO és Rb kiszamithato.

Az eredmeény:
£ 0=25-7 Volt; ii~*0'59.108 Ohm.
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Ennek birtokaban a kisulést abrazolhatjuk (14. abra 2. goérbe).
A tobbi négy oscillogramm egy-egy (v, t) értékparjanak felhasz-
naldsaval az EO értékét mind a négy esetre kiszdmithatjuk a
4. egyenletbdl.* Az eredményt az 1. tablazat harmadik oszlopa

14. abra.

tinteti fel. A negyedik oszlopban a szdmlalocs6é kezdeti fesziltsé-
gét talalhatjuk, melyet a

V=V t-E 0
egyenletbdl nyerink.

* Ennél a szamitasnal mar csak egy-egy értékpar felvételére volt szik-
ség, mivel a cs6 belsé ellenallasa mind az 6t esetben ugyanaz.

6*
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A tablazatbol lathatjuk, hogy amennyivel emeltik a telep-
feszliltséget, annyival emelkedett a hatdsos feszliltség kezdeti
értéke, EO, ami véarhat6 is volt.

Az 0Ot Kkistlést a 14. dbra gorbeserege tunteti fel. Lathatd,
hogy kiilonbdz6 telepfesziiltségek mellett a Kislilés legelsé meg-
szakadasa 1 Volt-nyi pontossaggal ugyanazon hatasos fesziltség
{Emin) elérésekor kovetkezik be. A 14. abrabdl lathaté, hogy
minél nagyobb a telepfesziiltség s ezzel EO, annal kés6bb éri
el a hatasos feszilltség az Enm értéket; a cs6 az egyes Kisilé-
sek kozben annal hosszabb ideig ég.

Ha a telepfesziltséget s ezzel EGt olyan értékre emeljik,
hogy a gorbe i=°0-hez tartozé pontja sem éri mar el Enm-ot, a
szamlalécs6 mar nem szamol, hanem tartésan ég. A f=00-hez
tartoz6 hatadsos fesziltség értéke a 4. egyenletbdl

Fo—fo  fftn,

A tartos égés feltétele tehat

y EJk

QQ JHbAfik - y3min>
azaz

r l- RbD+RK
0jq = fumin’ *

(®)

A szamlalasi tartomany also hatara tehat az E0—O0, fels6 ha-
tarat az 6. egyenlet adja. A szamlalasi tartomany hossza ezek
szerint

JV=Emn—" rkE. (6)

Ugyanazon cs6nél tehat a szamlalasi tartomany annal nagyobb,
minél nagyobb Kkils6 ellenallast alkalmazunk.

b) A szamlalécsé kisiilése kiillonboz6 kilsé ellenallas mellett.

A mérést 61 mm nyomasU nitrogéngaztoltéssel, Vt= 1216
Volt telepfesziiltséggel végeztem. Felvettem a kistilés oscillo-
grammjat a 2. tablaban feltiintetett Rk értékek mellett.
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2. tablazat.

Szam Rk Emin dV (szamitott) dV (mért)
1 2-20-108% 29-5 Volt 72-2 Volt ~75 Volt
2 162 « 299 « 61-2 « 60 «
3 110 « 30-4 « 51'3 « tv.50 «
4 0-78 » 30-0 « 452 « M 45 «

Az oscillogrammok kiértékelése utan az ismertetett modon
kiszamitottam EO és Rt, értékét. Az eredmény:

EO= 38-2 Volt, Ro= 160.108 Ohm.

Ezen értékek segitségével a kisllés a 15. abra gorbeseregével
abrazolhaté. Az £jmn-ok a 2. tablazat harmadik oszlopaban
taldlhaték. Ha ezek kozul a legnagyobbat Ento=30-4 Voltot
fogadjuk el, kiszamithatjuk a 6. egyenlet alapjan az egyes Rk
értékekhez tartozé szamlalasi tartomanyt. A negyedik oszlop a
szamitas eredményét, az Otodik oszlop pedig a kozvetlentl
mért értékeket adja

15. &bra.
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c) A szamlaldcsé Kisulése ugyanazon toltégaz kilénboz6
nyomasa mellett.

Ugyanazon fife=2'20.108 Ohm Kkiils6 ellenallas mellett felvet-
tem a 61, 80, 100, 123, 145 mm nyomasu hydrogéngazzal toltott
szamlalocsd oscillogrammjat. Mivel a kisulés lefolyasara nem a
telepfesziiltség, hanem a hatdsos kezdeti feszliltség értéke jel-
lemz6, legalkalmasabb lenne az oscillogrammokat a hatasos
feszliltség ugyanazon kezdeti értéke mellett felvenni. Mivel
azonban ezt elére nem tudjuk, kénytelen voltam minden egyes
nyomasnal a szamlalasi tartomanyba esd, tobb telepfesziltség
mellett oscillogrammokat felvenni. Az a) fejezetben leirt médon
minden egyes nyomasra kiszamitottam az EO és fir, értékeket
s kikerestem a legnagyobb Emn értékét. Az eredményeket a
3. tablazat tiinteti fel.

3. tablazat.
Szam vV Rt .Emin VO AlV
1 61 mmHg 035.1082 110 956 Volt 80-0 Volt
2 80 « 042 « 13-0 1058 « 81-2 «
3 100 . 048 f 15-3 1162 « 855 «
4 123 « 054 « 17-1 1270 « 86-8 «
5 145 « 059 « 20-7 1369 « 980 «

Osszehasonlitas végett kiszamitottam a 4. egyenlet segitsék
gével a Kisllés lefolyasat az itt szerepl6 p nyomasok esetén
azon feltétellel, hogy a hatasos kezdeti feszliltség értéke minden

esetben
EO= 30 Volt.

A szadmitas eredményét a 16. dbra adja. A nagy pontok az
Emin-ot jelentik.

A F0= VT—EO egyenletbdl kiszamitottam minden egyes nyo-
mashoz tartozo kezdeti fesziltséget. Az igy kapott VO értékeket
tlnteti fel a 3. tablazat 6tddik oszlopa. Sven Werner a nyomas
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és kezdeti feszliltség kozott szambeli sszefliggést allitott fel.
Ezen osszefiiggésben két konstans szerepel, melyet két (p, FO
értékparbdl ki lehet szamitani. Sven Werner nyoman a 61 és
80 mm nyomadsu hydrogénhez tartozd FO értékek felhasznalasa-

16. 4bra.

val dbrazoltam a kezdeti fesziiltségeket a nyomas fiiggvényé-
ben- Ezt tunteti fel a 17. dbra kihGzott gorbéje.

A 3. tdblazat hatodik oszlopa végre az egyes nyomasokhoz
tartozé szamlalasi tartomanyt tinteti fel i?7°=2'20.108 Ohm
kilsé ellenallas mellett. Ezeket az értékeket a kapott Rb, Emn
értékekkel a 6. egyenlet altal szamitottam ki. Ha ezeket a AV
értékeket a 17. abraba rajzolt (p, VO) pontokra fligg6legesen
felrakjuk, a kapott pontok a szaggatott vonalat hatarozzdk meg.
Ezaltal a szamlalocs6é kislilésérdl alkotott képlinket a kovetke-
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z6kkel egészithetjik ki. A kihlzott vonal alatt fekv6 tartomany-
ban a szamlalocsé nem szdmol. A két vonal kozti terllet a szamla-
lasi tartomany, mely a nagyobb nyomasok felé kitagul. A szag-
gatott vonal folott fekvé teriletben a szamlalécs6 tartosan ég.

17. abra.

d) A szamlalécs6é kistlése tobb, egyforma
nyomasu gazban.

Megvizsgaltam a szamlalécsé kisiléseit 61 mm nyomasu
H-Nt, 0, és Ar toltéssel. A nyert oscillogrammokbdl az el6-
z6kben leirt moédon kiszdmitottam az fib-t és megkerestem

a legnagyobb Fminot. Az eredményt a 4. tablazat foglalja
magaban.
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4. tablazat.
Szam [ Gaz Rt -Emin v0 zly
1 Jh 0-35.104i 11-0 Volt 956 Volt 80-0 Volt
2 0, 118 « 142 « 1595 € 107 «
3 -V, 160 « 29-5 « 1180 « 122 «
4 Ar 1-72  « 216 « 705 « 48-2 «

[

A fenti tablazatban szerepl6 négy gaz anyagi tulajdonsagai
és a mért fib, ENM\n AV mennyiségek kozétt osszefiiggést nem
talaltam, ehhez a mérések szadmanak szaporitasara lenne szik-
ség. llyen 0Osszefliggés kimutatasa kés6bbi vizsgalat targyat
képezheti.

Figgelék.

A kisllés lefolydsaban lényeges valtozast veszlink észre, ha
Trost0 nyoman a t6ltdégdzhoz néhany mm nyomasu alkoholgézt
adunk. Az alkoholos csdveknél a Trost altal megfigyelt jelen-
segek kozll a kdvetkezbket tapasztaltam.

A szamlalasi tartomany rendkivili moédon megndvekedett, a
csO tbbbszaz Voltnyi terileten szamolt.

A telepfeszilltség noévelésével az A pont fesziltséglokései,
ellentétben az alkoholmentes csovekkel, nem ugyanannyival
novekednek, mint amennyivel a telep feszliltségét ndveltik.

A kisllés id6tartama az alkoholg6z hozzaadéasaval nagysag-
rendileg megkisebbedik.

Az utdbbi jelenség miatt a kistilés oscillogrammja az alkohol-
mentes csovekhez képest fényszegény képet ad. A Kkisilést
abrazolé halvany vonalat teljesen eltlinteti a hatalmas fény-
udvar, melyet a katédsugar a nyugalmi helyzetben vald relative
hosszu tartézkodasa miatt az ernyén létrehoz. Ez a fényudvar
az alkoholmentes csovek lassubb Kisiilésénél nem volt oly
zavard hatasl, hogy megsziintetésére sziikség lett volna.9

9 Zs. fur techn. Phys. 16. 1935, 407.
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Az alkoholos csdvek kisiléseinek vizsgalata el6tt azonban
ezt a nehézséget ki kell kiiszébélnink.

Jollehet a jelen dolgozatban az alkoholos csovek kistilésével
nem foglalkozom, ezek kés6bbi vizsgalataim targyat képeznék,
a kipprelé technikai Kkivitelének teljessége végett az emlitett
zavar0 korilmény kikiszobolésének egyik modjat itt adom.

Az Ujabb tipust katodcsdvekben a vilagitd folt élesre allitasa
az 0. n. elektronlencsével torténik. Az elektronlencse két egy-
forma fémlemezbdl all. Egyik maga az anddlemez; a masik, az
0. n. lencseelektrdd, az anodlemeztél 0‘5—1 c¢cm tavolsagban,
ennek a katod felé néz6 oldalan van elhelyezve. Mindkét lemez
kozépen &t van fdrva, hogy a katdédsugar a lyukon athalad-
hasson. A lencseelektréd fesziltségének valtoztatasaval valtoz-
tatjuk a két lemez kozott létesilt elektrosztatikus teret, mely
a katdédsugarra hasonlé hatast gyakorol, mint a gydjt6lencse a
fényre. A lencseelektrod segitségével a folt élességét az erny6n
valtoztatni tudjuk s elérhetjik azt is, hogy a folt az ernyén
egydltaldban nem jelenik meg.

A Kipprelé mikodése kozben adjuk a lencseelektrodra kon-
denzatoron &t az pont (9. &bra) I0késeit. Mivel ezek a
lokések az AX pont lokéseinek- (5. abra) tlikdrképei, a kozmikus
beiités pillanataban a lencseelektrédra nagy negativ fesziiltség-
Iokés érkezik. Elegendé nagy atvivé kondenzator esetén s ha
a lencseelektrod a fix feszultséget ad6 teleppel elegend6 nagy
ellenallason &t van dsszekdtve, ezt a feszlltségtdbbletet meg is
tartja a Il. allapot végéig. Ekkor ismét eredeti allapotaba kerdl
vissza.

A fix fesziiltség alkalmas megvalasztasaval elegendd nagy
(160—200 Volt) Iokéssel elérhetjik, hogy a vilagitd folt csak a
Il. &llapot tartama alatt jelenik meg az erny6n, az I. allapot
alatt pedig a katodsugar a cs6ben szétszérddva az ernyén nem
képez foltot. De éppen a Il. allapot alatt torténik az oscillo-
gramm benniinket' érdekl6 részének felvétele.

Tehat ilyen modon elérjik, hogy a kozmikus belités pillana-
tdban a vilagito folt megjelenik az ernyén. Egyenletes vizszintes
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eltérités mellett leirja a kivant oscillogramm részt, majd a
1. allapot megszlintével, mikor az egyenletes vizszintes kitéri-

P

tés megszinik, a vilagité folt eltlnik az ernydrdl.

18. é&bra.

A 18. abran lathatd oscillogrammnak, mely egy kondenzator
kisulését és feltdltédését abrazolja (1. kép), alsd része ilyen
maédon -eltiintethetd (2. kép).

Méréseimet a Kir. Magy. Pazméany Péter Tud. Egyetem
Kisérleti Fizikai Intézetében végeztem. Ezlton is halas koszo-
netemet fejezem ki az intézet igazgatdjanak, dr. Tangl Karoly
egyet. ny. r. tanar drnak, ki munkam elvégzését intézetében
lehet6vé tette. A Természettudoméanyi Tanacsnak kdszondm az
anyagi tamogatast. Koszénetemet fejezem ki dr. Forré Magdolna
tanarsegéd kisasszonynak, valamint v. dr. Barnéthy Jens tanar-
segéd Urnak allandé érdeklédésiikért és értékes tanacsaikért.
Kurtha Géza mUszerész Urnak a készulékek 0Osszeallitadsanal
igénybevett segitségét ezdton is kdszonom.
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Osszefoglalas.

Dolgozatom célja a Geiger—MILLERféle szamlalocsében a
kozmikus sugdrzas Altal Iétrehozott kisliléseknek vizsgalata volt.
A szamlalocsé hengerét a telep negativ polusahoz, szalat
pedig nagy (kb. 109 Ohm) ellenallason keresztll a telep pozitiv
pélusahoz kotjik. A Kisulés lefolyasara a szamlalocs6é szalanak
feszlltségvaltozasaibol kovetkeztetiink. E végb6l a szalat az
oscillograf fligg6leges eltéritd lemezéhez kapcsoljuk, vizszintes
eltéritésre pedig a GABOR-féle kipprelét hasznaljuk.

Az igy el6allitott oscillogrammbol a kdvetkez6ket olvashatjuk ki:

Az egymasutan kovetkez6 Kistlések egyforman folynak le,
de az egyes kislilések id6tartama kulénbodzé.

A Kkisilési gorbe két pontjanak segitségével Kkiszamithatd a
szdmlalocs6 belsd ellendlladsa (/%) s kezdeti fesziiltsége. Az igy
nyert két érték segitségével szerkesztett elméleti Kisiilési gorbeé-
vel a tényleges Kisulési gorbe kielégit6 médon egyezik. Ez meg-
egyezésben van Sven Werner azon meéréseivel, amelyek szerint
Rb a kis aramerdsségeknél (kb. 10/iA-ig) allandé.

Kilénboz6 telepfesziiltségek mellett vizsgalva a szdmlaldcsd
kistilését, azt talaljuk, hogy nagyobb telepfesziiltségeknél a ki-
sulés tovabb tart. Mindegyik telepfesziiltséghez megkereshetjik
a szamlalécs6nek azt a fesziiltségét, melynél a legrdvidebb ideig
tarté kistlés megszlinik. Azt taldljuk, hogy a kilonboz6 telep-
feszliltségekhez tartoz6 ezen Frm értékek egy Voltnyi pontos-
saggal megegyeznek. Ez megegyezésben van Sven Werner Vizs-
galataival.

A szamlalasi tartomany vizsgalatanal azt taldltuk, hogy ezt
a kilsé ellenallas novelésével tagithatjuk.

Ugyanazon toltégaz kilonbdz6 nyomasa mellett vizsgalva a
kistléseket, azt taldltuk, hogy a nyomassal a bels§ ellenallas,
valamint a szamlalasi tartomany né.

Veégil négy kilonbdz6 gazban vizsgaltam a szamlalocs6 ki-
sulését s kiszamitottam a hozzajuk tartozo bels6 ellendllast és
szamlalasi tartomanyt.
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A flggelékben oly berendezést irtam le, mellyel gyors ki-
stléseknél elkerdljik a nyugalmi pontban sokaig id6z6 katéd-
sugarnak a fényképez6lemezre gyakorolt zavaré hatasat. Ezen be-
rendezésnél a GABOR-féle relé alkalmas pontjan kapott fesziiltség-
Iokés az oscillograf elektronlencséjére keril s a vilagité pontot
az erny6rél a vizsgalanddé oscillogramm leirasa utan eltlinteti.

Béli Béla.

UNTERSUCHUNG DER IM GEIGER— MULLER SCHEN
ZAHLROHRE AUFTRETENDEN ENTLADUNGEN
MITTELS KATHODENSTRAHL-OSCILLOGRAPHEN.

Zweck der Untersuchung war die Erforschung der Entladungen im
Geiger— MULLER-schen Zahlrohren. Das Zylinder des Z&hlrohres wird un-
mittelbar mit dem negativen Pol, der Faden durch einen grossen (I090hm)
W iederstand mit dem positiven Pol einer Hochspannungsbatterie ver-
bunden. Auf den Verlauf der Entladung kénnen wir aus den Spannungs-
anderungen des Fadens schliessen. Um diese verfolgen zu kdénnen, ver-
binden wir den Faden mit der vertikalen Ablenkungsplatte eines
Kathodenstrahl-Oscillographen. Zur horizontalen Ablenkung benltzen
wir ein Kipprelais nach Gabor. Aus den erhaltenen Oscillogrammen
kénnen wir folgende Schliisse ziehen. Die einzelnen Entladungen sind
in ihrem Verlauf ahnlich, aber ihre Zeitdauer ist verschieden. Mit Hilfe
von zwei Punkten der Entladungskurve kann man den inneren W ieder-
stand des Zahlrohres (Ru) und die Anfangsspannung berechnen. Mit
diesen zwei Werten kann man eine theoretische Entladungskurve
konstruieren, welche mit der wirklichen Entladungskurve gentgend
Ubereinstimmt. Dieser Umstand steht in gutem Einklang mit Befund
von Sven Werner, nach welchem Rb bei kleinen Stromstirken kon-
stant ist.

Wenn wir die Entladung bei verschiedenen Batterie-Spannungen
untersuchen, finden wir, dass bei grdsseren Batterie-Spannungen die
Entladung ldnger dauert. Zu jeder Batterie-Spannung kdnnen wir jene
Spannung des Z&hlrohres finden, bei welcher die am kirzesten dauernde

Entladung abgebrochen wird. Wir finden, dass diese Umin Werte bei
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den verschiedenen Batterie-Spannungen mit einer Genauigkeit von
1 Volt Ubereinstimmen. Dies stimmt mit den Untersuchungen von Sven
Werner iberein.

Bei der Untersuchung des Zahlbereiches ergibt sich, dass dieser
Bereich durch die Vergrdsserung des dusseren W iederstandes vergrossert
werden kann.

Wenn wir die Entladungen bei gleichbleibendem Fullgas, aber ver-
schiedenen Gasdrucken untersuchen, ergibt sich, dass mit dem Drucke
sowohl der innere Wiederstand, wie auch der Z&hlbereich grdsser wird.

W eiter untersuchte ich die Entladung des Z&hlrohres bei vier ver-
schiedenen Gasen und berechnete die dazu gehdrenden inneren Wieder-
stande und Zahlbereiche.

Im Anhang beschreibe ich eine solche Einrichtung, mit der wir bei
raschen Entladungen vermeiden konnen, dass der in dem Ruhepunkte
lange verweilende Kathodenstrahl das viel lichtschwéchere Oscillogramm
auf der photographischen Platte stért. Bei dieser Einrichtung wird
der von dem geeigneten Punkte des GABOR-schen Beiais abgenommene
Spannungsstoss an die Elektronlinse des Oscillographen gelegt und lasst
den leuchtenden Punkt nach der Beschreibung des untersuchenden
Oscillogrammes von dem Schirm verschwinden.

Béla Béli.



UJ MODSZER AZ ELEKTROLITEK
MAGASFREKVENCIAJU VEZETOKEPESSEGENEK
MEGHATAROZASARA.

Bevezetés.

Debye €S Falkenhagenl az elektroliteken végzett elméleti
vizsgalataik folyomanyaképpen elére kimondottdk, hogy az igen
magas frekvencidju aramkorbe helyezett elektrolit vezet6képes-
ségének az alacsonyabb frekvencidkon mért vezet6képességhez
viszonyitva meg kell ndévekednie. Az effektust, melyet a régebbi
elektrolit elméletekkel meg sem lehetett volna magyarazni,
tobbeknek® sikerdlt kimutatni, lemérni és azt az elmélettel jo
kozelitésben megegyez6nek talaltak.

Debye €S Falkenhagen €lmélete a régiekt6l abban tér el,
hogy az oldatban levé ionok kolcs6nds hatadsat még a nagy
higitasok esetében is figyelembe veszi és egy, az elektromos
el6térben elmozduld ionra haté Uj er6t vezet be, az ugy-
nevezett relaxatids er6t. Ezt az er6t a kovetkez6képpen magya-
rdzzak. Tegylk fel, hogy a kils6 térerésség nulla. Ekkor az
ionok kélcsonds vonzasuk és taszitdsuk kovetkeztében egyen-

1 Debye P. és Falkenhagen H. Phys. Z. 29. 401. old.
2 Sack-H. Phys..Z. 29. 627. old.
Rieckhoff H. Ann. Phys. 2. B77.-old.
Rieckhoff H. és Zahn H. Z. Phys. 53. 619. old.
Zahn H. Z. Phys. 51. 350. old.
Wien M Ann. Phys. (5) 11. 429. old., Phys. Z. 31. 793. old.
Neese 0. Ann. Phys. 8. 929. old.
Schiele J. és Wien M Ann. Phys. 7. 624. old.
Deubner A. Phys. Z. 30. 946. old., Ann. Phys. 5. 305. old.
Malsch J. Phys. Z. 33. 19. old., Ann. Phys. 12. 865. old.
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sulyi helyzetet vesznek fel, vagyis ugy helyezkednek el, hogy
az Osszes tobbi ionoknak egy tetsz6legesen kivalasztott ionra
valé hatasanak ered6je zérus. Ekkor az ion és az azt korulvev6
tébbi ion helyzete centralszimmetrikus. Ha azonban a kuls6
elektromos teret bekapcsoljuk, akkor az ionok a toltéstiiknek
megfeleléen egymassal ellentétes iranyban elmozdulnak, minek
kdvetkeztében az eredetileg centralszimmetrikus ionfelh§ asszim-
metrikussa lesz és a kivalasztott ionra fékezd erét fog gya-
korolni. Ez a relexatios er6. A fellépd fékez6 er6 kovetkeztében
az ion vandorlasi sebessége csokken, vagy ami vele egyértelm,
az oldat vezet6képessége kisebb lesz.

A fékezd er6 csbkkenthetd, ha az elektromos er6tér hatasara,
csak oly keveset mozdul el az ion a nyugalmi helyzetéb6l, hogy
ez az allapota az el6bbit6l csak lényegtelenil kulonbézik. Ez
bekovetkezik, ha a kiilsé6 elektromos er6tér igen nagy frekven-
ciaju, mikor is az ionok csak ide-oda rezg6 mozgasokat végez-
nek a nyugalmi helyzetik koéril, de annyira nem tavolodnak
el ettdl, hogy lényeges fékezd erd felléphessen, vagyis a magas-
frekvencidju térben az elektrolit vezet6képessége megndvekszik.
Az effektus, amely az elektrolitek mindségétdl és azok koncentra-
cigjatol fligg, csak igen magas rezgésszamu arammal mérve
mutathaté ki, és akkor is csak széazalékrend(i. Az eddig kidol-
gozott mérémaddszerek esetében az 1—16 m.-ig terjed6 hullam-
savnak megfelel6 frekvencidkat alkalmaztdk. Természetesen ily
magas frekvencidknal az eddig szokasos vezet6képesség mérési
mddszerek nem alkalmazhatok, hanem U(j mddszereket kellett
kidolgozni. Méréseim célja egy oly mérémaddszer kidolgozasa
volt, mely a tobbi mddszer hibaitél mentes. Ezt, mint a tovab-
biakbdl kitlinik, sikerdlt is elérnem.

A mérédmaébdszer.

Az idézett szerz6k altal kidolgozott eljarasokat itt nem ismer-
tetem. Csupan azt emlitem *meg, hogy e mdédszerek kozds hat-
ranya, hogy igen nagy kovetelményt tamasztanak a magas-
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frekvenciaju rezgéseket el6allitd berendezéssel szemben Ugy a
rezgések intenzitasat, mint a rezgésszam allanddsagat illet6leg.
Ugyanis e mérémaddszerek kozos jellemvonasa, hogy az elektrolit
vezet6képességének mérését visszavezetik egy hangolt korben
folyd rezonans aram intenzitdsdnak mérésére. Ez a rezonans
aram azonban nemcsak az elektrolit vezet6képességének a fligg-
vénye, hanem els6sorban az addéban folyd magasfrekvenciaju
aram intenzitasaval aranyos. Nyilvanvald, ha ez utobbi ingado-
zik, Ggy ez az ingadozas az elektrolit vezet6képesseégének a
méresében is teljes sullyal szamitadsba jon. Ha az add inten-
zitas ingadozasa pl. 1%, akkor a mérés pontossaga sem lehet
ennél nagyobb, ha a tobbi hibatol el is tekintink.

Ezt a hibat elkerilend6, az emlitett szerz6k nagy méretd
akkumulatorokkal és kulonleges eljarasokkal igyekeztek az ado
konstans mukddését biztositani.

A munkam céljaul egy oly mérémaddszer kidolgozasat tiz-
tem ki, mely az add intenzitds ingadozésaibdl eredd hibakat
kiklszoboli, az elektrolit magasfrekvencidaju vezet6képességének
meghatarozasat nagyobb pontossaggal teszi lehetévé, és végiil
az adonak a taplalasat a korulményes és draga akkumulator
Uzem helyett a halézatbol is megengedi.

A mérémodszerem elektrédnélkilli és a Rieckhorr3 &ltal
alkalmazott eljarashoz hasonld. Kulonbség csak a Lecher-rend-
szer elénydsebb hangolasdban és a differencidl mérést meg-
enged6 baretterpar alkalmazédsaban van. Ami a mérémaodszerem-
ben Uj és lényeges, az a barettpar kiegyenlitésének megoldasa
és ezzel a mérés pontossdgadnak az adointenzitas ingadozésai-
tél valé fliggetlenitése.

A mérémodszerem lényege a kovetkez@; az ellenitemd cs6-
generator tekercsével A induktiv csatolasban van egyrészt az
L Lecher-drdtpar, masrészt a A'kompenzaldkor. 1. abra. A Lecher-
rendszernek az adoétél tavolabb es6é végét egy drdétiv Z zarja le.
Ebben az ivben helyezhet6 el a hengeres Uvegpohar K, mely

3 Rieckhoff H. Ann. Phys. 2. 577. old.
Matematikai és Fizikai Lapok. XLIV. 7
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a mérendd elektrolitét. tartalmazza. A zar6ivvel laza induktiv
csatolasban all az M mérékor. A benne folyé magasfrekven-
ciaju aram intenzitasa aranyos a Lecher-rendszerben folydéval.
A H hid eltoldsaval a Lecher-rendszert az ad6é rezgéseivel
rezonanciaba hozzuk. Ekkor a drotivben az aramer6sségnek
maximuma van. Az elektrolitba behatol6 magneses er6vonalak
abban orvényaramot indukalnak. Az elektrolit altal felvett ener-
gia a rendszert csillapitja és igy Z zardivben a rezonans aram
intenzitasa az' elektrolit vezet6képességének a fliggvénye. Vagyis
minél nagyobb az elektrolit vezet6képessége, annal kisebb lesz
a rezonans aram és ennek megfelel6leg kevesebb aram indu-
kéalédik a rendszerrel csatoladsban 1év6 M mér6kdrben.

A mér6kérben folyé magasfrekvenciaju aram intenzitasanak
mérése a belekapcsolt baretter B1 segitségével torténik oly-
maédon, hogy a baretternek a magasfrekvenciaji aram intenzi-
tasatol fuggo ellenéllasat Wheatstone-hidban mérjik. A K kom-
penzalékdrben szintén van egy baretter Bv ez képezi a hid
maésik agat. A kompenzalokor az adoéval induktiv csatolasban
lIévén, ennek ellenallasa ugyancsak az add altal elgallitott magas-
frekvenciaju rezgések intenzitasatdl fligg. Ha tehat az adointen-
zitds ingadozasai kovetkeztében a mérdkor baretterének Bt
ellenallasa n6, vagy csokken a kompenzalé kor barettere B%is
hasonldképpen viselkedik. Tehat a Wheatstone-hidnak az egyen-
sulya sem fog valtozni, feltéve, hogy a baretterek ellenallas
viszonyat Ugy valasztottuk meg, hogy az adé ingadozasait''Szim-
metrikusan kovessék.

A Wheatstone-hid baretteres &gaiban a baretterekkel sorba
van kapcsolva az lit valtoztathaté ellendllas és a kis
ellenallasa milliamper méré. Az elsé a baretterpar kiegyenli-
tését, a masik pedig az ezeken atfolyé egyendram intenzitdsa-
nak mérését teszi lehetdvé.

Az effektus mérése mar most kovetkez6képp torténik: KCI
és MnSO”bdl olyan oldatokat készitek, melyek alacsonyfrekven-
ciaju vezet6képessége megegyezik. A KCI oldatot a méréedénybe
ontdém és a mérd, illetéleg kompenzald korok csatolasanak kelld
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bedllitdsaval elérem, hogy a baretterek ellenallasanak aranya
akkora lesz, mint amekkorat a Wheatstone-hid null-aganak az
arammentesitése megkivan. Ezutdn a KCI oldat vezet6képes-
ségét 2—3%-kai novelem. Mivel a vezet6képesség novekedése
a rezonans aram intenzitasat csokkenti, kisebb lesz a mérékor
baretterének ellenalldsa is. Tehat az eredetileg kiegyensulyozott
Wheatstone-hid galvanométere kitér és kitérése a vezetéképes-
ség noOvekedésével lesz aranyos. Ebb6l meghatarozom, hogy
1% vezet6képesség ndvekedésnek hany skalarész galvanométer
kitérés felel meg. Ezutdn a KCI oldatot kicserélem egy oly
MnSOi oldattal, amelynek alacsony frekvencidju vezet6képes-
sége megegyezik az els6 KCI oldat vezet6képességével. Mivel
ennek a magasfrekvenciaju vezet6képessége nagyobb, mint a
KCI oldaté volt, a galvanométer szintén kitér. A skalarészekbdl
meghatarozhatom az MnSOi oldatnak a KCI oldathoz viszonyi-
tott vezet6képesség novekedését. Azért kell a KCI oldatot 6ssze-
hasonlité oldatul valasztani, mert ennek az effektusa az MnSOt

oldathoz viszonyitva Kicsiny.

A baretterpar kiegyenlitése.

Miutdn mérémodszerem alapjat a baretterek kompenzal6
kapcsolasa képezi, forditsuk figyelmiinket a baretterre.

Fessenden Utan, baretternek neveziink minden olyan, vékony,
tobbnyire platina, vagy wolframszalbol készitett drétot, amely-
nek ellenalldsa a rajta atfolyé magasfrekvenciaju aram intenzi-
tdsanak flggvénye lévén, ez utdébbi mérését lehetdve teszi.
Hogy az aram okozta Joule-h6 minél magasabb h&mérsékletre
hevitse a szalat, a levegd okozta héelvezetést is meg kell sziin-
tetni és ezért a szalat evakualt térbe helyezik. Minél vékonyabb
a baretterrel mérni. Ezért azt tobbnyire a Wollaston-szal mara-
tasa utjan készitik. Mivel az én mddszeremben az ad6 elegend6
magasfrekvencidju energiat allitott el§, nem volt szikségem
ilyen rendkivil vékony szalakra és a célnak igen megfeleltek
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azok a kis izzolampacskak is, melyeknek fogyasztasa 4 voltnal
35—40 milliamper volt. Ezekbdl egy sorozat allt rendelkezé-
semre az Ujpesti Egyesiilt 1zz6lampa r. t. igazgatdsaganak szi-
vessége folytan.

Vizsgaljuk meg, mi annak a feltétele, hogy az altalaban egy-
mastél kilonboz6 ellenallaskarakterisztikaval bird baretterek az

2. &bra.

ellendllasukat az izzitédram bizonyos intervalluméban ugy val-
toztassak meg, hogy ellenalldsaik arédnya allandé maradjon.
Wien4 is megkisérelte, ennek a kérdésnek a megoldasat, de
amint irja, nem sok eredménnyel.

A 2. abran lathaté egy 4U, 35MA fogyasztasi biztositd
lampécska ellenallaskarakterisztikaja, az izzitodram flggvényé-
ben. (f(i) gorbe.)

4 Malsch J. és Wien M Ann. Phys. 83. 310. old.
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Miel6tt a kiegyenlités problémajat targyalnank, azt kell el-
donteni, hogy a karakterisztika melyik pontja alkamlas munka-
pontul. Nyilvan az, amelyiknél az adott izzitéaram er@sség val-
tozésara, a legnagyobb ellendllas valtozas kovetkezik, mert ez
donti el a mérés érzékenységét. Hogy ez 4 koriilmény mennyire
fontos, kitlinik abbdl, bogy az elektrolit vezet6képességét éppen
a baretter ellenalldsdbol kell meghataroznunk. De ha a baretter
nem reagal nagy ellenallasvaltozassal az elektrolit vezet6képes-
ségének valtozadsara, akkor pontos mérés alig lehetséges, mert
a baretter ellenallasat nem all moédunkban tetsz6leges pontos-
saggal megmérni. Ennek ugyanis, a technikai nehézségekrdl
nem is beszélve, hatart szabnak a kils6é temperatura ingado-
zdsok kovetkeztében el6allé ellenallasvaltozasok.

A baretter munkapontjaul a karakterisztika ama pontjat kell
valasztani, amelyben az izzitodram, mondjuk 1%-0s megvalto-
zasa a legnagyobb szazaléku ellenallasvaltozast vonja maga utan.
A maximalis érzékenységli pontot magabdl az elleridllaskarak-
terisztikabol hatarozhatjuk meg az aldbbi modon.

Valtozzék meg az aram intenzitasa di-xel Ennek kdvetkezté-

ben a baretter ellenallasa dr-rel. — és a — hanyadosok je-

lentik az aramerdsségnek, illet6leg az ellenallasnak az %és r
kezdeti értékhez viszonyitott megvaltozasat. Nyilvanvald, hogy

annal érzékenyebb lesz a baretter, minél nagyobbb-(-j-E relativ
ellendllasvaltozassal koveti az adott EIE relativ intenzitasval-
tozast. A maximalis érzekenységli pontja a karakterisztikanak
azon i értéknél lesz, ahol a dv d7'—hé1nyados a maximumat

éri el. Ez a hanyados az i fuggvénye s jeléljuk F(i)-xel Ha az
ellenallasgérbe egyenletét r—f(i)-xe1 jeléljuk, akkor a baretter
érzékenységi gorbéjének egyenletét igy irhatjuk fel:

dr
—JL= L~ —jA*
di  r di Jf(i)) W
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Mivel f(i) pontosan nem ismeretes, azért az érzékenységi
gorbét az (1) egyenlet alapjan az ellenallasgérbébdl grafikus
eljarassal hataroztam meg. A gorbe menetébdl lathaté (2. abra
szakgatott vonal), hogy az érzékenységnek elég éles maximuma
Tan. De ebbdl rogtén kovetkezik, hogy sulyt kell helyezni az
izzitdbaram, vagyis a munkapont helyes beallitadsara. Jeldljik a
legalkalmasabb munkaponthoz tartozé aramer6sséget /-vei. Az
1—6*4 MA esetében van az érzékenységnek maximuma és itt
az értéke t'25. Ez annyit jelent, hogyha az izzitbaram meg-
véltozik 1%-kal, akkor ez 1'25%-o0s ellenallasvaltozast okoz.

Wien az altala alkalmazott baretterek érzékenységi gorbéjét
nem a karakterisztikabol, hanem kozvetlenil hatarozta meg.
Megemlitem, hogy az altalam grafikusan meghatéarozott gorbe
menete az 6vével5 teljesen egyezik. Az én eljarasom kdénnyebben
keresztlilvihetd és ezért egyszer(ibb.

Miutan ismerjik a baretter legérzékenyebb pontjanak meg-
hatarozésat, ratérhetiink a baretterpar kiegyenlitésének problé-
majéara.

A cel tehat az, hogy azok az ellenallasingadozasok, melyek
a mér6 és a kompenzalé kérben az add intenzitds ingadozasai
kdvetkeztében egyidejlileg jelentkeznek, ne valtoztassak meg a
baretterek ellenalldsanak aranyét, s igy a Wheatstone-hid egyen-
stulya megmaradjon.

A mér6kor baretteréll tobb lampéacska kozil azt valasztottam,
amelyiknek az érzékenységi maximuma a legnagyobb volt.
A kompenzalokor baretteréll pedig olyat, amelyiknek az ellen-
allaskarakterisztikdja az elébbiével leginkdbb megegyezett. llyen-
forman adva volt két nem nagyon kulonbézd ellenallaskarakte-
risztikdju baretter és a mér6koér baretterének érzékenységi
maximuma &altal meghatarozott aramerdsség. A baretterek maxi-
malis érzékenységli helyéhez tartozé meredeksége és ellenallasa
kilénbdz6k voltak. A gorbék meredekségén nem valtoztathattam,
mert ezek a lampéacskdk belsd konstrukcidjaval vannak meg-

5 Maisch J. és Wien M Ann. Phys. 83. 309. old.
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hatarozva. A lampéacskak elé, kivilrél kapcsolt ellenallasokkal
ugyan, a karakterisztikakat 6nmagukkal parhuzamosan félemel-
hettem, de erre az eljarasra irja Wien,6 hogy megkisérelte, de
nem nagy eredménnyel. El kellett tehat donteni, hogy elvileg
van-e lehetésége a két karakterisztikat a baretterek elé kapcsolt
ellenallasok segitségével Ugy megvaltoztatni, hogy az ket izzitd
aramok intenzitdsanak egyforma aranyd megvaltozasa esetében
a baretterek ellenallasanak aranya is allandé maradjon.

Fejezze ki a mérdkor baretterének ellendllaskarakterisztikajat
az r,= f{i)j és a kompenzalékorét pedig az r2= f(i\ egyenlet.

Annak a feltétele, hogy az T—2 arany az i értékét6l fuggetlen
legyen az, hogy e hanyados ir-szerinti derivaltja minden i ér-
téknél eltlinjon.

Ez éaltalaban nem teljestil, de nem is sziikséges. Elég, ha a
gorbének egy szakaszara nézve igaz. E szakasz kozéppontjanak
abszcisszaja legyen az érzékenységi maximummal meghatarozott
i=1 és a hatarai az I-1 kérulvev6 +Ai és —Ai, ahol a -j-Ai
és a —AI jelentik az ad6 altal indukalt aram | kozépérték
korlli maximalis ingadozasat. Mivel mar egyszerl eszkdzokkel
sikerlil az adé intenzitdasanak &allandésagat 1—2 ezrelékig biz-
tositani, azért Ai-k ezrelék rendliek lévén, a karakterisztikanak
az A&ltaluk hatarolt igen Kicsi darabjat feltétlentl egyenesnek
tekinthetjuk, kilénodsen akkor, ha még azt is figyelembe vesszik,
hogy itt a karakterisztika legegyenesebb részével van dolgunk.

A mérékor baretterének ellenallas egyenesét (a munkapont
kis kornyezetében) irja le az rt= M-f-aj és a kompenzal6
baretterét pedig az ra= K+ aZd egyenlet, ahol at és a2 az
egyenesek iranyhatarozdja, M és K az egyeneseknek az ordi-
nataval vald metszéspontjanak tavolsdga az origotol. A baret-
terek ellenallasdnak ardnya akkor lesz fliggetlen az aram inga-
dozasatél, ha ezek aranyanak i szerinti derivaltja zéréval egyenl6.

6 Maisch J. s Wien M. Ann.'Phys. 83. 310. old.
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Azaz

. =0,
di )

mikor is
Ma2= Kat. (3)

Az ax és a2 egyltthatokon nem valtoztathatunk, mert azokat
a munkapont helyzete hatarozza meg. De az M és K konstansok,
a baretterek elé kapcsolt ellenallasokkal megvaltoztathatok.
Ugyanis, ha a baretterrel egy ellenallast sorba kapcsolunk,
akkor az ennek az ellenallasat ndéveli, ami azaltal jut a gorbén
kifejezésre, hogy azt fiigg6legesen, de 6nmagaval parhuzamosan
felemeli. lly médon az ellendllas egyenes, mely nem mas, mint
a gorbe | abszcisszahoz tartozd pontjanak az érint6je, szintén
emelkedik. S igy médunkban &ll minden esetben az M, illet6leg
K konstansokat el6tétellenallasokkal Ggy megvaltoztatni, hogy
a (3) feltétel teljesiljon. Ismét hangsulyozom, hogy ez csak
addig igaz, amig a karakterisztika kérdéses része egyenesnek
tekinthetd. Tovabha feltételeztiilk, hogy mindkét baretteren egy-
idejlileg egyenld intenzitdsu aram folyik at. (Ez utdbbi feltételt
kénnyld megvalositani, mert a koroknek csupan az addéhoz valo
csatolasat kell megfeleléen beallitani.)

Tegylk fel, hogy ismeretesek az M,K,ai és a2 konstansok.
Harom eset lehetséges a nullfeltétel figyelembe vétele alapjan:

1. M =Ka- Ez esetben a baretterpar ki van egyenlitve,
tehat nem szikséges el6tétellenallds bekapcsolasa. Ez altaldban
nincs igy, csak véletlentl lehetséges.

M==K— « Es pedig M< K— , ez esetben az M-mel
jelzett barettear2 elé M '=KZT Maﬁagységu ellenallast kap-
csolunk, mikor is a nullfeltétel teljesdl.

3. M> K— ¢ Az egyenletet K-ra nézve oldjuk meg és ez
elé kapcsoljulzza K* nagysagu ellendllast.

A fejtegetéseimbdl Kitlinik, hogy a barettereket az egyik
vagy masik elé kapcsolt ellenallasokkal mindig ki lehet Ggy
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egyenliteni, hogy azok ellenéllasaranya, az izzit6 aram bizo-
nyos intervallumaban allandénak tekinthetd. Az el6tét ellenallas
nagysaga, az imént mondottak szerint szamithaté. Csakhogy
ehhez ismerni kellene az M, K, av a2 konstansokat. De ezek-
nek a meghatarozasa igen korilményes lenne s az ellenallas-
karakterisztikdkbdl nyerhetd értékek, csak tdjékoztatasra jok.
Az aldbbiakban azt a kisérleti eljarast fogom ismertetni, mely-

3. ébra.

nek alapjan az el6tétellenallds meghatarozhaté a konstansok
ismerete nélkil.

Jeldljuk a két baretter ellenallasat az egyenes mentén rir
illetéleg ravel (3. abra).

AT—hényados csak akkor lesz fiiggetlen az i-t6l, ha az

egyenesek az abszcisszatengelyen metszik egymast. Ehhez az.
rx egyenest egy M' darabbal fel kell emelni. M az az ellenallas,
amit az M elé kell kapcsolni. A M' ellenallast a kovetkez&kép
szamithatjuk.

Az it és i2 intenzitasoknal Kkisérletileg meghatarozzuk a
baretterek ellenallasat. Ezek Rv Rs és R\, R% (Az it és a
gorbe egyenes részén vett érték.) Ha az rxegyenest, M' darabbal,
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-6nmagaval parhuzamosan felemeljik, akkor az Rt és Rtis M'-rel
nagyobb lesz. Ez esetben azonban
u, K
RI+M"  Rt+M" * @)
ahonnan
tf _ RjRy RJjRIi
M= Rt-Rt ° ©)

Ha M' szdmara negativ érték adddnék, akkor

i, K m
R,+K'" ~ R,+K"’ W
ahonnan L L
i RRI RR) y.
R.-R,

ahol K" az r2 elé kapcsoland¢ ellendllast jelenti.

Megjegyzem, hogy a baretterek ellenallasanak a meghatéaro-
zésa igen egyszer(ien eszkdzdlhetd, de még igy is ez az eljaras
-csak inkdbb elméleti jellegi, mert a baretterek kisérleti ki-
egyenlitése, amint azt majd kés6bb ismertetni fogom, egyszerien
keresztulvihetd.

Hogy mily meértékben sikerllt a baretterpar kiegyenlitése,
.annak illusztraldsara szolgaljon a 4. abra, melynek a vizszintes

4. &bra.
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tengelyére az aram intenzitdsanak ingadozasat vittem fel, sza-
zalékban kifejezve, a fligg6legesre pedig az ellenallasarany meg-
véltozasat, szazezredekben. Lathatjuk, hogyha az aramerdsség
a baretterekben egyidejlileg 1%-ot ingadozik, akkor az ellen-
allasok aranya a szazalék ezredrészénél is kevesebbet valtozik.
A val6sdgban azonban 1%-0s ingadozasok nem is fordultak
el6, mert a rezgések intenzitdsa 1—2 ezrelékig minden Kkulo-
nésebb nehézség nélkil allando értéken tarthatd volt.

A baretterkor.

Most a baretterkdrben folyo egyen- és valtédram szerepét, a
baretterkdr impedancidjat és az elektrolit altal okozott intenzités-
csOkkenést tesszik vizsgalat targyava.

A baretterkdrben folyd magasfrekvencidju aram intenzités-
valtozasa az elektrolit vezet6képességének a fliggvénye. Hasonlo-
képpen a baretter ellendllasa is az lesz. Hogy a baretter ellen-
allasat mérni tudjuk, szukséges, hogy azon egyidejlileg egyen-
aram is follyék at. Mindkét aramfajtanak van melegit§ hatasa,

tehdt a baretter ellendllasa az
egyendram intenzitasatol is fugg.
Mar most az a kérdés, hogy mek-
kora a két aramfajta egyuUttes
melegité hatasa, .illet6leg mekkora
annak az dramnak az intenzitésa,
amelyik ugyanigy melegiti a sza-
lat, mint a valt6- és egyenaram
egylttvéve. Legyen ezen eredd
adram intenzitdsa I. A véaltéaram
eifektiv értékét jeloljuk i-vel, az
egyenaramet i-vel.

Az r ellenallason keresztil (5. dbra) egyidejlleg egyen- és
valtéaram folyik keresztil a nélkil, hogy azok egymast zavar-
nak. A C kondenzator az egyendaramot, az f fojtétekercs pedig
a valtéaramot zarja le az aramforrasok felé.

5. abra.
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A véltédram okozta JouLE-féle h6 dt id6 alatt

dQt= i*rdt ®
és az egyenaramé:
dQt= Prdt. ©)
Az eredd JouLE-h6 a kett6 Osszege, azaz
dQ = dQ1+dQi=r(i*+i*)dt, (20
ahonnan
1=y i*|it (1)

A magasfrekvenciaju aram di intenzitasvaltozasa dr-rel valtoz-
tatja meg a baretter ellenallasat. A pontos mérés szempontjar
bél fontos, hogy e valtozas minél nagyobb legyen. Vizsgaljuk
dv | y . .
meg, hogy a -Jr- hanyados hogyan fligg a baretteren atfolyo
egyenaramtol.
A baretter ellenallasanak az egyenlete (egy kis szakaszon
beltl) igy irhato:

r—A-\-al—A-Jo.yi2-fi3 (12)
és ebbdl
dr i
13
* y i2h 2 (13)

A (13)-bol kitlinik, hogy az lenne a legkedvezébb, ha az egyen-
adram intenzitasa zéroval lenne egyenl6. De mivel ez nem lehet-
séges, azért arra kell térekedni, hogy az i lehetéleg kicsi legyen.

Ha 7= akkor az egyenaram melegit6 hatasa a valtéaram-
hoz viszonyitva elhanyagolhat6

Ha t= -jy, akkor a (13) alapjan a valtéaram egy szazalékos
megvaltozdsa az ellenallast igen kozel a%-kal valtoztatja meg.
Ha ellenben i=10i, akkor a valtéaram 1%-0s megvaltozasa az
ellenallast csak -"-% -kal valtoztatja meg. Ez a nagysagrendbeli

kildénbség az ellenallasmérés pontossagat is ugyanannyival csok-

kenti.

Természetesen, ha a valtédram intenzitasa nagyon Kicsi,
akkor, hogy a karakterisztika meredekebb részére jussunk, sok
egyenarammal kell megterhelni a barettért. Ezt a hibat elkeri-
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lendd, a rezgéseket el6allité addét ugy méreteztem, hogy az a
kell intenzitast biztositani tudta.

A baretterpar kiegyenlitésének targyalasanal feltételeztik,
hogy a mérd, illetéleg a kompenzald korben indukalt aramok
intenzitdsa aranyos az addé rezg6kdrében folyd aram intenzi-
tasaval. Ez szigortan csak akkor igaz, ha a baretterkér impe-
dancidja fliggetlen az aramerdsségtél. Ez a valésagban azonban
nincs igy, mert a ndvekvé aramerdsséggel a baretter ellenallasa
is n6 s vele a baretterkdr impedanciaja. Azaz, ha az addékor
intenzitdsa 1%-kal nagyobb lesz, akkor a baretterkdrben az
intenzitdsndvekedés az 1%-nal valamivel Kkisebb lesz. Ezt a
hibat elkertilendd, a baretterkdr onindukcidjat;, azaz a menet-
sugarat oly nagyra vdalasztottam, hogy a kor induktiv ellenallasa
a baretter ohmikus ellenallasanal sokkal nagyobb lett. Mivel
ennek kovetkeztében az impedancia csak lényegtelenil volt na-
gyobb az &ninduktiv ellenallasnal, azért a baretter ellenallasa-
nak kicsiny ingadozasai az impedanciat nem valtoztattak meg.
Tehat a kiegyenlitéshez megkivant aranyossdg kovetelményei-
nek sikerult eleget tennem.

A LECHER-drétpar zardivébe helyezett elektrolitben orvény-
aramok indukdalédnak. Hogy az elektrolitben indukalt aram
intenzitdsa milyen flggvénye a frekvencianak, az elektrolit
vezetOképességének, az elektrolit mennyiségének, &ltaldban az
elektrolitnek és a zardivnek a kolcsdnds térbeli helyzetétdl
hogyan fligg, ezid@szerint pontosan nem ismeretes. De elég,
ha annyit tudunk, hogy az 6rvényveszteség okozta csillapitas
a rendszerben folyé rezonans &ram intenzitasat az elektrolit
vezet6képességével aranyosan csokkenti.*

Minket a mérémodszer szempontjabdél els6sorban az érdekel,
hogy a baretterpart akkor is ki lehet-e egyenliteni, ha a rend-
szer elektrolitét is tartalmaz. Ez esetben ugyanis modszeriink
nullmédszer. A nullmédszernek az abszolit modszerhez viszo-
nyitva nagy el6nye az, hogy az elektrolit vezet6képességvalto-

* Meéréseim tanlsaga szerint.
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zasa kozvetlenll mérhet6, mig az abszollit modszernél az effektus
két abszolut értékre megbatarozott vezetéképesség kiilonbsége-
ként adodik.

A mérékorben folyé magasfrekvencidju aram Im intenzitasat
az alabbi egyenlettel irhatjuk le:

Im —laC ™ 1—Xk). (14)

Ahol la az adékdrben foly6 magasfrekvenciaju aram intenzitésa,
ct és a LECHER-rendszer és az adokor, illet6leg a Lecher-
rendszer és a mér6kor kozti csatolasi tényezd és k az elektrolit
vezet6képességétdl fiigg. Ez utobbi zérus, ha a vezet6képesség
is az, vagyis ha nincs drvényadramu veszteség. De egynél mindig
joval kisebb és értéke, az én méréseimben, O'1—0*02 kozott
volt.

A kompenzald kérben folyé magasfrekvenciaju aram 4 in-

tenzitasat az
lk— c3a (15)

irja le, ahol a c3 az ad6- és a kompenzalokor kozti csatoldsi
tényez6. Amint a két utébbi egyenletbdl kitlinik, a mér6- és
kompenzal6kérokben folyd magasfrekvenciaji aram intenzitasa
egyenesen aranyos az ado korében folydéval. Ezek egymastol
csak konstans tényez6kben térnek el. A clt 2 cs csatolasi
tényez6k 0 és 1 kozott tetsz6legesen beallithaték és értékik
flggetlen az aram intenzitasatdl. Az (1—K) tényez6 adott folya-
dék mennyiség és térbeli elhelyezkedés esetében csakis az
elektrolit vezet6képességétél fligg. Tehat kilonboz6 vezet6-
képességl elektrolitek esetében is a csatolasi tényez6k helyes
beallitasaval elérhetjik azt, hogy mindkét baretterkorben a
magasfrekvencidju aram intenzitasa egyenld legyen. Tovabba,
mivel a fenti tényez6k az &ram intenzitdsatdl fiiggetlenek, azért
a baretterkorokben folyé aram intenzitasa aranyos az ado
mindenkori rezgésintenzitasaval és annak esetleges ingadozasait
aranyosan koveti. igy a baretterpar még akkor is kiegyenlit-
hetd, ha a rendszer elektrolitét is tartalmaz.
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Ezzel be is fejeztem a baretterekre vonatkozo fejtegetéseimet
és ratérek a mérbberendezés fontosabb részeinek ismertetésére.

A mérbéberendezés.

1. Az ado.

A magasfrekvenciaju rezgéseket el6allito generator, egy két-
csoves ellenitem( (Holborn) kapcsolasu adé volt. A csovei 12 W
teljesitményld R X 4100 jel(i Vatea-csbvek voltak. A racs és' az
anodkor egy-egy drotivbdl allt és a rezg6kdrok kapacitasat a
csovek racs-anod kapacitasa képezték. Az add hasznos teljesit-
ménye 4 wattot tett ki. Az el6allitott rezgések hullamhossza
348 cm volt. Ennél rovidebbet az emlitett szerz6k kozil csak
Rieckhoff alkalmazott. A hullamhosszat LECHER-drétparon ha-
tdroztam meg.

2. Aramforrasok.

Az add csOveinek izzitasara 4 voltos 36 ampéroras akkumu-
latort hasznaltam. Mivel ez aranylag kicsi teljesitményd, csak
rovid ideig tudta volna a 2 amper intenzitasu flit6aramot
allandé fesziltségen szolgaltatni, azért azt ellendllason keresz-
til az egyenaramu halézatra kapcsoltam (Puffer-kapcsolas). Az
ellenallas beszabalyozasaval elértem, hogy sok oOras lizem eseté-
ben sem valtozott meg az akkumulator fesziiltsége tébbet OOI
voltnal.

Az anodaramot egy oly halézati an6dpdétlobdl nyertem, mely-
nek feszliltségét egy 210 volt gyudjtasi fesziltségli és 60 MA
teljesitmény(i glimmlampéaval stabilizaltam. Ezzel a berendezéssel
elértem, hogy a rezgések intenzitasa 1—2 ezreléknél tobbet
nem ingadozott, ami a célnak teljesen megfelelt.

Sziikségesnek tartom itt megemliteni, hogy a tobbi szerzd
altal kidolgozott eljarasok esetében tdbbszaz amper-éras fiit6-
akkumulatort és néhany szaz voltos és aranylag nagy teljesit-
meény(i anod-akkumulatort kellett alkalmazni. Egy ilyen telep
beszerzése és Uzembentartasa természetesen sokkal korilmé-
nyesebb, mint az én, majdnem tisztan hal6zati, berendezésemé.
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3. A Leclier-drotpar.

Vizszintesen kifeszitett 180 cm hosszU és a végén 5 cm
sugari vastagabb vezet6ivvel (Z) lezart drotpar képezte a Lecher-
rendszert.

A rendszer hangoladsa, mint ismeretes, ugy toérténik, hogy a
drotpart egy vezet6vel athidaljuk és ennek eltoldsaval a rend-
szert rezonancidba hozzuk. A rendszer hangoldsa azonban rend-
kival éles és az athidalé vezetének a fesziltségi csomoponttol
valé néhany milliméteres eltolasa majdnem teljesen megsziinteti
a rendszerben foly6 dramot. A mérés pontossdga megkodveteli
a rezonans daram helyes beallitdsat, mert az itt elkdvetett
hiba a vezet6képesség mérésében 20—30-szorosan jelentkezik.
Rieckhoff €zt a hibat ugy kerilte el, hogy a hidat mikrométer-
csavarral tolta el.

En ilyen megoldast csak nehezen alkalmazhattam volna a
tdvhangolas miatt. Ez ut6bbira azért volt sziikség, mert a ke-
zel6nek minden helyzetvaltoztatasa a rendszert kisebb-nagyobb
mértékben elhangolja, ami allandd galvanométeijarast von maga
utan. Az altalam alkalmazott eljards egy megfigyelésen alapszik
és rendkivil finom hangolast enged meg.

Ha a LECHER-drotpar csomoéponton tali részét egy masodik
vezet6vel athidaljuk (1. &bra), akkor ez a rendszert kis mérték-
ben hangolja. Ha most a H hiddal a rendszert élesre hangol-
juk, akkor a H' hid eltolasaval igen finoman szabalyozhatjuk
a rezonans aram erdsségét, mert ennek 10—15 cm-rel vald
eltolasa is csak néhany szdzalékkal valtoztatja meg a rezonans
aramot. A H' hidhoz egy fonalat kotéttem és ennek segélyével
a rendszert 4 m tavolsagrél hangolhattam. Ez az eljaras a cél-
nak teljesen megfelelt.

4. A mér6edény.

A mér6edény 800 cm3 Urtartalmu, vékonyfala hengeres liveg-
pohar volt, amelyet egy a zardiv alatt all6 kis asztalkara he-
lyeztem el oly moédon, hogy azt a zaroiv a kdzepével egy magas-

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIV. 8
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Sagban koncentrikusan vette korul. Miutan az elektrolit okozta
csillapitas elég nagy mértékben fiiggott az edény és az iv kél-
csOnds helyzetétdl, azért az edény aljara harom szemolcsot
fuvattam, melyek az asztalka megfelel6 mélyedéseibe illesz-
kedve, az edény és a zaroiv kolcsonds helyzetének allanddsagat
biztositottak.

Itt emlitem meg még azt is, hogy a csillapitas az elektrolit
mennyiségétdl is er6sen fliggott és ezért mindig pontosan
alland6 térfogatd oldattal dolgoztam (500 cm3).

5. A baretterkorok.

A baretterkérok a 6, abra
szerinti méretben és elrende-
zésben késziltek. A barett-
erek foglalat nélkdli  izzo
(biztositd) lampacskak voltak.
A C kondenzator (300 cm) a
magasfrekvencigju aram uatjat
biztositotta. A kondenzator
poélusairdl 0Osszesodort vezeté-
kek mentek a Wheatstone-
hidhoz. Hogy a baretterkor
kell6 mechanikus szilardsag-
gal rendelkezzék, az egészet
szigetel6 - gy(irlre .er@sitettem.
Végil a baretterkoroket szigetel§ allvanyok segitségével csatol-
tam az ado, illet6leg a zaroivhez.

6. abra.

6. A Wheatstone-hid.

Csak annyiban kilonbozétt a szokasostél, hogy az egyik
baretteradggal sorba (1. abra) egy kis ellenéllasu drammérét G1
a masikkal pedig O'I Ohmos dugaszolast megengedd ellenallas-
szekrényt R1 kapcsoltam.

A berendezés nagy kovetelményt nem tadmasztott a galvano-
méterrel szemben és azért 1d0~8 Amp./skélarész érzekenységl
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tikros galvanométer mint nulleszkéz megfelelt. E galvano-
méter eléggé gyors jarasu volt, de ez fontos is, mert csak igy
lehetett a Lecher-drétpart gyorsan hangolni.

7. Az arnyékolas.

Oly tokéletes arnyékolast, mely a rendszer kozvetlen kozelé-
ben valé észlelést megengedte volna, nem csindlhattam, mert
akkor az egész berendezést arnyékol6 fémdobozba kellett volna
zarnom. Ezt pedig a berendezés aranylag nagy méretei és az
arnyékold részekben keletkez6 Orvényaramui veszteségek tették
lehetetlenné. Ezért Ggy csoportositottam az Osszes vezet6ket,
hogy azok az észlel§ asztalomtdl legalabb 3—4 méternyire
voltak. Az észlel§ asztalon csak a galvanométer leolvasasara
valo tavcs6 és egy forgathatd dob voltak. Ez utdbbira csavaro-
dott a rendszer finom beallitasat végzé hidjanak a mozgatasara
szolgalé zsinér vége. igy azutdn nem volt zavar az arnyeé-
kolas hidnya miatt.

8. Az alacsonylrekvenciaju vezet6képesség meérése.

Ez a kdzismert Kohlrausch-mdédszerrel tértént. Summer helyett
azonban egy zenei frekvenciat eléallitdé cs6adot hasznaltam, mert
igy mind a hangmagassadg, mind az intenzitds allandé maradt
a mérés folyaman. A meril6-elektrddok nagysagat mindig a
mérendd elektrolit vezet6képességéhez mérten valasztottam.

E helyltt emlitem meg, hogy az elektrolit temperatura inga-
dozasa miatti hibat ugy igyekeztem elkeriilni, hogy nagymeny-
nyiségl elektrolitét hasznaltam (500 cm8) és a szoba h&mérséek-
letén mértem. Arra ugyanis gondolni sem lehetett, hogy a
magasfrekvenciaju részt részben, vagy egészben termosztatba
helyezzem. Ez a megoldas megfelelt és kénnyd belatni, hogy
ily nagy tomegl és szobatemperaturdja folyadékmennyiség a
néhany perces mérés alatt nem valtoztatja meg szambavehet6en
a hémérsékletét.

8*
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Ecjy mérés lefolyéasa.

Ezt a fejezetet a baretterpar kisérleti kiegyenlitésének ismer-
tetésével kezdem, bar erre minden mérési sorozat megkezdése
el6tt nem volt sziikség, s6t egyik naprol a masikra is, csak
némi korrigalast kellett végeznem.

A baretterpar kiegyenlitési elméletének targyalasa azt ered-
meényezte, hogy az mindig elvégezhet§ az egyik, vagy a masik
baretter elé kapcsolt megfelel6 ellenallassal. Ez azonban az ott
ismertetett eljarassal nagyon hosszadalmas volna és a Kohlrausch-
dob &gainak aranyat is pontosan be kellene &llitani a baretter-
ellenallasok aranyanak megfeleléen. Ha figyelembe vessziik azt,
hogy a pontos beallitas a hid-arany szazezred részeit érinti,
akkor el6tlinik ennek az eljarasnak nehézsége. Ezért az alabbi
maddon jartam el, ami szerint mind az el6tételellenallas, mind a
dobarany automatikusan a szlikséges értékre all be.

Az érzékenységi maximumra jellemzd &aramerdsség képezi a
kiindulas alapjat. (64 MA),

A Wheatstone-hidat taplalé akkumulator r2ellenallasat (1. abra)
ugy szabalyoztam be, hogy a mér6kor baretterén 64 MA intenzi-
tast egyenaram folyjon at (az add6 meég nem mikodik). A
Kohlrausch-dob beallitdsaval a nulldg galvanométerét aram-
mentesitem. Ez esetben mindkét baretteren ugyanolyan inten-
zitdsu aram fog keresztiilfolyni. Most az r2 ellenéllas valtozta-
tdsaval, mondjuk 2%-kai csokkentem a barettereken atfolyo
aram intenzitasat. A baretterek ellenalldasa most meg fog val-
tozni, és mivel még nincsenek kikompenzalva, az ellendllasaik
aranya is megvaltozik. Ennek kdvetkeztében a nulldg galvano-
métere kitér. Jelezzik a kitérést a,-el. Tudva azt, hogy a ki-
kompenzélashoz az egyik baretter el6tét-ellenalldsat novelni,
vagy csOkkenteni kell, egy ellendllasdugd kihazéasaval noveljik
az rx el6tétellenallast pl. 1 Ohmmal. A dob beallitasaval aram-
mentesitjik a nullagat. Ezutan az aram intenzitdsat ndveljik
2%-kai. Most a galvanométer UGjra kitér. Legyen ez a Kitérés
«e Ez vagy kisebb, vagy nagyobb arnél. Ha kisebb, annyit
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jelent, hogy az el6tétellendllas helyes irdnyban valtozott neg.
Ha a, nagyobb lett volna a,-nél, akkor éppen ellenkezdleg az
el6tétellendllast csokkenteni kellett volna. Miutdn az ellendllds
valtoztatiasanak irdnyat megdllapitottuk, a kiegyenlitést igy foly-
tatjuk. Tegyiik fel, hogy novelni kell az elétét-ellendlldst. Egy
bizonyos ellendllis bekapcsolisa utin a dobbal a nulligat
drammentesitjik és utdna az intenzitast novelve, (az intenzitas
valtozas mindig 29%) a galvanométer kitérését leolvassuk. Ez
az el6bbinél kisebb lesz. Ezt az eljarast addig folytatjuk, mig
a kitéréseknek minimuma lesz. Az ellenallds tovabbi névelése,
a kitéréseket Ujra nagyobbitand.

Ily modon tehat elértiik, hogy egyrészt a kiegyenlitéshez
sziikséges el6tétellendllas benne van a baretterkérben, masrészt
a dob is az ellendllasok ardnydnak megfeleléen be van allitva.
Ezeken azutan, némi korrekciotol eltekintve nem kell valtoz-
tatni. Az itt kiss¢ hosszadalmasan vazolt eljirds a val6sdgban
percek alatt elvégezhetd.

A befejezett kiegyenlités utdn a barettereken atfolyd dram
intenzitdsanak 1—2%-kal valé megvaltoztatdsa a hidaranyt a
szazalék ezredrészénél is kevesebbel valtoztatja meg, holott
ugyanekkor az ellenallasaik 2—3%-kal valtoznak meg.

Az egyendramra nézve elvégzett kiegyenlitésnek a tulajdon-
képpeni célja az, hogy a valtéaramu kiegyenlitést megkoénnyitse.
Tudniillik végeredményben az adé ingadozasait kell kikompen-
zalni. De az itt vdzolt eljardst magasfrekvencidn nagyon nehezen
végezhettiik volna el. Magasfrekvencidra nézve akkor lesz a
baretterpar kiegyenlitve, ha a rajta atfolyé magasfrékvencidji
dram intenzitisa ugyanakkora lesz, }Ilint amekkordn az egyen-
aramu kiegyenlités tortént. Ez akkor kovetkezik be, amikor a
baretterek ellendllasa a magasfrekvencias dram hatdsdra akkora
lesz, mint az egyendaram esetében. A baretter ellendlldsit a
rajta atfolyé dram intenzitdsdbol (G, dramméré dllandéan mu-
tatja) és a (; nagy ellendllisii voltmérével mért fesziiltség-
esésbél hatdrozhatjuk meg.

Az adot bekapesolom, és a mérendd elektrolitet tartalmazo



118 ACS ERNGO.

edényt a zardivbe helyezem és a rendszert lehangolom. Az r2
ellendllast agy szabalyozom be, cca. 0'5 MA intenzitasu egyen-
aram folyjék majd a valtoaramra is kikompenzalt barettereken
keresztul.

A magasfrekvenciaji aramra nézve tehat a baretterpar akkor
lesz Kkiegyenlitve, ha a baretterkdrokben folyé magasfrekven-
cidju aram és az igen kevés egyenaram effektiv intenzitasa
egyenlé lesz az egyenaram ama intenzitdsaval, amelyen a
kikompenzélas tortént. Ezt a baretterkdrok csatolasanak bealli-
tdsaval oly médon lehet elérni, hogy a rezonanciara hangolt
rendszerhez azt addig kozelitem, mig a baretter ellenallasa
elérte az egyendramu kiegyenlitésnek megfelel§ értéket. Az ellen-
allast, a baretteren keresztil folyé csekély egyenaram intenzi-
tasdbdl, illet6leg el6allo fesziltségesésbdl hataroztam meg.
Ezutdn a kompenzaldkort addig kozelitettem az addéhoz, mig a
nullag galvanométere nem mutatott kitérést. Ez akkor kovet-
kezett be, amikor a kompenzéalokor ellendlldsa megfelelt az
egyenaramu kiegyenlitésnek.

Jellemz§ a kikompenzalas josagara, hogy ugyanakkor, amikor
az elektrolit vezet6képességének 1%-0s megvaltozasa 10 skala-
rész Kkitérést adott, az add intenzitds-ingadozasa okozta Ki-
térések 0-1 skdlarésznél kisebbek voltak.

A meérés.

Meghatarozand6 a 0'01 mol. conc. KCI oldattal megegyez6
vezet6képességli CuSOi oldatnak az el6bbihez viszonyitott
magasfrekvenciaju effektusa.'

Mindenekel6tt az oldatokat készitettem el. A 001 mol. conc.
KCI oldathoz az 1 molos oldat higitasaval jutottam. Ezutan az
oldat alacsonyfrekvencidju vezet6képességét meghatarozandd, a
Kohlrausch-berendezés meril6elektrodjait az oldatba helyeztem.
A Kohlrausch-hid el6tétellenallasat ugy szabalyoztam be, hogy a
hangminimum lehetéleg az 500 dobosztalyzatra essék. (Itt a leg-
kisebb a relativ hiba.) Majd egy toményebb CuSOi oldat higi-
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tasa atjan az el6bbivel igen kdzel megegyezd vezet6képességl
oldatot készitettem. Az eltérés a két oldat kozott 2—3 dob-
osztalyrész, tehat 08-1.2% volt. Mindkett6bdl 1—1 litert
készitettem.

Ezutan az adét bekapcsoltam és a mar el6bb kikompenzalt
rendszer zaréivébe helyeztem a KCI oldatot. A sziikséges kisebb
uténa allitasokat elvégeztem azért, hogy a nullag galvanométere
ne mutasson Kkitérést. Ezzel a tulajdonképpeni mérés a kezdetét
vette. Mindenekel6tt meg kellett allapitani, hogy az 1% vezet6-
képesség novekedés, hany skalarész galvanométer kitérést ad.

A KCI oldat aladsonyfrekvenciaju vezet6képességének meg-
hatarozasanal, a hangminimum a dob D1=499*5 osztalyzatanal
volt. Ezutén az elektrolitét a magasfrekvencidju térbe helyez-
tem, a rendszer finom hangolasat elvégeztem ekkor a galvano-
méter al=10"'3 skdlarész kitérést mutatott. Ezutan néhany cms8
téményebb oldatot ontéttem a mér6edényben lév6 oldathoz,
Osszekevertem és ugyanannyit el is vettém bel6le, hogy az
elektrolit mennyisége ne valtozzék. Mivel megnétt az elektrolit
vezet6képessége, a galvanométer is kitért, Uj helyzete e8=37'9
skalarész volt. Ezutan meghataroztam az elektrolit alacsony-
frekvenciaji vezet6képességét, a hangminimum D2=506-3 osz-
talyzatnal volt. Egy dobosztalyzatnak megfeleld vezet6képesség-

. . . 37-9—10-3 27-6 )
valtozas tehéat 506-3—499-5 6-8 4-06 sk. rész.

Mivel 1 dobosztalyzatnak 0-4% vezet6képességvaltozas felelt
meg, azért 1% vezet6képességvaltozasnak (tébb mérésbdl koze-
peive) 9"9 skalarész adodott.

Ezutan a mérendé CuSOi oldat alacsonyfrekvencidju vezetd-
képességét hataroztam meg Da—500-4, majd a magasfrekven-
ciaju vezet6képességnek megfelelé galvanométerkitérést as=38"1.
Ha Dj vagy pontosan megegyeznék Hs-mal, akkor az effektus
a megfeleld galvanométerkitérések kilénbségébdl lenne kisza-
mithat6. De mivel e mérésnél nincs igy és altaldban nem is
kénnyd megcsinalni, azért ezen adatokbdl grafikus Gton hata-
rozzuk meg az effektust.
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A vizszintes tengelyre a dob osztalyzatait (7. abra), a fiigg6-
legesre pedig a galvanométerkitérést visszik fel. A kulénboz6
vezet6képességli KCI oldatok egy egyenest hataroznak meg.
A CuSOi oldat magasfrekvenciaju vezet6képességének megfelel6
pont a KCI oldat egyenese folott van. Ez annyit jelent, hogy
a CuSOt oldat magasfrekvencidju vezet6képessége nagyobb,

7. abra.

mint az alacsony frekvencian vele megegyezd vezet6képességli
KCI oldaté.

Az effektust galvanométer skalarészekben a PQ—Ja téavolsag

adja. Ja—24 és az effektus szazalékban Jx = 24 _ 2-42%.

A mérést tobbszor ismételtem és ezek kodzépértékét fogadtam
el véglegesnek.

Mérési eredmények.

MnSOi, CuSOi CrCl.d eléktroliteknek a KCI oldatra vo-
natkoz6 magasfrekvencidju effektusat hatdroztam meg. A méreé-
sek eredményét az alabbi tablazatokban foglaltam 6Ossze. Ezek
effektust szdzalékban, a harmadik a szamitott effektust ugyan-
csak szazalékban, a negyedik a mérési sorozat kdzéphibajat, az
0todik pedig az elektrolit h6mérsékletét tartalmazza.
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Téablazatok.
Hullamhossz : Z= 3,48 m.
MnSOt (2—2 érték( elektrolit)

M6l conc. Effektus Effektus Kozép Hémérsék.
mérve szamitva hiba c°
2,2.10-3 5-36 % 511 % 03 % 24-6
9.10-3 2-84 % 3-63 % 0-047 % 22-6
3,6.10-3 1-67 % 0-94 % 0-086 % 23-2

CuSOi (2—2 érték( elektrolit)

2,2.10-3 232 % 511 % 02 % 25-4
9.10-3 2-43 % 3-63 % 0-03 % 231
3,6.10-3 1-21 % 0-94 % 0-23 % 24-6

CrCI3 (3—1 értékd elektrolit)

9,5.10-* 2-40 % 172 % 04 % 22-1
4,5-10-3 1-11 % 1-27 % 0-085 % 22-1
1,5-10-3 0-78 % 0-43 % 0-14 % 25-2

A tablazatokbol lathatd, hogy a mért effektus a szamitottal
a hibahataron belll részint megegyezik, részint attél lényege-
sen eltér. Kildndsen érdekes az MnSOi és a CuSOi oldat
viselkedése, amennyiben az elmélet szerint mind a kettére egy-
forma effektus adddik, mig méréseim szerint a CuSOi oldat
effektusa minden koncentracion jelentékenyen kisebb, mint a

Hogy az eltéréseket nem a mérés hibaja magyarazza csupan,
az kovetkezik abbdl is, hogy a mérési sorozatok kozéphibaja
legtdbbszér kisebb az eltéréseknél.

A tobbi szerzék altal meghatarozott effektusok hasonl6 el-
téréseket mutatnak.

Az eltérések részint azzal is magyardzhatok, hogy a mért
oldatok koncentraciéja az elmélet megengedte hatdron mozgott.



122 ACS ERNO.

Ugyanis az effektus pontos szdmitasa csak nagyon hig oldatokra
lehetséges.

a maddszeremmel nem hatarozhattam meg, mert ezek az oldatok
csak igen Kkis csillapitast, illet6leg baretterellenallasvaltozast
okoztak. Ennek kovetkeztében a mérés, vagy ami egyre megy, a
baretterellenallas meghatarozasanak hibaja az effektus nagysag-
rendjét elérte.

A mérési eredményeim az alkalmazott méréfrekvencia szem-
pontjabol athidald jellegliek, amennyiben ezen a hullamhosszon
az emlitett elektrolitek effektusat nem mérték. Az enyémnél
rovidebb hulldmhosszon egyedill Rieckhoff mért (106 cm), mig
az 0sszes tobbi szerz6k az enyémnél joval magasabb hullam-
hosszon (8—16 m) hataroztdk meg az effektust.

A mérés hibaja.

A mérés hibai két részb6l tevédnek 0Ossze. Az egyik az
alacsony-, a masik a magasfrekvencidju vezet6képesség meg-
hatarozésanak a hib4ja.

Az alacsonyfrekvenciaju vezet6képesség meghatarozasanak a
hibdja egyedill a hangminimum beéllitdsanak a bizonytalansaga
volt. Ugyanis avezet6képességeket abszolut értékre meghatarozni
nem Kkellett, csupan a vezet6képesség kiilonbségeket, azaz relativ
meérést végeztem. (Szisztematikus hibak kiestek.) Hémérséklet-
ingadozasokkal szdamolnom nem kellett a nagy folyadékmennyi-
ség és a két mérést elvalasztd rovid id6koéz miatt. Koncentracio
meghatarozasanak hibaja az effektus mérésében nem jatszott
szerepet, csupan az effektus szamitdsaban. De mivel az effektus
a koncentracidval nagyon lassan valtozik, azért az itt elkdvetett
1—2%-0s hiba elhanyagolhaté. Az alacsonyfrekvencidju vezetd-
képesség meghatarozasanak maximalis hib4ja 0-15% és a kozép-
hibja 0'05%.

A magasfrekvencigju vezetéképesség hibaja nagyon sok tényezd
seredfje. Ezeket kilén-kilén még csak becsilni is nehéz lenne.
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Ezek a hid bedllitaisanak, az oldatmennyiség meghatarozasa-
nak, a galvanométeijarasnak és a galvanométerleolvasasnak a
hibai. Ezeket egylttesen a kdvetkezOkép hataroztam meg.

OOd mol konc. KCI oldatbél nagyobb mennyiséget készi-
tettem, egy mér6lombikkal (500 cms) a mérbedénybe toltottem
és a hidat elhangoltam, majd a galvanométer Kitérését leolvas-
tam. Ezutan a mérdlombikba ismét 500 cm3 oldatot toltottem,
a hidat lehangoltam, az el6bbi oldatot az Ujabbal kicseréltem,
a hidat ismét lehangoltam és a galvanométerkitérést leolvastam.
A két galvanométerkitérés kilonbsége adta a magasfrekvenciaju
vezet6képesség meghatarozdsanak a hibajat. A maximalis hiba
0-1—0'2 skalarész volt, ami ez esetben a vezetéképesség
0.0—0°02 szézalékanak felelt meg.

Figyelemreméltd, hogy a magasfrekvenciaju vezet6képesség
meghatarozasanak a hibaja joval kisebb, mint az alacsony-
frekvencigju vezet6képesség meghatarozasanak a hibdja.

A galvanométerjaras, mely szintén a magasfrekvenciaju mérés
hibgjat fokozta, a szoba temperaturdjanak volt a fiiggvénye.
Ugyanis az id6ben lassan, vagy gyorsan valtozo szobatempera-
tura a Wheatstone-hid kilonbéz6 temperatura-koefficiensd &gai-
dban ellenallasvaltozdsokat és termodramokat létesitett és ezzel
galvanométerjarast okozott. Ez a galvanométerjaras gyors hé-
mérsékletvaltozas kovetkeztében (ablak kinyitasa) oly nagy
lehetett, hogy az altala okozott hiba az effektus nagysagrendjét
is elérte. Kell§ el6vigyazat esetében a galvanométerjaras igen
lassu volt és egyenletes menete a leolvasott skalarészek korri-
galasat lehet6vé tette. Az el6bb megadott hiba a lassu jaras
figyelembevételével adddott.

A fentiek alapjan az elektrolit vezet6képességének meghaté-
rozasanal elkdvetett hibat, mint az alacsony és a magasfrekven-
ciaju mérés hibainak ©sszegét adom meg. A hiba: 0'05%-j-
-f-0'01%= 0'06 %. Miutan az effektus meghatarozasahoz mind
a mérendd, mind az 6sszehasonlitd elektrolit vezet6képességét
meg kell hatarozni, a hiba az el6bbinek a kétszerese. Mivel az
effektus csak szdzalékrendd, azért az 1%-os effektus relativ
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hibaja 12%. A relativ hiba kisebb koncentracioknal Kkissé
nagyobb, a nagyobbakndl kisebb.

*

Méréseimet a Kir. Magy. Pazmany Péter Tud. Egyetem Kisér-
leti Fizikai Intézetében végeztem. Ez Alton is halds kdszonetét
mondok dr. Tangl Karoly egyet. ny. r. tanar Urnak, ki munkam
elvégzését intézetében lehet6vé tette. Kdszonetemet fejezem Ki
dr. Forré Magdolna tanarsegéd Kkisasszonynak, valamint v.
dr. Barné6thy Jend és Baintner Géza tanarsegéd araknak értékes
tanacsaikért. Kurtha Géza miiszerész Urnak, ki a késziilékeim
Osszedllitasdban segédkezett, faradozasait ez Gton is kdszonom.

Osszefoglalas.

1 Az elektrolit magasfrekvenciaju vezet6képességének méré-
sére (j moédszert dolgoztam ki. Ezzel MnSO4, CuSOv CrCIB
oldatoknak KCI oldathoz viszonyitott magasfrekvenciaja a. n.
DioBYE-FALKENHAGEN-effektusdt hataroztam meg.

Mérémodszerem az eddigiektdl abban tér el, hogy a méré-
frekvencia intenzitadsingadozasai kovetkeztében el6allo hibat egy
kompenzal6 kapcsolasu baretterrel kiiszobolém ki. Modszerem
a Rieckhoff altal kidolgozott eljarashoz hasonléan elektrod-
nélkili. Az elektrolit vezet6k&pességét kozvetett Gton abbdl a
csillapitasbdl hatarozom meg, amelyet az elektrolit egy lehangolt
Lecher-drétpar zardivébe helyezve a benne keletkez§ Orvény-
aramu veszteség folytan okoz. RIECKHOFtdl eltéréleg a mérg
barettkdrén kivil még egy kompenzald barettkért is alkalma-
zok. A két baretter egy Wheatstone-hid egy-egy &gat képezi,
Az egyik baretter a Lecher-drétpar zardivéhez, a masik pedig
az add rezg6koréhez csatolddik induktiv Gaton.

Az adokor intenzitdsingadozasai egy iranyban valtoztatjak
meg mindkét baretter ellenallasat és ha ezek kezdeti értékét
megfeleléen valasztjuk, akkor a baretterek ellendlldsanak aranya
flggetlen lesz az aram ingadozasaitél. Illy médon a mérés pon-
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tossdgat fuggetleniteni lehet az ad6é intenzitds ingado-
zasaitol.

2. Ismertetem azt az eljarast, amellyel a baretter ellenallas-
karakterisztikdjabol grafikus Gton is meghatarozhaté a baretter
érzékenységi gorbéje.

3. Kimutatom, hogy a baretterek egyike, vagy masika elé
kapcsolt el6tétellenallas azok karakterisztikajat agy valtoztatja
meg, hogy az izzitd6 &ram bizonyos intervallumaban az ellen-
allasok aranya flggetlen az aram intenzitdsatol, s igy annak
ingadozasaitol is.

4. Tablazatokban ismertetem a mérési eredményeket, melyek
az elmélettel a hibahataron belul eléggé megegyeznek.

NEUE METHODE ZUR BESTIMMUNG
DER HOCHFREQUENZ-LEITFAHIGKEIT
VON ELEKTROLYTEN.

Es wird eine neue Methode zur Bestimmung des Hochfrequenz-Leit-
vermdgens von Elektrolyten beschrieben und der Debye-Falkenhagen-
Effekt der Losungen MnSOi, CuSOi und CrCI3 im Vergleich zur Lo-
sung KCI bestimmt.

Die verwendete Messmethode unterscheidet sich von den anderen
dadurch, dass der durch die Intensitatsschwankungen der Messfrequenz
verursachte Fehler mit einem Baretter in Kompensationschaltung be-
hoben wurde. Die Methode ist ausserdem — &nlich dem Verfahren von
Rieckhoff— elektrodenlos. Das Leitvermdgen der Elektrolyten wurde in-
direkt aus der Dampfung bestimmt, die durch die Wirbelstromverluste
in einem abgestimmten Lecher-System entstehen. Im Gegensatz zu
Rieckhoff wurde ausser dem Mess-Baretter-Kreis noch ein Kompen-
sations-Baretter-Rreis verwendet, die je einen Zweig der W heatstone-
Bricke bildeten. Der eine Baretter war mit dem Schlussbogen des
LECHER-Systems, der andere mit dem Schwingungskreis des Senders
induktiv gekoppelt.

Die Intensitdtsschwankungen des Senders beeinflussen den Wider-
stand beider Baretter im gleichem Sinne, und falls die Anfangswerte
entsprechend gewé&hlt werden, wird das Verhdaltniss der Baretter-
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W iderstdnde wunabhé&ngig von den Stromschwankungen. Die Mess-
genauigkeit wird also unabhé&ngig von den Intensitdtsschwankungen des
Senders.

Es wird ein Verfahren dargelegt mit dem graphisch die Empfindlich-
keitsdnderung der Baretter aus ihren Widerstandskarakteristiken ermit-
telt werden kann.

Es wird gezeigt, dass ein Vorschaltwiderstand vor einem der Baret-
ter, dessen Karakteristik in dem Sinne verandert, dass in einem be-
stimmten Bereich des Heizstromes das Verhé&ltniss der Widerstdnde un-
abhéngig von der Stromstdrke und von dessen Schwankungen wird.

Die Messergebnisse sind in Tabellen zusammengefasst; sie stimmen
innerhalb der Fehlergrenzen ziemlich gut mit der Theorie Uberein.

Institut f. Experimentalphysik. Budapest, d. 10. Apr. 1937.

Ern6é Acs.
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Hars Janos : Hogyan szadmolt magyarorszagi Gyorgy
mester 1499-ben? Budapest, 1936, 30 oldal.

Az Anthmetice summa tripartita Magistri Georgij de Hungaria
cimd 20 oldalas md, mely minden valészin(iség szerint 1499-ben
Hollandidban nyomatott, a matematika-torténeti munkak kozul el6szor
S. Gunther «Geschichte des mathematischen Unterrichts im deutschen
Mittelalter bis zum Jahre 7525» cimd mvében 1887-ben talal emli-
tést és pedig a Chasles-féle koényvtar parisi arverésére 1881-ben kiadott
katalégus alapjan. Hellebrant Arpéd a M. Tud. Akadémia alkdényvtar-
noka 1893-ban felfedezte e mivecske egy példanyat a hamburgi varosi
konyvtarban és ennek alapjan a M. Tud. Akadémia 1894-ben Ujbdl
kiadta az eredeti latin szoéveget és pedig’ Szily Kalman és Heller Agost
igen alapos «Jelentés»-eivel egyltt, melyek (német matematikatorténészek
kikért véleményét is figyelembe véve) a. mid keletkezését és az egykord
szamtankdényvek irodalmaban elfoglalt helyét illetéleg értékes adalékokat
tartalmaznak. A rendkivuli ritka'eredeti kiadas egy példdnya most mar
megvan Budapesten is, a Nemzeti Muzeumban, és pedig gr. Apponyi
SANDORnak, a nagy magyar kényvgyijtének hires hungarica-gyijte-
ményébél.

Ami a munka tartalmat illeti, ez harom részbdl all. Az els6 rész a
szamtan 9 alapmdveletét (species) targyalja, a masodik a szdmvetést
(«per- projectiles»), a harmadik 15 «regula»-t (feladatot), melyek kozott
a harmas-szabaly foglalja el a legnagyobb helyet. Osszefoglalva — Curtzé-
nak Helleridl idézett szavai szerint Gyodrgy mester munkéaja szépen
kikerekitett targyaldsat adja annak a szokasos anyagnak, melyet tobbé-
kevésbbé az Gsszes egykori szamtankoényvek tartalmaznak. Heller Agost
ehhez hozzaflizi, hogy «Gydrgy mester arithmetikdja semmiféle, ugyan-
azon korbdl szdrmaz6 szamtani kdnyvvel nem 4&ll olyan nexusban, mely-
nek kovetkeztében a mivet egyszerd kompilationak lehetne tekinteni».
E vélemény alapjan e magyar szerz6tél szarmazé elsé szdmtankdnyv
kultartorténeti szempontbdl kétségtelentl figyelemremélto.
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Indokoltnak és orvendetesnek kell tehdt mondanunk, hogy Hars
Janos leforditotta magyarra Gyorgy mester Arithrnetikajat és e forditast
bevezetéssel, jegyzetekkel és magyaraz6 példakkal ellatva kiadta.

A bevezetésben Gyodrgy mester munkéaja mellett a tébbi XV. szazad-
beli «szamolékényv» targyat ismerteti és ratér Gybrgy mester magyar
voltanak bizonyitékaira is. Az egyik bizonyitéka, hogy Gyérgy mester
egyhelyltt az «aurea ytalorum hungarorumque raguid»-krél is megemIé-
kezik. (Itt azonban a ragiila — helyesen: regula — nem pénzt jelent,
mint ahogy H. J. forditja, hanem szabdalyt). Masik bizonyitéka — mely
persze a nyelvészek ellenérzésére szorul — hogy «a latin szdveg mogott
néha térol-metszett magyaros szérend huz6édik meg». — E bevezetés egy
sajnalatos hibajat ki kell itt igazitanunk. Heller fentebb idézett szavait
e bevezetés is idézi (9. 1.), de egy-két szavat Ggy valtoztatja meg, hogy
ezzel az idézet éppen az ellenkez6 értelmet kapja.— A forditashoz flizott
és abrakkal megvilagitott b6 jegyzetek nagyban megkdnnyitik a régies
beszédmddja folytdn természetszer(ileg nehézkes fogalmazasd szdveg
megértését.

Hars Janos flizetének megjelenése talan fel fogja hivni az illetékesek
figyelmét a magyar mivel6déstérténet ama kérdésére, hogy tulajdon-

képpen ki volt Georgius de Hungaria?
Konig Dénes.

Dr. Salyi (Springer) Istvan: Mennyiségtan, Mecha-
nika, Szilérdségtan. Kulénlenyomat a Gépészeti Zsebkdényvbél,
Budapest, Kir. Magyar Egyetemi Nyomda, 1937, 393 oldal.

Dr. Pattantytis A. Géza szerkesztésében egy kétkotetes Gépészeti
Zsebkdnyv jelent meg, amely 11 csoportvezetd és 95 munkatars 123
tanulmanyat foglalja egybe 3024 szovegoldalon 2044 &braval. Harom
tanulméany fenti cimen kulénlenyomatban is megjelent s e lap olvasdi-
nak érdeklédésére is szamithat.

A Mennyiségtan fejezete 106 oldalon csak arra szoritkozik, hogy a
Zsebkonyv erre tadmaszkod6 tanulmanyainak, kivaltkép a 88 oldalt fel-
olels Mechanika és a 189 oldalt elfoglalé Szildrdsagtan fejezetének
megértését és hasznalhatésagat eldsegitse.

A kulfoldi irodalom példaitol eltérve a szerz6 ezt — helyesen —
Ggy iparkodik elérni, hogy a szokott tablazatok utdn nem tobbé-kevésbbé
odavetett definiciokat és ennek megfeleld tétel- és képlettart ad, hanem
az egy és tobbvaltozés valés analizis, a komplexvaltozés fliggvénytan s
a vektor-algebra és analizis keretében maradva az alapfogalmakat és
alaptételeket lehetéleg szabatosan leszogezve lépten-nyomon példdkon
szem lélteti.
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A szerz6 az analizist, az analitikus és differencidlgeometriat kor-
szerien a skalaris és vektorialis fuggvények fonaladra flzi fel. Ez az
eljards tudvalévéén egy a szokottnal szemléletesebb, egységesebb és
helyenként altalanosabb targyaldst enged még.

Az ugyanerre a fonalra flizhet§ determinansok és els6fokd egyenlet-
rendszerek, sorbafejtések, felliletek elmélete sajnos teljesen hianyzik, bar
a nem definialt determindns tobb helyen szerepel. Feltin6 — éppen
mérndkoknek szant osszefoglalashan — a kozelit6 mennyiségtan
hianya is. A zsebkonyvnek a szamolé (és tulajdonképpen szerkeszt)
miszerekr6l irt, mas szerz6 tollabol eredd, fejezete e hianyt nem potolja.
Ugyanigy a FouRIiER-sornak a LAURENT-féle sorbafejtéssel kapcsolatos meg-
emlitése e fontos kérdéskorrél képet aligha ad.

Mindenesetre 6rvendetes, hogy a nomografia legegyszer(ibb tényei a
kell6 helyen roviden szerepelnek.

A szlk keret kétségtelentiil nehéz feladat elé allitotta a szerz6t s igy
helyes, hogy kevésrél, de vildgosan irt. Béven elszért példai is — bizo-
nydra — a vilagos felelevenités, nem pedig egy elsé enciklopédikus
ismertetés szolgalatdban 4&llanak.

A Matematika fejezetének ilyen, kozvetlenil a miszaki Mechanika.
és Szilardsagtanra szabott osszeallitdsa utan természetesen e két fejezet
rovid tdrgyalasa valt lehet6vé.

igy orémmel allapitjuk meg, hogy a hazai irodalom a gépészmérnokok-
nek szant Mechanikdnak s a vele kapcsolt legsziikségesebb matematikai
apparatusnak egy szigor és korszeri{i attekintésével gazdagodott.

Stacho Tibor.

Matematikai és Fizikai Lapok. XL1V,



Kimutatas

az 1936. november 1-t6l 1937. marcius 31-ig befolyt 6sszegekrd6l.

1. Tagdijak.

1931- re: Karsay Janos 4 P.

1932- re: Bruck Ferenc (6), Farkas Dénes (6), Girsik Géza (3),
Karsay Janos (6), Lajta Ern6é (3), Lengyel Béla egyet. m. tanar (8),
Schwarz Hona (8), Ujj Gyula (4). Osszesen 44 P.

4933-ra : Boharcsik Pal (2), Bruck Ferenc (4), Farkas Dénes (6),
Finkey Jézsef (2), Hartly Domokos (6), Téth Lajos (6). Osszesen 26 P.

1934- re: Boharcsik Pal (6), Detre Léaszl6 (4), Déri Zsigmond (8),
Farkas Dénes (6), Finkey Jézsef (6), Hartly Domokos (6), KO&rds
Laszl6 (6), Neumann Janos (8), Runtagné Perényi Gizella (3), Theisz
Edéné Vajk Magda (6), Téth Géza (4), Taran Pal (2). Osszesen 65 P.

1935- re: Adler Erzsébet (2), Beke Mané (8), Blau Gyérgyné Balint
Emma (8), Boharcsik Pal (6), Breszlauer Arturné Blau llona (8), Darkd
Béla (6), Farkas Dénes (6), Finkey Jdzsef (6), Hartly Domokos (6), Heuer
Ede (8), id. Juranyi Henrik (8), K&éros Laszl6 (6), Konig Theodora (3),
Kronberger Ede (4), Magyar Marta (8), Misangvi Vilmos (8), Neubauer
Konstantin (8), Neumann Janos (8), Patai Laszl6 (8), Péter Rézsa (8),
Runtagné Perényi Gizella (6), Seb6k Emanuel (6), Seres Ivan (4),
Toéth Géza (1), Turan Pal (4). Osszesen 154 P.

1936- ra: Beke Mané (8), Bertram Brané (6), Blau Gydrgyné Balint
Emma (8), Boharcsik Pal (6), Breszlauer Arturné Blau llona (8);
Cholnoky Jené (6), Gsaplar Konrad (6), Darké Béla (6), Erdés Pal (4),
Farkas Dénes (6), Fejér Lip6t (8), Ferenczy Zoltan (8), Finkey Jo6zsef (6),
Fraunhoffer Lajos (8), Goldziher Kéaroly (8), Hartly Domokos (6), Horvay
Béla (8), Jaky Jozsef (8), id. Juranyi Henrik (8), Kedves Miklés (6),
Kilczer Gyula (8), Ko6ros Laszl6 (6), Luckhaub Gyula (8), Magyar
Marta (8), Misangyi Vilmos (8), Neubauer Konstantin (8), Neumann
Janos (8), Pogany Béla (8), Roéna Zsigmond (8), Schay Géza (8),
Seres Ivan (1), Szab6é Gusztav (8), Szabé Miklésné Nagy Sarolta (8),
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Szanté Sandor (8), Szasz Pal (8), Szekeres Kalméan (8), Székely Karoly (6).
Osszesen 261 P.

193'7-re : Abraham Istvan (8), Balvi Karoly (6), Csapiar Konrad (2),
Erdés Pal (8), Faragé Andor (8), Feny6 Istvdn (8), Finkey Jo6zsef (6),
Hadarits Yendel (8), Hajés Gyorgy (8), Hausbrunner Vilmos (8),
Hoienda Barnabas (6), Jelitai Jézsef (8), Klug Lipdét (8), Kovessi
Ferenc (8), Kuzaila Péter (6), Nyari Béla (6), Oszlaczky Szilard (8),
Papp Margit (8), Rados Gusztav (8), Rados Ignac (8), Rhorer Laszl6 (4),
Romsauer Lajos (8), Rucsinszky Lajos (8), Sarkadi Karoly (8), Sclialler
Matyas (6), Szabé Miklésné Nagy Sarolta (8), Széky Istvan (6), Szdke
Béla (8), Varga Zoltan (4), Voéros Cyrill (6), W inter Jézsef (8), Zanyi
Laszlo (6). Osszesen 224 P.

1938-ra : Finkey J6zsef (4) Rhorer Laszl6 (4), Rucsinszky Lajos (8),
Szab6 Miklésné Nagy Sarolta (4), Tihanyi Miklés (6), Varga Zoltan (4),
Zanyi Laszl6 (2). Osszesen 32 P.

2. El6fizetési dijak.

1932- re: Ref. gimn. HajdGnanéas (6).
1933- ra: Rtf. gimn. Hajdinanas (6).
1934- re: Ref. gimn. Hajdananéas (6).

1935- re; Norbertinum, Bp. (4), Ref. gimn. Hajdunanas (6). Osszesen
10 P.
1936- ra: Orsz. Meteor, és Foldméagn. Intézet, Bp. (8), Norbertinum,

Bp. (2), Term. Tudom. Tarsulat, Bp, (8), Ref. gimn. Hajdunéanas (6).
Osszesen 24 P.

1937- re: Ag. h. ev. Rudolf gimn., Békéscsaba (5), Orsz. Meteor, és
Féldmagn. Intézet, Bp. (8), Mduegyet. I. Math. Gyljtemény, Bp. (8),
Kalazantinum, Bp. (8), Bernardinum, Bp. (8), Pesti lzr. Hitk6zség
gimn. (8), Technoi, és Anyagvizsg. Intézet Bp. (7*94), Ref. Horthy gimn.,
Kistjszallas (6), Zrinyi M. redalisk. neveldint., Pécs (6), Szt. Benedek-
rend, Pannonhalma (6), Banya-, Kohd- és Erdémérndk-kar, Sopron (6).
Tovabba a M. kir. Vallas- és Kozokt. Minisztérium el6fizetése a kovet-
kez6 kdzépiskolak tanari kényvtarai részére : Balassa B. gimn., Balassa-
gyarmat, Lorantffy Zsuzsdnna Igimn., Békéscsaba, Verbdéczy J. gimn.,
Bp. I, Méatyas kir. gimn., Bp. Il., Toldy F. gimn., Bp. Il., Arpad gimn.,
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M. gimn, Bp. VIII., Fay A. gimn., Bp. IX., Széchenyi I. gimn, Bp. X,
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Szt. Laszl6 gimn., Bp. X., Kossuth gimn., Cegléd, Szt. Imre gimn.,
Csongrad, Kozépisk. Tanarképz6 gimn., Debrecen, Fazekas M. gimn.,
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Arpadhazi Szt. Erzsébet Igimn., Szeged, Ybl M. gimn., Székesfehérvar,
Garay J. gimn., Szekszard, Horvath M. gimn., Szentes, Gimnazium,
Szentgotthard, Verseghy F. gimn., Szolnok, Banffy Katalin Igimn., Szolnok,
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GRAFOK FELULETEKEN.

Tartalom.

Néhany grafelméleti és feltlettopolégiai alapfogalomrél.

Bevezetés.

1. §. Az egyoldalt feluletekre valé felrajzolhatésagrol.

2. 8. Osszefiiggé grafok nemszamainak meghatarozasa.

3. §. Nem dsszefliggé grafok nemszdmainak meghatdrozéasa.
4. §. Egy felrajzolhatésagi tétel.

5. §. Végtelen grafok felrajzolhatésaga.

6. §. Nyilt feltletekre valé felrajzolhatésagrol.

7. §. Az egy- és kétoldald nemszdmok kapcsolatarol.

Néehany gréafelméleti és felllettopologiai
alapfogalomrol.

Legyen adva a pontok egy megszadmlalhaté rendszere. Legyenek ezen
pontrendszer bizonyos pontparjai JoRDAN-ivek segitségével 0Osszekdtve.
Egy pontpart legfeljebb egy iv kossén &ssze. Az igy kapott alakzatot
gréfnak nevezzik. A m\l'l’\ﬂﬁa graf éleinek, a pontrendszer azon
pontjait, melyekbe legaldbb egy él fut, a graf szdgpontjainak nevezzik.
A szerint, hogy a graf szégpontjainak (és ezzel egyiitt éleinek) szama
véges vagy végtelen, a grafot végesnek, illetve végtelennek nevezzik.

Dolgozatunk 1— 4. §-dban graf alatt mindig véges grafot fogunk érteni.

Minden graf karakterizdlhaté egy kombinatorikus sémaval, melyben
az egymassal 6sszekotott pontparak ambdi szerepelnek. Két grafot €gyen-
I6nek nevezink, ha a két graf szégpontjai gy jelolheték meg, hogy
ezen jelolések segitségével a két grafot ugyanazon kombinatorikus séma
karakterizalja.

Két grafot homOomorfnsk nevezink, ha azok leképezheték egymasra
topologikusan.

Matematikai és Fizikai Lapok XLIV. 10
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Azon 0Osszefliggé grafokat, melyekre egy nem &sszefliggd graf szétesik,
a graf darabjainak nevezzuk.
Egy az egymastdél kulénb6zé6 A pontokkal, biré

AjAg,.. .. An—I1A77

grafot téonak nevezink.
Egy az egymastél kulonbdz6 A pontokkal bird

AMg, AgAg.. ... An—iAn, AA,

grafot kérnek nevezink.

Reguléns egy graf, ha minden szogpontjdban ugyanannyi él talal-
kozik. E szam adja a regularis graf fokszaméat. =

Véges fokU egy graf, ha minden szogpontjaban véges sok él talal-
kozik.

Egy P szégpont egy G grafnak akkor artikulacioba, ha G-nek P-tél
killonb6z6 szogpontjai oly médon oszthaték két A és B osztalyba, hogy
G minden A-bél P-be vezet§ Gtja &tmegy P-n. Egy grafot artikulaciéi —

szemléletesen kifejezve — tagokra bontjak.1
*

Elemi fellilet alatt nyilt korlemezzel homoéomorf ponthalmazt értiink.

Legyen adva egy kovetkez6 tulajdonsadgu osszefliggé ponthalmaz : a
ponthalmaz tetszéleges pontjanak van a nyilt kérlemezzel hémdéomori
kornyezete. Az ilyen ponthalmazokat hatarvonalnélkuli feltleteknek
nevezzik. Hagyjunk el a feluletb6l megszamlalhaté sok elemi felUletet
(vagyis «pontozzuki> a felUletet megszamlalhaté sokszor). Az ilyen mdédon
nyert ponthalmazokat hatarvonallal bird fellileteknek nevezzik.

Dolgozatunkban a feluleteket mindig énmagukban, minden kérnyezé
tér nélkul képzeljuk. Azzal tehat pl.,, hogy egy felulet realizdlhat6-e
a haromdimenziés euklidesi térben &nathatolas nélkial, nem fogunk
torédni.

Minden feltulet felbonthaté megszamlalhaté sok (elemi) haromszdgre.
Ha egy felulet véges sok haromszdégre bonthaté fel, akkor a fellletet
zarinak, ellenkezé esetben nyiltnak nevezzuk. Nyilt feluletek csak dol-
gozatunk 6. §-dban fognak szerepelni. Minden mas helyen (tehéat
mar az itt kovetkezékben is) zart felulet helyett egyszer(en fellUletet
fogunk irni.

Legyen egy felulet hdromszégekre felosztva. Legyen a felosztas

1 Az itt bevezetett fogalmakra és elnevezésekre nézve 1 D. Koénig:
Theorie der endlichen und unendlichen Graphen. Leipzig, 1936.
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szogpontjainak, illetve éleinek szama a0, illetve legyen tovabba
az elemi fellletek szama av Az altalanositott EuLER-féle poliédertétel
szerint a

H=3—a0+ at—aa

szam fliggetlen a felosztastol. Ezt a fellletre jellemz6 H szamot a felUlet
osszefuggési szamanak fogjuk nevezni. (Azt is fogjuk ilyenkor mondani,
hogy a fellilet //-szorosan 6sszefligg6.)

Iranyitsuk az el6bbi felosztds minden haromszdégét valamilyen médon.
Ezek az iranyitasok a haromszogek oldalait is iranyitjak, még pedig minden
élt, mely nem része egy hatarvonalnak, kétszer. Ha a haromszdgek ugy
iranyithatok, hogy ez az iranyitds minden ily élen két ellenkezd iranyi-
tast indukal, akkor a fellletet kétoldalinak, ellenkezd esetben pedig
egyoldalinak nevezzilkk. (MOBius-szabaly.)

Egy if-szorosan 6sszefligg6 hatarvonalnélkili

a) kétoldala felilet nemszaman a

b) egyoldald felllet nemszaméan a H—1 szamot értjik.

Hatarvonallal biré feliletek nemszamainak értelmezésére kimondjuk,
hogy egy feliilet nemszama nem valtozik, ha a felliletb6l kivagunk egy
elemi felliletet (vagyis ha a fellletet pontozzuk).

Legyen adva egy felileten egy k kor. Fekidjenek az A és B pontok
a k kor egy pontjanak kérnyezetében oly moédon, hogy a k Kkor ezen
kérnyezetben elvalasztja az A és B pontokat. Ha taldlhatdé a fellletnek
égy oly A és B végpontokkal bir6 JoRDAN-ive, mely egészében a k kor
kérnyezetében fekszik és nincs fc-n pontja, a k kort egyparta kdrmet-
szetnek nevezziik; ellenkezd esetben kétpartanak. Kétoldalu felllet
minden kore kétpartd.

Projektiv siAnak fogjuk nevezni a kétszeresen &sszefliggé, hatar-
vonalnélkili egyoldala fellletet.2 Elhagyva a projektiv sikbdl egy elemi
feltletet, kapjuk a MoBius-féle szalagot.3

2 E harom adat a feliletet topoldgiai értelemben tudvalevéleg meg-
hatarozza. (A fel(ilettopoldgia alaptétele.)

3 A fellletek topologiajara vonatkozolag idézzik a kovetkez6 mun-
kakat: Konig Dénes: Az analysis situs elemei; I. Fellletek. Budapest, 1918.
Von Kerékjartos : Vorlesungen ber Topologie. Berlin, 1923. Seifert und

Threlfall: Lehrbuch der Topologie. Leipzig, 1934.

10*
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Bevezetés.

Kozismert a kovetkez6 probléma:

Legyen adva a sikban harom héz és harom kut, vezessiink a
harom haz mindegyikébdl a harom kat mindegyikéhez egy-egy
utat a sikban agy, hogy ezek az utak ne messék egymast.

A feladatnak, mint ismeretes, nincs megoldéasa.

Egy masik hasonlo targyu probléma, a WEisKE-féle, azt kér-
dezi, lehet-e a sikban rajzolni 6t tartomanyt Ugy, hogy ezek ko-
zul barmely kett6 egy vonal
mentén érintkezzék. Mint isme- ¢
retes, a valasz itt is tagado.

1. abra. 2. abra.

Mindkét feladatnal — mint kénnyen belathaté — tulajdon-
képpen arrol van szd, hogy az 1., illetéleg 2. abran lathato
grafok sikbarajzolhaték-e vagy nem.4 (Ez agy értendd, hogy
lehet-e grafot ugy sikbarajzolni, hogy azon keresztez6dések ne
keletkezzenek.)

Felmerll tehat A&ltaldnosan a kérdés, hogy egy graf mikor
sikbarajzolhaté ? Vagy még altalanosabban, hogy egy megadott
graf mikor rajzolhaté fel egy iV-ednem(i egy- vagy kétoldalu
feltletre.5

Kétoldalu feluletre ezen altaldnos kérdéssel el6szor Keénk;

4 Az elsé problémanal ez trividlis, mig a masodiknal abbdl kovetkezik,
hogy ha a feladat megoldhaté lenne, akkor felvéve az 6t tartomany mind-
egyikében egy pontot, ezen pontok egymassal mind &sszekdtheté6k lennének
a nélkul, hogy ezen dsszekdtések metszenék egymast.

5 Feltehet6d az altaldnossag csorbitdasa nélkil, hogy az adott feltletnek
nincsen hatdrvonala. igy a valasz csupan a felilet nemszamatél és egy-
vagy kétoldaltsagatoél fugg; v. 6. a 2 jegyzettel.
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Dénes foglalkozott.'l Megéllapitja, hogy minden graf felrajzol-
haté egy elég magas nemszdmu kétoldalu fellletre, tovabba,
ha egy graf az A-ed nemd kétoldalu feltletre felrajzolhato, akkor
felrajzolhatdé minden iV-nél magasabb nemd feluletre is. llyen
maédon tehat, ha ismerjik a legalacsonyabb nemd kétoldal
felUletet, melyre a graf felrajzolhatd, akkor mar tudjuk, hogy a
graf mely kétoldalu felliletekre irhaté fel és melyekre nem.
Ennek a minimalis nemszdmu felliletnek a nemszama tehat
egy a grafra jellemz6 szam; ezt a szamot nevezi Konig a graf
nemszdménak. Mi a kovetkez6kben ennek a hatarvonalnélkili-
nek feltételezett fellletnek az 0Osszefliggési szamat fogjuk a
graf kétoldald nemszamanak nevezni’ és a G grafhoz tartoz6
ezen szamot A2(G)-vel fogjuk jeldini.

llyen modon tehat egy Q gréf felrajzolhaté az A 3(G)-szere-
sen osszefliggé hatarnélkili kétoldalu feluletre. De felrajzolhato
ugyanezen graf az A3(G)-j-1l-szeresen 0sszefliggé hatarvonal
nélkuli egyoldald fellletre is. Ugyanis rajzoljuk fel G-1 az
A 2(G)-szeresen 6sszefliggé hatarvonalnélkili kétoldalu felliletre
és vagjunk ki ebbdél a feliletbdl egy kdrlemezt, melynek nincs
kdzos pontja a graffal, majd illessziink a kivagott kérlemez helyére
egy MoBius-szalagot (pl. az ugynevezett «sivegfelllet» alakjaban).
llyen médon mar eld is allitottuk a kivant fellletet. Ebbdl a
meggondolasb6l tovabba kovetkezik az is, hogy minden graf
felrajzolhatd egyoldald fellletre is. Mivel pedig természetesen
itt is, mint kétoldalt fellleteknél,, ha egy graf felrajzolhat6 egy
bizonyos nemszamu egyoldall feliletre, akkor a gréaf felrajzol-
haté minden ennél magasabb nemd egyoldalu feliiletre is, be-
vezethetjik az egyoldall nemszam fogalmat. Egy G graf egy-

6 Vonalrendszerek kétoldalt feliileteken. Mat. és Természettud. Ertesitd.
XXIX. 1911. 112—117. 1 Arra az esetre, midén a graf barmely két szog-
pontjat dsszekoti egy él, 1L mar a kovetkez6 dolgozatot: Heawood: Map-
colour theorem, Quarterly Journal of Mathematics, 24. 1690. 332—338. 1.
29, 1898, 270—285. 1

7 Itt ez a definicié a célszerdbb, mert mi egyoldalt iéluletekkel is fo-
gunk foglalkozni.
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oldald nemszamanak fogjuk nevezni azon hatarvonalnélkiilinek
feltételezett legkisebb 6sszefliggési szammal bird egyoldala felii-
letnek az 0Osszefliggési szamat, melyre G felrajzolhatd. Ezt a
grafra jellemz6 szamot Ari (G)-vel fogjuk jeldlIni.

Az el6bbi meggondoléds szerint tehat

N1(G)<N*{G) + L.

Eléfordul felrajzolasi problémaknal, hogy nem térédink av-
val.. Rogy a felilet egy- vagy kétoldalG-e, hanem egyszer(ien
csak a legkisebb 0sszefliggési szammal biro felliletet keressik,
melyre grafunk felrajzolhatd. llyenkor ennek a fellletnek az
Osszefliggési szdmat a graf nemszaménak fogjuk nevezni és
N (Cr)-vel fogjuk jeldlni. Természetesen

IV(G) = min [IVL(G), N* (ti)].

*

Konig Deénes foglalkozott elészor avval a kérdéssel, hogy
hogyan lehet meghatdrozni egy graf bels6 kombinatorikus tulaj-
donsagaibol a graf nemszaméat.82Meg is adott egy ilyen mod-
szert, mely azonban nem tekinthet6 teljesnek.* Dolgozatunk
egyik célja éppen ennek a mddszernek a kiegészitése és egy-
oldalu feluletre vald atvitele.

Awvval a kérdéssel, hogy egy graf nemszama mikor 1, vagyis
hogy egy graf mikor sikbarajzolhat6, Ujabban masok is foglal-
koztak. Megemlitjik Kdratowski, Menger, Whitney és Mag Lane
Saunders erre vonatkoz6 eredményeit.

Kuratowski kimutatta,” hogy egy graf akkor és csak akkor
sikbarajzolhat6, ha nem tartalmaz sem az 1 sem a 2. abran
lathato graffal homoéomorf részgrafot.10 (Ezeket a grafokat mi
KuRATowsKi-féle grafoknak fogjuk nevezni.)

8 A vonalrendszerek nemszamardl. Mat. és Természettud. Ert. 1911
XXIX. 345-350. 1

9 Sur le probléme des courbes gauches en Topologie, Fundamenta
Mathematicae. 1930. XV. 271. 1

10 Konig 6 labjegyzetben idézett munkdjaban mar megemliti ezt a két
grafot, mint a ilegegyszer(ibb» sikba net» rajzolhat6 grafokat.
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Menger egyidejlleg ennek a tételnek kovetkezd specialis
esetét talaltall: egy regularis harmadfokd graf akkor és csak
akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz az 1. abran lathaté
graffal hom6omorf részgrafot.

W hitney 12 a kovetkezd fogalmat vezeti be:

a G és G' grafok dual grafok, ha a két graf élei kosd oly kél-
csOndsen egyértelmd vonatkozas létesithetd, hogy hag a G gréaf
tetszbleges részgrafja, tovabba g és g' a két graf kozt létesitett vo-
natkozas altal egymasnak megfeleltetett grafok, akkor fennall a 18

9i—y0+9<t+(G'—/)o*HG'—g")d—G0—gd
egyenlet, ahol altaldban egy y graf szégpontjainak, éleinek,
illetéleg darabjainak szamat y0, yv y”~-val jeldltik.

A dualitds fogalmaval marmost Whitney tétele a kovetkez6:

egy graf akkor és csak akkor sikbarajzolhat6, ha van dualja.

Végill Mac Lane Saunders 14 a kvetkezd fogalmakat hasznélja:

Legyenek kv kv kn egy graf bizonyos korei. A

&+ A fm- hk, (mod 2)

Osszegen értend6 az a graf, mely mindazon élekbdl all, me-
lyek e korok. kozidl a paratlan sokban fordulnak elé. A ko-
rok ezen sorozatat teljesnek nevezi a G grafban, ha G bar-
mely kore el6allithatd és pedig egyetlenegyféleképpen, mint a
kv kt,..., k,, korok némelyikének Osszege (mod 2). Marmost a
sikbarajzolhat6sag feltétele a kovetkezd:

egy graf akkor és csak akkor sikbarajzolhatd, ha tartalmaz
egy oly teljes korsorozatot, melyben a graf barmely éle legfel-
jebb kétszer fordul el6.2

11 Uber plattbare Dreiergraphen und Potenzen nichtplattbarer Graphen,
Anzeiger der Akademie der Wissenschaften in Wien. 67. 1930. 85—86. 1
és Ergebnisse eines Mathematischen Kolloquiums. 1930. 30—31. 1

12 Non separable and planar graphs, Transactions of the American
Mathematical Society. 34. 1932. 339—362 1

13 G'—g' alatt a G'-b6l g' éleinek elhagyasa utan megmarad6 grafot
értjuk.

14 A combinatorical condition for planar graphs, Fundamenta Mathe-
maticae, 1936. XXVIill, 22. 1
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Megemlitjiik végil, hogy Mac Lane Saunders egy eddig még
meg nem jelent cikkében fel fog allitani egy az el6bbihez ha-
sonlo kritériumot, melynek segitségével az lesz eldénthet6, hogy
egy graf gydrdre rajzolhato-e, vagy nem.

1. 8 Az egyoldalu felliletekre valo
felrajzolhatosagrol,

Konig 15 kimutatta a kovetkez6 tételt:

Rajzoljuk fel az adott Osszefliggé grafot az N2(G)-szeresen
Osszefligg6 hatarvonalnélkili kétoldald F feltletre. Ekkor a G
graf az F feluletet csupa elemi fellletre osztja.

Ebben a 8-ban ezt a tételt atvisszik egyoldalu feliletekre:

Egy adott Osszefliggd G 10 gréaf felrajzolhaté ugy az Ni{G)-
szeresen dsszefligg6 hatarvonalnélkili egyoldalu F feltiletre, hogy
a graf létesitette felosztds megyéi elemiek legyenek. Tovabba, ha
NI(G) péaratlan, akkor tetsz6leges felrajzolas esetén a graf léte-
sitette felosztds megyéi elemiek, mig, ha N 2{G) paros, akkor
egy tetsz6leges felrajzolas esetén a megyék nem mind szlkség-
képpen elemiek, hanem lehet kozottik legfeljebb egy nem, elemi,
hanem a MoOmvs-szalaggal hom&omorf.&7

Tételink bizonyitasat tébb lépésben végezziik.

1 Lemma. Az N1(G)~szeresen 6sszefliggd fellileten a G léte-
sitette felosztds megyéi vagy elemiek, vagy a MdOmvs-szalaggal
hom&omorfok.

Tegylk ugyanis fel, hogy van egy m megye, mely sem nem
elemi, sem nem homd&omorf a MOBius-szalaggal. Legyen a k az m
megyének oly kétpartd kdrmetszete, mely az m megyét oly mt
és ma megyékre osztja, hogy mt homéomorf m-el. Ha a k kor
az F fellletet nem darabolja szét, akkor felvagva F-et k men-
tén kapunk egy két hatargorbével biré és F-nél alacsonyabb nemda

15 L. a 6 labjegyzetben idézett munkaban.
16 Feltessziik, hogy G nem fa, vagyis azt, hogy tartalmaz kort.

17 Az utobbi eset kdvetkezhet pl. be, ha egy sikbarajzolhaté grafot fel-
rajzolunk a rrojektiv sikra.
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egyoldalu feliiletet, melyre G fel van rajzolva. Ez azonban AU(G)
definiciéja miatt lehetetlen, fel kell tehat tenniink, hogy a k kor
az F feluletet szétdarabolja. Ekkor azonban az egyik darab
nyilvan az m1megye. Ha a k kér mentén helyébe egy Mébius-
szalagot tesziink, akkor kapunk egy F-nél alacsonyabb nemi
egyoldalu feliiletet, melyre F fel van irva. Tehat feltevésiinkbdl
mindenképpen ellentmondas kévetkezik.

2. Lemma. A G Ilétesitette felosztds megyeéi kozt legfeljebb
egy lehet hom6omorf a MoBivs-szalaggal.

Ismételjik meg ugyanis az el6bbi gondolatmenetet valame-
lyik M6Bius-szalaggal homdomorf megyére, avval a kilonbség-
gel, hogy most ennek a megyének a helyére egy korlemezt
tesziink. Ekkor, ha a megyék koézt tobb MOBius-szalag is van,
egy F-nél alacsonyabb nem( egyoldalu feliiletet kapunk, melyre
G fel van rajzolva. Ez azonban lehetetlen.

3. Lemma. Legyen adva egy 0Osszefuggd F graf, melyre

m D <N \n

Rajzoljuk fel r-t az N 1(F)-szeresen &sszefliggé hatarvonal-
nélkili egyoldalt F fellletre. A F graf létesitette felosztds me-
gyéi elemiek.

Tegyuk ugyanis fel, hogy ez nem igaz. Ekkor az 1. Lemma
szerint taldlhaté egy MG6Bius-szalaggal homdomorf m megye.
Legyen a k kdr az m megyének kovetkez6 tulajdonsagl kor-
metszete : a k kdrmetszet az F fellletet két darabra osztja, az
egyik darabon fekszik a F gréaf, a masik darab pedig hom6éomorf
a MéBius-szalaggal. Vagjuk szét F-et a k kér mentén és tegylink
a MOBius-szalag helyére egy korlemezt. Ekkor oly NI(F)—1-
szeresen 0Osszefligg6é hatarvonalnélkili fellletet nyertink, melyre
F fel van rajzolva. Ez azonban azt jelentené, hogy a F graf
nemszama

N(F) < N\(F),
ami pedig feltételi egyenl6tlenségiink miatt lehetetlen.

Ezutan kimutatjuk, hogy ha N1(G) péaratlan szam, akkor G

az iIVAG)-szeresen 6sszefliggd hatarvonalnélkili egyoldala felu-
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letét elemi részekre osztja. A bizonyitast a 3. Lemma segitsé-
gével végezziik. Kimutatjuk ugyanis, hogy

N %0).
TegyUK ugyanis fel, hogy ez az egyenl6tlenség nem all fenn.
Ekkor tehat

N\G)>Ni (G,
amibdl tekintetbe véve a dolgozatunk bevezetésében emlitett
N1G)<N2(G) + 1

egyenl6tlenséget, kdvetkezik, hogy

NL(G)= N*(G) + 1
Ez azonban, tekintve, hogy AP(G), mint egy hatarvonalnélkuli
kétoldalu fellilet 0sszefliggési szdma, péaratlan, azt jelentené, hogy
IVL(G) feltevésiinkkel ellentétben paros szam.

Végul attérink annak kimutatadsara, hogy ha N?NG) paros
szam, akkor Gfelrajzolhaté az JVAG)-szeresen 6sszefiiggé hatar-
vonalnélkili egyoldalt F fellletre Ggy, hogy azt csupa elemi
részre ossza.

Rajzoljuk fel Ugyanis G-t tetszéleges médon F-re; ha csupa
elemi részt kapunk, nincs mit bizonyitanunk, tegyiik tehat fel,
hogy a megyék kdzt van nem elemi is. Ekkor tehat a 2. Lemma
szerint van egy a MO0Bius-szalaggal hom6omorf megye, mig a
tobbi elemi. Es igy talalhato F-en egy kovetkez$ tulajdonsagl
k kor:

1. k az F feliletet két darabra vagja, az egyik darab ho-
mdéomorf a M&Bius-szalaggal,

2. k tartalmazza a G grafnak egyetlen egy élét, e-t,

3. Amnak az e élen kivll nincs kozos pontja G-vel.

Hagyjuk el G-b6l 4z e élt és tegylink helyére egy az e él
végpontjait 0sszekoté oly JoRDAN-ivet, mely a k kor levagta
MOBius-szalagot elemivé vagja. Ekkor visszakapjuk a G gréafot
éspedig oly felrajzolasban, mely kivanalmainknak megfelel.

Evvel az egyoldalt fellletekre vald felrajzolhatdsagrol szolé
tételink bizonyitasat befejeztiik.



GRAFOK FELULETEKEN. 143

2. 8 Osszefiigg6 grafok nemszamainak
meghatdrozasa.

Legyen adva egy 0Osszefiggé G gréaf, jeloljuk szdgpontjait
Av Av..., Anel. A G graf egy iranyitott C ciklusan értjuk a
kovetkez6 kombinatorikus sémat:18
(C,) (ATIAJIAG],. - wA tv—j-1ira fj).
ahol az

AilAif, A ees, AIVNAIM AL Jljj
szomszédos pontok &ssze vannak kotve élekkel a G gréafban.
Egyszer(iség kedvéért azt fogjuk mondani, hogy a C ciklus tar-
talmazza a G graf AMAI, AitAi3..., Aiv A;,, AUAIl éleit.

A C ciklussal ellenkezéen iranyitott ciklusnak nevezzik a
( 9 (ANAIYAIYN T eATRAITAID
ciklust.

A G grafunkat a Cv Ca..., Cm ciklusok 0Osszegének mond-
juk, ha G minden élét ezek a ciklusok pontosan kétszer tar-
talmazzak. (Lehetséges, hogy egy élt ugyanazon ciklus tartal-
maz kétszer.)

A G grafot a Cv Cv..., Cm ciklusok orientadlhaté 6sszegé-
nek nevezzilkk, ha G a Cv Q,..., Cm ciklusok oly dsszege, hogy
G tetsz6leges AiAj élének megfeleléen a Cv Cv Cm ciklusok
sémajaban AiAj ésAjA, ambdék mint szomszédos pontparok sze-
repelnek.

Végul a G grafot a Cv Q,..., Cm ciklusok nem orientalhatd
Osszegének nevezziik, ha barmily el6jelsorozat mellett sem fog-
hat6 fel G a

+ Cv drGv..., d: Gm
ciklusok orientalhatd Osszegeként.

Ezutdn bevezetink még egy fogalmat. Legyen a G graf a
Gv C8,..,, Gm ciklusok @sszege. Legyen

AicAfcli AjcAin~u-.., AKAfci

18 A sémaban szerepl6 A-k nem okvetlenil kilonboz6k. Ciklikus per-
mutacioval egymasba atmend ciklusokat nem tekintlink kiilénb6z6knek.
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az éleknek oly sorozata, hogy két egymasra kovetkez6 él, to-
vabba az els6 és utolsé él, egy-egy C ciklusban szomszédos
élék. Nyilvan a G grafnak A,-bél kiindulé &sszes élei oszta-
lyozhatdk ilyen tulajdonsagu élsorozatokra. A Cv Cm
ciklusok rendszerét az Ak pontban 0Osszefiigg6nek nevezzik, ha
G élei az Ak pontban egyetlen ilyen élsorozatot alkotnak.

Legyen marmost a G graf oly modon felrajzolva az N-szere-
sen @sszefliggé hatarvonalnélkili kétoldali F fellletre, hogy a
G létesitette felosztas megyéi elemiek legyenek. Ekkor azt allit-
juk, hogy G felfoghat6, mint19

3 —N — GO(- Gt

szamu ciklus minden pontban &sszefligg6 orientalhatd dsszege-
ként. Ugyanis tekintve, hogy G az F feliiletet elemi részekre
osztja, az altalanositott EuLER-féle formula szerint, az elemi
részek szama

3—N—GO0- Gv

Mar most ha ezen elemi megyéket valamilyen médon iranyitjuk,
akkor ezek az iranyitdsok a megyék hatarvonalain ciklusokat
indukalnak. Nyilvdn G minden szdgpontban 6sszefliggd 6sszege
ezen ciklusoknak. Tekintve pedig, hogy F kétoldalu felilet, a
M6Bius-szabaly szerint a megyék iranyithaték olymodon, hogy G
az indukalt ciklusok orientalhato 6sszegeként legyen felfoghato.

Hasonléan lathaté be, hogy ha egy G graf olymédon van
felrajzolva az iV-szeresen dsszefligg6 hatarvonalnélkili egyoldali
felletre, hogy a G létesitette felosztds megyéi elemiek, akkor
G felfoghato

3"-N—Go-G,

szamu ciklus, minden pontban 6sszefiiggé nem orientalhato 6sz-
szegekeént.

Azt allitjuk most, hogy ezen allitasok a kovetkez6képpen meg
is fordithatok:

19.A G graf szégpontjainak, illetéleg éleinek szamat jeloltik GOillets-
leg Gvel.
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Legyen a G graf v-szamG minden pontban 6sszefligg6 cik-
lus orientdlhatd 6sszege. Ekkor G felrajzolhatd a

3—G0+ G, —9

osszefliggést szammal bird hatarvonalnélkili kétoldalu feltletre.
Legyen G v-szdmu minden pontban 6sszefliggé ciklus nem
orientalhaté Osszege. Ekkor G felrajzolhaté az

3—Go-f- G1—v

Osszefliggési szammal biré egyoldala fellletre.
Tekintsik ugyanis pl. az els6 allitast. Legyen tehat G a

(Gi) (AaiAaiAas.
(&) (ATaATCARS. « /Y2 25>
G) {ANAMMAlize

ciklusok orientalhaté osszege. Vegyiink fel v szamu elemi fell
letet. Legyenek ezen fellletek hatarvonalai iv iv mm illet6leg i
oldalt sokszogek. Jeldljuk ezen sokszdgek szdgpontjait rendre

4 4
NJi,>  >eee> Afa,

4 4 s, 4

-vei. (llyen mdédon természetesen kilonboz6 szogpontokat is
jel6ltink ugyanazon betlvel.) Feltételeink miatt a G graf tetszé-
leges AhAi élének megfeleléen taldlhaté ezen poligonsorozat
oldalai kozt pontosan két AftArlel jelélt oldal. Identifikaljuk a
két poligon ezen két oldalat olymodon, hogy az ugyanazon be-
tlkkel jelzett pontok egymaésra essenek. Ha ezt a miliveletet az
Osszes poligonoldalakra elvégezziik, akkor kapunk egy hatar-
vonal nélkuli F feluletet.

Az F fellleten a v szdmu poligon identifikalt oldalai egy G'
gréfot alkotnak. Azt Allitjuk, hogy a G graf egyenl6 a G
graffal. Ugyanis a G' graf kilonbozd szdgpontjai kiilénbozd
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betlikkel vannak jeldlve.20 Ebb6l és konstrukcionkbdl pe-
dig mar kovetkezik, hogy két A pont akkor és csak akkor van
a G' grafban egy éllel 0Osszekdtve, ha az ugyanezen betilkkel
jelolt pontok G-ben is 6ssze vannak kotve egy éllel. Ez pedig
éppen azt jelenti, hogy a G és G' grafok egyenlék.

Ezek utdn mar csak azt kell kimutatnunk, hogy F kétoldalu
és 0Osszefliggési szama

B— GO6Gj — v.

Az utébbi allitds kovetkezik az 4ltalanositott EuLER-formula-
bél, ha tekintetbe vesszilkk, hogy a G= G' graf az F fellletet
elemi részekre osztja. Az F felilet kétoldalisdga a Mébius-
szabalybdl kovetkezik. Ugyanis tekintetbe véve, hogy G a
Cv C2,..., Cm ciklusok orientdlhaté 0©sszege, kovetkezik, hogy
ezen ciklusok az éltaluk hatarolt megyéken egy a kétoldall
fellletekre karakterisztikus iranyitast indukalnak.

Ezzel tehat a kétoldala fellletekre vonatkozd Aallitasunkat
igazoltuk. Teljesen hasonlé modon torténik az egyoldald feli-
letekre vonatkozo6 allitdsunk igazolasa.

Ezek utan egy 0sszefligg6 G graf nemszamainak meghataro-
zdsa a kovetkez6képpen torténik:

Legyen az osszefiggé G graf v szamu ciklus orientalhat6
Osszefliggl dsszegeként el6allithatd, de ne legyen felfoghato tobb
mint vszdma ciklus orientalhatd ¢sszefliggd Osszegeként. Ekkor

N2(G) = 3—D+F- G —v.

Legyen az osszefliggd G graf v szamua ciklus nemoriental-
hat6 6sszegeként el6allithatd, de ne legyen felfoghat6 tobb, mint
v szdmU ciklus nemorientalhaté 6sszefliggd Osszegeként. Ekkor

N'fG) —3 —Gof-Gj —v.
A masodik allitds pl. a kovetkez8képpen lathatd be.
20 Mert ha a két szégpont ugyanazon betidivel lenne jelolve, akkor a G

graf ugyanezen betlvel jelélt szogpontjaban nem lennének a C,, Ct
ciklusok 6sszefiigg6ek, hanem legaldbb is két csoportba esnének.
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Az ebben a 8-ban levezetett felrajzolhatdsagi tétel szerint F

felrajzolhaté a
3— GO0-f-Gt—1i

Osszefliggés! szdmmal bird hatarvonalnélkili egyoldalu fellletre.
Azt kell tehat csupan kimutatnunk, hogy G ennél kisebb dssze-
figgési szammal biré hatarvonalnélkiili egyoldala fellletre nem
rajzolhaté fel. Valéban, ha felrajzolhatd lenne, akkor az 1. §
tételé szerint felrajzolhaté lenne Ugy, hogy a G létesitette fel-
osztas megyéi elemiek legyenek. Ekkor azonban az ebben a
8-ban levezetett tétel szerint G felfoghaté lenne tébb mint u
szdmu ciklus 6sszefliggé nemorientalhatd Osszegeként. Ez azon-
ban feltevésiinkkel ellenkezik.

Teljesen hasonléan lathatd be a kétoldall fellletekre vonat-
koz¢ Allitdsunk is.

3. 8 Nem o0sszefliggé grafok nemszamaiiiak
meghatédrozasa.

Legyen adva egy nem Osszefiiggé G graf, melynek darabijai
GI Ga,..., G,,. A G graf nemszamait a kovetkez6 formuldk ha-
farozzdk meg:

1 N G —IN (@Gj),
I N\G) = SNHG)),
1. N'iG)= IN (Gi)+ e= NG) + ¢,
ahol az
NG) < NiGI) (=1,2,...,»)
esetben s= 1, mig minden mas esetben s =0.
A formuldk helyessége a kovetkez6képpen lathaté be:
a) Legyenek a Gv G,,,..., G,, grafok rendre felrajzolva az

iV(Gj), N(G2..., N(Gn-szeresen 0sszefiigg§ hatarvonalnélkdili
feltletre. Ekkor ezekbdl a felliletekb8l megfelel6 pontozasok-
kal és osszeforrasztasokkal el6allithatd egy IWfGA-szeresen
Osszefligg6 hatarvonalnélkili feltlet, melyre a G graf fel van
rajzolva. Mindenesetre tehat

N(G)<2'N(Gj).
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Mésrészrél legyen G felrajzolva az AJ/(G)-szeresen 6sszefliggé
hatarvonalnélkili F feliletre. Vagjuk szét i *et felliletekre oly
madon, hogy ezekre a felliletekre legyenek rendre felirva a G graf
darabjai és egészitsiik ki kdrlemezekkel ezeket a feltileteket hatar-
vonalnélkali Fv F2..., Fn fellletekké. Nyilvan F 0sszefliggési
szama nem kisebb az Ft Fr ..., F,, fellletek 0sszefliggési sza-
mainak 6sszegénél. Tekintve pedig, hogy a Gv Gv..., Gn gra-
fok rendre fel vannak rajzolva az Fv Fv..., F,, fellletekre, ko-
vetkezik, hogy az Fi felllet 0Osszefliggési szama nem Kisebb,
mint N(Gi) (i=I, %..., n). Ebbél tehat 0sszeadassal

N(G)>2N(Gi)
kovetkezik, ami pedig tekintetbe véve az el6bbi egyenl6tlensé-
get, éppen a kivant I. egyenlfséget adja.

b) A Il. formula teljesen hasonléan lathatd be.

c) Tegylk el6szor fel, hogy s=0, vagyis, hogy pl.

N\G 1) = N(GI;
bebizonyitjuk, hogy
lla. AU(G) = iV(G).

Ugyanis rajzoljuk fel Gj-et az IV'IGj) = N(Gj)-szeresen 6ssze-
fiigg6 hatarvonalnélkili egyoldali Flfellletre. Rajzoljuk tovabba
fel a G2..., Gn grafokat az 7V(GD, iV(Gg),..., N(G,,)-szeresen
Osszefiiggé Ft,Fa,...,Fn feliletekre. Az Ft, Fv..., Fn felile-
tekbdl pontozasokkal és dsszeforrasztasokkal el6allithaté egy

I'N(Gi) = N(G)
Osszefliggési szammal bird hatarvonalnélkili oly egyoldala feli-
let, melyre a G graf fel van rajzolva. Mindenesetre tehat
N1(G)<N(G).

Ebb6l azonban N(G) definiciéja miatt kovetkezik a kivant llla.
egyenlet.
Tegyik most fel, hogy e= 1L Ekkor2l

21 Ez N (ffj) definiciojabdl és a bevezetésben emlitett
N1(Gi)<N*(Gi)+ 1
egyenl6tlenséghdl kovetkezik.
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N\Gi)= N(Gi)+ 1 (*«=1,2,...,»).
Kimutatjuk, hogy ebben az esetben
llifo. N\G) = N(G) + L
Tekintve, hogy tetszlleges graf esetén
N(G)<NI1(G)<N(G) + 1,
azt kell csupan kimutatnunk, hogy
N\G) + N(G).

Legyen G felrajzolva az N 1(G) 6sszefliggési szammal bird hatar-
vonalnélkili egyoldald F felUletre. VAagjuk szét ezt az F feli-
letet kétparti és szétdarabol6 kormetszetek segitségével oly
feliletekre, hogy a G darabjai rendre ezen fellleteken fekidje-
nek.22 Egészitsiik ki korlemezek segitségével ezeket a fellleteket
hatarvonalnélkili Fv F2,..., Fn fellletekké. Nyilvan az F felulet
Osszefliggési szdma nem kisebb az Fv F2,..., Fn fellletek &sz-
szefliggési szamainak ©sszegénél. Azonban az Fv F2..., Fn
feluletek kozt, tekintve, hogy F-et kétpart( és szétdarabold kor-
metszetek segitségével vagtuk szét, van legalabb egy egyoldali
feltlet.238Ha ez a felulet pl. Ft, akkor nyilvan F, dsszefliggési

22 Ez a kovetkez6képpen torténhet: vegylnk a G létesitette megyék koziil
egyet. Ezen megye minden hatargorbéje kornyezetében, vegyiink fel egy,
a inegye belsejében fekv6 kort. (Ezek a korok nyilvan kétpartGak.) Ismé-
teljuk meg ugyanezt a G létesitette megyék mindegyikére. Ha az ilyen
modon nyert kdrok mentén felvagjuk F-et, nyilvan a G graf darabjai kiilén-
boz6 felliletdarabokon fognak fekiidni. Azokat a fellileteket, melyeken nin-
csen graf, «visszaforrasztjuk». Most még igazolnunk kell, hogy a fel metszést
létesité korok mindegyike szétdarabold. Ha ugyanis valamelyik nem lenne
ilyen, akkor ezen kér mentén felvagva F-et, egy F-nél alacsonyabb nemd
egyoldald feliiletet nyernénk, melyre G fel van rajzolva. (Tekintetbe vet-
tik, hogy kétparti koérmetszet egyoldall feliiletet meghagy egyoldalinak.)
Ez azonban lehetetlen.

28 Ha egy egyoldalu feliiletet egy kétpartd és szétdarabolé kormetszet
mentén vagunk fel, akkor a kapott két felllet kozil legalabb az egyik egy-
oldald. Ha most ezen felliletek valamelyikét megint felvagjuk egy kétpartd
és szétdarabolé kormetszet mentén, akkor megint lesz a kapott harom
felllet kozott legalabb egy egyoldali. Okoskodasunkat folytatva, megkapjuk

listasunk bizonyitasat.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLXV. 1
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szama nem Kkisebb, mint N*GJ. Tekintve pedig, hogy az VT{(G)-
szeresen osszefliggd felllet dsszefliggési szdma nem kisebb, mint
az Fv F,, feluletek 6sszefliggési szamainak 0Osszege, ko-
vetkezik, hogy

NLG)>NLGY) + N(G,) H——(N(Gn= 2N(Gi)+i=N(G) + I.

Ebbd6l azonban mar kovetkezik a kivant llifc. egyenl@ség is.

Megjegyzések.

1. Aformulékbadl lathaté az az egyszer( tény, hogy egy grafsikba-
rajzolhatd darabjai nem jatszanak szerepet a graf nemszamaban

2. Legyen adva egy artikulacidval bird graf, melynek tagjai
a Gv Gv.. G ngrafok. Mint kénnyen belathatd, a Gv Gv..,, Gn
grafokra fennallnak az 1., Il., . relaciok. llyen modon tehat
artikulacids grafok nemszamainak meghatdrozdsa visszavezet-
het6 artikulacionélkii grafok nemszamainak meghatarozésara.

4. 8. Egy felrajzolhat6sagi tétel.

Ebben a §-barna kovetkezd tételt igazoljuk:

Legyen adva egy tetsz6leges oOsszefiiggé G graf. Talalhatd
egy oly F felilet, melyre oly mddon rajzolhato fel G, hogy a
G graf az F fellletet egyetlen elemi részre osztja.24

A 2. § tételei szerint ez a kovetkezd tétellel equivalens:

tetszOleges 0Osszefliggé G graf felfoghatd egy minden pont-
ban 0Osszefliggé ciklusként.2*

Az ut6bbi a kovetkez6képpen lathatd be.

Az EuLER-féle gréaftétel25 szerint G élei befuthatok mint zart
gélsorozat oly modon, hogy G minden éle pontosan kétszer
legyen befutva. Vagyis, ha G szégpontjait Av A2..,, A,,-el jeldl-
Juk, létezik egy oly
{G) (AilAIIAIS.. A AjjB

24 Ez tulajdonképpen megforditasa a kovetkez6 tételnek: Minden 6ssze-
fugg6 felllet valamely 6sszefiiggé graffal egyetlen elemi felliletre bonthaté.

25 Pontosan azt kellene mondanunk, hogy egyetlen ciklus minden pont-
ban 6sszefliggd Osszege.

25n L. példaul Konig 1 labjegyzetben idézett munkajaban, 23. 1
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C ciklus, mely a graf minden élét pontosan kétszer tartalmazza.
Feladatunk csupan az, hogy egy minden pontban 0Osszefligg6
ciklust allitsunk elé. Tegyik tehat fel, hogy C az A pontban
nem o&sszefiigg, hanem, hogy létezik az éleknek oly két

AKAGj, AjAag. .., A¥ai}
AN AJAIN, .-, AN

sorozata, melyben a szomszédos élek és az elsé s utolsd él
C-ben szomszédosak. Tekintsik a C ciklust és forditsunk meg

benne egy AU ARIA
.. ARJAr

részt (melyben az els6 és utolsé helyet kivéve A* nem szere-
pel). Vagyis tekintsik a

o) (A, A3, B, ANS,.. sAKAIXYG-. . ARA)

ciklust. Nyilvdn a C ciklus az Aj-bél kiinduld éleket eggyel
kevesebb csoportba osztja, mint C (mert hiszen két kiilonboz6
csoportot egyesitett, mig a tobbi csoportokat valtozatlanul
hagyta). Tovadbb&d minden Aj-tél kilénbdz6 szégpontban C
dsszefliggési viszonyai megegyeznek C 0sszefliggési viszonyai-
val. Ha tehat ezt az eljarast ismételjik, végil is kapunk egy
oly Aj-ben 0Osszefligg6 ciklust, melynek az At, As,..., A,, pon-
tokban valé 6sszefliggési viszonyai megegyeznek a C ciklusnak
Osszefliggési viszonyaival.

Ezutan ugyanezen eljarast megismételjuk rendre az AgtAa,...,
A,, pontokra, mig végil is kapunk egy kivant tulajdonsagi
ciklust.

Evvel allitdsunk bizonyitasat befejeztik.

5. 8 Végtelen gréafok felrajzolhatdsaga.

A kovetkez6 tétel végtelen grafok felrajzolhatésaganak kér-

dését visszavezeti véges grafok felrajzolhatosaganak kérdésére:

Egy végtelen G graf akkor és csak akkor rajzolhat6 fel egy

F fellletre, ha G minden véges részgrafja felrajzolhaté F-re:
:L’I_*
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Miel6tt tételiinket igazolnank, levezetjik a kdvetkezd segéd-
tételt :

Egy adott véges graf egy adott fellletre csak véges sokféle-
képpen rajzolhato fel 262

Segédtétellink igazoldsa a kovetkez6 lemma segitségével tor-
ténik :

Legyen adva egy hatarvonallal biré fellletnek két hatér-
pontja A és B. Ez a két pont csak véges sokféleképpen kothetd
egymassal 6ssze egy Jordan-w segitségével.

Ha ugyanis az A és B pontok a feliilet két kiilonb6z6 hatar-
gorbéjén fekszenek, akkor nyilvan ez az 6sszekotés csak egyféle-
képpen torténhet; igy tehat csak avval az esettel kell foglal-
koznunk, amikor az A és B pontok ugyanazon hatargdrbén
fekszenek.

Tegylk el6szor fel, hogy az AB iv az F fellletet nem
darabolja szét. Messiik fel F-et az AB iv mentén.. Legyen az
igy nyert felilet F,. Az Ft felilet nemszama nem nagyobb,
mint F nemszama, tovabba F, hatargérbéinek szama vagy meg-
egyezik F hatargorbéinek szamaval, vagy annal eggyel nagyobb.2'"
Ebbél tehat kovetkezik, hogy az F1 felllet csak véges sokféle
lehet. igy tehat lemmank igazolasa céljabol a kdvetkez6t kell
kimutatnunk: Legyen adva az el6bbi F felilet és a vele
homoomorf F'. Legyenek F'-n A’, B' az A és B pontoknak meg-

felel6 pontok. Legyen F-en, ill. F'-n az AB, illetéleg A'B' oly
Jordan-iv, hogy ha F-et, ill. F'-t AB, illetéleg A'B' mentén

felmetsszik, akkor az F, illetleg F'-bdl keletkezd F,, illet6leg
k[ feluletek egymassal hornéomorfak. Ebben az esetben talal-
hat6 az F és F' fellleteket egyméasba viv6 oly topologikus le-
képzés, mely az AB és A'B' iveket egymasnak felelteti meg.
Ez a kovetkez6képpen lathato be: legyen az AB, illet6leg A'B’

28 Két felrajzolast akkor tekintlink megegyezének, ha F leképezhet6
6nmagéara lopologikusan ugy, hogy a két felrajzolt graf egymasnak felel-
jen meg.

27 A szerint, hogy az AB ivb6l és a hatargérbe valamelyik A és B'
kozt fekvd ivébdl allo kor egyparti vagy kétpartd.
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ivbsl keletkezett két iv 77-en, illetéleg F[-n: ev illet6leg
e\, €% Mint konnyen belathaté, ha F,-nek ugyanannyi hatar-
gorbéje van, mint F-nek, akkor az ev illet6leg ev ivek

ugyanazon hatargorbén fekszenek, mig ha F,-nek eggyel tobb
hatargorbéje van, akkor ezen élek kiilonb6z6 hatargoérbéken
fekszenek. Azonban mindkét esetben taldlhato az F, és F
fellileteknek oly topologikus leképzése, mely az et és év illetéleg

és e3 éleket egymasba viszi at. Ha tehat az ev &% illet6leg
ev €a éleket egymassal Osszeforrasztjuk, akkor az Fv illet6leg
Fj feluletbdl visszakapjuk az eredeti F, illet6leg F' fellletet.
mig az Ft és F[ kozti leképzésbdl egy az F és F' kozti, kiva-
nalmainknak megfelel§ leképzést kapunk.

Teljesen hasonloan bizonyithaté lemmank azon esete, amikor
az AB iv szétdarabolja az F feliletet.

Ezek utan segédtételiink igazolasa teljes indukcioval torténik.
Ugyanis egy élbdl all6 grafokra segédtételiink nyilvanvaloan
igaz; tegyik tehat fel, hogy /.;-ndl kevesebb élt tartalmaz6 gra-
fokra is igaz; igazolni fogjuk k szamu élt tartalmazé grafokra is.
Legyen tehat g egy k szami élbdl all6 graf. Hagyjuk el g egy
tetsz6leges e élét. A g—e grafra indukcidés feltevésiink miatt
igaz tételiink. Rajzoljuk fel tehat a g—e grafot minden lehet6
maddon. Egy tetsz6leges felrajzolasnal az e él segédtételink
szerint, csak véges sokféleképpen helyezhet6 vissza. (Ha egy-
altalan visszahelyezhetd.) igy tehat valéban a g gréaf is csak
véges sokféleképpen rajzolhaté fel.

Ezek utan attérink tételiink bizonyitasara.

A feltétel sziikséges volta nyilvanvalo; hogy elégséges is,
azt a KONiGéle28 végtelenségi lemmaval fogjuk igazolni.

Legyen Gt, a G graf véges részgrafjainak oly végtelen
sorozata, melynek minden eleme tartalmazza részgraful az elGtte
allé elemeket, tovdbba amely 6sszességében tartalmazza a G graf
barmely élét. Rajzoljuk fel a G,, grafot az F feluletre valamilyen

28 Sur les correspondauces inultivoques des ensembles, Fundamenta
Mathematicae, 8, 1926, 114—134. 1
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maédon és feleltessiink meg ennek a felrajzolasnak egy P,,, i pontot.
Most rajzoljuk fel a grafot az el6bbit6l kilénb6z6 maédon az
F fellletre és feleltessink meg ennek a felrajzolasnak egy
P.., 2 pontot. Haladjunk igy tovabb minden kiilénb6z6 felrajzo-
lasnak megfeleltetve egy pontot. Tekintve, hogy segédtételiink
szerint, csak véges sok kulonbdzd felrajzolas létezik, ilyen
maddon egy véges
Pn, Ben, 2”’, P, |

pontsorozatot kapunk. Ez a pontsorozat legyen a végtelenségi
lemmé&ban szerepld véges /7, ponthalmaz.

Tekintsik a Pn,i pontnak megfelel6en felrajzolt Gn gréafot.
Hagyjuk el Gn azon éleit, melyek Gn—-nek nem élei. llyen
mddon kapunk egy bizonyos moédon felrajzolt Gn-1 gréafot.
Ennek a felrajzolasnak megfelel egy Pn-i,j pont. Kosslik dssze
a P,ti pontot a Pn-i,j ponttal. Ismételjik meg ezt a miveletet
az 6sszes P pontokra. llyen modon kapunk egy végtelen grafot,
melynek a KO6Nin-féle végtelenségi lemma szerint, van egy

PINPtiJPI; emm

alaku végtelen Utja. Az ezen pontoknak megfeleld felrajzolasok
megadjdk a végtelen grafnak egy az F feluletre vald felrajzolasi
modjét.

Megjegyzés. A most levezetettek szerint egy végtelen graf
csak akkor nem sikbarajzolhaté, ha tartalmaz egy sikba nem
rajzolhaté véges grafot. Ez a graf azonban a KuRATowsKi-féle
graftétel szerint tartalmaz egy KmuTowsKi-féle grafot. Kimond-
hatjuk tehat, hogy a KuRATowsKi-/c7e felrajzolhatésagi tétel
végtelen grafokra is helyes.

*

Ezek utan attérink olyan grafok vizsgalatara, melyek nem
rajzolhatok fel egyetlen fellletre sem. Vegyik azt a végtelen
Klt < illetéleg K¥%» grafot, mely megszamlalhaté sok Kv ille-
téleg K2 grafbol (L az 1. és 2. abrat), mint darabbdl All.
Igazolni fogjuk, hogy egy véges foki G graf akkor és csak
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akkor rajzolhatd fel valamely felliletre, ha nincs sem a Ki,
sem a Ki & graffal homoomorf részgrafja.29

Legyen ugyanis K, ,,-nek Ki,,, oly részgrafja, mely Ki, »-nek
n szamua darabjabdl all (i—1, 2).. A 3., illetéleg 4. &bra szerint,
gy a Kv mint a graf a projektiv sikba rajzolhat6. Tehat

N'iK) = NIK) = 2. (t=1, 2)

Ekkor azonban a 3. § szerint
N(IQ,,) = ; N(Ki) = 2n. (i=1, 2

Ez azonban azt jelenti, hogy K, ,,-nek (*=1, 2) tetsz6leges nagy
nemszammal bird részgrafja is van, amib6l pedig kovetkezik,

3. abra. 4, dbra

hogy Ki, ,, (i—, 2) nem rajzolhaté fel egyetlen fellletre sem.
Ekkor azonban természetesen egy oly G graf, mely tartalmaz
a Ki, < illetéleg A2, graffal homoomorf részgrafot, szintén
nem rajzolhaté fel egyetlen fellletre sem. Evvel tehat allitasunk
egyik részét igazoltuk.

Ezutan attérink annak igazolasara, hogy ha egy G graf nem
rajzolhatd fel egyetlen feliiletre sem, akkor tartalmaz vagy a K *,

29  Nem véges fokii végtelen grafok esetén nem lehet mindig kijeldini

végtelen sok kiilonallo KURATOASKIHEe grafot. (Vegyiink fel példaul végtelen
sok KIRATONSK-fdle grafot Ggy, hogy mindannyiufcnak legyen egy kdzos
szégpontja.) llyen esetben csak végtelen soK kszsseinsikidi Kara owsKi-féle
grafot lehet biztositani.
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vagy a l(%« graffal homdéomorf részgrafot. A G graf feltételiink
szerint nem sikbarajzolhat6, tehat a végtelen grafokra atvitt
KUuRATOwsKi-féle tétel szerint tartalmaz egy Kt-el illet6leg
fiizvel homoomorf x részgrafot. Hagyjuk el a G graf mindazon
éleit, melyeknek van ko6z0s pontja a x graffal. (Tehat a x
éleit is.) Legyen az igy kapott graf G'. Tekintve, hogy G véges-
fokd, csak véges sok élt hagytunk el bel6le. igy tehat nyilvan
a G' graf sem rajzolhatd fel semmiféle feltletre. igy a G' graf
sem sikba rajzolhat6, tehat tartalmaz egy Kv illetéleg /f2 gréaffal
homodomorf részgrafot. Ezen gondolatmenetet folytatva nyeljik,
hogy Cr-nek van végtelen sok egymastdl kilénallé részgréafja,
melyek vagy JS™el, vagy K2\el homéomorfak. Ekkor azonban
ezek kozul kivalaszthatd agy végtelen sok graf, hogy ezek
egyuttesen vagy Aj, ,.-el, vagy K% ,,-el homdomorf grafot alkos-
sanak.

Evvel tehat tételiink bizonyitasat befejeztik.

Tételink illusztraldsara szolgaljon a haromdimenzids tér
kdzonséges racsgrafja. Ez a graf tartalmaz részgraful a Kt,
illet6leg K2 graffal homéomorf részgrafot.80 Ebbdl tehat kovet-
kezik, hogy tartalmaz végtelen sok ilyen, egymastdl kilénallo
grafot is, tehat tartalmaz agy a ff), mint a Aj,,, graffal
homdomorf részgrafot. Tehat

a harom dimenzids tér kozonséges racsgrafja, nem rajzol-
haté fel egyetlen felliletre sem. (Ugyanez all fenn természetesen
haromnal magasabb dimenzids terek racsgrafjaira is.)

0. 8 Nyilt feluletekre val6 felrajzolhatosagrol.

Vegyunk egy tetsz6leges nyilt F feluletet. Nevezzik ezt a
nyilt feldletet iV-ednemiinek, ha F tetsz6leges zart részfellileté-
nek nemszama nem nagyobb iV-nél, ellenben van F-nek oly
zart részfelilete, melynek nemszama pontosan N. Nevezzik
tovabba az N-ednemd nyilt F felliletet két-, illet6leg egyoldali-
nak, a szerint, hogy F minden zart részfeluleie kétoldalu,8

30 L. Konk; 1 labjegyzetben idézett munkajanak 199. I.
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illetéleg van koztik egyoldalt is. Ezekkel az elnevezésekkel a
kovetkezd tétel mondhaté ki:

A véges vagy végtelen G graf akkor és csak akkor rajzol-
hato fel az N-ednemd egy-, illetbleg kétoldali nyilt fellletre,
ha G felrajzolhatdé az N-ednemil egy-, illetéleg kétoldalu zart
feliletre, mig a nem véges nerfili nyilt felliletre minden graf
felrajzolhaté.

Tételiink els6 része nyilvanvald, csupan a masodik résszel
kell részletesebben foglalkozni.

Vegyiink fel egy gdémbot és vagjunk ezen megszamlalhat6 sok,
egymastdl szepardlt lyuk-parat. Forrasszuk ossze ezen lyukak
hatarolta koroket paronkint. Legyen az igy nyert feliilet 0. Azt
allitjuk, hogy minden véges vagy végtelen graf felrajzolhaté 0-re.
Ugyanis abrazoljuk G-t egy gdmbon; ekkor természetesen ke-
letkezhetnek tdbbszérds pontok is. Elérhetd azonban meg-
felel6 felrajzolassal (tekintve, hogy G-nek megszamlalhatoé sok
éle van), hogy csak megszamlalhatd sok kett6spontot kap-
junk. Tekintsiik most egy tetsz6leges kett6sponton atmend
et és e9 éleket. Vagjunk a gombodn a kettéspont kdrnyezetében
két lyukat, melyek az el él kiilonb6z6 oldalan fekszenek és
forrasszuk 0Ossze a két lyukat hatarold koroket. Az igy nyert
felileten mar most helyettesithetd az él egy a grafot nem
metsz6 éllel. llyen modon tehat egy kettéspontot mar eltiin-
tettink. Hasonl6 modon megszabadulhatunk a tobbi kett8s-
ponttél is. Nyilvanvalé tovdbba az is, hogy ha e koroket
megfelel6 irdnyitassal forrasztjuk 0ssze, akkor G éppen a 0
feltletre lesz felrajzolva.

Evvel tehat igazoltuk, hogy minden graf felrajzolhaté O-re.
Azonban ebbdl, tekintetbe véve, hogy minden nem végesnem(i
nyilt felilet tartalmaz egy O fellletet,31 kdvetkezik mar allita-
sunk is.

31 Ugyanis talalhaté a zart részfeliletek oly végtelen sorozata, hogy
a sorozat barmely eleme tartalmazza a. sorozatban el6tte allé feluleteket
részfeltletul, tovdbba barmely elem nemszama nagyobb legyen, mint a
sorozatban elétte all6 feltuletek nemszama.
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7. 8 Az egy- és kétoldald nemszamok
kapcsolatardl.

Mar dolgozatunk bevezetésében emlitettiik a trivialis
tVI(G)<iV3(G) + 1

egyenl6tlenséget. Ennek segitségével, ha ismerjuk egy graf két-
oldali nemszamat, van egy egyszer( fels6 hatarunk a graf egy-

5. abra. 6. abra.

oldali nemszamara. Most avval a kérdéssel fogunk foglalkozni,
hogy ha ismerjiuk egy graf egyoldald nemszaméat, lehet-e fels6
korlatot talalni a graf kétoldali nemszamara. A valasz, mint
latni fogjuk, tagado.

El6szor is, hogy a helyzetre ravilagitsunk, megmutatjuk, hogy

N*(G) - N'iG)
tetszOleges nagy lehet. Vegylk ugyanis az 5. §-ban szerepld

Ki,n grafot, mely n szdmi KuuATowsKi-féle K grafbol (mint
darabbol) all (i= 1, 2). Erre a 3. § formulai szerint

N\K.n) = 2 N*(K)= fs  3n
(t-J, 2,
N'(K.n) = 2N I(Ki) + e= . 2n
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tehat )
N2(tfi,n) —iVMAj») = n (i—1,2),
ahol n tetsz6leges nagy egész szamot jelenthet.
Most tovabb megyink és kimutatjuk, hogy ha

MI(G) = %

vagyis, ha G felrajzolhaté a projektiv sikra, akkor még N*(G)
tetsz6leges nagy lehet. Tekintsiik ugyanis az 5. dbran (n—1)
lathaté rn grafot. (Ez a graf n-f 1 koncentrikus korbdl,
kv kn+i-b8l és 2n-j-3 szamd n + 1 élb6l all6 «atmérdbol»

7. abra. 8. abra.

all. Az abra kozéppontja nem szogpontja a grafnak.) Ez a graf,
mint a 6. abra mutatja, felrajzolhaté a projektiv sikra.

Azt allitjuk, hogy
N*(rn > 2«+1.

Miel6tt ezt bebizonyitanank, levezetjik a kovetkez6 segédtételt:

Tekintsik a 7. abran (n=T re) lathat6 yn gréafot (n tetsz6-
leges pozitiv egész szam). A yn graf egy k korbdl és 2(n+1)
atmérébdl all. (Az abra kdzéppontja nem szdgpontja a grafnak.)
Ez a graf nem rajzolhatd fel oly moédon a Sn-j-i-szeresen
osszefliggé hatarvonalnélkili kétoldalu feluletre, hogy a k kor
a feltleten pontta 6sszehlzhato legyen (azaz, hogy a k elemi
feluletet hataroljon) és a yn graf minden «atmérGje» a k kor
hatarolta elemi feltleten kivil haladjon.

Tegylk ugyanis fel, hogy ez a felrajzolasi mdd lehetséges
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lenne. Legyen a 8. dbran a k kor hatarolta elemi feltlet és a
k kor kornyezete abrazolva ezen felrajzoladsi méd mellett. Ha
felvesziink két nem a grafon fekvd pontot, melyek nem feksze-
nek a k kor hatarolta elemi fellleten, akkor — mint az &bra-
bél kdnnyen leolvashatd (ahol példaképpen egy A-1 és B-1
Osszekotd ut lathatd) — ez a két pont Osszekodthetd egymassal
egy a grafot nem metsz6 attal. Ez azonban azt jelenti, hogy'
a Yy, graf feluletinket pontosan két részre osztja. Tehat az
altalanositott Euirer-féle formula szerint32

(r«).-(rn),+ 2>3-(2n+1),
ahol (yn0 és (yn)! a yn graf szogpontjainak, illetéleg éleinek
szdmét jelenti. Azonban
(r«V=4(rc+i)
Gr»)i= 6 («+1).
tehat elébbi egyenlétlenséginkbdl a

2<0
ellentmondéas kovetkezik.
Evvel tehat segédtételiinket bebizonyitottuk, most attérink
a rn grafra vonatkoz6 allitdsunk igazolasara. Teljes indukciot
alkalmazunk «-re. A ro graf nyilvdn nem sikbarajzolhatd,
hiszen azonos az els6 KuRATOwsKi-féle graffal s igy bizonyi-
tando egyenlétlenségiinknek megfeleléen

iv2(r0)> 1.

Tegyluk tehat fel, hogy tételiinket igazoltuk minden «-nél
kisebb egész szamra; igazolni fogjuk «-re is. TegyUk ugyanis
fel, hogy, ellentétben a bizonyitandé egyenl6tlenséggel, rn fel-
rajzolhatd a 2«-fl-szeresen &sszefliggé hatarvonalnélkili két-
oldalt feltletre. Ekkor grafunk kt korét segédtételiink szerint
nem lehet pontta hdzni a felileten. [Ugyanis, ha lehetne,
akkor fn «atmérdi» kozott legaldbb egy az ezen kor hatarolta

32 Azért all egyenl6tlenség, mert nem tudjuk, hogy YN feliletinket
elemi részekre osztja-e.



GRAFOK FELULETEKEN. 161

sclemi fellileten lenne, mert hiszen a kt koér és F, 2(»+1)
szamu «atmérbje» egy yn grafot alkotnak. Tehat tekintve, hogy
a Vn gréaf tetsz6leges két szégpontjahoz talalhatd /),-nek egy
ezen két szogpontot kt metszése nélkil Osszekdétd atja, kovet-
kezik, hogy ha F» egy «atmér6je» a k kor hatarolta elemi
fellilet belsejében volna, akkor az egész F, grafnak ezen az
elemi felilet belsejében kellene fekiidni, vagyis F,,-nek sikba-
rajzolhaténak kellene lenni] Ha tehat felUletlinket ezen kor
mentén felvagjuk és a kapott kétoldalt feliiletet korlemezekkel
hatarvonalnélkili feliiletté egészitjuk ki, akkor nyeriink egy leg-
feljebb 2«-l-szeresen &sszefliggé hatarvonalnélkili kétoldalu
feluletet. Azonban erre a fellletre fel van rajzolva F,,-nek egy
Jin— része, ami pedig indukciés feltevésiink szerint lehetetlen.
Evvel tehat allitasunk bizonyitasat befejeztik.

*

Ezek utan felmerilhet az a kérdés, hogy létezik-e egy oly
graf,a3 mely felrajzolhaté egy bizonyos egyoldald fellletre, de
nem rajzolhaté fel egyetlen kétoldalu fellletre sem. A valasz
tagado, vagyis

ha egy (véges vagy végtelen) graf felrajzolhatdé valamely
egyoldala fellletre, akkor felrajzolhaté egy kétoldalara is.

Miel6tt tételiinket levezetnénk, el6szor igazoljuk a kovetkez6
segédtételt:

Ha egy véges g graf egy egyoldali F fellletet elemi fellle-
tekre bont, akkor a g grafnak van oly kore, melynek mentén
F-et felmetszve, ez kétoldaliva lesz.

Hegyen ugyanis k egy oly F-en fekv6é kor, hogy felmetszve
F-et k mentén, ez kétoldalliva lesz. Messe a k kor grafunkat
rendre a Pv Pt.....P,, pontokban. (Feltehet6, hogy k nem megy
at g egyetlen szogpontjan sem, tovabbd, hogy fc-nak csak véges
sok kozos pontja van ‘/-vei.) Legyen a k kornek Px és P kozt
fekv6 ive i és fekudjon ezen i iv a g létesitette felosztas €3

33 Az viladgos, hogy ilyen véges graf nincs.
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elemi feluletén. Az e elemi fellletet hatarol6 élekbdl alkothat
#-nek egy oly Pt-et és 51 0sszekoté u Utja, hogy az i iv és
ezen U ut egy elemi feliletet hataroljanak. Ekkor azonban
nyilvanval6, hogy ha a A kor i ivét ezen u uttal helyettesitjik,,
akkor ismét oly k' kort nyeriink, mely mentén F-et felvagva, az
egyoldaliva lesz. A nyert k' korre gondolatmenetiink megismétel-
het6. Végil is megkapjuk y-nek egy kivant tulajdonsagu korét.
Ezek utan tételiink a kovetkez6képpen lathaté be:
Feltehet6, hogy G végtelen és nem rajzolhat6 fel az Arl(G)~
szeresen osszefliggé hatarvonalnélkuli kétoldalu feliiletre. Ekkor
az 5. § tételei szerint van G-nek oly véges g részgraija, hogy

N'(g) = NX(G)

N*(g)>N1g) = N1G).

Legyen mar most G felrajzolva az Ad(G)-szeresen &sszefliggd
hatarvonalnélkiili egyoldald F feliletre. Az 1. § B Lemmija
szerint a g graf elemi részekre osztja az F fellletet. Van tehat
#-nek, segédtételiink szerint, egy

és

k— Aj, Ag,*.., Aft, Aj

kore, mely mentén felvdgva F-et, az egyoldaliva lesz. Véagjuk
fel F-et k mentén. Legyen az igy keletkezett kétoldalu felllet F'.
Legyen tovabba az ezen feliilleten fekvé G—k grafbol keletkezett
graf F, legyenek tovabba ezen graf Aj, A*,..., A,,-bdl keletkezett
szégpontjai Ax, A',,..., A,, illetéleg A", A*me Al Forrasszunk
az F' felulethez hidakat oly modon, hogy a F graf Aj és Aj,
illet6leg Aa és A3..., illetbleg An és A« pontjai egymassal
osszeforraszthatok legyenek. Ekkor 7-bél visszakapjuk a G—k
grafot. Ez azonban azt jelenti, hogy a G—k graf felrajzolhat6
egy kétoldala fellletre. Ekkor azonban (tekintve, hogy k véges
graf) a G gréaf is felrajzolhaté valamely kétoldal( fellletre.
Ezzel tehat allitasunk bizonyitasat befejeztik.
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Tekintsik a 9. abran lathato projektiv sikra felrajzolt meg-
szamlalhatéan sok JoRDAN-ivbdl &ll6 /' gorbét."01 Ez a gorbe
megszamlalhatéan sok koncentrikus koérbdél (melyek konvergal-
nak a pontozott kérhdz)
és. megszamlalhatéan sok
«atmérébdl»  (melyek a
pontozott  «atméréhoz »
konvergalnak) all. Ez a
gorbe, mint az abra mu-
tatja, felrajzolhatd a pro-
jektiv sikra. De tekintve,
hogy tartalmaz tetsz6le-
ges magas indexti [,
grafot részgorbedl, r,,
nem rajzolhaté fel egyet-
len kétoldalu fellletre
sem. Tehét 9. 4bra.

r«, egy oly megszam-
lalhaté sok Jordan-ivbdl allo goérbe, mely felrajzolhaté minden
egyoldala feliiletre, de nem rajzolhaté fel egyetlen kétoldala

feltletre sem.
Véazsonyi Endre.

GRAPHEN AUF FLACHEN.

Die Arbeit gehdért zur relativen Graphentheorie und schliesst sich
Untersuchungen von D. K("Iig (1911) und G Kuratowski (1930) an.

§ 1. Zeichnet man auf eine einseitige Flache von maoglichst niederem
Geschlecht einen zusammenhédngenden endlichen Graphen, so sind die
durch den Graphen erzeugten Lander nicht unbedingt Elementar-
flachen ; es kann Vorkommen, dass ein solches Land mit dem Mbbius-
schen Band homoeomorph ist. Es ist aber mdéglich unseren Graphen
auf diese Flache auch so zu zeichnen, dass alle Lander elementar sind.

§ 2. Eine kombinatorische Methode zur Bestimmung der Geschlecht-

8 A, girbe nem gréf.



164 VAZSONYI ENDRE.

zahl der ein- oder zweiseitigen Flache von niedrigstem Geschlecht, auf
welche ein gegebener zusammenhangender endlicher Graph gezeichnet
werden kann.

§ 3. Bestimmung dieser Geschlechtzahlen, wenn sie fir die einzelnen
zusammenhédngenden Bestandteile, in welche der gegebene endliche
nicht zusammenhangende Graph zerfallt, bekannt sind.

§ 4. Zu jedem zusammenhangenden endlichen Graphen lasst sich eine
Flache bestimmen, die durch den Graphen in eine einzige Elementar-
flache zerlegt wird.

§ 5. Ein unendlicher Graph lasst sich dann und nur dann auf eine
Flache zeichnen, wenn alle seine endlichen Teilgraphen auf diese Flache
gezeichnet werden konnen. Der Satz von Kuratowski gilt auch far
unendliche Graphen, wenn die Menge ihrer Kanten abzahlbar ist. Ein dem
KURATOWSKIi-schen entsprechendes Kriterium dafiir, dass ein unendlicher
Graph sich auf keine einzige Flache zeichnen lasst. (Der Gjttergraph
des n-dimensionalen Raumes mit n>2 l&sst sich z. B. auf keine Flache
zeichnen.)

§ 6. Der Fall offener Flachen.

§ 7. Zu einer jeden zweiseitigen Flache mit gegebener beliebig
grosser Geschlechtszahl lasst sich ein endlicher Graph so bestimmen,
dass er wohl auf die projektive Ebene, nicht aber auf die gegebene
zweiseitige Flache gezeichnet werden kann. Wenn aber ein endlicher
oder unendlicher Graph auf eine einseitige Flache gezeichnet werden
kann, so lasst er sich auch auf eine zweiseitige Flache zeichnen.
Es gibt jedoch eine aus abzahlbar vielen JORDAN-Bogen bestehende Kurve
(kein Graph), die sich auf jede einseitige, aber auf keine zweiseitige
Flache zeichnen lasst.

Endre Vazsonyi.



MEGJEGYZES KURSCHAK JOZSEF EGY MUNKAJAHOZ.

Kurschakl egyszerl és teljes elemi-geometriai bebizonyita-
sat adta annak az ismert2 tételnek, mely szerint a korbe irt
konvex n-szogek kozott a szabalyos n-szognek (és csak ennek)
van a legnagyobb terllete,3*Bebizonyitasat a kovetkez6 segéd-
tételre alapitotta:

Legyen ABCD a korbe irt olyan konvex négyszog,melynél

AD iv > 13C iv.*
Jeloljuk az AC és BD atlok metszéspontjat S-sel. Akkor
JS>BS é DS> ~CSh

Ezt Kurschak az eukiidesi geometrianak a kerileti szégekre
vonatkozé tétele alapjan bizonyitja, t. i. a kovetkez6képpen: mivel
AD>BC, azért a megfelel6 keruleti szogekre ABD”>BACS,
tehat az ABS haromszégben AS>BS s ugyanigy folyik DS>CS.

1 J. Kurschak : Uber dem Kreise ein- und umgesehriebene Vielecke,
Mathematische Annalen 30 (1887), p. 578—581.

2 V. 6. J. Steiner : Uber Maximum und Minimum bei den Figuren in
der Ebene, auf der Kugelflaiche und im Raume {berhaupt, Gesammelte
Werke 2, p. 179—242, kiléndsen p. 242.

3 A teriilet mérészamanak fogalmat nem hasznalva, a tétel igy fejezhetd
ki: ha Pk a korbe irt szabalyos n-sz6g, P pedig u. a. kérbe irt nem sza-
balyos n-sz0g, akkor P> haromszdgekre bonthat6 gy, hogy azokbdl bizonyo-
sakat elhagyvan, a megmaradt haromszdgekbdl p 6sszerakhatd. Kirschak
bebizonyitasa kozvetleniil a tétel ez alakjanak kimutatasara szolgal.

* Itt AT) iv alatt az A és D végpontokkal biré két koriv kozil az ér-
tendd, amely a B és G pontot nem tartalmazza; hasonléan értendé a
BC iv.

5 Ebbdl nyilvan kovetkezik, hogy a BSCa kongruens az ASfrb egy
részével, tehat az ABDa terlilete nagyobb az ABCa teruleténél. Ezt
alkalmazza KOrschak bebizonyitasaban.

Matematikai €S Fizikai Lapok. XLIV. 12
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Ettdl eltekintve, a fenti tétel bebizonyitasdban Kurschak nem
hasznalja fel az euklidesi axiémat.

Az aldbbiakban e segédtételnek az euklidesi axiomatol
flggetlen bebizonyitdsat mutatom be. Ezzel a beirt n-szdgek
teriiletére vonatkozd fenti tétel KiiRscHAK-féle bebizonyitasa az
euklidesi axiomatol fliggetlenné valik, tehat érvényes a Bolyai—

LoBAcsEvszKiJ-féle geometridban is.1
*

A fenti segédtétel az euklidesi axiomatol fuggetlentl kovet-
kez6kép bizonyithatd be.

Tekintsiik az AB oldal MN felez6 merdlegesét (abra). Az A
és C pontok ez MN egyenesnek két kiilonbdz6 oldalan vannak;
mert ha Cis azon az oldalon volna, mint A vagy épen iV-be esnék,
akkor (mivel MN az ADCB ivet iV-ben felezi) BC ;> Al) - DC

allana, amib6l BC > AB kovetkeznék, a
feltevéssel ellentétben. Tehdt MN metszi
AC-t egy az A és C kozé es6 T pont-
ban. Messe a BT egyenes a kdért masod-
szor C'-ben. Minthogy BT nyilvan az AT
egyenesnek, a kor pedig énmaganak az.
MN egyenesre vonatkozé tikorképe: vila-
gos, hogy a C pont C-nek MN-re vonat-
koz6 tukorképe. Tehat AC — BCl. Ennél-
fogva a feltevés alapjan AD>AC"', vagyis C az AD ivnek
valamely A és D kodzé es6 pontja. Ebb6l folyolag az ACegyenesen
Taz A és S kozétt van. Amde AT = BT, minek folytan

as = |l t+ ts = b t+ ts,

tovabbd a BST haromszdgben

BT+ TS>BS,

1 KURSCHAKnak az idézett helyen a koré irt «-szogekre vonatkoz6 meg*
feleld tételre, valamint a be-, ill. koré irt «-szogek keriletére vonatkozd
hasonl6 tételekre adott bebizonyitasai az euklidesi axiomatol szintén flig-
getlenek. V. 6."szerz6t6l: Konvex és monoton fliggvényekrél, Matematikai
és Fizikai Lapok 36 (1929), p. 50—56, kiilléndsen p. 55.
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kdvetkezdbleg
AS > BS.

Ugyanigy kovetkezik a feltevésbdl, hogy

BS > CS.

Qu. e. d.
Szasz Pal.

BEMERKUNG ZU EINER ARBEIT VON J. KURSCHAK.

1 Kurschak 1 hat fir den bekannten Satz,2 laut welchem unter allen
konvexen n-Ecken, die einem Kreise eingeschrieben sind, das regel-
méssige den grossten Inhalt hat, einen' einfachen und vollstandigen,
elementargeometrischen Beweis gegeben. Sein Beweis ist auf den fol-
genden Hilfsatz gegrundet:

Es sei ABCD ein dem Kreise eingeschriebenes konvexes Viereck,
bei dem

Bogen AD > Bogen BC

ausfallt. Bezeichnet man den Schnittpunkt der Diagonalen AC und
BD mit S, so gilt
AS> BS und DS:;> CS.

In vorliegender Note wird dieser Hilfsatz — den J. Kurschak auf Grund
des euklidischen Satzes uber Peripheriewinkel beweist — unabh&ngig
vom euklidischen Axiom bewiesen. Damit wird der J. KiiRscHAKsche Be-
weis des oben angefiihrten Satzes Uber den Inhalt der eingeschriebenen
n-Ecke vom euklidischen Axiom unabhéngig, und gilt daher auch in

der Bolyai—LoBATSCHEFSKuschen Geometrie.3
Paul v. Szasz.

1 J. Karschak: Uber dem Kreise ein- und umgeschriebene Vielecke,
Mathematische Annalen 30 (1887), S. 578—581.

2 Vgl. J. Steiner: Uber Maximum und Minimum bei den Figuren in
der Ebene, auf der Kugelfliche und im Raume uberhaupt, Gesammelte
Werke 2, S. 179—242, besonders S. 242.

3 Die von J. Kurschak a. a. 0. fir den entsprechenden Satz (ber um-
geschriebene n-Ecke und flr die dhnlichen Sétze Uber den Umfang der
ein- bezw. umgeschriebenen «-Ecke gegebenen Beweise sind ebenfalls vom
euklidischen Axiom unabhéngig.

12+



BOLYAI FARKAS EGY ISMERETLEN LEYLLE
ES AZ INSTITUTUM PENSIONALE HUNGARICUM.

Az aldbb ko6zolt BoLYAi-level eredetije a gyomrdi Teleki—
levéltarbanl van. Bolyai Farkas 1825-ben irta Teleki Jozsef
gréfnak, a Magyar Tudomanyos Akadémia kés6bbi els6 elndke-
nek, aki akkor a Helytartétanacs tiszteletbeli titkara volt.2 A
Helytartétanacs felligyelete ald tartozott a levél els6 mondata-
ban emlitett «Institution», pontosabban Institutum Pensionale
Hungaricum, ahova 1824 jual. 1-vel val6 felvételét remélte a
marosvasarhelyi kollégiumnak azéta vilaghirre emelkedett mate-
matikus professzora. Masodik feleségének, a levél szerint «id6s
beteges» Nagy TEREz-nek jévGjét akarta volna biztosabba tenni
ezzel a lépéssel. Sietnie kellett, mert a belépés korhatara az
50. életév volt, amit § 1825 febr. 9-én ért el.

Az Orszagos Levéltar tobb tisztvisel§jének szives segitségé-
vel sikertilt megkeresni ennek a feledésbemerilt «nyugdijinté-
zetnek» a gyokerét. Felallitdsat «Augustin Holtsche Rait Offr
[Rafionum Officialis] der P. h. Hoffkammer-Buchhl.» kérte
5 félives németnyelv( felségfolyamodvanyban «Ofen 1 Julij 795»
hivatkozva arra, hogy «Wayl. S. M. Joseph der 2te ein &hnliches
Institut fur die oesterreichischen Wirtschafts-Beamten schon
unterm 22t Hornung [Februar] 787. zu genehmigen geruhet

1 E helyen is kdszénetét mondok Teleki Tibor grof Okegyelmességének
és a levéltart rendezé lvanyi Béla dr. Oméltosaganak, a szegedi Feréncz
16zsef'-tudoméahyegyetem tanaranak, hogy kutatdsomat lehet6vé tették.

2 Schematismus inclyti regni Hungariaé pro anno US4 pag. 97.
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haben;».8 A kovetkezd évben (1796) mar 2000 példanyban ki-
nyomtattak (latinul és németiil) az alapszabalyokat.z Allami és
magantisztvisel6k is beléphettek ebbe az intézetbe: «privati
pensionalis Institut! in Regno Hungériaé, partibusque Eidem
adnexis pro Officialibus tarn in Regiis, quam & Privatorum
honoratioribus Servitiis constitutis, eorundemque Viduabus, &
Orphanis Prolibus erigendi», amely 1797. jan. 1-én kezdte meg
mikodését. A vele kapcsolatos bizottsdg: «Deputatio Altissime
approbati Instituti Pensionalis Hungarici» az 1807. évi Schema-
tismushzLn szerepel el6szor. Megtaldljuk 1824-ben is, amikor
Bolyai Farkas be akart 1épni. Ekkor elntéke Boros Jozsef, 14
Ulndke kozll az utolsé: «D. Paulus Jun. Eotves, Exc. Camerae
R. H. A. Goncipista, una Instituti hujus Actuarius. »5 Ot emliti
Bolyai. Ezek utan lassuk a levelet, amelynek két (pontokkal
jeldlt) szavat nem sikerilt teljesen Kkibetlzni. A papiros ott
foltos és lyukas. A cimzésben és a megszolitasban el6forduld
R. Sz. B. rovidités jelentése: Romai Szent Birodalmi.

Méltosagos R. Sz. B. Grof Széki Teleki Josef Ur 6 Nagysa-
ganak, a’ Felséges Kirdllyi Helytart6 Tanats’ nagy érdemd
Titoknokjanak, méltoztatott J6 Mlgs Fatronus Uramnak alazatos
tisztelettel Pesten

Méltosagos R. Sz. B. Grof és Secretarius Ur,
Méltoztatott J6 Migs Patronus Uram!

Kevés napokkal azutén, hogy az Gsszel Ngdnak irni bator-
kodtam, vettem az Actuarius 06 Pal Urnak az Institutum
petsétjével megerdssitett levelét, melybe jelenti a la Julii 1824
valo bé-vétettetésemet, és azt hogy az elsé esztendére 47 rhf
38 xrral tartozom; azonnal az akkor Pesten lévé TsiKi-nek
boltjaban itt le-tettem azt, megkérvén otét levélben, hogy
azt a’ Ngod méltoztatott Gtmutatasa szerint maga hellyén fizesse-
bé, és az assecuratorius libellust hozza-le: de & vissza jovet

8 Orszagos Levéltar. Helyt. Grem. Extr. 1795. fons 6. pos. 3.

4 Grem. Extr. 1796. norm, fons 3. pos. 26—29. A latin szdveg (18 Oct.
Nro. 23028) 11 oldalon 37 8-bdl all.

5 Schematismus.2 pag. 129.
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azzal mentette magat, hogy véghez nem vitte, hogy a’ Duna
iszonyu &radasa miatt Budara nem mehetett; ’s azt-is mondja,
(nem tudom mennyibe igaz) hogy Ngdat instalta, hogy méltoz-
tatnék a’ pénzt altal-venni — nem lévén egyéb mit tennem,
arra kértem, hogy assignalja Pestre; az igérte, hogy assignalja
Kappel és Compagnie nev(i keresked6 Hazhoz; melyr6l én
Otvoes Pal Urat tudositottam-is: de taldn ezen levelem fel-
érkezése el6tt, a’ pénznek meg nem menetele miatt Ki-rekesz-
tettettem, mellyet Otves Pal Ur mint Actuarius nemrég vett
levelében meg-is irt: ezen artatlan talalt szerencsétlenségbe
kotelességemnek latom még eggyet proébalni; TsiKi-tol .. s.i
. at vettem, Ugy adta a’ mint 6 kész meg-.... nni azt egy
Otvos Pal Urnak irt levelembe, melyet az irt pénzzel eggyitt
viszen most Petrasko Ur, belé zartam, ’s instaltam. hogy vigye
véghez, hogy a’ midén nem a’ magam hibaja miatt esett, és
mar bé-voltam vétetve, ki ne rekesztessem, és a’ mikor Pet
rasko Bétsbdl vissza j&, az assecurans libellust hozhassa-le.
Alazatoson engedelmet instalok, hogy Ngodnak alkalmatlan-
kodni batorkodom; az a’ dits6 feljulirdas, mely alatt a’ Haza az
emberiség védangyalait, s Vallasunk hatalmas oszlopait tiszteli,
gyujtotta bennem ezt a’ bizodalmat: méltoztatik tudni Ngod,
miilyen nyomorult a’ Vasarhellyi Professor’ allapotja, a’ kinek,
midén a’ jelenvaldba is nehezen élhet, akarmely nemes és a
koz jora toreked6 tize lenne-is, a’ jovendGbe lehet6 el-erdtele-
nalésre, el-maradhato Ozvegyre, Arvdkra vald ki-nézésbe el-
alszik — nékem kiilondsebben nagy szerentsétlenségemre esett
ezen véletlen Ki-rekesztetésem; mert én bizonyosan bévétetve
gondolvdn megamat, a mult esztendd utols6 napjan egy id6s
beteges léanyt elvettem; a; ki, ha szintén nem gondolname-is,
hogy engemet, a’ ki még alkalmas egésségii vagyok, felll-éljen,
nagyon el-kedvetlenednék, ha a’ bizonytalan jovend6re nézve
ezen reménységét el-vesztené: aldzatoson instalok azért Ngod-
nak ; méltoztassék egy néhany a’ maga hellyén tejendé néhany
szavaval egy par embert meg-tartani; hogy ha lehetne Petrasko,
mikor Bétsbdl vissza-j6, hozna-le magaval az assecuratorius
libellust; holtig héaladatos szivvel fogom Ngod kegyességét
kdszonni; maradvan mind végig aldzatos méjj tisztelettel

Milgos Grof Ur Ngodnak alazatos szolgdja

Mvasarhellyen 1825. 2aAprilis. Bolyai Farkas
Math, et Phys. Professor.

Az Orszagos Levéltarban 1824-t61 egészen 1830-ig bezardan
atnéztem a kamarai osztaly mutaté-kényveit (Index protocol-
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lorum centralium; Elenchi dep. Gassal. Oeconom.), de nem
talaltam nyomat, hogy Bolyai Farkas valamit befizetett volna.
Erdélyi volta nem lett volna akadaly. Erdélybe, s6t Galicidba
valék is beléphettek,® ha a sziikséges hatosdgi orvosi vizsga-
latot 8 sikerrel kiallottdk. Anyagi helyzete is kedvezébb volt
ezid6tajt.8

A levél elején emlitett Tsiki (Csiki) Marton Pestre jaro
marosvasarhelyi boltos volt «és egy lemendje férje révén ma
is tartja a familia az 6 hajdani labas hazat a Saros-utca sarkan.#9
Petraské Gergely is ottani Vaskereskedd, «a mai Takarékpénz-
tar haza volt az 6vé».9 Csaladja kés6bb (1831) magyar nemes-
séget kapott.101 Kappel pesti kereskeddrdl méar 1815-ben ezt
olvassuk: «Hr. Kappel, Material-und Spezerey-Handl. hat sein
Gewodlb (zum blauen Einhorn) sammt Wohnung in der Waitzner-
gasse im eig. Hause.»1l

Jelitai Jbzsef.

6 «Compluribus tarn Regiis, quam Privatorum Officialibus é Magno
Principatu Transylvaniae, et Regno Galliciae Fine sui ad altissime appro-
batum Institutum Pensionale Hungaricum Receptionis, et Incorporationis
semet insinuantibus»; Helyt 1805. Dep. Fund.—Saec. Polit. fons 6.
pos 8.

7 Ugyanott az orvosi bizonyitvany nyomtatott mintaja. (24 Jan. 804.
2162.)

8 V. 0. David Lajos: A két Bolyai élete és munkassaga. 1923. 125.

9 Gulyas Karoly, a marosvasarhelyi TELEKi-kényvtar 6re irja Bias Istvan
ottani levéltaros kozlése alapjan e sorok Iréjahoz intézett szives levelében.
(1937. maj. 17.)

10 Dr. Temesvary Janos: A magyar-ormény nemes csalddok czimerlevelei
Szamosujvar. 1896. 232.

11 AdreBbuch der Koeniglichen Frey-Stadt Pesth. 1815. S. 138. Ver-
zeichniR der Ubrigen incorporirten Glieder des Handelstandes, worunter
mehrere mit dem Klein-Handel auch den Handel all’in Grosso verbinden.
S. 135—142.
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WOLFGANG v. BOLYAI UND DAS INSTITUTUM
PENSIONALE HUNGARICUM.

Nach dem Tode seiner ersten Frau (1821) heiratete W. v. Bolyai
im Jahre 1824 Therese v. Nagy. Im Anschluss hieran wurde er auf sein
Ansuchen mit Beginn ab 1. Juli 1824 in das Institutum Pensionale
Hungaricum (gegrindet 1796) aufgenommen. Da er aber schon die
erste Jahreszahlung (47 Gulden 33 Kreuzer) versdumte, wurde er seiner
Mitgliedschaft naturgemaéss verlustig. In dem gegenstdndlichen Brief
(Marosvasarhely, 2. Apr. 1825; Original im TELEKi-Archiv, Gydmrg,
Unigarn), dessen ungarischer Text vorstehend im Wortlaut wiedergegeben
Ist, bittet er um die Fursprache des Grafen Josef Teleki in dieser

Angelegenheit.
Jozsef Jelilai



CLAIRAUT, LA CONDAMINE, D ALEMBERT
ES KORTARSAIK EGYKORU TELEKI-UTINAPLOK
TUKREBEN,

Teleki Jozsef és Samuel grofok 1760 koruli atinapldiban
nemcsak a bazeli,1 hanem a parizsi, németalfoldi és. mas mate-
matikusokra és fizikusokra is taldlunk adatokat. Legtdbbszér
CLAIRAUT, LA CoNDAMINE, d’ALEIVBERT, Castillon, Musschenbroek,
Nollet, La Caille, Lalande, Fontaine szerepelnek feljegyzéseik-
ben, amelyeknek gazdag és értékes anyagabdl itt esak a lapunk
olvasoit érdekld részeket idézzik.

Teleki Jozsef grof Bazelbdl el6szér a Rajna mentén Hollan-
didba utazott. Leidenbe érkezve 1760. szept. 10-én «mentem
leg el6sz6r professor Moeschenbrock Uramhoz a ki a Physica
Experimentéalisban oly hires ember. Mar igen 6reg 70 esztendén
felyll jaré ember; kovérsége kozépszer(i, ’s még jé erejiben
van».2 Egy hét muilva: «Voltam reggel tsak Curiositasbol a
Muschenbroek Uram Phisica Experimentélis Letzkéjén; Az
Auditdriuma szamos volt; Tébben voltak hatvannal az Auditori;
Bantam, hogy végig nem halgathatom télle ezt a Collegiumat;
E volt 8 dratol fogva 9-ig.» Szept. 25-én «Reggel Alemand
Uram a Professor, mint tegnap meg Igérte volt, meg mutogatta
az Experimentdlis Physicahoz el készitett Gabinetjat mely akar
a sokasagat az Instrumentumoknak, akar a szépségét nézi az

1 Bernoulli Daniel ésJanos egykorU Teleki-Gtinaplok és levelek tiikré-
ben. E folyoiratban : 43. évf. 1936. 142—160.

2 P. von Miusschenbroek (1692— 1761) Duisburg és Utrecht utan 1739-
ben kerult leideni tanszékére. Még csak 68 éves volt.
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ember egy a leg fébb Particularis emberek Collatioja kozzl,
a kit lehessen latni.»8 Masnap «Meg irom Bernoulli Daniel
Uramnak, hogy MoscHENBROEK-kal ugyan nem beszéltettem, de
ALLEMAND-dal beszélvén gy latom, hogy a spontanea rotatio
acuum in formam "L incurvaturum, post electrisationem, melyet
Bernoulli Daniel Uram talaltt ki leg elsében, és én Socin Uram-
nal lattam Basileaban, itten esméretlen dolog, mert Allemand
Uram azt mondotta ra, hogy az egyenes t6 is forog, ha meg
electrizaljdk, mely nem Ilévén igaz, prodalta magat az éltal,
hogy nem tudja azt az observation Kérem ezen Kkivdl, hogy
velem a mint el kezdette Gorrespondentiat tartson.»

Teleki Samuel grof csak a kovetkez6 év nyaran jutott ki
Hollandiaba. Utrechtben 1761. aug. 25-én «voltam Matheseos
Prof. Castellionius Uramnél tsak osmerkedni, de nem volt
otthon, osztan most estve maga néallam volt egy darabig beszél-
getett én velem a’ Sectio Conicakrél ’s az Calculusokrdl; de
meg vallom hogy ha szabad els§ tekintetre [télni, rész opiniom
vagyon rolla, mert 1° magat ditséri j6 Mathematicusnak, mely
ha dagy volnais nem illik, 2° A’ Két BERNOULLi-ak tudoméanyok-
ban ’s tanittasokban hibat ’s fogyatkozast keres, azt mondvan
hogy mindent tsak Analytice demonstralnak ’s resolvalnak, és
nem tudgydk ’a Geometrica Demonstratiok szerint resolvalni
ugy 'a mint kellene tudni, azokat ’a Problemakotis, mellyek-
nek resolutiojok konnyebb ’s vilagosabb volna methodo Geomet-
rica mint Analytica; mar pedig eo ipso, hogy ollyan embereket
gyaldz (a’ kik praescribaltanak in Mathesi a’ tudds vilag el6tt)
nem tarthatom derék embernek; nem szégyenli azt mondani
arrdl az éles esz s az egész tudds vilag el6tt nagy meritimu
bélts Bernoulli Danieltol, hogy tud ugyan invenialni, de &’
mit invenial nem tudgya componalni ’s jol le irni; pedig én
Bernoulli Danieléi soha jobb ’s tisztabb tanittdé embert nem
hallgattam; és nexust valakinek az gondolatiban jobbat ’s

8 I. N. S. Allamand (1713— 1787) a fizika tanara volt Leidenben
1742 o6ta.
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vilagosabbat mint neki soha se tapasztaltam; Kdidl6émbenis ha
jol meg gondollya az ember, bajos volna a’ Mathesisben egy
ollyan embert6l ujj Inventidkat varni, a’ ki azt a’ mit mar
egyszer tudis nem capax j6 rendben ’s nexussal le imi, mert
az Mathesisben edgyik dolgot a’ masikbol kell az embernek ki
hozni, meg érteni, ’s methodo mathematica deducdlni, ’s
demonstralni. Denique még latom ez utan mit ér Castellionius
Uram; ’s hogy ha leheté Praeceptora BERNOILLiAxnak ’a
Mathesisben.» 4

«17a Sept. Allott bé az Diligentia, Reggel el mentem IX
orakor Professor W esseling Uramhoz Univ. Histériara; kinekis
volt tébb Szaz Tanitvanyanal a’ Hazaban, sokan fennis allottak
sokan az Ajtdn kivdl a’ Pitvarbolis halgattdk a’ kik a’ Hazban
bé nem fértenek;» «Onnét X orakor P. Hahn Uramhoz mentem
Physicara, ottis sokan voltanak, majd annyin mind W esseling
Uramnal; solide kezdett még eddig tanittani Hahn Uramis, a’
Mussenbroéck Uram Physicdja Compediuma szerint;»5

Szept. 20: «Ez nap virradolag meg holt Leyddban a’ hires
Mussenbroéck alig volt egy hétig fekvé beteg. Erre nézveis jol
rendelte az Isten az én gondolatimat hogy Leydaban nem men-
tem mert mar most ha ott volnékis nagy koltségemmel ide
jénék. 21a Jo reggel hozzam kiildott a’ Mussenbroéck Uram fia
kiis Ultrajectumi kereskedd ’s meg jelentette az Attyanak szo-
mor( halalozasat; banom orokké hogy ezt a’ Nagy Physicus
MussENBROECKO  egyszeris nem lathatam, jollehet néhanyszor
kerestem Leydaban létem alatt.» 6

4 Castellionius, helyesen Castillioneus, 0Olasz szarmazasu : Castiglione-
Fiorentino-bol val6. Tulajdonképpeni neve: G F. M. M. Salvemini (1708—
1791). Tébb, a matematika torténetében igen fontos munkat 6 rendezett sajtd
ala: Opuscula Neuloni, 1744; Leibnitii et Johannis Bernoullii commercium
philosophicum et mathematicum, 1745; Euler: Introductio in analysin
infinitorum, 1748. Az utrechti egyetemen 1755—1763 a maiematika tanara
volt, kés6bb De Castillon néven a berlini akadémia tagja, 1787-t6l a mate-
matikai osztaly direktora.

5 A heidelbergi 1. b. Hann (1729—1784) a fizikat és a csillagaszatot
tanitotta 1753 6ta Utrechtben.

6 Utrajectum = Utrecht.
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«22a 8bfis Hozzam jott Prof. Hahn Uram ’s el hozta maga-
val Irasban az maga Praelectioit a’ Mussenbroeck Physicajara;
mellyb6l a’ nevezetesebbeket magamnak ki irtam a’ Koényvben
kotott fejér Pappirosra. [°a Nagyon betsillem méltan ezen
baratsagat mellyet sénkivelis maéassal nem tselekedett. Ezen
Hahn Uram minden Héten szeredan Publiceis tanitt és Physi-
eum Experimentumokat is tsinal szépeket, a’ melyre a’ Profes-
sorok kozilis sokan a Varosiak koziilis el szoktanak jonni.»

Most téljink vissza Teleki Jozsef gréfhoz, aki 1760. nov.
4-én érkezett Parizsba. Masnap «Dél utan Crairaut Uramot
kerestem, és 6 kglmét otthon is kapvan engem igen jo szivvel
latott, s velem mindgyartt maga elis jott Mairan Uramhoz, de
6 kglmét otthon nem kapvan, hozzam jott onnan Clairaut
Uram ’s sokat tudakozddott a Magyar nyelvr6l ’s kértt, hogy
ha haza megyek egy Magyar Vocabulariumot kuldgyek & kgl-
mének;» 7

A. Cl. Clrairaut (1713—1765) kora egyik legkitlin6bb mate-
matikusa. Mint kb. egy szazaddal elébb élt fényes tehetségi
honfitarsa: B. Pascal, 6 is matematikus apa8 gyermekének
sziletett és pedig 21 kozdl masodiknak. Mar 12 éves és 8
hénapos koraban 9 bemutattdk egy dolgozatat a parizsi tudoma-

A M. Tud. Akadémia konyvtaraban lévé példanyban (Musschenbroek :
Instilutiones Physicae, 1748) nincs kézirdsos bejegyzés.

71 1 D de Mairan (1678—1771) kovette Fontenelle-i az Académie
des sciences titkarsagaban.

8 «M Cirairaut, qui enseigne les Mathematiques avec success «lut
aussi & I’Academie un Ecrit sur cette mat.iere.» (Sur Vinscription du cube
dans l’octaedre.) Histoire de I’académie royale des sciences 1725 (Amster-
dam, 1732) 64, 71. A berlini akadémia levelezd tagja volt. Egy leanya
kivételével minden gyermekét eltemette.

9 «M Clairaut, ills de M Crairaut dont nous avons parié en 1725
lut & I’Académie un Memoire assés ample qu’il avoit fait sur quatre nou-
velles Courbes Géometriques de son invention», «le tout avec beaucoup
de netteté & d’¢légance. Cet Auteur étoit alors agé de 12 ans 8 mois.
Autrefois de pareilles productions auroient fait honneur aux plus habiles
Géometres ; & aujourd’ hii la louange en est & partager entre |’excellence
des nouvelles Méthodes, & le genie singulier d’un Enfant». (Histoire de
I’académie royale des sciences 1726 [Amsterdam, 1732] 61.)
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nyos akadémianak, amely a kirdly engedélyével 18 éves kora-
ban tagjai kozé vélasztotta.10 Nem véletlen, hogy Bernoulli
Daniel hozza kildi a TELEKi-eket: Clairaut 1730-ban Bazel-
ben tanult Konig és Maupertuis-vcl a BERNODLLi-aktdl.

Mint Teleki Jozsef grof nov. 7-én lIrja: «Minap Clairaut
Uram a Bibliothecajat oferalvan, mahozza kildéttem egy Mathe-
maticus konyvért, s kildotte egy Walmesley nev(i Anglusnak
a munkajat, melynek a Titulussad ez: Analyse des mesures
des rapports, et des angles.» 11 Masnap: «sehol ki nem voltam
egész nap hanem enni, Ben dolgoztam a Calculus differentiali-
son.» A kovetkez6 napon «Dél utan voltam Clairaut Uramnal
de tsak az Hugat taldltam, a kiben az az Asszonyokban ritka
patientia van, hogy a Calculusra adta magéat, ’s abban a férjé-
nek segitségére van.»@

Még 16. évét se érte el 3 évvel fiatalabb Occse, akirél ezt olvassuk:
«M. Clairaut, frere cadet de célti dont nous avons parié en 1726 a lu
aussi a I’Académie une Methode quil a trouvée pour former tant de
Triangles qu’on voudra, avec cette condition, que la somme des quarrés
de deux c6tés soit double, triple, quadruple, & c. du quarré de la base ;
& comme ce qui est dit des quarrés convient & toutes les figures semb-
lables, il prend, au-lieu de quarrés, des Segmens de Cercles semblables, &
découvre par-1a les quadratures de quelques especes de Lunules. Il rend
plus étendue & plus générale la Méthode de M. de I'Hépital», «il quarre
encore quelques aufres portions de la Luoule, par une méthode differente
de celles de Mrs. Wallis & Tschirnhaus. Il a 14 ans & ce seroit bien
assez qu’il entendit les découvertes de ces grands Géometres, sans y rien
ajouter, & sans renchérir sur eux; mais on a déja vu que la Géometrie
est extrémement précoce dans cette Familie». (Histoire de Vacadémie
royale des sciences 1130 [Amsterdam, 1733] 132, 133.)

10 Tébb ilyen eset nem fordult el6. A felvétel korhatara kiilénben
20 év volt.

11 Ch. Walmesley (1721—1797), angol bencés (egy id6ben a parizsi
rendhaz feje volt) idézett munkaja (cimének folytatdsa: ou Reduction des
intégrales aux logarithmes et aux arcs de cercle, Paris, 1749) 11 Cotes:
Harmonia mensurarum, Cambridge 1722 cim( hires konyvének magyara-
zatos kib@vitése. Egykorl ismertetés szerint: *le Traité de M Cotes est
écrit d’'une maniére si peu méthodique, qu’il n’existoit pas, pour ainsi
dire pour la plupart des Mathématiciens». (Journal des spavans. Amster-
dam, 1754. Janvier, 23)
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Glairaut nem volt n6s.12 «Son ménage était tenu par une-
jeune gouvernante fort jolie, & laquelle il avait appris a cal-
culer, et que ,,sa mort, dit Diderot, laissa dans le veuvage*».13

Nov. 12-én «Ebéden Clairadt Uramnal voltam, hol meg
Osmerkedtem 1° Montduglas Urammal, a ki Historiam Mathe-
seos Frantziaul irtt sub titulo: Histoire des Mathematiques,
2° de Martigni nev( ifj emberrel a ki Status Consiliarius,
és a Clairaut Uram tanitvanya volt, ’s a Mathesisben jol ver-
satus ember; 4° Abbe de la Caille Urammal, ki a kiraly kolt-
ségin egynéhany esztenddvel ezel6tt Caput bonae spei-hez kiil-
detett volt Astronomica Observatiokra. 4° Egy Ferner nev(
svecussal, a ki most Angliabdl jott, és talan Upsaliai Professor
lévén, most a sveciai kirdly engedelmébdl és koltségin utaz.»'

I. E. Montucla (1725—1799) itt emlitett munkaja P. Stackel
szerint: «die erste Geschichte der Mathematik, die diesen Namen
verdient».14 N. L. de La Gaille (1713—1762) a leghiresebb
francia csillagadszok egyike; matematikai és fizikai munkai is
rendkiviil népszerGek voltak.15 B. Ferner (1724—1802) az
asztronomia professzora Carlscrondban, kés6bb Upsaldban; a
svéd tronorokods nevelésében is résztvett.

«Mésik, a mit lattam volt délutan 3 orakor az Academia
Scientiarumnak Introitussa, hovd Glairaut Urammal, 6 kglmé-
t6i, az ebedr6l mentink. Vagyon ennek az Academianak egy-
ben gy(lése a régi Louvrebe (au vieux Louvre) jollehet ez a
nevezete ennek a Louvrenek nem helyes minthogy nints mas,
a kit ujj Louvrenek hivjanak. Olvastak ekkor egynehanyan Kiki
a maga munkajat, tgymint Secretaire Fouchi Uram, a Winslo

12 «ne s’est point marié» Biographie universelle 8, 325.

13 I. Bertand: Clairaut. Sa vie et ses travaux. Journal des savants.
Paris, 1866. 138.

Gottingische Gel. Anz. 162. 1. 1900. 251.

15 A Lepons éléméntaires de mathematiques (Paris, 1741) példaul
M Cantor szerint 10 olasznyelvi{i kiadast ért el, logarithmikus-trigono-
metrikus tablainak (1760) még 1832-ben is jelent meg 0 kiaddsa. Konyv-
tarainkban tobbnyire munkainak (mechanika, optika, asztronomia) latin
atdolgozasait talaljuk.
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Uram, Anatomicus Elogiumat, ki szlletésire sveciai fi volt
Protestans, de itt Papistava lett; most du Hamel az egy tar-
tomanyaban Frantzia Orszagnak a gabonat el veszteget§ féreg-
rél; ez a munka hoszszt volt, de igen meg untdk a Halgatok,
mert nem volt benne semmi igen derék dolog, ’s azért senki
nemis tapsolt néki. Harmadikat Thierry Uram, amelyben a
Venusnak a Napon valé altal menetelérél, mely a’ jov6 Esz-
tend6ben Juniusban fog véghez menni, holmi Reflexiokat irtt.
Kild ennek meg nézésére minden nevezetesebb tudds societas
mindenfelé Observatorokat, a melyek kozott az ide valo Scien-
tiarum Academiais kild kétfelé; agymint Muszka Orszagba, és
Roderique nevii szigetbe Africaba. Negyediket Alembert Uram
az Inoculatiorul, melyben a Rernoulli Daniel Uram nem régen
kijott kis Traktatskajat critizalja. Ez a munka, ha nem minde-
nekben helyes is,-de jeles volt.»16

Bernoulli Daniel itt megtamadott értekezésének szamitasai-

ban — amelyekkel megfelel§ statisztika hidnydban a himlé-
okozta halanddsagnovekedést igyekezett megéllapitani — a

himlébe esés valdszinlsége és a himl6ben megbetegedett egyén
naeghalasanak valoszinlsége is &llandé szamérték: nem flgg
az életkortol és egyéb korilményektdl. D’Alembert ezt kétségbe-
vonta. Szerinte a himl8oltas hasznos az 0Osszességre, de az
egyént veszélybe sodorhatja. A himl§ nagy pusztitasail7 folytan
a vita az érdeklédés kozpontjaban folyt. Nemcsak d’ALBVBERT

16 I. P. Grandjean de Pouchy (egykord nyomtatvanyokon Folkhi) 1743
Ota volt titkar. A Parizsban 1760-ban elhalt I. B. Winslow, a kitlin6 orvos-
professzor a hires Bossuet hatdsa alatt lett katolikus. Dan szarmazasu;
apja és nagyapja lutheranus lelkész volt. A méasodik el6ad6 teljes neve:
H. L. Duhamel—Dumonceau. A harmadiké: C F. Cassini de Thury ; 1756
Ota a parizsi csillagvizsgalé igazgatdja. (F. Thierry, keresett orvos nem volt
tagja az akadémianak.) D’Alembert kritikajarol mar volt sz6 e folydirat-
ban : 43. 1936. 151—15'i.

17 «défigure un quart du genre humain» «si Tinoculation s’étoit intro-
duite en France en 1723, on eut déja sauvé la vie & prés d’un million
d’hommes, sans y comprendre leur postérité. (De La Condamine : Memoire
.sur Vinoculation de la petite verdle. Haye, 1754. 3, 70).
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vett benne részt,*8 hanem La Condamine,89 |. Trembley20 és
masok is. A bazeli egyetemi konyvtar nemrégiben megszerezte
a gothai BERNouLLUgyiijjteményt: 800 szerz6tél 5000 levél, ugyan-
annyi egyéb kézirat. Legyen szabad erre vonatkozélag O. Spiess
sorait idéznem: «In der Gothaer Sammlung ist ein kleiner
Reeueil von Schriften, die sich auf die Impfung beziehen. Im
Mittelpunkt steht der Aufsatz von Daniel Bernoulli und die
Polemik von d’Alembert, die dieser in der Académie des Sciences
vorgetragen hat," bei welchem Anlass ja Josef Teleki zugegen
war. Da Daniel Polémik hasste, so Ubernahm Teleki seine-
Verteidigung, indem ér ein langeres Schriftstiick verfasste, in dem
er ziémlichr scharf gegen d’ALBVBERT ins Feld zieht. Leider fehlt
der Schluss dieser Arbeit, die ich nur flichtig angesehen habe-
Der ganze Streit, an dem sich besonders La Gondamine betei-
ligt — einige der Schriften erschienen im Druck — waére
vielleicht kein Ubles Thema fur eine medizinische Dissertation,
doch musste der Bearbeiter auch etwas von Wahrscheinlich-
keitsrechnung verstehen, denn es dreht sich zum Teil um die
irrtimliche Auffassung dieser Disziplin von Seiten d’ALEIVBERTS,
Vielleicht Hesse sich auch der TELEKische Aufsatz herausgreifen,
so dass man das ubrige in den Kommentar ndhme.» 21

Ide vag a gyomrdi TELEKI-levéltar két eddig ismeretlen levele.
Az egyikben Bernoulli Daniel 1768. maj. i3-an ezt iija Teleki
Jozsef grofnak: «Monslde la Gondamine est parti pour FAngle-,
térré, ou il fera un sejour de quelglies mois. C’est autant de
delay de I’apologie qui doit paroitre sous Votre illustre ném:
Monsieur Votre Oncle aportera avec lui les opuscules de
Dalembert, que vous pouvrez lire aloisir. Gette affaire ne doit

18 Reflexions sur I'inoculation. Oeuvres completes de d’Alembert. Tome
premier. Paris, 1821. 463—514.

19 Munkainak jegyzékébdl (Biographie universelle. 9. 7.) 1754 és 1775"
kozt cim szerint is 7 tartozik ide. (Egyik két kotetes.) Kulénodsen : Lettres
U Daniel Bernoulli sur Vinoculation, 1760.

20 M Cantor: Vorles. U. Gesch. d. Math. 4. 238.

21 E sorok Ir6jahoz intézett levelébdl (Bazel, 1937. jan. 20.)
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pas Vous donner le moindre embarasr j’aurai so6in que rieil
né sc passe qui sOit indigne du ném de TAuteur.» A masik-
ban CirairauT foglal allast: «Mr de la Gondamine me dit que vous
vous oecupés a defendre Votre Ami Mr Bernoulli, c’est un bien
usage & faire de votre tems, et la besogne me paréit dailleurs
avantageuse. Gar son adversaire a donné bien prise contre lui.
Son memoire sur les probabilités me revolte.» (Teleki Jozsef
grofhoz irt levelébdl. 1763. aug. 27.) Nemcsak La Gondamine,
hanem Gairaut is Bernoulli Daniel partjat fogta. Egy lelkes
svajci hazafi nagy adomanya lehet6vé teszi SpiESsnek a Bernoul Ii-
levelezések kozzétételét. Ez talan fényt fog deriteni arra a kér-
désre, hogy miért nem jelent meg Teleki Jozsef grof védGirata.
Mindenesetre-hazassaga (1762) és hosszabb betegeskedése (1765
és 1768 kozt) is gatolhatta a befejez6 munkéalatokban.22
1760. nov. 15-i naplobejegyzése szerint «Reggel voltam de la

Gondamine Uramnadl, ki egyébbként is a Mathesisben vald tudo-
manyardl, de nevezetesen a Perouba a Meridianus graditsanak
meg meérésére valé kiildetésérdl hires. A midén ez Perouba
az Equator ala mentt akkor Maupertuis Uram az itt vald
Clairaut Urammal a Pélus felé Lapponidba kildetett, hasonld
véggel, hogy tudniillik a Meridianus Gradussat meg mérje.
Véghez vivén mindenik nagy accuratioval a réa bizott dolgot
ugy taldltatott, hogy egy gradussa a Meridianusnak hoszszabb
a Pélus felé, mint az Aequator alatt, és igy a fold alma forman
lapos, az az az Po6lusokndl &ltal mend diametere kissebb, mint
a mely az Aequatort éri, melyr6l mar ez el6tt Neuton a maga
Hypothesisse szerint vélekedett, de az eddig valé observatiok
vélle ellenkeztek. Ez a Gondamine Uram mar igen hanyatlani
kezdett 6reg ember, gondolnam felylil van 70 en; Nagyon siketis,
ezt az Utban kapta a mint mondjak; A midén hozza mentein
nem tudtam, de mindgyart maga meg monda. Mentem onnan2

22 «je ne scai ci cette defense paroitra bientot» irja Bernoulli Daniel
1763. jap. 14-én Teleki Samuel grofnak. (E folydiratban kozolt levelében.
21. 1912. 215)

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIV. 13
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Abbé de la Caitte Uramhoz, °’s otthonis kaptam» «Hivott az
utdn hogy a midén szép napok lésznek, tsak menyek hozza és
ha gydnyorkodom benne, tsinaljunk egyutt vélle Observatiokat,
melyet én néki nagyon meg kdszontem, és hogy el jovok télle
tanulni, meg igértem.»

Ch. M. de 1a Condamine (1701—1774) tarsai az amerikai
kutaté Uton La Caille és Bodguer voltak. Ugyanakkor (1736)
Madpertuis a lappok féldjén végzett méréseket Crairaut, Camus,
Celsius, Lemonnier és Outhier Kkiséretében.

Nov. 21-én «Dél el6tt voltam Cirairaut Uramndl, ki kéré-
semre egy Calculus Differentialisra tartoz6 Probléméat adott,
hogy megfejtsem. Mentem onnan de la Condamine Uramhoz,
kivel osztdn egyltt a Thuileriesre sétalni mentem fel vévén 6
kglmét a szekeremre.» «Estve voltam Abbé de la Caitte Uram-
nal, kivel lupitert observaltuk egy kevés ideig, de tsak hamar
onnan ismét el jottem, nem lévén egész készilettel és azt
igérvén, hogy holnap ha hozza megyek a holdnak fogyatkozasat
observéltatya velem.»

Masnap «Este Abbé de la Caitte Uramhoz mentem, és ottan
az Eclipsis Lunaet observaltuk, mely 8 dérara 4 minutara lévén
meg mondva a Tabuldkba 8 dra el6tt mintegy 8 minutaval,
és igy mind o6szve mintegy 12 vei kezd6dott elébb el mint a
Tabuldk mondottdk. Nem volt telyes fogyatkozas, de tsak ugyan
tébb volt felinél meg homalyosodva a holdnak. Tartott 10 6raig,
és mintegy 20 minutaig, kovetkezésképen szinte 2 % orat.
Voltak ott még két més frantzia ifjak, a kik szinténugy mint
én Curiositasbol voltak ottan. Ennek az Abbé de la Caille-
nak meglehetés eszkdzei vannak, ’s mind a magéé, vala-
mivel él.»

Nov. 25-én «Ebéd el6tt Crairaut Uramhoz menvén a minap
adott egyik Probléméajanak solutiojaval, ebédre meg marasztott;
hol az Apja is volt, ugyan Mathematicus, de nem a fiaval ér6,
Daubenton Uram a ki minap Buffon Uram rendelésébdl a kiraly
Histéria Naturalisra tartoz6 Cabinetyat meg mutatta;» «A
Crairaut Uram kérésére az Apjat szekeremen szallasara vivén,
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onnan mentem Durand nev( Bibliopolahoz a de la Condamine
Uram két in quarto ki jott munkajat keresni, az Americaba val6
utyarol, és a Meridianus gradussainak meg mérésérél & c.»

G. L. L. comte de Buffon (1707—1788), a nagy természet-
tudoés a valoszin(iségszamitas torténetében is szerepel egy Uj-
fajta (geometriai) feladattal foglalkozé dolgozataval (korlap-,
négyzet-, vagy tl-alakd targy dobasa négyzetes, vagy savos
mez6re). Buffon megoldasa az egykoru tudositas szerint: «déter-
miné par une aire de Cycloide avec beaucoup d’élégance, au
jugement de ITAcadémie.»23 L. I. M. Daubenton az emlitett
gyljtemény igazgatoja volt és a College de France tanara.
Durand konyvkereskedd nevét abban a korban kiadott munka
cimlapjan is megtalaljuk.-4

Nov. 27-én «Reggel Ferner Urammal a Nottet Uram Physica
Letzkéjére mentiink; igen nagy Auditériuma volt tébben voltak
benne 500 nal; ez a Nottet Uram Abbas, Membruma az Aca-
demia scientiarumnak, irta a Legons Physiquest; Igen a Mediae
magnitudinis Stellak kozzé valé atuddésok kd&z6t, agy tartom.»
«Onnan mentem Ferner Urammal az operaba,» «Az operabdl
viszszd jévén Ferner Uramot haza vittem, és annak alkalma-
tossagaval 6 kegyelméhez beis fordultam.»

I. A. Nollet (1700—1770) a College Navarre tanara volt.
1753-ban 6 kezdette el ott a kisérleti fizika tanitdsat.25

Nov. 28-4&n «Egész nap sehol sem voltam, egy tzedulat kil-
dottem Crairaut Uramhoz, melyben kerdem, hogy mikor leszsz
a Buffon Uram Aaltal az Academie Framjoisebe az ujjonnan
vélasztandé Membrumnak bé vetetésének tzeremoniaja.» Mas-
nap «Voltam reggel Crairaut Uramnél, Gjabban egy Problémat

23 Histoire de Vacademie royale des sciences USS (Amsterdam) 62.

24 Clairaut: Elémens de Geometrie. A Paris Chez Durand, Libraire,
rue Galande, Hdtel Lesseville, & la Sagesse. 1775. Avec Approbation &
Privilege du Roi.

25 Discours prononcé par M. I’Abbé Nollet en commencant le cours
de Physique experimentale nouvellement fondé. (Journal des sfavans.
Amsterdam, 1753. Octobre, 3—12.)

13
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adott; A minapi ellipsisrél valo Probléma felettébb nagy mun-
kat kivantt volna az & kgelme methodussa szerint mert az, X
ad 8 avam potentiam volt fel vive, melyet magais latvan, azt
mondotta, hogy mas methodust kellene keresni, ’s gondolja,
hogy lehetis talalni; a Probléma e volt:
Data ellipsis acb, (id est datis ejus
ellipseos, utrisque axibus) dato puncto
e, invenire positionem lineae eg, talem
Teleki Jozsef grofnapioia- ¢ fgxXfe sit maximum omnium pro-
nak rajza utan készitett . .
4bra. ductorum possibilium ex fg2 in ef»
Dec. 8-4n «Voltam reggel Clairaut
Uramndl, kinek a kozelebb adott munkdajat ki dolgozva el-
vittem, ismét mast adott melyeken magamat igen jol gyakor-
lottam a Galculusban.»

Harmadnap «mentem Clairaut Uramhoz de 6 kglmét nem
taldltam az 3 Integralissainak demonstratiojat oda vittem,,’s
ott hagytam. Onnan mentem de la Condamine Uramhoz Kkipek
multt napokban az Academie Francoisebe val6 valasztatasat
agratulaltam. Onnan egy szalldst mutatni jott velem,» «Ez a
de la Condamine Uram rendes 0©reg ember, egyenes indulatu,
nem sok tzeremoniat tsinal, és ambator meg lehet6s jé kedvd,
fsak ugyan latzik mar az Oregség rajta, mert felejt, és sembel
sokat a szolgajara.»

Kozben La Condamine megismertette de la FONTAINE-nel és
engedélyt kapott, amelynek alapjan mindenkor résztvehetett az
akadémia ulésein.

Dec. 8-an «Dél el6tt Clairaut Uramnal voltam, s a meg
tsinaltt munkat & kglméhez el vittem, ismét mast adott, és
avval edgyiitt egy Magyarra forditani vald székkal telyes
papirossat.»

Harmadnap «Dél-utdn .Ferner Uramhoz mentem és & kglmé-
vel edgyutt Abbé Nollet Uramhoz, ki minap a Collegiumaba
azt igérte vala, hogy ha hozzd megylnk az instrumentumait
megmutatya, melyet most elé nem hozott, de kétség Kkivil
maszorra halasztya. Beszéltiink az Electricitasrul, melyben Nollet
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Uram magat kétség nélkil az els6nek tartya; ha mas nem is.
FRANCKLiN-nel egy Americaban Philadelphiaban laké Anglussal,
(ki a mostani hadakozéastol fogva Londonba van) nagyon ellen-
kezik, ki az Electricitasrul val6 maga tsinalta experimentumait
ki botsatotta.» Ezt a kdnyvet Teleki Jozsef grof még Bézelben
megvasarolta.20 Franklin Onéletrajzanak forditdsaban olvashat-
juk, hogy ennek a konyvnek kozzététele «nem volt inyére Nollet
abbénak, aki akkor a kirdlyi csalad természetfilozofiai oktatdja
volt s mint Ggyes Kisérletez6 mar el6bb megirta és kiadta a
villamossadg egy Uj elméletét, amely akkor kozelfogadasnak
orvendett.#87 Fenti napléidézet folytatdsa igy hangzik: «Nem
lehet tagadni, hogy nagy része a vilagnak, legaldbb a tudossabb
vildignak Notret Uramot FRANKLranek kitsiny vetélkedd tarsa-
nak tartydk.» «Voltam la Fontaine Uramnalis, kinek minap
meg mutatott de la Condamine Uram. Beszélgetvén & kglmével
az Analysisrul, commendalta a Taylor Uram munkdjat». «Fon-
taine Uram a mint tegnap el6tt Crairaut Uramis rélla meg
esmérte joO Mathematicus#

Dec. li-én «Voltam reggel Crairaut Uramndl, kinek a meg
tsindltt munkdmat el vittem. Onnan & kglmét a szekeremre
fel vettem, és Turgot Uramhoz, és még egy mas dsmerdssihez
el vittem, az els6t otthon nem talaltuk, a masodiknal ott
hagytam.»28 Negyednap: «Condamine Uram tegnapi kérése sze-
rint la Fontaine Uramot a szekeremre fel vettem, és 6 kglmé-
t6l Condamine Uramhoz mentink. Délutan sehol sem voltam
Ferner Uramon Kkiv(l.»

Dec. 15-én «Reggel Crairaut Uramnal voltam, 6 kegyelmé-
t6l mentem de la Condamine Uramhoz, kit otthon kaptam ugyan
de hozza be nem mehettem, mert a szolgaja kimenti a varosra,
s a hdz kulsd ajtajat bé zarta. Maga Condamine Uram 4 vagy
5dik szobaba szokott lenni, s mivel siiket a zorgést telyeség-

26 Kiadasai kozt 1760. marc. 12-én: «Francklin konyviért de Electri-
citate 2 fr 40 xr.»

27 Wildner Odon: Franklin Benjamin o6néletrajza. 247.

28 E. F. Turgot, Marquis de Consmont.



186 JELITAI JOZSEF.

get nem hallja; Vagyon ugyan a Hazaba bé szolgal6é tsengetydi,
de annak a drotya a kin jar el tortt volt és e szerint majd
egy fertaly 6raig magam és a szolgaldja tsak haszontalan zor-
gettiink az ajtajadn. El menvén én osztdn egy kevés ideig a
Thuilerieshez, onnan ismét viszsza jottem ’s az alatt a szolgaja
el érkezett, ’s bé menvén hozza kovetett a tsengety(ije hibaza-
saért. lgen joféle egyenes indulatu nem sok tzeremoniat tsinald
oreg ember. Viszsza vittem 6 kglmének a d’Atlembert Uram
munkaja paijat.»

Harmadnap «Voltam reggel Clairaut Uramnal, hol Ferner
Urammal és a Hagaval Clairaut Uramnak sokat bolondoztunk.»
Dec. 24-én «Clairaut Uramndl voltam reggel. De la Condamine
Uramot nem talaltam.»

Dec. 30-an «Clairaut Uramndl voltam ebéden, hova 6 kglme
minap azt igérte, hogy kedvemért el fogja hivni de Goignés
Uramot, a ki a Hunnusok eredetit 5 volumenben in 4° szépen
tractalta; mely a Magyar Histérianak épen a kezdete lévén
kivanni lehetne, hogy vagy egy tuddés Magyar akadna, a ki ily
jol el kezdett Histériat continualna, ne maradna Nemzetiink-
nek idegenek el6tt valé becstelenségére, ily idegent6l el kezdett
munka a mi lagysagunk miatt félben, melyet magais Degoignés
Uram ekkor nékem a discursus kdzben mondott. Voltak itt
ekkor Degoignés Uramon Kkiviill Tennon Uram, hires Chirurgus,
és Academiae Scientiarum Membrum, kit6l Tiszteletes Intze
Ur™m szadméara valé Troicar nev(i Instrumentumrél tudakozéd-
van igazitott egy Bardier nev(i Mechanicushoz, és meg mondta
hogy az a kés tsindlo (mert e tsinalja) vigye elébb hozza hadd
nézze meg 6; az ifji Haller Uram a hires Haller Uram Fia;
nem gondolom hogy az Apjat utoi érje, kilénben elég jeles
ember. Ott volt Ferner Uramis a Svecus.»

Deguignes munkajanak cime: Histoire generale des hurts,
des lures, des mogols. (Paris, 1756.) Az egykor( lapok részle-
tesen ismertetik.29 Tenon sebésztanart6i a beszlrasra vald

29 Journal den sgavans (Amsterdam) 28 (1757 juin) 3—24, 31 (1757
nov.) 23-45, 223—233, 32 (1757 dec.) 42—63.
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trocarl (trois-quarts) eszkozrél kérdezéskodott nagybaczoni
Intze Istvan (1679—1776) kérésére, aki Leidenben tanult és
1745 6ta a marosvasarhelyi kollégium tanara volt. Az id6sebb
Haller csak 1753-ig tanitott Goéttingdban, az6ta hazajat, Svajcot
szolgalta magas 4allasokban. Fia természettudomanyokkal és
régészettel foglalkozott.

1761. jan. 6-4n «Ismét nallam volt délutdn Clairaut Uram
a Hugaval, és du Voisin Uram a Hollandus kovetség mellett
lévd egyik Frantzia pap.» Jan. 10-én «Reggel Clairaut Uram-
hoz mentem, és 6 kglménck a minap adott Problémajat el
vittem, ’s ismét mast adott. De la Condamine Uramnalis vol-
tam, de mivel 12°lejendé bé vetelére az Academie Frangoise
be késziiltt es az akkor el mondandd Discursusat irta nem
sokaig mulattam ott.»

Jan. 12-én délutan «a de la Condamine Uram Academie
Francoise be valé bé vételét nézni mentem. Vagyon az Aca-
demie Francoise-nek egybengy(ilése a Louvrebe valamit az
Academie des Sciencesé tsak hogy ez fenn, ama pedig alatt
van. Vagynak annak tagjai rend szerént 40 en, kik kdzzé most
Condamine Uramotis bé vették. A bé vételnek Tzeremoniaja
[llott ebbdl: Harom o6rakor dél utdn minden ember a kinek
du Crlos Uramtul az Academia Secretariussatol Bilietje volt
(nékem Condamine Uram szerzett) abba a Palotdba fel gydltt.
Egy asztal volt a kdzepin, mely korill az Academia tagjai Ultek
az egyik végin (ltt a President de Buffon Uram, a masik végin
de la Condamine Uram. El jévén az id6 de la Condamine Uram
a maga Discursussat el olvasta fel tett kalappal, mely jelessen
volt irva; Erre de tsak igen rovideden de Buffon Uram feleltt
ugyan fel tett kalappal. Ennek igy vége lett. Ugyan ezen alkal-
matossaggal el olvasanak valami verseket, melynek itélte az
Academia az eloguentiae praemiumot; ’s ott lévén az Auetora
Mormantel Uram az Aurea Monetat mindgyart a kezibeis ada
Buffon Uram. Igen szép versek voltak meg kell vallani a Patak-
nak szépségekrol.»

Condamine székfoglald beszéde: «Son discours de réception
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n’a rien de remarquable,’ il est simple et clair eomme. ses
uutres écrits. La réponse de Buffon est majestueuse et sub-
lime.»30 Marmontel jutalmazott munkaja: Un morceal aca-
démique sur les Charmes de I'étude, couronné en 1760.

Jan. 19-én «Dél utdn a Vatelet Uram az Academie Fran-
yoisbe valé bé vételén voltam; Eppen olyan Caeremoniaban
ment véghez, mint ma egy hete a de la Condamine Uramé.
D’Alembert Uram valami munkgjat olvasta el a Historiarol, és
annak jol irdsanak modjarél. Onnan mentem Glairadt Uram-
hoz, tsak az Atyafiat talaltam ott masokkal edgyiitt.»3L

Harmadnap «Reggel voltam de la Condamine Uramndl, ki a
minap el mondott, és mar ki nyomtatott Discursussanak egy
Exemplaijaval meg ajandékozott. Ez az emberséges ember tsak
mintegy Ot esztendeje hogy meg hazasodott, egy Atyafiat vette
el, ’s tsak a minap tudtam meg hogy hazas, most hazassaga-
nak okait szamlalta el6, ’s egyebbrdélis sokat beszélgettink.
Innen mentem Clairaut Uramhoz.»

Condamine életrajzai szerint dertlt kedélyd volt. kivancsi ter-
mészete sokszor vakmerdségre ragadta. ldds, beteges és siiket
allapotban vette feleséglil unokahugat a papa engedélyével.

Mésnap «Este Fontaine Uramndl voltam; sokdaig beszélget-
tink edgyitt a Frantzia Orszagi Admihistratiojarol.»

Jan. 24-én «Reggel ismét d’ALBVBERT Uramhoz mentem
Schreiber Urammal; taldltukis és jo szivvel fogadott. Ez a
d’ALEVBERT Uram Myu gyermek, és a talaltt gyermekek kozott
volt, Szoktdk az ilyen talalt gyermekeket néha a varosiak, Kivaltt
a Mester emberek magokhoz venni, ’s mesterségre tanitani,
mert az ilyeténeknek & kdzonséges terh aldl valami kdnyebitése
van, azért hogy az ilyen gyermek nalla van s mint Mester-

30 Biographie Universelle. 9. 7. Akkor sziletett Piron epigramrnja :
La Condamine est aujourd’ h(i
Re<;u dans la troupe immortelle ;
Il est bien sourd : tant mieux pour lui;
Mais non muet: tant pis pour eile.
31 Watelét kolté volt, Bojleau kdvetdje.
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inas tanul: Egy megesnelbe menvén az Ispotalyba, hol az
Enfans trouvés-k vagynak, ilyen véggel meg akadtt a szeme
d’ALEMBERTen, ki igen jeles és elmés gyereknek latzott azért
elis kérte maganak. Az Aszszonynal egy Abbas meg latvan
tsodalkozott a gyermeknek rendes és éles elméjén ’s mindgyart
azon volt, hogy az Asszonytol el kérje, latvan, hogy az elméje
nagyobbat igér, mint a menyi egy Uveges mester legénynek
kivantatik. Az oskoldban adtak, tsak hamar meg mutatta mire
alkalmatos, s azutdn a lett a mi most, az az, egy az Eurdpai
leg tudossabb emberek k6Zz(l. Ezt a historidjat én e szerint
hallottam Schreiber Uramtil.

Mondjak, hogy sokaig igen nagy szegénységben éltt, melyet
meg tudvan a Prussiai kiraly, leg elsé volt a ki 6 kegyelmének
1200 Livrenyi pensiot ajandékozott. Azt a Frantzidk meg latvan
tsak hamar Academiae Scientiarum, és Academie Frankdise
tagjais lett, és mar most mintegy 5200 Livre fizetése vagyon
a Prussiai kiralyéval edgyitt. Az 6reg Asszony a ki nevelni
kezdette, nagy halddatossaggal van, most a Hazaban mindenit
az az Aszszony igazgatya pénze nélla van, a ruhazza, ’s a kolt
mindenre.#

Jean le Rond d’ALBIVBERT (1717—1783) keresztneve a Saint-
Jeanr-Lerond-r3i emlékeztet, a parizsi Notre-Dame azéta le-
bontott keresztel6 kapolndjara, amelynek Iépcsdjén talaltak.
Apja tlzértdbornok volt, haldladig tamogatta fiat. Az anyéarol
ezt olvassuk : «Mwe de Tencin, célébre par son esprit et fort
inftUente dans la société lettrée, lui fit savoir quelle était sa
mere; mais d’ALBVBERT, la repoussant & son tour, n’en voilut
jamais reconnaitre d’autre que la pauvre vitriére, dont il resta
jusqu’au dernier jour le fils affectueux et dévoué.»32 Ez az
Uvegesné Mme Rousseat volt.33

Jan. 31-én «Dél utdn az Academia Scientiarum gydlésiben

112 X Berthand : D'Alembert, sa vie et ses travaux. Revue des Deux
Mondés. 15. oct. 1865. 994.
33 J. Bertrand: D'Alembert. 8. (Les grands éerivains francais.)
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vlltam. Estve Dalembert Uramnal, ki ma Schreiber Urammal
edgyitt kerestek, mikor én St. Denisben voltam.»

Febr. 2-4n «Reggel Clairaut Uramnal voltam, ’s a minap
adott munkat oda vittem.» «Estve de la Condamine Uramnal
véltam vatsoran, tsak egy idegen volt rajtam kivil. Ott volt a
Feleséginek Testvéreis, ki katona». Febr. 10-én «De la Conda-
mine Uram még tegnap el6tt meg kérvén, ma az otsivel edgyutt,
ki a feleséginek testvére Versaillidba vittem a magam alkal-
matossagan.» «de la Condamine Uram egy Borgars név(i Abbast
ra kérvén, azzal a Versailliai kertet meg nézni mentem» «Haza
jévén de la Condamine Urammal 6 kglme vatsorara elhivott.»
Masnap «El mentem reggel Clairaut Uramhoz.» Ebéden Clairaut
Uramnal véltam. Ebédutan 6 kglmével edgyiitt az Acadernie des
Sciencesba mentink.»

Febr. 14-én «Reggel voéltam GA lembert Uramndlis, monda
hogy a Prussiai kiralynak vette Levelit, és hogy épen olyan
tonuson ir, mintha meg nem ijjedett volna egy tseppetis, azt
irvan; hogy a békesség rajta tsak anyit all, mint UALEVBERTen,
és hogy ha masok akarnanak 6 a békességtél nem volna idegen,
de ha, a mint latya, az ellenségeit masként békességes gondo-
latokra nem lehet hozni, hanem ellent-allassal azt tartya hogy
addig nem sz(inik meg ellent &llni, mig puszta lészsz német
orszag. A stylus taldn nem sz6rdl szora igy van, de az értelme
a Dalembert Uram szava szerint, ez» Masnap «Voltam reggel
de la Condamine Uramnal; ott voltak egy néhany tudosok, ’s
azok kozott Montbuclas Uramis» «A szekeremet el kérte a
Crairaut Uram Atyafia.»

Febr. 17-én «Mind délben mind estve v6ltam a Ddc d’Orleans-
nal. Ebéden Clairaut Uramnal véltam, es délutdn & kglmével
es Ferner Uram, és még egymas ide vald6 emberséges ember-
rel egy Uvegbdl dolgozo POt de Vin névi mester emberhez
mentink, kivel Clairaut, ’s Ferner Uram ’s én bizonyos Uveg
prismékot; mivel Clairaut Uram akar valami experimentumokot
tsinalni egy Dolond név( Angluss ujj tapasztalasa szerint.*

Jellemz8 aprosagot oOrokitett mega febr. 21-i bejegyzés:
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«Mentll tovabb dsmerem ezt a Condamine Uramot anndl ink&bb
sajnallom, hogy mar az id6 er6t kezd rajta venni. Az egyébb
qualitasai kozott szerettem benne az egyenességet; Nem tud
telyesseggel tettetni, vagy inkdbb nem akar, hozzam igen jo
indulattal viseltetik; most nélla 1évén annak a tettetés nélkil
valé maga viselésének jelét adta. Egy artificialis Magnessé volt
ott egy poltzon ’s azon a mint szokas, hogy a magnesi er6
meg maradgyon benne, a’ maga rendes pondussa fliggott; 6
kglme nékem egy rendes képet mutatvan, melyben a volt a
megtartasra mélté dolog, hogy nyomtatas mégis minden ember
azt gondolna, hogy ama veres f6iddel valé festés, a kivel a
fest6k néha rajzolni szoktak (ez ujjonnan feltaladltt mod) De a
dologra. Ezt a képet a kezemben advan de la Condamine Uram,
én a mint viszsza akartam tenni a hol az el6tt &llott a méagnes
mellé, meg talaltam érni a magnes pondussat, s le vertem.
Ekkor nem hogy mint mas Gazda vigasztaltt volna, hogy semmi,
’s t. a. f. hanem még maga azt mondja mindgyartt, hogy mit
tsindltam? ’s nehéz leszsz mar viszsza tenni &c. De tsak
ugyan mindgyartt viszsza tev6ék ’s szent volt a békesség. En
akkor ennek az engem szeretd6 emberséges embernek igen nagyon
megkedvellettem az épen festék nélkil valo maga viseletit. Még
az er6tlenségis jobb kend6zés nélkil mint az annal jobb quali-
tads ha tzifra.»

Valamivel kés6bb a kovetkez6 megjegyzés all: «Ez a Diderot
Uram egy az Encyclopedistak kozziil, és legfébb Dalembert
Urammal edgyitt a mi a Mathesist illeti, abban Dalembert
Uram az egyébben Diderot Uram irta nagyobb részit a Capu-
toknak,»84

Febr. 27-én «Voltam ebéden Clairaut Uramndl; Abbé de
la Caille, Montuclas Uram, és az Apja Clairaut Uramnak, ’s
az ilju Haller Uramis ott voltak. Montuclas Uram azt [gérted

34 A nagy francia Eticyclopédie 32 kotete 1751 és 1780 kozt Irodott,
a matematikai és filozofiai cikkek legnagyobb része d’ALEMBERT-tol SzAr-
mazik.
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reménységem felett, hogy a maga Histoire des Mathernatiquesja
exemplaijat pennaval corrigalni fogja ’s nekem el kildi; ’s én
kildgyem azt 6 kegyelmének helyébe, a melyet fogok venni.
mondja Clairaut Uram; én még nem olvastam.»35

A marc. 2-i naplobejegyzés szerint «Minap Clairaut Uram-
nal ebédelvén, 6 kglmével Ggy maradtunk, hogy ma St Ger-
mainbe menjink ’s én arra nézve ma jo reggel a szekeremmel
6 Kegyelméhez mentem, és a Hugaval Mademoiselle Goulier-
rel edgyiitt St Germainbe mentiink» «A kiraly épen a szekerink
el6tt menvén el a slvegit le vette, melyet mi annak tulajdoni-
tottunk hogy a Clairaut Uram Leany Atyafia ott volt, ki azon-
kival hogy Aszszonyi nembdl valo, rendes abrazatuis, sokatis
tsufoltuk ezzel 6 kegyelmét.» «Haza menvén késén 9 6ra tajba
el kértem Clairaut Uramtul a Boskovits nev(i Jesuits, verseit
kiket Londonban irtt Dedkul a nap, és holdban tapasztalhato
homalyossagokrul az Eclipsisek alkalmatossagaval. Ez a Bosko-
vits Uram sziletésire, a mint itt mondottdk Ragusi fi; itt is
volt egynéhany holnapig, kozelebb pedig Londonba, hol oly jdl
tudta magat alkalmaztatni hogy ambator Jesuita, a Regia Socie-
tas Membrumanak ‘vélasztatott; most onnan el jott és a jovo
Junius Holnapnak 6dik napjan a Venusnak a napon valé altal-
menetelit Constantzinapolyban fogja observalni. Azt mondjak,
hogy igen alkalmatos ember.»36

Marc 7-én «Voltam Clairaut Uramnal, valami experimentu-
mot tsindltunk az ujj Dolon sistemaja szerint, mely az opti-

85 Teleki Jozsef grof kiadasi napldja szerint tényleg megvasarolta 30
Livreért 1761. marc. 7-én az els6 kiadast (2 kotet, 1758). A M Tud. Aka-
démia konyvtaraban csak a LALANDEtOl bdvitett kés6bbi kiadas van meg.
Ez mar 4 kotetes. —II. 1799. [11—IV. 1802. Az utolsé kotetben Montucla
arcképével és életrajzaval.

36 R. G Boscovich (1711—1787) a matematika tanara volt Rémaban,
kés6ébb Padudban. Rola irta Lagrange dALEMBERTnek: «il n’est slirement
pas indigne d’étre de votre Académie, dont tous les membres ne sont
pas des d’ Alembert, mais il le deviendrait sl prétendait y entre d’une
maniére irréguliére» (1 Bertrand: Eloges académiques. Nouvelle série. 305,1
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caban valo NewTton-éval ellenkezik.» Kiaddsainak jegyzékében
is megjegyzi: «két prismaért melyeket enis a végre tsinaltat-
tam hogy a Doron experimentum&t otthon megtsinaljam 12
Livre» Newron azt hitte, hogy nem lehet szinezés nélkiili priz-
mat vagy lencsét elddllitani. Az els6 achromatikus lencsét
J. DoLrLonp szerkesztette.

Marc. 12-én «Sok helyeken voéltam, ’s ismét el mentem
Craravr Uramhoz butsuzni ily okon: Minap el butsuzvén, a
Huga egy kevéssé gyermeki modon viselvén magat azt Craimraur
Uram ott eléttem sz6 nélkil nem dlhatta, melyre nézve
a Ledny el fokadott sirva, ’s en el butsuztam. Minthogy
pedig tudtam, hogy a Mademoiselle ezért meg szégyenlette
magat, ennek a dolognak helybe iitésire ismét oda irtam, hogy
hozzajok megyek butsuzni ’s megis marasztottak ebédre ’s lat-
tam hogy a Damadnak igen jol esett ez az 6 kedviert valo oda
menetelem.»

Masnap hazafelé¢ indult Parizsbol Terexi Jozser grof. Utkoz-
ben felkereste ConpaMINE ajanlo levelével Ariior-t Nancy—
Luneville-ben. Mére. 25-én értesiti CLairavt-t 2% Bizelbe érke-
zésér6l. Augsburgban dpr. 1-én «Véltam Lamperr Urammal egy
Branper névu Mechanicusnal, kinél fel menetelemkoris voltam.
Egy Magnes artificialist akartam télle venni tiz forinton, ’s azt
mondotta, hogy hozzdm kiildi, de meg fillentette magat.» *?
Miinchenben &pr. 4-én meglatogatta LaMBERT ajanldsaval Lorit
az U] akadémia titkarat és OstERwaLD matematikust, az aka-
démia osztalyigazgatojat.

TeLERT SAMUEL grof 1762. nov. 29-t61 1763. maj. 2-ig iddzott
Parizsban. Nemcsak azokat a tudosokat emliti naplojaban, akiket

864 (CLAIRAUT erwiihnt in einem Brief, dass er TELEKI ein Glas fiir
DanieL BERNOULLI milgegeben habe». (0. SpiEss szives kozlése.) ErrGl mar
korabban is tortént emlités. (E folyéiratban: 21. 1912. 215)

37 G. F. BRANDER hires mechanikus volt. Kés6bb évekig levelezett a
rendkiviil sokoldalu és nagy munkassagi J. H. LaAMBERTtel (1728—1777),
akinek egyike idevagé értekezése: Anmerkungen iber den Brander'schen:
Mikrometer von Glas und deren Gebrauch. Augsburg, 1769.
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Jozsef grof, hanem példaul a kitling csillagaszt J. J. le F. de
Lalande (1732— 1807)-ot is, «kivelis Clairaut Uram 6smertetett
meg». Masnap, 1762. dec. 8-an "«La Lande Uram néallam volt.
Ebéd utan a’ Letzkéjire mentem au College Royale, mellyet
ad De constructione navium. Minthogy Clairaut, De la Con-
damine, La Lande, du Voisin, Grand es Abhard, Uraimekhoz,
es Grof Starhemberg & Exljahoz igen gyakran, ’s némellyikhez
majd minden nap el mégyek, arrol ez utdn nem irok. 1dém
sintsen hogy naprél napra Irogassak; a’ mit lehet fel irok
diribbe darabba.»38 Dec. 20-an «Nallam voltanak ebéden Clai-
raut, de la Condamine, La Lande, du Voisin, Rousselot, Gastel
Uraimék.» Masnap «Astronomiat kezdettem Isten segedelmével
tanulni Rousselot Uramtdl, kitis La Lande Uram commendalt.
A’ mi az observatiokat illeti, azokat La Lande Uram mutattya
meg az observatoriumon, az hova el hiva mikor szép idé vagyon
’s oda megyen.»39

Teleki Samuel grof gazdagon aranyozott bérkotésd emlék-
kényvében a 46 beirds kozt ott szerepel: «Jacobus Rousselot,
Geog. Regius Et Mathes. Profess.» (Teleki Jozsef gréf emlék-
kényvében 59 beirds van.)

Febr. 10-én «Egy ebédet adtam, nallam voltdnak Clairaut
Uram ’'s a Higa, Du Séjour Uram (conseiller & la cour des
aides) a fia (conseiller au Parlement) Mr Fortier Feleségestil
(az kinél Crairaut Uram szokott estvénkent Parisi modra cal-
culalni) Mr Marigni, La Lande Uram, Smith Uram Medicinéé
Doctor Clairaut Uram Doctora. Az ebéd 100frforintomba kerult.»

«Martius kezdetin La Lande Ur Anglidban ment; minek el6tte
el indult volna De I'Iste Uramhoz vitt ’s vélle meg dsmertetett;

38 Starhemberg a monarchia parizsi kovete volt, Grand «betsiilletes
Banquier».

39 Teleki Samuel grof csillagaszati érdeklédésére bazeli tartdzkodasa
alatt is talalunk adatdt: «1760 die Ila Junii volt reggeli 8 és 9 dra kozdtt
fogyatkozds az Napban, mellyet Prof. Bernoulti Dan. és Jan. Uraimékkal
medgyitt néztiink. Telescopiumok altal és in Camera obscura, az 0reg
BERNOULLIné asszonyom az az: az édes annyok hazanal».
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Igen vén j6 ember, nagy Astronomus, de Oregségire nezve nem
dolgozhatik. Egy Messiers nev( Ifji ember vagyon mellette a’
ki hellyette dolgozik s az De ZIlsle Ur Observatoriumaban
observal. Ennél nem tartanak Parisban edgyetis a’ ki jobban
’S nagyobb praecisioval observallyon, de tartanak jobb astrono-
must eleget. Kérte De La Lande Uram hogy absentiajaban
mutogasson nékem némelykor holmi Observatiokat ’s Igérte
joakarattyat, mar egyszer voltam is vélle az De L’lsle Ur Obser-
vatoriumaban.»

«2aApr. Az Kirélyi Observatoriumban voltam Roosselot es
Messiers es Kovats Uraimékkal; igen szép, nagy és erf@ss epfilet,
faragott kovekbdl, szép és fel emelt hellyenis fekszik. L’Abbé
Chape, Academia membruma, Astronomus, Kkiis az Observato-
riumban lakik, az Instrumentumokat meg mutogatta tsak kevés
id6 alatt, mert majd semmi sintsen, négy Astr. quadranson
kiv(il; mellyek kozilis az edgyik igen szép és nagy. Az Obser-
vatorium alatt, 1év6 mélységekbenis le szallottunk, k6 gréadic-
sokon, faklyaval; 90 labnyira vagyon ’a f6id szinétél. Pintzék-
nek (Caves) nevezik; sok és hoszszU utzakbol all, mellyekis
keresztil-kasul vadnak, agy hogy a’ ki nem tudgya a’ jarast el
vesztené magat bennek faklyavalis; mind kébdl vadnak ki vagva,
sok hellyen szorossak, és vizet tsepegnek a’ késziklak.

13a Az Scientiarum Academia gy(lésében, vagyis Husvét utan
valé bé allasaban, jelen lévén, a’ tébb memoire-ok kozott Cas-
sini Uram, olvasott edgyet, mellyis volt az Német Orszagban
a’ Parisi Meridianus prolongatioja végett tett utazasardl ’s
operatiojirol valé Historica Relatioja. Igen prodigus volt ’a
Német orszagi Fejedelmeknek meg ditsérésekben, az els6tél
fogva az utolsdig, ugy hogy edgyik se tarthattya magat meg
ditsértetetnek, mert mind egy arant ’s felette meg voltanak
ditsérve.»40

«Varnier Uram meg 6smertetett Ferdinand Berthoud, Uram-

40  J. Qhappe d” A (1722—1769) kés6bb Tobolszkbél és Kaliforniabol
figyelte a Vénusznak a Nap-korong el6tti athaladasat.
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mal Kiis igen nagy Mechanicus ’s hires 6ras mester az Pendu-
lumok tsinaldsara. Most invenialt egy Machinat a’ Longitudo-
nak a’ Tengeren val6 meg taldlasara, mellyel meg mutatott, ’s
Angliaban valé el indulasa el6tt az Academianak praesentalt
mert Camus Urammal edgy(itt a’ kiraly parantsolattyabdl &
Acédemiatdl Anglidban kuldetett, egy hasonld végre .invenialt
ujj Machindnak examinaldsara; melynekis egy Harison nevi
Anglus az inventora.»4l

«17. Apr. Le Peaute nevi hires dras mesterrel, a’ kinél lakik
La Lande Uram, és a’ki a kiraly szaméara szokott dolgozni,
Rousselot Urammal és T. Kovats Urammal Paksiban voltam
{egy kis dra Parishoz)» «Dom Ne&élet meg latagattam, vélle
meg Gsmerkedtem, kiis Benedictus szerzetib8l valé, de Passi-
ban lakik igen szép hazakban, mellyeket a’ kiraly vett ’s készit-
tetett a’ maga Pbysicum Instrumentumainak tartdsara. lIgen
szép és sok Instrumentumokkal ékes a’ kiraly Gabinettya,
mellyeknekis nagyobb ’s nemesebb részit ez a Dom Nogle
készitette ’s készittette, mostanis szlintelen azon, dolgozik ’s
dolgpztat; nevezetesen egy Teléscopiumat tsindl melynekis
22 lab a’ hoszsza, 22 pollex ’a Diametere ’s 2 linea; ennél
nagyobb Telescopium még nem volt; kételkednek sokan ha a’
josaga meg feleié a' nagysdganak, harom szaz ezer frantzia
forintban fog fel kertilni.» «N. B. Dom Noele friss ember, sokat
beszéli, a’ kiraly el6tt kedvessége s’ nagy credituma vagyon.
De Parisban Pédantnak ’s Charletannak tartatik. Az Papa
Ninciussa Testvér 6&ttsével Princeps Coi.oNNA-val meg Gsmer-
kedtem, a’ De L’lsle Uram observatoriumabanis voltam vélle,
s a’ Jupitert observaltuk, keveset ért az efféléhez, egyébhez
sem sokat, k(ilémben igen derék Printz:»

Parizsbol hazafelé utaztaban kocsijanak tengelye kétszer is
kettétorott. Mig «egy nyomord faluhoz kézel (Sourdin-nek hiv-
jak)» egy fogaddban véarakozott «egy Franczia falusi Parasztal

u J. Harrison, a kompenzaciés-inga feltalaléja 1758'ban olyan o6rat
szerkesztett, amely félév alatt csak 65 mp-et késett.



CLAIRAUT, LA GONDAMINE, D'ALEMBERT ES KORTARSAIK sTtB. 1907

sokat beszéllettem; a ki nagy 4lmélkodisomra a HueEnius,
Newton, LEeisniTz, BErNouLriak, CarTesius és' VoLrrius Bécour
verteirdl, munkdjokrol, érdemekrél, veszekedésekrdl superficiali-
ter ugyan. de sokat raisonnirozott ’s nagy Historica cognitiot
mutatott.»

Naplojanak végét francidul irta. Ziirichben tébbi kozt «J'ai
fait la connoissance de M Gesner Professeur en Mathematique,
j’ai . été dans un de ses Colleges, j’ai vu son Cabinet d’Histoire
Naturelle, qui est tres riche & bien assorti.» Bécsben «Jai
remis mon ‘addresse au Pere HO6LL Iesuite, de la part de
Mr Cramravr, je lai trouvé déja prévenu en ma faveur par
M®De La Lanpe, avec lequel il est en correspondance.» Par
nap mulva, 1763. jan. 27-én »J'ai etois faire la connoissance
du Pere Héui, Iesuite, & qui j'avois des lettres de recomman-
dation de la part-de M* M® Crairavr & La Lanpe.» Honfitérsa,
a Selmecen sziiletett. HeLL Miksa (1720—1792) volt ez a kival6
csillagdsz, akinek Crairavr igy koOszoni meg a szivességét:
«Je vous rends mille grices de l’accueil obligeant que vous
avez bien voulu faire au Comte TeLEk), que j’avois pris la
liberté de vous recommander,»**

Napléjanak utolso oldaldn ez all: «Némely Parisi ésmeré-
seimnek lakdsok. M* CrairavuT, rué du Qoq prés de la verrerie.
Mt De la Conpaming, Cul de Sac S* Thomas du Louvre. M De
la Lanbe & la croix rouge, chez M* Le Pavte Horloger du Roi.
Mr Varnier sur le quay des Orfevres au coin de la rué de
Harlais. M™ Ferdinand Bertnoup (fameux horloger) dans la méme
maison. M™ Granp & AsHarD rué Montmartre vis-a-vis. I'Eglise
St Joseph. M"Du Voisin Rué du Mail vis-a-vis I’hotel des
Chiens. M* RousseLor rué Vaugirard vis-a-vis ’ancienne Uni-
versité, M* Briasson M™@ Libraire, rué S*Jacques.» Ugyanazon
lap mdsik oldaldn idegen irdssal: «RousseLor a I’hotel.des
Basses Plantes Rué Vaugirard vis a vis lancienne Académie
prés le Luxembourg».

42 PiNntzGER FERENG S. J.: Hell Miksa emliékezete. 11. Hell levelezésr.
I. Fuggelék. 193. A levél 1764, jan. 3-4n kelt.

Matematikai és Fizikai Lapek. XLIV. i4
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E cikk adatait sok tekintetben szerencsésen egészitik ki a
gyomrdi TELEKI-levéltar és a gothai gyGjtemény még kozlésre
varo levelek els6 sorban a BERNoULLi-ak és Clairaut levélvaltasa
Teleki Jozsef és Samuel grofokkal A marosvasarhelyi Teleki-
levéltar idevagé levelei mar megjelentek folydiratunkban. (21.
1912, 194—223.) Utobbiakbdl kidertll, hogy nemcsak Teleki
Jozsef grof, hanem Samuel is meg akarta védeni Bernoulli
Daniel-i egy vitairatban: «Jai mérne la vanité, Monsieur, de
vouloir aspirer un jour a la gloire de defendre Votre Cause;
et de repondre & la critique indirecte qui a été faite de Votre
Hydrodinamique par Monsieur D’Alembert. Le parti seroit fort
inégal si je ’'navois pas quelque avantage sur lui dans la bonté
de Votre Cause.»43

Ezekb6l a levelekbdl ugyanaz a szellem arad felénk, mint
az Utinapldkbdl. Utébbiakat akaratlanul is taldléan jellemezte
Teleki Jozsef grof: «En ezt a Diariumot talan masértis Irom,
a ki ezutdn olvassa, de inkdbb magamért.»44

Jelitai Jozsef.

CLAIRAUT, LA CONDAMINE, D’ALEMBERT UND IHRE
ZEITGENOSSEN NACH DEN UNGARISCHEN
TAGEBUCHERN DER GRAFEN JOSEF UND

SAMUEL TELEKI.

Graf Josef Teleki weilte wahrend seiner Studienreise ausser Basel
langere Zeit in Leiden (27. 6— 19. 10. 1760) wund in Paris (4. 11.
1760— 13. 3. 1761). Sein Neffe Graf Samuel Teleki hielt sich nach Basel
in Utrecht (11.8. 1761 — Herbst 1762) und in Paris (29.11. 1762—2.5.
1763) auf. Josef machte wéahrend seiner ganzen Reise regelmaéssige
Tagebucheintragungen in ungarischer Sprache. Dieses mehrere Béande
um fassende Tagebuch befindet sich im Besitz der Ungarischen Akademie
der Wissenschaften in Budapest. Das Reisetagebuch von Samuel erschien

43 Sard, 1764. apr. 3-an kelt levelében. 21. 1912. 217.
44 Parizsi naplobejegyzés. (1760. febr. 26.)
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1908 auch im Druck. (Ungarisch. Vorwort: Imre. Text: Bus.) Samuel
fihrte sein Tagebuch (Manuskript im Ungarischen Landesarchiv in
Budapest) nicht so musterhaft, wie Josef; schon in Holland gibt es
grosse Licken, und duber Paris erfahrt man wenig. Der vorstehende
ungarische Aufsatz enthalt eine Auswahl aus diesen Reiseaufzeichnungen,
deren einige im folgenden erw&hnt werden.

Beide Grafen reisten mit den Empfehlungen der Brider Bernoulli.
Josef erhielt von Clairaut regelmassig Aufgaben aus der Differential-
und Integralrechnung, die er léste. Er observierte mit La Cajlle und
hérte bei Nollet, einmal auch bei Musschenbroek. Samuel hérte bei
Lalande und Hahn und hatte ein interessantes Gesprach mit Castillon
liber die Bernoulli. Er lernte Astronomie von Rousselot, observierte
mit Lalande, Delisle und Messier. Beide Grafen besuchten mit stindiger
Erlaubnis die Sitzungen der Akademie. Sie verkehrten am meisten mit
Clairaut, La Condamine und d ’ALEMBERT.

Ein Teil ihrer Tagebuchaufzeichnungen erschien in deutscher Uber-
setzung, herausgegeben von 0. Spiess, unter dem Titel: Basel anno
1160. s. 94— 103, 146— 150.

Jozsef Jelitai.

U*
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Kerékjarto Béla: A geometria alapjairdl. Els6 kotet:
Az euklidesi geometria elemi felépitése. A Magyar Tudomanyos Aka-
démia tamogatasaval, Szeged, 1937, XV + 304 oldal.

Matematikai irodalmunk igen figyelemre méltd mlvel gyarapodott.
Kekékjartd Béla terjedelmes, 300 oldalas kényvben targyalja a mate-
matika legklasszikusabb &ganak, az euklidesi geometridnak felépitését.
Azokban a geometria elemeiben csak kevéssé jaratos olvasd is kdnnyen
konstatdlhatja, hogy szerz6nek e konyv megirasaval nem az volt a f6-
célja, hogy BUKLIDESTek lényegében mér a kozépiskolai oktatasbol is
tobbé-kevésbé ismert «Elemei»-t kissé felfrissitve, az Ujabb tudomanyos
kovetelményeknek megfelel6 formdban kézzéadja, hanem anndl sok-
kal t6hb.

Az euklidesi geometria elsd, tudomanyos szigorisag tekintetében
korunk kdvetelményének megfeleld felépitése HilbereW  szal mazik.
HLBERT-nek idevagd munkaja, a nagyhirii «Grundlagen der Geometrie»
sok helyiitt szabatos rovidséggel megirt, aranylag nem nagy terjedelmd
munka, ami természetszer(ileg maga utan vonja azt, hogy nem egy
olyan részletet tartalmaz, amelyen talan konnyen atsiklik a szaktudos,
azonban a kezd§ olvasonak annal nagyobb nehézségeket tamaszt. Szerz6
a megalapozashoz sziikséges axiomék bevezetésének sorrendjében koveti
ugyan HLBERT-=t, azonban a felépitésben gondosan Ugyel arra, hogy a
szilkséges meggondolasokat a lehet6 legaprobb részletekig is keresztil-
vigye. E mellett még targyaldsi mddja olyan sokiranyl s olyan terjedel-
mes anyagot Olel fel, hogy tanulni vagyo fiatalsagunk szerzének konyve-
b8l nemcsak az euklidesi geometria elemeit sajatithatja el, hanem ezen-
feldl mint bevezet6t a geometria tudomanyaba is sikerrel tanulmanyoz-
hatja. Szerz6 kilondsen kezdetben Ugyel arra, hogy a tételeknek az
axiomakbol valo levezetésében minden egyes lépést részletezzen, s ezaltal
olvaséit atsegiti a legnagyobb nehézségen : a kezdet nehézségein. A rész-
letek aprolékos, logikailag szigord kidolgozasa hozzaszoktatja a kezd6
olvasot ahhoz, hogy az axiomakat és feltételeket a bel6lik levezethet6
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tételektdl és allitasoktdl élesen elhatarolva lassa, s igy fokozatosan hozza-
szokjék a szigort axiomatikus gondolkodashoz.

Kétségtelen, hogy a kozépiskolaban oktaté tandrnak munkdaja annal
érdemesebb lesz, minél alaposabban ismeri tdrgyanak alapjait. Szerzének
egyik fécélja éppen az volt, hogy olyan koénnyen olvashatd, de azért
tudomanyosan szigoru és magas szinvonald kényvet adjon a kdzépiskolai
tanarsadg kezébe, amelyb6l az a geometriai igazsdgok mélyebben fekvé
0sszefuggéseit megismerve, Kkritikai érzékét ndvelje s azt a gyakorlati
oktatasban is gyUimdlcséztesse. Ezzel kapcsolatban szerz6 nem mulasztja
el az alkalmat tizetesebben foglalkozni azokkal a kérdésekkel, amelyek
a kozépiskolai targyaldsban még ma is pongyola vagy hibas megvilagi-
tdsban szerepelnek. (Lasd pl.: az EuxLiDES-féle atvitel elvét, az Euler-
féle poliédertételt, a szabalyos test definicidjat.)

De nemcsak az oktatassal foglalkoz6 kozépiskolai tanar, hanem a
geometria tudomanyanak lényegét mélyebben megismerni 6hajté egyetemi
hallgaté is nagy haszonnal tanulmanyozhatja Kerékjiktod kiting konyvét.
Abbdél nemcsak azt ismerheti meg, hogy miként épul fel egy klasszikus
tudomanyag logikai szempontbdl tokéletes rendszere, hanem ezenfelul
bepillantast nyerhet tdbbek Kkozoétt abba a fontos szerepbe, amelyet a
csoport és halmaz nagy horderejd fogalmai a korszeri matematikai
kutatdsokban jatszanak.

A szaktudds, az egyetemi tandr is, aki a geometria alapjairdl tart
el6adasokat, sok Ujat és érdekeset merithet e m(ibdl. Hogy csak néhanyat
emlitstink: Szerzd a haromszogek kongruencidjanak elméletét elészor a
HLBERT-fdle targyalastol eltér6en, kizardlag szakaszok egybevagdsaga
alapjan targyalja. Ebben a megalapozasban a HLBERT-féle I. kongruencia-
axioma, mint mas axiomakbol levezethet tétel szerepel. Igen érdekes
és eredeti a haromsz6g nevezetes pontjainak szintétikus targyalasa, az
egyenes-sereg abszolut-geometriai fogalma alapjan. Nagyon tanulsagos a
konyv utolsd fejezete, a «Folytonossag», ahol szerz6 Poincare Nak egy
kritikai megjegyzését kovetve a HLBERT-le rendszer zaré axidmaja, a
teljességi axioma helyett a sokkal konkrétabb tartalmi 0. n. Dedeking-
féle axiémat veszi targyaldsanak alapjaul. A szaktudos a most felsorolta-
kon kivil még taldl majd néhany olyan részletet és kritikai megjegyzést,
amely az eddigi irodalomban alig, vagy egyéaltalan nem szerepel.

Mindezek utan még azt kell megjegyeznink, hogy e didaktikai szem-
pontbd6l kifogastalan és eredeti felépitésl md szerz6je még arra is sulyt
helyezett, hogy munkéja az euklidesi geometria alapjaiba vagé minden
eddigi fontosabb kutatdsi eredményt a lehet6ség szerint feldleljen.

Végiul meg kell allapitanunk, hogy kivanatos lenne e munkat, mely
oly sok kivalé tulajdonsaggal iendelkezik, s melynek tovabbi folytatélagos



302 IRODALOM.

koteteit a matematikus olvasé-kdzénség kétségtelenlil nagy érdekl6déssé,
varja, valamelyik vilagnyelvre leforditani, hogy a tobbi mivelt nemzet
matematikusainak korében is minél nagyobb elterjedésnek &rvendjen.

Lipka Istvan.

Egmont Colerus: Az egyszeregyt6l az integralig-
Budapest. Franklin-Tarsulat (1937), 332 oldal.

A matematika népszer@sitésének sok nemes Utjat-mdédjat ismerjiuk.
Az egyik egy-egy jaték vagy szdérakoztaté kérdés kapcsan mutatja be
tudomanyunk szellemét. A masik alkalmazasai keretében vilagitjia meg
alapfogalmait. Ismét egy masik az alapok feltardsaval ismeretelméleti
oldalarol ad képet. Megint egy masik egy kutaté méltatdsa sordn a tudo-
many egy-egy fejezetének fejlédésérél szamol be kdzérthetéen. Végre egy,
talan a legtokéletesebb, egy-egy valogatott egyszer(i kérdésen szem -
lélteti a matematikai probléma-allitds vardzsat s a megoldas valtozatos
dinamikajat.

Bar e lehetéségek barmelyikére az irodalom tébb ragyog6é példajat
sorolhatjuk fel, sajnalattal kell bevallanunk, hogy a nagykdzdénség izlésé-
nek egyik sem felel meg. A kdzdnség, melyet a perg6 kép s a hang-
sz6ré oly fellletes, de gyors ismeretszerzésre szoktatott, s amely — tudo-
manyunk kivételével — a kutatads legUjabb vivmanyait és idészerd kér-
déseit is sokszor elsé kézb6l és nagyszerli megvilagitasban kapja, a mate-
matika terén is olcs6 megértésre, konnyen szerezhets targyi isme-
retre vagyik.

Az eléttink fekvd konyv, egy eredetijének megjelenéséig csak regé-
nyes életrajzairél ismert osztrak szépirénak lelkesedéssel, de kevés hozza-
értéssel, s igy sok sulyos hibaval irt munkéaja — tagadhatatlan uzleti
sikerrel — e helytelen, mert teljesithetetlen kovetelés szolgalatdba sze-
gédik. Szamtalan rosszhird el6dje utan UGjabb bizonyitéka annak, amit
mar Euklides is megallapitott, hogy a matematikaban kiralyok sza-
mara sincs kilon (t. Masszoval: konny( ismeretkozlésrél és szer-
zésr6l a rendszeresség, a teljesség, a szabatossag mell6zése aran szoé
sem lehet.

fgy minden részletezés nélkul is vilagos, hogy a kényv elsé része,
az aritmetika és az algebra, tiszta definiciok és az alaki mdveleteket
tudatosan megtarté altalanositdsok hidnyadban csak z(irzavaros képet ad.

Teljesen elborul a szemhatar, ha az infinitézimalis szamitast targyalo
részre térink A&t. A hatarérték, a végtelen sor, a terlUletmérték, az
érint6 értelmezését hidba keressuk. Mindezek itt maguktél értet6dé
dolgok, melyeknek legfeljebb egyszer(i esetekben odavetett meghataroza-
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sarél esik szé akkor is, ha el6bb vagy utébb tadgabb értelemben sze-
repelnek.

A legszomorubb az, hogy mindebbdl sokat nem a népszer(iség kere-
sésének, hanem a szerz6 kétségtelen tajékozatlansdgadnak rovasara kell
irnunk. Az integralszdmitas bevezetd soraibo6l példaul kideril, hogy a
szerz6 a kormérés kétezer éve elintézett kérdését a kornégyszogesités
0tvendt éve tisztazott problémajaval részben Osszetéveszti, részben az
utébbi megoldhatatlansdganak okat a tc végtelen tizedestort, tehat (?)
irraciondlis s fgy (?) nem szerkeszthet§ voltdban latja. Annyi sulyos hiba,
amennyi allitds és kovetkeztetés.

Mindebbdl kell6 fény deril a szerz6 ama alapvetd tévedésére, hogy
magat éppen mint «a tudoméany alacsonyabb fokan &all6t» a nagykézon-
ség eld6tt alkalmas tolmacsnak tartja. Ennek csak folyomanya a szerz6-
nek az a — szogezzik le, a matematikdban is tarthatatlan — allas-
poiitja, hogy ma is leirhat mindent, amit a XVIIIl. szdzadban még helyes-
nek tartottak.

Staché Tibor.
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Jelentés az 1937. évi XLI. matematikai
tanuldversenyrél.

Tarsulatunk XLI.-ik matematikai tanuldversenyét 1937. okt. 16-an tar-
totta Budapesten és Szegeden egyidej(ileg. Budapesten 29, Szegeden 20
versenyz6 jelentkezett; beadtak Budapesten 19, Szegeden 10 dolgozatot.

A verseny tételei a kovetkez6k voltak:

I. Legyen a pozitiv egész av at........ szdmok 0sszege kisebb a
pozitiv egész K szamnal. Bebizonyitandd, hogy

at! aal... ant< ku

Il. Legyen a tér harom kore oly tulajdonsagu, hogy paronként érint-
keznek és e harom érintkezési pont egymastél kulénbézik. Bebizonyi-
tand6, hogy e harom kor vagy egy gémboén vagy egy sikon fekszik.
(Két térbeli kor akkor neveztetik érintkezének, ha kozds pontjuk és
ebben kozés érintdjuk van.)

1. Tegyuk fel, hogy az AV Av ..., An pontok nem fekisznek egy
egyenesen. Legyen tovabba P és Q két oly kiulénbozé pont, melyre

AlP-1-A2P + +—VANP AR+ AVQ *mmANQ-=s-
Bebizonyitandd, hogy van oly K pont, amelyre
AjK -)-A2N + eeef-ANK<S.

A versenydolgozatok megbiralasara kikildott Bizottsag Fejér Lipst
elndklete alatt a kévetkezd tagokbol allott: Egervary Jend, Faragd Andor,
Goldziner Karoly, Stachd Tibor, Szlics Adolf, Veress Pal és Kanig
Dénes el6ad6. E bizottsag 1938. okt. 30-an tartott Ulésén Konig Dénes
elsad6i elterjesztése alapjan a kovetkez$ javaslatban allapodott meg.

«A versenyz8k, ezuttal Szegeden is, szép szamban jelentkeztek; az
eredmény még sem kielégité, amennyiben a IIl. tételre egyetlen helyes
megoldas sem érkezett be. Ily médon, tekintve, hogy az 1. tétel rend-
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kivil konny(l volt, a dolgozatok relativ értékének megéallapitasanal a
Il. tételre beadott megoldasok voltak irdnyadok. E tételt Iényegileg nyolc,
versenyz6 oldotta meg. Kozulok dten megfeledkeztek arrél a lehetdség-
rél, hogy a harom ko6zés kor-érint6 parhuzamos is lehet; ketten pedig
bizonyitdsuk egy egy lényeges segédtételét csak kimondtdk, de npm
bizonyitottak. A fennmaradé nyolcadik dclgozat szerzéje: Frankl Ot
Az 6 megolddsa minden eshetdséget feldlel, kidolgozasa igen értelmes
és szabatos. Mindezeket figyelembe véve a Bizottsdg azt inditvadnyozza,
hogy az elsé dij ne adassék ki, a masodik b. Ed6tvés Lorand jutalommal
pedig Frankd Otto tiintethessék ki, aki a pesti izr. hitkdzség gimnaziuma-
ban Biré Kalman tanar tanitvdnya volt».

A Bizottsdg e javaslatat a Valasztmany 1937.nov. 18-4n tartott Ulésén
egyhangulag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott el6addé idésen

Rados Gusztéw elnok adta at a dijat a verseny gy6ztesének-

Franki Ott6 jutalmazott dolgozata.

I. tétel. Minthogy k>d,-Fd 2| Fan, azért k\> (ax-\-at+ eme+<I ){
Azonban
(«L+ 02+ eoe +«n) 1= =il (®i+ 2) eoe (Oi-1*®*)] x
[K+cti+1)ees(«d4-a2+aJ] x
[(aj-4dj-F eee -f-«p+1).. . «J+ eee +®p+ «p-h)]x

[... (dt+aj-F e+ >

De
FY (dir2)... dj-r > 1-2..fj= 1
(dj-Faj+~-'-Fap-Fl) («1+ a4-Feeet+ “p+2)...
(d1-Fas-F’” + ap"I"ap+i) > ap+tl
és igy

k1>(dj-Fd2H——Fdn)!>dild21...a»! Q. e di

11 tétel. zarjuk ki azt az esetet, amikor a harom kor egy sikba*
van. A kozés érinték vagy parhuzamosak egymaéssal, vagy nem.

Vizsgaljuk el6bb azt az esetet, amikor az érinték parhuzamosak egy-
massal ; ekkor a kor szimmetridjanak kovetkeztében az érintési pontok
és a korok kozéppontjai egy kozos sikban lesznek és a korkézéppontok-
bél a megfeleld sikokra rajzolt mer6leges egyenesek az érintési pontok
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altal alkotott haromszdég oldalainak meréleges felez@i; ezek tudvalevéleg
egy pontban metszik egymast; ez a kézés 0 pont a hdromszog koré irt
kor kozéppontja, és mivel a kdzéppontban a kor sikjara rajzolt mer6le-
ges egyenes béarmely pontjatél a kor ésszes pontjai egyenlé tavol van-
nak, igy az 0 ponttol mindhdrom kor Osszes pontjai egyenld tavol
vannak. igy a harom kor egy 0 kdézéppontd gémbdn van.

Ha az érinték nem parhuzamosak, akkor is mer6legeseket rajzolunk
az illet6 korok lapjaira a kdzéppontokon keresztiil és ezeknek legaldbb
is paronként kell egymast metszeniok, mert ezek paronként egy sikban
vannak: abban a sikban, amely a megfelel6 érint6re az érintési pont-
ban merdleges. Mivel pedig az érint6k nem péarhuzamosak, azért e
harom most rajzolt mer6leges nem lehet egy sikban és ha mégis péaron-
ként metszik egymast, akkor ezek a metszéspontok: egy kézds pont.
Ez az 0 pont kilén-kilon mindegyik kor pontjaitél egyenlé tavol van;
azonban ezeknek a koroknek vannak kozés pontjaik, ezért ez az 0 pont
mindharom kér pontjaitél egyenldé tavol van; igy a korék egy 0 kozép-
pontd gémbdn vannak.

Jelentés az 1937. évi XIX. Kéroly Irén fizikai
tanu 16versenyrél.

Tarsulatunk XIX. Karoly Irén fizikai tanuléversenyét 1937. oktdber
23-4n tartotta meg Budapesten és Szegeden egyidejlileg. Budapesten
17 versenyz6 dolgozott, Szegeden 10. Dolgozatot Budapesten 13 adott
be, Szegeden 4. Tehat 27 versenyzd kozill 17 adott be dolgozatot.

A verseny tételei a kovetkez6k voltak :

I. Alland6 fesziiltségi aramforras sarkait siks(ritd fegyverzeteivel kot-
juk ossze. Ha a s(rit6 fegyverzetei, melyek kozott levegé van, kozelebb
jutnak egymashoz, a slirit6 toltésének energidja megnagyobbodik.

a) Kozeledéskor mennyivel novekszik a s(irit6é energidja és mennyi
energiat ad le e kozben az aramforras ?

b) Mennyivel valtozik a s(rité energidja, ha a fegyverzetek akkor
kézelednek, miutdn az 4ramforrassal valé 0Osszekottetésik mar meg-
szakadt ?

Il. Mekkora a tdmege 1 m3 vizg6zt tartalmazé levegének 20° G-on
és 755 mm nyomason, ha a vizg6z nyomdasa 18 mm ? Egy m3 normal-
allapotl széaraz leveg6 tomege 1,293 kg és a g6znek az ugyanolyan
allapotjelz6kkel biréd leveg6re vonatkoztatott siirlisége 062.

I1l. Acélhuzalon figg6é homogén fémhenger torzié-lengéseket végez.
Hogyan véaltozik a lengésidd,
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a) ha a henger mindkét mérete kétszer akkora lesz ?

b) ha a huzal két mérete lesz kétszer akkora?

<) ha mindkettének a méretei kétszer akkordk lesznek ?

A dolgozatok meghiralasara kikiildétt Bizottsag, melynek elndke Tangl
Karoly, tagjai Mkola Sandor, Pogany Béla, Rybar Istvan és Szabo
Gabor voltak, 1937. november 13-an tartott Glésén Szabd Gabor el6adoi
jelentése alapjan a kovetkez6ket allapitotta meg;

«A dolgozatok azt mutatjdk, hogy a jeloltek alapos késziltséggel
jottek a versenyre. Egy sincs koztik olyan, aki legaldbb egy feladatot
:;jha némi szamitasi hibaval is) meg ne oldott volna. A mechanikai
feladatot 9-en oldottdk meg hibatlanul; az elektromosséagtanit 3-an,
kisebb hibdkkal, vagy részben 8-an; a hétanit hibatlanul csak 1, rész-
ben jol 3.

A legjobb dolgozatot Blaho MkIcs Ede készitette. O az egyetlen,
aki — eltekintve egy hibatél — mind a harom feladatot jol fejtette
meg. Hibaja az (amely hibat kulénben a versenyzék legnagyobb része
elkdvette), hogy a s(rit6 energia-ndvekedését egyenlének vette azzal az
energiaval, amit az aramforrds a novekedés kozben kiad. De ugy latszik,
észrevette, hogy ez a felvétele nem helyes, mert labjegyz~kben ezt irja:
«kozelitéskor a két fegyverzet kozotti vonzéer6 munkéat végez és az
ezaltal veszitett energiat szintén az aramforrasnak kell pétolni». Meg-
oldasai révidek, logikus menetliek; magyardzé szdvege szabatos.

A masodik j6 dolgozat szerz6je Gardos Pal, aki két tételt fejtett meg
hibatlanul: az elektromossagtanit és mechanikait. A harmadik tételt nem
oldotta meg, de a megoldds menetét javarészben helyesen véazolta az
impurumban.

Harmadik helyre a Botar Livius és Huhn Péter dolgozata sorolhat6.
Mindketten mind a harom tétel megoldasan dolgoztak, de minden részé-
ben hibatlanul csak egyet: a mechanikait sikeriilt megoldaniok. Botar
Livius-nak az elektromossagtani tétel megoldadsdban csak az a hibdja,

hogy két szamitasban két kiilonbdzd allandé mennyiséget I"]E- és -g":\--t\l

ugyanazzal a «const» jellel jelolt és igy arra a kovetkeztetésre jutott,
hogy a s(irit6 energia-névekedése annyi, mint az aramforras altal e
novekedés kozben kiadott energia. A bétani tétel megoldasdban felesle-
gesen bonyolultan (telitett g6znyomassal) és részben helytelentil okoskor
dott. igy eredménye is hibas. Huhn Péter az elektromossagtani tétel o)
kérdésére nézve okoskodott helytelendl. A hétani tétel megoldasaban jo
gondolatmenet szerint dolgozott, de eredménye a miatt, hogy a szaraz
leveg6 nyomasat nem jol allapitotta meg, ugyancsak hibas.

Ezek alapjan tisztelettel javasolja a Bizottsdg, hogy Blaho Mkids



ao8 TANULOVERSENYEK.

EDE-nek, aki a budapesti 4g. h. ev. gimnéaziumban végzett és Rerner
Janos tanar tanitvanya volt, az elsé dij; Gardos PAL-nak, aki a buda-
pesti V. kér. allami Bolyai reéaliskolaban végzett és Desetd Zoltan tanar
tanitvanya volt, a masodik dij itéltessék meg; végil, hogy Botar
Livius, aki a keszthelyi premontrei rendi kat gimnéaziumban végzett és
Kun Kéamér tanar tanitvanya volt és Huhn Péter, aki a szegedi kegyesr
rendi varosi rom. kat. Dugonics Andras gimnéaziumban végzett és Szlics
Janos tanar tanitvanya volt, dicséretben részesiitessék».

A Bizottsdg e javaslatat a Valasztméany 1937. november 18-4n tartott
tlésén egyhangllag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott rendes
eléad6 Ulésen Rados Gusztéav elndk kihirdette a verseny eredményét
és a dijakat atadta a gy6zteseknek.
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Az 1937. évi junius 12-én tartott XL1l. kozgydilés.

A kozgy(ilést Rados Gdsztéav elndk az aldbbi beszéddel nyitotta meg:

Tarsulati életlink 46. évének végén ismét kozgydlésre gydl-
tink 0Ossze. Kedves kotelességet teljesitek, midén Tarsulatunk-
nak itt megjelent tagjait Gdvozlém és kilondsen melegen azo-
kat, akik nem sajnalva egy utazds faradalmait és koltségeit, a
vidékrdl feljottek, hogy veliink valé egylttérzésiiknek kifejezést
adjanak.

Koézgydléseink, amelyeken mikddésiinkrél szamot adunk,
Téarsulatunk életfja torzsének mintegy évgy(irdi. Sajnos, hogy
ezek, az utols6 masfél évtizedben a trianoni katasztréfa foly-
tdn bekdvetkezett szegénységlink kdvetkeztében keskenyebbek,
mint a haborG el6tti id6ben, de egészséges és erds a torzs
gyokérzete, mert meg nem gyengilt, s6t fokozottabb a lelke-
sedésiink ama tudomanyok irant, amelyeknek mfivelését és ok-
tatdsat Tarsulatunk nagynevd alapitoja, br. Estvss Lorand,
zészlonkra irt.

Korunk antiintellektualis iranyzata ellenére tantorithatatlan az
a meggy6z6désiink, hogy az igazsag folkutatadsa, az igazsagnak
ferditésekkel szemben valé védelme, az igazsdgnak tudomanyos
formaba o©ntése és terjesztése az emberi tevékenységek egyik
legnemesebbike. Az igazsag tisztelete etikai lénylinknek egyik
legerésebb pillére és tavol all attol, hogy vallasos vagy hazafias
érzésunkkel @sszeltkdzésbe juthatna. Az emberi mivelédésnek
az igazsag szolgalataval valo fejlesztése kiilondsen nalunk a leg-
hatdsosabb honvédelemszdmba is veend6. Mert anyagiakban
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szegény és csekély létszamanal fogva kicsiny nemzetiinknek a
nagy nemzetek értékelésében sulyt egyedil erkélcsi és kultura-
lis értékink kolcsénozhet. A nemzet létérdekeit szolgaljak tehat
azok, akik az emberi mf(ivel6dés fejlesztéséhez szamottevGen
hozzajarulnak.

Ez az egyedili politikum, amely m(ikdédésiinkben szemiink
el6tt lebeg és tavol all t6link a tudomany mi(velésében a napi
politikanak tért engedni. Eppen ezért aggodalommal észleljilk
a tudomanynak itt-ott politikai befolyas ala keriilését és még
nagy kultdrallamoknak is tudomanyos autarkiara valé torekve-
sét. Az Onellatds gazdasagi téren is sorvaszté és nyomort ter-
jeszt6 kihatasu; a tudomany terén egyenesen végzetes, mert
teljes medddség a kovetkezménye. Az exakt tudomanyok sike-
res mdvelése és az egész emberiség haladasat elémozdité ku-
tatas minden kultdrnemzet biszkeségének, méltd targya, de
egyszersmind kozos feladata is. Semelyik nemzet e tudoméanyo-
kat ki nem sajatithatja kizardlag maganak, mert ezek az 0sszes
kultirnemzetek szellemi egyuttm(ikodésének kdszonik létliket és
fejlédésiiket. Nincsen német fizika, vagy francia matematika
vagy angol csillagaszat. E csodabogarak a fennhéjazé nemzeti
sovinizmus torzszildttjei. De igenis ismeriink genialis német,
francia, angol kutatdkat. Kspernnois-ra, KEPLER-re, KIRCHHOF-3,
GAlss-ra, REMANN-ra, JAComra, a langesz(i német kutatdkra
mély tisztelettel tekintiink fel, de mélyen meghajtjuk zaszlon-
kat Lagrange, Galois, Cauchy, Poincaré genialis francia kuta-
ték elétt; Newton, Cayley, Sylvester angol; Galilei, Volta
olasz; Abel norvég kutatok el6tt is; és buszkeség dagasztja
kebliinket, hogy a mérvad6 tudoméanyos vilag e fényes névsorba
a mi Bolyai JANOS-unk, br. Estves LoORAND-unk, SEMVELWEis-tink
neveit is beiktatta.

Valamint egy és ugyanaz a nap araszt fényt és éltet6 me-
leget a fold Osszes orszagaira, azonképpen egy es ugyanaz a
matematika, fizika, kémia, csillagaszat, amelyet a fold 0Osszes
kultdrnépei nemes versenyben, de 6sszhangzatosan mdvel-
nek. Lehetnek stilusbeli eltérések, de tartalmuk tekintetében
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egység uralkodik, mert egy és oszthatatlan az igazsag széles e
vilagon.

Ett6l a meggy6z8dést6l athatva drommel és halaval tdvozol-
tik Rolim Wavre kivalé svajci matematikust, Erwin Finlay-
Fretindlich német csillagaszt és H. Mark osztrak fiziko-kémikust.
akik Tarsulatunkat ez évben megtisztelték azzal, hogy érdekes
és tartalmas el6adasaikkal el6adasi programmunk gazdagitasa-
hoz hozzajarultak.

Mélységes megillet6édéssel emlékezem meg ezen a helyen is
arrdl a sulyos veszteségrél, amely a tudomanyt és Tarsulatunkat
egyarant érte dr. Tass ANTAL-nak, a m. kir. Konkoly-Thege
alapitvanyi csillagvizsgalo intézet érdemesult igazgatdjanak, f. é.
januar ho 17.-én bekovetkezett elhdnytaval. Tass Antal Ugyis
mint Kitind kutat6 az asztrofizika teruletén, de kiléndsen ki-
valé és nagysiker( szervezOtevékenységével elévilhetetlen érde-
meket szerzett. Az 6 dnfelaldozasig faradhatatlan buzgésaganak
és munkajanak koszonhetd a Svabhegyi Csillagvizsgald Intézet
folallitdsa és folszerelése, amivel nevét a magyar tudomany tor-
ténetében megorokitette.

Az idén is halas kdszénetét mondunk a Magyar Tudomanyos
Akadémianak és a Vallas és Kozoktatasi Minisztériumnak nagy-
lelkd anyagi tdmogatasukért, amellyel folydiratunk megjelenését
lehet6vé tették.

Végil 6szinte érémmel emlékeziink meg arrol a kitlintetés-
r6l, amelyben nagyérdemd ugyviv6 titkdrunk, Pogany Béla ré-
szeslilt, midén a M. Tud. Akadémia idei nagygy(lése neki itélte
oda a nagyjutalom Marczibanyi-féle mellékjutalmat. A tudoma-
nyos kutatas terén szerzett igazi érdemeknek jutalmazasa volt
ez, amelyet 6, a precizios fizika eurdpai hir(i muvel6je, itthon
és Jenaban éveken &t hésies kitartassal folytatott és a modem
fizika néhany fontos kérdése tekintetében doént6 fontossagu
észleleteivel teljes mértékben kiérdemelt.

Tisztelt Kozgy(lés! Hazank jelenlegi szomoru helyzete arra
int, hogy a haza minden fia a maga hataskdrében erejének
végs6 megfeszitésével végzett munkajaval a haza helyzetének
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megszilarditdsahoz hozzajaruljon és hogy ezzel a varva vart
jobb kor hajnalhasadésat siettesse. Erre a munkara hiva fol
t. tagtarsaimat, nyitom meg Tarsulatunk 42.-ik kozgy(lését.

Az elnoki megnyité utan Pogany Béla iigyvezet titkar tartotta bé-
szamoléjat a Tarsulat lefolyt évi miikodésérél és az évnek Tarsulatunkat
érdeklé fontosabb eseményeir6l.

Tartottunk 12 el6ad6-, 2 valasztmanyi- és 1 kozgy(lést. Az el6adOT
Uléseken 15 eldadétol hallottunk 7 matematikai és 8 fizikai targya
eldadast. Kulondsen kiemelhetjuk, hogy az idén harom kulféldi tudés:
R Wawre, E Finlay-Freondlich és H. Mark tisztelték meg Tarsulatun-
kat el6adasok tartdsaval.

Orémmel kézli, hogy Rados Gusztav-oi, Tarsulatunk elnokét, a Magyar
Tudomanyos Akadémia tiszteleti tagjava valasztotta.

Fajdalommal emlékezik meg négy derék tagtarsunk haldlarol. Abranam
Istvén, Gryneeisz Istvan, Gruber Nandor és Tass Antal elvesztét -
laljuk. Az utdbbi kett6 valasztmanyunknak is tagja volt. Grcber Nandor
személyében a régi fizikus gardanak egy igen kivald tagja hagyott el
minket. Tass Antal pedig hervadhatatlan érdemeket szerzett a svabhegyi
csillagvizsgalo létesitése és nivos berendezése koril. Aldas emlékiikre !

A kozgy(lés érommel veszi tudomasul a Magyar Tudoméanyos Aka-
démia 500 pengds és a M. Kir. Vallas- és Kozoktatasigyi Minisztérium
500 peng6s tadmogatasat, és a nagylelkli adoméanyozéknak koszdnetét,
szavaz. A Miniszter Ur Onagyméltésaga ezenfeliil a Matematikai és
Fizikai Lapok 63 példanyara el6fizetett a magyar kozépiskolak szaméra,
ami szintén jelentds tamogatas.

Beszamolva az idei tanuléversenyek eredményeirdl, a kozgy@lés kilon
koszonetét szavaz Riesz Frigyes és Frohlich Pai1 egyetemi tanaroknak
a szegedi tanuldversenyek megrendezésénél évek oOta tanusitott 6nzetlen
kozremkodésukért.

Cserefolydirataink szdma az idén is 25 volt.

A kozgy(ilés a lelépd valasztmanyi tagokat, névszérint Baver MinAIY4,
Blathy Ot Tuusz-t, Kerékjartd Bélai, NagY L JozsEP<t, Patai IftREt,
Rhorer Laszléi Ujra megvalasztja; az elhunyt Gruber Nandor és Tass
Artal helyére pedig Stacho TiIBORt és Lassovszky Karolyt valasztja meg.

A szamvizsgald bizottsagba a kovetkez6 évre a vélasztmany részérdl
Faragd Andor és Stacho Tibor, a kozgy(ilés részérél Goldziher Karoly
és Rerrer Janos kiildettek Kki.

Szebd Gébor pénztari jelentésébll a zarszdmadast és a vagyon-
mérleget alabb™ kozoljik. A kozgyilés megadja a felmentvényt a pénz-
tarosnak.
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1936. évi zarszamadas.

Bevétel: pengd
1. 1935. évi zarszdmadasi maradvany:

a) kézi pénztarban o . __ 52%84 P
b) postatakarékpénztarban _ _ ;... 110079 «
C) Magyar Leszamitolé és Pénzvalté Bankban (fsz.) 898'— « 1
d) takarékkdényvben (Karoly lIrén-alap)__  1020'— «
2. Tagdijak ~ _ — _ — _ ., 1365*—
3. El6fizetési dijak _ 1149*34
4. Adomaéanyok o - 40—
5. Magyar Tudomanyos Akadémiasegélye , _ , _ _ 500—
6. Kamatok 53*68
7. Vegyesek (Hirdetés, L apok) o 46*10
Osszesen: 6225*75 *
Kiadas: Pengd
1. Nyomdai koltségek és expedicié _ .. _ ---mmmmmemmommeeeees _ _  2790*—
2. Tanuléverseny o 160*—
3. Kezelési koltségek és a dijkezeloség jutaléka 102*57
4. Vegyesek (Kdénig-plakett, tiszteletdij, tugyviteli kiadasok) _ 372*57
5. Pénztari maradvany:
a) kézipénztarban 62*47 P
b) postatakarékpénztarban _ _ _ o 1008*24 «  2800*61

C) Magyar Leszamitolé és Pénzvalté Bankban (fsz.) 709*90
d) takarékkonyvben (Karoly Irén-alap) 1020*—  «
Osszesen: 6225*75

Vagyon-mérleg.

Vagyon. Korona Pengd
1. Koronaértékpapirosok (Magy. Lesz. és Pénzv. Bank
Letétkimutatasa, a Pesti Hazai Els6 Takarékpénztar
Egyesiilet takarékkdnyve és a Magy. kir. Allam-

pénztar Fizetési Konyve szerint) __ _ 29,008*—
2. Pénzkészlet:
.a) kézipénztarban - 62*47 P
bj postatakarekplenzfarban o 1008*24 « 2800%61.
c) a Magy. Lesz. és Pénzv. Bankban (fsz.) 709*90 «
d) takarékpénztarban (Karoly Irén-alap) 1020*— «
3. Tagdij- és el6fizetési dij-hatralék 200—
4. Nyomtatvanyok 100—

Osszesen : 29,008*—  3100*61

* Megjegyzés : Az 1935/36. évi éllamsggély (500 P) 1937. évi januar hd
22-én volt felvehetd-; ezért ez dZ 1937. zarszamadasban fog szerepelni.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIV. 15
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Teher:
Korona Pengé
1. Nyomdai tartozéas _ 894*98
2. Egyenleg o 29,008*—  2205*68

Szabd Gabor s. k
pénztaros.
Megvizsgaltuk és helyesnek talaltuk.

Budapest, 1937. aprilis h6 30-an.

pDr. Stadd Tibor s. k, Faragp Andor s. Kk, Rerrer Jancs s. k
a szamvizsgalé bizottsag tagjai.

El6adasok:
1936. nov. 12. A tanuldversenyek eredményének kihirdetése. Rados
Gusztév elnok kiosztja a jutalmakat. Karteszi Ferenc: Egy valdszindségi

feladatroél.

1936. nov. 10. R. Wawre (Geneve): Sur le pétentiel et la théorie
des fonctions analytiques. (Potencial és analitikus figgvények).

1936. dec. 3. Schrid Rez5: A szénoxid-molekula belsé szerkezetérdl,
szinképe alapjan.

1936. dec. 10. Gerd Lorand: Perturbacio €S disszociacio a molekulak
szinképén.

1931. frbr. 4. Erwin Finlay-Freundlich (Praga): Uber das Alter der
Welt und die Energiequellen der Gerstirne.

1931. mare. 4. Barta Jazsef: Kozépértéktétel a differencialegyenletek
els6 sajat értékérdl (alkalmazasokkal).

1931. mam. 18. Rédei L&szl6: A masodfokd szamtest osztalycsoport-
jarol.

1931. apr. 1. Tihanyi MKIGs: A Rados-féle determinansrol. Grirmald
Géza: Interpolaciés tébbtaglak divergencidjarol.

1931. 4pr. 13. Taran PAl: Ortogonalizalt tobbtagtak interpolator!Us
elmélete.

1931. mdj. 13. Szalay Sandor:. 1. Alfa-részek rezonanciaszerl be-
hatoldsa a Mg®5 atommagba. 2. Egy Uj, egyszerd Wilson-kamra (kisér-
leti bemutatassal).

1931. maj. 20. A miegyetemi fizikai intézet spektroszképiai labora-
tériumanak megtekintése.

1931. mé4j. 29. H. Mark (Wien) : Verwendung der Elektronen-
beugung in Wissenschaft und Technik.

1931. jun. 72. Forré Magdolna: A kozmikus sugarzas Gsszefoglalo.
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ismertetése. BarlNsthy Jen5: Forré Magdolnaval egyitt végzett fontosabb

mérési eredményeink a kozmikus sugarakrdl.
*

Véalasztmanyi Ulések voltak: 1936. nov. 10-én és 1937. jan. 5-én.
*

Az 1937. évi XLII. rendes kozgy(lés volt: 1937. jan. 12-én.

Uj tagok:
Dr. Alexits Gyorgy szf6v. tanar, Budapest.
Boros Janos oki. kozépisk. tanar, Szeged.
Feny6 Istvan tandrjelolt, Budapest.
Szab6 Katalin tanarjeldlt, Szeged.
Tarndéczy Tamas tandrjeldlt, Szeged.
Urban Erzsébet egyet, tanarsegéd,'Szeged.

Meghaltak:

Abraham Istvan gimn. igazgaté, Budapest.
Rhorer La&szl6 egyet, tanar, Pécs (val. tag).

Tass Antal, a svabhegyi csillagvizsgalé intézet igazgatéja, Budapest

(val. tag).
Bekiuldott kényvek.
A cserefolydiratokon kivil — melyekrél legkdzelebb fogunk be-
szamolni — Tarsulatunk, illetéleg a Matematikai és Fizikai Lapok

szerkeszt6sége Ujabban a kovetkez6 konyveket kapta ajandékképpen.

A «The University Press of the National University of Pekingi-tdi:

w. F. Osgood: Functions of real variables (University Press,
National University of Peking, 1936).

w. F. Osgood: Functions of a complex variable (University Press,
National University of Peking, 1936).

A «The Macmillan Company (New York)»-téi:

w. F. Osgood: Mechanics (New York, The Macmillan Company,
1937). Ara S 5-00.

Az «American Mathematical Society (New York)«-tdi:

J. M. Thomas: Differential systems, American Mathematical Society
Colloquium Publications, Vol. XXI. (New York, American Mathematical
Society, 1937).

P. Noordhoff (Groningen)-tdl:

P. YMjdenes: Fire place tables (Noordhoff, Groningen, 1937). Ara
(1. 2T)0.

A Kir. M. Egyetemi nyomdatoél:

Sztrdkay Kalman: A természet titkai nyoméaban; say Kornél rajzai
val (Budapest, Magyar Kényvbaratok Tarsasdga, 1937). Ara 6 P.
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