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KURSCHAK JOZSEF.!

1864—1933

Egybegyitltiink, hogy Kirscuix Jozser-nek, miiegyetemiink
egykori nyilvdnos rendes tandrdnak, a matematika mesterének
emlékét tinnepeljik, munkassagarol megemlékezziink, életébél és
miveib6l 6sztonzést nyerjiink. Tébb mint hdrom éve — 1933
marcius 26-an — vesztettiik el, de hangja még fiiliinkbe cseng,
rozsas arca s Oszbeborult feje még el6ttink all s ha dolgo-
zataiba meriiliink, szellemének eredetisége, gondolatainak mély-
sége ma is lenyigoz benniinket.

Ktrscuik Jozser 1864 marcius 14-én Budan sziiletett. Atyjat
kordn elvesztette s Gcesével egyiitt aldozatoslelkli anyja neveli

fel. A vizivarosi kapucinusokndl — részben maginuton — vég-
zett elemi utan a budai realba keriil, hol tanulmanyait jelesen,
de — mint maga megvallotta — kiilonos figyelmet késébbi

tudomédnydnak még nem szentelve végzi el.

Hogy igy mi késztette arra, hogy 81-ben a kir. Jozsef M-
egyetemnek mennyiség- és természettantanart képz6 egyetemes
osztalyara beiratkozzék, azt pontosan megallapitani nem tudjuk.
Késébb sokszor hangsulyozta, hogy lassan fejlédott. Az dtévi
tanulmény utan kidllitott tdvozasi bizonyitvanybol azonban két-
ségteleniil kideriil, hogy a fordulat méasodéves koraban, mii-
egyetemiink két matematikusa, Hunvapy Jexé és Kénie Gyura
hatasdara kovetkezett be.

1 A m. kir. Jozsef Nador Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem mér-
noki és épitészmérnoki karanak 1936 majus 3-i tnnepi ilésén tartott
emlékbeszéd.
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2 STACHO TIBOR.

Az ismeretkozlés, az eléadasok terén, melyek a differencidl-
egyenletek és varidcioszamitids kivételével a matematika akkori
teriiletét csaknem felélelték, kiilonosen Hunvapy JENG tevékenyke-
dett. De nagyobb fontossdgot kell tulajdonitanunk a tanarjelltek
részére kiilonbozo fejezetekb6l rendezett matematikai gyakorla-
toknak, melyekben Kirscuik Jozser mind Hunvapy-néal, mind
Konig-nél 6t éven at nagy szorgalommal résztvett, melyeket
késébb lankadatlanul maga is tartott s ontevékenységre éb-
reszté hatisuk miatt minden eldadds félébe helyezett. Es ezek-
ben ra kétségteleniill Kénie Gyuvra volt dénté és maradando
hatdassal. A hdlas tanitvany ezt mindig hangoztatta, harminc
évvel késébb mesterérél tartott emlékbeszédében leszigezte s
egy helyt mindennél tobbetmondoan igy Osszegezte: «Magam
egész mukodésemhez tole nyertem iranyitast».

A jo foldbe vetett mag hamarosan meghozza gyiimoélesét.
A tanitviny ugyan mesterétol egyelére elszakad s 22 éves kord-
ban mint helyettes tanar a rozsny6i kat. fégimnaziumhoz
keriil, de alkot6 munkdssaga igy is megindul.

A korbe és koré irt sokszogekrél szolo elsé értekezés (1887)
mar szembeszokéen mutatja szerzdje egy-két jellemzd vondsdt.
Nevezetesen: az elemi és fels6bb matematika hatéarkérdései
iranti elszeretetet, a problémak egyéni, kozvetlen megoldasara
iranyulé készséget, nemkiilonben azt a ritka képességet, mely
orszdagutta taposott kérdésekbe is elmélyedni kész s ezeket 1j
gondolatokkal gazdagitani tudja. A dolgozat ugyanis a kup-
szeletek projektiv szdrmaztatisa kapesan ismert svdjei STEINER
meggondolasaindl is egyszeribben és teljesebben kimutatja,
hogy a korbe (illetve koreé) irt kozonséges n-szogek kozott a
szabdlyosak keriilete és teriilete a legnagyobb (illetve legkisebb)
s el6szor hangstlyozza azt, hogy e mérészamok nemesak a sz6g-
pontok kettézésénél, — mint addig megdllapitottdk — hanem
barmily szaporitdsanal is névekvé (illetve esékkend) sorozatot
alkotnak. Hangstlyozza SteiNer-rel szemben azt is, hogy a
sz6ls6 érték létezését hallgatagon nem fogadja el, hanem ki-
mutatja, amivel szerzéjének az akkoriban még aj, a német
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Weierstrass-hoz fiz6dé kritikus és szigorQ irdny irdnti érzékét
is elarulja.

Az els6 dolgozatban tehdat egy tobbvaltozos szélsGérték-
feladatnak elemi megolddsarol van szo. Ily feladatok magasabb
szinten mozgo6 altaldnositasaval a varidcidszdmitds foglalkozik.,
Ez hatarozott integralok értékének valtozasat, varidlasat vizs-
gdlja az integralandéban fellépé fiigguények valtozisa esetén.
Azt a szerepet, amelyet a kdzonséges szélséérték-feladatoknal
az ismeretlen mennyisegekre el6allo algebrai vagy transzcendens
egyenletek jatszottak, itt az ismeretlen figguényekre adodo
differencidlegyenletel; veszik at. Mivel a mechanika, ma mond-
hatjuk mar az egész fizika differencidlegyenletei ilyen — a ter-
meészet csodas okonomidajat mutatdo — varidcios elvekbol adod-
nak, e gondolatkor fontossagara felesleges szot vesztegetnem.

Kirscuik Jozser kovetkezé két, s6t 1912-ig minden hosszabb
értckezése éppen varidcioszamitasi differencidalegyenletekkel fog-
lalkozik. Ismertetéstikre tudni kell, hogy VAvLvi Gyura 1880-ban,
kolozsvari doktori értekezésében azzal a masodrendii parcidlis
differencialegyenlettel foglalkozott, mely egy kettds integral
varialasanal fellép, ha az integrialand6 az ismeretlen fiiggvény-
nek éppen csak két elsérendii derivaltjatol fiigg. Hogy csak
egy példat mondjak, ez az eset a Laprace-féle differencidl-
egyenlettel kapesolathan a kevéssé terhelt rugalmas hartya po-
tencidalis energiagjandl. VALyvr azt vizsgdlta, hogy ez az egyenlet
Monce moédszerével mikor s hogyan integralhato, vagyis meg-
oldasa ugynevezett elsé integralok ismeretében legfeljebb egy
integralasra mikor vezetheté vissza. KirRscHAK JOzser egyrészt
kimutatja, hogy a varidlando6 integralban a két fiiggetlen, sé6t
a fiiggé valtozo is felléphet, ha -— mint Virvi-nal — a
differencialegyenlet karakterisztikus egyenletének kett6s gyodke
van, masrészt VALyr eredményeire joval attekinthetébb uton
és alakban jut. Sikerének titka a differencidlegyenletnek egy-
egy VALvi valasztdsanal célszeribb dtalakitasaban, ugynevezett
érintkezési transzformdcidjdban all, s ha az itt szunnyado mé-

lyebb vonatkozast csak késébb fedi is fel, az alaki kérdésekben
1*
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oly érzéket mutat, mely minden matematikai készsége koziil
késébb is — ugy vélem — a legkiemelked6bbnek nevezhetd.

1888-ban KirscuiAk Jozser a Rozsnyon toltott két év s né-
hany debreceni honap utan Pestre, az V. keriileti férealhoz
keriil, még ebben az évben kozépiskolai tandri, majd két év
mulva bolesész-, értsd matematika-fizika doktori oklevelet szerez.

De dlma csak 91-ben teljesiil, amikor repetitorként a mi-
egyetemre, Kénx1e Gyuna mellé kerill. Még ez évben magdn-
tandarra habilital, 92-ben adjunktusi megbizist nyer s 93-ban
mint a muegyetemre kinevezett beosztott kézépiskolai tandr
meghdzasodik. Kozépiskolai matematikatanaranak és igazgatoja-
nak lednyat, Maver Rizi-t veszi el, aki egész életét férje har-
monikus életének, tandri és tudomanyos munkassdga biztosi-
tasinak szenteli. Hogy erre miné sziikség volt, a kovetkezo
kép mutatja.

91—97-ig Kirscuik Jozser az Analizis 1. folyaménak vala-
mennyi osztalyra kiterjedé gyakorlatait tartja. 92-tél ehhez a
Matematika elemei eimi elGadas, s6t 94-t6l a Geometria I. fo-
lyamdnak el6addsai és gyakorlatai jarulnak. Bar a heti 6raszim
igy is 9—11 koriil jar, Kirscuik Jozser heti hdrom o6rds magdn-
tanari el6adasokat is hirdet s ezeket valtogatva a differencidl-
egyenletek, az algebrai alakok és szamok korébél tartja meg.
Az id6sebb mérnoknemzedék még élénken emlékezik KirscuAk
Jézser-re, nemesak mint vildgos, értheté s szorgalmas eléadora,
de mint Kén16 Gyura igen mélyen szanto eléadasainak szélesebb
kort megnyerd megvilagitojara s hasznos kiegészitjére is.

Kevesebben tudjak, hogy ez alatt Kiirscuix Jozser-nek négy
hossz, a kormérésrél, az invariansok elméletérdl, az analitikus,
majd az egészfiiggvényekrél irt pompas 6sszefoglaldsa s Hunvany
JenG egyik determinanstételéhez fliz6dé dolgozata jelenik meg
a megalakuld Matematikai és Fizikai Tarsulat lapjaban, mely-
nek egész életében legszorgalmasabb munkatarsa volt.

Az clismerés nem késik, a 32 éves tudoést miiegyetemiink
96-ban rendkiviilli tanari cimmel tiinteti ki s a Magyar Tudo-
manyos Akadémia levelezé tagjiva vadlasztja. A 97 mareius
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idusdn a mdsodrendd parcidlis differencidalegyenletek egy osz-
talyarol tartott székfoglalo el6adias nemecsak azért emlitésre
mélto, mert ebben Kirscuik Jozser a varidcioszamitdssal kap-
csolatban elért eredményeit kettonél tobb fiiggetlen valtozora
altaldnositja, hanem és féleg azért, mert a svajci Hirscu ered-
ményeire tamaszkodva, tételei megfordithatosagat is kimutatja
s igy bizonyos keretben a varidcidszdinitds inverzidjdt is tair-
gyalja.

Csak két év, 6t kisebb dolgozat és a komplex gammafiigg-
vényrol irt 6sszefoglalas valasztja el ez eléadast Kirscuix Jozser-
nek a varidcioszamitdasrol irt egyik kiemelkedé dolgozatatol,
melyben Hirscr emlitett eredményei alapjan kimutatja, hogy
varidcios problémdk mdsodrendii differencidleqyenletei érintke-
zést (ranszformdcioval szemben 1is waridcios problémdl: diffe-
rencidleqyenleter maradnak.

Kirscuik Jozser «majdnem kétségtelennek» tartja, hogy e
tétel magasabb rend esetén is fennall, de a szigor bizonyitds-
tol a bonyodalmas szamitas visszatartja. Azt azonban méar négy
év mulva, 1903-ban leszogezi, hogy e tételb6l nemesak Darpoux
ama tétele valik nyilvanvalovd, mely szerint minden masod-
rendt kozonséqges differencialegyenlet variacios feladat egyenlete,
mert minden mas masodrendui kozonséges differenciilegyenletbe
érintkezési transzformacioval atvihet6, hanem bizonyos MonxeE—
Awnrire-egyenletekre s igy kiilonleges esetként ezekre vonatkozo
els6 vizsgalataira is fény deriil.

Miegyetemi tevékenységére visszatérve azt latjuk, hogy Kir-
scuAk Jozser 1897 és 1902 kozott a Geometria IL-t6l akkor
kiilonallo Analizis 1I. folyamat és az ekkor elkiiloniilé épitészek
és vegyészek Analizis és geometria eldaddsat tartja. A fiigg-
vénytan, a differencidlegyenletek s a projektiv geometria koré-
b6l hirdetett kiilonleges eléaddsokkal a heti 6raszam még min-
dig 10 —11 koriil jar. Csak 1902-ben enyhiil a helyzet, amikor
Kirscuik Jozser mint 1900-ban kinevezett nyilv. rendkiviili
tandr véglegésen az Analizis és geometria I. folyamat veszi at,
melybe az épitészek és vegyészek tiz évre jbol bekapesolodnak.
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Az anyag — egyvaltozés valés és részben komplex analizis,
linedris algebra, sik és térbeli metrikus és projektiv geometria —
akkoriban teljesen heterogén s igy kiilonbézéképpen esoporto-
sithato volt. Kirscuix Jozser, aki a problémdk éndllo vizsgd-
latat kedvelte, a csoportositdst évrél évre viltogatta, sokszor —
harminc6t év alatt bizonydra a véltozatossdg utéan szomjuhozva —
egy csoport fejezeteit is szétszorta. Az, hogy el6addsai iidesé-
giiket végig megtartottak, valamint sok kérdés és tétel valtozo
beallitasban is bevalé eredeti megvilagitast és bizonyitast nyert,
nem kis mértékben ennek készonhetd.

Kirscuik Jozser az alapfogalmakat és domindlé tételeket
élesen kidomboritotta, a mélyebb, tisztdn matematikai érdekii
atmeneteket tompitotta a nélkiil, hogy pongyolasagokba, latszat-
bizonyitdsokba tévedt volna. Miiszaki példakat nem adott, mert
ezekre magat illetékesnek, els6éves hallgatosdgat érettnek nem
tartotta. A tiszta matematikiban maradva matematikai gondol-
koddsra nevelt. A tébbit az irodalom forgatdsdra bizta. A tul-
terhelést6l ndlanal jobban senki nem o6vakodott. Elve az volt,
hogy keveset, szabatosan, vildgosan és mindenekfelett ontevé-
kenységre serkentéen tanitsunk. «A tudomanybol — mondotta —
magam is igazan csak azt értettem meg, amit 6nalléan atgon-
doltam, vagy egy, ha szerény lépéssel is, elébbrevittemn.

Eléadasai mellett Kirscuixk Jozser a szdzad elsé éveiben
a két Borvar miiveinek ujabb kiaddsdndl segédkezik, PauL
StickeL-lel egyiitt Boryvar Jivos-nak a prioritdshan vele osztozo
Nicoras LoBacsevski vizsgdlataira vonatkozo, érdekfeszité észre-
vételeit publikdlja, erGsen megrostilva és b6 magyarazatokkal
ellatva, végre Kéwic Gyuna monografikus nagy mivének sajto
ala rendezésében vesz részt a mester idésebb tanitvanyaval,
Rapos Guszriv-val egyiitt, kit tisztelettel és szeretettel tidvéz-
link kérinkben.

A nagy elfoglaltsig ellenére harom révid dolgozatra is marad
id6. Egyr6l meg kell emlékezniink.

Korunk princeps mathematicoruma, a Magy. Tud. Akadémia
Bolyai-nagydijanak nyertese, Davio HiLerT a geometria alap-
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jairol 1899-ben megjelent hires tinnepi iratiban az euklidesi
geometria sarkigazsagait 6t csoportban kristalyositotta ki s meg-
vizsgalta, hogy egy elemi geometriai igazsdg igazoldsdra miné
sarkigazsagok, feltételek, szerkesztéseknél segédeszkozok sziik-
ségesek.

Az, hogy wvalamennyi axiomat sziikségképpen igénybevevd
szerkesztéseknél a wonalzo és korzd elégtelen, — gondoljunk
itt a kocka kett6zésére, a szog harmadolasara vagy a kor négy-
zetesitésére — a 19. szazadban bebizonyosodott. Hogy a vo-
nalzot a korzé potolja, azt Mascueront 1797-ben, ujabb fel-
fedezés szerint Monr, a dian Euklides, mar 1672-ben kimutatta.
1843-ban SteiNeEr azt a régi sejtést is igazolta, hogy a vonalzo
és korzével végezheté szerkesztéseknél a wvonalzé mellett a
korzo, tehat a sik valamennyi pontja koriil valamennyi sugarral
megrajzolt korok serege, eqy pont korul egyetlen sugdrral raj-
zolt korrel potolhato.

Hivsert emlitett mutvében tobbek kozott kimutatta, hogy a
folytonossagi axiomékra nem tdmaszkodo szerkesztéseknél wvo-
nalzé mellett a minden kérzétdskaban talalhaté kéttis mérd-
korzovel, tehat a puszta tdvolsdgatrakoval is megelégedhetiink
a nélkil, hogy e két eszkéz a tobbi szerkesztéseknél a vonalzot
és korzét potolhatna.

KirscaAk Jozser mdrmost 1902-ben, egy masféloldalas dol-
gozatidban megallapitja, hogy a vonalzd és a tlelszésszerinli
nyildst, tehat csuklos mérdkirzd, pusstdn vonalzéval és egyet-
len egy nyilisi, tehat merev mérdkorzivel potolhats. Mivel a
gcometria hilberti bibligjanak azota megjelent hat kiadasabol
minden matematikus ezt, felfedezéjének nevével egyiitt, el6bb-
utobb megtanulja, Kirscuix Jozser legismertebb eredményének
nevezhetjiik.

Nem tudom, gondolt-e KirscHAk JOzSEF arra a hasonlosdgra,
mely a vonalzo melletti valamennyi kér s a vonalzo melletti
Steiver-kor, tehat egy kozéppont koriil egy sugdrral megrajzolt
kor esetével mutatkozik. Azt hiszem, nem, mert azt, hogy a
Hiveerr-féle szerkesztések vonalzéval és az egyetlen nyildst



8 STACHO TIBOR.

mérékorzének a sik egyetlenegy pontja kéril valo hasznalatd-
val is elvégezheték, csak kilene év mulva a német Vanren dlla-
pitotta meg. De hogy KirscHAK JOzZSEF erre az ujabb egyszeri-
sitésre is sulyt fektetett, az egy 1930-ban irt dolgozatabol ki-
deriil. Ebben a 28 éve szunnyado kérdésre visszatér és a ddn
HieLusLev legtijabb vizsgdlatait taglalja, melyek nemecsak a foly-
tonossag, hanem a parhuzamossdg axiémédjatél is fiiggetlen s
igy a nem euklidesi, példaul a BoLyar-geometridban is eldéfor-
dulo szerkesztésekkel foglalkoznak. A vonalzé s a Kimrscuixk-
féle egynyildst mérékérzé HieLmsLpv szerint ezeknél is ele-
gend6. Nyitva marad mindenesetre az a kérdés, — s ezt Kir-
scHAK Jozser fel is veti — lehet-e a vonalzo mellett az egy-
nyilast mérékorzének egy pont koriil valo alkalmazasaval ezek-
nél a szerkesztéseknél is megelégedni.

1904-ben, negyvenéves koraban Kirscuik Jozser, mint a mu-
egyetemen felallitott 4j, III. matematikai tanszék nyilvdnos ren-
des tanara, miikodésének legjelentésebb, csak a vildghabora
kitorésével lezarod6 korszakaba -1ép. Ez idészakban — melyre
1906—1909 a vegyészmérnoki és egyetemes osztdly dékansagé-
nak tisztje is esik — 14 értekezése és JacQues Hapamarp-ral,
az Institut tagjaval a matematika francia enciklopédidjaba a
szamtestek és algebrai sokasagok dltaldnos tulajdonsdgairol
(LanpsBErG német cikke nyomédn) irt ismertetése jelenik meg.
Ez idészak elejére és végére esik tovabbd egy-egy emlékbeszéd,
az els6 HermiTe-r6l. a nagy francia kiiltagrol az Akadémidn, a
masodik Kénie Gyuri-rol, a szeretett mesterrdl a miegyetemen.

A dolgozatok koziil elGszor azt kell kiemelnem, amelyben
KirscHix Jozser a mdar emlitett Hirscu egyik érdekes, de kii-
lénleges esetekre szoritkozo értekezése alapjan annak sziikséges
és elegend¢ feltételét allapitja meg, hogy egy n-viltozés masod-
rendd parcidlis differencidlegyenlet éppen varidcios feladat egyen-
lete legyen. ‘

Egy, a szimmetrikus matrixokra vonatkozo dolgozata alapjan
Kirscuik Jozser az ilyen egyenletek tobbtagujéanak, valamint a
varialando integrdl integralandojénak, tehat mechanikai problé-
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makndl a kinetikai potencidlnak szerkezetére is fényt derit. Az
altaldnositott kinetikai potencial feltételeirél szold kovetkezo
dolgozatdban vizsgdlatai elsé részét Hirscu egy masik érteke-
zéséhez filizédben, tobb ismeretlen fiiggvényt tartalmazo mésod-
rendl parcialis differencidlegyenletek rendszerére altaldnositja.

1902 ota Kirscuix Jézser a Hollandidban megjelené Revue
semestrielle des publications mathématiques magyar munka-
tarsa is. Tudomanyos és munkatdrsi érdemei elismeréseként a
németalfoldi tudomdnyos tdrsasiag 1907-ben tiszteleti tagjava
valasztja. Nagy nemzetkozi sikerét azonban csak 6t év mulva,
alapgondolatdaban, eszkdzeiben és eredményeiben egyarant leg-
kiemelked6bb értekezésével éri el, melyet «Az abszolut érték
fogalmanak altalanositasa» cimmel 1912 marcius 18-dn az Aka-
démidn, majd talalobban «Hatarértékképzés és dltaldnos test-
elmélet» cim alatt a cambridgei nemzetkézi kongresszuson is
bemutatott.

Legyen szabad a muiegyetemi bevezeté el6addasaibol kozvet-
leniil az él6 tudomdny mélyére szantdé KirscuAk Jozser-et e
dolgozat hatterének és alapgondolatdnak kidomboritdsdval be-
mutatnom.

A matematika elemeiben az 1, 2, 3,... természetes szamok
korét lépésrdl lépésre Ujabb szdmok, a zérus, a negativ egész
és a tortszamok hozzdcsatolisdval tudvalevéen a raciondlis sza-
mok tartomdnydra bdévitjik tgy és azért, hogy az dsszeadds és
szorzas értelmezése utan ezek megfordithatosagat, masszoval
ismert egyiitthatoju els6foki, egyismeretlenii egyenletek meg-
oldhatosagat biztositsuk.

Az algebra miivel6i nem is olyan régen észrevették, hogy ez
eljaras konzekvens folytatasa abban all, hogy a raciondlis szamok
kérét is Gjabb elemek adjungdldsaval az ugynevezett algebrai szd-
mok tarlomédnyara zarjuk le, melyben minden racionalis egyttt-
hatéjii s egyismeretlenti algebrai egyenlet megoldhatosdgat, t6bh-
tagtjanak elséfoku tényezékre valo bonthatosagat biztosithatjuk.
Az igy el6allo bévitést algebrai lezdrdsnak nevezik. Neves el6-
futdrok, killonosen Depexinp és, HenseL utan a német StEINITZ
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1910-ben mindama sokasagok, tugynevezett testek algebrai le-
zarhatosagat is kimutatta, melyeknek elemei kozott — tartalmi
jelentésiiktdl teljesen absztrahdlva — a raciondlis szdmok Gssze-
addsdra, szorzasara s e két mivelet egyértelmi megforditasara
alakilag emlékeztetd kapcesolatok allanak fenn.

Kitrscuix Jozser nyomban megallapitotta, hogy Stemvirtz elja-
rasa, tisztan algebrai szempontokat kovetve, a legegyszeriibb
esethen a szokott utrol letért.

A geometria és a mérés szempontjaibol két és félezer éves
utat kovetve, ugyanis az analizis elemeiben a racionalis sza-
mok korét elészor az irracionalis szamok bevezetésével a valos
szamok algebrailag részben tag, részben sziik tartoméanyédra bo-
vitjik s a képzetes szdmok bevezetésével a komplex szamok
tartomdnydra csak ezutdn zarjuk algebrailag le.

Steinitz klasszikus dolgozata utdn két évvel KirscHAK JOZSER
éppen azt mutatta meg, hogy az abszolut érték, az Osszetartas
s a hatarérték fogalmainak megfelel6 altalanositasaval absztrakt
testekre ez az eljaras is minden izében atviheto.

Az elsé 1épésnél, az irracionalis szdmok bevezetésénél ugyanis
1872 ota megéallapitjuk, hogy minden raciondlis szdm, azaz vé-
ges vagy szakaszos végtelen tizedestort, ugyanily szamok (pél-
daul kerekitett értékeik) osszetarté sorozatanak hatdrértéke, de
forditva raciondlis szamok szdmos Gsszetarté sorozata, mint pél-
daul egy nem szakaszos tizedestort kerekitett értékeinek soro-
zata, racionalis szimhoz nem tart. Azzal, hogy ezeknek is hatar-
értéket tulajdonitunk, éppen 1j, Ggynevezett irracionalis szdmokat
értelmeziink, amelyeknek a raciondlis szamokhoz val6 csatoldsd-
val a valos szamok tartomanyara jutunk. Ez mar perfekt, teljes
a szo olyan értelmében, hogy minden 0Osszetarté sorozatdnak
van hatarértéke. Ez a lépés, mint latjuk, az dsszetartas, a hatar-
érték s igy a tavolsag vagy abszollt érték fogalmara tamaszko-
dik. Altaldnositasa tehat ezek dltalanositdsat koveteli meg.

KirscrAx Jozser méarmost megallapitja, hogy minden, altala
értékelhetének nevezett test, vagyis olyan, amelynek elemeire az
abszolut érték additiv és multiplikativ tulajdonsdgaival biro,
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valés, nem negativ fliggvény: az elemek ugynevezett értékelese
értelmezhetd, esetleg j elemek hozzacsatolasdval elészor per-
fektté, azutan algebrailay zdrttd, végre egy olyan értekelt testté
egészitheté ki, mely perfekt és algebrailag zart, minden szot a
most mar kézen fekvo altaldnositott értelemben véve.

A legnagyobb nehézséget itt az algebrailag lezart test érté-
kelése okozta. A Kimscuik-féle -értékelés éppen olyan, — mint
Ostrowskl késobb kimutatta, az egyetlen — mely a perfekt
értékelt test algebrai kibdvitésénél a régi elemek értékelé-
sét nem modositja. A viszonyok finomsagat az mutatja, hogy
Ostrowskl szerint az értékelt nem perfekt test barmely algebrai
kibévitését is lehet e permanencia-tulajdonsaggal értékelni, de
itt mar a kibévitett test — meghatarozhato 6sszes — értéke-
lése kiilonfélekép torténhet.

Lehetetlen KtrscuiAk Jozser e ma mar klasszikbusnak tekin-
tett munkdjanak nagy, s naprél napra novekvé hatasit ismer-
tetnem. A multat illetéen csak a kezdettél fogva legérdemesebb
tovabbfejlesztének, a Baselben miik6d6é OsTrowski-nak a Mathe-
matische Zeitschrift 1935. évi kétetében megjelent 140 oldalas
munkéjira hivatkozom s a jelenben Manrer-nek az Acta Mathe-
maticiban foly6 kézleménysorozatira utalok, mely a KirscHAik-
féle értékelést pseudoértékelés néven kozelfekvéen modositva, a
testeket is atfogo, gyiirik-nek nevezett sokasagokra altaldnositja
s e fogalom messzemend alkalmazdsat helyezi kilatasba.

De térjink vissza a vilaghabort éveire, amelyek fegyver-
zorejében KirscHAk Jozser muzsdja is csak egyszer, 1914-
ben, az Akadémia rendes tagjava valo valasztist kovets
székfoglalo értekezésben szolal meg. Ez a kettés integrilok
varialasanal fellépé differencidlegyenletek azonos elttinésévels
masszoval azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy bizonyos értelem-
ben kiilonb6z6 varidcios feladatok megolddisa mikor azonos. Az
egyszeres integraloknial EuLer-re visszamenGen ismert tételt
1906-ban KoeniesBercER, K6nic Gyura egyik mestere igyekezett
altaldnositani, de a helyes nyomra el6szér KirscHik JOzser
bukkan. Teljesen még az 6 eredménye sem megnyugtato s igy
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nyole év mulva a szegedi Actaban a kérdésre ujbol visszatér,
s6t — Dbeszélgetéseib6l tudom — haldlos betegsége elétt is ez
a kérdés foglalkoztatja.

1916-ban emelkedik Kitrscuix Jézser a muegyetem rektori
székébe. A rektorok diszes soraban 6 az elsd, aki a Rector
Magnificus cimet viselheti. Rektori beszédében egy aerodyna-
mikai tanszék feldllitasat el6szor 6 siirgeti. Az a faradozasa,
melyet a Temesvérra, majd Kassdra tervezett miegyetem tigyé-
ben kifejtett, sajnos, veszendébe ment.

Ez id6szaknak egy szép eredménye mégis megmaradt, az
Analizis és analitikus geometria 1920-ban megjelent, két kiaddst
megéré elsé kotete, melyet KirscHik Jozser hallgatoinak szant,
de késGébb ezek igényeitél eltérének, a maga eléaddsi szabad-
sagaban gationak talalt s igy szaktdrsai elismerése s biztatdsa
mellett sem folytatott.

A gydszos id6k elmultival Kirscuik Jozser kutato kedve las-
san visszatért. Elete utolsd 13 évére tiz dolgozat, két térténeti
attekintés és két, a Bouvar-ak centenndriumaval kapcsolatos
eléadds esik. Ez id6szak egyik jelent6s eredménye az irreduci-
bilis formakrol irt értekezés, mely Baver MimiLy és a svijei
Dunas tételeit sszefoglalva dltaldnositja. Mésik nevezetes ter-
méke a «Matematikai Versenytételek» kotete, melyben Kirscnix
Jozser a Matematikai és Fizikai Tarsulat 32 éven at tartott
tanuloversenyeinek anyagat gyiijti 6ssze. Az egykor dijnyertes
megoldasokat megrostdlja, nagyrészben ujakkal potolja s oly
ragyogo jegyzetekkel latja el, melyek a tudoményos vizsgalatok-
kal fenndlld kapecsolatokba, sokszor a matematika egy egész
agaba is nagyszeri betekintést nyujtanak.

Ez a munka maradandé jele annak az dllandé s meleg ér-
deklédésnek is, melyet Kiirscuik Jozser az elemi matematika s
oktatdsa irant mutatott, melynek érdekében mint a Kézépisko-
lai Tandrképzé Intézet és a Tanarvizsgaldé Bizottsdg, nemkiilon-
ben a Kozoktatasi Tandcs tagja, tébb mint két évtizeden at
annyit firadozott. Utolsé végya az volt, hogy nyugalomba vo-
nulva is mint az Akadémia 193l-ben megvilasztott osztaly-
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titkira a Matematikai és Természettudoméanyi Ertesitét szer-
kessze s a tandarjelolteknek tudomdnya kedvelt dgaibol eléadé-
sokat tarthasson.

KirscuiAk Jozser, akirél eddig sub specie aeternitatis emlékez-
tiink meg, nekiink, tanar és tudds mellett tobb, megérts, joaka-
ratl, melegszivii embertarsunk is volt. A sors kegye, mely sike-
rekkel elhalmozta, magas polcra emelte, a problémak otletszera
meglitasdval és megoldasival megaldotta, aranyos dertivel dradt
ki egyéniségébdl. Ez a derd és boldogsdg lelkének és szellemé-
nek fiatalsigit, csoddlatraméltd rugalmassagat haldalos agyaig
megérizte. Igy a fiatalsignak is mindvégig lelkes bardtja maradt,
eszméit és torekvéseit mindenkor megértette és felkarolta. Min-
den joért és szépért lelkesedett. Reformokért ennek ellenére
nem harcolt, mert az er6szakot nem szerette s a jo és helyes,
az igaz elébb-utobb valo diadalarél meg volt gyézédve.

Csak egybe, hazank feldaraboldsdba, nem tudott beletérédni.
Megszallott tertiletre ezért nem lépett, bar a felvidékhez szar-
mazdsa, kezdo tanari éveinek emléke, s6t Pozsonyban mitikodé
egyetlen testvére flzte.

De munkas életében Német- ¢s Franciaorszaghan, Angliaban,
Svajchan és Hollandiaban, s6t Dél-Afrikdban megjelent cikkeivel
minden hatiron &ttért s a tudomdnyban maganak mélto he-
lyet biztositott.

[gy valt Kiirscuix Jozser, az elvont matematikus, egyetemes
és nemzeti értékiinkké, kinek szobra oszlopesarnokunkat egy-

kor bizonyara disziteni fogja.
Stacho Tibor.

JOSEF KURSCHAK.
1864—1933

Gedenkrede iiber den, durch seine Bewertungstheorie bekannten, am
26. Mirz 1933 gestorbenen ungarischen Mathematiker. Gehalten am
3. Mai 1936 a. d. kgl. ungarischen Universitit fiir Technische- und

Wirtschaftswissenschaften von
Tibor von Stacho.



JELENTES AZ 1936. EVI KONIG GYULA-JUTALOMROL.

A nyolcadik Kénig Gyula-jutalom odaitélése iigyében a Va-
lasztmany a kovetkezé Bizottsagot kiildotte ki. Elnék: Frier
Liror, tagok: Eeerviry Jené, Konie Denes, Sziics ApoLr és
Lipka Istvin. A Bizottsag egyhangulag ugy hatarozott, hogy a
jutalmazdsra dr. Kaimir Liszro-t, a szegedi Ferencz Jozsef
Tudomanyegyetem magdntanarat, egyetemi adjunktust ajanlja
a Vialasztmanynak. Alulirottnak jutott az a ranézve igen meg-
tisztel6 feladat, hogy a Kkitiintetésre ajanlottnak munkassagat
jelentés keretében ismertesse. Alulirott e feladatot 6rommel
vallalta, mert KaLmir LiszLo-nak immadar egy évtizedre terjedd
munkassiga bévelkedik fontos és érdekes eredményekben, és
igy a veliik valo foglalkozas sok tanulsiggal is jar. O sokoldali
matematikus és produkcioi nem korlatozédnak a matematika
valamely specidlis fejezetére. Nagy tuddsdval a matematika bér-
mely teriiletén otthonosan mozog és er6s kritikai érzékével a
lényegest a lényegtelent6l kénnyen szétvéalasztva, megtaldlja a
probléméak megolddsinak legrévidebb utjat. Eredményei a tiszta
matematika kovetkez6 agaiba tartoznak : fiiggvénytan, analitikus
szamelmélet, algebra, halmazelmélet, matematikai logika. De
térjiink rd KaLMir LiszLo matematikai munkdinak ismertetésére.

Legelsé dolgozata, amely doktori értekezése, fiiggvénytani
targya. Megjelent a Matematikai és Fizikai Lapok 36-ik koteté-
ben, cime: Az interpolaciorél. E tartalmas dolgozat az inter-
polilo eljarasok korébe vago kovetkez6 problémaval foglalkozik :
Legyen (' egy megadott Jorpan-gérbe az x komplex sikban.
Tekintsiink a € gérbén n, szimu, egymdstol kiillénboz6 pontot és
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legyenek ezek (", y’,..., a})) = P,. Hasonloképpen jelentsen
Py=(x?,..., x7) n,szami a € gorbén fekvé, egymastol kiilénbozo
pontot, és igy tovabb, dltalaban jelentsen P=(z{",.. oc‘)fk’)
(k=1, 2, 3,...) n; szaml, egymdstol kiilonbh6zé pontot a C
gorbén. mn,, N,,-..., Ny,... legyenek olyan természetes szamok,

amelyek eleget tesznek a lim n,=oco feltételnek. x-nek minden

k=00

a (I gorbe zart belsejében reguldris f(x) fiiggvényéhez meg-
alkotjuk az Ly(x» (k=1,2,...) polinom sorozatot, ahol L, (x)
az f(x) fiiggvényt az «'F,..., C‘,f‘k’ helyeken interpolalé LAGRANGE-
féle polinom, teh:t

A kérdés most mar az, vajjon véalaszthato-e a

2B 2L S e S (D
sorozat egyszersmindenkorra 1Ugy, hogy a lim L, (x) = f(x)

k= oo

egyenlet a (I gorbe zart belsejében egyenletesen fennalljon?
E problémat Feigr Lipror oldotta meg és eredménye a kovet-
kez6: Tekintsiik azt a 2z == ¢(x) fiilggvényt, amely a ( gorbe
kiilsejét a |z| > r korkiilsére képezi le kolesonosen egyértelmien

és konformisan, tovébbd, amely az x=oo helyen a lim%(;l')z 1

feltételt kielégiti. A konform abrizolas elmélete szerint ezt a

¢ (x) fiiggvényt és r sugarat az el6bbi feltételek egyértelmiien
meghatirozzak, tovabbd a ¢ () fiiggvény folytonos a (I gorbén.
A ¢(x) leképezés vigye at a C gorbén fekvé xi¥,..., affk’ pon-
tokatea 2= d(r)ipontokba (k=1,2;3, ;. t=1,2,..; %) €8
jelentse o a |z|=7r koér valamely tetszésszerinti y ivének a

hosszat. A z(, zSZ"’,...,z‘n",: helyek koziil essék v, szimu a y
g

ivre. Most mar Frsgr tétele azt mondja, hogy ha lim I ) o
e o

akkor a hm Li(x) = f(x) egyenletesen fennall a C gérbe zirt

belseJében Tehat az iménti feltétel elégséges ahhoz, hogy az
(I) alatti sorozat 4. n. «jol interpolalé» sorozat legyen. KaLmir
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csak elégséges, hanem egyszersmind sziikséges is ahhoz, hogy
az (I) alatti sorozat jol interpoldlé sorozat legyen. KaLmir mély
fiiggvénytani meggondolasokkal jut el a kovetkezé dltalinos
érvényt formulahoz

11’;1 2‘”
lim nik G(34) = 5 J G (re'%)dJ,

i=1 0
amely barmely a [z|=17 kérén folytonos és valos G (z) fiigg-
vényre teljesiil, ha az (I) alatti sorozat jol interpoldalo sorozat.
Ebbél a formuldbol azutin, WeyL egy tételének alkalmazdsaval
levezeti a Frigr-téle feltétel sziikségességét. KaLmir-nak e szép
eredményével WaLsH amerikai matematikus nemrégen megjelent
Interpolation and Approximation by Rational Functions c.
konyvében részletesen foglalkozik.

Az analitikus szamelméletet, ezt az utobbi idében nagy
népszeriiségnek 6rvendé tudomdnyagat is jelentds eredmények-
kel gazdagitotta KaLmir. Egy igen altalanos tételt talalt, amely
bizonyos fajta Dimricurer-sorok koefficiensésszegének a meg-
becslésére vonatkozik. Ebbe a témakérbe tartozo hires probléma

@
b L g . o, .

az u. n. primszam-probléma, amely a z(x) —fm differencia

2

becslésére vonatkozik, z(x) jelentvén a pozitiv 2-nél nem na-
gyobb primszamok szamat. De LA VaLLie Poussin bebizonyitotta,
majd késébb, sokkal egyszeriibben, Lanpau, hogy a kovetkezo
fiiggvény : :

N Am)—1 __(c’(s) )
f(s)—z_{ = {5+ @),
U
— ahol {(s) a jol ismert Riemann-féle £(s) :Z%—s— fliggvény és
n=1
A(n) =log p, ha n = p* (ahol p primszam és k = 1), kiilénben
pedig A(n) =0 — regularis a

(4

R gy T e
7217 Tog Max ey, [1)

) (S=0’+it), (02> 1)9
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tartomdnyban és ugyanott [f(s)| < ¢, log® Max (c,, |t). Ebbol a
ténybél azutin pe LA Varrée Poussiv mély meggondoldsokkal

Z" Am) —1

levezette az [(s) = DiricuLET-s0r koefficienseinek

n®
n=1
részletosszegére vonatkozo kovetkezé megbecslést
3 A(n) =z + O (ze—cViza), (1)
néx

amelybdl végiil parcidlis Osszegezéssel, kénnyen adodik, hogy

@x
du

log u

7 () = + O (ze—Viog ),

Karuir idevonatkozé vizsgdalatainak gerincét az a mar elébb em-
litett tétel képezi, amely alulrol korlatos egyttthatoji DiricHLET-
sorok koefficiensosszegének becslésére vonatkozik. E tétel segit-
ségével az elébb emlitett peE La Varpie Poussin-féle mély meg-
gondoldsok alkalmazisa nélkil adoédik az (1) alatti formula.
Karm4ir szobanforgo tétele a kovetkezéképpen hangzik : Legyen az

Ay,
(S)k—
(®) Z 72

n=1

DiricHLET-sor a ¢ > 1 félsikban konvergens és legyenek a
sor koefficiensei alulrél korlatosak. Alkalmazzuk a(s)re a
P(—il—) =Z(—1)mpm—gl:— differencidloperatort és legyen a
ds - s
o > 1 félsikban
IP( a(s))_'Z(—n D I"’“()l ols, (x>0)

d'sm

ahol P(x) = vpmx P = 0, egy olyan nem konstans hatvany-
sor, amely mlnden a-re konvergens, és ha 2 pozitiv, Ggy min-

den pozitiv e-ra: P(x)= O(e#). Akkor a Z—n DIRICHLET-SOT

koefficiens &sszegére all a kovetkezd becsles
Matematikai és Fizikai Lapok. XLIIT.
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45
A l) = Z ap = = )
( e {P(c log x)}? Ak
minden c-re, amely < 1. Ha ebben a tételben P(x) figgvényt
alkalmasan vélasztjuk, akkor Harpy és LitTLEwoop egy mély
tételéb6l kovetkezik az a-nél kisebb primszamok szamdra a
kovetkezo LitTtLEwoobp-féle aszimptotikus formula

x

amely a legutobbi idékig a legélesebb ilyenfajta becslés volt."
Emlitésre mélté az a tény, hogy KaLmir tételének alkalmazésa-
val a kovetkezé gyengébb maradéktagbecslés:

a komplex fiiggvénytan modszereinek alkalmazasa nélkil is
levezethet6 és pedig az addig ismert legelemibb levezetésnél
(Lanpav) is egyszertiibb modon. KaLmir modszerében kiilonosen
az a meglepd, hogy a generator-fiiggvény analitikai folytathato-
sagit, a régebbi modszerekkel ellentétben, teljesen figyelmen
kiviil hagyja és ezaltal révidebb uton jut célhoz.

Tovabbi két dolgozataban, melyek szintén az analitikus szdm-
elmélet korébe tartoznak, az 0. n. factorisatio numerorum
problémdjaval foglalkozik. Ez a probléma a Piurz-féle oszto-
probléma analogonja és a kovetkezében all: Legyen n(=2)
adott pozitiv egész szam. Megdllapitando, hogy n hanyféleképpen
bonthaté fel 1-nél nagyobb egész szamok szorzatara, a ténye-
z6k szamdanak korlatozasa nélkil. Két felbontds esak akkor
szamit azonosnak, ha benniikk a tényezék sorrendje is meg-

1 Ujabban ugyanis CSUDAKOV a még ennél is élesebb

hecslést talalta.
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egyezik. Jelolje e kiilonb6zo felbontdsok szdmat f(n). Mivel az
f(n) szamelméleti figgvény nagyon szabalytalanul viselkedik,

) 1 :
KaLmir az 72-[]0(1)4-]‘(2)-!—--'-{—]”(7&)] kozépértéket vizsgalja, vagy,

ami ugyanaz, a F'(n)=f(1)+f(2)+---+f(n) szummatorikus fiigg-
vényt és a kovetkezd aszimptotikus formulihoz jut:

F(n) 0 - 0O (nge—~a log log 7.log log log ,1),

ne
05'(0)
ha
1

<=9 1log2’

ahol ¢ a {(s) =2 egyenlet egyetlen pozitiv gyéke. Ehhez a for-
mulahoz olyképpen jut el, hogy képezi az f(n)-hez tartozo
L)t
e 2—{(s)
vizsgdlja a o=p egyenesen, WeyL-nek a diophantikus approxi-
matiokra adott modszerét alkalmazva. Ezutin az analitikus
szamelmélet szokdsos modszereinek alkalmazdsaval jut el az
el6bbi formuldhoz. Itt érdemes felemliteni, hogy a Cavcny-féle
integraltétel alkalmazdasiaban KaLmAR, a szokasos gorbevonali
integracios utat egy egyszerti fogassal elkeriili. Megemlitendd
még, hogy idevonatkoz6 vizsgilataiban a ((s) figgvény néhdany
olyan tulajdonsigat is megdallapitja. mely énmagiban véve is
érdekes.

KaLmir algebrai targya dolgozatiban a Rurrini-—ABeL-féle
tétel bebizonyitisanak egy kiilonésen eléadds céljira alkalmas
egyszeriisitését adja. A Rurrini—AseL-féle tétel szerint az alta-
lanos n-edfokn egyenlet mem oldhato meg gyokjelekkel n=5
esetében. E tétel ismert bebizonyitisa az algebrai megoldhato-
sig Garors-féle kritériuma alapjan torténik, hivatkozdssal arra
a tételre, hogy az n elemii alternalo csoport 2, n=5 esetében,
egyszeri csoport. KaLmir az utébbi tételt a kovetkezo sokka?
egyszeriibben bizonyithato tétellel potolja: Legyen & valodi

invaridns alcsoportja a 9, alternilé esoportnak; tovibba | egyeﬁ
-ne

generatorfiiggvényt és ennek viselkedését

p egy olyan paratlan primszdm, amely <n. Akkor van Ay
. g%

Z

DN S |
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olyan W alcsoportja, amely a ® csoportot mint p indexd al-
csoportot tartalmazza. Ebbél a tételbél nyomban kévetkezik,
hogy n=5 esetében az U, csoportnak ninesen primszam indexi
invarians alesoportja, amint azt az algebrai megoldhatosag
Gavois-féle kritériuma megkéveteli.

Hézagpotlo KaLmir-nak az a dolgozata, amely a halmaz-
elmélet korébe tartozik és ezen beliil a sakkhoz hasonlo jatékok
elméletével foglalkozik. Ennek az elméletnek alapjait ZermeLo
vetette meg, felismervén, hogy a jatékban szereplé fogalmak
(nyeré helyzet, legjobb huzds) pontos matematikai megfogalma-
zasra szorulnak. ZermerLo bebizonyitotta, hogy az olyan jatékok-
ban, ahol a lehetséges helyzetek szima véges m szam, egy
nyerd helyzeth6l kiindulé jatékos olyan taktikat kovethet, mellyel
legfeljebb 7 1épésben a jatszmat megnyeri. Ebben a bizonyitds-
ban Kénie DExes egy hézagot talalt. ZermeLo ugyanis hallgato-
lagosan kizarja bizonyos helyzetismétlédéseknek a lehetdségét.
ZerveLo azutdn Kénie Diénes egy idevonatkozo tételének alkal-
mazasaval a hézagot athidalta. KaumiAr megmutatja, hogy az
eredeti ZermeLo-féle bizonyitas megfelel6 kiegészitéssel szaba-
tossd tehet és a végességi feltételek kikiiszobolésével az elmélet
lényegesen tovabb fejlesztheté. Elemi halmazelméleti modsze-
rekkel megmutatja, hogy nyeré helyzetben van olyan taktika,
amely nyerésre vezet a helyzetek ismétlédése nélkiil.

Ratérve most mar azokra a vizsgalatokra, amelyeket KaLMAR
az utobbi években végzett, meg kell allapitanunk, hogy a ma-
tematika legfiatalabb dgat, a matematikai logikdt gyarapitotta
igen jelentés eredményekkel. A matematikai logika olyan pro-
blémakat fogalmaz meg matematikailag szabatos formaban és
old meg a matematika modszereinek alkalmazasdval, tovdbba
alkalmaz a matematika felépitésére, amelyeket régebben a logika
korébe utaltak. Sajnos, e szép és fontos tudomanyagat arany-
lag csak kevés matematikus miiveli és ismeri, ezért talan nem
lesz céltalan, ha jelentésiinkben annak lényegét és célkitiizéseit
roviden vazoljuk. Kezdjiik a matematikai logika elemi részével
az 0. n. allitds-kalkulussal (Aussagenkalkiil). A klasszikus logika
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szerint bdarmely dllitdsunknak van valamilyen logikai értéke és
pedig az allitds, vagy «igaze«, vagy «hamis». E kétféle logikai
érték «igaz», illetéleg «hamis», jele T, illetéleg |. Példiul, ha
az a|b (a osztéja b-nek) dllitis logikai értékét (o |b)-vel jeldljik,
akkor (2|4) =1 és (2|3)=.. Az dllitdsok tébbféleképpen dssze-
kapesolodhatnak és ezaltal Gj dllitasok keletkezhetnek. Péld:ul
a kovetkezo két «igaz» allitast: 2|4, 3|6 egybekapesolom akkor,
amikor azt dllitom, hogy 2|4 és 3|6, vagy jelben 2|4 & 3|6.
Nyilvénvalo, hogy (2|4 & 3|6) = T, ezzel szemben (2'3 & E.’ |4)=1,
2|6 & 2|3) =1, (2|3 &3|5)=l. Itt tulajdonképpen mindig
két logikai érték kapesolodott 6ssze és pedig formulikban ki-
fejezve a kovetkezdképpen: T & 1=1, [ & T=!, T & |=,
l & l=1. Utobbi formulik a logikai értékekre egy operaciot
definidlnak, melynek neve: konjunkcid. A konjunkcion kiviil,
a klasszikus logika fogalmainak megfeleléleg, még négy mas
logikai operdciot is definidlunk. Ezek az opericiok: a negacio,
implikécio, diszjunkci6, ekvivalencia. Legcélszeribb a két: T, |
logikai értéket egy kételemt halmaznak {1, |} tekinteni és az
operdciokat e halmazon definidlt olyan fiiggvényeknek tekinteni,
amelyeknek argumentumai logikai értékeket vesznek fel s a
fiiggvényértékek szintén logikai értékek. Eszerint példaul a
konjunkeié egy kétvaltozos fiiggvény, amely a négy helyen fel-
vett értékkel meg van hatdrozva. A megdcio egyvaltozos figg-
vény, jele: A (nem A), ha A =1 (példiul A = (2|4)), akkor
A=1 és ha A= (példdul A = (2]3)), akkor A=1. A tobbi
operdcio kétvaltozos, jele és definicioja a kévetkezo :

Implikdcid. Jéle A— B (ha A akkor B). Definicisja: 1 —T=T,
lot=1,1=l=l. |>l=1.

Példdul (2|4&3(6)—(2|6)="1, (2|3&3[6)—(2|6)=T stb,
altalaban (a|b & b|c) —(a]c).

Diszjunkeié. Jele: AV B (A vagy B). Definicioja: TV t=1,
P e IV =

Példaul (2|4)V(s[6)_ o (2|3)V(3I5)* | sth.
1V 1 =1,

\ |
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Ekvivalencia. Jele: A~B (A ekvivalens B-vel). Definicioja :
T vili=1, teali=d e U=
Példaul (2|4) ~ (3]6)=T, 2|H~@3|5) =1, (2|3) ~(3|5) =1
I I R MO R SR S L e
Most mar, ha véges szdmu logikai valtozot az imént definialt
operaciok segitségével valamiképpen osszekapcsolunk, akkor egy
logikai formula keletkezik. Példaul (A~(BV C)) —((B & ) —A).
A formula keletkezési modjat megfelel6 zarojelezéssel tiintetjik
fel. Ilyen mdédon megalkottunk egy kalkulust (allitas-kalkulus),
mely nagymérvii analogiat mutat az algebraval. Elég példaul
csak arra utalnunk, hogy itt is érvényes példaul a kovetkezd
kommutativ térvény: A & B= B & A, a kovetkez6 asszociativ
torvény: A & (B& G)= (4 & B) & (i, vagy példaul a Kkovet-
kezé két disztributiv térvény: (A & B)VC =(AV(C) & (BVY (),
(AVB) & C=(4 & C)V(B & (). Egy olyan U logikai formulat,
melyre mindig fenndll, hogy A = T barmilyen logikai értékeket
helyettesitiink is a benne fellépé vdltozok helyébe, azonossdg-
nak neveziink, példaul A — A. Azt, hogy egy formula azonos-
sdg-e, nyilvan el lehet donteni véges szamu lépéssel. Az allitas-
kalkulusnak egyik fontos probléméja az, hogy létezik-e véges
szamu olyan azonossag, melyekb6l bdrmely azonossig véges
szamu helyettesitéssel és leudlasztdssal levezetheté. Helyettesi-
tésnek nevezziik azt a muveletet, mikor egy A formulaban egy
bizonyos valtozo helyébe egy B formuldt irunk be. Levélasztds-
nak nevezziikk azt a miveletet, amikor a kovetkezé két formu-
labol: A, A—B a B formulat szarmaztatjuk. A helyettesités
nyilvin azonossigot azonossigba visz at, a levalasztis pedig
két azonossaghol, azonossiagot valaszt le. Az imént emlitett
problémara a felelet igenl6 és ezért azt mondjuk, hogy az
allitas-kalkulus axiomatizalhato. Az alap-azonossdgok, amelyek-
bél a tébbiek levezethetk (helyettesitéssel és levilasztissal), az
axiomak. Kaumir az dllitas-kalkulus axiomatizalhatésagira vo-
natkozo tételnek egy, az eddigieknél sokkal egyszeriibb és ké-
nyelmesebb bizonyitasat adja.
A matematikai logika fels6bb része, az 1U. n. fliggvény-
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kalkulus, logikai fiiggvényekkel, azaz olyan egy- vagy tsbb-
viltozos figgvényekkel foglalkozik, amelyek egy tetszéleges J
halmazon (targy-tartomany) vannak definidlva és értékeik logikai
értékek. Ilyen logikai fliggvény példaul (x|y), amely az egész
szamok halmazin van definidlva. Ezekre a logikai fiiggvényekre
a logikai operaciokon kiviil alkalmazhatunk . n. kvantifikdtoro-
kat. Ezek bizonyos fiiggvényoperdciok: eredményiik oly fiigg-
vény, amely eggyel kevesebb valtozot tartalma7 (egy valtozot

«lekdtnek»), hasonloan, mint ahogy példdul .] f(x) dx nem fiigg

x-t6l. A fiiggvénykalkulus a kovetkezo két kovantiﬁkzitorra] fog-
lalkozik : () («minden z-re») és (£x) («van olyan x, melyre»);
definiciojuk: (z)F(z) =T vagy ! a szerint, amint minden J-be
tartozo x-re F(x) =1, vagy nem; (Ez)F(x) = | vagy 1 a sze-
rint, amint F(x)= | minden J-be tartoz6 x-re, vagy nem.
Véges szami logikai fiiggvénybdl logikai operaciok és kvanti-
fikdtorok alkalmazasiaval keletkezé kifejezést formulanak nevez-
ziik ; kiilonosen fontosak azok a formuldk (Zihlausdruck), ame-
lyekben minden valtozo le van kotve. Ezek értéke csak J és a
formulaban szerepld fiiggvények vilasztasatol fiigg. Azonossag-
nak neveziink egy ilyen A formulat, ha az J tartomdny és az
A-ban szerepld logikai fiiggvények bdrmely vilasztisanil A=T;
kielégithetének, ha J és a logikai fiiggvények vdlaszthatol gy,
hogy A = 1 legyen. Itt mar nincs kézvetleniil adva oly véges
szam 1épéshél allo eljiris, amellyel eldénthetd, vajjon egy adott
formula azonossig-e; ily eljards keresése alkotja a fuggvény-
kalkulus legfontosabb problémajat, az 0. n. eldént_és-problémét.
Minthogy A akkor és csak akkor azonossdg, ha % nem elégit-
heté ki, azért az eldontés-probléma igy is fogalmazhato : kere-
sendé oly eljaras, amivel eldénthetjitk barmely formuldrol, vajjon
kielégitheté-e. Az eldéntés-probléma ebben a fogalmazasdban,
mint specidlis esetet magdban foglalja egy axiomarendszer ellen-
monddsmentességének a problémdjit is. KALMAR idevonatkozo
vizsgdlatai egyrészt az eldontés-probléma redukciojdval, mas-
részt annak specialis esetben valo megolddsaval foglalkoznak.
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LowexdHeim megmutatta, hogy az eldontés-problémat elegendé
lenne binér formulikra megoldani, azaz o]yanokra, melyekben
legfeljebb kétvaltozos logikai fiiggvények fordulnak elé. A Lowen=
e altal konstrualt binér formuldkban, azonban mindig fellép
az 0. n. fix «identitas figgvény»: I(z, y). I(x, y) =1 vagy |
a szerint, amint « és y ugyanaz az eleme J-nek vagy nem.
KaLmir megmutatta, hogy ez az indokolatlanul fellépé identitas-
fliggvény kikiiszobdlheté, amennyiben bebizonyitotta, hogy min-
den az identitas-fiiggvényt tartalmazo U binér formulihoz kon-
strualhato egy olyan B szintén binér formula, amely nem tar-
talmazza az identitds-fiiggvényt, tovabbd, ha A egy K tarto-
manyban kielégithetd, akkor B is kielégitheté egy bizonyos L
tartomanyban és megforditva. Egy késébbi dolgozatiban KaLmir
a Lowennemn-féle konstrukeiot egy egyszeribbel helyettesiti. Az
eldontés-probléma redukeiés elméletébe tartozik még KaLm4r-
nak a kovetkezo tétele is: Egy tetszésszerinti formula kielégit-
hetéségének kérdése visszavezetheté olyan formula vizsgélatara,
mely egyetlen fiiggvényvaltozot tartalmaz és praefixuma a ko-
vetkezé alaku

(Exl) (Exz) (Bt y) (1) @mv2) (Bl 5) (o4 1) (L £5)s + (@n):

A formula praefixuman a kovetkez6t értjik: A matematikai
logika egyik tétele szerint barmely formula olyan normalalakra
hozhato, amelyben a kvantiflkitorok mind a formula elején
allnak, negacio nélkiil. A kvantifikatorok e sorozatdt a formula
praefixumdnak nevezziik. KaLmAr elébbi tételében szereplo
praefixum mar kozel all ahhoz az esethez, amikor az el-
dontés-probléma egyszerien megoldhato. Ennek az esetnek az
(Ex).(Exy). . (Exp) (@m+1) @m+9)- - -(2,) praefixumi formula felel
meg. Karmir egy a Mathematische Annalen-ben megjelent
dolgozatédban megoldja az eldéntés-problémat abban az esetben,
amikor a formula praefixumaban csak kétszer lép fel az (x) jel
(generdlis kvantifikator) és ezek a jelek egymis mellett allanak.

KaLmAr matematikai munkdssiga ismertetésének a végére
érve, meg kell még emliteniink, hogy egy az egész szamok
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axiomatikus elméletébe vigo megjegyzését Laxpau a Grundlagen
der Analysis e. kényvében publikilta. Ez az sszeadds és szorzis
rekurziés egyenleteinek kielégithetéségére vonatkozik. A Praxo-
féle axiomatikdban egy kérdés nines elintézve; ezt a hézagot
elészor DepekinD hidalta at komplikdlt meggondoldasokkal. Karmir
a Depexinp-féle meggondoldsokat egy egyszeru &tlettel meg-
kerili.

A kitiintetettnek munkassaga felett tartott szemlénk a ko-
vetkez6kben 06sszegezhet6. KaLmir a matematika tobb dgdban
lényegesen 1j eredményeket produkadlt, fontos problémékat ol-
dott meg, lezértnak ldtszo elméleteket tovibb fejlesztett. Tevé-
kenykedett a matematika legkonkrétabb és legabsztraktabh
teriilletén egyarant. Az utobbi teriileten a matematikai logika-
ban elért eredményei kézelebb vittek benniinket az itt szerepld
kérdések megoldasahoz. E vizsgilatok az irodalomban maris
visszhangra taldltak; elég ha HiLeert és Bernavs Grundlagen
der Mathematik c. nagy miivére utalunk. Dolgozatainak jellem-
zGje a vilagos, szabatos fogalmazds, ami referens munkéjat nagy
mértékben megkonnyitette, és a szigortsag.

A Bizottsdag mindezek alapjan javasolja a Valasztménynak,
hogy az 1936. évi Kénig Gyula jutalmat dr. KaimiAr Liszro-nak
itélje oda, és ezzel egyik legkivialobb matematikusunkat része-

sitse mélto elismerésben.? : :
Lipka Istvin.

Kalmar Laszl6 munkainak jegyzéke.

1. Az interpolaciorél, Mat. és Fiz. Lapok, 33 (1926), 120—149. o.

2. Zur Theorie der abstrakten Spiele, Acta Szeged 4 (1928), 65—85. o.

3. Uber die Abschitzung der Koeffizientensumme Dirichletscher Reihen
Acta Szeged, 4 (1929), 155—181. o.

4. Eine Bemerkung zur Entscheidungstheorie, Acta Szeged, 4 (1929),
248 —252.

1 Tarsulatupk Vilasztmanya 1936 aprilis 2.-i iilésén e javaslatot el-
fogadva, az 1936. évi Konig Gyula-jutalmat KALMAR LAiszL6-nak .ite'lte od?,
Az ugyanezen 4 napon tartott eldadotilésen RApOs GUszTiv eludk adia at
a K6nig Gyula-érmet a jutalmazottnak. Szerk.
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5. A «factorisatio numerorum» problémajarol, Mat. és Fiz. Lapok, 38
(1931), 1—15. o.

6. Uber die mittlere Anzahl der Produktdarstellungen der Zahlen, Acta
Szeged, 5 (1931). 95—107. o.

7. Ein Beitrag zum Entscheidungsproblem, Acta Szeged, 5 (1932), 222—
236. o.

8. Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik, Verhandlun-
gen des internationalen Math.-Kongresses, Zirich (1932), 2. k., 337—338. o.

9. Ein Beweis des Ruffini—Abelschen Satzes, Acta Szeged, 6 (1932),
59—60. o.

10. Uber die Erfiillbarkeit derjenigen Zihlausdriicke, welche in der
Normalform zwei benachbarte Allzeichen enthalten, Math. Annalen, 108
(1933), 466—484. o.
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A SZAMELMELET ALAPTETELEROL.

Bevezetés.

1. Az elemi szdmelmélet alaptételét — amely szerint min-
den természetes szdm lényegében® csak eqyféleképpen dllithato
eld torzsszdmok szorzataként — a tankonyvek legtobbnyire
vagy a legnagyobb kozos osztd, vagy a legkisebb kozés tobb-
szoros alaptulajdonsagainak felhaszndldsdval bizonyitjak be. A
legnagyobb ko6z6s oszton alapulod targyalds® abbél indul ki,
hogy két egész szammak, a-nak és b-nek,® legnagyobb koézis
osztoja, d, eldallithato

d = ax + by (1)

alakban, ahol x és y egész szamok. Ezt vagy a legnagyobb ké-
z0s osztd meghatarozdasdra szolgdlé Evkripes-féle algoritmus se-
gitségével bizonyitjdék be, vagy tgy, hogy megmutatjik, hogy a
legkisebb pozitiv egész szam, mely az (1) alakban elédllithato,
osztoja a-nak is, b-nek is. A legkisebb koz6s tobbszordson ala-
puld targyalas* kiindulopontja az a tétel, hogy két egész szam
legkisebb koézés tobbszérése® osztoja barmely k6zos t6bbszoro-

1 Azaz a tényezdk sorrendjétsl eltekintve.

2 L. pl. P. G. Lerune DiricHLET: Vorlesungen iiber Zahlentheorie,
Braunschweig (4. kiadas, 1894), 4., 5., 8. §; P. BACcHMANN: Niedere Zahlen-
theorie, erster Teil, Leipzig (1902), 34., 35., 40., 41. old. -

3 Egész szamon mindig racionalis egész szamot értek; latin kis beti
mindig ilyent jelol.

4 L. pl. GrosscHMID Latos: Eldaddsok a mathematika elemeibd.l, Buda-
pest (1923), 2., 6., 7. §; E. Lanvav: Vorlesungen iiber Zahlentheorie, erster
Band, Leipzig (1927), 5—12. old.

S Azaz pozitiv kozos tobbszoroseik legkisebbike.
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siikknek. Mind a két targyalasmod a torzsszdmok alaptulajdon-
sdgdnak bebizonyitasdval folytatodik, amely szerint egész sad-
mok s:zorzata csal gy lehet oszlhato eqy torzsszdmmal, ha
valamelyikik osz'hato vele.
Ebbél viszont a szamelmélet alaptétele — amely nyilvén igy
is fogalmazhato: ha
Pile---Pr = ¢19s: - -qs> (2)
Ahol . Poyevey Prs Qqs Qor-+os Qs AN torzsszdmok, akkor r=s és
Pis Do~ -5 Pr SO1TENAESL ellekintve ugyanazok, mint q,, qi..., ¢s —
példaul 7 szerinti teljes indukcioval adodik. Ha » =1, akkor a

tétel evidens:® ekkor ugyanis (2) szerint

P1 = 4192+ ++4s>

ami, minthogy p, térzsszam, csak ugy dllhat fenn, ha a jobb-
oldalon is csak egy tényezé van s az egyenl6 p,-gyel. Tegyiik
fel, hogy igaz a tétel, ha a baloldalon » tényezé van; akkor
7+1 tényez6 esetére igy adodik: ha

PiP2-« - PrPr+1 = G192+ s (3)

akkor a ¢,q,...¢s szorzat oszthaté p,.s-gyel, tehat, minthogy
Pr+1 torzsszam, valamelyik tényez6je is; de mivel ezek is torzs-
szamok, valamelyikik, példaul ¢, egyenlé kell hogy legyen p, -
gyel. De akkor (3)-bol

FiP2e e Pr = Q192+« - Gk—19k+1- - -qs;

itt mar csak » tényezé all a baloldalon, tehat a feltevés szerint
r=s—1 és a baloldalon all6 tényezék sorrendtél eltekintve ugyan-
azok, mint a jobboldalon allok; igy r-41=5 és Py, Poyer -y Prs Prst
sorrendtdl eltekintve ugyanazok, mint ¢, g,,..., 4s-

2. Ismeretesek azonban a szamelmélet alaptételének a leg-
nagyobb kézos oszto és a legkisebb kozos tébbszords fogalmi-

6 Még inkabb evidens a tétel »=0 esetében (0 tényezdbél allo szorza-
ton 1-et szokas érteni).
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tol fiiggetlen bebizonyitisai is. Mar Gauvss? is adott kozvetlen
bebizonyitast a torzsszamok alaptulajdonsagara; tjabban pedig
F. A. Lixoemany,® ZerMELO® és Krappavr?® kozoltek nagyon
egyszert kozvetlen bebizonyitasokat a szamelmélet alaptételére.
Ez utobbi kérilmény késztet arra, hogy kézoljem azt a bebizo-
nyitast, melyet az 1932/33. tanév ota tébb egyetemi eldadi-
somban is tdrgyaltam. Ez a bebizonyitas a kovetkezé lemman
alapul :

Ha négy nemnegativ egész szdm, a, b, ¢
és d, teljesiti az

ab = cd (%)

eqyenletet, akkor vam tovdbbi néyy oly
nemnegativ egész swam, t, u, v, w, hogy

A= b=l e o — . * (5)

(A t, u, v, w szamokat célszeri az oldalt lithato tablazatban

elhelyezni.)
Ez a lemma — amelyet a tovabbiakban «négyszamtétel»
néven fogok emliteni — nyilvinvalo kovetkezménye a széam-

elmélet alaptételének.’ Az 1. §-ban azonban megmutatom, hogy

7 C. F. Gavss: Disquisitiones aa'ithmelz‘c.ae, Sectio secunda, art. 13.,
14., Werke, erster Band, Goitingen (Zweiter Abdruck, 1870), 14., 15. old.,
1. még KimrscHAK JOzseF : Matematikai versenytételek, Szeged (1929), 16,
17. old.

8 F. A. Lixpemaxy: The Unique Factorization of a Positive Integer,
Quarterly Journal of Math., Oxford Series, 4 (1933), 319—320. old.

9 E. ZErMELO : Elementare Betrachtungen zur Theorie der Primzahlen,
Nachrichten Gittingen, Math.-Phys. Klasse, Fachgruppe I : Mathematik, Neue
Folge, 1 (1934), 43—46. old., kiilonosen 43—44. old.

10 (i, KLAPPAUF: Beweis des Fundamentalsatzes der Zahlentheorie, Jahres-
bericht der Deutschen Math.-Ver., 45 (1935), 150. old. .

11 Ennélfogva a négyszamtétel érvényes minden olyan integritasi tarto-
ményban, amelyben az egyértelmii torzstényezds eldallitas tetele érve’pyes;
I. A. Korserr: Vollstindige Lésung einer neuen diophantischen Avutgahe,
Math. Annalen, 112 (1936), 395—410., kilondsen 396—397. old. }\ORSELT
szerint (természetes szamok esetére, a szamelmélet alaptételének k'ovetkez-
wényeképpen) mar EULER ismerte a négyszz’untétel])en foglalt allitast.
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nagyon egyszertiien be lehet bizonyitani a szamelmélet alap-
tételének felhasznalasa nélkiil is.

A négyszamtétel «csirdjéban» mutatja meg a szamelmélet
alaptételének okat. Ha ugyanis valamely n pozitiv egész szamot
kétféleképpen kezdiink el szorzatra bontani: n = ab, n = cd,
akkor alkalmas tovabbontds utjan: a=tu, b=vw, illetéleg c—tv,

d =ww, mindkettéb6l ugyanahhoz az

n= tuvw felbontashoz juthatunk (mint

ezt az 1. abra szemlélteti). Minthogy ha-

sonléan minden, a tovabbi szétbontds

kozben lehetséges «eldgazas» utin ko-

vetkezik be ilyen «Gsszetaldlkozdsy,

plauzibilis, hogy a legvégén minden

szétbontas ugyanabba a végsd szét-

bontasba torkollik. Ez a gondolatmenet

megfogalmazhato tgy, hogy a szam-

1. 4bra. elmélet alaptételének bebizonyitasat

adja : kittinik innen a négyszamtételnek

a szamelmélet alaptételével valo tisztan kombinatorikai kap-

csolata. E kapesolat kombinatorikai természetének kidom-bori-

tdsdra a 2. §-ban a négyszamtételr6l a szamelmélet alap-

tételére valo attérést szemléletesen, grdfelmeéleti tétellént fogom

megfogalmazni, mégpedig kétféleképpen is. Ugyanitt megmu-

tatom, hogy ez az dtmenet, ha nem helyeziink sulyt a meg-

gondoldas kombinatorikai jellegére, minden grafelméleti meg-
fogalmazas nélkil is, nagyon egyszertien elvégezhetd.

A 3. §-ban a négyszamtételt dltaldnositom tobbtényezds szor-
zatokra és ez altaldnositas segitségével ujbol bebizonyitom a
a szamelmélet alaptételét. A 4. §-ban pedig megmutatom, hogy
a négyszamtétel nem tekintheté a szamelmélet alaptételének
bebizonyitasdra szolgaloé ad hoc modszernek, hanem az elemi
szamelmélet szamos mds tétele is kénnyen kovetkezik beldle.
Olyan tételekrél van szo, amelyeket rendesen a legnagyobb ko-
76s oszto (1) eléallitasabol, néha a legkisebb kozos tébbszorés
fentemlitett alaptulajdonsagdbol szoktak bebizonyitani; a négy~

e ——
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szamtétel segitségével valé bebizonyitisuk azonban didakti-
kai szemponthél elényésebb, mert konnyebben megjegyezheto :
ugyanis minden egyes esetben nyilvanvald, hogy melyik az a
négy szam, amelyre a négyszamtételt alkalmazni kell.

1. §.

3. A négyszamtételt a szerint mené teljes indukcioval fo-
gom bebizonyitani; azaz egyrészt megmutatom, hogy igaz e
tétel négy oly «, b, ¢, d szamra, amelyek kézil @ =0, mds-
részt, hogy, ha (adott pozitiv @ mellett) igaz a tétel barmely
négy oly a’, b', ¢/, d’ szamra, ahol a' < a, akkor igaz (tetsz6-
leges b, ¢, d mellett) az a, b, ¢, d szamokra is.'?

Ha a=0, akkor (4) szerint cd=0, tehdit vagy ¢=0, vagy d=0.

g =) =) Az elsé esetben a bal- 0=

oldali, a masodikban a |
c d jobboldali tablazatbol c | d
olvashatok le ¢, u, v, w
a 0 d oly értékei, amelyek az a c 0
(5) egyenletnek eleget 2
b b 1 tesznek. b 1 b

Tegyiik fel most mér, hogy a négyszamtétel igaz négy oly
a' b, ¢, d szimra, abol a'< a; feladatunk megmutatni érvé-
nyességét az a, b, ¢, d szamokra (a>0) is. Osszuk el ¢c-t a-val,
legyen a hanyados'® ¢, a maradék r; akkor

c=aq+nr 0<r<a. (6)

12 Az alkalmazasok szempontjabol elég volna a négyszamtételt abban az
esetben bebizonyitani, ha a, b, ¢, d egyike sem 0; azonban épp a telje.s
indukei6val valo bebizonyitas megkénnyitésére célszerii azt is megengedni,
hogy valamelyikiik 0 legyen. — Szimmetria-okokbol fel lehetne tenni, hogy
a a legkisebb a, b, ¢, d koziil ; ez azonban nem egyszerfisitené lényegesen
a bebizonyitast.

13 Ha a>e¢, akkor természetesen ¢g=0 (és r=c).
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Innét és (4)-bol ab = cd = aqd + rd,

rd =a (b — qd). (7)

Minthogy » < a, alkalmazhatjuk a négyszamtételt az o' =7,
b'=d, ¢'=a, d'=b—qd szdmokra ;1* van
tehit négy oly ¢, j, k, | szam, hogy (. a

jobboldali tablazatot)

r=1j, d=Fkl, a=ik, b—qd =jl. (8)
(8) mésodik és negyedik egyenletébol
b=gqd+jl=(gk+)l &)

(6)-bol, (8) harmadik és els6 egyenletéhol

¢ = ikq + i = i (kq + ). (10)
(8) harmadik egyenlete, (9), (10) és (8) ma-
sodik egyenlete *®> mutatja, hogy a bal-
oldalt all6 tablazatbol leolvashato t =1,
u==Fk v=Fkq+j w=1 szimok eleget
tesznek az (5) egyenleteknek, qu. e. d.

4. Az (5) egyenletekbél nyilvdanvalo, hogy, ha a, b, ¢, d egyike
sem 0, akkor ¢, u, v, w is pozitiv egész szamok ; tovébbd, hogy, ha
a, b, ¢, d mind nagyobbak 1-nél és sem a=¢, b=d, sem
pedig a =d, b = ¢ nem 4ll, akkor f, w, v, w kéziil legfeljebb
egyik lehet egyenlé 1-gyel.

2, §.
5. Legyen 7 adott, 1-nél nagyobb egész szam. Az 7 szam
faktorizdciés grdf-jan a kovetkezé §, irdnyitott grafot® eértjik.
Feleltessiink meg » minden

% = RNy Ny

14 Ezek egyike sem negativ; o/, b’, ¢'-re ez vilagos, d'-re pedig (7)-bél
kovetkezik.

15 Ha a==0, akkor (4)-b6l és (5) els6, harmadik és negyedik egyenleté-
b6l mar kévetkezik (5) masodik egyenlete is, ugy hogy (9) tulajdonképpen
nélkiilozheto. 3

16 A grafelmélet itt felhasznalt alapfogalmaira nézve 1. D. KoniG : Theorie
der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig (1936) 1. §-at.
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1-nél nagyobb egész tényezék szorzataként valo eldallitisdnak
(beleértve az r = 1 esetnek megfelels n =n el6allitast is) egy-
egy pontot, mégpedig két elGallitdsnak akkor és csak akkor
ugyanazt a pontot, ha azok csak a tényezék sorrendjében tér-
nek el egymastél. A P és () pontokat akkor és csak akkor
kossiik 6ssze egy @ irdnyitott éllel, ha a P-nek megfelelé
szorzateldallitasbol (roviden: a P el6allitdshol) a Q eléallitds nugy

2. abra.

jon létre, hogy valamelyik tényezdjét tovabb bontjuk két ténye-
zére. Pl. a 60 faktorizdacios grafjat, Fe-at, a 2. dbra szemlél-
teti (a két pontozott él1 itt figyelmen kiviil hagyando). Ha p
primszém, F, egyetlen egy szogpontbol &ll s éle nincs.
Nyilvanvalo, hogy §, véges graf. Ugyanis » elédllitasainal csak
véges szami szam johet figyelembe tényez6ként (minden tényezd
kisebb lévén 7-nél); s a tényezék szama nyilvan (joval) kisebb,
mint n. E szerint §,-nek véges szami szogpontja van,'” tehdt

X7 Sn szogpontjainak szama az az f(n) fiiggvény, amellyel két dolgozatom-
ban: A «factorisatio numerorum» problémajarol, Mat. és Fiz. Lapok, 38

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIIL 3

TR
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(minthogy két-két szogpont legfeljebb egy éllel van Gsszekétve)
éleinek szama is véges.

Ha 7 valamely P szorzatel6allitdsdnal valamelyik tényezé
Osszetett szam, akkor ennek két tényezére vald szétbontdsaval
oly eloallitishoz jutunk, amelybe visz P-bél F,.-nek éle.*® For-
ditva is, ha §,-nek P-bél indul ki éle, akkor a P elddllitasnal
legaldabb egy tényezé Osszetett szam. E szerint a szamelmélet
alaptétele tgy fejezheté ki, hogy az §,. faktorizdcids grdfnak
eqyetlen eqy olyan szégpontja van, amelybdél nem indul ki él.

Vilagos az is, hogy %, minden szégpontjiba, kivéve az n—n
«egytényezés eléallitisnak» megfelel§ P, pontot, fut éle F,-nek;
ha ugyanis a P eldallitisnal legalibb két tényez6 van, akkor
e két tényezét szorzatukkal poétolva oly O eléallitast kapunk,
amelybél visz P-be él. Ebbél nyilvin kovetkezik, hogy az F,
graf dsszefiiggd; ugyanis barmely szogpontjabol el lehet jutni
a graf éleibdl allo Gton (nyilellenében) P,-ba, tehdt (Py-on at)
barmely mas szégpontba is.

Az ¥, grafnak mincs ciklusa (azaz irany szerint 1s egymas-
hoz csatlakozo, egyszeru zart vonalat alkoto6 P P PPs, G
Pk_lpk, PkPI élei). Ez nyilvanvalo kovetkezménye annak, hogy, ha
135 éle Fn-nek, akkor a () elddllitasnal (eggyel) tébb tényezd
szerepel, mint a P eldallitasnal.

6. A négyszamtétel folyomdanyaként a & =%, grafnak a ko-
vetkezé tulajdonsiga van:

T tutajdonsdg. Ha 1—35 és PR a © grdafnak valamely szig-
pontjdbol kiindulo, két kilonbozd szégpontba futd élei, akhor
van ®-nek oly S pontja, amelybe (Q-bél is, R-bdl is visz
G-nek pdlyavonala*® (1. 3. abra).

(1931), 1—15. old. és Uber die mittlere Anzahl der Produktdarstellungen der
Zahlen, erste Mitteilung, Acta Scientiarum Math., 5 (1930—32), 95—107. old.
foglalkoztam.

18 A PQ &t P-bsl hiinduld, Q-ba futé, P-b6l Q-ba vivé élnek mondom ;
hasonléan késébb palyavonalak esetén.,

19 Azaz irany szerint is egymashoz csatlakozé éleinek onmagat nem
metsz6 nyitott vonalat alkoto sorozata. (Ciklus nélkali grafnil az onmagat
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Legyen ugyanis a P eléallitas
=t e

és keletkezzék ebbél a ( eldallitas azaltal,
hogy n~t ab-re, az R elédllitis pedig az-
altal, hogy =t cd-re bontjuk fel (i, 7 =1,
2,..., vagy 7). Ha ¢=j, akkor a&llitasunk
evidens: (-ban m-t cd-re bontva ugyan- o wral
ahhoz az S eldallitishoz jutunk, mintha
R-ben n;i-t ab-re bontjuk, 1ugy, hogy (:)_S és RS élei Fn-nek.
Tegyiik fel tehat, hogy ¢ =j; akkor

T — st == (]

tehdt a négyszamtétel szerint van négy oly szam, t, u, v, w, hogy

g —=tus b= c—l, d— .

Minthogy Q és R kilénbozé pontok, sem a =¢, b =d, sem
@ = d, b= c nem allhat, tehat a 4. megjegyzése szerint ¢, u, v, w
kozil legfeljebb egyik lehet 1. Ha

egyik sem 1, akkor jelentse (' a

()-b6l a-nak tu-val, R' az R-bél

c-nek tv-vel valo poétlasaval kelet-

kezé eléallitast; akkor (Q'-ben b-t

vw-vel, R'-ben pedig d-t ww-vel po- -

tolva ugyanahhoz az S elléallitéihoz

jutunk, gy, hogy @TS és RR'S a

kivint tulajdonsdgti pélyavonalak

(4. abra). Hasonléan jarhatunk el, y

ha ¢, u, v, w koziil valamelyik 1;

ekkor ezt az 1-gyel egyenld tényezét

el kell hagynunk, Gigy, hogy Q' vagy

Q-val, vagy S-sel, R' vagy R-rel, 4. abra.

nem metszés feltétele magatol teljesiil.) Az iranyitast nem tekintYe egymé.s-
hoz csatlakozo élek onmagat nem metszd nyitott vonalat alkoté sorozatat

uinak nevezik.
3
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vagy S-sel lesz azonos; ekkor tehat a ég és RS élek a kivant
tulajdonsagtu pdlyavonalak.

7. E szerint a szamelmélet alaptétele bennefoglaltatik a kévet-
kezé altalanos grafelméleti tételben :

Ha & odsszefiiggd, véges, ciklus nélkili, T tulajdonsdgi ird-
nyitott grdf, akkor &-nek egyetlen egy olyan U pontja van,
amelybdl nem indul ki él.

Hogy van ilyen U pont,®® az koézvetleniil belathato. Valasz-
szuk ugyanis P-et @ pontjai koziil tetszélegesen, P,-t, Pp-at,. . .
pedig sorra ugy, hogy ®-nek legyenek 131}_;2, f’gﬁ;, élei.
E pontok sorozatdaban nem fordulhat el6 ismétlédés (mert
G-nek nines ciklusa), tehdt a sorozatnak vége szakad (mert
& véges); utolso pontja a kivant tulajdonsaggal bir.

Annak megmutatasira, hogy ilyen U pont csak ey van,
bebizonyitom, hogy, ha & valamely U pontjabol nem indul ki
él, akkor barmely mas A pontjabol visz U-ba pilyavonal. (Eb-
b6l persze kovetkezik, hogy A-boél indul ki él.) Tegyiik fel, hogy
ez nem 4ll és legyen & egy leheté legkevesebb ponttal biro
olyan osszefiiggs, véges, ciklus nélkili, 7' tulajdonsagu graf,
amelynek van két oly pontja, U és A, hogy U-bol nem indul
ki él és A-bol nem visz U-ba palyavonal.

Minthogy & o6sszefiiggé, van oly e utja, amely A-t U-val
osszekoti (. 5. dbra). Legyen w-n B az elsé olyan pont U-t6l
szamitva, amelyb6l nem visz U-ba palyavonal (ilyen pont van,
ha m&is nem, akkor A).

_Legyen B szomszédja az w uton U felé C' (C+ U, mert sem
UB sem BU él nines, az elébbi az U-ra tett feltevés, az utohbi
a B definicioja miatt); a feltevés szerint van olyan = pélyavonal,
amely C-b6l U-ba visz. Legyen = C-bél kiinduld éle CD. Mint-
hogy = minden pontjdbél visz U-ba palyavonal, B nincs rajta
7-n; tovabba az w 0t BC élének irdnyitasa sziikségképpen (_3—5’,

20 Ez a tény, J,-re alkalmazva, annak felel meg, hogv n felbonthato
torzstenyezdk szorzatara.
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kiilonben a BC 6l és = a B-bél U-ba vivé palyavonalat adna.
Ennélfogva a 7 tulajdonsig miatt ®&-nek van oly E pontja,
ahova B-bél is, D-bél is visz palyavonal (ebbél eg gyébként nyilvan-
vald, hogy D =+ U).

Tekintsiik most azt a G’ iranyitott grafot, amelyet B, D,
tovabbd ®-nek azok a pomijai alkotnak, amelyekbe vagy B-bél,
vagy D-bél visz G-nek palya-
vonala, tovdbba ®-nek azok
az élei, amelyeken legaldabb
egy ilyen palyavonal &atmegy.

A 7 palyavonal DU szakasza,

valamint a BE, DE pélyavo-

nalak ®'-héz tartoznak. Ennél-

fogva G’ Gsszefiiggd; ugyanis

barmelyik sz6gpontja 6sszekot-

het6 vagy B-vel, vagy D-vel,

tehat, minthogy ezek (E-n at)

egymassal is dsszekothetok, &'

barmely szogpontja Osszekot- 5. abra.

het6 barmely masik szogpontja-

val is. Minthogy ®'része ®-nek, vilagos, hogy véges és cikltl;s_zlél-
kiili graf. Tovabba &' is 7 tulajdonsdgt. Legyenek ugyanis PQ és
PR (O %= R) élei G'-nek; minthogy ezek -nek is élei, van
G-nek oly S pontja, amelybe Q-bol is, R-bdl is visz palya-
vonala. Azonban e palyavonalak (s igy az S pont is) hozzitar-
toznak G'-héz is; ugyanis a DP vagy | BD palyavonalat (ilyen
van, mert P pontja ®'-nek) akar a PO &llel és a QS palya-
vonallal, akar a PR éllel és az RS pédlyavonallal meghosszab-
bitva G-nek D-bél, illetéleg B-bél kiindulo palyavonalit kapjuk.

Minthogy ®'-nek kevesebb szogpontja van, mint ®-nek
(ugyanis G nem lehet pontja ®'-nek. mert G-nek nincs ciklusa),
®'-re 4ll a bebizonyitando allitas. U-bol ®'-nek sem indulhat
ki éle, tehat adodik, hogy ' minden pontjabol visz &'-nek
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palyavonala U-ba. Ez azonban ellentmond annak, hogy B-hél
nem visz U-ba palyavonala &-nek, tehdt &’-nek sem.

8. Az imént bebizonyitott tétel végtelen grifokra nem érvé-
nyes, amint ezt a 6. dbran szemléltetett, lefelé hatartalanul
meghosszabbitandé graf mutatja. Ennek az Gsszeftiggd, T tulaj-
donsdgt grafnak nines ciklusa; mégsem indul ki sem az U,
sem az U, szégpontjabol éle.?* Kénnyen meg lehet adni olyan

6. abra.

veéges, Osszeftiggd, T tulajdonsagu, de ciklussal biré grafot is,
amelynek két ilyen szégpontja van.*?

9. Annil meglepébb viszont, hogy a T tulajdonsdg egy kis
modositdsaval olyan tételhez jutunk, amelynél nem kell a graf-
rol feltenniink sem azt, hogy véges, sem azt, hogy nines ciklusa.
Ez a modositott 7" tulajdonsdg a kovetkezé:

Ha PQ és PR a & grdfnak valamely svogpont]abol ket ki~
lonbozo pontjiba vivd élei, akkor vagy van G-nek (QB vagy
RQ irdnyitdsi) QR éle, vagy pedig van olyan S pontja &-nek,
amelybe Q-bdl is, R-bdl is visz ele G-nek.

Be fogom tehat bizonyitani a kévetkezd tételt:

21 A P pontot és a beléle kiindulé két élt el lehetne hagyni ; azért vet-
tem ezeket hozza a grafhoz, hogy, a faktorizacios grafokhoz hasonloan,
csak egy olyan pontja legyen, amelybe nem fut €l

22 Jlyen graf keletkezik pl. a 6. abran lathaté grafbol, ha P és a beléle
kiindulo élek elhagyasa utan azt hengerre rajzoljuk ugy, hogy a «pagoda»
legfels6 «emelete» egybeessék valamelyik alsé «cmelettels.
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Ha a ® dsszefiggd irdnyitott graf T’ tulajdonsdagu, akkor
legfeljebb ®® eqy olyan U pontja lehet, amelybsl nem indul
ki él.

Ismét elegendd bebizonyitanunk, hogy, ha a & graf U pont-
jabol nem indul ki él, akkor & barmely mdsik A pontjabol
visz U-ba palyavonal. Tegyiik fel ugyanis, hogy ez ® valamely
A pontjara nem édll. Kossiik 6ssze
A-t U-val ismét & egy o utjaval
és legyen ezen, U-t6l szamitva, B
az els6 pont, amelyb6l nem visz
palyavonal U-ba, legyen tovabba (¢
a D pont szomszédja az o uton U
felé. Akkor G-bél visz = palyawonal
U-ba és a BC ¢él iranyitdsa CE.

Legyen #-n, U-t6l szamitva, D
az elsé olyan pont, amelyb6l indul
ki olyan DE él, hogy FE-b6l nem
visz palyavonal U-ba (l. 7. abra);
ilyen D pont van, ha mds nem, akkor
C. Vilagos, hogy D==U ; legyen F a D N B
pont szomszédja 7-n U felé. £ nincs
rajta 7-n (kiilénben vinne K£-bé6l palyavonal U-ba), igy minden-
esetre E==F. A T' tulajdonsag szerint a kovetkez6 harom eset
koziil valamelyiknek allnia kell:
ekkor [-bél is indulna kl oly FE &, amelynek maSIk vég-
pontjabol nem v1sz U-ba palyavonal.

b) G-nek van EF éle. Ezaz él n F U szakaszéval egyiitt
E-bél U-ba vivé palyavonalat adna, ellentétben E definiciojaval.

c) ©- nek van E-bél és F-bél ugyanabba az S pontba vivé
ES és FS éle. D definicioja szerint S-bél visz U-ba palya-

23 Konnyen latni, hogy ha ® végtelen graf, akkor nem feltétlenil van
ilyen U pont.
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vonal; ez E—S‘-sel egyiitt (ill., ha e palyavonal atmenne E-n,
ennek egy része) E-b6l U-ba vivé palyavonalat adna, ellentét-
ben E definiciojaval.

10. A most bebizonyitott grafelméleti tételt is fel lehet hasz-
nalni a szamelmeélet alaptételének bebizonyitdsara. E célbol az
n szam faktorizacids grafjanak fogalmat gy moédositjuk. hogy
a P és () pontokat akkor is ¢sszekotjik egy 1%' éllel, ha a
P-nek megfelel szorzatel6allitdshol a ()-nak megfelelé eléalli-
tds gy jon létre, hogy nem egy, hanem tobb tényezdjét bont-
juk tovabb két-két tényezére. (L. n = 60 esetén a 2. abrat, a
pontozott élekkel egyiitt.) Annak bebizonyitasat, hogy az igy
keletkezé $§, modositott faktorizdcios graf 7' tulajdonsagu, az
olvasora bizom; ebbél a 9. tétele segitségével ujbol kovetkezik
a szamelmélet alaptétele.

11. Ha nem helyeziink sulyt a négyszamtételrél a szamelmé-
let .alaptételére valo atmenet tiszta kombinatorikai jellegére,
akkor a szamelmélet alaptételét legegyszeriubben a kévetkezo-
képpen bizonyithatjuk be a négyszamtételbdl. Tegyiik fel, hogy
a szamelmélet alaptétele nem 4ll, és legyen n a legkisebb oly
pozitiv egész szdm, amelynek két, lényegesen kiil6nh6z6, torzs-
tényez6s eléallitasa van: P és (). Foglaljuk dssze tetszésszerint
P bizonyos tényez6it (nem valamennyit) és legyen ezek szor-
zata a, mig P tobbi tényezéinek szorzata b; hasonloan legyen
() bizonyos tényezGinek szorzata ¢, a toébbi tényezdjének szor-
zata pedig ?* d. Akkor «, b, ¢, d kisebbek n-nél, ugy hogy ezek
csak lényegében egy-egyféle modon bonthatok fel torzsténye-
z6k szorzatdra. Az n szam P felbontasat megkapjuk, ha n=ab-
ben @ és b helyébe térzstényezds felbontasukat irjuk; hasonléan
megkapjuk a Q felbontést, ha n=cd-ben ¢ és d helyébe toérzs-
tényezds felbontdsukat irjuk.

24 Pl. a legyen P egyik torzstényezdje, b a tobbiek szorzata; hasonloan
c és d a Q eldallitasra nézve. -

Bl o e
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Minthogy ab=cd, a négyszamtétel szerint van négy oly po-
zitiv egész szam, t, u, v, w, hogy

a=tu, b=wvw, c=tv, d=uw. (11)

Nyilvan ¢, u, v, w is kisebbek n-nél, igy ezeknek is egy-egy
torzstényezés felbontisuk van.®® Ha e torzstényezés felbonta-
sokat ¢, w, v, w helyére a (11) egyenletekbe beirjuk, megkapjuk
a, b, ¢, d egy-egy torzstényezés eloallitasat, tehat ezek egyetlen
torzstényezds eléallitasat. E szerint n-nek P eldallitasit agy kap-
juk meg, hogy az n = tu.vw egyenletbe, a ( eléallitast pedig
ugy, hogy az n — tv.uw egyenletbe beirjuk ¢, u, v, w helyébe
ezek torzstényezos elddllitasat. Igy tehat P és (), a feltevéssel
ellentétben, csak a tényezék sorrendjében kiilénbéznek egy-
mastol.
3. §

12. A négyszamtételt tobbtényezds szorzatokra a kovetkezo-
képpen altalanosithatjuk : ¢

Legyenek a,, a,,..., ay; by, b,,..., by olyan nemnegativ egész
szdmok, amelyek kézott fenndll az

A1y o o lbp = blbﬁ' . -bs

eqyenlet. Akkor van oly, nemmnegatw egész szdmi elemekkel
biro, r sorbol és s oszlopbdl dllo mdtric, amelynek az egyes
soraiban dllo elemek szorzata rendre @y, ..., Gy, AT €GYeS
oszlopaiban dlld elemek szorzata pedig rendre by, ba,.. ., bs.

25 Ha valamelyikiik 1, akkor torzstényezés eldallitisan a «0 tényezis»
szorzatot értjiik ; tehat 1 helyébe torzstényezés eldallitasat beirni annyit

jelent, mint elhagyni az 1-et. '
26 KoRSELT szerint (1. a 11 labjegyzetben idézett helyet) ez az altalino-

‘sitas szerepel KRONECKER «Vorlesungen iiber Zahlentheorie»-jaban. Azonban

e mii egyetlen altalam ismert kiadasaban (L. KRONECKER : Vorlesungen viber
Zahlentheorie, erster Band [tobb nem jelent meg], herausgegeben von
K. HevseL, Leipzig (1901)) nem talalhato erre vonatkozo rész. A Korseltnél
allo szovegbl vilagos, hogy e tételre, mint a szamelmélet alaptételének

kovetkezményére gondol.
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Ha »=1 vagy s=1, akkor a tétel tautologikus. Ha r=s=2,
akkor éppen a négyszamtételbe megy dt. Elegendé tehdt a ko-
vetkezé két dolgot megmutétnom:

a) Ha a tétel igaz r = 2, s =2, valamint egy bizonyos r és
s = 2 esetére, akkor igaz 7 helyett r 41-gyel s =2 esetére.

b) Ha a tétel igaz — egy bizonyos » érték mellett — s =2,
valamint egy bizonyos s esetére, akkor igaz s helyett s 4-1-
gyel is.

Elegendé b)-t megmutatnom, hiszen a) ebbél az » =2 spe-
cializalassal, a szobanforgé matrix sorainak oszlopaival valo fel-
cserélésével és s helyébe r tételével keletkezik.

Legyen tehat igaz a tétel » egy bizonyos értéke mellett
s = 2-re, valamint egy bizonyos s-re. Legyen d,, d,,.., d;
by bys--y bsy bsy1 7-+5+1 olyan nemnegativ egész szam, amelyek
kozott fenndll az

d1fais Gy — 012t suDabsq (12)

egyenlet. Alkalmazzuk a bebizonyitando tételt mindenekelétt az
gy Agsevvy Ap; b1y bay. .o, bg—1, Ds=bsbsy1 szdmokra. Adodik, hogy
van oly-(ti;) (i=1, 2,..., r; j=1,2,...,8) matrix, amelynek
elemei nemnegativ egész szamok, gy, hogy

(li:t“tig...tis, ha e— 1, Q,..., T (13)
bjztljtg_,'---t,-j, ha ]: 1, 2,..., 571, (14-)
mig
tistas. - -brs = bsbs+1-
Alkalmazzuk most a bebizonyitando tételt a tys, fass---, trs;

bs, bgy1 szamokra. Adodik, hogy van 27 olyan nemnegativ
egész szam, Uy, Uys---5 Uy, Vg, Ups-- -5 Uy hOZy

t,'s = UiV, ha ) = : 2,-.., s (15)
by i— e (16)
b3+1 = V1Va...Vp. (17)

A (13) és (15) egyenletekbdl

& = tittia- i s g, ha [t =1,2,..., 75
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ez az egyenlet, tovabba (14), (16) és (17) mutatja, hogy a tétel
a (12) egyenlet bal- és jobboldalin &ll6 szimokra is igaz: a
keresett matrix

13. A négyszamtétel ez altaldnositdsabol a szamelmélet alap-
tétele nagyon egyszeriien adodik. Tegyiik fel ugyanis, hogy

PiPa- - -Pr = 419a- - s
ahol p;, Pys---; Dy Gy Goe--, G, torzsszamok. A négyszam-
tétel dltalanositdsa szerint van olyan nemnegativ egész szamu
elemekbol &llo matrix, amelynek els6, masodik, ..., r-edik sord-
ban all6 elemek szorzata rendre p,, p,;-.., p,» elsé, masodik,...,
s-edik oszlopaban allo elemek szorzata pedig rendre q,. ¢5s---, 5
(és tobb sora vagy oszlopa nines). De akkor e matrix minden
soraban vagy oszlopdban, egy-egy elem kivételével, csupa 1 all;
az egyetlen, 1-t6l kiilonb6z6 elem a kérdéses sorhoz vagy osz-
lophoz tartozo p;, illetéleg g¢;. De akkor r is, s is egyenlo a
matrix 1-t6l kiilonb6z6 elemeinek szdmdval; maguk ez elemek,
a matrix sorai szerint rendezve, rendre p,-gyel, p,-vel,..., p,-rel,
a matrix oszlopai szerint rendezve pedig rendre ¢,-gyel, ¢,-vel, ...,
q,-sel egyenlék; azaz p,, p,---, p, csak sorrendben kiilénboz-
nek 4, qs---, 45-tél.
4. §.

14. Megmutatom, hogy a négyszamtétel nagyon jol haszndl-
hat6 néhiny, az elemi szamelméleti eléaddsokban szerepelni
szokott tovabbi tétel bebizonyitisdra is. E §-ban szdm minde-
niitt pozitiv egész szamot jelent; minthogy oszthatosagi téte-
lekr6l van sz, nyilvanvalo, hogyan lehet azokat tetszoleges
racionalis egész szamokra atvinni. ks

Ha egy ab szorzat oszthatd egy ¢ ssdmmal, de egyzk,tf;-
nyezdje, a, relativ premszdm c-hez, akkor a szorzat mdsik
tényezdje, b, oszthato c-vel. :
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Ugyanis a feltevés szerint van olyan d egész szam, hogy
A== (18)
a négyszamtétel szerint van négy oly ¢, w, v, w egész szam, hogy
@ — e b= s le ==l — 0. (19)

Minthogy «a-nak és c-nek ninecs mdas kozos osztoja, mint 1,
sziitkségképpen t =1, tehat c=wv, b=cw, azaz b oszthaté c-vel.

Abban az esetben, ha ¢ toérzsszam, ez a tétel atmegy a torzs-
szamok alaptulajdonsdganak kéttényez6s szorzatra vonatkozé spe-
cidlis esetébe. A tényezék szama szerinti teljes indukcioval be-
bizonyithatjuk ebbél a torzsszamok alaptulajdonsagat a maga
altalanossagaban s igy, a bevezetésben részletezett modon, a
klasszikus mederben maradva is eljuthatunk a szamelmélet alap-
tételéhez. (Ez az a mod, ahogyan egyetemi el6addsaimban be
szoktam bizonyitani a szamelmélet alaptételét.)

15. Valamely ab szorzal minden osztéja elddllithaté a egy
osztdjdnak b eqy osztdjdval vald szorzataként.>” Ha ugyanis d
osztoja ab-nek, akkor van olyan ¢ egész szam, hogy (18) fenn-
all; a négyszamtételt alkalmazva adodik, hogy van négy oly
t,u, v, w egész szam, amelyekre (19) fennall. A (19) egyeuletek
mutatjak, hogy w osztdja a-nak, w osztoja b-nek és d ezeknek
szorzata.

Vilagos, hogy forditva, @ barmely osztojanak b barmely oszto-
javal valo szorzata osztoja d-nek. Altaldban ab valamely osztoja
tobbféleképpen is eléallithato a tételben emlitett modon. Azonban :

- Ha a relativ primszdm b-hez, akkor ab minden osztéja csak
egyféleképpen' dllithaté elé a és b eqy-eqy osztéjanak szorzata-
ként. Ez belathaté a 14.-ben bebizonyitott tétel segitségével is;
a négyszamtételbdl kozvetlenil igy adédik: ha ab valamely
osztoja, d, kétféleképpen is eloallithato a és b egy-egy osztoja-

nak szorzataként:
d= ef - =gh,

27 A bebizonyitashol latszik, hogy ez a tétel nem egyéb, mint a négy-
szamtételnek mas (kevésbhé szimmetrikus) megfogalmazasa.

S S eE—
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ahol (azt, hogy k osztdja l-nek, a szokott modon a k|l jellel
jeldlve)

ela, flb, gla, hlb,
akkor ef = gh, tehat a négyszamtétel szerint van négy oly t, u,
v, w szam, hogy

2 = tu, f =SS — S — . (20)

Minthogy we és ela, az oszthatésdg . n. tranzitiv sajatsaga
folytan w|a; hasonléan wulh és hlb miatt wulb; tehat w =1,
mert a-nak és b-nek nincs mas kézos osztoja. Hasonloan, v'g
és gla miatt vja, v|f és f|b miatt vjb s igy v =1. E szerint
(20-bol e=t =g, f =w = h, vagyis a kétféle eléallitds mégis
csak ugyanaz.
Ezek az alkalmazisok maér eléggé mutatjak a négyszamtétel
haszndlhatosagat az elemi szamelmélet targyaldsanal.
Kalmdr Ldszlo.

UBER DEN FUNDAMENTALSATZ DER
ZAHLENTHEORIE.

Es werden mehrere Beweise fiir den Fundamentalsatz der elemen-
taren Zahlentheorie (Satz von der eindeutigen Darstellbarkeit der natiir-
lichen Zahlen als Produkte yon Primzahlen) gegeben, unabhingig vom
Begriff und Eigenschaften des gréfiten gemeinsamen Teilers (oder der
kleinsten gemeinsamen Vielfachen). Siimtliche Beweise beruhen auf dem
folgenden Lemma («Vierzahlensatz»):

Geniigen die nichtnegativen ganzen Zahlen a, b, ¢, d der Glei-
chung ab=cd, so qibt es vier weitere michtnegative Zahlen t,u, v, w,
so daff a = tu, b =vw, ¢ =tv, d = uw.

Dieser Satz wird natiirlich ohne Anwendung des Fundamentalsatzes
der Zahlentheorie, durch vollstindige Induktion in Bezug auf @ bewiesen.
Der Ubergang zum Fundamentalsatz der Zahlentheorie wird §0w$)hl
graphentheoretisch, wie auch rein zahlentheoretisch gefiihrt. Schliefilich
wird gezeigt, daB der Vierzahlensatz auch sonst fiir Vorlesungsz‘wecke
niitzlich ist, da daraus auch einige weiteren elementar-zahlentheoretischen

. - . . 'nd.
Siitze ziemlich direkt zu entnehmen si Pl



A KOZEPERTEK FOGALMAROL.

1. A matematikaban és alkalmazésaiban a kézépértékek tobb-
nyire csak elszigetelten léptek f6l; a leguijabb évekig hidnyzott
egy altalanos elmélet, s6t a kozépérték fogalméanak dltaldnos
meghatdrozdsa is. Ennek a hianynak a potlasara az elsé lépést
tudtunkkal 1929-ben tette meg O. Cmisint.! O fogalmazta meg
eloszor szabatos definicioban azt, amit minden matematikus
tobbé vagy kevésbbé tudatosan a kozépérték fogalmihoz fizott.
Az 6 munkdja alapjan kifejlédott és Kormoecororr,? Naecumo,®
de féleg pE Fixerri* dolgozataival ma mér bizonyos mértékig
befejezettnek tekintheté elméletet akarom itt néhiny megjegy-
zéssel kiegészitve ismertetni.

CuisiNt és pE FINETTI nyoman a kozépértéknek kétféle defi-
kozépérték fogalmdhoz flzott azon a kovetelményen alapul,
hogy n szam koézépértéke az adott szamok nagysigaval (a sza-
mok sorrendjére valo tekintet nélkiil) egyértelmien meg legyen
hatarozva, mégpedig ugy, hogy ha az » szam egyenlé egymas-
sal, kozépértékiik is egyenls legyen veliik.

Fel kell tételezniink, hogy a kozépérték barmilyen n szamu

1 0. Cuisivt: Sul concetto di media, Periodico di Mathematiche n. 2.
1929.

2 A. KoLM0oGOROFF: Sur la notion de la moyenne, Atti dei Lincei XII.
1930., p. 388—391.

3 M. Nagumo: Uber eine Klasse der Mittelwerte, Japanese Journal of
Mathematics VII. 1930, p. 71—79. 4

4 B. pe FINeTTI: Sul concetto di media, Giornale dell Istituto Italiano
degli Attuarii, II. 1931, p. 388—391.
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értékre is definidlva van. Valojiban tehit kézépértéket hatdroz
meg az {x;} valtozék bizonyos tartomdnydban értelmezett

Ry Kl i), .., K, (RN SN 1))
egyértéki valos fiiggvények sorozata, melyben mindegyik
e (s S )

fiiggvény

B asmmetnikle W (), @0, v 00) = Ko, 20,0, 23);

9. eleget tesz a K(x, ,..., x) = x foltételnek.

Cuisivt 2. helyett a

2a. Min z; < K(x,, 2,,.., Zn) < Max x;
kévetelményt allitotta fel, melybél 2. nyilvan folyik, de nem
megforditva. A Za.-nak is eleget tevé kozépértékeket pe FiverTI
nyoman intern kozepeknek fogjuk nevezni.

Az ismeretes kozépértékek nagy része még ezenfeliil a kovet-
kez6 tulajdonsagokkal bir:

Snonotonzshar el —y T, = ..-... %, <1, akkor

Kn (x]’ x?_" e ) '/I:ﬂ) é I{n (yv yt_)," 2.9y yn)-

3a. novekvé: ha minden x; <y;, de legalabb egy x; <y
akkor
R PR o) < UG (1A 1y 25 n)-
3a.-b6] minden intern kozépértékre kiovetkezik a sziikebb ér-
telemben vett intern tulajdonsag is, hogy tudniillik, ha az @
értékek nem mind egyenldk, akkor:
Min x; < K, (@, %, - -5 Zn) < Max z;.

Mert ha példaul
K, (x,; x,..., 2n) = Max z;
volna, akkor valamelyik, a Max z;-nal kisebb, x; érték helyett

ezt a maximalis értéket helyettesitve, a kozépértéknek 3a. sze-
rint néni kellene, holott 2a. szerint a Max x;-ndl nagyobb mar

nem lehet. oA
Ez a tétel nem fordithato meg, valamely kozépérték lehet
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a szikebb értelemben intern, a nélkiil, hogy valéban novekvd
volna. Erre példinak a

K, (z,, x,,-.., 2,) =} [Max a; 4 Min ;)

kozépértéket (m > 2) hozhatjuk fel.

4.-nek soroljuk fel a legérdekesebb tulajdonsagot, az asszo-
ciativitast :

Kn (xp Loy ey .’L'n) = Kn (Kk’ Kk;- Ly Kk; Lle1r+ v vy xn);

azaz a kozépérték nem valtozik, ha a vdltozok valamely csoport-
janak mindegyik tagjat e csoport kozépértékével helyettesitjiik.

Az asszociativitisnak mas forméban vald értelmezését adta
Gorpziuer.®> Kz arra az esetre is vonatkozik, amidén ecsak
K, (x,, x,) van definialva. Legyen:

K, (@, y) =k K (k) =l esseile (et
K, asszociativ GoLpziHER szerint, ha
K (Lm)y=15k

Ez a tulajdonsag 4.-nek egyik kovetkezménye. U. i. 4.-bél
elészor is az kovetkezik, hogy:

K@, oy w1 = K00y = Rels y, @ i), 84,

mert hiszen minden «, y par helyettesitheté a %, k& parral és
2. szerint

KQ?L(,{, k,. ok A) =k
Ennek alapjan mdrmost

Ky (L, m) = K, (l, m, |, m) = K, (x, k, m, m) = K, (x, k, k, y) =
= K, (¢, y, k; k) =K (&, Ty de; oy = &

Hogy megforditva a Gorpziaer-féle értelemben vett asszo-
ciativitasbol kovetkezik-e 4., err6l nem is beszélhetiink, mint-

s

hogy Govrpziner definici6jaban csak K, szerepel és az eset]\eg

5 GoLpziHER KARoLY: Uber die Verwendung von Mittelwertprozessen in
der Bevolkerungstatistik und in der Zinsrechnung, Skand. Aktuarietid-
skrift 1920. p. 73.

T -
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nem is terjeszthet6 ki tobb szimra, vagy pedig nem egyértel-
mien.® Példaul ha
N )
e b

’

akkor egyben
k = % [Max ; + Min «;],
a megfelelé fiiggvények n—3 esetre azonban mar kiilonboznek.
2. Az ismert kézepek kozott nines meg sem az asszociativ
tulajdonsdga, sem a monotonitasa az antiharmonikus kézépnek :

e x; + xy + -+l :
S 0 e e S

De mind a négy tulajdonsiga megvan még igy is igen sok
fiiggvénynek, melyiket tekintsiik tehat valamely kérdésben va-
16di kozépértéknek? Ez marmost attol a céltol fiigg, amelyre a
kozépértéket folhasznaljuk.

Példaul az x,, x,,..., x, értékl druk dtlagos dra az az érték,
amelyet tulajdonitva az druk mindegyikének, az aruk egyiittes
értéke valtozatlan marad. Ebben az esetben tehat az aritmeti-
kai kézép a megfeleld.

Hogy egy mas esetet is ldssunk, tekintsiink egy aramkort,
melyben két vezet6 van parhuzamosan kapcsolva x,, illetdleg
x, ellenallassal. Mit értsiink e két vezeté atlagos ellendllasdn?
Nyilvan egy akkora ellendllast, hogy, ha mind a két vezetot
egy-egy ilyen ellenallisti vezetével cserélnék ki, az ellendllasok-
nak az &aramkorre valo hatisa vdltozatlan maradna, azaz az
dramkorben tovabbra is ugyanakkora intenzitésti dram folyna,
mint elbb. Ha az eligazasi pontokban a fesziiltség V. illeto-
leg V,, az 4dramintenzitds az egyes vezetdkben 1,, illetéleg 1,
KircuHOFF mdsodik toérvénye szerint:

V, — V, = 4,2, = ©,.

6 A kiterjesztés lehetfséget és eljarasat illetéleg 1. G. AUMANN: Auf-
bau von Mittelwerten mehrerer Argumente L. Math. Annalen 109. 1933,
p. 235—9253.

4
Matematikai és Fizikai Lapok XLIIIL




50 VERESS PAL.

Innen:

Azt kivanjuk, hogy az dtlagos ellendlldsra vonatkozolag is

legyen. Ebbol pedig az atlagos « ellendlldsra a

1 1
v
R

2

Osszefiiggés kovetkezik, ami a harmonikus kozepet definidlja.
Utolsé példanak emlitsiink egy feladatot a politikai szdmtan
korébél. Ha i, t,,..., t, t6kék esedékesek rendre x,, 2,,..., Zn
1d6 mulva, akkor e tékék kozéplejaratin értiink egy olyan x
idét, hogy ha e t6kék mind x id6 mulva volndnak esedékesek,
az egyiittes kamat ugyanakkora volna, mint a valédi esedékes-
ségi idékkel. Az x érték attol fiigg, hogy egyszerd, vagy pedig
kamatos kamatot szamitunk. Az elsé esetben
YAl tlx,—f— tzx?_"‘}"i‘ Ln%n
9% e ol 7 e ol 7
tehat « az x; idéknek a {; sulyokkal képezett aritmetikai ko-
zepe és faggetlen a kamatldabtol.
A masodik esetben x mar a kamatlabtél is fiigg, tudniillik
kell, hogy (v-vel a diszkont-tényezo6t jelélve):
(ytty 4 £) 07 = bvTs | tuPsfoo e e
legyen, ahonnan a kozéplejarat

1
log v

’

X ==

{]og é tw®i —log X ti},
1 1

mint stlyokkal képezett exponencidlis kozép adodik.
Az elsé példaban az arak kézepét kerestik tugy, hogy az
egyiittes ar valtozatlan legyen, azaz, hogy

i e e SR O SR P K s e SO
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legyen; a mdsodikban pedig, hogy
1 1 1 1
#E Ty,
legyen és igy tovdbb.
El6bb tehat azt a hatast, melyet az s valtozok,
illetéleg azok mindegyikének az x valtozoval valo helyettesitése
eldidéz, az

F(xls Hgy ey -'l’.n) ==y + Lo, SR '_{' Ln,

fliggvény méri, a masodikban az

F(xl’ Tgye s Tn) o

))l

fiiggvény, a harmadikban az

F("vl Lasevey Xn) = 4,2 + 1,2 + -+ Enn,
illetéleg az

F(Jq: Tgssne n) = t YLt fgvx’ AE T U
fiiggvény meéri.

A hatdst méré fiiggvény (roviden : hatdasfiiggvény) bevezetésé-
vel jutunk el a kozépérték masodik definiciojahoz: Azx,, @y ..., 2y
értékeknek az F(x,, x,,..., x,) hatdsfugquényre vonatkozo ko-
zepe az a k szdm, melyre

Bk, - . ) =l (e yseesy on).
A & meghatirozéasa ebbdl az osszefiiggéshol a

Bt i L i) 55

egyenlettel torténik, ahol az
T (0 s 1)

fiiggvény inverz fiiggvényét a szokdsos modon [ (x)-szel jeloltik.

Hogy k ebbél az egyenlethél egyértelmien meghatarozhato

legyen, fol kell tenniink, hogy az f(x) fiiggvény a szikebb

értelemben monoton novekvs (v. csokkend). Foltéve még, hogy

a hatasfiiggvény szimmetrikus, k a kozépértékekre kimondott

1. és 2. kovetelménynek eleget tesz. Koézépértéket definidl tehat
4*

.



o
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minden monoton novekvo (csokkend) f(x)-et értelmezdé szim-
metrikus hatasfiiggvény. Hogy % intern kozép legyen, ahhoz
meég ol kell tenniink, hogy ha &, az {x,} értékek legkisebbikét,
#n a legnagyobbikat jeloli,

F (205 Bygsn vy Bg) = FABgs Lonssin s o) 20 ADrss, Lot 5ix3 Lo Ja

Ha a hatdsfliggvény még ezenfoliil maga is minden valtozojd-
nak monoton fiiggvénye, akkor az altala definidlt kézépérték is
monoton, s ha a hatasfiiggvény névekvd, a kozépérték is az. Mindez
a (II) definiciobol kozvetlenill folyik, tekintetbe véve, hogy mo-
noton névekvé fiiggvénynek inverz fiiggvénye is monoton no-
vekva.

Megforditva, minden ko6zépértékhez tartozik hatasfiiggvény,
mégpedig nemesak egy, hanem végtelen sok. Ha ugyanis a

k= K(a"l’ Lgyenns In)
fiiggvény kozépérték, akkor
1 ey AV A b s )
tehdt a K fiiggvény maga is hatdsfiiggvény. De akkor hatas-
fiiggvény K-nak minden ¢ (K) fiiggvénye is, ahol ¢ () barmilyen
monoton fliggvény. Nines is mas hatasfiiggvény, csak olyan,

amely ¢ (K) alakban irhato. Mert, ha F(z,, @,,... x,) a K k6zép-
értéket definialo valamely hatdsfiiggvény, akkor

F(‘rp xes'--s xn):F(K’ K,---, I{) = fp(K)'

3. Az ismeretes kozépértékek legtobbjénél a hatdsfiiggvény
megvalaszthato ugy, hogy

F('Ep Tgyeeny ‘Cn) = f(‘l.l) +f(a:2) SR f(xn)

legyen, ahol f(x) valamely monoton fiiggvényt ]elent Példaul

az aritmetikai kozépnél
f(x)=z,

a geometriainal
f (x) = log x,
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a harmonikus kozépnél

a quadratikus kozépnél
=2

Természetesen az f(x) figgvény helyett mindig valaszthato
az af (x) + b figgvény is, ahol @ és b tetszésszerinti allando.
Az aldbbiakban mindig nemecsékkend monoton fiiggvényrél be-
széliink, de nyilvin éppen tugy lehetne nemnévekvé fiiggvényt
is vélasztani; ez utobbi eset negativ a vilasztiasival az el6b-
bire visszavezethetd.

Most azzal a kérdéssel akarunk foglalkozni, hogy melyek azok
a kozépértékek, amelyek a font emlitett modon egy f(x) foly-
tonos monoton fiiggvénnyel definidlhatok. A monotonitdst, még-
pedig a szikebb értelemben, tehat hatarozottan novekvé voltot
f (x)-rél fel kell tételezniink, mert kiilénben a

ES a

osszefiiggés nem adja meg egyértelmten a k kozépértéket.

Ilyen f(x) fiiggvénnyel valo eléallitishoz sziikséges, hogy
a kozépérték maga is novekvé legyen. Ha ugyanis x:i < ¥i,
(t=1, 2,..., n), de legalabb egy i-re x; <y¥; akkor monoton
novekvo f(x) mellett, (k,-szel az x; valtozok, k,-nal az y; vélto-
z0k kozepét jelolve):

flhg = 3f ) < 370 =1 k)

amibél az f~*(x) monoton névekvé volta miatt &, < k, kévetkezik.
Mésodik sziikséges feltétel az, hogy a kozépérték asszociativ

legyen. Ugyanis ha :
[ = 21 f (),

akkor k-vel jelolve az elsé j véltozo kézepét, (j <n),

i) = 3@
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tehat A
) = —={i - (&) + F @) ++--+ @)},

azaz k kozépértéke a kj, kj,..., kj, Xjs15... 2, valtozoknak is.
Végiil sziikséges foltétel még az is, hogy a kozépérték a valtozoi-
nak folytonos fiiggvénye legyen, amit a kozépérték III. alatti
eldallitdsabol az f(x) figgvény folytonossigat tekintve, azonnal
lathatunk. ‘

Ez a harom foltétel egyiittesen elegendé is a kozépértéknek
ilyen modon valé elédllitasdra. Eppen ezt mondja ki a kévetkezo
KoLmocororr-Nacumo-tétel : 7

Minden folytonos, novekvd, asszociativ kizépertékhez tarto-
zik olyan folylonos, novekvd [ (x) fugguény, mely a kozépérteket

b= (I1)

alakban megadja.

A tétel bizonyitdsahoz az f(x) fiiggvényt kell a kozépérték-
b6l meghataroznunk. E fliggvény meghatarozisa dsszefiiggésben
van Frigr Liror-nak egy régebbi kérdéstételével.

Ez a kérdés a kovetkez6. Mérjiink fel a sik derékszégu koor-
dinatarendszerében az X-tengely x, abszcisszaju pontjaban @ ér-
téket, az «, pontjaban pedig b értéket. Legyen adva vala-

milyen kzépérték: Kyx,y). Az % pontban ‘mérjik  fel a
k—Ka,b) ordinatat, tovibba a w ifletidleg %3&

pontban a K,(a, k), illetéleg K,(%k, b) ordinatat. Az eljarast
tovabb folytatva, az <{wx;, x,)> intervallum fokozatos felezésével
el6allé minden szakasz kozepére mérjik f6l a szakasz szélsé
pontjaiban felmért ordinatak kozépértékét. Ezt a szerkesztési
eljarast alkalmazta Lrieniz a geometriai kozépre, s igy nyerte
az exponencidlis (lanc-) gorbét.® A kérdés marmost az, hogy

7 L. a2 3 és 4 labjegyzetben idézett miiveket, tovabba HARDY—
LITTLEWOOD—POLYA : Inequalities, Cambridge, 1934, p. 158—163.

8 L. pl. LemNxiz—KowaLEwski: Analysis des Unendlichen. Ostwalds
Klassiker Nr. 162, p. 13—14.
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altalaban milyen kozépértékeknél kaphatunk ezzel a Lrisniz-féle
szerkesztéssel folytonos gorbét, és a kozépérték ismeretével
hogyan hatirozhaté meg ennek a gérbének az egyenlete.
Ennek a kérdésnek el6bbi kérdésiinkkel valé kapesolatat a
kovetkezé meggondolds vilagitja meg. Tegyiik fel, hogy ismere-
tes az az [(x) fiiggvény, mely koézépértékiinket (II1) alapjan
definialja. (L. az dbrat.)
A feltételeink szerint

fk) =3 [f (@) + [ (x)],

tehatstazasfi(a i="1. ' és
f () = vy, jeléléssel :

o)

Ez pedig azt jelenti, hogy
az [~ inverz fuggvényre
vonatkozdlag az y, és y,
abszcisszak aritmetikai kozepéhez éppen a k& ordinata tartozik,
vagyis az [~! fiiggvény a Lremniz-féle szerkesztéssel nyerhetd:
A szerkesztési eljaras fokozatos keresztiilvitele helyett i—
Kormocororr-ot kovetve — az f~'(x) = ¢ (x) fiiggvényt egysé-
gesen definidljuk, eloszor példaul a €0, 1) zart szakasz raciondlis
abszcisszaira.
Legyen tehit a koézépeérték az (I) sorozat altal adva. Az a<b
pozitiv szdmokat tetszés szerint megvalasztva, tegyik:
0@ =f"10)=a, o()=F"'(1)=0.
Legyen tovabba x <1 pozitiv raciondlis szam. Egyszertiség
kedvéért irjuk x-et p
AE LG as)
p+q
alakba, ahol p és ¢ pozitiv egész szamok. Definicioképen le-

-4 o -2

gyen marmost

s,(_1'?__) = K(b, Bt rcbioay il sy ) =2 K
Boisd p-szer g-szor
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A definici6 az Osszes racionalis szamokra egyértelmd. Ha
‘ugyanis
’

p = p l= ’
Piq i azaz pq' = p'q,

akkor az asszociativ tulajdonsignak egy mar elébb felhaszndlt
kovetkezménye szerint

Igazolnunk kell, hogy ez a definici6 megfelel a Leisniz-féle
szerkesztésnek. Az elsé ordinatdkra ez azonnal lathato. Defini-
cionk szerint ugyanis:

Sﬁ(é):K(a: b) =k,
tovabba
0@ =K(®b,b,b,a)y=K(b, b, k, k)= K(b, k)

és ugyanugy
' ¢ = K(a, k)

amint azt a LeiBniz-féle szerkesztés eldirja.
Altalanossagban ezt marmost a kovetkezé segédtétellel lehet
belatni:
Ha K asszociativ kozép és x+y=u-+tv, akkor a
k1 e K( b, a) és
Z, Y
kozépértékeknek kozepe :
- b ey )
Kk, k)= K(:H_u’ 4z

Ugyanis

gl b e e G

azonban az asszociativ tulajdonsdg szerint ez utobbiban az
x-szami b és y-szam a helyébe irhato (z+y)-szor a k, kozép,
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ugyanigy a megmarad6é sziamok helyébe (u+v)-szer a k, koze-
piik, tehat

K(xiu,’ yiv) o K(xﬁiy,’ ul—cﬁv) =Kk k)

az x+y = u+v egyenléség folytan.

Ha mdrmost a ﬁ, illetéleg —5—, abszcisszahoz a ¢,, illetéleg

¢, ordinata tartozik, azaz

o K(b: q(—bp) " A(pz qq'a—pq’)

& K(qz’: qq’iqp’)’

akkor a segédtétel szerint:

és

' DI «
gy = K(pq'+qp', 840/ o'+ a0)

és valoban ezt a fiiggvényértéket rendeli definicionk e két
g’ +qp’
299’ _
A ¢ (x) fiiggvény tehat ezzel a racionalis abszcisszdakra egy-
értelmiien definidlva van a Lemsiz-féle szerkesztésnek meg-
felel6leg. Tovabba ¢(x) a racionalis szamokra értelmezett mo-

’

v <5 —12,—, akkor a
q q

abszcissza aritmetikai kozepéhez, a abszcisszahoz.

noton novekvé fiiggvény. Ha ugyanis
Ucsd [ a
T et
P, 4—DP (PQ 49 +pq
kozépben egyiittesen éppen gy ¢g’' szamu « és b szam szcre-
pel, mint a
R R
P49 99 —p4q p, 4P
kézépben, de ez utobbiban p'q > pq’ miatt tébbszor fordul el

a nagyobb b szdm, mint az elébbiben. Es igy a kozépérték
monotonitdsa miatt az utébbi kézép nagyobb az elébbinél.
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Irraciondlis abszcisszakra marmost a definicio folytonosan
terjeszthet6 ki. Ha az x <1 pozitiv irraciondlis szam hatar-
értéke az r,<r,<7r,<--- raciondlis szamok monoton novekvd
sorozatanak, akkor legyen definicié szerint :

¢ (x) = lim ¢ ().

n—ro

Hogy ez a hatarérték létezik és fiiggetlen‘az irraciondlis szd-
mot értelmezé sorozat megvalasztasatol, az tekintettel arra,
hogy a kozépérték is monoton, a monoton sorozatok elméleté-
b6l azonnal kovetkezik.

Hétra van még annak a kimutatdsa, hogy az igy most mar
minden valos abszcisszara értelmezett ¢ (x) fiiggvény folytonos.
Mint monoton fliggvénynek masfajta diszkontinuitasa, mint sza-
kaddsa nem is lehet. Tegyiik fol, hogy az x helyen szakadasa
volna, tehat példaul a szokasos jelolés szerint

p@+0) =y, > 9 @—0)=y,

volna. Legyen K (y,, y,) = k. A K kozépérték foltevésiink sze-
rint monoton és igy a szorosabb értelemben is intern, tehat

Yy >k >y,
Valasszuk az ¢ > 0 szamot gy, hogy
Yypokte>k—ec>y,

legyen. Ehhez az e szamhoz tartozik a K fiiggvény folytonos-
saga miatt olyan d > 0 szam, hogy ha
0<y,— vy, <o és 0<yy—y,<9d,
akkor
k+e> K@y y) >k —e. (IV)

Minthogy y, jobboldali hatdrérték, bizonyara van olyan az
7,>x racionalis abszcisszdhoz tartozé %) ordinata és ugyanigy
oly r,<x raciondlis abszcisszdhoz tartozo y, érték, mely egyen-
l16tlenségiinknek eleget tesz, s még ezen foliil

3 (417 + o, példaul O+ 1) =7r>2.
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A megfelelé K (y). vy.) kozépérték, mely az r abszeisszdhoz tar-
tozik, a IV. egyenlétlenségnek eleget tesz, holott az (x, r) koz-
ben van a k-ndl nagyobb ordindta is, ami a ¢ (x) monoton
voltanak ellentmond. Tehit ¢ (z) folytonos, monoton fiiggvény
s inverz fiiggvénye, f(x) a kézépértéket a tételben kimondott
mo6don megadja.

A tagabb értelemben vett monotonitds, illetve internitas az
f(x) fiiggvény létezéséhez nem elegends. Példdaul & = Max {,z;i}
kézép folytonos, asszociativ és monoton, de nem hatdrozottan
novekvé és nem is tartozik hozza a (I1T)-nak eleget tevd [ (x)
fliggvény.

Az [ (z) faggvény, melynek 16tezését igy kimutattuk, differen-
cidlhato kozépértékre egy quadraturaval meghatdrozhato. Tegytik
f61 ugyanis egy pillanatra, hogy a meghatarozando f (x) figg-
vény is differencialhato. Az [ (x)-et meghatdrozo fiiggvény-
egyenlet :

f [K(zy 2)] = §-[f () + [ (2,)].
Differencialva «, szerint:
PRy B, (o ) =51 @)
mig az x, szerint valo differencialissal:

[ (K) Ko, (21, 25) = 31" (25)-

Két utobbi egyenletiinkbol az f'(K) figgvényt kikiiszobolve:

{ 4 sl I{an(xl: a’a) e [ L
f'(x) = Ko, (@5 &, 1 ().
Tegyiik itt most mar
Ko (s 2y

—_— =% ’ — ’ < _—___a(x)
=l a, =0, [ (€)=a .¢s T @, @) ;

akkor
f@=afa@dc+0. (v.)

Itt valoban két paraméter (a és b) lépett 151, me'gfelelc'ileg
annak, hogy, ha f(x) fiiggvényegyenletiinknek megoldasa, akkor

a f(x)+ b is az.
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Ha tehat van differencidlhaté f(x) fiiggvény, az esak az (V)
egyenlettel adott lehet. Mdasfel6l azonban a szerkesztés szerint
csak egy folytonos megoldds lehetséges (az a és b paraméterek-
tél eltekintve), amely mint monoton fiiggvény majdnem minde-
niitt differencialhato, tehat majdnem mindeniitt megegyezik az
a f a(x)dx + b figgvénnyel s igy, minthogy mindkét figgvény
folytonos, minden helyen megegyezik vele.

Veress Pil.

UBER DEN BEGRIFF DES MITTELWERTES.

Unter einem Mittelwert der n Zahlen: x;, @,,..., @, verstehen wir
nach pE Fmermr eine symmetrische Funktion M (x,, @,,... x,), fiir die

IMil(a s s 5 )
gilt.

Nach einer anderen Definition von O. Caisivt ist m ein Mittelwert
der Zahlen: x,, @,,. .., @, in bezug auf die Funktion F'(x,, ,. .., ),
wenn

B, -, 500) = (el gt L o)
1st.

Es wird gezeigt, dass jede Funktion F'(x,,a,,...,xy), fir welche
F(ax,x,. . .,x) monoton wachsend ist, einen Mittelwert M (&, o,,. . .. ) im
Sinne der ersten Definition eindeutig bestimmt und umgekehrt zu jedem
Mittelwert M (x4, @,,. . ., @n) unendlich viele Funktionen F'(x,, x,,. . ., n)
im Sinne der zweiten Definitionen gehoren, die alle in der Form
¢ [M (z,, a,. . ., )] ausgedriickt werden konnen, wo ¢ (x) eine bhe-
liebige monoton wachsende Funktion bedeutet.

Ist der Mittelwert M (2, ..., @,) monoton wachsend, stetig und
associativ, so gibt es eine monoton wachsende, stetige Funktion f(x),
so dass

F (255 toayan by @n) —F @) F (@) 1+ (o)
gewiihlt werden kann.

Dieser Koumogororr-NAgumoscher Satz wird im Zusammenhang mit
einer ilteren Fragestellung von L. Fesr beziiglich der Verallgemeine-

rung der Lemnizschen Konstruktion der Kettenlinie bewiesen.
P. Veress.



NYOLC ASSZOCIALT PONT ALTAL MEGHATAROZOTT
35 MASODRENDU FELULETROL.

Bevezetés. Hesse egy tétele szerint egy masodrendii feliilet
két polartetraéderének 8 szogpontja mindig 8 asszociglt pont.
Megforditva: 8 asszocidlt pontbol barhogyan alkossunk is 2
tetraédert, ezek mint poldrtetraéderek, mindig meghatdroznak 1
és csakis 1 masodrendu feliiletet.

Ennek a bizonyitdsihoz sziikségiink lesz Revenek a torz-
otszogek poldris tulajdonsdgairol: tett néhany megdllapitésara.
Egy torzotszég 10 szemkozti elempérja t. i. a tér egy tetszé-
leges sikjabol egy polarmezé 10 homolog elempérjat metszi ki.
E polarmez6 benne van abban a térbeli polaritisban, melynek
az Otszog barmelyik 4 szogpontja alkotta tetraéder a polar-
tetraédere és melyben az 5-ik szogpont polarsikja tetszélegesen
felvett sikunk. Ugyanezen polarmezé polarhdromszogeit metszik
ki az 6t szégponton dtmené harmadrendd térgérbék is sikunk-
bol. (A kutpszeletsorokra vonatkozo Desamrcues-féle tétel egyik
analogonja.)

E megillapitasokhoz kapesolodik tovabba még egy Hesse-féle
tétel, mely szerint, ha 8 asszocidlt pont koziil barmelyik 6 ponton
4t harmadrendi térgorbét fektetiink, akkor a 7-ik és 8-ik pont
Osszekotd egyenese e gorbének bisecansa lesz. Ezek utin ki-
mutatjuk, hogy a 6 kivalasztott pont alkotta torzhatszég 10
szemkozti sikparja a 7-ik és 8-ik pont Osszekoté egyenesét egy
involuci6 10 homolog pontparjéban metszi és ebben az invo-
lucibban maga a 7-ik és 8-ik asszociilt pont, valamint az elsé 6
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pont meghatdrozta harmadrendu térgorbe altal kimetszett 2 pont
is homolog pontpar.

Nyolc asszocialt pont most méar 35-féleképpen bonthato fel
tetraéderparokra és igy 35 masodrendu feliiletet hatdroz meg.
Feliileteink mindegyikébél az 6t megadd 2 polartetraéder élein
levé pontok és lapjain levé kupszeletek kénnyen szerkeszt-
heték. A feliileti pontok az elébb emlitett involuciok kettds-
pontjai gyandnt adodnak, a kupszeletek pedig a 3 pont sikjan
a tobbi 5 pont meghatdrozta poldrmezék magktpszeleteiként.
A 8 asszocialt pont 28 egyenest és 56 sikot hatiroz meg; igy
28 pontpart és 56 kupszeletet kapunk: a pontparok mindegyikén
15, a kupszeletek mindegyikén pedig 5 feliilet megy at a 35
koziil.

Ha 35 feliiletiink koziill kett6t kivalasztunk, ezeknek vagy
2 kozos kupszeletiik van (az elébbi 56 kupszelet kozil), vagy 4
k6zos pontparjuk (az elébbi 28 pontpar koéziil). Utobbi esetben
a 4 pontpdaron még egy 3-ik felilet is dtmegy, vagyis e 4 pont-
par 8 asszocidlt pontot jelent. A 28 pontpar dsszesen 108 ilyen
asszocialt pontnyolcast ad meg.

A 28 pontpar mindegyike, mint lattuk, 15 feliileten van
rajta, a tobbi 20 feliilet mindegyikére nézve pedig konjugilt.
Olyan feliillet pedig, melyre nézve a 8 asszocidlt pontot tevé
4 pontpar mindegyike konjugdlt, a 35 felilet kozott 8 van.

Végiil bebizonyitjuk, hogy ha 8 asszocidlt pontunk valos,
akkor a 35 feliilet kozill mindig csak egy felilet képzetes, 34
pedig valos, és pedig 16 felillet elliptikus, 18 hiperbolikus.
A 28 pontparbol 12 képzetes és 16 valés, az 56 kipszeletbél
pedig 8 képzetes és 48 valos.

1. §. Egy mdsodrendii felilet ket poldrtetraéderének 8 szég-
pontja 8 asszocidlt pont. (Hessg).*

Legyen A,A,A,A, és A,A,A,A; a két polartetraéder. Bebi-
zonyithato, hogy e két tetraéder 8 szogpontjdn és 2 nem kon-
jugalt élén at mindig fektethetd mésodrendd  vonalfeliilet.

1 L. REVE: Geom. d. Lage III. (1892) 196. old. és II. 135. old.

.
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Ugyanis két nem konjugalt egyenesen levé ama siksorok, me-
lyekben a konjugdlt sikokat feleltetjiik meg egymasnak, pro-
jektivek, és igy példaul:

A4,(A;4,4,4) N\ A,A,(A,4,AA,).
Egytttal tehat:
A A, (AgAAA) N A A (AA,4,4,),

és e két utobbi projektiv siksor képzédménye valoban olyan
masodrendi vonalfelillet, mely dtmegy mind a 8 pontunkon és
az A,A,, A,A, egyeneseken. Ugyanigy a 8 szogpont barmelyik
két nem konjugalt éllel masodrendi vonalfelillet dltal kotheto
Ossze és igy szogpontjaink eléallithatok 3 mdisodrendu feliilet
metszéspontjai gyanant, tehat valéban 8 asszocidlt pontot je-
lentenek.

2. §. Egy torzitszog 10 szemkizti elempdrja o tér eqy
tetszdleges silkjdbol eqy poldarmezd 10 homoldq elempdrjdt metszi
ki. K poldrmezd bennfoglaltatik abban a térbeli poldrrendszer-
ben, melynek az otszég 4 szogpontja alkotta tetraéder a poldr-
tetraédere és melyben az 5-ik szogpont poldrsikja poldrmezink
stkja.?

Legyen A,4,4,4,A, a torzotszog és e az adott sik, mely
egyik szégpont-ra sem illeszkedik. A torzotszog egy szemkozti

" elempdrjan mindig egyik élét és a fennmaradé 3 szogponton

levé sikjit értjiik, példdaul: A,A, és A,A,A;. A szemkézti elem-
parok szédma : (3) — (g) —10:

Az A1A2A3A; tetraéder mint polartetraéder és A, ¢ mint
poélus és polarsik, meghatdroznak egy térbeli poldirrendszert.
Ebben 6tszogiink minden szemkézti elemparja konjugdlt elem-
par. Ugyanis az A, pontra illeszkedé minden €l (pl. A4 at-
megy szemkozti sikjinak (4,4,4,-nak) a polusin és az A;-re
illeszked6 minden sik (pl. A,A,A;) 4atmegy szemkozti élének
(4,A,-nek) a konjugaltjin.

2 L. ugyanott II. 135. old.
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Messiik most mar e polarrendszert az e sikkal. Mivel
példaul az e.(A,4,) pont polarsikja A;.(4;4,) sik, azért az e
polirmezejében e.(4,4,) és e.(4,4,4;) polus és polaris. Tovabba
példdul az e.(4,4,4,) egyenes konjugiltja A,A, és igy e sikon
e.(A,4,4,) és e.(A,4,) polaris és polus. Lathaté tehat, hogy
az e sikbol otszogink minden szemkozti elemparja (akar a sik,
akdar az él illeszkedik A,-re) valéban a kérdéses polarmezének
egy homolég elemparjat metszi ki.

E metszet egyébként egy jolismert (10,, 10,)-konfijurdcio.
Ugyanis o6tszéglink minden élén 3 sik és minden sikjin 3 él
van, tehiat a metszet minden pontjan 3 egyenes és minden
egyenesén 3 pont van. Mivel a metszetet tulajdonképpen az
A A,A, haromszognek az A, és A, pontokbol az e sikra valo
ALALA,, AJAL A projekeioi, tovabba az e.(4,4,)=S pont és az
e.(4,4,4,)=s egyenes alkotjik, és mivel A A7, A,4;, A, A; egye-
nesek az S pontra, az A}A,.ATA,, AA5.A545, ALA.AZAT pon-
tok pedig az s egyenesre illeszkednek, azért vilagos, hogy kon-
figuracionk azonos azzal a DesareuEs-féle konfiguracidval, me-
lyet két perspektiv haromszég, valamint perspektivitdsuk cent-
ruma és tengelye alkot. A konfiguracionak a poldrmezé révén
osszetartozd 10 elemparja a kovetkezo :

A és AJA5; A, és AAY; A; és ATA;;
Al és ALAL; A, és ALAL; A és AjA,;
végiil S és s.

3. § Egy torzitszég kiré irhatd kétszeresen végtelen sok
harmadrendii térgérbe az Gtszég eqyik szogpontjdra sem illesz-
kedd sikbol ugyanazon poldrmezd poldrhdromszigeit metszi ki,
melyet az 6tszog szemkizti elempdrjai hatdroznak meg a stkon.?

Megtartva jeloléseinket, az e sikon vegyiink fel egy tetszéleges
p egyenest. Ez mint bisecans az A,, 4,, 4,, 4,, A, pontokkal
egyiitt megad egy harmadrendii térgoérbét: R3-t. Ugyanis az

A A, (A,4,4)) A P(A4,A,) és A A (A, 4,A) A p (A1A2A3)

3 L. Reve: id. h. II. 225. old.
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projektiv siksor-parok képzédményeiként keletkezé 2 masodrendii
vonalfeliilet p egyenesen kiviil éppen olyan R*-ban metszi egy-
mast, melynek A, 4,, A, A,, A; pontjai, p pedig bisecansa.
Ez az R® gérbe az ¢ sikot p-nek 2 valos, vagy konjugalt-
képzetes pontjaban és egy 3-ik, okvetlenill valés P pontban
metszi; e pontot rendeljiik p egyeneshez homolog elem gyanént.

Ugyanigy az e sik tetszéleges Q pontja is megad az
Ay, Ay, Ay Ay, A, pontokkal egyutt egy 3§ gorbét, mely példaul
a kozos alkotoival biro

Q(A,A,AAA), A (QAA,A4,A,)

méasodrendii kuapfelilletek metszésgorbéje gyanant szerkesztheto.
Ez az R gorbe az e sikot még 2 valos, vagy konjugilt-
képzetes pontban metszi, melyek Gsszek6té egyenese: ¢ okvet-
leniil valos és ezt rendeljiilk () ponthoz homolég elem gyandnt.

Ha mar most a () pont illeszkedik a p egyenesre, akkor az
R? R3 gorbéken dt egyetlen mésodrendu feliilet: F'* fektethetd
azaltal, hogy Rj-nek egy tetszéleges pontjiabol bisecanst htizunk
R%-héz; ez R3-nek csak egyszeri secansa és igy vele egy
mésodrendti vonalfelillet altal 6sszekothets. Ez az ['* feliilet
tartalmazza az e sik P, Q) pontjait és p, ¢ egyeneseit, mivel
ezek R®nek, illetéleg R3-nek pontjai, illetéleg bisecansai. Ezért

® és e sik metszete a p, ¢ egyenesparbol dll; csakhogy Q
pont a p egyenesen van, P pont pedig nincs rajta, a P pont- ‘;
nak tehdt ¢ egyenesen kell lennie. Ezzel be is bizonyitottuk,
hogy P és p, valamint Q és ¢ egy polirmezé homolog elem-
parjai és hogy az A,, 4, A, A,, A, pontokon atmend birmely
harmadrendii térgorbe oly hdromszég szégpontjaiban metszi az
¢ sikot, melynek minden oldala a szemkézti sz6gpont polarisa,
mely tehat poldrhdromszog.

Ez a polarmezé azonos az 0tszég szemkozti elemparjai altal
meghatdrozott polarmezével, mert ha () pontot példiul az
A,A,A, sikon vessziik fel, akkor az dltala megadott R® gorbe
szétesik az A,4,4, sik egy kupszeletére és az A A, élre, tehdt
az ¢ sikkal valo polarhdaromszég-metszetének 2 szogpontja valo-

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIIL 5
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ban az e.(4,4,4;) egyenesen van, a 3-ik pedig az e.(4,4))
pont.

A 2. és 3. §-ban targyalt két tétel a teljes négyszogre és a
szogpontjai meghatarozta kiupszeletsorra vonatkozd DEsARGUES-
tétel térbeli analogonjénak tekinthetd.

4. § Ha 8 asszocidlt pont kizil bdrmelyik 6 ponton dt
harmadrendil térgorbét szerkesztiink, ennek a 7-ik és 8-ik pontot
osszekotd egyenes bisecansa -lesz. (Hesse tétele).*

Kimutatjuk eldszor, hogy 2 elséfaju megyedrendii térgorbeé-
nek legfeljebb 8 kozos pontja lehet. Legyen ugyanis az R, R}
gorbék 3 kozos pontja A,, 4,, A; és a 2 gorbét az A, A,
bisecansukkal 6sszekoté masodrendi vonalfeliiletek : @° @}, E fe-
liletek az A,A, alkoton kiviil egy R® gérbében metszik egy-
mast, melynek tehat A,;A, szintén bisecansa, atmegy A, ponton
és az R* R§ gérbéknek minden A,, 4,-t6l kiilonbéz6 metszés-
pontjan is. Ugyanigy az A, A, bisecans oly R} gorbét szolgiltat,
mely atmegy A, ponton és az R* Rj gérbéknek minden 4,, A,-
tol kiilléonb6z6 metszéspontjan. De R*nek és Rj-nek legfeljebb 5
kozos pontja lehet, és mivel 4,, A,, A, kozt nincs kozos pontjuk,
azért R*-nek és Ri-nek valoban legfeljebb 8 kozds pontja lehet.

Ha R*nek és Ri-nek valoban 8 kozos pontja van, akkor
ez a 8 pont asszocidlt, mert eléallithato, mint 3 masodrendi
felillet 8 metszéspontja. Legyen-e 8 metszéspont: A, A,,..., 44
és R® legyen az A,, A,,..., A, pontok meghatarozta harmad-
rendti térgorbe. Az R*-et, illetéleg Ri-et kozos A,Ag bisecan-
sukkal 6sszekoté @2, @2 masodrendd feliletek az A,A; alkoton
kiviil éppen az R® gorbében metszik egymast és igy ennek
A, A, egyenes valoban bisecansa.

5.§. Ha két tetraéder 8 szégpontja egy harmadrendii tér-
gorbe 8 pontja, vagy pedig 8 asszocidlt pont, akkor mindig van
eqy és csakis eqy olyan térbeli poldrrendszer, melynek e ket
tetraéder poldrtetraédere.

Legyen tehat el6szor A,4,4,4, és A,A,A,A, egy R® gorbébe

& L. Reve: id. h. III. 21. old.
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irt ket tetraéder. Az A,4,4,A4, poldrtetracder és az A, A4, A,
polus-polédrsik-par meghatdroz egy = polarrendszert, melybdl az
A, 4,4 sik egy polirmezét vilaszt ki. Mivel a 3. §. szerint az
Ay, A,y Ay, A, Ay pontokon dtmené minden harmadrendd tér-
gorbe e polirmezének egyik polirhiromszogét metszi ki az
A A Ag sikbol, azért A A,A, hdromszég maga is polarhdrom-
sz0g és A, A A Ag polartetraéder a = polarrendszerben.

Ha pedig 4,, A,,..., A, 8 asszocidlt pont, akkor az A,A,A,
sik dltal a = polarrendszerb6l kivalasztott poldrmezében A,
poldrisa ismét A A, egyenes lesz, mert az 4,, 4,, 4, A,, 4,, A,
pontok meghatarozta harmadrendid térgérbének A,A4, egye-
nes a 4. §. szerint bisecansa. Az A4,, A,, 4,, A,, A, A, és
A, A, A, A, A, Ay ponthatosok meghatirozta harmadrendt
térgorbék révén pedig arrol gy6zédhetiink meg, hogy A, pont
polarisa A,4,, A,-é pedig A,A,. Ennélfogva az A A,A, most
is polarhdaromszog, illetéleg A,A4,4,4, most is polartetraéder a
7 polarrendszerben.

E bizonyitds egy mellékeredményre is vezet. Ha ugyanis
az A, 4,,..., A, pontok meghatdrozta R® gérbének az A,4,
bisecansdval- valo metszéspontjai: X, Y, akkor ezek is konjugalt
pontok a 7 polarrendszerben, mert az A A, A, sikon keletkezé
polairmezének A XY is polarhiromszoge.

6. §. Nyolc asszocidlt pont kizal bdarmelyik 6 pont alkotia
torzhatszég 10 szemkozsti sikpdrja a 7-ik és S-ik pont dsszekotd
eqyenesét eqy involucid 10 homoldg pontpdrjdban metssi; ebben
az involucidban homoldg pontpdr maga a 7-ik és 8-ik asszocidlt
pont is, valamint az elsé 6 pont meghatdrozta harmadrendi
térgorbe dltal kimetszett 2 pont is.

Legyen ismét A,, 4,,..., A, a 8 asszocidlt pont és va’llasszu.k
ki az A,A,A;A,A A, torzhatszoget. Ennek szemkozti sikpdrja
példaul A,A,A4,, AAA, vagyis két olyan sik, mely egyiittesen
mind a 6 szégpontot kimeriti. llyen szemkézti sikpar Gsszesen
l(g) = 10 van.

2
Az 5. §-ban lattuk, hogy az A, A, A,=e sikon az A A AA A
5*
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Otszog altal létesitett polairmezé bennfoglaltatik abban a = polar-
rendszerben, melynek A,4,4;4,, A,A,A A, polartetraéderei.
E polarmezében pl. 4,4,4, és A,A; nyoma polaris és polus,
tehat (A,4,4,).(4,4,) polarisa az A,A.A; sik nyoma lesz (mert
A,A, polusa A)). De akkor az A,A4, egyenest A,4,4, és A,AA,,
és ugyanigy a hatszog minden szemkozti sikparja is a z polar-
rendszer szerinti konjugalt pontparokban metszi, amivel téte-
lilnket igazoltuk is, mert e konjugalt pontparok valéban invo-
luciot alkotnak és az 5. § szerint ebben A,A,, valamint X, V
is involucios tarsak.

7. §. Nyolc asszocidlt pont 35-féleképpen bonthato fel tetra-
éderpdrokra és igy 35 poldrrendszert, vagyis ezek magfelile-
teiként 85 mdsodrendii feliletet hatdroz meg. E feliiletek mind-
eqyike az ot megadd két poldrtetraéder 12 élén levd 24 pontja,
illetéleg a 8 lapon levé 8 kipszelete révén szerkesztheti.
8 asszocidlt pontunk 28 egyenest és 56 sikot hatdroz meq,
ami 28 pontpdrt és 56 kiipszeletet jelent ; 35 mdsodrendii felii-
letiimk Lozil e pontpdrok wmindegyikére 15 és e kipszeletek
mindegyikére 5 feliilet illeszkedik.

Legyen ismét A,, 4,,.... A, a 8 asszocialt pont. A kovet-
kezokben az A;A; egyenest a;-vel, az A;A;Ay sikot aijk-val és az
AiAjAKA, AnAnAcA, polartetraéder-par meghatarozta = polar-
rendszer magfeliiletét [, vagy [hnop jellel jeloljiik. E tetraéder-

parok és egyuttal a magfeliilletek szédma: % (2) = 35; az a;

egyenesek szama: = 28, az a;; sikoké pedig: (3 ) =100

2

Az F}iqg = Fiunop felilletnek példdul az ay tetraéder-éllel valo
két metszéspontja: Dj, Djj nem mas, mint a felilet dltal az a;
egyenesen indukalt involucio két kettéspontja, ez az involucio
pedig a 6. §. szerint mdr a 8 asszocidlt ponttal egyiitt adva
van: az AAAnA,A,A4, hatszég 10 szemkozti sikparja hata-
rozza meg az a; egyenesen és benne 4;, 4; is involucios tarsak.
A Dj;, Dj; pontok természetesen harmonikusan vilasztjak szét
az involucié minden parjat és igy az A;, A; part is. Ily moédon
valohan 24 pontjit kapjuk feliletiinknek: mindkét polar-
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tetraéderének 6—6 élén levé pontjait. De ezaltal mar a 8
tetraéderlapon levé kupszeleteit is ismerjiik a feliiletnek : példaul
az ajj lapon levé K7 kupszelete nem mas, mint az a;j sikon
az A AnAndoA, 6tszog 10 szemkozti elemparja dltal meghata-
rozott polirmezé magkupszelete. Ennek természetesen A;4,4,
is polarharomszoge és igy dtmegy a

! ! T " 13
D,;,-, D?j; -Djlu ik 5 D;fi, Dk/i,

pontokon, melyek meg is hatarozzak.

A 28 a;; egyenes és az 56 a;; sik mindegyikén van egy
Dj;, D;j pontpar, illetéleg egy K7, kupszelet. Igy 6sszesen 56
D;; pontot és 56 K kupszeletet nyeriink. A 35 feliilet koziil
minden D}, Dj; pontparon (g) = 15 felilet megy &t, mert
ennyi tetraédernek az éle «@; és minden K7 kupszeleten

(?) =5 feliilet megy at, mert ennyi tetraédernek a lapja aij.

8.§ A 385 Fjy felilet kozil kettst kivdlasztva, ezek vagy 2
kozos K3, kupszelettel, vagy 4 kézés Dy pontpdrral birnak.
Utébbi esetben a 4 kizds pontpdron eqy 3-ik feliilet is dtmegy,
vagyis e 4 pontpdr 8 asszocidlt pontot jelent. A 28 Dy pont-
pdr 105 ilyen asszocidlt pontnyolcast ad meg.

Ha két feliiletet felirunk Fi; alakban, akkor kozos indexeik
szama lehet: 3, 2, 1 vagy 0. Tekintve, hogy a kozos index
nélkiili feliletek azonosak: Fiu= Finops az 1 kozés index
esete pedig azonos a 3 kozos index esetével: példdul F2u és
F20= F2u, azért valojaban csak kétféle eset fordulhat eld:
felilleteinknek 3 vagy 2 kozos indexik van.

Ha a két feliiletnek 3 kézos indexe van, akkor két K kiup-
szeletben metszik egymast : példdul az Fu=Fpnop Fomu=Lrnoi
felilletek a Kj;, Kpno kapszeletekben, mert aju és @mno k6zos
polartetraéder-lapjuk.

Ha a 2 feliiletnek csak 2 kézés indexe van, pl. Fiu = Fiunops
F}n = Fiop, akkor mindenesetre kozos pontjaik a kévetkezok :

"

" ’ 1= ’
D;j, D;J', D’kh_Dkl; Dmm Dmn: op? op>
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(mert @i, Ariy Amn, Aop k6z6s polartetraéder-éleik). E 8 pont valé-
ban asszocidlt, mert egy 3-ik feliilet is atmegy rajtuk, tudniillik
Fijgop = Fiunn-

Lathato tehat, hogy a 28 Dy-pontparb6l 4 olyan pontpar,
melynek indexei egymastol mind kilénbozék és igy kimeritik
mind a 8 indexet, mindig 8 asszocialt pontot jelent, mert raj-
tuk a 35 felillet k6ziil 3 megy keresztiil. Ilyen asszocidlt pont-
nyolcast e szerint annyit kapunk, ahanyféleképpen 8 szam fel-
bonthaté 4 szamparra. Jeloljiik dltalaban Zy,-nel azt a szamot,
mely megmondja, hogy hanyféleképpen lehet beosztani 2n ele-
met 7 elemparra. Tekintve, hogy a 2n elem mindegyike a tobbi
9% — 1 elemmel pdrosithaté és e 2n — 1 elempar mindegyike
annyi csoportban van benne, ahinyféleképpen a fennmaradd
2n—2 elem felbonthato n —1 elémparra, azért a kovetkezd
rekurziv formulat kapjuk:

ZQn = (Qn =, 1)-Z-2n—2-
Csakhogy Z,=1, tehat
Z,=3.1=3, Z,=5.3.1=15, Z, = 7.5.8.1=105

és teljes indukcioval (képletiink alapjan):
Zop = (20 —1) (2n — 3) (2n —5)...5.3.1,

vagyis az els6 m paratlan szam szorzatdval egyenlé. Az 56
D;-pontbdl e szerint Z;=105 asszocidlt pontnyolcas készithetd.

9. §. Bdrmelyik D}, Djj pontpdr a rajta dt nem meni 20
mdsodrendii felilet mindegyikére nézve konjugdlt. Olyan felii-
let pedig, amelyre nézve eqy asszocidlt pontnyolcast tevé 4 pont-
pdr mindegyike konjugdlt, a 35 felilet kézétt 8 van.

A Dj;, Dj pontpar nines rajta pl. az Fijum = Fj,, feliileten,
melynek

AiArA 1A, AjALAA,

a meghatarozé polartetraéderei. E feliilet altal az a;; egyenesen
indukalt involucioban e szerint A; tdrsa az a@.amm = B; pont,
A; térsa pedig az @y.an.p = B; pont. Igy tehat B; és B;, mint
az ApdiA,,A,A,4, hatszég egyik szemkézti sikparja altal ki-
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metszett pontpar, involucids térsak a Dj;, D) kettéspontokat
definidlé involucioban. Mivel ugyanebben A; és A; is involucibs
tarsak, azért az involuciés rokonsagot A szimbolummal jelélve :

DDUAB; N DyDyd,B:;
D;DiA;B; N\ DyD;B;A;,
D;DAiB; 1\ DjDjBi4;,

csakhogy:

és igy:

s6t a homolog Djj, Dj; pontpar involutorikus volta miatt :
1)
D;;DijA;B; N\ DiiD;iB;A,; .

Ilyenforman a Dj;, D'} is involuciés tarsak abban az involuci6-
ban, melyben A; parja B; és A; parja B;, vagyis Dj;, Djj is kon-
jugalt pontpar az Fjym = Fjop feliiletre nézve és ugyanigy
minden rajta 4t nem mend feliiletre nézve. E feliiletek szdma :
35 —15 = 20.

cialt pontnyolcast, pl. a kovetkez6t :
«D;j: Dl',},’ Djq, Dlvél; s Diiisis Dlop: Dgp'
E 4 pontpar mindegyike konjugalt lesz mindazon feliletekre
nézve, melyek egyikiikon sem mennek keresztil. Ilyen felilet
pl.: Fimo = Fjinp. Mivel az i, j; k, | indexekbél négyféle olyan
parositast készithetiink, melyben maguk az i,7; %, l parok nem
fordulnak elé6 : _ _
ik; i, U5 5, k5 0
és ezek mindegyikéhez hozzakapcsolhatjuk a hasonlé médon
alkotott
m,0; m,p; N, 0; N, P
piarok mindegyikét, azért igy 16 indexnégyest, ill. 8 olyan felii-
letet kapunk, melyre nézve 4 pontparunk mindegyike konju-

galt. Ezek:

2

LR nl —
I—:I,cmo ]lnp, Ekmp = F]mm ano = L' jlmp> sznp = U jimo»
42,
deo = F,Imp, Fump - -Fﬂcnm I':lno = F}kmp, 1lnp = Fﬂmm

) SO T |




72 ELEK TIBOR.

10. §. Nyolc valds asszocidlt pont dltal meghatdrozott 35
—mdsodrendi felilet kézul mindig csak 1 felilet képzetes, 34
pedig wvalds és pedig 16 elliptikus, 18 hiperbolikus. Az 56
Dipont kizil 24 képzetes és 32 walds, az 56 Kj-kupszelet
kozil pedig 8 képzetes és 48 valds.

Elészér azt bizonyitjuk be hogy, ha 8 asszocialt pontunk
valos, akkor nem lehet mind a 35 felillet képzeles. Tegyiik fel
e véghdl az ellenkezdjét, vagyis hogy minden felillet képzetes,
igy pl. az Fp,, = F3 felillet is. E feliilet tehat minden egye-
nesen elliptikus involuciét indukal és ezért pl. az a,, egyene-

Sen az
Ayy (o055 Ay, (yye48

pontpdrok szétvalasztjak egymdst. Akkor viszont az
Ay Ag; (g Oy Gy Oygq

pontparok nem véla‘sztjék szét egymast, vagyis az a,, egyene-
sen az A, A A A A A, hatsz6g meghatdarozta involucié hiper-
bolikus és igy kettéspontjai: D),, DY, valosak. E szerint az a
15 feliilet, mely e 2 ponton dtmegy, nem lehet képzetes.

A tovabbiakban az is ki fog deriilni, hogy walds sem lehet
mind a 35 feliilet, s6t az is, hogy a valés felilletek koziil nem
lehet mind sem elliptikus, sem hiperbolikus. Az egyes tipusok
ismertetdjelei: képzetes feliilet polartetraéderének minden éle
elliptikus (a rajta indukdlt involucié természetére nézve), mig
a valosak kozill az elliptikus feliilet polartetraéderének egyik
lapjan levé 3 éle elliptikus, a szemkézti szégponton levé 3 éle
pedig hiperbolikus; végiil hiperbolikus feliilet polartetraéderé-
nek csak 2 szemkoézti éle lehet elliptikus, a tobbi 4 él mind
hiperbolikus. .

Tételezzitk most mdr fel, hogy mind a 35 felilet valds (hi-
szen lattuk, hogy kell valés feliiletnek lenni) és hogy mind
elliptikus. Ekkor pl. az

‘F?ESG = F‘3678’ 'F?Ms = F3078

feliiletek is elliptikusak. Ezeknek 2 kozés kupszeletik van:
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K3, és Ki... Bebizonyitjuk, hogy ezek koziil az egyik képzetes,
a masik valos. Legyen pl. Kj,, képzetes. Akkor az

Qyg) Qg5 Qs
élek elliptikusak, a kovetkezé élek:

(a1s Uagy oz Oy Oz, (g

pedig hiperbolikusak. Ebbél mar kévetkezik, hogy az
Flais = Fgns €5 Flys = Fig;,

felilletek hiperbolikusak, mert az A,4,4,A, tetraéder élei ko-
zil az
al‘L” aiS; ali’ (125

szemkozti élparok hiperbolikusak, viszont a,; és igy a vele
szemkozti a,, él is elliptikus. Hasonloképpen az A,A4,4,A. tetra-
édernek is csak két éle elliptikus: a,; és a,,. Igy tehat a K
kupszelet két hiperbolikus felilleten is rajta van, vagyis valos.

Ha viszont abbol indulunk ki, hogy az elliptikus Fi,,=F7,.,,
Fi . =F3,¢ felilletek 2 kozos kupszelete kéziil az egyik valos,
akkor a masikrol deril ki, hogy képzetes. A jelolések bonyoli-
tasanak elkeriilése végett ne K7 ,-r6l, hanem Kj .-r6l tételezziik
fel, hogy valos. Ekkor az A,A,A; polarharomszégnek csak az
egyik oldala elliptikus: legyen ez g, az d,, és a,q pedig hiper-
bolikusak. Most mér, mivel A,4,4,4; egy elliptikus feliilet
polirtetraédere, azért tobbi élei koziil csak g, lehet még hiper-
bolikus; az AA,A; lapon lévék: a,, és a4 elliptikusak.
Hasonléképpen az A,4,A4.A4; tetraédernck még az a,, éle hiper-
bolikus, a,, és a, elliptikusak. Igy azonban az A, A A A, tetra-
édernek 5 GlErol: (g, Uy Qyys Aoy gy Elekrol mar tudjuk, hogy
elliptikusak, de akkor a 6. él: a,, is elliptikus és az Fom_Fm7
feliilet képzetes. A KZ,, kupszelet, mely ezen rajta van, ilyen-
forman szintén képzetes. Az F2, =Kl [lys=13y, felilletek
ezittal is hiperbolikusaknak mutatkoznak. Ugyanis az 4, A A A
tetraeder szemkozti élei kozill a4 és dg, elliptikusak (utobbi

i. A,A,A,A,nek is éle); mivel pedig dy; és ds hiperboliku-
sak, azért a veliikk szemkozti g, ill. @z, élek is hiperbolikusak
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és igy maga az I}, felilet, valamint hasonloan F7,. is, hiper-
bolikus.

Mindenképen beigazolodott tehat feltevésiink helytelensége,
vagyis nem lehet mind a 35 felilet elliptikus, sé6t valés sem
lehet mind a 35, mert képzetes feliiletet is talalunk valos ellip-
tikus feliiletekb6l kiindulva. Ha még bebizonyitjuk azt is, hogy
nem lehet mind a 35 felilet hiperbolikus, akkor mdr igazoltuk
a fentiek alapjan, hogy vannak képzetes és valos feliiletek és
utobbiak kozt vannak elliptikusak és hiperbolikusak.

Tegyiik fel tehat, hogy minden felilet hiperbolikus. Akkor az

I;"éﬁ = Fgﬁ/s’ "347 = F;618

felilletek mindkét kozos kupszelete : K3, és K2 ¢ valos, vagyis az
AA A, A A A
haromszégek oldalai koziil esak 1—1 lehet elliptikus; valasz-

szuk gy a jeloléseket, hogy a,,, ill. a,, legyen ez a két oldal.
A polartetraéderekben ezekkel szemkozti élek, vagyis

a’ls’ “37; a35’ a17

tehat szintén elliptikusak, minélfogva
F-‘ = F‘ F;:"345 = FZG78

1285 — 4678

mar elliptikus feliiletek, mert dtmennek a képzetes K3, és a
valos K2, ktpszeleteken!
Eddigi meggondolasainkboél kiderilt, hogy az

Flass = Florer Flaus = Flss
feliiletek elliptikus volta maga utan vonja az

Flas = Fiorer Faois = Fion
felilletek hiperbolikus voltat és megforditva. Jeloléseinket min-
dig gy valasztottuk, hogy elliptikusnak az

(ygy gy Usq5 Qgys Qgg

éleket, hiperbolikusaknak pedig az

Agys Uags (g5 Uygqs Qygy Qg5 Gggs g
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éleket vettiikk. Ekkor a hiperbolikus feliiletek polartetraéderei-
ben az a,-cal szemkozti ag;, a,, élek ismét elliptikusaknak, a
tobbi élek :

Qgys Qgg 5 Uygs Oyg

pedig hiperbolikusaknak bizonyultak. Az elliptikus feliiletek
polédrtetraédereiben pedig K3,; kupszelet valés és a,, él ellip-
tikus voltandl fogva a K3, ill. K3, kupszeletek bizonyulnak
képzeteseknek, az élek kozil pedig

Qggr Qgg 5 Ugyr Uogg

elliptikusaknak és a,,, a,, hiperbolikusaknak.
Most mar 25 él természetét ismerjik; még 3 él hianyzik:

Qg5 575 Asge

Amde az F2,,, = F2,, feliilet hiperbolikus, mert 4,4,4,4, polar-
tetraéderének élei koziil csak a,; és a,, elliptikusak. Viszont
masik polartetraéderében a,, elliptikus és igy a vele szemkozti
a.. €l is elliptikus, «@,, és a,, pedig hiperbolikusak.

Lathato tehat, hogy a 28 «;egyenes kozil mindenképpen
16 bizonyul hiperbolikusnak és csak 12 elliptikusnak : fenti
jeloléseink mellett az A,A,A,A,," A,AA A, tetraéderpdr 12 éle.
Ebbél az is kovetkezik, hogy csak az I7y,=F7%,, felilet lehet
képzetes, « 16bbi 34 felilet valds. A valos feliletek kozil ellip-
tikusak most mar azok lesznek, melyeken képzetes kiipszeletek
is vannak, vagyis melyeknek 3 kézds indexiik van az Fl,,,
feliilettel. Mivel tehat e feliiletnek csak egyik indexét kell ki-
cserélni a 2, 4, 6, 8 indexek valamelyikével, azért 44— 16
elliptikus feluletiink lesz, a 16bbi 18 hiperbolikus.

Az elliptikus feliiletek :

2 — T2 — 2 = 2 Bt
F§357= 14487 Fz'457:F12n’ F‘;567—F‘;248’ Fssva-—Fizus’
— I 2 — 2 B
Ffw:Ffim» FL“:F%“, F1567—‘F:.:348’ Fls’ls‘— 23487

;s St — 7=
Ffzszfsos’ Ffsu:F:ses’ F13a7:F§4ss’ Ffavs— 24567

e e 2 — 2 e ==y
ngss'E'Ffﬂs’ F%3i5=F2678’ F1356=F2478’ Flass—— 2457°
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A hiperbolikus felilletek pedig :

9, 9 9, e, L) 9
I1°34-—Faels’ F1233=F457s’ FI“SS_ 1567

2 2 =2 2 2
Fl"&s'_FSG:B’ F12~£"_F3568’ F:"SD—F&LS’

— T 8 T 3 2

F:‘%S'_FSMSH r1267—F3458’ F‘Q’S_Fdéh:’
— 2 o 9

P‘;EN») F"578’ 1348’—‘[7’7507’ 'F‘:368’_'F¢4o7’

2% e 2 2
Fuss—- 23782 Fuss——FLfae ] Fuu'-—-rvsas’
S, S ey R o e
FLLTS:FL’!%S&’ FISGB—F 2347 F; =7

1678— 1 2345°

Az 56 Dj-pont koziil 24 képzetes, t. i. az A, 4,4, A,, A,4,4,4,
tetraéderpar 12 élén levo pontok; a tobbi 32 pont valds. Az 56
K?-kapszelet koziil pedig 8 képzetes, t. i. az elobbi tetraéder-
par 8 lapjan levék, a tobbi 48 kupszelet pedig valos.

‘Minden F7, felileten 24 D;-pont és 8 K7 -ktpszelet van;
ezek koziil elliptikus feliilet esetén 12 pont, ill. 6 kiapszelet
valés, a tobbi 12 pont, ill. 2 kupszelet pedig képzetes. Hiper-
bolikus feliilet esetén viszont a 24 pont koziill 16 valds és 8 kép-
zetes, a 8 kupszelet pedig mind valés. (Ezek a megdllapitasok az
elliptikus, ill. hiperbolikus feliiletek polartetraédereinek tulajdon-
sagaibol kovetkeznek.)

Lattuk a 7. §-ban, hogy egy Dj-pontparra 15 felulet illesz-
kedik. Ha a pontpar képzetes, akkor e 15 feliilet koziil egyik
a képzetes feliilet, a tébbi 14 valos éspedig 6 hiperbolikus,
8 elliptikus. Ugyanis, mivel hiperbolikus feliilet poldrtetraéderé-
ben elliptikus éllel elliptikus é1 van szemben, azért pl. a D, D7,
képzetes pontparra illeszkedé hiperbolikus feliiletet csak tgy
kaphatunk, ha az 1, 3 indexek mellé még az A,A,A A, tetra-
éder 6 éle koziil valamelyiknek az indexeit vélasztjuk.

Valés Dj-pontpdr esetén természetesen mind a 15 raillesz-
kedé feliilet valos éspedig 6 elliptikus, 8 hiperbolikus. Ugyanis
elliptikus feliilet polartetraéderében hiperbolikus éllel elliptikus
él van szemben és igy pl. a valos D), D], pontparra illesz-
kedé elliptikus feliiletet csak tigy kaphatunk, ha az 1, 2 indexek
mellé még az A, A, A A, A,A,A Ay tetraéderek Az4.4,, ill.
A,AA  lapjain levé 3—-3 él valamelylkenek az indexeit va-
lasztjuk.
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Azt is lattuk a 7. §-ban, hogy egy Kj-kupszeleten 5 feliilet
halad at. Ha a kupszelet képzetes, ezen 6t feliilet egyike ter-
meészetesen a képzetes feliilet, a 4 valos felillet pedig nyilvan
mind elliptikus. Ha viszont a kupszelet valos, akkor mind az
ot rajta dtmend felillet valos éspedig 3 hiperbolikus, 2 ellip-
tikus. Ugyanis pl. a valos K7,; kipszeletre illeszkedé hiperbo-
likus feliiletet esak ugy kaphatunk, ha 4-ik index gyanint a
4, 6, 8 indexek egyikét vilasztjuk, mert csak ekkor lesz az a,,
elliptikus éllel szemben is elliptikus él.

Egy Kji-kupszeleten 6 D;-pont van: az A;A;A, polirhirom-
szog 3 élén levé 6 pont. Ha a kupszelet képzetes, akkor ter-
mészetesen mind a 6 rajta levé Dj-pont is képzetes; ha pedig
valés a kupszelet, akkor a 6 pont koziil 2 képzetes és 4 valos,
mert a polarharomszognek csak egyik éle elliptikus, a masik
ketté hiperbolikus.

Végiil: egy D;-pontpiron 6 K7-kiipszelet megy at, mert a
3-ik indexet 6-féleképpen valaszthatjuk, 1évén 6sszesen 8 A;-pont.
Ha pontparunk valés, a rdilleszkedé 6 kupszelet is termé-
szetesen mind valéos. Ha pedig a pontpar képzetes, akkor a
6 kupszelet koziil 2 képzetes, t. i. az ill. a; élre illeszkeddé két
tetraéderlapon levé 2 kupszelet, a tobbi 4 kupszelet pedig
valos. Elek Tibor.

SUR LES 35 SURFACES DU 2¢ ORDRE DETERMINEES
PAR 8 POINTS ASSOCIES.

1. Les 8 sommets de deux tétraédres polaires d’une surface du 2¢
ordre sont 8 points associés. (Hessk.)

2. Les 10 couples d’éléments opposés d’un pentagone gauche dé-
terminent sur un plan quelconque de l'espace 10 couples d’éléments
homologues d’un champ polaire. Ce champ polaire est contenu dans le
systéme polaire dont le tétraédre déterminé par 4 sommets det notre
pentagone est le tétraédre polaire et dans lequel le plan polaire du
cinquiéme sommet est le plan de notre champ polaire. (Reve.)

3. Les oco? courbes gauches du 3¢ ordre circonscrites & un penta-
gone gauche rencontrent un plan, qui ne passe par aucun sommet du
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pentagone, dans les triangles polaires du méme champ polaire que les
10 couples d’éléments opposés de notre pentagone déterminent sur
ce plan. (Reve.)

4. La courbe gauche du 3¢ ordre menée par 6 points quelconques
de 8 points associés a pour bisécante la droite menée par les 7¢ et Se
points. (Hessk.)

5. 11 y a toujours un seul systéme polaire dont deux tétraédres in-
" scrits & une courbe gauche du 3¢ ordre sont les tétraddres polaires.
Un seul systéme polaire est déterminé aussi par deux tétraédres dont
les 8 sommets sont 8 points associés.

6. Les 10 couples de plans opposés de 'hexagone gauche déterminé
par 6 points quelconques d’entre 8 points associés rencontrent la droite
menée par les 7¢ et 8¢ points en 10 couples de points homelogues
d’une involution. Cette involution comprend les 7¢ et 8¢ points associés
et les deux points d’intersection de la courbe gauche du 3¢ ordre déter-
minée par les 6 premiers points comme des couples de points homologues.

7. Huit points associés déterminent 35 couples de tétraédres et
ainsi 35 systémes polaires, c’est-d-dire 35 surfaces du 27 ordre. Les
24 points d’intersection de chacune des 35 surfaces sur les 12 cotés
de ses deux tétraédres polaires et les 8 sections coniques sur les 8
plans des deux tétraédres se construisent trés simplement. Les 8 points
associés déterminent 28 droites et 56 plans; cela fait 28 couples de
points et 56 sections coniques; par chaque couple de points passent 15
surfaces et par chaque section conique passent 5 surfaces parmi les 35.

8. Si nous envisageons deux des 35 surfaces, elles ont deux sections
coniques communes (parmi les 56 sections coniques) ou 4 couples de
points communs (parmi les 28 couples de points). Dans ce dernier cas,
par ces 4 couples de points passe aussi une troisiéme surface (parmi les
35 surfaces), c’est-a-dire les 4 couples de points représentent 8 points
associés. Les 28 couples de points déterminent ainsi 105 octogones aux
sommets associés.

9. Chacun des 28 couples de points est conjugué par rapport a
chacune des 20 surfaces qui ne le traversent pas. Le nombre des sur-
faces, par rapport auxquelles chacun des 4 couples de points représen-
tant 8 points associés est conjugué, est 8.

10. Parmi les 35 surfaces déterminées par 8 points associés réels
il y a toujours une surface imaginaire. Parmi les 34 surfaces réelles,
16 surfaces sont toujours elliptiques et 18 hyperboliques. Parmi les 28
couples de points, 16 couples sont toujours réels et 12 imaginaires
conjugués. Parmi les 56 sections coniques, 8 coniques sont toujours
imaginaires et 48 réelles. T. Elek.




EROSARAMU DISZKONTINUUS GAZKISULESEK
DINAMIKUS KARAKTERISZTIKAIROL.

Bevezetés.

A diszkontinuus gazkisiilések azon csoportjival, mely igen
nagy maximalis dramerésséggel biro aramlokéseket mutat (kon-
denzalt kisiilések), Bay? és Bukovszky? foglalkoztak. Bay idé-
zett dolgozataiban egy sztroboszkopikus és egy tiszta elektro-
mos mérési modszert ad meg az id6tartamok és az dramerds-
ségek meghatdarozésara. Az dltala meghatdrozott dramerdsség
egy kozépdramintenzitds (i), mely a jelenség tobb karakterisz-
tikus tulajdonsagénak leirdsiandl meghatarozo paraméteriil szol-
galhat.

Kivanatosnak latszott e vizsgdlatok oly irdnya kiterjesstése,
mely a kisiilés momentén adatairol is felvilagositast nyujt. Igy
killongsen a fesziiltség és aramerdsség osszetartozod értékpdrjai-
nak, az iv gyulladasi fesziiltségének, a gyulladas idébeli lefolya-
sanak kérdése az, melyre a kozépértékmodszer nyujtott ugyan
dltalanos tampontokat, de melynek pontos megvizsgdlasa oszcillo-
grafikus modszert igényel. Tekintettel arra, hogy a kozépértek-
modszer eredményei szerint az aramlokések idétartamanak nagy-
sdgrendje 10~°—10~° sec, mely id6 alatt az dramerdsség zérus-
tol tobbszaz amperig valtozik, a jelenségek oszcillografalasira
csupan katodsugar oszcillograf johet szamitdsba.

Diszkontinuus gazkisiilések oszcillografikus vizsgélatdval tob-

1 Bay Zourdn: M. T. Akad. Mat. és Természettud. Ertesitéje XLVII,

569, 1930. és LI, 20, 1934.
2 Bukovszky FERenc: Mat. és Fiz. Lapok, XLII, 1935.
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bek kozott H. Gawenn? is foglalkozott. Gaweny vizsgalatait, me-
lyeknek eredményeire az alabbiakban gyakrabban hivatkozunk,
igen kicsiny aramerdsség és fesziiltségértékeknél végezte (nagy-
sagrend szerint 1072 A, 10?V) és igy nem érinthette azokat a
kérdéseket (ivkarakterisztika stb.), melyekkel jelen dolgozat fog-
lalkozik.

Kisérleti berendezés.

Az itt vizsgalt kondenzalt kistiiléseknél altalaban haromféle
tipust kisiilés jelentkezik. A jelenséget a minimdlis dramerds-
ségli Townsenp Kkisiilés vezeti be, ezt koveti a ecsillokistilés,
lényegesen nagyobb aramerdsséggel; a gazban tértoltések 1ép-
nek fel, a gaz vilagit. Az aramerdsség novelésével bedll az ano-
malis katodesés, amely, ha kell6 magas értéket vesz fel, a csillo-
kisiilést ivkistilésbe viszi at. Mindegyik tipusu kisiilésre jellemz6
az Osszetartozo aramerGsség-fesziiltség értékek menete, az I—V
karakterisztika. A kisilés stacionarius allapotait jellemzé szta-
tikus karakterisztikdak mellett itt benniinket elsésorban a di-
namikus karakterisztikik érdekelnek. A kigérleti berendezés a
karakterisztikdkon kiviil az dramerésség-idé (I—7) diagrammok
felvételére is ki volt képezve.

Vizsgalataimnal oly kisiilési esovet alkalmaztam, amelyben az
ivkistilés konnyen volt elérhetd, de a csillokisiilésnek is jelen-
tés szerepe maradt. Kisérleteimet nem terjesztettem ki a Town-
sEnD kisiilésre, mert az a kicsiny aramerésségek folytéan a jelen-
ségnek kevésbbé jelentékeny részét képezi.

Az ivgyulladds fesziiltsége elsGsorban a katod anyagatol fiigg.
Azonkiviil, mint Bay idézett dolgozatdban kimutatta, a tiszta
csillokisiilés és tiszta ivkisiilést mutato aramlokések fesziilt-
sége kozott egy praktikusan ki nem kiiszobolhet6é intervallum
van. A katod anyagdit tehat ugy kellett megvalasztani, hogy az
ivgyulladas reprodukalhatd, az emlitett intervallum lehetéleg

1 H. GAWEHN: Ann. d. Phys. (5) 20, 601, 1934. — H. GAWEHN u. G. VALLE:
Ann. d. Phys. (5), 23, 381, 1935. ’
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kicsiny legyen. Legalkalmasabbnak bizonyult egy finom fém-
porral szennyezett higanyfeliilet. A katod anyagat képezo higany
legnagyobb részét,” a mér desztillalassal és elektrolizissel meg-
tisztitott higanybdl, kézvetleniil a csébe desztillaltan. Néhdany
cem hasonlé modon tisztitott higanyt egy kiilén kisiilési esébe
zartam 1gy, hogy a beforrasztott bevezets-drot egy kissé ki-
nyuljék a higanyfeliileth6l. A csovet az ivkisiilés bedlltdig ter-
heltem. Az iv kozvetleniil a benytl6 drot mellett gyulladt és
annak anyagat elporlasztotta. Az igy szeny-

nyezett higanybol adtam néhiny cseppet a

kisérletek céljaira szolgalo kistilési cs6be.

A kisiilési es6 suprax-iivegh6l késziilt,
hossza 80 c¢m, belvildga 30 mm, vas anod-
dal, higany katoddal, az arambevezetésekre
wolfram beforrasztasokkal (1. &bra). Hogy
az anodrol esetleg lehulld szennyezések ne
juthassanak a katod feliiletére, a csének az
abraban feltiintetett alakot adtam. A cso6-
vet a szokdsos modon gondosan megtisz-
titottam.

A vizsgalatok neongazban torténtek, me-
lyet egy diffuzios szivattyn allandéan kér-
aramban tartott és intenziv kdliumelektro-
dos kisiilésen vitt keresztiil, amidltal bizto- b
sitva volt a gaz megkivant tisztasidga. A gaz
nyomdsat Mac Leod manométerrel mértem a kisiilési csé be- \
6mlé és elvezeté nyilasandl; az igy kapott két nyomas koézép-
értékét tekintettem a csében uralkoddé nyomdsnak. A csovet
taplalo aramlékeéseket Bay idézett dolgozatiban leirt modon,
forgd higanysugar atkapesoloval dllitottam el6.

Az oszeillogrammok felvételére egy ARDENNE-féle nullpont-
hibamentes katodsugar-oszcillografesovet alkalmaztam. Az elek-
tromos berendezést Gigy konstruiltam meg, hogy egyrészrol
alkalmas legyen az [—7, I—V diagrammok felvételére és a
sziitkséges kalibraldsok elvégzésére, masrészrol az atmenet a

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIIL 6
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kiilonb6z6 céloknak megfelel kapesolasok kozott, a esé tizemben-
tartasa mellett, rovid idé alatt legyen elvégezhetd.

I-T diagrammok. A jelenség idébeli lefolyasdanak vizsgdla-
tara az [—T diagrammok szolgialnak. Mint emlitettiik, az aram-
l6kések igen révid (107°—107° sec) id6 alatt folynak le és a
jelenség bedllasanak id6beli bizonytalansiaga ennél nagyobb is
lehet, ezért a szokdsos, a jelenséggel szinchron miikédé idé-
eltérité eljarasokat nem lehetett alkalmazni. A feladat hasonlé
ahhoz, amelyet Rocowsk1 és FLEGLER csillapitott elektromos rez-
gések oszcillografalisanal megoldottak. Ezen eljaras megfeleld
atalakitasdaval sikeriilt a kivint megolddst megtalalni. Az elvi
kapcsolast a 2. abra mutatja. Az dbra jelolései:

«w

C :10 mF 10kV kondenzator

C,: 00276 mF, 10kV kondenzitor

G, :00283 ml, 10kV «

R,: 500 £ 6nindukciomentes ellendlléds
R,: 10° @ « «
R,:40—300 © « «

A

: kistilési es6
G : higanysugar dtkapesolo.

A berendezés miikodése a kovetkezd : Aramforrasul szolgdl a
(' kondenziator, melyet egy magasfesziiltségi transzformator,
egyeniranyitoé csovon keresztiil, dllando fesziiltségre tolt (lasd
4. ébra). A forgo atkapcsold higanysugara a nyil iranyaban el-
fordulva érintkezésbe jut az E szektorokkal, mialtal C,C, kon-
denzatorok sorbakapesolva felt6ltédnek. A higanysugar tovébb-
haladaséval a kontaktus megszakad, C, kondenzator R, ellen-
dllison keresztiil kisiil, C, viszont téltve marad. H, és H, szek-
torok gy vannak kiképezve, hogy a higanysugar el6bb érje H -t
és csak azutan H,-t. Abban a pillanatban, amikor H,-t is elérte
a higanysugar, egyrészt a C, kisiil a csovon keresztiil, masrészt
G, ujbol feltoltsdik, ezattal C egész fesziiltségére. Az idéeltéri-

1 Arch. f. Elektrotechn. 15, 297—303, 1925, Nr. 4.
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téshez sziikséges fesziiltségviltozdst C, kondenzator feltoltédése
adja s az Ardenne cs6 eltérité lemezeire R,-rGl veheté le po-
tenciométeres kapesolassal. Az dramerésséggel aranyos fesziiltség-
valtozdst R,-rél vettem le. Ezt az ellendllast egyetlen szal kon-
stantdn huzal alkotta és igy az praktikusan o6nindukeiomentes
volt. Az R, ellendllas parhuzamosan kifeszitett ellenallasdrotok-

2. abra.

bol késziilt, R, nagyértékd, igen nagy terhelésre méretezett
szilitellenallas. R, értékét agy kellett megvilasztani, hogy a
C,R, rendszer idodllandéja a jelenség lefolydasanak idejével
egyezzék. :

Onindukciés I—T diagrammok (csillapitott rezgések). A ki-
siilési esé helyébe 6nindukeios tekercset téve, a kisiitékorben
csillapitott rezgések keletkeznek (. I. tabla). Az igy kapott osz-

cillogramm szolgalt a berendezés miikodésének ellendrzésere €s
6*

TR o |
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az idékoordinata kalibraldsara. Hogy a rezgés tulhamar ne csil-
lapodjék, R, ellenallist igen kiesinyre vettem (48). Az idé-
koordindta kalibralasa tgy tortént, hogy a rezgések altal kel-
tett elektromos hullamra bedllitottam egy, hullimhosszakra pon-
tosan kalibralt, szuper radiovevokésziiléket; a vétel rezonancia-
maximuma igen jol megallapithatoan 270 m hullamhosszon volt,
vagyis a gorbének a nullvonallal egybees6 két pontja kozott
45.1077 sec telik el.

[—V diagrammok (dinamikus karakterisztikédk). A dinamikus
karakterisztikak felvételére szolgdlé kapesolast tigy oldottam meg,
hogy az I—7T kapcsolisban adott viszonyokhoz képest semmi
olyan valtozas ne torténjék, mely a jelenség lefolydasat lénye-
gesen befolyasolhatna. A kapcsolas a kovetkezéképen alakult
(3. abra). Az R, ellenallast athelyeztem a cs6 sarka és H, kozé.
Ez adta most is az dramkoordinatat, mig a cs6 kapocsfesziiltsé-
gének regisztralasira az R, ellenallisrol dgaztattam le fesziilt-
séget. Ez utobbi ellenallast, mely az /—T felvételeknél is dllan-
doan a esévon volt, oly nagyra valasztottam, hogy aramfogyasz-
tasa elhanyagolhato legyen.

Sztatikus karakteriszlilkdk. A dinamikus karakterisztikakbol
megallapithato ivgyulladdsi fesziiltségeknek a sztatikus ivgyulla-
dasi fesziltségekkel valo 6sszehasonlitasa céljabol felvettem a
sztatikus karakterisztikakat is. Kapesoldas lényegileg ugyanaz,
mint a dinamikus I— V karakterisztikdk felvételénél, azzal a
killonbséggel, hogy aramforrasul magasfesziiltségli, egyendaramu
dinam¢ szolgalt (5000 V). A gorbe felvétele oly modon tortént,
hogy a dinam¢6 fesziiltségét fokozatosan, igen lassan emeltem,
mig a cs6 kigyulladt, majd a kisiilés végigmenve a csill6 karak-
terisztikdn, ivkistiiléshe ment at.

A dinamikus V—T diagrammokat nem sxkerult oszcillogra-
falni, mert ennél a kapcsolasnal az Ardenne cso eltérité lemez-
parjai egymashoz viszonyitva igen nagy (tébbezer volt) fesziiltség
ald estek volna. Ezért ezeket a diagrammokat az osszetartozo
I—T és I—V oszeillogrammokbél grafikusan hatdroztam meg.

Fotografikus eljdrds és a diagrammok kiértékelése. A forgo
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higanykapcsolot szinchronmotor hajtotta, tehat a jelenség dia-
grammja masodpercenként 42-szer jelent meg az oszcillograf
cs6 fluoreszkald ernydjén. A diagrammok altaliban az ernyének
ugyanazon helyén jelennek meg, ezért a jelenség képét dllni
latjuk, csupan az ivkarakterisztikakndl van a jelenség természe-
tébol kifolyolag némi bizonytalansag, a gérbe képe, kiilondsen
alacsony nyomdsoknal, nyugtalan. A jelenség nagysagrendekkel
kisebb id¢ alatt jatszodik le, mint a valtakozéaram id6periodusa,
tehat az id6 legnagyobb részében a vildgito pont a koordindita
rendszer (0, 0) pontjan tartozkodik, ezért a gorbék képe fény-
szegény. Hosszli expozicios id6t a gérbék nyugtalansiga miatt
nem lehetett alkalmazni, hanem e helyett az objektiv fényerejét
kellett novelni és megfeleld érzékenységt negativanyagot alkal-
mazni. A rendelkezésre allo Voigtlinder gép 4°5 fényereji, 15 cm
gyujtotavolsag anastigmatjara két darab, egyenként 18 diop-
trids punktaliiveget szereltem. Ezaltal sikeriilt elég nagy fény-
ereji objektivet nyernem, bar az anastigmat tokéletes korrigalt-
saga igy szenvedett. A felvételekhez 26 Scheiner érzékenységu
«Martinar-lemezt hasznaltam. Az expozicioidének hatart szabott
még a fluoreszkalé ernyén mindig jelenlévé szort fény is, ami
a felvételeken eléggé erds feketedés alakjaban jelentkezett. Leg-
megfelelébbnek a 0°1 mdsodperces expozicioidé bizonyult. Egy
expozicioval tehat négy gérbét vettem fel s hogy mégis sikeriilt
jol hasznalhato felvételeket készitenem, az esupén a kiilénlege-
sen jO fluoreszkalo ernyének koszonheto.

A gorbék kiértékeléséhez le kellett fotografalni az Ardenne-
cs6 koordindtarendszerét. Az egyik eltérité lemezpdrra 10 vol-
tonként emelkedé egyenfesziiltséget, a masikra valtofesziiltséget
adtam, minek kovetkeztében a katodsugar a fluoreszkalo ernyén
parhuzamos egyeneseket irt le. Feleserélve a lemezpdrok szere-
pét, az el6bbire csaknem merdleges egyenes sereg adédott. Ezt
a két egyenes sereget egyetlen lemezre fotografilva, megkaptam
a kivant koordinatarendszert.

A gorbék aramerdsségértékeit az R, megfelelé részének meg-
mérése utan ily modon meg tudtam dllapitani. A V koordinata-
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kat tartalmazo gérbéknél a fesziiltségkalibralast gy eszkézol-
tem, hogy minden egyes gérbénél az oszcillogramm felvétele
utain R, ellenallasra a kisiilési csé kikapesolasa mellett ismert
fesziiltséget adtam. Az ily modon eltéritett katodsugar keépét
ugyanarra a lemezre fotografiltam, amelyre el6zéleg az oszeillo-
grammot vettem fel. R,-r6l levéve a fesziiltséget, az fold- (0)
potencidlra keriill. Ez a helyzet adta az oszcillograf [—V érte-
keinek kozos nullpontjat. A kalibrdldshoz hasznalt (1000 V)
fesziiltséget magasfesziiltségii egyendramit dinamoé szolgaltatta
és azt egy HarTMANN —BRraun-féle precizios, forgotekercses, nagy-
fesziiltségi miszerrel mértem le.

Az oszcillogrammokat a kiértékelés céljabol megnagyitottam.
A gorbéket és az Ardenne-cs6 koordindtarendszerét egy fix be-
allitast nagyitogéppel kivetitve lerajzoltam. Ezen nagyitott gor-
béket az Ardenne-csé koordinatarendszere segitségével derék-
szogl koordinatarendszerbe tettem at. A 7. abraban feltiinte-
tett karakterisztikik mind ebben az alakban lathatok.

A tényleges kapcsolds a 4. dbraban van megadva, mely az
elébbiekben megadott elvi részletkapesolisokat tartalmazza. Az
Osszes gorbetipusok felvételéhez sziikséges kapesolist egyetlen
berendezéshen kellett egyesiteni, hogy az atkapcsolasok rovid
ido alatt megtorténhessenek. Az R, ellenallast azért iktattam az
dramlokések korébe, hogy a kiilonben abnormisan magasra
ugro iv-dramerdsséget kelloképpen lecsokkentsem, mialtal elér-
tem azt, hogy az ivkarakterisztika nem haladt tal a fluoresz-
kalo ernyé szélén és a csillo karakterisztika is jol megfigyel-
het$ dramerésség ¢rtékeket mutatott. Vizsgalataimat 7-35—0°57
mm Hg nyomisintervallumban végeztem. Ezen intervallumban
tobb sorozat felvételt készitettem, minden nyomdsndl harom
dinamikus I—7T és 1—V felvételt. Egyet tiszta csillokisiilésnél,
egyet az ivgyulladas kezdeténél és egyet a biztos ivgyullad.és-
nédl. Ezekhez jarult minden nyomésnél a sztatikus karakterisz-
tika felvétele. Az egy nyomadshoz tartozo felvételeket lehetéleg
rovid idé alatt kellett elkésziteni, nehogy kézben zavaro valto-
zésok lépjenek fel. A kapesolisok Gsszesitésével sikerilt ezen

il i
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hét felvétel idejét az I—V diagrammohoz tartozé nyole fesziilt-
ségkalibraldsi pont felvételével egyiitt harmine percre leszori-
tanom.

Kisérleti eredmények.

A kovetkezékben a vizsgdlatok eredményeit ismertetem, egy-
ben megkisérlem a karakterisztikakutatds eddigi eredményei-
nek felhasznildsival a tapasztalt Jjelenségeknek egyszerd ma-
gyarazatat adni.

Gawenn idézett dolgozataiban kimutatta, hogy a gazkisiilések
az allapotsikon egy sztatikus karakterisztikaval dltaldban nem
jellemezhet6k, mert ez az eljards csak hatdresetben, végtelen
lasst valtozasoknal jogosult. A gyorsan lefolyo valtozdsokat
Gawenn szerint attekinthetéen targyalhatjuk az allapotsik kisebb-
nagyobb mérvi eltorzuldsai dltal, melyek az dllapotvaltozas se-
bessége szerint’az elsé-, illetve magasabbrendd, quasisztatikus
karakterisztika seregeket eredményezik. Az dllapotsik egy /— V
értékparja nem jellemzi egyértelmiien a kisiilés egy dllapotat,
mivel vannak olyan, a Kkisiilést jellemzé tényezék (termikus
viszonyok, tértoltések eloszldsa stb.), melyek nem kovetik tehe-
tetlenségmentesen a gyorsabb lefolyast valtozasokat, hanem
mindig bizonyos késéssel veszik fel az ) egyensulyi helyzet-
nek megfelel6 értékeiket s ezaltal befolyasoljak az allapotpont
utjat.

Ezek a meggondoldsok nem magyardzzak meg hianyta-
lanul az itt tapasztalt jelenségeket. Benniinket elsésorban
az ivgyulladds mechanizmusa érdekel, amelyre vonatkozoélag
eddig nem torténtek dinamikus karakterisztika vizsgdlatok.
Azonban a tiszta csillokisiilések eredményei sem egyeznek
teljesen Gawenn eredményeivel, mivel azok lasst lefolydsu
jelenségekre vonatkoznak és azokra is csak nagyon kis dram-
erésségeknél.

A gyujtds utan Gawenn oOsszes felvételeiben az allapotpont
csak csokkend fesziiltségeken fut keresztiil, mely koriilménynek
meggondoldsaiban is lényeges szerep jut. A gyujtds GAWEHN
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szerinti mechanizmusa az 5. abraban van feltintetve. Gyulla-
das a V=Z pontban koévetkezik be, majd az &llapotpont lefut
a V=Z—IR egyenesen (R a kisiitékorbe kapcsolt ohmikus
ellenallas), eléri a jelenség sebességének megfelelé rendd leg-
fels6, quasisztatikus karakterisztikat (A4), ott (L) atmenetileg
stabilizalodik és utjat innen lassabban folytatja az alacsonyabb-
rendfi, quasisztatikus, illetéleg a sztatikus karakterisztika (C)

<
5. abra.

¢s az ellendllasegyenes (/) metszéspontja felé, ahol bekévet-
kezik a végleges stabilizacio (B). Vagy pedig, ha kozben a kon-
denzator fesziiltsége csékken, leirja a kialvasi gérbét (D) és a
jelenség megsziinik.

Az Altalam kapott diagrammok alakja nem felel meg ennek
a menetnek. A tablaban egy tiszta csillo és egy csillo-ivkarak-
terisztika lathato. Ezekbél kivehetd, hogy az dllapotpont a
gyujtasi fesziiltségeknél magasabb fesziiltségeken is athalad.
‘Az itt fellépd viszonyokat a 6. dbrdban megadott séman tanul-

1 H. GAWEHN—G. VaLLE loc. cit. 394. old. Fig. 8.
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manyozhatjuk. A gyulladds a Z pontban kovetkezik be. Az
allapotpont a V—Z—IR egyenesen igen Kicsiny utat (ZK) ir
le, .K-ban mar eléri a legmagasabban fekv6, magasabbrend(,

6. abra.

quasisztatikus karakterisztikadt. Ha az A karakterisztika sereg
allna, akkor az A&llapotpont a KL gorbén haladna az L pont
(E -ellendllasegyenes és C alacsonyabbrend( karakterisztika
metszéspontja) felé. Az allapotpont a valdsagban a KG (vas-
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tagon kihuzott) gérbeszakaszt irja le, amit Gigy magyardzhatunk,
hogy az A karakterisztika sereg az allapotpontnak K-bau tér-
tént atmeneti stabilizacioja utan még tovabb tolodik felfelé a
B helyzethe és az allapotpontot magaval viszi. Mar GAWEHN
észrevette, hogy nagyobb terhelések esetén a quasisztatikus
karakterisztikadk nagyobb fesziiltségértékek felé tolodnak el.
Esetiinkben a terhelések igen nagyok, igy érthets, hogy a ZK
szakasz nagyon rovid. A KG gorbeszakasz menetébél arra kell
kovetkeztetniink, hogy az allapotpont és a gyujtas kovetkezté-
ben fellép6 termikus valtozasok sebessége azonos nagysdg-
rendiiek. Ha kozben nem allnak be az ivkisiiléshez sziikséges
feltételek, akkor az allapotpont a csillo karakterisztikdn (szagga-
tott gorbe) halad tovabb a kialvasig.

Ivgyulladdskor eltiinik az esetiinkben igen magas anomadlis
katodesés, minek kovetkeztében a quasisztatikus karakterisz-
tikdk ugrasszerien alacsony fesziiltségértékekre jutnak (D).
Gyakori eset az, hogy az ivgyulladds pillanataban az allapot-
pont (G) kézelében nincs quasisztatikus karakterisztika, ekkor
az allapotpont, hasonloan mint a gyujtdsnal, igen nagy sebes-
ségoel tovdbbfut a momentdn érvényes V—=Z—IR egyenesen,
mig K'-ben bedll az atmeneti stabilizaci6. A most kovetkezo
gorbeszakasz konvex volta és a K'-ben jelentkezé torés alakja —
fiiggetleniil az alacsonyabbrendt karakterisztika (I, vagy F")
helyétél — csak ugy magyarazhatd, ha a magasabbrendii, quasi
sztatikus karakterisztika seregnek ujabb, felfelé torténé eltolo-
dasaval (D—D') szdmolunk. A kondenzator kisiilése folytin az
allapotpont nem érheti el a stabilizacios L', illetéleg L” pon-
tokat, hanem a kialvasi gérbén fut végig.

A kisiilési mechanizmusnak fentebb vazolt szakaszai lathatok
voltak a fluoreszkalo ernyén, mig a fotografidkon a nagy se-
bességgel leirt és ezért nagyon fényszegény ZK és GK egyenes-
szakaszok nem jelentkeznek. Ezen egyenesszakaszok nagyobb
nyomasok felé rovidiilnek, sét el is tinnek.

A jelenség idobeli lefolyasarol felvilagositdst nyujtanak a
fotografilt I—T7 oszcillogrammok, valamint az Osszetartozo
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I—T, 1 —V oszcillogrammokbél grafikusan szerkesztett V—T
diagrammok. Egy |—T oszcillogramm a téblaban lathatd. Az
ivgyulladast az é&ramerdsség ugrasszerli ndvekedése jellemzi.
Bay idézett dolgozataban, kisérletei alapjan megallapitja, hogy

7. 4bra.

nagy aramerdsségek a csillokistlésnek ivkisiilésbe val6 at-
menetele folytdn johetnek létre. Megfigyeléseim szerint, eléggé
kicsiny kils6 ellendllas esetében az ivaramer@sség tobbszaz
amperre is felndvekedhet. Ez a korllmény Bay méréseit teljes
mértékben igazolja. A gorbe szakaddsa megfelel az | —1 karak-
terisztikdk GK darabjanak; és megadja az ivgyulladas id6pontjat.
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Dinamikus karakterisztikdkat fotografdltam a megadott nyomas-
intervallumon belill kilene kiilénb6z6 nyomdson. Osszesen sziz-
nyolc felvételt készitettem. A 7. abraban a 7°35, 28, 0°67 mmHg
nyomdasokhoz tartozo I—17, I—V és V—T diagrammok latha-
tok, amelyb6l kivehet6 a gorbék alakjanak a nyomdstél valo
fiiggése. A két nagyobb nyomason tiszta ecsillé és csillo-iv ki-
siilések vegyesen jelentkeztek. Az ivgyulladds bekovetkezése
mindeniitt ugrasszeri aramerésség-novekedéssel és fesziiltség-
csokkenéssel jar. A 067 mm nyomdshoz tartozo I—T dia-
gramm a tobbitdl eltéré menetet mutat.

Az fvgyulladds korulményei. Az ivgyulladas altaliban nem
a maximalis dramerdsségnél és sohasem a maximalis feszilt-
ségnél torténik, hanem késébbi értékeknél. Az ivgyulladas ko-
riilményeivel DirLenBacH, GERECKE és Storn," GUNTHERSCHULZE*
és DruyvesteyN ? foglalkoztak. Ezen vizsgalatok egyik eredménye,
hogy az ivgyulladas csak a fesziiltségtél fiigg. Ezt a sztatikus
viszonyokra kapott eredményt az intermittdl¢ kistilésekre tgy
vihetjiik 4t, ha a jelenség termikus jellegét és rendkiviil gyors
lefolyasat is figyelembe vessziik. A katodfeliilet egy pontjéinak
megfeleléen fel kell melegedni ahhoz, hogy a termikus elektron-
emisszi6 beallhasson. A megkivint hémérséklet eléréséhez ha-
tarozott energiara és idére van sziikség. Igy magyarazhato, hogy
az ivgyulladis nem kovetkezik be mindjart a sztatikusan meért
szilkséges fesziiltségesés bedlltakor. A katodfeliilet erds felme-
legedése mindig mikroszkopikus kicsiny helyre koncentralodik.”
Megtoérténhetik, hogy az ivgyulladds nem kovetkezik be, bar a
fesziiltségesés a kivant értéket meghaladta, de ismét az ivgyul-
ladas fesziiltsége ald esett, miel6tt a felmelegedés az ivgyulla-
déshoz sziikséges értéket elérte volna. Ez esetben tiszta csillo-
kisiilést kapunk.

! W. DALLENBACH, E. GERECKE u. E. StoLL: Phys. ZS. 26, 10, 1925.
2 A. GUNTHERSCHULZE : Handb. d. Phys. XVIL 313, 1926.

3 M. J. DRUYVESTEYN ;: ZS. f. Phys. 73, 727, 1932.

4 R. SEELIGER u. J. ScHMEKEL: Phys. ZS. 27, 730, 1926.
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Altaldban kimondhatjuk tehat, hogy az ivgyulladés beallasa-
nak nem elégséges feltétele, hogy a fesziltség a sztatikus mé-
résekbdl megallapitott ivgyulladasi feszlltségnél nagyobb legyen,

8. abra.

hanem azonkivil sziikséges, hogy a katéd a megkivant h6méi-
sékletre felmelegedjék. Az egyes nyomasokhoz tartozd dinamikus
ivgyulladasi fesziiltségek er6s szérast mutatnak, de az ivgyul-
ladashoz szlkséges minimalis fesziltség gorbéje megallapithato.
A sztatikus karakterisztikdkbdl” is megallapitottam az ivgyul-5

5 A tabladban egy sztatikus karakterisztika felvétel is meg van adva,
amelyen az OZ szakasz, a sztatikus csill6- és alatta a sztatikus fivkarak-

terisztika lathaté.
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hogy ez a késés a gdznyomds fiiggvénye (9. abra). A gérbe
menetét ugy értelmezhetjiik, hogy alacsony nyomdsoknal kisebb
lévén a katodon 1itk6z6 pozitiv ionok szama, tébb idé sziik-
séges az ivgyulladdst kivdlto héenergia létrehozdsara.

Az eredmények osszefoglalasa.

1. Sikeriilt felvenni nagy maximalis intenzitast ¢és igen rovid
idétartamtt aramlékések karakterisztikait.

2. A karakterisztikakon jol lathato a esillo és ivkisiilés ko-
zotti kiilonbség és atmenet. Az iv gyulladdsat a karakterisztika
torése jellemzi.

3. Az ivgyulladas fesziiltsége és késése a nyomds fiiggvénye.

4. A Gaweny Varne-féle teoria a kisérleti feltételek altal
adott kiilonbségek figyelembevételével a dolgozatban vizsgalt
jelenségesoportra alkalmazhato.

X

Jelen munka a m. kir. Ferenc Jozsef Tudomanyegyetem
Elméleti Fizikai Intézetében késziilt. Ezuton is 6szinte koszo-
netemet fejezem ki az intézet igazgatojanak, dr. Bay Zovtiw
egyetemi ny. r. tandr rnak, aki vizsgdlataim elvégzését lehe-
tové tette és értékes tandcsaival segitségemre volt.

Szeged, 1935. novembér 1k
Levius Ernd.

diagrammok az eddig targyaltakhoz teljesen hasonlo menetet mutatnak és
a késésre vonatkozolag meglepen jol reprodukalhaté adatokat szolgal-
tatnak. Az ivgyulladas késéséhez kiils6leg nagyon hasonlit a kistilés meg-
indulasanak késése (Ziindverzug), amely azonban a jelenségek mechaniz-
musat tekintve lényegesen mas jelenség. Erre vonatkozolag lasd : K. ZUBER :
Ann. d. Phys. 76, 231, 1925. és Ann. d. Phys. 81, 205, 1926 és M. v. LAtE:
Ann. d. Phys. 76, 261, 1925.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIIT.




DYNAMISCHE CHARAKTERISTIKEN
VON DISKONTINUIERLICHEN ENTLADUNGEN
HOHER STROMINTENSITAT.

In einer Entladungsréhre mit langer positiver Sdule wurden diskon-
tinuierliche Entladungen von etwa 107° sec Dauer bei einer Maximal-
intensitit von einigen Ampéres hergestellt. Die dynamische Strom-
Spannungs-Charakteristik dieser Entladungsart wurde mit Hilfe einer
Arpenne-schen Kathodenstrahlréhre photographiert. Mittels einer geeignet
gewihlten Zeitablenkung gelang auch die Aufnahme des Zeitablaufs
der Erscheinung. Die Aufnahmen zeigten deutlich den Unterschied
zwischen Glimm- und Bogencharakteristiken. Der Umschlag der Glimm-
entladung in eine Bogenentladung innerhalb eines Stromstosses, konnte
gut verfolgt werden (wohl zum erstenmal bei so rasch verlaufenden
Stromstossen) und gestattete die Bestimmung der Bogenziindspannung,
sowie des Bogenziindverzuges.

Die Befunde werden theoretisch gedeutet. Es zeigt sich, dass gewisse
Unterschiede zwischen den Ergebnissen von GawenN und Varie und
den hiesigen bestehen, jedoch lisst sich die theoretische Deutung von
Gaweny und Vaite auf die hier untersuchten Erscheinungen unter
besonderer Beriicksichtigung der verschiedenen experimentellen Bedin-
gungen iibertragen. Die Abweichungen erkliren sich dadurch, dass die
hier untersuchten Stromstésse eine etwa 1000-mal kiirzere Entladungs-
dauer und eine etwa 1000-mal hohere Stromintensitit aufweisen.

Die Ergebnisse werden graphisch und durch Originalaufnahmen dar-
gestellt. >

Szeged, Institut fiir theoretische Physik der Universitiit.

Ernd Levius.
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Szasz Pal: A differencial- és integralszamitas elemei.
Két kotet, Budapest, Franklin-Tadrsulat, 1935, XIV 476 X+ 460 oldal.

Az analizis 1ij magyarnyelvii tankényvének ismerletéje elé természet-
szerien vetédnék az a feladat, hogy ésszehasonlitsa a mivet hasonlé-
tdrgya régebbi mivekkel, annak eldéntése végett, vajjon indokolt-e az
Uj mi megjelentetése s ha igen, miért. A jelen esethen azonban nem
is lehet sz6 ilyen Gsszehasonlitdsrdl, annyira eltér Szisz PAL miive mod-
szerében az analizisnek nemcsak magyar tankonyveitél, hanem az isme-
retes kiilfoldi tankényvektdl is. A szerzé ugyanis az egyes fejezetek élére
nem definicickat és dltaldnos tételeket tesz: definicidkat, amelyek a
tapasztalat szerint a kezdét gyakran elriasztjak absztrakt fogalmazasukkal
és tételeket, amelyek a kezdében tobbnyire csak rendszeriik logikai
szigorisdgdnak csoddlatét keltik fel, nem pedig tartalmuk értékelését.
De még azzal sem elégszik meg a szerzé, hogy a sziikséges fogalmakat
egy-két példan vildgitsa meg, mielétt pontos definicidjukat adja, hanem
az alkalmasan vélasztott feladatok oly nagy témegét dolgozza ki, hqu
ekozben a kivdnt fogalom o6nkénteleniil 4tmegy az olvasé vérébe. Igy
aztdn a definicié inkdbb csak a mdr megszerzett fogalom tudatositdsdra
és lényeges jegyeinek kiemelésére szolgdl. Hasonldan, az egyes tételek
dltaldnos megfogalmazdsat és bebizonyitdsdt szdmos specidlis esetiik
viligos taglaldsa el6zi meg. Magitdl értetédik e mddszernek nagy didak-
tikai elénye és nyilvdnvalé, hogy ilyen tankonyvre sziikség volt.

A megvildgité feladatok mellett nem maradnak el természetesen a
mdr megszerzett anyag gyakorldsdra és alkalmazdsira vonatkoz felada-
tok sem. A feladatok ilyen nagy szdma mellett a szerz6 nem szoritkoz-
hatott csupa ugynevezett elegdns, egy-egy fogdssal réviden elintézheto
feladatra. Ez azonban nem hibdja a munek! J6l ismert annak a kdzép-
iskolai tanulénak a tipusa, aki csupa olyan els6- és mdsodfoku egyen-
leten nevelkedett, amelynek véletleniil egész szdmok a megolddsal; ez
a tanuld, amikor elészér old meg olyan feladatot, amelynél nem 4ll

T*

i e el
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fenn ez a szerencsés véletlen, panaszkodik, hogy «nem jétt ki a meg-
oldds». Hasonlé veszélyt rejt magdban az, ha csupa elegdns feladatot
adunk a kezdonek. Igenis, hadd tudja meg, hogy vannak olyan felada-
tok is, amelyeknek megolddsa, még ha elvhen egyszerti is, technikai
nehézségek legy6zését kivdnja meg.

Viszont helyes elv az, hogy egy-egy feladat lehetséges megolddsai
koziil a legelegdnsabbat tdrjuk a kezdé elé. Ez alél csak akkor enged-
het6 meg kivétel, ha egy mdsik tdrgyaldsmdd kiilénosen tanulsigos
voltdndl fogva kindlkozik. SzAsz Piv kivdlé pedagdgiai érzékkel minden-
hol megtaldlja a helyes ttat, igyhogy e szemponthdl is csak alig lehet

kifogdsolhat6t taldlni a konyvben. Hogy mégis emlitsek egy példat :

annak megmutatdsdra, hogy % 1+ % S S W) — 0, a kényvben

haszndlt 1 + % U g < 2m egyenlétlenség helyett célszera

lett volna az ugyantgy (s6t valamivel egyszertibben) kimutathaté

Tt % 800 il — < 2m egyenlétlenségre hivatkozni.

Természetes, hogy a konyv e targyaldisméd mellett kevesebb anyagot
dlel fel, mint a hasonl6 terjedelmi tankonyvek dltaldban. Mindamellett
nemcsak az egyetemi differencidl- és integrlszdmilds el6addsokban alta-
lsban eléadott anyagot tdrgyalja (talin egyetlen kivétel a tébbszoros
integralok tdrgyaldsa, amely, sajnos, helysziikke miatt kimaradt a konyv-
b6l és csak a paraméteres integrdl cimi részben az integrilisok sor-
rendjének felcserélésére vonatkozo tétel pétolja néhdny alkalmazds szem-
pontjabdl), hanem meglepéen sok, a haladék szdmdra is tanulsigos
dolgot. Igy példdul kiilon fejezetet szentel a raciondlis és trigonometrikus
polinomoknak ; itt megismerteti az olvasét a nevezetesebb specidlis
polinomrendszerekkel (Lecenpre-; LaGUERre-, Hermite- és Cserisev-féle
polinomok) ; itt tdrgyalja a Lacranee- és Hermre-féle, valamint a trigo-
nometrikus interpoldciot, Fesir és BernsteN tételeit  trigonometrikus,
valamint 'Markov tételét raciondlis polinomokrdl, végiil WEERSTRASS
approximécids tételeit. Megemlitenddk e szempontbdl még a Cavcry-féle
fiiggvényegyenletekrol, néhdny specidlis differencidlegyenletrol, tovibbd a
Fourier-sorokrol, valamint az EuvLer-féle Gsszegképletrol szolé részei is.

A mi beosztdsa dltaldnossdgban a szokdsos: az elsé kotet a hatdr-
értékkel, a folytonossdg és a differencidlhdnyados fogalmdval és alkal-
mazdsaival, a mdsodik kotet az integrdlszdmitdssal, a végtelen sorokkal,
valamint a tohbviltozés fiiggvények elméletével foglalkozik. Az irracio-
ndlis szdmokat a Cantor-féle eljardssal vezeti be, aminek nagy didaktikai
elénye a Depexmp-féle bevezetésméddal szemben, hogy ugyanabba a
gondolatkorbe tartozik, amivel a differencidl- és integrdlszdmitds elemei-
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ben amugy is foglalkozni kell, tudniillik a végtelen sorozatok elméletébe.
El6bb azonban természetesen raciondlis tagokhdl 4116 sorozatokon ismer-
kedik meg az olvasé a hatdrérték torvényeivel. Hasonléan, az 4ltaldnos
fiiggvényfogalom bevezetése elétt, kiilén fejezet foglalkozik az elemi
fiiggvényekkel, egyenkint azoknak differencidldsdval és gorbéjiik meneté-
nek taglaldsdval. Itt talin elsé pillanatra tulsdgba vitt «epszilonozds» -nak
tinik fel tébb helyen az, hogy a differencidlhanyadosra vonatkozo, a
figgvény konvexségét, illetéleg konkdvsdgat kifejezd egyenlitlenséghol
mint példaul cos § < ol S & f?_izln 2
kovetkeztet a szerz6 kozvetleniil a differencidlhdnyados értékére, hanem
~ el6bb felirja a megfelel6 e-os egyenlétlenséget. Ne felejtsiik azonban el,
hogy a differencidlhdnyados e helyen még nincs 4ltaldnosan definidlva,
épp e példdk kapesdn jut el az olvasé e fontos fogalomhoz. Figyelemre-
mélté egyébként a szerzonek az epszilonozdsban dltaldban kovetett maéd-
szere: az e-0s egyenlitlenség feltételét a lehet legtermészetesebb
(ha nem is mindig a legegyszeriibb) alakban kapja meg aziltal, hogy
megoldja az egyenlétlenséget. A differencidlszdmitds dalkalmazdsai soran
nagy stlyt helyez a szerzé a geometriai alkalmazdsokra.

A hatdrozott integrdlt, mindenekel6tt természetesen folytonos fiigg-
vény esetén, a hatdrozatlan integrdl clétt tdrgyalja ; ezuttal meglehetésen
absztrakt mddon : teriiletrél csak a hatdrozott integrdl bevezetése utdn
beszél. Az az olvas6 azonban, aki az elsé kétetet mdr dtdolgozta, jelentds
absztrakeiGképességre tett szert; ha nem akarjuk, hogy ez visszafejlod-
jék, nem szabad parlagon hagynunk. Egyébként pedig ez a tirgykor
didaktikai szempontbdl nagyon kényes: tdl korai hivatkozds a szemlé-
letre azt eredményezhetné, hogy az olvasé a szigoru tdrgyaldst felesle-
gesnek tartand.

A specidlis fiiggvények integrdljanak explicit kiszdmitdsdra szolgélé
modszereknél hignyolhaté, hogy sinx és cosx raciondlis fiiggvényeinek

<cosa, ha 0<a<f<m) nem

integrldsira csak a z —=tg —:)— helyettesitést adja meg a kényv és nem

targyalja azokat az eseteket, amelyekben mdr a z=cosx vagy 2
z = tg = helyettesités is (mégpedig rendesen egyszeribben) célho-z vezet.
Minddssze egy feladatndl haszndlja a z = sin x helyettesitést, mint cad
hoc eljdrdst». :

Mintaszerii a végtelen sorokrol sz6l6 fejezet. A klasszikus konvergem’:la—
kritériumokat éppuigy térgyalja, mint a szummabilitdsra vonatk(.)zd teté:‘-
leket. Ebben a fejezetben keriil tdrgyalisra azoknak az elemi fﬁggﬂve-
nyeknek TavLor-sora is, amelyeket nem targyalt mdr példaképpen el6bb
a szerz6. Az integrdlszdmitds alkalmazdsa megkonnyiti a targyaldst.
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A tobbvaltozos fliggvényekrol szélo utolso fejezeten kissé meglatszik,
hogy erre mdr csak kevés hely jutott. A szerzé mindjért az n-véltozds
fiiggvényekre vonatkozdé definiciékat adja; az egyes nehezebb bizonyi-
tisokat azonban két-, illet6leg hdrcmvaltozds fiiggvényeken végzi el, az
analég dltaldnos bizonyitdst az olvaséra hagyva. A kitiiné elokészités
utdn azonban ez a fejezet sem fog nehézséget okozni az olvasonak.

Emlitésre mélté a kényvnek végig vildgos el6addsa, szabatos stilusa,
valamint a torténeti szempontok kidomborftdsa. A szerzé a nevezetesebb
tételeknél idézi azok forrdsét.

Szisz PiL konyve nagy nyeresége a magyar tankényvirodalomnak.
Kezdok és haladék egyardnt haszonnal tanulmdnyozhatjdk. Referens
tapasztalatb6l mondhatja, hogy kitiiné segédeszkoz az analizishez kezdok
részére tartott egyetemi gyakorlatokndl. Kiilonosen alkalmas kozépiskolai
tandrok szamdra a differencidl- és integrdlszamitds korébél az egyetemen
hallottak felfrissitésére.

Kalmar Laszlo.

Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften
mit Einschluss ihrer Anwendungen, Leipzig, B. G. Teubner, 1897—
1935.2

A matematikusok hdrom nemzedéke tébb mint negyven esztendon
4t dolgozott az Encyklopaedidn. Azon férfiak koziil, akik a ma befeje-
zetten el6ttlink fekvé nagy mavet 1894-ben megtervezték és elokészi-
tették, ma mdr egy sincs élethen, az 1895 szeptemberében tartott és a
nagy lerv megvaldsitdsdt bevezeté elsé lipesei konferencia tagjai koziil
pedig mir csak egy: dr. Arrrep Ackermann-Tevener. Ha az utolso
cikknek és a IV. kotet regiszterének befejezését a véletlenek sorozata

! A nagy német matematikai Encyklopaedia befejezédése oly esemény
a matematika torténetében, hogy illend6, hogy errdl lapunk is megemlé-
kezzék. Erre legalkalmasabbnak latszott magyar forditisban kozélni azt a
«Schlusswort zu dem Gesamtwerk»-et, melyet az Encyklopaedia «Akade-
mische Kommission»-ja nevében C. CARATHEODORY kozolt az utoljara (1935
szeptemberében) megjelent Encyklopaedia-fiizetben, mely a IV. kotet regisz-
terét tartalmazza. Ehhez csak annyit fiiziink hozzé, hogy az Encyklopaedia-
nak magyar munkatarsai is voltak, és pedig: KARMAN T6DOR, Riesz MARCEL,
SzAsz OTT0, ZEMPLEN GY0z6 és (a csonkan maradt francia kiadasban)
KUrscHAK JOzsEF. CARATHEODORY miincheni professzor ur és a B. G. TEUBNER
lipcsei kiadocég szivesek voltak e kozléshez engedélyiiket megadni. Fogad-

jak érte Gszinte koszonetiinket.
- Szerk.
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nem késleltette volna, akkor legalibb WarrtaER von Dyck, aki, mint
az Akademische Kommission elnéke, teljes négy évtizeden at munka-
erejének javit ez Encyklopaedidnak szentelte, megérte volna faradozisai-
nak megkorondzdsit. Csoddlatos energidval parosult szivissiga, mellyel
hosszi betegségének utolsé napjdig faradozott kitiizstt céljgnak elérésén,
tette lehetévé az Encyklopaedia befejezését. Amidén nem egészen egy
évvel ezel6tt meghalt, a tulajdonképpeni munka mar befejezédott : mar
ki volt szedve az utolsé cikk utolsé lapja is; csak az nem adatott meg
Dyck-nek, hogy az utolsé fiizet megjelenését megélje és megirja a mivet
bezdré jelentését ugy amint megirta az elsd kotet szdmdra az ceinlei-
tender Bericht»-jét.

Ha ezt a bevezet6 jelentést ma elolvassuk és e mellett a kész Encyklo-
paedidt nézziik, mindenekel6tt az tinik fel, hogy a hatalmas villalko-
zds eredeti célkitizései a munka folyamdn igen nagy mértékben el-
tolodtak. Eredetileg oly mi megirdsdrél volt szo, melynek célja lett
volna a matematikdnak a XX. szdzadba esé haladdsdt ismertetni. Ehhez
a 240 ivhez tovdbbi 1000 iv jérult és a matematika szdmos fejezetét
illetéen a tdrgyalds a mai idékig terjed. Eleinte csak ABC-rendbe sze-
dett rovid cikkek voltak tervbe véve, amelyek a tdvolabb 4llék szdmdra
legjobb esethen is csupdn elsé tdjékozoddsra lettek volna alkalmasak ;
ma pedig oly mit 4dll rendelkezésiinkre, mely nemcsak a specializilt
szakembernek sajdt teriiletén tesz kivdld szolgdlatot, hanem a kiviildllok
iltal felvethetd kérdésekre is megadja a legszabatosabb vélaszt.

Feux Kiemw volt az a férfi, kinek befolydsa alatt a Franz Mever
dltal megtervezett mii ebbe az uj irdnyba terel6dott. Az Encyklopaedid-
nak haszndra valt, hogy e tudds, aki a mult szdzad hetvenes évei-
ben mint fényl6 meteor emelkedett fel a matematikai égholtozaton,
igen kordn abbahagyta a tulajdonképpeni produktiv munkdt és hosszu
életének mdsodik felében minden erejét organizatorikus munkdk
nak, amilyen az Encyklopaedia, szentelte. A malematika torténetének
minden periodusdban ritkdk voltak az oly férfiak, akik, mint Krgm,
képesek voltak e messze szétdgazé tudomdny minden teriiletét Osszes-
ségében 4ttekinteni és egymdssal dsszemérni. Ezenfeliil azonban KLE.IN
igazi ereje és nagysiga, mely lehet6vé tette, hogy az Encyklopaledw |
sorsit oly nagy mértékben befolydsolja, abban a képességében. rejlett,
hogy 8sszefiiggéseket fedett fel ott is, ahol mds ilyeneket nem is kfzre~
sett volna, valamint szivéssdgdban, mellyel minden részletnek utédnajdrt.
A nagy kérdésekre irdnyitott széles ldtokor ndla a részletek szeretetével
egyesiilt ; e tekintetben Kiew egészen magdban dllG jelenség volt. Az
Encyklopaedia minden cikkében, és kiilondsen azokban, melyek 1’92(?
elétt jelentek meg, érezheté KiEm hatisa; e hatdst azon a nagyszamu

;d
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konferencidn  fejtette ki, melyet a szerkesztékkel - és referensekkel
elsosorban Gottingdban, de madsutt is Németorszdghan, sot a kiilféldon
is tartott; ezekhez még rendkiviil terjedelmes levelezés jarult. Kiev
e mikodése dltal az Encyklopaedia sokkal egységesebbé vdlt, mint
amennyire ez hasonlé méretii munkdkndl szokdsos. Ha ma az Encyklo-
paedia nemecsak cikkek laza egymdsutdnjdbdl 4ll, hanem szerves egységet
mutat, ugy az egyediil és kizdrclag Krew dldozatkész munkdlkoddsanak
koszénheté, mely tobb mint egy negyed szdzadon 4t tartott,

Természetes, hogy Kiemw egynémely f6célja nem valgsulhatott meg
oly mértékben, amennyire kivdnta volna. O az Encyklopaedidt eszkoz-
nek tekintette arra, hogy egyrészt a matematika minden alkalmazdsait
kozelebb hozza a tiszta matematika miiveldihez, mdsrészt pedig arra,
hogy az elméleti kutatis 1uj eredményeit a gyakorlati alkalmazdsokra
alkalmassd tegye. Kz okhdl szerepelnek az elsé kotethen oly cikkek,
melyek a statisztikdt, nemzetgazdasdgtant és életbiztositdst tdrgyaljdk, a
negyedikben pedig a ballisztika és a hajé elmélete mellett, mely utébbi
mar Euvier-t is érdekelte, oly cikkek is, melyek tisztdra technikai tdr-
gyakkal foglalkoznak. Eredetileg pline egy kiilon kétet volt tervbe véve
a matematika technikai alkalmazdsainak tdrgyaldsdra. A fellépett nehéz-
ségek miatt errél azonban maga Kieiv hamarosan lemondott. E nehéz-
ségek a mai vildghan még feltiinébbekké és nagyobbakkd vdlnak és
azzal a ténnyel fiiggnek Ossze, hogy a technika és tjabban a matema-
tikai fizika is sokkal gyorsabban viltozik, mint a matematika és hogy
mdsrészt a matematika befolydsa e disciplindkra elsésorban oly koriil-
ményeken mulik, melyeket nem kénnyii rendszerbe foglalni.

Természetes, hogy az A. SommerreLD szerkesztésében megjelent fizikai
kotetek H. A. Lorentz remek cikkével az elektrodinamikérdl és elektron-
elméletrél, W. Pauur klasszikus cikkével a relativitdselméletrol, L. Borrz-
many, H. Kameruivea Onnes, H. Minkowskr sth. kézleményeivel hatdsosan
elomozditottdk a matematikai fizika fejlédését. Az asztronomiai kotet,
anyagdnak elrendezésével visszatiikrozi oly kordn elhiinyt szerkesztojé-
nek, K. ScawarzscEmp-nak szellemét. A mechanikdt tartalmazé kotet
pedig, mely kiilénlegesen sokat koszon Kiemv szerkesztdi tevékenységé-
nek, a technikai problémdknak és a kiilfsld matematikai-technikai téren
elért eredményeinek valésdgos kincsesbanyéja.

Mindemellett az Encyklopaedia elsésorban a tiszta matematika mii-
veloinek «Nachschlagewerk»-je és mint ilyen, a kutatds elsérangi esz-
kioze. Ez az eredmény nem kis mértékben annak a koriilménynek
koszonhets, hogy az idok folyamdn oly stilus fejlédott ki, mely lehet6vé
tette, hogy a citdtumok témege dacdra a tulajdonképpeni szoveg olvas-
haté legyen. Szerencsés véletlen folytdn A. PrivesmEm cikkei, melyek
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vildgossdguk ¢és szabatossiguk folytdn azonnal példaszeriieknek ({aldl-
tattak, még 1900 elétt jelentek meg. Irdsmédjuk bizonydra szamos ké-
s6bbi munkatdrsat befolyasolt munkdjdban.

Mér kordn felmeriilt az az dhaj, hogy az aktualitis megorzése céljd-
hél tijabb eredmények, melyek egy mdr lezdrult részben nem vétettek
figyelembe, utdlag felvétessenek az Encyklopaedidba. Az els6 alkalmat
ehhez Kneser varidcioszdmitdsi cikke szolgdltatta, mely 1900 szeptemberé-
ben lezdrult, de megjelenése néhdny évig elhalasztatott. Kneser ugyane
targyra vonatkozé tankdényve, mely 1900-ban jelent meg s amely az
addig csak keveseknek hozziférhet6 WrierstrAss-féle elméletet dltaldnosan
ismertté tette, uj életet adott a varidciészdmitdsnak. llymddon sziikséges-
nek mutatkozott 1904-ben, Kneser cikkével egyidejileg, egy kiegészits
cikket kozolni (Hamw és Zermero tolldbél), hogy ebben figyelembe vé-
tessenek a varidcidszdmitds idokozben elért djabb eredményei, melyek
els6sorban Hmweerr-nek, v. Escaerica-nek, Oscoop-nak és magdnak Kneser-
nek koszonhetok.

Ezek a részletek azért érdekesek, mert késébb a kiegészité cikkek
felvétele rendszerré valt. Igy példdul 1919-ben jelent meg LicHTENSTEIN
nagy cikke a potencidlelméletrol és a konform leképezésekrol, melyet
1921-ben BieeerBacu fiiggvénytani cikke kovetett. A mdsodik kitet egész
hdtralévo része ilyszeri kiegészité cikkeket tartalmaz, illetéleg oly tar-
gyakkal foglalkozik, melyek csupdn 1900 utdn fejlodtek ki.

Sok esetben maga az Encyklopaedia adta meg a lokést egyes vizs-
gilatok folytatisdra. Ez &ll mindenesetre Oscoop fiiggvénytani cikkére,
melyet hisz évvel késobb BieBerBacH egészitett ki. Bizonyos fokig ugyanez
all Denn-nek és Heecaarp-nak az analysis situst tdrgyalé cikkére is, habdr
Brouwer alapvetd vizsgdlatai, melyek kériilbeliil e cikk megjelenésével
egyidejileg indultak meg, e cikktol teljesen fiiggetlenek.

Egyes elszigetelt esetekben azonban néhdny régen megjelent cikk is
meglepden fiatal maradt : igy példdul A. Voss cikke a mechanika elveirol
oly szabatosan van fogalmazva. hogy. bdr joval a relativisztikus me-
chanika kifejlédése elétt irédott, még ma is haszonnal tanulmdnyozhatd.

Leginkdbb elavult az aritmetikat és algebrat targyal6 els6 kotel.
Ennek tébb oka van; a féok az, hogy az algebra csak az utolsé év-
tizedekben érte el a fogalmak szabatossdgdnak és élességének azt a
fokét, melyet az analizis mar 1900 elétt elért; ehhez jarul az a koriil-
mény, hogy ezzel az axiomatikus megvildgitassal kapcsolatban az algebra
tartalma és modszereinek alkalmazdsi teriilete rendkiviili mértékben ki-
terjedt.

A Deutsche Mathematikervereinigung kezdeményezésére és egyet-
értéshen a kiadgvallalattal a kartelbe 1épett Akadémidk bizottsiga elhatd-




106 IRODALOM.

rozta, hogy e kotetet teljesen dtdolgozva mdsodik kiaddsban is meg-
jelenteti. Az akadémiai bizottsdg ajdnlatira 1934-ben szerkesztokiil
H. Hasse (Gottingen) és E. Hecke (Hamburg) vilasztattak meg, akik
mindketten e vélasztdst elfogadtdk. Az uj kiadds elémunkdlatai mdr
meglehetésen elérehaladtak és remélheté, hogy a két kitetre tervezett
mi néhdny éven belil elkésziil.

Miinchen, 1935 augusztusdban.
C. Carathéodory

- (ford. Konig Dénes).

0. Spiess: Basel anno 1760. Nach den Tagebiichern
der ungarischen Grafen Joseph und Samuel Teleki.
Verlag E. Birkhiuser, Basel, 1936, VIII 4 179 lap.

A bdzeli egyetem 1760 dprilis 15-én tinnepelte alapitdsinak 300. év-
fordulgjat. Az iinnepségre vonulé diszmenet élén az egyetem rektora
haladt a véros fejével. Utdna — mint Spiess kényvében olvassuk — nem
az egyetem tandrai és a megjelent foméltésdgok kovetkeztek, hanem
elészor hdrom magyar egyetemi hallgaté: a TeLekr grofi csaldd ott
id6z6 ifju sarjai. A gazdag kereskedé és iparos viros, amely mdr régen
eliizte a sajit nemességét, mindenképpen kitiintette az egyetemén tanuls
erdélyi fénemeseket. A Terekr gréfok koziil elészor Jozser, a késobbi
féigazgaté és koronaér, jelent meg Bazelben, utdna unokadecse Apén
és végill mostoha nagybdtyja Simuer, a késcbbi kancelldr, a marosvésdr-
helyi Teleki-kényvtdr alapitéja. A matematika vonzotta oket oda, a
Bernouvrni-ak neve. E vildghirii csaldd két tagja tanitott akkor a bdzeli
egyetemen : Dinier fizikdt és occse, JANos matematikdt. Dinier kovérkés,
élénk, tobbnyire jékedvii emberke, aki szép délutinokon drdkig sétil
a vdrosban vagy a Rajna hidjan tobbnyire valamelyik TeLeki-vel, vagy
tiz évvel fiatalabb ocesével. Az 50 éves Jinos is kisnovési ; feltiinik
hatalmas sasorra. Komolyabb, ridegebb ; beszéd kézben idegesen rdzza
fejét, kiilonos szem- és szdjmozgdsok kiséretében.

TeLekr Jézser grof kilenc hénapon 4t heti négy éraban volt Bervourrr
DanieL. magédntanitvdnya. Kozel két évi kiilféldi tanulményutjarél (Svije,
Hollandia, Franciaorszdg) rendszeres naplét vezetett. Ezeket az igen
értékes magyarnyelvii feljegyzéseket a M. Tud. Akadémia kézirattira
6rzi. E sorok irdja forditotta le beléle a svdjci olvasét érdekl részeket
németre, az itt ismertetett konyv szerzéje Spiess Orr0,1 a bézeli egyetem

1 E helyen is koszonetet mondok FejEr LIPOT egyetemi tanir urnak,
aki figyelmemet re4, a BErNouLLI-ak tudos kutatojara, felhivta.
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matematikus professzora részére. Kényvének 36— 105. oldalain taldlhats
ez a forditds, amelyet Spmss késobb a bazeli egyetemi konyvtarnak ki-
kolesonzott eredetivel még ossze is hasonlitott dr. Pérer Ferexc és
E. HunstieerR-LAMADIN segitségével.

TeLext Simver grof tanulmédnyai sordn 17 hénapig tanult matematikit
Bdzelben. A privdat kollégiumokért BervovrLr Jinos-nak 51, Diwier-nek
6 uj kérmoci aranyat fizetett és azt tartja, hogy «nagyobb haszonnal
soha a pénzemet nmem koltttem. mint itten az tanuldsra nézve.. Uti
napléjit (1759—1763, Bazel, Utrecht, Leyden, Périzs) Biis Istvan ren-
dezte sajté ald (1908). Inre Sinpor kiting bevezetést it hozza. A Semss
konyvében kozolt német forditds (116—151) dr. Pérer Ferenc tollba-
monddsa. VerzArR Frieves hazdnkfia, aki jelenleg szintén a bazeli egye-
tem professzora, mindig készséges segitdje volt tandrtdrsénak mun-
kédjaban.

TeLekr Jézser gréf napléiban tobbszér emliti egy masik didgriumat,
ahovd egyes dolgokat részletesebben irt le. Spiess kérésére dllanddan
kutatok utdna, de eddig minden fdradozdsom sikertelen maradt. Mds
gyanitott és keresett maplék sem keriiltek elé. A TeLexi-eknek bizeli
magyar didkokkal valé levelezésébdl is hosszas keresés utdn csak négy
kivonatot koézolhetett Semss kényvének fiiggelékében (155—160). Ezek
koziil Kis GerGELy levelét a gyomroi Teleki-levéltarbél masoltam, FocArast
Pap Jozser-ét pedig az Orszdgos Levéltdr Teleki-tdrdnak Teleki Sdmuel-
osztilydbdl. Kérésemre kett6t (TuorpAr SimueL és Rufpey Apim grof
levelét) KeLemen Lasos kiildott Kolozsvarrol.

Spiess mdr elsé olvasdsra megdllapitotta Terexr Jozser grof foljegyzé-
seir6l, hogy az akkori bdzeli egyetemi életnek egyetlen reink maradt
részletes rajza. Szerinte a keresetlen hangu Teleki-naplékat Bézel torté-
nelmének jové kutatéi nem hagyhatjdk figyelmen kiviil. Seiess-nek a
naplokat ismerteté elozetes eléaddsa és cikke olyan nagy érdeklédést
keltett, hogy konyvének elsé 100 példinya azonnal elkelt és még a
hollandiai meritett papirost, borkstési példdnyokra is akadt jelentkezd,
pedig darabja 40 svdjei frank (az egyszertié 7-50).

Méar a konyv kiilon boritélapjarél két igen érdekes arc tekint rdnk:
a két Terexr grof. A 18. szdzad a matematikdt a félviligosodds legerd-
sebb fegyverének tartotta: a matematika akkor divatos és ne’pszeru" volt,
még a szalonok is kivéncsisiggal és érdeklodéssel t.’ogadté.k. A 'lELFfKI
grofok komolysdgira és derekassdgdra vall, hogy a divaton messze tu’l—
mené alapossdggal és kitartdssal foglalkoztak vele. Seiess-nek a naplok~
elé firt bevezetése (1—35) gondos és részle}es tanulményj az ak’korl
bézeli élet egészen megelevenedik eldttiink. IgEI'l érdekes TELEKT Jozsrfv
grof kiaddsi napléjnak kivonata (107—115). A jegyzetek (161—163) és
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a névmutaté (164—179) a szerzé sokoldalisdgat dicsérik. Az izléses
kiilseji konyvet 14 szép kép disziti: a két Tecerr-n és a két BernourLi-n
kiviil, Sociv, Iseuy, Ramspeck professzorok és az akkori Bdzel képei.

Ezek a naplék nemecsak bdzeli csaldd- és vdrostérténeti szemponthdl
érdekesek, hanem mivel6déstorténeti jelentéségiiek is. TeLERT J6zSEF grof
példdul beszdmol Berwourur DinieL kisérleti fizikai el6addsairdl is. A Ber-
NourLr-ak 1ttorék ezen a téren: JakaB (DAinmEn nagybdtyja) és Jinos
(DAniEL apja) tartottdk az elso, kisérletekkel oOsszekotott eldaddsokat és
Dinier fokozott buzgdsdggal kovette Gket ezen a téren. A Tereki-ek ma-
tematikai tanulmdnyainak minemtiségér6l a naplok sajnos keveset kozol-
nek. Egyhelyiitt azonban Tewekr Jozser leirja, hogy Bdzelben toltétt
utolsé napjait Bervouvrt DAnier még arra akarta felhaszndlni, hogy fogal-
mat adjon neki az integrdlszdamitdsrél is, hogy legaldbb annyira vigye
6t, hogy idovel e tdrgyban is tovdbbképezhesse magdt. Ismételten fel-
emliti itt azt a rendkiviili hédldt, melyet mestere irdnt érez, és hozzd-
fiizi, hogy Berwouiur Dinmr is oriilt az ifji tanitvnydndl elért ered-
ménynek.

Spiess természetesen — kevés kivétellel — csak a Svdjcra vonatkozo
naplérészeket kozli és ismerteti. A napléknak a matematikus és fizikus
olvasét érdeklé legfontosabb egyéb helyeit mds alkalommal szeretném

bemutatni.
Jelitai Jozsef.

Koénig Dénes: Theorie der endlichen und unend-
lichen Graphen (Kombinatorische Topologie der Streckenkomplexe).
Leipzig, Akademische Verlagsgesellschaft, 1936 ; XI + 258 lap.!

Itt kozoljiik a szerzo magyar forditdsiban e kényv el6szavit.

A grifelmélet két szemponthdl tekinthetd : elészor is, mint az egy-
mérelti komplexusok elmélete, elsé fejezetét alkotja az dltaldnos topoldgia-
nak; mésodszor pedig — ha eltekintiink folytonossigi és geometriai
tartalmiatél — mint a kombinatorika és az abszirakt halmazelmélet
egy dga foghato fel. E konyvben e mdsodik felfogdst kivintuk érvényre
juttatni, elsésorban azdltal, hogy a grdfok elemeinek — a pontoknak és
éleknek — semmiféle geometriai jelentést nem tulajdonitunk : a pontok
(szogpontok) tetszoleges egymdstél megkiilonboztetheté elemek és egy-
egy €l nem 'egyéb, mint két végpontjdnak valamely Gsszefoglaldsa.
Néhdny példa és alkalmazds kivételével konyviink szigortian ragaszkodik

1 Az E. ARTIN szerkesztésében megjelens «Mathematik uod ihre An-
wendungen in Monographien und Lehrbtichern» c. konyvsorozat 16. kotete.
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ehhez az absztrakt felfogdshoz, melyet mdr 1873-ban SyLvester hang-
silyozott. A geometriai beszédméd, melyet mégis alkalmazunk, igen ké-
nyelmes terminolégidt szolgdltat, a nélkiil, hogy geometriai szemléletre
vagy geometriai axiémdkra kellene hivatkozni. Ennek a grafelméleti
terminoldgidnak nagy heurisztikus értéke van: «természetes» probléma-
kat vet felszinre és igen absztrakt fogalomalkotdsokat szemléletes képek-
hez kapesol, amidltal gyakran egymdstdl tavoldllonak litszé fogalmak és
problemdk kozti 1) Osszefliggések jutnak napvildgra. Ez az absztrakt
(kombinatorikus) felfogds haszndra van a geometriai topoldgidnak is;
czt mutatja a tébbméreti kombinatorikus (PomcarE— Veprex-féle)
topoldgia nagymérvii fejlodése az utébhi években. Persze az egynél tsbb
méretli komplexusok és sokasdgok elméletében a folytonossdgi meg-
gondoldsok mell6zése mar sokkal nagyobb nehézségeket okoz. Ez okhol -
hogy a koényv teljesen elemi jellegét megorizzik — az abszolut graf-
elméletre szoritkozunk, mely a grifokat énmagukban tekinti és nem
terjeszkediink ki a relativ grafelméletre, mely a grafokat feliileteken
vagy terekben vizsgdlja (csupdn a XIL fej. 5. §-a alkot ez aldl kivételt).
Az anyagot tovdbbd azdltal is korldtoztuk, hogy — kevés kivétellel —
melléztitk a megszdmldldsi kérdéseket.

Ugy, mint a matematikdnak legtébb tjabb fejezete, a grifelmélet sem
oncélképpen keletkezett, hanem a matematikdnak és természettudomd-
nyoknak régibb dgaihoz kapesolédva. Hogy mar itt felemlitsiik a grdfokra
vonatkoz6 legfontosabb munkdkat : KircaHoFF dolgozata (1847) az elek-
tromossdg elméletének, Perersen-¢ (1901) az invaridnselméletnek és
MenGer-é az 1ij gorbeelméletnek koszini keletkezését. P. Herrz egy dol-
gozata (1922) dltal a formadlis logika is forrdsivd valt grafelméleti kuta-
tdsoknak. CAviey és SyLvester grifokra vonatkozo vizsgdlatai nagyrészt
kémiai kérdésekbol szdrmaztak. Némely szerzé azonban mdr dncélképpen
foglalkozott grafelméleti kérdésekkel : G. Brusen és A. Samre-Lacui
mellett itt elsésorban H. Warrsey emlitendd, akinek rendszeres kutatdsai
az utébbi évekbe esnek és bizonydra még nincsenek lezdrva.

A természettel valé érintkezés mellett igen sokat koszén a grafelmélet
az emberek egymdskozotti érintkezésének is. A kombinatorikdnak bizo-
ﬁyos gyakorlati, tdrsasdgi problémdira gondolunk itt — hozzdszimitva
ezekhez a szellemi jétékokat — melyek eddig kiilonosen a matematikai
mulatsagok irodalméban tdrgyaltattak. Ez az irodalom a grifelmélet
val6sdgos kincsesbhdnydjdnak tekintheto. gy EvLer-t (1736) a konigsbergi
hidak problémdja vezette hozzd, hogy a grafelmélet torténetileg elsq
dolgozatdt kézzébocsdssa. Epovarp Lucas volt azutdn az els6, aki
Récréations Mathematiques-jéval (1882—1894) ezt a témakort — ugy
matematikai, mint torténeti tekintetben — valédi tudomdnyos miivé
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egyesitette. Igen természetes tehdt, hogy Lucas azok kozé tartozott, akik
felismerték a graf (réseau) fogalmanak fontossdgdt. A Lucas dltal ossze-
gyiijtott és feldolgozott anyagot azutin Amrens — kiiléndsen matematika-
torténeti tekintetben — mintaszeri muvé egészitette ki. A grafokra
vonatkozé olyannyira elszort anyag egybegyiijtésénél nagy szolgdlatot
tettek nekem azok a bdséges és megbizhaté bibliogrdfiai adatok, melyek
Anrens Mathematische Unterhaltungen-jdban foglaltatnak. E tekintet-
ben meg kell itt emlitenem Dean és Heecaarp Analysis Situs c. referdtumdt
is az Encyklopdidie der mathematischen Wissenschaften-ben, amely
vildgos dttekintéshen (6sszesen hét oldalon) nyujtja a grafok (Linien-
systeme) elméletének torténetét e szdzad elejéig. Ez a tdrgyalds kényvem
egynéhdny pontjinak megirdsandl, valésdggal programmképpen szerepelt.
Ugyancsak felhaszndlhattam Sainte-Lacui grifokra vonatkozé Meémoriul-
referitumdnak néhdny bibliografiai adatat is.

Ami az én kényvem irodalmi adatait? illeti, ezekre kiilonds slyt
helyeztem és e tekintetben teljességre térekedtem. Pontosan megadom
az irodalom minden oly helyét, melyen oly fogalmat, tételt vagy bizo-
nyitdst taldltam, amely haszonnal volt az én tdrgyaldsomra. Csupdn az
els6 fejezet alkot e tekintetben Kkivételt; itt lehetetlennek ldtszott az
alapfogalmaknak és alaptényeknek elsé megjelenését az irodalomban
megéllapitani, anndl is inkdbb, mert a grifelmélet szemléleti értelme-
zésénél — legaldbb is, ami1 a véges grafokat illeti — e fejezet nagyrészt
csak magdtol értetédé eredményeket tartalmaz. Ami azonban a késobbi
részeket illeti, kényvem — ugy vélem — a grdfelmélet torténetét is
tartalmazza. Nem nehéz tehdt megdllapitani, hogy melyek azok az ered-
mények, amelyeket a szerzé sajdtjdnak tekint. Ami kiilonlegesen a vég-
telen gréfokat illeti, ezekre vonatkozélag csak sajit munkdimat idéz-
hettem.

A konyv el6addsokbol keletkezett, melyeket tobbizben tartottam a
budapesti Muegyetemen. Fétartalménak megértéséhez sziikség van ugyan
hizonyosfoku iskoldzottsdgra a matematikai gondolkoddsban ; matematikai
tételek és fogalmak ismeretére azonban nincs szitkség — legaldbb ami
a véges grifok tdrgyaldsdt illeti. A végtelen grifokra vonatkozé némely
vizsgdlatndl az absztrakt halmazelmélet elemeinek ismeretét feltételezziik.
Amit a kényv egyes helyeken az elemi szimelméletbdl, a linedris algebri-
bol, a determindnselméletbél, a projektiv geometridbol, a csoportelmélet-
bél sth. felhaszndl, aligha haladja tdl azt az ismeretkdrt, mellyel minden
leendé matematikus mar féiskolai tanulményainak elején rendelkezik.

1 A szerzénevek utan szogletes zarojelben foglalt vastagon nyomtatott
szamok a konyv végén talalhato Bibliographie-ra utalnak.
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Haldval kell itt megemlékeznem e gyiijtemény elhtinyt megalapitij4-
rél, E. Hus professzorrél, aki munkdmat e gyiijteménybe felvette,
amidén még csak egy révid tervezete volt készen. Evek hosszi sordn at,
mig e konyvon dolgoztam, nagy haszonnal jirt szdimomra az a nagy-
beesii érdeklodés, mellyel mélyen tisztelt tandrom, az idékozben ugyan-
csak elkoltozott KorscHAk JGzser professzor, a munka haladdsdt kovette.
O még elolvasta kéziratom legnagyobb részét és oly megjegyzésekkel
kisérte, amelyek igen nagy mértékben a konyv javira viltak. Alkalmam
volt kényvem egynéhdny részletét mds magyar (budapesti és szegedi)
szaktdrsaimmal is megbeszélni; ezek : Eeerviry Jen0, Erpos Pir, Fesr
Lipor, GronwaLD TiBor, Hasés Gvorey, Haar Avrriép (1), Kaumir LAszuo,
Neumany Jinos, ScHONBERGER TiBoRr, VALkO IstvAN, VERess PAL. Koszonettel
adézom nekik szdmos megjegyzésért és adalékért, melyek a konyv meg-
felelo helyén megtaldlhaték. Hajos Gyorey, KaLMAR LAszro és VEress PAL
emellett — és pedig kritikusi alapossdggal — dtjavitottdk a konyvnek
csaknem valamennyi korrekturdjat. Az elsé korrektura olvasdsdval to-
vabbd H. Nemrkorn (Hamburg) volt szives engem tdmogatni. Az dbrdk
készitésénél Grinwarp Tisor tett nagy szolgélatot. Mindnyajuknak Gszinte
koszonetemet fejezem ki szives kozremikodésiikért, éppigy, mint az
Akademische Verlagsgesellschaftnak a kényv szedése és korrigdldsa
alkalmdval tanusitott el6zékenységéért.

Budapest (Muegyetem), 1935 szeptember.

! Kénig Dénes.
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dor (8), Hadarits Vendel (8), Hausbrunner Vilmos (8), Holenda Barna-
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Osszesen 16 P.

1935-re : Orsz. Met. és Foldmédgn. Int. Bp. (8), Apponyi A. lg. Gyér
(6), Révai M. vedlisk. Gyér (3). Osszesen 17 P.
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Pannonhalma (6), Ref. Horthy M. rg. Kisdjszéllis (6), Jozsef Nador
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Vallas. és Kozokt. Minisztérium eldfizetése a kovetkezd dllami, ill.
kir. kat. kézépiskoldk tanari konmyvlara szamdra : Balassa B. rg. Ba-
lassagyarmat, Lordntly Zsuzsdnna llic., Békéscsaba, Verbc’ic"/,y J. rg. Bp.
1, Métyas kiraly rg. Bpest II., Toldy Ferenc redlisk. Bp. 1I., Arpdd rg., Bp.
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Bp. VIL, Szt. Istvin rg. Bp. VI, Erzsébet Noiskola llic. Bp. VIL., Kézép-
isk. Tandarképzé Int. Gyak. Gimn. Bp. VIL, Zrinyi M. g Bp. VIIL,
Fiy A. rg. Bp. IX., Széchenyi I rg. Bp. X, Szt. Ldszlo g, Bp. X,
Kossuth rg. Cegléd, Szt. Imre rg. Csongrdd, Fazekas M. redlisk. Deh.re-
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Blanka llic. Mezotir, Hunfalvy J. redlisk. Miskole, Szaboles Vezér rg.
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Nagykdll6, Kossuth L. rg. Pestszenterzsébet, Kozépisk. Tandrképzé Int.,
Gr. Széchenyi I. Gyak. Redlisk. Pécs, Széchenyi 1. rg. Sopron, Ledny-
gimn. Sopron, Kisfaludy S. rg. Siimeg, Klauzil G. rg. Szeged, Baross
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gimn. Szentgotthdrd, Verseghy F. rg. Szolnok, Faludy F. rg. Szombat-
hely, Lednylic. Szombathely, Konyves K. rg. Ujpest, Kanizsay Dorottya
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3. Adomany.
Blathy Ott¢ Titusz 10 P.

Budapest, 1936 dprilis 4.
Szabs Gabor

pénztaros.

Franklin-Tarsulat nyomdaja. — Abrai V.
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a l'adresse du secrétaire B. Pogdny, Budapest, XI., Budafoki-it 8.




EGY NUMERIKUS KONGRUENCIA TELJES
MEGOLDASA.

A cimben emlitett kongruencia a kovetkezé :

r+
2

p=3
iy
(1)

p—1
f@)=ar-tgzr-at gzt Pl g v 4
p—>

S %_3_1;7_,_..._}_ P—2)x + (p—1) =0 (mod p),

amelyben p pératlan toérzsszamot jelent és az egyiitthatok a
p modulus redukalt maradéksoranak nagysdg szerint rendezett
szamai.
Errél a kongruencidrdl ki fogjuk mutatni, hogy
xz =1 (mod p)

az egyetlen gyoke és hogy ennek wmultiplicitdsa (p—2)-vel
eqyenld,

Hogy =1 (mod p) az (1) alatti kongruenciat kielégiti, azt
verifikalassal kozvetleniil kimutathatjuk. Ugyanis

—1

fA)=1+2+4---+p—24p—1= —}Lpg———)- = 0 (mod p).

Hogy az 1-en kiviil az (1) alatti kongruenciat més szém nem
elégitheti ki, annak a kozvetlen kimutatisa nehézséggel jir;
de ez kozvetleniil evidenssé lesz, mihelyt kimutattuk, hogy az
x=1 gyoknek multiplicitisa (p—2)-vel egyenlé. Ennek a be-

bizonyitasira elegendd kimutatni, hogy az f(x)nek osszes
derivaltjai egészen a (p—3)-dik rendszdmig az x=1 helyen

1 Elsadis a Mat. és Fiz. Tarsulat 1936. majus 30-an tartott kozgyilésén.
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mod p zérussal kongruens helyettesitési értékeket szolgéltatnak,
mig a (p—2)-edrendi derivaltnak helyettesitési értéke ezen a
helyen mod p a zérustol kilonbozo.

Hogy a kovetkezé szdmitdsokat ne kelljen megszakitanom,
ideirom a kovetkezé ismeretes és a kovetkezékben ismételten
folhasznalandd, binomidlis egyiitthatokra vonatkozo egyenléséget

melynek helyességérodl teljes indukcio utjan kénnyen meggyoé-
z6dhetiink.

Attérve az f(x) derivéltjainak az x=1 helyen val6 kiszami-
tasara, ki fogjuk mutatni, hogy

f1)=0, f'1)=0,..., fo-3(1) = 0, f*-3(1) =0 (mod p). (2)

Mindenekel6tt latjuk, hogy
de) o=

f@)= (p—2). 1273+ (p—3).2xp—4+---+1%1 P+

Lug Jpr=2 s PRl el el
+ R R T B P T 8- 3)a 1 (p2),
tehat

=021+ @-3).2 -+ 222 B2l

wed Bkl o B TR Ay ». LA

ha e kifejezés elsé sordban a

£ S p—1
=25 P=—95 5 )
tényez6ket a mod p veliik respektive kongruens
i i b o8
2 —3,.: -5 5

szamokkal potoljuk, a mdsodik sorban az elsé tényezoket a
mod p velok kongruens

D
2 ’

5
'pgir'" —(p—ﬂ), —(P_l)
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szamokkal potoljuk, f'(1) szamira a kovetkezo kifejezés adodik :

f'ay=— [2.1 +3.2 +...+% 1”2_’1+

4+3 p+i1
+ 283 2HL | 0 (p—2)] mod p)

azaz
‘ Pﬂ |
f’(1)5~2![(g)+(3)+---+( 5 ,+---+(1’21)] (mod p);

ha pedig a (B) alatti relaciora tekintettel vagyunk, akkor
f'(1)z—2:(13’)so (mod p).
Teljesen hasonlé meggondolasokkal mutathato ki ez az dltaldnos
relacio :
F1) = (— D4 (e D1 .2 o) (mod p)
mivel pedig

Pl=o (P)\= P-\—o (P _
(1)_0,(2)_0,..., (p_l)_O,(p)$0(modp),
a (2) alatti allitas helyessége evidenssé lesz és igy
=1 (mod p)

az (1) alatti kongruencidnak (p—2)-szeres gyoke. Mivel pedig
valamely kongruencianak fokszamat felilmualo szamban gyokei
nem lehetnek, ha a modulus torzsszam, azért

x =1 (mod p)
az (1) alatti kongruencianak egyetlen gyoke. Tehat e kongruencia
tobbtagtjanak gyoktényezds elballitasa
f(x) = ap=2-4 9414+ (p—2) z+p—1 = (@—1P~* (mod p). (3)

Ez az identikus kongruencia konnyen verifikdlhato. Ugyanis

T = i (pTQ) it b B

F(—1 (P;Q) ZPER e (— 1 (z:g) ;
gx
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binomialis egyiitthato mod p igy irhato:

— (»—2)(p—38)...(p—2—i+2) (p—2—Fk+1) _
e 2.3... k =
& (—2)(=3)...(=k) (—k—1) _
= 2.3... k =

= (—1* (k+1) = (k+1) (mod p),
amivel a (3) alatti identitas helyessége ujboél ki van mutatva.
Az eddigiek alapjan modot talalunk egy bizonyos cyklikus
determindns rangszam&anak meghatarozasdra.
Ismeretes ugyanis a kovetkezé tétel.
Ha az
f(x) = a2+ aa?—2 +---4 a2 = 0 (mod p)
kongruencidban a,—s = 0 (mod p) és kiilonbdzd gydkeinek szdma
a-val egyenld, akkor a
Ao Oy---0p-30p—2
c— B, Gy a0

Ap—2 UWy- - - Ap—4 Ap—3
cyklikus determindns rangszdmdt modp a kovetkezd képlet
adja :
p=p—1—o.
E tételbdl tiistént kovetkezik, hogy az

B e et
R AR

padtiR iy g2
determinans rangsziama mod p pontosan p—2, azaz maga a
determindns p-vel oszthaté (ami kilonben tiistént belathato,
ha e determinans elsé sorahoz az Gsszes tobbieket hozzaadjuk),

mig (p—2)-edfoki aldetermindnsai kozétt kell olyannak lenni,
amely p-vel nem oszthato, amit kozvetlenill latni nem lehet.
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Végil megemlitem, hogy ezek a meggondolisok 1épésrél
lépésre atviheték a Gauss-féle szamtestben szerepls az (1) alatti
kongruenciaval analog kongruenciira. Ha

P =P+ pa
kéttagh komplex torzsszam és ennek normdajat v-vel jeléljiik,
ugyhogy

akkor

v =Dpi+ 95
152 y—1
a p modulusnak redukalt maradéksora. Ezzel a maradéksorral
mint egyiitthatokkal képezvén az
224923 4---+ (v—2x + (v—1) =0 (mod p)
kongruenéiét, ennek ismét egyetlen gyoke
=1 (mod p)

és ennek multiplicitasa ismét (v—2). j
Rados Gusztdv.

DIE VOLLKOMMENE LOSUNG EINER NUMERISCHEN
KONGRUENZ.

Im vorstehenden Aufsatz wurde der Beweis fiir den nachfolgenden
Satz erbracht :

Die Kongruenz mit dem ungeraden Primzahl-Modul p

P2 4 QP34 3xp—4 4+ (p—2x+p—1=0 (mod p)
hat die einzige Wurzel

x =1 (mod p),

und ihre Multiplicitit ist genaw p—2.

Vermittels dieses Satzes ergibt sich unmittelbar, dass der Rang der
cyklischen Determinante

fill 2 ...p—2 p—1]

R
e 3mp.1

p—11 ... p—3 p—2

mod p genau gleich p—2 ist. Gustav Rados.
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Legyenek az x complex valtozos és complex egyiitthatos
fl@x)=cxe" + el +---+ ¢ 12+ ¢, =0 (1)
algebrai egyenletnek, amelyben n > 1 és
o+ 0, | 2

6sszes gyokei (mindegyik anuyiszor irva, amennyi a multipli-
citasa):
P s S B = B ST R L (3)

ahol az u-k és v-k valésak, mig i = ¢ —1.
Ismeretes, hogy az

WUqy Ugy- -y Un és Uy Ugs-++5 Un

valéos szamok meghatarozasa egyvaltozos valos egyiitthatos
algebrai egyenletek valos gyokeinek a megkeresésére vissza-
vezethet( feladat. Ennek a ténynek igazolasa soran két resultdns-
determindnssal talalkozunk, amelyeknek elemei egyvéltozos valos
polynomok 1ugy, hogy az emlitett resultansok is ilyenek. Donté
korilmény annak kimutatasa, hogy e resultdnsok egyike sem
azonosan zérus. Elég természetesen a ketté egyikével foglal-
koznunk. Minthogy a kézikonyvek ezt a kérdést vagy nem érin-
tik, vagy nem vilagitjak meg teljesen, tgy véljiik, hogy itt koz-
lendé hérom bizonyitasunk! némi érdeklédésre tarthat szimot.

1 Az elsé és harmadik hizonyitas Sziics ADOLF-t6l, a masodik GROSSCHMID
Lajos-tol szarmazik. :
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Elsé bizonyitas.
Miutan az
f@) =cpxn +exm1t o6, =0

egyenletben c¢; helyett a; + I8t és = helyett u + iv-t irtunk
k=0, 1, 2,...,n; ak, Bx, w és v valds mennyiségek), valasszuk
szét f(x) valos és képzetes részét:

f(x) = P(u, v) + 10 (u, v).
Tegyiik fel, hogy a P és () polynomok u szerinti resultinsa
azonosan zérus. Ekkor minden valés v-hez tartozik a
egyenleteknek egy (altalaban complex) kozos

u=a + bi
gyoke, mely az adott egyenlet szdmara az
x=a-+ bi+vi=a-+ (b+v)i

gyokot szolgdltatja. Nem bizonyos azonban, hogy két kiilonb6z6
v értékhez két kiilonb6z6 x érték tartozik. Ha ugyanis v, és v,
mellett

Uy i T
és 3

Uy — (y - Dyt
kozbs gyokei a fenti egyenletrendszernek, lehet, hogy

Gy = Gy,
b, + v, =0, + v,
és ez esetben csak egy x gyokot kaptunk. Azonban az w-ra
vonatkozo
P, v,) =0, Q(u, vy)) =0

egyenletek valos egyiitthatokkal birnak, tehat a,+b,t-vel egyiitt
a,—b,i is gybke mindkét egyenletnek és ezzel is szerkeszthe-

tink e b
i By =0y - (b 1) 1
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gyokot az eredeti egyenlet szamara. Marmost mind a harom
gyok megegyezése :
a; + (by4+v,)t = a, + (by+v,)t = ag + (—by+v,)0
csak gy lehetséges, hogy
Gy =0y, by =10, Vg =0y 1.

Ez az eset tehat biztosan nem kovetkezik be, ha v,-t gy va-

lasztjuk, hogy
vy F b+ v
legyen.
fgy tovabb mehetiink. Ha v, v,,..., Un-hez taldltunk kii-
16nb6z6
x, =a, + (b1 'IT"UI) i,
z, = ay + (b, +v))1,

L= Am+ (bm+/Um) {

gyokoket és felvesziink egy ujabb valos v,,.1 értéket, a beléle

leszarmaztatott \ .
Om+1 + (Bms1+VUms1)t

Omi1+ (—Omi1+VUm 1)t

és

gyokok egyike sem lesz Uj az esetben, midén bizonyos m-nél
nem nagyobb, egyenlé vagy kiilonb6zé r és s indexekre nézve

Um+1 = Uy bm+1 + Vm+1 = byr + vy,
Om+1 = Qg —bmi1 + Ums1 = bs + Vs

Minthogy a most felirt egyenl6ségekbél
Um+1 = 3 [(br+vy) + (bs+0s)]

kovetkezik, ezek az egyenléségek nem adallhatnak fenn vala-
mennyien, ha v,.1-et 0gy valasztjuk, hogy ne essék oOssze a

by + vy, by + Vyee5 O+ Um

szamok egyikével sem és ne legyen egyenlé két ilyen szamnak
szamtani kozepével.
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E szerint, ha a P(u,v) és Q(u, v) polynomok u szerinti
resultdnsa azonosan zérus volna, akkor lehetne akarhany kii-
lonb6z6 gyokot taldlni a megadott egyenlet szamara. De tud-
juk, hogy nincs tébb kiillonbozé gyok, mint a fokszam, tehdt a
szoban forgd resultins nem lehet azonosan zérus.

Masodik bizonyitas.

Ha az (1)-ben irjuk valos w, v valtozokkal: x = wu + iv,
tovabba :
03— 100 100 Cl—= G, 1B 5 - o5 Oy — an =18,
ahol az a-k és f-k valos szdmok, akkor a féntiek alapjan kap-
Jjuk, hogy
fx) = ey +-- -+ ¢ = flu+iv) =
= (ap+i8y) W+ 4+ an + ifn =
=¢,(x—x)(Xx—2p)...(X—Xn) = (4)
= co(u—u, +iW—0y). . (U —Up+i0—1y) =
= P, v) + 1Q (u, v),
P(u, v) = a,w)v* +- -+ a, (w), )
Q, v) = bo (w)v* 4+ by (W) (6)
a valos w, v valtozok valos egyiitthatos polynomjai, és tehdt az
AW -, au@) és. by@),---, b, (u)

coefficiens-polynomok is valosak; itt persze o (w). by (w) 5= 0.2
Mirmost bizonyos, hogy akarmelyik ==x;=wuy+w; gydkre
nézve (k=1, 2,..., n):
Puy, vi) = Q (uk, vi) = 0,

ahol is

miért is az
o (). - -y (). - .

R@) = Resy (P, 0, Q@)= | 'y "y | =0 @

2 Ha a c,-ban «,.B8,70, akkor pu=v»=n; ha pedig az «, B, kozil az
egyik zérus, akkor az (1+7)f(x) polynomra nézve ugyancsak g —=v—"mn.
Mindeme tényekre azonban alabb semmi sziikségink.
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resultdnsegyenletnek az u; egyik valos gyoke. Kimutatjuk, hogy

R(u) % 0. 8)
Ugyanis az

Ruw)=0 9)

feltevésbdol kovetkezik, hogy a P(u, v), Q(u, v) polynomoknak
van oly d(u, v) kozos osztopolynomjuk, amely a v valtozot
de facto tartalmazza;® szoval:

P, v) = P,(u, v)dw, v) és Qu, v) = Q,m, v)du, v), (10)

ahol P, és (), argumentumaiknak (nem sziikségképpen valos)
polynomjai. A (4) miatt tehat

)= cy(—ape il o= w)=
= (P, (w, v) + 10, (, v))-d (u, v),

s igy, tekintettel az f(u+1iv) egyertelmii felbomlasara irreduci-
bilis polynomok szorzatara,” bizonyos, hogy a d(u, v) az

&L s e ey
lineartényez6k legalabb egyikét, mondjuk az
PX— X, = UA-W—U, — W,

tényez6t tartalmazza. De akkor a (10) alapjan az (r—x;) a
P(u, v), Q (u, v) polynomoknak is kozos factora; ésmivela P(u, v),
Q (u, v) valdsak, azért kozos factoruk egyben az irreducibilis

T— T, =u—1—u+ i, (11)

is. Szoval a (4) szerint a (11) tényez6 az f(u-iv)-ben is fellép,
ami pedig absurdum. — Q. E. D.

3 L. GrosscHMID, Megjegyzés egy algebrai tételhez, Szt. Istv. Akad. Ert.
1921, p. 189—193.
4 L. példaul Grosscemip, Fejezetek az algebrdbol (Bpest 1923), 44. §.
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Harmadik bizonyitas.

A szobanforgo resultinsnak kiszamitjuk legmagasabb foku
tagjat.
Tekintsiik el6szor azon esetet, midén az adott egyenlet leg-
magasabb foki tagjinak egyiitthatoja
Co = @ + Byl
igazi complex szam, azaz olyan, hogy
do== 0085 =0.
[rjuk ki részletesen az
(u+)" = o (u, V) + iy (u, v)

hatvanyt ; tudvalevéleg

n CA
on(U, V) = u" — (q)u“—“37"+-~~

On (0, V) = (?)uﬂ—iv L (g)un—alys+...
Tehat az
fu+iv) = Pu, v) + iQ (u, v)

kifejezésben szereplé polynomok igy kezdédnek :

P(u, v) = (agpn—Bogn) +---
Q (u, v) = (Bopn-taodn) +-

A kiirt a,@n — Bon és Bo@n + aon tagokban w-nak minden
k-adik (=0, 1, 2,..., n) hatvinya valoban fellép® (egy-egy
tagban) és «* mellett v»~% dll. A ki nem irt tagokban w* mel-
lett v-nek csak alacsonyabb hatvinya dllhat. Ha tehdt a P és
() polynomokat u hatvanyai szerint rendezziik, az egyiitthatok-
ban szereplé legmagasabb v hatviny a Kkiirt a,pn—Bofn és
Bon+a,¢n tagokbol ered.

5 Bzt nem allithatook, ha &, és B, nem kiilonboznének mindketten
zérustol.
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Tartsuk meg a P és (Q-nak w szerinti R resultinsiban min-
den elembdél csak a legmagasabb v hatvanyt tartalmazé tagot.
Az ilymodon kapott R’ determinins nem egyéb, mint az
a,0n—Bodrn €s Lopntadn polynomok wu szerinti resultdnsa és
a benne el6forduldo v-ben legmagasabb fokd tag egyszersmind
az R resultansnak is legmagasabb foka tagja. Marmost az az
érdekes, hogy az R' resultanst kénnyen kiszdmithatjuk azon
Jacopi-féle tétel® alapjan, mely szerint, ha a, 8, 7, ¢ dllandok
és f, ¢ az w valtozonak két tetszésszerinti n-edfoku polynomija,
akkor

Res (af +-Bg, rf+0¢) = (ad — Br)" Res (f, ¢).

E tételre tamaszkodvan,

R— Resu(aogon—ﬂosbm ﬂo?n"'asbn) =
= (a(z,—*-ﬂz)" Res, (Spm S[’n) =

i 1 ] v
= (ao+Bo)" —(TQT);‘ Resy (9n+1idn, on—1n) =

= (LB ) Res, -+, (w—ivy.

Az utolsé sorban szereplé resultans kiszamitasara a szorzat-
alak kinalkozik. Az (u—®w)" polynomnak ugyanis egyetlen,
n-szeres zérushelye van: u=i. Ha ezt az (u-+iw)* polynomba
helyettesitjiik, az eredményt nm-edik hatvinyra emeljiik (mert n
egyenld helyettesitési eredményt kell Gsszeszoroznunk) és végre
(—1)m-nel szorzunk, megkapjuk a resultanst. Tehat

p oy T B ik
R o (—Qi)”' ( 1) (le) ’

azaz
ni—n
=1 % 2l v,

Ez az egytagﬁ az
R = Res, (P, Q)

resultansnak is v-ben legmagasabb foku tagja legaldbb az eset-
ben, midén ¢, igazi complex szam.

6 L. példaul GrosscumiD, Fejezetek az algebrdbol, p. 232.
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Végre konnyen beldthatjuk, hogy eredményiink a megszoritis
elejtése utdn is érvényes.
Szorozzuk ugyanis f(x)-et egy olyan p+¢i szimmal, hogy a

(p+4t) f(@) = (p+qi) e +---
polynom legmagasabb foku tagjanak egyiitthatdja igazi complex
szam legyen.” Most tehat a
(p+4q9) f(@) = (pP—qQ) + i(qP+pQ)
alakra alkalmazhatjuk a tételt, azaz
Resu(pP—qQ, 4P +pQ) -
legmagasabb foku tagja:
n*—n
(Al) 2 Qn’—71.|(p+qi)co Iznvn’.
Masrészt azonban, a JacoBi-tétel szerint,

Res, (pP—q0Q, ¢P+pQ) = (p*+q*)" Res.(P, Q) =
= |p+qi[**Resu(P, Q).

Ennglfogva Res, (P, Q) legmagasabb foka tagja ismét
ni—n
[ 1)T 9nt—n ‘ Co lznvn’_
Latjuk, hogy e resultins sohasem azonosan zérus, sét, hogy

fokszdma pontosan 7’
Grosschmid Lajos és Sziics Adolf.

SUR UN RESULTANT REMARQUABLE.

En cherchant les racines complexes de I'équation algébrique &
coefficients complexes

f(@) =cim + cxn 1+ - +en=0,
on est amené a poser

7 Ha c, valos vagy tisztan képzetes, p+qi-t valaszthatjuk 1 + i-nek,
mint fentebb a 2 jegyzetben. Ha pedig ¢, igazi complex szam, akkor

p + qi = 1 is megfelel.
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cx = ag + ifr, (k=0, 1,..., n),
x=u -+ v,

f(@) = Plu, v) + iQ (u, v)

(P et Q étant deux polynomes & coefficients réels), et a chercher les
solutions réelles du systéme d’équations

P(u, v) =000 (u,v)=0

Peut-il arriver que le résultant de ces équations, relativement o u
par exemple, est identiquement nul ?

La réponse est négative, et les auteurs en donnent trois démonstra-
tions. La premiére est basée sur 'impossibilité qu'une équation algé-
brique ait plus de racines distinctes qu'il y a d’unités dans son degré.
La deuxiéme fait état de l'unicité de la décomposition en facteurs d'un
polynome & deux variables. La troisiéme consiste a calculer le terme
du plus haut degré en v du résultant en question et, pour abréger les
calculs, elle utilise un théoréme de Jacosr sur les résultants.

Louis de Grosschmid et Adolphe Sziics.
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1. §. Ismeretes a kévetkezé Euier-t6] szarmazo tétel :

Egy véges sok élb6l allo grafnak akkor és esak akkor van
EvLer-vonala, ha

l. a graf dsszefiiggo,

2. minden szogpontjiban parosszamu ¢é] taldlkozik.!

Itt egy véges graf EuviLer-vonala alatt értjiik éleinek oly

pEnp. BB DD

sorozatdt, melyben a graf minden éle pontosan egyszer for-
dul elé.

Kovetkezékben kiterjesztjiik ezt a tételt végtelen grafokra.
Egy végtelen graf EviLeEr-vonaldn értjiik az éleknek oly

il P (o, Fobyy i, -

mindkét irdnyban végtelen sorozatdt, melyben a grif minden
éle pontosan egyszer fordul elé. Dolgozatunk célja annak iga-
zoldsa, hogy a sziikséges és elégséges feltétele amnak, hogy egy
végtelen grdfnak legyen Evier-vonala, a kovetkezd :

E 1. a grdf dsszefiiggd,

E 2. megszdamldlhato sok éle van,

E 3. nincs olyan szigpontja, melyben pdratlanszdmi él fut
0ssze,

1 I, pld. D. KoniG : Theorie der endlichen und unendlichen Graphr:an.
Leipzig 1936. 20. 1. Ugyanitt (33. 1) vannak felvetve mindazon problémak,
melyeknek megoldasat jelen dolgozat tartalmazza.
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E 4. hagyjuk el a grdf egy tetszdleges véges részgrdfjdt, o
megmaradd grdf darabjai® kozt

a) legfeljebb két végtelen grdf van,

b) s6t, ha az elhagyott véges grdf pdrosfoki,® akkor pontosan
eqy végtelen grdf vam.

Miel6tt attérnénk tételiink igazoldsara, el6bb az E 4 feltételt
egy mas, valamivel kevesebbet kovetelGvel cseréljiik fel. Ugyanis
elégséges az E 4-ben szerepl6 tetszéleges véges részgrafok helyett
véges élvonalakat® vizsgdlni, s6t elégséges a graf egy tetszé-
leges szogpontjan dtmené véges élvonalak vizsgdlata. Vagyis
E 4 helyére a kovetkezoé kritériumot tessziik:

E4'. van a grdfnak egy kovetkezd tulajdonsdgit szogpontja :
hagyjunk el a grdfbdl egy ezem a szégponton dtmend tetszi-
leges wvéges élvonalat; a megmarads grdf darabjai kozt

a) legfeljebb Lét végtelen grdf van,
b) sdt, ha az elhagyott élvonal zdrt, pontosan eqy végtelen
grdf van.

Megjegyezziik még, hogy abban az esetben, ha a vizsgalando
graf minden szogpontjaban végesszamu él taldlkozik, az E 2, 3
feltétel nyilvanvaléan potolhatéo a kévetkezodvel:

E 5. a grdf pdrosfoli.

[Ha t. i. egy Osszefiiggé graf minden szégpontjaban véges
sok él talalkozik, akkor a grif élei megszamlalhatok.*]

2. §. El6szér megmutatjuk, hogy feltételeink sziikségesek.
Ez E 1, 2, 3-ndl nyilvanvalo, tehat részletesen csak E 4-gyel kell
foglalkozni.

1 Azokat az Osszefiiggl grafokat, amelyekre egy graf szétesik, a kévet-
kezGkben e graf darabjainak fogjuk nevezni.

2 Egy grafot | pdrosfokinak neveziink, ha a graf minden szégpontjaban
véges és pedig parosszamu él talalkozik.

3 Egy véges élvonal alatt értjiik a graf egy oly P,P,, PoPs,..., P, 1P,
¢élsorozatat, melyben egy él legfeljebb egyszer fordul el6. Az élvonalat
nyiltnak vagy zartnak nevezziik a szerint, hogy P, és P, megegyezik
vagy nem.

4 KoniG, id. h., 79. L
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Tegyiik tehat fel, hogy a vizsgilando grafnak van EuvLrer-
vonala, vagyis, hogy létezik a

sooy PoP 4, P_1Py, PPy, P,P,,...

EvLer-vonalat reprezentalé élvonal. Hagyjunk el a grafbol egy
tetszéleges véges ¢ részgrifot. Mindenesetre vannak oly p és v
egészszamok, hogy a

Py.Pp.+1, Pu+1py.+'2)"" Pv—lpv (Pp,%*:l),)

véges élvonal, melyet V-vel jeléliink, tartalmazza a g graf 6sszes
éleit. Jeloljiik tovabba a grafbol a V élvonal elhagyisa utan
megmarado

ey P“_@P#,h PF 11)# és .l_)yP"+], P,+1IJ,I+2,-.-

végtelen grafokat V_,, illetéleg V.j-el. Nyilvan a ¢ graf el-
hagydsa utin megmarad6 ¢ graf darabjai kéziil esak azok lehet-
nek végtelen grafok., melyek a V_;, V., grifok valamelyikét
tartalmazzak. Ilyen tehdat legfeljebb ketté lehet. Evvel tehat
igazoltuk E 4a-t. Most attériink E 4b igazoldsdra, vagyis iga-
zoljuk, hogy, ha ¢ parosfoki, akkor g-nak egyetlen végtelen
darabja van. T. i. konstrualhat6 g-nak egy oly élvonala, mely
részgrafja V-nek is és amely élvonal ésszekéti a P, szégpontot
a P, szogponttal. [A konstrukcio a koévetkezé: P, a V-nek
paratlanfokt szégpontja, mig ¢ pdrosfokn, tehiat ¢ elha-
gyisa utdn (g részgrifja V-nek) marad még V-nek egy P.Pq
éle. Tovabba P;, a V-nek parosfokil szogpontja és a pdros-
foki ¢ elhagyasa utdn az elébbiek szerint maradt még V-nek
egy P.P, éle. Ebbdl kovetkezik, hogy V-nek maradt még egy
P,P;-t6l kiilonbozd P;,P;, ¢éle is. Ez az eljaras csak akkor
akadhat meg, amikor elérjiik a P, szogpontot; de ekkor mar
eléallitottuk a kivant élvonalat.] Ennek az élvonalnak létezése
azonban maga utin vonja § egy oly végtelen darabjanak léte-
zését, melynek mind a V_;, mind a V., graf része. Ekkor
azonban g-nak nyilvanvaloan csak egyetlen végtelen darabja van.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIIL 10
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Evvel tehat igazoltuk az E 1, 2, 3, 4 feltétel sziikségessé-
gét. Ebbo6]l természetesen kovetkezik a kevesebbet kdoveteld
E 1, 2, 3, 4' feltétel sziikségessége is.

8. §. A feltétel elegendd voltanak bizonyitdsahoz a kovetkezo
segédtételt fogjuk felhasznalni:

Eqy G grdfnak van Evier-vonala, ha az E 1, 2, 3 feltetelen
kival teljesiti a kovetkezd feltetelt :

E 6. G-nek van eqy oly szégpontja, hogy bdrhogyan hagyunk
is el G-bél egy ezen a kituntetett szégponton dtmend véges él-
vonalat, a megmaradé grdfnak pontosan eqy wvégtelen da-
rabja van.

Ennek a segédtételnek bizonyitasa két lépésben torténik.

a) Szamozzuk meg G éleit tetszéleges modon.

Konstrualunk elészér egy oly V, véges zart élvonalat, mely

1. atmegy G kitiintetett szégpontjan,

2. tartalmazza élei kozt a G graf els6 sorszamu élét,

3. ha G-bél elhagyjuk Vit, a megmarado V, graf teljesiti
az E 1, 2, 3, 6 feltételt, még pedig az E 6-ot gy, hogy a benne
szereplé kitintetett szogpontnak vélaszthato oly szégpont, mely
szogpontja a V, grafnak is.

A konstrukecio a kovetkezé :

Vegyiikk G-nek egy oly » élvonalat, mely a kitiintetett szog-
pontbol, Qy-bol indul ki és amely tartalmazza G elsé sorszamu
élét. G-bél v elhagydsa utdn megmarad6 v graf darabjai k6zott
E 6 szerint csak egy végtelen graf van; a tébbi (t. i. véges)
darabjait hozzdcsatoljuk v-hez. Az ily modon nyert g grifrol
azt allitjuk, hogy vagy nincs, vagy két paratlanfokd szégpontja
van. [Ugyanis elészor tekintve, hogy ¢ véges graf, minden szog-
pontjaban végesszamu €l fut éssze. A ¢ azon szogpontjai, melyek
nem szogpontjai a G-bél g elhagydsa utdan megmarado g graf-
nak, ugyanolyan foktak g¢-ben, mint G-ben. Ezen szégpontok
tehat, tekintve, hogy végtelenfokiiak nem lehetnek, pdros-
foktiak. A g azon szégpontjai pedig, melyek szégpontjai g-nak
is, egyuttal szégpontjai wv-nek is. Tovabba tekintve, hogy
ezen szogpontok nem szogpontjai a ¢-b6l v elhagydsa utdn
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megmaradé grafnak, ugyanolyan fokitiak ¢-ben, mint v-ben.
A v grafnak viszont a szerint, hogy v zart vagy nyilt élvonal,
vagy nines vagy két pdratlanfoku szégpontja van.] Mar most,
ha g-nek van két paratlanfoku szogpontja, akkor e szégpontok
ezek szerint szogpontjai a g grafnak is; tekintve pedig, hogy
g Osszefiiggé, g tartalmaz oly élvonalat, mely az utéobbi két
szogpontot koti egymadssal éssze. Ezt az élvonalat csatoljuk
g-hez; legyen az igy keletkezett graf v'. Tekintve, hogy '
pdrosfokd, az 1. §-ban emlitett Evrer-féle tétel szerint v fel-
foghato egy zart élvonalnak. A G-bél v’ elhagydsa utin meg-
maradé v’ graf darabjai koézott E 6 szerint csak egy végtelen
graf van. A 7' véges darabjait csatoljuk v'-hoz; legyen az igy
keletkezett véges graf ¢'. A ¢' graf parosfoku. (Ugyanis ugyan-
Ugy, mint g vizsgalatindl, ¢g'-nek csak oly pont lehetne pa-
ratlanfokt szégpontja, amely v'-nek is paratlanfoku szégpontja.)
Mindenesetre tehdt elédllitottunk egy &sszefiiggé parosfoki
grafot (g-t, ill. g'-t), mely EvLer griftétele szerint felfoghato egy
Vo zart élvonalnak. Azt allitjuk, hogy a V, eleget tesz a kivint
feltételeknek. Ugyanis datmegy Q,-on és tartalmazza élil G els6
sorszdmu élét, tehat teljesiti 1.-et és 2.-t. Mig 3. teljes_iilése,
vagyis az, hogy a G-bél V, elhagyasa utén megmarado V, tel-
jesiti az E 1, 2, 3, 6 feltételt a kovetkez6képpen lathato be:

E 1 teljesiil, mert a V, graf azonos g-val, illetéleg g'-val.

E 2, 3 teljesiil, mert a V, graf ugy keletkezett (:-bdl, hogy
elhagytunk beléle egy péarosfokt véges grafot.

E 6 teljesiil, még pedig gy, hogy a kitiintetett szégpontnak
vilaszthaté a V, graf oly Q, szogpontja, mely szégpontja egy-
uttal a V, grafnak is. Ugyanis legyen v, a Vi -nak tetszéleges
a ()-en athalado élvonala. A V,-bol v, elhagydsa' utin meg-
marado graf legyen v,. A v, élvonal és a V, zart élvonal,
tekintve, hogy (), mindkettének szogpontja, egyiitt egy f)lyan
grafot alkotnak, amely felfoghato egy v, élvonalnak. Tekintve,
hogy v, tartalmazza szogpontul Q,-t, G-bél a v, élvonf?l elha-
gydsa utdn megmarado U, graf darabjai kozott E 5 szerint csak

egy végtelen graf van. A v, graf azonban azonos v;-val.
10*
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b) A V, grif teljesiti az E 1, 2, 3, 6 feltételt (még pedig az
E 6-ot ugy, hogy Kkitiintetett szégpontnak valaszthato Vo oly
szogpontja, mely szégpontja Vi -nak is). Tehat az el6bbi kon-
strukeiot megismételhetjiik a V, grifra és ennek segitségével
nyerhetiink egy oly V| zart élvonalat, melynek V -lal nines kozos
éle, amely tartalmazza szégpontul a (J, pontot és amely tartal-
mazza a (G graf azon legalacsonyabb sorszamu élét, melyet V,
nem tartalmaz. Tovabbd a G-b6l V, és V, élvonalak elhagyisa
utdn megmarado graf teljesiti az E 1, 2, 3, 6 feltételt, még pedig
E 6-ot ugy, hogy a kitiintetett szogpontnak valaszthato oly
szogpont, mely szégpontja a V, élvonalnak is. Ezt az eljarast
folytatva nyerjiik a
v

0?

Vs

kozos €l nélkiili zart élvonalak végtelen sorozatat. Ez a végtelen
élvonalsorozat kimeriti a G graf  éleit, tovabba a V; élvonal
tartalmazza szogpontul a (; és ;44 szogpontokat (1=1, 2,...).
Azonban a V, zart élvonal felfoghato egy (,-bél kiindulé és
ugyanide visszatéré élvonalnak, mig a V; zart élvonal felbont-
hato két, a Q; és Q;,1 pontokat osszekété V., és V., nyilt
élvonalra (i=1, 2, 3,...). A

---V’_m "—'n+1r"'7 V'—l’ VO’ "1!"'1 V;/u ;1:4—1;--'

egymasba kapecsolodo élvonalak sorozata pedig megadja a G
graf egy EuLer-vonalat.

4. §. Egy midsodik segédtétel, melyre sziikségiink lesz és
amely onmagéban sem latszik érdektelennek, a kovetkez6 :

A sziikséges és elégséges feltélele amnak, hogy eqy végtelen
G grdfnak legyen végesbdl Liinduld, végtelenbe haladé EuLer-
vonala, vagyis, hogy felirhatdk legyenek élei a

PP Pl a s
egyoldaliian végtelen sorozatban, a kévetkezd:

E*1. a grdf dsszefiggd,
E* 2, megszdmldlhaté sok éle van,
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EX 3a. vagy van a grdfrak pontosan eqy pdratlanfoki
szogpontja,

E* 3b. vagy. ha wincs pdratlanfoki. szégpontja, akkor van
legaldbb egqy vegtelenfoki. szégponlja,

EX4. a grdf eldbbi pontban Fitimtetett nem pdrosfoki $20(-
pontjdnak az a tulajdonsdga van, hogy G-bél elhagyva eqy
ezen a szogponton dtmend tetszdleges véges élvonalat, a meg-
maradsé grdf darabjai kozt eqy végtelen grdf van.

Ezen E* feltétel sziikségességének bizonyitasa hasonloan
torténik az E feltétel sziikségességének fent adott bizonyitdsa-
hoz. Tekintve pedig, hogy az E* feltétel sziikségességét a
tovdbbiakban tgy sem fogjuk felhaszndlni, ezt a bizonyitast
nem is részletezziik. Az EX feltétel elégségességének bizonyi-
tasat a 3. § tételének bizonyitasdhoz hasonléan végezziik és
pedig ismét két lépésben.

@) Szamozzuk meg a G grif éleit tetszéleges modon. Kon-
strudlunk egy oly V, nyilt élvonalat, mely

1. atmegy G kitiintetett szogpontjin,

2. tartalmazza a G graf elsé sorszamu élét,

3. G-bél elhagyva a V, élvonalat, a megmarado V, graf
teljesiti az E* feltételt, még pedig E* 4-et oly modon, hogy a
kitiintetett szogpontnak valaszthato oly szégpont, mely szog-
pontja a V, élvonalnak is.

A konstrukeio a kévetkezo :

Vegyiik G-nek egy a kitiintetett szégpontbol Qg-bol kiinduld
oly » nyilt élvonalat, mely tartalmazza élil a G graf elsé sor-
szaml élét. Legyen ennek az élvonalnak a Qg-tol kiilonbo6zé
végpontja Q,. [Ilyen élvonal létezik. Ugyanis tekintve, hogy &
Osszefiiggd, tartalmaz egy olyan élvonalat, amely Qy-bol indul
ki és tartalmazza G els6 sorszamu élét. Ha ez az élvonal zért,
akkor, mint péarosfoki graf, nem meritheti ki G-nek () -ban
osszefutdo nem pérosszamu élét. Tehat ehhez a zart élvonalhoz
csatolhaté G-nek egy Qg-bol kiindulo éle, ami altal a zart él-
vonalbol eléallitottunk egy kivant nyilt élvonalat.] Tekintsiik a
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G-bol v elhagyasa utdn megmaradé v grafot. Ennek a grafnak
E* 4 szerint csak egy végtelen darabja van. A v graf véges
darabjait csatoljuk v-hez; legyen az igy nyert graf g. A g graf-
nak ), és Q, paratlanfoki szégpontja, mig a tébbi szégpontjai
parosfoktak. [Ugyanis a g graf Q,tol és Q,-tél kiilonh6zé szég-
pontjainak pdrosfokiisiga a 3. § a) pontjaban szereplé g graf
parossagahoz hasonléan kovetkeztethet6. A g grafnak a O,
szogpont, aszerint, hogy Q, a G grafnak paratlan- vagy végtelen-
fokt szogpontja, nem szogpontja, illetéleg szdégpontja g-nak;
tehat g-nek ezeknek az eseteknek megfelelden olyan fokt szog-
pontja, mint G-nek, illetéleg v-nek; mindkét esetben tehit ez
a szogpont paratlanfoki. A Q, szégpont szégpontja g-nak, tehat
g-ben ugyanolyan fokd, mint v-ben; vagyis paratlanfokia.] A ¢
graf tehat felfoghato egy Q,t Q,-vel osszekoté V, nyilt élvonal-
nak (I. 6. §a)). A V, élvonal nyilvéanvaloan teljesiti az 1., 2.
kivinalmakat. Teljesiti tovabba 3.-at is. [A (,-ben osszefuto
Vyélek szama megegyezik G és g Q,-ben osszefuto élei szama-
nak kiilonbségével. A Q, szogpont tehat a szerint, hogy G-ben
paros- vagy végtelenfoku, V;-ban paratlan-, illetéleg végtelen-
fokt szogpont. Mig a Vo-ra vonatkoz6 tobbi kivanalom ahhoz
hasonléan lathat6é be, ahogyan a 3 §a)-ban szereplo I_",-ra be-
lattuk az E 1, 2, 3, 6 teljesiilését.]

b) Tekintve az elébb bebizonyitottakat, a V; grafra kon-
strukcionk megismételhets. Ilyen modon nyeriink egy a O, O,
killonb6z6 végpontokkal biré oly V, élvonalat, mely nem tar-
talmaz V, élei koziil egyet sem, ellenben tartalmazza (- azon
legalacsonyabb sorszdmu élét, melyet V, nem tartalmazott.
Az eljarast folytatva nyerjik a

Vg Vi Vo 23

k6zos él nélkiili nyilt élvonalak oly végtelen sorozatat, melyek
rendre egymasbakapcsolodnak a Q,, Q... szogpontokban és
amelyek kimeritik a G graf éleit. Ezen élvonalak sorozata
megadja azonban a ( graf egy keresett egyoldalian végtelen
EvuLer-vonalat.
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ségességének bizonyitasat.

Ha egy G grafra ezen a feltételen kiviil teljesiil a 3. §-ban
szereplé E 6 feltétel is, akkor a 3. § szerint G-nek van EvLEr-
vonala; tegyik tehat fel, hogy ez az eset nem 4ll fenn, vagyis
tegyiik fel, hogy G-nek van egy oly v élvonala, hogy a (G-bél
v elhagyisa utdn megmaradé v grifnak két végtelen darabja
van. A v élvonal az E 4'b szerint csak nyilt élvonal lehet.
Csatoljuk a v graf véges darabjait a v grafhoz; legyen az
igy keletkezett graf G,. A 3. § @) pontjaban szereplé ¢ grifra
vonatkozo meggondolasokhoz hasonléan kovetkeztethetd, hogy
G,nak két paratlanfoki szégpontja van, vagyis az, hogy
a G, graf felfoghato egy Q_i, illetéleg Q. végpontokkal
biro V nyilt élvonalnak. A V grif két végtelen darabbol all,
jelc’iljﬁk ezeket a darabokat G_,, illetéleg G . -vel. Azt allitjuk,
hogy a G_y, illetéleg G ., grafok teljesitik a 4. §-ban szereplo
E* feltételt, még pedig E* 4-et gy, hogy a Kkitiintetett szog-
pontnak valaszthato Q_i, illetéleg Q. q. [Nézziik példaul G .i-et.
E* 1, 2 nyilvan teljesiil. A V graf ).y szogpontban ésszefuto
éleinek szama egyenlé a G graf és V graf ezen szogpontban
osszefutd élei szamanak kiilénbségével. A ).y szégpont tehat
aszerint, hogy G-nek paros-, illetéleg végtelenfokt szog-
pontja, G'j-nek paratlan-, illetéleg végtelenfoki szégpontja.
Mindenesetre tehat teljesiil EX 3. Az E* 4 feltétel ahhoz ha-
sonléan lithaté be, ahogyan a 3. § a) pontjaban szereplé V,
grafra vonatkozo E 6 feltételt igazoltuk.] Ez pedig azt jelenti,
hogy a G_;, illetéleg G.; grafok a Qi illetéleg Q.1 szog-
* pontbél kiindulé egyoldaltan végtelen Ky, illetéleg E.; Evier-
vonalnak foghatok fel. Az

E—i: V; E+]

|
5. 8. Ebben a §-ban megadjuk az E 1, 2, 3, 4' feltétel elég- ‘
|
i
:

egymésba kapesolodo grafok pedig megadjak a G graf egy
keresett EvLer-vonaldt.

Ezzel tehat befejeztiik tételiink bizonyitasat.

6. §. Befejezésiil harom kiegészité megjegyzést teszink.

i




138 ERDOS P., GRUNWALD T. ES WEISZFELD E.

a) Ismeretes a kovetkezé véges grafokra vonatkozo Lisrtine-
féle tétel:*

Legyen egy véges graf paratlanfokl szogpontjainak szama 2n.
(Minden véges graf paratlanfoki szogpontjainak szdma paros.)
Létezik az élvonalaknak oly

AN A e
rendszere, mely az adott graf minden élét pontosan egyszer
tartalmazza.

Ez a tétel dolgozatunk modszeréhez hasonloan dtvihetd
végtelen grafokra. Ugyanis igazolhatéo a kovetkezé — ebben a
dolgozatban nem bizonyitott — tétel:

Annak a s:ukséges és elégséges feltétele, hogy eqy végtelen
G grdfhoz tartozzon a (véges vagy egyoldaiian végtelen vagy
mindkétoldaluan végtelen) elvonalaknalk oly véges

e o TR

rendszere, melyben G minden éle pontosan egyszer fordul eld,
a kovetkezd :

1. a grdfnak véges sok darabja vamn,

2. megszdmldathato sok éle van,

3. véges sok pdratlanfoku szégpontja vamn,

4. létezik eqy oly M szdm, hogy G-bil egy tetszdieges
véges g részgrdf elhagydsa uldn megmarado g grdf végtelen
darabjainak szdama nem nagyobb M-nél.

b) Ismeretes a kovetkezé véges grafokra vonatkozo EuLEr-
féle tétel:2

Barmely véges graf élei kimeritheték egy oly zart

P()Ph P1P23 P%P?""s P‘n—i-an PnPO

élsorozattal, hogy ebben az élsorozatban a graf minden éle
pontosan kétszer forduljon el6.

1 L. pl. Kénie id. h., 22. 1.
2 L. pl. Kéni6 id. h., 23, 1.
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Ennek a tételnek végtelen grifokra valo atvitele a kévetkezd -
A szikseges és elégséges [eltétele annal, hogy egy G grdf
elet kimerilhetdlk legyenel: eqy

|
i
1
|
1
"'P—zp——v P—1P0’ Popv Plpw"' \]
|
I
|
|

mindkét oldalon végtelen sorozattal gy, hogy ebben a végtelen
élsorozatban G minden éle pontosan kétszer forduljon eld, az,
hogy

1. a grdf ésszefiiggd,

2. megszdmldglhato sok éle van,

3. elhagyva G-bdl eqy, tetszileges véges grdfot a megmaradso
grdfnak pontosan eqy végtelen darabja van.

Tekintsiik ugyanis azt a G* grafot, mely ugy keletkezik,
hogy G minden e éle mellé vesziink egy e’ élet, mely ugyan-
azon két szégpontot kiti 6ssze, mint e. Ekkor a G grifra vo-
natkozé kivanalom nem jelent mist, minthogy a G* grafnak
legyen EuLEr-vonala, vagyis, hogy a G* grifra teljesiiljén az
E feltétel. Azonban E 1, 2 akkor és csak akkor teljesedik G*-ra,
ha G-re teljesedik a fenti 1. és 2., mig E 3 mindig teljesedik
G*-ra, mert G*-nak nem lehet paratlanfokt szégpontja. Tovibba
azt allitjuk, hogy G*-ra az E 4 feltétel akkor és csak akkor
teljesedik, ha G teljesiti a fenti 3.-at. Ugyanis tegyiik fel elészor,
hogy G-nek van egy oly ¢ részgrafja, hogy a G-bél g elhagydisa
utdn megmarado g graf darabjai kozt két végtelen graf van.
Jeloljiik ezeket a végtelen grifokat y, és y,-vel. Kettézziik meg
g éleit, ilymodon kapjuk a I parosfoku grafot. Elhagyva G*-bol
a I' parosfoku grafot, a megmarado graf darabjai kozt két veg-
telen graf van, mert ezek a végtelen grafok r,, illetéleg r, ¢lei ,
megkettézésével allithatok elé. Az azonban, hogy a G* grafhol l
a parosfoka I' graf elhagydsa utén megmaradé grif darabjai |
kozott két végtelen graf legyen, ellenkezik az E 4b feltétellel.
Ilyen modon tehat, abbol a feltevésbél kiindulva, hogy. G nem
teljesiti 3.-at, arra jutottunk, hogy G* nem teljesiti E 4-et.

Ha pedig G teljesiti a 3.-at, akkor kdnnyen beléthat()_, hogy
elhagyva G*-bol egy tetszéleges g grafot, a megmarad6 g graf-

i il
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nak pontosan egy végtelen darabja van; vagyis G* teljesiti
E 4-et. [Ha u. i. g-nak tobb végtelen darabja van, akkor g-nek
azon részét hagyva el G*-bol, mely G-nek is része, tobb vég-
telen darabbal bir6 grafot kapunk.]

Evvel tehat allitdsunkat igazoltuk.

¢) Konic Dines emlitett konyvében a kovetkezé problémat
is felveti:

Az m-dimenzios tér (v, x,,..., 2n) rdcspontjat (hol az x-ek
tetszéleges egész szamok) kapcsoljuk Ossze egy-egy éllel az
(€7 o IO P RERELS0 RT ( ely 12 = el s Bl R R ) i B e R D
pontokkal. Ezeket a kapesoldasokat a tér Gsszes racspontjaira
elvégezve kapjuk az n-dimenzids tér k6zonséges racsgrafjat.

Van-e az n-dimenzids ter kozonséges rdesgrdfjdnak EvLer-
vonala ?

Dolgozatunk tételéb6l, s6t mar a 3. § tételébol is, a leg-
egyszeribben kovetkeztetheté az igenld valasz.* Ugyanis E 1, 2
nyilvanvaloan teljesedik, teljesedik tovabba E 3 is, mert a graf
minden szogpontjaban 2n él talalkozik. Teljesedik ezenkiviil az
E 6 feltétel is, mert elhagyva a grafbol egy tetszdleges véges
élvonalat, a megmarado graf darabjai kézt pontosan egy vég-
telen graf van. Vegyilk ugyanis az n-dimenzios tér egy oly
n-dimenziés kockajat, mely belsejében tartalmazza az elhagyott
élvonal szégpontjait. Az elhagyds utdn megmarado graf darabjai
koziil csak az lehet végtelen, mely tartalmaz az el6bbi kockdn
kiviil fekvé racspontot. Ilyen darab azonban csak egy van.

Erdés Pdl, Grimwald Tibor
és Weiszfeld Endre.

1 Ennek a tételnek egy direkt bizonyitasat adja E. WeiszreLp : Uber
Gitterpunkte des mehrdimensionalen Raumes ; e dolgozat a szegedi Actdk-
ban fog megjelenni.
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UBER EULERSCHE LINIEN UNENDLICHER GRAPHEN.

Die Verfasser beantworten die bei D. Kénic: «Theorie der endlichen
und unendlichen Graphen» (Leipzig, 1936) aufgeworfene Frage, wie
man die bekannten Euvier’schen Graphen-Sitze, die sich dem Problem
der Konigsberger Briicken anschliessen, auf unendliche Graphen aus-
dehnen kann. U. A. wird folgender Satz bewiesen.

Ein unendlicher Graph besitzt dann und nur dann eine (beiderseits
unendliche) Evter’sche Linie, d. h. dann und nur dann kann man die
Kanten des Graphen in einer beiderseits unendlichen Folge von der Art

S P G PP B AP PP,

(wo jede Kante nur einmal vorkommt) aufzihlen. wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind :

1. Der Graph ist zusammenhingend.

2. Er besitzt abzihlbar unendlichviele Kanten.

3. Er besitzt keinen solchen Knotenpunkt, in dem eine ungerade
Anzahl von Kanten zusammenlaufen.

4. Entfernt man in beliebiger Weise endlich viele Kanten, so gibt
es unter den zusammenhingenden Bestandteilen des entstehenden
Graphen @) hochstens zwei wunendliche Graphen; b) bilden die weg-
gelassenen Kanten einen solchen Graphen, in dem nach jedem Knoten-
punkt eine gerade Anzahl von Kanten laufen, so gibt es genau einen
unendlichen Graphen.

Hieraus ergibt sich z. B. unmittelbar, dass der gewdhnliche Gitt.er-
Graph des n-dimensionalen Euklidischen Raumes fiir jedes n eine
beiderseits unendliche EuLer’sche Linie besitzt.

P. Erdés, T. Grinwald, k. Weiszfeld.




BERNOULLI DANIEL ES JANOS EGYKORU TELEKI-
UTINAPLOK ES LEVELEK TUKREBEN.

Terek1 Jozser grof (1738—1796) kora legmiveltebb magyar-
jainak egyike. Az els6 magyarorszagi protestansok kozé tartozik,
aki magas kozméltosagra (féispan, féigazgato, titkos tandcsos,
koronadr) emelkedett. Sokat utazott, igen jol beszélt tobb idegen
nyelven. Ifjikordban majd két évig kiilf6ldén tanult. Errél
az utjarol rendszeres és pontos magyarnyelvii naplot vezetett.
Feljegyzéseit a M. T. Akadémia kézirattara orzi. Eddig alig
jelent meg bel6lik valami nyomtatdsban. Bézelre vonatkozo
naploja is el6szor e sorok irdjanak német forditasaban latott
napvilagot, Seiess OT1T6, bazeli matematikus professzor konyvé-
ben.! Itt csak a BerwourLi-akra vonatkozo részeket kivanjuk
lehetéleg hu idézetekben bemutatni.

Az ifja grof a Buda—Gyér—Bécs—Linz—Regensburg—
Augsburg—Ulm—Schaffhausen utvonalon at érkezett két kisérc-
jével Bazelbe. Mar masnap: 1759. jul. 27-én «Reggel mentem
Bernouvrrr Danier Uramhoz hires Mathematicushoz, aki egyébb
részeiben is ugyan a Mathesisnek, de kivalt az Analysisben
nagy embernek esmértetik a tudos vilagtol. Harom BernouvLri-ak
voltak ekkor Basiléaban, egyik BernvourL: Mikros igen oreg, és
a mint mondottdk mdr tanitani alkalmatlan ember, de tsak
ugyan Professor; a mdsik Bernouvrr: Danier, ez az, akinél vol-
tam és a ki a Londoni Tudos Tarsasdgnak, és a Parisi, 's Ber-

1 0. Spiess : Basel anno 1760. Nach' den Tagebiichern der ungarischen
Grafen Joseph und Samuel Teleki. Basel, 1936. Ismertetését 1. folyoiratunk-
ban : 43. 1936. 106—108.
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lini Akademiaknak is Tagja; A harmadik BervouLr! Jinos ennek
Testvér Otse; Ehez nem mehettem most azért, hogy MaupPERTUIS
épen ekkor vonaglott nélla, a mint hogy délutan meg is holtt.
Ez a Maveertuis volt a Berlini Scientiarum Academianak
Praesesse; Sziilletése szerint Frantzia. Jo szivvel latott ez a
Bervourrr Damier Uram, ’s igérte, hogy ha ottan maradnék;
minden kigondolhat6 segitséggel 1észen; Délutin pedig hozzam
jott latogatdsomra.»

Kézben a grof két hetet Solothurn, Morat, Avenches, Lau-
sanne és Genf® megtekintésére fordit, Aug. 10-én «el indultam
Genevabol viszsza Basel felé ott kivianvan tolteni a telet, mert
elobbeni szandekomot melyel hazul el indultam, meg valtoz-
tattam,‘mind azért, hogy Geneva sokkal dragdbb hely Basiléa-
nal, mind pedig azért hogy Basileaban hires két ember volt az
én tzelomhoz képest kiviltt a két egy Testvér BervourLr Uram
DaniEL, és JANos.»

A matematika torténetében figyelemremélto jelenség, hogy
a 18. szdzad német nyelvteriiletrél szarmazo, vezet6 matema-
tikusai LamBert kivételével mind bazeliek.? Ide tartoznak: a
vildghiri BernouvrLi-csaladbol Jakas (1654—1705) és Ocese:
Jivos (1667—1748), utobbinak fiai: Daniel (1700—1782) és
Janos (1710—1790), L. EvLer (1707—1783), az idésebb és ifjabb
Bernovrrr MikrLos, J. Hermany, N. Fatio, S. Kénie és G. CRAMER.
Az egyetlen kivétel Lampert, sziletési helye: Miilhausen (Elzasz)
akkor politikailag szintén Svajchoz tartozott. A bazeli egyetem
matematikus tanara tobb mint 100 éven at a BrrnouLLi-
csaladbol keriilt ki. Jakas (1687--1705), utdna 6cese Jinos*
(1705—1743) és végiil ennek fia Jinos (1743—1790). Mellettiik
Mikros (1 1759) és Dinien (1748-t61 1777-ig a fizika tanara a

2 Genfbsl meglatogatta VOLTAIRE-t is. E naplorészletet kozolle a Nap-

kelet. 3. 1925. 406—408. : ' ‘
3 (. Spiess : L. Euler (Die Schweiz im deutschen Geistesleben. 63—64.

kotet). 27. .
4 (seit LemNiz tot und NEwroN alt war, der erste Mathematiker der

Welt.» Spiess 3 35.
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bazeli egyetemen) is tartottak matematikai el6addsokat. Az
idézeteinkben szerepld nagytehetségii DANIEL és Jinos nem érik
el ugyan apjuk: JAnos, és nagybatyjuk: JakaB jelentGségét, de
kiilonosen DANIEL még mindig kora els6 matematikusai kozé
tartozott. A parisi akadémia dijat tizszer nyerte el, Gcese:
JAnos négyszer.

Az aug. 21-i naplobejegyzés szerint «Bernouvrnr Danier Uram-
nal, és JAvosnal voltam, Amanndl az Algebrara, minthogy mar
az el6tt meg igérte, Collegiumot kértem; Adott is egy héten
négy orat, de még meg nem hatarozta magat mitsoda Auctort
kovessen velem, ugyan tsak oda hajlott inkabb, hogy a Cratravt
Algebrajat vétesse meg velem». Ez a kitiiné kényv: Eléments
d’algébre 1746-ban jelent meg Parizsban.** Kiaddsainak nagy
pontossagt jegyzékében 1761. mdarc. 4-én szerepel 8 livre 10
sou «A Cramravr Uram Algebraja, és Geometrigjaért».®

Két elékeld svajei ifju: P. C. v. Pranta és A. H. v. SPRECHER
ugyanakkor aritmetikat tanult Bernourrr Jinos-tol; aug 22-én
TeLekr Jozser is hozzdjuk szegédott, de nem maradt meg
allandé harmadiknak, mert mar dltala tanult dolgokat hallott.

Aug. 24-én «Voltam leg el6szer Bernouvrrr Daniern Uramnal
Collegiumon ’s kezdettiik az Algebrat. Nem Crairavron, mint
a minap mondotta v6lt, hanem mas kényven kezdette, mely-
nek titulussa ez: Principia Matheseos Universalis, sew iniro-
ductio ad Geometriae methodum Renati Des Cartes conscripta
ab Er. Bartholino Casp. Fil. Amst 1683. Tiz oratol fogva 11ig
ott voltam». DescarTes korszakalkoté fémiive, a Géomélrie
ugyan mar 1637-ben megjelent, de az 4j szellem csak lassan
terjedt el a bardtok és tanitvanyok buzgélkodédsa nyoman. Leg-
nagyobb érdemeket ebben a munkdban F. van ScrooTEn szer-
zett, aki a leideni egyetemen tartott eléadasokat DEescarTEs

4a Hat francianyelvii kiadast ért 1801-ig. Német forditasat (1752) hasz-
naltak a gottingai egyetemen. Hollandusra is leforditottak 1760-ban.

5 «a Livre tészen miotegy 8 nallunk valo garast, a sou egy Livrének
huszad reszit és igy nem egészen egy polturats. Az akkori «rhenusi»
forint = 60 krajcar. A garas harom, a poltura masfél krajcar.

B —
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modszerérél. Egy ilyen eléadasat adta ki tanitvanya: Erasmus
BartHoLiNus 1651-ben Leidenben. Itt a késébbi, bévitett ams-
terdami kiadasrél van szo.

TeLekr Jozser grof nemesak matematikat tanult kilenc honapig
heti négy kiilonéraban BerwourLr DAnier-t6l, hanem rend-
szeresen eljart kisérleti fizikai eléaddsaira is. Csak egy par
kisérletrdl szamol be részletesen naplojaban, ami annal sajna-
latosabb, mert a vildgirodalomban sem ismeriink az 6vénél
régebbi leirast nyilvanos egyetemi el6adisban bemutatott kisér-
letekrél. A Bernourni-ak uttorék ezen a téren: Jakap (DANIEL
nagybatyja) és Jinos (DANIEL apja) tartottik az elsé ilyen el-
adasokat és DANIEL fokozott buzgosiaggal kovette Gket ezen a
téren. Nem volna igazsagos dolog mai szemmel birdlni ezeket
a kisérleteket: nem szabad elfelejteniink, hogy azota majd két
évszazad telt el.®

BervouvrLr DAwnier «Physicum Experimentale kézoénséges Col-
legium»-at az akkori Auditorium Physicum épiiletében (Stachel-
schiitzenhaus am Petersplatz) tartotta, ahol jelenleg az egész-
ségiigyi intézet van elhelyezve. Mar aug. 28. és 31-én is jelen
volt a grof. Az elsé részletes beszamolo a szept. 7-i: «Dél utdn
a Publicam Physicum Experimentale Collegiumban voltam ;
rendes experimentumot tsinaltt BernourLr Danier Uram annak
meg mutatdsara, hogy a hang in vacuo, vagyis inkabb in aere
maxime rarefacto, igen kitsinyé hallik. Ama kis iiveget a melyet
mésként Lachrimiae Batavicaenek neveznek, és a mely a kozon-
séges levegé égben akkorit szol, mint egy pisztoly a Campana
Pneumatica ali tette a tetejin lévén a harangnak bizonyos kis
réz darabon, mely oly mesterseggel volt készitve, hogy meg
huzvin a harang tetejib6l ki jové kis réz rudatskat az a kis

6 Még 100 évvel kés6bb is ritka volt a kisérlet. Az Eletkepek c. folyo-
irat 1848-ban a 684. oldalon ezt irja: «A’ physica tanira [Rozsnyon] egész
éven at két kisérletet mutatott. A’ léget kiszivo gép altal megfojtotta al
verebet, ’s orome hatartalan volt, ha dadogé nyelve mondhata: «Vident
iam moritur avicula». «A’ masodik fontos kisérlet volt DEs CARTES ordog-

cséinek elémutatasar.
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uveg onnat le eshetett. Tett azért ugyan azon harang ala egy
faragott darab kore, meg tiizesitett vas karikat; ki huzat-
van annakutidnna a levegé eget a harang aldl, le botsatotta a
tiizes vaskarikdra, az emlitett réz rudatskat egy kiség fel huz-
van, a Lachrimat, mely a tiizes vas karikdban bé esvén el
pukkantt, de a pukkandsa tsak akkoranak tetszett, mint ha
egy bolhat 6lne meg az ember. Mas experimentumot is tsinalt
annak megprobaldsara, hogy a forr6 viznek melege mennyire
extendalja a levego eget. Vett bizonyos egynehany tekervényu
iveget elé, melynek a kozepin kenyes6 volt; Azt az iiveget
azért a forro vizhe bé tévén a kenyesé meg mozdultt, és mind
odébb odébb ment mig nem osztin egy helyt meg dllott; mely
hely a mely tavol volt az elsé allasatol a kényesének, annyival
szelesitette a meleg a levegd egetr.

Négy nap mulva, szept 11-én «Dél utdn Physicum Collegiu-
mon voltam. Rendes Experimentumot tsinaltt BErNouLLt DanikL
Uram annak meg mutatasara, hogy a ritka levegé égben hama-
rébb kezd a viz forni és igy a forrdsra a levegé égnek nyo-
masais sokat tészen; Ugyanis a kevesse meleg vizet, melyben
konnyen el {larthattuk az ujjunkat, az Antliara [légszivo] a
Recipiens ala egy iivegben fel tétette; annakutanna ki huzatt-
van a levegé eget a Recipiens alol, lattuk hogy az a lagy meleg
viz forrani kezdett, és utolydra anyira forrott, mintha a leg
nagyobb tuzén lett volna. Ezt probalta a tejjel is a még hama-
rébb és konynyebben kezdett forrani. Masodik Experimentumot
tsindltt annak meg bizonyitdsara, hogy a fdban igen sok levegd
ég vagyon, és hogy ha a levego ég a mely a porussai kozzé
szorultt a viz tetején fen nem tartand, minden még a leg
kényebb fais le menne a fenekére; és igy kovetkezés képen
hogy a fanak fibrai magdban nehezebbek a viznek. Melyet igy
probalt meg. Tett egy pohar vizbe két darab fenyé fatskat egy-
gyet nagyobbat, mdsikat kissebbet, mely a vizb6l mindenik
felig kiallott. Tette ezen pohdr vizet a Recipiens ald ’s a levego
eget ki huzattvan ismét belé botsattata, 's igy ketszer vagy
haromszor ki huzatvan, és ismét belé botsatvan a levegé eget
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utolyara a fenekire a kissebbik fa leszéllott, de a nagyobbik
le nem szillott ugyan egészen, de semmi sem allott ki belélle,
hanem in equilibrio volt a vizzel; de tsak ugyan ezis le szil-
lott volna, ha meg egyszer vagy kétszer a levegdé eget ki huz-
ték volna. Hogy ezen Experimentumban a levegd eget ki huzni
és ismét belé botsatani kellett, annak koénnyi az oka: Mert
a midén kihuzzik a levegé eget, akkor ki jé a fanak porussai-
bol a levegé ég, mikor pedig belé botsityak akkor a bé mené
aer belé taszitya a vizet a mdar meg iiresiiltt porusokba, és
igy nehezebbé lészen a fa mindaddig, mig osztidn egészen le
is szdl, midén tudnillik anyira ki j6 a levegé ég a fabol, hogy
az annak helyit el foglalo viz a fa fibraival edgyiitt nehezebb
leszsz a viznél. Hasonl6 Experimentummal probdlta meg aztis
hogy a vizben is vagyon aer».

Egy hét elteltével, szept. 18-an »Délutan Bernovinr Uram
Physicum Collegiuman voltam, de Elasticitate Aeris egynehany
rendes Experimentumokat tsinaltt, és a tobbi kozott egyet, a
melynek le irisa minthogy hoszszatska, és tulajdonképen nemis
ide tartozik most el hagyom».

Végiil szept. «212 Délutan pedig a Physicum Collegiumban
voltam. Egynéhiany Experimentumot tsinal BernouvrL: Uram
annak meg bizonyitdsara, mely igen sziikséges légyen a levegé
éz minden dolognak tdpldlasara, ugymint a halaknak madarak-
nak, s6t még a tiznek is. Ez utolsok meg bizonyitdsara, aldja
tette a Recipiensnek a gyertyat mely, mihelyt a Recipiens aldl
ki huzta az Antlia a levegd eget, leg ottan el aludtt. A tzinegét
aldja tévén a Recipiensnek azis mihelyt a levegd ég meg rit-
kultt mindgyart oda lett, és tsak alig pihegett, mig ismét belé
botsitvan a levegs eget, meg ujjultt. A vizben lévé hal ugyan
meg nem doglott oly hirtelen, de mind fel jott a szinére a
viznek, mig a levego eget belé botsitvan ismét a fenekére le
széllottak; Az az egy kar volt, hogy ezen Collegiumon volt
vége a Physicum Collegium Publicumnak; melyet egyébb dol-
gaira nézve a mint mondotta Bernoviii Uram, nem folytatha-
tott tovabbn.

Matematikai és Fizikai Lapok XLIIL 11
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Ellatogatott Bernourni DAnieL egy masik délutani «kézonsé-
ges Collegiumdra»: is amelyet a ma is allo egyetemi épiiletben
(im Untern Collegium am Rheinsprung) tartott. Dec. 18-i be-
jegyzése szerint: «Alig vala ennek a nagy embernek egynéhdny
gyermek halgatoja, azok is pedig a mint latszott ’'s magais
mondotta, igen értetlenek; Melynek azt az okat adta, hogy
itten bé vett rosz szokas, hogy a gyermekeket mihelyt 15 esz-
tenddsok, vagy olyan form&an, mindgyart Artium Magisternek
szeretik tenni, a midén még nem hogy maga Magister lehetne,
de tanitvanynakis sokszor rosz». A laureatus és magister artium
fokozatok az akkori- bolesészeti (facultas artium) tanulmanyok
sikeres elvégzését jelentik.

Az ifja grof egy par tanulotarsan kiviil leginkabb profesz-
szoraival érintkezik : velik sétal a «Rhenusi hidon» a «Péter
Platzon», ket  és  tarsasagukat latogatja, Dec. 24-én «haza
jovén Berwournr Danier Uramot a hdzamban taldltam, igen
derék joféle ember, ’s hozzam kivaltképen igen jo szivvel visel-
tetik. Egy kisség nallam mulatvan el mentt». Mare. 9-én «Szép
nap lévén délutan sétdlni mentiink, ’s egészen otodfélig sétdl-
tam nagy részént Bervovrnr Damier urammal, kivel szokdsa
szerint sokat beszélgettiink, mert igen szeretett beszélni, min-
denkor tobbire jo kedve lévén. Es ambator sokkal éregebb az
otsénél Jinos-nal, de tsak ugyan jobb kedvi, tréfissabb, s
ifjabbnakis tetszik». Mdasnap: 10% Délutan el hivott magahoz
Conversatioban BernouLr: Jivos Uram, ’s ottan itt val6 gazdag
kereskedé ember Weisz Urammal meg esmerkedtetett; kartyéz-
van egy darabig azutidn Jeanré Uram holmi Electricum Experi-
mentumokat tsindltt az ott 16vé Aszszonysagok kedviért, melyek
szépek voltaky. A professzor feleségének nagybatyjat és a tébbi
vendéget szorakoztato fizikus: tanitvanya, S. R. JEANNERET voli.

BervourLr Dimier latva féleg a Terekiek nagy érdeklodését,
felkérte A. Sociy magdntanart, hogy mutasson elektromos kisér-
leteket. Harom honapig  tanult téle a grof. Marc. 21-én «Dél-
utdn két orakor, mint szoktunk Socin Uramnil az Electricum
Collegiumon voéltunk a Butteliaval valé Electrizatiohoz fogott,

—— I —
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melyet kozonségessen Lejdai Experimentumnak hivnak és avval
rendes experimentumokot tsinaltt». Apr. «10¢ Nem voltam sehol
a Sociy Uram Electricum Collegiuman kiviil; mely mar szinte
vége felé vagyon, és azért minden nap jarjuk».

Ekkor mar harom Tereki grof tanult Bazelben: november
Ota mdsodunokatestvére Apim, a késébbi Cid-forditéo (1740—
1792) és jan. 2-a 6ta mostoha nagybatyja, a késébbi kancellar és
konyvtaralapito SAmueL (1739—1822). Marc. «27% Ebédre Bzr-
~vouLLl DanieL Uram, és egynéhany Keresked6 emberek a Koro-
naba j6ttenek kiket ottan egyébbféle borok utén, melyet mi
harman szamokra hozattunk, Tokaji Aszszusz6l6é borral, melyet
még magammal hoztam fel jol tartottam. Szokésa ezeknek az
itt valoknak, hogy a midén néha neki gondoljak magokat, ’s
jobban akarnak lakni, mint othon, vendegfogadoba mennek;
s ugy jottek ezekis ma ide a Korondba, taldn rész szerint rédnk
nézve is, [SAMUEL megérkezése Ota ott étkezett a harom TeLexi],
kik mindnydjan (voltak 6tén) BerwourLr Danier Urammal egy
dohanyozé helyre jarnak; Maga ugyan BervouLii DanierL  Uram
nem dohdnyozik, de mégis tébbire mindennap délutan eljar a
Dohdnyozo Szobédba, a milyenek itten szamoson vagynak. Meg-
mondottam régen, hogy egyszer megudvarlom ottan 6 kegyel-
mét, fogatkozott ugyan, hogy igen sokféle nép gyilvén oda,
nem érdemes, hogy meg nézzem; de tsak ugyan, azt mondja,
ha kivinom 6rémmel el viszen». Bar a kartyazds (tarok,
'hombre) nagyon elterjedt volt, BernourLr DAnien a «Tobak-
stubliba» «sem jadzik, hanem tsak beszélget, a mint masoktol
hallom. Az otse Jinos szereti jatzodni».”

Hogy ifja fénemeseink milyen nagy megbecsiiléshen részesiil-
tek, azt jol szemlélteti a bazeli egyetem haromszdzados alapi-
tasi évfordulo tinnepségén (1760. 4apr. 15) a menet leirdsa:
«Rector Turneisen. Uram Oberst-Zunft-Meister Jescn Urammal,
Azutdn mentem én Deputatus MERIAN Urammal, Utannam TELEKI

7 «Besonders JOHANN BERNOULLI erweist sich als richtige Spielratte.»
(SPiEss 1 21.) g
11
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Samuer Otsém Uram Deputatus FirsTENBERGER Urammal utdnna
TeLexr Apim Otsém Deput. Burckuarp Urammal, és ugy utan-
nunk a tobb Professorok, a tobb Tanatsbéli személyekkel ’s
azutan a Rhetusok [Svajc délkeleti részéb6l szarmazo elékeld
ifjak] ’s az egész Dédksag, mely mindazaltal igen kevéshol
allottr. Az egyetem ez alkalommal is kitetsz6 elnéptelenedése
volt ifjaink nagy megbecsiilésének féoka. A hallgatosiag mis
egyetemekre todult (Strassburg, Gottinga, Jéna, Lipese, Halle).
A hiarom bazeli orvosprofesszornak egy izben Osszesen csak
6 tanitvanya akadt. A virosi polgdrsig mind kevesebb pénzhez
jutott az egyetem révén, ami annak tekintélyét csokkentette.
Erthet6, ha tart karokkal fogadtik a gazdag magyar fénemese-
ket, akik fejenkint 7—8-szor annyit koltottek, mint az atlagos
hallgato.®

Vége felé jart Tevekr Jozser grof bazeli tartozkodasa. Maj.
5-én «Professor Berwournt Danier Uram ajéndékozott nékem
egy magatol du Cre [Crest] Uramtol tsindltt Thermometrumot,
és egyszersmind a Farenheilianum Neutonianum, Reamurianum
és de I'Islianum Thermometrumoknak ehez és egy mas koztt
val6 Relatiojat mutato figurajat ezen Thermometrumoknak ;
Eleget mentettem magamat, de tsak ram tudta, ’s azutan énis,
mint olyan nagyhird és érdemi embernek az ajandékat, és a
kinek hozzam valo j6é indulatyarol, és baratsagar6l bizonyos
voltam, rolla vald meg emlekezesemnek okaért el vettemn.
M3j. 19-én «Dél el6tt Bernouvrr Dinier Uramnél 1évén, mint-
hogy mar a j6vé hétfin innen el menni szdndékoztam; a
Calculus Integralisrol akartt valami ideat tsindlni, hogy el
menetelem el6tt ha tsak abba az dallapotba is tegyen hogy
annakutdnna id6ével magamtolis tovabb vihessem. Nem tudom
én ennek az embernek hozzam valé indulatyat eléggé soha meg
készonni, mert ugy tetszik, hogy szinténugy o6rvendett a midén
tanitdsanak bennem valami foganatyat lattar. Maj. 23-4n «Meg-
kiildéttem BernourLt Dawier Uramnakis a 9 holnapi Colle-

8 Spiess 1 26, 29.
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giumnak az drrat, melyet en magam 3 aranyra szabvén egyet
egyet, esett mind 6szve 27 arany». Kiadasi napldja szerint ez
a 27 hollandi dukat 126 rajnai forintot tett ki. BEernouLLi
DinieL a «27 aranyat nagyon megkészinte, és hogy felette sok-
nak tartya assecurdltt». Indulisa el6tt két nappal «mentem
Professor BernouvrLr Danier Uramhoz, kivel igen sokaig, és
egészen 12 6ig beszélgettem; igérte, hogy Parisba fog addres-
sirozni de la CoxpamiNg, de BuFron, és Cramraur Uramhoz,
mind, kivalt a Mathesisben nagy emberekhez; kiknek a neveket
a kezembe adja az oda menetelem irantt pedig az alatt irando
Leveleben praevenialjar.

Hollandiab6l TeLext Jozser grof tébbszor viltott levelet Ber-
NourLl DAnier-lel. Naploja szerint Leidenbe két levele érkezett
téle. Az 1760. szept. 7-i mdasodik levélben DANIEL «nydjassan
ir, és arrol a methodusrol tudosit a melyel értt annak meg
mutatdsara, quod tempus quod corpus cadens ex altitudine
verticali impedit, est aequale tempori, quo pendulum simplex
semel vibratur, si altitudo casus sit ad longitudinem penduli,
uti quadratum peripheriae circuli, est ad duplum quadratum
diametri, quod est fere ut 413 ad 1. A figurajatis az Experi-
mentuméanak maga adjicialtar.

Két honappal késébb Parisbol kild BernourLr DANieL-nek
egy levelet, «melyben egyebek kozétt az ALEMBERT Uram minap
az Academia egyben gyiilésekor 12¢ hujus az inoculatiorul el-
olvastatott munkgjérul tudositom». D’Alembert ebben az érte-
kezésében: Sur lapplication du caleul des probabilités d
Uinmoculation de la petite vérole tébb pontban megtimadta
Bervourt DinieL a périzsi akadémidnak kiild6tt, korabbi,
hasonl6 targyt dolgozatit: Essai d'une nouvelle analyse de la
mortalité causée par la petite vérole et les avantages de linno-
culation pour la prévénir® A killonbozé korosztilyokban a

9 Mindkét, a valosziniiségszamitas torténetében nevezetes értekezés
(1760) egykoru masolata megvan a M. T. Akadémia kézirattaraban: Vegyes.

A—r. 39. 1, 2—3.
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himlé-okozta halandosdgnovekedést igyekszik benne megallapi-
tani az infinitezimadlis szamitds segitségével.

Az 1761. jan. 12-i pdrizsi naplobejegyzés szerint « BERNoULLI
Danier Uramnak pedig a 12 Decembr. irott Levelére valaszlok,
’s meg irom, hogy az Esprits-Fortokrol valé munkamnak itten
ki jott masodik Editiojat 6 kglmének dedicaltam, és hogy egy
jo Baratom egy Avertissement ot de bizony hirem nelkiil nyom-
tatatott eleibe melybe az 6 kglme Leveleibe kényvemre rakott
ditséreteket belé tetter. TerEk1 Jozser grof még Bazelben fogal-
mazta ezt a kis hitvédé iratat: FKssat sur la foiblesse des
esprits-forts. Az Augsburgban 1762-ben megjelent kiadas (16-r,
XX+128) bevezetésében az V. oldalon ez 4ll: «L’Academicien
et I'illustre Mr. BErvouLLy, dans une lettre du mois de Décembre
adressée a l'auteur s’exprime ainsi: ,,S’il est bien déplorable
que la cause de Dieu ait besoin de défenseurs, il vous est bien
glorieux d’avoir si bien défendu cette cause. Vos argumens
sont concluans, sublimes & spirituels‘».

Parizsbol hazafelé Terekr Jozser grof megint tutba ejtette
Bazelt, hogy felkereshesse a két Bernourri-t. Harmadnap, 1761.
mare. 23-an «Socin Uramnal voltam. Szép Experimentumot
mutatott az Electrica Atmosphaeranak a koriilotte valo testekbe
electrizal ; az az ki hajtya a testekbdl a naturaliter bennek 1évo
Electricus tiizet, de tsak anyira kell a testet a sistema Elec-
trizatumhoz tartani, hogy ne jgjjon szikra belélle, mert ugy
positiva electricitdst ad, mint tudva van. Tsindltt egy mas
experimentumot is Pater Precaria [Beccaria] utdn, tudniillik
annak meg mutatdsira, mely erés effutuma vagyon a vizen
keresztiil vett: szikranak. Tsinaltt e szerint egy &gya format
viaszbhol, melynek egy kis tirege lévén oda egy tsep vizet bot-
sat bé annak tetejibe egy kis réz szegetske vagyon, melyre egy
borso szemet teszen a viz felibe a vizen alol egy drot mégyen
a vizig, mely drot az iiveg, és electrizaltt tabliaval communical.
A midén az ember el akarja 16ni akkor a szikra a mely a droton
a vizen keresztill, a felyebb emlitett kis réz szegetskére, kin a




BERNOULLI DANIEL ES JANOS EGYKORU TELEKI-UTINAPLOK srp., 153

borso van siet, utyiba a vizet megtdgasitya, a mely osztin a
borso szemét bizonyos distantiira el 16vi. Ez igen mulatsagos
experimentum». Tovdbbutazisa el6tti nap «BerwourLi Danier
Uram meg mutatta délutin a maga fel taldlta acus magneticae
inclinationis. Minden emberekt6l el butsuztam; kiviltt Ber-
vovrLl Danier Uramtul nem kevés meg illet6désemmely.

Az eléz6kben a két BerNouLLi-rol rajzolt képet van hivatva
kiegésziteni TeLEk1r SimueL grof uti naplojanak egy részlete.!”
O tobb mint kétszerannyi ideig tanult Bézelben. Matemati-
kai tanulmanyair6l o6sszefoglaléan ezt irja: «4¢ Martii 1760
Kezdettem BernourLt JAvos Uramndl, kiis Matheseos P. P.
ord. az Mathematicum Collegyiomaimat privatim; Gyermeksé-
gemtdl fogva 6rékke nagy kivansdgom volt Mathesist tantlni
de abban soha eddig modom nem lehetett, mostan pedig a’
Sz. Isten a’ ki minden dolgaimat kegyelmesen igazgatta, ebbenis
jo alkalmatossiagot parantsolt, ollyant pedig hogy chez hasonlot
Baselen kivil ritkdn s6t talam nemis talalhattam volna, mert
e’ mai napon ritka parja az Mathesisben a’ Bernovrriaknak,
s6t én nemis tudok még senkit a’ kit hozzdjok hasonlithatnék,
és semmiben egyébben nem vétenek hanem hogy munkdkot
nem irnak (mint az Apjok ama nagy emlékezetii BERNOULLI
Jinos tselekedett ’s dolgozott) igaz dolog hogy Praemiumért
sokszor irtanak, és gyakran répoltiltanak praemiumat masok
felett, és az illyen munkatskdjok kiis vagyon nyomtatva de
ezen kiviil nem sokat irtanak; Az id6seb atyafi BERNOULLI
Danier Uram irt egy Hydrodynamicdt in 4° és valami Exerci-
tationes Mathemalicaet; a’ kissebbik atyafi BerNouLLr Jinos
Uram pedig az Praemiumért dolgozott munkdin kivil Konyvet
nem irt, hanem az Iris hellyett haszndl az Tudos vilignak,
szorgalmatos és epiiletes tanittisiaval; Igaz az hogy az Mathesis
Newron és Lemsnitz utan senkitél nagyobb Incrementumat nem
vett mint az BerwouLLiaktél, tudni illik ezeknek attyoktol Ber-
NouLLl JAnoOstol, és annak Testvérétél Jakamtol; és az mostan

10 Lehetleg hiven az Orszagos Levéltarban 1évé eredetihez: 8896 1.
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eld Két Testvér atyafitol Bervourrr Dawmiertél ’s Jinostol. én
ugyan boldognak tartom magamot hogy az Mathesisben illyen
Praeceptoraim lehettenek. Akarvan azért ezen jo alkalmatos-
saggal az Mathesist ex fundamento tanulni; Kezdettem Letz-
kéimet az Arithmetican, melyben semmi bizonyos Auctort nem
kévettiink hanem aztat Berwourir JAnos Uram maga Irdsaibol
’s fejibdl tanitotta; ennek vége lévén, Kezdettiink Geometriat,
és azt tanultuk az Parpies Geometridgja szerint, ennekis vége
lévén Trigonometriat tanultunk az TaQuer Trigonometridja sze-
rint. Azutan az Algebra Principiumaimat tanitotta az Erasmus
BarToLinus szerint; eztis Isten jovoltabol el végezvén kezdette
tanittani Vovriust, el kezdvén in Elementis Analyseos az Ill
Caputon mind végig egészen az Calculus Differentialisig; és az
Calculus Differentialist, Differentio Differentialist, Integralist,
Exponentialist, és Infinitorumat hasonloképen mind végig Vorrius
szerint tanitotta egészen, igen nagy contentumommal és epilete-
sen; meg vallom hogy in Mathematicis illyen nagy facilitdst ’s
promptitudot senkiben nem gondolhattam mint ebben az ember-
ben vagyon; és a’ mit a’ Mathesisben tudok Isten utan egészen
néki tulajdonittom ’s holtig készéném. Az Cursusomat az Mathe-
sisben e’ szerint el végezvén circa finem Maii, hogy mégis ezen
nagy Mathematicusnak tanittasabél epilhessek ; kezdettem nilla
tantlni az Attya letzkéit mellyeket adott Marchio de I’HospiTAL-
nak az Calculus Integralis felett és az mellyek az Attya mun-
kai kéz6tt bé vagynak nyomtatva az harmadik Tomusban; de
nem continudlhatim sokaig mert Junius végin félben kelleték
hagynom az Hollandidba valé keszilédésem miatt: Mind &szve
Tizen Hét holnapokig jartam privatim. az Collegiumait ezen jo
Praeceptoromnak, minthogy az el mult Februariusban Két orin
jartam hozzd minden nap azért hogy az egész Cursusomat
jobban absolvilhassam, mellyet Istené az Ditséség egész Con-
tentumomra absolvaltamis.

Bernourti Danien Uram nem szokott kilémben senkinekis
privatim Collegiumokat adni, Nydron altal pedig szokott az
Physicum Auditoriumban tébbire minden hétben egyszer Expe-




BERNOULLI DANIEL ES JANOS EGYKORU TELEKI-UTINAPLOK STB. 156

rim. Physicat tanittani puablice igen gyényériiségesen, és ezen
Collegiumait mind az Két nyaron jartam ’s nagy 6rémmel hal-
gattam; Minek uténna pedig az 6ttsénél in Mathesi sublimiori
és az Calculusokban progressusokat tettem volna, nagy vigya-
som volt ezen ritka tudomanyt nagy Mathematicusnakis Tanit-
tasdbol privatim valamit épilni; Azért midén a’ tébbi kézott
egy alkalmatossidggal estve az Sz. Peter Platzon sétilnék e’
Nydron ezen Bernourii Danier Urammal ’s holmi Mathemati-
cumokrol ’s magam Tanuldsarol véle discurrdlnék, meg jelen-
tém szandékomat hogy én igen kivannék ndlla egy privatum
Collegiumat venni az Mechanicaban, minthogy mar az Calculu-
sokat tudom annyira hogy azok altal az Mechanicitis meg
érthetném ’s tanulhatndm (mert az igaz hogy az Mathesisnek
egy részitis Calculus nélkidl nem lehet ollyan jol meg tanulni
s meg érteni, mint az Calculusok dltal) és azon beszédemre
mindgyart igéré Joakarattyat, minthogy ez az Draga ember enge-
met eleitél fogva szeretett és hozzam nagy szivességet mutatott
’s annak elGtteis gyakran hozzdja el jartam ’'s magais én hoz-
zam el jétt ’s meg vallom hogy mindenkor mikor vélle voltam
az Discursussabolis igen sokat tanultam; ’s nagyonis kivanta
az én elémenetelemet az Mathesisben segitteni; és arra nézve
minden velem valo beszélgetése mindenkor Tanittasbol dllott;
sokszor Nyaron altal estve ki szokott setilni menni az’ Szent
Péter Platzra (mellyis a leg'kiesebb sétdlo hely Basiléaban) hol
egyediil, hol pedig az &ttsével; és ottan egymdsra taldlvin
edgyiitt sétaltink hol Tiz hol pedig némelykor Tizen egy orako-
rigis, és illyen alkalmatossdggal soha egyéb dologrol nem beszél-
lett, hanem szokdsa szerint Mathematicumokat Pysicumokat
hozott el és azokrol nagy Tudomdnnyél beszélgetett és ennél
distinctusobb embert az Tanittisban ’s beszédbennis soha sem
hallgattam ; gyényériiséges szép rendel és igen vilagosan tanittya
‘2’ leg nehezebb dolgotis; Kezdettem pedig a’ Mechanicaban
privatim jarni az Tanittasat ezen drdga ’s tudos embernek 187
Maii 1761, mellyet Kenperr1 ELEK Urfi is én velem edgyttt hal-
gatott; és halgattam ’s jartam volna az Tanittasat éppen el-
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indulasomnak napjdig nagy 6rémmel, de 15% Jullii félben kel-
leték hagynom reménységem ’s akaratom ellen, mert bizonyos
alkalmatossag advan elé magat el indula az nap Del utian egy
orakor BesNourni Danier Uram Helvetiaban bizonyos dolgai
végett ; mely uttyatis az én szerencsetlenségemre el nem halaszt-
hatta; el induldsa napjan pedig Tiz oratol fogva egesz tizenkét
oraig egy mads vegtiben tanittott igen szépen de Legibus motus
et Virtbus viwis kivinvan a’ mennyiben lehetett kipotolni az
mit el kelletett mulatnia; el utazasaval. Tizenkét orakor pedig
egy mastol igen szépen el butsuzink egy mast meg tsokolvan,
és igy kedves jo Praeceptoromtol meg kelleték vélnom, a’ kit
6rékke betsullék, szeretek, és a’ kinek Tanuldsomban sokat
k6sz6ndk; el butsuzasomkoris meg kért hogy az mit tavol létem-
ben tanulok ’s nem érthetek, télle levelem daltal meg kérgyem.

Mind Isgrrivs Uramnal, mind Beckivs Uramnal, mind az Két
Bernovrrur Uraimékndl az Collegiumaimat KovAits Joser Uram
velem edgytitt halgatta ’s az Mathesisben nevezetesen szép
progressusokat tett, és én magam reszemrél nagy szerentsém-
nek tartom hogy ebben 6 Kegyelmének és 6 kglmében ha Isten-
nek tettszik Edes Hazimnak ’s Nemzetemnek szolgalhattamn.

A jovébe latott TeLekr SimueL grof, mikor ezt a mondatot
leirta. A vele a Bernourii-aktol egyiitt tanulo Kovirs Jozser
nevelte késébb nagyenyedi professzor koraban Siros Pir-t, az
elsé6 6nallo magyar matematikust.

Nemrégiben egy DBernouLLI-jegyzetet mutattak Ziirichben
Sreiess professzornak. Cime «Mechanica, — a Cl. DAN. BERNOULLIO
pertractata — nullo utente libro per quem aditus ad illam
auditoribus suis muniretur, ipso quandoquidem ex ingenio suo
illum illis parante et, ut dicunt, ex tempore. — Basiliae Ao
1760 et 1761». A kb. 360 oldalas latin jegyzetet egy boroszloi
fizikus Danzigban vésdrolta egy kényvarustol. "Az elsé oldalon
a kovetkezé idegen kézirasi bejegyzés all: «J’ai fait copier et
mettre en ordre ce que j’avois anoté seul au logis pour moi

11 L. e folyéiratban : 41.. évf. 1934. 45—54. és 42. évf. 1935. 134—138.
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meme, chaque jour en sortant de sa lecon. C. de T.» Kénnyit
k‘italélni, e betik jelentését: Comte de TEereki, SAMUEL tehat
késébb rendbeszedette és kidolgoztatta a maga feljegyzéseit,
amelyekrél Sriess ezt irja: «Es wire wert es einmal heraus-
zugeben und ist jedenfalls vorgemerkt» !>

A Tereki-ek latogatasa el6tti évtizedben a bdzeli egyetemen
anyakonyvezett magyar tanulok széma 2 és 4 kézt ingadozik,
utana 8—9, s6t 12—13-ra emelkedik, 1770-ben megint 2-re esik.

TeLERT JozsEr grof ajanldsdval és tamogatdsdval tanult Bazel-
ben a marosvéasarhelyi kollégium kés6bbi tanara Kis GererLy
(1738—1787), aki partfogojanak igy szdmol be tapasztalatairol:
«Meg adtam Tiszt. Bernournr Uramnak a Ngod levelét, alig
talalta hellyét, ugy orvendett a Nagy Philosophus, mihelyt
Ngodrol emlekezetett tettem, a’ levelet mindjart elolvasta, ’s
azt mondja sic ergo D. Comes malevalet, sed certe ille morbus
est longe diversus ab eo quem D. Comes sibi repraesentat,
forte tam indoctus aliquis medicus persvasit, ego puto esse
speciem potius Hypochondriae. En emphatice describaltam hogy
néha kivalt igy ’s amugy roszszul van Ngod, de tsak nem
akarta hinni, azt mondja tobbi kozoétt: Nihil metuite, hic mor-
bus non obstat quominus Dns Comes per centum annos vivat.
El kérdezte Ngtok Mltgs Uri familiajat, nevezetesen pedig Ngod
statussat, hivatalait, haziat s. a. t. ugy hogy szintén két oriig
mind tsak a Ngodrol valo kérdezoskodés volt a’ Discursus
materigja. Azutin osztdn engemet magamat vett eld, szintén
gyermekségemtsl fogva elé kellett beszelleni hol, mit, 'es mi
moddal tanultam, meddig akarok peregrinalni, miket akarok
foképen tanulni; mondvin hogy Mathesist-is akarnék ’s igen
jo lenne ha tanitana, erre azt felelé, hogy maga letzkét nem
i4d hanem az Otsének recommendal». Késébb igy folytatja:
«De Bernourut Jinos Uramat-is nem akarom ki hagyni a dit-
séretek’ sergébdl, mikor eo kegyelménél voltam, hozodik el6
viszont a Mathesis, ’s mondom hogy szeretném valamit tanulni,

12 | sorok iréjahoz intézett sorai. (Bazel, 1936. marc. 23.)
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azt mondja tsudalkozassal: Atqui vos Hungari non soletis
Mathesim discere, de bizony mondom valami keveset szoktunk
mi is, legaldbb szeretnénk tanulni. 119 napja hogy itten mula-
tok, ha peregrinatiomat mind illyen kedves dolgok kézétt tolt-
hetném el, reménylem nem unndm meg magamat. Sokat gon-
dolkodtam hogy ha talam tsak meg maradnék itten leg aldbb
harom honapig a Mathesisért megmondottam Bernourii DanieL
Uramnak ezen kételkedesemet az okokkal egyjiitt, 's e6 kegyelme
maga igy deliberalt, consideratis considerandis mennyek daltal
most Berndba, vagyon ugy mond ottis a Physicaban és Mathe-
sisben alkalmas Professor, attol sokat lehet epiilni, azutdn
vegyek ha tettzik egy két honapot az itt valo mulatisra az
alatt a’ mi amott el maradna, ki potolhatom».?®

Ugy latszik, hogy TeLekr Jozser grof fia neveldjéiil vilasztotta
Kis GereeLy-t, akir6l Bernourr: DAnieL ezt irta neki: «je lai
trouvé fort prevenant tant du coté des moeurs que des con-
noissances; vous ne sauriez mieux choisir pour I'education
de M" votre fils;».**

Két évvel késébb grof BeTHLEN FArkas is «unice a Ber-
NouLLI-akért»*® megy Bazelbe.

Az ott tanult magyarok egyik legkivalobbja Focarasi Pap
Jozser (1744—1784) a jeles filozofus. Aligha akad magyar tudos,
aki tébb kiilf6ldi palyadijat nyert.2® O lett volna a pesti egye-
tem elsé protestans tandra, ha kinevezése utan réviddel meg
nem hal Marosvésarhelyt, ahol a kollégiumban tanitott. Itt két

13 A gyomréi TELEKI-levéltarban 6rzott levél kelte: Bazel, 1766.
aug. 26.

14 BerNovLLl DANIEL levele TELEKI JOZSEF grofhoz. (Bazel, 1766. aug. 20.)
A gyémréi TeLEKI-levéltarban.

15 BETHLEN PAL grof levele (Bonyha, 1768. jul. 8.) az Orszagos Levél-
tarban (TELEKI SAMUEL-osztaly 292).

16 Nemcsak Hollandiaban, hanem Berlinben is. Ott neve «Pap de
FaGARAS» alakban szerepel (A. HARNACK : Gesch d. Akad. zu Berlin. 2.
308.). Az 1777-ben kiirt: Quel est le Fundamentum virium ? palyakérdés
dijat nyerte 1779-ben. Ozvegyének (Wiebel Carolina Wilhelmina) 170
aranyat nyomo 4 «praemiumért» 918 magyar forint 6%0-0s «interessét»
adta TeLERT JOZSEF grof. (M. T. Akad. kézirattara. Vegyes 4-r. 39. 60.)
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levelébél idéziink. Az egyikben” ezt irja TeLeki Simver grof-
nak: «Tiszteletes Professor BernouLri Jinos Uram kinek Levelé-
vel Nsgodnak udvarlani szerentsém van a Nagysiagod Uri re-
commendatioja mellett igen jo szivvel latott is szolgdlatty:t
ajdnlotta, tartokis mind magam egyediil privatum Collegiumat,
mind pedig Grof BeruLen Farkas Urfinak adni szokott Letzkéjét
jarom lévén e szerint minden nap 6 kegyelmével két Orimy.
«Majusra egésszen el végezi, a’ melly idére ugy reménlem a
Mathematicus Cursusomnak is vége lészen, mert BernouLL
Jinos Uram éppen ugy mégyen a’ mint az ember maga kivinnya,
semmit sem késik ha lattya hogy a’ Tanitviannya a Dolgot meg
értette, ha pedig andalog, vagy sokszor kérdi meg az el mon-
nott Dolgot, haragszik; de a Dolognak elé adasaba igen szép
modot tart. Ennél valdo Tanuldsomatis ugy igyekezem follytatni
hogy se Nagysdgod, hogy engemet commendalni méltoztatott,
se én hogy ebbe Nsgod bolts Tanattsat kovettem, meg ne
bannyuk. Tanuldsomat ha az Isten engedi 6 kegyelménél el
végezvén Testimonialist vészek rolla és udvarlok vélle alazato-
son Nagysigodnak».'® Egy év mulva azt olvassuk, hogy «vé-
gezvén egyébkéntis Tiszt. Professor Bernournr Uram az én
tanitisomnak cursussat (ki is nékem adott privata letzkejibe
HospitaLws differentialis a maga Attyanak integralis calculus-
sit, és Mechanicaban valo inventiojit tanitotta el» ** még méjus
elején elindult Bézelbol.

Az el6z6kben igyekeztem a Berwourri-akra vonatkozo magyar
levéltari anyagot ismertetni. Befejezésiil szeretnék a hianyokra
is ramutatni. TeLekr Jozser grof tGtinapléiban tébb helyen
emliti egy «masik didriumat», amelybe egyes dolgokat részle-
tesebben irt le. Eddig sem a budapesti, sem a vidéki (Gyomro,
Kolozsvar, Marosvasarhely, Nagyenyed, Szirik) levéltarakban

17 Bagel, 1769. dec. 22. Az Orszagos Levéltirban. (TELEKT SAMUEL-

osztaly 614). g ;
18 Nem tudok e bizonyitvany hollétérél. Az Orsz. Levéltarban nincs

nyoma. : )
19 Fraakfurt O., 1770. dec. 7. Orsz. Levéltar. TELEKI S.-oszt. 615.
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nem sikeriilt nyomdara akadni. KovAirs Jozser (TELEKI SAMUEL
grof kisérdje és tanulotarsa) is vezetett naplot, amely hihetdleg
a nagyenyedi BernLEN-kollégium levéltaranak egyéb kincseivel
egyiitt pusztult, vagy kallodott el 1848—49-ben. A bazeli egye-
temen akkoriban tanult kb. masfélszaz magyar hallgaté név-
soran 2° indult levéltari kutatis és levelezés is esak elenyészé
kis mértékben volt eredményes. Nagy koszonettel venném, ha
esetleg ‘e sorok olvasasa nyomadn, valahol még lappang6 adatok-

rol értestilhetnék.
Jelitai Jozsef.

DANIEL UND JOHANN BERNOULLI NACH DEN
UNGARISCHEN TAGEBUCHERN UND BRIEFEN DER
GRAFEN JOSEF UND SAMUEL TELEKI.

Graf Joser TeLEkr (1738—96) erhielt wiihrend seiner Studien in Basel
9 Monate Privatunterricht von Danie. Bernouru iiber Mathematik. Graf
Samver Teexr (1739—1822) lernte daselbst 17 Monate als Privatschiiler
von Jomann II. Berwourut héhere Mathematik und nachher 2 Monate
von Danier Bernourur Mechanik. Beide haben den offentlichen Vorlesun-
gen Danmer Bernourir’s iiber Experimentalphysik und den privaten Vor-
lesungen A. SociN’s tiiber Elektrizitit beigewohnt. Da Berichte von
Horern iiber solche Kurse aus jener Zeit kaum bekannt sind, so ist
es ein besonderer Gliicksfall, dass Joser TeLekr in seinem Tagebuche
Sept. 1759 einige Experimente beschreibt. Hier werden alle diese Tat-
sachen mit Belegen dargestellt. Man findet iibrigens die deutsche
Ubersetzung der angefithrten Stellen in dem Buche von O. Spress:
Basel anno 1760. Nach den Tagebiichern der ungarischen Grafen
Joseph und Samuel Teleki. Basel, 1936.
J. Jelitai.

20 VERZAR FRIGYES: Régi magyar vonatkozdsok Baselben. Debreceni
Szemle. 5. 1931. 310—314.




EGY UJ FREKVENCIAMERO.

A frekvenciaméré az igynevezett «technikai frekvencidk» mé-
résére alkalmas, koriilbeliil 16—1000 Herrz frekvenciainterval-
lumban. Rezonancian alapszik, kézvetlen mutato leolvasédssal.
A késziiléket a mellékelt fénykép dbrazolja. A miiszer jelenlegi
kivitelben az Institut fiir angewandte Elektrizitit der Universi-
tit Gottingen mihelyében késziilt M. Reica professzor tr, az
intézet igazgatojanak szives engedélyével. A kész miszerrel vég-
zett vizsgalatok bebizonyitotték‘, hogy az a fenti frekvencidk
mérésére alkalmas és a hasznalatos frekvenciamérgk felett el6-
nyei is vannak.

A FEészulél Eivitele: Lényegében egy lemezelt vasmagos te-
keres (150—200 menet) melyre a mérendé frekvenciaval bird
fesziiltséget kapcsoljuk (L). A tekercsb6l kidllé meghosszabbi-
tott lemezelt vasmag mentén egy kevésmenetl (5—10 menet)
tekercs (II.) mozdulhat el. A tekercs elmozduldsat skala el6tt
elfordulo mutato jelzi, igyhogy a mérendé frekvencia a skaldn
kozvetleniil leolvashaté. A mozgo tekeres két vége kondenzator-
hoz (1—10 mF.) van kapesolva. ‘Az I. és II. tekeres csévelése
ugyanazon ‘iranyt. A IL tekercs két vége spirdl alaku rugok
segitségével van két kapocshoz kivezetve, hogy leheté legyen
kiilénb6z6 kapacitdastt kondenzatorok bekapcsoldsa (dbra 1.).

A Fkészilék elmélete : Legyen az 1. tekercre adott valtéfesziilt-
ség frekvenciaja n, akkor az L. tekercsben foly6 dram: J; cos wt,
ahol: @ = 2nn. Ez a II. tekercsben olyan fesziiltséget és ez-
altal aramot indukdl, amely ¢ faziskiilonbséggel van az L. te-
kercsben folyo dramhoz eltolva, vagyis: J, cos (wt—¢). Tegyik
fel egy pillanatra, hogy a IL tekercs révidre van zarva, akkor
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a két tekercs egymasra kolesonosen erdt fejt ki, jelen esetben
taszitani fogjak egymast, mint az a TuoMson Eriau kisérletébd!
jol ismeretes. Ez az er6, ha a tekercs méreteitél eltekintiink
nagy megkozelitésben :

P J, cos wt.J, cos (wt — g).

Ez megadja tehat a koélesonosen hato eré nagysdagat egy pe-
riodus minden idépillanatara. De fontos egy perioduson keresz-
til az dtlagosan haté erd, igy ennek dtlagos értékét kell venni ;
mivel :

cos wt.cos (ol — ¢) =
27
= WJ (cos wl cos wt cos ¢ + cos wt sin et sin ¢) dt = /2 cos ¢.
0

Tehat az atlagos erd, melyet a két tekercs egymasra kélesone-
sen kifejt, egyszeriien igy irhato fel:

P YalJ, cos ¢.

Mint lathato, az erd fiigg ¢-tdl, a két tekercsben folyo dram
faziskiilonbségétdl. Jelen esetben (a II. tekercs rovidre van zarva),
¢ majdnem 180°; azaz az erd megativ, tehat taszitds 4ll be.
Ha ¢<90°-nal, akkor P pozitiv, tehat vonmzds fog bedllani;
ha ¢ =90°, akkor P=0, azaz a IL tekercs nyugalomban
lesz. Mar most a II. tekeresbe iktatott kondenzator segitségé-
vel a ¢ valtoztathato 0°—180°-ig. Rezonancia esetén ¢=90°,
ekkor és csak ekkor, se vonzas, se taszitds. Mas széval rezo-
nancia esetén (egy bizonyos n,nél) a II. tekercs bedll egy jol
meghatdrozott nyugalmi helyzetbe. Kitérve a II. tekercset ezen
nyugalmi helyzetébdl, azonnal vonzds vagy taszitds lép fel,
a szerint, hogy ¢ kisebb vagy nagyobb lett 90°-nal. Az dbra
2. jol megmagyarazza, hogy a ¢ faziskiilonbség hogyan valtozik
a rezonancia maximum (n,) kornyékén.

A rezonancia feltétele :

1 1

wL:;}—E vagy: L:w?C’
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1 abra.
Mitendtikal é Fzla Lapok XU

163
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ahol: w = 2zn; a késziiléknél C = konstans de L == kons., mivel
a II. tekercs a vasmag mentén elmozdulva, annak énindukcioja, ha
tavolodik a Il. tekercst6l: kisebbedik, ha kézeledik, nagyobbodik.
Valtoztassuk meg az 1. korben a frekvenciat (pl. nagyobbitsuk),
akkor, hogy a fenti egyenlGség teljesiiljon L-nek kisebbednie
kell — ezt pedig csak ugy éri el, ha elmozdul elébbi helyzeté-
bél (tavolodik az I. tekerest6l); vagyis a II. tekercs olyan nyu-
galmi helyzetbe fog bedllani, ahol a fenti feltétel megint tel-

2. abra.

jesiilve lesz. A frekvencia megvaltoztatisanak eredménye tehat,
hogy a I tekeres egy masik — jdl meghatdrozotl — helyen
jon nyugalomba, minden egyébb helyen taszitds vagy vonzis
all be. Ismert frekvenciak rikapcsoldsdval az eszkozt kalibralni
lehet. A kondenzator kapacitdsanak cserélésével az eszkoz me-
rési hatdrai viltoztathatok., A miszer érzékenysége azaltal fo-
kozhato, hogy a II. tekercsnek nagy elmozdulasa kis 6nindukcio-
valtozast idézzen eld. Az igy elérhetd érzékemység 60°-os mu-
tato elfordulas esetén 2—3. Hertz.

Az eszkoz miikidése: A frekvenciamérének a tébbi mutato-
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leolvasisos eszk6zok felett elénye, hogy nem befolyisolja a
valtoaramgoérbe alakja (Formfaktor), a temperatira és tiggetlen
a rdadott fesziltségtél. A valtoéaramgorbe alakjanak befolyasa a
rezonanciakor kiépitése miatt, a temperatira (JovLe-hs) a vas-
tag tekercsek révén marad befolyistalan. A késziiléknek leg-
nagyobb elénye, hogy fiiggetlen a raadott fesziiltségtsl. Ennek
egyszeri oka, hogy a IL tekercs a stlypontjan indifferens hely-
zetben van felfiiggesztve, tehat sem nehézségi erd, sem valami
méas er6 (pl. rug6é) nem fejt ki erét a nyugalmi helyzet ira-

nyaba.
Bdszel Kdroly.

EIN NEUER FREQUENZMESSER.

Der Frequenzmesser ist fiir die Messung der sog. «technischen
Frequenzen» geeignet, in einem Frequenzintervall von 16 bis 1000
Hertz, mit Zeigerablesung (Zeiger-Frequenzmesser). Im Prinzip eine
fixe grosse Spule mit Eisenkern, die Fortsetzung. des Eisenkernes um-
gibt eine kleine bewegliche Spule; an die letztere ist ein Kondensator
geschaltet, um den Resonanskreis auszubilden. Bei Anlegen verschiede-
ner Frequenz an die grosse Spule, stellt sich die kleine Spule (ver-
sehen mit einem Zeiger) in verschiedene, jedoch gut definierte Stellun-
gen ein, wodurch die gesuchte Frequenz an der Zeigerskala unmittel-
bar ablesbar ist. — Es ist durch diese Einrichtung eine Reihe grund-
sitzlicher Schwierigkeiten beseitigt : der Einfluss der Spannung, Ein-

schaltdauer (Temperatur) und Wellenform. ]
KNart Baszel.

12+




TANULOVERSENYEK.

Jelentés az 1936. évi XL. matematikai
tanuléversenyrol.

Térsulatunk XL-ik matematikai tanuléversenyét 1936 okt. 17-én tar-
totta Budapesten és Szegeden egyidejileg. Budapesten 23, Szegeden 8
versenyz6 jelentkezett, beadtak Budapesten 16 dolgozatot; Szegeden egy
versenyz6 sem adott be dolgozatot.

A verseny tételei a kovetkezSk voltak :

I. Bebizonyitandé, hogy

i i 1 1
PRI T e w e R [ T
1 1 1 i
Y R el T

Il. Legyen az ABC hdromszogon beliil vilasztott S pont oly tulaj-
donsigu, hogy az ABS, BCS, CAS hiromszogek megegyez6 teriiletiiek.
Bebizonyitand6, hogy S az ABC hdromszog sulypontja.

IIl. Legyen a egy tetszélegesen adott pozitiv egész szdm. Bebizonyi-
tand6, hogy mindig van egy és pedig csakis egy pozitiv egész x,
szamokbdl 4llé (x, y) szdmpdr, amelyre

(x+y—1) (x+y—2)

x + 3 —

A beadott dolgozatok megbirdldsdra kikiildott Bizottsdg, mely Rapos
Guszrdv elnoklete alatt a kovetkezé tagokbél dllott: EeervARY JENG,
Faraco Anpor, Fesér Lip6r, Staceé Tior, Szifes Aporr, Veress PAL és
Konie Dines eladé, az el6adé eléterjesztésének meghallgatdsa utin az
1936. okt. 24-én tartott {ilésén a kévetkezd javaslatban éllapodott meg.

«A versenydolgozatokat illetéen orvendetesen kedvezd eredményrol
szamolhatunk be, amennyiben a legtobb beadott dolgozat egy vagy ket
feladat helyes, és pedig igen viltozatos médon kifejtett megolddsit adja
és a legnehezebb, IIL.-ik, feladatra is 6t tobbé-kevésbhé elfogadhaté meg-
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oldds érkezett be. A legjobb dolgozat szerzéje Szere TiBor, aki a debre-
ceni ref. gimndziumban dr. Mester Istvin tanitvinya volt. Neki javasol-
juk kiadni az elsé b. E6tvés Lorand dijat. Bédr a IL feladatra adott
megolddsa kissé hosszadalmas, egész dolgozata és kiilonosen a IIL fel-
adat kidolgozdsa szabatos matematikai gondolkozdsrdl tanuskodik. Leg-
kozelebb 4ll hozzd Kepes Apim, aki a budapesti Szt. Istvdn redlgimna-
ziumban Marczinké Andor tanitvinya volt. Neki javasoljuk a mdsodik
b. Eotvés Lordnd dij kiaddsat. Dolgozata az els6 két feladat szép meg-
old4sit tartalmazza, a Il tétel kidolgozdsa azonban fogalmazds tekin-
tetében fogyatékos. Még jobban mutatkozik e hidny SurAnvi Jinos és
GerceLy Jinos dolgozataiban ésigy, bar 6k is lényegileg mind a hdrom
feladatot megoldottdk, dolgozataikat csak dicséretre ajanlhatjuk».

A Bizottsdg e javaslatdt a Valasztmédny 1936. nov. 12-én tartott iilésén
egyhangulag elfogadta, Az ugyanezen a napon tartott eléadé iilésen
Rados Gusztdv elnok adta dt a dijakat a verseny gyézteseinek.

Az 1936. évi XL. matematikai tanuloversenyen
dijat nyert dolgozatok.
Szele Tibor dolgozata.
L. feladat. Bebizonyitandé egyenléségiink baloldalit az
1 1 1

T i Ve g

azonossig alapjan igy alakitjuk 4t:
1 1 e 1 1 1

e b T AR o e R R R

Irjuk most fel a kovetkezé Gsszeget :

SQn:1+T;+';—+%+%+'é_+"‘+'2?_l-_—l +?ln—-
Vonjuk ki ezen egyenléség mindkét oldaldbdl az
T TR
egyenléség megfelelé oldalait. Eredményiink :
& el G s o
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Ismételjilk meg e kivondst:

1 1 § 1 1 1
P00 T i b T
1 1 1 1
T T e TR R
Tehdt az
1 1

321:—'@ Sn—@* Sn =82an—38n

kiilonbség a bizonyitand6 egyenléség (1) alatti dtalakitott baloldaldt adja.
Mivel pedig mdsfel6l s, az elsé n természetes szdm reciprokdnak Ossze-
gét jelenti, azért a bizonyitandé egyenléség jobboldaldt igy is frhatjuk :

Dl L S S 1
n+1 n-}—lﬂ O e +—§+..'+W @)
’ | 9
—(1 +? i 7)7—) = Sopn— Sn.

(1) és (2) szerint igazolandé egyenl6ségiink mindkét oldala az se,—s,
szdimmal egyenld, tehdt az oldalak egymdssal is egyenlék, q. e. d.
1I. feladat. 1°. Ha a, b, ¢ jelentik
az. ABC A oldalait és t,, tp, t. az S-bol
a megfelel6 oldalakra bocsdtott merd-
leges hosszusdgdt, akkor a feltétel igy
fejezhets ki :
atq bty el;

és innen :
R | I MR A e T
bo b —="95.Cs

2° Segédtétel : Ama pontok mértani helye, melyek két egymast

metsz6 egyenestil allando ardnyu t, és t, tavolsagra vannak : egy
oly egyenes, mely datmegy a két adott egyenes metszéspontjan.

A feladat szempontjabél elég a tételt csak O metszépontjuktol szd-

mitott e,, e, félegyenesekre bizonyitani.

Ha P oly pont, melynek az e,, e,

sgyenesektél val6 £, 1, tivolsigdra nézve

e =k, akkor egyszersmind

2
ti = t!

opraTop

= sina, : sinay = k.
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; O\ sina
Tehdt P-nek az é,e,-et = a1 =k ardnyban oszt6 e egyenesen kell
. . 2 . .
fekiidnie. Ez egyenesnek minden pontja kielégiti e feltételt, az egyenesen
3 : sin 4 :
nem fekvé pontra pedig a e P ardny mindenesetre mds lesz. A P
sina, ty

pont mértani helye tehdt valéban az e egyenes.

3° Az 1° pontban nyert eredményiink szerint tehdt S-nek harom
kiilonb6z6 egyenesen kell fekiidnie. E hirom egyenes rendre A-ra,
B-re, C-re illeszkedik és a megfelel6 szogeket

Sl sinf; @ singl b

S MR T h SRR AN E T sing T g
ardnyban osztja. Az S a hdrom egyenes kozos pontja, tehat legfeljebb
eqy S pont létezik.

4° Ezzel a feladat els6 része megolddst nyert. Mar csak azt kell be-
bizonyitanunk, hogy a hdromszég S silypontja mindig kielégiti a fel-
tételt, tehdt egy. ilyen pont wviszont mindig létezik. E véghil elég
kimutatnunk, hogy pl. az SBC A te-
rillete az ABC A -ének % része, ha
S az ABC A silypontja. Mint isme-
retes, a stlypont minden stlyvonalat,
tehat a BC oldalhoz tartozét is 2:1
ardnyban metsz, ugy, hogy S-t6l BC-ig
terjedd SA, darabja } része az AA,
sulyvonalnak. Ha meghtzzuk az AA,
magassdgot és az S-en 4t BC-val par-
huzamos egyenesnek e magassiggal valé metszéspontjat D-vel jeloljik,
akkor egyszersmind 4,0 = 1"A,A. Mivel pedig A, D megegyezik az
SBC /A-nek SA, magassdgdval, azért viligos, hogy SBC A teriilete
valéban % része az ABC /A-ének, mert alapjuk kozos, magassdguk vi-
szonya pedig 1:3; ¢. e. d.

III. feladat. Az a adott szdmhoz mindenesetre vélaszthatunk leg-
kisebb olyan a pozitiv egész szdmot, melyre nézve a 2 (a—=x) szorzat
a k (k—1) 4ltaldnos taggal jellemzett

. 2,46,12,.20, 30,...
sorozatnak tagja. Ebben az esetben
(x+y—1) (x+y—2) =k (k—1),
azaz y=k—x+1 az a és x ismeretében meg van hatdrozva. Ha tehat

nn=1) _ _ (2+hn
2

—= ’
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n(n—1)
2

a4y —1=n, azaz y=n—ax+1.

akkor a—x= és’

Innen lithat6, hogy (x,y) egész szimpédr minden a esetében végtelen
sok hatdrozhaté meg. Ezek koziil azonban mindig csak az az egy felel
meg, melyet meghatdroztunk. Ez megfelel, mert nemesak 2, hanem y is
pozitiv, ugyanis :

n = ax.
Mds szdmpédr azonban sohasem felel meg, mert ha x-et a legkozelebbi

megfeleld szdmnak vélasztjuk is (pl. r=a— E)@(?L——Q))’ Yy mdr

negativ.

Kepes Addm dolgozata.!

L. feladat. Kiindulunk a kovetkezé azonossdgbdl :

@k 1).2k 'k  2k—1 ' 9% (1)
AV R
k+(2k—1)2k  2%—14+2  1—4k+2 th—1

k(@k—1).2k — (2%k—1)2% ©° (%k—1)2%  (2k—1)2%
Adott egyenletiink mindkét oldaldhoz adjunk hozzd

s B e

FLvR gy ety
-et. Ekkor
1 1752 2 3.4 3 5.6 n 2n—1)2n
fi | 1 1 i 1 1 1 1
¥yt g R G e e N ] R

Az igy felirt egyenlet azonossig, mert az (1) azonossdg értelmében
a baloldalt és jobboldalt sorrendben vett barmely két tag Gsszege egyenlo.
1L. feladat. Feltevés szerint

1
tabs =tnes =tacs = 3 lapc- (1) i

Mivel az ABC A-ben és ABS A-ben

az AB alap kozés, kell hogy ehhez ]

tartoz6 magassdgaik ardnya 3:1 legyen. |
B A CS egyenes messe az AB oldalt

1 A III. feladatra adott megoldasat nem kdzoljiik.
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C’-ben. Ekkor a hasonlé CHC' és SD,C hdromszogek alapjan
C'G:SC=3:1 65 CS:SC=2:1. Az AbC és ASC’ héromszogek
€S, ill. €S’ alapra vonatkoztatott magassdga kozos és, nminthogy alapjaik
ardnya 2:1, kell, hogy teriileteik ardnya is 2:1 legyen. Tehdt
tasp = 2taser 6s igy az (1) feltétel alapjin egyszersmind f{4sp = 2fuscr .
Ezen egyenlet, tekintve, hogy a két hdromsz6g magassiga kozs, azt
jelenti, hogy AB = 2AC". A C' tehdt az AB felez6pontja, azaz CC' az
ABC A silyvonala és ezt az S pont 2:1 ardnyban osztja. Az S tehat
az ABC A silypontja, q. e. d.

Jelentés az 1936. évi Karoly Irén fizikai
tanuloversenyrdol.

A Tarsulat XVIIL. Kdroly Irén fizikai tanuléversenyét 1936. oktiber
hé 24-én tartotta Budapesten és Szegeden egyidejileg. Budapesten 7
jelentkezo volt, Szegeden 6. Budapesten 6 adott be dolgozatot, Szegeden 4.
Osszesen tehdt 13 jelentkezd volt és 10 adott be dolgozatot.

A verseny tételei a kovetkezik voltak :

L 1. A rajznak megfelelé alaki edényt annyira nyomunk be vizbe,
hogy a feneke gyandnt szolgdlo LL lap éppen leesik, ha 1 kg stilyu
vizet téltiink az edénybe. Leesik-e ez a lap, ha

@) 1 kg higanyt,

b) 1 kg alkoholt toltiink az edénybe ?

¢) 1 kg sulyi élomdarabot helyeziink rd ?

2. Mi lesz, ha a bemeritett edény felfelé
boviil 2 A feleleteket indokoljuk meg.

II. 10 mikrofarados siritot 10,000 voltra
feltoltiink. Mennyibe keriil a benne felhalmozott energia, ha a villamos-
miivek a kilowattérat 35 fillérért druljak ?

111. Vizszintes papirosra kis kerek foltot rajzolunk. A papirosra iiveg-
kockat helyeziink, vgy, hogy a foltot elfedje. Ha a foltot a kocka vala-
melyik oldallapjén keresztiil akarjuk nézni, nem litjuk. Ha azonban a
foltra vizet cseppentiink és tgy helyezziik rd az iivegkockat, litjuk. Mi
ennek a magyardzata? (Az {vegnek levegére vonatkoztatott iGrés-
mutatéja 3, a vizé 3.)

A dolgozatok megbirldsdra kikiildétt Bizottsdg, melynek elnoke TaneL
KiroLy, tagjai MixoLa Sinpor, Poeiny Bira, RyBir Istvin és Szaso Gapor
voltak, 1936. november 5-én tartott iilésén SzaBé Gior eldadéi jelentés-
tétele alapjan a kovetkezo javaslatban dllapodott meg : :

«Legjobban cseper Zouran Istvin dolgozott. Az elsé feladat hatodlk_
kérdése kivételével mind a harom feladatot jol oldotta meg. Magyardzatai
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viligosak. Csak az elsé feladat megolddsdt bevezeté tdrgyaldsa hossza-
dalmas és nem eléggé szabatos. Utdna SzéLpAL Istvin kévetkezik, aki az
els6 feladat négy kérdésére igen iigyesen, roviden felelt; a madsodik
feladatot jol oldotta meg és a harmadik feladatra is kifogdstalanul adta
meg a magyardzatot, de dllitisait szdmadatokkal nem tdmasztotta ald.
Az els6 feladat két kérdésére nem jol felelt.

Harmadik helyre ifj. Csimis Lasos és Kepes Apim dolgozatait sorol-
hatjuk. ElGbbi az elsé és harmadik feladatot teljesen és jol oldotta meg,
de hosszabb matematikai meggondoldsokkal. A masodik feladat megolda-
siban j6 gondolatmenet szerint haladt, de eredménye hibds, mert a
kapacitds és fesziiltség értékeit nem ugyanazon mértékrendszer egysé-
geiben kifejezve helyettesitette az energia képletébe. Utébbi pedig (Kepes
Apam) az els és harmadik feladatot jol oldotta meg, de az elsét feles-
leges szimitdsok elérebocsdtdsival. A mdsodik feladatban ugyancsak az
egységek elvétése miatt hibds eredményt hozott ki.

Ezek alapjin a bizottsdg azt javasolja, hogy cseper ZorrAn IstvAn-nak,
aki a kaposvdri Somssich P4l rg-ban végzett és Ercsev JakaB tandr
tanitvinya volt, az els6 Kdroly Irén-dij, Széupir Istvan-nak pedig, aki a
szegedi Klauzdl Gdbor rg-ban végzett és Domsr BiLa tandr tanitvinya
volt, a mdsodik Kéroly Irén-dij adassék ki; végiil, hogy 1f}. Csizmis Lasos,
aki a bpesti Il ker. Arpad rg-ban végzett és Fis Arpip tandr tanit-
vanya volt és Keees Apim, aki a bpesti XIV. ker. Szt. Istvin rg-ban
végzett és WEGER HENRIK tandr tanitvdnya volt, dicséretben részesittessék.»

A Bizottsdg e javaslatdt a Vdlasztmédny 1936. november 12-én tartott
ilésén egyhangilag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott rendes
eloado-iilésen Rabos Guszriv elnok kihirdette a verseny eredményét és
a dijakat 4tadta a gydzteseknek.
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Az 1936. évi majus 30-an tartott XLI kozgyilés.

A kozgytlést Rapos Guszriv elnék az alibbi beszéddel
nyitotta meg:

Tisztelt Kozgytilés!

Szeretettel tidvozlom a baré Eotvos Lorand Matematikai és
Fizikai Tarsulat itt egybegytlt tagjait és t. vendégeinket, kiilon
melegséggel a vidékrol jotteket, akik megjelenésiikkel Tarsula-
tunk iranti, aldozatokra is kész érdeklédésiiknek tanujelét adjak.

Az idei tarsulati éviink zavartalan, csendes munkaban telt el
és csak néhany kiemelked6 mozzanatrol szamolhatunk be.

Mindjart a tarsulati év elején {iinnepelte az orszag és vele
egyiitt az egész vilag dsrégi Pazmdany Péter-tudomdnyegyete-
nmiink megalapitasanak 300. évforduldjat. Ebbél az tinneplésbol
Térsulatunk is Kkivette a részét, amidén 1iidvozlé irataban ki-
emelte egyetemiinknek, a hazai miivelédés e kivdalo gocpontja-
nak, dicséséges multjat és jelenét, amelynek tandrai koziil
szamosan 6érokbecsti alkotdsokkal ajandékoztak meg a vilidgot
s ily modon az egész kultirvilignak hdlas elismerését kiérde-
melték, amirgl a jubileumi iinnep fényes lefolydsa meggy6zien
tanuskodott.

Egy masik kiemelked6 eseménye a lefolyt évnek a f. é.
marcius 2-ra esett Kénie Gyura-emlékiinnepélyiink volt, amelyen
megemlékezve 0ttéré tanitomesteriinknek a kutatas és tanitds
terén szerzett eléviilhetetlen, nagy érdemeirél, az 1936. évre
es6 Kowie Gyuvna-érmet KaimAr LAszré-nak, a Ferenc Jozsef-
egyetem magéntanérénak atnyujthattuk, aki fiatal kora- ellenére

e ————
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nagyértékii s mélyen szanté kutatdé munkajénak eredményeivel
magdra vonta a hazai és kiilféldi korok figyelmét és béven
megérdemelte azt a kitiintetést, amelyben Tarsulatunk 6t része-
sitette. Nagy lelki megnyugvisunkra és hazink jévéje iranti
bizodalmunk megerésitésére szolgal az a kériilmény, hogy a
jelen mostoha viszonyok mellett sem lankad ifjisdgunk munka-
kedve és munkaereje és hogy eszményi tudomdanyszeretettel,
dldozatos munkaval, nagyértéki alkotiasokkal gazdagitja azokat
a tudomanyokat, amelyeknek mivelését Tarsulatunk zaszla-
jara irta.

Mélységes halaval emlékeziink meg arrol a nagylelki tamo-
gatasrol, amelyben a Magyar Tudomanyos Akadémia Tarsula-
tunkat részesiteni kegyes volt, amidén segélyét 500 P-rél
1000 P-re felemelte s ezzel a taglétszamunk sajndlatos csok-
kenése ellenére folydiratunknak zavartalan megjelenhetését
biztositotta.

Ugyancsak hdldas koszonetet mondunk a magas vallas- és
kozoktatasiigyi korményzatnak azért a bevételeinket szamot-
tevéen emelé intézkedéseért, amellyel folyoiratunk eldfizetési
arat 61 kozépiskola szamara kiutalvanyozta.

Tisztelt Kézgytlés! Ambar a viszonyok ma még csak csekély
javulas tiineteit mutatjak, mi bizva a magyar igazsig végleges
gy6zelmében, tantoritlanul haladunk elére azon az tton, amelyet
dics6 elédeink szdamunkra kijeloltek: a pihenést nem ismer6
és — ha kell — dldozatos munka utjan, mert él benniink is
az a télik vallott meggy6zodés, hogy értékes kulturjavak ter-
melésével nemzetiink létalapjait megerdsitjik.

E termelé munkdban valo részvételre hiva fel kedves tag-
tarsaimat, az 1936. évi kozgytlésiinket megnyitom.

Az elniki megnyité utin Poeiny Bfra iigyvezeto titkdr szdmolt be
a Tarsulat lefolyt évi miikodésérol és az év Tarsulatunkat érdeklé fon-
tosabb eseményeirdl :

Tartottunk 9 eléads, 3 vilasztmanyi és 1 kozgyilést. Az el6add
iiléseken 12 el6adds hangzott el és pedig 7 matematikai és 5 fizikai
targyi. — A titkdri jelentés sordin kiemeli, hogy Rapos Guszriv elnokot
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a M. Tud. Akadémia algebrai és szdimelméleti kutatdsaiban elért fontos
eredményeiért az Akadémiai Nagyjutalommal, Britay Or16 Titusz vélaszt-
mdnyi tagot pedig a gyakorlati elektrotechnika korébe vagé iittéré mun-
kdssdgdért a Marcibanyi Jutalommal tiintette ki. TancL KiroLy alelnskot
a m. kir. vallds- és kozoktatdsiigyn miniszter az Orszdgos Természet-
tudomdnyi Tandcs elnokévé nevezte ki.

A kozgyilés meleg iinneplésben részesiti a kitiintetetteket.

A tovabbiakban beszdmol a titkdri jelentés a VI. Kénie Gyura juta-
lom odaitélésérél, az 1935. évi tanuléversenyek eredményeirsl, a Mat.
és Fiz. Lapok-rgl, valamint cserefolydiratainkrol. — Jelenti, hogy az
alapszabdlyok értelmében 6 vdlasztmdnyi tag, tigyszintén az egész tiszti-
kar meghizatdsa lejart.

A kozgyilés a lelépd valasztmanyi tagokat, névszerint Faracé Axpor-t,
GruBer NinDor-t, Mikora SAnpor-t, Orrvay Ruporr-ot, Riesz Fricyes-t
és RyBAR Istvin-t, valamint a tisztikart, névszerint Rapos Guszriv-ot
(elnék), Taner Karovy-t és Fesir Lipér-ot (alelnokok), Poeiny BEra-t és
Konie Deénes-t (titkdrok), Csiszir Eremer-t és Sziics Apovr-ot (jegyzok),
végill SzaB6é GABor-t (pénztdros) ujra megvilasztja.

A szamvizsgdlo-bizottsigba a kévetkezd évre a vélasztmdny részérol
Faraco ANpor és Tass AntaL, a kozgyilés részér6l Renser Janos és
Sracaé Tieor kiildettek ki.

SzaB6 GaBor pénztari jelentéséhdl a zdrszdmaddst és a vagyonmérle-
get itt kozoljiik :

1935. évi zarszamadas.

Bevétel :

1. 1934. évi zdrszdmaddsi maradvény : Pengd

@IRkcziRpenzianhat e e 00 03 o T 6564 P

b) postatakarékpénztirban _ _ . - 882:16 « 985080

¢) Magyar Leszdmitol6 és Pénzvilté Bankban 883 — «

d) takarékkényvben (Karoly Irén-alap). .. — 1020— «
T I e B . e i e o e ¥ 1246—
SO0 fizetose dl RN o S L A o 49094
A dbany kSR IR L L s o hb—
5. Allamsegély = “n 8 T W2l o SEE 400-—
6. Magyar Tudoményos Akadémia segélye .. . _ — . — 1000~ -
G Ramatokr N -t ey Rl USRS e e s b et s WU [ 5317
8. Vepyesek o L it s gt o b Y A ag o o o 90-82

Osszesen :‘61 7573




176 TARSULATI ELET.

Kiadas:
Pengé
t. Nyomdai koltségek o S5ie HonnssBa Suil el St e oA st & 2700-—
9. Tanuldverseny: Ll s s ¢ Sl fo i el Lo o fotie: Sosl = 80—
3. Kezelési koltségek és a Dijkezeloség jutaléka . . . _ — 10608
4. Vegyesek”. i oDl 0 L ortbee eNos v nitoloy Minltt s (S 218-:02
5. Pénztdri maradvdny :
a) kézipénztarhan' i 0T H 3 SRR U S O 52:84 P
b) postatakarékpénztdrban _ _ _ _ _ _ _ 110079 « 3071-63
¢) Magyar Leszdmitolé és Pénzvilté Bankban 898 — « [ ° .
d) takarékkényvben (Kéroly Irén-alap) — .. _ 1020-— «
Osszesen: 617573
Vagyon-mérleg.
Vagyon:
Korona Pengé
1. Koronaértékpapirosok (Magy. Lesz. és Pénzv. Bank
Letétkimutatdsa, a Pesti Hazai Els6 Takarékpénztar
betétkényve és a Magy. kir. Allampénztir Fizetési
Konyve szerint) | = ol Lo ST e sl i e 0008
2. Pénzkészlet :
) kézipénzidrhan s LTS S BRALD
b) postatakarékpénztdrban LR MI100:79 e 3071-63
¢) a Magy. Lesz. és Pénzv. Bankban 898-— «
d) takarékkonyvben (Kdroly Irén-alap) 1020"— «
3. Tagdij és elofizetési dij hdtralék _ . _ . _ _ 200-—
4. Nyomtatvinyek el f5a- MRS Sesilion ghs Sl s i 100-—
Osszesen : 29,008— 337163
Teher
Korona Pengd
1. Nyomdail tartazas F A s 3175
2. Bgvenleg o ygitsy LiEhaarewl i Ze ORNE NS, _ 29,008— 3339-88
Szabé Gdabor s. k.
pénztaros.

Megvizsgéltuk és helyesnek taldltuk.
Budapest, 1936. dprilis hé 15-én.

Tass AntaL s. k., Stacao Tisor s. k., FAra6 Anpor s. k.,

Renner Jinos s. k.
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Eléadasok :

1935. nov. 14. A tanuléversenyek eredményének kihirdetése. —
Sziics ApoLr : Megjegyzések az idei matematikai tanuléverseny 1. tételé-
hez. Kénie Dines: Megjegyzések az idei matematikai tanuldverseny 3.
tételéhez.

1935. dec. 12. TurAN PAL és Erp6s PiL: Az interpoldcié alappont-
jainak eloszldsdrdl. (Eloadta Turin PAr.)

1936. febr. 6. Buné Acoston: Ujabb vizsgilatok a kétatomos mole-
kuldk triplett energianivéirdl.

1936. mare. 5. Szisz PAL: A szabdlyos sokszégek néhdny maximum-
és minimumtulajdonsdgarol.

1936. mare. 19. Gyurar ZorrAn: Megfigyelések az alkalihalogén-
kristilyok novekedésének mechanizmusahoz.

1936. apr. 2. Lipka Istvan: Jelentés az 1936. évi Koéne Gyura-
jutalomrol. Kaimir LAszuo: A szdmelmélet alaptételérol.

1936. apr. 30. Barra Jozser: Az egyenletesen megterhelt korlemer
keriiletérték feladatarol.

1936. maj. 28. Bukovszey Ferenc: Nagyintenzitisi aramlokésekkel
taplalt neonkisiilés fényemisszi6jarél. Levivs Ernd : Erésdramu gazkisiilé-
sek dynamikus karakterisztikdirél.

1936. mdj. 30. Ravos Guszrav : Egy numerikus kongruencidrdl.

X

Valasztmanyi wulések voltak : 1935. nov. 14.; 1936. apr. 2.: 1936.
mdj. 23.
x

Kozgyiilés (XLI): 1936. mdj. 30.

Uj tagok:

Barta Jézsef mérnok, miegyet. eléadd, Budapest.
Haj6s Gyorgy miiegyet. tandrsegéd, Budapest.
Neumann Erzsébet tandrnd, Budapest.
Szelianszky Ferenc redlisk. tandr, Szeged.
Szokefalvi Nagy Béla egyet. gyakornok, Szeged.
Varga Zoltdn tandrjelélt, Godallo.

Vince Istvan tandr, Budapest.

Weiszfeld Endre egyet. hallg., Budapest.

Dr. Zényi Lészlé kegyesrendi tandr, Szeged.
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Meghaltak:

Bodola Lajos ny. miegyet. tanar, Budapest.

Buchbock Gusztiv egyet tandr Budapest.

Bujk Béla ny. rg. tandr, Karcag.

Gruber Nandor ny. redlisk. tandr, Budapest, vil. tag.
Grynaeus Istvdn, egy. m. tandr, Budapest.

Jakab Imre, geofizikus, Chile.

llosvay Lajos nyug. dllamtitkdr, miegy. tandr, Budapest.
Karay Sdndor ny. ref. gimn. igazgaté, Debrecen.
Koschowitz Gyula honvéd alezredes, Budapest.
Privorszky Alajos ny. féisk. tandr, Budapest.

Toth Aladdr, féisk. tandr, Pannonhalma, alapité-tag.
Waldapfel Janos nyug. gyakorlé gimn. tandr, Budapest.



Kimutatas
az 1936. 4prilis 5-t6] oktéber 31-ig befolyt Gsszegekrol.

1. Tagdijak.

1932-re : Bay Zoltdn (6), Boharcsik P4l (6), Girsik Géza (2), Hartly
Domokos (6), Kerényi Dénes (4), Lajta Erné (3), Mihalovits Alajos (2).
Runtdgné Perényi Gizella (3), Téth Lajos (6), Walek Kdroly (6).
Osszesen 44 P.

19383-ra : Adler Erzsébet (2), Baintner Géza (4), Boharesik P4l (4)
Mihalovits Alajos (6), Runtdgné Perényi Gizella (6), Scholc P4l (S):
Terkdn Lajos (6), Theisz Edéné Vajk Magda (6), Téth Géza (6).
Osszesen 48 P.

1934-re : Adler Erzsébet (8), Blau Gyérgyné (4), Csada Imre (6),
Csapldr Konrdd (2), Dér Zoltdn (3), Frank Jénos (2), Gérbe Imre (6),
Kronberger Ede (2), Magi Ferenc (6), Magyar Mdrta (4), Mihalovits
Alajos (6), Rigé Ferenc (8), Runtdgné Perényi Gizella (3), Schole
P4l (8), Skopdl Istvin (8), Terkdn Lajos (4), Téth Géza (4), Turdn
P4l (6). Osszesen 90 P.

1935-re : Adler Erzsébet (6), Brédy Jmre (8), Bugarszky Istvan (8).
Cholnoky Jené (8), Csaplar Konrdd (6), Erdey Griz Tibor (8), Erdos
Psl (6), Ferenczy Zoltdn (8), Frank Jdnos (6), Gréh Gyula (8), Krbek
Ferenc (8), Lengyel Béla, miegy. (8), Marcell Gyoérgy (8), Mihalovits
Alajos (6), Neugebauer Tibor (8), Péch Aladdr (8), Réna Zsigmond (8),
Schay Géza (8), Schole P4l (4), Spitz Ivén (4), Szdsz Pél (8),
‘Wodetzky Jozsef (8). Osszesen 158 P.

1936-ra : Brédy Imre (8), Bugarszky Istvan (8) Cholnoky Jené (2),
Darvas Jené (R), KErdés Pal (4), Gréh Gyula (8), Hajos Géza (6),
Kovécs Jédnos (8), Krbek Ferenc (8), Kuzaila Péter (6), Lengyel Béla,
miiegy. (8), Marcell Gyérgy (8), Mihalovits Alajos (6), Nagy Ferenc (8),
Neogradyné Haich Sarolta (8), Neugebauer Tibor (8), Papp Margit (8),
Schaller M4tyis (6), Szabé Gébor (8), Széky Istvdn (6), Varga Zoltdn (6),
Winter Jozsef (8). Osszesen 154 P.

1937-re : Bauer Mihdly (8), Ortvay Rudolf (8), Torck Elemér (6),
Varga Zoltdn (2). Osszesen 24 D.

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIII. 13
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2. Eléfizetési dijak.

1935-re : Ferenc Jozsel Tanitok Héza, Bp. VIII. (8), Ref. gimn. Bp.
IX. (8) Osszesen 16 P. :

1936-ra : Miegyet. 1. Mat. Gyiijtemény, Bp. XI. (R), Ferenc Jozsef

Tanitok Héza, Bp. VIII. (8), Technol. és Anyagvizsg. Intézet, Bp. VIIL
(7-94), Miskolci ref. gimn. (4). Osszesen 27°94 P.
1937-re : Miskolci ref. gimn. (4).

3. Adomany és segély.
Nagy L. Jézsef 20 P, Magyar Tud. Akadémia 500 P.

Budapesten, 1936 okt. 31-én.
Szabo Gdabor
pénztaros.










Ujabb magyar matematikai kényvek.

Kurschak Jozsef: Matematikai versenytételek. Tanuldver-
senyein kitizte az E6tvos Lordnd Matematikai és Fizikai
Tarsulat 1894—1928; megolddsokkal és jegyzetekkel;
VIII {133 lap, Szeged, 1929.

Bolti dra 10 P; Tarsulatunk tagjai 40 %-os kedvezmény-
nyel megrendelhetik a Ko6zépiskolai Matematikai és Fizikai
Lapok kiad6hivataldban (Budapest, XI., Verpeléti-ut 22, I1L 4.)

Grosschmid Lajos: Mdsodfoku alakok algebrdja (Matrixok
és elemi osztok); XVI+4741 lap, Budapest, 1933.

Bolti 4ra 20 P; Tarsulatunk tagjai 50 %-os kedvezmény-

nyel megrendelhetik Tarsulatunk pénztérosdnal, Szabé
Gabor tanar Grnal (Budapest, XI., Verpeléti-ut 7).

Stacho Tibor : Felsébb mennyiségtan ; 623 lap, Budapest, 1933.
Bolti 4ra kotve 30 P. Fébizomdnyos : Németh Jozsef konyv-
kereskedése (Budapest, XI., Horthy Miklés ut 15).

Veress Pal: Valds fiiggvények, 175 lap, Budapest, 1934.
Bolti dra flizve 6 P, kotve 7°50 P; Tarsulatunk tagjai
20%-o0s kedvezménnyel megrendelhetik a Studium kényv-
kereskedelmi részvénytdrsasagnal (Budapest, IV., Kecske-
méti-u. 8.)

Zigany Ferenc és Uhlyarik Jend: Abrdzolé mértan;
436 lap és 7 tabla, Budapest, 1934.
Bolti 4ra 20 P. Fébizomanyos: Németh Jozsef kényv-
kereskedése (Budapest, XI., Horthy Miklés-ut 15.).

Szasz Pal: A differencidl- és integrdlszdmitds elemei (az
el6szot irta: Fejér Lipot), I. két. XIV+-476 lap, I kot.
X+460 lap, Budapest, 1935.

A két kotet bolti dra 38 P, mely 6sszeg a Franklin-
Tarsulatnal (Budapest, IV., Egyetem-u 4) 3 pengls rész-
letekben torleszthetd.
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