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Felhívás tagtársainkhoz!
A r e n d k ív ü li v is z o n y o k  sú ly o s  h e ly z e tb e  sod orták  

T ársu la tu n k at. F o ly ó ir a tu n k a t m é g  red u k á lt te r je d e le m b e n  
se m  tu d tu k  v o ln a  m e g je le n te tn i, ha  a tu d o m á n y t m e g b ecsü lő , 
á ld o za tk ész  e m b e rb a rá to k  é s  in tézm én j^ ek  n e m  jö tte k  v o ln a  
seg ítség ü n k re . E z  a T á rsu la tu n k  irá n t m e g n y ilv á n u ló  b iza lom  
m i reá n k  is  k ö te le z e ttsé g e t ró . N e k ü n k  is  er ő n k h ö z  k ép est  
m e g  k e ll  te n n ü n k  m in d e n t , h o g y  T á rsu la tu n k a t fen n ta rtsu k  
és  a n n a k  m ű k ö d é sé t  m in é l  in te n z ív e b b é  tegyü k . E z t k ö v e te li  
tő lü n k  jó z a n u l fe lfo g o tt saját érd ek ü n k , ez t  k ö v e te li  h azán k  
ér d e k e  is.

K érjü k  e n n é lfo g v a  tisz te lt  tag társa in k at,
1. h o g y  h á tr a lé k o s  ta g d íja ik a t (é v en k in t 8, ill. 6 p en g ő t)  

sz ív e sk e d je n e k  S z a b ó  G á b o r  p én z tá r o sn a k  (B u d a p est, I., V er- 
p e lé ti-ú t  7. I. 2 .) v agy  p o sta ta k a rék p én ztá r i c sek k szá m lá n k ra  
(szá m a  5997), v a g y  p e d ig  a  T u d o m á n y o s  T á rsu la to k  é s  In téz ­
m é n y e k  O rsz. S z ö v e tsé g é n e k  D íjk e z e lő sé g e  ú tján  b efize tn i.

2. h o g y  m e g v á lto z o tt  új c ím e ik e t  k ö zö ljék  a T ársu la t  
p én ztá ro sá v a l,

3. h o g y  g y ű jtse n e k  új tagok at.

A folyóirat szellemi részét illető közlemények a szerkesztőkhöz 
küldendők és pedig a matematikai tárgyúak König Déneó (I., Horthy 
Miklós-út 28., Hadik-pensio), a fizikai tárgyúak pedig Pogány Béla 
(L, Budaíoki-út 8.) címére. T. munkatársainkat kérjük, hogy kézirataik 
ban lehető rövidségre törekedjenek, azokhoz néhány soros idegennyelvű 
összefoglalást mellékeljenek, és hogy arra pontos címüket írják rá.

Minden önálló cikk szerzőjének 25 borítéknélküli különlenyoma- 
tot adunk. Címzett boríték és több különlenyomat csak a nyomdával 
való külön megegyezés alapján kapható.

A Társulat ügyvitelére vonatkozó levelek, tagajánlások és folyó- 
irat-cserepéldányok Pogány Béla titkár címére küldendők.

A folyóirat és a meghívók expedíciójára vonatkozó kérdések, 
reklamációk, valamint a tagsági és előfizetési díjak Szabó Gábor 
pénztáros címére (Budapest, I., Verpeléti-út 7.) intézendők. Postatakarék­
pénztári csekkszámla száma: 5997.

Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Adresse 
des Geschäftsführenden Secretärs B. Pogány, Budapest, I., Budafoki-üt 8.

On est prié d’envoyer les exemplaires d’échange des périodiques 
á l'adresse du sécretaire B. Pogány, Budapest, I., Budafoki-út 8.
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K Ü R S C H Á K  J Ó Z S E F
(1864—1933.)

(Rados Gusztáv beszéde K ü r s c h á k  József ravatalánál 1933. márc. 29-én.)

Tisztelt gyászoló közönség!
A halál kíméletlenül szedi áldozatait a kiváló magyar mathe- 

matikusok sorából. Alig egy hete, hogy utolsó nyugvóhelyére 
kisértük H aar Alfréd kitűnő társunkat és a halál most ismét 
kiragadta körünkből egyik legkiválóbb és érdemekben leggaz­
dagabb tudósunkat, Kürschák JózsEFet, a Magyar Tudományos 
Akadémia igazgatósági tagját és III. osztályának titkárát és a 
báró Eötvös Loránd Matematikai és Fizikai Társulat másod­
elnökét, aki e tudós társaságoknak .legtevékenyebb és tudo­
mányos sikerekben leggazdagabb tagjai közé tartozott.

E tudós társaságok nevében fájó érzéssel intézek búcsú­
szózatot megdicsőült barátunkhoz, aki távozásával nehezen betölt­
hető űrt hagy maga után, mert ő sohasem lankadó lelkesedéssel 
és fáradhatatlan odaadással szolgálta a tudományt, a magyar 
közoktatást és társulati életünket.

Kürschák József sokoldalú és mélyen gondolkodó kutató 
volt, aki a mathematikának számos fejezetét maradandó becsű 
értékekkel gazdagította. Már első, az elemi geometria körébe 
tartozó vizsgálódásaival, különösen a geometriai szerkesztések 
elméletére alapvető tárgyalásaival, melyek az etalon használa­
tára vonatkoznak, magára vonta a mathematikusok figyelmét. 
A mélyen szántó értékelés-elmélete, míg egyrészt a p-adikus 
számok elméletének betetőzése gyanánt tekinthető, másrészt a
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2 RADOS GUSZTÁV.

számtestek általános elméletének új fordulatot adott és számos, 
az ő nyomdokain haladó mathematikust új munkára ösztönzött.

A variáció-számítással kapcsolatos másodrendű partiális 
differenciálegyenletekre vonatkozó, valamint számos algebrai és 
számelméleti vizsgálódásai is felette becsesek és finom elmeélről 
tesznek tanúságot.

Tudományos és hazafias érdemet szerzett magának Bolyai 
Farkas Tentamen-jének, a halhatatlan szerzőhöz méltó kiadá­
sában való közreműködésével. Felette megtisztelő volt ő reá 
nézve, de a magyar tudományosságnak külföldön való megbe­
csülésének jele is, hogy az Encyclopédie des Sciences Mathé- 
matiques megindításakor kiváló francia tudósok őt szólították 
föl közreműködésre, amely felszólításnak ő derekasan megfelelt.

A magyar tanügy körül is nagyok az érdemei. Mint az országos 
közoktatási tanácsnak előadója, tevékeny részt vett az új közép­
iskolai tanterv kidolgozásában. A Matematikai és Fizikai Tár­
sulat közlönyében közzétett ismertető értekezései az össze­
foglaló jelentéseknek mintaképei. E társulat EöTvös-pályázatain 
jutalmazott pályamunkák kiadása az ezekhez tőle hozzáfűzött 
kommentárokkal a hazai oktatóirodalomnak legbecsesebb művei 
közé tartozik.

Lelkes és tevékeny tagja volt a Felső Oktatási Egyesület 
igazgatótanácsának is, amelynek ülésein meggondolt és bölcs 
mérsékletről tanúskodó fölszólalásai mindenkor meghallgatásra 
találtak.

A Magyar Tud. Akadémia III. osztályának ügyeit, mint ennek 
az osztálynak titkára, lelkiismeretesen és mindenkor tapintatosan 
intézte. Az előadóüléseken pedig klasszikus szabatosságra és 
rövidségre törekedett. Az Akadémia támogatásával kiadott 
Mathematische u. Naíurw. Berichte aus Ungarn a külföldön is 
becsülésben részesült folyóiratot egy évtizeden át szerkesztette.

E fölsorolás még korántsem nyújt hű képet mindarról, amit 
a magyar tudományos élet neki köszön; de az eddig fölhozottak 
is mutatják, hogy az ő halála tudományosságunknak mérhetetlen 
és fájdalmas nagy veszteségét jelenti.
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De mennyivel fájdalmasabban érinti elköltözése a hozzá közel­
álló barátait és pályatársait, akik őt nemes tudományszereteté- 
ért, egyenes és minden hamisságtól mentes jelleméért, a föl­
tűnést kerülő szerénységéért, szókimondó bátorságáért annyira 
tisztelték, a mindenkor tanúsított szolgálatkészségeért és jószí­
vűségéért pedig annyira szerették.

Szeretett Barátunk! Te a munkásságoddal dicsőséget sze­
reztél magadnak és a hazának; tanításoddal áldást árasztottál 
a tanulni vágyó magyar ifjúságra; egész életműveddel pedig 
példát mutattál arra, hogy miképpen kell és lehet a hazát 
értékes és becsületes munkával szolgálni. Ezért áldott legyen 
emléked, mely örök dicsfényben fog ragyogni minden magyar 
hazafi előtt és különösen azok előtt, akik a Te nyomdokaidon 
a mathematikát művelni fogják, azt a tudományt, melyet a Te 
fáradhatatlan munkásságoddal oly bőkezűen gazdagítottál. 
Kürschák József, kedves barátunk és pályatársunk, Isten veled!

Rados Gusztáv.



HAAR ALFRÉD
(1885—1933.)

(Rados Gusztáv beszéde Haar Alfréd ravatalánál 1933. márc. 20-án.)

Tisztelt gyászoló közönség!
Fájdalmas kötelességet teljesítek, midőn a Magyar Tudo­

mányos Akadémia és a br. Eötvös Loránd Matematikai és 
Fizikai Társulat megbízásából Haar Alfréd kitűnő társunkhoz 
búcsúszózatot intézek és e tudós társaságok nevében ravatalára 
leteszem a hálás elismerés babérágát. Az ő korai elhúnyta 
nemcsak a hazai tudományos körökre, de a nemzetközi kultúr- 
életre is fájdalmas veszteséget jelent, mert ő a világ legismertebb 
és legkiválóbb mathematikusai közé tartozott.

0  dísze volt minden testületnek, amelyben hivatása mű­
ködésre szólította. Dísze volt ő Akadémiánknak, amelyre 
világszerte elismert kutatásainak jelentős eredményeivel szerzett 
dicsősége fényt árasztott; büszkesége volt a Mat. és Fizikai 
Társulatnak, amelynek előadó ülésein, folyóiratában és választ­
mányában buzgó tevékenységet fejtett ki; áldása volt a Ferencz 
József Tudomány-Egyetemnek, amelyen két évtizeden át úgy 
a tudományművelés, mint pedig a tanítás terén hervadhatatlan 
érdemeket szerzett magának.

Haar ALFRÉüban, a kutatóban, az invenció gazdagsága az 
igazi tudós lelkiismeretességével párosult. Lelkét a tudomány 
iránti szeretet hevítette és fáradhatatlan kutató munkára ser­
kentette. Az orthogonális függvényrendszerekről talált ered­
ményei, a variáció-számítás alaptételeire vonatkozó kérdéseknek 
neki köszönhető tisztázása, a Plateau-problémának tőle eredő
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végleges megoldása, a végtelen Abel-csoportokról levezetett 
tételei a mathematikai kutatásnak fényes és maradandó becsű 
eredményei. Ezen felül értekezései a stílusnak ékessége és 
világossága mellett szigorú tudományos megbízhatóságukkal 
tűnnek ki. Tudásának fájáról éretlen gyümölcsöt sohasem 
szedett le ; amit pedig leszedett, az a tudomány igazi meg­
gazdagodására vezetett.

Szívünknek kimondhatatlanul fáj, hogy e fényes tehetségű 
tudós, akit önzetlen tudományszereteteért és az igazság föl­
ismerésére irányuló fáradhatatlan munkásságáért annyira tisz­
teltünk, szerény és kedves egyéniségéért pedig annyira 
szerettünk, oly korán, még pályájának delelőjén innen dőlt ki 
sorainkból.

De nem szállunk perbe a Gondviselés kifürkészhetetlen 
intézkedésével; inkább hálával adózunk neki, hogy hazánkat 
ily kiváló férfiúval megajándékozta, aki rövid földi léte alatt 
oly sokat és értékeset alkotván, a hazai tudományosságnak 
dicsőségére vált.

Az ő életműve a szó legnemesebb értelmében hazafias munka 
volt, mert kétségtelen, hogy a mai viszonyok között az szolgálja 
leghasznosabban a haza érdekeit, aki, mint ő, becses kultúr- 
értékek termelésével reá irányítja a nagy kultúrnemzetek figyel­
mét és rokonszenvét a szerencsétlen sorsra jutott hazánkra.

Nevét alkotásai örökítik meg. Szeretetreméltó egyéniségének 
kedves emlékét fájó érzéssel zárjuk keblünkbe.

Haar Alfréd, szeretett pályatársunk, Isten veled!

Rados Gusztáv.



A CSO PO RTK ARAK TERISZTIK ÁK  ELM ÉLETÉRŐL.*

(Második közlemény.)

Az első közleményben (Matematikai és Fizikai Lapok 38. k., 
132. 1.) egy olyan eljárást közöltem, mely egyszerűen és minden 
lényeges számítás nélkül elvezet a csoportkarakterisztikák fogal­
mára és alapvető tulajdonságaira. Ebben a dolgozatomban meg 
akarom mutatni, hogy az első közleményben követett eljárás mi­
ként vezet el a véges csoportok előállításainak elméletére, amely 
a csoportkarakterisztikák legfontosabb alkalmazása.

A bebizonyítandó tételek túlnyomó részben magától Fro- 
BENiustól erednek (1. az első közlemény 2 sz. jegyzetét); néhány 
segédtétel csak Burnside és S chur idevágó vizsgálataiban lép 
fel. Nem tartottam itt sem szükségesnek, hogy minden tételnél 
külön megadjam az irodalmi adatokat.

A véges csoportok előállításáról.

1. Ha az adott w-edrendű csoport minden egyes

A, B ,  C ,...

eleméhez egy-egy (v-edrendü) mátrix van rendelve és ezeknek 
összessége

(Ta), (Tb), (7)

azzal a tulajdonsággal bír, hogy

(Txy) =  (Tx) ( Ty) Y-A, B, C,...),

Elhúnyt kiváló tudósunk egyik utolsó munkája. (Szerk.)
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akkor ezekről a mátrixokról — illetőleg a megfelelő lineáris 
transzformációkról — azt mondjuk, hogy csoportunk egy v-ed- 
rendű 7  előállítását szolgáltatják. Csak olyan előállításokkal 
fogunk foglalkozni, amelyeknél a fenti mátrixok determinánsa 
nem tűnik el. Ekkor nyilván (TE) =  E  és (TV1) =  (7a)- 1. A re­
guláris előállítás, amelyre felépítettük a csoportkarakterisztikák 
fogalmát, (7a) =  (A), példa erre az általános fogalomra; egy má­
sik (triviális) példát nyerünk, ha valamennyi (7a), (7b), (7c),... 
mátrixot a v-edrendű egységmátrixszal identifikáljuk. Ha (P ) 
egy olyan v-edrendű mátrix, melynek van inverze, akkor a

( p ) - l  (Ja-) (P) (X=A, B, C,...)

mátrixok is csoportunknak egy előállítását szolgáltatják, mely­
ről azt mondjuk, hogy a (7) alatti előállítással aequivalens. Az 
aequivalencia reflexív, szimmetrikus és tranzitív fogalom.

Mint a reguláris előállítás esetében, úgy most is rendelhe­
tünk a csoport osztályaihoz egv-egy mátrixot. Ha ugyanis a 
osztályt az A x, A2, ..., Anp elemek alkotják, akkor ehhez az osz­
tályhoz rendeljük a

(7sp) =  (7Al) +  (7a,) H----- h (7aWp)

mátrixot. Az osztályok kompozícióját kifejező (1) egyenlet ekkor 
nyomban átmegy a következő mátrixegyenletbe:

(7®„) (7e/j) =  {T&p) (7#b) =  Í  CaßY (7«,). (1")
y=i

Könnyen átlátható, hogy a (7^) mátrix (p =  l, 2 ,..., /i) fel­
cserélhető a (7 a), (7b), (7c),.•. mátrixok mindegyikével. U. í. a 
(7£j)) (7 a) =  ( 7 a) (7cp) reláció közvetlen folyománya annak a 
ténynek (v. ö. első közlemény, 1. §), hogy az A,A, A2A ,..., AnpA 
elemek összessége ugyanaz, mint az A A t AA2,.. .,  AAnp elemek 
összessége.

Be kell még vezetnünk a reducibilis, illetőleg irreducibilis elő­
állítás fogalmát. A következő szólásmódot célszerű bevezetni erre 
a célra. Valamely v-edrendű (P ) mátrixhoz tartozó transzformáció 
a v-dimenziós tér x lf x z, . . . , x v koordinátájú £ pontját vigye át
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az x\, x[2,.. . ,  x'y koordinátájú pontba; ezt (P) £ =  £'-vel 
fogjuk jelölni. Ha továbbá £',£">•■•> £w a kérdéses tér k 
tetszőleges pontja, akkor (könnyen megérthető jelölésben) a
cV +  c"j"-1-----H c(/c)£(fc) pontok összességét — ahol c', c" ,..., c(/c>
tetszőleges állandókat jelölnek — ezen tér egy lineáris részé­
nek mondjuk; ha k<v, akkor valódi részről van szó. Ezek előre­
bocsátásával a (7) alatti T  előállítást reducibilisnek mondjuk 
(s az ellenkező esetben irre ducibilisnek), ha van a v-dimenziós 
térnek egy olyan valódi lineáris része, melynek pontjait a fenti 
(Ta), (Tb), (Tc),... transzformációk mindegyike ugyanezen tér­
rész pontjaiba viszi át (tehát a térrészt önmagában transzfor­
málják). Más szóval, a reducibilitás feltétele olyan k<v számú 
£', .., i (k) értékrendszer létezése, hogy a (7) alatti mátrixok
mindegyikére fennálljanak a

(T) £w =  c'tV' +  c 'r f +  • • • +  <#£® (P=l 2 ,..* )
(T=TA, tb , Tc,...y

alakú összefüggések. Definíciónkból rögtön következik, hogy 
egy reducibilis előállítással aequivalens előállítás szintén redu- 
cibilis.

2 . Az irreducibilis előállitások és a csoportkarakterisztikák, 
illetőleg a FROBENius-féle egyenletrendszer közti összefüggésre 
rávezet a következő tétel, mely egész speciális esete egy Burn- 
síDEtől eredő theorémának. Ha a (P ) mátrix felcserélhető a T 
irreducibis előállítás valamennyi mátrixával, akkor (P)—q (E), 
ahol (> egy számot és (E) a v-edrendű egységmátrixot jelöli.

A tétel bebizonyítása igen egyszerű, p-t úgy választjuk meg, 
hogy (P)—q (E) determinánsa eltűnjék. Ha ez a különbség nem 
volna identikusán zérus, akkor a

( ( P) - g ( E) ) x =  0 (8)
homogén egyenletrendszernek összes megoldásai k <  v számú 
£', £(fc) lineárisan independens megoldásból volnának fel­
építhetők, azaz c'£+ c"j "H------(-c(fc)£(fc) volna (8) általános meg­
oldása. Ha már most (T) (P) = (P) (T) (T =  TA, Tb, Tc,..-)> 
akkor teljesülnének a
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((P) -  e (£)) (P) E<-> =  (P) ((P) -  ? (£)) e<»> =  0 ..............t>

egyenletek, azaz a (T) t p) számok is kielégítenék az (8) alatti 
egyenleteket. Ennek folytán

(T) e<p) =  c 'jr'+ cY 'H ----- f-c(fc)£w

volna, ellentétben a T  előállítás irreducibilis voltával; tehát 
tényleg (P) — q (E) =  0.

Ennek a tételnek fontos következménye, hogy irreducibilis 
előállítás esetén a csoport osztályaihoz rendelt mátrixok a 
v-edfokú egységmátrixnak egy-egy számmal való szorzásából 
adódnak; legyen

(Tu,) — Qp (E). (9)

Az (1") alatti relációból nyomban következik, hogy ezek a gp 
számok kielégítik a FROBENius-féle (I) egyenletrendszert.

A Qp számok a (7) alatti mátrixok nyomaiból könnyűszerrel 
kifejezhetők; ha a (&p) osztályt az Av Av ...,  Anp elemek alkot­
ják, akkor könnyen átlátható, hogy

Ny (TAi) =  Ny (Ti t ) = •••=  Ny (P,„p) =  (10)

U. i. a nyomok egyenlősége az A v A2,.. .,  Anp elemek konjugált- 
ságának következménye; a

(TaJ +  (TAt) H------ f  (^Anp) =  Qp (E)

mátrix nyoma vgp. Ha tehát T egy v-edrendű irreducibilis elő­
állítása csoportunknak és A a 6 P osztály egy eleme, akkor
Ny (Ta) =  ahol Qv Q2,...,Q h az (I) egyenletek valamelynp
megoldási rendszere. Ezt a körülményt úgy fejezzük ki, hogy 
minden irreducibilis előállítás a FROBENius-/e7e egyenletrend­
szer valamely megoldásához «tartozik».

3 . Aequivalens előállítások — nyilván — az (I) egyenletrend­
szer ugyanazon megoldásához tartoznak. A következők számára 
döntő jelentőségű e tétel megfordítása:

Két irreducibilis előállítás, T és T ', melyek a fenti ér-
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telemben — a FR0BENius-/c7e egyenletrendszer ugyanazon meg­
oldásához tartoznak, aequivalensek.

B iz o n y í tá s .  Legyen p2,.. .,  qh a kérdéses megoldása 
(I)-nek, melyhez a v-edrendű

és a v'-edrendű
T :(T a), (Tb), (Tc),... 

T':(T'a), (TÉ), (T & ...

irreducibilis előállítás tartozik. Tegyük fel, hogy v ^  v'. A T ' 
előállításban szereplő v'-edrendű mátrixokat egészítsük ki v-ed- 
rendű mátrixokká olymódon, hogy mindegyikükhöz csatolunk 
még v—1/  számú sort és oszlopot, úgy, hogy az új elemek kö­
zül a diagonálisban állók 1-gyel, a többiek pedig 0-sal legye­
nek egyenlők. Az így nyert v-edrendű

T":(TX), (Th), (Tc),...

mátrixok szintén csoportunk egy előállítását szolgáltatják, mely 
a v>v' esetben nyilván reducibilis és minden elemre vonat­
kozólag fennáll a Ny (TA) — Ny (TA) +  (v — v') reláció. Mind­
egyik itt szereplő előállítás bármelyik mátrixának n-edik hat­
ványa (E ); hiszen n-edrendű csoportunk minden eleme telje­
síti az A n— E  relációt. Ennélfogva minden fellépő mátrix nyoma 
n-edik egységgyökök összege, mert egy mátrix nyoma nem 
egyéb, mint a mátrixhoz tartozó szekuláris egyenlet gyökeinek 
összege. Minthogy végül a (TA) és a (TA-i) =  (7a)- 1 mátrixok­
hoz tartozó karakterisztikus értékek egymás reciprokai, azért 
egyszersmind — egységgyökök lévén — egymás konjugált komplex 
értékei is. Ennélfogva Ny (TA) és Ny (TA-í) konjugált számok. 
Ezek után könnyen átlátható, hogy a következő összeg :

S =  ^  Ny (Ta) Ny (TA-Í) =  2  Ny (TA) (Ny +  <y-v%
(A) (A)

ahol az összegezés valamennyi A csoportelemre van kiterjesztve, 
szükségképpen pozitív (>0). Ugyanis a (TA) és (TA-1) nyomaira 
tett megjegyzésből következik, hogy
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s  =  2  Ny (TA) Ny (TA) +  (v-v') 2  Ny (TA) =
(A) (A)

n

"v' 2
QkQk , !
—  +  0  -  v ) * 2  (* ;«fc ft=i

az itt fellépő első összeg nagyobb, mint zérus; a második ősz- 
szeg értéke pedig a Qí— ní,Q<2i= n <í,...,Q h=nh  esetben n, min­
den más esetben pedig 0.1 Ennélfogva tényleg S>  0. Ha a fenti 
(Ta), illetőleg (TÄ) mátrixokban a p-edik sor </-adik elemét m^-val, 
illetőleg m'p^-val jelöljük, akkor ezek szerint

V

2  2
(A ) p, q = l m(pp X) m"qqA) >  0 »*

tehát mindenesetre van — legalább egy — olyan a, ß érték­
pár, hogy

2
(A)

m"(A) m{£  =f= 0.aa ßß 1

Jelöljük (P)-vel azt a v-edrendű mátrixot, melyben az a-adik sor 
/9-adik eleme =1, a többi helyen álló elemek pedig 0-sal egyen­
lők. Ekkor a

0  =  2  r n  (p ) (Ta) - 1
(A)

mátrix semmiesetre sem identikusán 0, mert a-adik sorának 
/9-adik eleme =  2  má„A) m^ _1) +  0. Másrészt, ha X csoportunk
tetszőleges eleme,

(T'í) (Q) =  2  (Ti) (TI) (P) (T j)-* =  {2 (T'L) (P) (Txa)-'} (Tx).
(A) (A)

s minthogy, ha (A) végighalad a csoport valamennyi elemén, 
XA  is rendre átmegy a csoport minden elemébe, azért

( n ) ( Q )  =  ( Q ) ( T X)  ( X = A , B , C . . . ) .

1 Ez következménye az első közleményben szereplő (5) alatti össze­
függésnek, ha abban a értékrendszert az itt szereplő p^-kal, az ettől 
különböző megoldásrendszert pedig a triviális n^ megoldásrendszerrel 
ejtjük össze. (V. ö. az első közlemény 8 lábjegyzetét.)
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Az itt fellépő (Q) mátrix determinánsa =j= 0; ugyanis ellenkező 
esetben legyenek a ( 0 £  — 0 homogén egyenletrendszer lineári­
san independens megoldásai £', i (k) (k<v); az utolsó
relációból nyomban következnék, hogy

(Q) (Tx) í (p) =  0 <P-i,

és így fennállnának a

(Ux) t p) =  c!yí' H- Cx í" H----- f

relációk, ellentétben az T előállítás irreducibilitásával. Ennél­
fogva

(■Tx) = {Q){Tx){Qr 1 (A=A,n)C,...),

amiből egyrészt következik, hogy a T" előállítás is irreducibilis, 
tehát szükségképpen v'=v, azaz T1" ugyanaz, mint T  és hogy 
ez az előállítás a T  előállítással aequivalens.

Az eddigiekből már levonható az az eredmény, hogy az 
inaequivalens előállítások száma nem nagyobb, mint h (a cso­
portban foglalt osztályok száma) és hogy két irreducibilis 
előállítás akkor és csak akkor aequivalens, ha a megfelelő 
mátrixoknak (azaz a két előállításban minden egyes csoport­
elemhez tartozó két mátrixnak) nyomai megegyeznek.

4 . A FROBENius-féle egyenletek valamely p2, . . . ,  Qh megoldá­
sához tartozó T irreducibilis előállítás rendjét az előzőek alap­
ján könnyen kiszámíthatjuk; az e végből alkalmazandó következő 
eljárás lényegében azonos Schur idézett dolgozatában szereplő 
megfontolásokkal. Ugyanis, ha ismét (P ) jelenti az előző 
pontban definiált mátrixot, akkor a Q =  2  ( U a )  (P) (Ta~í)

(A)
mátrix a TA, TB, Tc,.. .  mátrixok mindegyikével felcserélhető; 
ennélfogva Q=X (E). Minthogy továbbá ebben az összegben fel­
lépő mindegyik mátrix nyoma d„p, Q-é pedig =  vX (v a T elő­
állítás rendje), azért ndap =  vX. Ennélfogva a £>-edik sor g-adik 
elemének kiszámítása a fenti mátrixreláció mindkét oldalán a

77

2  —  S°fSri
( A )  “
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egyenletre vezet, melyből adódik (ha p  =  a, q =  ß), hogy

2
(A)

m(A) mI A 1] =aa ßß

Ebből az egyenletből nyomban következik, hogy

2  i  r n ^ m ^  =  ^ N j ( T A) ^ j ( T A-1) =
(A) a,ß=l PP (A)

=  l ^ j ( T A)W (TÄ) = n,
(A)

amiből végre — (10) tekintetbevételével — nyerjük a

Qpv’ Í > ;
p=í >*p

ip Qp—  = nn„ n

összefüggést. Az első közleményben bebizonyított (5) egyenletet 
ezzel egybevetve arra az eredményre jutunk, hogy v*—f, ahol f  
jelentette azt a számot, mely megmondja, hogy a gv  .., Qh 
értékrendszer hányszor lépett fél a reguláris előállítás osztály- 
matrixainak a diagonális alakra való transzformációjánál. Végül 
a (10) alatti relációnak a csoportkarakterisztikák (6) definíciójával 
való összehasonlításából az a tétel adódik, hogy adott csoportunk 
valamely irreclucibilis előállításában az egyes elemekhez tar­
tozó mátrixok nyomai a csoportkarakterisztikák egyikét szol­
gáltatják.'1

5 . Hátra van még annak megállapítása, hogy csoportunk 
inaequivalens irreducibilis előállításainak száma (melyről már 
láttuk, hogy ú-nál nagyobb nem lehet) h-val egyenlő. E végből 
felhasználom MAscHKEnak a reducibilis előállításokra vonatkozó 
alapvető fontosságú tételét, amelyet a legegyszerűbben a követ­
kező fogalom bevezetésével lehet kimondani. Ha T  és T" cso­
portunknak v'-ed, illetőleg v"-edrendű előállításai, melyek nem 
szükségképpen különbözők, akkor a v' +  i/'-edrendű

1 Schur idézett dolgozatában ezt a körülményt használja fel a csoport­
karakterisztikák definíciójára.
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(Tx)
(7*)==l 0 . . . 0

0. . .0

0 . . .0  

o',7.ö

(Tx)
(X  =A, B, C , . . . )

mátrixok nyilván szintén csoportunk egy előállítását szolgál­
ta tják ;1 ilyenkor azt mondjuk, hogy ez az előállítás és minden 
vele aequivalens előállítás a T  és T" előállításokból «épül fel» 
s ezt a körülményt a T=T'-j-T" szimbolikus egyenlettel jelöljük. 
Közvetlenül látnivaló, miként általánosul ez a fogalom, ha ket­
tőnél több előállításból építünk fel újakat. Maschke tétele azt 
mondja ki, hogy minden reducibilis előállítás ebben az érte­
lemben az irreducibiHs előállításokból felépíthető.1 2

Maschke tételének ma már annyi egészen egyszerű bebizo­
nyítása létezik, hogy azt hiszem, megelégedhetem a tétel ki­
mondásával. Alkalmazzuk Maschke tételét az első közlemény 2 
§-ában tárgyalt reguláris előállításra, R-re. Legyenek az összes 
irreducibilis előállítások T', T ",..., T (k) (k<^h), és legyen a 
reguláris előállítás felépítése jellemezve a következő relációval:

R =  g'T  +  g"T" -1------- f- gWTW,

ahol g', g" ,...,gW  természetes számok és azt jelentik, hogy a 
megfelelő irreducibilis előállítás hányszor használtatott fel az R 
felépítésénél. Jelöljük a T(p) irreducibilis előállítás rendjét (̂p)-vel 
(p = l, 2 ,í.., k) és tegyük fel, hogy az a FROBENius-féle egyenlet­
rendszer Q(p\ (4P)...... PpP) megoldásához tartozik. Ekkor nyilván

n =  g'v' +  g"v" +  • • • +  ;

ha továbbá megalkotjuk a ((£„) osztályhoz tartozó mátrixot, akkor 
a felépítési szabály értelmében olyan diagonálismátrixhoz jutunk, 
melyben a diagonálisban álló elemek közül

1 A (Tx) mátrixban tehát az első v' számú sor utolsó v" számú helyén 
és az utolsó v" számú sor első v' számú helyén 0 áll.

2 Math. Annalen, 52 , 363. 1. Schur bizonyítását 1. az első közlemény 
4 lábjegyzetében idézett cikk 414. oldalán.
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g' v számú egyenlő p^-val, 
g"v" számú egyenlő (̂ 2)-val,

g(kV k) számú egyenlő (/„fc)-val.

Minthogy pedig — mint az első közlemény 2. §-ában láttuk — a 
reguláris előállításnál a ((£„) osztálymátrix aequivalens azzal a 
diagonálismátrixszal, melyben m i n d e g y i k q(%\... ,  p(k) szerepel, 
mégpedig rendre fa-, fa- , ... ,  fa-szór, azért látnivaló, hogy egyrészt 
k —h és másrészt g'v' = fa, g"v" =  f a g {kWk) =  fa, azaz — az 
előző pontban levezetett fp — v(p)2 relációk tekintetbevételével — 
g '= y ,  g" — v " g ih) — v(/l). Más szóval, az inaequivalens 
irreducibilis előállítások száma tényleg h, és mindegyikük a 
reguláns előállítás felépítésénél annyiszor szerepel, amekkora 
a rendje; a gv szorzatok összegére megállapított fenti össze­
függés pedig az n =  i /2 +  v" 2 H----- {- v(h) 2 egyenletbe megy át.

Látnivaló továbbá, — ugyancsak Maschke tételének felhasz­
nálásával — hogy ha T egy tetszőleges előállítása csoportunk­
nak s — a fenti értelemben —

T = r 'T +  r"T" á----- b fah)TW,

ahol fa, y " f a h) természetes számok, akkor ezen előállításban 
az A csoportelemhez tartozó mátrix nyoma

fax' (A) +  r"/" CÁ) H-----h fah)X[h) (^),
ahol a jelölés úgy van választva, hogy a T(p) irreducibilis elő­
állításban a mátrixok nyoma a x (p) Ĉ ) csoportkarakterisztika. 
Ebből következik az is, hogy két előállítás akkor és csak ak­
kor aequivalens, ha a megfelelő mátrixok nyomai megegyez­
nek stb.

Ezzel kimerítettük a csoportkarakterisztikák lényeges tulaj­
donságait ; nem térhetek ki azokra, melyek ezekből többé- 
kevésbbé egyszerű — számításokkal adódnak.

Haar Alfréd.
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ZUR TH EO RIE DER  GRUPPENCHARAKTERE.
(Zweite Mitteilung.)

Infolge Ablebens unseres ausgezeichneten Gelehrten Alfred Haar 
blieb die Aufgabe einen kurzen deutschen Auszug der vorliegenden 
Arbeit — einer der letzten Arbeiten des Verstorbenen —  abzufassen, 
der Redaktion zurück. Die Arbeit bildet eine Fortsetzung einer gleich’ 
betitelten Abhandlung (Mat. Fiz. Lapok, Bd. 38 (1931), S. 132— 145), 
die eine neue, elementare, vom Begriff der irreduziblen Darstellungen 
der Gruppen unabhängige Begründung der Theorie der Gruppencharak­
tere enthielt. In der vorliegenden zweiten Mitteilung wird gezeigt, wie 
sich die Darstellungstheorie endlicher Gruppen als eine Anwendung der 
Gruppencharaktere in diese Begründung einreihen läßt. Mit Hilfe eines 
bekannten BuRNSiDESchen Satzes wird der Zusammenhang der irredu­
ziblen Darstellungen der Gruppe mit den Lösungen des FROBENiusschen 
Gleichungssystems aufgedeckt; dabei wird auch der Satz gewonnen, daß 
die Spuren der Matrizen einer irreduziblen Darstellung gleich der Werte 
eines Gruppencharakters an den entsprechenden Gruppenelementen sind 
(diese Tatsache dient bei Schur zur Definition der Charaktere). Die 
Anzahl der nichtäquivalenten irreduziblen Darstellungen wird mit Hilfe 
eines MAscHKEschen Satzes gewonnen.

(Die Redaktion.)



EGY K Ü R SC H Á K -FÉLE ELEMI SZÁMELMÉLETI TÉTEL  
ÁLTALÁNOSÍTÁSA.

Theisinger bebizonyította, hogy a harmonikus sor részlet-
m = n  j

•összegei, ^ — , nem lehetnek egész számok.1 Obláth általá-
m=tm  • m=n a

nosította e tételt,1 2 3 amennyiben bebizonyította, hogy ^ ——
m = k

nem lehet egész szám, ha az am-ek pozitív egész számok és 
(am, m) — 1. Kürschák 3 teljesen elemi bizonyítását adta annak

»i=n J
a tételnek, hogy ^  —  nem lehet egész szám, akármilyen po-

m = k
Eitív egész szám is a /c és az n.

Ezt a tételt fogjuk általánosítani, amennyiben a k, /c+1,... k j-n  
speciális számtani sor helyett általánosabb számtani sorokra 
mutatjuk ki a tételt:

Legyenek a, d, n tetszőleges pozitív egész számok; az

a ~̂  a-\-d ^  a-j-nd ^

kifejezés nem lehet egész szám.
A bizonyításnál feltehetjük, hogy a és d relatív prímszámok, 

mert ha nem azok, úgy legnagyobb közös osztójuk reciprokját 
(l)-ből kiemelve, a másik tényező ismét (1) alakú, de a és d 
most relatív prímek. Ha tehát a tétel (a, d) — 1 esetben igaz, 
akkor ellenkező esetben is érvényes.

1 Theisinger : Monatshefte für Math. u. Phys., 26. k. (1915) 135. 1.
2 Obláth : Matematikai és Fizikai Lapok, 27. k. (1918) 93. 1.
3 Kürschák: Matematikai és Fizikai Lapok, 27. k. (1918) 299. 1.
M atem atikai és  F izik ai Lap ok. XX X IX . ^
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Legyen először d:^:4; a többi esetet tárgyalásunk végén kü- 
lön-külön fogjuk elintézni.

A bizonyítás a következő segédtételen alapszik: az

a +  d, a +  2d,... a +  nd (2)

számok valamelyike osztható oly p a príniszámhatvánnyal, mely 
nagyobb n-nél.

Ha a segédtételt bebizonyítottuk, a bizonyítás további me­
nete a következő. Legyen a +  kd osztható£)“-val, hol p a > n ;  
akkor nem létezhetik oly M ól különböző k'<  n, hogy a +  k'd 
is osztható vele. U. i. (a, d) =  1 és a +  kd osztható p a- \al, 
tehát (d, p) — 1, mert ha nem, akkor a is osztható p-vel ellen­
tétben avval, hogy (a, d) — 1. Azonkívül a sem lehet osztható 
p“-val, mert különben kd is osztható lenne vele, ami (d, fi) =  1 
és k <  p a miatt nem lehetséges.

Ha tehát a +  k'd is osztható volna j9“-val, akkor

{k — k') d =  0 (mod p a), 
k — k' = 0  (mod p a)

lenne, ami | k — k' | <  n és pa >  n miatt nem lehetséges.
Most vezessük be az

(a +  d) (a +  2d)... (a +  nd) =  ! (a +  nd) (3)
jelölést.

Ekkor (l)-t ily alakban írhatjuk:

(a -f- nd) -f- a. !(a +  nd) a.\{a-\-nd)
a -j- d a -fi 2d H----- f-

a.\{a-fi nd) 
a -find

a.\(a  -fi nd)

A számláló tagjai egész számok; továbbá az

(4)

a.\{a-fi nd) 
a “L kd

tag az előbbiek szerint p-nek alacsonyabb hatványával osztható, 
mint a számláló többi tagja és a nevező, tehát (4) nem lehet 
egész szám. Q. e. d.

E szerint csak a segédtételt kell bebizonyítanunk.
Tegyük fel etétellel ellentétben,hogy az a-fid, a + 2 d ,... a-find
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sorozat tagjai mind csak pa ^  n prímszámhatványokkal oszt­
hatók. Tekintsük az

! (a +  nd)
n ! (5)

kifejezést és vizsgáljuk meg, hogy végső rövidítés után mi ma­
rad a számlálóban.

" nLegyen ekkor a nevezőben p  é p p e n -----szer
fordul elő tényező gyanánt. Itt [x\ jelenti azt a legnagyobb egész 
számot, mely x. A számlálóban, tekintve, hogy p 2 >  n, fel­
tételünk értelmében minden tényezőben csak legfeljebb első
hatványon, még pedig legfeljebb +  1-szer fordul elő té­
nyezőként. A rövidítés után legfeljebb p marad vissza.

Legyen \ín<p<^\^n, akkor a p a  nevezőnek 
~ n

ben fordul elő, ebből L ^ J

tényezőjé-

-szer, mint p 2. A számlálóban, te­
kintve, hogy p 3 >  n, feltételünk értelmében minden tényezőben 
legfeljebb második hatványon fordul elő, még pedig összesen 

legfeljebb n
ip

+  1-szer,+  1 tényezőben, ebből legfeljebb 
mint p 2, tehát rövidítés után legfeljebb p 2 marad a számlálóban.

Ugyanúgy belátható, hogy ha <  V ás V n’ úgy a számláló­
ban rövidítés után legfeljebb pa marad vissza. Tehát

! (a +  nd) 
n ! ^  f f P  ; J I P ”- -

Y n < p < n  Y n < p < ^ Y n

=  f f  P i  • II P k  • IIP} -
Pjf^Yn Pj<Yn

(6)

Másrészt azonban d 2> 4 miatt 

! (a +  nd)
n !

(6) és (7)-ből

+ d ... — + dn

4n < f f  P i  f f  P k - - - 
Pi<n vk<y n

(7)

( 8 )

2*
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Be fogjuk bizonyítani, hogy ez nem lehetséges. E célból vizs­
gáljuk meg a

2n
n

(2 n)\
(n!)2 (9)

binomiális koefficiens prímosztóit.
(9) nyilván osztható minden n< p^2 ,n  prímszámmal, mert a 

számláló osztható vele, a nevező viszont nem.
Ugyanígy belátható, hogy (9) osztható minden

Yn<p<s Ŷ n (“^ J)

prímszámmal is.

Ugyanis n ! összesen
l P J

+
n
p- H------h

n 1 
. va' x J szer tartal­

mazza p-1, viszont (2n) ! összesen

2 n
L p +

2n
p 1 J +

2 n
p a +  -  +

V

2 n

-szer, tekintve, hogy feltételünk szerint 
prímszámot összesen

L P 
2 n

a — 1 +  i

L p a =  1. Tehát (9) a p

1 +
2n
p  J +  ••• +

2 n
L p or — 1 2

-szer tartalmazza [mivel 2 w
L p*

n
J

> 2

- 2

n

p* J
n

p a - 1

Jelöljük az első egész számot, mely 2> x  a {#} jellel és legyen

n n
a i í 2 ( ’ 2̂ | í >• • • > a k ] űífc í ’ * •2

ahol n tetszőleges egész szám; akkor

ítj ^  a2 ^  n3 ^  ^  ^  ;
továbbá

ak <  iSr +  1 =  2 +  1 <  2afc+i +  11 * ■“ 2fc+1 

tehát, minthogy afc és ak+1 egész számok,

ak <  2afc+1. ( 10)
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Legyen már most m  az első szám, amelyre nézve <  1;2i
akkor am =  L Világos, hogy 2a, 2> n. Továbbá (10) szerint az 

am <:Á y ^  2í<m> dm— 1 y 2Um— 1 ,• • a, <C 1/ ^  2d, 
intervallumok hiány nélkül fedik be az

1 <  y <s n
intervallumot.

Ugyanúgy (10)-ből világos, hogy az

[V  amj <C 1/ ^  [ yf  ̂ am]j [ aw-ij y ^  [ "1̂ 2iCim—1] > • • • 
[V öl] < 2 /^  [|^2ai]

intervallumok hiány nélkül fedik be az

1 <  y ^  [VVl
intervallumot. A k itt akármilyen egész számot jelent. 

Az előbbiekből következik, hogy

7 I P i - I I P k •••
P j< n  Vk< y  «

( 11)

a jobboldal t. i. többszöröse a baloldalnak. Most kimutatjuk, 
hogy

a, / \ a2 / ' "  \ am '
( 12)

ezt, (ll)-gyel s (8)-cal egybevetve, eljutunk a kívánt ellentmon­
dáshoz.

Számolással könnyen meggyőződhetünk, hogy (12) igaz 
n =  10-ig. Legyen n >  10 s tegyük fel, hogy a tétel igaz min­
den n-nél kisebb számra; ekkor

/ 2a, \ / 2a2\ /2am\ ^  / 2a, \ ^ * - 1  t (13)
\ a, / \ a2 / am > ' a4 /

amihez úgy jutunk, hogy a tételt 2a2 — 1-re alkalmazzuk; 
2a2 — 1-re t. i. a tétel igaz, mivel n >  2a2 — 1 és

í 2a2— 1 l [ 2aä— 1 \ _
{ 2 J - a 2, I 4 ) «»*••
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Teljes indukcióval könnyen meggyőződhetünk, hogy n s> 5-re 
<  4n_1, tehát (13) szerint

<; 4ai—̂+2a*~i.

Mármost nyilvánvaló, hogy 2at <s n +  1, 2aa fg at -j- 1, és így 
a fenti kitevő +  2a2 — 2 £g 2ax — 1 fg n, q. e. d.

Most még hátra van a d =  1, 2, 3 speciális esetek vizsgálata. 
A d =  l eset a KüRscHÁK-féle tétel.
A d = 3  eset s általában ha d páratlan, ugyanúgy bizonyít­

ható, mint a KüRscHÁK-féle tétel.
Ugyanis legyen

a, ci -U (2d -f-1), ci -j- 2 (2d -j-1),... ci -f- n (2d -j- 1) (14) 
a számtani sor.

Legyen 2“ a 2-nek legmagasabb hatványa, mellyel (14) va­
lamelyik tagja osztható; azt állítjuk, hogy csak egy olyan 
a +  k (2d +  1) tag van, mely 2°-val osztható.

Tegyük fel az ellenkezőjét, hogy t. i. van még egy a~\~ki (2d+l) 
tag is, amely osztható 2“-val. Akkor

a +  k (2d +  1) =  x .2“
és

a +  /q(2d +  1) =  y. 2“.

Itt x  és y az a maximalitása miatt páratlan számok.
Legyen a +  k (2d +  1) és a +  kt (2d +  1) a (14) sor két leg­

kisebb oly tagja, mely 2“-val osztható.
A két tagot egymásból kivonva:

(fc, — k) (2d +  1) =  2“ (y -  x),

és mivel y — x  páros, azért
kt — k =  0 (mod 2“+1),

és így kl =}= k m iatt:
kx — k^> 2“+1.

Azonban a +  (k +  2“) (2d +  1) osztható 2“-val és kt> k  2°,



a mi Jc1 minimalitásának ellentmond. A további bizonyítás úgy 
történik, mint az általános esetben.

Végül legyen d = %; mivel (l)-ben az első tag — s a többia
kisebb ennél, azért, ahhoz, hogy (1) egész szám lehessen leg­
alább a + 1  tagból kell hogy álljon, azaz kell, hogy n ^ a  
legyen. Tehát az

a, a 2, a -f- 4 ,... ci -f- 2w (15)

számsorozat utolsó tagja a +  2n 2> a -)- 2a — 3a és a sorozat­
ban minden páratlan szám előfordul, melyre nézve a <^k <^3a 
(mivel (a, d) =  1 és a páratlan).

Előfordul tehát köztük 3 valamilyen hatványa is. Ha tehát 
3“ a 3-nak legmagasabb hatványa, mellyel (15) valamelyik tagja 
osztható, úgy 3“ a és 3“ is előfordul (15) tagjai között; de 
akkor nem lehet, hogy a sorozat egy másik tagja is osztható 
legyen 3“-val, mert ekkor 3“ +  2.3“ =  3“+1 is előfordulna (15)- 
ben, ami 3“ maximalitása miatt nem lehetséges. A további 
következtetés úgy történik, mint az általános esetben.

Hasonló módon, de kissé hosszabb számitásokkal bebizonyít­
hatjuk az utóbb tárgyalt speciális esetekre is a következő té telt: 

Az
a, a +  d ,... a +  nd

számtani sorban van olyan a +  kd tag, mely egy p prímszámot 
magasabb hatványon tartalmaz, mint a többi tag.

Ugyancsak be lehet bizonyítani a speciális esetekre is, ter­
mészetesen d =  1 kivételével, az általános esetre bizonyított 
segédtételünket is.

Obláth téte lén ek  á lta lánosítása , hogy t. i.

% , _|___ (U___ i  |__ ^n
a ^  a+ d  a+ 2 d  ’ a+nd

nem  lehet egész szám , ha (a*., a +  kd) = 1 ,  az ő m ódszerével

bizonvítható. „  7„Erdos Pal.
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2 4 P. ERDŐS.

VERALLGEM EINERUNG
EIN ES ELEM ENTAR-ZAHLENTHEORETISCHEN SATZES  

VO N K ÜRSCH ÁK .

m = n  ^
Herr Theisinger bewies, dass N  —  für keinen Wert von n  eine

J mm='2.
ganze Zahl darstellt. Herr Obláth gab eine Verallgemeinerung dieses

m=n
Satzes, indem er bewies, dass ?  keine ganze Zahl sein kann,

Ä  1
wenn (am, m) =  1 ist. Kürsghák bewies elementar, dass bei

keinem Werte von k und n  eine ganze Zahl sein kann.
Hier wird dieser Satz folgendermassen verallgemeinert, indem statt 

der speziellen arithmetischen Reihe

k, k +  1 , . . .  k +  n

allgemeinere arithmetische Reihen betrachtet werden.
Es seien a, d, n beliebige positive ganze Zahlen, dann ist

1 1  , 1-----1---- ■—— -)---- +  : ~_ra a +  d a + n d
keine ganze Zahl.

Der Grundgedanke des Reweises besteht darin, dass ein Glied a +  kd 
angegeben wird, welches durch eine höhere Potenz einer Primzahl 
teilbar ist, als die übrigen Glieder.

Dies ergibt sich aus der Analyse der Primteiler der Ausdrücke :

(a-\-d) (a +  2d) . .  . (a + n d )  /2n\
n ! \ n /

Paul Erdős.



AZ ALTERNÁLÓ C SO PO RTRÓ L.

Ismeretes tény, hogy n  elem alternáló csoportja egy­
szerű, ha n > 4. Ez azt mondja, hogy ha © az 2ín-nek invariáns 
alcsoportja, akkor © vagy 2I-nel egyenlő, vagy pedig az egy­
ségre redukálódik. Az ismeretes bebizonyítások egyrésze @-nek 
oly szubstitucióját keresi, melynek ciklusai lehetőleg kevés 
elemet tartalmaznak. 1 Az alábbi bebizonyítás is eme típushoz 
tartozik, az 1 . pont tárgyalásai egyszerűbbek az irodalomban 
ismerteknél, míg a 2. és 3. pont alattiak ismeretesek és a tel­
jesség kedvéért vannak felvéve.

1. Határozzuk meg tehát @-nek oly S  szubstitucióját, mely­
nek ciklusai lehetőleg kevés elemet tartalmaznak. Két eset kép­
zelhető. Először van S-nek egy legalább 3-elemű ciklusa. Mint­
hogy az alternáló csoport egy egyetlen 4-elemű ciklusból álló 
szubstituciót nem tartalmazhat,1 2 azért a betűzés alkalmas meg­
választása mellett az S =  (1 2 3) határesettől eltekintve

S =  (1 2 3 ...) ..., • (1)

hol a pontok helyén elemek lehetnek; mindenesetre tartalmazza 
S  még a 4, 5 elemeket. Lehetséges másodszor, hogy S  csakis 
2 -elemű ciklusokat tartalmaz, akkor a betűzés alkalmas meg­
választásánál az S  — (1 2) (3 4) határesettől eltekintve

S  =  (1 2) (3 4)..., (2)

1 Lásd pl. Netto : Vorlesungen über Algebra, 2. kötet, 310. 1.
Van der Waerden : Moderne Algebra, 1. kötet, 144—145. 1.
Dickson— Bodewig : Höhere Algebra, 187—189. 1.

2 Ha nem akarunk erre a tényre hivatkozni, akkor azt vesszük figye­
lembe, hogy @ tartalmazza az S2 =  (l 3) (2 4) szubstituciót, mely két 2-elemű 
ciklusból áll. Ez az eset a tárgyalás folyamán elintéződik.
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hol S  még mindenesetre tartalmazza az 5 elemet. Transzfor­
máljuk -S-et a <7 =  (3 4 5) szubstitucióval, akkor az (1), illetőleg 
a (2 ) esetben
a * Sa =  (1 2  4 . . . ) . . .  =1= S, illetőleg o-” 1 S<t =  (1 2 ) (4 5)... 4= S. 
Mindkét szubstitució az 1 elemet a 2-be viszi át és így az

(azaz nem egység) szubstitució az S-nél kevesebb elemet vál­
toztat meg, mi a feltevéssel ellenkezik. Maradnak tehát a ha­
táresetek. A második esetben ismét a — (3 4 5)-vel transzfor­
málva, lesz

2. Ha tehát © nem az egységcsoport, akkor tartalmaz egy 
egyetlen 3-elemű ciklust, pl. a következőt S =  (1 2 3). Igen egy­
szerűen bebizonyítható, hogy © =  SI« . 1 Ha ugyanis atat -..an az 
1 2 ...n  elemek tetszőleges permutációja, akkor 2In tartalmazza a

szubstituciók valamelyikét. Minthogy azonban
<p~1 S<p =  ( a ^ a j ,  <p~1S<p = (atata ^  (a2axa3)* =  (a1a2a3),

© tartalmazza (a^agj-at. (Itt csak n > 2 van feltéve.) Sőt © tar­
talmazza 31 „ összes szubstitucióit, ha ugyanis a, b, c, d külön­
böző elemek, akkor

(ab) (ac) =  (abc), (ab) (cd) =  (ab) (ac) (ac) (cd) =  (abc) (adó).
3. Ha @n n elem szimmetrikus csoportja és n >  4, akkor ennek 

nincs más valódi invariáns alcsoportja, mint 2In.
Bizonyítása az előzőkből kivehető. Bauer Mihály

Die alternierende Gruppe von n Elementen ist im Falle n <  4 be­
kanntlich einfach. Die liier gegebene Beweisanordnung enthält gewisse

S - 1 (a -1 Sa) #= E

a“ 1 (12) (3 4) <r =  (1 2) (4 5), 
S - 1 (er“ 1 So) = S(a~1 Sa) =  (3 5 4).

ÜBER DIE ALTERNIERENDE GRUPPE.

Abkürzungen. Michael Bauer.

1 Oskar Perron: Algebra, 2. kötet, 119—121. 1.
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A nem-negatív egész (ii számok egy rendezett (at , a2,..., an) 
rendszerét n-tagú komplexusnak akarjuk nevezni, ha nem min­
den «t zérus. Ezekre a «kisebb» relációt úgy értelmezzük, hogy 
akkor legyen

( í í j ,  cfg, • • . ,  On) < c  (bj ,  b 2, . . . ,  b n ),

ha minden i-re a* ^  bu de nem minden i-re az egyenlőség jele 
érvényes. Két különböző n-tagú komplexust összehasonlíthatallan- 
nak nevezünk, ha egyikük sem kisebb a másiknál. Tételünk 
most már a következő.

Legyen H  az n-tagú komplexusok oly halmaza, melyben bár­
mely két elem összehasonlíthatatlan; akkor a H  halmaz véges.

A tétel n=  1-re triviális. Teljes indukciót alkalmazva feltesz- 
szük, hogy n > l  és hogy n —1-tagú komplexusokra a tétel be 
van bizonyítva.

Legyen a = (av a2, ..., an) a H  valamely meghatározott eleme 
és legyen x  =  (xv x v ..., x n) egy tetszőleges másik eleme H-nak. 
Legalább egy i-re fennáll akkor az Xi<ai reláció, mert külön­
ben x > a  volna és x  összehasonlítható volna a-val. Tegyük fel, 
hogy H végtelen halmaz. Akkor a ií-nak végtelen sok (tudni­
illik minden a-tól különböző) (xv x v —  x n) eleme kielégíti a 
Xi<ai (i=  1, 2 ,..., n) egyenlőtlenségek valamelyikét. Van tehát 
egy oly i, hogy a H  végtelen sok elemére fennáll: Xí< üí. A z 

általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy i — 1. Mivel­
hogy csak véges sok x t kisebb, mint at , van egy oly bx (<  at) 
szám, hogy a H  végtelen sok eleme (bv x v x 3>. .., x n) alakú. 
Minden ily elemnek megfelel egy n — 1-tagú (#2, x 3, ..., x n) 
komplexus és pedig másnak: más. Ezek az n — 1-tagú kom­
plexusok természetesen szintén páronként összehasonlíthatatla­
nok s így — tételünket n — 1-re feltételezvén — véges számban
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vannak. Ezen ellentmondás megállapításával kimondott tételün­
ket bebizonyítottuk.

A tétel első alkalmazásaképen kimutatjuk Górd an következő 
tételét:1

Tekintsük az elsőfokú homogén diophantikus egyenletek egy 
tetszőleges rendszerét, hol az ismeretlenek, valamint az egyen­
letek száma tetszőleges. E  rendszernek van végesszámú oly 
nem-negatív megoldása, melyekből összeadással minden nem- 
negatív megoldása összetehető.

Nevezzünk egy nem-negatív megoldást GoRDAN-nal egyszerű­
nek, ha ez nem összege két más nem-negatív megoldásnak. 
Világos, hogy minden nem-negatív megoldás az egyszerű meg­
oldásokból összeadásokkal tehStő össze. Másrészt két egyszerű 
megoldás a = (av av ... an) és b = (bv bv ..., bn), mint n-tagú 
komplexus összehasonlíthatatlan, mert ha pl. a >  b volna, akkor 
a a nem-negatív

( b b 2, • •., bf) és (aj, b ,̂ a% b^,..., an b,í)

megoldásoknak az összege volna. Tételünk szerint tehát az egy­
szerű megoldások halmaza véges, amivel Gordan tétele iga­
zolva van.

Második alkalmazásul Petersen egy graphelméleti tételét1 2 
fogjuk bebizonyítani. Néhány elnevezést kell előrebocsátanunk. 
Egy graphot regulárisnak neveznek, ha minden szögpontjába 
ugyanannyi él fut és ez az állandó szám a graph fokszáma. 
Ha a Gt és G2 graphoknak szögpontjai megegyeznek, de közös 
élük nincs, akkor a Gi és G2 éleiből álló graphot Gt és G2 
szorzatának nevezik. Hasonlóképen definiálható a szorzás több 
tényező esetére. Ha egy reguláris graph nem bontható fel ala- 
csonyabbfokú graphok szorzatára, primitívnek neveztetik. Két 
graphot azonosnak tekintünk, ha egyrészt szögpontjaik halmaza

1 Vorlesungen über Invariantentheorie, I. k. 196—201. 1. E tétel képezi 
az alapját annak a bizonyításnak, mellyel Gordan (u. o., II. k., 231—236. 1.) 
binär alapformákra az invariánsrendszer végességét igazolta.

2 Lie Theorie der regulären Graphs, Acta Matbematica, 15. k., 193. 1.
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másrészt éleik halmaza között oly kölcsönösen egyértelmű 
vonatkozások létesíthetők, hogy mindegyikben egy szögpont 
akkor és csak akkor végpontja egy élnek, ha a másikban a meg­
felelő szögpont végpontja a megfelelő élnek.

A szóbanlévő PETERSEN-féle tétel most már így szól:
Bármily természetes szám is a v, a v szögpontot tartalmazó 

primitív reguláris graphok száma véges.
Tekintsük a v szögpontot tartalmazó primitív reguláris 

graphok összességét. Feltehető, hogy valamennyiüknek ugyan­
azon Pv Pv . . . ,  Pv pontok a szögpontjai. E graphok bármelyi­
két, G-t úgy adhatjuk meg, hogy minden (Pi} PJ) — pij = p9 
párra megadjuk azon élek számát, aQ-i, melyek e graphban P -1 
és Pj-1 egymással összekötik. G-t tehát egy n==(% )-tagú 
(av av ..., an) komplexus határozza meg. Ha a = (av av ..., an) 
a Ga és b =  (bv b2,.. .,  bn) a Gb graphot határozza meg és a>b, 
akkor a Gb graphnak és az (a1— bv a2— b2, . . . , a n—bn) kom­
plexus által meghatározott ugyancsak reguláris graphnak éppen 
Ga a szorzata és így ez esetben Ga nem primitív. Ha tehát az 
összes v szögpontot tartalmazó reguláris primitív graphokhoz 
tartozó n-tagú komplexusok közül bármely kettőt kiválasztunk, 
ezek összehasonlíthatatlanok. Végességi tételünk alapján ily mó­
don Petersen tétele igazolást nyert.

König Dénes.

EIN EN D LIC H K EITSSA TZ MIT ZW EI ANW ENDUNG EN.
Setzt man für zwei verschiedene geordnete Systeme nicht-negativer 

ganzer Zahlen: [av  av . . ., an) <  (bv  bv . . . ,  bn), falls cn<Lbi für 
i =  1, 2 , . . . ,  n  besteht, so nennen wir zwei solche Komplexe unver­
gleichbar, falls keiner der beiden kleiner als der andere ist. Es gilt der 
Satz: eine Menge paarweise unvergleichbarer n-gliedriger Komplexe 
ist stets endlich. Dieser Satz wird bewiesen und angewendet zum Be­
weis eines GoRDANSchen Satzes über nicht-negative Lösungssysteme von 
Systemen homogener linearer diophantischen Gleichungen und eines 
PETERSENSchen Satzes, der sich auf reguläre primitive Graphen bezieht.

Dénes König.
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Társulatunk választmánya az 1932. évi (hatodik) König Gyula- 
jutalom odaítélése ügyében javaslattételre egy bizottságot kül­
dött ki, melynek tagjai lettek Rados Gusztáv, Kürschák József, 
Fejér Lipót és König Dénes. E bizottság, szemlét tartva azon 
magyar mathematikusok felett, kik az alapítvány ügyrendi sza­
bályzata szerint tekintetbe veendők, egyhangúlag úgy határozott, 
hogy a jutalomra dr. Egerváry Jenőt, a budapesti állami felső 
ipariskola tanárát, tanárképzőintézeti előadótanárt, Társulatunk 
választmányi tagját ajánlja. A jutalom, az idén másodízben, azon 
szép plakett formájában kerül kiosztásra, melyet Társulatunk 
megbízásából kitűnő művészünk Beck Ö. Fülöp volt szíves két 
évvel ezelőtt elkészíteni, s mely egyik oldalán König Gyula jól 
sikerült képmását ábrázolja. Az előadói jelentés megszerkesztésé­
vel, illetőleg a jutalmazandó tudományos működésének ismer­
tetésével és méltatásával a bizottság alúlírott tagját bízta meg. 
E feladat nem könnyű, mert sokoldalú elmélyedést kíván. 
Feladatomat nagy mértékben megkönnyítette egyrészt az, hogy 
az itt következő ismertetés megírásánál többen segítségemre 
voltak, másrészt pedig az a körülmény, hogy évek hosszú során 
át személyes beszélgetések alkalmával volt már alkalmam 
Egerváry számos kutatásával megismerkednem. Ezzel kapcso­
latban talán helyénvaló itt annak a megállapítása, hogy Egerváry- 
nak élőszóban való előadásait — talán még jobban, mint 
írásait — az a világosság és szabatosság jellemzi, mely csak 
igazi mathematikusnak sajátja. Erről Társulatunk tagjainak bő 
alkalmuk volt meggyőződni; hiszen Egerváry legtöbb vizsgá­
latát először Társulatunk előadó ülésein bocsátotta nyilvános-
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ságra, sőt számos értékes előadásának nyomtatott publikációi­
ban nincs is nyoma.

Az itt következő méltatás csak a nyomtatásban is megjelent 
munkáit ismerteti. Ennek megszerkesztésénél mintául szolgáltak 
számomra azok a kitűnő jelentések, melyeket a megelőző 
König GyűlA-jutaknak odaitélése alkalmából Kürschák József 
(1922), R iesz F rigyes (19241, S zűcs Adolf (1926 és 1928) és 
végűi F ejér L ipót (1930) készítettek. Ezek az előadói jelentések 
teljesen az alapítvány szellemében készültek és szerzőik 
önzetlen és gyakran igen fárasztó munkájukkal a jutalom 
alapítóit őszinte hálára kötelezték.

Egerváry első dolgozata, mint bölcsészetdoktori értekezése, 
18 évvel ezelőtt jelent meg [l].1 E dolgozat az integrálegyen­
letekre vonatkozik, tehát oly tárgykörre, mely akkoriban, első­
sorban F redholm és H ilbert kutatásai nyomán, kb. 10 év óta 
a mathematikusok — különösen a göttingai iskola — érdek­
lődésének középpontjában állott. Megírásához — mint számos 
későbbi munkájához — az impulzust mesterének, F ejér L ipót- 
nak köszöni. A

b
<p(x)-{-j K  (x, ?) <p (£) de =  f  (x)

a

integrálegyenlet megoldása, hol <p az ismeretlen függvény, a, b, f  (x), 
K (x, £) pedig adott számok, illetőleg függvények, tudvalevőleg 
úgy fogható fel, mint a continuumszerű végtelenbe való átvitele 
az elemi algebra azon feladatának, mely egy n-ismeretlenű, n 
egyenletből álló elsőfokú egyenletrendszer megoldását kívánja. 
Ezen egyenletrendszer úgy adódik, hogy az a . . .b integrálási inter­
vallumot n egyenlő hosszúságú részletintervallumra bontjuk és az

b

j  K  (x , £) y (£) d£
a

integrált az ezen beosztásra vonatkozó közelítő összegével 
pótoljuk. Az ismeretlenek ez esetben a keresett <p függvénynek

1 A szögletes zárójelben levő számok a jelentés végén található 
irodalmi jegyzékre utalnak.
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ezen osztópontokban felvett értékei. Ezen »n-edik közelítő 
egyenletrendszer» megoldásából most már az integrálegyenlet 
megoldása általában az n -> oo  határátmenettel adódik. Eger- 
váry doktori értekezésében azt az elméletileg is és az alkal­
mazások szempontjából is nevezetes esetet vizsgálja, amidőn 
K  (x, £) az ú. n. mag-függvény csupán az x  — $ különbségtől 
függ és ennek b— a szerint periodikus függvénye. E megszorító 
feltevés következménye, hogy a közelítő egyenletrendszer 
determinánsa cyklikus determináns lesz és mint ilyen, egy 
jól ismert determináns-tétel szerint, elsőfokú tényezőkre bomlik. 
Ez a körülmény fölöslegessé teszi a hatványsorba való kifejtést, 
mely az általános esetben elkerülhetetlen. Egerváry explicite 
kiszámítja a determináns határértékét n —> o o - r e  és pedig 
Fredholm általános határáttérési módszerétől eltérő a speciális 
esetre szabott egyszerűbb módszerrel. Az így adódó ú. n. 
FREDHOLM-féle transcendens maga is nem hatványsoralakban, 
hanem prímtényezős előállításban adódik. E szorzatalak eviden­
ciába hozza azt a már régebben felismert tényt, hogy az ú. n. 
sajátértékek a mag FoimiER-féle sorba való kifejtésénél fellépő 
együtthatók reciprok értékei.

Egerváry eredményeit arra az esetre is átviszi, midőn az 
integrál határa végtelenné lesz, és így ő az első, ki singuláris 
integrálegyenletet speciális módszerekkel tárgyal. A dolgozat 
második része figyelemreméltó alkalmazásokat ad az analízis 
és a mathematikai physika különböző problémáira. — Egerváry 
doktori értekezése csak magyar nyelven jelent meg. De a 
Fortschritte der Mathematik1 és a nagy német mathematikai 
Encyklopádie1 2 ismertetései révén — melyek érdeme szerint 
méltatják — a magyarúl nem értő mathematikusok között is 
érdeklődést és elismerést keltett.

Néhány évvel később Egerváry ismét egy az integrálegyen­
letek elméletével kapcsolatos problémára jutott [2]. Bertrand

1 45. k., 1304. 1.
2 II. 39 k., 1391. és 1453. 1. (Helunger és Toeplitz referátuma.)
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vetette fel és oldotta meg először azt a csillagászati problémát, 
hogy melyek mindazok a centrális erőtörvények, melyek mellett 
egy égitest — bármi legyen is kezdőhelyzete, kezdőiránya és 
kezdősebessége — zárt pályát ír le. Kövesligethy1 e problémát 
átvitte a seismologiába a következő probléma alakjában. «Tekint­
sük az összes szférikus rétegeződésű izotrop rugalmas közegeket, 
azaz olyanokat, melyeknél a törésmutató (a rugalmas rezgések 
terjedési sebességének reciprok értéke) csupán a rétegeződés 
középpontjától számított q távolság függvénye : v (q). Meghatáro- 
zandók az oly v(p) függvények, melyek mellett minden rengési 
görbe (seismikus trajektoria) bármily kezdőhelyzetnél és iránynál 
záródik.» Kövesligethy megtalálta a probléma két lényegesen 
különböző megoldását, melyek mellett azonban sok más meg­
oldás is lehetséges. Kövesligethy felszólítására Egerváry, aki 
akkor Kövesligethy mellett, mint a seismológiai számolóintézet 
asszistense működött, meghatározta a feladat valamennyi (vég­
telen sok) megoldását, teljes elintézését adván a problémának. 
Kövesligethy és Wiechert törési törvényeit Egerváry a nyert 
általános formuláiból, mint speciális eseteket vezeti le. A dolgo­
zat mathematikai módszerének taglálásába itt nem mehetünk 
bele és csak annyit jegyzünk meg, hogy leglényegesebb része 
az ABEL-féle integrálegyenlet alkalmazásából áll.

1918-ban jelent meg Egerváry első dolgozata, mely a poly- 
nomok és algebrai egyenletek körébe vág [3]. Kiindulópontul 
itt a sinusfüggvény, illetve sinusgörbe következő négy szemlé­
letes tulajdonsága szolgál:

a) Egy tetszőleges zérushely és a szomszédos minimumhely 
közti terület megegyezik e zérushely és a szomszédos maximum­
hely közti területtel.

b) Két szomszédos zérushely közti területek mind meg­
egyeznek.

c) Minden zérushely inflexiós pont.

1 Math, és Természettudományi Értesítő, 1913. 

M atem atikai é s  F izik ai L ap ok. XX X IX .



3 4 KÖNIG DÉNES.

d) Az összes maximumok és minimumok absolut értékre 
megegyeznek.

Egerváry azt a kérdést veti fel, hogy azon adott n fok­
számmal bíró un polynomok közt, melyeknek minden zérus­
helye valós és egyszeres, melyeknek van meg — külön-külön — 
az a), b), c) illetve d) tulajdonságuk. így rendre a következő 
polynomokhoz ju t:

a) a, b, C tetszőleges valós állandók lévén:

Un (x) — C dn [(pc—á) (x—b)]n 
dxn

ezek azok a polynomok, melyek az n-edfokú LEGENDRE-féle 
polynomból a független változó lineáris transformációjával 
adódnak (ez az eredmény Fejér LiPÓT-tól származik);

b) a CsEBisEV-féle n +  1-edfokú polynomok deriváltjai;
c) az n — 1-edfokú LEGENDRE-féle polynomból integrálással 

(alkalmasan választott alsó határral) és a független változó 
lineáris transformációjával adódó függvények. (A c) tulajdonság 
itt úgy értendő, hogy a legnagyobb és legkisebb zérushelytől 
nem kívánjuk meg, hogy inflexiós pont legyen);

d) maguk az n-edfokú CsEBisEV-féle polynomok.
Egerváry azt is kimutatja, hogy az említett függvények

az egyedüliek, amelyek az említett követelményeket kielégítik. 
E tulajdonságok tehát jellegzetesek az említett és az analízis 
számos fejezetében fontos szerepet játszó polynomokra, úgy­
hogy az Egerváry által felismert geometriai sajátságok e poly­
nomok bevezetésére is alkalmasak.

Számos magyar és külföldi mathematikusnál1 keltettek érdek­
lődést és arattak sikert Egerváry azon vizsgálatai, melyek 
a symmetrikus multilineáris formákkal kapcsolatos szélső-érték-

1 L. pld. Szegő, Math. Zeitschrift, 13. k. és A. Cohn, u. o., 14. k. vala­
mint van Vleck referátumát az algebrai egyenletek gyökei elhelyezkedésének 
újabb irodalmáról, Bull, of the Am. Math. Soc., 35. k .; e dolgozatok 
egyébként elsősorban EGERvÁRY-nak egy oly tételét idézik, melyet ő mind- 
ezideig nem publikált s amely élőszó útján terjedt el egészen Amerikáig.
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feladatokkal foglalkoznak. E vizsgálatok részletes kidolgozása 
a Mat. és Fizikai Lapokban jelent meg [5], míg egy rövidebb 
összefoglalást angol nyelven a szegedi egyetem Actái közöltek 
[6]. A zt. zv . . . . ,  zn változók legáltalánosabb symmetrikus 
multi lineáris formája

*S — CqẐ Ẑ . . .Zn -j- Ci2Z\Zz. . .Zn—í -f-’ cn ;
az itt szereplő I  összegek a z-k elemi symmetrikus formái. 
Tekintsük az S  — 0 egyenlet összes (z15 z2, ... ,  zn) gyökrend­
szereit. Minden ily gyökrendszerhez tartozik egy m szám, mint 
a | zí \, |z2|,..., | zn | számok legkisebbike. Heawood1 és Grace1 2 
vizsgálataiból kiderül, hogy van oly, csupán a c0,c v . . . ,c n 
együtthatóktól függő M korlát, melynél ezen m  számok egyike 
sem nagyobb és amely M a mellett olyan, hogy valamely az 
S  — 0 egyenletet kielégítő (zA, z2, .. . ,  zn) rendszerhez tartozó 
m  számmal megegyezik. Egerváry most már a következő prob­
lémát veti fel és oldja meg: meghatározandók az S  — 0 egyenlet 
mindazon (zv z2, . .., zn) gyökrendszerei, melyekre m — min (1^1, 
\zq |,. .. ,  | zn | ) a maximális M értéket veszi fel. Fontos szerepet 
játszik itt az n-változós S =  0 egyenlet egyváltozós ú. n. 
adjungált egyenlete:

G «  =  C0C” +  ( ”  + •••+  0,

mely S =  0-ból úgy adódik, hogy az összes Zj-ket egymással 
(és £-val) egyenlővé tesszük. Legyenek Ct, Cn az adjungált
egyenlet gyökei. Egerváry kimutatja, hogy M  a | Ci |> ! Ca l>- • vl Cn | 
számok legnagyobbikával egyenlő, amivel elegáns bizonyítását 
nyeri Grace tételének, mely így formulázható: A GAUss-féle sík­
ban az S =  0 egyenletet kielégítő zv z2, . . . ,  zn számoknak meg­
felelő pontok rendszere semmiféle körrel vagy egyenessel nem 
választható el a C*> C2> " ’> Cn számoknak megfelelő pontok 
rendszerétől. A főeredményt csak az általános esetre akarjuk 
itt kimondani, amidőn t. i. 1) a G (C) =  0 egyenlet abszolút értékre

1 Quarterly Journal, 38. k.
2 Proc. of the Cambridge Phil. Soc., 11. k.

3*



36 KÖNIG DÉNES.

legnagyobb gyökei mind egyszeres gyökök és 2) a G (C) =  0 
egyenlet nem minden gyökének M az abszolút értéke; ekkor 
az S =  0 egyenletet kielégítő minden oly (zv zv ..., zn) érték- 
rendszer, melyre

min (| zt \, |z 2|,..., \zn\) = M,
csupa megegyező zx — =•••== zn — z számból áll és z a
G (£) =  0 egyenlet valamelyik abszolút értékre legnagyobb gyöke.

Egerváry sokat foglalkozott az algebrai egyenletek gyökeinek 
elhelyezkedésével, illetőleg azon tartományok meghatározásával, 
melyekben — az együtthatókra vagy gyökökre stb. vonatkozó 
bizonyos korlátozások mellett — egy-egy gyök mozoghat. Ez 
irányban legkimerítőbb eredményekre a trinom egyenleteknél 
jutott, melyeknek általános alakja:

Azn+m +  Bzm +  C =  0.

Az ily vizsgálatok — speciálisan a trinom egyenleteknél — 
a gyakorlati alkalmazások szempontjából is fontosak. Hogy 
csak egy példát emítsünk, fellépnek — már GAüss-nál — a 
kamatoskamatszámításnál (hol azonban természetesen csak a 
valós gyökök veendők tekintetbe). Ha t. i. adva van a kezdő­
tőke a0, a felnövekedett tőke sn s az évek száma n és a kamato-

zási q =  1 +  tényezőt keressük (p  a kamatláb), akkor a 

véges geometriai sor összegezési képlete:
q n + i  _  i

s n  =  a 0

a q-ra mint ismeretlenre vonatkozó

a0qn+x — snq — (a0 — sn) =  0 
trinom egyenlet alakjában írható fel.

Egerváry [8] dolgozatának alapgondolata, hogy két binom 
szorzatának deriváltja: az általános trinom. Binom egyenlet 
gyökeinek pedig ismeretes módon a GAuss-féle síkban egy 
szabályos sokszög szögpontjai felelnek meg. Ezért a trinom 
egyenlet gyökhelyei úgy foghatók fel, mint két szabályos sok­
szög szögpontjaiba helyezett egységtömegek erőterének egyen-



súlyi helyzetei, ha feltesszük, hogy az erők a távolsággal fordí­
tottan arányosak. Ezek alapján Egerváry a fenti trinom egyen­
letre meghatároz 2 (m +  n) félegyenest a kezdőponton át, melyek 
a síkban m +  n szektort határoznak meg oly módon, hogy e 
szektorok mindegyike egy gyököt tartalmaz. Ez vonatkozik a 
gyökök argumentumaira. Ami pedig a gyökök abszolút értékét 
illeti, m  +  n koncentrikus körgyűrűt állapít meg (a körök közép­
pontja a kezdőpont), melyek az egyenletnek ugyancsak egy-egy 
gyökét tartalmazzák. Egerváry annak megállapítására is ad 
utasítást, és pedig igen egyszerű utasítást, hogy a két említett sík­
beosztás egyesítésével keletkező körgyűrűszektorok közül melyik 
az az m +  n körgyűrűszektor, melyekben a gyökök feküsznek, és 
azt is megállapítja, hogy az említett variabilitási tartományok bi­
zonyos értelemben (t. i. az együtthatók argumentumainak, illetve 
abszolút értékeinek fixírozásánál) pontos variabilitási tartományok. 
Lényeges itt, hogy az említett szektorok csak az együtthatók argu­
mentumaitól, az említett körgyűrűk pedig csak az együtthatók 
abszolút értékeitől függnek. Egerváry e dolgozatában messze 
túlhalad elődeinek (Nekrasoff, Bohl, H erglotz, B iernatzky, 
H uszár Géza) eredményein, és különösen tekintve, hogy vizsgálatai 
teljesen elemi symmetria- és folytonossági meggondolásokon 
alapulnak, ma is kívánatosnak látszik, hogy a csupán magyar 
nyelven megjelent dolgozat a külföld mathematikusainak is 
hozzáférhetővé tétessék.

A most említett vizsgálatokkal bizonyos kapcsolatokat mutat 
Egerváry azon dolgozata [9], mely az ú. n. KAKEYA-féle tétel 
általánosításáról szól. Meg kell itt elégednünk azzal, hogy 
a főeredményt kimondjuk. Legyen P és q két pozitív szám és P'Sl Q- 
Tegyük fel a pozitív együtthatójú

a0 +  axz H----- b n =  0 (1)
egyenlet együtthatóiról, hogy

v =  0,1 , 2 ,..., m — 1, ra-4-1,..., n
esetében fennállanak a

PqCIy+\ — (P +  (?) Uv +  O'V-Í. >  0
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egyenlőtlenségek (itt a- 1  és an+í helyébe zérus teendő). Akkor 
az (1) egyenletnek m  gyöke bent van a nyílt 1 z | <  q tarto­
mányban, n —m  gyöke pedig a nyílt | z | >  P tartományban. 
Ha egy vagy több (2) egyenlőtlenség baloldala eltűnik, akkor, 
némely gyök e tartományok határára is eshet. Kakeya tétele 
innen abban a speciális esetben adódik, amidőn v =  l ,2 ,. . . ,  
n — 1-re fennáll a pav+1 — >  0 egyenlőtlenség.

Egervári most ismertetendő három dolgozatát [6, 7, 11} 
— melyek egyikét Szász Orró-val együtt írta — közösen az 
jellemzi, hogy a szekuláris egyenletek alkalmazását adja a 
hatványsorok és polynomok elméletében.1

Legyen a | z | <  1-re összetartó

/  (z) =  co +  Ci z d------b cM-iZn_1 H—

hatványsorra előírva az első n együttható, és pedig úgy, hogy 

0 <  c0 ^  Ci ^  ^ • •* ^ c n_i.

F ejér 2 a következő eredményekre jutott. Az j f  (z) |-nek | z |fg  1-re
n—i

vonatkozó maximuma nem lehet kisebb, mint a =  1 fel-
v=0

tétel mellett tekintett
n —í

Cv (3'0'X'n—v—1 d -  CC\0Cyi—v—2 I-  —v—l^ o )
r = 0

quadratikus alak maximuma. Ez a maximum pedig a

Cn—1 ^ Cn—2 • • Cl Co

Cn - 2
n  — ........................

Cn —3 —  A . . .  Co 0

. . . .  —  0U n (AJ —

Cl c 0 . — A 0

Co 0 1o

karakterisztikus egyenlet legnagyobb gyöke Ehhez az érték­
hez csak egy oly Xq, x * , . . . ,  Xn~i értékrendszer tartozik, mely

1 E vizsgálatok szintén visszhangot keltettek már eddig is ; 1. Dieudonné, 
Comptes Rendus, 192. k. és Landau «Über einen Egerváry’schen Satz» 
c. dolgozatát, Math. Zeitschrift, 29. k.

2 Math. Ann. 97. k.

\
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által meghatározott helyen a quadratikus alak maximális Á* érté­
két veszi fel. Van továbbá egy ( | z | ^  1 re reguláris) racionális 
törtfüggvény, t. i.

h (z) =  An Wn— 1 +  CCn-vZ H ------------ ( ~  XpZn 1

X o  + x t z  H- - - - - - \ - X n - \ Z P ~ '

melynek hatványsorba fejtése a megadott kezdőegyütthatókkal 
bír és amely olyan, hogy | z | <  1-re abszolút értékének a maxi­
muma éppen A£. — Egerváry [6] dolgozatának legfőbb érdeme, 
hogy egy speciális esetben — az egyetlenben, melyre ez eddig 
sikerült — effektive kiszámítja ezt a A£ gyököt. Ezt az esetet 
az jellemzi, hogy valamely g számra, hol 0 < p < s l ,

Co = Qn~ \  =  ...... cn_i =  l .

A Dn (A) =  0 egyenlet legnagyobb gyökét most An (p)-val jelölve 
Eger váry kimutatja, hogy An (g) az w-nel és a p-val monoton nő 
és hogy

1
hm An (g) =  2 •

n—► » A Q

Ami különösen a p = l 
hogy

és n
^ n + 1 eseteket illeti,

A» (1) — -------
2 cos

n n

(w +  l)n- T 
1----------- <■

nn
2t t+l

n—> 
e

kimutatja,

TíEzekben a. p = -----— és p =  1 esetekben Egerváry egyszer-
n -\-1

smind kiszámítja a megfelelő h (z) racionális törtfüggvényeket 
is. Egerváry meggondolásai igen szellem es determinánsszámí­
tásokon alapulnak.

A SzÁsz-szal együtt írt [7] dolgozatban tárgyalt kérdések a 
következő általános probléma speciális esetei. Legyen a valós

cq, ßn
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számok választása azáltal korlátozva, hogy feltesszük, hogy a 

r (í) =  1 +  2  (av cos ví +  ßv sin vt) (1)V=1

trigonometrikus polynom minden t-re nem- negatív. A fixen 
megadott

<■ â f â > t) ,̂. . . .  â D bn

számokkal megalkotva az

L  (r) =  a0 +  dtai +  btßi H----- k +  bnßn

lineáris formát, azt a kérdést vetjük fel, hogy L  milyen hatá­
rok közt változhatik és mely av, ßv számokra, illetve mely r (t) 
trigonometrikus polynomra éri el két szélső értékét. F ejér1 és 
S zász1 1 2 vizsgálatai alapján kérdésünkre a következő válasz ad­
ható. Legyen v= l, 2 ,..., n-re cv—av-\-ibv és c_r a cv konjugált 
komplex értéke. Ha a

Cq —  X Cl C2 • c M

Dn (X) = C- 1 co—A Cl • = 0

C_n C—n+1 C—n+2 • •

1o

egyenlet legkisebb, illetve legnagyobb gyökét w-val és íi val 
jelöljük, akkor

Azok a r polynomok, melyekre az első vagy második helyen 
az =  jel érvényes, egy homogén lineáris egyenletrendszerből 
adódnak.

Az av, bv számok specializálása által Egerváry és S zász innen 
nevezetes eredményekre jutnak. A két legfontosabb eredmé­
nyük a következő. A nem-negatív (1) alatti trigonometrikus 
polynomok mindegyikére állnak a következő egyenlőtlenségek, 
melyek egyrészt az egyes tagok amplitúdójára, másrészt a po-

1 Crelles Journal, 1915.
2 Math. Zeitschrift, 1. k.



JELENTÉS AZ 1932. ÉVI KÖNIG GYULA JUTALOMRÓL. 41

lynom differenciálhányadosának abszolút értékére szolgáltatnak 
felső korlátot:

A szerzők egyszersmind megállapítják azokat az egyetlen r po- 
lynomokat, amelyekre az egyik vagy a másik egyenlőtlenségben 
az =  jel érvényes.

Ezekkel a vizsgálatokkal kapcsolatos Egerváry utolsó [11] 
dolgozata, mely csak néhány hete jelent meg. Ez az egység­
körben nem-negatív általános harmonikus polynomokra vonat­
kozó szélsőérték-problémákat tárgyal. Először is fixen megadott 
fokszám mellett pontos alsó és felső korlátokat állapít meg e 
függvények értékére, és itt is megállapítja azokat az egyértel­
műen meghatározott harmonikus polynomokat, melyek a szélső 
értéket szolgáltatják. Továbbá — egy S. Bernstein-WI megoldott 
probléma1 általánosításaképpen — a következő problémát oldja 
meg. Az egységkörben nem-negatív n-edrendű harmonikus po- 
lynomnak adva van e kör kerületének két helyén az értéke; 
meghatározandó e kör egy tetszőlegesen megadott belső pontjá­
ban a polynomok minimuma. Egerváry e vizsgálatai a nem- 
negatív trigonometrikus polynomok FEJÉR-től származó para­
méteres előállításán alapulnak.

Mint láttuk, Egerváry számos munkájában a determináns­
elmélet fontos és hasznos segédeszköz szerepét tölti be. Az a 
dolgozat [10], melyről még szólnunk kell, teljességében a de­
terminánsok, illetve mátrixok elméletébe tartozik. E jelentés 
írója Frobenius egy tételének általánosításaképpen kimondotta és 
graph-elméleti úton bebizonyította a következő tételt.“ Bármely 1 2 1 2

1 Bulletin de l’Académie de l’URSS, 1930.
2 Mat. és Fiz. Lapok, 38. k.

Y  a k +  ßk <  2 COS —P  --------> (fc=l ,  2,..:,n

'  f f } ? * '

dr I . f n  (n +  l)2 (n +  2) 
d í l - y  12
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mátrixra az oly vonalak (azaz sorok és oszlopok) minimális 
száma, melyek összességükben az összes el nem tűnő eleme- 
meket tartalmazzák, megegyezik az oly el nem tűnő elemek 
maximális számával, melyek páronként nem feküsznek egy vo­
nalban. Egerváry e tétel új (t. i. teljes indukcióra alapított) 
bizonyítását és általánosítását adja. Ez az általánosítás a kö­
vetkezőképen fogalmazható. Válasszunk ki a valós, nem-negatív 
elemekből álló n-edrendű || a -̂ || mátrixból n oly elemet 
(aiVl, as,,,..., an»„), melyek kettesével más-más sorba és más­
más oszlopba tartoznak és legyen M az összes így adódó

aUl +  02vs -)----- b dnvn

összegek maximális értéke. Legyenek másrészt ..., An ; pv 
oly nem-negatív egész számok, melyek i , j —1,2 ,..., n-re 

kielégítik a
4" f-lj  Síi Oy

feltételeket. Akkor a

------ b +  f*n

összeg legkisebb értéke éppen M. (A fentemlített speciális tétel 
innen az esetben adódik, ha minden Oy vagy 0 vagy 1.) Eger­
váry egyszersmind bebizonyít egy ezzel az általános tétellel 
bizonyos tekintetben duális vonatkozásban álló tételt, mely 
ugyancsak érdeklődésre és további vizsgálatokra adhat alkalmat.

Ily módon áttekintvén — nagyjában időrendbeli sorrend­
ben — Egerváry Jenő tudományos dolgozatait, melyeknek pontos 
jegyzéke jelentésem végén található, befejezésképpen még csak 
néhány általános megjegyzést akarunk tenni. Egerváry több­
nyire igen elegáns módszerekkel számos addig ismeretes ered­
mény gyakran messzemenő általánosítását adta dolgozataiban. 
De az elért eredmények általánossága nem minden mathematikai 
műnél szolgálhat az illető mű érdemének kizárólagos fokmérőjéül. 
A teljes általánosság néha lehetetlenné teszi — már technikai­
lag is — a gondolatsor effektiv keresztülvitelét, különösen ahol 
számításokról van szó, ahol tehát a matematika forma-nyelve a 
keresztülvitel elé néha igen szűk korlátokat állít. Néha egy
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speciális eset teljes végiggondolása és részletes kifejtése nem­
csak a tanítás, hanem a tudomány fejlődése szempontjából is 
igen hasznos lehet, mert oly konkretizálásokat enged meg, ame­
lyeket a legáltalánosabb eset tárgyalása lehetetlenné tenne. Ezen 
a téren látjuk Egerváry tudományos működésének legfőbb ér­
demét. Egerváry számolókészsége — elsősorban ami a deter­
mináns-számításokat illeti — vörös fonálként végigvonul csak­
nem valamennyi munkáján, és ebben a tekintetben működésé' 
ben — H unyady Jenő és S choltz Ágoston munkáira gondolva — 
bizonyos fokig talán magyar mathematikai tradíciók feléledését 
állapíthatjuk meg.

Egerváry tudományos produkciója terjedelemre nem nevez­
hető nagynak; 18 éves tudományos működése alatt többéves 
szüneteket is találunk. Valóban Egerváry eredményeit nagyon 
megrostálva bocsátotta csak nyilvánosságra. Számos mathematikai 
gondolata még csak a jövőben vár részletes kidolgozásra és köz­
tük tudtunkkaí számos olyan is van, melyeknek eddigi mun­
káiban nyomát sem találjuk. Pl. az a kiváló térbeli szemlélő­
képesség, mely ábrázoló tehetségével együtt EűERVÁRY-t annyira 
jellemzi és amelynek e jelentés írója oly sok segítséget köszön,1 
szintén csak eljövendő publikációiban fog nyilvánosságra jutni. 
Amidőn tehát az 1932. évi König GYULA-jutalomra dr. Egerváry 
JENŐ-t hozzuk javaslatba,1 2 tesszük ezt nemcsak elismerésül a 
múltért, hanem egyszersmind buzdításul a jövőre.

König Dénes.

E gerváry  J en ő  m u n k áin ak  jegyzék e.
1. Az integrálegyenletek egy osztályáról, Math, és Phys. Lapok, 23, 

301—355, 1914.
2. A seismikus trajektóriákról s az ezekkel kapcsolalos Bertrand- 

féle problémáról, u. o., 26, 1— 18, 1917. Ennek német fordítása:

1 L. pl. Analysis Situs c. könyvem ábráit, melyeket Egerváry készített.
2 Az Eötvös Loránd Matematikai és Fizikai Társulat választmánya 1932.

ápr. 14.-i ülésén e javaslatot elfogadva 1932. évi König Gyula-jutalmát 
E g e r v á r y  JENŐ-nek ítélte oda. Szerk.
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Über die seismischen Trajektorien und über das ßertrandsche Problem  
in der Seismologie, Gerlands Beiträge zur Geophysik, 14, 284—299, 1918.

3 . Über die charakteristischen geometrischen Eigenschaften der 
Legendreschen und Tschebyscheffschen Polynome, Archiv d. Math. u. 
Physik (3), 27, 17—24, 1918.

4 .  On a m axim um -m inim um  problem  and its connexion with  
the roots o f equations, Acta litt, ac scient., Szeged, 1, 39—45, 1922.

5 .  Egy a symmetrikus, m ultilinearis form ára vonatkozó m inim um ­
föladat, Math, és Phys. Lapok, 29, 22—43, 1922.

6 .  Über gewisse Extrem um problem e der Funktionentheorie, Math. 
Annalen, 99, 542— 561, 1928.

7 . Einige Extremalprobleme im  Bereiche der tingonometrischen 
Polynome (közösen Szász Onó-val), Math. Zeitschrift, 27, 641—652, 1928.

8 .  A trinom  egyenletről, Mat. és Fiz. Lapok, 37, 36—57, 1930.
9 .  On a generalisation o f a theorem of Kakeya, Acta litt, ac scient., 

Szeged, 5, 78— 82, 1931.
10. Mátrixok kombinatorius tulajdonságairól, Mat. és Fiz.'Lapok, 

38, 16— 28, 1931.
11. Verschärfung eines Harnackschen Satzes und anderer Ab­

schätzungen für nichtnegative harmonische Polynome, Math. Zeit­
schrift, 34, 741— 757, 1932.

BERICHT ZUR VERTEILUNG 
DES JULIUS KÖNIG-PREISES VOM JAHRE 1932.

Die Budapester Loránd Eötvös Mathematische und Physikalische Ge­
sellschaft hat ihren Julius König-Preis für 1932 Herrn Dr. E. Egervárt 
für seine mathematischen Arbeiten zuerkannt. Kommission : G. Rados, 
Präsident; Mitglieder: L. Fejér, J. Kürschäk; Referent: D. König. Hier 
gibt der Referent eine Analyse und Würdigung der Egerváryschen 
Arbeiten, deren Liste sich am Ende des Referats befindet.

Dénes König.



GÁZKISÜLÉSŰ FESZÜLTSÉGOSZTÓK.

Fizikai és műszaki célokra, ahol állandó feszültségek szük­
ségesek, régebben kizárólag akkumulátorokat használtak. Tekin­
tettel az akkumulátorok nagy súlyára, körülményes karbantar­
tására, szükségesnek mutatkozott oly áramforrás szerkesztése, 
ami az akkumulátorok előnyét, a sima egyenáramszolgáltatást, 
állandó feszültségeket, kis belső ellenállást lehetőleg csekély 
térfogat mellett és folyadékalkatrész nélkül nyújtja.

Jelen dolgozat összefoglaló ismertetése egy, a legutóbbi évek­
ben kifejlesztett berendezésnek, ami a fent kitűzött cél meg­
valósítására a fizika és technika több ágában alkalmasnak bizo­
nyult. A berendezés két lényeges alkatrészből á ll: az áramot 
szolgáltató rész, ami lehet bárminő áramforrás (egyenirányító 
vagy dynamo) és egy berendezés, ami az áramforrás feszültsé­
gének és a terhelésnek ingadozásait kiegyenlíti, továbbá az 
áramforrás feszültségét felosztja. Ez a kiegyenlítő berendezés a 
gázkisülésű feszültségosztó.

I. A  g á z k is ü lé s ű  f e s z ü l t s é g o s z t ó  f e lé p í t é s e .

1. A kisülőköz.

Az 1. ábra egy kisülőköz egyenárammal felvett karakterisz­
tikáját mutatja. A karakterisztika bizonyos áramhatárok között 
közelítéssel egyenes vonalnak tekinthető.

( 1 )

«váltóáramú ellenállás» a kisülőköz jellemzője. A második jel­
lemző adata a kisülőköznek az E  kezdőfeszültség, amit a
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Kisülőköz karakterisztikája.

karakterisztika egyenesvonalú ré­
szének meghosszabbítása metsz 
ki a feszültségtengelyen. A kisülő­
köz feszültsége

U = E -\- I .w ,  (2)
ahol I  a kisülőköz áramterhe­
lése.1 A kisülőköz egyenáramú 
ellenállása tehát az áramterhelésé­
nek függvénye

m  =  $ + w .  (3)

A harmadik jellemző adata a kisülőköznek a gyujtófeszültsége: 
E  +  ez. ez túlfeszültség szükséges, hogy a glimmkisülés megin­
duljon.

2. A gázpotentiom éter. Szám szerű adatok. 
H árom  típus a gyakorlatból.

A gázfeszültségosztó két vagy több gázkisülőközből van fel­
építve.1 2 Az ezen célra használt kisülőközök már 1 =  5 ... 10 mA- 
nél egyenes karakterisztikával bírnak. Hideg katód körülbelül 
300 mA maximális terhelésig alkalmazható gázkisülésű feszültség­
osztó céljaira. A váltóáramú ellenállás pozitív és lehetőleg cse­
kély értékű legyen. A gyakorlatban w =  10.. .50 Si értékek szo­
kásosak ; átlagosan w =  20 Q. w ezen értéke 0 es 2000 H ertz 
ráhelyezett áram-rezgésszámok között körülbelül megkétszerező­
dik. A kezdőfeszültség értéke csőtípusonként változik. A gya­
korlatban az E  =  70 és E  =  140 V körüli értékek mutatkoztak 
a legcélszerűbbnek. A váltóáramú ellenállás dinamikus növeke­
désével a kezdőfeszültség kis mértékben csökken. A gyakorlati 
csőtípusoknál e2 <  50 V.

1 (2) hasonlít Wild és Duddel felfogására, amit az ívkisülések számítására 
vezettek be. V. ö. Handbuch der Radiologie. 4. kötet. 297. oldal.

2 A gázkisülésű feszültségosztók a szerző javaslatai szerint épülnek. 
V. ö. D. R. P. 565125, 574924 (1928. június 6) és magyar szabadalom 
101999, 101398, 104263.
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E  és w számértékek figyelembevételével (2) mutatja, hogy az 
áram tág határok között változhatik a kisülőközben, amíg a 
feszültség csak csekély százalékkal 
változik.3 A kisülőközökkel párhuza­
mosan kapcsolt csekély kapacitású 
kondenzátorral elérhetjük, hogy a kis­
ülőköz és kondenzátor eredő váltó­
áramú ellenállása 0—oo frekvenciák 
között egy megadott csekély impedan­
cia (pl. 25 Q) érték alatt maradjon; 
ilyen kapcsolásnál a kezdőfeszültség 
dinamikus változását is figyelmen kí­
vül hagyhatjuk. Egy ilyen módon ki­
egészített gázfeszültségosztó berende­
zés tehetetlenség nélküli feszültség­
szabályozásra alkalmas. A gázpotentio- 
méterben a kisülőközök egymással 
sorbakapcsolva vannak (2. ábra) a 
gázzal töltött térben elhelyezve. A /c-adik elektróda katód a &-adik 
kisülőközben és anód a (A:— l)-dik közben. A gázpotentiométer 
Uq feszültségű áramforrásra R  ellenálláson keresztül kapcsolódik.4 
Féltévé, hogy a gyújtás követelménye ki van elégítve (v. ö. III. fe­
jezet), megindul a kisülés a közökön, és az elektródok a megfelelő 
feszültségre kerülnek. A hasznos terhelések az elektródok kiveze­
téseihez kapcsolódnak. Minden kisülőköz, amíg nincsen párvonalas

3 A gázkisülést feszültségszabályozásra elsőnek F. Schröter (Berlin) 
használta fel. Y. ö. D. R. P. 323799 (1917. november 10).

4 Az előtétellenállás kb. Vs t7<y-t emészt fel a gyakorlatban. Az előtét­
ellenállás úgy méretezendő, hogy a hasznos áramokon felül még egy po- 
tentiométeráram is folyjék a kisülőközön. A potentiométeráram minimáli­
san 10—15 mA szokott lenni. V. ö. Das Stabilisator Stromversorgungssys­
tem. Mitteilung der Stabilovolt Gesellschaft. L. Kőrös u . R. Seidelbach, 
Verlag Hachmeister u . Thal, Leipzig 1932. Az előtétellenállás és tápláló 
feszültség célszerű megválasztásáról nyomás alatt van az E. T. Z.-ban 
Frommer József (Budapest) cikke.

2. ábra. Az n kisülőközü gáz­
potentiométer. Az elektródok­
ból minden kombinációban 
hasznos áramokat veszünk ki.
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hasznos ellenállás bekapcsolva, felveszi a teljes generátoráramot, 
ami R-en átfolyik. A hasznos terhelés bekapcsolásával csökken

a kisülőköz árama, megkö­
zelítően a hasznos terhelés 
áramával. Az üzem külön­
böző fázisai szerint az egyes 
kisülőközök különböző ára­
mokat vesznek fel, de a 
kapocsfeszültségek (2) szerint 
közel állandóak maradnak. 
A 3. ábra a 2. ábra elektro­
mos helyettesítő kapcsolását 
mutatja. A kisülőközök az 
1. ábra és a (2) egyenlet ér­
telmében helyettesíthetők 
egy-egy elektromotoros Ek 
erővel, az elektromotoros 
erőkkel a wk belső ellenál­

lások sorosan kapcsolódnak A 4—7. ábrákon két gáz-
potentiométer típust mutatunk be. A 4. és 5. ábrák kisebb telje­

sítményű csövek («Stabilisa­
tor» T R T 10 és TR T 280/80) 
felépítését mutatják. A ku­
pakszerű elektródok szige­
telő tányér hornyaiban fek­
szenek. A legbelsőbb elek­
tród a legpozitívabb. Négy 
kisülőközt tartalmaz egy cső­
egység. A kisülések egymás­
tól elektromosan függetle­
nek, a közök csakis a közös 
elektródok útján kapcsolód­

nak. A kisülőközök 70 voltos üzemfeszültségre készülnek. A kis­
ülőközök az elektródok nagysága szerint belülről kifelé a nö­
vekvő értékű árammal terhelhetők. A TRT  10 típusnál az áram-

3. ábra. A gázpotentiométer elektromos 
helyettesítő kapcsolása. R az előtét ellen­
állás, E1. . . Ek. ..  En kezdőfeszültségek 
elektromotoros erők, . . .  wk. . .  wn a 

kisülőközök váltóáramú ellenállásai.

4. ábra.
A «Stabilisator» TRT 10 

metszete, átmérő 45 
mm, hossza 128 mm.

5. ábra.
A «Stabilisator» 

TRT 10 külső 
képe.
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értékek 40, 60, 80, 80 mA, a TRT  280/80-nál 80, 80, 90, 
100 mA. A yaselektródok földalkáli fém bevonattal vannak el­
látva. A cső gázkeverékkel van töltve, aminek főalkotó eleme 
neon. A nyomás cm nagyságrendű. A TR T  280/80 cső karak­
terisztikáit a 8. ábra mutatja. A 6. és 7. ábrák a TRT  600/200

6. ábra.
A «Stabilisator» TRT 

600/200 metszete. 
Átmérő 85 mm, 
Hossza 350 mm.

7. ábra.
A «Stabilisator» 

TRT 600/200 külső 
képe.

típust mutatják be. Az 
elektródok itt is kupak- 
szerűek, tányérszerű tolda- 
lékukkal illeszkednek az 
üvegfalra fektetett csillám­
lapra. A részfeszültségek 
értéke 145 V. A kisülőközök 
200 mA árammal terhel-

8. ábra.
a:  egy «Stabilisator» 

b : egy stabilizált áramforrás 
karakterisztikái.

hetők. A «Stabilisator» csöveket tetszésszerinti számban lehet 
sorba kapcsolni nagyobb feszültségek állandóan tartására és 
osztására, párhuzamosan azonban nem kapcsolhatók, mivel a 
kezdőfeszültségek és a belső ellenállások a különböző cső- 
egyedeknél nem teljesen azonos értékűek. Az iizemfeszültség- 
eltérés az azonos típus megjelölés alatt forgalomba hozott csö­
veknél ±5%  határon belül van; speciális célokra forgalomban 
vannak olyan csősorozatok is, ahol az egyedek feszültségének

M atem atikai é s  F izik ai Lapok. XXXIX.
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legnagyobb eltérése ± 1 ‘5% határon belül fekszik. Felesleges 
kisülőközök rövidrezárással kapcsolhatók ki.

A kisülőközök egy feszültségosztó rendszeren belül más, mint 
a leírt potentiométer kapcsolásban is szerepelhetnek. A rész­
feszültségek a fogyasztókkal sorosan kapcsolt kisütő elemekkel is 
redukálhatok; a párvonalas potentiométerszerű kapcsolás kombi­
nálható soros kapcsolásokkal. Mivel a potentiométerszerű feszült­
ségosztók, a gázpotentiométer ek gyakorlati jelentősége túlnyomó, 
a további fejtegetéseinkben csakis ezeket tartjuk szem előtt.

I I .  G á z p o t e n t io m é t e r e k  ü z e m i  a d a t a in a k  
m e g h a tá r o z á s a .

Az Uq elektromotoros erejű áramforráshoz kapcsolódik R  
ellenálláson keresztül az n kisülőközből álló n + 1 elektrodájú 
gázpotentiométer (2. ábra). A &-adik kisülőközön, ami a k és 
(&+l)-ik elektródok között fekszik, folyik az h  áram; a kisülő­
köz feszültsége legyen Uk- A kezdőfeszültség Ek és a váltó­

áramú ellenállás wk isme­
retes állandók. A gázpoten­
tiométer (w+1) kapcsa min­
den kombinációban vagy is­
mert ipq áramokkal, vagy 
ismert rpq ohmikus ellenállá­
sokkal (jp— 1, 2 ...n ; q— ŷ 
3...W +1; p < q )  van meg­
terhelve, ahol a p és q in­
dexek azon elektródák rend­

száma, ahova a fogyasztó be van kapcsolva. Az ellenállások 
értékének felsőhatára nincs, a terhelő áramok eltűnhetnek. A ter­
helő ellenállások alsóhatárát, vagyis az áramok felsőhatárát az 
szabja meg, hogy a terhelés következtében egy kisülőköz sem 
maradhat áram nélkül.

A gázpotentiométerrel szabályozott áramforrások üzemében kö­
vetkező fontos kérdések merülhetnek fel:

9. ábra. Kétközös gázpotentiométer. 
r12 terhelést 1, 2a és 2a, 3 között kap­
csoljuk ide-oda. Az É7, és U2 részlet­

feszültségek e közben állandóak 
maradnak.
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1. Meghatározandó a hasznos feszültségek változása, ha az 
Ug táplálófeszültség ± J U G értékkel változik.

Tartsuk a 9. ábra elrendezését szem előtt. UG feszültségű áramfor­
rásról R ellenálláson és D szürőkörön át kapcsolódik be a legegyszerűbb : 
két kisülőközös gázpotentiométer. Az r12 hasznos terhelésben egy át­
kapcsoló azáltal változtatja az áram irányát, hogy felváltva a 2a—l"és 
2a—3 kapcsolást létesíti. Grafikusan a 10. ábra tünteti fel a viszonyo­
kat. Chv Ch2 vonalak a gázpotentiométer karakterisztikái (élesebb met­
széspontok kedvéért a karakterisztikákat meredekebbre rajzoltuk.) Az 
U=Ug—RR  egyenes és a Ch2 vonal A/2 metszéspontja jelöli ki a IL 
üresjárási gázpotentiométer áramot. Ez az állapot az átkapcsolás folya­
mata alatt lép fel. Az üresjárási részfeszültségeket: U\ és ü r, az M2-n 
át vont függőlegesből metszik ki Chv Ch2 karakterisztikák. Ha a tápláló 
feszültség megváltozik, pl. UG + AUG-ra nő, úgy az U=UG-\-dUG—I.R  
és Ch2 egyenesek új metszéspontján át vont függőlegesből a €hx ka­
rakterisztikával A/2 pontból vont párhuzamos kijelöli a 2. részfeszültség 
változását,

A gyakorlatban ±10% -os táplálófeszültség ingadozás körül­
belül ±0*1% -os feszültségváltozást idéz elő a gázpotentiométer 
feszültségeinél.

2. Meghatározandó az «önváltozás», vagyis az a feszültség­
változás, ami a p  és q elektródok között fekvő kisülőközök 
ismert árammal való megterhelése következtében egy a p  és q 
elektródok között fekvő í-ik részfeszültségnél fellép.

A 9. és 10. ábrán i12 áram terheli meg az 1. részfeszültséget. A kisüló- 
közben Ix áram marad. Ut a megváltozott részfeszültség. Az áram-tengely- 
lyel A-ból vont párhuzamos kimetszi az i¥2-n át vont függőlegesből a 
JC/j feszültségváltozást, az önváltozást. Mivel az 1. kisülőköz feszült­
sége csökkent, az egész gázfeszültségosztó feszültsége és így a Cht ka­
rakterisztika átmegy Ch'̂ -be, amiáltal á/2 pont M -̂be megy át és az 1L 
üresjárási áram Im-re növekszik. Az i12 áramot tehát nem 1L, hanem 
lm. egyenesétől kell felmérni.

Az önváltozás gyakorlatban üresjárás és teljes terhelés között 
kb. 1—2%.

3. Meghatározandó a «közvetett változás», vagyis a AJUZ 
feszültségváltozás, ami a p  és q elektródok között fekvő kisülő­
közök ismert árammal való megterhelése következtében egy, a 
p  és q elektródokon kívül fekvő 2-ik részfeszültségnél fellép.

4*
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A 10. ábrán látjuk, hogy a 2. kisülőközön, mivel az 1. közből ára­
mot vettünk ki, a generátor áram IL-ről / OT-re megnövekedett. Ez az 
áramnövekedés a AAL\ feszültségváltozást hozza létre. AAU^-t a Cht 
karakterisztikával bői vont párhuzamos metszi ki az l m egyeneséből.

A közvetett változás nagyon csekély, a gyakorlatban körül­
belül 0*01% nagyságrendű.

4. Meghatározandó az önváltozás és a közvetett változás, ha 
a hasznos terhelés ellenállása ismert.

1. A tápláló feszü ltség  ingadozásának befolyása.

a )  O h m i k u s  e l ő t é t e l l e n á l l á s .

Ha a tápláló feszültség valamilyen oknál fogva ingadozik, akkor 
ingadozik a gázpotentiométer potentiométerárama (10. ábra).

A gázpotentiométer feszült­
ségei ennek ellenére gya­
korlatilag állandóak marad­
nak. Közvetlenül világos, 
hogy feszültségváltozás a 
kisülőközökön csakis a w 
ellenállásokban előálló po- 
tentiométeráramváltozás kö­
vetkeztében (3. ábra) jöhet 
létre, míg az állandó kez­
dőfeszültségeknek a feszült­
ség változásában szerepük 
nem lehet. Az R  előtét­
ellenállás és a wk belső­
ellenállások potentiométert 
alkotnak és ezért a ±A U G 
táplálófeszültségváltozás kö­
vetkeztében a í-ik közön 
létrejövő ±.AU\G) feszültség­
változás, ha a gázpotentio­
méter terheletlen:

10. ábra. Kétközös gázpotentiométer.
A karakterisztikákat áttekinthetőség ked­
véért meredekebbre rajzoltuk. IL az üres­
járási áram, Im a generátoráram terhelés­
kor, Ix a potentiométeráram terheléskor, 
í j és É72 a részletfeszültségek megter­
helve, áUx az önváltozás, ddU2 a közve­
tett változás, d V ^  a tápláló feszültség 

következtében lép fel.
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és

± á ü f ) = ± j u (, W t

R  +  2  wkk= 1

i  AU[ ] <L ±  AUc wt
R

(4)

(4a)

Mivel R > w t, a táplálófeszültség ingadozása lényegesen reduká­
lódik. Ha a k-ik kisülőközt egy ik>k+i áramot felvevő rk>k+1 
ellenállással megterheljük és a k-ik közzel párvonalasan más 
hasznos terhelés nincsen bekapcsolva, úgy érvényes

Ezekből

Uk =  Ek -j- Ik.wk
L k  == 'f'k, k + l ’ ik ,  fc+ 1  

l m  —  l k  +  ik ,  k+ 1-

 ̂k, k +  1  T n r  |  'f'k, k + 1  •  y
- - - - - - - - - - - - j- - - - - - - - J & f c d - - - - - - - - - - - - - - - i- - - - - - - - 1 mk̂, k+lArWk Tk, fc+l +  Wfc

m
(5)
(6)

(7)

Uk tehát két részből tevődik össze. Az első tag az Ek feszült­
ségből a wk és rk)k+1 által alkotott potentiométeren reduká­
lódik (3. ábra), a másik a generátoráram feszültségesése a pár­
huzamosan] kapcsolt wk és rk> k+\ ellenállásokon. A tápláló­
feszültség ingadozása csakis a (7) egyenlet jobboldalának Im-et 
tartalmazó második tagját befolyásolja, így valós wk és rk>k+1 
esetén az Im változásával fellépő feszültségváltozás a második 
tagon és vele együtt Uk-án rk> k+\ — oo, azaz terheletlen kisülő­
köz esetén a legnagyobb. Az okoskodás kiterjeszthető arra az 
esetre, ha a hasznos terhelés nem közvetlenül a k és k +  1 
elektródokhoz kapcsolódik, hanem egyik végével 1 és k, a másik 
végével k-R 1 és n -\-1 közötti elektródok bármelyikéhez. AU\ 
értékére a terhelésnek csak minimális befolyása van, mivel a

gyakorlati esetekben ----Tk’k+̂ ----~  1, így (4) gyakorlati szá-J rk, k+i-]-wk
mitásokhoz, ahol amúgyis csak a várható feszültségváltozás felső­
határa érdekes, tökéletesen megfelelő.
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(4) egyszersmind az előtétellenállás és gázpotentiométerből 
álló kör szűrő hatásának mértéke is. Ha az előtétkor fojtó­
tekercset tartalmaz és AUg periodikus függvénye az időnek, úgy 
R helyébe az előtétkor komplex ellenállása helyettesítendő a 
fázisszög figyelembevételével. Magasabb rezgésszám esetén a 
gázpotentiométerrel párhuzamosan kapcsolt kapacitások is szá­
mításba veendők.

1. Példa : Legyen n —2 (9. ábra); £ ,1= £ 'a= 7 0  V ; io1= ie 2= 2 0  Q ; 
f? =  2000 Q ; Ug =  300 V. Mekkora a hasznos feszültség maximális 
ingadozása, miközben a táplálófeszültség -± 10%-ot ingadozik, azaz 
±  AUg =  ±  30 V? (4) szerint:

±  AU[G) <  ±  AUg ~  =  ±  0-3 V, azaz ±  0-4% és AUf> =  AUf.rí

Ez a csekély ingadozás is csökkenthető lenne a gázpotentiométerek 
kaskád kapcsolásával,5 vagy pedig vashidrogén előtétellenállás alkalma­
zásával.

b) V a s h i d r o g é n  e l ő t é t e l l e n á l l á s .

Az ohmikus előtétellenállással dolgozó gázpotentiométer elég 
jól szabályozott feszültséget biztosít a fogyasztóknak, de a táp­
láló áramforrást, annak feszültség] állapotához képest, változó 
árammal terheli meg (10. ábra). Kisebb áramok levételénél a 
generátoráram ingadozása nem játszik lényeges szerepet, de ha 
a tápláló áram körülbelül 80 mA, vagy annál nagyobb, úgy cél­
szerű vashidrogén előtétellenállást alkalmazni. A vashidrogén 
előtétellenállás használata azonfelül lényegesen megjavítja a 
feszültségállandóságot ingadozó táplálófeszültség esetén.

A 11. ábrán mutatjuk egy ilyen összeállítás munkagörbéit. 
A vashidrogén ellenállás sarkai között fellépő 0 . . .u  feszültség­
határok között (ab szakasz) közelítően ohmikus ellenállásként 
működik; u és 3u feszültséghatárok között azonban az áram 
értéke csak (i— di)-től (i +  dz)-re változik, ahol i a 2it feszült-

°  0. Sudeck (Deutsche Versuchsanstallt für Luftfahrt, Berlin) javaslata. 
V. 5. H. E. Kallmann, Zeitschrift für Hochfrequenztechnik 1932. 2. füzet 
és D. R. P. 568,951.
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ségnél átfolyó áram. így a vashidrogén ellenállása áramválto­
zásokkal szemben:

(8>

Ezzel az Rh ellenállással kell (4) képletben számolni R  helyett.
Ha a vashidrogén ellenállással sorban még ohmikus ellen­

állás vagy fojtótekercs, vagy vacuum- 
egyenirányítócső R' ellenállása van be­
kapcsolva, úgy (4) képlet

R =  R' +  Rh (9)
értékkel számolandó.

A 11. ábra szerint a vashidrogén 
ellenállás egy olyan fiktív ohmikus ellen­
állással helyettesíthető, aminek értéke 
a vashidrogén áramváltozásokkal szem­
ben tanúsított ellenállásával egyenlő, 
egyidejűleg azonban Uq táplálófeszült­
ség is helyettesítendő egy fiktív Ugh 
feszültséggel. Ugh-t a beszabályozó hatá­
rok közé eső vashidrogén áramkarakterisztikarész egyenesvonalú 
meghosszabbítása metszi ki a feszültségtengelyből; az áramten­
gelyből az Ifíh fiktív rövidjárási áramot metsz ki a meghosszab­
bítás. A táplálófeszültség emelkedésével az abc vonal az a'b'c'-be 
megy át és az abd háromszög a a'b'd'-be. Mivel abc s* a'b'c', 
a megnövekedett fiktiv táplálófeszültség ellenére is csak az 
eredeti á Ug tápláló feszültség változással kell számolnunk a (4) 
képletben; így a vashidrogén ellenállás úgy hat, mintha százalé­
kosan kisebb lenne a generátorfeszültség ingadozása és nagyobb 
az előtét ellenállás. Ezen meggondolások a vashidrogén ellen­
állás hőtehetetlensége következtében csakis lassú feszültség­
változásoknál helytállóak. Gyors változások a (4) szerint ját­
szódnak le, ahol R  a pillanatnyi ohmikus, illetőleg komplex 
ellenállása az előtétkörnek. A gyakorlati esetekben a legtöbb­
ször fojtótekercs van a vashidrogén ellenállással sorosan kap-

11. ábra.
A vashyorogén előtét­

ellenállás munka-viszonyai.
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csolva és így a lökésszerű táplálófeszültség változások is kellő 
mértékben redukáltatnak az előtétellenállásokból és gázpotentio- 
méterből álló rendszeren.

2. P élda: Az 1. példabeli berendezést vashidrogén ellenállással lát­
juk el. A szabályozó határokat u —70 V-től, 3w =210 V-ig választjuk, az 
áramfelvétel 2w =140 Y-nál legyen ? = ‘80 mA. <J=8%, tehát ±<^=6*4 mA. 
(8) szerint

R h =  - j j f  «  10930 Q.

Ha a D szűrőkor ohmikus ellenállásán 30 V feszültségesés jön létre, 
úgy R' =  30 V/80 mA =  375 Ohm. A vashidrogén ellenállás normális, 
Ug—300 V táplálófeszültségnél 130 V-ot emészt fel. ± A U g— +  30 V-nál 
(4) és (9) szerint:

±  AU^  <  ±  AUg «  ±  0-053 V és AU[G) =  AU(G\R i Rh
vagyis a táplálófeszültség ±  10%-os ingadozása +  0*075% hasznos­
feszültség változást okoz.

2. Az önváltozás m eghatározása  
ism ert áram terhelés esetén.

A k-ik részletfeszültségre fennáll (2. és 3. ábrák)
k n + 1

l m  —  l k  ~f~ 2  ^p<? (fc—l . . . n )  
p = l g = f c + í

(10)

(2a) figyelembevételével

uk
/  fc n + 1  \

=  -&fc ~\~ ( I m  2  í p q ) tüfc, 
V p = l q = k + í  '

d l)

fennáll azonkívül
n

U g  =  2  & fc +  I m R (12)
k = 1

(11) figyelembevételével

u G- Í E k +  i  £  n2 i pqwk
t  __  __________fc=  1_________fc=  1 p =  1 g = fc  +  l _______

fc=l

( 13)
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(13) jobboldala ismert tagokból áll, így Im értéke meghatároz­
ható és ezzel (10) alapján Ik és (2a) segítségével ET*.

A AUt feszültségváltozás, ami a t-ik kisülőközön azáltal jön 
létre, hogy a p  és q-ik elektródák között különböző nagyságú 
ipq és ipq áramok vétetnek k i:

jut = ur-inw t, ■ (i4)

ahol / ((1) és 7t<2) az ipq, illetve az i% terhelő áramhoz tartozó kisülő­
köz áram. Amíg p < t< q , a t-ik kisülőköz keresztárama a ter­
helés következtében csökkenik (v. ö. 10. ábra). Pozitív váltó­
áramú ellenállásnál tehát, növekvő hasznos terhelés esetén az 
önváltozás : feszültségcsökkenés.

(14)-ből (10) és (13) figyelembevételével:

AUt =

+

t n + 1

2’ 2  ( «  -  W  W' +
1 q = t + 1 -I

r n  k  n  + 1 ... I (15)
2  2  2 M Í Í - « 'Lfe=l p = l  q = k + 1 -*

P=1 q 
W t

-fí H~ 2  ^fc=í
Mivel ipq >  ip1,, a (15) jobboldalának második tagja mindig 

negatív.
Az első tag szögletes zárójelben álló része nem más, 
mint a í-ik közzel párhuzamosan lefolyó összes ára­
mok változása.

t n + l

2  2  (ip? — ftO =  ji t  jelöléssel
p = l g = f + l

J t / í  =  J Í í MIí

W t  A  í/c Wk
k =1_______

#  +  2  Wfc 
f c = l

(16)

(16a)

(17)

es
A Ut < Ait wt (17a)

(17a) egyenletet a következő egyszerű meggondolással is nyer­
hetjük : ha a kisülőköz árama Ait-vel, úgy a kapocsfeszültsége 
Ait.Wrvei változik. Ha viszont Ait áramot veszünk ki egy kisülő-
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közből, mint hasznos áramot, úgy a kisülőköz árama mindig 
kevesebbel csökken, mint Ait, mert a generátoráram pozitív 
váltóáramú ellenállású gázpotentiométernél a terhelés foly­
tán megnövekszik. A növekedés például a 10. ábrán lm — IL- 
A feszültségváltozás tehát kisebb, mint Ait .w t . A 10. ábrán 
JU 1 = ií^wí — {lm — P) A gyakorlat követelményeinek (17a) 
egyenlet megfelel, mert a feszültségváltozás felsőhatárát adja és 
a gyakorlati feladatok rendszerint a megengedhető feszültség­
változás felsőhatárát írják elő.

Az elhanyagolt második tag és így az f hiba akkor lesz maximum, 
ha az üresenjáró gázpotentiométer valamennyi részfeszültségét határ­
értékben theoretikusan kivehető Ait 5Í Im generátorárammal terhel­
nék meg :

n
W t lm  2  VJk

--------¥ — • (18)
R  +  2  Wk

k= 1

3. Példa. Az 1. példa adatai megtartásával (9. ábra) legyen az r12-be 
befolyó munkaáram iu — 40 mA. Rendszertelen időközökben bekapcso­
lódik r13 is mint hasznos terhelés és i13=  10 mA áramot vesz fel. Meg­
határozandó a)  a generátoráram terheletlen gázpotentiométernél, b) a 
.generátoráram terhelt potentiométernél, c) az üresjárási feszültségek, 
d) a terhelés következtében C/j-en fellépő feszültségváltozás.

a) A generátoráram terheletlen gázpotentiométernél (13) szerint

/£ =  C c- ( £ ,  +  £,) + (> =  7g.4 mA
R  -f- Wj

b) A generátoráram terhelt gázpotentiométernél (13) szerint:

t & (^1 E2) +  _ y g . j

R  +  w t +  u'2
A  különbség tehát csak 0*7 mA.

c) Az üresjárási feszültségek (rn  átkapcsolás alatt, r13 =  oo) (2a) 
szerint

í/f  =  Et +  wt =  71-56 V
•és

U\ = U \.
d) A terhelés következtében t/f-nél fellépő feszültségváltozás: (16) 

alapján, az 1. kisülőközzel párhuzamosan lefolyó hasznosáramok változása, 
miközben a gázpotentiométer üresjárásból terhelt állapotba jut
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ezzel (17a) szerint

AUX <  Aix.w x =  1 V, azaz Ux l*4%-a.

A maximális hiba, amit a (17) jobboldalának rövidítésével elkövethe­
tünk (18) szerint:

f=  — ^  1 ^  =  0’031 V azaz U\  0-045%-a.

A számítási hiba tehát a gyakorlati mérési pontosság alatt van.

3. A közvetett változás m eghatározása ism ert 
áram terhelésnél.

A közvetett változás azonos szerkezetű (17) elhanyagolt tagjá­
val, az önváltozás egyszerűsített képletében éppen a megnöveke­
dett generátoráram hatását, vagyis a közvetett változás létre­
hozóját hanyagoltuk el. Ha a hasznos terhelés a p  és q elektródok 
között növekszik, és a p  és q-n kívül fekvő z-közön állandó ma­
rad, úgy egy z-ik közre (17) átmegy

q
w z 2] A ikWk

U ,= ------- ------------ (19)
R  +  2  wk

k =  1

képletbe. A közvetett változás, ha p és q között a hasznos ter­
helés növekszik, feszültség emelkedés. A közvetett változás csak 
egy tört része az önváltozásnak, innen a «AA» jelölés. Ha a 
p  és q-n kívül fekvő s kisülőközök meg vannak (ohmikus ellen­
állással) terhelve, úgy (19), mivel Ais =# 0, csak jó közelítés. Gya­
korlati számításokra az abszolút értéket

%Mkwk
-ti k=v

(19 a)

felsőhatár adja. Vashidrogén előtétellenállás használata esetén, 
amennyiben a változás gyors lefolyású, a vashidrogén pillanatnyi 
ellenállását kell R meghatározásakor figyelembe venni. A pil-
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lanatnyi ellenállást a vashidrogén ellenállás által felemésztett 
teljes feszültség és az átbocsátott áram viszonya adja meg.

4. Példa. Meghatározandó a feszültségnövekedés ÍJ2-nél, miközben az 
1. Példán megadott berendezésnél Ut részfeszültséget ?12 =  40 mA hasz­
nos árammal megterheljük. A közvetett változásnál a gázkisülés egyenet­
lenségei egy nagyságrenddel nagyobbak.

in
(19a) alapján AAU% <  — in .w t ^  0-008 V, azaz Ut 0-011%-a.

Mint látjuk, a részfeszültségek a gázpotentiométernél gyakorlatitag egy­
mástól teljesen függetlenek. A közvetett változásnál a gázkisülés egye­
netlenségei egy nagyságrenddel nagyobbak.

4. A gázpotentiom éter feszü ltség változásainak  
m eghatározása, ha a h aszn os terhelések  

ellen állása  ism ert.

A gázpotentiométert (2. ábra) rvq ellenállásokkal terheljük 
(p =  l...w ; q =  2, 3 ...n  +  1; p < q)

ipq= ^ - “z u s (20)
i p q  s = p

(10) és (2a) figyelembevételével írható
k w + 1  q—1

=  0 <*-<-•» (21)
p = l  q = k  + 1 s = p  P<*

a (21) és (12) n-f-1 egyenletből álló egyenletrendszer segítségé­
vel kiszámíthatók az £7X. .. Un feszültségek és a generátoráram/m. 
Ezen számítást különböző terhelő ellenállásokra elvégezve nyer­
hetjük a feszültségváltozásokat. Ez a számítási mód gyakorlati 
célokra kevéssé alkalmas hosszadalmassága folytán.1

A 12. ábra egy grafikus módszert mutat be 1 2 az üzemi adatok meg­
határozására, azon speciális esetre, ha a hasznos terhelő ellenállás két 
szomszédos elektróda közé kapcsolódik. A vizsgált z-ik kisülőköz karakte-

1 Egy egyszerűsített közelítő számítási módot mutattam be R. S e i d e l b a c h - 

hal megadott terhelő ellenállások esetére az Archiv für Elektrotechnik, 1932. 
XXVI. kötet, 546—549. oldalán.

2 A módszer F r o m m e r  JózsEF-től (Budapest) származik.
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risztikája Ch2 egyedül felrajzolandó. Táplálófeszültségképpen, ha wkh'k, k+ 1 

értékét 1 mellett elhanyagoljuk

=  u o -
>'k, k+ 1

fc“ i  >'k, k+l +  Wk
k=£z

Ek Ä  Ug -% E k
k= 1fc=j=*

( 22)

értéket visszük fel. Az előtétellenállás

Vk,k+1 . Wk
R M  =  R  +  2

rk, k + í +  Wk
fc+2

R + 2fc=í fc#=2
(23)

értékkel veendő figyelembe. Az Ír (z ) pontot az U^/R™ határozza meg. 
Az M pont vetülete az abscisszán adja a generátoráramot lim / m, ha a

F Z, Z+1 = »
z-ik köz nincs megterhelve. v2,z+ i  egyenest berajzoljuk a koordináta- 
rendszerbe és összeadjuk a Chz 
karakterisztikával ugyanazon fe­
szültségértékhez tartozó abscisszái- 
kat. Az így nyert x  és az U'g* 1R (z ) 
metszéspontjának M'-nek vetülete 
határozza meg Im generátorára­
mot és Ug kapocsfeszültséget a ter­
helés bekapcsolása után. A pont 
projekciója adja meg Iz kisülőköz 
áramot, M  és M ' magasságkülönb­
sége a A  Uz , az önváltozás. A kis-

V z ,  2 4 - 1  =  00

ülőközök kis váltóáramú ellenállá­
sára tekintettel ajánlatos a grafikus módszer alkalmazásánál csak a 12. 
ábra behatárolt részét felrajzolni és a feszültségléptéket lehetően nagyra 
választani.

12. ábra. Grafikus eljárás az üzemi 
adatok meghatározására.

I I I .  A  g á z p o t e n t io m é t e r  g y ú j t á s i  v i s z o n y a i .

Amint az I. fejezetben közöltük, a kisülőközök üzembelépésé­
hez E  -\- e2 gyujtófeszültség, vagyis e2 túlfeszültség szükséges. 
A gázpotentiométer n kisülőközének gyújtásához, ha a kisülő­
közök egyidejűleg gyulladnak 2  (Ék +  Vzk) feszültség szükséges.

Ic=l
Ha a kisülőközök egymásután gyulladnak, úgy az egész gaz-

n
potentiométer csak Ek + e2i gyujtófeszültséget kivan, ahol e2í 
az utolsó üzembelépő kisülőköznél szükséges túlfeszültség. A kö­
zök egymásutáni üzembelépését gyujtóellenállás sorozattal érjük
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el. Az ellenállások célszerűen valamennyi közbenső elektródot 
az egyik szélső elektróddal kötik össze. A 2. ábrán például 

r13, • • -r\, k+i>- • -í"í, n ellenállások lennének mint gyujtóellen- 
állások szükségesek. Ha az Ug táplálófeszültséget fokozatosan 
0-tól növeljük, úgy 1% n ellenálláson át először az n-ik köz gyul­
lad meg, majd r^n-i-en az (n—l)-ik s igy tovább. Gyújtás után 
már csak az üzemi feszültséget fogyasztják a közök, igy amire

n
az 1. kisülőköz kerül gyújtásra, a 2  +  ezt feszültségbőlk=1
E\ +  e2í marad, ami éppen elegendő az első köz gyújtásához. 
A gyujóellenállások glimmkisülésű gázfeszültségosztóknál elég, 
ha O'l mA nagyságrendű áramokat vezetnek, így a gyújtó- 
ellenállás sorozat áramfogyasztását gyakorlati szempontból figyel­
men kívül hagyhatjuk. Ha a gázpotentiométert fogyasztókkal 
megterhelve kapcsoljuk be az áramkörbe, úgy az előtétellenállás­
ból és a hasznos terhelésekből álló gyakran bonyolult ohmikus 
feszültségosztórendszer szabja meg a gyújtás előtt a gázpotentio- 
méter elektródái között uralkodó feszültséget. Ohmikus előtét­
ellenállással dolgozó gázpotentiométernél tehát meg kell vizs­
gálni, hogy adott táplálófeszültség, előtétellenállás és fogyasz­
tók esetén az egyes kisülőközök megkapják-e a szükséges gyújtó- 
feszültséget. Ha a hasznos terhelés gyújtás után kapcsolódik be, 
úgy a gyújtás a terheléstől függetlenül történik és határesetben 
az egész Im áram kivehető hasznos terhelésképpen. Amint látni 
fogjuk, vashidrogén előtétellenállás használata esetén a generátor­
áram gyakorlatilag teljesen kihasználható azon esetben is, ha 
a gázpotentiométert hasznos terheléssel együtt kapcsoljuk be.

Vizsgáljuk a gyújtás feltételeit egy speciális esetben. A gáz- 
potentiométer n egymással teljesen azonos tulajdonságú, U kö­
zepes üzemi feszültségű kisülőközből áll. m számú kisülőköz át 
van hidalva egy x  hasznos terheléssel. Az x  ellenállás, amivel 
együtt a gázpotentiométer bekapcsolható, az

[Ug — (n — m) U] • -7—̂ —  >  m. U +  ez (24)ti +  x  —
egyenletből
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(25)

R  csökkenésével csökken a legkisebb ellenállás is, amivel a 
gázpotentiométer bekapcsolható. R  csökkenésével viszont a ki­
használatlan keresztáram nő a gázpotentiométerben. Vashidrogén 
előtétellenállás alkalmazása a gyújtás szempontjából előnyös, 
mivel a vashidrogénellenállás «hideg» vagy «langyos» ellenállása 
csekély. Ennek következtében kis ohmszámú hasznos terhelő 
ellenállás kapcsolható be *(25) alapján vashidrogén előtétellen­
állás használatakor, vagyis a kivehető áram értéke nagy.

5. Példa. Megállapítandó, hogy mekkora maximális áramterheléssel 
kapcsolható be egyidejűleg az 1. Példa szerinti elrendezés a) ohmikus 
előtétellenállás, b) vashidrogén előtétellenállás használatával. A tápláló­
feszültség legalacsonyabb értéke, 0*9 Ug veendő figyelembe, mint leg­
kedvezőtlenebb eset. U közepes értékét a 3. Példa alapján ^  72 V-al 
vesszük figyelembe.

a) Ohmikus ellenállásnál (25) szerint:

b) A 2. példabeli vashidrogén «langyos» ellenállása kisebb # ^ = 2 5 0  
Si-nál. A szűrőkor ellenállása R ' =  375 íí. Ezzel

Vagyis a gázpotentiométerből bekapcsolásával egyidejűleg kivehető 
áram a megengedhető maximális hasznos áram értéke fölött van. 
A maximális hasznos áram Im — 80 mA generátoráram esetén körül­
belül 65 mA-re szabható meg. A fenti eredmény azt jelenti, hogy vas­
hidrogén előtétellenállás esetén a gyújtási feltételek vizsgálását figyelmen 
kívül hagyhatjuk.

és

L» &  —— Ä  22 mA. 12 x

x  =  (R«> +  R') l .U + e 2
0*9 UG -  2 U — ez

=  (250 +  375) 72 +  50 ÄJ1000 és i13 &  72 mA.
0-9.300 — 144 —  50
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I V .  A  g á z p o t e n t io m é t e r e k  g y a k o r la t i  
a lk a lm a z á s a i .

Az adóberendezések első 1—5 magasfrekvenciájú fokozata, 
valamint a modulációs erősítő érzékenyek a feszültségingado­
zásra. A gázpotentiométer adóberendezéseknél a következő fel­
adatokat végzi: a) Állandóan tartja a táplálófeszültséget inga­
dozó hálózati feszültség esetében is. b) Függetleníti egymás­
tól az egyes erősítő fokozatok feszültségét az adó modulálása 
folyamán; a feszültségfüggetlenítés csakis olyan szabályozó 
elemmel történhetik, ami tehetetlenség nélkül és a legmélyebb, 
0 frekvenciára (Morsejelek) is hatékony, c) A hangolás alatt fel­
lépő anódáramkülönbségek folytán feszültségváltozásokat nem 
enged létrejönni, d) A rácsfeszültségeket rácsáram fellépése ese­
tére is biztosítja8 és függetleníti az anódáramtól. Az a —d alatt 
felsorolt előnyök az adó kisugározott rezgésszámára9 — és az 
antennateljesitmény állandóságára van kedvező hatása. Oly hosszú- 
és rövidhullámú adóállomásoknál, ahol a hullámhossz ugrás­
nélküli változtathatósága követelmény és így kvarcvezérlés nem 
alkalmazható, üzemszerűen elérhető a feszültségek állandóantar- 
tása révén körülbelül Vsoooo—Viooooo rezgésszámára állandóság.10 *

A megegyező hullámhosszon sugárzó (közvetítő) adóknál a 
C. Lorenz AG. által az utóbbi évben k idolgozott új rendszerben a 
gázpotentiom éterek  m ásoldalú  alkalm azást is találtak. Az új rend­
szer szerint az adók m agasfrekvenciájú vezérléséhez szükséges  
váltófeszü ltséget (körülbelül 1.000,000 H ertz) egy, már régebben  
alkalm azott eljárással központban, hangvillával csatolt csőgen e­
rátor által előállított alaphangból (körülbelül 2000 H ertz) csöves  
rezgésszám sokszorosítóval nyerik. Az alaphangot kábelen vezetik  
a 200—300 km távolságban elhelyezett adókhoz. A hangvillás 
generátor, a rezgésszám sokszorozók és ez utóbbiak m echaniku-

8 V. 5. D. R. P. 571,733.
9 V. ö. D. R. P. 537,197.

10 A megadott értékben a beállítás pontatlansága és az adócsövek fel-
melegedésének hatása is bele van számítva. V. ö. 14 jegyzettel.
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san lehangolt bemenő transzformátorai táplálását gázpotentio- 
méterrel ellátott egyenirányítók végzik a helyi erősáramú háló­
zatokról. Ismeretes, hogy ha két megegyező hullámon dolgozó 
adó relativ rezgésszámkülönbsége másodpercenként 0’5—1 pe­
riódus, úgy a vétel már csak ott zavartalan, ahol a két adó­
állomás térerőssége 10 : 1 arányú. Két adó összekötő vonalának 
70%-án zavart ilyen adók vétele.11 A legutóbbi tapasztalatok 
mutatják, hogy az új rendszernél a relatív rezgésszámkülönbség 
csekélyebb, mint egy periódus 30 percben, ami által a tapasztalat 
szerint már 2 :1 térerősségnél is zavartalan a vétel és a zavart 
zóna 15%-ra csökkenik. Egy új hálózat11 12 mérései folyamatban 
vannak, és lehetséges, hogy ennél a hálózatnál már a keveredési 
zóna teljes egészében megszabadul az interferenciás zavartól.

A kommerciális, a postai stb. szolgálatban álló távirati, telefoni, 
nagyrezgésszámú vezetéktelefoni ké^téNÍTÓ-vevőberendezések ré­
gebben kizárólag akkumulátorokról tápláltattak. A gázpotentio- 
méterrel szabályozott egyenirányítók ezen a téren is alkalmazást 
nyertek.13 A Morsejeleket felvevő berendezésnél ugyanazokat a mű­
szaki feladatokat szolgálják a gázpotentiométerrel ellátott áramfor­
rások, amiket az adóknál ismertettünk. A vevőállomások csaknem 
kizárólag interferenciás rendszerrel dolgoznak telegráf-jelek fel­
vételekor, tehát az áramforrással szemben támasztott igények és 
energiaviszonyok hasonlóak, mint az adók első fokozatainál. Az 
interferencia hangot körülbelül 10 HERTZ-re lehet 6—8 órás vételi 
periódus alatt állandóan tartani.14 A mindinkább megkövetelt 
automatizálása a vevőberendezéseknek szintén az önszabályozó 
elemekkel ellátott hálózati táplálásra vezetett. Oly üzemeknél, ahol 
a hálózati feszültség kimaradása zavart okozhat, helyi benzin­
vagy Dieselmotoros tartalék generátorok nyernek alkalmazást.

11 W. Runge, Telefunken-Zeitung, 1932. december. 5—13. oldal.
12 Frankfurt—Trier-i hálózat; rövidesen kiépül Kassel- és Freiburggal
13 V. ö. L .  Kőrös u . R. Seidelbach, Z e itsch r ift für H och freq u en ztechn ik  

u. E lektroakustik , 1932, 40. kötet, 1. fü zet 9—14. oldal.
14 Az adóknál említett Vsoooo—i/iooooo rezgésszámállandóságban a beállítás 

pontatlansága is bennefoglaltatik. Ez a hibaforrás vevőállomásnál elesik, 
mivel az interferencia hangmagasságánál csak a relatív állandóság érdekes.
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Az erősítőtechnikában, különösen többfokozatú, hálózatról 
táplált erősítőknél gyakran alkalmazott segédeszköz a gáz- 
potentiométer. A hangosfilm visszaadóberendezések (Telefon­
gyár, Lorenz) valamint a felvevő berendezéseknél (Klangfilm) 
talál a gázpotentiométer alkalmazást. Relais-k, fotocellával kom­
binált elrendezések gyakran. használnak gázpotentiométerrel el­
látott áramforrásokat.

*

A gázpotentiométer kifejlesztési munkálatai a budapesti Te­
lefongyár Rt.-ben kezdettek el. Neuhold Kornél és dr. techn. 
Székely Imre vezérigazgató urak a legmesszebbmenő mértékben 
támogatták a munkámat. Rittchen Gyula főmérnök úr állandó 
személyes közreműködésével és tanácsaival segítette a kifejlesz­
tést. A kommerciális adó- és vevőtechnikába a berlini C. Lorentz 
AG. vezette be a gázfeszültségosztókat. Különösen W. Hahne­
mann igazgató, R. Herzog és Dr. R. Seidelbach főmérnök urak 
nyújtottak a kifejlesztési munkálatokban értékes segítséget. 
A gázpotentiométereket a berlini Osram G. m. b. H. gyártja. 
A gázpotentiométer konstrukciójánál Dr. H. Ewest, P. Here, 
H. Friedrichsen, G. Gaides, 0 . Richter, Dr. H. Straehler urak 
fejtettek ki értékes munkát. A gázpotentiométereket a berlini 
Stabilovolt G. m. h. H. hozza forgalomba. Kőrös László.

D ER  GLIM M STRECKENSPANNUNGSTEILER.
Der Glimmstreckenspannungsteiler stellt ein Mittel dar zur Abnahme 

von konstanten Spannungen von einer beliebig schwankenden Speise­
spannung ; er teilt gleichzeitig die Nutzspannung in mehrere voneinan­
der praktisch unabhängige Teile auf. Der Glimmteiler wurde beschrie­
ben und seine Ersatzschaltung angegeben. Es sind Formeln abgeleitet 
worden, nach denen die Spannungskonstanz der stabilisierten Spannun­
gen bei Speisespannungsschwankungen und bei Nutzlaständerungen 
einfach bestimmbar sind. Zusammenfassende deutsche Literaturstellen : 
Archiv für Elektrotechnik, Bd. 26, 1932, Heft 8, Seite 539—552; Zeit­
schrift für Hochfrequenztechnik und Elektroakustik, Bd. 40, 1932, 
Heft 1, Seite 8— 14. Vgl. noch DRP. 565,125, 574,924, 561,489, 568,591, 
571,733, 537,197, 544,098, D. R. G. M. 1 089,213. Ladislaus Körös.



VIZSGÁLATOK A H Ő M ÉRSÉK LET- É S ALAKVÁLTOZÁS 
HATÁSÁRÓL V ÉK O N Y  PLATINARÉTEGEK ELEKTROM OS  

ELLENÁLLÁSÁRA.

I.

1. §. Vannak eljárások, melyek segítségével üvegből vagy 
más anyagból készült lemezeket igen vékony fémréteggel lehet 
bevonni. Ezen vékony fémrétegeknek a tömör fémekétől eltérő 
tulajdonságai számos kutató érdeklődését keltették fel. Közülük 
sokan foglalkoztak a rétegek elektromos vezetésével, vizsgálva 
annak különböző tényezőktől való függését.

A rétegek előállítására az újabb vizsgálatokban kétféle mód­
szert alkalmaznak : vákuumban való elgőzölögtetést, vagy kathod- 
porlasztást.

Az elgőzölögtetési eljárásban a fémet elektromos úton heví­
tik, a keletkező fémgőzök egy felfogó lemezre csapódnak le. Ha 
a vákuum mérsékelt, úgy a fémgőz diffúzió útján jut a lemezre, 
extrém vákuum esetén pedig atomsugarak alakjában. Ezzel a 
módszerrel nyerhetők a legtisztább rétegek.

A kathodporlasztás azon jelenségen alapszik, hogy a Geissler- 
csövek működése közben a kathod közelében levő felületek las­
sanként a kathod anyagával vonódnak be. Az újabb vizsgálatok 
szerint a kathodról eltávozó részecskék nem mások, mint az 
illető fém neutrális atomjai, tehát itt is fémgőzzel van dolgunk,1 
mely, tekintettel a mérsékelt vákuumra, a diffúzió törvényei sze­
rint teljed.1 2 A fémgőz keletkezését azzal magyarázzák, hogy a

1 A. H i p p e l , Ann. d. Phys. 80, 672, 1926.
2 A. G ü n t h e r s c h u l z e , ZS. f. Phys. 38, 575, 1926.
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kathodot bombázó gázionok lokális elgőzölgést váltanak ki.1 
Az iméntiek szerint tehát a kathodporlasztás lényegében azonos 
az elgőzölögtetési eljárással, csakhogy nem történhetik extrém 
vákuumban, s ezért a rétegnek több alkalma van idegen anya­
gokkal szennyeződni.1 2

2 . §. K. Laugh és W. R uppert3 kísérletei azt bizonyítják, 
hogy a réteg összetartását nemcsak a hordozó lemezhez való 
tapadása okozza, hanem magának a rétegnek is jelentékeny 
kohéziója van. E szerzőknek ugyanis sikerült konyhasóleme­
zekre porlasztott és megfelelő eljárással készült keretekbe fog­
lalt Ag, Au, Pt, Ni és Cu rétegek alól a konyhasót leoldani 
s ily módon mindkét oldalukon szabad fémlamellákat előállí­
tani. A legvékonyabb rétegük 5 mg vastagságú volt. A rétegek 
«rendkívül ellenállóak és igen rugalmasak», pl. egy 30 mg vas­
tagságú és 6 mm átmérőjű ezüstréteg 8 mm Hg nyomást bírt 
ki és akusztikai rezgésekre volt képes. Ezen tapasztalatok jogo­
sulttá teszik, hogy a vékony rétegeknek rugalmas állandóiról 
és hőkiterjedési együtthatójáról beszélhessünk a későbbiekben.

Röntgenvizsgálattal többeknek sikerült a rétegekben kristá­
lyok jelenlétét kimutatni.4 Ebből azonban még nem követke­
zik, hogy a rétegek szerkezete azonos a tömör fémekével. Az

1 A. Hippel, Ann. d. Phys. 81 , 1043, 1926 és Güntherschulze, 1. c.
2 A régebb i kutatások  tárgyát gyakran képezték kém iai ú ton  e lő á llíto tt  

ezü strétegek  is . Ezek többnyire úgy k észü ln ek , hogy a bevon an d ó lem ezt  
ezü stsó t tartalm azó oldatba  tesszü k  s eh h ez  egy redukáló o ld atot öntünk  . 
B izon yos e lő írások  b etartása  m e lle tt  a k iváló fém  a lem ezt jó l tapadó  
fén yes b evon at alakjában le p i e l. Az irod alom b an  szám os ilyen  cé lra  sz o l­
gáló  recept ta lá lh ató . L eg ism ertebb  a BÖTTGER-féle.

Megemlítem még a Carey LEA-féle eljárást, melyben az előírás szerint 
készült két oldat összeöntése után keletkezett csapadékot ecsettel nedvesen 
rákenik a bevonandó felületre és száradás után fényes ezüstréteget nyer­
nek. (L. pl. Oberbeck, Ann. d. Phys. 46 , 268, 1892.)

3 K. Lauch u. W. Ruppert, Phys. ZS. 27, 452, 1926.
4 H. Kahler, Phys. Bev. 17 , 230, 1921; 18 , 210, 1921; — J. C. Stein­

berg, Phys. Bev. 21, 22, 1923; — L. B. Ingersoll és S. S. D e Vinney, 
Phys. Rév. 26 , 86, 1925; —  J. D. Hanawalt és L. R. Ingersoll, Nature, 
119 , 234, 1927; — S. D embinska, ZS. f. Phys. 54 , 46, 1929; —  W.v B üssem, 
F. Gross és K. H ermann, ZS. f. Phys. 64 , 537, 1930.



elektromos vezetőképesség anomáliáiból már régóta iparkodtak 
következtetéseket vonni a rétegek szerkezeti sajátosságaira, ille­
tőleg a vezetésbeli rendellenességeket többé vagy kevésbbé szer­
kezeti tulajdonságokra is vezették vissza. Legújabban W . R ein- 
ders és R. H amburger1 foglalkoztak behatóan e kérdéssel úgy 
saját, valamint mások kutatási eredményeinek felhasználásával.

Szerintük, ha a fém gőzfázisból olvadáspontjához képest 
elég hideg felületre csapódik le (pl. wolfram folyékony levegő­
vel hűtött lemezre), úgy a szerkezet eredetileg amorph. Ezen 
amorph réteg kristályosodása azután annál intenzívebben megy 
végbe, minél alacsonyabb a fém olvadáspontja, minél nagyobb 
a rétegvastagság és minél magasabb a hőmérséklet.1 2 A kristá­
lyosodás előhaladása közben a réteg átmegy ú. n. szemikrisztal- 
lin állapotokon, amikor a fém részben amorph részben kristá­
lyos fázisban van jelen. Végül a kicsiny krisztallitok nagyobbakká 
tömörülnek.

Ha a felület, melyre a réteg lecsapódik a fém olvadáspont­
jához képest nem elég hideg, úgy a réteg már keletkezésekor 
többé-kevésbbé szemikrisztallin vagy többé-kevésbbé finoman 
kristályos, a fém természete, a réteg vastagsága és a készítés 
körülményei szerint. Ebből a mondhatni előrehaladottabb álla­
potból indul azután ki a további szerkezeti fejlődés.

3. §. A rétegeken az ú. n. öregbedési jelenségek sokkal 
nagyobb mértékben mutatkoznak, mint a tömör fémeken. A fris­
sen készült réteg elektromos ellenállása idővel változik, éspedig 
többnyire jelentékenyen csökken s csak hosszabb idő múltán 
vesz fel gyakorlatilag állandó értéket. A thermikus kezelés ezt 
a folyamatot nagyon elősegíti (mesterséges öregbítés). Ha a 
réteg elég vékony, vagy a hőmérséklet elég magas, úgy az 
ellenálláscsökkenés előbb-utóbb növekedésbe csap át, mely a 
vezetés megszűntéig fokozódhatik. Az öregbedési jelenségek jól
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1 W. R e i n d e r s  u . L. H a m b u r g e r , Ann. d. Phys. 10, 649—669; — L. 
H a m b u r g e r , Ann. d . Phys. 10, 789—824, 905—926, 1931.

2 1. c. 650, 1.
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értelmezhetők a szerkezet változásával: az amorph fázis kristá­
lyosodása, majd a kis krisztallitoknak nagyobbakká tömörülése 
az ellenállást kisebbíti, viszont a durva krisztallizáció az össze­
tartást rontja és ellenállásnövekedést okoz. Természetesen annál 
kisebb kristályszemcsék tekinthetők már durváknak, minél véko­
nyabb a réteg.1
' A rétegek fajlagos ellenállása nagyobb, mint a tömör fémeké 
és bizonyos rétegvastagságon alul ennek csökkenésével - roha­
mosan növekszik.1 2 Az idevágó vizsgálatok eredményeinek össze­
hasonlítását megnehezíti az, hogy a rétegek elektromos visel­
kedése számos — sokszor egymással is ismeretlen relációban 
lévő — tényezőtől jelentékenyen függ.3 Elég ezek közül meg­
említenem a szerkezeti állapot számtalan lehetőségét és a réteg­
hez — készítés közben meg után — társuló idegen anyagokat 
(pl. okkludált gázok) és máris beláthatjuk, hogy a rétegek ellen­
állását nagymértékben befolyásolja a készítés és további keze­
lés módja.

A vastag rétegek rosszabb vezetését szerkezeti sajátságok és 
szennyeződések okozzák. A fajlagos ellenállásnak a rétegvastag­
ságtól való függését pedig sokféleképpen magyarázzák. Az egyes 
elméletekben — külön-külön, vagy egymással kombinálva, — a 
következő három szempont szerepel: a) a réteg vékony voltá­
nak a vezetési elektronokra való hatása, b) a lamella határ­
rétegének szigetelése, vagy rossz vezetése, c) a rétegek szerke­
zeti sajátságai. Nagy körültekintéssel tárgyalják mindezen kér­
déseket R e i n d e r s  és H a m b u r g e r  (1. c).

4. §. Minthogy egy réteg thermikus kezelése általában jelen­
tékeny maradandó ellenállásváltozással jár, ellenállásának tempe-

1 R einders és H amburger készítettek oly wolframrétegeket, melyek még 
monoatomáris átlagos vastagság mellett is vezettek (1. c. 659. 1.). — Hogy 
a legvékonyabb rétegek általában szigetelnek, annak egyik oka a készítés 
folyamán bekövetkező öregbedés.

2 1. p l.:  J. Patterson, Cambridge Proc. 9, 118, 1901; — B. Pogány, 
•Ann. d. Phys. 49, 531, 1916; — G. B raunsfurth, Ann. d. Phys. 9, 385,
1931; Reinders és Hamburger 1. c.

3 G. Braunsfurth, 1. c. 402. 1.



raturakoefficienséről (a) csak 'akkor beszélhetünk, ha a réteg 
olyan állapotban van, hogy a mérés folyamán létesített hőmér­
sékletváltozás az ellenállást — legalább praktice — reverzibilisen 
változtatja meg.

A rétegek temperaturakoefficiense kisebb, mint a tömör fé­
meké és a rétegvastagság kisebbedésével csökken. Függ a réteg 
készítésének és kezelésének körülményeitől hasonló okok miatt, 
mint a fajlagos ellenállás.

Braunsfurth vizsgálatai szerint idegen fém hozzáadása a 
rétegek fajlagos ellenállását növeli, temperaturakoefficiensét 
csökkenti, amiből keverékkristályok jelenlétére következtet.1

Longden,2 s utána többen igen vékony rétegeken negatív 
koefficienseket mértek. Reinders és Hamburger is nagyon tiszta 
és amorph (a folyékony levegő hőmérsékletén készült) wolfram- 
rétegeiken annál negatívabb koefficienseket találtak, minél 
kisebb volt a rétegvastagság.3

A temperaturakoefficiens anomáliáinak okát Hamburger4 a 
rétegek szerkezeti sajátságaiban keresi: a kristályszemcsék 
ellenállásának temperaturakoefficiense pozitív, a szemcsék közti 
átmeneti ellenállásé nulla, az amorph fázisé pedig negatív. Eszerint 
negativ koefficiens — a tapasztalással egyezésben — akkor vár­
ható, mikor az amorph fázis van túlsúlyban, vagyis ha a réteg 
elég vékony és öregbítetlen. Az amorph fázis negatív koeffici­
ensét Hamburger a normálisnál nagyobb atomtávolságokra ve­
zeti vissza.0 A hőmozgás u. i. normális atomtávolságok mel­
lett növeli az ellenállást, mert rendetlenséget okozva gátolja 
az elektronok haladását, azonban nagy atomtávolságok esetén 
javítja a vezetést, mert alkalmat ad az atomoknak, hogy legalább 
időlegesen egymáshoz elég közel jussanak s ezáltal a nagy atom- 
távolságok vezetést gátló hatása csökken.

1 G . B r a u n s f u r t h , 1. c. 404., 409. 1.
2 A. C. L o n d g e n , Phys. ZS. 1, 605, 1900.
3 Reinders és Hamburger, 1. c. 652., 907. 1.
4 1. c. 923. 1.
5 1 . c. 666. 1 .
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Érdekesnek tartom még megemlíteni, hogy Reinders és Ham­
burger által cseppfolyós levegő hőmérsékletén készített wolfram- 
rétegek ellenállásváltozása a szobahőmérsékletig való melegítés­
kor már az első alkalommal is teljesen reverzibilis volt, hacsak 
a réteg vastagsága bizonyos kritikus értéken (2 m«) alul ma­
radt ; ellenkező esetben már fellépett a maradandó ellenállás­
változás. A szerzők ezt azzal magyarázzák, hogy a kicsiny réteg- 
vastagság nem kedvez a kristályképződésnek, s így az eredeti 
struktúra a melegítés ellenére is megmarad.1

5. §. A deformáció hatását a vékony rétegek ellenállására 
tudomásom szerint csak Oberbeck és Braunsfurth vizsgálták.

Oberbeck1 2 ezüstrétegei kémiai úton a Carey LEA-féle eljárás­
sal3 készültek s hordozójuk kartonpapírsáv volt. Oberbeck a 
kartonsávot jelentékeny mértékben hajlította. E miatt a réteg 
— hossza mentén — összenyomódott vagy megnyúlt, aszerint, 
amint a hajlítás a sáv réteges vagy rétegnélküli odala felé tör­
tént. A haj lítást a réteg ellenállásának csökkenése, illetőleg 
növekedése kísérte. A sávot ismét kiegyenesítve, az ellenállás 
közelítőleg visszatért régi értékére s az ettől való kis eltérés 
többnyire a legutóbbi deformációnak megfelelő irányú volt. 
Gyors hajlítgatás az ellenállás maradandó növekedését okozta.

Braunsfurth4 steatit hengerekre kathodikusan porlasztóit 
ezüst- és irridiumrétegeken végzett méréseit közli. A hengere­
ket tengelyük irányában összenyomva a rétegek ellenállásának 
kisebbedését észlelte, mely változás «túlnagy» nyomás alkalma­
zásakor irreverzibilis volt. A viszonylagos ellenállás változás a 
rétegvastagság kisebbedésével csökkent.

E kisérleteiből következteti,5 hogy a réteg ellenállásának 
temperatura-függésére befolyással kell, hogy legyen a réteget 
hordozó anyag hőkiteijedési együtthatója is, mert amennyiben

1 1. c. 652., 658., 660. 1.
2 A. O b e r b e c k ,  Ann. d. Phys. 47, 373, 1892.
3 Lásd a 68. lapon a jegyzetben.
4 G. B r a u n s f u r t h ,  Ann. d. Phys. 9, 402, 1931.
5 1. c. 413 1.
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ez a fémétől különbözik, úgy a réteg a hőmérséklet változása 
folyamán olyanszerű feszültségi állapotba jut, mint a réteghor­
dozó összenyomásakor. E következtetését közvetlen mérésekkel 
nem igazolja, sőt a kísérleti igazolást nem is tartja lehetséges­
nek zavaró mellékkörülmények miatt.

A jelenség azonban mégis észlelhető. A most következő II. 
részben ismertetendő s még B raunsfurth dolgozatának meg­
jelenése előtt végzett méréseim során sikerült kimutatnom, 
hogy platinarétegek temperaturakoefflciense függ a réteghordozó 
lemez minőségétől. Ez az effektus azután — Braunsfurth gon­
dolatmenetét éppen fordított irányban követve — arra készte­
tett, hogy a rétegek ellenállásának deformáció okozta változá­
sát is vizsgálat tárgyává tegyem. Erről a III. részben lesz szó.

II.

6. §. A platinarétegek előállítása egy technikai porlasztó­
berendezéssel történt kb. 0'05 mm Hg nyomású levegőben, 
1500 volt feszültség és — a kathodra vonatkoztatva — 2 mA/cm2 
áramsűrűség mellett. A légritkítást egy Pfeiffer-gyártmányú ola­
jos légszivattyú végezte. A rétegek hordozói «minős» és «tem- 
pax» üvegből készült 75 mm hosszú, 7—8 mm széles, 1 mm 
vastag lemezek voltak. E két üvegfajta lineáris hőkiterjedési 
együtthatói | / M és yT] egymástól jelentékenyen különböznek: 
a S chott & Gen. jénai cég adatai szerint =  8'60.10~6 és 
r T =  3*65.IO“ 6; tehát y M -  r T =  4-95.10~6.

A vizsgálatok célja megállapítani, hogy különböznek-e egy­
mástól a minős- és tempaxüvegre porlasztott rétegek ellen­
állásának temperaturakoefficiensei; és ha igen, mekkora ez a 
különbség s hogyan függ a rétegvastagságtól?

Lényeges, hogy az egymással összehasonlított lamellák lehető 
egyforma vastagságúak és egyforma viselkedésitek legyenek, 
mert csakis ez esetben szabad a ternperaturakoefficiensek között 
mutatkozó különbséget a réteghordozó üvegfajták hatásának 
tulajdonítani. Ezért az összehasonlítandó rétegek együttesen
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készültek és végig azonos kezelésben részesültek. Mindig három 
réteg készült és került észlelés alá együttesen s egy-egy ilyen 
rétegcsoport váltakozva vagy egy tempax- és két minős-, vagy 
két tempax- és egy minoslemezre porlasztott rétegből állt. 
A két egyfajta lemez egyazon csoporton belül az effektus ellen­
őrzésére szolgált.

A porlasztáskor a méréshez felhasználandó három lemezt 
még két másik fogta közre. Ily módon a három közbülső üveg 
oldallapjai nem kaptak fémbevonatot és a felső lapjukra csa­
pódó réteg egyenletességét a szélek hatása nem zavarta.

A már kész rétegek végeit jó kontaktus kedvéért elektrolitikus 
rézzel vontam be. A szabadon maradt platinaréteg hosszúsága 
kb. 4 cm volt s így — a lemezek szélessége 0'7—0'8 cm lévén — 
a mérésekben tekintetbe jövő beporlasztott terület a három 
lemezen összesen kb. 4 x 2  cm2-t tett ki, tehát jóval kisebb 
volt a 1 0 x 1 0  cm2-es kathod felületénél, ami a rétegvastagság 
egyenletessége szempontjából szintén előnyös.

A temperaturakoefficiensek mérése néhány nappal a rétegek 
készítése után történt. Hogy addigra az ellenállás járása (ter­
mészetes öregbedés) már lassú legyen, a rétegeket előzőleg 8 
órán át 100° C-on mesterségesen öregbítettem. Továbbá, hogy 
a temperaturakoefficiens meghatározásakor újabb mesterséges 
öregbedés fel ne lépjen, a rétegeket az észlelések folyamán a 
szobahőmérséklet fölé többé már nem melegítettem, hanem 
ellenállásukat a szobahőmérsékleten kívül két alacsonyabb hő­
fokon határoztam meg, melyeket NaCl-jég, illetőleg C02hó­
alkohol hidegkeverékekkel állítottam elő. így az ellenállás a 
mérés alatt elég reverzibilisen változott.

A lemezek egy ebonitból és vörösrézből készült tartóba vol­
tak befogva, szorosan egy pentánhőmérő edénye körül. Az 
egész egy 30 cm hosszú, alul beforrasztott, felül páráimnál 
tömített csőben állt, amely majdnem nyakig belemerült a hűtő- 
keverék befogadására szolgáló Dewar-edénybe. A csőben phos- 
phorpentoxiddal szárított levegő volt.

Az ellenállás mérése Wheatstone-híddal történt, 0’01 % pon­



tossággal. A három réteg ellenállását az egyes hőmérsékleteken 
gyorsan egymásután mértem, miután már mindhármuk ellen­
állása teljesen megállapodott.

7. §. Négy különböző vastagságú (13*5—67 mp) rétegcsopor­
ton végeztem méréseket. A különösképpen kényes extrém vékony 
lamellák vizsgálatától a porlasztóberendezés technikai jellege 
miatt, sajnos, el kellett tekintenem.

Az eredményeket az I. számú táblázatban állítottam össze. 
A 2. rovat jelzi, hogy a két üvegfajta az illető rétegcsoportban 
hogyan van képviselve (M =  minős, T — tempax). Az 5. és 6. 
rovat tartalmazza a minős- illetőleg tempaxüvegre porlasztóit 
rétegek ellenállásának temperaturakoefficienseit (a(rM) ill. a*.1)),1 
melyeket az
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képlettel számítottam, ahol t1 és az intervallum két szélső 
hőmérsékletét, r1 és r2 a megfelelő ellenállásokat, r0 pedig a 
0° G-hoz tartozó ellenállást jelentik. ^

Az 5. és 6. rovat összehasonlításából kitűnik, hogy mind a 
négy rétegcsoporton belül a tempaxra porlasztóit lamellák 
temperaturakoefficiensei kivétel nélkül kisebbek, mint a minosra 
porlasztottaké. Ez meg is felel várakozásunknak, mert pl. me­
legítéskor az üvegen lévő réteg — az üveg és platina egymás­
tól különböző hőkiterjedése miatt — annál jobban nyomódik 
össze és emiatt annál nagyobb ellenálláscsökkenés kisebbíti a 
réteg ellenállásnövekedését s így temperaturakoefficiensét is, minél 
kisebb az illető üvegfajta hőkiterjedési együtthatója, yj < yu, s 
így érthető, hogy a\T) <  a[M).

[aJ.M) — a'T)] számértékei az egyes csoportokon belül meglehe­
tősen szóródnak ugyan (8a rovat), — ami a zavaró mellék- 
körülményekre való tekintettel nem is meglepő, — de közép­
értékeik (8b rovat) arra utalnak, hogy az effektus vastagabb

1 Az r  ill. a későbbiekben szereplő q indexek azt mutatják, hogy a 
temperaturakoefficiens az ellenállásra ill. a fajlagos ellenállásra vonatkozik.

a, =  (1)
(̂ 2 l̂) ? 0
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I .  t á b -
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A
csoport
száma

Üvegfajták Réteg-
vastagság

mii-

Hőmérsékleti
köz

A réteg 
ellenállásának 
temperatura- 
koefficiense

minős üvegen

106. a<M> r

I TM T* 67

Sz—+Na Cl ** 420 ,

Na Cl->C 0 2 416

C 02->Na Cl 436

Na Cl—*Sz 421

11 TMT 34

Sz—*Na Cl 434
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* «T» =  tempax, *M» =  m i nős.

** tSz» =  szobahőmérséklet, »Na CI» =  Na Cl-jég hidegkeverék hőmér­
séklete, «C 02» =  C O2hó-alkohol hidegkeverék hőmérséklete.



VIZSGÁLATOK A HŐMÉRSÉKLET- ÉS ALAKVÁLTOZÁS HATÁSÁRÓL. 77
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rétegeken nagyobb, mint vékonyabbakon, egyezésben a Brauns- 
furth-féle nyomási kísérletekkel.

Az egyfajta üvegeken lévő rétegek koefficiensei között is 
van ugyan némi különbség [<J] (7. rovat), ez azonban mindig 
jelentékenyen kisebb, mint a különböző üvegfajták mellett mu­
tatkozó.

Az effektus grafikus szemléltetése az ellenállás-temperatura 
görbékkel német nyelven megjelent közleményemben található.1

8. §. Felmerül a kérdés, hogy az ellenállásra talált effektus­
ból menyi jut a fajlagos ellenállásra [p], vagyis hogy mekkora 
az [ű̂ M) — a[,T)] különbség ?

Hogy ezt megtudhassuk, számítani kell az üveghez tapadó 
platinarétegnek a hőmérséklet változásakor beálló alakváltozását.

1 foknyi melegítéskor a platinaréteg hosszúságának [7] és 
szélességének [b] relatív megváltozása — tekintve a réteg cse­
kély vastagságát — egyenlő az üveg lineáris hőkiterjedési együtt­
hatójával [y].

Tehát 1 dl _  1 db _  9
T l T t ~ T ~ d t ~ r  ' 1 '

A réteg hőkiterjedési együtthatóját /5-val, PoissoN-féle számát 
jU-vel jelölve, elemi számítás szerint a réteg vastagságának [D] 
viszonylagos megváltozása

1 dD _  *+/* q , r
D dt ~  1 - a  1 —u T (3)

A fajlagos ellenállást [p] definiáló

Q =
bD

egyenlet mindkét oldalának logaritmusát t szerint differenciálva, 
(2) és (3) tekintetbevételével nyerjük, hogy

aQ =  ar

1 G. Baintner, ZS. f. Phys. 73, 697, 1932.
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Ha most ezen kifejezését a minős- és tempaxüvegen lévő 
rétegekre vonatkozólag külön-külön felírjuk s az így kapott két 
egyenletet egymásból kivonjuk, nyerjük, hogy

(M) C-U r  IMJ r-LJi -"y“  , .
a Q -  a Q =  L«r -  O-r I -  -j— - (r M -  rT) •

(T) (M) ( D l -P- (4)

A numerikus számolásban nehézséget okoz, hogy a réteg Pois- 
soN-féle számát [g] nem ismerjük. Megkíséreljük azonban g -t  
két határ közé szorítani. Tekintve a rétegnek a tömör féménél 
lazább szerkezetét, eleve valószínűnek látszik, hogy nyújtáskor 
a réteg kevésbbé vagy legfeljebb annyira igyekszik megtartani 
keresztméreteit, mint a tömör platina, ez pedig azt jelenti, 
hogy g-je nagyobb vagy legalább akkora, mint a tömör platináé 
[0*381], vagyis

0‘38 fg g 5S 0‘5 . (5)

E föltevésünket támogatja az a tapasztalat, hogy tömör fémek 
és ötvözetek g-je a hőmérséklet növekedtével nagyobbodik,1 2 sőt 
szelénen és könnyen olvadó ötvözeteken megállapítást nyert, 
hogy az olvadáspont közelében — vagyis mikor már az össze­
tartás jelentékenyen csökken — majdnem eléri a maximálisan 
lehetséges 0‘5 értéket.3

[â M) — â T)]-nek a (4) egyenlettel számított értékei az I. táb­
lázat 9a és 9b rovataiban találhatók g  =  0‘38, illetőleg g  =  0*5- 
tel számítva. Amennyiben a g -re vonatkozó (5) alatti feltevé­
sünk helyes, [a[,M) — a<,T)] értékei e két rovat adatai közé esnek 
és látható, hogy kicsiny rétegvastagság mellett [â M) — igen 
kicsiny, talán nulla, a rétegvastagság növekedtével pedig na­
gyobbodik. Úgy látszik tehát, hogy kicsiny rétegvastagság mellett 
az ellenállásra vonatkozó effektus [<4M) — â T)] jórészt — eset­
leg teljesen — értelmezhető a minős- és tempaxüvegeken lévő 
rétegek egymástól különböző méretváltozásaival, a nélkül, hogy

1 F. K o h l r a u s c h ,  Lehrb. d .  prakt. Phys. 827, 1930.
2 A. W in k e l m a n n , HB. d. Phys. I, 582, 1908.
3 Cl. S c h a e f e r , Ann. d .  Phys. 9, 1124, 1902.
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ez a fajlagos ellenállásra számottevő hatással volna, míg a réteg- 
vastagság növekedtével már a fajlagos ellenállásnak alakválto­
zás okozta módosulása is több szerephez jut,1

III.

9. §. Az előbbi részben tárgyalt kísérleteim — mint már 
említettem — arra indítottak, hogy vizsgáljam a rétegek alak- 
változás okozta ellenállásváltozását. Oberbeck és B raunsfurth 
hasonló célú vizsgálataikban (1. 5. §) a réteg deformációját nem 
mérték s így eredményeik részben kvalitatívek s nem alkalma­
sak arra, hogy a rétegek viselkedését a tömör fémével szám­
szerűleg összehasonlítsuk.

Itt is üvegre porlasztóit platinarétegekkel dolgoztam, melyek 
hasonlóan készültek, mint a II. részben leírt kísérletekben.

Az üveglemezt hajlítottam s meghatároztam a platinarétegen 
ezáltal bekövetkező viszonylagos hossz- (s, lásd 11. §) és ellen-

r  Avállásváltozást — , lásd 10. § •L r J
10. §. A hajlítás folytán keletkező ellenállásváltozás igen ki­

csiny volt, körülbelül akkora, mint amekkorát a réteg hőmér­
sékletének l°-nyi változása is okozhat. A mérést kellő érzé-

1 Dolgozatom ezen II. részében ismertetett vizsgálataimat Braunsfurth 
idézett cikkére való hivatkozással annak idején német nyelven közzétettem 
(ZS. f. Phys. 73, 691—699, 1932). Ezen említett közleményem megjelenése 
után vettem észre, hogy az effektust R. S. B artlett már előttem kimutatta 
(Phil. Mag. 5, 856, 1928.), az enyémmel egyező módszerrel, csak ellenőrző 
réteg alkalmazása nélkül (lásd: a 6. § harmadik bekezdését, 74. lap). Bart­
lett ezen kísérlete B raunsfurth figyelmét is elkerülte.

Bartlett kvarckristályra, üvegre és ömlesztett kvarcra porlasztott arany-, 
valamint üvegre meg ömlesztett kvarcra porlasztott platinarétegeken álla­
pította meg a réteghordozó befolyását az ellenállás temperaturakoefficien- 
sére. Az effektust ugyanolyan irányúnak, de a platinára vonatkozót nagyobb­
nak találta, mint én (aranyat nem mértem). Az eltérés okát, mely több­
féle tényezőben kereshető, egyelőre — míg bővebb kísérleti anyag nem 
áll rendelkezésemre — nyílt kérdésnek kívánom hagyni.

Bartlett a z  e f fe k tu s n a k  a  r é te g v a s ta g s á g tó l  v a ló  f ü g g é s é t  és a  f a j la g o s  
e l le n á l lá s  te m p e r a tu r a k o e f f ic ie n s é h e z  v a ló  v o n a tk o z á s á t  n e m  tá r g y a l ja .
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kenységű Wheatstone-berendezéssel végeztem s hogy a hőmér­
séklet járása a hajlítási effektus észlelését ne zavarja, «ismert 
ellenállás »-ként egy a hajlítandóval együtt készült réteget hasz­
náltam, mely a hőmérséklet csekély változásait éppen úgy érezte 
meg, mint a vizsgálandó réteg. Mindkét lemezt egy aszbeszttel 
bélelt kettős falú fémdobozban helyeztem el, szorosan egymás 
közelében. A hajlítandó lemez két kvarcéken nyugodott; kö­
zepére egy ebonitból készült ék feküdt rá, melyhez kengyel volt 
erősítve. A kengyelen lógott egy aluminiumrudacska s ennek 
alsó végére lehetett a hajlító súlyokat akasztani. A rudacska a 
doboz alján lévő furaton hatolt keresztül, úgyhogy a súlyok ke­
zelése a dobozon kívül történt.

Az ellenállásváltozás nagyságára többnyire nem a csúszó 
kontaktus eltolásából, hanem a híd áramának megváltozásá­
ból következtettem; így pontosabban és gyorsabban lehetett 
mérni.

A galvanométer skáláján 1 osztásrésznyi eltolódásnak kerek 
számban 5.10~6 relatív ellenállásváltozás felelt meg, de még a 
tized osztásrészeket is jól lehetett becsülni. A galvanométer 
elkerülhetetlen járása elég lassú volt; 0'5 osztásrész 10 perc 
alatt már igen erős járásnak számított. Hogy a galvanométer­
nek lehető lassú legyen a járása, az azért volt szükséges, mert 
mint alább (13. §) látni fogjuk, egy terhelésből és leterhelés­
ből álló «ciklus» észlelése 8 percet vett igénybe. Az iméntiek 
szerint tehát — a galvanométer járását is tekintetbe véve — a 
3.10“ 4 körüli viszonylagos ellenállásváltozásokat 1%-nál jóval 
pontosabban tudtam mérni.

11. §. A hajlított lem ezen  lévő réteg relatív m egnyúlása a 
lem ez hossza  m entén  nem  egyforma, hanem  középen  a legna­
gyobb, a szélső  ékek felé pedig lineárisan  csökken. K iszám ítá­
sára alkalm as képlethez a hajlítás NAViER-féle technikai elm életé­
nek 1 felhasználásával jutunk.

1 1. pl. dr. ifj. Szily Kálmán: Mechanika, III. 38—121, 1921.

M atem atikai é s  F izikai Lapok. XX XIX .
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Hajlításkor a lemez egyenes tengelyéből görbe vonal lesz : 
az úgynevezett elasztikus vonal. Ennek görbülete

1 _  M 
R  ~  EJ ’ (6)

ahol M  a hajlító momentum [ez is változik a lemez hossza 
mentén, lásd a (7) egyenletet], E  az üveg YouNG-modulusa, 
J  pedig a lemez keresztmetszetének tehetetlenségi momentuma 
a hajlítási tengelyre1 vonatkoztatva. A,hajlítás folytán az üveg­
lemez alsó és felső lapján beálló relatív megnyúlás [e] abszolút 
értéke, miként (6)-ból egyszerű meggondolással adódik

v M 
~EJ ’

hol v az üveglemez vastagságát jelenti. Ez természetesen az 
üvegen lévő platinaréteg megnyúlása is.

Minthogy továbbá 
r P 1 L \ 1 2 3 T bv3 3

(7)v i r  - - x ) és J — —— > / 12
tehát

1 £
3

~  E —  í - - dbv'- \ 2 / ’ (8)

ahol P  jelenti a terhelő súlyt, b az üveglemez szélességét, L  a 
két alátámasztó ék egymástól való távolságát, x  pedig a kér­
déses helynek a középső ebonitéktől való távolságát.

A (8) képlet tehát megadja | e | lokális értékét. Ennek maxi­
muma a középen [x — 0] van :

I I  _  3 P L
|£|m“ - X  wT '

Az alátámasztó ékeknél x  = ~  s így e=0. A platinarétegre 
vonatkozólag azonban nem itt volt | e | a legkisebb, mert az

1 1. c. 41. 1.
2 1. c. 113 1. (4) egyenlet.
3 1. c. 49. lap.
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ellenállásváltozás szempontjából tekintetbe jövő réteg hossza [l] 
kisebb az ékek egymástól való távolságánál, L-nél, a platina­
réteg két végét borító elektrolitikus rézréteg méretei miatt. 
A réztől szabad platina az alátámasztó ékekhez képest szim­
metrikusan lévén elhelyezve, a relatív megnyúlás annak két vé­
gén

. _  3 P L  — l
£  | m i n  E  b y z  2  •

Tekintve, hogy (8) szerint j e | x-tö\ lineárisan függ, a réteg 
átlagos relatív megnyúlása j  s | a maximálisnak és minimálisnak 
számtani közepe, vagyis

3 1 P  r r
2 E  bv* lL  2 . ' (9)

A Y o u N G - m o d u lu s t  a  s z o k á s o s  m ó d o n ,  a  s z é l s ő  k e r e s z t m e t s z e ­

t e k n e k  a  h a j l í t á s  f o l y t á n  b e k ö v e t k e z ő  e l f o r d u l á s á b ó l  [# ]  h a t á -  

1
r o z t a m  m e g . 1 é r t é k é t  a  k ö v e t k e z ő  k é p l e t  s z o l g á l t a t j a :

E
4 bv3 tg &
y  u  T " ( 10)

E-t minden lemezen külön-külön mértem, éspedig ugyanazon 
éktávolsággal [L] és hajlító súllyal [P] dolgozva, mint az ellen­
állásváltozás észlelésekor. így E  numerikus kiszámítása mellőz- 

\
hető, hanem e helyett (10) alatti kifejezését | s |-nek (9) alatti 

E
képletébe beírva, nyerjük:

| é | = 2 p t g # — —  . (11)

Előnye ezen eljárásnak, hogy az üveglemez szélessége [b] ki­
esik és vastagsága (V] csak az első hatványon szerepel. Ezáltal 
a mérési hibák befolyása csökken.

1 L. p l.: F. Kohlrausch: Lehrb. der prakt. Physik, 212 1. 1930.
6*
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12. É. Az előző két § alapján kísérletileg meghatározható,
A r "

hogy hogyan függ a réteg relatív ellenállásváltozása L r az

áram irányában történő relatív megnyúlástól [s]. Tömör fémekre 
vonatkozó hasonló vizsgálatokban az effektus jellemzésére az 
úgynevezett feszültségi együtthatót

Ar
r ( 12)

szokás megadni, ahol S  jelenti a próbatest megnyúlását okozó 
feszültséget. A mi esetünkben a relatív megnyúlás [e] a füg­
getlen változó s erről a feszültségre áttérni nem lehet, mert 
nem ismerjük a réteg rugalmas állandóit. Ezért a következők­
ben mint jellemző adatot a deformációs együtthatót

1 Ar
~~ e r

fogom használni.
Tekintettel (ll)-re

1 Ar _  Ar 1 L 2
e r r 2t/ tg ű T l

(13)

(14)

Ezen egyenlet jobboldalán csupa mérhető mennyiség szerepel.
13. §. Az alábbiakban négy platinarétegen végzett méréseim­

ről számolok be. A rétegek jelzései Yl, Y2, Y3 és Tb. Az alá­
támasztó kvarcékek egymástól való távolsága [L] 54'0 mm, az 
elektrolitikus réztől szabad platinaréteg hosszúsága [/] pedig 
35—46 mm volt. Az üveglemezek szélessége 7‘3 —8*6 mm, vas­
tagságuk 0*9—1*0 mm.

A rétegek mind öregek voltak: körülbelül másfél évesek;Y2, 
13 és Tb nem sokkal készítésük után 8 órán át 100°-on mes­
terségesen is öregbítettek.

Mind a négy réteget, de főként az időrendileg két elsőt [Yl 
és >2] hosszabb időn át (5 — 27 nap) figyeltem meg s ezalatt 
számos alkalommal 1 —12 «ciklus »-ból (terhelés és leterhelés) 
álló hajlítási sorozatokat végeztem velük. A lemezek az észlelés
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szün etelésekor is  50 gr terhelés alatt voltak, m éréskor pedig  
—  vagy egyszerre, vagy 50 gr-onként három  lépésben  — 150 
gr-m al növeltem , majd ism ét ugyanennyivel csökkentettem  a 
terh elést (ciklus).

Mindjárt az Y l-en  végzett első  m érések azt m utatták, hogy  
a m egnyúlás (a lem ez réteges lapja lent) ellenállásnövekedést, 
az összen yom ás (réteges lap fent) ellen álláscsök kenést okoz, úgy 
m int a töm ör p latinán . Ez egyezik  OßERBECK-nek és B raunsfurth-

1. ábra. — 1 skálarésznek ■t'TO.lO-6 relativ ellenállásváltozás felel meg.

nak más anyagú rétegeken szerzett tapasztalataival. A defor­
mációs koefficiens nyújtáskor és összenyomáskor egyforma volt.

Kitűnt továbbá, hogy legalább a kísérleteimben szereplő cse­
kély deformációk mellett az ellenállásváltozás arányos a terhe­
léssel, tehát a deformációval is.

Az ismételt terhelések és leterhelések következtében beálló 
ellenállásváltozások menete egyébként is meglepően szabályos. 
Emellett az összes rétegeken mutatkozott bizonyos utóhatás­
szerű jelenség. Ez abban áll, hogy a terhelést vagy leterhelést 
nyomban követő ellenállásváltozás még tovább folytatódik egyre 
csökkenő sebességgel. Ezért az észleléskor a terhelési állapot 
változtatása 4 percenként történt és a terhelést meg leterhelést
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követőleg többször (többnyire 7*, Va, 1, 2, 3, 37a perc malva) 
leolvastam a galvanométer állását. Példaként közlöm az 1. áb­
rát, mely az Y2 rétegen közvetlenül egymásután végzett há­
rom ciklus lefolyását mutatja. A terhelés és leterhelés egy lé­
pésben (50^200 gr) történt. Abszcisszaként az időt, ordináta­
ként a galvanométeren leolvasott skálarészeket mértem fel. Lát­
ható az ellenállásváltozás szabályos menete.

Az utóhatás az egész ellenállásváltozáshoz képest nem nagy 
s az egyes rétegeken különböző mértékű. Legkifejezettebben 
mutatkozott az Y2 rétegen, ahol az egész ellenállásváltozásnak 
1*5—3%-át tette ki.

Az ellenállásváltozás utóhatását okozhatná egyedül az üveg­
lemez rugalmas utóhatása is. Ezért a deformáció (YouNG-modu- 
lus) mérésekor (11. §) a terheléseket és leolvasásokat hasonló 
időbeosztással végeztem, mint az ellenállás észlelésekor. Ha­
sonló, azonban kivétel nélkül kisebb mérvű utóhatásokat tapasz­
taltam, ami arra utal, hogy az ellenállásmérések során tapasz­
talt utóhatást nem kizárólag az üveg okozza, hanem része van 
benne magának a rétegnek is.

Az utóhatásra való tekintettel a deformációs koefficien-
Avsek numerikus számításakor a (14) képletbe azon és # 

értékeket írtam be, melyeket 37a perccel a terhelési állapot 
megváltoztatása után történt leolvasásokból nyertem. Ugyanis, 
miként az 1. ábrán látható, az ellenállásváltozás sebessége 
ilyenkor már igen kicsiny s ezért hosszabb ideig várni fölös­
leges, sőt a galvanométer járása miatt hátrányos lett volna.1

A három lépésben (50 gr-onként) való terheléskor beálló 
ellenállásváltozások összege jól egyezett az egy lépésben való

1 Az 1. ábra szerinti görbékből grafikus extrapolálás útján meg lehet 
határozni a terhelést és leterhelést nyomban követő ellenállásváltozásokat 
is. Ezekből is lehet számítani a deformációs koefficienst. Azonban az extra­
polálás okozta bizonytalanságot elkerülendő inkább a szövegben részletezett 
módon jártam el. Egyébként a kétféle módon számított koefficiensek egy­
mástól csak kevéssé különböznek.
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[50^200 gr] terhelés okozta változással. Az egymást követő 
. . J rciklusok is jól egyező értékeket adtak s egyáltalán az-egyes

rétegek deformációs koefficiensei igen jól definiált értékek vol­
tak. Pl. az F2 deformációs koefficiensét három ízben határoz­
tam meg szabatosan egy-egy észlelési sorozattal; az eredmé­
nyek: 2’42?, 2'4B3, 2’422; — pedig az első és utolsó meghatá­
rozás között 6 nap telt el s ezalatt kisebb-nagyobb csoportok­
ban 59 ciklust végeztem a réteggel.

Meg kell még említenem, hogy két réteg [Pl és 52] az első 
terhelések alkalmával még nem viselkedett teljesen szabályosan, 
hanem csak miután több órán át 250 =  50 +  200 gr hajlító 
súllyal terheltem őket s ezt követőleg néhány ciklust végeztem 
velük. Az így kezelt rétegek szabályos viselkedésében sem gya­
kori terhelgetés, sem pedig újabb huzamos terhelés nem oko­
zott többé változást. A huzamos terhelést a másik két rétegen 
is alkalmaztam, de kezdet óta szabályos viselkedésükre ez be­
folyással nem volt.

14. §. A deformációs koefficiensek számértékeiről a II. táb­
lázat nyújt áttekintést.

A) A négy hajlított réteg adatai az első három és az utolsó- 
előtti A jelzésű sorokban találhatók. A 6. oszlop megadja az 
illető rétegnek az áram irányában történt átlagos relatív meg­
nyúlását [§], mely az egy lépésben való terheléskor1 jön létre 
[a (11) képlettel számítva]. A 7. oszlop a megfelelő viszonyla-

r z/r ~\gos ellenállásváltozást tartalmazza, a 8. oszlop pedig a
(14) képlettel számított deformációs koefficienst, mely mind a 
négy esetben sok, egymástól alig különböző adat középértéke.

B) A rétegek deformációs koefficienseit számíthatjuk még a 
minos-tempax kísérletek során nyert [a(.M) — a(,.T)] értékekből is.1 2 
A tempax-üvegen 1° C-szal melegített rétegre gondolatban 
kényszerítsük rá a minős-üvegen ugyancsak 1° G-szal melegí-

1 50 7"* 200 gr.
2 1. I. táblázat, 8b rovat.
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* f =  —j -  jelenti az árammal párhuzamos relatív megnyúlást, g. a fém 
Poisson-féle számát, M az üveg Poisson-íéle számát.

** P. Bridgeman méréseiből.
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tett réteg méreteit. Ekkor az árammal párhuzamos relatív hossz-
változás e =  t'm — xt és - j -  =  a(rM) — <4T), tehát a deformációs 
koefficiens

J r
r

g(U) _  a(T)
TM -  XT (15)

A minos-tempax mérésekben szereplő rétegeknek (15) szerint 
számított deformációs koefficiensei a II. táblázat 8. oszlopának 
B  jelzésű soraiban találhatók. Ezen közvetett úton kapott koef­
ficiensek kevésbbé megbízhatók, mint a hajlítási kísérletekből 
nyertek, hiszen elvileg két, a valóságban három rétegen végzett 
aránylag hosszú időt igénylő temperatúrakoefficiens-mérésekből 
adódnak, melyek során számos hibaforrás érvényesülhet, miként 
ez az I. táblázat 8a rovatában lévő adatok szóródásából is ki­
tűnik ; sőt az sem lehetetlen, hogy az [aJ.M) — a(rT)] differenciát 
nem kizárólag a két üvegfajta hőkiterjedési együtthatói közti 
különbség okozza, miként azt feltételezzük.

C) A tömör platina deformációs együtthatója 4*77. Ezt a P. 
B r i d g e m a n  által mért feszültségi együtthatóból1 számítottam át, 
mely szabad (üveghez nem tapadó) platinalemeznek az árammal 
párhuzamos nyújtására vonatkozik. (Bejegyezve a II. táblázat 
8. oszlopának utolsó C jelzésű sorába.)

A 8. oszlop az előzők szerint háromféle módon (A, B, C) 
nyert deformációs együtthatókat tartalmaz. Ezek összehasonlí­
tásakor tekintetbe kell venni, hogy az egyes módszerekben az

r _  máram irányával párhuzamos relatív megnyúlást e =  —j -

harántméretek (b, szélesség; D, vastagság) más-más változása 
kíséri, melyekről a II. táblázat 2a és 2b oszlopai adnak áttekin­
tést. A háromféle módon nyert koefficiensek között azáltal léte­
sítettem kapcsolatot, hogy a tömör platina elektromos állandóinak

* 1 ár
S r

34, 1928.
=  2-82. IO"* S 6 kg súly

, 1. HB. d. Phys. (G e i g e r — S c h e e l ) ,  XHh
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{P .  B r i d g e m a n  m é r é s e i b ő l ) 1 é s  P o i s s o N - f é l e  s z á m á n a k  ( u  — 0 ' 3 8 )  

f e l h a s z n á l á s á v a l ,  —  t e k i n t e t b e  v é v e  a  2 a  é s  2 b  o s z l o p o k b a n  

j e l l e m z e t t  m é r e t v á l t o z á s o k a t ,  —  k i s z á m í t o t t a m  a  h a j l í t á s i ,  v a l a ­

m i n t  a  m i n o s - t e m p a x  m é r é s e k b e n  s z e r e p l ő  a l a k v á l t o z á s o k n a k  
1 Armegfelelő oj = ----- — deformációs koefficienseket. Az előbbi 5*0-

nak, az utóbbi 7'0-nak adódott. Bejegyezve a II. táblázat 9. osz­
lopába. A rétegek és a tömör platina deformációs együtthatói­
nak összehasonlításakor a tömör fém részéről ezek a 9. oszlop 
A és B  soraiba bejegyzett «számított» értékek mérvadók, mert 
hiszen ezek adják a tömör platina deformációs koefficienseit 
arra az esetre, ha a tömör platinát ugyanolyan deformációknak 
vetnők alá, mint amilyeneket a vékony rétegek a szóbanforgó 
kísérletek során szenvedtek. A II. táblázat 8. és 9. oszlopainak 
összevetéséből látható, hogy a rétegek deformációs együtthatói 
mindenesetre kisebbek, mint a tömör platináé, de — legalább 
a vizsgált vastagságok mellett — ugyanolyan nagyságrendűek.

A hajlításból és a minos-tempax kísérletekből adódó defor­
mációs együtthatók összehasonlítására főként a T5 réteg és az
I. rétegcsoport alkalmasak, mert Tú az I. csoportnak is egyik 
tagja volt. Miként a II. táblázat megfelelő adataiból látható, a 
minos-tempax mérésekből származó koefficiens (3'64) nagyobb,

1 P. B ridgeman töm ör p latin án  m érte az áram m al párhuzam os nyújtást, 
az áram ra m erő leges nyújtást és a m ind en  o ld a lró l való  összen yom ást  
kísérő ellen á llá svá ltozások at. A fajlagos e llen á llá s  rela tív  m egváltozását 
bárm elyik alakváltozás esetére  így írja fe l :

AD \ 
D /

ahol k n és kj az anyagra jellemző, de az alakváltozás speciális módjától 
független állandók. A képlet használhatóságát az igazolja, hogy kétféle alak- 
változás során végzett mérésekből meghatározott k g és k^ állandókkal

kiszámítva a harmadik alakváltozásnak megfelelő -t, a tapasztalással
kielégítően egyező eredményre jutunk (lásd HB. d. Phys. XIII. 36.). A szö­
vegben említett számításban BRiDGEMANnek az árammal párhuzamos és 
áramra merőleges nyújtásra vonatkozó mérési adataiból számított k (| = 6'9s 
és yk_j_ — 5‘2o állandókat használtam fel.
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mint a hajlítási kísérletekből adódó (2’18). A tömör platina ada­
taival végzett számítás szerint is így volt ez várható (lásd a
9. oszlopot!). Sőt az észlelt koefficiensek aránya 3*64 _  7 

.2-18 “  4*2 J
is jól egyezik a töm ör platina adataiból számított koefficiensek 

7 1 Ezen jó egyezésnek azonban addig nem kívá-arányával 5 J
nők je len tő ség et tu lajdonítani, m íg ezt több rétegen  végzett  
m érések  m eg nem  erősítik .

Am i a deform ációs együtthatónak a rétegvastagságtól való 
függését illeti, csak az I.—IV. sz. rétegcsoportok  ill. az Y2 és 
Y3 je lzésű  rétegek h asonlíthatók  össze egym ással külön-külön, 
m ert csakis ezek készültek  és kezeltettek  egyform án. A II. táb­
lázatban lévő 8. oszlop  m egfelelő adatainak tanúsága szerint a 
deform ációs együttható  a rétegvastagsággal együtt kisebbedik, 
egyezésb en  a BRAUNSFURTH-féle összen yom ási kísérletekkel.

*

Vizsgálataimat a kir. m. Pázmány Péter Tudományegyetem 
Kísérleti Fizikai Intézetében végeztem. Az intézet igazgatójának, 
dr. Tangl Károly egyetemi ny. r. tanár úrnak e helyen is mély 
hálával mondok köszönetét, hogy dolgozatom tárgyára figyel­
memet felhívta és munkámat állandó érdeklődésével s értékes 
tanácsaival támogatta.

Piétegeimet Kisfaludy P. István oki. gépészmérnök úr ké­
szítette technikai porlasztó berendezésével, a rétegvastagságokat 
is ő határozta meg. Szíves fáradozását melegen köszönöm.

Baintner Géza.

ÜBER D EN  E IN F L U SS D ER  TEM PERATUR- UND  
FORM ÄNDERUNG AUF DEN ELEKTRISCHEN  
W ID E R ST A N D  D Ü N N E R  PLATINSCHICHTEN.

1. Es wurde für auf Minos- und Tempaxglasstreifen kathodisch zer­
stäubte Platinschichten (13*5—67 m̂ e) experimentell nachgewiesen, dass 
deren Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes bzw. des spe­
zifischen Widerstandes von der Unterlage abhängt. Als Ursache wird
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(in Übereinstimmung mit R. S. Bartlett und G. Braunsfurth) die ver­
schieden grosse, durch Temperaturänderung hervorgerufene Deformation 
der Platinschichten auf den beiden Unterlagen betrachtet. (Vgl. G. Baint- 
NER, ZS. f. Phys. 73, 691, 1932.)

2. Es wurde auch unmittelbar der Einfluss einer Formänderung auf 
den Widerstand (r) dünner Platinschichten (12—67 m/i) untersucht, 
indem die Glasunterlage einer Biegung unterworfen wurde, wobei die 
anhaftende Schicht eine relative Längenänderung (e) litt, deren Wert 
auf Grund der technischen Biegungslehre experimentell ermittelt wurde.

3. Die Widerstandsänderung war bei den vorgenommenen kleinen 
(Glas!) Deformationen proportional derselben. Die Widerstandsänderung 
zeigte eine kleine Nachwirkung, doch verhält sie sich bei nacheinander 
folgenden Biegungen überraschend regelmässig und reversibel (siehe

J_ Jr
£ V der einzelnen SchichtenFig. 1). Die Deformationskoeffizienten

erwiesen sich als wohldefinierte Grössen, trotz häufiger Beanspruchung 
der Schichten.

4. Deformationskoeffizienten wurden auch aus den Minos-Tempax 
Messungen (siehe unter 1.) ermittelt. Da aber bei diesen Messungen 
die Querdimensionen der Schicht sich anders verhalten als bei den 
Biegungsversuchen, ist nach einer mit den Konstanten des massiven 
Platins durchgeführten Berechnung zu erwarten, dass die aus den Minos- 
Tempax Messungen ermittelten Koeffizienten grösser ausfallen, als die 
aus den Biegungsversuchen stammenden. Der experimentelle Befund an 
einer Schicht, die nach beiden Verfahren untersucht wurde, bestätigt 
diese Erwartung.

5. Mit abnehmender Schichtdicke wird der Deformationskoeffizient 
kleiner.

6. Ein in geeigneter Weise vorgenommener Vergleich zeigte, dass 
die Deformationskoeffizienten der Schichten kleiner sind als der Wert 
für massives Platin, doch sind sie von derselben Grössenordnung.

G. Baintner.
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J e le n té s  az 1931 . évi XXXV. m atem atikai 
ta n u ló v ersen y rő l.

A Társulat XXXV. matematikai tanulóversenyét 1931. október 24-én 
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejűleg. Budapesten 21, Szegeden 
12 versenyző jelentkezett; beadatott 16, illetőleg 7 dolgozat.

A verseny tételei a következők voltak:
2

1. Legyen p  a 2-nél nagyobb törzsszám. Bebizonyítandó, hogy —  egy 

és csakis egyféleképpen írható a

^  1
v  ~  x  y

alakban, ahol x  és y  egymástól különböző pozitív egész számok.
2. Legyenek av  av  a3, av  a. és b olyan egész számok, hogy

a \  +  o \ 4- «I +  a\ 4- a? =  ő2.

Bebizonyítandó, hogy e számok nem lehetnek mindannyian páratlanok.
3. Egy egyenesen adva van két pont, A és B. Meghatározandó az 

egyenesen a P  pont úgy, hogy

_ J ____j______ 1_
1 4- Ä P  1 +  B P

a lehető legnagyobb legyen. Itt A P  és B P  az illető egyenesdarabok 
puszta hosszának mérőszámát jelenti, tehát nem-negatív számok.

A dolgozatok megbírálására kiküldött Bizottság R ados Gusztáv elnök­
lete alatt a következő tagokból állott: É ber József, F aragó A ndor, F ejér 
L ipót , H aar A lfréd, K űrschák József, S zűcs A dolf és König D énes előadó.

E Bizottság f. é. november hó 2-án tartott ülésében König D énes 

jelentésének meghallgatása és a szóbajövő dolgozatok áttekintése után 
egyhangúlag javasolja a Választmánynak, hogy a br. Eötvös Loránd juta­
lom első díját S ebők GyÖRGY-nek, a budapesti Berzsenyi reálgimnázium­
ban V irág O szkár tanítványának ítélje oda, aki az első két feladatot dí-



cséretreméltó rövidséggel és szabatossággal oldotta meg, míg a harma­
dik feladatnak tőle adott megoldása még kiegészítésre szorul. A máso­
dik díjjal való jutalmazásra Ernst FRiGYEsnek, a pécsi Széchenyi gyakorló­
reáliskolában Bóka István tanítványának dolgozatát ajánlja, aki az első 
két feladatot kissé körülményesebben, de azért helyesen oldotta meg, míg 
a harmadik feladat megoldása nála is hiányos. Dicséretre ajánlja a Bi­
zottság D énes P éterA, aki az egyedüli, aki a harmadik feladatot teljesen 
megoldotta, viszont az első két feladatra adott megoldása igen zavaros.

A Bizottság ezúttal is fölötte kívánatosnak tartja hangsúlyozni, hogy 
a középiskolai oktatás a tanulók fogalmazásbeli készségére nagyobb gon­
dot fordítson.

A Bizottság e javaslatát a Választmány egyhangúlag elfogadta.

Az 1931. évi XXXV. m atem atika i ta n u ló v ersen y en  
díjat nyert d o lgozatok .1

Sebök György dolgozata.
2

I. Legyen p  a 2-nél nagyobb törzsszám. Bebizonyítandó, hogy —  egy 
és csakis egyféleképpen írható a ^

A -  J_ +  J l
p x  y

alakban, ahol x  és y  egymástól különböző pozitív egész számok, 
írjuk fel az egyenletet:

2  1 1 _ x  y
p  x  y  xy  

p  (x +  y) =  Qxy.

Mivel p  nem lehet páros szám, kell, hogy p  az as-nek vagy y-nak osz­
tója legyen, ha x  és y  egész számok. Az általánosság csorbítása nélkül 
feltehetjük, hogy: x  =  ap, ahol, ha x  pozitív egész szám, a is az és 
fordítva.

p  (x -f y) =  2 xy, p  (ap -f- y) — Qapy, ap  +  y  =  2 ay.

94 TANULÓVERSENYEK.

Az a =  l esetet ki kell zárnunk, mert ekkor x  egyenlő lenne p-ve 1, 
tehát a nem lehet 2 a — 1 többszöröse, sőt közös osztója sem lehet 
a-nak és (2 a —l)-nek, és mivel p  törzsszám, a-nak csak ez az értéke 
leh et:

1 A dolgozatok változtatás és javítás nélkül közöltetnek. Szerkó
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p  =  2 a — 1 , a — P  +  1

p  + 1  p  4- 1
*  =  —s —p> y = * ö—

Mivel ezek az cc és t/ értékek mindig előállíthatok és pozitív egész 
számok, mindig van megoldás, a levezetésből látható, hogy csak ez az 
értékpár megfelelő.

II. Legyenek av  av  a5, a4, a5 és b olyan egész számok, hogy 

af 4 - a \  +  a | +  a \ 4 ~ af =  b2.

Bebizonyítandó, hogy e számok nem lehetnek mindannyian páratlanok.
Tegyük fel, hogy az összes szám páratlan, bebizonyítjuk, hogy ab­

szurdumra jutunk.
af 4- a\ 4- af +  <** +  «! =  ó2,

5b2 =  5b2,
(b2 — a2) +  (b2—af) +  (b2—a |) +  (b2— «*) +  (b2— a2) =  4b2. . .1)

A baloldalon páratlan számok négyzeteinek különbségei állanak. Ezek 
pedig mindig oszthatók 8 -cal.

Ugyanis legyen két páratlan szám (2b+  1) és (2Í+1). Akkor 

(2 b +  1)2 — (2Z +  1)2=  4 (k +  l +  1) (fc — 0,

bármilyen egészszámok legyenek is k és l, vagy k +  l +  1, vagy k — l 
osztható 2 -vel és így a négyzetek különbsége 8 -cal.

Ennélfogva 1) baloldala osztható 8 -cal, viszont a jobboldal, kiköté­
sünk szerint, hogy b páratlan, nem osztható 8 -cal. Ez pedig lehetetlen. 
Szükséges tehát, hogy a v  a2, a3, a4, a5, b számok között páros is legyen.

III. Egy egyenesen adva van két pont, A és B. Meghatározandó az 
egyenesen a P  pont úgy, hogy :

1 1------ =±r d---------= -
1 +  A P  1 +  B P

a lehető legnagyobb legyen. Itt A P  és B P  az illető egyenesdarabok 
puszta hosszának mérőszámát jelenti, tehát nem-negatív számok.

a) A P  pontnak okvetlenül az AB közben kell lennie. Ugyanis tegyük 
fel, hogy a P ' pont az AB-u kívül, mondjuk B irányában van, vegyünk 
fel egy P  pontot ekkor úgy B-től az A irányában, hogy B P  =  BP'. 
Ekkor

1 1 1 , 1------ — -f-------  - -f- — ;
1 +  A P  1 4 - B P  1 +  AP' 1 4 -  BP'

mert
BP — BP' és I P <  AP', A P — A P ’ — PP' =  Ä P  — 2R P .
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Hasonlóan bizonyítjuk, ha P' az AB-n kívül A irányában van. 
b) Tehát bárhol veszünk fel az AB közön kívül egy P' pontot min­

dig találhatunk az AB közön belül egy P pontot (esetleg az előbb em­
lített eljárás többszörös ismétlésével), hogy

1 1  1 1------ = -- !---------=~ > ------ = ---1-------- —--•
1 4- A P  1 +  P P  1 +  AP' 1 +  BP'

Viszont, ha P  a közön belül van

Ä P + B P = Ä B ,
_ 1 ____ 1 _  2 +  ÄB

1 +  Ä P  +  l + B P ~ l + Ä B - \ -  Ä P .B P  ’

A nevezőnek legkisebb értéke pedig akkor van, ha vagy A P =  0, 
vagy B P  — 0. Tehát

1 1
-------- = r---1---------- -
1 +  A P  1 +  B P

akkor a legnagyobb, ha P  pont vagy A-ba, vagy B-be esik.
e) A tétel b) részét még a következőképpen is igazolhatjuk.
Ha az a) részben meghatározott P' pont a B-hez közeledik, AP' és 

BP' kisebbednek, tehát

---------  -j------------- növekedik.
1 +  AP' 1 +  BP'

Tehát, ha a P' egészen a B-be esik, az a^-ban meghatározott P  pont 
is B-be jut. Ekkor

1 1 1 1
----------------- ■ = = ■ — |--------------------__ — -------------------- = “  - |---------------------- = - >

1 +  AP' 1 +  BP' 1 +  A P  1 +  B P

tehát most nem találhatunk oly P  pontot a P' helyett, amelyhez tartozó 
kifejezés nagyobb lenne a P'-höz tartozóénál.

Ernst F rigyes dolgozata.

2  _ 1 1

P ~ x  y
2 x  +  y
P x y
P (* +  y) _  1

Qxy
osztható p -\e i. Az általánosság rovása nélkül feltehetjük, hogy x  

osztható p-vel. Legyen
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X
—  =  n, x  — np. 
P

p  (np  +  y) _ np  +  y
Qnpy Qlm j

np +  y  =  2 ny,

2 n =
np 1.

-nak egész számnak kell lennie. Két eset van. Vagy y  osztható 

p-\el, vagy n  osztható ty-nal.

1) y_
p

=  m,
X

V
=  n,

2 1
■ +

1
P mp np

2
1

m +  -
1
n

Ez csak úgy lehetséges, ha m — n — 1, de akkor x  ~ y ,-ez pedig a fel­
tétellel ellenkezik.

2) —  =  E.
y
X

—  =  n  =  Ey, X =  Epy.

2 _  1
V ~  Epy ^ y ’
2 _  1 +  Ep 
p  Epy  
<±Ey =  1 +  Ep,
E  (2y  — p)  =  1.

Mivel £  és 2 í/ — p  egész számok,

E =  1,
2«/ — p — 1,

1 + p
y =  - ^ — >

x  =  Epy =  p 1 +• p  
2

1 4- v
Mivel p a 2-nél nagyobb törzsszám, páratlan, s így — ~—• egesz szám.

Matematikai és Fizikai Lapok. XXXIX. ^
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Tehát —  akkor és csak akkor írható az
<2

és egymástól különböznek, ha

II. Legyen

x =  p
1 +  p

2
1 +  p

2

a t =  2 nt +  1

- 2n
=  2n

+ 1
3 + 1

ai =  2 n4 +  1 

a5 =  2n5 -f 1 
6 =  2m + 1

tel iát mind páratlan szám.

----- 1— — alakban, ahol

(2 n 1+ l ) 3+  (2 na-f 1)2 4- (2 n3 + l )2 +  (2 rr4+ l ) 2+  (2 n5 + l ) * =  (2 m + l ) 2,
4 (nf+ + n f + na +  n \ +  ns + n f + w4 + n 2 +  n5) + 5  =  4 (m2 +  m) +  1, 
n4 (ííj + 1 )  +  (n2 + 1 )  +  w3 (w3 + 1 )  T~ n 4 (n4 + 1 )  T  n5 (n5 + 1 )  + 1  =

=  m (m  +  1).

Mivel k (k +  1) feltétlenül páros szám, páros számok összegei párosak, az 
egyenlőség egyik oldalán páros, a másikon páratlan szám á ll: 2/4 +  l = 2 i>. 
Ez ellentmondás.

III. Legyen AB =  a, és A P — x.
Két esetet különböztethetünk meg, P  lehet A és B  pontok között, és 

a vonaldarabon kívül. Ha P  a vonaldarabon kívül van, a

1 1
= + ------ ==r

I -+- A P  1 +  B P

kifejezés ugyanazon AP  értéknél mindenesetre kisebb, mint olyan P-re, 
amely AB között van.

Legyen P 1 az A és. fí között, P2 az AB-n kívül, és AP, =  APt =  x.

/i = 1
1 +  x  

1

+
1

1 +  X
+

1 +  a —• x  
1

1 T a -\- x

Nyilvánvaló, hogy / t> ^ 2, kivéve, mikor x  =  0 , de ez azon csoport 
határesete, midőn P  az AB belsejében van.
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Tehát csak azon esetekkel foglalkozunk, melyeknél P  az AB-n be­
lül van.

1 1 Z +  A P + B P  ZA-AB
1+ A P  +  1+  B P  ~  l +  A P + B P + A P .B P ~  I + A B  +  A P .B P ’

2 +  AB
Á 1 +  AB +  A P .B P

Á éltéke akkor legnagyobb, amikor a tört számlálója legnagyobb, neve­
zője legkisebb. A számláló értéke konstans, a nevezőben egy változó ér­
ték van, AP. BP. Ennek lehető legkisebb értéke nulla, amikor

vagy A P  =  0 
vagy B P  =  0.

Tehát Á értéke akkor legnagyobb, mikor P  az A vagy B ponttal azonos.

J e le n té s  az 1932. évi XXXVI. m atem atikai 
tan u lóversen yrő l.

A Társulat XXXVI. matematikai tanulóversenyét 1932. október 15-én 
tartotta Budapesten és Szegeden egyidejűleg. Budapesten 21, Szegeden 
4 versenyző jelentkezett; beadatott 1G, illetőleg 3 dolgozat.

A verseny tételei a következők voltak :
I. Bebizonyítandó, hogy ha a b természetes szám osztható az a ter­

mészetes számnak n-edik hatványával, akkor

(a +  I)«» — 1

osztható a-nak (n  +  l)-edik hatványával.
II. Legyen az ABC  háromszögben AB 4 = AC. Messe az A szögpont­

ból kiinduló belső szögfelező a BC  oldalt a P  pontban. Bebizonyí­
tandó, hogy

1. P  a BC oldal M felezőpontja és a BC-re merőleges magassági 
vonal T talppontja közé esik ;

2. ha a B A C <4 hegyes szög, akkor

M A P < 5 <  P A 1 -4 .

111. Legyenek a, ß, y valamely hegyesszögű háromszög szögei. Bebizo­
nyítandó, hogy ha

a <  /9'< y,
akkor

sin 2 a >  sin 2/9 >  sin 2 y.

A  dolgozatok megbírálására kiküldött Bizottság Radqs Gusztáv elnök­
lete alatt a következő tagokból állott: É ber József, F aragó A ndor, Fejér

7*
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L ipüt, Kürschák József, S zűcs A dolf és König Dénes előadó. 1932. októ­
ber 29-én tartott ülésén a következő javaslatban állapodott meg.

A Bizottság sajnálattal állapítja meg, hogy a Társulat XXXVI. ma­
tematikai tanulóversenye ügy a résztvevők száma, valamint az elért ered­
mények tekintetében hanyatlást mutat, úgyhogy az első díj odaítélésé­
től ez alkalommal el kellett tekinteni. A beérkezett dolgozatok közül a 
második és harmadik feladat helyes megoldásával kitűnik Alpár László, 
a pesti izraelita alapítványi reálgimnáziumban S zeles H enrik tanitványa, 
akinek a bizottság a második br. Eötvös Loránd-díj odaítélését javasolja. 
Dicsérettel említi S chütz GyÖRGY-nek a harmadik feladatra adott ötletes 
megoldását. A Bizottság újból hangsúlyozza, hogy kívánatos volna a 
középiskolai oktatásban a fogalmazás szabatosságára nagyobb súlyt he­
lyezni.

A Bizottság e javaslatát a Választmány 1932. november 10-én tartott 
ülésén egyhangúlag elfogadta.

Az 1932. évi XXXVI. m atem atikai ta n u ló v ersen y en  
díjat, ille tv e  d icsére te t n yert d o lgoza tok .2 1

Alpár László dolgozata.

I. Bebizonyítandó, hogy ha a b természetes szám osztható az a ter­
mészetes számnak n-ik hatványával, akkor

( a -f  I)»— 1

osztható a-nak n  +  1-edik hatványával.
II. Legyen az ABCA-ben AB  4 = AC. Messe az A szögpontból ki­

induló belső szögfelező a BC oldalt a P  pontban. Bebizonyítandó, hogy 
1. P  a BC  oldal M felezőpontja és a BC-re merőleges magassági 

vonal T talppontja közé esik ;

2. Ha BAC  hegyes szög, akkor

/ \
MAP

/ \
PAT.

III. Legyenek a, ß, y valamely hegyesszögű háromszög szögei. Bebizo­
nyítandó, hogy ha

akkor
a < ß  C y ,

sin 2 a >  sin 2/5 >  sin 2 y.

1 A dolgozatok változtatás és javítás nélkül közöltetnek. Szerk.

M*Gnr
*'***w*eo' mot hu

Unnütz
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Megoldás.

I. Ismeretes a következő egyenlőség

ak — ßk — (a — ß) (ak~ i -f ak~<iß  f  • • • +  aßk~ 2 +  ßk~ x)
és így

(a  +  l ) b —  1 =  a [ ( a  +  l ) b +  ( a  +  l ) b_1 +  (a  +  l ) b~ 2 -1------+ ( a  + 1 ) ] .

Legyen b =  ma™, akkor

(a +  l ) b — I =  a [ (a  -f l)™«’1“ 1 +  (a +  l)"1«”“ 2 +  ••■ +  (« +  1)].

A szögletes zárójelben álló kifejezés, azonban megadja m-szer az ( a + l )  
hatványmaradékait az an modulusra vonatkozólag. Ezen maradékok ősz-

szege azonban osztható a modulussal, az an-nel, tehát az egész szorzat 
osztható aw + 1-gyel.

II. 1. A háromszög belső szögfelezőjére ismeretes a következő össze­
függés :

AB : AC — B P : CP.

Legyen jelen esetben AB <  AC, akkor a fenti aránypárból követke­
zik, hogy B P  <  CP  és így mivel B P  C P — BC,

B P  <  |  BC  =  BM,

tehát a P  pont M és B közé esik.
Másrészt, ha a háromszög szögeit a, ß, /'-val jelöljük, akkor
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B A T  =  90° — ß  =  ~  +  4  +  -£■
a
¥ + 7 ~ ß

Viszont a BA <  CA feltételből következik, hogy ß  >  y azaz p
és így

ß <  0

Minthogy pedig B A P = ~ ,  ezért AP a #C-t T és AI között metszi.

2. Legyen a háromszög körülírt körének középpontja 0,  akkor az 
OA egyenes BC-t M és C között fogja metszeni, t. i. az A pont az 
GM egyenesnek ugyanazon az oldalán fekszik, mint B. Ebből pedig az

következik, hogy PAG  >  MAP, t. i. MAP  a P A O-nak csak része, de 
ismert tétel az, hogy a háromszög ugyanazon csúcsából kiinduló ma­
gassági vonal és a körülírt kör sugara által képezett szöget az e csúcs­
ból kiinduló szögfelezők felezik, vagyis

/ \  / \  / \  
P A O =  P A T >  MAP. 111 111

111. Nyilván ß  is y is, nagyobb mint 45°, t. i. ha a =  45° — £t és 
^ = 4 5 °  — e2, akkor f  =  180° — a — ß  =  90°-h£1-f-e2> 9 0 ° , tehát, ha 
/?>45°, akkor y még inkább nagyobb í-5°-nál.

Legyen már most az egységsugarú kör középpontja G, a 0° végpontja

A és vegyünk fel úgy a 0° és között egy B és egy C pontot, hogy

AOB — 45° — £ és GO A =  4 5 °+ e  legyen. Vegyük fel a körön még úgy 
a B' és C  pontokat, hogy

JL. + L__ í  — r a t  <  — •
2 2 2
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AB' =  2 AB és ÁC' =  2AC
legyen.

Legyen továbbá a körnek és O/l-nak a másik metszéspontja A'

akkor B '0 .4 = 9 0 °  — 2e és C OAfe90° +  2e,tehát C 'O .l'=í)0° 2e=B 'O A.
Ebből következik, hogy a />' és C  pontok az AA' egyenestől egyenlő

/ \  / \
távolságra vannak, azaz a B'OA és G O  A szögek sinusai egyenlők./ \

Már most ha a <  45°, akkor BOA  legyen a, akkor ß  nagyobb

mint COA, tehát a 2ß  végpontja C  alá fog esni, azaz sin 2ß  <  sin 2a 
és y végpontja még a ß  végpontja alá esik, tehát sin 2ß  >  sin 2y.

Ha 45°, akkor a végpontja mindig a ß~€, ezé pedig mindig a 
y fölött van. Tehát sin 2a >  sin 2ß  >  sin 2y.

Ha a háromszög tompaszögű, akkor ß  is lehet kisebb 45°-nál és így 
sin 2ß  nagyohh, mint sin 2a.

Schütz György 
dolgozatából.1

Az ACBD  idom kétszeres 
területe :

IB sin 2a  +  «2 sin 2ß.

Az ABCE  idom kétszeres 
területe :

a2 sin 2y +  c1 sin 2a.

A két idom területe 
egyenlő, tehát

62 sin 2a +  «2 sin 2ß —
— a2 sin 2y +  c2 sin 2a,
sin 2a (b2 - c2) =
=  a2 (sin 2y — sin 2ß).

De 5 <  c s így a baloldal 
negatív. Hogy a jobboldal is 
negatív legyen, az csak úgy 
lehetséges, hogy

sin 2ß  >  sin 2y.
Tételünk bizonyítva van.

1 E dolgozatból csak a harmadik feladat megoldását közöljük, amely 
dicséretet nyert.
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J e len tés  az 1931. évi XUI-ik «K ároly Irén» fizikai 
tan u ló v ersen y rő l.

A Társulat XIII-ik «Károly Irén» fizikai tanulóversenyét 1931. októ­
ber 31-én tartotta Budapesten és Szegeden egyidejűleg, Budapesten 10, 
Szegeden 4 versenyző jelentkezett; beadtak Budapesten 10, Szegeden 2 
dolgozatot.

A verseny tételei a következők voltak :
1. A kísérletezőnek voltmétert, ismert r ellenállást és galvánelemek­

ből álló telepet adunk. Meg tudja-e határozni a telep belső ellenállását ?
2. Mennyi hő fejlődik, ha 800 m magasan 180 km. óránkénti sebes­

séggel repülő gépről a tenger fenekéig esik 100 kg-os vastömeg ? (A ten­
ger mélysége 500 m.)

3. 4 cm átmérőjű, 1 kg tömegű tömör henger és ugyanolyan külső 
méretű és tömegű, vékony falu cső egyszerre indul és legurul 1 m magas 
lejtőn. Melyik érkezik hamarább a lejtő aljára és mekkora időkülönbség­
gel érkeznek oda?

A verseny dolgozatainak megbírálására kiküldött Bizottság T angl Károly 

elnöklete alatt a következő tagokból állott: F aragó A ndor, Mikola S ándor, 

P ogány B éla és R ybár István.

A Bizottság döntése szerint első díjat senki sem kapott, ellenben egy- 
egy második díjat kaptak: B udó Á goston joghallgató, ki a budapesti 
kegyesrendi gimnáziumban P intér Mihály tanítványa volt és S trausz 

A ntal, a szegedi egyetem hallgatója, ki a zalaegerszegi reálgimnáziumban 
Vogel R ichárd tanítványa volt s aki Szegeden vett részt a versenyben.

Dicséretet kapott még S zidarovszky János, mérnökhallgató, a buda­
pesti Széchenyi István reálgimnáziumban Eskulits Ferenc tanítványa.

Budó Ágoston az 1. és 3., Strausz Antal az 1. és 2. feladatot oldotta 
meg helyesen, Szidarovszky Jánosnál viszont a 2. és 3. feladat megoldása 
helyes, ellenben az első nagyon hibás.

A Választmány a Bizottság ezen javaslatához egyhangúan hozzájárult.

J e le n té s  az 1932. évi XIV-ik «Károly Irén» fizikai 
tan u lóversen yrő l.

XIV-ik «Károly Irén» fizikai tanulóversenyét a Társulat 1932. októ­
ber 22-én tartotta. Budapesten 14 versenyző jelentkezett és beadtak 12  

dolgozatot, Szegeden 4 versenyző vett részt és beadtak 2  dolgozatot.
A verseny tételei a következők voltak :
1. Ha valamely oknál fogva megváltoznék a Föld tengelykörüli for­

gásának szögsebessége, mely jelenségekben volna ez észrevehető ?
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2. A yo-yot felhúzott állapotában nyugalomban lévő rugósmérlegre 
akasztjuk. Mit mutat a rugósmérleg, miközben a yo-yot elengedve az 
lecsavarodik, illetőleg felcsavarodik ? (Jelöljük a yo-yo tömegét m-el, a 
fonalának hosszúságát s-el és legördülésénck vagy felgördülésénck idejét 
í-vel.)

3. 25° Celsius hőmérsékletű levegőben n = 6 0 %  relatív nedvességű 
vízgőz van. Állandó térfogat mellett mennyire kell a levegő és vízgőz 
keverékének hőmérsékletét lehűteni, hogy a vízgőz telítésbe jöjjön ?

A verseny dolgozatainak megbírálására kiküldött Bizottság T angl 

Károly elnöklete alatt: Császár Elemér, Mikola S ándor, P octAny B éla, 
R ybár István és S zaRú Gábor tagokból állott.

A Bizottság döntése szerint az első díj mellőzésével második díjat 
kaptak : F röhlich Károly, ki a Mátyás király reálgimnáziumban Magyar 

Kálmán tanítványa volt és Lengyel S ándor, ki a budapesti református 
gimnáziumban A brahám István tanítványa volt.

F röhlich Károly a 3 . feladat m ego ld ásáva l tű n t ki, Lengyel Sándor 

p ed ig  az eg y ed ü li, aki a 2 . feladat e lső  részét h e ly esen  o ldotta  m eg .

Dicséretben részesültek még : Papp Zsigmond, aki a Kölcsey Ferenc 
gimnáziumban Mende Jenő tanítványa volt és Záborszky Janos, aki az
I. kér. Cisztercita-rendi Szt. Imre gimnáziumban Lovass A mbró tanít­
ványa volt.

A Bizottság javaslatát a Választmány egyhangúlag elfogadta.
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Az 1932. m ájus 21-i XXXVII. közgyű lés.

R ados G usztáv elnöki megnyitó beszéde:

«Tisztelt br. FJötvös Loránd M atematikai és Fizikai T ársu lat!
Társulati életünk 42. évének küszöbén megnyitván a szabályszerűen 

összehívott 1932. évi közgyűlésünket, Társulatunk alapszabályainak ér­
telmében megállapítom annak határozatképességét.

Kedves kötelességet teljesítek, amidőn a megjelent tagtársainkat sze­
retettel üdvözlöm, különös melegséggel azokat, akik a vidékről idefáradtak 
és ezzel társulati életünk iránti élénk érdeklődésüknek tanújelét adták.

Visszatekintve a lefolyt társulati évre, sajnálattal kell megállapítanunk, 
hogy az egész világra ólomsúllyal nehezedő gazdasági válság sorvasztó 
hatását velünk is érezteti, amennyiben a pénzforrásaink lassú elapadása 
folytán folyóiratunkat csak oly korlátolt terjedelemben adhatjuk ki, hogy 
az egyik főfeladatának, t. i. tagtársainkat a tőlünk művelt tudományágak­
ban való legfontosabb haladásokról terjedelmesebb ismertető cikkekben 
is értesíteni, már alig képes megfelelni. E nyomasztó helyzetben segít­
ségünkre sietett a Magyar Tud. Akadémia, mely méltányolva folyóira­
tunk múltját és a fizika és matematika művelése körül szerzett érde­
meit, ezt jelentékeny segélyben részesítette. E segítségre való készségéért, 
hazánk legelső tudós társaságának annyival inkább tartozunk hálával, 
mert tudjuk, hogy a Magyar Tud. Akadémia is ezidőszerint átmeneti 
anyagi nehézségekkel küzd, és amidőn Akadémiánknak e nagylelkű tá­
mogatásáért meleg köszönetünket kifejezzük, legyen szabad remélnünk, 
hogy ezt a jövőben sem fogja megvonni komoly tudományos munkát 
végző Társulatunktól. Fokozza e hálaérzetünket az a körülmény, hogy a 
Magyar Tud. Akadémia sikeres mozgalmat indított érdemekben gazdag 
volt elnöke és társulatunk nagy alapítója, br. E ötvös L oránd síremléké­
nek felállítása érdekében. E síremlék, melyet már az idei ősszel lelep­
leznek, hirdetni fogja a nemzet háláját a nagy fizikusnak elévülhe­
tetlen érdemei iránt, amelyekkel hazánknak széles e világon dicsőséget 
szerzett.
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Mély szomorúsággal emlékszem meg e helyen is arról a súlyos vesz­
teségről, melyet a magyar tudományos élet és vele együtt Társulatunk 
is két kiváló tagtársunk elhúnytával szenvedett.

Az egyik br. H arkányi B éla, a csillagászatnak jeles művelője, aki mág­
nás létére és anyagi függetlensége mellett, nem a politika porondján 
kereste az ott sokkal könnyebben elérhető babért, hanem a legnagyobb 
önzetlenséggel a kisebb külső sikerrel kecsegtető tudománymüvelést vá­
lasztotta élethivatásul, amely hivatásában komoly munkával és értékes 
eredményekkel elnyerte a világ osztatlan elismerését.

A másik W ittmann F erenc, a magyar elektrotechnikusoknak kiváló 
tanítómestere, aki ú gy a kutatás terén, de különösen kiváló tanári mű­
ködésével elévülhetetlen érdemeket szerzett.

Mindkét elliúnyt társunknak emlékét hálával, tisztelettel őrizzük lel­
kűnkben.

Ha az a kép, melyet Társulatunk jelen helyzetéről nyújtottam, nem 
épen rózsás, mégis bizalommal tekintek a jövő elé. Hiszen a mi hiva­
tásunk : az igazság keresése és hirdetése, a tudomány művelése és közlése, 
az ifjúság nevelése a legmagasztosabb hivatások egyike. Ez a tudat lel­
kesítsen bennünket a további munkára és adjon erőt az el nem marad­
ható jobb jövő bekövetkezéséig a kitartásra is.

Ezzel a kívánsággal nyitom meg az 1932. évi közgyűlésünket.»

R ados Gusztáv elnöki megnyitója után P ogány B éla titkári jelentésében 
beszámol az 1931—32. társulati év főbb mozzanatairól és adatairól:

Társulatunk az évfolyamán 11 előadó- és 3 választmányi ülést tar­
tott. Az előadó üléseken 15 előadás hangzott el, melyek közül 8 mate­
matikai és 7 fizikai tárgyú volt. Ünnepi keretek közt folyt le 1932 febr. 
18-i ülésünk, melyen elnökünknek, Rados GuszTÁvnak 70. születése 
napját ünnepeltük. A titkár beszámol a tanulóversenyek eredményeiről 
továbbá jelenti, hogy az 1932. évi König Gyula-jutalomérmet E gerváry 

Jenő tisztelt Tagtársunk kapta. Kegyeletes szavakkal emlékezik meg 
H arkányi B éla bárónak és W ittmann FERENcnek elhunytéról.

A közgyűlés tudomásul veszi N agy L. József leköszönését a pénztá­
rosi tisztségről, melyet távoli lakhelye miatt már nem vállalhatott. Évtizedes 
buzgó és önzetlen munkájáért a közgyűlés jegyzőkönyvi köszönetét szavaz. 
Helyére a közgyűlés S zabó GÁBORt választja meg pénztárosául és N agy 

Józsefet S zabó Gábor helyére a választmányi tagok közé iktatja.
A le lé p ő  v á lasz tm án y i tagokat, n e v e z e te se n  E gerváry Jenöí, F röhlich 

Karolyí, H aar A lfrédcá, Jordan Károlyí, Lóky BÉLÁt, T ass A ntálí á 

k ö zg y ű lés  újra m egválasztja  é s  H arkányi B éla báró h e lyére  P atai Imréí 

választja m eg .
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A pénztárosi jelentés a pénztárral ideiglenesen megbízott Fröhlich 
Károly választmányi tag betegsége folytán az 1932. november 26-án 
tartott rendkívüli közgyűlésre halasztatott; a zárszámadást jelen füzetben 
közöljük.

Az 1931—32. társu lati évb en  tartott előadások .

1931. nov. 12-én: A tanulóversenyek eredményeinek kihirdetése. 
R iesz F rigyes : Monoton függvények differenciálásáról.

1931. nov. 20-án : L. L. S ilverman (a Dartmouth College tanára) : 
Certain Definitions of Summability of Divergent Scries. (Divergens sorok 
szummabilitásának néhány értelmezéséről.)

1931. d e c .  10-én: N ovobátzky Ká r o ly : A Maxwell-félc téregyenletek 
általánosítása.

1932. febr. 4 -én : H orovitz Ena : Csősugarak viszaverődésc szilárd 
testekről.

1932. febr. 18 -á n : Rádos-ünnepély. T angl Károly : Elnöki megnyitó. 
F ejér L ipót : Átnyújtja Rados Gusztávnak a Matematikai és Fizikai Lapok 
ünnepi számát. Kürschák József : Egy analitikus geometriai determináns 
irreducibilitása.

1932. márc. 3 -á n : N eumann János : Az ergod-hipotézis bizonyítása.
1932. márc. 11-én: Reck Pál : A rekrisztallizációról.
1932. márc. 31-én: Gyulai Zo ltán : Deformált A a Cí-kristályok 

elektromos vezetéséhez. S zegő Gábor : A Lcgendre-féle függvények köze­
lítő kiszámítása.

1932. ápr. 14-én: König Dé n e s: Jelentés az 1932 évi König Gyula­
jutalomról. Lassovszky Károly : Néhány változó csillag fotográfiai meg­
figyelése.

1932. ápr. 28-án : T ihanyi Miklós : A Lagrange-féle resolvens egyik 
tulajdonsága. Veress Pál : A Borel-féle befödési tétel egy általánosításáról.

1932. máj. 21-én: Közgyűlés. Császár Elemér: A fekete sugárzás 
törvényeinek általánosítása. R édei László: A másodfokú számtest osztály­
csoportjáról.

Az 1 9 3 2 —33. társu lati évb en  tartott előadások .

1932. nov. 10-én : A tanulóversenyek eredményeinek kihirdetése. 
W oyciechowsky József: Sipos Pál ellipszis-rektifikációja (1795) és logarit­
mikus-trigonometrikus táblarendszere.

1932. nov. 24-én : Rendkívüli közgyűlés (Pénztárnoki jelentés). J. A. 
B arnett (Professor of Mathematics in the University of Cincinnati [Ohio]):
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Infinitesimal transformations in certain types of function spaces. (Infinitezi- 
mális transzformációk bizonyos függvényterekben.)

1932. dec. 15-én : P olitzer R ózsa : Rekurzív függvényekről.
1933. febr. 23-án  : S zalay S ándor : Nagy intenzitású ultra hangsugarak 

tulajdonságai.
1933. á p .\ 6 - á n :  S zász Ot t ó : A Fourier-sor összetartásáról.
1933. ápr. 20-án: Gyulai Z. és S tasiw  0 . :  Additív festésű KCl-kris- 

tályok elektromos vezetése, (bemutatással); előadta Gyulai Zoltán.
1933. máj. 4  é n : N agy L. József : I. a) A forgóm ozgás d em o n strá ­

lása  b) A h u llá m m o zg á s ter jed ésén ek  d em o n strá lá sa . II. A m atem atika  

é s  fizika tan ítása  az osztrák  k ö zép isk o lá k b a n .’

1933. jún . 10. Közgyűlés. E gerváry Je n ő : A z eg y ség k ö r  le k é p e z é se  

' p o lyn om ok k al.

Az «Eötvös Loráiid» M atem atikai és F izikai T ársulat 
1931 . évi zárszám adása és vagyonkim utatása.

A) B ev éte lek :

1. 1930. évi zárszámadási maradvány: Pengő
a) kézi pénztárban ™ ____59*25
b) postatakarékpénztárban ... .______  107*54
c) Magyar Leszámítoló és Pénzváltó Bankban ___ _____  1308*—

2. Tagdíjak..___ „  ______________ „  „  „ _____— _____ 1044*41
3. Előfizetési díjak _ ______ ____________________________ „  172*94
4. Á llam segé ly______ ______ _____________1000*—
5. Kamatok___ __  ____ __ _______  ________ ______ 51*03
6 . Vegyesek  _____  „   ___ ___„  .„ 84*90

Ö sszesen  : 3828*07

B) K iadások:
Pengő

1. Nyomdai k ö ltségek ______ _______________________________ 2174*60
2. Tanulóverseny „ ---------------------------------------------------- - _  50*—
3. Kezelési költségek ---------------------------------------    49*29
4. Vegyesek _________________________________  174*03
5. Pénztári maradvány:

a) kézipénztárban _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _______ 64*96
b) postatakarékpénztárban „  _  „ ___ „  „ _______ _  _  383*19
c) Magyar Leszámítoló és Pénzváltó Bankban _ ___ . „  „  932*—

Összesen: 382807
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V a g y o n m é r le g .

A) V a g y o n :
1. Korona értékpapirosokban, Korona Pengő

a) A Magy. Lesz. és Pénzv. Bankban :
2600 K. n. é. 4 %-os fővárosi kölcsönkötvény 2600*—
1800 « « « 6% -os hadikölcsönkötvény

(4. kibocsátás).^ „  _  _ 1800*—

300 « « « 4 %-os magyar korona- 
járadékkötvény 1  5* *« 300*—

2200 « « « 6% -os hadíkölcsönkötv.
(6. kibocsátás)

O E, Ja «
2200-—

2000 K. n. é. 5  ̂%-os hadikölcsönkötvény
(4. kibocsátás) _  _  „ 2000-—

10000 « « 6 %-os hadikölcsönkötvény
(3. kib.) Kőnig-alap.„ 10000-—

b) Pesti Hazai Takarékpénztárban--------
C2

könyvben

jelzésű

108-—
c) Állami kezelésben: Maitliényi Ottó-hagyaték _ 10000-—

2. Károlyi Irén-féle kötött alapítvány „  „  _ ~~ 1020-—
3. Forgótőke :

a)  kézipénztárban ~~ ~~ ~ 64-96
b) postatakarékpénztárban _ „  _  _ ___ _ 383-19
c) Magyar Leszámítoló és Pénzváltó Bankban

4. Tagdíj és előfizetési díj hátralék _  ______ __  _
5. Nyomtatványok „  — —

932-— 
200*—  

100—
Összesen : 29008- 2700-15

Nyomdai tartozás 
Egyenleg----------

B) T eher.
Korona  

29008-—

Pengő  
1083-27 
1 Cl 6-88

Rzabó Gábor s. k. 
pénztáros.

A számadásokat átvizsgáltuk és rendben találtuk.

Budapest, 1932, október hó 14-én.

Renner János s. k., Veress Pál s. k., Faragó Andor s. k., Tass Antal s. k.,
szám vizsgálók .
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k im u ta tá s  az 1931. évi m ájus 26-tó l 1932. évi 
d ecem b er 25-ig  b efo ly t ö sszeg ek rő l.

1. Tagdíjak.
1928-ra Suppan Vilmos (8 ). Összesen 8 P.
1029-re Bugarszky István (8 ), Fábián Béla (6 ), Hajós Géza (3), llosvay 

Lajos (8 ), Sebők Emánuel (6 ), Suppan Vilmos (8 ). Összesen 39 P.
1930-ra Bolla Györgyné (8 ), Fábián Béla (G), Fekete Jenő (4), 

Ferenczy Zoltán (6 ). Radó ^imon (8y, Tolnai Jenő (8 ), Tóth Géza (8 ), 
Véczi Gábor (8 ). Összesen 56 P.

193i-re  Bán Lajos (6 ), Blau Ármin (6 ), Boharcsik Pál (6 ), Bolla 
Györgyné (8 ), Breszlauerné Blau Ilona (8 ), Bresztovszky Béla (8 ), Bricht 
Lipót (8 ), Buchböck Gusztáv (8 ), Csada Imre (6 ), Gsegény Margit (8 ), 
D ér Zoltán (6 ), Eberhardt Béla (4), Fábián Béla (G), Fekete Jenő (8 ), 
Fenyvesi Andor (8 ), Ferenczy Zoltán (8 ), Frank János (2), Fraunhoffer 
Lajos (8 ), Görbe Imre (6 ) Haár Alfréd (6 ), Hadarits Vendel (8 ), Hang 
Dániel (G), Hittrich József (8 ), Ilosvai Lajos (8 ), Jakab Imre (G), Janicsek 
József (8 ), id. Jurányi Henrik (8 ), Kedves Miklós (6 ), Klug Lipót (8 ), 
Koren Dénes (8 ), Krbek Ferenc (8 ), Kurdiba Ferenc (8 ), Lajta Ernő (8 ), 
Lóky Béla (8 ), Marcell György (8 ), Mjhalovics Alajos (6 ), Pék János (8 ), 
Kucsinszky Lajos (8 ), Runtágné Perényi Gizella (3), Schalter Mátyás (G), 
Scholtz Pál (8 ), Steiner Miklós (6 ), Szabó Gusztáv (8 ), Szabó Miklósné 
Nagy Sarolta (8 ), Sziklai Jenő (6 ), ifj. Szmertnik István (8 ), Tardos 
Vidor (6 ), Tolnai Jenő (8 ), Tobisch János (8 ), Tomits Iván (8 ), Tóth 
Géza (8 ), Tóth Lajos 6̂ ), Véczi Gábor (8 ), W eber Márton (6 ), Ziper- 
novszky Károly (8 ). Összesen 381 P.

193‘2-re Ábrahám István (8 ), Bacsó E. Vilmos (G), Bauer Mihály (8 ), 
Bertrám Brúnó (G), Blau Ármin (6 ), Blau Györgyné (6 ), Breszlauerné 
Blau Ilona (4), Bresztovszky Béla (2), Buchböck Gusztáv (8 ), Bugarszky 
István (8 ), Csegénv Margit (8 ), Dér Zoltán (G), Faragó Andor (8 ), 
Fábián Béla (6 ), Fekete Jenő (8 ), Fenyvesi Andor (8 ), Ferenczy Zoltán (8 ), 
Frank János (6 ), Fröhlich Károly (8 ), Gruber Nándor (8 ), Haár Alfréd (6 ), 
Hadarits Vendel (8 ), Hajós Géza (G), Hang Dániel (6 ), Hausbrunner Vil­
mos (8), Ilosvai Lajos (8 ), Jakab Imre (6 ), Karai Sándor (6 ), Klug 
Lipót (8 ), Kovács János (8 ), Kövesi Ferenc (G), Kurdiba Ferenc (8 ), 
Kuzaila .Péter (6 ), Luckhaub Gyula (8 ), Magdics Gáspár (8 ), Marcell 
György (8 ), Nagy Béla (6 ), Nyári Béla (6 ), Ortvay Rudolf (8 ), Oszlaczky 
Szilárd (8 ), Pogány József (8 ), Bados Gusztáv (8 ), Rados Ignác (8 ), 
Renner János (8 ), Romsauer Lajos (8 ), Rucsinszky Lajos (8 ), Sebők 
Emánuel (6 ), Somogyi Antal (6 ), Steiner Miklós (6 ), Suppan Vilmos (8 ), 
Szabó Gábor (8 ), Szabó Gusztáv (8 ), Szabó Miklósné Nagy Sarolta (2), 
Szántó Sándor (8 ), Szekeres Kálmán (8 ), Sziklai Jenő (6 ), ifj. Szmertnik 
István (8 ), Szőke Béla (8 ), Tangl Károly (8 ), Tobisch János (2), Tolnai 
Jenő (8 ), Török Elemér (6 ), W inter József (8 ), Woyciechovszky József (8 ), 
Zipernovszky Károly (8 ). Összesen 452 P.

1933- ra Blau Ármin (6 ), Buchböck Gusztáv (8 ), Frank János (6 ), 
Fröhlich Károly (8 ), Suppan Vilmos (8 ). Összesenß ö  P.

1934- , 1935-, 1936-ra Blau Ármin (18). Összesen 18 P.
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2 .  E l ő f i z e t é s i  d í j a k .

1928-ra M. kir. Technológiai és Anyagvizsgáló Intézet Bp. (7*94).
Összesen 7 94 P.

1930- ra  Debreceni ref. gimn. fizikai szertára (6 ), Orsz. Meteorok és 
Földmágnességi Intézet Bp. (8 ). Összesen 14 P.

1931- re Bolyai reálisk. Bp. (8 ), Eggenberger könyvkeresk. (Gyak. gimn.) 
Bp. (7’20), B. Eötvös J. kollégium Bp. (8 ), Ferenc József Tanítók Háza 
Bp. (8 ), Ganz és Tsa Vili. R.-T. Bp. (8 ), Grill könyvkeresk. (W. Müller, 
London) (6’40), Kemény Zs. reálisk. Bp. (8 ), Kölcsey F. reálg. Bp. (8 ), 
Műegyetemi I. Mat. Gyűjt. Bp. (8 ), Ref. gimn. Bp. (8 ), Szt. László reálg. 
Bp. (8 ), Tud. Egyet. Közgazd. Kar Bp. (8 ), Izr. reálg. Debrecen (6 ), 
Révai Miklós reálisk. Győr (6 ), Róm. kath. reálg. Gyula (6 ), Gr. Tisza 
István ref reálg. Kecskemét (3), Ref. reálg. Miskolc (6 ), Ybl Miklós reálisk. 
Székesfehérvár (6 ). Összesen iVfi'60 P.

1932- re Ág. h. ev. Rudolf reálg. Békéscsaba (6 ), Eggenberger könyv­
keresk. (Gyakorló gimn.) Bp. (7-20), B. Eötvös J. kollégium Bp. (8 ), 
Ferenc József Tanítók Háza Bp. (8 ), Ganz és Tsa Vili. R.-T. Bp. (8 ), 
Kölcsey Ferenc reálg. Bp. (8 ), Orsz. Meteorok és Földmágnességi intézet 
Bp. (8), Ref. gimn. Bp. (8 ), Szent László reálg. Bp. (8), Tud. Egy. Köz­
gazd. Kar Bp. (8 ), Műegyetemi I. Mat. Gyűjt. Bp. (8 ), Szt. Imre reálg. 
Gsongrád (6 ), Izr. reálg. Debrecen (6 ), Révai M. reálisk. Győr (6 ), Róm. 
kath. reálg. Gyula (6 ), Horthy M. reálg. Kisújszállás (6 ), Csanád vezér 
reálg. Makó (6 ), Szt. Benedekrend Közp. Főkönyvtára Pannonhalma (G), 
Széchenyi István reálg. Sopron (6 ), Bánya- és Erdőmérnöki Főisk. Sop­
ron (6 ), Horváth Mihály reálg. Szentes (6 ), Garay János reálg. Szekszárd (6 ), 
Ybl Miklós reálisk. Székesfehérvár (6 ). Összesen Í57‘20 P.

1933- ra Svábhegyi Csillagvizsgáló Int. Bp. (8 ), Széchenyi István reálg. 
Sopron (2), Ybl Miklós reálisk. Székesfehérvár (4). Összesen 14 P.

3 .  S e g é l y e k ,  a d o m á n y o k .

Magyar állam _  ___ _ 1200 P
Magyar Tud. Akadémia „  '______  ________ _______  _  „  500 «
Középiskolai Mat. és Fizikai Lapok „ ___ „  „  „  ____2 0 «
Nagy L. József „  ________  __________________ _______  2 0 «

Összesen Í740 P
Budapesten, 1932. december hó 25-én.

Szabó Gábor, pénztáros.

Franklin-Társulat nyomdája. — Géezy Kálmán.

MtóW
ícmim



M A R X  É S  M É R E I
t u d o m á n y o s  m ű s z e r e k  g y á r a

BUDAPEST, VI., BULOSU-UTOA 7. 
Telefon : Aut. 933 -86 , Aut. 933—88.

G y á rta n ak  sajá t nagyszabású  te lepükön  m in d e n ­
n e m ű  fizikai, matematikai, csillagászati, 
mérnöki és elektromos mérőműszereket.
Külön osztály előkészítő és előadótermi fel­
szerelésre; ú g y m in t előadóasztalok, vegyifül­
kék, kapcsolótáblák, ablaksötétítők, előké­
szítő asztalok, üvegszekrények, vetítőgépek, 
epidiaskopok, mozgógépek gyártásá ra . S a já t 
h á ro m  kü löná lló  p rec íz ió s  m ű szerésze ti, a sz ta lo s- 

lak a to s-, lakkozó- és üvegfúvóm űhely .

Hőmérőgyártás.

A  g y á r fenná ll 30 éve, 100 a lka lm azo tt. 

Kitüntetve :
Turin Világkiállítás: Aranyéremmel és díszoklevéllel. 
Milano : Aranyérem. Saloniki: Díszoklevél.

1928. Kereskedelemügyi M. Kir. Miniszter Űr: 
I. d íj: Elismerő oklevél.
Országos Iparegyesület:

Ezüstérem, új ipar meghonosításáért.

Egyrácsos 
Kétrácsos

Háromrácsos 
Árnyékolt 

Hálózati
Egyenírányi 

Adócsövek

M a g y a r  g y á r tm á n y  - V ilá g m á rk a

VATEA elektroncsövek



FRANKLIN-TÁB8ULAT NYOMDÁJA : GÉCZY KÁLMÁN.
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