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A Mathematikai és Physikai Lapok évenként 8, legalabb 8 fvnyi
fiizetben jelennek meg, még pedig, a nyari hénapok kivételével, min-
denkor a h6 masodik felében. Az egész éviolyam 2430 iv terjedelmii
lesz. ElSfizetési ara 10 korona. A Mathematikai és Physikai TArsulat
tagjai tagsagi dijuk fejében kapjak.

Tarsulati mondanivalok. A huszadik tarsulati év 1911 januar 1-én
kezdddott.

A tagsdge dij (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona (az Alapszaba-
lyok VII. 12. §-a szerint az év elsé negyedében esedékes. Kérjitk t. Tagtirsain-
kat, sziveskedjenek a tagsigi dijat a tarsulat pénztiarnoka: Lévay Ede f6gymna-
siumi tanar (VI.,, Nagy Janos-utcza 37.) czimére bekildeni. A mult évekril
hdtralékban levé t. Tagtarsainkat sirgdsen kérjik o tagsdgi dij bekiildéseért.

A Math. és Phys. Lapok I. és Il évfolyama mér esak nehéany teljes
példanyban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhetd he.
Az 1. kotet ara 10 korona, a tobbieké 6—6 korona.

Az elsd és harmadilk évfolyam elss fivzetjét két-két koro-
ndval valtjuk be.

Rendes itilések. A tarsulat iiléseit rendszerint minden honap elsd és
harmadik csitortokén tartja a tud. egyetem physikai intézetében (VIIL., Eszter-
hazy-u. 3), d. u. 6 orakor. Az eldadasok targyat — egy mathematikai és egy
physikai targy — 2—3 nappal az ilés elélt a napi lapokban kihirdetjiik.

A tagajanlasok a tarsulati {igyekre vonatkozé kérdések és kivansagok
Kovesligethy Radd igyvivé titkar czimére VIIL, Sandor-uteza 8. intézendok.

A folyoirat szellemi részét illet6 kildemények (czikkek, feladatok, kérdé
sek, stb.) a szerkeszt6khoz kiilldenddk ; a mathematikai targytiak Rados Gusztdv,
IX., Ferencz-koruat 38. sz.,, a physikai targyuak pedig Kovesligethy R.
czime alatt. A reclamatiok, czimvaltozésok a pénztarnokhoz intézenddk.

Igen tisztelt munkatdrsainkat értesitjiik, hogy a valasztmany hatarozata-
bol a szokott 25 kiilonlenyomatot ezentil idires boritékkal adjuk ; nyomtatott
boritékot csak kiilon kivinsagra, a megfeleld nyomdai koltségek felszamita-
saval adhatunk.

o A reclamatiok, czimvaltozasok a pénztarnokhoz intézendok
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A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
BOLYAI-JUTALMA.

A magyar tudomanyos Akadémia 6t év el6tt adta ki el6szor
a 10,000 koronds Bolyai-jutalmat, melynek létesitésével, hazénk-
nak a mathematika terén eleddig legfényesebb kutatéinak, a
genialis Bolyaiknak emlékezetét mélté modon kivanta meg-
orokiteni. E jutalom elsé laureatusa Henri Poincarg volt, a
franczidknak legkivalobb tudosa, kinek a mathematika, elmé-
leti physika és a csillagiaszat terén korszakot alkotéo miiveil
minden id6k legfényesebb alkotdsai kozé tartoznak.

Az Akadémia Bolyai-bizottsiganak akkori dontése, melyr6l
e folyoirathan is hirt adtunk, viligszerte nagy tetszéssel talal-
kozott. Mert eltekintve attol a redank nézve orvendetes ese-
ménytél, hogy a,franczia akadémia elnoke nyilt iilésén tartott
fényes beszédében Poincari-val egyiitt akadémiankat is idvo-
zolte és a hallhatatlan Bolyaiak hervadhatatlan nagy érdemeit
ujbol kiemelvén, azoknak emlékezetét a legmelegebb hangon
dicsoitette, még ezenfeliil lehet mondani széles e vilagon, a
hol csak a tudomdny irant érdeklédnek, a legelékel6bb szak-
folyoiratok siettek a Bolyai-jutalomrél szolo jelentést kozzé-
tenni. igy ez a jelentés teljes terjedelmében megjelent Franczia-
orszaghan a «Bulletin des Sciences Mathématiques» czimi
folyoiratban, Németorszighan a «Mathematische Annalen»,
Olaszorszagban a «Rendi conti di Palermo» czimi legel6kel6bb
olasz mathematikai folyoirat hoztik e jelenlést teljes terjedel-
mében, az amerikai «Science» pedig bé kivonatban, angol
nyelven. :

Nem érdek nélkiil valo, hogy Ernest Leson «Henri Poincaré,

Mathematikai és Physikai Lapok. XX, 1



2 HENRI POINCARE.

Biographie, Bibliographie analytique des écrits» czim mivé-
ben Poincaré tudoményos méllatdsdra a magyar tud. Akadémia
Bolyai-jutalmarol szolo jelentését hasznalta fel, a melyet mii-
vébe szohiven atvett.

Az alibbiakban bemutatjuk t. olvaséinknak a magy. tud.
Akadémia Bolyai-hizottsaganak 1910 oktéber havdban folytatott
targyalasairol szolo jegyzokonyvét és a bizottsag eldadojanak,
Hexri PoiNcarg-nak - érdekes jelentését. A Bolyai-bizottsag ez
idei tdrgyaldsainak eredményeként a tud. Akadémianak azt
javasolta, hogy a Bolyai-jutalmat Davip HiLgert hirneves német
mathematikusnak itélje oda, a ki mar eddigi munkalkoddsaval
is a mathematika fejlodése koril hervadhatatlan érdemeket
szerzett. Az Akadémia a bizottsig javaslatit az 1910. évi de-
czember havi Osszes iilésén egyhanga batdarozattal magaéva
tette. Hiszsziik és reméljiik, hogy Akadémiianknak ez a dontése
is a-tudosvildg tetszésével fog taldlkozni.

A NEMZETKOZI BOLYAI-BIZOTTSAG 1910. EVI
ULESENEK JEGYZOKONYVE.

Bolyai Janos sziiletése szdzadik évforduléjanak iinneplésé-
hez a M. Tud. Akadémia 1900-ban azon hatdarozalival jarult
hozzd, hogy a halhatatlan tudosnak, valamint az 6 mélyen
gondolkodo atyjianak és a tudomdnyban mesterének emlékeze-
tére, elsé izben 1905-ben és azutan minden o6todik évben a
deczemberi osszes iilésén, a megel6zé 6t évben barhol és bar-
mely nyelven megirt legkivalobb mathematikai vizsgdlat szer-
z6jét, tekintethe véve az illetének elébbi tudomdnyos miké-
dését is, 10,000 K «Bolyai-jutalom»-mal és éremmel tiinteti
ki. Az érem egyik oldaldt a M. Tud. Akadémia és Budapest
képe, a mdsik oldalat magyar felirat disziti.

Az alapitvany szabdlyzata értelmében a M. Tud. Akadémia
az 1905 —1910. idészakra Konie Gyuni-t, a III. osztdly titkarat
és Rapos Guszriv-of, ugyanennek az osztilynak rendes tagjat,
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mint az Akadémia bels¢ tagjait, Henri Poincari-t, a franczia
Akadémia tagjat és Gosta Mirrac-LerrLER-t, a svéd tud. Aka-
démia tagjat mint kilso tagjait kildotte ki a Bolyai-jutalmat
odaitélé bizottsagha. E bizottsag 1910. évi oktober ho 17-én
Budapesten gyilt 6ssze és 17-én és 18-an folytatott szobeli tar-
gyaldsaira elnokil Konie Gyvri-t, eléadoul pedig Hewmri Pory-
«cari-t valasztotta meg.

Az utols6 6t évben megjelent legkivalobb mathematikai
tiublicatiok koziil a bizottsdg kiilénosen Davip HiLperT miveit
méltatta figyelmére, a melyek gondolati tartalmuk mélysége,
modszereik eredetisége, bebizonyitdsaik logikai szigorisaga
révén mir eddig is igen nagy befolydst gyakoroltak a mathe-
matika fejlodésére.

Birdlat ala véve e kivalo szerzé jogezimeit és figyelembe
véve az utolsé ot évben megjelent munkdin kivil az el6zé
munkdit is, valamint az egész tudomdnyos palyafutisat, a
bizottsag egyhangulag ugy hatarozott, hogy a Magyar Tud.
Akadémia Bolyai-jutalmat Davip HiLert-nek javasolja odaitélni.

Ez elhatarozas indokolasat H. Poincare el6adé jelentésében
fogja eléadni.

E jegyzékonyvet egyhangulag elfogadtak.

Budapest, 1910 oktober 18-an.

Kinig Gyula, elnék. Poincaré, eléado.
Miltag-Leffler, Rados Gusztd.

HENRI POINCARE JELENTESE.

A Hiuert-t6l targyalt problémak annyira valtozatosak, fon-
tossaguk pedig olyan szembesz6ké, hogy hosszas bevezetéstol
eltekinthetek. Azért elényosnek latszik mindjart belefogni f6bb
értekezéseinek részletes ismertelésébe. Az olvaso e kutatdsok
nagyjelentéségli eredményeinek lattara a végsé consequentidt
amugy is maga fogja levonhatni.

1*



4 HENRI POINCARE.

Az invariansok.

HiLeert els6 dolgozatai az invariansok elméletére vonatkoz-
nak. Ismeretes, hogy mily szenvedélylyel mivelték a mathemati-
kanak ezt az agat a mult szdzad kozepe tdjan valamint az
is, hogy e szenvedély azota mennyire alabb szdllt. Ugy latszott,
hogy a CreBscu-ék, Gorpban-ék, CavLey-ék és SyLVESTER-ék ki-
meritették mar mindazt, a mit a régi modszerekkel elérni
lehetett és hogy utinuk mér csak kevés tarlozni valo maradt
hétra. Azonban az algebra és szamelmélet, kilonosen pedig
az algebrai egész szamok elméletének haladdsai, valamint ez
utobbi modszereinek kiterjesztése egész formakra, KronECKER
tmodulus-elmélete, megengedték az idevagéd kérdések targyaldsa
1j, eladdig kifiirkészetlen oldalrol. Ezt tette Hiuert, midén
mindenekel6tt Gorpan-nak hires tételével probalkozott meg, a
mely szerint valamely alakrendszer Gsszes invariansai rationalis
és egész modon fejezhetok ki koziilok alkalmasan valasztott
véges szamu invarians segitségével. A HiLBert-t6l elért siker-
r6l magunknak jobb képet nem alkothatunk, mintha Gornan-
nak egész kotetet kitolté bebizonyitasat 6sszehasonlitjuk azzal
a néhany sorral, a melylyel Himserr a bebizonyitasaban czél-
hoz jutott. A modszerek HiLBerr révén ugyanannyit nyertek
altalanossagukban, mint egyodntetiiségiikben és a lehetséges
altalanositdasoknak egész sorozata volt elérelathato.

Tekintsiik az I alakoknak végtelen sorozatat, akkor kéziilok
mindig kivalaszthalo az F,, F,,..., F, alakok véges rendszere,
a melynek segitségével az [ sorozat barmely alakja ekként
fejezheto ki:

F=AF,+AF,+ - +A,Fp, (L)

a hol az A egyiitthatok ugyanazoktol a vallozoktol fuggé ala-
kok, mint az F-ek. E tétel a modulusok Kronecker-t8l beveze-
tett alapveté elméletének folyomdnya. E tétel Kronecker nyel-
vén szolva annyit mond, hogy tébb modulus kézés divisorai,
legyenek ezek bar végtelen nagy szamban is, koziilok egyik-
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nek — a legnagyobb kézos divisornak — osztéi. A geometria
nyelvén ezt ugy fejezhetjiik ki (ha négy véltozora szoritkozunk
s ezeket mint homogén térbeli koordinatakat értelmezziik), hogy
végtelen sok algebrai feliilet k6z6s pontjai véges szamu algebrai
gorbe pontjai, a melyekhez véges szamu isoldlt pont jaral.

De ezzel még nincsen vége. Tegytik fel, hogy az I-ek mind-
annyian bizonyos alakrendszer invariansai és az A-k ez alak-
rendszer egyiitthatoinak alakjai. Mindig feltehetd, hogy az A-k
is invariansok. Mert kiilonben az alakrendszer alakjaira oly
linear atalakitdés volna alkalmazhato, a melynek egyiitthatoi
hatarozatlanok. Ezek a hatdrozatlanok belépnének az 1. alatti
relatio transformalt kifejezésébe. Ha most erre bizonyos diffe-
rentialasi folyamatot ismételten alkalmazunk (e differentidlasi
folyamat a linedr atalakitis hatdrozatlan egyiitthatéira vonat-
kozik), végiil az 1. relatioval analog relatiohoz jutunk, a mely-
ben az A egyiitthatok helyébe invariansok léptek. Gorpax
tetelének bebizonyitdasa innen kozvetleniil foly.

De ez sem még minden; az alapvariansok ko6zott bizonyos
szamu syzigidknak nevezett relatio dll fenn. Az dsszes syzigidk
néhanyukbol osszeadassal és szorzassal vezethetok le. E syzigidk
kozott vannak els6fokuak, masodfoktak stb., ezek mindegyik
fajtdja ugyanazon fokhoz tartozé véges szamu syzigiabol egész
miveletekkel vezetheté le.

HiLpert ezeket az eredményeket az algebranak egy altalanos
tételébdl vezeti le. Tekintsiink a kovetkezé linedar egyenlet-
rendszert :

2FuX; =0,

a melyben az I-k adott alakok, az Xj-k pedig bizonyos hata-
rozatlanoknak ismeretlen homogen alakjai. Ez egyenletrendszer
megoldasainak és e megolddsok kozott fenndllo vonatkozasok-
nak tanulmanyozasa arra vezet, hogy az adott linear egyenlet-
rendszerbdl leszarmaztatott linedar egyenletrendszerek bizonyos
sorozatat targyaljuk, mig végil oly leszarmaztatott rendszerre
jutunk, melynek mar egydltalaban nincsen megoldasa. Ez vezette



6 HENRI POINCARE.

Hieeer-et a téle X(R)-rel jelolt szam meghatdrozdsara, a mely
megmutatja, hogy valamely R-edfoka alak egyiitthatéinak hény
fiiggetlen feltételt kell kielégiteniok, hogy adott modulusra
nézve zérussal legyen congruens.

De hogy az elmélete teljes Jegyen, HiLerT nem érhette be
azzal, hogy az alap-invariansok véges rendszerének létezését
mutatta ki, hanem még eszkozoket kellett teremtenie azoknak
valosdgos képezésére is. Ezeket pedig megtaldlta oly kérdés
megoldasaval, a mely az algebrai egész szamok egész polyno-
mokra kiterjesztett elméletének keretébe tartozik.

A problémat ily médon a kovetkezé haromra bhontotta fel:

1. Meghatérozandok amaz [/, invariansok, a melyeknek segit-
ségével az oOsszes invariansok mint ezeknek egész algebrai
fiiggvényei kifejezheték, azaz hogy kéziilik barmely I invarians
kielégitsen ilyen alaku algebrai egyenletet:

G Gl ik G TG =0

a melyben a G egytuitthatok az /,,-ek rationalis egész fiiggvényei.

2. Meghatarozandok amaz invariansok, a melyeknek segit-
'ségével az Osszes invariansok rationalisan fejezheték ki.

3. Meghatarozandok azok az invariansok, a meliyekkel az
‘0sszes tobbiek egész miveletekkel kifejezhetok.

E problémak koéziil az 1-nek megoldisa a legnehezebb. Ha
‘ez fneg van oldva, akkor az alakrendszer invaridansainak osz-
“szessége min algebrai test foghato fel és az elsd feladat e test
fokszdmdnak meghatarozdsara iranyul. E feladatot HiLeert
legaldbb bindr alakokra megoldotta, kétféle uton is kiszamitvan
¢ (0)-t, a o adfokti egymastél linearisan fiiggetlen invariansok
szamat, illetve (¢)-nak o nagy értékeire vonatkozo asymptotikus
“értékét.

Az elsé probléma meg lévén oldva, a masik ketld vissza-
vezetheté az algebrai szamtestek elméletének egyik classicus
kérdésére. Arrol van most sz6, hogy megtaldljuk amaz alap-
“invariansokat, a melyekkel a  tobbiek egész algebrai modon
“fejezhet6k ki. :
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E czélbol Hierr abbhol a megjegyzésbél indul ki, hogy
ezek amaz invariansok lesznek, melyeknek eltiinése az Osszes
tébhiek eltiinését maga utén vonja. lly modon értheté, hogy
az alapinvariansok kérdését nagyban kell, hogy elémozditsa
az 0. n. nullaformak tanulmanyozésa; ez elnevezésen olyan
alakokat értvén, melyeknek szambeli egytitthatoi gy vannak
megvilasztva, hogy Osszes invariansaik zérussal egyenldk.

Binir alakok esetében a nullaformak azok, melyek valamely
linedar tényezd elegendé magas hatvianydval oszthatok; de a
tobbi esetekben a kérdés sokkal finomabh. Erre nézve Hiugert
a tételeknek egész sorozatat allapitja meg. ‘

Tekintsiink egy numerikus egyiitthatokkal felszerelt alakot
és letszés szerinti linedr atalakitasbol folyo transformaltjat; e
transformalt alak egyiitthatoi a linedr helyettesités egyutthatoi-
nak polynomjai lesznek. Ha a helyettesités determinansa e
polynomok algebrai egész fiiggvénye, az adott alak nem lesz
nullaforma, az ellenkezd esetben igen.

Tekintsiitk mas oldalrol valamely alaknak oly lmear helyet-
tesitéssel levezetett transformdltjit, a melynek -egyiitthatoi
tetsz6leges [ parameler novekedd hatvanyai szerint kifejtheto
fiiggvényei, oly modon, hogy a hatvanysorba valo kifejtésiikbe
negaliv kitevéji tagok is beléphessenek. Ha most mir nulla-
forméarol van szo, a linear helyettesités gy valaszthato, hogy
determinansa a {=0 helyen végtelenné legyen, mig a trans-
formalt alak egyatthatoi ugyane helyen végesek maradnak.
HiLeert most kimutatja, hogy ez a feltétel sziikséges és ele-
gendé arra, hogy az adott numerikus forma nullaforma legyen,
Minden nullaformdihoz tehat egy vagy téobb linedr substitatio
is tartozik, melynek megvan a fent kimondott sajitsiga. Ezt
kimutalvan, HiLBert bebizonyitja, hogy kiindulva tetszésszerinti
nullaformabol, ezt linedr helyettesitéssel mindig bizonyos kano-
nikus nullaformdba transformalhatjuk. Kanonikus valamely
nullaforma pedig akkor, ha a neki megfelelé fenti sajatsagokat
mutato helyettesités ilyen alaki: ' '
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A nullaformék vizsgalata ily mdédon vissza van vezetve a
kanonikus nullaforméak tetemesen egyszer(ibb vizsgalatara. Az
eredménye a vizsgalddasnak az, hogy a kanonikus nullaforméak
azok, a melyekben egy bizonyos geometriai schema alapjan
kénnyen meghatarozhaté tagok hianyzanak. Mindezekbdl lat-
hat6, hogy Hilbert vizsgalodasai utan az invariansok elmélete,
mely mar félszdz évvel ezel6tt annyi kivald mathematikusra
csabitd varazser6t gyakorolt, egészen Uj és a réginél mennyi-
vel elegadnsabb format o6ltott.

Az e szam.

Hermite bizonyitotta be legel6szér, hogy az e szam transcen-
dens, kevéssel utana Lindemann Kkiterjesztette ezt az eredményt
a n szamra. Ezek kétségtelenll a tudomanyos kutatasnak fényes
gy6zelmei; mindazonéaltal mindenki érezte, hogy Hermite mod-
szerei — barmily genialisak és eredetiek lettek legyen —
még tokéletesithet6k, mert nem éppen a legrévidebb Gton
vezettek czélhoz. HILBERT-nek volt megadva a legrévidebb
uton e tételeket bebizonyitani s nem valészinl, hogy a jové
fejlédése 6t e tekintetben felllmulhatna.

ime mar a masodik példa arra, hogy Hilbert nehezen ki-
mutathatd, mély tételeknek bamulatosan egyszer(i bizonyitasait
adta. Ez a nagy egyszer(sit6 képessége ilyen forman tudo-
manyos képének egyik jellemz6 vonasa.

Szamelmélet.

Hilbert szdmelméleti munkai legf6képen az algebrai szam-
testekre vonatkoznak. Egy vagy tobb algebrai szambol ratio-
nalis mioiveletek segitségével levezethetd szamok &sszessége
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szamtestet vagy rationalis tartoményt alkot; koziilok az algebrai
egész szamok Osszessége a szamtest integritdsi tartomanyat
szolgdltatja.

Ha most mar valamely szimtest mindamaz algebrai egész
szdmait tekintjik, a melyek az

a4,y %+ - -+ ap®y

alakra hozhatok, a hol az a-k a szamtest adott egész szamai
és az x-ek ugyane szamlestnek telszésszerinli egész szamai,
akkor ezeknek Osszessége az, a mit idealnak neveziink. A mi e
meggondolasoknak ¢rdeket kolesonoz, az az a kérilmény, hogy
az idealok oszthatosagi viszonyainak tekintetében a kézonséges
szamelmélel torvényeinek hodolnak; jelesen, minden ideal egy
€s csak egyfélekép bonthato fel torzsidealokra. Ez DEepexkinp
alaptétele.

Mis oldalrol oly szamokat is tekinthetiink, a melyek adott
D rationalis tartomanyba tartozo egyiitthatokkal felszerelt
algebrai egyenletnek tesznek elegetl. Ezek a szamok és a velok
rationalisan kifejezhetok 1j, az eredeti D rationalis tartomény-
ndl kiterjedtebb D, rationalis tartomanyt alkotnak; egyszer-
smind D, inlegrilasi tarlomanya K, Kkiterjedtebb a D inte-
gritasi tarlomanyanal, a K-ndal. A K, tartomanyt most nemcsak
a kozonséges rationalis szamok alkotta testre, hanem K-ra
valé6 vonatkozdsaiban is vizsgdlhatjuk. Igy szolhatunk A -nek
K-ra vonatkoz6 relativ fokszdmarol, a K, valamely sziminak
a K-ra vonatkozo relativ normajarol stb. Igy beszélhetiink
relativ quadratikus testekrél, melyek D b6l ¢/ p adjunctioja
utjan keletkeznek, a hol g a D-nek valamely szima, vagy
relativ AseL-féle szimtestekrél, melyek D-h6l D-ben AsrL-féle
egyenlet gyokének adjunctioja atjan szarmaznak. Ime ez DEDE-
KIND eszméinek bizonyos dltaldnositisa, melyet masok taldn
megsejteltek, de a melyekb6l Hiuert egészen viratlan elényo-
ket meritett.

Szélnunk kell még Gavois-féle szamtestekrél, a melyek Gavois-
féle egyenletbél vannak leszirmaztatva. Barmely szamtest mindig
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valamely Gavois-féle szamtestben foglaltatik épp ugy, mint fent
a Di-ben; e Gavois-féle szamtest ngy keletkezik, hogy az ere-
deti szaml!esthez az 6t definidlé egyenletnek nemcsak egy;
hanem az dsszes gyokeil adjungdljuk. Valamely tetszés szerinti
algebrai szamtestre vonatkoz6 oOsszes kérdések ilyen értelem-
ben vissza vannak vezetve a f6léje rendelt Gavois-féle test
analog problémaira.

Miutan HiLeerT megmutatta, hogy bizonyos congruentia
discussioja alapjan miképen hatdirozhatok meg az osszes adott
normahoz tartozo idealok, a Depekinp-féle alaptételnek eladdig
igen szovevényes bebizonyitdsa helyett, Gjat keresett ; mindenek-
elott folotle egyszeriien sikeriilt ez neki Gavois-féle testekre,
a honnan minden nehézség nélkil attért barmely lestre.

Ily modon Hiusert Gavois-féle szamtesteket tanulmanyozvan,
az 0 fogalomalkotisoknak egész seregét dllapitolta meg. Igy
az eredeti szamtestet definalé egyenlet Gavrois-csoportjaban
foglalt kiilonb6z6 alesoportokkal kapesolatban definidlja az ald-
rendelt szamlest fogalmat. Ezeket a szoban lévé alesoportokat
bizonyos kozottiik és a szimtest tetszésszerinti torzsidedlja
kozotti kapcesolatok hatdrozzik meg és segitségiikkel egészen
uj és felette érdekes perspectiva nyilik meg a szamtestek szer-
kezetének tanulmdnyozasdra.

1896-ban Hieert KronNEcKER-nek azt a tételét, hogy minden
AsgL fél egyenlet gyokei egységgyokokkel kifejezheldk, j alapon
bizonyitotta be. Bebizonyitdsa tiszlan arithmetikai és azon-
felil még evidentidba helyezi azt az utat is, a melyen az
adott csoporthoz és megadott discriminanshoz tartozo dsszes
Ager-féle szimtestek elddllithatok.

De HiLperT miiveiben legféképen a relative quadratikus és
relative Aper-féle szimiestekkel foglalkozott. A szimelméletnek
egyik leglényegesebb pontja Gauss-nak a quadratikus maradékok
elméletéhen szerepld reciprocitisi térvénye; tudjuk, hogy mily
eloszeretettel viselkedelt e nagy mathematikus e kérdés irdnt
és hanyféleképen bizonyitotta be ezt a tételt.

E tétel érdekes dltalinositdsokra nyujt alkalmat, midén el-
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hagyjuk a kozonséges rationalis egész szamok tartomanyat és
tetszésszerinti rationalis tartoményt fektetiink alapul. HiLpert-
nek sikeriilt az &ltalanositas oly szamtestekre nézve, melyek
imaginariusok és a melyeknek osztélyszama péaratlan. LeGeENDRE
symboluméval analog symbolumot vezetvén be, sikerilt neki
a téle felfedezett dltaldnos reciprocitasi torvényt egyszerii alak-
ban Kkifejeznie. Tudniillik bizonyos szamu ilyen symbolum
szorzatdanak mindig 1-el kell egyenldnek lennie. Ez az altalano-
sitds annyival érdekesebb még, hogy ennek révén Hiusert ki-
mutathatta, hogy a lehetséges genusok fele része mindig valo-
ban képezheté is; ez oly eredmény, mely lehetévé tette Gavss-
nak a quadratikus alakokra vonatkozé megdllapitott genns
fogalomalkotasat, melynek elmélete a Disquisitiones Arithmeticae
legvonzobb fejezetei kozé tartozik, atvinni tetszésszerinti ratio-
nalis tartomanyokra.

Hogy mélyebbre hatolhasson, Hiuserr kénytelen volt az
osztdly fogalomalkotasat modositani. Két ideal a szo tagasabb
és régi értelmében ugyanabba az osztalyba tartozott, ha hénya-
dosuk algebrai szdm; a 26 szorosabb és 10j értelmében pedig
ugyanabba az osztalyba akkor tartoznak, ha hdnyadosuk oly
algebrai szdm, mely 6sszes conjugalt értékeivel egyutt positiv.
A sz6 tdgabb és a szo szorosabb értelmében vett osztalyok
szamai szoros kapesolatban vannak egymadssal, a mint ezt Hiv-
BerT felismerte. Ez az 0j fogalomalkotas egyszersmind lehetévé
tette HiuBerr-nek a tdle taldlt tételeket, egyszertibben for-
muldzni. E tételek nagy dltaldnossaguk mellett bamulatosan
egyszeriek és — a mint Himserr magat kifejezi — kristaly-
tiszta szépségiikkel tiin 16k6lnek, teljes bebizonyitasuk pedig Hiv-
pErT-nek mint az algebrai szamtestekre -vonatkozo kutatasainak
legfébb és végsé czélja lebeg szeme elott. Mi e tételeket dlta-
lanos alakban akarjuk kimondani. Eadire)

Ha / tetszésszerinti szamtest, akkor mindig van oly Kk
osztalytestnek (Klassenkérper) nevezetl test, melynek rendszama
a szlikebb érlelemben vett osztilyok szdmaval megegyezik. Ez
az osztalytest eldgazatlan, azaz K-nak semelyik toérzsidealja
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sem oszthato Kk-ban térzsideal négyzetével, tovabba maga-
ban foglalja a k-ra eldigazisos Osszes relative Aper-féle szam-
testeket.

Relativ csoportja isomorph azzal az AseL-féle csoporttal, me-
lyet a & osztilyainak compositioja megallapit.

A k-nak torzsidealjai AWk-ban dltalinossighan nem toérzs-
idealok ; tehit Kk-ra vonatkozolag tézsidealok szorzaldara fol-
bonthatok; e félbontdsban a tényezék szima és kitevéik, a
melyek szerepelnek. egyszoval a félbontas alakja, kizardlago-
san amaz osztdlytol fiigg, a melyben a széban forgo ideal a
k szamtestben besorozhato.

Nevezziik toviabba Kk-nak ama szdmait, a melyek conjugalt
értékeikkel egyiitt positiv eléjeliiek és e conjugdltakkal osztva
hanyadostl egységet szolgdltatnak, ambigudknak, akkor Kk
minden ambigua szdmdnak k-nak egy-egy idealja felel meg és
megforditva. Ez a tulajdonsag jellemzi a Kk osztalytestet min-
den egyéb k-ra relative Aper-féle testtel szemben.

Latni valé ezekbol, hogy e tételek mily messzevago fontos-
siaguak és hogy mily erds vilagitasba helyezik az osztalynak
fogalomalkotasal, mert az idealosztilyok kozotti vonalkozasok
az osztalytest szamai kozotti vonatkozdsokban lelik hi tikor-
képiliket.

HiLert maga nem bizonyitotta be e tételeket legaltalano-
sabb formulazasukban, csak speczialis esetekben, de ezek igen
valtozatosak, szamosak és kiterjedt kortek, ugy hogy meg volt
rola gyozodve, hogy modszereinek segitségével az dltalanos
esetben felmeriild nehézségek is lekiizdheték. E meggy6zodését
valora valtotta Pu. FurTtwiANGLER, a kinek sikeriilt HiLgrrT mod-
szerel segitségével tetszésszerinti algebrai szamtiestre nézve is,
az osztalytest létezését bebizonyitani.*

* Ez a hely és néhany mas a francia eredeti szovegtél eltérs. Az el-
térések Poincargé-val folytatott levelezéshen megéallapitott korrekturak,
melyek a jelentés franczia szovegébe mar nem voltak felveheték, mert
szerencsétlen véletlen folytan Poicarg levele elkésve érkezett. R.
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El6bb mar megemlékeztink a quadratikus maradékok elmé-
letében szerepl6é reciprocitdsi térvényrél; hozza kellett volna
tenniink, hogy HiLBERT egészen analog térvényt bizonyitott be
tetszésszerinti hatvdnymaradékrol, bizonyos speczialis szam-
testek tartomdnydra nézve.

Osszefoglaldsban mondhatjuk, hogy az idealoknak KumMer
és Depexinp allal tértént credldsa nagy haladast jelentett az
algebrai szamok elméletében, mert ezek altal Gavss-nak a
quadratikus alakokra vonatkozé elmélete nemcsak tetemesen
altaldnosithato volt, hanem egészen @] megvilagitdsba is
helyeztetett.

Higerr idevdgd és az imént ismertetett munkai 4j lépést
jelentenek az elmélet tovibb épitésében, mely jelentéségében
mivel sem csekélyebb az idealok credlisdanal.

Waring tétele.

Beszéljiink most HiLBert-nek egy az el6z6ktél teljesen eliité
mds szamelméleti dolgozatarol. Warine tételérdl van szo, mely
szerint minden egész szim N szama teljesen n-edik hatvany-
nak Osszegére bonthaté fel, a hol N csakis n-tdl fiigg. Feles-
leges kiilon felemlitenem, hogy e tétel idaig csak kimondva,
de bebizonyitva nem volt.

A mi most mar a Hiueerr-t6l adott bhebizonyitdshan figyel-
miinket leginkdbb megragadja. ez az a koriilmény, hogy vele
a folytonos viltozéknak szamelméleti kérdések targyalasaban
valo felhaszndlasdra egészen 0j utat mutatott.

Kiindul olyan identitishol, a melyben egy huszono6tszoros
integral egyenlitve van 6t négyzet 6sszegének m-edik hatvianya-
val. Felbontvan az integratio tartoményat aprobb tartoményokra,
oly modon, mint a hogyan a mechanikus quadraturiknal az
integralt megkozelito értékek sorozatat kapjuk és egy HiLBert-re
jellemzo hatardtmenetet alkalmazvan, az

(@}t 2™ =2 Yiy'
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identitasra jutunk, melyben az rn-k positiv rationalis szamok,
Y-k pedig egész egyitthatos linear formdk. Az =, egyiitt-
hatok, valamint ketté az Y linear formak kozt egyedil m-tél
fligg.

Eddig még nem léptiik tal az algebra keretét, ha csak nem
annak kimutatisdnal, hogy az 7 egyiitthatok és az V,-k egyiitt-
hatoi rationalis szamok. Hi.eert, hogy el6ére haladhasson, most
a segédtételeknek egész sorozatit fejti ki, melyek sokkal bonyo-
lultabbak, semhogy azokat itt reprodukalhatnam, de a melyek-
nek segitségével a szerzének végiil sikeril a tételt teljesen
bebizonyitani. Nem kételkedhetiink benne, hogy ezek a meg-
gondolasok, melyek ily modon hatirozott integralt tartalmazo
identitasok felhasznéldasdval szamelméleti tételek felfedezésére
vezelnek, egykor, ha majd ennek az eljardasnak mélyebb értel-
mét 1s tisztan felfogjuk, a Waring-féle tételt messze talhalado
szélesebb korben is termékeny alkalmazasra szamithatnak.

Geometriai kutatasok.

Elérkeztem HiueerT-nek a geometria alapvetésére vonatkozo
és oly rendkiviili mértékben eredeti munkdihoz. A geometriai
philosopbia torténetében harom korszak kiilonboztetheté meg:
az elsé az, a melyben mély gondolkodok, kiknek élén Borvar-t
kell killonosen idézniink, megalapitottiak a nem-euklidesi geo-
metrial ; a masodik az, a melyben HeLmuorrz és Lie megmutat-
tak a mozgis és csoport fogalmainak szerepkorét a geomelrid-
ban; a harmadik korszak Hiusert-tel indal meg. A mnémet
szerz6 a logika dllaspontjara helyezkedik. Felteszi a kérdést,
hogy melyek azok az axiomak, a melyeket kimondanak és
melyek azok., melyeket alattomban, kimondds nélkil hasznal-
nak? Mi a valodi logikai tartalmuk és mit lehet beldlik az
intuitiora valo jabb folyamodas nélkil, tisztin a logika sza-
balyainak egyszerii alkalmazdsaval levezetni? Végiil fiuggetle-
nek-e azok egymastol, vagy lehet-e egyiket a masikbol leve-
zetni? Ime ilyenek a targyalandé kérdések.
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- HiLBert azon kezdi, hogy az axiomdk teljes lajstromat
elkészitse, iparkodvan e listdban kozilok egyet sem felejteni
ki; ez nem oly kénnyti feladat, mint az ember hihetné, hiszen
maga Evkuipes hallgatagon alkalmazott oly axiomakat is, me-
lyeket sohasem mondott ki. A geometriai szemlélet annyira
vériinkben van, hogy azt gyakran alkalmazzuk, a nélkil, hogy
észre is vennék. Innen ered annak a sziiksége, hogy a geo-
metriai szemléleteknek a legkisebb teret se engedjiink, ha a
HicgerT-t61 kittizott czélt el akarjuk érni.

A tudés professzor az axiomdkat ot csoportra osztja fel.

I Axiome der Verkniipfung (én inkébb projectiv axiomsk-
nak nevezném o6ket, semmint a szoszerinti forditasbol kelet-
kez6 «kapcsolas axiomait» haszndlndm, mely Kkifejezés nem
volna kielégito).

1. Axiome der Anordnung (az elrendezés axiomai).

III. A congruentia axiomdi vagy metrikus axiomak.

IV. Archimedes axiomdja.

A projectiv axiomak kozott megkiilonboztetjik a sik és tér
ilyen axiomdit; az elsék azok, melyek abbél a jol ismert pro-
positiobol szarmaznak, hogy: két ponlon dt eqy és ecsak eqy
eqgyenes halad dt.

Térjiink at a mdsodik csoportra, az elrendezés axiomadira.
Ime az els6 kettének formulazdsa:

«Egy ugyanazon egyenesen fekvéo harom pont kozott van
bizonyos vonatkozds, melyet ugy fejeziink ki, hogy a pontok
egyike és csak egyike fekszik a masik kettd kozott. Ha a €
az A és B kozott van és ha D az A és € kozolt van, akkor
D is az A és B kozott van.

Itt latjuk, hogy nem mozgositjuk a geometriai szemlélé ké-
pességiinket és ha a kozéesés szonak értelmét ilyforman nem
iparkodunk mélyiteni, akkor minden vonatkozas, mely ez axioma
koveteléseinek eleget tesz, ugyanezzel a kifejezéssel illethetd.

A harmadik csoport a metrikus axiomdkat tartalmazza. Ezek
kozott harom alesoportot kiilénbiztetiink meg, melyek rendre
a vonaldarabokra, a szdgre és a haromszogre vonatkoznak.
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HiLgerr miivében itt egy lényeges pont figyelmen kivil
maradt; az axiomak sorozatit ki kellett volna egészitenie még
azzal az axiomaval, hogy az AB a megforditott BA vonal-
darabbal congruens. Ez magiban foglalja a tér symmetriajat
és az egyenl6szari hidromszog alapja melletli szogeinek egyen-
16ségét. HiLeert itt még nem targyalja ezt a kérdést, de vele
kiilon foglalkozott egyik értekezésében, a melyre még vissza-
tériink.

A negyedik csoport csak Evkripes postulatumat tartalmazza.

Az o6todik csoport két axiomabol 4ll; az els6, ARCHIMEDES
axiomaja, a fontosabb.

Legyen valamely D egyenesen A és B két letszés szerinti
pont ; legyen tovabba « tetszés szerinti vonaldarab; szerkesz-
sziik most A-bol kiindulva s B fel¢ tartva az a-val egyenlé
darabok sorozatat: AA,, 4,4,,..., 4,—1 A,; akkor n mindig
akkorara valaszthato, hogy B e vonaldarabok valamelyikére
raessék.

Ez annyit jelent, hogy adva lévén két tetszésszerinti vonal-
darab ! és L, mindig van elegendé nagy 1 egész szam, hogy
l-et m-szer 6onénmagdhoz illesztvén, az L-et feliilmalo vonal-
darabot kapjunk.

A miésodik az Axtom der Vollstindigkeit, melyre még
visszatérek.

Az axiomdknak egqymdstol valo fiiggetlensége. Az axiomak
sorozata egyszer fel lévén allitva, meg kell most vizsgalnunk,
mentesek-e azok ellentmondasoktol. Jol tudjuk, hogy igenis
azok, mert hisz tudjuk, hogy a geometria valoban lélezik. Hir-
BERT is geometriajat alkotvan, eleve igennel valaszolt volna.
De csodalatos modon ez a geometria nem egyezik meg telje-
sen a miénkkel, az 6 tere nem a miénk vagy legfeljebb része
a miénknek. HiLert terében nincsenek meg a mi teriink
osszes pontjai, hanem csak azok, melyek kiindulva két adott
pontbol tisztin vonalzé és korzé alkalmazasdval megszerkeszt-
heték. Ebben a térhen pl. 10°-01 sz6g nem létezik.

Mivének masodik kiaddsaban arra térekedvén, hogy ne ide-
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gen geometridkat, hanem a mi rendes geometriankat megkapja,
az axiomdk sorozatat egy-gyel kiegésziti, az Axiom der Voll-
stdndigkeil-tal, melyet ekként formuldz :

A pontok, egyenesek és sikok rendszeréhez lehetetlen hozza-
csatolni a dolgok mas rendszerét gy, hogy a teljes rendszer
az Osszes axiomaknak megfeleljen.

Vildagos, hogy a tér, melyrél elobb szolottam s a mely nem
tartalmazza a mi leriink ésszes pontjait, nem elégitené ki ezt
az utolso axiomat, mert hozza a mi teriink pontjai koziil azok
adjungalhatok, melyeket maga nem tartalmaz, a nélkil, hogy
ezaltal megsziinnék a tébbi axioma koveteléseit kielégiteni.

Tehdt végtelen sokféle tér van, a mely az Axiom der Voll-
sldndigkeil-to] eltekintve a tébbi axioma koveteléseinek eleget
tesz, de csak egyetlen egy, még pedig a mi k6zonséges teriink,
mely ezenkivill még ennek az utols6 axioménak is megfelel.

Fel kell most mar vetni a kérdést, hogy fuggetlenek-e egy-
mastol a felsorolt axiomdk, azaz nem lehet-e felaldozni az ot
axioma-csoport egyikét és a megmaradt négygyel boldogulva,
osszefiiggd geometriat alkotni. Ugy pl. a mint a IV. esoport
elhagydsaval Borvar-nak nem-euklidesi geometriajat kapjuk.

Ugyanigy elhagyhato a III. csoport. HiLert-nek sikeriilt
geometriat alkotni a L, II., IV. és V. csoport, valamint a vo-
naldarabra és szogekre vonatkozo metrikus axiomdk fenntar-
tasaval, de emellett elejtette a hdaromszogre vonatkozo metrikus
axiomat, a IIl. 6. propositiojat.

A nem-archimedesi geometria. De Hiuert-nek legeredetibb
conceptioja a nem-archimedesi geomelria, a melyben az 6sz-
szes axiomdk az archimedesinek kivételével igazak. E czélra
elébb a nem-archimedesi szdmoknak rendszerét kellett meg-
alkotnia, azaz az elemeknek oly rendszerét, a melyben az
egyenldség és egyenlétlenség fogalmait, tovibba az arithmetika
Osszeadasi és szorzasi miveleteinek megfeleléen operatiokat
lehet megdllapitani, hogy ezek a kovetkezo kikotéseknek meg-
feleljenek :

1. A szamtan osszeaddsi és szorzasi miveleteinek szabalyai

Mathematikai és Physikai Lapok.XX. 2
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(commutativ, associativ, distributiv elvek [Arithmetische Axiome
der Verkniipfung] véltozatlanul fennalljanak).

2. Valtozatlanul fennmaradjanak tovabba az egyenlétlensé-
gek atalakitisara vonalkoz6 szabalyok. (Axiome der Anordnung.)

3. Archimedes axiomdja ne maradjon érvényben.

Ilyen rendszerre juthatunk, ha elemekiil a kévetkezd alaka
sorokal valasztjuk:

Aotm + Al {n—1 + Ag t11—2+_,,

a melyekben in positiv vagy negaliv egész szam, az A egyiilt-
hatok valos szimok és toviabba megallapodunk abban, hogy e
sorokra az Osszeadas és szorzis kozonséges szabdlyait alkal-
mazzuk. Hogy elemeinket hatirozott sorrendben elrendezhes-
siik, e sorokra nézve még meg kell allapitanunk az egyenl6t-
lenség feltételeit is. Itt a kovetkezé megillapoddsra jutunk:
sorunk eldjelét A4, elgjelével megegyezoen dllapilvan meg, azt
mondjuk, hogy valamely sor egy masiknal kisebb, ha ezt abbol
levonvan, positiv elgjelt kiillonbséget nyeriink.

Vilagos, hogy — bdr e megdllapodas mellett az egyenl6t-
lenségre vonatkozo szdiitdsi szabdlyok érvényben maradnak. -—
ARrcHIMEDES axiomdja nem fog tébbé fennillani.

A mi a kozonséges szamaink mint a nem-archimedesi sza-
mok specialis esetei szerepelnek. Az 1ij szamok ugyszolvan be-
illeszkednek a kozonséges szamok kozé, még pedig olyforman,
hogy van pl. végtelen sok 10j szam, mely adott kozonséges
A szamnal kisebb, de e mellett nagyobb az ésszes A nal kisebb
ko6zonséges szamoknal.

Ezt megallapitvan, képzeljik most oly hiarom mérelt tért,
a melyben a pontok koordindtii nem kozonséges, hanem nem-
archimedesi szamok, de a melyben az egyenes és sik szokdsos
egyenletei, valamint a vonaldarabok és szogek ismeretes ana-
lytikai kifejezési érvényben maradnak. Vildgos, hogy ebben a
térben az archimedesi axioma Kivételével, az oOsszes 16bbi
axiomak érvényben maradnak.

Barmely egyenesen a mi kozonséges ponljaink kozé hele
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fognak illeszkedni 0j pontok. Ugyan ilyenképen ezen az egye-
nesen végtelen sok oly 0j pont lesz, mely az egyenes minden
kozonséges pontjatol a jobb oldalra esik. Osszefoglaldsban
mondhatjuk, hogy a kozonség tér a nem-archimedesi térnek
csak részét teszi. : :

Litni valo, hogy e felfedezésnek mekkora hordereje van, és
hogy ez eszméink fejlédésében nem kevésbbé - merész lépést
jelent, mint a minét Boryar tétetett meg veliink a nem-eukli-
desi geometria megalkotasaval. A nem euklidesi geometria még
tisztelethen tartotta a geometriai continuumrol valé felfogésun-
kat, és hogy tugy mondjam csak ennek mérésérdl valo esz-
méinket zavarta meg. A nem-archimedesi geometria ezt a fel-
fogdsunkat szétrombolja és bonczolgatja a continuumot, hogy
beléje 11j elemeket bevezethessen.

Meg kell emliteniink, hogy HiLBerT-nek e merész concep-
tiojaban volt egy eléhirndke. Veronese-nek a geometria meg-
alapitaisaban analog gondolata volt. Konyvének VI. fejezete
valosdgos mem-archimedesi arithmetikidnak és geometrianak ki-
fejtése, a melyben Cantor transfinit szimai preponderalo sze-
repet viselnek. Mindazonaltal HiBerr Kkifejtésének egyszerti-
ségével és vilagossagaval, philosophiai beldtasanak mélységé-
vel, valamint azokkal az eredményekkel, melyeket alapeszméjébél
kifejtett, ez 0j geometria megalapitisdnal kiilonésen kitiint.

A nem~-desarquesi geometria. A projectiv geometria alap-
tételének Drsarcues tételét tekintjilk. Két haromszég perspec-
tiv, ha megfeleld szogpontjait Gsszekété egyenesek egy pont-
ban futnak 6ssze, Drsarcues mulatta ki, hogy perspectiv fek-
vést haromszogek megfelel6 oldalainak metszéspontjai egy
ugyanazon egyenesben fekiisznek; ennek megforditdsa is igaz.

Desarcues tétele kétféleképen is vezethetd le:

1. A sik projectiv és metrikus axiomdinak felhasznalasaval;

2. A sik és a tér projectiv axiomidinak felhasznalasival.

Ezt a tételt kétméreti lény is felfedezhette volna, a mely-
nek a haromméretii tér épp annyira elképzelhetetlen, mint
el6ttink a négyméreti tér; a mely elétt a tér projectiv axio-

9*
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mai tehat ismeretlenek volndnak, de a mely sikjaban, a mely-
ben lakozik, védltozatlan alak®, szilird testeinkkel analog alak-
zatok elmozdulasat el tudna képzelni, tehat felismerhetné a
metrikus axiomdkat. Ugyanezt a tételt felfedezhetné egyszers-
mind oly harom méretit lény is, mely a tér projectiv axiomait
felismerhetné, de nem ismerné a sik metrikus axiomait.

De be lehetne-e bizonyitani Desareues tételét pusztin a
sik projectiv axiomdinak felhaszndldsdval, a sik metrikus és a
tér projectiv axiomdi nélkiil is ? Azt hitték az emberek, hogy
nem, de nem voltak biztosak benne.

HiLerr eldontotte e kérdést, megalkolvan egy mnem-desar-
guesi geometridt, a mely — jegyezziik meg jol — sik-geometria.

A nem-pascali geomelria. De HiLBert ezzel még nem éri
be, még egy Gj conceptioval 1ép elénk. Hogy ezt jol megértsiik,
mindenekel6tt egy pillanatra vissza kell térniink az arithmetika-
hoz. Az el6bb lattuk a szdam fogalmanak kibévitését nem—
archimedesi szdm bevezetése révén. Az ) szamoknak bizonyos
osztalyozdsara van sziikségiink, és hogy erre rijussunk, elébb
osztilyozzuk az arithmetika axiomdit négy csoportba; ezek a
kovetkezok :

1. Az oOsszeadds commutativ és associativ torvénye; a szor-
zas associativ torvénye, a szorzas két distributiv torvénye ;
osszefoglalva tehdt az Osszeadds és szorzds szabdlyai a szor-
zas commutaliv elvének kivételével. i

2. Az elrendezés axiomai, azaz az egyenlétlenségekre vonat-
koz6 szamitasi szabalyok.

3. A szorzas commutativ térvénye, melynek értelmében a
szorzat tényezdinek feleserélésekor nem valtozik.

4. ARCHIMEDES axiomaéja.

Az elsé két csoport térvényeinek hodold szamokat desar-
guest szamoknak mondjuk : ezek lehetnek pascali vagy mnem-
pascali szamok, a szerint, mint a 3. csoportnak eleget tesznek
vagy nem; archimedesi vagy nem-archimedesi szamok lesznek,
a szerint, a mint a 4. csoportnak engedelmeskednek vagy nem.

A kozonséges szamok egyattal desarquesiak, pascaliak és
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archimedesiek is. A commutativ térvény bebizonyithato, ki-
indulva az elsé két csoportbol, hozzavéve még Arcuimepes
axiomajat; tehat oly szdmok, melyek desarquesi és archime-
desi szdmok nem lehetnek, nem-pascaliak.

Viszont konnyt a desarquesi szamok oly rendszerét meg-
alkotni, mely egyszersmind nem-pasculi és nem-archimedesi.
E rendszer elemeit a kovetkez6 alakitl sorok szolgaltatjdk :

S= Lyt T .,

a hol s az el6bbeni ¢-vel analog symholum, 7 positiv vagy
negativ egész szam, a 7, T,..., egyitthatok a pedig 7" nem-
archimedesi rendszerbe tartoz6é szamok; ha tehat 7,. T,,...
egyiitthatokat a { hatvdnyai szerint haladé végtelen sorkifeje-
zéseikkel helyettesitjiik, oly sort kapunk, a mely t-t6l és s-tél
fligg. E sorokat a kozonséges szabdlyok szerint fogjuk 6ssze-
adni; a szorzdsuk tekintetében még nem fogjuk engedni az
associaliv és distributiv torvény szabalyait, de nem tobbé a
commutativ elvet, mert ezzel ellentéthen legyen st = —Is.

Hétramaradt még, hogy e sorokat hatdrozott sorrendbe szed-
Jjiik, hogy az elrendezés axiomai koveteléseinek eleget tegyiink.
E czélbol az egész sor elgjelét T, el6jelével megegyezéen
dllapitjuk meg és tovabba azt mondjuk, hogy két sor kozott
az a kisebbik, a mely a masikbol kivonatvan positiv elgjeld
killonbséget szolgaltat. Ez a szabaly mindig megismétlédik :
t-t e vizsgilodisokban mindig oly szdmnak tekintjik, mely
barmely koézonséges valos szamhoz képest igen nagynak tekin-
tendd, s-et pedig igen nagynak tekintjiik a 7' rendszer barmely
szamahoz képest.

A szorzas commutativ torvénye e szamokra nem lévén ér-
vényes, ezek nem-pascali szamok.

Miel6tt tovébb haladnék, Hamirron-ra emlékeztetek, a ki
mar régen vezette be a szamitdsba a complex szamok oly
rendszereit, a melyekre a szorzéds commutativ térvényének ha-
tdlya nem terjed ki; ezek a quaterniék, melyeket az angolok
a mathematikai physikdban oly gyakran alkalmaznak. Azonban
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a qualerniokra az elrendezés axiomdi nem érvényesek; a mi
most HiLBerT concepti¢jaban annyira eredeti, az az a koriilmény,
hogy az ¢ szamai az elrendezés axiomdinak megfelelnek a nélkiil,
hogy a commutativ térvénynek hodolnanak.

Térjink vissza a geowetridhoz. Engedjiik meg az axiomadk
elsé hdarom csoportjdt, azaz a sik és a tér projectiv axiomdit,
az elrendezés axiomait és euklidesi postulatumot, akkor DEsar-
cues tétele még mindig bebizonyithato, mert ez a tér projecliv
axiomdinak kovetkezménye.

Geomelriankat meg akarjuk alapitani a metrikus axiomak
felhasznalisa nélkil; a hosszsdg elnevezésének ekkor értelme
teljesen elvész; nincs tobbé jogunk korzé hasznalataval élni,
de karpotlasképen hasznalhatjuk a vonalzot, mert az egyik
elfogadott projecliv axioma értelmében két ponlon at tudunk
egyenest huzni; képesek lesziink tovabba adott ponton at
adott egyenessel parallelat is vonni, mert Evkiipes postulatu-
mat is érvényben l¢vének elfogadtuk. Nézzik most mar, hogy
ezekkel a segédeszkozokkel mit birunk végezni.

Tudjuk veliik két idom hasonlésigat definialni és ezekkel
a proportiokat. Definialhatjuk bizonyos mértékben az egyenl6-
séget is.

Egy parallelogramma két szemkozti oldala e definitio szerint
egyenlének veendd; tehat eldonthetjiik, hogy két vonaldarab
egyenld-e, hacsak parallel fekuvési.

E megillapodas alapjain képesek vagyunk két vonaldarab
nagysagat osszehasonlitani, feltéve, hogy azok paralleldlk. Két
kiilonb6z6 iranyt vonaldarab hosszusdganak Osszehasonlitdsa
oly dolog, melynek itt semmi értelme sincsen és minden irany
szamdra egy-egy hosszegység kellene. Felesleges hozzatenniink,
hogy a sz6g elnevezés itt minden értelem nélkill valé dolog.

A hosszasagok igy ki lesznek fejezhetok szamok segitségé-
vel; de ezek nem lesznek sziikségképen kozonséges szamok.
Minden, a mit roluk mondhatunk, csak annyi, hogy desarguesi
szamok lesznek, ha Desareues tétele érvényes. Ha megforditva
most mar a desarquesi sziamok tetszés szerinti rendszere van
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adva, akkor mindig alkothato oly geometria, a melyben a vo-
naldarabok hosszusiga éppen ezekkel a desarquesi szamokkal
kifejezhetdk.

A sik egyenlete a kozonséges analytikai geometridbol ismert
linear-egyenlet lesz; de mivel az az S-rendszerben a szorzis
nem commutativ, meg kell mondani, hogy az egyenlet minden
tagjaban a coordinata mint szorzando, az allando egyiitthato
pedig mint szorzé szerepel. "

Ily modon minden desarquesi szamrendszerhez egy-egy
desarguesi geometria tartozik, a melyben a projectiv és az el-
rendezés axiomai, Desarecues tétele és Euvkripes postulatuma
érvényes. Mi most mar az arithemikai axiomak harmadik eso-
portjanak, azaz a szorzas commutativ térvényének a geometriai
értelme ? K torvénynek lefordildsa a geometria nyelvére a Pas-
cal tétele; e tétel ama specialis esetérél van itt sz6, a mely-
ben a kupszelet, a melybe irt hatszogre PascaL tétele vonat-
kozik, egyenesparra fajul el.

PascaL tétele tehat igaz vagy hamis, a szerint, a mint a
szamgknak S rendszere puscali vagy nem-pascali, gy, hogy
a mint vannak neni-pascali szamrendszerek, azonképen van-
nalk nem-pascali geomelriai rendszerel 1is.

PascaL tétele a melrikus axiomak alapjén bebizonyithato ;
igaz lesz tehat, ha az idomoknak nemcsak homothetikus és
translatorius atalakitasait, hanem forgatasit is megenged;jiik.

PascaL tétele ArcHiMEDES axiomajabol is levezetheté, mert
mint lattuk, az oly szdmrendszerek, a melyek desarguesiak és
archimedesiek, egyszersmind pascaliak 1is; tehdt minden nem-
pascali geomelria eqyszersmind nem-archimedesi is.

A Streckeniiberlrager. Emlitsiik HiLserT-nek még egy con-
ceptiojat. O azokat a szerkesztéseket tanulményozza, a melye-
ket nem a vonalzo és kérzé segitségével, hanem vonalzoval
és egy specialis miszerrel el lehet végezni, a melyet Strecker -
wbertragernek nevezett és a melynek segitségével adott egye-
nesre ra lehet rakni oly vonaldarabot, mely mads egyenesen
adott vonaldarabbal egyenlé. A Streckeniibertrager a kérzével
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nem egyenlé értéki, mert mig a korzével két kor, vagy Kkor
és egyenes metszéspontjait szerkeszthetjiik meg, addig a Strec-
kentibertrager csakis valamely kornek a kozéppontjan athalado
egyenesekkel valo metszéspontjait szolgdltatja. Hiuert most
mar kutatja, hogy mely szerkesztések azok, melyek vonalzd és
Streckeniibertrager-rel végezhelék és e tekintetben igen figye-
lemremélto eredményekre jutott.

Minden korzével és vonalzoval elvégezhetd szerkesztés egy-
szersmind vonalzo és Streckeniibertrager-rel végezhetd, ha «a
szerkesztés feladata olyan, hogy mindenkor valds eredményt
szolgdltat. Vilagos, hogy e feltétel sziikséges, mert pl. a ko-
zéppontjin dthalado egyenes a kort mindig valés pontokban
metszi. De bajos lett volna a feltétel elegendd voltat elére
latni, a mit azutin HiLBert valoban bebizonyitott,

De ezzel még nincsen vége; mindezekben a szerkesztések-
ben, a mint ezt Kirscuak vette észre eldszor, a Strecken-
ibertrager potolhato az Kichmmass szal, oly miszerrel, a mely
nem bérmely vonaldarabnak, hanem csak a hosszegységnek
atszallitdasara alkalmas.

Analog kérdést targyal Hiserr « Uber die Gleichheit der
Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck» czimii czikkében.

A kozonséges sik-geometridban a sik symmetrikus, a mi az
egyenl6szari hdromszog alap melletti szogei egyenléségében
nyilvanul.

A sik e symmetriajait a metrikus axiomak sordban kell
szerepeltetni. Az Osszes idaig emlitett tébhé-kevésbhé idegen-
szerii geometridban, igy a metrikus nem-archimedesi geometria-
ban, valamint Deax « Uber eine newe Begrimdung . . .» czimi
értekezésében kifejtetl j geometridgjaban is, a sik e symmetridja
fel van tételezve. Nem kovetkezménye-e talin a tobbi metrikus
axiomaknak ? Hiuerr kimutatla, hogy ez valoban igy van,
midén az ARcHIMEDES axiomdja érvényesiil, valamint azt is,
hogy az ellenkezé esetben ez nincsen igy. Vannak ugyanis nem-
archimedesi geometridk, melyekben az sszes metrikus axiomak
érvényesek, de nem érvényes a sik symmetridjara vonatkozo.
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Ebben a geometriaban nem &ll, hogy az egyenlészara harom-
sz6g alapja melletti szogek egyenlék; nem all az sem, hogy
egyik oldal kisebb a madsik ketté Gsszegénél; nem igaz Pyrua-
Goras-nak az dtfogoé négyzetére vonatkozo tétele sem. Ez utobbi
okbol e geometriat nem-pythagorasisnak nevezik.

Elérkezem most Hiusert-nek egy fontos értekezéséhez, mely-
nek czime: «Grundlagen der (ieomelrier, ugyanaz, mint a
Festschrift-ben foglalté, de a melyben egészen mads allaspontra
helyezkedik. A Festschrifl-jében, a mint az annak elébb adott
elemzésébol lathato, a tér fogalma és a csoport fogalma kozotti
vonatkozisok, a mint azok Lie miveibdl kovetkeznek, teljesen
figyelmen kiviill maradtak, vagy legalabb is hatiérbe szorultak.
Ez mar nincsen igy abban az értekezésben, a melyrél most
késziilink szélani.

A Lie eszméihez valo csatlakozassal elért haladas tekin-
télyes. Lie feltette, hogy az 6 csoportjait definidlo egyenletek
analytikaiak. HiLperr feltevései sokkal dltaldnosabbak. Kétség-
telen, hogy még ezek sem teljesen kielégit6k, mert mig cso-
portjainak alakja tetszdlegesen van feltételezve, ennek anyaga
(sa matiere), azaz a sik. melyre a transformatiokat alkalmaz-
zuk, mégis csak annak a feltételnek van alavetve, hogy Lie
értelmében vett Zahlenmannigfalligkeit legyen. De azért Hiv-
BerT-nek e dolgozata mégis csak hatalmas lépést jelent a
haladas utjan, mert benne a Zahlenmannigfaltigkeit-nak jobb
elemzését adja, mint harki elétte, azonkiviil pedig oly apercu-
ket tartalmaz, melyek az analysis situs axiomatikus elméleté-
nek csirdi gyanant tekinthetok.

Lehetetlen meg nem lepédni attol az ellentéttél, mely
HiLBert-nek ebben a dolgozatidban elfoglalt allaspontja és a
kozott fennforog, melyet a Festschrift-jében elfoglalt. Ebben
a Festschrift-ben a folytonossag axiomdi az utolsé sorokba
szorulnak, ott a nagy kérdés abban &llott, hogy mi lesz a
geometria sorsa, ha azokat teljesen elejtjiikk. Ebben a dolgozatd-
ban azonban ellenkezdleg, a folytonossig HiLeerT nek kiindulé
pontja és feltett szandéka megvizsgilni, hogy mit tudhatunk
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meg egyedil a folytonossag feltételezése alapjan, ha még a
csoport fogalmat hozzaveszsziik.

Szolanunk kell végiil «Flichen von konstanter Kritmmung»
czim@ értekezésérél. BeLtramr mutatta ki, — mint tudjuk -—
hogy a koézonséges térben vannak fetiiletek, a melyek a nem-
euklidesi sik képei gyandnt tekinthetok, ezek az dlland6 negativ
gorbiiletd feliiletek; ismeretes, hogy e felfedezés mekkora im-
pulsust adott a nem-euklidesi geometrianak. De lehet-e a
nem-euklidesi sikot a teljes egészében ilyen Brurrami-feliileten
dbrazolni? HiuBert kimutatta, hogy nem.

A mi a positiv dllando gorbiilett feluleteket illeti, a melyekre
Riemany geometriaja vonatkozik, azokra I]éZVG:HILBERT kimutatta,
hogy a gombén kivil mas ilyen természeti zart felillet nem
létezhetik.

Az integralegyenletek.

Az utols6 években Hireert leginkabb az integralegvenletek
elméletével foglalkozott. Ismeretes, hogy ennek az elméletnek
alapjit még csak néhdny évvel ezel6lt Frepuorm vetette meg;
azota modszerének termékenysége és a mathematikai physika
problémdainak megolddsara valo alkalmazhatosaganak kénnyi-
sége naprol-napra fényesebben bizonyult be. Kétségtelen, hogy
ez egyike volt a legnagyobb felfedezéseknek, melyet a mathe-
matika terén tettek és magdban véve mar a legnagyobb mér-
tékben figyelemre és elismerésre méltd. Es ha mégis ma
nem az elsé felfedezének, hanem igen fontos tokéletesitések
szerz6jének itéltiikk oda a Bolyai-jutalmat, ez abban a koril-
ményben leli magyarazatat, hogy HiLserT-nek nemecsak az
integralegyenletekre vonatkozo kutatdasait, hanem miiveinek
Osszességét kellett figyelembe venniink, mely a mathematika
legkiilonb6z6bb dgaira termékenyité hatasa volt és a melynek
nagy értéke jelentésem egyéb részeibdl kivilaglik. Nem kezd-
hetem meg azonban e targy fejtegetését a nélkil, hogy hodo-
latomat ki ne fejezzem ama nagy szolgalatokért, melyeket
FrepnoLm a tudomdnynak tett.
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Fredholm elmélete a linedr egyenletrendszerek és a deter-
minansok elemi tulajdonségainak &ltalanositasdban all. Ez az
altalanositds két Gton torténhetik: vagy gy, hogy megszam-
lalhatéan végtelen sok ismeretlent tartalmazd linear egyenlet-
rendszereket vizsgalunk, a mi a végtelen determinansok tanul-
manyozasara utal; vagy pedig akként, hogy egy bizonyos <(x)
ismeretlen fliggvényt (a mi az ismeretlen mennyiségeknek egész
continuumaval ér fel) oly egyenletbdl toreksziink meghatarozni,
a melyben ez az ismeretlen fiiggvény integral jele alatt szere-
pel. Ezt az utébbi utat kovette Fredholm.

Legyen K(Xx, y) valamely megadott figgvény, a melyet inte-
gralmagnak neveziink; a

&)= J K(pe, y)<ply)dy

alland6 hatarok kozt vett integralt a p(x) flggvénybdl, bizo-
nyos felfogasban, linear transformatié alkalmazésa révén kelet-
kezettnek tekinthetjiik és mint ilyent .Sy(m)-szel jel6ljik.

Az integralegyenletek most mér ilyen alakban irhatok :

ap(x¥)+ Kp ) —f (x), @
a hol f(x) megadott fliggvény és a alland6. Az egyenleteket
els6fajunak nevezzik, ha az a allandé zérussal — és masod-

fajunak, ha a egyenl6 egy-gyei.

Minthogy az (1) alatti egyenletnek ic-nek minden, bizonyos
szamk0zon belul fekvd értékére kell fennallania, azért az a
linedregyenletek folytonos halmazabdl &ll6 egyenletrendszer-
rel ér fel.

Fredholm a masodfaju integralegyenleteket targyalta. A meg-
oldas két kifejezés hanyadosaként fejezhetd ki, melyek a deter-
minénsokkal analog szerkezetet mutatnak és a 1 paraméternek
transcendens egész fliggvényei. A X bizonyos eértékei mellett
a nevez6 zérussa lesz. Lehet tovabba oly <p(X) fliggvényeket
meghatarozni, melyek azt az egyenletet elégitik ki, melyet
(N-bél kapunk, ha benne f(x) helyébe zérust teszlink; ezek
a sajatos fuggvények.
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Ezek az eredmények azon feltevés mellett bizonyittattak be,
hogy K(r,7y) a tekintetbe j6vé tartomdnyban véges; ha ez
nincsen igy, akkor az iteralt integralmagokra kell dttérni; ha
az S linedr helyettesitést n-szer ismételjiik, akkor ismét linedr
helyettesitést kapunk, de a mely més integrdlmagra vonat-
kozik, legyen ez K, (x, 9); hogy a fent emlitett modszer egy
csekély miifogassal valo moédositdsa utdin még alkalmazhaté
legyen, elegendd, hogy ez iteralt integralmagok koziil legaldbb
egyik K, a tekintetbe jovo tartomanyon beliil hatarolt legyen.
Ez pedig — mint Freprorm kimutatta — szamos esetben
valoban be is kovelkezik. E modszereknek tobb valtozos
ismeretlen fiiggvényre, valamint t6bb egyenleth6l allo és tébb
ismeretlent tartalmazo integrilegyenletrendszerekre valo altald-
nositdsa minden nehézség nélkiil megtorténhetik.

FrepnoLn ezutan modszerét a Diricuier-féle probléméra és
bizonyos elasticitasi problémdkra alkalmazta, megmutatvan igy,
hogy a mathematikai physika bizonyos problémai miként tér-
gyalandok.

Ez az osztalyrész, melyet a felfedezé vett ki maganak az
integralegyenletek elméletéhdl ; micsoda része van benne Hir-
BerTnek ? Tekintsiink elébb végesszami linedregyenletet; ha
determinansuk symmetrikus, akkor baloldalaik bizonyos quadra-
tikus alak partialis differentialhdnyadosai gyanant foghatok
fel ; e megjegyzésb6l a linedaregyenleirendszer figyelemremélto
tulajdonségainak minden mathematikus el6tt jol ismert sorozata
kovetkezik. Az integrilegyenletek elméletében a megfeleld eset
az, a melyben az integralmag symmetrikus, azaz

Kz, 9)= K(y, 2).

Ehhez az esethez fiizi HiLserr kezdetben a targyalasait.
Végesszamt vallozotol fiiggé quadratikus alakok tulajdonsagait
oly moédon dltalanositja, hogy azok e symmetrikus alaki inte-
grilegyenletekre alkalmazhatokka lesznek. Az dltalanositdas
egyszerll hatdrmenet utjin torténik, de ennek a hatdritmenet-
nek megvannak a maga nehézségei, melyeket HiLBerT oly mod-
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szerrel kiizdott le, melynek egyszeriségét éppen annyira cso-
daljuk, a mint biztossdgat és dltaldnossagat elismerjiik. A ki-
fejtésekben tetszoleges w(x) figgvény (eselleg egynél tobb is)
szerepel ; a felléps végtelen sor n tagja utdn kovetkezé maradck
azutan pusztin n-tél figg, az wu(x) tetszéleges figgvénytél
teljesen fiiggetlen, ha csak az w(x) az

f u ()2dx < 1

egyenlétlenséget kielégiti, a melyben az integral alkalmas
hatarok kozott veendés. Ez a teljesen 1 kévetkeztelési mod
szamos mas probléma megolddasaban is sikerrel hasznalhato fel.

HiLserr ily modon FrepnoLm egyik tételét is uj tton taldlja
meg, de inkdbb megmaradok az idevigo eredetibb vizsgaloddsai
mellett.

Mindenekel6tt Frepmoum kifejezésének nevezéje oly fiigg-
vény, melynek csak valos zérushelyei vannak; ime dltalanosi-
tasban a quadratikus alakok charakteristikus egyenletének
amaz ismeretes tulajdonsdga, hogy oOsszes gyokei valosak. Most
oly képlet koévetkezik, a melyben az integril jele alatt két
tetszéleges fiiggvénynek . (s)-nek és ¥ (s)-nek szorzata szerepel
és a mely quadratikus alakok négyzetosszegekre valé felbon-
tasat kifejezo tétel dltalanositasanak foghato fel

De sietek attérni tetszoleges fuggvénynek sajitos fiiggvények
szerint halado sorkifejtésére. Ez a kifejtés a Fourier-féle sor-
kifejtéssel analog, mint az elméleti physikdban f(6szerepet
visel6 mdas sorok is és a sajitos fiiggvények szerinti kifejtés
mindezeknek altalanositasa. Arra, hogy valamely figgvénynek
ilyen kifejtéshen része legyen, elegendd, hogy azt az Sg(v)
alakra hozhassuk és g(x) folytonos legyen. Ez az eredmény
végleges alakja, gy, a mint azt HiLeerr idevagd kézleményet
kozil az otodikben kimondja. Az elsé kozleményében még
bizonyos nagyobb megszoritaisokat kellett tennie. E helyen
ScamipT nevét is fel kell emlitenem, a ki idékozben oly dol-
gozatlal lépett fel, mely lehetové tette, hogy HiLBert tételét
az emlitelt megszoritasoktol felszabaditsa. Az egyetlen — ily
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modon — a fiiggvényre kiszabott feltétel, hogy t. i. az Sg (%)
alakra hozhato legyen, els6 megtekintésre elég szovevényesnek
latszik, az esetek nagy szamaban azonban — igy pl. akkor,
midén az integrdlmag Green-fiiggvény — nem kivan egyebet,
mint hogy a kifejtendé fiiggvénynek bizonyos szamu differentidl-
héanyadosa képezhetd legyen.

Hiserr kés6bb e targyra vonatkozé nézeteit a kovetkezd
mas modon fejtette ki. Végtelen sok valtozot tartalmazo alakot
és ennek orthogonalis helyettesitéssel valo atalakitisdt vizs-
gilja, mintha végtelen sok méreti térben a masodrendil felii-
letek egyenleteinek kiilénléle alakjait vizsgalna, midén azokat
kiilénbozé derékszogli coordinatarendszerekre vonalkoztatjuk.
E czélbol az adott alak resolvens formajanak nevezelt kifejezést
képezi. Legyen K (x) az adott quadratikus alak, K (4 x, y) a
resolvens formdja, akkor ez utobbit a kovetkezd egyenldség
definialja:

Ha K(x) alak csak végesszami valtozotol fiigg, akkor a
resolvens forma a 1 két rationdlis egész fliggvényének hanya-
dosa, mely fiiggvények determinansok alakjiban mutatkoznak.
HiuBert erre egy tdéle megszokott hatdritmenetet alkalmaz.
E hényados hatarértéke még akkor is létezik, ha a szamlalo-
nak és a nevezOnek kiilon nincs is hatarértéke.

Végesszamu valtozo esetében, K (4, x, y) a A-nak rationdlis
fliggvénye és részlettortekre bonthato. Mi lesz e részlettortes
elodllitasbol, ha a valtozok szima végtelenné lesz? A rationdlis
tortfliggvény polusai kozeledhetnek eldszér a pontok végtelen,
de megszdmlalhaté halmazihoz. E pontok halmaza alkotja azt,
a mit Hieerr az alak szakaddsos spectrumdnak nevez. De
lehet e pontok halmaza olyan is, hogy siiritési helyei a valos
tengelynek egy vagy tébb egész vonaldarabjat t6ltik be. E vonal-
darabok 0Osszessége alkotja az alak folytonos spectrumdit.

A szakadasos spectrumnak megfelel¢ részletiortek osszege
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osszetartd sort alkot, a folytonos spectrumnak megfelelék
Osszege pedig a hataron egy ilyen alak(t integralt szolgaltat:

ohg
A—p’

a hol az integral az egész folytonos spectrumra kiterjesztendd,
o pedig a p-nek alkalmasan vdlasztott fiiggvénye. A rationdlis
K, x, y) fiaggvénynek hatarértéke tehat nem meromorphe
fiiggvény, hanem oly egyértéki fiiggvény, melynek coupure-jei
vannak. A részlettortekre valo felbontas igy érvényben marad.
Ha az adott alak hatdrolf, azaz helyeltesitési értékei adott
szamértékeket nem mulhatnak felil, mig a vdltozok négyzet-
osszege 1-nél kisebb marad, akkor az alak orthogondlis helyet-
tesitéssel épp ngy egyszertibb forméra hozhato, a miképen ez
az cllipsoid egyenleténél a fétengelyekre vald transformalassal
lehelséges.

A quadratikus alakok kozil kiemeljik a teljesen folytono-
sakat (vollstetig), a melyeknek névekménye zérus felé tart,
midén az Osszes valtozok niovekményei tetszésszerinli modon,
de egyszerre tarlanak zérus felé. llyen alaknak nincsen foly-
tonos spectruma, a mib6l figyelemremélté egyszertisitések
folynak.

A quadratikus és Dbilineiar alakseregre vonatkozo tételek,
valamint a Hermite-féle alakra vonatkozok is szintén végtelen
sok viltozo esetére kiterjeszthetok.

De megvannak ebben az 0j elméletben FreEpnoLM modszeré-
nek dltalanositdsara vezeté csirdk is, melyeknek segitségével
oly integralmagvak esetében is boldogulhatunk, midén a svéd
mathematikus modszerei cserben hagynak, a mint azt HiLperr
tanitvanyaival evidentidba helyeztette. HiLeerT most mar min-
denekel6tt azzal foglalkozott, hogy tdrgyalasa modjaval asym-
metrikus integrilmag esetében is az integralegyenlettel végez-
hessen. E czélra bevezeti az orthogonailis fiiggvényrendszereket,
melyeknek segitségével tetszésszerinti fiiggvény Fourier-modra
kifejthet6. Az ismeretlen fiiggvény helyébe ismeretleniil e ki-
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fejtés egyiitthatoi lépnek, igy hogy az integrilegyenlet potol-
hato a linedregyenletek megszamldlhato halmazabél &ll6 egyen-
letrendszerrel, a melyben az ismeretlenek is megszamlalhato
halmazzal vannak. Ily modon az integralegyenletek elmélete
egyrészt kapcsolatba lép Heree v. Kocu-nak a végtelen deler-
mindansokrol valo fogalomalkotdsdval, masrészt HiLBerT-nek a
megszamlalhatoan végtelen sok valtozot tartalmazo fiiggvényekre
vonatkozo elméletével, melynek domindloé szerepét HiLBERT
elméletében éppen az imént volt alkalmunk kiemelni.

Minden integralmaghoz igy tehit egy-egy végtelen sok val-
tozos bilinedr alak tartozik. Ha az integralmag symmetrikus,
ilyen lesz a bilinedr alak is, melyet ekkor quadratikus alakbol
leszarmaztatva képzelhetiink. Ha a fiiggvénymag a FrepnoLu-161
kimondott feltételeknek felel meg, akkor a bilinear alak tel-
jesen folytonos és igy folytonos spectruma nincsen. Ime ez
mod arra, hogy FrepnoLm eredményeit 01j uton reconstrualjuk
és barmilyen Kkeriild tutnak is ldssék, mégis az eredmények
mélyebb okainak belitasara nézve leljesen 10 perspectivat tar
elénk, mely még ezenfelil 0 altalanositasokra is alkalmat
nyujt.

Az integralegyenletek elmélete alkalmasnak kindalkozott bizo-
nyos differentialegyenletek hatdarfeltételekhez kotott megoldésai-
nak meghatdrozasdra; ez oly probléma, a mely a mathematikai
physika sziikséglelei tekintetében a legfontosabbak kozé tar-
tozik. I'repnoLm bizonyos speczidlis esetekkel végzett és Picarp
altalanositotta eljarasat. HiuBerT-nek sikeriilt e kérdés rend-
szeres targyalasa. Tekintsiik a

du =t

differentidlegyenletet, melyben u egy vagy tobb véltozd isme-
retlen fiiggvénye. [ pedig ugyane valtozok adott fiiggvénye;
4 pedig barmilyen linedr differentiilkifejezés. Ez az egyenlet,
ugyanazon a jogon, mint az integralegyenlet, oly végtelen
linedregyenletrendszernek tekinthets, melyben az ismeretlenek
continuumot alkotnak, de tekintheté bizonyos felfogdshan vég-
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télén rend( linear transformatiénak is, mely az u-1 az f-be
viszi at. Ha ezt az egyenletet megoldjuk, azt talaljuk, hogy

u= S (m

S(f) ezittal integralkifejezést jelent. E szerint a A és S két
végtelenedrend( lineadr-transformatié symboluma, melyek egy-
méasnak megforditasai. E S{f) integralkifejezés magva az, a
mit GREEN-féle fliggvénynek neveziink. Ezzel a filigvénynyel
legel6szor a DmicHLET-féle problémandl talalkoztunk, ez akkor
a kozonséges GREEN-figgvény volt, mely sokkal ismeretesebb,
semhogy mellette is id6znénk; ennek altalanositasat tobb
iranyban kisérelték meg. Hilbert-nek maradt fenn, hogy a
teljes elméletet kifejtse. Minden masodrendld A differential
kifejezéshez és a hatarfeltételek minden rendszeréhez egy-egy
GREEN-fuggvény tartozik. Emlitsiik itt fel még a GREEN-fliggvény
képzésének modjat egy fliggetlen valtozd esetére, a hol ez
kilondsen egyszerd alakban mutatkozik és a kilénb6zé alakok
discussidjat, melyet a hatarfeltételek rendesen felvesznek. Ez
meglévén, képzeljik a problémét oly segéd-dififerentialegyenletre
nézve megoldva, mely az adottal a masodrendd tagjaiban meg-
egyezik, akkor a problémank megoldasa egyszer( transformatid
utdn oly Fredholm-egyenlet megoldasara vezethetd vissza, a
melyben az integralmag a segédegyenlethez tartozé GREEN-
flggvény.

E segédegyenlet véalasztdsa és megoldadsa még nehézségeket
okozhat, de Hilbert ezekt6l is megszabadult a hatodik koz-
leményében. A differentidlegyenlet még mindig Fredholm
egyenletbe van atalakitva, de az integralmag szerepét egy masik
fuggvény vette at, melyet Hilbert parametrix-nek nevezett.
Ez a figgvény ald van vetve mindama feltételeknek, mint a
GREEN-fuggvény, egynek kivételével, mely éppen a legterhesebb
volt, t. i. nem tartozik adott differentidlegyenletet Kkielégiteni.
A differentidlegyenlettdl szenvedett transformatié hasonlé azzal,
mely a linearegyenletrendszert éri, ha benne az eredeti isme-
retlenek helyébe ezeknek alkalmasan valasztott linear kifeje-

Malhematikai és Physikai Lapok. XX. -1
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zéseit helyettesitjilk. Ez a modszer semmiképen sem szorit-
kozik csak az 6nénmagukkal adjungalt differentialegyenletekre,
a melyekre Hilbert el6szér alkalmazta.

Hilbert ezenkivill az integralegyenletek elméletébe vagd
kérdéseknek egész seregét vizsgalta meg és az elméletnek a
legkulénbdz6bb tertleteken vald alkalmazasat mutatta. Kiter-
jesztette példaul modszerét két az elliptikus typushoz tartozo
elsérend(i partialis differentidlegyenletb8l all6 rendszer tar-
gyalasara, valamint az 0. n. polaris integralegyenletekre, azaz
oly integrélegyenletekre, melyeknél (I)-ben az a egyutthato
nem egy, hanem x-nek oly fiiggvénye, mely hol +I-el, hol
—1-el egyenld.

Mddszereit alkalmazta tovabbad a RIEMANN-féle problémara,
Kiein oscillatios tételére, FucHS-féle fliggvények képezésére és
meég speczidlisan arra a problémara, mely ic-nek olyatén meg-
hatarozasat koveteli, bogy a

a9 P e pxy o

diiferentidlegyenlet FucHS-féle egyenletté legyen.

Egyik legvaratlanabb alkalmazas, melyet Hilbert mutatott,
a MiNKowsKi-féle kdbtartalom- és felszinmérés elméletére vonat-
kozott, a melylyel az integralegyenletek elméletét kapcsolatba
hozta a geometria philosophiai alapvetésében fontos kérdéssel.

Dirichlet elve.

Ismeretes, hogy Riemann az 0. n. DiRicHLET-féle elvre tamasz-
kodva, ugyszélvan egy tollvonassal bizonyitotta be a Dirich-
let-féle problémara és a conform A&brazolasra vonatkozé alap-
tételeket. Egy bizonyos, a tetsz6leges U fliggvényt tartalmazé
integralrél, melyet DiRicHLET-féle integralnak nevez, kimutatta,
hogy nem lehet zérussa; ebbdl azt kovetkeztette, hogy mivel
az integral positiv, kell, hogy bizonyos U fiiggvény mellett
minimumma legyen és hogy ez a minimum csak akkor kovet-
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kezhetik be, midén U harmonikus fliggvény. A mint késébb
kimutatték, ez az okoskodds hamis volt, mert semmiképen sem
bizonyos, hogy minimumnak el kell éretni, de s6t ha el is éretik,
hogy ez szikségképen folytonos U mellett fog bekovetkezni.

Az eredmények azonban exactok voltak. E kérdés tiszta-
zdsan sokan és sokat dolgoztak; kimutattik, hogy DiricHLET
problémdja mindig megoldhaldo és valohan meg is oldottik;
ugyanaz all a mathematikai physika szamos problémajarol is,
melyek elébb a Riemany-féle modszerekkel megoldhatoknak lat-
szottak. Ez nem az ill6 helye annak, hogy e dolgok torténetét
hosszasan elmondjam; beérem annak felemlitésével hogy e
torténeti fejlédés utolsé eseménye FreprOoLM moédszerének meg-
érlelése volt.

Ugy latszott, e sikerek mindenkorra elvesztek, valamint
hogy Riemann kisérlete és a DiricuLer-féle elv az orok feledés-
nek vannak dtadva. Sokan sajnaltak ezt; érezték, hogy hatal-
mas kutalo eszkoztol fosztattak meg és nem tudtak belenyu-
godni abba, hogy Riemany érvelésének meggy6zo ereje, a melylyel
az a czafolatok ellenére is még mindig hatott, a valosdgban csak
az emberi észnek rossz szokdsbol tapldlt illusioja legyen; hiszen
ugy latszott, mintha ez az érvelés a mathematikai gondolatok-
nak a physikai realitishoz valo valami kiilon6s alkalmazkodisan
alapulna.

HiLBerT most mar meg akarta vizsgalni, hogy nem lehet-e
a mathematikai analysis 0] segédeszkozeivel Riemann apercu-
jét szigoru bebizonyitdssa dtalakitani.

A kovetkezékben elmondom, hogyan jutott czélhoz. Tekint-
siik az 0sszes, az adott feltételeknek megfelelé U fiiggvényeket ;
valaszszunk koziilok oly fiiggvénysorozatot, hogy e sorozat fiigg-
vényeihez tartozé DiricHier-integrilok sorozata mint fogyé
sorozat e DiricHLET-integrdlok alsé hatara felé convergdljon.
Nem bizonyos, hogy ez az S sorozat a tekintetbe velt tarto-
méany minden helyén szabdlyos-e, ingadozhat is bizonyos haté-
rok kozott. De mindig kivdlaszthaté az S sorozatbol oly S,

sorozat, mely e tartomdny bizonyos M, helyén szabalyos; S;-
3%
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bél levalaszthato ismét oly S, sorozat, mely természetesen az
M, helyen szabdlyos, de szabdlyos ezen kivill bizonyos M,
helyen is. Folytatva ezt az eljarast, oly sorozatot kaphatunk,
mely annyi helyen szabalyos, a hédny helyen nekiink tetszik.
Kis fogédssal ebbél levezethetiink azutdn oly sorozatot, a mely
valamely megszamldlhaté végtelen halmaz minden helyén sza-
balyos, pl. az Gsszes rationdlis szdmok halmazdval meghatd-
rozott helyeken. Ha most mar be lehetne bizonyitani, hogy a
sorozat Osszes fiiggvényeinek derivéltjai absolut értékiikre nézve
adott szamértéknél kisebbek maradnak, kozvetetlentil azt
lehetne kovetkeztetni, hogy e sorozat a vizsgdlat egész tarto-
manyaban egyenletesen convergdl és a variatio-szamitas szaba-
lyait nehézség nélkiil alkalmazhatnok.

Hireert, hogy még azt az utols6 fennmaradt kérdést tisz-
tazza, két kilonb6zé mifogast alkalmazott; az els6t nem fej-
tette ki annyira, a mennyire kivinnok, inkabb a médsodikkal
élt. Ez pedig abban allott. hogy az U fiiggvényt potolja oly
v fiiggvénynyel, mely beldle kettds quadratura utjan keletkezik
és a melynek U a két fiiggetlen viltozo szerint vett mdasod-
rendd partialis differentidlhanyadosa. v-nek elsé parlialis diffe-
rentialhdnyadosai U-nak egyszerii integraljai lévén. szdmukra
néhdny, konnyen bebizonyithato egyenl6tlenség segitségével
lehet fels6 hatart kijel6lni. Csakhogy ily modon Kkeriilé utat
kell tenniink. Koénnyt fogissal most mar v-rél kimutathato,
hogy rea a variatio-szamitds szabalyai alkalmazhatok, a mi
azutdn U-ra is &ll.

Felesleges e felfedezésnek nagy horderejét kiilon kiemelnem,
mert ezek a speczidlis DiricaLer-problémact messze feltalmuljak.
Nem csoddlkozhatunk azon, hogy szamos kutaté most mar a
Higert-t6l megtort utra ratért. £ helyen ezek kozal fel kell
emliteniink Levi-t, ZaremBa-t, Fusint t, de mindenekel6tt R]Tz-et'_
a ki mesterének, HiLerT-nek, tobb genidlis eljarasat felhasz-
nalvan és igy a rendes 1utrol letérve a mathematikai physika
osszes problémdinak megolddsdra alkalmazhaté numerikus sza-
mit6 modszert fejtett ki.
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Hilbert modszerét legutobb a conform abrazolas kérdésére
alkalmazta. Nem akarom részletesen elemezni idevagd érteke-
zését, csak annak felemlitésére szoritkozom, hogy modszert
nyUjt, melynek segitségével ez az dbrazolas végtelen sok gorbé-
t6l hatarolt vagy egyszerlien 0Osszefliggé végtelen sok leveld
RIEMANN-fellleten elvégezhetd. Ezzel tehat az analytikai fligg-
vények uniformisatijanak (j megoldasat adta.

Vegyesek.

Miutan szemlét tartottunk Hiberr ama tanulmanyainak
targyai felett, a melyekkel maradandé nyomokat hagyott héatra,
azok felett, a melyekhez & is bizonyos el6szeretettel ismételten
visszatért, jeleznink kell még oly problémékat is, melyekkel
csak alkalmilag foglalkozottt a nélkil, hogy hosszasan idézott
volna mellettiik. Azt hiszem, hogy itt csak a legszembet(in6bb
eredményeinek felsorolasara szoritkozhatom.

Ha a binér, terndr, biquadratikus alakoktol, valamint barhany
hatadrozatlannak quadratikus alakjaitol eltekintlink, semelyik
mas alak nem allithatd el, mint végesszamu alaknak négyzeté-
b6l alakitott 6sszeg.

A zérus genushoz tartoz6 diophanthosi egyenletek egész
szamU megoldasainak meghatarozasara elemi eljarast allapitott
meg.

Ha valamely rationdlis egész fuggvény, mely tobb valtoz6t
és még ezeken Kkivlil tobb paramétert is tartalmaz, e para-
méterek hatdrozatlan értékei mellett irreducibilis, akkor e
paraméterek helyébe mindig helyettesithet6k egész szdmu érté-
kek Ugy, hogy a rationalis egész fuggvény ezutan is irreducibilis
maradjon.

Ebb6l kovetkeztetheté, hogy mindig léteznek oly egész
egyutthatés algebrai egyenletek, melyeknek GALOis-csoportja
elére megadott csoporttal azonos.

DEDEKIND-nek, a szorzas commulativ térvényét kdévetd hyper-
complex szam, elméletében szerepld ok alaptételét, Hilbert egy,
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az invaridnsok elméletében téle levezetett lemma alapjan a
legnagyobb konny(iséggel bizonyitja be.

Arrol a diophanthosi egyenletr6l, melyet ugy kapunk, hogy
valamely n-edfok( algebrai egyenlet discriminansat 1-el tesz-
szik egyenl6vé, Kkimutatta, hogy a rationalis szamokban
mindig, egész szdmokban pedig csak az n=% 3 esetekben
oldhaté meg.

Kimutatja, hogy a valdés negyedrendl fellletek bizonyos
logikailag elképzelhetd alakjai a val6sagban nem léteznek. igy
pl. nincsen kozottik olyan, mely 12 egyszer(ien 6sszefiuggd zért
feluletb6l volna 6sszetéve, valamint nincsen egy darabbdl alla
olyan sem, a melyben 12 lyuk fordul el6.

Conclusio.

E kifejtések utan hosszi commentar felesleges. Lattuk, mily
valtozatosak Hilbert kutatdsai és mekkora problémainak fon-
tossaga. Jeleztik mddszereinek egyszeriseget és elegantiajatr
kifejtéseinek vildgossagat és az absolut szigorusagrol valé gon-
doskodasat. A szigoruségra vald torekvés gyakran azzal a kocz-
kazattal jar, hogy hosszadalmasakka lesziink, a mivel végil
sem fizetjuk meg taldragdn azt, a mi nélkil a mathematika
értékét teljesen elveszitené. De Hilbert Szigorlsaga mellett is
el tudta kerlilni a hosszadalmassagokat, a melyekkel olvasoi-
nak terhére eshetett volna, a kik sohasem veszitik el azt a
vezérfonalat, mely 6t magét irdnyitotta. Mindig konnydséggel fel
lehet ismerni, hogy mely eszme-lanczolat vezette 6t problémaira
és azok megoldasara. Es bar 6 a sz6 kozonséges értelmében
inkdbb analytista mint geoinetra, mégis — ugyszélvan — egy
szempillantassal atlatja targyanak egészét, még miel6tt részleteit
megkulonboztette volna és ez az attekintése olvasoinak is el6-
nyére valik.

Hilbert a mathematikai tudomany fejl6désére végil nem-
csak sajat munkaival gyakorolt jelentékeny befolyast, hanem
tanitasaval, tanitvanyainak adott tanacsaival is, a kik ezen a
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réven a maguk részér6l is hozzajarultak, hogy a mesterikt6
megteremtett modszerek felhasznalasaval ismereteinket fej-
leszszék.

Azt hiszem, nem szlkséges tobbet mondanom annak iga-
zolasara, hogy a bizottsag egyhangulag hozott hatarozataval az
1905—1910. idészakra es6 Bolyai-jutalomnak odaitélésére Hil-
BERT-et hozza javaslatba.

Henri Poincaré.



A HOLD-MOZGAS VARIACZIOJA.

(Els6 kozlemény.)

I. A Hold-mozgas els6é kozelitésben a harom test
probléméajanak speczialis esete.

Az égi mechanika egyik legfontosabb feladata a Naprend-
szert alkoté égitestek mozgasanak tanulményozdsa a Newton-
féle torvény alapjan. Ebben az alakban a feladat, a melyet
meg kell oldani: a mozgas egyenleteibdl el6allitani a Nap-
rendszert alkotd kis és nagy bolygok és az utdbbiak holdjai-
nak mozgasat olyképpen, hogy azt a megfigyelésekkel Ossze
lehessen hasonlitani. Ez az 6sszehasonlitds van hivatva eldon-
teni, hogy a NEWTON-féle tdérvény mennyiben érvényes. Ha az
elmélet-adta értékek mindenkor megegyeznek a megfigyelés
adataival a megfigyelés hibdinak hatdrain belul, akkor azt
fogjuk mondani, hogy a NEWTON-éle torvény érvényes. A vizs-
galatok lehetnek tisztan elméleti iranydak is, vagy vonatkoz-
hatnak oly esetekre, melyek nincsenek megadva a természet-
ben. llyféle kutatdsok czélja lehet a NEWTON-féle torvény végso
konzekvencziait levonni, bizonyos integralok altalanos sajat-
sagait megismerni, tanulmanyozni az égitestek egy adott rend-
szerének mozgésbeli stabilitdsat, az égitestek alakjat s ennek
deforméczidit s i. t

Foltételezzik az EuKLIDESféle tért és ebben oly derékszdgi
koordinatarendszer lehet6ségét, a melyre nézve igazak Newton
mozgdas-axiémai, nevezetesen, hogy e rendszerre vonatkoztatva
a magara hagyott test, a melyre semmiféle kils6 erd nem
hat, vagy nyugalomban van, vagy egyenesvonal( palyat ir le
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egyenletes sebességgel. Kozelebbrél még azt is fol kell tenniink,
hogy e koordinatarendszer ezt a sajatsagat akkor is megtartja,
ha kezd@pontjat a Napba vagy valamelyik bolygdba helyezziik.
A Nap, a bolygok és a holdak a tér hatarolt részét elfog-
lal6 tobmegek. Legyen dnii és dmk két égitestnek egy-egy
tomegeleme, rik=/ (xi~ xtf+ty—yR*+(Zi—zf* e két témeg-
elemnek egymastdl val6 tavolsaga, akkor a NEwToON-féle poten-
czial i
i niidm/c
QK= a1/ ik
a hol az integraczid a két égitest egész tOmegeére Kiterjesz-
tend6. Ha n égitesttel van dolgunk, akkor a mozgésegyenletek
ennélfogva

: dIBvc I
mjxj — dxj E]I-l,(% " 1)
ity — dIQik (fe=2, 3

o diQjk
nijZj d(gjj

Ebben az alakban a feladat hatarozatlan; mert, hogy fi-i
kiszamithassuk, ismernlink kell az égitestek alakjat és a témeg
bels6 eloszlasat, ezek viszont egyenként fluggenek valamennyi
tobbi égitest alakjatol és tomegeloszIlasatol,! azonkivil az alak
folyton valtozik, ha az égitest nem végtelentl merev. Ha az
égitestek dimenzidikhoz képest igen tavol vannak egymastol,
ugy foltételezhetjik, hogy teljesen indeformébilis homogén
vagy homogén konczentrikus rétegekbdl all6 gdémbok s akkor,
mint az elemekb6l ismeretes, egyszer(ien

minik

ik-

Q Ik

hol rik a gombok kozéppontjainak egymastdl valé tavolsaga,
X~ pedig a GAuss-féle allandé, mely az egységek kell6 meg-
vélasztasaval egyenlévé tehet6 1-gyel. Legyen még

a=iw*,
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akkor a mozgisegyenletek

. 08
m;x; — d_.’,E] ,

" 09

" ag
m;z; — 8Zj ¥

Ha n-=2, akkor a Gauss-féle allandot egynek véve

o="T0
T19

s eldall az el6bbi egyenletek legegyszeribb alakja, a két test
problémdja. Ezeket az egyenleteket szigorian meg lehet oldani.
A megoldds adja az ismeretes elliptikus, parabolikus, hyper-
bolikus, kor, vagy egyenesben valé mozgast a szerint, a mint
az integrdczio-allandoknak kiilonbazé értékeket tulajdonitunk.
Mivel a Nap tomege a megfigyelések szerint a bolygok tomegét
sokszorosan tulhaladja, a két test problémdjabo6l nyert bolygoé-
palydk bizonyos mértékben megkdozelitik a valdsdigos palydkat,
ha mindenkor a Napot veszsziik az egyik testnek.

Nagyobb megkaozelitést fogunk elérni, ha a Napon Kkiviil
két égitestet vesziink tekintetbe, példaul a Foldet és Vénust.
vagy a Foldet és a Holdat. Ebben az esetben n=3 és

G T T L Vi

"1 A Vag

A mozgisegyenleteket az (1) csoport adja, hol j=1, 2, 3. Az
osszesen 9 masodrendd differenczidlegyenletbdl allo szimultén
rendszer alkotja a hdrom test problémédjat. Megolddsuk meg-
adnd a hiarom égitest tomegkdzéppontjainak mozgasat. A rend-
szernek 18 integrdlja koziil eddig 10 ismeretes: 6 stulypont-
integrdl, 3 feliiletintegrdl és az eleven er6 integraija. A hidanyzo
8 integral eldallitasara irdanyult minden faradozas eddig ered-
ménytelen maradt és igy a bolygok és holdak palydit csak
kozelit6 modszerekkel lehet el6allitani még ebben az egyszer
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esetben is, midén a Napon és egy bolygéon kivil még csak
egyetlen masik 0. n. perturbald bolygéra vagyunk tekintettek
Bruns kimutatta,l hogy a klasszikus integralokon Kkivil mas
flggetlen algebrai integralok nem léteznek a harom test problé-
majaban. BRUNsnak ezt a tételét Painlevé2 oda Aaltalanositotta,
hogy az n test problémajanak minden integralja, mely a sebes-
ségeket algebrailag tartalmazza, a klasszikus integralok kom-
binaczidja. Poincaré pedig bebizonyitotta,3 hogy a harom test
problémdjaban az ismert integralokon kivil mas uniformis
integral sem létezik, végil Painlevé Kkimutatta,4 hogy nem
létezik tébb integral, a mely a sebességekre nézve egyértéki
s analitikai. Ezek a nagyfontossagu eredmények mutatjak, hogy
szilkségképpen kozelité mddszerekre kell szoritkoznunk. Harom-
nal tobb test esetében extenzive nagy nehézségek tornyosul-
nak a targyalds elé, az elvi nehézségek nem kilénboznek a
harom test problémajatdl.

Els6 kozelitésben tehat a Hold-mozgas tanulmanyozasanal
is a hérom test problém4jabol kell kiindulnunk. A Holdon
kivil azt a két égitestet kell els@sorban tekintetbe venniink, me-
lyek mozgasara a legnagyobb mértékben befolyéassal vannak s
ezek a Fold, mely a Holdhoz a legkdzelebb van és a Nap,,
melynek tomege igen nagy.

Mivel csak relativ. mozgésokat észlelhetiink, a koordinata-
rendszer kezd@pontjat az w* testek valamelyikébe kell helyez-
nink. A bolygdk esetében ez a kezd6pont a Nap lesz. A tapasz-
talds mutatja, hogy a bolygok kdzéptavolsagai (a Naptdl) majd-
nem allandoak és hogy exczentriczitasaik igen kicsinyek. Mivel
a targyalds folyaman oly sorkifejtések valnak sziikségesekké,
a melyek a két égitest kodzéptavolsagainak viszonya szerint
haladnak, kovetkezik, hogy a bolygoknal a Napt6l széamitott

1 Berichte der konigl. S&chsischen Ges. d. Wiss. 1887 ; Acta Mathe-
matica XI.

2 Bulletin Astronomique XV.

3 Acta Mathematica XIII; Méthodes nouvelles I. kotet, 250. 1

4 Comptes Rendus CXXX (1900), 1699. 1
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kozéptavolsagok viszonya szerint lehet és kell sorba fejteni,
azaz a koordinatarendszer kezdépontjat a Nap tomegkozép-
pontjaba helyezziikk. A Hold ellenben hol kézelebb, hol tavolabb
van a Naptol mint a Fo6ld és gy az emlitett sorbafejtés nem
lenne lehetséges, ha a rendszer kezdépontjit a Napba helyez-
nék. Ellenben a Fé6ldhéz a Hold mindig mintegy 390-szer
kozelebb van, mint a Nap és igy a koordindtarendszer kezdd-
pontjat a Féld tomegkozéppontjaba helyezziik, mas szoval
keressiik a Hold témegkozéppontjanak mozgisat a Fold tomeg-
kozéppontjiban elhelyezett megfigyelére vonatkoztatva, a Nap
perturbdlé hatdsianak tekintetbe vételével. Itt all be az a lénye-
ges kilonbség, mely a bolygo-theoriak és a Hold-elmélet kozott
fennall. A bolygok tomegei igen kicsinyek a Nap tomegéhez
képest és igy a perturbalé tomeg hatvianyai szerint is sorba
fejthetiink. A Hold-mozgdas esetében a Nap a perturbdlo tomeg,
mely a Hold tomegénél t6bb szizezerszer nagyobb és igy ez
a sorkifejtés nem lehetséges.

Az ebbdl tamadt nehézségek lekiizdésére irdnyult térekvések
torténetét Newcoms ismertette ! legutébb a romai mathematikus-
kongresszuson. A Hold-mozgis elméletében a legjelentésebb
haladast kétségkiviil G. W. HirLnek koszoni az égi mechanika.
Hiir alapveté munkédi, melyek e tirgyra vonatkoznak : «Resear-
ches in the Lunar Theory»; Amer. Journ. of Mathem. 1878
¢s «On the part of the motion of the Lunar Perigee which
is a function of the mean motions of the Sun and Moony,
Cambridge (Mass) 1877 ; Acta Mathem. VIII. Mindkét értekezés
HiLL 6sszegytjtott munkainak 1. kotetében.

E. W. Brown 20-nal tébb értekezésben folytatta és befejezte
azt a munkat, melyet HirL megkezdett. HiL t. i. azt vélte,
hogy modszere nem lesz alkalmas a magasabb egyenlétlen-
ségek kifejtésére.* Brown fébb értekezései az Amer. Journ. of

1 Atti del IV. Congr. Intern. dei Matem. Roma, 1909, vol. I; forditasa
a Mat. és Fiz. Lapokban 1909, 371, L
2 E nézeten volt TiSSERAND is: Traité de Méc. Céleste, II1. 285. lap.
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Mathem. XIV., XV., XVII. koteteiben, a Memoirs of the Royal
Astron. Soc. Lili., LIV, LVII. koteteiben s a Monthly Noti-
ces ekben jelentek meg. Poincaré a «Méthodes nouveiles»-ekben
Hinnt eszméjeébdl kiindulva épiti fel a periodikus megoldasok
elméletét, a «Lemons de méc. cél.» Il. kotetében pedig a Hinl-
Brown féle elméletet veszi targyaldsa alapjaul. A Hitt nyoméan
tamadt vizsgalatok soraba tartozik G. H. Darwin «On periodic
orbits» czim( értekezése is.1

Az (1) egyenletcsoportot a kezd&pont eltolasaval Ggy transz-
forméljuk, hogy a kezdBpont a hdrom égitest egyikének tomeg-
kozéppontjaval essék Gssze. Ennek tdmege legyen mO, a masik
kett6é mt és , koordinataik (icu/121, {X,y"z”. A transzfor-
maczié eredményét a kovetkez6 alakban irhatjuk:

dtxi N X,
dts (TQHTO) =m.

Xt
(€22

/\

i * (ora

1 XAXt+yiVi+z+t

2
1 @My 3z
r\
xl+yl+zl,
x\+y\+2z\,
(x-xt?2+ (y-ytf+ (z-ztf.

r\

Legyen m0 a Fold, mla Hold, a Nap tobmege. Mivel mt
az mellett szinte elenyész6en kicsiny, az &a, i/3,  moz-
gasegyenleteiben a jobb oldalt el lehet hanyagolni, a mi mas
széval annyit tesz, hogy a Nap palyajat elliptikusnak tekint-
juk. Azt a sikot, melyben e péalya fekszik, veszszik xy siknak.
Ez a sik az ekliptika. Mivel a Nap palyajat KEPLF.R-féle ellip-1

1 Acta Mathematica XXI (1897).
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szisnek tekintjiik, implicite felteszszlk, hogy az ekliptika hely-
zete valtozatlan, vagyis a mar emlitett elhanyagoladsokon Kkivil
elhagyjuk az ekliptika valtozasatol el6allo tagokat is. Mivel
most za= o, X2 és da elemi modon el6éllithatok mint az idg,
a Nappalya fél nagytengelyének és exczentriczitdsanak fiigg-
vényei. Ezeket be Kkell helyettesiteni (3)-ban az x¥ 1 moz-
gasegyenleteibe, melyek e szerint az id6t explicite is tartal-
mazni fogjak, a mibdl viszont kdvetkezik, hogy nem lesz meg
a kozonséges energia-integraljuk.

Latjuk, hogy az  y#t mozgasegyenleteiben a jobb oldalon
levé tagot nem lehet elhanyagolni, mivel igen nagy. Mas
sz6val a Hold relativ palyaja a Féld koril még elsd kozelités-
ben sem tekinthetd ellipszisnek — vagy Gyldén 1 terminol6gidja
szerint — az ellipszis nem alkalmas intermediéris palyanak.

Wodetzky Jozsef.1

1 Gyldén : Die intermediare Bahn des Mondes. Acta Mathem. VII;
Astron. Nachr. Nr. 2383.
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Vetitokésziilék «Calderoni I. Ho»

Ezen késziilék, mely ugyanolyan szerkezeti mint a taloldali, egy altalunk
szerkesztett hiitével van még ellatva, mely a megvilagité lencsék kozé van
igtatva. — Ezen felszerelés velilo készilékiinket a legtokéletesebb ilynemii
késziilékké avatja. Ara ldmpa nélkiil : K 350.—

A velitbkésziilékeinkhez felszerell hajtoesavarral ellatott objektiv fog-
lalatba tetszés szerinti 6 kiilon(éle gyutavolsagu vetitési objectivet lehel
elhelyezni, melynek gyutavolsaga 150, 200, 250, 310, 355, 403, mm. —
Minden késziilékhez a fentjelzett drban csak egy darab ilyen vetitési objektiv
tartozik. — Minden tovabbi objektiv 4ra darabonként K 24.—

Velit6késziilékeink a merdleges és vizszinles sikban végbemend velitésre,
valamint mikroskopikus velitésre is. vigyszintén szinképek. inlerferencidlis
tinemények, fényelhajlési, fénysarkitasi és keltds toré~i kisérlelek stb. veli-
tésére is alkalmasak. Ezen meilekeszkozokrol addig is, mig az ezekrél sz616
iillon arjegyzékiink meg fog jelenni, kivanatra szivesen kiildiink részletes
koltségvetéseket. Velitkésziilékeinket — melyek a leglokélelesebbek — tetszés
szerinti fényforrdssal, u. m. villamos ivfénynyel, mészfénynyel, acetylénnel, bor-
szesz-izz6lénynyel stb. szalliljuk.

Elektromos ivliampa
legjobb minGségii és feletle erds
szerkezelii (mellékelt 4bra szerint)
mely hajtocsavarok segélyével
minden iranyban kénnyen moz-
gathats, 110—220 volt fesziill-
ségii egyen- vagy valtéaramhoz,
5—50 Ampére dramerdsségig hasz-
nélhato. Ara K 120,—

Elektromos iviampa
egyszeriibb és konnyebb szerke-

zell. Ara K 90. -
Borszesz-izzoiénylampa légsiritovel ellatva, mely 300 gyertya-
fény erejii vilagitast szolgaltat. Ara teljesen felszerelve K 50.—

Haromlabu asztalallvany, mely hajloesavar-szerkezet segé-
lyével magasabbra és mélyebbre 4llithaté, felsd lapja pedig a vetit8késziilék
altal esetleg megkivant szog ala. illetve ferde allasba hozhaté. Ara K110.,—

Veltitési ernyds finom vaszonb6l 200 em. négyzetben, gyirikkel

ellatva, AraK 8.—
Erny('i-éllvény fenti erny6 részére, mely konnyen és  gyorsan
szélszedhetd. Ara szekrényben K 30.—

Veltitési ernyolk zsinorral felhazhato szerkezettel. — Ezen ernyok
legezélszeriibben a falra erésitendd 2 vastimaszra szerelend6k, azonban
barhova, esetleg kozvetleniil a falra is felerdsithet6k. — Az erny6k arai
a kovetkezok : ;

200 240 300 360 420 480 cm. négyzelben
Ara 45— 65.- 90.— 145.— 200.— 240.— korona.
Calderoni md-és tanszervéllalat részvénytarsasds, Budapest, IV., Véci-utea 50,

Részletes nagy drjeqyzék vetitdkészilékeinkrél munkdban van.

Franklin-Tarslat nyomdaja
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A Mathematikai és Physikai Lapok évenként 8, legalabb 3 fvnyi
fiizetben jelennek meg, még pedig, a nyari hénapok kivételével, min-
denkor a hé masodik felében. Az egész éviolyam 2430 iv terjedelmii
lesz. Elolizetési ara 10 korona. A Mathematikai és Physikai Tarsulat
tagjai tagsagi dijuk fejében kapjak.

Tarsulati mondanival6k. A huszadik tarsulati év 1911 januar 1-én
kezd6dott.

A tagsdgi dij (Budapesten 10 korona, vidéken 6 korona (az Alapszaba-
lyok VIL. 12. §-a szerint az év els6 negyedében esedékes. Kérjiik t. Tagtarsain-
kat, sziveskedjenek a tagsagi dijat a tarsulat pénztarnoka: Lévay Ede f6gymna-
siumi tanar (VI., Nagy Janos-utcza 37.) czimére bekilldeni. A4 mult évekril
hdtralékban levd t. Tagtirsainkat sirgdsen kérjik a tagsdgi dij bekildéseért.

A Math. és Phys. Lapok 1. és III. évfolyama mar csak nehany teljes
példanyban van meg és csak az egész sorozat megvételével szerezhets be.
Az 1, kotet ara 10 korona, a tébbieké 6—6 korona.

Az elsd és harmadile évfolyam elsd fiizetjét két-Iét koro-
naval vdltjuk be.

Rendes tulések. A tarsulat iiléseit rendszerint minden honap elsg és
harmadik csiitortokén tartja a tud. egyetem physikai intézetében (VIIL, Eszter-
hazy-u. 3), d. u. 6 6rakor. Az el6adisok tirgyat — egy mathematikai és egy
physikai targy — 2—3 nappal az iilés el6tt a napi lapokban kihirdetjiik.

A tagajanlasok a tarsulati tigyekre vonatkozé kérdések és kivansigok
Koveshigethy Rado ugyvivo titkar czimére VIIL., Sandor-utcza 8. intézenddk,

A folyéirat szellemi részét illetd kiilldemeények (czikkek, feladatok, kérdé
sek, stb.) a szerkeszt6khoz killdenddk ; a mathematikai tirgytiak Rados Gusztav,
IX., Ferencz-korut 38, sz., a physikai targyuak pedig Kovesligethy R.
czime alatt. A reclamatiok, czimvaltozisok a pénztarnokhoz intézenddk.

Igen tisztelt munkatdrsainkat értesitjik, hogy a valasztmany hatarozati-
bol a szokott 25 kiilonlenyomatot ezentul ires boritékkal adjuk ; nyomtatott
boritékot esak kiilon kivansagra, a megfelel6 nyomdai kéltségek felszamita-
saval adhatunk.

o A reclamatiok, czimvaltozasok a pénztarnokhoz intézendok.



A NEGYZETES BINOM-KONGRUENCZIAK
GYOKEIROL.

Bevezetés.

Ebben a dolgozatomban bemutatand6 vizsgalataimnak Kki-
indulé pontja a kovetkez kérdestétel:

Adva lévén a legéltaldnosabb xA~r (mod. 2kM) quadratikus
bindm-kongruenczia, meghatarozandé a tetszésszerint meg-
adott 2kM modulusnak és e modulus tetszésszerinti quadratikus
maradékanak, r-nek oly expliczit szamelméleti fliggvénye, a
mely a kérdéses kongruenczia ¢sszes modulo 2KV inkongruens
raczionlis egész gyodkeit megadja.

A kérdést az igy fogalmazott legéltalanosabb értelemben
sikerilt is elintéznem s a keresett megoldasokra oly altalanos
és egységes alakot megallapitanom, a mely val6ban expliczit,
ha elfogadjuk, azaz feltételezziik, hogy valamely raczionlis
egész szdm megadasaval ismeretes egyszersmind annak torzs-
tényez0s s illetve torzsidealos el6allitasa is, a raczionalis szdm-
korben s illetve adott quadratikus szamtestben. Nagyon ter-
mészetes, hogy az Ugynevezett multiplikativ szamelmélet elvei
szempontjab6l ez a feltevés egészen jogosult; a mennyiben
itt a mindenkori egyértelm( torzsel6allitds kozvetetlenul s
teljességgel jellemez minden egész szamot, Ugy annyira, hogy
tulajdonképen a tartoménybeli egész szdmok 6sszességét, mint
a torzsszamok s illetdleg torzsidedlok hatvanyszorzatainak
Osszességét kell felfognunk. Mindazonéltal tagadhatatlan, hogy
konkrét esetekben a részletezett feltevésnek valdjaban soha
sincs elég téve, sem a racziondlis egész szamok, még kevésbbé
a méasodfokd algebrai egész szdmok tartomanyéban, mely
utébbiban tudvalévéén, az a priori a szammal egyutt ismere-

Mathematikai és Physikai Lapok. XX 4
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tesnek suppondlt torzsidealos felbontas tényleges el&allitasa
masodfoku kongruenczidk gyokeinek ismeretét kivanja, a mely
gyokok szamitasat viszont e felbontdsokra vezettem vissza.
Mas oldalrol ez a kdlcsondsség a gyokok és a modulus torzs-
idealjainak egymastol vald fliggésében természetszerl kifolyéasa
a minden vonatkozasban érvényesiteni kivant multiplikativ
el6allitds modszereinek.

Mindezek alapjan vilagos, hogy a talalt expliczit gyok-
felirdsok gy is értelmezheték, mint a melyek megoldasai egy
sajatlagos szamelméleti fuiggvény-megforditasi kérdésnek. Neve-
zetesen, a mig egy részr6l valamely quadratikus test sszes
torzsidedljai ismeretesekké valnak a négyzetes kongruencziak
egy sorozatdnak gyokeib6l, addig masrészrél kozlend6 ered-
ményeim mutatjak, hogy a quadratikus testek torzsidedljainak
ismerete modot nydjt minden négyzetes bindm-kongraenczia
gyOkeinek expliczit felirasara.

A dolgozatot két fOrészre osztottam. Kovetve vizsgalataim
idérendi s fejlédési egymasuténjat, az els6 részben targyalom
az x*=\ (mod. 2kM) typust, mint a mely a raczionalis szdm-
kor eszkozeivel elintézhet6, s az 4&ltalanos gondolatmenetet
mégis csaknem minden lényeges részében kidomboritja. A ma-
sodik részben fejtegetem az altalanos esetet s megallapitom
a kovetkez6, minden speczialitdst magaban foglalé tényt:

Ha 2kv= Zf:/ / pfi tetszésszerinti raczionalis egész szam

ésre szamhoz kepest relativ torzsszam és e szamnak quadra-
tikus maradéka, akkor az

x*=r (mod. 2KVl
kongruenczia 6sszes racziondlis egész gyokei az

xg= £{KPW [q/7 Oirl (W)-v]+v} (mod. 2AM)
(E=x1; h=1.2.... 2»-i; <7=1,2........ 2-fh

képletbél folynak, a melyben a az

x% r (mod. 2B
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kilonboz6 gyokeinek szdmat jelenti, v helyébe pedig rendre
e kongruenczia 0sszes gyokei teenddk, mig az oM fdideal
Osszes oly

(A-1,2....... 24)

felbontasaibdl veendd, a melyekben az M raczionalis torzs-
tényez6i mindegyikének egy-egy torzsideal tényezdéjét magaban
foglalja, a Y ro~ 0-bdél szarmaz6 quadratikus testbdl, a hol
r=qg\0 (mod. M), r0=2 (mod. 4); végul yh és /haz o=[I, ff]
oly egész szdmai, a melyekre nézve oyh oszthatdo ~hval és
relativ torzsidedl ~hhdz, o/h pedig oszthatd ty'hel és relativ
torzsideal tyhhoz.

ELSO RESZ.
Az x*=1 modulo M kongruenczia gyokei.
1.
Ismeretes az UOgynevezett altalanos kis FERMAT-féle tétel, a
mely szerint, ha (a, by—\, akkor
af(= 1 (mod. b) avagy bfg= 1 (mod. a) m
() kongruencziakbol foly
[asXiC—] &—i] = —[a? M-pbr@)-t 1 = o (mod. ab),

azaz
¥(a, b) = afP\b'i’9= 1 (mod. ab). ()]
Méar most legyen
(pla b) = @
(1) és (a) egybevetésébbl egyszerre adddnak a kovetkezd
relacziok:

WHI, b) = ¥(b, a), ()
0(a,b)= —0(,a), ()
W, b) + 0(a, b= 2. a*«», 3
Wa, b) + 0(b, @) —Wfa, b)—0{a, b)= 2. bf() @)

(IN-b8l nyerem
[¥{a, OF = a2"(i)+ 6" @+2«9,(b> bf@ =
=alilb-\-bZM= 1(mod. ab), (i1%)
4%
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melyre valo tekintettel («) adja
[<Pla, Uiz = azn @—aP @ _typia) =
= atpWN)<pf@) = i (mod. ab). (1r**)

2.

Ezeket az elemi megjegyzéseket el6rebocsajtvan; legyen
M valamely tetszésszerinti @sszetett paratlan pozitiv egész
szam, azaz M = nipfi, hol a jp-k paratlan toérzsszdmok, mig

i
az a-k tetszésszerinti pozitiv egész szamok.
Vizsgaljuk most az

x*= 1 (mod. M) (ri)
kongruencziat. Mindenekel6tt vildgos lévén, hogy ha y e kon-
gruenczianak gyoke, akkor —y is az; azért is, ha e kongruenczia
gyokeir6l szoélok, Ugy elegendd, ha a gyokok abszolut értékeit
veszem csupan figyelembe; nem azért, mintha y és —y modulo
M aequivalensek volnanak, mert hiszen y ~ —y (mod. M), hanem,
mert ha y és —y kozil az egyiket ismerem, akkor a parjat
is nyomban kapom a jelvaltassal. Evidens tovabba, hogy (A)-na k
2 gybke mindig van; ezek: * 1.

Méar most azt allitom, hogy az M-re tett feltevések mellett
{A)-nak 0sszes, abszolut értékben kilonboz6, azaz modulo M
inkongruens gyokeit megadja a fontebb, 1. czikkben bevezettem
Dfliggvény. Es pedig, ha g az M osszes oly kilénbdz6 fel-
bontasainak szama, a melyek barmely kettejére nézve

aibi —ahbk= M ®)
ai  ak; foo bi bk m
(«i, bi) —(ak, b= 1, (r>
akkor az Osszes, fonti értelemben kulénb6zd gyokei (A)-nak:
Xi= 0(ui, b) (mod. M) (
(i—1.2. 9

Mely g szamu gyokhoz hozzavéve a megfeleld ellentett jell
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gyokoket; végeredményben az (A) valamennyi modulo M in-
kongruens gyokeinek a szama lesz:
G=2.9g= 2. (d

Ennek az allit<somnak igazoldsara, szlikséges és egyben
elegendd kimutatnom a kdvetkez6ket:

a) [<PEk, doi12 = 1 (mod. M);

(fc-1,2,...,2r-1)

b) tetszésszerinti két kulonb6z6 [ j szamra az 1,2
sorozath6l, sohasem lehet

C:>eB=+ (B, bj) (mod. M);

C) az igy nyert G szamu gyoknél (A)-nak tobb megoldésa
nem létezhet; a melyre nézve —e ha ez y — nem volna:
y=xxk (mod. M), hol xk egy gyok a (lll) sorozatbol.

Miel6tt azonban e dolgokat elintézném, megmutatom, hogyan

nyerjik g-t lehetd egyszer Gton. Mindenekel6tt vilagos, hogy
ha arr6l van sz, hogy M=JI,Jripfi hanyféleképen bonthato fel
a kivant modorban; azaz M= a . b, hol {a b)—1; akkor itt
az a exponensek értéksora lényegtelen szerepet jatszik; miért
is mindjart vehetem M helyett rn:]ir]ipct, mint a melyre a
g ugyanaz lesz.

Legyen el6szor i'=2/c+l, akkor

minthogy pedig
22cH = 29, azért g= = or 1, g e d
Ha pedig r —2k, akkor

im ,im , ,Lik\ 1 )

g=(0) + (I )+mee+|-1) +-|i_'U):F m\

1
+TId
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de ismét

8“ = M + 2 -i-i2*) = 29, azaz ¢= =T~\ g ed

3

A 2. czikkben foglalt a) Allitdst nem kell bizonyitanom.
Ez 6nmagaban vilagos 1. (1I**) alapjan, tekintettel 2. (), (*-ra.

2. 0)t a kdvetkez6képen bizonyitom: legyen igaz h) allita-
som ellenkezdje, azaz példaul

Hek, bj) = <P, bj) (mod. M);
mas oldalrol 1 (11)-bél tudom, hogy

Wak, bj) = Waj, b)= 1 (mod. M),

tehat 1 (3) alapjan Osszegezéssel

2.ak(V =2 .af ty (mod. M)
és innen & fortiori
af@ = o (mod. &),
tovabba ugyancsak
aj ty= o (mod. af);
vagyis akban aj 0sszes kilonbdzd torzstényezdi és csakis ezek
szerepelhetnek, s viszont természetesen: 2. (/7%), (y) ellenére.
Hasonl6 szellemben megy a dolog, ha teszem
P(ak, bk = d>(bj, aj) (mod. M)
ekkor ugyancsak 1. (1), (3), (4) hozzavonésaval
2.af = 2.bj<® (mod. M)
és a fortiori
af k= o (mod. by
és
bj@ = o (mod. aj),
azaz ak és bj Osszes torzstényezdi megegyez6k; tehat 2. (), (y)
alapjan ak=bj és aj—bk, vagyis az ak.bk, Uj.bj felbontdsok
nem kilonboznek, feltevésiink ellenére. Tehéat, etc.; g e d
Ha épen példaul aj—1, akkor afet=l és 1=0 (mod. aj), a
mi lehetetlenség; ugyanigy, ha példaul bj—.




A NEGYZETES BINOM-KONGRUENCZIAK GYOKEIROL. 53

Veégil c) allitasom helyessége kivilaglik a kovetkezd elemi
okoskodéasbol: (A)-bdl irhatom, hogy —— = eQész’
sz&m; minthogy azonban (ict+ 1, X—) =1, vagy (*+1,X—1)=2;
vilagos, hogy az (x-{-\)(x—) szorzat M-mel csakis akkor lehet
oszthaté, ha x olyan, hogy a?+l oszthaté a-val, mig ugyan-
akkor x —1 G-vel (és tehat simultdn —x-j-1 6-vel, — —1 a-val),.
vagy megforditva; hol is (a b)— és a.b=M; vagyis tehat
a gyokok szamanak maximuma pontosan G; g. e d.

Vilagos, hogy abbdl, hogy G a lehet6 maximum, még semmi
modon be nem lathatd, hogy a gyokok szdma minden eset-
ben tényleg ez a maximum lesz; e legutdbbi korilmény ki-
domboritaséra kellenek épen az a), b) bizonyitasok.

4.

Miel6tt a legaltalanosabb, tehat 2fe. M alaki modulusra
vizsgalnam az (A) kongruencziat; csak rovidesen idézem azokat
a jol ismert eredményeket, a melyek a 2T alakban jelentkez6
modulusra érvényesek.

Az

xI'= 1 (mod. & (A>
kongruenczidnak van egy gyoke, ha k—i és pedig + 1-—1
(mod. 2); van két gyoke, ha fc- . és pedig +1;van négy
gyoke, ha k” 3 és pedig valamennyien bennfoglalvék a

r=+i+s.2a1 (mod. 2 A @
kongruenczidban; hol is s=o, + 1.1

5.
Legyen mar most legéltalanosabban
x*= 1 (mod. 2kM), fi)

1 V. 6. pl. L. Kronecker (K. Hensen): Vorlesungen uber Zahlentheorie,
I. Band, 128—129. old. B. G. Teubner, Leipzig, 1901. Az (A" typusu leg-
altalanosabb kongruencziara teljesen analég tétel érvényes. L. pl. P. G
L. Dirichtet—R. Dedekind : Vorlesungen ber Zahlentheorie 8 36. IV. Aufl.
Fr. Vieweg & Sohn. Braunschweig, 1894.
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hol természetesen M még mindig a 2. czikkben részleteztem
alakkal bir.

a) Lassuk mindenckel6tt a k=1 esetet és pedig az

2*=1 (mod. 2M) (B,
kongruencziat.

Ha teszem M = a.b, hol miként eddig is (a, b)=1, akkor
szintén (2a, b)=1, azaz (II**) alapjan y= 4@ (2a, b) (mod. 2M)
(By-nek megoldasa. Mas oldalrél azonban @ (2a, b) paratlan
szam 1évén, agy r-+1, mint y—1 pérosak s igy bizonyos, hogy
ha példaul y+1 2a-val, mig ugyanakkor yF1 b-vel oszthato,
tudom, hogy szintén y41 a-val és ugyancsak yF1 2b-vel
oszthato leend ; vagyis tehdt mds szavakkal: a (2a).0 és (2b)a
felbontasok lényeghen, azaz jeltél eltekintve, (B,)-nek ugyanazt
a gyokét adjak. Es tényleg: latom, hogy

2 ®O—1)ar O (29 (@—1) h9@ =0 (mod. 2M),

mert hiszen a bal oldal kifejezése M-mel oszthaté (I) alapjan
és ugyancsak 2-vel; a mennyiben — mint két paratlan mennyi-
ség Osszege — bizonyosan pdros; tehat (2M)-mel is, q. e. d.
Innen pedig, kézvetlen nyerem ; figyelemmel, hogy ¢ (a)=¢ (2a)
és o (h)=92b):

[2a)r © —py GO [(2b)9 () —q2 @) = O (mod. 2M),
azaz

+ @2a, b)=F &2, a) =+ @ (a, 2b) (mod. 2M) (b)
g e d.

Hogy ha mar most 2M-ben a kettést egy pillanatra torzs-
szam hatvénydval helyettesitve képzelem, akkor (J) szerint a
modulo p*M inkongruens gy6kok szama g'=2"*!; ha pedig
ismét p*(=)2 substitutiot végzem, tgy az elébbeniek értel-
mében mindenl gyokot kétszer vettem ilyetén modon szamitasba ;
vagyis G:%:Q"; azaz végeredményben (Bj)-nek ugyan-

annyi gyoke van, mint (4)-nak.
Mindez utébbiak itt, jol ismert elemi vonatkozasok,' a me-

1 L. pl. L. KRONECKER : id. m. id. helyen.
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lyeknek is a felemlitésével csupan ra akartam mutatni, hogy
ez a kivaltsagos eset hogyan illeszkedik fejtegetésem Aaltalanos
keretébe.

Mindezek utan vilagos, hogy (BJ gyokeinek felirasat a kovet-
kez§ methodus szerint végezhetem. Képezem M kr~1 szamu,
a.b alakd, (a b)=1 6sszes felbontésait, valamennyire nézve
megalkotom tetszésszerint vagy + o (2a, b)~t vagy +0(26, a)-1.
igy kaptam 2 .2r-1=2r—G szaml gyokot, ©6sszhangzasban a
font mondottakkal.

R) Most ratérek a &=2 esetre; ekkor tehat vizsgaland6 az

a2 = 1 (mod. 4M) (BJ
kongruenczia.

(BJ fennéalldsa maga utan vonja a kovetkezd két kongruenczia
egyuttes fennallasat:

xi= 1 (mod. M), (Bit)
Xt= 1 (mod. 4) (B*J

A 4. czikk értelmében (BJ 0Osszes gyokei bennfoglalvdk az
Ft=-tl+ h .4 formaban; mig, ha M=a. b és [a b)—1, akkor
(BJ egy bizonyos szamosztalyba tartozo6, tehat mod. M kon-
gruens valamennyi gyokét kimeriti a kovetkez6 alak

= 0(a, b)+f. M.

Ha tehdt F olyan formaérték, a melyet simultan reprezental
az Ft és az Ft, h-nak és f-nek adott specziélis értékei mellett,
akkor nyilvan

F*= 1 (mod. 4),
vagyis az ilyen F (BJnek megolddsa. S viszont, F csakis
akkor lehet (BJnek megoldasa, ha van olyan h, f értékpar,
hogy
F=+1+h .4= (D@ b)+f. M @
Hogy pedig (7) fenndlljon, ahhoz szilkséges és elégséges, hogy

vagy 0 (a, b)-\-f. M=\j (mod. 4) (7’)
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vagy

y+h.&= 0(a, b) (mod. M), (79
hol mindenitt y oly szam, melynek értéke vagy + 1, vagy —1.
Hogy (7)), (78 kongruenczidk f-re, s illetleg h-ra megoldhatdk
ismeretes; mert hiszen (M 4)=1, honnan is még kovetkezik,
hogy a megoldasok valamennyien egyetlen szamosztalyba tar-
toznak, mod. 4 s illet6leg mod. M (7"-nek elég van téve, ha

/m= [y—0{a, b)] .M (mod. 4),

(72-nek pedig, ha
h= [<g b)-rl. 427<>i= —[jy—o (@ 6)]. 2 v<-v)-i (mod. M).

igy tehat két expliczit alakot nyertem (82 megoldasaira és
pedig
I=7i+[<P(a,b)-v]AtW=ii+ma,b)—#.%vM (mod.4M) (st)
és

F'= 0 (a b)+[rj—0(a, b] M%(mod. 4M), (sB

mely fonnuldkban O0-re, sorban (/i2) Osszes gyOkei helyette-
sitend6k.

(61t) s illetve (sa), (B 0Osszes gyodkeit kimeritik; ez vilagos
a fontebbiek értelmében; kérdés most még, hogy az igy nyert
gyokok valamennyien mod. 4M héany szdmosztélyba sorakoznak?

Feltéve, hogy minden kilénb6z6 a.b felbontasra, (s pél-
daul kilénbdz6 megoldasokat szolgaltat; tekintettel y kétértékdi-
ségére lesz G = 2r+], vagyis ugyanannyi, mintha a modulusban
tenném 4 (=)pa, hol p pératlan térzsszam.

Més oldalrél azonban vilagos, hogy ha a 4-et, mint pa-l
veszem tekintetbe, akkor a (I11) fliggvénysorozat megalkotésaval
pontosan g=2r+1 szami szamalakot kapok (minden + <P-hez
t. i. nyomban véve -0-t is), a melyek (II**) szerint vala-
mennyien gyokei (Rj-nek; hogy pedig egyméskdzt mod. 4M
inkongruensek, annak kimutatdsa a 2.-ben s illetve 5. a)-ban
megejtetthez mindenben hasonlé mddon torténhetik; miért
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is ezt elhagyom. Tehat G—g=2*"'+L Tobb gyok azonban nem
lehet, mint arra fontebb mar ramutattam.

Végeredményben tehat (i?2) gyokeinek felirasanal ugy jar-
hatok el, mint (A) kongruenczia esetében; csakhogy most
M-hez, mint (r+1)-ik tényez6t, hozzaveszem a 4=2»-t.

Minthogy a mondottak értelmében akér (st), akar (%), a
sorrendtél eltekintve szintén megadjak (B3 2r+1 sz&mul gyOkeét;
azért is lényegben mindegy, hogy valamely konkrét esetben
ezeket, avagy a 0(4a b) typust hasznéljuk. Mindazonaltal —
tekintve, hogy (st), (e3-ben egyarant csak d>{a, b) a valtozd,
mint a melynek a szamitasa 0(4a, h)-énél hatarozottan kényel-
mesebb és tovabba, hogy Ugy (eJ mint 42 simultdn szintén
két gyokot adnak, a szerint, a mint =+ 1 vagy q 1 az
elébbiek hasznalatat el6nydsebbnek [télhetjiik. A kovetkezd
részben majd rdmutatok, hogy mi maddon lehet a legéltalano-
sabb esetben is a —Ha b) tényleges helyettesitését egyszeri
jelvaltassal elkertlni (gy, hogy tehadt, miként az (A) meg-
oldasanal tulajdonképen csak a gyokok felét szamitjuk, a masik
fél itt is jelvaltassal adodik.

y) Végul most mar ratérhetek a esetre; azaz

ics= 1 (mod. 2kVi). B)

E kongruenczia 6sszes mod. 2kM inkongruens gyokeit meg-
adja a kovetkez6 formuldk barmelyike: 1

F = E-f-[0(a, b)-E] 2kvw (mod. kM), (9t)

V'=o (a, b)+[E-0(a, ] M~ 1 (mod. 2 KW). 99

Ezeket kozvetetlenul nyerjik ) megfelel6 formuldibol, ha
az ott végzett meggondolasok szoOszerint valo ismétlése mellett,

1 Konny( beléatni, hogy
F=F"' (mod. 2kMm)
mert hiszen
F=F' (mod. 29
F=F' (mod. M)
és 2&M)=1
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még tekintetbe veszsziik, hogy a jelen esetben a 4. czikk értel-
mében 7 helyett E=414-¢.2+1 teendd, hol e=1, avagy O.
Hozy (9., (9,) gyokok, az szarmaztatasukbol evidens; hogy
pedig egymaskozt inkongruens gyokoket adnak az is vilagos;
mert ellenkezé esethen agy (9,), mint (9,) adna példaul

?(a, by =4 @(a,, b)) (mod. M), q: ©. 8

a 2. czikk értelmében. Ugyanigy (mod. 2k), kiilonb6zé E, kK,
értékekre. Tehat: etc., ¢. e. d.

Minthogy K négyértéki, viliagos, hogy az 6sszes kiilénbo6zo
gyokok szama G = 4.2" = 27+2 Ezek koziil g-et, tehat 2r+!
szamit nyilvan megad a @ (2%a, b) fiiggvény is. De a tobbi
97+l.et ezen az uton semmi modon nem nyerhetjiikk, mert
hiszen ezek a 2% felbomldasdhol szdrmaznak; mar pedig a @
minden ereje épen abban cstcsosodik, hogy az argumentumai
relative torzsek.

Lattuk, hogy E négy, mod. 2" inkongruens értéke a kovet-
kezé: +1, —1, +14-2k-1 —149k=1: minthogy azonban vila-
gos, hogy — (14+2F-1)=—142k-1 (mod. 2¥); azért is a (9)
formula alkalmazdsénal, ha adotl @ mellett négy gyokét mar
kaptunk, akkor a —@ substitualdsabél szarmaz6 négy uj gyok
egyszertien adodik, ha amazok jelét ellenkezére valtoztatjuk.
Nevezetesen a (9,) formuldban csak arrél van szo, hogy £ az

1 Minthogy :
(FD+[(£@(a, b)—(F1)]| 2k D =
= (£0(a, L) +[(FO—(L£O(a, b)] MreH =
= 4+ @ (2%a, b) (mod. 2tM)

(ED+H(E0 (e, B)— (L D]2re20 =
= (+0(a, B)+[(E)—(L£ @@, V)| Mre =
= 4+ @(a, 2¥b) (mod. 2*M),

azért vilagos, hogy a @ (2%e, 3) typus 2'+1 szamu értéke a (9,) avagy (9,
adta értékek koziil azokat és csakis azokat adja, a melyek az E=41
helyettesitésh6l szarmaznak.

€s



A NEGYZETES BINOM-KONGRUENGZIAK GYOKEIROL. 59

ic2= 1 (mod. 2 & kongruenczia valamely gyoke legyen ; miért is
a fontiek alapjan

-[E+(0~E)C] = {-E)+[(-0)-(-E)] C (mod. *M),

hol C=%<piw (mod. 2kM) tettem; ha méar most e kongruen-
czidban E, a 2t modulusra vett négy gyokértéken végig megy,
akkor a baloldal megegyez a $ b6i (9)) alapjan kapott négy
gyokkel, ezeket ellenkezd jellel véve; mig a jobboldal a —o
helyettezésébdl szarmazd négy gyokot adja. E megjegyzés altal
a fontebb tett észrevétel helyessége evidenczidba jut. Teljesen
analég meggondolasoknak van helyok, ha a (99 alapjan rea-
tekintlink a

—o +(E'—0) ] = (0)+[(—E)——0)] ¢ (mod 2kM)
kongruencziara, hol ismét c= ¥ 2 (mod. 2 kV).1

6.

Végul mintegy az elmélet ardnylag simulékony alkalmaz-
hatosagat bemutatandd (A), (BJ, (Z%) és (B) typusokra dol-
gozok ki egy-egy példat.

(A)-ra legyen ¥=3.5.7=105; tehat keressik az

m = 1 (mod. 105)

kongruenczia 6sszes kilonb6z6 megoldasait. ¥ felbontasainak
a szama a jelen esetben 4, tehat a gyokok szdma s. A fel-
bontasok a kovetkezdk: 1(105), 3(5.7), 5(3.7), 7(3.5); s igy
a gyokok:

+ 0(1,105)= + 1
+0(3,35) =+71
+0(5,21) =+64 (mod. 105
+0(7,15) =+76

1 Alljon itt még a kovetkez$ kiegészité észrevétel. Minthogy altalaban
mindig
P@ b= 1—2W = — (1—2aP ©) (mod. ab)
azért is vilagos, hogy a <r fliggvények szamitasanal el6nydsebb annak ez
utobbi két alakban jelentkezé formait hasznalni.
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Vagy mindenutt a 105 felénél Kkisebb maradékokat véve, lesz
a gyoksorozat: +1, £29, +34, +41.
(BJ-re legyen 2M = 2.3.5.7 = 210 tehat a kongruenczia

xs= 1 (mod. 210).

A gyokok szama az elmélet szerint s ; és tényleg kapjuk

+ 0(2,105) = £ 0(1,210) = = 1
+ 0(6,35) = £ &370) =+71
+ 0(10,21) =m+ 0(5,42) =+169 (mod.z10)
+ 0114,15) = + 45(7,30) =+181

Avagy a 105-nél kisebb maradékokat véve, lesz: +1, +29,
+41, +71.

(iB2-re legyen 4M =4.3.5=60, vagyis
x*= 1 (mod. 60).

Itt a gyokok szadma lesz G=2S=8 és pedig példaul (d for-
mulat hasznélva, sorban:

+ [0(1,15)- (1-0(1,15)). 15]= + 1
+ [0(1,15)-(-1-0(1,15)). 15]= + 31
£ [035) - (1-0(35)) .15 = +1g (Mod 60
+ [0(35) -(_!-0(3,5)) .15]=%49

A gyokok tehat 30-nal kisebbre redukalva: £1, +11, +19, £29.
Végul (B) bemutatdsara valasztom 2&. M= s.3.5 = 120,
tehat
xI'= 1 (mod. 120).

A gyokok szama lesz 2*= 16 és pedig példaul (s X szerint
rendre: tekintettel, hogy most +0(1,15)= +£1 (mod. 15),
+0(3,5)= +4 (mod. 15, mig E—+1, —1, +3, —3

[nx(1-1)16] =% 1
[-1 +(1 +1)16] =+31

[3+ (1-3) 16] =+29 (Mod. 120)
[—3+ (1+3) 16 =+59

+ + + I+
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és
+ A4+ (—4—-1D16]=F179
+ [—14+(—4+1)16]) =F 49
+ B4+ (—4-3)16]=4+ 11
4 [—3+(—413)186) =F 1§
Igy tehat redukalt alakban a tizenhat gyok a kovetkezo :

+1, £11, +£19, £29, 431, +41, +49, £59.

(mod. 120)

MASODIK RESZ.
Az z*=r (mod. 2"M) kongruenczia gyokei.

Az els6 részben targyaltam elemi dsszefiiggések felderitése
utan szandékom megmutatni, hogy az elébbeniekben beveze-
tett @(a, b) fuggvénynek mintegy onmagatél Kkindlkozo, ter-
mészetszertien dltaldnositott analogonja a quadratikus szém-
testhen, mi modon oldja meg a tetszésszerinti 2. M modulusra
(hol =0, M pedig birmely paratlan természetes szamot’
jelent) vett 2*=y» (mod. 2*M) kongruencziat, melyben »R2* M.?
Barha a kovetkez6kbol kivilaglik, hogy a szereplé @ fiigg-
vények a kérdéses kongruenczidknak nem csupdn raczionalis
egész, hanem ugyanakkor az oOsszes, az illeté szamtestben
foglalt egész gyokeit is megadjik; miért is tulajdonképen a
kozonséges értelemben vett »N2¢ M eset sem alkot kivételt,
mihelyest a szamtest nem racziondlis egész szédmait is egész
szamoknak tekintjiik; mindazonadltal eredeti czélomtél el nem
térve, e fejtegetést tisztan a racziondlis egész gyokokre valo
tekintettel végzem, s a quadratikus szamtestek segitségiil

1 Természetes szam alatt — DEDEKIND nyoman — értek barmely pozitiv
raczionalis egész szamot. (V. 6.: natirliche Zahl; DIRICGHLET-DEDEKIND i.
m. XI. Suppl. 436. 1.)

2 Az aRb és aNb symbolumok Gauss jel6lésében kifejezik, hogy «
maradék (residuum) s illetéleg nem-maradék (non-residuwum) modulo b.
(C. F. Gauss, Disqu. Arith. art. 131.)
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hivasa csak eszkdz, szdmai pedig csak atmeneti s illetéleg
symbolikus szereppel birnak.
.1
Nézzuk tehat els6 sorban az
x*=r (mod. p) m
kongruencziat, melyben p pératlan torzsszdm, tovabba (r, p)=1
és (~~j= "t 1>vagyis (I)-nek racziondlis egész gydkei is vannak;

azonkivil az A4ltaldnossag rovasa nélkiil (mod. 4); mert
ha eredetileg volna r=1 1 (mod. 4), akkor r helyett vehetjik
rer+ss'.p=r (mod. p), hol e=+1, —1, a mint j>=+ 1, — 1
(mod. 4) és e'=+1, —1, a mint r=+ |, —1 (mod. 4), s ekkor

mindenképpen r,=2 (mod. 4), mig az r-re tett megel6z§ fel-
teveések nyilvan az igy megalkotott rxre is érvényben marad-
nak. Legyen tehat r=q2 r0, hol g2 a legnagyobb r-ben foglalt
négyzet és minthogy r=q2 r0=2 (mod. 4), azért q paratlan,
vagyis szintén ?e,=- (mod. 4.

Ha most ()-et a Y to=#-bo6l szarmaz6 quadratikus szam-
testben tekintem, akkor van értelme a kovetkez6 helyettesités-

nek :

x —@0. ¢ (mod. p), (1)
mely is — mint aldbb latjuk — ai-et és f-t egyértelmii kon-
gruencziavonatkozéasba hozza mod. p.

()-et (1)-be irva

r.$*=r (mod. p),

vagyis (r, e>)=1 miatt szintén
= 1 (mod. p). any
Nevezzik a d adjunkczidjaval keletkezett véges szamtestet
i2-nak, s a benne foglalt egész szamok 6sszességét o-nak, mig a
raczionalis szamkoérben a megfeleld fogalmak jelei R és j=[I].

1 A kovetkez6kben hasznalt symbolistikara s illetve idealelméleti téte-
lekre nézve mindvégig 1 Dirichlet-Deliekind i. m. XI. Supplement.

2 Ha eredetileg r= 0 (mod. 4), akkor i \ = p  (mod. 4), s igy
el6all a fonti esetek valamelyike.
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Ismeretes, hogy a mennyiben a jelen feltevések mellett, ha
D /2-nak 0. n. alapszamat (Grundzahl) jelenti,

azért op—pp', hol p és p' egymastdl kiloénbdzd elséfoki torzs-
idedlok, melyekre nézve: N (p)=N(p')=p, hol &ltalaban N(a)
az a idedl normdjat (Norm) jelenti.

Vildgos most mér, hogy az (1) kongruenczianak adott x

mellett csakis egyetlen ?= & (mod. p) szamosztaly tehet
eleget; a mennyiben O és p bizton relative térzsek, mert
ellenesetben példaul o(qO)>p, tehat szintén o(gqd)>p', honnan
0(qO)>p—p'=o0p, vagyis gO=<op, hol w o-nak egy szama, S
igy qid=r=ai”™.p*- azaz we racziondlis, s minthogy szintén
algebrai egész, azért raczionalis egész, miért is r= o (mod. p),
a mi lehetetlenség. igy tehat, ha (mod. p), akkor hizo-
nyos, hogy x (fjj~ic”j) (mod. p); mert mésként e modulo p
meghatérozott x értékhez két kilonb6z6 £ megoldés tartoz-
hatnék, g e a
(ID-t nyilvan igy is irhatom

= 1 (mod. op),
=1 (mod. pp"). (1)

Az altalanos idealelméletbél tudjuk, hogy ha m tetszés-
szerinti 0. n. Osszetett ideél, tehat példaul itt=a.f), mely fel-
bontdsban (gy a, mint b o-tdl kilonbézéek; akkor mindig
vannak o-ban oly a R egész szamok, hogy oa>a és o/SSf>
és sem a, sem [ nem oszthat6 m-el, de mar o(a.R) > tu,
vagyis al = o (mod. in). £

Minthogy a (lll) kongruenczia esetében op egyedili a tétel
megkivanta felbontasa épen pp', azért van oly p>$» és p’>p"
szampar, hogy pAO (mod. op), p'~o (mod. op), de mar p.p'=o

Mathematikai és Physikai Lapok. XX 5

azaz
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<mod. op). Onmagéaban vilagos, hogy p J»-héz, mig p' p-hez
relative torzs, azaz op+;|>'=0=0p,+ >

E megjegyzésekbdl kovetkezik, hogy a dolgozat els6 részé-
ben téargyaltakhoz mindenben analog meggondoléasok, (Ill) kon-
gruenczia két ~: 1 (mod. op) gyOkének kovetkezd p, p'-ben
expliczit felirasdhoz vezetnek:

£=x0(p,pO=x(p"<',-p"f>)=:HPp_1-P'p-D) (mod. pp). (IV)
Ugyanis Fermat tétele szerint:

) = pM)-i=pp-i i (mod. V)

s
p'f*)=pW (»H = p'P-i= 1 (mod. p),

azaz

E@2(P-D—D (p'i(p-N—1) = _ @<P>+ p2(P-1))+ 1+(pp")I'P-D)=

= i_(p2(p-D+p2(pD) = o (mod. pp)

s tehat

[£0 (b, P)12= [d-IpP-"p'P-2]1*" p2 (p-2)+P2 (- 1)- 2 (PP)p- 1=
= pz (p-I)+ p2(p-1)= 1 (mod. pp*);

mig ha lehetne p?- 1.—p'p-i=-j-] (mod. pp?), akkor szintén vagy
pp_l= —1=1 (mod. $) vagy pedig pp-1= —1=1 (mod. p)>
azaz 2-o0 (mod. op), a p-re tett feltevések ellenére.

Maér most f-nek (IV)-bdl vett értékébdl, az (I)-re tett meg-
jegyzések alapjan (L 19. old.) kapjuk (I)-nek kdvetkezd gyokeit:

x=xqd.<P(p, pj (mod. p) (\Y)]

Végul konnyl belatni, hogy (V)-ben a jobboldal raczionalis

egész szam; mert —r0=2 (mod. 4), vagyis o~|"I, *mf], 0]
alapjdn — y —a-\-zd, p'=a—90, p=m+ 1 téve, lesz:

1 llyen p, p' szamokat kapunk példaul a pc=op, p'°=op' dsszefiiggé-
sekb6l, hol ¢ az i2-ban foglalt idealok osztalyszdma, s mint ilyen expli-
czite fligg: csupan a D-t6l s az o-ban foglalt egységektsl, amely utébbiak
végeredményben ugyancsak a D révén adottaknak vehet6k. L. Dirichiet-
Dedekind, i. m. 88 181, 186. (V. 6. 23. old.)
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2 (p, p) = (a+BO™—(a—pO)™ =
m ~ i /4 P
o (3t ) o (e )

+

{ m =180 + (m)am_aﬂsgs+...) =
( am"iﬂﬁ R ( "é’ ) am-3ﬂ303_...)} =
20

{( )a'" 194 (nz)am 3% 0_*_(:):)“,,,,‘_555,,12_*_,,,} .
- 80 B(g 8, 7y

hol R(a, B, 7 az a, f, 1, racziondlis egész szdmoknak egy
egész kifejezése, s igy

+q00 @, p)==£20%R (a, B, r)==42rqR (a, B,
vagyis +¢6@ benne van 3=[1]-ben, a mi beblzonyltando volt.

2.

Mi sem kénnyebb, mint az 1. czikk eredményeinek alta-

lanositasa révén, az
x*=7r (mod. M) )

kongruenczia 6sszes racziondlis egész gyokeit felirni, hol M
barmely paratlan pozitiv egész szam.
Legyen e véghdol M ~-.]]p"z, hol a p;-k pdratlan raczionalis

torzsszamok. (I) 3-ben megoldhato és csakis akkor, ha

=4 1.
(i=1,...,M)
Miként el6bb, gy itt is elérheté, hogy r=¢*.r,=2 (mod. 4),
s igy szintén r,=2 (mod. 4), mig ugyanakkor (r, M)=1 és

(i=1,.00,m)

Minthogy tovabba minden i-re
5%
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azért M a )/~VQ:d b6\ sz&rmaz6 quadratikus szamtestben fel-
Q
bomlik az oM = j/p tip r ideélszorzatra.

Masrészt az elemekbol tudva van, hogy (I)-nek a jelzett fel-
tevesek mellett pontosan g—n szdmd modulo M inkongruens
megoldésa van j-ben. Ugyanennyi mod. M inkongruens raczio-
nalis egész gyoket — vagyis tehat ugyanazt a megoldasi rend-
szert — kapom azonban a kovetkez6 meggondolasok alapjan is.

i=n__

Jelentse pi indefinite vagy $rt vagy p'rt és tegylk %= /7 Pfl»
hol k jelenti a k-ik megvalasztast, a midén bizonyos sorrendben
a $j-kra egymastol fiuggetlendl prt s illetve it irtunk. Az
igy nyert kulonboz6 iRiek szdma nyilvan 2n, melyek azonban —
mint konnyld meggy6z6dni — if¥,, iy, typust parokban cso-
portosithatok, mely kilonbdz6 péarok szdma 2n_1; minthogy
tovabbd minden h-ra oM=?R$i'h, azért végeredményben kapjuk
ilyetén moédon M-nek 2n_1 Kkilénbdzd felbontasat és pedig:

Ha megint teszszik
x = qd. £ (mod. M), @

melyre is az 1. czikk észrevételei sz6 szerint érvényben marad-
nak,1 akkor lesz (1)-bdl

= 1 (mod. M). (In

1 Ha ugyanis lehetne o (cjR)-\-oM =E=0, akkor kellene példaul o(qB)>P
hol oM>P s igy szintén o{qB)>P"*, azaz

0 R)>P—P'=0 (y/U ... p*>)= o,

hol it, ia, .. ,,i, valamelyik s-es flizet az 1, 2,..., n sorbdl, mig

de akkor qR=w.Ps, a mi ellentmondd (r, M)=I-nek.
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Koénny(d belatni, hogy oM el6bbi felbontasai mindenikére
N\¥< = 0, vagyis és relativ torzsidedlok. Legyen a
0-bol szarmazott ii testben az idealosztalyok szdma c, akkor
tudjuk, hogy minden .6-beli idedl c-dik hatvanya féideal; tehat
% —O0rh és %c= o/h. Innen vilagos, hogy Oyh> oyh+

= o, mig o/h> "h, = o és o(yhyh > = oM
vagyis yhr'r= 0 (mod. oM).1

Méar most (Il) megoldasai lesznek az igy meghatarozott
?--kban:

=N N=H(rIW-rEQpe. M (i)

(ft-1,.... 220
Osszesen 2n_1 gyOkpar; s igy (I)-nek 2Mszami gyoke és pedig
valamennyien a kovetkez§ alakban, ezek:

xh=+qd .<P{yh, rh (mod. oM). (v
(h=1,.. ., i»-1)

E legutobbi allithisom igazoldsara hatra van, hogy kimutassam,
miszerint barmely h-ra:
1 f|=1 (mod. oM),
2. 1 (mod. oM),
, B (k) (mod. oM), (mod. o M)
és
4. 960(yh, th raczionalis egész szam.

Ad. 1. Léattuk, hogy
oT/i+"Pl = o = Uy'h+™h

és yhTh=0 (mod. o0i¥), honnan a f|=1 (mod. oM) kongruen-
czidk az 1. czikk lépései szerint egyszerre adddnak az altala-
nosabb FERMAT-fele tétel segitségével.

1 Lehet, hogy mar ipfl is f6ideal, hol ct c-nek valamely valésagos
osztdja. (L. J. Sommer : Vorlesungen (ber Zahlentheorie, Leipzig und Ber-
lin 1907. I1I. 16., 77. old.)
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Ad 2. Ha volna példaul

rlk™ -r'v™ =+ 1 (mod.
akkor innen vagy

yiiW)= —i= .1 (mod. i)

val
gy yp = —1= 41 (mOd |$,)>

azaz mindig 2 =0 (mod. oM), a mi nem lehet.

Ad 3. Ha lehetne £,= —#/, (mod. oM), vagyis 22 =0
(mod. oM), akkor () alapjan kellene sh= o (mod. oM), azaz
(D-bél 1=0 (mod. oM), a mi vildgosan abszurdum.

Ugyanigy, ha

rAfA=+ 0 -n) (mod. oM),
akkor innen vagy

ATk n) = —1 (mod. iPh)

vagy pedig
Nijk, rR= —1 (mod. %);

minthogy azonban

1= rl«V + (mod. ij?/,)
és
| =rtW + rpwW (mod. $0.
azért vagy
27V ([fg= 0 (mod. iPy), («)
vagy
2rEW= 0 (mod. ipk); ®)

minthogy azonban Ph+WH<s azért — ez idedlok megalko-
tdsa modjabol kovetkezik — van bizton ip™-nak oly pu ideal-
tényez6je, mely ipM-nak nem tdrzsideéltényezGje; ugyanigy
Po=V/i-b8l kapjuk, hogy van ip(-ben oly p\ torzsideal-
tényez6, mely ip”-ban nem szerepel; s igy (a)-bdl — egy pilla-
natra ?>(iPfcy=x téve — kellene ?-£=0 (mod. ph), mig (/9)-bdl
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75=0 (mod. P;); azaz: (07)°> P, vagy (07x) > i, tehdat

07k = Pi>Pu vagy 07 = Pi>Pn, mely esetek mindketteje, az

éppen irt észrevételek alapjan egyarant ellenmonddst tartalmaz.
Ad. 4. Ha meggondoljuk, hogy

(B = ¢ U pg) = Lo P2) = U pei=t (pi—1) = g (P, =
= o (TP, = o @) = mu
ugy lathato, hogy
D(rx, rr) = (@+B0)™—(a—pB0)™ = 6. z,

hol 2z 3nek egy szédma, honnan a tobbi 6nként adodik.

3.
Legyen végil legaltalanosabban
x? =7 (mod. 2. M), 1)

hol k>0, M pedig ismét bdrmely padratlan egész szam, mig
(r, 2M)=1 és rR2*M.
(I) teljesen @quivalens a kovetkezd két simultdn relaczioval
x? =71 (mod. 25%), (Ia)
z?*=r=q* r, (mod. M) (Ib)
(re=2 (mod. 4))

Ha ex),, — hol e=+1 — hatdrozatlanul valamelyik gyoke
(Ib)-nek, a melynek is Gsszes megolddsait a megel6zé czikkek

szerint mindig felirhatjuk és k=1, akkor kapjuk

2f+1 = ex), (mod. M).

honnan
f=2000-1(ex) (mod. M),

vagyis (I)-nek Osszes gyokei:
g = 29 M (ex,—1)+1 (mod. 2M),
hol egymdstol fiiggetlenil e=+1, —1; h=1,..., 2*"1 Mint-
hogy pedig e=1 (mod. 2), azért
29 M (e, —1)4+1=¢e 729 (1, —1)41] (mod. 2M)
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és tehat irhato

By = & [2900 (z,—1)+1] (mod. 2M). (@)
(E=akl b=l 2t B hg=1, 0520

(a) kifejezés ad tehat G = 27 szdmi megolddst, s ezek
mod. 2M nyilvin mind kiilénb6z6ek, vagyis a & = 1 esetben
tényleg (I)-nek Osszes gyokei.

Ha k=2, akkor r =1 (mod. 4) és G =2"*1; (Ia) gyokeit
pedig az »+4f alak tartalmazza, hol y=41. Kell tehat

4f+7 = ex;, (mod. M),
azaz
; f= 49 -1 (ey,—y) (mod. M)
s 18y
Ty =49 | (expy—x)+7 (mod. 4M),

=1, —1.

BN

hol figgetlenil e=+1, —1; h=1,...,271;
Megjegyezve azonban, hogy a -
4900 (e, — )+
(e==k1; 9=2:1; h=1,...,2")
kifejezés altal reprezentdlt komplexum @®quivalens az
e (49D, (2, — 7))
(e==41; 9=41; h=1,...,2"7)
Osszességgel irhatjuk

Ly = e [42 M, ()—y)+%] (mod. 4M). B
(e==1; =1; h=1,...,2"1; g=1,..., In+)

Hogy a (f)-ban foglalt gyokék mod. 4M valamennyien in-
kongruensek, az el6bbiek alapjan kozvetetleniil belathato, ha
Zg,s gy (§,7F9,) part mod. 4 s illetve mod. M vessziik.

Ha végil k=3, akkor (Ia)-ban sziikségképen r=1 (mod. 8)
és az x*=1 (mod. 8) kongruenczidnak példdul +1 gydékébol
egymasutdn — és pedig expliczite — kaphatjuk az

x*=r (mod. 16),..., 2* = r (mod. 2¥)
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kongruencziaknak egy-egy ai, «6,...,«/c gyokét: Az igy nyert
«fc-ban kifejezve, a@2=r (mod. 2  0Osszes tObbi gyokei lesznek :

E = ej(«fer)j2fc-1) (mod. 2B,

(*i=1; >7=0,1)

igy tehat kell
2Y+E = exh (mod. M),
azaz
f= *<RAHEC E) (mod. M)
s igy

= (2)f®. @, —E)+E (mod. ekm )

mint a mely kifejezés még igy irhatd

xg= s {@9Yv<> Mi- E)+ E} (mod. 2KM) )
f«==%1; h= 1..... 2B 1; E=1, (a*+y2*-*); el=% |;
ti- 0, 1; cf=r (mod. gr=1,..., 2"+2)

és megadja az a4 = r (mod. 2kM) kongruenczidnak 0sszes
G = 2n+2 szamU inkongruens gyokeét.

A k-ra vonatkoz6 mindharom esetet egybefoglalja tehat a
kovetkez6 tétel: az icd=r (mod. 2 1AW, hol fc o kongruenczia
0sszes inkongruens megoldasait megadja az

xg= e((2KVW{xil—E)+E) (mod. 2kM)

kifejezés, melyben e=xI, h=\,..., 2n 1, mig J? az md=r
(mod. 2B kongruenczia 6sszes inkongruens gyokértékeit felveszi.

A 2. czikkben targyalt eset el6all, ha k—0. Konny( latni,
hogy az éppen kimondott tétel ezt az esetet is feloleli, mi-
helyest észreveszszik, hogy az md=r (mod, 1) kongruenczianak
minden szdm eleget tesz olyaténképpen, hogy valamennyi az
egyetlen o-gyok altal képviselt szamosztalyba tartozé mod. 1.

Azaz tehdt az md=r (mod. 2°M) kongruenczia 0sszes gyokei
bennfoglalvak az

xg= e{R°){{MPh—z)+2z) = eXu (mod. 2°3/)

1 L. Dirichlet-Dedekind : id. m. § 36.
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kifejezésben, hol e=+x1; h=1,... ,2n_1; mig z tetszésszerint
valo szdm g-bél, azaz a x% r (mod. 1) kongruenczia mod. 1
egyetlen megoldasanak reprezentansa.

Megel6z6 fejtegetéseink egybefoglalasa tehat csakugyan a
dolgozat elején kimondott &ltalanos tételhez vezet; a mi pedig
bebizonyitandé volt.

Grosschmid Lajos.



ANALITIKAI FUGGVENYEK ALGEBRAI
ES LOGARITMIKUS SZINGULARITASAIROL.

(Els6 kozlemény.)

Bevezetés.

1. A fuggveny-fogalom a maga altaldnossadgaban nem tar-
talmaz semmiféle megszoritast, melynél fogva a fliggvénynek
egy bizonyos (ab) intervallumban val6 viselkedéséb6l ezen
intervallumon kivil, tetsz6leges helyeken feltiintetett tulajdon-
sagaira lehessen kovetkeztetni. A fiiggvény menetének ez a
teljes szabadsaga minden tlizetesebb vizsgalatot lehetetlenné
teszen addig, mig valamely czélszerlien megvalasztott mate-
matikai kifejezésmdd segélyével bizonyos fliggvényosztalyt nem
kdérvonalozunk, melynek egy bizonyos intervallumban val6 visel-
kedése — épen a matematikai forma erejénél fogva — nem ko-
z0mbos arra nézve, hogy masutt mily jelenségeket varhatunk.

A fliggvény kiilonboz6 szakaszainak ez a szolidaritasa min-
den idevag0 vizsgalatban alapvetd fontossagu s a legmélyebb
tanulmanyoknak targyai épen azok a fuggvényosztalyok voltak
és lesznek is mindég, melyeknek jellemz6 matematikai kifeje-
zése e szolidaritast a legteljesebben megvalositja. A természet-
tudomanyok kisérleti adatainak torvénybe foglalasat is ennek
a szempontnak Kkell irdnyitania s ez mindég lehetséges, mert
a kiserleti adathalmaz mindég egy, az adatok szaménak nove-
kedésével ugyan keskenyedd, de végesszaml adat esetében
mindig véges szélességli, savot hatdroz meg, hol mindig
elhelyezhetek oly fiiggvényt, melynek elég kedvez6 analitikai
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tulajdonsdgai vannak. Legegyszertibb e fiiggvények kozott a
poliném és annak kozvetlen altalanositdsa a Tavror-sor, mely
egyszersmind a mai matematikdban haszndlt legdltalanosabb
fiiggvényosztalyt az analitikai fliggvényeket is jellemzi.

Mi e legkedvezobb elddllitasi formaban, a TavLor-sorban
kifejezett fiiggvényekre vonatkozo vizsgdlatokat szandékozunk
az alabbiakban kozélni. A differenczidlhanyadosok egy bizo-
nyos pontban felvett értékeinek megszamlalhato halmaza meg-
hatarozza a fliggvény viselkedését WEeIERsTRAss értelmezése
szerint egy, ama pont koriil vont egész korben és a siknak
mindama részein, a hova innen analitikai folytatdssal eljutni
lehet. Az analitikai folytatasnak sokszor nagyon nehézkes volta
miatt egymadasutdan torténtek a valtozo szerencséjii kisérletek
a fiiggvénynek mas formaban minél nagyobb teriileten valo
egységes dbrazolasara, melyek kéziil a szdmunkra legfontosab-
bat, az exponenczidlis 6sszeget emeljiik ki, mely az 6sszege-
zési sokszogben, tovibba a polinom-soros vagy egész-fliggvé-
nyes dbrazolast, mely az egész sikra Kkiterjeszkedé -csillag-
tartomdnyban mutatja meg a fiiggvény viselkedését. Mindezek
az dbrazolasok végeredményben a TavLor-sor segitségével tor-
ténnek, mert lényegesen felhasznaljik annak egyiitthatoit. Ezek
az eredmények teljesen meghatarozzdk a fiiggvénynek szabalyos
helyeken valo viselkedését, azonban teljes kétségben hagynak
a faggvény szingularis helyeit illetéleg.

2. Es ezzel Gj probléma-kér nyilik meg eldttiink: hogyan
szerezziink tudomdst a fiiggvény viselkedésérdl oly pontokban,
melyeket épen ismeretlen s megkozelithetlen voltuk miatt
szingularis helyeknek kellett nevezniink? E kérdés el6l ki nem
térhetiink, mert épen ezek a helyek adjak meg a fiiggvény
karakterét s a legtobb esetben fizikai jelentésiik is fontos.

Legmodszeresebb kiindulasul kindlkozik az a gondolat, hogy
kiséreljik meg, nem vildgositandnak-e fel benniinket a fiigg-
vénynek ily szinguldris helyeken valo viselkedésérdl azok az
abrazolasi modok, a melyeknek segélyével a szabélyos helyeken
mdr sikerilt eligazodnunk.



ANALITIKAI FUGGVENYEK ALGEBRAI ES LOGARITMIKUS STB. 75

Ennek a gondolatnak modszeres keresztilvitelét kiséreltik
meg a részben itt (két értekezeés az el6bbi évfolyamban), rész-
ben a magyar Akadémia Ertesit6jében (két dolgozat az 1909.
és 1910. évfolyamokban) és a péarisi akadémia Comptes Rendus-
jében (négy Note az 1908, 1909. évekbdl), végil a Journal
de Mathématiques-b&n Essai sur les singularité des fonctions
analytiques ez. alatt 1909. évfolyamban koz6lt vizsgalataink-
ban (ez utdbbit Dienes, Essai etc. roviditéssel fogjuk idézni)
s a jelen értekezés az ott kozolteknek folytatdsa s az ott fol-
vetett 1 probléménak bizonyos értelemben teljes és végleges
megoldésat foglalja magaban. Megkiséreljik az analitikai fugg-
vények logaritmikus eladgazo helyeinek, logaritmikus pélusainak
és logaritmikus algebrai szingularitasainak vizsgalatat. oly
értelemben, hogy a szabalyos helyekre vonatkozd abradzolas-
modok felhasznalasaval oly hatardsszefliggéseket adunk, melyek
a kérdéses pontban teljesen jellemzik a fiiggvény viselkedését.

l. RESZ.

Szingularitdsok az 0Osszetartasi koérdon és az
6sszegezési sokszdg keruletén.

A felhasznalt eredmények Kkivonata.

8. Roviden felsoroljuk a legf6bb eredményeket, melyeket
a jelen dolgozatban hasznalunk.

Az aritmetikai kozepekre vonatkozokat ismerteknek tételezve
fol, kezdjuk a RoREL-féle exponenczialis 6sszeg folemlitésével.
Borel bebizonyitotta.3 hogy az

f(x) = W;Zﬂ cxn

1 Paul Dienes: Sur les singularités des fonctions analytiques en dehors
du cercle de convergence. Comptes Rendus, le 15 mars 1909.

2 Ezek pontos meghatarozasat lasd Dienes P. és Dienes V.: Altaldnos
tételek az algebrai és logaritmikus szingularitasokrol. Akad. Ert. 1910.

3 Pl. Borél : Lemons sur les séries divergentes. Chapitre IlI.
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analitikai flggvény cn egyitthatoit az

g {x0 “ Yrirr  ~hrnT
forméban felhasznéalva, az 4
@ n
_ o2 sn("o) Try
ins @@ -y !
n=0 N !

hatarérték van és megadja a flggvény értékét az 0Osszegezési
sokszdg belsejébe es6 minden szabalyos helyen. E hatarérték
neve exponenczidlis 6sszeg és mas formaban, melyben szintén
alkalmunk lesz felhasznéalni, igy irhatd

Je~au(a) da,
0
hol
uta
u (@ —ul+ Tt oL+
és

Uh= OS.

Ez az el6allitas a MITTAGLEFFLER-féle polindbmsoros, illetve
egész flggvényes el6allitdsnak egy neme, melynek egyszer(i
szerkezeténél s az exponenczialis filiggvény lényeges kihasz-
nalasanal fogva feltind metodikai el6nyei vannak, s ezeknek
az alabbiakban alkalmunk lesz hasznat venni. Hatranya a
IMITTAGLEFALERféle elGallitassal szemben, hogy csak az 6ssze-
gezési sokszég hatarain belll hasznalhatd. Az 6sszegezési sok-
sziget Ugy képezziik, hogy a sikon elszort szingularis pon-
tokat az Osszetartdsi kor kozéppontjaval 0sszekotjik s az igy
nyert egyenesre ama szingularis ponton at merdélegest emelink.
E mer6legesek sokszdget zarnak be, melyen bellil az exponen-
czialis d6sszegnek van hatarértéke.

4. Az egész csillagtartomanyra Kkiterjedd vizsgalatainkban
figgvényiink megkdzelitésére egész fliggvényeknek egy

F(alt x), F{at, x\...
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sorozatat fogjuk valasztani,1 melyeknek hatarértéke, mikor
u-nak tetsz6leges nagy értékeket adunk, megadja a vizsgalt
f(x) fuggvényértékét a csillagtartomany belsejébe esé minden
pontban. A csillagtartomany az egész sikra Kkiterjed, azonban
kizaranddk bel6le azok a félegyenesek, melyeket a kdvetkez6
mddon nyerlink. A szingularis pontokat egyenesek altal 6ssze-
kotjik az osszetartasi kor kozéppontjaval s az igy nyert egye-
neseken a kozéppontbol kiindulva legel&szor talalt szingularis
pontot veszszik a kizarandd egyenes kezd6pontjaul.

A megkozelité F(a, x) fuggvények alakitdsdra a BoREL-féle
exponenczialis 6sszeghez teljesen analog szerkezet(i formulat
fogunk hasznalni azzal a kilénbséggel, hogy abban az ex
exponenczialis flggvény helyett

ER(fl) = 2§, [log {n-\-B)In

figgvény fog szerepelni, melyet Lindelof tanulmanyozott s
melyrél kimutattuk,2 hogy ily 0Osszegezési fuggvényil hasz-
nalva a

_0’,
2 Tlog («+ P

egész flggvények hatarértéke, mikor a-val a végtelen felé

megyilnk, épen az
®

fX)= 2 (nNXn
n=0
figgvénynek odatartozd értékét adja a csillagtartomany min-
den pontjaban, ha

s,, (X0) = o0+ ci*o-f---—-- bc,, x".
1 Mittag-Leffler : Sur la représentation d’une branche uniforme d’une

fonction monogéne, 5-e Note. Acta mathematica, t. XXIX, 1905, 173. lap.
- P. Dienes : Essai etc. XI. &
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5. Ezeket az eredményeket, melyek a fliggvényt mind na-
gyobb terlileten hatdrozzdk meg regularis pontjaiban, a szin-
gularis pontok vizsgalatara fogjuk felhasznalni. Az 6sszetartasi
kor, az Osszegezesi soksz0g s a csillagtartomany belseje helyett
e tartomanyok hatérhelyeire forditjuk figyelminket s kutatni
fogjuk a fliggvény viselkedését olyan helyeken, hol a fliggvény
logaritmikus, poléris és algebrai szingularitasokat vagy ezek
kombinaczioit mutatja. Ebben az irdnyban folyton ndvekedd
hataskor(i kutatdsok utadn végeredményben teljesen precziz s
e preczizitds mellett a legéltalanosabb eredményhez fogunk
eljutni. Hangsulyozzuk, hogy ha meggondolésaink kezdetén a
dolog természetébdl folyolag s a tovdbbhaladds érdekében
ideiglenesen tesziink is megszoritast fliggvényink egyiitthatoira,
végeredményeink ez egyltthatokra vonatkozélag semminémii
megszoritasokat nem fognak tartalmazni.

Ahhoz, hogy meggondoldsainkban a logaritmikus algebrai
sth. pontok meghatarozésat elég szélesen tarthassuk, Hadamard
egy eredményére lesz sziikséglnk, melyet itt kulon kiemellnk,
a felhasznalt tébbi fogalmakra vonatkozélag pedig egyszerien
utalunk az & nagyszabdsu kutatdsaira, melyek épen uttor6é
voltukndl fogva nehezen mennek &t a matematikai koztudatba.:
(A flggvény rendjének fogalmat, melyet Iényegesen kihasz-
nalunk, 1asd: Dienes, Essai etc. 1 8)

6 . Annak kifejezésére, hogy a tanulméanyozand6 szingularitas
milyen természetli, az f(x) fliggvényt a kérdéses pontban

fix) = A\ (x)+Ft (X)

0sszeg alakjaban fogjuk felirni, hol ft(x) arulja el a szingula-
ritds természetét és az egész korre vett rendje tetszésszerinti
kevéssel haladja meg az eredeti f(x) rendjét a vizsgalt pont-
ban; f2(X) pedig szabalyos ugyanezen pontban. Ez &sszeg
tanulméanyozasa s a jellemz6 hatarértékek kiszamitasa czélja-
bél felhasznaljuk Hadamard kovetkezd eredményét.2

1 Hadamard : Essai sur |’étude des fonctions etc. Journ. de Math. 1892.
2 U. o
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Minden fuggvény, mely az dsszetartast kor egy bizonyos ivén
sannak hatarain m-adrendd, helyettesithet6 két fliggvény 6sszegé-
vel, melyek egyikének rendje az egész korre véve oy vagy tetszé-
legesen kevéssel tobb, mint & a maésik flggvény pedig holomorf
a vizsgalt iv minden pontjaban. Méas szoval

® (o} ®
f{x) = 2 amxn= 2 brxn+ 2 crxn,
n=0 n=0 n=0
hol a » &wn flggvénynek az egész korre vett rendje tetsz6-
I%;es kevéssé kilonbozik fix)-nek a vizsgalt ivre vett rendjétol,

2 erxn pedig holomorf az (ab) iven.
n=0
Ennek segélyévell bebizonyitottuk, hogy altalaban az f(x)

figgvény TAYLOR-sora konvergens az Osszetartdsi kér minden
negativrend( pontjadban, ha I|m an= 0 s hogy az r-edrendd

aritmetikai kozepek vannak es megadjak a fliggvény értékét az
Osszetartasi kor minden negativrend(i pontjaban, ha |jm ——=

0.

Ez eredmények birtokdban megkezdhetjik vizsgélatainkat s
legel6sz6r is az Osszetartasi koron fekv6 szingularitdsokat fog-
juk tanulményozni.

Logaritmikus szingularitdsok az 0sszetartdsi koron.2

7. Legyen x0 az
f(X) = 2 exn
n=20

analitikai fliggvénynek szinguléris pontja, mely az |Xo1 sugaru
Osszetartasi koérén van és tegyik fel, hogy ezen x0 a fiigg-
vénynek logaritmikus eldgazé pontja, hol azaz hogy irhatjuk

f(x) = Aq/ log —\ H-—-- \-At log------- — + 9ix), A
% 4o)

1 P. Dienes : Essai etc. § VI

2 V. Dienes : Sur les points critiques logarithmiques. Comptes Rendus
le 26 avril 1909.

Mathematikai és Physikai Lapok. XX. 6
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hol q egész szdm, <pfx) az x0 pontban holomorf, vagy altala-
nosabban, negativrendd. Es altalaban, mig az aritmetikai
kdzepeket fogjuk vizsgélni s ellenkez6é kijelentést nem tesziink,
felteszszik, hogy

lim

=o.
M nK (k)

A kovetkezd tételt mondhatjuk ki:
Ha a (K) alatti hataregyenlet fenndll, akkor az &sszetartasi
koér minden x0 logaritmikus elagaz6 pontjaban

2
. M
r!'f; logr ~ A"

hol ffn a i'n egyutthatokbdl képezett sn részletdsszegeknek k-adik
aritmetikai kozepe.

Tehdt a k-adik szdmtani kozepek segélyével egymésutan
ki tudjuk szamitani az

Agq, Agq—,...,A1l

numerikus allandokat, melyek teljesen jellemzik a szingularitast.
A bizonyitast azon az egyszer( eseten kezdjik, hol

)= Alog _ + K

és egyel6re csak a jobboldali 0sszeg elsé tagjat vizsgaljuk,
mely a benniinket érdekl6 szingularitast tartalmazza s az iras
egyszer(sitése kedvéért az 0Osszetartdsi kor sugarat 1-nek, a
vizsgadlandd szingularis helyet az egységpontnak vettik.

Az f(x) részletdsszegeit swnek, a log ----- » flggvény részlet-

Osszegeit s™-nek s a yE) flggvényeit s"-nek nevezzik. Akkor
az EiLER-féle egyenldség

lim , +v \ogn €

n—m
felhasznélasaval
s«(l) = [log JI+C,)],
a mibdl
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m =1
n-o. 10g?i W

Tovabba Pringsheim lemmaja szerint 1~ ha

C [+1
E%, r-=9 P>o0- a= 0,
fi'c An I

akkor

1jm co + Ci~l------- ~c" _
nHI b

Minthogy a A,-re kiszabott foltételeket a log n teljesiti, e
lemma a mi esetiinkben, hol

cn—Si
0+ ===\cn— nern'l
p =1
9 =1

alkalmazhato, tehat (1)-b6l kdvetkezik, hogy

| — =

= log «
s az okoskodast tetsz6legesen folytatva minden egészszamu
k-ra nézve all, hogy i
lim-~—= 1.
n= TI

g. Abban az altalanosabb esetben, mikor

f{x) = A log« " P{x\
a logaritmus sorat igy irjuk
i 1 [ | & x3 i xn\ D

1 Pringsheim : Uber den Divergenz-Charakter gewisser Potenzreihen an
der Convergenzgrenze. Acta Mathematica, t. 28. 1904. 25. lap.
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hol a sor maradéka
R (X) = xn+1P(X).

Ebb6l, mint kéttagl mennyiség #-adik hatvanya,

xn\i"
X+ ® )
q\x+- Lnn\fi
Minthogy X* s .
1 1 1 ((

S«< ('aJJ’r_r +T +'""+T) °

mert ic-nek n-nél magasabb hatvanyait is tartalmazza, viszont
ic-nek (n+1)-nél kisebb hatvanya a

/ N2 rpi \q—

qr +: TH-—-—-"n) K -—- *R9

kifejezésben nem fordul el6, tehat

: A(l) lis 7 +-+¥i
NCS — =4 2
L'Q?;SUP lIogln—hm log ! @
Edler egyenl6sége alapjan.
Ugyanez az eljardés megmutatja ez allitds kiegészitd részét
. . . . ) i .
is olyformén, hogy a logaritmus soranak most mar az — -adik

tagot kovetd részét veszszik R(x) maradékul, azaz

IkT/\:(*+|'+"_+/\)+*/\
. q "
egyenldseégb6l indulunk ki, hol tulajdonképen — egész részére
kell gondolunk n helyett. Ez esetben vildgos, hogy
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x<gl esetén, mert a jobboldali részen nem mentiink el xn
hatvanyig, tehat

4(D . (1+1+-+1)7

I|m mf log«n — log™n

mit (2)-vel Osszevetve

vagy Pringsheim idézett lemmajanak ismételt alkalmazésaval
tetsz6leges egész /c-rendd kozepekre
J @
lim 1.

n—m Iog’\Z
Vizsgéljuk most a <p(X) flggvényhez tartozé 4 részlet-
Osszegeket s a bel6lik képezett aritmetikai kdzepeket.
Minlthogy tp{X) a vizsgalt pontban negativrend(, tehat a
t

lim d': o foltételnél fogva a hozzatartozo fc-adik aritmetikai

kozép véges és log"n-nel osztva zérust ad. Ugyancsak zérust
adnak a g-nal kisebb hatvany( logaritmikus tagok is, tehat
az egész f{x) flggvény egyltthatdibol képezett aritmetikai
kdzepekre nézve is all, hogy

4
n ® |Ogg()< _Aq

s ezzel tételinket bebizonyitottuk. A g-adik hatvanya tag
levonasa utdn ugyanezen eljarassal meghatarozhatjuk egymas-
utan az Ag1... Aj numerikus egyutthatokat, melyek jellemzik
a szingularitast.

9. Térjunk most &t arra az &ltaldnosabb esetre, mikor a
szingularitds természetét feltlintet6 rész azt mutatja, hogy
fuggvenyinknek egyszersmind pdélusa vagy algebrai pontja is
van a kérdéses helyen, azaz mid6n

AgPg

f{x) = @ —XV P X, (8)
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hol P, (x) ¢-ad fok@i poliném x-ben és ¢ (x) rendje az 1 pont-
ban kisebb mint p, mely tetszéleges pozitiv szam. Egyelére az

1
q
log —

f@)=A4——s +9@ (B,)

egyszertbb, de onként dltalanosithato esetet vizsgaljuk.
Vezessitk be a kovetkezd jelcléseket:

log?
A _(1_137)993 fiiggvény részletosszegeinek neve ¢
A log? : « « i S(q)
l—a o
Az (1-—1—00)9 « o ' > S(,f )
Tudjuk, hogy
-
ll_l}l Iqun 2
és
s 1

Konnyd beldtni, hogy
g < gl0 50,

Ugyanis ha
Sp = agta @4+ axh,
Sgt e ﬂo+ﬂ1x+' 2 ’+ﬂnxm
akkor
=g _
(1—z)e

= [ao+a1x+"'+anxn+Ba (x)] [ﬂo+ ﬂ1x+"'+ﬂnmn+B/' (x)])

hol R, (x) és Rz(x) a sornak az n-edik tagon tali részét jelen-
tik. S ha e szorzat két tényezGjébsl ossze akarjuk dllitani a
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logs

1— X
(1 —c)e

fliggvény részletdsszegeit, akkor egyrészt latjuk, hogy az sjf sjf*
szorzatban mar szerepel ic-nek w-edik hatvanya, masrészt béar-
melyik részletésszegnek a hozzatartoz6 R-rel valé szorzata
m-nek csak n-nél magasabb hatvanyait tartalmazza. Az ic-nek
1 t6i «-ig men6 hatvanyai tehat mind benne vannak az s")s">
szorzatban s azonkivil még magasabbrendl tagok. Egyenl6t-
lenségiink tehat igaz, a mib6l kovetkezik, hogy

’ w) !
'T: ?DUP ne logx —f(p-j-1) ©

Hogy ugyanezen kifejezés szadmara als6 hatart is talaljunk,

ismételjuk meg e fogéast a kovetkez6 maodositassal. Bizonyitsuk
be, hogy
Le o k> 1
(¥«) «(*)e
hol e a zér6jelben levd mennyiség egészszamu részét jelenti.
Rovidség kedvéért legyen

Flggvényink akkor igy irhat6

| 1
0Qgo \ —x _

(—e

hol az Rr{x) és Rs{x) ismét a sor maradékat jelentik.
Latjuk, hogy az gQszorzatban x legmagasabb hatvéanya

[€7]+ R (&2)] [sif)+ G (@),

resig”Jt oD
9k n+ T =
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tehat
o PP (@)
Az r és s kikiliszobolése czéljabdl jegyezzilk meg, bogy
ft 1
ft
hol limiy= 1; tehét
logr
logn
Tovabba
- n,
S=1 4

hol i? valédi tort s igy

Ezek segélyével a mar ismert

Je)
lim —
r— (l0gr)9
es
lim '
s> P /> +1)
egyenletek atmennek a
iy :Hog e ©
es
lim E() 1
o 22 ker(r+1 ®

egyenletekbe.
Azonban k az egységhez tetsz6legesen kozelithetd. Ennek
alapjar} a keresett hatare.rtek nem lehet mas, mint r(P+1)
Ugyanis (4), (5) és (s) miatt
c@p

. . 1
T GG &elT 04) )

Azonban k helyett 1 is tehet§, mert ha csak A> 1 esetben
allana a legutobbi hatéregyenl6ség, azonnal talélhatnank egy
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1 <kt< kO

szamot, melyre szintén A&llnia kellene, mivel k-ra csak azt a
kikotést tettiik, hogy | néi nagyobb legyen s a mib8l mar a
kisebb /tyre nézve kovetkeznék, hogy

lim inf
n= o ne = k$r(p+\)
és igy tovdbb az 1-et tetsz6legesen megkdzelitd kwig s igy
keresett hataértékiink
lim inf > !
n=w helog™ —r(p-\-Y)
a mit (3)-mal Osszevetve nyerjuk a kovetkezd igen fontos

lemmat
. 1
rl]'m“ nelogen /> + 4) ®
10. Az aritmetikai Kkozepekre térink &t Egyel6re 6jf-val
csak a logaritmikus részb6l képezett kozepeket jeldlve a defi-

niczié szerint

C@
it
hol
R+ 1 JT(«-|-n—i+1)
“qga)i“:/o“”**%l r(a+l) 3., /’(n-i+l)

e

ii”i%vel jelezve a binomidlis egyutthatékat, gy hogy
SO0K xn~ (i-*)m
tovabba Cj-vel jeloltik az adott fiiggvény egyitthatoit.
Ismeretes, hogy
1
o | sken
(1 —8i+fc-H - OS n

a hol a fenti definiczié szerint
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A r(k-fi+ 1; o€

s ebb6l kdvetkezik, hogy

nk~?af~9 _ g*-* r(k-p+1J
n™ nklog% ~ n™ nelog% — /'(/c+l)

Hogy ezt az eredményt a logaritmikus pdlus teljes targya-
lasa érdekében az egész f(x) fliggvény egyiitthatoibdl képezett
kozepekre is Kkiterjeszthessiik, csak azt kell belatnank, hogy
a $(® fuggvény egyutthatoibdl képezett aritmetikai kdzepek
n*log%-nel osztva zérussa vélnak. E czélbdl bontsuk két részre
Hadamard idézett tétele szerint a <p@) fuggvényt Ugy, hogy a

P(X) = £27amxn+ y Rrxn
n=0 n=0
@
kifejezésben a 2 arxn fliggvény az egész koron yo-nal kisebb-

71= 0

rendl legyen, a 2 Bnxn fliggvénynek pedig masutt tetszéleges
szingularitdsai legyenek kivéve a vizsgélt 1 pontot, hol regu-
laris. EDbbOl egyrészt, minthogy e fliggvény s,,-jeinek fc-adik
aritmetikai kozepe mar véges, belathatd, hogy

lim '%:Pn =

=K logS

masrészt 2 ««*” fliggvénynek />-nél kisebb rendje
n=0

S ﬁWzo%Up E%gi%ﬂ,

vagyis ha n-nel elég messze megyink, a

log |a, | :
logn LRB—TE

hol e tetsz6leges kicsiny pozitiv szam, tehat

log |[an| < (Gi—+e) log n = logns - 1+*
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vagyis a logaritmusok elhagyéasaval
|an| < ns-1l+e.

Minthogy Pringsheim idézett tétele szerint a részletdsszegek
rendje egygyel haladja meg az egydltthatok rendjét

\sn\— |aotalH----h«rI< na+-.
Ebbdl tekintetbe véve, hogy az ii és p véges szdmok kozt
ii<p
egyenl6tlenség all fonn és hogy e tetszbleges Kkicsi, lehet e-t
oly Kicsire valasztani, hogy

ii+t+e<p
s ez esetben
lim =0
n=am
s anndal inkabb
. a' &e>
lim =9
n- o NKlogg

a P(io fuggvény befolyasa tehat nem valtoztat eredményeinken,

azaz
. J*-e>
fim nklogn = %+
hol (Tn~Q az eredeti f(x) fliggvényre vonatkozik. Ez az a tétel,
a mit be akartunk bizonyitani s mely szerint a (B) flggvény-
alak, azaz g-adrendd logaritmikus ponttal kombindlt p-ad rend(i
polus esetében, a (K) alatti kikotés mellett mar a (k-p)-adik
aritmetikai kozép elarulja a szingularitds természetét s meg-
adja az A egyutthatot teljesenjellemezve ezaltal a szingularitast.
Ugyanezen okoskodas ismétlésével nyerjik az esetben, mikor
a tanulmanyozott szinguldris rész maga is 0sszeg, a kovetkez6

tételt
or(lk'Q)

H __a
nlm?n nklogh q’
mert
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mihelyt a kovetkez6 két eset valamelyike fennall:

1. p <p vagy
2. hap=p deqc<aq

E tétel segélyével egymasutdn hatdrozhatjuk meg az Aq,
Atti,. .., Aj szambeli egyutthatokat s igy a logaritmikus
polust ez dsszetettebb formajaban is kimeritéen tanulmanyoz-
hatjuk az aritmetikai kozepek segélyével.

Miel6tt az Osszetartdsi kor hatérait tallépnék, felhivjuk a
figyelmet (s) alatti lemmank alapveté fontossagara, melyet
jelen bizonyitdsunkban Iényegesen kihasznaltunk s melynek
ugyanily aranyu szerepét fogjuk latni altalanosabb, s6t leg-
altalanosabb meggondolédsainkban is. Ez okbdl s minthogy ez
a féeredmény, mit az eddigiekbdl a kovetkez6kbe atvisziink,
azt itt ujbol és teljesebben formuldzzuk. lla q és p tetsz6leges
pozitiv szamok, akkor a

logs

flggvény Sn’Qx 0 részletdsszegeinek nagysagrendjét a kovetkez6
hataregyenléség adja meg

azaz a novekedés vizsgalata szempontjabdl e részletdsszegek
n-‘log™n kifejezéssel helyettesithetdk.

A kovetkezOkben az 0Osszetartdsi kor Kerlletérdl a Borel-
féle exponencziélis 6sszeg felhasznalasaval az Gsszegezési sok-
sz0g keruletére térink &t, melybdl a vizsgalat természeténél
fogva csak a szdgpontokat fogjuk kizarni. Ezek leszamitasaval
eredmeényeink e sokszdg oldalain barhol elhelyezett szingulris
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pontokra is érvényesek lesznek. EI6bb a logaritmikus pontokat,
azutan a logaritmikus pélusokat s végil az algebrai s a loga-
ritmikus algebrai pontokat veszszik vizsgélat ala.

Egyszer( logaritmikus pontok és logaritmikus polusok
az 6sszegezési sokszog oldalain.

11. A BoREL-féle exponenczialis 06sszeg segélyével minden,
az 0Osszegezési sokszdg belsejébe esé pontban megkapjuk a
fuggvény értékét. Ugyanez az Osszeg megadja a fliggvény érté-
két e sokszdg oldalainak (a szogpontokat kivéve) minden negativ-
rend(i pontjdban és jellemzi a numerikus egyutthatok meg-
hatdrozdsaval a figgvény viselkedését a podlusokban s az
algebrai pontokban is.1 A kovetkez6kben latni fogjuk, hogy
ugyanez 0sszeg a logaritmikus pontokban, logaritmikus poélu-
sokban s logaritmikus algebrai pontokban is képes az &brazolt
fuggvény jellemzésére barmilyen egyutthatok esetében is.

Bevezetésil egy igen egyszeri meggondolast 6hajtunk be-
mutatni, mely, az exponenczialis 0sszeg integral-formajanak
kihasznélasaval, egészen kozvetlenil mutatja meg a fliggvény
viselkedését valamely egyszer(i logaritmikus elagazd pontban,
vagyis oly id=1 pontban, hol a fiiggveény az (A) alatti for-
maban irhatd, melyben <p(x) a vizsgalt pontban negativrend(.
Az eredmény a kovetkezd:

Egyszerd, els6rendd logaritmikus elagaz6 pontban az expo-
nenczialis 6sszeg s(@) ugy né, mint log a, azaz

a=» loga
az exponenczidlis 0sszeg segélyével tehat logaritmikus pontban
teljesen jellemezhetjik a fliggvény viselkedéseét.
Nevezzik el a log gy fliggvény exponenczidlis 0sszegét
s'(a)-nak, s a <p(x) flggvényét s"(a)-nak ugy, hogy

1 P. Dienes: Essai etc. 88 IX és XIII.
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s{a) —A. s' (a)+s" (a),
hol <p(X) negativ rendjénél fogva a negativrendd helyekre
altalunk bebizonyitott tétel értelmében lims™ (@)= (1) s igy
a=m
hm S:{<Q)= o
a=» log a

tehat s'(a) vizsgalata elegendd.
A bizonyitds a kovetkezd. Az exponenczidlis dsszeg integral-
formaja

s(a) = j e~af[u0+ — + +mee] do,

melynek a mi esetlinkre alkalmazott forméaja
e ? | 1 A2, 1
s(ay=Je a\a+y i.Y+Y T+ "\da’
Flggvénylnk az 1 pontban épen Ugy viselkedik, mint a
| Xn
xoegr = M
n=0
flggvény, vagy pontosabban

1 1 - o 1 +,1-*,|0 1
* 108 |-x 9% X gl-X’

hol az utols6 tag az 1 sugarl Kkor belsejében szabalyos és
a koron —i-rend(i, tehéat a Iog-j-—l--- helyett az ilog -j--l---
flggvény exponenczialis 0sszegét képezve

s'(a) =/«-“(1+ YT+ -fr+—)da
kifejezést kapjuk. A zaréjelben lev6 sor

an ea—
A, (n+D)!
ugy hogy



ANALITIKAlI FUGGVENYEK ALGEBRAI ES LOGARITMIKUS STB. 93

, _ —~
d@=J — a

da.
Az integréal alsé hatadranak megvaltoztatasara vegyik figyelembe,

hogy
/ l—-a 4, - const.,

a mi az 1l—e~a fuggvény sorbafejtésébdl lathato. igy

*'(,,) = const,+ f 9;1 1-

P

f U da.
a

P

Minthogy
r da rda _ 1 1
Jaa Jea e e
tehat
s'(a) > const. + loga ----- + —
s igy log a-val végig osztva
hm inf 3-&.5 1 9
a=m 10gCl

Masrészt, ha az integréal alatti 2 nak a fels6 hataran fol-
vett értéket kiemeljuk, kisebbitlink, azaz

C da J Cda _ ™~/ 1\
aea'>a'] ea ale ea!

s igy \
s'@) < const. + loga L2 J;
azaz
S@
hrg:§)u P log a <!

azaz ezt (9)-czel Gsszevetve
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Minthogy azonban s' (a) véges, tehat

aII:m(I) I?)(é]?( - (10)
tehat az exponenczialis 0sszeg az Osszetartdsi koron vagy az
Osszegezést sokszog oldalain fekvd egyszerd logaritmikus elagazé
pontokban Ggy né, mint a logaritmus, barmindék is a fliggvényt
meghatarozd Taylor-egylitthatok.

12, Latjuk, bogy a logaritmus fuggvény egyszer( egydtt-
hatdinak kihasznalésaval sikerllt az exponenczialis fiiggvény
novekedését megbecsiilniink az egyszer(i logaritmikus elagaz6
pontokban. A legkdzelebb fekv6 gondolat volna e mddszer
megtartasdval ez integralalakon folytatni vizsgalatainkat a
magasabbrend( logaritmikus elagaz6 pontokra vonatkozdlag.
Ez a mddszer azonban a logaritmusnak a hatvanyozassal
rohamosan komplik&loédo egydtthat6i miatt az egynél magasabb
hatvanytdl kezdve mar igen nehézkessé valik s bonyolult sza-
mitasokra vezet. Err6l konnyen meggy6z6dhetiink, ha meg-

gondoljuk, hogy mar
® nN—+

08"-ab=2 (2ii=i)r)A

Azonban az egész fliggvények ndvekedesére vonatkoz6 meg-
gondolasok segitségével hasznélhatébb eszkdzokhoz és altalé-
nosabb eredményekhez juthatunk s a magasabbrendd logarit-
mikus pontok vizsgalatdban ezen eszkozok segitségével nem
az integral-alakon, hanem az 0Osszeg-alakon fogjuk vizsgalni
az exponenczidlis 6sszeg tulajdonségait.

Miel6tt azonban ezekhez a vizsgalatokhoz fognank, bemutat-
juk egyszer(i logaritmikus po6lusokra vonatkozd eredményeinket,
melyek a magasabbrend( logaritmikus pdlusokia is Kiterjeszt-
heték, mihelyt a magasabbrendl logaritmikus eldgazé pon-
tokra vonatkozdlag a kérdés megoldatott.

Bebizonyitjuk, hogy ha a flggvénynek valamely x0= 1
pontjaban logaritmikus pdlusa van, azaz igy irhatd
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log Il r

fx)=A + ),

hol <p{X) rendje, a\ a vizsgalt pontban kisebb, mint a, akkor

«=» a“loga a!

vagyis az exponenczidlis 6sszeg segélyével a fliggvény ily pon-
tokban is teljesen jellemezhet.
Ebben a meggondolasban az exponenczialis 6sszeg eredeti
formdjat hasznéljuk, mely a kovetkez6
@
s@=2j fir)\sn(x()\J.e-a,

n=0

sn(x0Q —c0+ ¢ X O+ ¢ ixt~]----\-cna”

hol

és az els6fokd logaritmikus pontokra vonatkozdlag talaltak
szerint (10), ha a flggvénylinknek csak ily szingularitdsa van

’an,

V T logw
hm 4a) hm ------- = = A
a=wm l6gd «= 16gd

a hol a log +—— részletdsszegei helyett a veluk egyenl
novekedésl logn fuggvényt irtuk a képletbe (s) szerint.

1
log L—x
A jelen esetben, a L 3)a exponenczialis 6sszegét ismét

s'(a)-val, a <p{X)-nek megfelel6t pedig s" (a)-val jeldlve, a mint
pl. a CEsARo-féle sordsszehasonlitassal lathatd, ha ezt

B n=0
es
Mathematikai és Physikai Lapok. XX. 7
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1 ant+a
n!
n—0

sorokra alkalmazzuk, irhatjuk hogy

B aaloga = 2
tehat csak s'(a)-val kell foglalkoznunk. Ha a—1, () szerint

V an |,
2 J¥T” b

ea

n

s' (@) szdmlaldjaban szereplé fuggvény helyett vizsgalhatjuk a

© ®

) _a_nTIOg»: a J_?9|og(»+|)

n=1 n=0
fuggvényt s igy
,\/_ <(I’|0g«
im —@)_= phm € ' D =
=® «log« a=« e°log«

Abban az esetben, mikor a tetsz6leges egész szam, a szin-
guléris rész exponencziélis 6sszege Ugy n6, mint

2 «(«—1)... (h—a+1)—r log«
n=a %
aiea
egyszer(ibben, mint

(n_a)! |Og«

ale

honnan aa kiemelve és logii helyett log («<—a) szadmot irva,
mi a novekedésen nem valtoztat, nyerem, hogy
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qU—u
o N A 7AN ]
lim SIK”~6T 108 — lim s'@ 1
a= © a!eaaalog a a=p aaloga a!

s minthogy <p(X) rendje a-nal kisebb,
_si(a) _ A

“haaloga  a

egyenl6ség, azaz kimondott tétellink is be van bizonyitva. Az
exponenczialis 6sszeg a logaritmikus polusokban agy né, mint
a polus rendjének megfelel6 hatvany s a logaritmus szorzata.

Latni fogjuk, hogy ez az eredmény a logaritmus barmely
egész hatvanyéara Kkiterjeszthetd, tehdt ez eredmény alapjan
barmely egész rendd logaritmussal egyesitett barmely rendd
polus az Osszegezési sokszOg hataran megvizsgaltnak tekinthetd.

A magasabbrendili logaritmikus pontokra vonatkozo ered-
mények érdekében szikségink van az egész fliggvények, kilo-
nosebben az ea fliggvény novekedésére vonatkozé Osszefiiggé-
sekre, melyeket elébb a logaritmikus pontok vizsgélata érdeké-
ben egyszer(isitve speczidlis esetre adunk, hogy azutdn az
algebrai ponttal kombindlt logaritmikus pontok érdekében

altalanosabban is formulazzuk.
Dienes Valéria és Dienes Pal.
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1. A kovetkez6kben az algebrailag értelmezett medium arith-
metico-geometricumot 0sszehasonlitjuk a transcendens maodon
értelmezettel.

Ha at, @ tetsz6leges komplex szdmok és

(il = (i+)p®= {fat (1)

«=0,1,2, ...

hol mav= av (v=1, 2), akkor flr% (a* léteznek és pedig
lim (al—Ilim (2, @)
I=m® i= o

barmiként is valasztjuk (i+%Jt, ha csak az (1) alatti algorith-
mus «iterativ», vagyis successive i= 1,2, 3,... mellett az
(i+)awket azon (i)a,-kb6l szarmaztatjuk, a melyek az (i~%r-kb6]
szarmaztak 1

A (2) alatti kozos hatérérték az at, a2 szamok medium
arithmetico-geometricuma. Jeldljuk M(at, az)-vel. Ezen M fligg-
vény é&ltaldban tobbértékld, az @b, s igy iI:irg tobbértékd-
ségének megfelelGen.

Ha
=0, ©)

akkorz van oly lényegesen positiv képzetes rész(i ag hogy

1 V. 6. szerz6 dolgozatat: Az algebrai iteratio elméletéhez. Math, és
Természettud. Ert. XXVI.

2 V. 0. szerz6 dolgozatat: A Gauss-féle medium arithmetico-geometri-
cum etc. Math, és Phys. L. XV. p. 11. (3), (1) és p. 12. (4). Collisio el-
keriilése végett itt masok egyes jelolések. Ezen emlitett dolgozat mod-
szertani valtoztatasokkal németiil is megjelent: Math. u. Naturwiss. Bér.
aus Ungarn. XXV. p. 153. etc.
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ai= A aa= Ao >
(hol tehat /z=#0). Tovabba (G—"co és
bi = ;z:@0 (ch),
S @
i — junret (glj),
) (i=,1,2,...)
téve, hol
"0 o' o) G- HY,
lesz:
bi+l— di+1 — bici, )
lim bi — lim G = /z

Tehéat a /fz, (1) és (2) szerint az M(al, ad effZiA értéke.

*

Gondoljuk mar most, hogy a (4)-ben <@ fdlveszi mindazon,
Iényegesen positiv képzetes részli értékeket, melyeknél

LQ azaz «_‘_
@ at

valtozatlan marad. Ha ekkor magat b0 és cO-at (azaz at és
Zz 6t) akarjuk valtozatlanoknak hagyni, Ggy ~u-nek kell mas és
méas értékeket tulajdonitani. Mivel azonban az (5) akkor is
all, azért e mas és mas /z értékek is az M(a,, ad egy-egy
(zérustol kilonbozd) értékét szolgaltatjak.

Ezekutan onként kindlkoznak e kérdések:

Min6 0Osszefiiggésben allanak egymaéssal e /i értékek?

Az M(at, ad esetleges: zérus értékétél eltekintve, e fi
értékek kimeritik-e és hogyan az M(alt 63 értékeket?

Fol kell tételeznlink, hogy all a (3). Ez azonban kérdéseink
szempontjabdl sem Iényeges foltevés, mivel ha (3) nem tel-
jesul, akkor M(at, aa)-nek egy vagy két, és a2-bbi kozvetet-
lenlil megadhat6 értéke van. Ugyanis, ha (3) nem all, akkor
csakis a kovetkez6, egymast ki nem zar0, esetek lehetségesek:

1 Itt nincs sziikségilink fejtegetni, hogy M (at, ad) egyik értéke mindig
zérus. V. 8. szerz6 dolgozatat: Crelle, 135. p. 73.
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6=o0, %=o, at—as, at=—a2.

Az els6 két esetben (1) szerint mindenik @ 2 (i=1, 2, 3,...)
zérus, tehat M{at, ag) is az. A harmadik esetben M(at, flj
vagy al, vagy zérus, a szerint, hogy (I)-ben (i+Jaa melyik
értékét veszszilk. A negyedik esetben (ai= 0, tehdt @ 2= Q
(t=2, 3,...) s igy M(al, ad is zérus.

2. A modulftiiggvények elméletének néhany eredményét, czél-
jainknak megfelel6en formulazva, el6rebocsatjuk.

a) «Ha
, ay+ i
U raet+8’

hol a, B, y, 8 egészek, ad—Ry=1 és

(2 5=\d T
akkor és csakis akkor:

at :at= *«, (gj) : 0 (a) = D 0% (<)o

b) «Ha aj alatt mod 4 helyett mod 2 &ll, akkor és csakis
akkor 2
a\:al — (@) : d*, () = #%0 {ed) :  (aij.
Ekkor még
& (“¥) = {r<e+<?) #00M -»

A b) alatti utolsé egyenlet természetesen akkor is all, ha
mod 2 helyett mod 4-et irunk. Ekkor azonban még

K1(d)= (rco+8) # «» ,

mert csak igy marad, mint a) kivanja %@véltozatlan.

1 Fricke-Klein: Vorlesungen &. d. Theorie d. automorph. Funkt. I.
(1897), p. 663.

2 Weber: Ellipt. Funkt, etc. (1891), p. 140—141. alapjan a *2+jt'3= 1
segélyével (p. 110).
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Tehat:
C) «Az a) alatti substitutional

#~0 («') = (r"+0") #oo M>
#o1 () = (rw+#) #oi M -
Els6 kérdésiinkre ezek segélyével megfelelhetiink. A (4)-ben
b0—dl, w=a206t allanddknak tartva, /i. helyett csakis oly ju'-ket

irhatunk, melyekhez megfelel6 « tartozik. Mivel —is allandd

marad, azért a p-hdz tartoz6 co-t o -vei jeI('ije:COoo az <whd
egy a) alatti substitutioval keletkezik. Es forditva: minden ily
co-hoz tartozik megfelel6 //=t=o, Ugy hogy b0, 0 valtozatlanok
maradnak.

Az 1 szerint \i is M(al, aa) érték. Es e // értékek kozott
vannak az 06sszes oly m(at, ad értékek, melyek (4)-nél, mint
aranyossagi paraméterek szerepelhetnek. A c) kozvetetlenul adja

az Osszefliggest
A yco-\-d ’ (6y
(y-~0r S—i, (mod 4))

mint feleletet az els6 kérdésre.

3. A mésodik kérdés elintézéséhez el6bb a kdvetkezd fol-
adatot kell megoldanunk: megallapitand6 egy oly substitutio,
melyet o ra alkalmazva a keletkez6 co' képzetes része lénye-

gesen positiv, tovabba (i=o, 1,.. ., Avaltozatlanok marad-
nak, gmi pedig jegyet valtoztat,

Ahelyett, hogy szarmaztatnank egy ilyent, kimutatjuk, hogy
megfelel foladatunknak a kdvetkez6 substitutio:

aco-\-B >
yco-f-8 ° (>
(0 img  (modd)
r =

hol a, B, y, 8 egészek, r pedig tetsz6leges paratlan egész szam.
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Ugyanis a) és (4) szerint q (i=0, 1, — ,A vialtozatlan
marad, ha :ia a 2ic>-b6i valamely a) alatti substitutidval
keletkezik. Azaz, ha

Oi aco+ B _  ajrti + B
ja)-{-d YiRico-\-di
(70, 1...... 1)
hol (: B valamely a) alatti substitutio. De (7) szerint tény-
leg teljestlnek az a) alatti foltételek ha

& Ri=2I> Ti= i 7 di

Hasonl6kép, mivel 2i+i(/ a 2Axn<wbd egy b) ald tartozo

[«i+i ft+i\ substitutioval keletkezik, hol
"[z+1 OzH '

1
Ou+1 ol,  r2+1 " N /2 +1 A2+ 1

azért f* valtozatlan marad. De e substitutio nem tartozik
az aj gi;tltiakhoz, lévén (7) szerint N +i=2r="0 (mod 4). Tehat
m* +1- jegyet véltoztat. A (7) alatti substitutio ezek szerint
vaIéEan megfelel foladatunknak.

Mésodik kérdésiinkre mér most igy felelhetlink meg. Legyen
adva az (I)-nek, illetéleg (5)-nek megfeleld két végtelen matrix :

tit aa «, O2
at, (@aa si, d
at, maz rp >n2

1 Az o' képzetes része lényegesen positiv: Weber, 1 c.
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Ha a jobbfel6li matrix barmelyik eleme egyenl6 a balfel6li
matrix megfelel6 helyt all6 elemével, vagyis bs= <dat, cs= (Jat
{sm=1, 2,...), akkor az el6bbi matrixhoz tartozé fi érték is
egyenlé az utobbihoz tartoz6 M(at, ad értékkel. Tegyiik fol
azonban, hogy van eltérés a két matrix kozott és pedig el6-
szor példaul bizonyos s-ik sorban, vagyis (s~%2= —cs_i. Alkal-
mazzunk ekkor cwra egy (7) alatti substitutiot A(- 1=s—1 téve.
Ekkor (4)-ben fi helyett oly fi irhat6, hogy a jobbfel6li matrix
helyett olyant nyeriink, melynek els6 s— 1 sora ugyanaz és
melynek s-ik sora

0s-i = (s_1)pl, —<Cs_ i = (s.1,2a.
Vagyis az (j matrixban el6szor csak az s+I-ik, vagy valamely
még késébbi sorban lehet eltérés a folirt balfel6li matrixtol.

Tehat w successiv transformatidjaval elérhetjik, hogy az
(5)-nek megfeleld jobboldali matrix helyébe olyan Iép, melynek
akéarhany elGirt szdma, vagy még tobb els§ sora megegyezik
a baloldali matrix megfelel§ soraival. Az w e successiv trans-
formatidihoz tartozzék a fi értékek

sorozata. A megfelel6 owkat sorban
(U. O -2

jeloljék. Tehat barmilyen positiv egész szam is az s, van oly

a, hogy
%! = f[a Ko 2 W),

Qa= fiM  (2w»>).

(i,1,...,9
A (2) szerint az s vehetd oly nagynak, hogy
| ©t—M(alt at)\ < d, ©)

ha S tetsz6legesen megadott Iényegesen positiv szam, mihelyt
t" s. M{al, ag természetesen mindig az M ugyanazon értékét
jeloli. Mivel a =03 ismert hatvanysorabdl kovetkezik, hogy
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limsoo (2™) —1»
i= 00

owrval jeldlve béarmely Iényegesen positiv képzetes rész(i <o+,
azért (s) szerint, ha és s' elég nagy

iat—j.@)| < d,
hol ot jeléli a i-hez tartoz6 a index-értéket. Ezt (9)-el egybe-
vetve, kapjuk, hogy lim /O létezik és pedig
limn@ = M(alt a). (10)
a=@®

Eredményeink egy részét a kovetkez6keép foglaljuk 0Ossze:

I. Ha olf a3 tetszéleges komplex szamok, ap, («tx«2=h0
és M jeloli az M(a,, aj) tetsz6legesen kivalasztott, zérustol
kilonboz6 értékét, akkor

ilj  fkoo (V> ~2  r#01 (M)
téve, vagy y—M, vagy pedig van oly

a), a', cL,ai), ...

sorozat, hol (0@ az af{a-l)-bél valamely (7) alatti substitutional
keletkezik, miszerint

«a = XOKoW3g), « = » | ()

irhatd. Ekkor lim u@ létezik és
limyéd = M.
a= oo

Az els6 kérdésre nyert () alatti felelethez még a kovetkez6-
észrevételeket flizzilk. Ha y és a>hoz a ~=0, d=\ (mod 4)
relative torzsszdmokat tetsz6legesen folveszsziik, akkor mindig
vannak oly a= 1, B = 0 (mod 4) egészek, hogy ad —Ry= 1
Ugyanis adva y, 6, az

ad-Br=1 (12)
egyenlet a, B egész szdmokban mindig megoldhatdé.1 Ha egy

1 L. pl. Weber : Lehrbuch der Algebra 1. (1898), p. 407—408.
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megoldas a0, R0, akkor az 0Osszes megoldasokat és csakis
azokat adjak e formulak:

a = ad+hy, B = RO+hd. (12)
(hmo, 1, +2,.. )

A (11) szerint a0 paratlan, mert y paros. Tehat ac=1, 3
(mod 4). De, ha a0=3 (mod 4) volna, akkor a®B alakja 4m+3
és (I)-b6l 4m+2 = R0, a mi azonban lehetetlen, mert y
4-gyel oszthatd. A (12)-re vald tekintettel e szerint

a= ald= 1 (mod 4).
Szintén (12) szerint van oly a, hogy a hozzatartozd
R= 0 (mod 4,

mert a R0\-hd= 0 (mod 4 h-ra megoldhatd, mivel 3 és 4
relative torzsszamok.

Tekintetbe véve, hogy \y\, |3| a (s)-ban tetsz6leges nagyok-
nak vehet6k és minden igy ad6ddé p, mint 1.-ben Ilattuk, az

aj) egy-egy értéke, mondhatjuk:

Il. Az M(al, aj), ha aias(aix a#==0, végtelen sok értéku
flggvény. Ertékeire nézve a zérus torlodasi pont.

Az |. azt is &llitja, hogy ha o< (ifixai)4:0, akkor vannak
M(ai, aj) barmely, zérustol kiulonbdz6 értékéhez tetszbleges
kozel fekvé p értékek. Természetesen az at, a2h0z tartozo
(. (4) p értéket gondolva, s ezért irjuk p=p(al, aj). Mivel a
(6)-ban \y\, |3| tetsz6leges nagyoknak vehetdk, azért ama meg-
kozelités M(at, aj) = 0-nal is lehetséges. Tehat egész Aalta-
lanosan :

. Az M{al, aj) barmely értékéhez, ha uta2(a, + a.j 4" 0,
tartozik oly p=p(al, aj) érték, hogy

[M(at, al—a |< o,
barmicsoda tetsz6legesen megadott lényegesen positiv szam a 3.
Dévid Lajos.



A HOLD-MOZGAS VARIACZIOJA.

(Mésodik és befejezd kdzlemény.)

Il. A variaczionalis gérbe mint intermediéaris
palya.

A «varidczié» sz6 itt nem modern értelemben veendd.
A variaczié a Hold-mozgas egy sajatsagat jelenti, melyet Tycho
Brahe fedezett fel 1090 korUl. A régi asztronomusok az égi-
testeknek az egyenletes kormozgéastél vald eltéréseit egyen-
I16tlenségeknek nevezték, s magyarazatukat az G. n. epiciklus-
elmélettel igyekeztek megadni, melyet Hipparchosz allitott fel
és Ptolemaiosz vitt nagy tokélyre. A Hold két legnagyobb
eltérését, az 0. n. kozépponti egyenletet és az evekczidt mar
Hipparchosz ismerte. Két maésik egyenl6tlenségét csak tobb
mint 17 szazad mdulva sikeriilt felfedeznie BRAHENnak: az egyik
az évi egyenlet, a masik a variaczio.

Képzeljink a Fold koril mint kdzéppont koril nagyobb Kkort,
a deferenst. Ha a Hold ezen mozogna egyenletes sebességgel,
Ugy helyét minden idére konnyen meg lehetne adni el6re.
A megfigyelés azonban azt mutatja, hogy a Hold e kozepes
helyét6l eltér, hol el6tte tartdzkodik, hol utdna marad. Hogy
ezeket az eltéréseket pontosabban kiszdmithassa, Brane fel-
tételezte, hogy a deferens kdzéppontja nem esik dssze allanddan
a Fold kozéppontjaval, hanem maga is kis kort ir le. Azon-
kivil a Hold mindenkori kozepes helye koril mint kozéppont
koral egy kisebb kort, az els6 epiciklust képzeli, a melyen
ismét egy masik még kisebb epicziklus mozog. Az utdbbin
van maga a Hold. Brahe igy megkézelitéleg el§ tudja allitani
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a kozépponti egyenletet, az evekcziét és az évi egyenletet.
Eszrevette azonban, hogy ez a megkozelités nem teljes, a
mennyiben a Hold péalyajanak minden oktansdban mintegy
40'-nyi kilonbség maradt fenn, a melyr6l Ggy adott szamot,
hogy az els6 epicziklus kozéppontjat tangenczidlis irdnyban
(a deferensen) eltolva képzelte a kdzép helyhez képest és ezt
az eltolodast nevezte variaczionak.

Brahe felfedezésér6l Kepler joggal mondhatta: «famosa
illa Tychonis inventio, variatio dicta», a mennyiben csakugyan
Brahe Kitlin6 megfigyelési képességér6l tesz tanusagot. Itt
azonban kozelebbrdl azért érdekel benniinket, mert éppen e
variacziés egyenl6tlenségek analitikai el6allitdsa a mozgéasegyen-
letek alapjan képezi Hinn legeredetibb eszméjét, ki aképpen
az égi mechanikat egy fontos és nagy horderej eszkdzzel gaz-
dagitotta, t. i. a periodikus megoldasokkal, melyekben Poincareé
az e tudoményban azdta tett haladdsok csirajat. és azt az
Ggyszolvan egyetlen rést latja, a melyen &t eddig hozzafér-
hetetlennek hitt teriiletbe vald behatoldst megkisérthetjik.s

Lattuk fonnebb, hogy Brahe szerint a variaczid az elsd
epicziklus kdzéppontjanak eltolddasaban all. De ez a kdzéppont
nem mas, mint a Hold mindenkori kdzepes helye. Kovetkezik
tehat, hogy a Hold, még ha kdzben mozogna is a Fold korll,
nem haladhatna egyenletes sebességgel, a mint azt mar Kepler
megjegyzi.s SOt Kepler, ki itt a Nap mozgatd képességérél
sz0l («virtus motrix Solis»), ezt az egyenl6tlenséget — modern
szavakkal kifejezve — a Nap perturbald erejének tulajdonitja,
mintegy el6re sejtve Newton felfedezését.

A Hold-mozgés f6bb egyenl6tlenségeinek egységes mechanikai
magyardzatdt Newton adta el6szoro az 6 torvénye alapjan.

1 Kepleri: Opera omnia, ed. Frisch. Vol. VII. 527. 1
2 Nouvelles méthodes, I. 3. 1
aU o 8. 1
* De motibus Stell* Martis, Ill. kdtet, 312. 1 és még tobb helyen.
b Principia Mathem. Philos, nat. liber IlI, prop. XXV—XXXV.
V. 0. Tisserand : Méc. cél. Ill. kotet, 27—45. 1
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Azt a moddszert, melyet a variaczio kiszdmitasara alkalmazott,
Laplace a «Prinezipid»-k egyik legnevezetesebb alkotasanak
tartja.:

A variéczid keletkezésérél hozzavetblegesen szamot adhatunk
magunknak a kovetkezd egyszerli meggondolas alapjan. Gondol-
junk az ekliptikdban sik koordinatarendszert, melynek kezdé-
pontja a FoOld tdémegkdzéppontjaban van s melynek pozitiv
Z-tengelye &tmegy a Nap tomegkdzéppontjan. A pozitiv F-ten-
gely a Hold mozgéasénak irdnydban szamitott 90°-felé iranyul.
Tekintsiink el a Hold-palya csekély hajlasatél az ekliptikahoz

1 rajz.

{mintegy 5°) és tegyik fel, hogy a Hold a Nap jelenléte nélkiil
kort irna le a Fold koril. Mi torténik most, ha a Nap tome-
gének hatasat is tekintetbe veszsziik? El6szor is vilagos, hogy
a Hold palydja tdébbé nem lehet kor, vagy ha a korpalyat
kényszerpélyanak tekintjik, a mozgas rajta nem lehet tobbé
egyenletes.

Ugyanis képzeljik a Nap perturbalé erejét, mely a Holdtol
a Nap felé vont egyenes iranyaban mikdodik, tangenczialis és
normalis komponenseire szétbontva. Mig a Hold a + X tengely-
t6l a +F tengely felé (:. rajz) halad, a tangenczialis kom-

1 Laplace : Méc. cél. V. kotet, XVI. konyv. Il. fejezet elején.
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ponens a Hold mozgésat meglassitani igyekszik (Ujhold, elsé
negyed); + F-tol —X felé a tangenczidlis komponens a Hold
mozgasat meggyorsitja (els6 negyed, teli hold); a kovetkezé
két negyedben, — t6i —F-ig (teli hold, utols6 negyed) lassu-
das és —F-t6l +X-ig ismét gyorsulds fog beallani (utolso
negyed, Gjhold).

Jelélje az 1. rajzban F a Foldet, H a Holdat, N a Napot;
FH=r, HN=p, FN=B az égitestek egymastdl val6 tavol-
sagait. Azt a NEWTON-féle er6t, melyet a Nap a Holdra gyakorol,
nagysag és irany szerint jelképezzilk a HN vektorral; a HA
vektor pedig jelképezze azt az er6t, melyet a Nap a Foldre
gyakorol, mely tehat eredetileg F-t6l N felé lenne iranyitva,
de a melyet a Holdra ellentett iranyban haténak kell képzel-
nink, mivel a Foldet nyugvonak teszszuk fel. Az AH és HN
er6k ered6je HB nagysadg és irany szerint reprezentalja a
perturbalé erét. Legyen még FC=p a Hold radius vectoranak
projekczidja az X-tengelyen. A NEWTON-féle térvény alapjan

HA BN _
HN ~ HN  R*’
tehat
BN =R~
De

FB=FN-BN=R-JN= n—P

Mivel a val6sadgban N igen messze van F-t6i és H-t6l, nagy
kozelitéssel tehetjik R=p+p, hol p mindig igen Kicsiny p-hoz
képest. Ennélfogva

™ _ Ps+3p*p+3pp2tps—p’
p*+Ipp+p°-

és elhanyagolva p-1 és magasabb hatvanyait p el6tt

FB —3p.
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Ez az egyszer( relaczi6 megengedi, hogy a HB perturbald
er6t a H minden helyzetéhez kdnnyen megrajzoljuk. Az IH=r
projekczidjat az X tengelyre, EC=p-t a C-n tul még kétszer
lemérjuk (H illetve C helyzete szerint természetesen F(-{-X}
vagy F(—X) iranyban) és az igy nyert pontot a H-val 0ssze-
kotjuk. Az erbegyseg AH, HN és HB-re nézve ugyanaz, de
ebben az A&brazolasban H-val pontrol-pontra valtozik. HB-:
most méar koénnyl tangenczidlis és normélis komponenseire
bontani.

A mit fonnebb a perturbalé er§ tangenczialis komponen-
sér6l mondtunk, kozvetlenul érthet6 s azt is lathatjuk, hogy
ez a komponens= zérussal a D, E, I, K pontokban, melyek a
Hold syzygiumainak és quadraturdinak felelnek meg, az utéb-
biaknak azonban szigortian csak akkor, ha N végtelen tavol-
sdgban lenne. Ennélfogva a D, E, I, K pontokban a variaczid
is zérus és a Hold kozepes helye nem valtozott. Més széval az
egyenletes sebességgel haladé Hold és a tangenczialis pertur-
baczio kodvetkeztében haladé Hold pl. K-bdl egyszerre indulnak
el és egyszerre érkeznek D-be, de a perturbalt Hold X-bél
kisebb sebességgel indul és D-be nagyobb sebességgel érkezik
mint az egyenletesen mozgénak képzelt Hold. D-b6i a két
képzelt Hold ismét egyszerre indul és egyszerre érkeznek D-be;
de a perturbalt Hold sebessége D ben nagyobb és E-ben
kisebb, mint a nem perturbalt Holdé és igy tovabb. Ennélfogva
K és D kozott a kozepes Hold a perturbalt Hold el6tt halad
s a helyzetik kozott levd kilonbség K és D kozétt korilbelul
a kozépen, az oktadnsban éri el maximumat. D és E kozétt a
Hold kozepes helyzete a perturbalt Hold helyzete mdgétt marad
és igy tovabb. Ez a Brane folfedezte variaczid, mely tehat csak-
ugyan akkor is fellépne, ha a Hold korpalyat irna le a Fold
kordl.

Csakhogy a perturbdld er6 normélis komponense a Hold
korpalyajat deformalni fogja. A normélis komponens legnagyobb
.D-ben és i-ben és a Holdpalyatol kifelé -\-X, illetve —X felé
iranyul. Ennélfogva az az erd, a mely a Holdat a Fold korli
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korpéalyaba kényszeriti, ezekben a pontokban csdkkenést szen-
ved. De mivel
goibiilet = _CZentripet. gyorsulas
sebesseg negyzete

és a D és 1 pontokban a Hold linearis sebessége is a leg-
nagyobb, kdvetkezik, hogy e pontokban a perturbalt péalya gor-
bulete kisebb lesz, mint a koérpalyaé. Az E és K pontokban
a normalis komponens befelé iranyul, a czentripetélis gyorsu-
las nagyobb mint a kdrmozgasban s ennélfogva a gorbilet is
nagyobb mint a korpéalyaban.

Minden quadransban lesz egy pont, melyben a normalis
komponens zérus és pedig ott, hol HB mer6leges HF-re. De
akkor

p:CH=CH:CB é CB= 25

tehat
CH2= VvV,
tg HFC = 54°44'8".
MFC /™ = \FY,

Ebben a négy pontban, melyek az X tengelyhez szimmetri-
kusan helyezkednek el, a tangenczialis komponens egyszers-
mind a legnagyobb s a BRAHE-féle variaczi6 ezekben éri el
maximumat. A variaczionalis gorbe, mely az el6bbeniek alap-
jan D és I-nél lapultabb, e pontokban fogja metszeni az eredeti
korpalyat és K és Af-nél a koron tal kidudorodik, gy hogy
nagyjabdl ellipszishez fog hasonlitani, melynek kdzéppontja
i-ben van és kis tengelye a Nap felé fordul a mint mar
Newton felismerte. A gorbe valodi alakjat 200 évvel a Prin-
cipidk megjelenése utan Hinn adta meg.

Az el6bb mondottakbdl Kitlinik, hogy a varidcziét a per-
turbalé erének csak egy bizonyos része hozza létre. Koordinata-
rendszerliink X tengelye a Napon menvén at, a Nappal egyitt
forog a Fold koril s igy a () mozgasegyenletek alapjaul
szolgélé koordinatarendszerhez képest is forgast végez. Vala-
hanyszor a Hold .D-be ér (1. rajz), Gjhold van; az az id6, a

Mathematik«i és Physikai Lapok. XX. 8
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mely eltelik a mig a Hold 7)-b6l kiindulva ismét D-be ér,
egyenlé két Gjhold kozotti idével vagy egy szinodikus honap-
pal. A szinodikus hdnap nagyobb mint a sziderikus, mivel a
Hold mig a Nappal egyutt egy csillagtél kiindulva ismét vissza-
tér e csillaghoz, azaz leir pontosan 360°-ot (sziderikus keringés-
id6), még egy bizonyos utat kénytelen megtenni, hogy a Napot
utolérje (H-ben), mely ezalatt a csillagtdl eltavolodott [mindez
természetesen latsz6 mozgas, a Fold kdzéppontjabdl nézve].

Legyen a Hold sziderikus keringésideje =T 1, a Napé 1\,
akkor a szinodikus keringésid6t, S-t meghatarozza az

egyenldség.

Legyen még nl= —=r a Hold (sziderikus) kodzép mozgasa,
n, = -jp- a Napé, akkor'az elbbi egyenléséghdl

= ]
~ nt—t

A varidczié 0Osszes lehetséges pozitiv és negativ értékeit
felveszi, mig a Hold H-b6l 7-be ér; periddusa tehat egy fél

szinodikus honap = - —--

Feladatunk most az, hogy megkeressiik a Hold mozgésaban
mindazokat a tagokat, a melyeknek periédusa --------------

Térjunk vissza a (3) egyenletrendszerhez. Tekintslink el a
Hold szélességétdl, vagyis tegyik zt=0; tekintsiink el a Nap-
palya exezntriczitdsatol, mas széval tegylk fel, hogy a Nap
egyenletes sebességgel (=nt) kering a Fold koérul. E foltétel
alatt egyszer(ien

xt= cos ntt,

. (4)
yt= «sin nzt>

ha c2 jelenti a Nap kozepes tavolsagat a Fo&ldt6l. Mivel a



A HOLD-MOZGAS VARIACZIOJA. 113

Fold tomege a Nap témegének csak mintegy 330,000-edrésze,
akkor a Fold tomegének elhanyagolasaval

iy =Ri08, 5)

a mint a kozonséges elliptikus mozgasbol ismeretes. A Hold-
mozgas egyenletei e szerint lesznek:

din, % L 09,
g T Mot e = .
dﬁyl 8.91 ( )

oy Y
e + (my+m,) p = m, 7,

1
i =aityi,
1 X%t Y4Ys
i [ 73
= ol =ait+y},
A3y = (@ —2)*+ (Y, — Y,

Ha ezen egyenletekbe az (5)-b6l x, és vy, értékeit behelyette-
sitjiik, latni fogjuk, hogy az idé explicite is el6fordul s hogy
ennélfogva a kozonséges energia-integral nem fog létezni.

Az elébbi kifejtések sordan lathattuk azt, hogy a variaczio6-

g, =

’

nalis egyenlétlenségeket akként kapjuk, ha forgd koordindta-
rendszert vezetiink be, melynek X tengelye dllandéan dtmegy
a Napon. Ezt elérjik a kovetkezé transzformdczidval:

&Ly = & €0S Nyl —Y sin N,

@)

Y, = X Sin Nyl 4y cos n,l.

A %), (5), (6), (7)-b6l a kell6 6sszevondsok utdn taldljuk :

d*x dy (my+m,) x
—_— —nir—2n, = -2V —
de? R ®dt i (Y *+92)°
r—a 1
= —n2al 2 — 0
il [(Va§—2a2x+x”+y’)3 T ai]
d*y . de ~ (my+m)y
—n3y+2n, — 4 —2 27 —
i Ty T W)
= —njas . @®)

(Y a2 —2a,2+2*+y?)° ;
]*
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Koénnyld meggy6z6dni, hogy a (7) kontakt-transzformaczio;
ennélfogva a transzformalt (s) rendszerben az id6 nem fog
explicite szerepelni. De el6fordul még a2, a Nap kozéptavol-
saga a FoOldtél, mely a megfigyelés szerint mintegy 390-szer
akkora mint a Holdnak a Foldt6l vald kozéptavolsaga. Tekint-
stnk el azoktél az 0. n. parallaktikus tagoktol, melyek a2tdl
szarmaznak, a mennyiben a: el6fordul a nevez6ben. A (s)-ban
csakugyan

(Val~Va*x+x"+y*3= al I;f\' l— + X dy ;] =«

tehetd, mivel x és y mindig kicsinyek a2-hez képest. Tegyik
még mo+TOMNu, n”=n', akkor a (s)-bol lesz

d*iv

- 2n'¢ - 3n*=o,
~dt* (1 x*+y% @)
d*y + In’ 0.
~dP (Vx*+y-)3

Ezek azok a nevezetes egyenletek, melyeket Hinr allitott
fel el6szor s a melyek Hold-elmélete alapjat képezik. Az itt
adott levezetés kulonbdzik Ggy Hirt, mint Poincaré, Darwin
és Brown levezetéseitdl, a mennyiben [épésrél-1épésre engedi
kovetni az 0Osszefliggést Brane érdekes megfigyelése és a
mechanikai elmélet kozott.

Ha (9)-ben n'= 0 tennék, Ugy megmaradnanak a Hold-mozgéas
tisztdn elliptikus egyenletei. Az egyenletek tehat a Hold ellip-
tikus mozgasan kivil tartalmazzak mindazokat a perturbaczio-
kat, a melyek egyesegyedil a Nap kozépmozgasatél szarmaznak.

Mig a régibb Hold-elméletek rendesen polarkoordinatakra
vannak alapitva s sokszor az id6 helyett az anomaéliat tartal-
mazzak mint flggetlen valtozét, addig Hine megmarad a derék-
szOgl koordinatak mellett, mert igy szimmetrikus és algebrai
kifejezésekhez jut.

Még egy megjegyzest kell tennilink a (7) transzformécziora.
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A régi x., y. koordinatdk csak a T = anz 2—:? -re periodiku-
sak. mig az x és y forgé koordinatdk periddusa tetszéleges.

Ez a megjegyzés nagyon fontos, mert lattuk fénnebb, hogy
nekink oly tagokat kell keresniink, a melyeknek periédusa

71 T o _ .. .
s = ——pha ezentll nt=nteszszik. Ezeket tehat
az eredeti mozgasegyenletekbdl csak szdmtalan mas, kiilénb6z6
periodusu taggal egyetemben nyerhettiik volna, mig a (9) rend-
szer alkalmas lesz oly tagok elGéllitdsara, melyeknek periddusa
tisztan , vagyis a szinodikus hoénap.
n-— ., dx
Szorozzuk meg a (9) egyenletek elsejét dt -vei, a masodikat

g{— -vei; 0sszeadva s integralva lesz :

(dyV - rf/i. +—n'V-C, (10
2 Wdtl \dt)

mely kifejezésnek Hill a «JAOCH féle integral» elnevezést adta.
Jacobi integrdlja megadja a sebesség négyzetét relative a

forgd tengelyekhez. Mivel a (10) bal oldala Iényegesen pozitiv,
ennélfogva a

=C--n'V

\Fx*-\-yt 2
egyenlettel definialt hatodrend(i gérbe a zérus relativ sebesség
gorbéje, mely elvéalasztja a sik ama részét, a melyben a sebes-
ségek redlisak, a sik azon részétl, melyben a sebességek

imaginariusok. Ez a gdrbe szimmetrikus gy faz X mint az y
2C

—, a mik az

3n

y tengelylyel péarhuzamos aszimptotdk. Ha x = 0, akkor

tengelyre nézve. Ha y=°°, akkor x = % \r

y metszépontok az y tengelylyel. Ha y=0, akkor

% . .
3n'f 3n™*
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A szerint, a mint (X)*= 9/m', x-nek a zérus és

kozott vagy két kilonbdzd reélis értéke lesz, vagy a két érték
egybe esik, vagy egy realis érték sem fog létezni. A megfeleld
gorbék tehat ilyen alakuak:

2. rajz. 3 ryz. 4. rajz.

A sraffirozott helyek a sik ama részeit mutatjdk, a me-
lyekben a mozgas redlis. A 2. rajz abradzolta esetben, mikor
(2c)»>9/m" az égitest vagy mindig a k6zépsé ovalison belil
marad, vagy pedig, ha egyszer rajta kivil van, Ugy a siknak
csak az aszimptotikus gorbéken tal levd részében mozoghat
és akér a vegtelenbe is tavozhatik. Az el6bbi mozgast stabilis-
nek, az utobbit instabilisnek mondhatjuk. Latjuk, hogy ez a
mozgas stabilitdsanak Uj definiczidja, mely fiiggetlen az id6tél
s ebben kiilonbozik a stabilitds szokasos egyéb defmiczioitol.

Ha egységul vessziik a kdzép-napnapot és a Fold ekvatori-
alis sugarat, ugy

fi = 11609-014,
n' = 0017202124,
C = 11M8883.

Ennélfogva az aszimptoték tavolsdga a kezd6ponttol (a Fold-
t6l) = £500-4992, az ovalis két metsz6pontja az x tengelyen
= +109 6772, az y tengelyen =+104741, a gorbe két végtelen
dganak metszéspontjai az x tengelylyel pedig =+435-5623.
A Hold kozepes tavolséga a Foldtél =60 foldsugar. Ennélfogva
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palyaja az ovéalison belul esik és azt soha el nem hagyhatja,,
mozgasa stabilis.

A 3. rajz megfelel amaz esetnek, mikor (2c)*=9/zw'. Itt is:
két oly részre oszlik a sik, melyeknek egyike zart és a melyen
bellll a mozgés stabilis, méasika pedig csak egyoldaltlag hatarolt
s ebben a mozgas instabilis. A két rész egy pontban érint-
kezik s azt lehetne gondolni, hogy az égitest, mely az ovalison
belil van, e pontokon &t a sik instabilis részeibe juthat.
E pontok azonban nem egyebek, mint a (9) egyenletek Lagrange-
féle egyenesvonali megoldasai, a melyekben a relativ sebes-
ség = zérussal. Az ovalison belil az égitest e pontok felé
csak aszimptotikusan kozeledhetik s az ovalist el nem hagy-
hatja. E pontok tavolsaga a Foldt6l =+2355971 foldsugar.
Ha igen kicsiny égitest, pl. meteor e pontok kozelébe jut, Ugy
ezek kozul vagy instabilis ellipszist ir le, vagy aszimptotikusan
kozeledik feléjuk, vagy stabilis palyat ir le korilottik a kezd6-
feltételek természete szerint.

A LAGRANGEféle megoldas ugyanis itt

y= X= =

E megoldas kozelében legyen

X —a+dx,
y = o +dy,

hol dx, dy igen kicsinyek, Ugy hogy masodik és fels6bb hat-
vanyaik elhanyagolhatok. Behelyettesitve a (9 mozgasegyen-
letekbe, lesz:

y (a-\-dx)

dx''- - %i'dy’ + —
[{a+dxf+dy~f

3n', 0t+*») = O,

dy"'+%n'dx" + = 0.
[(a+dxN+dy'f

TAYLOR-sorba fejtve s az emlitett elhanyagolasokat eszk6zolve,
talaljuk, hogy
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S"'X—In'Sy'—9n'®x = o.
Sy"+ Qn'ax'+ 3n = 0.

Legyen \ —-\-n'YI1+2j/7, a=-\-riY 2/ 7—1, akkor ezen
egyenletek teljes integrélja:

(Le = ANe*3R\- Ave~u-\-AZ+r~latdr A B -~ ~lat,
Sy = Ble+u+B je-lt+ B 3+ - lat+ B ie~'tr+lat.

A szerint a mint az 6sszes A-k és B-k kilonbozék zérus-
tol, vagy csak AN-BNO, vagy Ai=i»1=Ad=i22= o elballanak
az emlitett instabilis, aszimptotikus vagy stabilis palyak.

Ezek a megoldasok annyiban érdekesek, hogy magyarazatat
adjak egy tineménynek, az 0. n. ellenfénynek, melyet Brorsen
észlelt el6szor 1855-ben s utana tobben masok, igy Backhouse
(1868), Barnard (1875). Az ellenfény mindig az égnek a Nap-
pal ellenkezd pontjan latszik s koveti a Nap mozgésat. Az a
szdmtalan meteor, a mely a Naprendszeren belll rajzik, ha a
LAGRANCEféle pont kozelébe érnek, ott tébb-kevesebb ideig oly
palyékat kénytelenek leirni, a min6ket fennebb taldltunk. Az
ellenfény eszerint ily rajz6 meteorok visszavert fénye. Az ellen-
fénynek ezt a magyardzatat el6szor Gyiden Kisérelte meg.:
A periodikus palyak tulajdonképpen quadratura nélkili holdak
palyai.»

A 4. rajz esetében, mikor (2c)i<9pn' a mozgas instabilis.

A (9) egyenletek nem valtoznak, ha y és t elGjelét meg-
valtoztatjuk, a-ét valtozatlanul hagyjuk, vagy ha x és t el6jelét
valtoztatjuk meg és y-ét hagyjuk valtozatlanul. Ebbdl kovet-
kezik, hogy ezen egyenletrendszernek oly megoldast kell meg-
engednie, mely szimmetrikus (gy az x mint az y tengelyre
nézve. Ha tehat a Hold az ic-tengelyt derékszog alatt hagyja
el, az y tengelyt derékszOg alatt éri és igy tovabb, akkor ismét

1 Bullet. Astron. Vol. I. Sur un cas particulier du probléme des trois
corps. Lasd Még Moution : Astron. Journal. Nr. 483.
2 Poincaré: Méth. nouv. I. 160. 1
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visszajon a kiindulds helyére, palyaja szimmetrikus és a periodus

nyilvdnvaléan egy szinodikus hénap, vagyis — n—g—nn’ . Ennél-

fogva kell hogy legyen, ha v=n—un/,
x = Ay cosv (t—1t)+ A, cos By (t—1t,)+ Ay cos by (t—ty)+---

Yy = By sinv (t—t,)+ B, sin 3y (t—t)+ B, sin 5y (t—t)+--- o

a mivel a (9) egyenletrendszernek egy uj, periodikus meg-
oldasat talaltuk. A Hold a t={, iddben az x tengelyen van.
Kénnyti beldtni, hogy az argumentumnak csak paratlan sok-
szorosai fordulhatnak el6, nem periodikus tagok és az argu-

mentum péaros sokszorosai pedig nem. Ugyanis a periodus
n o : i, ST :

B e negyedperiodus tehdat = e Mikor a Hold

az x tengelyen van, y=0; egv negyed periodus mulva pedig

a Hold az y tengelyen van és akkor x=0. Ha az argumentum

paros sokszorosai is eléfordulndnak a sin és cos alatt, ugy %
periodus mulva sin és cos is fordulna el6é pl. #-ben és x nem
lehetne = zérus.

Fontos megjegyezniink, hogy a (11) a (9) egyenletrendszer-
nek partikuldris megolddsa. A (9) teljes integraljanak ugyanis
négy tetszéleges konstanst kell tartalmaznia. Ezek kozil egyet,
a Jacosr-féle dllandot = G, mar ismerjiik. A masodik nyilvan-
valoan a Hold-palya exczentricitasa = e, a hatralevé ketté pedig
v és l,. Az dltalanos integralban lesznek oly tagok, melyek csak
a Nap koézépmozgasatol, n'-t6l szarmaznak és lesznek olyanok
is, melyek ezenkiviil e-t6l és a perigeum mozgasatol fiiggenek.

HiLr alapeszméje éppen az, hogy ezt a palyit keresse elészor,
mely csupan n'-t6l figg, e-t61 pedig fiiggetlen. A (11) tehat
sziitkségképpen oly partikuldris megoldas, mely csak két tetszo-
leges allandot tartalmaz, e-t6l, a Hold-palya exczentriczitdsatol
pedig teljesen fiiggetlen. Jelentik tehdt ama gérbe paraméteres
egyenleteit, mely a Hold koéralaka palyajanak deformacziojabol
all el6 a csupan n'-tél figgd perturbald erd hatésa alatt

o periodus alatt. Mds szdval jelentik a Brane-féle varideziot.
Természetes, hogy a (11) alakban a periodus nem a fél szino-
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dikus keringés, mint a tangenczialis komponensnél; X és y a
teljes szinodikus honap alatt veszik fél minden lehetséges
értékiuket. Ha azonban x és i/-bol el6allitjuk a Hold radius
vectorat és hosszUsagat, Ugy az ut6bbi periddusa csakugyan a
fél szinodikus honap.

Hatra van még az és Bi koefflcziensek meghatarozasa.
A (I)-b8l x és y értékeit be kellene helyettesiteni a (9) moz-
gasegyenletekbe s az egyenl6 argumentumokkal biré kifejezések
koefficzienseit zérussal kellene egyenlévé tenni. A (9) egyen-
letek nem linearis alakja koénnyen meggy6z, hogy ily médon
az Ai és Bi-k meghatarozasa lektizdhetetlen nehézségekbe Ut-
kozik, kuléndsen az (ic2j-z/2~* kifejezés el6forduldsa miatt.
Ezek elkerllése czéljabol végezzikk a kovetkez6 transzforma-
czidkat:

Ai= di+a-i-i,
Bi —tti ,
ri ri
N _ _ T,
0= x+\f—ly,
=X -} —uy,
jelentse még a D operator: D{ )= ( -_V~1
akkor (9)-bdl lesz
. W
Dhi+QmDu+Im2(u-\-s)--——--—= 0
(its)2
(12
Dis mDs -\-Zm2 --—--- =9,
- @

és a JACOBI-féle integral

DuDs H— 4=+ | m2(tt-fs®= C, (13
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tovébba a (Il)-bél
+@

u= Em«irzm

+O (14)

A (13) segitségéve] a (12)-b6l kikuszoboljuk a nehézségeket
okozd (ws) =-6t. Szorozzuk a (12) egyenletek elsejét s-szel, ma-
sodikat w-val, vonjuk ki egymasbol; adjuk 0Ossze és csatoljuk
hozz4 (13)-at, lesz:

22 (us)—Du . Ds—HmM(uDs—sDii)-}-°m'i (u+s)'2= C,
D (uDs—sDu—2mus)+!Im® (uz—s2 = 0.

Ezekbél az egyenletekbdl hianyzik a probléma lényeges kon-
stansa /j vagy x s azonfelll egy folosleges konstans vezet6dott
be. Ez eliminalodik, ha a talalt integrdlokat az egyik eredeti
egyenletbe helyettesitjik, a mi altal egy feltételi egyenlethez
jutunk, mely a folosleges konstanst az fi és a tébbi konstan-
sok segitségével engedi kifejezni.

Helyettesitsik a (14) partikularis integralokat a (15)-be, ve-
gezziik el a kijel6lt operacziokat és tegyiik egyenl6vé zérussal
a Cugyanazon hatvanyaihoz tartozd koefficzienseket. A kovet-
kez6 két relacziét fogjuk taldlni:

2 [(2i+ )(2i—=2/+ 1)+ 4/+4m (2i— + 1)H m7 Oiai-j+
+|m 22 aiia-uj-t+a-i-j-i) = 0, (26)
4 2 [2iH'"+1+m] aitti-j-1 m*2  («-i+j-i—<*i-7-i) = 0,
melyek j minden pozitiv és negativ értékére érvényesek, zérust

kivéve, a mikor az els6 relaczié jobb oldalan a o helyébe C1
kell tenni.
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Jelentse
i A(—)i+4/®+4/— —4(i— + 1) tot to
»1=- 2 (4>—1)—4m+ms
B iz 4z—s]—2—4(j+2)m —9ma
W= e 2(4;%—1)-4m+m: '
_3me 20j2—16 + 2—4(5;—2)m+9m:
U=- 160 2(4/®—1)—4m +m % ’

akkor a (16) helyett a kovetkez6 egyetlen relacziot allithatjuk
fel:

2 {ij, H«icii-j+ij; @a-i+tj-1+(j) atd-i-j-1}= 0. ()]

Ez bidimenziondlis egyenletrendszer végtelen sok ismeret-
lennel. De nem szabad elfelejteniink, hogy az egyenletek szdma
mégis eggyel kevesebb, mint az ismeretlenek szama (mert j= o

ki van zérva), s igy é&ltaldban az a0 értékeket kapjuk.

A megoldas folytonos kozelitéssel eszkdzolhetd s czélja az
di-k szamara konvergens sorok el@allitdsa. Egy szempillantas
a (I7)-re meggy6zhet benniinket arrdl, hogy az ouk kdzott
semmiféle véges relaczio sem allhat fenn, annél kevésbbé az
Ai és -Brk kozott. Epp az, hogy Hinm a (11) partikularis in-
tegralt valasztotta intermediaris palyanak, mutatja, hogy mily
mélyen latta at a probléma nehézségeit. Hogy az altalanos in-
tegral még nagyobb komplikaczidkat involvalt volna, az termé-
szetes, mert a perigeum mozgasat is meg kellett volna adnia.

Els6 kozelitésben irhatjuk:

«o«i i «<01

«w«- (N «oxo»
a®2 = [2](a™+a”J+LV, 1] ,
a0a 2 = (—2)(ava,+aido0)+[—, —]ata ir

Ezekkel a kozelitésekkel Ujabb kozelitést érunk el a (17)
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segitségével. Végeredményben azt fogjuk talalni, hogy ilyen
alaku: <

i _ V1 Amk+Bmk+l

a0 T (e/*——4m+mg?’

hol a nevez6 m semmiféle reélis értékére sem lehet = o, azaz
nincs reédlis polusa, a miben kilémbozik a kis divizoroktdl,
melyek kdzonséges szukczessziv approximaczidnal a (perturbalo
er6 hatvanyai szerint) mindig fellépnek.

Az ark mint m flggvényei vannak ekként elGallitva. Az m
értékét pedig a megfigyelésekbdl nagy pontossaggal ismerjik.

Ugyanis m = : ., de hol a sziderikus napév
n—n

tartama, N - S pedig a Hold szinodikus keringés-ideje,
melyet a napfogyatkozasokbdl és a koztik eltelt lunacziok sza-
mabdl lehet pontosan megallapitani.

Az a0 értékét agy nyerjik, ha (14)-et behelyettesitjik a (12)
els6 egyenletébe, C értékét pedig a (17)-bél nyerjik, ha tesz-
szik: j —o,

1319 w67
- N Ry, SR Lo R ) oS
C=\{"nf 1+ S-te—m3 288W 145 M5—
2879 1321
1206 '@ 1095 ©H—

Veégul a kovetkez6 numerikus értékeket talaljuk: a megfigyelés
szerint
= 17325594-06085",
1295977-41516",

3 S
no

ennélfogva
= — r - 0-080848933808312:
n—n
C—111-18883,
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az di koefficiensek pedig lesznek:

a0= 0-999093141962 .

-N- = + 0-00151 57074 79563,
i= —0-00869 57469 61540,
-~ - = + (0-00000 58786 56578,

= + 0-00000 01637 90186,

«0

= + 0-00000 00000 00007,
%

-~=2 = + 0-00000 00000 00000.

«0

Ezek az értékek mutatjak az 6;-k sorainak konvergencziajat.
Ha még x és y helyett polaris koordinatdkat vezetlink be, a
Hold variaczionalis gorbéjét a kovetkez6 egyenletek adjak, hol
v jelenti a Hold val6sagos és kdzéphosszusaga kozotti kilémb-
séget:

r cos v—a0[1—0-00718 00394 81977 cos 2r +
+0-00000 60424 47064 cos 4r +
+0-00000 00324 92024 cos s +
+0-00000 00001 87552 cossr +
+ 0-00000 00000 01171 CcOS 10t +
+ 0-00000 00000 00008 cos l21],

r sinv= a0[001021 14544 41102 sin 2r +
+0 00000 57148 66093 sin 4r +
+0-00000 00275 71239 sin 61 +
+0-00000 00001 62985 sin sr +
+0-00(100 00000 01042 sin I0r +
+0-00000 00000 00007 sin 12r], (18)

A 15-tizedesnyi pontossag nem tulhajtott s az égi mecha-
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nikédban eleddig szokésos sorkifejtésekkel szemben illusztrélja,
hogy miképpen lehet itt gyorsan konvergens sorokhoz jutni.
Ez kuldnosen akkor vélik szembet(in6vé, ha Hinn sorkifejtéseit
dsszehasonlitjuk azokkal, melyekhez Delaunay jutott hires Hold
elméletében.1 Hinn csekély faradséggal talal 15 tizedesre feltét-
leniil pontos értéket ott, hol Delaunay 497 rendkivil farad-
s&gos operaczid utan csak 5 tizedest tud pontosan megallapitani.

A (18) szerint a variaczi6 legnagyobb értéke 0°35'6";r leg-
kisebb értéke (a syzygiumokban) 59'835 foldsugéar, legnagyobb
értéke pedig (a quadraturdkban) 60698. A variaczi6 okozta
deforméczié, melyet a Hold korpalyaja szenved, nem nagy ;
csak 0'863 foldsugarat tesz ki a radius vector két széls6 értéke
kozotti kuldnbség.

A mi Holdunk egy sziderikus év alatt 12j8" lunaczidt végez,

azaz — = 125 . Oly holdaknal, melyeknél a lunacziok szama

ennél nagyobb, a variaczié természetesen kisebb; ha a luna-
cziok szama kisebb, pl. csak 10, 5 vagy 3, akkor a variaczio
novekedni fog. Elméleti szempontb6l nagyon érdekes ezen
holdak variaczidjanak viselkedését ismerni. Azok a sorkifejtések,
melyek az 06j-k értékeit m fiiggvényeiképp adjak, itt is hasz-
nalhatok egészen harom lunaczidig. Ennél kevesebb luna-
czional mechanikus quadraturakhoz kell fordulnunk. Hinn ily
aton a lunéczidk legkisebb szamaul 178265-6t talal, mas szdval

e Hold szinodikus keringési ideje = Qe ev, mig a mi
Holdunké ., 5 . Hinn ezt a Holdat a legnagyobb lunéczidval
bir6 Holdnak nevezi; a variaczid ennél 47°23'12"-re emelkedik;
a Foldtdl valo tavolsag legkisebb értéke (syzygiumokkor) 92-352
foldsugar, legnagyobb értéke 265%67. Mig a tobbi holdaknéal a

variaezionalis gorbe némileg hasonlit az ellipszishez, e hold
variaczionalis gorbéje az y tengelyen els6faju csticsban végzadik.

1 Delaunay: Théorie de la Lune. Mém. de I’Acad. des Sciences, 28.
és 29. kotet (1860. és 1867.).
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Az 5. rajz feltiinteti néhany hold variaczionalis gorbéjét.
A bels6 kor a mi Holdunké; a rajz dimenzidiban a kort6l
vald eltérést nem lehetett feltiintetni. A Kkisebbik ovalis oly

0. rajz.

hold goérbéje, mely a Fold ko-
ril 4 szinodikus Kkeringést vé-
gezne egy év alatt. A nagyob-
bik ovalis a 3 lunécziés holdé,
mig a csucsokban végz6dd
a maximum-lunacziéval bird
holdé.

Adars és utana Poincarél
azonban kimutattak, hogy le-
hetségesek oly holdak, me-
lyeknek  keringésideje  még

"P78265"'nél 1S nagyobb, Ugy
hogy a wini-t6i taldlt holdat
nem illeti meg a maximum-
lundczié elnevezés. Ezek a
holdak a quadraturdk kornyé-
kén hurokszer( palyadban mo-
zognak és az y tengelyt egy,
harom vagy tobb pératlan
szaml kett6spontban metszik,
ugy hogy 3, 5, 7 szer egymaés-
utdn jonnek quadraturaba. Ily
hurkok keépz6dhetnek az x ten-
gelyen is.

Csakhogy meg kell jegyezniink, hogy a szinodikus periddus
novekedésével a JACOBi-féle konstans fogy. Tegyiuk y—ri—1,

1
akkor m n es

2c= U+ EI\/[1+2m—|m 2—m3—e

1 Méthodes nouv. . 108. 1
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A mi Holdunknal Tluz 1246 65 2c= 6*50388, a maximum-

lundczidval biré Holdnal i 1*78265 és 2c = 2*55788. De
lattuk, hogy a mozgas stabilitdsa a JAcoBi-féle konstans érté-
kétdl figg. A 2., 3., 4. rajzokndl mondottak szerint a mozgas
csak addig stabilis, mig 2.c \ 81, c kisebb értékeinél nincs
ovalis, mely a Holdpalyat korulzarja s a radiusvector felsé
hatarat megszabja, s ekkor el6all a 4. rajz esete. Mindazok a
Holdak, a melyeknél 2c<4*3267, ennélfogva instabilisak, a mi
el6all, mikor az évi lundczidok szama 4Vs-nél kisebb. Az 5. rajz-
ban feltlintetett variaczionalis gorbék tehat — a Fold Holdjaét
kivéve — instabilisak. A stabilis palydk teljesen a négy-luna-
cziés Hold palyajan belll fekusznek.

Miutan a Hold variaczionalis gorbéjét megtalaltuk, kereshet-
juk azokat a deformacziokat, a melyeket a Hold excentricitésa,
a Nap véges tavolsaga s i. t. idéznek el6. A variaczionalis
gOrbét azért intermediaris palyanak nevezhetjik. Hogy a kKepier-
féle ellipszis erre nem alkalmas, azt méar emlitettik. Ugyanis
az ellipszis a két test problémdjanak megoldasa lévén, benne
a perigeum mozdulatlan, méas széval a nagy tengely &llanddan
ugyanabba az irdnyba mutat. Harmadik test jelenlétekor ez
tobbé nem lehetséges, a perigeumnak el kell mozdulnia. A (9)
egyenletekben a Nap minden perturbalé hatdsa el van hanya-
golva, egyet kivéve, a mely a Nap kodzépmozgasatol szarmazik.
Ezen egyenletekbdl tehat ki kell adddniok a Hold-perigeum-
mozgas ama részének, a mely ri-t6i fiigg és mivel az exczen-
triczitds mint integraczios allandd Iép fel, a varidczio és a peri-
geum-mozgas ama részeinek is, a melyek az exczentricitastol
és w'-t6l egylittesen fiiggenek.

A perigeum mozgasanak vizsgalata alkalmaval merilt fel
el6szor konkrét alakban a végtelen determinédns, mely azota
szamos vizsgalatnak szolgalt alapul.

Wodetzky Jozsef.

Mathematikai és Physikai Lapok. XX 9



A LANTHAN ES A KOBALT SPEKTRALVONALAINAK
ZEEMAN EFFEKTUSAROL.

(Els6 kozlemény.)

Torténeti attekintés. Lorentz elmélete.

Ama kutatdsok legels6 nyomait, a melyek a magneses er6-
térnek a fényemissiora valo befolyasara vonatkoztak, Faraday-
nal (1862) talaljuk meg. Kisérlete a vart eredményre nem
vezetett, bar szerencsés langelméje mar sejtette ama nagyszer(
eredményeket, a melyeket csak az Gjabb kor finom spektro-
skopiai eszk6zei tudtak felderiteni.

Csak joval késébb sikeriilt ZEEMANnakl (1896), W. T homson
(Lord Kelvin) egy hypothésisétdl vezettetve a FARADAY-féle kisér-
letek nyoman ama nagyfontossagu észleléseit végeznie, a mely-
lyel a nevérdl elnevezett magnetooptikai jelenséget felismerte
s ezzel Uj kutatdsok alapjat megvetette.

Thomson ugyanis a magnetooptikai jelenségek (mint a Fara-
day-, KEER-effektusok) magyarézatara azon hypothésist vezette
be, hogy a magneses er6tér egy atlatszo test molekulaiban az
setherrészecskéket az er6vonalak korili forgasba G. n. moleku-
laris rotatibba hozza; e forgas az er6térben tovahaladd czir-
kularis fényrezgésre befolyassal van: annak frequentiajat noveli,
illetve kisebbiti a szerint, a mint a czirkularis fényrezgésben
az aetherrészecskék mozgésanak iranya e molekularis rotati6
iranyaval megegyezik, avagy azzal ellentett.2

1 Verslagen en Mededeelingen d. Koninklijke Akademie van Weten-
schappen. Amsterdam 5. 1896.

Philosophical Magazine and Journal of Science 5. 43. 1897.

2 E hypothésis segélyével példaul a FARADAY-féle jelenség koénnyen
magyaréazhato.

Ugyanis a magneses er6vonalakkal parallel haladd sikhan polarozott
fény mindenkor két ellentetten koérdsen polarozott fényre bonthatd. A mag-
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E hyphothésis alapjan most mar varhato, hogy egy fény-
forras altal kibocsatott fény természetében véltozdsnak kell
elddllania, ha a fényforrds magneses erétérben van jelen. A fény-
forrasban végbemendé mindenkori- homogén rezgés ugyanis min-
dig két: egy a mdagneses erévonalakkal parallel és egy erre
merdleges irinyfl rezgéshél teheté 6ssze; az utébbi rezgés
pedig két ellentetten czirkuldris rezgés ereddjének tekinthetd.
Tehat a fényforrdas minden egyszint rezgése hdrom oGsszetevore :
egy az erévonalakkal parallel végbemend vonalmenti és két
az erdévonalak koriil térténd ellentetten czirkuldris rezgésre
bonthato. A két czirkuldris rezgés frequentiijanak a migneses
erétér jelenlétele folytan azonban a fenti hypothésis értelmé-
ben no6vekednie, illetve kisebbednie kell, a minek folytan vér-
hato, hogy az emittalt fény spektruma a méagneses er6tér ger-
jesztésével viltozast fog szenvedni.

ZeemaNn e gondolattél vezettetve egy erds elektromdgnes
polusai kozé helyezett natriummal megfestett Bunsen-ling dltal
kibocsdtott, illetve az altala elnyelt fény spektrumsdt ily szem-
pontbol vizsgalta. Hosszas kisérletek utin (1893—1896) a D
vonalnak megszélesedését tapasztalta mindaz esethen, valahany-
szor az elektromagneses erdtér gerjesztve volt, még pedig ugy
a direkt, mint pedig az invers, absorptios szinképben.

Magiabol e tapasztalati tényb6l azonban — bar a kisérleti

neses erdtér a THoOMSON-féle hypothésis értelmében az er6térben levo
ponderikus testben e két czirkularis fényrezgés egyikének frequentiajat
noveli, masikaét ellenben kisebbiti ugy, hogy a két fény e kozegben egy-
mastél killonb6zé w, és o_ sebességgel terjed tova. E czirkularis kettés
térésnek az eredménye, hogy bar a testbdl kilépé fény ismét sikban pola-
rozott, de polarozasi sikja a bees6éhez képest

(@)

szoggel elforgatva van. » jelenti a fény frequentiajat, ! pedig a fény a
ponderikus testben megtett utjinak a hosszat. (A FARADAY-féle jelenség
részletesebb ismertetését MikoLa SANnpornak a Mathematikai és Physikai
Lapok 9. 1900. kiotetében kozolt «Az elektromagneses tér hatasa a fényre»
czimi dolgozata tartalmazza.)

O%
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tényez6k nagyszama véltoztatdsaval valésziniinek latszott —
teljes szigortisiggal megallapithaté nem volt, hogy a D vonal-
nak e megszélesebbedése tényleg egy magnetooptikai jelenség
és nem valamily secunddr hatdsnak az eredménye.

A kérdés eldontésére szdmos elméleti physikus, kiilonosen
Lorentz * elméleti megfontoldsai vezettek. A jelenség LoreNTZ-
tél szarmazo elméleti, az akkor még csak keletkezében 1évé
elektronelmélettel valé magyarazata kijelolte a kisérleti tovabb-
haladas utjat, mely azutan a kérdés eldontését és ezzel viszont
a jelenség az elektronelmélet egy hatalmas tamaszat nyujtotta.

A fényjelenséget az elektronelmélet szerint a fényforrashan
rezg6 elektronok okozzak. Egy ily elektron rezgése az elmélet
szerint oly erének hatasa folytin megy végbe, mely az elektron
nyugalmi helyzete felé van iranyitva, nagysiga pedig a mozgo
elektron mindenkori helyzetének a nyugalmi helytél valo tivol-
sagaval ardnyos. Tehat az elektronokra hato ezen eré ép oly
charakterii, mint azon elastikus er6, mely valamely témeg-
pontot harmonikus rezgémozgdsra kényszerit. Ep ez okbol ez
er6t quasielastikus erdnek is szokas nevezni.

De lissuk most mar azt, hogy a fény gerjesztése ily elektron-
rezgéssel miként magyarazhato ?

Elméleti megfontolasokbol kévetkezik, hogy egy ily elektron-
rezgés ép ugy, miként a Herrz-féle oscillitor, a mi kisérletileg
igazolhato, elektromagneses hullamokat kelt a térben, mely
elegendd nagy frequentidanal mint fény veheté észre. Ez elektro-
magneses zavar a rezgés helyérél egy homogen és isotrop
dielektrikumban gémbhullimokban terjed tova, melyben, ha a
rezgés egyenesvonaltl az elektromos eré meridionalis, a maig-
neses eré pedig czirkumaxialis rendszert képez. Az elektromos
er6 iranyat és nagysdgat a tér barmely helyén e rezgésnek a
gombre valo vetillete adja. Ez érvényes az esetben, ha az
elektron egyenesvonali oscillatiot végez.

1 A. LorentZ: Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen
Erscheinungen ... Leiden 1895.
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Ha azonban a rezgés ellipsis alaku palyan megy végbe,
akkor, mivel e rezgés mindig két egyméasra mer6leges vonal-
menti rezgésre bonthatd, az elektromos er6 ismét az elektron
palyaja mindenkori vezérsugaranak az észlel§ helyhez érkez6
gombhulldmra valo vetiilete.1 Tehat az ide érkezd fény polaro-
zasi allapotat az elektron rezgése palyajanak e vetlilete hata-
rozza meg.

Miutén ily médon az elektronrezgés palyajanak ismeretével a
fényforrasbol kiindulé fény polarozasi &llapota a tér minden
helyén megallapithatd, reatérek a Zeeman-féle jelenség Lobentz-
féle elméletének rovid ismertetésére a nélkil, hogy a részletes
targyalasokba mélyebben behatolnék z

Az elektronhypothésisb6l kovetkezik, hogy a quasielastikus
er6nek alavetett e elektromos toltésl és m ponderikus témeg
elektronnak rezgése Il magneses er6tér behatasa folytan ha-
rom rezgésre bomlik, a melyek egyike valtozatlan periddussal
az erdvonalakkal parallel megy végbe, a méasik két rezges ellen-
ben az er6vonalak koril egyméassal ellentetten czirkularisan
torténik. Az utébbi rezgések frequentidja azonban az eredeti

sz
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értékkel kilonbozik; még pedig positiv toltés (+e) esetén ama
rezgés frequentiaja kisebb, melynél a irany korili forgas
a positiv elektromos &ramok irdnyaval egyezik. Ha pedig a
rezg6 elektronnak negativ toltése van, akkor forditva érvényes.s

1 Lasd M Abraham : Elektromagnetische Theorie der Strahlung. 1908.
62. oldalan.

2 Ez elméletet Mikola Sandor idézett dolgozataban részletesen ismerteti.

3 Ez eredmény az elektron mozgasegyenleteib6l adodik. A mozgas-
egyenlet felallitisdhoz az elektronra hatd er6k ismerete sziikséges. Az
elektron rezgését a feltétel értelmében egy quasielastikus erd hatasa
folytén végzi. Ez er6nek derékszogli Osszetev8i —kx, —ky, —kz alakban
irhatok, a hol k positiv allandét jelent. Ha az elektron rezgése magneses
erétérben torténik, akkor ez er6héz még egy masik, az elektron sebessége
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E harom rezgés mindenike elektromégneses hullamok ger-
ieszt6 czentruma.

Ezek szerint a magneses er6tér az elektronrezgést akként
befolyasolja, hogy a tér minden irdnydban minden eredeti
hullam helyett harom hulldm terjed tova. E hullamok frequen-
tigja, tehat hulldamhossza egymaéstol kulénbozik. Ismervén a ha-
rom rezgést, a tér minden helyén minden id6pillanatban meg-
hatarozhatjuk az elektromos er§ irdnyat és nagyséagat, azaz az
elektronelmélet értelmében az elektromégneses zavar altal kel-
tett fény polarozasi allapotat.

A végtelen sok eset kozil szemeljuk ki azokat, melyeknél
az észlelés az er6vonalakkal parallel, illetve erre meréleges
irdnyban torténik.

1 A magneses er6vonalakkal parallel e harom hullamok
egyike longitudinalis lévén fényhatdst nem kelthet, a masik
két ellentetten czirkularis rezgés fenti vetiilete pedig kor; az
elektromos erd végpontja ezek egyikén jobbra, masikan pedig
balra végzi mozgasat.

2. Az er6vonalakra mer6leges irdnyban tovahaladé héarom
hullam mindenike sikban polérozott. Az elektromos er6 oscil-
latidja ezek egyikében az er6vonalakkal parallel, a méasik két

és az erBtér nagysaga altal meghatarozott erd jarul, melynek komponensei
ha az er6térnek irnya a positiv z tengely irdnyaval megegyezik q—-—g-—y\
" a?, 0, a hol c a fény terjedési sebességét, x* és y' az g iffetve

y-nak az id6szerinti differentialquotiensét, azaz az elektronnak x és y-menti
sebességi komponensét jelenti. Tehat a mozgasegyenletek a kovetkezdk:
mx"—xx--2H y

my”= —ky - X,

mz" = —kz.
A harmadik egyenlet mutatja, hogy a z tengelymenti rezgés valtozatlan,

tehat frequentiaja vo= ~~ ugyanaz marad. A két els§ egyenlet azon-

ban a rezgés x és y-menti Osszetevinek megvaltozott frequentiajara vezet.
(V. 6. Math, és Phys. Lapok 9. 1900. 88. oldal.)
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hulldémnal pedig, melyek a czirkuldris rezgésekbdl szdrmaznak,
az er6vonalakra merdleges iranyban mennek véghe.

Ha tehat az elektronelmélet talajara allunk és felveszsziiks
hogy egy homogén fény, egy spektralvonal a fényforrasban
végbemend quasielastikus eré létesitette elektronrezgésnek az
eredménye, akkor az itt mondottak alapjan koévetkezik, hogy
e spektralvonalnak a magneses er6tér gerjesztésével a kovetkez6
valtozasokat kell mutatnia:

Az erévonalakkal parallel irdnyban két ellentetten kirdsen
poldrozotlt vonalra kell bomlania, melyek egyike rezgésszaménak
nagyobbnak, masikdénak pedig ugyanannyival kisebbnek kell
lennie az eredeti spektralvonal rezgésszamanal.

Az erévonalakra meréleges irdnyban az egy spektrdlvonal
helyett hdrom vonalnak kell eléallania, a melyek egyike a
magneses erdtérre meroleges sikban polarozott s rezgésszama
a tulajdonképeni vonal rezgésszimdval azonos, a masik két —
széls6 — vonal poldarozasi sikja ellenben az erdvonalakkal
parallel, rezgésszama pedig az el6bbi dublet egy-egy kompo-
nensének rezgésszamaval kiilon-kilén egyenld.

Tehat, ha a fényt egy spektroskoppal vizsgaljuk, akkor az
erévonalak iranyaban egy dubletet erre meréleges iranyban
pedig egy tripletet alkotd vonalesoportot kell észrevenniink,
melyek a fenti poldrozast mutatjdk.

A mi pedig e vonalak (komponensek) erésségét, intensitdsat
illeti, arra nézve egy kis elméleti megfontolishol az kivetkezik,
hogy a dubletet alkoté két vonalnak egyenlé erésségiimek, a
triplethen azonban a k6zépsé komponensnek a széls6knél kétszer
intensivebbnek kell lennie. A fényforrashan lévé molekuldk
mozgasanak teljes rendnélkiiliségéb6l ugyanis a legnagyobb
valosziniiséggel arra lehet kovetkeztetni, hogy a tfényforrashol
minden irinyban egyenlé energiamennyiség terjed tova, s igy
a magneses erévonalakra merdleges sikban poldrozott hullim-
ban tovaterjedd energidnak kétszer akkordnak kell lennie azon
energiandl, mely egy-egy czirkularisan poldrozott hulldmban
tovaterjed.
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Az itt mondott elméletileg nyert eredményeket vessik 0ssze
Zeeman Kisérleti megfigyelésével. Latni valo, hogy az a tapasz-
talat, mely szerint a spektradlvonalak a mégneses er6tér ger-
jesztésével megszélesebbednek az elméletnek megfelel, mert
lehet, hogy csupadn az er6térnek és a Spektroskop felbontd
képességének Kicsiny volta volt oka annak, hogy a vonalak
teljes szétbomlasa észrevehet6 nem volt. Ep ezért a figyelem
elsGsorban is a megszélesebbedett vonal kilonb6z6 részei
polarozasbeli allapotanak kideritésére iranyult. Az e czélbdl
végzett megfigyelések az elméletnek teljesen megfelel6 ered-
ményhez vezettek:

Az erbvonalakkal parallel iranyban a spektralvonalak szélei
ellentetten kords polarozast mutattak; az erévonalakra mer6-
legesen a vonalak szélei az er6vonalakkal parallel sikban, a
kozeépsé részei pedig erre mer6leges sikban polarozottnak
adodtak.

Az elmélet és a kisérleti tapasztalat tehat teljes 6sszhang-
zasba kertilt.

A Kisérleti tovabbhaladéds Gtjat az elmélet jelolte ki. Ezek
utdn természetes, hogy a torekvés most mar oda iranyult,
hogy az elektromégneses er6tér intensitdsanak, tovabbé az optikali
segédeszkozok felbontd képességének fokozasaval a spektrél-
vonalak osszetevli egymastdl teljesen szétvalaszthatdk legyenek.

Es csakugyan sikerilt is ZEEMANnak 1897-ben az elektro-
magnes és az optikai segédeszkdzok tokéletesitésével egy alkal-
masan vélasztott spektralvonallal, a kadmium kékeszold vonala-
val ugy a longitudinalis dubletet, mint pedig a transversalis
triftetet teljességében el6szor észlelnie, még pedig Ugy a direkt,
mint pedig az absorptiés szinképben.1

A ZEEMANHEe jelenség lényege ezek szerint abban all, hogy
ha valamely test a mégneses er6tér behatdsa nélkil \0 rezgés-
szdmu (homogén) fényt kibocsat, akkor ugyanaz a test a mag-

1 P. Zeeman: Doublets and triplets in the spectrum produced by
external magnetic forces. Philos. Magazine (5). 44. 1897.
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neses erdtérben 1. az erévonalakkal parallel irdnyban vy—p,
€8 vot+p, frequentidji ellentetten czirkuldrisan poldrozott [ényt,
2. az ercvonalakra merdlegesen pedig hdromszing vo—p, . v, ,
Vot 1e206sszdmu fényt emiltdl.

De az emissio és az absorpti6 kozott ismert reciprocitis,
miként mar emlitettiik, a Zreman-féle jelenségnél is feltaldlhato.

A kisérleti tapasztalat igazolja, hogy ha wvalamely test «
mdgneses erd behatdsa nélkil a rajta keresztill haladd fehér
fénybdl a v, rezgésszdman fényt elnyeli, akkor ugyanez a test
a mdgneses erotérben 1. az erdvonalakkal parallel irdnyban
Yot €8 votp Tezgésszdmu, 2. az erdvonalakra merélegesen
pedigq vo—p,, vo, votpo frequentidji fényt elnyel.

E szabalyokban 6sszefoglalt jelenség az, a melyet Zreeman-féle
jelenségnelk, effektusnak neveziink. Az elsé a direkt, az utébbi
az invers effektus. Az erévonalakkal parallel toérténé meg-
figyelésnél észlelt jelenséget, az erre meréleges iranyban észlelt
jelenségtol valo megkiilonboztetés czéljabol kiilén névvel szokds
nevezni; az el6bbi a longitudindlis, az utobbi a transversalis
effektus.

A Zgeman-féle jelenség alkalmas arra, hogy segélyével a
fényforrasban rezgé elektronok adatait meghatérozzuk.

Emlitettitk ugyanis, hogy az elektronelmélet szerint egy
elektron rezgése a mdgneses erdétér hatasa folytdn akként
modosul, hogy megvdltozott rezgése hérom kiillonbozé frequen-
tiaji rezgésbdl Osszetettnek tekinthets. Ezek egyikének fre-
quentidgja az eredeti rezgés frequentidjaval azonos, a madsik
két ellentetten kords rezgés frequentidja az eredeli rezgés
rezgésszamatol p, (1) értékkel killonbhozik, a hol positiv elek-
tromos toltés esetén a negaliv, negativ toltés esetén pedig a
positiv elgjel ama rezgésre érvényes, a melynél a +H korili
rezgés positiv irdnyu.

A szerint tehdt, a mint a +H iranyban tovaterjedé longi-
tudindlis dubletnek a voros felé esé komponense posiliv vagy
negativ irdnyban kérben poldrozott, a rezgé elektron toltése
positiv, illetve negaiiv. A tapasztalat azt bizonyitja, hogy ha
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az emissio a -+ H iranyban térténik, akkor a spektrdalvonalnak
a voros felé esd, azaz a kisebb frequentiaji komponense negativ
iranyban korben polarozott. Tehdt az elektron, a melynek rez-
gése a fényjelenséget okozza, negativ toltést.

Eme, a fényforrishan rezgé és a kathodsugéarzasban halado
mozgdshan 1évé elektronok kozott mindjart a Zeeman féle jelen-
ség tanulmdnyozasara iranyulé vizsgilatok elején felismert
qualitativ azonossagot azonnal kovette egy nagyfoki quantita-
tiv egyezésnek a felismerése is.

Az (1) alatti képlet segélyével ugyanis lehetséges a kisér-
letileg meghatdrozott p,, H és ¢ ismeretével a rezgé elektron
speczifikus toltését, % -et is megallapitani. A kiilonb6zé kutatok-

tol szdarmazo értékeket a kovetkez( tabliazatban foglaljuk dssze:
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Lathato, hogy az (1) alatti Osszefiiggés segélyével oly 76?
értéket nyeriink, mely a lassa kathodsugdrzdsnal translatorikus
mozgdsban 16vé elektronok speczifikus toltésének értékével
nagymeértékben megegyezik.

A Zeewan effeklus tehdt az elektronelméletnek hatalmas
tamasza.

Az a qualitativ és nagyfoku quantitativ. megegyezés, mely
a fényforrasban rezgé és a kathodsugérzasnal haladé mozgést
végzo elektronok koziott konstatalhaté, megengedi tehat ama
hypothésis felallitasdt, hogy az a spektralvonal, a mely a LorenTz-

1 Annalen der Physik (28) 1909. 1079. oldal.
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féle elmélettel megegyez6 0. n. norndlis tripletre bomlik, a
fényforrasban jelenlévé egy elektron quasielastikus eré léte-
sitette rezgésének az eredménye.

A Zeeman-effektusok abnormalis és O0sszetett
typusai.

Alig indult meg a kilonb6z6 chémiai elemek spekiral-
vonalainak e magnetooptikai vizsgalata, mar is kideriilt, hogy
a fenti elmélettel megegyezd triplet eldallasa épen nem tekint-
heté szabdlynak, hanem sokkal inkdbb kivételnek.

E vizsgdlatokndl talalt tripletek nagyrésze a normalistél
mar a komponensek intensitisviszonya tekintetében is eltér-
tek. Akadtak nagyszamban oly szétbomldsok, melyeknél a
spektralvonal harom osszetevéje egyenlé intensitastinak ado-
dott, s6t oly tripleteket is taldltak, a melyeknél épen a szélsé
komponenseknek volt nagyobb intensitasuk.

Még nagyobb abnormitasok mutatkoztak a szélbomlasok
nagysagaban. Egy és ugyanazon elem egymdssal. szomszédos
spektralvonalai is egymastol a legnagyobb mértékben eltéréen
bomlottak szét. A harom osszetevére bomlo spektralvonalak
ZreMaAN effektusa a leglobb esetben oly % értéket nyujtott,
mely tgy a normdlisiél, mint pedig més spektralvonal tjan
nyert —7% értéktol lényegesen eltért.

Ezenkiviil akadtak nagyszamu spektralvonalak, melyek a
fényforrdsnak a magneses erétérben valo jelenlétele folytdn az
erévonalakra transversdlis irinyban nem hdrom, hanem ennél
tobb: négy, 6t,... sét olyanok is, a melyek 17, 19 komponensre
is bomlottak." ,

Mindezek a tapasztalati tények, miként természetes, csak-
hamar kétségbe vontdak a Zreman effektusnak alig kifejlo-

1 R. Jack: Zeeman-Effekt an Wolfram und Molybdédn. Inaug.-Diss.
Gottingen és Annalen der Physik (28) 1909. 1032. old.
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dott elméletét, s latszolag meg is ingattik az elektronehn