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ADALEK
AZ ALGEBRAI REZOLVENSEK ELMELETEHEZ.

(Elsé kézlemeény.)

Algebrai kérdésekkel valé huzamosabb foglalkozasom alatt
mindinkabb arra a meggyézidésre jutottam, hogy az m-edfokii
algebrai egyenletek targyalasa szimmetrikusabb és atnézetesebb,
ha vizsgaloddsainkat nem magukra az egyenletnek gyékeire, ha-
nem bizonyos veliik szoros kapcesolatban allo m-elemi értékrend-
szerekre vonatkoztatjuk, tehat egy-egy egyszerti szamértéket egy
nila sokkal komplikaltabb alakzattal, m szambol 4116 értékrend-
szerrel potoljuk. E sajatsdgos jelenség oka tiistént vildgossa lesz
el6ttiink, mihelyt a fenforgo viszonyokat geometriailag értelmez-
zitkk. Midén ugyanis magukat a gyokoket vizsgiljuk, akkor ezek
geometriailag egy és ugyanazon egyenesnek pontjaival abrazolan-
dok s igy az egész vizsgdlatnak — tigyszolvan — szinhelye erre az
egyenesre szoritkozik; ha ellenben a gyokoket m-elemi értékrend-
szerekkel potoljuk, akkor ezeknek geometriai dbrdazolasa az m
dimenzioés tér pontjaival torténik s ebben a mozgas szabadsaga
tetemesen nagyobb. Ennek készonheté a targyalas nagyobb at-
tekinthetésége és szimmetrikusabb alakulasa is.

Ha
f) =A™+ A ™14 oo+ Ap—1A+Ap=0

az alapul szolgalo m-edfoku algebrai egyenlet, és ennek gyokei:
)~1y )‘-_h" L Aﬂla

akkor mindig talilhato oly
Mathematikai és Physikai Lapok. X. 1
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w:,:a,,lxl F a2yt - - -+ Cam®m

(a=1,2,...,m)
linedr helyettesités, a melynek charakteristikus egyenlete

a11_)x alQ elier & a“,,,
Qg Ogo—2 . . . ap, B

Uy (2 o - Qmm—A

épen a megadott
f0)="0
egyenlet.*
E linear helyettesités kettos elemei

e, )
és az

f0) =0

egyenlet gyokei kozott a

AP =y 2D+ P + -+ ym 2
3idelf) = gy )+ agg ) ++ -+ g 23)

)wx(;,) = amlwgi)‘i‘ amﬂxg) chesr il ammw(,,?
(i=1,2,..., M)

egyenletrendszerek kolesénosen egyértelmii vonatkozast 1étesite-
nek oly modon, hogy minden 4; gyoknek egy és csak egy kettés
elem felel meg és megforditva.** E kettos elemek szolgdltatjak
most mdar amaz értékrendszereket, a melyekkel az egvenletnek
gyokei czélszertien potolhatok.

A jelen dolgozatomban felallitott problenia targyaldsa is iga-
zolni fogja az imént felallitott elvet.

E problema a kévetkezo ;

* L. «Az adjungalt linear helyettesitések elméletérsly ezimi dolgoza-
tomat. Math. és Phys. Lapok III. k. 19. L

** T targyalasok folyamaban kizirjuk azokat a kivételes eseteket, a me-
lyekben az f(4) = 0 egyenletnek t6bbszoros gyokei vannek. Hogy e meg-
szoritas nem lényeges, azt a tovabbi kifejtés fogja megmutatni.
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Adva vannak az
f(l)EAbl""-}-AM’"‘I—I""'+Am-—1}‘+Am:O
g(p) = Byu+B,pn—+ -4+ By_1p+Bp=0

algebrai eqyenletel:, kérdés milépen dllithatd eld explicit alakjd-

2s

ban ama
?() =0

equenlel, a melynel: gyokei a
g1 , ! qYy

2=A+4+p
kifejezésbal aklént keletlkeznel, hogy benne a i helyére az
VN =0,
w helyébe pedig a
g(w =0

eqyenlet 6sszes gyolkeit helyettesitjiil:.
Els6 tekintetre e probléma megoldasa igen egyszertinek lit-
szik; hiszen megoldasa czéljabol nem kell egyebet tenniink,

mint az
fR). =0
g =0
Ap=2

egyenletekb6l a 2-t és p-t kikiiszobolniink. Elvileg ez igen egy-
szerli dolog, mert az igazi nehézségek esak akkor mutatkoznak,
mikor ezt az elvi kikiiszobolést gyakorlatilag meg is akarjuk valo-
sitani. Tehat fennmarad a kérdés, hogyan hajthato végre e kikii-
sz0bilés valdéban? Ez a kérdés épen az, a melyet a jelen dolgo-
zathan ohajtok megoldani.
Legyen ismét
L= A1y + We®g+* * * +Aam (S)
(¢=1,2,..:,m)

az [iA) = 0 egyenletnek megfelelé egyik linedr helyettesités, a
melynek charakteristikus egyenlete tehat az

f&) =0
1*
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egyenlettel megegyezik ; legyen tovabba

y(/‘f: bﬂiyl'*—b{fgyg“‘}— S +bd71y‘" kT)

p=1,2,...,n)
egyike ama linedr helyettesitéseknek, a melyek a

q (/4) =)
egyenletnek felelnek meg.

Hozzuk most be a kovetkezo roviditett jeloléseket: Az

i B 50

0 R 1
i sorbol és 1 oszlopbol dllo matrixot jeloljiik Ag-val; a
/)“ blﬂ .. bln \
(bQI b'."il e e bg-n‘
bnl an R ¥ e bnn
matrixot B-vel; a
—2 0 & -0

(o 0)
e g

%

n sorbol és i oszlopbol dllo matrixot —z-vel, akkkor a matrixok
Gsszeadasanak ismeretes definiczioja szerint a

bytai—z by SRR T
bg, be«z+“‘i1'_3 Ve oD
by bna eos buntaii—2

matrix jelolésére az
Aii+B—z
jelet kell hasznalnunk.
E jelolésekkel élve, a keresett

D(z)=0
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egyenlet explicite most mir a kovetkezé alakban adodott :*

A11+B—Z Ap coe Ay
7y

AQ:,‘—}—B—-Z ol Wace Au_},n ‘

¢(Z)§E ;=0.

. . . . . . . . . . . .

r Aml Ama B Amm+ B—z

Ezen az alapon a @ (2)=0 egyenlet speczializildsa révén kiilon-
hozo rezolvenseket sikeriil explicit alakban eléallitanom, egyebek
kozott azt is, a melyet Lacrance a gyokkiillonbségek négyzetére
vonatkozolag felallitott.

Hogy a bevezetésben felallitott elv nemesak ily speczialis ter-
mészeti rezolvensek képezésekor hasznilhato czélszertien, hanem
az altalanos elmélet kifejtésében is termékenynek bizonyul, az
még jobban kifog tiinni e dolgozatom folytatasabol, a melyben az
elv segitségével barmely rezolvens-egyenlet felallitdsira oly mod-
szert fogok kifejteni, a melynél az eredeti egyenlet gyékeibol al-
kotott szimmetrikus fiiggvényeknek még dtmeneti hasznalata is
teljesen elkeriilheté és a mely. a rezolvens egyenletet, a dolog ter-
mészeténél fogva bir komplikalt, de mégis teljesen explicit alak-
ban szolgaltatja.

I. A @ (2) = 0 egyenlet tényleges feldllitdsa.

Legyenek az
=0
gyokei
Ryiy Ry szt oA

és feleljen meg a 2; gyoknek az (S) helyettesités

@, &, . .., )

* Ez egyenletben kifejezett tételt Konic Gyvrna mélyen tisztelt bara-

tommal mar 1898 szeptember havaban kozoltem, Ezt azért emelem ki kii-

lom, mert a Comptes Rendus 1899. évi marczius 6-an kiadott fiizetében

STEPHANOS CYPARISSOS eldleges jelentésben egy hasonlo targyu értekezés-

nek kozzétételét helyezi kilatasha, a mely sajal vizegalatdimmal épen ebben
a tételben érintkezik.
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kettds eleme, igy hogy

Ai ﬂ;(t)z all (L‘(’)—{— a]% .’L'(i’—’r & +a1m x(”

m

Ay T =0lgy X+ Agq L)+ -+ + Agm ) 1)

Rm ’Lm—ami "‘(1) +am-ﬂ7 1)+ +a/mmfr 5n) ;
=152, .., m)
legyenek tovibba
Mys Ugy « = oy UUn
a
g(z) =0
egyenletnek gyokei és feleljen meg a 4 gyoknek a (7) helyette-
sités
@, yP, ey
kettos eleme, igy hogy

/lky(ik’an ?/gk)+ bl-.).”/.'_;m‘}“ oo bl"y(ri”
/kag"= i y(k)+ ])ﬂy(gk)_*_ oo bu_,ny(éc)

. . oeen - .

Y= bnﬂ/(’" + bnz,ll(k)+ 13 bmty(k)
(k=1,2,...,Mm)

Ha most (1) alatti egyenldségek koziil a a-dikat 7 J(;g’-\'al, a
(2) alattiakbol a 3-dikat af-vel szorozzuk és e két egyenlGséget
azutan osszeadjuk, és vegul a-nak az

g A SRRl | (5

B-nak pedig a
i e

értékeket adjuk, az egyenldségeknek kovetkezo rendszerét kapjuk:
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(l,‘-.*_/lk)xf)y{(’k)—_—o g w(ii)ygk).}_o ¥ wgi)y(gk}+ N its _*.aalwgi)y;?k)_i,_ eln +0 3 m(ll)yg‘)_l—

0 m(gi)ygk)_i_() : ,x;g)ygzk)+ e +aa9mg2i)y;}k)+ <o 0. m-(;)ygt)_;_
R R U UET R W LR R T e
+ bﬂlwg:)y(ik)_Jr bli@mg)yfgk)_i_... +(bﬂﬂ+a(ra) ag) ylgk).+.+0 5 bﬂnxg)yfyfi)_i_
Al 7 3 > . s - k
+0. 20 9P +0. 20 P+ F Gaari) Y+ +0- 20 Y
+ o1 Fisar i i 2 il
+O 5 w/(’;vb)ygk)_i_o . w%’):l/c(_)k)_*_ vee + _}_aa),lx'f)i)y;qk)_*_ cee +O . '/v/(r:;)y(rz:)' (3)
@G a=1,2,...,m; kp=1,2...,n)
Adott i és k értékhez mn szamu ily egyenléség tartozik a mely
y €gy
az mn szamban 1évé
A(8) 9y (k
mf:’y/(g )
(¢=1,2,..0,M; f=1,2,...,7)
szorzatra nézve homogén linedar egyenletrendszert alkot. E szor-

zatok mindannyia nem tiinhetik el.
Ha ugyanis felteszsziik, hogy
(@) (k) —
Yy 0
(@=1,2,..0y,m; f=1,2,...,7)
akkor, mivel az

s @, Ly &)

kettos elemet képviselé értékrendszernek legaldbb egyik értéke,
pl. .70(;’ a zérustol kiillonbozo, az

;7:5“3/&"’:0, ocg)yé")zﬂ, S e :xﬂyi)y(,{‘)=0, x(g")ZO
reldacziokbol kovetkeznék, hogy
yo=0, y¥=0,...,yw=0,
de ez lehetetlen, mert az

P, Y, o,y W)
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kettés elemet képvisel és igy legalibb egy #® értéknek a zérus-
tol kiilonbozének kell lennie.

Minthogy a (3) alatt felirt homogén linear egyenletrendszer-
nek tehat minden (k) értékpél: mellett oly megoldasa is van, a
melyben nem minden ismeretlennek értéke zérus (hiszen ilyen-
nek létezését épen az imént konstatiltuk), kell hogy az egyenlet-
rendszer determindnsa minden (ik) értékpar mellett eltiinjék. Ha
e determinanst a bevezetésben felsorolt roviditett jelek segitseé-
gével kiirjuk, a kovetkezé egyenloségeket kapjuk:

E ‘111+B'—"(11+/1k) AiQ oo A17!l
AQl A,ﬁ‘*—B—'\)\z +[1k) cee Alm =50
Ami Apo oo Apm—+B —(Aitp2r)

(1=1,2,...,m; k=1,2,..., %)
de ez egyenléségek mar vilagosan mutatjak, hogy a

Z = di—py
=1, s oo sM3 k=1,2 .04 5 B)

Osszegek mindannyian a
iAu—-}—B'—Z Al“.) v s A |
Sirds Agp+B'—2z ... Ap
¥(0)=| s

Ay Ama oo Apm+B'—2

=0

egyenletet kielégitik. Minthogy ennek az egyenletnek fokszima
mn az egymastol kiillonbozéknek feltett (Ai-p) 0sszegek szama-
val megegyez6, ezzel az egyenletnek mar 6sszes gyokeit kaptuk.

Tételink természetesen akkor is érvényes, ha a levezetés fo-
lyamdban behozott megszorito feltevéseket elejtjiik. E megszorito
feltevések el6szor abban dllottak, hogy az

f =0
g(pw)=0

egyenleteknek tobhszoros gyokei ninesenek és hogy tovabba a
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Ait e

=10 00 mi =1, 90, L5 8)
osszegek mindannyian kilonbozok. Ha tehat az

f) =0
g(m)=0

egvenletek diszkrimindnsai rendre

Alzdl (@yq5« - -y Aoy b“, ln )
dy=d5 (A4, - - -, Qum, b“, viayitna)

dy=d, (@15 - - 5 Mo bu» 22 oy bag)

a (Ai+px)-kbol alkothato kiiloinbségek szorzata, a hol a 4 fiigg-
vényjelek racziondlis egész fiiggvényeket hataroznak meg, akkor
megszorito feltevéseink ebben az egy egyenldtlenséghen foglal-
hatok dssze :

A — A (655 5 O O ks D O

Ha most mar a @ (2) részletesen kiirva a kovetkezo :

¢(Z) = gmn__ Clz’nm-i_i_ i _*_(,__ l)m'n s
a hol a :
Cr=0Cx (Qgqseio'es Onn;s b“ jiolo sy Onn)
(k=1,2...., mn)
egyiitthatok az «: és bix bizonyos racziondlis egész kifejezései,
ha tovibba a
z=Ai+pk
(B=1, 2, vs'e; M3 k=1, 2 4ss,' M)
mennyiségeknek az g és by egyiitthatok segitségével racziona-
lisan kifejezett elemi szimetrikus fiiggvényei
C]:: (:I: (a“, “ ey a””n; b“, . ey bnn);
(k=1,2,. .., mn)
akkor a fentebbieken bebizonyitott tétel pontos fogalmazdsa a
kovetkezo :
Valahdnyszor
Ad(@gs « - o 5 Amms bu, X D) 20
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mandannyiszor fenndllanak az dsszes

Ck(au, o ooy Qmmy bn’ ) bnn) :C,k(au’ S % Oy Vi sty bmm)
(k=1,2,..., mn)

eqyenldséqgel ; de akkor ezeknek ismeretes algebrai tétel értelmé-
ben azonosan kell fennallaniok ; fenn kell allaniok még akkor is,
midén

A @ psvie: B s=0315: »o -5 Dnn) =0

vagy a mikor a fentebbi levezelés megszorito korlatail elejtettiik.
Ezzel azonban tételiink is minden kivételt kizéaro modon be
van bizonyitva.

II. A @ = 0 egyenletbél levezetheté rezolvensek.
1. Ha felteszsziik, hogy az
(=0
g(n)=20

egyenletek azonosak, akkor a (7') helyettesités is az (S)-sel azo-
nosan valaszthato, tgy hogy

bu"} = a’urb
(ayf=1,2,...,MmM)
ekkor azonban a
P (2)
TR) = =
@) = Fa)
‘Al1+A‘_Z AIQ . .0 Alfll %
‘AQI A”—}—A-——Z . .. Aim ‘
|
_ 1w Am .. AwmtA—z|
f(22)

= [I{z— A+ X)}

(iZk; 1, k=1,2....m)
m(m — 1)-edfokn egész fliggvény teljes négyzet és ha

¥(z) =[¢ ()%
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akkor a
¢@)=0

. il )-edfokﬁ egyenlet az

9
() =0
egyenletnek ama rezolvense, a melynek gyokei a
2 =2+ A

kifejezéshol az Osszes m! szamban levd permutatig alkalmazasa
alapjan keletkeznek.

2. Ha a
g (‘u) =344,

q (—/L) =0

egyenletet a

negativ egyenletével feleseréljiik, akkor ez tigy térténhetik, hogy
a bir egyiitthatokat a
bix =— bir
4, k=1,2,...,1m)

egyiitthatokkal potoljuk. Ennek kévetkeztében a

Ay+B'—z Ay oo A \
b b o s
L Aml Am~2 .. Amm—}—B’—z 1

egyenletnek gyokei
2=Ai—ug
(=1,2,...,m; k=1,2, ...,n)

tehat nem egyebek mint az
f)=0
gp)=0

egyenletek gyokeibdl alkothato dsszes kiilonbségek. Mint érdekes
mellékeredményt felemlitjiik, hogy a
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PO e

| A FREE e
et SaE e
iAm1 Amﬂ sfm e AmmTBg
a hol
B'=—B
-t irtunk, az
f0) =0
gw=0

egyenleteknek rezultinsatol csak az elgjelben killonbozhetik, ugy
hogy ezzel a rezultinsnak figyelemre mélto Gj alakjara jutottunk,
a melyb6l Bizouvr theoremadja egyszertien levezethet6.

3. Ha ismét felteszsziik, hogy az

=0
és
g =0
egyenletek azonosak, akkor a
A11_A‘_Z 1112 D Alm .
v, ) = A, Ap—A—z ... Ay
| Aml AmQ skgize Amm |

m?-foku egész fiigevény z2"-mel oszthato. A
= B

Bl o

=
m(m — 1-foka egyenlet most az
fl@)=0
egyenletnek ama rezolvensét adja, a melynek gyokei a
R Ry e a5 i
gy6kokbol alakithato 6sszes kiillonbségek : a

X(0)
kifejezés az alapul fektetett
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f@)=0

egyenletnek discriminansatol ecsak az eléjelben kiillonhézhetik.
4. Ha a ¥y(2) részletesen kiirva a kovetkezo

[

e T D GRS }
| Oy Tg9—2 « « « A9y {
7, (2) = ‘ |
|
| Oy oy oo Byy—2
(v—m?)

es
Bir= i1kt @igttor+ - * - + ity
(k=12 ...,vyy =m?)

Biuu—2 P s ﬂivj
B Bp—% . .. ﬂavf‘

et e ; |
ol S0 o Ol

akkor az

,Q(z):L

m(m — 1)-edfoku raczionalis egész fiiggvény teljes négyzet, és ha

2 = {0 @),
akkor a
(@) =0
m(m — 1)

T -edfokt egyenlet explicit alakan adja ama LacrANGE-

tol eredé rezolvens egyenletet, a melynek gyokei az
fA)=0
egyenlet gyokkiilonbségeinek négyzetei.

5. Végiil legyen szabad az elemezett viszonyokat példaval is
felviligositanom. Legyenek

. =R ay Vo
f(k): ! a % Z ‘ == l —(all‘{'_a',zg)l'{"‘a“a%—alQaQi:O
| Q19 99— A |
és
byy—p by by
g (ﬂ) = le bg.a_ll b% | — 0

| by bso bag— ‘
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a megadott egyenletek, akkor

D(2)=
by+a,—2 by big Ayp 0 0 |
Dy byt —2 bog 0 Ao 0 }’
| by Boy Doyt —2 O 0 e 1
g 0 0 by +an—2 by b ‘
0 Ay 0 by, bag+@go—2 by i
0 0 Gy bs by bag+gp—2

egyenlet gyokei
;‘1+/‘1v A]+l‘~2: ;‘1+/‘3! )‘v_)"i"lip Ag‘f‘#g- Aotz

Ha az fid)=0 egyenletre vonatkozolag megalkotjuk %y(z)-t, akkor
ennek dltalanos fejtegetéseink értelmében 2%-tel oszthatonak kell
lennie. Valoban

i—“Z gy — Oy 0 .
I dp—0y—2 0 — 0y |
7. () = | 12 90 (b4 12 —
2(%) * — Qg 0 gy — g —2 gy
& 6 — Qg 77 4
; = 22 (22— (@) — Ag9)* — Bayyty ],
gy hogy 7.0
2z
Ni(2)i= %— = 28— (g~ Ugg)* — Lly9 g,
és ebbol

X(0) = —(ayy — Qgp)* — bty =4 (a1 Aoy — 015091 — (a1 + o)
valoban nem mads, mint az
=0

egyenletnek diszkriminansa. :
Rados Gusztdv.



A LINEAR DIFFERENCZIALEGYENLETRENDSZER
EGYIK REZOLVENSE.

1. E sorokban azt a linear differenczialegyenletrendszert al-
kotjuk meg, melynek integalrendszere két, allando egyiitthatokkal
bir6, homogen linear differenczialegyenletrendszer integralrend-
szerébdl alakul oly médon, hogy az egyik rendszer egyes tagjait a
masik rendszer egyes tagjaival megszorozzuk. Ezzel egy oly homo-
gen linear differenczialegyenletrendszerre jutunk, a melynek karak-
terisztikus egyenletének gyokei a két adott differenczialegyenlet-
rendszer karakterisztikus egyenleteinek gyokeinek dsszegei. Vagyis:
explicit alakban nyerjik két algebrai egyenlet gyokeinek dsszegére
szolgalo rezolvens egyenletet, ugyanabban az alakban, melyben
legelészor Ranos ur e rezolvenst eléallitotta. Ugy vélem e kozle-
ménynek némi érdekességet kolesonoz az a kortilmény, hogy jbol
igen egyszeri példajat latjuk a linedaris transzformacziok korébe
tartozo problemaknak a linear differenczidlegyenletekkel kapeso-
latos targyalasanak.

2. Ha adva van a kovetkez6, homogén linear differenczial-

egyenlet :
Ym+a, Y4,y ... | q,y=0, 1)

melynek egyiitthatoi allando szamértékek, akkor, miként ismeretes,
ezen egyenlet 7 fliggetlen partikularis integralja :

A . eal.'t’ elxz.l?’ SO eanll' 2)
ha az » szamu « az

* L. e kotet 1. lapjain.
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f(@)=a"+a,a" 1+ a2+« . . =0 3)

karakterisztikus egyenlet kilonbozé gyokei.
Ha tovabba adva van a kovetkez6 :

d
’Iz'i_ = U Y1+ Yot -+ AnYn
l
'(;{3 = OgY;+AgYot - -+ danyn
4)
1.
ldf% = GniY1+noYat -+ Annn

homogén linearis egyenletrendszer, a melynek egytitthatoi szintén
allandok, akkor e rendszer 7 partikularis integralja éppen olyan
alak®, mint a 2) alatti rendszer, ha az a« szamértékek a 4) alatti
rendszer karakterisztikus egyenletének, a

[ A D T
Goiis Gag==&y oo O |
¢ (@) = =0 5)
pi, Angy, - . Qpp— 0

egyenletnek kiilonboz6 gyokei.
3. A homogen linear differenczial egyenletet mindig atalakithat-
juk homogen linear differenczialegyenletrendszerré. Ha ugyanis

Y=Y Yo=Y’ Y3=Y"s . . o Y=y v

teszsziik, akkor az 1) alatti differenczialegyenlet a kovetkezé alak-
ban irhaté :

g e N =

St e Sl

dyn-1 it Gl
C — __(al y(’n—-“_}_aiy(’n—ﬂ)—*— A —+—a,ny). b)

da
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Ha az 1) alatti differenczialegyenlet partikularis megoldasa e«,
akkor a neki megtelel6 6) alatti rendszernek partikularis megoldas

rendszel :
y:pu.r’ y’=awl.r’ A y(n—l)zaw—leur;

vagyis a 6) alatti rendszer karaklerisztikus egyenleteinek gyikei
megeqyeznek az 1) alatti differenczidleqyenlet karakterisztilus
eqyenleténel: gyokeivel.

A 6) alatti rendszer karakterisztikus egyenlete :

—u, i[5 0, R )
0, —a, 5 L4 )
fla) = 5 : ! Sy, =40 7)
| =@n, —Op-1, —On-a; .. —Qi—0a}

és ezen egyenlet megegyezik a 2) alattival. Kzzel egyultal képescl:
vagyunk minden algebrai egyenletnek karakterisztikus eqyenlel
alakjdaban valé elddllitdsdra.*
Igy pl. az :
[ (@)=ax*+ a2+ a, %+ asx+a,=0

egyenlet a kovetkezd alakban irhaté :

Gy, Ay, Ay, A+

4. Legyen adva két, allando egyiitthatokkal bird, homogén linear
differenczial-egyenletrendszer.
Az egyik n-edrendti :

* L. RApos G. Az adjungalt helyettesitések elméletérsl cz. értekezését.
M. Ph. L. I1I. k. p. 19.

Mathematikai ¢és Physikai Lapok. X. 2
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d
d'li,l = Qg Yyt Yat - FWnln
d
dy;.% = gy Y+ 0aa Yot -+ +AanYn
8)
dy,
Ty{;* = Ay Y1+ AnaY2—+ - - - +annlYn
a masik pedig m-edrendi :
dz
d; == I/“Z1+b1,_,22+ o+ o+ bimZm
d
_di; = b21z1+ b@gzz+ oo bamzn
9)
dz,
7;],,;;" _— bm121+ meZg—{'— bt bmmzm -
Feladatul tizzik ki azon mn-edrendi differenczialegyenletrend-
szer megalkotasat, melyet az osszes :
Vik=YiZF 10)

(=1, 000 o=l (i, M)
megoldasok kielégitsenek.

Ezen egyenletrendszer azonnal folirhato. Ugyanis

n m
/ ’ ! .
Vik=Y2k+ Yz = 3 dir Yr2r)+ I brs (4:25)
! 1
azaz

m g : m
o e ?’ WirVyr+ 12“ bjsvis . 11)

(izl,ﬂ,...n

w=1 0, M
Ha a 8) alatti rendszer valamely megoldasanak rendszere :
y1:Alea.r, !/Q:Agea.r’ ey _l/n=A"C"‘r

és a 9) alatti:
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P 1 o LA AN N R R S

akkor a 11) alatti resolvens differenczialegyenletrendszer egyik
megoldasi rendszere :
vig= Ciel“ 07,

t=1,2 ... 0
(xfl,,Q,y...m)

E szerint tehat, ha a 8) alatti rendszer karakterisztikus egyenle-
tének [(a)=0 egyenletnek gyokei :
(@5, gy - sysisy dn
és a 9) alatti rendszer karakterisztikus egyenletének, ¢ (2)=0-nak
gyokei :

N 2
1y (229 + < o [Jmy

akkor a 11) alatti rendszer karakterisztikus egyenletének gyokei:

T+ By
(=17 5 N k=1, v wm)
Kz a rezolvens karakterisztikus egyenlet kozvetlentil felirhato.
Ha ugyanis az (¢, k) variacziokat a kovetkezd sorrendben alkotjuk
meg:

B DA i U215 995 o o Omuse. o, Nl MmO S

és e sorrendben mindeniknek a neki megfelelé sorszamot feleltet-
juk meg, akkor a karakterisztikus egyenlet baloldalan levé deter-
minanshan az

Hci2ei - vim

gsorszamoknak megfelelé horizontalis sorok a kovetkezé schemaba
illeszthetok :

(11), (12), 13, ..., (Im) (21), (22), . .., @m) :
Gbilon 0 0 0 - |ag OFc e
(i2) 10 PR ) R R S e
o R RS B |
| ‘
(im) ’ s Oy i L i, per et

9%
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(1), (22), st ()
(ll) b1]+(li,'-—r, bj,_,, AR blm T
(ig) bQI s b?‘l—*_aii'—;” v i vy b“.’m
(ig) | b3]’ b32, s ale) b3m
(tm) ‘ Pml» bz, ceey bmm"‘l"“ii‘“?’ bole

m1), m2), ..., (2m)

Ain 0, ey 0
0; Qiny o+ O
R VS Sy

|
|

0, 0, oo Ain

Ezen schemaban a fels6 szamparoknak megfelelé sorszam az
oszlopok rendszamat, a szélsé szamparoknak megfelelé sorszamok
pedig a determinans vizszintes sorainak rendszamait jelentik. Az
igy nyert eqyenlet :

D(r)=0
az f(a)=0 és ¢ (8)=0 egyenletel gyékpdrainal o6sszeqére vonal-
kozo rezolvens egyenlel, mely teljesen megegyezik azzal az egyen-
lettel, melyet Ranos tir emlitett értekezésében megallapitott.

Ha pl.: n=2, m=2, akkor a rezolvens egyenlet a kovetkezd
negyedfoku egyenlet:

| bytay—r, by g 0

' by, bptay—r O, gy e
Ay 0, bytaun—r by |
0, Aoy 5 bét bog+tge—7 ‘

Ha pedig n=2, m=3, akkor a resolvens egyenlet a kovetkezo
hatodfoki egyenlet :
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uTy—7, bigs by, 19, 0, 0
by byot+a—7y, bys, 0, A, 0
bay s by, bptay—yp 0, 0, (g
Ay 0, 0, biutaeu—r by, by
0 gy 0, by bytag—7s by
0, 0, yq b, b, bss+ Opo—7

Belke Mang.




AZ ELMELETI PHYSIKA MODSZEREINEK FEJLODESE
NAPJAINKBAN*

(Els6 kozlemény.)

A korabbi évszazadokban a tudomanyt a legkivalobb elmék mun-
kaja ugy vitte folytonosan de lassan elére, mint a hogyan a szor-
galmas és valialkozé szellemi polgarok épitkezései egy régi varost
folytonos gyarapodasban tartanak. Ezzel szemben a géznek és a
tavironak szazada a tudomany fejlédésére is rasiitotte ideges és
hirtelen tevékenységének hélyegét. Kiilonosen a természettudoma-
nyok ujabb fejlédése hasonlit a legmodernebb amerikai varoséra,
mely egy par évtized alatt falubol millios varossa alakult.

Bizonyara joggal mondjak Lemnitzrol, hogy 6 volt az utolso,
a ki képes volt koranak osszes ludomanyat egy fejben egyesiteni.
Ujabb id6ben is akadtak férfiak, kik ismereteik rengeteg terjedel-
mével csodalatra méltok. Csupan Hervnovrrzot emlitem fol, a ki
négy tudomanyt, a boleseletet, mennyiségtant, physikat és physio-
logiat egyenl6en mesterileg kezelte. Csakhogy ezek az emberi tu-
dasnak mégis csak egyes, egymassal tobbé-kevésbbé rokon agai
voltak ; amaz sokkalta messzebbre terjed.

Positiv ismereteinknek ily rengeteg és rohamos kiterjedése maga
utan vonta a tudomanyban a munkafelosztasnak a legaprobb rész-
letekig valo terjedését, olyannyira, hogy ez talan mar egy modern
gyarral hasonlithato oOssze, melyben az egyik egyebet sem tesz,
mint csupan leméri, a masik levagdalja, a harmadik beolvasztja a
részfonalakat stb. Az ilyen munkafelosztas a tudomény gyors hala-

* Boltzmann Lajos eldadasa, melyet 1899, szept. 22-én a miincheni
lermeészettudomanyi tarsulat kizgyilésén tartott,
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dasat bizonyara rendkiviil elémozditja, s6t ezen szempontb6l az
egyenesen mellézhetetlen ; de épen oly hizonyosak a benne rejlé
nagy veszedelmek is. Mellette elvész az egész folotti attekintés, mely
minden idealis és a régi gondolatoknak lényegesen 1j és csupan
lényegesen 1Uj kapesolatara iranyulo torekvésnél mell6zhetetlen.
Ezen hatranyt lehet6ség szerint gyongitendé sziikséges, hogy egy az
ilyen tudomanyos detailmunkaval foglalkozo id6kozonkint valamely
nagyobb, tudomanyosan képzett kozonségnek atlekintést toreked-
jék nyujtani azon tudomanyag fejlédésérdl, a melylyel foglalkozik-

Ezzel nem csekély nehézségek jarnak. A meghatarozott ered-
ményt czélzo egyes kovetkeztetések és kisérletek majdnem végnél-
kiili sora folott az attekintés esak annak nem okoz nehézséget, a ki
épen ezen képzetsorok beutazasat tuzte ki élete czéljaul. Ehhez
jarul még az is, hogy a beszéd rovidsége és az attekintés megkony-
nyitése érdekében mindeniitt nagyszamn 4 jelolés és tudoméanyos
elnevezés hasznalata bizonyult hasznosnak. Az eléado egyrészt
hallgatoinak tirelmét nem meritheti ki ezen j fogalmak részletes
megmagyarazasaval, miel6tt tulajdonképeni targyara ratérhetne ;
masrészt azok nélkiil csak nehezen és tigyetlentil értetheti meg
magat. Azonkiviil a magyarazal népszeriségét sem tekintettiik soha
a fédolognak. Ez a kovetkeztetések szigoriisaganak ellaposodasara
és azon exaktsag foladasara vezetne, a mely a természettudoma-
nyoknak méltd biiszkeséggel viselt epithetonjava valt. Ha tehat
mostani eléadasom targyaul az elméleti physikdnak napjainkban
valo fejlddésmenetének népszerti jellemzését valasztottam, akkor
jol tudtam; hogy czélomat azon tokéletességgel, mint az lelkem
elott lebeg, nem leszek képes elérni, s hogy esupan az altalaban
legfontosabbat durva korvonalaiban tintethetem fol; masrészt
pedig imitt-amott a teljesség kedvéert sziikséges altalanosan ismert
dolgok folemlitésével fogok megiitkozést kelteni. :

x*
A természettudomany legujabb gyors haladasanak 6 oka két-

segtelentil egy kiilonosen alkalmas kutatasi mod feltalalasaban és
tokéletesitésében rejlik. A kisérletek terén az néha épenséggel auto-
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matikusan dolgozik s a kutatasnak gyakran egyéb dolga sincs, mint
az, hogy folytonosan ij anyagot szerezzen, mint a takacs, a ki a
szoviszékre j fonalat rak fol. Igy a physikus tjabb és tjabb anya-
gok szivossagat, elektromos ellenallasat sth. vizsgalja, majd ugyan-
ezen vizsgalatokat a folyékony hydrogénnek, majd a Moissan-féle
kalyhanak hémérsékleteinél ismétli, s ugyanigy folyik a munka a
chemia hizonyos feladatainal. Természetesen az ilyesmihez is még
mindig elég elmeélre van sziikség, mert ki kell talalni épen azon
kisérleti kapesolatokat, a melyek mellett a dolgok sikertilnek.

Nem ilyen egyszertiek a korilmények az elméleti physika mod-
szereinél ; de itt is, egy bizonyos értelemben beszélhetiink az auto-
matikus tovabbdolgozasral.

A helyes modszernek ezen nagy jelentosége okozta azt, hogy
csakhamar nem csupan a tények folott toprenkedtek, hanem gon-
dolkodasunk modszere folott is; igy allott el6 az u. n. megismerés-
elmélet, mely a régi és rosszhiri metaphysikai mellékize mellett is
a tudoméanyra nézve kivalo fontossagu.

A tudoméanyos modszer tovabbfejlesztése tgyszolvan azon vaz,
mely az osszes tudomanyok haladasat hordozza ; azért a kovetke-
z6kben a modszerek fejlédését akarom el6térbe helyezni, s az elért
tudomanyos eredményeket ¢supan magyarazatképen fogom kozbe-
fonni. Az utébbiak természetiiknél fogva konnyebben értheték és
altalanosan dsmertebbek, mig épen modszeres dsszefliggéstik szorul
legbehatobb magyarazatra.

Kiilonos inger rejlik abban, hogy a torténeti fejlodés kapesan a
tudomany haladasianak jovéjére vessiink pillantast, a melyet meg-
érnink az emberi lét rovidsége miatt nekiink ninesen megadva.
E tekintetben, mar elére jelezhetem, csupan negativot nyuajthatok.
Nem merészkedem a jovot elborito fatyolt meglebbenteni; ellenben
okokat fogok felhozni, melyek alkalmasok lesznek arra, hogy bizo-
nyos, a tudomany fejlédésére vonatkozo tualsagosan koénnyelmi
kovetkeztetésektsl megovjanak.

x

Ha az elmélet fejlédésmenetét kissé kozelebbrdl tekintjulk, leg-

kozelebb az Winik fol, hogy ez korantsem oly egyenletes, mint a



AZ ELMELETI PHYSIKA MODSZEREINEK FEJLODESE NAPJAINKBAN. 25

milyennek remélhettiik ; st tele van discontinuitasokkal és latszo-
lag épen nem a legegyszeriibb, logikailag megadott Gton haladt.
Bizonyos modszerek gvakran épen most meég a legszebb eredmé-
nyekre vezettek, s némelyek talan mar azt hitték, hogy a tudo-
manynak hatar nélkili fejlodése csupan ezen modszerek folytonos
alkalmazasat kivanja. Ezzel ellentétben azok hirtelen kimertilteknek
mutatkoznak, s kénylelenek vagyunk egészen uj, teljesen eltérd
modszereket keresni. Erre a régi és Gj modszerek kovetoi kozt kiiz-
delem keletkezik. Az els6k allaspontjat ellenfeleik elavultnak, tal-
haladottnak jelentik ki; mig azok az ujitokat a valodi, klassikus
tudomany elrontoiként bélyegzik meg.

Ez kiilonben oly folyamat, mely nem szoritkozik csupan az elmé-
leti physikara, hanem az emberi szellem munkassaganak minden
aganal a fejlédésmenet nélkiilozhetetlen jellemvonasa. Igy talan
LessinG, Scuinier és Gorur idejében némelyek azt hitték, hogy az
ezen niesterek apolta idealis koltészet tovabbfejlesztése a drama-
irodalom sziikségleteit mindenkorra fodozni fogja; holott ma a
drama-koltészetnek teljessézgel mas modjait keresik, s a valodit
talan még meg sem talaltak.

Ugyanigy a régi festészeti iskolaval szemben allanak az impres-
sionistak, secessionistak, plein-airesek ; a klassikus zenével szemben
all a jovének zenéje. Az utobbi talan még nem avult el ? Ennél-
fogva nem ttkozhetiink meg azon, hogy az elméleti physika sem
tesz kivételt ezen altalanos fejlédési torvény alol.

Szamos genialis természetboleseld6 munkalataira tamaszkodva
GaviLer és Newrox oly tant allitottak fol, melyet az elméleti phy-
sika tulajdonképeni kezdeteként kell elismerniink. Newron ehhez
kilonos eredménynyel az égitestek mozgasanak elméletét csatolta.
E mellett minden égitestet mennyiségtani pontnak tekintett, épen
ugy, mint a hogyan az alloesillagokat elsé kozelitéssel a megfigyeld
pontoknak tekintheti. Kettojuk kozott egy az oOsszekotd egyenes
iranyaba es0, s a tavolsaguk négyzetével forditott aranyban allé
vonzoerének kellene hatnia. Amennyiben azt hitte, hogy barmely
ket tomegrészecske kozott ugyanilyen erd hat, s egyebekben a moz-
gasnak foldi testek megfigyelésébol levezetett torvényeit alkalmazta,
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sikertilt neki az osszes égitestek mozgasait, az arapalyt és minden
idetartozo tiineményt ugyanazon torvénybél megmagyaraznia.

Ezen nagy eredmények Newrox kovetdit arra serkentették, hogy
a tobbi természeti tineményeket is egészen Newron modszere sze-
rint csupan alkahnas modositasok és tagitasok segitségével magya-
raznak. Egy régi, még Demokritostol eredo foltevés alapjan a tes-
teket szamtalan anyagi ponthol, atomokbol allo aggregatumoknak
tekintették. Két atom kozt a Newron-féle tomegvonzason kivil még
egy er6t vettek fol, melyet bizonyos tavolsagokban taszitonak, egy
mas tavolsagban vonzonak gondoltak, tgy, a mint az a tiinemé-
nyek magyarazata szempontjabol épen legezélszertibbnek mutat-
kozott.

A szamitas credménye az eleven eré megmaradasanak elve volt.
Valahanyszor bizonyos munka végeztetik, vagyis, a mikor az er6é
tamadaspontja az eréhatas iranyaban bizonyos utat ir le, a moz-
gasnak oly mennyisége all elo, melyet az eleven erének nevezett
mennyiségtani kifejezéssel kell mérni. Pontosan ugyanezen mozgas-
mennyiség all el6 akkor is, ha az eré a test minden részecskéjét
egyenloképen tamadja, mint pl. a szabad esésnél ; de mindig annal
kevesebb mutatkozik, ha az erék csak néhany részecskére hatnak,
masokra pedig nincsenek hatassal, mint pl. a surlodasnal. az titko-
zésnél. Minden ilyen utébbi fajta folyamatnal ennek a hianynak
fejében ho keletkezik. Ennélfogva azt a foltevést allitottak 61, hogy
a hé, melyet azel6tt valami anyagnak tartottak, semmi egyéb, mint
a test legkisebb részecskéinek egymas irant vald relativ mozgasa,
melyet kozvetlentil észlelni nem lehet, mert hiszen magukat ezen
részecskéket sem lathatjuk. De mozgasuk hatasai idegeink részecs-
kéivel kozolhetok s igy a meleg-érzetet létesitik.

Az elméletnek azon kovetkeztetése, hogy a létesitett hé minden-
kor pontosan aranyos az elveszett eleven erdvel, a mit az eleven
er6 és hé sequivalentidjanak neveziink, beigazolodott. F'oltételezték
tovabba, hogy a szilard testekben minden részecske egy bizonyos
nyugalmi helyzet koriil rezeg s hogy ezen nyugalmi- helyzetek con-
figuratioja épen az, a mely a test meghatarozott alakjat megadja.
Folyos testekben a molekularis mozgasok oly élénkek, hogy a ré-
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szecskék egymas mellett elesuszamlanak ; a parolgast a részecskék-
nek a test feliletétol valo teljes elszakadasa létesiti, tgy, hogy a
gazokban s gézokben a- részecskék ttlnyomoan egyenes vonall
mozgashan vannak s elrepiilnek, mint a kilott puskagoly6. Igy
voltak a testeknek a harom halmazallapotban valo el6forduliasa s
a physika és chemia egyéb tényei erdlietés nélkiil megmagyaraz-
hatok. A gazok szamos tulajdonsagaibol azonban az kovetkezik,
hogy molekulaik nem lehetnek anyagi pontok. Ennélfogva foltételez-
ték, hogy azok anyagi pontok complexuma, melyek talan még eg
@®therburkolattal vannak kortlvéve.

Ugyanis azon ponderabilis atomokon kiviil, melyekbél a testek
Ossze vannak téve, egy masodik, sokkal finomabb atomokbol allo
anyagot, a fény-aethert tételezték fol, s annak harantrezgéseibél
majdnem mindazon fénytineményeket sikeriilt megmagyarazni,
a melyeket azelott Newron kiilon fényrészecskék emanatiojara ve-
zetett vissza. Még némely nehézségek fenmaradtak, mint pl. a pon-
derabilis anyagoknal nemecsak el6forduld, de azoknal fészerepet
jatszo longitudinalis rezgéseknek a fénywmthernél valo Leljes
hianya.

Az elektromossag és magnesség terén a tények ismeretét (iar-
vant, Vorta, Oprstept, AMPire €és masok rengeteg modon tagitot-
tak, Farapay pedig azokat hizonyos tekintethen lezarta. Az utobhi
aranylag csekély eszkozokkel az 0j tények oly béségét deritette ki,
hogy sokaig ugy latszott, mintha a jové mar esak mindezen folfe-
dezések magyarazatara és gyakorlati alkalmazasiara fog szorit-
kozni.

Az elektromagneses tinemények okaul mar régen bizonyos
elektromos és magneses folyadékok vétettek f6l. Ampirenek sike-
rilt a magnességet molekularis aramokkal megmagyaraznia s ezzel
kiilon magneses folyadékok folvétele foloslegessé valt, Weser Viv-
mos pedig az elektromos folyadékok elméletét annyiban fejezte be,
amennyiben azt ugy kiegészitette, hogy vele az elektromagnetizmus-
nak minden ismert tiineménye egyszerdt modon megmagyarazha-
tova valt. E czélbol foltételezte, hogy az elektromos folyadékok
¢pen ngy felbonthatok legkisebb részecskékre, mint a ponderabilis
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testek meg a fénywether, s hogy az elektromos részecskék kozt a
tobbi anyagok részecskéi kozt hato erékhoz hasonld erdk hatnak,
egyedtl azt a kulonben lényegtelen modositast tette, hogy a két
elektromos részecske kozt hato erdk a részecskék relativ sebessé-
geitdl és gyorsulasaitol is fiiggenek.

Mig tehat korabban a megtapinthato anyagon kivil még egy
h6anyagot, fényanyagot, két magneses és két elektromos folyadé-
kot sth. foltételeztek, most beérték a ponderabilis anyaggal, a fény-
atherrel és az elektromos folyadékokkal. Mindezen folyadékokat
atomokbol alloknak képzeltek s a physika foladata az egész jovére
nézve abbol latszott allani, hogy a két atom kozotti tavolhatas tor-
vényét megallapitsa, s az ezen koleséonhatasokbol folyo dsszes egyen-
leteket a megfelel6 kezdetfoltételek alapjan integralja.

A fejlodésnek ezen a fokan allott az elméleti physika tanulma-
nyaimnak kezdetén. Mennyire megvaltozott azota minden ! Tényleg,
ha mindezen kialakulasokra, felfordulasokra visszatekintek, akkor
a tudomanyos téren tapasztalatokban megaggottnak tinom fol ma-
gam el6tt! S6t, azt merném mondani, hogy azok kéziil, a kik a régit
a maga egészében lelkiikbe foglaltak, egyediil én maradtam fenn,
legalabb is én vagyok az egyediili, a ki, a mennyire még birja, a
régiért ki all a harczmezore.

Eletem feladatanak tekintem azt, hogy a régi klassikus elmélet
eredményeit lehetéleg tisztan, logice rendezetten feldolgozvan, a
mennyiben erémtol telik, hozzajaruljak ahhoz, hogy a sok jo és
orokre hasznalhato, a mi meggy6zidésem szerint benne foglaltatik,
valamikor ne legyen masodszor folfedezend6, a mi kulonben a tu-
domanyok terén nem volna épen az elsé eset.

Igy magamat onoknek mint reaktionariust mutatom be, mint
hatramaradottat, a ki az Gjabbal szemben a régiért, a klassikusért
rajong ; de azt hiszem, hogy az ijnak elényeivel szemben nem va-
gyok elzarkozott, nem vagyok vak. Ennek, a mennyiben tehetem,
el6adasom tovabbi folyaman fogok igazsagot szolgaltatni; mert jol
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tudom, hogy ¢én is, mint mindenki, a dolgokat szemtivegem subjec-
tiv szinezésében latom.
X

A jellemzett tudomanyos rendszer ellen az elsé tamadas leg-
ayongébb oldalara, a Weser-féle elektrodynamikus elmélet ellen
iranyult. Ez Ggyszolvan viraga a genialis kutato szellemi munkaja-
nak, ki az elektrodynamikus mértékrendszerek koril és szamos mas
munkalatokba helyezett eszméi és kisérleti eredményei alapjan az
elektromossag tanaban halhatatlan érdemeket szerzett. De elmélete
éleselméjiisége és mathematikai finomsaga daczéra annyira magan
hordozza a mesterkéltség latszatat, hogy mindenkor csak kevés
lelkes hive hitt foltétlentl igazsagaban. Ezek ellen fordult MaxweLL
a Weser érdemeinek foltétlen elismerése mellett.

Maxwerr munkalatai riank nézve két szempontbol veendok
tekintetbe :

1. a megismercs elmélete és 2. a physika szempontjabol. Az
elsét illetéleg Maxwerr az ellen 6v, hogy egy a természetrél alko-
tott nézetet csupan azért tartsunk egyediil helyesnek, mert kovet-
kezményeinek egy egész sorat a tapasztalat igazolta. Szamos példan
kimulatja, hogy a timemények egy csoportja gyakran két, teljesen
eltéro modon magyarazhato. A magyarazat mindkét modja egyen-
l6en jol képviseli a tiineménycsoportot. Az egyiknek a masik folotti
elonye csak akkor mutatkozik, ha a esoporthoz @i, eddig ismeretien
tiineményeket csatolunk ; de e mellett is, Gjabb tények megisme-
rése utan a jobbnak bizonyult magyarazat egy harmadiknak engedi
majd at a teret.

Mig talan a régi klassikus physikanak nem annyira a megalkotoi,
hanem inkabb a kés6bbi képviseldi azt preetendaltak, hogy annak
segitségével a dolgok valédi természetét folismerték, addig Max-
wiLL & sajat elméletét a természet oly képének, oly mechanikai
analogianak kivanja tekinteni, mely jelenleg a ttinemények oOssze-
ségét a legegységesebb alakban képes egybefoglalni. Majd meglat-
" juk, hogy Maxwrrr-nek ezen allasfoglalasa az elmélet tovabbi fejlé-
désében milyen hatasosnak bizonyult. Maxwert elméleti eszinéit
gyakorlati sikereivel azonnal diadalra vezette.
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Lattuk, hogy annak idején az oOsszes elektromagneses tiinemé-
nyeket a Weger-féle elmélettel magyaraztak, mely szerint az elek-
tromossag oly részecskékbél all, a melyek minden kézvetités nél-
kil egymasra tetszésszerinti tavolsagokbol kozvetlentil hatni képe-
sek. [Parapay eszméinek hatasa alatt Maxwers egy épen az ellen-
kez nézethdél kiindulo elméletet allitott fol. E szerint minden
elektromos vagy magneses test csak egy az egész teret betoltd
kozegnek kozvetleniil szomszédos részecskéire hat, ezek a kozeg-
nek ismét kozvetlentil szomszédos részecskéire hatnak s igy tovabb,
mig a hatas igy a legkozelebbi testig tovabb terjed.

Az eddig ismert tineményeket mindkét elmélet egyenlden jol
megmagyarazta ; de a Maxwrrr-féle elmélet a régit tulhaladta. Az
els6 szerint, ha egyaltalan sikertl elegend$ gyorsasaggal lefolyo
elektromos mozgasokat létesiteni, ezek a kozeghen oly hullammoz-
gasokat létesitenek, melyek a fénysether mozgasanak torvényeit
pontosan kovetik.

Maxwern ennélfogva sejtette, hogy a fénylé test részeeskéiben
allandoéan rapid elektromos mozgasok mennek végbe, és hogy a
kozegben ezek gerjesztik azon hullammozgasokat, melyek a fényt
alkotjak. Igy az elektromagnetikus hatasokat kozvetits kozeg a ko-
rabban sziikségelt fénymetherrel valik azonossa. s igy azt a nevet
kaphatja, bar sok tekintetben mas tulajdonsagokkal kell azt felru-
haznunk, hogy az elektromagnetizmus kozvetitésére alkalmassa
valjék.

Hogy az eddigi elektromos kisérleteknél ily nemti mozgasok mért
nem voltak észrevehetdk, azt talan a kovetkezoképen Llehetjik be-
lathatova. Tamaszszuk lapos tenyeriinket lassan mer6legesen egy
nyugvo inga radjara, emeljik vele az ingat, a kezet arra felé moz-
gatvan, a merre az inga koloncze fekszik, majd mozgassuk keziin-
ket ugyanigy vissza, s tavolitsuk el az ellenkez6 iranyban. Az inga,
kovetvén a kéz mozgasat, egy fél lengést végez, de nem leng tovabb ;
mert a vele kozolt sebesség igen csekély volt. Mas példa! Az elmé-
let azt teszi fol, hogy a kifeszitett hir esipkedésénél a hir egy
pontja kimozdul egyensulyi helyzetébh6l, majd hirtelen az egész hir
magara hagyatik. En ‘ezt tanulokoromban new hittem el, s ugy
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vélekedtem, hogy a htrt csipkedé a htrnak még kiilon lokest is ad ;
mert ha a hurt ujjammal kitéritettem, s ujjamat hirtelen abban az
iranyban tavolitottam el, a melyben a huarnak rezegnie kellett, a
hir néma maradt. Nem jottem ra arra, hogy ujjamat a har rezgeé-
sének gyorsasagahoz képest sokkal lassabban tavolitottam el, sem-
hogy a hur mozgasat {6l ne tartoztattam volna.

Igy az eddigi kisérleteknél az elektromos allapotok az elektro-
mossag rengeteg nagysagu terjedési sebességéhez képest mindig
aranylag igen lassan vitettek at masokba. Faradsagos elézetes ki-
sérletek utan, melyeknek vezéreszméit a legelfogulatlanabbul maga
ismerteti, végre Hrrrz bizonyos kisérleti foltételekre akadt, melyek-
nél az elektromos allapotok periodikusan oly gyorsan valtoznak,
hogy megfigyelheté hullamok keletkeznek. Mint minden, a mi geni-
alis, ezen kortilmények is rendkiviil egyszertiek. Ennek daczara itt
ezen kisérleti részletekre nem terjeszkedhetek ki. A Hervz-féle, és
kétségtelentl elektromos kistilések alkalmaval keletkezé hullamok,
mint azt MaxweLL el6re jelezte, qualitative semmiben sem kiilon-
boznek a fényhullamoktol. De mekkora a quantitativ kiilonhség !

Miként a hang magassagat, Ggy a fény szinét a rezgésszim alla-
pitja meg. A lathato fényben a legszélsé voros 400 billio, a legszélso
ibolyaszin 800 billié rezgésszammal az extremakat adjak. Mar régen
talaltak hasonlo wetherhullamokat, melyeknél a rezgésszam koriil-
beliil 20-ad része volt a legszéls6 voros rezgésszamanak, illet6leg
3-szorosa a legszélsé ibolyaszin rezgésszamanak. Ezek a szemre
nézve lathatatlanok ; de az elsék, az u. n. ultravoros sugarak hé-
hatéasaik, az utobbiak, az u. n. ultraibolya sugarak chemiai és fosz-
foreszkalo hatasaik folytan ismerheték (6], A tényleges kistilések-
kel Herrz oly rezgéseket allitott el6, melyek masodperczenkint csak
1000 milliészor ismétlédtek és Hrrrz kovetdi ezen szamnak cesupan
100-szorosaig vitték.

Kozvetlentil belathato, hogy az ilyen, a fényrezgésekhez képest
aranylag lassu lefolyasu rezgések a szemre hatassal nem lehetnek.
Herrz azokat mikroskopikus Kkicsinységii szikracskakkal mutatta
ki, melyek ezen rezgések folytan nagy tavolsagokban allo, alkalmas
alaku vezetokben is létesittetnek. Ily eszkozokkel Hertz a MAXWELL
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elméletét legkisebb részleteiben is igazolta és bar megkisérlették a
tavolbahatas elmélete alapjan rezgéseket el6allitani, mégis, Max-
weLL elméletének tulsilya csakhamar senki elétt sem volt mar
kétséges, s6t, valamint az ingak a nyugalmi helyzeten tal a masik
oldalra is kitérnek, végre az ultrak a régi klassikus physika elmeé-
leteinek oGsszes nézeteit elvetették. De errél késébb ! Egyelére meg
ezen fényes folfedezéseknél akarunk iddzni.

A Herrz vizsgalatait megel6z6 id6kben ismert wetherhullamok
némely faja ezen, mas faja mas testekben megy at konnyebben. Igy
pl. a timsonak vizoldata az ultravorés sugarak kivételével az osz-
szes lathato fényt atboesatja; ellenben a lathato fény tekintetében
teljesen atlatszatlan szénkéneges jodoldat azokat konnyen at-
boesatja.

A Hgrrz-féle hullamok majdnem minden testen athatolnak, a
fémek és elektrolytek kivételével. Ha tehat Marcont az egyik he-
lyen igen rovid Herrz-féle hullimokat létesit, és egy sok kilométer-
nyire fekvé masik helyen egy a Herrz-féle hullaimok szemének ne-
vezelt késziilék alkalmas maodositasaval azokat Morse-féle jegyekké
alakitja at, akkor 6 pusztan optikai tavirot létesitett; csakhogy a
masodperczenkint kortilbel6l 500 billio rezgést tevé hullamokat
110 billio rezgésszamu hullamokkal helyettesitette. Ennek az az
elénye, hogy azon hullamok kodon, s6t kdzeteken is képesek at-
hatolni.

Egy fémbol allo hegyen, vagy higanycsoppecskékbdl allo ko-
don épen oly kevéssé hatolnanak at, mint a lathato fénysugarak a
kozonséges hegyen, a kozonséges kodon.

Az ismeretes sugarak sokasagat még Roxteex-nek joggal tinne-
pelt folfedezése, a rontgensugarak is szaporitottak. Ezek minden
testen athatolnak, még fémeken is; az utobbiakon, valamint fém-
tartalm® anyagokon, s igy a calciumtartalmi csontokon is csak
tetemes gyongitéssel mennek keresztil. Az eddig ismert Osszes
sugarfajokat jellemzé tiineményeket, a polarisatio, interferentia és
diffracti6 rajtuk mind eddig még nem voltak ¢szlelheték. Ha a po-
larisatiora egyaltalan nem volnanak képesek, akkor, ha egyaltalan
ténylé;: hullamok, ecsakis longitudinalisok lehetnek ; de fenn kell
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tartani annak lehetdségét is, hogy interferalni is képtelenek, tehat
egyaltalan nem is hullamok, a miért is 6vatossaghol csak rontgen-
sugarakrol szolunk, nem pedig rontgenhulldmokril. Ha egyszer
oly testre akadnak, mely ezen sugarakat polarisalja, akkor ez a
mellett bizonyitana, hogy qualitative egyenl6k a fénysugarakkal;
de e mellett sokkalta rovidebb rezgéstartamtiaknak kellene len-
niok, mint a legszéls6 ultraibolya sugaraké; vagy, mint nehany
physikus hiszi, gyorsan egymasra kovetkezé lokésszert hullamok-
bél kellene allaniok.

A sugarak ily talsagos sokfélesége mellett majdnem hogy szem-
rehanyassal szeretnok a teremtét illetni, mert szemeinket azoknak
oly csekély korére tette érzékenyekké. Ez itt is, mint altalaban
igazsagtalansag lenne ; mert az embernek mindenben a természet
egészéhol csak egy igen kis tartomany adatott kozvetlen kinyilat-
koztatassal, de viszont elméje felruhaztatott azzal a képességgel,
hogy a birodalom tobbi részeil a sajat megeroltetésével ho-
ditsa meg.

Ha a rontgensugarak, mint azt felfedezdjik mindjart kezdetben
elhinni igen hajlandé volt, s a mi ellen még most sem sz6l egyet-
lenegy tény sem, tényleg fénywethernek longitudinalis hullamaibol
allanak, akkor ebben egy sajatsagos, s a tudomany korében nem
épen elszigetelten allo esettel volna dolgunk. A klassikus elméleti
physikanak a fényeether alkatarol meg volt a maga kész nézete.
Igazsaganak megdonthetetlenségéhez, mint azt hitték, még csak
egy hianyzott, t. i. a longitudinalis eetherhullamok. Most, mikor
mar bebizonyult, hogy a fénywxthernek egészen eltéré alkattal kell
birnia, mert hiszen elektromos és magneses hatasokat is kell
kozvetitenie, most, mikor a fény=therr6l alkotott régi felfogas
mar letargyalt dolog, eljutottunk post festum a longitudinalis
wtherhullamok folfedezésével az oly nagyon ohajtott beigazola-
sahoz.

Hasonl6 sors érte az elektrodynamikanak Weser-féle elméletét.
Ez — mint mar lattuk — azon alapszik, hogy az elektromos tome-
gek hatasa fligg azok relativ mozgasatol, s épen akkor, a mikor a
Weeer-féle elmélet elégtelensége véglegesen hebizonyittatott, buk-
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kant Rowraxn a Hermuwovrz laboratoriumaban direct kisérletek
alapjan arra, hogy mozgo elektromossagok masként hatnak, mint
nyugalomban lev6ék. Korabbi idéklen valoban hajlandok lettek
volna ezt a Weser-féle elmélet kozvetlen bizonyitékanak tekin-
teni. Ma azt tutjuk, hogy ez nem (. n. experimentum crucis, sét,
hogy az a MaxweLL-féle elméletnek épen olyan kovetkezménye.

A Wgeser-féle elmélet egy modositasabol tovabba kovetkezik,
hogy nemecsak az édramot szallité vezetok, hanem ezekben maguk
az aramok is a magnestdl eltérittetnek. Ezt a sokaig hiaba kere-
selt tineményt is Hart amerikai physikus akkor fedezte fol, a mi-
kor mar a Weegr-féle elmélet hivei megeldzdleg szenvedett sok és
sokkal nagyobb vereségek miatt mar régota semmiféle diadalnak
sem oOrilhettek.

Az ilyen jelenségek bizonyitjak, hogy mily ovatosaknak kell len-
niink, a mikor egy kovetkezmény beigazolasanak az elmélet foltét-
len helyessége mellett bizonyitd koridlménynek akarjuk tekinteni.
MaxwrrL nézete szerint oly képek, melyek sok esetben a termé-
szetre alkalmaztattak, automatikusan még mas esetekben is fodik
egymast, a nélkil, hogy abbol a teljes megegyezésre lehetne kovet-
keztetni.i Masrészt ezen jelenségek azt bizonyitjak, hogy hamis el-
méletek is hasznosak lehetnek, hacsak 10j jellegt kisérletekre 6sz-
tonoznek.

Herrz, Ronreen, Rowrpanp és Harn felemlitelt folfedezései
bebizonyitottak, hogy Farapay mégis hagyott valami folfedezni
valot az utékor szamara. Ezekhez csatlakoznak a legkozelebbi
multnak még egyéb mas folfedezései, melyek kozil csupan a
ZrMANN-éra akarok utalni, mely a magnességnek a kibocesatott fényre
és ezzel parhuzamosan a fényabsorptiora valo hatasara vonatkozik.
Mind ezen tiinemények, melyek kozil sokat mar maga Farapay is
keresett, az akkori eszkozokkel nem voltak megfigyelheték. Ha te-
hat a langész gyakran a legesekélyebb eszkozokkel a legnagyobb
eredményeket is érte el, igy most azt latjuk, hogy viszont, az em-
beri elme sok eredményhez csak napjaink rendkivili médon toké-
letesitett megfigyeld eszkozeivel és kisérletezési techmikajaval jut-
hat el.
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Az imént jellemzett, egészen uj fajta tiinemények legtobbje
most még csak elsé alapvonalaiban dsmeretes. Részleteik kikutatasa,
egymashoz és minden mas ttineményhez valé viszonyuk, némi tal-
zassal azt mondanam, hogy a mathematikai-physikai szovészékbe
valo beillesztéstik a jové szamara a tevékenységnek belathatatlan
mezejét tarja fol. A mar kezdetben elért gazdag alkalmazasok
(Rontgen-fotografalas, sodrony nélkil valo taviratozas, radiothe-
rapia) scjtetni engedik, hogy a mindig csak gyakorlati alkalma-
zasaiban termékeny részletes kutatas milyen eredményekre fog
majd vezetni. Ellenben az elmélet folriaszttatott nyugalmabol,
melybe a mindenek megismerésének hite ringatta, s még mai
napig sem sikertlt az 1j tineményeket egy oly egységes tanna
egyesiteni, mint a milyen a régi volt, st ma inkabb minden inga-
dozik, forrasban leledzik. *

Ezen zavart az emlitetteken kivil még egyéb korilmeények ta-
lalkozasa is el6émozditotta. Itt elsé sorban bizonyos a mechanika
alapjai ellen iranyulo kétségek emlitenddk, melyeket a legtisztab-
ban Kircunorr fejezett ki. A régi mechanikdban minden aggoda-
lom nélkil bevezettetett az er6 és anyag dualistikus folfogasa. Az
~ erdt egy az anyag mellett fonnallé kiilonleges haténak (agens) te-
kintették, mely minden mozgasnak oka; s6t néha-néha arrol is vi-
tatkoztak, vajjon az eré épen ugy létezik-e mint az anyag, avagy
csak az utobbinak egy tulajdonsaga-e, vagy talan megforditva, az
anyag az erének valamely productuma-e ?

Kircunorr-nak eszeagaban sem volt az, hogy ezen kérdésekre
megfeleljen, s6t a kérdés folvetésének modjat czélszeritlennek és
semmitmondonak tartotta. Hogy azonban az ilyen metaphysikus
megfontolasok értékérél ne kelljen itélkezniink, kijelentette, hogy
mind ezen homalyos fogalmakat mellézniink kell, s a mechanika
feladatat a testek mozgasanak legegyszeribb és minden kétértel-
muséget kizaro leirasara kell szoritanunk, a nélkil, hogy meta-
physikus okaival torédnénk. Ezért mechanikajaban csupan anyagi
pontokrol és azon mathematikai kifejezésekrél van szo, melyek ezek
mozgasanak torvényei alapjan formulazhatok ; az er6 fogalma tel-

3*
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jesen hianyzik. Ha Napoleon egykor a béesi kapuezinusok sirbolt-
jaban igy kialtott fol : «Minden hiusag, csupan az eré nem», akkor
Kircanorr a természet kefelevonatanak egyik oldalarol az erét ki-
hizta, megszégyenitvén azt a német professort, a kir6l Karr. Moor
beszéli, hogy gyongeségének daczara kathedrajan az erd lényegét
merészelte feszegetni; de azért Kircnnorr azt nem semmisi~
tette meg.

Kés6bb az «ert» szot Gjra bevezette, de nem mint metaphysikai
fogalmat, hanem mint bizonyos, a mozgasok leirasanal folytono-
san szerepld algebrai kifejezések rovidebb megjelolésére szant ne-
vet. Igaz, hogy kés6bb, az emberre nézve oly konnyen érthetd
izomeroltetéssel valo analogiaja miatt e szénak gyakran fokozottabb
jelentéséget akartak tulajdonitani: de a régi, homalyos kérdeések
és fogalmak bizonyara a természettudomanyokba soha tobbé vissza-

térni nem fognak.
Ford. Bozdky Endre.



A REFRACTIOROL.

A csillagaszati kézikonyvek, pl. Brinvow, Spheerische Astro-
nomie és a refractioval foglalkozo szakmunkak, pl. Brunxs, Die
astronomische Strahlenbrechung (1861 Leipzig) és Rapau, Essai
sur les réfractions astronomiques (1889 Paris) tanulmanyozasa azon
meggyo6zodésre vezet, hogy észlelet itjan nyert zenittavolok redu-
ctiojanal a Sivpson-Braprey-féle formula semmit sem veszitett
értékébol, kivalt ha a benne el6forduld allandék értéke minden
észleleti sor feldolgozasa alkalmaval a kérdéses mennyiségekkel
egytitt meghataroztatik.

Hervert (Hohere Geodesie I1.) mondja, hogy a refractiora
vonatkozo Gjabb, a légkori allapotok alapos ismeretét nagy mér-
tékben elémozdito finomabb vizsgalatok, a csillagaszatra ez ideig
nem voltak befolyassal.

A kovetkezékben a Simpson-Braprey-féle formulanak egy leve-
zetését kozlom, mely talan kielégitébb lesz a Horrzwart-féle isme-
refes munkaban (Elemente der spheerischen Astronomie, Wies-
baden) el6fordulo targyalasnal.

Képzeljik, hogy — a mint az a refractio targyalasanal szoka-
s0s — a légkor végtelen kicsiny dr vastagsagii concentrikus réte-
gekbdl all, a melyeken beliil a leveg stirtsége allandénak tekint-
hetd. Az S-bdl jovo fénysugar minden egyes réteg hataran torést
szenvedvén, utjat egy gorbe vonal NM -— a fényvonal — abra-
zolja, melynek MS' érint6je adja azon iranyt, a melyben az észlel6
a csillagot latja. SPZ = z a valodi zenittavol, mert a refractio
csekély értéke (35") és az égi testek nagy tavolsaga miatt még a
horizonton a Holdra nézve sem lehet észrevehetd kiilonbség SMZ
és SPZ kozott.
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masrészt 2 = o -+ e, mert a légkor hataran a torési szog a beesé
szoggel egyenlének vehetd ; ebhol

dz = dx -+ de. 3

Az (1) alatti egyenlethdl logarithmusos differentialas utjan
nyerjik :
drisiiddn de
S+ =0

7 1 tge
tehat tekintettel (3)-ra
dr | dn dz—dx

— S SR T 0!
r s tge
mihdl
: dr dn )
£7 == § 14 et Koy —1 . t >
dz da ( R —+— il ge
kovetkezik.

Ily modon a refractio szamara nyertink egy differentialegyen-
letet, a melyet integratiora alkalmasabba teszink, ha (a) segélyé-

vel dx-t eliminaljuk és tge helyébe - il}if: -t irunk.

dn sin e
ot = i "
n Y 1—sin’e

A Folddel érintkezo légréteghen e=z', n=mn,, r=A-dr, ha A
a Fold radiusa, tehat

71 sin e = (A+dr) n,sin 2’

egyenletbdl, ha dr-t azaz a csekély MP magassagot A mellett el-
hanyagoljuk

: n e AT e
sine= —.—.sinz".
Ve
Legyen
A n,
0
) —_— ==
P R T e
tehat

1 . Ao
b
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akkor (;) atmegy a kovetkez6 alakba :

= £ bpjfii‘#_ - dp, (2)
V' 1—plo?sin®z’

mely differentialegyenlet integratiojanak lehetésége azon relatio
felallitasatol fugg, mely 1 és p kozott fennall. Ismeretes azonban,
hogy a kiilonrboz6 magassagi légrétegekben uralkodo légnyoma-
sok és hémérsékletek irant nem vagyunk annyira tajékozottak,
hogy képesek lennénk p-t a p fiiggvényeként eléallitani. Cassint D.
a refractio kiszamitasanal azon foltevésbél indult ki, hogy a fény-
sugar allando striségl légkoron megy keresztil és ezen alapon
oly tablat allitott ossze, a mely 45°-0 zenittavolokig a ma hasz-
nalatban 1évé tablazatoktol legfeljebb 1"-czel tér el. Ma mar tud-
juk, hogy a refractio a levegé stirtiségével novekedik, emez pedig —
allando hémérsékletet tételezve fel — a magassag novekedésével
geometriai haladvany szerint kisebbedik, gy hogy a szoban forgo
integratiot
hypothesissel teszsziik lehet6vé, hol p egy ismeretlen allandot jelol.
Helyettesitve p értékét, nyerjiik (2)-hol

sin 2'd

dz= - (4)

pPt 11/1 — w_—?' sin z')?
egyenletet, melynek integralja a refractié értékét, azaz a valodi
zenittavolnak fénytorés okozta valtozasat adja. Ha az integratiot
a légkor azon hataraig terjesztjik ki, a mely mar szamitasba vehetd
fénytorést okoz, a csillagaszati, kisebb magassagig ferjed inte-
gratio mellett a foldi refractiot nyerjiik.

SO n, n, ; i
A refractio értéke —2 =1, —2 —— ,; hatarok kozott :
" 1 ;
!l

R =sin z’J ]1) arcsin (» " sinz') 4 }

mibo6l eldszor
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arcsin (n=? sinz’) = z' — pR,
és azutan
' sin(z'—pR) = p~Psinz’
kovetkezik. p~7 eliminalhato, ha Rg-t, a horizontalis refractiot
vezetjik be; ha 2'=90°, cos pRy,=— »~?, ligy hogy
sin (z'—pR) = cos pRy,. sinz'.

Ezen egyenlet tovabbi atalakitasa eczéljabol mindkét oldalhoz
elészor sinz’-t adnak hozza, tovabba mindkét oldalabol sin 2'-t
kivonva és a két egyenletet egymassal elosztva, nyerjiik a Sipmson-
Branrey-féle formulat :

R=a.tg(z'—BR), (5)
ha tekintetbe veszsziik, hogy

P e i e B 1008 0B
to : R = ) ReosinVs iy psi“-|”'1_}-cospRm’ &3

19=3

Hogy a valtozo légnyoméas és hémérséklet is tekintethe vétes-
sék, jeloljik R’ és R"-vel a b, és b barometerallasoknak megfeleld
refractiokat. Allancé homérséklet mellett

R": R = b: b,

Ha R" és R' {,, R pedig ¢t hémérsékletnek felel meg, akkor

B R (1 3 ’;7{0—) 1

ugyanazon b légnyomas mellett. R eliminatioja utan

B Yo iioa, (6)

t—t
by
A «Nautisches Jahrbuch» (Berlin) a {,—=10 C° és b,=760 mm-
nek megfeleld refractiot kozéprefractionak nevezi: ha ezt Rj-val
jeloljik, akkor a ¢ és b-nek megfelel

273b

o RU"’7¢?()TQ63+t» !



42 FROSS KAROLY.

mely képlet végre ily alakban irhato

R = RBT = atg(z’—pR,) BT, (7)
hol
B e
B Feo . A ©

a légnyomasnak és hémérsékletnek megfelel$ correctiok.

A refracti6 a és £ allandoi az észleletek egy sorozatahoz a «leg-
kisebb négyzetek elvér-nek alkalmazasaval esetrol-esetre meg-
hatarozhatok, és ekkor a B és T correctiokrol természetesen nin-
csen sz0. A szokasos kozépértékeket 0. m. a=—>57-8", #=2-7 alkal-
mazva, €s

Ry, =578".tgz", R,= 57-8".tg(2'—2'7Ry), R= R,BT

formulakat hasznalva, a refractio szamara 80°-1 zenittavolokig
oly értékeket nyertem, a melyek a «Nautisches Jahrbuch» BesseL
és ARGELANDER formulai szerint kiszamitott refractioitol alig
1"-czel térnek el.

Fross Kiroly.



AZ ELEKTROMOS KIARAMLAS ES ANNAK HATASA
A FOTOGRAF-LEMEZRE.

A Kathod és Rontgen-sugarak felfedezése ota az elekiro-magne-
ses térben torténé sugarzasok mind bévebb és bovebb vizsgalatok-
ban részesiilnek. Cook, angol fizikus a kozonséges elektromos ki-
aramlasokat tette kutatasainak targyava és e kozben igen meglep6
eredményekre jutott.* Ismeretes, hogy a vezetok feliletérsl az
elektromossag kisugarzik a dielektrikumba. Ezen aramlas kiilonosen
ott intensiv, hol a vezeté csucshan végzédik. A vezet6vel érintkezd
levegérészecskék elektromossa lesznek és a stirdség négyzetével
aranyos erdvel elloketnek. Igy keletkezik a jol ismert elektromos
szél jelensége, mely a gyertya langjat is kiolthatja. Cooxk ezen jelen-
ségekre forditotta figyelmét. Az elektromos aramlasokat tobbféle
modon allitotta el6 : hasznalta a kozonséges dorzsolve elektromozo
gépet, tovabba az influentia gépet és végil a Ruhmkorffot. Ez
utobbi két gépnél az elektrodokat olyan tavolsagnyira kell szét
huzni, hogy szikra mar ne iithessen at.

Ha a hegyes vezetén a negativ elektromossag aramlik ki, akkor
az elektrod vége kékes szinben fénylik, ha azonban a positiv, akkor
a cstics végén keékes ibolyaszinti bojt jelenik meg, melynek hossza,
eréssége s szélso sugarai altal bezart szoge a fesziltségtol, az elek-
trod s a levegd természetétdl és még egyéb, szamba sem vehetd
kortilményektél fiigg.

Cook mindenekel6tt kozonséges mérlegeléssel meghatarozta

* Philosophical Magazine 1899 jan.
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azon erd nagysagat, melynek hatasa kovetkeztében a levegérészecs-
kék az elektrodrol visszapattanak. Ezen er6 a kisérleti feltételek
mellett és 43,000 volt esetében 0-24 gr-ot tett ki, ha a mérleg
cseészéjét kozvetlentl az elektrod ald helyezte. A mérleg a positiv
elektromossag hatasat 0-6 m., a negativét 0.48 m. tavolsagban még
megeérezte.

A leydeni palaczk vagy az elektroszkop a kidramlasok kozelé-
ben a positiv elektromossagtol positiv, a negativ elektromossagtol
negativ toltést kap. Elektroszkop esetében a toltés annal nagyobb,
minél nagyobb annak gytijté lapja. Az egyik elektroszkop 43,000
volt fesziiltségtdl még 4 m. tavolsagban is kapott toltést. A hatas
teljesen fliggetlen az elektroszkop helyzetétsl és esak a tavolsagtol
fiigg. Mindenesetre meglepé eredmény, mert azt vartuk volna,
hogy csak az aramlasok iranyaban lehet hatas. Ezzel szemben Coox
kisérletileg meggy6z6dott, hogy elektroszkopja majdnem ugyan-
akkora toltést kapott, akar az elektroddal szembe, akar alaja, mo-
géje vagy oldalvast allitotta. Ebbdl az kovetkezik, hogy az elektrod
végsO pontjabol minden iranyban van aramlas. Ezen jelenség tehat
a sugarzassal erts analogiaban all.

Ha az elektrédot drothaloval vessziik koriil, a hatas egészen
elmarad, ha azonban a halo egyik oldalan nyilas van, a tovabb-
terjedés ismét minden iranyban torténik. Az elektrod vagy az
elektroszkop kozvetlen kozelébe helyezett fém vagy falap a hatast
esak kisebbiti, de meg nem semmisiti; nagyobb tavolsaghan pedig
semmi észrevehetd kiilonbséget sem okoz.

Ismeretes, hogy az clektromos Kkistilés ozont fejleszt; ugyanez
torténik a kiaramlasoknal. Van azonban egyébb chémiai hatas is
pl. a natriumjodid-bhol kivalik a jod. A negativ elektromossag
ugyanazon idében 5--8-szor tobbet valaszt ki mint a positiv.

A kiaramlasok az elekirodokrol nem szakitanak le apro fém-
részecskéket. Cook az elektrod végéhez igen kozel savval megtoltott
csészét teth és az aramlasokat hosszi idén at fejlesztette, de a sav-
ban a legkisebb valtozas sem volt észlelhet6. Az elektrodokat
hasznalat el6tt és tobb havi hasznalat utan mikroszkoppal vizsgalta
meg, de semmi valtozast sem birt észrevenni.
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Az elekiromos kiaramlasok legmeglepébb tulajdonsaga az, hogy
fotograf-lemezre hatast gyakorolnak. Az influentia-gépbél eredé
aramlasok hatasa nagyobb mint az induktoriumbol eredéké ; ott is
a positiv elektromossag a hatasosabb. Az érzékeny lemez az aram-
lasokat nagyobb tavolsagban is megérzi. Az elektrod s a lemez
kozé helyezett szilard test arnyékot vet, melynek széle csak akkor
elég éles, ha a targy kozvetlenil a papirosha burkolt lemezen
nyugszik.

Az aramlasok siklaprol a visszaverddés torvényei szerint verdd-
nek vissza, s ezutan is megtartjak fotografalé hatasukat. Uveg és
fémlap egyarant ver vissza. Ha az aramlasok tisztin csak meg-
elektromozott levegorészecskékbdl allananak, akkor a visszaverd
lapnak adnak at toltéstiket, a mely ezt levezetné a foldbe. Ily kortil-
mények kozott a visszavero lap sem mutathat toltést s visszavero-
dés sem léphet fel. Cook az ellenkezérol gy6z6dott meg.

A legérdekesebh kérdés mar mosl az, van-e ezen sugaraknak
oly athatolo erejik, mint a Rontgen-féléknek ? E kérdésre igen
egyszerti kisérlettel lehetett feleletet adni. Az érzékeny lemezt
barna, fény at nem bhocsaté papirosba csavarta s kis targyakat
helyezett red; mintegy 30 percznyi expositio utan a képet el6hivta
s igen szép éles képet kapott. A vulkanizalt kaucsuk azonban ép-
gy, mint a Rontgen-sugarakat, emez aramlasokat sem bocsatja at.

Kisérlet kozben a lemezre véletlenséghdl kozonséges iropapir
esett, el6hivas utan ennek viznyomata szépen és élesen el6tiint.
Most mar szantszandékkal rajzot, irast, nyomtatast helyezett ra,
hosszabb ideig tartd expositio utin a papiroson 1évé minden jel
élesen feltiint. Ezen meglepé eredmények utan egy telenyomtatott
kartyalapot boritékba tett s igy helyezte az érzékeny lemezre. Az
aramlasok athatoltak a boritékon s a nyomtatast a lemezre le
masoltak. A nyert kép igen éles volt, a papiros rostjai is meglat-
szottak, de a nyomtatast jol lehetett olvasni. Ime, mod arra, hogyan
lehet boritékba zart levelet elolvasni !

Eme jelenségek és a kozonséges fénysugarak kozotti hasonlosag
igen szembeszoké. A mely testek emezekre nézve atlatszatlanok
amazokra is azok, igy pl.: a korom, nyomdafesték. Semmiképen
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sem lehet azonban azt allitani, hogy a fotografalo hatis a kiaram-
lasokkal megjelend, gyenge, kékes fényb6l szarmazik. Hiszen ezen
fény ereje oly csekély, hogy a targyakat absolut s6tét helyen nem
tudja megvilagitani.

Csak tovabbi kisérletek utan lehet majd eldonteni, mi ezen
jelenségek igaz természete, s a fotograf-lemezre vald hatas hogyan
jon létre.

(A Philosophical Magazine 1899 nyoms:n).
Mikola Sdndor.
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30. Adott derékszigi parallepipedonba adott nagysagu szabalyos
oktaéder irando be, azaz ugy helyezendd el, hogy mindegyik szogpontja
a parallelepipedn egy-eqy sikjaban fekiidjék. Megvizsgdalandé, hogy
e problemanak mikor van megoldasa és hogy a megoldasok szama tekin-
tetében mindg eshetiségek foroghatnak fenn. (KiirscrAKk.)

*

Elsd megoldds dr. Szabé Péter dll. felsébb lednyiskolai tandr
wrtél Budapesten.

1. Ha adott parallelepipedonba szabdlyos oktaédert irunk, elébb meg
kell dllapitanunk, hogy az oktaéder minden egyes csiicsa a parallelepipe-
don melyik oldallapjdra essék. Kiilomboz6 megillapoddsok a kitizott fel-
adatnak mds-mds megolddsit kivinjak. A kovetkezokben az oktaéder két-
két dtellenes csuesit a parallelepipedonnak két parhuzamos lapjira helye-
zem, mert ekkor és csak ekkor esik ssze a két poliéder kizéppontja.

Még igy is két lényegesen kiilomboz6 esetet kell tdrgyalnom. Ugyanis
bocsdssuk a parallelepipedon hirom egymisra merdleges — de egyébirdnt
tetszés szerint vilasztott — lapjira a két poliéder kozos O kozéppontjdbol
az n,n,n, merélegeseket. Tovibbd kossiik 6ssze O-t a parallelepipedon
kivilasztott hdrom lapjdira esé oktaéder-csucsokkal. Az oktaédernek fgy
nyert fél dtl6i legyenek rendre e,e,e,. A megkiilomboztetends két eset
egyikében az e.e.e, és n,n,n, triéderek egyenl értelmiiek, a masikban
ellenkezé értelmiiek.

Tovibbd a beiras is kétféleképen értelmezhets. Az elemibb felfogds
szerint az oktaéder egészen a parallelepipedon belsejébe ess€k, tehit a be-
irt poliéder csticsai nem helyezheték a koriilirt poliéder lapjainak folyta-
tasdara. Magasabb dlldsponton ellenben e megszoritdst elengedjiik. Részem-
16l ez utébbi felfogdst fogom kovetni, tehdt nem bocsdtkozom azon egyen-
lotlenségek vizsgdlatiba, melyeket a sziikebb értelmezés a, b, ¢ és R-re r6.

2. Az analitikus tdrgyaldsra vilaszszunk oly derékszogl rendszert, a
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melynek kezdépontja a parallelepipedon kézéppontja. A tengelyekel iri-
nyitsuk gy, hogy az oldallapok egyenletei

rT=a y=>b 2==C

legyenek ; 2a, 2b, 2¢ az élek fél hosszisigai.
A jelolést vigy valasztjuk, hogy

a=>b>c.

Az oktaéder nagysigét a koriilict gsmb R sugara jellemzi. Hogy ¢ po-
liéder helyzetét meghatdrozzuk, pusztin az

-

rT=a y=b 2=¢
sikokba esé csicsaihoz vont e, e,e, fél dtloknak

% Bi g
(i=1,2,3)
irdanycosinusait kell kiszdmitanunk.
E kilencz ismeretlen meghatirozdsira két rendbeli feltételiink van.
Tudjuk, hogy
a b c
G R ‘32: R /B e R > (1)

tovibbi megilletik 6ket azok az Osszefiiggések, a melyek minden orthogo-
ndlis rendszerre helyesek :

=k, i, k=1,9,3)

Feladatunk elsé sorban az (1) és (2) alatti-egyenletek megolddisit ko-
veteli. Azutdin megvizsgalando, hogy e megolddsok mikor valésak.

A tirgyaldsndl az (1) alatt mondottak szerint két esetet kell megkiilom-
boztetniink. Az elsi esethen az

rT=a y=>b z=c¢ '

sikokra oly oktaéder-csiiesokat helyeziink, hogy az e,e,e, triéder egyenld

értelmti azzal, melyet a koordinita-tengelyek hatiroznak meg; vagyis
ekkor

AR 2

4= B 1s

I‘as .‘93 Ta

|
{
{

|
9
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értéke 1. A masodik esethen az emlitelt triéderck ellenkezi értelmiiek,
tehdat 4=-—1. A két esetel mint két kiilon feladatot tirgyalom,

3. Targyaljuk el6szor
4=1
eselét.
Ekkor a (2) alatti egyenletek koziil azok, melyek e, irinycosinusait lar-
talmazzdk, a kovetkezékkel potolhatdk :

=077 Bar Bi=110— 72 75— 051y (3)
Tehit ekkor feladatunk koveteléseit az (1) és (3) alatti egyenlelek és

a+B+ri=
@+ (4731 ()
a,% +/91 ﬂz +71 7‘2:0
fejezt ki,

Az (1) alatti egyenletek meghatirozzik a,, f,, y,-t. Ha ezek ériékél (3)
és (4) alatt behelyettesitjiik, a tébbi hat ismeretlen meghatirozisdra a ko-
vetkezo egyenletrendszert nyerjiik :

a+RF+ Ry =R
R*a?+b* +RY*%: =R
aa,+b3, +Ry,r, =0 (5)
'Rar;:Rﬂxre*_brl
R@,=Ry,a,—ay,
Re =ab —H”ﬁlaz.

4. Hatarozzuk meg eloszor 3,-et.

Az (5) alalti els6 hdrom egyenletbél :

R (B—1)+a'=—Rp3
R (e3—1)+b*=—R%
2 aa2+bﬂx:'—37’172‘

Innen
(R (fi—1)+a*) (R® (a3—1) + b*)—R*(aa, +bf,)* =0,
vagy kifejtve és R hatvanyai szerint rendezve :
RY(pi—1) (a5—1)—R*(a*+2aba, 3, +b%) + a*b*=0.
Ugyanezt még igy is irhatjuk :
R*(1—@i—a3)—R*(a’ + b*) +(ab— R*B,a,)*=0.

Itt az utolsé tag az (5) alatti hatodik egyenlet értelmében Re négyzeté-
vel egyenlé. Ezt tekintethe vévén, 3, és a, kozt a kivetkezé kapcsolatot
taldljuk :

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 4
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R*(1—f—a8)—a*—b*+c*=0,
vagy maskép rendezve
R — (R*—a’—b*+¢*) + R*a3=0. (6)

Ha innen a,-t az (5) alatti uto)sé egyenlet segilségével elimindljuk, gy
(7, szamara e negyedfoki egyenlelel nyerjiik :

Rt —(R*—-a*—b*+ ¢*) R*Fi+ (Re—ab)*=0. (7)
Beléle : ‘

R =1(R*—a*—b* + S+ V (RP—a—b"+ &) *— i(Re—ab)?). (8)

FEgyszert dtalakitasok ulan :

Rf: = 3(R*—a* b+ c*+V (R—c)*—(a—b)*V (R +c)*—(a-+b)’)
=3(V (R—c)—(a—b)* 4 V (R+c)*—(a+ b))
=3V AVB+V CV Dy,
hol

A=R-1|a—b—¢c
B=R—a+}+b—c¢ ;
C=R—a—b}c )
D=R+a-+b+ec.

Tehal

R3,=3(VAVB+VCVD) (10)

E képlet jobb oldalin mindegyik tag két — egymiistol csak elojelben
killombozé — értéket vehet fel. Az elGjeleket minden lehelé mddon vi-
lasztvdn, megkapjuk a (7) alatti egyenletnek négy gyikél.

5. Az (5) alatti elso egyenletbél

Rri=R—a*—bf;,
¢és ha 7 helyébe annak értékét behelyettesitjiik, gy
Rpi=3(R—a*+b—"— V(R—a’—b*+c*f —4(Rc—ab)’)
=3VAVC—VBVD:
Tehdt 3, minden értékének két 7, felel meg. Az egyiket
=3(VAV C—VBVD) (11)

képlet adja meg, ha a négyzetgyokoknek ugyanazon értékekel tulajdonit-
juk, mint 3, képletében. A y, misik értékét ugyanez a kifejezés adja meg,
csakhogy elobb 3, egyik tagjiban a két tényezo elgjelét ellenkezore kell
viltoztatnunk.
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E szerinl 3, és y, dltaliban nyolcz értékpidrt vehet fel. Ezeket a (11) és

(12) alatti képletek segitségével ugy kapjuk, hogy
VA VB V& AD

kisziil az egyiknek, pl. ¥ D-nek, mindig ugyanazt az eléjelel tulajdonitjuk,
ellenben a t6hbi hiromnak elgjelét minden leheté médon vilasztjuk. Hogy
az egyik négyzelgyoknek mindig ungyanazt az elgjelel tulajdonitjuk, az
onnan van, merl valahdnyszor mind a négy négyzetgyok elojelét ellenke-
zére villoztatjuk, £, és 7, viltozallan marad.

6. Miutdn e, irdnycosinusait kiszamitottuk, a tébbi ismeretlent elséfoku
egyenletekbol nyerjik.

Az (5) alalti utolsé cgyenletet a, szerint megoldviin és 3, helyébe annak
ismeretes érlékét helyettesitvén :

; ab— Re ] ab—1Ite
Ro—-—— o2 -
' Rp, VAVB+VCVD .

e ab— e i %
43_([)1/1}/)' l(ll)

Az utolsé kifejezés nevezije :

AB—-CD==(R—cf—(a—b)*—(R -+ +(a+b)*=

= 4 (ab—Re).
Ennélfogva TR A
Ra,=3(VAVB—V CVD). (12)
Tovibbd az (5) alatti harmadik egyenlethél :
R aa,+af, BV ECVD—(a+b)V A 1/
1! ’U—_‘:—r ;?‘,— —— e
& 71 - VAVC-—VBVD
B CY D ( (‘uvayR
. VAVC—VBYVD

és az oszlis utan

Ry, =3VBV C+VAVD). (13)
A 3, 6s 7,-re talilt képletekbol :

=3(B+DWAVE +(A+C)VBYVD) =
=3((R+b) VAV C + (R—b) VBVD)
- és
RA, 7. =3(VAVC+VBYVD)+byr,.
Tehat Wk e e
Ra,=RB, r,—br,=3(VAVC+VBYD). (14
Ax
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Hasonléképen : Vg PN o
RA.=3(VBY C—V AV D). )

7. Szamitasainkal osszefoglalva :

Ro,=a

Ra,=3(VAV BV CVD)

Ra,=3(VAV ¢+ VBYVD)

RB,=3(VAV B +VCVD)

RB,=b (16)
RB,=3V BV C—VAVD)

Ry, =3(VAV C—VEBVD)
Ry,=3(VBVC+VAVD)

Hr.=—=¢,

E képletek dltaliban nyolez értékrendszert adnak, melyeket 1igy nye-
riink, hogy a négyzetgyiskok eldjeleit minden lehelé mdédon vilasztjuk,
csak az egyik gyoknek — pl. ¥ D-nek — tulajdonitjuk dllandéan ugyan-
azt az eldjelet.

A taldlt megolddsok akkor és csak akkor valdsak, ha A, B, € és I
egyenld eldjeliiek. Minthogy pedig ) mindig pozitiv, azért A, B és C leg-
kisebbikének, C-nek, sem szabad negitivnak lennie. Széval

C=R—a—h+c=0 (17)

fejezi ki sziikséges és elégséges feltételét annak, hogy a (16) alatti kifejezé-
sek valosak legyenek.

Ha (=0, akkor feladatunknak nyolcz kiilombozé megolddsa van. Ezek
két osztdlyba sorozhatok. Az elsé osztdlyba az a négy oklaéder tartozik,
melyekre nézve

V4 VB VC VD
vagy mind egyenlé el6jeldi, vagy pedig ketté pozitiv és ketld negativ. A mi-
sodik osztdlyba tartozé négy oktaéderre nézve az emlilett négyzetgyikok
koziil egy pozitiv és hdrom negitiv vagy forditva.

Az elsé esetben

VAVBYCVD=(ABCD),
a masodikban
VAVBYV CV D=—(ABCD),

hol a feledik hatviny a pozitiv négyzetgyikot jelenti.
Konnyl meggy6z6dni arrdl, hogy az ugyanegy osztdlyba tartozd okta-
éderek egymiis titkorképel egy-egy koordindtasikra nézve,
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A két osztily azonos egymidssal, ha €=0. E kivételes esethen a kovet-
kezd aleseteket kell megkiilomboztetniink. Ha €—=0, de B=0, vagyis
b =e, akkor négy megoldis van. Ha (=0 és a>>b=—=¢, akkor két mey-
oldds van. Végre a=b=c=R eselében csak egy megoldds van.

8. Térjiink most it masodik feladatunkra, vagyis annak az esetnek tdr-
gyalasira, midén az e e,e, és n,n,n, triéderek ellenkezo értelmiiek.

Ekkor

Y% ——ﬂx 7
—ay —f —r|=1
—a, _ﬂz: e

Feladatunkat tehit gy oldhatjuk meg, hogy (16) alatt tigy az irdny-
cosinusoknak, valamint a, b és c-nek elgjelét ellenkezdre viltoztatjuk.
Leszen :

Ra,—a
Ra,= —¥(VA'VB —VTVD)
Ra,— —3(VA'VC +VEBYVD)
RB,=—3(VA' VB +VTVD)
RB,=0b '
RB,=—3sVBVE—VAVD)
Ry,=—(VAVC—VBVD)
Rr,.=—iWVEBVC +VAVD)
lir=r,
hol
A'=R—a-+be¢
B'—=R+4a—b+-c
(:’:Riwzi (9
D'=R—a—b—ec.

E képletek dltaliba:n nyolez értékrendszert adnak, melyeket tigy nye-
riink, hogy a négyzetgyikik eldjeleit minden leheté mddon vilasztjuk,
csak az egyik gydknek — pl. ¥ D'-nek — tulajdonitjuk dllandéan ugyanazt
az elojelet.

A taldlt megolddsok akkor és esak akkor valésak, ha A’, B!, ' és D’
egyenld elgjeliiek.

Minthogy pedig

A'+B'~1— ' e D'—AR

pozitiv, e négy kifejezés koziill még a legkisebbnek, 1)'-nek, sem szabad
negitivnak lennie. Szgval

D’:I\’—u—b—c;;() (20)
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fejezi ki sziikséges és elégséges feltételét annak, hogy a (24) alatts kifejezé-
sek valgsak legyenek.

Ha D'=0, akkor mind a nyolecz megoldds egymistol killombozo. Ha
azonbhan D'=0, akkor a megoldisok szima négyre redukdlodik.

Erdekes, hogy a most taldlt oktaéderek koziil egy sem eshelik egészen
a parallelepipedon helsejébe, mert az

R=a+b+e>(a*+ b+ (21)

egyenlétlenség értelmében az oklaéder csticsai tivolabb vannak O-t6l, minl
a parallelepipedonnak csticsai.

9. Mind a (16) mind pedig a (18) alatti képletek a négy alapmiiveleten
kiviil esak négyzelgyokvondsokat tartalmaznak. A beirt oktaéderek tehiil
mind a két esetben az elemi geometria segédeszkozeivel megszerkeszt-
heték. ;

10. Végiil emlitésre méltonak tartom, hogy R=1 esetében problémink
lényegében nem egyéh, mint az orthogonilis helyellesités egyiitthaléinak
MonGe-t6l ¥ eredé parameteres eldillitisa, melylyel Hunvapy ¥* is foglai-
kozott.

* Mémoires de l'academie des sciences de Paris, anné 1784, p. 154. ;

** Az orthogonalis substitutio egyiitthatoinak parameteres értékei. (Eriek.
a math. tud. korébol, XIV. kot. 1889),)
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NEHANY TENYROL A TIZENKILENCZEDIK SZAZEV
MATHEMATIKAI KUTATASABAN,*

Nagytekintélyi Gyiilekezet! Nagyrabeesiilt Tarsaim !

Egyetemiink e mai napon felséges alapitojanak, I11. Frigyes
Vilmos porosz kirdlynak emlékét iinnepli. Ez az évenként ismét-
16d6 tinnep nekiink, kiknek feladatunk az egyetemen a tudomdany
miivelése, els6é sorban felette orvendetes alkalmat nyujt arra,
hogy az alapité méneseinek mindig Gjbol és ujbol aldozzunk ho-
dolatunkkal és kegyeletteljes halink kifejezésével azoknak a tu-
doményos termohelyeknek a teremtéséért, melyekrél mindenki
elismeri, hogy nagy a résziik a porosz dllam ujjasziiletésében,
valamint abban, hogy mostani nagysigara felemelkedve, az 6sz-
szes Németorszag koril valo missiojat teljesithette.

De ez iinnep mindig aldasteljes visszahatist fog gyakorolni
szellemi életiinkre is. Ha mélyen beletekintiink azon kor torté-
netébe, melyben egyetemiink alapitisa végbement, akkor nem-
csak csodalattal teliink el ama férfiak irant, kik III. Frigyes Vil-
mos kiralylyal éliikon szorongatott helyzetben az dllam felébre-
dését batran polgarai idedlis lelkiiletének dpolisaban, a tudomdny
el6bbrevitelében keresték ; hanem az idealis torekvésnek az 6sz-
szeségre haramlo kovetkezményeibol azt a tanusiagot vonjuk,
hogy az emberiség jolétének valosiagos oszlopai az idedlok ; meg-
erésodiink a tudomanyért valo tantorithatatlan térekvésiinkben,

* E beszédet, melyet FucHs IMMANUEL LAzZARUS a berlini egyetem ala-
pitojanak, III. Frigyes Vilmos porosz kirilynak emlékiinnepén 1900 augusz-
tus 8-an, mint akkori rektor tartott, a kivalo berlini mathematikus halara
lekitelez6 beleegyezésével kozoljiik.
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ég e torekvés mindennemi akadalya ellen valo kiizdehniinkben.
Ez is lesz mindenkor mindegyikiink szamdra az a nap, a melyen
kiki a neki hozzdaférhetd téren indittatva fogja magat érezni arra,
hogy a tudomany haladasira visszatekintve, azokat a feladatokat
teljesen megismerje, melyeket elédeink munkdi szamunkra elo-
készitettek.

Ha én ma ilyen a tizenkilenczedik szizévre szoritkozo feladatra
vallalkozom abban a tudomanyban, melynek torekvésemet szen-
telém, vakmerdség volna még e helyen valo kivihet6ség esetén is,
ha a mathemalikai tudomany egész birodalmit akarnam felolelni.
Ez a tudomény a XIX-ik szazév folvaman olyan oOriasi kiterjedést
nyert, és annyi kiilonb6z6 disciplindra agazott szét, hogy az egyes-
nek mar lehetetlen tudomanyunk kiilonhozo részeit egyenletesen
meélyre hato értelemmel atkutatni.

De még ha egyes dgakat akarnék is kimerité ismertetés tar-
gydva tenni, egy ilyen ismertetés nem volna mai eldaddsom kere-
tébe illeszthetd.

Azért legyen szabad itten két, ismerettani tekintetben fontos
tényrél megemliékeznem, melyek a XIX. szizév mathematikusai-
nak munkaira ranyomtik sajatszerti bélyegiiket.

Az els6 tény az addig imaginirnek nevezett mennyiségek re:-
lizdlasa és feltétlen alkalmazisa. Ezekkel a mennyiségekkel miir
régota talilkoztak a mathematikusok, ha arrol volt szo, hogy bi-
zonyos egyenleteket megoldjanak. De fellépésiiket csak oda ma-
gyaraztik, hogy ez egyenletekben kitiizott kovetelmények nem tel-
jesithetok. Hogy azonban az «imaginir mennyiség» elnevezés
helytelen, azt példakép mar az a koriilmény is mutatja, hogy ab-
ban az idében, a midén a torteket még nem vették fel a szamok
korébe, bizonyos egyenletek gyokei gyanint fellépé megoldaso-
kat ép tugy kellett volna imaginiireknek nevezni. Azért mar a
XVIH. szdazévben sem hidnyoztak oly kisérletek, a melyek az agy-
nevezett imaginir mennyiségeknek reilis jelentést torekedtek tu-
lajdonitani. De Gavssnak sikeriillt csak ezen mennyiségeknek a
mathematikiban ugyanazt a polgdrjogot megszerezni, a melyet
addig csupin az tgynevezett valos szdmok élveztek. A kiilonbség
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a kétféle mennyiség kozott, miként Gauss kiemeli, csak abban 4ll,
hogy mig a valos mennyiségek csakis egy egyenes pontjainak jel-
lemzik a helyét, addig az tgynevezett imaginir mennyiségek az
egész sik pontjainak helyét képesek meghatirozni. A valos meny-
nyiségekrol az tgynevezett imaginérekre valo atlépés nem tiint
fel merészebbnek, mint az atlépés egész szamokrol tortekre, ra-
cziondlis szamokrol irraczionalisokra sth. Miutan maga a név
«imaginir mennyiségek» sokat jarult hozza a fogalmak Gssze-
zavarasahoz, e mennyiségek szamara dltalinosan elfogadtatott a
lomplex mennyiségek elnevezése.

Habdar Gavss irataiban szamos bizonyitékat litjuk annak, hogy
a mathemafika elveire nézve mély boleseleti kutatisokba bocsat-
kozott — igy pl. a komplex mennyiségek igazolasa alkalmaval
nem allotta meg, hogy dllast ne foglaljon Kaxtnak, felfogasat iga-
z0l6, ama bizonyitasa ellenében, hogy a tér a mi kiilsé szemléle-
tiinknek esak formaja -— mégis mint valodi mathematikus és ter-
meszettudos a komplex mennyiségek jogaiért csak azon tény-
leges észrevétel utdn lépett fel, hogy e mennyiségek ép oly nél-
kiilozhetetlenek, mint az ugynevezett valosak, és hogy az arith-
metika bizonyos torvényei csak az 6 alkalmazasukkal 6ltenek
altaldnos jelleget. Jellemzo, hogy Gavss épen olyan Léren vilte a
komplex mennyiséget gyozelemre, mely, ha szabad ugy monda-
nom, a legeslegredlisabb a mathematikiban, tudniillik a szdam-
elmélet terén. A quadratikus maradékokrol szolo szép reczipro-
czitasi torvények nem érvényesek tobbé a biquadratikus maradé-
kokra, a meddig egyoldaluan csak valos szamol engediink meg ;
de miként Gavss felfedezé, egész kiterjedésiikben allanak, mihelyt
a komplex egész szamokat is bevonjuk az egész szamok korébe.

Helyén valo itt megemlékeznem arrol a haladasrol, mely a szam-
elmélet terén a kozelmultban Gauvss azon eljarasanak a mintaja
szerint tortént, melyet a biquadratikus maradékok elméletében
kovetett. A komplex egész szimok az egység negyedik gyokének
egész egészszamu fiiggvényei, Mig eme szimok tartomanya egyen-
jogu a valos egész szamok tartominyaval annyiban, a mennyiben
tgy ott, mint itt a szamok maguk és a térzsszorzoik ugyanabbol

3%
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a tartomdnybol valok, addig egy tetszoleges egységgyoknek ana-
logia szerint alakitott egész egészszamu fiiggvényei mar azt az
eltérést mutatak, hogy ezen altalanos szamtartomany elemeinek
a torzsszorzoi nem talalhatok meg mindég ugyanabban a széam-
tartomanyban. E fogyatkozas Kuvmmert, a ki hosszi éveken at
egyetemiink disze volt, arra a zsenidlis gondolatra vezette, hogy
az imént jellemezett szamtartomanyhoz az ugynevezett idealis szi-
mokat csatolja; az igy kibévitett szamtartomiany ismét vissza-
nyeri azt a tulajdonsdgat, hogy a szdmok maguk és torzsszamaik
egyugyanazon szamtartomanyban talilhatok fel. A komplex szi-
mokrol az idealisokra valo ezen atlépés mar mostan bensdé lénye-
gére nézve egészen mas ugyan, mint a valés szamokrol a kom-
plexekre valo atmenetel. Mig ugyanis egyrészt a komplex szamok
ugyanazokat a szamolasi muveleteket engedik meg mint a valos
szamok, addig masrészt — miként mar Gavss kiemelé — a kom-
plex szamokkal egydltalaban be is van fejezve az a szdamtarto-
many, mely e tulajdonsagnak érvend. Ha mégis élek azzal a ki-
fejezéssel, hogy az idedlis szamok Gavss eljarasa szerint alakit-
tattak, igazolhatom ezt ama feladatokra vald utalissal, melyeket
az idedlis szamok teremtdje, a hires Fermar-féle egyenletek meg-
oldhatatlansagdanak bizonyitasan kiviil maga elé kituzott, hogy
ugyanis az egyseggyokokbol alakitott egész szamok hatvanymara-
dékaira nézve megtaldlja azokat a térvényeket, a melyek a quadra-
tikus és biquadratikus recziproczitasi torvényeknek a magasabb
hatvanymaradékoknil megfelelnek. Készséggel ragadom meg ezt
az alkalmat Kummer e felfedezésének megemlitésére, miutan en-
nek a szamelméletben ég a XIX. szazév algebrajaiban messze ki-
hato kovetkezményei voltak.

Midoén Gavss 1831-ben a «Gottinger gelehrte Anzeiger»-ben
az ngynevezett imaginir mennyiségek polgarjogaért egész hata-
rozottsaggal nyilvanosan szo6t emelt, mar évek hosszi sora ota
volt alkalma észrevenni, hogy az ugynevezett imaginir mennyi-
ségekkel valo szamolas tobbet jelent puszta jelekkel valo jaték-
nal. Elég legyen itt két ilyen jelenségrél emlitést tennem.

gy «Disquisitiones arithmeticeer czimii munkdjiban, melyet
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1801-ben az akkor még csak huszonnégy éves Gauss kiadott, egy
munka, mely a szamelméletben és az algebraban 1 utakat nyi-
tott meg, az utolso fejezethen egy vizsgilat olvashato a korosztas-
rol. Mar Evcnioes idejében fel tudtak a kiorkeriiletet korzo és vo-
‘nalzo segitségével harom, négy, ot, tizeniot egyenld részre osz-
tani, és ép ngy olyan részekre, melyek szima az elobbiekbol
kettovel torténé ismétell szorzissal nyerhetd. Azota kétezer év
folyaman nem haladt a korosztis problémédja, miglen Gavss a
nevezett helyen végkép eldontotte a kérdést, hogy milyen szamok
adta részekre oszthato fel egyaltaliban a koérkeriilet korzé és vo-
nalzo segitségével. Es milyen Gt vezette 6t e folfedezésre? Az
eqyseq imagindr gyékeinel: a tanulmianyozisa vezette ri, egy
vizsgalat, mely a XIX. szizév algebrajira és szamelméletére ha-
talmas befolyast gyakorolt, és melynek kizvetetlen gyiimolese a
korosztas nevezett problemajanak megoldasa vala. Vajjon ez a
nyereség, melyet az ngynevezett imaginir mennyiségek alkalma-
zasa a geometria redlis birodalmdban hozott, nem volt-e elég
erds Osztonzés e mennyiségeket korilovedzo fityol széttépésére ?

De egy miasik alkalom nem kevéshbé Gsztonzott az imaginér
mennyiségek lényegérél valo gondolkodasra. A kopenhagai kir.
tudomdnyos tarsasdg a XIX. sziazév huszas éveiben a térképrajzo-
lasra és a fels6 - geodiiziara nézve alapveto e kovetkezé pilyakér-
dést tiizte ki: «egy adott teriilet részei lerajzolandok egy masik
adott teriilet részeire ugy, hogy a rajz a lerajzolthoz legkisebb
részeiben hasonlo legyeny.

I feladat megoldasira szentelt értekezésében megmutata
Gauss, hogy sziikségképen a komplex viltozo azon fiigevényeinek
alkalmazasara vezet, melyeket manapsag monogén vagy analytikai
fiiggvényeknek neveziink. Itt ajbol mutatkozott az ngynevezett
imaginir mennyiségek hatasa e valo vilagra, és nyilvinvalovi
lett, hogy e mennyiségek realitisat kétségbe vonni méltinytalan
dolog. Tényleg Gauvss 1831-ben kiadott fentnevezett munkédjaban
maga felhozza, hogy az imént megjeldlt lerajzolasi feladat amaz
impulzusoknak egyike volt, melyek 6t a komplex mennyiség iga-
zoldsdra osztonozték.
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Ki lehet mondani, hogy az analizis a XIX. szdzévben hatalmas
haladasdt lényegesen annak a kériilménynek koszonheti, hogy
eltéroleg a régibb kor spekuliczioitol a valtozo mennyiségek kol-
csonos osszefliggésének vizsgdlatindl nem szoritkozott az agy-
nevezett valos értékekre, hanem tekintetbe vette az altalinos
komplex értékeket is. Lépésrol-lépésre ki lehet ez dllitas igazsi-
gat mutatni e kor analizisében. De e helyen az analizis elemeibdl
vett néhany példan valo beigazolisra kell csak szoritkoznom.

Ha két vialtozo mennyiség egymastol algebrai modon fiigg, és
azt kivanjuk, hogy egyikiik a masiktol valo fiiggéség folyamin
minden tetsz6leges valos értcket érjen el, akkor ez dltalinosan
nem lehetséges, a mig e masik viltozo értékkészlete a valos szi-
mok tartomanysara szoritkozik : de igenis lehetségessé valik, mi-
helyt megengedjiik, hogy e viltozo elhagyva a valés tengelyt, sza-
badon mozogjon az egész sikon. Ugyanazt veszsziik észre, hogy az
elemi fiiggvényeknél maradjunk, a sinus és cosinus trigonometriai
fiiggvényeknél is. A meddig a fiiggetlen valtozo csak a valos ér-
tékeken megy végig, addig szimukra csak olyan valos értékeket
nyeriink, melyek eldjeltdl ellekintve, az egységnél nem nagyob-
bak, mig az 6sszes tobbi valos értékeket csak akkor érik el e
fiiggvények, ha a fiiggetlen viltozonak komplex értékek félvétele
is meg van engedve.

Ki kell azonban e helyen emelni, hogy hasonlo jelenséggel ta-
lalkozunk még akkor is, ha a két viltozo kozotti figgvényi dssze-
fiiggésnél a komplex értékek Gsszességét engedjiik is meg. Az ana-
lizis fejlodése a XIX. szdazadban a komplex viltozo olyan fiiggve-
nyeire vezetett, a melyeknél a fiiggetlen viltozo komplex értékei-
nek osszességéhez a fiiggd valtozonak csak korlitolt komplex
értékkore tartozik. S6t lehet dllitani, hogy e differenczidl-egyen-
letekkel definialt fiiggvények nagyobb részének meg van ez a tu-
lajdonsdga. Az a gondolat tamadhatna az emberben, hogy e hia-
nyon 1j altalanosabb mennyiségek behozatalaval segitsen, me-
Iyeknek a komplex mennyiség csak specziilesete volna: mert
talan remélhetné az ember, hogy a fiiggvény az egész sikon sza-
badon mozoghatna, mihelyt a fiiggetlen valtozé szamiéra ama 1j
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mennyiségek tartominya is megnyilnék. De miutan, miként mdr
emlitém, nem létezhetnek dltalainosabb mennyiségek, melyek
ugyanazon miveleti torvényeknek volnanak alivetve, mint a kom-
plex mennyiségek, e kisérletrél eleve le kell mondanunk. Meg kell
nyngodni mindenkép abban a tényben, hogy a fiiggvények érték-
készletének korlatoltsaga a mennyiség fogalminak természetes
folvomanya.

AgeL és Jacosr ugyanabban a korban fedezik fel az elliptikus
fiiggvények elméletét, a melyben Gavss a komplex mennyiségek-
r6l valo reflexivinak eredményét osszefoglali. A XIX. szazév ana-
lizisének 0 perspektivikat megnyito és a geometria s mechanikéd-
ban azota szamtalan alkalmazasban részesiilé eme fiiggvények, a
komplex valtozo felhasznalisa nélkil legbelsobb magvukban ért-
hetetlenek és fejlodésképtelenek maradtak volna. Mig ugyanis a
trigonometriai fiiggvényeknek csak eqgy valos periodusok van —
mely tulajdonsigukra a legszebb alkalmazasaik épiilnek — addig
az elliptikus fiiggvényekkel olyan fiiggvénykor nyilt meg és feje-
z0dott be egyszersmind, mely két periodussal van felruhizva. De
e két periodusra nézve lényeges, hogy viszonyuk tgynevezett
imaginiir mennyiséggel van meghatirozva. Ep ez utobbi tulajdon-
sag valt az elliptikus fiiggvények analitikai el6allitasanak alap-
java, azé az eléallitisé, a melyen e fiiggvényeknek e valo vilagra
lehetséges alkalmazisa nyugszik.

Mig Gavss nevéhez fiizédik az érdem, hogy a komplex meny-
nyiségnek polgarjogot biztositott a mennyiségek birodalmiban,
addig a nagy franczia mathematikusnak, Cavcmynak volt fen-
tartva, hogy az addig csak tirt komplex mennyiséget az analizis-
ben uralkodova emelje {6l. Cavcny, az analizisben mindnydjunk
tanitomestere, a kinek villain dllink valamennyien, a kik eddig
utina ennek a targynak szenteltitk eronket, a XIX. szdzév huszas
éveiben munkik hosszi sorit kezdé meg, melyekben elészor a
komplex mennyiség alapjan Gjbol felépité az analizisnek addig
esak valos értékekre szoritkozo elemi részeit, hogy azutin a diffe-
renczidal és integral szamolashan alkalmazott fogalmaknak a kom-
plex valtozokra valo kiterjesztését keresztiil vigye. Kz titon ren-
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diiletlen alapokat sikeriilt neki teremteni az egész analizis szi-
mara. Es a komplex mennyiség hatalménak egész teljességét igy
kifejtve megteremté korunk fiiggvényelméletének alapjait. E he-
lyen lehetetlen még csak kérvonaloznom is e mester csodilatos
sikereit és azt a szép architektonikat, a melylyel 6 és tanitvinyai
a fiiggvényelmélel épiiletét felemelék és kidomboritak. E sikerek-
rél kozelito fogalmat nyeriink, ha az elliptikus fiiggvények tandnak
épiiletét régi alakjiban 6sszehasonlitjuk azzal, melyet e szazév
kozepe felé felvett, a midén Caveny tanait az 6 tanitvanyai, Brior
és Bouquer e fiiggvények elméletében értékesiték ; ha az Asrn-féle
fiiggvények elméletének WeiersTrass és Riemany megvetette alap-
jait szemiigyre veszsziik ; ha azzal az alappal megismerkediink, a
melyre a differenczidlegyenletek észszerii elmélete épiilhetett fol,
egy elméleté, a mely ép ugy mint a nevezett discziplindk fontos
kovetkezményeket mutathat fel a mechanika és a physika problé-
maira valo alkalmazasokban.

Minél tovabb haladt a fiiggvények j elmélete, anndl tobb fényt
drasztott az tigynevezelt imaginir mennyiségnek a valoshoz valo
viszonydra. (sak példaképen akarom felemliteni az egy komplex
valtozos fiiggvénynek sikbeli akarmilyen péalyik mentén valo inte-
gralasat, mely haladast Cavenynak készonhetjiik. Ez nemesak j
forrdasokat nyitott meg valés valtozok hatirozott integriljainak
értékmeghatiarozasara, hanem a valo mathematikai vilag eddigelé
homsilyban maradt jelenségeinek megviligitasara nélkiilozhetetlen
egyetlen segédeszkoznek bizonyult. Hadd mutassam ezt bhe egy
egyszert példan. Az integrilszamolds elemeiben a valos valtozo
haromszogtani fiiggvényei bizonyos hatarozott integralok meg-
forditasai gyanant jelentkeznek. Ha ebbél mint definicziobol akar-
nok e fiiggvények periodikus voltat levonni, akkor torekvésiink
egyszerlien sikertelen volna mindaddig, a mig a hatarozott in-
tegral utjat a valos tengelyre korlatozzuk. Csak ha akdrmilyen
pilya mentén valé komplex integralds is meg van engedve, csak
akkor mutatkozik fiiggvényiink valds periodusa. Megint egy a szé-
mos eset kozil, a midén Gauvss elérelito kijelentése beteljesedik,
hogy a komplex mennyiségek nemesak nélkiilozhetetlenek a leg-
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tobbh discziplina logikus kiépitésénél, de egyszermind a mennyi-
ségek birodalméban lényesen valos jelentéssel rendelkeznek.

A masodik tény, a melyrol fennebb mondottuk, hogy a XIX.
szazév munkaira charakteristikus bélyeget nyom, az a modszer,
a melylyel viltozo mennyiségek kozotti fiiggvényi vonatkozast
fogalmilag annyira meghatirozunk, hogy egymdstol valo fiiggésiik
egész lefolyasukban teljesen és egyértékiileg van meghatarozva,
¢s attol egészen fiiggetleniil, hogy ez a fiiggvényi vonatkozas jel-
lemezheté-e alkalmas analitikai kifejezésekkel vagy sem.

Bizonyos esetekben ilyen fogalmi megillapodasokhoz gy ju-
tunk, hogy a fiiggvényosztilynak olyan alaptulajdonsagait fedez-
ziik fel, a melyekb6l minden més tulajdonsigaik mint logikus
kovetkezmények folynak. Ilven alaptulajdonsigok téhben lehet-
nek. Miutan fogalmilag egvmas folyomanyai, azért koziiliik olyant
fogunk kivialaszthatni, a mely vagy a fogalmilag legegyszeriibb,
vagy a kiilonos vizsgalat czéljainak a legmegfelelébb. gy példaiul
a haromszogtani fiiggvények szamdra ilyen tulajdonsdg a mathe-
matika elemeibdl ismeretes addicziothedrema. Valoban, ha fiigg-
vénytol azt koveteljiikk meg, hogy olyan addicziotheoremanak ho-
doljon, a milyen a haromszogtani {iiggvényeké, akkor arra az ered-
ményre joviink,* hogy e fiiggvény a hiromszogtani fiiggvények
tartomanyabol valo. Egy masik ilyen alaptulajdonsiga a harom-
szogtani fiiggvényeknek az 6 periodiczitasuk, miutdn minden ilyen
tulajdonsaggal biro fiiggvény a hdromszogtani fiigevények tarto-
manydnak tagja. Igaz, hogy a haromszogtani fiiggvények szamara
egyszerl analitikai kifejezéseink vannak végtelen sorok vagy szor-
zatok alakjiban. De a midén a kivetkeztetések valamely lanezo-
latabol az adodik ki, hogy egy fiiggvény az egyik vagy a masik
alaptulajdonsaggal van felruhézva, akkor ebbdl kozvetetleniil fel-
ismerjitk a haromszogtani figgvények koréhez valo tartozando-
sagat, mig az analitikai kifejezés segédeszkozével valo felismerése
csak nagy nehezen és gyakran csak hosszadalmas szamitisok ré-
vén adodik ki.

* (auchy, Analyse algébrique Chap. V.



64 FUCHS LAZAR.

Hasonlokép dall a dolog a két periodusos (elliptikus) fiiggve-
nyekkel is. Kzeknek is van addicziotheoremajuk, mely e fliggveé-
nyek alaptulajdonsiga abban az értelemben, hogy beléle e fiigg-
vények minden egyéb tulajdonsdga levezethetd. Ez tette lehetove
Weierstrassnak, az analizis e felejthetetlen mesterének, hogy ez
egyetemen tartolt késobbi eléaddsaiban, az addiczio-theoremabol
kiindulva, az elliptikus fiiggvényvek egész elméletét felépitse.

A legtanulsagosabb és kovetkezményekben leggazdagabb példa
egy fiiggvénynek kiilonds ismertetd jelekkel valo meghatérozasara
a potenczial elméletében észlelhetd, azon fiigevényében, mely a
physikiban mindeniitt, a hol a Newroni torvény érvényes, jelesiil
a magnesség és elektromossag tanaban, oly nagy fontossagtvi
lett. A potencziil értéke fiigg ama tomegek geometriai alakjatol,
a melyekre vonatkozik, tovabba azok stirtiségétol, és kifejezhetd
egy egyszerii vagy tobbszorés hatirozott integrallal. De ennek
valosigos pontos kiszdmitasa csak a legritkabb esetekben esz-
kozolhet, ha e kiszamitis alatt ismeretes fiiggvényekkel valo
kifejezéscét értjik. A nagy mathematikus gondolkodo, Leisvse-
Diricnrer, egyik legszebb gondolata volt, hogy elleste a poten-
czidlnak ama fliggvényi tulajdonsigait, a melyek az 6 értékének
a Newtoni-erdkkel egymasra hato tomegek helyzetétsl valo fiiggo-
ségét teljesen és egvértékiileg meghatirozzak. Kzzel a tényleges
kiszamitas kérdése hattérbe szorult, st a legfontosabb kovetkez-
tetéseknél nélkiilozhetove is valt.

DiricnneTnek a potenczialon kifejtett gondolata azéta a mathe-
matikai physika minden fejezetében, jelesiil az elektromossidg, a
magnesség, a ho és a rugalmassig okozta mozgésok tandban
alapveto elvvé fejlodott ; és maga Diricuner szerencsés volt vezér-
gondolatat nagy példikon megvalosithatni. Mindentitt bizonyos
differenczialegyenletekkel talilkozunk itt, melyek a physikai fo-
lyamatokat definidljak. De az ilyen differenczidlegyenletek termé-
szetébol folyo dolog, hogy a megoldisok végtelen sokasaga rejlik
bennok. E végtelen sokasigbol ki kell hamozni azokat a meg-
oldasokat, melyek egy meghatarozott physikai problémaban a ter-
mészet adta mellékfeltételeket is kielégitik, milyenek a kezdé-
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allapot, a hatarfeltételek és a megszakadas helyei. De annak fel-
ismerésére, hogy a differenczialegyenletnek e mellékfeltételekhez
ill6 megoldasai a valodi természeti torvényt adjak-e meg, még azi
is sziikséges bebizonyitani, hogy e megolddsokon kiviil nines mas
megoldas is, mely a mellékfeltételeket kielégitse. Erre nézve irdny-
adok Dimricanernek a potenczidlon kifejtett elvei, melyek sok fon-
tos esetben mar ezélhoz is vezettek.

A mathematika torténetében gyakran taldlkozunk azzal a tény-
nyel, hogy az exakt természettudomanyok terén mutatkozo pro-
blémak ébresztette gondolatok gazdag aratdsra vezettek a mathe-
matikai vizsgalodiisok mezején. De soha se volt az aratds révid
pir év mulva mair gazdagabb, mint épen ezen Diricurer-féle elvek
esetén. Hogy a gazdag termés oly gyorsan megért, azt Riemanx
géniuszdnak koszonhetjiik, Riemany-énak, a kit a mathematikai vi-
lag fajdalmara oly ifjan ragadott el a halal s a ki rovid életében
megis a mathematikai megismerés tagitiasa révén 6rok helyet biz-
tositott maginak a szazév legnagyobb mathematikusai soriban.
Azon ismereles lényre timaszkodva, hogy a komplex villtozo min-
den fliggvényének alkatrészei egyugyvanazon parczidlis differen-
czidlegyenletnek tesznek eleget, letevé Diricuier modszereinek
alkalmazasival a komplex valtozo fiiggvényei elméletének egész
felfogasaban 0j alapjait. E felfogisban a fiiggvényeket azok a
hatarfeltételek és folytonossigheli megszakadasok jellemzik, me-
lyeknek ald vannak vetve. A fiiggvények e jellemzésénél nevezetes
az 6 fogalmi meghatiarozasuk, analitikai formulikkal valo eléallit-
hatosaguk megemlitése nélkiil. Riemaxy ez titon nyert eredmé-
nyei koziil itt esak az 6 csodalatra mélto elméletét akarom meg-
emliteni az dltalinos Abel-téle fiiggvényekrol. Modszere meg-
engedé neki ez elméletnek néhiny nyomtatoti iven valo kifejté-
sét, mig annak az algebrai fiigvények analitikai alakja segélyével
valo felépitése rengetegiil hosszadalmas. Nem kisebbiti Riemany
dicsGségét az sem, hogy alkalmazott elveinek megallapitasdban
hézagok maradtak, melyeket csak késobb potoltak ki mas mathe-
matikusok.

Ha valtozd mennyiségek fliggvényi vonatkozisban dllanak,
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akkor e vonatkozasoknak analitikai kifejezésekkel valo eléalli-
tasatol megkdveteljiik, hogy érvényes legyen a valtozonak, a vo-
natkozdasok természetébdl folyo, egész tartomanyaban.

Analitikai tekintetben még azt a tovibbi kovetelést is fiizziik
ez eldallitashoz, hogy beldle a vialtozonak fiiggéségi torvénye,
tehat a fliggéség fundamentdlis tulajdonsiga, kozvetetleniil le-
olvashato legyen.

Az ilyen elédallitas megtalalasdval jaro csak nagy faradsaggal
legy6zheté nehézségekrol nem is szolva, ki kell emelnem, hogy
ez eléallitas esak akkor eszkozolhetd, ha a fiiggvényi vonatkozis
fogalmilag egész terjedelmében meg van mir dllapitva elannyira,
hogy maga az eléallitas az eléallitott fiiggvénynek megismerésére
nézve lényegesen ujat mar nem nyujt.

Ertékesebbek a fiiggvényi vonatkozasokat megado analitikai
formulak a gyakorlati alkalmazdsokban, a midén ugyanis kisér-
leteknél vagy észleleteknél fellépé mennyiségek szambeli meg-
hatarozasarol van szo; mint pl. a csillagaszatban valamely égi-
test palyaelemeinek bizonyos észleleti adatokbol valo meghatdro-
zasanal. De az alkalmazasokban még egy harmadik kovetelést is
tamasztunk az analitikai eléallitas ellenében, azt, hogy gyorsan
Osszetarto legyen.

Ha a természetben egyiitt fellépéd mennyiségeknek egymastol
valo fiiggése mathematikai modon, példiaul differenczidlegyenle-
tekkel van meghatarozva, akkor e kolesonos osszefiiggés torve-
nye a differencziilegyenleteknek megfelelo mennyiségek fogalmi-
lag meghatarozott 6sszefiiggésében tiikrozodik, miként a mathe-
matikai physika szdamos problémdja, kiilonosen a potenczial-
elmélet alkalmazisa mutatja. Legyen megengedve az imént ki-
mondott gondolatot egy példin kifejtenem. Egy fiiggélyes koron
mozgo stlyos anyagi pont helye és sebessége (az ugynevezett
ingamozgds) az id6tol valo fiiggésében differenczidlegyenlettel
van meghatirozva. Az ezen differenczialegyenletnek eleget tévo
fiiggvények fogalmi vizsgalata utan rogton tisztaba joviink, hogy
a kezd6 sebesség nagysiga szerint hdromféle mozgas lehetséges,
és hogy ezek egvike az ide-oda mend mozgds, a tulajdonképeni
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ingamozgas. Kz a mozgds annak az esetnek felel meg, hogy a
differenczidlegyenlet megoldasa periodikus. Igy felismerjiik e pe-
riodusban a lengési idét, hasonloképen meghatirozzuk az ele-
vatio nagysagat, és igy a fogalmi vizsgalat révén tiszta képet nye-
riitnk a mozgis legfontosabh momentumairol. Misrészrol e moz-
gasnak az id6tol valo pontos fiiggését meghatarozo fiiggvények az
ugynevezett elliptikus fiiggvények, melyek szamara az elmélet két
igen gyorsan osszetarto sor hinyadosai segélyével valo elédllitast
szolgaltatott. Ez eléallitisok a mozgisnak modjéara nézve nem
nyujtanak semmiféle 0j felvilagositiast, de az ingahossz, a nehéz-
ségi gyorsulias és a kezdosebesség kozotti kisérletileg meghata-
rozando osszefiiggés numerikus megmagyarazasanial elényosen
hasznalhatok fel.

A XIX. szazévben kiilonosen kimagaslo jelentoségiive valt a
fiiggvények fogalmi meghatarozisa a differenczidlegyenletek in-
tegraczigjandl. Ha egy differenczidlegyenletel kellett megoldani,
akkor azel6tt tervtelen probalgatasokkal igyekeztek azt oly mo-
don atalakitani, hogy typusa az idék folyamén integralt egyenle-
tek typusaval birjon. Vagy ha ez nem sikeriilt, akkor igyekeztek
a differenczialegyenletet tigynevezett quadraturdra visszavezetni ;
és ha ez a kisérlet sem sikeriilt, akkor sorokhoz folyamodtak,
melyek a differenczidlegyenleteket kielégiték. De e tervtelen pro-
balgatisok, miként mar vilagosan latjuk, esak a legritkiabb eset-
ben vezethettek czélhoz. Azok az esetek, a midén az eldttiink
fekvé differenczidlegyenlet arra a néhany typusra vagy quadra-
turara visszavezethetd, csak kivételes eseteknek tekintheték: a
mellett rendesen nem is all médunkban a visszavezetés leheté-
segét vagy lehetetlenségét elére felismerni. De még ha sikeriil is
a quadraturdra valo visszavitel, azzal meg keveset nyertiink a
differenczialegyenlet megoldasanak természetére nézve, miként a
legegyszertibb differenczidlegyenletek példaja mutatja, melyekben
a quadratura alakja cleve adva van. Ilyen quadraturdara vissza-
viheté differenczidlegyenlet a fentiekben példaként emlitett ama
elliptikus fiiggvényekkel megoldott differenczidlegyenlet, és mégis
e figgvények elmélete kivantatott meg ahhoz, hogy a diffe-
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renczialegyenletek megoldisainak természetébe betekintést nyer-
jink.

Es a mi az utolso menedéket, a sorokkal valo megoldast illeti,
e kisérletnek hajotorést kellett szenvedni abbol az okbol, mert e
sorok a fiiggvényt a fiiggetlen viltozonak nem egész megengedett
tarlomdnyaban allitjak elo.

Ezen a téren is megtorték Cavenynak és tanitvanyainak a
munkai azt az utat, a melyen a XIX. szizévben a differenczial-
egyenletek tudominyos targyalasdban teljes :atalakulds ment
véghe. Miként Gavss ada az elsé szigort bizonyitdsat annak a
tételnek, hogy minden algebrai egyenletnek van gyoke, gy
Caveny szilard alapot teremtett a differenczidlegyenlet szamdra
annak a bebizonyitasdval, hogy mindig vannak a differenczial-
egyenleteknek olyan megoldisai, melyek bizonyos el6irt feltételek-
nek eleget tesznek. Ilyen megoldiasok létezését Caveny eldszor a
viltozonak csak korlatolt tartomanyaiban, azutan folytatisi elvé-
vel a fliggvények egész érvényességi birodalmaban allapitja meg.
Cavcny elveit tanitvanyai, Brior és Bouvquer sikerrel alkalmazak
az elsérendii differenczidlegyenletek elméletében 1856-ban meg-
jelent munkdjukban, mely hatarkének nevezendé azon az uton,
melyre a differenczidlegyenletek elmélete azota ratért.

Természetesen nem helyén valo itten e discziplina fejlédésé-
nek mind e mai napig haladé térténetét eléadnom. De legyen
megengedve ramutatnom azokra a gondolatokra, a melyek a diffe-
rencziilegyenletek meghatiarozta fiiggvények fogalmi meghataro-
zasdban az irdnyadok. Ha a geografus le akarja irni egy orszag
alakzatil, akkor az egyenletes és folytonosan Osszefiiggd alkati
részek, a siksigok nem nyujtanak tampontokat az orszig jellem-
zéséhez. Csak ngy sikeril az orszag teljes képének dttekintheto
rajza, ha kiemeli a siknak folyok és tavak altal valo tagolasat, a
fold emelkedéseit, a hegységeket, a siksiagok e rendetlenségeit és
szakaddsait. [gy jar el a differenczialegyenletek megoldasait jelle-
mezni akaro analitikus is.

A viltoz6 mennyiségek tartomanyaban azok a helyek, a me-
lyekben a differencziilegyenletek megoldisai egyenletes egyhangt
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magaviseletet tanusitanak, nem nyujtanak kell6 tampontokat a
megoldasok természetének a megitélésében. Csak azok a helyek,
a hol a megoldiasok egyhangisaga megsziinik, legyenek bar e he-
lyek pontok, vonalak vagy teriiletek, csak ezek nyujtjik azokat az
elemeket, a melyekbdl a megoldisok egyénisége kidomborodik.
Az egyhangisig e megszakadasait szinguliris helyeknek nevez-
ziik. Felkeresésiik az analitikus elsd, igaz gyakran faradsdgos
munkdija. A megoldiasnak a szingularis helyek koérnyékén valod
magaviseletét tanulmanyozni a legkézelebbi lépés. A harmadik
dénté feladat azutan annak a befolyisnak a meghatirozisa, me-
lyet a megolddsoknak a szingularis helyek kérnyezetében valo
magaviselete a megoldiasok értékkészletére a fiiggetlen viltozo
tartomdanydnak barmelyik pontjaban gyakorol. Ez ismeret meg-
szerzésénél ne resteljitk a mathematikinak latszolag akérmilyen
tavolesé részeit is elérantani.

A differenczialegyenletek e megoldisinak az az elénye van a
régebbi idékben divé tervtelen alakitgatisaval szemben, hogy a
szszerli modon abbol ismerjik fel, a

megoldasok természetél é
mit roluk maguk a differenczialegyenletek kivallanak. De a fel-
adat nehézségét mir abbol is megitélhetni, hogy csak Ggy tala-
lomra véve el6 egy differencziilegyenletet, az valoszintleg teljesen
uj fliggvényosztilyt fog jellemezni, melynek kimerité tanulményo-
zasa egészen 0 disciplinat teremtend. Azért ép oly kevéssé lehet
torekvésiink a differencziilegvenletek megolddsdra dltalanos mod-
szert keresni, mint a milyen észszeriitlen volna az orvosi tudo-
manyok terén az Gsszes betegségek gyogyitasira universalis szer
utan faradozni. De ismerettani szempontbol mar az is nagy nye-
reségnek nevezheto, hog‘y meg van mutatva a helyes 1t, a me-
lyen haladva az egyes feladatok megoldisa mindenesetre sike-
ritlni fog, meég ha esetleg ideig-ordig legy6zhetetlennek latszo ne-
hézségekre bukkanunk is.

Az e téren kifejtett faradsig azonban megérdemli a nemesek
verejtékét. Gondoljuk csak meg, hogy magénak az analizisnek,
valamint a mechanikanak és physikdnak feladatai is csaknem
valamennyien differenczidlegyenletekre vezetnek, hogy tehit e
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feladatok sorsa a differenczidlegyenletek elméletének észszert
fejlesztésétol fiigg.

Emberi erénk gyengeségének és korlitoltsaganak tudataban
bizonyos onérzettel tekinthetiink ugyan vissza arra, a mi a diffe-
renczidalegyenletek elméletének terén a XIX. szdzévben tortént.
De nyilt szemmel elore tekintve el kell ismerniink, hogy a tudo-
many e nagy birodalmaba valo belépést vivtuk esak ki, hogy a
végzett munka elenyészd kicsiny ahhoz a munkdhoz képest, a
melyet nekiink és a jov6 nemzedékeknek ezutin kell végezni.

A mathematikai tudominy egy kiilondllo részére valo vissza-
tekintésbol kiadodo e végeredmény ismétlodni fog barmelyik tu-
domanyos disciplinara: valo visszatekintés eredményeképen :
ugyanis arra a megismerésre jutunk, hogy a tudomany végtelen
nagy, és arra a tudatra ébrediink, hogy a megoldando feladatok
végtelen sokasagahoz képest a mdr megoldottakat csak szerény
meérték illeti meg. Nagyrabecsiilt tarsaim, kiknek hivatastok a
jov6 nemzedéket a tudomianyos munkaban vezérelni, ne vegye el
ez a batorsdagtokat legkevésbbé sem. Ha az igazsag megismerése
egyrészrél elegendd a szerénység ébren tartisira, masrészrol ele-
gend6 lesz arra is, hogy 6rokké kegyelettel legyenek azon férfiak
irant, kik 6nok el6tt szolgaltak a tudomanynak minden erejiikkel.
Ez a kegyelet pedig mindig arra fogja 6n6ket sarkalni, hogy soha
el ne faradjanak abban a torekvésiikben, hogy az emberi tudast
lépésrol-l1épésre minden erejiikkel gyarapitsak.

Fuchs Ldzdr.
x

E beszédet magyarra forditvin, a nagy szerz6 engedelmével e
helyen kozzéteszi dr. Réthy Mor.
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I. Legyen vy, g, ..., yn egy (A) homogén linedr differenczial-
egyenlet alaprendS/ere és tegyiik fel, hogy az (A)egyenlet egyiitt-
hatoi az w=£&+47V V—1 fiiggetlen véltozo egyertéki fuggvenyel,

és hogy az yy, Yo, . . ., yn alaprendszer determindnsa
7R R
| Y2 yo .. . yp-D
i Lt
4 (n—1) |
{ Yn Yn -« - Yy ‘
hol
2
ll I/k 22 I/U').
da? 7k

Jelolje @ valamely a complex szam konjugalt értékét és tekint-
siik a

n
¢ = ZCrYrYr
k=1

Hermite-féle alakot, a hol ¢q, ¢,, .. ., ¢y valos allandok. Differen-
czidljuk a ¢ logarithmusat @ és T—¢—771/—1 szerint, akkor
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Tsmeretes determindns-tételek szerint * lesz toviabbhi :

62 10 1 < / 1 NI T = =t '
anlg Gt 2z<k2 Ci Cr (Y Yu—Yr Yi) (Ys Yr— 2k Yi), (1

7

a ¢~2 tényezoje az egyenlet jobb oldalan tehat nem egyéb, mint

n : Sk
egy az | szamban 1évo

Wik = YiYk — Yk Yi
(1, k=1,9,...,n; i<k)
mennyiséggel képzett Hermrte-féle alak, a mely mennyiségek az
(A) differenczialegyenlet (n—2)-ik associilt egyenletének ** alap-
rendszerét alkotjdk.
IL. Legyen el6szor n = 2. Akkor az (1) egyenlet jobb oldalin
szereplé Hermire-féle alak, a

Yr1ye — yYayi =1 (2)

egyenlet kovetkeztében, egyszertien a ¢, ¢, szorzatta alakul.
A
¢ =C1Y1Y1+ Yol
alak tehat a
Ploge 16
Axar o*

parczidlis differenczidlegyenletnek tesz eleget, mely, ha
u = log =
¢Z

-ot bevezeliink, és tekintettel arra, hogy

Pu B P 4 3
amox . oe% T app A" W

az Gjabban sokat targyalt ***

* V. 6. pld. BAurzer, Determinanten (1881), 49. 1.

** V. 6. pld. Handbueh der Theorie der linearen Differentiaigleichiun-
gen, Bd. 11, 1, (1897), 127. 1.
*** Precarp, Liouville-Journal 1890, 1893 ; PoiNCcARE, ugyanott 1898,
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du= — 2 ¢y €% (3)
egyenletté alakul.

Ha az (A) differenczidlegyenlet avval a tulajdonsaggal bir,
hogy az y,, 1, alaprendszerre vonatkozé monodromia-csoportja
a ¢ alakot 6noénmagaba transzformalja,* akkor ¢ és tehat u is a
£, » valos viltozok egyértéki fiiggvénye, az ilynemt (4) differen-
czidlegyenlet tehat a (3) parczidlis differencziilegyenletnek egy
egyértékli megoldasara vezel.

Legyen megforditva u a (3) parczidlis differenczidlegyenletnek
egyértékii megoldasa. Képezziik

=
o— 26 -t
akkor, tekintettel a (2)-b6l differenczialassal adodo
Y1ya—yayi=0

egyenletre, vilagos, hogy a

Po 1 _cyiyrtcays¥e _ yi _ ye

® o ey Y+ Calela Y1 Ya

hinyados pusztan csak az a-nek fiiggvénye ¢q (), és pedig mivel
u-val ¢ is egyértéki a &, y-ban, az x-nek egyértéki fliggvénye.
Az ¥y, Yy tehdt a
d*y
dac?

=@y

differenczialegyenletnek tesz eleget, a melynek egyiitthatoi egy-
értékiiek és melynek monodromia csoportja a ¢ Hermite-féle ala-
kot 6nénmagdba transzformalja.

A (3) parczialis differenczialegyenletigen egyszeri modon mu-
tatja azt a vonatkozast is, a mely a szoban levo fajhoz tartozo
midsodrendii homogén linedr differenczidlegyenletek és a bizo-

* llyen példaul minden Gauss-féle differenczidlegyenlet, melyben az
exponensek recziprok egész szamok, altalanosabban minden masodrendi
linear differenczialegyenlet, melyben két integral hanyadosinak inverz
fiiggvénye Fucms-féle fiiggvény; v. 6. PoiNcarE az i. h.

*g
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nyos allando gdérbiileti felilleteken érvényes geometria kozott
fennall. .
Tekintstink ugyanis az
s

ds? = 4 == T

@

egyenlettel értelmezett ds-t valamely feliilet vonalelemének, akkor
a Gauvss-féle alapmennyiségek ¢rtékei ezek:

A gorbiilet mértékének ismert kifejezése:

e (ol Blg BT
oF | ae2 oy ]
a (3) parczialis differenczialegyenletre valo tekintettel, a gorbiilet
meértékének
]{ == ("1 'y

dllando értékét szolgdltatja.
I1I. Legyen tovabba n=3. Ebben az esetben a misodik asso-
czialt egyenlet megoldasai

~ —— ’ .
2 =YaY3 — Y3 Ya,

!
2= YsY1 — Y1Ya,

’
23 =Y1Ya — Ya Ui,

az

d®y
da?®

+ gy =8 (A)

differenczialegyenlet u,, i, ys alaprendszeréhez adjungalt alap-
rendszerét alkotjak, az (A)-hoz adjungalt

()

differenczialegyenletnek,* az (1) egyenlet jobb oldalan szereplé
* Az adjungalt differenczialegyenletek elméletére nézve lasd példaul
ScruesineR Handbuch, Bd. T (1895), II. Abschnitt, 3. Kapitel.
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AZ HERMITE-FELE ALAKOKROL.
Heryrre-féle alak, tehdat egyszeriien

S kWi — Yryd Wik — Yk i) = ¢, Ca 5. ¢,
i<k
a miben

= z +

(71
9

@ =C Yy Y1t Callalle T+ 51525

alak adjungalt alakjat jelenti. Nyilvinvalo, hogy ¢-ra nézve egy
az (1)-hez egészen hasonlé parezidlis differenczialegyenlet léte-
zik; ¢és mivel a ¢ és ¢ kozt fenndllo vonatkozas kélesonos ter-
meészeti, (2a)-ra valo tekintettel,

&
dloge = 4cicoe3—5

@

©
4 ]Og 0= 4-4‘1 CaC3 g »

¢

adodik vagy bevezetve a

logeo =u, logd =2

mennyiségeket, az
du =4 cyey e, 07 2+Y,
A =L Gicd Gy oLl (5)

parczidlis differenczidlegyenletek rendszere.

Ha az (4) differencziilegyenletnek 14, 4o, /5 alaprendszerhez
tartozo monodromia-csoportja a ¢ Hermite-féle alakot 6nénma-
giba transzformalja,* akkor a () egyenletnek az adjungalt z,
2,, 73 alaprendszerhez tartozo monodromia-csoportja a (B) egyen-
letnek a ¢-hez adjungalt ¢ alakot fogja onoénmagaba transzfor-
milni; ez esetben tehdtl o, ¢ a £, 7-nak egyértéki fiiggvényei,
ugyanez all w, v-re nézve, ugy hogy az (5) differenczidlegyenlet-
rendszernek egyértéki megoldas rendszerét talaltuk.

IV. Hogy kimutassuk, miszerint, ép gy mint n =2 esetén,

* Az ilyen differenczialegyenletekrsl lasd altalanos n esetén, Fucas,
Berliner Sitzungsberichte, 1896, pag. 753, n — 3 esetén, Picarp, Acta Ma-
thematica T. 1, pag. 298.
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meglorditva az (5) parczialis differenczialegyenletrendszer vala-
mely &, »-ban egyértékii megoldds rendszere u, v, oly egyértéki
egyiitthatokkal biro, (4) alakt differenczialegyenletet szolgaltat,
melynek monodromia-csoportja a ¢ Hermrre-féle alakot nem val-
toztatja, elébb nehany képletet kell levezetntink.

A
31 =Yal3— Y3Ya- (6)
hél adédik y:
21 = Y2 Y5 — Y3 Ya, (7)

2= yay — ysy$ + yays — ya v,
mely utobbi egyenletet (A)-ra valo tekintettel és a
&= Yyays — U312 (8)
jelolést bevezetve ekkép irjuk, hogy
#=—3pz +¢. 9)

A (6)—(9) egyenletekhez azokat képzeljiik hozzdcsatolva, a me-
lyek az 1, 2, 3 indexek cziklikus permutdldsaival adodnak.

Legyen y az (A), z a (B) differenczidlegyenlet valamely meg-
oldasa; szorozzuk meg (A)-t z-vel, (B)-t pedig y-nal és vonjuk
ki, illetoleg adjuk ossze, akkor lesz

Y@ z—28y4-3p (y'z—2"1)+ 28, yz=0, (10)
Y® 2428y +3p (y'z+3y) + 3 :;1" yz—0, (10a)
a hol
3 dp
R 2 dax

az (A) egyenletnek 3 stlyn Lacuerre-féle differenczial invariansa.
A (10a) egyenlet még igy is irhato:

ddoc lyz"+2y" —5'y' +3p yzl = 0,

* V. 6. példaul Scuresinger Handbuch, Bd. II, 1, 190. 1.
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mely alakban a Laerance-féle identitasbol ¥ is kozvetetleniil
kiadodik. A
yz'"+zy" —z"y'+3p 2y (%)
kifejezés értéke tehat x-tol fiiggetlen, ha y, z az (4), (B) differen-
czidlegyenletek valamely tetsz6leges integralparja.
Alkossuk meg e kifejezést y—yg, 2=2; integralparra nézve,
akkor, (9)-re valo tekintettel, adodik:

! ! "
yr 2+ Yk 2i — Ykzi -+ 3p 2y =y & — Y% + Yk 2,
(i, k=1,2,3)

de a jobholdal értéke itt nem egyéb, mint ds,** a mi az

"

Y1 Y1y
Yo Y2 yz | =1
s Ye Uh

egyenletbol rogton felismerheto.

V. Ha x-et és @-t egymastol figgetlen viltozoknak tekintjiik,
akkor mint az o fiiggvénye a ¢ eleget tesz az (A4), a ¢ pedig ele-
get tesz a (B) egyenletnek; ha tehat (G)-ben y=¢, 2=¢ irunk,
akkor e kifejezésnek a-161 fiiggetlen értéket kell felvennie. Ezt az
értéket rogton ki is szamithatjuk. Jeldljik ugyanis a ¢, ¢ alakok
@ szerinti parczialis derivaltjait fels6 akczentusokkal, akkor

¢¢/’+¢’¢,I_fﬁ'¢l+3p ¢¢ i
I Serer ity zi + yizi — Yy 2 + 3p yr 2il,

k=1 i=1
de a jobb oldal értéke tekintettel a IV. art. eredményére :

3 3

kzl igl('k ¢ ki Oki = Yy 2 + YaZa + Y32 = 0.
Adaodik teh:t
B ARSI i
3p = — ﬁj%‘;—— £E, (11)

* Lasd példaul Handbuch, Bd. I, 54. 1.
** dix KRONECKER modjara 0-t,illetéleg 1-et jelent, a szerint, hogy i+k,
illetdleg i1=k.
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¢és ha (10)-ben y helyére o-t, z helyére ¢-t és 3p helyére a (11)
alatti értékét irjuk, azt talaljuk, hogy
s . lp¢"+oe" =o' (e'd—¢'0)— oo [¢9— 0] 1o
SRRl S G G L 2 it 5 : - (19
9¢2?
Ha mar most az (5) parczidlis differenczidlegyenletrendszer va-
lamely 2, »-ban egyértékd megoldasrendszere u, v ismeretes, és

p=¢eY, 9/):(’"

segitségével megalakitjuk a (11), (12) kifejezéseket, akkor ezek
pusztdn csak az x-nek és pedig ennek egyértékii fiiggvényei és
az igy nyert p, J5 mennyiségekkel megalkotott

difterenczialegyenlet olyan, hogy vy, is, y3 alaprendszerhez tar-
toz6 monodromia-csoportja 6nénmagdba transzformilja a

¢ =C1Y1Y1 T CoYaYa t+ C3Y3Ys
Hermire-féle alakot.

Az itt » = 2, 3 esetekben kifejtett elmélkedés dltaldnositisa
tetszdleges 71 esetére, semmi elvi nehézséghe nem iitkozik, ha
tekintettel vagyunk amaz algebrai vonatkozdsokra, melyek For-
syrH * szerint valamely linear differenczialegyenlet, annak asso-
cidlt egyenletei és ezeknek successiv associdlt egyenleteinek in-
tegraljai kozt fenndallanak. De mivel eddig még nem sikeriilt az
altalanos 7 esetén felmeriilé igen komplikalt szamitasokat jol
attekintheté alakban elgallitanom, a jelen alkalommal az n=2, 3
esetek targyalasdra szoritkoztam.

Schlesinger Lajos.

* Philosophical Transactions of the Royal Society, Vol. 179, pag.
454 squ.



DIFFERENCZIALALAKOK INTERPOLACZIOJA.

1. Ha valamely
Feyy,y,...)

differenczidlalak, mint az o fiiggetlen viltozo fiiggvénye — akir
tapasztalathol — ismeretes, ha a hatdvozatlan y fiiggvény helyébe
rendre a meghatirozott

Yis Yas = =5 Yn

tiiggvényeket helyettesitjik, azaz, ha:

FEE G Yo = LX),
{2, ya, ga, Y& ) =zt

f(.’)‘, ) ,’/irv ,’/;;~ O B /;1(".)'

a hol [, [ay .. ., [ az @ fiiggetlen viltozo megadolt fiiggvényei,
akkor felmeriilhet az a kérdés, hogy miképpen hatarozhato meg
az az 1 —l-edrendi homogén linearis differenczialalak, mely
almegy az '

Tk e ) s T )

fiiggvényekbe, ha a henne eléfordulo hatarozatlannak tekintheto
y helyébe az y,, vy, . . ., y, fiiggvények tétetnek. A meghataro-
zando I (n—1)-edrendii homogén linear differenczialalakot kdze-
lito differenczidlalaknalk nevezhetjiik.

2. A folvetett kérdés legspeczidlisabb esete, midon :

[1(@) = [o(2) == [i.4(0) = fizo(@) =-= [, () = 0.
T (==t
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Ebben az esetben a megoldas kozvetleniil kinalkozik. Ilyen
alak a kovetkezd :

| Y1 Y2 e b ol Yirr - Yn
! ’ ' ’ ’
poa Rl P TGRS e e
Al g =4 =1 n—1 - ~1)/1

5 !yﬁ”r PR N YT e e

. —

i— et

-l SR Yi  Yier oo Yn |
! ! ! ’ !
e i g g
-1 72— - — -1
S e O el | AR Yk

vagy, az itt szereplé determinansokat rovidebben jelélve :

T “/11 G vy -/!i,_,l’ !l, iH-]. ce 'I/”)
: s N )

melyrél kozvetetleniil latjuk, hogy a
Fiy)=1, Fi(yn=0.
Ebbol kivetkezik, hogy a feladat dltalinos megold:sa :
F=f, Fi+fy Byt o+ o Fu.
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a keresett
F=Agyn=04 A, yn=94 .4 A,y

linear differenczidlalak egyiitthatoit tgy hat:imz:mk meg, hogy
fonndlljanak az

fi= Aoy Ay Ay
(i=1, .., n—1)

egyenletek. E rendszer az .y, A, ..., [A,-re mindig egyértel-
miien oldhatéo meg, ha a rendszer determinansa a 0-tol kiilon-
b6z6. Ez a determinans azonban nem mas, mint az #,, Yo, -« lUn
Wronsky-féle determinansa, tehat a feladatnak mindig teljesen
meghatirozott egyetlen megoldasa van, ha az adotty, ¥, ..., Un
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egymastol linedrisan fiiggetlenek. Ebbél egyuttal az is kovetke-
zik, hogy az el6bb talalt I alak az eqyetlen lehetd alak.

3. A kozelito fiiggvény e meghatirozisa abban a hibaban
leledzik, hogy fokozatos interpolicziora nem igen alkalmas, mert
minden tag kiszamitisdra az osszes adott fiiggvényekre — az
osszes kisérleti gorbékre — sziikségiink van. Kivdnatos tehat,
hogy itt is, a Newron-féle interpolaczié mintdjdra, egy, a fokoza-
tos interpoldcziora alkalmas alakot taléaljunk.

Jeloljiik e végbol az

/i [, 7 v aiily o
m TSR T
" RS

”(ll;—Q) ',/{zlc~9) !/(’!:-i)

determinanst roviden: (f;fo. . . [r)-val és az

Yy 1 Ya oo Ykt
y' 1 Y2 AR V1

i Jo - ._1 ._‘1 s |
R e MR

determinanst (y, yqYs . . - Yr—1)-gyel, akkor a kozelité fiiggvény a
kovetkez6 alakban dllithato el6: '

F=g,y+9:y)+9s@ys o+ gns Y1, - - s Y1) Q)
a hol ‘
q e (/1/2...7/7];)
Jr== v - i
Y1 Y2+ Y1) Y1 Yo - - - Y&
Tegyiik fel nugyanis, hogy ez a tétel mar n—1-re bebizonyitta-
tott, azaz, hogy

D=g, Y+ Wy)+gsWys o)+t Gna Ys Yo - - - Yn—2)

valoban atmegy [, [s, - - -, [u—1-be, ha y helyébe rendre ,, ¥s, . . -,
yn—1 tétetik.
Ekkor tehat a 2. pont értelmében :

O=fi Fi+foFot - Ffa-1Fu-ty (1)
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a hol
Fo— WaYs: - Yeerlhs Yrer- - Yn
W1Ya - - Yo -« Yn—1)

Kimutatjuk, hogy a keresett [ ilyen alaki
F=@+¢, (1, Y1, Yoy - - - Yn—1) 2)

Ha ugyanis y helyébe y; tétetik, a hol i<<n, akkor a jobbolda-
lon allo kifejezés elsé tagja foltevésiink f;-be megy dat; masodik
tagja pedig eltiinik, mert a determindns két oszlopa megegyezik.

Ha pedig y helyébe ,-et tesziink, akkor f,-et kapjuk. A md-
sodik tag ugyanis ekkor

I /2 N
U8 Yo ces Yn
o Yoy Uslla i < YnD=(= 1177 5 gl
G- WYns Y1Y2 - - Un-1)=( VA g
,/(1:1—% ,/(2n~“_’) T ql(w—Q)
. . vn

Y1 Ya- - - Yn—-1)

:_‘\/l j“l)l_*_/?! I('Qn+" ' ’P'/‘n—] /",.»71)—%/;1.
a hol

o= Wi Yim1Yn, Yivr- - - Yn—1)
W= Y~ i Hn)

tehat azt a fiiggvényt jeldli, a melybe az I datmegy, ha a hataro-
zatlan y helyébe y;-t tesziink. Az elso tag pedig, a @, az (1) alatti
egyenlet értelmében atmegy
fl [’vln—*’/:Z 14:.’;1'*— = '*'/n-l I"n -1
-be, ha y helyébe y, tétetik : tehiat a (2) alatti kifejezéshdl éppen
[n lesz, y=y,, esetében.
Minthogy pedig =1 esetében:

dies ﬁ
tehat '
F=g,y

valoban [i-gyé vialik y=y, esetében, tehat az (A) alatti kézelité
fiiggvény y=uy,, Yo, . . -, Y» esetében sorban fy, fs, . . ., f. figg-
venyekbe megy at. ‘ Belke Mang.



AZ BELMELETI PHYSIKA MODSZEREINEK FEJLODESE
NAPJAINKBAN.

(Masodik és befejezé kozlemény.)

Kircuuorr a régi klassikus mechanikat anyagaban valtozatlanul
hagyta; ujjaalakitasa tisztan formalis volt. Sokkal messzebbre ment
Herrz ; s mig a kés6bbi szerz6k majdnem kivétel nélkil utanoztak
Kircunorr targyalasi modjat, itt-ott néha inkabb csak némely
Kircnnorr-nal talalhato kifejezésmédokat, mintha a dolog lénye-
géhez tartoznanak, addig Herrz mechanikajat mar sokaktol hal-
lottam dicsérni, de a Hrrrz mutatta uton még senkit sem lattam
haladni.

Tudomasom szerint eddig még nem utaltak arra, hogy van
Kircanorr mechanikajaban egy gondolat, mely végsé kovetkez-
ményeiben kozvetlentil a Herrz-féle eszmékre vezet. KircauOFF
ugyanis a mechanika legfontosabb fogalmat, az anyagét csak arra
az esetre értelmezi, melyben az anyagi ponlok kozt tetszés sze-
rinti foltételi egyenletek allanak fenn. Ebben az esetben vilagosan
belathato azon tényezének sziikségessége, melyet Kircunorr anyag-
nak nevez. A tobbi esetekben, a melyekben az anyagi pontok fol-
tételi egyenletek nélkil tigy mozognak, a mint az a régi erShata-
soknak megfelel, pl. a rugalmassag tanaban, az als6 mechanikdban
sth. Kircunorr-nak anyag-fogalma mintegy a légh6l kapott, s az
ebb6l ered6 homalyossag csak akkor enyészik el teljesen, ha ezen
eseteket egyaltalaban kizarjuk.

Ezt tette meg Hertz. A régi mechanikaban a legnevezetesebb
er6k azon tavolhatasu er6k vollak, melyek két anyagi pont kozt
lépnek fol. Kircnnorr azon tavolbahatas metaphysikai okanak kér-
dését a mechanikabdl kikiiszobolte; de oly mozgasokat, melyek
pontosan ugyanazon torvényeket kovetik, mintha az ilyen erdk
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léteznének, megenged. Ma mar, mint azt lattuk, altalanos azon
nieggy6z0dés, hogy az elektromos és magneses hatasokat egy
kozeg kozvetiti. Még csak a gravitatio, melyrél mar folfedezéije,
Newron is azt tételezte fol, hogy okat valoszintileg valamely kozegben
kell keresnitink, és a molekularis er6k maradnak hatra. Az utobbia-
kat szilard testeknél az alak valtozatlansaginak foltétele, folya-
dékoknal a térfogat valtozatlansaganak foltétele kozelitéleg po-
tolhatja.

A rugalmassag, az oOsszenyomhato folyadékok expansioja, a
kristalyosodas és a chemia eréi hasonlo alakt foltételekkel nap-
jainkig sem voltak helyettesithet6k. Herrz ellentétben Kircanorr-al
bizonyara a helyettesités sikerének reményében elvet minden
olyan mozgast, mely gy megy véghe, a mint azt a régi tavolhatasu
erok kivanjak, és csak oly mozgasokat enged meg, melyek szamara
a mathematikailag kozelebbrél értelmezett foltételek fonnailanak.
Ezen kivil az egész mechanika rendszerének folépitésében még
csupan egy mozgasi torvényt hasznal fol, mely a Gauvss-féle leg-
kisebb kényszer elvének specialis esete.

Ha Kircuunorr csupan a mozgasok okainak kérdését, melyet az-
el6tt a tavolba hato erékben talaltak meg, tiltotta el, akkor Herrz
magukat ezen mozgasokat is kikiiszoboli, s az eréket foltételi egyen-
letekkel torekszik helyettesiteni, mig kiilonben rendszerint a moz-
gas foltételeit az erdk hatasaibol vezették le. Hertz tehat sok-
kal inkabb, mint azt Kircuuorr tette, vallalkozik maganak az er-
nek lekizdésére. Igy meglepden egyszerd, csak igen kevés, logikai-
lag agyszolvan onmaguktol kindlkozo elvekre épiti f6l a mecha-
nika rendszerét. Sajnos, hogy egyidejtileg szaja is orokre elnémult,
s nem felelhet a magyarazatokat kivano azon szamtalan kérdeé-
sekre, melyek bizonyara nem csupan az ¢n ajkaimon lebegnek.

Az eddig elmondottakbol érthetd, hogy bizonyos tiinemények,
mint a’ merev rendszerek szabad mozgasai, Her1z elmélete alap-
jan konnyen targyalhatok. A tobbi tineményeknél Herrz kény-
szertil bizonyos sejtett és mozgashan levé tomegeket foltételezni,
melyeknek a lathaté tomegekre valo hatasaibol magyarazhatok meg
ezek mozgasainak torvényei, melyek tehat az elektromagnetikus
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és gravitatios tliineményeket létesitd, szintén sejtett kozegeknek
felelnek meg. De hogyan képzeljik el ezen ismeretlen tomegeket
a kilonbozo esetekben ? Vajjon egyaltalan lehetséges-e barmely
korilmények kozott segitségiikkel czélt érni? A korabbi kozegek-
nek és a MaxweLL-féle fénysethernek strukturaival nem ruhazha-
tok fel, mert mindezen kozegekben oly erék hatnak, a melyeket
Herrz épenséggel kizar.

Ha mar most aranylag egyszerii mechanikai feladatoknal a sej-
tett tomegeknek aranytalanul bonyolédott rendszereire bukkanunk,
melyek a feladatot a Hurrz-féle elméletnek megfeleléleg megold-
jak, az utébbiak értéke mégis pusztin csak akadémikus.

A Herrz-féle mechanikat inkabb a tavol jové programmjanak
tekintem. Ha majdan sikertilni fog minden természeti tiine-
ményt a Herrz-féle modorban ilyen sejtett mozgasokkal ter-
meszetes modon megmagyarazni, akkor a Herrz-féle mechanika-
nak a régi folotti diadala teljes leszen. Addig is a régi mechanika
az egyedtli, mely minden tiineményt valoban képes értheté mo-
dorban targyalni, a nélkul, hogy oly dolgokra szorulna, melyek
nemcsak sejtettek, hanem a melyekr6l homalyos sejtelmiink sincs
hogy miként gondolandok el ?

Henrtz a mechanikarol irott konyvében nemesak Kircuuorr-nak
mathematika-physikai eszméit, hanem MaxwrLL-nek megismerés-
elméleti gondolatait is bizonyos tokéletességig fejlesztette.

Maxwern a Weser foltevését realis physikai elméletnek ne-
vezte, a mivel azt akarta mondani, hogy szerz6je az objectiv igaz-
sagot vette szamara igénybe ; ellenben a sajat fejtegetéseit csupan
a tinemények képeinek mondotta. Ezzel kapcsolatban Herrz oly
vilagosan tudomasukra hozza a physikusoknak azt, a mit a philo-
sophusok bizonyara mar régen kijelentettek, hogy t. i. semmiféle
elmélet objectiv. a tényleges természcttel valoban egybevago
nem lehet, s6t, hogy mindegyik a tiineményeknek csupan észbeli
képe, mely ezekhez oly viszonyban all, mint a milyenben a jel a
jelzetthez.

Ebbél kovetkezik, hogy nem lehet feladatunk absolut helyességt
elméletet, hanem csupan egy lehetéleg egyszert, a tiineményeket
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lehetéleg jol abrazolo képét talalnunk. S6t elképzelhetd két egészen
kilonbozé elméletnek a lehetdsége is, melyek mindketten egyarant
egyszertek, s a tineményckkel egyarant jo osszhangzasban vannak,
melyek tghét, bar homlokegyenest ellenkeznek, mégis' egyenléen
helyesek. Annak kijelentése, hogy valamely elmélet az egyediili he-
lyes, esak subjectiv meggy6zodésiink kifejezése lehet az irant, hogy
mas hasonlo egyszertiségii, hasonlo htiségti kép nem létezhet.

Szamos, azel6tt felfoghatatlan kérdés igy onként elesik. Korab-
ban azt kérdezték, hogyan indulhat ki az eré egy anyagi pontbol,
mely maga is csak gondolatunkban létezik ; hogyan adhat a pontok
Osszesége valamit, a minek kiterjedése is van? stb. Most méar
tudjuk, hogy mind az anyagi pontok, mind az erék pusztan esz-
ményi képek. Az elsék valamivel, aminek van kiterjedése, egyenléek
nem lehetnek, de annak tetszésszerinti pontossagu abrazolatai le-
hetnek. Az a kérdés, vajjon az anyag atomistikus osszetételi, avagy
continuum-e, most arra a sokkal vilagosabb kérdésre van vissza-
vezetve, vajjon rengeteg sok egyednek, vagy egy continuumnak el-
képzelése adhatja-e a tineményeknek jobb képét?

*

Legutobb f6leg a mechanikarél beszéltiink. Egy az egész phy-
sikara kihato felforgatas az energia-elv jelentéségének rohamos
fokozodasaval kapesolatban kiséreltetett meg. Ezen elvet mar egyszer
gy mellesleg mint a mechanikai természetfelfogasnak a tapasz-
talattol igazolt kovetkezményét felemlitettiik. Ezen felfogas szerint
az energia mint valami ismeretes, mar korabban bevezetett meny-
nyiségekbdl (tomeg, sebesség, eré sth.) adott modon osszetett ma-
thematikai kifejezés tiinik fel, mely minden titokzatossagot nél-
kiiloz, és minthogy a hét, az elekiromossagot sth mint a mozgas-
nak persze részben teljesen ismeretlen alakjait tekinti, azért az az
energia elvében kovetkeztetéseinek fontos igazolasat latja.

Ezen elv méltatasaval kilonben mar a mechanika zsenge gyer-
mekkoraban talalkozunk. Lexitz az erd substantialitasarol, mi
alatt az energiat értette, majdnem ugyanazon szavakkal szolt, mint
a legmodernebb energetikusok ; de § a rugalmatlan testek titkozésé-
nél az eleven erébdl deformatiot a coheesio és alkat megszakada-
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sat, ragok megfesziilését stb. keletkezteti; arrol, hogy a hoé az ener-
gianak egyik alakja, sejtelme sincsen. Ennélfogva Dupors-Reymonn-
nak teljességgel nincs igaza, hogy ha Heiwmworrz fo6lott tartott
emlékbeszédében Maver Roprrret még egyszer kisebbiteni torek-
szik és téle a hoé és mechanikai munka egyenértékiiségére vonat-
kozolag a prioritast meglagadja. Az utobbi kilonben egyaltalan
nem vallotta azon nézetet, hogy a hé molekularis mozgas, s6t azt
az energia 0j alakjanak tartotta és csupan a hének a mechanikai
energiaval valo egyenértékiiségét vitatta.

Az elsé felfogasnak hodolo physikusok, mindenek folott Cravsivs
is szorosan megkilonboztetik az egyediil beldle folyo tételeket, a
kilonos thermodynamika tételeit azoktol, melyek a ho természetére
vonatkozo minden foltevéstol fliggetlenek, és kétségtelen tapaszta-
lati tényekbdél vezethetdk le, t. 1. az altalanos thermodynamika téte-
leit6l.

Mig a kiilonds thermodynamika a fényes eredmények egy sora
utan a molekularis mozgasok mennyiségtani targyalasanal follépo
nehézségek miatt fennakadt, addig az altalanos thermodynamika
ez utan is az eredmények bdéségével dicsekszik. Azt talaltak, hogy
arra, mikor ¢s mekkora mennyiségben alakulhat egymasba at a hé
es a munka, a homérséklet az iranyado. A hozzavezetett hémeny-
nyiség novekedese oly szorzatnak mutatkozott, melynek egyik té-
nyezbje az 1. n. absolut hémeérscklet, masik tényezdje pedig egy
oly fiiggvénynek novekedése, melyet Cravsivs nyoman entropianak
szoktunk nevezni. Ebb6l mar most Gisss szerkesztett @ figgveé-
nyeket, melyek kozil az allando hémérséklet melletti, az allandé
nyomas melletti thermodynamikai potentialt stb. emlitjik, s melyek
segitségével a legkilsnfélébb tekintetben, mint a chemiaban, a
capillaritas tanaban stb. a legmeglepébb eredményeket érte el.

Azt talaltak tovabba, hogy mas energia-fajok atalakulasainal
mint pl. az elektromos, magneses, a sugarzo energiaknal stb. ha-
sonl6 alaki egyenletek allanak fon és kiilonosen, hogy minden eset-
ben a két tényezére valo felbontias hasonlo sikerrel eszkozolhetd.
Ez a kutatok egy sorit, kik magukat energetikusoknak nevezték, oly
lelkesedésre gerjesztette, hogy minden eddigi nézettel készek voltak
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szakitani, azt hozvan fel ellenok, hogy a hé és az eleven energia
egyenértékiiségetol azonossagukra kovetkeztetni hibas, mintha az
azonossag mellett csupan csak az egyenértékiség tétele szélna, s
annak sok egyéb bizonyitéka egyaltalan nem léteznék.

Az Gj felfogas szerint a természet kutatasinak egyedili helyes
kiindulaspontja az energia fogalma. Annak két tényezére valo fel-
bontéasa és egy ehhez csatlakozé variatios tétel pedig az egész ter-
mészetnek alaptorvénye. Annak mechanikai magyarazatat, hogy
miért veszi f6] az energia épen azokat a furcsa alakokat és miért
koévet minden alakjaban hasonlo, de lényegileg mégis mas torvé-
nyeket, az energetikusok fﬁli‘)siegesnek, s6t karosnak tartjak, s a
physika, s6t az 6sszes természettudomény szemeikben az energia
viselkedésének Osszes lehetséges alakulasaiban valo leirasaban all ;
ez az energia termeészettudomanya, a mely elnevezés, ha energia
alatt értiink mindent, a minek hatasa lehet, pleonasmussa valik.

A kiilonbozoé energia-alakok viselkedéseinek analogiai kétség-
teleniil oly fontosak és érdekesek, hogy azoknak minden iranyban
valo felkutatasa a physika legszebb feladatai kozé tartozik; mas-
reszt az energia-fogalom fontossaga bizonyara igazolja azt a torek-
vest, mely az energiat akarja els6 kiindulaspontta tenni. Meg kell
engedniink azt is, hogy az a kutatasi irany, melyet én klassikus
elméleti physikanak neveztem, helylyel-kézzel oly torzalkotasokra
vezetett, melyekkel szemben a reactiora tényleg sziikség volt. Min-
den jott-ment hivatast érzett magaban arra, hogy atomokbol, for-
gatagokbol s ezek lanczolataibol valami alakitmanyt eszeljen ki, s azt
hitte, hogy ezzel a Teremtének tervét végérvényesen kiszimatolta.

Nagyon jol tudom, mennyire elényos, ha a problemakat a leg-
- kiilonbozobb oldalokrol tamadjuk meg és szivem minden eredeti,
lelkes tudomanyos munkalatra melegen feldobog. Ennélfogva a
secessioval élénken kezet szoritok. De azt vettem észre, hogy az
energetika gyakran feliileletes, pusztin alaki analogiaktol félre-
vezettette magat, hogy torvényei nélkilozik azt a vilagos és kétség-
telen fogalmazast, mely a klassikus physika torvényeit jellemzi,
kovetkeztetései hianyaval vannak az ott kidolgozott szigorisagnak,
hogy a régibél sok jot, s6t a tudomanyra nézve nélkiilozhetetlent
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kiktiszobolt. Az a vita is, mely el akarja donteni azt, vajjon az
anyag avagy az energia-e a valoban létezd, a régi, tulhaladottnak
tekintett metaphysikaba valo visszaesésnek latszik, s vét annak
megismerése ellen, hogy az osszes elméleti fogalmak csupan kép-
zeleti képeknek tekintendok.

Ha mindenr6l tartozkodas nélkul nyilatkoztam, akkor azt azon
hiszemben tettem, hogy az energia-tan tovabbfejl6dése iranti ér-
deklédésemet hasznosabb modon nyilvanitottam, mint azt puszta
dicsérettel tehettem volna. Epen tigy mint a Herrz-féle mechanikat,
az osszes physikanak a két energia-tényezére és a folhozott variatio-
tételre vonatkozo torvénybdl valo levezethetéségét a messze jové
eszméjének kell tartanom. Csak az adhat feleletet arra a ma még
egészen eldontetlen kérdésre, vajjon a természetnek egy ilyen képe
jobb-e a réginél, vagy épenséggel a legjobb-e ?

P'S

Az energetikusokrol attérhettink a phenomenologusokra, kiket
meérsékelt secessionistaknak szeretnek elnevezni. Az & tanuk reactio
azon felfogas ellen, mely szerint a régi kutatasi modszer az atomok
alkatarol szolo hypothesiseket tekinti a tudomany tulajdonképeni
czéljanak, s az ebb6l a lathato folyamatokra kiadodo torvények
ezen foltevések puszta ellenérzéi.

Ez természetesen csupan a legszélséségesebb iranyzatra all. Lat-
tuk mar, hogy Crausius szigorit megkiilonboztetést tett az altala-
nos, tehat a molekularis hypothesisektél fuggetlen és a specialis
thermodynamika kozott. Sok méas physikus is, mint pl. Ampkre,
Nrumany Ferencz, Kircuunorr levezetéseiket nem alapitottak a mo-
lekulakra vonatkozo felfogasokra, még ha az anyag molekularis
szerkezetét nem is tagadtak.

Igen gyakran talalkozunk a levezetésnek egy bizonyos modjaval,
melyet eulklidikusnak nevezhetnék, mert utanozza azt, a melyet
EvkLipes a geometriaban alkalmazott. Néhany vagy onmaguktol
vilagos, vagy kétségtelentl tapasztalati jellegii axioma felallitasa
utan ezekbo6l el6szor is bizonyos egyszert elemi torvények vezettet-
nek le, mint azok logikai kovetkezményei, s végil ezekbél szer-
kesztetnek meg az altalanos (integralis) torvények.

b2
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Ezzel és a molekular-elméleti levezetésmodokkal eddigugy nagyja-
bol beérték ; nem ugy Maxwerrnek elektromagnetikus elméleténél.
MaxwrLL elsé dolgozataiban azt hitte, hogy az elektromagnességet
tovabbito kozeg szintén nagy szamu molekulabol vagy legalabb is
mechanikai individuumokbol all, annak szerkezetét azonban oly
bonyolodottnak hitte, hogy azok pusztan oly egyenletek felallitasa-
nak segédeszkozei, melyek egy a ténylegeshez bizonyos tekintetben
hasonlé hatas schemajat adjak, de mint a természetben létezék
végleges képei sohasem tekintheték. Késébb kimutatta, hogy nem-
csak ezek a mechanismusok, de szaimos masfélék is czélhoz vezet-
nének, hacsak bizonyos altalanos foltételeknek megfeleléek; de
Osszes faradozasai, melyekkel egy tényleg egyszerii mechanismust
akart talalni, a mely mindezen feltételeket kielégitené, hajotorést
szenvedtek. Ez a kortilmény utjat egyengette egy oly tannak, me-
lyet legélesebben tgy vélek jellemezhetémek, ha immar harmad-
szor visszatérek Hrrrzhez, ki az elektrodynamika alapegyenleteirol
52016 értekezéseinek bevezetésében fejtette ki az ezen tanra nézve
typikus eszméket.

Ezen alapegyenletek kielégité mechanikai magyarazatat Herrz
nem kereste, vagy legalabb is nem taldlta meg; de az euklidesi
evezetésmodot is mell6zte. Joggal utal arra, hogy a mechanikaban
nem azon néhany kisérlet, a melybél annak alapegyenleteit rend-
szerint levezetni szoktak, az elektrodynamikaban nem Ampirenek
0t vagy hat alapkisérlete azok, melyek alapjan azon alapegyenletek
helyességérol oly szilardul meggyozédiink, hanem azalapegyenletek
kovetkezményeinek az osszes tovabbi tapasztalati tényekkel valo
megegyezése. O ezért azt a salamoni itéletet mondja ki, hogy ha
ezen alapegyenletekre egyszer mar szert tettiink, akkor a legjobb
azokat minden levezetés nélkiil elfogadnunk, a tineményekkel faly-
tonosan osszehasonlitanunk és allandd megegyvezéseikb6l helyessé-
giik bizonyitékat meritentink.

A nézet, mely itt legextremebb alakjaban fejeztetett ki, a leg-
ktilonfélébb fogadtatasra talalt. Mig némelyek hajlandok voltak azt
rossz éleznek tekinteni, masok ezentil benne lattak a physika egye-
diili ezéljat; minden hypothesis mell6zésével, minden szemléltetés
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vagy mechanikai magyarazat hijaval a tiinemények minden soro-
zata szamara egyenleteket allitvan fol, melyekbél azok lefolyasa
quantitative meghatarozhato ; ugy, hogy a physikanak egyediili fel-
adata volna : probalgatassal lehetdleg egyszerti egyenletekhez jutni,
melyek az isotropianak s egyebeknek bizonyos formalis foltételeit
kielégitik, s azokat utolag a tapasztalattal egybevetni. Ez a phee-
nomenologianak legszélsébb iranyzala, melyet mathematikus phee-
nomenologianak nevezhetnénk, mig az altalanos phenomenologia
a tények minden csoportjat az osszes beletartozo tinemények fel-
sorolasaval és természettudomanyi jellemzésével torekszik leirni,
az erre szolgalo eszkozokben valo valogatas nélkiil, de lemondvan
minden egységes természet-felfogasrol, minden mechanikai vagy
masnemit magyarazatrol. Az utobbit jellemzi egy allitas, melyet
Macu idéz, s mely szerint az elektromossag pusztan osszesége mind-
azon tapasztalatoknak, melyeket e téren eddig tettink, s ezentul
szerezni fogunk. Mindketto czélul tizi ki a ttinemények dbrazolasat
anelkil, hogy a tapasztalatok terét elhagyna.

A mathematikai phenomenologia elsé sorban gyakorlati sziik-
seget elégit ki. Azon foltevések, a melyek alapjan az egyenletek
szarmaztak, bizonytalanoknak és valtozékonyaknak mutatkoztak ;
maguk az egyenletek pedig, ha mar elegendé esetben kiprobaltat-
tak, legalabb bizonyos pontossagi hatarok kozt megallottak ; ezen
hatarokon tal ismét kiegészitésre, tokéletesitésre szorultak. A gya-
korlati alkalmazasok érdekében tehat sziikséges volt a szilardul
allot, a biztositottat az ingadozotol lehetéleg tisztan szétvalasztani.

Meg kell engedniink azt is, hogy minden tudoméanynak s igy a
physikanak is czélja-a lehetd legtokéletesebben akkor éretnék el,
ha oly képleteket lehetne talalni, melyek segitségével az elérelatott
tiineményeket minden kiilonos esethen egyértelmiileg, biztosan és
tokéletes pontossaggal kiszamithatnok ; de ez épen oly kevéssé el-
érhet6 eszmény, mint az Osszes atomok kezdetleges allapotanak
és hatastorvényének ismerete.

Ha a phenomenologia azt hitte, hogy a természetet a tapasz-
talat korlatainak tallépése nélkil abrazolhatja, akkor ezt illusionak
kell tartanom. Semmiféle egyenlet sem fejezhet ki bizonyos valto-
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zasokat absolut pontossaggal ; mindegyik azokat idealizalja, a ko-
zoset kiemeli és sok korilményt melléz, tehat a tapasztalat kor-
latait tallépi. Hogy ez sziikséges, valahanyszor oly képzetre akarunk
szert tenni, melynek alapjan valamely bekovetkezend6t elére je-
lezni képesek lehesstink, az magabol a gondolkodas folyamatahol
kovetkezik, mely abban dll, hogy a tapasztalathoz valamit hozza-
téve, szellemi képet alkotunk, mely nem levén maga a tapasztalat,
ezért szamos tapasztalatot abrazolni képes.

A tapasztalat, mint azt Goernr mondja, mindig csak felerészben
tapasztalat. Mennél merészebben teszsziik magunkat a tapasztalaton
tul, annal altalanosabb attekintésre tesziink szert, annal meglepébhb
tényekre bukkanhatunk, de annal konnyebben tévedhetiink is.
Ezért a pheenomenologia ne igen dicsekedjék azzal, hogy a tapasz-
talat korét nem lépi at, csak intsen, nehogy azt tilsigosan meg-
tegytk.

Abban is téved, ha azt hiszi, hogy a természetet abrazolé képre
sziikség nincsen. A szamok, vonatkozasaik és csoportositiasaik épen
ngy képei bizonyos eseményeknek, mint a mechanikanak geometriai
képzetei. Az els6k csupan jozanabbak, a quantitativ abrazolasra
alkalmasabbak, de azért lényegesen ujabb perspektivak nyitasara
annal kevésbbé alkalmasak ; rossz heuristikus utmutatok; az alta-
lanos ph@nomenologia oOsszes képzetei épen igy a tlinemények
képeinek mutatkoznak. Ezért bizonyara akkor biztositjuk a sikert
legjobban, ha sztikség szerint mindig az abrazolas oOsszes eszkozeit
felhasznaljuk s lépten-nyomon nem mulasztjuk el a nyert képeknek
j tapasztalatokkal valo ellenérzését.

Akkor nem eshet meg velink az, a mit az atomistaknak lobban-
tottak szemiikre, hogy a képek elvakitanak és tényeket még sein
latunk. Ide jutunk minden elmélettel, ha ezt tulsagos egyoldalusag-
gal miveljiik. Ennek oka kevésbbé az atomistikanak specifikus
sajatsagaiban keresend6, mint inkabbabban a koriilményben, hogy
még nagyon kevés intelem oOvott a képekben valo bizalomtol.
A mathematikusnak épen oly kevéssé szabad képleteit az igazsag-
gal oOsszetévesztenie, mert akkor hasonlé modon elvakittatnék.
Ezt tapasztalhatjuk a phenomenologusokon, ha azt a sok tényt,



AZ ELMELETI PHYSIKA MODSZEREINEK FEJLODESE NAPJAINKBAN. 93

nmelyek csak a specialis thermodynamika szempontjabol értheték
meg, nem veszik észre; az atomisztika ellenfelein, ha minden
mellette sz0l6 érvet elhanyagolnak, s6t magan Kircanorr-on is, ha
6, hydrodynamikai egyenleteiben bizva, a hot vezeté gaz kiilonbozo
helyein a nyomas egyenlitlenségeit nem tartja lehetségeseknek.

A mathematikai ph:nomenologia természetesen visszatért az
anyag folytonossaganak a latezat szerint megfelelé6bh felfogasahoz.
Ezzel szemben arra hivtam fel a figyelmet, hogy azon differential-
egyenletek, melyeket felhasznal, az értelmezés szerint puszta
hataratmeneteket adnak meg, s ezek az egyedek nagy szamanak
folvétele nélkil egyszerien értelmetlenek. Csupan mennyiségtani
jelvények megfontolas nélkiilli hasznalatinal hihetjuk azt, hogy a
differential-egyenleteket el lehet az atomistikus képzetekt6l kiilo-
niteni. Ha tisztaba jovink azzal, hogy a phaenomenologusok a
differential-egyenletek mezébe burkoltan szintén atomszeri egyedek
folvételébdl indulnak ki, melyeket a tinemények minden csoport-
janal mas és mas tulajdonsagokkal kell a legbonyolédottabb médon
felruhézniok, akkor csakhamar feliil kerekedik benntink az egyszert
és egységes atomistika utan valo vagyakodas.

Az energetikusok és pheenomenologusok a molekular-elmélet
jelenlegi csekély termékenységébdl annak elpusztulasara kovetkez-
tettek. Mig az némelyek véleménye szerint csak karokat okozott,
addig masok megengedték, hogy korabban haszna is lehetett ; mert
majdnem valamennyi egyenlet, mely a mathematikai pheenome-
nologusok szerint most a physika Osszeségét teszi, a molekular-
elmélet alapjan nyeretett; de az utobbiak azt allitjak, hogy most,
mikor mar ezen egyenleteknek birtokaban vagyunk, foloslegessé
valt. Valamennyien megsemmisitésére eskidtek dssze. Ramutattak
arra a torténeti elvre, hogy sokszor a legnagyobb tekintélynek
orvend( nézeteket aranylag rovid id6 alatt teljesen masnemi néze-
tek valtottak fol, s6t gy, mint sz. Remigius a poganyokat, arra
intették az elméleti physikusokat, hogy mindazt, a mit még az
imént imadtak, menten égessék el.

De a torténeti elvek néha kétéliek. Az bizonyos, hogy a torté-
nelem gazdag a varatlan folfordulisok példaiban ; bizonyara hasznos
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lesz annak lehet6ségét szem el6tt tartanunk, hogy azt, a mit most
a legbiztosabban hisziink, valaha valami teljesen kiilonboz6 fogja
kiszoritani; de épen ugy annak lehetbségét is, hogy hizonyos viv-
manyok, talan kiegészitett és valtozott alakban, de mindorokké
megmaradnak a tudomanyban. S6t ugyanazon torténeti elv szerint
az energetikusoknak és phsenomenologusoknak nem volna szabad
véglegesen diadalmaskodniok, mert ebb6l rogton hamaros buka-
sukra lehetne kovetkeztetnink.
*

Crausivs példajara a specialis thermodynamika baratjai sohasem
vontak kétségbe az altalanos thermodynamikanak nagy jelento-
segét ; az utobbinak sikerei tehat az elsével szemben nem bizonyi-
tanak semmit. Még csak az a kérdés, vajjon ezen sikerek melleit
vannak-e olyanok is, melyeket csakis az atomistika érhetett el ?
Mar pedig ilyeneket az atomistika a régi fénykorat kovet6é id6bol is
sokat és nevezeteseket mutathat fol. Pusztan molekular-elméleti
elvekb6l vezetett le van per Waaws oly képletet. mely a folyadékok,
gazok és gbzok viselkedését és ezen halmazallapotok szamos dtmeneti
allapotait bar nem tokéletes pontossaggal, de csudalatra mélto
megkozelitéssel irja le és sok 0j eredményre, pl. a megfelelkezo
allapotok elméletére vezetett. Ugyancsak molekular-elméleti meg-
fontolasok mutattak meg legujabban a képlet megjavitasanak atjat
s nines kizarva annak reménysége, hogy legkozelebb a vegyileg
legegyszeriibb anyagok, nevezelesen az argon, helium stb. visel-
kedését teljes pontossaggal képesek lesziink leirni, iigy, hogy épen
azatomistika kozelitette meg leginkabb a testek 6sszes allapotait jel-
lemz6 képletben a pheenomenologusok eszményképét. Ehhez csatla-
kozott a eseppfolyos folyadékoknak egy kinetikai élmélete.

Az atomistika tovabba épen gy, mint ahogyan korabban jo
vilagitasha helyezte az Avocapro-féle torvényt, az ozon termé-
és kidolgozasanal nytjtott segédkezet, bar azt Gipes mas, de mégis
oly uton talalta, mely altalanos molekular-elméleti alapképzeteket
foltételez. Nemesak ujra megalapitotta a hydrodynamika egyen-
leteit, hanem megmutatta azt, hogy azokat, valamint a hévezetés
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egyenleteit hol kell megjavitanunk ? Bar ha a phsgnomenologia
a maga részérdl is bizonyara kivanatosnak tartja azt, hogy mindig
1j meg 0j kisérleteket végezziink, melyekkel egyenleteinek esetleg
sziikséges kiigazitasait eszkozoljik, azért e téren még is az atomis-
tika végez sokkal tobbet, mert bizonyos olyan kisérletekre enged
kovetkeztetni, a melyek elsé sorban nyGjtanak kilatast az ily
kiigazitasok megtalalasara.

A gazok kétféle hofoghatdsaganak viszonvara vonatkozo, speci-

fikusan molekularis-elméleti tan is épen most ismét fontos szerepet:

Jjatszik. CLavsius ezen viszonyt azon legegyszeriibb gazokra, melyek-
nek molekulai ugy viselkednek, mint a rugalmas golyok, 12/s-ban
allapitotta meg, mely érték az akkor ismeretes gazok egyikére sem
illett, mib6l azt kovetkestette, hogy ilyen egyszerti gazok egyaltalan
ninesenek.

MaxwELL ezen viszonyt azon esetben, mikor a molakulak titkozés
kozben mint nem gombalaki rugalmas testek viselkednek, 1'/s-ban
allapitotta meg. Minthogy a viszony értéke a legismertebb géazok
esetében 14, ennélfogva MaxweLi.a maga elméletét szintén elvetette.
Az 6 figyelmét elkertilte azon eshet6ség, hogy a molekulak egy
tengely kortl symmetrikusok lehetnek: ez esetben az elmélet a
kérdéses viszonyt pontosan 1-4-ben allapitja meg.

A régi Cravsivs-féle 12/s-os értéket mar Kunpr és WARBURG
higany-gézokre megallapitottak ; kisérletiik a follépé nagy nehéz-
ségek miatt azota nem ismételtetett és majdnem feledésbe ment.
Most a héfoghatosiagok e viszonyanak 12/3-0s értéke minden a Lorp
Ravyreicn és Ramsay folfedezte ij gazoknal ismét follép s az dsszes
tobbi korilmények is, mint ez mar a higanygaznal tortént, mole-
kulaiknak az elmélet kovetelte egyszerii alkatara latszanak mutatni.
Milyen befolyassal lett volna az a gazelmélet torténetére, ha MaxwerLL
nem esett volna ebbe a csekélyke tévedéshe, vagy ha az 0j gazok
mar Cravsivs szamitasainak idejében ismeretesek lettek volna ?
Akkor mindjart kezdetben a h6foghatosagok viszonyanak az elmélet
kovetelte Osszes értékeit a legegyszeriibb gazoknal mar megtalaltak
volna.

Végil még azon vonatkozasokat emlitem 61, melyek a molekula-
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ris elmélet tanusaga szerint az entropia-tétel és a valdszintség-
szamitas kozt fennallanak s melyeknek redlis jelentdsége folott
lehet ugyan vitatkozni, de a melyekrél az elfogulatlanok egyike
sem veszi tagadasba azt, hogy képesek eszmekorinket kitagitani, uj
eszmekapesolatokra, sét kisérletekre is utalni.

Az atom-elméletnek mindezen eredményeit ¢és szamos tovabbi
vivmanyait sem a pheenomenologia, sem az energetika nem adhatja
s én azt allitom, hogy az olyan elmélet, mely mas uton el nem
-érheté onallo eredményekre vezet, s mely mellett ugyancsak sok
mas physikai, chemiai és kristallographiai tény tanuskodik, nem
rombolandé le, hanem tovabb fejlesztendé. De a molekulak ter-
mészelére vonatkozo felfogasoknak a legtagabb tér engedends. fgy
a hé6foghatosagok viszonyanak elmélete nem ejtheté el azért, mert
még altalanossaghan nem alkalmazhaté; mert a molekulak ecsak
a legegyszeribb gazoknal, s ezeknél sem a legmagasabb hémérsék-
leteken s itt is esak ttkozéseiknél viselkednek tgy, mint rugalmas
testek ; kozelebbi és bizonyara rendkiviil bonyolodott alkatukra
még egvaltalan nincsenek adataink, s6t ilyenek folkeresésében kel
faradoznunk. Az atomistika mellett haladhat az egyenleteknek
minden foltevéstol elkiilonitett, ugyancesak sziikséges kiélesitése és
taglalasa, anélkil, hogy az utébbi a maga mennyiségtani appara-
tusat, az elébbi pedig a maga materialis pontjait dogmakka
emelnék.

X

A mai napig azonban még a véleményeknek leghevesebb kiiz-
delme folyik ; mindenki a magaét tartja a valodinak és tegye is, ha
szandéka, annak erejét a tobbiekéhez mérni. A gyors haladas a
varakozast arra, hogy mindennek mi lesz a vége, a legmagasabb
fokra felesigazta.

Megall-e majd a régi mechanika a maga régi eréivel, ha azokat
metaphysikai vonatkozasaiktol meg is tisztitotta, vagy esak egykor
a torténetben fog-e még tovabb élni, kiszorittatvan Herrz-nek
sejtett tomegeitdl vagy egészen masnemu képzetektol ? Vajjon min-
den kiegészités és modositas daczara a mai molekularis elméletbol
esak a lényeges marad-e majd fenn; vajjon a jovében egy a maitél
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teljesen eltéré atomistika fog-e uralkodni, vagy talan épenséggel
az én bizonyitasaim ellenére a tiszta continuum képzet.e fog-e a
legjobb képnek bizonyulni ? Vajjon megnyeri-e a mechanikai ter-
mészet-folfogas majdan a fénysether szamara talalt egyszer(i mecha-
nikai képpel a dontd iitkozetet; vajjon 6rokké fenn maradnak-e
legalabb a mechanikai modellek, vagy jak, nem mechanikai ere-
detiiek jobbaknak fognak-e bizonyulni; vajjon a két energia-ténye-
z0t egykor minden uralni fogja-e, vagy véguil megelégszenek-e azzal,
hogy minden hatot mint kilonbozé tinemények osszeségét jellem-
zenek, avagy talan az elmélet épenséggel puszta képlet-gyijtemény-
nyé és az egyenleteknek ezekkel kapcsolatos taglalasava valik-e ?

Vajjon egyaltalin megalakul-e azon meggy6z6dés, hogy bizonyos
képek mar Gijabb, egyszertibb és altaldnosabb képekkel tobbé nem
szorithatok ki, hogy azok igazak, avagy talan a jovor6l ugy alkotjuk
meg a legjobb képzetet, ha azt képzeljik el, a mirél egyaltalan
fogalmunk sincsen?

Mindezek bizonyara érdekes kérdések ! Majdnem sajnaljuk, hogy
eldéntésiik el6tt meg kell halnunk. O te igényekkel eltelt halandé !
A te sorsod a hullamzo csatanak szemlélése kozben érzett drom !

Kiilonben inkabh a kazelfekvé feldolgozasaval foglalkozzunk s ez
oly messzire esék folott ne torjik fejinket. A szazad mar eleget
nytjtott! A jové szazadnak a positiv tények remeényen felili b6sé-
gét és a kutatasi modszerek megbecsiilhetetlen rendezését és tisz-
tazasat hagyja orokségil. Egy spartai harczoskar az ifjaknak ezt
kialtotta oda : Valjatok vitézebbekké mint mi vagyunk !

Ha régi szokasl kovetvén, az 0j szazadot aldassal akarjuk fogadni,
akkor bizonyara biiszkeségben a spartaiakhoz hasonléan csak azt
kivanhatjuk neki, hogy nagyobba, jelentéségesebbé valjék mint a
milyen az elmulo szazad.

Hatpog dpsivey.

Ford. Bozdkg Endre.
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(Els6 kozlemény.)

A gézokon megfigyelheto jelenségek leirasahoz két killonbo6zé
hipotézis alapjan juthatunk el. Az egyik hipotézis igy fogalmaz-
hato :

Valamely gdz belsejében szerkesztett barmily kicsiny térfogati
zdrt felillet egy oly testel tartalmaz, a melynek dsszes lényeges
tulajdonsdgai a vizsgdlt gdazzal kézosel:.

Fgy test lényeges tulajdonsigain itt ama tulajdonsigait értem,
a melyek kizarolag a test anyagatol és halmazdllapotitol fiigge-
nek: ily tulajdonsagokat jellemeznek pl. a nyomds, térfogat és
hémérséklet kozti oOsszefiiggés, a belsé surlodasi, héovezetési
egyiitthato, a torésmutato, dielektromos dllando stb.

Ezt az els6 hipotézist roviden igy szokds kimondani: a gaz az
altala elfoglalt teret folytonosan tolti be. Ugyanezt szoktuk fel-
tenni a cseppfolyos testekre vonatkozolag is, a miért is a gazok-
nak e feltevés mellett kifejtett elméletét a gazok hidrodinamikai
elméletének nevezhetjiikk. A hidrodinamikai elmélet igen szoro-
san simul a tapasztalathoz, minthogy eddig még nem sikeriilt a
gdzokban folytonossagi hianyokat észrevenni s ezért minden mas
elméletté] megkovetelhetjiik, hogy eredményei a hidrodinamikai
elmélet eredményeivel megegyezéshen legyenek.

Ilyennek kell lenni tehat a masik elméletnek is, a melynek
alapfoltevéseirsl a kivetkezokben szo lesz, az . n. kinetikai gdz-
elméletnek is, a mely szerint minden giz apro egymastol kiilon-
allo testecskékbdl, az 0. n. molekuldkbdl all.

Alapjaban véve tehat a két elmélet egymasnak homlokegyenest
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ellenmond, eredményeik azonban mégis Gsszeegveztetheték, ha-
csak a molekuldknak oly mozgasokat tudunk tulajdonitani s a
jelenségeket a molekulik mozgisa segitségével gy tudjuk értel-
mezni, hogy e lithatatlan molekuliris mozgis Gsszes kiilsé meg-
nyilatkozdsai a hidrodinamikai elméletnek megfteleljenek.

Hogy ez megtorténhessék, elsé sorban a molekulik méreteit
a kisérletileg megfigyelheté méretekhez képest igen kicsinyeknek
s szamukat szertelen nagynak kell felvenniink, mert ¢sak ebben
az esetben birhat a molekuldk 6sszesége egy folytonos tomeg lat-
szataval. Az energia megmaradasinak elve felvilagositast ad ar-
rol, hogy itlag mily sebességet kell a molekuldknak tulajdonita-
nunk : ¥ ez az atlagos sebesség tobb sziz, sét ezer ::(., gondol-
hato tehdt, mily bonyolult mozgas keletkezik igy a molekuldk
tomkelegében, gy, hogy kezdettél fogva le kell mondanunk ar-
rol, hogy az egész mozgast teljesen szigort analitikai targyalas-
nak vessiik ald. Az egyes molekulik mozgasanak részletei azon-
ban nem is érdekelnek benniinket, csak az egész nvngés ama
jellemzdi, a melyek a mozgas kiillsé megnyilatkozisait hataroz-
zak meg: pl. az a mozgismennyiség, a mely bizonyos idé alatt
egy adott sikfelilleten dthalad (ez hatirozza meg az illeté feliletre
hato nyomo erdt), a molekuliris mozgdas 6sszes eleven ereje (ez a
gaz hotartalmaval ekvivalens), az a mozgismennyiség, a mely
adott ido alatt egy gazréteg egy masik gazrétegnek atad (ettol
fiigg a két réteg kozt fellépo belso surlodas) s. i. t.

Mind e mennyiségek a gdz valamennyi molekuldjanak mozga-
satol, a molekuldk mozgasi allapota jellemzo6inek bizonyos méodon
vett kozépertekeilol fiiggenek, s ezért elegendé a kinetikai gaz-
elmélet felépitésére, ha egyes molekulik mozgdsi allapotanak
csupan a valosziniségét hatarozzuk meg, a mibdl azutin az em-
litett kozépértékeket, tekintettel a molekuldk oridsi szimdara Ggy-
szolvan egész pontosali megkaphatjuk.

A féprobléma tehat meghatarozni annak valoszintiséget, hogy

* Egy molekula sebességén itt s a kivetkezékben is a molekula tomeg-
kozéppontjanak sebessége értendd.



100 ZEMPLEN GYOZO.

bizonyos molekuldk bizonyos mozgisi dllapothan legyenek: ha e
problémanak szigoria megoldasa sikeriil, akkor a molekuldris
mozgasnak 0sszes kiilsé megnyilatkozasai szigortian leirhatok.

E probléma megoldasat épen az segiti el, a mi egyes mole-
kulédk mozgasinak pontos megvizsgildsat meghitsitja, a moleku-
lak dsszedithozései. Hogy ugyanis a tapasztalati jelenségeket leir-
hassuk, fel kell tenniink, hogy a molekulak egymasra bizonyos
ercket gyakorolnak, hogy tehit kellé kozel jutva egyméshoz, egy-
mas sebességében észrevehetd valtozast idéznek elG; ha két mole-
kula egymis sebességét észrevehetd modon megvaltoztatta, azt
mondjuk, hogy a két molekula dsszeitdddtlt. Az osszetitkozések
altal egy molekulanak sebessége igen sirin viltozik (masodper-
czenkint tobb ezer millioszor) s ez teszi lehetévé problémdanknak
egy bir 6nkényes, de eléggé plausibilis feltevés alapjan valo meg-
oldasiat. Egy molekula ngyanis rovid idé alatt felveszi agyszolvan
az Osszes lehetséges nagysagu és irdanyn sebességeket, tigy, hogy
eléggé jogosultnak latszik ama feltevés, hogy egy molekulanal
bizonyos sebesség fellépése tisztdn avéletlentdl [igg s az Gssze-
tithézéseltdl, jelesen ama sebességelldl, a melylyel a szomszédos
molekuldl birnak, teljesen fitggetlen . . . . . . . . (4)

Ezen a hipotézisen épiil fel a mai kinetikai gizelmélet: hall-
gatagon haszndalta mar Maxwern, a szigort analitikai alapon
nyugvo gazelméletnek megalapiloja is, s utana tobbé-kevéshé
ontudatosan mindazok, kik a gazelmélet tovabbfejlesztésén mun-
kalkodtak, pontosan azonban csak utolso idében korvonaloztak
Samver. Hawkestey Bursury és Lupwic Borrzmaxn, az elébbi
néhdany a Nafture 1894-diki évfolyamdban megjelent czikkében,
ez utobbi pedig Vorlesungen iiber Gastheorie czimi mivének
I. részében (21. 1.).

Borrzmany itt vilagosan ramutat arra, hol lép be a molekuldk
mozgési allapota valoszintiségének meghatdrozasanal az A) alatti

feltevés s a MaxwerL-féle ghzelmélet felépitésénél e feltevés nél-
kiilozhetetlenségérol meggyoz benniinkel, végre nevet is ad a
molekuldk oly mozgasi allapotanak, a melynél az (A) alatti fel-
tevés ki van elégitve, molekuldrisan rendezetlennek nevezve az
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ily allapotot s dsszes fejtegetéseire nézve egyszer s mindenkorra
felteszi, hogy a gdaz allapota molekularisan rendezetlen s az id6k
folyaman is ilyen marad. Megmutatja azutin, miként fejthet6 ki
ezen alaphipotézis mellett egész szigoriuan a kinetikai gazelmélet,
meég pedig ugy, hogy magiban foglalja a hidrodinamikai elmélet
Osszes eredményeit s még néhany oly a tapasztalattal megegyezd
eredményt, a melyek a hidrodinamikai elmélethdl nem adoédnak
ki (a gazokon észlelhet jelenségeknek a homérséklettsl valo
fiiggése).

Az els6, a ki a kinetikai gazelméletet az (A) alatti feltevéstol
meg akarta szabaditani s egy 11j altalanosabb gazelmélet alapjait
vetette meg S. H. Bursury volt, a ki erre vonatkozo vizsgalatait
A Treatise on the kinetic theory of gases ezimii 1899-ben a cam-
bridgei egyetemi nyomda kiaddsiaban megjelent miivében tette
kozzé. Bursury itt elejti az (A) alatti hipotézist s a gdzelméletet
ama feltevés mellett targyalia, hogy minden molekula sehessége
a gaz tobbi molekuldjanak sebességétol fiigg, leginkabb termé-
szetesen a szomszédos molekuliak sebességétol.

Ugyanitt Bursury egy 0 kinetikai giazelmélet sziikséges voltat
is be akarja bizonyitani s azt dllitja, hogy az (A) alatti feltevés
ellenmondisokra vezet, és két ily ellenmondast be is mutat.
Ezek az ellenmondisok azonban, ugy hiszem, nem elegendék a
régi gazelmélet megdontésére, minthogy, ugy taliltam, hogy ezek
az ellenmonddsok csak litszolagosak s igy habir egy uj, daltald-
nosabb gizelmélet felépitése teljesen jogosult s talan kivinatos
is, sziitkségesnek azonban nem mondhato, minthogy a régi min-
den belso ellenmondés nélkiil épithetd fel s a tapasztalattal is
kielégité modon megegyezik.

Erre vonatkozo vizsgdlataimat kozoltem magidval Bursuryval,
a ki kész volt velem vitdba bocsatkozni, a mely vita levélben in-
dult meg s késébb az Annalen der Physik hasdbjain folytatodott.
I vitat szandékozom a kovetkezOokben ismertetni.

Miel6tt a Bursury bemutatta ellenmondisok részletes targya-
laséba bocsatkoznam, Bursurynek néhany magaban véve is érde-
kes ujitasit kell ismertetnem, a melyek a gazelmélet rendszeres
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.

felépitésénél igen hasznosaknak mutatkoznak s a siriség s az
aramldsi sebesség kinetikai értelmezésére vonatkoznak: mind-
ezek fontos szerepet jitszanak a Bursury-féle ellenmonddasokban,
azért tartom sziikségesnek a kovetkezék eléreboesitiasat.
Valamely testnek o stirtiségét az @, y,  pontban ¢ idépillanat-
ban a kovetkezéképen szokis definidlni:
o = lim JL“ S it Al Mainshaes iE)
dw=0 do
- a hol do egy térfogat, a mely az z, y, 2 pontot magiban foglalja,
dm pedig a ¢ idépillanatban dw-ban foglalt tomeget jelenti. Ha
ezt a definicziot egy oly diszkrét részekbol dllo testre alkalmaz-
zuk, mint a milyen a kinetikai gizelméletben egy giz, o a mole-
kuldk anyagdnak sturiségét fogja megadni az x, y, z pontban
t idépillanatban s nem fog felvilagositast adhatni az egész test
anyagdnak az a, 1y, = pont kornyezetében vald eloszldsdrol, pedig
ez az, a mit a giz siriségével jellemezni akarunk; o tovibba a
molekulik hatarfeliiletén nem is lesz egyértelmiien meghatarozva
az 1. alatti hatarérték dltal. Régebben (Borrzmany is¥) e bajon
ngy segitettek, hogyv foltették, hogy egy térfogatelem még vég-
telen sok molekulat tartalmaz, a mi tulajdonképen nem egyéb,
mint ama feltevés, hogy a gaz a teret folytonosan tolti be, tehit
ellenmondasban van a kinetikai gazelmélet alapfoltevésével, a
mely szerint a giz véges kiterjedésii killonallo részecskékbol all.**
Bursugry a stirtiség kinetikai értelmezésénel fellépo eme nehéz-
ségeket igen tgyesen megsziinteti, a stirtiségnek egy 0j defini-
czidjaval, a mely igen szépen megfelel a stirtiséghez fiizott ama
kévetelésiinknek, hogy jellemezze az anyagnak egy adott pont
kérnyezetében valo eloszlisat.
Legyen ¢ () 7-nek egy oly fiiggvénye, a mely a kovetkezo fel-
tételeknek eleget tesz:

* Vorlesungen iiber Gastheorie 1, 46, 100 1.
** Ama feltevés, hogy a molekulik «isszeiitkoznek» teljesen ekvivalens
azzal, hogy véges Kiterjedésiiek.
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L. ¢ (1W=1 har<a, a hol « ama gémbnek sugara, a mely dtlag
egy molekulat tartalmaz ; ha tehat V a vizsgdlt gdztémeg tér-

T

fogata, N a benne foglalt molekulik szama, akkor

1. ¢ () folylonos és differenczialhato pozitiv fiiggvénye r-nek,
ha r>a.

deo
I11. = < Ovhia r >\t

IV. ]7'2 ¢ (1) dr véges ¢s meghalarozott szdam.
0

Ennek a fiiggvénynek segitségével definidlja Bursury a stir-
séget a gdaznak egy x, i, 2 pontjiban, illetéleg a térfogategységre
eso molekuldk » szamat, még pedig : *

N, y, 2, )= S ), (2)
a hol

r = {(@' — o)+ — P+ ('~ :)“‘}4

¢s Jegy oly o', y', 2’ szerinti sszegezést jelent, a mely a giz
bsszes molekuliinak tomegkozéppontjara terjesztendo ki.

Koénnyen belithato, hogy ha e-t az 1—IV. feltételeknek meg-
feleléen valasztjuk, » mindig véges és meghatarozott szam. Le-
ayen ugyanis m a molekulik kozos tomege és

a (X, ¥y, 2, t) =mky (x,y, 2, 1)

. . ’ ’ . " " ’
a molekulak anyaginak kozonséges értelemben vett stirlisége, ¥X
I pedig egy tgy vilasztott dllando szamérték, hogy n @, y, 2 és |
barmely értékénél kisebb az egységnél.

* L. az idézett mi 5. és 56. lapjat.,

** Ha a molekulik véges Kkiterjedésiiek, o @, y, 2-nek mindenult véges
és egyértekii fiiggvénye, kivéve a molekulak hatirfelilletét, a hol véges
ugras mutatkozik, viligos azonban, hogy mindamellett < @, y, z-nek integral-
hato fiiggvénye.

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 8



104 ZEMPLEN GYOZO.

Akkor a (2) alatti 6sszegezést térbeli poliarkoordinitik szerinti
integraczioval helyettesitve :
2% W >

n==k ) ‘ "‘,”.2 0] sin & d l](r/!d?‘ <
000

27 1 » L

LT ) (12 ¢ sin & d dgdr = Mz [ 12 @ dr
000 0

ez pedig a IV, alatti feltétel szerint véges, véges tehal » is. n-nel

az x, 1, 2 pontbeli p siiriiség kovetkezoképen fiigg Ossze:
oy, 2, t) = mn(w, y, 2, 1)

A Burpury-féle definiczio arra az esetre is alkalmazhato, mi-
dén a gaz molekuldi nem mind egyenld tomegiiek, akkor ugyanis
egyszertien

; 0. — 2 m' o(r),

a hol m' az 2', ', 2" koordindtis tomegkozépponttal bird mole-
kula tomege.

A Bursury-féle definiczio szerint lehiat a sirfiség tulajdon-
képen az egész gaz tomegébol adodik, tgy hogy minden mole-
kula sajat tomegének anndl kisebb részével jarul hozza a stri-
ség képezéschez, minél tavolabb van attol a ponttol, a melyben
a gz siriiségét elo akarjuk allitani, ez a stiriséy tehiat valoban
a gaz anyaganak az illeté pont koérnyezetében valo eloszliasal
Jjellemzi.

Egészen hasonlo hibiban sinylik a giz egy pontjaban fellépo
dramldsi sebességnek kinetikai értelmezése is; ezt eddig mindig
mint egy oly térfogatelem témegkozéppontjanak sebességét de-
finiiltak, a mely az illet6 pontot magiban foglalja: tehit, ha
a, B, 7 jelentik egy molekula sebességi komponenseit és 2y, egy
a do térfogat dsszes molekuldira kiterjesztett 6sszegezést jelent,
a gidz dramliasi sebességének A, B, (0 komponensei az @, y, 2
pontban a régi definiczio szerint:

,.‘y,-'!‘",”'a ‘\"f",‘”’v"iﬂ (=" 2'4w'llt7‘
=

A=l D =TT : : )
dam—0 24(»1’"' dm=0 -l_lw mn ; dm—0 -!./r-p"'
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Azonban hacsak nem haszndljuk ama, a kinetikai gazelmélet
alapgondolataval osszeférhetetlen feltevést, hogy egy térfogat-
elem végtelen sok molekulit tartalmaz A, 13, G nem a giz aram-
lasi sebességél fogja megadni az @, y, 2 pontban, hanem a mole-
kulak pontjainak sebességét, a mely zérus lesz minden oly pont-
ban, a melyben nincs molekula. Az aramlisi sebességnek 3) alatti
definiczigjiaval tehat ismét nem értiink czélt, lathaté azonban
mar az elobbiekbdl, miképen lehet e bajon segiteni a Bureury-
féle ¢ fiiggvény segitségével : ¥ £, 7, J-val jelolve ezeket az 0]
dramlasi komponenseket :

Sm'd'e Sm'B'e Sm'r'e
! ' ’

= e
e == 4
Sm'e ’ 7 Sm'e ? Sw'e
! ’ !
vagy ha a molekulik mind egyenld i tomegiiek :
Sd'e 38 Sr'e
~ r - r =4
Y = s . (,))

;
RN T

Még van egy harmadik mennyiség, a melynek definicziojat
egészen gy kell modositanunk, mint a hogy Bursury a stirtiség
és az aramlisi sebesség definicziojat modositotta: ez a mennyi-
ség az 1. n. MaxweLr-féle fiiggvény, a mely a molekuliris sebes-
ségek eloszldsiat egy pont kérnyezetében meghatirozza, mint-
hogy megadja a térfogateqységre eso szdamdl az x, y, = pontban
és toidopillanatban ama moleluldlnal, a melyelnel: sebességi
Lomponensei az

a...a+da, B...8+d8, y...y+dr

hatdrok kizé esnelk, vagy roviden a melyel az (a, 3, ) oszldalyba
tartozpalk, A kinetikai gizelmélet 6sszes problémii ennek az
[(x, 4, 2, a, 3, 7, 1) dad Bdy-val jelolendo fiiggvénynek meghataro-
zasara vezethetok vissza; minthogy meghaldrozdsa a valoszint-
ségszamitas segitségével torténik a

* L. az idézett mu 5, 6, 56, 122. lapjait.
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@, y5 %52, 8, 1 Didn a8 dy
n (2, Y, 2)

kifejezést rendesen mint valoszintiséget értelmezziik, még pedig
mint annak valoszintiségét, hogy az x, y, 2 pontha a { iddpilla-
nathan egy az (a, 3, y) osztilyba tartozo molekula tomegkozép-
pontja essék; az [ definiczioja azonban minden valoszintiségi
fogalomtol fiiggetleniil torténhetik meg. Minthogy, ha e moleku-
lik mind egyenl6 m tomegtiek mfdad3d;y nem egyéb, mint az
(a, B, y) oszldlyba tartozé moleluldl: stirisége az a,y, 2 pontban,
tiddpillanatban, definiczioja teljesen az n eldreboesatott defini-
cziojanak analogiajira torténhetik meg s az eddigi definiczio ellen
ugyanaz a kifogis emelheté mint » eddigi definiczioja ellen:
ugyanis a

(6)

kifejezés, a hol 24, (a, 2, y) az (a, 3, y) osztilyba larlozd moleku-
lak szdamdt jelenti az @, 17, 2 pontot magaban foglalo dw térfogat-
elemben, ép ngy nem ad véges méretii molekuliak esetén felvila-
gositdast az («, 3, y) osztialyba tartozo molekuldaknak az a, y, z pont
kornyezetéhen valé eloszlasarol, mint a hogy az 1) alatti képlet-
tel definialt o az 6sszes molekulik eloszlasat egy pont kérnyeze-
téhen nem jellemezheti. A Bursury-féle definiczioknak kovetke-
zetes tovibbvitele lesz tehat fdad3dy-nak kovetkezé definiczigja:

12,9, 2, a B, 7, t) dadBdy = Sy o (1), (7

a hol 2., oly Osszegezést jelent, a mely a giznak Gsszes az
(e, B, y) osztilyba tartozo molekuliira terjesztendo ki. A (6)alatti
hatarértékkel [dadBfdy ugyanoly osszefiiggésben van, mint
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+ o
[y, 2, a4, B, 7, ) dadfdy = H 4 {o e+, y+b, z+0)
g @+a,y+b,2+e,a, 3,7, 0) 41/11’1/?4/;'} dadbde. (9)

mydadfdy az (a, 3, ) osztilyba tartozd molekulik anyaganak
stirlisége az a, y, = pontban { idépillanatban, tehat esak az (g, 8, 7)
osztilyba tartozo molekulik pontjaiban lesz zérustol kiilonbozo
s hatarfeliiletiikon ¢p oly véges szakadist szenved (mely azonban
az integrilhatosagot nem befolydsolja), mint ¢ az 6sszes mole-
kuliik hatarfeliiletén.

Zemplén Gyozo.
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Math. és Phys. Tars,

Ulalvdany ezim: Math, és Phys. Tdrs. 5997, sz, cheque szdmldjdra.

ol s 0 o
Kimulatas
az 1901 janudr havdaban befolyl dijalrol.

Tagsdgi dijat fizettek :
1899, évre : Perényi Vilinos - G kor.
1900. évre : Benda Jeno 10 k, Bobita Endre 6 k, Ké-

pessy lmre 10 k, Pallagi Gyula dr. 6 k, Perényi Vilmos 4 k, Tasch

Anlal 6 k, Szike Béla 6 k. Osszesen ! s 48RO
1901. évre : Bodor Domokos 6 k, Ferenczy Istviin 6 K,

Frank Istvin 6 k, Gruber Ndindor 10 k, Hortohidgyi Zsigmond

6 k, HNosvay Lajos 10 k, Képessy Imre 10 k, Korda Dezso 6 k,

Orbin Antal 10 k, Pallos Kajetin 6 k, Pilez Otto 10 k, Tangl

Kiroly 10 k, Szoke Béla 10 k, Zilahy Liszl6 6 k. Osszesen 7 46 k,

7a10 k. e . 112 kot
1902, évre : Orbin Antal : 10 kor.

Elofizetési dijat fizettek :

1901, évre : a bdartfai dll. gvmn. 10 k, a dévai dll. fGreil-
isk. 10 k. az egri dll. foredlisk. 10 k, a fogarasi dll. gymn. 6 k,
a pannonhalmi foapadtsiagi konyvtar 10 k, a kaposviri all. fégymn.
10 k, a kormiczbinyai dll. foredlisk. 6 k, a loesei all. foredlisk.
10k, a nagyenyedi Bethlen foisk. 10 k, a privigyei kath. gymn.
10 k, a pozsonyi kir. kath. fogymn. 10 k, a selmeczbanyai Kir.
kath. nagygymn. 10 k, a soproni ill. féredlisk. 6 k, a soproni ev.
Iyc. 10 k, a szamostjvari dll. fogymn. 10 k, a szarvasi fogymn.
10 Kk, a szegzdrdi dll. fogymn. 10 k, a székelyudvarhelyi dll. {6-
redlisk. 10 k, a temesvari dll. f6gymn. 10 k, a temesvari dll. fo-
redlisk. 10 k, az ungviri kir. kath. fégymn. 10 k. az ungvari dll.
redlisk. 10 k, a zilahi ev. ref. fogymn. 10 k. 202 10k, 3 & 6 k. 218 kor.

Osszesen befolyt:

Hatralékokbol : s 54 Kor.
1901. és 1902, évi dijbol ; ; 122 kor.
Eléfizetési dijakbol 218 kor.

Budapest, 1901 februdr 1-én,
Fewchtinger Gydzd

peénztarnok.
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AZ ALLANDO GORBULETU FELULETEKEN ERVENYES
GEOMETRIAROL.

Valamely feliilethez tartozo ivelem, az dltaldnossag megszori-
tasa nélkil, ily alakban irhato :
ds = /’:él ,%2+,@—é‘

hol tehat , y isothermikus koordinitik. Ennélfogva a feliileten

egyvmast metszo, :
/1 (e, Y= 0,

fo(@, y) =0

egyenletekkel megadott gorbék alkotta szog (&) cosinusa Gavss

(1)

képlete szerint :
. 14k, ky
cos ) = ——— =

SETTIEY &

d
%-nek az (1) egyenletekbél kiszamitott értékei a

metszéspontban.

Tekintsiik mindama felilleteket, a melyeken az (1) gérbék rajta
vannak ; cos ¢ fiiggetlen lévén az E fiiggvénytdl, tetszés szerinti
feliileten adja azt a szoget, mely alatt a két (1) egyenlettel adott

hol lt'l, /‘.2'

girbe egymast metszi; pl. E=1 esetén a sikban is.

Legyen

[, y) =0

valamely felillet geodaetikus vonalainak egyenlete: kérdezziik,
melyek azon feliiletek, melyeknél a geodwetikus vonalakat ugyanaz
az. f=0 egyenlet adja meg.

A geodextikus vonalak differencziilegyenletét meghatarozza,

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 9
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az E; de nyilvanvalo ugyanarra az egyenletre jutunk, ha £ helyett
CE-t (C dllando) veszsziik. Ennélfogva ugyanaz az [=0 lesz a geo-
deetikus vonalak egyenlete nemesak az egymasra lefejtheté felii-
leteknél, hanem azoknil is, a melyeknél

ds=CEY y/ da? 2.

Az egymasra lefejtheté feliileteknél a gorbiilet Gauss-féle mértéke-
(k) ugyanaz, mig a feliiletek ez utobbi csoportjinil még a C-tol
fligg, a mint ez a gorbiilet

= _~". ¢ £ 44‘ Q
/ o dlog F (2)

ismeretes kifejezésébdl kovetkezik, a hol szokott modon

?logk | #log

diogE = immpgs 2y

Tehat mindama felileteknél, a melyek a

= —1 i o

(JIL = *Q'—[Z( J IO}{ ]ﬂ (231
parezidlis differenczidlegyenlettel adva vannak, a geodwetikus vo-
nalak egyenlete ugyanaz.

Tekintsiik az
(o ). =0

egyenlet altal adott sikbeli gorbéket (melyekhez nyilvinvaloan
hozzi tartoznak az =0, y=0 ponton itmend egyenesek) és allit-
sunk fel e gérbékre valo tekintettel egy geometriat sikbeli inter-
pretilassal; az elébbiek szerint viligos, hogy e geometria a (2a)
egyenlet egy bizonyos k£ melletti minden megoldasira vonatkozik.

A geomelria kifejtésénél az E fiiggvény felviligosit mindama
helyekrdl, a melyeken az ivelem végtelen ; a sik e helyei képvise-
lik a feliilet végtelen tavoli pontjait.

Az

gorbék az egyenes vonalak lesznek és az
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Lphyhy
Vit V1412

kitejezés adja két egymast metszésvonal alkotta szog cosinusit.

A tavolsagot a
(.l‘: Y)
(:é ‘ Lt V dae?+dy?

(To, Y0)

integral értehmezi, hol y az [(x, y) =0 egyenlethdl helyettesi-
tendé.

SCHLESINGER 1 a kolozsvari egyetemen 1899/900. 1. felében
tartott eldadisain azt mutatta, hogy allando £ esetén a (2) diffe-
renczidlegyenlet minden megoldasa, mely valos és az i, y viltozok
egyértéki fiiggvénye, az x4ty komplex viltoz6 bizonyos fiiggvé-
nyét szolgaltatja, negativ I esetén killonésen Fucns-féle fiige-
vényt (v. 6. Poivcare, Liowville Journal, 1898. 1370. és kiv.). Meg-
forditva azt mondhatjuk, hogy minden Fuvcus-féle fiiggvény a (2)
differenczial egyenlet egyértékii megoldisat szolgiltatja negativ
allando £ esetén és igy egy bizonyos negativ allando gorbiiletii
feliilet ivelemét, valamint az ilyen feliileten érvényes geometriit
is. Annak a kérdésnek vizsgalatat, hogy vannak-e fiiggvények,
melyek hasonlo modon a fent jellemzett feliiletek ivelemét meg-
hatdrozzak, ha I az a, y valamely adott fiiggvénye, mas alka-
lomra halasztjuk ; a jelen dolgozatban csak az dllando k esetével
fogunk foglalkozni.

Egy ismeretes tétel * szerint a geometria egy allando gorbii-
letii felilleten megegyezik a Riemaxy, EvkLipes, Bouvar-Lopar-
serszry-geometriaval a szerint, a mint L pozitiv, zérus, vagy
negativ.

ScHLESINGER Uir egyik értekezésében** az dllando Gavss-féle gor-
biilettel bira feliileteknél az ivelem kovetkezo alakjiabol indul ki :

* BeLtraMI : Saggio d’interpretazione della geometria non-euklidea. Gior-
nale di Matematiche. 6. k. 1868. V. 6. Biancur-Lukar: Vorlesungen iiber
Differentialgeometrie. 434. o.

** (Crelle Journal, 121. K. 171. o.
g
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S dp?+-dg® >
B3 ():~}l\éj—i—(4[—€z)2—l' ] ®)
hol —e¢ a gorbiileti mérték, m, n dllandok és azt mutatja, hogy a
geodmetikus vonalak egyenlete ez:
W [(P—m)2+(g—)2 4]+ 2w, (p—m) 42w, (¢ —n)=0.  (4)
Czélunk lesz a (3) és (4) alatti képletek alapjan az allando gor-
biiletii feliiletek trigonometriai képleteit felallitani és ezekhdl
kovetkeztetéseket levonni, kiilondsen sikeriil a derékszogti harom-
szogre vonatkozo képletekbdl az oldalak trigonometriai fliggve-
nyeit teljesen kikiiszobolni (11.); tovabba mutatjuk (VIL), hogy vala-
mely derékszogii hiaromszog alkotorészeivel a feliilet gorbiiletének
mértéke és‘ezze], a mint egyébként ismeretes, a feliileti geo-
metria meg van hatarozva.

IS

Az dltalanossig megszoritasa nélkiil m-1 és n-t zérussal egyen-
16vé tehetjik. Ezenkiviil czélszeriinek latszik az ivelem Kkifejezé-
sébe és a geodwetikus vonalak egyenletébe a

x Y
P i T Zaasis
T2 +y xi4y

relacziokkal j valtozokat behozni; ily modon, ha még

—c=c¢eh? (e=£1),
az ivelem alakja :

T4l (2?4 y?)

a geodaetikus vonalak egyenlete pedig :

wo [14-ek? (24 12)]+ 2w, 242w, y=0.

Ha
[IIU ~ = O,
i g T ,
u és v jelentsék rendre a —;Ul és Wl;g allandokat.

0 oy

* V. 6. RieMaNN, Werke (1892), 282. o.
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Hatarozzuk meg el6szor valamely geodeetikus vonalakbol alko-
tott AOB derékszogii haromszog dtfogojanak, A B-nek hosszait,
ha a befogok ismeretesek. Vegyiik O-t koordinata-kezdopontnak
és legyenek A, B pontok koordinatdi (a, 0) illetoleg (0, b). Akkor
az atfogonak, vagyis az A és B pontokat osszekoté geodwetikus
vonal egyenletének u és v dllandoi ezek:

| — ek a? 1— ek? b?
B e e e
Az AB itfogo hosszat az
(0’.1') 9 9
(a, 0) SR 8
hatarozott integral adja, ha y-t az atfogohoz tartozo geodeetikus
vonal egyenletébdl helyettesitjiitk. A szamitas igazolja, hogy

2 2.1 }2 1
e ——— aretg k'y e | ¢ if_,' %
liye A4kt a2 b? |

hol V’rs legyen +1, vagy +i(=+¢ —1).
Hozzuk be a kovetkezo jelolést :

2 }2
a*+b o

L4-htaz b2
tehat
9
i 2 arctg k  ec. (1)

A hiromszog befogoi (OA=s,;, OB=s,) s kifejezésébdl adodnak
ha ebbe eldszor «, azutin b helyetl irunk zérust. Ennélfogva :

2

$,= — arctek Yea
1 cy e gr ¥
2
o —arcte k 1/ eb.
1 /:' ‘/6 8 l/
Midon
e=-1,

az arcustangenst Jogarithmussal helyettesitjiik.
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Ll

Hozzuk be a kiovetkezo jeldléseket :

9
/'Juéz SRR e el &
1+ k2 w?
— 222

e v

1+ el ?

¢és legyenek a, B az s és s, oldalakkal szemben levo szogek.
A feliiletek elméletének tételei szerint

o

gin o = KEEE
%
; DNy e
Sin f} - /'4)% Le év
o
g, - s
cosa = — Ef E; Y H,,
B

s
cos 7 — E}ETYH,.
2

Az (1) és (4, (2) és (3) alatti képletekbol :
sin 8 Hy = cos a,
sin o Hy = cos 5.
De L. (1) alatti képlete szerint
H, = cosk Vrre's",
a miben
9 )
L= P arctg k f/ ew
Y e
ennélfogva az (5) és (6) egyenletek ily alakot oltenek : *
sin B cos k §/es;, =cosa
sin @ cos k ¥/ €5, = cos .

kY ewE} =sink t/es,

iy

* V. 6. Horpe: Principien der Flichentheorie, 1890, 58. o.
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lesz * az (1) és (2) egyenletekbdl :

sink y esy

sink ¥ esy:

Az (1)—(4) képletekbol

smin ke s = sihoa ]

sin k ¢/ es =sinf:l.

117

tga =

a

5 EEE Y H

g f = (’7 EYE;VH

innen:

tgatgf= H;'Hy".

De

tehat *

Hyv="E s (7)

cosk Y es =cosk {/es,cos k ¥ e5,.

Ennélfogva (7) szerint

tgatgp = H, .

A derékszogti haromszog szogei és az oldalokat meghatirozo
«a, b, ¢ értékek kozt tehat ezen egyenletek allanak fenn:

" /ﬁ = ('l'},% sin a,

o S
bE} = ¢k} sin B,

ak} Hy, = cE} cos 8,
bE} s l'E(f COS ,
ul']ﬁ H,'= hE} te a,

I:Eﬁ Hy ' = uE,f, te g,

* V. 6. Hoppg, az i. h.

CcOSs o
]]a P Sy
sin 3
cos 3
I{I; e F ’
Sin «

H = cota'cot'5;

Hy =<H5 Hy



18 = KIRALY HENRIK

E képletsorozatban az sy, s, és s transcendens fiiggvényei
helyébe a, b, ¢ masodfokn raczionalis fiiggvényei léptek. Az a, b, ¢
mennyiségek a képletekb6l mint az ismeretes adatok algebrai fiige-
vényei adodnak, melyekben csakis négyzetgyok szerepel.

Ha

e=+1
és a meghatarozando «, b, ¢ kisebh /,,--uul, a gyok negativ elo-
jellel veendd, kiilénben a pozitiv elgjel érvényes és az eredmény

valos, ha

3 1
sina < ———
ke kg
: 1
sin 8 < o
R 1
sin « :
LR
sin 3 -
sin 3 ;
—— < ka /*,2.
sin «
Ha
==l

a gyokjel pozitiv el6jele érvényes.
Ha
f2=0;
az @, b, ¢ mennyiségek geometriai jelentését ismerjiik : czélszeri
azon esetben is, midéon A% nem zérus, az a, b, ¢ EvkLipes-sik-
geometriai jelentoségét felkeresni.

11
Legyen

E —_— e l-
Ekkor az ivelem e Argh
_ Vdeitdy?
1— 2@+ »?)

végtelen mindamaz (2, y) értékpirok mellett, a melyekre nézve

11—k (2249 = 0.
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Ha @-t és y-t sikbeli Descartrs-féle derékszogi koordindték-
nak tekintjitk, akkor az ivelemnek singularitisa van mindama
pontokban, a melyek az

2Pyt~ ,..12 =0
kor keriiletén vannak. Ezért ezen kort singularis kérnek nevezziik
(Kreix * szerint: Absolutes Gebilde).

A singularis kor a sikot, melyet végtelen nagy sugard géomb-
nek képzeljiink, két részre osztja. Az (L.) (1) egyenlete szerint a
feliillet minden pontjanak a singularis kor belsejében egy és csakis
egy pont felel meg; megforditva a singularis kér belsejében min-
den ponthoz a felitleten egy pont tartozik ; a felilletnek ez Evkri-
prs-sikbeli leképezése nyilvanvaléan conform is.**

A geod:etikus vonalak egyenlete,

wo [14FK2 (x4 y™)]+ 2w, x4 2w, y=0, (1
mindazon koroket adja, melyek az
14K (22 +y?=0

kor és a
w4+ wyy =0

sugdrsor metszéspontjain mennek at; e kérék valosak, ha
2 2 __ 1302
uft + wi— kwi=0.

Kimutathato, hogy az (1) egyenlettel képviselt minden kor or-
thogonalisan metszi a singularis kort :*** ennélfogva minden kor
a singularis kort két pontban metszi és a singularis koron beliil
minden kor egy masikat vagy nem metsz, vagy ha metsz, akkor
egy és csakis egy pontban fog metszeni.

Ennélfogva a singularis kor belsejérél (egyeneseknek nevezve
az (1) egyenlettel adott koroknek a singularis kor belsejében leve
részét) a kovetkezoket allitjuk :

* Math. Ann. IV. k. 573. o.
** V, 6. SCHLESINGER, az i. h. 273. o.
**% V. 0. SCHLESINGER az i. h.
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1. Minden egyenes egy masikat vagy nem metsz, vagy ha metsz,
akkor egy és csak egy ponthan fog metszeni.

2. Minden egyenesnek a singularis kérrel két kozos pontja van,
tehat az egyenes két pontjaban lesz az ivelem végtelen.

3. Tekintsiink egy egyenest, melynek a singularis korrel két
kozos pontja A és B. Egy kiviile fekvé Cponton at (mely azonban
a singularis koron belil fekszik), képzeljiik meghtizva az Gsszes
egyeneseket és emeljiik ki a (CA), (GB) egyeneseket. A G-n atmené
egyenesek egy serege metszi az (AB) egyenest, a masik serege
nem. A (GA) és (GB) egyenesek nyilvanvaloan az (AB) egyenesen
nem mennek dt, tehiat nem metszik és igy a nem metsz6 egyene-
sek kozé tartoznak. De az is vilagos, hogy a nem metszok kozt a
legelsok. A ((A) és ((B) egyenesek (AB)-hez valo ezen helyzetét,
Bowryar Jinos * szerint, igy jeloljik :

CA |l AB,
CB||| AB,
4. Két tetszoleges (xy. 1/o), (2, i) pont tavolsagat a

e 1} A("lx?;}—d'(/'z
) i T

(@2, ¥,) :
hatarozott integral adja, a hova y-nak azon egyenes egyenletéb(’;l
kiszamitott kifejezése irando, mely atmegy az (x,, ¥, (@, ¥) pon-
tokon. Az integralt kiszamitvan az

P g L PR "“)J"
Ll B T htg L 0—a) o,
fiiggvényt taldaljuk, a hol

h = Y IR +1—kR,

f v
S g = - X
Iy 2241
(1
cos a =

]i‘ l// ll.2]:2+ ]

n

* Borvar JANOS : Scientiam spatii absolute veram ete. 1.
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"
*+ 75
sinf = ———,
I
v+
('050:“’7{’—‘A

/:: /12 l 'llzq"l.'z;lv'z

€s 0, a 0 értéke az x=ux,, y=y, pontban.
Két egyenes hajlisszoge a kizos metszo pontbol kiindulo vég-
telen kis résziiknek hajlisszoge.

1. abra.

Ha az erinté oly egyenes, mely valamely gorbe két végtelen
kozel fekvé pontjan datmegy, akkor nyilvanvaléan két egymast
metsz6 gorbe hajlasszoge helyettesithet6 a metszési ponton at-
mené érintok hajlasszogével.

5. Minden a feliileten levé geod:etikus vonalnak megfelel egy
¢s csak egy egyenes; s minden egyenesnek egy és csakis egy geo-
deetikus vonal.

6. Ennélfogva minden a feliilleten levé haromszognek a sikban
megfelel egy és csak egy hiromszog: s minden sikbeli harom-
szognek egy és csak egy felileti haromszog.
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7. Az I.-ben vizsgalt felileti derékszogl haromszognek a sik-
ban megfelel az AOB hiaromszég (1. abra), melynek OA és OB he-
fogoi meghatarozzik az s, s, feliileti oldalakat, tehat

OA—gss OB=h.

E sikbeli haromszog szogekben megegyezik a feliileti harom-

szoggel s mivel a sikban

|

(/'+i)).— 0)7,

a feliileti haromszog szogeire is érvényes ezen egyenlétlenség.
8. A

cos o

,Ja = = 2
sin 3

cos 3

Brr ot
sin a

képletekbdl kovetkezik, hogy, midén
AB OB,
sing= H; '

X

Hogy a, b ,c mélyebb geometriai jelentését lassuk, szamilsuk
ki az Evkvipes-sikbeli geometria modszereivel az (AB) ivhez tar-
tozo koézponti szoget, 8-t (1. dbra). Egyszeri szamitds igazolja,

hogy

9 2f2ab
= arcsin 1—*—];47(:{2112 .
Innen
TSNS o 'l
" 1 ka?b?
Tehat
0 — 2arctg k2ab. (2)

Irjunk a (2) képletbe el6szor a helyett, azutin b helyett ; -t
és jeloljiik #-nak megfelelé értékeit -, illetéleg ,-vel. Nyerjiik :
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Tehat
ka = tg 7%17 ’ (3)
7}
;. (4)

Ezeknél fogva (2) szerint adodik a kovetkezd, egyuttal Evkri-
nes-sikgeometriai tétel :

b,
s
8= =-log——%
: | —tg i‘
a.
-+
s = log ———2-
Vs 0,
1<tg -
A
A R

relaczio miatt

, 0 g

1{"‘ Q] + ig‘ G’-

k2 e = i e
( 0
14-tg? =

Mindenesetre tudunk oly 6, szoget taldlni, hogy

0 tg-z%_}_t-:’.ﬁ
tg O = ke = ~ v——-g) 5)
€9 g :
1+tgl _G-)

tehat
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14t
1
g " log
' I—tg

| oQ

lsio“’ o\S®

Egyszerii szamitassal adodik, hogy minden egyenesre nézve,
mely atmegy két (a, 0) és (0, b) ponton,

_ (@D (1 +ka?b?)

R 2k2ab

Innen pedig
¢ = Rsind. (6)

tehat s kifejezheto 6 segitségével is. (6) szerint ¢ a sikbeli leké-
pezésben nem mds, mint a B ponthol az A-n dtmend sugdrra
meréleges (BD) egyenes hossza.

ka, kb, ke (3), (4), (5) alatti kifejezéseil irjuk be a derékszogi
héromszog alkatrészei kozt fennallo képletekbe, igy nyeriink az

L=

k

kort orthoganalisan metszé korokre nézve tételeket az EukLipes-
sikbeli geometridban :

tg 0, = tg 0, sin a,
tg 0, = tg 6, sin 3,

el et
e te B, cos 3.
te f.

cosl, = tgutg .

COs a

@050 = —,
sin 7
COS i

cos 10, = ——,
oy S 2

cos 0, cos By = cos b,
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A 0 szogek bevezetésével Euvkuipes sikbeli’ és Bowuyar-Losa-
rseFszKY sikbeli geometridja kozt igen szoros osszeftiggést alli-
tottunk fel, a mennyiben az utobbi geometria derékszogt harom-
szogének alkatrészei kozt fenndalld relaczioknak jelentését az
Evkvines-sikgeometridban feltiintettiik.

Végtelen kis /?* esetén a negativ allando gorbiiletii feliilet keve-
set kiillonbozik a siktol, igy hogy e feliilet ekkor helyettesitheté az

kor belsejével.
Legyen
e=-11;

g Vartdy
14k (2 +y2)

1 4+Fk2 (22 +4y?)

ekkor a

ivelemnek az

fiiggvény révén singularis pontja nines ; a singularis kér képzetes.
Az ivelem nem szoritja meg az x, y értéktartomanyat.

Tekintsiik megint 2-t és y-t sikbeli derékszogl DEscarTes-féle
koordinatiknak. A fiiggési viszony a (I) (1) szerint a feliilet és sik
kozt egyértékii ; a felillet minden pontjanak a sikban megfelel egy
pont : megforditva is all a tétel.

A geodw=etikus vonalak egyenlete :

wo[ 1=k (@2 +y?) |+ 20,20+ 2wey =0

mindazon kordket adja, melyek az

1
a2 -y2— s 0
kor és a
W, x + wey =0
sugdarsor metszéspontjain dthaladnak. E korok kozil barmely ketto
két pontban metszi egymast, melyek koziil csak az egyik van az
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koron belil.

E sikrol (egyeneseknek nevezve az emlitett koroket) a kovetke-
z0ket allitjuk :

1. Minden egyenes egy masikal kél pontban metsz.

2. Ervényes a III 5. és 6. alatti tétele.

3. Az I-ben vizsgalt feliileti derékszogti haromszéghoz tarto-
zik a sikban az AOB derékszogi hdromszog (2. abra), melynek
OA és OB befogoi az s, s, feliileti befogokat hatarozzik meg, tehat

OA.:(I, B—0b;

E sikbeli haromszog szogekben megegyezik a feliileti harom-
szoggel s mivel a sikbeli haromszoghen

ezért e tétel a felileti haromszogre is all.
4. Két tetszoleges (%, 7o) és (x, y) pont tavolsagat a

2 o
[—,; arctg htg 4 (0— a)}

0

fiiggvény adja, hol
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h =y IPR2—1+kR,

7'
gttt = — -
k¢ E2R2—1
U
COS ¢ = - ;
kY k2R*—1
o "
in = 3 s
RES
lV
e
cos 0 ke
Sl = 5
R

és 0, 0 értéke az x=ux,, y=y, pontban.
Két egyenes és két gorbe hajlasszogére nézve a (III) 4. alatti
definiczioja évrvényes.

Czélszertnek tartjuk itt is az a, b, ¢ mennyiségeket mint Eu-
kLipEs-sikbeli geometriiban értelmezett szogek fiiggvényét el6alli-
tani. Az AB korivhez tartozo kozépponti szog (2. abra)

212ab
1+I4a2h?

0 = arcsin
Innen, miként el6bb :

0 = 2 arctg k*ab

€s
ka = 1g 091 5
kb — tg {:f :
ke = tg 090- :
Ennélfogva a felileti haromszog oldalai :
v Oy = i s b,
oy el Lol SRR S

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 10
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Ha kiillondsen a pozitiv dllando gorbiileti feliletet gombnek
képzeljiik, akkor 6, 8,, 6, az s,, s,, s oldalakhoz tartozo kozép-
ponti szogek.

A 0 szogek bevezetésével, a derékszogi hiromszog ismeretlen

alkatrészeinek meghatdrozasdara szolgalo képletek ezek:

sin @, — sin 6, sin «,
sin f, = sin O, sin f,
sin @, cos 6, = sin 6, cos 3,
sin @, cos 8, = sin @, cos a,
tgf, — sinf,iga,
tgf, = sin 0, tg 3,

|

cos~1 0, ='tglu tg B3,
cos a
cosly=—=>
sin 3
cos
COSs ”2 = e ﬂ

. s
Sin

cos 0, cosfly = cos f,.

A gémb-hiaromszogtan ez ismeretes tételei az -k értelmezése
szerint mint euklidesi sikgeometriai tételek jelennek meg.

Nyilvanval6 itt is, hogy végtelen kis /% esetén a pozitiv dllando
gorbiiletii felillet helyettesiheto a sikkal.

V.

Legyen szabad a hiaromszigre nézve néhany tételt osszedllitani.

Vegyiik A OB hiromszig szomszédos hiromszogét, OAC-t, mely~
nek (0 szogpontja OB meghosszabitisan fekszik ; befogoita és by,
atfogojat hatirozza meg ¢'; a befogokkal szemben levo szogeket
jelolje a,, #;. A B(. oldalt végre hatirozza meg b'.

A sinustétel szerint:

b'EY: cE} = sin (3448 :sinay,

dli,f : 4"/’,',2": Sina, : 1.
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E két relacziobol :

sin (8+3,) = b I}, Kk l<'—é [«‘—4_ (1)
1. Ha
343, q) :

az (1) relaczio igy irhato :
aky: ek} = 'k b KD,
S ha a derékszogii hiromszog egyenldszara :
2R, = ab' Kt EL.

2. BEgyenlé-oldalii haromszogndl

A / ’
(& Ci==04
ennélfogva
g : W g v 4]
sin (8+4,) = 3 Et it = =
vagy

sin (B+f,) = sin ¢, = sin a.
Az egyenlé-oldalu haromszoghen a hirom szog egyenlo.
3. Az (1) relacziot irjuk ezen alakban :
o' B} EY sin (34-8) = ab' KL K}
& Lersin (848 = ab' kg By

Ha (B(i) egyenes vonal menién az a-val meghatarozott hosszat
eltoljuk tigy, hogy mindig merdlegesen illjon a (BC) egyenesre,
akkor az A pont dltal leirt vonal* minden pontjaban az

ab' X B},

szorzat dllando, ennélfogva az emlitett feltételek mellett

cc' 52 K} sin (ﬂ—f—ﬂi

szintén dllando.
4. Az (1) relacziobol kovetkezik, hiogy

sin (344, = Il, Lh sin a, sin 3 + /4,I sin asin 3.

* BoryarJ, azi. h. 27. §,
10*
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Innen, ha

T

[q+1j1=7@ )
F—-.)__ o ey Bt g cin 4
Lpr® = Ky “sin ag sin 9 + My, ° sin @ sin ).

S ha még
b= l)],

mivel ekkor a=a,, =7,

. . T
2sin e sin 3 = ]',,*, Ea,*.

Egyenlé-oldalt haromszog esetén

2 sin B = I','l*, If]gzi.

Ha a haromszog egyenldszira (b=0,),

sin o GO
¥ I’té /'n-zhé
cos 3

5. A cosinus osszeadasi tétele alapjan

i

l7)+.?l == v

feltétel mellett
bEEH,  :aK} = aE} b, K} Hy

VL

A
H,H,=H,

relacziobol kovetkezik, hogy

k2 [kta2b2c® —(a*+b>— ¢*)]=0.

Két eset lehetségos‘:
()

kta2b?c?—(a2+b%2—c*)=0,
(b)

k=

Foglalkozzunk az (a) esettel.
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Kovekezik, hogy

I
H-
|
1
|

(1
Mivel 12 redlis,
a*4-0*— 2 =0.

De egyszersmind /2 dllando, ezért a

(a2 4 b2 — 2
abe

kifejezés, mint «, b, ¢ fliggvénye invarians, minden derékszogti
héaromszog oldalaira nézve ugyanazon értékiinek kell lenni. Az a,
b, ¢ ismerete mellett még tetszdleges marad az elgjel : és ez hata-
rozott lesz, mihelyt kikdotjiik, hogy a szogosszeg a haromszoghen
7-nél nagyobb legyen vagy kisebb.

Egy specziilis eset az, midon

a?4-b2—c?=0,

vagyis midén Pvraacoras tételét juttatjuk érvényre. PyrHAGoRAs
tételének érvényes volta egy értékii azzal, hogy a gorbiilet Gavss-
féle mértéke a sikn:il zérus.

Ha

a2+ b2—2<0,

k* tiszta képzetes szam. A feliletnek valos pontjai nincsenek.
Ha a derékszogii haromszog alkatrészei kozt fennallo képletekbe
ch? helyett eik®-t irunk, akkor ily feliiletekre a trigonometriai
képleteket nyerjiik.

Legyen

a?4-bi—=c2—=w

Tehat valos w esetén, midon:

1. w>0, adodik Riemany
Low=0;- EvkLines geometriaja.
Srar<z0:- .« Borya1-LOBATSEFSZKY

Képzetes w mellett a geometria is képzetes.
Az (1) alatti képlet értelmében a (b) eset az (@)-ban benn van.
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Ide irjuk még k? mas kifejezését.

A
Hy iy =— 11,

relacziot igy is irhatjnk :
(A —ek2a2EY) (1— k202 Ed) = (1— ek kb,
Innen egyszerii szamitds rendén nyerjiik, hogy

]_2_1 asina + bsinf —¢
G asinabsinfe

*

Most keressiik fel a
”z_i_bz,_ ’32

o=
a2be?

jelentését az Evkripes-geometriaban.
Vildgos, hogy (1. dbra)
2+b2—c2=(0A)2+(0B2—(BD)?=(AD)?,

tehat
A

b ihe

| k2

Innen lathato, hogy a gorbiilet Gavss-féle mértéke, ha abe egész
szam, (AD) aliquot része.
Az (1) szerint
abel® = Y B0 =3,
mis alakban irva :
(OA). (OB). (BD). k* = (AD).

~ Ezen relaczio mutatja, hogyan kell szerkeszteni négy hossznak
(melyek kdziil hiarom a negyediknél kisebb vagy ezzel egyenlé) a
szorzatit.

Vil

V(I/v/‘('
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eredmény alkalmat ad arra, hogy az 6sszes képleteinkben szerepld
mennyiségeket mint az oldalak algebrai fiiggvényeit allitsuk elo.
Itt csak a szogek fiiggvényeire fogunk szoritkozni. Ha mosl

w==(t?—4 b2 — 2,
akkor adodik :

X ab + scw
sin e = o
Y ba + zcw
e e
YR e e L
ca-++ebw be+eaw ’
g ab+ecw ca—ebw
‘ ch+eaw ca4-ebw’
PP o e Sl
cb — enw
oy _(j_b “+ edw

et —ebw

A kovetkez6kben £* helyett ennek (1) alatti kifejezését hasz-
nilhatjuk ; de egyszeriiség kedvéért mindig A2-t irunk, képzelve,
hogy ezt az (1) jobb oldalival helyettesitettiik ; akkor az dsszes
képleteinkben csak az oldalak algebrai fiiggvényei szerepelnek.

VIl
A
oy =,

relacziobol adodik, hogy

ci— I!f')
i 1 k4c2h? ’
2. 2
ot c'=a o

1 —k4e2a?’
o o at+b
T Rtarh
Az (1) relacziok figgetlenek £* eldjelétdl ; tehat ugyanazon | A?|

mellett (ha az oldalak kisebbek, mint 71) a két geometriaban
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mindig van egy-egy derékszogi haromszog, melyek oldalait ugyan-
azon a, b, ¢ hatarozza meg. »

A RieMaNN-geometria AOB hiromszigének sy, s,, s oldalai-
hoz tartozzék a Bouvar-Lomarserszry geometria AOB  derék-
szogli haromszogének si, sz, 8" oldala (mindkét haromszog olda-
lait ugyanazon «a, b, ¢ hatirozza meg) és amaz o, § szogeihez
ennek o', B’ szogei.

1. A H fiiggvény értelmezése szerint

cos ks, cos his) =1,
cos ks, cos hksy=1,

cos ks coshks'=1.

2. A szogek kozt szintén taldlunk osszefiiggést.
A

e T e 1—|711:2(1\) %
sin a = (}" Iﬂa ]ﬂ,; (-— ( 1:}_‘].:2'“2 5 (-4}
@ g ~s(_ a 1—kdc :
sine'= — il = . 171{2”/2) (3)
relacziokbol
S 4 e Syfiad 1—|—I.c'2b'3)
sina’ Hy ( 1—k2b2 )
De pl. e=+1 esetén
sl SRR
o cos B
Ennélfogva
sin ' = cos B,
e m
Hasonlo modon
a+t =4 (5)

Adodik tehat a tétel, hogy
at+a'+p+p4'=mn.

3. A (2) és (3) képletekb6l nyerjiik :
a) ¢ kikiiszobolésével :

(14+-k2a2?sin? a — (1—k%*a?)? sin a' =412
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Hasonld modon :
(14+k2b22 sin% B — (1 —Ek2b2)2 sin? B' = 412b2.
b) k*ac kikiiszobolésével :
(14-k2c2)2sin® o’ — (1 —K2¢??sin? « = 4k%*c? sin? @’ sin® a.
Ugyanily eljarassal :
(14+k2c*? sin? 8’ — (1 —K%c??sin? B = 4k3c? sin® B’ sin® 8.

A legutobbi négy egyenletbdl a (&), (5) tekintethe vételével, és
két-két egyenlethdl /2 elimindlasival nyerhetiink 1nj relatiokat.

IX.

l. Az x=o0, y=o0 ponton athaladd egyenesre nézve a sik egy
pontja P (mely negativ ¢ esetén asingularis koron beliil vagy azon
van) egyértékilleg van meghatirozva kovetkezoképen (3. abra):

3. abra.
a) e=+1 mellett az

(0A,)) és (PA)(LOAY,
[2=0 esetén

(0Ay) és (PAg) (L OA,)
és e=-—1 mellett

(OAy) és (PAy)(LOAy

egyenes darabok dltal.
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b) Az
(OP) egvenes darab és POA, =g,
(k=1,2,3)
(OP) egyenes darab ¢s OPA,=¢
(k=1,2,3)

szog altal.
Az (OP)-t a Ppont radius-vektordnak, a ¢, ¢ szogeket argu-
mentumainak nevezziik.

2. Az egyenes egyenlete :
wo [14ek? (22 +y*)] 4200, 2+ 2w,y =0.

Ha p meghatdrozza azon egyenes darabot, mely az egyenesre
“a (0, 0) ponthol meréleges és ez a pozitiv & tengelylyel ¢ szoget
zar be, az egvenes egyenlete igy is irhato:

kit Hy' cos o+yEL Hy ' Hy' sing—plih H, ' =0,

3. A (0, 0) ponton dtmend egyenes vonallal egykozii vonal*®
ivhossza ardnyos az egyenes vonal ivhosszaval : az ardanyossagi
tényez6 a H.

E tételt mar Bowuvar bizonyitotta he, czélszertinek tartjuk itt
Altalanossagban bebizonyitani.

Ha a

integralbol az
yE} = ok} sin ¢ (y allando)

egyenletet (mely nyilvin az egykozi vonal egyenlete) segélyével a
¢-t kikiiszoboljiik és az integralast elvégezziik, nyerjik, hogy az
egykdzii vonal ivhossza (s,)

-
gy == —-arctgk ¥ e.c. Hy.

/.. l'/

m |

—_—

* Boryar Jinos az i. h. 27.

=1
e
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Innen kovetkezik :
a) Pozitiv = esetén :

Sy+ _ p (o A6
o el Tl
b) Ha =0
S
==

S']
¢) Negativ ¢ mellelt:

By 1—F%y?
Ha a) esetben ¢ jeloli azon derékszogit héromszégben az

ik 1
w-szel szemben leve szoget, melynek misik két oldala -lf-val van

meghatarozva, akkor
2 arctg ka == ¢,

tehat
Sy+ = /‘L./ ”,,2
s igy az egész egykozli vonal hossza:
:/2” Hy:
Yy e fiiggvénye mindig véges.
Midén e=—1, az egykoziivonal ivhossza akar x — Tl_—, akar
Dl It értékeknél végtelen.
Kikotve, hogy
finid
V="

az «) és ¢) szerint szorzissal adodik :
Sy4 o Sy— = S14 < S1—.
A jobb oldal y-ra nézve allando: ennélfogva a feltétel ala esé
y értékeknél allando x értékek mellett a baloldal allando.
4. Az ivelem kifejezése, a mint lattuk,
v dt Ry
14 eh? (22 4 y%) :
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Boryar-nak * eljarisa szerint az ivelem szamara adodik :

V E, H:da? + E, dy®
és

V Eyda + E, H2 dye.
A teriiletelem Gauvss formulaja szerint :

o dxdy
(14 ek® (24 92

A legutobbi kifejezés konnyen ily alakra hozhato :
gh‘:’ r/g 4‘/,99_,

hol ¢ egy pont radiusvektora és ¢ ennek hajlisa az 2 tengely
positiv irdnydhoz.
Boryar** modszere alapjan a teriilet elem sziamara adodik :

Yy Iu';l Ik dar,

hol y-t & fiiggvényének tekintjik.
5. Hatarozzuk meg egy
y=[
girbe A (z, y) ponljihoz tartozo érintét (midén e—+1 az y = /l
értéket kizarjuk).

Bonyar szerint* vegyiik a gorbe szomszédos pontjat, B-t
(x4 dx, y+4dy) és az A ponton iatmend, 2 tengelylyel egykozii
vonalat, mely B pont ordinatijat ¢ pontban metszi. Tovabbi
vegyiik az A és B pontokon atmend egyenest. Végtelen kis oldalu
ABC haromszognel

B

hényados adja az AB egyenes és A(! vonal hajlasszogének (w.)
tangensét
* BoLYA1 JANOs, az i. h. 32. §. 1L

** BowLyvar JAnos, az i. h. 32. §.
**x* BoLyAl JAN s, az i. h. 32. §. L.
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Az egykozii vonalra érvényes tétel alapjan egyszeri szamitas
igazolja, hogy

4 -1 Ay
e dx’
hol

S lim [ i

l];’.l‘ h=0 h

Ha az Eukuipes geometridjaban értelmezett y=/f(x) gorbe
(@, y) pontjahoz tartozo érintonek hajlasszoge az a tengely posi-
tiv iranyiahoz e, akkor

g =Lt E} H,; ' tg o,

tehat tg w, meghatirozasa vissza van vezetve tg @ meghataro-
zasara, mely utobbi mar el van intézve.
(1) szerint, midén

Es igy, ha

lgo,=21lgw
tga: =0
A legutobbi képlet szerint minden gorbe a singularis kort or-
: . 1 ;
thogonilisan metszi. Az x = 7 pontban érinté egyenesek az
asymptotik.
Nyilvanvalo, hogy (x, y) és tg w, megadasaval feldllithato
érinto egyenlete.
Tekintsiik azon esetet, midon
r=a, y=>0.
Ekkor
pl'],f = aksin o,
és
tgo, =L EXH,  cotw

relacziok megadjak az érinté egyenletének allandoit.
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6. Az
420,202 | g2 B s
kAx®y2e?+y2—02=0

egyenlet allando ¢ mellett azt a kort hatirozza meg, melynek su-
gara ¢ és kozéppontja a (0, 0) pont.
Ugyanazon kor el6 van allitva:

ok H = ()Ej cos ¢,

yE} = glif sin @,
;rl:'f, == nl Lo Sin ¢,
gkl H, = u/'.,, cos ¢,
a;lu'; =2 ,,, sin ¢,
i /3 = 1\)/23 sin @

*
relaczio parak altal allando ¢ mellett.
A o sugart kor ¢ kdézponti szogéhez tartozo ivhossza
R/v, 0 w(’ /‘0
és ezen ivhosszhoz tartozo korezikk teriilete :

j(/,' il 5"(’“""0'

Ezeknél fogva a kor keriilete :

P, = 2m¢ l‘,,
és lerilete
‘TL' = v’-—u /‘,,,

Ugyanannidl a kornél a ¢ és ¢’ kdzépponti szogekhez tartozo
ivek (korczikkek teriiletének) ardnya a szogek aranydval egyenld :

Py, o:Ppro=0'"10
Ty o: Ty o =0"t 0.

Ket kor ¢ kozépponti szégéhez tartozo ivhosszainak ardinya a
sugaraktol fiigg:
P y:by,=¢ I.,, (J/«.,

valamint a sngaraktol fiigg az ezen ivhosszakhoz tartozo keriile-
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tek aranya:

Lo i

— 2, et
iy 0 o i 0 h:,’ Y ,'.:,.

A kor geodaetikus gorbiilése

' S
£a500.5 Hprei
B 2

tehat allando.*

Fel lehet dllitani az ellipsis, hyperbola, parabola egyenletét,
melyek most nem lesznek @ és y-han masod, hanem magasabb
fokaak. Itt ezen gérbékkel nem foglalkozunk, hanem attériink a
haromszog teriiletére és a kor geometriai quadraturdjara.

X
A derékszogi hiromszog terilete (1) az

Wy
) ’/L”J [, do*
0 0
integral alapjan a

H, = cot g cot ¢

képlet tekintetbe vételével lesz:

7 1 r . . =
1= 2 [¢ — aresin H,; sin o]
A > i .
v [¢ — aresin Hy, sin ¢}, **
<

a miben ¢ és ¢ a derékszogli haromszog két szoge, @, y az ezen
szogekkel szemben levé oldalakat hatarozzak meg.

Ezen formuldkbol egyszerti szamitis rendén adodik a Gavss-
féle képlet, melynek most jelentését akarjuk felkeresni a sikbeli
leképezéshen.

Nyilvanvalo, hogy (a 4. dbriban) posiliv e mellett

o= O Gy = A Sl

* BiaxcHi-LukAr az i. h. 426, o.
** SERRET-HARNACK-BOHLMANN : Integral-Rechnung 426, o.
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6 L b
1= Ji2 arcsin —1+k4a2b2

formula adja. De a IV.- és V.-ben lattuk, hogy

: 2l:2ab
aresin ——————

14 k*a?b? i

hol 6 az AB ivhez (1., 2. dbra) tartozo kozépponti szog; igy

Ezen eredmény alkalmat nyujt arra, hogy derékszogli héarom-
s;/AGget szerkeszsziink, melyre nézve adva van 6.

A kovetkezokben e-t elhagyjuk ; a hol megkiilonboztetés sziik-
séges, kettds jelt hasznalunk.

Legyen £? az egység.

Ha 6 adva van graphikailag, akkor legyen egy i, mely szer-
keszthet6 az Eukrnirs sikbeli geometriaban és kisebh, mint egy:
szerkeszsziik az -t az

egyenlet szerint az KurLIDES geometriaban. Mivel « szerkesztése
lehetséges, az AOB derékszogli haromszog is szerkeszthetd.

Ha @ ivinértékben van adva, akkor kell, hogy @ szerkesztheld
legyen. Kz azonban Gauss* szerint csak akkor lehet, ha @ a = oly
aliquot része, melynek

')L:aiag «s o lp
osztojaban mindenik «
om 41
alakt torzsszam és mindenik egyszer jon el6, kivéve a 2-t, mely
akarhdanyszor léphet fol. Egy ily hdaromszog teriiletét

formula adja.

* Gauss: Disqu. ar. S. VIL
Mathematikai és Physikai Lapok. X. 11
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Azon kor sugarat (o), melynek teriilete a derékszogii harom-
sz0g teriiletének A-szorosa (4 raczionalis szam) meghatarozza a

2
4 ol st e
el e N
egyenlet. Innen : :
_ V4inF2

ol AnTF (1)

hol a negativ jel a RIEMANN-, a positiv a BoLYAI-LoBATSEFVSZKY-
geometridban érvényes.

A sikbeli leképezésben az (1) szerint szerkesztett p-val a
(0, 0) pont koriil rajzolt kor fogja képviselni a derékszogli harom-
szog teriiletének A-szorosit.

Ha /2 végtelen kicsiny, a feliiletek helyettesithetdok a sikkal és
ekkor magasabb rangu végtelen kis mennyiségek elhanyagolasé-
val a sikban lehetséges a kornek geometriai quadraturdja. Véges
k? esetén a pozitiv dllando gorbiiletii felilleten lehetséges a de-
rékszogi haromszog megalkotasa a IV. szerint.

Kirdaly Henrik.



A FERMAT-FELE KONGRUENCZIATETEL
ELMELETEHEZ.

A szamelmélet elemeibdl ismeretes, hogyha »n valamely egész
szam, akkor az n-hez relativ prim szamok és csak ezek, tesznek
eleget az

x?™—1 =0 (mod.n) (1)
kongruenczianak. Ha a relativ prim szamokat az
Tis Tas oo Tom (Mod.7n)

bettikkel jeloljik, akkor vilagos, hogy ezek eleget tesznek a

¢ (n)
AT (x—r)) =0 (mod.n) 2)

1=1

kongruenczianak is, mely az (1)-gyel egyenl6é foki. Ismeretes to-
vabba, hogy torzsszam esetében :

p—-1

xP-1—1 Il (x—1i) (mod. p)
=1

ll

i
kérdés, hogy altalanossaghan, mely » modulusok esetében all

be az:

¢(n)
2?™—1 = I (x—r;) (mod. n)
1=1
azonos kongruenczia? Kzt a kérdést vizsgalta meg Gruser * fr.
A jelen dolgozatban a

* E lapok V. k. p. 232. V. 6. még Math. und Naturw. Berichte aus
Ungarn XIII. k., a hol a targyalas egyszeriisitve van.

314 i
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¢ (n)
IT (x—r;) (mod. 1)

i=1

kifejezés szamara eaplicit alakot allitok fel és ebbél fogok kovet-
keztetéseket vonni. Az eredmények a kovetkezok lesznek.
A) Ha p pdratlan torzsszdm és

B=07M,.. (0% P) =1

aklkor helyes a kovelkezd azonos kongruenczia :

¢ (n) ¢ )
Il (x—ry) = (xP~1—1)P=1  (mod. p7). (D
i=1

B)Ha 8> 16¢és

n=2m, m=1 (mod.2),

akkor helyes a kovethezd azonos kongruenczia :

¢ (n) P/ (r)
Il (x—7r;) = (x2—1) 2 (mod. 25). (ITer)
i=1

Ezt az utobbit kiegésziti a minden pdros n-re helyes
¢ (n)
Il (x—r) = (xk—1)7™  (mod. 2) (11h)
i=1
kongruenczia, a mely kozvetetlenil vilagos.
Az el6bbi azonossdgok alkalmazasat adja azutdn ama kérdés
vizsgalata, hogyha d az n-nek osztéja, mely esetben helyes az

¢ (n)
xr®™—1 = [] (x—r;)) (mod.d)
i=1

azonos kongruenczia? A valaszt a kovetkezo tablazat adja, a mely-
ben p paratlan, ¢ pedig 2¥+1 alaka torzsszamot jelent :
d | 1
p|pe 2
2 | 2¢, 2« [1qy, a (s tényezok kiilonbozok
4| 4 )
2 | 2
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I
1. Legyenek :
/], 12, R ,[l[(ﬂ)

az n-nél kisebb és vele relativ prim szamok, és vezessiik be a

@ (n)

Fo(@ = T (x—1)
fet

kifejezést, akkor mindenekel6tt vilagos, hogy :

¢ (n)
Fn(x)= II (r—7;) (mod. n)
i=1
Fp @)= xP~1—14pd(7) (3)

£y (1) = x—1
Fy (®) = (x—1)(x—3), F,(x) = x*—1) (mod. 4)
Fy(x) = (x—=1)7™ (mod. 2), »n =0 (mod.2).

2. Be fogjuk bizonyitani, hogy :
Foe () = (P — jjped (mod. pY). (4)
E véghdl el6szor is kimutatjuk a kovetkezd azonossagot :
Fps+1 () = (I3 (x))P  (mod. pftY). 6}
Legyenek ugyanis a pf-nal kisebb és vele relativ prim szamok

Ty TQy v o ,T,f(Pﬁ) §

akkor
—1
Fypp+1(x) = I7 (@ —1—mPP) (X—19—MPF) . . . (:z:—r,p(pp)—-mpﬁ).
m=0
Azonban
I
p(p") T
I (x—ri—mpP) = Fpp(x) —mpP 2 ):
i=1 "“Tz
= Iy (x)—mp? G (x) (mod.p(”1
és igy

p—1
Fppr(x)= 11 {Fp(f ()—mpt G (x)) =
m=0

= (Fpp(x)P—pb (Fpp ()P~ G () F 'm (mod. pitl)

m=0
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de mivel
=) Sl
T Lt
m=0 2
lesz:
Fpa+t(@) = (Fpp(@)?  (mod. pf+). (5)

Ez az azonossag elészor is azt adja, hogy:
Fp (@) = (Fp @)? = [(P~1—1) + p@ ()P = (xP~1—1)P (mod. p?).

Tegyiik mar most fel, hogy :

a—2

Fpe—1(x) = (P~ 1—1)p (mod. p«—1):

vagyis
Fpe—1(x) = (xP~1— 1)pe? + p* 10,4 (x),
akkor lesz:
Fpe (1) = (Fpe—1(x))?  (mod. p%)

és igy a mint bebizonyitand6 volt :
Fpe(x) = (P—1—1)P*""  (mod. pY). (4)
3. Ha 8> 1, akkor:
Fp@ = (@*—1%"" (mod. 27, (6)
Ugvanis a 27+!-hez relativ prim szamok :

1 el B tibs 4 (@=1)
x ¢ (mod. 2°+1),
"ol

—1, —3, — ., —(26—1)
Ebb6l a megjegyzéshél rogton adodik :

Fop+1(x) = Fop () Fop(—2x) (mod. 28+1) (7)

Azonban
Fy(x) = 22—1 (mod. 4),
tehat

Fa(x) = (22 —1+47; () (2*—14+4T;(—x)) (mod. 23)

és igy
Fa3(x) = (x2-—1)2 (mod. 28).

Ugyanigy latnivalo, hogy

Fop () = (c®— l)g”f"2 (mod. 27). (6)
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4. Ha d, az n-nek osztdja, akkor :

o (n)
Fp (@) = (Fa(x)?@  (mod. d). (8)

Ennek a bebizonyitasara elég azt idézniink,* hogy az n-hez

relativ prim szamok a
dz + v;

sorozatokban vannak elhelyezve, a hol

Vis Ugyonoy Q’(p(d)

a d-hez relativ prim és nala kisebb szamok. Minden ily sorozatban
o (1)
o (d)

azonossag az el6z6kkel egyiitt megadja a (I), (ITa), (I1b) képleteket.

szammal van az n-hez relativ prim szam (mod. 7). A (8)

11

1. Legyen d az n-nek osztéja, vizsgaljuk meg, hogy mikor he-

lyes az
¢ (n)
xyM—1= ]I (x—7r;) (mod.d) (@)

i=1
kongruenczia ? Ha az (a) kongruenczia valamely d modulusra
helyes, akkor érvényes annak minden osztojara is. Es igy elészor
a d=p esetét vizsgaljuk, vagyis az
¢ (n) :
1T (x—r;)  (mod. p) (b)

1=1

xem 1 =

azonos kongruenczia érvényességi feltételeit. Amde a (b) sequi-
valens (I) szerint a kovetkezével :

i)
(@P-i—1)p-1 = grim—1 “(mod.p) (b*)
s igy kell, hogy legyen
o (n

(—1)Pt=—1 (mod.p),

* E lapok V. k. p. 151.
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a mibdl
P
n =

9.

Forditva, ha » ezeket az értékeket veszi fel, a (b) kongruenczia,
mint az kozvetleniil lathato, csakugyan ki van elégitve.
2. Sohasem lehet helyes az
¢ (n)

xr™—1 = [] (x—r;) (mod.p?) ()
i—1

-azonos kongruenczia. Ugyanis a megvizsgalando értékek

és ez esetekben lesz :

P) \ a—1 /
I (x—r) = (xp—1—1)p (mod. p*).
el

Amde 2> 1 és igy
(Pt —1)P* 2= (@2 =D —1 4 pf ()

vagyis
(@P=1—1)P* ! = pp* (1) q)p (mod. p?),

tehat nem kongruens az

a1 (mod.p?)
kifejezéssel.

3. Térjink at d = 2 esetére, vagyis az
¢ (n)
x9M™M—1 = [T (x—1r) = (x—1)r™ (mod. 2) (e)
i=1
kongruencziara. Legyen
em =24, =1 (mod.?2)

ki fogjuk mutatni, hogy az (¢) kongruenczia akkor és csak akkor
helyes, ha /=1. Ugyanis, a mint teljes indukezi6 altal meggy6z6d-
hettink :
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@—12"= 2" -1 (mod. 2)
és ha most az 2
= Y

roviditéssel éliink, az (¢) kongruenczia atmegy a kovetkezébe :
y—1)t=y'"—1 (mod.2), l=1 (mod.2),

a mely csak | = 1 esetére igaz. igy‘tehat csakugyan ¢ (n) = 2%, a
cmib6] H

Qa
2201q ;-
4. Az :
@ (n)
29 M—1 = 11 (x—1y) (mod. & (f)
=1

azonos kongruenczia csak 7 = 4 esetében igaz. A tekintetbe jové
n értékeket ugyanis igy osztalyozhatjuk :

4
= Qli, ﬂ o 2
2 [1qs, B=2.

Az els esetben
x2—1 = (@—1)(x—3) (mod. 4).
A masodik és harmadik esetben:

om—=20 " b4l

és igy
¢ (n) Ty :
g —ry) = (1*— 1) (mod. 4), h—1 >0.
=1
Amde
@ — 1" = 2" ' 14 9¢g (x)
és igy
i hoit
M (w—r) =@ —1p (mod %)
1=1

tehat nem kongruens az



: : Y : "ﬁéﬁcziacsakis a‘_p=q,n=2qesetbenlel.te't‘>
| BRp e kkor tényleg érvényes is a kongruenczia. -




AZ ALLANDO EGYUTTHATOKKAL BIRO LINEAR
DIFFERENCZIALEGYENLETEK ELMELETEHEZ.

1. Ha az
I"(ZI):AD?/()1)+A1 U(71—1)+. . .,},_A” !/:O (1)

allando egyiitthatokkal bird, homogén linear differenczidlegyen-
lethez tartozo:

,/"(a)=xloa’l~+- A‘ a"_i—f—"--f—An=0 (Q)

karakterisztikus egyenletnek a; az ny-szeres, a, az ny-szeres és
végiil a, az n,-szeres gyoke, a hol

N Ne- Ny —0,
akkor, miként ismeretes, a differenczidlegyenletnek
g, TeM®, L L, T em®, L, 607, W, R

n partikularis megoldasa. Folmeriil a kérdés, hogy e megoldasok
linedrisan fiiggetlenek-e.

Kézikonyveink, melyek e kérdéssel foglalkoznak, egyszertien
azt mutatjak meg, hogy e rendszer Wronsky-féle determindnsa
nem azonosan 0; pl. oly médon, hogy kimutatjdk, hogy e deter-
mindns az £=0 helyen a 0-tol kiilénbozik. Az =0 helyettesi-
téssel keletkez6 determinans megegyezik azzal, mely a M. Ph.
L.-ban mar t6bbszor, legutobb ZempLin Gy6z06 ar értekezésében*®
is szerepelt.

g cRh L 0X, k. 3886, 1,
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A kovetkezd sorokban igen egyszerti eljarissal a (3) alatti rendszer Wronsky-féle delermindnsit
fogjuk meghatarozni és ezzel természetesen az emlitetl speczidlis determindns értéke is kozvetleniil

kiadodik.
2. A kérdéses determindns a kovetkezo :
i (3a,z" xes®, 2N xn‘~lea,w’ . Ca,-:t, J/»curw, o 1a xn,—lcurx ‘
(exr®), (xex®)’, oo oy (@~ tgmD)!, O (a8 (aceer)', Ve g (=1 pamo)! 4
W (emyt’. .  (wem®)'= ., (@a-ten®), R (0%,  Hpew®' = T 5 (vElen)t !
i
1 (e:@)n=1)  (gpem@)n—1) (p#—lem@)n—1) _ (perx)fn-1) (rewr®n=1) (arr—1cura)n—1) |

E determinans atalakitasa végett megalkotjuk az

egyenletet, mely karakterisztikus egyenlete az
Fy () = Byy" Y4B y=0+- -+ By 1 y=0

n—1-edrendti homogén linedr differenczidlegyenletnek.

(4)

Ennek az F (y)=0 differenczidlegyenletnek, mint azonnal lithaté az elébbi (3) alatti rendszer — az
utolso, wnr—lew® elhagyisdval — partikuldris megolddsait szolgdltatja; mert hiszen a karakterisztikus
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egyenlete csak abban kiilonbozik az adott differenczidlegyenlet
karakterisztikus egyenletétdl, hogy a, nem #,-szeres, hanem csak
n,—1-szeres gyoke.

Ha mar most a W determindns sorait rendre

)
Bn—l, Ifn—Q, ce e I)()'

al szorozzuk és az utolso sorhoz adjuk, akkor az utolso sor ele-
mei, e sor utolso elemén kiviil, valamennyien eltiinnek; az n-ik

sor n-ik eleme pedig:
2 = Fy (aenr=1gem) (7)

lesz. Ezt a z fiiggvényt kell kiszamitanunk.
3. E z fiiggvény kiszdamitasa végett allitsuk elé az I (a) egész
fiiggvényt a kovetkezo alakban :

Fi(a) = Agla—a) (a—ag)™ . . . (a— a1

és ennek megfeleléen az I, (y) n—1l-edrendii homogén linedr
differenczialalakot a kovetkez6é szimbolikus alakban *

Fiy)= Ag(D—a)m (D—ay)" ... ([D—a,)r=1
A z kiszamitisa végett az xm—!e«® fiiggvényen legel6szor a
(D—a,yrr—1

operdeziot végezzik, azutan sorban a (D—a,), (D—ay)e, . . .
operacziokat.**

(I)_(l_’l))lr—l (xn;--l per) — (”l__ 1) | para

D~
wm

D—ay) e4r® = q, 4% — q, e%=(g,— 1) LU -

(D= ) 1% = (2, — ay)? o
(D—a;)m 6% = (¢, — )™ <.
Ebbél kévetkezik, hogy :

o=k, (a;n,-—l 0“"“') =

= (n,—1)! (@p—ay)™ (@, —ag)? . . . (@p— at,—q)r-2 %2, (8)

* L. Jorpan Cours d’Analyse III. p. 157. ** u, o.
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4. A W determinans tehdat egyszertien a kovetkezore reduka-
lodik :

W=m,—1)! (a)—a1)" (a,—a2)s . . . (ap—ap_q)2+ W, exr®
a hol W, az
R s s DT gD, 60T, TN, e S

n—1 partikularis megoldas Wronsky-féle determinansa.
A W, ugyanilyen eljarassal redukélhato a

W, =(01,—2)! (@r— )™ (@, —ag) . . . (@p—a,_1)r-1 Wa eer
alakra ; tehat:
W=mn,—1)! (n,—2)!

(ap—a1)* (ap—ag) . .. (ar—a,«_ﬂ"""l]z eerx | LV}
s ezt az eljarast folytatva :

W=n,—1)!n,—2)!...2!1.

[(@r—a))™ (@p—a1)™ . . . (@p—ap—q)"r3]0r W, errer®,

a hol W a (3) alatti rendszer els6 n—n, fiiggvényének WRONSKY-
féle determinénsa.

Ha a W-t ugyanigy alakitjuk at s ezt az eljarast folytatjuk, vé-
giil a kovetkez6 eredményre jutunk:

W=n,—1)!n,—2)!...2!11....(n—1)I(n,—2)!...2.1.
1 (a— a;)"i" 6°57%
k<<i, k=1,%,...,r
i=1,2 00,7
Ezen alakon azonnal latjuk, hogy a keresett Wronsky-féle de-
termindans minden véges x-re nézve a 0-tol kiilonbozo, tehdt a
(3) alatti rendszer valoban alaprendszert alkot.
Ha e determininsban =0 teszsziik, az emlitett determinans-

relacziot kapjuk. ;
Beke Mano.

"



AZ ATOMOKNAL KISEBB RESZECSKEKRE
VONATKOZO KISERLETI VIZSGALATOKROL.

(Zeeman P. székfoglalo beszéde. Amsterdam, 1900 marez. 12.)

Az a kérdés, vajjon az anyag, melyb6l a minket kornyezé vilag
felépiilt, hatartalanul oszthaté-e, avagy, hogy léteznek-e utolso,
oszthatatlan részecskék, atomok, tekintélyes része volt az id6szami-
tasunk el6tti V. évszazad tudomanyossaganak, s épen ilyen tekin-
télyes része a mostani, a XIX. évszazad tudomanyossiganak is.
Az atomistikus iskola szerint a vizesepp osztasanak folytatasanal
végre oly részecskékig ériink, melyekre az eljaras tovabb nem al-
kalmazhato.

Ez a Demokrirus, Epicurus és Lucrerivs atomistikus felfogasa,
s batran hozzatehetjik, hogy fébb vonasaiban a Cravsius-é,
Maxweri-é és van pDER Waars-é is. De mig a régi atomfogalom
csak arra volt jo, hogy a dialektika aradatat meginditsa, addig az
ujabbi, a természetrél valé ismereteink szaporitasaban a legfonto-
sabb segédeszkozok egyikévé valt.

Atomoknak nevezzik azokat az igen kicsiny, onallo épitokove-
ket, a melyekb6l az anyagi vilag felépil. A physikanak kiilonbozé
disciplinai az atomok nagysagat illetéleg egybehangzo becsléseket
szolgaltatnak. Nagyon pontosan ismerjik az atomok stlyainak
egymashoz valé aranyait, s tudjuk, hogy méreteik a mm-nek mil-
liomod és tizmilliomod részei kozt fekszenek. Tudjuk azt is, hogy az
atomok csak annyiban nevezhet6k oszthatatlanoknak, a mennyi-
ben azokat egyel6re felosztani még képesek nem vagyunk. De a
legegyszeriibb gazoknak bonyolodott szinképei sziikségképen rank
kényszeritik azt a foltevést, hogy az atomok alkata nagyon bonyolo-
dott, s igy majdan kell, hogy azokban még részeket megkiilonboz-
tethesstink. A legeslegujabb id6kben végzett vizsgalatok azonban
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az atomoknal kisebb részecskék onallo létezését minden kétségen
felul igazoltak, s6t még annak a lehetéségét is kilatasbha helyezték,
hogy az alchymistaknak az elemek atalakitasara vonatkozoé alma
megvalosul. Szabadjon nekem e kovetkezékben azokat a kisérle-
tileg megallapitott okokat kifejtenem, a melyek az atomoknal is
kisebb részecskék folvétele mellett allanak.

A physikusok jelenleg altalaban azt vélik, hogy az elektromos-
sagnak folyadékokon, kiilonosen sok és savak oldatain az elek-
trolyteken valo keresztiilvezetése, kiilonleges modon torténik. Az
ilyen elekirolytek egyike sem vezetheti az aramot a nélkil, hogy
meg ne bontatnék. Az elektromossag nem az atomokon keresz-
til, hanem az anyag mozgasba jov6 atomjaival egytitt aramlik.
Minden fématomnak megvan a maga meghatarozott elektromos
toltése, mely fliggetlen a vizsgalt fémvegytilet minéségétsl. Ha mar
most egyazon aram egymasutan két oldaton, pl. egy rézso6 és egy
eziists6 oldatan megy keresztil, akkor e mellett a réz- és eztist-
atomoknak egyenlé toltésik volna. Minthogy azonban a réz- és
eztistatomok nem egyenlé stlytak, ennélfogva a toltés az anyagok
egyenlé stlyh részeire nézve nem lenne egyenls. A stlyegységnek,
vagy jobban mondva a tomegegységnek megfeleld toltés a na-
gyobb atomsulya anyagra nézve természetesen kisebb. Nemesak
fémekre, hanem minden anyagra vonatkozolag megadhatjuk a
tomegegység toltésének értékét s igy a hydrogennek toltését
grammonként 10,000 (elektro-magnetikus) egységnyinek talaljuk.
A tobbi elemek mindegyikének atomjai nagyobb tomegtiek, mint a
hydrogenatomok, s igy aranyszamunk azokra nézve kisebbedik. Ha
egyszer oly anyagra akadnank, melynek aranyszama a hydrogené-
nal nagyobb, akkor bizonyosak lehetnénk a fel6l, hogy atomjai ki-
sebbek a hydrogenatomoknal.

Az elektrolytban az atomok téltése részint positiv, részint nega-
tiv, s igy magyarazhaté meg az, hogy az aram hatasa folytan a po-
sitiv toltésit atomok az arammal haladnak, s a negativ tolté-
siiek az ellenkez6 iranyban mozdulnak el. Igy magyarazhato meg,
hogy azon a helyen, hol az aram a folyadékbol kilép, a negativ
elektrodon a fém, a positiv elektrodon az elektrolytnek masik
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alkatrésze valhatik le. Az elektrochemianak ezen és a thermoelek-
tricitaisnak mas tiineményei a positiv és negativ elektromossag
kozott fennallé kiilonbséget deritik fol. De ez a kiilonbo6z6 viselke-
dés sehol sem lép fol vilagosabban, mint az elektromossagnak
szikra-, csillag- és fénypamatalaki kistilései kovetkeztében el6-
allé szép tiineményeknél, melyek egy kozonséges elektromozo gép
cstiesaibol indulnak ki és egy légszivattytnak tiresre szivattyGzott
tartojaban, az elektromos tojasban mutatkoznak.

Farapay, a jelen szazad legnagyobb kutatoja és kisérletezdje az
elektromossagnak szikra-, csillag- és fénypamatalaka kistlésmodjait
sajatsagaikat illetéleg mar korabban pontosan megvizsgalta és
Experimental Researcheseinek 13. sorozataban igy szol: «Azok
az eredmények, melyek a positiv és negativ kistilések eltérd visel-
kedéseire vonatkoznak, az elektromossag elméletére sokkal nagyohb
befolyassal lesznek, mint azt jelenleg foltehetjik.» Csak épen leg-
Gjabbhan s minden orszagok kutatoinak a kisiilési tiinemények vizs-
galata korili egyetérté osszemiikodése birt a theoria szamara oly
gylimolesoket megérlelni, a melyek Farapay jovendolését fényesen
igazoljak. Miben allanak tehat ezek a fontos kisiilési tiinemények ?

Gondoljunk egy tiveges6vet, mely dssze van kotve a légszivattyi-
val, tigy, hogy beléle a leveg6t részben vagy egészben eltavolithat-
juk, s mely az iivegfalba forrasztott fémdrotokkal van ellatva:
ezen drotok egyik vége befelé, a masik kifelé all. Ezek a drotok az
elektrodok, arra szolgalnak, hogy az elektromossagot segitségiikkel
a cs6 belsejébe vezethesstik. E czélbol osszekottetnek egy kozonsé-
ges elektromozo géppel vagy egy inductios készilékkel, vagy
végre az elemek egy batteridjaval. A mutatkozo kistilési tiinemé-
nyek egyrészt a cs6 héségétol, masrészt az elektrodok tavolsagatol,
s végre az elektromos toltés strtiségétsl fliggenek. Mas tekintetben
azonban a kistilés jellege minden csére nézve ugyanaz, s egyediil
a cs6ben foglalt levegd stirtiségétsl, vagy a benne foglalt gaznak
természetétol fligg.*

* ZEEMANN nagyrészt laikus kozonség eldtt beszélt s igy magyardzhat
meg az eléadas mentén t6bb helyt mutatkozo tulsagos részletesség.
A forditd.

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 12
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Ia a csoben uralkodo nyoméas a légkori nyomassal egyenld,
akkor a kisiilés a szikranak ismeretes zeg-zugos, czikkazo alakjat
mutatja, mely a villamra emlékeztet, s a mely levegében fehér,
hydrogenben pedig voroses szinti. Ha a csében a leveg6t megrit-
kitjuk, akkor a szikra nem lép fel tobbé, hanem a vilagité pamat
abban a mértékben szélesbedik, a mely mértékben a levegd meg-
ritkul. Az inductorium positiv sarkaval osszekotott elektrod koze-
lében szabalyszerti fény-maximumokat és minimumokat vesziink
észre. A negativ sarkkal osszekotott masik elektrodon, a kathodon,
a kistlésnek masik része, a negativ- vagy kathod-fény tinik fel.
Ezt a positiv fénytél egy gyongén vilagitott vagy egészen sotét
rész valasztja el.

A kathod-fény rendszerint egy a csucson mutatkozo kicsiny
tényfoltocskabol all. Ha a teret még tovabb ritkitjuk, akkor a fény-
foltocska mind nagyobba valik, s az egész kathodot egy fényes
hartyacska alakjaban boritja be. Mennél kisebbé valik a es6ben a
nyomas, annal vastagabba lesz a fényhartyacska, s egy mm.-nyi
higanyoszlop magassagi nyomasnal a kékes szini kathod-fény
tobb deciméternyi hosszisagn csovet is betolthet. Novekvé rit-
kulasnal a positiv elektrod fénye mindinkabb veszit intensitas-
ban, s a positiv elektrod alkalmas elhelyezése mellett a physikus
abba a helyzetbe johet, hogy csupdn a kathod-fény keril sze-
mei elé.

Ebben a legsajatosabb tinemények jatszédnak le. Ha a kékes
kathod-fény a szemkoztes tivegfalig terjed, s a nyomas mar csak a
mm.-nek tortrésze, akkor egy kulonos tinemény mutatkozik. Az
uvegfal maga is kezd fényt arasztani, phosphoreskal. Thiiringiai
tiveg esetében ez a phosphoreskalo fény zoldes szinti. Még to-
vabbra mené ritkitasndl a phosphoreskalas er6sbodik, a teret
kitdlté kékes fény intensitasa pedig csokken, s végiil a kékes fény
majdnem teljesen elenyészik, a mi egy a phosphoreskalo tény ta-
nulmanyozasa tekintetébol rendkiviil kivanatos kortilmény.

A be nem avatott szemlél6 ezeket az alig lathato tiineményeket
nagyon is konnyen figyelmen kivil hagyja; egyes kivalasztottak-
nak azonban épen ezek mutattak meg azt az utal, a melyen a
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természet titkaiba mélyebbre hatolhattak. Ezen zold phosphores-
kalo fény behatobb vizsgalatai a kathod-sugarak folfedezésére ve-
zettek, melyek a késébhi Rontgen-sugarak sziileivé lettek.

Az elsé physikus, a ki a z6ld phosphoreskalé fényt 1859-ben
leirta, Pricker volt. O Bonnban élt, s igy alkalma volt GrissLER-
nek, a hires ivegfuvonak segitségét igénybe venni, azét, a ki a rola
elnevezett kistilési csoveket és légszivattyukat bonni miihelyében
készitette. PLtcker tanitvanya Hittorr ezen a téren ismereteinket
rendkiviili médon szaporitotta. fgy pl. kisérleteib6l azt kovetkez-
tette, hogy a kathod-fény pont végz6dési elektrodokrél egyenes
vonalokban terjed szét. GoLpstrin tovabba 1876-ban kimutatta,
hogy korongalaku kathodok is a kistilési cs6ben a kathod és az
uvegfal kozé helyezett targyaknak jol hatarolt arnyékait szolgaltat-
jak, s6t, ha a targyak kicsinyek is és kozvetetlentil e kathod koze-
lében allanak is, arnyékaik még elég jol korvonalazottak. Ugy tii-
nik fol, mintha a kathod vilagito test lenne, s igy a GorpsTrIN
hasznalta «kathod-sugar» elnevezést mindenki elfogadta. Azeért
ezek a sugarak mégis masfélék, mint a fénysugarak; mert ha a
kathodot egy vele egyenl6 nagysagu fényes korongocskaval he-
lyettesitendk, akkor egy a kozelébe allitott kicsiny targy a tavolabb
allo falra arnyékot nem vetne. Govpsrein-nak az az egyszeri meg-
figyelése tehat rendkiviili fontossagl; azt bizonyitja, hogy a ka-
thod-sugarak egy bizonyos, majdnem mer6leges iranyban indulnak
ki a kathodrél.

GoLpsteIN észleletei utan néhany évvel Crookes a vilagot, és
pedig nem csupan a tudomanyosat, a kathodsugarakra, vagy a
mint & nevezi, a sugdrzé materidra vonatkozo szép kisérletek
egész soraval lepte meg. Erre a targyra azon nehézségek vezették,
melyekkel a thallium atomsulyanak meghatarozasa kézben talal-
kozott, a mennyiben zavarok mutatkoztak mindannyiszor, vala-
hanyszor meérlegét légtres térbe hozta; a latszolagos héokozta
taszitast és vonzast a levegs strtsége szerint valtozonak talalta.
Kisérleteinek folytatasa kozben talalta fol az 6 radiométerét, azt a
fénymalmocskat, melyet a latszerészek kirakataiban gyakran szem-

1élhetiink. O vizsgalta ezt meg eldszor, elektromozas nélkil, majd
12*
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elektromozassal. MaxwrLL és Stokes hathatés tamogatisa mellett
eredményeit a gazok kinetikai elméletével hozta kapesolatba, s igy
a legszélsébb vacuumok és a kathod-sugarak birodalmanak kelld
kozepére s oly foltevéshez jutott, mely finomitott alakban most is
megmagyaraz minden tliineményt, bar azota wjabb tények derit-
tettek ki.

Mik azok a kathod-sugarak tulajdonképen? Legkozelebb még
sokan, kiillonosen német physikusok azt hitték, hogy a kathod-
sugarak az ®etherben el6allo tiinemények. Ellenben masok azt a
nézetet védelmezték, melyet legel6szor Crookes hangoztatott, hogy
a kathod-sugarak negativ toltési részecskék palyai, a mely részecs-
kék a kathodrol az elektromos taszitas kovetkeztében nagy sebes-
séggel elropittetnek. Ez az utobbi nézet, az . n. emissioelmélet
tényleg legjobban megkozeliti az igazsagot. Azonnal megmagyarazza
tobbek kozt azt, hogy a kathod-sugarak palyai miért gorbiilnek el
egy homogen magueses mezében, ugy, hogy atlatszatlan targyak
arnyékai a magnessel valo kozelitéskor vandorolni kezdenek. Tény-
leg, a magneses mezében a mozgd, negativ toltésu részecskék
oly er6hatasnak vannak kitéve, a mely mozgasuk iranyara és a
magneses erdére meréleges, és a mely (ha a sebesség és a magne-
ses erd iranyai egymasra merolegesek) egyenld a sebességnek és a
magneses erd intensitasanak szorzataval. Ebb6l magyarazhaté meg
az, miért koralaka a kathod-sugarak palyaja (mely kor egészen a
esovon beliil is fekhet), ha a magneses mezd eléggé erds? Most
mar vilagos lesz az is, miért kell a kathod-sugarak palyainak po-
sitiv és negativ toltési testek kozelében elgorbiilniok ?

De ha tényleg tovarepiil6 testecskékkel van dolgunk, akkor si-
kertilnie kell annak is, hogy azokat valami alkalmas csapdaban
megfogjuk és toltésiik természetét kipuhatoljuk. Kisérleteivel Prr-
rRIN bizonyitotta be azt, hogy ez lehetséges, s igy azt is, hogy a
kathodrol egy negaliv toltésti valami ellokédik. Gorpsrein-nek mas
kisérletei is, kiilonosen az egyidejlleg hasznalt tobb kathodokra
vonatkozok, ezzel a hypothesissel megmagyarazhatok. igy pl. az a
tetemes folmelegedés is, melyet a kathodrol kiindulé bombazas
okoz, ha a gyujtopontba tveget vagy fémet helyeziink és talan
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némileg azok a fényes szinek is megmagyarazhatok, melyeket a
rohano részeskék aramaba helyezett szintelen anyagok, vilagos
kristalyok mutatnak. Bar ezen qualitativ eredmények erdszakolat-
lan magyarazatai az emissidelméletet eléggé tamogatjak, a quan-
titativ kutatas eredményei benniinket mégis jobban kielégithetnek.
Ebben az iranyban a kathod-sugarakra vonatkozo ismereteinket
féleg J. J. Tuomson-nak Cambridgeben és W. KaurMann-nak Ber-
linben végzett vizsgalatai bovitették. A kathod-sugarak mentén
follépo toltésekre, a részecskék ttkozéseinél keletkezd hoére és a
sugarak palyainak a homogen magneses térben el6allo elgorbiilé-
seire vonatkozo mérések eredményeit logikusan combinalva sike-
riilt rendkivil fontos szambeli adatokat levezetni.

Ezen az uton a toltéssel ellatott részecskék, vagy, hogy megszo-
kottabb kifejezéssel éljink : a jonok reptlésének sebességére vo-
natkozolag sikeriilt szamadatot talalni. Az eredmény egészen meg-
lepd volt ; mert mig a kozonséges gazok molekulaira vonatkozolag
tudjuk azt, hogy normalis viszonyok kozt legféljebb 2000 m.-nyi
sebességgel haladnak, itt az stlt ki, hogy a kathod-sugarakban
haladé jonok sebessége nagyobb mint a fény sebességének /10 ré-
sze, és kisebb, mint annak 1/s része, s hogy ez a sebesség kozepes
értékben 30000-szerese a molekulak sebességének. A mérések to-
vabba megallapitottak azt a toltést is, a melylyel a jonok tomegiik-
hoz képest birnak. Erre vonatkozolag azt talaltak, hogy az gram-
monkint — nem Ggy mint a hydrogennél, az elektromagneses
egységnek 10,000-szerese — hanem 10-millidészorosa. Ezeket az
eredményecket még az is igazolta, hogy a kathod-sugaraknak nem-
csak a magneses mez6 okozta eltéritése, hanem az elektrostatikus
mez6 okozta eltéritése is ugyanezen eredményekre vezetett. Rend-
kiviil fontos volt az a bizonyiték is, melyet E. Wicaert gottingai
tanar nyujtott azzal, hogy kozvetetlen mérések atjan a kathod-
sugarak sebességének egyezd értékét allapitotta meg.

Kitint tovabba, hogy az eredmények valtozatlanok maradnak,
ha a kistlési csében akarmilyen gaz, pl. levegé, hydrogen vagy
szénsav foglaltatik, s akkor is, ha az elektromossagot akarmilyen
elektrodok, pl. platina, vas, vagy aluminium szolgaltattak. Ugy
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latszik, hogy a kathod-sugarak sebessége csupan az elektrodok po-
tentialktiilonbségétél fiige. A kathod-sugaraknak ezen a gaz- és
az elektrodok természetétol valo fliggetlensége valdsziniivé teszi
azt, hogy szerkezetiiknek nagyon sajatsagosnak kell lennie.

Arra a foltevésre, hogy a kathod-sugarak mentén mozgod ré-
szecskék nem kozonséges gaz- vagy fématomok, elsé sorban a
kathod-sugarak rendkiviili sebessége és a repiil6 részecskék meg-
lep6en magas toltése kényszerit benntinket. Azt a korilményt,
hogy a kathod-sugarakat alkoto jonok toltésének a tomegiikhoz
valé aranya ezerszer akkora, mint az elektrolytikusan levalasztott
hydrogen-jonok hasonlé aranya, vagy a kathod-sugarakban mozgé6
jonok kiesiny tomegének, vagy toltésiik nagysaganak, vagy mind-
két kortilménynek tulajdonithatjuk.

LexArp kisérletei valoszintivé teszik azt a foltcvest hogy a tol-
tések hordozoi a kathod-sugarakban a molekulakhoz képest tény-
leg igen aprok.

Lexirp Fivor, Herrz-nek egyik tanitvanya, most kieli tanar, a
kathod-sugaraknak vékony lemezeken valo athaladasat illetSleg
az igen figyelemremélto kisérleteknek egy egész sorat végezte.*

A Lenard-féle kisérletekben s mindazokban, a melyeket eddig
folemlitettem, a kathod-sugarak a Kkisiilési csdévekben ott érnek
véget, a hol a szemkoztes tivegfalat érik. Ebben kiilonboznek a
fénysugaraktol, melyek szamos szilard testen képesek athatolni.
Mi torténik azonban akkor, ha a kisilési cs6 falat sikerdl a
kathod-sugarak szamara athatolhatova tenni? Miutan mar Herrz
azt talalta, hogy a kathod-sugarak képesek igen vékony fémlemeze-
ken athatolni, ennélfogva erre a kérdésre feleletet adni Lenirn-ra
. nézve nem latszott leheletlenségnek. A kilonbozé vastagsagu alu-
miniumlemezkék nagy sokasagaban sikertlt neki egyre raakad-

* Fz a kilféldon €16 magyar szarmazasu tudos hazajaval az Ossze-
kéttetést még most is fentartja. Sziinidejét rendszerint Pozsonyban tolti,
hol a reiliskola jeles physikusaval, Kuarr VireiL-lel az utobbi években a
phosphorescentiara vonatkozo kutatasokat végeztek. Egy ilyen alkalommal
volt szerencsém a frappans szerénységii tudossal talalkozhatni.

A fordita.
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nia, mely épen elegendéen erds volt arra, hogy kiesiny feliileten
az egyoldala légkori nyomasnak képes volt ellenallani, s mely
likacsok nélkiili, s a kereskedésben szokasos aluminium folianal
csak 8-szorta volt vastagabb. Ez a lemezke alkalmas volt arra,
hogy a Kkistilési csovet légmentesen elzarva, a kathod-sugarakat
atereszsze vagy a szabad légkorbe, vagy pedig a majdnem tokéletes
vacuumba, melyben azokat kozvetetlentil nem sikertil létesiteni.
Phosphoreskalo ernydvel végzetl kisérletek azt mutattak, hogy a
kathod-sugarak légritkitott térben nehany centiméternyire, a va-
cuumban néhany meternyire hatolnak. Még emlékszem arra a
benyomasra, melyet ezek a kisérletek ram tettek, mikor azokat
1893-ban Lenirp-nal szerencsém volt lathatni.

A fédolog, a mi benntinket itt érdekel, az a kortilmény, hogy
gazokban a kathod-sugarak nem egyenes vonalulag, hanem szét-
szorodva terjednek. A kathod-sugarakkal szemben a gazok mint
attetsz6 kozegek viselkednek. Ugy latszik, mintha minden mole-
kula kilon akadalyként szerepelne. Nagyon figyelemremélto, hogy
e mellett csupan a molekulak mennyisége jatszik szerepet, és
semmi mas tulajdonsaguk nem j6 tekintetbe. Ez arra latszik
utalni, hogy a kathod-sugarakban haladé részecskék az atomok-
hoz képest rendkiviil kicsinyek, s hogy ez a koriilmény magyarazza
meg a tobbszor emlitett aranynak magas értékét.

Egy egészen mas tinemény ezt az allitast teljesen igazolja.
Herrz, a ki épen gy képesitve volt a legélesebb elméjii bizonyita-
sokra, mint a majdnem észrevehetetlen tiinemények megtfigyelésére,
hires vizsgalatainak legelején, 1887-ben azt vette észre, hogy az
elektromos szikra konnyebben csap at, ha ultraviola fénynyel vila-
gittatik meg, mintha ez a fény teljesen hianyzik. Harnwacss, RicHi,
Evster és GrrTeL ezt a tineményt meglehetésen egyszerd kisérleti
foltételek mellett sikeresen megvizsgaltak.

Azt talaltak, hogy egy frissen fényezett zinklemez negativ tolté-
sét (mar megint a negativ toltés mutat sajatsagos viselkedést!)
gyorsan elvesziti, ha a lemezre ultraviola fény esik ; a positiv elek-
tromossaggal toltott felilet azonos kortilmények kozt nem szenved
valtozast ; a toltésnélkili lemez positiv toltést vesz fol. Az ultra-
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viola fény forrasaul vagy az ivfény, vagy ég6 magnezium, vagy az
inductoriumnak zink és cadmium polusok kozt el6allo szikraja, s6t
maga az ultraviola sugarakban nem nagyon bévelked6 napfény
is szolgalhat.

Erster és Gerrer Wolfenbiittelben kiilonosen nagy eredményes-
séggel folytattak ezeket a vizsgalatokat. A magnesnek a ttineményre
valo befolyasat illetbleg végzett kisérleteikb6l az dertilt ki, hogy
alacsony nyomasnal az elektromossag elenyésztének sebessége
csokken, ha magneses mez6 létesittetik. Ennek folismerésével a
tiinemény mechanismusaba valo behatolasra j atmutatasra tet-
tink szert. A korabbi kutatok munkalatai mar arra a sejtelemre
vezettek, hogy gy, mint a kathodsugaraknal, itt is a negativ elek-
tromossagot megtoltott testecskék, a jonok vezetik el. A magneses
mezbének befolyasa talan most is, Ggy mint elébb a kathodsuga-
raknal, ezt a sejtelmet megerosithette.

Ugy mint elébb a kathodsugaraknil, a részecskék palyai a mag-
neses eré behatasa folytan itt is modosulnak.

Vegytink két egyenlotlen nagysagu parhuzamos f[émlemezt,
lyukasszuk at a nagyobbiknak kozepét, hogy rajta ultraviola fényt
ejthessiink keresztiil. Ha a kisebbik lemezt negativ toltéssel latjuk
el, akkor az ultraviola fény behatasanal fogva a negativ toltést
részecskék a lemezrél merolegesen fognak eltavozni, s az elek-
tromos er$ hatasa kovetkeztében a két lemez kozott mozogni fog-
nak. Ha az eleklromos er6 iranyara meréleges magneses erét ger-
jesztiink, akkor a részecskék folytonosan ezen két erd hatasa alatt
fognak mozogni. fgy a részecskék palyai is masokka lesznek, mint
a kathodsugaraknal, a melyeknél a magneses eré a constans sebes-
ségre szert tett jonokra hat. Ha a targyalt esethen ezeket a palya-
kat sikertilne lathatokka tenni, akkor a lemezekre merélegesen
szerte terjed6 félkoroket vennénk észre, pontosabban szélva olyan
gorbe palyakat, a melyeket a tudomany cyklois-oknak nevez. Ha a
lemezek nem allanak egymashoz tulsigosan kozel, akkor a részecs-
kék a toltott lemezt elhagyva, palyajukat leirvan, arra ismét vissza-
térhetnek. Ekkor a lemez toltése, daczara annak, hogy ra ultraviola
fény esik, az alkalmasan megvalasztolt magneses er6 kovetkeztében



AZ ATOMOKNAL KISEBB RESZECGSKEKRE VONATKOZO KISERLETEK. 167

nem fog megvaltozni. De ha a lemezek egymashoz igen kozel
allanak, akkor a jonok a magneses mez6 jelenléte daczara képesek
lesznek a szemkoztes lemezre atroptilni, de most gorbevonalu
palyakban fognak haladni. Megmérvén a lemezek tavolsagat, abban
az esethen, a melyben adott elektromos és magneses erSknél az
elektromossag épen még visszatér arra a lemezre, a melyrél elin-
dult, a melyben tehat a masodik lemez a jonok palyainak cstesait
mar nem érinti, igen fontos eredményre juthatunk. Ennek a kisér-
letnek alapjan egy konnyi szamitas segitségével, foltéve, hogy a
tekintetbe jové tobbi mennyiségek is megmérettek, levezethet6
ismét annak az aranynak az értéke, a melyben a toltés all a
részecskék tomegéhez. Csak épen az imént kozolte J. J. Tuomson
a vazolt vizsgalatok eredményeit. Az ultraviola fény behatasa alatt
a negativ elektromossagot elszallitéo jonok toltésének a tomegtikhoz
valo viszonya csudalatosképen ismét annak a nagy szamértéknek
bizonyult, a melyet a kathodsugarak esetében megallapitottak.

Ismét felmeriil tehat az a kérdés, hogy ezt az eredményt mi-
képen kelljen megmagyarazni ? A nagy toltéssel-e, vagy a kicsiny
tomeggel ?

J. J. Trnomson-nak jutott a szerencse, hogy erre a kérdésre meg-
lehetésen biztos feleletet adhatott. Modszerének elve rendkiviil
egyszerd volt.

Azok a jonok, melyek az ultraviola fénynyel megvilagitva a
negativ elektromossag hatasa folytan mozognak tovabb, adott idé-
ben konnyen megmérheté elektromossagot szallitanak el. Az elek-
tromossag mennyisége a részecskék toltésétél, szamuktol és sebes-
ségétol fugg. Az utobbit mar régebben Rurnerrorp megallapitotta,
ugy hogy még csak oly modszerre kellett szert tenni, a melylyel
egyrészt a jonok szamat, masrészt toltésiiket megallapitani lehessen.

Epen a kell6 idében, kortilbeltil 1898-ban talalt Tromson labo-
ratoriumaban C. T. R. WiLsox egy ilyen modot abban a folfedezé-
sében, hogy bizonyos kedvezs korilmények kozott ezek a jonok
kodképzoleg hatnak. Pormentes leveg6ben, a gézzel valo tulteli-
tettség bizonyos fokanal minden jon a kod egy-egy vizeseppecské-
Jének magjava valhatik, s a vizcseppecskék szama konnyen meg-
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allapithato. J. J. Tuomson mérései szerint ezeknek a jonoknak
korilbelil ugyanakkora a toltésiik, mint a hydrogénatomoké az
elektrolytben. Ebbél kozvetlenti! kovetkezik, hogy azok a jonok,
melyek a toltést az ultraviola fényben allé zinklemezrdl alacsony
nyomas mellett elszallitjak, kortilbelil ezerszerte kisebb tomegtiek,
mint az oxygenatomok.

A jonok egy harmadik fajara nézve is, a melyek ELSTER és
GrrTeL szerint egy negativ toltést izzo szénfonalrol indulnak a
vacuumba, J. J. Tromsox azt allapitotta meg, hogy a kérdéses
aranyszamnak ugyanaz a nagy értéke van.

Igy a kathodsugarak, az ultraviola fényben all6 negativ toltési
zinklemez, a negativ toltésti izzo6 szénfonal esetében el6allo tine-
mények arra a meggy6zédésre vezetnek minket, hogy a chemia
atomjain kiviil még masnemi (negativ toltésti) atomok is léteznek,
melyeknek tomegtik sokszorta, talan ezerszerte kisebb, mint a
hydrogenatomoké.

Batran allithatjuk tehat, hogy Farapay jovendolése, mely szerint
a kisiilések vizsgalata nagy jelentdségre fog szert tenni, megvalo-
sulasahoz kozeledik.

De mar nehany évvel azon kisérletek el6tt, melyek ezen Kkicsiny
jonok tulajdonsagainak ismeretére vezettek, kijelolte helytiket az el-
méletben H. A. Lorentz. Az elektromos és fénytinemények Lo-
reENTZ-féle elmélete abbol a foltevésbol indul ki, hogy minden test-
ben vannak jonok, s hogy az Osszes elektromos és fénytiinemények
az ilyen jonok helyzetén és mozgasan alapszanak. Ezt a felfogast
az elektrolytekre nézve mar régen altalanosan elfogadtak; kiilon-
boz6 természettudosok e mellett foglaltak allast, hogy az elektro-
mossagnak gazokban valo vezetését magyarazhassak. A Lorentz-
féle elméletnek természetesen tovabbi kisérleti vizsgalatokra kellett
biznia annak eldontését, vajjon az elektrolytikus vagy masnemi
jonok szerepelnek-e a fénytinemények esetében? Hogy a lang
kisugarzasanal nem az elektrolytikus, hanem mas jonok rezegnek,
azt a Lorenrtz-féle elmélet szellemében nekem sikerilt kisérletileg
igazolnom, azokkal a kisérletekkel, melyeket 1896-ban KamerniNGH
Onngs tanar laboratoriumaban végeztem.
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Kozonséges korilmények kozt a natriumgéz szinképe féleg két
fényes sarga vonalbdl all. Rowranp szép folfedezésének koszon-
hetjiik, hogy jelenleg a konkavracsbhan oly spectroskopot birunk,
mely az emittalt fény rendkiviil csekély valtozasait is a spectral-
vonalak moédosulasai folytan felismerhetokké teszi. Ha egy erés
elektromagnes polusai kozé natriumlangot helyeziink, akkor addig,
mig a huzaltekercsben aram kering, a natriumvonalok nem fino-
mak és élesek tobbé, hanem a szinképnek mind a vorés, mind a
viola oldala felé¢ széthuzodnak. A magneses mezében tehat, mint
azt ez és mas ellendrzo kisérletek bizonyitjak, az eredeti rezgéseken
kiviil még mas, valamicskével nagyobb és valamicskével kisebb
rezgésidejuek is emittaltatnak. Ezt a tineményt Lorentz elmélete
nemecsak hogy konnyen megmagyarazza, hanem annak alapjan
egyes, rendkiviil fontos részletek elére is megallapithatok voltak,
foltéve, hogy a kisugarzo atomokra vonatkozolag egy egyszerti fol-
vétel torténik. Oly anyagra nézve, a melynek csak egy spectral-
vonala van, elégséges az a folvétel, hogy a lang minden atomjaban
csakis egy mozgékony jon van, mely bar nem annyira mozgékony,
mint a szabad jonok, melyeket a kathodsugarakban megismertiink,
melyet azonban egy minden iranyban egyenletesen haté er6 az
egyenstilyi helyzethdl a tavolsaggal aranyosan képes kimozditani,
ha ezt a helyzetet a jon egyaltalaban elhagyja. Ennélfogva a jon
az egyensulyi helyzet koril ide-oda rezeghet, s minthogy van elek-
tromos toltése, tehat elegend6 képessége van az eether folotti ural-
kodasra, a mennyiben ezzel mozgasat kozolheti s benne rezgése-
ket létesithet, melyek, ha eléggé gyorsak, benntink a fény érzetét
keltik.

A magneses mez6ben most mar a jonra egy uj erd hat, és pedig
az, mely a magneses mez6ben levé kathodsugarakat meggorbiti,
s a mely, mint azt mar megjegyeztik, egyszeri fliggésben van a
mozg6 jon sebességével és a magneses er6 intensitasaval. Szamitas
utjan konnyen megallapithato, hogy ennek az er6nek hatasa foly-
tan a jon mozgasa milyen lesz, s hogy milyen fénymozgasnak kell
most észrevehetévé lennie ?

Az az elméleti eredmény, hogy minden spectralvonal harom
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vonallal helyettesitend6, melyeknek bizonyos modon polarizaltak-
nak kell lenniok, kisérletileg el6szor a cadmiumnal igazoltatott
teljesen; a natriumnal a vonalak nem voltak eléggé finomak.
Tovabbi részletekben is az elmélettel valo megegyezés tokéletes
volt. Igy annak az allitasnak, hogy elektromossag talalhato ezer
meg ezer oly helyen, a melyeken jelenlétét nem is sejtettiik, j
tamasztéka akadt. Minden langban, minden fényforrasban latjuk
most az elektromos részecskék rezgését, s igy szemiink tényleg
elektromos mozgasok megfigyelGje. A spectralvonalak megvaltoza-
sanak nagysagabol a Lorentz-féle elmélet segitségével azon vona-
lakra nézve, a melyekre a vazolt elméletet alkalmazni lehetett, a
toltésnek a tomeghez valé aranyat ujra meg lehetett hatarozni.
1896-ban bizonyara meglepé volt, hogy erre nézve (legalabb rend-
jét illetoleg) ugyanazt a nagy szamértéket kaptak, mely késébb
mas tinemények kapcesan allott eld.

A vizsgalathol azt is lehetett kovetkeztetni, hogy a rezgd ré-
szecskék toltése negativ volt.

Ezek utan bizonyara nem kételkedhetiink tovabb abban, hogy
ez a negativ jon minden elektromos elmélethen alapveté fontos-
sagu lesz. Talin épen ez maga az a fundamentalis nagysag, a
melynek segitségével az dsszes elektromos folyamatok kifejezhet6k ;
mert tomege és toltése, a mint latszik, allandoak, s egyuttal fiig-
getlenek mind az elektromos modosulasoktél, mind pedig az
anyagtol, a melybdl keletkezik. A folott sem esudalkozhatunk, hogy
a physikusok megkisérlették a fény- és kathodsugarak ezen kicsiny
jonjai és a physika mas részeinek, meg a chemianak régebbi atom-
jai kozt az Osszefiiggést megtalalni. E szerint a chemia atomjai a
most ismertetett kicsiny jonokbol épiilnek {61, s azon folyamatnal, a
mely kathodsugarakat létesit, minden atombol egy-két jon elvalik.
Az atomok tomege ezentll nem tekintheté tobbé allandoénak. De
igy mar talsagosan belekeverediink a sejtelmek orszagaba, mely
sejtelmek bar tobbé-kevésbbé valoszintiek, de végre mégis csak
sejtelmek. A kutato ne idézzék sokaig az ilyenfajta almoknal,
hanem az elért eredménytél felbatoritva, kezdjen bele ujabb vizs-
galatokba.



|

AZ ATOMOKNAL KISEBB RESZECSKEKRE VONATKOZO KISERLETEK. 171

A legkiilonboz6bb korilmények kozt beallo sugarzas tinemé-
nyeinek kisérleti vizsgalata a természet megismeréséhez hizonyara
tobb mint egy iranyban becses anyagot fog szolgaltatni. A physikai
laboratoriumban f6torekvésem az lesz, hogy az ilyen vizsgalatokra
serkentsek ; mert ezek kozel rokonsagban allanak azokkal az utolso
fundamentumokkal, a melyekre a vilag fel van épitve.

Szerz6 arnak szivesen adott beleegyezésével forditotta :

Boziky Endre.
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(Masodik és befejezé kozlemény.)

Végre még azon egyszert, de igen fontos oGsszefiiggéseket kell
megemlitenem, a mely a 2) alatt definialt » és az f, tovabba az
9) alatt definidlt &,», { és az f kozott fenndllanak.
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Ha a sebességek valamely Q(a, 8, y) fliiggvényének a ¢ idépilla-
natban x, y, z pontban képezett Q (x, v, 2, t) kdzépértékén a
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kifejezést értjiik, a 11) alatti képlet tartalmat a kovetkezé fontos
tételben foglalhatjuk dssze.

Az dramldsi sebesség komponenseit az x, vy, z pontban t idé-
pillanatban a megfeleld molekuldris sebesséq komponenseinek az
illetd’ pontban és idopillanatban képezett kozépértékei adjdlk.

Képletben :

§=a, 77:/?9 {=7. (14)

E tétel a gazelméletnek egyik alaptétele volt abban az eset-
ben is, midén n-t, £, 7, {-t és f-et mint hatarértékeket definidl-
tak, gy, hogy az altal, hogy a (14) alatti képleteket az n és a
tébbi mennyiség 0j definicziojanal is bebizonyitottuk, lehetéve
tettiik a régi gazelmélet 6sszes eredményeinek atvételét. A mint
latni fogjuk e képleteken fordul meg az is, hogy BursBury mdso-
dik ellenmondisa csak liatszolagos, s épen ezért BurBury nem is
hajlando e képleteknek helyességét elismerni, azt kifogdsolvan
levezetésiikben,® hogy a (11) képletben fellépé integrdalok nem
szolgaltatjak né&-nek valodi értékét mindeniitt és minden pilla-
natban, csupdan bizonyos atlagos értékét, minthogy szerinte
fdadBdy csak valosziniiséget jelent. A mint azonban mar kiemel-
tem s a mint [ és g definiczigjabol kozvetleniil litni, e fiiggve-
nyek definiczid-jandl semmiféle valoszintiségszamitasbeli elem
nem szerepel: mas kérdés az, vajjon meg lehet-e f-et és g-t az
itt adott definiczioknak megfeleléen hatdrozni: a meghatdrozds
valoban csak valoszintliségszamitis segitségével torténhetik meg
s igy f-nek tényleg csak valoszini értékét tudjuk megadni, a (14)

* L. S. H. BurBury, Annalen der Physik 3. kotet, 358. 1.
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- alatti képletek azonban kozvetleniil [ és ¢ definiczigjabol folynak
s fennallanak, akdr meg tudjuk hatirozni f-et vagy g-t, akar nem.

Ezek utéan attérhetiink a Bursny-féle ellenmondésok megvizs-
galasara.

Elsé ellenmondas.*

Bursury be akarja bizonyitani, hogy az A) alatti alaphipotézis
mellett a molekuldk mozgdsa nem lehet staciondrius, minthogy
staciondriusnak tételezve fel a mozgast, az A) alatti feltevés mel-
lett ellenmonddshoz jutunk, az A) alatti feltevés tehat elvetendo.

Stacionariusnak nevezziik a molekuldaris mozgist, ha e mozgds
osszes kiills6 megnyilatkozdsai az id6 folyamain véltozatlanok ma-
radnak : a mozgisnak ily kiils6 megnyilatkozasait jellemzik mind-
ama mennyiségek, a melyek a giznak nem egyes, hanem vala-
mennyi molekuldjatol figgenek, pl. a géz valamennyi molekula-
jara vonatkozo osszegek, kozépértékek s.i.t.; mindezeknek tehdt
(pl. siirtiség, aramlasi sebesség, nyomas sth.) stacziondrius moz-
gasnal az idotol fuggetleneknek kell lennick.

Bursury a bemutatandé ellenmondds levezetésénél még ama
teljesen 6nkényes feltevéssel is él, hogy a molekulak elhelyezke-
dése a térben egészen a véletlentdl fiigg, a mit kényvében kovet-
kezéképen fejez ki analitikailag:

Legyenek 2,1y, 2 és x',y', 2’ két tetszoleges molekula tomeg-
kozéppontjanak koordinatdi, r legyen a két témegkoézéppont egy-
mastol valo tavolsaga és

! !
x'—x y'—1 z'—z
s T e i
r » >

akkor dtlag véve («on average»)**

(=}

pw=vk=p=

e e T =

o

* L. BUuRBURY idézelt konyvének 1V. fejezetét.
** L. Bursury konyvének 48. lapjat.
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A feltétel ez dltal még nincs elég pontosan fogalmazva, mint-
hogy nincs pontosan korvonalozva, mi a tulajdonképeni jelentése
az «dllag véven kifejezésnek.

Pontosan fogalmazza e feltevését Bursury az Annalen der
Physik harmadik kiotetében,* még pedig a kovetkezé6 modon :

Ha % egy az x, y, z pont koriil » sugarral leirt gombre kiter-
jesztett Gsszeg, a véletlen szerinti eloszlds feltétele az, hogy
2, A-nak egy véges [ idétartamra vonatkozo kozépértéke, azaz

14
i bt e
/ (X2 dt,
0
a mit roviden 2,2-val jel6lhetiink, barmely 2, ¥, z pontban bar-
mely r-nél zérussal egyenld.
E feltevés mellett vezeti le Bursury a Crausius-féle viridl tétel-
b6l a mozgdst stacziondriusnak ¢s molekuldrisan rendezetlennek
véve fel a kovetkez6 egyenletet : ¥*

3 \{ 2(:13’—.7;) 9"(’)")} + 3 Y{;(y’—]/)gﬂ(r)} e
+3Z{SE -2 e} =0. (15)

A, Y, Z itt az x, y, z pontra hato o6sszes (kiilso és intramoleku-
laris) er6k komponenseia 3 «, 1, 2, 2 pedig &', y', 2’ szerint vég-
zendé s mindkét Osszegezés a g;’tzlvulamennyi molekuldjanak
tomegkozéppontjara terjesztendd ki. Ennek az egyenletnek bal-
oldalarol akarja Bursury bebizonyitani, hogy sohasem lehet zé-
rus, hanem ha pl. kiilsé er6k nem hatnak és a molekuldak egy-
masra taszitd erdket gyakorolnak, mindig negativ.

Az el6bbiek alapjan azonban kénnyen belithato, hogy a 15)
bal oldala ugyanazon feltételek mellett, a melyeket levezetésénél
felhasznaltunk zérus, s igy az A) alatti alaphipotézis nem veze-
telt ellenmondasra.

Ha ugyanis kiils6 erék a gdzra nem hatnak és It () az az erd,

* 356. 1.
** L. BurRBURY konyvének 49. é¢s 50. lapjat.

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 13
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a melyet egy molekula egy téle » tivolsigra lévé molekulira gya-

korol :

X==_3 {R2d
r=0...

és
S@-men=_ 3 {ri0(ry) Sndl
Ugy X mint 3 (#'—x) ¢(r) a gaz valamennyi molekuldjéra vo-
natkozo 6sszegelk, tehat, minthogy a mozgas stacziondrius, az
id6 folyaman nem valtoznak s igy idébeli kozépértékiikkel egyen-
16k : mindkét 6sszeg a gdz valamennyi molekuldjéra vonatkozik,
tehat véges szamn taghol all, minthogy egy véges gaztémeg (esak
ilyenek képezhelik vizsgalataink targyat) barmily oridsi, de min-
dig véges szamt molekulikat tartalmaz. Az X és 3 (x'—x) o (1)
osszegek kozépértéke tehdat tagjaik kézépértékéne’k Osszegével
lesz egyenl6, azaz:

X=X=— 3 {RpZ2.

r=0...®
Azonban a véletlen szerinti eloszlis feltételénél fogva

Ei=
s igy
X =0
ép igy még
2 (@' —x) @ (r) =0,
s ugyanez dll 15) baloldalinak masik két tagjara is, ugy hogy a
15) alatti egyenlet valoban ki van elégitve.

Bursury tévedése abban dllott, hogyaz X és 3 (x'—x) ¢ () ki-
fejezések Osszeszorzasanal a kozépérték képezééét a szorzassal
felcserélte, a mi nyilvan nincs megengedve és (2,4)*-t dtlag véve
3,22-tel tette egyenlévé. X és 3 (x'—x) ¢ () szorzatinak képe-
zésénél igy csak azok a tagok Tesznek zérustol kiillonbozok, a
melyekben r=7r; s igy csakugyan a (15) baloldala szémdira egy
zérustol kiillénbo6zé kifejezést kapunk. De természetesen a

@ = 37 (16)

egyenloség dltalaban nem &ll fenn; hidba kisérli meg Bursury
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az Annalen der Physik 3-dik kéotetében * a (16) alatti egyenléség
bebizonyitdsat; a bizonyitisnal ugyanabba a tévedésbe esik,
ugyanis ismét egy szorzat kozépértékét a tényezok kozépértéké-
nek szorzataval teszi egyenlové.

Ez az els6 ellenmondis tehiat nem gy6z meg benniinket arrol,
hogy az A) alatti feltevés ellenmonddsra vezet.

Masodik ellenmondas.

BorBury miivének otodik fejezetében a kovetkezé problémat
tiizi ki:

Allittassék el6 stacziondrius mozgis esetén s az A) alatti hipo-
tézis felhaszndlisaval a kovetkezé mennyiség idé szerinti diffe-
renczialhdnyadosa:

o i Y ?5 3 ay K ay )
u=[[f{a? i (22 + )+

gy , 0% a¢" | oy )}
£ ra(ﬁ."r; + 0z ) T4 5’((7'/ * ox dedgpia.

v, 8, r ama molekuldnak sebességi komponensei, a melynek
tomegkozéppontja ¢ idépillanatban az @, y, z pont koriil szerkesz-
tett dadydz térfogatelembe esik; ha e térfogatelembe egy mole-
kula tomegkozéppontja sem esik a ¢ idépillanatban, akkor

a(x,y, z, 1) = B (%, 9y, 3, b) = r (@9, 2,0 =10:

Az integriczio az egész gazra kiterjesztendé ; £, 9, { a fontebb

értelmezett dramlasi komponensek.

am ; e ot o g
W-t Bursuny teljesen kiszéamitja arra az esetre, midén a mole-

kuldk ¢ dtmérGji rugalmas golyok; szamitasainak eredménye *:

1
=

* 356. 1.
** 1, kéonyvének 77. és 157. lapjait.
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¢ jelenti a gdz striségét, v 4 pedig egy a gdz homérsékletével
aranyos, mindig pozitiv mennyiség. Bursury a kovetkezékben lit
ellenmondist :

dm

df osupa pozitiv szimokkal szorzott négyzetek &sszege,

tehdt — igy okoskodik Bursury — pozitiv, M azonban egy a giz
dsszes molekuldira kiterjesztett sszeg, stacziondrius mozgasnal
tehat valtozatlannak kellene maradnia; ime azonban az (A) alatti
hipotézis mellett szamitva ki id6 szerinti differenczidlhanyadosat
pozitiv szamot kaptunk, nem pedig zérust, az (A) alatti hipotézis
tehat ellenmonddasra vezetett.

Kénnyen kimutathato azonban, hogy M s igy a Bursury dlfal
kiszamitott dglls t barmely értékénél ellitnnek, minthogy bebi-
zonyithato, hogy

8 dy o oy, O 0'_+ ac 9 | oy
SOyl 0z’ 0z = oy’ ay + ox

a7

stacziondrius mozgasndl o, ¥, z és { birmely értékénél eltiinnek.

Borrzmany ugyanis bebizonyitotta,* hogy ha a giz dllapota
-molekuldrisan rendezetlen, a mozgds stacionarius voltinak sziik-
séges és elegend6 feltétele az, hogy a sebesség eloszlasat meg-
hatdrozo [ fuggvény ily alaka legyen:

f:fo e—h[(a—u)2+(ﬂ—v)"+(y—-w)‘-’]’ (18)

a hol [y, h,u,v,w x, y, 2-nek oly t-t6l fiiggetlen fiiggvényei, hogy
az
48 / NG S g s 7

g, 15+ X5+1 +/

=0 (19

differenczialegyenlet x, i, 2 és a, 8, y barmely értékénél fenn-
dlljon.

* Vorlesungen iiber Gastheorie 133. lap.
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X, ¥, Zitt az a, y, z pontban 1évé tomegegységre hato Kkiilso
erck komponensei.
Kimutatjuk mindenekel6tt, hogy

E=g=1l, v:ﬂ-zzr’ :::7=’Uv; - (20)
ngyanis :
+ o=
U ‘ ae~hUe—wr+@E—vr+(r—w?l dgdfdy
s = == —:I — o =
fol ’ [ emnitemwr -t 6~ dgd@dy
+.
| Ae-'4*dA
— ——: — 4+ u, (ha a=A+u);
'. e~hA* d A
de
+ =

[ Ae~m'dA = — [Ae-m"dA + [ Ae—14*dA =0,
— o 0 0

+ o —¥
,—hA® (] ek epdy s (-— it )
( ada veges | =

J. ws =/ 5

=

mig

s igy valoban

Egészen hasonléan gydzédhetiink meg a 20) tébbi egyenlc’isé»
gének helyességérdl is.

Tegyiik be most f-nek 18) alatti alakjat a 19) alatti differen-
czidlegyenletbe : irjuk fel e czélbol f-et a kivetkezo alakban :

/‘ = clnf’
a hol
Inf=—h {(a*5)2‘*—([9"'77)2+(7”—f)2}+]nﬁ):
=—h(®+247*—ka—1g—my+n=¢; (21)
itt:
, k=—%hg, I=—2hy, m=-—2h¢ (22)
es

n=Infy—h (§2492+L2).

* L. FronuicH, Mathematikai repertorium 152. 1., 120. §., 6.)



180 ZEMPLEN GYOZO

Ha f kielégiti a (19) alatti differenczidlegyenletet, akkor :

‘ a¢ 89/ o | 1 3¢
e +ﬂau+ + Xy

de e¥ ¢ véges értékeinél nem zérus, tehat :

ag 0 7 ,9 a
B X iy 2y

Betéve ebbe az egyenletbe ¢ részletes alakjat (21)-hél:

: +7’7"’)e¢—o

%) s

e ah g ah) %
(@ +P) )( + ay =2y 7z

ok 0l _,9m
L G

al am am ok [ ok al

B a Y ral i it ot

an i y an

—— 9h ) = ) N Y S

—}—a(am 9hX) + :’( 4 J,))Jrr(a W)

— kX —1Y —mZ=

Ennek az egyenletnek stacziondrius mozgéasnal a, 8, 7 és @, iy, 2
barmely értéke mellett fenn kell dllania, tehat a, 8 és y kiillon-
" b6z6 hatvanyszorzatainak egyiitthatoi @, y, 2 barmely értékénél

zérusok lesznek ; tehat:

oh'_ oh _ oh
o oy a2
ok, al _ am al am
o 8y 9z adz ' oy
o oM (7]1 /77]{ 17{
=% T 5 ay =

(23)

(24)

A (24)-bél azonban a (22) és (23) tekintetbe vételével, azt kap-

juk, hogy:
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o R e Wk B U e S S S
ey 0 Az o 8y . ox ] rdza oy ox.

a, 1/, Z barmely értékénél.

M tehdat mindig O s igy 1% is feltételeinknek megfelelden zé-
russal egyenlé.

Kiilonben arrol, hogy staczionarius mozgasnal a 17) alatti
mennyiségek x, y, 2 barmely értékénél mind eltinnek, meggyo-
z6dhetiink teljesen fiiggetleniil a kinetikai elmélettdl, pusztin a
hidrodinamikai elmélet alapjan is.

A gaz valamely x, y, z pontjiban fellépé fesziiltség az illeto
pont kornyezetének 0. n. tiszta deformdczigjdtol s annak idébeli
lefolyasatol fiigg; tiszta deformdczionak nevezziik valamely pont
kornyezetének oly deformdcziojiat, a mely a giz pontjai egymis-
hoz viszonyitott helyzetének megvaltozasiaval jar. E tiszta defor-
maczio folytin az &, y, z pont kornyezetének egy oly pontja, a
melynek x, y, z-hez viszonyitott relativ koordinatai a, b, ¢ oly
eltoloddast szenved bizonyos rovid ¢ id6 alatt, a melynek kompo-
nensei : *¥

w, v, w itt ama teljes (nem csupin a tiszta deformdcziotol szar-
mazo) eltolodasnak komponensei, a melyet az x+4a, y-+b, z+¢
pont ¢ id6 alatt szenved. A (25)-ben szereplé osszes differencziil-
héanyadosok az x, y, 2 pontra vonatkoznak.

A tiszta deformdczio az x,1, 2 pontban tehat teljesen jelle-

* A molekulak staczionarius mozgisanak eme sziikséges feltételeit leg-
elGszor Borrzmany allitotta fel (Sitzungsberichte der kais. Akademie der
Wisgenscehaften in Wien, (Math, naturw. Classe) Band LXXVI, Abtheil. II,
526-—532.).

* L. Voigr. Kompendium der theoretischen Physik. 1, 213. 1.
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mezve van a kovetkezé hat differenczialhanyados, az u. n. defor-
mdezio mennyiséqel: dltal :

o o aw ou ou o
< s ey v
0215 0y ox o

ou o ow
Qs oy 9z 9z o ek 1

Ezeknek s id6 szerinti differenczidlhinyadosaiknak homogén
linear fiiggvényei az a, 1,z pontban fellépé fesziiltség kompo-
nensei ; hogy tehit az @, y, 2 pontbeli fesziiltségi dllapot ne val-

tozzék, a deformiczio mennyiségek ido szerinti differenczial-

hinyadosainak el kell tiinniok; de mivel

aou SO OO
ey e, o e _,,a}
ot at 7%t

a (26) alatti mennyiségek id6 szerinti differenczialhanyadosai az
M-ben szereplé (17) alatti mennyiségek.
Két kiillonbozoé elmélet osszhangzo eredménye szerint tehdt a

Bursury-féle masodik ellenmondais is csak latszolagos.
Zemplén Gyozo.



A FOLDALKALISZULFIDOK FOSZFORESZCZENCZIAJA.

(Els6 kozlemény.)

Arrol a fényemissziorol, melyet némely anyag elozetes meg-
vilagitas utan sotétben mutat, igen keveset tudunk. Legerosebben
mutatjék ezt a jelenséget a foldalkaliszulfidok (kdlezium-, stron-
czium- és bariumszulfid), melyek szaraz uton és magas hdémér-
sékletnél késziilnek. Ilyen vilagito szulfidok («foszforok») eléalli-
tasaval részletesebben foglalkoztak Becoueren E.! (1866) és
Forster® (1868) ¢s elébbi tulajdonsdgaikat is tanulmanyozta.
Kimutatta, hogy a foszforeszczenczia fénye a testek dltal elnyelt
fénynek egy része, melyet a testek :dtalakitva ismét kiadnak.
Egyéb torvényszeriiségeket nem igen talilt. Késébb Lommel E.
a foszforeszezenczia-fény spektroszkopiai elemzése dltal bi-
zonyos torvényszeriiséget fedezett fel a kalezinmszulfidok foszfo-
reszczenczia-szinképeiben, de a fényemisszio més tulajdonsdgait
neki sem sikeriilt megallapitania. Ujabban Wiepemany E. és
Scamint G. C.* foglalkoztak e targygyal, de kutatisaikat féleg
szulfitokon és karbonitokon végezték, melyeknek luminiszkélasa
ugy latszik mas torvényeket kovet, mint a szulfidoké.

Hogy az eddigi kutatasok oly kevés torvényszeriiség felisme-
résére vezettek, annak oka valoszintileg abban keresendd, hogy
nem voltak tekintettel a foszforok kémiai szerkezetére. Brcoue-
rRerL E. szerint a szulfidok foszforeszezenczidja egyediil a test

1 La lumieére ete. Paris, 1866. 1. kotet.

? Pogg. Ann. 133. 94. és 288, 1868.

8 Wiep. Ann. 20. 847, 1883 és 30. 473, 1887.

* 'Wiep. Ann. 54. 604. 1895, 56. 235, 1895 és 60 74H. 1897.
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fizikai szerkezetétol fiigg és killonosen hangsilyozza, hogy idegen
anyagok jelenléte semmiképen sem befolydsolja a luminiszezen-
czia természetét.!

Lexarp F. és Kratr V. 1889-ben megjelent értekezésiikben?
kimutattak, hogy a foldalkaliszulfidok foszforeszczencziaja bizo-
nyos fémnyomok jelenlétéhez van kotve, melyek nélkil -— nagy
valoszintiséggel — egyaltalaban nem vilagitanak. Leghatisosabb
fémeknek bizonyultak a kaleziumszulfidban a mangdn, réz, biz-
muth és egy, még eddig fel nem ismert, negyedik fém, melyet
egyelore «{n-val jeloltek meg. A foszforeszczencziafény elemzése
kideritette, hogy minden fémnek egy dllando maximummal biro,
jellemzé siv felel meg a foszforeszezenczia-szinképben. A mangan
sarga-, a réz zold-, a bizmuth kék- és a «» ibolyaszint foszfo-
reszezencziat adott a kaleziumszulfidban. A foszforok készitésénél
gondosan tisztitott kaleziumszulfidbol indultak ki,® melyhez az-
utdn a fémeket igen kis mennyiségekben (oldott allapotban) hozza
adtak.t

A BrcouereL és Forster eljardasai szerint készitett foszforok
fényének szinképei rendesen két, s6t némelykor tobb savot tar-
talmaznak, melyeknek helyét Lommer E. meghatirozta® és melyek
ugyanazon helyen fekiisznek mint a mangan-, réz- és bizmuth-
savok (a «& a Lommer-féle megfigyelési modnal nem volt Lithato).
Ezeket a foszforokat, mivel rendesen tobb fém vilagit benniik,
keverélfoszforoknalk, a Lenarp-Krart-féle foszforokat pedig liszta
foszforoknalk: lehetne nevezni, melyekben csak egy fém vilagit.

Jelolésiikre a Wiepemany E. dltal behozott jelolést fogjuk hasz-
nialni, mely kifejezi, hogy milyen szulfidbol és milyen fémbél all
az illetoé foszfor. igy pl. a bizmuth-tal késziilt kdleziumszulfidot

* La lumiere etc. 1. k. 243. o.

2 Wiep. Ann. 38. 90. 1889.

3 femeitél megszabaditott

* Az 1 rész CaO-ra ess %0000 rész CuO-adta a hatis maximumat,
« « « « « 13 /10,000 « [h'_;(Is « « « «
« « « « « 3, 100 « ,”)I () « “« « «

* Wiep. Ann. 30. 473. 1887,
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igy jeloljiik : CaS-+Bi, a rézzel, mangannal stb. késziilt foszfort :
CaS+Cu, CaS+ Mn sth.

Ha a kalczium- (avagy mas) szulfid tobb fémet tertalmaz, vagyis
keverekfoszfor, akkor pl. igy : CaS+Mn-+ Cu-+ Bi jeléljiik.

Vildgos, hogy a middn a fényemisszid torvényszeriiségeit ki-
vdnjuk megdllapitani, csak tiszta foszforokal szabad haszndli.

A keverékfoszforok fényének szine keverékszin, mely tobb egy-
szerti vagy tiszta foszfor szinének keverékéhol dll. Ha a foszfort bi-
zonyos hatasoknak alavetjiik, akkor, mivel az egyes alkatrészek nem
egyformdn viselkednek, a foszforeszezenczia szine viltozni fog a
szerint, mint az egyik vagy maisik alkatrész erésbodik, gyengiil
vagy egészen hittérbe szorul. Innen van az a ziir-zavar, melyet a
keverékfoszforokkal végzett kisérletek mutatnak és mely annyira
jellemzo BrcouerkL kisérleteire nézve.

BrcQUEREL természetesen minderrél nem tudott semmit és ab-
bol a feltevésbél indult ki, hogy a fényemisszié magatol a szul-
fidtol szarmazik és csak annak fizikai strukturajatol fiigg, mely
feltevés — igaz egy szilard tamaszpontot sem nyujtott a fény-
emisszio megmagyarazasara.

Az alabb leirando kisérleteket és megfigyeléseket részint tiszta
foszforokon, részint olyan keverékfoszforokon végeztem, melyek-
nek legalibb az Gsszetétele ismeretes volt.

Az o6sszes foszforokat Krarr V. tandr szivességének koszon-
hetem.

A kisérletek gondolatmenete a Lenarp és Krarr-féle értekezés
egy megjegyzéséhez flizédik, hogy t. i. «a kdleziumfoszforok vilagi-
tdsa ép oly kevessé tulajdonithato a CaS-nak, mint pl. az eosin-
oldat fluoreszczencziaja az oldo alkoholnak.»! A foszforok tehat
a kovetkez6kben mint oly szilard oldatok tekintetnek, melyekben
a tisztitott szulfid a szilard olddanyag, az illeté fém pedig az ol-
dott anyag.?

* Wiep. Ann. 38. 94. 1889.

* Ujabban WiepeMANN E. és Scamipt G. C. dolgozataikban szintén szi-
lard oldatoknak tekintik a foszforokat. Ez a felfogas van 't Horr-tol szar-
mazik (Zeitgchr. f. physik. Chemie. 5. 322. 1890).
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A kisérleteknél hasznalt foszforok.

A kisérleteknél csak oly szulfidok haszndltattak, melyeknek
kémiai dsszetétele vagy teljesen, vagy legaldbb részben ismeretes
volt. Az elébbiekhez tartoznak a kalcziumszulfidok, melyeknek
foszforeszkaldsat mar Lenarp és Krarr V. meghataroztak. Leirat-
tak a Mn, Cu, Bi és ¢ foszforeszczencziai a CaS-ben. Ezeknek
készitését illetoleg a fent emlitett értekezésre kell utalnom. Mig
ez a négy foszfor igen erds és igy spektroszkopiai vizsgalatra al-
kalmas fényt ad és az utanvilagitas tartama is elég hosszu, addig
a fémek igen nagy részével csak gyenge, vagy épenséggel semmi
foszforeszkdlast sem sikeriilt eléidézni.

Igen gyengén vilagito foszforokat adtak: Cr, Zn, Sb, Cd, U,
Mo, Pb. Egyaltaliban nem vilagitottak : Ni, Co, Fe, Ag, Au, Hy.
A magas homérsékletnél illékony fém természetesen nem adhat
foszfort, mert az égetésnél? (kb. 1000° C) eltavozik. A NNi, Co és Ie
meg az esetleg mas féemtol szarmazo foszforeszkalast is megrontja.

Ezzel azonban nincs mondva, bogy ezek a fémek egyaltalaban
nem adhatnak foszfort, mert még a leghatasosabb fémek foszfo-
reszkdldsa is ardnylag gyenge, ha nem adunk hozzéjuk bizonyos
sokat, melyek az intenzitist nagy mértékben névelik, a nélkiil,
hogy a foszforeszkilas természetét megvaltoztatndk.? Igen hata-
sos sOknak bizonyultak: Na,SO,, K,SO,, CakF, stb. Lehet, hogy
az igen kevéssé hatisos fémeknél még nem alkalmaztatott a meg-
felel6 s6. Ezeknek az anyagoknak szerepe kiilonben is még nincs
egészen megmagyarazva. -

A fémek foszforeszezenczidi a stroncziumszulfidban még nin-
csenek meghatarozva. Lenarp és Kuarr V. esak a Cu foszforesz-
czenczigjat allapitottik meg benne.

A kovetkezokben azokat a kisérleteket irom le, melyek a tobbi
fémek foszforeszezenczidinak megdllapitasira iranyaltak.®

! Hemper-féle kalyhéban.

? a foszforeszczenczia-szinkép (sév) maximuma nem valtozik meg.

3 A Cu-val uj kisérletek végeztettek, mivel a foszforeszczenczia sziné-
ben eltérés latszott.
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Kiindulasi anyagul tisztitott (hasonlo modon mint a CaCO, a
kélezinmszulfidoknal) Sr(:0, hasznaltatott. Az igy tisztitott kar-
bonat kiilénb6z6 sokkal égetve (erdshité hozzatételek) gyenge
foszforeszczencziat adott, jeléiil annak, hogy a tisztitas nem volt
tokéletes. A stronczium és bariumkarbonitok tisztitdasa kiillonben
is koriilményesebbnek latszik mint a kdlezium karbonaté. A ko-
vetkez6 (I) tabella magdban foglalja ennek a karbonatnak fosz-
foreszczenczidit kénnel és eroshité soval valo égetése utian
(15 perez).

I. tablazat.

Sziam | sz. oldéanyag erdshitd so fr)szfo-reszkél;is ‘ fus.zforesizk;'alés
1 szine i intenzitdsa
1 ‘ 3g SrCo,+1g S | - sdrgasvoros (?) ‘ igen gyenge
2 « « | 0'2g Na,S0, zbldes | erdsebb
« « 0°2g Na,HPO, zoldessirga | gyengéhh
4 .. « 0-2g CINH, kékes ‘] gyenge
o « | 02 K,50, zildes ' erdsebh
6 | 3g Src0, S nélkil | 0-2g NayS0, zoldessirga erdsebb
7 | 88 SrCO,+1g S 02g Cak, zoldessirga erdsebh
8.1 « « 0l Borax z0ldes gyenge
« ( 01 K(NO,) zoldessdrga erdsebb
10 @ « [ 01 Na,CO, zoldessirga i erésebh

Ha nem dolgozunk teljesen tiszta szulfidokkal, akkor ezekre a
foszforeszczenczidkra tekintettel kell lenniink, hogy eldénthesstik,
hogy az illeté hozza tett fémnek tulajdonithato-e a foszforesz-
czenczia vagy pedig nem.

1. Kisérletek SrS—+ Cu-val.

Egy csepp GuONOj oldat '/20 milligramm CuO-t tartalmazott.
Az égetés Hemper-féle égetd kalyhaban tortént. Hofok: kb. 1000° Ci.
Tartama: 15 percz.
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II. tablazat.

: | x
A R 1 oldo}f”fém homzdtétel (s6K) i roszloresz::l;:sz“i]:tenznésa
1| 3gSrco,+1g S ! 2 esepp | 0°1g NagS, 0, meglehetds sdrgaszold

9 « « “ 2 « 0lg Cak, ‘ kozepes kékeszold

L« o« |2 « |ongkso, éléuk vildgoskék
4| « « . ¢ 0158 K(NOy) kozepes viligoskék
5 ‘ « « |2 « 015 K,(COy) kozepes vildgoskék
6 ‘ « « ‘ 3« 01 Na,SO, gyenge vildgoszold
7e « e s 01 NayPOy gyenge sargaszold
8 « .. 3 « 01 Bora.r gyenge sargaszold
9 « « 3« | 01 KClO, kozepes kékeszold
10 | « [ i 01 Srcl : gyengén kékes
" t « O e CINH, | gyengén kékes
12 . p ! & ¢ 01 K,50, | elénk viligoskek
13 | « « D« 01 K,50, | gyengébb kék
14 « « |5« 01 K,50,+ | élénk kék

‘ ‘ +0'1 K(NO,) |

A réz tehat a SrS-ben litszolag két foszforeszeencziit ad, egy
sargaszold és egy kék foszforeszezencziat. Feltiiné azonban, hogy
csak a kdalisok és kloridok adnak kék foszforeszezencziat, mig ez
minden mis sonal zoldes. A foszforeszezencziafény spektrosz-
kopiai elemzése igen nevezetes eredményt ad. Mig ugyanis a
sargdaszold foszforeszezenczia fénynek csak egy sav felel meg a
szinképben, addig a kékeszold és vil. kék fény két savot ad, egy
zoldeset és egy kéket. Az utobbi sav nélkiil ez a foszforeszezenczia
is sargdszold volna. Osszehasonlitis kedveért még egy SrS+ Cu
készittetett nem tisztitott karbonatbol, szintén K,SO, soval.
A haromféle SrS+-Ca fényének elemzése a kovetkezo eredményt
szolgdaltatta :
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I1I. tablazat.

189

Piiche Lt et sav (M.WOI\) kiterjedése sAv .feny
‘ [ hullaimhosszakban maximuma
T rh G G T e ST e ] oo
SiS+ Cru+Nay,S0, sirgiszold | 604.10mm—476.10 mm ' 530.10 mm
‘ —6 —6 —6
, ) A7e <
SrS+Cn4-K,50, il kik ! $12.10mm—476:40 IO SN A I
[l 464.10mm-—425.10 mm | 447.10 mm
. : S o —8 —6 | —6
SrS (nem tiszla)+ Coe +I\2SU,‘ sirgaszold| 618.10mm—464.10 mm | 530.10 mm

mibdl lathatni, hogy a sirgaszold sav a 1=530.10=6 mm. fény-
maximummal jellemzé a réz foszforeszkdlasiara a SrS-ban. A kék
sav eredetét még nem sikeriilt megallapitani; mivel azonban csak
némely SrS-ok (Cu-val) mutatjdak, azért a réz foszforeszezenczid-
jara nézve nem lehet jellemzd. Valoszintileg oly fém okozza, mely-
nek foszforeszkalisat a kdlisok erdsitik és melynek kloridja meg-
lehetésen allando, mert ha a szulfidot (kék SrS+ Cuw) kloridokkal
tartosan égetjiik, akkor elveszti sargaszold foszforeszezenczidjat
(a mi a rézklorid illékonysagival magyarazhato) és vissza marad
a kék foszforeszczenczia. Fel lehetne még tenni, hogy az az isme-/
retlen fém talan a kalisokkal egyiitt jutott a SrS-ba. De ennek
ellentmond az a koriilmény, hogy a SrS fémek nélkiil is csak
CINH-el égetve szintén kékes foszforeszezencziat adott (Lasd 1.
tab. 4. sz.).

A kékes fénynyel vilagito SrS4-(u-ot tehiat keverékfoszfornak
kell tartanunk.

Megjegyzendo még, hogy Lexarp és Kuarr V. régibb megfigye-
lései szerint szintén a sargaszold foszforeszezenczia jellemzo a
rézre nézve. A sav maximumat pedig 2=537.10=% mm. helyen
allapitottik meg, a mi a fenti megfigyelésekkel elég jol egyezik
meg.!

! Ez az eltérés is megmagyarazhato, ha tekintetbe veszsziik LENARD és
Krarr eltérd eljarasat a maximum meghatarozasinal, Liasd Wiep. Ann. 38,
pag. 1056.
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2. Kisérletek SrS-- Bi-tal.

A hasznalt fémoldat egy cseppje '/« mgr. [7,05-1 tartalmazott.
Az égetés héfoka és tartama ugyanaz volt mint a SrS--Cu-nal.
Ez a foszfor az osszes hasznalt sokkal kékeszoldszint igen inten-
ziv foszforeszezencziat adott. A legjobb Osszetételnek bizonyult:
a 3 gr. Sr€COg-mal és 1 gr. S-ral eléallitott szulfid, melyhez egy
csepp bizmutholdat = /1 mgr. Bi,O5 és 0°15 gr. NapySO, adatott.
A SrS+-Bi a legélénkebb foszforeszezencziit adta valamennyi
szulfid kozott. Fénye oly intenziv, hogy mellette sitéthen egy
ideig olvasni lehet. Egy 2><5 c¢m.%-nyi ernyécske bevonva a
SrS+Bi poraval oly erésen vilagitott, hogy vele kozvetlentl a
megviligitis utan 85 cm.-nyi tavolsagrol le lehetett olvasni a
zsebhorit.

3. Kisérletek S”S+ Mn.-nal Mint oldat hasznaltatott 1:2 gr.
mangankarbonit oldata 15 gr. higitott NOjs-ban.

IV. tablazat.

Szim | oldoanyag fémoldat hozzététel (s0) foszf. fény intenzitasa
S — ‘ — ]
| 1‘ 3g Srlog+ 1g S 3 esepp ! 01 g K,850, nem vilagit
2 « « 92 ¢ Lol Na,S,0, | nem vilagit
3 : « « £ o 01 Bora.r | nem vilagit
4 “ « « g 01 Cak, igen gyengén sirgds
5 | « « % |01 CLNH, nem vilagit

Ha osszehasonlitjuk a IV. tab. 4. sz. preeparatumat az L tab.
7. sz. praeparatumaval, lathatjuk, hogy az a gyenge foszforesz-
czenczia, melyet az elébbi mutat, nem igen tulajdonithato a
Mi-nak. A Mn tehat ugy litszik nem ad foszforeszezencziat a
SrS-ban.

4. Kisérletek SrS--Sb-al.

A kiilonbozo sokkal dllandoan szép és elég intenziv aranysdarga
foszforeszezencziiat adott. Egyes részecskék viligoszold fényt su-
garoztak ki, melynek eredetét még nem kutattam.
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5. Zink és 6n csak igen gyenge foszforeszczenczidkat adtak.

Egy igen érdekes jelenségrol kell itt még megemlékeznem, me-
lyet eddig vagy nem vettek észre, vagy nem méltattak figyelemre
és melyet a megvizsgdlt stroncziumszulfidok legnagyobb része
mutatott. Ha a stroncziumszulfidokat porezellan (vagy platin) té-
gelyben égetjiitk és az égetés befejezése utan pl. iivegesészébe
ontjiik, akkor a massza szilard lepényt képez. Ha ezt a témeget
twegpdlezikdval még forré dllapotban szétnyomjuk, akkor az
eqész tomeg élénken felvillan. ¥z a fény igen jol kiilonboztethetd
meg a még kissé izzo tomeg piroforikus vilagitasatol, melynek
megsziinte utdan is mutatkozik. Egyelore csak annyit lehetett meg-
allapitani errdl a sajatsdgos luminiszezencziarol, hogy a nyomas
nagysaga nincs befolydssal rd, tehdt nem azonos az . n. tribo-
luminiszczencziaval ; tovibba, hogy szine ugy litszik megegyezik
a foszforeszczenczia szinével.

Foszforeszczenczia vagy fluoreszezenczia (a ra eso fény hatésa
alatt) nem lehet, mert ily magas héfoknal (mindenesetre 500° C-on
feliil) nem mutatnak a szulfidok fotoluminiszezencziat. Erdekes
még, hogy ennek a luminiszezenczidnak intenzitasibol kovetkez-
tetni lehet a foszforeszezenczia erdsségére. Ha a felvillands csak
igen gyenge volt, vagy egészen elmaradt, akkor a foszforeszkilds
is csak gyenge volt. A kaleziumszulfidok nem mutattik ezt a fel-
villanast, aigyszintén az eddig — igaz csak kevés szaimmal — meg-
vizsgalt bariumszulfidok sem.

Eredmények.

1. A stroncziumszulfidok dltaldban intenzivebb fosé/'orok mint
a kdlcziumszulfidok, melyek koziil csak a CaS+Bi (Banmain-féle
anyag) vilagit erésebben és hosszabb ideig.

2. Legnagyobb részik igen élénk felvillandst mutat, midin
[orré dllapotban szétnyomatnal.

3. A kévelkezd fémel: [oszforeszezenczidi dllapitaltak meg a
SrS-ban : (azt az ismeretlen fémet, mely a SrS-ban kék foszfo-
reszezenczidt idéz eld, egyeldére «z»-val jel6lom.)

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 14
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V. tablazat.

Feloldott ! : a sdv maximuma
- foszlor szine .
fém hullimhosszakban
din i — ‘
‘ | —8
Cn | sirgiszold ‘ 2.=530.10 mm
P
Bi kékeszold A=487.10 mm
—6
i | kékesibolya 1 A=447.10 mm

Ezekbol a kisérletekbdl kitetszik, hogy mennyire képesek a kar-
bonatban — tisztitas daczira — visszamaradt fémnyomok meg-
neheziteni a vizsgalodast. Ez kiilonben értheté, ha tekintetbe
vessziik azokat a kis mennyiségeket, melyekben a fémek méar ha-
tasosak (milligramm tortrészei).

Mindezek a kigérletek gondosabban fémeitél megszabaditott
karbonaittal fognak ismételtetni. Ezek utin attériimk a barium-
szulfidok foszforeszezencziajara.

1. BaS+ Cu. A réz foszforeszezencziajit a BaS-ban mar Le-
NARD és Krarr dllapitottak meg. Kz a foszfor parazsvoros fényt su-
garoz ki; a sav maximuma 2=654.10=% mm.-nek felelt meg. Mar
akkor is észrevették, hogy a foszforeszezenczia annal sotétebb
voros szint olt, minél tobh Cu-ot tartalmaz a foszfor (természe-
tesen bizonyos hatdrokon beliil). Kloridokkal izzitva eltiint a vo-
ros foszforeszezenczia — a rézklorid illékony lévén — és vissza-
maradt egy sirgas szini foszforeszcezenczia, melynek eredete még
ismeretlen. Innen van az, hogy a foszforeszezenczia annil sotétebh
vorosszinti, minél tébh a Cu a foszforban, mert ekkor annal job-
ban jut érvényre a misik fém foszloreszezenczidjaval szemben.
Erdekes tovibbia, hogy annak az ismeretlen fémnek sirga fosz-
foreszezenczidja kiilinosen erds, sot tilnyomo, ha a foszfor ké-
szitésénél KySO4-ot hasznilunk mint erésbité sot, mely, mint
fentebb lattuk, a SrS--Cu-ban a kék foszforeszezencziat erdsbi-
tette. Hogy a tobbi kalisok is idézik-e elo a sdrga foszforeszezen-
cziat, még nem képezte vizsgalat targyat.
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2. Kisérletek BaS+-i-tal (ujabb kisérletek). Mindenekel6tt a
tisztitott Ba((0,) témek nélkiil, kénnel és eréshité sokkal (Cal),
NSO, sth.) égettetett. A foszforeszezenczia igen gyenge ¢és allan-
doan viroses siarga voll. Sok nélkiil, esak kénnel égetve, egydlta-
liban nem adott fényt.

A BaS--Bi foszforok a kiilonhozé sokkal készitve dllandodan
kozepes erosségi sargaszold fényt adtak. Kémiai osszetétele és
készitése a kovetkezo:

ad gr. bBa(i0g és 1 gr. S-bol készitett szulfidhoz 1 esepp biz-
mutholdat (= /4 mgr. i,0,) és 0°1 gr. K,SO,-0t adva, az egész
tomeg 15 perczig égettetett.

3. Kisérletek BaS+ Mi-nal.

VI. tablazat.

foszforeszezenczia

Sziim oldoanyag fémoldat erish. so | P aRe R e
) ‘ erdssége és szine

I 4gr BaCO,4-1gr S 4 esepp 02 gr. K,S0,  rendkiviil gyenge

2 « u 2 .« 02 K,50, o rendkiviil gyenge
3 « « frag i 01 Na,S0, gvengén vorosessiarga

A 3. sz. preeparatum foszforeszezenczidja alig tulajdonithato
a Mi-nak, ha tekintetbe vessziik, hogy a DPaS fémek nélkiil is
adott virosessarga fényt.

4. Kisérletek mis fémekkel.

BaS+Fe, BaS-+Ni és BaS+Zn igen gyenge fényt adtak, mely
valoszintileo nem a hozzatett fémektol ered: BaS + Ph és BaS+Sh
s fénynyel viligitottak.

gvenge sarg

Eredmények :

L Az eddig meguizsqdlt bariumszulfidok a foldalkaliszulfidolk
kozott a leggyengébben vildgitanak és a fény szine Levéssé toré-
keny. (A leglorékenyebb szint a BaS- Bi sdargdszéld fénye adta.)

L A megvizsgdlt barivmszulfidol: wem mutattak felvillands!
a ey [orrd témeg szétnyomdsdncdl.

M. A fémel: megdllapitolt  foszforeszezenczidi (a BaS-+ Cu

14*
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sérgas foszforeszezencziajat okozo és még ismeretlen fémet egye-
lére «&»-vel jeldljiik) :

VII. tablazat.

Fém foszfor szine sédv maximuma

Mn —

[ —6
A=647.10 mm

T

\
Cu pardzsvoros |
1
\

—6
Bi zoldessdrga A=590.10 mm

§ | viligossirga | 2=576.10 mm

Hogy a réz-sav maximuma nem felel meg egészen a LENARD és
Krarr V. megallapitotta maximumnak, annak az az oka, hogy a
két foszfor réztartalma nem volt egyforma.

A foldalkaliszulfidok foszforeszczencziainak ossze-
foglalasa.

A kiillonb6z6 szulfidok foszforeszezenczia-szinképeinek feliile-
tes vizsgalata és Osszehasonlitasa mutatja mar, hogy a kélezium-
szulfidok foszforeszczenczidja sokkal egyszertibb és attekinthe-
tébb mint a stroncziumszulfidoké és bariumszulfidoké, mely
utobbié ugy latszik, valamennyi kézott a legkomplikaltabb.

Mig ugyanis az egyes fémek sdvjai a kalecziumszulfidokndl egy-
mastol tiavol fekiisznek (sdrga, zold, kék és ibolya) és igy kénnyen
megkiilonboztethetdk, addig a stroncziumszulfidokndl csak egy
esetben volt két egymastol minimum altal elvalasztott sav lathato,
a bariumszulfidoknal pedig egyaltaliban nem. A két utobbi szul-
fidnal a savok részben fedik egymast, a szem mindig esak hosz-
szabb-révidebb folytonos siavot lat, mely a stroncziumszulfidok-
nal rendesen a sdrgaszold részben (kivéve a kék SriS+Cu-ot), a
bariumszulfidoknal pedig a sdargasvorésben bir maximummal,
vagy maximumokkal, melyekel a szem csak nehezen vilaszt el
egymastol — ha egyaltalaban képes erre.
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A savoknak ez az osszetorlodasa hozza magédval, hogy a stron-
czium- és bariumszulfidoknal keverékfoszforokat nem igen hasz-
nalhatni a foszforeszezencziak megdllapitisara, a mi a kalczium-
foszforoknal lehetséges (melyekben mar LommeL — ki csak keve-
rékfoszforokat vizsgalt meg — elég jol allapitotta meg a maximu-
mokat, a nélkiil, hogy ismerte volna jelentéstiket).

A stronezium- és bariumszulfidokndl megallapitott maximumok
tehdat még nem tekinthet6k —- mint az illeté fémekre nézve jel-
lemzék — végleg megallapitottaknak.

Az o6sszes kisérleteket — a fémeiktél lehetéleg megszabadi-
tott — karbonatokkal ujra kell végezni. Mindamellett a megalla-
pitott maximumok kozelitoleg megfelel6knek tekintheték.!

Arra a kérdésre, hogy miért mutatkoznak a kiillonbh6zé szulfi-
dok foszforeszczenczia-szinképeiben ily kiilonbozéségek, talin az
alabbi vizsgalatok adhatnak felviligositast.?

Ezek a kutatasok pedig — bizonyos tokéletesitések utan — oly
eszkozt adnak keziinkbe, melylyel némely esetekben — a hol épen
elonyds — optikailag az anyag belsd szerkezetére, jelesen fémtar-
talmdra, kovetkeztetést lehet vonni.

A foszforfény elemzése.

A foszforeszezenczia fénye tudvalevoleg folytonosan gyengiil a
kisugarzas kézben, — tigy hogy csak kevés erdsen és elég hosszi
ideig vilagito foszfor?® fénye elemezheté kozvetlentil minden se-
gédeszkoz nélkiil. Gyorsan gyengiil6 foszforeszezencziak megfigye-
lésére rendesen a Brcoueren-féle foszforoszkopot szokas hasz-
nalni, avagy a Wiepemany E.-félét, mely nem mds, mint a Becque-
reL-féle foszforoszkop javitott és tokéletesitett alakban.

Megfigyeléseimnél egy igen megfelelé és konnyen kezelhetd

! Késobbi — a foszforok thermoluminiszezenecziajara vonatkozo — ki-
sérletek szintén valoszintivé teszik, hogy a megallapitott maximumok tény-
leg a megvizsgalt fémeknek felelnek meg.

? Lasd oldoszer befolyasa.

* Jgen jol elemezheté igy a CaS+Bi és SrS+ Bi erds fénye.






A FOLDALKALISZULFIDOK FOSZFORESZCZENCZIAJA. 197

az 1b) abrin feliilnézetben lathato. Ennek a kosdrkinak a fedele
erésen zar (bajonette-zarlat). Mindkét henger it van lukasztva, a
mint az abra mutatja.

A késziilék miikodése a kovetkezo :

Az E-ben elhelyezziik a megvizsgilando anyagot pl. foszforesz-
kalo port. A keészilék felrajzolt helyzeténél az [ fénysugarak - a
hengereknek kivigott nyilasain dtmenve —riesnek a kosdrka fede-
lére, mely oly datlatszo anyaghol valo, mely maga nem foszforesz-
kal, (pl. kvarcz- vagy vékony csillamlemez) és foszforeszezencziara
gerjesztik az ott 16vé anyagot. Képzeljiik most, hogy a I3 henger
az xx tengely koriil 180°-al elforog és az I kosdrka az [ hely-
zetbe jut (mely az dbraban pontozottan van rajzolva). Ekkor a
foszforeszkialo anyagra nem esik fény, hanem maga sugarozza ki
fényét, mely az S nyilison at észlelhets. A késziilék lasst forgai-
sandl természetesen intermittald fénybenyomaist kapunk, mely
azonban annal folytonosabbnak fog litszani, minnél nagyobb a
forgdsi sebesség. A késziilék belso részei fekete miazzal vannak
bevonva, hogy a gerjeszté fénynyel bejuto diffus fény ne zavarjon.

Ennek a késziiléknek nagy eldnyei, hogy igen kis helyet foglal
el (az abra nagysiga a valodi nagysagnak fele) és konnyii elallit-
hatosiga mellett ugyanazt a szolgilatot teszi, mint a Wigpemany
E. féle korongos foszforoszkop, mely joval komplikaltabb. A ko-
rongos foszforoszkopoknak azonkiviil még az a hatrinya, hogy az
illeté6 anyag hatulrol van megviligitva, minek kovetkeztében a
foszforeszczencziatény magan a testen halad at, mig az észlelé
szemébe jut, vagyis elnyeletést szenved. A késziiléknek ezt a hiit-
ranyat Wienemany E. kiillon kisérleti berendezéssel (ferde megfi-
ayeléssel) igyekezte kikiiszobolni. A Lexarp-féle foszforoszhop nem
leledzik ebben a hibdban. Masrészt azonban meg kell emliteni,
hogy a Lenarp-féle foszforoszkopnil nem lehet annyira megrovi-
diteni a megvilagitis és megfigyelés kizti idot, mint a sok kivi-
gassal biro Becouerer-féle foszforoszkopnil, tehat igen gyors le-
folyasn foszforeszezencziak megtigyelésére nem olyan alkalmas,
de a szoban forgo megfigyelések czéljainak teljesen megfelel és
még oly rovid tartamu foszforeszezenczidk ¢észlelésére is alkal-
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mas, mint a milyen az iivegé, melynek fényemisszioja kb. 38/1000
masodpercz alatt folyik le.

A foszforeszcezenczia gerjesztésére rendesen napfény hasznal-
tatott, melyet heliosztat kiildott az elsitétitett szobdba, ritkabban
szerepelt elektromos ivfény.

A péarhuzamos fénynyaldb lencsével gyiijtetett 6ssze, melynek
gyujtopontja a foszforoszkop belsejében 1évé kosdrkdra esett.

Ha a foszforeszczenczia fényél elemezni akarjuk, akkor nem
kell egyebet tenni, mint a spektrialkésziiléket az S nyilas elé alli-
tani. Spektralkészilék gyanént kozonséges Bunsen-STEINHEIL-
féle és kis egyeneslitistt spektroskop haszniltatott, mindketto
skaldval. A jelzett spektroszkopiai vizsgilatoknal nem ajanlatos
nagy feloldo képességgel biro késziilékeket hasznilni, egyrészt
mert a foszforeszezencziafény ardanylag mégis gyengébb, mint pél-
daul alangok fénye, és masrészt a szinképben felmeriilé viszonyok
jobb attekinthetésége miatt (t6bb sav).

A mi pedig a sdvok maximumanak meghatarozasat illeti, azt
hiszem, hogy valamely siav azon helyének meghatiroziasa, mely a
kisugdarzolt energia maximumanak felel meg, legaldbb is nehéz
feladat.

A szem aranylag kénnyen dllapitja meg a legnagyobb intenzi-
tas helyét valamely viligos savban, de ez a hely dltaliban nem
esik dssze a kisugarzott energia maximumaval. Csak akkor esik
Ossze vele, ha a siv maximuma azon a helyen fekszik, melyre
nézve a szem a legérzékenyebb. Minden mas esetben a szem a
maximumot a szinkép kozepe felé eltolva latja, hol érzékenyebh
a szem, mint a szinkép végei felé.

A maximum meghatarozasa igen czélszertien torténhetik a
foszforeszezencziaszinkép megfigyelése dltal az emisszio lefolyasa
kozben, mert akkor a sav mindkét oldalrol dsszezsugorodik a leg-
intenzivebb hely felé.

Némely esetekben a LommreL-féle megfigyelési mod is hasznél-
tatott, melynél a foszforeszczencziafény (vagyis tulajdonképen a
fluoreszszencziafény) a megvilagitas alatt észleltetik.

Kathodsugarak nem hasznaltattak a foszforeszezenczia gerjesz-
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tésére, mert ez mar mds luminiszezenczia korébe vag, a kathodo-
luminiszczencziaéba, melynél a viszonyok tigy litszik nem egé-
szen ugyanazok mint a fotoluminiszezenczianal.

Az oldbanyag befolyasa a foszforeszczencziara.

Ha a foldalkaliszulfidokat szilird oldatoknak tekintjiik, kozel
fekszik az a gondolat, hogy nem tigy viselkednek-e mint a fluo-
reszkdlo oldatok ?

A viszonyok teljesen ugyanazok. A kiilonbség mindossze abban
all, hogy a fluoreszkalo folyadékoknal szerves, a szilird oldatok-
nal pedig szervetlen (fémek) testek legkisebb részecskéi végeznek
fénymozgast, és hogy az egyik esetben az oldoszer cseppfolyos,
a masikban szilard.

Az oldoszer halmazillapota nincs befolyissal a fluoreszkéldsra,
mert a folyadékok fluoreszkilisa nem viltozik, ha pl. zselatin
hozzikeverése dltal szilard allapotba jutnak, csakhogy ekkor fosz-
foreszezencziat is mutatnak. Ugyancsak a zselatinok mutatjak,
hogy a testek szerves vagy szervetlen volta lényegtelen a foszfo-
reszezencziara.

Steneer? kimutatta, hogy az az Osszefiiggés, melyet Konor a.
folyadékok abszorpeziojara és az elnyel6 anyag torési mutatojara
nézve talalt, a fluoreszkalo folyadékokra is all és kovetkezileg fe-
jezheto ki:a fluoreszezenczia-szinkép maximumai annal kozelebb
fekiisznek a szinkép voros végéhez, minél nagyobb az illet6 ol-
doszer torési mutatoja.

A foszforeszkalo szulfidoknal a torési kitevo helyett az illet6
szulfid striségét vettem, melyet — mivel a kén nigyis mindegyik-
nél fordul el6 — az illet6 foldalkalifém (Ca, Sr, Ba) molekula-
stlya dltal helyettesitettem.

A kovetkezo tabellakban 6ssze vannak dllitva az egyes (émek
foszforeszezencziai a kilezium-, stronezium- és bariumszulfidban
mint oldészerben.

1 WiepemMany E. Wiep. Ann. 34. 448. 1888. * Wien. Ann. 28. 201. 1886.
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1. A Bi foszforeszezencziai.

VIII. tablazat.

2. A Cu foszforeszezencziai.

IX. tablazat.

Oldo- | fold alkali fém . 3

. foszfor-szine
szer | mol. silya
CaS | (Ca) 7980  kékesibolya
SrS | (Sr) 17440 kékeszold
BaS | (Ba) 27372  sirgiszold

SV maximuma

—6

—447.10 mm
—6
2=—487.10 mm
—6
=590 10 mm

Oldé- | fold alkali fém :
p foszfor-szine
szer mol. stlya
CaS | (Ca) 7980 | kikeszold
SeS | (Sr) 174°40 | sirgiszold
Bas | (Ba) 273°72 | sirgisvoros
|

3. A Mn foszforeszezencziai.

X. tablazat.

siv maximuma

A=01110 ﬁim
—6
2=530.10 mm
—
A=—647.10 mm

|
Oldé- | fold alkali fém ' ¢ !
‘ foszf. szine ‘

szer mol. silya

CaS | (Ca) 7980 | sirga
|

SrS | (Sr) 174:40

.Tv

BaS 1 (Ba) 273

=0

sV maximuma

F it
11:10 mm

Ezekbdl lathatjuk, hogy a megvizsgalt testeknél :

L. Az oldéanyagnalk lényeqes befolydsa van a [oszforeszczen-
czidra.

IL. A fémsdvol: maximuma anndl kézelebb fekszili a szinkep
voras vegéhez, minél nagyobb azilletd oldéanyag molekulasilya,
vagyis minel siiribb.
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Az utobbi tételt ugy is fejezhetjiik ki, hogy a fénymozgds an-
nal lasstibb, minél stiribb az oldoszer (kozeg), melyben torténik,
a mi a foszforeszczenczia szinének és az oldoszer molekulastly-
nak 6sszehasonlitasabol lathato.

Hogy ez az osszefiiggés altalinos érvényességgel bird térvény-
szertisége-e, vagy pedig csak szabaly — ugy mint a fluoreszkalo
anyagoknal — mely alol kivételek léteznek, jazt csak nagyobb
szamn foszforokon végzett kisérletek fogjak eldénthetni. Meg-
jegyzendé azonban, hogy csak tiszta foszforokon végzett meg-
figyelések folyhatnak be a kérdés eldontésére, a mi a dolog ter-
mészetébaol kovetkezik. Az eddig még bovebben meg nem vizsgilt
gyengébb foszforok szintén mutatiak ezt a szabalyszertiséget. gy
pl. a Pb a CaS-ben kékeszold fényben, a sokkal stirtibb BaS-ban
csak sdrga fényben vilagit; a Zn a CaS-ban z6ld-, a SrS-ben sar-
oidszold- és a BaS-ben narancssarga fényben vilagit stb.

Ezzel a torvényszeriséggel magyardzhatd az a sajitszeri
tény — melyet mar a bériumszulfidok foszforeszezencziajinal
emlitettiink — hogy t. i. a BaS-ok dltaliban igen kevéssé tore-
keny fényt adnak, a mit mir Brcouerer is észrevett és kiilono-
sen hangstlyoz.! A legtérékenyebb fényt adla a BaS+-Bi zoldes-
sarga fénye (BecouereLnél szintén ez volt a legtérékenyebb fény).
Az el6bbiek szerint ezt ugy magyarazhatjuk, hogy a BaS a leg-
stirtibb olddszer lévén, a fénymozgds a leglassibb benne.

Klatt Romdn.

! La lumiere sth. 1. k. 236. o.
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Schmidt Ferenez.

A Mathematikai és physikai Tédrsulatnak f. évi mirczius hé 21-én tartott
ilésén az iilést vezetd alelnok jelentette, hogy Schmidt Ferencz épitész tr
madrezius ho 7-én élete 75-ik évében elhunyt. Benne Tarsasigunk tén leg-
idésb, de mindenesetre egyik buzgé és lelkes tagjit vesztette el. Bizonyitd
ezt nemesak a Tarsulatunk tlésein szokdsos eloaddsok szorgalmas latoga-
tdsdval, hanem a hazai tudomdny mozgalmai irdnti élénk s tettekben is
nyilvinulo érdeklédésével, mennyiben majd négy évtizeden dt a hazai és
kiilfsIdi tuddsok figyelmét a kivdlé magyar mathematikus Bolyai Farkas
és Janos miveire irdnyozta s folyvdst ébren tartotta; a legkozelebb mult
évszdznak mdr hatvanas éveiben Grunert Archiv-jdban a Bolyaiak élet-
rajzat s levelezésok nyomédn Gauss és Bolyai Farkas kézott fennallott bensé
baréti viszonyat ismertette, s6t ujabban is Bolyai Janos Geometria abso-
luta-janak, valamint a Gauss-szal folytatott levelezés a Bolyaiakra vonatkozo
részének kiaddsa koriil is egyhamar el nem mulé érdemeket szerzett. —
Kiilonosnek latszhatik, hogy boldogult tagtirsunk, ki a régenten német szel-
lemi és miuveliségli Temesvdr virosdban sziiletett és novelkedett, szak-
miiveltségét pedig a bécsi miiegyetemen és Miinchenben szerezte, mégis
megtartotta — ugyldtszik — velesziiletelt erés magyar fajosztonét, a mely
kivdlt a két székely mathematikus irdnti — bédtran mondhatjuk — bensd,
szinte szenvedélyes vonzalmaban nyilatkozott. Ennek az érdekes jelen-
ségnek magyarizatdul szolgdlhat az az adat, hogy elhunyt tagtdrsunk nagy-
atyja a székely foldon még Kovits néven mint iskolamester miikodott,
mig egyszerre I Jozsef csdszdr idejében egy éjszak-nyugatrél berontott
zord politikai vihar tosgyokeres magyar nevét elsodorta s a megfelelo
német Schmidt névvel (6leserélte.

A jelenlevé tagok az elhunyt tagtdrs emléke irdnti tiszteletoket iilo-
helyokrol valo felilldssal nyilvanitottik s egyhangulag elhatdroztdk, hogy e
tiszteletadds a Math. és phys. Tdrsulat kozlonyében is kifejezésre jusson.



MEGOLDOTT FELADATOK.

30. Adott derékszdigii parallelepipedonba adott nagysagu szabdlyos
oktaéder irandd be, azaz gy helyezendd el, hogy mindegyik szogpontja
a parallelepipedon egy-egy sikjaban fekiidjék. Megvizsgalands, hogy a
problemanak mikor van megoldasa és hogy e megoldasok szama tekin-
tetében mind eshetdségek foroghatnak fenn. (KtrscHAK.)

Mdsodil megoldds Riesz Frigyes miiegyetemi hallgato irtol
Budapesten.

A kovetkezokben az oktaédernek csak oly beirdsdval foglalkozom, mely-
nél két-két dtellenes cstics a parallelepipedon két-két dtellenes lapjdra esik.

Minthogy az oktaéder kozéppontja felezi az oktaéder dtléit, a parallel-
epipedon szimmetriasikjaiban fekszik vagyis dsszeesik ezen sikok metszés-
pontjaval. Vilaszszuk ezen sikokat koordindtasikokul. A parallelepipedon
éleinek hoszsza 2a, 2b, 2¢; legyen tovibbd az oktaéder 2d dtlgja dltal
adva.

Az oktaéder hdrom egy laphoz tartozd szogpontjdnak koordindtdi :
a, Y, z,; t,, b,z x, y,, c. Az ezen szogpontokhoz tartozé radius vec-
torok egyenldsége és merdlegessége a kivetkezo reldczickra vezet :

@ +yi+an=d

g+ +a2=d -

+yit+cd=da®
2%, + by, + 2,¢6=0
ax, + Y, Y+ 2,¢=0
ax, +yb+ 2,8,=0

Ha ezen egyenleteket d’-vel osztjuk, a térbeli orthogondlis szubsztitu-
czi6 egyiitthatoi kizt fenndlld reldeziok rendszerére ismeriink. Ezen egyiitt-
haték koziil harom ismeretes és a tohbi hat egyiitthatét meghatdrozza.

A megolddsok két osztdlyba oszthaték, melyek egyikénél
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S T
ld d d
of e Ly ]2 “q
4= arede i d
Loi iy L 0C
L e
a pozitiv egységeel egyenld, mig a mdsikndl 4——1. Lassuk eloszor az elso

eselet.

Fejezziik ki az egyiitthatékat hdrom parameterrel ; vilaszszuk Euler
modszere szerint a koordindtik transzformdcziojiat jellemzd ¢, ¢ és 0 sz6-
geket parameterekiil.

a . ; .
5= cosp sy + sin ¢ sin ¢b cos & (H
—%L = cos ¢ sin ¢ + sin ¢ cos ¢ cos 0 (2
z ; ¢
—L —singsing (3)
d
xz o . Eul N i / ot 4
- =~ sing cos¢h—cos g sin ¢ cosd (4)
T AR % i s 2
5 = —simgsing + cos¢ cosd cos o (D)
z
2 . 8 3 “
—~ == COS @ SIn 0 6)
3 ¢ (
®s — sin ¢ sin @ (7)
d
Y, ; :
Ys — _ cos¢sind (8)
d 7
¢ : ¥
= — C05.0; J)
d (

A cos @ értékét (9)-bol (1)-be és (5)-be helyettesitvén, dsszeadds, illetve
kivonds utjin kovetkezo reliczickat nyerjiik :

a-+b c
- : — e s (@ /)
e € eos (g 1-¢) (10)
it (1 i \) cos (e—¢h). (11)
d S d : :
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Hasonlé uton taldljuk (2)-bél és (4)-bol a kovetkezo reldczickat :

yljl.m"' — (——1+ (ci ) sin (o—) (12)
—, RS :
yxdad _»,-_(] <4 d)gln (¢+¢) (13]
(11)-bal és (12)-hal, illetve (10) és (13)-bol a szogfiiggvényeket kikiiszo-
bolvén,
gorm, = T Y@= —(a—bF
gz, — T V(o = (@rby.
Innen
Tg= Qld [(d—c)V (d—c)*— (a—b)*— (d-+¢) V (d+¢)* — (a+ b))

Ya= 91(/ [(d—c¢) V (d—c)*— (a—b)* + (d+e¢) V (d+¢)*— (a+b)*].

Az A) alatti egyenletrendszer szimmetridjiabdl kovetkezik, hogy a tobbi
koordindta értékei @, és y, kifejezéseibél a, b, ¢ cziklikus feleserélésével
nyerhetok. IS kifejezésekben szereplé gyokmennyiségek kétértékiisége any-
nyiban szenved megszoritdst, a mennyiben az A) alatti reldczicknak ér-
vényben kell maradniok. A legiltalinosabb esetben, mialatt pl. 7, a leheté
4 értéket felveszi, z, minden egyes esethen csak 2, csupdn elgjelre kiilon-
bizo értéket vehet f6l; y, és z, dltal a tébbi koordindta egyértelmileg van
meghatirozva. Altalinossdgban tehdl 8 megoldds van.

Az oktaéder minden egyes csiicsa 8 helyzetet vehet fol ; ezek a parallel-
epipedon illeté lapjin fekvo két-két oly téglalapnak szigpontjai, a melyek-
nek oldalai ama lap oldalaival parhuzamosak.

Rendezziik a parallelepipedon éleit nagysdg szerint és legyen a=b=c,
ugy a megoldhatisdg foltétele :

d=a+b—c.

Midén d>a+ b—c, a feladatnak 8 megolddsa van.

Ha d==a--b—e¢, bizonyos megoldisok Osszeesnek és pedig a szerint, a
mint 1) a>b>c¢, 2) a=b vagy b=rc, 3) a==b=c, a feladatnak 4, 2 vagy
1 megolddsa van.

Midén d==—1, az el6bbi szdmitisokban d helyébe —d teendé. A meg-
oldhatdsig foltétele :

d=a43'b4 e

Midén d>a+b-c, a feladatnak 8 megolddsa van. Ha d=a+b-+-c,
akkor 4 megoldis van.
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Kimutatas
az 1901 februdr havdban befolyt dijakrol.
Tagsagi dijat fizettek :

1896. évre : Schlesinger Lajosdr. . .. . _ _  6kor
IS‘)/ évre : Schlesinger Lajos dr. .. .. .. .. _. 6 kor.
1898, évre : Bozzay Zoltin . 10 kor.

1899. évre : Bartoniek Géza 10 k., Kovdes Janos dr.
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EGY KULONOS KETTOS PROJEKCZIO ALKALMAZASA
A GOMB FELULETENEK ABRAZOLASARA.

Foltiing jelenség, hogy a gombfeliilet teriilettarto dbrazolas:i-
ban szereplé fokhalozat gérbéi mindeddig kellé méltatisban nem
részesiiltek, noha Lampert! és Euviernek? ez abrizolisra vonat-
kozo alapveté értekezései immar otnegyed szizad ota ismerete-
sek. A legtobb kozkézen forgod kartografiai kézikonyv meg sem
emlékszik roluk, némelyik «igen komplikalt trigonometriai gor-
béknek»® minositi 6ket és csak Tissor* emliti Lampert nyomdn,
hogy ezek negyedrendii sikgorbék.

Minthogy Lamert ® emlitett értekezésének e gorbékre vonat-
kozo fejtegetése csak speczialis esetre vonatkozik, kisérletet tet-
tem, nem lehetne-e a kérdéses gorberendszer dltalanos tulajdon-
sagait a szerkeszté geometria maodszereivel megallapitani.

1

Legyen (0O az abrizolando F' gombfeliilet egyik atmérdje, O
pontjiban 1évé érintosikja pedig a képsik, melyen az I feliilet
pontjait LamBert wquivalens és Hipparcu stereografikus vetitése
elveinek megfeleléen dbrazoljuk. Ha a LamBert dbrazolasabol
eredo sikrendszert rovidség kedveért 3-gyel, a stereografikus

! LAMBERT, Anmerkungen und Zusitze zur Entwerfung der Land- und
Himmelskarten (Ostwald’s Klassiker 54. sz.).

? EvLer, Drei Abhandlungen iber Kartenprojection (Ostwald’s Klassi-
ker 93. sz.).

® KOvesiieTHY, A malh. és csillagaszati foldrajz kézikonyve 827. lap,

* Tissor-HamMER, Die Netzentwiirfe geographischer Karten 53. lap.

5 LamBERT emlilett értekezése § 105, 106,

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 15
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vetitéshol eredot pedig 2,-vel jeloljiik, a képsikon két egyesitett
sikrendszert nyeriink, a melyben, mindkét abrazolis azimuthalis
voltanal fogva, az O ponton atmeno sugirsor kézos alakzatképen
szerepel. Az I feliilet barmely P pontjanak megfelels P, I,
pontpir dsszekoté egyenese e szerint az abrazolias O kozéppont-
jan megyen at.

Barmely ilyen megfelel6 pontpar kozott fennallo metrikus
vonatkozas konnyen allapithatoé meg.

i, ahra;

Ha
OP =0 Obj=0;, 06=0:

akkor, minthogy az OPP, és COP hiromszogek hasonlok, kovet-
kezik, hogy
OF,: OP=0(: GP,

vagy minthogy
O —OF

Dg 0 =0 ]/v(]z;gf.

2 ]2 2 — n2 A2
()g d® — 91 (): == 01 d
€s innen

1)
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E képlet segitségével megdllapithatjuk a 2| rendszernek azt
a gorbe vonalat, a mely a 3 rendszer ey egyenesének felel meg.

Legyen O valamely koordinatarendszer sarkpontja (1. dbra),
OY Ley-re a sarktengely, p, és  az adott egyenes valamely tet-
szoleges (), pontjinak koordinatii és jeldljikk a-val a sarkpont-
nak e,-tél valo tavolsagat, akkor

(1 = 0y COS @
vagy
1 cose 1 ° cos'e

b

T
09 a 0 a

értékének 1) alatti egyenletiinkbe valo helyettesitése

:‘]2 -t COs 0] _+_ ]2 5
a 2 rendszer ama gorbe vonalinak sarkegyenletét, a mely a 3,
rendszer ¢, egyenesének megfelel.

Hogy az igy taldlt gorbe vonai tulajdonsagait felismerhessiik,
czélszeri lesz ezt oly O-ba helyezett derékszagii koordinatarend-
szerre vonatkoztatni, a melynek ordinata ien"elye az imént
valasztott sarktengelylyel egybeesik.

(), pont koordinatait « és y-nal jelélve,

=24y és cosv=———

osszefliggésekre valo tekintettel, taldlt egyenletiink a kovetkezo

alakot olti:
1 y? 1
P S e T
x4 yy? a?(x*+y?  d

a2 x? 4+ (a2 +-d?) y? = a2 d?,

vagy

a mibo6l végre

.’132 1/2 0
@t e =1
a?+d?

a X rendszer ama gorbe vonalinak derékszogl koordinatikban
kifejezett egyenlete, a mely a 3, rendszer ¢, egyenesének felel

15*
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meg. Ez, a mint latjuk oly ellipszisnek az egyenlete, melynek fo-
tengelye az adott e; vel parallel. Fétengelyének hossza a=d fiig-
getlen az e, helyzel(étdl, a melléktengely hossza

ad

V a2+ 2

g

pedig a-nak fiiggvénye.

g értéke legnagyobb, ha a=oo, vagyis, ha ¢, a 2, 1endszer
oo-ben fekvo egyenese.

Minthogy ekkor a=pg3=d, a X, rendszer oo-ben fekvo egyene-
sének a 3; rendszer az a d sugart kore felel meg, a melynek
kézéppontja O-ban van. E kér kézds félire mindamaz ellipszi-
seknek, a melyek a 3, rendszer egyeneseinek megfelelnek.

Ha a 3, rendszer valamely egyenes sorozataban a dllando, a
neki megfeleld ellipszissorozat egybeviago ellipszisekbdl dll. De
eme sorozat minden ellipszise tulajdonképen két parhuzamos és
O-hoz szimmetrikus fekvési egyenes megfelel6 alakzata. Hogy a
megfelelkezésnek e kétértelmiiségét kizarjuk, abban akarunk
megallapodni, hogy minden egyenes megfelel6 gorbéje csak fél-
ellipszis, olyformén, hogy az O pont minden megfelelé pontpir
altal hatarolt kozre nézve kiils6 osztasi pont legyen.

A szerepld sikrendszere és az I’ gombfelileten levé origi-
nalis pontrendszer kozotti kapesolat sokkal szorosabbd vilik, ha
a 3, rendszert oly @ gombfeliiletre irt pontrendszer orthogondlis
projekezidjanak tekintjiik, melynek kézéppontja (i-ben van,
sugara pedig az I gomb dtmérdjével egyenld.

Minthogy az elobb megidllapitott ellipszissorozat minden e,
eleme a @ felillet egy-egy diametralmetszetének projekczioja, a
3, rendszer egyenesei és a @ feliilet dtmérdsikjai kozott linedr
megfelelkezés létesiil, a melyre nézve még csak a megfelelé ele-
meknek viszonylagos fekvése dllapitando meg.

Induljunk ki ujra (1-s6 abra) az I feliilet valamely tetszéssze-
rinti P pontjanak megfelels PP, pontparjabol és legyen Py ama
pontok egyike, melyeket a Pj-ben a projekezio lapra emelt merd-
leges a @ gémbfelilleten kimetsz. Kossiik dssze Pr-et C-vel, és
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legyen PR || P;O-val, akkor P,(R és PO haromszogek egybe-
vagok lévén,
OCP = = RCP; 2 -gel.

Minthogy az igy nyert szogek egy ugyanazon normail sikban
fekiisznek, nyilvinvalo, hogy CP és (/P; 6sszeesé sugarak, a mi-
b6l kovetkezik, hogy a P, P és P, pontok csoportja C-re nézve
perspektiv fekvésti. Ezt kiterjesztve a X, rendszer barmely egye-
2, rendszer megfelelé egyeneseivel perspektivek.

E megfelelkezés megmutatja, miképen lehet a 3 sikrendszert
liétszeres vetités segitségével kozvetetleniil az F feliilet pontjaibol
megszerkeszteni. A X sikrendszer ugyanis a @ feliilet ama pont-

rendszerénel orthogondlis projekczidja, melyet nyeriink, ha az

eredeti I felulet pontrendszerét C-bél a @ feliletre velitjik.

A gombfeliilet azimuthalis teriilettartd projekezioja tehat
kettds projelczié, mely fogalom a kartografidban nem egészen
ismeretlen. Tissor* kényvében is taldlunk egy ilyfajta modszert,
melyben a kézvetito feliilet szerepe burkolé kapfeliiletnek jutott.
De az ott emlitett modszer teljesen jelentéktelen, minthogy
ez kartografiai szempontbol semmiféle elényt nem biztosit.

Ezek utin az F feliilet barmely gombkorének a 2 rendszerben
valo dbriazolisa kozvetleniil megallapithato. A (7 vetités kozép-
pontjabol az adott % gombkor pontjaiba vont vetitosugarak
ugyanis masodrendti kupfeliiletet alkotnak, mely a @ feliilettel
spheerikus kapszelet hossziban metszéshez jut; e sphewerikus
kapszelet orthogonalis projekezioja a kor keresett dbrazolasa.

Nyilvanvalo tehat, hogy a Lambert-féle azimuthdlis terilet-
larté dbrdzolds fokhdlézata oly negyedrendii silgorbébél dll,
melyel: mindeqgyil:e egy-eqy sphaerilus Iipszelet orthogondlis
projekezidjdanalk tekinthetd.

E fokhalozat barmely gorbéjének meghatarozisa két mésod-
rendti feliilet athatasi problemajanak megoldasa, mely a szer-

* Tissor-HAMMER.
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keszté geometria elveinek megfeleléen tetszéleges pontossdggal
megoldhato.

Az a koriilmény, hogy a spheerikus kipszelet tulajdonképen
két kiillonvalt egybevigo ikergorbébdl dll, némi kétértelmiiséget
okoz az abriazolisban. Ez azonban kénnyen eltiintethet, ha az
athatasi gorbe ama részére szoritkozunk, mely a @ feliilet als6 —
a projekcziolap felé forditott — felén szarmazik, minthogy a sze-
replé kupfeliiletek kiilonleges helyzeténél fogva az egyik dg min-
denkor egész terjedelmében a feliilet also felén teriil el, mig a
masik ag dsszes pontjai, az athatas szimmetrikus voltanal fogva,
a fels6 felén vannak.

A gombkorok kiilonés fekvéseinek megfeleléen egyszertibb
gorbék is szerepelhetnek a fokhalozatban. Ha a gombkorok sikjai
a projekeziolappal parhuzamosak, vetité kupjaik egyenes kor-
kupok; az dthatas spheerikus ktuipszeletei ekkor a projekezio-
lappal parhuzamos korokké fajulnak el, melyek orthogonalis pro-
jekezioi ismét korok.

Ha a gombkorok sikjai a vetités kozéppontjin haladnak at, a
vetitd kipoknak sikokka valo elfajulisa kovetkeztében spheerikus
kupszeletek helyett diametrdlmetszeteket nyeriink, melyek pro-
jekezioi dltaliban ellipszisel ; ha eme gémbkorok sikjai még a
projekcziolapra merélegesek, a diametralmetszetek projekezioi az
abrazolas kozéppontjan athalado egyenesek.

I1.

Mellékletiink I. és II. alatti tabldja mutatja az elé6bbiekben ki-
fejtett altalanos modszer alkalmazasat a fokhdlozat konstruktiv
meghatdrozasdra. Az L. alatti szerkesztés képsikja /7, parhuzamos
az F gombfeliilet egyik meridian sikjdval, a IL. alatti szerkesztés
Il-je a goémb egy tetszéleges O pontjanak horizontsikja, ugy
hogy 1. a teriilettarto meridiin projekezio, IL. pedig a teriilettarto
horizontilis projekezio fokhalozatit dbrizolja.

A szerkesztés grafikus kivitelének konnyitésére czélszer( mind
a két esethen egy masodik projekezio-lapot (Il is segitségiil
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venni, a gombfeliilet ama merididn sikjaban, mely az els6 pro-
jekeziolapra merdleges.

Minthogy 71, ugy az I és @ gombfelileteknek, valamint a par-
huzamos kérok vetité kupjainak kozos szimmetralis sikja, a @
felilleten szarmazo és a parhuzamos korok rendszerének meg-
feleld athatasi gorbék masodik projekezioi mindannyian kapsze-
letek, illetoleg kuipszeleteknek véges darabjai.

Kénnyen juthatunk arra a kapcsolatra, mely e kupszeletek
kozott fennall, ha kiegészito — parasitikus — részeinek tulaj-
donsdgait vizsgaljuk.

Vessiik ald @ feliiletiinket és a parhuzamos korok vetitékapjai-
nak sorozatat « WieNer imagindrius projekcziojanak»* és legyen a
Ily-re merdleges egyeneseknek oo-ben fekvé pontja — mint
polus — ezen imaginarius projekczio vagy konjunkezid koézép-
pontja, a neki megfelelé polaris sik 7, pedig a kollinedczio sikja.
A @ gombfelilletnek megfeleléen nyeriink ekkor egy egyenld
oldali egyagt forgisi hiperboloidot, melynek torokkére @-nek
Il-ben fekvé legnagyobb kore, a parhuzamos korok vetitéo kupjai-
nak megfeleléen pedig oly misodrendii kiupsorozatot, a melynek
els6é nyomrendszere nem mas, mint a parhuzamos korok stereo-
grafikus projekcziojaban szereplé korsorozal imaginarius projek-
czioja. Minthogy ez esetben a sorozat minden korének imagina-
rius projekezidia egyenld oldaltt hiperbola, konjugilt kiiprendsze-
riink nyomvonalai egyenlé oldalt hiperboldikbol allo kipszeletsort
alkotnak, mely a korsor czentrilisat kozos szimmetralisul birja.
E kipszeletsornak négy valos alappontja van; ketté a I, lap
co-hen fekvd egyenesén, megadva a hiperbolik aszimptota ira-
nyai dltal, ketté pedig a korsor hatvanyvonalianak ama pontpar-
jdban, mely a korsor dltal rajta indikalt harmonikus polusok
involutiojanak szimmetrikus pontparja. E négy alappontnak meg-
feleléen bir konjugalt kupsorozatunk négy kozos alkotoval, me-
lyek — konnyen lithato okoknal fogva — 77,-vel 45°-nyi szoge-

* WIENER, Lehrbuch der darst. Geometrie I. kot. 316. lap és IL. kot,
90 lap.
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ket alkotnak, s igy a @-hez konjugalt hiperboloid aszimptotikus
kupjanak is alkotoi.

Minthogy ezen alkotok a konjunkeczioban szereplé feliiletek
oo-ben fekvo kozos pontjainak helyzetét jelzik, maguk az alkotok
azonban a jelzelt oo-ben fekvd pontok érinté sikjainak metszés-
vonalai, nyilvanvalo, hogy ezek a szirmazo alhatisi gorbék
aszimptotai.

De ezen aszimptotiak paronkint szimmetrikusok /1,-héz, méso-
dik projekezioi tehit dsszeesd egyenesek. Ezek szolgiltatjdk azon
kupszeletsor kozos aszimptotait, mely athatasi gérberendszertiink
masodik projekeziojat alkotja. A kapszeletsor elemei hasonlo és
hasonlo fekvésii konczentrikus hiperbolik, az aszimptotapar
pedig a sor egyik elemének egyenes piarra valo elfajulasa. Ez
utobbi koriilményre valo tekintettel a @ feliileten szarmaztatott
spheerikus kapszeletsor elfajult elemének tekintheté azon leg-
nagyobb korok parja is, melynek projekczioja az aszimptotdakkal
egybeesik.

Minthogy az egyik kor sikja //-vel, a masiknak sikja az F
gombfelillet parhuzamos koreinek sikjaival parhuzamos, eme
sikok pedig a vetito kipok sorozatinak cziklikus sikjai, latjuk,
hogy a @ feliiletre irt spheerikus kupszeletek sora két k6zos czik-
likus ivvel bir.

Mellékletiink mind két tablajan latjuk eme kapszeletsorokat,
melyeknek elemei, a sor egyik tetszéleges elemének pontos rajza
utin, a hasonlosdg elveinek megfeleléen szerkeszthetok.

Az 1. tabla kapszeletsoranak elemei, a cziklikus ivek sikjainak
merdleges volta kovetkeztében, egyenld oldalt hiperbolik. A mint
a szerkesztésbdél lithato, ezen esetben, a hiperbolak barmelyiké-
nek csuespontja, a neki megfelelé parhuzamos kor helyzetébdl,
kozvetleniil is szerkesztheto.

Ha ugyanis az egyik, pl. az E{F{ elem E| pontjanak, az
aszimptotikra vonatkoztatott coordiniatait 71" és Ky T"-vel
jeloljiik, akkor a

5 "G' =C"T". E{/T" = const.



I. tabla.
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osszefliggés adja a csticspont egyenlé nagysagli koordindtiit.
Minthogy

(J‘I(TI! > El”"!lz (:”_]L‘l” . TIIUH

és C'E!T"AC"O'F"A,
— -2 o S TWa
azért G = HSTA L OA

"

s igy ("G% a @ gomb sugarinak és az illeté parhuzamos kor
sikjanak (-t6l val6 merdleges tdvolsdginak geometriai kozép-
aranyosa.

A spheerikus kipszeletsor els6 projekeziojanak, vagyis a fok-
hilozat parhuzamos koreit dbrizold gorbe rendszer pontonkinti
szerkesztésének most mar semmi akadalya nincs. Ez kozos szim-
metralissal biro negyedrendii sikgérbe sorozat, melyben a czikli-
kus iveknek megfelelden egy kor és egy vele konczentrikus ellip-
szis is bennfoglaltatik, mely utobbi azonban egyenessé is elfajul-
hat (I. tabla).

A szimmetralison fekvé pontok gorbiileti sugarai is szerkeszl-
hetdk, ha tekintetbe vessziik, hogy e pontok a masodik projek-
¢zio konturpontjainak felelnek meg és hogy eme konturpontok
érintdi a gorbiileti sik helyzetét is jelzik.

Az AYBY gorbe AY pontjiban vont érinté vetité sikja metszi a
@ gombfeliiletet egy korvonal mentén, a mely gérbénkkel, a gor-
biileti sik stationarius volta kiovetkeztében, harmadrendii érint-
kezésben van. E kor ellipszis alaka elsé projekezioja ugyanoly
érintkezésben van gorbénk elsé projekeziojaval és ennek gorbii-
leti sugara adja gorbénk gorbiileti sugarit is.

Ha ¢ a kor sikjanak hajlisat jelzi (I tibla), A} oly ellipszis
melléktengelyének végpontja, melynek fétengelye a = O"AY,
melléktengelye b = O"A{.cos¢; az A} pont gérbiileti sugarat

megadja tehat az P 0'A! i
b == O 1
b Cos ¢
értéknek  megfelelen, az 0"1"AY haromszog dtfogoja. Nehany
gorbiileti kor ismerete megkonnyiti a gorbe vonal pontos szer-
kesztését és igy czélszerti ezen eljiras a gorbe sorozat 6sszes ele-
meire nézve ismételni.
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A fokhidlozat merididnjainak szerkesztésénél két esetet kell
megkiilonboztetniink, a szerint, a mint a meridianok vetité kip-
sorozatanak kézos szimmetrdlis sikja van, vagy nines. Ha a kap-
sorozatnak szimmetrilis sikja van, ez a (0 kiillonleges helyzeté-
nél fogva csak II;-re meroleges lehet. Egy vele parhuzamos fek-
vésii sikot harmadik projekezio lapnak vilasztva (I. tabla), a
meridiinoknak megfelelé spheerikus ktipszeletsor harmadik pro-
jekezioja oly konezentrikus hiperbolakbol allo kapszeletsor, mely-
nek két kozos pontja és egy kozos aszimptotaja van. E sor egye-
nes parokka elfajult elemparjinak megfelel a @ felilet két leg-
nagyobb kore — a kozos cziklikus iv és a kozos pontokon at
vezetett diametralmetszet — és két mellékkore, mely utobbiak
11, sikkal piarhuzamosak.

A parhuzamos koroknek megfelelé gorberendszer szerkeszté-
sére adott modszer alkalmazisa szolgaltatja e gorbe sorozat elsé
projekezioit és a projekezio kozos szimmetrdlisan fekvé pontok
gorbiileti sugarait.

Ha a vetité kipok sorozatinak kozos szimmetralis sikja nin-
csen (II. tabla), legezélszeribb az I gombfelillet meridianjainak
masodik projekezioil megszerkeszleni és ezeknek, a parhuzamos
korrendszerrel valé metszéspontjait (-bol az elébb nyert kip-
szeletsor masodik projekezigjara vetiteni. Az igy nyert pontsoro-
zatok megfelelé pontjainak folytonos gorbékkel valdo osszekotte-
tése adja a meridianoknak megfelelé spheerikus kapszeletsor
masodik projekeziojat, mely negyedrendii giorbékbdél dll. Ezen
sorozatban van -—— az elfajult elemtdl eltekintve — egy oly sphee-
rikus ktipszelet, melynek pontjai a /1, sikra nézve szimmetriku-
sak és ennek masodik projekezioja a 1 ()7 hiperbola. A meridiin
gorbék elsé projekezigja pontonkinti szerkesztésének mi sem
allja atjat, de a P{Q) kézos pontpar gorbiileti sugarai esakis a
Il,-hoz szimmelrikus fekvésii gorbére nyerhetok. Ezen negyed-
rendii sikgorbékbol allo gorbe sorozat barmely elemének orth.
szimmentralisat (0'Sgy, O'S)q) adja azon sugir, mely az O’ pon-
tot, az elemnek megfeleld stereografikus projekezio kozéppontji-
val dsszekati. Szépréthy Béla.



Il. tabla.
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1. Ertelmezések. Legyen @ valamely n-edfokn algebrai szam-
test. A szdamtest fogalmat, valamint a Depekinp-féle modulus-
elmélet alaptételeit itt ismereteseknek teszem fel. A szamoknak
valamely o rendszere rendet alkot, ha:

@) o oly modulus, melynek bdzisa egyszersmind £-nak is
bizisa ;

b) o tartalmazza 1-et;

¢) az o rendszer két szamanak szorzata ismét a rendszerbe
tartozik. g

Valamely a rendszer idedlt alkot, ha:

A) o tartalmazza a 6sszes szamait ;

B) a modulust alkot ;

() Az a valamely szdminak és egy tetszéleges o-beli szamnak
szorzata ismét a rendszerbe tartozik.

Az itt adott fogalom kiilonbozik a Depexinp-féle rendbeli idedl-
tol. (V. 6. Uber die Anzahl der Idealclassen etc. § 4). Mindketto
azonban a kozonséges ideal dltaldnositasa; a melyre vissza-
tériink, ha az alapul vett rend a szimlest Osszes egész szamai-
bol all.

Az A) és () feltételeket a modulus-elmélet jelzéseivel igy
irhatjuk:

a>o0 (4), oa>a (Q).
2. Segedtetelek. 1. Ha a valamely idedl, aklor :

oa = a.

Ugyanis () és b) szerint
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oa>a, a>oa
és igy
DR = a5
Mivel 0 maga is idedl, lesz:
a2 )= 1, - D= D0 =100 =0, 2%
és altaldban, ha ¢ pozitiv egész szam
D&=—"0.
II. Ha a és b idedlok, akkor szorzatul: is idedl és
ab>a, ab>D.
El6szor is két modulus szorzata ismét modulus, tovabba
ab >0, o(ab) = (0a)b = ab
tehat ab idedl. De még b > o és igy () szerint
ab >a
hasonloképen
ab > b.
I1I. Ha a és b idedlok, aklor az
9=
eqyenletbol kovetlezilk :
=Dy =
Ugyanis 1I. szerint

D=-qab=q, “pi—rpbi=>'h
azonban
@05 “bh=1

a mibdl a tétel kovetkezik.
IV. Ha a, b, ¢ tetszdleges modulusok, akkor
(a4+b) ¢ = ac4-be.

A modulus-elmélet ismeretes tétele. Az a+0 modulus az a, b
modulusok legnagyobb kozos osztoja. Speczialis esetben, ha a>D,

lesz
a+b=0

et
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V. Ha a és bidedlok, akkor legnagyobb Lizis osztojuk is idedl,

Ugyanis a+Db eleget tesz az A), B), () feltételeknek. Két ideal
egymédshoz képest relativ prim, ha legnagyobb kézés osztojuk o.
Valamely ideidl primidedl, ha o-t6l kiilonbozik és dsszes idealosztoi
0 és 6nmaga. Mivel

a>a-+b, b>a-+0b

kimondhatjuk, hogy valamely ideal egy primideillal vagy oszthato,
vagy pedig relativ prim hozza képest.

VI. Minden idedl oly modulus, melynek bazisa Q-nak ls basisa.

Ugyanis minden ideal tartalmaz () szerint 1 egymastol linedri- :
san fiiggetlen szamot.

3. Valamely o rendben az idedlok sajitsagos viselkedést tanu-
sitanak. Nevezetesen Depekinp* kimutatta, hogy ha a ¢és 0
idedlok, toviabba a>b, akkor altalaban nines oly ¢ idedl, a melyre
nezve

a = be.

A kovetkez6 czikkben tiizetesebben foglalkozom ezekkel az
idealokkal. A levezetendd tételek koziil kettét itt is ki akarok
emelni.

a) Ha valamely idedl primidedlol: szorzatdra bonthaté fel,
akkor ez lényegében csalk eqyfélelép tarténhelil:.

b) Valamely idedl dltaldban nem bonthatd fel primidedlol
szorzaldra.

4. 1. Ha a, b, ¢ idedlok, akkor az

ab > ac
eqyenldtlenséqbil lovetlezil: :
b8 Se
Legyenek az idealok bazisai :

&= [al, Ay « - vy Onls = ':.31, ;32, ceey :'9;:,‘, (= [7’1, Ay e ,rn:l

* DEpEKIND : Sur la théorie des nombres entiers alg. § 23. Uber die
Anzahl der Idealclassen etc. § 4.
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6s legyenek By, Ba, - - -, Bn a b idedl tetszoleges szamai. Ekkor

Biai = (ay @i+ FanTin) (riya+-+rnrin)
(3=13 85 s o 5 13)
vagy rendezve

., n n
Biai = ay Jriyu®u—t -+ I3 reYiain
k=1 k=1
a hol az @y, yi. szamok raczionalis egész szamok, tehat

Biai = ajrittasrat- - tanyin (1)

(i=1,2, s ¢ .y 1)

a hol a yi szamok a ¢ idedl szamai. Az (1) egyenletrendszerb6l
elimindczio altal lesz:

(0,1
{14

N

| 37'1;[9;'—2‘1'1:1‘ = (), O =
(i, k=1, 00091

A determindans Kkifejtése oly polynomot ad, a melynek elso
tagja a 3,8, - . B, szorzat, mig a tobbi tagok az 1. alattiak szerint
ugy foghatok fel, hogy azok valamely i szamnak szorzatai o-beli
szamokkal. S igy ugyancsak az 1. alattiak szerint a ¢ idedl tartal-
mazza a 3Py ... Bn szorzatot. Amde 0" ilyen szorzatokbol és
ezek Osszegébol all, tehat

hi% = cl

Corollarium.* Az ab = a eyyenletbal Lovetkezik b = o.

Ugyanis
Gi= aD;==iab
és igy
pE—ish
azonban
b>o,
tehat
bi=="0.

I1. Ha b, ¢ relativ primidedlolk: és ab > c, allor a> c.
A bebizonyitasnal a 2. alatti tételeket hasznaljuk fel. El6szor is

* Hurwirz: Zur Theorie der alg. Zahlen. Gottinger Nachr. 1895, p. 328,
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b+c=0
és igy
a(b+4c)=ab + ac =ova=a.
Azonban
ab>¢,  acs>ic
és igy

=ab 4+ ac >«

1. Ha a lelszéleges idedl és vy, vy, . .5 V1, Vi, . .. primided-
lok, akkor az
; ayYp... Y = aYYa ... Y (2

egyenletbdl kovetkezik r=s és (hacsak a jelolést alkalmasan
vdlasztottul) : v; = v;. :
A (2) egyenlethol I. szerint
1Y2---9)"=0007 ... 0" >Pi10s... 7,
¢és igy a 2. alaltiak szerint
0 R e
de ebbdl a 2. alattiak és 1. szerint pl.
Yy = Vi

Mivel most mdr a (2) egyenletben ay, = ayj, hasonlé modon
kovetkeztetheliink toviabb. Még esak azt kell kimutatni, hogy
7 = s. Tegyiik fel, hogy » < s, akkor lenne

Y=
(=120 o 00’1
és az : :
aY1Yg. .- Y =(@V1Y2... V) Yrs1...Ys

egyenlethdl az I. corollariuma szerint lenne

Dred s oo Bs =0
vagyis a 2. alattiak szerint
Yrit Sore =1, =0
a mi ki van zarva. Igy tehiat » = s, hasonlokép s =1, vagyis 1r=s.
Speczidlis esel. Ha a = o, akkor a 3a. tételt kapjuk.
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IV. Ha az a, b idedlok primidedlok szorzatdra bonthatél és
a > b, alikoreqy és csak eqy oly ¢ idedll taldlni lehel, a mely ki-
elégiti az a = be eqyenletet.

Az elézokkel analog modon taliljuk, hogy:

Q= N Mg 31t - Dplrst « » -+ Vs
b=19...9,

és mivel a 2. alattiak szerint
= I)l‘+1l)l‘+2 = (o3 1s, !/\'

idedl, lesz a = bc. Ha e tételt a 3. alattiakkal egybevetjiik, kapjuk
a 3b. tételt.
V. Ha a, by, b, tetszés szerinti idedlok, akkor az

at+b =9 a4b=0
eqyenletel:bél kivetlezil: :
a + 0,6, =o.
A 2. alatti tételeket hasznaljuk fel. A premissikbol
b, (a+0,) = aby+0,06, = b0 = b,.
Adjuk ezen egyenlet mindkét oldalihoz a-t, lesz

a+aby + b0y =a 4 by = v
vagy még tovabb
a+aby,+0,0, = ao+aby+ 0,0, =
= a (04 0,4 0,6, = ao+0,b, = a+0,b, = o.

VI. Ha a tetszdleges idedl és ay, 0q, ..., a, az 0-tdl kilinbizé
relativ primidedlok, aklkor az
aafrage . . . a%r = aafiag. .. a’r (3)
eqyenletbol kovetlezil: :
ep = ¢

(i=1,2,...,7)

Tegyiik fel, hogy pl.
eyi="rer -1l 1 =50
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volna, akkor
el ap.at
a;r = ag;a;

és igy a (3) egyenlethdl kovetkeznék I. szerint
ool . .. o0 > alad, ., 4% > 6y
tehat a 2. alattiak szerint lenne
(132“’2(1;"3 STee (I;?er + a1 == al .
Azonban V. szerint
az°sags. ..o +a; =0
a mibdl

a mit kizartunk. Tehat ¢; = e}.

VIL. Ha az a idedl primtényezdkre bontott alakja

a=199ge... 00

223

akkor a vi primidedlnak legmagasabb hatvdnya, melylyel a 0szt-

hatd, az e;-dik.
Elgszor is a 2. alattiak szerint

(155 I)::ii, (li = €i.
Tegyiik fel méar most, hogy
a>l)$%) e’::':ei-i"ty t>07

akkor V. és II.-b6l kovetkeznék

Y > ygitt
azonban

Y5t >yl
és igy lenne

Y = Yfin;

a mibél I. corollariuma szerint

l)t.=[),

Mathematikai és Physikai Lapok. X.

16
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tehat a 2. alattiak szerint
i =0,

a mi helytelen. E tételbol is kovetkezik, hogy egy idedl tobbféle-
kép nem bonthato fel primidedlok szorzatdra. A tétel megtartja
érvényességét, ha a v; idedlokrol csak azt teszsziik fel, hogy o-tol
kiilénbo6zo6 relativ primidedlok.

6. Ha az alapul vett o rend 6sszeesik a szamtest dsszes egész
szamaival, akkor tudjuk, hogy :

a) «Minden idedl primidedlok szorzatdra bonthatoy.

b) «Egy idedl nem bonthatd fel tabbfélekép primidedlok szor-
zatdaranr.

Az el6z6k utan kimondhatjuk, hogy mig az ) tétel figg attol,
hogy o az Osszes egész szamokat tartalmazza, addig a b) tétel
attol fiiggetlen ; ki akarjuk azonban emelni, hogy itt a primideal-
nak Depekinp-féle definicziojat haszndaltuk.

Bauver Mihdly.




A GORBE FELULETEK ELMELETEHEZ.

«A térbeli gorbék elméletéhez» czim alatt kozoltem e lapok
hasdbjain annak a tételnek az analitikai bebizonyitasat, mely
szerint valamely térbeli gérbe simulo sikjaitol beburkolt kifejt-
hetd feliiletnek visszatéré éle maga a megadott térbeli gérhe.*
A bebizonyitds alapvondsait -— mint az jelezve is volt — Ranos
GuszTAv tandr Gr a mtiegyetemen annak idején tartott mathema-
tikai gyakorlatokban kozolte. Minthogy bizonyos tekintetben
analog tétellel a feliiletek elméletében is talilkozunk, legyen sza-
bad annak analitikai bebizonyitdsat az elobbi tétel bebizonyita-
sdban kovetett eljardas szerint az aldabbiakban k6z6lnom.

A gorbe feliiletekre vonatkozo tétel a kovetkezd :

Valamely gorbe felilet érintdsikjaitol beburkolt gérbe feliilet
maga a megadott gorbe felitlet.

A

P u,v)=Au,v) &+ Bu,v)y+ Cu,v)¢+ Du,v) =0

egyenlet, melyben A, B és (Caz u, v parameterek fiiggvényei és
£, 3, ¢ valamely pont harom koordinatajat képviseli, az u és v
minden értékénél egy-egy sikot hatdaroz meg. E sikok Gsszesége
gorbe feliiletet burkol be, a mely a kévetkezo egyenletekbél nyer-
het6:

? u,v)=A¢ + By +C¢ +D =0

O (u,v)= A+ B+ CL+ D, =0

Dy (u,v) = Agf + By + Col + Dy= 0.

hol 1 index-szel az w szerint vett, 2 indexszel a v szerint vett
parczialis differenczialhanyadost jeloljik. A késébb el6fordulo

* Math. és Phys. lapok IV. évfolyam 193. old.
16%
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masodik differenczidlhdinyadosokat a megfelelé két index-szel
jeloljik.

Ebbdl az egyenletrendszerbdl a &, 7, € koordinatakat mint két
parameternek, u-nak és v-nek figgvényeit kapjuk, azaz

E=pu,v), 3=9¢'0n,v), {=¢' u,v)

s ezek a gorbe feliilet pontjainak koordinatai.

Ennek elérebocsatdsa utin attérhetiink a kimondott tétel be-
bizonyitasara.

Legyenek a feliilet parameteres egyenletrendszere :

x=fuv), y=[f'(wv), z=f"u,v). (1)
E feliilet (x,y, 2) pontjaban a gorbiilet mértéke Gauss* sze-
rint :
o DD'—D"
T (A2 B3P
hol
| L4y Yu1 2 (X9 Yso 21| | Lag Yoo %o
pf Y H 3 D'= l-’ﬁ o & D=2y % |
3 Ly Yo 329 | T Yo 2 Ly Y2 2
eS N 1
A:]?h %y ; If=£:1x'1; (;___"’51111 ,
Y2 Za| | Zg g | Lg Yo

Latni valo, hogy gorbe feliilet esetében, midén ugyanis a gérbii-
let nem lehet azonosan zérus, a

DD
A% DS

determindns sem lehet azonosan zérus.
A feliilet valamely pontjahoz tartozo érintésik egyenlete :

O, v) = A (E—a) + Bp—y) + C({—2) 0,5

* (AUss-SzUARTO : A feliiletek altalanos elmélete. 22. oldal.
** JoACHIMSTHAL: Anwendungen der Diff.- und Integralrechnung sth.
76, §. 147. 1. .
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hol A, B, G-nek a gorbiilet kifejezésében eléfordulo értékei van-
nak. Ezektél az érintésikoktol beburkolt gorbe feliilet pontjainak
koordinatait pedig a
(D == 0, ¢1= O, ¢Q: O k?)
egyenletrendszer £, 7,  szerinti megoldasa szolgaltatja.
Képezziik tehat a @ és @, kifejezéseket:

¢1=A1 (5—-’1/)+B1 n—y+ (:1 (:_Z)’*(Ax1+BZ/1+CZ1)’
s minthogy

Xy Yy
Ax,+By,+Cz= |x; Y,
Lo Yo

azért
O,=A4,(¢§—2)+ Bi(g—y) + (;({—2)

és hasonloképen
Oy=4,(6—2) + By (7—y) + CaC—2).
A (2) alatti egyenletrendszer tehat a kévetkezé alakot 6l1ti:

AE—2+B @G—y+CCE—2=0
Ay (§—a)+ By (p—y) + G,((—2) =0 (2a)
Ay (§—2) + By(p—y) + (3(—2) =0

hol
Y11 A Y1 % | Y10 %19 Y1 %
A1 = " ‘J[' 1) 5 AQ —_— l + )
Ya 29 Y12 219 [ Ya Zg Yaa %o
211 g 2 X | 219 X49 2 %
B1: % + > ; ];2= + :
%9 Xy 219 Y19 %y Xy %99 Yg9
s L11 Y1 Ly Yi | (. — | %12 Yo Ty Y1
-l . + ’ AP -5+ 4 + §
Ly Ya L9 Y19 Ly Yo Laa2 Yoo

Ha mér most sikeriil kimutatni, hogy a (2a) alatti (§—x),
(p—1), ({—2) ismeretlenekre nézve homogén linear egyenlet-

rendszer
AR

I

R=

L

A, B,
A, B

g |
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determindnsa nem azonosan zérus, gy annak egyetlen meg-
oldasa
§—x=0, »p—y=0, {—2z=0,
vagyis az érintd sikoktol beburkolt gorbe feliilet pontjai az adott
gorbe feliilet pontjaival azonosak.
De a legnagyobb kénnytiséggel kimutathatjuk, hogy

R=47F

Ugyanis 7
{ A5 B G (AR,
R=———+——|4, B, C Py Y
xA+4yB+zC |71 1 1 ¥k
A Ay By Gof | %3 Yo

-

N N W
I

2

1 2A +yB +2C  xA +y,B +2,C 2,4 +yB +2,C

TAFyBt2C wAi+yBi+20 @Aty Bit2,0) 24, +yaByt2,0

xAg+yByt2C, x Ag+y Bot2,0y XoAo+1YaBa+2,05 | .

Minthogy az els6 sor masodik és harmadik eleme azonosan zé-
rus, az elsé sor (xA-+yB-+20)-vel oszthato és igy:

£s 2y Ay +y Byi+2.C; A +yoBi+2,0,

e @y dg+y Byt2,Cy  wada+yaBat2,l, |-
Mar most
Ly Y1 % Ly Y1 %
2ty Bi+2.06= | @y Yy 2|+ |2 Y1 72 |=— D0,
Ly Ya 322 Z12 Y12 %19
Za Ya 2 Lo Ya 29
Lo+ Yo By+200h= | T4y Y4y 24|+ | %y Yy 2 |=0— D),
Lo Yo Zo T1g Y12 210
Ty Y1 % Ty Y1 %
ZoAg+ 1 Bat21Co= | Tyg Yy 20|+ |2y Y1 % |=— D'+ 0,
Xg Yo 29 Loy Yoo Zoa
Ly Ya 329 Xy Ya %
Zolgt+YaBat2.00=| %19 Y19 20|+ |®1 Yy 2% |=0—D",
Ly Yo 2 Log Yoz Zoa

* Bavrzer : Theorie und Anwendung der Determinanten 12. §. 142. old.
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minek kovetkeztében
—D =D 5

R= B pe |

Es minthogy gorbe feliileteknél 4 nem lehet azonosan zérus a
(2a) alatti egyenletrendszer egyetlen megolddsa a

E=x=fuv); p=y=f(wv); {=zf"W,v)

és igy csakugyan, a mint bebizonyitando volt, az érintésikoktol
beburkolt gorbe felillet azonos az adott gorbe feliilettel.

Privorszky Alajos.



AZ ELEKTROMOS HULLAMOK TERJEDESE ES
ELNYELETESE.

Ha az elektromos hullamok terjedésérél és elnyeletésérsl aka-
runk szolani, oly kérdések tarulnak elénk, melyekre a hatdrozott
feleletet csakis a kisérletezéssel adhatjuk meg.

Ily kérdések : Vajjon azokon a testeken, melyeknek nagy az
aramvezetd képességiik, ugy halad-e a hullam, mint a szigetel6-
kon ; vajjon az aramot és az elektromos hullaimokat vezeté testek
atbocsdatjak-e magukon az elektromos hullamokat, mint a szi-
geteldk, vagy pedig elnyelik; és elnyelé képességiik fiigg-e, mas
tényezokon kiviil, a hullimok hosszatol is.

Altalaban azt tartjak, minél nagyobb valamely test dramvezeto
képessége, annal nagyobb hullimelnyel6 képessége is; igy a
fémeken, elektrolytiken, mint jo dramvezetékon, nem halad at
az elektromos hullam, a szigetel6 anyagokon igen. A tiszta
viznek azonban — bdr aramvezeté képessége igen kicsiny:
7.9.1075 [em~! sec], — hullamelnyel6 képessége igen nagy; a
viz és kiviile még mas folyadék is, nagyobb mértékben nyeli el a
kisebb, mint a hosszabb elektromos hullamokat. Azt is &llitjak,
hogy két, egymdstol nem nagy tdvolsidghan fekvé pont kozt, az
aramvezeto testek feliiletén halado hullamok intenzivebbek, mint
a szigetel6kén pl. a levegén, petroleumon keresztiilmendék.

A testek ilynemiti tulajdonsdgainak a kimutatdsdira, szoval a
felvetett kérdéseknek kisérlettel valo eldontésére szerkesztettem
egy érzékeny, demonstralo késziiléket, melylyel ezenkiviil még a
Hertz-féle kisérletet is be lehet mutatni.

A hullamadé egy Righi-féle oszezillator. A hullamfelfogo ké-
sziilék 10 em. atméréjli, s 3 cm. magassigi horgany-henger; e
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henger alapjaba 3 6lomkibel megy, e kabelek kozil a két szélsé
érzékeny koherert tart a hengerben; a harmadik kabel pedig a
koherer végeire, vagy kozepére kapesolhato. A koherert tarto két
kabel rézmagva a fémmel beburkolt tikrés galvanométerbe, in-
A harmadik kabel, hogy rézmagva a jeladotol jovo elektromos
hullamokat a kohererbe vezesse, a koherer egyik végével all 6sz-
szekottetésben ; maga a koherert tarto horganyhenger éllandéan
egy reaill6 — 3 cm. magassdgii — horgany-fodével van befodve.
Hogy a hullaim barmely halmazallapoti testen, illetve feliiletén
keresztiil menve, a harmadik, a kozéps6 kabel bels vezetojét
érje, e kozéps6 kdbelre 30 cm. hosszi és 0'8 cm. széles tiveg-
csovet tettem a kovetkezé berendezéssel. Az tiveges6be 4 em.-nyi
magassagban platina-sodfonynyal ellitott platina-lemezt forrasz-
tattam, a platina-sodronyt 6sszeforrasztottam a kdabel belsé mag-
vaval, e kabelt aztin gummidugoval a platina-lemez ald dugtam ;
e részét az livegesonek pedig vastag staniollemezzel vettem szo-
rosan korill. E staniollemez a platinalemezzel majdnem egy ma-
gassagu, legfeljebb /2 mm.-rel magasabb. Ugyanez a staniollemez
az livegeso aljat és e kabel kiilsé boritékat oly jol fedi, hogy az
elektromos hullam ily berendezés mellett a kiilonben is fémmel
fedett koherer ellendlldsat nem képes megvéltoztatni, még akkor
sem, ha a hullamokat az iivegesd, vagy a koherer tészomszédsé-
gdban keltjik. De, ha e csébe drotot, elektrolytet, vagy tiszta
vizet tesziink, a hullim hatisara a fémmel fodott koherer ellen-
alldsa megkisebbedik, a galvanométer tije kitér. A fémnél, elek-
trolytnél, a koherer a nagy tavolsdgbol jové hullamok irant is
érzékeny, mig a tiszta viznél e tavolsig ugyanazon kérilmények
kozt csak néhany méter lehet.

E késziilékkel kimutathatoé :

1. A aramvezets teslek: fémek, elektrolytek az elektromos
hullamokat is elvezetik a kohererhez, mert ha e testeket a kabel
utjan a kohererrel érintkez6 tivegesGhe tessziik, a fémfodovel
zart koherer ellendllisa megkisebbedik, a galvanométer tiije
kitér; mig e testek nélkiil a hullamkeltéskor a tii meg se mozdul.
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Ugyanezt a tulajdonsdgot mutatja a tiszta viz is, de a kitérés
ugyanazon tavolsig mellett mdr kisebb; a kitérést altalaban
nagyobbithatjuk a betett fém hosszdval és a folyadékoszlop ma-
gassaganak a nagyobbitdsdval.

2. A rossz vezetok, szigetelok, pl. a szaraz levegd, az iiveg, a
petroleum, a tiszta alkohol, az @ther, a benzol, az anilin, a szén-
kéneg, a parafinolaj, a glycerin az iiveges6ben nem vezetik az elek-
tromos hullamokat a kdbelen keresztiil a kohererhez, mert a ti
nem tér ki a hullamkeltéskor ; valami kis kitérés esak akkor mu-
tatkozik, ha a kisiit6 a szigetel6tél 1 —2 cm.-nyi tavolsaghan van.

3. Ha ez tivegesovet egy masik iivegesovel vessziik koriil — a
ketto kozt a tavolsag 0°6 cm. — és a belsé csébe is, meg a kiilsé
csobe is jo vezeté folyadékot ontiink, elektrolytet, a ti a hullamra
nem tér ki; ezt észleljiik a tiszta vizzel is. Nem tér ki a tii a hul-
lamra akkor sem, ha a bels6 c¢sébe fémdrotot, kiilsg feliiletére
pedig staniollemezt tesziink. De ha a kiilsé cs6be elszigeteld
folyadékot, a belsobe pedig aramvezetd testet tesziink, a tiia
hullamra kitér. Azok a testek tehat, melyek az dramot és az
elektromos hullamokat vezetik, énmagukon nem bocsatjak at a
hullamokat; a szigetel6ék nem vezetnek, de dthocsatjak a hulla-
mokat.

A kitérést fokozhatjuk azzal, ha a kohererrel érintkezé belsé
tiveges6 kiilsoé feliiletére rdaill6 staniol-hengert tesziink s a platina-
lemez és e fémboriték kézt 1 mm.-nyi szabad helyet hagyunk.

*

A fémreszelék a vezetés és elnyelés tekintetében is eltér a jo
vezetdtestek tulajdonsdgaitol. Ha ugyanis a kohererrel érintkezd
iveges6be aluminium, vagy nickel reszeléket tesziink, a koherer
ellenallasa a hullamkeltéskor megkisebbedik, a ti kitér ; de ha a
kiils6 tivegesébe is — mely a belsé tiveges6tél 2 em.-nyi tavol-
sdghan all — szintén e fémek reszelékeit tessziik, a tii a hullam
hatasdra még erésebben tér ki; a fémreszelék tehit vezeti is, at
is bocsatja a hullamokat. Minél erésebben szoritjuk Ossze a
reszelékeket, a kitérés annal nagyobb. Megjegyzem, hogy ugyan-
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azon koriilmények kozt, a nickelreszeléknél a kitérés mindig
nagyobb, mint az aluminiumnal.

A kilonb6z6 hosszisdagu hullimokra vonatkozd kisérletezé-
sem — a tiszta vizet kivéve — folyamatban van.

A koherer ellenallasvaltozasa a folvékony
leveg6ben.

Ugyanazon késziilékkel, melylyel a kiilonbéz6 anyagok elnyels-
képességét ki lehet mutatni, a folyékony levegére is tettem kisér-
letet.

A folyékony leveg6t a belsé csébe ontottik; az elektromos
hullamok nem idéztek el ellendllas-kisebbedést, a tii nem tért
ki; tehat a levegé folyékony allapothban is megtartja szigetels
természetét.

Ugyanekkor az elektromos hullaimok hatisa alatt az ellenalla-
sdban médr megkisebbedett koherert 6vatosan a folyékony levegéhe
tettiik, hogy meggy6zodjem arrol az igazsagrol, mit Aschkinass
kétségbe vont, hogy a nagy hideg, ép ugy, mint a nagy meleg,
vagy mechanikai iités visszaadja a koherernek eredeti nagy ellen-
allasat.

Alig, hogy a koherer a folyékony levegovel érintkezett,
mar is visszetért a galvanométer tiije, a koherer ellenalldsa meg-
nagyobbodott. E kisérletet aczél-, nickel, réz- és eziist reszelékkel
tobbszor ismételtem, a kisérlet mindig ugyanazt a jelenséget
mutatta.

Ezutan a még ellenallisaban meg nem valtozott koherert tet-
tem a folyékony levegébe és csak néhdny percz mulva keltettem
az elektromos hullimokat, a tii azonnal kitért, a koherer ellen-
allasa csak ugy megkisebbedett, mint a szoba homérsékleténél ;
de onmagatol, jobban mondva razas nélkiil most mar nem tért
vissza, mert olyan volt hémeérséklete, mint a folyékony levegdé ;
egy kis razéas azonban elegendd volt, hogy a tii visszatérjen. Al-
lando homérséklet mellett tehat a koherer egyformin viselkedik,
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legyen az a hémérséklet barmilyen nagy, vagy barmilyen ala-
csony.
x
E helyiitt is halds koszonetemet nyilvinitom ngys. Schuller
Alajos miiegyetemi tanar rnak szivességeért és jo tandcsaiért,
6 is tette lehetévé, hogy folyékony levegdvel kisérletezhettem.

Kdroly Irén.




A FOLDALKALISZULFIDOK FOSZFORESZCZENCZIAJA.
(Masodik kozlemény.)

De ezzel megmagyarazhatjuk azt is, hogy miért nem ad a Mn
foszforeszezencziat a SriS-ban és BaS-ban? Nézziikk elébb, hogy
mennyivel tolodik el egy sdv maximuma a vorés felé, ha a leg-
ritkabb CasS helyett a stirtibb SrS-t veszsziik. A VIIL és IX. tab,
elsé két soranak osszehasonlitdsabol kideril, hogy kb. 30.10—%
mm.-rel. E szerint a SrS+ Mn maximuménak a 611.10=% mm. (a
CaS-+Mn savja) + 30.10—6 mm. helyen, azaz a 641.10~% mm. he-
lyen kellene fekiidnie, holott a SrS-okndl a sav rendesen csak
617.10—¢ mm. és 604.10—¢ mm.-nél kezdédik. Epen ugy kiadodik,
hogy a BaS+ Mn sav maximuménak kb. a 741.10—¢ mm. helyen
kellene fekiidnie, mely mar a voros és infravoros hataran van, a
meddig a foszforeszczencziaszinképek sohasem terjednek.

De a fenti torvényszertiség még arrol is ad felvilagositast, hogy
miért foszforeszkdlnak épen a szulfidok a legerésebben és nem a
szelenidok és telluridok, holott a szelén és tellur ugyanabba a
csoportba tartozik mint a kén? Hogy némely szelenidok — ha-
bar sokkal gyengébb mértékben — szintén foszforeszkdlnak, az
kitiinik Becouerer! és tijabban Arvorp W.?kisérleteibdl. Az utob-
binak csak igen gyengén vilagité szelenidokat és telluridokat si-
keriilt el6dllitania, melyek fokép csak kathodoluminiszezenczidt
mutattak.

Hasonlitsuk 6ssze a kén, szelen és tellur molekulasulydt:

kén m. s = 63-96, szelén m. s = 15800, tellur m. s = 250°00,

1 La lumiéere sth. I. k. 242. l.-on egy stroncziumszelenidrél van szé.
2 Wiep. An. 61. 313. 1897.
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a kénmel: a stiriisége a leglisebl lévén, a szulfidok stirisége is
kisebb mint a szelenidoké és telluridoké és igy sokkal jobb oldd-
szerek, minl az utobbiak.

A savok 6sszetorlodasa a stroncziumszulfidban és még eréseb-
ben a bariumszulfidban, valészintileg szintén abban talalja ma-
gyarazatat, hogy ugyanazon fémek savjainak maximumai a stiriibb
oldoszerben kazelebb fekiisznel eqymdshoz.

Az oldott anyag befolyasa a foszforeszczencziara.

A kovetkezékben osszehasonlitjuk tobb fém foszforeszezenczia-
Jjat egy és ugyanabban az oldészerben, annak kideritésére, hogy
létezik-e valamilyen osszefiiggés a foszforeszezencziafény toré-
kenysége és az illet6 fém molekulasulya kozott :

XI. tablazat.

0ldé- Bi (m. s. = 415:00) Cu (m. s, = 126-36) i Mn (m. s. = 109-60)
szer foszf. 3
Skl sdv max.

i

—6 —6 —0f
CaS |kékesibolya| A=447.10 mm| kékeszold =511.10mm| sérga ’}.:611.10mm

foszf. szine | sy max. “ foszf. szine ; S&v max.
|

—6 : =8

SrS |kékeszold | A—=487.10mm| sérgdszold ’ 2=530.10mm| — —

—6
BasS |sirgiszold | A=590.10mm| sirgisvoros | A=647.10mm/ — ==

Az itt felsorolt és Osszehasonlitott szulfidoknal a foszforesz-
czencziafény annal torékenyebb (és a savok maximuma anndl ta-
volabb fekszik a szinkép vorés végétsl), minél nagyobb az illets
fém molekulasulya. Ez az 0sszefiiggés azonban alig tekinthetd

térvényszerliségnek, mert a gyengébb -— és még bévebben meg
nem vizsgilt — foszforok egynémelyike ellentmond ennek az
oOsszefiiggésnek.

Igy pl. a SrS+Sb csak sirga fényt ad, jollehet molekulasilya
nagyobb a rézénél, mely utobbi sargaszold fényt sugaroz ki.

Itt is természetesen nagyobbszamu kisérlet végzends, me-
lyekb6l majd kitiinik, valjoh ez az 0sszefiiggés talin mint szabély
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megallhat, mely alol bizonyos kivételek 1éteznek, vagy hogy vé-
letleniil csak arra a néhany megvizsgalt szulfidra érvényes.

Minden ilyen vagy hasonlé oOsszefiiggés nem volna érvényes
azokra a fémekre, melyek egyaltaliban nem okoznak foszforesz-
czencziat és még a meglévo (mas fémtol eredo) foszforeszezencziat
megrontjak.

Biztosabban csak akkor lehet majd kovetkeztetni az oldott
anyag befolyasara, ha tudjuk, hogy milyen alakban végzik legki-
sebb részecskéi a fénymozgast.!

Ha sikeriil majd 6sszefiiggést megallapitani az oldott anyag
molekulasulya és az dltala kisugarzott fény torékenysége kozott,
akkor azutan segitségiil véve az oldoszer befolyasit kifejez6 ossze-
fiiggést, dssze lehet majd vdlogatni elméleti uton alkalmas oldd-
szerelet és [émekel, melyek erdsen f[oszforeszldlnak, elore meqg-
dllapitvdan a foszforeszczenczia szinél.

A foszforeszczenczia tartama.

BecouereL megvizsgalta keverékfoszforjait utanvilagitasuk tar-
tamdra nézve, a nélkiil hogy sikeriilt volna valami toérvényszeri-
séget megallapitani. A foszforeszkalas intenzitésa és tartama ko-
zott nem mutatkozott 6sszefiiggés.?

A kovetkezo kisérletek tiszta foszforokkal végeztettek.

Ha t6bb foszfor utanvilagitdsa tartaméat és intenzitdsat hason-
litjuk 6ssze, akkor tényleg nem mutatkozik osszefiiggés a fosz-
foreszczenczia tartama és intenzitasa kozott. Miskép dll a dolog
egy és ugyanannal a foszfornal. Mivel a foszforeszczenczia tartama
a fényintenzitas csokkenésének tartama, kovetkezik, hogy a ketté
koz6tt valamilyen — habar nem is egyszerti — 6sszefliggésnek kell
lennie. Az intenzitas befolydsa kiilonosen hosszabb tartami fosz-
foreszezencziaknal érezhetd, ha azokat kiillonbozo erosséggel ger-

* WiepeMANN E. és Scamipr G. C. szerint mint szulfid. Wiep. An. 36.
203. Jegyzet.

? La lumiere sth. 1. k. 244, o.
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jesztjik. Ugyanaz &ll az olyan foszforokra is, melyek kémiai
osszetétele egyforma, de erdsségiik a készités folytan kiilon-
bo6z6.

Mivel rendszerint a tiszta foszforok fényemisszigja anndl inten-
zivebb, minél magasabb hdéfokndl égettettek, kovetkezik, hogy
az utdnvilagitas tartama is annal hosszabb, minél magasabb ho-
foknal (természetesen bizonyos hatarok kozt) tortént az égetés.
Ugyanazt tapasztaltik Wiepemany és Scamint G. C. a szulfatok és
karbonatok foszforeszczenczigjara nézve.

BecquereL a foszforok fényemisszidjanak lefolydisdra nézve a
kovetkezd, empirikusan talalt képletet adja, mely kozelitoleg ké-
pet nyujt az intenzitds és tartam 6sszefliggéséroél :

im(c+t)=c,

hol ¢ az intenzitas, { a tartam, ¢ pedig allando.

Ebbél a képletbdl is latni, hogy mind az, a mi az intenzitast
befolydsolja, egyszersmind a tartamot is valtoztatja.? Ilyen befo-
lyasokrol lesz még sz6 a hé hataséanak targyalasanal.

Ha tobb tiszta foszfor utanvilagitésa tartamathasonlitjuk éssze,
akkor azt tapasztaljuk, hogy az intenzitis igen alarendelt szere-
pet jatszik és azon esetben, ha mindegyik foszfor jol (ha kiilon-
boz6 intenzitassal is) vilagit, akkor egyaltaldban nem is jo te-
kintetbe.

A kovetkezdkben téblazatba van hozva a foszforeszczenczia
szine, tartama és az illet fém molekulasulya (a masodik rovatban
lévo szamok a SrS€-+Bi-ra vonatkoztatott relativ intenzitasokat
jelentik, igy hogy az utana kovetkezé 2-vel, az azutin kovetkezd
3-mal s. i. t. van jelélve.)

! Wiep. An. 56. 214. 1895.

2 Az utanvilagitas tartama mindenesetre osszefiigg a megvilagitas tar-
taméval is (bizonyos hataron alul, mert néhany masodperczen tal nem
latszik befolyassal lenni), de ez szintén kapcsolatos az intenzitassal.
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1. Kaleziumszulfidok :

XII. tablazat.

3 3 R h foszfor.
Foszfor int. | fém m.s. foszfor. szine
\ tartama
CaS+ Bi 2

l 41500 | kékesibolya 6 hét
12636 | kékeszold 40 ora
10960

CaS-+Cu
CaS+Mn

w

sdrga 16. 20 p.

2. Stroneziumszulfidok :

XIII. tablazat.

Foszfor int. i fem m. s. ‘ foszfor, szine i
‘i I tartama
SrS +Bi 1 | 41500 | kékeszold | 5 hét
SrS--Cu 3 | 12636 | zold | 36 6ra
SrS+Mn — ‘ 109:60 | — ‘ —
3. Bariumszulfidok :
XIV. tablazat.
| f >
Foszlor int. " fém m. s. ‘ foszfor. szine [;_S‘zl:;
BaS+Bi | 4 | 41500 | sirgdszold | 14 ora
BaS-+Cu 3 12636 | pardzsvoros | 13 ora
BaS+Mn | — | 10960 A3 £
\

Ezekbél lathato, hogy a megvizsgalt foszforoknal :
I. az intenzitdsnalk nincs befolydsa az utdnvildgitds tarta-
marda,*

! t. i. tobb foszfor utanvilagitastartamanak 6sszehasonlitasanal.

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 1%
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IL. az utdnvildgitds tartama filgg az illetd feloldott fémitdl és
pedig anndl nagyobb, minél nagyobb a molekulasilya,

1. az utdnvildgitds tartama figg az olddszer stiriséqétol és
pedig anndl hosszabb, minél rithabb az olddszer.

Ezen tételeknek altalanos érvényességére vonatkozolag termé-
szetesen nagyobbszamu kisérletek végzendok.

A foszforeszczenczia szine és tartama kozott mutatkozo sza-
balyszeriiség csak azon esetben volna Osszefiiggésnek mondhato,
ha a foszforeszezencziafény torékenysége és az illeté fém mole-
kulastilya kozott olyatén osszefiiggés létezne, mint a milyent a
megvizsgalt foszforoknak legnagyobb része mutat, ha az alul mar
kivételek nem konstataltattak volna.

A TII. megegyezésben van azzal, a mit a barinmszulfidokrol fen-
tebb mondottunk, hogy t. i. az 6sszes szulfidok kozott a leggyen-
gébben vilagitanak. Ugy latszik, hogy a bariumszulfid nagy stirii-
ségénél fogva a benne véghez men6 fénymozgast a legerésebben
akaddlyozza.

A TI. és IMI-bol kovetkezik, hogy a SiS-+ Mnr-nak rovidebb ideig
kellene vilagitania, mint a CaS+ Mnr-nak (mely maga is csak rovid
ideig vilagit) és a BaS-+Mn-nak még rovidebb ideig mint a
SrS-+ Mn-nak. Ha az oldoszer befolyasat tekintjiikk az utéanvilagi-
tds tartamdra, valoszint, hogy a SrS-+Mn-nak csak igen kis tar-
tamu, a BaS+ Mn-nak pedig egyataliban nem felel meg foszforesz-
czenczia.l

A foszforok kiilonbozé utanviligitastartamdval néhany érdekes
szinjelenség fiigg 6ssze, melyet a Becquerer-féle — és altalaban a
keverék — foszforok mutatnak. A keverékfoszforok legnagyobb
része utanvilagitasuk kézben més szint mutat, mint kozvetleniil a
megvilagitds utan ; s6t vannak, melyek utanvilagitasuk kozben is
megvaltoztatjdk szintiket. Ez a jelenség a fentiek szerint igen egy-
szertien magyarazhato. A keverékfoszforok tobb egyszerti foszfor
keverékei, melyekben minden egyes foszfor killonb6zé utanviligi-

! Ez megegyezésben van azzal, a mit a S»rS+Mn-ra és BaS-+4 Mn-ra fen-
tebb talaltunk.
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tastartammal bir. A mint az egyik vagy masik megszinik vilagi-
tani és igy szine a keverékszinbol kiesik, megvaltozik a foszfo-
reszcezenczia szine. LomMeL pl. leir négy kdleziumszulfidot: egy
Barmain-félét (sotétkek), 2 viligosabb és egy zoldeskék foszfort,
melyek mind a megvilagitas alatt és kozvetleniil utdana elemezve,
afoszforeszczenczia-szinképben egy zo6ld ésegy kék savotmutattak,
melyek elseje azonban csakhamar eltiint és a foszforeszczenczia
szine sotétkékké valt.! Ezek a foszforok mind CaS-+ Cu--Bi fosz-
forok voltak, melyekben — mint azt a tiszta foszforokkal végzett
kisérletek is mutatjak — a CaS+ Cu fénye sokkal rovidebb tar-
tama, mint a CaS+ Bi-é. Az ilyen szinviltozast igen rovidtar-

tamu és foszforoszkopban észlelt — foszforeszezenezidk is
mutatnak. Brcouerer pl. felemliti, hogy egy altala megvizsgalt
gyémant és némely fluorpatok a foszforoszkop kiilénbozé gyors
forgatdasanal kiilonb6z6 szint fényt sugdroztak ki.2 A foszforesz.
czencziaszinkép ennek megfeleléen tényleg tobb savot tartal-
mazott. BEcQUEREL ezt a jelenséget ugy magyarazza, hogy a
testek kozonséges homérsékletnél is tobbféle fényt képesek egy-
szerre kisugarozni.

A meguvizsqdlt tiszta foszforok egyike sem mutatott ilyen szin-
vdltozdst.

Arnyalatbeli szinvdltozdst azonban a tiszta foszforok is mu-
tattak, de bizonyos torvényszeriség szerint (a keverékfoszforok-
nal minden torvényszertiség nélkiil torténik a szinvaltozas) és en-
nek — mint a késébbi spektroszkopiai vizsgalat kideritette — igen
egyszerfi oka van.

Ez az arnyalatbeli szinviltozas a kovetkezo volt :

' Wiep. An. 30. 473. 1887.
? La lumiere stb. 1. k. 349. A megvizsgalt gyémant a foszforoszkop lassu
forgasanal sargas, gyorsabb forgasanal pedig kék fényt sugarzott ki.

17*
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fosef. szine kiz- szinvaltozds az wtdnvilagitas a sdv maximuma
Foszfor: vetleniil a meg- ;
SIS Y kozben fekszik a
vilagitds utan
CaS-+Bi ibolyaskék sotétkék, viligoskék, fehéres* | viligoskék részben
CaS+Cu | kékeszold sotétzold, viligoszold, fehéres | viligoszold részben
CaS+Mn | szalmasirga narancssirga, fehéres narancssirga részhen
SrS+Bi kékeszold vilagoszold, fehéres viligoszold részben
SrS4Cu sirgdszold zoldessdrga, fehéres zoldessdrga részben
SrS+Mn — —_ —_
BaS+Bi zoldessdrga sérga, fehéres sirga részben
BaS+Cw | pardzsvoros | sargisvoros, fehéres sdrgdsvoros részben

BaS+Mn — — [ —

Az utolso el6ttit kivéve, az Gsszes foszforok fénye az utanvila-
gitas alatt kevésbbé torékenyre valtozott.

A foszforeszezencziafény elemzése az uténvilagitds tartama
alatt esak erésebben vilagito foszforoknél lehetséges. E czélra
igen elényos a foszforokat viligitdé ernyé alakjiban haszndlni,
melyet teljesen elsotétitett szobaban egy spektralkésziilék hasa-
dékjahoz kozel felallitunk. A foszforeszezenczia gerjesztése mag-
nesiumfénynyel térténik, melynek megsziinte utin amegfigyelé —
ki a fénytol kelléképen védve mar a spektroszkop el6tt il — figye-
lemmel kisérheti azokat a valtozdsokat a foszforeszezencziaszin-
képben, melyek a fényemisszio lefolyasa kozben végbe mennek.

A sdavoly a szinképben mindjiart a megvilagitis utan (vagy alatt,
mint azt mar LouMEeL is tapasztalta,® a leghosszabb és azutin fo-
kozatosan és mindkét oldalrol megrovidiil, mig végre a legviligo-
sabb helynek megfelelé vékony sévra 6sszehuzodik. Az ulolsé
szin tehdt, melyet a foszfor mutat, a sdv maximwmdnak meg-
feleld szin, a mint ez a megvizsgilt foszforoknal lithato. A sav

1 Barmilyen szinii is legyen a foszforeszczenczia fénye, ha gyenge, fe-
héresnek (sziirkésnek) latszik, minek fiziologiai magyarazata van.
? Wiep. An. 20. 857. 1883.
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megrovidiilése nem torténik egyforman gyorsan mindkét oldalrol.
A maximumnal térékenyebb sugarak el6bb tiinnek el mint a ke-
véshbé torékenyek.

A megfigyelésnek ez a modja kiillonben igen alkalmas valamely
vilagitosav legerdsebben vildgité helyének meghatdrozdsdra, fel-
téve, hogy a térékenyebb sugarak gyorsabb eltiinésével a maxi-
mum helye nem valtozik meg észrevehetéen.

Ez az eljaras némelykor keverékfoszforok felismerésére igen jol
haszndlhato. Példaképen a kovetkezé esetet irom le. Egy Cu-val
készitett CaS mindjart a megvildgitas utan zold fényt sugéarzott
ki, mely azutdan mindinkabb kékké valt. Ez a szinvaltozas arra
mutatott, hogy a szulfid keverékfoszfor. Milyen fém juthatott
belé ?

Foszforoszkopban megvizsgilva és fényét elemezve, meg-
lehet6sen hosszt és majdnem egyforma intenziv savot adott
4=550.10—% mm.-t61 2=422.10-6 mm.-ig. Ebbél azt lehetett ko-
vetkeztetni, hogy a sdvok részint fedik egymast. Utdnvildgitas
koézben — a fenti eljaras szerint — elemezve a fényt, rovid idé
mulva minimum keletkezett a sav kozepén a 1=457.10—6 mm.
helyen; két sav volt lathato, melyek elseje esakhamar eltiint
és visszamaradt egy kék-ibolya sav. A két sidv maximuma a
A=511.10"% mm., illetéleg A=447.10—¢ mm. helyen fekiidt. Az
els6 maximum a réztél, a masik a bizmuthtol ered. A mint azu-
tan kidertilt, a mdsodik sav tényleg a bizmuthtol szarmazott,
melyet a szulfid az égetésnél hasznalt porczellantégelytél vett
at, melyben valamikor Bi foszfor égettetett. Jollehet a tégely
gondosan tisztittatott, mégis visszamaradtak benne a 57 nyomai,
melyek elégségesek voltak arra, hogy a Cu foszforeszezenczidjit
hattérbe szoritsik.

A szinviltozast illetéleg a kovetkezoket lehetett megallapi-
tani:

L. A tiszta foszforok rendes koriulmények kiozott nem mutatnak
szinvdltozdst (eltekintve az egészen mds lermészetii arnyalatbeli
szinvidltozastol és attol, melyet igen eros gerjesztésnél, pl. kathod-
sugarakkal, mutatnak a tiszta foszforok és melynek az az oka,
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hogy még a leggondosabban tisztitott szulfid is tartalmazza t6bb
fém nyomait — talédn kémiailag ki sem mutathato mennyiségek-
ben — melyeknek foszforeszezenczidja ekkor elétiinik).

II. Az dsszes tiszta foszforok drnyalatbeli szinvdltozdst mu-
tatnak, mely a fényemisszid természetébdl kévetkezilk (csillapitott
fénymozgas.

1. A megvildgitds kizben kisugdrzotl (fluoreszezenczia-) fény
szinképe sokkal erdsebb és hosszabb, mint a foszforeszczenczia-
fényé.

Az utobbi tételt illetéleg megjegyzendd, hogy Wiepemany E. és
Scamipr G. C.! LomumeL észleléseire tamaszkodva, épen az ellenke-
z6jét talaltak.

LomueL t. i., mint fentebb lattuk, azt tapasztalta, hogy a fosz-
foreszkalo szulfidok fluoreszcezencziaszinképe rendszerint mads
osszetételli mint a foszforeszczencziaszinkép, a mennyiben a
megvildgitas alatt tobb sdvot tartalmaz mint azutédn. Ennek ma-
gyarazata a fentiekbol onként folyik.

A kétféle luminiszezenczia szinképei kozotti valodi kiillonbsé-
get csak egy sav esetében (tiszta foszfor) lehet megéllapitani és ez
mindo6ssze abban all, hogy a fluoreszezencziaszinkép erésebb és
hosszabb. (Hogy hosszabb, mint kés6bb latni fogjuk, szintén az
er6sséggel fiigg dssze.)

Wiepemany E. és Scaminr G. C. LomMeL észlelései nyoman ki-
mondjak, hogy a finoreszezenczia és foszforeszezenczia rokon, de
nem azonos tinemények.

A honek befolyasa a foszforeszczencziara.

A honek kétféle hatisa van a foszforeszczencziara. Az egyik
hatds allando és az égetési héfoktol fiigg, a masik mulékony és
el6all, ha a szulfidok foszforeszeczencziajat killonb6z6 hémérsék-
letnél gerjesztjiik.

1 Wiep. An. 56. 249. 1895.
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BecouereL szerint mindkét esetben megviltozik a foszforesz-
czenczia intenzitdsa és szine.!

Tekintsiik elébb az égetés hofokanak hatdsdt a foszforeszezen-
czia szinére. Egy Brcoueren készitette SrS 500° C-nédl égetve
sarga, magasabb h6fokndl égetve ibolyaszinii fényt sugdrzott ki.

A tiszta foszforok fényének szine fiiggetlen az égetés héfokatol,
melynek csak az intenzitasra van hatdsa. Hogy miben dll az ége-
tés hatdsa tulajdonképen, még nem igen tudni. A LENARD-KLATT-
féle foszforok kb. 1000° C-ndl égettetnek a HempeL-féle kélyhd-
ban és igen tetemes intenzitist mutatnak (pl. a SrS+ Bi, mely-
nek fényénél a sététben egy ideig olvasni lehet). De a tiszta szul-
fidokbol készitett foszforok intenzitasa minden hozzatétel nélkiil
égetve, igen gyenge.

Ha azonban bizonyos sokat? tesziink hozzajuk és ezekkel egytitt
égetjiik, akkor ezaltal az intenzitds nagyban noveltetik.

Az erdsen vildgito foszforokat mar kiilsejiik utdn lehet felis-
merni, mert ezeknél midon széjjel nyomjuk, rendesen aprobb
darabocskakra torik az er6sen Osszeégetett anyag, mig a rosszul
vagy gyengén vilagito foszforok poralakuak. A jol vilagité foszfor
részecskéi azonkiviil a megolvadt so dltal méazszertileg koriil van-
nak véve, a mi gyenge és a foszforeszczencziara jellemzé szineze-
tet ad nekik. Ez a szinezet mindenesetre az illetd fémoldattol
szarmazik.

A hozzatételek lehetévé teszik, hogy a szulfidot magas hofok-
ndal égessiik, mert azok a sok megolvadnak, athatjik a szulfid egész
tomegét és bevonjdak azzal a mazzal, mely megakadélyozza, hogy
az erdés égetésnél a kénnek egyrésze mint kéndioxid eltdvozzék.
Igy kénnyen magyarazhato, hogy ezek a hozzatételek nem gya-
korolnak hatist a foszforeszcezenczia szinére, hanem csak az in-
tenzitasra. Ha tehdt a szulfidhoz a megfeleld hozzdtételt adjuk,
akkor erdsen égethetjik a nélkil, hogy kémiai szerkezete meg-

! La lumiere sth. 1. k. 385. o.
? A hasznalt sok szintelenek voltak és az égetési hdfoknal megol-
vadtak.
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vdltoznék,! de épen az erds égetés folytin megviltozik a fizikai
szerkezete, mely olyanna valik, mely a fénymozgasra nézve rend-
kiviil kedvezé.

Tehst a szulfid fizikai szerkezetének szintén van befolyasa a
foszforeszezeneziara, mint azt mar BrcouereL is felismerte, de ez
a befolyds nem lényeges, mert a foszforeszczenczia szinét nem
valtoztatja meg, mint BecouereL hitte, hanem csak az intenzitast
befolyasolja.?

Hogy a fizikai strukturanak hatédsa van az intenzitasra, mu-
tatja az a koriilmény, hogy a porra dorzsolt szuifid sokkal gyen-
gébben vilagit, mint apro darabocskdkban.

A hoének hatisa az égetésnél épen annak a bizonyos fizikai
strukturanak létesitésében dll.

Térjink most at a foszforeszezencziara kilonb6z6 homérsék-
leteknél.

BrcouereL szerint a foszforok dltal kisugarzott fény szine és
intenzitasa a hémérséklet szerint valtozo. Ennek illusztralasara
szolgaljon a kovetkez6 példa. Egy (BecouereL készitette) SrS,
mely kozonséges hdémérsékletnél ibolyaszinti fényt sugarzott,
— 20° C-nal sotét ibolya-, + 40°-ndl vildgoskék-, + 70°-ndl ké-
keszold-, 100°-nal sargaszold-, 200°-ndl sdrgas fényt adott, és
intenzitisa a héfok novekedésével folyton fogyott. BECQUEREL
azonban maga megjegyzi, hogy a foszforeszczenczia szinének ez
a valtozasa csak véletlenség, mert a foszforeszezenczia fénynek
elemzése viltozasa kézben kideritette, hogy a héfok novekedésé-
vel a foszforeszezencziaszinkép kiillonbo6zo részei erésbiilnek, ma-
sok meg gyengiilnek és nem torténik vandorlis vagy eltolodas
benne, mint az esetleg varhaté volna.

E szerint lathato, hogy a megvizsgalt foszfor keverékfoszfor
volt (a mi a szinkép hosszdbol és tagoltsdagihol kovetkezik). Egy

* ha mar szulfidda valt.

2 A WiepeMANN és ScHMIDT G. (. altal megvizsgalt szulfatok, karbona-
tok stb. luminisczenczia-szine az égetés hofoka szerint kiilonbozé volt és
ezért felveszik, hogy az égetésnél a testek kémiai szerkezete is megvalto-
zik. Ez az eset a szulfidoknal nem forog fenn.
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CasS épen a forditott sorrendben viltoztatta szinét, mas foszforok
pedig egészen szabdlytalanil. Becouerer ebben a jelenségben
felfogasdnak megerésitését latta, hogy t. i. a foszforeszkalas egye-
diil a testek fizikai szerkezetétol, a szulfid (idegen alkatrészek nél-
kiil) molekulai allapotatol fiigg.t

Az eddigiekbdl kovetkeztetve, varhato, hogy a tiszta foszforok
nem fognak ilyen szinviltozast mulatni a hémérséklet valtozta-
tasaval.

A kovetkezé kisérleteknél a foszforok olyan dllapotba hozattak,
hogy a sotétben nem vilagitottak, a mi bizonyos fokig valo hevi-
téssel érheto el.

Azutan elsotétitett szobaban kiilonhozé homérsékleteknek tét-
tettek ki. A homérséklet —10° C-tol 0° C-ig sethylether elparol-
gasa, 0° C-tol 100° C-ig forro vizbe valo martas, és 100° C-tol kb.
300° C-ig izzitott fémlemezre valo helyezés dltal® dllittatott elé.
A foszforeszczenczia gerjesztése magnesium fénynyel tortént.

Minthogy a foszforok mind egyforman viselkedtek, a hémér-
séklet befolyasanak bemutatasara csak egy példat kozliink. A meg-
vizsgalt foszfor az erdsen vildgito CaS-Bi volt.

* A4 . p foszfor.
Héfok C° foszloreszezenczia szine o
inlenzitasa
— 10° | ibolydskék igen erds
0° | ibolydskék igen erds
+ 30° kék, ibolyas arnyalat nélkiil erds
b + 60° kék, ibolyds drnyalat nélkiil erds

+100° kék, egy drnyalattal viligosabb gyengébb
+150° | Kkék, még valamivel vilagosabb gvengébh
+180° | kék, még valamivel viligosabh gyenge
+200° kék, még valamivel viligosabb gyenge
+250° kék, még valamivel viligosabb _igen gyenge

+300° kék, még valamivel viligosahb nem vilagit

* La lumieére sth. 1. k. 385. o.
2 Az izzitis megelGzdleg tortént, az izzitisra hasznalt gizlang fényeé-
nek kikeriilése végett.
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Az intenzitds tehdt folyton esékkent, a foszforeszczenczia szine
pedig csak drnyalatbeli vdltozdsokat mutat és pedig ugyanazokat
mint az utdnvilagitds kézben. Ugy latszik tehat, hogy ezek az ar-
nyalatbeli véltozisok az intenzitas viltozasaval szoros 6sszefiig-
gésben dllanak. Erre még visszatériink a foszforeszezenczia és
a gerjeszté fény Osszefiiggésének tanulmanyozasénal.

Picrer R. és Avrscuvn M. megvizsgaltak a szulfidok foszfo-
reszezencziajat igen alacsony hémérsékletnél és azt tapasztaltdk,
hogy a testek — megel6z6 megvilagitas utan — kb. —140° C-nal
megsziinnek vilagitani, de a mint megint felmelegednek, vissza-
nyerik vilagito képességiiket. Ebbél azt kovetkeztetik, hogy a fény-
mozgis a szulfidokban molekuldris mozgas.

Az utanvilagitas tartama novekedd héfokkal és csokkend in-
tenzitassal mind révidebb lesz. Wiepemann E. és Scaminr G. C.-nek
alacsony hofoknal végzett kisérletei mutatjak, hogy az utdnvila-
gitas tartama alacsony héfoknal hosszabb mint magasabb héfok-
ndl és sok esetben hosszabb mint kozonséges héfoknal. Ez kii-
Ionben megegyezéshen all a magas hémérsékletnél végzett kisér-
letekkel.

A hének befolyasara vonatkozolag a kovetkezék allapittattak
meg (a tiszta foszforoknal):

L. Az égetés hdfokdval — bizonyos hatdrig — a foszforok in-
tenzitdsa is no.

II. Az égetés befolydsa eqy a f[énymozgdsra kedvezd fizikai
struktura létesitéseben dll.

III. Az égetés hofoka nines befolydssal a foszforeszczenczia
szineére.

IV. A foszforeszczenczia intenzildsa a killonbozé hémérsék-
letelnél kilonbézdo, és pedig niévekvd hofokkal gyengiil. A tiszta
szulfidok kériilbeliil 300° € koriil megsziinnek vildgitani.

V. A tiszta foszforok a novekvd homeérsékletnél ugyanazt az
drnyalatbeli szinvdltozdst mutatjdk, mint wtdnvildgitdsuk koz-

1 Zeitschr. f. phys. Chemie. 15. k.
2 Wiep. An. 56. 216—223-ig.
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ben. De olyan értelemben nem viltoztatjdlk meg sziniiket, mint azt
BecQuereL figyelte meg.

VI. Az utdnvildgitds tartama eldszér anndl hosszabb, minél
magasabb hifokndl égettetelt a szulfid és mdsodszor anndl ri-
videbb, minél magasabb himérsékletnél tortenik a fénykisu-
gdrzds.

Klatt Romdn.




A Mathematikai és Physikai Tarsulat nyolczadik
rendes kozgyutlése.

A madrezius végén szétkiildott kozgytilési meghivé szokatlan szdmban
egyesitette f. é. dprilis 30-dn d. u. 5 érakor az egyetemi physikai intézet-
ben tagtdrsainkat, a kik koziil sok vidéki tagot is tidvozélhettiink. A koz-
gyilés idejét és helyét a f. é. februdr 21-iki valasztmédnyi iilés jelslte volt
ki. A korozott aldirdsi {v szerint jelen voltak :

Anderké Aurél, Arany Ddniel, Balog Mor, Bartoniek Géza, Bauer
Mihdly, Beke Mand, Bodola Lajos, Bozéky Endre, Bruck Ferencz, Chol-
noky Jend, Csemez Jozsef, Csillag Vilmos, Csopey Liszld, Dietz Lajos, Egan
Lujza, br. Eétvés Lordnd, Erdédy Imre, Feichtinger Gy6z6, Fejér Lipét,
Fekete Jend, Fényes Dezso (Arad), Fischer Albert, Fraunhoffer Lajos,
Frohlich Izidor, Gliicklich Vilma, Gruber Nédndor, Heller Agost, Horti
Henrik, Juckel Gyula, Jurdnyi Henrik, Kados Aladdr, Kalecsinszky Séndor,
Kdroly Irén (Nagyvirad), Képessy Imre, Kiss Kdroly, Klatt Romdn, Klu-
pathy Jené, Kopp Lajos, Koschowitz Gyula, Kénig Gyula, Kovics Istvin
(Léese), Kovesligethy Radé, Kiirschik Jozsef, Lakits Ferencz, Lengyel Ist-
vin, Léczy Lajos, Mikola Sindor, Molnar Etelka (Maké), Miiller Jdzsef,
Nesnera Aladar (Arad), Oberle Kéroly, Pekdr Dezsé, Petry Gyula (Nagy-
virad), Pilez Otté, Rados Gusztiv, Rados Igndcz, Ratz Lészlo, Riesz Fri-
gyes, Rucsinszky Lajos, Sépkéz Sindor, Steiner Lajos, Strausz Armin,
Szabé Jézsef (Vdcz), Szabé Péter, Szekeres Kdlmdn, Széky Istvin (Gyon-
gyos), Szirtes Igndcz, Szoke Béla, Szuppdn Vilmos, Tangl Kdroly, Tordai
Imre, Vdmos Dezs6, Wagner Alajos, Winter Jozsef, Wittmann Ferencz,
osszesen T4. Vendégekiil résztvettek Biiky Aurél, Breznyik Jénos, Fischer
Albert, Gall6 Paula, Greck Lajos, 6zv. Kovics Arpeidné, Szkotniczky Géza,
osszesen 7.

A kozgyiilés szokdasos napirendje volt :

1. Elnski megnyito.

2. Titkdri jelentés.

3. Pénztdrvizsgdlo bizottsdg jelentése.

4. Koltségeloiranyzat 1901 -re.
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5. Vilasztményi tagok vilasztdsa.

6. Inditvanyok.

Letdrgyaldsa alig fél érdt vett igénybe és — mint varhaté volt — telje-
sen simdn folyt le.

A KOZGYULES.

1. Elnoski megnyit6.

A kozgytlést Konig Gyula alelnok nyitotta meg. Rovid, de eszmékben
dus beszédjében felemliti, hogy nincs magyar Tarsulat, melynek tagjai gy
tdrsadalmi dllds, mint torekvés szerint annyira kézel dllandnak egymdshoz,
mint a Mathematikai és Physikai Tédrsulat tagjai. E ritka homogeneitds
teszi a Tdrsulat erkélesi stlydt, de érvényre jutdsdt anyagi eszkozok is moz-
ditjdk el6. Kifejezi tehdt azt az éhajt, hogy a magyar mathematikusok és
physikusok hozzdjaruldsukkal minél hatalmasabb tényezivé tegyék Tdrsu-
latunkat.

A mult évi kozgyilés jegyzokonyvének hitelesitésére Nesnera Aladdr és
Fényes Dezsé tagtars urakat kéri fel.

2. Titkari jelentés, Kovesligethy Rad6t6l.

Tisztelt kozgytilés!

Sziik csalddi korben félreértés nincs, gyanusittatlanul még jubileumrol
is szélhatunk. Tizedik éve, hogy Tarsulatunk fenndll, és még egy lustrum-
mal tovabb nyulik vissza ama magdnjellegi Tdrsasdig keletkezése, mely
br. Eotvés Lordnd, Hunyady Jend, Kénig Gyula, Scholtz Agoston és Szily
Kédlmédn buzgalmét dicséri.

Tadrsulati jubileumnak kellemetlen kisérdje van : ez az elmaradhatatlan
statisztika. Nagy elény-e, hogy errél nem kell szélanom? Eletiink kiemel-
kedébb eseményei — és 6rommel mondhatjuk — voltak olyanok, minden-
kinek élénk emlékében vannak még ; a statisztikdba valé adatokat pedig
egyszertien megkapjuk, ha bdrmely titkdri jelentés — a mainak is — szd-
mait tizzel szorozzuk, Nevezetes sajitsdga ez Tadrsulatunknak, a mely —
mintha csak a tdrsulati életbe is dt akarnd vinni a physikai térvényeket —
buzgé pénztirnokunk nem nagy oromére mdr életének els6 par évében
staczionaer dllapoti lett,

Az elmult tdrsulati évben 9 rendes iilésen 5 eléadétél 8 mathematikai,
7 eléadotol 9 physikai targyu eléaddst hallottunk. Az iilések ldtogatottsdgd-
val teljesen meg lehetiink elégedve, de hogy az érdeklédést fokozni is
lehet, azt mutatta fényesen vezetdink egy-egy eléaddsa.
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Folydiratunk IX. kétete 26 ifvnyi terjedelemben rendes idében meg-
jelent. Aprobb kozleményektol eltekintve 20 szerz6 benne 12 mathemati-
kai és 10 physikai, ezttal kissé terjedelmesebb tdrgyu értekezést ad. Ha igen
tisztelt pénztirnokunk nem emlegetné folytonosan Lapunk 24 fvnyi mini-
mum terjedelmét, azt i. t. dolgozitdrsaink szorgalma alapjin messze tul-
haladhatndk.

A Térsulat VII tanuléversenyét a mult évi oktéber hé 13-ikdn ren-
dezte. Lefolydsarol beszamol a mult évi novemberi fiizet, tigy, hogy e helyt
annak ismétlésére szoritkozhatom, hogy Juvdntz Irén és Smodics Kdzmér
egy-egy masodik br. E6tvis dijat nyert dsszesen 58 jelentkezé koziil, a kik
minddssze 30 dolgozatot adtak be. Ugy szémardny, mint eredmény szerint
a verseny kissé gyengébb volt, mint a megel6z6, de tragikussi csak azon
szomort véletlen tette, hogy Elndk tr a dijak kiosztdsakor a VI. verseny
els6 jutalmazottjinak ép akkor tértént elhunytdt volt kénytelen bejelenteni.

A kis szamban tartott vdlasztmdnyi tilések tirgyai a tanuldverseny el6-
készitése és eredményének elbirdldsa, koézgytlésiink elokészitése és uj
tagok vilasztdsa volt. A februdriusi vélasztmanyi {ilés foglalkozott Fényes
Dezs6 tagtarsunk beadvanyival is, a mely a mai kozgytlésnek Aradon valé
megtartdsit inditvdnyozta. A vdlasztmény mdr tébb {zben kimondotta volt,
hogy elvileg nem ellenzi a vidéki kozgytilést, de ezittal félve, hogy a mit
a kozgyllésen nyujtani tudndnk, semmi ardnyban nem &ll azon szives
vendégszeretet tényével, a melyeket Aradon tapasztalndnk, egyhangulag
Budapest mellett szavazott.

A Térsulat, a miként mdr a mult évi titkdri jelentés mondotta, nem
vett részt a pdrisi vildgkidllitison, de egyes tagjai szép szdmban mint kidlli-
tok és mint a kongresszusokon résztvevok szerepeltek. Nem volt nehéz
megjésolni, hogy ebbdl a Tdrsulatra is fog hdramolni dicsoség. Hogy a szd-
mos kitiintetés kozil csak egyet emlitsek, melynek mindnydjunk a legjob-
ban ¢rvendtiink, és melyrol gy érezziik mind, hogy ez mi rank is vet egy
sugarat, az a muszer és mddszer, mely szinte a Tdrsulat szemelattira nott
nagyra és alakult ki, elnyerte a grand prix-t. Ezen vizsgdlati mddszer irant,
mint legkompetensebb forrdshdl hallottam, azt a reményt tdapldljak, hogy
nemsokdra oda jut, a hovd val6, a nemzetkézi fokmérés munkdlatai kozé.
Az els6 elgadis, mely e Tdrsulatban elhangzott, s6t mondhatjuk, a mely
Tarsulatunkat meginditotta a Fold nehézségére vonatkozott, az utolsé év-
folyamot is a pdrisi physikus kongresszus elé ugyan-e targyrol terjesztett
jelentés rekeszti be. Ugyancsak a kidllitdson szerepeltek az itt megtekin-
tésre szdnt tigyes késziilékek is. ‘

Térsulatunknak jelenleg 409 tagja van, kettével tobb, mint a mult év-
ben. Ezek kozott 15 pértols és orokité és 5 holgytag. Az eldfizeték szdma
némi emelkedést mutat. a tavalyi 58 helyett most 63 jdratja folysiratunkat.
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Anyagi jolétr6l a tagsdgi kotelezettségek leglelkiismeretesebb teljesitése
mellett sem lehet még sz, és igy most is a Magyar Tudomidnyos Akadémia
nagylelkiien adomdnyozott 2000 korondnyi segélye életiink alapja. Bizo-
nydra kifejezhetem az egész igen lisztelt kozgyilés nevében a Tdrsulat
hildjat a M. T. Akadémia III. osztilydnak és Math. és Természettudomanyi
Bizottsdgdnak timogatdsdért és hozzdftizém ama kérést, hogy e hathatés
tdmogatdsbhan a jovoben is kegyeskedjék részesiteni Tdrsulatunkat.

Reménykedve fordultunk a mult évi junius héban emlékirattal a vallds-
és kozoktatdsiigyi miniszter ir O Nagyméltésigdhoz, de kérvényiink —
remélhetéleg kedvezo elintézésérél még nem adhatok hirt. Egy buzgé tag-
tarsunk bdr szerényebb, de biztos és anyagi helyzetiink mellett nagyon is
figyelemre mélt forrds felé mutatott, a mely az ipari szakiskoldkban fakad,
¢és remélem, hogy a jovo kozgyilés pénztarnoki jelentésében ennek mar
nyoma lesz.

A haldl az elmult évben is szedett dldozatokat; Boros Sdndor kolozs-
viri, Inczédy Dénes pécsi fégymnasiumi igazgaté és Potomesik Igndcz
debreczeni tandr tagtirsaink elhunytdt siratjuk. Bdr a jelen évbe esik
ugyan, hallgatissal nem mell6zhetem Schmidt Ferencz mtépitész elhuny-
tat, a kinek neve a Bolyai névvel annyira ésszeforrt.

Belépés és elhaldlozds szinte torvényszeriiségig emelkedé szabdlyossdg-
gal tart egyensulyt.

Igen tisztelt munkatdrsaink részérél a titkdrsig annyl szeretetremélto
tamogatdsban részesiilt, hogy ¢szinte hdlaaddssal rekeszthetem be jelenté-
semet 6s azon — a mult tapasztalatai szerint bizonydra most is szives meg-
hallgatdsra taldlo kéréssel, — hogy e joindulatot szimunkra megtartani a
jovoben is kegyeskedjenek.

Budapest, 1901 dprilis 30.

3—4. Péztarnok jelentése.

A 254. és 255. oldalon kitiintetett jelentés meghallgatdsa és az egyes
tételek egyenként valo mérlegelése utdn a kozgyilés megadja a pénztdr-
noknak a felmentvényt, és koltségeldiranyzatdt 1901-re egyhangilag elfo-
gadja.



BEVETEL 1900. évi zdrszamadads. KIADAS.
Elgiranyzat| Eredmény Eléiranyzat | Eredmény
Kor. |fil| Kor. |fil fil| Kor. |fil,
1899. évi zarszamadasi maradvany _ [ 1609 (94 1609 94 Nyomdai koltségek 5900 10} 3814 37
Foly6 évi tagdijak 2639 [—| 2020 |— Iroi tiszteletdijak = e | 2820(— 214890
Hatralékos tagdijak 2054 —| 1428 |— EXpembon-NCr ot o L 400 |—| 249 [34
M. Tud. Akademia segélye . 2000 |—| 2000 — Irodai koltségek 400 —| BA2 |14
Hirdetési dijak . . HEr-8 320|—| 160 — Kozépisk. math. l(lIHIIO\(‘l\(‘IlV Kolts. | 160 —| 110/—
Kamatok , Lt HH7 16| 603 46 Vegyes kiadasok 8—
Eléfizetési dl]dk ______ 500 |—| 783 |— Pénztari maradvany a) km/pcn/l)vn b8 [H
| Vegyes s dtmeneti bevételek 1 foill- | - b)tak. p. betéthen 1746 83
9680 10| 8678 (12 9630 [10] 8678 12
VAGYON Vagyon-mérlegq. TEHER
Készpénz _ 3034 58 34 Nyomdai tartozisok 3379 i?“.) 2656 88
Forgé téke : ‘ | Ki nem fizetetl iroi tisztele l(|||(|k 420/ — 88—
Leszamitolo és pénzvallo bankban | 148 iMi 148 ‘xu Jove évi szamldra atviend6 osszeg 40|72
M. kir. postatakarékpénztirban M:mm 1598103 Tiszta vagyon 12470 |—|12230 49
Alaptoke : \ A Ilslld\dg\nn 239.51 koronaval apddl ]
Els6 hazai takarékp. W()\ - 2370 |— e I
1 drb koronajaradék-kotvény 100(—| 100
Majthényi Otto-féle alap 10000 10000 —
Tagdijhatralékok 2054 |— 600 |— l
Fol nem vett hirdet. dij 160 || 100 — |
16293 |94 14975 |37 16293 |94 14975 [37

A széamaddasokat megvizsgaltuk és rendben talaltuk. Budapesten, 1901 april 14.

A valasztmany megbizasabol :
Gruber Ndndor s. k.

Kiirschdk Jozsef s. k.

Rados Guszldv s. k.

titkar. Bogydé Samu s. k.

A kozgyiilés megbizasabol :

Balog Mor s. k.

*SATAXHZON
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BEVETEL 1901. évi koltségeloiranyzat. KIADAS
kor. [fill.[ kor. fill. kor. [fill.| kor. |fill.

1900. évi zarszamadasi maradvany _. \ 1805 | 37 Nyomdai tartozasok 26506 | 88

Foly6 évi tagdijak . . .. .. . 2000 | — Folyo évi nyomdai koltségek 3140 | 385797 | 26

Hatralékos tagdijakbol _ 600 | — Iréi tiszteletdijak -

M. Tud. Akadémia segélye . _ ‘ 2000 | — a) a mult évre ' 88| —

Hirdetési dijak_. . . _ 100 |- h) a folyo évre . 2212 | — | 2400 | —

Kamatok 550 | — Expeditio E 400 | —

El6fizetési dijak | :‘il)(il— Irodai koltségek . : 500 | —

Hidny .. .. 1701 8Y Kozépisk. math. tanuloverseny 160 | —

9257 | 26

9257 | 26
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5. Valasztményi tagok valasztésa.

Alapszabalyaink 20. §-inak rendelkezése értelmében a vilasztmanybol
kilépett Frohlich Izidor, Klupathy Jené, Mauritz Rezsé és Tétossy Béla.
A kozgyilés felfiiggesztetvén megejtettek a vilasztisok, melyek eredmé-
nyeiil Kiroly Irén mint a Bozoky Endre, Petry Gyula és Széky Istvin tag-
tdrsakbol dllott szavatszedé bizottsig elndke a kévetkezéket jelenthette :

51 headott szavazat koziil esett Frohlich Izidorra 51, Klupathy Jenore
51, Mauritz Rezsore 48, Totossy Bélira 51 szavazat. Ezenkiviil Ritz Liszlo
2, Horti Henrik 1 szavazatot kapott. A lelépett vilasztmdnyi tagok tehal
egyhangulag, illetve nagy szotobhbséggel tjbol vilasztattak.

6. Inditvanyok.

Inditvdny egydltalin nem adatoit be, a mnapirend ezen pontja tehat
eleselt.
X
Ezzel a kozgyilés hiyatalos része befejezodolt, s miulan alelnok a pénz-
tar vizsgaldsara a kozgyilés részérdl ismél Balog Mér és Bogyo Samu tag-
tars urakat kérte fel, a gytlést berekeszti.

x

Béard Eotvos Lordnt elnék ur az este masodik részét nem (6lthetvén a
Tarsulathan, «Megfigyelések a Balaton jegén» czimi el6addsit a kozgy(ilés
hivatalos része eltt lartolta meg. Vonzé modon ecsetelte a balatoni nehéz-
ségmérd téli expediczio létrejotiét, éleményeit és teenddit és a mérések
lefolydsdt, a mikrol szimos vetitett kép utjan elég tiszta fogalmat szerzelt a
kozgyiilés. Majd beszimolt a megejtelt mérések eredményérsl. Roviden
dsszefoglalva mondhatni, hogy sikeriilt a Balaton NE medenczéjéhen tel-
jesen megallapitani a nehézségi niveaufeltilet alakjit (lapultsdgot) és leheté
volt kimutatni, hogy a Balaton hosztengelye mentén nagy mélységhen
hegygerincz emelkedik, melynek magassdga, ha lehetoleg stirt kozethol —
bazaltb6l — dllana, mintegy 100 méterig emelkedik. Kevéshé siiri kozet
esetén e magassig a 200 métert is elérheti.

Majd Fényes Dezsé mutatta be rovid magyardzattal a Dumesnil-féle
szamolo léczet. «A tavalyi padrisi kidllitds « Enseignement sécondaire» oszta-
lydnak juryje, a melyben magyar részrél Er6di Béla foigazgato is részt vett,
kidllitdsi éremmel tiintette ki Camille Dumesnil périsi tandrnak egy kényel-
mes és elegendé pontossdgot nyujté szimol6 léczét, a melynek egy példa-
nydl van szerencsém ilt bemutatni.

A lécz tulajdonképen nem egyéh, mint négyjegyii grafikus logaritmus
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tabldzat, miért is mindazon czélokra és ugyanazon pontossdggal haszndl-
hatd, mint az dltaldnosan haszndltatni szokott kinyvalaki négyjegyii tabld-
zatok az 1-t6l 1000-ig terjedd egész szamok korében.

Aziltal, hogy egyenes vonal két oldalira egyrészrél az egész szdamokat,
mdsrészrol a nekik megfelelé logaritmusokat vissziik fel, rendkiviil nagy
kénnyiiséggel olvashatjuk le az osszelartozé értékekel. Eloszor a logarit-
musok értékeit vissziik fel, ardnyos tdvolsigokban, az egyenes felss olda-
lira (az itt bemutatolt léczen a 4-jegyli mantissa minden oly szamjegyének,
mely az egyesek helyén dll, 0.2-szer annyi milliméter felel meg, vagyis az
egyenes dsszes hossza 2 méter), s ezutin minden logaritmus-érték ali a
megfelelé «numerust» jelzé osztdlyvonalat tessziik.

A két méteres egyenest azutdn nyolez részre torjiik és az igy nyert 25
centiméteres szalagokat egy vonalzonak két felére ragasztjuk, mi dltal a
tibldzatnak igen kényelmesen kezelheto formdt adtunk

Szellemdiis jelzés teszi lehetévé azt, hogy az egyes numerusokhoz tar-
toz6 mantissik negyedik szamjegye is pontosan legyen leolvashaté. Dumes-
nil ugyanis a numerusokat jelzé oszldlyvonalak alsé végére bizonyos jele-
ket alkalmaz, melyek a mantissa harmadik szdmjegyét dbrdzolé koz fél-
értékét jelzo vonalkdnak baloldalin 0, 1, 2, 3, 4; jobboldalin 5, 6, 7, 8, 9
értéket jeleznek. E jelek :

e ol v

: |

i

07 1! Qi 37 4!
N T

A jelzés ily médja csak hdaromjegyli numerusok ‘mantissdira pontos; 4
és tohb jegyii numerusok mantissdinak negyedik és esetleg még 5. szdm-
jegye is, a Partes Proportionales segédtablicska minldjira rovid, esetleg fej-
bél is végezhetd ardnyszdmitds dltal vilik pontosan meghatdrozhatévd.

Megemlitendonek tartom, hogy az itt bemutatott szimol6lécznél a leg-
kisebb osztdlyzatkézok mindig jéval nagyobbak, mint csakis becslés dtjin
hasonlé pontossdgot nyujté Tavernier-féle, 35 centiméteres 1lécznél, mig az
egyenlé hosszu, azaz 25 cméleres Tavernier-lécz adataindl a Dumesnil-
féle 10-szerte pontosabb adatokat szolgdltat. A szimolds biztonsdga és
gyorsasiga nézetem szerint a Dumesnil-lécznél emelheté volna még az
dltal, hogy a léczre csuszé indexet alkalmazunk, mely a keresett szdm-
érték fixdldsat és szitkség esetén akdrhdnyszori konnyii djra megtlaldldsdt
tenné lehelové.

Ar tekintetében tgy 4ll a dolog, hogy

a 25 eméleres Tavernier-lécz dra 14 korona,

2-3b « « © W e

T | Dumesnil-lécz  « 2« (2 francs).
183
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Azt hiszem, hogy az aldadottakndl fogva a Dumesnil-lécz haszndlatit az
igen tisztelt tagtars urak, korldtolt pontossigi szdmitisokndl elénydsnek
fogjdk taldlni, s épen ezért voltam bdtor annak bemulatdsdval b. figyelmii-
ket pdr pillanatra igénybe venni.» Fényes Dezso.

Ezutin Wittmann Ferencz tartotta kdprdzatos eloaddsit az éneklo
Voltaivrdl és a telephonographrdl. A Voltaiv «éneke» a nagy terem min-
den sarkdban tisztdn volt értheté és a telephonograph szinte azt a benyo-
madst tette a kozgyilésre, hogy az elektromignes sarkai kozt siklé aczél-
lemez és ennek beszédokozta futélagos hardntmignesezése az agy és az
agyba vésGdott benyomdsok képe, melyeket itt és ott is akaratunk szerint
bidrmikor visszaidézhetiink.

Végiil még Balog Mér mutalta be az érdeklédéknek nehdny geometriai
szemlélteto késziilékét, a mely a pdrisi vilagkidllitdson is szerepelt.




Math. és Phys. Tars.

Ulalvdny czim: Math. és Phys. Tdrs. 5997. sz. cheque szdmldjdra.

Kimutatas

az 1901 mdrczius és dprilis havdban befolyt dijakrol.

Tagsdgi dijat fizettek :

189%4. évre : Bulyovszky Siandor

1895. évre: Gollner Kdroly, Makay Is tvén. Osszesen
2 a6 k.

'189(). évre: Fro<ch I\ uul) G ]\1dos Al.lddr 10 k
Strobach Géza 6 k.. o Mo

1897. évre: Felix Jinos 6 k., Fogarassi Béla 6 k.,
Frosch Kidroly 6 k., Hassdk Vidor 6 k., Kados Aladdr 10 k., Klatt
Virgil 6 k., Steiner Simon 6 k., Széchy Akos 6 k., Szerényi Géza
10 k. Osszesen 7 2 6 k., 24 10 k.

1898. évre : Bartha Zsigmond 6 k Do]m dnyi anyes
6 k., Fodor Liszlo 6 k., Frosch Kiroly 6 k., Kados Aladar 10 k.,
Schlesinger Lajos 6 k. Osszesen 5 4 6 k., 1 210 k. __

1899. évre : Angheben Albin 6 k., Ddzsa Jakvah G k-.,‘

Fodor Lidszlo 6 k., Kados Aladédr 10 k., Konkoly Thege Miklds dr.
10 k., Pfeiffer Péter dr. 6 k., Schlesinger Lajos dr. 6 k., Simon

Ferencz 6 k., Sopkéz Sindor 10 k. Osszesen 6 2 6 k., 3 4 10 k.

1900. évre: Arany Ddniel 10 k., Bein Kdroly 10 k.,
Benké Imre 6 k., Bielek Miksa 10 k., Bogyé Samu 10 k., Bozol\y
Endre dr. 10 k., Danch Ferencz 6 k., Darvai Mor 10 k., Groo
Vilmos 6 k., Kirmdn Ferencz 8 k., Kados Aladdr 10 k., Korbuly
Emil 6 k., Kuthy Jozsef dr. 6 k., Lakits Ferencz dr. 10 k., Med-
vigy Jdnos 6 k., Molndr Evelin dr. 6 k., Morotz Kdlmdn 6 k.,
Oszirogondez Janos 6 k., Pap Lajos 6 k., Perjessy Ldszl6 6 k.,
Pizetti Rokus 6 k., Ratkovszky Pdl 6 kr., Schlesinger Lajos dr.
6 k., Szarvassy Margit 10 k., Szépréthy Béla 6 k., Szijdrto Miklos
10 k. Osszesen 10 4 10 k., 152 6 k., 1 A 8 k.

1901. évre: Antony Rezsé 10 k., Arany Damel 10 l\
Bauer Mihdly 10 k., Bielek Miksa 10 k., Bozoky Endre dr. 10 k.,
Beke Mand dr. 10 k., Bodola Lidszlé 6 k., Bretz Berta 6 k., Bu-
kovszky Jinos 6 k., Butorka Sziva 6 k., Csopey Liszlé 10 k.,
Czako Adolf 10 k., Czigler Gyozo 10 k., Demeter Istvin 6 k.,
Dirner Gusztiv 10 k., Dombay Narczisz 6 k., Eltscher Simon 6 k.,
Farbaky Istvin dr. 10 k., Félegyhdzy Antal 6 k., Fiizy Rezsé Vil-

6 kor.

12 kor.

22 kor.

62 kor.

40 kor-

66 kor.

198 kor.
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mos 10 k., Gliicklich Vilma 10 k., Heller Richdrd 6 k., Heuer
Ede 10 k., Hogyes Endre dr. 10 k., Janell Jozsef 6 k., Jonds
Odén 10 k., Karmdn Ferencz 10 k., Kirdly Henrik 6 k., Kiraly
Ldszl6 6 k., Kherndl Antal 10 k., Kirchknopf Andrds 6 k., Kiss
Gdbor 6 k., Klig Ndndor 10 k., Klatt Romédn 6 k., Kmelty Janos
6 k., Kovics Ferencz 6 k., Kovics Istvan 6 k., Kénig Gyula 10 k.,
Krenké Géza 6 k., Lendvay Hugé 6 k., Lengyel Béla 10 k., Len-
gyel Endre 6 k., Lengyel Imre 6 k., Lengyel Istviin 10 k., Lipthay
Sandor 10 k., Matray Rudolf 6 k., Mihdlovich Alajos 6 k., Mikola
Sandor 10 k., Miller Jézsef 10 k., Nagy Dezs6 10 k., Neumann
Jen6 6 k., Neustadt Lipét 10 k., Nikolits Lézdr 10 k., Novothny
Endre 6 k., Peez Samu 10 k., Pékdr Dezsé 10 k., Plész Pal 10 k.,
Rados Gusztdv 10 k., Ratkovszky P4l 6 k., Rejté Séndor 10 k.,
Prokesch Igndcz 6 k., Récsey Lajos Farkas 6 k., Riegler Sindor
6 k., Sarkdny Lajos dr. 6 k., Schimanek Emil 10 k., Schlesinger
Lajos dr. 6 k., Schmidt Sindor 10 k., Schuller Alajos 10 k., Sta-
nics Fulgent 6 k., Steindl Imre 10 k., Straub L. Gyula 6 k.,
Straub Sdndor 10 k., Strausz Armin 10 k., Sutdk Jézsef dr.
10 k., Szabé Addm 6 k., Szabé Jozsef (Vicz) 6 k., Szalay Istvin
6 k., Szemethy Béla 10 k., Szenessy Mihdly 10 k., Szokol Pil
6 k., Szuppdan Vilmos 10 k., Thin Kdroly 10 k., T6lossy Béla
10 k., Widgner Alajos dr. 10 k., Waldapfel Janos dr. 10 k., Wartha
Vincze dr. 10 k., Willim Ferencz 6 k., Zivodszky Adolf 10 k.,
Zemplén Gyozo 10 k., Zipernovszky Kiroly 10 k. Osszesen b1 a
) B T e s (R S S Sl e - 1 (1] )

Elofizetési dijat fizettek :
1901. évre: az aradi 4ll. fégymn., foredlisk., tanito-
képzo, a beregszdszi fg., a brassoi dll. foredlisk., a bpesti Il ker.
dll. foredlisk., a jaszberényi k. kath. fg., a m.-szigeti ref. lyceum
(6 k.), a nyilrai fels. lednyisk., a szepesigloi dll. taniténiképzo.
RO A Gk, . e i 96 kor.

Osszesen befolyt:

IAUSIORDOMRS . o e s i ~ 406 kor.
f. évi dijakbol . . . Aot S T B R
iiAzetdsivdiakbol - . . . . . . o 96ikor:
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A LINEAR DIFFERENCZIALEGYENLETEK ELMELETE-
NEK EGY ALTALANOS TETELEROL.

A kovetkezokben legyen szabad egy tételt kozolnom (a IL feje-
zet I. és II. theoremdja), a melynek a Crerre-féle Journal-ban *
kozzétett dolgozatom folytatdsaban hasznat akarom venni. A kii-
16n publikalas talan azzal igazolhato, hogy egyrészrél maga a
tétel a linedr differenczidlegyenletek Fucns-féle osztalyanak
jelentését, a racziondlis egyiitthatokkal bird linedr differenczial-
egyenletek dltalanos elméletének keretében 1ij vilagitdshan mu-
tatja, mig masfel6l a bebizonyitis, a melyet az emlitett tételrol
adok, példat szolgdltat a Riemann-féle problemanak alkalmazasara
a linear differencziilegyenletek dltalinos elméletében. Az a ko-
rillmény, hogy bebizonyitdsom a Riemann-féle probléma meg-
oldhatosagara tamaszkodik, magdval hozza, hogy ama megszorito
feltételek, a melyek a Riemann-féle probléma télem adott meg-
oldasédban sziikségesek, a szoban allo tétel altalanos érvényes-
ségét latszolagosan korldtozzdk. Csak elsérendti differenczidl-
egyenletek esetében, a hol a tétel kozvetetleniil vildgos, szabadul
fel e megszorito feltételektdl.

Az elsd fejezetben egyes dltalinos segédvizsgalatokat allitot-
tam Ossze. A jelen dolgozatnak révid kivonata a périsi tudom:-
nyos akadémia «Comptes Rendus»-iben ** jelent meg.

* CRELLE-Journal, 123. kot. 138—173. 1.
** Tome 132, 27. l. jan. 7.

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 19
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1%
s d dn—1y
ny n— / A o)
d’l)" + Pn—1—F ——=1 dogn—1 + + Doy O’ (A)
dnz gr=te
dwn + 1?1 1 d n—1 + + qOZ e O (B)

homogen linear differenczidlegyenletek, melyeknek py, . .., Pn—1,
o - - - n—1 egyiitthatoirol azt teszsziik fel, hogy az x komplex
valtozénak mindeniitt egyértéki fiiggvényei, olyanok legyenek,
hogy dltaldnos megoldisaik (y, 2) kozt

= /’.mz+,r10zl+. "+Tn—1, Oz(n—l) (C)

alaki relaczio dlljon fenn, hol az r-ek szintén egyértéki fiigg-
vényei az x-nek és a vesszOs betlik, miként a kovelkezékben
mindig, az « szerinti differenczialhanyadosokat jelentik, akkor
az (A) és (B) differenczidlegyenletekrol azt mondjuk, hogy kogre-
diensek.** Ha z, . .. z, (B)-nek egy alaprendszere, ugy az (A)-nak

e ' . =
Yo = YooZk+ 0%+ FPn—1,020 (@)

egyenletekkel értelmezett alaprendszerére is azt mondjuk, hogy
a 2, ... 2%, rendszerrel kogrediens.

Ha 2 oly zart ttat ir le, a mely (B) altaldnos integriljinak z-nek
értékvaltozasat okozza, akkor nyilvanvaloéana z,,..., 2, Y1, - - -, Yn
kogrediens alaprendszerek ugyanannak a homogen linedr substi-
tutionak lesznek alavetve. Ha megforditva az (4) és (B) diffe-
renczialegyenletek két oly alaprendszere létezik, a mely x min-
den tetszoleges zart utjandl ugyanannak a homogen linear substi-
tutionak vannak alavetve vagy a melynek, a mint ezt roviden
kifejezziik, ugyanaz a monodromia-csoportja van, agy az (4) és
(B) differenczidleg yenletek és ezeknek ezen két alaprendszere

* V. 0. az egész fejezetet: FucHus, Berliner Sitzungsberichte, 1888,
1273. 1. s kov.

*#% V. 6. Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen,
II, 1. k. (1897 Lipese), Nr. 163.
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kogrediens. Mert ha az emlitett két alaprendszerre a (C') egyen-
leteket felallitjuk, az ry, ryy, - . . egyiitthatokat mint determinéan-
sok hanyadosait allithatjuk el6 és e determindnsok # minden
zért Gtjanal ugyanazzal a tényezdvel (t.i. a zart Gthoz tartozo
linedr substitutio determinansaval) szorzodik.

Differenczialjuk a (C') egyenletet 7 —1-szer & szerint és z-nek
mindenkor eléfordulo n-edik differenczidlhdnyadosat a (B) diffe-
renczidlegyenlet segitségével fejezziik ki z n—1 elsé differenczial-
hényadosaval, tigy a kovetkezé egyenletek adodnak :

Y =Ty 24112 + - Ty, v 20, (@)
(r=1,2,...,n-1)
hol
’
Tov = 70,v—1 — Tn—1,v—1 - Gy )
7
Tiv = Tayw=t - F Tictva-1.— Pnd, v-1 0%
2=1,2,...,n—1)
Az

T

egyiitthatok ezért mindeniitt egyértéki fiiggvényei 2-nek.
Az n-dik differenczidlissal adodik végre

y(") s (T;), n——l_rn—i, n—lqo\ z_}"(/),’l, n—1+7a0, n—l_rn—l, n—lql) Z'
+ 52N +(7‘:,_1, n—1 +Tn—2, n—l_/”n—I, n—1 (]n-—l) z(n—l)' (C'n)

Ha a (C), (C),..., (G, egyenleteket rendre szorozzuk p,,
Pty «+ o Pn—1, 1-gyel és ezuldn Osszeadjuk azokat, a jobb oldalon
z-ben homogén linear (n—1)-edrendi differenczidlkifejezés jele-
nik meg, x-ben egyértékii egyiitthatokkal, a mely tekintettel (4)
egyenletre eltiinnik, ha z szamdra a (B) bdarmely megoldasit
helyettesitjiik.

De innen kovetkezik, hogy ebben az (n—1)-edrendii differen-
czidlkifejezésben 2z, 2/, ..., 201 egyiitthatoi egyenkint eltinni
tartoznak. Tehat

n—1
’
Epir(h' + 7o, n—1—Tn-1,n=1 Go = 0
<
S )
! —
S pirsi + T, n—1tF T2-1, n-1—"n-1,n-192 = 0.
i=0

(1=1,2, ...y, n—1)
19*
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Az (1) egyenletekbdl v-nek adva 1, 2,...,n—1 értékeket és a

(2) egyenletekbél adodik az
. Yoy
2, v=0,1,...,n—1)

fiiggvényekre, melyek szama #?, a homogén linedr elsérendi
differenczidlegyenleteknek kovetkezé rendszere, x-ben egyértékii
egyiitthatokkal,

droz
== Tn—1.40g+ To vits (v=0,1,...,n—2)
da .
d?";v (Di)
T Ta—1, v+ Tn-1,vq2+ 7‘;, v+1,
=18 ...,n—1
v=0,1,...,n—2
d7'0 e n—1
——(-{L— = Pp—1,n-190 — A Pi 705
X i=0 :
: (Dy)
d’/’ n—1
et : Q
ey At TRl e A P
dx i=0
(1=1,2,...,n—1)

Ha e differenczidlrendszert ¥ tisztin formailag tekintjiik, azaz a
differenczidlegyenletek - egyiitthatoinak természetére semmiféle
speczidlis feltevést nem tesziink, allanak a kdvetkezok :

Legyen:

‘f)l’ v

(2,v=0,1,...,n—1)

a (D) és (D,) differenczialrendszer megoldasainak tetszéleges
rendszere, 2 a (B)-nek tetszéleges integralja és képezziik az

. 7 = po?+p10% + - +pn-1,02"70 (3)
kifejezést, akkor a (D,) és (B) egyenletekre valo tekintettel

7(” = p0vz+plvz,+ s +/’n—1, v 2

(»=1,2,...,n—1)

és ha még 7™-t is kiszamitjuk, akkor a (1,) egyenletekbdl adodik,

* SrapckerL szerint «differenczidlegyenletek rendszere» helyett diffe-
renczial-rendszert mondunk.
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hogy 7 az (A) differencziilegyenlet megolddsa. Ha (3)-ba 2 sza-
mara a (B)-nek z, ... z, alaprendszerét helyettesitjiik, akkor
/) s ,ﬂoozlf+/’1()5;:+ “~+pPn-1,0 z(kn—-l) (4)
(k=1,2,...,n)
(4)-nak alaprendszere.

Tekintsiik most megint (4) és (B) differenczidlegyenletek
egyiitthatoit a egyértéki fiiggvényeinek, akkor a két egyenlet
kogredienczidjara nézve a sziikséges és elegendo feltétel az, hogy
a (D)), (D,) homogén linear egyértékii egyiitthatokkal biro diffe-
renczidlrendszernek oly 7, partikularis megolddsainak rendszere
legyen, a melynek dsszes n? eleme a fiiggetlen valtozo egyértéki
fiiggvénye. Ha a (4)-be a (D,), (D,) differenczidlrendszer valamely
tetszoleges p;, megoldasi rendszeréb6l vett pyo-ok helyébe az r;,
partikularis egyértékd megolddsi rendszer megfeleld 70-t tesz-
sziik, ugy a (4) kifejezések az (A)-nak a z, ...z, nel kogrediens
alaprendszerét alkotjak. De dltalinosan nem is létezhetne a
(Dy), (D) differenczialrendszernek 73, ,-t61 1ényegesen kiilonbozé
megoldasi rendszere, a melynek Osszes tagjai « egyértékii fiigg-
vényei. Valoban a (D)), (D),) egyenletrendszer alakjahol kovet-
kezik, hogy ha a p;, megoldési rendszerbdl vett p,o A=1,...,%)
elemek egyértékii fiiggvények, ugyanez érvényes az n®—n tébbi
pu fiiggvényre nézve is. Tegyiik fel most méar, hogy (3)-ban a
ok @ oly egyértékit fliggvényel, melyek az 7 egyértéki fiigg-
vényektél nem csak dllando faktorban kiillonboznek ; és képzeljitk
ebbdl az n egyenlethdl

y(V) — "'0,Z+7'1yz,+ Mrc, +1/-n_1, vz(n—l) (5)
(r=0,1,...,n—1)

azz,..., 20071 figgvényeket kiszamitva. E szdmitds mindig el-
végezhets, ha y nem tesz eleget egy 7-nél alacsonyabbrendi
linedr egyértékii egyiitthatoju differenczidlegyenletnek. Innen

20 = soy +S1y'+ +Su—1, , Yy, (6)

(r=0,1,...,n—1)

adodik, a hol az 7? szamu sy mennyiség, a melynek rendszere



266 SCHLESINGER LAJOS.

az 13, mennyiségekbol alkotott rendszernek recziprokja, egyértékii
fiiggvényei az x-nek és egy differenczialrendszert elégitenek ki,
mely (D) és (Dy)-bél dll el6, ha ezekben a Py, Pyy.« ., Puy és
Qos 915 - - - » @n—1 egyiitthatokat feleseréljiik. Tegyiik be (6)-bol 2
értékeit a (3) egyenletbe, nyerjiik, hogy

p=Agy + Ay + 4 Ap_rynY,

hol Ay, ..., 4,1 @ egyérléki fiiggvényei. Az (A) differenczidl-
egyenlet nem csak dllando faktorokban kiilonb6z6 két megolda-
sanak ilyen vonatkozasiabol kovetkezik Frosenivs-nak* egyik
tétele szerint, hogy az (A) differenczidlegyenlet oly értelemben
reduktibilis, hogy egy alacsonyabbrendt egyértékii egyiitthatok-
kal biro differenczidlegyenlettel kozos integralja nincsen. Fucns-
nak ** egy tételéhol kovetkezik még, hogy kogrediens differen-
czidlegyenletek mindig egyidejiileg irreduktibilisek.

Az eddigi vizsgilatok eredményét a kovetkezdkben foglal-
juk oOssze:

Ha (A) és (B) két homogén linedr differenczidlegyenlet, a
melynek eqyiitthatdéi x-nek eqyértékii fuggvényei, akkor arra,
hogy e differenczidlegyenletel kogrediensel leqyenek a sziik-
séges és elegendd feltétel az, hogy a (D)), (Dy) homogén, linedr és
eqyérteki egyiitthatdji differenczidlrendszernek oly partikularis
integrdlrendszere legyen, a melynek dsszes elemei x eqyérteki
figguényei leqyenek. Ha az (A) differenczidlegyenlet, kivetkezd-
leg (B) is, azon értelemben irreduktibilis, hogy alacsonyabb-
rendii és eqyértékii eqyitthatokkal bird linedr homogén differen-
czidlegyenlettel kizos megolddsa nines, akkor a (Dy), (Dy) diffe-
renczidlrendszernek csak eqy egyértéki partikularis integrdl-
rendszere van.

A (Dy), (D,) differenczidlrendszer olyan, hogy minden p;, meg-
olddsi rendszere az n szamu p;o elemével egyértékiileg van meg-
hatdrozva ; egy ilyen megolddsi rendszer elemeibdl alkotott

* CreLLE-Journal 76. k. 268. 1.
** Berliner Sitzungsberichte 1888, 1276. 1.
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| pav |
2, v=0,14,...,n-1)
determindns nem tiinik el azonosan; az 7* szamt p;, mennyiség
rendszerének recziprok rendszere ép oly alaku differenczidlrend-
szert elégit ki és e differenczialrendszer (D) és (Dy)-bél oly mo-
don &ll el6, hogy a Pg, ..y Pn-1s Gos--+» gn—-1 egyiitthatokat
feleseréljiik.

II.

Az egyértékii egyiitthatos (A) differenczidlegyenlet olyan le-
gyen, hogy integriljainak véges szami

B B e ' Tl . 880

elagazo pontjai legyenek és hogy az alap-egyenletek, a melyek
azon substitutiokhoz tartoznak, a melyeket egy eldgazo pont egy-
szerd pozitiv koriiljarasinal egy alap-rendszer szenved, gyokei-
nek abszolut értéke az egységgel egyenld. Ez utobbi feltevést
csakis abbol a czélbol teszsziik, hogy a CrevLe-féle Journalban *
kozzétett dolgozatom eredményei alkalmazhatok legyenek.
Képzeljik most a végesben levé a,, dy, ..., a, elagazd pon-
tokat a végtelen tavoli ponttal [, Iy, ..., l, metszések segitségé-
vel 6sszekotve és Ay, ..., A, jelolje ama substitutiokat, a melye-
ket az (A)nak y,, ..., y, alaprendszere szenved, ha x fiiggetlen
valtozo az ly, ly, . . ., [, metszéseket egyszer pozitiv értelemben
atlépi. Mivel az (A) differenczidlegyenletre nézve tett feltevések
miatt az A, A,, ..., 4, substitutiok az idézett dolgozatban **
ugynevezett konvergenczia-feltételeket kielégitik, e dolgozat
eredményei szerint egy z,, 2, . - . , 2, fliggvényrendszer létezését
biztositottnak tekinthetjik, a mely az a,, aq, . . ., a, szingularis
pontok és az ezekhez tartozo Ay, ..., A, alapsubstitutiokkal
meghatarozott Riemann-féle*** problémat oldja meg,azaz az egész

* 123, k. 138. L
** U. o. 147. 1.
**% (C) probléma, u. o. 160. L.
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ly...l, metszésekkel szétmetszett 2 sikban egyértékii véges és
folytonos, e metszések pozitiv atlépésénél az A, ... A, substitu-
tiokat szenvedi és az ay, a,, ..., a, pontokban valamint a végte-
len tivoli pontban sem hatdarozatlan. E fiiggvényrendszer egy
homogén linear n-edrendii, racziondlis egyiitthatokkal biro és a
Fucus-féle osztilyhoz tartozo differenczialegyenletet elégit ki,
melynek az a, ... a,, oo lényegesen szingularis pontjai mellett
csak még nem lényegesen szingularis pontjai vannak és mely
nyilvanvaloan az (A4) differenczidlegyenlettel kogrediens. Ha ezt
a Fucas-féle osztilyhoz tartozo differenczidlegyenletet a (B)
differenczidlegyenlettel azonossa teszsziik, akkor a kogrediens
Yis+ s Yns 21, -+ -5 2o alaprendszerek a (C) egyenletek, az y és z
altalinos integrilok pedig a (C€) relaczioval lesznek ésszekap-
esolva, mig az 7 egyértéki fiiggvények és az ezekkel megha-
tarozott (I. fejezet (1) egyenletei) 7, fuggvények a (D,), (1),) diffe-
renczialrendszernek tesznek eleget, hol most ¢, . .., ¢,,—1 x-nek
racziondlis fiiggvényei.

Tehat a kovetkezo tételt talaltuk:

L. Az egyértéki eqyutthatoju (A) differenczidleqyenletre nézve,
a melynelk még az e fejezet elején felirt tulajdonsdgai meguan-
nak, lehet a qq, . . ., 4,—1 racziondlis fuggvényeket eqy a Fucus-
féle oszldlyhoz tartozd differenczidlegyenlel eqyillhatdil jellemzd
alakban mindig gy meghatdrozni, hogy (D)), (D,) differenczidl-
rendszer oly r;, partikuldris megoldassal birjon, a melynek
dsszes elemei eqyértélki [lugquények és az (A) dltaldnos inte-
grdlja (y) ily alakban irhato

e 1‘00z+7.10z,+"'+rn—1.03(”—1)7 ((—")

hol az qq...q.—1 eqyutthatélkal biré és a Fucus-féle osztdlyhoz
tartozo (B) linedr differenczidlegyenlet dltaldnos integrdlja.
Legyenek most az (A4) differenczidlegyenlet pg, . .., p,—1 egyiitt-
hatoi @ raczionalis fiiggvényei.
Ekkor a,, ay,...,a; a Pg,...,Pn—1 ama polusai, a melyek-
nek kérnyezetében (A) integrdljai nem egyértékiek, az egyttt-
hatok tébbi polusai, a melyeknek kornyezetében, az integralok
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mindenesetre az incrementum egész hatvinyai szerint sorba
fejthetok, figyelmen kiviil maradnak. A (D,), (D, differenczidl-
rendszerek egyiitthatoi ekkor x raczionalis fiiggvényei és igy az
I. tétel kiilonos esetéiil nyerjiik a kovetkezo theorémat :

II. Ha (A) valamely racziondlis egyiitthatékkal bird differen-
czidlegyenletet jelent, mely nem tartozik a Fucus-féle osztdlyhoz
és ha ezen eqyenlet eldgazé pontjaihoz tartozd alapegyenle-
tel: gyokei abszolul értékre nézve mind az egyséqgel eqyenldk,
akkor létezil: olyan (A)-val kogrediens differenczidlegyenlet (B),
a mely a Fucus-féle osztdlyhoz tartozik, és melynek z dltaldnos
integrdljaval (A)-nak dllaldnos integrdlja (y) a (C) alakban
dllithato eld és a (C) rao egyiitthatdr eqyértékii figguényei x-nek,
melyek az dltalul eqyértékiileg meghatdrozott r;, mennyiségek-
kel a (Dy), (D,) racziondlis egyitthatdji homogén linedr differen-
czidlrendszert eléqgitik ki.

Mas szavakkal : ha

P w5 D

az adott (A) differenczialegyenlet racziondlis egyiitthatoi, a
qo> - - -» Gn—1 fliggvényeket lehet igy meghatdrozni, hogy « raczio-
nalis fiiggvényei legyenek és alakjuk mindig a Fucus-féle osz-
tdlyhoz lartozo differenczidlegyenletek egyiitthatoit jellemzé alak
legyen (és pedig végtelen sok modon, mivel (B) helyére minden
(B)-vel ugyanazon osztalyba tartozo differenczidlegyenlet léphet),
és hogy a (D), (D,) differenczidlrendszerek egy, és ha (A) abban
az értelemben irreduktibilis, hogy alacsonyabbrendii, linedr és
egyertéki egyiitthatoju differenczidlegyenlettel kozos integrélja
nines, csakis egy partikuldris integralrendszerrel bir, melynek
Osszes tagjai @ egyértékii fliggvényei.

Mivel adott (4) differenczidlegyenlet esetén a lényeges feladat
abban all, hogy az (4)-val kogrediens és a Fucus-féle osztalyhoz
tartozo (B) egyenletet felallitsuk, czélszertinek litszik a (Dy), (Dy)
differenczialegyenletek helyett az azokbol a ¢q, ..., ¢n—1-nek a
Po -« - Pn—1-gyel valo feleserélés dltal adodo
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dsOv
dx = Sn—l,v'p0+$0, r+1
dS}, (EL)
v
=— 8;— [ i Sis
dac A 1,v+ n 1,vpl+ A v+1)
A=1,2,...,n—1
(v=0: $iiise ,' n—-Q)
dSo o n—1
——— =8, 4, n-1.Po— 3 qiSi,

dx i=0 E
dsz, n—1 : e e
s = —8) 1. n—1 1 Sn—1, n—1 - P2 2 i Sai

da i=0

(1=1,2,...,n—1)

differenczidlegyenleteket tenni. Tehiat adott py, . . ., pp—1 racziona-
lis fiiggvényekhez lehet a q,..., ¢,-1 fliggvényeket meghatdrozni,
melyek 2 raczionalis fiiggvényei és alakjuk a Fucus-féle osztaly-
hoz tartoz6 differencziilegyenletek egyiitthatoit jellemzo alak,
hogy e differenczialrendszernek egy egyértékii partikuldris sz,
integralrendszere van és ha e meghatirozas el van végezve,

2 = S+ 810Y -+ +8n-1,0y™ Y

dllitja el6 az (A)-val kogrediens és a Fucns-féle osztilyhoz tar-
tozo (B) differencziilegyenlet allalinos megolddsét.

Ama linear és raczionalis egytitthatoju differenczialegyenletek
elméletében, melyek nem tartoznak a Fucus-féle osztilyhoz, ha
egy hatdrozatlansagi hely kérnyezetében van sz6 az integrd-
lok vizsgdlatarol, két egymastol lényegében kiilonbozo feladat
oldando meg. Elészor amaz alapegyenlet gyckei hatdrozandok
meg, a mely az ily szinguldris ponthoz tartozik, masodszor az
integralok viselkedése keresendd, ha a fiiggetlen valtozo egy jol
meghatdrozott Giton e hatirozatlansigi helyek egyikéhez kozele-
dik. Az elsé feladat a IL. tétel révén legalibb abban az esetben,
midén az oOsszes alapegyenleteknek egységnyi abszolut értékkel
bir6 gyokei vannak, elméletileg az analog kérdésre a Fucns-féle
osztalyhoz tartozo differencziilegyenletek elméletében van vissza-
vezetve, mig a masik feladat, melynek megoldasara Poincare-nak
divergens hatvanysorokkal valo asymptotikus eléallitasi modja
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vonatkozik, az n-edrendii differenczidlegyenletrél az (KE)), (K
racziondlis egyiitthatoji homogén, linear differenczidlrendszer
Sy egyértékii megoldasdra viheto at.

Az, hogy valamely racziondlis egyiitthatoju a Fucns-féle osz-
talyhoz nem tartozo linear differenczialegyenlet vizsgalata egy az
emlitett osztélyhoz tartozo differenczidlegyenletre és bizonyos
egyértéki fiiggvényekre vezetheto vissza, a transformatio-csoport-
nak Picarp-Vessior-féle elmélete segitségével kovetkezd modon
is fejthet6 ki:

Legyen G az (A) differenczialegyenletnek az y,, ..., y, alap-
rendszerre vonatkozé transformatio-csoportja, H az (A)-val
kogrediens és a Fucms-féle osztalyhoz tartozo (B) differenczidl-
egyenletnek z;,...,2, alaprendszerre vonatkozo transformatio-
csoportja, 6 az A,,..., A, substitutiokb6l mint alap-substitu-
tiokkal komponalt csoport, azaz (4) és (B) differencziilegyenle-
tek kézos monodromia-csoportja. A megszamlalhato 6 esoportot
természetesen magukban foglaljik a G és H algebrai csoportok.
Picarp és Vessior alaptétele szerint raczionalis egyiitthatoju
linedr differenczialegyenlet transformatio-csoportjianak oly tulaj-
donsdgai vannak, hogy az alaprendszer elemeinek minden raczio-
nélis differenczidl fiiggvénye, mely ezen csoport transformatio6i-
nak alkalmazdsinal viltozatlan marad, & raczionilis fiiggvénye
és hogy megforditva is minden raczionilis differenczialfiiggvény,
mely az x raczionalis fiiggvénye, a transformatio-csoport trans-
formatioinak alkalmazdsanal véltozatlan marad.

Mivel a (B) differenczialegyenlet a Fucus-féle osztilyhoz tar-
tozik, tehdt integraljainak hatdarozatlansagi helyei sincsenek, a
%y ...2%, minden racziondlis differenczialfiiggvénye, mely a @
monodromia-csoport alkalmazdsandl valtozatlan marad, azaz
egyértékii az a-ben, x-nek is raczionalis fiiggvénye, és kovetkezo-
leg az H transformatio-csoport transformatioinak alkalmazédsédndl
is valtozatlan. Ezért I-nak nincs oly algebrai alesoportja, mely
a megszamlalhato 6 csoport substitutioit magaban foglalna ; vagy
mas szavakkal : H a legsziikebb algebrai csoport, mely a @ mono-
dromia-csoportot mint alecsoportot magaban foglalja. E tulajdon-
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sag a Fucus-féle osztalyba tartozo differenczialegyenletekre jel-
lemz6.*

Ha (A) nem tartozik a Fucus-féle osztilyhoz, akkor G a H
csoportot magaban foglalja mint alesoportot a nélkiil, hogy H-val
identikus lenne.

Legyen most R(t, ..., t,), t;, by, . . ., t, oly racziondlis differen-
czialfiiggvénye, hol {,,. .., t, az  hatarozatlan analytikai fiigg-
vényei, mely H-nak és csakis ennek transformatioinak alkalma-
z4sandl valtozatlan marad. Ha most a {;-k helyébe a z;-kat irjuk,
akkor ezen kifejezés a raczionalis kifejezése lesz:

BZL e o 2n) = QL (),
ha pedig a {;-k helyébe az y,-kat irjuk, akkor
Ry osyn) = ¢ @)

nem raczionalis, hanem 2 egyértéki fiiggvénye. Vessior-nak **
egy tétele szerint ez az egyértékii ¢ (x) fiiggvény algebrai diffe-
renczidlegyenletnek tesz eleget, melynek egyiitthatoi « racziona-
lis fiiggvényei és mely Vessior ¥*¥ jeléléée’ben integralok alap-
rendszerével bir. Ha most az

IRHTRASS By S =),

iggvényt az (A) differenczialegyenlet racziondlitdsi tartomanya-
hoz adjungaljuk, akkor a mint Vessior + kimutatta, az (4) differen-
czidlegyenlet G transformatio-csoportja azon alcsoportjara redu-
kalodik, melynek transzformaczioinak alkalmazdsénal az R valto-
zatlan marad, tehat H-ra. Ezen adjunctio utin az y, ..., min-
den racziondlis differenczialfiiggvénye, mely a 6 monodromia-
csoport substitutioinak alkalmazdsdanal valtozatlan marad, raczio-
ndlisan ismeretes, azaz az (A) differenczidlegyenlet ugy visel-

* E szerint helyesbitendé Fano Givo-nak egy megjegyzése, Rendiconti,
Accademia dei Lincei, Tomo IV*, 294. l., fennt.

** Theses (Paris, 1892) Deuxieme partie, Chap. 1I. 2.
*** T, o. Chap. III. 6.

1 U. o. Chap. V. 1.
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kedik, mint egy a Fucus-féle osztalyhoz tartozo differenczidl-
egyenlet.

All tehat a kévetkezé theorema :

1. Ha racziondlis egyiitthatéjii homogen linedr (4) differen-
czidlegyenlet, melynél az egqyes eldgazé pontokhoz tartozé alap-
eqyenletek gyokei eqységnyi abszolut értékkel birnak, racziond-
litdasi tartomdnydhoz eqy eqyértékii fiiggvényt adjungdlunk, mely
racziondlis eqyiitthatoji és integrdlok alaprendszerével bird
algebrai differenczidlegyenletnek tesz eleget, akkor ezen lnedr
differenczidlegyenlet transformatio-csoportja a legsziikebb algeb-
rai csoportra redukdlodik, melyben e differentidl-egyenlet mono-
dromia~-csoportja benn van és eqy alaprendszer elemeinek min-
den oly racziondlis differenczidlfaggvenye, mely eqyértéki, ra-
cziondlisan ismeretes; az (A) differenczidleqyenlet tehdl az
adjunctio dltal a Fucas-féle osztdlyhoz tartozd differenczidl-
eqyenletel; jellegét nyeri.

Schlesinger Lajos.
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A jelen kozleményemben a kovetkez6 kérdéssel szandékozom
foglalkozni. Legyenek 7, N pozitiv egész szamok, mely esetelben

lesz az
a"—1 (mod. N) (I

kifejezés linedr tényezdkre felbonthaté ? Ez a kérdéstétel annak a
kérdésnek dltaldnositisa, a melylyel egy elobbi czikkben, mint az
ott levezetett azonossagok alkalmazdsaval foglalkoztam.* A tar-
gyalds mindjért arra az esetre szorithato, hogy N torzsszam hat-
vanya legyen. Ugyanis a szamelmélethél ismeretes, hogy (I) akkor
és csak akkor bonthato linedr tényezékre, ha az

2"—1 (mod. p?) (IT)
(i=1,2,...,7)

N:pfxpgz o2 .p:'

kifejezések linear tényezdkre bonthatok. A vizsgalat eredménye
a kovetkez6 :

Az x"—1 (mod. p%) kifejezés akkor és csak akkor bonthato
linedr tényezékre, ha :

A) p—1=0(mod. n), a telszdleges.

B) n=p™m, a=1, p—1=0 (mod. m).

z am—1 (mod. 2% kifejezés pedig akkor és csak akkor bonthaté

linedr tényezdkre, ha

A) n=2, a=1.

B) n=2, a tetszéleges.

* V. 6. X, kotet 145. 1.
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Megjegyzem még, hogy probleménkat abban a speczialis eset-
ben, a midén 7 toérzsszam, mar Perorr, de teljesen mas modsze-

rekkel megvizsgalta.®
x

1. Segédtétel. Ha p pdratlan torszszdm és
p—1=0 (mod. a),
akkor létezik oly R szdm, a mely a p és p” és igy az 6sszes
T Ry 1)

modulusokra nézve az a kitevdhiz tartozik.

Ismeretes tétel értelmében vannak oly szamok, a melyek egy-
id6ében primitiv gyokok a p és p* modulusokra.

Legyen ["ilyen szam, akkor:

R,—I'P“—lb (I)
az (1) modulusokra az a-adik kitevéhoz tartozik, ha csak

5 T 2
(p—1,b) ="~ (1

Ugyanis :
[ tartozik (mod. p) a p—1-dik kitevohoz
1" tartozik (mod. p%) a p*=1(p—1)-dik kitevéhoz

és igy a véges csoportok elmélete szerint :

; OO e P et
R tartozik (mod.p) a GoL s et

a

kitevohoz
ptp=1) . . Pp=i

R tartozik (mod. p*) a P ey W T

a
kitevohoz.

2. Ha
p—1=0 (mod. @)

* Remarque au sujet du théoréme d’Euclide ete. American Journal
of. Math. XI., XIIL. k. A dolgozat 26. §-a.



276 A BINOM KONGRUENCZIAK ELMELETEHEZ.

akkor az
x%—1 (mod. p*) (2)

kifejezés linedr tényezbkre bonthatd.
Legyen R oly szdm, a mely a p és p* modulusokra az a kite-
v6hoz tartozik. Akkor:

x¢—1=(x— R) [ (x) (mod. p%).
Mivel
R*—R=0 (mod. p),
kell, hogy
o (RH=0, f,(@)=(x—R? f,(x) (mod. p%)

legyen. Igy folytatva, kapjuk:

1= T (— B¥) (mod. p) 3)
=1

3. Ha
(a,p)=1, p—1=0 (mod. a),
akkor mdr az
xP™—1 (mod. p) (4)

kifejezés sem bonthato linedr tényezdkre.

Ugyanis
xP"—1= (x¢—1)P" (mod. p)

és igy kellene, hogy 2*—1 (mod. p) linear tényezékre legyen bont-
hato. Ez pedig nincs igy, mivel p—1=0 (mod. a).
4. Ha
p—1=0 (mod. a),
aklkor
xP™—1 (mod. p)

linedr tényezdlkre bonthald.

5. Ha
p—1=0 (mod. a),
akkor az
aP™—1 (mod. p?) 5)

kifejezés nem bonthato linedr tényezdkre.
Legyen R oly szdm, mely a p és p? modulusokra az a kitevé-
hoz tartozik. Akkor mindenek eldtt:
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a
@ —1= [I(w—R¥) (mod. p*)
=1
és

a p7
xPe—1{= {kll (x— ]{")} (mod. p). (6)
=1

Ha (5) linear tényezokre bonthato, akkor e felbontds alakja
csak a kovetkezo lehet :

a p” :
:cp"ﬂ—lzk{]l i_l(a:—Rk— hii p) (mod. p2). (7)
Ugyanis a (7) felbontisnak a p modulusra is érvényesnek kell -
lenni. Azonban a torzsszémmodulusra vonatkozé felbontdasok
egyértelmiek és igy (7)-nek (mod.p) Ossze kell esnie (6)-tal.
Amde :

2% '
Il (x— R¥— hy; p)= (x— R¥)P"—p (x— R*P"~1 3 Iy (mod. p?)
i1 i
és igy lesz:
xPa— 1 =(xa—1)p*~1 Ja;“— 1—p 3 il hk-} (mod. p?)
l k, i .’B—-I{k i
vagy révidebb alakban :
ap™e—1=(xt— 1P {xt - f, 2014 ... 4 [} (mod. p?).  (8)
Ez a reldczio azonban helytelen. Ugyanis mindenekel6tt volna ;
fa=—1, fi=fo=---=fa-1=0 (mod. p?),

tehat lenne:
arTa— 1 =(xs—1)P" (mod. p?).
Azonban
(22 —1)P"=(2P""e—1)P (mod. p?)

és igy (8) csakugyan helytelen.

6. Az
2%—1 (mod. 2)

kifejezés akkor ¢s esak  akkor bonthatd linedr tényezékre,
ha a=2¢

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 20
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Ugyanis a felbontds a kovetkez6 alakn :
(@x*—1)=(x—1)* (mod. 2),
a mibdl a=26.%
7. Ha 8>1, akkor az
x¥—1 (mod. 4)

kifejezés nem bonthatd fel linedr tényezdkre.
Tegyiik fel az ellenkezdt. Akkor lenne :

2 —1=(x—1)4 (x+41)B (mod. 4), 9
a mibol
A+ B=0 (mod. 4)
—1=(—1)4 (mod. 4), A=B=1 (mod. 2)

AZB.
A (9)-b6l szarmazik :

2 —1=(xA— AxA-14...) (xB+BaP-14...) (mod. 4. (10)

Itt A és B nem egyenldk, legyen pl. A>B, akkor (10)-bél
szarmazik
—A=0 (mod. 4),
a mi azonban a megelézokkel ellenkezik. Igy tehdt (9) csakugyan
helytelen.

* V., 6. mar idézett czikkemet.

Bauer Mihdly.



A SZABALYOS TIZENKETSZOG TERULETENEK
MEGHATAROZASA SZEMLELETI UTON.*

A kérbe irt szabdlyos tizenkélszig terilete egyenld a sugdr
folott emelt négyzet hdromszorosdval.

Ezt az ismeretes tételt Komrscuik tandr Gr szdmitds nélkiil
bizonyitotta be folyoiratunk 1898 februariusi fiizetében (VII. évf.
53. oldal).

KirscuAk r a legkozvetetlenebb utat valasztotta, mert azokat
a hdromszogeket darabolta fel, a melyek akként szarmaznak,
hogy a szabdlyos tizenkétszog két-két szomszédos szogpontjat
kotjik 6ssze a kozépponttal.

Ha azonban még gy jarunk el, hogy minden mdsodik, azutin
minden harmadik, vagy végre minden negyedik szogpontot ké-
tiink 6ssze egymassal, akkor mindenek el6tt megjegyzends, hogy
ezzel valamennyi tekintetbe veheté osszekapcsolist kimeritet-
tik, mert itt a dolog természeténél fogva, konvex idomokra kell
szoritkoznunk.

Az els6 esetben a korbe irt szabalyos hatszog adodik ki a ko-
zépen és koriilotte hat csatlakozd hdromszog. (L. a II. abrat.)
A masodik esetben beirt négyzetet és négy csatlakozo trapézt
nyeriink. (L. az I. dbrit.) A harmadik esetben a korbe irt szaba-
lyos haromszog keletkezik a ko6zépen, mely szabdlyos hatszoggé
kiegészitve lényegben elsé esetiinkre vezet vissza.

E meggondolasok utan /ét eljdrdst mutatok be, a melynek segit-
ségével a korbe irt szabalyos tizenkétszog teriiletét szintén szem-
léleti Gton, tisztan geometriailag, hatarozom meg.

* El6adva a «Math. és phys. tarsulats 1901 januar 10-én tartott rendes
iilésén.

20*
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Az 1. és II. abrakban a P-k a korbe irt szabdlyos tizenkétszog-
nek szoégpontjai tovabba az I, ill. II, dbrikban AEBCGD ill.
ABCD a sugéar folott emelt négyzet haromszorosa. Hogy tételiink
bebizonyitisanak menete is jellemezve legyen, ezt a kovetkezo-

képen fogalmazzuk :

A
LB .. By ¢ AEBCGD,
illetdleq
PR Py @ ABCDH

teriletel: «végszeriien eqyenlok» * vagyis véges szdmi kolesono-
sen egybevigo darabokra oszthatok.
Arra szoritkozhatunk most, hogy az

j ISl (R P
illetdleg a

I s G
abrdkbol a kolesonosen egybevago teriiletdarabokat pérosaval
kiirjuk, mig az egyes egybevigosiagok részletes bebizonyitisat —
rendkiviili egyszeriségénél fogva — legyen szabad az olvasora
biznunk.

1. dbra,

* BoLval szerint.






282 CSILLAG VILMOS.

tovabba
Py By P, =< FIE, B, F; P, == HLG,
B P, Q= FGT, P, Py R = HES,
P, P Q = KIT. P, P, R = MLS.
L7k % 4
ITa. abra.

Madsodil. eljdrds. A

I é I,
abrdkban
P, PO =~ AEL, PR E < DEF,
O PP, = LKG, B, By P, = FGH,
PP 0= KIBE; BB = HIC
tovabba - 7
PPO~EDA é P PO =(CIB;
végre !
OP B, PisLEEG,
QR P o i G
x*
Fiiggelék.

Cf}

A korbe irt szabdlyos hdromszig oldalhossza folott emell
négyzet (I11. dbra) szintén egyenld a sugdr [6loll emelt négyzet

hdromszorosdval. (I11,. abra.)

Hogy ezt is szamitas nélkiil bebizonyitsuk, a IIL. és IIl4. dbrd-
kon a kovetkezo egyszerti szerkesztést * végezziik. El6szor ramér-

jik az
A— AN G =
A= AR —h = D

*V, 6, Réray. Végszerlien egyenld teriletek. Math. és phys. lapok. 1L k.

(1893) 4 és. 5. oldal.






A FOLDALKALISZULFIDOK FOSZFORESZCZENCZIAJA.

(Harmadik és befejezs kozlemény.)

A foszforeszkald szulfidok thermoluminiszczen-
cziaja.

Ha a foszforeszkalé szulfidokat megvildgitjuk és azutén utan-
vildgitasuk kézben vagy azutin melegitjiik, akkor ujra meglehetés
élénk fényt sugaroznak ki.

Ez a thermoluminiszczenczia lényegesen kiilonbozik masféle
anyagok, pl. a fluorpdt thermoluminiszezenczidjatol. A szulfidok
csak akkor vildgitanak a felmelegitésnél, ha megel6z6leg megvi-
lagittattak és az anyagban észrevehetd kémiai valtozasok nem
mennek végbe a felmelegitésnél. Ha ujra megvildagitjuk, akkor
ismét mutatnak luminiszkdlast.

A fluorpat megel6z6 megviligitas nélkil! is thermoluminisz-
kél, mi k6zben azonban a kékeszold szinl kristdalyok elszintele-
nednek jelétl annak, hogy az anyagban kémiai valtozasok men-
nek végbe.

A kovetkez6 szulfidok vizsgaltattak meg thermoluminiszezen-
czidra.

I. Kdleziumszulfidok. Ezek a foszforok konczentralt napfény-
nyel gerjesztve, a szinképben csak egy — legfeljebb még egy ma-
sodik igen gyenge — sdvot mutattak és igy tiszta foszforoknak
tekinthetok.

! Kiilonben nehezen konstatilhato. Annyi bizonyos, hogy megel6zéleg
nem kell megvilagitani.
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foszforesz- thermoluminiszezenezia
Foszfor czenczia szine vagy szinei, ha szin-
szine viltozas van
CaS+Bi ibolyaskék élénk kék, kés6bb zold
CaS+Cu kékeszold zold
CaS+ Cu+Bi kékeszold élénk kék, késébb zold
CaS+Mn sdrga sdrga

Egyediil a CaS—+ Bi mutatott szinvaltozdst, melynek természete
azonban igen kénnyen meg volt dllapithato. A thermoluminisz-
czencziafény spektroszkopiai elemzésébél ugyanis kideriilt, hogy
a Bi sav mellett a Cu sév is jelentkezik. Ennek megillapitasat
igen megkonnyitette egy CaS+ Cu-+Bi szinképének az elbbivel
valé 6sszehasonlitasa, valamint a CaS-+Cu szinképe is.

Hogy a Cu foszforeszezenczia a CaS+ Bi-ban jelentkezett, az
természetes, mert mar napfénynyel valo gerjesztésnél is — ha-
bdr igen gyengén — de elétiint. A thermoluminiszezenczia fénye
pedig — mindjirt a szulfid megvildgitisa utan — sokkal erdsebb,
mint a fotoluminiszczenczia fénye, tehdat a Cu savja is eré6sebben
lathato. Ennek tulajdonithato, hogy a thermoluminiszeczenczia
fénye, mindjart kezdetben is inkdbb vildagoskék mint sététkék, s
egyébként az 6sszes foszforok thermoluminiszezencziafénye min-
dig egy drnyalattal vildgosabb mint a foszforeszczenczia fénye. De
ennek fiziologiai magyardzata is lehet, mert az elébbi luminisz-
czenczia sokkal erésebb, mint az utébbi (ha ugyan mindjart a
megvilagitas utian melegitjiik fel a foszforokat).

Térjiink most 4t a

II. Stroneziumszulfidok thermoluminiszezenczigjira.

A thermoluminiszezenczia
Foszfor foszfor. szine : 2 .
szine vagy szfnei
SrS+Bi l kékeszold kékeszold, azutdn sargdszold
SrS+4 Cu(K,S0-al) vilagoskék viligoskék, azutdn sirga
§rS 450 tisztitalan sirga sarga, azutdn kékeszold
SrS -+ Bi tisztitalan | zold sdrgdszold, azutdn kékeszold
SrS+-Cu tiszta sirgdszold sdrgdszold, azutdn sirga
SrS+ Cu(Na,S,0,-2l) sirgdszold sdrgdszold, azutdn sirga

! Er6s zoldes arnyalattal.
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Az osszes tisztitott stroncziumszulfidok thermoluminiszczen-
czidgja elébb-utobb kékeszold szint mutatott. A nem tisztitott
SrS-bol készitett foszforok pedig mind sargdszold szinben vildgi-
tottak eleinte. Ezek a szinvaltozdasok mutatjak, hogy a stron-
cziumszulfidok még mindig keverékfoszforok. Mivel azonkiviill a
tisztitott SrS-+Bi rovid id6 mulva elveszti kékesszinét, tovabba
a tisztitatlan SrS-Bi féfoszforeszezenczigja szintén zoéldesszint
(a kés6bb el6tiing és igen gyenge kékeszold thermoluminiszezen-
czia nem szarmazhat a megfelelé mennyiségben hozzaadott Bi-tol,
annal kevésbbé, mivel magdaban a tisztitatlan SrC/O,;-ban féleg
bizmuth volt kémiailag kimutathato), tekintetbe véve tovibba,
hogy a sdv maximuma szintén a zoldben fekszik (kézel F-hez;
2=487.10—% mm.) és hogy a hosszan tarto (tehdt Bi-tol szarmazo,
lasd utdnvilagitas tartama) luminiszezenczia szine mindvégig zol-
des szind, valoszinti, hogy a bizmuth foszforeszczencziaja a stron-
cziumszulfidban z6ld szinti és hogy a kékes szin! egy idegen fém-
tél szarmazik, melynek jelenlétére mar tébb koérilmény mutat.
Ha pedig a rézfoszforokat tekintjitk, észreveszsziik, hogy vala-
mennyi (tisztitott és nem tisztitott szulfidbol, K,SO,-al vagy
NayS,0,-al készitett) szulfidnal a thermoluminiszezenczia szine
sargdava valik. Mivel a sav maximuma a sdrgaban fekszik (kozel
E-hez; 2=530.10-% mm.) és a tisztitatlan SrS+ Cu zéldes szine
a kémiailag kimutatott Bi-tol szarmazik, a tisztitott és K,SOy-el
készitett SrS-+Cu-nal pedig a (-t6l szdrmazo) kékes-ibolya sav
egészen kiillonvilva fekszik a sdrgaszold sdavtol a szinképben,
valoszinii, hogy a Cu foszforeszczenczidja a SrS-ban sdrga
szint.

Ezekbdl lathatni, hogy ha a fémsavok (igy mint pl.a stronezium-
szulfidoknal) részben fedik egymést és szétvilasztiasuk és felisme-
résiik egyszertien a foszforeszezenczia szinkép megfigyelése altal
nem sikeriil, a thermoluminiszczenczia-fénynek elemzése a szin-

1 Valamivel erdsebb feloldo képességgel biro spektralkésziilékkel tényleg
igen gyenge minimumot lehetett latni a szinképben a sargaszold és a kék
kozott, annak jeléiil, hogy a kék szin egy mas fémtol eredé sav kovet-
kezménye.



A FOLDALKALISZULFIDOK FOSZFORESZCZENCZIAJA. 287

vdltozdsol: kézben igen jol ad felvildgosildst a szinkép dsszetéte-
lére nézve.

A fémek nélkiil, ecsak hozzatételekkel (sokkal) készitett szulfi-
dok szinvaltozisa felmelegités kozben valosziniivé teszi, hogy a
kiindulasi anyagul hasznalt SrGO, kevés bizmuthot és kevés re-
zet tartalmaz azon a bizonyos («z») ismeretlen fémen kivil.

IIL. Bariumszulfidok thermoluminiszkélasa.

thermolum.
Foszfor foszfor. szine s .
szfne vagy szinei
BaS+Bi zoldessdrga zoldessdrga

BaS+ Cu+Na,SO, | pardzsvoros | pardzsvoros

BaS+ Cu+K,S0, | szalmasirga ‘szix'ga

A BaS-ok nem mutattak észreveheté szinvaltozast. A sdrga
foszforeszczenczia eredete, melyet a bariumszulfidok K,SO el
égetve mutatnak — még nines b6vebben kutatva.

Nézziik most, vdltozik-e, és ha viltozik, milyen modon valtozik
a thermoluminiszczeneczia, ha a foszfort megviligitasa utan rovi-
debb vagy hosszabb id6 mulva melegitjiik fel. E czélra a CaS+Bt
foszfort hasznallam, mely leghosszabb ideig vilagit.

A megviligitas

\
utin hény oéra foszfor. intenzitésa : thermoluminiszcenczia int.
mulva ? \
0 \’ igen erds | sokkal erésebb, mint a foszfor.-ndl
5 ji"cn erés, de va- / sokkal erdésebb, mint a foszfor.-ndl,
| lamivel gyengébh | de valamivel gyengébb, mint el6bb
gyenge mar joval gyengébb
7X24 ‘ gyenge még gyengébb
9XTX24: | gyenge még gyengéhh
6}X7}X24 : gyenge még gyengéhh
12XX7X24 . mar nem vildgitott még gyengéhb
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Ldtnivald, hogy a thermoluminiszczenczia intenzitdsa fiigg
az uldnvildgitds tartamdtdl, vagyis a foszforeszczenczia erdssé-
gétol. Ha a fénymozgas csak gyengén gerjesztettett (avagy mar
csillapult), akkor a thermoluminiszkdlas is gyenge és fordilva.
Mindjart a megvilagitds utian rendkiviil erés a thermoluminiszka-
las. A gyorsan, de igen élénken lefolyo fényjelenség valoban pom-
pds latvanyt nyujt. Ha lassabban melegitjiik a szulfidot, akkor
sokkal hosszabb a thermoluminiszkalas, de egyszersmind gyen-
gébb is. Mar BecQUEREL is megjegyzi nagy munkdjaban, hogy a
szulfid dltal bizonyos mennyiségben elnyelt fényt tetszéleges in-
tenzitissal és idotartammal lehet vele kisugdroztatni.® A foszfo-
rok thermoluminiszczencziajan alapszik a foszforogrammok ujra
eldidézése, ha mar bizonyos id6 leteltével eltiintek. Hogy milyen
hosszu idéig képes némely foszfor a fénybenyomédst megtar-
tani, mutatja a kovetkez6 példa. Lenxarp és Worr? 1887 julius
15-én «expondltak» egy Barmain-lemezt, mely még szeptember
2-an az el6idézésnél (melegités altal) igen jol mutatta a vidéket.
Ezutan 1888 augusztus 10-éig eldidézetlentil fekiidt. A mondott
napon még diffus fény volt észreveheté.

A foszforok thermoluminiszczenczidgjat illetéleg kovelkezok
allapittattak meg:

1. A thermoluminiszczenczia szine megeqgyezik a [oszforesz-
czenczia szincvel.

II. A tiszta foszforok csak drnyalatbeli szinvdltozdst mutat-
nak (ugyanazt, mint az utanvilagitasnal).

1. A keverélifoszforok mind szinvdltozdst mutatnak, melybél
(spektroszkopiai elemzéssel) a foszforeszezenczia-szinkép Ossze-
tételére lehet kovetkeztetni. .

IV. A thermoluminiszczenczia minden tekintetben fiigg a meg-
elozdleg létesitett [énymozgdstol (erosségétol és esillapult vol-
tatol).

1 La lumieére, I. k. 52. L
? Eper’s Jahrb. der Photographie. 1889.
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A gerjeszto- és a foszforeszezencziafény ossze-
fliggése.

A gerjeszt6 fénynek intenzitasaval és szinével egyiitt megval-
tozik a foszforeszezencziafény intenzitisa és szine is.

Tekintsiik el6bb a foszforeszezencziafény viltozasait, ha a ger-
jeszté fény erdéssége valtozik. Minél erdsebb fényt hasznalunk a
foszforeszcezenczia gerjesztésére, anndl erésebb a foszforeszezen-
czia és forditva. De nemcsalk intenzitdsa vdltozik meg a gerjesztd
fény intenzitdsdnak megvdltozdsdval, hanem szine is. Ezek a
valtozasok ugyanazok az drnyalatbeli valtozisok, melyeket mar
tobb helyen emlitettiink és melyek mindig az intenzitds valtoza-
saval karoltve jarnak.

Ha a CaS-+Bi foszforeszezenczidjat 6sszegyiijtott napfénynyel
gerjesztjiik, akkor szine ibolydskék, ha indirekt fénynek tessziik
ki (pl. viligos napon délben), akkor mar hianyzik az ibolyds dr-
nyalat, este felé, vagy boras id6ben gerjesztve mar esak vildgos
kék fényt sugdroz ki. Ugyanezt az arnyalatbeli szinvaltozast mu-
tatja a CaS+ Biutanvilagitasa k6zben, a mint eréssége folytono-
san csokken. Leghosszabb a szinkép a megvilagitas kézben, a mi-
kor egyszersmind a legintenzivebb is. Hogy miképen véltozik az-
utdn a szinkép, leirtuk mér az utanvilagitas tartamanak targyala-
sandl. Az ott mondottak megmagyarizzik egyszersmind az itt
fellép6 szinvéltozdsokat. Ha most nem az intenzitds cs6kkenését
vessziik, hanem fokozatos ndévekedését, a mit tgy érhetiink el,
hogy fokozatosan erésebb fénynyel gerjesztjiik a foszforeszczen-
cziat, akkor a szinvéltozas forditott sorrendben megy végbe, de
egyébként ugyanaz.

Minden tiszta foszfor, tigy latszik, csak egy bizonyos hulldm-
hossznak megfelel6 fénymozgésra van <hangolva», mely a maxi-
mum helyének felel meg a szinképben, de a gerjesztésnél a szom-
szédos helyeknek megfelel6 fénymozgdsok is dllnak el6 és igy
sav keletkezik a szinképben, mely anndl hosszabb, minél eré-
sebb a gerjesztés. Ilyen modon megvaltozik a foszforeszczenczia-



290 KLATT ROMAN

fény osszetétele, mely azonban csak drnyalatbeli valtozasokban
allhat.

A gerjeszto és a gerjesztett (foszforeszezenczia-) fény torékeny-
sége kozott is van osszefiiggés. Kz az 0. n. Stokesfele szabdly.
Ezen szabdly értelmében a gerjesztett fény nem tartalmazhat to-
rékenyebb sugarakat, mint a gerjeszté fény. Ezt a szabalyt —
mint torvényt — Srtokes?® dllitotta fel a fluoreszkalo testekre
nézve, melyeknek legnagyobb része koveti ezt a szabalyt. De
Lomuer,? Stencer,® Wesenponck 4 és mdsok épen a legerésebben
fluoreszkalo oldatokndl, a milyenek a magdalavoros, eosin és flu-
orescin oldatai, észleltek — és pedig igen tetemes — eltérést e
torvény alol, mely e szerint esak szabalynak tekintheté.

BrcQuereL szerint a foszforeszezenczidra is érvényes a STOKES-
féle szahdly. Megfigyeléseit egyszerfien tigy végezte, hogy a fosz-
forokat kiilonb6z6é szines tivegeken athaladott fénynyel vilagi-
totta meg és azutan megdillapitotta, hogy milyen szind fénynél
képesek vildagitani. Ezek a kisérletek azonban nem tekintheték
dontéknek, mert az egy bizonyos fénynyel gerjesztett foszforesz-
czencziafény még mindig tartalmazhat kis mennyiségben toréke-
nyebb sugarakat, a mit csak spektroszkopiai vizsgdlat derithet ki.

A Bammain-féle anyagot Levarp és Worr vizsgaltadk meg a
Stokes-féle szabdlyra.’ Egy fotografiai lemezre rétegjével a lemez-
nek forditva, raerdsitettek egy darab meg nem vildgitott Bar-
main-lemezt,® és igy lefotografaltak egy szinképet, melyet a Bav-
maIN-lemeznek széie hosszaban felezett. Tlyen modon két érint-
kez6 szinkép keletkezett a lemezen egymas f6lott, melyek egyike
kozvetetleniil, mdsika a BaLmain-lemezen dthaladva rajzolodott
le. Az utobbi azt mutatta, hogya Barmain-féle anyag a napszin-
kép sugarait a G vonaltol kezdve nyeli el, a G-161 a vorosig

* Poge. An. Erginzungsband IV. 1852.

2 Pogeé. An. 143. 26, 1871 ; 159, 514, 1876 ; Wiep. An. 3, 113, 1878.
% Wiep. An. 28, 201, 1886.

4 Wiep. An. 26, 526, 1885.

5 Eper’s Jahrb. d. Photographie. 1889-iki kotet.

¢ Foszforogrammok eléallitasara szolgal, a kereskedelemben fordul el6.
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terjedoket pedig atereszti. A BaLmain-lemezen eléallitott napszin-
képbdél lathato volt, hogy a foszforeszkdlas tényleg a G vonal
koriil kezd6dik és az ibolyantili részbe hiizodik. A lemeztél kisu-
garzott (foszforeszezenczia-) fény féleg az I és G kozti sugarakat
tartalmazta, tehat kisebb torékenységii sugarakat, mint a gerjesz-
t6k (G-t6l ibolydntulig) voltak.

Kivanatosnak latszott a Stokes-féle szabdly érvényességére
vonatkozolag néhdny, erre alkalmas tiszta foszforon, spektro-
szkopiai vizsgdlatokat tenni.

Ha azt akarjuk eldénteni, hogy a gerjesztett fény tartalmaz-e
torékenyebb sugarakat mint a gerjeszté fény, legcezélszeriibb
mindkét fény szinképét eldallitani és ezek torékenyebbik hatardt
osszehasonlitani. Olyan gerjeszté fény, melynek szinképében a
fels6 hatar pontosan meghatdrozhato és mely azonkiviil homogén
is, csak a szinképbél nyerheté. Igaz, hogy ennek a fénynek inten-
zitdsa ardnylag gyenge, mert az amugy is keskeny hasadékon é&t-
ment fénynek ismét esak egy kis része haszndlhato fel, de ezek
a kisérletek oly kényes természetiiek, hogy mds erésebb pl. szi-
nes kozegeken athaladott fényt azért nem hasznalhatunk, mert
ezeknek szinképe sohasem bir éles és pontosun meghatarozhato
hatarokkal, hanem ezek mindig tébbé-kevésbbé elmosodottak.

A kisérleti berendezés a kovetkezé volt. (2. abra.) Az » résen
(heliosztatrol) bejové parhuzamos napfénynyalib a p prismédval
szétszoratott. Az | lencse az e ernydn tiszta szinképet dllitott
el6 (a, b), melybél az elmozdithato ¢ rés segitségével barmilyen
rész volt kivaghato. Az ezen a hasadékon dtbocsatott homogen
sugdrnyalab az l' lencsével Osszegyijtetett és a fénykup fokusza
az [ foszforoszkop belsejében 1évé kosarkara ejtetett. A foszforo-
szkopbol kilépé fénynek elemzése az s spektroszkoppal térténik.
A foszforoszkop hajtasara szolgal az m elektromos motor, a mely-
hez valo aramot a B battéria szolgiltatja. Az e’ és e” fényfelfogo
ernyok.t

A kisérletek el6tt mindig meghataroztuk, hogy a nap-

1 Az észlelést zavaro fény felfogésira.
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szinkép mely részei gerjesztik legerésebben az illeto szulfid fosz-
foreszezenczidjat. Az 6sszes megvizsgilt szulfidoknal a kék, ibolya
és gyengébb mértékben az ibolyantuali sugarak bizonyultak hata-
sosaknak. Azutin az »' hasadékon &thaladott fény felsé (toréke-
nyebbik) hatarat allapitottuk meg. A foszforeszezencziaszinkép
fels6 hatdirdanak megallapitisa és az elébbivel vald 6sszehasonli-
tasa azutin megmutatta, hogy érvénves-e a Stoxes-féle szabaly
az illeto szulfid foszforeszezeneziajara nézve, vagy pedig nem.

2, abra.

Mivel esak a kék, ibolya és ibolyantili sugarak képesek foszfo-
reszezeneziat eléidézni, természetes, hogy a voros, sirga és zold
fénynyel vilagito szulfidokra érvényes a Stoxrs-féle szabily. A kér-
dés eldontésére csakis olyan szulfidok folyhatnak be, melyek ma-
guk is legalibb kék sugarakat kiildenek ki. Ilyenek a CGaS—+ Cu
(kékeszold), SrS+Bi (kékeszold), SrS+Cu (viligos kék) és
CiaS—+ Bi. Ezek kozil azonban csak a hdirom utobbi bir oly inten-
zitassal, hogy a kisérletre haszndlhato. '

Azok a szulfidok, melyekre kevéssé torékeny foszforeszczen-
cziafényiiknél fogva érvényes a szabdly, a kovetkezdok: BaS+ Cu
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(pardzsvoros), CaS-+ Mn (sarga), BaS—+ Bi és azok a SrS-+ Cu-ok,
melyek nem tartalmazzdak a kék savot és melyek ennélfogva z6ld-
szinti fényt sugdroznak ki.

Az adatok egy Bunsen-StrivuEIL-féle spektroszkop skalaadatai,
melyek — mivel itt nem sziikséges — nem redukaltattak hullam-
hosszakra.

1. SrS+ Bi. Kékeszold foszforeszezenczia. A siv hossza skdla-
adatokban 356—115.

Gerjesztd fény foszf. fény PR X s
felsé hatira felsé hatdra e €

144 : 115 igen erds

pa7 | 115 | erés

121 ] 115 ! gyengébb

115 ! 115 i gyenge, a hatir elmosddott

110 105 (?) | igen gyenge

100 : ? | igen gyenge

2. SrS+-Cu-+y. Vilagos kék foszforeszezenczia. Itt esak a kék
sdv jon tekintetbe, mely 86-tol 140-ig terjed.

Gerjeszt6 feny | fosaf. fény et
fels6 hatira | fels§ hatra | 2 fos2l- fény intenzitisa
151 140 nem igen erds
144 135 gyenge
140 135 gyenge
135 135 (?) | igen gyenge
130 ? igen gyenge

Itt épen a kék sav gyengébb, melyre ennél a kisérletnél sziiksé-
giink van.

3. CaS+Bi. Tholyaskék foszforeszezenczia. A kék sév kiterje-
dése 95—135.

Mathematikai és Physikai Lapok. X, 21
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Gerjeszto fény foszf. fény e :
felsé hatéra fels6 hatara 8 fuml, Ky Injospitise
165 135 igen erds
144 135 ergs
140 135 erds
135 135 gyengéhb
130 133 (?) | gyengébb
125 130 (?) | gyenge
120 3 igen gyenge

A megvizsgalt harom szulfid kozott (SrS+-Bi, SrS+Cu+-y és
CaS+DBi) egyediil az utobbindal latszott csekély eltérés, mely
azonban a foszforeszczencziafény gyengesége miatt teljes bizton-
sdgeal nem volt megillapithaté. Az a koriilmény, hogy a foszfo-
reszezencziafény épen akkor oly gyenge, midén a gerjeszté fény
fels6 hatara vele Osszeesik, épen a Srtoxes-féle szabilynak kifeje-
zése.

Kimondhatjulk tehdt, hogy a Stokes-féle szabdly a foszforesz-
kdlé testekre is érvényes és pediq sokkal pontosabban, mint a
fluoreszkdld oldatolra. :

Ugy latszik, mintha a szilard oldatokban végbemené fény-
emisszio e tekintetben is tobb torvényszeriséget mutatna mint a
cseppfolyos oldatoknal. Erre mutat az a kortilmény is, hogy a
fluoreszezencziafény szinképében nem talalunk torvényszertisé-
geket.

Elmeleti vonatkozasok.

A foldalkaliszulfidok fotoluminiszezenczidjdra vonatkozo kisér-
leti adatok még csekély szamuak, gy hogy belélik a jelen-
ség lényegére mnézve még nem igen vonhatunk kovetkez-
tetést.

A szulfitok és karbonatok luminiszezenczidja méar sokkal be-
hatobban van megvizsgilva. Ezen {estek luminiszezenezidjanak
magyarazatit Wiepemany E. és Scumr G. C. Kisérlették megadni.
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Ertekezéseikben ! kiterjeszkednek a foldalkaliszulfidokra is, am-
bator ezeknek fotoluminiszkalasat csak igen kevés esethen vizs-
galtak meg.

Hogy azonban a kathodsugarak hatdsa a megvizsgdlt testekre
ugyanaz mint a fényé, még bizonyitdasra var. Az eddig tapasztal-
takbol ép az ellenkezdjét kell feltenniink. Ugyanazok a szulfitok
és karbonatok, melyek a kathodsugarak hatdisa utan élénk ther-
moluminiszezenczidt mutattak, napfénynyel valo megvilagitas
utdn folmelegitve nem vilagitottak.?

Masrészt ugy latszik, hogy a szulfatok és karhonitok luminisz-
czenczidgja a szulfidokétol eltér, tgy liogy az azokra érvényes vo-
natkozasokat nem lehet egyszertien kiterjeszteni emezekre.

Wiepemany E. és Scauipr G. C. a hosszt utdnvildgitas tartam-
mal biro foszforeszezencziat kémiluminiszezenczianak tartja. Az
okok kéziil,? melyeket itt teljesen nem sorolhatunk fel — csak egyet
emeliink ki. Szerzok valoszintitlennek tartjak, hogy a test energia-
tartalmanak megfelel6 osczillatorius fénymozgis, perczekig, ordkig,
sot napokig megmaradna és még valosziniitlenebbnek, hogy ez a
fénymozgds mintegy latens modon azonttl is fennalljon és mele-
gitésnél a thermoluminiszkdlist okozna.

De 6l kell-e tenniink, hogy ez a fénymozgas latens dllapothan
van meg? Ha a CaS+Bi részecskének fénymozgdsa hat hétig
szemmel észrevehetd volt, f61 kell tenniink, hogy még jo ideig
tovabb is tart és hogy folyton csillapodik. Tényleg, ha azutin
idonkint erésbitjiik e fénymozgast héenergia hozzavezetése dltal,
a thermoluminiszezenczia mind gyengébb lesz, mig végre teljesen
megsziinik, annak jeléiil, hogy a test részecskéi ismét normalis
allapotba jutottak. Ha egyaltaliban elfogadjuk, hogy egy test leg-
kisebb részecskéi képesek fénymozgisra — és szerzok elfogad-
jak* — akkor ép ugy el kell fogadnunk, hogy ezek a fénymozga-

1 Wiep. An. 54, 604. 1895 és 56, 201. 1895,

2 Wikp. An. 56, 234, 1895, % Lasd Wiep. An. 54, 605.

* Wiep. 56, 241. A fluoreszkalast és a g6zok elektroluminiszkalasit mo-
lekularis mozgasokkal magyarazzak, valamint némely testek foszforesz-
czeneziajat is.

1%
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sok a kiilonbhoz6 testekben a kiilonboz6 viszonyok (oldokozeg sii-
riisége, oldott anyag legkisebb részecskéinek stlya) szerint rovi-
debb-hosszabb tartammal birhatnak. E mellett szélnak azok az
osszefiiggések is, melyeket az utanvilagitis tartama és az oldo-
anyag strtisége, valamint az oldott anyag molekulastilya kozott
talaltunk.

Ha pedig feltessziik — mint a szerz6k — hogy csak foldalkali-
szulfidok * legkisebb részecskéi nem végeznek fénymozgast (ellen-
ben az igen rovid utanvilagitasi tartammal biro természetes fosz-
forok igen 2, akkor ezekre a testekre nem lehet érvényes a Stokes-
féle torvény, mely épen annal: kifejezése, hogy miképen torténik
valamely fénymozgds dlvitele testrészecskékre. Hogy kémiluminisz-
kildsndl ennek a térvénynek nines értelme, szerzék is hangsalyoz-
zak® és mégis Lenarp és Worr # és sajit kisérleteim mutatjak, hogy
a Stokes-féle szabdly igen pontosan dll a foszforeszkdld szulfi-
dokra — sokkal pontosabban, mint a fluoreszkélo oldatokra. Ezen
torvény alol a foszforeszkalo testeknél egydltalaban még nines
kivétel konstatdalva. S6t mindazok a fluoreszkdlo oldatok, melyek
igen tetemes eltérést mutatnak a szabdlytol, szilird dllapotba
hozva, pl. mint az eosin-zselatin, a Stokes-féle torvényt kovetik.
(LENARD és WoLF).

Nézziik mar most, hogy mennyiben érvényesek a Wiepemany E.
és Scamnt G. C. dltal megvizsgalt szilard oldatok kémiluminiszka-
lasdara vonatkozo magyarazatok a féldalkaliszulfidok foszforesz-
czenczidjara.

Szerzok felfogdsa szerint — melyet itt nem részletezhetek —
a fluoreszczenczia- és [oszforeszczencziafény nem mutathatja
ugyanazt a szinkepet, mert az el6bbi kényszeritett rezgéseknek
felel meg, melyeket a gerjeszté rezgések befolyasolnak, mig a
foszforeszczenczianal csak a molekulakon belil lefolyd rezgd

1 Azaz altalaban minden hosszabb tartamu foszforeszkalo anyag.
? Wiep. An. 54, 605. L. §. 2. a).

8 Wiep. An. 54, 604, 1. §. 1.

* Eper’s Jahrbuch d. Photographie. 1889.
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mozgasok jonnek tekintetbe.! Ebbdl azt kivetkeztetik, hogy a fosz-
foreszkdld testeknél a fluoreszczenczia és foszforeszczenczia lé-
nyeqileg rokon, de nem azonos folyamatol.

A tiszta foszforokndl a két luminiszczencziaszinkep kozott
csak intenzitdsbeli kilonbség van. (Mint fentebb lattuk, szerzdék
LomueL-nek keverékfoszforokon végzett megfigyeléseire hivatkoz-
nak, melyek itt egyaltalaban nem johetnek tekintetbe.)

Szerzék szerint ezenkiviil napfénynyel valo gerjesztés eseté-
ben erés foszforeszezenczianak, de csak gyenge (vagy egyaltala-
ban nem) thermoluminiszczenczidnak szabad mutatkoznia. Kisér-
leteimbdl kideriil, hogy a thermoluminiszezenczia a szulfidokndl
minden tekintetben fiigg a foszforeszezenczia erésségétél és hogy
még honapok mulva is észrevehetd.

Azt a koriilményt, hogy az erésebben égetett foszforok utan-
vildgitdstartama nagyobb, kovetkezéleg magyarazzak. A gerjeszté
sugarak hatdsa alatt az illeté feloldott test ionjaira esik szét,
melyek a gerjeszté sugaraktol az oldoszerbe taszittatnak. A ger-
jeszto erék meglehetés hatdsosak 1évén, az a tavolsdg, melyben az
ionok megmaradnak, nem fiigg nagyon az illeté oldoanyag allapo-
tatol ; a visszavandorlas azonban arinylag gyenge erék hatdsa
alatt térténvén, mér nagyon fiigg az illeté oldészer stirtiségétél.
Az égetés dltal stirtibb lesz a tomeg és igy nagyobb ellentdllast
fejt ki az ionok vandorlisa ellenében, mi dltal a lasst visszavan-
dorlassal 6sszefiiggé utanviligitis tartama is meghosszabbodik.

Szoéval, minél stribb az olddszer, anndl hosszab az utdnvila-
gitas. A tiszta foszforok ép az ellenkezdjét mutatjdk : minel si-
ribb az olddszer, anndl révidebb az utdnvildgitds, a mi a siirtibb
kozegben végbemend fénymozgds nagyobb csillapoddsaval ma-
gyarazhato.

Mindezekbdl ldathatd, hogy a foldalkaliszulfidok luminiszczen-
czidja avval a foltevéssel, hogy a fényemisszidt kémiai vdltozdsok

* Wiep. An. 56, 249. 1. B.) Kiilonben is az intramolekularis mozgisok-
nak osszefiiggése a kémiluminiszezenczianal feltételezett ionizalassal nem
egészen vilagos.
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okozzdk, nem igen magyardzhatd. Egyaltaliban minden kémiai
alapon dllo magyardzatnak elsé nehézsége a Stokes-féle torvény
megmagyarazasa volna.

Az a kérdés, milyen képet alkossunk tehdt magunknak errdl a
fényemissziorol ?

Nézziik e czélra a tiszta foszforok luminiszezencziajara meg-
allapitott f6bb tételeket.

T. A fénymozgas annal lasstbb (a foszforeszkilds szine annal
kevéshbé torékeny), minél stiribb az oldoanyag.

1I. Az utanvilagitdas annal rovidebb, minél siiriibb az oldo-
anyag.

III. Az uténviligitas annal hosszabb, minél nagyobb az oldott
fém molekulasilya.

IV. Az égetés héfoka (a készitésnél) nincs befolyassal a fosz-
foreszkélds szinére.

V. A thermoluminiszcezenczia szine mindig megegyezik a fosz-
foreszkilds szinével.

VI. A thermoluminiszczenczia minden tekintethen fligg a meg-
elozéleg létesitett fénymozgastol.

VII. A kiboesdtott fény nem tartalmaz torékenyebb sugarakat,
mint a gerjeszté fény.

VIII. A tiszta foszforok semmikérilmények kozott sem mutat-
nak szinviltozast.

Mindezen tételel: kénnyen magyardzhaldk azzal a [oltevéssel,
hogy a fénymozgds a foldalkaliszulfidokndl intermolekuldris
mozgdsokbdl dll.

Akkor az I. és II. egyszertien azzal a csillapitiassal magyaraz-
haté, melyet a kizeg gyakorol a benne feloldott fém molekuldinak
rezg$ mozgasara (4gy szintén értheté az a tény, hogy alacsony hé-
mérsékletnél megsziinik a vilagitds, de a felmelegedésnél ismét
el6tiinik). ATIIL. a rezgé molekulédk tehetetlenségével magyardzhato,
mely anndl nagyobb, minél nagyobb a molekula stlya. Az V. és
VI. viligos, mihelyt folvessziik, hogy a thermoluminiszczenczia
nem egyéb, mint a héenergia hozzivezetése dltal ismét erésbho-
dott csillapitott fénymozgds, minek f6ltevése — szem el6tt tartva
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az idevago kisérleteket — semmi nehézséggel nem jar. AIV., VII.
és VIIL énként kovetkeznek abbol a foltevéshdl, hogy a fénymoz-
gas intermolekuldris, mert minden szulfid a benne feloldott fém
természete szerint bizonyos rezgésre van hangolva, mely a sav
maximumaéanak felel meg, és természetszertien a szomszédos rez-
gésekre is atterjed; ezekre a rezgésekre a kiilsé befolyasok csak
gyengitoleg, vagy erGsbitéleg hathatnak, természetét nem valtoz-
tathatjak meg. Ezt csak kémiai hatasok tehetik, melyek a szulfid
kémiai szerkezetét megvaltoztatnak.

Megjegyzendd azonban, hogy a féldalkaliszulfidok foszforesz-
czenczidja intramolekuldris mozgdsokkal is magyarazhato, mert
mind azok az osszefiiggések, melyek a molekulasilyra allnak,
egyszersmind az atomstilyra is érvényesek.

Amde az oldoszernek befolydsat a molekula belsejében végbe-
mené atomrezgésekre igen nehéz elképzelni. Tovabba mir az
a tény is, hogy utdanvilagitas csak szilard testeknél 1ép fel, mole-
kularis rezgésekre latszik mutatni. lgen szépen mutatjak ezt a
fluoreszkalo oldatok, melyek cseppfolyos illapotban nem birnak
utanvilagitassal, de foszforeszkalokkd lesznek, ha molekuliik sza-
bad mozgasiat korlatozzuk pl. az dltal, hogy zselatint keveriink
hozzijuk. Ezek a fluoreszkalo zselatinok szilard dllapotban révid
(1 mp), de jol észreveheté utanvilagitassal birnak.

Végre nines kizdrva, hogy a fényemissziot inter- és intramole-
kuldris rezgésekkel egyiittesen magyarazhatni.

Végiil kedves kotelességet teljesitek, midén atyamnak Kratr
VireiL all. férealiskolai tandrnak a megvizsgdlt anyagok készi-
téseért, dr. Knuraray JENG egyetemi magdntandr tirnak laborato-
riumdnak szives atengedéseért és Romsaver Lasos tanarjelolt ar-
nak az abrak készitéseért, halas koszonetet mondok.

Klatlt Romdn.



PROBAMERESEK A GAZOK BELSO SURLODASANAK
EGY UJ KISERLETI MODSZERREL VALO MEGVIZSGA-
LASAHOZ.

(Els§ kozlemény).

1. §. A gazok belsé surlodasi egyiitthatojanak defi-
niczidja s a meghatarozasara szolgalé eddig isme-
retes modszerek rovid jellemzése.

Akar folytonosnak, akar diszkrét testecskékbol (molekulakbol)
alloknak tekintjiikk a gdzokat, nehdny mellékhipotézis bevezeté-
sével eljuthatunk a kovetkezo differenczidlegyenletekhez, a me-
lyek a gdzoknak hovezetés nélkiil térténé mozgdsait irjdk le:

o jelenti itt a gaz stiriségét, p a gaz nyomasat, u, v, w a gaz
aramlasi sebességének, X, YV, Z a gaz tomegegységére hato eré-
nek komponenseit az «, y. z pontban ¢ idépillanatban, S(p, 1)
pedig a giz természetétdl és héallapotitol (nyomasatol és T ho-
mérsékletétol) figgd egyiitthato, az 4. n. belsd surlodds egyiitt-
hatéja, a mely az elmélet szerint a mozgdas mindségétol teljesen
fggetlen. Fizikai jelentése az (I) alatti egyenletekbél kiolvashato :
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Ha a gdz mozgdsa az x tengely irdnyaban torténé egyenes-
vonalti dramlds, a melynek % sebessége kizdrolag a z koordinata
mentén valtozik, akkor S az az eré, a melyet egy az 2y sikkal
parhuzamos egységnyi feliiletd gazréteg a kozvetlen alatta 16vé
gazrétegre gyakorol, feltéve, hogy a z koordinata hosszegységnyi
megviltozasandl a gdz dramldsi sebessége a sebesség egységével
valtozik meg.

Innen kiadodik a surlodasi egyiitthato dimenzioja is.

[S]1= ML 1T-1(= gr. cm.~* sec.™).

Megjegyzendd, hogy az (I) alatti differenczidlegyenletek érvé-
nyessége a levezetésiiknél hasznalt ama foltevéshez van kotve,
hogy a gdz mozgasa oly lasst, hogy a deformdczi6 mennyiségek
és deforméczio sebességek

mdsodrendii kifejezései elsérendi kifejezéseikhez képest elhanya-
golhato kicsinyek.

A kisérlet feladata az S(p, T') fiiggvény értékének s alakjanak
meghatarozasa kiillonboz6 gazokra vonatkozoélag, a mi az S-t de-
finialo (I) alatti egyenletek segitségével torténhetik meg; e moz-
gasegyenletek segitségével ugyanis dsszefiiggéseket allapithatunk
meg a mozgasnak kisérletileg mérheté jellemzoi és az S kozott,
a mibol azutin S az illeté giznak arra az dllapotara nézve, a
melynél a kisérletek torténtek, meghatarozhato.

Ha ilyenforman meghatérozva az S-t, kiilonboz6 mozgasok S
szamara ugyanazon gaznak ugyanazon dllapotara nézve ugyanazt
az értéket szolgdltatjdk, ez a mellett fog szolni, hogy az (I) alatti
egyenletek valoban helyesen irjik le a giazoknak hévezetés nélkiil
torténé mozgasait, még pedig annil nagyobb bizonyito erdvel,
minél tobbféle mozgas szolgaltat S szamara megegyezd érté-
keket.

Mindeddig azonban még csak igen kevés mozgast lehetett ha-
sonlo vizsgalatnak alivetni, a minek oka egyrészt az (I) alatli
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differenczidlegyenletek bonyolult voltiban, mésrészt ama nehéz-
ségekben keresendd, a melyekkel gdazok mozgasinak megfigyelése
jar. Azonkivill majdnem az 6sszes eddig alkalmazott modszerek
ellen oly kifogasok tehetdk, a melyek a modszerek meghizhatosa-
gat tobbé-kevésbbé kétségbe vonjik, tigy, hogy valoban sziiksé-
gesnek latszik egy oly moédszer kiprobalasa, a mely e kifogdsok-
tol lehetéleg ment s igy a surlodasi egyiitthatonak pontos meg-
hatdrozdsdara vezet.

A surlodasi egyititthatot eddig két lényegesen kiilonhozé titon
hatdaroztak meg: lengési kisérletekbol s a gazoknak kapillaris
csoveken valo ataramlasabol. Ezek koziil csak a lengési kisérletek
abszolut mérések, minthogy a masodik, az 6. n. transpirdczio
modszere mar felhaszndlja a lengési kisérletekb6l kiolvashato
amaz eredményt, hogy S ugyanazon hémérséklet mellett a gz
nyomasatol fiiggetlen.

A lengési kisérletek ismét kétfélék: olyanok, a melyeknél egy
a giazban mozgo szildrd test mozgasa kézben gazt szorit ki helyé-
bol s olyanok, a melyeknél a mozgo test egy forgasi tengelye ko-
ritl forgisokat véoz6 forgisi test, a mely tehdat mozgisa kozben
gzt nem szorit ki helyébdl. Mindkét esetben a szilard test moz-
gasat észleljiik s ennek mozgasabol kovetkeztetiink a gazban
véghemeno mozgasokra. Sokkal egyszeriibbek a forgasi testekkel
végzett kisérletek, minthogy ezeknél az (I) alatti egyenletek koz-
vetlen alkalmazdst nyerhetnek, mig pl. az ingakisérletek elmélete
csak igen bonyolult uton fejtheté ki tobbé-kevésbhbé jogosult
mellékhipotézisek igénybe vételével : nem is szolgaltattak az inga-
kisérletek kielégité eredményt, minthogy pl. ugyanoly allapota
(korilbelil 760 em nyomasa 15° €. hémérséklet(i) levegénél oly
adatokat szolgaltattak S szimdra, a melyek '

0:000104 (Stokes) ¢és  0:000384 (O. E. Mever)

kozott ingadoztak, mig a mds modszerekkel végzett mérések
eléggé 6sszhangzo eredménye szerint az emlitett Allapoti levegore

nézve S
000017 és 000019
kozé esik.
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E szerint csupan a forgdsi testekkel végzett mérésektél var-
hatunk megbizhat6 eredményt: az ilynemi kisérleteket tigy ren-
dezték be, hogy egy szilard forgasi testet felfiiggesztettek egy
drotra agy, hogy a drot a forgasi tengely folytatisa legyen s ész-
lelték ama lengéseket, a melyeket az illeto test az illeté gazban
a drot torziojanak behatasa alatt végez: az (I) alatti egyenletek
segitségével azutan megdllapitottak egy osszefiiggést S s a len-
gések jellemzoi, a lengési id6 s a logaritmikus dekrementum Kko-
zott, a mib6l S kisérleti adatok alapjan kiadodott.

A szilird testek altal gazokban el6idézett mozgésokndl az
eddigi kisérletek alapjan igen jogosultnak litszik az a féltevés,
hogy a szilird test mozgasit a vele érintkezd gazréteggel egyiitt
végzi s igy a szilard test kisérletileg megfigyelheté6 mozgdsa ha-
tarfeltételeket szab meg az (I) alatti differenczidlegyenletek inleg-
raljaira vonatkozolag. E hatirfeltételek analitikai alakja altaliban
a kovetkezo:

Ha
T2 =0,
akkor
WA, 2, V) = U (0, 15 2, )
v <x7 Y, =, [) = 1'0 <'T'v Y, z, t)
Wiz, 4, 2, ) = Welze,y, 2,0);

a hol f(x,y,zt) = 0 a szilird test gdzzal érintkezo feliiletének
egyenlete, a mely a jelen esetben (forgasi test forog forgasi ten-
gelye koril) az id6tél fiiggetlen; w, (2, y, 2z, 1), v, (, ¥y, 2, 1),
wy (2, Y, 2, 1) pedig a szildrd test a, y, z feliileti pontjanak sebes-
ségi komponensei a { idoben.

A f(x, y, z) = 0 feliilettol azt koveteljik, hogy :

a) kell6 pontossaggal eléallithato legyen ;

b) az (I) alatti differenczidlegyenlet g, u, v, w integraljai az
[=0 feliiletre vonatkozo hatirfeltételek mellett a koordinataknak
¢s az idének mindentitt folytonos és differenczialhato fiiggvényei
legyenek, méaskiilonben nem szolgiltatjik egy a valosdgban véghe-
mendé mozgas leirasat.

Az eddigi kisérleteknél mindig inkabb az a) alatti kovetel-
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ményre fektették a fésalyt, mig a b) alatti feltétel egyiknél sem
volt egész szigortian kielégitve: O. E. Mever és MaxweLL koron-
gokat (sikdarabokat), Tomrinson hengereket lengetett: a sik is,
a henger is oly feliiletek, a melyeknek a kisérleteknél csak egy
véges darabjat lehetett felhasznalni, holott az (I) egyenletek in-
tegraczioja csak a végtelen sik és hengerfelilletek dltal megsza-
bott hatarfeltételek mellett lehetséges oly modon, hogy az integ-
ralok és differenczialjaik ne mutassanak szakadast: hiszen a vé-
ges korong és véges henger miar egynél tobb feliilet darabjaibol
vannak dsszerakva s e feliiletek metszésvonala oridsi nehézsége-
ket gordit az analitikai targyalds szigora keresztiilvitele elé. Oly
forgasi testtel kell tehat kisérletet tenni, a mely egyenletének
Osszes valos megoldasai a végesben vannak: ezek kozott pedig,
ha az algebrai felilletek korében maradunk, killonosen a forgasi
ellipszoidok felelnek meg czélunknak s ezek kozott a legegysze-
ritbb a gomb.

Cseppfolyos testek belsd surloddsanak megvizsgalasara tényleg
mar kisérletet is tett Heumnortz egy lengdé gémbbel, a melynek
belsejébe zdrta a megvizsgilando folyadékot: ugyanezt a mod-
szert sziandékozom most gizokra alkalmazni, természetesen a
szitkséges modositiasokkal, minthogy a giazok bels6 surloddsa a
csepplolyos testekénél sokkal kisebb.

2. §. A modszer elve.

Ha valamely szilard forgasi test leng forgdsi tengelye koriil egy
drot csavarodasinak behatdsa alatt gdzban, tapasztalat szerint az
egymasutan kovetkezé szogamplitudok viszonya dllandé: ez az
allando viszony, a melynek természetes logaritmusa az . n. loga-
ritmusos dekrementum igen egyszerti oGsszefiiggéshen van ama
fékezé erdk forgatoé nyomatékdaval, a melyek az amplitudok fogyd-
sat létrehozzik.

Ha ugyanis A-val jeloljiik a leng6é rendszernek a forgasi ten-
gelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékit, #-val a szogkilen-
gést, —z-val a drot rugalmassagatol széarmazo forgatdo nyomaté-
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kot s a fékez6 eréket a szogsebesség elsoé hatvanyaval aranyosak-

nak vessziik fel, akkor ezen erdk forgatdo nyomatéka is vel

a9
dt
aranyos lesz, ugy, hogy a rendszer mozgisegyenlete a kovetkezé
lesz:

. A28 dd
I\ ]Iﬁ' = F'dr oy T/(}, (1)
Ismeretes azonban, hogy:
da*9 d
Lo PSR B e T il e
a T g FH=R @)

az egyszert csillapitott harmonikus mozgas differenczidlegyen -
lete, a melyben # és @ meghatarozzik a lengési id6t és a logarit-
musos dekrementumot. Ugyanis, ha 2 a logaritmusos dekrementum
és T a lengési id6 (az az id6koz, a mely egy forduloponttol az
utdna kovetkezdéig eltelik) :

T = _ﬂ;_ (3
l/(uz— 72 )
és
TU =i (4)
Az (1) és (2) egyenletekbdl tehat azt kapjuk, hogy:
— F=28K. (5)

A és K kisérletileg meghatarozhatok, ugy, hogy ez éltal kozvetle-
niil lemérhetjiik azt a forgaté nyomatékot, a melyet a fékez6 erék
a leng6 szerkezetre gyakorolnak. Annal pontosabban hatarozhato
meg F, minél nagyobb, azért kisérleteimnél lengé szerkezetiil
egy gombhéjat valasztottam, a melyet kivilrél is beliilrdl is a
megvizsgdlando gaz hatarolt, minthogy pedig a surlodas két gaz-
réteg kozt ceteris paribus a rétegek kozt fellépd sebességkiilonb-
ségeel ardanyos, a lengé gombhéjat egy vele konczentrikus nyugvo
gombhéjba helyeztem, a mely nyugvo giimbhéjnak szerepe e sze-
rint teljesen analog a lengé korongok ala és folé helyezett nyugvé
korongok szerepével MaxwerL kisérleteinél.

Ha tehat I-et a gdz surlodasi egyiitthatojaval az (I) alatti
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egyenletek itjin osszefiiggésbe tudjuk hozni, az (5) alatti képlet
segitségével a surloddsi egyiitthatot kisérleti adatok alapjan ki-
szamithatjuk.

Egy fontos kériilményre kell azonban még tekintettel lenniink:

a kisérletileg meghatirozott # nem kizarolag a gaz bels6 surloda-
1
—ld—{ nem csupan a giz jelenléte folytdin fel-

lép6 fékezo erdk forgatd nyomatéka, minthogy a lengések a drot
belsé surlodasa s mas oly surlodasok folytan is esillapodnak, a

satol szarmazik, I

melyeket a lengések megfigyelése tesz sziikségessé: a gdz pl. a
titkron is surlodik, a melynek segitségével az amplitudokat le-
olvassuk. Mind e zavarod koriilmények kikiiszohdlésére a kovet-
kez6 eljarashoz folyamodtam : meghataroztam -t az egész lengd
rendszerre vonatkozolag, azutin levettem a lengé gombhéjat s a
gombhéj nélkiil torténo lengések logaritmusos dekrementumsdt
hatidroztam meg: hogy pedig még a gombhéj eltavolitasa utdn is
egy kényelmesen megfigyelheté rendszerrel legyen dolgom, a
gombhéjon kiviili rész tehetetlenségi nyomatékat mesterségesen
megnagyobbitottam, tigy, hogy a goémb f6lé egy a forgasi ten-
gelyre merdéleges szdrakkal bird keresztet helyeztem, a melynek
szarain eltolhato stlyocskak nyugedtak; minthogy pedig a drét
bels6 surloddsa s a felfiiggesztésnél fellépd surlodds nagy mér-
tékben fligg a megterheléstél, gondoskodtam arrol, hogy a gémb
levétele utdn egy a gomb f6lé helyezett sargarézhengerben annyi
olomtara taldlhasson helyet, a mennyi a gomb eltavolitisa foly-
tan fellépé megterhelés-veszteséget karpotolja (I. az 1. és 2. dbrat
a kovetkezo kozleményekben).

Az (5) alatti képletben szereplé 7 e szerint két részbél dll, az
egyik rész a giznak a gombhéjon vald surlodasatol szarmazik,
ezt a részt jeloljiikk Fy-vel, a masik rész a tobbi fékezd erétél szar-
mazik, ez a rész legyen I ; akkor, ha az olomtardnak igen cse-
kély surlodasatol eltekintiink, a gomb eltavolitasa utin a rend-
szer mozgasegyenlete a kovetkezo lesz :

d?9 , dd

T Iy, R +784=0 (6)

K’
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s ha g az észlelt logarithmusos dekrementum osztva a 7" len-

gési idovel : 1

—F,=23'K';

minthogy pedig
—F=28K=—F;—Fy=—F,+28'K',

a gaz belsé surlodasinak a gémbhéjra gyakorolt forgato nyoma-
tékat jellemz6 — Iy szamara a kovetkezo reldeziot kapjuk :

—F,=28K—98'K". (I

Fy-t szimitas utjan ésszefiiggésbe hozzuk az S-sel, a 3, K, 3,
K’ mennyiségeket pedig kisérletileg meghatarozzuk s ezzel meg
vannak az osszes adataink S meghatdirozdasdra.

A gomb folé helyezett kereszt még egy igen kényelmes elja-
rast is nyGjt a rendszer tehetetlenségi nyomatékédnak meghatéaro-
zasdra: elég ugyanis a lengési iddéket a sulyoknak a kereszt sza-
rain valo két kiillonb6z6 elhelyezése mellett meghatéarozni, ebbol
mar meghatdrozhato a rendszer tehetetlenségi nyomatéka, tgy,
hogy ismerve az eszkéz méreteit, a surlodasi egyiitthaté meg-
hatdrozasahoz a kovetkezd négy kisérlet szitkséges :

Meg kell figyelni az amplitudok fogyasit és a lengési idét (a mi
egy idében torténhetik);

1. midén a gombhéj a kereszttel egyiitt leng és a sulyok a ke-
reszt szarainak a végén vannak (4, 1));

2. mid6én a goémbhéj a kereszttel egyiitt leng és a stlyok a ke-
reszt szérainak metszéspontjahoz kozel vannak (2, 1y);

1'. midon a kereszt a gombhéj nélkiil olomtardval leng és a
stlyok ugyanugy vannak elhelyezve mint az 1. esetben (27, 1%);

2'. midén a kereszt a gémbhéj nélkil olomtardval leng és a
stulyok ugyantgy vannak elhelyezve mint a 2. esetben (13, T5).

Az 1. és 2. megfigyelések a gombhéjjal egyiitt lengé szerkeze-
tek K, és K, tehetetlenségi nyomatékat szolgaltatjak, mig 1'. és
2'. a gombhéj nélkiili szerkezetek megfelelo Ki és K tehetetlen-
s¢zi nyomatékdt. A berendezésnek nagy elényére szolgil az, hogy
folytonos ellenérzést nydjt a meghatirozott értékekre vonatkozo-
lag : ugyanis fenn kell allani a kovetkez$ egyenlGségeknek :
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Ki—Ki = Ka—K;, 8)
B1K1—B1 K{ = BaKa— 35 K3, (9)
tovabba a
' — Fy (61, S) = 2(81 I, — g1 K) e
és
— Fy(Be, S) =2 (P2Ka— P2 K3) (1)

egyenletekbdl kiszamitott S-eknek meg kell egyezniék egymds
kozt.

Hogy most mar a (IL,) és (II,) egyenletekbdl a kisérlet szolgil-
tatta adatok alapjan valéban meg tudjuk hatérozni S-t, az I
fiiggvény alakjat kell elméleti iton az (I) alatti differenczialegyen-

letek segitségével elgallitani.
Zemplén Gyozo.



A TALPPONTI HAROMSZOGEKROL.

Legyenek az ABC haromszog oldalait mérd szamok a, b, ¢ és
a szogeit ivmérték szerint méro szamok «, 4, ;. Legyenek tovabba
az A, B, ( szogpontokbol az atellenes oldalakra bocsatott merdle-
gesek talppontjai A,, B,, C,. Az A,B,C, haromszoget ABC lalp-
ponti hdromszégenek mondjuk. Legyenek szogei a,, 3, 7.
Minthogy
AB.AC; = AB,. AC= bccose
BG. BA, = BG; . BA'=—"ca:cos
CA.CB,=CA,.CB = abcosy,
azert
ABC~AB,Ci~A,BC,~A,B,(,
mibél az kovetkezik, hogy ha A BC haromszog hegyesszogti :
ar=n—2a, Pfi=n—-20, ri=n -2

ha pedig ABC haromszog A-nal tompaszogu :

=20—T,., Bi=28, =2

A ey £

i

Ha ABC haromszog derékszogi, talpponti haromszoge nem igazi
=] {=} (o} O
haromszog, mert két szogpontja egvbeesik. Ezért a derékszogti
8 gpont) 8l
haromszogeket mellézziik :
Hozzuk be a kovetkezo jelolést :

A=unu

jelentse azt, hogy (1—p) egész szamn tobbszorose z-nek. Két ilyen
szamot mondjunk kongruensnek a 7 modulusra nézve. Egy szam-
mal kongruens szamok koziil valaszszunk ki féértékiil azt, a mely
7-nél kisebh és nem negativ. Igazi haromszog szogméré szaimainak
foértékei 0-tol kulonbozok.

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 22
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Ezt a jelolést hasznalva, ha ABC haromszog tompaszogii
y=2a, B=28," n=2%r,

ha pedig ABC haromszdg hegyesszogi :
= a, ‘9, e ‘_’;'/7’, = «‘.’;'.
Legyen
A, B,C, talpponti haromszoge A,B,C,

AyB,C, ¢ “ AyB, G

és igy tovabb A, B,(, haromszoget ABC n-dil: talpponti hdrom-
sz6gének mondjuk. Legyenek ennek szogei an, B, 7n-
an=2"a L=2"F ra=2"%
vagy
m=—2"a [=—28 ra=—2"

a szerint, a mint az AxBCr (k=0, 1, 2,...n— 1) haromszogek
kozott a hegyesszogli haromszogek szama paros vagy paratlan.

Keressiik fel és szamlaljuk meg mindazokat a haromszogeket, a
melyek 7-edik talpponti haromszogeikhez hasonlok. A megszamla-
last ngy értjiik, hogy az oOsszes haromszogeket, a melyekre nézve
szogeiknek mérd szamai ugyanazok, egynek szamitjuk.

Ha a szogpontok jelolését jol valasztjuk, akkor a feltételek arra
nézve, hogy a haromszog n-dik talpponti haromszogéhez hasonlo

legyen : SE
B= |- 228 (1)
7 B i 2”;‘

il a= 4 9B
f= 4 2 (2)
ye o 2y

e a= 4 28
g =+ 2% (3)
y = &4 2"a,

a mely kongruencziakhoz jon még az

at+B8+r== %)
egyenlet.
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Az ilyen haromszoget pozitiv vagy negativ jelleglinek fogjuk
nevezni a szerint, a mint a rea vonatkozo kongrueneziak jobbolda-
lan -+ vagy — jegy all. Oszszuk be tovabba ezeket a haromszoge-

ket els6, masodik és harmadik osztalyba a szerint, a mint szogeik -

az (1) és (4), (2) és (4), vagy (3) és (4) feltételeket elégitik Kki.

Ha valamelyik els6 osztalya haromszog egyenld szart (¢—g),
akkor az egyszersmind misodik osztalya is, ha pedig egyenlé
oldalt (¢z=p3-=y), akkor az egyszersmind masodik és harmadik osz-
talyn is.

Hogy mindenik haromszog csak egyszer keriiljon megszamlalas
ala, azért az ilyen egyenlé oldalt vagy egyenlé szarti haromszoge-
ket csak az els6 osztalyhoz fogjuk szamitani.

L.

A pozitiv jellegti, els6 osztalyu haromszogek szogeit
p 2 3 g g

a = 2
p=2mp h
r=r

(S e e e (4)

feltételek hatirozzak meg, ezek pedig a kovetkezd egyenletekkel
egyenlé értékiek :
o= 2aq — Ar

g =28 — nw
=My —yr
a- A=

a melyekben 2, p, v egész szamokat jelentenek. Ha kozilok az elso
harmat osszeadjuk, lesz és z-vel elosztunk, lesz

. On ﬁ—#ﬁ}—):
i 7T

A (2‘?“[‘_*_14%
a honnan a negyedik egyenletre valo tekintettel
A4p+yv=20_1 (5)

a, 3, r-ra pedig a kovetkezéket talaljuk
22%
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: T T T

ey I/‘:)‘:)"lt_‘l" ;9‘://. on_1° 7= 21—"-__1-
~ Tehat az osszes idetartozé haromszogeket megkapjuk, ha
(22—1) szamot minden lehetséges modon harom pozitiv egész
szam osszegére bontjuk. :
‘ Hogy az (5) egyenlet mindenik megoldasa csak egyszer kertl-
jon megszamlasas ala, tegytk fel, hogy

ASp=vy

és a megoldasokat rendezziik els6 sorban 1, masodsorban . nagy-
séga szerint.
A 2—1-hez tartoz6 megoldasok elseje

T e B8

utolsoja
| Uy Y | gt o
’ - ’ - ’

tehat szamuk
gn—1t__1,

A ) —2-héz tartozo megoldasok elseje (feltéve, hogy n > 2)
D= n—0,

utolsoja
9 gn—1 9 9n—1

o

~ 4
tehat szamuk :
n-1_3,
Tehat a 1=1 és 1=2-hoz egyiitt tartoz6 megoldasok szama :
n — 4,

A A=3 és 2—4-hez egyiitt tartozo megoldasok szama ennél
G-tal kisebb, a 2="5 és A=—=6-hoz egyiitt tartoz6 megoldasok szima
ennél megint 6-tal kisebb és igy tovabb.

Ha » paros, akkor

2n — 4 = 0 (mod. 6)
és az utolsdé megoldas

gn_{  9n—1 = gn_{

Al L e

a melynél 4 paratlan.
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. Igy ebben az esetben a megoldasok szama

Im__ A 92m—2__ 9n—1.1 1 .
l+(3(1+9+:»;+...+ 6 ) 57 Beci IR

Ha pedig n paratlan, akkor
9n — 4 = 4 (mod. 6)
¢és az utols6 megoldas
on—9 m—9 41

MR - e R O

a melynél 1 paros. Az osszes megoldasok szama ebben az esetben
olyan arithmetikai haladvany osszege, melynek kezdétagja 4., kilonb-
sége 6, utolso tagja

o8
IONn__f=4- e -
In__L=446 6

: on—9
és a tagok szama - 6

romszogek szama paratlan n esetében

Tey a pozitiv jellegti elsé osztalya ha-

gn—2__9Yn—1
Z Z

3 ' @)
]
Megjegyzendd, hogy a talalt formulak 7-—1 és n=2 esetében is
helyesek.
A negativ jellegti els6 osztalyu haromszogek szogeit
a=— 2"
= —2"8 (1)
=
at+pf+r=m. (%)
Ezekbél
sl ) G
o= A "_)'ni_lr ]
T
B=rp Quy
e T
ot AR

At p4v=292241.
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A megoldasok szama épen ugy hatarozhatéo meg, mint elébb. Az
eredmény az, hogy ez a szam paros n esetében
Q@n—2+ gn—1

S (8)
Paratlan n esetében pedig
92n—2_ 9n—1
AL )
D]
‘ I
A pozitiv jellegli masodik osztalyt haromszogek szogeit
a=2"8
8= 2% (2)
= 9n..
vtte: oF,
a+B+r=r (%)

hatarozzék meg.
Ha a (4) egyenlet helyett
at+B+r=0 (10)
kongruentiat vezetjik be, akkor a (2) és (10) kongrueneziak azon
inkongruens megoldasainak szama, a melyekben «, 3, ; egyike
semmn =0, kétakkora, mint a (2) és (4) feltételeket kielégits igazi
haromszogek szama.
Mert ha ¢, 3, 7 a (2) és (10) kongruencziak megoldasa, megoldas
—a, —f, —r is. Ha most «, 3, y féértéke o', 8, y', Ggy, hogy
<n<m
O<fi<nm
Q=i
a (10) kongrueneczia értelmében
' +p +i7 =z vagy =2z,

mig —a, —f, — f6értékeinek Hsszege

i\

B a0 tilr—y =27 vogy . =7.

Tehat a két megoldas kozil csak egyik tesz eleget a (4) egyenletnek.
A (2) kongrueneziakkal equivalensek
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a= 2
B =2

o= Q"r,
a melyekbol

ot 1

T
o1’

a hol a (10) kongruenezia értelmében
@r-1)2 4 (274 1)y = 0 (mod. 222 —1)
vagyis
A+ v =0 (mod. 20—1). (1

A (2) és (10) kongruencziak osszes 0-tol kiilonbozo inkongruens
megoldasait megkapjuk, ha 2 helyelt (22— 1}-nél kisebb, v helyett
(27— 1)-nél kisebb, a (11) kongrueneziat kielégitd pozitiv egész szi-
mokat valasztunk minden lehietséges modon.

A v helyett valaszthato szamok

I ) ‘; agn__9
3 =3 Pyeee = —_

Ha ezek egyike v, és 2, jeloli azt a legkisebb pozitiv cgész széamot,

a mely mellett
A + vy = 0 (mod. 2"—1),

akkor a vy -hez tartozd dsszes A-dkat
&y 2 (2r—1) (12)

(2'=0,1,2,...,2%)
adjak.
De ezek kozil megallapodasunk szerint ki kell zirnunk azt, a

volna, a mi akkor all be, ha
A= 2% (mod. 220 — 1),
vagyis
A =0 (mod. 24 1).
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Ennek a feltételnek pedig a (12) szamok koziil csak egy felel meg.
lay a v;-hez tartozo 2 értékek szama 27,

Igy a (2) és (10) kongruencziak nulltol kilonbozs inkongruens

megoldasainak szama
on (2n—9),

De ezeknek csak fele ad igazi haromszoget s megjegyzends az
is, hogy 2 és 1.2" értékek ugyanazon haromszoghez vezetnek a két
elsé szogpont feleserélésével. Igy a fentebbi szamot 4-gyel kell osz-
tanunk, hogy a pozitiv jellegti masodik osztalyn haromszigek szé-
mat megkapjuk. Ezek sziuna tehat

gn—1(Qu—1__1), (13)

A negativ jellegti masodik osztalyi haromszogek szogeit

=== 2"(9
= — 2y (2)
= — Q‘ll;.

a+3+r=n (4)

feltételek hatarozzak meg. Ezekbol

+ 7

== 9on |
T
a:,AG)N) ’
PO A
; = g
T

Py Vgt
a hol
: A —yv =0 (mod. 2"+41).

A haromszogek szama épen gy hatarozhatd meg, mint clébb és
szamlalo szamnak megint

2!1—1(211—*1_1) 13)
jon ki.
I1I.
A pozitiv jellegti harmadik osztaly(i haromszogek szogeit
o= 23

B = 2"y (3)

¢
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gt g e (%)
hatarozzak meg.

A (4) egyenlet helyett vegyiik megint az
gl =190 (10)

kongruencziat. A (3) kongruencziakkal sequivalensek
92n 7

on..
=

Il

o

=S
I

7 = 2311;.‘
Ezekbol

o = 92y, 3

g9 _1° ! gom__1 " FT= Voo g

A (10) kongruenczia szerint kell, hogy

(220 4-9n 1)y = (9301,

legyen, a hol v, egész szam. Tehat

v v,

9301 T 92 9n_ |
és igy :
— 02N ..
&= 2 "/
= N
g= o,

|

= Y o
i 1 92n e G)n,;k |

b

A (3) és (10) kongruencziak osszes nulltol kialonbozé inkongruens
megoldasait megkapjuk, ha v, helyett
LS R L L
szamokat teszszik.
De ezek kozil paros » esetében ki kell hagynunk a
! 2“3”+2"~f-|
V. s
)
=19

szamokat, mert ezek mellett

<o

-

I

volna.
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Igy a megoldasok szama paros n esetében
2 4 In 9
paratlan »n esetében pedig
2211, + Qn.

De ezeknek csak fele ad igazi hiromszoget s tekintetbe veendé az
is, hogy v, 2%,, 22"y, ugyanazon haromszoghoz vezetnek a szog-
pontok cziklikus feleserélésével.

Igy a fennebbi szamok 6-tal osztva adjak a pozitiv jellegii har-
madik osztaly haromszogek szamat. Tehat ez a szam paros #

esetében
:)_:!‘n—lﬁ:‘c_‘)n-l_l
5 = (14)
paratlan » esetében pedig
22”—1_‘_2”*1 %
— (15)
)
A negativ jellegii harmadik osztaly(t haromszogek szogeit
=== 2"16'
Bi="—2" (3)
r=-—2%
g b= (4)
hatarozzak meg. Ezekbol
= 22"{
Pt .‘.).”;’
fet 92n Qn_:‘;]
A héaromszogek szama paros iw esetében
922n—-1__9n-—1
3 (16)
Paratlan n esetében pedig
92n—1__9n—-1__1
. (17)

3

Ha most a (6), (13), (14), — (7), (13), (15), — (8), (13), (16), —
(9), (13), (17) formulakkal adott szamokat osszeadjuk, azt talaljuk,
hogy ugy a pozitiv, mint a negaliv jellegli haromszogek szama

In—1(In 1 )
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és igy, ha ¢ (n) jeloli az 0sszes haromszogek szamat, melyek n-edik
talpponti haromszogeikhez hasonlok, akkor

¢ (n) = 27 (2"—1).

De e hiaromszogek kozott azok a haromszogek is mind elgjonnek, a
melyek mar d-edik talpponti haromszogeikhez hasonlok, feltéve,
hogy d osztoja n-nek.

Azon haromszogeket kell most még megszamlalnunk, a melyek
talpponti haromszogei kozott az n-dik az els6, mely az eredeti
haromszoghez hasonlé. Legyen czek szama y (n).

Ugyanazzal a gondolatmenettel, mint a melylyel az 72-nél nem
nagyobb pozitiv egész szimok kozott az n-hez relativ primszamo-
kat szoktuk megszamlalni, kovetkezik, hogy ha n kilonbozo torzs-
tényezoi :

P1y P2y o5 Phs
akkor

Zw)—y(W'E( ) 2¢( ) ’s
P1 Py
a hol az els6 osszeg mindenik p-re, a masodik ezek minden ismét-
lés nélkal valo masodrendit kombinacziojara és igy tovabh vonat-
kozik.
Pelddk :

A =¢d)=2:

72)=¢(@2) —¢(1)=10

7B3)=¢ @) — ¢ (1) = 54

7@ =¢H) — (2= 228

1(3) = ¢( >uf¢<1>—9<)0

7(6) = ¢(6) — ¢(2) — A(3) + ¢ (1) = 3966.

Megjegyzendd, hogy y (1) oszthato i-nel, mert ha ABC talpponti
haromszogei kozott az »-edik az els6, mely hozza hasonlo, ugyanaz
a tulajdonsaga van meg az

A B Cy,

(k=1,2 3y v+ 45 N—1)

haromszogek mindegyikének. Igy a 7 (1) szamu haromszog n-ként
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olyan csoportokat alkot, hogy a csoport barmelyik tagjahoz a
tobbi tag tartozik mint talpponti haromszog.

x

Alljanak itt végiil mindazon haromszogek szogmeérd szamai, a
melyek els6, masodik, vagy harmadik talpponti haromszogeikhez
hasonlok. A tablazat egy-egy soraban allo harom szam, a harom
szam osszegével osztva és z-val szorozva, adja a szogmérs szamo-
kat. Az elsé, masodik és harmadik oszlopban az els6, masodik és
harmadik osztalyi haromszogek vannak esoportonkint felsorolva.

=l

| o i | L, el
=

g [ S ] 2,10 1, 5

s i, 1 2, 8, 5 2, 8, =1
PR 1 3 1B 9, 3
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e,
R 1,7 S8k
N | 2, 16, 55
Yy R 4, 32, 37
§ e B 3, 24, 46
2, 16, 45 6, 48, 19
‘ A, 32, 27 12, 23, 38
13, 41, 9 5, 40, 98
26, 19, 18 10, 7, 56
11, 25, 27 90, 14, 39
920, 34, 9 11, 1554
A0 b AR )9, 30, 21
17575103 536 99213 =34
{--qg Lo ALE
2. o 14 9. . 8k
‘ e (i L 658
‘ {85, % {; Ly
| & 47 1k 9, A1, 14
‘ 4, 31, 28 4, 25, 98
i - 8g. 4 5, 17, 35

v O
T T 10, 34, 13
| 20, 29, 14

Vilyi Gyula.



EGY BIZONYOS HATARATMENETRE VONATKOZO

KRITERIUM.
Legyen
2 =
n=0

Osszetarto sor és f(a) az a valos viltozé minden véges értékére
értelmezett valos és egyvértékii véges fiiggvény, a melyre nézve

lim. [(a)=1 (1)
a=+0
és
lim. fl@)=0; (2
a=+
legven tovabbi
¢ (@)= 3 anf(na) 3)
n=0

az a=0 hely bizonyos kornyezetében oOsszetarto sor. Kérdés:
milyen (lovdbbi megszorildsnal: vetendé ali az [(a) figgvény,
mely az eddigiekhez csatolva ezekkel egyiitt a

»
lim. ¢(a) =3 dn (4)
a=+0 n=0

egyeuletet vonja maga utan?

A kévetkezékben erre nézve oly elegendd feltételt adunk, a
melyet mint kritériumot kényelmesen lehet hasznalni.

Legyenek

Pty Pas <« oy Pvy Prits e

nagysiguk rendjében az « argumentum ama pozitiv értékei, a
melyekre nézve az f(a) fiiggvénynek széls6 értéke van. [Tehat
Pys1>>Pyy @ Poy Pyt szamkozon beliil f(a) monoton viltozik, ha a
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p» helyen maximum van, akkor a p,.q helyen ‘minimum sth.].
Akkor tételiink a kovetkezoképen hangzik :

Ha a 3 [(p)) — [(py+1) sor osszetarto, akkor a (4)-ben kife-
v=1

jezelt hatdrdtmenet jogosull.
Legyen ugyanis
Ao+ 0y~ - - Ap="5n,
akkor [ha a egyszersmindenkorra a (3) alatti sor dsszetartisi tar-
toméanyanak egy 0-tol kiilonb6zé pozitiv helye]

¢ (a)=8¢+(8;—80) [ (@4 (53—5) [ Qe)+ - - +-(Su—8p—1) [ (@) + - --
vagy
@ (@) = 3 Sulf a)—f(n+Da)).

n=0
De mivel
Sh——En;
hol

ha esak 7 >m, barmilyen kicsiny pozitiv szam is a 4, tehat

m

¢ (@) = 3 Sy [f(na)—f(n+1)a)]+ 2_,: enlf (na)—f(n+1)a)l4
0

m+1
—}—52 [[(na)—[ (n+1)a)]. (5)
m+1

De a (2) egyenlet kovetkeztében az (5) jobboldalanak harma-
dik része:
Sfl(n+1)a]
és igy ha a elegendd kicsiny

¢l@— S <o+d3|f(na)—[n+1)a)|,
n=0
ha csak a jobboldalon allo sor dsszetarto.
De ez valoban 6sszetarto; ha ugyanis n, az n amaz értéke,

a melyre nézve
m—lha<p, <n,a,
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akkor, ha a szoban forgd pozitiv-tagti sorban az
fln,— o] — f (12, @)

Flov—D)a] — f(po) | + | [(p)) — [y 2)

kéttagu Osszegekkel potoljuk, dltalaban nagyobbitunk, de azért

tagokat az

még mindig az
M=|1—f(p)|+|f(@)— [P |+--+ (D) — f(Drsr) | £ -+

sorhoz, tehat — a foltétel szerint — osszetartd sorhoz jutunk.
Ha tehat o elegend6 kicsiny

ola) —S <28 + oM,

a mivel a tétel bizonyitva van.
Hasonlo modon vizsgalando lim. ¢ (a).

w=—0
Kiilonos esetel:.
Ha a p, helyek szama véges, akkor a (4) alatti hataritmenet
elvégezheté : ngyszintén ha
S [(p)
1
Osszetarto.

Alkalmazas a Riemann-féle tételre.
Legyen

o) w
3 o+ 3 (an cos nx + by sin nx) = Ag+ 3 Ay
n=1 n=1

oly trigonometrikus sor, melyre nézve

limia,=0" lim. b,=0
n=co N=oo
és a mely egy bizonyos @ helyen 6sszetarto.
A tagonként valo kétszeri integriczio utjan nyert sor
x? A, Ap

L el S IR R - O
1 92 n2

=4

mindenitt dsszetartd és




%E“QFW)’FF@"'Q@: Aok A: (sina\?

o

1Elf(‘)m)!
 Gsszelarto, azért

; i F(x+2a) — 2F () + I (x—2a)
im. =
«=0 4-a9 :

i .
AL Tt




A BUDAI KIR. EGYETEM FIZIKAI MUZEUMA
1777-BEN.

Ismeretes, hogy Miria Terézia kiralyné 1777-ben a nagyszom-
bati kir. tudomany-egyetemet Buddara helyezte at. Ez alkalommal
az egyetem fizikai és mechanikai gytijteményének értékesebb ré-
szét is atszallitottak a kiralyi palotdaba. Az orszigos levéltiar ud-
vari kanczellariai osztilyanak 1777. évi 1756. szamn {igyirata
(melylyel a 2305. szamat is egybe kell vetniink) megérizte e tar-
gyak jegyzékét, mely tantigyi és mivelodéstorténeti szempontbol
nem érdektelen. A természettudomanyok hazai torténetének vé-
lek szolgdlatot tehetni, midén e jegyzéket kozlom :

Elenchus Instruwmentorion, quae e Musaeo Physico Tyrnaviensi
Budam transferenda videntur :

1. Cochlea Archimedis cum adnexo plano inclinato.

2. Tres coni cum suo plano inclinato, in quo unus eorum
contra nativam suam gravitatem ascendere videtur, alter descen-
dit, tertius immotus consistit. L

3. Cyclois ex ligno efformata, cum duobus globis ex orichalco.

4. Fornacula chemica ex ferro.

5. Duo specula concava, alterum majus, minus alterum.

z2o0knak az eszkozdknek jegyzéke, a melyeknek a nagyszombati fizikai
intézetbdl Buddara valé dtvitele Fivanatosnalk ldatszik.
1. Archimedes csigdja (vizemel6 csavar) a hozzd valé lejtovel.
9. Hdrom lejt6jén — természetes nehézsége ellenében — folfelé szaladé,
leereszkedd és mozdulatlanul dllo kup.
3. Fabol kifaragott cyclois két sdrgaréz gombbel.
4. Chemiai koho vashdl.
5. Egy nagyobb és egy kisebb vijt tiikor.
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6. Machinula motuum duorum compositionem exhibens.
7. Machina, qusze ostendit, corpora oblique projecta parabo-
lam describere.
8. Polyspastus minor cum trochleis ex orichalco et zonis seri-
9. Antlia pneumatica cum 3 recipientibus vitreis. [ceis.
10, Tabula cum sex eburneis globis, pro exhibendis corporum
collisionibus.
[1. Aeolipila ex cupro.
12. Instrumentum ex lamina, quod infusa aqua circumagitur.
13. Vectis ferreus cum suo fulero itidem ferreo.
14. Duo fontes intermittentes e lamina, diversi generis.
15. Duo microscopia solaria, unum cum apparatu orichaleino,
alternm cum ligneo.
16. Tria ampla vitra cylindrica, tabulee lignewe affixa, tubosque
communicantes referentia.
17. Duo alia inequalium diametrorum vitra, basi lignes
affixa tubosque communicantes efficientia.
18. Cylindrulus vitreus, spiritum vini et bullas vitreas conti-
nens, ac quandam thermometri speciem exhibens.

6. Két mozgds osszetételét kimulato gépecske,
7. Gép, annak kimutatdsdra, hogy a ferdén elhajitott testek paraboldt
irnak le.
8. Kisebb csigasor sdrgaréz csigikkal és selyemfonillal.
9. Légszivattyu 3 tivegharanggal.
10. Tébla hat elefintesontgolydval, a testek iitkozésének kimutatdsdra.
11. Heron gozporgeltyiije.
12. Segner kereke.
13. Vasemel¢ vasillvinynyal.
14. Idészaki forras két kiilénbozo fajtdji mintdja bddoghél.
15. Két napmikroszkop ; egyik sdrgaréz, mdsik faszereléssel.
16. Hirom — fatiblihoz erésitett — bé {iveghenger, mint kozlekedd
csovek.
17. Két mis, egyenlotlen dtmérsji — faalapzathoz erdsitett — iiveg, a
melyek kozlekedd edényt képeznek.
18, Kis tiveghenger borszeszszel és iiveggombikkel. Ez a h6mérének
egy bizonyos fajtdjdt tiinteti el6.

23*
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19. Pyrometrum Muschenbrockianum.

20. Alia item machinula, corporum volumen calore augeri
ostendens.

21. Unum par eylindrorum Muschenbrockianorum ex orichalco.

22. Hemispheeria Magdeburgica.

23. Tubus e duobus cylindris vitreis compositus, 5 circiter pe-
des longus.

24. Cylindrulus cum diversis liquoribus inclusis, 4 elementa

25. Follis hydrostaticus cum tubo lamineo. lexhibens.

26. Ferrea pertica, tabule e ligno efformatse innixa, pro sus-
tentanda bilance.

97. Staterse Romanwe duse, sortis diverse.

28. Fons ordinarius e lamina.

29. Lucerna magica parva.

30. Camera obscura manualis.

31. Microscopium simplex cum theca.

32. Machina virium centralium.

33. Machina optica, in qua globus contra nativam gravitatem
sursum repere videtur.

19. Musschenbroek-féle tizméré.

20. Egy mas ily fajtdju eszkoz, a mely a testek térfogatdnak ho dltal
valé nagyobboddsit mutatja ki.

21. Egy par Musschenbroek-féle henger sirgarézbél.

22. Magdeburgi félteke.

23, Két tiveghengerbol dsszetett ¢so, kb. 5 lib hosszu.

24. Kis henger kiilonféle folyadékokkal, a mely a 4 elemet tiinteti fel.

95. Hidrosztatikai fujtaté biadogesével.

26. Vasrud kifaragott fatdblira erdsitve, mérleg tartasdra.

27. Két kiilonféle fajtdju rémai (gyors) mérleg.

28. Kozonséges kit badoghol.

29. Kiesiny biivos lampa.

30. Kézi sotét kamara.

31. Egyszerti mikroszkop tokkal.

32, Kézépponti eréknek gépe.

33, Fénylani gép, a melyben a gdmb természetes nehézkedése ellenére
folfelé gurulni ldtszik.
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34. Laterna ex lamina, cujus ope innotescit, quanam ratione
aer ad alendam flammam sit necessarius.

35. Machina electrica, in qua loco spheerse vitrese orbis vitreus
adhibetur, cum 5 fortificatoriis, duobus orbibus vitreis, reliquo-
que apparatu.

36

37. Mensa instar armarii, cui machine hae electricee insistunt.

Alia machina electrica cum spheera vitrea.

38. Camera optica.

39. Thermometra Reawmuriana 3.

40. Barometrum cum tubo recurvo.

41. Microscopium compositum ex orichalco. Alia duo cum
apparatu ligneo.

42. Quatuor cistulze microscopice. Duo polyedra vitra.

43. Bilanx cum scutelis ex cupro. Alise duge cum scutelis ex
orichalco. Denique nna major bilanx, pro majoribus corporibus
ponderandis.

- 44. Mortarium orichalcinum cum pistillo.

45. Electrica machina, quee solo attactu, sine ulla frictione

scintillat.

34. Badoglampa, a melylyel megmutathatni, miért sziikséges a levego
a ldng tiplaldasdhoz.

3. Elektromos gép, az tiveggomb helyett iivegkoronggal, 5 erositovel,
két tivegkoronggal és mds szitkséges eszkoziokkel.

36. Mids elektromos gép iiveggombbel.

37. Szekrény-féle asztal, a melyhez ezeket az elektromos gépeket erdsit-
hetjiik.

38. Fénytani kamara.

39. 3 db Réaumur homéra.

40. Légnyomisméré visszahajlitott csével. (Szivornyds barometer.

41. Osszetett mikroszkop sargarézhél. Mids ketté fibol valo szereléssel.

42, Négy mikroszkopos szekrény. Két iiveg polyseder.

43. Kalmdrmérleg rézesészékkel. Mds ketté sirgarézesészékkel. Végre
egy nagyobb mérleg nagyobbh testek mérésére.

44, Sdrgarézmozsdr torgjével.

45. Elektromos gép, a mely puszta érintésre minden dorzsolés nélkiil
szikrdzik.
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46.
47.

FINACZY ERNO.

Spheera armillaris ex orichalco tota.
14 pondera plumbea minora, diversse sortis.

48. 2 Magnetes artificiales.

49. Speculum cylindricum cum 4 imaginibus.

50. Tubus vitrens 3 circiter pedes longus, cuidam experimento
serviens.

51. Fontes salientes vitrei tres, diversae. sortis.

52. Tubus vitreus, cui inclusa aqua instar corporis solidi sonat.

53. Cartesianus demunculus.

54. Prismata vitrea tria.

55. Varii tubi vitrei.

56. Tria hydrometra.

57.

Mensa una instar armarii, cui machinae electricee inni-

tuntur.

58.
59,
60.
61.

46.
47.
48.
49.
50.
51.

52.

Fulerum e duro ligno pro sustentandis bilancibus ete.
Libellee duge parve aquaticee.

Duo coni vitrei pro iride in muro producenda servientes.
Specula minora tria.

Armilldris gomb sirgarézbol (az éggomb korei).

14 kisebb kiilonféle fajtaju 6lomsily.

Két mesterséges magnestii.

Hengeres tiikor 4 képpel.

Uvegeso, kb. 3 lib hosszi, egy bizonyos kisérletre.

Hdrom — kiilonféle fajtiju — szokokit tiveghél.

Uvegesd, a melyben a beleontott viz gy hangzik, mintha csak szi-

ldrd test volna.

53.
54.
55.
. Harom areometer.

. Egy szekrény-féle asatal, a melyen az elektromos gépek dllnak.
. Allviiny kemeény fihol mérlegek sth, tartdsdra.

. Két kis vizlibella.

60.

Cartesius ordogocskéje (bavirja).
Hiérom iiveghasib.
Kiilonféle iivegesivek.

Két iivegkiip, a melyek arra szolgilnak, hogy a falon szivarvdnyt

idézhessiink eld.

61.

Harom kisebb tiikor.
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62. Machinula, in qua speculum immutare videtur coloremn
objecti ante speculum siti.

Elenchus Machinarum quae e Musaeo Mechanwico Tyrnaviensi
Budam transponi deberent,

1. Axis in peritrochio verticalis.

2. Axis in peritrochio horizontalis.

3. Axis in peritrochio cum rota connexus, ad corpora in altum
attollenda destinatus.

4. Grus major.

5. Grus minor.

]

5. Machina pro incutiendis palis in ripis fluminum.
7 « « « « pontium.

[0'¢]

. Alia a priore diversa ejusdem usus.

9. Alia a prioribus diversa ejusdem usus.
10. Machina pro palis oblique in terram incutiendis destinata.
11. Cochlea Archimedis, pro aqua e fluvio in hortos derivanda.
12. Machina, vulgo rosarium, pro aqua in altum attollenda.

62. Gépecske tiikorrel, a mely megviltoztatja a tikor elott elhelyezett
targy szinét.

A nagyszombati mechanikai intézetbsl Budara atszallitando gépel:
jeqyzéke.

. Fiiggdleges hengerkerék (kéznyelven : gugora).

. Vizszintes hengerkerék (koznyelven*: jargdny).

. Kerekes gerendely testek emelésére,

. Nagyobb (emel6) daru.

. Kisebb daru.

. Gép part-czolopik beverésére.

. Gép-a hid-cz6lopok beverésére.

. Mis az el6bbitol kiillonbozo ugyanoly haszndlatra.
. Més az elobbiektél kiilonbozé ugyanoly hasznélatra.
. Gép a czolopok rézsit beverésére.

. Archimedes csigdja folyobdl vizbevitelre a kerthe.
. Gép, koznyelven paternostergép, vizemelésre.

00N Ot QW =

——
O = O O
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13. Cochlea ordinaria, pro explicanda cochles simplicis theo-
ria serviens.

14. Cochlea infinita, pro ponderibus facile in altum attol-
lendis.

15. Machina pro trabibus, columnis lapideis ete. erigendis
serviens. j

16. Machinula duobus cilindris et cochlea infinita constans,
pro variis seminibus aliisque rebus comminuendis.

17. Machina, in qua masculus, extremitate pedis drate hori-
zontaliter extense insistens, funambulum representat, variosque
motus citra lapsus periculum facit.

18. Mola communis, ‘quam aqua impellit.

19. Mola, quam homines facile impellunt.

20. Mola, quam equi in gyrum eundo impellunt.

21. Mola, quam boves calcando impellunt.

22, Mola contusoria rerum variarum o. g. minerarun.

23. Mola, quam ventus impellit.

24. Mola pro charta conficienda.

25. Mola pro asseribus efformandis.

13. Kozonséges csiga, az egyszerl csiga elméletének megmagyarizisdra.
14. Végtelen csiga, a melylyel testeket kdnnyen lehet magasha emelni.
15. Gép, gerenddk, kéoszlopok sth. folegyenesitésére.

16. Két hengerhol és végtelen csigdbol dllo gép kilonféle magok és
mds targyak orlésére.

17. Egyenstilyozé bab. (Gép, melyben egy emberke libujjhegyével viz-
szintesen kifeszitett droton dllva, kotéltanczost mutat s mindenféle mozdu-
latokat végez a lebukds veszedelme nélkiil.)

18. Ko zonséges vizi malom.

19. Malom, melyet emberek konnyt szerrel hajlanak (sziraz malom).

20. Malom, melyet kérben jird lovak hajtanak.

21. Malom, melyet 6krok hajtanak (taposé malom).

92, Z4z6 malom.

93. Szélmalom.

24. Papirosmalom.

25. Lécafaragé farézzmalom.
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26. Machina exhibens modum, quo fabri folles suos facilius
agitare queant.

27. Machina pro exponenda cochlese mobilis theoria serviens.

28. Rotwe dentatee pro attollendis in altum corporibus.

29. Bilanx cum ponderibus orichalcinis, unius librae, medie
libree el quadrantis.

30. Machina malleus dicta, cujus ope metalla cuduntur.

31. Machina, quee folles agital, ubi metalla liquantur.

32. Follis ex asseribus compactus et egregium effectum pree-
stans.

33. Fons saliens intra recipiens vitreum; ex interni eeris rare-
factione ortum ducens.

34. Machina pro theoria fontinm explicanda serviens.

35. Machina theoriam aquee, ob pressionem in altum salien-
tis, exhibens.

36. Fons Heronis saliens.

37. Sipho anatomicus.

38. Scale, trianguli formain referentes, pro deponendis appo-
nendisque machinis.

39. Polyspastus trochleis ligneis constans, ceteroquin ferreus.

26. A kovices-fujtaté kénnyebb hajtisdra szolgdld gép.
. Gép a mozgo csiga elméletének megmagyardzdsdra.

98, Fogas kerekek a testek emelésére.

29. Mérleg — egész-, fél- és negyedfontos sirgaréz silyokkal.

30. Fémzizo gépkalapics.

31. Fémolvasztémihely fujtaté gépe.

32. Léczekbol osszedllitott nagyhatasu fujtato.

33. Szikokit tivegharangban, a mely a benne levé levegének megritku-
lasa folytin megered.

34. Gép, a kutak elméletének megmagyardzdsdhoz.

35. Gép, a mely bemutatja a nyomds folytdin magasba székkend viz
elméletét.

36. Heron ugrd kitja.

37. Anatémiai feeskendd.

38. Hiromszogalaku lépeso a gépek kello elhelyezésére.

39. Csigasor ; csigija fabdl, t6hhi része vasbdl.



334 FINACZY ERNO.

40. Alter polyspastus ligneus 4 trochlearum.

41. Machinula, serviens pro exponenda theoria baculi unius,
vel duorum, ope quorum pondus a pluribus portatur.

42. Plana inclinata ; cunei.

43. Machinula ostendens, quomodo culter Pistorum, aliaque
similia ad theoriam vectis revocentur.

44. Lapis unius centenarii, ferreo unco instructus, pro osten-
denda variarum machinarum efficacitate.

Kozli Findezy Erno.

40. Mds facsigasor 4 esigival.

41. Gépecske, a mely annak az elméletnek megmutatisira szolgdl,
hogyan szillithatnak tébben terhet egy vagy két riidon.

42. Lejtok, ékek.

43. Kis gép, mely megmutatja, miképen vezethetd vissza a kenyérvigs
kés és mis hasonlé eszkoz az emel6 elméletére.

44. Egy db. mdzsds ko vaskampéval folszerelve, hogy a kiilénféle gépek
hatdsképességét kimutathassuk.

Ford. Szekeres Kalimdain.,



PROBAMERESEK A GAZOK BELSO SURLODASANAK
EGY UJ KISERLETI MODSZERREL VAL(O MEGVIZS-
GALASAHOZ.

(Masodik kéozlemény.)

3.8 A modszer mathematikai elmélete.

Legyenek Eydf, Hylf, Zylf annak az erének derékszogl kom-
ponensei, a melyet a gaz belsé surlodasa a gombnek egy o, 1, =
koordindtikkal biro df nagysagu feliiletelemére gyakorol, a mely-
nek a gaz belseje felé mutato normaélisa s irdnyitassal bir, akkor,
ha a koordinatarendszer tigy van valasztva, hogy minden koordi-
natanak pozitiv iranya pozitiv normélisa a mdsik két koordin:dta
pozitiv irinya altal meghatarozott siknak, akkor a giznak a gomb-
héjra gvakorolt surloddsi erejének forgatd nyomatéka a kovel-

kezo :

2

O = [ (@ Hy,—1y,55,) dfs+ [ (walls,—Yo5s,) df. (11
i 3

Az 1 indexii mennyiségek a gémbhéjnak bels6, a 2 indextiek
kiilso feliiletére vonatkoznak s az inlegrdcziok az egész gémb-
felulletre terjesztendok ki. @ tulajdonképen csak a 2 menti kom-
ponense a gaz belsd surlodasa forgato nyomatékanak, de nekiink
csak erre van sziikségiink, hacsak a lengé gombhéj czentrumat
valasztva koordindtakezdopontnak a z tengelyt a lengé szerkezet
forgdsi tengelyével ejtjiikk 6ssze, minthogy igy a rendszernek a z
tengely korilli mozgasat vizsgaljuk: kiiléonben is a forgato nyo-
matéknak e masik két komponense zérus.
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Ha 4, p, v az s irdny koszinusai és
A;, By, C;, B,=Cy, C,=A4,, 4,=B,

a belsé surlodasnak 0. n. fesziiltségi komponensei az @, y, z
pontban, akkor, mint ismeretes, a gaz altal a df feliiletre gyako-
rolt surlodasi er6t meghatarozzak a kovetkezo egyenletek :

— B =A4,1+ Ay/,t + A,v

— Hy= B2+ Byu+ B,v (12)

— Zs = Gz A+ Cyp+ Gy 0.

A belsé surlodas fesziiltségi komponensei pedig a gaznak az
illeté pont kdrnyezetében véghbemend mozgisival kévetkezd ssze-
fliggéshen vannak:

au av aw
(oo + vy 2ol
0z

Ay = s{‘?“
ey e

1
dx: 3 %y
& oo iy
RN
5= (G + 5]
== {5

du v
— Ay = »S ( . ).
by Ay ow
A most targyalt mozgdsnal a (13) alatti egyenletek tetemesen
egyszertisodnek : ugyanis, minthogy a gdzban forgdasi test mo-
zog forgasi tengelye koriil, sehol a gazt helyébdl nem szorithatja
ki s igy minden egyes pontjaban a ¢ siirtiség az id6 folyaméan
valtozatlan marad, azaz
do
LS )
dt :
s igy az (I) alatti rendszer utolsé egyenlete értelmében az egész

gazhan mindentitt
au . v aw

R K Tl
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Minthogy pedig a szilird test barmely pontjanak sebessége az
wy sikba esik, a gdzban sem keletkeznek oly mozgdsok, a melyek-
nek z-menti sebessége a zérustol kiilonhozo volna, ugy, hogy a
giz barmely pontjiara nézve barmely idében

Wi—20:
A (13) alatti egyenletek tehat a mi esetiinkben a kovetkezok :
= A, =88 1’;
I T ;:/
=l =10 (14)

Vezessiik be végre a derékszogli sebességi komponensek he-
lyébe a szogsebességet, a mely az egész gombhéjra nézve ugyan-
abban az id6pillanatban ugyanaz, azaz legyen :

u=—y¢t v =z (1, ),
a hol 7-2:x2+!/2+z2,
akkor Bo o ' 5. 3
ox Y or -7
au oy
B, e O B
ay Yo =
h =z
W i W z
az S a)' r
av ,’;"/} T
= pdE /
iy Eor i L (15)
‘a*;! 7 v ag’ .'/
9?/ 3 56 (?1" 'S
eI L 4G
0z ar r

* Hogy y az egész gazban is csak » és ¢ fiiggvénye, azt kés6bb ponto-
san be fogjuk bizonyitani.
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A (12), (14) és (15) alatti egyenletekbol most mir a kovetkezo
osszefliggéseket kapjuk a giz valamely pontjaban uralkodé sur-
lodiasbeli fesziiltség s a mozgas jellemzéi kozt :

— v 1 a r 0
gy = S; a—(’i f—Qy.rl—l—(‘m’——yﬂ)/;—yzu}

B sy AT A D g .
=5 e (@ —y?) A2y -2y (16)
sl ay ,

Js == "'. ?)"“ I/Z)-%—%Z/}

Mivel pedig a gomb belso feliiletének valamely 2y, 4, 2z, pontji-
ban a giz belseje felé mutato irdny koszinusai :
Spi e i) e

Ty Ty ry

)

s a megfelel6 mennyiségek a gombhéj kiilsé feliiletének valamely
Xy, Ua, Ty pontjaban

&y
Fas ¥o r,
a hol 7, a gémbhéj belso r, a kiilso felilletének sugara, a gémb-
héj feliiletén :

. a¢) i (2)
gy T SJ] ( (’h s~ilq " ‘Sl/“z Ip=r,
5 a,o) 4
ey S ‘S i
Hs, 4 ( o 1y &, %( ar )r_,
Zin—0. 4. =0

Betéve ezeket az értékeket a (11) alatti egyenletbe, azt kap-
juk, hogy:

o=-s{(ZF), Jerrman—(3F), [orrnan)

Az itt fellépo mtegmlok az egyenletes egységnyi felileti stiri-
séggel beboritott 1 és 2 gombfeliileteknek a forgasi tengelyre vo-
natkozo tehetetlenségi nyomatékai: elvégezve az egyszeri sza-
mitast, a kovetkezo6 alakban kapjuk meg @-t, a melybél a szami-
tasainkban szerepld Iy is egyszertien kiadodik :
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Hogy tehat @-t kisérletileg mérheté mennyiségekkel kifejezhes-
siik, meg kell hataroznunk az (I) alatti egyenletekb6l ¢-t mint 7 és
¢ fuggvényét, tekintettel a tapasztalat nyujtotta hatiarfoltételekre.

Legkozelebbi feladatunk tehat a kovetkezo : meg kell integral-
nunk az (I) alatti differencziilegyenleteket, a melyek a jelen eset-
ben nagy mértékben egyszertishodnek ama hatarfoltételek mellett,
hogy az 7 és 1y sugari gombfelilleteken fekvo gazrészek szog-
kilengései, vagy a mi ugyanarra megy ki, szogsebességei a csilla-
pitott harmonikus mozgas térvényeit kovetik.

Ugy az dltalinos gondolatmenet, mint a részletekre vonatko-
zolag titmutatdassal szolgaltak a mar kidolgozott analog problé-
mak megoldasai (HeLsmmorrz, * MAXWELL, ** Stokes **¥) ; leghama-
rabb czélhoz vezetett az az t, a melyet Hrivnorrz kovetett,
épen a modszerek rokon természete folytan.

Emlitettiik mar, hogy az (D) alatti differenczialegyenletek érvé-
nyessege ama foltevéshez van kotve, hogy a deformacziok és de-
formaczio-sebességek masodrendi kifejezései a linearis kifejezé-
sekhez képest elhanyagolhato kicsinyek: a jelen probléma tar-
gyalasanal még azt is fel akarjuk tenni, hogy maguk a sebessé-
gek is olyan rendii mennyiségek, mint a deformédczio-sebességek
¢és tehetjiik ezt, minthogy kiilonésen ha a lengésiidé nem kicsiny
(ezen kisérleteknél 43 és 93 s. voltak a lengési id6k hatarai a kii-
lomb6z6 berendezéseknél), az amplitudok elébb-utobb annyira
csillapodnak, hogy a sebességek valoban kielégitik a féntebbi
foltevést. Az (1) alatti egyenletekben tehat a kovetkezd egyszerii-
sitéseket vezethetjiik be:

du au ou ou oou  ou

TR TR TR o an

dv av au v av v

R R e TR e
és

dw

== =0

dt : e

* Wissenschaftliche Abhandlungen 1, 172.
** Scient. Papers II, 1.
¥** Cambridge Phil. Trans. VIII és London Phil. Trans. 177.

~1
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minthogy, a mint mar emlitettiik, az egész gazban mindentitt

wr=10. (20%

A
do ok
dt =4 @5

relaczio folytan, a melyrél mar szintén szo volt, a folytonossagi
egyenlet (az (I) rendszer utolso egyenlete) a kivetkezore reduka-
lodik :
A o
s 4+ —— =0 (22)
ox ay
A kiils6 erdkre vonatkozolag pedig az all, hogy
A=0 Y= Z=—yq, (23)
a hol ¢ a foldnehézség gyorsulisa, a melyet az egész gizban
allandonak tekintiink.
Végre minthogy az x, y tengelyek irianyaban semmiféle vilto-
zdasa p-nek nem kovetkezik be

= = (. (244

p-nek pontos definiczioja ugyanis a kovetkezé: p a kozép-
értéke ama nyomasoknak, a melyek a koordinatatengelyek ira-
nyaban egy-egy a nyomss irdnydara meroleges feliiletelemen ural-
kodnak: e nyomasok pedig két részbol dllanak: egy pp mind a
harom koordinita tengelyre nézve kozos részhol, a mely a gaz-
nak a deformaczio el6tti dllapotitol s csupan a deformaczio
létrehozta térfogatvaltozastol fiigg, s a belso surlodas megfelelo
komponensébdl : ugy, hogy:

St et Byt G
3

A mint azonban a (13) alatti relicziokbol lathato, minden ké-

ritlmények kozt :
A:+By+C,=0,
ugy, hogy
P=DPo

s igy esakis akkor valtozhatik valamely irinyban, ha valamely
kiils6 erd, vagy homérsékvaltozas abban az iranyban a gazban
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térfogat- illetdleg siirtiségviltozast idézne elé. Az x és y tengely
mentén azonban ily okok nem szerepelnek s igy a (24) alatti
egyenletek helyesek.

Ennek a koriilménynek részletezését azért tartottam sziiksé-
gesnek, hogy azt az esetleg fellépo aggodalmat eloszlassam, hogy
nem okoznak-e a belsé surlodiasnak x és y-menti komponensei
oly valtozasokat, a melyek a p mennyiség megviltozisat hozzdk
magukkal.

A most targyalt problémanil e szerint az (I) alatti differen-
czidlegyenletek a kivetkezo alakot o6ltik :

o -0 7u %
g (P )

Ot dun? a8
o =52 5ee 2
0y =— e

Ezekb6l a differenczidlegyenletekbdl kell meghataroznunk az
u, v sebességi komponenseket a kovetkezé hatarfeltételeknek

megfeleléen :
@) Ha
x2+z/2_+_:,2:).%’
akkor
w v
)= — — — — =— [De—Ft e =y
¢ P De—ftcos pt = ¥
b) Ha
x>ty +z=rs,
ismét
¢ =49
¢) Ha
x4y +2= R,
akkor

u=v=0¢=0

a hol R jelenti a nyugvo gomb sugarat.
Zemplén Gyozo.
Mathematikai és Physikai Lapok. X. 24



A Mathematikai és Physikai Tarsulat VIII. tanulo-
versenye.

A Tarsulat meghivejara f. évi oktéber ho 12-ikén Budapesten 63, Ko-
lozsvart 9 kozépiskolai érettségi vizsgalatot tett tanuld jelentkezett, Gsszesen
14-gyel tobb, mint a mult évben.

A verseny mindkét helyen zdrt helyiségben, a Tarsulat igen nagyszamu
érdeklédo tagjanak feliigyelete és ellenérzése mellett folyt le és Kolozsvirtt
e. 61 15m, Budapesten 6% 39m-kor ért véget. Lefolydsdban a két helyen gon-
dosan vezetett jegyzokonyv tanusdga szerint semminemi szabdlytalansdg
nem fordult els, és a tételek kidolgozdsdra engedélyezelt négy orai id6 alatt
Budapesten 36, Kolozsvirtt 2 dolgozat adatotl be, tehdt 8-czal téhb, mint
a mult évben.

A tanuléverseny tételei a kivetkezik voltak :

1. Bebizonyitandd, hogy az

1n4-9n 3nt 4n

halvanyosszeg, a melyben » pozitiv egész szimot jelent, akkor és esak
akkor oszthaté 5-tel, ha az » kitevé nem oszthaté 4-gyel.
9. Bebizonyitandd, hogy
)
1= colg.—
4
oly mdsodfoki egyenletnek, és
1
195 R
sin.

D=

oly negyedfokii egyenletnek tesz eleget, a melyben az egyiitthaték mind-
annyian egész szdamok és a legmagasabb foku tag egyiitthatdja egygyel
egyenld (itt #=90°-t jelent).

3. Bebizonyitandd, hogy az « és b egész szimokbol alakitott

0 2 D o vl UG

sorozathan foglalt szdmok koziil a b-vel oszthatéknak szama egyenlé a és
b legnagyobb kozos osztdjdval.

A dolgozatok az ellendrzé tagok jelenlétében lepecsételtettek s az elnok-
ség elbivdlisukra bizottsigot kiildott ki, melynek jelentése a kivetkezd :
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Tisztelt valasztmdny !

A Mathematikai és Physikai Tarsulat az alulirott bizottsigot kiildotte
ki, hogy a VIIL. mathematikai tanuléversenyen beadott dolgozatokat meg-
birdlja s véleményét a t. vélasztmdny elé terjessze.

A bizoltsdg a dolgozatokat ponlosan dtvizsgdlta s drommel konstatdlta
az idei verseny szép sikerét. A beadott dolgozalok mindsége és mennyisége
sz6p bizonysdgdt adja a versenyzo ifjak mathemalikai tuddsdnak. A kitii-
zott tételeket két versenyzé hibatlanul oldotta meg. A bizottsdg egyhangu-
lag. elhatdrozza, hogy az elso dijat Poka Gyvrinak, a losonezi dllami fogim-
ndzium volt novendékének itéli oda, ki mind a hirom tételt szépen, rovi-
den oldotta meg. A maisodik dijra a bizottsdg Baranvé Ernoét, a szolnoki
allami fogimnazium volt novendékét tartja legérdemesebbnek, ki a hdrom
tételt, a mdsodikba becsuszott kis hibdtdl eltekintve, ugyancsak helyesen
fejtette meg, de megolddsai kevésbhé egyszeriiek s fogalmazdsa is gyen-
gébb. Az elso dij nyertesét Winter Jozser és Oxprus PAL tanitottak, a ma-
sodik dij gy6ztesét pedig Zorrin Leo.

A jutalmazdsra ajdnlott dolgozatokon kiviil még két dolgozat ¢rdemel
dicséretet. Az egyiket Baver Bfra, ugyancsak a losonezi {6gimndzium volt
nivendéke készitette, a ki az elsé és harmadik feladatot igen szépen és ré-
viden oldotta meg s csak a misodik (étel masodik részét hibdzta el. A méd-
sik, dicséretet érdemloé dolgozat Messik GiézAé, ki ugyancsak két feladatot
hibdtlanul fejtett meg s csak a mdsodik feladat megolddsiban kovetett ¢l
kisebb hibdkat. Messik Géza a budapesti VIII. keriileti kiozségi foredlt lito-
gatta s EBeruivg Jozser tanitvinya volt.

Budapest, 1901 november hé 1-én.

Bartoniek Géza, Rados Guszta,
Eberling Jozsef, Ratz Laszlo,
Kowig Giyula, Szekeres Kalmdn,
Kavesligethy Rado, Szijartd Miklos,

a birdlo bizottsdg tagjai.

E jelentést a vdlasztmdny egyhangulag magdévd tette® s elhatirozta,
hogy az 1. br. Eétvos-dijat Péxa Gyura a losonezi fégimndzium és Winter
Jézser ¢és Onprus PAL tandrok niovendékének, a 11, br. Eotvos-dijat BAraANYG
Ernd a szoluoki fogimndzium és Zovrdn Leo tandr névendékének itéli
oda. Dicsérdleg kiemeli tovibhi Baver Bira losonezi f6gimndziumi és
Messik Giza a VIIL keriileti foredliskola és Eperuing Jozser tandr novende-
kének dolgozatt.

A dijakat bar Eotvos Lorand elndk a november 7-iki iilésen a Tédr-
sulat tiz évi fenndllasirdl is megemlékezé szép beszéd Kisérelében osz-
totta ki.

24*




A Mathematikai ¢és Physikai Tarsulat VIII. verse-
nyén b. Eotvos-dijjal jutalmazott dolgozatok.*

1. P6ka Gyula dolgozata.

1. Tételiink bebizonyitisara helyettesitsiink » helyébe (4% +1) t, a hol
I tetszoleges, I pedig 5-nél kisebb pos. egész szdm, ekkor az adott kifeje-
zést A-val jelolve

A=—14k+14 Q4k+1 1 3ak+1y fak+1
vagy
A=111k4 2 16k 31,81k 4. 216k,
Vizsgdljuk eme kifejezést | kiilonbozo értékei mellett. Legyen
1) 1=0, akkor
A =1k 116k 181k 1 216k
vagy
Ay=[(15—1)+ (16k—1) 4 (81%F—1)+(216k—1 ) --4]

2) =1, ekkor
A, =1k4+2.16k+-3.81k 44,216k
vagy
A, =[(1k—1)+2(165—1)-4-3 (81k—1)+ 4 (216k—1) + 10]

3) (=2, ez esethen
A,=1k L4 1659 .81k 16.216k

vagy
A, —=[1k—1) 44 (2F—1)+9 (3k—1)+ 16 (21 6k—1)+40], (sic !)
végre

4) 1=3, a mikor
A, =1k 8.16k1-27.81k 1 64.216F,

vagy
A,=[(1k—1)+ 8 (16k—1)+27 (81%—1)+ 64 (2165—1)+ 100].

Miutdn két mennyiség n-dik hatvinydnak kiilonbsége mindig oszthaté
az alapok kiilonbségével, azért A, A,, A, minden tagja, s igy maga A,

* A dolgozatok viltoztatis és javitas nélkiil kozoltetnek. Szerk.
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A,, A, is oszthato 5-tel. Ellenben 4 -nek utolsé tagja nem, tobbi tagja pe-
dig oszthaté 5-tel, s igy A, soha nem oszthaté 5-tel.

2. 9)
R 1+ cos g Va1 ‘
u=—ctg.— = = =t Y2+1 4. vys
. 1—cos —g l Va1 5
- A FV(2P )T
AR !

Osszehasonlitva ezt az eredményt a misodfoki egyenlet dlt. megold4-
sival Pty
e iﬂlfrl)r“—tim'
o % ’
azl taldljuk, hogy «-nak megfelel 41 ; b-nek —2, c-nek —1, tehdt u csak-

ugyan eleget tesz az
—2x—1=0
egyenletnek.
1 1

) e — = V4+Q ‘7?'2

De 4+2¥ 2 még igy is irhat:

—(—8)+V (—8)*—4.8.1
' O e

Litjuk, hogy ez a tort ismét egy mdsodfoki egyenlet dlt. megolddsinak
az alakjaval bir, a hol
a=1: b=—8: 65 =18
s igy »* megolddsa az
r’—8xr4 8=0
egyenletnek, maga v pedig kielégiti az
t—8c*+8=0

negyedfoki egyenletet, hol « ismét 1, s a tibbi coefficiensek is egész
szamok. '
3. Legyen « és b legnagyobb kozos osztdja [, ekkor

1

és

b=Il.mn,
a hol m €s n pos. egész szdmok. SR W
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Miutdn m és n rel. primszdmok, azért ka dltalinos tag akkor oszthato
b-vel, ha % m-nek tobbszérose. De & 1-t61 b=[.m-ig vehet fel értékeket,
vildgos tehdt, hogy ezen értékek koziil / értéknek kell 1m-mel oszthaténak
lennie.

2. Barany6 Erné dolgozata.
[) 1nL9n1 3n | 4n
ha 7 nem oszthato 4-el, akkor ilyen alakot vesz fel
n=4l-+s,

hol «(» lehet O is és «sv mindig kisebh, mint «4».
Tehat «s» lehet, 1, 2 vagy 3.

1) eset. s=1, tehat n=4(+1.

1) 14 9n4-3n fn—1-+2.16!4+3.81144.256!=
=1+2(3.5-+1)+3(16.5+1)+4(51.5-+-1)!
innen a

(8.54+ 1P=(3.5)+(4) (3.5}~ 1+ -+ (L )3.5+1

(16.5+1)i=(16.5) + (4) (165014 ... +(, ' |116.5+1

és
(51 .5+ 1)=(51.5)0-+ (4) (1.5 -1+~ +(, L ) 51,541

e hdrom sor minden egyes lagja az ulolsén kiviil oszthald «5»-tel, tehit igy
is jeliil}ietem, els6 sor

» (3.5+1)=5.%k +1
(16.5+1)=5 .k, +1
(51.5+1)!=5.k,+1,

hol k,, k,, k; mind positiv egész szém, ezeket betéve 1°)-be
1+2.5.k,4+2+3.5k,+3+4.5.k,+4=10k, 15k, + 20k, +10
mely «5»-tel oszthato.
2) és 3) n—=4l+2 és n=4l+3

9) 1n42nt3ntdn—=1+4 5.k, +1)+9 (5.k,+1)+16 (5k,+1) =
- =90k, -+ 45k, + 80k, + 30.

3) 17420t 30 Ane=1 48 (5k, +1)+27 (5liy+1) + 64 (B +1) =
— A0k, + 135k, + 320/, -+ 100

ezek szintén oszthatok «5»-tel.
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Ha ellenben «n» oszthatd 4-el, vagyis

n—=4l-+4,

akkor a sor 17--27--3n+4-4n fgy is irhato

— 1416(5.k,+1)+81 (5.k,+1)+256 (5k,+1) =
= 80.k, 405 .k, + 1280 .k, + 354,

tehat akkor ez nem oszthaté «5»-tel, mert 354 «H»-tel el nem oszthato.
3) 5 20 B0, = a0
az « és b legnagyobb kozis osztoja legyen i, tehdt

a.-m=r
és
Il - (1 — .\"

hol » és s kélesonosen primszamok, ebbdl

a4=7.m
b=s.m
ha ez értékeket a
O 200,30 -t 5 DLk

sorba behelyettesitjitk és «bv-vel osztunk, lesz:

; 2:,3:{,m..~;,
mivel » és s kolesonosen primszamok, azérl e tort alakok koziil esak az
lesz egész szam, melynek egyiitthatdja «s»-nek valamelyik egész szamu
t6bhszorose ; de ilyen az 1, 2, 3, . . ., .5, sorban esak «i» van, tehdt az
oszlds csak «v esetben hajthato végre, mely «my az «a» és «br-nek leg-
nagyobb kozis tébhszorose (sic!).

2) Annak a mdsodfoku egyenletnek dltalinos alakja az

1 au +b=0,

mibdl
—axV a*—4b  —a | Va*—4b
ST e
de
u = colg i‘ =14 V2 . (sicl)
tehat

=1+ V2 (sic))
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a mi csak akkor dllhat fent, ha a rationdlis mennyiségek is és az irrationd-
lis mennyiségek is egyenlok kiilon-kiilén egymadssal.

Tehdt
“
s o
és
2
o8 l/uu)—zl-l: ~+-_]'-‘2
a——2
a*—Ab=8
=—2
—4b—=8—4
b=—1,
tehdt az egyenlet
1*—2u—1=0
s valéban gyoke
u=1+V2

Ezt bebizonyithatjuk masképen is, legyen az egyenlet az

ar®+bu+e=0

az u=1'2+1 ezt betéve, lesz

2.aV2+3u+V 20+b+c=0

3a+2.V 2a=—1V 2b—b—c,
ebbdl
3u=—b—-c
és
2.V2.a=—V 2

a=—c
b=+4+2¢
g==C

—c®*-+2cu+c=0
—c-vel osztva
W —2u—1=0.
1

V= -

sin —
4

az egyenlet lesz
at bttt +dete=0 a v=V2(2+12)
ha (6+4V2)+22+V2) V2@ +V 2b+2(2+V2) e+
i V‘?(é-: ﬁ) d+e=0
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U161V 2 +2(2+V2) V224V 2b+4e 121 20 +

+ 122+ V2) d+e=0,
ebhol
QUa=—~4c—e
és

16V 2a+2(21V2) V2@ V2 b=—2V2 V221 V2u
1 2-vel osztva
160224V 2) V21 V=2V 2+rV2d

Itt ismét arra a tételre hivatkozunk, mikor a bal oldal rationdlis, illetve
irrationdlis szdmok dsszege egyenlo a jobboldali rat. ill. irr. 6sszeggel,
ebhol

16((:——‘21‘
6s
81’:—[‘
=0
és

224V VorV 2=V 21V 2.4
l/Q 1V 2-vel osztva
224V 2) b=—d
db+2V 2—=—d

4b=—d
es
2 l"Qb:O,
tehdt
h=20
d=U
a=—%¢c,
s mivel
2%a=—4c—e
—3c=—4c—e
=

= —10,

tehdt az egyenlet lesz
—set-er*—e=0

c-vel osztva, —8-czal szorozva

v'—81*+8=0,
minek gyoke valéban



MEGOLDOTT FELADATOK.

31. Az A, B, €, P, Q pontok megadatvin, szerkesztessék harom kigp-
szelet gy, hogy az elsé a B, C. P, Q, a masodik a C, A, P, Q, a har-
madik az A, B, P, Q pontokon menjen at és egyszersmind kettenként
érintsék eqymast az A, B, illetéleg C pontban. (VALyn)

*

Elsé megoldds dr. Szabo Péler fogimndzivimi tandr wrtél
Budapesten.

Elébb segédtételt bizonyitunk be. Jeloljék a P, Q, B, €C; P, Q, C, A és

a P, Q, A, B pontokon dtmend kiipszeletek egyenleteit rendre
=0, S K= =it — 0

1

A PQ hiir egyenlete legyen
=)

a kupszeletek érintinek egyenletei az A, B, € pontokban :
e () ) ()
A feladat szerint a kipszeletek egyenletei ilyen alakiak :

K,=K, + plt; =0 ;
1"3 — 1‘12 Hi ,ultu = . )

Misfelél, minthogy K, a K -gyel is érintkezik :
Ie, =K, + ity =0, 2)

a hol u, », o dllando szdmok. Ha az 1) egyenletek mdsodikdba K,-t az
els6bél beirjuk, még lesz:

K, =K, + l(ut. + pt.) =0. 3)

A 2) és 3) dsszehasonlitdsibol :
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e 4 ply =11y,
vagy
plta — vty + pte = 0.
Ebhol kivetkezik, hogy a hdrom érintd egyugyanazon ponton meqy at.

(Ez a tétel killonben egy dltalinosabbnak speczidlis esete.*) Az elébbi
eredmény még igy is fogalmazhato : az AB, BC, CA hiroknak a K,, K,
ill. K, kupszeletekhez tartozé pélusaik Gsszeesnek.

Ha ez a pont (O) ismeretes, a feladat meg van oldva, mert ezt az 4, B, C
pontokkal dsszekotvén; a kipszeletek kozés érintéit kapjuk. A kupszele-
teken evvel 2 pont és 2 érintén az érintési pontok ismeretesek lévén :
mindegyikok meg van hatirozva.

Az O ponl szerkesztésére megjegyezziik, hogy mivel az

(AB, PQ)= S, (CB,PQ)=R

pontok AB, illetve CB egyenesen rajta vannak, tehdt K, illetve K -hez
tartozo poldrisaik (s, ) dtmennek ez egvenesek polusain. Minthogy a két
pdlus dsszeesik : s és » metszéspontja a keresett O pont.

Az s és r polirisok az ABPQ, illetve a CBPQ teljes négyszogekbdl is-
mert modon szerkeszthetok, mivel Sill. R egy-egy diagonlis pont.

Azonban innen még az is kovetkezik, hogy az O pont a PQ hir pélusa
az A, B, C, P, O pontok meghatarozta kupszeletre vonatkozolag. Ugyanis
S és R a PQ-nak ponljai; az s, » egyenesek erre a kipszeletre nézve is
poldrisaik.

A szerkesztés (az emlitendG speczidlis esetekre valé tekintettel) még
igy is kimondhaté :

Keressiik fel az ABC haromszig koril irt és a P, Q pontokon dt-
mend kupszeletre vonatkozolag a PQ hur polusat. Kzt a pontot a ha-
romszig szigponljaval dsszekiots eqyenesek a kupszeletek érintdi.

Abban az esethen, ha [, O valds pontok, a kupszeleteknek legalibb
egyike hiperbola. Mert, ha mind a két pont, vagy egyikiik kiviil esik az
A0, OB alkotta sz6gon, K,-nak nem minden pontja esik az érinték szog-
terébe : tehat hiperbola. Ha pl. az AOC (COB) szoglérben van legalabb
egyik pont, akkor K (K,) hiperbola. Ha P és () dsszeesnek, O is abban a
ponthan lesz : a kiipszeletek egyenespdrokkd fajulnak. Az elobbi szerkesz-
tés, a polus és poldris harmonikus Gsszefiiggése miatt, akkor is alkalmaz-
haté, a mikor P, Q kapesolt imaginarius pir. A P, O hir ekkor valds,
épentigy S-nek a P, (-hoz tartozé harmonikus tdrsa. Ebbdl s, azutdn
hasonl) eljardssal », szerkesztheték.

-—

* L. Saumon-Fieprer: Kegelschnitte V. kiadas 455, 1.
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A feladat amaz ismert elemi feladatnak dltaldnositdsa : Szerkesztessék
hirom kér, a melyek az adott 4, B, € pontokban egymdst érintik.

Erre visszatériink, ha P, Q a siknak végtelen tavoli imaginarius kir-
pontjai. Az dltalinos esetbol kovetkezik, hogy ekkor az O pont az ABC
hidromszig koriilirt kérének a kozéppontja, a mint annak lenni kell.

X

Misodil: megoldis Fejér Lipdl landrjelall vrtél Budapesien.

Elére bocsitjuk a kovetkezi ismeretes tételt :

Jelolje k,, k,, k, a sik hdarom oly kupszeletét, a mely az M, N pontokon
dtmegy ; e kupszeletek koziil bdrmilyen ketto — pl. ki, kj — az M, N
pontokon kiviil még két ponthan metszi egymist és legyen e melszéspon-
tokat 6sszek6to egvenes e, akkor kimutathats, hogy az e, e,,, e,
nesek egy pontban taldlkoznak.

Ezutin nevezziik rendre &, k, illetéleg k,-nak a

P,Q B C; PQ,C A ilesleg P, Q A, B

egye-

pontokon itmend és a feladat kovelelményeinek kielégito kupszeleteket ;
és ha most az A pontban érintkezo k,, k, kipszeleteknek az A ponton
atvont kozos érintoje ,,, tovdbbi a B pontban érintkezé k;, %, kupszele-
teknek B ponton dtmend kozos érintdje t,,, és végre a € pontban érint-
kezo ki, k, kiipszeleteknek G-n keresztiil vonhato kozos érintoje t,5, akkor
az elobb idézett segédtétel értelmében a ¢, t,q, t,, érintok egy pontban
talilkoznak ; ezt a kivetkezokben X-szel fogjuk jeldlni. Itt ugyanis valéban
hdarom kiipszelettel van dolgunk, mely ugyanazon két ponton — a P,
pontokon — megy it ; csak az e,,, e,,, e,, szelok, melyek a segédtételben
szerepelnek, fajulnak el érintékké és ennek megfelelien a ¢, t,,,
jelzést kapjik.

Térekvésiink most az X pont meghatdrozisdra fog irdnyulni, a melynek
ismerete a keresendoé k,, k,, k, kipszeletek meghatirozdsa szempontjabol
teljesen elegendé. Az X pont ugyanis az A, B, € pontokkal dsszekotve a
tyas oy, cgyeneseket adja, és akkor mindegyik kiipszeletre vonatkozélag
ismeriink négy pontot és ezek egyikében az érintét — oly 6t adat, mely
valamely kiipszelet egyértelmi meghatirozisira elegenda.

Az X pont szerkesztéssel valé meghatdrozdsira a kovetkezé meggon-
dolasok vezetnek :

Legyen A, a PO és B( egyenesek metszéspontja, akkor ismeretes
tétel alapjan az A, pontnak — mint a P, (), B, C pontok meghatirozta
teljes négyszog egyik diagondlpontjdgnak — a P, , B, C alappontokkal

biré kipszeletsor minden elemére nézve ugyanazon egyenes a poldrisa,
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mely a,-gyel jelolendo egyenes az emlitetl Leljes négyszog madsik két diago-
nilis ponijin dtmegy. E kinnyen szerkesztheté egyenes azonban az X
ponton is dtmegy. Az X pont ugyanis a B(. — a k, kipszeletben hirként
szereplo — cgyenes két végpontjiban a k, kipszelethez vont ¢, t,, érin-
tok metszéspontja, és fgy egyszerlien a B( egyenesnek a k, kipszelethez
tartozo polusa. Mint ilyen azonban az a, egyenesen kell lennie, lévén a,
épen egy a BC-n fekvo A, pont poldrisa.

A most jellemzett «, tehit az X pontnak mir egyik geometriai helyét
adja.

Hasonlé meggondolds vezet az X pont mdsik geometriai helyére, a b,
egyenesre, a mely a I, Q, €, A pontok meghatdrozta teljes négyszog ama
diagondlisa, mely a P(), CA egyenesek metszéspontjaval fekszik szemkozt.

Az a,, b, egyenesek metszéspontja mdr megadja a kozvetetleniil kere-
sett X pontot, melynek ismerete utin a k,, k,, k, kipszeletek a mir jel-
lemzett médon meg vannak hatirozva.

Vildgos, hogy a e, egyenes, mely a POAB leljes négysziognek diagon:-
lisa, szinlén atmegy az X ponton ¢és igy mintegy szerkesztési proba gya-
nant haszndlhato.

A feladatnak nagyon egyszeriien megoldhali speczidlis esete dll elo,
midon a P, Q) ponlok a sik képzetes kozpontjaiba esnek. Ekkor ugyanis
a feladat megolddsit képezd korék kozéppontjait ama hdromszog szog-
ponijai adjik, melynck oldalai az ABC hdromszog egy-egy szdgpontjin
mennek dt és érintik az ABC hiromszog koré irhatd kort.

X

Harmadil: megoldds Riesz Frigyes tandrjelolt wrtél Budapesten.

A PQAB, PQAC, PQBC kipszeletek A, B, illetéleg € pontoklioz tar-
toz6 kozos érintdi egy pontban, R-beun taldlkoznak, a mi legegyszeriibben
tigy lithald be, ha a kupszeletekel kollinedezio ttjin korokké, illetve P és
() pontokat az 1j rendszer korpontjaivd transzformiljuk, mely esetben R
pontnak a kordsk hatviinypontja felel meg.

R pontnak a PQAB, PQAC és PQBC négyszogek ama diagonilisain
kell fekiidnie, a melyek a PQ-n fekvé diagondlpontokat nem tartalmaz-
zik. R, mint e diagondlisok metszéspontja, P() egyenesnek a PUABC
kupszeletre konjugdlt polusa. Mint ilyen R tébbféle miodon szerkesztheto ;
legegyszertibb csupdn vonalzo haszndlatit igényld szerkesziéssel, mint
amaz atlok metszéspontja, mivel még, minthogy a hdrom diagonilisnak
egy pontban kell talilkozniok, a szerkesztés pontossiga ellendriztetik,

Ha az R poutot ismerjiik, a keresett kiipszeletek elemi alkotd részekkel
vannak meghatdrozva.
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Ha a feladatol, illetve megolddsdt a poldr-recziproczitis elvel szerint
transzformaljuk, a dudl megfelelé feladatot nyerjiik, melynek megolddsa a
kivetkezo tételben adhato :

Ha a pqab, pgac és pgbe kupszeletek a, b, ¢ érintéi a kapszeleteket
ugyanazon A, B és (0 pontokban érintik, e pontok egy egyenesben,
(pyg) pontnak a pgabe kupszeletre konjugalt polarisaban fekiisznek.

x

Negyedil: meqgoldds Grimwald Milsa foredliskolai tandr itdl
Ll).\'”l’l_'}:(lll.

Legyen a koordindtarendszer kezdépontja a PQ — 2k tdvolsdg felezo
pontjaban és P() az X tengely. Az A, B, (0 pontok az a;y; koordintaii
helyébe mids hat dllandét hozunk be akként, hogy a PA, BB, PC egye-
neseket

x+k+py=0 1)
a QA, OB, QG egyeneseket pedig
©—k+qy=0 2)

alakban veszsziik f6l. E két egyenlethol a szerint, a mint 1 =1, 2, 3, az
A, B, € pontok koordindtai szamithatok ki, még pedig
X 1 —2k
o Pt G g Yy — ——— .
Pi— 4 Pi—q;
Az adott 6t pont egy K kupszeletet hatiroz meg, melynek egyenletét,
minthogy az X tengelyt P-ben és ()-ban metszi
& —k*+y (2axe by +2ck) = 0 3)

alakban vehetjitk fol. Minthogy pedig ez az egyenletet a; és y; kielégitik,

lesz
[(pi-40)" - (Di—q0)*) K— 2k [2a (p; + 4;)—2Kb+2ke (p;—g;)] = 0
vagy

(Pit9:) a—b+(pi—q:) ¢ = pig;-

Az a, b, ¢ értékei tehdt

(p,+4a,) a—b+ (p,—a,) c =p,9, 4)
(Pt q.) a e 1112‘—({-2“.:])2{[-: '5)
(Ps+ ’/3‘ a—b+ (Pr‘(ls‘ C = Psqs 6)
egyenletrendszerbol kovetkeznek. Ennek determininsa :
P14, = Pi— 4 Y 1
P tls. b Pt =42 | Pe 4. 1{=—27T,

‘p:x+qs ! Psi—Y; Ps 4 1
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tehdt
P4, =d pP—1, ‘
—2Ta = | pgq, =k P4, ;\ = 1q1’}23’
Dsqs sl Ps—a;
p1+q1 rg, Pi—1 l ! P 4 P11
—2Tb =| p,+q, Pels PG ‘ =2|p, 9 Pfs| = 22p,q,dq,
Ps+4s Ps9s Ps—4s | Ps 95 Pssi

’[1‘1_%4(11 ! P4, |
=DTe— [ Ps+9q, —1 Rads === -}')'1"’1523’
‘ \
ip:s_‘_q:x == D5 |
a hol a kivetkezo jelzéseket hoztuk be:
aij = pi—4i— (Pi—4)
dz'j = ])f‘Ij’—((iflj
Oy = Piqi— (pj—}-qj‘.
Ezek utin a K kipszelet egyenlete :
T (a*—k*)—(2p,q,04,) ©y—(2p,,dy;) y* +(2p,q,04) by = 0. 7)
A PQBC =K,, PQCA = K,, PQAB = K, kiipszeletek egyenleteit
K; = 2*—q¢*+y (2a;2-+biy +2¢;k) = 0 8)
alakban veszsziik fol. De ezekre nézve a 4), 5), 6) egyenletek koziil csak
ketté érvényes. gy p. 0. K,-re nézve érvényes 5) és 6), melyekbol

Oy, + (‘;‘2::(11 = PoTs—Ps4s 9)
kovetkezik.
K, és K, metszéspontjai az

y [2(a,—a,) 1 (b;—bs) y+2(c,—c,) kI =0

egyenes paron fekiisznek, még pedig ketto, t. i. P és Q az y — 0 egyene-
sen, a masik ketto a

2 () &+ (b,—Dy) y+2 (¢e,—¢,) k=0 10)

egyenesen. De minthogy K, és K, C-ben érintkezik, e pontban kozos
érintgjiik van, melynek egyenlete épen a féntebbi egyenlet. Epen igy K,
és Ky A-ban, K, és K| B-ben van kozos érintdje, melyek egyenletei 10)-bol
a mutaték eziklikus feleserélése utjdn nyerheték. Ldtnivald, hogy a hdrom
kozos érinto egy [ ponton (&, 7) megy at. Ha pedig ezt megtaldltuk, fel-
adatunk meg lesz fejtve, mert akkor p. o. K -re nézve nemcsak a P, (),
B, C pontok, hanem az KB, EC érintok is ismeretesek lesznek.
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Az E pont poldrisa K -re nézve a BC egyenes. Ennek egyenlete :
1 Y 1
(p2+qn) k —2k Pa—q:| — 0
(p3+(ln.) k —2k Ps—1a, I
O0y® + doy = o, k. 11)

vagy

De ugyane poldris egyenlete 8)-bol
(+ap) @t (a,6+by+ek)y+ckyp—k' =0 12)
11) és 12) dsszehasonlitdsdbal

i)\zs (cnkWH/‘ )+0'sk (5+a177) =0
Vagy
Oyé+ (0,5, "";23" = Oy,k

vagy végre 9) tekintethe vételével :

% ) 0‘236-}'(1’2(19_'})3(/3) N= o‘ﬁﬁk
és ugyanigy
; 031$+(1):xq:1_1"171\’ 9 = 681’{'
mely egyenletb6l konnyt szerrel kivetkezik :
£ 2P0y 2Tk

% o . 13)
<P19,9 45 *pqu 23

A &y pont geometriai jelentésége kitiinik, ha a K kipszeletre vonat-
kozo polarisdt keressiik. Ezt 7)-hol

L [T6—3 (-"pl'lxo\z:-;) ,/] T i
+ [2 (2p,9,04) §—(2p,0,dyy) 743 (2p,9,05) K1y +
+ 3 (__[; 4,0, )/s://fArlk2 =1

alakban taldljuk és ebbol 13) tekintetbe vételével lesz y = 0, vagyis az £
pont nem egyéb, mint a PQ polusa a PQABC kupszeletre nézve. Ezzel a
feladat meg van fejtve.
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A GAUSS-FELE DIFFERENCZIALEGYENLET

AMAZ ESETEIROL, A MELYEKBEN A FUGGETLEN VALTOZO AZ
INTEGRALHANYADOSNAK EGYERTEKU ES BIPERIODIKUS FUGG-
VENYE.x

(Elsé kozlemény.)

A Gauss-féle differenczialegyenlet fuggetlen valtozoja (x) két,
alaprendszert alkoto integralhianyadosanak egyértéki és biperiodi-
kus fiiggvénye azokban az esetekben, a melyekben az . n. masod-
faji haromszogfiiggvényekre vezetnek ; ide pedig azok az esetek
tartoznak, a melyeknél a determinilé alapegyenletek gyokeinek
kalonbségei: dy, dy, d4 recziprok egész szamok s kielégitik a ko-
vetkezo egyenletet : **

04+ 0g+05 = 1. @

* E dolgozat a kolozsvari tud. egyetem 1900/1. tanévben Kkitizétt volt
felsébb mennyiségtani palyatétele folytan késziilt. E ScHLEsINGER Lajos
tanar urtol kitiizott palyatétel igy szolott: «Azon esetekben, a mikor a
Gauss-féle differenczialegyenlet figgetlen valtozoja az integralhanyados
egyértékit biperiodikus fiiggvénye (lasd pld. ScHLesNGer, Handbuch ete.
II, 2 (1898), pag. 114.), eldallitandok egy alaprendszer elemei, valamint a
differenczialegyenlet fiiggetlen valtozoja az integralhanyadossal képzett
olynemii végtelen sorok vagy szorzatokkal, melyekhdl az eléallitott meny-
nyiségek analitikai jellege kozvetetleniil folismerhetd, és melyek mint a
Pomxcarg-tol bevezetett, tole Fucus-féle Zeta-, illetéleg Thetafiiggvények-
nek nevezett fiiggvényosztalyok speczialis esetei foghatok fel. Kiilonds

figyelembe ajanlhatok az Eisenstein-tol az elliptikus fiiggvények elSallitasara
adott kettés sorok és szorzatok (Crelle Journal, 35, Werke (1847), 213. 1.
s kv.)

** V., 6. pld. Scuresiner, Handbuch der Theorie der lin. Differential-
gleichungen, Bd. 11, 2 (1898) pag. 114. :

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 25
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E dolgozat czélja: a differenczialegyenlet alapjan e speczialis
biperiodikus figgvényeket meghatarozni s felallitani azoknak ama
fiiggvénytani tulajdonsagait, melyek szerint e biperiodikus fiagg-
vények nemesak akkor maradnak valtozatlanul, midén a valtozo
a periodusok egész szami sokszorosaival szaporodik, hanem akkor
is, midén bizonyos masféle linear substitutiokat szenved. E vizsga-
lat folyaméan ki fog deriilni, hogy e fiiggvényeknek ilynemii spe-
czialis viselkedése a reajuk érvényes komplex multiplicationak —
melyet a differenczialegyenlet alapjan nyertink — kozvetetlen folyé-
manya.

Az (I) egyenletnek — permutatioktol eltekintve — csak a ko-
vetkez6 négy megoldasa lehetséges: *

i od 8¢ o e

01 = 3 dg=1% 03=0
3 .

51:@1?, 02:‘1" '33:'};

d=% do=7% O3=%

Y e | Ry CHEEU T

=l 0y =8y T Uy =y

A 0y, 85, 03 mennyiségeknek a Gauvss-féle differencziilegyenletben

d? )
2(1—2) o5 + [r—(@+B+1)a] - — afu =0

szerepld a, B, r allandokkal valo osszefiiggésébdl, mely szerint
by =85 r—a—f=2dy; a—f=0

a differenczialegyenlet megalkothaté.

Mivel a fenti négy eset kozil az elsé egyszertien szakaszos fligg-
vényt szolgaltat, biperiodikus fiiggvényt csak a harom utobbi eset-
ben kapunk, a melyeket a fentirt sorrendben targyaljunk.

L
0 :%» '32:‘}:» ‘}3:'};
S s BT
Uy ﬂ_()i =

* V, 6. pld. SCHLESINGER az i. h. .
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A Gauss-féle differenczialegyenlet tehat

x(1—x)u"+ (; - %x) =l
a mibol
1 i
G R
TT R, g

Ez kétszer integralva, adja az altalanos integralt :

dx
= Cf———a + ¢/,

axt (x—1)

hol ¢ és ¢' integraczios allandok, gy hogy

i _f e .
MES ) eI

alaprendszert alkot. Az uy-ben a ¢ allandot, valamint az integral
als6 hatarat késébb fogjuk czélszeriien megvalasztani.

Az
_ Y o 1.
cf ak (x—1) <

integralhanyados elsé6faj elliptikus integral, mely az

(x—1)t =1i(z2—1) 2)
substitutioval az

P l/ 9 f dz

= —cC| Y

: T Y= 1—42

Jacomi-féle normalalakba megy at. A modulus k? = }; ez tehat
egy lemniscaticus integrdl. Az allandok kells valasztasival

W J : dz 3)
T VAot
tehat Gupermany jeloléseit hasznalva
%= 8hy
és igy tekintettel 2)-re:
x = 2 sn’ydn®y. 4)

25%
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Az x tehat »-nak egyértékii biperiodikus fiiggvénye ; a periodu-

sok 2K és 2K"i, és mivel
1

hanyadosuk
. IR
2K

=i,

azaz a szakaszparallelogramma négyzet. .

A 4)-bél lathato, hogy x az z-nak negyedfoka biperiodikus fligg-
vénye. Az oly tartomanyhoz, melyen belil & minden értéket csak
egyszer vesz fel, a linear differenczidlegyenletek elméletében szoka-
sos eljaras alkalmazasaval a kovetkezé modon jutunk el.®

A differenczialegyenlet szingularis pontjai =0, 1, oco; ha tehat
a 0 és 1 pontokat [, és I, metszések segitségével a végtelen tavoli
ponttal osszekotjiik, oly teriiletet nyertink, a melyen beliil 7 az
x-nek egyértéki fiiggvénye. Az ily modon szétmetszett a siknak
az 1) relaczio alapjan az 7 sikra val6 leképezése lesz a keresett
tartomany. Ez oly négyszog, a melynek oldalai a szétmetszett x
sik hatarat képezo [, és I, metszések két-két partjanak, szogpontjai
pedig az emlitett hatarvonal szogpontjainak, azaz az =0, 1 és oo
pontoknak felelnek meg és melyben a szogek osszege az (I) relaczid
kovetkeztében 2z. Az [, és l, metszések alakjat kelloképen valasztva
el tudjuk tehat érni azt, hogy az 7 sikbeli négyszog oldalai egyenes
vonalak ; a szogpontokat pedig ama substitutiok kettéspontjai
szolgaltatjak, a melyeket 7 szenved, ha x az [, és [, metszéseket
pozitiv értelemben atlépvén, a szingularis pontokat megkeriili.**
Hatarozzuk meg e substitutiokat; ezek x-et természetesen valto-
zatlanul hagyjak.

a) Az x = 0 pont kornyezetében az 7 igy allithato el6

s.]

1o |

* Lasd : ScHLESINGER, Handbuch ete., Bd. 1I, 1, Nr. 208., 209.
** V. 6. SCHLESINGER az i. h. és u. o. Bd. 1I, 2, Nr. 289.
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hogyha tehat x az I, metszést poziliv értelemben atlépi, » atmegy
—y-ba, azaz szenvedi az ;

substitutiot, melynek kettéspontja 7 =— O; ez felel meg az x =0
pontnak, mi a 4) alatti egyenletbél is kozvetetlentil lathato.

b) Az x—1 pont kornyezetében czélszerd 7-1 ezen alakban irni:

@ 1
A" = Al g
o 1) ak (o—17 CJ T(m—];

Minthogy 2) szerint x=0-nak, illet6leg x=1-nek z=0, illetdleg
z=1 felel meg, a masodik integral nem egyéb, mint K.

Ha « az I, metszést pozitiv értelemben atlépi, az els6 integral
i-vel szorzodik, ennélfogva 7 atmegy iy -+ (1 — i) K kifejezésbe,
vagyis az

S, = (i (l—i)K)

0 |
substitutiot szenvedi, melynek kettéspontja 5 — K.

¢) A végtelen tavoli pont pozitiv iranyban val6 megkertilésénél
az l, és I, metszéseket negativ iranyban lépjik at, ennélfogva 7 az
S, és S, megforditasainak komponalasabol szarmazo substitutiot
szenvedi, vagyis az

s Sylsri= (—'(i) (1—1'1') Ki (1~1’i)Ki)
substitutiot, melynek kettéspontja 7 — Ki.

Ez az egyik, még pedig az [, pozitiv és [, negativ partjanak met-
széspontjat képezé végtelen tavoli pontnak megfelelé » pont; a
masik végtelen tavoli ponthoz, mely az [, metszés negativ és az [,
pozitiv partjan van, az elébbenib6l a O pont negativ vagy az 1
pont pozitiv iranyban valé megkertlésével juthatunk, ennek meg-
felel6 » pont tehat S; ' Ki — S,Ki — — Ki.

A szogpontokat megkapvan, a keresett egyenesvonali négy-
szoget, mely a szétmetszett « sik egyértéki leképezése, felrajzol-
hatjuk; ez az 1. abran lathato F, négyszog, melynek szogei az
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altalanos elméletnek megfeleléleg: 0-nal = = 2z4d,, K pontnal

’g‘ =20y sa két végtelen tavoli pontnak megfelelé Ki és — Ki
szogpontoknal % , ezen szogpontok egy cyklust alkotvan, szogei-
nek ossze e—n——}—f——f—~9 0

Py T o

Az oldalak, mint emlitettik, a metszeteknek felelnek meg, és
pedig si és s, az l;, az sa és s, az ly pozitiv, illetéleg negativ part-
janak megfelelé oldalak, en-
nélfogva megfelelé6 pontjaik
kozott ezen relacziok allanak
fenn:

81 =58, T Sy =B

Latjuk tovabba, hogy az
Fy-nak nem srafozott része a
srafozottnak tikorképe a 0O
¢s K pontokat osszekapesolo
egyenesre neézve.

Az Fy-on beliil # minden
i sl értéket felvesz azonban csak

egyszer; ha & valamelyik met-
szést atlépve kiindulasi pontjahoz visszatér, y az Fi-bol kilép, a
mennyiben az S;, S, substitutiokat, illetéleg ezek megforditasat
szenvedi, melyeknek z-ra valo alkalmazasanal F;, a szomszédos,
vele teljesen kongruens négyszogekbe megy at, tehat az ily mo-
don keletkez6 négyszogek megfeleld pontjaiban az x értékei
ugyanazok. Ha « a szingularis pontokat minden lehetséges mo-
don megkerili, az egész y sik I{-al kongruens négyszogek-
kel lesz egyszertien és hézag nélkiil befodve. Igy pl. Fyra az
sy ' substitutiokat alkalmazva, keletkezik az /,, a mennyiben e
substitutio »-at —iyp4- (141 K kifejezésbe viszi at s igy Fiy-nak
—90°-al valo elforgatasat és (K- Ki)-vel valo eltolasat ered-
ményezi. Hasonloképen [-bol S, substitutioval keletkezik az F},
F,-bél S substitutioval az F,, etc. Konnyii belatni, hogy az 0]
neégyszogek az eredetibdl az oldalakra valé folytonos tiikrozés ttjan
szarmaznak.
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Az 1. abraban e négyszogek srafozott részei az F| srafozott
részének felelnek meg és pedig oly modon, hogy F-at az illeté
négyszoggel fedésbe hozva, a srafozas iranya is egyezni fog.

Az F,, F,, F, és I;-bol alkotott négyzet a szakaszparallelo-
gramma s itt ismét meggy6z6dhetiink arrol, hogy a periodusok
9K és 2K'i, a mennyiben az sss ', illetéleg S!S, substitutiok
y-at 9+ 2K, illetoleg »-+2K"i-be viszik at.

Hogy ezen substitutiok »-nak 4) alatti fliggvényét tényleg val-
tozatlanul hagyjak, arrol kozvetleniil is meggy6zédhetiink. Az S,
substitutio, valamint annak megforditasa is 7-on 4t —»-ba vivén
at, x-nek értékét természetesen nem valtoztatja.

Ha 3) alatti integralunkba z helyébe 2%=2—£? egyenlettel 1]
valtozot vezetiink be, lesz

Ve

FEx f,,,i LN _,il.,,,,._dé—
T avaau—te Y Yi-oa—8

és tekintethe vévén, hogy /2 — ]1;

1/2.—:.‘ d
, 74
— ’LJ e e e K'—I{.
4 dYA—23)(1—42) :
vagy
Vo2 3
-— ?: +K+K}, :f—‘ :'_‘ET,
: § V- {142
tehat s A
Y 2—22= sn(—ip+ K+ Ki).
De SRS X
s Vo—2=y2 Y1—}2° = + 1/ 2dny
és igy

sn® (—iy+ K+ Ki) = 2dn®yp

7 helyett —7-at irva s tekintetbe véve, hogy sn?s-nak 2Ki perio-
dusa, irhatjuk :
sn (iy+K— Ki) = 2dn?y.
Ennek alapjan :
dn® (ig+ K— Ki) = § sn?,
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tehat
sn® (ip+ K — Ki) dn® (ip+ K Ki) = sn*y. dn?y;

ez az egyenlet mutatja, hogy x az S, substitutio alkalmazasanal
nem véltozik. Ebben 7 helyébe (—iy+ K- Ki)-t téve, kapjuk, hogy
S; ! sem valtoztat az x értékén.

Ugyanez a modszer vezet czélhoz a kovetkez6 két esetben is s
a mit itt a vizsgalt figgvényre altalinossagban mondtunk, az az
ott fellép6 biperiodikus fliggvényekre is all.

IL.
0y =

/2

!

’ dy=1%, 0y
) ﬂ T O, /&

A Gavss-féle differenczialegyenlet

Il

Sl 19l

Il

)
§

r(1—x)u" + ( ])—7 x) u'=0

6
vagy
1 ~
T T
w1

A differenczialegyenlet altalanos integralja tehat

2 dx !
U= C..! 2'27—41)3+ C::

Két alaprendszert alkoto integral

da
Sl — = (’104-'1)3’

mely utobbinal a ¢ allandot és az integral also hatarat késébb
fogjuk czélszertien megvalasztani.
Az integralhanyados

1)

itt is elliptikus integral, mely az
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27i

(—1E = (1 *32)z2~1, e=e3 2)
substitutioval az
rliger, [ (Iu 7
2 1775 Y1 —29 (1 1229

normalalakba megy at, hol a modulus £? — =i.
Az allandokat akkép valasztjuk, hogy

b e 3)

akkor
22 =snly, 1—22=cn, 14c%?=dnly

és tekintettel 2)-re:
x = 3 (1 & sn’y cny di’y. n

A periodusok itt is 2K és 2K'i; x pedig az »-nak hatodfoka
biperiodikus fiiggvénye.
K és K'-nek ismer! elGallitasai:

_[(:j "—__—‘——‘[g/_z—'_—_'
¥ (1—2%) (1 —k?2%)

1
K =i f dz Hf_ dz ok
A '0 Y(1—25(1—k%? V (1—2% (1—k%?)

a jelen esetben, hol

B=—g, k'=1—It=14ed=—

kovetkez6képen alakithatok at. A

1
0 ‘/ kiﬁzl)(]_ +EZ2)

integralra alkalmazva a z — — substitutiot, lesz

| -
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1

0 de
Kl_efif(l—”)(l—ke*’s“)

ds
fV(l &)1+ fv 1—8)(1+%)

tehat
K'i=—eK'i+eK
és ebbol *
Latjuk, hogy |K'i| = | K|, a szakaszparalleloﬂramma egy rhom-

bus, melynek két oldala egymassal ? = 60° szoget zar be.

Keressiik ismét a szétmetszett x siknak egyértéki leképezését
az 7 sikra, mindenekel6tt meghatarozvan azon substitutiokat, me-
lyeket » szenved, ha x az [, I, metszeteket pozitiv értelemben at-
lépve kiindulasi pontjahoz visszatér. Vegytk tekintetbe, hogy a 2)
egyenlet szerint

x=0, 1, co-nek rendre::O———l o
Y1—¢
felel meg.

a) Az 1) alakbol, tekintethe vévén, hogy az integral als6 hatara
0, lathaté, hogy épugy, mint az 1. esetben, ha x az [, metszést
pozitiv értelemben atlépi, 7 az

Vi

substitutiot szenvedi, melynek kettéspontja 7 = 0.
b) Azax=1 pont kérnyezetében az 1) alattiintegralt ekkép irjuk

dox 1/1—5
¥ 7 cf + f)a(af—l A

azonban

1
1 Vi—g

Cf do - {8 Ar
& x’z(x—l) 1/(1—z2 (1+e? zz)
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Ebbe az integralba z2=¢ (£2—1) egyenlettel Gj valtozot vezetve
be, kapjuk, hogy

1 g 1
Vi—e Vi—g
f dz A A A 7 LA
§ YA—AA+L22) ¢ Y1—8H1+8) ;

a mibol
7
Vi—e i
d . el 5)

J VI—d (1) 1 1o

Az els6 integral pedig az x=1 pont kornyezetében igy irhato :

dx A
(—xi‘i)‘%{eo“*‘ﬁ b1 )= } = (x—1)s {‘;0‘}‘31 (x—1) +},
0
honnan lathaté, hogyha « az I, metszést pozitiv értelemben at-
1épi, ezen integral e-al szorzodik, tehat z atmegy ep—eK Kkifeje-
zésbe, vagyis az

substitutiot szenvedi, melynek kettéspontja

mely pontot a K'i vektorara merdleges egyenesen a K'i-b6l a K
vektorara merdleges egyenes metsz ki (1. 2. abra).
¢) Ha x a végtelen tavoli pontot pozitiv iranyban megkeriili,

substitutiot szenvedi, melynek kettéspontja az

K L
= il**’*e'é — K
pont.
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Ha a szétmetszett « sik hatarvonalat befutjuk, » egy négyszog
oldalain halad végig, melynek szogpontjai: az a = 0-nak meg-

felelé =0, az x=1-nek megfelelé 7 — T és a két végtelen
tavoli pontnak megfelel K'i és SyK't == S1K"i = — K'i pontok,

-
egyenes oldalinak lehet valasztani, a 2. abran lathato F; négy-

27
szogei pedig: m, 731-, —67r~ és E négyszog, a melyet tehat ismét

2.. Abxa.

sz0g, a melyben az [, metszésnek megfeleld s, és si, illetéleg az I,
metszésnek megfelel6 s, és s; oldalakat az

8’1 = ASISI; Sé = »Su_)SQ

relacziok kapcsoljak ossze.

Az S,, S, substitutiok s azok megforditasaibol alkotott csoport
substitutionak F-ra valo alkalmazasaval keletkeznek a tobbi F-sal
kongruens négyszogek ; igy az S, és Sy ' alkalmazasaval keletkezik
az F| és F,, az Synak I, I', és Iy-re valo alkalmazasaval pedig
az I, F, és I5. Ezen hat négyszog alkotja a szakaszparallelogram-
mat, mi ismét mutatja, hogy vizsgalt fliggvénytink hatodfoka. Ha
7-ra az S35, és S3S: ! substitutiokat alkalmazzuk, nyerjik, hogy
a periodusok 2K és 2K'i.

Gyozodjink még meg kozvetlentl is arrol, hogy az S, S, és
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azok inversei, s ezzel egyttt a belélik alkothatéo csoport substitu-
tioi a 4) alatti biperiodikus figgvényt valtozatlanul hagyjak. Ismét
csak az Sp,-re kell figyelminket forditani. A 3) alatti integralba
vezessunk be 1j valtozot a mar egyszer hasznalt

2P =¢e(62—1)
substitutioval. Lesz.
Vl_—sz‘-‘ l
7'/ = & —__*77(; ey —EI(,
¢ V(=2 (1+e%2
a mibol
Vigen?
dz A
At
tehat NEE
V 14-¢%% = sn(e?p+K),
de Y o
Y1+82=4 dny,
ennélfogva

sn? (e¥+K) = dny.
Ennek alapjan
cn? (el+-K) = —e?snly
dn? (e?p+ K) = —e cny
és igy
sn® (e¥p+K) cn® (e2y-+ K) dn? (2p+ K) = sn?*penpdn®y.  6)

Ez mutatja, hogy x az S; ' substitutionak 7-ra valé alkalmaza-
sanal valtozatlanul marad s ha legutobbi egyenletinkben 7 helyébe
(ep—eK)-t irunk, kapjuk, hogy az S, sem valtoztatja biperiodikus
figgvénytink értékét.

111
=% G&G=% =1
a = 7;-’ {9 = ()’ ;‘ = %.
A Gavuss-féle differenczialegyenlet
SEeN L e TR
x(l—x)u" + —3——~g~x W=,

tehat
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9 4

’

u xz(x—1) ’

az altalanos integral pedig
VT 3
U= CJ W:ﬁ' + (1
Alaprendszert alkot6 integralok lesznek

dx

u/l = 1, U/Q _—/L_;_ (9":—_1)%’

mely utobbindl az allando és az also hatar az el6bbeni esetekhez
hasonlé modon fog meghataroztatni.
Az integralhanyados

oy f_d_t
7= u, " ) A@—1x b

Ezen el]iptiklls integralon az

x=3§+421/ 121+ 2)

helyettesitést végezve, lesz

/2 dz
g s
Y 1—¢ ¥ (1—29(1+¢%22)

és az allandok kell valasztasaval :

dz
o ———— i A e I} 3)
—) I+

ugy hogy : 3z
r=%+4+V3U—e)snypnydny. 4)
A periodusok ismét 2K és 2K'i, hanyadosuk épugy, mint az
i

elébbeni esetben e3 = —¢?, a szakaszparallelogramma ismét rhom-
bus. Az & y-nak harmadfokd biperiodikus fiiggvénye.
E biperiodikus fliggvény értékét nem valtoztaté substitutiok
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meghatarozasa végett vegytlik tekmtetbe, hogy 2) szerint x=0, 1,
oo mellett rendre z = —iiV ———, 00 és 2=0 mellett x=4.
Tgd 1/ 1—g?

a) =0 kornyezetében tehat az 1) alatti integralt, melynek also
hatara 4, igy bontjuk két tagra

@ 0
= J e dox
17=%) Ba—1t Ra—1)E

wme

De a II. eset 5) alatti képletének tekintetbe vételével
ik S
Vi—g
1

) ——— = — K.
[xs(oc—lg fﬂ—~2)(1+e zl) l—e“‘

Az els6 integral, ha x az [, metszést pozitiv értelemben atlépi,
2ni

e3 = e-al szorzddik és igy 7 atmegy eyt K kifejezésbe, vagyis az

s

substitutiot szenvedi, melynek kettéspontja
7=———K.

b) Az x = 1 pont kornyezetében z-t irjuk ekkép

”“’fao(x ’+f Fw—1)

e
1 Vi—ga

és mivel

2 f' d » dz STt

y *He—1} 4 V(1—2)(1+e22%) 1—€°
konnyen belathato, hogy az I, metszés pozitiv atlépésével y at-
megy ey—eK kifejezésbe, tehat az

(s
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substitutiot szenvedi, melynek kettéspontja, azaz az x=1 pontnak
megfelelé pont

¢) A végtelen tavoli pontnak pozitiv iranyban valo megkeriilé-

sénél 7 az

Sy= S 'S = (02 (1*152) K)
substitutiot szenvedi. Ennek kett6spontja az 7 = K'i pont, mely
az egyik végtelen tavoli pontnak felel meg, mig a masiknak az
7=5"'K'i= 8,K'i =— K'i pont.

A szétmetszett x sik hatarvonalinak megfeleld, egyenesvonalu-
nak feltételezheté négyszoget, melynek szogpontjait most meghata-
roztuk a 3. abran lathato /|, rhombus adja, hol is az s, és sj ol-
dalak az [l;, az s, és sj oldalak az [, metszés negativ és pozitiv
partjanak felelvén meg, az -

Be=8:s: r -r8g =S8

relacziokkal vannak osszekapesolva. A rhombus szogei: az x=0-

1
i 4. szogpontnal = 270y, az x = 1-nek
megfelel§ —T_x— szogpontna] szintén _3 = 97d,, s a két végtelen

tavoli pontnak megfelelé K'i és —K'i szogpontok mindegyikénél

nak megfelelo —

3 , Osszeglik tehat E{ = 270d3.

Az S, S, és azok inverseinek ismételt alkalmazisaval az egész
7 sik ily négyszogekkel lesz befodve; igy az S,, Si'; Sy, Sa' sub-
stitutiok alkalmazasaval az I, F,; F,, I, rhombusokat nyerjik.
Az S3'S, és SyS5t substitutiok y-nak 2K, illetoleg 2K'i-vel valo
szaporodasat hozvan létre, mutatjak, hogy tényleg 2K és 2K'i a
periodusok. A 3. abran lathato, hogy egy ily szakaszparallelo-
gramma harom oly négyszoget tartalmaz, melyeken belil 2 min-
den értéket csak egyszer vesz fel ; jelen esetben ugyan nem harom
teljes négyszog van egy ily periodusparallelogrammaban, a meny-
nyiben a periodusparallelogramma oldalai atszelik a négyszogeket.
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A szakaszparallelogrammat, melynek szogpontjai —K'i, 2K— K1,
2K+ K'i, K'i, alkoto harom rhombus az F;, az F egyik és I,
masik fele, melyek egytitt egy teljes rhombust adnak s a harmadik
négyszoget, az I, és I egyik fele képezi.

Végil konnyid lesz itt is kozvetlentil meggy6z6dni arrdl, hogy
az Sy, S, substituliok és azok inversei a 4) alatti biperiodikus
fiiggvenyt, illetéleg a sn 7 ciy din g szorzatot nem valtoztatjak.

3. abra.

A IL.-nek 6) alatti képletéb6l mar kovetkezik, hogy
sn(e+K) en (4 K) dn (>)+K) =+ snypenpdny

de konnyl belatni, hogy csak a pozitiv jegy lehetséges. Ha t. i.
felteszsziik, hogy a negativ jegy helyes s azutan fenti egyenletiinkbe
7 helyett kétszer egymasutan (e27-f- K)-t tesziink, azon eredmény-
hez jutunk, hogy
snycnydny=—snycnydny
mi természetesen lehetetlenség. Ennélfogva
sn (s“‘r;+K) en e+ K)dn (2+K) =snypenydny,

mi mutatja, hogy @ nem valtozik Sz’ s ezzel egyiitt az S, sub-

stitutionak »-ra valé alkalmazasanal sem. Tekintetbe vévén to-

vabba, hogy a fenti szorzatnak 2K perodusa, rogton szembeotlik,
Mathematikai és Physikai Lapok. X. 26
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hogy értekét az S;' és igy az S, substitutio sem valtoztatja, a
mennyiben az S; ' 7 helyébe e*)— K kifejezést hozza.

Mint az el6bbeni esetekben, agy itt is biperiodikus fliggvénytink
. az ezen egyszeri substitutiok komponalasabol szarmazd osszes
substitutiok alkalmazasanal valtozatlan marad.

x

Lattuk tehat, hogy a Gauss-féle differenczialegyenletnek fiig-
getlen valtozoja az integralhany:dosnak az itt targyalt harom eset-
ben egyértéki, biperiodikus és pedig az I. esethen negyed-, a II-ik-
ban hatod-, a IIl-ikban harmadfoka fiiggvénye; a fokszam tehat
a 0y, 0y, 0y mennyiségek legkisebb kozos nevez6je. A fiiggetlen
valtozot a kozonséges biperiodikus fliggvényekkel allitottuk el6 és
pedig ezekkel egész raczionalis modon, ugyanigy lehet kapni oly
eléallitast, melynél x a sn, en, dn tort raczionalis figgvényeként
jelentkezik ; ehhez csak az szikséges, hogy az elséfaji elliptikus
integral normalalakra valé hozatalanal az oOsszes lehetséges (24)
substitutio kozil egy tort linear substitutiot valaszszunk. A fig-
getlen valtozo ekkor is negyed-, hatod-, illetéleg harmadfoki bi-
periodikus fliiggvény lesz. Meghataroztuk tovabba ama substitutio-
kat, a melyeknek alkalmazisianal e biperiodikus fiiggvények val-
tozatlanul maradnak s talaltuk, hogy e substitutiok lényegokben
z-nak csak egy bizonyos komplex mennyiséggel (i, ¢, &*) valo szor-
zasat kivanjak s ezzel nyertiik, hogy e fliggvényeknek van komplex
multiplikacziojuk. A mint egyébként ismeretes,* ez a harom eset
az egyediili, a melyben a komplex multiplikaczio olyan, hogy a-val
jelolve a multiplikatort sn. ay a sn. 7-tol csak egy allando faktor-
ban kiilonhozik. Habdn Mihdly.

V. 6. Burknarpr, Elliptische Funktionen, pag. 292.



PROBAMERESEK A GAZOK BELSO SURLODASANAK
EGY UJ KISERLETI MODSZERREL VALO MEGVIZS-
GALASAHOZ.

(Harmadik és befejezd kozlemény.)

Tulajdonképen két kiillonallo gaztomeg mozgasat kell térgyal-
nunk, a ggmbhéjba zart s a gombhéjon kiviil lévé gaztémeg moz-
gasat; az elsére vonatkozik az @) alatti hatarfeltétel, a masodikra
a b) és a ¢) alatti: a targyalast azonban majd csak akkor kell
kiilonvalasztani, ha az integréacziobeli allandoknak a hatarfeltéte-
lekkel valo meghatirozasara keriil a sor.

A mathematikai probléma megolddsandl nagy segilségiinkre
szolgdl a fellépé mennyiségek fizikai jelentésének tekintetbe vé-
tele: ennek alapjan azonnal tandcsosnak latszik az attérés szog-
sebességekre, még pedig, mivel tekintettel a belsé surlodas ter-
mészetére, eldrelathatolag a szilard gombokkel konezentrikus
Osszes gazrétegek, mint merev rendszerek fognak lengeni a for-
gasi tengely koriil, keressiik, van-e a (I¥) alatti egyenletrendszer-
nek egy ily alak megoldisrendszere :

wix, y,2,0) = —yd(r, 1) v (%, Y, 2, O) = 2 (r; £), (25)

a hol a ¢ (r, ) szogsebesség csupian r-nek, az , y, 2 pont vezér-

sugardanak és a t idének fliggvénye.

Tudjuk elore, hogy ily alakti megoldasnak kell lennie, minthogy
a gaznak egy a lengé gombokkel konczentrikus gombi rétegén
egy pont sincs a szogsebességre nézve valamely més pont eldtt
kitiintetve.

A folytonossagi egyenlet ¢ barmely alakjanal ki van elégitve s
igy mér csak az (I¥) rendszer elsé és mdsodik egyenletével kell
foglalkoznunk (a harmadik egyenlet egyszerien a barometerrel
valo magassiagmérés formulajat szolgaltatja, a mire itt nem kell

26*
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tekintettel lenniink, mivel az eszkéz méretei aranylag kicsinyek
ahhoz, hogy a nehézség okozta stiriségvaltozast figyelembe kel-

lene venniink).

Transzformaljuk tehat az (I*) emlitett egyenleteit az (5) alatti
egyenletek segitségével s torekedjiink arra, hogy x, v, és z csak
az £*+y?+22=r?kombiniczioban forduljanak el6, explicite azon-

ban nem.

O i
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7%u
x?
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ay*
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oy
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dx?
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Elég e differenczidlhéanyadosok értékét az (I*) els6 és masodik
egyenletébe behelyettesiteni és maris czélt értink ; ugyanis:

o (is{ M

vl e

ap S

SOk R
hasonloképen :

5 .

ot 0

{
{

au

at

S

0

a‘l¢ x2+y2+z2

or?
3290
ars

r2

4»7 (7¢
r ar

=

— V=
a5 a2 +-y? |22 }) <4
T (7 i _/,as—) =
0, (26)

S{a¢ 4 ag)

ot af)=0 @

{
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Ugy a (25) mint a (26) egyenletek ki vannak elégitve, ha ¢ ele-
get tesz a kovetkezd differenczidlegyenletnek :

ag S(aﬂh 4a¢)_ :
T o e T ()

Ennek az egyenletnek megoldasara nézve ismét a probléma
fizikai oldala szolgdl utmutatdssal:
A lengd gombhéj csillapitott harmonikus mozgast végez, a
melynek szogsebessége :
= De P cosiyt. (28)

Elérelathatolag az 6sszes a gémbhéjjal konezentrikus gazréle-
gek hasonlo csillapitott harmonikus mozgasokat fognak végezni,
mint merev rendszerek, a hol a csillapodés (a #) ugyanaz, a kezdo-
amplitudok azonban 7-nek fiiggvényei. Vizsgaljuk meg tehét,
van-e a (IV) alatti differenczidlegyenletnek egy ily alaka meg-
oldasa :

¢ =) eFcos rt. (29)

Betéve ¢-nek (29) alatti alakjiat a (IV)-be, mivel :

a¢ s ;

T i Pt (B cos yt + 7 sin yt)
0 3 g

—L —e B¢ S

oy — ¢ " cos 7t e

%) & %0

s Bt cos rt g

azt kapjuk, hogy:

S ( 4 a¢)
— pe—Bt ¢
e Pt (3 cos yt + 7 sin i) > e—Btcos rt it i 0.

Ez az egyenlet fennall minden idépillanatban, akkor is, midén
t=0, tehat a ¢-re vonatkozo differenczialegyenlet a kévetkezo :

(7Rl 4 do )

i L

or? PO V)
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Ennek a differenczialegyenletnek altalanos megoldasat Heou-
HoLtz szerint * a kovetkez6 alakban allitom el6:
Az (V)-nek partikularis megoldésa:

a hol

1 ot ALY
)z~j:lﬂg ¢ =9 =1).
S”
ptet ,
Ha tehat 70—&— = m, az (V) altalanos megoldésa

PRTLIE ) PRERE: L) PR

A és B itt tetszéleges komplex dllandok: nekiink a (30) alatti
¢ valos részére van sziikségiink, a melyet akként vilasztunk ki a
(30)-bol, hogy eim-t szogfiiggvények segitségével fejezziik ki s a
kijelslt miiveleteket elvégezziik ; ha

A = a4 + iaQ
B =g +if,
o valos része:
1

— COS T + —— sin mi

(By—ay)

<

(saeo b
(ag—rﬂ)(% cos mr — — sin nu)
(s )+

=iA

5 cos mr + sin M

~

1
+ B (?ﬁ cosmr — g sin mr\). (31)
A, és B, itt tetszéleges valos dllandok, a melyek a hatarfeltéte-
leknek megfelel6en hatdrozandok meg s értékeik a lengé gémb-
héj belsejében masok lesznek, mint a nyugvo és lengé gémb kozti
gazréteghen.

* Wissenschaftliche Abhandlungen I, 199. 1.



PROBAMERESEK A GAZOK BELSO SURLODASAROL. 379

I. 7 = 0-t6l » = ry-ig. Erre a térrészre vonatkozolag csak egy
hatarfeltételiink van, az a) alatti, pedig két allandot kellene meg-
hataroznunk : az egyik dllandot azonban zérussal kell egyenlévé
tenniink maskiilonben ¢ r=0-ndl végtelen nagy lenne, a mit ¢
fizikai jelentésénél fogva ki kell zirnunk:; ugyanis sorba fejtve a
o-ben szerepld szogfiiggvényeket, azt kapjuk, hogy :

Hogy ¢ (0) ne legyen végtelen A;-et sziikségképen 0-sal kell
egyenlévé tenniink, az a) alatti hatarfeltétel alapjin pedig, mint-
hogy, ha r=nr,

¢=D,
D
L ’
~a COS T — -5 sin mry
1 1
a belsé térrészben tehit:
m j it
—1eos M - — — sin my
72 po
¢ = i —— De=Pteos rt. (32)
m ;
72 cos mr; — ~5 sin mry
1 1

II. r=75-t61 r=R-ig.
A ¢) alatti hatérfeltételbél, minthogy ¢ () = 0

1 N
cos mR -+ i sin mR 5

B

o cos mR + mhi sin mR
“1TmRcosmR — sinmR’

tehat
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cosmR + mR sin mR ( rn
mR cos mR — sin mR

m it
o(r)=A4A, ( cos mr 4 - sin mr — gt smmr)),

minthogy pedig a b) hatirfeltétel alapjin ¢ (1) = D,

Bt ot e ~ mR sin mlf+ cos mhi g, 3
?‘3’ S + 3 s ~ mRcosmR — sinmR ( R sl 7"2 G
s innen ¢ végleges alakja a kiilsé térrészre vonatkozolag:
(%B" - %) cosm(R—r) — ( “;ZH i 717) sin m (R—7) ’
A B mR m m:R T : D Sxoagh )
(?! — E) cos m(R—ry) — (T -+ E) sin m (R—my)

A (32) és (33) alatti képletekb6l most kozonséges differenczidlas utjan megkapjuk a @ eléallitasahoz sziik-

; a¢ ) 5 (a_¢)
o ( ar 1y * \or 2
mennyiségeket :
¢ ) m*ry sin mry )
o= AN o I.”
( ar 1 ( Sin ’“lrl 05 "”‘1 cos ’m’f‘1 7'1 ])l €Os 7’t (34)

a¢ ) ( mAR cos m (R—ry) — sinm (R—ry) ; 3 ) R :

pES ey g | 5
( ar Iy \m(R—ry)ecosm(R—ry) — (m*Rri+1)sinm (R—ry) pee Ty e~ cos jt, (35)
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s minthogy a (II1) alatti @ és a (I)-ben szereplé Fj, kozott a ko-
vetkezo osszefiiggés all fenn:

d
5at
a (II) alatti képletekbol a kovetkezo reldcziot kapjuk S-nek kisér-
leti adatokbol valo kiszamitasdra :

=} — "'g De—Ft cos yl,

fK — g'K'= (V1)
N ( b m2ry sin mr Lo
AT s [ sin mr,— cos mr, cos mr, el rl T
74{ mh cos m (R—1y) — sinm (R—1ry) ) i})
2lm(R—ry)cosm(R—r ,)—(mzHrQ—l— 1)sinm R—og) Ta

Hogy ebbél a relicziobol S-t tényleg kiszamithassuk, sorba

kell fejtentink a
18 Py sinmry
£ in I — 1Ty COS My,
és
Wi mh cos m (R—ry) — sin m (R—r,)
2=y (R—1s) cos m (R—1y) — (m2Rr2+1) sin m (R—1y)

mry

mennyiségeket, a melyekben S szintén el6fordul s S kiszamita-
sat a szokdsos modon akként eszkozolniink, hogy elébb a sor
magasabbrendi tagjainak elhanyagolasdval egy kozelits értéket
hatdrozunk meg S szamédra, s az igy nyert kozelité értéket fel-
hasznaljuk a magasabbrendii tagok kiszamitasdra, a mivel azutan
méar egy pontosabb S értéket kapunk s i. t.

A y, és y, mennyiségek sorbafejtését kovetkezGképen eszko-
z0ljiik :

I. 7, sorbafejtése.

Legyen mr,=wx, akkor

m? 7y sin mry

17 “gin mr, — mr, cos mr,

g8 o)
2 R G A

Ty ot g 2% b )
i
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ad b
i 5' + s T S
S T E i
At _’}T’”' R Rl 9%"’”6
PO B x6 22
= 'l ,_,3_' 9 3 .5 . i (;,+1)£ M g
G b e N o T

Ha a szamldloban és a nevezében 1évé sorokkal a kozonséges
algebrai osztast elvégezve oly sort kapunk, a mely a kisérletek szol-
galtatta @ értéknél konvergens, akkor ez a sor lesz & ezen értéke
mellett a két adott sor hanyadosa.

A hanyadossor egytitthatéi kényelmesen szamithatok a kovet-
kez6 rekursiv képletek segitségével :

Legyen :

1+a a2 +apxt+---  +ana?+. .
az elosztando sor,
14+b,a*+ byt -+ bpa®+- ..
az oszto sor, akkor az
14+cy 22 +cyat+-- - Fcpa?+-..
hényados sor egyiitthatoi az elosztando és oszto sor egytitthatoi-
val a kovetkez6 osszefiiggésben vannak :
ap==Cn+bicn_y1+bacp—o+:- 4 bp_1¢1+by.

Ha tehat ¢, ¢y, . . ., ¢n—1-et ismerjiik, a kovetkezé képlet szol-

giltatja ¢,-t:
Cn=0n—b1Cn_1—baCp_o—+-+—bp_1Cn—1—n.

Ezen az uton kiszamitottam nehdny elsé c-t s a kovetkezo

eredményre jutottam :

14-¢c,22+-cpt+-- - - =
x? G- 17x° 8788 ?
=1— 15~ 5% ~ 186000  1or008125 - - O
oprt :
L= ) levegonél normilis nyomdas és szobahémérséklet
mellett

0 < 00015
S > 00001,



1, a logaritmusos dekrementum a jelen kisérleteknél kisebb volt 0°05-nél, a lengési idé pedig nagyobb volt
50 sec-nil, mig r§<<50, ugy, hogy #* mindenesetre kisebb #-nél, pedig, ha csak x*<1 a (36) alatti sor, a

mint kozvetlen lathato foltétleniil s igen gyorsan konvergdl; e sor tehdt valoban a szoban forgo két sor

hanyadosa a jelen kisérletnél fellépé ax értékeknél, s igy:

3( Sdedel (gﬂ)q) 17 (9,911) BIB" (gﬂwf),‘_ )
" 15 S 525 189,000 191,008,125 \ S Rl
1. 74 sorbafejtése.

Legyen mR=x és mry=y
Vs & cos (x—1y) — sin (ao—;@_ xcosz—sinz -

miry  (x—1y)cos (x—y) — (xy-+1)sin (ac—u) zcosz — (x2—xz+1)sin 2
(a hol x—y=2)

(37)

923 Dii xzt 25 x5 27 228
R e oy e TL AR TR

92 xzt  4—a2 x28 66— g
eignd Qi E 8 SRl e e i R L A Gl
B T e e e st 2 e, TSR M i S

1 Al S e i gy 22y M S L e e
zac 28 L—n2 d o 6 —oc? . 27 8 — 2 . 29
+3'x9 R PR R N A i T SRR R Dt T g Ty T
1 ( Cat e WLD@ 0 e D)
mAR (R—y) 3 S 450 2 4505
@) @0t Ta0435) (@ 1)(1804+49204980) (a1 (55390 | 38784t 13440022 +-336000)
1052 & 9457 1.814,40008

I
I

=)
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mivel pedig % :-1—2;—7"2~<1 ez a sor is konvergens z-nek a kisérletekbél kiadodo értékeinél s vals-

ban -t szolgaltatja, minthogy £ 7 kiilonb6z6 hatvanyainak egyiitthatoiban a szamldlokban fellépé

2
m2r, R
egész egyiitthatok 6sszege, legaldbb az eddig kiszamitott tagokban kisebb a nevezonél, a mely tulajdon-

sagot valoszinileg a késobbi tagok sem vesztik el s igy még ha x?=1 volna is, még akkor is konvergens

volna e sor; tehat, minthogy 2% = ﬁ,
0BR? 0B R?
T T R(};.Q_rg) l1 - 3 +1(Hz—{w = 3 +1(H;é)3_
1) (55 +19) g pie (5 )5 48] Ry
= 45 ( R g) 42 45 ( R 9) o
(5 +1) [ T+ +95) e
7 105 ( R )“
A
945 R :

_(eﬂR )(5529[9;‘13] +3i7§4[:§3] +134400 eﬁB +336000)(R;,g)8_”_,(38)
814,400
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Meg vannak most mér az 6sszes eszkozok, a melyek segitsé-
gével a kisérlet nyujtotta szdmadatok alapjan S-t ki tudjuk szi-
mitani.

4. § A kisérletek leirasa.

Az S meghatéarozdsdra szolgdlo eszkoz (I. 1. abrat) leglényege-
sebb része a cc’ lengd gbmbhéj : minthogy épen a géznak e gémb-
héjra gyakorolt belsé surlodisabol szamitjuk ki a S-t, e gémbhéj
hatarfeliileteinek lehetéleg pontos gombéknek kellett lenni, a mi
szinte lehetetlenné tette a gombhéjnak kozonséges esztergalyo-
zas Gtjan valo eldallitdsit, minthogy, ha a gémbhéj két darabbol
készil, a Két darab osszeillesztése nehezen torténhetnék meg a
nélkiil, hogy a kiilsé vagy a belsé feliilleten oly nyomok ne marad-
janak hdtra, a melyek a gombfeliiletek pontossiganak nagy hatra-
nyara vannak. Dr. M. Tu. EpeLmany, a hires miincheni mechanikai
miiintézel igazgatoja, a kihez ez tigyben tandcsért folyamodtam,
szintén lehetetlennek tartja a gombhéjnak mechanikai titon valo
elkészitését, azonban egy igen jo tanacsot adott, a melynek alap-
jan ardnylag konnyen sikeriilt egy igen pontos gémbhéjnak el6- .
allitasa.

EpeLvany tandcsat kovetve kovetkez6képen jartam el :

J6 kemény paraffinbol esztergalyoztattam egy koriilbelil 5 ¢m
atmérdvel biré gombot: ez volt a gombhéj elkészitésének legne-
hezebb része s nagyon dicséri Stiss NANDOR Ur tigyességét, a Ki-
nek mechanikai intézetében az egész eszkoz késziilt, hogy a ka-
tetométerrel tortént mérések azt mutattik, hogy a paraffingémb
kiilonbozo atmérdi kozt észreveheto legnagyobb eltérés 004 milli-
meter, a mi tulajdonképen annyit tesz, hogy az eltérés a kate-
tometerrel pontosan megmérheté mennyiségeknél kisebb volt,
minthogy ugyanekkora eltérés ugyanazon atméré tobbszori meg-
mérésénél is mutatkozott.

A paraffingémbot finom bronzporral bevontam s egy vele lehe-
téleg czentralisan elhelyezett vordsréz gombhéjjal egyiitt réz-
galiczoldatba tettem s egy termoelem segitségével a paraffingomb
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felilletét egy koriilbeliill masfél mm vastag rézréteggel elektroliti-
kus tton bevontam. A két elektrod feliillet egymastol valo tavol-
saga koriilbeliil 5 cm volt, az aramsiutiség pedig négyzetdeci-
meterenkint 0:4—0'5 Ampére, gy, hogy a gémbnek masfél mm
rézzel valoé beboritisa koriilbelil egy hétig tartott. A paraffin-
gombre lerakodott réz, igen egyenletes, kompakt témeget képe-
zett, ugy hogy kiilsé feliilletét 1jbol pontosan gémbalaktra lehe-
tett esztergalyozni, ezutan egyik atmérgjének két végpontja koriil
egy-egy koriilbeliill 1'/2 em sugart kornyilist metszettek ki, a me-
lyen keresztiill a kissé felmelegitett gombhéjbol a paraffin egy-
szertien kifolyt s megmaradt a gombhéj, a melynek kiils¢ feliilete
ép oly pontosnak mutatkozott, mint a paraffingomb, illetéleg a
belsé feliilet, a mely pontosan a paraffingomb alakjal vette fel.
A gombhéjon keletkezett két nyilas megfeleld fedéeskékkel gon-
dosan el lett zarva, és azok egyikére egy csavaranya, a masikra
pedig egy kis kornyilas (az 1. abrdan ¢) alkalmaztatott, ugy, hogy
a csavaranya tengelye egy a kornyilds kozéppontjan atmend at-
mérd legyen. A g kornyilast az eszkoz bedllitasa tette sziiksé-
gessé, a mint arrol legkézelebb sz0 lesz.

Az eszkoz tobbi részeinek elddllitdsa mar minden nehézség
nélkiil torténhetett meg: a bb' kiils6 gambhéj két darabbol ké-
sziilt,’a melyek 1. n. «Bayonette-Verschluss»-szal voltak egymas-
hoz illeszthetok. E kiils6 gombhéjnak mar korantsem kellett oly
pontosnak lenni mint a belsének, minthogy a két gombhéj kozti
gazréteg vastagsaganak befolyisa a belsé surléddsra egy bizo-
nyos vastagsagon tul mar alig valtozik. Igy pl. kiszamitottam a
surlodasi egyiitthato eddig ismert értékébol, hogy 5 cm-nek véve
a lengdé gombhéj kiils6é sugarat (rp)-t, ?/+ mm-nek a vastagsagat
(rg—mry)-t s 55 cm-rél 6 em-re viltoztatva a kiillsé gémbhéj belsé
sugarat (R,)-t, tehit a surlodo gazréteg vastagsagat megkétsze-
rezve az amplitudok dllando viszonya csupdn o -adrészével vil-
tozik meg. A jelen kisérleteknél R,—i, koriilbelill 1 em volt, ily
vastagsagnal tehat a kiilsé gombhéj aprobb pontatlansigai nem
idézhetnek el6 észreveheté hibakat.

Maga az eszkoz kovetkezoképen volt 6sszedllitva: (1. azl.abrat).
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Egy AA’ torzioszekrényben az aa’ 002 mm dtmérdji 45 cm
hosszu ujeziist drotra volt fiiggesztve az a'f tengely kozvetitésé-
vel a c¢’ gombhéj, még pedig gy, hogy a csavarmenetekkel ella-

tott tengely a k csavaranydba bele volt szoritva; az a'f tengely- -

hez volt erdsitve a ¢ tikor, a melynek segitségével a lengések
megfigyelése tortént; ugyancsak az a'f tengelyhez volt erésitve a
dd' sargarézhenger, a melybe annyi olomtara volt helyezhetd,
mint a mennyit a lengé gébmb nyom; a sargarézhenger falaiba
voltak becsavarva az ejeq, ejey, eaea, ehes csavarmenetekkel ella-
tott rudacskdk (1. a 2. dbrat), a melyeken az eltolhato sy, si, Sa, S2
sargarézhengerkék nyugodtak. A dd’ siargarézhengerhez azonfeliil
egy R kiils6 sugarral bir6 7—8 mm széles 00’ gombhéjgytri volt
erdsitve, a c¢’ gombbel koneczentrikusan gy, hogy kiilsé feliileté-
nek tdvolsaga a leng6 gémbhéj kiilsé feliiletétdl lehet6leg ponto-
san 1—r, legyen: az oo" gombhéjgyiirt tehit mondhatnam foly-
tatasa volt a bb' kils6 gombhéjnak, a mely az i’ fadllvanyon
nyugodott. Az egész leng6 szerkezet a nyugvo gémbhéjjal egyiitt
egy hh' czinkbadoghol késziilt burokkal volt megvédve zavaro lég-
és hédramlatoktol; e badoghdziké két szimmetrikus darabbol
allott, a melyek két oldalt az eszkozre ratolhatok s egymasba
illesztheték voltak; az .egyik darabon egy akkora nyilds volt ki-
metszve, hogy a ¢ titkor mozgasa kiviilr6l megfigyelhetd legyen.

Az eszkéz pontos beallitisa kévetkez6képen tortént :

Mindenekel6tt gondoskodni kellett arrol, hogy a lengé gomb-
héj lengés kozben valoban egy dtmérdje koriil lengjen, azaz, hogy az
aa’ drot irdnya keresztiil megy-e a gombhéj kozéppontjin. E vég-
bdl kovetkezoképen jartam el: az a'f tengely also végére egy
finom kampot csinaltattam, ugy, hogy egy a kampora fliggesztett
hajszalon 16go fiiggéon mutatta a drot iranyanak a folytatasat ;
a hajszal a leng6 gombhéj ¢ nyilasin ment keresztiil s igy, ha a
fiiggélyes forgasi tengely valoban datmérdje a gombhéjnak, a haj-
szal épen a ¢ kornyilas kézéppontjan megy dt. Ha tehat két egy-
masra meréleges vizszintes irdnybol nézve (a kiils6 gombhéj akkor
még nem volt felallitva) a hajszal a kornyilas projekeziojat koze-
pén metszette, bizonyos lehettem abban, hogy a gémbhéj valo-
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ban egyik atmérdje koriil fog lengeni. Ha a hajszal nem ment at a
kérnyilas czentrumin, a kereszten 16vé sulyokat addig esavargat-
tam ide-oda, a mig ez tényleg bekovetkezett, azutin a hajszdlat
elégettem s attértem a bedllitis masodik részére, a gémbhéjak
konezentrikus beallitdsara.

2. abra.

Erre szolgalt a dd’ sargarézhengerre erdsitett 0o’ perem, a me-
lyen két egymasra merdleges legnagyobb korive a kiillsé gombhéj
kiilsé feliiletének volt megjelolve (my, my, mg, m, a 2. dbran):
a kiilsé gombhéjbol egy oly kornyilas volt kimetszve, a melynek
sugara az 00’ perem kiils6 sugaranal alig /2 mm-rel volt nagyobb:
a gombhéj kiils6 feltiletén szintén meg volt jelolve két egymdsra

Mathematikai és Physikai Lapok. X. 27
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merdleges legnagyobb kor (az abran mj, ma, ms, mj). A konezen-
trikus beallitis most mar kovetkez6képen tortént: .

Eloszor is a p rudat a torziofejen addig emelgettem és siilyesz-
tettem, a mig vizszintes irinyban tekintve, a perem Kiilso feliilete
folytatasat képezte a kiils6 gombhéj kiilso felilletének; azutan
pedig az @’ dllvanynyal egyiitt a kiils6 gombhéjt addig tologattam
jobbra balra, a mig az m, iv folylatisa nem vott az mj-nek azimy
az ma-nek s i. t. Ezutan ismét pontosabban beillitottam a p rad-
dal a peremet gy, hogy a kiils6 gombhéj folytatasat képezte
s i. t. egészen addig, a mig oldalt nézve egy gombfeliiletnek lat-
szott a perem és a gobmbhéj és az m; vonal is folytatasa volt az
mi-nek (i =1, 2, 3, &).

Ezek utdn raboritottam az egész szerkezetre a hh' badoghazi-
kot, felraktam a torzidszekrény ablakait s megkezdddhetett a
tényleges kisérlet.

Miutan a skdla képét a taves6vel megtaldltam, a torziofejel
vagy 5 fokkal elforgattam s a legelsé fordulopont utén vissza-
csavartam abba a helyzetbe, a melynél az egyensulyi helyzet ko-
riilbeliil a skdla kozepére esett. A megfigyelés mindig 1'/2—2 ora
mulva a meginditas utdan tortént, ugyanis ennyi idéo mulva mdr a
skalan beliil voltak a fordulopontok s az oldallengések, a melyek
a meginditisnal keletkeztek, mar annyira esillapodtak, hogy nem
zavartdk semmiben a torzidlengések szabdlyos lefolyasat. Kiilén-
ben is mar maga az a koriilmény, hogy, biar a perem és a kiilsé
gombhéj kozt alig /2 mm széles szabad tér volt, az egész szerkezet
szabadon lengett, eléggé mutatja, hogy amaz ingaszerii lengések,
a melyeket kezdetben mindenesetre végzett a lengé szerkezet,
igen kicsinyek voltak s igy, tekintettel még eme lengések kicsiny
lengési idejére (1 mp-nél kevesebb) 1'/a—2 ora mulva teljesen
elenyésztek.

E kovetkeztetések a tényleges mérések altal igazolist nyertek,
minthogy a lengések igen szépen kovették a csillapitott harmo-
nikus mozgas térvényeit, Gigy, hogy még eme igen sok tekintet-
ben tokéletlen eszkoznél is, az amplitudok viszonya annyira

-ednyi pontossaggal valo

allando volt, hogy a dekrementumok E(l)TO
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meghatarozasa volt lehetséges, mig MaxweLL hasonlo leng6 ko-
rongokkal tortént méréseinél, a mint adataibol kitiinik, a dekre-
mentum meghatdrozdasanal a kozépértéktol valo legnagyobb elté-
rés 10%.00 Remélhetq, hbgy pontosabb eszkozokkel végezve e
kisérleteket s kedvez6bb koriilmények kozt (hémérséklet vilto-
zasa) a dekrementum 6todik szamjegye is még pontosan meg-
kaphato.

Maguk az észlelések egészen a szokdsos modon torténtek : ne-
hény észlelt fordulopontbol meghatiroztam az egyensulyi helyze-
tet, megjeloltem, s azutin észleltem a fordulépontokat és azon
idépontokat, a melyekben az egyenstlyi helyzet a fondlkereszt
el6tt elhalad : igy megfigyeltem rendesen 30—40 lengést ; tobbet
nem lehetett, mert a hémérséklet nem maradt eléggé allando.
A fordulopontokbol és az dtmenetek idépontjaibol meg lehetett
hatdarozni a logaritmusos dekrementumot és a lengési idot,
masra pedig az Skiszamitasanil nincs sziikségiink, hacsak az esz-
koz méreteit ismerjiik.

Mind a négy a 2. §-ban megemlitett berendezésnél két-két
lengéssorozatot figyeltem meg, lehetéleg kiillonb6z6 hémérsékle-
teknél, hogy a hémérséklet befolydsit szamitasba vehessem : tobb
megfigyelésre mar nem jutott idém, pedig S pontos meghatdro-
zasdhoz sokkal tobb megfigyelésre lett volna sziikség, de hiszen
egyelére nem is volt czélom S pontos meghatarozasa, pusztan a
modszer el6zetes kiprobalasa.

5. § A kisérletek eredményei.

1. berendezés. Lengenek a gomb és a kereszt: silyok a kereszt
rudjainak szélén.

A skala tavolsdga a tikortol : 2633 mm.

a) Atlagos hémérséklet : 19:6.

1 skalarész =1 mm.

27*
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§ g_ Le;)(li;/:ﬁsou arél;A)'f)sl: il!'\;:;ililou arélg’zs‘,‘ il'ij'l;t'lﬂou [M;l]‘; T:Uu é

é & -?5_ g fordulé pontok fordu‘;zls;:jontok fardll;it':sgontok fordul6 pontok é ':E:

= = Pan+1 Dlasa . Phn Pan é -

1921 1 7532 752+ 24 22724 296" 4 9
3 23957 738-84 24042 2397 ’ 4
5 7268 726-13 25272 265%:1" |6
i 7145 713:85 26453 2640 8

19-4 9 7030 702°55 27567 275°2 10
11 691-9 691-48 28629 285°9 12
13 6815 68114 29633 2960 14
15 6716 67129 305-98 305+7 16

19:8 | 17 662-3 662° 04 315°24 3150 18
19 6531 652°88 323-71 3235 20
21 6448 644.-61

201

Egyenstlyi helyzet a kisérlet elején :

(=3[ 2 1)

a kisérlet végén

¢''— 48622 (: = [1’19‘;1?91 + pQOJ).

A kisérlet alatt az eltoloddas 0°17 skalarész = 6°3 masodperez.
Ha a lengések a csillapitott harmonikus mozgas torvényei sze-
rint torténnek, akkor ha

ai=(—1)i+1(p;—e),

a hol ¢ az egyensulyi helyzet, azaz ha a; az i-edik amplitudo,
akkor

ugyanaz i, m és n barmely értékénél; k-t azonban magukbol a
fordulopontokhol is megkaphatjuk, ugyanis :
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Ui~y 1 =(— 1) (pi—pir)=ai 1 (14-K),
tehat
e Ui (A+K) _ pi—pina :mi7 Pn—Pn+1
aivo(14+k)  pira—pis (= 1™ (pm—Pm+1)

es
1
logk = Fr e (log (— )"+ [pp—ppi1]—
e 108(~ dtd [Pm_PnH-lD-
Az 1. berendezés a) megfigyelésénél, ha

(— D (pi—Piv1) = bie

[ [
n 1 by, m “ bm r log by, 108 by, 10g b, —10g by,
| ‘
1 525-00 11 40519 ‘ 2-7201593 ‘E 2+6076587 0+ 1125006
9511560 1|19 394:85 | 2:7089305 | 2-5964321 24984
3 498-42 | 13 384-81 | 26975955 | 2-5852463 23492
4 485-71 . 14 ! 37496 ‘ 2:6863770 | 2°5739849 23921
5 473'41 | 15| 365-31 | 2:6752374 | 2-5626616 25758
6 461-13 16 35606 i 2+6638234 | 2-5515232 23002
7 449°32 | 17 346-80 | 2°6525558 | 2:5400791 24767
8 438:02 |18 | 337°64 2°6414939 | 2-5284539 30400
9 426°88 |19 329-17 | 2-6303058 | 2-5174202 28856
10 415-81 | 20 | 320-90 ‘ 2:6188949 | 2:5063697 25252
|

A 10 adat kozépértékébol: log b = 001125544
k = 1:02626.
Mig a kozépértéktsl legjobban eltéré adat :

log bg — log by;g = 0°1130400
s innen
k= 1-02636,

a maximalis hiba tehat: 0°00010.
E kisérlet eredménye gyanant tehat:
Ar="Tognatil = 0:0259131: ({ —=19:6°C).
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A lengési id6 meghatdrozasa: ¢; azon idépont, melyben a

megjelolt egyensalyi helyzet i-edszer vonul el a fondlkereszt el6it.

o g f‘; ti bivaz t5‘+12 5 s t; R
m | see 580 m ' sec se2
|
1 0 TIG';’) 16:5 | 18 4535 1133*2 1 | 1133:5 [ S ALY
2 1 ?4!0'3 109-3 | 20 ;9(5'7 12267 3.1 1320201 962+8 1-2
3| 3 |228] 202:8 | 22 ’ouu 13200 | 5] 1506:2 | 389-2 70
41 4 56:0] 296-01 23 |32:9] 1412:9 7] 1692°6 | 5753 73
51 6 ;:29‘2 389:2 | 25 | 6:2] 15062 9| 18785 | 7613 7°2
61 8! 1:9] 4819 kimaradt 11 | 2064°6 | 9476 740
7] 9 |35:3] 575°3 | 28 [12:6] 16926 kozépérték : | 111712
8|11 : 85| 6685 |29 45H| 1785°H 2| 12267 109-3 | 1117+ 4
91:12 !41'3 761-3 | 31 |185] 18785 4| 1412:9 | 296-0 6=9,
10 | 14 114“‘5 854:5 | 32 (516 19715 8 11785'5 | 668°5 70
11 | 15 |47-°6| 947-6 | 34 (24:6] 20646 | 10 | 1971-6 | 854°5 745
12| 17 ‘20'6 1040°6 | 35 ‘IZ)T'T 21577 | 12 | 2157°7 | 1040°6 i
[ kozépérték : y 111710
| |
7,=93:093; a legjobban eltéré adatbol:

t—t=1117"4
=931
A maximalis hiba 0:025 sec; 7} tehat 0°04 szdzalékig pontos.

Hasonlo modon jartam el a tébbi berendezésnél is (1. 12. lap):

a kisérletek végeredményét a 41. lapon 1évé tablazat mutatja.

6. §. A surlédasi egyutthato kiszamitasa a kisérlet
szolgaltatta adatok alapjan.

A (VI) alatti képletben, a melynek segitségével S kiszamithato,
az eszkoz meéreteit jellemzo 7y, 79, K1 mennyiségeken kiviil a A,

K' tehetetlenségi nyomatékok és a 3, @' idéegységre esdé logarit-

musos dekrementumok szerepelnek (ﬁ‘ = %) a vessz0 nélkiili

mennyiségek ama berendezésre vonatkoznak, midén a kereszt a
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gombhéjjal egyiitt lengett, a vesszds mennyiségek pedig arra a
berendezésre, midén a kereszt gombhéj nélkiil lengett.
Hogy tehat S-t kiszamithassuk, ki kell szamitanunk a kisérleti
adatokbol K, K'-t, B-t és §'-t.
Legyen a kereszten 16vo sy s stlypar 6sszes tomege: 1y
az Sg So « « « My,
az $; és s; stlyok tomegkdzéppontjainak a forgasi tengelytol valo
kozéptavolsaga
az 1. 1'. berendezésnél : d,; a 2. 2'.-nél dy,
az Sg és sy sulyokra nézve pedig legyenek a megfelelé tavolsdagok
dyy és dyy, akkor K illetoleg K' az egész lengé szerkezet tehetet-
lenségi nyomatéka a stlyok tomegkozéppontjanak tehetetlenségi
nyomatéka kivételével a kovetkezé egyenletekbdl adodik ki :
T2

groes
?‘ == (K4-myd2, +myd3),

5 Rt i
7 gl (K+mydf,+mod,),
a hol 7 jelenti a drot esavarodasi momentumsdt abban az esetben,
midén az elesavaras szoge =1. E két egyenletbél 7 kikiiszobdlé-
sével megkapjuk /-t :
- T3 (md3, +mgd2)— TE(m,d,+mqd2) :
2 n—1

Egy hasonlo képlet szolgiltatja K'-t.
K és K'-bol a szamitasainkban szereplé tehetetlenségi nyoma-
tékok kovetkezéképen adodnak :
Ky= K+mydiy +mod3y
Ko=K+mdia+maedis
K{= K +md}+modsy
K=K +mdia+medzs.
A jelen kisérleti berendezésnél :
my = 47019 gr my = 46890 gr
dyy = 15054 cm dyy = 14:928 cm
dy = 5509 cm dyy = 5364 cm.
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Skdlatavolsig 1., 2.-nél 2633, 1'., 2".-nél 2637 skalarész: 1 skdlarész = 39 masodpercz.

= O
3 eot. 1 2 1ae |50
i L TG TR, =o 52 2 |LE |feg
L 2 BRI 3 |2z |=£2
2 A = lognat k& = = B oS E 22 |22 =
3 maximdlis = 2 1 === = T P
= szamérték i e R T =23 2 282|852
g hiba R m & VA T % |SES|¥z= 8
z i = = SEZS = G M
@ & = = = |= -
1.2 ) 1:02626 | 0-00010 | 0-0259131 | 93:093 | 0-025| 0-000278357 2877577 19-6 10 0-17
150} 102245 0-00008 | 0-0222077 | 93-045 | 0-055 238672 28775°77 15-2 0-2 0-86
2. a) 1:02927 0-00087 0-0288474 | 56-108 | 0-042 516997 1044709 20-67 105 0-27
2. b 1:02435 | 0:00012 | 0-0240643 | 56-050 | 0030 429336 1044709 177 0-2 1-45
1% a) 1:02221 0-00010 | 0-0219708 | 85-918 | 0028 255718 2461217 139 02 027
12%5) 1:02250 0°00022 | 0-0222442 | 85-919 | 0-029 258897 2461217 16-2 15 1-00
2. a) 1:02903 0-00013 | 0°0286170 | 43-405 | 0°033 659302 628349 1752 0:35] 0°005
2 b) 1:03100 | 0-00013 | 0-0305272 | 43419 |0-019 702922 628349 15-1 0-2 0°35

Az amplitudok fogyasa miatt bevezetendd korrekcio A kiesiny volta miatt nem volt akkora, hogy szamitisha kelljen venni.
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Az elobbi tdbldzat adja ezek s a megel6zé kisérleti adatok
alapjan az 6sszes mennyiségek szamértékét, a melyek S kiszami-
tasanal sziikségesek. Megjegyzem még, hogy:

ry = 4885 cm 0002 maximélis hibdval
79 = 5007 « 0002 « «
R=6084 « 0005 « «

A (VI) alatti egyenletbdl a y, és 7, sorok magasabbrendii tag-
jainak elhagydisdaval a kovetkezo linedris egyenletet kapjuk S sza-
méra :

§ ol 4[3( 1 gﬂ%) 3}

kot i R TS S e b T B R LT SR

4 i) b] Ty 155y 7 s
% { wBHS(R—%Y( H—%)

o L PLE S 2
T RA—r) 35 g ke

vagy ren dezve:

Fo Lo (B B e
35+Rmﬁyp pim ) 8=

e arry et [ e 17 B—%)

+or)

S egyiitthatoja, ugyszintén of egyiitthatdja a jobboldalon pusztan
a gombhéjak méreteitdl fiiggnek s igy egy és ugyanazzal az esz-
kozzel végzett kisérleteknél egyszer s mindenkorra kiszamitha-
tok: a jelen kisérleteknél a (VII) eme kiszamitott alakja a kovet-
kezé :

%umnszzfngaﬂwm4-ﬂ5%mgi (VII¥)

A o3-val szorzott tag igen kicsiny (koriilbeliil 0°0005) s igy o-t
vehetjiik atlaghan az 6sszes kisérletekre vonatkozolag 0:00122-
nek, a mi a levegd siirtisége 15° C hémérsékletnél és 755 em
nyomas koriil (a surlodo levegé nyomasat ezen elézetes mérések-
nél nem mértem pontosan, minthogy az eddigi kisérletek ered-
ménye szerint a normalis nyomds koriil S a nyomdstol teljesen
fiiggetlen), akkor a (VII*) képlet igy irhato:

850397 S = 0238734 (BK—p3'K') + 0:9348 5. (VII*¥)

Tegyiik be most a 41. lapon 1évé tablazathol B, g/, K és K’

~
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osszetartozo értékeit a (VII*¥) egyenletbe. Figyelemmel kell len-
niink azonban arra, hogy az egymasnak megfelelé #-kat nem ha-
taroztuk meg ugyanannal a hémérsékletnél s igy redukalnunk
kell az észlelt B-kat ugyanarra a hémérsékletre: itt mutatkozik
mindjart e probaméréseknek egy nagy tokéletlensége: minden
egyes berendezésnél csupin két F-t figyeltem meg (tébbet id6
hidnya miatt nem észlelhettem), tigy, hogy nem igen lehet sz6
arrol, hogy #-nak a hémérséklettol valo fiiggését még csak koze-
lit6leg is megkapjam, anndl is inkdbb, mert a jelen kisérleti be-
rendezésnél csupan egy az eszkozon kivil felallitott homérdt
figyelhettem meg s az igy észlelt homérséklet nagy mértékben
kiillonbozhetett a surlodo gazréteg tényleges homérsékletétal.
A 41. lapon léve tablazat megtekintése is meggy6z arrdl, hogy a
#-kban eléfordulo valtozasok nem szarmazhatnak kizarolag a ho-
mérséklet valtozasatol, mert mig £y, B2, f1 a hémérséklet emel-
kedésénél nagyobbodnak, % fogy; a -k viltozdsit még sok mis
ily elézetes probaméréseknél ki nem kiiszobolhetd kortilmény
okozhatta, foleg pedig az, hogy méréseimet kémiailag nem tiszta,
nedves vilagito gazzal, széndioxiddal kevert leveg6vel végeztem,
mint a milyen egy laboratoriumi helyiség levegdje. Nem virha-
tunk tehat S szdmdira egész pontos szdamadatot, esupan arrol van
sz0, hogy nagysagrendje megegyezik-e az eddig ismert surlodasi
egyiitthato szamértékével, a mi tekintettel arra, hogy mily pon-
tossdgeal torténhetik az amplitudok fogydsinak észlelése, a mel-
lett bizonyitana, hogy az ismertetelt modszer megfelel6 modon
keresztiilvive S-nek pontos meghatarozasihoz vezethet.

S e kozelito értékének meghatirozisa czéljabol kovetkezoké-
pen valasztottam ki a megfelel6 g-kat.

Az 1. b) alatti §;-t, a melynek megfigyelésénél a homérséklet
15°2 C volt, ésszekapesoltain ama Sy-val, a mely az 1'. alatti @)
és b) kisérletekb6l mint kozépérték kiadodik; az 1. a) és 1'. b)
kisérletek datlagos hoémérsékletének kozépértéke épen 1501 G,
tehdt igen kozel van 1. b) dtlagos homérsékletéhez :

G = 0000238672
3 (B1a+P1p) = 0°000257307
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innen
81 Ki— 1 K{ = 053366 15-1° C korl.

Egy mdsik adatot kaphatunk 8y K;—@1 Ki szamara, ha az 1. a)
és 1. b) kisérletekbol, feltéve, hogy kozben a hémérséklet egyen-
letesen valtozott, meghatdrozzuk azt a (@,-t, a mely az egyik 1".
alatti 8’ atlagos homérsékletének megfelel :

Bia=31+x(196—152)
196 P1a 15°2 By dtlagos hémérséklete ; innen
2 = 0000009019
s igy B, 16°2 foknal, a melynél #i-t ismerjiik:
= 0000247691
B1p = 0000258897
innen
81 Ki—B1 K{ = 0°75547 16-2 C koriil.
Kozépértékel véve azt kapjuk, hogy:
B KG— 1 Ki = 0644565 156 C koriil
és
£, = 0000243181
a (VII*¥) képlethél most mar megkapjuk S kozelits értékét :

Azt kapjuk, hogy:

S = 00001807

cm
gr sec
Ez az érték igen kozel all amaz értékekhez, a mely az eddigi
meghatirozasokbol S szamdra kiadodott: a mint ezeket az ada-
tokat O. E. Meyer * 9sszedllitja, 15:6° C-nal S 0000178 volna.
Valamivel jobban eltéré adatot kapunk a 2., 2'. berendezések-
bél, a melyek azonban nem oly sikeriiltek, mint az 1., 1'. beren-
dezések. A 2. a) példiul, a leolvasott amplitudok kicsiny volta
miatt szinte egészen hasznavehetetlen; a 2. b)-nél az egyensulyi
helyzet eltoloddsa az 6sszes kisérleteknél bekdvetkezett eltoloda-
sok kozt a legnagyobb, a 2'. berendezésnél pedig a ' a hémér-
séklet novekedésével fogyott, a mi legaldabb is valoszintitlen.

15°6° C-nal.

* Kinetische Theorie der Gase II. Auflage 190. i).
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Azért ezeket nem redukalom megfelel6 hémérsékletekre, egysze-
riien kozépértéket veszek a fo-kbél és a fa-k kozépértékével kom-
binalom.

% (Baa + Bap) = 0000473166 19:2° C koriil,

L(Baa+ B ) = 0000681112 16:3° C koriil,

Ba Ka— 82 K3 = 066355 17-8° C koriil.

A (VII**) képlet S szdmara a kovetkezo értéket szolgaltatja:

cm

gr sec

[luzorius dolog volna S emez értékeit pontosabban kiszami-
tani a (37) és (38) alatti sorok magasabbrendi tagjainak tekin-
tetbe vételével ; hiszen tudjuk, hogy csak egy hozzivetsleges ér-
tékrol van szo6, a melyben mar a harmadik szamjegy sem igen
biztos.

Ha azonban e probaméréseket a surlodasi egytitthatonak eddigi
meghatarozasaival 6sszehasonlitjuk, lathatjuk, hogy e modszer
meghizhatosdg tekintetében a régebbi modszereket mindenesetre
folillmulja, minthogy azok, kiilonésen kezdetben, mikor mond-
hatndm ugyanabban a stadiumban voltak mint most ez a mod-
szer, a valoditol igen eltéré adatokat szolgaltattak: igen érdekes
e tekintethben az a tabldazat, a melyet Hersert Tomuinson kozol a
Phil. Trans. 1887-diki évfolyamaban ; ugyanis

Stokes BaiLLy ingakisérleteibél 15° C koril 0°000104-et

S = 00001873

17-8° C: koril.

MevEr BesseL « « « 275-6t
Meyer GIRAULT « « « 384-et
Mever lengé korongokkal 18:3° Ci-nal 360-at
« « B0 i 333-at
«  transpirdczioval 21°6° « 323-at
« « 34-4° « 366-ot
MaxweLL lengé korongokkal et 200-at

kapott S szamara. Kilonosen tanulsigos a MEyER ¢s MAXWELL-
féle lengé korongokkal tortént mérések Osszehasonlitdsa: MeYER
a korongok szélén végbemend jelenséget masképen vette szdmi-
tasba mint MAXwEL, s ime mily oriasi eltérést kapott; ugyanazon
kisérleteit a Maxweri-féle formuldk szerint ujra kiszdmitotta s
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0000185-t kapott 17°6° C-ra (1. Meyer: Kinetische Theorie der
Gase, II. Auflage 182. 1. 2. ldbjegyzék). Lathato tehat, hogy meny-
nyire lényeges a korongok szélén véghemené jelenség befolyasa,
ugy, hogy két ugyszolvin egész egyenléen jogosult korrekezio
majdnem megkélszerezi a surlodasi egyiitthato értékét.

E modszer épen e sarkalatos fogyatkozdsatol az eddigi dsszes
lengési kisérleteknek teljesen ment, s igy érthetd, hogy még ily
tokéletlen formaban is eléggé megegyez6 eredményeket ad ama
igen gondos és firadsigos mérésekkel, a melyek utolso idében
kiillonosen transpirdczio segitségével torténtek s a mely mérések-
bél legnagyobb valoszintiséggel

0-000178-
nak vehetjiik S értékét 15° C koriil.

A mint a koriilmények megengedik, azonnal hozzaliatok, hogy
lehetdleg tokéletesitve a kisérleti berendezést, a gézok belsé sur-
loddsdnak e maodszerrel valdo megvizsgalasat folytassam s remé-
lem, hogy mélyen tisztelt tandraim munkalataim folytatiasiban is
oly szivességgel fognak tamogatni, mint eddig.

Fogadjik e joakaratukért 6szinte koszonetemet !

Zemplén Gy6zo.
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Kisilési kisérletek. A Tesla- és Thomson-féle kisérletek sza-

.
—

pora valtakozdst és nagy fesziiltségti dramokat kivetelnek. Ezekhez sajat-
sdgos berendezés és kiilonos eszkozok kellenek, a melyek nem talilhaték
fel mindenik kozépiskolai szertdrban. Néhdny ily kisérletet — bizonyos
megkozelitéssel — magas fesziiltségti, de lassan véltakozé drammal is meg
lehet ejteni. Az utébbi dramot egy jo Rummkorrr vagy egy elektromos
megoszté gép (a melyekkel a legtébb kozépiskola rendelkezhetik) szolgdl-
tatja, ha vezetékiik kapaczitdsit noveljiik.

A szikraindité primir tekercsét néhdny akkumulator drama tdplalhatja.
A sekundir két sarkdnak kapaczitdsdt az dltal nagyobbitjuk, hogy azokat
jol elszigetelt dllvinyra helyezett két — 30— 60 cm dtmérdjii — sdrgaréz
gytrivel kitjiik dssze. A gyirik tivolsdga néhdny méter. E gytiriik kozt
levé tér elektromos mezit alkot, a melyben a GeissLer-csovek, elekiromos
lampdk, elektréd nélkiili csévek keziinkben tartva szépen viligitanak.
A vildgitds gy6ngébb, ha a csivek nincsenek keziinkben, hanem pl. a
kozeli asztalon fekiisznek. A csovekben levo fény réteges s majdnem gy
tetszik, mintha keztinkbdl indulna ki valamely fénydradat. E fénytiinemé-
nyek tgy is jelentkeznek, ha a Rummkorrrnak csak egyik sarkdt kotjiik
Ossze a fémgytirtivel és a mdsikat a viz- vagy gdzvezetékkel. Ha a gytiri és
a cs6 kozé tiveg, fa vagy ebonit lapot tesziink, a fény eréssége mit sem vil-
tozik, mert hiszen az elektromos hullimok dielektrumon keresztiil halad-
nak; de elegend6 nagysigu fémlemez vagy sodronyhdlé kozbetétele a
tiineményt megsziinteti. A szikraindité kapaczitdsat az 4ltal is novelhetjiik,
ha sik-, henger- vagy kupalaku jol szigetelt konduktorokat helyeziink
egymistol csekély tdvolsdgra s elsejét a szikraindito egyik sarkdval vezetd-
leg sszekitjiik. Légiires-, ritkitott gdzzal megtiltstt esévek barmelyik kon-
duktor kizelében vildgitanak, még akkor is, ha a konduktorok kizé szige-
tel6 lapot tesziink. Itt is megsziinik a jelenség, ha bdrmelyik konduktort

| vezetéleg érintjiik. A légiires cs6 helyett telefont is alkalmazhatunk, ha

annak egyik szoritdjit valamelyik szabad konduktorral kotjik ossze. Ez
esethen a tiineményt fiilliinkkel figyeljiik meg. A Runmkorrr sekundér sar-
kdnak mdsik végét a folddel is osszeksthetjiik, de e kériilménynek a fény
er¢sbitésére nincs befolydsa.
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A Tuspa-féle fényteret ugy is létesithetjiik, ha az induktor egyik sarkdt
pl. a gdz- vagy vizvezetékkel, a mdsikat pedig czink-ruddal vezetoleg kot-
jitkk ossze, mely utébbi konyhasdoldattal megtsltoit kémloesébe meriil. Ha
még e kémlesovet tigabh. sosvizzel telt pléhedénybe teszsziik s ezt az in-
duktortél nehdny meter tivolsdghan egy asztalra helyezziik : ugy-e pléh-
edény kondenzdtor gyandnt szerepel s a fényteret maga koriil megnagyob-
bitja (Travnicek. Ztsch. f. phys. u. chem. Unterr. 12. p. 279). E térben
az izz6ldmpdknak egész belseje kékeszold szinnel vildgit. A Grissrir-csovek
fénylenek a nélkiil, hogy a kondenzitorral kozvetleniil 6ssze lennének
kitve. A vildgitds erdssége a kondenzdtortél vals tdvolsdgtol fiigg; leg-
nagyobb, ha a csévek annak pléhfaldval vagy a benne levé vizzel érintkez-
nek. A RonTeEN-csovek nem viligitanak. £ kisérleteket 2—3 cm-es szikra-
hosszti induktorral végezhetni; de nagyobb szabdsivd teheljiik azokat, ha
hosszabb pl. 20 cm-es szikratdvolsdgu konduktort haszndlunk. Ez utébbi
esethen a csovek erdsebben vildgitanak, a fénytér megnagyobbodik ; ha
pedig a faasztalra néhdny csepp vizet ontiink, gy az egyes vizrészecskék
kozott szikrdk ugranak dat s az asztal fija egyidejiileg veliik csillog.

Ugyancsak elédllithaték e tiinemények az elektromos megoszté gép se-
gitségével, ha a gép egyik sarkdnak kapaczitdsdt ugy noveljik ( Witting.
Ztsch. f. phys. u. chem. Unterr. 10. p. 192.), hogy annak egyik elektridjdt
oly sodronynyal kotjiik Ossze, a melynek mdsik vége vizzel telt edénybe
ért. A légiires csovek ez edény kozelében szépen vildgitanak, mialatt a
gép kisiité sarkai kozott a szikradram észrevehetéleg megkisebbedik.
A szikradram is kiilonb6z6, a szerint mint az edénynyel a positiv vagy a
negativ sarkot kotjiik ossze : els6 esethen hosszi keskeny kisiiléseket ka-
punk, a mdsodikban pompds nagy aureoldt. Ha az edénybe tivegpoharat
allitunk, s azt hasonld magassighan vizzel megtéltjiik, ugy szigetelt ley-
deni palaczkot kapunk, a melylyel szintén érdekes Kkisérletekel végez-
hettink.

Elektromos hajesovesséq. E sajatsdgos tiineményt A, Crassy
a kovetkezd kisérlettel mutatta be. Csészében kéne 6 felett savanyitott
viz van, a melybe platinadarab nyiilik positiv elektréd gyandnt, mig a kén-
esG mnegativ elekirodul szolgdl. A positiv elektrédtél némi tivolsdgra egy
iiveges6 oly médon meriil a folyadékba, hogy alsé vége kissé a kénesdbe
érjen. Gyonge aram mellett, még ha az mdr elektrolysist is létesit, a tiine-
mény még nem mutatkozik. De ha az dram mind erdsebbé vilik, tgy bizo-
nyos erésség mellett azt taldljuk, hogy a savanyitott viz a kénesé és az
iivegeséfala kozott az iivegesébe dramlik, s mindaddig emelkedik, mig
nyomdsa akkora nem lesz, hogy a cs6bél a kénesot kiszoritja. Az emelke-
dés természetesen a koriilmények szerint viltozik ; sebessége névekszik a
folyadék ellendlldsdval s ardnyos az tivegesé keriiletével. Ha a csivet lopg-
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alakulag hajtjuk meg s a folyadék felszinét dllanddan tartjuk, ugy folytonos
«dtsziirodés»-re (filtratiéra) tehetiink szert. Egy ily kisérletnél 4 cm dtmé-
r6jli csével 700 em? savanyitott viz sziir6dostt 4t. Crassy e tiinemény okdul
az érint6 erdt adja, a mely Lippmany szerint akkor keletkezik, ha a felii-
leti fesziiltség a kénesé kiilonbozé pontjain viltozik. Ez erd hajtja a sava-
nyitolt vizet az iivegesébe. (Journal de Physique. Ser. 3, Tome 6. p. 14.)
Az iiveg atfurasa. Uvegbe lyukat furni dltaliban véve gyémiint-
furéval szoktak. Kézonséges furdval is megtehetjiik a furdst, ha az iiveg-
nek atfurando helyére 25 rész oxalsav és 12 rész terpentin keverékbol ne-
hdny cseppet ontiink. Az igy nyert lyukak ép oly tisztik, mint a gyémdnt-
tal furottak, sot a széleken eléforduld térés is ritkdbb, mint a gyémdnttal
val6 furds esetében. Sz. K.

Eszrevett sajtéhibak a X, kotetben.

A 276. old. 8. sorban R*—R=0 (mod. p) helyett olv. R*—R==0 (mod. p)

« 276, « 14 « p—1=0 (mod. «) « « p—1=£0 (mod. a)
« 276 21, " p—1=0 )mod. @) « « p—1=£0 (mod, a)
« 218. « 15. « «akkor» « « «de akdrhogy»

G278 T e —A=0 (mod. 4) « « B—A=0(mod. 4)
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