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PULSIERENDE STERNE*
Von Wilhelm Becker (Wien)

Wenn wir heute von pulsierenden Sternen sprechen, so meinen wir
damit die Verinderlichen Sterne vom Typus 0 Cephei. Die Vorstellung,
daB es sich bei dieser Art voii Veranderlichen um Sterne handle, die neben
ihrer Helligkeit und Temperatur auch ihren Radius in periodischer
Weise variieren, stand lange Zeit in Widerstreit mit der dlteren Doppel-
sternvorstellung, die die Ursache der beobachteten Schwankungen der
ZustandsgroBen auf die Eigentiimlichkeiten eines Doppelsternsystems
zuriickfiihrte, sei es eines perfekten Systems, sei es ein solches in Statu
nascendi, wobei die Revolutionszeit bzw. bei letzterem die Rotationszeit
gleich der Periode des Veranderlichen ist. Manche Beobachtungsfunde
‘lieBen sich gut auf dem Boden der Doppelsternvorstellung verstehen,
andere aber garnicht. Genau so ging es aber auch der Pulsations-
vorstellung ; auch sie befand sich in einem entscheidenden Punkte im
Widerspruch mit den Beobachtungen. Erst in den letzten Jahren ist hier
eine Klirung eingetreten. Der Widerspruch wurde als nur scheinbar
erkannt, als Folge ungerechtfertigter, stillschweigender Annahmen bei
der Interpretation der Beobachtungen und aus dem anfinglichen Wider-
spruch wurde im Gegenteil ein eindrucksvoller, biindiger Beweis fiir die
Richtigkeit der Pulsationsvorstellung. Von diesem scheinbaren Wider-
spruch und der Wendung, die die Dinge bei einer einwandfreien Inter-
pretation der Beobachtungen nahmen, soll im folgenden die Rede sein.
Doch soll zunichst ganz kurz der Beobachtungsfund bei den Cephei-
Sternen gestreift werden im Interesse der Leser, die dariiber nicht
unterrichtet sind.

1. Das Phinomen der 3 Cephei-Sterne.

Die ¢ Cephei-Sterne sind solche Sterne, bei denen alle beobacht-
baren Eigenschaften einem streng periodischen, regelméfig verlaufenden
Wechsel zwischen zwei Extremen unterliegen. Die Helligkeit, die
Temperatur, das Aussehen des Linienspektrums oder der Spektraltypus

% Nach einem Vortrag, gehalten in der astronomischen Abteilung des K. Ungarischen
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Naturwissenschaftlichen Vereins in Budapest und im physikalischen Kolloquium der
Universitit zu Kolozsvar im Oktober 1943.
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und die Radialgeschwindigkeit,
also die Geschwindigkeiten auf
uns zu und von uns fort, sie alle
machen diesen Wechsel mit.
Der periodische Wechsel der
Helligkeit, der durch photo-
metrische Beobachtungen ver-
folgt wird, wird anschaulich
gemacht durch die Lichtkurve.
Jeder Verinderliche besitzt die
ihm eigentiimliche fast unver-
anderliche Lichtkurve, in der ihm
kein anderer Stern gleicht. Die
Mannigfaltigkeit der Erschei-
nungsformen ist also recht grob,
und wenn zwei Verdnderliche
dhnlich geformte Lichtkurven
haben, dann unterscheiden sie
sich sicher in der Periode und
Amplitude. Trotz der Verschie-
denartigkeit lassen sich aber doch
Abb. 1. Die Lage der d Cephei-Sterne im  die meisten Lichtkurven auf vier
Hertzsprung — Russell — Diagramm. (Aus Grundformen zuriickfiihren, die
W. Becker, Sterne u. Sternysteme S. 93.) in Abb. zwiedergegeben sind.
Wenn man nicht &dulerst
genau beobachtet, dann erscheinen die Lichtkurven als unverinderlich.
Sehr genaue, fortlaufende Messungen an einigen Veranderlichen haben
dagegen nach Beobachtungen auf der Buda-
pester Sternwarte die wichtige Tatsache ans
Licht gebracht, daBl doch Veranderungen der
Lichtkurve von Periode zu Periode vor-
kommen, und daB diese sogar ganz geregelt
selbst wieder nach einer bestimmten Periode
verlaufen. '
Der Lichtkurve kann man die Periode
und Amplitude des Verinderlichen ent-
nehmen. Die kiirzeste Periode, die man bisher
gefunden hat, betragt nur 0-06 Tage und die
lingsten {iberschreiten 40—50 Tage nicht.
Besonders hiufig sind die Perioden um 05 ¢
und um 5 Tage. Da diese beiden Maxima ADP- 2- Die vier typischen
. i . . AN Lichtkurven von & Cephei-
in der Haufigkeitsverteilung durch ein tiefes  gonen  (Aus W. Beckex,
Minimum getrennt sind, hat man die d Cephei-  Sterne u. Sternsysteme S. ¢6.)

’
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Sterne  in zwei Gruppen
aufgeteilt, in die kurzperio-
dischen und in die lang-
periodischen. Beide Typen o
unterscheiden sich auch in
ihrer raumlichen Verteilung
im MilchstraBensystem und
in ihren ridumlichen Ge-
schwindigkeiten. Wihrend
die Kurzperiodischen einen
fast kugelformigen Raum
von etwa 50 000 Pc* Durch-
messer erfiillen und sich
mit den hohen Geschwin-
digkeiten von {iber 350
km/sec bewegen, befinden
sich die Langperiodischen
ausschlieBlich in einem
stark abgeplatteten ellipsoi-
dischen Raum, dessen Sym-
metrieebene die MilchstraBe
kennzeichnet und der eine

groBe Achse von etwa s Cephei. Lichtkurve (gestrichelt von der Pulsation
30000 Pc besitzt, und sie  befreit), Temperaturkurve (gestrichelt Strahlungs-

b ewegen sich mit den gerin— temperaturen), Spektraltypuskurve, Radialgeschwin-

G Siadisheitenvon digkeitskurve und Radiuskurve (durch Integration
EEItIES0 L der vorhergehenden Kurve gewonnen). (Aus W.

weniger als 30 km/sec BeckEer, Sterne u. Sternsysteme S. 100.)
durch den Raum.
Die Amplituden schwanken von Stern zu Stern zwischen den
Grenzen von rund o-1™ und 2-0™. Das Intensititsverhidltnis zwischen
Maxima und Minima liegt
demnach zwischen 1-1 und
6-0, meist jedoch nahe
bei 3-0.
Den Helligkeitsschwan-
kungen gehen solche der
Temperatur parallel, derart,
daB maximale Helligkeit
mit maximaler Temperatur
und minimale Helligkeit

Abb. mLinienspektrum zweier d Cephei-Sterne (oben oy o o0 Temperatur

RT Aurigae and unten n Aquilae) oberes Bild jeweils
nahe dem Maximum unteres jeweils nahe dem Mini-
mum, nach Y€, Lik. Obs. Bull. 15, Plate II. * Pc = Parsec

*

.. ¢
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zeitlich zusammenfallen. (Abb. 3.) Im Durchschnitt ist die Tempera-
turamplitude um so groRer, je groRer die Helligkeitsamplitude ist. Die
.Temperaturen der Kurzperiodischen hegen bei 10000—15000 Grad, die
der Langperiodischen sind niedriger und zwar um so mehr, je l&nger die
Periode ist. Die niedrigste vorkommende Temperatur haben wir etwa bei
4.000 Grad. Die Amplituden der Temperaturschwankungen bewegen sich
bei den Kurzperiodischen um 2000°—3000°, beiden Langperiodischen
um 2006—2 000 je nach der Helligkeitsamplitude. Von den Temperaturen
werden wir spéter noch ausfihrlicher zu reden haben, denn sie sind der
entscheidende Punkt bei

der Beweisfiihrung.
Wir beobachten weiter-
hin, wie sich parallel mit der
Helligkeit und Temperatur
auch das Aussehen des
Linienspektrums periodisch
veréndert. Waéhrend das
eine Extrem des spektralen
Aussehens zeitlich ziemlich
genau mit der Maxima der
Licht- und Temperatur-
kurve zusammenfallt, tritt
das andere Extrem durch-

Abb. 5. Die Geschvvindigkeits- und die Lichtkurve SC.hnItth_Ch um o-2 P?r!Oden
von W Sagittarii nach R. H. Cumiss, Lieh Bull 3, fruher em_ als _das Minimum
. 167, der Helligkeit und Tem-

peratur. Die beiden Ex-
treme im Linienspektrum (Abb. 4) unterscheiden sich in ganz &hn-
licher Weise von einander, wie es zwei unveranderliche Ubergiganten
tun, die die gleiche Temperaturdifferenz haben. Im Durchschnitt
ist es etwa 1 Spektralklasse, bei kleinem Lichtwechsel entsprechend
weniger.

Schlieflich treten bei den 06 Cephei-Sternen noch periodische
Schwankungen der Radialgeschwindigkeit auf, derart, daR der Stern
innerhalb einer Periode zeitweise sich uns ndhert, zeitweise sich von
uns entfernt. Der Unterschied, die Amplitude der Radialgeschwindig-
keiten hdlt sich von Stern zu Stern zwischen den Grenzen von etwa
+ 3 km/sec und 30 km/sec und héngt durchschnittlich auch wieder von
der GrolRe der Amplituden der anderen Zustandsgréfen ab. Im ent-
sprechenden MaRstab aufgezeichnet ist die Kurve, die den zeitlichen
Verlauf der Radialgeschwindigkeiten ausdriickt, der Lichtkurve sehr
ahnlich. (Abb. 5)
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2. Der Beweis fiir die Richtigkeit der Pulsationsvorstellung
und sein anfingliches Scheitern.

Wir kniipfen an die Schwankung der Radialgeschwindigkeit an.,
Die Doppelsternvorstellung deutet sie als Ausdruck fiir die Bahn-
bewegung in einem besonders gearteten Doppelsternsystem, nimmt also
an, der Stern bewege sich als Ganzes. Die Pulsationsvorstellung dagegen
1aB8t den Schwerpunkt des Sterns ruhen und schreibt die beobachtete
Bewegung nur seiner Oberfliche zu, die sich im Laufe einer Periode
radialsymmetrisch verlagere und so den Stern expandiere und kontra-
hiere. Wenn diese Auffassung richtig ist, dann kann man aus der Kurve
der Radialgeschwindigkeit, die den zeitlichen Verlauf der GroBe %
ausdriickt, sofort durch graphische Integration die Anderung des Radius
im Laufe der Periode in Kilometern berechnen (Abb. 3.), denn es ist

[

dR : »
J — di = Ry—R, (1)
ll
Wo wir fiir die Phase 7, die des kleinsten Radius R, als Ausgangs-
punkt fiir die Integration ansetzen kénnen. Wir kennen also die lineare
Radiusanderung R—R, . .

Aber auch noch auf andere Weise kénnen wir uns die zunachst noch
hypothetische Anderung des Radius rechnerisch ableiten, namlich aus
der Helligkeit und der Temperatur. Die Temperatur gibt uns durch die
Strahlungsgesetze sofort die Flachenhelligkeit und aus dem zeitlichen
Verlauf der Flichenhelligkeit und der direkt beobachteten Gesamt-
helligkeit kann man die Anderung der GroBe der strahlenden Fliche,
d. h. den Radius der als kugelférmig angenommenen Sterne berechnen.
Es ist einfach :

1»-:'” 2 1{2’.“‘ m-‘u) min

wo I die Gesamtintensitit, ® den Radius und E die von Temperatur und
Wellenlinge abhdngigen Fliachenhelligkeit nach dem hier als Ndherung
ausreichenden Wienschen Strahlungsgesetz

C2

: (VR :
B (A )=t (3)
/~5
ist ugd der Index 1 sich auf irgendeine Phase des Lichtwechsels und
min sich auf die des kleinsten Radius bezieht. Aus der obigen Gleichung
erhialt man sofort :
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o0'5loge (C C: :
e (J — == ) (4)
j’ Tl Tmln
wenn man die GroBenklassen m = —2-5 log I einfithrte. In der Glei-

chung kennen wir aus der Beobachtung m;, m

kénnen R;/R,,. zahlenmdBig berechnen. AufBler der linearen Radius-
dnderung kennen wir somit auch die verhdltnismiBige. Wenn
nun die Pusationsvorstellung richtig ist, dann miissen fiir jeden Ver-
anderlichen die beiden Kurven R;—Rpni, und R ;/R., die gleiche Form
und Phase haben und es mul} der aus ihnen sich ergebende Wert fiir R,
verniinftig sein und zusammen mit der Temperatur (Flichenhelligkeit) zur
richtigen Leuchtkraft fithren, die wir aus ganz anderen Quellen, aus der
geometrischen Entfernungsbestimmung bereits kennen.: Sind umgekehrt
diese beiden Bedingungen erfiillt, dann mull unsere hypothetische An-
nahme, daB3 die Radialgeschwindigkeiten eine Pulsation bedeuten, richtig
sein. Wir haben hier ein Experimentum crucis fiir die Pulsationsvorstellung,
auf das im Jahre 1926 BAADE und 1928 BOTTLINGER zuerst hingewiesen
haben. Jahrelang hat man der hier ruhenden Moglichkeit keine Bedeutung
geschenkt, wohl weil die Messung der Temperaturschwankungen eine
umstindliche und zeitraubende Sache ist und nur wenige Sternwarten die
erforderliche Ausriistung besitzen. Im Verlauf der Potsdamer spektral-
photometrischen Beobachtungen an ¢ Cephei-Sternen wurde sie zum
ersten Male mit ausreichenden Beobachtungsgrundlagen aufgegriffen.

Was war nun das Ergebnis der Priifung? Es war ein voller Mib3-
erfolg fiir die Pulsationsvorstellung. Beide Bedingungen waren entfernt
nicht erfiillt. Die Kurven fiir R;—Rpm, und fir R;/R,:, waren nicht
phasengleich (Abb. 6) und leitete man trotzdem aus ihnen einen Wert fiir
R, ab, so fiihrte dieser mit der beobachteten Temperatur zu Leucht-
kriften, die 1-5™ bis 3-0™ zu niedrig waren. Das sieht vernichtend fiir die
Pulsationsvorstellung aus, und wir miilten uns nach anderen Moglich-
keiten der Deutung umsehen, wenn uns dieses Ergebnis nicht in einer
Hinsicht etwas bedenklich erscheinen wiirde. Bedenklich erscheint uns
nidmlich die Tatsache, die aus Abb. 6 hervorgeht, daB3 dieaus Gleichung (4)
berechnete Radiusschwankung R;/Rm. ihre Maxima und Minimum
immer bei fast genau den gleichen Phasen liegen hat wie Licht- und
Temperaturkurve. Das ist iiberraschend und unerwartet, und man
konnte vermuten, daB entweder die Helligkeitsschwankung (m;—,,)
oder die Temperaturschwankung %-—%m mit einem viel zu hohen
Betrag in die Formel eingefiihrt worden sind. Bei der Helligkeitsschwan-
kung kann das aber nicht der Fall sein, denn sie ist'eine unmittelbar
gemessene GroBe. Anders aber bei der Temperatur. Sie'ist nicht unmittel-
bar gemessen, sondern aus den spektralphotometrischen Beobachtungen

|
|
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mit Hilfe des Wienschen Strahlungsgesetzes berechnet, und mit Hilfe
des gleichen Gesetzes in Flachenhelligkeiten umgewandelt worden. Ist
in diese Berechnung vielleicht stillschweigend eine Voraussetzung

Abb. 6. Die periodischen Schwankungen des Radius bei drei 6 Cephei-Sternen. Ausge™
zogene Kurve R—Rmin (linke Ordinate); gestrichelte Kurve R/Rmin (rechte Ordinate).
Unter Benutzung der Farbtemperaturen. Die Senkrechten Striche geben jeweils die
Lage des Maximum (M) und Minimum (m) der Lichtkurve und Temperaturkurve
an. (Nach W. Becker, Z f. Astrophys. ig, S. 292, 1940.)

hineingesteckt worden, die nicht realisiert ist und uns deshalb unsere
Rechnungen verdorben hat? Es ist in der Tat so, und um das zu ver-
steh”., missen wir hier einen wichtigen Exkurs (iber die Sterntemperatu-
ren einschalten, der uns dann die weiteren Mittel an die Hand geben wird,
unser Vorhaben zu einem guten Ende zu flhren.
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3. Exkurs iiber die Sterntemperaturen und Ableitung einer
empirischen Bezie hungzwischen Farb- und Strahlungstemperatur.

Die astronomische Methode der Temperaturbestimmung beruht
auf der Anwendung des Kirchhoffschen Gesetzes auf die als Temperatur-
strahler anzusehenden Sterne. Das Emissionsvermogen FE(4) eines
solchen Strahlers ist danach gleich dem Absorptionsvermégen A(4)
multipliziert mit einer universellen Funktion von Temperatur und
Wellenlange, der Plankschen Funktion E (4, 7), also

E()=A(4).E(4T) (5)
An die Planksche Funktion, oder ihre Wiensche Naherung, die wir hier
iiberall benutzen, kniipfen sich zwei zunichst methodisch grundver-
schiedene Temperaturdefinitionen, die Farbtemperatur und die Strah-
lungstemperatur. Die Farbtemperatur basiert auf der Tatsache, daBl nach
diesem Gesetz die Intensititsverteilung eine eindeutige Funktion der
Temperatur ist, also der Ausdruck
dE(A,T)
ar
Die Strahlungstemperatur dagegen benutzt die Tatsache, daBl die in
einem mehr weniger groBen Wellenlangenbereich ausgestrahlte Energie
selbst eine eindeutige Funktion der Temperatur ist, also der Ausdruck
Az

Farbtemperaturen von Fixsternen erhédlt man, wenn man ihre Intensitéts-
verteilung mit der eines schwarzen Korpers bekannter Temperatur ver-
gleicht, Strahlungstemperaturen dann, wenn man die von den Sternen
pro Flicheneinheit ihrer Oberfliche in dem in Frage stehenden Wellen-
bereich ausgestrahlte Energie, die Fldachenhelligkeit, mit der eines schwar-
zen Korpers bekannter Temperatur vergleicht. Das erste ist ohne weite-
res bei jedem Fixstern, der unseren spektralanalytischen Apparaten
zuganglich ist, moglich, das letztere jedoch nur dann, wenn wir die
GroBe der strahlenden Fliche kennen, also den Radius des Sterns.
Das ist jedoch nur bei der Sonne und bei ganz wenigen anderen Sternen
(manchen Bedeckungsverinderlichen) der Fall und deshalb mull man
sich in der Astronomie, also auch bei unseren o Cephei-Sternen, auf die
Ermittlung von Farbtemperaturen beschrinken. Das wire in keiner
Weise eine Beschrinkung, wenn die Sterne schwarze Strahler wiren,
wenn also A(4) = 1 wiare. Denn dann wiirden Farbtemperatur und
Strahlungstemperatur zahlenméaBig miteinander iibereinstimmen. Eine
groBe Schwierigkeit erwichst aber daraus, daB die Sterne offenbar
keine exakten schwarzen Strahler sind, was sich schon allein an der
Existenz von Fraunhoferlinien in ihren Spektren ergibt. Es ist also
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A(4) % 1 und wir miissen den Absorptionskoeffizienten bei der Berech-
nung von Temperaturen aus dem beobachteten EmissionsvermégenF (1)
und dem Wienschen Gesetz E(4,7) mit beriicksichtigen. Das kénnen
wir aber in Wirklichkeit nicht, weil wir den Absorptionskoeffizienten
und seinen spektralen Verlauf bei der Sternmaterie garnicht genau
kennen. Die Theorie bemiiht sich zwar intensiv darum, ihn fiir ein
plausibles Mischungsverhiltnis der Elemente und bei den physikalischen
Bedingungen in Sternatmosphédren aus der Quantentheorie rechnerisch
zu ermitteln, aber iiber qualitative Ergebnisse ist sie noch nicht hinaus-
gekommen. Wir stehen damit vor der Unmdéglichkeit, die Farbtempera-
turen der Fixsterne aus den beobachteten Intensitatsverteilungen
zu berechnen. In dieser Situation bleibt uns, wenn wir aut Sterntempe-
raturen nicht einfach verzichten wollen, nichts anderes iibrig, als wider
besseres Wissen anzunehmen, die Sterne seien doch schwarze Strahler
und A4(4) = 1 zu setzen. Dan miissen wir aber darauf gefaBt sein, dal
einerseits Farbtemperatur und Strahlungstemperatur bei ein und dem-
selben Stern nicht mehr miteinander iibereinstimmen und dal3 anderer-
seits die aus den verschiedenen Spektralbereichen des gleichen Sterns
abgeleiteten Farbtemperaturen ebensowenig wie die Strahlungstempe-
raturen verschiedener Bereiche miteinander iibereinstimmen. Die Stern-
temperatur ist daher im allgemeinen keine eindeutige GroBe. Es gibt
nur eine eindeutige Definition und das ist die auf den ganzen Spektral-
bereich bezogene Strahlungstemperatur, also die anf dem Stefan— Boltz-
mannschen Gesetz beruhende :

oo

0

die man effektive Temperatur bezeichnet, aber bei Fixsternen im allge-
meinen natiirlich ebensowenig bestimmt werden kann wie die Strahlungs-
temperatur.

Die Situation ist deswegen so unerfreulich, weil wir zur Berech-
nung anderer Zustandsgroen von Fixsternen wie Leuchckraft, Radius,
Dichte und Schwerebeschleunigung immer die Temperatur brauchen
und zwar die Strahlungstemperatur, weil nur diese die Flichenhellig-
keit bestimmt, die in die Rechnungen eingeht. Wir besitzen sie jedoch
nicht und miissen an ihre Stelle die Farbtemperatur nehmen, von der
wir wissen, dal3 sie nicht mit der Strahlungstemperatur iibereinzustim-
men braucht. Wir miissen daher darauf gefal3t sein, dal wir bei solchen
Rechnungen Uberraschungen erleben und auf Unstimmigkeiten stoBen,
die wir uns nicht erkliren kénnen, wenn nicht durch Verschiedenheit
von Farb- und Strahlungstemperatur. Liegt eine solche Unstimmigkeit
vielleicht auch bei dem Scheitern unseres Versuchs vor, die Richtigkeit
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der Pulsationsvorstellung zu beweisen? Wir kénnen das erst entschei-
den, wenn wir an die Stelle der Farbtemperaturen Strahlungstempera-
turen in die Rechnung einfithren wiirden. Woher sollen wir aber diese
Strahlungstemperaturen nehmen?

Aus diesem Dilemma helfen uns die 6 Cephei-Sterne selbst hinaus,
denn sie gestatten uns die Ableitung einer allgemeinen Beziehung
zwischen Farb- und Strahlungstemperatur auf eine duBerst einfache
Art und Weise. Diese Beziehung kénnen wir dann benutzen, um
unsere beobachteten Farbtemperaturen in Strahlungstemperaturen
umzuwandeln, bevor wir aus ihnen die Fldachenhelligkeiten be-
rechnen.

Wenn die Radialgeschwindigkeit der ¢ Cephei-Sterne als Pulsa-
tion aufzufassen ist, dann geht aus der Integration der Kurve der
Radialgeschwindigkeiten hervor, daBl ganz allgemein nahe dem Maxi-
mum und Minimum von Helligkeit und Temperatur der Verinderliche
fast genau den gleichen Radius hat. Wenn der Radialgeschwindigkeit
keine Pulsation zugrundeliegt, dann hat der Verinderliche so wie so
in diesen beiden Phasen den gleichen Radius. In jedem Falle ist also
deshalb die Differenz der beobachteten Helligkeiten, die zwischen
Maxima und Minima besteht, identisch mit der Differenz der Flichen-
helligkeiten, weil die leuchtenden Flichen die gleichen geblieben sind.
Diese ist ihrerseits bestimmt durch die Differenz der reziproken Strah-

ungstemperaturen o G
Tmin‘v Tmaz St

in diesen beiden Phasen. Wir kénnen also aus der beobachteten
Helligkeitsampitude mit Hilfe des Strahlungsgesetzes sofort die
Differenz der reziproken Strahlungstemperaturen Ag; , berechnen. Die
Beobachtung liefert uns auBerdem direkt die zugehorige Differenz
der reziproken Farbtemperaturen ACT:, und die Farbtemperaturen
: Cc.
selbst. Wir kennen also die Ausdriicke Cfp 4 CT.’ und 47 _, also auch
A%‘F /A%S‘. Wenn wir diese Daten bei einer Reihe von Veranderlichen
verschiedener Farbtemperatur ermitteln, dann sind wir im Besitze
aller nétigen Unterlagen, um uns eine allgemeine Beziehung zwischen
Farb- und Strahlungstemperatur herzustellen, falls eéne soéche iiber-
haupt existiert. In Abb. 7 unten sind die Werte 4 T’,/ pi | T’m als die
Neigungswinkel der Beziehung fiir eine Anzahl Verdnderlicher ver-
schiedener Farbtemperatur dargestellt. Durch Verschiebung der

Neigungsgeraden in Richtung der Ordinatenachse %’s ; (denn die ge-

messenen Farbtemperaturen diirfen natiirlich nicht verandert werden)
miissen wir nun versuchen, aus ihnen eine einheitliche Kurve herzu-
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stellen. Dieses gelingt in der Tat sehr leicht, wie die Abb. zeigt. Der
Betrag der Verschiebung ist allerdings noch um eine Konstante
unbestimmt. Diese kénnen wir uns vorldufig bei der Sonne besorgen,
fir die wir ja Farb- und Strahlungstemperatur kennen. Die Kurve in
Abb. 7 ist bereits so gelegt, daB3 sie durch den Bildpunkt der Sonne
hindurchgeht. Es existiert also in der Tat eine allgemeine Beziehung
zwischen der Farb- und der Strahlungstemperatur zum mindestens fur

Abb. 7. Empierische Beziehung zwischen der Farbtemperatur C,/T , und der Strahlungs-
temperatur C,/Tg, fir den langwelligen und fiir den kurzwelligen Spektralbereich.
Kreuze sind RR Lyrae-Sterne, Punkte § Cephei-Sterne. Am Fusse jeder Abbildung
(Ordinate rechts) sind von einem willkurlichen' Niveau aus die Differenzenquotienten
AC,/T

NCIED:
angesetzt worden. (Nach W. Brcker, Z. f. Astrophys. 19, S. 276, 1940.)

aufgetragen. Wo «Gedrange» herrscht, sind einzelne Punkte etwas iiber dem Niveau

Riesensterne wie wir gehofft hatten und die & Cephei-Sterne haben
uns selbst zu ihr verholfen. Es sei noch besonders darauf hingewiesen,
daB die Beziehung ihrer ganzen Ableitung nach unabhingig von irgend-
welchen Vorstellungen hinsichtlich der Natur des Lichtwechsels ist.
Ihre Bedeutung diirfte weit tiber den Rahmen des hier behandelten
Problems hinausreichen.

Aus der Abbildung entnehmen wir, daBl auf ein bestimmtes Inter-

val®von Cf—’ ein viel kleineres von %— kommt. Es ergibt sich beispiels-
F St

weise der folgende Zahlenzusammenhang :
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Tr Ts, T
14500° 9000c + 5500
4100 4700 600
10400¢ 4300°

Wir sehen, dal3 bei hohen Farbtemperaturen die Farbtemperatur

Uber der Strahlungstemperatur liegt und daf es bei niedrigen Farb-
temperaturen umgekehrt ist. Auf ein Intervall von 10400° in Farb-
temperatur kommt nur

ein solches von 4300° in

Strahlungstemperatur!

Vergleichen wir mit

diesem rein empirischen

Ergebnis die qualita-

tiven Aussagen der bis-

herigen Theorie vom

stellaren  Absorptions-

koeffizienten, die auch in

die Form einer Be-

ziehung zwischen Farb-

und Strahlungstempe-

ratur gebracht werden

kann, dann finden wir,

dal} zwischen beiden eine

ausgezeichnete qualita-
Abb. 8. Vergleich der empirischen Beziehung zwischen tive Ubereinstimmung
Farb- und Strahlungstemperatur mit der von der Theorie herrscht (Abb 8) Dies
des stellaren Absorptionskoeffizienten gelieferten, ' '

X Wasserstoff: Metalle = 13, 7nach unsoia : und das _g_Ute Ausseh?n
o Wasserstoff: Metalle = 1000 nach p annekoex der empirischen Bezie-
(Aus W. Becker, Z f. Astrophys. 19, S. 286, 1940.) hung g|bt uns die GewiR-

heit, dal wir auf unserem
Wege zu einer echten und zuverldBigen Beziehung gelangt sind, die
wir uns gleich bei der Prufung der Pulsationsvorstellung zu nutze
machen wollen.

4. Die Prifung der Pulsationsvorstellung unter Verwendung
von Strahlungstemperaturen.

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dafl auf ein vorgege-

benes Intervall AG ein bedeutend kleineres von A kommt, weil

( IA-91‘~t > 1 ist. I:Das zeigt uns, dal wir in der Tat beﬂier Rechnung
r S

der Rj/R,,,imWerte nach Gleichung (4) fir A einen viel zu
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groBBen Wert eingefithrt haben, indem wir anstelle der uns damals noch
unbekannten Strahlungstemperaturen die Farbtemperaturen verwen-
deten. Unsere durch die merkwiirdige Lage des Maximum und Minimum
von R;/R,,, veranlaBte Vermutung trifft also das Richtige und wir
sind im Besitze einer allgemeinen Beziehung zwischen Farb- und
Strahlungstemperatur, in der Lage, die ganzen Berechnungen von
R;/R,:, nun in einwandfreier Weise, nimlich mit den Strahlungstem-
peraturen, noch einmal durchzufiithren. Zu dem Zweck verwandeln wir
zunachst alle beobachteten Farbtemperaturen mit Hilfe der Kurve in
Abb. 7 in Strahlungstemperaturen. Die sich dann ergebenden Tempe-
raturen fiir das Maximum und die Temperaturamplituden sind im Ver-
gleich mit den fritheren fiir 13 Veranderliche in Tabelle 1 angegeben.
Wir sehen, daB die letzteren nach der Umwandlung durchschnittlich
nur etwas mehr als halb so groB3 sind.

Tab."1:

Farbtemperaturen und visuelle Strahlungstemperaturen einiger RR Lyrae-
und 0 Cephei-Sterne 1m  Maximum, die Awmplituden der Temperatur-
schwankungen und die Spektraltypen im Maximum und 1m Minimum

Stern Periode ‘_\\lt?sr‘)l' (;Tr‘gd | _g:_l;(i GC?d t:_lp(i Spektr.
" d m |

REEAL T v 0,57 | 0,80 9850 3480 | 7380 1400 Ao—Asg
S5WCas) . . 1,94 | 0,37 6050 810 | 5700 | 4I0 Ag—F5
DGy - 2,50 | ~0,23 8070 730 | 6690 320 =
SZ kawe s 3,358 S0, 37 7060 1060 | 6230 550 g~ Hg
RT Aur... 3,78 | 10,74 7500 | 1900 ; 6420 970 A9_Fy
AR AT o 4,44 | 0,68 6240 1080 | 5820 580 Ag—F9g
0 Gep 5,37 | 0,79 6810 1490 | 6070 740 F1—G3

|
|
780 Fo—Gx4
0,70 7330 l 1780 | 6370 E 920 F1—F9
|

W Gem .. 7,91

{Gem ...| 10,15 0,46 6140 1090 | 5770 580 F5—G3
XiCye. i |=T6,3851 -0, 77 5600 1660 | 5470 780 Fg—G9
Y. Oph. o | T7i 12t | 058 5470 1020 | 5400 500 Fg—G3
TiMon = ... s 27,01 1,00 6530 2150 | 6000 1130 F5—G5

[
i
|
1
n Aql. . ... o) 47,18 ’ 0,64 6000 1560 | 5680
|
i

Wie steht es nun mit der Erfiillung unserer beiden Bedingungen?
Die Kurven fiir R; R,,, und die nunmehr neu gewonnenen fiir 2, R
sind fiir die gleichen 13 Verdnderlichen in Abb. g dargestellt. Wir erken-
nen sofort, daB fiir jeden Stern die beiden Kurven innerhalb der zu
erwdtenden Fehlergrenzen formgleich und phasengleich sind. Die erste
Bedingung, die bei Richtigkeit der Pulsationsvorstellung erfiillt sein

muB, ist demnach jetzt erfiillt | Bei drei hier nicht aufgefiihrten Ver-

min
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anderlichen fand dagegen keine Erfiillung der Bedingung statt, was
aber nicht so schwer wiegt, da es sich um solche mit stark verdnderlichen

hie periodische Schwankung des Radius von JOephei-Sternen. Aasgezdgcne Kurven
k ftmin 1't 1d1km durch Integration der Kadiulgcschwindigkeitskurven abgeleitet (linke
Ordinate jeweils); gestrichelte Kurve und Kreuze aus Oesamthelligkeit und KIAchenhellirkeit
Strahlungstemperatur) berechnete K\H,nin~Kkurve (Jeweils die rechte Ordinate) Das
Verhdltnis der lieiden Ordinalen ist abgesehen von RH Lyrae immer das gleiche, so dati aus
de® Verhalten der Amplituden von H Kmin und KIk,,,tn unmittelbar die Zunahme des Radius
=it wachsender Periode, in der die Sterne der Reihe nach angeordnet sind, hervorgeht. i>er

Strich asf der ausgcEugenen Kerve zeigt die Phase des llelligkeltsnilnimums an

Abb. 9. (Aus W. Becker, Z. f. Astrophys. ig, S. 295, 1940.)

Licht-, Temperatur- und Radialgeschwindigkeitskurven handelt und
nur synchrome Beobachtungen derselben zum Ziele filhren wirden,
die es aber leider noch nicht gibt.



PULSIERENDE STERNE 15

Da die erste Bedingung erfiillt ist, kénnen wir aus den fiir jeden
Verdnderlichen und fiir jede Phase bekannten Werten R;—R,,, bzw.
R;/R,,, den kleinsten Radius R,, bzw. fiir den mittleren Radius
R =R,,, + 05 (R,,.,— R,.,) berechnen. Diese sind in Tabelle 2 ange-
geben, in der aullerdem noch Zahlenangaben iiber R,, — R, bzw.

R
R,../R,., und -—’""T'"—-‘" gemacht sind. Wir sehen, daB die Radien
zwischen rund 5 x 10°® und 100 x 10% km also zwischen rund 7 und 140
Sonnenradien (07 -+ 10%km) liegen und damit sehr plausible Werte
haben. Wir sehen weiter, da} die Radien mit der Periode zunehmen,
eine Beziehung, die sich durch die Interpolationsformel

Ry, = 4'106 PTage (7)
darstellen 1iB3t (Abb. 10).
iTab. 2t
Radien R und absolute Helligkeiten M einiger RR Lyrae- und 0 Cephei-Sterne.
= = =
TR
Stern P Al ~ s I Myis
£9 g 10% km §I
o] [« ' R 1 ber? beob?
d m m
RR Lyr .. 0,57 0,39 1,072 5,6 0,069 | —o,1 | —o,1
SU Cyg .. 1,04 0,55 1,041 13,7 0,040 | — I,I | — 0,9
P Gye. ... 2,50 0,47 1,049 9,7 0,048 18— 1,45 —@,T
SZ Tan: .t . 3,15 0,94 1,082 12,0 0,078 | — 1,3 | —1,4
RT Aur... 3,73 1,46 Ty LT 13,8 0,106 | — 1,4 | — 1,5
s n N 4,44 2,00 1,152 14,1 0,142 | — 1,3 | — 1,8
8. Céplirabase - 5,37 2,62 I, P10 23,3 0,113 | — 2,4 | — 2,0
nEagl e 7,18 3,37 1,091 38,8 0,087 | —2,9 | —2,4
W Gem .. 7,91 3,10 1,124 26,5 0,113 | —28 | — 2,6
tiGem oo |To s 3,35 1,085 40,9 0,082 | —3,4 | — 3,0
XCyg < lls 16,38 ST T ol T EST 68,7 | 0,167 | — 4,0 | —3,6
Ve @phroi | erand 3,75 1,066 58,9 | 0,063 | —3,7 | —3.8
Mo .. . [§ 227,005| 720,106 1,211 105,0 | 0,101 | — 5,2 | — 4,4

1 Aus Strahlungstemperatur und Helligkeit berechnet.

2 Aus der sHAPLEYschen Perioden-Helligkeitsbeziehung.

Die Werte fiir R wurden nicht unmittelbar aus den Werten der beiden vorhergehen-
den Spalten berechnet, sondern sind Mittelwerte iber die Ergebnisse dieser Rechnung bei
verschiedenen Phasen.

~
Jetzt tun wir den letzten Schritt und berechnen aus mittleren

Radius und Flachenhelligkeit, die wir den mittleren Strahlungstempe-
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raturen entnehmen, die
mittlere (visuelle) Leucht-
kraft Mer der Verander-
lichen aus der einfachen

Beziehung :

har KL e

1 ~ k¥ 'E {X,TQ)

G R O
oder
Rex
-5log™ +

+ 2-516ge 1
Abb. io. Beziehung zwischen Radius und Periode bei Ynr 19)4S
langperiodischen 6 Cephei-Sternen. (Nach W. Becker,
Z. f. Astrophys. 19, S. 300, 1940, WO AiQ — 473mist.

Das Ergebnis der Rech-

nung steht in Tabelle 2, Spalte 7, wéhrend in Spalte 8 die aus der
geometrischen Entfernungsbestimmung abgeleiteten mittleren, fir die
jeweilige Periodenlénge glltigen Leuchtkréfte, stehen, die also einer
ganz unabhédngigen Quelle entstammen. Wir finden, dal? beide in aus-

gezeichneter Ubereinstim-
mung miteinander stehen
und denken daran zurlick,
daf wir bei der Benutzung
der Farbtemperaturen —
ganz abgesehen davon, daR
wir diese Rechnung eigent-
lich garnicht durchfuhren
durften, weil bereits die
erste Bedingung nicht er-
fallt war — die berechneten
Leuchtkréfte um 1.5 bis 3
GroRenklassen zu gering
herausgekommen  waren.
Hier haben wir ({berall
Abweichungen unter o-5m.
Die Gute des Ergebnisses
geht noch Kklarer aus Abb.
11 hervor, in der unsere
berechneten Leuchtkréfte
nicht mit den mittleren,
sondern mit den indivi-

M

Abb. ii. Perioden-Helligkeits-Beziehung beiden RR

Lyrae- und den & Cephei-Sternen (*) beobachtete

absolute Helligkeiten nach Shapiey, (x) auf Grund

der Pulsationsvorstellung berechnete absolute Hellig-

keiten nach W. Beckek(Aus W. Becker Sterne
und Sternsysteme S. 103.)
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duellen, geometrisch ermittelten Leuchtkriften verglichen sind. Die
Abbildung zeigt auch sehr schén, daBl die von uns berechneten Leucht-
krifte das bekannte Perioden-Leuchtkraft-Gesetz erfiillen.

Damit sind wir am Ziel unserer Untersuchungen angelangt, das
in einem eindrucksvollen, rein aus Beobachtung gewonnenen Beweis
fiir die Richtigkeit der Pulsationsvorstellung bei den d Cephei-Verinder-
lichen besteht. Damit sind die unerlaBlichen Voraussetzungen fir ein
weiteres detaillierteres Studium dieser Verinderlichen gegeben und in
Gestalt der jetzt bekannten Zustandsgréflen : Strahlungstemperatur,
Radius und Leuchtkraft die Vorbedingungen fiir eine quantitative
Spektralanalyse ihrer Atmosphiren gewonnen. Auf dem Wege dahin
haben wir anlerdem noch eine empirische Beziehung zwischen Farb-
und Strahlungstemperatur ableiten kénnen, die, des weiteren Ausbaus
fahig, nicht nur von groBer praktischer Bedeutung ist, wovon wir uns
hier {iberzeugen konnten, sondern auch als eines der wenigen Binde-
glieder zwischen Beobachtung und Theorie von groBer Wichtigkeit
werden wird.

PULZALO CSILLAGOK*
Irta: W. Becker

(Osszefoglalas)

Ha ma pulzdlé csillagokrél beszéliink, gy ez alatt a Cephei
tipusa valtoz6 csillagokat értjiik. Két kilonféle feltevéssel prébal-
koztak ezen u. n. Cephei csillagoknal a fényvéltozas okat meg-
magyarazni: a kettSs csillag-, ill. a pulzacié elmélettel. Az észlelések
egyik csoportjat joél lehetett értelmezni a kettés csillag elképze-
léssel, mig mdsokat egydltalin nem. Ugyanigy volt a pulzacié elmé-
lettel is; egv dénté pontndl ellentmondasba keriiltiink a meg-

figyelésekkel. ‘

Az utébbi években sikeriilt azonban a kérdést tisztdzni és
éppen ezen eredmények osszefoglaldsit — amelyek végil is a
pulzacié elmélet mellett tettek bizonysidgot — tartalmazza jelen
dolgozat.

Az 1. rész a Cephei csillagokra vonatkozé ismereteinket foglalja
Gssze nagy altalanossagban.

w¢ Budapesten Szakosztalyunk keretén belil, valamint Kolozsvart az egvetemi
fizikai kollokviumok kapcsan 1943. oktéberében tartott két (német nyelvii) eléadis
nyoman.

~
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A 2. rész tartalmazza azt, hogy hogyan lehet a pulzécié
elmélet helyességét bizonyitani, és egyben ramutat arra, hogy
ez a bizonyitds kezdetben nem sikeriilt. Ha pulzaciét tételeziink
fel tehat, hogy a csillag sugara (R) véltozik, uUgy a mért radialis
sebességekbdl: R/Rmin; mig a latszélagos fényesség és a hd-
mérséklet valtozasabdél: R—Rnin ingadozasai hatarozhaték meg.
Amennyiben a pulzacio feltevés igaz, Ugy az igy adédd két gorbe
alakjanak és fazisanak meg kell egyezni és a bel6lik kiszamithat6
Rnin értékeknek redlisnak kell lenni és a hémérséklet segitségével
ugyanakkora abszolit fényességet kell, hogy kapjunk, mint amekkora
a geometriai tavolsagmeghatarozasbol adoédik. Megforditva, ha ez
bekdvetkezik, gy a pulzécidelmélet is igaz. A potsdami asztrofizikai
obszervatérium spektralfotometriai mérései szolgaltattak alapot a
bizonyitashoz sziikséges hémérséklet meghatarozasokhoz.

A 3. rész a csillagokra vonatkozé hdémérséklet definicidkat
targyalja és ramutat arra, hogy a csillag-hémérséklet a gyakor-
latban altaldban nem egyértelmd allapothataroz6. Szini hémérséklet
nem egyezik meg a sugarzasi hémérséklettel. A cephei csillagoknal
azonban sikerilt levezetni egy altalanos empirikus Osszefiiggést e két
kilonboz6 fajta h6mérséklet kozott.

A 4. rész most mar a sugarzasi hémérsékletek segitségével
a pulzacio elmélet helyességét bizonyitja. A hoémérsékletek u. .
a feluleti fényességek kiszamitdsahoz sziikségesek, de ehhez tulaj-
donképpen csak sugarzasi hémérsékletet szabadna felhasznalni.
Kezdetben a bizonyitas nem sikerilt, mivel a kdzvetlenil észlelhet©
szini hémérsékletekkel szamoltak. A 3. pontban el6adottak azonban
mddot adtak, hogy szini hé&mérsékletrdl attérjlink sugarzasi hé-
mérsékletre.
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A GYAKORLATI MATEMATIKA INTEGRALO
MUSZEREIROL

Irta : Borbély Samu (Kolozsvar)

A kovetkezékben a gyakorlati matematika szdmolé muszerei-
nek egy specialis fejezetérdl, az 4. n. integralé miuszerekrdl szeretnék
szemelvényes attekintést nyujtani. A matematikai miiszerek célszerii
felhaszndldsa az alkalmazott matematikanak szinte Osszes kérdései-
nél — amelyeknél a probléma megoldasa a tényleges szamérték
konkrét meghatdrozasaval fejez6dik be — mind fontosabbd és nél-
kiil6zhetetlenebbé valik. Az alkalmazott matematikai meggondolasok
a finommechanika fejl6dé technikdjaval kardltve mindinkabb utat
és mddot keresnek arra, hogy bonyolult és faraszté szamitasok bizo-
nyos, gyakorlatilag sokszor megismétl6dé tipusat mivi tton végez-
zék el. A sokszor megismétléds egytipusu feladat elvégzésének gon-
dolatban és figyelemben mechanikus (és ezért farasztd) szellemi
robotjatol mentesiiliink, ha sikeriil a megfelel6 miiszer matematikai
elvére és finommechanikai kivitelére egyszeri (és nagyon is alkotd)
szellemi munka 4ran megolddst taldlnunk. E muszerek célszert és
féleg atfogé alkalmazdsa, valamint a fellépé hibahatarok becslése!
sziikségszerilen feltételezi e miiszerek elvi alapjainak és konstruktiv
kivitelezési formdinak ismeretét. Ezek az ismeretek a gyakorlati
matematika moddszereinek egy részét alkotjak.

A gyakorlati matematika (nem tévesztend6 Ossze az alkalma-
zott matematika sokkal atfogébb egységével) a matematikdnak az
az aga,amely a legkiilonb6z6bb matematikai miiveletekkel mar egyér-
telmiien determinalt elméleti eredménynek, a konkrét szamértékig ter-
jedd tényleges meghatdrozasaval foglalkozik. H. v. SANDEN a gyakor-
lati matematikdt igen jellemzden «die mathematische Exekutives-nek
nevezi. _

Amennyiben természettudomanyi vizsgdlatok a matematikai
analizis médszereivel egyaltaldn értelmesen targyalhaték (erre a fizika
és elméleti technika legkifejlettebb példa, a kémia madar kevésbbé,
biolégia, orvostudomany és rokonszakok pedig a kezdet formdin is
még alig jutottak tul), az elméletbdl szairmaz6 eredmények integrilok,

1 E dolgozat keretében nem bocsatkozunk bele az integralé miiszerek hiba-
vizsgalatanak a kiegyenlitdé szamitas alapjan valé targyalasiaba. Szabad legyen itt
a meglevé igen kiterjedt irodalomra utalnunk, amely az Archiv fiir technisches Messen-
ben (A. T. M. Berichte) F. A. WiLLErs-nek szisztematikus Gsszeillitisaban megjelent
kézleglényei alapjan konnyen megtalalhaté. Ezenkivil irodalmi utalasként lasd:
Mcyer zur CapelLiEN, Mathematische Instrumente (Akad. Vlg., Leipzig 1941) c. Gssze-
foglalé modern konyvét.

2%
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differencial- és integralegyenletek, sorok, egyenletrendszerek sth. alak-
jaban adodnak. Ha az elméletb6l szarmaztatott eredmények numeri-
kus értékeit is meg akarjuk hatarozni,2 akkor az integralokat ki kell
szamitani, a differencidl- és integralegyenleteket meg kell oldani,
a sorok altal definidlt fuggvények tabellait fel kell allitani stb. Ezen
feladatok kiszamitasanak (vagy altaldnosabban : a célszer(i szdmités
modszereinek) elméletét és gyakorlatat targyalja a gyakorlati mate-
matika. Méadszereit altalaban numerikus és grafikus részre szokas
bontani. Mindkét irany maddszerének meg van a jellemzd elénye és
hatranya. A konkrét problémahoz igazodd megoldasi modszerek cél-
szer(i kombinacidinak felismerése, vagy e mddszerek megalkotasa
jellemzi az alkalmazott
matematikust.

Mind a numerikus,
mind a grafikus megol-
dasnak nélkulozhetet-
len segédeszkbzei a
matematikai mszerek.
Ilyenek (hogy csak egy-
néhanyat emlitsiink) a
legegyszer(ibb logarléc
és addiatortol kezdve a
teljes automata sza-
mologépig ;  egyenlet-
rendszerek  megolda-
sara, egyszeri vagy

Osszetett flggvényi 6sszefliggések elallitasara szolgald kinematikai,
elektromos, vagy mas fizikai elvet felhasznald miszerek ; szerkeszté-
sek megkdnnyitésére, vagy elvégzésére szolgalé geometriai miszerek ;
differencialegyenletek megoldasara szerkesztett berendezések, amelyek
a technikai nehézségek kikuszobdlésében valdéban bamulatraméltdéak.3

Ebben a dolgozatban csak az integralszamitas egyes feladatait
elvégzé miszerekkel foglalkozunk, tehat olyanokkal, melyek lényegé-
ben felszin meghatérozasara szolgalnak.

E miszerek miikodési elve a kdvetkez6. Ha a miszer K integralo
karjanak V vezetett pontjat (i. dbra) a 9 tartomany © hatargdrbéje

2Nem felesleges taldn az a megjegyzés, hogy épp ezeknek a szamértékeknek
a fizikai vilagképiink jelenségeihez valé hozzarendelése (tehat ezen értékeknek eo ipso
konkrét ismerete) jellemzi lényegesen mai civilizaciénkat, — s6t talan kultarankat is.

3 Modern allamszervezet hitelgazdasag és el6allitd ipar nélkil nem képzelhetd
el. Mindkettének racionalis munkajahoz a matematikai m(szer (legatfogébb értelem-
ben) nélkildzhetetlen. A tudomanyos megismerés idedlisabb kdvetelményeirél nem is
sz6lva. Csodalatos, hogy ily alapelemeket nalunk a koztudat mennyire elhanyagol.
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mentén a tetszéleges A kezdéponttél a B (= A) végpontig végig-
vezetjilk (ezt nevezziik lekorozésnek), akkor az

if Xy ¥y (%) Yp
F=|[axay= [ | axdy=] (v, () —y.())dx=¢ y(»ax
(%) %y Y (%) (©)

értékével aranyos szamot a miuszeren leolvashatjuk. Ez a szam a
miiszer egy célszerli beosztasi D tarcsaval ellatott, U. n. integrdld
kerekén (/K) mért kezdeti és végleolvasds (elméletileg pontos) kiilonb-
sége. E miiveletet nevezziik planimetralasnak. A miszer kivitele az

i 55/ (y (x)) dx integral értékének meghatdrozasara altalanosithato.

Ha az integralé kerék tarcsajan a leolvasasi kiilénbség a meg-
hatarozando integral értékével csak akkor aranyos, ha a V vezetett
pontnak A kezdé- és B véghelyzete egy mellékfeltételnek (pl. 4 = B,
vagy A ordindtdja = B ordinatajaval stb.) eleget kell tegyen : plani-
meterekrél beszéliink. Ha tetszéleges B végpont esetében a leolvasas

X
kiilonbsége I (x) = ff (,\/ (x)) dx értékével minden ily mellékfeltétel
a

nélkiil aranyos : integrimeternek hivjuk miszeriinket. Mindkét eset-
ben a meghatarozandé integralérték a leolvasas kiilonbségének nume-
rikus értékével aranyos. Célszerii az aranyossagi tényezét esetrdl esetre,
a gyartol megadott allanddk figyelmen kiviil hagyasaval, egy a sza-
mitasra alkalmas egyszerii idom (pl. négyzet, vagy korlap) plani-
metralasival meghatarozni.

Ha miiszeriink a integral értékét fel is rajzolja, akkor integraf
a mneve. Sziikebb értelemben ezek mar nem planimetriai integrdlé
mtiszerek, hanem differencidlegyenletek megolddsdra szerkesztett
késziilékek.

1. Az integralo kerék és mukodése. Mdar az el6bbibdl kitiinik,
hogy a planimeterek és integrimeterek elméletileg legfontosabb kon-
struktiv egysége az 1. n. integrdlé kerék (a tovabbiakban IK-nak
roviditve). Ennek miikédését, barmily egyszeru elveken is alapuljon
az, a tovabbiak teljes atértése céljabdl részletesen ismertetjiik.

A 2. abran lathaté elvi elrendezésben az /K. A K integralo
kar A, csapagy- és tengelyén nyugszik a H keret. Ennek 4,4, csap-
agyaiban van a ¢ tengellyel dgyazva az IK, s a vele szildrdul ossze-
kotott, leolvasast szolgalé D tarcsa. Ezen elrendezés kovetkeztében
az integralo kerék H, IK, D és ¢ onsilyanak G ereddjével nyugszik
a P pontban az alap xy-sikjdn. A D tarcsa egyenletes beosztdsanak
és a'vele szemben all6 H kerethez rogzitett IV noniusznak segitségével
az IK pillanatnyi allasat (a véltozo kivitel szerint 4 . .. 5 szamjegyig
terjedd pontossaggal) le lehet olvasni. Az IK kivitelének és a ¢ tengely-
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agyazas beallitasanak olyannak kell lennie, hogy a kerék Kt sikja
és a tengely Tt sikja egymasra és az alap *y-sikjara parosaval merg-

leges legyen. Ugyszintén, hogy az IK P «érintési pontja» e harom
siknak kozds pontja legyen.

Ha az IK-et PP Xeltolasnak vetjik ala (ez eltolast a P érintési
pont «gordulési atjdnak» nevezzik), mikdzben a t tengelyt eredeti
irinyahoz parhuzamosan vezetjik (3. dbra), akkor az IK-re hat6 -G
reakcids er§ az eltolas irdnyaval szemben m{ikéd6 [a G srlodasi erét
kelti. Ennek a kerék sikjaba es6 komponense a tengely agyazasi
ellenallasaval szemben létrehozza az 1K gordilését. Természetesen
feltételezzilk (s ez a valédi kivitel egyik nehézsége), hogy az agyazasi

3. &bra.

ellendllds olyan Kkicsiny,
hogy az IK tengelysikja-
nak nyomvonalatol eltéré
legkisebb elmozdulasakor
is a sOrlodasi erbnek a
kerék sikjaba es6 nyoma-
téka legy6zi az agyazas-
nak az ellenallasat. Fel-
tételezzik tehat, hogy az
IK a kerék sikjdban csu-
szasmentesen gordul.
Mivel minden eltolas

tetsz6leges komponensek 0Osszegére bonthatd, a PP 1leltolast felbont-
juk a PPKés PPTkomponensre. Az utébbi elmozdulasnal tamadé
sprlédas ereje a tengely sikjdba hat, tehat nem ad gordilési nyo-
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matékot, az el6bbi elmozdulds surlédasi ereje a kerék sikjaban
tamad, s az IK-nek ezen gordiilési itkomponenssel azonos | PPg| =
o Adu=Ah elforgatasat (gordiilését) eredményezi. Tekintettel arra,
hogy az IK-el 6sszek6tott D tarcsa beosztasa aranyos a teljesszog
szogbeosztdsdval, a gordiilés Au szoge ardnyos a beosztds kezdeti-
(U,) és végleolvasasanak (U,) kiilénbségével, azaz
I...4u=C (Uy,— U,) ésebbél | PP, | = oCAu = kAU = Ah.
Vezessiik most az /K P érintési pontjat egy megadott y = y (1)
gorbe mentén a kezdeti 4 = P, ponttél a B = P, végpontig ugy,
hogy ekozben a kerék sikjanak nyomvonala a goérbe érintéjével meg-
adott f8 (x) szoget zarjon be (4. abra) és hatdrozzuk meg az IK ezen
eltoldsdhoz (gordiilési dtjahoz) tartozé Ak gordiilését.

E célboél vegyiik fel az x, és x, kozott egy tetszbleges intervallum-
felosztds %,...%,,.; = %,+dx; (i =o0...n—1I) részintervallumat.
Ha a P pontot Ptél P, , ,-ig a gorbe 4s, ive mentén vezetjiik végig
az ehhez tartozdé exact gordilés Ak, = As; cos f;, ahol s (v) a gorbe
ivhosszat, As, = s (v + dx) —s (%) és B, =B (v, + F,dx,), (0= = 1)
a f3 (x) szognek ehhez az intervallumhoz tartoz6 megfelel§ kozépértékét
jeloli. Ha a P pontot Pt6l P/, -ig a gorbe ds; iveleme mentén vezet-
jiikk, az ehhez tartozé gordiilés dh, = ds, cos f8 (x,), mivel az elmoz-
dulas P,P, , ;= P.P.; +P P, ,elmozdulésok dsszegére bonthato. Ezek
koziil az els6 dh,, a masodik nulla gérdiilést eredményez. A kozép-
értéktétel szerint® As, = ds; + v, (x,, dx,) dx;, tgyszintén

~

t A kozépértéktétel alkalmazhatosaganak feltételei, éptgy, mint a Riemanx-féle
integrabilitisé legalabb szakaszonként gyakorlatilag mindig érvényesek.
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_cos f,=cos f (x;) + v, (x,, dx,) dx,
s ebb6l Ak, = As; cos f; =
=ds, cos B (x,) + v (x,;, dx,) dx; = dh, + p (x,, dx,) dx; .
Az A-t6l B-ig vald gordiilés ezek szerint

B Bize | n—1
h| = YAr'=Y) {ds, cos fi (x,)—%—y)(x,,dx,»)dx';'},
A - i=o i=o
Nl
ahol ¥} v (%, dx) dx] a gordiilés azon kiilonbségét jeloli, amely fel-
i=o0
lép, ha gordiilést utként a tényleges ivet, ill. az ivelemek Gsszegét
vesszitk. Ez az egyenlet minden dx; felosztasra, s igy az n — oo és
dx, > o hatarértékében is érvényes marad, s ebbdl a hatdrozott

integrdl RIEMANN-féle definici6janak értelmében a

B 7 Rl
h| =lim Y ds;cos §(x) + lim Y v (x,dx)ds, =
A n>® (=0 n—> o (=0
dx;—> o0 dx;—>0
X, X
=} dscos/}(x)—}—Ri%,cosﬂds
X, Xy

egyenletet nyerjiik, mert

Yp

Wil oy
|R| < lim (max | dx; |)- lim | Y]y (x;, dx) dx; | =0 -Ij p(x,0)dx | =o.
dx,—0 n—>ow [=o0
dx;—o0 Xq
B B
it s Il = [ cos pds egyenlet a planimeterek miiko-
A 5 (#)

désének alapegyenlete®, amely kimondja, hogy a P érintési pont gor-
diilési utjanak ivelemébdl és a kerék sikjanak ezen ivelemmel bezart
sz0g cosinusanak szorzatabdl képezett vonalment integral egyenlé
az 1K gordiilésével.

Ezen az alapon az egyes planimeterkivitelek miikédésének alap-
egyenleteit a kovetkezéképpen nyerhetjilkk. A K integrdlé kar V veze-
tett pontjat a megadott integralandé gorbe ds, iveleme mentén
elmozditjuk. A K karnak egy meghatarozott masik Z «vezérlé pontja»

3 Kozonséges differencialegvenletek megoldasira szerkesztett modern gépek egy-
része lényegében szintén az JK gordilésének ezen egyenletét hasznaljak fel. Az Ik
&-gordiilése azonban ezeknél kapcesolt kinematikai miiveket kell a h fiiggvénye szerint
vezéreljen. Ehhez sziikséges a gordiilést el6idézé igen kicsiny nyomatéknak 6000 . . .
Booo-szeres minden praktikus torzitastél és rezgéstél mentes (!) megerdsitése. Nem
csoda, hogy eddig csak egynéhany ilven nagvobb gép létezik, éspedig tudtommal Oslo,
Manchester, Cambridge (U. S. A.), Leningrad, Belfast-ban.

Py



P ——

A GYAKORLATI MATEMATIKA INTEGRALO MUSZEREIROIL 25

kinematikai kényszervezérléssel mozog egy konstruktive elsirt palya
ds, megfelel6 ivelemén, amelyet az integraland6 gorbe véltozéjanak
(pl. 7-nak) fiiggvényeként meghatdrozhatunk. A P és Z pont ezen
elmozdulasabol meghatarozhaté a P érintési pont gordiilési utjanak
ds (7) iveleme és a kerék sikjanak f (v) szoge. Az I K ezen differencidlis
elmozdulasahoz tartozé differencialis gérdiilése dh = cos B () ds (7).
Ha V-t az A ponttél (v = 7,) a B pontig (v = 73) vezetjik, az IK
rezultans gordiilése

A Z pont vezérlésének célszerii megvalasztdsaval elérheté, hogy az
IK gordiilése a legkiilonbozébb tipusu f () fiiggvény integraljainak
értékét mérje.

E targyaldasi mod akkor célszerii, ha az elmozdulasi utakat
analitikusan explicite ismerjiik, vagy pedig, ha a fellépé elmozdulasok
egyszerien attekinthet6k (pl. a linearis planimetereknél). A masodik
esetben lényegesen megkonnyiti a targyalast az a tény, hogy elmoz-
duldsok. és a nekik megfelel6 gordiilések vizsgdlatakor a valddi elmoz-
dulds mindig helyettesitheté az 1. n. differencialis (tehat linearizalt)
elmozduldssal, ha utdna a magasabb foku hibikat megsemmisité
integracié kovetkezik.

Természetes, hogy a vizsgdlt folyamat egyes fazisainak véges®
differencialokra valé felbontdsakor a valédi (kontinudlt) folyamattal
szemben altalaban hibdt kovetiink el. Ezt a hibat azonban a rakovet-
kez6 integracié kikiiszoboli, s igy vizsgalédasunk a valodi folyamat
pontos képés adja, ha csak arra iigyeliink, hogy a fellép6 Osszes
linearis differencialokkal egybekotott behatasokat mind figyelembe
vegyik.

Sok esetben az elmozduldsok vizsgdlata szabatos fogal-
mazasban bonyolult (pl. az 4. n. polaris planimetereknél). Ily esetek-
ben célszeri a 4. alatt roviden ismertetett tisztdn analitikai meg-
fontolds utjat kovetni.

Barmely targyaldsnak azonban alapja az 1. és 2. egyenlet.
Ezeknek érvényessége sziikségszertien feltételezi a pu surlodasi egyiitt-
haté allandésagat, valamint az xy, K,, T, sikoknak az IK pontos
miivi kivitelével és bedllitasival valé megvaldsitasat, mivel a 4 U
leolvasasi kiilonbség k aranyossagi tényezdje ezeknek fiiggvénye. Ez
az aranyossagi tényezé (kicsiny, de jol észlelhet6 hatdrok kozott)
valtozik aszerint, hogy az /K mily minéségli alapon és hdnyszor
goraiil végig azonos uton. Természetes, hogy cstiszasmentes gordiilés

¢ Pl. R. Rorue. Hohere Mathematik. Teubner, Berlin.
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(fi — o) alkalmaval a véletlen hibak hatasa az eredményre lényegesen
kisebb, mint akkor, amikor a kerék csak csiszik, de nem gordul
(fi - Jij2. Az 5. abran feltiintetjilk Baer nyoman7egy-egy 6tvenes
mivileg exaktul vezetett mérési sorozat noniusz egységekben meg-
adott szorasat, mint az IK 60 mm-es Gton val6 gordilésének (n6niusz-
egységekben meért) fliggvényét. 1000 NE/60 mm csUszasmentes gor-
dulést, 0 NE/60 mm gordilésmentes cslszést jelez. Ebbél az &brabol
lathaté, hogy a gordillésmentes cslszas (tehat 13 = 742) kodzvetlen
szomszedsaganak kivételével az 1K gordilése meglepéen allando.
A széras kozépértékben 3, maximum 4 noniuszegység. Ha a mérés
ismétlésekor (s ez minden esetben sziikséges) ennél nagyobb eltérés
szisztematikus hibanak
tulajdonithatjuk. Eb-
ben az esetben a tobbi-
tél Iényegesen eltérd
mérést Gjra kell elvé-
gezni.

A /i sdrlodasi  té-
nyez6 novelésére az IK
peremét finoman ér-
dessé teszik. Emiatt az
ellentett iranya koérfu-
tasok aranyossagi té-
nyez6je is egymastdl
kissé Kkiilonbdz6 lehet.
Az IK peremének kéz-

5. 4bra. zel valé érintése az

utana id6vel sziikség-

szer(ien beallé rozsdasodas miatt legszigoribban elkeriilendd, mivel

az érintett helyen fx értékei ugrasszerlien megvéaltoznak. Ugyanebbdl

az okbdl dvni kell mlszerinket attél, hogy planimetrdlas kdzben

az IK az alapsik két kulénb6z6 (papir) lapjarol le-, vagy lapjara

felgordaljon, nem is szolva természetesen arrdl, hogy megfelelé ala-

tétlap nélkil valé planimetralds a miszer eredeti precizitasat szinte
pillanatok alatt végérvényesen tonkre teheti.

2. A Harvey-féle harmonikus analizator. Ez a m(szer j6 példa
az integrald kerék gordilésére levezetett 2. egyenlet alkalmazésara.
Legyen y (x) az analizaland6 fuggvény, p jeldlje e flggvény
primitiv periédusat. A fliggvény Fourier egyutthatdinak egyenlete

5Ztschr. f. Instr.-Kunde. (1937, 5. fizet, 177. oldal.)
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an\ 2 V(x)/cns 2jtn
bn 1 j | sin X1 dx

Célunk a megadott y (x) fliggvénybdl ezeknek az integraloknak mvi
kiszamitasa. Ezt a kovetkez8 mechanikai rendszerrel érhetjik el
(6. abra).

Egy H kereten az Sy sinpar az y-irdnnyal parhuzamosan vezeti
a ky kocsit és ezzel a kocsival dsszeko6tott Sx sinpar pedig az ~-irdnnyal
parhuzamosan vezeti a kx in-
tegralé kocsit. Az integrald
kocsi egy vele szilardul 6ssze-
koétott OV vezetd kar segit- 5
ségével a keret sikjaban,
tehat szabadon eltolhato. A
kx kocsi 0 (fligg6leges) ten-
gelyén egy R sugaru fogaske-
rék van elhelyezve. Ez a
fogaskerék a ky kocsival szi-
lardan 0Osszekdtott F fogas-
ridba kapcsolédik. A fogas-
kerék egy radidlis K Karral
van @sszekotve, amely az 1K
integralé kereket hordozza.
Az IK a P pontban nyug-
szik az alapsikon, tengelye
OP egyenessel  egybeesik,
IOP 1= /és IVOI=m.

Ezen elrendezés kovet-
keztében, ha a vezet6 kar V végpontjat egy az ~-tengellyel parhu-
zamos egyenes mentén vezetjlik, akkor a P pont az ordinata
iranyaban ra-mel eltolt cikloist irja le, ha V-t az y-tengellyel
parhuzamosan mozgatjuk, akkor P is az y-tengellyel parhuzamos
egyenest ir le. A fogaskerék sugarat valasszuk meg Ugy, hogy
a fogaskerék (s vele a K Kkar is) a p periodushosszon n teljes
korforgast végezzen, tehat 2R jtn = p legyen. Ha a dx elmoz-
duldsnak a fogaskerék (ill. K kar) d @ szbgelforduldsa felel meg,

akkor dx = Rd @ azaz p— 2nn X + @0, ahol gD a K kar kezdeti

(x » 0O-hoz tartozd) szogbeallitdsat jeloli. Ha a vezet6 kar V vég-
pontjat az analizdlandd gorbe mentén x = o-tdl x = p-ig vezetjlk,
akkor a P pont gordilési atjdnak egyenlete



28 BORBELY SAMU

(2 nn

X, —X "1 cos X+ (p,\,

. 2jrn
yv=y (@ + m-fl sin I X 4* 9,
P

Ezen az Gton az IK a kA U= lcos dsp= Isin 0 ds,
integral értékét méri, ha ¢ fi az integral6 kerék tengelyének
a gordilési Ut ivelemével bezart szogét jeloli. Mivel ez az ivelem az
~-tengellyel d szoget alkot, s a tengefy irdnya megegyezik a kar
irdnyaval, azért (p= d -f &. Eszerint és az x yp fliggvények szerint

az integralban fellépd kifejezéseket explicite meg tudjuk adni :

G = Siy S _ sinw—coswtg d _
tg 0 = dXp>smo—sm((p—&)—- % -J—— =

> | + tg2m

_sin@dxp—cos pdyn  sin gdxf — cos pdyp

ldx'i + dy; ds=>
P
tehat k A Ul= 1 (sin (pdxp—cos (pdyp —
P
Ff,d<®P, dy o\
=~1 \*IIx+C0S,p* - sm V dx-

Ha ebbdl az egyenletb6l a Fourier egyitthatékat akarjuk lemérni,
legel6bb is az elsé és harmadik tagot kell az integralbdl kikiiszébdl-
niink. Epp azok a tagok lépnek fel azonban akkor, amikor a V pontot
az x-tengelyen [y = o) x = p-t6i x — o-ig visszavezetjik. Ebben az
esetben az IK gordiilése

kA t/2= —)jl -—--sin dx

Mive: A (p(o)—’§In tp(p), azért K irdnya mindkét végallapotban

azonos és mivel y (0) = y (P), azért az IK gordllése az x = p ordinata-
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egyenesen az y (p)-t6l az o-ig térténd eltolds kozben szintén ellentetten
egyenl§ az ordinatatengelyen o-tdl y (0)-ig valé eltolds kozben végzett
gordiiléssel. A fiiggvény periodusinak a V ponttsl valé teljes kor-
futdsdval eszerint az IK

p

AU =k (AU + 4 Uz):—h.cos (p%dxz

= —y (x) cos ¢ (x)

X=0 x=0

integrdl értékét hatdrozza meg.

Ha a Fourier egyiitthatok integraljait akarjuk mérni, akkor
a kar kezdeti helyzetét az x- (@, = o), ill. az y-tengellyel parhuzamo-
san (¢, = m/2) vessziik fel. Eszerint tehat

AN,

—— '[}"
A )

| sin /2@n
( | a,

.‘ y (%) 5

x) dx — wn

| cos

AzZaz

Ezzel a F ourier egyiitthatékat a leolvasasi kiilonbség értéke és
a k miiszerallandé meghatdrozza.

A k miszerallandét azdltal nyerjilk, hogy egy oly fiiggvényt
analizalunk, amelynek F ourier egyiitthatéi numerikusan ismere-
tesek (pl. trapez, vagy félkorivekbdl Osszetett gorbét). A miiszer
tgy van elkészitve, hogy az n — 1, 2, 3... értékeknek megfelels,

K kart vezérld R, = ijl fogaskerekek a k, kocsin kicserélhetdk.
4

Minden fogaskerék K kezdeti bedllitdsa szerint két egyiitthatét hata-
roz 1eg. p a miszer dlland6ja. Ha ettdl a p értéktdl eltéré periodusu
fiilggvényt akarunk analizdlni, sziikséges, hogy a fiiggvényt a p allando
periodushosszara dtrajzoljuk.
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3. A linearis planimeterek. Linedrisnak nevezziik planimeteriin-
ket, ha az integrdlé kart vezérl6 Z pont® kényszervezérléssel egy
egyenes mentén mozog. E vezérlésnek hirom gyakorlatilag jél bevalt
formdja haszndlatos: 1. A csiszd6szeges vonalzods vezér-
1 é s-t az jellemzi, hogy a K kar Z pontjan rogzitett csiszészeg bele-
nyulik egy fémvonalzé kimart egyenesvonali csatorndjaba és ebben
elmozdulhat, 2. a vonalzdés kocsivezérlés a fémvonalzd
csatornajaba két konikusan élezett peremii kereken nyugvé kocsival
egybekotott kar segitségével a kocsi mozgdsirdnyaval parhuzamosan
vezetiaZ pontot, 3.2 hengerkerekes kocsivezérlésnél
a kocsi (s vele az Osszekotott Z pont) egyenesvonali elmozduldsat
a kocsit hordozé két szélesperemti, érdes és egymassal szilardul Gssze-
kotott hengerkereke biztositja.

A 7. dbra egy vonalzés kocsivezérlési linedris feliilet-
planimeter vazlatat, valamint a V és P pont elmozduldsanak
differencialjait abrazolja.

Szemléljiikk el6szor a V' pont ds mentén valé V — 1V’ elmozdu-
lasit. Ez az elmozdulds felbonthaté 1. a K karnak dx eltoldsara
(az eltolas alatt a karnak az x-tengellyel bezdrt a szége nem valtozik),
2. egy olyan dx, eltoldsra, amelynek nagysagat ugy vélasszuk meg,
hogy K vezetett pontja, 3. a Z (x + dx + dx,) pont koriil de-val
val¢ elforgatassal ds-nek V' végpontjaba jusson. Ezalatt az elforgatds
alatt a V vezetett pont az Ilde, P pedig a pde differencidlt irja le.
Eszerint

V-V =dx + dx, + ldo.

Az IK P érintési pontjanak megfelel6 elmozduldsa (a gordiilési 1t
differencidljai)

P—+P =dx+dn+pda,

s igy az IK gordiilése P — P’ mentén dh,, = dh + dhy, + dh,, ahol
dh = dx sin o, dhy = dx, sin a, dhy,= —p cos § do = —md .
Mivel dx, = lde sin o, azért a rezultdns differencidlis gordiilés

dh,, =sin adx + 1 sin?adoa —mda.

res

8 A tovabbiakban 4ltalaban a kovetkezé jeloléseket haszndljuk. K jeloli az
integralé kart, amelyhez az IK integrdlo kerék H Kkeret segitségével van erésitve.
K egyik végén helyezkedik el a gérbe mentén val6 vezetésre kiképzett V' vezetett pont,
a masikon az integral6 kart vezérld Z pont, amely kinematikai kényszervezérléssel
meghatarozott gérbe mentén mozog. VZ parhuzamos az IK ¢ tengelyéhez, s mindkett6
minden helyzetben pirhuzamos az alapsikkal. | 7Z | = I, | ZP | = p, ahol P az IK-nek

az alapsikkal val6 érintéspontjat jeloli. Zp-nek a ZV-re valé parhuzamos vetiilete m,
m

n
a Zv-re val6 meréleges vetiilete pedig #, tehat tg 8 = — = cos & = )

P S —
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Ha V-t a gorbe mentén P'-t6l P"-ig vezetjuk, a gordilés
p” p
2 h = kA U= dhm =

F’
Isinadx +

pr
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Ha a kezdeti A pont ordinataja egyenl6 a B végpont ordinatajaval,
akkor <A = as lévén a két utolsd tag, mint azonos alsé és fels6 hatar
értékkilonbsége, kiesik és igy

kU =kKkAU=isinadx—~ iy () dx mivel sin x = V*

A A U leolvasasi kiillénbség tehat aranyos a gorbe, az "-tengely és
az A és fi pontokhoz tartoz6 ordinata altal hatarolt terilettel. A ki

aranyossagi tényez6t egy ismert feliilet (négyzet, korlap) planimetra-
lasaval hatarozzuk meg.

Ha az IK t tengelye az ~-tengellyel fi —fi (8) szOget alkot,
akkor, amikor az integrald kar a szbget, ugy kénnyen belathato, hogy

4 ... k A U—(sin fi (a) dx

egyenlet érvényes.9 Ez az egyszer(i elv az alapja a lineéaris nyo-
maté k-planimetereknek.

s Azokban az esetekben, amelyekben az elmozduldsok felbontasa az elébbivel
azonos, nem tlntetem fel az dsszes Utelemeket és a hozzajok tartozd gordilési differen-
cidlokat, csupan a lényeges gordulési differencialt adom meg, mert az el6bbiek alapjan
kdnnyen meghatarozhatjuk azokat, amelyeknek integraljai zart korfutas esetében
Ugyis eltinnek.
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Allitsuk pl. a f = B (a) szogatvitelt a 8. dbran vazolt R és
7 sugaru fogaskerék dttétellel el§,® akkor Rda = rdf, azaz

R
Bla) = —a+B ).

Ha a R/r 4ttételi viszonyt és a ¢ tengely f (o) kezdeti szogét az
alabbiak szerint valasztjuk :

R

= b (0) sin i (a)

T 0 sin «

2 — 7/2 sin (2a—m/2) =2 sin2g—1

3 0 sin 3a =3 sin a—4 sin®a

4 + z/2 sin (4 a + ®/2) = 8 sin*ta — 8 sin?2q + 1

akkor a felsorolt egyszerti trigonometriai dtalakitasok és a 4. egyenlet,
valamint y (x) = [ sin a Osszefliggés segitségével konnyen beldthato,
hogy az egyes integralé kerekek leolvasasi kiilonbsége az y (x) zart
gorbe altal hatdarolt feliilet nyomatékintegraljaival a kovetkez6 egyen-
letek szerint fejezhetS ki:

k, A Ulz%g;y(x)dx= ;j‘fdxdy

i
ky A ngﬁg)yz(x)dxzia) \ydxdy

3 ) relitbed
k, A U:==7f1)y dx——g)y dedy 7 Jyzd,x dy
e Al — 149)31 dr——g)y dx_fJJ y3dxdy—~ U y dx dy.

Ebbo6l a nyomatékok (a leolvasasi kiilonbségekkel) kifejezve a kovet-
kez6 egyenleteket szolgaltatjak :

B = My ,_ffdxdy_lklacl_mo

| Se= M=)y ay="F a0, b4,

ﬂ 2dxdy——(k1A Ul—-—A U ) e AU~ ¢, AU,

e

=l e
M

o A %
> "fU yrdvdy=_ (k4 U2 AU,) =d_AU —a,AU,.

A

10 A Awmscer; fogaskerékattétellel és az IK gombon valé precizids gordltesevel
G. Coradi; Csuszosvezerlesﬁ csuklés attétellel : 4. O#t.

5
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Ha a moiszer Z pontjanak Utjaként az y-tengelyt valasztjuk, akkor
az eléhbi , f nyomatékok helyett nyilvanvaléan az M.,0nyomaté-
kok értékét nyerjik. Egy ponton &tmend i  k + | kulénbozd irdnyu
tengelyekre vonatkoztatott M0, {+t nyomatékok meghatarozasa utan
nyomatékok értékeit szamitassal szintén
kénnyen meghatarozhatjuk. Megemlitendd, hogy mig az els6 két
nyomaték aranyossagi tényezG6je egy ismert nyomatéku felilet plani-
metraldsa Gtjan adddik, addig a két utols6 nyomaték planimeter-
egyenlete két aranyossagi tényezdt tartalmaz, s igy meghatarozasuk
két ismert nyomatékl feliilet planimetralasaval kell megt6rténjen.
Tekintettel arra, hogy egy mérés egyszeri leolvasasanak értéke
nagy mértékben figg a V pontot vezet6 kéz és szem gyakorlatatol
és a pillanatnyi diszpoziciétol, a hibaforrasok lehet§ csokkentésére a
planimetralds minden esetében tobbszori korfutds leolvaséasainak
(esetleg a kiegyenlit6 szamitas alapjan nyert) kozépértéke veendd.
Meg kell emliteniink még azt a gyakorlatilag sokszor megfigyel-
het6 (és csak Kivételesen helyes) kezelési elvet, amely szerint a plani-
metraland6 gorbérél véletlenul letérd téves vezetést, akaratlagos
ellentett letéréssel igyekszik kiegyenliteni. Ez felszinmeghatarozasnal
helyes. Tényleges nyomatékok planimetralasanal viszont altaldban
hibds eredményekhez vezet, amennyiben a tengelyt6l kilénboz6
tavolsagban elhelyezkedd egybevag6 teriilet nyomatékai kiilénbdzéek.
A lineéris nyomatékplanimeterek alapelve az a szég tébbszoro-
sének mivi attétele az IK t tengelyére. Természetes, hogy az IK
tengely irdnydnak ezen vezérlését a fogaskerekekkel megvalésitott
szogatvitel helyett mas kinematikai vezérléssel is megoldhatjuk.
A 9. adbra szemlélteti pl. A. Ott egyesitett és gyakorlatilag jol

bevalt g y2dx, gy dx, ) Fy dx hatvanyplanimeterének elvét

A parhuzamos vezérlés kocsijanak ZX 2 tengelypontjain
és VZ ) integralé karok vannak meger8sitve, s ezek egymashoz a
Q csuszbagyazassal kapcsolodnak. Mivel konstruktive |Z1Z221= |Z2)|,
azért a ZX ) haromszdg Z2nél fellépd kiilsé szdge a Zxnél fellépd
a bels6 szognek kétszerese. Ha a V1 pontot a Z1 és Z2 pontokon
atmend” abszcisszatengelyre vonatkoztatott yi (*J gorbén vezetjik,
az IK1integral6 kerék a

statikus nyomatékot méri. (Ekdzben V2 pont egy oly gorbét ir le,
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amelynek ordinétéy'a az *r t6l 12 tavolsagban lév6 ~-tengelyre vonat-
koztatva y2= 2 ~ y\)
n

Ha a V2 ponttal az x2 abszcisszdra vonatkoztatott y2(Q@
gorbét kovetjuk, akkor az 1K2a

k2A U2= —o cos2adx2= —}29 (h—"2(2)) dx2 1*2] Y2ty dxt

fellletet méri, mivel, mint az a 9. abrabo6l kdnnyen leolvashato,

12— v2#2 = 12 cos 2 a. Az /iCj integralé kerék viszont a

. . |l —cos2a
ZiUv=y sinadx2= @ dxo = i= C 12 (e2yno2

integréal értékét hatirozza meg.

Fels6bbrendld nyomatékok planimetraldsakor az eddig ismer-
tetett planimeterek k6z0s hibaja az, hogy a keresett eredményt az
5. egyenletekkel két vagy tébb (hibds) megfigyelési eredménybdl,
t. i. a leolvasasi kiilonbségekbdl kell kiszdmitanunk. A mérési techni-
kaban (a hibaatoroklés miatt) lehet6leg elkerilink oly mliszereket,
melyei® nem szolgaltatjdk kozvetlenll a keresett értékeket, hanem
kozvetve csak oly értékeket adnak meg, amelyekbél a keresett érték
tovabbi szamitassal hatdrozandé meg. Ezt a nehézséget és a precizids

3
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kivitelben koltséges fogaskerékattételt A. Ott egy igen egyszeri otlet-
tel kiiszo6boli ki (io. abra). A Z koril forgd K integrald kar egy (arajz-
ban sraffozott) kulisszaval van egybekdtve. E kulisszanak meghata-
rozott alakban kivagott C csatornajaba a Zx kéril forgo és az integrald
kereket hordozd K xkar Q cstszoszege nyulik be. | ZfiQ\ = b, | ZZ11= a
K-nek dx elmozdulédsakor az IK gordilése dh —dx .sin fi. Ha a
C csatornat sin fi —f (sin a) egyenlet szerint készitjik el, akkor az IK

kAU = @/ (sin @y dx = @f ~ j dx

integral értékét fogja mérni. A C egyenlete a kulisszaval kapcsolt
£,r} koordinatarendszerben C= a cos a— b sin (fi— a),
= asin a+ bcos (3—a), ahol fi = arcsin / (sin a).

Ez a Kkivitel tudtommal jelenleg a legaltalanosabb planimeter
szerkesztésének elvi lehet6ségéet adja meg, hiszen minden olyan / fugg-
matikailag egyértelm( és az elmozdulasok folyaman nem idéz el
kinematikai ©nzarolast. Konstruktiv kivitelben is teljesen kifogas-
talan az ez alapon szerkesztett a. OTT-féle négytarcsds nyomaték-
planimeter, valamint a mar ismertetett gydkplanimeter.

Az 0. n. preciziés planimeterek a leolvasas pontossagat a gor-
dilési at mivi sokszorositasaval novelik. Ezeknél az 1K a miszerhez
tartozd tarcsan, vagy gombfelileten gordil. Ezzel (a technikai kivitel
lehet6ségein belil) kikiszobdlik az alapsik egyenletlenségébdl szar-
mazo hibakat, megmarad azonban az IK gordiilésmentes csiszésa-
kor fellép6 aranylag nagy szoros lehet6sége. Ha az 1K helyett gdmbdon
csUszasmentesen gordilé hengert veszink integralé mechanizmus-
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ként, akkor ez utébbi hibaforrds is gyakorlatilag kikiszébolhet6.
A tdrcséds gordiulé planimeter egy hengerkerekes kocsi-
bol all (11. abra), amelyen a VZP integralé kar a Z fligg6leges tengely
kéril elfordulhat. Az /A' a kocsi 0 pontjaban fuggdleges tengely
korul agyazott T tarcsan nyugszik. E tarcsa az F fogaskerékattétellel
kapcsolddik a hengerkerekek tengelyéhez, Ggyhogy a kocsi dx elmoz-
duldsa a tarcsa aranyos vdx
— dp elforduldsat idézi el6.

A V pont dx elmozdulasa
tehat az IK P érintési pont-
janak 10P I d(p relativ elmoz-
duldsat eredményezi, amely-
hez dh = sin>p |1 OP |dyp gor-
dilés tartozik. A ZOP ha-
romszdgbdl

IOP | sin yp= 1Z0O1lsin a
—asin a tehat kA U=

pasinad o= & yy ) dx.

Ha a sik tarcsat egy goémb-
felllettel, s az integralé ke-
reket e gombfeliiletet érintd
hengerrel helyettesitjik, ak-
kor ez a planimeter az IK
gérdilésmentes cslszasanak
hibajat is kikiszéboli, ameny-
nyiben ez az integralémecha-
nizmus minden mozgéasalla-
potban cslszasmentesgordi-
Iést végez.

llyen pl. a henger-
kerekes gombplanimeter (12 &bra), amely egy hen-
gerkerekes vezérlésli kocsibol all, melyen a G gémbsiiveg az AJA1l
vizszintes tengely mentén van 4gyazva. Az AIA1l tengely az F
fogaskerékattétellel kapcsolodik a henger kerekek vele parhuzamos
AA tengelyéhez. A gombsiivegnek az AI1A1 tengely koril valé djp
szbgelmozdulasa tehat aradnyos a kocsi, s igy a V vezetett pont dx
elmozdulasaval.

A Z pontban agyazott K integralé karral egy H keret van egybe-
kotve amelyen a ZV-vel parhuzamos tengely mentén &gyazva helyez-
kedik el az IH integral6 henger. Ennek szdgelmozdulasat egy D dob
beosztdsa és egy noniusz regisztralja. Az IH integral6 henger és a
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G gémbfelilet a gémbfelllet vizszintes fé6korének P pontjdban érinti
egymast, a H keret cslszés agyazasa és az R rugok segitségével.
A V pont dx elmozdulasanal G vdx = d szdggel fordul el, a P pont-
nak az AIA1 tengelyre vonatkoztatott relativ elfordulasa tehat
Rgsin ad(p. Ha az IH atmér6je 2r, akkor az IH G-nek ezen elmoz-

duldsakor o szoggel fordul el, vagyis RO sin adcp — rdp.  Ebbdl
kovetkezik, hogy

R, oOVr

KA U= Yysin adx — 2V 0y

Ugyanezen az elven alapszik Coradi preciziés nyomatékplanimetere.
Ez a kivitel azonban integral6 henger helyett a gémbot érintd integralo
kerekeket hasznal.

4. Az altalanos planimeteregyenlet. Az altalanos planimeterek
a Z vezérl6 pontot mozgasa kozben egy meghatarozott z2— Lelp
palyan tartjak, mikdzben a V vezetett ponttal a megadott és integra-
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landé 2z, = z, +1e® palydt kovetjiik. (13. 4bra) L és I a pélus-
kar, ill. az integralo kar (valtozd) hosszdt, ¢, e karoknak az x-ten-
gellyel bezart szogét jeléli. Ha @ = o, [l alland6 és L valtoz6,akkor a
mdr tdrgyalt linedris planimetereket nyerjilk. Ha L és / allando és ¢
valtozo, akkor Z az . n. péluskérén mozog (e kor kézéppontjit ne-
vezzik a polusnak), s planimeteriinket polaris planimeternek hivjuk.
Ha z, gérbe pontta zsugorodik és / valtozd, akkor a radié4lis plani-
meterek hatdresetét nyerjiik.

Az dltalanos esetben az integralé kar Z és V pontja kinematikai-

lag kapcsolja a z; és z, gorbét. Ebben az esetben az integrdlé kar
elmozdulasaval fellép6 elmozdulasi és gordiilési differencidlok cél-
szerti felbontdsa altaldban komplikaltabb az elébb ismertetetteknél.
Célszertibb emiatt az altaldnos planimeteregyenletet mds tton, t. i.
a kinematikailag kapcsolt z, és z, gorbék szektorfeliiletei kozott fenn-
all6 osszefiiggésbol levezetni.

~ Ha V-t a megadott z; gorbe mentén V’-t6l V''-ig vezetjik
(13. abra), akkor Z a pélusgérbén Z’-t6l Z"-ig tolédik el. Jelolje F,
az OV'V"”, F, az 0Z'Z" szektorfeliiletet. A LEIBNIz-féle szektorképlet:
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komplex alakban F = — Im f zdz, ahol z az integralandé sikgorbe!l
komplex egyenletét jeloli. Eszerint, mivel

dzy =dz, + e dl—ile ®dw, dz; = e ®dL —iLe ®dg,
azért
21021 — 2, A2y = 2, (€7 °dl —ile®dw) + e ®dz, + Idl—il% dw =
= 4lLel =9 (p — @) —iIL [el@—®) | —ilv—0)]dg |
+ Ldlet®@—9) 4 [dLe o= —¢2d o + LdL.

Ha tehat V’-t6] V""-ig integralunk, akkor 2 (F, — F,) |1, =

= —Im| [1La(i@=9)—2i [I1L cos (p—w)dp+ [0 Lal +
+ [ eio—aiar—if lzdw}-

Ha az els6 integrdlt parcidlisan integraljuk, s a fellép6 1j integrdlokat

a harmadik, ill. negyedik integrallal egyesitjiik, akkora 2 (F/; — F,) | o
= ——Im{lLe"(‘”““’) l {/ & fl [ei(m 'm)ie*'i(w~m)]dL s
—2ifIL cos (g — ) dg —i [Rd o)

egyenlet adddik, azaz

VII
2 (Fy— Fy) | 1

3 Ve
S Im{lLe'(“’—“’) | g

v v
=254 4 [sin (g—w)d L+L cos (p—) d(pJ —i de}-
1 T
Mivel dz, = ¢ dL + iLe™®dg = ge' + riei®, azért
ds, sin (§ — w) =7 = sin (p — w) dL + L cos (p — o) d .

Ha az integralé karnak az O pontt6l mért meréleges tévolségét p-vel
jeloljiik, akkor L& + el = — piei®, tehdt Im {L e"(“’—""} —
=Im{—4—ip} =—p.

Ezzel fenti egyenletiink az

441 S
el o _ !
6. . kFr—iFy) |, :%l{: |y + [Lsin(@—w)ds;+— [ P2do
v v’

1 Gombén, vagy tetszbleges gorbiiletii feliileteken hatérolt terilletek meghata-
rozésara is ismeretesek exakt, vagy csak kozelité miikodésii planimeterek.
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alakot 6lti. Ezt az egyenletet nevezziik az altalanos planimeteregyen-
letnek. Ha az integralé kereket ugy helyezziik el a K karon, hogy az
IK-nak az alapsikkal valé P érintési pontja a Z pont vetiiletébe essék
(tehdt P a z, pélusgorbén mozogjon), mikézben az IK tengelye K-val
parhuzamos, akkor az IK differencidlis elmozduldsa

dh =sin (9 — w) ds, = kd U

differencialis gordiilést méri.
Ha az IK-et a fentiek szerint helyezziik el és ha L és / allandé
(polaris planimeter), akkor a 6. egyenlet az

Vl’ I VII I I/'II
F,—F, ==/ — (2 LkAU
7 (Fy Z)lV' > PlV’ = = w lV' i
egyenletbe megy at.
f 0
V teljes korfutdsa esetében F, = \ L% 7, aszerint, amint a pélus

a mért feliileten lg;‘l’;lll van, mivel az els6 esetben a péluskar a péluskor

szektorfeliletét kétszer ellentett
teljes korfeliiletét egyszer azonos
F, az integralandé F teriilettel azonos. Ha a pélus F-en beliil helyez-
kedik el, akkor ez természetes, ha a pdlus F-en kiviil fekszik, akkor
a kétszer ellentett elGjellel fellép6 szektorfeliiletek Gsszege épp F. Teljes
korfutas esetében azonkivill p, = p,, o, = ®,, tehdt

' 0 (lkAU
8... F=1%sin (9 —o)ds, + lL T=\IEAU 4+ C

iranyban irja le. Mindkét esetben

Eszerint az allandék meghatdrozasihoz két fiiggetlen planimetrdlds
sziikséges, ha a pélus F-en beliil fekszik, az ellenkezé esetben egy
ismert feliilet planimetralasival kapjuk /& értékét.

Szerkezetileg nehézségeket okozna az IK P érintési pontjanak
7 vetiiletébe valé elhelyezése. Az IK tényleges elhelyezése a K karon
olyan, hogy P (m, n) tavolsigban fekszik a Z ponttél (pl. 7. abra).
A megadott gorbe teljes befutdsa esetében ez az eltolds azonban nem
jatszik szerepet. Ezt a 14. abrdbol konnyen leolvashatjuk. C, jeloli
a polusgorbét, C, az integralandé gorbét. Legyen VV' a C, gorbén
V differencialis elmozduldsa. Ennek a poélusgérbén ZZ' elmozdulds
felel meg. Ez utébbit felbonthatjuk Ez —dh +71§ elmozduldsokra,
s ezzel az integralé kar elmozdulasat a T W 7 Ve 2V
2’—1/2»-2—’17’ elmozduldsokra, amelyeknek az /K

dh, o, dh, = (COZ 6dw) cos 9 gordiilései felelnek meg. Az (m, n)-el eltolt
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IK-nak ZV  Z'V'-hez tartozd rezultans gordilése tehét
dhes = kdU = dh -0+ mdco —sin (# —ads2 mdea.

V teljes korfutdsa esetében a masodik tag integralja kiesik, s Gjbél
az elébbi egyszer( planimeteregyenletet nyerjik.

Lényegesen fontos és a polaris planimeterek elterjedéséhez nagy-
ban hozzajarult az a (jelenleg) gyakorlatilag igen ritkan kihasznalt
tény, hogy ezekkel a planimeterekkel az 0. n. kompenzacios kivitel-

ben az IK tengelyének

K-hoz viszonyitott esetle-

ges ferdeségébdl (tehat a

gyéari bedllitas kis haté-

rokon beldl szinte elkerul-

hetetlen hibajabol) szar-

mazd hibas értékadatok-

nak igen egyszer(i hiba-

WUJ kompenzacidja lehetséges.

A kompenzaci6s planime-

tert a polusrogzités val-

toztatdsa nélkil lehet a

polus és a planimetralés

A kezdeti pontjat dssze-

kotd egyeneshez ennek

mindkét oldaldn szimmet-

rikusan felallitani (i. abra),

s vagy az egyik, vagy a

masik kezdeti helyzeth6l

kiindulva  planimetralni.

14. abra. Az els6 beéllitasnal (apla-

nimeter pl. OA egyenes

«bal» oldalan fekszik) az 1K tengelyének a K karral bezart szog-

ferdesége + e, a masik beéllitasnal (a planimeter az OA egyenes

«jobb» oldalan fekszik) e tengelyferdeség — e. E két kezdeti helyzetbdl

kiindul6 két planimetralas kozépértékér6l konnyl kimutatni, hogy

a hibatlan (tehat tengelyferdeség nélkili) leolvasasi értékt6l e-nek

csak négyzetes és magasabbrend(i tagjaival aranyosan kiilonbozik,

mig az egyes leolvasasok hibaja £-nek els§ hatvanyaval aranyos.

Annak ellenére, hogy e kicsiny, e els6 hatvanya még befolyasolhatja

a mérési eredményt, a méasodik hatvany altaldban mar nem. A két

szimmetrikus beallitasra vonatkozé mérés kozépértéke tehat gyakor-
latilag a gyéri bedllitas ezen hib4jatdl mentes.

A koz6nséges polaris planimeterrel szemben kb. tizszeres pontos-
sdgl az 0. n. tarcsas polaris planimeter. Ennek Kivitele
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természetszertileg kissé komplikaltabb (15. dbra). A rogzitett O polus
koriil forog az OZ péluskar ¢s ehhez a Z pontban fiiggéleges dgyazas-
sal kapcsolédik a VZP integrdlé kar. Az IK a T tarcsin nyugszik,
e tarcsa viszont a poluskaron megerdsitett Q fiiggdleges tengely koriil
forog. A T tarcsiaval szildrdul van egybekétve az 7 sugard érdes
peremii kerék, amely a polusalaphoz rogzitett R sugaru kerék szin-
tén érdes peremével surlddds altal csuszdsmentesen kapcsolodik.
Eszerint OZ df szogelmozduldsinak a 1 tarcsa Q kozéppont korili
dy relativ szogelmozduldsa felel meg és Rdf — rdy. Z pont palydja
az L sugard pdluskor, amelynek iveleme ds, = Ldfi. Ha V az integ-

raland6 C; gorbén V'V’ elmozduldsnak lesz aldvetve, akkor ez az

elmozdulas felbonthaté 1. V'V, elmozduldsra, amelyben az OZV rend-
szer mint szildrd egész fordul el O koriil, és 2. V;V' elmozduldsra,
amelyben OZ’ marad nyugalomban és Z'Vy Z' korill da széggel
fordul at a Z'V" helyzetbe. E médsodik elmozduldskor az IK gordiilése
nulla, mivel P palydja a K, sikra merdleges. Az els6 elmozdulaskor
viszont az IK gordiilése

R d.R
dh = P cos ¢dy=dy.d=d.—rdﬁ= TL—ds,.

R .
Mivel d = [L——(R - r)] sin a, azért dh = R (L —R — r) sina ds,.

Tekintettel arra, hogy ¥ — o = m — a, azért sin a = sin (§ — w),

~
azaz dh = kdU = - I.% (L — R — 7) sin () — o) ds,, tehat teljes kor-
7
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. ) riL

futds esetében F = F2+ kR (L—R—n AU = Fz+ KAU.
(Fj szerepe ugyanaz, mint a k&zonséges polaris planimetereknél.)

A 7. planimeteregyenletb8l kénnyen szdrmaztathat6 az integrald
kerék nélkil mikéd6 PRiTZ-féle planimeter. Ez gyakor-
latilag alig ér el 2 ...4% pontossagot, s emiatt inkabb csak elvileg
érdekes. E planimeter csak az integralé karbdl all (16. abra), amely-
nek Z pontjaban egy éles perem(i nehéz kerék (gy van meger@sitve,
hogy a kerék sikja az alapsikra merdleges és a ZV egyenesbe esik.
A P pont tehat csakis ZV irdanyaban mozdulhat el, P a E-vel kéril-
futott C1 gorbéhez és | vonszol6 tavolsaghoz tartoz6 C2 vonszolé gor-
bét irja le. Ha a korfutas kezdeti A pontjat koordinatarendszeriink

16. abra.

kezd@pontjanak véalasszuk, akkor teljes korfutds utan pA=pB=o.
Mivel a C2 polusgérbe érintéinek iranya minden helyzetben meg-
egyezik az integralé kar iranyaval, vagyis F= o, azért (L 7. és
8. egyenlety F1 — F2 F \ | ® \B ahol Fx a kérilfutott
gorbével, F2 a polusgorbével (t. i. Cl vonszologorbéjével) ha-
tarolt tartomany teriletét jelent. I, toA 4= 2B értékeit a kez-
deti és végallapot megjeldlésével konnyen meghatarozhatjuk. Eddig
a pontig planimeteriink mikoddési egyenlet pontos, sajnos, azon-
ban a meghatarozand6 teriiletet a vonszold gorbével hatarolt szektor-
nak szintén ismeretlen tertletével helyettesiti. C. # vng¢ kimutatta,
hogy ha a korfutas kezdeti A pontja a planimetralando felilet S suly-
pontjaval megegyezik és ha két, egymassal i80°-kal elforgatott kez-
deti bedllitas mérésével meghatarozott Aw értékekbél képezzik a
kozépértéket, akkor nagy | értékekre F2 megkozelitbleg 1Aa>, tehat
F 21A0). Ez a megkozelités r/l kb. harmadik hatvanyaval aranyos,
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ahol » az F-et hatdrolé gorbe S-t6l szémitott rddiuszvektorainak egy
koézépértékét jelenti. Ennek ellenére l-hez viszonyitottan igen kis
atmérdjii felilletek mérése sem adhat kielégitéen pontos eredménye-
ket, mivel ebben az esetben a lemérend6 Aw lesz igen Kicsiny, s ezzel
a mérés relativ hibdja igen nagy. Pontos felilletmeghatdrozas gya-
korlati miiszeréiil e planimeter nem alkalmas, viszont ugy latszik,
hogy kozonséges differencialegyenletek gyakorlati megolddsira cél-
szeri segédmiiszernek bizonyul.1?

Miel6tt a planimeterek tovabbi targyalasat folytatnék, szeretnék
megemliteni egy gyakorlatilag igen elterjedt segédmiiszert, az . n.
MADER—OTT-féle harmonikussamallizatort, Ez a
miiszer tulajdonképpen nem tartozik a planimeterek kozé, csupin
feliiletplanimeter elé csatolt segédmiiszer. Célja, hogy egy mechanikai-
lag vezérelt P, mozg6 ponttal a planimeter V' pontjit dgy vezesse,
hogy az az

2

0

értékét mérje, ha az analizdtor V, vezetett pontjaval az y (x) gorbe
p periédusat koriilfutjuk. A MADER—OTT-analizdtor e célt gy éri el,
hogy az y (x) gérbét miivileg olyan y (&) zart gorbévé transzformélja,
amelynek felszine ardnyos a F ourier egyiitthatokkal.

E miiszer harom lényeges alkatrészbdl all (17. dbra) :

1. A rajzban sraffozott kocsibdl, amely az RR vonalzés vezérlés-
sel az xy-koordindtarendszer ordindtdinak iranyaban mozoghat.
Az RR vezet6 vonalzot ugy kell bedllitani, hogy a kocsi Z pontja az
analizdlandé gorbe periodusat felez6 ordindtaegyenesen mozogjon.

2. A Z pont koril (fiiggbleges tengelybe d4gyazva) forog a
QZK kar. Ennek Q cstszészege benyulik a kocsin 4, B csapagyakkal
agyazott FF fogasrid U kulisszdjdba. A fogasrudat tehit a KZ(Q
kar elforgatdsdval a kocsin (az y-tengellyel szintén parhuzamosan)
eltolhatjuk. A fogasrid maximalis eltoldsi dtja /. Ezt az 4 és B dgya-
zasba 1itk6z6 U kulissza biztositja. A K karon a V, vezetett pontot
tetsz6leges helyzetben rogzithetjiik. V-t tgy kell bedllitani, hogy
ha a fogasrud legfelsé helyzetében 4ll (U iitkozik A-val), akkor V, az
x-tengelyen a periodus kezdépontjdval Gsszeessék. Természetes, hogy
ha a fogasrudat (Z pont eltoldsa nélkiil) a K kar elforgatdsdval leg-
alsé helyzetébe toljuk el (U titkozik B-vel), akkor V -nak az X-ten-
gelyen a periodus végpontjaba kell esnie. Ekézben az elforgatds koz-
beny, a V,V'p «lapkérts irja le.

12 Vigroris, Ztsch. f. angw. Math. u. Mech. 15. kotet (1935), 238. lap.
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Va ezen beéllitasa miatt a konstruktiv kivitel hatarain beldl
a miuszer tetsz6leges periddusra allithatdé be, s FF minden egyes
esetben azonos | utat tesz meg.

3. Az FF fogasrudba kapcsolodik a kocsin O tengellyel meg-
er@sitett r sugard FK fogaskerék, r Ggy van meghatarozva, hogy

az | aton n teljes kdrforgast végezzen, tehat r = * Az FK fogas-

kereken, a kdzépponttdl R tavolsagban van a Papont, mely a transz-
formait gorbét irja le.
Helyes bedllitds utdn a kezdeti helyzetben tehat Z koordinatéi

", , 0 koordinatai (— p\>h + ft). Jelolje az XOPaszoget qés a
kezdeti helyzet szogét (g,
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Hatarozzuk most meg P, 1tjat, ha V,-val az analizdlandé gor-
b t kovetjiikk. Mivel V, és P, kozott a kinematikai kapcsolas egy-
értelmfi, azért, ha V-t a kezd6pontbél kiilsnboz8 utakon vezetjik
a gorbén fekvé P pontba, P, uitja is més és mas lesz, e kiilonbozé
utak végpontjai azonban V, = P esetében azonosak. Eszerint P, hely-
zetét, ha V.t O-t6l P-ig vezetjik, a kovetkezd specidlis 1t
segitségével hatdrozhatjuk meg: 1. V, - V' (Z nyugalomban marad,
QZK elfordul Q'ZV"’ helyzetbe, V,az alapkorén mozog) és2. V, = V'~ P
(a Q'ZV' kar szogvéltozds nélkiil pdrhuzamosan tolédik el az ordinata-
iranyban g (x, ) + v (x)-el.) Ha V_,-nak az alapkdr p 1tjan a fogas

27

kerék 2amn-el fordul el, akkor a V'-ig terjed6 x dton xszoggel, azaz

2nn

p

x + ¢,. Eszerint P, helyzete a V,— V' — P elmozdulds utdn

q):

Syoy=—P 1T Rcos g
Ny =7+ 1+ 8 p) +y(*) +R sin ¢
Ha V,-val az x-tengely mentén haladunk végig az (», o) pontig,
P, dtjanak végpontja
Eyy = — D1+ R cos p
oy =M + 9, + & p) + R sin ¢

A gorbe, az x-tengely és a teljes periédushoz tartozé két ordindta
altal hatarolt tartomany a

27tn
ﬁum = Holo):— Y (x): 5 = _ﬁl + R cos (\7~ x ..+_ ‘p0>
tartomanyba transzformalodik. Ennek teriilete
P 4
/s ; -
F = | (gym— Nox)) A€ = (—; ) v (%) sm(

X 0 0

27N

x4+ (p,,) dx) inR

Hia . — {Z/a, akkor Fo'xh — @t R{Z A P, ponttdl veze-
tett planimeter tehat a Fourier egyiitthatokkal ardnyos teri-
letet mér. Megemlitends, hogy a gyakorlati kivitel 2:5...72 cm
periodushosszisagu fiiggvények 25 koeffiziensének analizdlasat teszik
lehetévé. Tobb fogaskerék, s ugyanannyi planimeter egyidejii alkal-
mazasaval el lehet érni, hogy egy korfutdssal egyszerre 14 egyiitt-

“haté éxgékét tudjuk meghatarozni.

A radialis planimetereknél C, pontta zsugorodik.
Ezt a pontot a poldris koordindtarendszeriink kezd6pontjanak valasz-
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szik. r —r ([0 az adott integrdlandd gorbe. A legéltaldnosabb eset-
ben, midén planimeteriinkkel a kAU = g)/ (r (¥ & integralt

hatarozzuk meg (a tobbi gyakorlatilag fontos eset ebbdl kdnnyen
szarmaztathatd), az integral6 kar Z pontjat, amely az alapsikhoz
rogzitett 0 kezdd@ponttal egybeesik egy meghatarozott C gérbe men-
tén (bemart csatorna, vagy kulissza altal) vezetjik, mikdzben V az
r (¥ gorbét irja le. Ha az altalanos planimeteregyenletet akarnank
alkalmazni, akkor a P pontnak e kényszervezérlés altal meghataro-
zott palyajat és a 6. egyenletben fellépd tdbbi adatokat kellene ki-
szamitanunk.

Az IK gordilését ebben az esetben is sokkal kénnyebben hata-

rozhatjuk meg az elmozdulasi differencidlok szemlélete alapjan.
A 18a abran A. Ot kivitelében lathatd a sablonnak kiképzett integ-
ral6 kar, ennek C kivagasaba nyulik be az 0 kezd6pontnak az alap-
sikhoz rogzitett cslsz6 szege. A V ponttél az 1K P érintési pontja
(m, n) tavolsadgban van. A Kt, T, sikok vetlletével legyen parhuza-
mos a sablonnal &sszekotott £, rj derékszogl koordinatarendszer.
Ebben a rendszerben £= £(r), j — 1) (1) a C csatorna kdzépvonala-
nak egyenlete. Ezeket a

9... £E=g+m, £2Frj2=1r2
egyenletekb6l hatarozhatjuk meg, foltéve, hogy g mint r fliggvény

e ismeretes. AV vezetett pontnak az r ¢ gdrbe mentén valé v -> v’
elmozdulasat a | VV1| = rdy és | VX/' \ = “elmozduldsokra bontjuk
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fefl.’A .V—>V_1 elmozdulds a K /integrdlé karnak O pont kériili elfordu-
lasat jelentiezalatt P ttja | OP | dp az IK gordiilése pedig

@hy = | OP [ dg cos & — odg. )

A V=T el mozduldst felbonthatjuk két virtudlis elmozdulas
Osszegére : I. a VZ irdnnyal parhuzamos dr nagysigi V,Z — V'Z'
elmozduldsra, mintha a sablon kivégdsa és a cstisz6 szeg nem gatolnd
az integral6 kart mozgdsiban és 2. V' koriil egy olyan da szoggel
valo V'Z" — V'Z" elfordulisra, amelyet az jellemez, hogy a sablon
kivdgdsa jbol a cstiszd szeggel fedésbe jut. Mivel differencidlis el-
mozduldsokrél van sz6, a C gérbe a Z ponthoz tartozé ivelemével
helyettesithet6 (18b. dbra).

Az 1. elmozduldsnil az IK gordiilése dh, — — dr sin @ = — 7.() dr
>

: = tg ¥
a 2.nél dhy, = | V'P | da cos 6 = mda = m w dr. A rezultans

differencialis gordiilés tehat
; t
dh = o (r) dp — "f’)- dr—mi’z_(’) dr

Ennek a zart » (¢) gérbe mentén val6 teljes korfutdsra vonatkozo integ-
rilia kAU = $o( (9)) dp, mivel a regulirisnak feltételezett két
utolsé integral teljes korfutds esetében 7, -tol 7, -ig és 7, -tdl
Ymae1g INtegrdlva nullit eredményez. Az qu (r ((p)) dep meghataro-
zasakor tehat a C csatorndt f = p és a 9. egyenletek szerint kell
kialakitani.l® Megemlitend6 a ¢ = 7 (@) hatdresete, amikor a vezetd
C gorbe a VZ egyenesbe megy 4t. Ez a planimeter az fr(<p) de

értékét méri. Ekkor m = o, § = o, a gordiilés két utolsé komponense
teljes korfutds nélkiil is eltfinik, és a leolvasdsi kiilonbség barmely

@
kezdeti és végpont kézitt az [7 (¢) dp értékét, tehdt a hatdro-
zatlan radialis integralt méri.

5. Integrimeterek. Azokat a planimetereket, amelyek hatdrozat-
lan integrdlokat mérnek, integrimetereknek nevezziik. Sziiksége, hogy
az integrimeterekre érvényes planimeteregyenlet szabad tagjai (tel-
jes korfutds nélkiil is) identikusan eltiinjenek. E feltétel oly kivitellel
valésithaté meg, amelyben az IK K, sikja minden helyzetben mero.
leges azokra az elmozduldsokra, amelyek a kozonséges planimeterek-
nél agsak teljes korfutas esetében eltiing szabad tagokat allitjdk el6.

13 Az Gsszes linearis hatvany- és figgvényplanimeterekkel mérhetd integralok-
hoz a megfelels radialis planimeterek is mind ismeretesek.

4
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Ezt az elvet egyszer(ien valositja meg A oce linearis
alapintegrimetere. Ez egy linearis planimeter az IK oly
célszeri elhelyezésével, hogy F-nek dy mentén vald eltoldsa nem okoz
gordulést, a dx elmozdulas viszont dh = dx .sin a gordulést hoz
létre (19. abra). A miszer elvi kivitele a kovetkez6. A ZV integrald
kar a B csuklopontban kapcsolddik a BZY integrald kereket hor-
dozd koénydkhdz. E csuklorendszer Z és Zx pontjat cslszoszeg vezeti
az RR vonalzd ("-tengelynek megfelel§) csatornajaban. E csuklo-
rendszer a vonalzotdl vezetve F-nek dx elmozdulasakor mint szilard
egész csuszik el az ~-tengely mentén, az IK P érintési pontja eszerint

szintén dx elmozdulast végez, gordiilése tehat dh —dx .sin a. F-nek
dy elmozdulédsakor a csuklérendszer da szdggel 6sszébb csukodik.
Z kozeledik Zx-hez, Zx azonban nyugalomban marad. Eszerint az 1K
a Zx pont korul | ZX¥ \da elfordulast végez. Ez az elfordulads a kerék
sikjara meréleges, tehat nem ad gordilési komponenst. E midiszer

teljes planimeteregyenlete eszerint
X X

kAU sinadx =

A tetsz6leges kezdeti és végpont kozotti hatarozatlan integral értéke
tehat aranyos e két pont kdzott fellép6 leolvasasi kilonbséggel.
Kozelfekv6 az a gondolat, hogy az IK-et hordoz6 Z> kart ne
kossuk @ssze szilardul a BZX karral, hanem ugy szerkessziik meg
a késziiléket, hogy a F pont a Zx pont koéril pl. kulisszak segitségével
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vezesse a Z\P kart, fiiggetleniil a BZ, kartél. A kulissza gorbéjének
megfelel6 valasztdsiaval dltaldnos fiiggvényintegrimeterek szerkeszt-
heték. E gondolat elvileg helyes, gyakorlatilag azonban magasabb
hatvényintegrimeterek esetében kinematikai zaroldsok elkeriilése
végett a Z,P kar szogvaltozasit mind kisebbnek kell venniink, s ez
a mérési eredmény pontossiganak nagyfokd csokkenésével jar. Meg-
adott y (x) filggvény négyzetének, négyzetgyokének vagy reciprok
értékének kozvetlen hatarozatlan integracidjara célszertibb a linearis
alapintegrimeter elé egy segédmiiszert iktatni, amely a megfelels
transzformaciot elvégzi. Az emlitett két els6 esetben ily segédmiiszer
lehet a mar ismertetett OTT-féle hatvanyplanimeter vezérlése.

Az integrimeterekkel Osszefliggben — kiilonoskép a linedris
felilletplanimeterek teljes kihasznaldsahoz — lényeges, hogy min-
den linearis feliiletplanimeter egyszerli korrektira segitségével alap-
integrimeterként is felhaszndlhato.

Szemléljiikk e célb6l még egyszer a linearis feliilletplanimeter
alapegyenletét :

P X . 2
ku| ‘y dx—l—;—(lz—zlm)a|1€,—2-sin 2a|£,E
pl
1 144
= \y(x)dx+w(y(x))1£,
Pl
i y Ve l SRR

ahol v (y) = % (12 — 2im) arcsin-5 —

Eszerint tetszfileges kezdeti és végpont kozott

—y2 mivel sin a = p it

Jy )dx = IRU |3 )|yo.
P
Ha a y (y) korrekturafiiggvény egyszeri helyes meghatdrozdsa utdn!#

1A 4 (y) fiiggvény meghatarozdsakor azonban az a nehézség adédik, hogy
@-ben a planimeter [, k, m ismeretlen konstrukciés adatai is fellépnek, melyeknek értékei
nélkil a planimeterhez tartozo korrekturafiiggvényt nem tudjuk kiszamitani.

Ezeknek az allandéknak az értékeit ismert feliletek planimetrélisa Gtjan nyer-
hetjiik, mégpedig, mivel a planimetralt értékek mindig csak bizonyos széras hibaival
hataggzhatok meg, azért ezeket az allandokat a kiegyenlit6 szamitas elvei alapjan kell
kiszamitanunk.

E szamitas (amelyet egy planimeterre vonatkozolag csak egyszer kell elvégezni)
meglehetdsen bonyolult, s ezért f6bb vonéasaiban vazolom.

Integraljuk az y = tgd (r—a) egyenest a P, (¥ =a, y = 0) ponttdl a

4%
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az lk-xal szorzott leolvasasi kilénbséget e korrekturaval helyesbbit-
juk, akkor az integral tetsz6leges P és Q kozotti értékét nyerjik.
Lineéris planimeterlinket igy integrimeterként is felhasznalhatjuk.

Mig a linearis alapintegrimeter ismertetett kivitele legujabb
keletli, a preciziés tarcséds linedris integrimeter elve
(GONELLA-mechanizmus) tébb mint ioo éves (20. &bra). Ez az integri-
meter egy T tarcsat megfelel6 kocsi, vagy sinvezetés segitségével
az "-tengellyel parhuzamosan és Ugy vezet, hogy a kocsi dx elmoz-

Pi (a + hi, tgfthi) pontig. A Po-t6IPj-ig terjedd teriilet szamértéke f ydx—\h2i2tgfl,
Po
az ehhez tartozé v.-adik mérési sorozatb6l leolvasott érték pedig AUi, x. A harom isme-

retlen alland6 meghatarozasara tehat a kovetkez6 3n egyenlet (x = 1.. .n,i = 1, 2, 3
) . . .
IKAUI,v  Fhotgii2+ & (12— 2im) arcsin/ 1100 ¢} - (hted ;4 3/, Ah b ) 2

all rendelkezésinkre. Jeloljék Ik = a, 12— 2im) = B, " =7 a7 cl6bbi egyenlet

ismeretlenjeit, A Ui,y, h tgli= a és h pedig az ismert értékeket.
Ha most 2Ya = a, 233y2 = JTjelolést vezetjuk be, akkor

a AUix = i2hay + pi aresine

Tekintettel arra, hogy hibas mérési eredményekbdl a harom ismeretlen Ggysem
hatadrozhat6 meg pontosan, el6bb egy megkozelit§ értékrendszert szamitunk ki, s ezt
javitjuk majd a kiegyenlité szamitas elvei alapjan. Ha h-t és tgé'-at ugy vesszuk fel,
hogy nemcsak y, de 3y is joval kisebb az egységnél és ha AUi jeldli az i-edik felllet

1n
mérésekor végzett n leolvasas kozépértékét, vagyis AUI ./2 ] AUiy., akkor az
elébbi egyenletrendszer négyzetes kozelitéssel az o

a0AUi = i2kaYo+ ffi9 — a2 + @ tav2 (i — 1, 2, 3)
egyenletrendszerbe megy at. Ennek megoldasa
Yo= — ~ Pi, 6« = 2h2 pB= a2+ -i a0q3,
ahol
Pi=4n"> 3AUl- 3AL\ + AUS
3w
gt = sAUl —4AU2+ AUt 3= isJUl — gAU2+ *AUL.
Ha a 3n mérés felhasznalasaval kiegyenlitett gyokértékek
a = «0+ -r¢, P'’="P + Tp. Y= Yo+ tY,
akkor ezeket a korrekturakat az
- ... .D . . arcsin (yo i) ( aSi\
a. AUtit+ Bt (p., Yo) = - AUiyXa + —————2x(0~ r7{ zy, ) fo, yo
egyenletrendszerbél, ahol
Bi (p0,Yo) = — li2hayo + PO ------mmmmommmoomeooan a» jll—vyjt-d

a GAuss-féle kiegyenlités normalegyenletei segitségével hatarozhatjuk meg. Miutan az
allandokat ilymdédon kiszamitottuk, a (y) korrekturafiiggvényt mint «m(szeralland6t»
tabellaris, vagy grafikus Gton rogzitjuk.



A GYAKORLATI MATEMATIKA INTEGRALO MUSZEREIROL 53

duldsédnak a tarcsa dy = vdx elforduldsa feleljen meg. A tarcsan
cslszlsvezérlési H keretben agyazva nyugszik az IK, tengelye a
tarcsa 0 csapagykozéppontjan megy at és mer6leges az “-irdnyra.
A tengelynek V végpontjat vezetjik (elvileg) a megadott gérbe men-
tén. Az IK gordulése dy elmozdulaskor nulla, dx elmozdulaskor
dh = I0OP)dy = y (x) vdx, azaz
X
kAU = V] y (X) dx

6. Az altalanos integralé mdszer elve és az integraf. Ujabban
az elébbi integralé berendezés (amely az er6k inverz bevezetésével
pifferencialast végez) kozonséges differencidlegyenletek és az infini-
tezimalis szamitds mas feladatainak mivi megoldasara szerkesztett
gépekls alapelemévé valt, miutan sikerllt olyan er8sit6 berendezé-
seket szerkeszteni, amelyek az IK-re hatd igen kicsiny forgaté nyo-
matékot rezgés- és torzitdsmentesen annyira meg tudjak erdsiteni,
hogy az I K a goérdiilésével kapcsolt miveket kinematikailag iranyitani
képes. Ezeknek a nyomatékerGsit6 és rezgéscsillapitd egysegeknek
még vazlatos targyalasa is tlhaladja ennek a dolgozatnak a keretét.
Emiatt csak arra szoritkozunk, hogy egy egyszer( integralé gép elvi

15 Pl. a névleg olyan kozismert «céliranyzé késziilékek» egy részének differen-
cialast elvégz6 hajtémdave.
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kapcsolasan ismertessiik a gyakorlati matematika ezen gazdag teri-
leteket megnyitd meggondolasainak alapjat.

Az Altalanos szorzati integraf elvét akarjuk a kovetkez6kben
ismertetni. A gép grafikusan megadott u (x) és v (x) fliggvényekbdl az

X
£ () = lu (x)v (x)dx
integralgorbéjét hatarozza meg (21. abra).

E géphez legel6szor is harom . n. asztal szikséges (azaz ki-
feszitett rajzlappal boritott és a sikjaba felvett ~-tengely iranyéban
parhuzamosan mozgathaté hdrom rajztabla).16 A két megadott fiigg-
vénynek a gépbe vald bevezetésére szolgalnak az G. n. Au és Av
«add» asztalok, amelyekre az u és v fuggvényeket felrajzoltuk. Az /#

*» Az «asztal» fogalman természetesen hengereket is érthetiink, amelyre a gor-
béket tartalmazé rajzlapokat réafeszitjik. A dx eltolas ekkor a hengerek dx elforgatasa-
val értelmezendé.
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eredmény felvevésére szolgdl az Ay «evon asztal. E harom asztal
(pl. elektromotoros meghajtdssal) a hirom x-tengely mentén azonos
dx eltoldst végez. Az eltolds kozben az add asztalok u (x) és v (x)
gorbéit a miiszer V,, és V), vezetett pontjaival kell kivetniink. V. 3Gy
GONELLA-mechanizmus integral6 kerekének eltolasat iranyitja. Ennek
T, tarcsdja ardnyosan forog«az asztalok elmozduldsdval, tehit dy, —
=vdx. A (; mechanizmus egység sugari /K, integralé kerekének

gordiilése eszerint dh, = (0,P,) dy, = vu (x) dx. E gordiilést (szog-
elmozduldst) az A és B tengely, a W, és W, nyomatékerésits, rezgés-
csillapité és attétel segitségével bevezetjilkk a G, GONELLA-mechaniz-
mus T, tarcsdjaba. T, szogelforduldsa tehat dy,=dh, = v« (x) dx.
A v (x) gorbe mentén vezetett V, vezetett pont a G, mechanizmus
egység sugari /K, integrdlé kerekét vezeti. Ennek gordiilése (szog-
elforduldsa) eszerint dhy = ( 0,P,) d v, = v (x) dhy = v u (x) v (x) dx.
E szogelfordulast a C tengely, W, nyomatékerdsitén és rezgéscsilla-
pitén at vezeti az M mozgasatalakitoba, amely a dh, elforduldsi
szoget (pl. csigakerék és fogasrudas dttétellel) ezzel a szdggel aranyos
hosszusagga (dh, = odf) alakitja at. Ezzel a késziilékkel kapcsolt
R ir6n az A, vevGasztalon a odf = v u (v) v (x) dx egyenlet szerint

X
v 2 b LR
mozdul el, tehit az irén az f (x) = —;ju (%) v (v) dx integralgorbét

rajzolja fel.

A G-mechanizmus, nyomatékerdsits és rezgéscsillapitd, valamint
osszeadd és szorzé hajtémiivek segitségével legalabb » adé asztal,
n G mechanizmus és egy vevl asztal célszeri kapcsoldsaval n-ed
rendti kozonséges differencidlegyenletek miivi integraci6jat is meg
lehet oldani. Ezzel a kérdéssel azonban itt annal kevésbbé foglal-
kozunk, mert a technikai kivitel nagy nehézségeinek részletes ismer-
tetése nélkiil az elvi kapcsoldsok relativ egyszeriisége az olvasénak
hamis képet adhatna e gépekr6l.*?

Differencialegyenletek miivi megolddsara irdnyuld régebbi kisér-
letek egész mas elvi alapokbol indultak ki, t. i. az élesperemii kerék
konstruktiv egységébdl. Ezen elv csakis a hatdrozatlan integral fel-

Y . e
rajzoldsira szolgalé (tehdt a legegyszeriibb Y e (x) differencial-
egyenletet megoldo) gyakorlatilag sokoldalian bevdlt ABDAN K
ABAkKaANOwIcz-féle integrdafban terjedt el (G. CorADI,
NSO
17 Kiilonboz6 (legfeljebb mésodrendii) feladatok elvégzésére szolgilé kapesoldsi

sémaik\t:’\rgyalésa megtalalhaté : MEvErR zur CAPELLEN : Das Reibradgetriebe als Integra-

tor c. kitliné osszefoglalasiban. Ztsch. f. Instr.-Kunde. (1943, 7. fiizet, 241. oldal.)
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Ennek a miszernek m(ikodési elve nagyon egyszerli. Az RR
hengerkerekektdl egyenesvonalon vezérelt A alapkocsi Z pontja az
~-tengely mentén mozog (22. dbra). Az alapkocsinak S, és Sf csator-
naja az y-irannyal parhuzamosan vezérli a kv és kf adé és vev6 kocsi-
kat. Az ad6 kocsi vezetd karjanak V végpontjat az integralandd
y () gorbe mentén vezetjik végig. A vezet6 kar Q (fuggbleges) ten-
gelyében &gyazva fekszik az SS sin, amelynek masodik rogzitett
pontja a Z-ben fiigg6leges tengeiy korul forgathatd cslsz6 agyazas.

R

Ennek a sinnek az ~-tengellyel bezart # szogére all tg & y g*)
Az SS sinen mozog egy kt iranyitd kocsi, amelynek az a szerepe,
hogy az éles peremd, nehéz EK keréknek Ks sikjat az M parallelo-
gramma vezérléssel SS-hez parhuzamosan vezesse. Az EK-1 a kf kocsi
hordozza, kf az EK miatt csakis a $ iranyaban tud elmozdulni. Ha V-t
y (X) mentén vezetjik, kf és a vele 0sszekotdtt iron eszerint egy olyan

dy i
1 [¥) gorbét ir le, amelynek irdnytangense tg # = ol I'Ii y ().

A felrajzolt gorbe tehat Y (x) = 7 dx + C egyenletet elégiti Kki.
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UBER INTEGRIERGERATE DER PRAKTISCHEN
MATHEMATIK

von S. v. Borbély (Kolozsvir)

In dieser Arbeit wird eine Ubersicht iiber die gebrauchlichsten
i Integriergerdte der praktischen Mathematik gegeben, Theorie,
Wirkungsweise und der Prinzipaufbau der verschiedensten Planime-
terausfithrungen und einiger Integriermechanismen kurz zusammen-
gestellt.

Nach Beschreibung der Wirkungsweise des einfachen Integrier-
radchens wird die Rollenabwicklung bei allgemeiner Verschiebung
des Integrierrddchens hergeleitet und kurz auf die Fehlerméglich-
keiten und deren Einfluss hingewiesen. Als Beispiel zum Vorigen
wird die Theorie des Harvey-schen Harmonischen Analysators
dargestellt. Der Hauptteil der Arbeit ist den Planimetern gewidmet :
Grundplanimeter, Momentenplanimeter, Wurzelplanimeter, Funktions-
planimeter, Scheiben- und Kugelrollplanimeter, wird im Abschnitt
iber Linearplanimeter behandelt. Danach wird die allgemeine
Planimetergleichung hergeleitet, Kompensations- und Prézisions-
polarplanimeter, sowie radiale Planimeter besprochen. Als Beispiel
eines Vorgelegegetriebes wird der Mader—Ott-sche Harmonische
Analysator ndher dargestellt. Das Prinzip des Grund- und Funktio-
nenintegrimeters, sowie des Gonella-schen Mechanismus folgen.
Danach wird das Prinzip eines allgemeinen Integriermechanismus
und das des Integraphen besprochen.

AZ ATOM HULLAMMECHANIKAI ES STATISZ-
TIKUS ELMELETENEK KAPCSOLATA

Irta: Fényes Imre

1I1. A kinetikus energia korrekcioi.

Bevezetés. El6z6 dolgozatomban! kimutattam, hogy az atom

statisztikus elméletének alapegyenleteit egyszeriien — minden kiilén

i feltevés nélkill — levezethetjitkk a «self-consistent .field»® megfelels
{ egyenleteib6l. A levezetésben a kévetkezd kozelitések szerepelnek :
t

! Fenves L., "Az atom hullammechanikai és statisztikus elméletének kapcsolata.
(I. A «self-consistent field» modszere és a statisztikus atommodell. II. A valenciaelektront
is tartalmazoé atomok hullimmechanikai és statisztikus elméletének kapcsolata.) Csilla-
I gdsMti Lapok 6, 49—69 (2. sz.), 1943. Tovabbi hivatkozasoknal az els6 részt I.-el,
f a mésodik részt 11.-vel jeloljiik. .
21d. az L. (3, 1) és (3, 2), valamint az 5. szakasz formulélt.'

i LD T

|
4
!
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i°. A «self-consistent field» egyenleteit a W. K. B.3 moédszerrel
oldjuk meg, de

a) csak a nulladik kozelitést vesszik figyelembe és

b) a sajatfliggvénynek a klasszikus palyatartomanyon kiviil esd
részét zérusnak vesszik.

2°. A kvantumallapotokra val6 Osszegezés helyett integralunk.

Jelen dolgozatban azt mutatom ki, hogy a kinetikus energia
Hellman-4 és WEizsACKER-5éle korrekcitja ezzel a maddszerrel szin-
tén egyszerlen levezethetd. Lényegesen egyszeriibben, mint ahogyan
azt Hellmann és Weizsécker végezte el.

A Hellmann- és WEizsXcKER-féle energiakifejezésekhez ugyan-
Ugy jutunk, mint a Thomas—FERMi-féléhez,6 azzal a kilonbséggel,
hogy a HELLMANN-féle kifejezés levezetésénél a mellékkvantumszam
szerinti 0sszegezést nem alakitjuk at integralld, a WEizsXcKER-féle
korrekcid levezetésénél pedig részben a sajatfliggvény elsé kozelitését
hasznaljuk.

I. Hellmann-féle korrekci6. Az el6z8 dolgozatban7 targyalt
statisztikus atommodellekben a mellékkvantumszam nem szerepelt.
HELLMANN-nak sikerilt olyan statisztikus energiakifejezést levezetnie,
amelyikben a mellékkvantumszam, |, is szerepel. Ez a kifejezés tar-
talmazza az elektronoknak ®&nmagukra gyakorolt elektrosztatikus
kolcsonhatasat is :8

NEE » *! f4,., » <«+ *)m f Ay A
E+ES 5 [ em(lbi) 1 Lenom <o M T (vhevrvndr
_ | (1. )
zIJ\Vldr—ZINl—N> {1, 2

ahol vt az | mellékkvantumszamu elektronok slr(isége és N , ezeknek
a szama. Alabbiakban a HELLMANN-féle kifejezést a Hartree-
modszerb619 fogjuk levezetni, a bevezetéshen emlitett kozelité eljaras-
sal. Ha az elektronoknak énmagukra gyakorolt elektrosztatikus kol-
csOnhatasat is figyelembe vessziik, akkor az atom energiaja a Hartree-
maodszerben

E+£., =SIV [ - Al

3id. 1. 2.

4 Héllmann H., Acta Physicochim. URSS. 2, 225, 1936.

6 W eizsacker C. F., Zs. f. Phys. 96, 431, 1935.

61d. I.. 2. és 3.

71d. I

8 Eltéréleg az 1. és Il.-t6i: most nem atomi egységeket hasznalunk. Kuldnben
a jel6lések ugyanazok.

*id. 1. (3, 3)-

3
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ahol 7'anégy kvantumszdmmal (radialis : n,, mellék : [, magneses : m

és spin : + 1) jeilemzett kvantumallapotot ]elentl Mivel az ! mellék-
kvantumszamu elektronok siiriisége

w=2 L yiy, (1, 4)
tovabba L & :
47 4 =
A~_—th2=~F (1’3 +;b7),
N o= (. 5}
b= o
tehdt az (1, 3) igy isirhaté :
Bt L(l+1)
E+E"_zj[ ny, »12”’1 +877t2771_ r2 -V,—C(Vk+%Ve)V,]dt.
(1, 6)

A W. K. B. médszer nulladik kozelitése szerint egy kis dz tér-
fogatelemben a normalt sajatfiiggvény

I
P WR(I)@(I?)¢(‘P).

R = ;:’fp‘,d,_

(r, 7)
@_eq:’bfpﬁrdﬂ
¢__ei::_ijp¢ rsin & d y.
Legyen az (1, 6)-ban
2 B 2oy v, (. 8)

ng,m 2M
Ide az (1, 7) sajatfiiggvényeket helyettesitjiik be és az Osszegezés
helyett integralunk. Az éltalinositott kvantumfeltételekbsl'® kovet-
kezik, hogy a kvantuméllapotok szdmossigdnak megvdltozdsa nul-
ladik kozelitésben

an = 2 dn, dny dm = h" 27 4r ap, dp, dpq,} (z, 9)

Ha innen a mellékkvantumszam megvaltozasat kihagyjuk, akkor a

kvantumallapotok szdmossiginak megviltozdsa
d d
w“ dn’ = -d—’; = 73- dr p'dp dp, (1, 10)

10 Id. I. 2. (54. old.)
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tehat _ 21 - dpt -
U= om, (i. ii)

A py szerinti integralas — prtéi + prig, a pr szerinti pedig

“Mpl— Prtba+ fPl— Prig terjed. igy
ut= 21+ i u ~ r~
“6mjchr2 1(p:-p 3 U 12)

Az | mellékkvantumszamu elektronok sdrlsége, ha (i, 8)-ban
az 0sszegezést integralassal cseréljik fel és az (i, 7) sajatfliggvényeket
hasznaljuk:

27 [jdp, L+
"= 5] = rinee PP (u 13)
Ezt az értéket bevezetve (1, i2)-be
h27r2 ,
om(2l + 1 ™3 (L 14)

Ha [7,-nek ezt az értékét az (1, 6)-ba tessziik : a HELLMANN-féle (1, 1)
energiakifejezést nyerjuk.

Az (1, iBj-ban szerepl6 />*-et Hellmann abbdl a kdvetelmény-
b6l hatérozza meg, hogy normélt v,-ek mellett az (1, 1) energia mini-

alis | o -
malls Tegyen- gy Pl=2me(V— V), (i,i5)
ahol e az elektron toltése, V, az I-t6i fliggé LAGRANGE-multiplikator.

2. A Thomas—Fermi- és Hellmann-féle modell kapcsolata. Egy-
szer(ien belathatd, hogy a kétféle modell csak abban kildnbdzik
egymastol, hogy az egyikben | szerint integralunk, a masikban pedig
Osszegezlink. Ugyanis, ha az (1, i)-ben 0&sszegezés helyett | szerint
is integralunk O-t6l L-ig, ahol L-et az

e L(L + 1
12 ( ) T* @ 1

egyenlettel definidljuk, akkor az (1, 1) HELLMANN-féle Kkifejezés
atmegy a Thomas—FERMi-féle energiakifejezésbe, tovabba az (1, 13)
alatt megadott vt siir(iségnek 1 szerinti integréalja szintén a Thomas—
FERMi-féle s(rlséggel egyenl6. Az integralas elvégzésénél 1 helyett
célszer(i a ~,-et bevezetni és igy (2, 1) alapjn a pt szerinti integracio
O-t6l p M-ig terjed :
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Tovabba L Pu 3
(" 3 ST T
D ’ v,dz=J b p2—p2 dp, STy i )5}

o
Ezek valéban a THoMAsS—FErMi-féle kifejezések.

MegjegyzendS, hogy a HELLMANN-féle modell levezethetd tisz-
tan statisztikai ton is. S6t v-et — jéval HELLMANN el6tt — FERMI
mér meg is hatdrozta.ll Erre FErRMI kiilon nem mutatott 14, mivel
Ot a », térfogati integrdlja : az / mellékkvantumszamu elektronok
szdima érdekelte. A HELLMANN- és FERMI-féle kifejezés formailag
teljesen megegyezik : PPl

/ 2 S
L= m l‘/ u.——pl (21 4)
de a p; €s p, értéke a két szerzénél kissé eltér egymastl. A p,-ben
fennall6 kiilonbség nem elvi fontossagt. Ugyanis HELLMANN az exakt

h
pl =3

FERMI pedig a kozelitd

h 1
el ¢ +3)
kifejezést haszndlja. Elvi fontossigu kiilonbség a pg-ben szerepld
LAGRANGE-multiplikdtor!? meghatdrozasiban van. FERMI szerint
pe=z2me(V—V,),

pi=z2me(V—V).

HELLMANN szerint

Ez a kiilonbség onnan szarmazik, hogy FERMI csak a »-t normalja
és Npet keresi, HELLMANN pedig a normaélt y-et hatdrozza meg.
Igy FErMI-nél ¥, minden /-nél ugyanaz; HELLMANN-ndl a V; az J-t6l
fuggoen més és mas.

A lényegileg azonos két kifejezésnek {6 hibdja, hogy az elektron-
stirtiség nem folytonos, s6t FERMI-nél Zl: v v és Zz: N, =+ N.

3. A Weizsicker-féle korrekcié, WEIZSACKER'® a THOMAS—
FERMI-atom energiéjét a kévetkez6kép korrigalta :

2 s 2 o Y
(B3 )

HELLMANN!® ezt a kifejezést szintén levezette. Aldbbiakban lénye-

~ Fermr E., Zs. f. Phys. 48, 73, 1928. ;

12 Most a Taomas—FErmi-modellnek a Jensen-féle (Zs. f. Phys. 77, 722, 1932)
levezetésére kell gondolnunk.

13 Wenzsacker C. F., 1. c.

14 Heuimany H., L. c.
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gesen egyszertibb levezetést adunk. Itt szintén az (1, 3) hullam-
mechanikai kifejezésbdl indulunk ki, amelyet ilyen alakban is frhatunk

: B2 -
E+E,.= z]:_j [8% (Vv y)i)z—e(Vk+Ve)wiWi]dT

: (3, 2)
Ry S J [U;+ 3 +%Ve)v]d1:
ahol ' 9 B 5 : .
Uk+Uk:mj (7 v) 3 3)
Az Osszegezést szintén a
an = 7 2 iy dp, dp, dp, = dr dw (3, 4)

szerinti integralassal'® helyettesitjiik, de a sa]étﬁiggvényeknek most
mar nem a nulladik, hanem az els6 kozelitését alkalmazzuk. Ezek
normalt alakja

U (dr),,w() v )y (2)

{3.5)
v St ol

stb. Innen e L 3, :

ay(x) 277
=t W T + Pz 1/)(35), (3’ 6)

stb., tehat 3 ( ik 4 h )
if (P,

(vw)2=;[($;) gk i ]w w+ (pz+ gl g L

B LT LN, Pt

_“[(dx TSN R L e
Ha dw = dp, dp, dp, alapjan a w = p, p, p, jeldlést hasznéljuk,
akkor a (3, 7) igy irhaté:

R R I

Feltételezhetjiik, hogy a sajatfiiggvény nulladik kozelitése atla-
gosan koveti az els§ kozelités menetét. Igy a kétféle kozelitésnél csak
akkor all el lényeges kiilonbség, ha differencidljuk Gket. Mivel itt
a -re mar nem kell differencidloperatort alkalmazni: ismét vehet-
jik a nulladik kozelitést.1® Igy

h? I
32a2m dt 5

I T
u; (= In w; _— A
i+ U3 (v +2de§IP, (39
15 1d. L (2, 1).
16 Hasonlé meggondolas szerepel IL.-ban. (66. old. utolsé bekezdésétél a (3, 10)
formulaig.) 4
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A mésodik tag a THOMAS—FERMI-féle kinetikus energia

s B2 )
U;’~___2752_ (3 /40 (
X 3, 10)
Az els6 tag g a w
h2 w!,
=L i . 2 ]1/2 f4 2 2
Uk—3‘2ﬂ2md—rj‘(|71nw) dn:32n2mj (Vlnw) ;édw (3, I1)
0

Ha itt (p In w)-t dllanddnak tekintjiik adott w-nél, akkor

hE (Fwu)? 2
e \V Bu)” 2
: 5 327im  w,. - h® (3. 12)
A suriség
. Wy
I 2 2
= — = — i = — i) I
v dTJdn hSJ‘ dw Iz3w“ (350 13)
Igy végiil 3

o B2 (pv)?
U" | 32 zm " — (3: I4)

Behelyettesitve (3, 10)-et és (3, 14)-et a (3, 2)-be : a (3, 1) WEIZSACKER-
féle kifejezést nyerjiik.

Osszefoglalas. Mint ismeretes : DIRAC!? és BRILLOUIN'® mar fog-
lalkoztak a THOMAS—FERMI- és THOMAS —FERMI—DIRAC-féle statisz-
tikus atommodell hullimmechanikai levezetésével. Itt vazlatosan
Osszehasonlitom DIRAC és BRILLOUIN levezetését az enyémmel.

Mindegyik targyalas a «self-consistent field» egyenleteib6l indul
ki. Dirac eleve feltételezi, hogy a /® nagysagu faziscellikba maxima-
lisan két antiparallel spinti elektron juthat. Azonban ez a feltevés
o6nmagiban elegend§ arra, hogy a THomas—FERMI-féle modellhez
jussunk. Tehat Dirac tulajdonképen csak a kicserélédési energia
statisztikai alakjat vezeti le hullimmechanikailag. Tovdbbd mindkét
szerz6 az U. n. «wegyes»

v (L, T) =§ y; (V) p (1)

stiriiséggel operdl, ami — foloslegesen — nagy mértékben kompli-
kalja a szamitasokat.

BRILLOUIN a «self-consistent field» egyenleteit a W. K. B.
moédszerrel oldja meg, de eltéréleg az I.-ben kozoltektdl: a sajat-
fiigg\:sny els6 kozelitését haszndlja. Ebb6l mégis arra az eredményre

17 Dirac P. A. M., Proc. Cambr. Phil. Soc. 26, 376, 1930.
18 Brirrovis L., L’atome de Thomas—Fermi ..., Actualités scientifiques et

industrielles 160, Paris, 1934, Hermann.
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jut, amelyikre I.-ben a nulladik kozelitéssel jutottam. Ez a latszolagos
ellentmondas onnan szarmazik, hogy Brittouin kildnféle feltevések
alapjan, burkoltan attér a nulladik kozelitésre. Ez szintén nagy
mértékben komplikalja a szamitasokat és igy a hullammechanika és
statisztika kilénben egyszer(i kapcsolata nem lathatd tisztan.

Ezekkel szemben az altalam alkalmazott eljards egységes és
egyszerien attekinthetd mddot ad valamennyi statisztikus atom-
modell hullAmmechanikai levezetésére.

* * *

Dolgozatom a kolozsvari Ferenc J6zsef Tudomanyegyetem EImé-
leti Fizikai Intézetében készitettem. Haladsan kdszondém az intézet
igazgatdjanak, ar. Gombas P a1 egyetemi ny. r. tanar drnak, munkam-
ban val6 allandé segit§ tdmogatésat.

UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN
DER WELLENMECHANISCHEN UND STATIS-
TISCHEN THEORIE DES ATOMS*

von |. Fényes

(Zusam menfassung)

[1I. Die Korrektionen der kinetischen Energie.

In dieser Arbeit werden die HELLMANN-schen und W eizsAcker-
schen Korrektionen der kinetischen Energie aus den Gleichungen den
«seif-consistent field» mit Hilfe der Methode von wentzel— Kramers-
Brittouin hergeleitet und zwar auf eine bedeutend einfachere Weise
als von Hertimann UnNnd Weizsacker.

Institut fir Theoretische Physik der Universitat Kolozsvar.

* Der I. und Il. Teil ist in Csillagaszati Lapok 6. Jahrg. S. 49—69, (Nr. 2)
1943 erschienen.

Felel6s szerkeszt6: Dr. Dezs6 Lorant, felel6s kiad6: Dr. Gorbocz Endre.

Stephaneum nyomda Budapest. Felelgs: ifj. Kohl Ferenc.
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ZEITLICHE ANDERUNG DER PHYSIKALISCHEN
MENGEN UND IHRE 'FOLGEN

von /. Barndthy in Budapest.

In einer in der Zeutschrift fiir Physik erschienenen Arbeit! wurde
auf das Bestehen folgender zwei Postulate geschlossen :

1. Der mebare Wertebereich der physikalischen Mengen ist end-
lich (Endlichkeitsprinzip).

2. Die Form der physikalischen Gesetze und der Zahlenwert der
physikalischen Konstanten konnen im Laufe der Zeit keine dauernde
mebBbare Verdnderung erleiden (Konstanzprinzip).

Ausgehend aus diesen Postulaten ergibt sich unter anderen die
Folgerung, daB3 die Ablaufgeschwindigkeit derjenigen Naturvorginge
mit deren Hilfe eine andauernde Zeitmessung ausfithrbar ist (wie z. B.
Pendelschwingung, radioaktiver Zerfall usw.), von der Vergangenheit
nach der Zukunft hin sich beschleunigt und die Beschleunigung eine
Exponentialfunktion der verflossenen Zeit ist.

Weiterhin wurde darauf geschlossen, dall bei Naturvorgingen die
zu keiner unbegrenzten Zeitmessung verwendbar sind, wie z. B. die
periodischen Schwankungen des elektromagnetischen Feldes, keine
zeitliche Anderung der Ablaufgeschwindigkeit, also der Frequenz
erforderlich ist. Wir konnten deshalb die Voraussetzung machen, dafl
die Frequenz der elektromagnetischen Wellen als zeitlich invariant zu be-
trachten 1st.

Die Ablaufgeschwindigkeit eines Naturvorganges ist eine Funktion
der in dem Naturyorgang beteiligten Mengen und physikalischen Kon-
stanten. Eine zeitliche Anderung der Ablaufgeschwindigkeit kann folg-
lich nur durch die zeitliche Anderung des Wertes einer oder mehrerer
dieser Mengen bedingt sein. Aus dem Konstanzprinzip folgt jedoch, dafB
simtliche miteinander vergleichbare Mengen unseres Weltsystems nur
gleichgroBe zeitliche Veranderungen erfahren kénnen.

Von den Mengen die bei den elektromagnetischen Wellen in Frage
kogumen, wie Wellenlinge, Energie bzw. Masse der Photonen, Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit und Gravitationskonstante ist vorldufig nur

1 J. BArNOTHY, Z. f. Phys. 120, 148, 1943.
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soviel bekannt, daBR diese Mengen, im Augenblick der Emission des
Photons, mit den entsprechenden Mengen, bzw. den MalReinheiten des
emittierenden Atoms Ubereinstimmen und daf das Verhéltnis der
Wellenldnge zur Fortpflanzungsgeschwindigkeit — mit Hinsicht auf
unsere obige Voraussetzung — zeitlich invariant ist. Indem wir jedoch
Photonen die aus langst vergangenen Zeiten stammen, mit Photonen
die in der Gegenwart emittiert werden vergleichen, ist uns die Mdglich-
keit gegeben, die relative zeitliche Anderung der Mengen der Photonen,
gegenliber den Mengen der Ubrigen NaturVorgange, zu bestimmen.
Leider konnten solche Messungen aus experimentellen Griinden bis
jetzt nicht ausgefiihrt werden.

Um jedoch mit der speziellen, sowie der allgemeinen Relativitats-
theorie nicht in Widerspruch zu geraten, mul angenommen werden, daf3
der Wert der Lichtgeschwindigkeit und der Cxravitationskonstante der
Photonen nicht nur im Augenblick der Emission, sondern auch spater
mit dem Wert der Grenzgeschwindigkeit, bzw. dem Wert des Verhalt-
nisses der trdgen zur gravitierenden Masse der brigen Massen unseres
Weltsystems ubereinstimmt. Wir kommen so zu dem Ergebnis, daf :
Lichtgeschwindigkeit und Gravitationskonstante aller NaturVorgénge zeitlich
invariant ist. Weiterhin folgt aus der Dimension von c und / daf einer-
seits — mit Hinsicht auf die Invarianz der Frequenz — hei den Photonen
Wellenldnge und Masse (Energie) zeitlich invariant sind; und ander-
seits — mit Hinsicht auf die Beschleunigung der Naturvorgange —
dall sémtliche Léngen und Massen unseres Weltsystems eine ebenso
groe zeitliche Anderung ihrer GroRe erleiden, wie die Zeiteinheiten. Be-
zeichnet ¢, I, m den Wert einer beliebigen Zeitdauer, Lange bzw. Masse
in der Gegenwart, so war ihr Wert in den gleichen Einheiten gerechnet,
zu einer fruheren Zeit —t:

Tt=rell
It=1& i.
mt = mext

wenn i die Zeitbeschleunigungskonstante : = — (1,79+ 0,04) . io-17sec'f

bezeichnet. Eine Anderung der Mengen kann nur durch Vergleich
mit den entsprechenden Mengen der Photonen meRbar festgestellt
werden.

Unsere sdmtlichen L&ngen-, Massen- und ZeitmaRstdbe erleiden
eine den Gleichungen (1) entsprechende Kontraktion mit der Zeit.
Da jedoch die relative Anderung fiir alle MaRstibe gleich groR ist und
so das Verhaltnis samtlicher MaRstdbe unverdndert bleibt (Konstanz-
prinzip), kann hierauf ein Malisystem gegrindet werden, welches wir im
Folgenden das naturliche MaRsystem nennen wollen. Die Mengen der
Photonen werden sich, aus dem natiirlichen MaRsystem aus betrachtet,
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meBbar vergroBern. Ein Photon das zu einer Zeit —¢ emittiert wurde,
besitzt in der Gegenwart eine Wellenlinge A = A¢it, eine Energie
E = E ¢t und eine Planckkonstante & = he?t.

Man kann aus der GroBe ihrer Planckkonstante in jedem Falle das
Lebensalter des Photons berechnen. Um mit dem Endlichkeitsprinzip
nicht in Widerspruch zu geraten, darf das so berechenbare Lebensalter
des Photons die obere Grenze des Wertebereiches der berechenbaren
Zeit 't — Tinyi=5,24:70t%usec (Il e Seite ™ 162) i Vkeinems Fall
iiberschreiten. Dise Forderung wird erfiillt, wenn die Lebensdauer des
Photons kleiner als Z,,, ist und es nach Ablauf dieser Zeit eine solche
Anderung erleidet, die einen RiickschluB3 auf ihr Lebensalter ausschlicBt.
Am naheliegendsten wire es anzunehmen, dal} ein spontaner Zerfall in
Elementarteilchen eintritt, wie es z. B. bei den Mesonen zu beobachten
ist. Aus dem Energie- und Impulssatz folgt aber, dall bei einem «Zerfally
des Photons nur ein einziges Teilchen ohne Ruhemasse entstehen kann.
Nach unseren heutigen Kentnissen kann das entstehende Teilchen nur
wiederum ein Photon sein, dessen Planckkonstante jedoch — um die
Méglichkeit einer Lebensalterbestimmung zu verhindern — durch-
schnittlich um 2", kleiner sein muB, als der Wert vor dem «Zerfally,
wenn 7, die mittlere Lebensdauer des Photons bezeichnet. Es ist wohl
berechtigt anzunehmen, dafi auch die Lebensdauer des Photons den
Wahrscheinlichkeitsgesetzen unterworfen ist. Bei der Berechnung der
mittleren Lebensdauermull man so von der Forderung ausgehen, dal3
von den Photonen die vor einer Zeit 7, entstanden sind, bis zur Gegen-
wart, der Wahrscheinlichkeit nach simtliche schon wenigstens einen
«Zerfally erlitten haben. Aus spateren (siehe Seite 10), auf astronomischen
Messungen beruhenden Berechnungen entnehmen wir, dal in jedem cm?®
des Weltraumes durchschnittlich f = 8,0.10—2° Photonen in der Sekunde
entstehen ; und die Ausdehnung unseres Weltraumes V,, = 8,6.108* cm?
betrigt. Mit Hinsicht auf die Verminderung der natiirlichen Zeitein-
heiten berechnet sich die Gesamtzahl der vor einer Zeit 7, entstande-

nen Photonen e

No=\j Vufe“ dt = 8,6.104 ~y 2%

Unter diesen Ny Photonen werden sich # = Nje™ tnaz/ T Photonen fin-
den, die keinen «Zerfally erlitten haben. Aus der Forderung, dal}
n = I sei, folgt fiir die mittlere Lebensdauer des Photons
¢ T
< ARG R b i B 1
Die mittlere Lebensdauer des Photons ist gleich dem reziproken Wert
der Zeitbeschleunigung. Wahrend der mittleren Lebensdauer vergrofBert

5*
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sich im natiirlichen MaBsystem gemessen die Wellenlinge, sowie die
Energie auf das e-fache und die Planckkonstante auf das e¢*fache. Nach
jedem «Zerfally mull so die Planckkonstante des entstehenden Photons
durchschnittlich um e? kleiner sein als vor dem «Zerfally.

Bei den iiblichen physikalischen Experimenten ist der Prozentsatz
der zerfallenden Photonen verschwindend klein. Bei den astronomischen
Beobachtungen muf3 jedoch schon in Betracht gezogen werden, dal3 die
Helligkeit entfernter Nebel, auBer der Rotverschiebung, auch deswegen
abnehmen kann, weil ein Teil der emittierten Photonen auf dem Weg zu
uns zerfallen ist, und die hierbei entstehenden neuen Photonen werden,
wegen ihrer kleineren Wellenldnge in den obersten Luftschichten absor-
biert. (Die Wellenldnge ist nach dem «Zerfally um e¢? kleiner, da die
Energie sich wihrend des Zerfalles nicht dndern kann.)

Die Rotverschiebung der Nebelspektren.

Wie in der zitierten Arbeit gezeigt wurde, steht eine beobachtbare
Expansion in Widerspruch mit dem Konstanzprinzip : die Rotverschie-
bung kann infolgedessen nicht als Dopplereffekt gedeutet werden. Sie
erzibt sich aber als eine Folgeerscheinung der Abnahme der natiirlichen
MaBeinheiten.

Die Wellenlingen von Photonen entfernter Sterne erscheinen —
vorausgesetzt, dal inzwischen kein «Zerfally des Photons eingetreten ist—
mit den inzwischen verkleinerten natiirlichen Lingeneinheiten des Be-
obachters gemessen, linger als die Wellenlinge von Photonen derselben
Atomart an der Beobachtungsstelle. Die Wellenlingendnderung betrigt.

wenn D den Abstand des Sternes vom Beobachter bezeichnet. Die
Rotverschiebung ist demzufolge keine lineare Funktion der Entfernung,
sondern nimmt stdrker als linear zu. Leider ist diese Abweichung von
der Linearitit experimentell nur schwer nachpriifbar, da sie auch bei
den groften bis jetzt erreichten Entfernungen von 200 Millionen
Lichtjahren nur 6,59%, betragt und noch in der GréBenordnung der
MeBfehler liegt.

Bei der Berechnung der Nebelentfernungen sind nach den Unter-
suchungen von HUuBBLE! die Magnituden der Sterne bei der Umrechnung
auf die bolometrische Helligkeit, wegen der selektiven Empfindlichkeit

E. HussLg, Astrophys. Journ. 84, 517, 1936.
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der Photographischen Platten mit einer Korrektion — 2 — zu versehen.

A
Die so berechneten Nebelabstdnde (D) sind in Spalte 4 der Tabelle I
angefiihrt.
Infolge Abnahme der natiirlichen Zeiteinheiten emittieren weit-
entfernte Sterne scheinbar weniger Photonen in der Zeiteinheit, als Sterne
der gleichen GroBe in unserer Nachbarschaft. Bezeichnet Z, die Zahl

der emittierten Photonen eines beliebigen Sternes in der Zeiteinheit zur
D

Zeit der Emission, so wird ein Beobachter im Abstand D, Z = Z, ¢ 7

Photonen in seinen Zeiteinheiten beobachten. Infolge der Abnahme der

natiirlichen Energieeinheiten, werden jedoch diese Photonen eine
D

Energie E = E, e T besitzen, wenn E, die Energie von Photonen der-
selben Atomart am Beobachtungsort bezeichnet. Die von einem Fixstern
dem Beobachter zugestrahlte Gesamtenergie ist somit unabhingig von
dem Abstand des Sternes ; die Abnahme der natiirlichen MaBeinheiten
beeinflullit die bolometrische Helligkeit und die hieraus berechneten
Nebelabstinde nicht.

Auf dem Weg zu dem Beobachter zerfdllt jedoch ein Teil der
Photonen wegen ihrer begrenzten Lebensdauer. Die Zunahme der Wellen-
linge des Photons auf seiner Laufbahn, infolge Abnahme der natiirlichen
Lingeneinheiten, betrdgt auch bei den bis jetzt erreichten gro3ten Ent-
fernungen von 200 Millionen Lichtjahren nur 149,, was gegeniiber der
Wellenlingenabnahme um e? bei dem «Zerfall» unbetriachtlich ist. Die
urspriingliche Wellenldnge von ungefihr 5000 A wird sich bei dem «Zer-
fall» auf ungefdhr 700 A vermindern. So kurzwelliges Licht gelangt aber
wegen Zerstreuung in den obersten Luftschichten nicht mehr zu dem
Beobachter. Infolge dieses Verlustes ist die zur Beobachtung kommende
Intensitit ] kleiner als die ausgestrahlte Intensitit [,

D

J=Jot ™=Jo——— 5-

und die aus der bolometrischen Helligkeit bestimmte Distanz der Nebel
D, ist auf die wahre Distanz D umzurechnen

I
:D e e m e
i Z ST
< 7

D 6.

Die so korrigierten Nebelabstinde sind in der 5-ten Spalte der Tabelle
angefiihrt. ¥
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Tabelle I.

Gevicht é]—) Du D
LT AR W e 32 0,0041 0,0244 0,0243
Pegasie o . s SRe it 5 0127 0738 0733
PETSEUS L bt ine 6hidh e s 4 0174 0977 0969
Eomal =% T e ks ey 8 0245 1387 1370
e INaz; T e e e 0,5 0517 3357 3273
LigQ routsel il HEs o T LR e 1 0653 3715 3599
Cor, " BOL, 15 i e i s Mars 1 0707 4112 3974
(ETNIHT S0 RNt s Ay 0,5 0780 3664 3529
Bpotedentais ISINY - w 1 1307 7870 7401
USMa. ST, SFEae. the i 0,5 . 1403 7345 6870

Nach der Methode der kleinsten Quadrate erhalten wir

1—1 = 0,179 D + 0,007 D? &
+ 0,008 + 0,008 o

(D in 108 parsec Einheiten). Die Abweichung von der Linearitit besitzt
das richtige Vorzeichen, liegt aber innerhalb der Fehlergrenzen. Nach
(4) miillten wir fiir den Koeffizienten des quadratischen Gliedes -+ 0,016
erwarten. Hoffentlich wird die Entwicklung der astronomischen Mel-
technik, insbesonders das auf dem Mt. Palomar befindliche Riesen-
Spiegelteleskop, die Ausdehnung der Messungen auf solche Entfernungen
ermoglichen, bei denen die Abweichung von der Linearitit die Fehler-
grenzen schon erheblich iibersteigen wird.

Aus obigem, neuberechneten Wert der Rotverschiebung berechnet
sich die Zeitbeschleunigung zu

¢ = (1,74 + 0,08) : 10—'7 sec —'und T = (5,75 4 0,26) . 10'® sec.

Das raumzeitliche Homogenitidtspostulat.

Wenden wir uns nun der Frage zu, wie sich der «Zerfall» der Pho-
tonen auf die Bestimmung der Nebelverteilung auswirkt.! In Tabelle II
Spalte 3 ist die Anzahl der innerhalb der Entfernung D, befindlichen
Feldnebel pro Quadratgrad, in Spalte 4 die nach HUBBLE korrigierten
Entfernungen und in Spalte 6 di€é hieraus berechneten Nebeldichten
(Nebelzahl in einem Wiirfel von 10® parsec Seitenlinge) angefithrt. Wie
ersichtlich nehmen die Nebeldichten mit wachsendem Abstand stark ab.

Dieser Umstand 1aBt sich sowohl nach HUBBLE,? wie auch nach HECK-
’

! Herr L. Derre war so liebenswiirdig unsere Aufmerksamkeit auf diese Frage
zu lenken. .
2 E. Husece, Astrophys. Journ. 84, 517, 1936.



DER PHYSIKALISCHEN MENGEN UND IHRE FOLGEN 7

MANN! nur mit Hilfe einer sehr starken Raumkriimmung (R = 1,6.108
parsec) erkldren ; doch wiirde hieraus ein den experimentellen Befunden
wiedersprechend hoher Wert der Massendichte (5,4.10%¢ g/cm?®) im
Weltraum folgen.

Tabelle II.

/\/_I N/Quadratgard Dg D I e
ks 0007 0,0415 0,039 0,039 6,92 6,92
b . 077 51,6 447 431 5,69 6,40
& 086 76,9 501 481 6,02 6,80
dis. 106 145 628 597 5,76 6,71
C 124 220 741 699 5,32 6,34
£, 157 485 95T 884 5,55 6,91
g 229 1452 1,426 1,286 4,93 6,73

Werden nun die Nebelabstinde mit Beriicksichtigung des Pho-
tonenzerfalles nach Gleichung (6) korrigiert, so ergeben sich die in Spalte
5 bzw. 7 angefiithrten Werte. Wie ersichtlich ist jetzt die Nebeldichte
von der Entfernung unabhdngig; der Mittelwert betrigt 6,7 4 o,1
Nebel pro 10'® parsec?, oder 2,3.10-7® Nebel pro cm3.

Nach astronomischen Schitzungen? betrdgt die durchschnittliche
Masse eines Nebels 10% g, woraus sich die Massendichte im Weltraum
zu 2,3.10-22 g/em® und der Kriimmungsradius eines statischen Welt-
systems zu R = 7.10*” cm berechnet. (Aus der Gleichung V,/V, = y3
(in 1. c. Seite 163), folgt R = 7,5.10%7 cm.) Dieser Wert von R erklirt
warum kein EinfluB der Raumkriimmung auf die Nebelverteilung zu
beobachten ist. Das Volumen einer sphirischen Kugel ist, auch fir die
in Tabelle II vorkommende gréBte Entfernung, nur um 0,0179%, kleiner
als das Volumen einer Kugel vom gleichen Radius bei euklidischer
Metrik.

Das Endlichkeitsprinzip erlaubt nur eine endliche Ausdehnung des
Weltraumes. Nach unserem heutigen Wissen kann diese Forderung nur
von den kosmologischen Losungen der allgemeinen Relativitatstheorie
erfiillt werden. Auf Grund unseres oben gewonnenen Ergebnisses, dem-
nach die Nebelverteilung im Weltraum gleichmiBig ist, fithst die allge-
meine Relativititstheorie zu kosmologischen Losungen die dem rdum-
lichen Homogenititspostulat gentige leisten : die Welt bietet iiberall
denselben Anblick.

Das in der zitierten Arbeit abgeleitete Konstanzprinzip, demnach
die physikalischen Umstidnde keine andauernde, meBbare Verdnderung

~

1 O. Heckmany : Theorie d. Kosmologie, Fortschr. d. Astronomie, Springer 1942z.
2 Zwicky, Astrophys. J. 86, 217, 1937.
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erleiden kénnen, ist mit einem zeitlichen Homogenitatspostulat identisch:
Die Welt bietet jederzeit denselben Anblick.

Diese beiden Feststellungen kdnnen in ein allgemeines, raum-
zeitliches Homogenitatspostulat des 4-dimensionalen Kontinuums zu-
sammengefalit werden :

Die Welt bietet tberall und zu jederzeit denselben Anblick.

Das Homogenitatspostulat bezieht sich selbstverstandlich nur
auf die physikalischen Gesetze und physikalischen Konstanten und
schlieft die aus der Kombinationsmoglichkeit der Grundgesetze fol-
gende und somit in den Grundgesetzen inbegriffene Zustandsanderun-
gen oder Evolutionen nicht aus.

Bekanntlich grindet sich die Miine’sehel Kosmologie auf die
Voraussetzung, daB ein rdumliches Homogenitatspostulat besteht. Ein
zeitliches Homogenitatspostulat ist in dieser Kosmologie nicht gultig.
Denn nach der Auffassung von Miine beschleunigen sich die Ablauf-
geschwindigkeiten der mikrodynamischen Erscheinungen, wie radio-
aktiver Zerfall, Atomvorgange im Vergleich zu den Ablaufgeschwindig-
keiten der makrodynamischen Erscheinungen wie Erdumdrehung,
Pendelschwingung usw. Zu verschiedenen Zeiten lebende Beobachter
wirden demzufolge eine andere Zerfallszeit fur die radioaktiven Elemente
beobachten, auch wenn sie dasselbe Pendel zur Zeitmessung verwenden.
Die MIiLNE’sche Welt bietet zu verschiedenen Zeiten nicht denselben
Anblick.

Die kosmische Strahlung.

Im Augenblick der Emission entspricht die Energie des Photons
den Energieeinheiten des natirlichen Mafsystems und behdlt seinen
Wert wahrend seiner Laufbahn. Photonen von entfernten Sternen, die
vor langst vergangenen Zeiten emittiert wurden, besitzen Energien, die
mit unseren mittlerweilen zusammengeschrumpften Energieeinheiten ge-
messen, groBer erscheinen als sie zur Zeit der Emission waren. Bei Photo-
nen die aus gegeniiber T — i,8.i09 Lichtjahre groRen Entfernungen zu
uns gelangen, ist die Energieerhdhung sehr betrachtlich. Bei einem ein-
maligen Umlauf des Weltraumes erhéht sich die Anfangsenergie des Pho-
tons auf das nahezu billionenfache, so daR Photonen des sichtbaren
Spektralgebietes bei ihrer Rickkehr Energien besitzen, die mit den kos-
mischen Strahlenteilchen groRter Energie vergleichbar sind. Diese Er-
scheinung wird auch davon nicht beeinfluft, dal die Planckkonstante des
Photons sich nach Ablauf jeder T Zeitdauer, bei jedem «Zerfall», auf das
e-2fache vermindert, wodurch die Planckkonstante von Photonen aus
groBen Entfernungen nicht wesentlich von dem Wert der Planckkonstante

1E. A. Miine, Proc. Roy. Soc. London A 158, 328, 1937.



DER PHYSIKALISCHEN MENGEN UND IHRE FOLGEN 73

des natiirlichen MaBsystems abweicht. Die Energieerh6hung ist ebenso
grof3, als wenn das Photon die Strecke ohne «Zerfally zuriickgelegt hitte

B e Te (el

Nach den Beobachtungen von HUBBLE,! kann die Licht- und
Wiarmestrahlung extragalaktischer Nebel, in erster Naherung mit der
Strahlung eines Schwarzen-Korpers von 6000° C Temperatur verglichen
werden. Die mittlere Energie der in den Weltraum ausgestrahlten Photo-
nen ist mit Hinsicht, daBl die Energiedichte der schwarzen Strahlung

U 487h (kT)‘n“
R h 90

und die Zahl der Photonen in der Volumeneinheit

niI()n(kT)3 73
Tk ) 25

ist :

E,= =270 kT = 2,22.10 erg = 1,4 eV 9

wo k& die Boltzmannkonstante und 7" = 6000° C bedeutet. Wir wollen
im weiteren die vereinfachende Annahme machen, dal3 die Strahlung der
Nebel monochromatisch ist, d. h. aus Photonen der Energie £, = 1,4 eV
besteht.

Aus den Messungen von HUBBLE? entnehmen wir fiir die
durchschnittliche, absolute photographische Helligkeit der Nebel
M = — 15,15 -+ 0,05. Zur Berechnung der gesamten pro Nebel ausge-
strahlten Energie kann die Sonne als Vergleichsobjekt herangezogen
werden, da ihre Oberflichentemperatur gleichfalls sehr nahe 6000° C
betriagt. Die absolute photographische Helligkeit der Sonne ist M, = 5,04
und die Solarkonstante nach Bernheimer® 1,322.10% erg/cm? sec an der
Atmosphiregrenze. Mit diesen Werten berechnet sich die gesamte in
den Weltraum ausgestrahlte Energie eines Nebels zu L = 7,7.10%
erg/sec. Die mittlere Nebeldichte betrigt nach unseren Ergebnissen
N = 2,3.10—"3/cm?® und ist im ganzen Weltraum gleichmiBig. Da die
Entfernungen auf die sich unsere folgenden Betrachtungen beziehen
vielfache von T¢ = 1,72.10%7 cm und somit groB3 im Verhaltnis zu der
gegenseitigen Entfernung der Nebel / = 1,63.10* cm sind, diirfen wir
~

1 E. HusesLg, Astrophys. Journ. 74, 43, 193I.

2 E. HueLE, Astrophys. Journ. 84, 158, 1936.
3 W. BernueiMER, Handb. d. Astrophys. VII. 343, 1936.
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die Verteilung der Strahlenquellen im Weltraum als gleichméRig be-
trachten. An jedem Ort des Weltraumes entstehen

LN . am ;
f: —— 8’0 i0 m 10.

Photonen. Die Zahl der Photonen die aus einer um den Beobachter ge -
schriebenen Kugelschale vom Radius D und der Dicke dD kommen ist,
auch in einem nichteuklidischen Raum, vom Radius der Kugelschale
unabhangig. (Denn im gleichem MaBe wie sich die Oberflache, ent-
fernterer Kugelschalen entsprechend der Raumkrimmung verkleinert,
wird auch das im Zentrum gelegene Flachenelement von einem Punkt
der Kugelschale aus in einem gréferen Raumwinkel gesehen.) Wird
auch die Verminderung der Zeiteinheit in Betracht gezogen, so erhalten
wir fur die spezifische Intensitatl der Photonen aus der Kugelschale :
dF _ fe
dD 4 ji
Die Anzahl der Photonen die aus Entfernungen groRer als D ankommen
bzw. die Energien grofRer als E besitzen ist mit Hinsicht auf (8)

T ii.

F= T Tee ®= / Te2 2.
471 E
In jedem Kubikcentimeter des Weltraumes befinden sich
“np=ff Eo -

Photonen mit Energie grofRer als E, und insgesamt Z = fT = 0,0046
Photonen pro cm3

Mit Hinsicht auf diese grole Photonendichte, dirfen wir die Mog-
lichkeit des Zusammentreffens zweier Photonen im Weltraum, nicht
auBer Betracht lassen. Es kdnnen ndmlich bei diesem Vorgang, falls die
Photonen geniuigend grofRe Energien besitzen, Elektronenpaare (vielleicht
auch schwerere Teilchen) entstehen.2Bezeichnet E bzw. E’ Wo E’ > E
ist) die Energien der sich begegnenden Photonen, so ist die Gesamt-
energie der entstehenden Teilchen (des Elektronenpaares)

2mc2

E'+E= 14.
[ 1—/
und der mittlere Gesamtimpuls :
E 2mRBc .
15
c J1—R2

1 Zahl der Teilchen die aus der natirlichen Raumwinkeleinheit senkrecht auf eine
Oberflache von i cm3in der Sekunde auftreffen.
3 Siehe W. Heitier : Quantum Theory of Radiation, Oxford 1936.
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Ein Elektronenpaar kann entstehen, falls
EE' = 2 (mgc®)? = 1,34.10—1% erg? ~ 5.101 (¢V)? 16.

ist. Die Wahrscheinlichkeit dall ein Photon der Energie E’, bzw. ein
Photon das aus der Entfernung D kommt, auf 1 cm seines Weges ein
anderes Photon begegnet, dessen Energie gleich oder griBer als die zur

Paarerzeugung erforderliche Energie ist, wird mit Hinsicht auf (13),
(16) und (8)

/ 7 2 D
.’K:¢’Z:¢fT——————“0E :‘-(I)fT—————I:O e 17.
2 62) 2 Zi(motco )i

Wir wollen nun den Ansatz machen, da der Wirkungsquerschnitt
@ fiir die Elektronenpaarerzeugung gleich dem Querschnitt des Elek-
trons ist :

2

P = ryw = 2,5.10— *cm?

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Photon aus der Entfernung D kommend
infolge Erzeugung eines Elektronpaares absorbiert wird, ist

2 s 2! E

W:deD:(DfT% e (€™ — 1) ~A]TO 18.
WO ©
E2
At i T — =R 12
i L 2 (mg c%)* z

Bei Photonen deren Energie kleiner als £ = 10%mc? ist, betragt
die Absorption schon weniger als 2,5%,, wir dirfen daher die durch
Paarerzeugung bedingte Absorption der Komponente mit der kleineren

2 : P g
Energie (£ < 2 myc%) vernachlissigen. Fiir die Komponente mit der

gréBeren Energie muf3 hingegen auch die Absorption durch Paarerzeu-
gung beriicksichtigt werden ; hierdurch erhdlt Gleichung (r1) die Form :

=
“AE T Rt

——=—e T% 19.
aD 47
oder wenn wir W = E/2.101 eV setzen (E in eV) :
’ —W
_‘?f_ = _f_ AT LDl 20.
aw 4= w2

Die Zahl der Photonen mit Energien groBer als W, das sogenannte
iQtegrale Spektrum ist : (E7 = Exponentialintegral)

/ &7 g W
= — ATc |— —Ex -W]: ,.10—5[ﬂ,-—Ei- ']21.
Fe Lan|o — B =gpat |5 — B W)



76 j. barnéthy: zeitliche Anderung

In jeder Volumeneinheit des Weltraumes entstehen aus der Begeg
nung der Photonen
dn T dF'
dw Iw
Elektronenpaare mit Energien zwischen W und W + dW, die spe-
zifische Intensitat der Elektronenpaare im Energieintervall dW ist :
00
dFE . W
— 1 dn ?e TodD = j— ATc — -
dW  4jz dWj ¢ W W 23
und die Zahl der Elektronenpaare mit Gesamtenergien groRer als W,
d. h. das integrale Spektrum der Elektronenpaara ergibt sich zu

22.

Fe= 231/7TATC Ei (JE) = 7,710 5Ei (JE) 24,

Wir gelangen so zu dem Ergebnis, dal} aus dem Weltraum eine teilweise
aus Photonen, teilweise aus Elektronen und Positronen bestehende
Strahlung auf unser MilchstraBensystem zukommt, dessen kontinuier-
liches Energiespektrum sich ungefdhr bis io12eV erstreckt.

Die gesa%te aus dem Weltraum zugestrahlte Energie betragt

5W dW)dW=

59.10 4 25
erg. pro cm2sec. und Raumwinkeleinheit.

Die Strahlenquellen dieser Photonen und Elektronenstrahlung sind
die im Weltraum zerstreuten Nebel. Unter ihnen missen wir eines,
unsere eigene Galaktik, das MilchstraBensystem gesondert betrachten.
Das Endlichkeitsprinzip erfordert die Endlichkeit des Weltraumes, das
Konstanzprinzip eine statische kosmologische Lésung. Beide Forderun-
gen konnen bekanntlich nur bei positiver Raumkrimmung erfullt wer-
den. Die gleichméaRige Verteilung der Nebel im Weltraum bewirkt eine
konstante Raumkrimmung. In einem Raum von konstanter positiver
Raumkriimmung kehren alle elektromagnetischen und korpuskularen
Strahlen, die aus einem Punkt des Raumes ausgehen — sofern sie keine
Absorption, oder Streuung wéhrend ihres Weges erleiden — wieder in
dem selben Punkt zuriick. Jede Strahlenquelle liegt in ihrem eigenem
Bildpunkt, dem Brennpunkt ihrer Strahlen.

Die Absorption und Streuung der Photonen an der im Weltraum
zerstreuten Materie ist vernachlaBigbar. (Denn angenommen, dal} die
gesamte Masse unseres Universums in Gasform in dem Weltraum ver-
teilt wére, entspricht ihr bei einer einmaligen Umkreisung des Welt-
raumes nur eine Materieschicht von 1g/cm2; was weder vom Standpunkt
der lonisation noch der Paarerzeugung von Belang ist.) Des weiteren kann
angenommen werden, dal die Begegnung der Photonen unterhalb der zur
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Paarerzeugung notigen Energie mit keinerlei Konsequenzen verbunden
ist und so auch keine Streuung der Strahlen verursacht. In einem Raum
von konstanter Krimmung kann sich die Strahlungsquelle wahrend des
Umlaufes des emittierten Photons, gegeniiber seinen eigenen Bildpunkt
nicht verlagern, da dies einer absoluten Bewegung gleichwertig wire.

Wesentliche Streuung verursachen jedoch die Unebenheiten der
Raumkriimmung in der Nachbarschaft der Nebel. Denken wir uns simt-
liche 2.10'% Nebel des Weltraumes auf eine, auf die Strahlungsrichtung
senkrechte, Fliche projiziert und diese Fliche in Kreisringe von der
gleichen Breite A so aufgeteilt, daB auf dem ersten Kreisring 1, auf dem
zweiten 2 usw. Nebel entfallen. Da in jedem Wiirfel von der.Seitenldnge
| = 1,63.10%* cm sich durchschnittlich ein Nebel befindet wird die Zahl
der Kreisringe 2.10% und ihre Breite 4 = 3,2.10%! cm sein. Mit einer
Nebelmasse von 10** g gerechnet betrigt der Gravitationsradius eines
Nebels a = 7.10'% cm. Ein Photon das in der Entfernung » an einem
Nebel vorbeifliegt erleidet! in dessen Gravitationsfeld eine Richtungs-
inderung von 4 a/r und so wihrend seines ganzen Umlaufes im Welt-
raum eine mittlere Richtungsinderung von

allr I I SRR T
ﬁ:4Z‘/?+;+”'+;:4 %\,/0,577 +Inn= 34107

Dies verursacht zwischen Emissionsort und Riickkehrstelle eine mittlere
Abweichung von 0,8 Millionen Lichtjahre. Zwei Drittel der aus dem
MilchstraBensystem in der Form von Photonen des sichtbaren Spektral-
gebietes in den Weltraum ausgestrahlten Energie gelangt wieder in eine,
das MilchstraBensystem umgebende Kugel vom Radius 0,8 Millionen
Lichtjahre zuriick. Der Durchmesser des MilchstraBensystems wird auf
100.000 Lichtjahre, und seine grofte Breite auf 30.000 Lichtjahre ge-
schitzt. Aus dem Verhiltnis des Rauminhaltes der umschriebenen Kugel
zu dem Volumen des MilchstraBensystems berechnet sich die Energie-
dichte der zuriickkehrenden Strahlen als rund 20.000-mal kleiner, als wie
die Energiedichte der Licht- und Wéirmestrahlen innerhalb des Milch-
straBensystems; letztere wird von VAN RHIJN2zu K = 7,107 3 erg/cm?®sec
angegeben. Indem wir noch die Absorption durch Paarerzeugung in
Betracht ziehen, erhalten wir fiir die spezifische Intensitit der aus dem
MilchstraBensystem ausgestrahlten und dorthin wieder zuriickkehrenden

Photonen (R = Raumkriimmung)
2x R Zeit
7 —A¢Te = 810710 26.

= 5.10“55- e—
E 0
wihrend die Energie der zuriickkehrenden Photonen

B Boenlidc — 87 ngll E o —2 01 el 27.

1 M. V. Lave: Die Relativititstheorie, Vieweg Verl.
2 P. J. van Rux, Groningen Publ. 31, 1021.
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ist. Die Strahlung des MilchstraBensystems, die bei ihrer Aussendung der
Strahlung eines schwarzen Kérpers von 6000° C Temperatur entsprach,
ist wiahrend seines Umlaufes im Weltraum, in die Strahlung eines schwar-
zen Korpers von 5000 Billionen Grad Temperatur verwandelt worden.

Nach astronomischen Beobachtungen tibersteigt die Massendichte
im interstellaren Raum nicht den Wert von 4,1072% g/cm®; dem ent-
spricht — auch in der Richtung der groBSten Ausdehnung des Milch-
strallensystems — blos eine Materieschicht von 4,103 g/cm? so, daBl im
interstellaren Raum das Strahlengemisch wohl kaum Verdnderungen
erleiden wird. Es ist freilich eine andere Frage ob in dem Raum zwischen
den Planeten, oder in der unmittelbaren Nachbarschaft unseres Sonnern-
systems keine groBeren Gasmengen angehduft sind ; doch wissen wir
vorldufig zu wenig hiertiber um es in Rechnung ziehen zu kénnen. Jeden-
falls wird aber die Strahlung bei dem Durchgang durch unsere Atmo-
sphire infolge Tonisation, Bremsstrahlung, Paarerzeugung, Mesonenauslo-
sung, Atomzertriitmmerung und dhnliche Vorginge eine erhebliche Ande-
rung erleiden. Leider sind unsere Kenntnisse, insbesonders iiber die Meso-
nenauslésung noch zu liickenhaft ; auch wiirde eine in die Einzelheiten
gehende Behandlung dieser Frage den Rahmen dieser Arbeit {ibersteigen.
Trotz dieser Schwierigkeiten wollen wir versuchen die zu erwartenden
Erscheinungen zu skizzieren. Es ist aber selbstverstindlich, dall man
von irgend einer Annahme beziiglich der Entstehung der Mesonen aus-
gehen muB. Wir machen den Ansatz, daB3 Phofonen deren Energie grofer
als 10° eV ist, mit etnem Wivkungsquerschnitt gleich dem Kernquerschnilt
(~ A2 D ~6 D = 1,5.102 cm?) in etnem Akt mehrere Mesonen auts-
losen. Wir werden bei groBeren Energien mit durchschnittlich 3 Teil-
chen pro Kerntreffer rechnen.! An Hand der gemachten Annahme lassen
sich in der Luftschicht folgende Vorginge erwarten :

Infolge der abschirmenden Wirkung des erdmagnetischen Feldes
kénnen in unseren Breiten Elektronen nur oberhalb 3.10%¢) (am
Aquator oberhalb 2.10'° ¢V) die Erdatmosphire erreichen. Die Brems-
strahlung dieser primdren Elektronen erzeugt Mesonenpaare, von denen
die mit kleinerer Energie schon in den obersten Luftschichten zerfallen
und zu der Entstehung von Kaskadenschauern beitragen. Die Mesonen
mit mehr als 2.109 ¢V Energie erreichen die Meeresh6he und dringen
auch in tiefere Erdschichten ein. Da die auslosende Strahlung dieser
Mesonen und Kaskad-Elektronen schon aus dem Weltraum in Form
von elektrisch geladenen Teilchen ankommt, werden sie einen Breiten-
Effekt aufweisen.

1L. W. Norpneix u. M. H. Hees, Phys. Rev. 36, 494, 1939; V. C. Wisox
Phys. Rev. 53, 337, 1938 ; L. Jixossy u. P. INcrery, NATURE I45, 511, 1940 és 147, 56,
1941 ; L. Fusseri, Phys. Rev. 51, 1005, 1936.
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Eine wesentlich groflere Intensitit besitzen jedoch die Sekundir-
strahlen der aus dem Weltraum kommenden Photonenspektrums. Die
Photonen mit Energien zwischen 10 und 10? ¢V 16sen in den obersten
Luftschichten Elektronenpaare, bzw. Kaskadenschauer aus, wobei die
maximale Teilchenzahl bei ungefihr 60 Torr = 20 km Héhe erreicht
wird. Die Photonen mit mehr als 10° ¢V Energie 16sen zum groften Teil
schon oberhalb 12 Torr Mesonenpaare aus, von denen die mit kleinerer
Energie bald zerfallen und zur Entstehung von Kaskadenschauern
fithren ; die Mesonen mit mehr als 2.10? ¢V Energie erreichen die
Meereshohe und dringen auch in groBere Tiefen ein.

Die Zahl der aus den primdren Photonen [Gleichung (21)] ent-
stehenden Mesonen ist 3-mal so gro8 und ihre Energie 3-mal kleiner
wie die Zahl bzw. Energie der auslésenden Photonen.

R
F — 2,3,10—4[i — Ei (— 3W)] 28.

Wihrend die Zahl der von der Bremsstrahlung der primiren Elektro-
nen (24) ausgelosten Mesonen ungefihr 6-mal groBer und ihre Energie
6-mal kleiner als die Zahl bzw. Energie der auslgsenden primiren
Elektronenpaare ist. \

F, = 4,6.1074 Ei (— 6W) 29.

Das integrale Spektrum der harten Mesonenkomponente wird somit :

B = A —Ei (—3W) + 2 Ei (— 30.
Die Intensitdt fillt von 2.108 bis 2.109 mit der ersten, von 10!° bis
7.10'% eV mit der 1,8-ten Potenz der Energie, und fiir gréBere Ener-
gien exponentiel ab. Dieser Intensitdtsverlauf erklart erstens, den
von SCHEIN, JESSE und WoLLAN! beobachteten Anstieg der Inten-
sitit der harten Komponente bis zu 2o Torr; zwcitens den von
Ehmert? gefundenen Intensititsabfall mit der 1,87-ter Potenz der
Tiefe zwischen 45 und 243 m Wasser; drittens den von V. C.
Witson?® gefundenen Knick in der Absorptionskurve bei ungefihr
300 m. W. A. und viertens die von BARNOTHY und FORRG* gemachte
Beobachtung, nach der in 1ooo m. W. A. Tiefe keine ionisierenden
Primérstrahlen mehr vorhanden sind.

! M. Scueiy, W. P. Jesse u. E. O. Worrax, Phys. Rev. 59, 615, 1941.

2 A. EuMmerT, Zeitsch. f. Phys. 106, 751, 1937.

3V. C. WusoyN, Phys. Rev. 53, 337, 1038.

4 J. BarnOtny u. M. Forre, Zeitschr. f. Phys. 104, 744, 1937 ; Phys Rev. 55, 870,
1939 ; Zeitschr. f. techn. Phys. Nr. 12, 290, 1940; Phys. Rev. 58, 844, 1940.
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In Tabelle I11. haben wir die nach unserer Theorie zu erwartende
Absolutintensitaten der harten Komponente flr einige Tiefen berechnet
und sie mit den experimentell bestimmten Intensitdten der kosmischen
Strahlung verglichen. Hierbei sind fir 20 Torr der Wert von Schein,
Jesse u. Wollan und fur Tiefen unterhalb Meereshéhe die Ergebnisse
von Wilson angefiihrt ; indem die relativen MeRwerte dem von Ehmert
und Trostl fir Meereshdhe bestimmten Absolutwert der Intensitét
(0,0102 Teilchen pro cm2 sec. Raumwinkeleinheit) angeschlossen wur-
den. In Meereshdhe betrdgt der Anteil der harten Komponente 75%2
Der Energieverlust durch lonisation ist nach den Berechnungen von
Lyons3 (R = 0,5 .E0,9%) und der durch Bremsstrahlung nach den Be-
rechnungen von Bhabha4 in Betracht gezogen.

Tabelle 11I.

Tiefe in Energie- Intensitaten

m W. A verlust berechnet gemessen
in io9eV

0,3 0,2 7,7.10—2 9,0.10—2
10 2.3 6,9.10—3 7,5.10—3
50 12,0 1,1.10—3 1,1.10—3
100 26,0 3,8.10—4 2,8.10—4
200 55,0 9,1.10—5 8,0.10—5
300 89,0 2,5.10—5 3,5.10—5
goo 156,0 3,2.10—6 1,0.10—5

Wir konnen aus der Tabelle ersehen, dal® die berechnete absolute
Intensitat bis zu 300 m W. A, Tiefen sich sehr gut den experimentellen
Ergebnissen anschmiegt. Man mdge beachten, dal in der Berechnung
der Absolutintensitat nur der Wirkungsquerschnitt der Photonen-Be-
gegnung eine nicht aus Messungen entnommene GrolRe ist. Ware der
Wert von 0 in Wirklichkeit 10-mal gréRer oder beliebig kleiner, als der
von uns angenommene Wert, so wiirde es die berechnete Intensitat in
Meereshéhe und in groReren Héhen noch immer nicht wesentlich &ndern.

In groRere Tiefen als 500 m W. A. sind praktisch keine Mesonen
mehr vorhanden. Die hier anzutreffenden Strahlen bestehen unserer
Ansicht nach5aus Neutrinos (oder Neutronen) die bei dem Zerfall der
Mesonen in der Luftschicht entstehen.6 Leider ist Uber den Energie-

1A. Ehmert und A. Trost. Zeitschr. f. Phys. ioo, 553, 1935.

2J. E. Street u. R. H. Woodward. Phys. Rec. 49, 196 1936.

3D. Lyons. Phys. Zeitschr. 42, 166, 1941.

4H. J. Bhabha. Proc. Roy Soc. A. 164, 257, 1928.

5J. Barmnéthy und M. Forré, Zeitschr. f. Phys. 104, 744, 1937 ; Phys. Rev. 55,
870, 1939 ; Phys. Rev. 58, 844, 1940 ; Zeitschr. f. techn. Phys. Nr. 12, 290, 1940.

6J. Barnéthy, Zeitschr. f. Phys. 115, 140, 1940.
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verlust dieser nicht ionisierenden Teilchen so wenig bekannt, daf3 eine
Berechnung der Intensititen unterhalb 500 m W. A. vorliufig nicht
ausfiithrbar ist.

Den EinfluB des erdmagnetischen Feldes in Betracht gezogen,
berechnet sich die Intensitdt der von den primdren Elektronen erzeugten
Mesonenkomponente in Meereshohe am Aquator zu 4,1.10—* und in 40°
geogr. Breite zu 9,7.10-* Teilchen pro cm? sec und Raumwinkeleinheit.
Der hierdurch bedingte Unterschied in der Gesamtintensitit ist 6%.
wihrend nach den Messungen! der Breiteneffekt der harten Kompo-
nente in Meereshohe 79, betrigt.

Das fast monochromatische Energieband der Photonen, die unse-
rem Milchstralensystem entstammen, 16st in den obersten Luftschichten
Mesonen von 10'l-10'2¢V Energie aus. Obzwar die Intensitdt (26) im
Verhidltnis zu der gesamten Mesonenintensitiat vernachldssigbar ist, kon-
nen Mesonen so hoher Energie nach EULER und HEISENBERG® durch
Kerntreffer zur Entstehung von Mesonenschauern fithren, in denen die
mittlere Energie der Mesonen ungefahr 108 ¢V’ ist. Ein priméires Photon
der Energie 1,2.10'2 ¢V kann auf dieser Weise einen Mesonenschauer mit
mehr als 10.000 Teilchen erzeugen ; sie diirften auch zur Erklarung der
groBten Hoffmann-Stée ausreichen. Durch Zerfall der Mesonen in der
Luft gesellen sich zu diesen groBen Mesonenschauern noch kleine Elek-
tronenschauern, wodurch die Zahl der Teilchen in einem einzigen Schauer
auf 20.000—50.000 ansteigen kann. List jedes primire Photon, das aus
unserem Milchstrallensystem stammend nach Umkreisung des Welt-
raumes in unsere Luftschicht gelangt, einen solchen Riesenschauer aus,
so waren auf einer Fliche von 1 m? pro Stunde 0,03 Schauer zu erwarten.
GEIGER und STUBBE? beobachteten pro m? und Stunde 0,006 ausge-
dehnte Luftschauer mit einer mittleren Teilchenzahl von 86.000 Teilchen.
Falls diese Mesonen von 10'1-—10!2 ¢V Energie nicht durch Kerntreffer
in der Luftschicht absorbiert werden, dringen sie in gréfere Tiefen ein
und erzeugen dort Hoffmann-StéBe ; in Ubereinstimmung mit den
Beobachtungen von F. WEISCHEDEL! der in 235 m W. A. Tiefe noch
eine auffallend groBle Anzahl von Heffmann-Stéfle beobachtete.

Eine Lokalisation der Quellen der primidren Strahlung ist wegen
der groflen Anzahl der Strahlungsquellen (~ 107 Nebel pro Grad?), voll-
stindig aussichtlos und erkliart die Erfolglosigkeit der Bemiihungen
zur Auffindung einer Sternzeitperiode der kosmischen Strahlung. Da
jedoch die Strahlungsquellen aulBlerhalb unseres Milchstraflensystems

w ! A. H. Comrron u. R. N. TurNer, Phys. Rev. 52, 799, 1937.
2 H. Evter und W, Hersenserc, Ergebn. d. Exakt. Naturwiss. 17, 27, 1938.
3 H. Geier und W. Stuseg, Abh. d. PreuB. Akad. d. Wiss. Nr. 10, 1941.
1 F. WEeiscHeDEl, Zeitschr. f. Phys. 101, 732, 1936.

6



82 j. barnéthy: zeitliche Anderung

liegen, ist eine BeeinfluBung der Intensitat durch den, infolge der galak-
tischen Rotation zustandekommenden Dopplereffekt zu erwarten, in
Ubereinstimmung mit dem beobachteten Compton—Getting-Effekt.1

Aus obigen Beispielen kénnen wir sehen, dal3 die Strahlung, die
nach unserer Theorie infolge Verminderung der Einheiten des natir-
lichen Mafsystems aus der Licht- und Wéarmestrahlung der Fixsterne
entsteht, in allen wichtigeren Zlgen mit den Eigenschaften der kosmi-
schen Strahlung Ubereinstimmt. Das Licht der Fixsterne erreicht uns
von Sternen in unserer Umgebung als Licht- und Warmestrahlung und
von weitentfernten Sternen, nach Umkreisung des grofiten Teiles des
Weltraumes; als kosmische Strahlung.

Es soll an dieser Stelle an eine Arbeit erinnert werden, die im
Jahre 1931 in den Naturwissenschaften erschienen ist. E. Regener
schreibt darin :

«Wenn der nach Einstein gekrimmter Weltraum geschlossen ist, kann das Licht
eines benachbarten Fixsternes auf zweierleiweise zu uns gelangen : einmal direkt, das
anderemal, roh gesprochen : auf der anderen Seite der Weltraumkugel herum ... Darf
es sich bei dieser Sachlage nicht lohnen, die Annahme zu machen, daf® das was wir in der
Ultrastrahlung beobachten, jene Strahlung ist, die von unserem Fixsternsystem ... zu einer
Zeit ausgestrahlt ist, die um die Zeit eines Umlaufes der Strahlung zurtck liegt? Wir kénn-
ten dann verstehen, dal3 wir jetzt nach den Entstehungsprozessen der Ultrastrahlung ver-
geblich suchen, denn in der Zeit eines Umlaufes der Strahlung kénnen sich die physikali-
schen Bedingungen der GrofRenordnung nach so stark geandert haben, dal wir wenigstens
in unserer naheren Umgebung im Weltraum, die zur Entstehung der Ultrastrahlung not
wendigen Verhéltnisse jetzt nicht mehr vorfinden».

Kreislauf der Energie.

Im Sinne des Il. Hauptsatzes der Thermodynamik, werden die in
der Natur vorkommenden Energien in den Naturvorgéngen abgewertet.
Der Temperaturunterschied zwischen den Energiereservoiren nimmt be-
stdndig ab und fuhrt bei einem Universum mit endlicher Gesamtenergie,
letzten Endes zum Versiegen der zur Aufrechterhaltung der NaturVor-
génge erforderlichen freien Energie : zu dem Warmetod.

Die Abnahme der Energieeinheiten des natiirlichen MalRsystems,
1aRt diesen Zustand nie eintreten, denn sie verhindert den Ausgleich der
Temperaturen. Die Temperatur weitentfernter Sterne wird immer héher
erscheinen als die der Strene in unserer Umgebung. Die zur Aufrecht-
erhaltung der Naturvorgénge nétige freie Energie wird uns in der Form
von kosmischer Strahlung zugefiihrt. Ein Nebel strahlt im Mittel 7,7.i04l
erg pro Sekunde in der Form von Wéarme und Licht in den Weltraum
aus (Seite 9) und erh&lt — mit einem Durchmesser von 15.000 Licht-

1 A. H. Qni-Ton und J. A. Getting, Phys. Rev. 47, 817, 1935 und J. Barméthy und
M. Forrs, Nature 193, 1064, 1937 ; Math. Term. Tud. Ertesit§ 56, 410, 1937-
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jahren gerechnet nach Gleichung (25) — 12.i04l erg. Energie aus dem
Weltraum in der Form von Licht-, ultravioletter und kosmischer
Strahlung zugestrahlt.

Unser Weltsystem ist ein Perpetuum mobile zweiter Art. Die
Schrumpfung der natirlichen Energieeinheiten bildet den Vorgang, der
ohne mit dem Il. Hauptsatz der Thermodynamik in Widerspruch zu
stehen, die Temperatur der Energiereservoire der Gegenwart, gegeniber
der Temperatur der Energiereservoire der Vergangenheit, vermindert
und hierdurch einen Ausgleich der Temperaturen verhindert. Unser
Universum schopft die zur Aufrechterhaltung seiner Naturvorgénge
nétige Energie, aus seiner eigenen Vergangenheit. Doch steht dies in
keinem Widerspruch mit dem Erhaltungssatz der Energie : denn soviel
Energie wir in der Form einer grol3en Zahl von Photonen kleiner Energie,
so zu sagen der Zukunft Uberliefern, ebensoviel Energie erhalten wh-
in Form einer kleinen Zahl von Photonen groRer Energie, von der Ver-
gangenheit zuriick, um in den Naturvorgangen der Gegenwart abgewer-
tet, ihren Kreislauf wieder von neuem zu beginnen.

Inst. f. Exp. phys. d. Universitat
Budapest, den 24. Dezember 1943.

A FIZIKAI MENNYISEGEK IDOBELI VAL-
TOZASA

Egy korabban kozolt dolgozatbanl azon kovetkeztetésre jutot-
tunk, hogy mindazon természeti folyamatok lejatszodasi sebessége,
melyek folyamatos id6mérésre felhasznalhaték, a multbél a jovo felé
haladvan gyorsul ; és ezen gyorsulds az id exponencidlis fliggvénye.
Ezzel szemben az elektromagneses tér rezgéseinek szaporasaga az
id6 folyaman nem valtozik. Miutan a természeti jelenségek lejatszo-
dasdnak sebessége a folyamatokban résztvevd mennyiségek és fizikai
allandok fuggvénye, a fizikai mennyiségek : a hossz, témeg (energia)
nagysaga is valtozik az id6 folyaman. A meggondolasok arra a kdvet-
keztetésre vezetnek, hogy vildgegyetemiinkben el6fordulé minden
hossz és minden tomeg (energia) az idd folyaman ugyanoly mérv(
csokkenést szenved, mint az id6egységek. Csupan az elektromagneses
tér rezgései képeznek ismét kivételt : a fotonok hullamhossza és ener-
gidja az id6 folyaman nem valtozik, mindenkor ugyanakkora mint ki-
bocsatasa id6pillanataban.

N Ezen jelenség kovetkezményeként tavoli csillagokbdl hozzank

1J. Bapnoéthy Zeitschr. f. Phys. 120, 148, 1943.
6*
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érkez6 fotonok hullamhosszat ugyanoly atomfajta altal itt kibocsa-
tott fotonok hullimhosszaval 6sszehasonlitva, megnovekedettnek taldl-
juk : tdvoli kodok szinképe voroseltoléddst mutat.

Hasonléképen tdvoli csillagokbél érkezé fotonok energidjat mi,
id6kozben lecsokkent energiamennyiségeinket haszndlva mértékegysé-
giil, nagyobbnak taldljuk. Igen nagy tavolsdagbdl j6v& fotonok esetében
ezen latszélagos energiandvekedés igen nagymérvii lehet, pl. tejiitrend-
szeriinkb6l fénysugarak alakjdban kiindul6 és a vilagegyetem megkerii-
lése utdn ismét ide visszaérkez6 fotonok energidja 10'%eV rendi. E nagy
energiaju fotonok légrétegiinkben szekunder sugarakat valtanak ki,
melyek tgy intenzitdsuk, mint energiaspektrumuk és egyéb lényeges
tulajdonsaguk tekintetében megfelelnek a kozmikus sugdrzds részecs-
kéinek.

Vilagegyetemiink egy masodosztalyi perpetuum mobile; az
energia egységek csokkenése képezi a folyamatot, mely vilagegyete-
miinkben a hémérsékletkiilonbségek fenntartasarél gondoskodik :
tavoli sugarforrasok mindenkor magasabb hémérsékletiieknek latsza-
nak, mint a kozelben lévek. Vilagegyetemiink a benne lefolyé termé-
szeti folyamatok fenntartdsahoz sziikséges szabad energidt mintegy
sajat multjabdl meriti.

RR LYRAE PERIODUS- ES FENY-
GORBEVALTOZASAI

Irta: Guman Istvdn.

I. Bevezetés.

Az ugynevezett pulzacidelmélet a valtozdcsillagok egy részénél
a csillag allapothatarozéinak védltozdsat a csillag egyensilyi helyzete
koriili rezgésekkel magyardzza. A rezgések meginduldsinak okdra az
elmélet nem tér ki, de a valtozécsillagoknak a Russel-diagrammban
elfoglalt kiilonleges helyzete kétségtelenné teszi, hogy az egyensilyi
allapot megzavardsa a csillag belsejébdl indul ki, valdsziniileg az
energiatermelésben beallé ugrasszeru valtozasok kévetkeztében.

A pulzaciéelmélet elsGsorban a periédusos valtozokra alkalmaz-
haté, itt is leginkdbb a legszabdlyosabb tipusra, a 6 Cephei-csilla-
gokra. A radidlis sebesség, a hémérséklet és a fényesség ingadozdsai-
nak az dsszehasonlitdsdbél tébb kritériumot vezethetiink le a meg-
figyelésekbdl annak eldontésére, hogy tényleg a csillag rezgése okozza-e
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ezeket a valtozdsokat. Igy nemrég W. Beckernek! sikeriilt kvantita-
tive is igazolni, hogy a 0 Cephei-csillagok radidlisan pulzdlé csillagok.
A rezgés periodusa, amely a megfigyelésekb6l a sziikségesnél
lényegesen nagyobb pontossaggal hatarozhaté meg, a pulzacidelmélet
folhasznaldsdval mar kivetkeztetést enged a csillag belsd szerkezetéreis.
Valamely csillag szabad pulzacidjanak a vizsgalatdhoz a kovet-
kez6 alapegyenletek dllnak rendelkezésre :
1. A folytonossagi egyenlet?

- + o div b (1)
5 T dind =a
, D . :
ahol v a sebesség-vektor, ¢ a strtség ésﬁ a kovetkez6 operdtor
D P :
Dt~ 3 T grad) b
2. A hidrodinamikai alapegyenlet
Do y
e o grad @ — Div R (2)

hol @ a gravitaciés potencidl, B pedig a belsé fesziiltség tenzora.
Div tenzordivergenciat jelent.
3. Az energiaegyenlet

IE
-;—}—pdivv:s—-div(Eb%—%) (3)

Ez kifeje i, hogy valamely egységnyi térfogatd térrészben a hé és
sugarzasi energia Osszegének, E-nek az idGegység alatt vald valto-
zasa a kovetkezd tagokbdl tevddik Ossze: a) Az idSegység alatt fel-
szabadulé szubatomdris energia, & b) A pulzici6 kovetkeztében
mehanikai energia héenergiavd alakul. Ez -pdivb, ha p a hidro-
sztatikai nyomds. ¢) Az energiafluxus ésszetevédik a konvektiv Ev
taghdl és a sugéarzasfluxusbol, F-bol. A térrészbe bekeriilé és onnét
kikeriil6 energiamennyiség kiilonbsége -div (Lb + )

Az (1)—(3) egyenletekbél meg kell hatarozni a csillag barmely
tomegelemének az egyensulyi helyzetbdl valé elmozduldséat, vagyis az

1
) =) bat (4)
lO

vektort.

P W. Becker : Ein Feitrag zur Priiffung der Pulsationstheorie der 0 Cephei-Ver-
inderlichen durch die Beobachtung und eine unabhingige Ableitung der Perioden-
Helligkeitsbeziehung. Z. f. Ap. 19. 299. 1940.

2 Részletes targyalasat 1. Rosseland : Astrophysik auf atomtheoretischer Grund-
lage. Berlin, 1931. p. 60—63.
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Ha els6 kozelitésben t) magasabb hatvanyait elhanyagoljuk
(infinitezimdlis pulzacidé), akkor t elkilonithet6 a tdbbi flggetlen
valtozotdl (ezek altalanos esetben a sugar, a szélesség és hosszUsag)
és a megoldas ilyen alakban irhaté

)—Rep(r,....) e )

A Re azt jelenti, hogy t)ra a jobboldali kifejezés valds részét kell
venni. Minthogy W. Becker eredményei szerint elég radialis pulza-
cidkra szoritkozni, p csak az r fliggvénye.

Legyen o = a + Ri, akkor

)= p{r) e~1Lcos at ()

Az energiaegyenletben az energiatermelésnek és a netto sugar-
zasi fluxus gradiensének a pulzacio kovetkeztében bealld valtozasai
a csillag belsejében rendkiviili kesinyek E mellett és csupan a csillag
felliletének kozelében jatszanak szerepet, ahol E mar kicsiny. Ezért
a pulzaciot els6 kozelitésben adiabatikusnak tekinthetjiuk. Ekkor
(6)-ban B = o0 és a rezgés minden helyen tiszta harmonikus. A pul-
zacio kdzben minden részecskére érvényes a P ~ gy Osszefliggés, ahol
P az dssznyomds (gaz |- sugdrnyomads) és y a fajh6hanyados a gazra
és a sugarzasra egylttesen. Ennek értéke a csillagok esetében mindig
4/3 és 5g kozott van.3

Adiabatikus radialis pulzaciék frekvenciajat, a-t és amplitado-
jat x-et (p —x2) a kovetkez§ hatarprobléma megoldasa adja.
Keresnink kell az Ex + a2h(f) x = o 0
differencialegyenletnek4 a (0, R) tartomanyban (R a csillag sugara)
véges, nem minden(tt eltind megoldasait, melyekre

dx X
Gvr2—=0 ha r—R (7a)

E az Ugynevezett Sturm—Liouville-féle operator5

L=1[polA+ v ©

Ki lehet mutatni, hogy a sajatértékek av a2 ... . mind valésak,

8 Pl. Eddington : Der innere Aufbau der Sterne. P. 232.

4 Ennek részletes levezetését lasd : Detre : 6 Cephei-csillagok szekundér periédu-
sai és a pulzacidelmélet. Csili. Lapok Il. évi. 4. sz.

5L. Hitbert-Courant : Methoden der mathematischen Physik I. p. 250—253.

(1. Aufl.) A sajatértékek valéssagara ay > -~ feltételt 1 Csili. Lapok 2. évf. 4. sz-
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ha 7 > —6s a sajatfiiggvények xIt x2 mmmteljes ortogonalis rendszert

képeznek, vagyis ha normaljuk &ket
R

| Q.rl xixk dr = 61k 8

ol & 'pal f

o | —= F;
Csillagokra val6é alkalmazasnal 4 < y éspedig inkabb

kdzelebb a fels6é hatarhoz. A pulzicidegyenlet sajatértékei tehat
pozitivek. A Sturm—Liouville-féle hatarértékprobléma megoldasai-
nak altalanos tulajdonsagai szerint, ha a sajatértékeket novekvé sor-
rendben rendezzlk, az els§ sajatértéknek megfeleld sajatfiggvénynek
a csillag belsejében csak a kdzéppontban van zéréhelye. Az alaprezgés-
nél igy nincs csomofeliilet, csupan a kdzéppont csomopont és a Kitérés
el6jele adott id6ben mindenitt ugyanaz. Az I-ik sajatértékének meg-
felel6 rezgesnél a csillag belsejében I-i csomoéfelilet van.
A sajatértékek y-val egyértelmileg valtoznak és igy ndvekedé-
sével a rezgések periddusai (7") a
27
T — ©

ae
Osszefuiggés szerint csokkennek.

1. Valtozécsillagok tébb periédussal. Becker Vizsgalatai
azt bizonyitottak, hogy a csillag allapotvaltozasait a csillag radialis
pulzacidja okozza. Az elméletnek szamot kell adnia a periddus, illetve
periodusok értékérdl is. Ezek megallapitasahoz ismerniink kell a csillag
felépitését egyensulyi helyzetében. Ehhez legcélszer(ibb a stir(iséget
megadni, mint a sugar fuggvényét. Természetesen a periddusok értékei
y-tol is fliggenek, viszont maga y szintén' a csillag bels§ 6sszetételétdl
figg (a kémiai osszetételt6l és a sugarnyomdasnak a gaznyomashoz
val6 viszonyatél). A (7) egyenlet sajatértékelt és a sajatfliggvényeket
teljes altalanossagban a kovetkez6 modellekre ismerjik :6

1 g= konst. 2. g ~r~2 3. Pontszer(i véges tbmeget egyenletes
sir(iségd, igen kis tdmeg( burok vesz korul. Ezek mindegyik- tavol-
esik az elfogadhatd csillagmodellektél, de a targyalasuk felvilagositast
nyUjt arra nézve, hogyan valtoznak az eredmények a csillaganyag
legkilénbdzébb centralis sdrlisddése mellett.

A standard-modellre, amely a 3 index({ politrop gazgdémbnek

T. E. sterne : Modes of radial oscillations. MN. 97. 582. 1937.

csak
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felel meg, numerikus integréaldssal Schwarzschild szamitotta ki az
alaprezgés és az els6 négy felrezgés periodusat, éspedig y = 1-33,
*1-43, 1-54, 1-67 értékére.7

Az eddig emlitett vizsgéalatokba y értékét az egész csillagra
konstansnak vették. Altalanossagban csak jo kozelité formulat isme-
rink8 az alaprezgés peridéduséra :

(10)

ahol / a csillag tehetetlenségi nyomatéka, ( a gravitacids potencidl
a csillag felliletén, y a y kozépértéke a csillag belsejében.

A pulzaciéelméletnek, azaz a most ismertetett vizsgalatoknak
a megfigyelésekre vald alkalmazésanal a gyenge pont a csillagok
bels6 szerkezetér6l vald hianyos ismeretiink, azaz a bizonytalansag
arra nézve, hogy melyik csillagmodellt vegyiik alapul az 0Ossze-
hasonlitasnal. igy bizonytalan a g (r) fliggvény alakja, de amellett
y értéke is valtozhat a (A *) hatarokon belll. Ha valamely valtozé-
csillagnak csak egy periddusa van, akkor y kell6 megvélasztasaval
végtelen sok modellre egyezést érhetiink el. Ellenben ha tobb periddus
is fellép, a modellre is kdvetkeztethetiink ebbdl. Ezekbdl nyilvanvalg,
hogy milyen nagy fontossdguk van az olyan valtozocsillagoknak,
amelyeknek fényvaltozasaban (legtébbszor csak ez figyelhet6 meg, —
a radialis sebesség valtozasait csak nagyon kevés fényes valtozo-
csillagnal sikerllt észlelni) tébb periédus mutatkozik.

llyen valtozocsillagok észlelésébdl még ennél sokkal tobb kdvet-
keztetés is vonhatd. Mig az elmélet, amint eddig ismertettiik, csak
végtelen Kicsi rezgésekre van kidolgozva, a megfigyelések szerint a
sugar valtozasa néhany csillagnal 5—6%-ot is kitesz. Amig a végtelen
kis, tisztdn harmonikus rezgéseknél, ha egyszerre tdbb sajatrezgés
van gerjesztve, azok linearisan tevédnek 6ssze, addig véges rezgések-
nél a sajatfiggvények nem tisztdn harmonikusak £-ben és az egyes
rezgések tobbé nem additivek és emiatt az ered6 pulzacié meglehe-

tésen bonyolult. Az f) vektor abszollt

7M. schwarzschita :  Overtone pulsations for the standard model. Ap. J. 94.
245—251. 1941. — L. Feinstein and M. schwarz-chita : Automatic integration of
linear second-order diferential equations by means of punched card machines. Rev.
Sc. Instr. 12. 405—408. 1941. Ez a két értekezés nem &ll rendelkezéstinkre. A régebbi
kevésbbé részletes szamitasok kozul megemlitendék H. A. K 1uyver (8. A. N. 7. 313.
1936.), Edgar (M. N. 93. 422, 1933.) és Eddington (Derinnere Aufbau der Sterne) sza-
mitdsai. Utdbbinak a szamitasai alapjan ismerjik a 3 index{ politropra az alaprezgés
periédusait y —1-38 és i-45-re.

8P. Lkdoux and C. L. pexeris : Radial pulsations of stars. AP. J. 94. 124—135.
1941. (Phys. Bér. utan.)
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véges adiabatikus pulzacié esetén ilyen alakd differencidlegyenlet
all fenn :

Ly—h{) 2% =), (x1)

ahol f(y) az y-ban egynél magasabbrendli tagokat foglalja éssze.
y-t kifejthetjiik (7) sajatfiiggvényei szerint :

Y7 — Xeg (D), (7) (12)

ugyanigy f (y)-t is. Akkor a ¢, (¢), ¢, (¢), . ..., figgvényekre kapunk
egy masodrendl differencidlegyenletet, amely kanonikus alakra
hozhaté.?

A csillagmodell bizonytalansiga ma még nem engedi meg az
itt vdzolt szamitdsoknak az észlelésekkel valé Gsszehasonlitasat.
Inkabb a megfigyelésekbdl kell megallapitanunk, hogyen tevGdnek
6ssze tobbperiédusu véltozdcsillagoknal a véges rezgések és az igy
nyert empirikus anyagbol lehet koévetkeztetni a csillag belsé szer-
kezetére.

Mindezekbél nyilvanvalé az olyan valtozdcsillagok megfigyelé-
sének fontossdga, amelyeknek fényvaltozasaban tébb periédus mutat-
kozik. A svabhegyi csillagvizsgaloban 1934 6ta folyik ezen csillagok
tiizetes tanulmdnyozasa. A munka els6 része annak a megallapitasa
volt, hogy mely csillagndl mutatkozik t6bb periédus. Kideriilt, hogy
a hossziperiédusi 0 Cephei-csillagok mindegyikénél csak egy periddus
mutathaté ki, ellenben a révidperiédust é Cephei-csillagok kb. 5%,-nal
kimutathaték szekundér periédusok.®

A legfontosabb ilyen roévidperiédust 6 Cephei-csillag RR Lyrae,
mivel ez a legfényesebb képviselGje az 6sszes rovidperiodusi ¢ Cephei-
csillagoknak is, tigyhogy ezeket RR Lyrae-csillagoknak is nevezik.
Ezen csillag fénye koriilbeliil 7 és 8 magnitudé kozott valtozik és
igy remény van ra, hogy a fényvéltozas mellett a nagyobb amerikai
teleszképokkal a radidlis sebesség valtozasa is észlelheté. Ez a tébbi
hasonl6 csillagnal — kis fényességiik miatt — teljesen lehetetlen.

Az RR Lyrae periédusirél a mult évben kimerité vizsgilat
jelent meg DETRE-t6l,'' aki az eddigi Osszes, rendelkezésére allo
anyagot egységesen feldolgozta. A csillag fényvaltozasit BALAzs és
DETRE 6512 felvételiik alapjan szintén vizsgalta,'* de észleléseik csak

9 J. Worrjer : On periodic solutions in adiabatic starpulsations. M. N. 93
260. 1935.

N 10 J. Barizs und L. Derre : Untersuchungen iiber die Perioden- und Lichtkurven-
inderungen von kurzperiodischen & Cephei-Sternen. I—1IV. Bud. Mitt. 5. 1938. 8. 1939.
17—1I18. 1942.

11 dto. Untersuchungen ... III.
12 dto. Untersuchungen ... IV.



90 GUMAN ISTVAN

a fényvaltozads maximumanak vidékére terjedt ki. A periédusok meg-
allapitdsara ugyan ez a fénygorbe leglényegesebb része, de teljes
képet csak ugy kaphatunk az egyes rezgések OsszetevOdésére, ha a
megfigyeléseket az egész fénygorbére Kiterjesztjik. Jelen dolgozat
célja az RR Lyrae fénygorbevaltozasanak a teljes vizsgalata, (U
megfigyelési anyag alapjan, amelyet a szerz6 az 1942. évben a svab-
hegyi csillagvizsgaldban készitett. Mint latni fogjuk, az (j anyag
feldolgozasabd6l a periddusokra is lényeges Uj eredményeket kapunk.

1. A felvételek. Kimérésiik és redukalasuk. Az RR Lyrae tanul-
manyozasara a felvételek a svdbhegyi Csillagvizsgal6 Intézet 16 cm-es
asztrografjan késziiltek. Ez a m(szer egy 18 cm-es vizualis vezet6-
tavcs6re szerelt 16 cm-es fotografidi dublettbél all. Ennek fékusz-
tadvolsdga 220 cm, Ugyhogy a lemezen i°-nak kb. 4 cm felel meg.
A kazetta a deklindciés korok iranydban csavarral kb. 3 cm hosszi-
sagban eltolhat6é és igy, ha két felvétel kozott x2—% mm-es eltolast
szdmitunk, nem nagyon csillagdus videkr6l ugyanazon lemezre akar
60 felvétel is késziilhet. A felvételek fokalisak.

A felvételek a Kodak-féle Eastman 40 lemezfajtara késziiltek.
Ezt a lemezfajtat nagy érzékenység mellett rendkivil egyenletes
emulziosréteg jellemzi és igy fotométriai felvételek készitésére kiilo-
nosen alkalmas. Az emlitett optikaval ezen a lemezen 1 perc kin
tartassal kb. a 12. nagysagrendl csillagokig lehet eljutni. igy RR
Lyrae-re, melynek fényvaltozasa nagyjabdl a 7. és 8. nagysagrend
kozott torténik, a valasztott y2 perces kintartdsi id6 mellett igen
er6s képeket kapunk.

Minthogy a 16 cm-es asztrograf objektive kézdnséges akromat-
lencse, igen nagy latmez6korrekcidval kell szamolnunk. Evégbdl
szilkséges, hogy a valtozd és az 0Osszehasonlitd csillagok lehet6leg
az optikai tengely kozelébe essenek és minden felvételnél szigordan
kell tgyelni arra, hogy az optikai tengelyhez képest a csillagok min-
dig ugyanazt a helyet foglaljak el. Ezért a vezetd csillagot a vezet6-
tavcsére szerelt fondlmikrométernek mindig ugyanazon fonalaira kell
helyezni.

Mivel a y2 perces expozicid mellett, ha a felvételek egymasutan
késziilnek, a csillag fényvaltozésanak ardnylag nem gyors szakaszaban
a fénygorbe felesleges slir(in volna befedve és ez a kiméréshen és
redukaldsban felesleges nagy munkamegterhelést jelentene, a fény-
gorbe leszalld6 agaban néhany egymasutan készilt felvétel utén
hosszabb, 10—15 perces sziinetet tartottam. A felszallo agban és
a maximum koérll azonban a felvételeket egymésutan folyamatosan
készitettem.

A lemezeket metol-hydrokinon eléhivoban hivtam el§ 3 percig.
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Ez az el6hivo nagy gradaciot biztosit és igy a fotometriai kiértékelés-
nél nagy pontossag érhet6 el.

Az 1943 méajus 16—1943 november 1 id6kdzben 113 lemezen
Osszesen 4021 felvételt készitettem. Egy lemezre holdviladgos éjszaka-
kon lényegesen kevesebb felvétel késziilt, mint sotét éjszakakon, hogy
a lemezalap ne legyen sohasem fatyolos. Ezen felvételek kozil
— kulénb6z6 lemezhibak, nem pontszerl képek és mas okok miatt -
257-et kellett Kiselejtezni.

Az el6hivott lemezek kimérése az intézet fotocellas mikro-
fotométerén toértént. Az RR Lyrae mellett még harom &sszehasonlito
csillagot mértem ki, mégpedig :

B. D. -f 42,3325 Spektrum Ao  Fényrend 6“49
+ 42,3340 A2
+ 42,3331 Go

A fényrendre atvettem a leideni észlel6k13 meghatarozasat. Az asztro-
graifal 6nalld6 meghatarozasuk nehéz lett volna, mivel az északi pélus
koril alapul vett csillagok kozil a fényesebbek igen nagy teriileten
oszlanak el és igy a nagy latmez6korrekcio miatt ezek a 16 cm-es
asztrografon nem hasznalhaték fel. A leideni fényrendek az inter-
naciondlis skéaldban vannak kifejezve. Minthogy a hasznalt 0Ossze-
hasonlitok mind igen kozel feklisznek az optikai tengelyhez, latmez6-
korrekciot nem kell figyelembe venni.

A mikrofotométeren minden csillagnak a diafragméaba tortént
beallitdsa utan egy ékkel kompenzaljuk az elektrométerfonal kitérését.
Ugyanezt tesszlk a csillag mellett a lemezalap beéllitdsa utan. A csil-
lagra és a lemezalapra kapott ékleolvasasok kilonbsége szolgal mér-
tékll a csillag sotétedésére és atmérdjére egyittesen. Mindkett6 a
csillag fényességétdl és az expozicios id6tél fligg.

A csillagok fényrendje és az ékleolvasaskiilonbségek logaritmusa
kozt az osszefliggés tapasztalat szerint kozel lineéaris. Ezért minden
felvételhez megszerkesztettem az G. n. soOtétedési gorbét olyképen,
hogy abszcisszdnak vettem az @sszehasonlitd csillagokra kapott
ékleolvasaskulonbségnek logaritmusat*. ordinatanak pedig ugyanezen
csillagok fényrendjét. A valtozocsillagra kapott ékleolvasaskiilonbség-
b6l kaptam ennek alapjan a valtozdcsillag mindenkori fényrendjét.

Mivel a sziikséges expoziciéidd igen rovid volt, két egymasutan
kovetkezd felvételbdl kozepet képeztem. Minden napra kilén fel-
rajzoltam ezen értékek alapjan a valtozd fénygorbéjét, amely a teljes
periédus egy hosszabb-rovidebb részlete. Ezek a fénygorberészletek
képezik a kovetkez6 diszkusszio alapjat.

1BR. Prager : Dér Veranderliche RR Lyrae. Babelsberg Ver. V. Heft. 4. 1926.
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i. abra. A maximum idépontjanak valtozasa a fénygdrbevaltozasok periédusaval.
Ures korok bizonytalan értékeket jelolnek. A korék mellé irt szdmok az egyes maxi-
mumok epochajat (l. tablazat 2. oszlop) jelentik az ezresek elhagyasaval.

IV. A fényvaltozds periddusanak valtozasa és a fénygorbe-
valtozas periddusa. Mint mar régebbi vizsgalatokbdl ismeretes, az
RR Lyrae fényvaltozasanak periddusa lassan valtozik. A periddus
értékének és a periddus valtozasanak vizsgalata legegyszer(ibben a

2. &bra. A felszall6 &g kozepéhez tartozd id6pontok valtozdsa a fénygorbevaltozasok
periédusaval. A kérok mellé irt szamok az epochat jeldlik (I1. tablazat 2. oszlop) az
ezresek elhagyéasaval.
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3. &bra. A fényvaltozas periddusanak valtozdsa. Az ordinata adja az észlelt maximumok

id6épontjanak eltérését a (13) formula alapjan, alland6 periédussal szamitott értékektél.

Telt korok kilonbozé kulfoldi, négyzetek Balazs és Detre, vilagos kor sajat észleléseket
jelentenek.

4. dbra. A fénj'gorbevaltozas periddusanak valtozasa. Az ordinatak az észlelt E értékek-
nek a 71-98 periodustol vald eltérését adjak.
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maximalis fényesség idépontjai (tn&) alapjan torténik. Detre idézett
értekezésében 0Osszegydlijtotte az eddigi észlelésekb8l megallapithatd
maximumok idépontjait (I. betre : RR Lyrae Tab. I.). Sajat észle-
léseimbdl io maximum id6pontja hatarozhatdé meg és ezeket az
I. tablazat els§ oszlopaban soroltam fel. A maximumok id6pontjai
grafikusan kortlbeltl 4- 0003 pontossaggal hatdrozhatok meg.
A bizonytalanabb értékeket kettGsponttal jeléltem meg.

I. tablazat.

Eszlelt maximumok.

B E R (B-—R)max (B -—R)max m v

243 .. . d d

0867-510 28246 «338 0-172 4- 0-011 6-90 0-i8
0875-424 28260 « 274 0-150 - 0-0ii 6-91 0-38
0896-433 : 28297 . 246 0-187 : 4- 0-026 : e8 0-89
0909-462 28320 . 284 0-178 4- 0-017 7-04 0-20
°9 13 ‘09 28327 252 0-167 -f 0-006 6-95 0-30
0922-457 28343 . 321 0-136 — 0-025 7-02 0-52
0926-423 28350 . 289 0-134 — 0-027 7-12 0-62
0930-388 28357 R 0-131 — 0-030 7-20 0-72
0931-510 28359 « 390 0-130 — 0-031 7-17 0-74
0935-532 28366 3538 0-162 : 4- 0-00i : ;.,5 . 0-84

A 2. oszlopban a maximum epochaja van feltiintetve a
t J. D. 241 4856.450 + 0d5668 3735 E (13)

formula alapjan, amelyet Detre is hasznalt vizsgalataihoz. A 3. oszlop-
ban K a megfelel6 £-hez ezen formulabdl szadmitott trax érték.
A kovetkezd oszlopban a megfigyelt és szamitott maximum-idépont
kozti kilénbség van feltiintetve. Minthogy a megfigyeléseim arany-
lag rovid, alig tébb mint két hdnapra terjedtek, a kilénbségeknek
a hibahataron belil egyezni kellene, mert ilyen révid idd alatt a lassd
periddusvaltozéashol el6allé eltérések elenyésztek. A nagy eltéréseket
a fénygorbevaltozasok okozzéak.

Ismeretes, hogy a fénygorbevaltozasok korulbelul 41 nap perio-
dussal ismétlédnek, azaz a fényvaltozas periédusanak kb. a 72-szeresé-
nek megfelel§ id6kdzokben. Ennek a periddusnak mutatkoznia kell
a (B—R)nx értékbe r is. Szamitsuk ki mindegyik maximumra a fény-
gorbevaltozas fazisat, xpt a 41 napos periddus tortrészeiben kifejezve,
éspedig a Detre altal is hasznalt

Eo= 78+ 71-98 £ (14)
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formula alapjan. Itt e a fénygorbevaltozas periédusanak tetsz6leges
E értékt6l eltelt szamat jelenti. Az E — EO epochahoz tartozzék
= 0. Akkor tetszéleges E epochdhoz » értékét agy kapjuk, hogy
az (E— EOQ)jyi-g8 mennyiség tortrészét vessziik, »pre kapjuk az
I. tdblazat utolso oszlopaban levd értékeket.

Ha a (B—R)na értékeket mint »p fliggvényét felrajzoljuk, Detre
eredményeivel teljesen egyezd osszefiiggést kapunk. Az i. abran a
kihGzott gorbe a Detp.e altal levezetett gérbe a maximumok idépont-
janak a fénygorbevaltozdsok kovetkeztében beadlldé ingadozasara.
Mint latjuk, ehhez a gorbéhez az altalam nyert értékek igen jol simul-
nak, az eltérések nagyon csekélyek. Az abrat kilonben Ggy rajzoltam
meg, hogy az ordinata kezd6pontja felezze a gorbét. Ezt akkor érhet-
jik el, ha a (B — R)mar értékekbdl kivonunk o0?i6i-et. (I. tablazat
5. oszlop.)

A maximumok idejénél pontosabban lehet megéallapitani a fel-
szallodg valamely részéhez tartoz6 id6pontot. igy legcélszeriibb a
felszallo &g kozepéhez tartozé id6pontot meghatarozni, vagyis azt
az id6pontot, amikor a csillag fényrendje a fényesedés alkalmaval
7459 lesz. Sajat észleléseimb6l 10 ilyen id6pontot tudtam megallapi-
tani és ezeket a Il. tablazat 1. oszlopaban tlintettem fel. A 2. oszlop-
ban van a megfelel§ epocha, a 3-ban a kovetkezd formulaval szami-
tott idépont :

tkéz _ j jj 241 4856.408 + 0?5668 3735 E, (15)

a tobbi oszlop értelme az |. tablazat alapjan nyilvanvalo.

1. tablazat.

Eszlelt kdzepes fényességek.
B E R (B—-Rkiz  (B---R)kéz ip
243 e mm
0863-476 28239 +328 0?i49 + 0003 009

0867-463 28246 . 2% 0-176 4- 0-021 018
0875-383 28260 . 232 0-151 4 0-005 038

0876-506 28262 . 365 014 — 0005 040
0897-477 28299 .338 0139  — 0007 0Oal
0909-412 28320 L2482 0170 40024 02
0922-415 28343 2719 0136  — o-oio 052
0926-379 28350 247 0132 0014 062
0931-478 28359 w348 0-13° — 0016 074
0935-456 28366 - 316 0140 — 0006 Ogg

Ha a (B —R) f& értékeket » fuggvenyekent rajzoljuk fel és
az ordinatdk kezddpontjat o-i40-nal vesszik fel, kapjuk a 2. abrat.
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Az egyes értékeket itt is kielégitéen kiegyenlithetjik a Detre altal
kapott gorbével, Ugyhogy az egyezés az § vizsgélataival itt is tokéle-
tesnek mondhato.

Homogén anyag birtokaban a periddusvaltozas vizsgalatara fel-
tétlen megfelel6bb a kozepes fényességet alapul venni. Ellenkez§
esetben azonban el6nyt kell adni a maximumok id&pontjanak. Ez
ugyanis jol definialhatd, mig a kdzepes fényesség kiilonbdzé helyek-
r6l szarmaz6 anyagokban a fénygdrbe més-mas pontjat jelentheti.
Mindenesetre utébbi jo kiegészitést adhat, kilondsen ha kevés jol
atészlelt maximum van az anyagban. Mi a kovetkezdkben csak a
P"&-okat hasznaljuk.

Az eddigiek alapjdn vizsgaljuk meg el6szor a fényvaltozas
periddusanak valtozéasat. Evégbdl a (B — R) nax értékekbdl eliminalni
kell a fénygorbevaltozasokbol eredd részt. Mas észlel6k megfigyelé-
seire ez mar Detre Vvizsgalatiban megtortént, mégpedig Ugy, hogy
minden észlel6nél megallapitotta az i. 4braban berajzolt goérbe felez6-
jéhez tartozé (B —R) nx értekeket. Mint mar lattuk, sajat észle-
Iéseimb6l erre 0?i6i adddik.

Ha felrajzoljuk a rendelkezésiinkre all6 anyagbdl kapott ilyen
értékeket, mint E fliggvényét, kapjuk a 3. abrat. Az egyes értékek
sulya szerint kiilénbdz6 nagysagu jeleket hasznaltam. A legutolsd
vildgosabb kor felel meg a sajat észleléseimnek.

Detre eredményeivel szemben Iényeges eltérés, hogy a (B — R)n&
értékek tovabbra is ndnek. petre ugyanis az utols6 értékekbdl arra
kovetkeztetett, hogy a (B — R) nar értékek kb. E — 22 0oo-t6l kezdve
fogyni kezdenek. Mint az abrakon lathatjuk, az 6 rendelkezésére allé
utols6 értékek tényleg erre latszanak mutatni. Viszont most mar
nyilvanval6, hogy a (B —R) nx ndvekedése még mindig tart, béar
lanyhul6 Utemben.

Ha a 4. 4bra gérbéjét azy = / (E) fuggvényt abrazolja, a perid-
dus P1 értéke az E epochéhoz tartozé id6pontban

Pi (E)= of 5668 3735 + [/ (E + i) —/(£) (16)
Vagy kell6 pontossaggal
Pi (E) = of 5668 3735 + /' (£), @

ahol a vesszd differencidlast jelent. A periédus nd vagy csokken,
aszerint, hogy f (E) n6 vagy csokken. Mint abrankbdl lathatjuk, a
csillag megfigyelésének a kezdete 6ta kb. E — iy 00o-ig a periddus
n6tt. Grafikusan megallapithaté az abrabdl, hogy a periédus E — o-
ban 0d5668iy volt és ez E = iy 625-ig od566852-re n6tt. Ezen tul
a mai napig a periddus csokkent és jelenleg kb. of 56683y. Az eddigi
valtozads amplitiddja o- 000035 volt, azaz kb. 3 masodperc (lasd
10. abrat).
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A P, (E) gorbe pontosabb megallapitisdnak valamely inte?—
poldciés formuldval nem sok értelme van. A valtozds valdszintileg
periédusos, de még egy periodus nem telt el azdta, amiota a csillagot
észlelik. Az eddig feldllitott interpoldcids formuldk kés6bbi észlelések
alapjdn sohsem nyertek megerdsitést. Erdekes, hogy minden fel-
dolgozasnal hosszabb periédus addédott, mint a megel6zénél. Igy
Prager és Shapley 1915-ben!* a periddusvaltozas periédusara a fény-
valtozas periodusanak a 12 ooo-szeresét kapta. Schiitte 19z3-ban'®
mar 16 coo, Zacharov 1925-ben'® 23 000, Prager 1926-ban'? 23 230-
szoros értéket kapott. A

P: (E) = 025668 350 + 0£-:0000 200 . cos 0200989 (E — 15500) (18)

formula szerint a periédus 36 40o-szorosa a fényvaltozasnak, azaz
56-5 év. Ha sajat észleléseim tekintetbevételével most 1jbdl tisztdn
harmonikus formulat haszndlnank, 70 évnélis hosszabb periédus adédna.

A fénygorbevéltozas periddusanak vizsgdlatara azokat az epo-
chakat (E, értékeket) haszndljuk, amelyek a maximumokra érvényes
(B — R) nar értékeket dbrazolé goérbe (r. abra) felszdlld aganak a
kozepére esnek. A 4. a.rdban feirajzoitam a kiilonboz6 meg-
figyel6ktél rendelkezésiinkre allé adatokat. Az e értékeket a (14) for-
mula alapjan kell venni. Ha az E értékeket a (14) formula alapjdn
allando periddussal kiséreljiik meg dbrdzolni, a 4. abrdban feltiin-
tetett eltéréseket kapjuk.

Ez az dbra mutatja, hogy a fénygorbevdltozds periédusa, p vdl-
tozik, éspedig folytonosan. Grafikusan meghatarozhatjuk a kiilon-
boz6 e-khez tartozé periddusértékeket. Eszerint a fénygérbevdltozds
periédusa, amiéta a csillagot észlelik, 71”1516l ¢ = 300-ig 72"12-re
emelkedett, majd az ut6ébbi idében 72 i7-re csokkent.

V. A fénygorbe valtozdsa. A fénygorbe valtozdsainak meg-
allapitdsira a fényvaltozas minden fdzisira felrajzoljuk a kiilonbozé
y-re, azaz a fénygorbeviltozas kiilonboz6 fazisaira kapott fényesség-
értékeket. A fényvaltozds fdzisainak a megéllapitdsara a (13) formulat
haszndltam, de a lassi periédusviltozas, azaz a + 0161 korrekcid
tekintetbevételével. A fényvdltozds igy szamitott fazisit, a periédus
egységeiben kifejezve, f-fel jeldljik.

Az egyes estékre kapott gorbék alapjan a kovetkezd fazisokra
olvastam le a fényességet :

w14 Sitzb. Ak. Berlin 8. 216. és Ap. J. 43. 217.
15 4, N. 218. 163,
184, N. 225. 131.
17 Babelsberg. Veroff. V. Heft 4.
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0-088, 0-105, 0-141, 0-176, o0.212
0-245, 0-282, 0-318, 4.353 0-388,
0-423. 0-476, (529 0-982, 0-617,
0-670, 0-706, O0-741, 0-776, 0-812,
0-82Q, 0S47, 0-864, 0-882, 0-902,

0-919, 0-937, 0-954, 0-972, 0-990.

Ezeket az értékeket aztdn mint ordinatakat felrajzoltam y fliggvénye-
ként a 5. abrakban. Minden/-re egyszeri hullamgérbét kapunk, de
kilonbéz6 amplitadékkal és amellett a maximumok és minimumok
killénb6z8 /-re més-mas ip-né\ kovetkeznek be.
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A III. tablazatban o6sszedllitottuk az 5. dbraban berajzolt gor-
bék jellemz6 adatait. m"* a gérbe maximumahoz tartozé fényrend,
p " pedig megadja, hogy milyen y mellett kovetkezik be a maxi-

sdde ugyanilyen adatok a gérbe minimumdra vonat-

mum. m """ és
"" intenzitasban adja a gérbe maximumat és mi-

kozbdlag: 1% és..1
nimumat. Az intenzitds egységének 6"go fényrendet vettiik. A [ az
intenzitdsamplitudé, azaz A I = I"“—I"". Az utolsé oszlop a
AI|A héanyados, ahol A a kozepes fénygorbe intenzitasamplituddja.
A kozepes fénygorbét egyszertien az
L=k I mazc I min o
I = e értékek adjak.

A kozepes fénygorbét a kovetkezd adatok jellemzik :

S = T WL — O T Al =070,
A maximumot f = 0”037-nél, a minimumot f = 0”:82r-nél éri el,
melybél a kovetkezé adatok kovetkeznek :
(M — m)|P1 = 0-216 M= n— 0122,

Az 5. abrak alapjan konnyen megszerkeszthetjiik a fénygorbéket
y kiilonbo6z6 értékeire. Ehhez a kiegyenlité gérbéken le kell olvasni
a megfelel6 fényességeket és ezeket Kkiilonboz6 y-kre mint f fiigg-
vényét felrajzolni. Ilymédon megszerkeszthetjiilk a fénygorbéket a

¥ = 0-00, 0-05, 0-I0, 0-I5, 0:20, 0°25, 0-30, 0:40, 0-45,

0°50, 0:55, 0:60, 065, 075, 0-80, 0-85, 0:90, 0:95.

értékekre.

Az eredményt a 6. abra tiinteti fel.

Az abrakbdl a kovetkez6 torvényszeruségeket olvashatjuk le :

1°. A minimum fényességének a valtozdsa sokkal kisebb, mint
a maximumé.

2°. Ha a maximum fényesebb az atlagnil, a minimum gyen-

_gébb az étlagndl és forditva. A maximum valtozasinak amplitudéja

3-9-szer nagyobb, mint a minimumé.

3°. A fotografiai fényvéltozds amplitudoja o-"57 és 1-"03 kozott
valtozik. Intenzitdsban kifejezve a maximdlis amplitudé 2z-09-szer
nagyobb, mint a minimadlis.

4°. A minimum és a rdkévetkez6 maximum kozti idStartam
(M — m) 0'13 és.0"30 kézétt véltozik. Ez a valtozas féleg a maximum
idépontjdnak a valtozdsdbol ered, mert a minimum fazisa keveset
valtozik.

¥ A fényesség vdltozdsa kiilonboz6 f-re igen kiilonbozik, mint
azt a 7. dbra is mutatja. Legnagyobb a vdltozds a maximum Kkor-
nyékén, éspedig valamivel a fényvdltozds maximuma el6tt és utan
két maximuma is van a A4 [/A gorbének.
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6-94
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7-00
6-99
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yjmax

0-45
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0-36
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0-25
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6. abra (a—c). A fénygorbe valtozasa a 41 napos periédus folyaman. A szaggatott
gorbe a kozepes fénygorbét jelzi.
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VI. A fénygorbevaltozas és interpretacidja. A legfontosabb jelen-
ség, amelyet a 6. 4brakbdl leolvashatunk, akdvetkez6 : A fényvaltozés
kilonbdz6 fazisaiban a szekundér valtozasok goérbéje, illetve annak
alakja /-fel valtozik, azok maximuma és minimuma novekvé /-fel
allandbéan balfelé tolodik el, éspedig ha végigmegyilnk az d&sszes /-
eken, az eltol6das éppen = i.

Ezt a jelenséget legjobban Ugy magyardzhatjuk, hogy a fény-
gorbevaltozast egy maésodlagos vibracié okozza, melynek periédusa
valamivel rdvidebb, mint az els6dleges vibraciéé. A fénygorbe-

7. abra. Az intenzitds amplitiddja a fényvaltozas kilonbdzé fazisaira, a kozepes
intenzitasgorbe egységében Kkifejezve.

valtozas periodusa igy természetesen az az id6kdz, amelynek eltel-
tével mindkét vibracié fazisa ugyanaz, mint az id6koz elején.

Ha Prel jeloljuk az els6dleges vibracid periddusat és p-vel a
fénygorbevaltozéds 41 napos periddusat, akkor a masodlagos vibracio
periédusat, P26t egyszerlen a

P> P
Pi TP+ (19

formuldbdl kapjuk. RR Lyrae-re P1— 0*567, p = 40*8, atlagban
tehat P2= odb5C adodik, P2 tehat alig 11 perccel rovidebb, mint Pv

A két vibracié dsszetevOdése igen bonyolult. Ez nem is vérhato
maskép, mert hiszen a két vibracié nem fiiggetlen egymastdl. Teljesen
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fliggetlen OsszetevOdés csak végtelen kicsiny variaciéknél volna lehet-
séges. Ekkor a mésodlagos ingadozas a Px minden féazisdban ugyan-
akkora volna, ezzel szemben a val6sagban igen kiilénb6z6, mint ezt

a 7. abra és a Ill. tablazat utols6 oszlopa is mutatja. Azonfelll
az>b. 4bra gorbéinek az eltolédasa is egyenletes volna. Ha felraj-
zoljuk a 8. &brdban a ~/""-okat, azaz ama értékeit, amelyekre
kiilonboz6 /-re a maximalis fényesség esik, akkor a két variacié egy-
szer(i OsszetevOdése esetén a xma értékei egy a vizszinteshez 450
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kai hajlo egyenesen lennének. A val6sdgban ezen egyenes koril
tetemes eltérések adédnak. Az eltérések mind az amplitddéban, mind
az id6ben az / = o fazis korll a legnagyobbak.

9. 4bra. Px és P2 valtozasa.

A pulzécidelmélet mai alakja nem alkalmas e jelenségek meg-

magyarazasara. A ma ismeretes csillagmodellekre, ami a radialis
pulzacidkat illeti, sokkal kilénb6zébb periddusok adddnak, mint
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amilyeneket mi kaptunk RR Lyrae-re. Tehit mar a periédusok
értékének a megmagyardzdsara is igen kiilonleges csillagmodelleket
kell felvenniink. Tekintve, hogy a két periédusérték nem hatdrozza
meg egyértelmiileg a csillagmodellt, reménytelennek latszik egyeldre
ezek alapjan kovetkeztetéseket vonni a modellre.

A megfigyelések jelenleg tehdt messze el6bbre vannak az elmélet-
nél. Hiszen nemcsak a periédusnak értékeit dllapitottuk meg, hanem
teljes képet nyertiink a két vibrdcié altal okozott fényvéltozasok
OsszetevOdésérdl is.

Természetesen arrol is lehet szd, hogy az egyik periédus nem
radialis, hanem valamely zondlis pulzicidhoz tartozik. A zonalis
pulzaciék tdrgyaldsa igen nagy matematikai nehézségekbe iitkozik,
teljesen csak homogén gdzgombre sikeriilt eddig a megoldds. Igy
az elmélettel val6é Gsszehasonlitas eziranyban se lehetséges. Kiilonben
is el6zbleg el kellene donteni, hogy a P, periddussal tortént pulzdcié
tényleg nem radialis. Ehhez spektralfotometriai és radialis sebesség-
mérések lennének sziikségesek a csillagrél. Az itthoni felszereléssel
az el6bbi is csak nagy nehézségekkel volna lehetséges, ut6bbi
pedig csak az amerikai nagy tikorteleszképokkal volna keresztiil-
vihetd.

Arra is lehet gondolni, hogy a csillag tengelykoriili forgdsa
okozza a szekundér periddus fellépését. Ha a zondlis pulzacidkat is
tekintetbe vessziik, lehetséges, hogy gombalaku csillagra a kiilonboz6-
fajta pulzdciok periédusa megegyezik, azaz a pulzaciéegyenlet sajat-
értékei tobbszorosek. Tengelyforgds esetén aztan a sajatértékek szét-
valnak, azaz kiilonboz6 periodusok lépnek fel. Igy koénnyen érthetd
volna, hogy miért olyan kicsi a két periédus kiilonbsége, hiszen ¢z
a kiilonbség a tengelyforgds gyorsasiga szerint akdrmekkora lehet.
E kérdésnek elméleti tdargyaldsa ma még féleg azért nem iddszer,
mert nem lehet eldénteni, milyen csillagmodellt vegyiink a szdmitds
alapjaul. Azutdn, ha nem forgé csillagokra a modellt ismerndk is,
nagyon nehéz volna megéllapitani, hogyan véltozik a csillag felépitése
a tengelyforgds koévetkeztében, anndl is inkdabb, mivel a tengely-
forgds a csillagndl véltozik a kozépponttél valé tavolsiggal és a

L szélességgel.

K Az a lehetdség, hogy RR Lyrae kettdscsillag és mindkét kom-
ponens pulzalé csillag, az egyik P;, a masik P, periédussal, elesik
azéltal, hogy akkor a két pulzicié egymastol fiiggetlen volna és igy
linedrisan tevédne Gssze, hacsak nem nagyon szoros csillagpdrrol van
sz8 amikor is a két komponens az 4rapélyer6k kovetkeztében meg-
nyult és a pulzicié kovetkeztében bedllé alakvaltozdsok az drapaly-
erékben valtozasokat hoznak létre, amely ismét kihat a csillagok
alakjara, ez pedig a pulzdcidra.

NES—

r

8%
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VII. P2 valtozasa. Mint lattuk, P1és p valtozik. Felirtuk a P1
és p értékeit E kulonboz8 értékeire. Aztan kiszamitottuk a (19) kép-
let alapjan P2értékeit is. Akapott eredményeket a 9. abra tlnteti fel.

Mint az abrabol latjuk, P1és P2 parhuzamosan valtozik egymas-
sal, csupan az utébbi amplitidéja korilbeliil haromszor nagyobb.
P2az észlelések megindulasakor 0*55900 volt, E — 17 500-ig 0*56008-ra
emelkedett, majd 0755982-re csékkent. A valtozas eddigi amplitadéja
kb. 10 masodperc.

A legfontosabb eredmény természetesen, hogy Px és P2 valto-
zdsa parhuzamosan torténik. Nyilvan a pulzacié periédusanak val-
tozésa a csillag bels6 szerkezetének a valtozasabol ered. A bels§ val-
tozdsoknak egy iranyban kell valtoztatni a kilénboz6 felrezgéseket
és igy P2t is mint valamely pulzacié felrezgését foghatjuk fel. Ezzel
Gjabb bizonyitékot nyertlink arra nézve, hogy a p periédust, mint
a Px és P2 periodusnak az interferenciajabol szarmazo lebegés perid-
dusat kell felfognunk, nem pedig mint valamely valddi periédust.

Eredményeinket igy foglalhatjuk 0Ossze :

1 RR Lyrae fényvéltozdsdban két egymaéstdl keveset kilén-
b6z8 periddus mutatkozik.

2. A rovidebb periddussal jard fényvaltozasok lényegesen kiseb-
bek, mint a hosszabb periddussal jarok.

3. Mindkét periddus egymassal parhuzamosan néhany maéasod-
percen belul lassan, val6szinlleg periodikusan valtozik, éspedig a
rovidebb periédus nagyobb amplitdddju, mint a hosszabb.

Erdekes, hogy az 1. és 2. pontban foglaltak érvényesek a tébbi
eddig észlelt olyan periédusi $ Cephei-csillagra, amelyek fény-
gorbéje valtozasokat mutat. A svabhegyi eredmények szerint all ez
az AR Herculisra, XZ és RW Draconisra, XZ Cygnire, s6t a (3 Canis
Maioris tipushoz tartozé O Scutira is.

Kérdés, mi okozza a Px és P2 valtozasat. A fényvaltozas perié-
dusanak véltozdsa olyan valtozdcsillagoknal se ritka, amelyeknél
csak egy periédus van. A periddusvaltozas tulajdonsagai nem kulon-
boznek a tébbszords periddusl csillagokétdl és igy valdszinlileg kdzos
okra vezethet6k vissza. Eppen RR Lyrae-vel kapcsolatban felvetet-
ték mar azt a magyarazatot, hogy a Px valtozésa (a P2 valtozasat
még nem ismerték) attdl van, hogy RR Lyrae kett6scsillag és a
pulzal6 komponens a masik komponens koriili keringése kovetkez-
tében hol kdzeledik, hol tavolodik téliink és ezaltal a periodus hol né,
hol csokken. A véaltozds amplitidéjabol a tomegekre plauzibilis érté-
kek adédtak. E feltevés szerint Px valtozasa csak latszolagos, maga
a pulzécié periddusa allandé.

A mi eredményeink ezt a feltevést egyértelmiileg megcafoljak.
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Ha ugyanis a P, és P, ugyanazon csillagnak a periédusai, a palya-
mozgds kovetkeztében teljesen egyforman kellene valtozniok. A vals-
sagban a P, és P, valtozasainak amplitudéja igen kiilonbozdk. Ha
pedig P, és P, két kiilénb6z6, egymas koriil keringé csillaghoz tar-
tozik, akkor a palyamozgas kévetkeztében a P, és P, amplitudéi kiilon-
b6z6k lehetnek ugyan, de a vdltozds menetének ellentétesnek kellene
lenni.

A periédusvaltozasok tehdt feltétlenil valédiak és igy okuk
csak a csillag fizikai dllapotdban bedll6 valtozdsok lehetnek.

Szamitsuk ki a legegyszeribb modellre, a homogén siirtiségii
gdzgombre, hogy milyen viltozdsoknak kell bedllni, hogy a periédus-
nak az RR Lyrae-re észlelt valtozasa alljon el6. A (10) képlet szerint
az alapperiédusra, ha -t idében dllandénak vessziik :

aT 4I 4Q

s e Rl ey
RR Lyrae-re T maximalis értéke :
BN D000035, | o
il e
tehat
dI—I - ‘%2 = 0°00014, ; (21)
A gravitdciés potencidl
2 = const. R—1,
ebbdl
dQ dR
O 2)
A tehetetlenségi nyomaték, ha M (r) a csillag 7 sugaran beliili tomege
R T R
I:fﬂ aM (r) = frz.mgﬂdr =4ngfr4dr= 4’5”’R5.
0 o

o o

o-t a sugdrral és tomeggel kifejezve
I=3 MR
5

Ebbél, mivel a tomeg 4llandé (a sugarzés altal okozott tomegvaltozas

ilyen Ris idén beliil nem jén szémitésba)
al dR
Ll =gEa
I R

(21), (22) és (23) képletekb6l RR Lyrae-re

(23)
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vagyis a sugar valtozasa
dR ~ 0-00005 R-

Nagysagrendileg ilyen értéket kapunk mas modellre is. Tehat, ha
a fényvaltozas lassu periodusvaltozasat a csillagnak egy ilyen hosszu-
periddust pulzéacidja okozza, igen kis pulzécié elegendd ennek meg-
magyarazasara.

* * %

Munkam befejeztével kotelességemnek tartom, hogy halas kdszonetét
mondjak dr. Detr e Laszld igazgatd urnak, aki a probléma irént
érdekl6désemet felkeltette, lehetévé tette, hogy intézetében dolgozhassam és
tanacsaival munkamban el8segitett.

Svabhegyi Csillagvizsgalé Intézet, 1944. julius.

NEHANY ADAT A CSILLAGASZAT HAZAI
TORTENETEHEZ.

Irta © Jetitai Jozsef

A krakkoi egyetem kéziratainak latinnyelv( jegyzékében két Ilkusz
szerepel : Johannes és M artinus. A fiatalabbik : Ilkusz M &rton, budai
plébadnos volt és M &tyéas kirdly asztrolégusa «M artinus dr. medicine de
Ilkusch, regis Vngarie astrologus.» (180.)

A nagy kiradly az Ilkusz készitette csillagédszati eszkozoket kiuldotte
ajandékba a krakkoi egyetemnek : «promotus ad magisterii gradum
a. 1459, postea plebanus Budensis, cuius opera Academia habet globum
ex metallo aliaque instrumenta, a M athia rege Vngariae, donata». (188.)
Toébb kézirata maradt fenn.

Késébbi adatok felsoroldsa el6tt legyen szabad megjegyeznem, hogy
a csillagadszat magyarorszagi térténetének részletes és behatdé ismeretét
mozditana el6 az idevdgd kéziratos anyag valamilyen rendszerbe foglalt
jegyzékének 6sszeéllitasa. M intdul szolgéalhatna E. Zinner kitdndé munkaja :
Verzeichnis d. astr. Handschriften des deutschen Kulturgebietes (Beck,
M Gnchen, 1925). Ez 369 oldalon 12.563 adatot sorol fel 230 levéltarbol.
Természetesen magyar vonatkozastu anyag is szerepel benne. A 239— 240.
oldalon 7 Pasquich-kézirat van felsorolva. Az egyik hosszisdgmeghatéro-
zédsra vonatkozik (Minchen, Sternw arte, 1822). Egy Pasquich-levél a ber-
lini allami koényvtarban volt. A babelsbergi egyetemi csillagvizsgald 6rzi

Pasquich levelét Encke-hez. Gauss-hoz 8 levelet irt Pasquich. Ezek Got-
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tingdban voltak a Gauss-levelezés 108. tokjaban, 1811 és 1823 kozti kel-
tezéstiek. A Kastner-hez 1798-ban irt Pasquich-levél a Lessing-konyvtar-
ban volt (Meseberg i. Brandenburg). A miincheni Deutsches Museum
1805-t6l keltezett 56 Pasquich-levelet 6rzétt. A berlini dllami kényvtar
Schumacher-gyujteményében is volt egy Pasquich-levél H. C. Schu-
macher-hez.

F. Triesnecker (a bécsi csillagvizsgalé egykori igazgatoja) 1787 és
1816 kozti keltezést 36 levelébdl is keriilhet el6 magyarorszagi vonatkozasa
adat. Hasonlokép X. Zach 1784 és 1829 kozt kelt 40 levelébdl.

A Gauss-hoz irt 8 Pasquich-levelet Gottingaban lemésoltam. Az
elébbiekben felsorolt tobbi kéziratos anyagot, sajnos, még nem volt
alkalmam megismerni.

Ezzel szemben Aattanulméanyoztam a M. Tud. Akadémia kézirat-
tardban 1év6 anyagot. Pasquich leveleit Schedius-hoz (1799, 1810). Zach
1798 és 1802 kozt kelt leveleit Schedius-hoz. Ezekbdl a levelekbdl kideriil,
hogy Pasquich 1799 tajan stlyos belsé vivodason ment at: fiiggetlen
polgari életet akart volna élni kiilf6ldon.

KONYVISMERTETES.

Sztrékay Kalman: Az ember és a csillagok. Say Kornél rajzaival,
24 miimelléklettel és 2 csillagtérképpel. 264 oldal. Budapest, Athaeneum 1943.

Szerzének ezen ujabb konyvérél nagyjabdél ugyanazt mondhatjuk
mint a két évvel el6bb megjelent «A kis csillagdsz» cimii konyvérdl.
(l. Csill. Lapok 6. évf. 79. 0.). A siilyos tévedések, amelyekre annak ide-
jén rAmutattunk, itt is megtaldlhaték, de ezenkiviil vannak 1jabbak is
szép szammal. Igy pl. a sarkifényt és a foldmagnesség viharait Sztrékay
a napfoltok méagneses mezejének tulajdonitja (91 0.). Az {iistokodscsovik
keletkezését a Nap elektromos taszitéerejével magyardzza (191 o.) bar
megemliti, hogy «egijabban» felmeriilt, nem jitszik-e szerepet a fény
nyomésa is a csévaképzédésben. Altaldban az asztrofizikaval, illetve ennek
fizikai elemeivel igen hadildbon all, ami kiilondsen <A Nap, mint csillag
és «A csillagok szine» fejezetekbdl tiinik ki. De sulyos baklovéseket kovet
elolyan fejezetekben is, amelyekhez nem sziikségesek fizikai alapismeretek.
Igy pl. a 253. oldalon Osszezavarja a Napnak a Tejttrendszer kozpontja
koriil valé keringését a szomszédos csillagokhoz viszonyitott mozgéasaval.
Ezek utan azon, hogy sok helyiitt teljesen elavult elméleteket targyal
(pl. a csillagok energiaforrasarél a 259—260. oldalon), mar nem is iit-

koziink meg. Detre.
N
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A Csillagészati Szakosztaly mérlege

Bevétel 1943. december 31-én. K iadas
P P
M aradvany 1942-r61 .. 18.640-26 iroi ésszerkesztéidijak. l1-530'9°
10 Lesz. Bank részv. 980'— Jegyz6i tiszteletdij.... 200'—
30 Kér. » » 7-ig5 —— Kisnyomtatvanyok ... 56-34
2 M.Nemz.Bank » 864'— Kezelési tiszteletdij .. . 247-20
3 M ltragya » 900'— N yom tatds e 1.905-14
5 Hazai Tak. » 84375 Postak6l1tség i 68-47
Adomany ... 1.1I00"'— Egyenleg
Szakosztalyi dijakbol készpénz 22.001-16
befolyt 1943-ban értékpap. 10.772-75 3,773 -9 1

(benne a TAarsulattél

kapott 2.000'— P ¢és

az Allamtél kapott

300-— P segély).... 5.638-64
Ertékpapirszelvény ka-

M ATA s 266-50
1942 évi kp. marad-

vany kam ata 1943-

Dan e 372-81

Osszesen .. 36.790-96 & sszesen .. 36.790-96

Budapest, 1943. december 31-én.

D r Schaatz B éla S. k.
a K. M. Természettudomanyi
Téarsulat pénztarnoka.

Felelés kiad6 : Dr. Gombocz Endre.
Stephaneum nyomda Budapest. Felelés : ifj. Kohl Ferenc.
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