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Bevezeto

250 éves a Matematikai Intézet

Immar harmadizben Kkerllt megrendezésre a Matema@hadatasa és Kutatasa
Szeminarium (MOKUS’15) a Soproni Tudos Tarsasag &b/ugat-magyarorszagi Egyetem
Matematikai Intézetének szervezéseben. Nagy or@mwsakra, hogy a soproni részté&v
mellett ismét vendégul lathattunk kéilsléadot is. Bizunk benne, hogy a {iinen Gjbdol meg

tudjuk talalni a lehétséget egy hasonlé rendezvény lebonyolitdséara.

Az elbz6 konferencia O6ta eltelt &ben fontos esemény részesei lehettiink, 2015
oktéberében Unnepeltik a Matematikai Intézet jadjel megalapitasanak 250 éves
evfordulgjat. Philadelphiaban még a Flggetlenségilatkozat szévegezésével voltak
elfoglalva, mikor Selmecbanyan mar javaban oktattakatézist a Banyaszati Akadémian,
intézményesitett keretek kozott. A jeles évfordallégy emléknappal emlékeztinkz Annepi
koszonbk utan Dr. F. Nagy Gyorgyi egyetemi docensnek deéziet selmecbanyai évélr
sz0l6 ebadasa kovetkezett, majd ifj. Sarkady Sandor, a KOtpKonyvtar és Leveéltar
foigazgatdéjanak magaval ragadd expozéja a Sopronbenidatkdltozés utani isszakrol.
Késsbb Dr. F. Nagy Gyorgyi, és ifj. Sarkady Sandor jii&ool lehebség nyilt a Kdzponti
Konyvtar muzealis ertékmatematika konyveinek megtekintésére. A délutdqogr@amban 6t
tudomanyos, illetve visszaemlékerloadas hangzott el. A 250 éves évforduléra az SKK
Faipari Tanizem elkészitette fabdél az intézet adtneamely az F épllet auldjaban
megtekinthei.

Kdszondm mindazoknak, akik részvételikkel megtiggdtevagy munkajukkal segitettek

a két rendezvény lebonyolitasat.

Szalay Laszlo
intézetigazgatd
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Adatelemzés mozgo statisztikakkal

Kalmar Janos
MTA CSFK GGl
kalmar@ggki.hu

OsszEFOGLALG A tanulmanyban mozgdé statisztikék segitségéviirbaom meg
geofizikai és geodéziai ddorok ’esemeényeit’. Ezek manudlisan, diagram-
elemzéssel is megtalalhatok lennének, de éaoibk (tbbbszazezres) hossza miatt
indokolt az automatizalt keresés megoldasa.

ABSTRACT. In this study the ,events” in geophysical and dg@ time series are

identified by moving statistics. Although these mtgecan be identified manually,

the length of time series (several hundred thousgndtifies the automated search
solution.

1. Bevezetés

Intézetlinkben a kdzelmultban merilt fel két olyaobema — nevezetesen geomagneses
Q-kitorések illetve dléesméb méréshatar elmozdulasok helyének meghatarozaseekyek
kapcsan altalanosithatd eljarast fejlesztettem dydenenzids adatsorbeli ,események”
kimutatasara (mintaillesztésre).

Idésorok valészifiségi eloszlasat szokas jellemezni statisztikaval, aatt az idsorbol
képlettel levezetett skalart értiink. llyen nevezestatisztika pl. a varhatd érték, szoras,
regresszio, ferdeség vagy lapultsdg, két adatssretistésekor pedig a kovariancia és a
konvolucio.

Az adatsorokban taladlhat6 események nem feltétletatimatok ki a teljes adatsorra
alkalmazott statisztikaval [5], hanem altalabankcsay részintervallumon alkalmazva
mutatnak az atlagostol eltérviselkedést (anomdliat), ezért mintaillesztéskétszetibb
részintervallumokon szamolt mozgo statisztikakkalahazni.

Tanulmanyomban megmutatom, konkrét mintaillesztébkgyan célszérkivalasztani a
legjobb statisztikat és annak paramétereit, a morgérvallum hosszat és indikator
tartomanyéat.

2. Q-kitorések geomagneses és geoelektromos adatsorokban

Schumann-rezonanciakndk] nevezzik a bolygofelszin és az ionoszféral dgaarolt
gombréteg elektromagneses sajatfrekvenciait, amtivatartevékenység soran kelet&ez
villamok keltenek. A jelenség robusztus becsléstaadrold troposzférajdban lejatszédé
globalis idjarasi folyamatokrol a vilag zivatartevékenységémdk és térbeli valtozasan
keresztll, valamint a Fold-ionoszféra Uregrezon&ttsd hatarold régidjat (ionoszferikus
D-tartomany) & extra-terresztrikus hatasokrol.
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A Schumann-rezonanciakban mutatkozo tranziensdsek (1. abra) kapcsolatban allnak
a magas-légkori fényjelenségekkel (angol rovidéEseLE). 1995-ben Boccippio és masok
[2] megmutattak, hogy a leggyakoribb magas-léghkényjelenség, avoros lidérc pozitiv
toltédi, felhé-fold tipusu villamlas soran keletkezik. UgyanekkorSchumann-rezonanciak
savjaban Q-kitorés jelentkezik. Mas megfigyelésgikgmutattak arra, hogy a voros lidércek
eléforduldsa és a Q-kitorések 0Osszeflggenek, igy aurBahn-rezonanciakbdl nyerbet
adatok felhasznalhatok a lidércek globalt&f@idulasanak becslésére [4].

A Schumann-rezonancia mérése két geomagnesess(H), és egy (B geoelektromos
csatornan torténik. A Q-kitorés,-Ben mindig jelentkezik ésHilletve H, kozul legalabb
egyben.
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1. &bra. Q-kitorés esemény17936-nal

3. Méréshatar elmozdulas dolésméronél

Geodéta kollégaim tobb modszerrel is igyekeznekukatmi a Fold természetes felszine
vagy az épitett ftargyak lokalis mozgaséat, deformaciojat. Egyikiszerik a dlésmés,
mely a mérés sikjaban megfigyelheblést detektalja. A hasznaltiiszer sajatossaga, hogy
nagyobb kilengések a méréshatar elmozdulasat ofakhamire a 2. abran latunk példat. Az
adatsor feldolgozasad#l ezen Iépasket korrigalni kell, hogy az elemzés ne vezessgasté
kovetkeztetéshez.
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2. dbra. Méréshatar elmozdulas esemény 87862-nél



Adatelemzés mozgo6 statisztikakkal 7

4. A felhasznalt statisztikai jelz6szamok és tulajdonsagaik

Jelolje E[X] az X valbszitiségi valtozd varhatd értékét, akkervaltozo k-adrend M g
centrdlis momentuma
M= E[(X —E(X))Y] .

A sz0réas(D[X]) négyzete (amivariancidnakis neveznek) tulajdonképpen a masodtiend
centralis momentum, azaz

D[X]*= E[(X-E(X))] = M2.

A szérast az atlagtol valo atlagos eltérésnekkisitieetjik.
Az X valoszitiségi valtozderdeségeragyferdeségi egyitthatéjgnyegében azt mutatja
meg, mennyire szimmetrikus a val6sE@agi valtozo eloszlasa. Keéplete:

Bl = M3/M 23/2.

Ha X dirtiségfiiggvénye szimmetrikus (mint pl. a haranggoréeor B1 = 0, ha ‘jobbra
haz el’, akkorf:s > 0, ha ‘balra huz el’, akkof: < O, természetesen a deformécioval
aranyosan.

Az X valdsziriségi valtozOlapultsag, vagylapultsagi mutatdja(maskéntsiucsossaga
vagycsucsossagi egyutthatdjalényegében a normalis eloszladiriségfiiggvényéhez
viszonyitja az X valosziiségi valtozo6 grisegfiiggvenyét. Keplete:

62:M4/|V|22—3.
Normalis eloszlas esetéir = 0. A normalis eloszlas haranggorb@iisegfiggvényénél

‘cstcsosabb’ (meredekebbjirgéségfliggventy eloszlasok esetép > 0. A haranggorbénél
‘laposabb’ griségfiggvénty eloszlasok esetdh < 0.

A konvolucio két fliggvényhez egy harmadikat reru®tz4. Generald képlete:

(f *9)(®) = f Pl — i

Ha f[i] ésqg[i] (i = 0, ..., K) diszkrét idsorok (mérési értékek), akkor a konvolucio
képlete:

(Pl = flmlgin—m

A generalt idsor egy eleme felfoghat6 ugy, hogy az az egyiisad elemeinek sulyozott
0sszege, ahol a sulyok forditott sorrendben |dtieddasztva a masodik édorbadl.

A lineéris regresszioé modellje azt feltételezi, hagfiiggetlenX = (x4, Xz, ..., X))" vektor
és a fugg y (skalar) valtozé kozott lineéaris 6sszefiiggés ven.

Y(B, X) = Bo + > k=1l X

melemi (X', y) i=1, ...,m> n+1 mérési adatsor esetél® @gyiitthatovektor meghatarozhaté
pl. a legkisebb négyzetek elve alapjan.

A dy(B, X) =y -y(R, X), i=1, ..., m hibavektoralapjan elleirizhe® a linearitas (és az
illeszkedés) megléte.

A lineéris regresszi§(R, X) = R + Y "k=1 % Xk képletey becslésére is felhasznalhatd.
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5. A mozgo statisztika lényege és alkalmazasa

Egy statisztika egy képlet segitségével rendel dery (akar tobbdimenziés) adatsorhoz
egy skalart, ami az adatsor statisztikai jelléj@zesz.

‘Az 0rdog a részletekben rejlik’, azaz az adatsbevkrejtz6 események nem feltétlen
mutathatok ki a teljes adatsorra alkalmazott sttkidkkal, hanem altalaban csak egy
részintervallumon mutatnak a szoksostol &lgselkedést (anomaliat).

A mozg6 statisztika a teljes helyett csak egy régzhosszu részintervallumon szamol,
de ezt a részintervallumot végigcsusztatja a telgegsoron, az igy szamolt statisztikék tehat
poziciokhoz rendelhék, és maguk is egy adatsort alkotnak.

Ha jO0 statisztikat vélasztottunk, akkor csak a ket esemény kornyezetében lesz
‘taldlata’ a mozgo statisztikanak, vagyis a (ritkeemeényt a mozgo statisztika viszonylag
ritkan ebfordul6 értékei jelzik.

Ha a szamitott mozgo statisztikanak (mint adatdgre®allitjuk a giriiség fluggvényét
(hisztogramjat), akkor onnan leolvashatok azonrfesgygyanus’, kis gyakorisagu (indikator)
intervallumok, melyek altalaban &érisegfiiggvény két szélén (a farkaknal) talalhatok.

Ahhoz, hogy egynozgo statisztikat és a hozza tartoz6 indikatarirgllumot a keresett
esemény kimutatasara elfogadjukkzzel ellefirizzik a kapott talalatokat, minek alapjan

- elfogadjuk a statisztikat €s az indikator intenvaibt,
- modositjuk az indikator intervallumot,
- elvetjiuk a statisztikat.

Mivel egy esemény tobb (egymast részben éjfedszintervallumon is lathatd, ezért

pontos pozicionalasa tovabbi (kézi vagy automajiklsmzést igényel.

6. A Q-kitorések kimutatasara hasznalt statisztikak és indikator
intervallumaik

Konvolucid a harom (Hx, Hy, Ez) adatsor kozll legalabb &kdtte Ez mindenképp)
tartalmazza az esemeényt, ezért egyuttes vizsgaladokoltnak tint (3. abra).

1.2

1

. S0

. ' ﬁ
0.6 I(Hx*Ez)I
e | (HY *E Z) |

0.4

0.2

0 T T T T T T 1
17890 17900 17910 17920 17930 17940 17950 17960

3. dbra. A normalt konvoluciékdiagramja a 17936-0s Q-kitdrés kdrnyezetében

A konvolucio az adatsorok skalazasara érzékeny mutatd, amitaioéz az indikator
intervallumot, ezért normaljuk, vagyis elosztjukésszeted vektorok hosszaval.
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* I(Hx*Ez)lI=(Hx*Ez)/(IHxI -1EZI) indikator intervalluma: < 0,2.
* I(Hy*Ez)lI=(Hy*Ez)/(IHyl - IEzl) indiké&tor intervalluma: < 0,2.

A Q-kitorés kdrnyezetébenvarianciamegrd (4. abra).
e Hx: Mz indikator intervalluma: > 1,4.
* Hy: Mz indikator intervalluma: > 1,4.
» Ez: Mqindikator intervalluma: > 2.

2.5
2 7 = \\L
15 == Hx:M2
\\_\ —Ez:M2
1
9[_‘_/ Ny T
0.5 —_—— ~

0 T T T T T T 1
17890 17900 17910 17920 17930 17940 17950 17960

4. abra. Szorasdiagramok a 17936-0s Q-kitérés kdrnyezetében

Ferdeségcsak az eloszlas pozitiv farka utal talalatreafa).
* Hx indikator intervalluma: {3> 2.
e Hy indikator intervalluma: {3 2.
* Ezindikéator intervalluma: 13 2.

3.5

3

2.5

=

2 Hx:R1

15 ———Ez:R1

. —Hy:R1

0.5

=

YL

0 T T T 1 T 1
17890 17900 17910 17920 17930 17940 17950 17960

5. abra. Ferdeségdiagramok a 17936-0s Q-kitdrés kérnyezetében

Csucsossagsak az eloszlas pozitiv farka utal talalatra.
¢ Hx indikator intervalluma: £2> 8.
* Hy indikator intervalluma: £2> 8.
* Ezindikétor intervalluma: 43 8.
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14

12

10

8 — Hx:R2
6 Ez:32

4 A Hy:R2

O =Y T T A ga 1
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6. abra. Csucsossagliagramok a 17936-0s Q-kitérés kérnyezetében

A ferdeség és csUcsossdgutatok tobbnyire megtalaltdk az ugras kornyezedét
eléfordultak téves riasztasok is. Tovabbi sajatossadudgy minden eseményre kétszer
riasztanak:

» elész0or amikor a részintervallum végén jelenik megsemeny,

* masodszor, amikor a részintervallum elején jelemdg az esemeny.

7. A Q-kitorések kimutatasanak logikai sémaja

» EIsS Iényeges dontés a mozg6 statisztika részintemallaosszanak kivalasztasa volt;
ha ez tul rovid, akkor tulsdgosan érvényesilnetikalis ‘eltérity’ hatasok, ha pedig
tul hosszu, akkor egy részintervallum tébb ‘eserti@ayartalmazhat.

* Tranziens Q-kitérés keresésekor 25 méres tettykréggintervallumot.

« A legfontosabb taldlatokat a I(Hx*Ez)l és I(Hy*Ez)hormalt konvoluciok
szolgaltattak — de nem feltétlen az esemény portelén, hanem annak
részintervallum sugaru kdrnyezetében jeleztek.

* A normalt konvoluciok generalta hamis riasztasal@gyt s#irjuk ki, hogy megnézzik
a tobbi statisztikat (szoéras, ferdeség, lapossaglla kitérés 25 meérés sugard
kornyezetében. Ha ott egyik sem jelzett, akkolaatot elvetettik.

* A valGszirisithet Q-kitdrés pontos helyét ugy hatarozzuk meg, haggsszetartozo
talalatokat tartalmazd 25 hosszu intervallumon ragjioztuk a mérések atlagat, es
megkerestik azt a pontot, ahol ezen atlag és aérék eltérése maximalis volt.

» Eléfordulhat, hogy a Q-kitdrés esemény kozelében edghvolucidé sem riaszt;
szerencsére ekkor a tobbi statisztika mindegyikeefe a tranziens kérnyezetében,
vagyis a mar bemutatott eltérés-szamitassal ekkoreighatarozhato volt a Q-kitorés
pontos helye.

» Osszefoglalva, Q-kitorés esemény ott van,

— ahol legalabb 1 konvoluciés talalat van, és a maskatisztika kozul legalabb
1 talalatot jelez, vagy

— ahol nincs konvoluciés talalat, de a tobbi staitiszinindegyike riaszt.

— Szo0rés, ferdeség és cslucsossag statisztikak edddgnvan talalat, ha legalabb
két komponensben megjelenik, és kdzte van ez.
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8. A méréshatar ugrasok kimutatasara hasznalt statisztikak és indikator
intervallumaik

Nyilvanvald, hogy a méréshatar ugras poziciojabdiggvényerték bal- és jobboldali
hatarértékének kilénbsége mutatja az ugras nagysaga
A vizsgalt pontbeli fliggvenyértéket ezért kétoldialearis regressziovabecsultik.
* El6szor a vizsgalt ponttol balra talalhatdo mérésekesatiink egyenest,
* majd a vizsgalt ponttdl jobbra talalhatdo mérésdlesztiink egyenest.
e A vizsgalt pontban a két regresszidés egyenes aldmgasilt fliggvényértékatkm
kuldnbsége adja az ugras nagysagat.
« Ha van tippink a lépésmagassag alsé korlatjara, akkor ezt hasznalhatjuk a
regresszios becslések kulonbségének @ibdsére.
* Indikator intervallumnak példankban Eiml > 0,4feltételt alkalmaztuk.
A ferdeségmutaté eloszlasanak mindkét ‘farka’ generalhatldabt.
* Indikator intervalluma: £ -2 vagy 3> 5.
+ A ferdeségmutaté altalaban jelzett az ugras kornyezetébenyvaltak téves
riasztasok is.
A csucsossautatd eloszlasanak mindkét ‘farka’ generalhatlsabt.
* Indikator intervalluma: < -1 vagy 3> 8.
* A csucsossagnutato altalaban jelzett az ugras kornyezetébenyaiak téves
riasztasok is.
A variancia teljesen alkalmatlannak bizonyult a méréshatarasai kimutatasara,
ugyanis a mérések nem csak a keresett dgdasrnyezetében adhatnak szokatlan szorast.

20

15 |

szoras

5 ferdeség
! L e CS(1CSOSSAE
0 - . — .

86500 87000 87500 88000 88500 89000 89500

7.4bra. A hasznalt statisztikak diagramja a 87862-ekepcs kdrnyezetében

9. A méréshatar ugrasok kimutatasanak logikai sémaja

Els6 |ényeges dontés a mozgo statisztika részintermaliosszanak kivalasztasa volt; ha
tul rovid, akkor tulsdgosan érvényesilnek a lok&lgérits’ hatasok, ha pedig tul hosszu,
akkor egy részintervallum tébb ‘eseményt’ is tanathat.

A dolésmeéb adatsoraban 1000 mérés képezett egy mozgo résaihienot.

Ferdeség és csucsossdatisztika esetén nem volt a priori tudasunk madikétor
intervallumrol, ezért meghataroztuk a mutatok lugeamjat.
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A hisztogramrol ugy olvastuk le aadikator intervallumkorlatait, hogy mindkét farokba
az 6sszes méreés kb. 2%-a essen (sikertelenségubzgak, vagy tul kevés taldlat esetén, ezen
paramétert modositottuk).

Mindharom statisztika (becsilt légesagassag dn, ferdeség csucsossdg esetén
meghataroztuk azon poziciokat, ahol a feltételgpedigltek.

A poziciok mindhdrom mutaté esetén zart intervabdbra tomorultek, mert az esemény
nem csak sajat pozici6jaban, hanem annak kornyezetds anomaliat okozott a
statisztikakban.

A statisztikak talalati intervallumainalégontjat (az ugras vart helyét) agy hataroztuk
meg, hogy megkerestik a kétoldali linearis becklésen kilonbségének abszolut
maximumat.

Azt tapasztaltuk, hogy @mbézisi mutaté minden alkalommal megtalalta azsugedyét,
ha jol becsiltik meg az ugras minimalis nagysadatridikator intervallumat).

A ferdeség és csucsossaugitatok is tobbnyire megtalaltak az ugras kornigtzeoar
eléfordultak téves riasztasok is. Tovabbi sajatossadudgy minden eseményre kétszer
riasztanak:

— el6szor, amikor a részintervallum végeén jelenik megsamény,

— masodszor, amikor a részintervallum elején jelemdg az esemény.

8. abra. az eredeti dlésméw adatsor

9. abra. a dilésmér adatsor a lépcék ignoralasa utan
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10. Osszefoglal6

Gyakori feladat, hogy hosszu, kézzel nehezen keééti mérési adatsorok
eseményeinek pontos helyét automatikusan kell mégdmni, pl. online riasztas céljabdl.

A kilénbdz mozgo statisztikak érzékenyek a lokdlis esemérglélordulasara, ezért
feladatonként megvizsgalandd, melyeket érdemestkiidsukra felhasznalni.

A mozgo statisztikak alkalmazasakor fontos megbatirdd paraméter a részintervallum
hossza, illetve az indikator intervallumok helyzete

Egyes statisztikdk a jol megvalasztott paramétenekett is hibdzhatnak: nem jeleznek
egyes eseményeknél, vagy hamisan riasztanak.

Célszeti a vizsgélatoknal tobb statisztikat egyideg figyelembe venni, mert
kombinaciojuk megbizhatobb taladlatokhoz vezet.
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Az R szoftver alkalmazasa az Adatbanyaszat targy oktatasaban

P6dor Zoltan
NymE, SKK, Informatikai és Gazdasagi Intézet
podor@inf.nyme.hu

OsszEFOGLALG Az adatbanyaszat egy tipikus informatikahoz keitterilet. A
gazdasaginformatikus hallgatok szamaéara kulonosegy rjalentséggel bir a
gazdasagi kédés miatt. Bemutatjuk az altalanos elvarasokat datbanyaszati
szoftverekkel szemben és konkrétan az R programalmadizhatésagat az
Adatbanyaszat oktatdsaban.

ABSTRACT. The data mining is a typical part of informatszsence. It is especially
important for the Business Information Technologydents due to the economic
specialization. We present the general expectatipn® the data mining software
and the application opportunities of R softwaréh@ education of Data mining.

1. Bevezetés

Az ember altal generalt adatmennyiség évente Ibhatdegduplazodik. Rengeteg adatot
gyijtink, gondoljunk csak az egyre jobban eltefjeskenzoros mérésekre. A hatalmas
adathalmazok feldolgozasa, a hasznos informaciskzesliiggések kinyerése nagy kihivast
jelent. A hatalmas ménetdatbazisok, adathalmazok puszta adatt@maindaddig, amig fel
nem dolgozzuk azokat. Ez a folyamat magaban faglalj hagyomanyos matematikai,
statisztikai mdédszereket is. Azonban éppen az athatzok mérete teszi sziikségessé olyan
0j megkozelitések alkalmazasat, ami lélétteszi ilyen esetben is a gyors és hatékony
(sokszor online) feldolgozasat. Ez tobb - akar wardakar szoftver oldalr6l - komoly
informatikai kihivast jelent. Ezért fontos, hogyyagformatikus ismerje azokat a technikakat
és eszkozoket, melyek segitségével képesek vagguBlgdata jelled adatokbdl értékes
informaciokat kinyerni €s megjeleniteni. Bemutatjuknélyebb részletek ismertetése nélkil-,
hogy a nyilt forrasu R szoftverkérnyezet hogyanabiiazhaté a tipikus adatbanyaszati
feladatok megoldasaban, a kapott eredmények veu@prezentaciojaban az NymeE SKK
gazdasaginformatikus hallgatéknak tartott Adatbéngitargy keretein beltl.

2. Az adatbanyaszat

Az 1990-es évek elején a tarolOkapacitasok jékembvekedése és ezzel parhuzamosan
az arak csokkenése letie¢ tette, hogy gyakorlatilag az élet minden tegiletlterjedjenek a
digitélis eszkdzok és adatbazisok. Mindez azt efsgmzte, hogy tdmegesen keletkeztek
nyers, feldolgozatlan adatok. Ezek feldolgozas&hkom még csak a hagyomanyosnak
tekinthet matematikai és statisztikai eljarasok alltak rékeisesre. Azonban ezek nem voltak
alkalmasak az egyre novekmeéreti adathalmazokkal megbirk6zni. Sem mennyiségben, sem
a kinyert informéacidék mélységében, finomsaganaintekében. Jdl irja le az akkori helyzetet
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John Naisbitt hires mondasa: ,Megfulladunk az imfaciotol, mikozben tudasra éheziink.”.
Az igy megjeled szikség keltette életre az adatbanyaszatnak rteugd@manyteriletet.

Az adatbanyaszat [1], [2] az a folyamat, amellygs$Znos informaciok, mely, nemtrivialis
tudas nyerhétki az adatbazisokbol. Ehhez szamtalan tudomarigtetthasznélunk fel, igy
az adatbanyaszat egy tipikus multidiszciplinaridilegnek tekinthéf, mely a statisztikatol
kezdve, a mesterséges intelligencian keresztilgrianikus kérdésekig rengeteg tertletet
Olel fel.

2.1. Adatbanyaszati szoftverek

Az alabbiakban 6sszefoglaljuk azokat a kihivas¢khtamiknek egy ilyen program meg
kell, hogy feleljen. Ezek a problémak serkemg voltak az adatbanyaszat tejesének.

e Skaladzhatésag képes legyen az egyre novékvméreti adathalmazokat is
hatékonyan kezelni.

» Magas dimenzido alkalmas legyen a magas dimenzid szamu adatlaziso
kezelésére. Sok algoritmus esetében a szamitagolodtsag is gyorsané ahogy
a dimenzioszam novekszik.

* Heterogén és 0Osszetett adatoka hagyomanyos elemzési mddszerek altalaban
azonos tipusu adathalmazokat képesek kezelni. Egptesabb példaul a weben
tarol félig strukturalt szovegek kezelése, vagyzacslis haldkat reprezentald,
kulénbo® formatumu adatokat tartalmazé grafok feldolgozasa.

* Robusztussaghianyos, zajos adatokat is kezeljen, ez ne basolja a nikodést.

* Adatok tulajdonjoga, megosztasaaz utdbbi években kulondsen jelleimhogy
az elemzend adatok fizikalisan sem egy helyen vannak eltaroba sziikségessé
tette az elosztott adatbanyaszati médszerek fediesiz

A piacon rengeteg szoftver all rendelkezésre, ®@videlsoroljuk, hogy mik azok a
gyakorlati szempontok [1], amik egy jonak tekintedtitbanyasz szoftvert jellemeznek:

» Algoritmusok: az alkalmazott algoritmusok legyenek tébbszorasegvalositva
(ahol erre lehéség van), elvaras velik szemben a robusztussagasnassag.

* Vizualizacios lehetségek elvaras az, hogy a kapott eredmények, 6sszefaggés
minél vizudlisabb mdédon is megjelenjenek. Ez azamrdy az ipari kdrnyezetben
gyakran alkalmazott riportokkal szemben is. Ezekkab szemléletesebbé és
attekinthetbbé teszik a tablazatokban tarolt szamseeedményeket.

* Be-, és kimeneti fajlformatumok az adott szoftver minél tébb fajta be-, illetve
kimeneti formatumot tudjon alapértelmezésben keézefz adatbanyaszatban
tipikus, hogy adatok xls, sql, dbf, csv formabarolidnk, elvarjuk, hogy ezeket a
rendszer képes legyen kezelni, mind a bemeneti mkimeneti oldalon.

* Felhasznélobarat az atlagos felhasznalé olyan szoftvereket szaestznalni,
amelyek kezelése konnyen elsajatithatd, megtarulhgipikusan ilyen pl. a
RapidMiner &ltal alkalmazott Drag and Drop technikdgyanakkor fontos
megemliteni, hogy ez bizonyos korlatokat is horad@maban.

Az elérhet szoftverek kozott vannak fizitdk, mint példaul az IBM SPSS, SAS,
RapidMiner, Statistica Dataminer, Oracle, Microsofnalysis Services €s szinte
megszamlélhatatlan nyilt kédu szoftvert lehet észzéni. A teljesség igénye nélkil néhany:
Weka, R, Orange, SCaViS, Knime, Octave Adam. Jelenkanak nem célja kitérni ezekre a
szoftverekre, azok éhyeire és hatrdnyaira. Azonban az interneten Fedigltobb olyan oldal
[3], ahol ezeket rangsoroljak kulonlibgzempontok figyelembe vétele mellett, mint példaul
népszeiség, hatékonysag, josdg. Ezek a statisztikdk temtEsen nem tekinthietk
reprezentativnak 6 sokszor gsen szubjektiv elemeket is tartalmaznak, azonbaysesak
mutatnak egyfajta képet ezékma szoftverekél. Az R szoftver mind a két felsorolas elején
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helyezkedik el és figyelembe véve, hogy a felhaskn&zempontjabol kevéssé kedvelt
szkript nyelv6l van sz0, ez meglehisten kedved pozicid.

3. Rprogram

3.1. Aprogram rovid bemutatasa

Az R egy olyan nyilt forraskodu, szkript alapu rwé¢b], amely kulondsen alkalmas
matematikai, statisztikai és adatelemzési, adatsrati szamitdsok megvaldsitasara és az
eredmények grafikus megjelenitésére. A program ibaltal szabadon fejlesztligt igy
szamtalan publikalt csomag és fiiggvény all rendedlkére a felhasznaloknak. A program
egyszeii hasznalatahoz nem kell feltétlendl informatikusteakni, azonban valédi mélységei
és leheiségei programozéi ismeretek birtokaban tarulnak fel

Nagyon fejlett és d&séges eszkoztarral rendelkezik, €és nem csupan raiitam
statisztikai modszerek terén, bar minden olyardégianegoldhat6 ebben a kdrnyezetben, ami
példaul a Mathlab vagy a Maple programokkal. El&érhke példaul hagyomanyos, relacios
vagy NOSQL alapu adatbazisokat és minden fontostbadgaszati algoritmus is
implementalasra kerult. Tamogatott benne a hal&atimunikacio, de lehet akar grafikus
felhasznaldi fellleteket is késziteni. Egyik legyagp ebssége éppen grafikai képességeiben
rejlik. Lehettiség van tovabba az R nyelv webes kdrnyezetben mikibdtetésére is az
rApache [4] megoldassal.

I Roui 32-611) | |
File Edit View Misc Packages Windows Help

IR R Console == R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) o |3 ][]

Normalized data

21 341

1.1

y-values
01

09

-19

29

x-values

1. dbra. Az R program

Az R-nyelv egy interpretalt szkript nyelv, a progwddokat nem forditjuk binaris
allomannya a futtatdshoz, hanem az R-parancsénéléntelmezi azokat. Jelen munkanak
nem célja az R nyelv alapjainak ismertetése, sokkklbb, hogy néhany jellegzetes
adatbanyaszati feladaton keresztil bemutassukrazR alkalmazhatdésagat. A tovabbiakban
kivalasztottunk néhany tipikus, az Adatbanyaszajyt&eretein belll oktatott témat, amiknek
segitségével illusztraljuk az R nyelvikbdését, programozhatosagi és grafikus képességeit,
lehetségeit. A feladatok illusztralasara a szabadon &férzed iris adathalmaz hasznaltuk
fel.
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3.2. A program alkalmazhatésaga az adatbanyaszatban

Két tipikus adatbanyaszati feladatot: klasztereagstalyozas, illetve egy a hagyomanyos
statisztikaban is gyakran alkalmazott témat, aessgiot valasztottuk ki [1], [2]. Terjedelmi
okok miatt nem célunk a fenti eljarasok mély elrtiémmertetése, hanem réviden bemutatjuk
az alapproblémat és megoldasi Iéségeket az R kdrnyezetben. Mindegyik feladat esetéb
megkerilhetetlen 1épés az adatok meglekdbkészitése, ami magaban foglalja a hianyos,
zajos adatok kezelését, kiugré adatokirégét, illetve az adott feladathoz &di egyéeb
miiveleteket.

Klaszterezés

Szokas a klaszterezést feliigyelet nélkili tanulésaanevezni, melynek célja, hogy a
vizsgalt elemeket olyan csoportokba osszuk, ahelgges csoportok kézott maximalis, mig a
csoportokon belil minimalis a tavolsdg/hasonlosdy. klaszterezés célja, olyan
csoportositasok kialakitasa, melyek trividlisan n#&tszanak az alapadatokbdl €s nem
hasznalunk éfeltevéseket a csoportok kialakitdsa soran.

A Klaszterezési feladatban nehézséget jelent aalnadizandd tavolsag fogalom
kivalasztasa, a kilonbézipust adatok egyittes kezelése, és a kild@hbtaku klaszterek
felismerése. Tobb, kilonbéxlasztered modszer létezik, mint a particionald, hierarchikus
siriség-, racs-, modell-alapi modszerek stb. Mi a kégaltalanosabban elterjedt
megkozelitést alkalmazzuk, a felosztd és a hieflewshmegkozelitést. Bbbi esetben fontos
kérdeés a klaszterek szamanak meghatarozasa, addszen kdtelaz bemeié paramétere.

300

0

belsd eltérés negyzettsszeg
20

100
1

Klaszterek széama

2. &bra. Konydkpont mddszer

wss <- (nrow(mydata)-1)*sum(apply(mydata,2,var))
for (i in 2:15) wss][i] <- sum(kmeans(mydata, centers=i)$withinss)
plot(1:15, wss, type="b", xlab="Klaszterek szama", ylab="belsé eltérés négyzetdsszeg")

A konyokpont modszer segitségével vizudlisan beetidé valik az optimalis
klaszterszam, amit igy mar felhasznalhatunk, minfolgamat bemeth paraméterét. A
hierarchikus klaszterezés esetében utélagosanidabkfitd az idedlis klaszterszam, amit
vizualisan a piros téglalapok jeldlnek (3. abray &redmények természetesen tablazatos
forméban is lekérhéek, ahol minden sor mellett lathato, hogy melyikddterbe tartozik.
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st(iisSample, method = "euclidean")
hclust (*, "ward")

3. abra. K-means és hierarchikus klaszterezés

idx <- sample(1:dim(iris)[1], 40)
irisSample <- iris[idx,]
irisSample$Species <- NULL
kc <- kmeans(mydata, 3)
par(mfrow=c(1,2))

plot(mydata[,c("Sepal.Length”, "Sepal.Width")], col = kc$cluster, main="k-means")
points(kc$centers[,c("Sepal.Length”, "Sepal.Width")], col = 1:3, pch = 8, cex=2)
hc <- hclust(dist(iris, method="euclidean"), method="ward")
plot(hc, hang = -1, labels=iris$Species[idx], main="Hierarchical")

rect.hclust(hc, k=3, border="red")

Osztalyozds

A klaszterezéssel ellentétben ezt fellgyelt tamallksnevezzik, mert & ismertek az
osztalycimkék, ami alapjan a csoportok, osztélyiakakitasra keriilnek. A rendelkezésre allé
adathalmazt felosztjuk egy tanulé és egy validalnazra. A tanulé halmazon hozzuk létre a
modellt, melynek jésagéat a validalé halmazon élemziik. Az osztalyozasi feladat célja a
kialakitott és validalt modell alapjan éetjelzések keészitése. Mint példaulézdtes
hitelbiralat, banki csalasok detektalasa, webenjete® oldalak automatizalt besorolasa,

stb..

A feladat elején definialnunk kell a fug@s magyarazé valtozokat, utébbiak segitségével
fogjuk a fiug® paraméter értékei alapjan osztalyozni adatain8atimtalan osztalyozasi
technika létezik, mint a dontési-fa, Bayes-alapgkbzelebbi szomszéd osztalyozdk, neurdlis
halok, tartovektor gépek (SVM). A legismertebb abaizasi modszerre, a dontési-fa alapu

osztalyozésra mutatunk példat.
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4. abra. Osztalyozas — dontési fa

tesztdata<-subset(mydata, row.names(mydata) %in% teszt)

tanulodata<-subset(mydata, row.names(mydata) %in% tanulo)
dectreel<-ctree(Species~Sepal.Length+Sepal. Width+Petal.Length+Petal. Width, data=tanulodata)
plot(dectreel, type="simple", main="Dontési fa")

Regresszio

Az egy-, és tbbbvaltozos, linearis-, és nemlined@igesszio a statisztika egy jol ismert és
gyakran alkalmazott modszertana. Segitségével &iggyelledi kapcsolat definialhaté a
fuggd és fuggetlen paraméterek kozott, ami alkalmas Woadk kozotti kapcsolatok
jellemzésére, étejelzések keészitésére a fidggparaméter vonatkozasdban. Gyakran
alkalmazott technika &isorok esetében a trend, tendencia meghatarozasidetedkeszit
folyamatban (zajos, hianyos adatok kezelése). Alinedris regresszio, mar egyvaltozos
esetben is komoly matematikai apparatus alkalmaz&éaeteli meg (pl. nemlinearis
egyenletrendszer megoldasa), ami t6bbvaltozés esethég tovabb bonyolodik, hiszen
sokszor méar az alkalmazandé fliggvény meghatareeds&onnii feladat.
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5. dbra. Regresszids gorbe illesztése

Két példan keresztll bemutatjuk, hogy mennyire kiinaz R nyelv alkalmazaséaval
elvégezni az illesztéseket, ééllitani a modell paramétereit és felhasznélni azt
elérejelzésekben. Ugyanakkor mindezt kiegésziti az rafikys hattér, ami rendkivl
szemléletessé teszi a kapott eredmeényeket, segitkekdnnyebb gyakorlati értelmezését.

A vizualis megjelenitéssel egyiitt kbnnyen genetélia az illesztett gorbét jelleriz
egyéb paraméterek: regresszios egyenlet, deteridin&gyitthatd, rezidualisok, illesztett
ertékek, alrejelzett értékek.

4. Osszefoglal6

Az adatbanyaszat alapjainak ismerete elengedheteityy informatikus végzettség
embernek. AKar ipari, akar tudomanyos kornyezetblgan mennyiség adat generalodik,
aminek a hatékony feldolgozasa ma mar elképzelbrted hagyomanyos statisztikai
eszkdzok mellett adatbanyaszati megolddsok alkassamélkil. Ezek tipikusan olyan
megoldasok, amelyek o6tvozik az informatikara jeltémalgoritmikus, és a statisztikara
jellemz6 matematikus gondolkodast.

Ahogy bemutattuk, szamtalan fidetés meg tobb nyilt megoldas Iétezik adatbanyaszati
feladatok megvalGsitdsara. Ezek kozil az R szaftrartattuk be réviden, inkabb csak
felvillantva lehetségeit ezen a tertleten. Ehhez harom, az adatlzatsg@sipikusan jellenty
feladatot valasztottunk ki: klaszterezés, osztagoZs regresszio. Az iris adathalmazon
keresztil mutattuk be a leldsegeket.
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OsszEFOGLALG A Nyugat-magyarorszagi Egyetem Simonyi Kéaroly #a2015-
ben egy 8kW-os dszivattyut helyeztiink Uzembe, melftdsre és aktiv itiésre
egyarant alkalmas. Egy darab 100 m mély talajszomtigpitettiink a észivattyu
kiszolgdlasara. Ennek kdrnyezetében modelleztik akj thdmérsékletének
valtozasat végeselem-moédszerrel. Eredményéinklz lathatdé, hogy az épulet
hiitési idbszakaban az épllétbkivont és a talajba juttatottbimennyiség besegit a
ftési rendszer tikddésébe. Az épuletba nyari idbszakban kivont émennyiség

a talajban részben tarolddik, minek kdvetkeztébefitési idbszak alatt, a talaj
hémérséklete a szondéatdl 0,5m tavolsagban 1-4°C-kajasabb, mint amilyen a
betaplalt lmennyiség nélkil a talaj 6mérséklete lenne. A magasabb
talajrdmérséklet pedig a teljefitési iddszakban magasabb hatasfokot eredményez
a h¥szivattyu niikodése soran.

ABSTRACT. An 8 kW heat pump was put into operation whickugable for both

active heating and cooling at the Karoly Simonycity of University of West

Hungary in 2015. A single 100 m deep ground loapesethe heat pump. The long
term temperature history of the soil around theugtbloop was calculated by finite
element method. Based on our results, it appeatsthie cooling operation in
summer, allocates heat energy in the soil thatshi&lpthe heating period. Heat
energy extracted from the building during the sumisepartly stored in the soil,
therefore, the temperature of the soil - 0.5m afwam the ground loop - is 1-4 °C
higher than it would be without the energy inputsimmmer time. The elevated
temperature of the soil results higher efficienayigg the entire heating season.

1. Bevezetés

A Fold fosszilis energiahordozé készleteinek kinesé, illetve a kdrnyezetszennyezés
csokkentése iranti igény @@ddése miatt egyre inkabb sziikségessé valik a mégés az
alternativ energiaforrasok felhasznélasa. A foisseitergiahordozék aranak emelkedése és a
folyamatos fejlesztések eredményeként I|ét@jowlj technoldgidk, melyek egyre
hatékonyabbak és kisebb bekerulési koltséggel drketl, egyittesen a megtériléss id
rovidulését idézik €é. Magyarorszag klimatikus és foldrajzi adottsagaatma lehetséges
megujulé energiaforrasok kozul a Foldjét hasznositd geotermikus energia kiaknazasaban
rejlik a legtbbb lehéiség. Mindezek ellenére hazank a geotermikisziliattyds technologia
alkalmazasdban elmarad a gazdagabb eurdpai orsahgokelynek oka e rendszerek
kiépitésének viszonylag nagy koéltsége és hosszaémiggsi ideje. Ezen okok miatt fontos a
geotermikus energia felhasznalasi léségeinek a kutatasa, illetve a technolégiak fefjéssr
és a fitési rendszerek hatasfokanak javitasa.
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A kutatasunk célja a geotermiku$dzivattyus fitési rendszerek optimalizalasa, olyan
mabdon, hogy aiitési iddszakban az épuleibkivont hét a talajban tarolva difési szezonban
e talajban tarolt & felhasznalasaval javitsunk #ds hatasfokan. Egy ilyen tipusu, a talajban
tarolt ot felhasznald rendszer tervezése soran elengeldimetetszonda és a foldtani kozeg
kozotti hbatadasi folyamatok tisztazasa, illetve a szondaiilkévé kdzeg ldmersekletének
szamitésa. [1].

2. Avizsgalt rendszer leirasa

Kutatasunkban egy NIBE F1145-8 EXP tipusu 8kW-okj4aondas geotermikus
hészivattyat hasznalunk, meljitesre és aktiviliésre egyarant alkalmas.

Egy darab 100 m mély talajszondat telepitettiink, dipgy a szonda kornyezetében
harom, egymashoz viszonyitott 120 fokos szégbeeldtij iranyokban 60 cm és 120 cm
tavolsagban éméwket helyeztink el. A 6dmérs csatorna mélysége 30 m. A 100 mély talaj
szonda mellett is helyeztink ebrhébket. Haromrétefy tokozassal ellatott, sajat fejleszigs
kalibralt 1 k2-os platina termisztorokbdl készulirhélancainkban 74 daratbmér 4 m-es
kiosztasban lett elhelyezve. A regisztralas auttdusaén, 10 percenként torténik és az
interneten elérhék az adtok.

3. A kutatas modszerei

Barmely tetséleges kozegben, altalanos esetben, éa Hivezetés, baramlas és
hésugarzas utjan terjedhet. E haroritrnszport folyamatot foglalja 6ssze #@atadas
alapegyenlete, melynek megoldasa szolgaltatja ait atbmi térfogatcella dmérsékletének
megvaltozasat. Tranziens esetben az elemi térfelimttmennyiségének megvaltozasa:

oT ( oT  oT aTj (GZT 0°T GZTJ
” + + A + + +H

— =00V, —+V, —+V, —
c’)t’oC - ox “oy ‘oz x> oy* 07°

Ha tehat ismerjik az adott tesinmérséklet eloszlasatta=0 pillanatban (kezdeti feltétel),
tovabba, a test hatarfeltletén a kdrnyezettel hékicserébdés mértekét (hatarfeltétel), akkor
ezen egyenlet megoldasa szolgaltatj@mdrséklet eloszlast barmely kébi idopillanatban
[2].

A modell készitése sordn azonban figyelembe vettidgy a fent emlitett harom
héterjedési folyamat kdzil asbugarzas a foldiszonda kornyezetében Ekozeg esetében
elhanyagolhaté a masik két folyamathoz képest. Etheal vizsgalat tervezésekor feltettik,
hogy a foldlészondat a furat teljes hossza mentén agyag vesil, kively vizzard réteget
képez a foldészonda kornyezetében, ugyanis csak ebben az edetimaéges az épulétb
nyaron kivett bt a foldhtszondat korulvey talajban tarolni. Mindez azt jelenti, hogyha a
foldhészonda kornyezetében nincs vizaramlas, akkob&aamlas is elhanyagolhat6. Tehat
modellinkben a da talajpan csakdvezetés atjan terjed, a masik kétdrjedési folyamatot
elhanyagoltuk.

igy a talaj ldmérsékletének tér- és dleli eloszlasat az ismert Fourier-féle
differencialegyenlet

2 2 2
T IT OO
ot ox~ ody° o0z

megoldasabol kapjuk. Az egyenletben széré&pgiomérsekletvezétképességet a
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Osszeflggésiy kapjuk, ahold a talaj lbvezet-képességep a talaj §irisége éx a talaj
fajh6je. Ezen mennyiségek fliggenek a talaj fajtajatétivességtartalmatol, ezért az értékeik
meghatarozasa csak az adott helyen téng@résekbl lehetséges.

A Fourier-féle differencial egyenletnek nincs zamalitikus megoldasa, csak numerikus
modszerekkel kaphatunk kozélinegoldast. Az egyik ilyen numerikus médszer azvéges
elem mddszer. Ezt a mddszert hasznalva, az Angggam segitségével modelleztik a talaj
hémérsékletének térbeli éséioeli valtozdsait. A késbiekben a kidolgozott modelleket
egyre inkabb kozelitjuk a valésagoshoz, és az ddlait geotermikus paramétereinek mérése
utan modellezzik a talapmérsékletének valtozasat.

4. Az eredmények leirasa

A foldhészonda és a talaj kozottvdtadast a furat feluletén ataramlé fluxusanak
segitségével modelleztik. Asrivattya altal aiftési idbszakban a talajbél kivont, illetve a
hitési idbszakban a talajba betaplalt valosagdselesitményt a kiuts atlagibmeérseklet
szezonalis valtozasanak segitségével kozelitattilkel a rbszivattyu altal a talajbdl kivont,
illetve a talajba betaplalichegyértelntien kapcsolatba hozhato a Killtlaglbmeérséklettel. A
pontosabb dsszefliggés meghatarozasadhoz abobkékben fel kivanjuk hasznalni a mérési
eredményeket, ami legalabb &ési-Hitési ciklus mérése utan lehetséges. Az 1. abran jol
lathatd, hogy modelliinkben az épulditdsi szezonjdnak kezdetén, az6eBO napban a
talajba betaplalt denergia, illetve a dteljesitmény linearisan novekszik. Ezutan 60 napig
hészivattyl maximalis teljesitménnyelikbdik, majd a kitési iddszak végén a teljesitmeény
linearisan csobkken. A kovetkéB0 napban, az atmenetibgkakban a dszivattyd nem vesz
fel és nem is taplal beshnergiat a talajpba. Majd az épulétési szezonjanak kezdetén a
hoszivattya altal a talajbdl kivettdenergia 60 napig linearisan névekszik, mig el nenaé
maximalis teljesitményét. Ezutdn Gjabb 60 napigéazivattyd maximdalis teljesitménnyel
Uzemel, majd attési idiszak végeén a teljesitménye 60 nap alatt nullarkkestle. Ezutan
egy Ujabb 30 napos atmenetibsdakkal zarul az éves ciklus, amelysdakban nincs a
hészivattyu és a talaj k6zott semmilyefickere folyamat.
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1. abra: A két kulénb6zé ciklus talajhémérsékletének 6sszehasonlitasa
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A talaj geotermikus gradiensét a modell ezen vgihan nem vettik figyelembe, a talaj
kezdeti mérsékletét minden csomopontban 12°C-nak vettikm Neettilk tovabba
figyelembe, hogy a foldiszonda csdvében keritidolyadek lbmeérséklete a visszateagban
alacsonyabb, mint az &kmer® agban. Ennek kovetkeztében a talémiérséklet térbeli
eloszlasanak hengerszimmetriaja a valésagban nErsuwaneg, mert a visszaééag oldalan
a talaj tmérséklete alacsonyabb, mint adreerd ag oldalan. A két agban aramlo folyadék
hémérsékletének kiulonbsége a furatban lefelé halaedyae csokken, tehat lefelé haladva a
foldhészonda két oldalan a talaprinérsékletének kilonbsége is egyre kisebb lesz. diekl
egyuttesen azt eredményezik, hogyitgdi iddszakban a talajbdl adklvonas a visszat&rag
legfelsy pontjan lesz a legnagyobb, mert itt a legkiselitbszivattybdl visszatérfolyadék
hémérséklete. Ugyanezen ok miatt a#reimerd ag legfel pontjan lesz a legkevesebb a
héelvonas, mert a ében kering folyadék ldmérséklete is itt lesz a legmagasabb. Afian
megvalosulhat a mérési eredményeink felhaszndiészen az adatokbdl kévetkeztethetlink a
talaj adott rétegé torténs héelvonas mértékére, melynek segitségével modell@zhetlik
a féldhoszonda hengerének palastjan az adott rétegbemmdddnéfluxus. A kutatas jelenlegi
stadiumébanelss kozelitésként a foldiszonda hengerének fellletén atarambdluxust
mindenhol egységesnek vettik.

Modelliinkben a foldiszonda kornyezetében a taléntérsékletét egy = 10 m sugaru,
h=120 m magassagu hengerben vizsgaltuk. Ennek rgehsek a tengelyében a
foldhészondat egyl = 30 cm atméiji, hs; = 100 m magassagu hengerrel modelleztik, mely
henger falain keresztlil aramlik & b talaj és a foldkszonda kozott. A veges elem felbontas
soran a modellinkben ezt a hengert osztottuk f8B@% darab elemre, mely elemek 88116
darab csomodpontban kapcsolédnak egymashoz. Mod#bhina foldidszonda kordli talaj
hél6zasa utdn a csomopontdkisége a foldbszonda kérnyezetében sokkal nagyobb, mint a
foéldhészondatol nagyobb tavolsagban, mivel Gadam fluxusa is itt a legnagyobb, ezért a
hémérséklet valtozas is ebben a tartomanyban lesggybrsabb és a legnagyobb.

A modellben figyelembe vett talajusiség 2750 kg/fy fajlagos Ibkapacitas 879
J/(kg-°C), lbvezetési tényeérz 1,28 W/(m-K), a talajban lévvizmozgast nem vettlink
figyelembe. Modellinket hosszudsbron, egy éves (360 napos) intervallumban, illetze
O0sszehasonlitds céljabol csak #tési iddszakot tartalmazo, féléves (180 napos)
intervallumban futtattuk le az Ansys program sejgjével.

5. Kovetkeztetések

Azt a megallapitast tehetjik, hogy azon fentebbitethlfeltételek teljeslilése esetén,
melyeket a modell alkotasa kdzben alkalmaztunke@iet litési iddszakaban az épulétb
kivont és a talajba juttatottémennyiség segithet ditési rendszer optamilazalasaban. Az
épulet®l a nyari idsszakban kivont émennyiség — ilyen feltételek teljesilése esetén — a
talajban tarolddik, minek kdvetkeztébeniigéhi iddiszak kezdeténds a teljes fitési idbszak
alatt, a talaj bBmérséklete magasabb, mint amilyen a betapk&bennyiség nélkil a talaj
hémérséklete lenne. A nagyobléfok kilonbség pedig a teljesitési idhszakban magasabb
hatasfokot eredményez édzivattyu niikbdése soran.
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OsszeroGLALG Napjaink egyik legégébb és egyben legfontosabb kutatasi
témaja a klimavaltozas. Szamos vélemény, kutat@&sineény lat napvildgot e
témaban, melyek gyakran bonyolult meteoroldgiai elet alkalmazasaibol
szamitottak. Az alabbiakban tényleges méftnérsékleti adatok kielemzésére
kerll sor egyvaltozés regresszios modellek altalyek paraméterei fizikailag jol
értelmezhdtk. Az alkalmazott modellek lehigtéget adnak évesommérsékleti
adatok dsszehasonlitdsara, alapkélonbségek kimutatasara.

ABSTRACT. Temperature data will be analysed by univariaggression models.
The parameters of models can be interpreted weg8iphlly. Applied models allow
comparison of annual temperature data.

1. Bevezetés

Ismert tény, hogy az utébbi évtizedekben szadmoal@tkmal voltak megfigyelhék
idojarasi anomaliak, melyek gyakorisdga noOwuiktendenciat mutat, széksegességik
mértéke pedig novekszik. Ezen tények ismeretébamefélt a kérdés, miként mutathatdk ki
egyszeiibb matematikai statisztikai vizsgalatok alkalmazészen a kulonbségek, és ezek
milyen paraméterekkel jellemeziikt

2. Anyag és modszer

A vizsgalat targyat 3 esztefidnevezetesen a 2012, 2013 és 2014. évi Budapesign
homeérsékleti adatok jelentették. A vizsgalathoz fefimaélasra kerilt a napi maximalis, napi
minimalis hmérséklet, valamint az ezen értéké&kbképzett maximum-minimum
homérsékleti érték kulonbsége, vagyis a nafinérseékleti differencia. Az éves adatsorok
O0sszehasonlitdsra alkalmas elemzése, a vizualistosely kihasznalasa érdekében s,
regresszios eljarassal tortént, megfeféggvény kivalasztasaval.

3. Eredmények kiértékelése

3.1. Kezdd vizsgalat

A rendelkezésre all6 adatok jellegének attekintdapjan a kivalasztandoé figgvénynek
rendelkeznie kell maximummal, a kozéliszimmetria miatt két inflexiés ponttal, és
szilkséges, hogy feldlrés alulrdl is korlatos legyen. Ezen tulnden paraméterei legyenek
kozvetlendl értelmezhét, és darabszamuk minél tébb kdzvetlen vagy kézvetrmaciot
adjon.
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Ezek alapjan kozelit"Gauss-gorbe" latszik sziikségesnek, minek megtatehz alabbi
két figgvenyalak alkalmazhato.
A faggvény gorblleti jellege allandé a 2-es hat\aieyo miatt:

1. var2=b3/exp(b2*(varl-1*b1)"2)+b0.
A faggvény gorblleti jellege valtozo a bl hatvangié miatt:
2. var2=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))*b1)+b0.

Mindkét fuggveny fugglegesen és vizszintesen nyujtott és eltolt a sxilkdé
megfeleben, és paraméteréirkdzvetlendl leolvashatd a félsds alsd korlat, a maximum
helye és értéke, és a 2. fuggvénynél a gorbulé&tgel A megadott adatsorokon tortént
alkalmazas soran pedig egyértébn kidertlt, hogy a 2. fuggvény illesztésénél mimde
esetben a kapott korrelaciés egyuitthatd (R) jobbt az 1. fliggvénynél, ezért a 2. figgvény
alkalmazasara kertilt sor.

A szamitott eredményeket és értékeket az alabldizatok és grafikonok mutatjak.

Model: var8=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))*b1)+b0 (2012hb)

Dep. var: VARS8 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 1342,3410890 R=,83918 Variance explained: 70,423%
N=365 ba | b3 | b2 | b1 | bo
Estimate 7,862376 0,008015 181,1240 4,233503 3,894965

1. tablazat: Homérsékleti differencia 2012

Model: var5=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))"b1)+b0 (2012hs)

Dep. var: VARS Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 6686,8264727 R=,92447 Variance explained: 85,464%
N=365 b4 | b3 | b2 | b1 | %)
Estimate 28,50690 0,008402 197,7722 3,235200 -0,493745

2. tablazat: Hdimérsékleti maximum 2012

Model: var6=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))"b1)+b0 (2012hd)

Dep. var: VARG Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 5016,2605706 R= ,89887 Variance explained: 80,797%
N=365 b4 | b | b2 | bl | b0
Estimate 21,27165 0,008540 204,4272 2,897582 -4,75227

3. tablazat; Himérsékleti minimum a 2012
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VARS8

VAR5

Model: var8=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))h1)+b0
y =(7,86238)/exp(((0,00801468)* (abs(x-1*(181,124))))\4,2335))+(3,89496)
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1. dbra: Hémérsékleti differencia 2012
Model: var5=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))%1)+b0
y =(28,5069)/exp(((0,00840212)*(abs(x-1*(197,772))))(3,2352))+(-0,493745)
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2. dbra: Homérsékleti maximum 2012

-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

27



28 Csanady Viktoria

Model: var6=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))b1)+b0
y=(21,2716)/exp(((0,0085404)*(abs (x-1*(204,427))))(2,89758))+(-4,75227)
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3. abra: Hémérsékleti minimum 2012
Model: var8=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))"b1)+b0 (2013h8)
Dep. var: VARS8 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 1980,6787462 R=,84992 Variance explained: 72,236%
N=361 ba | b3 | b2 | b1 | bO
Estimate 15,09615 0,007528  204,9318 1,405378  0,368664
4. tablazat: Homérsékleti differencia 2013
Model: var5=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))*b1)+b0 (2013hd)
Dep. var: VAR5 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 6861,6552101 R=,91966 Variance explained: 84,577%
N=361 ba | b3 [ b2 | b1 | b
Estimate 35,50512 0,007927 203,8124 1,827248 -3,97838
5. tablazat: Homérsékleti maximum 2013
Model: var6=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))"b1)+b0 (2013h8)
Dep. var: VARG Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 4043,1903132 R=,88752 Variance explained: 78,769%
N=361 b4 | w3 | b2 | b1 | bo
Estimate 20,39401  0,008167  203,7588  2,216833 -4,29048

6. tablazat: Hdmérsékleti minimum 2013
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VARS8

VAR5

Model: v ar8=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))b1)+b0

y=(15,0962)/exp(((0,00752773)* (abs (x-1*(204,932))))(1,40538))+(0, 368664)
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4. dbra: Hémérsékleti differencia 2013
Model: v ar5=b4/exp((b3*(abs(v arl-1*b2)))"b1)+b0
y =(35,5051)/exp(((0,00792723)*(abs(x-1*(203,812))))’(1,82725))+(-3,97838)
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5. dbra: Hémérsékleti maximum 2013
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Model: var6=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))b1)+b0
y =(20,394)/exp(((0,00816726)* (abs (x-1*(203,759))))(2,21683))+(-4,29048)
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6. abra: Hémérsékleti minimum 2013
Model: var8=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))*b1)+b0 (2014hb)
Dep. var: VARS8 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 1678,7177417 R= ,85303 Variance explained: 72,766%
N=365 b4 | b3 | b2 | b1 | b
Estimate 10,30769 | 0,009072  177,3426 2,322190  4,360774
7. tAblazat: Homérsékleti differencia 2014
Model: var5=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))*b1)+b0 (2014hd)
Dep. var: VAR5 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 5707,6577813 R=,91526 Variance explained: 83,771%
N=365 ba | b3 | b2 | b1 | ho
Estimate 29,73201  0,007764 | 191,1810 2,246122  0,416011
8. tablazat: Hémérsékleti maximum 2014
Model: var6=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))"b1)+b0 (2014hd)
Dep. var: VARG Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 3768,4147268 R=,86875 Variance explained: 75,473%
N=365 ba | b3 | b2 | bl | b
Estimate 17,93865  0,008111 199,9433  2,225050 -1,84529

9. tablazat: Hémérsékleti minimum 2014
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VARS8

VAR5

Model: var8=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))%1)+b0

y =(10,3077)/exp(((0,0090722)* (abs (x-1*(177,343))))(2,32219))+(4,36077)
22 . . . . , , , .

VAR1

7. abra: Homérsékleti differencia 2014

Model: var5=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))H1)+b0

y =(29,732)/exp(((0,00776385)*(abs(x-1*(191,181))))\(2,24612))+(0,416011)
40 , . T T

-10 . . . . . . . :
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

VAR1

8. abra: Hémérsékleti maximum 2014
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Model: v ar6=b4/exp((b3*(abs(varl-1*b2)))"b1)+b0

y =(17,9387)/exp(((0,00811053)* (abs (x-1*(199,943))))(2,22505))+(-1,84529)
25 . . . . . . . .

o
g
>
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VAR1
9. dbra: Homérsékleti minimum 2014
Function Plot
y2012 = (7,86238)/exp(((0,00801468)*(abs(x-1*(181,124)))) (4,2335))+(3,89496)
y2013 = (15,0962)/exp(((0,00752773)*(abs(x-1*(204,932))))*(1,40538))+(0,368664)
y2014 = (10,3077)/exp(((0,0090722)*(abs(x-1*(177,343))))*(2,32219))+(4,36077)
y2012 = 10,76
y2013 = 14,47
y2014 = 13,67
16 T T
2013
14 20141
2012
10 + E
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8}
6 |
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4 12012
52013 | | ; | J ; ;
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X

10 &bra: A harom év 6sszehasonlito grafikonja admérsékleti differencidk menetére nézve, a nyert
fuggvényalakokkal.
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Function Plot
y2012 = (28,5069)/exp(((0,00840212)*(abs(x-1*(197,772))))"(3,2352))+(-0,493745)
y2013 = (35,5051)/exp(((0,00792723)*(abs(x-1*(203,812))))*(1,82725))+(-3,97838)
y2014 = (29,732)/exp(((0,00776385)*(abs(x-1*(191,181))))*(2,24612))+(0,416011)

y2012 = 27,01
y2013 = 30,53
y2014 = 29,15
35 . : : . . : : :
2013
30 = 2014
o5 | 2012
20 |
> 15
10 }
2014
2019
2017
50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
X

11. abra: A harom év dsszehasonlitd grafikonja admérsékleti maximumok menetére nézve, a nyert
fuggvényalakokkal.

3.2. Ertékelés és elemzés

Az alkalmazott fliggvényalak paramétereinek értebbsezz alabbi:
b4+b0 legnagyobby érték, b0 legkisebby érték, b2 legnagyobby-hoz tartozéx, bl
gbbealakot meghataroz6 értéfll=2 esetén normal alak, hal<?2 hegyeseé, ha bl>2
laposoddaz alak. Az1/b2 értéke a megfelélillesztéshez tartozé vizszintes nyujtast kiféjez
mértek.

A regressziés eljarassal nyert gorbék kozilémdrsékletmaximum menetét mutatdk
korrelacios egyitthatd atlaga a legnagyobb R=0g9B&jmérsékletminimumra vonatkozoké
R=0,88, a imérsékletdifferenciara vonatkozoké R=0,84.

A konnyebb és gyorsabb értékelbsig, 6sszehasonlithatdésag és eltérési kimutatigatosa
érdekében az alapwvetadatok bemutatdsara az alabbi tablazatban keriilfatiintetve a
gorbemaximumtol lefelé legfeljebb 1°Ral elté tartomanyokat is, mely szamértékek

természetesen a regresszioval nyert fuggvéenygomedfeleben kerekitett paraméterei. A
tablazat roviditései a kdvetkikz

t(maxF az év Ibmérsékletmaximumahoz tartoz6 émbnt az év elejét szamolt
napokban.

h(max)= az év lbmérsékletmaximuma celziusz fokokban.

k(max)= az év lmérsékletmaximum feds tartomanya napokban 1 celziusz fok
lefelé eltérés figyelembevételével.

td(max)= az év lbmérsékletdifferencia maximumahoz tartozépdnt az év elejét
szamolt napokban.

hd(max)= az év bmérsékletdifferencia maximuma celziusz fokokban.

kd(max)= az év lbmérsékletdifferencia maximum tartomanya napokbarelziusz
fok lefelé eltérés fegyelembevételével.
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) t(max) h(max) k(max) R bl
ev

td(max) | hd(max) | kd(max R bl
2012 198 28,01 86 0,924 3,23
181 11,76 156 0,839 4,23
2013 204 31,52 36 0,920 1,83
205 15,47 40 0,850 1,40
2014 191 30,15 57 0,915 2,25
177 14,67 82 0,853 2,32

10. tablazat: Osszefoglalo tablazat

4. KOVETKEZTETES

A regresszioval nyert gorbék dsszefoglald abrdit €s 11. abra) is értékelve, a tablazat
adatait statisztikai jelleggel elemezve a kovetkeegallapitasok tehik.

* A 2014-es év napi dmérsékletmaximumot és napbrhérsékletdifferenciat mutato
gorbealakja all legkdzelebb a Gauss gorbéhe=2,25 ill. 2,32 érték miatt, ezért ezen
év hbmeérséklet menete statisztikai értelemben norm&isekinthed.

* A 2012-es év napi dmérsékletmaximum fefs tartomanyak(max)=86 nap, napi
hémérsékletdifferencia maximum tartomark@{max)=156 nap, ami b1=3,23 ill. 4,23
értékkel egyitt azt jelzi, hogy ezen évben ékérhosszu ideig volt statisztikailag nyari
évszak.

e A 2013-as évben azd@&b évhez képest Bmax)=36 nap, &d(max)=40 nap rovid idéj
volt b1=1,83 ill. 1,40 érték mellett, ami egyértdiem mutatja, hogy a tavaszi, nyari és
6szi évszak gyorsan valtozo jelleggel rendelkezdgtyanekkor a kiemelké@gn magas
h(max)=31,52 €, éshd(max)=15,47 Cidokéséssel(max)=204-dik naptd(max)=205-
dik nap jelent meg.

* A vizsgalt harom év igbeli hbmérsékletértek valtozasi menete kulonkhoaszonyitasi
alapnak a nyert paraméterek alapjan a 2014-esnéyjeréekinthei. A 2012-es és 2013-
as eév értékei viszont jelzik, hogy a klimavaltozesmzéséhez érdemes még néhany
éves idszak adatainak megfetemddszerrel val6 feldolgozasat is elvégezni.

A felsoroltak és bemutatottak alapjan megallapéithdtogy a regresszios eljarashoz
alkalmazott egyedileg szerkesztett fliggvény jolékathet paramétereket szolgéltat
meteoroldgiai adatok feldolgozasahoz és elemzéséhez
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OsszEFOGLALG A matematika oktatas modernizalasa asfattatasban nagyon
idészefi. A matematikai jel6lésrendszer elsajatitasa, a ematikai
gondolkodasmoéd kialakithsa és a problémamegolddzs&gs fejlesztése a
legfontosabb cél.

ABSTRACT. The modernization of mathematics teaching in éigfducation is very
timely. The notation used in mathematics to ledevelop problem-solving skills
and the development of mathematical thinking isnimst important goal.

1. Bevezetés

Egyre tobb fel§oktatasi intézmeény oktatdiban meril fel az a goatidlogy az egyetemi
hallgatokat nem lehet a hagyomanyos mddszerekkéhta. A 10-20 évvel ezétt hasznalt
oktatasi modszerek (a tételek, bizonyitdsok vizsg#térd szigord szamonkérése, szobeli
vizsgaztatas, stb.) valsagban vannak. Sokszor ssdifilmk a régi modszerek negativ
kovetkezményeivel. llyen példaul az, hogy a diakokikialakult tudds nem valédi, hanem
latsz6lagos, azaz nem megérteni prébaljdk az amyaganem csupan értés nélkil
memorizalni, és a kébbiekben az ismereteket nem képesek onalléan adizalm Egyre
tobben értink egyet abban, hogy oktatds-modszertaagujulasra van szikség a
felsboktatasban. A mesterképzés a mai formajdban a P0@% tanévben indult, a Nyugat-
magyarorszagi Egyetem EMK és SKK karain az alkabttamatematika targy oktatasat a
méasodik éuil, a 2010/11-es tanéilt kezdve vettem &t nyugdijba vonult kollégaktdl. A
tantargyi program kidolgozasasdeim munkaja, de jelenlegi tantargyfélgtént az oktatas
modszertanat és a vizsgaztatas rendszerét — vélemeénzerint a mai kor elvardsaihoz
jobban igazodva — megvaltoztattam. Ebben a cikldrenzota 6sszetyott tapasztalataimat
szeretném 0sszegezni.

2. A matematikai oktatas soran felmeriil6 altalanos problémak

Az MSc-s hallgatok matematikai alapismeretanas egyetemek oktatéinak véleménye
alapjan is — sok esetben hianyosak. Ennek tobldkée lehet. Egyrészt a mesterképzeés
hallgat6i sokféle diskolai, egyetemi éElettel rendelkeznek, emiatt a BSc képzésben nem
teljesen ugyanazt a tananyagot és nem ugyanakkaszamban tanultak. Masrészt a BSc-
MSc rendszer kilénbozeti vizsgakkal ugyan, de niegflsen nagy atjarhatésagot biztosit az
egyes szakok kozott. Példaul kdrnyezetmeérnoki Ma&an talalkozhatunk olyan hallgatéval
is, aki a BSc diplomajat foldrajz vagy biol6gia &in szakon szerezte, emiatt az
alapképzésben sokkal kevesebb matematikat tanurt,aiTmérndkhallgaték. A matematikai
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hianyossagok egy masik oka az, hogy az utdbbi 1évBen a feléoktatas ,bemeneti oldalat”
nézve két nagy valtozast tortént: tomegessé védiséoktatas (ez a folyamat mar a 90-es
evekben megindult), illetve a 2004/05-0s tanévbemebettek a kétsziitérettségit. Az
altalunk jelenleg oktatott hallgatok kozil keves@rmttségiztek emelt szinten valamilyen
targybdl, matematikabdl pedig szinte senki sem.

Az Oktatasi Hivatal honlapjan kozzétett prezentéaidl. abra) elemezve egyértéiem
latszik, hogy- a kétszini érettségi bevezetégefiiggetlentl- matematikabdl minden évben
gyengébb eredmények sziiletnek a tdbbi targyhozomgdiwa. Tehat a kétsziintérettségi
bevezetése latszdlag nem okozott valtozast. Az kemrorészreveh&t hogy a kétszirit
érettségi kozépszinten az elégségesek relativ ggakat kissé novelte és kdzepesekét
csokkentette, tovabba kevesebb a jeles, mint aikéisérettségi bevezetésestlvolt. Az
utolsé 6t év adatai alapjan azt mondhatjuk, hogyjaiakban a diakok kb. 70%-a legfeljebb
kozepes osztalyzatot szerez a kozépszaérettségin, és a mi egyeteminkre jelenikez
legnagyobb része feltelédtg kdzéjik tartozik.

Jegyeloszlas Gsszes targy Jegyeloszlas dsszes targy kozépszint
2001-2003 (atlag) 2011-2015
30% 30%
20% 20%
10% 10%
09 === ‘ ‘ ‘ : 0% el
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Jegyeloszlas matematika kdzépszint

Jegyeloszlas matematika 50% - 2011-2015
2001-2003 (atlag)

40%

40%

30% 30% -
20% 20%
10% 10% |
0% : : : : 0% | =¥= 1
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1. &bra. Az érettségi jegyek eloszlasa a kétszinérettségi bevezetésedt és 2011-15-ben

Az elégségesek szamanak emelkedése kilbénosen elgodtitd, mert a kdzépszint
matematika eérettségi jegyek nem ugyanazt a tartahierozik, mint a korabbiak. A
kozépszink matematika érettsédib kikeriltek a bizonyitasok és a komplex feladat&kz.
azért sajnalatos, mert megggdésem szerint a matematikaoktatas egyik célja pgygislis
gondolkodasmodd kialakitasa, a logika fejlesztésebbT mint 10 éves érettségi elnoki
tapasztalattal rendelkezem a kozépszigtettségiken. Ennek soran lelsigem van a
legkulonfélébb kozépiskoldk matematika szakos ®nak véleményét megismerni.
Legtobben egyetértenek abban, hogy a bizonyitagehye a viszonylag komplexebb
feladatok hidnya megvaltoztatta a matematika kdzégn tortéd oktatasat. Gyakorlatilag a
szaktanarokon mulik, hogy bizonyitasokat, gondofisvd serket 6sszetettebb feladatokat
milyen mértékben tanitanak, illetve milyen (altaldbelemi) szinten kérik ezeket szamon.
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Tehat az alapképzésekbe bélépallgatok valoszifleg nem rendelkeznek olyan foku
problémafelisméet, problémamegoldé készségekkel, middeik.

Osszefoglalva: a matematikaoktatasnék,az egész fetmktatasnak valamilyen oktatas-
modszertani megujulasra van sziksége, mivel — gy + egyrészt az eddigi médszerekkel
latszolagos tudast szereztek a hallgatok, masrésmtaradas tapasztalhaté a korabban
megszokott gondolkodasmaédban, problémamegoldd &@ekben. A megujulas azt jelenti,
hogy a korabbi tematikéakat at kell tekintentink példabbdl a szempontbadl, hogy
mi a kimeneti kovetelmény (kiket képzink),

mi a matematika oktatasanak célja,

milyen matematikai tudasbazisra épithetink,

amit tanitani probalunk, az mennyire all kozel algylati élethez,
mit és milyen mélységben oktassunk,

hogyan vélekednek a hallgatok a matematikaoktdtasro

ok wNE

3. Az alkalmazott matematika oktatasanak soksziniisége ¢és
modszertananak modernizalasa a NyME EMK és SKK Karain MSc
képzésben

3.1. A matematika oktatas célja

A felséfoki matematikai riveltség manapsag egyre szélesebb kérben haszmésitha
szertedgaz6 matematikai alkalmazasok szikségezsi, teogy a mérnokhallgatok — azok is,
akik nem nfiszaki, hanem agrar, vagy egyéb szakterlletre kd@sizi# olyan matematikai
alapmiveltségre tegyenek szert, amelynek segitségéveékilk palyajuk soran éforduld
matematikai problémékat megeértik, és egyediil, kiggbb segitséggel meg tudjak oldani.
Fontos célunk az alapos, alkalmazhatdyethett matematika tudomany atadasa. Szeretnénk
a hallgatékkal megismertetni a matematika jelolddseerét, a felbb matematika
eszkoztarat, a leggyakrabbafetduld gyakorlati modszereket a kulonbBoEmakorokben
(egy- és tobbvaltozos fliggvénytan, linearis algelabsziiségszamitas és statisztika).

A piac a végzett hallgatoktdl azt varja el, hogyanl szakemberek legyenek, akik

1. felismerik a vizsgalando probléma esetleges maikaiatonatkozasait,

2. azt le tudjak forditani a matematika nyelvezetére,

3. ki tudjak vélasztani (esetleg segitséggel) a memphldz szikséges matematikai
modszert,

4. azt végre tudjak hajtani (vagy ha a megoldasbainssegt kérnek, akkor a megoldas
menetét — legaldbb vazlatosan — képesek megérteni),

5. a kapott megoldast tudjak értelmezni,

6. az eredményeket vissza tudjak forditani a szaldtikiinyelvezetére,

7. mas terlleteken is j6 problémamegoldd képességpeletkeznek (ez a matematika
tanulds egy fontos pozitiv hozadéka).

A hallgatoknak az egyetem felé iranyul6 két tdgdf elvarasa az, hogy
1. a megszerzett tudas a gyakorlatban alkalmazhayéme@s
2. avizsgat sikeresen teljesitsek.

A hallgaték el§ elvarasanak nagyon nehéz megfelelniink, mert a maditédnak azé
szakteruletikon torténgyakorlati alkalmazhatdésagat sajnos sokszor megjatezik. Nem
latjdk be, hogy a matematikai gondolkoddsmod kidfda a problémamegold6 készséget
mas tertleteken is javitja. Ezt mi, oktatok a matekai tajékozatlansagukkal, a targy iranti



38 Horvath-Szovéti Erika

legtobbszor a kudarcokbol fakad@llenérzéseikkel magyarazzuk. A hallgatok, mirgvgk”
jogosan varnak el a tanulassal, a tananyaggal, terimékkel kapcsolatos minden segitséget,
azaz ,szolgéltatast”. Ebben a felfogasban az oldaébepe megvaltozik. Az oktatd kozvétit
szerepet tolt be a hallgatok és a piac kdzott. kagtalalnia az elmélet és a gyakorlat helyes
aranyat, meg kell tudnia hatarozni tudomanyterakgdtéazon elemeit, illetve ezen elemek
olyan formait, amelyek a gyakorlatban leginkablzhasithatok.

Az oktatds targyanak, formajanak és mélységénelkemdiai nem csak a
matematikaoktatas sajatosségai. ValGdemn ezekkel a problémakkal barmely tantargy,
illetetve tantargycsoport szembekerilt, vagy szemolgekerilni. Azonban lathatd, hogy ha
barmely tantargy esetében valtoztatast vezetiinkb&ihathat mas tantargyak oktatasara is,
ezért amikor a matematikaoktatas atalakitasaradbiesk, arrdl is beszélnink kell, hogy a
tobbi tantargy oktatasat miként alakitsuk at. Njsiivaléan ezeknek a kérdéseknek a
megoldasahoz az egyes szakmacsoportok — jelenlep ewéti jelle§g — parbeszéde is
szlikséges.

3.2. Az alkalmazott matematika oktatasanak sokszintlisége

MSc képzésben alkalmazott matematika targybdl n@inkiét karon folyik oktatas, a
tananyagban, az éraszamokban, valamint a kovetgherdtszerben eltérések vannak (1. és 2.
tablazat). Van képzés nappali és levéleagozaton is, szintén nagyon edté&raszamokban.
Erdekesség, hogy a konhgari mérnoki képzést az Obudai Egyetem és a Nyugat
magyarorszagi Egyetem koézdsen végzi. A hallgatdlelaz évben doriten Sopronban, a
méasodik évben Budapesten tanulnak. Az alaptargisdtasa Sopronban, a szakmai targyak
oktatdsa Budapesten torténik. A papirfeldolgozokisaay hallgatéi a szakmai targyak
jelens részét is Sopronban hallgatjak.

A hallgatéi létszamok egyetemiinkon az MSc képzésekiagyon kicsik, az egyetem
honlapjan érdekidsk is olvashatjak, hogy ,kis létszami évfolyamainkébb i jut Onre,
szemeélyes kapcsolata lehet az oktatoival’. A 2aalbathatd az utolso 6t tanévben (2010/11-
t6l 2014/15-ig) a hallgatok 6sszlétszama a harékeépzési terlileten (egy tanévre 6sszegezve
az adott szakirdnyban, a két szemeszterben dssp&tEpntt nappali és levelézagozatos
hallgatok szamat).

. . vizsga-
kar kéd szakirany képzés oraszar évkozi | kredit
(eatgyak) :
legy
faipari mérnok,
F2FNMAT ipari terméktervei nappali heti 2+2 % 6
NO,N1 P
mérnok
faipari mérnok,
F2PLMAT ipari terméktervez | leveled félévi 12+12 \% 6
SKK Lo, L1 P
mérndk
F2KNMAT kénnyliipari mérnok nappali heti 2+2 % 6
NO,N1
FZIE)LE/;AT kdnnytiipari mérndk | levelez félévi 15+10 \% 6
kérnyezetmérnok,
EG627-CAAQO kérnyezettudomanyi| nappali heti 2+1 é 3
NO,N1
szak
EMK kdrnyezetmérnok
EGGLZC)? 'LClAAOO kdrnyezettudomanyi| leveled félévi 6+3 é 3
' szak

1. tdbldzat. Az alkalmazott matematika tantargy orazémai az egyes képzésekben
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hét SKK 2ea+2gyak/hét EMK 2 ea+1 gyak/hét
1 Differencialegyenlettel megoldhat6 szoveges u.a.
" | feladatok (ugyanaz, kevésbé részletesen)
Alland6 egyiitthatés masodrenlinearis
2. | differencialegyenlet megoldasa u.a.
(konstasnsvarialas és prébafliggvény modszere)
Differencialegyenletek megoldasa sorbafejtégsel u.a.
Tobbvaltozos fuggvények (kiemelten a harom és
4, | .. . g . u.a.
tébb valtozés fuggvények)
5 Lokalis szél§érték (Hesse-féle matrix), ua
" | feltételes szétgrték o
6. | Abszolut szétgérték u.a.
Zarthelyi az 1-6. hét anyagabadl. Zarthelyi az 1-6. hét anyagabadl.
7 Kétvaltozods fuggvények integralasa (BSc anypffét- és haromvaltozos fuggvenyek
" | ismétlése, Gj anyag: nem origo kdzéppontl | integralasa (BSc anyag ismétlése, (j
korrel kapcsolatos tartomanyok) anyag: hengerkoordinatak)
KetvaI'Eozos fuggvenyek |ntegrala§ ana,k Az integralas alkalmazasai (térfogat,
8. | folytatasa (polaregyenletekkel felirhato t6meg, tomegkozéppont, felszin)
tartomanyok, ellipszis tartomény) ’ ’
Vektor-skalar flggvények (csavarvonal
9 Haromvaltozos figgvények integralasa (BSc | vektor-vektor fliggvények, divergencia,
" | anyag ismétlése, Uj anyag: hengerkoordinatak)rotacio, gradiens, nabla operétor, Lapla
operator, vonalintegral
10 Haromvaltozos fuggvények integralasanak | Statisztikai alapfogalmak ismétlése, a
" | folytatasa (ellipszoid tartomany) dontéselmélet alapjai
11. A_\_z integ_ré!és alkalmazésai (térfogat, tomeg, Regresszi6szamitas
tomegkdzéppont, felszin)
Vektor-skalar figgvények (csavarvonal
12. e_gyen]etének felirasa), vekto,r -\_/gktor . Varianciaanalizis
fliggvények, divergencia, rotacio, gradiens,
nabla operétor, Laplace operator, vonalintegral
13. | Zarthelyi a 7-12. hét anyagabdl Zarthelyi &27+ét anyagabol
14.| PGtl6 (javitd) zarthelyi P6tl6 (javito) zarthel

2. tablazat. Az alkalmazott matemat

ika tananyag hétebontasban

50 - 46 =¢—"faipari mérnok és ipari
terméktervezd mérndk
40 4 39
31 R,
30 1 26 == konnydipari mérnok
20 - 17
10 - ; (s
kérnyezetmérnok és
0 T T T . . kérnyezettudomany
2010/11 2011/12 2012/13 2013/14 2014/15 szakos
2. abra. Az MSc képzésben alkalmazott matematikatdilgaték szama az egyes tanévekben
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3.3. Az alkalmazott matematika oktatas modszertananak és a
vizsgaztatas rendszerének modernizalasa

Az alkalmazott matematika tantargy oktatasanak msoi cél a matematika
jelolésrendszerének helyes hasznalata, és az akadh helyezzik &érbe a mély
matematikai hattérosszefiiggések megértése heljettelbadasanyagokbdl PPT keészilt,
amelyen az alapwéttételek, illetve a témakhoz kapcsolodo feladateknégyszamu hazi
feladat szerepel végeredménnyel. Ezt a hallgatiékéa el$ orajan megkapjak, igy ora alatt
csak a feladatok megoldasanak menetét kell a tAb&rni. A hianyzok is pontosan tudjak,
hogy mi a heti tananyag. Nem kell memorizalni kégiet, a zarthelyik és a vizsga soran
hasznalhatd képletgjtemény.

A kornyezetmérnok és kornyezettudomany szakosdai®hallgatok kivételével minden
hallgatd a félév sordn ket zarthelyit ir. A kivétkEp® leveleds kurzus szadméra harom
konzultacié van (mindegyik konzultacion atlas és 1 gyakorlat). Az 8lsanévekben egy
pétalkalom beillesztésével lelisEgem volt két zarthelyi iratdsara, ez azonbawanyitsak a
hallgatok beleegyezésével volt lehetséges. Egyekrgpban éifordul, hogy munkahelyi
kotottségekre, utazassal kapcsolatos anyagi terhélsr egyéb dolgokra hivatkozva a
potalkalmat nem szavazza meg a csoport, ilyenkgeteEmn ,06sszevont” zarthelyit irnak a
harmadik alkalommal. Ez sajnos jéval nagyobb s@tertséggel zarul, mint amikor két
részletben tortént a készilés és a szamonkérés.

Az alkalmazott matematika az SKK hallgat6i szamérsgakoteles tantargy, az EMK
hallgatéi pedig a két zarthelyi pontszamanak os&xedialakitott felévkozi jegyet kapnak.
Az SKK hallgatoi a zarthelyik atlaganak minimum 4@% teljesitése esetén ,rovid vizsga”
lehetiségével élhetnek, akik pedig a zarthelyik soran réik el ezt a szintet, ,hosszu
vizsgat” irnak. Ennek soran az elégséges feltétetel a gyakorlati, mind az elméleti rész
minimum 40%-os teljesitése. A ,rovid vizsga” 60 s feladatsora két résilall: ,I. Teszt”
(30 pont) és ,ll. Kiegészitewwdkérdések” (20 pont) (3-4. abra). Az |. részben diD
tesztkérdés van (helyes valasz 3 pont, nincs vdlappnt, hibas valasz -1 pont), ezek a
feladatmegoldasoknak csak egy-eqgy részlépésérmek-akozati kapcsolatokra kérdeznek ra.
A ll. rész 5 db 4 pontos, réviden megvalaszolhadd&siél all (példaadas, képlethasznalat,
vagy egy-két l1épéssel konnyen megoldhaté feladatyovid vizsgan” is minimum 40%-ot
kell elérni az elégségeshez. A tapasztalat azttjautaogy az ilyen stilusu feladatsorra nem
lehet ,magolassal” készilni, a hallgatok rakénydlrerk a tananyag megértésére. Olyan nagy
feladatbankot allitottam 6ssze, hogy a kérdésektisdése szinte kizart. Meglépnodon az
ilyen tipusu vizsga ébb-utébb azoknak is sikerll, akik nagyon gyeng@ahtial, viszont
kell6 szorgalommal rendelkeznek. A végssztalyzat legtbbszoér elégséges vagy kdzepes, de
néha egy-egy eldb kiemelked (j6 vagy ritkan jeles osztalyzatra vizsgazd) retifyal is
talalkozom. A hallgatok kb. 30%-a sajnos nem tuafjeel$ targyfelvétel soran teljesiteni a
kovetelményeket, igy tobbszor felveszi a targyatldginkabb azokkal fordul &l akik nem
kell6 hangsulyt fektetnek a tananyag megértésére.

Erdekes kérdés, hogy a nem nappali tagozatos kégzés fenti modszertan atvitie.

Itt a kevesebb kontaktéra miatt lehetséges, hoggmpali tagozattal szemben aranytalanul
megnehezil a tananyag elsajatitasa. A legslemanyag a nappalis anyagldiett valtozata,
néha tartalmaz kisebb, onalléan feldolgozandd kitzis, természetesen részletes kiadott
anyag alapjan. Véleményem szerint megengédhebgy leveled képzésen kicsit mas
felépitést kovessiink, de nem szabad megfeledkerdl, dogy ez a nappali és levetez
képzés kozétti atjarhatdésagot veszélyezteti. Iggyan, hogy szinte soha nem talalkozunk
leveled képzéssl nappalira tortéé atjelentkezéssel, inkabb forditva fordu.el
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Vélasszuk ki azt a differencidlegyenletet, amelymbgén részének altalanos megoldésasinx +c, COSX ,
¢.C, OR:

A Y (X)-y(x)=¢ B) v (x)- y(x)= sinx
)y (})+y(x)=x* D) ' (¥)+ ¥x)= x
Az YV (X) :% y2(x)-e™; y(O) = -1 differencidlegyenlet sorbafejtéssel tofiémegoldasakor a harmadfokli

tag egyitthatdja:

A) 1 B) —l C) i D) egyik sem helyes
4 4 24 o Y

2 2

Az= X Y — 3 grafikon alakja

12 12
A) egy forgasparaboloid, melynek csucsponﬁéo, 0, 3)
B) egy forgasparaboloid, melynekazsikban |é% metszete egy =6 sugari kor
C) egy forgaskup, melynek csﬂcspontjio, 0, —3)
D) egy forgaskip, melynek ax sikban 16% metszete egy =6 sugart kor

o >X|mn
oW o™
O o o

Az f( X,y,Z) = 8xy+% —% +% v figgvény Hesse-matrixanak hianyz6 elenﬁi( X,y,Z) =

-2 c=1 B)A:S,B:%,c:—l

y
C)A=0,B=-<,C=-1 D)A=8, B=-

Integraljuk az f(x,y,z) fuggvényt aV :{( x,y,z) 0 R3‘ x2+y?+z2<1; yz=20 } véges térrészen. Az

integralas felirasa melyik esetben helyes?

1%77 1%% 2

A) []]f(ruyv)?sinududvdr B)[] | f(ruv)*sinududvdr
000 00—%
1%77 1%% 2

C) [ f(ruyv)?sinudvdudr D) | | f(ruv)X*sinudvdudr
000 0-77,.0

Az f(X,y) =x%+ \/I_By fuggvényT tartomany feletti fellletének felszine a kovetkezegralassal szamithato ki:

A) [[{4x2 +3y? + 1dT B) 2[[Vx?+1dT
T T

C) [y x*+3y?+1dT D) egyik sem helyes
T

Adott V(x,y.z) = (- zx-y) ésf(t)=(2t- 1,2-3t,t-1); t0O[0;1]. Ekkor a vektor-vektor fliggvény
vektor-skalar fliggvény mentén képzett vonalintggral

A) % B) —% c)o D) egyik sem helyes

Adott egy f (F) vektormes (vektor-vektor fliggvény). Ekkor nem létezik
A) divrot f (F) B) graddiv f ()
C) rotdiv f (F) D) (f_(r_ ); F) skaléris szorzat

3. abra. Példak tesztkérdésekre
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Adjunk példat olyan allandé egyutthatés, masodiidimkaris inhomogén differencialegyenletre, melynek
homogén altalanos megoldasg* + ¢x€&', ¢, ,c, DR, és zavaro fuggvénysinx:

5 1 p—— fuggvény értelmezési tartomanyat! Hol helyezkedeledzek a

Adja meg az f{ x,y,z)=In
jameg az f{xy.z) =In— iy
10 101 q= T (=T 4 o 1T o 1 PSP

Ha az f(x,y.z) fiiggvénynek(x, ,y,.z,) stacionarius pontja és a Hesse-féle matrix satekanansai
(%.%.2) -ban D,<0D,>0D,=0 , akkor f(xyz) figgvénynek (x.y,.z,) -ban

D

Egy hasab egyik cslcsa a koordinata-rendszer atigéj van, az elBba csucsbdl kiindulé élek pedig

tengelyek pozitiv felére illeszkednek. &zengelyre illeszketi éle 3, azy-ra illeszke®d 4, az-re illeszked
5 egységnyi hossziisagu. Szamitsuk ki a tomegétiriaégfiiggvénye:$ x,y,z) = ¥ y’z* (az eredményt
elég hatvany alakban megadni)!

Adott V(x,y,z)=(z-x-y) ésF(t)=(1- 2t,3t-2,t-1); t0[0;2] . Ekkor a vektor-vektor fiiggvény
vektor-skalar fliggvény mentén képzett vonalinteégré végeredményt is szamitsuk ki):

Az f(x,y) =x? +\/:_3y fuggveényT tartomany feletti fellletének felszinét az

F oo s dT ketts integréllal szamithatjuk ki.

Ha V(xy,z) = (y+xZ)i -xyj + ¥ Z°k , akkor divrotrot{ x,y,z)=

4. abra. Példak kiegészitendl kérdésekre

4, Osszefoglalo

A matematika oktatds modernizalasasizefi, mar megtettik a kezdeti Iépéseket.

Egyetemink hallgatdinak MSc képzésébebsalshan az alkalmazéasra kell térekedni €s nem
kell a mély matematikai hattérosszefliggéseket mégta (azok a megértésikhoz szikséges
komoly alapismeretek hianyaban ugyis a ,leiMsgn lognak”). Nem kell értés nélkl
memorizaltatni képleteket, eljarasok Iépéseit, dniszzek a kébbiekben, a gyakorlati életben
is mindig konnyen hozzaférlédt lesznek. A legfontosabb cél a @ matematika
jeldlésrendszerének megismertetése, a matematikadotkodasmoéd kialakitdsa és a
problémamegoldo készseg fejlesztése.

Irodalomjegyzék

[1] http://mww.oktatas.hu/kozneveles/erettsegi/pregaciok _tanulmanyok
[2] http://mww.nyme.hu
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Osszefoglal6. A dolgozat a szférikus csillagaskétiglalkozik és bemutat egy, a
Nap égbolton tortéh mozgasat szemléltetforgathaté korongot (univerzalis
asztroldbiumot). A készulék élverzidjat Philippe de la Hire (1640-1718) alkotta
meg 1701-ben. A késziulék modern és atdolgozottoxdiat e cikk szeéie
készitette el. Azokat a legfontosabb csillagaszaitfoldrajzi feladatokat érintjik,
amelyek ezen eszkdzzel kdnnyen megoldhatéak.

Abstract: In the paper we present the sphericab@asiny tool — called rotable

daily arc plate (universal astrolabe) — which repras the moving of the Sun in the
sky. The first version of this tool was made bylippe de la Hire (1640-1718) in

1701. The modern and improved version was desiggeatie author of this paper.

We present the most important astronomical andrg@bical processes, which we
can easily solve by the using of this tool.

1. Bevezetés

Ez a dolgozat a szdmek a Dimenziok Il. kétetében 2014-ben ugyanilydmen
megjelent munkéajanak szerves folytataBENTEK 2014). Az ott bemutatott Philippe de la
Hire-féle vetileti rendszeren alapulé univerzalszteolabium vizsgalatdt és elemzését
tartalmazza. A vizsgalt vetilet tovabbi tulajdora&$NYDER-VOXLANDI1989) niive, az
asztroldbiumok kilénb@z tipusait HOLLANDER (1999) és MORRISON (2010)
korongjanak egy érdekes alkalmazaséat, amikor egyszedi kiegészitéssel naporaként
alkalmazva néhany perc pontossaggal meghatarokhatpalddi napidét, amelynek pedig
egyszeii atalakitasaval megkaphatjuk a karérank altal itatott kozép-eurdpai zonait

1.1. A Philippe de la Hire vetiiletén alapul6 csillagaszati korong

La Hire ebz6 dolgozatban RENTEK 2014) ismertetett vetiiletén alapulé késziilék két
rétegldl allo, lapos korong alaku taneszkdz, amelynekgeita két korlemez kdzéppontjan
atmerd, a korongok sikjara meéeges tengely korul elforgathatd mddon vannak
O0sszekapcsolva.

A felsé reteg merev foliabol készult, atlatszo, rajta rakghato az éggémb Philippe de la
Hire ekvatorialis vetllete hal6zatanak képe armkgi egyenliii zonardl, amely mentén a
Nap évi latszélagos mozgasat végzi. Mivel a Folthedyferdesége j6 kozelitéssel 23°30’,
ezért ezen égi egyerdlitzona [-23°30’, 23°30’] deklinacioju savot Olekelf Ezen a savon
belil megjeloltik azokat a Nappalyakat, amelyek t@ena tavaszi napéjegyéaégbl
indulva a Nap jo kozelitéssel 10-10 nap elteltéégighalad. Ezek értékeit és a hozzatartozo
datumokat a 1. tablazat tartalmazza (1. abra).
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1. 4bra. A Philippe de la Hire-féle vetilet alapjarkészitett forgathaté korong felé rétege

A korong alsé rétege kartonbdl készilt, korkoroagreremén, tovabba a horizont mentén
tartalmazza a sztgskaladkat, a szirke harom sététat/alataval feltintettiik a szurkileti
savokat, rogzitettiik & fégtajak helyét, valamint a zenit és nadir pontokatégbolt horizont
folotti, lathatd éggombjének, ami megfelel a korofedsd félkdrlemezének, elhelyeztik
horizontalis koordinata-haldzatat 2,5°-dgsiséggel La Hire-féle vetiletben (2. abra).

Sorszam Datum DeklinécijL Sorszé]m Datum Deklingcio
1 marcius 21. 0° 19 szeptember 23. 0°
2 marcius 31. 4° 20 oktober 3. -4°
3 aprilis 10. 8° 21 oktéber 13. -8°
4 aprilis 20. 11,5° 22 oktéber 23. -11,5°
5 aprilis 30. 15° 23 november 2 -15°
6 majus 10. 17,5° 24 november 12. -17,5
7 majus 21. 20° 25 november 22. -20°
8 majus 31. 22° 26 december 2, -22°
9 junius 11. 23° 27 december 12. -23°
10 junius 22. 23,5° 28 december 22. -23,5
11 julius 2. 23° 29 januar 1. -23°
12 jalius 12. 22° 30 januar 11. -22°
13 julius 23. 20° 31 januér 21. -20°
14 augusztus 3. 17,5° 32 januar 31 -17,50
15 augusztus 13. 15° 33 februar 9. -15°
16 augusztus 23. 11,5° 34 februar 19. -11,5¢
17 szeptember 3 8° 35 marcius 1 -8°
18 szeptember 13. 4° 36 marcius 11. -4°

1. tablazat. A Nap adatai az év folyaman

Az eszkdz lényegében analég mddon épil fel azzaramrafikus vetileti rendszeren
(PENTEK (2010)) alapulé koronggal, amelyet PENTERDX2) tanulméanya részletesen
ismertet LOSKAY (1904) korongja nyoman. Az ott fészzett moédon megoldhaték a La
Hire-vetilleten alapulé eszkozzel is az alapvstférikus csillagaszati alapfeladatok. igy
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kénnyedén bedllithatjuk eszkdziinket a felhasznélgehfdldrajzi szélességének megféési
éppen ugy, mint egy univerzalis asztrolabiumot. dallitas utan az év barmely napjan
megallapithatjuk a Nap delelési magassagat és éjilységét, a Nap kelési és nyugvasi
idépontjat valédi napidben, meghatarozhatjuk a napkelte és napnyugtaataaynappal és
az éjszaka itartamat, tovabba a polgari, a navigacios és lmgaszati szurkulet édartamat

is (3. abra).

2. abra. A Philippe de la Hire-féle vetilet alapjarkészitett forgathaté korong
(baloldalon csak az alsé rétege lathato)

Ha a La Hire-féle vetlleten alapulé korong hatddalkialakitunk egy egyszer
tengerészeti asztrolabiumot, akkor annak segitetgékorongot alkalmasan felfliggesztve
meghatarozhatjuk barmelydpontban a Nap horizont fol6tti magassagat (4. abra)

4. abra. A tengerészeti asztrolabium
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Ismerve a datumot, megkereshetjik a hozzatartogipdgat a korong elsoldalan a
vizsgdlt foldrajzi hely szélességének megtidal beallitott atlatszé skalan. Keressik meg
tovabba a korong alsé rétegén a lemért napmagadigagyis ivét. Hatarozzuk meg ezutan e
két gorbe metszéspontjat, s az atlatsz6 mozgé skiélaeosztasanak megfelen. E
metszéspont szolgaltatia az adotbpidlanathoz tartozé valodi nagitd (Bartha Lajos
tudomanytorténész szobeli kozlése).

Az adott hely foldrajzi hosszusagat ismerve ésafethalva, tovabba az adott datumhoz
tartoz6 analemmaral leolvasotbkbrrekcio figyelembe vételével a valddi nafidl azonnal
nyerhetjuk a kbzép-eurdpai zonétidmint a hétkdznapi életben hasznalt polgéait.id

A La Hire vetileten alapul6 korong ezen napoéra (imédjara egy illusztralé feladatot
mutatunk be. Szeptember 13-an a délutani Orakban42,5° Napmagassagot mérink.
Hatarozzuk meg a valodi napigd s ennek felhasznalaséaval a kbzép-eurdpai zéaidket!

Szeptember 13-an a Nap deklinacidja a |. tablaedtasznalasavadg = 4°. Az
analemma gorbe felhasznaldsaval éegyenlités értéke ekkdr = +4™ (5. 4bra).

257
V.22, Dekfinacid [

-~ T

EEnvee

Vi 23, 20+

\ il ) Analemma gorbe

N

5. abra: Az analemma goérbe

Ha pl. Szombathelyen vagyunk, akkor a varos fohiraelyzete miatf, = +6,5™,
hiszen idben kifejezve ennyire vagyunk keletre a kdzép-eairdgozona kdzeépvonalatol
(6. abra).

Ezen ismeretek és adatok birtokdban a korongrélvdsott valédi napid értéke
To = 13"30™, a kdzép-eurdpai zondid értéke pedig a

T=Tg—E-T, (1)
0sszefliggés felhasznalasaval

T = 13"30™ — 4™ — 6™30% = 13"19™30°5 . (2)
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Megjegyezzik, hogy linearis interpolaciot alkalmazwéhany perc pontossaggal
meghatarozhatjuk a széban forgd datumhosbéd szomszédos kihuzott nappalyak
ismeretében a valddi nagidvagy a kozép-europai zénéidrtekét akkor is, ha a Nap aktualis
deklinaciéjanak megfelélpalyaiv nem szerepel a korongon megszerkesztve.

A bemutatott példaban felhasznalt szférikus csiléagti fogalmak és 0Osszefliggések
KOVESLIGETHY (1899), MARIK (1989) és SZENKOVITS (2007) munkajaban
megtalalhatoak.

-

o T ]

AKOZEP-EUROPAI IDOZONA KOZEPVONALA
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6. abra: Térkép a foldrajzi hely idékorrekciéjanak meghatarozasahoz

2. Alkalmazas: a Girasol, vagyis napraforgo

Francia nyelvtertleten (Centre de recherches metbgjues d’architecture de Nantes
(CERMA)) az épitészetben hasznalnak egy olyan lpmakla eszkozt, amely tetdeges
foldrajzi szélességen, az év téleges napjanak tetdieges oOrdjaban megmutatja a Nap
azimutjat és magassagat az égen. Erre azeért vaséggimert fontos az épitészeti tervezésnél,
hogy egymastél milyen tavolsagra é€s milyen tajabseriljenek az épuletek, s lényeges
kérdés, hogy milyen arnyékot vetnek egymasra ésommykzetikre az év kulonb®z
eszkdz lenyegében egy specialisan kialakitott wpdlis asztrolabium, amely sztereografikus
egyenliti vetiletben jeleniti meg az éggdémb horizont fetattomanyat és az év soran a Nap
altal befutott égi palyakat (7. abra).

lgy tehat ez az eszk6z a Gemma Frisius-féle uriisrasztrolabium lényeges részeinek
megtartasaval alakult ki. Az &6 részben bemutatott Philippe de la Hire vetiletépdo
koronghoz hasonléan képes a Nap helyzetét megmutestront skalai sajnos nem lineérisak,
a készilék pereme felé ritkulnak. E korong nagye viszont, hogy egysZen kordvel és
vonalzoval, tehat euklideszi eszktzokkel megszetke$, mig a Philippe de la Hire-féle
vetllet ivei, mint lattuk, nehezebbertd@lithatd ellipszis darabok. A Girasoltkbdesésl
tovabbi részleteHOLLANDER(1999) niivében olvashatok.

Az egyes korongokkal szamos tovabbi probléma igytdhato és szemléltetlietezek
vizsgéalataval a jadben kivanunk foglalkozni.
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7. abra. A Girasol, vagy napraforgé

Koszonetnyilvanitas

Halas koszonet illeti meg Bartha Lajos tudomangtigszt a kézirat gondos atnézéséeért
és értékes tanacsaiért, megjegyzeseiért.

A szerd koszonetét fejezi ki tovabba Mitre Zoltannak, atlaod Amabrcsillagaszati
Egyesulet titkardnak a Philippe de la Hire-féle dmgy gondos szamitdgépes
megszerkesztéséért.
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OsszEFOGLALG A  kényszerpalyas kozlekedés esetén a mozgas aalapj
meghatarozott palya alapéetkbvetelmény. A linearis gorblleti tulajdonsagu
klotoid &tmenetiivet spline-okkal modellezve eddggneretlen informaciokhoz
jutottunk. A modellezés tovabbi dimenzidkat is deif mely soran egyszZesn
vizsgalhatdkka valtak egyéb mozgaskinematikai édifedk.

ABSTRACT. In railway transportation it is a fundamentaluiggment to have track
geometry that corresponds to the desired motiornth Viie modelling of the
clothoide transition curve with splines, hithertokaown information are gained.
This modelling has open new dimensions, which htipssimply examination of
other kinematic motion-effects.

1. A mozgas leirasa

A Kkotottpalyas vasuti kozlekedésnél a palyanak ragghzé szerepe van a jarm
mozgasa soran ébiedinematikai igénybevételek keletkezésében. Ezartos, hogy olyan
geometriai kialakitdsuak legyenek az ives vagamkgszak, melyen a kinematikai
mozgasjellemik értékei kiszobérték alatt maradnak. A tervezéams@zért kinematikai
szempontok nem hagyhaték figyelmen kival.

A kuléonb6z gorblleti tulajdonsagu palyaszakaszok (koriv =skans gorbiilet,
egyenes = 0 gorbillet) a hirtelen valtozé oldalgyids miatt nem kdvethetik egymast, ezért
kozéjuk iktatjak be az atmenetiivet, mely a két|tkonstans gorbilétszakaszt egy valtozé
gorbuleti szakasszal koti 6ssze, biztositva ezzel az oldedgihds fokozatos ndvekedését
vagy csokkenését, szemben az ugrafiszattozassal. A vasutépitésben az oldalgyorsulas
megvaltozasah -vektornak nevezik, mely magasabbréndnematikai mozgasjellenének
szamit, és azt daten a gorbuletfiggvény ivhossz szerintiGetierivaltja befolyasolja. A
h -vektor — éppugy, mint az oldalgyorsulas — nem &pit egy hatarértéket, mely a palya és
az utasok fokozottabb igénybevételét okozna.

A hullamos gorblletfliggvériyatmenetek esetén a fliggvény derivaltja minden zsgg
nélkdl eballithatd, azonban a linearis gorbuletfliggvény dpoitjaiban a derivalt
értelmezhetetlen. Noha kinematikai szempontbdlnaalis gorbiletfliggvényt szakaszosan
derivdlva a legjobb geometriai kialakitasu atmeéwelenne, a két csatlakozasi pontban
(gorbuleti toréspontokban) a kinematikai mozgaspelttk nem ismertek, igy feltételeziéet
akar, hogy elméletileg végtelen nagy értekeket trathefel. Erre alapozva kulon csoportokra
bontottdk az atmenetiiveket a gorbiletfiggvényukivdthatosaga szerint. Iigy mas
hatarértékek vonatkoztak a folytonosan differem@td gorbilletfliggvény és mas,
szigorubb hatarértékek a toréses gorbuletfliggvétiyenetiivekre.

Ertekezésemben kettéosztas sziikségtelen voltéavenHal a figyelmet.

Mivel a klotoid atmenetiiv a legelterjedtebb atntémeajta a vilagon, joggal felmertl az
igény az atmenetiivvel kapcsolatos altalanos istakidegeszitésére.
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2. A spline-okkal modellezett vasuti vaganytengely-vonal leirasa

A klotoid atmenetiiv csatlakozasainal feléph -vektor nagysaganak numerikus
meghatarozasara van szukség, hogy kozvetlendll limszelithatd legyen mas, folytonosan
derivalhat6 gorbuletfiggvéldy atmenetiivekkel.

Erre biztositott lehéséget a spline-elmélet. A spline-okkal leirhaté sa@it ntiszaki
terlleten alkalmaztak méar a kozépkorban is. A hajésben felvéidott probléma — miszerint
az aramvonalas hajotest-geometriat egy meggorlgédtia vonala szolgéaltja— és a vasduti
atmenetiivek kialakitasa kozott analégia talalhafi@tematikailag ezt a modellt a spline-
okkal lehet leirni.

A spline-okkal leirt a vasuti palya modelljének iédzempontnak kell megfelelnie.

Az el szempont alapjan, a palyagorbe modédilj@varjuk, hogy legaldbb négyszer
folytonosan differencialhaté legyen, még az atmieneteje és vége pontban is. A spline-ok
rendiségét mi véalaszthatjuk meg, igy a kezamu differencialas végrehajthato. igy az
eredetileg toréses gorbuletfiggvény palya spline-nal  kozelitett  modelljének
gorbuletfiggvénye nem toréses lesz. A kérdésesokbah folytonosan differencialhato
fuggvényeket vizsgalhatunk. Amennyiben legalabb df@k( spline-nal dolgozunk, a
gorbuletfiggvény etsés masodik derivaltfiggvényesallithatd lesz.

A masodik szempont szerint a tkiesi pontok nem esnek az idedlis palya vonalaba,
melynek okai a kovetkéxk:

» A kitiizési koordinatak nem egzakt modon, hanem a sotéafspran, csupan a
hatvanysor elskét tagjanak figyelembevételével lettek kiszamitva

* Az igy kiszamitott értekeket az ivkd6 zsebkdonyv csak mm-re kerekitett
pontossaggal adja meg.

* A geodéziai kilizés soran a Kizési koordinatak kiizési hibaval terheltek.

Ez azt eredményezi, hogy a fent emlitett médon @gbzott koordinatapontok (Kiési
pontok) hol az idealis palya egyik, hol a masikatdda kerilnek és minimalis annak az
esélye, hogy tokéletesen a gobe vonalara essenek.

Az alapgondolat szerint a spline-nal lehetségearoljiggvenyt konstrualni, mely nem
illeszkedik kozvetlenll a Kizési pontokra, és a Kitési pontossaggal elkdvetett hibat nem
haladja meg.

Az approximacios spline értéke egy adott illeszkegéntnal (64) szerint:

Y=V teg ,
ahol: y. aspline értéke,
yi aKkitiizési ponty ordinata értéke,
& aspline értéke és a pont kozotti eltérés.

Az & eltéréseknek kicsiny értégknek kell lennitk, ami esetiinkben teljesul, hisaen
koordinatdk meghatarozasakor a sorbafejtés és ekikes soran csupan tizedmilliméteres
hibakat vétink. Az igy éAllitott gorbéél elmondhatd, hogy nem tul nagy eltérésekkel
illeszkedik a kitizési pontokra, mikdzben igyekszik egy minimalis zggsbulet-valtozasu
gorbe vonalat adni.

Miutan szamunkra a tervek és az iikét zsebkonyv adatai alapjan kibtt palyan
ebred kinematikai igénybevételek nagysaga a meghatargmém pedig az elméleti
fuggvényen keletkézmozgasjellemiké) a vaganytengely spline-nal tordédmelyettesitésével
a valésaghoz kozelebb all6 eredményt kapunk, anileenya hiba hatarérteke a
megvalodsithatdésagi pontossagot nem haladja meg.

A harmadik, a modellezésnél figyelembeveenszempont szerint a pontok etiér
nagysagban térnek el az idealis gorbe vonalat@rt digyelembe kell venni az eltérések
nagysaganak valtozasat. Az eltéréseket ugy célsggyozni, hogy a spline nagyobb sullyal
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kozelitse a minimalis 6sszgorbllet-valtozasu ganealahoz kdzel éspontokat, és kisebb
sullyal a tavolabb éket.

A gorbiletfiiggvény — amely alapjan atzési koordinatak adottak — csupan aisi
pontokban és a gorbuletfliggvésyortérnd inetrpolalassal az aljaknal egyezik a kivitelezett
palya gorbuletfiggvenyével, mig a pontok kozottaaginpar rugalmassaga hatarozza meg.

3. A spline-ok alkalmazasaval létrehozott atmenetiiv geometriai
pontossaga

A spline-elmélettel kapott gorbe illeszkedési pestmat bemutatando, meghataroztam a
kitizési ertékparokat 1,0 m-es egymast kév@volsagra szazadmilliméteres pontossaggal.
Ezt tekintem elméleti kizésnek

Az 5 m-es tavolsagra l8vkitizési pontokra illesztett spline-helyszinrajz-fuUggweél
leolvasott méterenkeénti ertékek es az elméleti  uzkis kozotti

Af(xY)= F00Y )i = FO0Y hnresan eltérés szintén elhanyagolhaté volt. A legnagyobb
eltérés nagysaga nem haladta meg a fél millimétert.

Tekintettel arra, hogy a megépités soran ézksi koordinatak mm-re kerekitve adottak,
€s ezen pontok a kitési hibaval terhelten lesznekikdte, a spline-elmélettel meghatarozott
atmenetiivmodell pontossaga meghaladja az elvaaés@zzel igazolhatd, hogy a spline-
elmélet segitségével lehetséges a gyakorlatban tmenatiivek megfelél pontossagu
modelljeinek létrehozasa.

4. A kinematikai mozgasjellemzok meghatarozasa az atmenetiivek
mentén

A fenti szempontokat kielédgitmodellezéssel kiszamithatok lettek a klotoid atetién
esetében a magasabbrénkinematikai mozgasjellendz vektorok a két, eddig kérdéses
csatlakozéasi pontokban is.

Ezeket az értékeket kdzvetlenll 6ssze lehet haaonthas tipusu atmenetiiveknél kapott
igénybevétel-értekekkel.

A gorbuletvaltozas jellege alapjan megkulonboztetliméleti feltételezéseken alapuld
eléirasok nem befolyasoljak az atmenetiivek dsszelidsatdsagat.

Az elméleti megfontolasok alapjan a gorbilet altakbghatarozott palyavonal a
gyakorlatban csupan pontokban egyezhet a megwabldgit palya vonalaval, mivel a
gyakorlatban a vaganytengely vonalat atzdisi pontok hatarozzak meg. Az elméleti
gorbuletfliggvény kozelitésével csak milliméter pestggal lehet Kkizni 3-5 méteres
tavolsagban a pontokat, melyekre fektetik a vasamanyt. Az aljtavolsagra hgstett
illeszkedési pontok kozo6tt a vagany alakjat a sirbglése hatdrozza meg. Megallapithato,
hogy a palyatengelyt meghatarozo elmélet, és a abégmit palyatengely kdzott differencia
van. Ezt az eltérést érdemes figyelembe venni ativaggany modellezése soran.

Az elméleti palyatengely és a megvalosult palyatgnggozotti eltérést tudjuk a spline-
okkal figyelembe venni, mivel azok természetélkfakaddan viselkednek Ugy, ahogyan a
gyakorlatban a meghajlitott vasuti sin. A splinetokabbi tulajdonsagai kdzé tartozik a
rendjik meghatarozhatésdga, igy a palyagorbe wonl&d fliggvény szikséges
mennyiségben folytonosan derivalhato (nem csakaszakeént), ezek utan a magasabhbiend
kinematikai mozgasjellenézvektorok fliggvényei is meghatarozhatok.

A spline-okkal modellezett klotoid atmenetiiven s@line megfelél mennyiségben és
folytonos derivalhatésaga miatt— a keletkekinematikai mozgasjellentz vektorok
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fuggvényei pontosan meghatarozhatokka valtak. Ainsmlmélet segitségével kapott
kinematikai igénybevétel-szélsrtekek a klotoid atmenetiiv - esetében kozvetlendl
0sszehasonlithatokka véltak mas atmenetiiveknél misatik széléertekekkel. Az
Odsszehasonlitdsok elvégeztével —a megépibgt pontossagot is figyelembe véve — a
klotoid atmenetiiv bizonyult minden esetben kingk@tszempontbdl a legjobb atmenetiiv-
geometria kialakitasnak.

5. Sulypontpalya leirasa

Vizsgalat targyava tettem a vagany tengelyvonataa énerev testszerkocsiszekrény
sulypontpalyaja kozotti eltérés meghatarozasat.

A kutatast a kinematikai vizsgalatok soran a mozgagmozgasként tortérmodellezése
indokolta. A kocsiszekrény sulyat — pontként vaddybttesitése soran — a sulypontba céiszer
siiriteni. A sulypont palyajan ébrédkinematikai igénybevételek a meghatarozok, és aem
vaganytengely-palyan keletkéz ahol csupan a megvezetett kocsiszekrény forgoalyai
futnak. Ezaltal a klotoid atmenetiiv csatlakozaghilevs gorbileti torés lekerekedik, ami
kedveden befolyasolja a magasabbrérndnematikai mozgasjellendk alakulaséat. Ez ismét a
klotoid &tmenetiiv alkalmazasanak®eyét bizonyitja kinematikai szempontbél.

6. Iranyhibak lokalizalasa és meghatarozasa a spline-moédszerrel

A spline-elmélet - természetddb fakaddéan — iranyhiba lokalizdlasara is alkalmas.
Iranyhibak lokalizalasara tortén alkalmazhatésagat mas szabalyozémodszerrel
(érintészogeljaras) tortént o6sszehasonlitdssal vizsgaltAm.approximaciés sulyozassal
kozeli spline figyeli a minimalis dsszgorbilet-valtozagirbédl a pontok tavolsagat, és
ezen tavolsag alapjan veszi figyelembe a pont s@ygrbe megalkotasaban. Ez a sulyozéas
allithato be ugy, hogy a spline a megvaldsithatgsdigtossagot figyelembe véve illeszkedjen
a kitiizési pontokra. Igy a tulzott eltérések olyan koeetkényekkel jarnak, hogy a spline-
elmélet alulsulyozza az adott hibas pontot, éslmesgorbéjének meghatarozasaban nem
jatszik szerepet. Vagyis az igy kiepontok Kigyjthetok, a gorbéil vald tavolsdguk
meghatarozhatd, mely egyben a szabalyozas értéke is
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OSSZEFOGLALO. A cikkben az optikai, mechanikai éekEomossagtani
példadkon keresztul mutatom be az elemi, illetve asabb matematikai
mdbdszereket, amelyeket hasznalhatunk a fizikailpnodk megoldasaban.

ABSTRACT. In this paper, | present elementary aigthér mathematical methods
through optical, mechanical and electricity exersithat can be efficiently used for
solving physical problems.

Néhany probléman keresztil szeretném bemutatny holyen matematikai eszkdzéket
hasznalhatunk a fizika oktatdsa soran. Természetesalogatas 6nkényes, vannak kimarado
modszerek (etsorban itt a vektor tveletekre gondolok), és vannak olyanok is, amelgekh
magasabb matematikai ismeretekre van szikség.dbbiakat természetesen csak az emelt
szinti matematikat tanulé didkoknak lehet megmutatni.

1. probléma: Fényterjedés

Felhasznalva a legkisebbsidFermat elvét A fény a legrévidebb idéj palyan mozog.
Ennek harom kdvetkezményét vizsgalhatjuk, amely@kikaz el§ ket trivilis, ezért csak
a harmadikat vizsgaljuk meg részletesebben:

1.1. kévetkezmény: A fény a homogén kézegben egyenealban terjed, azaz >
c

minimalis, has is minimalis ¢=allando).

1. 4bra

1.2. kdvetkezmény: A fényvisszadees torvénye: beesési sz6g = visszédési szog
(2. &bra).
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visszavert sugar
beesési méteges

| 1. kbzeg

bee$ sugar Terjedési sebesséwgl:

2. abra 3. abra

3y . : . . . _sina _V,
1.3. kbvetkezmény: Snellius-Descartes torvény, tiingg: —— =+

sing v,

=n,, (3. abra).

Helyezzik el az abrat egy koordinata rendszerbal#).

1. 4bra

A fény a hatarfellleten I&E pontban térik meg.
A pontok koordinatai legyenek a kovetk&z A(a;b) B(¢ 9 HE x0).

Mivel a terjedés ideje: t=—+—.

. ) \/(x— a)2 ( x)2
A pontok koordinatait felnasznalvex) = v + v
1 2

A terjedési id szélgertéket ax szerinti el§ derivaltbol tudjuk meghatarozni:
2(x—a -2(c—- X
(=208 e

2\ (x-a)°+ 8 2vy(c Y+ &

. S X—a . . c— X
Az &bra alapjansing = ———— es sing =

(x-a) +F (c- X+ &
igy az id5 derivalt figgvénye a kdvetkézéppen alakul:

=0.



Matematika a fizikdban 55

t’(x) _ sina _sing 0.

Vl V2
Ezt atrendezve kapjuk a keresett 6sszefliggést:
sing _Vi_
sing v,

2. probléma: Valtakozo fesziiltség effektiv értéke

lgazoljuk, hogy a szinuszosan valtakozo feszilessgeny % !

Megjegyzés: A valtakozofesziltség annak az egyeifsggnek az értéke, amely
ugyanazon az ellendllason adott mlatt ugyanannyi munkat végez, mint az adott kaka
feszlltség.

A valtakoz6 fesziiltség a kovetketiiggvénnyel adhaté megl (t) =U,, 8in(wi) .

2
A valtakozo fesziiltsédt idétartam alatt végzett munkajaw = U? [At.

A teljes periédus iél alatt végzett munka ezen elemi munkak 0-t6l Tay bsszege, azaz
integrélja:

= _dt— Umaxsm a)Et dt= —max Y i sm a)Et dt (2)
)

Felhasznalva, hogy;in2 X = % :
Kapjuk a kbvetkedt:
max]l cos( 2wit) | _UZ, [t sif 20() T *
) R|2 4w 0

Rendezve:

sin(ZZﬂTj
2 sin( 20T 2 2
W= Umaxtéz_ ( )]:Umax T OUT | Y d g

R 12 4w R 12 4 | R 2

Mivel az egyenfesziiltség munkdjadé alatt:

U 2
W=—T (4
= (4)
A két munka egyekégélsl adodik, hogy:
U 2
U2 — ~ max 5
eff 2 ( )
Azaz: Uy = Yinax (6)
) eff \/E

Természetesen a modszer nem csak a szinuszosakozaltfeszultségre alkalmazhato,
hanem barmilyen itben peridédikusan valtakozo fesziiltség esetén isoiéan jarhatunk el
az aramdisseg esetén is.
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3. probléma: A harmonikus rezgémozgas

Minden harmonikus re#gnozgashoz tartozik egy ugynevezett referencia kigas. A
harmonikus rezgmozgas rezgésszama (frekvencigja) és a koérmozgaklldtszama is
egyenb, tehat a rezgés szogsebessége a kormozgas sEsggphel egyehl A
rezgdmozgas amplitiddja és a kbrmozgas palyajanak sigaragegyezik.

1:rezgész f kérmozgas ‘[ZT[

(*)rezgés: W kérmozgas

.
el NP

8 : 180"
OJ B=0" a0’ 270" faen’
Y

2. abra

Az elébbiek felhasznalasaval és az abrabdl adodik, hogmarenonikus rezgmozgas
kitérése:
x = AN wl) (1)
Vizsgaljuk meg, hogyan fligg a harmonikus K@ngzgast végztest sebessége asidl!

3. dbra 7. &bra

A rezg@ test sebessége (az abrabdl):

cosa=—" = v=ylcos (2)
Wi

Egyenletes kdrmozgas miatt:=wld ——  v=\ [cow).

A keruleti sebesség és a szogsebesseg kozottfiigges:v, = r [
v=roswd (3

Mivel r = A, ezért a harmonikus re@mozgast végz test sebessége:
v= Albltodwd)  (4)
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Mivel a rezggmozgas valtozo sebessiémozgas, ezért a rezgest gyorsulasa sem nulla!
Vizsgaljuk meg, hogyan fligg a harmonikus K@mgzgast végr test gyorsulasa az

idétol!
X3

o
/ : PO

4. dbra

acp — a korpalyan mozgo test centripetalis gyorsulasa
a— arez§ test gyorsulasa (azp X iranyl komponense)
A rezg test gyorsulasa (abrardl):
. a
sina =—,
%p
a=-g,L5ina.
Egyenletes kdrmozgés miatt:= w(f .
Centripetalis gyorsulasa,, = r [
a=-r [0 in(w) (4)
Mivel: r = A, a harmonikus re#gnozgast végztest gyorsulasa:
a=-Aly 5inwl) (5)
A harmonikus rezgmozgast végz test gyorsulasa aranyos a kitéréssel, de azzal
ellentétes irdnyu, ezt fejezi ki a negatitjel.
Kb6z6s koordinata-rendszerben abrazolva a fliggveaty@k abra).
Természetesen az elemi levezetést kivalthatjuk nabpamatematikai ismeretekkel.
Mivel a sebesség a kitéréssidzerinti el§ derivaltja, a gyorsulas pedig a masodik, igy
kapjuk, hogy:
x = AGsin(w) (6)

x(t) = ( ACsifw0)) = AwCcobwlf  (7)
x(1) =( Alsin(wD))’ =- Ae? Osifwl}  (8)

V(1)
a(t)
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)
N

.x-i‘:[J T

>

-
™
=4
5
-

T
4

T
4

L]
R
=
/
-

5. abra

4. probléma: A sulylokés optimalis szoge

Milyen szdg alatt kell elhajitanunkh magassagbdl, adotty kezdisebességgel a
sulygolyét, hogy vizszintesen a lebiéegnagyobb tavolsagot érjik el? [1]

/”-—\-..\
&/ \\\
e =
N
N
h N
N\
! \
- X s
6. abra

Az 10. abra alapjan a ferde hajitas féigges és vizszintes dsszétiev
—h = v, @ Cina —% gt (1)
X =, [Atosx (2)
Fejezzuk ki az iét a (2) egyenletll és helyettesitsik be (1)-be:

g 2
~xdan-h=0 (3
2V§El20§(xx xHa (9

Oldjuk meg az egyenletet:

2
x:VE sina [tos +\/ﬁg sifia 0 cosa +@h (4)
g
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20h
v

2
xzvgo(sina [cosx + cosv sio 3 4() (5)

Bevezetve ak® = jelolést:

Ezt derivalvan, szerint:

dx =V—g(—sin2a +coda- s siRa® R+ sifa 3 gSinatcos o (bos a J (6)

da ¢ Vsin®a 3k
Széldértéket keresunk, tehéccfi:l—x =0.
a
Megoldva, kapjuk a kovetkétr

cos2a 3/ sifa 3 K = K sim— sia 0 cax (7)
Ezt négyzetre emelve, majd rendezve kapjuk, hogy:
cosa- sifa = K sifa (8
cot? o =1+ K (9)
Felhasznalva a kovetk&két azonossagot:

cot’ o +1=— il. cosa :ﬂ (10)
sif a 1+ cof a
. . V1+k?
sina = ill. cosa =

1
NI Nl

eredményre jutunk. Ezeket a (5) egyenletbe behebjéte kapjuk a maximalis tavolsagot:

2
xmax=VE°V1+ k(12

Visszairvak? értékeét: X = VEOJVS +2gh (13

Lathatjuk, hogy az elérh&tlegnagyobb tavolsag fligg az inditds magassagétéh é
sulygoly¢ inditasi sebességit

Eredményeinket tablazatba foglalva kiszamitottuk cgtimalis szdget, az elérléet
legnagyobb tavolsagot, valamint 6sszehasonlitash@@3°, 45°, 47°-0s szogek esetén az
elérheb tavolsagot. Jdl lathatd, hogy valoban a I6Hegnagyobb tavolsagot érhetjuk el. Bar
a 43°-0s és az optimdlis szogek esetében (tobblIfimi's kezdbsebességnél) az eredmények
gyakorlatilag megegyeznek fuggetlenll az inditagasaagatol.
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h (m) h (m) h (m)

Vo
(m/s

optimalig
sz6g

optimalig optimalig

X X X X m X X X X m X X X X
max 43 45 47 szog max 43 45 47 sz6g max 43 45 47

10 | 40,68 |11,841,8311,7911,64 40,28 | 12,0311,99/11,91{11,78| 39,89 | 12,2012,1412,0511,94

11 || 41,34 |14,014,0013,9313,8(| 40,99 | 14,1914,17|14,09/ 13,95 40,65 | 14,3714,33/14,2414,1(

12 | 41,86 |16,336,3716,3016,1¢ 41,56 | 16,5616,54|16,46|16,32( 41,26 | 16,7316,71/16,6216,4]

13 || 42,29 |18,948,9418,8718,7y 42,01 | 19,1219,11/19,04({18,88| 41,75 | 19,3(019,29 19,2019,04

14 | 42,63 |21,7p1,7021,6421,494 42,39 | 21,8921,88|21,81| 21,65 42,15 | 22,0722,06/21,9821,8]

15 | 42,91 24,624,6'24,6]24,4!1 42,70 | 24,8624,85| 24,79 24,61 42,49 | 25,0425,0424,9624,71

1. tablazat
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Diofantikus szamharmasok a Lucas-Lehmer sorozatokban

Gueth Krisztian
NymE TTMK Matematika és Fizikai Intézet
guethk@gmail.com

OsszeroGLALG Dolgozatunkban egy rogzitett negyediéndlucas-Lehmer

sorozatra megallapitjuk, hogy nem adhaté meg hdiz#antikus szamharmas. A
masodrendl sorozatoknal alkalmazott modszerek itt is hasaték) mert a Lucas-
Lehmer sorozatok a masodrée# szamos tulajdonsagat megoroklik.

ABSTRACT. In this paper, we state that there damsemist diophantine triple for
a given Lucas-Lehmer sequence. The methods afdpliddnary sequences can be
used here, too, because the Lucas-Lehmer sequehees many properties of the
recurrences of order two.

1 Bevezetés

Diofantikus szamm-esen olyam; < a, < -+ < a, pozitiv egész szamokbdl all6 halmazt
értlnk, melyekrer;a; + 1 mindeni, j-re négyzetszamot ad. A kerdest az 6korban raggonal
szamokra tekintették, Diofantosz talalta azéelyen szamnégyest: 1/16, 33/16, 17/4 és
105/16.

A problémat négyzetszamok helyett egy adott liedekurziv sorozat elemeire
vizsgaltdk azn = 3 esetben. Florian Luca és Szalay Laszl6 [2] bebjiitotiak, hogy a
Fibonacci sorozathoz nem adhaté meg diofantikusnbaémas, azaz nincsenek oly@ar<
a < b < cegészek, hogyb + 1 = F;,ac + 1 = F, ésbc + 1 = F, volna valamelyx, y ész
indexekre. Szintén aZ eredményuk [3], hogy a Fibonacci-sorozat asszjiz, a Lucas-
sorozathoz egyetlen ilyen harmas létezik= 1, b = 2 ésc = 3. A nevezett két szefz
valamint Clemens Fuchs [1] megadtak egy szikségeslégséges feltételt arra, hogy egy
nem degeneralt masodrénsbrozathoz végtelen sok harmas létezzen.

2 Probléma és megoldasa

Mi a problémat bizonyos fajta negyedréndorozatokra vizsgaljuk. A Lucas-Lehmer
sorozaton olyan negyedrdhdorozatot értiink, melynek rekurziojabanregdik tag csak az
(n — 2)-edik és adn — 4)-edik fuggvénye, és a kedelemekre is teszlink megszoritasokat.
Egész pontosan legyend&l =0, G, = 1, valamintG, és G;tetsdleges egész szamok,
tovabban > 4 esetérG, = AG,,_, + BG,,_,, ahol A ésB adott egész egyutthatok.
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Ezek kozll is egy konkrét sorozattal foglalkozunkda= 4, B = —1 valasztas esetén. A
tovabbiakban afL,) sorozaton at, = 0,L, = 1, L, = 1, L; = 3 kezddelemekkel megadott
L, = 4L,_, — L,_,sorozatot értjuk. Az alabbi allitast bizonyitottuk.

Tétel. Nem léteznek olyafl < a < b < c egész szamok €s y, z nem-negativ egész
indexek, hogy

ab+1=1L,
ac+1=1L,
bc+1=1L,

teljesuljon.

A bizonyitas, tébbek k6zott, azon mulik, hagy— 1mindig felbomlik az(L,) sorozat
és asszocialtM,,) sorozata megfeléltagjainak szorzatara. Példaul

LTl —1= L(n_l)/zM(n+1)/2, ha n=1 (mOd 4‘)

Irodalomjegyzék
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Die exakte Losung der ausgleichenden Geraden im Rahmen
der Total Least Squares Methode

Josef Zavoti
NYME KTK, MTA CSFK GGl
zavoti@ggki.hu

OsszEFOGLALG Ebben a cikkben adott megfigyelési értékek alapjdegkisebb
négyzetek médszerével ugy becsuljuk meg egy kidgyeegyenes paramétereit,
hogy az egyenes és az adott értékek eltéréseingketésszege minimalis legyen.
Két lehebség létezik: vagy csak az egykvagyy) vagy mindkét valtozotx(ésy)
véletlen hibaval terhelt mérési eredménynek teldnt]

ABSTRACT. In this work we apply the least squares methodhteet of given
observation values to obtain the parameters ofdausted straight line so that the
sum of the squares of the differences of the giadnes from the straight line is
minimal. There are two possibilities: either onlyeoof the variables x and y or
both of them are considered as results of measutsroentaining random errors.

ZUSAMMENFASSUNG In diesem Beitrag wird mit der Methode der kiéams
Quadratsumme die Parameter der ausgleichenden éperads einer Reihe
empirischer Beobachtungswerte so bestimmt werdexss ddie Summe der
Quadrate der Abweichungen der Funktionswerte vaneatapirischen Werten ein
Minimum wird. Es gibt zwei Mdglichkeiten: entwedegine & odery) oder beidex

und y) Koordinatenkomponenten mit zufélligen Fehlern dfedte MessgrofRen
sind.

1. Einfiihrung

In den angewandten Wissenschaften besonders inEdgineering Practice ist eine
allgemeine Aufgabe zu gegebenen Punkten eine Fumatipassen. Mit diesem Problem sind
viele Forscher schon beschatftigt. Einige der erStnsuchen der Total Least Squares (TLS)
kann man in York (1966), in Golub und Van Loan (Ap8nd in Reed (1989) finden. Huffel
und Vandewalle (1991) und Reed (1992) hatten dasaWien weiterentwickelt. Weitere
Verfeinerungen hat Nievergelt (1994) und Schaff2006) empfohlen. Die Anwendungen
der TLS sollte man unter anderem Lenzmann und Lanmam(2001), Guo (2007) und
Reinking (2008) erwéhnen. In Ungarn verhandelteayd2980) das Thema.

2. Mathematische Modellen der Anpassung der ausgleichenden Geraden

Gegeben seien n Punktéx,y, ),i=12,...,n, n=2 in einem kartesischen

Koordinatensystem. Ziel ist die Bestimmung einesgheichenden Gerade mit der Gleichung
y =ax+b wobei geometrisch gesehen die Unbekanngendie Steigung undb der

Achsabschnitt sind.
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I. Das herkdmmliche, allbekannte Modell. Bei dieserti i es so betrachtet, dass es
sich bei den Wertery, um mit zufalligen Fehlern behaftete Beobachtunged bei den

Wertenx um fehlerfreie Gro3en handelt. Wenn man die Ves&remgenv, einflhrt, erhalt
man die linearen Beobachtungsgleichungen

y +v, = ax +b i =12,...,n. 1)

Die Losung dieser Ausgleichung nach der Methoden kleinsten Quadraten ist
wohlbekannt und nimmt folgende Gestalt an:

> (% = - 9)
i(xi _2)2

[I. Wenn die Variabl&mit zufalligen Fehlern behaftet ist, dann die Besttangerx,
sind mit Verbesserunger) versehen:

a

O

I
<
&,

(2)

Y, = a(x +v,)+b i=12,...,n. 3)
Fur die transformierten linearen Beobachtungen tmekbman
_ Yy _b .-
+y, = - i=12...N. 4
X+ = o L (4)

Nach elementaren mathematischen Schritten ergdht die LS-Losung, die mit der
Parameterschatzung im linearen GM-Modell identisth

> -9’
a= i=1

=— , b
Z(x-?)(yi-s‘/)

y-a. (5)

[ll. Wenn es sich sowohl bei den Werkeals auch bei den Wertgn um mit zufalligen
Fehlern behaftete Beobachtungen handelt, man einfiie Verbesserungen undyv, flr
beide Variable

y, +v, = a_(xi +VX‘)+b i=12,...,n. (6)

Yi

Von jedem gegebenen Punkt ist eine lotrechte Geradgesuchten Gerade zu ziehen. In
diesem Fall soll man die Bedingungen formulierend umst das nachstehende

Gleichungssystem fur die Unbekannteq, y, zu)dsen

Yo =ax +b
- X 7
Yooy =% (7)
a

Die Losungen sind die Folgenden

_ay +x-ab a’y, +ax +b
a?+1 ' 0 a?+1 - (8)
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Die Minimierung das Quadrat der lotrechten Distan# ausgleichende Gerade ist

gleichbedeutend mit der Minimierung voﬁv +v , wobei v, und v, die an den
i=1

Punktkoordinaten(x,y, janzubringenden Verbesserungen sind. Damit koénnan das
Quadrat der lotrechten Distanz aufschreiben

2 2 2
2 _\2 42 = _ay +x—ab _a‘y +tax +b L
d”=v, +v, (xi rTE j +(yi — j i=12,...,n. (9
Nach einiger mathematischen Wandlung vereinfachi die vorige Formel
_ _ 2
gz = Y- ax —b) i=12,..n. (10)
a“+1

Also zur Losung der Aufgabe soll man die Extremeeginer zweivariablen Funktion
F (a,b) aufsuchen

—ax —b)? ~ min (11)

1 n
Fab) = a’+1
i=1

Zur Existenz der Extremwerte eine notwendige Bedlgg ist, um die partiellen
Ableitungen verschwinden. Nehmen wir zuerst digigie Abteilung nach der Variable b

oF (a,b) _
ax —b)=0. 12
% o +1z(y. X-b)= (12)
Aus dieser Bedingung kommt man zu der Formel
Man kann zur Schwerpunktkoordinaten tibergehen
X. = X
Al i=12...n. (14)
=Yy

Der gewéhlten Verfahren ermﬁgllcht es, von derfdiédtion mit zwei Variablen zu einer
Zielfunktion mit einer Variablen Uberzugehen. Marh&t auf diese Schreibweise der
Punktkoordinaten und mit der Bedinguhg y — ax ein Modell nur mit einer Variablen und

die ZielfunktionG(a)

1 & .
G(a) = -~ min. 15
@= 72 (15)

Durch Bildung der Ableitung nach des Varialaiegelangt man zu dem Zusammenhang

aG(a) -2a
X, (Y, —aX,) =0. 16
da (a2 +1)2-Z( ( 1)2_1: ( )= (16)
Aus dem vorherige Formel ergibt sich zunéchst
(@ +1)Z(XiYi _axi2)+aZ(Yi -aX;)* =0, (17)
i=1 i=1

lautet dann die Gleichung mit zweiten Grad als Egditat
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n

&Y XY +a ) (X2 -¥) -3 XY, =0, (18)

Fir die Losungen einer quadratischen Gleichungesith nach der sogenannten kleinen
Lésungsformel fur den Paramet@der folgende Ausdruck

-3 —Yf)i\/(i(xiz —Yf)} + ixmj

a,=— = i . (19)

Da unter dem Wurzelzeichen eine positive Zahl ayfigibt es zwei reelle Losungen,
kann man es anzeigen, dass die FunkEga,b) mit dem positiven Zeichen ihr minimaler
Wert, mit dem negativen Zeichen ihr maximaler Warfinimmit.

3. Numerisches Beispiel

In Neitzel und Petrovic (2008) ist eine numeris®wspiel von der Arbeit Kupferers
(2005, S91., Tab. 1) genommen.

X

INFRTENY Y
WIN|IFR|IO
o|hR|O|=

Tab. 1: Numerisches Beispiel

Die Aufgabenstellung besteht darin, eine ausgl@ideeGerade durch die Punkte 1 bis 4
zu berechnen, wobei die Koordinater,y, als gleichgewichtige und unkorrelierte
Beobachtungen angesehen werden.

In diesem Beispiel versucht Kupferer zu zeigen, sdaBe TLS-Lésung einer
ausgleichenden Geraden und die GH-Losung voneinaateeichen und Neitzel und
Petrovic (2008) hat die selbe Aufgabe durch einenge Auswertung des nichtlinearen GH-
Modells gel6dst. Wir geben die exakte Losung an (Bab

Ergebnisse GH-I GH-II Kupferer GH, strengExakt-1l|
Steigunca 3.000 3.2667 3.241 3.241804  3.2418p4
Achsabschnitb -1 -1.4000 -1.362 | -1.362706 -1.3627p5
verbesserungs- | g0 | 04082 | 0372| 0372046  0.372946
guadratsumme ' v

Tab. 2: Losung des numerischen Beispiels
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4. Schlussbemerkung

In diesem Beitrag als Hauptergebnis wurde die exh&sung der ausgleichenden Graden
in Rahmen der TLS Methode abgeleitet indessen daglithkeiten der Methode der
kleinsten Quadrate vollig einhielt waren, das heMturde jeweils die zuldssige
Losungsverfahren des nichtlinearen GH-Modells esegg. Dieser Teil der Arbeit ist als
heuristische Losungsverfahren des TLS-Modells zunes.

Aullerdem anhand eines speziellen Beispiels, in didi;n exakte Losung der
ausgleichenden Geraden angewendet war, wurdegtiedass die strenge Auswertung des
nichtlinearen GH-Modells und die Anwendung des TU8thode die gleichen Ergebnisse
liefern.
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