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AZ INPUT-OUTPUT TABLA ELOREBECSLESEROL"

Klafszky Emil

BEVEZETES

Jeloljon az 1,1,, ... N SRS kibocsatohelyeket, a J,,J,, ... ,J,., ..., J, pedig

fogadohelyeket. Az ; > 0 szam jelolje azt a mennyiséget, amely az [, helyrdl a Jj helyre
megy, vagy masképpen szélva, amelyet az /, helyen termeltbdl a "i hely elfogyaszt. TOmo-

ren az ay szdmokat az A = (a,.j) matrixba foglalhatjuk Ossze és ezt nevezzuk input-output
n

tdbldzatnak. A Z1 o, mennyiség az I, hely teljes kibocsitisa, a
/

hely 6sszes befogadédsa. Ezeket nevezzik az input-output margindlis értékeinek.

3

—

- a; mennyiség a J/

A feladat az, hogy amennyiben ismerjuk a jelenlegi A = (a,.l) input-output matrixot és ismer-
juk a megvaltozott

b=(By:sByseensBys.e-sBp)>0

c= (VYooY W) >0
marginalis input és az output értékeket, akkor milyen prognézist adhatunk az uj X = (E”) input-
output tablarol.

A jeloléseket az alabbi séman szemléltetjlik:

71 v Vi
J, Ji J,
If ey | %in By €11 £ €1
li %1 &;j ®in ﬁi 3 ! Ell Em
Llmy| « - - S " amﬂ Bim 7! Eml s Eoan
(Jelenlegi input-output tdbla) (Prognosztika az input-output tdbldra)

» A dolgozatot a szerzé a Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat 1972<€vi "Vandorgy(lésen” és az IFIP (1973. R6-
ma) konferenciin bemutatta.



1. A RAS MODSZER

A feladat megoldasara elterjedt eljards az Ggynevezett RAS modszer® [3-11], amelyeknek a 1¢-

nyege a kovetkez6: olyan £,>0, (i=1,2,...,m3j=1,2,...,m), p;>0,(i=1,2,...,m)
és 0;>0, (j=1,2,...,n) szdmokat keresiink, melyre
n
i‘;f‘,‘:ﬁia (i=l,2,...’m),
(1)
m
igf,-i=7j, G=1,2,...,n),
és
(2) E,‘,'= P;®;;0;-

A (2) feltevés — az, hogy Eil. értékét ilyen szorzat alakban keressik — adja az eljaras nevét. U-
gyanis, ha a p;, szamokbol alkotott diagonal matrixot R-rel, a 0; szamokbdl képzettet S-sel
jeloljuk, akkor a (2) feltétel az

X =RAS

format olti.
Azonnal adédik, hogy: ha az (1) (2) egyenletrendszer megoldhat6, akkor az (1) egyenletrendszer-
szernek van olyan megoldasa, hogy

£,=0, ha ay=0, 6

3
@) £,>0, ha a;>0.

Meg fogjuk mutatni, hogy ez a feltétel elégséges is és a Ei,. megoldasra unicitast is biztosit, azaz a
RAS modellre fenndll az alabbi:

1. Tétel. Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy az (1) (2) rendszer megoldhato legyen
az, hogy az (1) rendszernek legyen (3) tipusu megoldasa, és a feltétel fennallasa esetén a meg-
oldas §-ben egyértelmil.

A tételt majd a 2. fejezetben oly médon fogjuk igazolni, hogy a RAS modellt egy a szokasos-
tol eltéré mds médon, mint egy matematikai programozadsi feladatot vezetjuk be.

Miel6tt azonban erre ratérnénk, a RAS modell egy fontos tulajdonsdgdt mutatjuk meg, amely a
fenti tétel kovetkezménye.

Tegyuk fel, hogy az A kezdeti input-output érték valamint a b,c margidlis értékek olyanok,
hogy a tétel feltételét teljesitik. Ekkor a RAS modszer szerint egyértelmiien adédik az 0j input-
output X matrix, amelyet a kovetkez6képpen jeloljiik:

* A modszert az elsd alkalmazokrdl Selejkovszkij, illetve Fratar médszernek is nevezik, valamint a médszer in-
dokldsara elterjedt gravitaciés elvrdl Graviti modellnek is.



X= ,‘(A,b,C)

A tétel kovetkezménye. Legyenek A,b,c; b*.c* olyanok, hogy a tétel feltétele az A,
b,cre és az A,b* ,c*-ra isteljesil, akkor

#(A,b,c)= R(R(A,b*c*),bc).

Azaz, lépésenkénti elOrebecslés ugyanazt eredményezi, mint az egy 1épésben torténo eldrebecslés.

A kovetkezmény bizonyitdsa. Az allitds jobb oldala az alabbi formdba irhat6:
R(A(A,b* c*),bc) = RR*AS* b,c)= R*"™*(R*AS*)S** = (R**R")A(S*S™*™).
A bal oldalbél kapjuk, hogy
A(A,b,c) = RAS.
De az unicitas miatt

RAS = (R**R*)A(S*s*"). 1

2. A RAS MINT GEOMETRIAI PROGRAMOZASI FELADAT

A tovabbiakban a szdmolés egyszerisitése érdekében, az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil
feltehetjliik, hogy

> = z
= I =1, = 1.
j 1 a"/ i1 ﬁ' j=1 7f
1y r
Ezenkiviil feltehetjik, hogy '}i "‘i;’>0’ (J=1,2,...,m) és j}r Ly >0, G=1,2;5c0M);
'l =

mert ellenkezd esetben sor illetve oszlop redukciéval a feladat ilyenné tehetd.

Az elGrebecslésre az alabbi hipotézist tesszuk:

Akkor tartjuk "’jonak” az X = (Ei,.) elorebecslést, ha — természetesen az (1) egyenletrend-
szer kielégitése mellett — az informdciényereség (I-divergencia), amelyet az X tdbla az A tdb-
lahoz képest ad, minimdlis, azaz, ha a

m £
) WX)= 2> 2t
i=l  j=1 au

fuggvény értéke minimadlis.

.
A Eil In a—i’ fuggvényt folytonos kiterjesztéssel a zart pozitiv ortinson értelmezziik Ugy, hogy
ij

£
ha ;= 0, akkor &, 1n;:—: = 0 legyen.



S
A (4) fliggvénynek a feltételi halmazon akkor lehet csak véges infimuma, ha Q= 0 esetén
Eii =0.:
Jeloljuk @-val azon (i,j) index parok (celldk) halmazat, ahol a; >0 azaz:

Q ={Gij) ley; > 0O}
Igy feladatunk olyan X = (Eij) értékek meghatarozasa, melyekre:

Ei’.>0, (=1, 2,.ocom =12 o w5ll),
E,’j= 0, ha G)EQ
N\’

2 k=8, (@(=12,...,m),
iI(iJ)Eos" L o

%! X
) . = Y, B I SR
ilineQ $=% U )
és
(6) eX)=  g.In &
GHEQR Ty
minimalis.

Az (5),(6) altal leirt matematikai programozasi feladat egy geometriai programozasi dual feladat
[1,2]. Hogy pontosabban lassuk ennek strukturajat, atirjuk a (6)-os célfliiggvényt:

Eij S & 1 Y
7 K= o Bilit= 2 Pl S Bl lam e
¥ el aneQ % apee Y N % G)EQ i 4
@.neQ
£
Il &%
a,néoE"

+ In

2 i
> g\ dnee !
LNEQ

Amennyiben az (5) altal meghatarozott feltételi halmaz nem iires (konzisztens a feladat), akkor
a (7) célfuiggvény felveszi minimumat, ugyanis a feltételi halmaz korlatos.

Irjuk fel ezen geometriai programozasi duél feladat primal parjat. Legyen a primal valtozok
g, G=1,2,...,m) é v, (j=1,2,...,n). A feladat egyiitthatéit az alabbi séman szem-
leltetjlik:



NERQ

ha (i,

—lnozll

*lnm]2

—Ina

— Inoz21

— lnoz22

— lnazn

—lnozml

—lnozm2

—In o

Ky | By Hp| V1] Y2 Yy
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€12 I !
0
Eln ! :
B | |
£ 1 I
0
52" | |
Eml 1 1
Emz ] 1
0
Emn 1 1
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e G e
A primdl geometriai programozdsi' feladat: Meghatérozandé a u,;, (i=1,2,...,m) és

Vj» (j=1,2,...,n) valtozok értéke ugy, hogy a
(8) -\"l e“[.#p,-‘*lﬂ aij < 1
GLHEQ

feltétel teljesiiljon és a

n

m
N N
(9) 1:1 ﬁ,'“( + /‘_ll 7]”}

célfiiggvényérték maximalis legyen.

A kovetkezdkben a feladatot egyrészt a ’kanonikussdg” feltételezésével, majd e nélkiil targyal-
juk.

A. Tegylik fel, hogy az (5),(7) altal adott geometriai programozasi dual feladat kanonikus, az-

az, hogy az (5) egyenletrendszernek van 2,.,. > 0 (ha (i,j))€ @) megolddsa. Ez pontosan azzal
equivalens, hogy a (3) feltétel teljesiil.

A geometriai programozds eredményeit haszndlva a kovetkezd megallapitisokat tehetjiik:
(i) a geometriai programozasi dudl feladat kanonikus, igy konzisztens és mivel feltételi halma-
za korlatos, ezért van a (7)es célfiiggvényt minimalizalo
E:i =1, 2 ... P50=1,2 c0n 510
megolddsa (5)-nek. Mivel a (7)es célfiiggvény szigoruan konvex, igy csak egy minimumpont
van.
(ii) A feladat kanonikus és a dudl célfuggvény korlatos, ((i) miatt) igy van a primdl feladatnak
optimalis
g G=1,2,...,m) & v', G=1,2,...,n)
megoldasa (pl. [2], 54. old.).
(iii) A p;vk; megolddspdr akkor és csak akkor optimdlis, ha
+v.+In @, ,
T (i,n';o % = &
minden (i,j)€ Q esetén (lisd pl. [2] 47. és 59. old.).

Azaz

10 g=¢a,

iy

minden (i,j)€ Q esetben.

A fentiekbdl a RAS modszerrel és az I-divergencia minimalizaldsaval val6é elérebecslésekre az
alabbi equivalenciat lehet kimondani.



i
2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az A,b,c paraméterd eldrebecsliési feladat a (3) feltételt ("' kano-

nikussdgi feltétel) teljesiti. Akkor a RAS modszerrel és az I-divergencia minimalizdldsaval ka-
pott elorebecslések megegyeznek.

Bizonyitds. a/ Ha X = (E,-l) és P;:9; RAS médszerrel kapott, akkor legyen u; = Inp;,
Y, = In 0. A E,/ értékek (5)-6t teljesitik. Ugyszintén a Eii"‘i’vi értékek (10)-et is teljesitik.
Egyszertien adédik, hogy (82 (8)-at is teljesiti, ugyanis

' V4+Iln '
_\_ eu1+, ij — _’:Ei_: 1
()EQ G
Igy E,~,~»#,-,V/ optimalis megoldaspar.
b/ Ha X=(§;) é p.p, aminimalizalissal kapott, akkor legyen p; = & o,=e i,

Mivel ezek optimilis megoldasparok, ezért (10)-et teljesitik, azaz Eii = p;;;0;. ]

A 2. tételbdl az (1) megdllapitdst is figyelembevéve nyilvanvaloan adodik az 1. tétel bizonyitd-
sa.

B. Tegylik fel, hogy az (5) feltételi halmaz konzisztens.

Miel6tt ezt az esetet tirgyalndnk, megjegyezziik, hogy (5) konzisztencidjira a Konig-Hall tétel egy, szamitdstech-
nikailag is konnyen kezelhetd, sziikséges és elégséges feltételt ad: Jelentse @ a qualifikdciot olyan értelemben,
hogy I; qualifiklt Ji-hez akkor és csak akkor, ha al.i>0. Jeloljon 1= {l, 2,...,m| & J= {l, 25 soave ,n}
index halmazokat. Valamely P C/ index halmazhoz a @ 4dltal kvalifikdlt jE€J indexek halmazit jeloljiik
J(P)-vel. Ekkor az (5) konzisztencidjara sziikséges és elégséges feltétel az, hogy bdarmely P CJ esetén a

%’ N
=Py =Y
iEP JEJ(P)
egyenlGtlenség teljesiiljon.
Jelolion E = (e) = (¢”) = (¢;) egy mX n-es mitrixot, ahol
I, ha o‘ii>0’

0, ha a; = 0.
Legyen IEI= e, lef= e, leP= Je,. Nyilvan IEI= 2 lief = Z ey,
1,] ] i 1 ]

Tekintsik a modositott A,be,ce eldrebecslési feladatot, ahol

B. + llelle
€) _ I I
B§ ~ 1+ |Ele

(11 )
O 7[+ lle*’ lle
j 1+ |lElle

és €= 0 tetszlleges, de rogzitett szam.



S

Nyilvnvalo, hogy €— 0 esetén (€ — B0 B0 =p) & 2@ — 40 (¥ =1).
A modositott feladat minden e€> 0 esetén kanonikus és igy RAS formaban elGillithat6 az op-
timalis s,(f) megoldas. (2. tétel).
Megmutatjuk, hogy ha * kicsit” modositjuk a feladatot, akkor az optimadlis megoldas is kicsit
modosul, azaz fenndll az aldbbi:

3. Tétel. Az optimum hely folytonosan valtozik, azaz ha € — 0, akkor X : — X; (X; =
= X").

Bizonyitis. Tegyuk fel, hogy van olyan L - e 0 sorozat, hogy
X — X é X + X . Ekkor
k

(12)  o(Xy) < o(X),

mivel az eredeti (e = 0) feladatnak csak egy minimum helye van.

A ¢ fuggvény folytonossiga miatt:

«p(Xg+ €. E) — p(X}), ha 6. =10,
és
v?(X:k) — p(X), ha € —0.

De ekkor (12) miatt kell, hogy legyen olyan k, index, melyre mar

(13) p(Xy + ekoE) < up(X:k )
0

Azonban X; + ekOE megengedett megoldédsa az eko-és modositott feladatnak és (13) ellenté-

tes azzal, hogy X7  az optimilis megoldds az €, -is feladatra. W
k 0

0
A tételnek szamitastechnikai jelent6sége van. Ugyanis, mint emlitettiik, a konzisztencia a Kénig-
Hall tétel feltételével egyszeriien ellendrizhetd, majd a kicsi pozitiv € szammal médositott fel-
adat megoldisa RAS formdaban kereshetd.

3. ALGORITMUS
Tegyuk fel, hogy az (5) feltételi halmaz konzisztens. Ekkor a RAS modell megoldaséra, az-

az a



=" IF =

E{I=pia”0"$ (l= 1)-")m;j= lv""n)) (2.)
p; >0, (=1,...,m),
0, >0, G=1,...,n),

egyenletrendszer Eil. megoldasara kézenfekvs eljards az, hogy a (2%) kifejezést (1* )-ba helyet-
tesitve adodo

Pi= "
N a0
i %
'Y.
]
0.=
m
] O P
i Py

egyenletrendszerre iteraciot alkalmazunk:

az iterdcio kezdo lépése:

p,(.O) = tetszlleges pozitiv szam. (szokdsos példaul a p}o) =1, (i=1,...,m) illet-
vea pi® =8, (i=1,...,m) vilasztas)

az iteracio k-adik lépése:

o
J

m > (I= l’ 1n)’
N®)
o P
B:
P}k)_ : i , (i=1,...,m),
> (k—1)
=1
(k) _ (k) (k) T e
Eij = Pi %0 » (i= 1, smizj= L0y m)

A fenti eljarast a megoldast ado E,., elBallitasara mar Selejkovszkij alkalmazta a 30-as években
[11]. Ugy szintén ezt az eljarast javasoljak D’ Esopo-Lefkowitz [12], és dolgozatunkban az elja-
ras gyorsasiagira és konvergenciajara vonatkozéan kedvezd szamitastechnikai tapasztalatokrol szé-
molnak be. Az eljards konvergenciajanak bizonyitdsdt azonban csak késobb Bregman [13)] adta.
Természetesen azon feltevés, hogy az (5) feltételi halmaz konzisztens, a plf") és o}k) konver-
gencidjat nem biztositja. Azonban szamos — féleg kozlekedési aramlasi — elGrebecslési feladat-
nal sziikséges a p;9; értékeknek ismerete is, ezek ugyanis kozlekedési modelleknél ’taszitasi”,
illetve vonzasi” egyltthato szerepet toltenek be, és a kibocsato, illetve fogadé helyekre jellem-



— 12 =

z6ul szolgdlnak. Ilyenkor célszer(i a fenti, 2.B. alatt leirt médositast kicsi € > 0 pozitiv szdm-
mal elvégezni. A 3. tétel szerint ekkor a El.l. megoldds is csak kicsit tér el a ténylegestdl, és eb-
ben az esetben mar m6dunk van a p,,0; kozelitS értékének meghatdrozasira is.

7

Az elmiilt években az Intézetben tobb kiillonbozé megbizdsként (EVM Pécsi Tervezd Iroda, UVATERYV, VATI,
KOTUKI) foglalkoztunk a RAS modellel, mint a kozlekedési és a tomegdramldsi modellek részfeladatdval és a
modell megoldé algoritmus gépi programjinak elkészitésével.

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(8]

[9]

[10]
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Summary

ON THE PREDICTION OF THE INPUT-OUTPUT TABLE

In this paper we are going to show that the RAS method of prediction of the input table can
be considered as a task of mathematical programming. From this fact the existence and the
uniqueness of the solution of the RAS simply follow.

P e 3wme

0 NPEABAPWUTE/IbHOWM OUEHKE TABNHLe BBOAA - BHBOAA

B aton pa6ore Mo nokawem, 4TO mogens RAS, chnywauwyw A4NA

npeaBapUTeNbHOW OUEHHH TabnwWubl BBOAa ~ BLBOMNA, MOMHO pacc-

MaTpuBaTb, HaAK 3afjady MarteMaTUHeCcHOro NporpaMMHUpPOBAEHHA .

Mcnone3oBaHue 3Toro paKTa naeT BO3MOWHOCTb NErkKo NONYyHYHUTb

CywecTBOBaHMe W EBOUHCTBEHHOCTbL peweHHa moaenk RAS.
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EGY FOLYAMATOS NYILVANTARTAS SZTOCHASZTIKUS
KESZLETGAZDALKODASI MODELL ISMERTETESE ES
ERZEKENYSEGI VIZSGALATA

dr. Gerencsér Laszlo

BEVEZETES

Folyamatos nyilvantartasu készletgazdalkodason azt értjiik, hogy a készletek szintje, és az
azokban bekovetkez6 valtozasok dllando ellendrzés allatt allnak, szemben a kordbbi gyakorlattal,
amikor a készletek fellilvizsgilata meghatdrozott id6kozonként (pl. negyedévenként) tortént. A
modell szokasos elnevezése: r,Q modell, ahol r egy als6 biztonsagi szint, ¢ a tételnagysag.

A modell alkalmazasinak el6feltétele a teljesen gépesitett adatfeldolgozas. Ez a feltétel szamos
kiilfoldi vallalatnal adva van, s ezért a folyamatos nyilvantartasi készletgazdalkodasi modellek
alkalmazasa elterjedt, amennyire ezt a szakirodalom tikrében megitélhetjiik. A modell a hazank-
ban is alkalmazott 5,5 modell egy tovabbfejlesztése és tobb elényos 0j tulajdonsdggal bir.

A dolgozatban a modell leirdsan tul a koltségfliggvény vizsgalatara Osszpontositjuk figyelmunket.
Megmutatjuk, hogy ez jo kozelitéssel konvex fuggvény. Diszkutdljuk az optimalis r,,Q, pa-
raméterekre kapott egyenleteket, valamint ’0’00 fliggését a modell bemend paramétereitdl.

1. A MODELL LEIRASA

A modell egyetlen cikk készletezésével foglalkozik. A cikkel szemben jelentkezd igényeket
egy fuggetlen és staciondrius névekményi sztochasztikus folyamat irja le.

Felsoroljuk a modell elére megadott jellemzdit:

f(x,1) a t ido alatt beérkezd igény slirliségfliggvénye
A az igények atlagos sebessége

T szallitasi id6

A rendelési koltség

IC id6- és mennyiségarinyos készletezési koltség
p id6- és mennyiségarinyos hianykoltség.

A folyamat ellendrzésen azt értjiik, hogy amint a készletdllapot elér egy altalunk el6irt »
also szintet, feladunk egy rendelést @ nagysagu tételre. A feladott rendelés fix 7 fix idé u-
tan érkezik meg.
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Jelolje D az idSegységre esG atlagkészletet, B az idOegységre esé atlaghidnyt. Mivel a
rendelés feladasinak gyakorisiga dtlagosan % , az egy idOegységre es6 atlagos koltségre a

(I.D) K@) =2 A+ICD+ 3B

Q

kifejezést irhatjuk fel. A B 4tlaghidny kiszdmitdsihoz megjegyezzilk, de nem bizonyitjuk, hogy
a készletdllapot eloszlasa r és r+ @ kozott egyenletesnek tekinthetd barmely id6pillanatban,
ha a folyamat mar hosszu ideje tart. Ezért

421 B %’}0 b(x)dx

ahol b(x) az x készletdllapothoz tartoz6 atlaghiany. Ezt a kovetkez8képpen kell érteniink.
Az x készletillapot 7 id6 utdn realizalodik fizikai készletként. A 7 id6 alatt jelentkezd i-
gényt jelolje y. A hidny kiszamitdsit a 7 id6pontra vonatkoztatva irhatjuk, hogy ennek nagy-
saga

(1.3) bx)=E(y — x)°
ahol z* a z pozitiv részét jeloli. Integralalakban irva
(1.4) b(x) = f (y —x)f(y,r)dy
Az (r,Q) modellre az dtlag hidny szamitdsinal elfogadott kozelités a kovetkezd

0%

(1.3) B= 0 ! b(x)dx

Ennek jogossigit természetesen ellendrizni kell. Az integrilkifejezésre bevezetjik a
(1.6) B(r) = | b(x)dx
r

jelolést.

Ami az 4tlagkészletet illeti, konnyen bebizonyithaté a kovetkezd allitas:

(.7) D=B+%+r—p

ahol



L
(1.8) L= AT

a széllitasi id6 alatt jelentkezd igény varhato értéke. A B-re és D-re adott 4j kifejezések alap-
jan koltségfliggvényként a kovetkezd kifejezést hasznaljuk

(1.9) K(r,Q)=%A+IC(—§l+r—p)+(1C+p)-‘%

2. AZ ELSO DERIVALTAK KISZAMITASA

A koltségfiiggvény vizsgalatanak egyik lehetséges modja az (s,S) modellre ismert eredmé-
nyek alkalmazisa. Az (s5,5) modell ugyanis dtmegy az (r,Q) modellbe, ha a feliilvizsgdlasok
kozott eltelt id6 zérushoz tart. Mi ettdl kiilonb6zd utat vilasztunk, hogy elkeriiljiik a (s,S)
modellre valé hivatkozast, f6leg pedig azért, hogy kiaknazzuk a modell specidlis vonasait.

Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat:

0K

(2.1 ¥ i

1+ (JE+ ,3)%’—)

(2.2)

3K _ =M+ UC+pB) , IC
9Q a QZ 2

A parcialis derivaltakat 0-val egyenlové téve a kovetkezd két egyenletet kapjuk

2.3) - ’CTZE . B

2.4) Q2 = zl’g’ + 2"?; P) gy

Ezen egyenletek megoldasai szolgéltatjdk az optimalis r,,Q, értékeket.

Még egy megjegyzés az r szerinti derivaltakrol. -
)

Az étlaghidny (1.2) kifejezésben elvégezve az y = x —r helyettesitést e 0-bdl egy-

szerli szamolas utdn a kovetkezs$ ismert alaki eredményre jutunk:

B

Q
1
(2.5) 1] af F(y+ rndy = E&ﬁp—

ahol F(y,r) az f(x,r) siir(iségfiiggvényhez tartozo eloszlasfiiggvény. A baloldalon egy keverék-
eloszlas all, amit H(r)-rel jelolhetiink és az optimdlis r szintre a
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(2.6) HO)= 17 ’i 5

egyenletet kapjuk.

3. A KONVEXITAS FELTETELE

Vizsgiljuk az r,Q viltozékat tovabbra is kilon-kildn.
A masodik deriviltakra a

3’k _ UC+p)

(3.1 22 Q g"(r)

%K _2M+2UC+ P)B(r)

(3.2)
22 Q?

egyenleteket kapjuk. Mindjart latjuk, hogy K @-ban konvex fiiggvény. Szdmitsuk még ki
B"’-t. (1.6) alapjan:

(3.3 B(r)=—b(r)

Felhaszndlva b(r) formuldjat, (1.3)-t, kapjuk, hogy
(3.4) b'(x)=F(x,7) — 1

A két eredményt Osszevetve adodik, hogy
(3.5) g'(r)=1— F(r,1)

F(x,7) eloszlasfiggvény lévén a jobboldal mindig nemnegativ. Kimondhatjuk tehat, hogy
K(r,@) kulon-kilén mindkét valtozdjaban konvex.

A két valtozoban valo egylittes konvexitdsdhoz kiszamitjuk a koltségfliggvény masodik de-
riyéltjaibc’)l alkotott matrix determindnsit. Ez barmilyen koltségtényez6k mellett pozitiv, ha tel-
jesul a kovetkezd feltétel:

"2
e %>
E feltétel teljesiilését illetGen elsé megjegyzésiink az, hogy az egyenlStlenség két oldaldn szerep-
16 fuggvények derivaltjaira forditott irdnyd egyenltlenség érvényes. Derivélds és rendezés utan
ugyanis a



BT
(3.7 F"<0

egyenlGtlenségre jutunk, ami nem mas, mint

(3.8) —fx,1)<0

Marmost [(r) zérushoz tart, midén r tart végtelenhez. Ha ugyanezt sikerul megmutatni
a jobboldalrol is, akkor a (3.6) egyenlStlenségnek minden r-re fenn kell allnia.
A jobboldal négyzetgyodke
JO = x) fx,)dx

(3.9 S—
bl — F(x,7)

A L' Hospital szabaly alkalmazasaval elegendd a zérushoz tartast az

f(x,7)
(3.10) /1= FGen) —FG)

hanyadosrol igazolni. A L’ Hospital szabalyt e tort négyzetére alkalmazva az
3.1 fl(x,7)—0

feltételt kapjuk. Ez tehat K(r,Q) konvexitdsanak elégséges feltétele. A feltétel a gyakorlati
eloszlasok mindegyikére teljesul.

Az eddig elmondottak illusztrildsira megvizsgiljuk a normalis eloszldssal valo kozelités ese-
tét.

4. KOZELITES NORMALIS ELOSZLASSAL

Jeldlje ¢(x) a standard normalis eloszlas siirliségfiiggvényét, ¢(x) az eloszlasfuggvényt,
¢€(x) a kiegészitd eloszlasfiiggvényt:

(4.1) ¢ (x) = xf-w(x)dx

El6sz6r kozoljik azokat a formuldkat, amelyeket az
@2  Fan= o=t
esetére kapunk,

@3  p'n=¢°=H
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@9 FO=ooZEy+ - w oo IH

@5 B0 =3[0 + - w]s ) — ot - we L

A normalis eloszléssal valo kozelités kiilonbozo vizsgalatai (3.6)-hoz hasonlo alaku egyenlét-
lenségek vizsgilatiara vezettek. Az ezzel kapcsolatos eredményeket egy segédtételben foglaljuk
Ossze. Kozvetlen alkalmazdséra itt nem Keril sor, ez tobbnyire rutinfeladat, megfogalmazésat
mégis hasznosnak gondoljuk.

Segédtétel. A

c Se(x)
4.6) P (x)= s

egyenlotlenség teljesiiléséhez elegendd, ha a jobboldal zérushoz tart, ha x — =, feltéve, hogy

@.7) x - v(x) + V' (x) < vi(x)
A bizonyitdashoz irjuk fel az 5
2 X
x s
ey 1 e -
(4.8) o )j e “k(x)dx S

egyenloséget, ahol k(x) egyenlore ismeretlen fiuggvény. Ha meg tudjuk mutatni, hogy
(4.9) k(x)<'1

akkor a (4.6) egyenloség helyes.
Differencidlva (4.8) mindkét oldalat az

(4.10) xv+ v = vk

egyenletet kapjuk. (4.7) alapjan itt k(x) kisebb egynél. A (4.10) alapjan bevezetett k(x)
fuggvénnyel (4.8) jobb és baloldaldnak derivdltjai egyenlok, tovabbd mindkét oldal zérushoz
tart, ha x — =, ezért (4.8) érvényes.

A segédtételt ezzel bebizonyitottuk.

Példaként megemlitjiik, hogy a (3.6) feltétel vizsgilatdhoz a segédtételt alkalmazhatjuk a

2
4.11) V(x)=w

fliggvénnyel.
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5. AZ ALAPEGYENLETEK DISZKUSSZIOJA

Nem nehéz beldtni, hogy K(r,Q) a végesben veszi fel minimumat. A jobb megérthetSség
kedvéért itt Gjra felirjuk azt a két egyenletet, amelybdl az optimélis r;,Q, szinteket kiszdmit-
juk.

. e=-2Ege)
2 @ =24+ 2P gy

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket

z= Q2
2NA
(5.3) el
_IC+p
k= =1C

Ezekkel egyenleteink a kovetkezéképpen mddosulnak:
(5.4) z= k*(@)’
(5.5) z=a+ 2kB

A két egyenlet altal definidlt z,(r) és z,(r) gorbék relativ elhelyezkedését fogjuk el6-
sz6r megvizsgadlni. Meggondolasainkat az 4bran kovethetjlik, ahol a szemléletesség kedvéért egy
linedris tagot adtunk mindkét fliggvényhez.

r* r



.
Vezessik be az r* szintet az

-

56)  Frn=1ez

egyenlet alapjan. Azt allitjuk, hogy

dzl

(5.7) —

= 7 ha r<r*

A forditott irinyu egyenlGtlenség érvényes, ha r> r* .

A bizonyitdshoz végezzik el a derivdlast. A lehetséges egyszertisitések utdn a
(5.8) k> 1
egyenldtlenséget kapjuk. Marmost r < r* miatt

P ic
59  B'=1-Fe0> 53

ezért (5.7) érvényes. Hasonléan okoskodunk r»> r* esetén is.

Most megmutatjuk, hogy az (5.4),(5.5) egyenletrendszer r, megolddsira teljesul az
(5.10) by <ire

egyenlGtlenség, feltéve, hogy K(r,Q) konvex.
Az Aallitast el6szor az a = 0 esetre igazoljuk. Ekkor az (5.4),(5.5) egyenletekbdl a

(5.11)  B(ry) - k= 2p(ry)
egyenletet kapjuk ro-Ta. Tegyiik fel, hogy ro > r*, ami (5.8)-hoz hasonléan
(5.12) ﬁ”(ro) k<1

alakban irhat6. Az el6bbi egyenletb6l k-t kifejezve a

(5.13) 28"-6 o
6'2

eredményt kapjuk. Ez azonban ellentétben all a koltségfiiggvény konvexitasival egyenértékii
(3.6) feltétellel. Marmost novekvé a esetén a z,(r) gorbe a z tengely irdnydban péarhuza-
mos eltoldssal mozdul el. Amennyiben kell§ elmozdulas esetén a z,(r) és z,(r) gOrbék r*-
t6l balra esé dgai megsziinnének egymast metszeni, gy volna olyan a érték, amely mellett a
két gorbe éppen érintené egymast. Ez azonban (5.7) alapjan nem lehetséges.
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6. ERZEKENYSEGI VIZSGALATOK

Vizsgaljuk meg végiil az optimélis r,,Q, értékek fliggését a modell bemend paraméterei-
t6l. Az 4brardl is leolvashatunk kvalitativ osszefliggéseket, de nem minden irdnyban. A bemend
paramétereket rogzitsilkk a mar (5.3)-ban definidlt a-ban és a megbizhatoséigi szintet jellemzd

__ b
(6.1) Y™ To & 3

tényezGben. A kordbbi k-val a kovetkezd kapcsolat 4ll fenn:

(6.2) el oy

Az (5.4),(5.5) egyenletek alapjan vizsgdljuk az r(a,y), @,(ay) fuggvényeket. E16szor a
v szerinti parcidlis derivdltakat adjuk meg:

oy  g2—p0—7)
63) = T—vFU=7-8)

9 [ S ’
6.4) @y B2 — BB

3y B0 -y —v=5"

Mindkét kifejezésr6l megmutathatd, hogy pozitivak, amennyiben K-ra a konvexitasi felté-
tel teljesul. Ez r esetén szemléletes is konnyen bizonyithato.

Kevésbé szemléletes @ -nak <y-ban val6 monotonitdsa és annak bizonyitdsa a segédtétel
egy nem éppen konnyl alkalmazasat igényli.

A teljesség kedvéért megadjuk az a szerinti derivaltakat is:

org (1—9)?
65) 54 ="IFA—3=F)
3¢, ] —n

Egészen konnyld megmutatni, hogy az elsé kifejezés negativ, a masodik pozitiv. Ez az az
eredmény, amelyet az abrardl is leolvashatunk.

Az optimdlis paraméterek érzékenységének birtokdban tovabbi karakterisztikdk érzékeny-
sége is kiértékelhetd. A kapott kifejezésekben szereplé fliggvények jol szdmithatok, ezért az e-
redmények a gyakorlat szimdara sem kozombdosek.
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Irodalom

G. Hadley — T. Whitin Analysis of inventory systems.
Prentice Hall, 1968.

Beérkezett: 1972, szept. 25.

Summary

DESCRIPTION OF A TRANSACTION REPORTING STOCHASTIC INVENTORY MODEL
AND ITS SENSITIVITY ANALYSIS

We describe the well-known (r,Q) model, which is introduced in the book of Hadley and
Whitin. We find a sufficient condition for the convexity of the cost functions. The optimal

values r,,Q, of the parameters r,Q are found by solving an algebraic equation of one variable.
We give estimations of ry>¢, and obtain formulas for the derivatives of ro»@o With respect

to the cost of placing an order and a certain security factor.

Pe3wme

ONUCAHUE CTOXACTUHECHOCO MOJENA C NOCTOAHHEM HABMIAEHMEM
YNPABNEHWA 3AMNACAMU U AHANM3 YYBCTBUTENBLHOCTH

Onvwem U3BECTHHN (r,Q) MOAgENb, HOTOPLHHW BBEAEBH B HHUCE
Xeann v Yantuu. Hakgem goctatodwoe ychosue ONA BbOYHIOCTH
dyHKUMKM cTOUMOCTH. ONTUManHoe 3HaAYEHUR ’0’00 napameTpos rQ
HaMOeHs peweHueMm anre6pav4ecKOro ypaBHEHHWA OAHOr0 NepemMeH=—
HOro. Hangem oueHku AanA ’0’00 U BuiBegeMm GOpMy/ibl NMPOMUM3BOAHBLIX
ro,()0 N0 CTOMMOCTHW TpaHCcnopTa M MO HEHOTOPLM daKTop@HHadew-—

HOCTH.
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KETSZERESEN FOKOZATOS KOZELITES

Balla Katalin

Véges szamu aritmetikai mivelettel nem el&éllithatd fliggvények gyoke az ismert iterdcios
modszerekkel csak elére jol nem becsulhetd képlethibaval és miiveletszammal szdmithato Ki.
Az alabbi tétel lehetSséget ad az egyenletek tetszGleges pontossiagi megolddsira, alkalmazésai-
ban pedig a miiveletszim becslésére.

Legyen M teljes metrikus tér, :A": operatorsorozat, amely az

N= |x€EM : p(x,a) < r,a,r rogzitett| zart gdbmbben kielégiti a kovetkezd feltétele-
ket:

1. Létezik N-ben olyan A operitor, hogy
p(4,x,Ax)<L" - C xeEN,0<L< 1

teljesiil (C-konstans).

2. Tetszbleges x, y € N-re
p(A4,x,A,y)< K+ p(x,y) 0<K<1

3. Az aeN pontban
p(A,a,0) < (1 =K)-r

K és L kozos az egész sorozatra.

Tétel. Az 1.-3. feltételek mellett az x,,, = A, x,  sorozat tetszBleges xOEN esetén

konvergens.

Ha a=lim x,, akkor a = Aa és N-ben ez az egyetlen fixpont.
n-=>e

Bizonyitis.
1/ 1. miatt az | A,| operatorsorozat egyenletesen konvergens: tetszGleges e > O-ra ha
n elég nagy, akkor

p(A"x,Ax)< ¢ minden x€E€N-te.
Ezért

p(Ax,Ay) < p(Ax,A, x)+ p(A,x,A, )+ p(4,y,Ay)< 2€ + K- p(x,y)
valamint

p(Aa,a) < p(Aa,A,a)+ p(A,aa)< e+ (1 —K)-r

=0 X N



B
Mivel € tetsz6legesen kicsinynek valaszthat6, igy A eleget tesz a
2*. (Ax,Ay)S K- (x,)
3. (Aaa<(1—-K)-r
egyenlGtlenségeknek N-ben. Igy A-ra alkalmazhat6 a kozismert kontrakcios tétel: az x = Ax
egyenletnek N-ben létezik egyetlen megoldésa. Jeloljiik a-val.
2/ Jelolie F, az A0A4, 0 0A0A, kompoziciot.
plax, )= p(Ae,F,x)) < p(Aa,A, a) + p(4,a,F,x )< L" - C+
+ K« pla,F, x5)=L" + C+K-plda,F, %5)%...<
S U"+ KD+ B2 IV 4, .4 BV LYo O+
+ K" - plAa,Ayx,)
Legyen M = max (L,K) d = max (C, p(a,Ayx)
Innen p(e,x,, )<+ 1) -M"-d

Mivel pedig M < 1, ez a kiilonbség tetszGlegesen kicsinnyé tehetd.

Megjegyzések.

a) Az 1. feltétel nem lényegesen erdsebb az egyenletes konvergencia feltételénél. Igaz ugyan-
is a kovetkez6: Ha az | A, | operdtorsorozat valamely D tartomanyban egyenletesen kon-
vergdl A-hoz, akkor 1étezik olyan részsorozata, amely kielégiti a p(A X AX)K LY - C
0<L<1 feltételt. ElegendS az ¢, = L" - C értékekhez tartozé 1A n} operatorsorozatot
kivélasztani.

b) A 2.-3. feltétel még egyenletes konvergencia esetén sem helyettesithetd a 2*. -3*. feltétellel.
Pontosabban: A 2*. 3*. feltételt kielégit6 A operdtorra nézve még nem feltétleniil igaz, hogy
a tetszbleges, hozza egyenletesen konvergild f A } operatorsorozatnak létezne olyan részso-
rozata, amely valamely K'-vel teljesitené 2. -3.-t.

Trivialis ellenpélda:

M =R - aszamegyenes a szokdsos metrikdval, N, = Ix: bk —11<r], r — tetszGleges
%—%x ha l——zin>x és l<x
oy (x) =141+ : ha P WO -
S BT > P
:2—x ha 1—2"+l<x<1
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fuggvénysorozat egyenletesen konvergil a ¢(x) = % - —éx fuggvényhez. Tetsz6leges K-val tel-
jesill 3. és 3*. a= I-ben. Tovabbi lp(x) —p(»)I< % lx -yl

Ugyanakkor a {\p"(x)} sorozat valamennyi eleme csupdn a |y, (x) —¢, (¥)I< Ix —y| egyen-
16tlenséget teljesiti, amely semmilyen r-nél nem élesithetS tovabb.

c) Nyilvanval6, hogy A, = A esetén az ismert fokozatos kozelitések médszeréhez jutunk.

Egyébként az iteracids eljards nem stacionarius.

Alkalmazdsok.

1. (Mint az el6bbi példdban) M = R a val6s szamegyenes, N=| x: |x —al< ri zart inter-
vallum |y (x)| megfelelé tulajdonsigu valos fliggvénysorozat.
Az \x,, =¢,(x,)]| sorozat hatirértéke x EN esetén az x = p(x) egyenlet gyoke.

2. A metrikus tér a komplex sik, N-zart korlap, |y, (x)] - komplex fiiggvénysorozat.

Summary
ON THE DOUBLE SUCCESSIVE APPROXIMATION

The convergence of the double’ successive iterative process is proved when the conditions
(1)43) are satisfied. The theorem can be applied for solving the equation x = Ax and it allows
us to estimate the error and the number of the operations.

Pe3wme

0 ABAKAH MOCANEAOBATENBHOM MNPUBIHUHEHKUKA

B cTaThbe JQOHKasLBaBTCRA CXOQMMOCTh "gaBawas” nocnejosa-
TENbHOCO MTEPAUMOHHOro npouyecca MNPy BHMNONHEHWH yCnoBu#
(1) -(3) . YhasuwBaeTcA, H4TO Teopema MOKeT MPUMEHATbLCA ANR
BUYUCNEHWMA HOPHA ypaBHEHHA X=AX C OUEHWMBM 4YMWCNOM OnNe-=

payuHi M 3ajaHHOW TOYHOCTbLH.

Beérkezett: 1972 nov. 9.
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MAGNETOTELLURIKUS IMPEDANCIATENZOR MEGHATAROZASA

dr. Ver6 Joézsef — dr. Varga Gyula

Az MTA Geodéziai és Geofizikai Intézetében kutatasok folynak a magnetotellurikus impe-
danciatenzor numerikus meghatdrozasira. A modszert, amely részben a szakirodalomban mar
meglévl eljarasok figyelembe vételével lett kidolgozva, az alibbiakban ismertetjiik, vdzlatosan,
csupan a feladatat és koncepcidjat fejtve ki.

Az eljards a kovetkez6 részekre bonthato:

1/ A kiilonbdzd frekvencidja jelek szétvalasztisa

2/ A tenzor meghatarozasara felhasznalhat6é informaciok kivalasztdsa

3/ Az impedancia-tenzor elemeinek kiszdmitdsa

4/ Az impedancia és a latszolagos fajlagos ellenallas értékeinek kiilonbozé irdnyokba valo
megadasa.

Ezeknek a lépéseknek a feladata réviden a kovetkezd:

1/ A terepen készult mégneses és tellirikus regisztritumokban nagyon nagy frekvenciatar-
tomanyban taldlhatok varidciok. Elvileg tobbezer HZ-t6] az évszazados viltozis 10 10 HZ ko-
ruli frekvencidji komponenséig diszkrét (pl. nap-napi és holdnapi hullam) és bizonyos sivra szét-
osztott energidju Osszetevok egyarint el6fordulnak. A regisztritumon azonban az észlelési id6
és a digitalizalasi koz dltal megszabott hatarok kozott ennek a tartomanynak csak egy kisebb
része értékesithets. Az értékesithetd tartomdny maximalisan a digitalizalas kétszeres hosszdnak
megfelelé Nyqvist-periodustdl a regisztratum hosszanak megfelelé periodusig tart, gyakorlatilag
azonban ennél csak kisebb tartomdnyt tudunk hasznositani. Az egyes periodusok szétvalaszta-
sit a jelen esetben szlir6k segitségével végezziik el. Az eljards programja a megadott periodusha-
tarok kozott elkésziti a szlir6t, majd a megadott adatsorral elvégzi a szilirés miveletét is.

2/ A gyakorlati tapasztalatok azt mutatjak, hogy altaliban nem minden id6szak hasznal-
hato fel az impedanciatenzor meghatdrozasara. FeltehetSleg a mikropulzaciok (vagy més varia-
ciok) forrasinak helyzetétdl fliggben bizonyos idGszakokban az impedanciatenzor dltal megsza-
bott Osszefliggés a magneses és az elektromos komponensek kozott elveszti szigori érvényét
[1]. Ezen kiviil esetleg id6szakosan fellép6 kobordramok, a digitalizalas hibdi vagy egyszerlien
bizonyos periodusok idénkénti hidnya is okozhatja azt, hogy a korrelacié6 mértéke csokken. Az
ilyen szakaszokat a feldolgozasbol ki kell zarni.

3/ Az impedanciatenzor elemeinek kiszdmitdsira a legszemléletesebb képleteket Swift [2]
adta meg, de hasonlo képletek mas szerz6knél is megtaldlhatok. A képletek a tenzor elemeit az
egyes komponensek atlagamplitidoja és a kozottiik 1évé koherencia segitségével fejezik ki.
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Az impedanciatenzor elemeit a magneses és elektromos komponensek 2-2, dsszesen tehat
4 kiilonboz6 varidciojaban lehet kiszamitani; ezek kozil a kdzvetlenul és az admittanciatenzor
elemeibdl kiszdmitott tenzorelemek a legstabilisabbak. (A legkevésbé érzékenyek a véletlen hibak-
ra.) Azonban ezek sem adjik a helyes értéket, hanem a kiegyenlit6 szamitis nyelvén kifejezve
pl. az impedanciatenzor elemeinek kozvetlen kiszamitdsakor csak a H komponens értékeit lat-
jak el javitassal. Ez arra vezet, hogy a meghatdrozott Z tenzorelemek a helyes értéknél Kiseb-
bek lesznek. Szigort eljaras csak az volna, ha az E komponens értékeit is ellitnank javitdssal.
Tekintettel arra, hogy ez a modszer sokkal bonyolultabb, ettsl eltekintettiink, viszont helyette
ugyanezzel a médszerrel meghatiaroztuk az A admittanciatenzor elemeit is, vagyis ekkor csak
az E komponenseket latjuk el javitdssal:

H=A-E

A Z tenzor elemeihez hasonléan az A tenzor elemei is kisebb abszolut értékiiek a helyes
értéknél. Ez a megfelelé6 matematikai Osszefliggésekbdl ldthaté be. Ennek kovetkeztében az

A - Z szorzat nem lesz egyenlS az egységtenzorral. Itericiés titon a helyes nagysag elérése, illet-
ve a szisztematikus hiba elkeriilése céljabol az A4 ¢és a Z tenzort ugy véltoztatjuk, hogy szor-
zatuk az egységtenzort megkozelitse. Ez a kdvetkezdképpen torténhetik:

Tekintsiik az

1 .1
A. =4 Ai*l—i(Ai—'-Zi )‘
(i=1,2,...)
1 wof
=Z Z —2-(Z'.+Ai )I

itl

matrixsorozatpart. Legyen A, - Z, = E + A;, ahola A, az egységmatrixtdl vald eltérés mat-
rixa. Marmost, ha a A; matrix normaja 1-nél kisebb (amit feltételeziink), akkor

1 =
+ Z =E+ 3. (E+A)?

Ai+1 i 4

Ebben az esetben tehat

4y * Zisy — Ell

2
14, - Z, — E|l

C (C+#0)

vagyis A, —— A"
és Z, —— Z* amelyekre 4" - Z*=E .

A konvergencia masodrendii. Ez az eljards az eddig ismertek koziil egyike a leghatékonyabbak-
nak a zajok kikiiszobolésére.
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Ez a kozelités azt jelenti, hogy a zajokat teljesen inkoherensnek tekintjiik, s ennek megfe-
lelden kiiszoboljik ki. Koherens zajok szamitdsos kikuiszobolésére ez az ut nem alkalmas.

Az elmondottakkal kapcsolatban azt jegyezziik meg, hogy az els6ként emlitett kozelités
korilbeliil a megszabott koherenciahatar négyzetének megfelelden csokkenti a tenzorelemeket,
pl. az altalunk gyakorlati tapasztalatok alapjan gyakran alkalmazott 0,95-6s koherenciahatér e-
setében a féimpedancidkban kb. ( 1-0,952). 100 % ~ 10 %-os csdkkenések adédnak maximéli-
san; a mellékimpedanciaelemek valtozdsainak abszolut értéke is legfeljebb ekkora.

4/ Az impedanciatenzor kiilonb6z6 iranyokban vett értékeit a Berdicsevszkij [3] altal ko-

zolt képletekkel szamoltuk, a f6impedancia értékeibsl pedig meghatiroztuk a latszélagos ellen-
allast is.

Az eljaras programja az MTA CDC 3300-as gépére készult ALGOL-ban. A regisztratumok
digitalizatoron kapott papirszalagjait a PTCONVRT FORTRAN szubrutin segitségével olvastuk
be a gépbe és alakitottuk at, hogy azokat az ALGOL program felhasznédlhassa.
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Summary

NUMERICAL EVALUATION OF THE MAGNETOTELLURIC IMPEDANCE TENSOR

The paper describes a numerical procedure to determine from magnetic and telluric registrations,
got on the field, the magnetotelluric impedance tensor. Further, from the principal impedance
values the programme calculates the virtual specific resistance too.

P e 3wmme

OnpegeneHve MarHUTOTENNYDHUMEeCHOro TeH30pa HMMOeAaHU WU,

CTtaTbA gaeT OMUCAaHWe BLYMCAMTENLHOrO MeToga, C MOMOWbLK KO-
TOPOro Ha OCHOBAHWW MAarHUTOTENNYPHUYBCHHUX H3IMEPEHHH, MNPOU3~
BEOBHHbBX Ha OTHPLITOM MEcTe, ONpedgefNAeTCA MarHUTOTennypu-
YEeCHWW TEeH30Pp HUMNEedaHUuWHW, a8 TAaHHMEe, MCXOAA M3 3HAYEHHH
rNasHLIX WMMNEefaHuWW, ONpejenNAeTCA HawWyuweecA cneydpHyYecHoe

conpoTuBnNeHHE .



MTA Szdmitdstechnikai és Automatizdldsi Kutaté Intézete, Kozlemények 10.

A FOLYTONOS IDEJU MASODRENDU AUTOREGRESSZIOS FOLYAMAT
PARAMETERBECSLESEROL

Gy. Németh Teréz

A természet véletlen folymatai altalaban folytonos id6ben jatszédnak le, de megfigyelése-
ket csak diszkrét idépontokban tehetiink.

A megfigyelések statisztikai kiértékelésekor, pl. a folyamat paramétereinek becslésekor gyak-
ran mar magét a véletlen folyamatot is diszkrét idoben lejatszodoként kezelik. Ha a megfigyelé-
sek elvben tetszGlegesen siirithetSk, természetesebb az a megkozelités, amelynek sordn a folya-
matot folytonos idejlinek tekintjuk. Jelen dolgozatban példit adunk ennek az elvnek a kovet-
kezetes megvaldsitdsira. Szimulaciés modszerrel tiblazatokat szerkesztiink a folytonos masod-
rend{i autoregresszios folyamat paraméterei becslésének eloszlasara.

A dolgozat végén az igy nyert eredményeket alkalmazzuk a napfolttevékenység periédusa-
nak becslésére.

Tegylk fel, hogy a £(#) folytonosan differencidlhaté realizacioju stacionarius folyamat a
0< r< 1 intervallumban eleget tesz a

(1 dg'(0) + (a, §'() + ay(0)dt = dw(1)

masodrendi sztochasztikus differencidlegyenletnek, ahol a, > 0, 4a0 > af valos szamok,

w(t) pedig a standard Wiener-folyamat. (A sztochasztikus differencidlegyenlet matematikailag
korrekt értelmezését lasd [4]-ben.)

Az (1.) masodrendii egyenlet a szokdsos médon

ED=80D, E0)=EQO
helyettesitéssel atirhat6 elsérendli egyenletrendszerré:
dg, (1) —§,(ndt=0
(2)
dt, (1) + (a,&,(1) + ay &, (0)dt = dw(1)
Az attekinthetdség kedvéért irjuk (2.)-t vektoralakba:
(2a) di(1) — Ag(1)dt = dw(1)

ahol
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kovariancia matrixu elfajult kétdimenziés Wiener-folyamat.

Az a,, a, egyutthatokra tett feltevés azt jelenti, hogy az A matrix-nak sajatértékei ne-
gativ valosrészii komplex szamok:

I a
: 1 A |
ktlw=—2't»—4——a0

Ismeretes, hogy a (2.) egyenletnek elegettevd, folytonos idejii kétdimenzios vektor folya-
mat staciondrius Gauss-Markov folyamat B() = e?/!!B(0) kovariancia matrixszal, ahol B(0)
az

3) A« B(0) + B(0)A* = — B,
Osszefliggésbsl hatarozhaté meg. A szamitdsokat elvégezve nyerjik, hogy

il w Cos wt — Asin wlt| sin w|#| _—Tl__z_. 0
(4) B(t) = ew 4NN + w?)

= ()\2 + wz)sin wlt| w Cos wt + Asin wl?| 0 —41—)\

A (4.) Osszefliggésbol leolvashaté az w és A szemléletes jelentése: az (1.) egyenletnek eleget-
tevé £(f) folyamat kovariancia fiiggvénye egy w peridodusu, A csillapodasi egytitthatoju csil-
lapitott rezgémozgast ir le.

A (El(t), Ez(t)) 0<t< 1 kétdimenzios folyamat a 51(0) =0, EZ(O) = 0 feltétel mel-
lett a Kolmogorov-féle alaptétel értelmében valamilyen X mérhets téren egy P ', valosziniisé-
gi mértéket generdl. Minthogy a kezdeti feltételek és a E'l(t) = §,(7) Osszefuggés alapjan £,(7) -

egyértelmiien meghatdrozza £, (7)-t, X mérhetd teret valaszthatjuk a [0,1] intervallumon
folytonos, x,(0)= 0 feltételnek elegettevs filiggvények terének.

J.L. Doob (lasd [5]) bebizonyitotta, hogy P, abszolut folytonos ugyanezen az X téren
értelmezett P, standard Wiener mértékre nézve.

dP
A WA Radon-Nikodym derivélt ismeretében az a,, @, — vagy ami ugyanaz A,w -—
w

paraméterek becslése torténhet a maximume-likelihood modszer segitségével.

Konkrét szdmitasokra is alkalmazhat6, pontos formuldk taldlhatok Arat6 [2] dolgozataban.
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Ezek alapjan

dP a? | a? - 2a, ! a a
it RPN (. I [ TYNE Nl s [ (¥ 2L C 201y — x20) —
(5) P, = | ofxl(t)dt 5 Ofxz(t)dt+ 5 ——5-(¥3(1) - x3(0)

a,a
— aya, (x3(1) = x2(0) - —5— (x, (1) — x,(0)) — gy (x, (1)x, (1) —xl(O)xz(O))]l

Innen az d,,a, becslésekre egyetlen realizécio alapjin a kovetkezd kozelit6 formuldk adédnak:

1
" 2 1
ay = '[xz(t)d’/fxf(t)dt

0
0
(6) of 4
a = /.’.fxg(t)dt
0

-1
Az Gy 30

becslések aszimptotikus kovarianciaja T ha [0,T]-ben van a megfigye-

1
gyelés és T — oo (lasd Arato [2]).

— 4N(A2 + w?)
Esetiinkben B~'(0) =
0

A gyakorlatban az x(¢) realizaciot csak véges sok idépontban ismerjiik ezért a (6.) képletben
szerepl$ integralokat integrialkozelité osszegekkel helyettesitjuk.

Tegyiik fel, hogy a &(¢) folyamat értékeita ¢, = k6 (k=0,1,... ,N 1) id6pontok-
ban ismerjik. Minthogy a (2.) egyenletnek elegettevé folytonos ideji kétdimenziés £(7) vek-
torfolyamat staciondrius Gauss-Markov folyamat B(f) = Al |B(O) kovariancia matrix-szal (lasd
(4.)),a £(k8) diszkrét idejli folyamat is staciondrius Gauss-Markov folyamat B(ké) = e’”‘sB(O)
kovariancia matrixszal és megolddsa a

(7) £(n8) = eA%((n — 1)8) + €(nd)

differencia egyenletnek, ahol €(n8) fiiggetlen normalis eloszldsi valosziniiségi vektorvaltozo
sorozat O varhatoértékkel, B, kovariancia matrixszal.

Bea

(8) B(0) = e4®B(0)e"® + B,

egyenletbdl hatarozhaté meg.

Korabban diszkrét id6pontokban végzett megfigyelések esetében a £(f) folyamat A és
w paramétereit ugy becsiilték, hogy a folyamat £, (nd) komponensét masodrendii autoreg-
ressziés folyamatnak tekintették. (A £,(nd) altaliban nem figyelheté meg.)
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Tehat feltételezték, hogy £, (nd) kielégiti a
9 £,(nd) — b &, ((n— 1)8) — by, ((n — 2)8) = be(n)

masodrendli sztochasztikus differenciaegyenletet. ( e(n) fliggetlen, standard normalis eloszlasu
valosziniiségi viltozé sorozat.) A N\ és w paraméterek

(10)  z22-byz—b, =0
karakterisztikus egyenlet gyokeibdl nyerhetdk:

A = Relogz
w=Imlogz

£,((n—1)8) — ¢ ((n—2)8) 5
A (9.) egyenlet £,((n — 1)8) = 5 és by=1-a,d+a,6" ,

b, =a,6 — 2 helyettesitésekkel a
£(n8) = BE((n — 1)8) + 8€(nd)

elsérendii differenciaegyenletbe megy at, ahol

1 8
B=
—a, ) 1 —ad
G B
és €(n) kovariancia matrixii normalis eloszlasu fliggetlen valoszin(iségi vektorval-
0 1

toz6 folyamat.
Mint tudjuk a valésdgban a B matrix eAd alaku, itt pedig csak ennek elsé kozelitése,

0 O
alaku, tehat a El(mS) folyamat nem tekintheté ma-

I+ A8 szerepel, és B, sem

0 &2
sodrendl autoregresszios folyamatnak — emellett, ha z gyoke (10.) karakterisztikus egyenlet-
nek, logz csak kozelitGleg sajatértéke az A — matrixnak.

Figyelembe véve, hogy a Radon-Nikodym derivaltban szereplé d,,a, statisztikdk csak
kozelitleg szamithatdk ki, a teljesen korrekt eljaras az lenne, hogy a £(nd) folyamatot eleve
eAd egyutthatomatrixu elsérendli diszkrét autoregresszios folyamatként kezelnénk, és az altala
definidlt végesdimenzids valdszinliségi eloszliasra alkalmaznink a maximum-likelihood modszert.
Ez azonban a gyakorlatban legtobbszor nem kivitelezhet5, mert nem ismerjik a folyamat
£,(nd) komponensét.
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A tapasztalat azt mutatja, hogy az igy nyert (bonyolultabb képletekkel megadott) becslé-
sek nem is jobbak a fentieknél.

Az MTA CDC 3300 gépén szimuldciés modszer segitségével a 5\,(2: becslések eloszlasaira
tablazatok késziiltek. A szimuldciés modell megvéilasztisinal a kovetkezs elveket vettiik figye-
lembe. (Nyilvanval6, hogy akar a valodi, akar a szimuldlt folyamat realizacioit dolgozzuk fel, a
realizdcionak csak véges sok #; (i=1,...,N) id6pontban felvett értékeit vehetjik figyelembe.)

Az A, B(0), B, matrixok ismeretében a szimuldci6 menete a kovetkezs: véletlenszam-
generator segitségével a (7.) osszefiiggés alapjan staciondrius inditdssal rekurzive elGéllitjuk az
x(kd) realizaciot k= 1,2,...,N. A stacionarius inditast egy B(0) kovarianciamatrixa, O-var-
hat6 értékii normalis eloszlasi x(0) véletlen vektor generdldsaval biztositjuk.

A gyakorlatban el6fordulhat, hogy a §(7) vektorvaltozonak csak az els6 komponense fi-
gyelheté meg és ilyenkor a becslés sordn a folyamat masodik komponensét az

x, (i + 1)8) — x, (i8)
5

x‘z'(i8) =

differenciahdnyadossal helyettesitjiik. Sziikségiink lehet az ilymédon nyert becslések eloszldsai-
ra is. Ezért az x (k&) realizacidval parhuzamosan generdlunk egy x*(k§) sorozatot is, ahol

x‘l'(kG) =X, (kb)

x, ((k + 1)8) — x, (k8)
5

x3(k8) =

Az x (k&) ill. x*(k8) realizacidk alapjan (6.)- dsszefiiggésbdl szamitottuk az &O,él ,ag,dy
becsléseket, illetve a nekik mehfelel X,J),A*,G)* becsléseket, ahol

Minden rogzitett A,w paraméterparra kiszamitottuk a becslések

-

Ay G AT, 0F (i=1,...,100)

sorozatat és meghataroztuk empirikus eloszldsaikat. A 5\, A" eloszldsanak 1, 5, 10, 90, 95 és
99% kvantiliseire az 1. tdblazatot allitottuk 6ssze. A tdblizatban megadtuk az empirikus elosz-
lasok atlagait és szOrasait is. Az egy realizacidhoz tartozé beosztisok szama 50-t61 1000-ig val-
tozott (lasd a megjegyzéseket).

Meghataroztuk az

1 1
(1) w,=(@— w)[x2(dt+ [x()dn'?
0 0
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standardizélt becslések eloszlisainak varhato értékét, szorasat, ferdeségét, lapultsiagat is:

A w Mw, Dw,, Ferdeség Lapultsig
0.1 10 0.08 0.95 1.1 4.1

0.1 5 0.29 1.3 0.19 2.37
0.5 10 0.16 0.65 0.34 2.4

2 30 0.017 0.54 0.38 3.2

1 100 —0.097 1.17 0.016 2.899
40 100 0.06 0.6 3.4 2:11

A napfoltttevékenység kozel 2 évszazados (N = 174 év) adatai (1. Anderson [1]) alapjan kisza-
mitottuk a A,w paraméterek becsléseit. Itt az (1.) egyenletben szereplé w(z) Wiener folya-
mat lokélis szordsa nem 1, hanem valamilyen ismeretlen ¢ paraméter. A o becslése egyetlen
realizacio alapjan a kovetkezd Osszefiiggésbdl szamithatd Ki:

N

: ldE'(ti)lz — g2
i=1
Megfelel6 normalasok elvégzése utan a kovetkezd becslések adodtak:

A= —44.7 w= 97,59 T= ZZ’N Osszefliggés alapjan a r periodushossz-

ra pedig 11.3 év.
A A becsléshez szerkesztett konfidenciaintervallumok Araté M [3] tdblazata alapjan:

Aoy = 555 X5 =590 Kogg= 65.10

A =310 N =080 Agq =21.5

0.1 0

0.01

az w becsléshez szerkesztett konfidenciaintervallumok pedig, feltételezve w , normalitdsit

wgg = 115.89 Wy os = 121.0 wgq99 = 130.9
Wy = 79.29 Wgps = 42 Wy = 643
Megjegyzés.

1. Rogzitett A\,w paraméterpir esetén a & lépéskozt valasszuk meg ugy, hogy & < w™!
legyen.

2. A %)* 1 eset alig kiillonboztethetd meg az elsérendl sztochasztikus differencidlegyenlet-

nek elegettevé folyamat esetétdl.
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3. Ismeretes (1d. A. Novikov [5]), hogy a kétdimenzi6és (komplex) staciondrius Gauss-Markov
folyamat esetében a megfelel6en standardizdlt « becslés aszimptotikusan normélis elosz-
lasu. Az empirikus eloszlas ferdeségére és lapultsigira nyert j6 értékek azt a hipotézist lat-
szanak aldtimasztani, hogy a mi esetiinkben is w (11.) szerint standardizélt becslése aszimp-
totikusan normalis eloszlasu.

4. A \ becslés eloszlasdnak viselkedése szintén feltiinG hasonlésigot mutat a kétdimenzios
(komplex) stacionarius Gauss-Markov folyamat megfelel6 paramétere becslésének eloszla-
sdval, melyre Aratéo M. (1d. [3]) kozolt tablazatot.

Befejezésil a szerzé koszonetet mond Aratdé Matyasnak a probléma folvetéséért, Tusnady
Gabornak és Kramli Andrasnak értékes tandcsaiért és segitségéért.
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1. Tablazat

100 minta alapjn szdmitott empirikus atlagok, szérdsok a A, A*, &, &* becslések esetén
(» -os becslésekre a 2. sor adatai haszndlhatok adott w,\ esetén). 5\,5\' kvantilisei.

-A W -MA Mw DA Dw 1% 5% 10% 90% 95% 99 %
0.23 Dl 0.36 0.88 2.2 0.68 0.51 0.043 0.037 0.03
5 0.23 5.1 0.37 0.87 2.1 0.70 0.51 0.043 0.037 0.031
025 103 0.36 091 1.8 0.93 0.57 0.043 0.035 0.027
- 10 0.25 10.2 0.37 0.88 1.9 0.96 0.58 0.043 0.035 0.027
- 0.2 30.09 0.26 0.83 1.7 0.69 0.53 0.047 0.0381 0.026
30 0.21 29.8 0.27 0.84 1.7 0.72 0.55 0.048 0.0387 0.026
0.281 50.2 0.45 092 264 1.28 0.84 0.044 0.032 0.029
50 0.318 47.5 0.52 263 299 150 0.96 0.050 0.036 0.032
0.67 3.l 0.95 1.2 4.9 2.8 2.0 0.21 0.16 0.13
S 0.88 5.1 0.97 1.2 S:1 2.8 2.1 0.21 0.16 0.13
0.96 10.27 1.0 1.25 3.8 34 2.6 0.19 0.17 0.12
10 0.99 10.14 1.1 1.19 4.2 34 2.7 0.2 0.1.7 0.12
U 1.05 30.2 1.26 1.29 B.7 3.17 230 027 0.22 0.17
30 1.09 29.8 1,35 1.32 7.1 3.27 245 0.28 0.23 0.18
093 50.14 1.20 1.18 74 29 1.7 0.23 0.19 0.17
50 0.98 49.16 1.31 1.43 8.2 3.2 1.8 0.24 0.207 0.17
Lt 9.9 1.5 1.3 6.9 4.4 3.2 0.54 042 0.30
10 { W 9.8 1.5 1.3 73 4.6 34 0.56 042 0.31
1.65 30.3 1.57 1.53: 7.1 547 3.57 050 0.38 0.24
1 30 1.69 30.03 1.63 148 7.3 .92 3.7 051 039 0.25
1.48 50.00 1.19 1.76 6.6 325 264 056 042 0.307
50 1.56 48.9 1.31 1.90 7.09 3.55 2.74 0.59 0.43 0.318
1.7 100.1 1.6 35 112 4.4 3.1 0.54 044 0.3
100 2.5 82.4 2.6 18.2 16.1 6.6 4.7 0.79 0.61 0.43
2.9 10.0 1.9 1.9 9.2 6.7 5.8 12 0.94 0.76
10 2.9 10.0 1.9 1.9 9.4 6.5 9.7 1.2 0.94 0.77
2.62 30.04 1.58 1.93 83 535 448 1.14 1.07 0.92
2 30 2.66  29.84 1.65 1.93 8.8 5.50 465 1.15 1.07 0.93
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2.67 49.8 173 2.09 8.5 5.8 5.01 1.05 0.85 0.71

50 2.75 49.1 1.83 2.18 8.9 598 5.2 1.06 0.86 0.73
6.07 29.6 2.79 266 19.2 1048 93 339 28 2.3
30 6.1 294 2.9 2.7 20. 10.8 9.5 3.4 2.9 2.4
5: 5.88 50.29 2.84 261 1445 12.16 9.85 3.29 251 2.1
50 6.0 49.78 2.98 2.56 1499 12.67 1C.2 3.30 2.54 2.1
5.8 100.2 2.7 58 14.1 122 9.4 3.0 2.6 1.9
100 9.0 80.1 5.8 203 25.2 18.1 143 4.4 3.8 2.9
10.85 100.6 3.1 42 19. 16. 15. 7.0 6.6 4.8
10. 100 11.9 96. 3.9 54 21. 18. J . Bl 7.2 53
159 993 4.4 48 28.1 25.1 21.8 109 10.0 9.3
15. 100 16.7 96.8 5.0 57 309 259 23.1 113 104 9.6
20.7 100.2 4.3 4.5 30. 283 264 147 138 129
20. 100 21.2 98.7 4.6 46 31. 30.5 292 274 14.1 13.3
41.22 100.6 6.31 7.87 59.35 52.63 48.53 33.65 32.07 30.52
40. 100 42.82 97.68 7.18 83 62.25 55.55 51.08 34.81 3294 31.08
-50.91 100.7 6.56 9.05 70.33 60.36 58.97 42.70 3931 38.66
50. 100 —53.29 96.55 7.82 9.97 7442 64.53 6249 44.44 40.69 39.63
Beérkezett: 1973. dprilis 5.
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Summary

ON ESTIMATES OF PARAMETERS OF THE SECOND ORDER AUTOREGRESSIVE
PROCESS WITH CONTINUOUS TIME

In the present paper tables are given for empirical distributions of estimates of the damping
parameter 3\ and of the period (:J of the process in question by the Monte Carlo method.

Estimates are based on the maximum likelihood principle referring to the process with
continuous time, and statistics in them are computed by approximative formulas from discrete
observations.

Inferences:
1/ The behavior of the distribution of estimate A is similar to the behavior of the distribution
of the estimate of the corresponding parameter of two-dimensional stationary Gaussian-Markovian
process.

2/ Standardization (by Arat6-Novikov) of the estimate ¢ is distributed approximately nor-
mally.

P e awmme

06 OUEHHE MAPAMETPOB MPOUECCA ABTOPEMPECCHOHHOIO
TUNA BTOPOro NOPAAHA C HENPEPHBHLM BPEMEHEM

B HacToAwen paboTe pgawTcA Tabauyw ANA SMMNUPHYECKHX pac-
npefefeHWi OUEHOK napameTpa 3aTtyxaHua (A) v nepuoga (B) me-
Togom MoHTe-Hapno.

OueHKH onNpefenfAwTCA Mo npngnﬂy Haubonbwero npasjono-
no6ue Ana Npoyecca C HENpPEepbiBHLM BPEeMEHEeM, 8 CTaTUMCTHHH,
BXOAAUMKE B HWX, BBHYWUCAAKTCA MNPUONHHMEHHBIMW GOpMynamu no

OHUCHKPETHBM HabNWOEHWAM.

BuiBOoab :
A
1. NoeeaneHne pacnpegeneHUA OUEBHKH A CXOAHO C NOBEABHHEM
pacnpefefeHUA OUEBHKWM COOTBETCTBEBHHOrO napameTpa [ABYy-~

MEPDHOro CcTayuyMOHapHOro rayccoBCKOro MapHOBCHOro npouyecca.



2. CrtaHpapTtuszauymsa /no ApaTo-HOBMKOBY/ OLEHKU pacnpefesieHa

NPMGNN3NTENbHO MO HOPMaNbHOMY 3aKOHY.






MTA Szémitdstechnikai és Automatizdldsi Kutaté Intézete, Kdzlemények 10.

GAUSS FOLYAMATOK EGY STATISZTIKAI PROBLEMAJAROL

Pham Ngoc Phuc

1. BEVEZETES

Vizsgaljuk az
(1) x()=§j)+06 I= 12500040
folyamatot, ahol a §(1), ..., §(n) valoszinlségi valtozok (altaliban nem filiggetlenek) eleget

tesznek az EE(j)= 0, E*(j)< = feltételeknek.
Legyen a © paraméter (QeR!) legjobb linearis torzitatlan becslése az

n n
I = 2 %) ( lc," = l) statisztika.
<1

Felmertl a kérdés, hogy az i becslés megengedhetGsége a  © torzitatlan becslései oszta-
lyaban jellemz6-e Gauss-folyamatokra?
A .M. Kagan, Ju.V. Linnik, C.R. Rao a [2] konyvben vizsgiljdk ezt a problémait abban az e-

setben, amikor £(j) elsérendii autoregresszios folyamat.

Az eredmény a kovetkezd (lasd [2], 341.0.):

Tétel. Legyenek az x(1),...,x(n), n= 3 meygfigyvelések (1) alakuak, és £(j) a
kovetkezd elsOrendit autoregresszios folyamat:

(2) gCl)= e(l) '
£G)= NG — D+ €()) I=20005M,

ahol az €(1),..., e(n) valdsziniségi vdltozok fuggetlenek, Fj(x) eloszlassal (az F j(x) elosz-

ldsok nem sziikségképpen azonosak), Ee€(j)= 0, Eel(j)= o,z, 0< 012< oo,
n

Ha N+ 1, akkoraz I = Zc;’x(j ) becslés megengedhetiosége a © torzitatlan becsléseiosz td-
j=1

lydban jellemzo tulajdonsdga az €(l), . .., e(n) Gauss-féle valdsziniiségi vdltozdknak, egyben az

x(j) Gauss-folyamatnak.

A kovetkezOkben a §(j) p-edrendl autoregresszios folyamat esetén vizsgdljuk a problémat.
Megmutatjuk, hogy bizonyos egyszer(i feltételek mellett az elsérend(i autoregresszidés séméra vo-
natkozé eredmény éltaldnosithato.

A probléma felvetése Araté6 Matydstol ered. Munkdm sorédn segitséget kaptam a Szamitas-
technikai és Automatizalasi Kutat6 Intézet Valészin(iségszamitasi és statisztikai osztdlya munka-
tarsait6l. Ezaton fejezem ki koszénetemet nekik.
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2. Legyen (¢) staciondrius folyamat, és elégitse ki a

3) $(t)+al£(t—1)+...+ap£(t—p)=e(t)

sztochasztikus differencidlegyenletet, ahol e(#) (Ee(t)=0, E ez(t) = og) azonos eloszlasu
fliggetlen sorozat, melyre e(f) fliggetlen £(r — 1), (¢t — 2), ..., -t6l is.

Feltessziik, hogy x(#) Gauss-folyamat. n=> 2p + | esetén x(1),..., x(n) egyiittes sii-
riiségfiiggvényét a kovetkezGképpen hatarozhatjuk meg.

Figyelembe véve, hogy a (1), ..., &(p) valtozok fiiggetlenek az e(p + 1), ... 5 €(m)
valtozéktol, kapjuk, hogy
NN W W (2m)~"R |Rp|—1’2og‘"—l’) .

4) Pey, ..., £p), @), .. ., €n)

g 1 ST . X
exp| — 2(_QpRp Qp+ ng_;,lz,)

ahol Rp jelolia &(1), ..., &) valtozék kovarianciamatrixat, R;l ennek inverze,
u
|

Felhasznilva a

£(1)=§1)
3) &(p)= &(p)
tEp+1)+a&(p)+ ...+ap£(l)= e(p+ 1)

t+ g dn— D+, t apf(n—p)= e(n)

leképezést, melynek determindnsa 1, (4)-bsl belathatod, hogy

= —nl2p -2, ~-p) ayn) 1 -1
(6) Pry,.....sm#1s - -5 ) = QWTTAR, M0 P expy 2[L_/,,R,, Uy +
+1— S"’(u+au. + +au )2I
oezi=;—*ll i gt i RIS p i-p ]
Innen x(1),..., x(n) egylittes siirliségfliggvénye a kdvetkezs:
-0) = -nl2;p -112 ~(n- & =
@) Pacty, ... xo 1 - o5 %,30)= Q@) R |17 " Pexp — 2{0_(,, -8R (X, —8)+
+1— 5n’(x—®)+a(x -0)+ +a (x - 0)|?
o2 ptil 1 1\i-1 AL ™ T

€



=T s
ahol

X, -0
*
XP—Q—(XI—9|~--»xp_e)’ (XP_Q) .
X, -0
Ismeretes (lasd [1]), hogy (a5 = 1)
a? a,a a,a a.a
0 0% 09 - - -@ga, _
W i &
aya, ag + aj aya, +a,a, ...a,a, ,+a,a,
e e T
(8) Rp = | %4, aya, +a,a, az+ai+aj...
0
€
a.a a,a +a,a a’+a%+ + a?
0% -1 0% -2 1% 1 0 1 p -1
Innen

()_’p - (:))R;‘(z_\_’p -0y = a(zj(xl - 9)2 + aoal(x1 = @Nxy = )+ s ¥ aya,  *

A,
o
© (x; — ©)x, — ©) + aya, (x, — O)x; — ©) + (@} + a})x, — ©)* +
+ ...+ (aOap_2 + alap_l)(x2 —9)(xp —O)+...+

+ilag ¥y ¥ oot ag Mo, = B

20 2 3 . 3
= ——02— x, (a5 + aja, + ...+a0ap_1)+x2(a0al +ag+ay+
€

+ s uaF G0 _2+a1ap_l)+...+xp(a0ap_l +aoap_2+

0"p
+a,ap_l+...+a(2)+af+...+a;_l) L PR A L
+ £,(0)
ahol f(x;,...,x,) é g, (0©) értelmezése leolvashato.
Ily médon,
9 X, ~ORIK. ~8)f = - =2 + + g (
%) X, -9R,; (X, -©) = Tlayx ) Fayx, .t ax )+ fi(x, .., x,) + 8,(0)

Oc



.

ahol
a, =a; + aya, + L

(10) a2=a0al+(a(2)+af)+...+(aoap_2+alap_l)
.................................... 22 2
@, = agd, + (aoap_2 +alap D+ +(ag + ay +. +ap_l)

Masrészt

(11) 2 |x,—0)+a,(x;_; —O)+...+a,(x;_
i=p+l

2
-(l+al+...+ap)]

n n
- Z(x'.+alx,._l+...+apx._ )2-—2(-3(l+al+...+a) Z(xi+ax. +

i=p+1 i-p P’ isp1 17i-1
2 2
+...+apx,._p)+€-) (n—p)(l+al+...+ap)
O
= —20(1 + a, + ...+ap)‘_:;§,ﬂ(x'.+alx,._l + ...+ apxi_p)+f2(xl,... » X, ) + 8,(0)

(9) és (11) behelyettesitésével x(1),..., x(n) (7) alatti egytittes slirliségfliggvényét a ko-
vetkezd alakban irhatjuk:

- e | -
(12) px(l)‘_“’x(n)(xl, (A sxnye)_’ F(x1’ R ,x”)G(@)eXp? lalxl + osie. .+ ap,.p +
€
n
N’
+ (1 + P T ap)i=?+1(xi+ &% g F -, F apx,._p)}

Tekintsik az

n

O
= T A L P ;
(13) I=@x; +...+ a,x, + (1 +dy * .. ap)iz;l(x, a,x;_, + apx,_p)

P n—p
= T > 2
ax, + a,X, +(1+a + + ap) = (ap + + ap_l+l)x/+ i=p—"Jl (1+

= R, £ Fiw s X
+a, a,)x; i="§+l(l +a, + an_l)xI]

linearis statisztikat.



e

Lithat6, hogy
I=27X; + 0%, +...+ A,
alaku, ahol
)\j=a,.+(l+al+...+ap)(ap_iﬂ+...+ap) ha j=1,...,p
(14) >\,=(1+al+...+a‘,,)2 ha p+1<j<n—p
)\i=(l+al+...+ap)(1+al+...+an_i) ha n—p+1<j<n.

(12)-bél nyilvanvalé, hogy az [ statisztika elégséges az x(1), ..., x(n) egylittes slirliség-
fuggvényeinek Osszességére nézve. Tovabba konnyli megmutatni, hogy az [ linedris statisztika
egyben teljes is.

n
Vizsgaljuk most az | = }{ C/pxi statisztikét.
i:

Mivel | a legjobb lineéris torzitatlan becslése ©-nak, és a vizsgdland6 esetben létezik az [ e-
légséges statisztika, akkor ] sziikségképpen csak [-tGl fligg, masszoval I figgvénye I-nek.

Valojaban, ellenkezd esetben I nem volna fiiggvénye [-nek. Vizsgaljuk a g(/) = Ed D
figgvényt. Minthogy x,,..., x, Gauss-eloszlastiak, ennélfogva I és [ szintén Gauss-elosz-

lasu. Igy
g)=Ed|l)=al+p

alaku, azaz g(l/) linearis fliggvénye [-nek, ebbdl kovetkezik, hogy E(I | 1) linearis fiiggvénye

X y Xy -nek.

12"

A Blackwell-Kolmogorov-Rao-tétel szerint E(i {/) torzitatlan becslése ©-nak (igy E(i [7)
lineéris torzitatlan becslése ©-nak), és

(15)  Eg(i— ) > Eg[E( ) - e)? minden OeR!-ra.

A feltevés szerint [ legjobb lineéris torzitatlan becslése ©-nak, ezért a (15) relaciéban sziikség-
képpen teljesiil az egyenlség:

(16)  E (I —©2=Eg[EdiD-©]°  minden @eR'-ra.
Ha visszaemléksziink a Blackwell-Kolmogorov-Rao-tétel bizonyitdsara (lasd pl. [3]), (16) akkor
és csak akkor teljesil, ha

I=Ed\0)=gl) m.m. P, OeR!,



— B =
ami ellentmond a feltevésiinknek, hogy I nem fugg [-t6l. Ezzel igazoltuk allitdsunkat.

Az | statisztika teljessége miatt | ©-nak egyetlen olyan torzitatlan becslése, amely fiigg-
vénye [-nek, igy / legjobb torzitatlan becslés ©-ra.

A fenti eredményeket Osszefoglalva a kovetkez6 4llitast kapjuk:

1. Tétel. Ha x(j) Gauss-folyamat és x(j) = £(j)+ © alaku, ahol §(j) staciondrius folya-
mat és kielégiti a (3) sztochasztikus differencidlegyenletet, akkor az

n

0

I—%clxj (n=z2p+1)
legjobb linedris torzitatlan becslés megengedheté — sot optimdlis — a © torzitatlan becsléseinek
osztalyaban.,

5
3. Tegylik most fel, hogy a © paraméter legjobb lineéris torzitatlan becslése i= _\1 cloxi
I=

megengedhet6 a © torzitatlan becslései osztalyaban.
Legyen y = (x, — X;,..., X, — X|)

Bevezetjik a
(17) 8=1-Eyily)
Pitman-féle becslést.

A §(f) els6rendli autoregresszios folyamat esetén teljesiilnek az alabbi 1. és 2. lemmdék
(lasd [2]), amelyek érvényben maradnak a §(f) p-edrendii autoregresszios folyamatra is.

1. Lemma. A © paraméter (17) becslése torzitatlan és
E,(6-©) < Eg (i -0),
az egyenloség minden ©e€R'-ra akkor és csak akkor dll fenn, ha
Ey(1y)=0.
Az 1. lemméabol kovetkezik, hogy az [ becslés akkor és csak akkor megengedhets a © torzi-
tatlan becslései osztilyaban ha
Eyiiy)=o.
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Legyenek

JAG)
A = Eexpite/, g(t)=m

n
- LN _ . S
Oty . )= Eexpti_zl tifl—Eoexpzi:{ 1x;

Wtys..ort,)=1log®(s,,...,1,)

ahol ¢,,...,t, valosszdmok, a g(r) figgvény a 7= 0 pont valamilyen kornyezetében,

p(ty,...,t,) pediga (0,...,0) pontegy kdrnyezetében van értelmezve.

2. Lemma. Tegyik fel, hogy E, {a y)=0 akkora (0, ...,0) pont valamilyen kornyeze-
tében

A P (Tisiaan s Ta) n
(18) > 0 : " -0, ha 2 1,=0.
=17 aTI- j=1 7/

Legyen §(k) a kovetkez6 p-edrendil autoregresszios folyamat:
£1) = e(1)
£(2) + a, H(1)= €(2)
(19) &P +afp-D+...+a,_E1)=elp)
§K)+a B(K—1)+ ...+apE(K—p)= e(K), ha K=2p+1

ahol €(1), €(2),...(Ee(k)=0, Ee 2 (k) = 052) fiig ;etien, azonos eloszlasu sorozat.
Irjuk fel a (19) egyenleteket k=n, n—1,...,2, 1 estén, azutdn szorozzuk meg azokat
rendre a by (b, =1), b,,...,b, ,, b, , szdmokkal, majd adjuk dssze 6ket. A kapott Osz-

szefuggésben &(n—1),..., §(2), (i) akkor és csak akkor nem szerepel, ha
ayb, + alb0 =0
a0b2 + albl + ¢12b0 =0
(20) agb, +ab, +...+a,b,=

ayb, _+ab, ,+...+ a,



o,
ahol ay=b,=1, és ak=0v ha k=2p+ 1.
(20) teljestilése esetén kapjuk, hogy

n:l
(21) En)=e)+ b en—D+...+b _ e(l)= 20 b, €(n — k).

n-1 K
Ily médon a £(n) sorozat eléillithaté a (21) alakban, ahol a bk egyutthaték (20)-bdl hata-

rozhatok meg.

3. Lemma. A (19) &(t) p-edrendi autoregresszios folyamat esetén

(22) By, ..., t)=flt, +bity+...+b _ t)...f(t,  +bt) f(t,).

n-1n

Bizonyitds. Valoban (21) szerint &(k)=b,  e(1)+ b, ,e(2)+ ...+ e(k),
k=120 cvralls

ekkor,

+

n
®(ty, ..., 1,)= Eexpil% (210)
= Eexpiftye, + t,(by6, + €)% .. .+ b, 1€ + ...+ bje,
+¢€,)|
= Eexpi(t, + byty+ ...+ b, (t)e + ...+ (t,_ +bt)e,  +
+1te]
Bttt ety | o W )6 A

—flt, + bty ¥+ b ). f(,_ + b)) f(2,).

n—1"n

A 3. lemma alapjan

Gl n o a b d = OEDLE, e, B )= Nog ity + 055 % o5 B, g8 IF s

n-1"n

+log f(z, , +b,t,) +logf(s,)

Innen kdénnyen beldthatd, hogy a p-edrendii autoregressziés folyamat esetén a (18) Osszefiig-
gés felirhatd a kovetkezs alakban:
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f@,) f'@e, _, +bt) iy +bity+...+8, 1))
0 n n-1 1°n 1 i 2 n-1"n
c"{f(t,,) T by T N Tl Bl W R Byl )
'ty + byt Pt o ® Bt s Hht)

+ o0 +
cn—l{ ft, _, +b,¢t) LI, 5 By L BUE)

fi@, +bt,+...45,_,t)

n—-1"n n—-1"n

P+ byts+...+b, 1) "
Yo G bt . b, L f }+"'+Cl +b b =8
f@y + o1ty + ...+ b, 41,) Pty + Bty & ooi¥ By )
vagy,
(23) eag(E )+ (byel $el g, FBbIH . by g2 b 6 F. . He)e
v Bty + bty + . .+ by 8,)=0,
’l1
ha ._/l]'—:o
I
Legyenek
T =0
0 0
Vo1 =Dy + 6y
(24) Yo g =bocl + 560 e ,

n n
zn—l = bltn + tn 1
(25) 2. 5= bz’n + bltn—l L P
Zp=by b+, ob 4%t

uj valtozokat, akkor (23) a

n
> ==
@) Zvge)=0

alakra hozhato.
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Legyen B;=—b;, i= 12 ,n—1, (25)-b6l kovetkezik, hogy
t, =¥z,
tn—l - Vlzn T YoZn -1
(27)  swsw Tiswges ammaes g
tn_k=vkzn+vk 1Zn l+ o Voln_k
by = lzn+V" 2%n l+ -l~uozl
ahol
vy =1
v =6
vy =B + By

vy = B} + 26,8, + B,
v, = BY + 3616, + 26,65 + B3 + B,

és altalaban

(28) Vk+1=ﬁ1Vk+Bz”k—1+"'+ﬁk+1”0'
"'V
Ily moédon, a I_;lr].= 0 feltételt atirhatiuk z,,z,,...,z, segitségével az
(b Fteostiy, o+t +. .40 502,  F...v0+p)z,+

+z,=0

alakba.
A fentieket a kovetkezSképpen foglalhatjuk Ossze:

c?

Haaz [ = ’

X; legjobb linedris torzitatlan becslés megengedhet6 a © paraméter torzitat-
j

n
<
=
lan becslései osztalyaban, akkor

n
\' —
(29 Zy8G)=0

ahol (1+V1+"‘+Vn—l)zn+"'+(]+V1)22+Zl=0'



—~B5

n
4. Lemma. Tegyuk fel, hogy 1= >c?

C
1%

7% legiobb linedris torzitatlan becslése ©-nak, akkor

a cl(.) egyutthatdk a kovetkezok :

0 .
o =cla,_p+U+a +...+a)a, ;. + ...+ap)] ha 1<j<p
(30) C;l=c(1+al+...+ap)2 ha p+1<j<n-—p
Ad=cl+a, +...+a)l+a, +...+a, ) ha n—-p+1<j<n,
j 1 P 1 n—j
n
ahol a c¢ dllando a _,-_,CIO = 1 relacio segitségével, a(j= 1,2,...,p) pedig (10)-bdl hataroz-
j=1
hato meg.
Bizonyitds. Mivel a clo, j=1,...,n konstansok az x(j) folyamatnak csupan els6 és

masodrendii momentumaitol fiiggenek, a ¢

i értékének kiszamitdsakor jogunk van x(j) folya-

matot Gauss-folyamatnak tekinteni.

Abban az esetben, amikor x(j) = £(j) + ©, ahol £(j) (19) alaka p-edrendi autoregresszi-
os folyamat, konnyli megmutatni, hogy az

% s N E * *
l —)\lxl+)\2x2+...+)\nx’l

linearis statisztika, ahol

* .
)\/—ap_l.+l+(l+a]+...+ap)(ap-’.+l+...+ap) ha 1<j<p
7»‘,*=(l+al+...+ap)2 ha p+l<j<n-p
9 o .
)\J.—(l+al+...+ap)(1+al+...+an_i) ha n—p+1<j<n
elégséges, €s egyben teljesisa p o ... x(")(/_\’ ,0) siriségfliggvényének Osszeségére nézve.
- n
Misrészt feltevésiink szerint az [ = Zi’c;)x/ statisztika legjobb linedris torzitatlan becslés

.

®-ra, tehat i szliikségképpen fliggvénye /l-nek, amibdl adodik, hogy CIQ és ); o J =1y g
aranyosak egymassal, tehat fennéllnak a (30) Osszefliggések.

Térjuink vissza most a (29) relaciora, mely szerint

n
I%-,/g(zi):O, ha (A+p+.tw )z ...+ +0)z,+2 =0

ahol (24) és 4. lemma alapjén v,,...,7v, Kkifejezhetd a 4, segitségével.

10"
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Tegyiik fel, hogy

¥
Gl —1+p)>0,
72

Legyen Zy=...=2, = 0, z, =t szabad viltozo, és z, = - (1+ v, )22.
. f'(0) i
Mivel g(z,)=...=g(z,)=g(0) =70) = 0, (29)-b6l adodik 7,8(0) = — 71g(21 )

t szerint differencidlva

71(1 * Vl)

(32) g)= T,

g'(z;) -hez

jutunk.

Vegyiik figyelembe, hogy g'(0) = — 02 <0, g'(t) folytonos t= 0 koérnyezetében és
feltevésunk szerint

e (1 i)
—1—7—‘ >0, igy (32) miatt
2

g'(t)=const.= —S2< 0
ha |7 eléggé kicsiny, amibdl kovetkezik, hogy f(f)=e 2 a t= 0 pont valamilyen kor-
nyezetében. A karakterisztikus fliggvények tulajdonsigaira vonatkozo tétel alapjan (lasd pl. [4])

megillapithatjuk, hogy e(j) Gauss-eloszlasu.
Ily modon igazoltuk a kovetkezd allitast:
2. Tétel. Tegyiik fel, hogy x(j)= E(j)+ ©, ahol £(j) (19) alaku p-edrendit autoregresszi-
Os folyamat és teljesil a
B/
L (1+p)>0
Rp)
n
feltétel. Haaz [ = e clp x; legjobb linearis becslés megengedheto a © torzitatlan becsléseinek
j=1

osztalyaban, akkor az  x(j) folyamat Gauss-folyamat.
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Summary
ON A STATISTICAL PROBLEM OF GAUSSIAN PROCESSES

In the paper the X(j)= &(j) + © process is investigated where £(j) is a p-order autoregressive

process. "
It is shown that when X(j) is gaussian, the best linear estimate /= _: c?x,.
j:

&

= clo = 1] .
n= 2p+ 1, is an admissible estimate of the location parameter © in the class of all unbiased
estimates of ©.

The inversion of the statement is also proved.

For case p =1 the result is in the book of Kagan, Linnik, Rao [2].

Peswme

06 04HOW CTATUCTHUHECHOW NPOBANEME AYCCOBCHWX MNPOUECCOB

B nanHOW paboTe paccmaTpusaeTca npouecc X(j)=&(j)+ O »
rae §(j)) - asToperpeccHOHHLIM NPOYECC NOPRAKA P.
NMokasaHo, 4TO echw npouecc X(j) rayccoBCHKWW, TO Hau-=
A \ 0 \".
<1

NyHwan NWHEeHHAR OueHHKa [= _ ¢'X; . =1, n>2p+1 asnm-

m /
J=l J
eTCA AONYCTHMMOW OUEHHOMW napameTpa 6 B HNacce HECMEWEHHHX

OUEBHOK.
B paf6oTe paccMOTPEHO TakwWe o6paTHOoe yTeepwaeHue. [nna

cnydan p=1 3TOT pe3ynbTaT paccMoTped B kHure Harawa, Jlun-

HuKka, Rao |2].
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STACIONARIUS FOLYAMATOK PARAMETERENEK BECSLESEROL

Pham Ngoc Phuc

Legyen £(r) valéos (0< t< T) staciondrius folyamat, E{(¢) = O; DX*¢(t)= EE: ()=
= 02 = § ismeretlen. Adott S esetén a folyamathoz tartozé valdsziniiségi mértéket, ill. varha-
to értéket jelolie Pg,ill. Eg.

Sztochasztikus folyamatokeseténaz E§(n) = © paraméter korrekt becslésével foglalkozik
Araté [1] dolgozata. Fuggetlen megfigyeléssorozat esetén a skdla paraméter szabalyos becslésé-
nek definiciojat Kagan és Ruhin adta meg [3]. A dolgozatban megvizsgiljuk e fogalom hasznos-
sagat sztochasztikus folyamatokra.

1. SZABALYOS BECSLESEK

Definici6. Az S'(t(t)) funkciondlt szabalyos becslésnek nevezziik, ha tetszdleges
—o < AL + o esetén

(1) SOE@) = N2 8(:(1)

-t<=

E(t) 0<t, <, <...<

T
Konnyen belathatd, hogy pl. az §= 7. [ £(ndr; §= %
0

<y, < T S = £2(0) funkciondlok szabélyos becslések.
Jeldlje & a szabélyos becslések osztalyat. Ha S¢v, akkor
(2) E (S — 8P = S2E S 1)
Nyilvanvalé ugyanis, hogy
Eg(8 - )7 = Eg8¢w) - 9)? = | SED) - 1) = 526, [ Sy 1]

£)
£(0)

(Tegylik fel, hogy £(0) # 0 (mod P))).

Jeloljiik BT -vel a (0< t< T) valtozok altal generdlt o-algebrat.

Legyen Se¥ és
E,(S¢()IBT)
E,($%(¢(1)BY)

3) @) = SEW) -

Nyilvan Ues és megmutatjuk, hogy igaz a kovetkez6
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1. Lemma. Tetszéleges S 15 3‘2 eF-re
T & | pT
: ‘El(.fllBo) E,(S,|BT)

(4) 5 - ; (modP,)
E,(521B]) E (5}1B})

=, e

x & E(818%)
azaz tetszbleges Ses-re az U=8+- ———— becslés ugyanaz.
E, (5% B])

Bizonyitds. Valéban,

A s EQ
S,k 51G@) L0

S 8, 9 40)

>

Silay, L o S5 Funkeionklia felyet ffel jeslnk,

3 0
SZA £(0)
Sy
Masrészt E— Bg -mérhet&sége miatt a feltételes varhat6 érték jol ismert tulajdonsdga alapjan
2 A
$ IgT s .52 or 5 § gT

El(Sl /BO) = El(Sl * TR 'BO )= A_El(sz lBo)
S, S,
S2 &

32 pTy — &2 2 pTy_ 1 &2 pT

E (S71By)=E (87 * T§|Bo) = TiEl(Sz 1By)

S2 SZ
ahonnan kovetkezik, hogy
B .
" 5B (155 | B )
< EGBD . 8 P o ES 18D
8y ¢ e &y i e B, * e = (mod P, )
El(Sf IBg) Sl 2 T El (S;. iBO)
52£1(53185)
2

és ezzel az 1. lemméat bebizonyitottuk.
2. Lemma. A szabdlyos becslések osztalyaban
S| pT
s ELS1BD)
&2 pT
E (S°1Bg)

ahol Se# minimalis szbrdst becslése o*-nek.
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g E\SIBD) _
Bizonyitds. Legyen a( 0 ) = = , akkor U= aS tovabba
80V E ($%87)
Eq($ -SSP =Ey(S§—U0+ 0 -5 =Ey(S-0)*+Eg(U~5)? + 2E(S - 0)(U - 5)
Vegyuk észre, hogy

Eg(S — U)(U - 8)= Eg (St(0) - a - &) (U@) - S)

= ¢2
= S’E;

=S2E,(§-e-5)U-1)
= S2E,[S(1 —e)(0 - 1)]
= S2E,{(1 - »E, [$T — 11B]]}
= S’E,[(1 —)E(S - U - 81B])]
= S?E,[(1 —)E ($?a — §1B]))]
= S?E {(1 — o)« E,($?1B}) — E,(51BD)]}
=
amibdl
(5) Eg($—8) = Eg(S — U)* + Eg(U - 8) > Eg(U - 5)?
adoédik. Az 1. lemma alapjan (5)-bél kovetkezik a 2. lemma helyessége.

3. Lemma. Legyen Ses és S torzitatlan becslése S-nek.
Legyen tovabba

. s E(SIBY) ’
(6) 0*=cS——-=C-U=CaS
E (S 1B])

ahola C dllandd ugy hatdrozhaté meg, hogy

E,(S1BT) ]= :

1 &2 pT
EI(S |By)

Akkor U*es és U* torzitatlan becslés S-re.
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Bizonyitds. Definicio szerint 0*6‘/', tovabba
EU*)=C-Ega-S$)=C- S+ E, (@$)
E}(S1BY)
E, ($%{BT)

=C-S-Ea-E(S1B)] =C-5-E,

Megjegyzés. A 3. lemma bizonyitdsdbol azt is kapjuk, hogy
(7) C-E,(0)=1

2. PITMAN-FELE BECSLES.

Legven 8y, 8,e s U¥=€ 8,0, =C,0;; 02 =C,8,a,=0CU,.
Az 1. lemma szerint

& (BT & BT
E (S, 1By) E, (S, |B)

B P s

E,&%BT)y * E

b =4 =

(modP,)

Masrészt (7)-b6l C,E,(U,)=1, C,E (U,)= 1, amikbsl kovetkezik, hogy C, = C, és
(8) =0
tehat minden Sesra U* ugyanaz.

A 2. lemma bizonyitdsdhoz hasonlé moédon belithaté, hogy minden Sesra
) E((§—8)% » E(U* —5)
A 3. lemmabél, (8)-bol és (9)-b6l adodik a kovetkezs allitas:

1. Tétel. Ha Sesx és S torzitatlan becslése S-nek, akkor U* legjobb torzitatlan becslése
S-nek a szabalyos becslések osztalyaban.

Definici6. Pitman-féle becslésnek nevezzik azt az U* becslést, amely legkisebb szorasu,
torzitatlan becslése S = ¢2-nek a szabédlyos becslések #-osztidlydban.

Tekintsik 2z S = £2(0) becslést. Nyilvanvalo, hogy Ses és E(§2(0) = o = S, azaz
£2(0) torzitatlan becslése S-nek.

’ , E (E(0)1B]) _
Az 1. tétel szerint az U*=C- § (0)——T— becslés, ahol C meghatiarozhato a
E,(£*(0)B])

E}(*(0)BY)

e pa——— 1 Osszefliggésbdl, legjobb torzitatlan becslése S-nek az « osztély-
E (£ (0)BY)

C-E,

ban.
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Tehat
E, (£2(0)1BT)

0*=C- B(0) ———
E (£*(0)IB])

Pitman-féle becslés.
Tegyik most fel, hogy £ ,....,§, azonos eloszlisuak, de nem sziikségképpen fiiggetlenek,
és £, =£0)#0 (modP,)).

Legyen p,(x,,...,x,) a §,...,§ viltozok egyiittes sirliségfliggvénye, legyen tovab-

3 3
b n=§, n,= ‘6_2’ oMy = E_" akkor az m,m,,...,n, egyittes siriségfiiggvénye a ko-
1 1

vetkezd:

BT oon V)= Bk s s BB Jo g™ 2

Innen beldthat6, hogy

2" g, G, . o nim )i

£ 3
(10) E,(‘c’,zlg—', )= 0 [ 05050, )=
1

B 4 [2"'py(z,2my, . . ., 2, )dz
és
3 3 [2"%3p (z,zm,, ..., 20 )dz
(11) EI(E‘;Ie—z,--.,e—")=E,(n4Inz,---,n,,)= = i
1 1 fz"‘lpo(z,znz, o oy B0y VOE
¢
Jelolje B'; a -g—k-, (2< k < n) valtozok altal generalt o¢-algebrat.
1

Mivel az § = £2(0) = Ef statisztika szabdlyos, torzitatlan becslése S-nek, a Pitman-féle becslés
a kovetkez6:

E (£%(0)1B})
E (£(0)|B%)
(10), (11), (12) alapjan z = t§, helyettesitéssel adodik, hogy
gr=c- g Tt g ip (e, t5,, . . ., tE,)dt
[n*3gn3p (e, 15y, . .., 1E,)dt

(12) U*=C- £(0) -

f’n+1p0(tzl ,t52, ALY, te,,)dt
[ 3 pg (g, 2k, . . . 18, )dt

(13)
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By E}(£2(0)1B%) |
0 . -
' E, (£ (0)|B})

3. PELDA Vegyiik észre, hogy a fenti eredmények érvényesek maradnak abban az esetben
is, amikor £(f) stacionarius, E£(f)= 0, EE>(f)= qo? = qS ahol ¢ egy ismert allando, és
S = 0% ismeretlen paraméter (jelentését alibb megadjuk).

Tekintsiikk most a
(15) £ +att—-1)+ ...+ap£(t—p)= e(t)

sztochasztikus egyenletnek eleget tevé #(f) p-edrendi autoregressziés folyamatot, ahol €(#),
t=0,t1,+2, ... fuggetlen Gauss sorozat, Ee(¢)= 0, Ee.z(t) = o2,
Ismeretes (lasd [4]), hogy &(¢) felirhatdé e(#) segitségével a

(16)  &n= kZO b, et— k)

alakban, ahol a b, -egyutthatok meghatarozhatok a,,..., a, segitségével a kovetkezOképpen.
Legyen
P

A(z) = k% ay z*

és tegyik fel, hogy =z z, a A(z) polinom p kilénbozé gyoke, tovabba

120>

a,b
A‘:z;>=zlp_‘z+...+zppfz (ag = by = 1)
akkor
(17)  bp=p 27 4.tz k1
Tegyiik fel, hogy 1z;1>1, j=1,...,p, amibél kovetkezik, hogy 21;2 <o ésa 1)
folyamat staciondrius, E£(f)= 0, Ef2(f)= o? }3 . A kovetkezékben a 02 = § paramé-

ter becslésével kapcsolatos problémat vizsgiljuk.

0? maximum likelihood becslése. Ismeretes (lasd [2]), hogy £(1), ..., &(n) egyiittes
lriségfiiggvénye a kovetkezd
(18) Py, ..., g1+ - 2 Xp0) = P(X,0) = @M1 =126 —"exp{——[ o

n
+ 2 tax, ...+ g
i=‘p_':'l (xi i S5 p Xy p) ]}
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ahol
2
ag a,a, aga, . ..ay4,
a,a, a?) + af a,a, + a,a,
aya, aya, + a,a, ag + af + ag
| i
(19) @'=
2 2 2
4o, _ By + 03 # ety
X1
e Oenly  Ko= Gyl - X5 -
*p
Jelolie R>'E(1), ..., E(p) kovarianciamatrixdnak inverzét, akkor R ! = izq;l.
g
Legyen
1 'l
1y
e =C - - — + +
L(X,0)=logp(X,0) = C, —nlogo o2 X0, X, + 5 g T A
2
+ . +apx1 p) I
ahol

c, = log|zmy i3 =112
A maximum likelihood egyenlet a kovetkezd

OL(X0) »n

3
90 o a3

X = \ +a.x  F..otax 2| =
0 ’p+(x a;x;_, o Xi—p)

innen adédik o2 = S maximum likelihood becslése

(20) §=o?

1 2
[X() X +”_’i(x+a1x { Fiantd X p)]

Megmutatjuk, hogy a (20) maximum likelihood becslés szabalyos, egyben torzitatlan. Valéban,
(20)-bol kovetkezik, hogy

SOE®) = N2S(E(t)),



— 66 —
tovabba

1] o
e ARS SR E(e )‘

TrQ, 'R, + E(X,) - @ 'E(X})+ (n — p)o’
(

Trozlp + (n — p)o?

=—:1— p02+(n—p)02J

ahol TrA az A maétrix nyomat jeloli.
A (18) Osszefiiggésbdl belathatd, hogy az

A_l -1 y* < 2
S_n['XPOP 45 ¥ 1p+1(x'+ax g et 1 p'p)]

statisztika elégséges a p(X,0) surlségfliggvények Osszegére nézve. Tekintsiik most az

N 1 1 yx l\n’ 2
S= [.XO ,X i;_;l(x,.+alx'._l+... plp)

1 2 a=:] ‘,"1
== (0“X R-'X*+ D &2
n =2 . =P i=‘p-il i )

"
_L 1y* N w2
-2 @R 2

6 .
statisztikat, ahol §; = ?' fliggetlen, N(0,1) normalis eloszlast sorozat.

Il
Figyelembe véve, hogy XPR;IK; illetve = §’2 xz(p,O) illetve )(2 (n — p,0) elosz-
i=p*

n
lasn, és )_(pRp‘ 111’; figgetlen Z §,.2-t61, S sirliségfiiggvényét a kovetkezd alakban kapjuk:

i=p+1

B_,-—3%§
Q1) H(So)—%-l—-nl_n.(izglz . 20
o p(.%) 2 o

[

Innen a Lehmann-tétel (lasd [5]) alapjdn kovetkezik, hogy S teljes elégséges statisztika.
Ily médon a (20) maximum likelihood becslés az egyetlen minimalis sz6rasu torzitatlan becs-
Iés.
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PITMAN-FELE BECSLES.

s_1 1y >y 2
S=;XQ X: + ‘,_,l(x.+alx._l+...+apx,._p)

becslés szabalyos, torzitatlan. Egyrészt az 1. tétel szerint az
.. E(81BT)
Ur=CcS+» ———

E,(S*1B])

Pitman-féle becslés legkisebb sz6rasu torzitatlan becslés az & osztalyban, masrészt S az e-
gyetlen legkisebb szorasu torzitatlan becslés, ebbdl adodik, hogy

U*=$

tehat igaz a kovetkezd allitas:

2. Tétel. o2-nek maximum likelihood becslése és Pitmann-féle becslése megegyezik egymds-

2

sal, és az egyetlen legjobb torzitatlan becslés o*-re.

Koszonetemet fejezem ki Araté Matyasnak segitségéért és értékes tandcsaiért.

Irodalom

[1] Arat6 Métyas, Raciondlis spektral slirtiségflicgvény(i stacionarius folyamatok var-
hato értékének megengedhet6 becslésérél. A Magy. Tud. Akad. III. Osztaly Koz-
leményei 19 (1969). 89-99.

[2] Araté Mityas, Folytonos allapotu Markov folyamatok statisztikai vizsgalatar6l IV.
A Magy. Tud. Akad. III. Osztaly Kozleményei 15 (1965) 107-124.

[3] A.M.Harauw, A./l.Pyxun: H Teopuu oueHuBawu| napamerpa
MacwTaba
Teopua BepoRTH. u ee npumen. XII, 4 /1967/ 735-741.

(4] W. Feller, An introduction to Probability theory and its applications.
Volume II. John Wiley-New York. 1966.

[5] E.L. Lehmann, Testing Statistical Hypotheses. John Wiley-New York. 1960.



— 68 =

Summary

ON THE ESTIMATION OF PARAMETER OF STATIONARY PROCESS

The problem of estimating of the variance of a stationary process is considered. There is given
the definition of the Pitman estimation. It is shown that in the case of a p-order autoregressive
process the maximum likelihood and Pitman estimates are equivalent.

Pe3swme

06 OUEHWUBAHWKW NAPAMETPOB CTAUWOHARHEIX MPOUECCOB

PaccmatTpuBaeTcs npo6nemMa OUEBHWBAHWWM CTatUOHAPHBIX MNPO-
vweccos. [laeTca onpeaenedHve OueHKHM [TUTMeHa.

B pa6oTe moKasaHo, 4TO B C/AYy4Yae asTOPErpPeCcCHOHHBIX
NMpoueccos NOpPAAHA P OUYBHHA MaHKCHMMaNbHOro NpPasAonNofoO6HA M

ouyeHHa [MMTMeHa 3KBUBANEHTHL .

Beérkezett: 1973. marcius 14.
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