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Numerikus vezérlésii szerszamgépek programozésa szamoldgéppel.
Tanké Jézsef

Az kgyesiilt Allamokban mintegy 15, Nyugat-Eurépaban mintegy
10, de vilégszerte tobb év 6ta mind szélesebb korben haszndljék
a numerikus /szamjegyes, digitalis/ vezérlésii szerszimgépeket
a hagyomanyos szerszamgépek helyett ill. mellett. Ezeket a széa-
molégépekhez hasonléan programozni kell és a programozés konnyi-
tésére kezdettdl fogva alkalmaznak elektronikus szamolégépeket
is. Hazinkban most kezdddik a numerikus vezérlésii szerszamgépek
fejlesztése és gyartasa és igy felmeriilt ezek szamolégép segit-
ségével torténd programozadsanak problémdja is. Ez teszi aktud-
lissd és indokolttad azt a munkat, amelyet az Intézet a Villamos
Automatika Intézet megbizasabdl végzett és végez ezen a teriile=
tene Az elsd tevékenység egy tanulmany - "Tanulmany a numer ikus
vezérlésii szerszémgépek automatikus programozasardél". Osszedlli-
totta: Tankd Jézsef, Fabdk Julianna, Szelezsan Janos., MTA Szami-
tastechnikai Kozpontja, Budapest, 1966. /Kézirat/ - elkészitése
volt a probléma lényegérdél, a vilagon e teriileten eddig elért
eredményekrdl. A jelen ismertetd ennek a tanulménynak egyes rész-
leteirdl és az ott bdvebben kifejtett problémakrdél nyujt vazla~-
tos képet,

Bevezetés,

A modern technika napjaink gyors ilitemi fejloédésében majde-
nem egy idére esik az elektronikus szamolégépek /tovabbiakban:
ESz/ fejlddésének megindulasaval, a numerikus vezérlésii szer-
szamgépek /tovabbiakban: NSz/ fejlddésének meginduldsa. Elte-
kintve attél, hogy mindkét &g csirai mar korabban és kiilonbozd
idében megjelentek, az ugrasszeri fejlédés nem véletleniil kez=



dédott el mintegy 10=15 éve. Az elektronika és kibernetika
fejlddése ekkor teremtette meg fejlddésiik Jfeltételeit,

Az ESz és NSz egyarant oOnszabdlyoz6, programozhaté elektro—
nikus és tObbé-~kevésbé mechanikai rendszer., Az ESz-nél az elektro-
nikus kozponti berendezés /az u.n. aritmetikai egység, vezérld
egység és meméria egyiittesen/ a funkciondlis £6 rész, amelyet
a tobbi, periferidlis berendezések kiszolgalnak; A NSz-nél a
£6 funkcionalis rész szamoldbgépi felfogasban egy specidlis pe-
riferidlis berendezés, a szorosam vett szerszamgép és az elektro-
nikus vezérld berendezés ennek "kiszolgalasara" hivatott. Hasone-
lattal élve a NSz-nél az "agy" kevésbé fejlett, mint az ESz-nél,
ellenben egyik "szerve" a specidlis feladatnak megfelelden magas
fejlettségiie Ennek egy fontos kovetkezménye a magasabb igényii
és raciondlisabb gyakorlati hasznadlatndl keriil felszinre. A
programozés automatizalasa az ESz-nél megoldhaté sajat szerve—
zésen beliill /"programozé program" konstrudlasa/, a NSz=nél azon=-
ban a programozis automatizalésahoz munkaba kell vonni az uni-
verzilis ESz-et is. Az a megoldas, hogy ehelyett fejlesszék ki
a NSz "agyadt" is ugy, hogy egy univerzalis ESz feleslegéssé val-
Jék,nem bizonyult ésszeriinek és gazdasdgosnak. Jollehet a kor-
szerii, nagy teljesitményii NSz programozésahoz sziikség van ESz-
re, ugyanakkor azonban ez az BSz sok NSz-et tud egyszerre ki-
szolgidlni és emellett szamtalan egyéb feladatok megoldéséara
haszndlhaté, igy hasznélata gazdasdgossa tehetd.

A NSz-eket a mind bonyolultabb és pontosabb megmunkélést
igényld, nagyrészt kis széridkban gyartott alkatrészek készi-
tésének sziikséglete hivta életre. A NSz-ek szémolébgéppel tore
ténd programozasat pedig az, hogy az adatellkészités és prog—
ramozés bizonyos hataron tul torténé megvalésitasa szémolégép
nélkiil nem gazdasédges, sokszor lehetétlen. A szamolégéppel tor-
ténd programozas racionalizdlésara és tokéletesitésére valéd
torekvés azutan létrehozta a kiilonféle automatikus programozé
rendszereket és szimbélikus programozb nyelveket,



A kovetkezdében a numerikus vezérlésii szerszémgépek szamo-
légépekkel torténdé programozéséval kapcsolatos alapkérdéseket
érintjlik, és attekintést adunk a programozé rendszerek osztéi=
lyozasi szempontjairél, a rendszerek kialakulasardl és a jelenw—
leg hasznalt rendszerekrdl.

A NSz-ek programozasa.

A NSz-eket mint mar a bevezetdben emlitettiik, az ESz-ek-
hez hasonléan programozni kell. Ez azt jelenti, hogy eldirt
formAdban lépésrél-lépésre kozolni kell a szerszamgép vezérld
berendezésével, hogy mit csindljon a szerszémgép egy adott mun—
kadarab elkészitése céljabdle A kozlés kédolt informicidk alak-
jaban valamilyen informacibhordozé felhasznalasaval torténik
/ple lyukszalag, lyukkartyakoteg, vagy magnesszalag/. Az infor-
miciék megfeleld formédban és sorrendben a munkadarab programjét
képezik és ennek elkészitése a munkadarab-programozis.

Tartalmilag a programnak mindenképpen magédban kell foglal-
nia a munkadarab megmunkalandé részeinek egyértelmii geometriai
megadasat, a megmunkalds sorrendjének és médjénak ugyancsak
egyértelmii meghatarozasat, valamint a szerszamgép miikodéséhez
szikséges funkcibk miikkodtetésének ilitemezését.

Nem kivanunk itt foglalkozni egyaltalén a szerszémgépek
utasitésrendszereivel /programozé nyelveivel/ a kédrendszerek—
kel és informacibéhordozédkkal. Ezek ugyanis nem lényegbevagbdan
érintik a szémolégéppel torténd programozés problémajat.

Nem kozombos azonban problémink szempontjébbél az a kérdés,
hogy a szerszémgép vezérld rendszere milyen részletes, vagy
kevésbé részletes informacidkat fogad el a szerszém mozgis pa-
lyajara vonatkozbane.

Ez érthetévé valik, ha figyelembe vessziikk a kovetkezdket:
A szerszamgépen a szerszam helyvaltoztatdsa az egyes koordinata=-



iranyokba elmozdité szervomotorok segitségével torténik, az
Uene szémokone. A NSz-eknél a motorok impulzusok hatédsara meg-
hatarozott egységekkel mozgatjak el a szerszamot a megfeleld
szédnok mentén. Ilymédon egy gorbe kontur, vagy feliilet menti
mozgatdsndl két, vagy tobb szén menti Osszehangolt mozgatéasra
van sziikség, amelyhez a motoroknak idében megfelelden iiteme-
zett vezérld impulzusok tomegét kell kapniuke. Marmost a vezér-
léberendezés és programozas szempontjébél a kovetkezdket lehet
megallapitanis

a./ Elképzelhetetlen ezeknek az impulzussorozatoknak a kozvet-
len emberi programozasas.

b./ Az impulzussorozat /nagy mennyisége miatt/ legfeljebb a
legnagyobb informacidsiiriiségii mdgnesszalagon kozvetithetd
és té&rolhaté.

ce/ A fentiekbdl kivetkezden az impulzussorozatot automatikusan
kell eldallitani és célszerii kiilsé informAcibéhordozé nélkiil
tovabbitani koézvetleniil a motorokhoz. Ez a szerszamgép
elektronikus vezérld berendezésének minimdlis feladata.

d./ Az egyes koordinatairanyba mozgaté impulzusok generdlésénak
pillanatai kozott olyan fiiggvénykapcsolatnak kell fenndll-
nia, hogy az eredd szerszam-mozgés eldirt tiirésen beliil
megfeleljen a munkadarab eldéirt konturjénak., Lényegében
teh4t a munkadarab tervezett konturjat lépcsds fiiggvénnyel
kell kozeliteni. Ez torténhet egy, vagy tobb lépésben a
kontur jellegétél, valamint a technikai megoldastédl fiiggs-
en.

e,/ Ha ezt az egész feladatot a NSz vezérlbberendezésén kiwviil
oldjadk meg és pl. magnesszalagon kozlik, akkor kiilsd inter-
polatoros megoldasrdél beszéliink. Ha az interpolaciébbl vae
lamely lépést a vezérld berendezés old meg, akkor ezt bel-
sb6 interpolalasnak nevezziike



f./ A sokféle lehetséges fokozat ismertetésétél eltekintve
csak azt emlitjik meg, hogy a gyakorlatban - féleg az ESz-
ek gazdasagos alkalmazasanak elérésére - a legadltalénosabb
az a megoldas, amikor a gorbéket egy kiilsé interpolétor
/az 1Sz pl./ egyenesszakaszokkal kozeliti meg, és a belsd
interpolator azutén ezt dolgozza fel tovabb. Az elektroni-
kus vezérléberendezés felé igy tomorebb informéciét kell
tovabbitani, melyhez nem okvetlen szikséges magnesszalag,
hanem pl. papirszalag vagy lyukkartya is alkalmazhaté /a
magnesszalag ugyanis az iizemi koriilmények = por, légned-
vesség, stb. - miatt kedvezdbtlen/.

Az altalanos gyakorlatban a kiilsd interpolator szere-
pét a szémolégép tolti be, melynek tehat a gorbéket egye-
nesszakaszok sorozataval kell kozelitenie. A szamologépet
viszont programozni kell arra, hogy ezt a feladatot elvé-
gezzes

Az egyenesszekazokkal megkozelitett gorbe /vagy eleve csak
egyenesszakaszok megmunkalasat igényld munkadarab/ esetén a geo=
metriai adatok seglitségével egy u.n. szerszémgépi programot
kell Osszeallitani, amely utasitésokat tartalmaz egyéb szerszém-
gépl funkcidkra és paraméterekre vonatkozdan is. bEgyszeri eset-
ben, vagy NSz hidnyaban ezt a programot lehet kézzel is Ossze-
dllitani. Ezt nevezziik a NSz kézl programozidsanak. Rendszerint
azonban ezt a munkdt is az ESz-re bizzak /kiilondosen akkor, ha
a gorbekozelitést is az ESz végzi/. Ezt nevezzikk a NSz-ek szé-

molgépi programozasanak.

Az NSz-ek szamolégéppel torténd programozésat automatikus
programozasnak és szimbolikus programozésnak is nevezik. Ez a
harom kifejezés elvileg takarhatna harom kiilénbozd eljérast.
Ahelyett, hogy az ember esetleg sok ezer szerszamgépl utasi-
tasb6l allé programot kézzel készitene el egy tervezett munka-
darabhoz /kézi programozéds/, a program készitéséhez elektronikus




szémolégépet vesz igénybe /szémolégépes programozis/ de nem csu-—
pén a szamolas megkdnnyitésére segédeszkizként, hanem ugy, hogy
bizonyos, a munkadarabra és szerszémgépre vonatkozé minimélis
informacié kozlése utan a szamolégép a programot automatikusan
készitse el /automatikus programozés/. Ehhez természetesen a
szémolégépre egy bonyolult programot kell késziteni, amely ezt

a feladatot megoldja. Hogy az ember munkdja még konnyebb legyen,
a programozas konnyen megtanulhaté és megbizhatébb legyen, a
s8zamolégépi programot /amelyet szerszamgépprogramozd programnak
nevezhetnénk/ ugy készitik, hogy a munkadarabra, szerszamgépre
és a megmunkalas médjara vonatkozé nélkiilozhetetlen informacid-—
kat szimbbélikus forméban lehet felirni /szimbélikus programozés/
valamilyen szabalyok szerint, az u.n. programozé nyelven.x/

A programoz$ nyelveknél - a szébanforgb, szerszamgépprog-
ramozésra s8zolgadld szimbbélikus nyelvnél ugyanugy, mint barmely
mas célra alkalmas szimbdlikus 8z4molégépi nyelvnél - az a to=-
rekvés, hogy az minél kozelebb alljon a mindennapi emberi nyelv-
hez. Egy alapvetd kiilonbség azonban van: a programoz$ nyelvnek
szigoruan egyértelmiinek kell lennie. A hétkdznapi nyelvhasznéalat
ugyanis ezt a kovetelményt - még altalédban a tudomanyokban sem =-
nem teljesiti.

A szimbdélikus programozé nyelvek masik kozos sajatséga az
a torekvés, hogy problémaorientaltak legyenek, ami azt jelenti,
hogy a programozbénak lényegében csak azt kell tudnia, hogy mi a
programozandbé feladat. Ne filiggjon a nyelv attél, hogy milyen
szamolbgépen, vagy milyen szerszamgépre hasznaljak. /Ne szémo-
légép, vagy esetiinkben esetleg szerszamgéporientalt legyen./

x/ A szerszamgép utasitasrendszerét is nevezik a NSz programozé
nyelvének, amely analég egy LSz gépi nyelvével. Az itt tar-
gyalt szimbélikus programozd nyelv nem tévesztendd Ossze
ezzel.



Ez a torekvés altalaban nem valésithatéd meg teljes mértékbens
Ahogyan a szimbdlikus széamolégépprogramozd nyelvek /ALGOL,
FORTRAN, COBOL, stb./ szamolégépprogramozdsra valboban kész for-
mai /gépi reprezentansai/ bizonyos mértékben mindig fiiggnek az
adott szamolégépektdl, ugyanugy a szimbblikus szerszamgépprog-
ramozé nyelvek /APT, ADAPT, AUTOPROMT, AUTOSPOT, stb./ kis mér-
tékben mindig fiiggnek attél, milyen szerszamgépek tényleges
programozésara hasznidljdk /s6ét sok esetben az alkalmazott szé-
molégéptdél is fiigghetnek minimalisan/. Altalédban a problémaori-
entdlt nyelv ezért egy alap "szbékincset" és "nyelvtani"™, szin-
taktikus szabadlyokat tartalmaz. A szbkincset és a szabalyokat
esetleg boviteni kell ahhoz, hogy konkrét szémolégépen és szer-
szamgépre hasznalhatdé legyen. A nyelv ilyen repezentélasaval
egyitt jar magénak a szamolégépi programnak az elkészitése,
amelyet a szimbdlikus nyelv fordité programjénak, vagy értel-
mezd programnak is nevezneke.

A programoz$ rendszerek osztalyozésaénak alapja.

Mivel a szébanforgd programozd rendszerek problémaorien—
taltak, kézenfekvd, hogy azokat a programozhatd problémik, ne-
vezetesen a megmunkdland$é munkadarabok alapjan osztélyozzék. A
szerszdmgépeken megmunkdlasra keriilé munkadarabok /alkatrészek/
olyan osztalyozasa azonban, amely alapul szolgalhatna a progra-
mozé rendszerek osztalyozdsahoz, sajnos nem alakult ki« Lppen
forditva, a programozé rendszerek osztalyozasanak és tervezésé-
nek sziikséglete hivott életre egy bizonyos osztélyzést a munka-
darabokra vonatkozodban is. Mindkét osztalyozas /a munkadaraboké
és programoz6 rendszereké/ egyarant a szerszamgépek osztalyoza-
séra vezetett specidlis szemszigbdl.

A programozé rendszerek osztdlyozésénak alapja igy minden
esetben a programozhaté szerszamgépek valamilyen szempontbél
valé osztalyozasa. A gyakorlat megmutatta, hogy az osztalyzast
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a szerszamfeliilet és a munkadarab relativ mozgatasanak bonyo=-
lultsédga szerint célszerii végezni. A relativ mozgés ellendrzott
és litemezett mbédon torténd végzését nevezziik a szerszam vezér-
lésének. Az ltemezett mbéd az iddben torténé ellendrzést, szaba-
lyozast jelenti.

A programoz rendszerek osztalyozéasanal 4ltalaban azt ve-
szik alapul, hogy a szerszamnak milyen fajta vezérlését lehet
a rendszerben programozni.

A megmunkéalasnédl lejatsz6dd mozgésokat altalaban két kom=
ponensre bontjdk: fémozgésra és mellékmozgésra. A fémozgas le-
het haladé mozgas is, de rendszerint forgbmozgas, amelyet vé-
gezhet a munkadarab /esztergélas/ vagy a szerszam /furis, ma-
r4as/. Feladata a forgacslevalasztas. A mellékmozghs a megmun—
kélas, forgacslevalasztads helyének valtoztatasat célozza és
rendszerint halad6 mozgéas. Az eldtolas az effektiv megmunkalas
kozbeni mellékmozgés. A szerszam és munkadarab relativ mozgésat
megmunkal&s nélkiil poziciondlésnak nevezziik. A mellékmozgis ve=
z2é6rlési szempontbdél a kovetkezd fajta lehets

a./ Egy adott pontba eljuttatja a szerszamot a munkadarabhoz
viszonyitva; a palyara, a sebességre és egyéb korilmények—
re nézve nem kell tekintettel lenni; ilyenek a poziciondlas,
vagy a szersz&m visszavonulasa egy megmunkélas véghelyzeté—
bdl, asztalelforditas adott helyzetbe, stb.

b./ Egy tengely mentén egyenletes mozgas megadott szakaszon;
az egyenletes sebesség nagysaganak és iranyanak jelentésége
van; ez a mozgés mindig megmunkalas kozben torténik, pl.
egyenes korhenger szakasz esztergalasa, eldirt mélységi
lyuk furésa /egy menetben/ maras egy szén mozgasa kozben,
egyenletes sebességi adott szdgelfordulas megmunkaléas koz-
ben /ha ilyen lehetséges/.

ce/ Tobb tengely mentén egyideji Osszehangolt /altaldban val-
toz6 sebesseégii/ mozgas; & szerszam a munkadarabhoz viszo-



nyitva meghatarozott palydn mozog vezérelt sebességkompo-
nensek mellett; ilyenek a tengelyekkel derékszogtél eltérd
szoget bezard egyenes menti /pl. egyenletes/ mozgads, sikbe~
1li, vagy térbeli gorbe mentén torténdé mozgis.

A programozé rendszereket és vezérlési szempontbdl a szer-
szémgépeket aszerint lehet csoportositani, hogy hany tengely '
mentén és milyen b/ vagy ¢/ tipusu mozghs lehetséges. Az osz=-
talyzast az a/ tipusu mozgésok nem érintik /mivel azokat auto-
matikusan vezérli a szerszamgép /szervomechanizmusa//.

A szerszéamgépek szokésos osztdlyozasa, melyet legtobbszor
alapul vesznek programozé rendszerek osztalyozasahoz a kovet-
kezds

Pontvezérlésii szerszamgép, ami azt jelenti, hogy csak egy,
a szerszamtengely menti b/ tipusu mozgas lehetséges; gzakasz=—
vezérlésii szerszamgépnél legalabb egy, a szerszémtengelyre me-
réleges tengely mentén lehetséges b/ tipusu vezérlés, a folya=-
matos péalyavezérlésnél pedig legalabb két tengely /dimenzié/
viszonylatdban lehetséges c/ tipusu vezérlést megvaldésitani. A
pont-szakaszvezérlésii szerszamgépnél értelemszeriien mind a pont,
mind a szakaszvezérlés kritériuma is teljesiil.

Ez az osztalyozds azonban a szamolégépli programozés szem—
pontjabél nem eléggé részletes és nem a legcélszeriibbe

A munkadarabok bonyolultsagat, valamint megmunkélasi mive-
letek sokféleségét és Osszetettmégét, valamint a szerszéam mozgés
vezérlésének bonyolultsigat nyilvanvalbéan a mozgésok b/ és c/
tipusén, ill. a pont-, szakasz-, vagy pélyavezérlésen tulmenl-
en lényegesen befolydsolja az, hogy mindezek a mozgdsok hany
tengely mentén valésithaték meg. Geometriailag ez azt jelenti,
hogy lényeges az is, a megmunkalés ill. vezérlés hany dimenziés
és haladb, valamint forgbd mozgésok is lehetségesek-e?

A tengelyek szama szerint a szerszamgépeket tobbféle elv
alapjan osztalyozzék. Altaldban egy mozgastengely értékelésébe
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a lehetséges mozgas a/, b/, ¢/ tipusat is belevonjik, mert
egyébként az osztdlyozds nem egyértelmii programozastechnikai
szempontbél. Egy szerszéamgépen a mozgas két vagy harom dimen—
ziéban /2D ill. 3D mozgas ill. programozés/ torténhet,azonban
megint lényeges a mozgéds mindsége is. A szerszimgépek vezérlé-
sében 2-3-4-5- tengelyi vezérlést kiilonboztetnek meg. A 2 vagy
5 tengely a sikbeli vagy térbeli haladdé mozgéast teszi lehetédvé
/szénok/, mig a 4 és 5 tengelyek forgadstengelyek, ha az asztal
vagy orsd egy, vagy két tengely koriil elfordulhat.

A programoz¢$ rendszerek osztalyozasa.

A szerszamgép vezérlések fenti osztadlyozasi szempontjai
alapjan roviden ismertetjiik a legismertebb programozé rendsze-
reket felsorolva, hogy azok az egyes szempontok szerint milyen
szerszamgépek vezérlésére alkalmasake.

AUTOPROPS /Automatic Programming of Positioning Systems/:
kétdimenzibés pont-vezérlésre alkalmas furd, vegy lyukasztbgépe-
ken téblézatos, numerikus informacidk alapjén. Az IBM cég dol-
gozta ki az IBM 1401 ESz-re.,

AUTOSPOT /Automatic System for Positioning Tools/: kétdi-
menziés pont-szakaszvezérlésre alkalmas, egyik legelterjedtebben
hasznalt szimbdlikus programozé nyelv. Az IBM dolgozta ki az
1620=a8 ESz~re 1962-ben. Mintegy 60-70 s8zét és jelet hasznal a
nyelv.

AUTOMAP /Automatic Programming/: kétdimenziés folyamatos
pélyavezérlésre J' z-irdnyu pozicionéléssal alkalmas szimbélikus
programozé myelv. Az IBM 1620-ra dolgoztak ki,

AUTOPROMT /Automatic Programming of Machine Tools/s hérom-
dimenziés folyamato8 palyavezérlésre alkalmas /5 tengelyig/
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szimbblikus nyelv, amelyben egész feliileti tartoményok progra=
mozhaték egyetlen /vagy néhény/ "mondattal"., Az IBM 7090 ESz-re,
valamint mas nagyteljesitményli szamolégépre készitették els. A
szimbblikus nyelv 200-n&l tobb szét haszndl és fordité programja
mintegy 32000 szamolégépi utasitéasbél 4ll. Ez tekinthetd jelen-
leg az APT mellett /l.aléabb/ a leguniverzalisabb és leggazdagabb
nyelvneke

APT /Automatically Programmed Tool/ rendszers tébb fokozata
vane. Az APT I pontvezérlésre, az APT II haromdimenzidés gorbék
szerinti megmunkédléds programozaséra és az APT III héromdimenziés
feliileti tartomanyok szerinti programozésra szolgdld rendszer
ill. szimbblikus nyelve. A rendszert 1958-ig dolgozték ki a
cambridgei miiszaki egyetem /Massachusetts Institute of Techno-
logy, Cambridge/ Szervomechanizmus Laboratériuméban /ma: Elektro-
nikus Rendszerek Laboratériuma/ az USA légierével egyiittmiikodve
sajat Whirwind I szémolégépre és késébb atkédoltak az IBM 7090
és UNIVAC 1107 szémolégépekre ise. A komplett APT rendszer 5
tengelyes folyamatos palyavezérlésii szerszamgépekre a legbonyo=
lultabb alkatrészek /pl. repiildgéprészek/ programozéaséra is ki-
valéan alkalmas /az AUTOPROMT mellett/ és allandé tovébbfejlesz-
tés alatt 4ll. A fejlesztés irdnyaira még visszatériink.

ADAPT /Air Material Command Developed APT/ az APT II rend=—
szer egyszeriisitett valtozata, amely kétdimenziés folyamatos
palyavezérlésii gépek programozisara alkalmas és kozepes szamolé=-
gépeken is alkalmazhaté. Eredetileg az IBM 7090 ESz=-re progra-
mozték, de késdébb sok mas szamolégépre is. Mintegy 85-90 szét
és 10 egyéb jelet haszndl a nyelv /a szamjegyeken kiviil/.

A felsoroltakon kiviil még mintegy 40 féle kiilonbozd prog—
ramozé rendszer ismeretes, melyek nagyrészét az Egyesiilt Alla=-
mokban, néhédnyat pedig mAds orszégokban dolgoztak ki. Ezek ko=
ziil pont-szakaszvezérlés programozésara megemlitjik még példa-
ként a CAMP /Compiler for Automatic Machine Programming/ proge



ramot, melynek II fokozata az IBM 7090 gépekre 2-5 tengelyi
pontvezérlésre alkalmas és az AUTOSPOT rugalmasabb valtozata-
nak tekinthetd és a PRONTO /Program for Numerical Tools/ proge
ramot, amely haromtengelyii pont-szakaszvezérléshez az IBM 704,

GE 225 szamologépekre kb. 50 szavas szdétarral késziilty Folyama=-
tos pAlyavezérlésre készitették pl., a SYMPAC /Symbolic Program-
ming for Automatic Controls/~ Compiler rendszert a kozepes

UNIVAC UCT szamolégépekre és késébb az USS 80/90 gépre kétdimen-
ziés vezérléshez. Tovabbi ismertebb rendszerek még: WALDO, SPLIT,
CLANM, stb.

A szimbélikus programozé rendszerek fejlddése.

Roviden felidézzilk a NSz-ek és programozéasuk fejlédését,
kiilonos tekintettel a szimbdlikus programoz6 rendszerekres

A szerszamgépek numerikus vezérlésének sziikséglete és meg-
valésitasdnak lehetdsége az 1950-es évek elején meriilt fel. A
problémaval az USA repildgépipardban ille a légierd megbizasa-
b6l a Massachusetts Institute of Technology /M.I.T./ Szervo=-
mechanizmus Laboratériumaban kezdtek foglalkozni. A kutatasi
programot és munkat "Automatikusan Programozott Szerszém Rend=-
szerek" /Automatically Programmed Tool (APT) System/ elnevezés
alatt végezték. A munkaba a repilégépipar mintegy 20 legjelen-—
t4sebb gyarté cége is belekapcsolddott és az 1958-ig elkészie-
tett és széleskiriien kiprébdlt APT rendszer fejlesztésére mintegy
100 évnyi kutatél munkdt és tobb mint 4 millié dollart forditot-
tak.X/ Az APT rendszer volt az elsdé numerikus vezérlési szerszém-
gép automatikus /szdmologéppel torténd/ programozasra szolgald
program-rendszer és rogton a legbonyolultabb haromdimenziés

x/ R.A. Thomas: The languages of tape. American Machinist,
Special Report No. 545. Jane. 6., 1964,
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munkadarabok programozasara, hiszen a gyakorlati kdvetelmények
ilyen rendszert kivantak. Az APT rendszer egyben Cégek és in-
tézmények egy csoportjat is jelenti,Jamelyek kozosen résztvesz-
nek a rendszer fejlesztésében, valamint joguk van a rendszer
hasznalatdhoz. Bz a tarsasag 1959-t8l a civil iparag képviseldi-
vel bdviilt. Az APT alapelvei szerint, vagy attél tudatosan el=
térve egyéb cégek és intézmények, féleg a nagy sz&molégépgyartd
cégek specidlis igényeknek megfeleldéen mAs rendszereket fejlesz-
tettek kie Igy sziilettek az el186z6 pontban felsorolt programozé
rendszerek.

Az APT rendszer fejlesztése ma is folyik az Illinois Insti=-
tute of Technology, Research Institute /IITRI/ védnoksége alatt,
amely koordinalja a kiilonféle erdéfeszitéseket a rendszer specié=-
lis gyakorlati feladatkorokre valé felhaszndlasara és a rendszer
4ltaldnos fejlesztésére /melyre még visszatériink/, valamint le—
hetoséget nyujt programozé szakemberek, segéderdk képzésére, ki-
sérletezésre, stb.

A NSz-ek és automatikus programozésuk fejlesztése az ameri-
kai példa nyoman kurépaban és masutt a vildgon késdébb indult meg,
de koriilbeliil hasonlé fejl8édés figyelhetd meg sAnglidban 1953-té1,
a Szovjetuniéban 1954=t5l, Csehszlovakiéban 1956-t6l, Nyugat-Né=
metorszagban 1957-t6l foglalkoznak a probléméval.x Hazénkban
napjainkban meriilt fel a probléma kényszeritd sziikségszeriiség-—
ként. Nyugat=burépaban = bar az USA=tél még mindig elmaradva =
mar széles korben alkalmaznak NSz-eket és programozasukra ESze
eket megfeleld programoz6 rendszerekkel, de a szocialista orszé-
gokban széleskori elterjedésrdl még nem beszélhetiink és az auto-
matikus programozés igénye még csupa&n napjainkban meril fel. Az
eldérehaladds komoly akadalya a nem megfeleld ellatottsig szémo-
l6gépekkel és az ebbdl kovetkezd felkésziiletlenség a programozés
és programozé rendszerek teriiletén.

x/ W.Simon: Der Entwicklungstand und die Zukunft numerisch
gestenerter werkzeugmaschinen in Deutschland. IBM Nachrichten,
Febr. 1965.
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Az APT koncepcid.

A NSz-ek automatikus programozasanak alapvetd problémaja,
amelyet az M.I.T. 8z APl rendszer kifejlesztésének keretében
megoldott a szamos elkeriilhetetlen részletprobléma mellett lé-
nyegében az ember /munkadarabtervezd konstruktér és programozé/,
az elektronikus szamolégép és a numerikus vezérlésu szerszamgép
szerves, raciondlis és hatékony egységbe foglaldsa "nyelvek" és
8z24amologépil programok segitségével.

Az ember szempontjabol a probléma Lényege az, hogy minél
egyszeribben, minél természetesebbnek hato nyelven és minél tobb
és bonyolultabb feladatot tudjon megfogalmazni és a korszeru
gépgyartassal jaré munkak minél nagyobb hanyadat tudja a gépek-
re automatikus végrehajtas céljabdl atharitani. nlsé fokozatban
8z MsI.Te=ben azt tiuzték feladatul - és a gyakorlatban a mai na-
pig ezt tudjak altaldban biztositani -, hogy az ember a gyartas-—
sal jaré munkakbél a miszaki terilet nyelvéhez "hasonlé" nyel-
ven, a munkadarabok egyértelmi, pontos geometriai leirasat és
a legraclionalisabb megmunkalasi folyamat minimalis technolégiai
utasitasokkal torténdé megadasat vallalja, a tobbi feladatot a
szamolégép és szerszamgep automatikusan végzi el /az ember-készi-
tette program szamologép szamara "érthetd" formaban valé "leicd-
sa", kédolas és informacidhordozoéra vald elhelyezés természete-—
sen még emberi munkat is igényel, de ez elenyészé/. ugy fejlet-
tebb fokozatban, amelyrdél késdbb még beszélink, még ennek a mun-~
kanak egy részét is a szémolégépré lehet biznie.

A szamologép szempontjabdl tobbféleképpen vetddik fel prob-
léma. Az egyik az, hogy milyen szémolépgépet alkalmazzunk, ill.
milyen all rendelkezésre? Speciadlis szamolégépet /kilsé interpo-
lator/ vagy univerzalis szamologépet? Nagy teljesitményl szamo-
légéplink van, vagy kisebb? WMiként lehet adott szamolégépet az
ember-szamologép-szerszamgép egyluttesbe a kivant funkciéval be=-
kapcsolni? Kz a probléma természetesen nem valaszthato el az em=
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bertdél, ill. a szerszamgéptdl. Az ember oldalarél nézve, a szé-—
molégép memoriakapacitéasa és miikodési sebessége korlatozza a
szimbélikus nyelv rugalmassagat, egyszeriiségét és az emberre ha-
rulé feladatok redukalasat. A szerszamgép oldalardl nézve a szer=-
szamgépen megmunkalhaté munkadarabok geometriai bonyolultséga,
valamint a megmunkalasi médok irdnti igénye befolyésolja azt, hogy
milyen szémolégépeket lehet a programozéshoz raciondlisan alkal-
maznie

A sz4molégép nagysagén kiviil programozhatéséga az, amely
kihat az ember tevékenységére. Ezt a kihatast azonban mar nem
a szébanforgd ember-szamologép=-szerszamgép rendszerben tekintjiik,
mert ez a mindennapi gyakorlatban a munkadarab programozé munké-
jat kozvetleniil nem befolydsoljae. Ez a szerves harmas létrehoza-
sénak és miikodése biztositasanak munkajéhoz, vagyis egy egyszeri
elokészitéshez tartozik és ez volt az M.I.T. kutatéinak feladata,
és ez ismétlédik ujra és ujra akkor, ha az ember-szamolégép-szer-
szamgép harmas utébbi két tagjanak valamelyike - s6t, az ember
altal hasznalni kivant programozé nyelv ugyszintén - megvéaltozike.
Természetesen egy ilyen uj narmasJkialakitasdban mar igen haté-
sosan felhasznalhaték azok a tapasztalatok, melyek az APT és mas
rendszerek fejlesztécével kapcsolatban nyilvanossagra keriilteks

Az M,I.T.-ben az ember-szamolégép-szerszamgép harmas elsd
és utolsd tagjat kiilonféle "tevékenységi szinteken" elképzelve
a kozépsd tagot /szamolégép/ igyekeztek egy konkrét univerzdlis
szamolégéptél nagyrészt fiiggetleniteni a kovetkezd mbédon: gondo-
latilag megalkottak egy APT szémologépnek nevezett fiktiv szémo-
l6gépet, az Osszes alapvetd egységgel, amellyel egy tényleges,
anyagl szamologép rendelkezik: bemend-vezérli-aritmetikai-memé-
ria-kimend egységekkel. Mindezeknek az egységeknek megadték a
funkcidit, miikodésiik kapcsolatat és algoritmusait ugy, hogy azok
egy megfeleld univerzadlis szamolégépen szimulalhatok legyenek.
Vagyis egy konkrét szamologépem beprogramozva az egységek prog—
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ramjai egylitt egy "szimulaciés szamoldgépet" realizdlnak, amely
elvégzi azokat az alapvetd feladatokat, amelyet az ember-szémo-
loégép~szerszamgép kozépsd tagjanak adott programozd nyelv és
szerszamgépi utasitasrendszer mellett el kell végezniee

Ennek a szimulédciés APT szémolégépnek a '"nyelve" nem egye—
zik sem az ember haszndlta programozé nyelvvel, sem a konkrét
szamolégép valamely programozé nyelvével, hanem egy célszeriien
valasztott numerikus APT szamoloégépi nyelv. Az APT szamoloégép
bemend egységén csak ilyen nyelven irt utasitasok mehetnek be,

a vezérld egysége csak ezeket tudja értelmezni és végrehajtattni
az aritmetikai egységével. Az APT szamolégép kimeneti nyelve
szintén nem egyezik meg egy konkrét szerszamgép nyelvével sem.

Az APT szamolégép bemeneti nyelve olyan, amelyre az emberi prog-
ramozé nyelven felirt munkadarabprogramok /"forrasprogramok"/
konnyen fordithaték minden konkrét szamolégépen /konnyii fordito=-
programot, translatort késziteni/ és kimeneti nyelve pedig olyan,
hogy az = ismét barmely szamolégéppel - kénnyen fordithaté le
adott szerszamgép konkrét kdédrendszerébe /konnyli uen. post=—
processort késziteni/.

Az ember és a szerszamgép emlitett "tevékenységi szintjei",
amelyekhez az APT szdmologépet illesztik az emberi oldalon:
/1/ szimbélikus nyelven valé programozdsa készre megtervezett
munkadaraboknak eldre kivédlasztott technoloégiaval és szerszam-—
gémre , s /2/ a szdmolégéppel valé "tarsalgas" utjan valé mun-
kadarabtervezés és konstrukcié csupan a kiilonleges igények koz-
lésével /erre még visszatériink/, a szerszamgépi oldalon pedig
/1/ ponteszakaszvezérlés, ill. térbeli pontok segitségével valéd
programozhatésag, /2/ folyamatos palyavezérlés térgorbék sze-
rinti programozhatésdggal és /3/ folyamatos pllyavezérlés tér-
beli feliiletek szerinti programozhatdésaggale.

A szimulaciés szamolégép médszerrel az APT problémaja lé-
nyegében az APT szdmolégépek "megépitésére", programok elkészi-
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tésére redukidlédott. Az M.I.T.=ben az elsd stadiumban az emberi
tevékenységet az emlitett /1/ szinten tételezték fel. A szer-
szamgépl eldalon szinte egyidejlileg mindharom szintet figyelem-
bevéve haromféle APT szémolégép kidolgozésidba kezdtek. Eldszior
egy APT I szémolégépet programoztak, amely azonban csak kisérle—
ti célokat szolgalt és eldkészitette a késdébbi "nagyobb telje=—
sitményi" APT II, majd APT III szémolégépek programozasat. Az
APT II szimuldciés szamolégép lényegében u.n. kanonikus alakban
megadott térbeli gorbék interpoldlasara, vagyis eléirt tiirésen
beliil egyenesszakaszokkal valdé megkozelitésére képes. A gyakor=
lati haszndlatban féként sikbeli gorbékkel hatarolt munkadara—
bok megmunkédlasara, vagyis kétdimenziés palyavezérlésre alkal-
mazzédk. Az AP!' II1 szémolégép kanonikus alakban megadott felii-
letek hatarolta feliileti tartomanyok megmunkélasdnak automatikus
programozasara képeses |

Az emberi tevékenység emlitett /2/ szintjéhez tervezett
szémolégépet ill. az igy nyert IITRI«ban ma is fejlesztés alatt
4llé APT rendszert APT IV rendszernek nevezték el. Egyébként az
APT I-II~III-IV rendszerek mindegyike az eléz8 fokozat kibbvité-
se, vagyis barmely fokozat haszndlata feleslegessé teszi az elé-
z3 hasznalatat, mert a megeldézd fokozatok minden funkciéjat képes
ellatni.

Az ember-szamolbgép-szerszémgép hédrmast most mér a szerszim-—
Bép oldalarél nézve lényegében arra volt sziikség, hogy adott NSz
et bekapcseljanak az APT rendszerbe, mégpedig ugy, hogy egy szé-
molégépi program /postprocessor/ segitségével a megfeleld APT
szémolégépfokozat outputjait leforditsdk, konvertaljak az illetd
szerszémgép "nyelvére". Erre a kérdésre a fordité program prob-
lémajéanal még visszatérink, itt csupan annyit emlitiink, hogy
természetesen egy szémolégép szémos szerszamgépet kiszolgalhat
egyidejiileg, mivel feladatdnak elvégzése Osszehasonlithatatlanul
rovidebb idét vesz igénybe, mint a szerszamgép miikddési ideje.
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Ezzel kapcsolatban hangsulyozzuk, hogy az ember-szé&molégép-

szerszamgép harmas altalaban /1/ tobb programozé ember és tobb
szerszingép egyittmikodését jelenti egy szémolégéppel /2/ a hér-
mas minden tagja ellathat emellett a kooperativ munkatél kiilon=-
boz8 feladatokat is /ez féleg a szamolégépnél jelentds/ és /3/
a harmas tagjal iddben és térben teljesen kiilonvalva delgozhate
nak; tehdt nem szinkron és helyhezkdétotten kell egylittmiikédnick
/természetesen el0szor az embernek kell programozni, hogy azt a
828mo0légép lefordithassa és ezutdn a szerszimgép a pregramozott
munkadarabot elkészithesse./

A pregramozé nyelvek.

A N8z-ek programozésara tervezett szimbélikus programozé
nyelvek egyszeriien kozonséges tagjal a ma mar mind nagyobb csa-
ladot alkoté probléma-—orientilt szémolégérl nyelveknek, melyek-
re példak a COGO, STRESS, SIMON, CSL, stb., melyek nem szerszim-—
gépvezérlésre szolgalnak, és a mar altalunk korabban emlitett
APT, ADAPT, AUTOMAP, AUTOPROMT, AUTOSPOT, stb., nyelvek, melyek
szerszamgépvezérlésre késziiltek., Ezek a nyelvek némileg kiilon=—
boznek az ALGOL, FORTRAN, COBOL, stb. nyelvektdl, amelyeket
program-orientalt nyelveknek neveznek, mert a széamolégépprogra-
mozés egyszeriisitését és szimbolizalasat célozzak a programozan—
dé probléma témakorétsl filiggetleniile Méginkabb kiilonboznek a
fenti nyelvek az u.n. (szamolé)géporientalt szimbolikus nyelvek=-
t8l /autékéd, "assemly" nyelvek/, mint pl. az IBM gépeknél a
SPS (Symbolic Programming System) AUTOCODER, az Elliott gépek-
nél pl. a NEAT, stb,, amelyek csupan az adott szamolégépre tor-
téndé programozashoz hasznédlhatéke.

Végil az Osszehasonlitas lancolatanak masik végén &llnak

esetiinkben a gzerszamgépi nyelvek, melyek ugyanugy gépil kédok
ill. gépi utasitédsrendszerek numerikus /ill. alfanumerikus/

formdban, mint a gzamolégépi nyelvek ill. utasitésrendszerek.
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A szimbolikus nyelvekben egyarant az a kozos torekvés tik=-
roz6dik, hegy a problémak programjat valamely elektrenikus rend-
szer vezérlésével torténd megoldasa céljabél az emberi nyelvhez
minél kozelebb allé, minél természetesebbnek haté, kinnyen meg—
tanulhaté és hasznalhaté formaban lehessen megfogalmazni és le-
irpi. Az igy leirt programok kédolasdt és feldolgozasat azutéan
specidlis elektronikus /és részben mechanikai/ berendezések be-
vondsaval végezziikk a lehetd legautomatikusabb fokon.

A problémaorientalt nyelvek és programrendszerek fejl8dése
még messzebb vezet, amely mir az ember és a szamoldégép kozti
"egzmécsere" lehetdéségét teremti meg az informaciékozlési médok
széles skalajan /adott esetekben, a legcélszeriibbet megvalaszt-
va: irégép, rajzolé és vetitd berendeiések, esetleg akusztikai
berendezések, stb./. A nagyobb IBM szamolégépekre ilyen nyelvek
ple a COGO és a STRESS, valamint az APT még fejlesztés alatt
4l11lé fejlettebb fokeozata /APT IV/,

A szerszamprogramoz$ szimbélikus nyelvek altaldban struktu-
ralisan az ALGOL-hoz, vagy a FORTRAN-hoz hasonlithatéke. Ismere-
tes ple mar az APT III nyelv ALGOL 60 riporthoz x/hasonlé szin-
taktikus leirdsa is. ™/

A szébamforgd nyelveken komplett munkadarabok készitéséhez
sziikséges informaciok irhaték:&g¥h€3ek egylttesét munkadarabe
programoknak nevezziik. Egy munkgprogram kijelentésekbél, monda-
tokbél all, amelyek a nyelv szabalyainak megfelelden csoporto-
sitott "szavakat", irasjeleket, paramétereket, szamokat tartal-
maznak eldirt szabaly szerinti sorrendben. A szavak egy része

x/ J.W. Bachus és masok: Revized Report on the Algorithmic
?angu7ge ALGOL 60 /Edited by P. Naur/ Comm, ACM 6 nove l.
1963

xx/ S.A.Brown és mdsok: A Description of the APT Languege. Comme.
ACM 6 nov. 1ll. /1963/
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uen, szdtari szé, melyeknek a nyelvben meghatarozott, rdgzitett
jelentésiik van, mas résziik azonosit6, melyek adott eljaras sze-
rint definidlhaték a nyelv alapjelei-bdél. Az alapjviek meghaté-
rozott betilkk /Adltaldban az ABC nagybetiii/, az arab szémjegyek
és néhany egyéb jel.

Kiilonféle informacibéfajték leirdsédra rendszerint mas-més
mondattipusok hasznalandék, amelyek kozGtt altalaban az alabbi
harom mindig szerepel:

a/ Geometriai definiciéke. Ilyen mondatok keretében irhatodk
le geometriailag a megmunkdland$é alkatrész azon részletei, ahol
effektiv megmunkdlasnak kell torténnie, valamint azok egyméshoz,
vagy egy koordindtarendszerhez viszonyitott helyzetei. Az alkat-
rész mindig egy hozzé kotott derékszogii /esetleg polér/ koordi-
natarendszerben irhaté le és a nyelv lehetéségeinek megfeleld
geometriai alapelemeket., Osszefliggéseket lehet felhaszndlni a
leirdsbane Példéul az APT III nyelvben pont, egyenes, koér, el-
lipszis, hiperbola, 4ltalanos kupszelet, sik, henger, kup, gdmb,
4ltalénos masodrendi feliilet adhatdék meg eléirt formaban néhany
paraméterrel, vagy egymédshoz viszonyitott helyzetiikkel, sét még
tablézatosan megadott sikmetszetii hengert is lehet hasznalni.

A geometriai definiciék &ltalaban egymasba is agyazhaték, vala-
mint beépithetdk mads mondatokba, utasitasokba. Nagyrésziiket
azonban altalaban a program elején adjuk meg és a késObbiekben
név szerint hivatkozunk rajuk. Tipikus definidlé 9" mondatokat
mutatunk be APT III nyelven az alabbi példans
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0/ REMARK / GEOMETRIAI DEFINICIOK
1/ CNTR = POINT /X1, Yl

2/ KOER = CIRCLE / CENTER, CNTR, RADIUS, R

3/ El = LINE / CNTR, (POINT / KOER, ATANGL, A)

4/ E2 = LINE / (POINT / KOER, ATANGL, B), ATANGL, C

5/ BGYN = LINE / (8 = POINT / INTOF, E 1, E 2), RIGHT, TANTO, KOER
6/ K2 = CIRCLE / EGYN, YLARGE, E2, YSMALL, RADIUS, R2

7/ ERIN = LINE / LEFT, TANTO, KOER, LEFT, TANTO, K2

A programrészben aldhuztuk az eléforduld APT III szébtéri
szavakate. A 0/ cimkéjii megjegyzés /REMARK/ hatéBtalane Az 1/
definiélja . a CNTR-nek elnevezett pontot, melynek koordinatai
/X1, YL/ valtozépar értéke /a z-koordinatardl feltételezziik,
hogy elézdleg egyszer s mindenkorra adott, vagy pedig O, amikor
is nem kell feltiintetni./ A 2/ definicié egy olyan KOER nevii kdrt
definial, melynek kozéppontja az eldzbleg megadott pont, sugara
pedig R értéke. A 3/ alatt El egyenest két pontjaval definialjuk,
melyek egyike a CNTR pont, a masikat itt definialjuk még pedig
a KOER nevii korén az A (x-tengellyel bezart) szdghdz /polarszig/
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tartozé pontként. A definiciét zarbjelbe kell tenni, ha az nem
Onélléan szerepel, egy mondatként.

A 4/ alatti E2 egyenes a KOER kér B szoghoz tartozd pontjan
4tmend C irdnyszogi egyenes. Az EGYN egyenes atmegy azon az S
nek elnevezett ponton, amely E 1 és E 2 egyeneseknek is metszés-
pontja /INTOF/ és jobbrél érinti /RIGHT, TANTO/ a KOER kort. A
6/ alatti K2 nevii kdr az KGYN és E2 egyenesek egyik kozos érin-
t8je R2 sugarral mégpedig az, amelyik EGYN-tél a nagyobb Y érté-
kek /YLARGE/ és KE2-t8l a kisebb Y értékek /YSMALL/ felé esik.
Végil az ERIN egyenes a két kor kozds érintéje mégpedig KOER-tOL
a K2 felé nézve mindkét kort balrél érinti /LEFT, TANTO/.

b/ Szerszam- és egyéb definicidke. Vannak nyelvek, ahol a
szerszamokat szigoruan meghatarozott médon a program elején kell
definialni és megszamozni, amely szamokkal késdébb az egyes szer-
szémokra lehet hivatkozni. Mas nyelveknél a szerszamokat ott
definial jadk, ahol a programban hasznalatbavételére sor keriil.

Az APT rendszerben is az utobbi mbédszert kovetik. A szerszam-
definidlé mondatban megadjuk a szerszam mindazon lényeges ada=
tait, amelyek az APT szamolégép szamitasainak biztositasahoz
és a postprocessor részére szikségesek. Ple: CUITER /d, r azt
jelenti, hogy a szerszam egy r sugarral lekerekitett éli d at-
méréji hengeres mard.

A szerszémokon kivil a program elején definialni kell a
geometrial tilirést, amely a gorbék egyenesszakaszokkal vald ko-
zelitése kbzben még megengedhetd, az eldtolas sebességét, a hii-
tés m6djat stb. kzek a definicidék mindaddig érvényesek, amig
nem valtoztatjuk meg. Pl.: a SPINDL / 1800, BPMy; ILOW definicié-
val /mely utasitas is az orséforgas elinditasara/ meghatarozott
1800 fordulat pro perces /RPM/ fordulatszam, mely az alacsony
/IOW/fordulatszémtartomédnyba esik, mindaddig érvényes, amig
mis hasonlé eldéiras, vagy SPINDL / OFF (orsoforgas leallitésa)
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eléiras eld nem fordult. A mondatoknak ilyen tipusdhoz sorole-
hatjuk még a munkadarab és a szerszamgép azonositdsédhoz sziik=
séges adatok és a REMARK megjegyzések megadisat; valamint a
s8zémolas, vagy mozgas médjara, vagy megszakitésira szolgéld
utasitdsokat (STOP, DELAY, END, FINI, CUT, DNTCUT, MULTAX,

2DCAIC, 3DCAIC, stb.)

c/ Mozgési utasitdsok. A munkadarabprogram nagy részét ké-
pezik 4ltaladban azok az utasitasok, amelyek ténylegesen a szer-—
szém mozgldsat /irényat, sorrendjét, stb./ irjdk els a geometri-
ailag definidlt munkadarab mentén, hogy a kivant megmunkélasok
megvalésul janak. Sok nyelvnél az ilyen utasitésokat megszakite
jék, vagy teljesen egybeépiilnek azokkal a geometriai definici-
b6k, vagy egyéb utasitasok /pl. aritmetikai szémitésok, losikai«9‘
I dontések, stb./. A nyelv (ill. program) bonyolultsdgatél
fligg, hogy egyetlen mozgési utasitédssal milyen Osszetett és
komplikdlt mozgassorozatot lehet kivdltani. Pl. az AUTOSPOT=nél
egyenesszakasz menti egyenletes mozgasokat, az APT II-nél tér-
gorbeszakaszok menti mozgasokat és ple. az AUTOPROMT-n&l feliile-
ti tartoményok szisztematikus bejarésat lehet egyetlen mondat-
tal eldirni. Természetesen az eldirt utat és hatdrait egyértel-
miien kell megadnunk.

Az APT ITI-ban tipikus mozgédsi utasitasokat sorolunk fel.

00) FROM /PT
INDIRV / VEK
GO/TO,  LAP

E héarom utasitéds a mozgasi utasitasok elsé harom utasiti-
saként fordulhat eld, és pozicionadlasra és elinditasra szolgéli.
Azt jelenti, hogy PT /elézbleg megadott/ pontbél elindulva VEK
/elézéleg definialt/ vektor irénydban menjen (GO), addig mig a
szerszam érintkezésbe nem keriil a LAP /elézéleg definiélt/ fe-
liilettele Hasonld elinditd utasitéssorozatok még:



Ol) FROM /PT 1
INDIRP /PT 2
GO / OFFSET, FLET

amely azt jelenti, hogy PT 1 pontbdél a szerszam menjen egyenes
vonalban atba a helyzetbe, amig a FLIT feliiletet nem érinti a
PT 1, PT 2 szakasznak a feliillettel valé metszéspontjanél.

02) FROM / PT

60 / 20, F 1, ON, F 2, PAST, F 3
ami azt jelenti, hogy PT pontbél a legrovidebb uton olyan hely-
zetbe menjen a szerszém, hogy az F 1, F 2 és F 3 feliiletek met-
széspontjdban /ha ilyen nincs, hibajelzés!/ az F 1 feliiletet
érintse az innensd /PT feldoli/ oldalon /T0/, az F 2 feliilet nor-
mAlisa essen egybe a szerszédmtengellyel, az F 3 felilletet pedig
érintse a tulsé oldalrél. Ez a legspecidlisabb helymeghatarozé-
sok egyike az APT III_ban. Geometriailag 3x3x3=27 térbeli hely-
zet képzelhetd el., Mivel azonban a szerszéamtengely a munkadarab
feliiletére /kbzelitbleg/ merslegesen kell legyen, ezért ahhoz
csak TO eldirads lehetséges és igy az Osszes lehetdség 9=re csok-
kene

F2 F3
TO TO
TO ON
TO PAST
ON TO
ON ON
ON PAST
PAST TO
PAST ON

PAST PAST
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03) FROM /PT 1
GODITA / X 1, X1, Z1

04) GOTO /PT2

Itt a 03 utasitéas utan egyszeriien X 1, Y 1 és Z 1 koordindtaér-
tékeknek megfeleld /ndvekményes/ elmozdulés torténik, a O4)-nél
pedig a pillanatnyi /4116!/ helyzetbél a PT2 pontba tdrtémd el-
mozdulds (és ott megdlléds) torténik.

10) GORGT / GOEREE

Az el6z8 mozgishoz képest jobbra kanyarodva a GOERBE vonal mentén
a kovetkezd utasitasbeli gorbével vald metszéspontige Az ehhez ha=-
sonlé utasitésok folyamatos mozgatésra szolgélnake.

20) GO LFT /GOERBE, PAST, HATAAR

Az eldz6 mozgashoz képest balra kanyarodva a GOEREE mentén, amig
a HATAAR vonallal valé metszés pontndl a szerszém éppen tulmegy
(PAST) a HATAAR-on.

Bz egy mozgéassorozat befejezésére szolgal.

Az emlitett harom mondattipusokon, illetve kijelentéstipusokon
kiviil sok nyelven még egyéb kijelentések is megengedettek. Pl.
aritmetikai kife jezések, illetve értékadd utasitéasok, ciklusok,
Osszetett utasitdsok, feltételes és vezérlésatadd utasitasok. Az
APT III-ban példdul még a kovetkezék hasznalhatidk:

d/ Egyéb utasitésok. A legfontosabb talén az ue.n. makro-uta-
sitds lehetdsége, amely tobb nyelvben is biztositott. Pl. a

MENET = MACRO / P 1, P2y ee.



utasitassorozat egy MENET nevii Osszetett utasitéds, amelynek P 1,
P 2, stb. megadott jelzésii paraméterei vannak.

A definicié utédn a makro utasitéas
CALL / MENET, Pl = Ay P2 = B, ccees

formdban akarhol és akarhanyszor hivhaté és a végrehajtéds P 1 = A,
P 2 = B, stb., értékekkel torténik. Az alabbi utasitéssorozat egy
ciklusutasitas az APT III-ban:

LOOPST
IND) CALL / MENET, P1 = A, P2 = B
IP(MAX-B) VEEGE, VEEGE, TOVAABB
TOVAABB) A=A + « 6

B=B+ . 6
JUMPTO / IND
VEEGE) GO TO / HAZA
LOOPND
ez az utasitas példazza az APT III-ban a feltételes atiranyité
(IF), az értékadd (A=A+.6) és feltétlen vezératads (JUMPTQ) uta-
sitasokat is. A LOOPST (loop start) és LOOPND (loop end) monda-
tok csup&n a ciklus elejét és végét jelzik,egyébként hatastala=-
nok.

A szétari szavak altaldban egy, vagy két kozonséges 8z ro-
viditésébdl allnak, amelyek megkonnyitik azok megjegyzését és
hasznidlatat. Ezért a szerszamgépprogramozd szimbolikus nyelvek
szinte természetes kibdvitésként hatnak azok széméra, akik egyéb-
ként a munkadarabtervezés, de kiilonosen programozés teriiletén ja-
ratosak /mnemotechnikai széképzés/. Természetesen a nyelvek a
gyart6d orszég nyelvére épiilnek. Igy napjainkban a nyelvek majdnem
kizérdlag angol-szerii sz6étarakat tartalmaznak.

Az azonositéknal Altalaban korlatozva van azok hossza /6%t,
vagy hat betii ill. szém/ és ki vannak zé4rva a nyelv kiilonleges
jelei. Pl. 8z APT III-ban barmely, legfeljebb hat betiibdl és
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szambdél a4llé jelsorozat lehet azonosité, kivéve a szétéri szava-
kat /melyek itt szintén eleget tesznek e korlatozésnak/. Az
AUTOFPROMT nyelvben azonban nincs korlatozva az azonositék hossza.

Az APT ITT nyelvében ple. lehetdéség van a szbétari szavak szino-
mimadinak definidlésara is. Itt, ha egy szétari szé a programban
igen sokszor szerepelne és nehézkes, vagy egy mésik s8z6t kifeje-
z8bbnek tartanank, akkor méd van barmely azonositét hasznédlni he-
lyette. Pl. a

SYN / ER, TANTO, METSZ, CROSS, PARH, PARLEL

mondat azt jelenti, hogy a programban a tovabbiskban a TANTO
(tangent to=érinté) helyett IR, a CROSS (metsz&) helyett METSZ
és a PARIEL (parallel=parhuzamos) helyett PARH hasznilhaté.

A programozé programe

Barmely ember-szémolégép-szerszémgép rendszer miikddésének
feltétele a szamolégépre megirt megfeleld program. Tekintve, hogy
az ember a munkadarabot valamilyen /szimbolikus/ nyelven irja le
és a szerszamgép az utasitasokat valamely mAs nyelven "érti meg",
a szémolégépet felfoghatjuk, mint tolmécsot, aki fordit az ember
hasznédlta nyelvrdl a szerszamgép "hasznédlta" nyelvre. A szémoléd-
gép e feladatdt egy program révén képes betslteni, amelyet prog-
ramozé programnak, vagy fordité programnak nevezhetiinke.

A programoz$ programokat &ltaldban funkciondlisan kiilonbozd
részekre osztjék, melyek sok esetben idében is egymas utan "fut-
nak" a szémolégépen és felhaszndljék egymés eredményeit. Ennek
oka tobbféle:

1) A teljes program Altaldban nagy terjedelmii lenne, mely
a szamolégépek korlatozott operativ meméridja kovetkeztében nem
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férne el a meméridban,

2) Az igények valtozatai esetében a program részenként cse-
rélhetd, vagy fejleszthetd, bévithetb.

3) Programozéstechnikai okok:

a) Részenként 4ltalédnosabban irhatd meg és mAs célra is
hasznalhatée.

b) Nagyobb a szimbolikus programelvek (ALGOL, FORTRAN)
hasznéalhatéségae.

¢) Konnyebb a megiréas, kiprébdlds, ellendrzés és javitas.

Az APT rendszernél mAr utaltunk arra, hogy a program £6 ré-
8zét egy "szimulaciés APT széamolédgép" képezi, amely tulajdonképen
numerikusan kédolt bonyolult szé&mitasi és mozgasi utasitasokat
értelmez, és "bont le" egyszerii mozgasi lépéseket leird utasité-
sokkéd, valamint néhény egyédb informaciét épit be megfeleld helyek-
re a mozgdsi utasitasok kozé. Az APT szamolégép mellett azonban
az APT rendszer tartalmaz még egy translatort és prepocessort
(fordité és elbfeldolgozéd program), amely az APT szamolégép elétt
"miik6dik" és a kovetkezdét végzi:

a) A translator a szimbolikus APT-nyelven megirt program
utasitédsait 4tkédolja numerikus utasitasokka és az Osszetett uta-
sitésokat (makrok, ciklusutasitasok, stb.) lebontja alaputasité=
sok sorozatara.

b) A preprocessor megoldja a definiciékban eldéforduld geo-
metriai feladatokat és az eldéfordulé geometriai elemeket kanoni-
kus formaban fejez ki.

Az APT sz&molégép utasitasaiban mar minden geometriai elem-
nek kanonikus formaban kell eléfordulnia. A kanonikus formdt tu-
lajdonképpen az definidlja, hogy milyen paraméterekkel kell a
szimulaciés szamolégép részére eldallitani. Példaul egy kort az
APT nyelvben tobbféleképpen lehet definialni:
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kozéppontjaval és sugaraval
kozéppontjaval és érintd egyenesével, vagy korével
két érintdé egyenesével, vagy korével és sugaraval, stb.

de az APT szamolégép széaméra mindig (X, Y, R) alakban kell megad-
ni, shol az elsd két szém a kozéppont koordinatédi, a harmadik a
Susér o

Azt is emlitettiik mar, hogy az APT szamolégép "kimenetét"
egyetlen konkrét szerszamgép sem tudja megérteni, tehdt a ki-
adott, leforditott és elemi lépésekre bontott program nem alkal-
mas semmilyen szerszamgép kozvetlen vezérlésére. Ugyanakkor a pro-
dukdlt program olyan, hogy viszonylag egyszeriien fordithaté bar-
mely konkrét szerszéamgép nyelvére (a szerszamgépek meghatarozott
kategbéridjaban természetesen). Ezt a forditidst és a vezérld prog—
ram elkészitését minden konkrét szerszémgépre, vagy azok megadott
valasztékan beliil barmelyikre egy kiilon program, u.n. postproces—
sor (utéfeldolgozb) végzi. Tehdt ple. ha a programozott szerszim-
gépek listdja egy géppel béviil, elég a postprocessort (ha egy 6sz-
szevont van) kiegésziteni, vagy azok sorozatat (ha minden géphez
masik van) kibdviteni. Az egész programrendszer tobbi eleme val-
tozatlan marad.

Altaldban a postprocessort megel’ézé programrészt processor-
nak is nevezik, de néha csak az APT szamolégépet, vagy azzal ana-
16g feladatu programrészt nevezik processornak. A kiilonféle prog-
ramrészek rendszerint egymds utén miikédnek, de majdnem kivétel
nélkil kiilon miikodik a postprocessor rész. Természetesen ismerete-
sek specidlis egyedi programok is, amelyek egy adott programozé
nyelvrol egy adott szémolégépen egy adott szerszamgépre fordita-
nak. Ezek talan az adott relacidéban sokkal gazdasdgosabbak (kisebb
a forditéprogram és gyorsabban fordit), ezzel szemben teljesen
specifikusak. A torekvés dltaldban eddig az altalanosabb program-
rendszerek készitése volt, sét azoknak minél inkabb univerzélis
8z4molégép-programozd nyelven vald megirasa. Pl. az APT rendszer
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legfébb részei teljesen FORTRAN nyelven is meg vannak irva.

Barhogyan és barmely szamolégépre torténjék is a program
megirdsa, a munka nagységa és bonyolultsdga komplikaltabb prog-
ramozé rendszereknél vetekszik egy ALGOL-forditéprogram megiraséa-
vale. A NSz-ek ESz-el torténd programozidsa adltaldban legaldbb ko=
zepes nagysagu szamoldgépet igényel és egy programozd program
elkészitése nagy erdéfeszitést egy kollektiva részérdl, melynek
tevékeny tagja kell legyen elengedhetetleniil egy miiszaki szakem=
ber, vagy szamos szerszamgép-programozéd, forditéprogram készitée—
ben jaratos matematikusok és a szémolégép kozvetlen kiszolgalédi
és haszndléi. A forditéprogram készitéinek &t kell tekinteni a
lehetséges eléforduld munkadarabok, megmunkdlasi mbédok, szerszam-
gépfunkcidk, szerszamgép-konstrukcibdk és szerszamgépi kédok szé-
les skdlajat, hogy egy némiképp altalanos, megbizhatéd és a befek=
tetett munkaval ardanyos haszonnal haszndlhaté fordité-program—
rendszert alkothassanak meg. Feltétleniil nagy mennyiségii szamolé-
gépi lizemidét kell biztositani a munkéhoz és a valésziniileg nél-
kiilozhetetlen a szerszamgépek tobbé-kevésbé széles skdlajabdl a
jellegzetes és szélsbséges példanyok reprezentalésa és kisérleti
programokkal azok miikodtetési lehetéségének biztositasa.

Egy sz4molégép és egy szerszamgép esetén csupan egy egyedi
programot lehet késziteni, amely nem minden korilmények kozott
felel meg a célnak. Hangsulyozhatjuk azt a tényt is, hogy sokan
vitatjak univerzalis szerszamgépprogramozé rendszerek kifejlesz=-
tésének eredményességét és gazdasagossagat. Helyettiikk az egyedi
programozé rendszereket, minden szerszéamgéphez kiilén megirt prog-
ramokat és nyelveket tartanak hasznosnak. Szerintilk az APT kon-
cepcié és a tobbi univerzalis rendszerek nem valtottak be a hoz-
zajuk fiizott reményeket és hasznuk nem &ll ardnyban kidolgozési
Kk61tségeikkel X/

x/ FesA. Peters: A simple handle for a simple tool. The Computer
Bulletin June 1965.
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A szémoldgépes programozis perspektivai

Az elslzdkben tobb helyen utaltunk mar arra, hogy az ESz fel-
haszndlasa a NSz-ek ilizemeltetésében nem zarul le azzal, hogy a
NSz-ek programozésinak szimbolizélasdt, illetve a munkadarabok
szerszamgépli programja elkészitésének automatizilasat lehetdvé
teszik.

A széamolégépek felhaszndlésa a teljes alkatrészgyartés, sét
a tervezéssel jard munkadk nagy részének teljes automatizalasat is
lehetdvé teszi.

Ma még nagyrészt a szamolégépeken olyan programokat hasznile
nak szélesebb gyakorlatban, amelyek a kész, végleges megtervezett
alkatrész, munkadarab komplett, szimbolikus nyelven leirt és in-
formdcibhordozén kédolt programjat kovetelik mege.

A programoknak tartalmazniok kell a felhaszndlt szerszémgép-
re,a szerszamokra, eldétoldsokra, egyéb segédfunkcidkra valéd uta-
last is, megfelelden iitemezve és meglehetbsen szigoru szabdlyok
szerint.

Mi az, amelyet a sz&molégép még ebbdl a munkdbdl az embertdl
adtvehet? Amely révén az embert az APT-vel kapcsolatban mar emli-
tett b) tevékenységi szinten tételezhetjiik fel az ember-szémoléd-
gép-szerszamgép egyiittesben? Ezt taldn a kovetkezdkben foglalhat-
juk Ossze:

1) Az embert mentesiteni a programirastdl és kédoldssal jard ma-
nudlis munkatél.

2) Mentesiteni magatél a programnak a megszerkesztésétél a megha-
tarozott miiszaki és technolégiai adatok alapjan (ple miiszaki
rajz és technolégiai kovetelmények alapjan bizonyos lehetdsé-
gek felkindlésa mellett) a szerszéamgép, szerszém és nyersanya-—
gok tekintetében.

3) A kiilonféle megoldédsi lehetdségek koziil az optimilis, vagy
egyediil helyes megoldédsok kivAlasztasa. Pl. a lehetséges szer-
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szémgépek, szerszémok, hiitéanyagok, stb. koziil a megfeleldk
kivdlasztésa, a megfeleld kovetelmények megaddsa utdn a geo-
metrial tirések, esetleg a munkadarab alapanyagénak kivalasz-
tésa, a megmunkaldsok fokozatainak és sorrendjének Osszedlli-
téasa, stb.

4) A munkadarab tervezéssel, konstrudlassal jaréd szamitési és
mérlegelési, valamint precizirozasi munkdk, tovabba atmeneti
tervek kiilonféle mbédokon vald szemléltetésének elvégzése.

5) Végiil "alkoté" kozremikddés a tervezésben azédltal, hogy el-
képzeléseket elemez, interpretal, vagy "kritizal" és "vélemé~
nyeket" koz@l, vagy "ellenjavaslatokat tesz" az ember A&ltal
szolgaltatott tervvel, vagy elképzeléssel kapcsolatban.

Az elmondott funkcidék egy tényleges rendszerben forditott sorrend-
ben jatszédnak le, he egyaltalan a szamoldgép végzi azokat: ellé-
8z0r az 5) és 4) funkcib, majd a 3) és végil a 2) és 1) funkcib.
Az 5) és 4) funkcibék az ember aktiv kozremiikodése és befolyasa
alatt folynak, igy azokrél feltétleniil tajékozott. A 3) funkcid
eredményérdl célszerii, ha tajékozbddik és a lehetdéséget erre biz-
tositani kell. A 2) és 1) funkci$ az embert, a tervezdt tulajdon-
képpen mAr ugyanugy nem érdekli, mint ahogy egy mai rendszernél
maga a szémolégépi forditas lefolyasa nem érdekli a munkadarab-
programozdte.

Természetesen az ellendrzési lehetdséget az ember szémira
a fontosabb lépéseknél biztositani kell a most felvazolt toké-
letesebb rendszernél ugyanugy, mint a mai programozé programok—
ndl. Ennek célja féként az esetleges hibak iddben torténé felde-
ritése é8 a sziikséges kozbelépés lehet8ségének biztositésa,
hogy a hibat, ha mar fellépett, minél "olcsébban fizessikk meg",
vagy kiiszobolhessiik ki.

A mAr ma miikodé rendszereknél mindennapos a rajzolégép vagy
fényernyd és megfeleld program, amely a programozott munkadarab
kivant részletének (vagy az egésznek) kivant méretben és nézd-
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pontbbél valé megjelenitését biztositja vizudlisan. Kivédnsagra

a szamolégép lehetdvé teszi a szerszam utjdnak végigkovetését

a munkadarab mentén a megmunkalaskor, mielétt akdr a munkadarab
konkrét szerszémgépre szerkesztett programja elkésziilt volna,

de mindenesetre mieldtt a szerszamgépet lizemeltettilk volna a
szébanforgd munkadarab elkészitése érdekében. Ez a mdédszer al-
talaban gazdasagosabb, mint a szerszamgép prébaiizemeltetése a
kész programmal (pl.poliureténhab megmunkdldsaval), mert a szé-
molégép periferidlis berendezései gyorsabbam és olcsdbban iizemel-
neke

A ma meglévd programozd programok is tartalmaznak mAr u.n.
diagnoszta részt, amely a program tobbi részének miikédésével
parhuzamosan alland$ ellendrzéseket végez és "jelentéseket", jel=-
zéseket koz0l, szilikség esetén vész- vagy hibajelzést ad és le
is 4llitja a program tovabbi futasat.

Természetes, hogy mind a szemléltet$ program, mind a diag-—
noszta program hatdskorét és miikodését ki kell terjeszteni az
egész rendszer fejlesztésével parhuzamosan. A két program szere-
pe keveredhet és a két program egybe is olvadhat, hiszen f§ sze-
repe tulajdonképpen az ember tajékoztatasa: akar az ember kizvet-—
len, vagy kozvetett kérdésére valaszolva (értékelések, vilaszté-
sok, feltételek kozlése), akar pedig rendkiviili helyzetek vagy
hibak, tévedések, esetleg lizemzavar vagy matematikai szélsdségek,
abszurd helyzetek jelzésével, kozlésével. Az utébbiaknak felte—
hetdéen az egész rendszer tokéletesedésével parhuzamosan mind rit-
kabbaknak kell lenniiik, igy e szerep is kisebb jelentdségiivé va-
like.

Szinte felesleges emliteni, hogy az ilyen "tokéletes" rend-
szerek programjai csak nagy teljesitményii ESz-ekre készithetdék
el., Azt azonban hangsulyozni kell, hogy a problémak nagy része
nem szoritkozik kizardlag a szerszamgépek programozdsara és a
gyartandé munkadarabok tervezésére és igy az egész fejlesztést
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nem szabad elszigetelni a szamolégépek egyéb teriileteken vald
mind hatdsosabb és racionédlisabb felhasznalhatésagénak kutaté-
satél. Taldn nem is szabad a vazolt fejlesztéssel kapcsolatban
egy lépést sem tovabb menni anélkiil, hogy eldébb az elért ered-
ményeket fel ne haszndljuk masutt, valamint meg ne vissgaljuk,
hogy a mas teriileteken elért eredmények miképpen hasznositha-
ték ezen a teriileten. Gondoljunk itt az IBM szémolégépgyar
programfejlesztd torekvéseire, amely tel jesen hasonl$ felada-
tok megoldasara tervezte a COGO, a STRESS nyelveket, illetve
programrendszereket és ugyancsak érdekelt az IITRI-ben végzett
fe jlesztésben az APT rendszerrel kapcsolatbane.

A numerikus vezérlésii szerszamgépek gazdasagos programo=
zasénak igénye az MIT-ben folyt fejlesztésen, az APT rendszer
fejlesztésén keresztiil kétségteleniil eldsegitette a4ltaldban
a8 problémaorientalt szamoloégépprogramozé nyelvek, sét a szim-
bélikus, program-orientdlt szémolégépprogramozé nyelvek fejlo-—
dését is, ma azonban inkabb a NSz-ek programozasédnak fejlett-
sége fiigg a szamolégépprogramozd rendszerek fejlesztése terén
elért dltalanos eredményektél. Kétségtelen azonban, hogy az
automatizaldsban és a szémolégépeknek e célra torténd felhasz=-
nélésdban az alkatrészgyartasnak, a szerszamgépeknek uttord
szerep jutotte.
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Numerically controlled machine tool programming with a
computer.

Numerically controlled machine tools appeared in recent
years in Hungary and their development and organisation of
production is now under way. In this connection arose the
need for the automation of the programming of numerical machine
tools. The examination of the problem was assigned to %he
Computing Centre of the Hungarian Academy of Sciencese

In the present paper the author gives a short synopsis
of the results obtained in different parts of the world in
the field of the use of universal digital computers for the
automatic programming of numerically controlled machine tools.
Arising problems and principles of their solution are
discussed. Furthermore, the article surveys the development,
the classification and the trends of further developments
of symbolic programming systems.
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Egy optimdlis vezérlési feladat
Szelezsédn Janos

Tekintsiik az
1) w, = al W parabolikus differencialegyenletet, az
2) u(x,0) =0 x 20

u (@,t) = h(t)

feltételek mellett, ahol a h(t) peremfeltétel olyan, hogy
kielégiti az:

3) P(t,h(t),h’(t)) = € (v)

kozonséges elsérendii differencidlegyenletet, h(0) = O feltétel-
lel.

egyen P= {€(5): P(t) € o f%(t):A}

(o]

Feladat: Keressiik meg az F halmaznak azt az elemét, amelyre az
u(x,t) figgvény az (x ,t,) pontban minimumot vesz fel, azaz

J (¥Y) = min u(xo,to)
P(Lt)EF

Ha a ‘€ (t) fiiggvényt vezérld fiiggvénynek tekintjiik, akkor fel-
adatunk egy specidlis optimadlis vezérlésként foghatd fel.
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Ismeretes, hogy az (1) differencidlegyenlet megoldésa az
adott feltételekkel a

x°
S v
H (x,$=-T) = —%Z— o kit (t-T)"3/2

2a ITF-

Jeldléssel

%
ulx,t) = g H(x,t-T) h(T) 4T
(o]

alakban &llithaté eld, ezért

t
(o)

ulxgitg) = 7 Hx,,t-T) n(T) ag
o

Tétels
Tegyik fel, hogy a 3) differencidlegyenlet

h(t) = & (t,€(t)) megolddsa olyan, hogy %q,: const > O.
Akkor a feladat megoldasat a

H(x ,t =t) 5 (t,y°(¥)) = C

differencidlegyenlet megolddsénak derivaltja adja, azaz

() = y*(%)



ahol y(t) a fenti differencidlegyenlet megoldasa az
y(0)=0, y(to) = Ao (A C egy integréaléasi &llandb, amely a feltételek-

b8l meghatérozhatée) reitételek mellett.

Bizonyités:
A 3) differencidlegyenlet megoldasa a feltételek szerint

hit) = & (&, €(t))

ezért
%
370€) = { Hlxyt,-T) (T, €1T)) ar
o
Legyen
1]
y(8) = { ¥ (Tiar
o
Igy y'(t) = € (t) és y(0) =0, y(a) = A
tehat:

%

3P) = ly'(%)) = g H(x,,t,-t) #(t, y°(t)) at
0

b
Ismeretes, hogy a J = g F(x,y,y')dx funkciondl esetén, annak

a
sziikséges feltétele, hogy az y(x) fiiggvény szélsbéértéket szol-
galtasson, az, hogy az y(x) fiiggvény kielégitse az
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d
Fy— EFy,=O

Euler-Lagrange differencidlegyenletet.
Esetiinkben az Euler-Lagrange egyenlet

i {H(xo, t,=t) B, (t.y’(t))} =0
ebbél
H(x_, t,-t) By (t,y'(¢t)) = C

A fenti differencidlegyenlet megoldasaval (az y(o) = 0O,
y(to) = A feltételek figyelembevételével) megkapjuk az optima—
lis vezérlés primitiv fiiggvényét: y(t) - t

Ebbdl (%) = y' (%)

Konnyen beldthaté a tett feltevés mellett, hogy az elégséges
feltétel is teljesiil.
b
Ismeretes ugyanis, hogy a J = { F(x,y,y’) dx funkcional
a

esetén az elégséges feltétel a kovetkezd:

Megvizsgaljuk az un. Jacobi-féle
(B <SP ) u=ai (P u?) =0
yw - & Tyy? & 'y -

differencidlegyenlet megolddsat az Euler-Lagrange differencidl-
egyenlet extremalisai (y(x) megoldasai) mentén

(u=-1®$£=‘-’l . ile) = O)s
C
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Ha az u megoldas az x, = O ponton kiviil mas pontban nem

metszi az x tengelyt, akkor az adott y(%®) extremdlison a
J funkcional valéban (gyenge) szélsdértéket vesz fel, mégpedig
Fy’y’ >0 esetén minimumot.

Esetiinkben a Jacobi egyenlet
-ar [l t,mt) B (8,37 (8)) w ()] = 0
Ebbél a ¢*c ¢ = C (const) feltétel miatt
H(xo,to-t) u'(t) C = Cy

azaz

u’(t) =

1
CH(x , t, - t)

De H(xo,to-t)>0 0<t < %y

ezért u’(%¥) eldjeltartd, vagyis a t = O pont kivételével
az u(t) gorbe nem metszi a t tengelyt a (0,%,) interval=-
lumban. Ez azt jelenti, hogy az elégséges feltétel teljesiil.

A @ = const)0 feltétel azt biztositja, hogy a \@(t)

fiiggvény mellett a J(*¥ ) <funkcional minimumot vesz fel.

Irodaloms:

1k Gelfand-Fomin: Variacionnoe uszcsiszlenie.

2 R.Courant D.Hilbert: Methods of Mathematical Physics
Vole2.
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Concerning a optimal control problem.

Let us consider the parabolic differential equation

2
Uy =80
on the conditions
u(x,0) =0 x 20
u(0,t) = h(t)

where the h(t) function is such that it fulfils the first
order ordinary differential equation.

F(t,h(t), h*(t)) = P (t)

with the condition h(0) = O
17

o]
Let be: F = {‘?(t): Y(t) € C; S ¢ (t) =A}
o

Problem: is to be found that element of F set for which the
funkction u(x,t) takes the minimum in point (xb’to)’ that
ise.

nin ulx_,t.)

e P(t) € F

If we consider the function ‘P (t) as control function, then
our problem can be considered as a special optimal control.



Transzcendens, illetve slgebrai egyenletrendszer megolddsénak
egy médszere, illetve annak egy alkalmazdsa molekula modellek
eré-4llandéinak kiszamitasara

Gehér Istvan

Legyen fi(xl’xé""'xn) n darab n valtozés fiiggvény és
legyenek C13CoseeesCy valdés szémok. Megoldandé az

£ (2 2500053
f2(11’129°°')%) =
o e o S B (4)

tn(xl,xz,...,xn) = Cp

I
o
n

egyenletrendszer.
A tomorség kedvéért jeloljik az

yl = fl(xl,xz,...,xn) ‘
¥, = f2(xl’x2""'xn) r
In = fn(xl’x2"“’xn)

7

transzformaciét Y = F(X)-szel. Ez a transzformacié tehat az

n dimenziés tér X = (xl,xa,...,xn)I vektorahoz hozzérendeli
ugyanennek a térnek egy Y = (yi,yz,...,yn)‘ vektorat. Ha a
(€11Cpseeescy)  vektort C-vel jeldljik, akkor az (A) egyen-
letrendszer az
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F(X) =C e o o (A’)

egyenletbe megy at.

Hogy az (A), vegy a vele egyenértékii (A’) egyenletet meg tud-
juk oldani, az F(X) transzforméciéra és a C vektorra bizo-
nyos megszoritasokat kell tenniink. Megolddson természetesen
elektronikus szamolégépekre programozhatd eljarast értiink.

A tovéabbiakban tegyik fel, hogy az
Y = F(X)
transzformacié az n dimenziés tér egy D Osszefiiggd és nyilt

halmazé&t ugyanennek a térnek egy R halmazéra egy egyértelmiien
képezi le. Tegyiik fel tovabba, hogy a

3%,

313

(i.:l.a’.oo’n; J:l,Z,...,n)

parcidlis derivdltak a D minden pontjaban léteznek és folyto-
nosak. Végiil tegyiik fel, hogy a

BB LW
dx, 9dx, dxy
311. 512’ =
e o o e o -[axj]
Ofy 9% 9ty
S L - E 5 0xy



Jacobi matrix a D minden pontjdban regularis, azaz determi-
nansa zérustédl kiilonbozde.

9f
Megjegyezziik, hogy a —L derivéltak folytonossaga és a

s
0%y , "
z;—— matrix regularitdsa miatt az R halmaz szintén Ossze-
L 0%y
fiiggd é6s nyilte.

Az Y = F(X) trenszformicié inverzét jeloljik X = ¢p(Y)-nal.

Az F(X) = C egyenletnek akkor van gyoke, ha C eleme az R
halmaznak. Ebben az esetben viszont az egyenlet egyetlen gyoke

plc).

32
JelslJikk a [ 1 Jacobi matrixot -szel, vagy
T dax
3
Q}L ~-szel. A lancszabadly miatt
dax

4ar P & _
ax ay ay

ahol 1 az egységtranszformacib, ezért

ax

o =[g_r ()

Mivel a

é8 igy az inverze is csak az X = (Y)=-tél fiigg,

azért & (B) formula a gﬁ(Y) fiiggvényre egy altalanosabb ér-
telemben vett differéncidl egyenlet.
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Az (A) illetve a vele egyenértékii (A’) egyenletet most méar
a kovetkez8képpen oldjuk meg:

Vesziink egy X° vektort a D halmazbél és meghatérozzuk hozzé
az Y° = P(X°) vektort. Megkeressiik a
-1
X =[.;‘.L.] (c)
ax ax

differencidl-egyenlet azon @(Y) megoldaséanak ;!’(C) helyette-
sitési értékét, amely eleget tesz a 55(!0) = X° kezdeti felté-
telnek,

Mivel

AX =A@ (¥) =% AY +R(AY)
ay

ahol |[R(AY)| = ol A¥|), azért az (A’) egyerlet X =¢(C)
gyokének egy x¥ kozelitd értékét a kovetkezdbképpen adjuk meg:

Felvesziink m+l darab Y° = 2°, Zl, 22, csey Zm"l, 22 2 C
vektort ugy, hogy a
2%, zt, 72, ..., 2™, 2B

tortvonal as R-ben legyen és hogy az

|zt - gt ¢ L
"

egyenl8tlenség fenndlljon, ha i=l,2m...,m. Meghatarozzuk az

V°, Vl, Va,..., vV = xk vektorokat a kovetkezd rekurziés for-
mula segitségével:



¥ o 2
=

ax

x=ut
Beldthaté, hogy X~ —>» X = #(C), ha k —> S© ,

Mivel ez eléggé plauzibilis és itt szamitastechnikai médszerrdl
van sz6, azért a bizonyitast annak hosszadalmassaga miatt nem
k62061 jiik.

9f;

dxy

A gyakorlati feladatok megolddsanil 4ltaléban a

dF

parcidlis derivaltat, vagyis a matrixot kénytelenek va-
gyunk kézzel meghatarozni. Mégis abban az igen fontos specidlis
esetben, amikor tudjuk, hogy az £ (xl’x2""’xn) fiiggvények
olyan polinomok, hogy barmely valtozéjukban legfeljebb m-ed
fokuak, a differencidlast a szamolégéppel is el lehet végeztet-
ni. Ennek az az oka, hogy egy polinom egylitthatéit a differen-
cidk segitségével ki lehet fejezni.

Legyen h egy fix szam és jeloljik A -val azt az operatort,
amelyikre

Ag(x) = glx+h) - glx)

Ha p(x) = mem + Cm_lxm"l + esee + clx + Co’ akkor a Ci egylitt-

hatékra a kovetkezd rekurzibés formula érvényes:
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i

m=-1 i+l
T A [plx) = (cp X" +Cp 3 X7+ oo0 40y, X))
Y nt

ahol X tetszés szerinti. A Ci egyutthaték ismeretében a
-1 -2
p'(x) = m Ca e 5 ey} Crcy e e R N CX + Cy

polinom helyettesitési értékeinek a meghatarozésa nem okoz gondot.

A fent emlitett differencidlési eljarasnak az a nagy eldnye is
megvan, hogy az F(X) transzformaciét explicite nem is kell is-
merni, elég ha amt egy rekurziv eljaras segitségével adjuk meg.
A kovetkezdkben meg fogunk emliteni egy konkrét problémét, ahol
éppen ez a helyzet.

Molekula modellek erd-dllanddinak kiszamitédsaval kapesolatban a
kovetkezd probléma merilt fel:

Adva van egy A n x n-es matrix, tovabb4 n szam:

U19529"°’ '61;1 y

Meghatarozandd a

r T

diagondlis matrix ugy, hogy AZ sajatértékei ’6'1, ‘5’2,...,6.11
legyenek. A tovabbiakban ezt a problémat (E)-vel fogjuk jeldlni.
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Egy M n-ed rendii négyzetes matrix |tE - M| karakterisztikus
polinomja legyen h°+h1t + h2t2 + eee + hn_ltn'l +[<1)"2

A (ho.hl,...,hn_l)' = H vektort az M matrix karakteriszti-

kus vektordnak fogjuk nevezni. A H vektort az M sajdtértékei
egyértelmien meghatérozzak.

Ugyanis:
n-i
Bpg = (S22 8 85 eee 8y
ahol 8§, 32’ eeey S5 a8z M sajatértékei.

Az E probléma tehat a kévetkezdképpen fogalmazhaté:
Adva van egy A n-ed rendi négyzetes matrix, tovabba egy

C - (cl’ca’OQO’cn)’ Vektoro

Keressiik a

i X

digondlis méatrixot ugy, hogy az AZ matrix karakteriszsikus
vektora C legyen.

Jelolje Y = F(X) azt a transzformaciét, amely az
X = (xl,xz,...,xn)‘ vektorhoz hozzéarendeli az
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matrix karakterisztikus vektorat. Az (E) problgma megoldésa
egyenértéki az

B(X) =

egyenlet megoldasavale x

Tudjuk, hogy egy M matrix H = (h orby 90 e ety 1) karaskterisz-
tikus vektoranak hn i koordinataja egyenly az Osszes i-ed-
rendii £féminorok Osszegének -1)n -gzeresével.

Jeloljik az A matrix oszlopvektorait A;,A?,...,Ap-nelo
Az AZ matrix oszlopvektorai xlA;, 12A2,...,XnAp.

Az AZ matrix féminorai nyilvan az X5 XpyeeeyX, Olyan poli-
nomjai, amelyek minden valtozdéban linearisak. Ezért az AZ mnat-
rix karaktérisztiku vektoranak a koordinadtai, azaz az

fi (xl.xz,...,xn) fliggvények minden véltozéjukban linearisak.

A parcidlis derivaltakat tehadt a kovetkezd egyszerii formula ad-
ja megs

ié fi(xl’xZ""’xn) ) xi XppeeesX +h,...,xn)
9% .
fi(zl’XZ""’)&l)

h
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Az F(X) transzformicié értékeinek a kiszamitésa a féminorok se-
gitségével gyakorlatilag haszndlhatatlan, ezért F(X) meghatéaro-
zéséra gyakorlatilag hasznalhaté explicit formuldnk nincs. Vannak
viszont j6 rekurziv eljarasok, példdul a LEVERRIER féle eljaras,
illetve annak FADDETEV altal médositott formdja. Mivel F(X) egy
egyértelmiiséget csak egy hely kornyezetében tudjuk biztositani,
azért az eljards csak abban az esetben konvergil, ha olyan X°-
b4l indulunk ki, amely valamelyik gyckhoz kozel vane.

Irodaloms:

D.E. Mann, T. SHIMANOUCHI, H.MEAL, L.FANO: NORMAL COORDINATE
ANALYSIS OF HALOGENATED ETHYLENES,

THE JOURNAL OF CHEMICAL PHYSICS VOLUME 27. NUMBER l. /1966/

ERICH W SCHMID: MOLEKOLMODELLRECHNUNGEN MIT ELEKTRONISCHEN
RECHENANLAGEN «

ZEITSCHRIFT FUR ELEKTRONENCHEMIE. BD. 64. NR4. /1960/
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A method for solving the system of transcendent equations

Let Y = F(X) denote a transformation that maps the domain
D in the n dimensional space onto a set R in the same n
dimensional space. The equation F(X) = C is to be solved.

Let us suppose that the domain D is open and connected, moreover
the map Y = F(X) is one to one, continuous, having continuous
partial derivatives

G

dx

at all the points of the domain D. Besides we will apply
of

0 x;

J

for the restriction that the Jacobian determinant is not

equal to zero at any point of the domain D.

and the not

The continuity of the partial derivatives

.-

vanishing of the Jacobian determinant involves for the set R to
be open and connected.

Let @(Y) denote the inverse transormation of Y = F(X).

The equation F(X) = C has got a root if and only if C belongs
to R. In this case the equation mentioned above has got a unique
rott @(C).

0% dF
Let us denotet the Jacobian matrix|—= | with gl Owing to
P (1x
J

the chain-rule
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This is a differential equation in a general meaning for the
function @(Y). The solution of that differential equation can
be found as follows:

We take a vector X° of the domain D and then we define the
vector Y° = F(X°). Let #(Y) be the solution of the differential
equation

-1
dx _ (4F
dy = |&X
that satisfies the initial value condition @(¥°) = X°.

@(C) is the unique root of the equation F(X) = C.
Due to the formula

AX:AQH)r%AAY+RMYL

where |[R(AY)| = ordo (|4 Y|), the approximate value of the root
@(C) can be calculated in the following way:

We take m+l vectors Y° = 2z°, zt, 22, ..., 281, 2z go that the

path Z°,Zl,...,Zm"l,Zm with a straight line between two
consecutive points should belong to the domain R and the inequality

k

should be satisfied, if i=1,2,¢..,m. We define the vectors
Vo,Vl,...,Vn = & by the following recursive formula:

v o=x°

AT [93

2
dxjx=v1
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It is not difficult to justify that Xk converges to
X = ¢#(C) if k —» o= This method is particularly simple when
the functions fi(xl'xé""’xn) are polynoms.

In this case the coefficients of the polynoms can be calculated
by means of the differences of higher order.



Egy srakaszonként linedris optimélis veszérlés.
8zelezsén Janos

Tekintsiik az sl4bbi vezérlési feladatots

Az u(t) vezérlési hatés alatt 4116 rendszer mikddését a
]
Qlx,t) = 2 Kix,6, T) w(T) a4 € 1)

tsszefiggés irja le, aol K(x,t, T) adott fiigevény: (magfiigg=
vény, pis a folyamat Green fiiggvénye) O & x & 8, 0 €T % ¢t £ T.)

Legyen Qb(t) egy adott folytonos fiiggvény, amely & rend-
sser kivant, eléirt allapotAt irja le az x, pontban.

Tegyik fel, hogy a folyamatba a ¢, =1 At (L = Ogdy00e,yn)
pontokban tudunk beavatkozni (At = % ) és barmely két pont
kénbtsli smakasmon vezérlésiink lineédris.

As U w {u(t)} "vesérls tér" tehht legyen a t, = 14%
pontokban téréspontokkal remdelkesd tortvonal sereg. A megen~
gedett vezérléseket korlétozza még as

b
f Qlx,et) § () dt = A

(+]

foltétel is, ahol § (t)>0 adott fiiggvény.
A vezérlés céljat a

n
J (ult)) = f [Q(8) = Qlxgut) ] 2 ag 2)
0

funkcional irja le.
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Feladats hatérozsuk meg az U vezérlétérnek azt az u(t)
elemét, amelyre a J(u) funkcional ssélabdértéket veas fel.

Tétels
A 2) funkcionAdl az U halmazon &

J |
»T+A% 5" cpmy ha (J-L)at&T4jst
{=1 Vi
. (7 5 . ahol ¢y = 1 ha £&j-1
P 0 CLLTTL oy = 1-3 ha Lad

0 kiilonben

helyen minimumot veam fel, ahol

i J=1 i=l

( +B Q(141t) -4 ny - (A, ,+4% B, )
Q14at) +4 (144 tzjﬂj"dz 342—;;.13 % “.33

o Au ¢+ At Bi:l

és
jat jat

Ayg » K (x,,10%,T)Tag By, = f & (x,,14,T dar
(J=1) At (j=L)at

Bisopyitdss

Alkalmaszuk a Langrage féle multiplikator médszert, azas
vegyiilk a



T - 5
i) = [Q(t) = Qxga®)]2 s p [ Qxgat)§(8) at = 4] 3)
0 0

funkciondlt (ahol ,u a Langrage féle multiplikator).
Allitsuk el6 @ t; = 14% (i=l,...,n) pontokban téréc-
pontokkal biré tortvonalsereget az alabbi médon:

J
myT+ At >, cp my ha (j=1)At&«T£jat
5 : f=l ahol ¢y =1 ha L &j-1
0.10000.% = - afed iy t,J
0 kiilonben

Legyen P* (T, m,+..,m ) optimilis megoldds. Legyen
5 ™y

AP = P(T,%n ,e..,4m ) megengedett varidcié, azaz olyan,
! n

t
hogy a hoszatartozé AQ(x ,t) = g K (xo.t,(f) AP AT
0
megvaltozasra
T
[ aQlx,,t)S (%) at = A
0
legyen.

Vegyiik a T ,ml,....mn) + AAP valtozdst és képez-
Zuk a
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t

Q¥ (xg0t) + A4QUx ) = { K (x,5,T) (P +AAP)AT
0

névekményt.

Mint ismeretes a 3) funkcional szélsdértéke létezésének
szilkkgéges feltétele az elsd variAcid eltiinése, azaz, ha a 3)
funkcional szélsbértéket vesz fel a

b (T,nl,....mn) vezérlésnek megfeleld Q (xo.t) helyen,
akkor

A (Q® +£4Q)

oA A =0 g

azaz:

fa T

-;a-:(-' f {Qb(t) = [Q. (Io,t) "‘/(AQ(xovt)]} £ +
0

+ /u[Q(t) {Q’(xo,t) + KA Q(xo,t)l} dt - /u] =0
K =0

vagyiss

T
g {2 [Q, () = Q®(x ,t)] + /u?(t)}AQ(xo.t) dt = 0
0

Mivel A4 P( T,Aml..... a m ) tetszbleges Volt, ezért AQ(xo,t)
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tetszbleges megengedett varidcid, és igy

20, () - Q* (x,,t) ] + uQ(t) =0

_vagyis:

Pxyet) = Q () + ,g— Q (%) 4)
A /8 multiplikatort abbdél a feltételbdl hatarozzuk meg, hogy

Qx,,t) Q (£) dt = 4

O~

O~

(Q, (%) *v‘;— Q (t)) Q (t) at = A

ahonnan

T

A= Qle) g(t) at
0

/Il=2

T
( ©° (t) at
0

A 4) Osszefiiggés egy Volterra tipusu integralegyenletet ad
7T, ml,...,mh) meghatarozasaras

t
[ B lxgpte T) P* (Tymypeeeymy) 47 = Q(6) + ,A;- ] ()
0



.

Az integralegyenlet a t; = 14t toréspontokban

i
K (x5t T) * (Tymyeeem) a7 = Q(ty) + -Aa!- S ()

(o S [+ 7

illetve:
2t

i
.-;Zi (3{)41; E AL A% T) % 10 i gees i) S

= Q,(14t) +752L Q (14%)

egyenletbe megy ate.

Beirvas P'(t,ml,...,mn)-ot; azt kapjuk, hogy:

1 jot J
K (x,,i4%,T) (mJT +A % Z cg mp) df =
j=l  (j=1) at {=1

= Q(14%) + J;—- Q (id4t)

vagyiss



i jot
>, [ Klx,1aT7,T)Tat «
J=l (§-1)at

3 J jat
+ D>, as 57 cymy (K (xy,ia%,T)at ) =
J=1 2=l (j=1)at

= Q(14¢) + -c:-?‘- € (14%)

Vesessiik be az

1.4%
K (xo,ldt,T)Td
(3=1) A%

Al.j =

jat
K (x,,16%,T) 4T

(j=1)d ¢
jeloléseket, akkor a kovetkezd egyenletrendszert irhatjuk fel

az m._j paraméterekres

1 i i
> s mJ+AtZ B 0 m¢=Qo(idt)+~%—Q(iAt)
J=l J=1 _e-l



= 65 =

A fenti egyenletrendszer igy is irhaté

1 j-1
+A%B)my+at ), By > mg=
J=1 L=

=Q(iat) + ,lé‘-— @ (1 4t)

Lathaté, hogy az egyenletrendszer maAtrixa triangularis, ezért
ag rekurzive megoldhaté, és igy

i 3-1 1-1
Q(14t) +4Q(14%) ot 2] By S me= 3 (4444t Byy)my
- a2 Tl ga

i=l;2,0000000e N

Kénnyen belathaté, hogy az 1) funkcionél (amennyiben felvesz
8z61l88értéket) minimumot vesz fel.

Ugyaniss

T T T T

g (£ -(u+au) 2 at = f (£-u)? at + S (£-u)Au d% { (Au)? at
0 0 0 0

ahol 4 u tetszdleges megengedett variaciéb.



De mivel
T
S (f~u) A u dt = 0
0

ezért

7 T 7
S[t- (u+4 u)2 at - f (£-u)? at = f (au)? at >0
0 0 0

Vezérlés parabolikus differencidlegyenlet esetén.

Tegylik fel, hogy valamilyen folyamatot a

d Q2
LI £ " <
e a EY;%- 0£t tl 0 X & x

5)
parabolikus differencialegyenletet ir le, a

._g...z , . =( [ ult) - qlx;,%)]

L
o x

Q(X,O) = 0

=0

x=0

perem, illetve kezdeti feltétel mellett (ahol &( és a adott

konstansok)



= B

T
Legyen ul(t) vezérléfiiggvény, amelyre S u(t)dt = A,
0]

Legyen qo(t) egy adott fiiggvény.

Legyen a célfiiggvény

T
ala) = g 1008 = alx,,8)]? at

Feladat:
Keressiuk meg azt a ti = 14t pontok (At = —-"L, 1 = 0,1,2,¢40n)
n

kozott linearis vezérldé fiiggvényt, smelyre a J(q) funkcional
minimumot vesz fel.

A feladat az ismertetett mddszerrel megoldhatd. Ismeretes
ugyanis, hogy az 5) differencialegyenlet megoldasa az adott pe=
remfeltételek mellett

t

alxet) = fup(x.t,'r) w(T) a?t
(o]

alakban irhaté fel az u(t) vezérléfiiggvénnyel,

Irodaloms

A.G. Butkovszkij: Teorija optimalnovo upravlenija szisztemami
sz raszpredelitelnimi parametrami (Moszkva,

Nauka, 1965).
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A optimal control on a broken line set

The paper deals with the optimal control of such systems
whose behaviour is described by the relationship
t
Qxys) = f K(x,6,T) u(T)aT
(¢ ]
where u(ﬁf) plays the role of the control functione. The U set
of the control functions is a broken lina set with breaking
poiuts in t; = 1At (i=1,2,...,0) points. The problem is to
£find that element of the U set for which the functional

i
tute)) = ( [Qy(t) - Qlx,,8)] % av
0

takes a minimum under comnditions

T
[ Qlxgt)Q (€) at = 4
0

where Qo(t), and (Q(t) are given functions, and A is a given
constanse.
It was obtained as a result that on the U set the functional

takes a minimum ons
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J
my T+4% 3" cymgwhen (j-1)ateTéjav
=l '
P* (T,ml,....mn) = where cg = 1 wen ( &j-1
Co = A=j i L =j
0 otherweise
where
=1 i=l
(14t) + -.é‘- C(idt) -4t nm (A +atB, .)m
Q Byj 4 13 1373
mi = A= =1
Ajy +8% By
and
jat jat
- K(xgy 14, T)TaTs By, = [ &z 146,57 o «

(j=1) At (J-L)at



Bizonyos egyszerii tipusu sztochasztikus folyamatok numerikus
szimuldlésa és paramétereinek becslése.

Aratbé Matyads - Pasztorné Varga Katalin

Bevezetés.

Jelen dolgozat célja egyszerii tipusu iddében és allapotban
folytonos sztochasztikus folyamatok szimuladlési kérdéseinek
vizagdlata (specidlisan Ural-2 tipusu szémolégépen), s egyben
ezen folyamatok bizonyos statisztikai kiértékelésének elvég=
zése is.

A végrett szémitasoknak kettdés célja volt, elsésorban elf-
4llitani olyan sztochasztikus folyamatokat, melyek konkrét fi-
zikal tanulminyozasdhoz igen koltséges kisérleteket kellett vol-
na elvégezni, masodsorban meg kivanjuk vizsgdlni, hogy a kiilon-
b6z "véletlen szém" elB4llitési mbédszerek mennyiben felelnek
meg a statisztikal kovetelményeknek,

Végiil szerettiink volna elézetes becslést kapni bizonyos
aszimptotikusan érvényes Osszefiiggések érvényességi hatéarairdl
is, melyeket analitikus uton jéval nehezebb megkapni. Analiti-
kus vizsgdlatok, becslések konvergencidjAnak gyorsasigdra vo-
natkozban fiiggetlen megfigyeléssorozatok esetén ismertek, ha-
sonlé tipusu vizsgadlatokat nem fiiggetlen megfigyeléssorozatok
egsetére a szerzdk nem ismernek.

Jelen vizsgalataink kapcsolédnak a [GJ [7] dolgozatokban
felvetett problémakorhéz, annak bizonyos értelemben kiegészité-
sét jelentike.
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1. S Véletlen szam eldallitdsi mbdszerekrdl.

Alapvetd feladatként rendszerint egy fO,l] =ben vagy
-l,1 =ben egyenletes eloszlésu ‘§i, Sé,... sorozat eldal-
litdsa szokott jelentkezni. A megvalésitds kiilonféle mébédszerei
ismeretesek (lasd pl. [2] ), Byakorlatilag azonban az egyes gé-
pekre néhény utasitasbdél 4ll6 generdlési médszert (melynek le-—
hetdleg nagy a periodusa) szoktak kidolgozni. Az Ural=2 gépre
egy ilyen eljaras a kivetkezs (lasd [ 3] )

k4l 02 k+l0 & az eldzd véletlen szém szumméAtorba
kiildése
k+2 G 8 0003 O eltoldas balra 3 bittel
k+3 14 k411 O ;z elsd 20 bit megvaltoztatésa
k+4 26 k+10 O az utolsd 20 bit megvaltoztasdsa
k+5 10 k+10 O (0,1) intervallumra redukélés
k+6 16 k+10 &4 a véletlen szém kikildése a rekeszbe
k+7 00 0000 O kimenet
k+10 a; ] N )
az eldzb véletlen szam
k+ll1 a,

(-1,1) intervallumbeli véletlen szémokat a' k+5 utasités el=-
hagyasaval nyeriink. A program & k+l -edik rekeswznél kezdddik
(k+1 paratlan). Ennek az eljarasnak a "j6sagat" - a fiiggetlen=-
8ég figyelembevételére -~ éppen az ismertetésre kerild ue.n.
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széria-korrelaciés egyitthatd segitségével is vizsgdlat tar—
EyAvaA tettiik.

Altalaban az ilymédon elddllitott sorozatoktol "teljes"
figgetlenséget szokéds megkovetelni, ennek az ellendrzése a ma-
gasabbrendi széris-korrelaciék kiszamolasaval valésithato meg.
Mint latni fogjuk, ebbél a szempontbbdl a fenti mbdszer fiigget-
len valtozésorozatot allit eld, s ez az eljards josagat mutate
Jjae

Megjegyezziik, hogy hidnyzik valamilyen formaban annak a
természetes ténynek a bizonyitasa (matematikai megfogalmazéssa),
hogy az ilyen, lényegében "keveréseken'" alapul$ eljarasok biso-
nyos értelemben a legjobbak, legaléabb is a sorozat tagjainak
figgetlenségét illetden.

Higgetlen Gauss-eloszlasu valtozdk sorozatanak eldallitésa.

Nem 411t széandékunkban a Gauss-eloszlésu valtozdk eldal=-
litasara a lehetd legjobb médszerf kivalasztani, igy megeléged-
tiink k-darab (esetiinkben k10 ) fiiggetlen [ ~l,l1] =ben egyen-
letes elosslasu valtozd oOsszegének megfeleld mormalésaval

/(0,1) paraméterii Gauss valtozékat allitottunk elé/, mégpedig
olym6édon, hogy a fenti - egyenletes eloszlésre szbld -~ eljaréast

ciklusban 10 véletlen szam eldéallitasara alkalmaztuk.



eciélig Gauss folvamatok initédlé

A T(s), $cT peramétertsl figgs valéssiniiségl vélto=
26k Gsssességét, ahol T lehes egy (a, b] intervallum vagy &
Oy 21, #2500 értékek Osszessége, sztochasstikus folyamatnak
nevessiik. Gauss vagy normdlis folyamatnak nevezsiik Y (8) -t,
ha tetsslleges véges n és % 9850000y%, paraméterértékekre
a E(tl). g(tz)..... S(tn) véltorék tibbdimensiés Gauss
(vagy normélis) elosslésusk. A ¥(t) folyamatot stacionérius-
nak nevezsilk (tAgabb értelemben), ha

M S(‘b) = n
és az

M( g(t)-n) (i (s)-m) = B(t,s)

kovariancia figgvény csak t-s -t8l fiigg, asas B(t,s) = Blt-s).
Szilkebb értelemben stacionariusnak nevessik a g (¢) folysma-
tot, ha {S(tla)..... S(ta+k)} és {i ('1)-'"-5 (tn)}
eloszlésa megegyez ik, tetszlleges tl,....t. és h esetén.
Gauss folyamatokndl a két definicié egybeesik, mivel Gauwss folya-
matot az
n(t) = MX (%)

kozépértékliiggvény és a B(s,t) kovarianciafiiggvény egyértelmii-
en meghatérossza.

A hiradédstechnikéban gyakran jéval kényelmesebdb egy Gauss
folyamatot kovariancia fiiggvénye helyett sprektrél elosslésé-
val (vagy spektrdl siiriiségfiiggvényével) megadni.



Defimicid aserint®s

Mew) = | BT) et al
és e
£lco) = ax(ew) (ha létesik).
d o

(A2 F(cv) = conste felelns meg az un, "fehér zaj" folyamat
spektral eloszlésénak.)

2
Ha {w) = —m‘-"-lz- a S(t) sstochasztikus folyamats eleget

Qi)
tess a Q(D) g(t) = P(D)E(t) sstochasstikus differencidlegyen—
letnek (P és Q polinémok, Q foksséma (n >m) nagyobb mint P-é),
ahol D a differencidlis szimbbluma. As E(t) folyamat messer
differenciédlhaté négysetes kisépben, és ekkor a fenti egyenlet-
nek tekintjilk as egyetlen staciondrius megoldését -~ mely léte-
sik, ha Q(icw) -nsk nincs valés gybke.

A tovébbiakban aszal a kérdéssel kivanunk foglalkosni,
hogy miképen szimulédlhatbéak a fenti folyamatok digitélis szémo-
légépeken? As elsd feladat a fenti egyenletnek ,éifforonia gY@ N
letté valé &tirdsa megadott h 1épéskiz osotén. (Asas a
C(o)y §(h)yece folyamat el8dllitésa differencia egyenlet se-
gitségével.)

N

A legegyazerilbd esetben, amikor P(iw) = s Qliw) T

=

2
ismeretes, hogy a
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af(t) = =2 E (t)as + AE(4)

(ahol &£ (%) a Wiemer folyamst) sstochaszbikus differsncia—
egyenletnek eleget tevl Gauss folyamst egyben Markov tipusu is.
Ennek a folyamstnak az imitdldsa s egyben az ismeretlen A
paraméter becalése (ill. a kiilonbéz8 becslések vissgilata) a
Jelen dolgozat alapvetd célkitiizése, de egyben rd szeretnénk
mutatnl az &ltalunk alkalmazott médsser kiter jesztési lehetl-
ségeire is, i

A % (o), £ (h),...,s(k.h),... folyamat ugyancssk Markov
és stacionérius-Gauss tipusu, igy (lésd Doob [ 5] ) eleget tess a

E(neh) =of § ((n=1)b) = £ (neh)

differencisegyenletnek, ahol o = e"'R R s o (111 2 ) pa=

raméter becslésének problémidi megvissgélhatbak, ha generdljuk
as egymistdl fiiggetlen & (n h) Gauss slosszlésu véltosbkat s a
kiindulasi S (0) valtozét. Ugyanis

é(l) -DCS(O) + 8 (1)’ 5(2) B&S(l) 06(2)'000

A=0,1 é8 h = 0,1 esetén X ~ 0,99, tehat gyakorlatilag bene
niinket elég siiri beosstésu idSintervallum esetén o -nak L-hes,
kosell érsékei érdekelnek (természetesen negativ &értékekrs im
stacionédrius marad a folyamat)., As ilyen tipusu vizsgalatokra
térink ki a kévetkezd pontban,

Hogy ilyen irényu kisérletekre mir szémolézgépek nélkill ia
gondoltak, ast mutatja Quemille [4] kimyve.



Axn es statisztikdk jelentdsége becs k
~Bilyensége,

l. Ismeretes, hogy bizonyos értelemben a maximum likelihood
becslések legjobbak, ehhex azonban sziikség van a likelihood fiigg-
vény felirhséra. Feltéve, hogy a £ (t) staciondrius Gauss-
Markov folyamat M § (t) = m vArhaté értéke is ismeretlen a
£lo)y E(1)geee, g(n) vAltosdk egylittes siiriisésgtiiggvénye (lasd
(6], [7])

: _a
‘S(o’ S(n) (xo..“.xn) " (2‘“‘)4“1) 6~§ -(n-fl‘)_ (1_0(2) 2 y
pocey

n
2 2
- sy [Pk« S xymatiea)?)
e © j b §
alaku, ahomnan lathat$, hogy a

(o

%-g(o) +g(n), :l'g%o) oéfn), n, =

g (1)

o s

a 2 o
8, = 2131 8, = (1-1)
o

mennyiségek olégaséges statisztikét alkotnak. Es ssémitdstechni-
kailag ast® jelenti, hogy ax m és o( ismeretlen paraméterek
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szekvencidlis becsléséhez a meméridban nincs sziikség az egész
folysmat, hanem csak ennek az 5 mennyiségnek egy-egy rekeszben
torténd tarolédsa (ez pedig amennyiben n értéke 100-as ill.
1000=es8 nagysdgrendii) jelentés eldnyt jelent.

A
Ut o5, 2L.0
Om Q«x

N
maximum likelihood egyenletrendszer az 32 és 052 becslé-

sekre, a kovetkez$ alaku lesz:

A ~ ~
. Lo B + (1-,) m,
= y, SR o ——.
2%, + n(1=2,)
A A A
o - (1l B
2= 1k Xy b8}
ahol
~ ~ A ~ ~s A Fa% ¢ ('\ 2
A = 8y - 2 m, m - 8, + 2 n, 8; - {n-1) m2)
N~ ~ A ~ A ~ A (o]
Bxgy,=2m,0,+mm +0 (m2)

A 2=8g index hasznalatat & maximum likelihood becsléseke-
A A
re az teszi indokolttd, hogy By X, jeldli az egyszeri szame

tani kozép és széria korrelacid alapjan kapott becsléseket, azaz
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Tes ST
=
9 n+ln1

% o (A 2 A
E . 8, = 2n no) + By
(¢}

Seas

- 122 neld;)2e2h . ¥ ()

Mésrészt & S(o) = x, feltétel melletti feltételes sii-

riségfiggvénybdl adédé maximum likelihood becsléseket 41, «
jeloléssel

Em) -+ 0= &,

4 . et
(n+l) (1-0(,1)

A A

(vegyiik észre, hogy ll. 1 és lo °[° becsléseibcam kiilone-
killon is saiikkség van a ¥ (o), S(n) és ¢ (o), S (n) értée-~

kekre) .

2+ A kapott becslések értékelése,

Az elsd megjegyzés a becslésekre vonatkozban az, hogy
o {1/2 értékek esetén n > 100-tél =m harom becslésémek vi-
selkedése nem mutat lényeges eltérést, m jOl becsiilhetd, ameny-
nyiben absgolut értékben kicsi, viszont m nagy értékel esetén
020 becslés nem megfeleld.



1-hez kozeli X értékekre ;0 Acsak igen nagy n wmér-
tékek esetén lesz J6 becslés, viszont &, teljesen rossz becslés.

Az ﬁl,‘)("l becslések - amint az varhaté is = viselke-
dése hasonlé az -2, o( becslések viselkedéséhez,

Az 062 becslések mindig jék s a jé kozelités 1(1-062)/\/
~vc-ndl (ahol c~10) kezdédik (ez elméletileg is varhaté a ¢
konssansra azonban eldzetes becslés nem volt ismeretes). Ugyan-
ilyen hatértél kezdve lesznek jok az n, becslések is. Lényeges
tulajdonsaga 0(:‘2 -nek, hogy nem lesz 1 tehAt inkabb = még &
nagy értékeire is - alulrdl ad becslést.

Ismert m esetén 0( -~becslése egyszeriibb feladat (a meg-
feleld képleteket nem irjuk ki) mindossze az eredmények értéke-
lésére szoritkozunk,

Ismert m(+0) esetén az ismeretlen (¢ -paraméterre a

n n
2 g ()Elia) > T i-2)
_— s _ _2 ;
D=l b, el n-1
Z g(i) 2. gz
1

n
2, 31 & (1-3)
3

n=-1

2. ¥ g1-2)
2




becsléseket hasznéAlva szemléltetés céljabdl bemutatunk n=5-t51
n=20-1g becsléseket, kiilonbozd ol értékekre (l4asd az l=es mel=-
lékletet ) °

(Az adatok 8-as szémrendszerben szerepelnek.)

A bemutatott becslések illusztraljak azt a megadllapitést,
hogy “f: és & ; figyelembevétele a becslések jésagan semmit
sem javit. Ugyancsak lathaté, hogy o =tdl fiiggben valtozik a
becalés jésaga: kis n értékekre 10-es nagysagrendi "megfigye-
1és szém" esetén of -nak l-hez (vagy-l~hez) kozeli érsékei
egyaltaldn nem becsiilhetbéek megbizhatbéan. Errél tanuskodik a
szekvencidlisan végzett becsléssorozat, mely mbdszer egyrészt
meggylzfen bizonyitja a becslések ingadozasat, de ezen tulmenb-
en médszert szolgaltat a sziikséges megbizhat$ megfigyelésszélm
keresésre is, ext a médszert a késdbbiekben ki kivanjuk részle-
teiben is dolgozni. 0 kis értékeire a becslések megbizhatéséga
kozel a4ll a fiiggetlen esethez.

Az (m,0{) ismeretlen paraméterek becslésére a kivetkezd
eredményeket kaptuk (lasd 2-es s8z. melléklet).

A bemutatott példak egyszerii Attekintése felvilagositast
nyujt a becslések milyenségének valtozasardl. Lbben az irényban
kivédnunk a késdbbiekben a megfigyelések értékelési médsszereivel
- bonyolultabb rendszerek esetén is -~ foglalkozni. As &ltalunk
hasznédlt eljardas ALGOL-ban megirt programjdt ismertetjilk még
ez aladbbiakban.
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procedure (a,m,b,r,v)® value a,m,r’ real a,m’ integer r°
real arrav b’ procedure v'
comment v(z,n) eljaaraas n db, a (~1,1)-ben egyenletes eloszlaasu
veeletlen szaamot generaal a z vektorban.
az a,m parameetereket becsli haarom moodszerrel.
stacionaarius aallapot eleereese ceeljaabool eloebb 100, a
becsleeshez fel nem hasznaalt vaaltozoo eerteeket aallitunk
eloe, majd a becslees 100-ankeent folyamatosan toerteenik r-ig®
begin real u’ real array x(1:10), v, s(1:3), y(1,2)°
integer i,k,l,t* y(2):=0"°
for i3=-1,0,i while i r do begin for 1l:=1 step 1 until 100 do
begin v(x,10)* u3=0" for ki=l step 1 until 10 do us=u+x(k)"*
y(1)s=y(2)* y(2)s=unsqrt (0.3)* if i=-1 then go to c’
y{2)s=a0y(1)+mO(1-a)+y(2)® if i=O then begin is=i+l’
8(1):=s(1)+y(2)® v(3):=y(2)mR2® 8(2):=8(2)+v(3)" s(3):=s(3)+y(1)ay(2)
end
end if 1=0 then begin is=i+1l® v(1):=8(1)3:=y(2)® v(2):=8(2):=y(2)0"
8(3):=0° go Yo c end’
begin real array m,a{l:3)' real no, aml, am2’
comment az alaabbi haarom becslees eredmeenye az a,m(1:3)-ban lesz’
mj_l)_: -Bj_l)_i ’
af(1):=(s(3)-20(i-1)om(1)o2+m(1)0(v(1)+y(2)))/(s(2)-v(3)=20(i-1)
-a(l)oe+20m(1)0y(2))*
a(2):=afl)’
for k:=1 step 1 until 10 do begin m(2):=(y(2)-v(1)+(1-af2))us(1))
/((i=1)0(1=a(2)))"’
a(2)s=(s(3)~2um(2)us(1)+(1-1)m(2)a2+m(2)0(v(1)+y(2)))/
(s(2)=v(3)-20m(2)0s(1)+2tm(2)ay(2) +(i-1)m(2)02) end
a_(_})_uamlzzo' am2: =1"*
for ki=1 step 1 until 15 do begin
m(3):=(a(3)ol(v(1)+y(2))+(1-a(3))as(1)/(20a(3)+i(1-a(3)))"

for
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no:=a(3)~-(1l-a(2)o2)oa(3)o(v(2)+v(3)~2mm(3)0(v (1) +y(2))=a(2)+20m(3)0
s(1)~(i=-2)om{3)02) +s(3)~20m(3)0s(1) +m(3)0(v(1)+y(2))+(1=~1)m(3)002
while no_20~20 'do begin if no O then begin amls=a(3)°®
a: af(3):=(aml+am2)/2 end else if a(3)=0 then begin
a(3)sa=1’_go to end’ comment nincs gyoek®
else begin am2:=a(3)’ goto a end end end’
¢ b{i,1)3.4" b{i,2):=m(1)* b{1,3)s=a(1)® b{i,4)s=n(2)"
b(i,5):=af2)"®
bli,6):=m(3)* b(i,7):=a(3) end’
c: end end’
0



1000

ol 2
0,457(4)
0,701(4)
0,50(2)
0,54(2)
0,77(1)
0,54(2)
0,45(1)
0,53
0,63(1)
«0,71(2)
«0,71(2)
0,65(2)
0,51(2)
0,46(1)
0,42(1)
0,54(1)
=0 ,40

0,70(~1)
0,53(4)
0,56(4)
0,47(5)
0,54(5)
0,77(4)
0,61(5)
=0, 54(=3)
=0, 48(=3)

le8z, kiegészités

o = =0,35

1

=0,563(=3)
~0,66(=1)
=0,50(=1)
«0,67(=1)
=0 ,62(=1)
=0 o 44
0,62

-0 ,60(~1)
0,65(=2)
0,65(=2)
=0 453(=2)
=0 ,56(=2)
~0,53(-1)
=0,51(=1)
=0,57(=1)
-0,53(=1)
-0,63(=1)

"0.5

=0, 77(=4)
=0 o 74( =4)
=0,60(=5)
=0,73(=5)
«0,5L(—4)
~0,67(=5)
«=0,65(+1)
-0,52(0)

-0,75(=1)

o
o<0

«0,61L(=1)
«0,65(=1)
=0,57{-1)
=0, 54( «1)
<0,56(=1)
«0,70(~1)
«0,55
«0,70(=1)
=0 ,70( 1)
=0 ,64(=1)
«0,70(=1)
«0,66(=1)
«0,71(=1)
=0,67(=1)
-0,67(=~1)
«0,65(=1)
=0,67(~1)

«0,66(=1)
~0,56(=1)
0,54(=1)
‘0)54( ‘1)
«0,54(=1)
=0,70(-1)
=), 43
=) ,52
0,43



14
15
16
17
18
19
20
1000

1000

0,47(=2)
-0,57
-0, 54
~0,56
-0,43
-0,43
-0,45
~0,52(=2)

~0,41

=0,77

~0,63(=1)
0,63(=4)
0,60(=1)
0,52
0,46
0,46
0,44(1)
0,42(1)
0,43(1)
0,41(1)
0,41(1)
0,43(1)
0,45(1)
0,46(1)
0,77717
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~0,53(~1)
~0,56(=-1)
=0,63(~1)
=0,57(=1)
-0,57(=~1)
~0,56(=1)
~0,60(=1)
“0046(-1)

< = +0,777

0,64(-1)
0,40
0,45
0,51
0,57
0,66
0,58
0,56
0,70
0,68
0,42(1)
0,41(1)
0,41(1)
0,42(1)
0,44(1)
0,45(1)
0,77712

0,42

~0,73(=~1)
-0,64(~1)
«0 ,64(=1)
-0,64(=-1)
=0,63(=1)
=0,63(=1)
-0,63(=1)

0,46
0,52
0,54
0455
0,61
0,67
0,60
0,60
0,64
0,64
0,74
0,74
0,75
0,40(1)
0,42(1)
0,44(1)
0,77705
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0,42(3)
0,60
-0,47(1)
-0,43(1)
~0,44(1)
=0,64
~0,47
-0,53

=0, 41

-0, 48
-0'55
-0,75(=1)
0,41
~0,71(-1)
=0,57(~1)
~0,41(-1)
-0,770

(z4réjelben 2 hatvanya szerepel)

- (B -

O(.-‘-’ "0.77

-0,57
-0,54(1)
-0,58(1)
~0,44(1)
~0,46(1)
'0077
-0,57
-0,60
-0,43(1)
-0,42(1)
-0,45(1)
-0,70
-0,71
-0,68
-0,63
0,64
0,771

-0,57(=2)
"0165(-2)
«0,51(=1)
-0,61(=1)
-0,72(=1)
~0,67(=l)
-0,64(=1)
-0,63(=1)
=0,71(=1)
=0, 43
=0,52
~0,45
=0,45

=0, 44
=0,45
=0,55
=0,770
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no# uw ouw W oM

1C0
200

500
2000
3000

100
200

500
1000

100
200
200
500
1000
3000
5000
10000

A
"y
0,033
-0,0002
-0,0172
0,0108
-0,0040
0,0033

~0,0302
-0,0363
-0,0160
-0,0070
-0,0128
~0,0199

m =0

2,123
2,776
3,264
2,936
2,362
1,214
3,495
0,139

= BB

2 Bz. kiegészités

4] O(= 0.25
A A
) o3
0,033 0,033
-0,0004 =0,0006
-0,0189 ~0,0187
0,0100 0,0107
-0,0044 ~0,0040
0,0031 0,0033
d: 0’5
A A
12 B3
‘0.026? -0.0508
-0,0369 ~0,0374
~0,0145 =0,0161
-0,0062 «0,0071
=0,0124 =0,0129
-0,0196 -0,0198
= 0.998
A A
n2 B3
2,232 2,092
2,966 2,733
3,471 3,189
2,904 2,738
2,330 2,230
1,236 1,243
34390 3,134
-0,101 0,109

0,186
0,184
0,191
0,276
0,271
0,245

0,572
0,487
0,511
0,498
=0,525
0,526

1,01
1,008
1,006
1,006
1,016
0,992
0,990
0,998

%

0,195
0,184
0,195
0,276
0,271
0,245

0,574
0,493
0,512
0,498
0,526
0,528

0,875
0,936
0,955
0,966
0,982
0,993
0,997
0,998

0,176
0,174
0,187
0,271
0,271
0,244

0,525
0,469
0,496
0,489
0,521
0,528

0,875
0,936
0,955
0,966
0,982
0,993
0,997
0,998
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H a n

BB BB BB
"

100
200
500
1000
3000

100
200

500
1000
3000

100
200
300
500
1000
3000

s
-2,61
-5’00
~4,60
6,89
-9,28
-0,16
-2,88

m1

10,06
9,99

10,00
9,98
9,97

10,

9,89
9,96
9,97
9,98
10,00
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m,
=44, 74
=3,50
-3,81

-9.28
1,48
-l .67

10

10

n2

10,15
10,05
10,04
990
9,98
10,

9599
10,00

-2 438
=3,05
""5969
-5, 45
=74,26
~0,16
=345

A= 0,125

10,05
9,99

10,00
9,98
9,97

10,

o= 0,25

B>
W

9,89
9,96
9,97
9,98
10,00

1,006
1,005
0,996
1,000
1,000
0,999
0,999

1,00
1,00
1,000
1,00
1,00
0,10

1,00
1,00
1,00

1,00

1,00

0,977
0,999
1,000
0,998
0,999
0,999

0,309
0,276
0,205
0,167
0,092
0,114

0,129
0,224
0,233
0,264
0,232

0,926
0,951
0,989
0,991
0,995
0,998
0,998

0,256
0,248
0,191
0,161
0,090
0,114

0,703
0,198
0,227
0,261
0,231



100
200
300
500
1000
3000
5000

100
200
300
500
1000
3000
5000

100
200
300
500
1000
3000
5000
10000

9,99
10,01
10,00

9,99

9,99

9,9

9,98

10,17
10,04
10,06
10,04

9,96

9,98
10,03

7,60
8,74
8,59
8,63
8,52
6,83
9,44
9,90

103

10;

103
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A= 0,5

A A

m2 m3
10,09 9,98
10,07 10,02
10,04 10,00
10,00 9,99
10,00 9,99
9,98 9,98
9,98 9,98
ol s 0'875
10,19
10,12 10,05
10,10 10,06
10,07 10,05
9,98 9,96
9,99 9,98
10,03 10,02

o = 0,998

-7+79 7473
=5,30 8,61
=-11,13 8,25
-9,05 8,25
~4,88 8,86
8,12 2:17
9,54 8,98
10,99 10,14

<y

1,00
1,00
1,00
1,00
1,00
1,00
1,00

1,00
1,0

1,00
1,00
1,00
1,00
1,00

1,00
1,00
1,00
1,00
1,00
1,00
1,00
1,00

™
°(2

0,496
0,503
0,497
0,507
0,518
0,525
0,520

1,00
0,872
0,858
0,864
0,880
0,880
0,869

1,00
1,00
1,00
1,00
1,00

0,998
0,998
0,999

«3
0,415
0,472
0,479
0,497
0,513
0,524
0,519

0,806
0,806
0,836
0,849
0,841
0,878
0,868

0,970
0,975
0,972
0,971
0,989
0,996
0,997
0,998



100
200
300
500
1000
2000
12000
17000

100
200
300
500
1000
2000
5000
10000
12000

m =-103

'5094 '3.96
-4, 41

~4,51 4459
=5,25 -5,48
-8,65 10,80
-10,17 =10,33
-10,09 =10,10
=944 =9,89

m = 103

3,27 =15,85
4,92 4,86
5,31 5,84
4,26 11,00

3,46 43
8,05 7,88
9,23 8,64

-0,893 4,68
~2,01  «5,66

= 88 =

o= 0,998

«3395
-4,52
=4,50
=5,27
-8,50
-10,18
-10,07
'9'51

L= 0,9994

3,67
4,55
2,45
3,24
3,20
5,87
7470
'1979
-2,76

1,00
1,00
1,00
1,00
1,00

1,00
1,00

1,00
1,00
1,00
1,00
1,00
1,00
1,00
0499965
0,99963

0,854
1,00

0,948
0,972
1,00

0,980
0,985
09998

1,00
1,00
0,9888
1,00
0,9912
0,9978
0,99889
0,99965
0599965

0,798
0,933
0,927
0,959
0,994
0,977
0,985
0,998

0,9766
0,9806
0,9813
0,9871
0,9856
0,99596
0499795
0,99918
0,99922
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Numerical simulation of some stochastic processes of simple

type and the éstimation of its parameters

The aim of the present paper is the examination of the
simulation problems (especially on the computer Ural-2) of some
stochastic processes of simple type and at the same time the
statistical analysis of these processes.

The computations had double aims to produce stochastic
processes imitativy physical processes the direct examination
of which is too expensive; on the othern hand we wished to examine,
how the different methods to produce pseudo-random numbers meet
the statistical requirements.

At last we wished to get eastimates of the validity bounds
ot some asymptotic relations too hard to examine analytically.
Analytical examinations for the speed of the convergence of
estimates in the case of a series of indepent observations are
well-known but similar examinations for the case of dependent
observations are not known to the authorse.

Present examinations are related to the problems, raised
in papers [@% [?] end are in some sens their complements.



Optimalis vezérlés a telegraf egyenlet esetén perem-—

feltétellel

Szelezsan Janos

Tegyik fel, hogy egy folyamatot a

o))
n
I

a2
a u 2 u 0 1/

at + bu = ¢ W:

0 L2 45 %30

+ 2a

Q
ot
n

parciélis differencidlegyenletet ir le, az alabbi feltételekkel:

u (0,t) =u (1,t) =0
u (x,0) =0
O u

(x,0) = £(x)

Jt

ahol a, b, ¢, pozitiv konstansok.

Tekintsik a

I (L) = [ alx) - ulx,t)] 2 ax 2/

O\/-\§I

funkcionalt, ahol ql(x) egy adott fiiggvénye.
Legyen az F halmaz a kovetkezd fiiggvényhalmaz
([
) {f(x) : g u(x,to)g (x) dx = A} 3/

o
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Feladat: Keressiik meg az F halmaznak azt az elemét, amelyre a 2/

funkcional minimumot vesz fel.

Tétels

Tegyik fel, hogy q(x) és @ (x) korlatos, és folytonos
(0 &« x £ k), és tegyiik fol, hogy a feladatnak egyetlen megolddsa
létezik. Akkor a megoldass

f(x) = q(x) + -1(2—- Q (x)

ahol

i

0
o0
AT =2 ;E: T (to) g ( f q(x) sinnx dx) sin nx dx

/( - S nN= 0
S‘j T, (t,) ; 4 5 @ (x) sinpx éx) sinnx dx
o

n=1 (o]

Bizonyitas:
Ismeretes [ I] » hogy az 1/ differencidlegyenlet megoldé-

s4t az adott peremfeltételek mellett

o>
ulx,t) = 2> b T, (t) sin nx 4/
n=1l
adja, ahol
3
b, = 7%? g £(x) sin rx dx
n
It i

és
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3

-at (a2 -Db = n2c2) % sh (aa—b-naca) 2 %+ ha n202< a2-b

te'at ha nzcazaz-b

e"8% (nc2 4+ v - a2) % sin (n2c2 +b=-ay t

R

ha n“c“> a“ =« b

Mint latjuk az f(x) vezérl§ fiiggvény a b, egyitthatékban sze-
repel; ezért a 2) furkciondl minimumAt eredrényez8 f£(x) fiiggvény
meghatdrozdsidt az alkalmas by egyitthaték meghatérozasara vezet-

Juk vissza.
Vegyilk ¢ 4/ végtelen sor részletisszegét a t, pomtban
N

u(N) (x,to) = Z b (to) sin n x
n=1

Erre a részisszegrevonatkozdban a funkciondl
T N 5
g () = § [ alx) - Z B e 15, et r.x] ax
o n=1

lesze A feltétel alakja

N
Q(x) >, b 2(t) sinnx ax = A
(¢] n=1
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Tekimntsik a J(N)(f) funkciondlt a b;,e.s,by egylitthatok
fiiggvényeként., Alkalmazzuk a Lagrange multiplikatoros médszert,
vagyls keressiik a

0
' N
2
J(N) (bl.ooo.bN”() = § [q‘x) - Z' bn Tn (to) sin u] dx +
o

n=1

f—

-
¢/<(g Z’ b. T (t_) sin nx dx - A)
(o]

o V) ¢ by o)
n=1

fiiggvény minimuméat a b]_,...,bN egylitthatékra vonatkozban. A
széls8értékre vonatkozé sziikséges feltétel szerint a bygeceyby
egylutthatékra teljesilni kell az alabbi e@'enléisésekpek:

g J(N) (bl'...’bN'A)
3 by

= O‘ 1:1'2..0.’N

3 ;N) | NIPUENR W
QA

azaz
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:Zl" N
2§ [alx0) = > v, 1, (5) sinmx] 7, (t,) sin ix dx +
(o] n=1
W
¢ K g Ty (to) ©(x) sin ix dx = 0 151,200 0N
0
és
g N
g 9 by Ty (t)) sinnx - A = 0 5/
0 n=1

Az integralasokat tagonként végezve, és figyelembe véve, hogy

[

|
sin nx sin ix = ! ~

(‘ Dan =1%

=

han £i

© ey =

valamint feltéve, hogy T, (to) £ 0 a kovetkezdket kapjuks

'l

B /
alx) sin ix dx = 2 — by, + 4 3 Q(x) sin ix dx = O
2
(o]

n
O\-/\——~)

azaz

C
£ l) (q(x) + £ € (x)) sinix =1
o 2

gN) O - P |

f



- 95 -

A kapott b?" ~ket helyettesitsiik be 5/~be

T x5 T
g Z -‘-3:- g (q(x) + -g- & (x)))sin nx dx) Tn(to) sin nx dx = A
0 o

Ebb8l A -ra azt kapjuk, hogy
o

N
AT w2 Z T, (%)
/< (N) = n=l

o\ m)

( { q{x) sin nx dx) sin nx dx
0

0

X
g( ;Q(x)smnxdx)sinnxdx
nsl [+ (o]

Azt kaptuk tehdt, hogy az 1/ differencidlegyenlet megoldAséanak

N-edik szeletére vonatkozébdan a mirimalizaléd peremfeltétel

A (N)

Q (x)

fx(x) = alx) +

hiszen ilyer peremfeltétel mellett a

T

£ (N)

3

—,?3— § q{x) + Q(x)] sin ix £8ly2,000,N
o

egyiitthaték a differencialegyenlet megoldasanak részletdsszegét
4111tjék el8 és minimalizdljdk a J'N)(f£) funkciondlt.
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Megmutatjuk, hogy 1lim f£,(x) = f(x) minimalizilja az ere-
N

N — OO

deti funkcionalt.
El6szor is igaz ugyanis, hogy a

1w £ W) .z

N—*“

hatérérték létezik.
Ehhez agz &llitashoz be kell bizonyitani egyfeldl, hogy

T w

E Tn(to) { ( g (q(x) sin nx dx) sin nx dx
n=l 0 o

létezike.

A feltétel szerint azonban q(x) korlatos, azaz [q(x)|4 Kq

i

Igys g q(x) sin nx dx korlatose

o
De
T o ha n paros
g sin nx dx = {g_ ha n péaratlan
& n
Ezérts:
H I
Z T, (%)) ;21- g q(x) sin nx dx Z
n paros 0 n paros o
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De [T (t,)] =0t %)

|Tn(t°)| ’

n

ey =l 3

k| O (%)
n paros n

Kz azt jelenti, hogy a

T 3
E‘i T (t,) g ( { a(x) sin nx dx) sin nx dx
n=1 0o 0

sor konvergens.

Hasonléan lathaté be, hogy a tett feltevés mellett

So

3
Z Th(to) f (
o

n=1

Q (x) sin nx dx) sin nx dx

O\.—-\§7

sor is konvergense.
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e ‘\ i i
2 T (%) S ( § § (x) sin nx dx) sin nx dx
n=1 o o

sor is konvergens.

Belattuk tehat, hogy lim /Q(N) = A létezik. Vilagos,
N = o

hogy létezik a

lim fN(x) = £(x) O &X & o
N =~

hatarérték is, és mivel

i
2
bn = T_— § f£(x) sin nx
(o]

n=1,2,....

0P
biN) = e%— g fN(x) sin nx
o)
ezért

lim b
N —>

Bebizonyitjuk, hogy

1m 3V (2,(x)) = Jle)
N = o

Igaz ugyanis, hogy
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[

« N
[38g) - ate))= | ({lato - 37 b{® 2 (%) sin L
o n=l

-fq(x) - Z‘ b, ’l‘n(to) sin nx]a}dx =

n=l

0 N =
= I g {2q(x) - Z bﬁN) Tn(to) sin nx -2 by ‘Dn(to) sin nx}.
] n=l n=1

s N
: { 1 by Tulty) sinmx = > bl @ (4 ) sin nx} x| «
n=l n=l1

i N o
& /{qu(x) - Z br(xN) T,(t,) sin nx - Z b, T, (%,) sin nx]z dx .
D=l n=l

T s N 2
4 \/ ( [ SO Pa Talt) sin nx - Z‘ ble) T,(%,) sin nx] ax ¢
o n=1 n=1l

N i
2
[ D =) m () stams > b 7, (t,) sin nx]
n=1 n=N+1

L)
ON
(o] \"\a“



Végezzilkk el a négyzetreemelést

~—

' N
(v -b(N))T(t)slnnx . +
S[Z n - h n'"o

+

N 1
2 {Z (bn - bx(xm) 'rn(to) sin nx}{ n%\l b, Tn(to) sin nx} +
+

n=l

+

— 2
{ D by T (%) sin nx} "

R=N+1

N ¢

« S ito, -piMyR Big ) ¢ 2 S{Z‘ (b, = b{) 2.(%) sin mx} .
D=l 0 n=l

DD

. {Z { b, T,(t,) sin nx} +

n=N+1l

[ g-‘

oo 2

= )

{ ZJ b, T (%) sin nx} ax
n=N+l

N
i 50 (o, - bx(xN)) T,(t,) sin nx &sszeg korlatoa. A

e

Nl

Z bn Tn(to) sin nx sor konvergens /a differenciélegyenlet meg-
n=1
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oldasat allitja eld az (x,to) pontban/ ezért az N megvalaszt-
haté ugy, hogy

,l & g
S by Tp(t,) sin nx | < &
n=N+1

legyene. Ez viszont azt jelenti, hogy

TN  eo
2 { 5 (v, =My @ (e ) sin nx}{ 2. b % (%) sin nx} +
o n=l n=N+1
. < 5
o &
+ g{}j bn'l‘n(to)sinnx} dxéz‘Klél+u<“.l
o n=N+1
kD, (v, - b,(lN))z szx(to) Osszeget bontsuk két részre
n=sl
- (N)y2 2 = (N)y2
N)y2 S !
Sv.‘ (bn = by ) Ta ‘to) = »ZJ (bn - by, ) szx (te)
n=l n=l
a (N2
N N
x 5 (b =ptVhE B s )
n=n
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Az elsd Osszegben

lim ble) % b

n (n=1'2.ooo,no)
T

miats
nO
E:i (o, - b{M)2 22 (¢ )¢ &, hacsak N DN, .

Vezessik be a

N G T
max (bn - bg ))2 = K, jelolést.
noénﬁN

N N

w3 (-2 e ek, 3 22 (5
n=n n.-.-.no

.2

Ha c?'?az - b akkor

2
e A5.) <
n '‘o B Ty w Bt

)
és igy a QE? Tﬁ (to) sor konvergens, mert egy konvergens sor-
n=1

ral majoralhaté.

Ezért van olyan 0, hogy
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OO

;Ej Tﬁ (to) < 653
n=nb

és méginkabb

N
< <
2, miv).= &

n=n°

N
Igy ST (b, - ng))‘? ’l‘i(to) ¢, &,

n=
nO

Legyen N > max (Nl, no).

Azt kaptuk tehat, hogy:

I )y =0 bt « TRV R, sTER » &5 20, &)

azaz

1im 3 (g (x)) = 3(2(x))

N =0
Viszont
(N
7N (q(x) + -'52—- ) ¢ (x)) £ J(e(x)) N=1,2,...

ahol g(x) egy tetszbéleges megengedett fiiggvény, ezért

7 Gole) + -/;_— ¢ (x)) & Jlelx)).
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Irodalom:

(1] HeF. Weinberger: A First Course in Partial Differential
Equations (Blaisdell Publ. Comp.
New York-Toronté, London, 1965).

Optimal control in case telegraph equation with boundary condition.

Iet us suppose that a process is described by the partial

differential equation

2 3 32
g+2a-_:——u +bu—c2%=0
at At ~ X
0 & X =& f, t >o.

with the following conditions:

u(o,t) ul ©,4)

1}

u(x,0) = O

;%LE L6 w 2

where a,b,c are positive constants.
Let us consider the functional
«

J(£) = g [q(x) - u(x,to)] 2 ax 1/

O
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where gq(x) is a given function. Let the set F be the following

function set

F = {f(x) : Q(x) u (x,to) dx = A}

0\/\21

Problem: Let us find that element of F set, for which the
functional 1/ renders the minimum,

We have obtained: Let us suppose that gq(x) and @ (x) are
bounded and let us suppose that the problem has one solution.

Then the solution of the problem is:

s = gl -’é— @ (x}

where — =
{i il

o) \1 Tn(to) {(S q(x) sin nx dx) sin nx dx
/<= n=1 I

Sq: T, (%) s ( S 5 (x) sin nx dx) sin nx
n=1 o o
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Egyenletek megolddsa szakaszonkénti perturbaciévale.

Frey Taméas

1. §. Bevezetés,

A Newton-Raphson-féle un. érintdmédszert ille. kiilonbozb
valtozatait ujabban egyre gyakrabban alkalmazzak nemcsak egyenle-
tek gyokeinek, hanem Altalanos operdtoregyenletek megoldédsainak
numerikus meghatarozaséra (1. ple. [1] ). A finomitott eljarésok
4ltalaban igen gyorsan konvergalnak - ha elég jé kozelitésbidl
tudunk elindulni. A gyakorlati feladatoknal azonban éppen ez utéb-
bi jelenti a legsulyosabb problérat. Jélismertek pl. az algebrai
egyenleteknél a Newton-mbédszer alkalmazasa soréan fellépd jelensé-
gek (1. pl. [2] )e Bz 8z oka annak, hogy az egyenletek zérushe-
lyeinek numerikus meghatarozasara még olyan, latsadlag sokkal mun-
kaigényesebb médszereket is igénybe vettek, mint pl. differencial-
egyenletek numerikus integrdlasa (l. pl. [3] ). Az alapgondolat:
az y = f£(x) kapcsolat minden olyan szskaszon, ahol £ monoton,
egyértelmiien meghatérozza az inverz x = g(y) kapcsolafot is; emel-
lett itt g differencialhaté, ha f 1is ilyen, és ekkor

4x = -Il— érvényes, Ha tehat % a keresett x zérushely egy

dy £(x) 9
olyan kozelitése, amelyeket f egy monoton szakasza kot Ossze,

és f itt differencidlhaté, tovabba ¥ = f£(x), akkor x, kisza-

mithaté a

'd—x= ;x:ﬁ;y:'y\
dy £7(x)
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kezdeti=-érték probléma y = O-ig torténd numerikus integrélasaval.
Sajnos, algebrai egyenleteknél - kiilondosen ha valamennyi zérus—
helyre sziikeég van - még az a kovetelmény se biztosithatd, hogy
Qi és xo,i minden i-re egy-egy kozds monoton szakaszra esséke
Ezért a fenti elapgondolatot az alédbbi mbédon prébaltuk to-
vabbfejleszteni: a megoldandé egyenletet, ill. rendszert egy +t
paraméter filiggvényevé tessziik, éspedig olymbddon, hogy € egy
rogzitett értékénél, t = to-nél legyen ismert a vélasztott alek,
Y (x,t) valamennyi megoldasa, t egy masik régzitett értékénél
viszont, ﬁl. t=t, -nél ¥Y(x,t) éppen a megoldandé egyemlettel

legyen azonos, azaz legyen

\P(x’ tl) = f(X)'
tovabba a

P (x,t,) = 0

egyenlet megoldasai legyenek 10’1,10.2,...,x0'n. Ekkor = amennyi-
ben ¥ mindeniitt differenciéalhaté, a

%’Ci(t),ﬁ} =0
azonossagot kielégité x(t) fiiggvények a
Y B9¥f &

—— o — —

2t 9x dt

0 (1)

differencialegyenlet megoldasai; ha tehat ezt a t = to; X = fl
kezdeti feltétel mellett numerikusan integraljuk +t = tl-is, akkor
x(tl)=x° i érvényes lesz. A 'F fliggvény megfeleld megvalasztésa
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biztositja, hogy (1) numerikus integralasa sorén a g?f =0 fel-

tételt kielégitd helyeket elkeriilhessiike. *
Gyakorlatilag, algebral egyenletek megoldasa sorin ezt a
kovetkez8kép prébéltuk biztositani: a megoldandé Ph(z) = 0 egyen~-
let zérushelyeinek viszonylag durva kozelitéseibsl megkonstruél-

tuk a Qn(z) = W_(z-gi) polinomot, ill. az Rn_l(z) = Pn(z) -
- Qn(z) kiilonbséget. Ezekb6l konstrualjuk a

Y(z,t) = Qn(z) + sy + V(%) [.Qn(z) + Rn-l(z)] .

filiggvényts;

VY (t) itt tetszéleges, 0tszdr folytonosan differencialhaté, a
M(0) =¥Y(1) = 0 feltételt kielégitd fiiggvény, smelyet az in=-
te;;rdcié soran szakaszonként konstrudltunk +t(7T) polinomjaibél
dinamikus programozassal olymédon, hogy l%?£€| a leheté leg=
nagyobb legyen, de a ‘¥ (1) = 0 feltétel is biztositédjék. A
valasztott médszer viszonylag magas fokszamu polinomok, sét 4l-
talanosabb operatoregyenletek esetén is nagyon jénak bizonyult
mindaddig, amig nem keriiltek egymédshoz nagyon kozel a zérushe-
lyek. Bonyolult sziirdk méretezése sorén azonban olyan 28-40-ed-
foku polinomok zérushelyeinek megadllapitéasat is el kellett vé-
geznink, amelyeknek 7-7, ill. 10-10 zérushelye egymastédl 10'3 -

R e

tavolsagban fekiidt. Itt - a numerikus integralas soran
a Runge-Kutta médszert hasznalva, valtozé lépéskozzel - mar kb,

10%-10° szému részintervdllumra kellett a 0 £ ¢t £1 intervale-
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lumot felosztani, hogy a zérushelyeket 5-6 értékes jegyre ponto-
san meg tudjuk allapitani. Ez pedig még kozepes sebességii szémo-
légéppel is nagyon idéigényes.

Ezért a fenti mdédszert célszeriinek latszott ugy aAtalakita-
ni, hogy a Newton-médszer azon valfaja altalanositasénak lehes-
sen tekinteni, amelynél érintdegyenes helyett mAsod- ill. maga=-
sabbfoku parabolat fektetiink 4t a pillanatnyi kézelitésnek meg-
feleld ponton. Az aladbbiakban ezen médszer leiraséat, hibabecslé-
8ét, tovabba Altaldnos operatoregyenletekre torténd alkalmazésat
ismertet jiike

2.§. A Runge-Kutta-médszer Altaldnositéasarél.

A RungevKutta-mbdszer 4ltalénositéséval tobb munka is fog=-
lalkozott (1. ple [4,][5]). Ezek azonban elsésorban az eljaras
fokszamAdnak novelését vizsgaltdk. Az alébbiaskban olyan irényu
4ltalénositassal foglalkozunk, ahol nem érintéegyenesekkel, ha-
nem érintdparaboldkkal operalva konstrudljuk meg az integralgor-
be pontjaite [5] alatti munkédnkban mér szerepelt ilyen jellegi
4ltalédnositas, de nem szisztematikusan hasznaltuk.

Tekintsiik tehdt elészor az

%= f(t.X) (2)

differencidlegyenletet és tegyiik fel, hogy a tekintett tartomény-
ban £ elég sokszor folytonosan differencialhaté. Ekkor x(t)
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differencidlhanyadosai a D = E?— + f-ja- operatorral kife-

% 9x
jezhetéek (ol pl. [5] ). Minthogy azonban a D operatorral kap-

csolatosan tobb uj formulara is sziikségiink lesz, a vele kapcso=
latos formélis szabdlyokat az aldbbiakban Osszefoglaljuke.
D maegasabb hatvanyait a

S S Y
° " £ 3 (3)

relacié révén értelmezziik. Igy rekurzidval a

+1 3 @ _uy 9° 1 92
) gDnat+fDnax = D7 -a-? + £ atax+
92 d2
-1 =1 g
+fDn8tax+f2Dna—;— =
St 02 2p p1 B2 2 B2
=T 9+ Vtx 32

relaciora jutunk, ha feltessziik, hogy a szerepld parcidlis deri-
valtak folytonosak, és igy a differencidlasok sorrendje felcse~
rélhetd, Ha tehdt k £ n-re még érvényes a
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A+l __.(g) pR+l=k g’?; - (1;) ¢ pP+lk 6_';:;-6-:: el e

(4)

. ( k) #F ph+l-k

T

ata_ﬁaxr v o(t) e 3L

relacié, akkor (3)-at ujbdl alkalmazva

i (k) g a_g-r_é 2 +{< K (11*)} e 3 ;;1

) @) S

1) @) o 220

+ (i) g+1 pn+l-k-l 3?3‘ li*'l

adédik, és igy - a binoncialis egylitthaték ismert tulajdonségai
miatt (4) érvényes k+l < n+l-re is. Igy a D = I relaciét is
figyelembe véve, a (3) - (4) formuldk alapjan (k+l=n+l védlasz-
tassal élve) DP*L a D operator formalis (n+l)-edik hatvanya-
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val azonos képletet eredményez. Teljes indukciéval most mar

azonnal belathaté, hogy e p? operétort Osszegre ill. szorzatra
n

at®

épp ugy kell alkalmaznunk, mint a operatort.
Valbéban, n=1 esetén, D definiciéja alapjan

D(a+b) = Da + Db (5)

]

é8

D(a.b) = aDb + bDa (6)

érvényes. Tegyik fel, hogy n=N-re még érvényesnek bizonyult a

]}‘(aﬁ'b) = DN8=DNb (7)

ill.

b o

M(a.b) = (g) a.D'b + (ﬁ) Da L b e (N) paf. 0N T p o

+ + (N)bDNa (8)
LN J N L ]

formula is. Ekkor (3), ill. (7)-(8) felhaszndlésaval

DN*l (a+d) = o 58-; (a+b) + £ DN% (a+b) =

I RS - N - B S
= D' g fDNQa s DN,a <5 4 £D" <5 B =

-DN+la+DN*lb

ill.
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(1)B0"22 4 ()

(1)ad 22+ (%) Da D2
+{<g)aDN§-§ +1‘(T) Da DN-ié—; + e +{\(:)ax D: =
-(8)b D"'a + {(N)+ (¥ ob Da +{(L)#(3)}DBD" et +
vt {(N (W]} D"bDa +(§)a DM b,

68 ezek a binomialis egyltthaték jolismert tulajdonségai sze=—
rint azt mutatjék, hogy (7), ill. (8) n=N+l-re is érvényesek.
Eszerint (7) és (o) minden N-re teljesiil.
Ugyancsak teljes indukciéval igazoljuk a
D(DPg) = DP*: g-o»nllfDn-la—-'3 ¥ (9)
X

reléci$ érvényességét is. Valdban, n=l-re

9% 9 3f 9 2
D(g—%ff )—.j*._i_j@./*_{a._& +
92.

i} °f 29 3%q e
9t Ix X X 3 x2 dx
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azaz ekkor (9) érvényes. Ha m=N-re mér igazoltuk, akkor (3)

alapjan

b (D™g) - D[D",?% p* 2¥ 7] -

-DNH ‘8% FDN* D€DN*’8

FND{DNJQQ B‘F DNB%_

) N+2 2
-0+ NDFD" ST 4 DD SR LD grne)DFD 22

tehat (9) érvényes n=N+l-re is. Igy (9) n minden értékére
igaz.
Tekintsiik most (9) helyett a D®(Dg) kifejezéste (3)

Marmost D definicibéja szerint

g 1(9% 2L 9% w99 Bg B
At? at Ix At Y «x Dt 3 SE

ill.

_.)j

{"3 G __fl (8‘% [>g;i'*?é"' 2%

“(D‘%) gt'ax T"ox B« 3x Ax

Ezeket helyettesitve, és (7)-et ill. (8)-at felhasznélva
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t X At 9 x
3 3 o1y 723 n-1 9 ,9
+é—x(F£)]=D c)—t(é—t%) £D g;(g%)f
n-1 3 n-1 3 5 n =
D g (P2 DT A (FST)-D 5 « D' (F 32 -
"2% £ 38 ()DFDT GE + ()05 20w 4 (2)0Y. 2
B i f(n)D“)“"?_:t ( )D{ ”' ?;3 () 2% o
D qT\ o Fx (n)gxbr ({0)
is érvényes.
A fentieken kiwviul szﬁksésﬁnk van a
2 )
5x (Dg)= DE% ‘3—5 T x (11)
tovabba a
(Dg) D%z 2%'% *gfz?ii'{ (12)

ill. altaléban a

<D%> b 2%, 4 (7)2L. 28

.- w

DQx" Ax (13)

relacidkra, amelyek teljes indukciéval, e featiek mintdjara
konnyen belathatodak.
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Végil fel kell hasznalnunk
’aS

alaku kifejezéseket is, amelyeket nem adunk meg - bonyolultsa-
guk miatt - zart alakban, hanem sziikseg esetén (13), {(10) ill.
(8) révén kepeziink.

Marmost fenti relacioink kozul (9) alapjan az x(t) = f(x,t)
differencialegyenlet altal meghatarozott x(t) fiiggvények maga-
sabb derivaltjai a D operator, ille a g = £ helyettesités

révén meghatarozhatdak, éspedig

X = s

x = Df;

x = D(DE) = D°f + £'x Df;

X = Dx =D f+3DtDE ' x+£'xDPL+£0x DE;

x = D*E+6DEDCL I x+3Exx( DE)°+ (14)

+ 4DPEDE Y x+7 L xDEX? DE+L XLOL+2°% DPL+£30DE;
stb.

A valasztott 4t = h-hoz tartozé k novekményt a Runge-
Kutta modszer mintajara helyi novekményekbol allitjuk eld, eze-
ket azonban kovetkezetesen legalabb masodfoku alakban vesszik
rel, espedig olymodon, hogy k és Ax a h mennél magasabb

hatvanydig egyezzék meg. mhhez a kiindulasi bazispontban a

9
(to,xo) pontban f értéke mellett %;g ille iﬁg értéké-—

re is szuksegunk van, hogy igy Df 1is kepezhetd legyen. czek
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révén eldszor meghatarozzuk a kl ill, kf novekményt a

\ \2
l{4 = h‘po + O4zh2D<Fo + Q{,’hsf x,0 DFO +Q1"‘_ hu'Fx)O D{o +

1 n-2

too0 4 Qg R ‘Fno D fo (15)

2 3! 12
k" = hfo + a2 h"Dfo+ az b fxe Dfo +ay, h"Fx' D{of...(m)

alakban. Itt a O als6 index, a (to,xo) helyre vonatkozik,

kl a k kialakitasara szolgalé sulyozott kozépérték egyik

eleme, végil xf arra szolgal, hogy a kovetkezd segédpont
(t;,%;) helyét kijeloljiik.

A tovabbi kozépérték-képz6 elemek meghatarozasédndl mar
tOobb utat kovethetiink; ugyanis a (tl,xl) pontbeli £, to-

vabba fo, Df

o és fx % segitségével felépithetiink h-ban
»

magasabb fokszamu kozépértékképzd elemeket. Lényegesen tobb

szamitasi munkaval azonban fx,l és Df; felhasznalasaval is

megtehetjik ezt. UtObbi mbédszer egy szempontbdl mégis elénydos—

nek fog bizonyulni, ezért ilyen tipusu formuldt is levezetiink.
Igy pl. negyedrendii formulat épithetiink fel a

i =hfo +agh*Dfo+ayhifxo Dfo + ay HF)’ DY,
2
k=B h fo + @z M Dfo + Gy h?fx, D fotay,h*f) Dfo
1
(17)
t4=t0+E4h)' X:Xo‘\'k,‘
k= f, + Qs hzb{c t Qg3 hl‘C‘X'o (1(4'{0) Y az, hjlc;lé (‘F, _Fo)

L(:Q4L(1+Q2L<

2
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resp. a

ng =hf, + dy “‘ZD({ + O g h’F'x.J B +g3‘rh")(;‘b_({
‘ (18)
médon.
Mindkét formulatipus haszndlata esetén az 1 indexii
(tls B (tl.xl) pontbeli) értékeket az (xo,to) pontbeli deri-
valtak segitségével kell kifejezniink, hogy k és A4Lx egyezte-
tésérél gondoskodni tudjunk. E célb6l k) -ot a

k‘l‘ = E;hf_ + ® (nh;f) (19)

alakba irjuk. Ekkor - feltéve, hogy £ elég sokszor folytonosan
differenciadlhaté -

fo=f kot By xox Einfor @(hi{)=fo+ En(flo+ £ £),0)
+@ oo+ [ Fito v+ 260 (B0 fa + @) nio +Efo 10, ).

- ahol a O index a (t,,x ) helyre vonatkozik, amelyet a to-
vabbiskban elhagyunk, ha ez nem vezethet félreértésre. Felhasz-
ndlva tehat a D operatort is

¥*=R*°+ Eihjxe+ E,hf+@) <

=F+EnDf+® £+ 217 ESh DY +E,n@Df'x +
(20)
+Z @ F X+ 37 BN D g EIHODT X+ 4 £,n @D, +

)

3 h
+ 4 @ fxxx ¥ TEMRD Y+ 5 E 30@D [+ ..
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Hasonléképp - bar erre egyenldére csak a masodik tipusu formulék

hasznidlata soran lesz sziikség =
Df(to +Esh; xo +E hfo +®) = D +E, hD(Df)+@ = (Df)
+ 91 D' (D) +E,h @ D(;((D{)% Z@‘é@; (DF)+

rREIRD' (0N EIW@D [ 0P+ (2
¥iLe

Fx(bo+Eih; xo+Ehfo + ®) = £'x E,h Df'x +®. fxx +
%E hZDp)( +Eh@Df,~<x+.... (22)

Ezek felhaszndlésaval tekintsiik elészér a (17) tipusu for-
mulékat. Felhaszndlva () részletes alakjat

hfi = hf+ E, KD +£x (022 W*Df +a 5 W £'% DF +
taz h5IDf+)+ +EF hDF+E h' Dfx (az2 W Df +
rQzs B Dfr.. )4 .- +ZESRD (23)

adédik. Eszerint - k és A x (to,xo) helyre vonatkozé hate
vénysoranak aszonos tipusu tagjal egylitthatbéit Osszevetve - az
ismeretlen egylutthatékra az alédbbi egyenletek adddnaks
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f egyitthatéis 1 ill. Rl + R2

Df egyitthatoéis % i11. aj, Ry + 85, Ry + RE;

2
D°f egyitthatéi: £ ill. By B
2

1 E?
D’t egyiitthatéi: —5p 11l. R, —-

E két utobbi relaciébédl

1 5 L . 3
5 = & R B{, azaz § = RyE]
ill.
)i 2
<z =3 R2 El' azaz % = R2El

A masodikat sz elsdvel osztva

=5

adobdik. Igy
6
% = R2 %z, 8zaz R2 = %7 .
Isy Rlzmo

a5 és 835 csak a masodik relaciéban lépnek fel. Szim=-
metriaokokbbél az 8, = 852 = a valasztasgsal élve

% = a + %% . % =a+ % ’
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5 1 4 =8 1
amibdl azz—-g:gm:-rg—sa]z:a}zo

2
E
£ e 1k
f; DFf egylitthatébis -y ill. R2 833 3

Igy
s S
2% = B %33
azaz
1
-

. 1

Dthi egylitthatois ¥ ill. R2 E1 8559
1 1

azaz 855 = F o 5

3 1 2 4
oE’;:B.IZoB:??.
A harom "feleslegben 1évé" egylitthatd, 323. 85y ill. 334 me g

allapithaté ple. ugy, hogy otodrendi tagokat egyeztetiink a segit-
ségiikkel. Egyszeriibb azonban, ha zérusnak valasztjuk &ket. Igy

Végul
" !
fi Df egyilitthaté: z ill. Rl a3 + R2 {322 + El' a53}

R
amibsl a; = % . %I - Rf {322 + E1°35} * % ?I > %% {%5 ¥ g # %}
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2 s 1
f; Df egylitthatéi: % ill. Rlal4 - R2 (823 + 833 o a5 +

R
1 2
1 ° amibdl 814 = 3% o ﬁ; - R'I {8231-833822#&34}

=§.§I-ﬁ.{o¢%.g+o}.3§-§-§=

Formuldink tehat:

+83“0E

2 2 3
klahfo«tthfo-ﬁhf;‘.ono

kY = ¢ hf | + 95 hODE, (24)
= hf; + %E n°Df % he x,o 'fo)

X = %-% X, + 38k,

Attérve a masik formulatipusra, ott a

2 5 2
kl = hfo + a12h Dfo + aIBh fa’:,o Df + aluh f’ Dfo

n’g' Df +a,,bht£22 Df (25)

» 2
k) = Ejhf, + a,5h"Df +a X,0° 0" 24" *x,0 V0

23
2 5 4,2

e

k = Rl kl L 2 R2 k2
relacidkbdl indulunk ki. Konnyen belathaté, hogy a paraméterek
széma igy is csak negyedfoku formula létrehozasat teszi lehe-

tovée
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hf, kifejtését egyébként (20) alatt megadtuk. Hasonloékép
h‘Df‘1=h2DF(fo*% hj xot+k,") = thTro(to»r%h)xo%hfa +@ =

=HDfo + E, K D(DF), +®h (th ESh*D*(Df),+-
=k D{O+E h' D*fo + E h{xoD{o+Ozzh"D{‘o[D{xo (
h"[bﬁ £ 2DFDf % +f'x. D*f]

Egyenletiink tehat:

f egylitthatéis 1 ill. R1 + R2

Df egyitthatéi: % 1ll. 81 oR; +85,R, HRE)

°f egyitthatéi: $ 1ll. R, [ ;ZL +ag, . El]

’f egyitthatéi: % 1ill. R, {Eg- + as, JE;—}

Az E1 1 valasztéssal élve, a két utolsd egyenletbdl

&
2 X
4'4

]
I~
-+
-
Ny
Q
X
)
w
*
N
Q
(7Y
N
N
0
w
~
]
o|~

8zaz
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2
) " AL o8 E .
1(‘,( Dz{‘ egyiitthatéis — . Qz {032 —2-' t Qz3 E4 } amibdl

2k
i 1 A
7% =7 {-% +°33})°m e
DEDfx eeyaveheboly 2= iR kyj £y Gy T Og (Sag TEy
+ Qs E“ } y Ennek alapjén
1 5 5 1 2

1 . . 4 1 , :
T g%~ FT "I Qi 7 Qa2 F

A tovabbiakban élhetiink az 323 = 8y, = 83y = 0O valasz-

tassal.
Végiil
! i 4
fx DF egylitthatéis ——6— il . Ri Q.3 1’(22 {azz* Qg E4 + 033})
amibgl
1 2 1 s ¢
o . 20-24+40-5 4
43~ 60 60
ill.
" 1.
egylitthatoéis ™ il Q1 Q. t Q{Qsz Q,2 1t Qs

1 {_2._4_ _4_}
azaz —'iTxQ“"f -5— 6 & )

At
Qw = 75
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Formulénk tehdt ilyen alaku
1 (2 1 3 4 kbt 2

k{=hfo +fh D]Co fgo-h-rx,ob?o+75—h -F'xlo Dfo
k/'<hfo + £ Dfo
o 1 2 1 i3
k2=h](\1“ghbf4+§h{\x|4 D-{:1 (27)

1 ~S

l'< 2 (k1”“z)

Megadunk végil egy elsd tipusu otodfoku formuléat is:

k* =h{, +quh2D{‘o F ey hs{"x,a D{\o tay h 7(\:0 D\fo g
*o‘is*hs{j‘xs.o D{o
Lﬂ*‘ E,hfo+byh Dfot b h? 1("X.C’ D{o

k,=h{; +a,, h1D¥° JfC"Zzs\“z\(\;ﬁo (1(\2 _{'\o)"azl' hsﬂ; (Fz-fo)
by = P(Bz ot Ezz f2) # byy WDforbyy hifL o (§,-£5)
ky=hfs +Gu bDLe + ass W'f'x0 (£ ~£0) ¢ Cuh™Fho (- 4]

k=Q4[‘<,‘+QZL( +Q5L<S

2

ahol a 2 index a (to+Elh; xo+kf), a 3 index pedig a
[to+(E21+E22)h; xo+k’2‘] helyre vonatkozik.
Ttt - a (20) formula mintadjara =
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iy =hfo +E W Dfo + (by W FX D + byg hf 2 Df) +
P EL LD 4 (E by W DEADE 4 E by oY ek D) +
t7 b R fhx (D) et %‘i h"Dsf‘r(%Z b 0’

DD, ¢ )+ EL HE e

tovabb4d - bevezetve az Ky + E22 = E2 jeldlést - f3 argu-
mentuma igy irhaté:

{o-{rEzhj Xothh{\of HZ(E1E12+b22)Df 2
+ h3-%-‘ E,o D°{ + \'\3<‘°12 E22 + b,, 54){",« Df +

E,3 ol — 1
+h T Eys DS-F t h“(bzs “Eii f x Dz‘r + hq E4bﬂ_ E,, D{"D‘F"'
t h*(logy Egp * bas byz) f‘xzof-

Ezért

hfy =hfo + E;n' D +h (E,Esat byy) ['x DI +
E4 ' 2. !
hh—’ € £ xDf + h* (b, B2z + bys E4)pxzb+‘ +
SE{ ' El 12 2
+h T €., {?xDS‘F t hs“z“" szFx D §+hsE1b1z

E, £x DX Df
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+h*(bys Ez2+bzs by,) £ D-F’r ES L2 p* ‘F+
+ h" (E E Ezz‘\‘Ezbzz)DfD-px % hs 2 E E22D'FD‘FX+
+ h® (bu E,2 +basE, E'z)‘r,'x DF’x D{‘*’ e
E.F 2 ’
o sl bl o (o B pp

Es ' 4
#h° 2 (B Epe by ) DEDY £ 0 41 % D¢+

Egyenleteink elsd csoportja 9 egyenletbdl all és 9 is-
meretlent tartalmaz; koziiliikk kettd szeparalhat$, mert csak ez
tartalmezza Ry -et ill. a&),=t. A 7 maradék egyenlet D°f,
»’z, D', Deoey, DerPer, £ (D2)? 11, D°EDE}  egyiitthatéi-
nak egyenldségét fejezl ki. Ezek az egyenletek:

2

f e - Er
1 E3 523
L S =q =
725 “R: g tRs
" &

i o E4 E,
20 *R: 71 *Rs 3

’;— ’RZ E{ b42 ) 2 P3 E2 (E4 EZZ+ b22)

2 Ez
? blz 1" 3 _23 (E E22 t bzz)

B g, ba R, (E4 Ezz* b22)*
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Tekintsiikk eldszor egyrészt az elsd két, masrészt a ne-
gyedik=0todik egyenletet, ElSbbibdl

i
Qz Ef"'QéEgz '-'-'3'
3 3
QZ E1 + ps Ez = 21_'
és igy
1 1
o E(FE:— %) 1 4E -3
) Eiz E. (EZ - E4) 1 E42 (E2.- Ey)
4
1 3 Ef(“k"?ﬂ) . 3 — &Ey
’ Eiz E: (Ez'Eq) 12 Ezz (EZ'E-\)

Igy a harmadik egyenlet szerint fent kell allnia E; és E,

kozott a
4 g2 4Ep -3 4 2 S-WEs 4
iZ 51 E,-E, ' 1 L
azaz a
i
LEE, (E,-F,) +3(E; —E]) =2 (g,-F,)
azaz a

4
3(EL+E1)—“’E1EZ = —é—

azaz végilis a

15(Ex +E | —20E By =12

egyenletneke



- 129 =

Az utébbiakban bevezetve az E,E,, + b,, = v roviditést,
az egyenletek szerint

QZE‘ b,|2 +Q3Ez co =

2 2
amibdl

gl o=l~

1o 4 )
b R, (3Eim75) 4 _5E, -l
12 QZQgE‘EZ(EZ—E,,) 40 R, E,(E,-E,)

ill.

1 1
RELs—FE] . 4 _h-TE,
R,R3 E,E, (E2.°E1) 40 R3 Ez<Ez“E,‘)

vagy R2 ill. R3 értékét helyettesitve:

o _ 42 Ei(4-58,) _ 3 E4(4-5E€)
TR0 LE, -3 10 4E,-3

és
y E2(5E,-L4) _ 3 Ey(5E,-L)

P T 3-uE, 0  3-LE,

Marmost a hstodik egyenlet szerint fenn kell &llnia By és

E2 kozott az

S (L[--SEAZ A 1 i
10 (4E,-3) 2 (EL'Ef)

3 (SE.-k)* 4 1 4

10 3-Le,) 2z (E,-E,)
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8zaz a

3{(4 ~5E) (8- 4E,)+ (5E,-h)(LE,-3)} =20(,- E,) 5 -4E)(4E-3)

relacidénak is. A miiveleteket elvégezve

3{(16 -LOE, +25 E})(3- 4E,)+(25E; - LOE,+16)(4E, - 3) } -
=3{-100E2 + 235 E;/— 484 E, +100E; - 235 €, +

+48%E, = 5 {400 E; +100E E, + 00E7 — 235E,~

— 235E, + 184} = 20(-46 E,E,+12E, + 12E, -9)

Végilil rendezve:
300 E; + 620 E,E, +300E, -Qu5E, ~Qu5 E, 4732 =0

Hozzéadva ehhez az elsd egyenlet 3l-szeresét
5(E; +€,)—8(E,+E,)+6 =0

azaz
10(E, + EY =16 (E, + E,)+ 12 =0

adédik. ILevonva ebbdl az elsd egyenletet
10(E, +E,)° -34(E, +E,) +24 =0

adédik, amibdl

E1+E2 T 20
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8N

adédike. Az E, + E, % vélasztéssal az elsd egyenletbdl

g a8 g MR 8
E,- &, 209 26 40 8 °

8zaz E1 és E2 az

2 g 3
X ~ 35 X ¥ o Tt Q

§+{Ck-60 _ g2

egyenlet gyokei. Itt x =

10 S a4
WA
azaz E4 < ©5 Eo
Visszahelyettesitve
4 1 125 513
R:——-~ 5 = = (=
2" %.?‘ 246 <6)
o PR Al o N N O
P3‘12 = T 2'8"2’)
= 3° = 213 és végul
6% " 246 ’
;Q__G_‘:__‘*_s
1 216 T ¢
Tovabba
3
b =i. '5(4-3) 9 \
12 7 4o y ='§695 és

1 3 5 1

3
0 3-4% 740 15-42 T 2

Végiil az utolsé egyenletbdl
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4D ! - 13
=T) es 19y EZ{“’—tzz-Z—')
végil
- _ 4 8 4o 4 B - %
by sea = EyBaa=g ~% "3 "2 "5 =" 18

Végil Df egylitthatéinak egyenldésége alapjan
1 —

amibdl 3
1 1 125 29
Clu:-z-—QzE 'RsEz=7"“~ il o

1 5 246 216
108 -95 -272 ¢ A
. 216 - 246 = 36

Ujabb 3 egyenlet adédik f;c D2f, f:’c D3f és fi Df;‘ Df egylitt-
hatbéinak egyeztetése révén: "
2 2
1 ES Es E. E, }
75 Ra{0m G- PR Bt o 34 0 F

3 3
1 g2 £ E £
g6 -Refos T 1R {F B rong +ls P )

7
= =R2{E4b“+au.E1b12}+£25{:E4 BB b, By B b

s bzs E1E2 Q33 E1 bﬂz € CSS (E1 Ez E22+ Ez b27_>]
E rendszerben 4 ismeretlen 1lép fel; az elsdé kettdében harom.

Igy az azz = O valasztassal ez a két egyenlet:
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Innét
AR (R s PN i
H3” 25 5 4= 7 Omtyg s

2(5-L)=2 =25 cip3 +25 C33

10-8 =2=250a,3 +15 033

amibdl C = O és Q = 2
33 28 T 2
25

Attérve a harmadik egyenletre, ott a by = 0 véalasztéssal

b, = O adédik, £1° 1°f egyitthatéinak egyestetése az
2 2
1 E, =
726 “Re@nz TR G Pas
amibdl

2
854 = 55 adédik.

Végil £2 Df, £2° Df ill. £)° Df egyiitthatéinak egyezteté-

se révén az

§= Rya,+R, {by ray, E,}+ R{(E,Esp+b2)]

ill.

{ :
7 o R0 * B, { b,y ¥ Qb+ Qs E 4}_+95{(b42 Ezz +by4Ep)s..)
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111,
120 =Ry @48 TR {025 bis + Q4 b42}+R {(bﬂEzz"'bzsbn)" }
egyenletek adédnak. Ezekbsl
2a gﬁ
g7 Ry
85 = g .
Pormulank tehét
Kk, = h{o+—- h'Dfo - hfx oDfo- 32 h*f'x,0 Dfa
k*=-—hp bl R0,

kp=ht "3 h Dfo + h Px,o(ﬁ ‘F")"" l"31(‘&0 (f2-fo) i

kz:h(;—g f, "‘2—%' o)— Z*h?'DFo

|<3=th +3%th{\0
alakue.

L(‘ 425 l( y 27 2.7 k

-216 toie 316

Mindkét tipushoz hasonlé strukturdju magasabb fokszamu
eljarasokat is konnyen kidolgozhatunke.

Formuldink erejét normal és erdsen "meredek" megoldasgor-
bével biré egyenletek esetére az le. ill. a 2. tdblézat érzékel-
teti! Megemlitjiik végiil, hogy a fenti formuldkban t és x
komplex mennyiségek is lehetnek.
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3« S« Hibabecslés és a formularendszer tovabbi javitésa.

A megadott formuldk elméleti hibabecslése a Runge-Kutta
tipusu formuldkndl sszokdsosan hasznélt médon megy; a fellé-
p8 konstansok becsléséré egy késdbbi munkdban még visszaté—
rink, az azonban részletes vizsgélat nélkiil is lathaté, hogy
5tszdr vagy hatszor differenciélhaté £(t,x) esetén egy-egy
lépés hibaja h2-nél vagy n®-na1 ardnyos. A gyakorlatban
ugyanis csak ezt az asszimptotikus tényt szoktuk felhasznélni
a klasssikus Runge-Kutta formulédk hasznélaténal is, mert az
exakt formuldkban szerepld &llandbék csak 6riédsi munkival be-
csiilheték. Ilyen szempontbél a 2.§.-ban bevezetett ujtipusu
formuldk némileg elényosebbek, mint az eredeti Runge-Kutta
formuldk, mert a megeldzd lépésben szamitott segédnivekmények
felhaszndlédsaval 6todrendii formulat is készithetiink. Ilymédon
menet kisben egyrészt lépésenként h®-na1 aradnyos hibaval
kell csak szémolnunk, masrészt minthogy ugyanekkor egy hs-
nél ardnyos hibadju mennyiség kiszémitésa is megtorténik, mé-
dunk van a lépéskoz sziikség ill. lehetlség szerinti menetkoz-—
beni megvéaltoztatisadra anélkiil, hogy a Runge-Kutta médszernél
szokésos mdédon ismételten ugyanazon a részintervallumon kel-
lene szé&molnunk. S8t ugyanezen novekmények egyidejii felhaszné-
l4dséaval s megeldzd alapponttédl mért kétszeres lépéskizii lépés
otodfoku kozelitését is meg tudjuk adni. Ezen uj formuldk
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levezetése céljabdl azonban sziikségiink van az alabbi segédté-

telre:

1, Segédtétel. Az £(t,x) fiiggvény legyen a (to,xo)
hely egy alkalmas kornyezetében (pl. a |t-t°| £ R; |x—x°| £s
kornyezetben, ahol még k(t,x)l £ é is teljesiil) otszér foly=-
tonosan differencidlhaté. Legyen k = R, |k(h)| £ S, és tegyiik
fel, hogy Ix(to+h; X st,) = (xo+k)l = (¥ () érvényes. Lrvé-
nyes ekkor az Ix(to; x +k, t°+h) - xo\ = ()(n?) reléacié is.
Bizonyitas: Feltevéseink érteimében x(t_+h; X st,) =
- x, = x;-x; = k(h) + C(h).h?, és itt C(h) =0, ha
Re

B
I\ ©

Emellett, feltételeink szerint a differencialegyenlet a

tekintett tartomanyban egyértelmien oldhaté meg, és igy

X(to; xl, tO + h) = X,

is érvényes. Minthogy pedig f az x-ben feltételeink szerint
Lipschitz-feltételt elégit ki - éspedig t-ben egyenletesen a
It - ¢l 5B |x=x, | £ S tartominyban, azért (L-lel jeldlve
a Lipschitz=-feltétel allandéjat)

|X (te; Xo+kytoth) = x| =X (to; xot k,t ot h) -
‘X<’Co'>)<n' bath) | & [k xs -x,|-exlh éC(h)eth.hs__U(m)

{1s pls [6] ), ahogy &allitottuk.
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E segédtétel felhasznalasaval tovabbi formulat adunk
meg: hdrmat arra a célra, hogy a (to’xb) bézispontban meg-
hatdrozva az ismertetett formuldk alapjan a kl’ k{, k, no=
vekményeket és ezen a réven a negyedfokban pontos k-t, to=-
vabba felhasznalva a (t -h, x ) ill. (t,-2h, x) ill.
(t, - %, x) pontra témaszkod6 k, és k,-ben szerepls ta-
gokat, egy 8todfokban pontos k-t is meghatarozzunk (itt te-
hat figyelembe vessziik a lépéskoz-=felezés ill. lépéskodz dupli-
kédlas lehetdségét is). Masik hérom formula révén pedig - ugyan-
ezen adatok révén - a (to-h, X), (t,,-2h, x) 111, (to- %, x)
pontbél kiindulve hatérozzuk meg a bt +h pontbeli, x(t +h)
értékhez tartozé x(to+h) - X noévekményt 6todfokban kozeli-
t6 kg értekét is.

Formuldink tehat ilyen alakuak:

k=Rzhfz #+Ryhfiy + Rohfot Ryt 52 W Df-,

4= So "‘ZD{'\O ¥ T-Z)‘| hz{_"’x”z (F—Z - 1(\0) +T"2|2 hz ][‘)'(’ -2 ({?-" ~-F°) +

+T~2,3 h* 'r;‘-z (‘F1 - ‘Fo) ; To,1 b F'Xno({‘-z 'Qo) *'To‘zhz{"x,o ({[Fo)
+To3 h' ?‘X.O (ﬂ -£o) + Y, H f‘xf—z (Fi-£o)t Vit %o -(£22- £o)
Vi H Lo (£ =) Y WH L, (£,-6%)

ill.
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ks=tohfo +rnhf, +nhf; +hfs+SoHDfo +5,0 D,

thou M0 (£i-fo)ttop h{ ko (fi-fo)ttos ¥ ko (£i-£o)
(30)

Frzg bz (£i-Lo) vty W £z (F2-fo)4t, b 2 (Fs—fo) +
VR0 (F-fo)e v Wk, o(fa o) R L2, (6 fo)e w2 o (£, £o)

ahol az elsd formuldban a negativ indexek vonatkoznak a meg-
el6z6 lépésbeni segédnovekményekre, a masodik formulaban vi-
szont ezek = értelemszeriien -~ a8 O ill. 1 indexet viselike
/Megemlitjilk, hogy itt a (24) formuldkra kivéanunk témaszkod-
ni, ugyanugy lehetne kiépiteni természetesen a (25) formulédk-
kal kapcsolatosan is fonomitést./

Elészor a (29) slatti formuldt tekintjiikke E formula = 2
indexi elemei a ¢t - h, x helyre vonatkoznak, ahol =1,
2 vagy % - attél fiiggden, hogy lépéskoz-tartas, felezés vagy
duplikdlas tortént-e a legutolsé lépésben. x-et viszont -~ hogy
a -2-es8 indexii tagok kifejtése otodfokban pontos legyen - az
l. segédtétel értelmében az x_ helyrdél a hatvanysor negyed-

(o)

foku szeletébdl extrapolalhatjuk, ha X, otodfoku kozelitése

x-re vonatkozéan x(t )-nak. Ilymédon

33 3 3
)L*)Cov’\y‘hpo +3h Dco—,\g‘"s_h’ Dz{o_’\—?:éir‘x‘o Dro

Q
h h" J 2 'J\hh"
24 )

—— D*fo +

DFXOD‘FO* {;onO
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tehat (a O indexet elhagyva)

g;phmw ATh ; XO-m,,m@ - hf- 0h=Dr+—prp

’\}‘3 A?‘hs ’?-
h 4, § 3
uf;, £ DF D+ ‘9"*’{'ix>¢ ﬁﬁbr-"‘ DEDE +
P e+ T g o - D+ T o+
‘zhg "

és hasonloékép

K Df-2 =HDf (to-V'h; X0 ~Thfo + @) =

- DF - TR D (D) —“i”—‘-‘ﬁcw D?-—is*wF)Df
T D iy e 2 5 (b= L B2 (1] 0f
- ér DS(DT)—“" =

=W Df-J K (D ;‘xbpu D@(D{ e
ﬁqh fl lfo(D¢;+P&3+
) ’\.9‘5'\8

LD*F%Df +
+ P (D)4 2% Df%DF] - __é— [D‘T’fSD?szx +

' “9}1 2 (D4 +20pDF' + £ b

+3DFDLx + fx D2 s



a 180 =~

= WD - T H D - PH L% DP ___D;Jr_f_“; DL s
S“T FYON “T“ Mf D
2‘” DEXD™ - TR DL - “’”"rxxmp

—JGL’ (i g 7«7‘;1‘,0 bpxw-_—gx Df * ...
végul

‘[),(,-z:r,’“/‘jﬂhbf'x 49ﬂl'1

X X

Ennek alapjan szémithatjuk ki a -1 indexnek megfeleld (t,x)
helyet. A (24) képlet szerint ti. E; -.-% y 68 igy

3 1
‘l’._‘( 2{_2+Zﬁyh=£0—1—\9ﬂh)
tovabba

.-X'f"—"l}ah{:z‘f hr\TD.Fz

X4

azaz negyedfoku pontossaggal
X_= Xo =T hfo + 53 AJH D\fo——/ﬁ“shzbf Aﬁ“shﬂcj(bp
A A S N v LSS L IO NV A TS Y
«Thp_—ar ht D£+ P ol 0 T ——3‘%"{x D - 2 I
W' D+ 5 TR D - 2 PR DE R Df- 2T DY £
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%thzb.p___ryshzbl{:_ 3h3£|XD<F-\'§": /\‘Thhhbz{:
b TR D DD TR DR
- Xo- 3 Thp e L ATWDE- L T - L o g

= SRR +1g5 TR LD + 2T Db

"oz 192

Ennek alapjén

hfoi=hfo— 4 THDF+ g T L0f - L by o - L o

ol j;zﬁm‘fxbp - O 1 2 Thegl D s

i C e M
+~ﬁ—$hb¥—mﬂ9~nb“bfﬁmﬂyhbfxb.{‘+

%,Z‘)?;Lr,\yh Fxbrlxb‘ci" O‘_,g'yh{‘xx (D.f)

AR Jh‘b{?b$x+ b T HED

58‘1’ Giuk

tovabba
ChEDf =h Dg——h J' D (DF)+ —-J‘z : fa ~ (0).Df -

— 2 2 (op) B = W 2 (O FRDE e ey

e E o h”o‘(o;) w ot SR (§ O Of -~

128 h‘D‘(M)t..

3811-

SDE - LRI - L RTEN0f+ 35 T RO DS ¢
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1 2 2 3 s 2 3is02:2
L T LU0 - S TR DR - 2 TR D —

szh‘\c Dgxbg-aaahp Bf s THOP 4
I P10 - o ¥ D, Of
—md“hspxx (D) - gz T WD

——L— 4.5 p 3 4 S, ' 2
L F LR BV TN o AR

és végil
' ¥ A A 2
1(x,-4-fx~?«?’hD£L A ;xxbgf L IND 2
Ami végil az 1. indexii helyet illeti, itt a (24) képlet

szerint tato-o-gh;x:xo-r%hfo*- %Ethf

és igy

hfi=hf + =R D+ WL Df + 5B DY + 2 e = D& DT

zot«zeh ?xx(b]f) 1?_8 = h'D° ﬁflOZ“hYD{fxDJﬁ zowhSD‘F

h’LD‘F \é"{'\"‘," értékére nincs sziikségiink.
Marmost egyenleteink els¢ csoportja hét egyenletbdl &ll,
amelyek D¢, D’z, D%, D2 Df, D°fy D2, Dfy D°f, és £ (Df)?
egyitthatéinak azonossagat fejezik ki:

A Ay‘a /\y‘L g
= AR o PRy 1,3-2-_+S_Z~(494)
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A . R 9 i
ﬂ:p_z(—z—)‘}'R_ -.3—8—‘;) Q‘l “28 g~2.(_2_

4 R T

120 gQ"Z‘E + R, G{lrlr+R* 20%8 ¥ 5. <_ )

A 29 2 2
o, (L) R, 428,)*-12‘,“84,9 J

4 2
+ T‘_z"‘ ’\y‘ S T‘Z‘Z - i— /\j\ + T—Z|3 (— -%—,\9")

4 /\.Th /\941'
-Q’Z'—"‘;—i' Ry 102k + Ry 1021'.*‘3—2 (,J' ) +

3 7 3
+ Toga- (_ =) 4T (- -&-)* Tos 3

Qﬁ*ﬁ
o R T tRy g TR R S, )+

S

+T-2{~(-—2—.-)+T_2,_(- )+T23 ("

I N

1

E=Q-Z'T*R-4'm*94z‘5‘u e st
,\9\ 2 A

Itt a hetedik egyenletbdl kivonva az otodiket, a kiilonbség
az elsé harom egyenlettel egylitt egy négyismeretlenes lineé-
ris egyenletrendszert képez, amelybdl R_2, R-l' Rl és S_2
megallapithaté:



- Tl -

LeT*R., 43R _, +27R,-96.56., =16
SG TR, TR, +27R+182. 85, =48

3
12805 R, +5T R_, + kO5R,-5120 S, =256
_1280 " R_,~5F *R_, - 405 R, + 542095, =-256

- és ezekbdl az utolsd elhagyhaté$, mert nem fiiggetlen a rend-
szer - amelyhez csatlakozik az eredeti rendszer negyedik, 0to-
dik és hatodik egyenlete.

Ezek azonban szintén nem fiiggetlenek, mert hatodik egyen-
letben T-2,l’ T_2'2, ill. T_g’3 egylutthatéi éppen - o
szeresel a negyedik egyenlet megfeleld egylitthatbéinak. Ezért
az elsé§ harom egyenlethez még egy negyediket csatolunk, amely
azt kovetelli meg, hogy az o0todik és hetedik egyenlet ne le-
gyen ellentmondbée. Igy az elsd harom, tovabbi e filiggetlenséget
megkoveteld egyenletbdl R 5 R-l’ Rl és S_, megallapithaté,
(86t a =1 esetben R_; szabadon valaszthaté, ple O=nak) ,
majd a negyedik és o0todik egyenletbdl a T-2,l’ T_2’2, T-Q.B’
amelyek koziil egyet szabadon valaszthatunk. Igy a A= 1,
F=2 11, =% esetben.

B, 19 e wers e W et
R, = - T ille = —par il == 5%
R, = ¢ ille = ¢ ille = ¢
396¢ : g72¢8 : 2048
R = e = @ e ——
1 T Gels WY BieatE VS gans
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S = : ill ---—4—- ill —-L
=2 "~ J&0 * = T8RO i 7 |
To1= & ill. = ¢ ill. = ¢

62 125 1024
T = i. 10 B = —— € T e —
XL - 3025 Lk 8§75

186G 304 542
T o mw e— 1.110 = illo e c—
=293 T p35 9075 2625

A fentiekhes csatlakozbéan f 1ill. Df egyiitthatéinak azo-
nossagabdl Ro ill. So is megallapithaté. Valdbans

1=R, +R, +R +R

ill.

—-;—- =R_2.(-’1\5‘)+ Q.—* (——“‘:/\r)f R1‘—3" - 3 SO"'S-‘Z ‘

L
Innét
13 406447 J P
RO = 2‘70 ill. —m i1le = '—""'3S
. 1L, w @278 1L, s o0
¢ 4180 8% 420 90

Ujabb hérom egyenletet kapunk f3D°f; £1Df 111, f£ID°f
egyitthatéinak egyeztetésekor:

A
5= =Ry (G Vo Ry o) Ry $46,. 5 4

I b, g
tTon 7 YTz 35 *Tas 37 *
2 Z

+ ‘0‘1 = 2 olz : 32 + 0‘3 z 32



= 1hG =

il J°
o Q-z"z‘ b Wy © 22 + Q{% ¥ S-2'<—’\T)+

T (-9 Ty (- V4 Tpa -2 #

+To () + Toz (-1 A0)+ Toa - -i—

4 Py TR 32
m=Q_L-Z_‘;.+Q‘4. 192 +Q4.¢ +S”Z'(_~é_>+
/3‘\3 ’\7\3 g
+T-24 (—--a)i- T~2?- (—3—8—;)+T_23 m

G | 33 o3 12%
Ezen egyenletek alapjan
T B i1l = 33 & [ 393—-
ol = AE LS S n e (T tile ® gqaas
G Wk , G3S36 . 108224
Ty,2 = EL35 111, = ek ille = Tc125
S¥0k : 39329 , geudc
T = tlile = = ills =
003 = J5has 209 43S 235628

Ujabb egyenlet adoddik f]" Dfn’c Df egyltthatéi egyeztetése

sorans

7 Al 337"

'TZ—E)—:Q_Z.ET; +Q..“ 581 Q @*‘S ( I}J )'l‘
5 0 4 T

*T-z«(‘*z—‘“‘“T—zz CrgY =g I T

;_2-8--——’\9")*_-‘—01( OZ ('_ ,12&>+
no,z,.(%;fv{.(_zim,



= 1H] =

amibdl
LOSA . _ 66
1= 73480 w. = ¢ = 335550

A kovetkezd két egyenlet £2°Df 1ll. ffnzf egyiitthatdi-

nak egyeztetésébsl adddiks

3
7R (D)o R (B R b5 2
J\'L ,‘9/\7.
*T0 T T 57 ¥ Tazp 53 *
Asz A942
+ TOﬁ _— + To‘l' ’37 +TO‘3 392 +

% \(l Ayse=t o \(2 (}‘ér) RS \/3 -'

ill.

1 I’ el
126 *R2- 7y *Ry-g7 tRy- P 4 S, (“‘)*

+T-21(" )+T22( )+T__2‘3.¢+

* Tog 'T)+T°‘1' )+T0.3‘¢ &
,\9,\L
: o VQ " ;i; +-\/3 22 +—\/z‘ il



- LU =

amibél
R 1. - G2SCY g, ASRAL3
24604 1038018 3635000
16243 111, o 590536 ... _43022¢C
'3 = 361360 3294228 LA3% 37 %

Végul f’5Df egylitthatéinak egyeztetésével:

4 érﬁ 4{«9«H 3
Yo - Rargr ¥ Q'*"——-4qz +Ry. @ +84:.(-7% )+
/3«3
ABTR G g zz( )+T—2‘3‘<j5+
-7 e
“‘To‘v("@—)* To‘z'('?g,_g_ >* Yoa - P +
g 3 vl 3
+ \G- 32 +-‘V3-'§ET 4 VZ"ET— +-\J--7; )
amibdl
, 2814 €8 ;
W= @ 1. = =S5y e = ¢

Formuldink tehat lépéstartas (J = 1) esetén:

A

k = -00183G¥BUG h{_, +0U2SI8Sh Lo+ SIIEUTLHL, ¢+

+0,03833838 "D {0 -000H4228SF K" Df_;~ 008 k3T 3k 1

£x~z(-f: & TV 025’50642\*\.{?)(' z({.} f) 0004046 &4 k¥
(31)

hgxo({-z o)+oqueeezh‘;xo(§-{ -{o)

+036a5k332 W {'x,0 ({4 -£o) 40,02231208%4 hz’,f
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(§.-$0)+0,038333860 ¥ f'x0 (§-,-§o) +
4+ 0,042¥532 303 £x,0(§4- £o) 5
lépésfelezés esetén (J'= 2):

A
k =~0004543S8GF h{_, + 0 k0c0485 h{o+0s9 ss30eh g, —
- 00013 36D WD, + 00138838 D fo ~0050213¥332 ¢ %2 (F4 = fo)=
= 2 el 2,0

00334386217 F 2 (§ ~Fo)r 003132 HEWL', (- fo)+ P2
+0,2121539% w—rx\o q_‘ - £6) +0,1329260%h"( 'x,o (-F('-(:o)* 0056938803

12 Xavl
h*f X,0 (£2-fo)rolsian3hy w( X,0 (£1-§o)-0,04%4 GSHSh“{‘L;(ﬂ ~{o);
lépésduplikalés esetén (4.7‘.-.1/2)3

~

k =-0d92hf-, + 058518518 h [0 + 060CEh £ - 00k W D _, +

2 -
+ QO h'D o - 4470285 [ 'x 5 (f-4={5) - 049s04}G4 h"(l)‘('_z
- = !
(“\4 f°) O(OZOSZOGSH' h -fx|o (-F-z "'-Fo)'* 1'9632’1} hz.p'x‘o (.(‘_“- -(\o)f
t 12
+ 03435233 [k 0 (£~ o) + 00049984882 L 2 (33)
(£4-Fo)+ 004303240W £y 6 (1.5 - §o)+ 003 a2 3
z
I

h ‘Fx,o ('F-f ‘(\0)-

Attérink most a k_-ben szerepld egyitthaték szémitésa-
ra. Egyszeriibb, ha itt a megeldzd novekmény lépéskozét vesz=—-
sziik alapul, és a most végrehajtott lépéskozt ehhez viszonyit-
juk S h  alakban (lépéstartas esetén O = 1 1lépésfelezés

esetén 5:% s lépésduplikalas esetén 5:2). Itt tehat a
O index a bazis, az 1 index igy a

9
t:‘to-‘-%h} X,Xo.’——%—hp.f-g-z—th‘F alaku,
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és igy

hfi=hf+ = h‘b$+ h¥ Df +

20#8 fx (OF) +428 g lozw D[ Df+.. *—— WD+

A 2 indexre
W W R
t=toth) X~Xo+h$+—’DF+—D2{‘+—$ Df +
4
T LA

és igy
S’
13 !

hfz-h.F+hD.€1———FxD¥+——¥ D{ ——F D+ Z#F
2D 4 T P b D o oy DQ+—2—D£
*E_D‘CD‘C"‘*—ED‘CD‘CX’LT“O”(D‘C) +*2: D% +
W 200 hY &
* 7:'t>¥ D ; x t Eﬁ; D -F ;SRR
tovabba
hD{z-hbme(Dm—i(Dg) D7C+———(b£)D{
2 (df) £ X Df + 5 2 (bf) +~D( (D§>D§+
b

_b_
e
% Oft- = WDf+WDE + RExDf + —2~ Df Dfx+
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b 2 hg :
t7 £ Df+§3—D;xD‘{+.—{: bf" FxD-FxD«f+
*‘ij': of +-§D3¥+ = £ O+ ¥ DL D +

P o h Y :
s 2 P (B + D ¢ 2 f Ok

és

B el bl 2 0% B - B e
Ilymédon a 3 indexii pontra

t-t°+(1+35)h- x=x2+—3-ha‘pz+%h15101cz=
- Xo+(1+ 2 I)hf4 2 D\C+——D‘,C+——\C Df +
—;D3L+§TrfxD¥+TD{XD{+3—;$§ZD¥+%5WD§+
t 5 SR Df+ SO DY 4 S TWELDF 4
+§5h31>1; + S INDEDL v WD £+ T I WD r
tag SO+ 2 S DF ¢ & JhD{Dfx

6 h p Df + . Sl\r\‘1 D3{+£T51h"£'x DFE 4 so0e
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= Ko r(1+ 2 )b+ (4420w 5 SO+t 78+ )rDY

H(Er 30+ )R (4 T3+ 2 ) WD L
+(5_1;*+—-;—5+§; JZ)H‘{?'XDL-F{-(—%- 51—245)*1[)# Df+

t(Frgded )P DL

Eszerint

hf,= hf+(1+—- hD{.‘f(—-—+ 5+§—52>h2¥\"b£"
t(Er TS SIREDY ¢ (L + 38+ F IR
+(2,++g<5 3*)h ' D3¥+(—+ % HRLED L 4+

+[<—;—+—§-5+§—:5L)+(4+-‘3:5-)(i 35+95 ]hsf D{:xD{-\‘r

3
(G e SIPLEDR LD ey, 35y 8

125+ 5 WDEDLY +(1+ 3 Qj35 i 3 )% DEL D +

s g VL opy <**z>»«m+

3 2
1+—(§ 4 Q g 2\, S (‘H’ San
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Egyenletcsoportjaink ugyanugy alakulnak, mint a masik formu=—
larendszernél; egyetlen véltozds, hogy A x hatvanysorat a

t = t, + (1+3)h helyen kell tekinteniink. Az els§ hét egyen-—
let tenst D°f, D’f, DY, DeDey, DPeDey, DEDPer 1l £n_(D£)2
egylitthatéinak azonossagat fejezi ki:

3 v 3
(1+3)° 9 3 (G+59)
S -aah e R AR fb S

.
(A8 9 o4 o (eI 4
2 T AR T Rl g YT 2" 2
(4+9)° 2% @+%3)"
e~ " aeny T T zu”’s—‘“ t8ag
(4+38)" 2% 1 3 1 3
3

ey oL et 4 G (14 §)

s
(—'_'_*‘-5) B "'1‘4’ + T,

4 3 1. 3. 95, . 2%
= " -g+'f3(1f‘r§)(z+25+v_5 +8, T +

Gz )t
3

9
“‘":z.‘« ‘33t

N>

t tz;s
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3)$ g1 4 1+23)
e - A et e el

3 1 1
+ tz‘.’ ~_‘+tz'z~‘2—' + tzis"i"<"+% J)

g
(4 +3)5 4 i 104 3 g t2\2 y
5 WGea e g gl 0 ) v

3 1 i
+tz,4"§ +tz‘7.'-2- **&@‘7("*%5)
1,3 9 x2 _ Llis38%
7+39+ 59 7(14%3)

relaciét, tovabba a két utolséd egyenlet kiilonbségét képezve,

Figyelembevéve itt az

az is azonos & harmadikkal. Egy egyenlet tehat itt is elhagy-
haté. Igy killon kezelhetd az elsd harom és a negyedik és ha-
todik azonossagat megkoveteld, tovabbd a negyedik és otodik
egyenlet:

22 7, + 48 1, 4 48(4+ 3196 b, « 16 (1+9) 7

27 T 4Gk 4+ 6k (145 5) 13492 s, = 4G (14 9)"

405 T, + 1280 +, +4280(1+ 5 3)" 4345120 52 = 25G (4 -3)$
540 T, + 4280 , +t280(4+§5)3¢5 + 3840 s —

~320(4+3)"= hOS « + 4280 r, 4 1280 (44 %5)“ 15

+ 5120 8, 256 (“5)‘)

amibsl a § = 1, % 111. 2-nek megfeleld értékek
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r, - 4338 . e =26328
. *1—2&3 il =_.\Z_§§ Bl el
¥z = ¢ ille = ¢ 111. = ¢

Il 2—?' tlle = %%% ill. = _t%}_z_

234, +Gh 1+ Gk (142 5) 492 5,196 1, , 1128 L, +

3 = 3 T 2
+428(1+ 5 d) 1, =80 7, +k80(14 235+ 35+ Ty
+3205,+ 435, (4240t  +240(4+ > I)t,3=16(1+J)°
405 &, + 4220 T, + 1280 (1+ 3 )" 4y + S4205, + 1920 ¢, +

3
£2560 t,,+2560 (1 + 3 8)=25C (143)°

amibdl
B % sl 111, = 2213 111, = — 1358
i 14k0 .
. 30% ; o -(_’\_3_?.}. 11, = éQ-?—’i
= m ill. = (920 i - 10

P1ls = 56 Yile = qS
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Ezek ismeretében £ ill. Df egylitthatdéinak Osszevetésébdl

o ill. s, 1s megallapithaté:

(‘H—J):'fo-f'ﬁ. + T, + oy

ille

YR
“;5) :fr,% + 1, 1 + fr_,,.(++—3;5)+so-4+s&-4
amibdl
ro"—% iu,z_;_-i_ ill.:——ci—g-s
So:'sjst 111.=—3—326 ill-=-%279

Ujabb harom egyenlet adsdik f£3 Df, £) D°f ill. £} D’f
egylutthatéinak egyeztetése révén:

(1+3)* g 4 i 3
C =’r4-~3-€—+'fz~’z'+’f3-?(1+—q’5)+$,_'{ﬁ-
t sttt (14 28)
207 I 22 2,3 I
3 3
+’Co(1'7;*to,z'1+)Co,3'(“‘1;5)
(1+3)* ¢ + 4 R P B P R
2 9 1" TN TR e ¢ 2
9 1 4 3 2
et +t2‘2~7+{'2‘3~7(1+:5)




g9 1 3 2
i 1 8 %2 4
o5 =T g (g deg Sas g
9 4 1 3 3
+JC2.*‘T2_§ +t2‘1 g ++'2'|3’ E('H”:-S) *
g 1 1 2 3
Fron g ttoa g ttoag (1458)]
amibdl
b o o DRXE 111, = - 48639 TC
0,1 180 3200 2
b .= 3319 111, = Se? VT 2950
Gy ¥20 1920 s
128 8 424
t . et ille = —m— ille = -
052~ age 23S 52¢

Ujabb egyenlet adédik f:’ch]’:Df egylutthatél egyeztetése so=
réans

120

d
e LT R EAP PR (IS EN E M N

+(8 351—2 5)]1-42-2— % .-i+{

04" 129 &

N[.a.

1 3 3
rtoa (e 3N by (Fy oy M (1 +3) +45

L1123 +33(+28) T v vy - 3 )

_ 2614 . L w29 10403

ille = — ——

Y3 =7 5340 Le = 23040 360
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Ujabb két egyenletet szolgaltat f;ca Df ill. fia Pt egyitt-
hatéinak egyeztetése:

1+3)* 1 c ¢
~(——2—l-+—-—=’f4-¢+'rl'—6‘+'f3 <—G—+ é.‘\“s‘z‘éz-)fb

9 1 3 =
v gy mr Shey -5 & T I )

1
2° 2 1

o B el e

3
+V3%1-\)1'—q_"\-va ")
(1+5 : T £S5 1 i_ s 3% 3
— ¢ + R 851&6#5)1\5&-@#
1 '5
+t01¢*£oz'§' 03(6 g d )+
+tl-{ ¢ +t22 C "'tz‘3 54’_5 )“'
g | 1
+33—§-+U1-§+Vl-}—)
amibdl
$13893 iy 28390991 _— ggIs&r
1 * 204160 *"rerico " Tigoo
V5 - 1336 ill. = — 8163 ill. = 2;———*‘(30‘3@
10S

kg -
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Végiil £)° Df egyiitthatéibsl

—(jT;()ﬁsz T, ¢ + 5 ';Tr*‘S'(ﬁ+%5*%)* 32'2;‘ +
+t,, ¢ +Jfo,z'jc,' ¥ io(s'(%*'%a'*'?%gl)*
+t, - ¢ +t2‘7_~%+ ’cz‘s-(% +—§-5+3% 3%) +
+u,.§_- ¥ UL-% +v3%_+ w . %_ )
amibél

w

és igy formulaink:
lépéstartas esetén

ko = 30340 h{, -25Ch{, —~2 34024034 h fo -
~0¥SSSSSSSh Dfo+S5,0H Df, —182055€S h‘ﬂ('o (§,~{o)
+12 34305k [ x o (f,- £, )r0k0630I WL, (£~ (30)
~£0)-4¥0SSSS L' o (fi-fo)+42421666 W, (F2-fo)+
+ 254203241 £ o(§, ~fo)- 18433095 & DR O TP

— 0306592 hll‘:'x.z'( £ ‘£°))'
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lépésfelezés esetén

k, =015625h o + 3,20 ~18562Sh{, - 000333}S
h*Dfo + 0590625 h Df, ~6,30563u W'y o (£~ o)+ kS192708
W £ 0 (£2- Fo)+ OMraShS KLy o (f3- o)+ 42563k WLy,
(£, -96) = 33192308 W f', 5 (§, - £o) + 2284k OSuh®

P o(fi-Fo)-18552232 W ) o (f,-fo) +

+ 019223090 £ 2, (£,-{o);

(35)

lépésduplikaléas esetén

kg = - 35,28898 b o + $4,2898%hfy ~S42 g, -

- 20,96666 ¥ Dfo + QLW Df: -18}30&.;@#\6‘&0({: A
+#2,333330 [0 (£2-Fo)- 0,80130UY K {'xo (3 - £0)

“2H R (F- £)# 2033 n*f k2 (£, -Fo )¢ Sus 3260 128
R0 (£,— fo) - 38%3466 h*f'x o (§,-F0) -
~28063833 WP, (£, -06).

A fenti formuldk alapjén méArmost a kovetkezSképpen Jér-
hatunk el: a kezddintervallumtdl eltekintve - erre még vissza-
térink - az egyes részintervallumok végpontja és kezddpontja
(i1l. a megeldz8 részintervallum kezdépontja) kozotti fiigg-
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vényértéknovekmények

Ay = x (ki 4n)- x (£
ill.

B = 2 s h) - x(t=3"h)

1
szémAara két-két kozelités 41l rendelkezésiinkre. Akx() -et

ti. az 6todfoku pontossagu k és a negyedfoku pontossagu k
kozelitésben is ismerjik; Ax‘?) =t viszont a (te~J'hjto4h)
intervallumot egy lépésben athidald 6todfokuan pontos ks és
a megeldézd lépésben szémitott otodfoku pontosségu ﬁ; és a

k ©sszege is kozeliti. Kettés ellendrzésnek is alé&vethetjiik
tehdt A xV pontossagat és ennek révén h megvalasztéasat.
Egyrészt | X - k| elég pontosan jellemzi k hibajat és igy
4ltaléban nyugodtan tekinthetjiik elég sokszor differencidl-
haté £ esetén Q hibdja "erds" felsd korlatjénak. Masrészt
a klasszikusan alkalmazott hibabecsldé mbédszer mintidjara a

0, (Jh)® & ke
xg) = -he 4 |2
Oy - (144])%0® + ks

DD D
: . *x
B ES
" ! "

relaciék felhasznalasaval a szokasos médon, Cl' 02 és C3 egy
k6268 C=vel valé helyettesitése révén adédik A x') hibaja-
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nak becslésére a
N A
|k, + k » k_]|

64 24159 44207034159 246"

relacié. Ha tehat A4 x® hibajat a
A 3 2 =VA N
H = max {[k-kl; (6% 155" 20T+ 1597 6.5) Jhr ke

relaciéval becsiiljilk, a szokasos eljarasnal lényegesen bigz-
tosabban becsiiljiik feliilr8l a hibat, megsziintetve a kétszeres
lépéskozzel Jaréd tulmunka jelentds részét is. Hogy a szamitas
ismétlését is lehetdleg elkeriiljiik, h értékét a soronkovet-
kezd lépésben lefelezziik, ha H a megengedett hiba % -8Zere—
se £0lé né, és csak akkor dupldzunk, ha H a megengedett hi-
ba 15%- -ad része alad csokken. Ilymédon a klasszikus médszer-
nél adédé, jelentdés tulmunka nagyrészét megtakaritjuk és 4l-
talaban nagyobb biztonsaggal dolgozhatunk, mint a klasszikus
esetben, Az exakt hibabecslésre egy késébbi dolgozatban még
visszatérink; ez szonban csak elmeleti érdekii kérdés, hiszen
jélismert, hogy a gyakorlatban az igy adédéd bonyolult becslé-
seket nem tudjuk hasznalni.

Ami a kezdd intervallumot érinti, ott csak a megadott
otodfoku pontossagu ﬁ és k eltérésére szoritkozhatunk,
ill. sziikség esetén a féllépéses szamitidsismétléssel ellendriz-
hetjik k pontossagat.
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Megadott formuldink csak minténak szémitanak, hiszen
hasonlé elvek alapjan olelkezd formuladkra téamaszkodé hatod—
heted- stb. fokszamu kozelitéseket is lehet konstrudlni.
Ezekre egy késdébbi munkadban tériink vissza.

A kidolgozott formuldk erejét és a hibabecslés értékét
a 3. tablézat érzékelteti!

4, §. A szingularis helyek kornyezetérél.

Mint a bevezetésben is emlitettiik, a zérushelyek kere-—
sésének differencidlegyenlettel torténd megoldidsa esetén olyan
tipusu szingularis helyek kornyezetében okoz a javasolt mbéd-

szer problémékat, ahol az (1 ) relacié alapjan adéddé
Y

dx |
dt

1%Dror1
x gl

egyenlet jobboldalan Ei__ -nek zérushelye van. Megemlitjiik,

hogy gyakorlatilag mA:;:éen zérushelyek kornyezetében is ko=
moly numerikus problémék meriilnek fel, mert a megfeleld pon-
tossag eléréséhez a szokdsos Runge-Kutta médszer alkalmazésa
esetén tul "finom" 1lépéskozt kell haszndlni. Mindenesetre a

3e Se=ban kimunkdlt formuldk ilyen pontok kornyezetében sok-
kal hatésosabbak mint a Runge-Kutta médszer. Ezt joél érzékel-
teti a 2-3. tédblazat. A szingularis helyek kozvetlen kornyeze-

tében azonban ez a mdédszer se valik be.
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Az alabbiakban ezért feltessziik, hogy az
x = £(t,x)
differencialegyenletet olyan (t ,x ) pont kozelében tekint-
jik, ahol £ viszonylag nagyon nagy, sét esetleg |f| — oo
ha (t,x) —» (to'xb) és amelynek kornyezetében f viszony-
lag gyorsan valtozik. Célszerii ekkor a

& = THp - 86D

egyenletet tekinteni, azaz felcserélni - legaldbb is forméli-
san - a két valtozd szerepét., A két valtozd szerepcseréjét |
azért nevezziik formdlisnak, mert végeredményben A t érté- |
két tekintjiik adottnak és Ax ~k értékét keressiik tovabbra |
is. (Ilymédon - éppen mert a haszndlt Runge-Kutta=tipusu el- 1
jérés magasabb fokszamu - lényegében a Newton-Raphson-féle
eljaras magasabb fokszamu polinommal torténd megvaldsitasénak
megfeleld médszerre jutunk.)

A legegyszeriibb lehetdség marmost az a két valtozd for-
mélis szerepcseréjének megvaltoztatasara, hogy ténylegesen a

& = 7w = 66

egyenletb6l indulunk ki, és eredeti formuladinkat haszniljuk,
figyelembevéve x és t szerepének felcseréldédését (ez |
~ fa 8 |
természetesen azzal jar, ho D helyett a D = — = |

8 Jar, gy J Gx*gat |
operatort hasznélyﬂ¢.Megtartva a k és h Jjelolést, forma- |

lisan a
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hi=gik+ oy Dgjy K2 ...

hE = (B v B qut  Biiq)k + By Dy Lo

h= 2> R hy

formuldkbdél indulunk ki, de nem k, hanem hl értékét vesz-
sziilk fel, ebbdl szémitjuk ki az elsd egyenlet alapjam k
értékét, majd ez utébbi alapjan hJ', h, stb. ill. h érté-
két. (Igy természetesen se h, se k értéke nem irhaté eldre
eld, sét h komplexnek is adbédhat; éppen ezért nem hasznél-
haté a kétlépéses 6todfoku eljaras se, hiszen ott a két lé-
pésbeni k-értékek viszonyédnak is adottnak kellene lennie.
(Megemlitjiik egyébként, hogy ez utébbi probléma athidalhaté,
mert a \9\= l&; valasztassal is élhetiink.) Jéllehet a fen-
ti formularendszer is haszndlhaté elvileg, lényeges hatrany-
nak kell tartani azt a tényt, hogy h nem irhaté eld, ezért
egy mas moédszerrel éliink. A két valtoz6 szerepének formalis
feléserélését nem a differencialegyenlet kozvetlen transzfor-
maciéjaval érjik el, hanem az eredeti formuldk inverziéjaval.
Ekozben fellépnek % derivaltjai, és ezeket helyettesitjiik
g derivaltjaivale.

bEredetileg tie.

’ 3
<y il k(*: ai4h-ta4LhL+a63h-r”. (39)
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alaku formuldkat adtunk meg, ahol az -ek &4llanddkbil és

g i
az fj-k linearis kombindciébdél épiilnek ;el, az ai’z-k ha-
sonldan allandékbébl, ij-k 31l fi,j (sz'fjl)'ek linearis
kombindci6ibdl, stb.

Marmost e formulakban egyfeldl az eredeti x = f£(t,x)
differencialegyeniet helyett a t? = % = gox,t) differen=
cidlegyenlet jobboldalara tamaszkodunk, ami azt jelenti, hogy

a szerepld fj fliggvényértékeket E%— -vel helyettesit jik, to-

J
vabba figyelembevessziik a

R R T I 2 I
D‘CJ:D(‘W)_EH: 9 4fli?x a; g;*"(%xqj

. T\~ 40
*C&s;_)—tql)"[zg‘s De;],‘ b
91,
= Ei-;L'= - (41)
9x gy

relaciékat (ez eddig természetesen gsak formalit atalakitas),
masrészt azomban a k; ='V/i(h) formulakroél attériink az in-
verz h =V :1 (ki) formulékra, éspedig olymédon, hogy utdb-
biak hatvanysorat tekintjiikk, és azt olyan pontossagnil cson-
kitjuk, mint amilyen pontossagu a hasznalt teljes formula. A
(39) alatti formuldk inverz fiiggvényének hatvanysora jbélis-
mert alaku (1. pl. [7] ), éspedig a
beels e "'0([)1 ok."+ o(,")sokizfXt-}:kihfo(l-"kif... (42)

[
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kifejezésben (ahol °k1 vagy k-t vagy k’{-ot jeloli)
2

2ai,2 —Qi, 493

_4_ )0(, _____a':)z

ofi = 3 s ol =
L : ty2 : L3 ;
Aagy ) a;,s ) « a;q*
Ui o " 3 2 ) i z
" SaiqQizais— Sai; -ay Q4 raq;, +Ga;,1q;,a,
(L] & i dl I L = 1€ ik
Q1 : Qq
. P = o o B 3 3
Q1498 4301,/ Qg3 -Zfae,ragz Q.3 B s Fai1Q,: U t7ar,1 Q3
a;,9 1,6 ol — (43)

(4

) 2 2 2 4
. . . 3 . -— * o . . . bt z . . .
Qe t8ha 18,2 9.3 42a;2 ~28a,,0,:Q05 -28a,1Q,,: R4 ~Ql1 A6
7
agq

stbe. Ha itt elvégezziik még az f-ek g-kkel torténd helyette-
sitését, akkor - amint ez (39)-bsl jll. (43)-bél leolvashatd -
o fil, ol nem tartalmaz nevezdjében g, tipusu
i,1 $42 i
szorzéfaktort, csak a tovabbi tagoke Célszerii ezért a (41)
alatti osszeget igy alakitani:

9 0. % Gy ; olﬁ",
h=ptiy Gioy Wit pip Kit pis -?‘I_(‘) AL ey g
OL . m
) o .t'm-z s @ n (44)
K gjes

E formulédkban a M I. -k olyan kifejezések, amelyek al-
landékbél, a gj-kbéSl, ng-kbél, gx,j-kbél tevédnek Ossze,
és korldtosak maradnak [f|q)[—>co azaz Gj() —> O esetén is.

Minthogy a harmadik tagtél kezdve a tortek nevezdiben fellép-
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nek a §j;) hatvéanyai, a (44) alatti formuldkat tovabb alakit-
4 - o 2\2 1

Juk: az q—l—.-(‘.) t tartalmezé tagot (h-,u‘,z k; ) a-‘:-;—,_-

egy alkalmas &llandészorosanak levonédséaval tavolitjuk el, a

tovabbi tagokat viszont, amelyek JL .. =nak “r> l-edik hat-

?[G)
vanyait tartalmazzak, a

. o a r 1
(h"/“'t,i 9i¢) k; "/“'i,z “il) OWZ

kifejezés alkalmas (r-tél fiiggd) 4llandéival. Ezen atalakita-
sok elvégzése utan végil is a jobboldalon harom tag Osszege

o 7 o
merad, amelyek k; -et, k;

; =t 1ll. allendét tartalmaznak,

baloldala pedig a

o h —/"[,1 g(a) e e, ~ M O‘(“L
b o (45)
L

valtozé hatvanysora. Minthogy 1 =O(°k;) érvényes (42) sze-
rint, s&t c}{co—,o esetén is érvényes marad, azért ez utdbbit
a haszpalt formula fokszamatdél filiggéen csonkitjuke.

Ami az adédé formulak hasznalhatésagat illeti, azt kell
megjegyezniink, hogy amennyiben a tekintett integréalgdrbe csak
erdsen megkodzelit egy izolalt szinguléris helyet, vagypedig
valamelyik bazispont ilyen, de a tobbi fellépd bazispont eld-
re meghatarozhatéan nem az, akkor hasznalhatjuk az egyszeriibb
(24) - (31) = (33) tipusu formuldkat, csak arra kell vigyaz—
nunk, hogy mindazok a °k. kifejezésekben, amelyekben

i
egyaltalan fellép a szinguléris helyre vonatkozé tag, 8y 1
’
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tartalmazza a megfeleld f-értéket (ez a kf—okat illetbéen au=-
tomatikusan teljesiil, a kiqkben pedig szintén, ha a szingulé=-
ris hely nem a O indexii; hfo-t viszont szabadon csoportosit-
juk az egyes ki-khez). Ha viszont bizonytalan a szingularitas
helye (25) tipusu formuldbél kell kiindulnunk, ahol egy-egy
formuldban csak azonos indexii helyek fordulnak eléd.

Példaként az atalakitas szemléltetésére bemutatjuk a ne-
gyedfoku (24) ill. (25)=-tel kapcsolatosan a szingularis helyek
kOrnyezetében alkalmazandd Atalakitast.

Mindkét formulstipusnéal k, és kf azonos atalakitéasban
vesz részt, mert csak egy indextdél fiiggé (azaz egy meghaté-
rozott helyre vonatkoz$) tagok szerepelnek benne. Ugyanez igaz
a masodik formulatipus k, formuldjara is. Ezeket tehAt azo-
nos médon kezeljiik: kiindulunk a

° . : : ; . eyt
ki=qi.1 ‘(.) h'l’a"z D{‘I(')h + al"s Fx‘“‘) D-F‘(‘)h t
e B B
b Tx ) 0]
kifejezésbél, amelyre az inverziés formuldt alkalmazva, a

h= —-L—~—L°k-*9‘:fi P‘%“‘ﬁ)ol‘iz*
A {_“-(;) : Qi A

2 2
- ( laa (D{I,‘(.‘)) o g f"‘:l'(-') Df ) )"L(,3+

L
a‘.:‘; fjr(f) ai:'1 \C"f (v)
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i & =
+<Sci,z a3 -rx,‘(i)(bﬂ(i))_ ba3£,z (Dﬂ'(f')) a,t,f,(,) Df{(c ) i &
3 Gk 7 (
Qi F?C") Qi f(m u f\ ()

" 0 g€ L X2 L z
+ (‘“fCl.',z (D-f § (()) ' ai,z Qg ‘px‘ L}(i)(b{-‘] (l’))* 304,3 {X.; (()?(D({({))_
s @ v
T P F S T A

z ¢ ., : 3
_ 2aie ais fx.Jcc)(Dmu))oL(,‘ ey
8

T ~f
e £700

relaci6 adoédik. Elvégezve most a (40) - (41) alatti transz-
formacidkat, a

5 . o(( ou_\
he &¢ 49 (‘L“‘cz c*"‘u‘é‘l“*& qi

Wr*
+Oé({§'_+‘

relaciéra jutunk, ahol

1 . Qe B
d.= -CT:, ) 06('1 = 4 .l DQ‘Q) )

o g

Cli t Busad 1 LT ~ ST
ol; =Za,‘ (Dc“(.)) ai.’h 9 x, 4 () Dc“(t))
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a, a‘s
olil“ ==S X Cj X.‘(l)(bg‘(‘)) 2 ~T (D%[(‘)) a: (31(‘(:

q 3

Dg;@) Lig :41, (b‘}w) *G—"&T‘""J"ua)(b‘h"’) fiz i)
Qg

x - 5 ~ 3
(Dqjw) - 24(#‘3%.;0 (Oqic) ) ste.

Mérmost (46) alapjan

1 dis hoeobiz” g * )" 0
fy = ———“’< : )’”‘HCM

2 olil-t ""L‘q i
o 7 OVLB oki" ;.. §
tokpy lg- 4 oyy— +oé£‘k——_-2+oéc-‘{.£.¢?+
i 11 b
: 2 & O . 3
_od cLipoois = i3 °u-‘—0<. i
Z OéL‘H S d’i‘l‘ (9 \.\’5 %s'
3
oLipt 2otiaalizolis @ Wi B "
‘2
2y Ly 95
M <
- 1 0611 3 \° T
3 a(,ah Cﬂ;‘f&HC‘h (AJ((D(’LL OCU‘> [(.L 5
3 ]
0(«4.“10(/“(1 ~olid =264 3L s okihhf
2o ot g
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Igy
pod 4 ( h —oin® l«a‘)‘__
- wil“‘(“ OL{;
¢ 3 ) g - S T zf‘*'?)
dl"-‘ OéL“‘n ‘&(‘13 ‘Zdt'lfdl;%d[‘((h—oc t, 4 qs L(('d((t (,(,\ \ o((.L
. L
2 i o (3 T o T /
z
a( ;104(:,'1-06[‘3 o ‘z
%o‘n l.'Sql-y-aCLn%‘ki' oLL", ((L
&
ahol a baloldalon a pontozott rész a L= n-ai1 U -Lia Yt

o
L( E A
valtoz6 magasabb hatvanyait jeloli, amelyek a negyedfoku pon-

tossag miatt elhagyhaték.
Attérink most a (24) formula k,~-t megad6 tagjanak atala-
kitasa Am iben itt ootz hy xe Kk,
itasara. ennyiben a 1 ° T Ny XK K,
hely a szingularis - vagy kozel szinguléaris - hely (ez a ke-

vésbé valészinii), akkor az inverzié révén eléallé formuléban,

h"'t‘ [48{‘D¥*1‘FX° )]l‘

*2[“8-‘: D¥o ;rwcxo<1 j)] \(13*'

=ban kozvetlenil elvégezhetjik a g = -]f? transzformacidt.

Igy e
I
19 X\O 94 .
h=qg, W, + —jﬁ _ 4 ] »
adédik, ami kozvetlenlil hasznalhaté k2 megallapitasara.

Ha viszont (és ez az altalanosabb), a t,9X, hely szinguléris -
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vagy ez is, a tl,xl hely is kozel szingularis, akkor kl-et
és ko=t at kell alakitani, pl. olymédon, hogy k, =ben h.fo
helyett csak _ ple. - —g—hg,o-t vesziink figyelembe (azaz ekkor

14
(%)-ba:: &1 = {-I),G k,=ben pedig g hf -t (fenn kell 4llnia
y 1
- N I —— _-h = relaciénak).
e 2} It T hfo+ 7 e

-

" (3 fane G ok +%f'x.o<£-£o>>hz

4 f{%b&o*’:—r‘c‘x‘o({‘—SO)

h= %{’o"{‘ Vz_._ (2494‘?‘)3

(Dset Ehxo (it 3 (75 Of * 5o (6 - (o)’ e
(3 4=+ £4)° Z (3 for {0’

i (_ﬁ,b&o-\- ,ffxo(lh {o))
(-' {o#g )3 Vi

: ¥

g2

-

Elvégezve a megfeleld atalakitast:

k,* g, s
h = oéz‘, %o"(L ¥ olay l'(zl"' &23 —= '4'&2.‘1 — fdzsk}z‘f S

e Qo qe
ahol
1 y 1 ;
A -
q°(8§o+ 9‘) K] +‘a.
i Tg-bqo+-—q;<o-(ﬂf--‘\> Q
21 ' =

34 e
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&23:2-:1——3 ) d’ZH:S’—i ) OLZS =‘{}+T—-s)

Itt most mar ugyanazokat az Atalakitasokat végezhetjik el,
mint a fentiekben, és itt is a (47) alatti képlethez jutunk
el. ' |

Az elézéekben megadott formuldk pontosabb hibabecslésé-
re egy késébbi munkdban visszatériink. Az aldbbiakban csak nagy-
sadgrendi becslést adunk és ennek alppjan a gyakorlati hibabecs-
1lés mbédjat ismertetjiik. Tegyiik fel ei6szb’r, hogy a (39) = (44)
alatti formulakat nem szingularis hely kornyezetében alkalmaz-
zuk. Ekkor h és k azonos nagysagrendiiek, azaz K = @(h)
és h=0(k)is érvényes. Ilyen feltételek esetén az inverziés
formuldk alapjan addédé teljes végtelen sorokat figyelembevé-
ve k resp. k hibaja O’(“:) rerr O(h®) nagysagrendii. Ha
tehdt az inverzidés formuldkat ugy csonkitjuk, hogy az otodfo-
kundl magasabb fokszamu tagokat nem vessziik figyelembe, ezzel
k ill. k egyes Osszetevdiben, és igy xragaban /l;—ban ill.
k=ban is 00’\“5“- O'<V°) nagysagu hibat hozunk létre és ez
k és h azonos nagysagrendje miatt 0" (W®) -nal is mérhets
- azaz a8 csonkitads az eljarashibaval azonos nagysagrendii hibat
hoz csak létre. Attérve marmost arra az alakra, amelyben %
hatvanyait kikiisz6bsltiik, itt( h ~;,qi0) "l ~di ® ;)= OCL;*)
érvényes, ezt tovabba a k =O'(h) es hW=G (k) relaciét is figye=
lembevéve, [ ;:-‘-% (h=o i giw i~ k) O (W) =O (°L<;2\
érvényes. Ezért a ki =k és ezeken keresztil a k 1ille k
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értékek megallapitésaban is biztositandé az C?’(“G) hibakorlat,
ezt a sort ’t3.°b<;1 -en, azaz T harmadik hatvdnyan tul kell
csonkitanunk. Ehhez azonban az invertalt sorban még a hatodik
hatvany egylitthatéjat is figyelembe kell venniink - ahogy ezt az
(50) alatti formuldbdl lathatjuke.

Attériink most a szingularis pontok kdrnyezetére. Ha a (to,xo)
gsnt szingularis, azaz g(to,xo) = 0, de /4,2 £ 0 (azaz
Dg, # 0), akkor - amint azt (48)-b6l leolvashatjuk - k = O (\V'h)
113 B o= FK®) érvényes. (Ha a tekintett hely kozel szingularis,
akkor k = O (h) és k = O(h) koéz6tti nagysigrendrsl van szé.)

Mindenesetre ekkor egyrészt az (50) alatti formulakban h
LI hibaja CT(k6) nagysagrendii, azaz O (1) hibaval szé-
molhatunk. Ugyanakkor

h =i Qiay Wi— £ip 2l - O (k3 =0 (h %)

is érveényes.

Ha tehéat a il harmadik hatvanya utan csonkitjuk a sort,
a ky-k és igy k 1ill. ﬁ csonkitas kovetkeztében fellépd hiba-
ja G’(h5) nagysagu, ugyanakkora, mint az eljarashiba. Ezért
k és ﬁ kiilonbségét most is jellemzdnek tarthatjuk ﬁ hibaja-
ra. Mindossze, annyi az eltérés, hogy h felezése esetén a hiba
dltalaban nem %E -részére csokken, hanem kisebb aranyban, eset-

1

leg csak B -ara. (A fenti nagysagrendi becslések természetesen

csak akkor érvényesek, ha
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ot <h«¢lzL4L ) 3 4 Aigois ot

— { —df'
2 06L10(/¢)41 2 o ¢ a 4 i)

; : ol
it iy —& (3 2z
ol ¢4

{'\
hatszor folytonosan differencialhat$ filiggvénye marad a L argumen—

tumnak a g —» 0, és OL(‘,Z —>o/# O feltétel mellett. Ennek i-
gazolésérg pontosabb hibabecslés kapcséan egy késébbi dolgozatban
visszatérink.)

(52) aslatti formulaink szinguléaris hely kornyezetébeni al=
kalmazhatésagat egyébként az 5. tablazat érzékelteti.

Arra a kérdésre kell még valaszt adni, hogy a direkt (31) -
(36)'alatti formulak helyett mikor célszerii attérni az indirekt
(51) - (52) alatti formuldkra (utébbindl egyrészt sokkal bonyo-
lultabb az egyiitthaték szamitasa, masrészt a ky =k meghataro-
zdsdhoz egy-egy bonyolult egyenletet kell megoldani). A 4 és 5
tablazatokbél kiolvashatd, hogy mennél nagyobb f értéke, annal
inkabb elényds a (31) - (36) alatti formuldk hasznalata a Runge-
Kutta=tipusuakkal &sszehasonlitva. Az indirekt (51) - (52) alat-
ti formulékra viszont (figyelembevéve az ezekkel kapcsolatban je-
lentkez8 nagymértékii szamitastechnikai nehézségeket) a tapaszta-
lat szerint csak akkor érdekes attérni, ha h nagysagrendje meg-
kézeliti az egy integraciés részintervallumra engedélyezhetd hi-
bakorlatot,
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%. § Operadtoregyenletek megolddsa szakaszonkénti

perbutaciévale

Legyen £ olyan Fréchet-értelemben folytonosam differen-
cidlhaté fiiggvény, amely az E linedris normalt teret az El
linedris normdlt térbe képezi le, és tekintsiikk az

£(x) =0
egyenletet, ahol x€EE a keresett megoldds, O pedig az E;
tér zéruseleme, Legyen tovabbad g(x) egy masik, ugyancsak foly-
tonosan differencialhaté, E=t El-be leképezd fiiggvény, amelynek
ismerjik egy xbe E "zérushelyét", azaz amelyre

glx,) =0

teljesiil (és amely lehetdleg "nem nagyon tér el" £-t6l),
Tekintsiik most a vdlés (vagy komplex) t paramétertél fiig-
g6
h(x,t) = g(x) + t [2(x) - g(x)]

fliiggvényt, amely El linearitasa miatt\ugyancsak E-t El-be
képezi le. h-nsk a t = O paraméterértékhez tartozé "metszeté-
nek", g(x)-nek ekkor ismerjiik egy "zérushelyét', ti. az x. ¥
elemet. A keresett megoldas pedig éppen a t = 1 paraméterértvék-
hez tartozé "metszet" zérushelye.

Amennyiben marmost a h(x,0) metszet Fréchet-differenciéle-
hanyadosa (amely feltevéseink szerint létezik és folytonos x=ben)
nem egyenld ® -val, az X, helyen (® itt az (E —> E;) lineé-
ris normalt tér zéruseleme), akkor létezik a t = O hely kér-
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nyezetében egy folytonos és folytonosan differencidlhaté x(t)
figgvény, amely kielégiti a h(x(t),t) = O azonossagot, tovabba

az

x(4)=(q +t (4 ‘—%')-_[_1({:(1)— ca(x)) =Y (x,t)

differencialegyenletet. A megoldéds megkereséséhez tehadt ezt a
differencidlegyenletet kell integralnunk az x(o) = x, kezdeti
feltétellel t = l-ig. Tegyiik fel a tovAbbiakban, hogy a ¥ (x,t)
fiiggvény, amely tehdt az Eyx K teret (K a komplex széamok tes-
tét jeldli) képezi le E-be, elég sokszor folytonosan differen-
cialhaté fiiggvénye a tekintett tartoményban mindkét argumentuma-
nak. A kozvetett fiiggvények joélismert differencidlasi szabdlya
alapjan ekkor azonnal belathatéan x(t) is elég sokszor folyto-
nosan differencialhaté és derivaltjai az alabbi alakban 4llitha-

ték eld (@] ple 111l. (B] ):
d s o . Y QY 9'\4'
an Rl G bR BTt e "V )
(54)

v 0V
hol — ¢ x,t)e E , tovabba — E
shol = s Pelxt) ova gx€<E-—9 ).
)
Formdlisan tehat a D operatort a(g;t /3()& ’V) formu-
laval értelmezve, és DY -n az (54) alatti, ill. altaléban
DY -n a

QU 24
By =l & (55)
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kifejezést értve (ahol Y is E x K-t képezi le folytonosan diffe-

rencidlhatbéan E=be), mindenesetre

¥(t) = DA ill. altaldban (%) = DY (%) (56)
érvényes.

AD? operatort most is teljes indukciéval értelmezziik, a

i+l o 9 N ANy | (53)
Dt 9 x

formula alapjans. Ilymédon a 2.S.-ban mar megismert médszerek alap-

jan, teljes indukciéval azonnal belathaty, hogy gz ott szerepld

valamennyi Dere vonatkoz$ relacidé - a tényezbk sorrendjének ér-

telemszeri figyelembevételével ill. betartasaval = most is érvé-

nyes marad. Ezért - betartva a most lényeges tényezb-sorrendet -

formalisan A x most is ugyanugy allithaté el8 A+ polinomja-

ként, mint a skalaris esetben. Hasonlékép - felhasznédlva ismét

a kozvetett fliggvények differencidlasi szabalyait

W (s +at)x+8tYiO)LL DY (tothj Xo + WY + @)

stb. is ugyanolyan alsku A -t-polinommal irhaté fel, mint skalar-
valtozék esetén. Kovetkezéskép a klasszikus Runge-Kutta formula
is, az altalunk megadott médositott formuldk is haszndlhatdak
ebben az esetben is. Példaként egyrészt a matrixok sajatérték-
problémajanak a fenti mbédon torténd megoldasat, masrészt egy
peremértékfeladat megoldasat, végil egy optimalis vezérlési fel-
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adat kozelitd megoldasat mutatjuk be a kovetkezd - zard = parag-
rafusokban.

Befejezésii} még azt a kérdést érintjiik, hogy a szinguléris
pontok kornyezetében hogyan hasznédlhastjuk a 3. §-ban ismertetett
formulédkat. A kOzvetlen hasznalat mir csak azért sem johet s8zb6-
ba, mert Y -nek &ltaldban nem létezik a reciproka. Ezért a prob-
lémat ugy keriljiik meg, hogy bevezetiink egy segédvaltozét, amely

nintegy "felveszi" a szingularitast, éspedig az
x = V¥ (x,t)

differencialegyenlettel kapcsolatban példaul a
G
4L ¥l = (x,E,t)

differencidlegyenlet révén. Az eredeti egyenletet viszont a
d x 1

da " VI
alakba irjuke Ekkor«?‘ reciproka létezik, és igy a 4 t-hez

tartoz6 A G ~t a (51)=-ben megadott médon szamithatjuk, mig a
AG ~hoz tartozé A x-et a (31) tormula alapjan a szokasos médon,
minthosy itt @ jobboldsl normaja biztosan korlatos marad a te-
kintett pont kornyezetében.

Az igy alkalmazotti kiilonbozé tirusu Runge-Kutta formulék
rontos hibabecslésére a hibabecsléssel foglalkozd késébbi mun-
kédnkban visszatérink. Mindenesetre elég sokszor folytonosan dif-
ferencidlhats W fliggvény esetén itt is igaz az, hogy az egy

lépésre vonatkoz$ hiba. regularis pont kornyezetében h eggyel
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magasabb hatvanyaval arédnyos, mint az alkslmazott formula fok-
széma. A kiilonbozd tipusok (kiilonbozd fokszémok vagy lépéskiz—
felezések) soran adédé kozelitések tavolsagat az E-tér metriké-
Jéban kell mérniink, és ilyen feltételek mellett ez éppugy Jellem-
zi a kozelitd és a pontos novekmény ugysnezen metrikaban mért
eltérését, mint skalar valtozék esetén.

6+§. Harom példa.

Tekintsik eldszor az aléabbi altalénositott sajatértékfel-
adatot:

2 5 SR T
& 4 by Al B B ¥l 'yl
-2 = 3 &

amelynek egyik sajatvektora kozelitden az

0,3
y=|-0,9 vektor, a hozzatartozé sajatérték pedig kbze=
1

litéen a A = 2 érték. Mindenekeldtt ugy alakitjuk 4t az ere~—
deti sajatértékprobléméat, hogy €z egy alkalmas normalt téren
értelmezett fiiggvény zérushelye megkeresésévé valjédk. E célbdl
a sajatértékproblémat kiegészitjilkk egy normalasi feltétellel,
amit a (3(¥) =1 = O alakba irunk; ugyanakkor az ismeretlen
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vektort egy negyedik dimenziéval is kiegészitjiikk és negyedik ren-
dezdként épp a sajatértéket valasztjuk; az (-\i—) vektort U -val
Jeldljiike A megoldandd egyenlet igy

19 =0
alakba irhaté, ahol a T operator jelentése:

T (u) =<§3 "\g‘é)

G o =1
Az (%) vektort pl. az “ (—;‘)“ = max(lgll, |)\|) médon értel-

mezhetjiik, a vektorok ill. matrixok normadjat pedig pl. legnagyobb
abszolut értéki elemiikkel, ill. abszolut sordsszegiikkel mérhetjiike.
A G npormdlé operator lehet pl. /ez a legegyszeriibb/ valamelyik
rendezdt /pl. a harmadik rendezdt/ kivélaszté operator.

Ekkor elsé feladatunk egy olyan w operator kivé.lasztisa,
amely T-hez lehetdleg kozel all, és amelynek a megadott (.ti_)
elem valéban zérushelye.

Ilyent egyszerii szémolassal, pl.: a
Ay~X8B
lw) :--(""j "“‘5')
Gy —1

alakban felirhatunk, ahol 1=31 csak az utolsé oszlop vektoraban

kiilonbézik B-tdl. Egyszeri sz&molas mutatja, hogy
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-2 1 =0,15
> 2  =0,65
== D 5,8

megfelels

Eszerint perturbalt egyenletiink

alakue.
Mérmost a \i(g) ill. @ (u) Frechet-derivaltja /le. ple[ 7/
- az (%) helyen a

-A

TN
ner

¢ By 0 - A (8-84) -y(8-84)

. a

¢y 0 Q* o

matrix, ahol g a harmadik egységvektor. Részletesen tehét

¢ = g2 - [WHt@] @ (w)-
(242N {-A  -3+04SA—04SAt 2y,-y.+04sy -OfSty,
-{1-8A Lk-2X  2+06SA-03S+ ) —Sq1-231*0‘6593+0}§4~15
-2 +3) -3 14382-02 2t 3y4- 3y 33y3-02 tys
0 0 3 0 1

Cu,‘

i
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Ezt a differencidlegyenletet kell a t=0-hoz tartozé
0,3

u(o) = 0,9 kezdeti feltétellel +t = l-ig integralni.
X
2

Az integrédlésndl a Runge-Kutta mbdszert valasztva és egy lépéssel
dthidalva a 0,1 intervallumot, k,-re, k,-re, _1_(_3—1‘8, X, ~re,
végiil k-ra ille u(l)-re az alabbi értékek adédnak:

0,059363954 ¢ « » 0,0590467704 « »
=0,02544172 ¢« « =0,4026122604 ¢«
k) = 0 P 0 ;
=0 , 049469964+ « « =0,04890232...
0,0590428864 .« 0,0587202354 « »
-0,02612743 .. -0,02681792. ..
E} = 0 H EL}. = 0 ;
-0,04888950. . . ~0,04850276 4«
0,059045917 ¢« 04359043917«
~0,02612661 4.+ ~0,92612661 ¢4
k = 0 s u(l)= ;S

=0,04889272¢ .0 1,95110728...
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A sajatérték, ill. a megfelelden normalt sajatvektor pontos ér-
téke:

043589609 .
A = 1,9513668¢.. ille y = | =0,9261842...
1
Masodik példaként tekintsiik az

T
i

W —3

3

(44

= x~1j w(o)= u(4)=0
ek e
peremértékfeladatot. Ennek egy "kozelitd" megoldasa az u = O
fiiggvény, amely pl. az

u" =0
"differencidlegyenletet" elégiti ki. A Banach-tér, amelyet te-
kintiink, legyen a [O,l] intervallumon kétszer folytonosan dif-
ferencidlhaté és a V(o) =u(l) = 0 mellékfeltételt kielégitd
fiiggvények B tere, és legyen pl.

lwl = § (u™+ u) ol

o

Igy a perturbalt probléma

s |
Flu(x;t)t] = u+l:[u'+—;—52:—:; —x+4-u"]:0.
2 3

o [x
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A horméarendelt differencialegyenlet tehat

u (x3t) = - F)u.-i (FL‘)

alaku. Itt

Fl_ U}

A — 59_.!{‘35 X +1

6 2 3
és
°>F F F AL
F) u'——”’l)'u‘fg—— U'+,-A——4J"=\T'+Z{: 7t T x v
&L 3

Ha tehat

akkor ez azt jelenti, hogy egyrészt w € B, masrészt W kielégi=-

ti a
Al
" w
’\D"'ths " w:"";r——zf"‘;*'x—"
6 2 3 & 2 3

linearis differencialegyenletet.

Minthogy ennek - a peremfeltételeket is kielégitd - megolda-
sa elég sok szémitassal jar, megelégsziink azzal, hogy egy lépés-
ben hidaljuk at a O = t = 1 intervallumot, sét itt is az Euler-

Canchy formulat /masodrendii Runge-Kutta formula/ hasznaljuk. Igy
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3
1 1 © x' x
Ennek alapjén kz=-l w,) ‘L,_-=7)' U-z=—£w4=;z"l‘—+-é-
azaz
% .4 1()(3 x> ¥ PR |
wt g L w =-———-—+—) a2 M
z Y3 “ ¥ ¢ 2 3+X12H+9*{z4
és igy
e NF \Z 3 4 1?3
=0, St 2= w40, con == X X oW o
BhEC, 5 2 5 PR R K-S,
azaz waeB miatt
NZ A 2y . \2
szw=3m—x-( - -—) L g
(x) 2 Z 3m“%+3u43L " = x

S PN _‘!_7.+i?_' =
12)(4-,')( GX.’)

w 5 pontossagara “ w, "“h“ alapjéan kovetkeztethetiihk.

Harmadikként tekintsiik az optimalis vezérlési problémékat.
Az ilyen tipusu feladatok altaléanos sémaja: Legyenek Ey» E,, E5’
Eq_ linearis szupermetrikus terek, F (ul’“2) legyen értelmezve
az E; x E, téren és azt képezze le Ez-ba, G(ul,uz) pedig a
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valés szémok V terébe, végil H (u3,u4) legyen egy bilineéaris
funkcionadl az E3 x B, téren. Ekkor — amint azt konnyen be le-
het latni - a

G (ul,u2) = extr., F (ul,ua) =0

feltételes szélslértékproblémanak as ul,o’ u, , helyen lekalis
]

szélsbértéke van, ha e pontban és annak koérnyezetében F és G

differencidlhaték és talalhaté olyan

u€ E, £ 0, hogy
grad [G+H(F ,u4)] = 0
teljesil ( u, itt a Lagrange-féle multiplikdtor altalanosité-
sa). Ha tehdt valamilyen Gl’ Fl fiiggvénypar mellett meg tud-

Juk oldeni az extrémumfeladatot, és G; nem nagyon "tér el
G=-t41, Fl pedig F-t8l és ismeretes az ezen megoldashoz tartozé

u’:’o érték is, akkor
U, (¢)

a _\_J'(*) T U (#) fliggvényt ugy kell megallapitani,
Uy (t)

hogy o (o) az ismert extremumn-megoldas legyen, és v (t) ki=-
elégitse &

grad [ G, (s, @), uy(#)) + {6 (w (&) u, &) -C4<u,(’c),u3(.*))} v
+H (R (006 @)t {F (0, (0,0 0)-F, (9, 6D} )] 0
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e et [ G+t (6-G) 4 H(F+t(F-F,) uy)] -0

differencidlegyenletet.

Ez utédbbl megoldasa a mar bemutatott médon megye.

Befejezésilil megemlitjik azt is, hogy az itt bemutatott ot-
letek, amelyeket a Runge-Kutta mbédszer javitasara haszniltunk
fel, az f£; 1ill. Df értékek szerepeltetése nélkiil is alkalmaz—
hatéake Igy ple harompontos, Otdédrendii Runge-Kutta formuldt le-
het ugy konstrualni, hogy a megeldzd lépés novekményeit még a
kovetkezd lépésben is felhasznaljuk. Hasonléképp h-ban mAsod-
foku novekményeket lehet ugy konstrualni, hogy a h:f.'i alaku ta-
gok mellett h?(fj-fi) alaku tagokat is szerepeltetiink, stb.
Ezekre szintén visszatériink egy tovabbi cikkbenlx
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Springer, 1964,

(2] Rényi Aer A Newton féle gydkkozelits eljarasrol. Mate
Lapok, le. 1949/50.

[5] Kizner, W.: A Numerical Method for Finding Solutjions of
non-linear Equations. J. Soc. Indust. Appl. Mathe
Ve 125 K92,

X/ Az le2.%.4¢5 téblazatokat a kovetkezd kizlemények fiiggeléke-
ként koz6ljlk, minthogy e szém nyomdédba adésskor még nem
voltak teljesek,
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[4] Huta, A.s Une amélioration de la méthode de Runge-Kutta-
Nystrome.. Acta Fac. Rev, Nate Univ. Comen, 1956,

[5] Frey, T.: On the Runge-Kutta-Nystrém Method I. Periodica
Polytechnika, 1958.

[6] Ljusternik, L.A.-Sobolew, W.I.: Elemente der Funktionsl-
analysis, Berlin, 1955,

{7] Knopp, Ket Theorie und Anwemdung der unendlichen Reihen,
Springer, 1922.

Zusanmenfassunﬁz

- — " S ——_—— ——_— i —_———_—— - -
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Eine allgemeine Methode fiir Losung von Gleichungen in
allgemeinen Réumen wird hier angegeben, welche mit Hilfe
eines Hilfsparameters die Grundgedanke des Newton-Kaphson-
schen Verfahrens verallgemeinert und dementsprechend die

Runge-~Kutta Methode erweitert.
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Optimalis perem-vezérléfiiggvény Pourier-sora hiperbolikus
differenciasegyenlet esetén

Szelezsan Jéanos

Vegyiink olysn folyamatokat, amelyeknek viselkedését a

X
E):i L (u,) 1y
L(w) ?7“ 2 (a (X) ) - a(X) v

differencidlegyenlet irja le, ahol

X = (xl,....xn)

és az aid(x), valamint a(X) egyiitthaték valamilyen .12
tartomAnyban kielégitik az

a(x)2o |, Qi =i

zal,éngg o« >0

&y fiet
feltételeket. /Az utdbbl egyenldtlenség azt jelenti, hogy a
differencidlegyenlet hiperbolikus/.

Tartozzék a feladathoz az alabbi vegyes peremfeltétels

a QT=SL"( 0<f<T) hengeren a megoldés
elégitse ki az

Mlt=o=‘?(x)} g.i;:} 350 o

t:0
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kezdeti feltételt és az
Wl =0 , tefoT]

feltételt, ahol O az Sl tartomany hatéra.
Legyen ql(X) egy adott fiiggvény.
Tekintsiik a

3(¢ (X)) =3 Eap kT and bl ) s

funkciondlt, ahol d 1= dx;,e..,dx .
Feladats

Meghatarozand6 az a ¥ (X)GL2 perem feltétel, melyre
a J(P(X)) funkciondl minimumot vesz fel,

Tétels
Legyenek Ak' VK(X) (kzl,Z,.-.,n,....) a8z

L(v) +Av a0

egyenlet sajatértékei ill. sajat vektorai.
Z

et XL(

Tegyiikk fel, hogy
) 1423:1 CO5“,(\‘ *O

{(>o ahol sz {Q(X)Uq (X)dﬂ
i)

Akkor a feladat megoldasai

¢ (X)-5 —Xe _ u(x)

ol cos VZ) Eo
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Bizonyjités:

Ismeretes, [1] hogy az 1/ differencidlegyenlet megoldasa
a 2/, 3/ feltételek mellett:

w(Xt) = 3 A, o (T ko) vic (X)

alakban &4llithaté eld, shol
A =§l*’(x) v (X)d 2

és a vk(x) fiiggvények az L(u) operator ortonormilt sajat-
fliggvényei, azaz az

L(v) +Av = 0

egyenlet megoldasai a v‘s = 0 feltétel mellett, a '(k> 0
szamok pedig a megfeleld sajatértékeke
Jeldl jiik Hl-—el a H Hilvert térnek a vy (X)yeeeyvy(X)

elemek altal senerélt H 1 = L(Vl.va’oco.v ,ooc) alterét, A

n
3 , @ltér elemei tehat

h (X) - 2, o< o (X)

alakuak, ahol az oéi,oLz)... ,""“H--- tetszbleges végtelen szlm-~
sorozate

E jeloléssel azt mondhatjuk, hogy ulx,t )€ Hl'
Legyen H‘;_ a Hl altér ortogonalis komplementere.



=194 =

Téitels (1. IIl: 83. 0lds)

x
Legyen H p @ H Hilbert tér altere H , bedig Hl
ortogonalis komplementere. A H Hilbert tér tetszdleges
x € H elemét egyértelmien eld lehet allitanis

X = x' + x"

alakban (x*eH 1 X'6 HI). Az x' elem az x elemnek a H 1
altértél vald tavolsagat realizalja, azaz
lx =-x*|| = Q (lel)

*
/Az x', x" oelemeket az x elem H ill. H y altérre venat-
koz6 vetiileteinek nevezziik./

A tétel értelmében, q(X) felbonthaté két vetiiletének

0sszCgére azazt
q(X) = q(X) + g,(X)
ahol ql(X)G Hl’ azaz ql(x) = Z fn Vn(x)

n=1

ahol Xn = [ q(X), vn(x)] (1Itt [x,g} a skalar szorzatot je-
1611i.)

*
A q2(X) vetiiletre viszont: qe(X) € Hl

A két vetiilet koziil gqp(X) realizalja F\l altér tavolsagat

q(X)-tél, azaz

g (X)= g (X)I=Q (3 (x),H)
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és ez a tavolsag éppen “‘12“ ~val egyenld.

Viszont @ (¢ (X))Hd = W\\'v\_‘gf“—(x,to) —q(X)]zo[ 2

Ebb8l azonban kdvetkezik, hogy mivel ql(X)G Hl' és
u(X,t )€ Hl esért

ql(X) = u(x,to)
az az

i Tw U'W(X) ’i A\«.COBJA“- 'Low\s.(x)
n={

n=4{

vagyis

R _[ar(X), v (x)]
" VT te  coa(Zm fo

Annak viszont, hogy a

z Cﬂ:‘—-«\’to Vi (X)

w=14

sor konvergens legyen, sziikséges és elégséges feltétele, hogy
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A feladat megoldasanak

- ¥
WYX = = Vw (X
()< 5 v 00
alakja lehetlséget ad ¢ (X) kozelitd meghatarozasara, Ha
valamilyen médon ugyanis kiszamitottuk a /:n sajatértékeket
és8 a Uh(x) sajatfliggvényeket, akkor a Y (x) megoldas ko=
zelitéseként vehetd a végtelen sor egy
N
L
t
Wwe4 Cov VA Yo

szelete,

Egv példaz

Tekintsiik a szabadon rezgé hur egyenletét:

A'w . o D
i 9 x*
82
u,]x=0 =0 ) =0

perem ille. kezddfeltétellel.

Legyen a cél

2 Z
([ (x) - w(xte)] el x

(o]

minimalizalasae.
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A differencidlegyerlet megolddsa a fenti feltételekkels:

oo o~ —
G(xE)=3 o, csBESE 4, Blx
L =1 ¢ L

ezért az eldbbi tétel alapjan

S ¥ i . kWX
Y (K) =L(Z{ . kTato < W -
e L
ahol
£

X« :gqr(x) M L‘Ex cl x

Ha

(4
Ay
k'n'ah»

&

M

k=1 Cdbl
akkor az igy kapott ¥ (x) megoldasa a feladatnak.

Irodaloms

[1] MeMe Szmirnov: Differencialnie uravnenija v czasztnik pro-
izvodnik vtorovo porjadka /Moszkva, 1964/

[2] L.V.Kantorovics, GePe Akilov: Funkcionalnij analiz v

normirovannih prosztransztvah /Moszkva, 1959/.
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Optimal boundary control funkction with Fourier series in

case of hyperbolic differential equations.

Let us take such processes whose behaviour is described by

the differential equation.

Lewy =2 o, (e (X)g)-a () »

where

X = (Il’o.o’xn)

and the aij(x) as well as a(X) coefficients are fulfilling

the following conditions.

a(Xx) 2 0; ay5 = a4

b M = e
o Koy |
6§ 'i EZ; 55 ol 59
Let us take the following boundary couditions
l =9 (X)
t:0
" = € [OF
u/IS~O ) C \]

where 8 1is the boundary of the domain Sl
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let q(X) be a given function.

Let us consider the functional

3(+ (X)) =§z(°r(><) - WK N
where o I =clx, dx, - dxu

Problem

The “(X)eg L, boundary condition is to be determined,
for wich the functional takes up the minimum.

We have obtained the following:

Let A K? vk(x) be the eigeuvalues and eigenvectors of the

equatione
L(u)t A u =0 (Kef2, 5 ym,ee)
) X-l
" «
Let us suppose that oo Wwhere
- 2 oAy 4

-t

k=

e .—._gq,(x) O () d R

Then the solution of the problem is:




Rovid kozlemények elkésziilt programokrél

Intézeti KOzleménylinkben e szamtél kezdve rovid leiraso-
kat kozliink a Kézpont munkatarsai altal kidolgozott gépi prog-
ramokréle E rovid leirasok célja egyfeldl tajékoztatast adni
abbbl a célbél, hogy a Kozlemények olvasdi az elkészilt prog=-
ramokat igénybevehessék, felhasznélhassak, masfelodl ait akar-
juk ezzel elérni, hogy a Kozpont munkatarsainak ezuton legyen
lehetéségiik, hacsak igen erdsen lerdviditett formaban is "pub=-
likéalni" sokszor nagyon sok munkat és szaktuddst igényld tevé-
kenységiiket.
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Dancs Istvan - Simon Istvans

Szimplex mbdszer, linearis programozési feladatokra

x 20

A prograp az Ax £ b bao
ox —> opt

modell megoldasat allitja eld, ahol A egy m x n-es mitrix,

b pedig m dimenzibés kapacitasvektor, ¢ pedig a célfiiggvény
egyutthatéinak n dimenziés vektora, x pedig a megoldds vek=-
tora.

A program a jélismert kétfazisu szimplex mbédszer alapjén
miikdédik, melynek leirasa ple.: G.Hadley, Linear programming
/University of Chicago Addison-Werley Publishing, Company, Inc,
1966/ c. konyvben megtalalhatde.

A programot a felmeriilt igényeknek megfelelden tobbféle
valtozatban készitettik el,

a/ Csak ferrit meméridt haszndléd valtozat

Ez a program dolgozik a leggyorsabban, de csak kisméretii
matrixokra alkalmas. A programmal sz&molhaté maximidlis méree
tekre fenn kell 4llni a kovetkezd egyenldtlenségnek 3 (men) +
+m £ 4096,

b/ Csak a dobmemériat hasznald valtozat

E prcgrammal megoldhaté feladat maximalis méretei nem
léphetik tul a kovetkezd két egyenldtlenséget
mn + 3 (m+n) £ 7600
2m + n £ 300



- 202 -

c/ A ferrit és dobmemériat egyszerre hasznalé valtozat

Ez az eldzbekhez képest lassabb, de ez a lassusag alig
mérheté, Segitségével elvégezheté feladat maximalis méretelt
@ kovetkezd két egyenlétlenség korlatozza:

2m + n £ 310
3(m+n) + mn £ 11500

d/ Optimalis tablat kiird valtozat

Ez a program & c/-ben emlitetthez képest csak annyiban
kiilonbosik, hogy az optimalis megoldason kivil még az optimé-
lis tablat is kiirja.

Az a/=d/-ig felsorolt programok az adatok beolvasasakor
adatkontrolldlast is végeznek.

e/ Adatbeolvaséskor ellendrzést nem vépzd valtozat

Ez a program képes a Gier szamolégépen elérhetd maximalis
. adat tomeggel dolgozni anélkiil, hogy mAgnesszalagot hasznAlna
adatok té&rolasara., Az e feladattal megoldhatd maximilis mére-—

teket a kovetkezd két egyenldtlenség korlatozzas

2m + n £ 310
3(m + n) + mn £ 12500

Ehhez a programhoz megjegyezziik, hogy beolvasasnal a be-
olvasas helyességét nem ellendrzi., Ezért csak akkor hasznile
juk, hs mds lehetdség nincs ilyen nagyméretii feladat megolda-

S4ra.
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Simon Istvéan:

Célfiiggvényt variald szimplex mbdszer

Az elsd pontban emlitett feladat annyival bdwviil, hogy nem
egy, hanem tetszdleges szamu konkrétan adott célfiiggvény mellett
szémolja‘ki az optimumokat. A program egyiitt haszndlja a dob és
ferritmeméridt., Feltételezi, hogy a célfiiggvényeknél mindig azo-
nos tipusu szélsdértéket keresuhk, vagy mind maximum, vagy mind
minimum, A célfiiggvény ~l-el valé szorzasaval a szélsbéértékek azo-
nos tipusuakkéd hozhatdke.

A programmal megoldhat$ feladat méreteis
2m + n = 310

mn + 4m + 3n = 11500

Simon Istvans
Célfiiggvény szerint parametrizalé szimplex mébdszer

A program az
Ax £ b
0
0
A pedig m x n-es matrix feltételek mellett optimalizdlja a
z(x) = (¢ + A ¢') x célfiiggvényt

ahol 2= A = a,

# wy

& és a; adott hatérok a A paraméterre.
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A megoldhaté feladat méreteit a kovetkezd két egyenlitlensédg
korlatozza:
2m + n £ 310

mn + 5(m+n) £ 11000

Srajber Benedek:

Médositott szimplex mbédszer

kz a program a jél ismert kétfazisu "revised" mbédszert

dolgozza fel, az

W IK
s
log

ot n»>
i
o o

o I
[}
s
4

feladatra:

a/ A feladat matrixat hézagosan tarold valtozat.

A feladat maximdlis méreteit a kovetkezd két egyenlétlenség
korlatozzas
n° + 2(m+n) + mn £ 7350

n + 5m £ 600

b/ A feladat matrixadt tomoren tarolé valtozat

bzt a vdltozatot akkor érdemes hasznalni, ha a feltételi mat—

rixban igen sok a O elem. (pontosabban akkor, ha
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2

2n© = n>2 e

ahol e & matrixban szerepld @-t6l kiilonbozd elemek szémas)
kkbben az esetben a feladat méreteit a kovetkezd két egyenlt—
lenség korlatozza:

n + 5m £ 600

ne + 2 (m+n+e) & 7350

Simon Istvan:

Célfiiggvényt és kapacitasvektort varidld linedris programozési

ITogram

A program az
AxEp
zi(g)-——> opt. feladatot oldja meg, ahol
A mx n méreti matrix és i=1,2,...,k (azaz tetszlleges szamu
kapacitas és célfiggvény vektor variansok mellett oldjs meg az
optimalizalasi feladatot)e.
A programmal elvégezhetd feladatok méreteit a kovetkezd
két epgyenldtlenség korlatozza
2m + n £ 320
mn + 4m + 3n + km & 10950
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Simon Istvans:
Kapacitagvektor szerint parametrizaldé linearis programozési

rogram

A program & kovetkezd alakban adott feladatot oldja megs
Ax£b+ A D

(B S opte

ahol A m x n-es matrix, és )\ egy eldre adott tetszdleges
intervallumban mozoghat$ paraméter. A programmal elvégezhetd
feladatok méreteit a kovetkezd§ két egyenldétlenség korlatozzas
2m + n % 320
mn + 4m + 3n £ 12000

Baké Andrés:
Egyedi korlatos szimplex algoritmus

A program a kovetkez{ alakban adott feladatot oldja megs
L

A
0

ie
L}
O

Lol
ct
P

ahol A egy m x n-es matrix, X pedig egy n dimenziés kor-

latozé oszlopvektor. Ezt a programot akkor érdemes hasznélni,

ha a linearis programozdsi feladatokban a valtozékra sok egye-
di korlat van kirbva. Az algoritmus leiras megtalé&lhaté
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W.¥.Garvin: Introduction to linear programming /Mc Graw-Hille
Book Company, Inc. N.Y. 1960).
A programmal elvégezhetd feladat méreteit a kovetkezd ha-
rom egyenldtlenség korlatozzas
mn + S5(m+n) £ 10500
4m + n £ 650
3m + 2n £ 650

Simon Istvan:

Adatellenérz§ programok

A linearis programok nagy adattomeggel dolgoznak, sziik-
ségessé valt az adatok géprevitele elétt egy megnyugbaté adat-
ellendrzési rendszert kidolgozni. E célbédl minden eddig felsorolt
linearis programhoz tipuséanak megfeleld adatellendrzd progra-
mot készitettiink. Ezek & programok a kézi lyukasztdsban eléfor-
dulhatd hibakat kiiszobolik ki

Komaromi Evas

Maximalis sajatérték és a hozzatartozd sajatvektor kiszamisésa

A program az Orszagos Tervhivatal széamara, specidlis fel=-
adatra késziilt, Gier-algolban. A program kozponti része egy
nemnegativ matrix maximalis sajatértékének és a hozzatartozé

sajatvektoranak kiszamitasara szolgal, iterativ mbédszerrel szé-
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mol, a kivant pontossig elére megadhatd. A matrix mérete 9 x 9,
de a program nagyon kis valtoztatasaval tetszdleges, de maximum
60 x 60=a8 matrix megolddsara alkalmas.

Frey TaméAst

8zlrdk méretezése

A feladat tobb részprogrambbél 4ll. Alapfeladata a magas
fokszamu algebrai egyenletek zérushelyeinek 20-25 értékes
Jegyre pontos megédllapitasa, és ezek alapjan az un. Hurwitze
pelinomok ugyanilyen pontossagu elddllitéasa. (Felhasznalt méd-
szereket 1. "Egyenletek megolddsa szakaszonkénti perturbacié-
val", ill. "Hosszuszavas aritmetikai miiveletek LLLIOT 803
gépre", "Hosszuszavas program komplex gyoktényezdk BLLIOT
803 gépen torsénd oOsszeszorzasara")e. Fontos mellékfeladat
egy algebrai egyenletben szerepld paraméter minimalizélésa
azon mellékfeltétel mellett, hogy as egyenlet zérushelyei egy
adott egyenldtlenségi feltételt kielégitsenek,

Varga Gyula:

Hosszuszavas aritmetikai miveletek ELLIOT 803-8s gépre,

Az itt ismertetésre kerild miveletekben résztvevd szle
mok maximalis terjedelme 35 értékes szamjegy, ebbdl 10 egész
és 25 tizedes jegy.
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Szamok abrazolésas
A hosszuszavas szémok Abrazol&sdhoz 8 egymés utéani rekesze

re van szilkségiink: az elsd hét mindegyikében egy-egy legfeljebd
5 Jegyli fiktiv egész szém foglal helyet, melyeket a gépben nagy-
sagrendi relicidék kapcsolnak Ossze egész é3 tizedes tort réassek-
kel rendelkezd egyetlen szémmé, az utolsé rekeszben elhelyesett
+1 vagy =1 pedig a szém eldjelét reprezentdlja. (Ha a asém O,

az elljel rekesz tartalma +l.) Ha pl. egy szémot az A7=-A0 reke-
szekben tdrolunk, & szém egész része asz A7 és A6, tizedestirs
résse as AS-Al, az elfjelet reprezensdld +l vagy -l pedig as AO
rekeszekben foglal helyet, vagyis a hosssuszavas szém értéke:

(A0). [(A7)105+(A5)+(A5).10‘5¢(A4).10"‘1°+(A3).1o‘15+

+ (42).107204 (A1) 20727 ] ’

(ahol (AI) jelenti az AI rekeszben tArolt egész szémot,)
Az igy réssekre osztott szém szalagra lyukasztésa az auté-
kod szabdlyainsk megfelelden tirténik.

Miiveleteks

1./ Osszeadés: A benne résztvevd smémok elhelyezése az A7-AQD
és B7-B0 rekeszcsoportokban tirténik, az eredmény a C7«CO0-~
ban jelenik meg., Behivés az 1)-es ref. ssémrél torténik,
de eldtte Y = 1 irandé.

2+/ Kivonfs: Kisebbitendls A7-A0; kivonandés B?7-BO, kiilonbség:
C7=C0Os Behivés: 1l)-es ref, szémrél, eldtte Y = =) irandd,

3¢/ Szorzés: Tényezbk: A7-A0 és B7-B0, szorzat: C7-CO, Behi=
vass 10)-es ref, szémrél.



4,/ Reciprokérték képzése: Benne részmtvevd szam: U7-UO.
Eredmény: C7-CO. Behivés: 19)-es ref. szémrél.

5s/ Négyzetgydkvonds: Benne résztvevd széms V7-VO, Eredménys
V15-V8, Behivas: 33)-as ref. szamrél. Ha e két ut6bbi mil=
velet nem hajthaté végre, ezt a gép megfeleld szdveg kiadh-
saval Jjelzi és ledll.

Deklaracioks
Az itt felsorolt miiveletekhez az alébblak deklaréldsara van

szilkségs

SETV X(1)

'SETS A(11)B(11)V(8) (1)JK(4)U(7)V(2S)T(11)2(7)
SETF SQRT INT FRAC

SETR 43

Megjegyzések:

A hosszuszavas miiveletek végzésére alkalmas szubrutincsoportot
programunk elején helyezziik el, s els§ bemend adatként kbzdlJiik

azt a ref, szdmot, amelyen a program munkdjat ténylegesen meg-
kezdi, majd a 27)-es ref., szdmrél inditsuk el a gépet, amely eld-
sz8r az YL-Y1l rekeszekben a 10°-10%° mennyiségeket tarolja,
majd az &ltalunk megadott ref. szémra ugrike.
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Varga Gyulas
Hosszuszavas program komplex gyoktényezdk Elliott 803-asg
gépen torténd Osszeszorzésara

Az ittt lsmertetésre keriild program azt a célt szolgdlja,
hogy segitségével Zz— (04 o j i )z alaku komplex gytktényeszl=
ket szorozzuk Ossze, majd képezzilk a kapott R polinom és egy
elére megadott hasonld tipusu Q polinom kiilonbségeként elS&l-

16 8 polinomote

Lg% zf alaku gyGktényezlk Osszeszorzésa fokozatosan

egymés utn torténik a

wa-1 WA
, (w.,-—4) 2k (w)
Ke0 k=0

egyenldségbll adoddd

(““') (\M.-‘) (\M.-“) 2
Qe =Q .y =Gy
(W) (wa~1) 2 (o)
L e . e G, =1
(o { w £ W Q.,fo),o
DL e & Nk

rekurziv formuldk alapjédn, ahol a](:m) ez m db gyoktényezd
Osszeszorzlsa révén keletkezd polinomban a 2K~adik hatvany egyiitte
hatéjat jelenti, n pedig az Osszeszorzandd gybktényezdk sséma,
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A szémoléds a hosszuszavas aritmetikai miiveletek segitségé-—
vel torténik 25 tizedes pontosséagra.
A program bemend adatainak lyukasztasa az aladbbi sorrendben
torténik:
l./ Az a ref. szém, amelyen a program munkdja elkezdédik /19/.
2./ Az Osszeszorzandd tényezdk szama /M2/.
57 K 2} = o} *§(3Z komplex szémok, képzetes-valés sorrend-
ben /a hosszuszavas szamok lyukasztdsi szabdlyai szerint/.
4,/ A Q polinom egyiitthatéi csokkend fokszam szerint, valds—
képzetes sorrendben /a hosszuszavas szamok lyukasztasi sza-
balyai szerint/.
Az eredmények nyomtatasi sorrendje a kovetkezG:
R polinom maximdlis fokszamu tagja egylitthatéjanak valés
és8 képzetes része, azutan az S polinom maximalis fokszamu
tagja egylitthat6éjanak valés és képzetes része, s.i.t. cadk-
kend fokszém szerint valtakozvae.
A program lefuttatdsahoz az alabblak deklaraléasara van sziik-

B8é6K:

SETS A(11)B(11)C(8)D (M2+41).1l6=-1 E(31)F(15)H
(1)JK(4)1m(2)N0Y(11)Z(4)
SETR 27

Megie é88

A program felhasznalasa eddlg a ..

Q (2 - 'r (Z*+ Q% )_Sau (2°+%%)
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komplex egylitthatés polinom 25 tizedes pontossagra valé fakto-
rizaldsa soran térténts a Z; = ol + § 3 komplex szémok se-
gitségével elddllitottuk a R (Z7%) .—u((i Ez‘-(oék+§(5u)z,]
polinomot, 8 a Q (Zd)polinommal valé Osszehasonlités soran
nyertiink tajékoztatdst a Z; kozelitd gytkdk pontosségiroél.

Abel Laszléné:
Termelési fiiggvények szamjitasa

le Az els0 modell a

V =AK
alaku termelési fiiggvények szémitésa az 1957-64 évek adatal

s e PR
alapjane.
A program négy véltozatﬁr késziilts
a/ V=AK L, - mLy
oG 3
b/ V=A|'<‘ Lz -\M.Lz

<
§

nettd termelés

=
[
!

termeld allbalapok

=
n

- hasznositott alléalap
foglalkoztatottak szama
s = munkaslétszam

o
i
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A szédmitast m kiilonbozd értékei mellett kell elvégezni,
mégpedig a2 m = 0,5,10,¢40,100 értékeknél.
Minden egyes szémitasndl kiirandéks:
A .
A, ol , 5 parambterek, G") ci.ot (L.,.hz"s)
Uy @ szémitott V értékek

.-“. 2 o -
A Z:;(Vg \jc.) S V:j‘:z v,
Z(V““V)z (s ;

1 %)y g,

x‘=ln(.<
£y=ln L

C =(x'x )"
Amelyik m értéknél RZ maximédlis, ott az (m-4,m+4) in-

tervallumban m minden egész értékre elvégzendd a szamitése

2« A masodik program a

Yok LS

alaku termelési fiiggvények szamitasaval kapcsolatos az 1949w64
évek /1956 kihagyva/ adatai alapjéne
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Négy valtozat késziilt , mint az eldbbi modellben,
& ‘ 2 z :
Kiirandéks A \°C\ /5| Vi es Q) ?_,J, Ne:: " (¢:1‘2|3)

3¢ A harmadik program a
V=Ae At («(ML"-‘

alaku termelési filiggvények szamitéasat végzi az 1949-64 évek
adatai alapjane
Négy valtozat késziilt, mint az l. feladatban.
Tl n, U 65 B &Y ETET ()
Széamitastechnikailag mindhdrom esetet az alabbi linearis
modellre vezettilkk visszas
v =ﬂa+/$1 Xy +ﬂz Xy
fag X, X, X, valtozék esetenként részben eltérsk).
A program Gier-algolban késziilt.
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Fehér Gyorgynés

Sz immetrikus matrixok sajatértékeinek és sajatvektorainak
meghatérozisa Jacobi-mbdszerrel.

A program autokédban késziilt az Ural-2 gépre két valto=-
zatban. As elsd valtozat maximum 40 x 40-es szimmetrikus mat-
rix sajatértékproblémajat képes megoldani, kbe. 1 éra 20 perc
alatt; a mésik valtozat lényegesen lassabban, maximum 170-ed
rendii mAtrixban miikodike. A pontosségi igény elére megadhatde

Irodaloms

a/ D.K.Fagyajev, V.N.Fagyajevas Viicsiszlitelniije metodii linejnoj
algebrii.

b/ Bodewigs Matrix calculus.

Foltényi Vilmoas

Az Ural-2 EFT autékéd

Az autdéko6d az ELLIOTT 803B elektronikus szamolégép A 103-

as autokédja alapjan késziilt.

A két autokédd lényegesebb eltérései a kovetkezdk:

Az Ural-2 EFT autokéd (EFT = ELLIOTT-FOLTENYI-TARNAY) ké-
pes - kulcsdllastol fiiggben —~ mint tele, mint telex-kédban
lyukasztott szalagok forditasara. Az eredmények lyukasztasa
is a ké&t kédrendszer koziil barmelyikben torténhet,
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Az Ural=-2 EFT autokédndl az index értékének a kiszamitasé-
nal az indexben szerepld valtozd abszolut értékével vesz résst.
Az Ural-2 EFT autokédndl nincsenek meg a VARIFAY és a

MODIFAY utasitasok megfeleldi.

Az ELLIOTT autokédban haszndlt Osszes filmmel kapcsolatos
utasitésoknak az URAL=~2 EFT autokédban nincs meg a megfeleldjiik.
Ezek helyett olyan feltétel nélkiili mégnesszalagra, ill. dohfa
t6rténd iré vagy ezekrdl olvasé utasitésokat lehet hasznalni,
amelyekben megadva a zénaszémot vagy dobcimet (akédr egy indexes
valtoné pillanatnyi értékével is), valamint az Atirdsra keriild
tomb hosszat. Pl. PRUM(I) FROM A(K:L) jelentése: az
A(K) yA(K+1l)yeee,A(L) valtozék pillanatnyi értékeit a gép vigye
4t az I. valtozd aktudlis értékével kezdddd dobcimtdél kezdvee

A gépikéd programblokkok utasitésai az URAL=-2 gépl utasi-
tasaihoz idomultak.

A forditéprogram atadésa 6ta felszinre keriiltek bizonyos
tovabbfejlesztésl lehetlségek. A nyelv legswziikebb keresztmet-
szetét jelentd indexeknél, valamint azon, hogy az értékads uta—
sitasokndl a jobboldalon legfeljebb csak két valtozd szerepel-
het, vAltoztatni akarunk. Ezeken tulmenden az uj forditéprogram
nagyobb hatdsfokkal nagyobb programok leforditésara lesz alkal-
mas. Az uj forditéprogram elkészitése folyamatban van.

Az URAL=-2 EFT autokéd részletes leirédsa megtalalhatéd
Foltényil Vilmos-Tarnay Gyula: "Az Ural-2 gép EFT autékddja" c.
kiadvanyban /MTA Szamitdstechnikai Koézpont, sajté alatt./
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Gergely Jézsefs

Egvy statisztikai tablazat szamolasa.

Folyamatos termelést biztositd legkisebb raktarkészlet
meghatarozdsaval kapcsolatban meriilt fel a kovetkezd egyenlet

numer ikus megoldasa:

[“'(1_")‘).]' (|- L 8-
R s ) 20
{ =0
ahol a [ ] jel az egész rész jelolésére szolgll.
A raktéarozési probléma matematikai leirasa, valamint az
(1) egyenlet feldllitdsa és nagy n-ek mellett az egyenlet gyo=-
keinek asszimptotikus kozelitése ( x = é%: jeloléssel) megta-
lalhaté az [1] és [2] cikkekben,
A 3 =as cikk foglalkozik az (1) egyenlet megoldasaval
6s kozli a gyokok tablazatdt n=1,2,...,100; &= 0,1, 0,05,
0,025, 0,01, 0,005 paraméter értékek mellett, Raktarozasi
problémdknal azonban sziikség van (1) megoldasra £ > 0.l eset-
ben is. Ezeket a szdmoldsokat végeztiik el az Ural-2-es szémo-
légépene
Jeléljiik X -el adott n mellett az (L) egyenlet megolda=
sdt. A gyokok kozott fenndll az

S8 Rt B - L B

egyenl8tlenség. lizt figyelembevéve az X kozelitd gyokot

n+l
az &t kozrefogs X, és X - (X _; - X ) értékbdl kiindulva
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(X, és X, konnyen kiszémithaté) iteraciés eljarassal kap-
tuk meg. Minthogy az n novekedésével az X =X , azaz az
iteridcié kiinduldsdul valaszthatd, a8 gyokot tartalmamd inter-—
vallum hossza csokken egyszeri linearis interpeléciéval hérom
majd két iteraciés lépésben hat tizedes pontossiggal eljutot-
tunk a gyokokhoz, ezért feleslegesnek latszott magasabb foku
kozelitést hasznalni. :

Az (1) baloldalén az Osszeadand$ tagokat a szémolasuknal
fellépd nagy nagysagrendi eltérések miatt logaritmus segitsé-
gével szamoltuks dz 1n(%)=luw w!-buj!-tu (u=§)!  <ben
szerepld faktoridlisok logaritmusait n=25-ig tablézatosan ad-
tuk meg n ) 25-re pedig a pontositott Stirling formuldbél nyert

1 1
Lo u,?f\,(hd-?) Qw%*wfa‘:‘("_WVZ‘ff

képlettel szamoltunk, ami n>25 esetben nyolc tizedesre
pontos 1ln n! értéket ad.

A 1] cikkben az (1) egyenlet gytkeinek asszimtotikus ko=
zelitésére hasznalt

1@«,"5
iZu.

értékeit & = 0ol 68 n=1,2,...,200 esetekben kiszémoltuke
Osszehasonlitas céljabél néhény n mellett kozoljik az (1)

(2)

egyenlet gyokeinek a fentiek alapjén kiszémolt gydkeit, va-
larint a (2)=b8l nyert asszimtotik"s kozelitéseit:
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ol |

n Xn n

=) « 446980 «4799
10 ¢ 322601 #3393
E 3] «265885 «2770
20 «231555 «2399
25 «207901 02146
5 «190321 «1959
40 « 165471 «1697
50 «148398 o517
60 +135754 «1385
80 «117873 «1200
100 «105627 «1073

Az (1) egyenlet megoldasat &£ =0.1, 0.12, 0114, 0.16,
0.18, 0.2 értékek mellett n=1,2,...,100=ra végeztik el
hat tizedes pontossagig. A kapott gyokok <£ = 0.1 mellett
megegyeznek a (3) cikkekben kézolt eredményekkel.

Az alabblakban a kapott gyokok téablazatabdél kozliink rész-—
letekets



4
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O.1 O.1 Oel4 0.1l6 0.18

: § «900000 «830000 «860000 «840000 »820000
2 «683772 «+653589 «625834 «600000 «575735
3 « 564810 543363 «523856 «505771 . 488885
4 492652 472407 455183 «439787 +425639
5 « 446980 « 428217 411359 « 595968 « 582381
6 «410373 «395588 387629 365003 +352393
7 « 381475 0365849 «352059 «339591 «528117
8 «358313 o SUS44T «330417 «318717 «308015
9 «339102 « 324978 0312532 «301383 «291229
10 « 322601 0309252 «297428 «286759 «277035
e «295769 0283542 0272769 « 263063 0254171
14 «274806 263424 02535401 244391 0256160
16 «257783 247123 0237723 0229265 «221540
18 « 243600 «233533 0224665 « 216683 +209386
20 «231555 0221986 +213560 «205983 «199059
25 «207901 «199322 .191767 «184972 +178766
30 «190321 0182475 « 175567 «169356 » 163684
35 « 176587 «169313 «162911 «157155 «151899
40 « 165471 « 158661 «152667 0147279 «142359
45 0156234 « 149809 o LUAL54 «139071 «134429
50 «1483598 0142299 «1369351 «132107 + 127701
55 «141640 0135822 «130703 «126101 «121899
60 e 135734 «130162 0125258 « 120851 «116827
65 ¢130515 0125159 « 120446 °116211 0112344
70 «125857 «120153 «116153 «112070 «108343
75 «121668 «116680 2112290 «108345 0 L04744
80 «117873 «113042 «108791 «104971 0101485
85 0114415 «109727 «105602 «101895 «098511
90 0111245 +106688 «102679 «099076 «095787
95 «108326 +103890 2099988 .096481 »093279
100 «105627 «101303 «097498 «094080 «090959
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Irodalomn:

(1) Ziermann M: A Szmirnov-tétel alkalmazélsa egy raktérozée
si probléméra., MTA MKI Koézleményei /1963/ VIII.
évf. B, sorozat, 4., 509«518.

(2) Prékopa A.t Reliability e quation for an invertory problem
and its asimptotic solutions. Procedings of the
- Colloquium on the Applicationz of Mathematics to
Economics, Budapest, 1963, June 18=22. Akadémiai Ki-
ad6, Budapest, 1964.

(3) Miller A.: Table of Percentage Points of Kolmogorov
Statisticse. Journal of the American Statistical
Association 51 /1956/ 1lll=-12l.

Koszé GAbors
Egy minimum keresési feladat

A MTA Elméleti Fizika Kutaté Csoportjénak megbizésabdl
szémoldsokat végeztiink egy tobb paramétert tartalmazé energia
kifejezés minimuménak meghatarozéséara.

A feladat matematikailag a kovetkezdképpen fogalmazhatd
nmeg: adott kiilonbozé paraméterérték mellett keresendd az a

C« C1z Cas
i TR N €23
cu Csz 033
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matrix, amely eleget tesz a

Z C,,‘ = Cil"—'C,'L

1! =1
normalési és szimmetricitasi feltételeknek és minimalizalja az

E (’7,.021‘) =B (tet)+ B, (0 )r

energiakifejezést, anol E_ (7,¢0(f)a (ij métrixelemek mé-
sodfoku E (’z o‘J ) pedig negyed.foku kifegez.ései éspedig:

3 3 LIRS T
E4 2 K(l()(l = +"/3)+’LZ Z‘kzzf",c“ckl[t’ut]
[ER ) tel = a4 L=

E,e=1 3 50 57 57 W) K(OE«IJ+2nk (13) h 1K @2)
¢4 (a4 Leg Lo K(13)+2‘ZM(12)1+Z'LL<(23)242’“‘(”)“(7-3)
shol W (({) = gi: Cmcju és a [(jkl] egylitthat ok
tablédzatosan adottak.
Az "L elsd értékénél a
Cy Ci Gy
Czv Ca 03

i
C°=lo
3 g o

0o
Q0O
\

mAtrixbél kiindulva a matrixelemek [, : Ce3 =Cyy Cus L=ty LGy
sorrendben torténd valtoztatasdban iteraciés uton kerestiik az
egyes Ci,' elemek mepvaltoztatasahoz tartozé O-~hoz legkdzelebb

esé minimumot. Ezt a CCS‘ elem valtoztatdsa esetén a kovetkez b~



képpen végeztilkk a matrix tobbl elemét,valtozatlanul hagyva ke-
restik az E ("L Cei)= E(C‘l) mint egyvéltozés fiiggvény mini-
mumdt. A Ct\ i =b&l kiindulva A Ct‘ il lépésekkel halad-
va jobbra vagy balra, mig az E (Cli“‘)) fogyasbbél novekedésbs
megy &t 68 a legkisebb é8 azt kdzrefogbd EECC"(“’] értékbél
meghatarozott parabola minimumpontjat fogadjuk el az uj Ci l‘(k)
kézelitésnek. Ezt mindaddig ismételtilk régzitett, 7  mellett,
mnig a C(u) mAtrix a C(k") -hoz viszonyitva adott pontosségnil
kevesebbet véltozik. Minden egyes iteraciés lépés utan elvégez=-
ziik a Z C.,l .4 normAlést, és minden iteracié befejezése utém
kiszémoltuk az E (’Lcc, ) energia értéket is.

A masodik és minden tovabbi % értéknél az eldzd 79  mel-
lett kapott eredmény matrixbél kiindulva végeztiik el a fenti
iteréciét.

Az Altalunk megadott feladat specidlis esete egy &ltalanosabb
probléménak, ahol az energiakifejezésre minimumokat szolgaltatéd
we X w -85 C  méAtrixot kell meghatérozni. Ebben az esetben az
energlakife jezésben szerepld Osszegezések m-ig mennek, és a

[i j. k] eeviitthatékat bonyolult dsszefiiggésekbsl kell szémolni.
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