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A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
MATEMATIKAI KUTATO INTEZETENEK
KOZLEMENYEI

~ ,A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA ALKALMAZOTT MATEMATIKAI INTEZETENEK KOZLEMENYEL"
cim( kiadvanysorozat folytatisa
SZERKESZTI : RENYI ALFRED
. TECHNIKAF SZERKESZTO : LIPTAK TAMAS
A SZERKESZTOSEG CIME: MATEMATIKAI KUTATO INTEZET, BUDAPEST, V. REALTANODA U. 13/15,

A MATEMATIKATI KUTATO INTEZET KOZLEMENYEI az Intézet tudomanyos eredményeit tartalmazo
és egyéb matematikai, valamint a matematika gyakorlatialkalmazisival kapesolatos dolgozatokat kozolnek. A folyo-
irat minden évfolyama 4 fiizetb6l 411 és koriilbeliil 30 nyomdaiv terjedelmii. A dolgozatok vagy valamelyik vilig-
nyelven jelennek meg, magyar és még egy vilagnyelven irt részletes kivonattal, vagy pedig magyarul, két vilag-
nyelven irt részletes kivonattal. Kozlésre szint dolgozatokat kérjilk 2 gépelt példinyban kivonattal ellatva a szer-
keszté cimére kiildeni (Budapest V. Redltanoda u. 13/15.).

A folyoirat, amelynek els6é évfolyama 1956-ban jelent meg, folytatdisa a ,,Magyar Tudoményos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézetének Kozleményei” cimii kiadvanysorozatnak, amelynek dsszesen hdarom kotete
jelent meg : I. kotet (1952), I1. kotet (1953), ITI. kitet (1954).

A MATEMATIKAI KUTATO INTEZET KOZLEMENYEInek eldfizetési dra évfolyamonként belfoldi
cimre 50,— Ft, kiilfoldi cimre 70,— Ft. Beljildi megrendelések az Akadémiai Kiadon keresztiil adhatok fel (Budapest,
V. Alkotmany u. 21., Magyar Nemzeti Bank egyszamlaszam : 15.915.111—46), kiiljoldi megrendelések a Posta Koz-
ponti Hirlap Iroda tjan eszkozolhetdk (Budapest V. Jozsef nador tér 1., Magyar Nemzeti Bank egyszamlaszam :
61.257). A folyirat egyes fiizetei 15,— Ft-0s arban az Akadémiai Kényvesboltban kaphatok (Budapest V. Vici u. 22. )
CUserekapesolatok felvétele érdekében kérjiik az Intézet Konyvtarahoz fordulni (Budapest V. Redltanoda u. 13/15.)

TPY/Ibl
MATEMATUYECKOIO MHCTUTYTA
AKAOJEMHWU HAVYK BEHI'PUU

. IpogosmKeHne H3aHUsA ) ; o :
«A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA ALKALMAZOTT MATEMATIKAI INTEZETENEK KOZLEMENYEI»
PEJAKTOP : ALFRED RENYI
TEXHUUYECKUN PEOAKTOP: TAMAS LIPTAK
AIPEC: MATEMATUUYECKHWN MHCTUTYT, BUDAPEST, V. REALTANODA U. 13/15., BEHIPUSI

B TPYJAAX MATEMATUYECKOI'O MHCTUTYTA ne4aiorcsi CTaTh, COAEpP >KalliMe Pe3yJIbTaTbl
Hay4yHO-MCC/1e10BaTe/IbCKOH paborel MucTuryTa, M ipyrue maremaruyeckue paboThl, & TaK)Ke CTaTbH, CBA3AH-
Hble C NMPAKTHYECKHMH MPHIIOYKEHHAMM MaTeMaTHKH. Ka Kbt TOM »KypHasa BLIXOAMT B 4 BbIMyCKax M cojep-
WUT npubausuTesbHo 30 nevarHbiX JucToB. CTathbu nyGIMKYIOTCS JIMO0 HAa KaKOM-HUOY/b MHPOBOM si3blKe
C NMOAPOGHBIM pe3loMe HAa BEHTI'ePCKOM M KaKOM-HUOY/b APYroM MMPOBOM s3biKe, JIMOO HA BEHIE€PCKOM sI3bIKE
C noaApoGHLIM pe3ioMe Ha JBYX MMPOBHIX sidbikaX. PabGoTel, nmpeaHasHaueHHble Ui ONyOJIMKOBaHUs, MPOCHUM
NnochllaTh B [ABYX HaleuyaTaHHbIX Ha MallMHKe 9K3eMIUIpaX BMeCTe C pe3lome B ajpec peaaxudu (Bucapest,
V. Realtanoda u. 13/15.).

yKypHan, nepblit Tom KOTOPOro Bhilies1 B 1956 roay, siBjisieTcs Npojo/HKeHueM uananus «A Magyar
Tndomanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének Kozlemenye» (Tpyaol Mucruryra TIlpuk-
¥anHolF{IMa(1l-%gi')ruKn Axanemun Hayk Benrpuw) Bbieauero B Tpéx tomax : Tom 1. (1952), Tom I1. (1953),

oM % g

Llena noanucku Ha TPY bl MATEMATHUUYECKOIO MHCTUTYTA B Benrpuu 50 gopuntos, Ha
3arpaHuuHblii anpec 70 GOPUHTOB 3a Ka)kablit Tom. MecTHble 3aKkasbl npuHuMaer ManarenbcrBo Axanemun Hayk
(Budapest V., Alkotmany u. 21., cuér Benrepckoro HaunonanbHoro Banka 15.915.111—46), 3arpannuHble 3aKasbl
npuHumaer Llentpanbhasn yKypuaabhas Kouropa Iourst (Bucasest V. Jozsef nador téc 1., cuér Benrepckoro

aunoHanbHoro Banka 61.257). o noBoay oTHoLeHUsi oOMeHa npocum obpatiarbes K Bubanorexe Mucturyra
(Budapest V. Realtanoda u. 13/15., Beurpusi).
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A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
MATEMATIKAI KUTATO INTEZETNEK
KOZLEMENYEI

»A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA ALKALMAZOTT MATEMATIKAI INTEZETENEK KOZLEMENYEl«
cimii kiadvanysorozat folytatisa
SZERKESZTI: RENY1 ALFRED
TECHNIKAl SZERKESZTO : LIPTAK TAMAS
A SZERKESZTOSEG CIME: MATEMATIKAI KUTATO INTEZE1, BUDAPEST V. REALTANODA U. 13/15.

A MATEMATIKAT KUTATO INTEZET KOZLEMENY EI az Intézet tudoményos eredményeit tartalmazé
és egyéb matematikai, valamint a matematika gyakorlati alkalmazdsdval kapesolatos dolgozatokat kizolnek. A folyo-
irat minden évfolyama 4 fiizetb6l all és koriilbeliil 30 nyomdaiv terjedelmi. A dolgozatok vagy valamelyik vilag-
nyelven jelennek meg, magyar és még egy vildgnyelven irt részletes kivonattal, vagy pedig magyarul, két vilag-
nyelven irt részletes kivonattal. Kozlésre szint dolgozatokat kérjiik 2 gépelt példdnyban kivonattal ellitva a szer-
keszt6 cimére killdeni (Budapest V. Redltancda u. 13/15.).

A folyoirat, amelynek els6 évfolyama 1956-ban jelent meg, folytatdsa a ,,Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézetének Kozleményei” cim(i kiadvanysorozatnak, amelynek oOsszesen hirom kotete
jelent meg: I. kotet (1952), [1. kotet (1953), T11. kotet (1954).

A MATEMATIKAI KUTATO INTEZET KOZLEMENY ElInek eléfizetési 4ra évfolyamonként belfoldi
cimre 50, — Ft, kiilfoldi cimre 70,— Ft. Beljildi megrendelések az Akadémiai Kiadon keresztiil adhatdk fel (Budapest
V. Alkotmény u. 21., Magyar Nemzeti Bank egyszamlaszam : 15.915.111—46), kiilfoldi megrendelések a Posta Koz-
ponti Hirlap Iroda dtjan eszkozolhetok (Budapest V. Jozsef nddor tér 1., Magyar Nemzeti Bank egyszdmlaszdm :
61.257). A folyoirat egyes fiizetei 15,— Ft-os &rban az Akadémiai Konyvesboltban kaphatok (Budapest V. Vici u. 22.).
Cserekapesolatok felvétele érdekében kérjitk az Intézet Konyvtardhoz fordulni (Budapest V. Realtanoda u. 13/15.)

TPYAABI
MATEMATHUYECKOIO MHCTUTYTA
AKAJOEMHWU HAYK BEHI'PUH

) [Tpono/mkeHne MU3naHus
3A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA ALKALMAZOTT MATEMATIKAI INTEZETENEK KOZLEMENYEI
PEOAKTOP: ALFRED RENYI
TEXHUUECKWN PEJAKTOP : TAMAS LIPTAK
AIIPEC: MATEMATHUYECKUN MHCTUTY1, BUDAPEST V. REALTANODA U. 13/15, BEHI'PUSA

B TPYIAX MATEMATHUYUYECKOI'O MHCTHUTYTA neuawrcsi CTaTbH, COJep)Kalive pe3yJsibTaThbl
Hay4HO-MCC/e0BaTeIbCKOM paboTsl MHCTUTYTA, M IpyrHe MaremMaruyeckue paboThl, @ TaKKe CTaTbM, CBS3AH-
Hble C NPAKTHYECKUMH TPUIIOMKEHUAMH MaTeMaTiku. Kakablit TOM jKypHaia BbIXOAMT B 4 BbIIyCKaX W cojep-
»kuT npubansuresibHo 30 neyaTHeIX JAMCTOB. CraThbu MyOJIMKYIOTCS JAMG0 HA KAKOM-HMOYAb MMPOBOM sI3bIKE
C MOAPOOHLIM PE3lOMe Ha BEHTepPCKOM M KaKOM-HUOYIb APYIOM MHUPOBOM s3bIKe, JTMOO HA BEHTePCKOM SI3bIKE
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REMARQUE SUR LA SOMMABILITE DES SERIES DE TAYLOR
SUR LEURS CERCLES DE CONVERGENCE, I.

par
LiszrL6 ALPAR

1. Le comportement de la série de Taylor sur son cercle de convergence
a été 1’objet de nombreuses recherches. Un résultat particuliérement intéressant
a été récemment obtenu a ce sujet par M. P. TurAN [1].
" Il envisage notamment une fonction f,(z) réguliére dans le cercle | 2z | < 1,
telle que la fonction

z—é’ol

fol2) = h

1— {2

est également réguliere dans le cercle-unité, si le nombre complexe ¢, # 0
est inférieur & 1 en valeur absolue. Il range les fonctions f,(2) et f,(z) dans
une m3me classe, et les considére comme »équivalentes du point de vue de la
théorie des fonctions«; il souléve ensuite le probléme tout naturel: sont-
elles »équivalentes du point de vue de la théorie des séries«. Pour expliquer
ce qu'on entend par cette équivalence il faut formuler la question d’une
maniére plus précise : La fonction f,(2) étant réguliére dans le cercle-unité,
elle peut étre développée en série de Taylor pour |z | < 1, soit

fi(z) = é:a,, P

La question s’énonce alors ainsi: La convergence de cette série au point
2z = 1 a-t-elle pour conséquence nécessaire la convergence de la série

z—C, ~
2) = —| = 2 b,(Co) ?¥
M)IH_%J 20202,
au point
PRl e (v réel)
14&o
solution de 1'équation
z— G,
—=1.
1— 1,2

Sa réponse négative s’exprime par le théoréme suivant :
Etant donné un nombre complexe Cy <=0 dams le cercle-unité on peut
trouver une fonction

an he) = Say2
»=0

1

¥
TUDOMANYOS AKADEMIA
KONYVIARA



2 ALPAR

réguliére dans le cercle |z | < 1, telle que la série

(1.2) Sa,
»=0
soit convergente et que la série déterminée par la relation
z—¢
(13) hi=ps| = he = S oo =
1—2{p2
soit divergente au point
s %o
14§

En d’autres termes, malgré la convergence de la série (1.2), la série

e 1
(L4) D' b,(Ly)
r=0

o
144

est divergente, pourvu que la fonction f,(z) soit convenablement choisie.

M. TurAN a démontré encore que la sommabilité au sens d’Abel de la
série (1.1) au point z = 1 a pour conséquence la sommabilité au sens d’'Abel
de la série (1.3) au point z = (1 4+ &,) (1 + ;). En outre, il pose dans son article
différents problémes & résoudre dans le méme ordre d’idées, en particulier :
peut-on conclure de la sommabilité (C,1) de la série (1.2) la sommabilité
(C,1) de la série (1.4)?

C’est ce dernier probléme qui nous intéresse, mais nous traitons une
question un peu plus générale en examinant la sommabilité (C,%) des deux
séries mentionnées ci-dessus, £ étant un nombre entier positif. Nous allons
prouver que la sommabilité (C,k) de la série (1.2) n’entraine pas nécessaire-
ment la sommabilité (C, k) de la série (1.4).

2. Dans ce qui suit nous gardons les notations précédentes et nous
désignons de plus la z-iéme moyenne (C, k) de la série (1.2) par o et par g
celle de la série (1.4). Le théoréme que nous venons d’énoncer peut donc étre
formulé d’une fagon plus précise.

Théoréeme. Etant donné un nombre complexe Co F 0 dans le cercle-unité,
on peut trouver une fonction

(2.1) fi(z) = S ay 2¥
y=0

regulzere dans le cercle |z | < 1, telle que la série > a, soit sommable (C, k
c’est-a-dire que la limite

(2.2) Iim al? =4 < oo

n— oo
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existe, et que la série déterminée par la relation

z2—C = -
(2.3) ? (—] = ha(a) = Sby(ty) 7

1—2¢p2 ¥=0
ne soit pas sommable (C,k) au point

2= Bin C_" y
-2,
autrement dit, que la limite
(2.4) lim B
n— oo

n’existe pas.

Démonstration. [’idée de notre raisonnement est de prouver qu’entre
les o et % on peut établir une relation de la forme

(2.5) Bl = 3 cBCo) o
=0

ou les ¢®)(,) ne dépendent que de n, v, k et ;. La relation (2.5) définit un
procédé de sommation qui serait régulier si les conditions de TorrPLITZ—
SCHUR étaient remplies. Or, nous allons constater qu’il n’existe pas de constante
K telle que I'inégalité

2 e < K
»=0
soit vérifiée pour toutes les valeurs de n. Il existe donc des suites convergentes

{o,} qui se transforment par la matrice [¢{) ($,)] en suites divergentes {r,}.
Posons done

_ Aksa[(r Tk
T [ h

an—l n=12,...

alors

est convergente pour |z | <1 et af® = o, f¥ = 7,. Par conséquent la fonction
f1(2) satisfait aux conditions du théoréme.

Pour arriver & cette fin nous partons d’une relation classique valable
pour tous les | s | <1 et qui lie entre elles les suites {a,} et {a®}:

N % + k n 1 X AR fl(s) you!
d’ou
(2.7) h(8) = (1 — 8)**1Py(s) .

1*
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De méme
- n—{—k) e o
B o =
20
(2.8) &r+g
1 1+¢ g 14¢
:(‘W s n(Co)( 0) = (1_8),{11—=Qk(8)

ou en tenant compte de (2.3)

1+€08-—-Co
: > il 1+ &, .
Qk(s)—'(l_s)k+1fl 1__5 1__}__:0 S

(2.9) "1+,

S il %(i@}
T ) N

qui s’écrit, en vertu de la relation (2.7):
Qx(s) =
! P u+%w—%<+§Tﬂ w+%m—g( mr

@10 A= 1+L—Ca+L0s 1+ Ly — Go(1 4 Lo) s

e ,|17‘i“}0|2(k_:1) r( + é-o) o ( a0 Lo)
[14—50_:0(1"‘:0)3]“1 1+Co_co( )SJ

Les expressions (2.8) et (2.10) nous permettent d’exprimer % & laide du
théoréme de Cauchy :

P, [( +C0)S—€o( +Co)]
g T k) gt — 1L+ G 1+ 8 — Gl +2)s ) ds
k n

27 [1‘*‘50—50( + o) s]+2 N

ou (/) est un contour fermé entourant I'origine dans le sens positif et situé
entiérement & l'intérieur du cercle-unité. Le changement de variable
1446,
e

conduit a 'expression

OP (w——é'o)
n+k (1 4 Co)*+! (144, )" kl—fw dw

(2.12) ( ),3;;«)_ 0 (_ _o] —Gw!
k 271 1+¢, (1 — Cow)k+! an+!

1
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Soit encore

il Co — i
Cow
il en résulte
'n +k ﬂ(") [
(2.13)
-t o) k[1+c°) jk()‘”c" (1 + Loyt do
T o (1 — G 144,
(l5) est une courbe fermée dans le cercle | w | < 1 entourant le point w = — ¢,.
Nous pouvons prendre pour (l,) le cercle 1 > |w | =90 > |{, |, o étant une
constante.

Remplagons maintenant dans (2.13) P, (w) par son expression donnée

sous (2.6):
w)=2 (v—;k)agf)wv’
=0

et nous obtenons & -;c_ k) % sous la forme
‘ n—+k O (v -+ k
2.14 (k) — (k) py(K) ,
(2.14) D AR
ou
1 @ 4G) 144 J 1+, 0|+ N

2.15) p®) el o = R = IE20 v j ok d-17
@18) #90) = 4 T 1+€0)I[_w‘w+€o) (1 + Ly @)1 doo
et par suite i

v+k)
(2.16) ¥ — 2__k_ B(E,) ol = 26%3@0) all

|n+k] y=0

k

sera le procédé de sommation cherché dont nous avons fait allusion avec la
formule (2.5). Si toutes les conditions de la régularité étaient satisfaites,
il existerait une constante K telle que I'inégalité

©

(2.17) 2 e8| < K
v=0

soit vérifiée indépendamment de n. Nous allons démontrer que ce n’est pas
le cas.
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Désignons pour cela par x un nombre différent de zéro et inférieur
a 1 en valeur absolue, soit {, = | {, | ¢ et considérons la fonction suivante:

3

Hylw) = (1) cf(Gg) e o =

v=0
2.18 — . N 1 v(v+kj (R)(E ) g vag? —
(@5 ‘—hmni;;(— ) L Pra(Co) € Xr'=
e
o AR A l+§,}" 1 - A . de
omi (1 — (o) |1 + &, "””"]J (@ + Lyt (1+e ezt
I w|=e

ou la derniére égalité s’obtient a I'aide de la relation

)

2(v+k](_ e“f“xO))”zw.l —
k (1 4 e ez )t

=0

L’intégrale qui figure dans la formule (2.18) peut étre calculée d’'une maniére
explicite. Soit @ = 1/u, alors le cercle | w | = ¢ se transforme en le cercle
|u | = 1/o et nous arrivons & I'expression nouvelle

1 1 = C k+1 (] + C n 1
Hyy(@) = — : 0);,; ( ~0)
2ms (1 — [ 5B (1 4+ &, (n +k
(2.19) k.
F \n+k
% J _“ﬂ] 2 G u)kﬂu_‘_if‘_ ,,,,, :
14 Cou (u4 e B g)ett
1
S
La fonction a intégrer a un péle d’ordre k£ + 1 au pointu = —e~“ z dans le
cercle | u | = 1/p; le pole u = — 1/, se trouve en dehors de ce cercle, car

nous avons supposé 1 > o > |, |. L'intégrale (2.19) peut donc étre déter-
minée par le théoréme du résidu. Ainsi

an(x):
(2.20)
ER R gt EH AP
(1—16012),( l+fo [1+Cou ( + Ou) G=—p M0y

(n—{—k k! duk
c
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Il est facile de prouver par récurrence par rapport a £ que

@ [(atl Pt e
2.21 o . i G 1l —
(2.21) M4h+%J (1+ Zou) ]
S0 u+%)

n - n+k—1 n -+ 1

( )( ) ( 1+Couk-rlll+co
En effet, pour £ =1

[u‘f"co it =(n+41) 1— |G (u‘*“Z-O)n.
du 1+CO (1+Cou)2 1+Cou

Supposons maintenant la relation (2.21) vérifiée pour 1,2, ..., k, et nous

pouvons écrire :

dk+1 u + 50 n+k+ 1 )
1 —_—
M“JL+QJ (+%w]

[
I

6 |Co|2)k (“ + Z‘o "
14+ Cou

d [ da* u 4y |k ‘
=— ] — 1+ &y u)<1.
du 1du’f [(1 + Lou i (&)

=ilm+m”.m+n (v + &) +

du | (1 + Lpu)et?

k) dk L [(u 4Gy |tk 1
LJMIN+%J Gl ]

|

(222) =(m+k)... n4+1)1—]|* u+&) ]+

d
&Eh+QW1+g

K * \n
e e
0
= d [ 1 u 4 o |+
=n4k)... 01— &2 0
+—_Jmm_u+§rl:
(1 4 Couy+t 1+ Coul |
(1= |Colz)k+1 u + 4‘-o ]"
= k41 k... 1 .
(n+k41)(n+k) m+)a+%mﬂzl+%u
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La relation (2.21) est donc vérifiée. Nous en déduisons pour H,,(z) sa forme
définitive :

b= [
(2.23) + L) 1 =[Gl ) — [l
= (— 1)ne—ina (1 +CO]" 14+, Vi — |G "'
| 14+4) 1 —Gle) 1 —[G|=
Par la suite la fonction
Ico <
2.2
e 1—[co|x) = IS @

jouera un role important. C’est M. B. M. BAJSANSKI [2] qui s’est occupé des
fonctions de ce genre, données par cette derniére formule, et la relation

(2.25) lim 2‘ Am((Co) | o e

n—»oo =

est une conséquence directe du théoréme 3. de son essai.

Pour pouvoir profiter de cette circonstance nous devons développer
(1— [Col 2)*t1 H,;(x) selon les puissances de @. Or, un calcul simple nous
conduit a I'identité

(L= }Co!x)kHan(x) =

el E(_l)v[g(k+; HAH'}C',e,mp(k) ,(Zo)Je;mxv:

>~
St
-
Il
(=)

ﬁé!)nl Eoyk+1
14 E (1 + &)

x — |G|

e —ina
=i 1|22

11 faut remarquer que
d’apres (2.25)

5 —l*— 1} = 0 pour tous les I > k + 1. Par conséquent

(2.27)  lim

1
SRk
k

=limL,= + o .

n— oo
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Mais
1
. k k41 -
(228) L,< n-}-lc] ( T gl e =
=0 (=0
]
(1+[&| "“2 ik PGl -
.
Et par suite
5 [P ]
lim L, < (1 + [&))*t! lim 2 _kL P =
(2.29) k J

= (1 + |§))*** lim 2]0"‘3(50)1 e 00

n—ow =0

La condition (2.17) ne peut donc pas étre remplie. Il n’existe pas de
constante K telle que 'inégalité

2 [e®Co)| < K
p=0
soit vérifiée pour chaque valeur du nombre z. Ce qui prouve notre théoréme.

(Regule 20 Février 1958.)

LITTERATURE

[1] TurAxN, P.: ,,A remark concerning the behaviour of a power series-on the periphery
of its convergence-circle*“. Publications de I’Institut Mathématique de I’ Académie
Serbe des Sciences 12 (1958) (& paraitre).

[2] Bassanskr, B. M.: ,Sur une classe générale de procédés de sommations du type
Euler-Borel“. Publications de I'Institut Mathématique de I’ Académie Serbe des
Sciences10 (1956)131—152.



10 ALPAR

MEGJEGYZES A TAYLOR-SOR SZUMMABILITASAROL
A KONVERGENCIAKORON, 1.

ALPAR L.
Kivonat
A szerz6 egy TurAN PAL 4ltal felvetett kérdésre ad vilaszt. TuRAN

kimutatja (sajtoé alatt levé [1] dolgozataban), hogy ha 0 < | {, | < 1, akkor
taldlhaté olyan, a |z | < 1 korben regularis

(1) he)=2 a2,
v=0
tiggvény, melynél a
2) Sa,
y=0

sor konvergenciaja ellenére, a lz _50 transzformacié segitségével eléallitott

z—¢ S
(3) h 20| = folz) = 2 by(lo) 2

1—C,2 -0

és azegységkorben szintén regularis fiiggvény hatvinysora a (z—&,)/(1—,2) =1
egyenlet megoldas-pontjaban, a z = (1 + &,)/(14¢,) pontban divergens. TURAN
még azt is bebizonyitja, hogy ha az (1) sor a z = 1 pontban Abel-szummélhatd,
akkor a (3) sor a z = (1 + &,)/(1 + &,) pontban ugyancsakAbel-szummélhaté.
Kérdése az, hogy a (2) sor (C,1) szummaéalhatdsagabdl feltétleniil kovetkezik-e
a (3) sor (C,1) szummalhatésaga is a z = (1 4 {p)/(1 + L“O) pontban.

A szerz$ azt az altalanosabb tételt mutatja ki, hogy ha % tetszdleges
pozitiv egész szam, akkor a (2) sor (C,%k) szummalhatésagibol nem feltétleniil
kovetkezik a

S A
4 by =
@ S0 |5

sor (C,k) szummalhatdsaga.
A bizonyit4s lényege a kivetkezs: Jelolje af® a (2) és ¥ a (4) sor n-edik
(C, k) kozepét. Kimutatjuk, hogy az a®-ek és p-ek kozott talalhaté olyan

0

[ ¢ &) -
(5) B = D eW(Ly) afP

alakt kapesolat, ahol ¢®)(l,) csak az n, v, k és {, értékektdl fugg. Az (5) Gssze-
fiiggés szummaécids eljarast definial, amely permanens, ha [¢{f)({,)] méatrixa
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kielégiti a TorprLitz—ScHUR-féle feltételeket. Bebizonyitjuk, hogy ennek
ellenkezéje igaz, amennyiben igazoljuk, hogy nincs olyan K allandd, amelyre a

2 ic(k)(so

egyenl6tlenség minden n-re teljesiilne. Van tehdt olyan konvergens {o, }
sorozat, amelynek {7,} transzformaltja divergens. Legyen ezutan

n+k) J
O’n ’

an:Ak+l[ k

akkor az

f1(z) mza,z‘

=0

sor konvergens a |z | < 1 kérben és ol = g, f¥ = 7,, azaz f,(z) éppen
a tétel kovetelményeinek megfelel fiiggvény.

3AMEYAHHUE 0 CYMMHUPYEMOCTH PsiJA TAYLOR-A
HA OKPY)XHOCTH CXOJHUMOCTH, I

L. ALPAR
Pe3iome

ABTOp faeT 0TBET Ha OJMH BOIpOC, nocraBjeHHbld P. TURAN-oM. TURAN
noKasas (B 0HOM Haxoasieiics B meyatu pabote [1]), uto ecim 0 < |§,| < 1, To
CYIECTBYeT TaKasi, peryjsipiasi B Kpyre |z | < 1 ¢yHxumus

(1) hiz)= 2 a2
=0
4qTo, HeCMOTpﬂ Ha CXOJHUMOCTb p;ma
(2) oy
v=0

CTENeHHOM Psii MOJYYeHHOH ¢ momowibio npeodpasoBanmi (z — Co)/(1 — &42) B
€IMHHYHOM Kpyre TakyKe perynﬂpuoﬁ (hyHKUMK

z— e

3) ( 0] = h(e) = bl

. 1+, % o
pacxoautess B Touke 2z = (1 4 Lo)/(1 + {,) Tae 2z Takas TOYKa, YTO
(z — &o)/(1 — {p2) = 1. TURAN jpokasan Tarke, uto ecau psia (1) cymmupyem
no Abel-i0 B TOUKe 2 =1, TO TO >K& camoe HMeeT MeCTO B TOYKE z =
= (1 + &o)/(1 + &) anst psaga (3). Ou crpaumBaer : 00513aTebHO CJIEAYeT JIU
u3 cymmupyemoctd (C,1) psina (2) cymmupyemocts (C,1) psina (3) B TOuke
2= (1481 +E)?
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ABTOp J0Ka3blBaeT (oJiee 00LLYI0 TEOPEMY, COTJIACHO KOTOPOi NpH Jo6om
1eJI0M nosoykuteabHom k u3z cymmupuemoctu (C,k) psina (2) He 06s13aTesIbHO
cnenyer cymmupyemoctb (C, k) psina

) bty mf+ﬂ

v=0 1+Co

CywHocTb J0KasatenbcTBa Takosa : Ilycrb ol u % oGosznauaer n-vie
cpemme (C k) pspoB (2) u (4) COOTBETCTBEHHO. I[OKaSblBaeTCﬂ 4YTO MEXAYy
o u B% umeeT MECTO COOTHOLIEHHE THMA

(5) B = 2 e (Co) «57)

rae (o) 3aBUCUT JIMWIb OT 11, V, k U go CooTHoueHKE (D) onpesesieT Nporecc
CYMMMpPOBaHUsI, KOTOPBIN PeryJisipHplii ecin matpuua [c$)(Co)] yroBnerBopsieT
ycnoBulo TOEPLITZ—SCHUR-a. Jl0Ka3biBaeTcsl, YTO MMEET MEeCTO INpPOTHBHOE:
He CyLIecTBYeT TaKoi MOCTOSAHHOK K 151 KOTOPOH HepaBeHCTBO

V' k |

P 10( )( L)l < K

=0
vmMeJ1 651 MecTo /15t BeeX 7. TAKUM 06pasoM, CyIIeCTBYeT TaKasi CXOAsAILAsICSs TocJIe-
J0BaTeNbHOCTb {0, }, mpeoGpasoBaHHast KoTopoii — {7,} pacxoaurcst. Tlyctb
(n + k

%=Aﬂﬂ roraa pax fo() = 3 ay
-

cxopmrca B Kpyre [2| < luald =@, 0 =1, T. €. q)yHKuuﬂ f1(z) ynosie-
TBOPsieT TPeOOBAHUSIM TEOPEMBI.




EXTENSION OF CERTAIN THEOREMS OF THE STURMIAN TYPE TO
NONLINEAR SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS

by
Imre BIHARIY

Introduction

M. BocHER [1], [2] (pp. 44—52) added a series of new results to those
of CH. STURM [3] concerning the linear combination of a solution and its
derivative, of a second order linear differential equation. The present paper
gives some new contributions to these investigations concerning certain
nonlinear equations.

I thank J. Czreszer for his valuable criticism and remarks.

§1
In a preceding paper [4] of the author the equation

4 (P@) ) + Q@ 2) f(v, ) = 0
dx

was discussed from the point of view of oscillation and comparison of the
solutions. In the present paper we deal with solutions of the equation

d
(1) e (Px) v') + Q@) f(v, ') =0 .

Let the following conditions be assumed throughout this paper:

1. P(x) > 0 and P(x)€C,, Qz)€C, in [a,bd],

2. f(v, w) is defined for arbitrary »,w and f(v, w) € Lip (1) in any bounded
domain,

3. f(Av,Aw) =Af(v,w), f(0,w)=0 and sgn f(v, w) = sgno.
Let us take two linearly independent solutions (v, v,) of (1). They have no
zero in common. (See [4], § 1.). We conclude herefrom that

A(@) =vyv, —v,v;F0 in [a,b] .
Namely regard a point ¢ with a < ¢ < b where v,(c) 5 0, v,5(c) 50 but
Ale) = 0, i. e.
vi(e) _ vs(e)

vy(¢) ) v,(C) :

1) Polytechnic University of Budapest, Ist Department‘ of Mathematics.
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Hence vy(c) = Av,(c), vy(c) = Avy(c) (A= 0) and this involves v, = A0, in
[a,b]. On the other hand if v, = 0, A(x) = v, v, + 0; for v; # 0 (except
v; = 0) and v, &+ 0. It is a simple well known fact that » (if different from
v = 0) cannot have an infinity of zeros in [a, b]. For this would imply v(c) =
v’(c) = 0 at a limiting point ¢ of these zeros, and this contradicts v = 0.
Consider now the linear expression of » and v* (v £ 0)

(2) D(r) =g v — @ PV .

Assuming suitable conditions @(z) cannot oscillate in [a, b] infinitely often.
This is expressed by

Theorem 1. Let ¢,, ¢, and f(v, w) satisfy in [a, b] the conditions

1. p)(x) and @y(x) are derivable,

Py Q
P

then @ cannot have an infinity of zeros in [a, b].?

2
2. {p1, ¢2}:¢;¢2—¢;¢1+%+ H@aPrpy) 0

Proof. In the opposite case there would exist again a point ¢ in [a, b]
where

D(c)=D(c) =0 .
With regard to (1) and (2) we have herefrom

(3) P10 — @ P =0
(4) P10+ (pr — @2 P) v + @, Qf(v,v) =0,
whence being »(c) = 0 or v’(c) = 0

v _ ¢ v _ P

— =" 0r — =-"— .

v @, P v @,

(Namely owing to the first equation if » == 0, then ¢, = 0, if ¢* &= 0, then
@, # 0.) Putting this in (4) we get

v v’

— {91, e} =0 or _——{p, @} =0 B e
P2 ]

what is impossible.

§ 2

The zeros of two linearly independent solutions (v,, v,) of (1) separate
each other (see [4] § 2.). — We raise the problem of finding suitable conditions
for the same behaviour of the functions

D, = @0, — @ Py
(5) ;
Dy =gy v, — P Pv; .

2) Theorems 1. and 3. reduce to BéCHER’s theorems provided that f(v, v) = v.
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We can give such conditions only for the special case where f(v,w) =
= v3/(v® 4 w?), i. e. for the equation )
o3

(6) wa+th+v;=

discussed several times in [4]. In the linear case — where f(», w) = v — the
function D(x) = ¢,0 — @, Pv’ satisfies the second order linear homogeneous
equation

Plp, ¢ (PD) = AD + B

A and B depending on ¢4, ¢,, P, @ by intricate formulae. This equation is not
singular provided that P+ 0, { @, @, } 7 0. As ¢ + ¢2 > 0, the functions
D,, D, are linearly independent such as v; and v,, consequently their zeros
separate each other, thus BocHER’s theorem ([2], p. 48.) — relative to linear
equations — is not very far reaching.

However, assuming f(», w) to be nonlinear, a nonlinear second order
equation is obtained for @ not belonging to types, for which it is known
that zeros of their ‘“independent’” solutions separate each other; moreover
we cannot establish whether @;, @, are independent, for we do not know
whether they have zeros in common or not.

It is in the esentially nonlinear case where the separation theorem con-
cerning @;, P, claims for a ‘“separate’” proof.

The actual proof shows just the fact that @, and @, are linearly inde-
pendent.

In order that @, and @, should not have an infinite number of zeros
in [a, b] we assume here too that

3 P2Q
3 P? - ¢}

2
Wwﬁ=%+%%—%%+ #+<0 in [ab] .

Let x,, @, be two consecutive zeros of @, in [a, b]. Further — for the sake of
brevity — we introduce the notations

A=%+PM%—¢Wﬂ=ﬁP—PCﬂL-B=—%%QC=WWP-

Now we can formulate
Theorem 2. If
1) ¢,, @, are derivable, P > 0, P€C,, Q€Cy, {9, 93} F O,
2) A>0, A+C>0, B2(A4A+0)<3A4AC(4A+0C)

then @, has a zero (and only ome) in (¥, x,) and conversely : P, has a
unique zero between two successive roots of D,.
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In particular, in order to satisfy the conditions 1) and 2) it is sufficient
to assume the following hypotheses :
’ P et
L3P=Q

spr 150, @1, P,

N Pa0, 00, “”i)
%1

are derivable, P €C,, Q€C,.

Viz. condition 1’) involves

A=<pg[1_P ‘&H Q 250, 41050, o=
! \P1 3P

4 P2

& ¢3 P? + ¢
and — as it may be easily seen —

B2 <3A4C .

But this implies
B2(4+C) <3A4AC(4+C) <34C4 A4 +0C) .

Proof. If the theorem were false, @, would not vanish in (x,, @,). D,
cannot vanish at any one of 2, and z,, for @, and @, have no zero in common
at all ; otherwise we should have v v, — vyv;, = 0 as at this point ¢} + P?¢} >0
(see (5)). Consequently the function @,/®, is derivable in [z, 2,] and vanishes
at x; and @,, therefore by the theorem of Rolle there is a point ¢ with a; <c <=,
such that
d (D,

—[—1=0 resp. PP, — D, P, =0 .
dz |, ) P ) 2

Writing this out in detail

3
(1

v? + v;?

vg ’ ’ !
-+ (¢, — @3 P v] v, — @ Pv) =
2+ vt (1 — @2 P) v3| (1 v — @2 Pry)

(p1 va — @3 Pvp) —

+ (@ — D)oy

(‘Pi v+ 92 @

‘Pi”z‘l“PzQ

V] Vs + V3V . :
1Y . A
(07 + v1?) (3 + v3?)
vi v} + vios® + vy v v V) + V17 03
(8% + v}2) (03 + v32)

where 4 = v{v, — v3v,. Therefore the expression in the square bracket®

= [¢% + (91 9s — P2 #1) P — @1 02 Quy v,

+ ¥ QP 4=0

3) Let us denote this expression by E.
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has to vanish at z = ¢. We state that neither », nor », vanishes at ¢. Supposing
e. g vy(c) = 0, then v,(c) &= 0 and we have at z = ¢

) 1
3+ (P192 — 9291) P + @3 QP

=0 where z,= ke
1422 v
By our notations this can be written as
(7) A+C’~l~=0 or zf:—A—“_C.
1422 A
In view of (4 + C)/4 > 0 we obtained a contradiction. Putting
L e L 3
e P " 25
the expression
(8) =4+

B2y + 2) + C(1 + 2,2 + 21 2)
(1+22) (14 23)

has to vanish according to our assumptions. Introducing the notations

ntz=>_¢ Aieg =1
we obtain the equation as follows
2
A+B§+0(l+n+n) I
1f& =219
or
(9)

A8+ BEH[(A+O) P+ (C—24)n+A+C]=0.
Considering this as a second order equation in & the discriminant is
fn) =B —4A[(A+C)*+ (C—24)n+ A+ C] = — 44(4 +
+C)n2 —44(C —24)n+ B2 — 44(A +C) .
But this is not capable to assume nonnegative values because its discriminant
164 [B%(A +0) —34C(44 +0)] <0

and —44(4 + C) < 0. Therefore (9) has no real roots and so z;, z, cannot
be real. This contradiction proves the theorem.

§3
Taking a unique not identically vanishing solution » of (1) we shall
investigate the zeros of the two expressions

D =q@v— g Pv’
(10)

Y=y, v—y,Pv .

92 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei 111./1—2.
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We ask whether one can obtain similar results as we got in the previous §?
The answer turned out to be affirmative (as for linear equations). This is
the content of

Theorem 3. If ¢,, @,, v, and vy, are derivable, and {@,, @} 0, {y, s} # 0,
D = @9, — 9,950 in [a,b], then the zeros of © separate those of ¥ and
conversely.
This theorem is meaningless unless one at least of @ and ¥ has several
zeros in [a, b].

Proof. A differential equation will be deduced satisfied by @ and ¥
(resp. by @/¥). — We start from the identity

Dy, v — o Pv') — (v — @ Pv') =0
what can be brought to the form
(11) V12— P)v— (. @ — g, ¥)Pv' =0 .
With regard to equation (1) we get by derivation herefrom
0 — VW +9@— V)4 [0 P— ¥ — (1, @ — ¥ &
+ 9P — g V) Plv + (v, @ — ¢, 7) Qf(v,v) =0 .
From (11) identically

(12)

(13) v_:}A ?’1(1)#(’712 A
v Py ®—g¥

Putting this into (12)
N ? -+ —o V) + [ P— 0¥ — (2P — P +

1 9, — ¥ 1p,P—p, ¥
EOT ek el LR R et )
Ya s P’) ]P e L) P, ¥) Qf Y

As D= g, p, — @9, 0, we can express @ from this equation at a point
where @ = 0 and ¥’ at a point where ¥ = 0, obtaining

& PuP) oy
D

W — {Wl’ 1/"2} [0 .
D

where {p,,®,} and {y,, w,} are the functions defined in § 1. The functions
@ and ¥ — as (10) shows — cannot vanish simultaneously. The remainder
of the proof proceeds perfectly on the lines followed by BOcHER (see [1],
p- 430) and we omit its mere reproduction. The rest of B6cHER’s results in
[1] may also be extended to equation (1). We mention only this : If we assume
furthermore that {@,,9,} and {y,,v,} have opposite signs in [a, b], then
one at most of @ and ¥ can vanish and moreover only once.
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Application to equation (6). Take ¢, =¢, @,=1, v, =1,9,=0,
then @ = gv — Pv', ¥ = » and

or:

¢? 1
y ar — p’ e s Yy, =—>0.
{91 9o} = 9" + P ‘% o+ P2 {1, o P
Therefore if we choose ¢ so that
¢? Qp? :
14 ’ 4 — - <0 in [a,b] ,
(14) e [a,5)

then only one of » and ¢v — Pv’ can vanish in [a, b] and at most once, i. e.
equation (6) is non-oscillatory (no solution of (6) can have several zeros in
[a, b]). Specializing ¢ in (14) we obtain various sufficient conditions for the
non-oscillatory character of (6). — E. g. ¢ = 0 results in @ < 0. In this case
v and »’ together can have at most one zero in [a, b].

§ 4
Suppose that in (6) @ = const., P = const. > 0,g = A, then we have
the equation P
: v®
15 v+ 2 == 08
(15) S

— As known (see [4] § 3) — every solution of (15) is periodic with the period

" flu, 2 u(l 4w
P;,—_—J —u——du, f(u,l)_m.

—o0

Replacing in (6) P by a smaller, @ by a larger function, the oscillation will
be more rapid (see [4] § 2). Therefore if

max ()

2
min P .

(maximum and minimum are takenin [a, b]) and P;, > 2(b — a), then (6) is

non-oscillatory. — Denoting min ¢/max P by 4, and by % a positive integer,
every solution of (6) has at least k zeros in [a, b] provided that

kp;2§2(b—a) X
Remark. The second (resp. kth) order partial differential equation

ke 0 Q(x,l)f(aku i e

ox2

oy* ox

(& > 0 integer and f(up, ug) = pu f(p, q)) leads by the substitution « = e” v(x)
to the equation

v’ 4+ Qz, ) f(v,v") =0 .

2%
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Therefore the results obtained here and in [4] relative to this last equation
may be applied in the qualitative investigation of certain solutions of the
preceding equation.

(Received at 26 February, 1958. — In revised form at 24 March, 1958.)
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BIZONYOS STURM-TIPUSU EREDMENYEK KITERJESZTESE
MASODREND{ NEMLINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEKRE

BIHARI I.

Kivonat

A dolgozat célja BocHER [1], [2] és STURM [3] bizonyos linearis teriileten
nyert eredményeinek a kiterjesztése nemlineéris teriiletre. Ezek az eredmények
nemlinearis egyenletek linedrisan fiiggetlen megoldasaibdl és azok derivaltjai-
b6l képezett fiiggvénypirok zérushelyeinek szétvilasztasira, az egyenlet
oszcillilé vagy nem oszcillalé voltanak, e zérushelyek koziil egy adott véges
intervallumba es6k szama végességének megallapitisara vonatkoznak. Hasonld

- eredmények szerepelnek egy megoldasbél és derivaltjabdl képzett két és
tobb linearis kifejezésre.

PACIIPOCTPAHEHUE HEKOTOPBIX PE3YJIbTATOB THUIIA STURM-A
HA JIMHEAHBIE JU®P®EPEHLUMUAJIbHBIE YPABHEHHUSI BTOPOIO
MOPANKA

I. BIHARI

Pestome

Llenb padoTsl — pacrnpocTpaHeHHe HA HEJMHEHHYH Cilyyail HEKOTOPBIX
pesysnbratoB BOCHER-a [1], [2] 1 STURM-a [3] nosyueHHBIX B JIMHEHHOM ciyuae.
9TH pe3ysIbTaThl OTHOCSITCSI K OT/eJIeHUI0 HyJleit nap (yHKumii, oOpa3soBaHHbIX
U3 JIMHENHO He3aBUCHMBIX pelleHHil ypaBHEHMH M UX NPOM3BO/IHBIX, K OIlpeje-
JIEHHI0 OCLIMJIJTMPYEMOCTH HJIM HEOCLMJIJIMPYEeMOCTH YPaBHEHMSI, KOHEUHOCTH
yycia HyJleit B JaHHOM KOHEYHOM OTpe3Ke. AHAJIOTMUHbIE Pe3yJbTaThbl (UTYpPU-
pylT JUIsT ABYX M OOJBLIEr0 YMC/IAa JIMHEHHBIX BbIPA)KEHWH, INMOJIYYEHHBIX M3
00H020 PEUIeHHUs] U ero IPOM3BOIHBIX.



UBER DAS THOMSONSCHE PRINZIP
von

Gtza FREUD

In elektrischer Formulierung leutet das Thomsonsche Prinzip bekanntlich
folgendermassen : K, sei ein elektrostatisches Feld, das von den Ladungen
Qy, Qs, ..., @, erzeugt wird, welche auf den sich paarweise nicht berithrenden
und nlcht durchdringenden elektrisch leitenden Korpern K, K,, ... K,
mit den Oberflichen F,, F,, ..., F, verteilt sind. Die Ladung auf F; sei Q,
Es sei E ein anderes Vektorfeld welches, sowohl wie E, die hlgensohaft

(1a) [Ear==x0,
i

besitzt. Hier muss an der rechten Seite iiber alle Indices 7 summiert
werden, fiir die K, innerhalb des von der geschlossenen Fliche F begrenzten
endlichen Gebietes liegt. (1a) soll fiir jede solche geschlossene Fliche F gelten,
welche keines der K; schneidet. Erstreckt sich der Raum ausserhalb der K,
ins Unendliche, dann wird auch die Giiltigkeit von

B =01r%

vorausgesetzt. Wie iiblich, bedeutet » den Abstand von einen festen Aufpunkt.

Die rechte Seite in (1a) bedeutet hier die Summe der Ladungen innerhalb
der geschlossenen Fliche F mit dem Flichenelement df. Dann ist die elektro-
statische Energie des tatsidchlich auftretenden Feldes E, die kleinste, die bei
verschiedener Wahl des fiktiven Feldes E entsteht :

(2a) iJEg dr < iJ E2dr
(d7 ist das Volumenelement).

Ks gibt auch eine gleichwertige Formulierung dieses Prinzipes fiir
stationdre Strome. K,, K,, ..., K, seien vollkommene Leiter, denen also
keine Potentialunterschiede infolge Leitungsstrome entstehen. Diese Leiter
seien in ein homogenes Medium endlicher Leitfihigkeit eingebettet und auf
fest gehaltenen Spannungen gehalten. Das Feld der Stromdichte des ent-
stehenden stationdren Stromes sei 7,. Dies soll mit einem Felde i verglichen
werden, welche dieselben Quellen und Senken wie zo besitzt. In Formeln
heisst es

(1b) §idf =& i, df
y . F F

21
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fiir jede geschlossene, die K; nicht schneidende Fliche F. Anschaulich bedeutet
dass dass aus jedem Leiter derselbe Gesamtstrom fliesst und im Felde
keine weiteren Quellen und Senken vorhanden sind. Dann ist der Wirmeverlust
bei i, am niedrigsten. Nach Unterdriicken konstanter Faktoren, lautet das
formelmissig

(2b) ji%dt§ji2dr -

Der gemeinsame mathematische Inhalt dieser Behauptungen besteht darin,
dass unter Feldern mit gleichen Quellen und Senken das Wirbelfreie das kleinste
Quadratintegral besitzt.?

In der praktischen Elektrotechnik hat es eine immer wachsende Bedeu-
tung, die Stromverteilung in Leitern zu studieren, in welchen zwischen Strom
und Spannung ein nichtlinearer Zusammenhang besteht. Meistens ist die
Spannung gleich einer Potenz der Stromstirke. Das Thomsonsche Prinzip
ist in der oben formulierten Allgemeinheit leider falsch. Doch werden wir
zeigen, dass unter weiterer Einchriinkungen der Konkurenzfelder eine Variante
des Prinzipes giiltig bleibt.

Satz. Die vollkommenen Leiter K, K,, . .., K, seien an fest gehaltenen
Spannungen gelegt und in ein homogenes Medium eingebetett, in welchem
das Potenzgesetzt

(3) E =oa1°"1% (o =0 ;5> 0)

2wischen den Vektoren der Stromdichte und dem Vektor des elektrischen
Feldes besteht, wobei E der Vektor der elektrischen Feldstirke ist, © der
Vektor der elektrischen Stromdichte, wund i der Betrag des letzteren. Ks
entstehe im Medium das elektrische Feld E, und der Stromverlauf i,. Wir
betrachten nun solche Konkurrenzverteilungen i des Stromes, welche die
Qleichung (1b) befriedigen und denselben Stromlinienverlauf wie i, lesitzen,
d.h. i und i, sind in jedem Punkte parallel und gleichgerichtet. Wir berechnen
aus i ein fiktives elektrisches Feld E nach (3). Behawptet wird, dass der
Awusdruck der Verlustleistung

(4) W=y |Ride

fi i =iy, E = E, am kleinsten ausfillt.

Dieses Prinzip scheint geeignet zu sein, die Stromverteilung angenihert
zu berechnen, falls das Stromlinienbild in guter Niherung vorhanden ist.
Beziiglich Anwendungen sei auf eine folgende Arbeit von Herrn J. RINAGEL
verwiesen.

Beweis. Das tatsichlich entstandene Feld K, besitzt ein Potential :
(5) Ey= —grald .

Nach Voraussetzung ist :
t=il L)% »

1) Es werden auch Oberflichenwirbel mitberiicksichtigt, d.h. die Komponente
von E entlang der Oberfliche muss in jedem Punkte der F; verschwinden.
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wobei @ > — 1 eine skalare Ortsfunktion mit div (z1,) = 0 bedeutet. Wir
bilden eine einparametrige Schar von zugelassenen fiktiven Stromverteilungen
(6) i(e) = (1 4 ea)d, 0<e<l1

bilden hieraus E(e) nach (3) und zeigen, dass der Ausdruck
(7) Wie) = ;_‘[ E(e)i(e) dr
seinen kleinsten Wert fiir ¢ = 0 annimmt. Man erhilt nach einigen Rech-

nungen
L1 — %JEO(x iy) dT = — ———Jgrad D(x1y) dv =

de

e=0

T E%J civ (P iy) dr + ﬁ + IJ(DdiV (x1y) dr

Nach (1b) ist div (zi,) = 0, daher verschwindet das zweite Glied. Das Integral
im ersten Gliede ist gleich

n -
o, (j)xiodt :
v=1 15"

wobei F, die Oberfliche von K, bedeutet und @, der konstante Wert von
@ auf K, ist. Nach (1b) miissen nun alle Integrale iiber die einzelnen F,
verschwinden. Es ergab sich also

aw
8 =], ==l
@ e
Es ist weiter
(9) flzzi(‘g_*_l)ﬂf(l+8x)ﬂ—lx2ig+1dr> 0
de? 2

falls 2 nicht identisch verschwindet. Aus (8) und (9) ersieht man, dass W (e)
fiir ¢ = 0 tatsichlich am kleinsten wird, w. z. b. w.

(Eingegangen 20. May. 1958.)

A THOMSON-ELVROL
FREUD G.

Kivonat

iV A Kl, K,, ..., K, idedlis vezetSk olyan elektromosan vezetd kozegbe
vannak dgyazva, melyben az E elektromos térerésség vektor és az i aramsuru-
ség vektor kozott az

E=oai-13 =10, 8i=10
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nem-linedris kapcsolat all fenn. Legyen E,, i, az a ténylegosen kialakul6
elektromos tér és aramelosztds, amelynél a K; vezet6bdl I; dram lép ki
(j=1, 2, ..., n). Tekintsitk az olyan fiktiv ¢ arameloszlasokat melyeknek
forrasai és nye101 i,-lal azonosak, azaz amelyeknél minden zart F feliiletre

fidf = §i,df
F F

teljesiil és az ¢ vektor minden pontban ugyanolyan irinya, mint i;. Ebbdl az
i fiktiv arameloszlasbél az

$Edf= =

i=1
W=1[Eid

képletekkel szamitott fiktiv wattveszteség akkor a legkisebb, ha i = 1i,.

0 NMPUHLUHUIE THOMSON-A
G. FREUD

Pe3iome

WUneanbHble npoBofHUKU K, K, ..., K, 1OMEIEHb B TAKYI0 JJIEKTpPH-
YecKy MPOBOJISIYI0 CPely, B KOTOPOH MeXIy BEKTOPOM 3JIEKTPUYECKON CHJIbI
nosisi E ¥ BEKTOPOM IJIOTHOCTH TOKA ¢ MMEET MECTO HeJIMHeiHasi CBA3b

E=a"1% =05 B =10 .

Myctb Ey, iy CyTb J€iCTBUTEJIbHO BO3HUKAIOLINE DJIEKTPUYECKOE T10J1e U pacipe-
JleJIeHHe TOKA, ITPU KOTOPOM M3 NPoBoAHMKA K ; BBIXO/IUT TOK Lili=1,25...; 1)
PacecmoTpum Taxkue GUKTUBHBIE pacnpeneneﬂuﬂ TOKA i, 151 KOTOprX 1151 BCSIKOI
3aMKHYTOI ITOBepXHOCTM F uMMeeT MmecTo

$idf = diydf
F F

M HanpaBJeHHe BEKTOpa @ B KaJXK/10i TOUKe COBNAJaeT ¢ HampapieHueM iy s
9TOro (UKTHBHOIO paclpeesIHUsl ToKa & (MKTHBHASI BAaTTOBAsl 110Tepa, BbIUK-
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0 CXO0OUMOCTU MHTEPINOJIALMOHHOI0O METOA
oJIAd MUPPEPEHLUMAJIbHBIX U UHTETPAJIbHBIX YPABHEHUN

b'r’ré KIS

B Hacrosiuieii pabore u3yyaeTcsi CX0JAMMOCTb MHTEPIOJISILUOHHOI0 MET0/a
JU1S1 pelIeHUst JIMHEHHBIX HHTETPAJIbHBIX YPABHEHUH BTOPOro poja M I'PaHUUHbBIX
3anau JUist 00bIKHOBEHHBIX (e peHUNaNbHbIX ypaBHeHuit. [ToyyeHHbIe pe3yJib-
TaTbl 00LIee M JIyylle U3BECTHBIX.

B § 1 nepeuncisisiioTcst 1oJiydyeHHble 10 CHX TNMOP (AKThl 00 HMHTEPIOJisi-
LIMOHHOM MeTofie. § 2 1 § 3 cojiepyKaT HEKOTOPbIE HOBBIE PE3YJILTATHI AJIs1 Cilyyast
MHTErPaJIbHbIX M JU(QepeHnaiIbHbIX YPaBHEHUH COOTBETCTBEHHO. B jByX
NOCJIeIHUX §-aX NPUBEJEHB MX J0Ka3aTeJbCTBa.

B nanbHeAmmx coo0imenusix OyfeT U3y4yeHo pelleHNe WHTEePIOJISIIHOHHBIM
METOJ0M 3aa4 0 COOCTBEHHbIX 3HAUEHHMSX M YPABHEHMIl ¢ YACTHBIMH IPOU3BO/I-
HBIMHU.

§1

MHTeproJIsAMOHHBIA METO/, 0 KOTOPOM MJET peub, Obla1 npeaioxen JI. B.
KaurtopoBuueM JUIsi  TIPUOJIMOKEHHOTO  pEIIEHWSsI YPABHEHMHA C 4YaCTHBIMH
npousBojHbIMU (cM. [1]). Jlisi peuieHusi 0OBIKHOBEHHBIX AM((EpeHIMaIbHbIX
ypaBHEHHUiI 3TOT METOJ BIepBble ObLI NpUMEHeH B [2].

Ecim orpaHuunThes claydyaem ypaBHEHHsI

2m—1
(1) yem(z) = > fi(@) y®(x) + f(z)
Y TPAHUYHBIX YCJI0BUIA R
(2) y®(a) = yM(d) =0 k=0,1,...,m—1),

TO METO/I COCTOUT B TOM, UTO npnﬁﬂume}moe pelIeHre UIIETCST B BU/IE JIMHEMHOMN
KOMOMHAIUK (I)yHKuMM YAOBJIETBOPSIIOUMIMX I'PAHUYHBIM YCJIOBUSIM, HaanMep,
B BHUJIE

n
(3) 2x) = (b —2)" (& —a)™ > ¢, a1,
k=1
a KO3((UUMEHTBI ¢; ONpeiessiioTCsT U3 ypaBHEHUH

2m—1

4) 2@m)(g 2 felx) 20(x;) + fz,) (=12 - vm)

25



26 KIS

rjie y3Jbl X; CyTh HEKOTOpble TOYKHM OTpe3ka [a, b], T. e. Tpebyercst uTodbl (3)
YA0BIETBOPSI0 AU(QepeHIMAIBHOMY YPaBHEHUI0 B y3Jax.

B [2] u [3] yTBep)KAA€ETCS, UTO MHTE PIIOJISIUMOHHBIA METOJ CXOUTCST OJIHO-
BpeMeHHO ¢ meTogomM momeHToB. 3J. B. Kapnunosckasi B pabore [4] nokasaia,
4TO 3TO yTBEpPIK/AeHUE 0KMO04YHO0. Onupasich Ha 00ILYI0 TEOPUIO NMPUOJIHIKEHHBIX
MeToj0B aHaym3a, passutyio JI. B. KantopoBuuem B pabore [5], ona joka-
3asa, yTo ecim A = | He SIBJIsIeTCsl COOCTBEHHBIM 3HAUEHHUEM YPaBHEHUST

yem@) =4S f(@) y0(a)
=0

IIPY FPAaHUYHBIX YCI0BUAX (2), TO ypaBHEHUSs (4) UMEIOT eIMHCTBEHHOE pellleHue
JUIsL I0CTATOYHO OOJIBIIMX 71 B TIPeANOJIOXKEHUH, UTO fo(X), f1(X),. .., fam—1(X)
HeNpepbIBHO AUPdepEeHIUPYEMbI, U

2

(5) ly® — 20 o= 0 &™) wm o (k=0,1,...,2m)
y al nf+!l—1

B IPeI0J0YKeHUH, uTo [ (X), fo(X), f1(X),.. ., fam—1 (X) MUMEIOT r-y10 NIPOU3BOJIHYIO,

YI0BJIETBOPSIIOLIYI0 YycioBUI0 Lipschitz-a ¢ moxasaresiem a, a ysibl, COOTBET-
CTBEHHO, CyTb abcumccbl YcObleBa wuiu (Gauss-a, OTHOCSIIMECST K OTPE3KY
[a, b].

[TpyMeHeHNe WHTEPIOJISILIMOHHOIO MeTOAa /ISl PElIEHHsT MHTePrajibHbIX
ypaBHeHuii 6bu10 npetoykeno JI. B. Kanrtorosuuem B [5].

B ciyuae ypaBHeHMi

b
(6) ) =2 | K(@,1) p(t) dt + f(z)

a

METOJ[ 3aKJII0YaeTCsl B TOM, YTO MPUOJUIKEHHOE PEILCHUE WIIETCST B BU/IE JIMHEH-
HOi KOMOMHAIIMM M3BECTHBIX (YHKLMHA, HANpUMEP B BU/IE

(7) p(@) = Yok

unm, B cayvae orpeska [0,1],

®) p@) = Noccosalk — 1)z,
k=1

a KOI(UUHMEHTBI ¢, ONpeAesIsIOTCS U3 YpPaBHEHUH
)
) @) =2 [K@o )y dt+f@) (k=12 ...m),

T. e. TpeOyeTcsi, uToGbl MPUOIIMIKEHHOE PELEHNE Y0BJIETBOPSIIO MHTErPAJIbHOMY
YpPaBHEHUIO B y3Jax.
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B [5], onupasich Ha y»Ke YIIOMUHABUIYIOCST 00LIYI0 TeOPUIO TPUOIMIKEHHBIX
METOJ10B aHaJIM3a, J0Ka3aHo, YTo ecju 4 He ecTb coOCTBeHHOe 3HaueHue st (6),

2k — 1
10 Xy =— =
(10) K o =0, e
"
(11) E, [K]log2n—0, E,[f]log2n—0 ,

TO NpH J0CTATOYHO OonblMX 1 (9) MMeeT eMHCTBeHHOE pelleHue, a (8) paBHO-
MEPHO CXOJUTCSI K PELIEHWI0 MHTErpasibHOro ypaBHenusl. 3pech E, [f] u E, [K]
o0o03HavaloT Hamilyuiee npubavkenne f(x) m K(x, t) pynxuusimu Buja (8), rae
KOS(Q(UUMEHTHI MOCTOSIHHBI WM (YHKLMKU TepeMEHHOM ¢ cooTBeTcTBeHHO. (B [5]
BTOpOE U3 ycJIoBUH (11) OTCYTCTBYET, UTO BO3MOYKHO JIMIIL B CJlyyae, Korja IpH-
O KeHHOe peleHue HIeTest B BUe f(x) -+ w(x)). U3 paccysgienuit JI. B. Kanro -
POBHMYA CJIEYET TAK)Ke, UTO IIPU CJEJAHHBIX IPEII0JI0KEHUSIX

(12) |9 — vllc = O{(E,[K] + E,[f]) log?n} .

Jra dopmyJia He MOXKET OBITH NpPUMEHEHA JJIs1 9p(HEeKTUBHOM OLEHKU TOrpeli-
HOCTH, TAK KaK CrpaBa (UIypupylOT ¥ HeU3BECTHBbIE IOCTOSIHHBIE. ABTOD NpHU-
BOJUT TaroKe GhopmyJiy, ¢ MOMOLIbLI0 KOTOPO 39(hQeKTUBHAST OL[EHKA MOrPELIHOCTH
MOJYKET OBIThH TpPOBeJIEHA.

B nanpneimem nam morpeOyercst oauH pedynbratr M. K. TaBypuna.
OrpanuunBasich cyyyaem (7), OH MOXKET ObITh C(OPMYJIMPOBAH TAK : YCJIOBMSI
(9) BuIMOJHSAIOTCS 1151 (7) B TOM ¥ TOJIBKO B TOM cilyyae, eciu (7) siBiisieTcsl perie-
HUEM UHTETPAJIBHOTO YpPABHEHUSI

b
(13) v@) =2 | P[K(z,0)]y() dt + P[f()] ,

a

rie P[K(x, t)] u P[f(x)] o6o3HauatoT nHTEPIoJIsSILIMOHHbIe MHOTOUJIeHBl Lagrange-a
Gynkuwii K(x, ) u f(x) mo ysnam X, X,. .., X, (KO3QOULUUEHTHl NEPBOr0 U3 HUX
Cy1b (YHKUUM T€PE¢MEHHOH f), T. €. MHTEPIOJISIUOHHBIA METOJ €eCTh YaCTHBIN
cyvaid cJielyromero o0IEro MeToa : B KauecTse NpubIM»KeHHoro peuenust (6)
0OepeTcsl pelieHHe MHTerpajbHOTO0 YpaBHEHMSI

b
(14) y(@) =2 | Li@,t) p(t) di + g()

a

C BBIPOYK/JICHHBIM s11poM, 1€ g (X) U L(x, ) B KakoM-HUOYAb CMBbICIE OJIMSKH K
f(x) n K(x, t) COOTBETCTBEHHO.

10T paKT ee He Obu1 onmyOinKoBaH. C paspelieHNeM aBTOpa HUYKe TPU-
BOJIUTCST €r0 JI0Ka3aTesibCTBO.

§ 2

Ceilyac Mpl JUIst cJlyyast MHTETpajbHBIX YPaBHEHMI IpUBeEJEM HEKOTOPbIE
HOBbIe Pe3YbTaThl. OrpaHMuyMMCs cJlyyaeM, Korja NpUOIMIKEHHOE PELIeHe
umietcest B BUe (7). Byaem mpepnonarathb, 4to A He €CTh COOCTBEHHOE 3HAYEHME
ypaBuenusi (6), a pynkuun K (x, f) 1 f(x) HeIpepbIBHLL



28 KIS

BBejeM 151 ocTaTKa OT MHTEPNOIMPOBAHUST HEKOTOPO (yHKuMM F 0003-
Hauenue R[F], 1. e. nycThb

(15) R[F]=F — P[F] .

Teopema 1. Ecau unmepnoasyuonnsui npoyecc 041 f(x) u K (x, t) paesno-
MepHO cxo0umcst, mo 041 00cmamodno 6oasuux n (9) umeerm eouncmeeHHoe peuie-
nue, Y(X) pasHomepro cxooumes Kk ¢ (x) u

(16) lp — vllc =O(|BLK]|lc + B [A1lc) -

0603HauMM Hauilyuilee MPUOIMIKEHUE HEKOTOPOH (yHKuMM F(X) MHGIO-
yJleHaMU 17-0# cTenenu yepes E, [f]. Eciim pyHKIMsI 3aBUCUT eLle U OT NepeMeHHOM
t, To U KO3(HUIMEHTB MHOTOUJIEHOB CYTh (DYHKIMH 3TOi NepeMeHHoi. 4, 0603Ha-
yaer MOCTOSIHHYI0 Lebesguie-a MHTEPNOIUMPOBAHUS 110 Y3JIAM X;, X, . . ., X,

CnencrBue 1. Ecau

(17) lim A, E, [K]=1lm 4, E,[fl=0,
mo o e
(18) |9 — vllc = O{4(E, [K] + E,[f])} -
CnexcrBue 2. B cayuae ompeska [—1, + 1] u y34106 Yebvuuesa
(19) afk=00s2k2;1n (=125 n)

6 (17 u 18) emecmo A, momcro nucams log n.

Teopema 2. Ecau unmepnoasyuonnsii npoyecc cxooumes oan K(x, t) u
f(x) 6 cpeorem, mo 045 docmamouro 6oavux n (9) umeem eourHcmeernHoe peluenue,
w(x) cxooumes ¢(x) 6 cpeorem u

(20) |9 — |l = O(|BLK]||: + | B [f]l2) -

CnepcrBue 3. Ecau y3avl cymb KOPHU MHO204ACHO6, 0pNIO20HAABHBIX HA
ompeske [a, b] no eecy p(X), y0oeaemeopsiougemy ycaosur

(21) pe)y=m >0.,

mo 042 docmamouno Goabwux n w(X) cywecmeyem, eOUHCIBEHHO, CX00UMCSL 8
cpeoHem K @(x) u

(22) ¢ —v:=0E,[K] + E,[f]) .

3ameuanue 1. B (16), (18), (20) u (22) Bmecto K MO)KHO nucath
2
(23) |Kmn¢mm.

a

3ameuanue 2. Pe3ysibTarhl, aHAJOIMUHbE TIPUBEJEHHBLIM Bbillle, HMEIOT
MeCTO M B CTyyae, Korja npudJnyKeHHoe pellleHye UILETCs] He B BUjle DAlMOHATb-
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HOT'0, & B BU/(€ TPUTOHOMETPUUECKOTO MJIM YETHOTO TPUTOHOMETPHUUECKOT0 MHOI0-
yieHa. Tak, Hanumep, B ciydae, wucciaegoBanHom JI. B. KanropoBuueMm,
TNIPUBE/ICHHDII BbIIE Pe3ysbTaT MOYKeT ObITh yiydiieH : B (11) u (12) BmecTo
log, n mo)kHO mucaTh log n.

3ameuanue 3. Eciu mHorowieH (2n — 1)-0if creneHu (x) yaoBiieTBopsieT
ycioBusim (9) u
V(@) =0 (k=12 ...,n),

TO B ciyuae oTpeska [—1, 4 1] u y3n0B (19) 1151 paBHOMEPHOI CX0AUMOCTH (X)
J0CTaToOYHO TpeboBaTh 0T f(x) U K(x, f) MX HENpPEPLIBHOCTH.
Ha artor daxt oopatusi moe BHMUMaHue P. TURAN.

3amevanue 4. Popmyanl (16), (18), (20) u (22) pawT MHPOpMALMIO O
NOPSIIKE CXOJUMOCTH, HO He MOTyT OBITb MCHOJIb30BaHBI IS 3()PeKTUBHOM
OLIEHKM IOrPEINHOCTH, TAK KaK B HUX (UIYypPUPYIOT HEMU3BECTHbIE IOCTOSIHHbIE
Takasi oueHKa MO)KeT ObIThb NpOM3BeJeHA C MOMOLIbI0 CJIeAyHIero (akxra:
nycrb (13) umeer pe3osbBeHTY (X, t, 4),

h =“ f{R[K(x, t)]]dt”c, B=|

DL—-')@

il
I, &
y(x,t, 4)| dt o
ecJIu
|A|h(14]4|B) <1,
TO A He siBJsieTcs1 cOOCTBEHHBIM 3HayeHuem s (6) u

e — vl < < (Al llpllch+[IB[Allc) 1 +]4] B
. W 1A 4 B

§ 3

B aTOM §-e NMPHUBOASITCSI HEKOTOPBbIE HOBbIE pe3yJbTaThl IS ciaydast aud-
(epeHIMaJIbHBIX YPaBHEHUIA.
OrpaHuuumcsi cjlyyaem ypaBHEHUS

(24) yRAmz) = 2 fx(@) YO (@) + f(2)

(KaK M3BeCTHO, BCSIKOe ypaBHeHMe BHAA (1) MO)KeT OBITb IIPUBEJEHO K TAKOMY
BUJy), TPAHMUHBIX YCJI0BMH (2) M npuOIM)KeHHOTo pelieHust (3).

[Tpeanonaraercst, uto KO3(QOULMEHTHl ypaBHeHHsl (24) HenpepbIBHBI, a
A =1 He ecTb COOCTBEHHOE 3HAUEHHE ypPaBHEHHUSI

2m—-2

(25) y@m(x) = 2 2 fol@) y®(x)

NpU FPAaHUYHBIX YCJI0BUAX (2).

Teopema 3. Ecau y3aet y0oséaemeopawm ycaosurw caeocmeus 3, mo 041
docmamoyro 0Ooasuux n 2(X) cywecmeyem, eOUHCMEEHHO, U émecme ¢ 2m — 1
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nepebIMU NPOU3BOOHBIMIL  PABHOMEPHO cxo0umces K Y(x), 2™ (X) cxooumes K
yem(x) 6 cpeonen,

2m—2
(26) Hth®h=qE{zvmﬂ+Emﬂ (k=0,1,...,2m — 1),
=0

k

2m—2
(1) e — e s = 0{8, | S feyd | + 5111
k=0
CaeacrBue 4. Ecau f(X), fo(X), f1(X),. . ., fam—a (X) umerom r-yio npou3ssoony:,
yoosaemeopsiowyyio ycaosuro Lipschitz-a ¢ noxasameaem o, mo
(28) ly® — 20| =0 : k=0,1,...,2m—1) ,
nrte
1
(29) |ly@m™ — z@m||;, = 0
nrte
3ameuanue 5. Ecim
(30) lim: e, =10,
n—oo
2m—2 i
(31) hmlnEn > fy® = lim lnEn[f] =0,
n— o ,‘:j) | n— oo

TO
o —&P]lc=0

A, (Enr'"jz g yqu +H. [/]"} (k=0,1,...,2m) .
k=0

Eciu BbinoJiHsIeTCSA ycjaoBuE CJ1€ICTBUS 4 u
A

lim —2- =0,
n—o ,nr+a
TO
: A
lg® — 2®||. = 0 |-= (=101 5 52 m)
nrte

CnexcrBue 5. Ecau 6vinoaneno ycaosue caeocmeus 4, mo 6 caydae ompesxa
[— 1, + 1] u y3108 Yebviuresa (19)

lg9 —Be=0[— @k=0,1,... 2m—1),
n a
(32)
logn
ly@m) __ pem)||  — ,
1y 2M|c=0 it
Haq ysa06 Gauss-a (32) maxmce umeem mecmo u
1
@m) __ Hem)| | —
TS e

(Eciu r= 0, mo o >1[).
IJTH OLEHKHU Jydure, yem (5).
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§ 4

[Tepexoaum K J0Kas3aTeJbCTBY YTBEPI)KIEHMH, OTHOCALMXCA K CJIydaio
MHTErpaJIbHbIX ypPaBHEHUH.

Cuavana jgoxakem teopemy M. K. I'aBypuna.

IMpennosioyxum, 4to st (7) BeIIOJIHEHb YCI10BUST (9). YMHOIKNM 9TH ypaB-
HeHust Ha [;(X) — (yHAaMeHTaJIbHble MHOTOYJIEHbI MHTEPIIOJUPOBAHUS U CJI0YKUM
MoJIyyeHHble PABEHCTBA. Mbl NPHUJIEM K TOXIECTBY

k=1

b
(33) ﬁwmmm=qwmijwmmM+zﬂmmm.
k=1 k=1

Ono coBnajaer ¢ ypasHenrem (13), TaK Kak crosuiasi cjieBa CyMMa, 04eBH/HO,
coBmajaer ¢ (7), a crosiuue CnpaBa CyMMbl CYTb HHTEPIOJISILUOHHbIE MHOIO-
uensl K(x, f) u f(x) coorBeTcTBeHHO. Takum obpadom (13) ectb ciencrue (9).
OOparHoe 3aKJII0UeHWE OYEBHM/IHO : JI0CTATOUHO MMOJACTaBUTh B (13) X, Ha MecTo
X ¥ cpasy npuxoaum K (9). CienosaresibHo, (7) B TOM U TOJBKO B TOM Clyuae
YIOBJIETBOPsieT ypaBHeHUsM (9), Korjga oHO yAOBJIETBOpsieT ypaBHeHHio (13),
a MMEHHO 3TO M TpeboBajoch J0KAa3aTh.

Tenepb Mbl J0KaXkeM Teopemy 1.

Cornacno sameuanuio Ha crp. 159 [6], ecim K, (x, f) u f,(X) paBHOMEpPHO
cxousitest K K(x, t) ¥ f(X) COOTBETCTBEHHO, @ A He SIBJISIETCS] COOCTBEHHbIM 3HA-
yeHueMm ypasHenusi (6), TO JUIsT JJOCTATOYHO OOJILIUMX 11 ypaBHEHUE

b
9u(@) =2 | Ko(,1) 9,(t) dt + fol2)

VIMEET eIMHCTBEHHOE PEeIleHHe, PABHOMEPHO CXOASIIEECH K PELIEHUI0 YPABHEHUST
(6). Purypupylomas B [6] na ctp. 158 popmyna (16) mo>xeT ObITH MepenucaHa
B (hopme

(34) o — @nllc 1— O(|K—K, |0 + O(f — falle) »

CJIeI0BATEJIbHO

(35) ”(p'_(pn”CZO(”K—Kn”C+”f_fn”0) #
Hast cayuas

Kn :P[KLfn:P[f]

M3 CKA3aHHOTO cJieJlyeT, uTo ypaBHeHue (13) nmpu gocTaTouHo OOJIbLIMX 11 UMEeT
€/IMHCTBEHHOE pelLIeHUe, PABHOMEPHO CXOjslieecsl K pelieHuio ypasHenus (6),
1 umeet mecto gopmyna (16), otkyna, B cuny teopembl M. K. I'aBypuna, cie-
JYeT YTBep)KAeHHE TeopeMmbl 1.

Kak usBectHo (cm., Hanpumep, [7], cTp. 539)

|R[F]|= (4, + 1) E,[F] .

Otcrona ¥ U3 Teopemsl 1 cpasy ciiejlyeT 3aKJIoueHue claejicTBHs 1.
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Tak Kak B ciyyae y3sjoB YeObieBa (19)
(36) A, = O(log n)

(cm., Hanpumep, [7], ctp. 540), To oTcloa CJIeyeT cripaBegIuBOCTD CJIEACTBUS 2.
Jloxka3aTesbCTBO TEOPEMbl 2 COBEPUIEHHO AHAJIOTMYHO /[0KasaTeJIhCTBY
TeopeMbl 1, TOJIbKO BMECTO HOPMBI TpocTpaHcTBa ' HAJI0 MUCATH HOPMY IIPOCTPaH-
cTBa L*M BMECTO paBHOMEPHOI CXOAMMOCTH T'OBOPHTbL O CXOAMMOCTU B CpeHEM.
CrgncrBue 3 nojyyaercsi U3 TeOpeMbl 2, eCud NPUHSATH BO BHUMaHHE, UTO
cornacHo Teopeme P. ErRDOs-a u P. TurRAN-a (cm. [8]) MHTeprosisiiMOHHBIH
TPOLECC CXOAUTCSI B CPeJIHEM JUIAl BCSIKOW R-MHTErpupyemoit GyHKUMU U

|B[F]|: = OE,[F)) ,

€CJIM y3JIbl MHTEPIOJIMPOBAHUS CYTh KOPHM MHOrOYJIEHOB, OPTOTOHAJIBHBIX T10
M0JIOYKUTEJIbHOMY Becy. (JTa Teopema MMEeT MeCTO M B cJlydae, €ClIMi MHTepIo-
JMpyemast (pyHKUMS HENPEPBIBHO 3aBUCHT €lle M OT NePeMeHHOM f).

13 nokasaresbcTBa Teopembl Ha cTp. 157 [6] BuaHO, uTo B (34) B uMcuTese
BmecTo K — K, MOXXHO NUCATh

b
| K@, 1) — K@ 0] g(0)dt .

a

710 1aeT BO3MOXKHOCTL B popmyiiax (16) u (18), ABISIOIMMHCS €€ CIIeJCTBUSIMH,
MPOU3BECTH AHAJOIMYHYIO 3aMeHy. AHAJIOTMUHBIM 00pa3oM MOYKHO 000CHOBATh
3aKOHOMEPHOCTh TaKoi 3amenbl 1151 popmyat (20) u (22).

3ameyaHue 2 UMeeT MECTO, TaK KaK BCe MCMO0Jb30BaHHbIE CBOWCTBA MHTEp-
noJupoBaHus no Lagrange-y UMEIOT aHAJIOTM B TEOPUM TPUTOHOMETPHUYECKOTO
¥ YeTHOTO TPHUTOHOMETPUUYECKOr0 MHTepIiosupoBaHusi. Ciyuyaii, uccie 0BaHHbIN
JI. B. KanTopoBuueM, SIBJISIETCS QAHAJIOTOM CJiyyasi, DPACCMOTPEHHOT0 B
CJIeACTBUM 3.

YTBeprKaeHue 3ameyaHusi 3 MoyKeT ObIThb 0Ka3aHO TaK)Ke, KAK U Teopema
1. Hajgo nuib 3aMeTUTb, 4TO BMECTO MHTEPIOJISIMOHHBIX MHOrowieHoB Lag-
range-a Mbl OyJeM MMeTb J1eJI0 ¢ MHTEPIOJISLMOHHBIMU MHOTouleHamu Fejér-a,
KOTOpbIe, KaK M3BeCTHO (CM., Hanmpumep, [7], cTp. 549) paBHOMEPHO CXOASTCA K
Ka)KI0M HenpbIPbIBHOW (yHKIMHU, €CJIU y3Jbl CyTh abcuuccsl YeObliesa.

OreHKa TOrpemHoCcTH, 0 KOTOPOM MJIeT peub B 3ameuaHnu 4, siBJISIETCSA
nepedpasupoBroit popmysst (21) co cTp. 159 [6].

5. §.

Jloxarkem, HaKOHEL|, YTBEPX(IEHUSI, OTHOCALMeCH K ciaydarw aAupdepeH-
[[MAJIbHBIX yPaBHEHHHA.

Haunem ¢ jokasartesibCcTBa T€OpeMbl 3.

O603Haunm uvepe3 G(x, ) pynkuuio Green-a auddepenunanbHoro onepa-
Topa

(37) dzm

dx2m
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NPy IPaHUUHBIX ycaoBusx (2). TTycThb

(38)

(39)

(40)

Tak Kak

(1) y®(@) =

TO

(42)

@(x) = y*™(z) ,
GO (x, t) = o
oxk

K@ t)= 3 )6 (1 .
k=0

b

fr(@) y© () = 22 fi(@) J G, t) p(t) dt =

k=0

2m—2
N
=G

(=}

a

b
2m—2

b
— | 7S futa) 0@, ty dt — j Kz, t)(t) de .
k=0

a

33

Mz,t) (k=0,1,...,2m—1),

b b
k
%JG(m,t)tp(t)dt:JG(")(x, He)ydt (k=0,1,...,2m—1),
X

N3 (38) u (42) cnenyer, uto ypaBHeHMe (24) MoykeT ObITh 3allMCAHO M B BUJE
UHTErpajbHOr0 ypaBHEHUS

(43)

b
9@ = | K@t g@)dt+ (@) .

Jlerko Bu€eTh, UTO, €Cin (3) Y/ OBJIETBOPSIET yPABHEHUSIM

(44)
TO
(45)

eCTb MHOrouseH (n — 1)-0if crenenu (7), AJist KOTOPOIr0 BHITOJHEHBI YCIIOBUS

(46)

2m—2
M) = 3 f(x)y®(x) + f(2;) (6=
fram

() = 20"(2)

b
wmw=ijwwmw+ﬂm =

U HA000poT : ecu st (7) BIIOJIHEHBI yc10BUst (46), TO

(47)

b

2(2) = J Gz, 1) (t) dt

a

€CThb MHOTroujleH BHjJa (3), yAOBJIETBOPSIOLWIMI ypaBHeHusim (44).

3 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IIT,/1—2.

)
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HeiictBuTenbHo, (3) ecTb MHOroujeH (n - 2m — 1)-0i creneHu, cJiejo-
BarenbHo (45) Oyner mHorowieHoMm (n— 1)-oif crenenu ; u3 (47), OueBMIHO,
crenyer (45) m noaromy (47) ectb MHOroujeH (n - 2m — 1)-0i CTeNeHw, eciiu
y(x)-MHOrOWIeH (n — 1)-0ii cTenenu, B TO >Ke Bpemsi (47), OUEBM/IHO, Y/IOBJIET-
BOPsIeT YCJIOBUSIM (2) U, CJIe0BaTeNIbHO, UMeeT BUJL (3) ; TOXKIECTBEHHOCTb yCJI0-
BUii (44) 1 (46) MoKeT OBITDH JIOKA3aHA TaK)Ke, KAK TOX/IeCTBEHHOCTb Y PaBHEHHI
(24) n (43).

MbI TIPeAnoaouian, uto KoaGduumeHTsl fo(X), 1(X), ..., fam—o(X) Hempe-
PBIBHBI, KaK M3BecTHO, dyHKumn GO(x, t) (k =0, 1,..., 2m — 2) TaK)Ke Hernpe-
PBIBHBI, cJiejioBaTesbHO, s11po (40) HenpepbiBHO. PYHKUMS f(x) Ta)Ke Ipearno-
Jaraetcsi HenpepbBHOM. Tak Kak A= 1 He $BJseTCs COOCTBEHHBIM YMCIIOM
ypaBHeHUs1 (25) MpM TPAHUUHBIX YCI0BUAX (2), 0HO He MOXKET ObITh M COOCT-
BEHHBIM YMCJIOM ypaBHeHUs1 (6). B Teopeme 3 y3jibl IpeAnoJaraiTcsi TaKUMHU
)Ke, Kak W B cjeactBuu 3. Takum oOpa3om, Bce YCJIOBUS CleJCTBUS 3
BBIMOJIHEHBI M T103TOMY TIPU JIOCTATOYHO OOJbIIMX 17 ypaBHeHus (46) umelor
eJIMHCTBEHHOE pelenne, (7) CXOAUTCS B CPeHEM K PELIeHHMI0 ypaBHeHHUs (43)
M, B CWJIy 3aMeYaHusi, UMeeT MecTo (opmyJia

(48) o — vl = O (B,| J'bK(x, Ot dt| + B, [1]) -

B cuily cKa3aHHOro Bblliie OTCIO[A CJIEAYET, YTO MPU J0CTATOYHO 00abMX 1 (47)
ecTb eJIMHCTBeHHOe pelienne Buaa (3) ypaBHenuii (44), 23™ (x) cxoautcs B cpesi-
HaM K y@™ (x) u umeer mecto (27).

Jlerko BuzeThb, uto (26) Tarkke ecThb cieacTeue (48). [leiicTBUTEIBHO, CO-
ryacHo (47)

b
20(z) = | GO@, typit)ydt  (k=0,1,...,2m— 1),

a
oTcioa U U3 (41) ciaeayer, uro

b
y®(x) — W) = | @O@, 1) [pt) — pi]dt  (k=0,1,...,2m — 1),

a

OTKyJd, B CHJIy HE€pPAaBEHCTBA ByHHKOBCKOFO, CJIEIYET COOTHOIIEHHUE

R -
|y® — 2@ < ]/ ]l ] [G)(z, t)]2dtnlc lg —wll: (k=0,1,...,2m—1),

COTNocTaBUB KoTopoe ¢ (48), monyuyaem (26).

Tot ¢axr, uto 2(x) Bmecre ¢ 2m — 1 NepBbLIMU IIPOU3BOJHBIMK PABHOMEPHO
CXOAUTCS K ¥(X), OYEBUIHO, €CTh CJIeJICTBME COOTHOLIEHUI (26).

Takum 00pa3om, Mbl JJ0OKa3aJu YTBEPIK/IEHUS TeopeMbl 3.

[Tepexoaum K J0KasaTesbCTBY CJIEACTBUS 4.

Tak Kak Mbl NPEeAIOJIOKUIN r-KpaTHY0 au(depeHupyemoctb Koadhu-
LIMEHTOB ypaBHeHus (24), To, KaK U3BeCTHO, pellenue »(X) ypaBHenusi (24) umeer
(2m + r)-ywo npousBogHyw u nostomy y®(x) (¢ =0,1,...,2m — 2) r. pas
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auppepeHMpyeMbl M MX  7-ble  TIPOM3BOJHbBIE  Y/OBJIETBOPSIIOT  YCJIOBHIO
Lipschitz-a ¢ Jwo0bim mokasaresiem o < 1. Orcioa M U3 yCJIOBUS CTIeCTBUS 4,
OYEBHU/IHO, CJIEJyeT, UTO

2m—2

> @) y©()

k=0

v f(X) MMEIOT r-yi0 IIPOM3BOJHYI0, YAOBJETBOPsIOLYI0 ycjaoBUio —Lipschitz-a
¢ (Urypupyrowmum B yCI0BUM CJIECTBUS ToKadaTeslem a. Ho Toraa mo Teopeme
JACKSON-a (cm., Hanpumep, [7], cTp. 164)

2m—2 - 1 T
8| > 1= 0[ 2] Bt =0 (%)
o ! ‘nrﬁ-a nr—.La

Otcrona, u3 (26) u (27) caenywr (28) u (29).

YTBeprKaeHUs 3aMeyaHust 5 MOTYT ObITb IOJIyUeHbl HA OCHOBAHUHU CJIeJICT-
BUS 2 TAKOKe, KAK U Teopema 3 u ciejactBue 4 us cieactsus 3. Ycaosue (30)
HY)KHO TI0TOMY, UTO TpPOM3BOAHAs (GYyHKUMM G2 3%(X,f) KaK WM3BECTHO, pas-
pBIBHA, T03TOMY B CHJIy TeopeMbl JACKSON-a (cM., Hanpumep, [7], cTp. 162)
Mbl MOYKEM JIMLIb yTBEPYKAATh, UTO

1 \ 1
EH[G“‘)]:O[I] sl o BB En[K]:(){;] .

W, cliejioBaresibHo,ycoBue (17) BblIoJHEHO Juub ecau (30) uMeeT MecTo.
YTBepKjIeHUsT CJIEJCTBUS 5 CIIEJlyI0T U3 CJIeJICTBUSI 4 U 3amMevyaHus 5, TaK

KaK y3Jibl, 0 KOTOPBIX MJET peyb, YAOBJIETBOPAIOT UX YCJIOBUSIM M MMEIOT MECTO
cooTHoWwEHUs (36) u

(48) 4y =0(n)

COOTBETCTBEHHO. ((48) aokaszaHo B [9]).

(Moctynuna B pepakyuwo 9. IV. 1958.)
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MEGJEGYZESEK DIFFERENCIAL- ES INTEGRALEGYENLETEK
INTERPOLACIOS MODSZERREL VALO MEGOLDASAROL

KIS O.

Kivonat

A szerzo a differencial-, illetve integrilegyenletek kozelité megoldasara
L. V. KanTorovics altal [1]-ben illetve [5]-ben ajanlott interpoliciés mddszer
konvergenciajardl [4] és [5] eredményeinél jobb és dltalinosabb eredménye-
ket vezet le elemi tton.

A dolgozat azzal az esettel f()glalkozik, amikor az

(1) yem (@) 2 fil@) y (@) + f(x)
differencialegyenlet
(2) yP(a) = y®b) =0 (k=0,1,...,m—1)

peremfeltételeknek eleget tevé megoldasat
2(x) = (b —2)™ (x — a) 20 TS

alakt polinommal kozelitjiilk meg és a ck dllandokat a

2@m)(g 2‘ ) 2B(x) + f(x (= 1,200, )

egyenletekbdl hatirozzuk meg, 1lIe;ve a

b
3) g@) =1 [ K@ 0 dt + @)

a
integralegyenlet kozelité megoldasat
@) ya) = 3 o,k

k=1

alakban keressitk és megkoveteljitk a

b
() ) =1 [ K@oyp®dt + f@)  (k=12...,0)

a

egyenléségek teljesiilését.
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Fel van tételezve, hogy az 6sszes adott fliiggvények folytonosak és 4 nem
sajatértéke (3)-nak, illetve 4 =1 az :

2m—2

Y @) =2 3 fil@) y*(2)

e

differencidalegyenletnek (2) peremfeltételek mellett.
Az 1. tétel — feltételezve f(x) és K(z, t) Lagrange-féle interpolicids poli-

nomjainak egyenletes konvergenciajat — azt allitja, hogy

(6) I — ¥llc = O(|B [K][lc + | B[Allc »

ahol R[F] valamely F fliggvény és interpolacids polinomja kozti kiilonbséget
jelenti. A tételbdl kovetkezik, hogy

(7) ¢ —vllc = O{4,(E,[K]) + E,[f])} .
ha
(8) hm) ZWE K] =1lmAl, E[f]=0.

n—o

Itt 2, az interpolacid Lebesgue-féle allandoja, £, [ F] pedig F legjobb megkoze-
litése m-ed foku polinomokkal. A [—1, +1] alapintervallum és az

2k — 1
— 7

Z, = COS — (o= 1:2,...;n)
2n

alappontok esetében (7) és (8)-ban 4, helyett log » irhaté.
A 2. tétel, az interpoliciés polinomok négyzetes konvergenciajat fel-
tételezve, azt allitja, hogy

(9) |9 — ¥llLe = O(|BIK]||s + || BIAY[2)
Folyomanyaként addédik, hogy
(10) |9 — ¥ll. = O(E,[K] + E,[f])

ha az alappontok egy, a
p@) =m >0

feltételeknek eleget tevé stlyra ortogonalis polinomok gyckei.
Az 1. megjegyzés azt allitja, hogy (6), (7), (9) és (10)-ben K helyébe
b
J K (x,t) o(t) dt
a

is irhato.

A 3. tétel értelmében a most emlitett alappontok esetében

2m—2
E’nlz fk?/(k)]—f—En[f]J (=101, . cc2m=—1T),
k=0

9 — 2@l =0

2m—2
|yem — zem |, — 0 (E[ > 1, ym} + E,,m] |
. k=0
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A tétel folyoméanya szerint, ha (1) egyiitthatoéi r-szer differencidlhatdk és az
r-ik derivaltak eleget tesznek egy a kitevés Lipschitz-feltételnek, akkor

g™ — 20— 0L (B =D, 1, a2~ 1%,
' nr+a
|yem — 2em|[, =0 (Nl i

anﬂ

Az 1. tétel folyoméanya [6] 157. oldaldn levS tételnek és M. K. GAVURIN
kovetkezd észrevételén alapul: (4) akkor és csak akkor tesz eleget (5)-nek,
ha kielégiti a

b
y(@) = 4| PLK (@, )] p(t) dt + P[f(@)]
integralegyenletet, ahol P[F] jeloli F interpoladciés polinomjat.

A 2. tétel ugyanugy bizonyithatd, mint az 1. Folyomanyat megkapjuk,
ha felhasznaljuk Erp6s és TuriAn tételét (lasd: [8]).

A tételekhez fizott megjegyzés folyomanya annak, hogy megfelelGen
moédositani lehet [6] fent emlitett tételét.

A 3. tétel kovetkezik a 2. tétel folyominyabol és az 1. megjegyzéshdl.
Bizonyitasa azon alapul, hogy (1) azonos a

b 2m-—2

k
o) =[ 3 hia) = Gl ) glt) dt + [

integralegyenlettel, ahol G(x,?) a d*"/dx* differencidloperitor Green-fiigg-
vénye (2) peremfeltételek mellett és

p(x) = y2M(x) ,
tovabba

p(x) = 2™ ()

azonos ezen integralegyenlet interpolaciés modszerrel nyert kozelité megol-
dasaval.

NOTES ABOUT CONVERGENCE OF THE INTERPOLATORY METHOD FOR
THE APPROXIMATE SOLUTION OF DIFFERENTIAL AND INTEGRAL
EQUATIONS
by
0. KIS

Abstract

The author obtains by an elementary method sharper and more general
results as those contained in [4] and [5], concerning the approximate solution
of differential- resp. integral equations by the interpolatory method suggested
by L. V. Kaxtorovi¢ in [1] and [5].
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The paper considers the case when the approximate solution of the
differentiai equation

2m-—2
(1) Y@ = 3 f(2)y®(@) + fe
k=0
with the boundary conditions
(2) yP(a) = y®(@d) =0 (k=0,1,...,m—1)

is sought in the form
n
2@) =0 —2)" (x —a)™ S ak!
k=1

and the coefticients ¢, are determined by the equations
2m

2(2'")(1',) s = ) ?/(k)(xi) + f(z) (== 1.2; cswinmt)

k=0

further the case, when the approximate solution of the integral equation

b
(3) gla) =2 | K, t) p(t) dt + f(a)
is sought in the form :
n
(4) @) = Nk
k=1

and the coefficients ¢, are determined by the equations
b

(5) @) =1 K@, y®dt+f@) (k=12...,n) .

It is supposed that all given functions are continuous, further 2 is not
an eigenvalue of (3) nor 2 = 1 of the differential equation

yem(@) = 2 2 fle) y® (@
with the boundary conditions (2).
Theorem 1. asserts that

(6) p—v CZO(MR[K] c+HR[f]“c)

in case when the interpolatory polynominals of f(z) and K(z, t) are uniformly
convergent. Here R[I"] denotes the difference between a function F and its
interpolatory polynominal. It follows from this theorem that

(7) |9 — vllc = O{4,(E,[K] + E,[f])} ,
if
(8) Iimid, B K= lim A, B[ fli=00.

n-o n— o
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Here 4, is the Lebesgue constant of the interpolation process and E, [F]
is the error of the best uniform approximation of # by means of a polynomial
of degre ». In case of the interval [—1, +1] and the fundamental points

2k —1
Z;, = COS -
2n

T

1, may be replaced in (7) and (8) by logn.
Theorem 2. asserts that

(9) o — llee = O(I BIK] |2 + [ BIA]]2)

takes place in case of the mean convergence of the interpolatory polynomials.
It follows that

(10) |9 — vl = O(E,L[K] + E,[f]) »

if the fundamental points of interpolation are the roots of the polynomials
orthogonal with respect to a weight function p(x) satisfying the condition

pEy=m>0 .

It is pointed out that K can be replaced in (6), (7), (9) and (10) by the
expression
b
JK@ﬁ¢mm.

a

Theorem 3. states that

2m-—2
:‘;Iy(k)_z(k)HC: O(En § fk?/(k) "3 En[f]l (k=0’ L...,2m— 1)7
k=0

Jyem — zem . — 0

2m—2 i
Enl :‘ fky(k)J + En[ﬂ]
k=0

hold in case when the fundamental points are chosen as mentioned above.
It follows that if the coefficients of equation (1) are » times derivable and their
rth derivatives satisfy Lipschitz’s condition of order a then

1

a2
ta
n'

|y® — 2®||c = 0( (k=0,1,..%:2m—1) ;

MWLwWWHZO(I)'

nl‘+a

The proof of the theorem 1. is based on the theorem of [6] p. 157 and
the following remark of M. K. GavuriN: The polynomial y(x) satisfies
equations (5) if and only if it satisfies the integral equation

b
p(@) = 2| P[K @, )]y dt + P[f@)] |

a

where P[F] denotes the interpolatory polynomial of F.
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Theorem 2. may be proved just as Theorem 1. In proving the corollary
of Theorem 2. a theorem of P. ErpOs and P. TurAN [8] is used.

The remark made in connection with Theorem 1. and 2. can be proved
by modifying accordingly the theorem of [6] mentioned above.

Theorem 3. is a consequence of the corollary to the Theorem 2. and

Remark 1. Its proof based on the fact that (1) is identical with the integral
equation

b 2m—2

jka —th) o) dt + f(2)

where G(z, t) is the Green’s function corresponding to the differential operator
d*"[dx®™ under condition (2) and

p(z) =y (z) ,
further
y() = 2™(z)

is identical with the approximate solution of this integral equation obtained
by the interpolatory method.
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NPUMEHEHUE TEOPUU MATPHULl K PACUETY
CTATUUECKU HEONPEAEJIMMbIX CTEPXHEBBIX CUCTEM
B YIPYIO-TUIACTUUECKON CTAUM

Pir ROZSA u (G¥za TASSIY

Jlns pacyera CTaTMYECKH HEOMNPeIeMMbIX CTE€PIKHEBbIX CUCTEM B YINpyro-
miactuyeckoit craguum A. A. I'BosneBbiM paspaboTaHbl aBa meroga [4]. Oaux
U3 HUX Memo0 HenocpeocmseHHo20 ydema niacimuyeckux oegopmayuii, Becbma
yo0eH JUisl IpoaHaJM3MpPOBaHusl YCUIUI 1 BOOOLIE NIPOLLE, YeM IpyTrue crnocodbl,
HO KakK A. A. 'Bo3neB OTMeuaeT : «/Jemaau memooa, HACKOAbKO HAM U36eCMHO,
He noogepeaaucs 06cmoamensnotll npopadbomeyey. I'JTABHOM NPUUUHON 3TOTO SIBJISI-
eTCsl TO, UTO MpodJiemMa ¢ MoslararoLiecst YeTKOCThI0 MATeMATUYECKU JI0 CUX TIOP
He Oblja rocrasjieHa. B cTarbe Mbl cTaBuUM Ce0€ 1€J1bI0 MOMOJHHTL 3TU IPO-
OeJIbl M paspelumTh 3agavyy ¢ NOMOUIbK TeOPUU MATPHIL.

B cratbe paspabaTblBaeTCsl METOJ pacueta JJIsl Clyyasl cOOpYIKeHuii, co-
CTOSILIMX U3 U3rM0AEMBIX CTEPIKHEM, HO NIPUHLMUIT TIPUMEHUM TAK)Ke M JJIA TAKUX
KOHCTPYKIMI, KaK (hepPMBI, €CJIM UCKJII0YHA BO3MOYKHOCTD IIPO0JILHOTO M3rhba.

B cyuHocTH npobJiema NpUBOAMT K JIMHEHHOW cHcTeMe ypaBHeHHMit, paHr
MaTpHUIbl KOTOPOM Ha €MHMIly MeHbLIE, yem ee MopsiioK. [TapameTp paspyuiaio-
1€/l HArPY3KHU OIpe/IeJISIETCS] HA OCHOBE COBMECTHOCTH CHUCTeMbl YpaBHEHHH pelile-
HUEM 3a/layd HaXOoy)/eHWs1 MUHUMyMa. [[is1 ompejesieHus] BCeX HATpPsHKEHHO-
1e(pOPMALMOHHBIX COCTOSIHMI TpeOyeTcst o0pallieHHue OIpe/ieIeHHbIX MHHOPOB
KO3((PULMEHTHO! MATpPUIBl, KOTOPOE MOYKET ObITH IOJYUEHO MOBTOPHBIM BbIUM-
TaHUeM JIMaj0B.

§ 1. OcHoBHasg cucTema ypaBHeHHiH. OmnpejeneHHe MeXaHHM3Ma TeUeHHS M
napamerpa paspyLianiled Harpy3ku

PaccmoTpum  cTaTMyecKU HEONMPEIeIMMOE COOPYI)KEHME C 71 JIMILHUMHA
CBSI3SIMM € HArpy3Ko#, 3aBUCSILEN OT 0fHOro napamerpa. Haueit 3agaueit siBiisi-
€TCS1 OMPEeIeTINTb MeXQHU3IM MeyeHUs W napamemp paspyuarueld Hazpysku, a
TAK)Ke OIUCAHUE HANPANCEHHO-0ePOPMAYUOHHO20 COCMOAHUSL npu AH000M 3HA-
YeHUU napamempa Ha2pysKul.

[Tpeanoyioykum, 4To U3rubAIUMA MOMEHT 3aBUCUT OT yrja MOBOpOTa IO
(pur. 1., mecra MaKCMMaJsbHbIX 3HAYEHUIl MOMEHTOB M IJIACTUYECKUX LUAPHUPOB
HE MEHSIIOTCS, U yroJl MOBOPOTa APHUPOB SIBJISIETCS] MOHOTOHHO HeyObIBalolei
(YHKLHMeR 0T nmapamerpa HarpyskH.

1) Texuuueckuit Yuupepcurer Musenepos Crpourenscrsa n Tpaucnopra, Kageapa
MocroBbix Koucrpyrkumit Ne  II.
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Hanuuiem cucremy ypaBHeHUi JUTsT PELIEHUsT YIIPYTOT0 CTATUYECKHU Heompe-
JIEJIIMOT0 COOPYIKEHMsI, TIPUMEHSIsT METO cuJl. LlesiecooOpasHo B KauecTBe Heus-
BECTHBIX YCWIMN NPUHSATL MOMEHTbI, BO3HUKAIOLIME HA IIPeIIoIaraeMbpiX Mecrax
MJaCTUYECKUX 1apHUpoB. (Bo3moskeH M Apyroil BbIOOP HEM3BECTHBIX YCHIIMIA.)

anea | TR T

______ R anen

dur. 1. 3aBUCUMOCTb MEXKIY H3ITHOAOMIM MOMEHTOM (M) M OTAOCUTE/IbHBIM  y/IeJbHbIM
yIriom nosopora cedenusi (k).

O603HaunM vepe3 @;; yro MoBOPOTA HA MECTe i OCHOBHOW CHCTEMbI, Bbl-
3BAHHBII MOMEHTOM, PABHBIM €JIMHHIIE, 1eHCTBYIOLIMM HA MecTe j (€ AMHUYHBIe Mepe-
merenust). Koagduument a,, npeicTaBisieT yroj MoBopoTa Ha MecTe ¢ 0CHOBHOM
CHUCTEMBI, BbI3BAHHBI BHeIlIHel HArpyskoil mapamerpa p =1 (rpy30Bble Tepe-
menieHust), a M; — 3To MOMeHT (YNpyTHii), BOSHUKAIOLINii Ha MecTe ¢ NPU napa-
MeTpe HAarpy3Ku, paBHOM €JMHHUIIE.

BBoj1s1 0603HaY€HU 5T

A = [a;] vl == a2, s

a[):: [((i()] 1::1,2,..-‘71
n

M = [M}] == e Dt

(marpuna A CHMMETPHUUHA B CJIJCTBUM B3aMMHOCTH TEPEMELEHNIT) CHCTEMY
ypaBHEHUI MOYKHO Hamucatb B (opme MaTpUUBOro ypaBHEeHHS

AM=a,.

Marpunia A Heocobast M, 1oaromy obparnmasi.
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[lyctb A~1 = Z, 3JIeMeHT z;; KOTOPOil onpejesisieT M3rudarolnii MOMEHT
Ha MecTe %, COOTBETCTBYIOLIMI e IMHUYHOMY YIJy NOBOpPOTA HA MeCTe j B CTaTH-
YyecKH Heomnpegeanmom coopyykenun. (Cm. [6] crp. 66.) OGo3Haunm abCoNOTHYIO
BeJIMUMHY Tpe/IeJIbHOI0 MOMEHTA ceyeHUsl ¢ uepe3 Mypen,, ¥ NPEANIOJIONKUM, UTO
BEJIMUMHA T0JIO)KUTEJILHOTO U OTPULIATEJIBHOTO TPe/leJIbHOT0 MOMEHTA TOXKIEeCT-
BeHa (pacueT MOXKeT ObIThb COBEPLIEH MPU HA/JIE)KALLEM PACCy #/IEHUH U B Cllyyae
pasHoro abCOJIIOTHOrO 3HAUEHMs IPELeJIbHOTO0 MOMEHTA).

BivsiHMe mjacTUyecKuX WAPHUPOB MOYKHO YUUTHLIBATH METOJOM HEINOCpe/i-
CTBEHHOI0 yueTa IlacTuyeckux jaedopmanuit (cm. [4] crp. 119.). Ynpyroe coopy-
yKeHMe, KpOMe BHelllHeil Harpy3KH, Harpy»KaeTcst yriamy MoBopoTa, IMOsIBJISIONM-
MUCST HA MecTax IJAaCTUUeCKUX ILIAPHUPOB, YUUTHIBASI, UTO MOMEHT HE MOXKET
MPEBBIIATD NPe/IeJIbHOT 0 3HAUEHUST M peq,. [UI51 COCTABIIEHHS CUCTEMBI Y paBHEHH
K BbIOpaHHBIM 71 MecTam Heo0X0auMo 100aBUTL BCe MeCTa, B KOTOPBIX IJIACTH-
YeCKUil IapHup MOYKeT 00pa3oBaThCs (MeCTa MAKCUMAJIbHBIX 3HAUeHU I U3THOa10-
LIETO MOMEHTA, 0CJ1a0JIEHUI NONMepeYyHOro ceueHust). Bcero ucciaeayem m mecr.
Jononusist maTpuily Z 3HAYEHUSIMH Z;;, COOTBETCTBYIOLUMMHU 3TUM MeCTaMm, IoJy-
yaem marpuuy Z, nopsiaka m. OueBWjHO, uTo n + 1, n 4+ 2,..., m-s1 cTpoKa
(un—+1,n+ 2,..., m-i cronben) matpuipl Z,, 1aeTcs1 MyTeM JMHEHHON KoMOU-
Haluu 11 CTPoK (M n cTo010B) matpuuel Z (cm. [6] cTp.). To-ectb marpuua Z,,
3anuueTcss B CJeIyIOIEeM BUJE :

Z. . — CZC*
rje

12 B

18 (0 0 (1

01 0 @

1
C:

0 1 (n

Cn+11 - - - Cpntin | (n+1
_cml 8 % % Cmn _ (m

[TogoOHBIM cOoOOparkeHUEM BEKTOp, 3JIeMEHTAMHU KOTOPOTO  SIBJISIIOTCS
MOMEHTBI (YyNpyrue) B 9TUX M MeCTaX, OTHOCSIMECS K eIUHUYHOMY 3HAUEHHIO
napameTpa Harpysku, rnojydaercst B ¢opme :

MmZCM+M0 )

(Cm. [1] crp. 233).

[Tpeanosnoy<um, yTo Mpu oNpejeeHHOM 3HAYEHUN NapameTpa Harpysky p
Ha MeCTax COOPY)KEHUSI 3HAKA ¥y, V..., ¥, 00pa30BaJIMCh IUIACTUYECKHE ILap-
HUPBL. B 9TOM cilyuae juist HANPsiHKe HHOTO COCTOSIHUST COOPYIKEHUST MOYKET ObITh
HarvcaHa Ccjefyouast CUCTeMa YpPaBHEHWIA :
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~1 M® = p C i

(1)

3iech asemenTbl BexkTopa MY 0003HAyalOT 3HAYEHUS] MOMEHTOB, JEid-
CTBYIOIMX HA HEKOTOPbIX MECTaxX ¢ NPH NnapameTpe Harpysku p :

MP < Mopen: ©ONR G55 o B Y

MP = Mpey,, - CH &=, [=12,....k

(Bonpoc wujer AM peub 0 I0JI0YKUTEJILHOM WM OTPUIATEILHOM TPeeIbHOM
MOMeHTe Oy/leT BBISICHEH B JaJIbHEMIeM.)

VpaBHeHUS ¥y, ¥y,..., ¥, CUCTEMbl YypaBHeHWIl (1) BeIpa)KkawT, 4TO Ha
Mecmax vy, Vs,..., Vi 603HUKQEN NPeOebHblll MOMEHN 6CAe0cmeue  eHeulHell
Ha@epy3Ku napamempa p U HA2PYWCAWWUX Y2a08 NOB0POMA, B03HUKAWUX 8
naacmu4ecKux wWapHupax; opyaue ypasHenus 0arm MOMEHIMbl HQ mMexX Mecmax,
20e naacmuydecKull wapHup ewe He 00pas3oeancs, mo-ecms u2ubaowuil MOMeHM
MeHblIe NPe0eabH020 3HAYEHUA U Y204 N0BOPOMa PageH HYH.

Cucrema ypaBHeHMH (1) TOJIBKO peIKO MOXKET OblThb 0€3 jJajbHeiLIero
U3YUYeHMsT HAMMCAHA KOHKPETHO, TAK KaK I0CJIe10BaTebHOCTh 00pasoBaHust
IJTACTUYECKUX 1IAPHUPOB BOOOIIE HEU3BECTHA, BeJb B 00JIbLIMHCTBE CJIyyaeB U
MeXaHU3M TeueHUs] HeuzBecreH. [To3aTomy ciieyeT paspickath 00pasylomuiicst
MeXaHM3M TeYeHUsT M TMapameTp BbI3bIBAIOLIEH €ro HArpy3ku. MeXaHusm TeuyeHus
noJiyyaercst clieylomum o0pasom :

Beuibupaem éce 2aasHvle muropsl mampuysl Z,, paxe Komopuix HaQ 00UH
wenbme ux nopaoka r. VI3 ycioBUsi CO6MeCMHOCHU, ONPEJeIeHHbIX UMU CUCTEM
YPaBHEHHUI 110Jyyaem HECKOJIbKO 3HAueHuil p. Haumenvliee W3 HUX SIBIISIETCS
napameTpeM paspyuaroueid Harpysku. CooTBETCTBYIOLLASI »Ke CUCTeMa ypaBHe-
HUI TIOKa)KeT, HA KaKUX MecTax o0pasyloTcst IIacTUYeCKUE MAaPHUPDI TIPH BO3-
HUKHOBEHUM MeXaHU3Ma TeueHWsi. (ITO COOTBETCTBYET TOMY, UTO HAJ0 UMETb B
BUJly TOJIbKO KHHEMAaTHYeCKH BO3MOJKHBIE COCTOSIHMSI OJHOM CTerneHu CBOGOAbI
(cm. [4] cTp. 226).
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[Myctb Z, obo3HavaeT J1000M IJIAaBHBIE MMHOp TOPSiAKA 7 MaTpuupl Z,,
paur xKortoporo r — 1 < n. Eciv Z, — MUHOpP, CO3JaHHBII U3 CTPOK U CTOJIOI[OB

C HOMEpPAMU ¥y, Vy,..., ¥, MATPULBl Z,, TO €r0 MO)KHO HaNucarth B CIeAYIOIEi
(dopme :
3 % e Y 2o X
»,) (1
¥) (¢
Z = ¢ z cr )
(n
rae C, — MMHOD, CO3aHHBIF M3 CTPOK U CTOJIOLOB C HOMEPAMU ¥y, Vs, ..., ¥,

marpuibl G, paHr KOTOporo paBHsieTcst r — 1.

Ecnau » < n, paznaraem matpuny C, TMNa » X 11 Ha NpoW3Be/eHNE MATPULLbI
C,, tuma » X (r — 1) u marpuusl CF Tuna (r — 1) X n (cm. [2]). Boatom ciyuae
M0JIyyaeTcsi, 4To

c -1 9

TJie Tpou3Be/leHne B CKOOKaxX — KBajpaTHasi Marpuua nopsyaka » — 1.

ITO BbIpA)KeHHE He U3MEHUTCSI, eCiin 00aBUTh K matpuie G- 7-10 CTPOKY,
OJIMH U3 2JIEMEHTOB KOTOPOH paBHSETCS €MHHMIE, OCTajlbHble — HyJ0. (MecTo
OTJIMYAIONIETOCS OT HYJIs1 3JIEMEHTA ONpeesISIETCsT U3 YCJIOBUSI, UTO ONpe/esin-
TeJlb JIOTIOJIHEHHOW MaTpPULBI JOJKEeH OTJIMUYAThbCs OT HYJIsl. ITO Bcerja JoCTH-
raercst, Tak Kak paur marpuupl C. paseH r — 1, To-ecTb maTpuua C- umeer
HencyesaUWMi MuHop nopsiaka r— 1.) Tononunennyio marpuuy €, oGosna-

yaem yepes C,,.

0
0

: 4 <18 N CERAMEYY
0
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Marpuua C} ZC, nopsiaka 7 — 1 J0MOJIHSIETCs 7-0i CTPOKON M CTOJIOLIOM,
CojlepyKaMM TOJIbKO HyJH. OO03HaueHWE TMOJIyyeHHOH TAaKUM 00pasom mar-
puusl — Z,.

CorjlacHO BBIlIECKA3aHHOMY B CTaJuM 00pa30BaHMsI MeXaHW3MA TeyeHHs
M3 CUCTEMBI ypaeHeHVH (1) mosyyaeTcsl TaKasi CUCTEMAa YpaBHEHHH, B KOTOPO
8Ce MOMEHTBI PaBHBI MPEIEJILHOMY MOMEHTY, 3HAUY€HUST HEM3BECTHBIX YK€ YTIJIOB
MOBOPOTAa — 3a MCKJIIOUE HUEM OJIHOT0 — He paBHbl HYJII0. (TouHee roBopsi, UMCII0
3HAYEHUI PABHBIX HYJIO PABHO YMCIY TMJIACTHYECKUX LIAPHUPOB, 00pa3yIoLNXCst
B MOMEHT BO3HUKHOBEHMSI MeXaHM3Ma TEYEHHsI.)

Mrtak, umeeM CJIe[lyIOUIYI0 CUCTEMY YpaBHEHMH :

. el | n
> Cx
S (LR : ot
. -
¥ _— J
(2)
r 7 r
—|pr E,l Z E,"; ¥y *
el
rjae
M(').—: [anen"‘] 'I:= ]_’ 2, i
"(r) == [”’Vi] t—= 1) 2: 3
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"
M = [M,,) (i P

[ToslyyeHHOe BbIpakKeHue (2) — HEeOJHOPOAHAS JIMHEHHAsi cuUcTeMa ypaB-
HEeHUI ¢ 0coOeHHOU KOIa((UIMEHTHOM MaTpUIEell JUIsT HEU3BeCTHBIX %,,. Haia
3ajlaua — BBIUMCIIUTD TO 3HAUEHME NTapameTpa Harpy3Ku p, 1Jist KOTOPOro cucrema
ypaBHEHMI COBMECTHA, U BbIOPATH TOT, TOJILKO YTO 00pasoBaBLIMiics TuiacTuye-
CKMIi IIAPHUP, B KOTOPOM yI0JI II0BOPOTA MOYKET PABHATHCST HYJIHO.

VMHOKHM cileBa ypaBHenue (2) na marpuiy C,' m BBetem oGo3Hauenue

3 F

®) O S
C == L.
[Toayuaem
r ’ e~ -
27— A e
" rent] MO — p T C, ozt GS
1 , <
...... 4 i
(4)
To
1o
=y 7 .
+ P & M- Z E RIGER
1
P gh ] i

Mmest B BUY, UTO

4 Fi=1 r—1
1
1
% ! C, = $
1
00+ » 0

4 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei ITI./1—2.
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~

M, UTO B II0CJIEHEH CTPOKE MAaTPUIbl Z, Ka rk/blii 9JIEMEHT paBeH HYJII0, 1, 0003} -

yast TMocye/HIon (r-10) cTpoKy matpuubl C,' yepes gy, ycloBHe COBMECTHOCTH
BBIPA)KAETCSI MOCTIEIHUM YPABHEHMEM CHUCTeMbI ypaBHeHHUit (4) :

g M® =pgr M
(cm. [5]), oTkyaa
p_GEHO
grMQ

(Ecniu g M’ = 0, To 00pasoBaHMe COOTBETCTBYIOLIEH CUCTEMbI [LIACTHUECKUX
IIAPHUPOB He BJIEUET 3a 000/ BO3HMKHOBEHME MeXaHHM3Ma TeueHHMs.) Karkabiit
qJleH CYMMbl B UMCJIMTEJIE 3TOT0 BbIPAXKEHHUST O HEOOXOAMMOCTHU 00UHAKOBO20
3raxa (cM. [5]) M, TaK KaK napameTp p 1o ONpejiesIeHUI0 CYUTAeM MOJI0KUTEeJIbHBIM,
3HAK KaMC0020 4AHA YUCAUMEAs. COOMEeMcmayem 3HAKY 3HAMeHamead. ITo Tpe-
00BaHUe OJIHO3HAYHO OTPEJeJIsIeT 3HAK 3HAUEHU Mipes,, :

(5) sgn Mopen, = sgn gy, - sgn (g¥ M) .

Pagpyluaioliyo Harpysky I0JyyaeM OTBbICKAHWEM HQUMEHblUe20 W3 3Ha-
YEeHUH p, NPUHALJIEIKALMX BCEM BO3MOYKHBIM CHCTEMaM, COCTABJIEHHbBIM U3 7
ypaBHEHUH, BHIOMPAEMBIX YHOMSIHYTBIM Croco00M M3 cucTeMbl ypaBHenuit (1)
(cm.. [7] :erp. 251.)

grM “’]

o \gkM

Ppasp = Min (
OueBnaHO, 00pa3yeTcsi COOTBETCTBYIOIMIA 3TOMY MEXaHWU3M TeueHUsI.

§ 2. PacueT yrioB MoOBOPOTAa, BO3HHKAWILKHX B MJACTHYECKHX LIapHMpPaXx

Ha ocHoBe mnpejpliylueil riaBbl HAM M3BECTHBI MeCTa, Ha KOTOPbIX o0pa-
3YI0TCSl TUIACTUUECKHME IIAPHUPBI, CO3/JAl0LMe MeXaHu3m TeyeHust. O003HAUMM
yepe3 (4) cOOTBETCTBYIOLIYIO CHCTeMy ypaBHeHMi. Kak Obljlo BUIHO, IOC/IeHEE
ypaBHeHHe 3TOif CHCTeMbl YPaBHEHMIl BbIpaKaeT YCJIOBHE COBMECTHOCTH. ITo-
9TOMY BIOCJIEICTBMM Mbl PELIMM CHUCTEMY, COCTOSILIYI0 M3 TEPBBIX 7 — | ypas-
HeHWil. BBUly TOT0, UTO BCe 3JIEMEHTBI T0C/Ie/IHero cTonba MaTpuubl Z, paBHs-
I0TCST HYJII0, TOCJIe/IHUIA 3JIEMEHT (u,) BEKTOpa g He BXOAUT B cucremy. Ciejo-
BaTeJIbHO, OH SIBJISIETCS] «CBOOOJHBIM HEM3BECTHLIM» CHCTEMBI, (YHKIHUSIMU
KOTOPOI'0 MO)KHO BBIPa3UTb  Jpyrue TaK HasblBaeMble «00yCI0BJIEHHBIE)
HEU3BECTHBIE.

OGoznaunm uepes €V MaTpuily, CO3JaHHYI0 MMHYSI MOCJIEIHION CTPOKY

o ~ o
marpuisl G, KoTopasi, o cyTH jieJia, siBjisieTcsl 00paTHON MaTpHLieil JIeBoit cTo-
ponbl Matpuupl C,, a uepes w D — BeKTOp, IMOJIYYEHHBIH MUHYS TOC/IEeAHUIA
3JIEMEHT BEKTOpa e :
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= ¢y

gr |- 3 1

TMepBeie 7 — | ypaBHeHMsl CHCTEMBI (4) MOJKHO HAmMcaThb TOTIA B CIEAYI0-
eM BHJIE :

r r—1
A
r—1 Cg;&']_& M(l‘): = C’,';ZC,I y("l) <

>
-

—
+ Ppasp C + Ppasp R MO
M 0
B
0TKy/1a B

roduev = (€szC, )1 Pisen c

(6) |

R o Prasp | MY~ M-"I

J

YTl 10BOPOTA, BO3HUKAIOLME B IJIACTUYECKUX [IAPHUPAX B CTANH c«pop-
MUPOBAHMST MEXAHV3Ma TEYEHUs, U3 ypaBHEHUsI (3) paBHBI :

~y plr=1 w(r-1

(7) x = Crt Cx-v g, = cH-v 3 * g, s

4%
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BBuay TOro, uto u, — mapametp, usbMpaemblii cBOOOAHO, Kaj<bli 3JIEMEHT
Bexropa x Oyner JuHeliHON QyHKumMeir ot napamerpa w,. (Koedduument
napemeTpa {4, HU B OJHON U3 BCEX JIMHEHHBIX (YHKIMI He MOYKET ObITh PABHBIM
HYJ10, W00 3TO 03Hauajo Obl, UTO Yroj % B COOTBETCTBYIOLIEM MLIAPHUpe ObLI
ObI IIOCTOSTHHBIM, HO TAKOW IHAPHUP HE MOYKET yUacTBOBAThH B MEXaHU3Me TeUeHUSI.)
OTu JuHeiiHble (QYHKIMM 0003HAUMM yepes »,, = l,(x,). Mecto, Ha KOTOpPOM
B Iporecce 00pa3oBaHUsI MEXAHU3MA TEUEHMST IOCJIEJHUM TOSIBJISIETCS IIACTH-
YeCKHii LapHUP, MOYKET ObITh OIPE/EJIEHO C YUETOM TOT0, 4TO TamM » = (), ¥ 3HaAKH
OCTaJIBHBIX YTJIOB MOBOPOTA %, PABHAIOTCS 3HAKAM COOTBETCTBYIOIIUX Mpejielb-
HBIX MOMEHTOB Mypey,,. TToCTIC/IHME Hie 3aBUCSAT — HA OCHOBAHMM BBIPAYKEHMUSI
(5) — or 3HaKa KO3(PUUMEHTOB MapameTpa 4, B JMHEHHBIX QYHKUMAX by, (1,).
Bosmosxubl gBa ciyyast. Eciu gF M) > 0,70 sgn %, = sgn g,,. IT0 BO3MOIKHO, 04e-
BUJIHO, TOJIbKO IIPY TaKMX 3HAUEHMAX NapameTpa f,, KOTOpble He MeHblle Hal-
Ooavutell us adcyucc nepeceseHull auneiinsix @gynxyuil ly,(u,) ¢ ocero p,. Ecam,
HaoGopot, gF M’ < 0,T0 sgn %, = — sgn g ,, 4TO BOSMOYKHO TOJbKO JUIsi TAKMX
3HAYEHUI u,, KOTOPbIE He 00/blile HaumeHbllell U3 abcyucc nepeceyerull AuHel-
Hoix Pynxyuil 1, (u,) ¢ ocvlo u,. Eciu cooTBeTcTByWOIAsl JIMHeHHAsT GyHKIUS

9KCTPEMaJIbHOW HYJIEBO TOUKM MMEET MHJIEKC Vs, TO — BCJEACTBHE BBINOJI-
’ HeHUsl YCIIoBUsI %y, = 0 — Ha mecre vs, CO3-

\ J@eTCs MOCJIeJHUM TJIACTUYECKUH 1mapHUup (cm.
\ ¢wr. 2.). Yribl 10BOpOTA, BOBHUKAIOIHE B IJ1ACTH-

N YEeCKUX LIapHUpax B cTajuM 00pa3oBaHUs mexa-

HU3MA TEYEHHsI, ONPE/IeNISAI0TCS HA 0CHOBE 3aBUCH-
mocti (7) CIIeAYIOLMM BbIPAYKEHUEM :

"(r) — C’llfl('l) M(f*l) + IuOV gr -

rae g~ moskeT ObITh PACCYUTAHO 11O 3ABUCH-
moctu (6), a g, — SKCIEPUMEHTAJIbHAST HYyJIeBast
TOUKA, ONpe/esleHHas] HA OCHOBAHMM NPEIbILY-
1ero. :

B janbHeiiueM He0OX0AMMO ONpPEIesUTh
NoPsiIoK 00pa30BaHUs MJIACTUYECKUX 1IAPHUPOB
Y 3HAUEHMe rmapameTpa Harp3yKH, a TAK)Ke u3me-
HeHUe YTIJIOB IOBOPOTa % M MOMeHTOB M Kak
GyHKUMM MapameTpa p B Ipolecce 00pasoBaHUs
KAaKOro-TO IMJIaCTUYECKOT0 IIAPHUPA B PAa3JIMUHBIX
CTEeMeHsIX Harpy3KH, TO-eCTb Mex1y o0pasoBa-
HUEM OT/IeJIbHBIX [UIACTUUeCKUX 1EapHupoB. CaToi
gk 1[eJIbI0 UcCcIIe/lyeM BOIpPOC, HA KAKOM MecTe U IMpH
KaKOM TapameTpe HAarpysku p,_y < Ppasp 00-
pasoBajcst TOCJIeHUN TUIACTUYECKUI IIapHUP
npejkjae, YeM BO3HMK MEXaHU3M TeueHUs.

PaccMOTpHUM I03TOMY CHCTEMY YPaBHEHHIA,
MOJIYUeHHYI0 M3 cucTembl (2), orOpacbiBasi ee
Vs,-¢ ypaBHEHHE.

3 [ycte MU~ — BexTOp, MMEOWMA 7 — 1
g’c':{rO'BS‘ ﬂé‘T*:)ep“b*I‘;'eo%*zgg‘l‘:éTﬁﬁ 9JIEMEHTOB, TIONIyUeHHbii U3 BekTopa M), MH-
MecTo mocremmero o6pasyiome-  HY# €0 Vs, -H OJIEMEHT. BoluepkuBas v, -10 CTpOKy

rocst mapuupa. (Cm. mpuvep.) ~ Marpuusl G, , Mmeem KBagpatnyto matpuuy Cf
’

/
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a BBIYEPKHMBAS ¥g-if d/leMeHT BexkTopa %) — BekTOp *" 1 (IpH p < Ppasp
BbIUEPKHYTBIA OJIEMEHT BCerjga paBeH HYJIIO).

Taxum oGpasom, B uHTepBaJle 0T 00pa3oBaHusl ¥, -I0 WAPHUPA 10 00pa3o-
BaHWs1 ¥, -TO YIJIBI IOBOPOTA MNJIACTHYECKMX LIAPHUPOB ONPEJETISIOTCS ClIeyo-
Llel CUCTEMOM YpaBHEHHUH :

r—1 r—1 v,
p- A\ — A Al
,) v,) 704 (s,
- *
M D CrZC, C(’s‘)* "
C® % -+
|
—
(3) r—1 n
7 A A
= = — )
C
) 2 (r—1)
< Prs + | Mgy
Cﬁf’ M :
: 4 ‘

(LWITpuxoBaHHBIE MecTa 0003HAYAIOT SJIEMEHTbI, OINYIIEHHbIE M3 CHCTEMbl ypaB-
HeHuit (2) ¢ nesbio nosyyenust cucremsl (8). B Boiparkennu (8) KoapuiienTHast
marpuia sektopa x D neocobasi, 160 onpegesnuTesb MaTpuibl CF) — HeBsupast
Ha TIOCTOSIHHBIA MHO)KUTEJIb — SIBJISIETCS 3JIEMEHTOM (C MHJIEKCOM 7g,) BeKTOpa
gF m oH, KaK paHblie MOKA3aHO, HE MOYKET PABHATLCS HYJIIO.

Paj KpaTKoCcTH BBejeM CJefylolue 0003HAYEHUS :

CO(C* ZC,,) CO* = Z—D = (Al-D)-1
COCHLM+M{™>=M,_,
TOrAA
)9) wWD=ACD{pM,_, — MV} .
Orcroja 3HaueHue napameTpa p, Npu JOCTUKEHUH KOTOPOTO MNJIaCTUUeCKUM
IApHUP 3HAKA Vs, 00pa30BajiCs, MOYKET OBITL IOJIyYeHO CJIEAYIOMMM coobpa-

»kenneM. O003HAuaeM 3JIeMEHTBI ONPEJEeJIEHHOr0 € IOMOLIbI0 3aBucumoctu (9)
BEKTOpAa Uepe3 BbIPaKEeHUsI

My = pafr D — gD
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rje ¢ MO>KeT PaBHSITbCST OT 1 10 r—1 — 3a MCKIIIOUEHUEM S8, — Ka)kK[OMy HaTy-
panbHoMy umcily. Tak Kak Ipu HanbOJIbIIEM U3 BXOJSLMX B pacueT 3HaUeHUt p
o0pasyeTcsi INpeAnocyie/HUi IJIaCTUUeCKUI LIapPHUD, 3HAYCHUE p, , ONpejesi-
eTcst QyHKUMed, JMHERHONH OTHOCUTEJIbHO Iapamerpa p :

(r—1)

L

(10) Pr—y = max (

=]
&y~

MHujeKce 4, KOTOPOMY COOTBETCTBYET MAKCHMMYM BBILIEYKA3aHHOI0 YacTHOro, IO-
Ka)kKeT MCKOMOE MeCTO Vs, _ .

C momoLIbI0 BBIIIEYKA3AHHOTO COOOPAYKEHUST MOYKHO TaK)Ke TI0JIyUyuTh
yrJbl NOBOPOTA IUIACTUYECKUX IIAPHUPOB IPU p < p,—;, TO0-eCTh B CTajUM
NPeAIIECTBYIOLIEN TOSIBJICHUIO TIPEANOCTIe/HEr0 IUIAaCTUYECKOro IIapHHUpA.

Hanuuiem onath CUCTEMY ypaBeHEHMH (8), MMHYsl ypaBHeHME 3HAKa
Vs, M, TAK KAK %y, = 0, BBIYEPKHEM CTOJIGEN C HOMEPOM 7, KOI(pduuMeHT-

£ et
HOii maTpuupl Z¢~D u onement %, . Ilocie aToro monyuaercst ciieayiomast
o Ga
cucTeMa ypaBHEHWH :

v'r— 1
-~

B e e s :
Vipd %/////////////A 0 o, _, P
% s =Pl (men

.

(OT6poleHHBIE JTIEMEHTbl OTMEUeHbl LITPHXOBAHUEM.)

Tak Kak B 3Toii cucTeme ypaBHeHUit maTpuua ZC—? sapisercs Koadduumen-
ToM BekTopa x'~?, a TaK)Ke MHHOPOM, OTHOCSILIMMCS K QJIEMEHTY €O 3HAKOM
v, , vs,_, MaTpuubl ZC~1, Hama 3ajaya — onpejenuib o0patHyio 3Toi mar-
punpl. M3 napTuLMoHHpoBaHHOi GOPMBI 00paTHON OKAWMIIEHHBIX MATPHIL MOJKHO
BbiBecTH (CM. [3] cTp. 112—115) cieayiouyio Gopmyy 1Jist MHBEP3a MUHOPHOH
MaTpHUIbl, TOPSIOK KOTOPOH HA eJMHMILY HHU)KE MCXOJHOM KBAJpaTMYHOH MaT-
PHLBI :

k -
T ] : |
Pl R .
ol 1] a y [ pr | 0 lalg. » s
! rA = =0y =| 101 Z-1
flr) Ay 1| Bkk
lakt N
8 o1
H 1 % o] 101

rje a, obosnavaer k-it crosnber matprusl A = Z~1, a¥ — ee k-10 cTpoky, Zj—
TaKasi MaTpuiua, B k-oif cTpcke M B k-cm c1caCue KoTcpcit (mocsie oTaeJIEHHUs
BBILIEYTIOMSIHYTOr0 11aja, KOHEYHO) IMOMEIIAKTCS TOJBKO HyJIeBble 3JIEMEHTBI.
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MuHopHast matpyuua ke Zg!, nojayyeHHasi Bblue pPKUBAHUEM ITUX 3JICMEHTOB, —
o0paTHast MUHOPHOW MaTpuibl, NPUHALJIEkKAIEH K 3JIEMEHTY HHeKca kk mar-
puupl Z, oHa xe — obparnast matpuibl A. CileJ10BaTesbHO, IPU p < p,_; UCKO-
Mble YIJIbI TIOBOPOTA I0JIyyarTCsl U3 CleJyIolell 3aBUCUMOCTH :

v’r—:
IV T ' )
101
- ._—’._.+ ——————
Voo )} O | Yo 1010 ¢ +0
- .-._+.._f ______
(11) w2 = | 0 :A(r—z) 4 p|M, 5 — MU ~
Ie
4 1
1
0! |
.~
Tire
r"—x ”"—1
E_OL I T
A S e g e e e -
o) 0,040. e 20| %) T ] ag:'l)* l agr—l)* j
b — e — = ——— - / .._T...',__._’:'__ St
101ac-n |= | | 1ae-0 | = ——]afD ’
I e | (r—1) ‘al",_“‘l",_, <t
- : . : | Vs
0, I

v TR}
(U3 monyveHHOI (OpMyJibl 0YEBUHO, 4TO xﬁ,s,_f = 0.)

Ecin kommnoHeHTsl Bektopa (2 0003HayalTcst — Mog00HO Npeibiay-
UMM — Yepe3 BbIPayKeHHUsI

My = paf=d — gD,

rjie 4 MOYKET PABHSITLCS Ka)KIOMY HAaTypaJbHOMY 4Mciy oT 1 10 » — 3a MCKIIIO-
YEHHMEM §, U S(r_1), — TO 3HAUECHUE NAPAMETPA P,_o MOYKHO ONPEIEJIUTh U3 MAKCH-
MyMa HYJIEBBIX TOYEK BBILIEYNOMAHYTHIX JIMHEAHBIX (YHKIHMIA :

i
x(ir—Z)

(r—2)
pr-g = max 1)

WHaEKC 4, K KOTOPOMY OTHOCHTCSI 3TOT MAKCHMMYyM, JaeT Pe3yJbTaTOM HCKOMOe
MeCTO %, ..

MpoaoJiykast 3TOT Mpolece, NoJyyaeM 3HaUeHHs apameTpa Harpysku, Ipu
KOTOPBIX 00pa3ylOTcsl OTAEJbHBIE NIACTUYECKHUE IIAPHUPBI, U MOJIyyaeM TaKKe
yIibl OBOPOTA IUIACTUYECKUX ILAPHUPOB.

Tonaras, 9T0 MeCTa ¥, ., ¥._geoey VYo_ge; YIKE M3BECTHEL M Pijty
SIBJISIETCS1 TAKMM NApamMeTpOM HArpysKd, NMPU KOTOPOM ¥, .. -H IUlacTHYeCKuit
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IIAPHUP KaK pa3 00pasyercst, NPU p < p,—,+; YIVIbl TIOBOPOTA M0JIyYaAKOTCS U3
BbIPA)KEeHHUSI

20 —= AU—R) {pM,_, — M(r«l)} ,

e
k—1 @(r—i) qr—D*
A= — AC-D _ 27 2 s
J=1 a(;,;i: Ve
(31ech xf,’s:_"; =0, ecom §=1,2,..., B—1).

0003Hayast KOMIOHEHTHI %! ~% yepe3 BbIpaAKEHUS
Vg

r—k) (r—k (r—k)

AV,' = px; d =i 3

rjae 70T 1 A0 T — 1 MOJKET PaBHATLCS Ka)KAOMY HATypaJlbHOMY YUC]TY, 3a UCKIIIO-
YEHUEeM 3HA4YeHUs S, S, 1, ..., S,_j+1, 3HAUEHUE TlapameTpa p,—, MNOJIYyUYaeTCsa
KaK MdAKCMMYM M3 HYJIEBBIX TOUYEK BbILICYITOMSIHYTbHIX JIMHEHHLIX (pyHKul/lﬁ

(r—k)
i

x( r—k)r

Pr—p = Max (
L

Mecro, re o6pa3oBaHueM IJIACTHYECKOTO IIAPHUPA HAUMHAGTCS 3TOT MHTEpPBAJ,
MO)KeT OBbITh OTIpeeIeHO U3 MH/IEKCA 7 BBIIEYIIOMSIHYTON HYJIeBOH TOUKH.

§ 3. M3meHeHHe MOMEHTOB OT Hayajla Harpy)KeHHs [0 paspylieHHs

B cilyyae mocreneHHOro YBeJMYeHUsl TNapameTpa Harpysku usrubarouye
MOMEHTBI OTIPE/IeJIAIOTCST CJIeIYIONMM 00pa3oM.

Bhauaje, 1oj eiicTBUeM Harpy3Ku KOHCTPYKLUSI BeJeT ce0si elle yrnpyro.
Tak KaK y)Ke M3BeCTHBI MECTa ¥y, %, ..., V,, HA KOTOPBIX 00pas3ylTcsi IJIACTH-
YecKHe HMIAPHUPBI, @ TAKIKE MECTO ¥, HA KOTOPOM I10CJIeJTHUM II0SIBJISIETCST IJ1acTH-
YeCKMil LIAPHUDP, C OMYILIEHHWEM YpPaBHEHUS ¥., TI0JIy4aeTCsl CUCTeMa ypaBHe-
HUIA, cooTBeTCTBYOIAsT cucteme (1) :

(12) MDD =pM,_; — Z0D -1 |
Z00 =Y (€} ZC,,) ¢

M,_, =COC:M + M .

[ToKa KOHCTPYKIMST BejleT celsi ynpyro, KajkKablii aJieMeHT BeKTOpa %~V
paBeH HYJII0, CJIeJ0BATEIbHO

MrV=pM,_, .
CoBepiMM pacuer, Kak OyATo Yrjbl MOBOPOTA M BeJMUMHBI Napamerpa

HArpy3Kn, OTHOCSIIIMECS] K OTJEJbHBIM CTajsIM, TO-eCTb IOCJ]Ie0BaTeIbHOCTD
00pa3oBaHMs 1APHUPOB, ObIIM Obl ellle HeM3BEeCTHBI.
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VBeJIMYUB BeJIMUMHY NAPaMeTPa p Mbl J0XOAMM /10 TAKOI0 3HAUEHUST Py, IPU
KOTOPOM U3rubaroiMii MOMEHT Ha KaKOM-TO MeCTe J0CTUTaeT 3HAYeHUsI Tpejiesib-
HOr0 MOMEHTA.

OuyeBH/IHO,

Py = min

Mo, ]

Vi

Tjle % MOYKET PABHATbLCS BCeM HATYypaJIbHBIM YucJIaM OT 1 /10 7, 3a MCKJIIOUEHUEM
s,. VIHJIEKC %, K KOTOPOMY OTHOCHUTCSI BBILIEYKA3aHHbIH MUHUMYM, YKa3blBaeT
MECTO Vg, I/I€ TIePBBIM BO3HHMKAET Ipe/iesibHbli u3rubarommii moment. Ecin napa-
MeTp Harpy3KH IPEBBIIAET BEJIUYUHY py, TO B ypaBHeHuHu (12) %, == 0.

YMHOYKUM € JIEBOH CTOPOHBI (MepecTaBieHHOe) ypaBHeHue (12) Ha maTpuiy
A1

va,) 7/

(13) A=) S| M- piM,_, r:
[

M TIpONyCTMM YpaBHEHWE ¥, (MeCTa MpPONYLEHHbIX 3JIEMEHTOB 0003HAUYEHbI
IITPUXOBAHUEM).
Pasjnarast jieByw CTOpoHy ypaBHEHMsI NapTHIMOHUPOBAHUEM

O] 1 )
o (Mupeshs, Mo, Ay PETI [@,,m,," — o[ X, J :
Ay -2 = 1 4 e
a,, Mo M, i

U, UM€s1 B BU/ly, UTO BCE OCTAJIbHbIE 3JIEMEHTHI BEKTOP A *®1 paBHbI HYJIIO, JJI5
OINpeJeJIEHAsT MOMEHTOB II0JIyyaeTcsi CJIeayroiiee ypaBHEHME :

Z(r=2) Brg) r P, E{Vq, _@T;PER)W, gb

(14) M—2) = R,

-

3neck Bextop @~ — cronben v, marpuupl AC~D, NponycTHB oieMeHT
vy, 5 ALZD — muHOp MaTpuupt AT, mosyyeHHBIE ¢ ONyueHHEM CTPOKH M
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. 7] —2 - -1) —
croabua vy, ; M"~» — BekTOp MOMEHTOB (0e3 anemeHTa Mg: )= ane%)

B cllyyae p > p;; Bekrtop M,_, paBHsieTcs BeKTopy M, _, 0e3 ajiemeHTa M,, ;
HaKoHel, Z¢~D = (ACP)~1 Marpuna ZC~2 pnonyuaercss uz matpuupl Z¢— ¢
IMOMOIILIO BBIUMTAHUSA AUaja
(r—1) (r=1)*
zvh zl'q,

S L
2’1&'1l Va,

NPOINYCTUB CTPOKY M CTOJIOCL] ¥,,, 3JIeMEHTbl KOTOPBIX PaBHbI HYJ0. O003HAUaem

aJeMeHThl BekTopa M2 B (14) uepe3 cliefyiolye BbIPAYKEHHS :
-2 r—2 -2
My = pg{ 42,

rjle 4 MOJKET PABHSATBCSI BCEM HATYpPaJIbHBIM YMCIaM OT 1 [0 7, 32 MCKJIIOYEHHEM
s, ¥ q;. OTCl0/1a 3HAUEHMe TapameTpa p,, NPU KOTOPOM M3THOAIOIIMIA MOMEHT HA
MeCTe ¥, J0CTUTaeT 3HayeHWsl TpPeesIbHOr0 MOMEHTA, PaBHSIETCS :

M ey, + 12
=

Py = Min

ITponosyast 3TOT METO, MOMEHTBI ONpe/eJISIIOTCS 10 0UYepe/ it B OT/IeJIbHBIX
VHTepBajiaX NpHUpalleHus mapameTpa Harpysku.

[Tpeanosio)kum, yTo NpU 3HAYEHUU NapameTpa p, MOMEHT B CeueHHH k
JOCTUT IIPe/leJIbHOr0 3Ha4yeHust U p > p,. Toraga B ypaBHeHuUu (12) x,,=0,
1=1,2,..., k. YMHO)KUM C JIeBoi CTOPOHbI ypaBHeHUe (12) Ha marpuiy AU~ u
MPOMYCTUM YPABHEHMST ¥y, . . ., ;. BEKTOP MOMEHTOB MMeeT BUJ :

|
M—k-1) = | Z(r—k-1) A, M
| A4, pE—@np°“)k e MRS
(15)

rie BeKTop M) COMEPIKUT DBJIEMETBI ¥, Vg, ..., Vg BEKTOPA M,_,, a BeKTOp
M,_,_, npyrue aementsl Bektopa M, _;. BekTop Mupex, oﬁpasyezc;r U3 3JIeMEH-
TOB Mupen, »--+s Mnpen,s B Au,. . .yq — MUHOD, COCTABIICHHBIM U3 cT010110B
1

Vs Vagr -« +» Vgp MATPULBL AUV, TIPONYCTHB CTPOKHM Vg Vogs - - -5 Ve Haxoner,
Z—k=D __ ofpaTHast MaTpula MHHOpa Matpuupl AV, T0Jy4yeHHOro ¢
OMYIEHHEM CTPOK U CTOJIOLOB Vg, Vg, - . -, Vg MaTpua ZU~k-D monyyaercs M3
MaTPMIBI, BLIYMCIIEHHOM € TIOMOLILIO BBIYMTAHUS k& AMajoB

x>

k zi}'*!) z('—.l )i

A e
Ze-v . > LD

j=1 VgiVa;



0,5

P=p-1 Moppez=+1 o
e :
K il B =
( : ) %y ( : )
% %/7/@ .
LA 2,0 | a /<
! il % 5
M, e
Wi e e=esasassussssnsnnnsiNERNRANNN . 1
= 34972678 i 2'23'8862678
z My = — 1,000, p = 0,000 ..
My = + 04344262 7= 0,000, ..
3. My = + 0.1202186 “ —0000. ..
=de M, = — 02295082 iticpc -y
M, = + 0,398907"
v, M,
— \
.
M
M, >
. Pa= 5,5333...
% = —0,38338...
_ s n=  0,000...
117123 % _51())?)?)3 xf: 0,000. . .
o | %= 0000, ..
M,— 102333 ..
A, M, = — 0,55000. ..
My = + 0,98333. ..
é “
M, M,
e sl Y
M,
M, mmmﬂm P3= 5,555...
% = — 04074407
%y = +0,0370370
%= 0,000, ..
5558 %= 0.000.. .
— 1,000
- + 1,000,
= M, +0,222. ..
= — 0,555, ..
e My ==+ 1,000, .,
M,
Ml
¥, T I = 6,000...
% =—1,888...
#3 = 1888...
wm = 6,000 s e
Il;?: O e o) el 08
M, = 11000
M, = 0000
My’ M, = —1,000
My = +1000
M £

: TPYK =J/ . AHU3M TeYeE N MEHT( 911 bl Jlehopmanuii npu odpasoBanuyu
®ur. 3. — Pacyernast cxema KOHCTPYKUMM (T = J/J ) ; MEXAHM3M TEYEHMsT ; NIOPbI MOMEHTOB M a.II‘IOp > uup' I } [ p I
OT/IeJIbHBIX TACTHYECKHX HAPHUPOB (YIJIbl NMOBOPOTA (%) NMOKA3AHbI C YMHOKeHMem Ha F.J;).
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NPONYCTUB CTPOKU ¥ CTOJOUDI ¥y, Vg, . - -y Vgiy OJIEMEHTBI KOTOPBIX PABHbBI HYJIIO.
0603Hauum s1emeHTbl BekTopa MU~ %=1 B (15) uepe3 ciieqyolme BbIPAYKEHUS :

M(r~k71) =g Egr—kfl) e ngr—k—-l) ,

/e ¢ MOYKET PABHSITHCSI BCEM HATypaJbHbIM YMCIaM 0T 1 10 7, 32 MCKIIIOUeHUEM
Sy G,y Gy - - -, G- TOTJA 3HAYEHME MAPAMETPA HATPYSKH Py, PU KOTOPOM Ha
CJIEIYIOILEM MECTE V4, . MOMEHT JOCTUTAET Tpe/eIbHOM BEJIMUMHBI, ONpeAeIsieTcst
(hopmy.Jioit

JlInpeuW + 77l(f—k—1)
,;.-grvk~1)

Dy+1 = Min

[Mpogoskast 9TOT MeToj A0 k = r — 2, mojyyaeM MOMEHTBl M 3HAUEHUsI
napameTpa, py KOTOPbIX MOMEHTbI J0CTUTaloT 3HAUeHUs NpeJiesIbHOr0 U3rudaio-
I[Er0. MOMEHTA, a TaK)Ke I10CJe/10BaTeIbHOCTh BO3HUKHOBEHHS IpeIesIbHbIX
MOMEHTOB.

B uHTepBasie NpelIeCTBYIOLEM Pa3pyLIeHUIO, TO-eCTh B cilydyae p,_, <
< P < Ppasp, U3TMOAIOLIMA MOMEHT TOJbKO Ha MeCTe ¥, HE PaBHseTCSl Ipejelib-
HOMY MOMEHTY. 3HaueHHe MOMEHTa ONpejesIsieTcsl ypaBHeHUeM ¥, CUCTEMbl YpaB-
HeHuit (2). OGo3Hauast CTPOKY s, MaTpulbl C, uepe3 e¥ M 110/CTaBsAs BbIpa-
xenne (9) Bexropa xU Y, 3HAUeHHe MOMEHTA I0JyyaeTCsl B CJIEAYIOLIEM BHJIE :

M, =ct(C) (MCD — pMyD) +p My .

B kauectBe IpUMEpa IOKa)KeEM MCXOJHbIE JIaHHBIE WU YUCJIEHHOE peLIeHHhe
3apaun ¢ur. 3.

14 11 4 23 7]
s G s — | — — |
9 9 3 36
11 26 5
Bk asl 2 e wm=l 2 e
9 9 3 36
e ﬁ *54 2 |G —2 5
- 8 3 " el
A Ta 0 TJa
' | a3 0 |
0 0 (&3] 0 5
CG= il 1 : Mo: 1 .
L SoAg [etiih @ — 2
2 2 4
1S . i
_— 4 Iy

(Moctynuia B pegakumio 22, IV. 1958.)
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A MATRIXELMELETALKALMAZASA RUGALMAS-PLASZTIKUS ALLAPOTU
SZTATIKAILAG HATAROZATLAN RUDSZERKEZETEK SZAMITASARA

ROZSA P. és TASSI G.
Kivonat

A dolgozat sztatikailag hatarozatlan radszerkezetek tordterhelésének,
valamint tetszéleges terheléshez tartozd igénybevételi és alakvaltozasi alla-
poténak meghatarozasaval foglalkozik.

Feltéve, hogy a terhelés egy paramétertdl fiigg, a nyomaték és elfordulas
az 1. dbra szerint fiigg 6ssze, a nyomatéki csticspontok és kialakult plasztikus
csuklék nem vandorolnak, s a kialakult plasztikus csuklokon tehermentesités
nem lép fel, A. A. GvozaYEV [4] mddszerét tovabbfejlesztve a kovetkezokép-
pen jarhatunk el :

A tarté er6mddszerrel valé megolddasabdl kiindulva felirunk egy méatrix-
egyenletet, amely azt fejezi ki, hogy azokon a helyeken, ahol plasztikus
csukl6 kialakult, a kiils6 terhelés és a plasztikus csuklékon felléps terhels
elfordulisok hatdsira éppen a hatirnyomaték hat, a tébbi helyen pedig
a nyomaték kisebb annal.

Toréterhelés esetén a megfelelé helyeken mindeniitt a hatirnyomaték
lép fel, s ekkor az elfoguldsokra olyan inhomogén linedris egyenletrendszert
kapunk, amely egyiitthaté matrixdnak rangja eggyel kisebb, mint a rendszdma.
A cikk automatikus médszert ad a terhelési paraméter ama értékének meg-
hatirozasira, amelyre az egyenletrendszer kompatibilis. Minthogy a folyéasi
mechanizmust eldre dltalaban nem ismerjiik, azokat a helyeket, ahol a plasz-
tikus csukldk kialakulnak, valamint a tordterhelés paraméterét minimum
feladattal hatdrozzuk meg.

A tordterhelés fellépésének pillanatiban az elfordulasok értékét az
emlitett egyenletrendszer egy szabad paramétertdl fiiggs linedris megoldasai
szolgdltatjak. A dolgozat kimutatja, hogy az lesz a legutoljira kialakuld
plasztikus csukld, amelyen fellépd elforduldsnak, mint a szabad paraméter
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linearis fiiggvényének zérushelye az oOsszes tobbi ilyen linedris fiiggvény
zérushelye koziil extrémadlis.

A plasztikus esuklok kialakulasi sorrendjét, az ezeken fellépd elfordula-
sokat és a tarté nyomatéki abrait ugyancsak egy szélséérték feladat szolgdl-
tatja, amelyekhez az egyenletrendszer egyiitthaté matrixa bizonyos minor-
mitrixainak invertaldsa sziikséges. Ezeknek kiszamitasa egy-egy didd ismé-
telt levalasztasaval torténik, ami az eljarist konnyen attekinthetévé, egy-
szerlien kivitelezhetové és gépi uton vald szamitasra alkalmassa teszi.

CALCUL DES CONSTRUCTIONS DES BARRES STATIQUEMENT INDE-
TERMINEES DANS L’ETAT ELASTIQUE-PLASTIQUE PAR LE CALCUL DES
MATRICES

P. ROZSA et G. TASSI

Extrait

L’article traite de la détermination de la charge critique ainsi que celle
des changements des moments et des états de déformation des constructions
des barres.

Supposons, que la charge dépend d'un seul parametre, que le moment
et la déformation angulaire dépendent I'un de l'autre comme le montre la
figure 1, que les sommets des moments et les articulations plastiques dévelop-
pées ne se déplacent pas, et enfin que la diminution des charges ne se produit
pas sur les articulations plastiques développées. Nous pouvons alors perfection-
ner la méthode de A. A. Gvozpev de la fagon suivante :

En pattant de la solution du probléeme des poutres par la méthode des
charges, nous obtenons un dystéme d’équations linéaires qui exprime qu’aux
endroits mémes ou les articulations plastiques viennent de se former, précisé-
ment les moments limites se produisent sous I'influence de la charge extérieure
et celle des déformations angulaires imposées aux articulations plastiques,
tandis qu’aux autres endroits les moments deviennent plus petits que les
moments limites.

Dans le cas de la charge critique, des moments limites se produisent
partout et nous obtenons alors pour les déformations angulaires un systéme
d’équations linéaires inhomogenes, dont le rang de la matrice de ses coefficients
est inférieur d’une unité a celui de son ordre. L’article donne une méthode
qui permet de déterminer immédiatement la valeur du parameétre de charge
pour laquelle le systeme d’équations est compatible. Puisque le mécanisme
des déplacements est a priori, en général inconnu, nous déterminons les endroits,
ou les articulations plastiques se produisent, ainsi que le parameétre de la
charge critique, par la solution d’un probléme des minima.

ATinstant ot se produisent les charges critiques, les valeurs des déforma-
tions angulaires sont fournies par les solutions linéairement dépendantes
d’un parameétre libre du systéme d’équations mentionné. Nous démontrons
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que larticulation plastique qui se produit a la fin est celle, pour laquelle la
déformation angulaire en tant que fonction linéaire du parameétre libre a un
zéro qui est le minimum respectivement le maximum absolu des zéros de
toutes ces fonctions linéaires.

L’ordre dans lequel les articulations plastiques se produisent, ainsi
que les déformations angulaires qui y appartiennent et les diagrammes des
moments de la poutre sont fournis également par les solutions des problemes
de maxima respectivement minima, pour lesquels il feut invertir certains
mineurs des matrices des coefficients. Le calcul s’effectue par la soustraction
itérée des diades qui rend plus clair le procédé et permet d’effectuer un caleul
simple sur les machines.




EIN BEWEIS DES WEDDERBURN--ARTINSCHEN STRUKTURENSATZES

von

Orr6 STEINFELD
Einleitung

Unter einem halbeinfachen Ring verstehen wir einen assoziativen Ring,
der kein von Null verschiedenes nilpotentes Linksideal besitzt und in dem fiir
die Linksideale die Minimalbedingung gilt. In dieser Arbeit geben wir einen
kurzen, elementaren Beweis des Wedderburn-Artinschen Strukturensatzes.
Der Beweis beniitzt wesentlich nur das wohlbekannte Ergebnis von E.
NoEerHer (Hilfssatz 1).

Fiir die gefillige Hilfe in der Abfassung dieser Arbeit spreche ich
meinen herzlichen Dank Herrn Professor L. Fucus aus.

§ 1. Hilfssitze

Hilfssatz 1 (E. NoeTHER). Ein halbeinfacher Ring R besitzt ein Einselement
e und ist die direlte Summe wvon endlich vielen minimalen Linksidealen
Re,,. . ., Re,,, wo &, ..., &,orthogonal idempotente Elemente mit ¢ = & + . .. +
+ ¢, sind.V

Hilfssatz 2. Die minimalen Linksideale Re,, Re, (2 = ¢, & = &) eines
(assoziativen ) Ringes R sind dann und nur dann als R-Moduln operatorisomorph,
wenn e Re, von Null verschieden ist.

Beweis. Sind Re; und Re, operatorisomorph, und gilt bei einem gege-
benen Operatorisomophismus ¢, — gg, (=0 ; p€R), so folgt ¢, = g8, — ¢,0¢,,
also ¢, Re, 0.

Es sei €06, %= 0 (a € R). Die Abbildung

(1) 08 —=>08; &8 (e€R)
ist offenbar ein Operatorhomomorphismus von Re; in Re,. Da das Bild von
g;g; = ¢ in (1) das Element e?ae, = gae, (5 0) ist, liefert (1) einen Operator-
isomorphismus von Re, auf Re,.

Hilfssatz 3. /st | ein minimales Linksideal eines (assoziativen) Ringes
R und e(== 0) ein idempotentes Element in |, so ist el ein Schiefkirper mit dem
Einselement e.

Beweis. ¢ ist ein Unterring von £ mit dem linksseitigen Einselement &.
Da fiir ein beliebiges Element ei (% 0; 2€[) von & die Gleichung [-éel =
und deshalb el - ¢4 = &l gilt, existiert ein Element 1’ (55 0 ; A€() mit el - eA =
—= ¢, womit Hilfssatz 3 bewiesen ist.

1) Fiir den Beweis s. § 123 der Algebra, 11.von B. L. vAN DER WAERDEN (Springer,
Berlin, 1955).
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§ 2. Beweis des Wedderburn-Artinschen Satzes

Der Wedderburn-Artinsche Strukturensatz. Fin halbeinfacher Ring R
ist die (ringtheoretische) direkte Summe von endlich vielen Unterringen, deren
jeder einem wvollen Matrizenring diber einem Schiefkirper isomorph ist.

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gilt

(2) R=Re+ ...+ Re, ,
(3) e=¢&+ ... +é&n (B=¢e; 56,=0 fliciEl; i,b=1...,m),
wo ¢ das Einselement und Rey, . . ., Re, minimale Linksideale von R bezeichnen.

Offenbar kann man voraussetzen, dass in (2) die minimalen Linksideale
als R-Moduln in Klassen operatorisomorpher eingeteilt sind. Da sich die
nicht-operatorisomorphen Linksideale unter Re,, ..., Re, infolge Hilfssatz
2 paarweise annullieren, bildet die direkte Summe der Linksideale, die in
derselben Klasse sind, ein zweiseitiges Ideal von B und deshalb ist B die
ringtheoretische direkte Summe von diesen Idealen. Nach einer geeigneten
Umordnung kann man erreichen, dass z. B.

(4) a=Re+ ... +Rey (1< h < m)
ein solches Ideal mit dem KEinselement
(5) g=g+4+...+¢&, (Be=g,; 8.86,==0 izl i, 8= .8

ist. Es geniigt zu zeigen, dass a einem vollen Matrizenring iiber einem Schief-
korper isomorph ist. Da fiir ein festes Element 6,(= 0) von g.Re; (i = 1, . . ., h)
das Produkt Re;-d; ein von Null verschiedenes Linksideal von R in Re,
ist, gilt Re, -0, = Re,, woraus ¢ Re; -0, = ¢, Re; folgt. Dies bestitigt die
Existenz eines Elementes 0% (5~ 0, €&, Re;) mit

(6) 8%, =g, (= ISR )
0,0% (€¢;Re;) ist wegen (6) idempotent und wegen 0,070, = 9,6, = ;5 0 von
Null verschieden. Da 8Re; (¢ = 1, ..., k) nach Hilfssatz 3 ein Schiefkérper
(mit dem Einselement ;) ist, besteht

(7) 0,07 =¢; =1, ...sl)-

So kann man voraussetzen, dass die Elementepaare §; (50) und
0¥+ 0; ¢ =1,..., k) mit den Eigenschaften (6) und (7) ausgewihlt sind.
Betrachten wir die Abbildung

®8) a— || 8Fad,|| (@€a; &,j=1,...,h),

wo die rechte Seite eine A-reihige quadratische Matrix iiber dem Schiefkérper
&, Re; = K bezeichnet. Nach (8) wird a in den vollen Matrizenring K, vom
Range A2 iiber K abgebildet und die Homomorphieeigenschaft gilt beziiglich
der Addition trivialerweise. Da infolge (5), (7) und (8) fiir die Elemente
a,f(€a)

| | A
af —||8fapd)|| = [|Fae’Bo)| =i > 5?a8kﬁ‘5j!= .l > 0tad 5B =
k=1 k=1 !

= [|0Fad;|| - ||67B9;]
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richtig ist, ist (8) auch beziiglich der Multiplikation eine homomorphe Abbil-
dung.

Wir zeigen jetzt, dass jede Matrix || o;; || (¢;;€ K) von K als Bildelement
in (8) vorkommt. Wegen (4), (6), (8) und der Orthogonalitit der idempotenten

Elemente ¢, ..., &, hat || g;;|| in (8) das Urbild
h
> 80,07 €a.
ij=1
Ist zuletzt das Bild von a(€ a) die Nullmatrix, so gilt 6¥ad;, = 0 (4, j =
=1, ..., h), woraus wegen (5), (7) die Gleichung '

/=

' 8, 0Fad, 0F =0

£

h
o = ag’ = 2 g0E; =
=1 1

Il

i}]
folgt.
Damit ist der Beweis vollendet.

Bemerkung. Aus dem vorigen Ergebnis ergibt sich der zweite Wedder-
burn-Artinsche Strukturensatz iiber einfache Ringe.

(Eingegangen 20. Februar 1958.)

A FELIGEGYSZERU GYURUK WEDDERBURN— ARTIN-FELE
STRUKTURA-TETELENEK EGY UJ BIZONYITASA

STEINFELD O.

Kivonat

Egy (asszociativ) gytri{it, amelynek nincs zér6tél kiilonbo6z8 nilpotens
balidedlja, és amelynek balidedljaira teljesiil a minimum-feltétel, feligegy-
szerdinek neveziink.

E dolgozatban egy olyan 1j, rovid bizonyitast adunk a féligegyszer(i
gylriik nevezetes WEDDERBURN—ARTIN struktiratételére, amely lényegileg
csak a NorrHER-féle alaptételre tamaszkodik.

HOBOE JOKA3ATEJIbCTBO CTPYKTYPHOW TEOPEMBI
WEDDERBURN—ARTIN-A ITOJIYITPOCTbIX KOJIEL]

O. STEINFELD

Pe3iome

AcconMaTuBHOE KOJIbLO, KOTOPOE HE MMeeT OTJIMYHBIX OT HYJSI HUJIBIIO-
TEHTHBIX JIEBBIX WJI€AJIOB, JUISl JIEBBIX W/€aJI0B KOTOPOrO BBINOJIHEHHO YCJIOBHE
MHHHMYMA, HAa3bIBACTCsT I10JIYIIPOCTBIM.

B Hacrosiucii paboTe jaeTcst Takoe HOBOE, KOPOTKOE JJ0Ka3aTesbCTBO YKa-
3aHHOI B 3aroJI0BKe T€OPEMBI, KOTOPOE 10 CYLIECTBY ONMPAETCS JIMIIbL HA OCHOB-
Hy10 Teopemy NOETHER.

5 A Matematikai Kutat6é Intézet Kozleményei I11./1—2.






KETPOLUSU ELEKTROMOS HALOZATOKROL, II.
ADAM ANDRAS

Bevezetés

E dolgozat az azonos cimd, I. sorszamu dolgozat folytatisa. Az ett
hasznalt terminologiat kiilon megallapoddsok nélkill tovabb alkalmazzuk.
fgy (ha mést nem mondunl\) grafon Veges grafot értiink, amelyben kitiintet-
tink egy kezdGpontot és egy végpontot, és amoly aT és T, tuld_](]OIISngkIlak
(lasd : [1], 1. §, 213. oldal) eleget tesz. Pontok és élek egy 4,4, &y, 44, &y, . . .,
A1, k,, Ay (K = 2) sorozatat zdrt dinak nevezzik, ha az Ay, Ay, ..., A,
pontok péronként kiillonboznek, és barmely k; él (1 < ¢ < n) a sorozatban
vele szomszédos pontokat kiti 0ssze. Az A, pontot a zart Gt zdrdddasi pontjanak
nevezzik, az 4,, A,, ..., 4, -, pontokat a zart Gt belsé pontjainak.

Az 6sszes grafok jellemzése a soros és parhuzamos kapcesoldssal szemben
irreducibilis grafok leirasin mulik. Dolgozatunkban ezen irreducibilis grafok
bizonyos osztilyanak szerkezetébe fogunk (nem teljes) betekintést nyerni.

Az [1] dolgozat 2. tétele szerint barmely irreducibilis grafban van kettds
él. (Irreducibilis grafon mindig egynél tobb élt tartalmazé irreducibilis grafot
értiink.) Ez a tény lehetdséget nyujt egy irreducibilis graf palydinak, éleinek,
tovabbd maguknak a grifoknak a kovetkezd osztilyozisira.

Els6faja palyanak neveziink egy palyat, ha egyik éle sem kettds él;
masodfaju palydnak, ha athalad legalibb egy kettds élen.

A tipusu élnek neveziink egy élt, ha barmely rajta dtmend pilya elsé-
faji. B tipust élnek neveziink egy élt, amelyen legalibb egy elséfaja és leg-
alabb egy masodfaji palya atmegy. C tipustu élnek neveziink egy nem kettds
élt, ha barmely rajta atmend palya masodfaji. D tipust éleknek nevezziik
a kettds éleket.

Barmely irreducibilis graf tartalmaz nem kettds élt (pl. a kezddpontbél
vagy végpontbdl kiindulé barmely él). Az eddigiek alapjan az irreducibilis
grafoknak a kovetkez6 hét osztialya lehetséges.

I. osztalyt egy graf, ha A, B, C, D tipusu éleket tartalmaz. Ugyanigy

egy
II. osztalya graf A, B, D; V. osztilyu graf A, D;
III. osztalyt graf A, C, D; VI. osztilyu graf B, D;
IV. osztalya graf B, C, D; VII. osztilya grat C, D

tipust éleket tartalmaz. (Ezeket a definicidkat ugy értjik, hogy pl. VI. oszté-
lytnak neveziink egy grafot, ha van B tipusu éle, van D tipust éle, nincs A
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tipust éle és nincs C tipust éle.) Az 1. dbran példat adunk IV., VI. és VIL
osztily grafra. Dolgozatunkban (4. és 6. tételek) latni fogjuk, hogy a IL,
III. és V. graf-osztalyok iiresek. Ez a dolgozat elintézetleniil hagyja az egzisz-
tencia-kérdést az 1. graf-osztilyra. A dolgozat eredményeinek megheszélése
sordn PoLLAk GyOrRGY mas eszkozokkel bebizonyitotta hogy nines olyan
sorosan és parhuzamosan irreducibilis graf, amely tartalmaz A tipusa élt
(lasd a kovetkezs, [2] dolgozatot); ezzel a 4. és 6. tételekre jabb igazo-
last, az I. graf-osztaly exisztencia-probléméjara tagadd valaszt nyert.

P
Q
P
Q
P
Q

1. dbra.

Az 1. §-ban értelmezziik az n-pélusu grafokat, és megdallapitunk réluk
egy, a toviabbiakban sziikséges tényt.

A dolgozat lényeges eredményeit tartalmazo 2. §-ban a IL. és VI. osztilyt
grifok szerkezeti vizsgilataval foglalkozunk. Egy ilyen grif elemzésének
alapgondolata : a D tipusu éleket (6sszefiiggésiik szerint) osztalyokba sorol-
juk, és azt vizsgiljuk, hogy ezek az osztalyok hogyan kapcsolédnak be a
nem kettds élek altal alkotott grafba. Eredményeink erre a kérdésre pontos
valaszt adnak, a tirgyalds végén (4. tétel) pedig azt nyerjiik, hogy az el64llo
grafok mindegyike VI. osztalya. A VI. osztalyt grafok teljes leirdsiban egyet-
len hidnyossdg marad: a kettds élek dltal alkotott osztilyok belsd szerkezeté-
nek jellemzése. (Eza kérdés a ketténél tobb pdlusi grafok tovabbi vizsgdlatdval
lenne megkozelithets.) A 3. §-ban a IIL. és V. osztdlyok iirességét igazoljuk
az el6z8 paragrafusok eredményeinek felhasznilasa nélkiil.

Koszonetet mondok PoLLAk GydrGynek szimos értékes megjegyzéséért,
és jelentékeny részvételéért a dolgozat (kiilonosen a 2c¢)§) végsé formaba
ontésében.
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1. §. n-pélusu grafok

Egy véges grafot n-pilusi grdfnak (roviden: n-gratnak, e paragrafu-
son beltl egyszertien grafnak) neveziink, ha ki van tiintetve n szdmua pontja
(n = 2), amelyeket polusoknak neveziink, és a graf eleget tesz bizonyos
osszefiiggdségi feltételnek. A grafnak egy olyan pontjit, amely nem pdlus, a
graf bels6 pontjanak nevezziik. A graf egy utjat belsé utnak nevezziik, ha az
ut minden bels6 pontja a grafnak is belsé pontja. Az emlitett feltétel : meg-
kivanjuk, hogy a graf barmely élén, tovabba barmely pontjin Atmenjen
olyan bels§ ut, amelynek végpontjai pélusok.

Egy n-grafot 7'y tulajdonsagtnak neveziink akkor, ha egy élbdl all,
vagy akkor, ha egynél tobb éle van, és bairmely két pontjat tsszekoti egy belsd
at, és nincs olyan éle, amely két pélust kot Ossze.V

Segédtétel. Soroljuk egy 7'; tulajdonsigt n-graf Osszes pdlusait két
(nem iires) diszjunkt a,, a, osztalyba Ekkor a graf barmely pontjin vagy
élén atmegy olyan belsG ut, amelynek egyik végpontja a,-be, masik vég-
pontja a,-be tartozé pdlus.

Bizonyitas. Egy ¢élii grafra nyilvinvalé a tétel. A masik esetben allitisunk
pontokra és élekre azonos modszerrel igazolhatd. A k élen menjen 4t az a(AB)
belsé at, ahol 4 és B poélusok. Ha mind 4, mind B az o, osztalyba tartoznak,
akkor legyen C az a Ut tetszileges belsé pontja. C belsé pontja a grafnak.
D legyen egy ay-beli pdlus, b(C D) legyen tetszbleges belsé ut. E legyen b utolsé
olyan pontja, amely pontja az @ utnak is. Ekkor léteznek az a[ AE] - b[ED)]
és a—1[BE]-b[ED] utak, és egyikiik atmegy a £ élen.

2. §. IL. és VI. osztalya grafok

a) Elnevezések, jelolések. & legyen olyan irreducibilis graf, amely tar-
talmaz B tipust élt, de nem tartalmaz C tipusut. Jeloljik &-vel azt a grafot
amely ®-nek A és B tipust éleibdl (tovabba a megfelel6 pontokbdl) all, &’
kezdGpontja és végpontja egyezzék meg & kezdSpontjaval, ill. végpontjaval).
(®-nek barmely olyan éle, amely P-hez vagy @-hoz illeszkedik, nem lehet
kettds él, tehat ¢'-hoz tartozik.) gy ketts él nélkiili grafot kapunk mlnthogy
egy &-beli ketts ¢l G-nek is kettds éle volna. ¢ egynél tobb élbél all, és nyil-
van rendelkezik a 7'; és T, tulajdonsagokkal, tehat [1] 4. tétele szerint’
elGallithaté soros és parhuzamos kapcesolassal a Po——o@) alapelembdl.

A grafot a & graf alkatrészének nevezziik, ha vannak olyan ¢ = ®&,,
Gy, Gy ..., B, =9 (n = 0) grafok, melyeknél minden i-re (1 < ¢ < n) ©,
soros vagy parhuzamos komponense ¢; ;-nek.?

A G gmf D tipusu éleit osztalyozzuk a kovetkez§ ekvivalencia-reldcid
szerint : a k, és k, élek ekvivalensek, ha létezik olyan ut vagy zart ut, amely-
nek elsé éle Ll, utolsé éle k,, és amelynek egyetlen belsé pontja sem pontja

1) Az n= 2 esetben a T, tulajdonsig a parhuzamos irreducibilitassal ekvivalens.
Az egy éli graf nyilvan kétpdlusa.

2) Abba, hogy ®&; soros komponense ®;_;-nek, beleértjiik, hogy &; sorosan irreduci-
bilis legyen. (Parhuzamos komponensnél parhuzamos irreducibilitast feltételeziink.)
Ezért, ha ®; soros komponense ®; i-nek, akkor &;., parhuzamos komponense ®;-nek
(és megforditva). Nyilvanvalé, hogy &; barmely alkatrészéhez egyetlen ilyen sorozat
létezik. Azt, hogy 9, (#9,) tagja a 9, alkatrészhez vezetd sorozatnak, a 9,29, jelo-
1éssel juttatjuk kifejezésre.
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®-nek.® A D tipusu élek igy elkiilonitett sokasigait hidaknak fogjuk nevezni.
Minden hidhoz hozziszamitjuk az élek végpontjait is. Két hidnak k6zos pontja
csak akkor lehet, ha az &-nek is pontja.

A D hid hatdrpontjainak nevezziik D és ¢ kozos pontjait. Minden
hidnak legalabb két hatarpontja van. Minden hid 7', tulajdonsiga n-graf
(pdlusoknak a hatirpontokat tekintve). Minden D hldhoz hozzarendeliink egy
F(D) alkatrészt a kovetkezs mddon :

17 Ha D-nek két hatarpontja van, és ezek egy parhuzamosan reducibilis
9 alkatrésznek kezd6pontja, illetve végpontja, akkor® legyen = F(D).

2°. Minden méas esetben legyen (D) -nek az a legsziikkebb alkatrésze,
amely ® valamennyi hatarpontjat tartalmazza.

Legyen $ valamely alkatrésze &’-nek. Ekkor $H* jolontso a § éleibdl,
tovibbaaz F(D) c H feltételt teljesits hidak éleihdl all6 grafot, és H** ]elentso
a H* éleibdl, tov abbi az FT(D) = H feltételt teljesitd hidak éleibdl (és mindkét
esetben a megfelelé pontokbdl) allé grafot.

Legyen a & graf § alkatrészének kezd@pontja P*, végpontja @*. Ha az
a(P*Q*) ut H**-hoz tartozo élekbdl all, akkor a része & egy palydjanak, példaul
a b[PP*]-a-b[Q*Q] palyanak, ahol b &"-beli élekbdl all6, P*-en (igy @*-on
is) atmend tetszéleges palya. Ebbdl kovetkezik, hogy $ egy ¢€l, amely kettds
éle a P* kezdSpontu, @* végponti H** grafnak, a & grafnak is kettds éle.

Ha egy graf valamely bels§ pontjan a graf valamennyi palydja dtmegy,
akkor ezt a pontot a graf csomdpontjanak nevezziilk. Ha egy grafnak van
csomopontja, akkor a graf sorosan reducibilis, és komponenseit éppen a csomd-
pontok valasztjak szét. (Vo. [1], ? labjegyzet.) Ha A4 és B csomdpontok,
akkor annak kifejezésére, hogy alkalmas palyin A megel6zi B-t, az 4 < B
jelolést hasznaljuk (ekkor 4 a graf bArmely palydjan megel6zi B-t.) Legyenek
D1 6s Hy a H sorosan reducibilis graf komponensei : ha alkalmas pdlya (tehdt
barmely pélya) elébb tartalmaz $,-beli, és kés6bb $,-beli éleket, akkor azt
mondjuk, hogy $; elébbi komponense $-nak, mint $,.

A & grat D, és D, hidjait ekvivalens hidaknak nevezziik, ha hatarpont-
jaik megegyeznek. (Azaz: D, barmely hatirpontja hatirpontja D,-nek is,
és forditva.)

Legyen $ parhuzamosan reducibilis alkatrésze ’-nek, legyenek . és
$p komponensei H-nak. Ha-t és Hs-t dsszetartozé komponenseknek nevezziik,
ha $. = £, vagy akkor, ha van § komponenseinek olyan

Da=95, D25 .. ., 00 =Dy (n=2)

sorozata, hogy barmely 7 szdmhoz (2 < ¢ < n) van olyan D hid, amolyre
(D) = O, és amelynek két alkalmas hatarpontja belsé pontja $;_;-nek,
illetve $;-nek.

b) Fotétel. 1. tétel. Bdarmely D hidra F(D) pdrhuzamosan reducibilis
alkatrésze &-nek, és D barmely hatarpontja csomopontja F(D) valamely kom-
ponensének.

3) Az osztalyozés ekvivalencia-jellege konnyen igazolhaté. Ha a(AB) a ky és k,
éleket, b(CD) pedig a k, és k, éleket Osszekapesold, emlitett tulajdonsagi (esetleg zért)
ut, és E a-nak elsd olyan belso pontja, amely b- nek is pontja, akkor D # E esetén az
a[AE] -b[ED], D=FE esetén pedig az a[ AE]- k;* (esetleg zart) ut létezése biztositja,
hogy k, és k; relaci6ban allnak.

49 A késébbi eredmények azt fogjak kimutatni, hogy ez az eset nem fordulhat elé,
pillanatnyilag azonban szamolnunk kell ezzel a lehet8séggel is.
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Kiegészités. & pdrhuzamosan reducibilis, és & barmely két komponense
dsszetartozo.

A tétel és a kiegészités bizonyitasa a kovetkezd ot allitds igazoldsara
fog tagolddni:

1°. Van olyan hid, amelyre (D)= ¢'.

"°. $ legyen sorosan reducibilis alkatrésze &’-nek. Legyen (D) = 9.
Ekkor ® barmely hatarpontja kezdSpontja, végpontja, vagy csomépontja
$H-nak.

3%, O legyen sorosan reducibilis alkatrésze &’ -nek. Feltételezziik, hogy,
az 1. tétel allitdsai igazak mmden olyan hidra, amelyre §(®) D 9.% Ekkor
nines olyan hid, amelyre §(D) =

e legyen parhuzamosan redu( ibilis alkatrésze ®-nek. Feltételezziik,
hogy az 1. tétel allitisai igazak minden olyan hidra, amelyre §(D) > H.9
Ekkor minden olyan ® hidra, amelyre F(®) = H, D bz’umely hatarpontja
csomo6pontja $ valamely komponensének.

5% & barmely két komponense osszetartozo.

Rétériink a bizonyitas végrehajtasara.

1°. & felbonthato a soros és parhuzamos kapesolasok egyikével. Ha nem
volna olyan hid, amelyre §(D) = &, akkor & is felbonthaté lenne &’-vel
megegyezi modon. (& komponensei a &;** grafok volnanak, ahol & végigfut
" komponensein.)

2°. Legyen (D) = H kezd6pontja P*, végpontja @*. D-nek A legyen
olyan hatirpontja, amely sem kezd&pontja, sem végpontja, sem csomépontja
F(D)-nek. A tehat belsd pontja H valamely $; komponensének. B legyen
D-nek olyan hatirpontja, amely nincs $;-ben. a(A4B) legyen D-nek belsd
utja. Szimmetria-okokbdl feltételezhetjiik, hogy £, elébbi komponens, mint a
B-t tartalmazé komponens(ek). ©; kezddpontja legyen C, végpontja D ;

*

ps © bf BQ*)

2. dbra.

b(P*Q*) legyen H-beli élekbdl 4116, B-n 4tmend ut. Legyenek ¢(CD) és d(CD)
9; -beli élekbdl all6 utak, ¢ menjen &t A-n, d ne menjen it A-n. E legyen
¢[AD] elsé olyan pontja, amely pontja d- nek is. Ekkor léteznek a

b[P*C) - d[CE] - ¢~ [EA] - a - b[BQ¥]
és a
b[P*C] - ¢ - b|DQ¥]

utak, tehat ¢[4AE£] kettos Gt, ami ellentmond annak, hogy ’-beli élekbdl
all (2. abra).

3°. A bizonyitas el6z6 szakasza, toviabbd az indukecids feltevés értelmében
ha egy ®-beli Gt két szomszédos éle koziil pontosan az egyik H*-beli é1, akkor az
atnak a két él kozé es6 pontja H*-nak kezdSpontja vagy végpontja vagy egyik

9 A feltételt érvényesnek tekintjiik akkor is, ha nines. ilyen hid
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csomépontja; azaz $ barmely $; komponensének belsejét csak H; kezdd-
pontjin vagy végpontjin it lehet elhagyni.

Jeloljik A4,-lal  kezddpontjat, A4,-gyel, Ad,-vel, ..., A4,_;-gyel H
csomépontjait (az < rendezési relacid szerinti sorrendben), 4,-nel $ végpont-
jat. A bizonyitasnak ebben a szakaszaban kivételesen 4y-t és 4,-et is csomé-
pontoknak nevezziik.

Tekintsitk $ elsé olyan A; csomépontjat (0 < 4, < n — 1), amely
hatirpontja egy olyan ® hidnak, amelyre F(D) = 9. k(4; B) legyen ®-beli él.
Mivel k kettds éle $-nek, van olyan a palya, amelynek £~ része (azaz: amely a
k élen ,,A fel¢’” halad at). Aza palyan $ valamely 4,, csomopont]a megeloz
A, -t és k < 1. Tekintsiik az Osszes olyan (7, k) (1 < ¢, £k < n— 1) szdm-
pa,rokat amelyekre az a palyan A4, elébb fordul eld, mmt A;, és i < k. Ezek
kozott a parok kozott van olyan, amelyre a b — ¢ kiilonbség mlnunahs
Legyen (¢/, k') egy ilyen par. Ekkor az a palya nem megy at H-nak egy olyan
A; csomopont]an sem, amelyre® A, < 4; < A, és ennek kovetkeztében

az A és A, kozotti komponensok egyetlcn belsé pontjin sem. [gy létezik az

alPAy] - b7 A 4] - a[A4Q]

palya — ahol b(A,A4,) H-beli élekbdl allé tetszdleges ut — ezek szerint
b[A;,A,,] kettds at, értelmezésével ellentéthen.

4°. © legyen parhuzamosan reducibilis alkatrésze ¢&’-nek. Az indukcids
feltevés szerint ha egy &-beli it két szomszédos éle koziil pontosan az egyik
H** beli él, akkor az itnak e két él kozotti pontja H-nak P* kezdGpontja vagy
@* végpontja.

Legkozelebbi célunk kimutatni, hogy ha F(®) = H, akkor a D hidnak
sem P* sem Q* nem hatirpontja. Ha $ = &, akkor ez nyilvanvald, az
ellenkezé esetben legyen P* (== P) hatarpon‘r]a D-nek. k k(P*A) legyen D- beli
él, a legyen & olyan péalydja, amelynek k1 része. Ekkor az a pilyan @* meg-
eldzi P*-ot (tehat @* =& Q). Legyen b(P*Q*) a $ graf egy palydja. Az a palyan
pontosan az a[@*P*] Gt élei H**-beli élek, tehit létezik G-nek az

a[PQ*] - b1 - a[P*Q]

palydja, ellentmondésban b értelmezésével. Ha @* 1ép fel a D hid hatarpontja-
ként, akkor szimmetrikus médon jutunk ellentmondéashoz.

A D hidnak tehit barmely
hatdrpontja belsé pontja F(D)= H-
nak. Tovabbi feladatunk igazolni, hogy
barmely hatarpont $ valamely kompo-
nensének csomépontja. A bizonyitds-

.. nak ebben a részében is indirekt médon
kovetkeztetiink. Legyen 4 olyan bels6
pontja $ valamely £, pairhuzamos kom-
ponensének, amely nem csomoépontja
9,-nek, és hatirpontja ®-nek. Legyen
D-nek a B hatiarpontja $H-nak $H,

3. dbra. komponensén (9H; = D). a(A4AB)legyen

6) Ugyanis az @ palyan tekintett 4;, Ay, Ay vagy az Ay, Aj, A; eléfordulasi
sorrend esetén a j — 7" < k* — ¢’ egyenlétlenség, az Ak , A7, Aj sorrend esetén pedig a
k" — j < k' — ¢ egyenlétlenség ellentmond (¢, k') értelmezésének.
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belsé utja D-nek. b legyen $H;-nek A-n 4t nem mend palyaja. ¢(A4C) legyen
$H;-beli élekbdl 4ll6 olyan ut, amelynek C' (5£ P*, @*) az egyetlen kozos pontja
b-vel. (Ilyen Gt $, parhuzamosirreducibilitiasa miatt létezik.) Legyen d $y-nek
egy B-n atmend palyaja.
Ekkor léteznek H-nak a
d[P*B] -a 1. ¢ b|CQ¥]

b[P*C] - ¢ - a - d[BQ¥|

palydi (3. abra), tehit ¢ kettds tt, ellentmondasban azzal, hogy $£,-beli
élekbdl all.

5°. Az Osszetartozas relacidja ekvivalencia-relicié " komponenseire.
Ha egynél tobb osztilyra bontja ez a reldcié a komponenseket, akkor
ugyanannyi parhuzamos komponensre esik szét. (& egy komponenséhez a
kovetkezd élek tartoznak : & komponensei egy osztilyanak élei, tovabba
azoknak a hidaknak élei, amelyeknek hatdrpontjaia széban forgé komponensek-
ben vannak.)

c¢) Tovabbi elemzés. Legyen $ & -nek valamely parhuzamosan reduci-
bilis alkatrésze. Komponensen mindig $ valamely komponensét fogjuk érteni.
Tekintsitk mindazon hidakat, amelyekre F(D) = Sg. (Ha Hc @, akkor
el6fordulhat, h()gy nincs ilyen hid.) E pontban csupan ilyen hidakkal fog-
lalkozunk. $;, 9, és O3 jelentsék H hirom kiilonb6z6 komponensét?”. A ©;
komponens (7 = 1,2, 3) k-adik cqomopont]dt A{D-val fogjuk jelolni. Ha ugyan-
azon ; komponensnek tobb 4y, A9, AD, A(’) csomépontjarol beszéliink,
akkor megillapodunk az A <A(’) < A(" < A") rendezésben.

Kovetkezo tételimk négy eqetre tago]odlk négy kiilonhoz6 feltétel
mmdcgylke ugyanazt a kov etkezmenyt vonja maga utan.

. tétel. Legyenck f(AB) és g(CD) a (nem feltétleniil Kiilonbizd ) D
illetve SD,; hidak belsd dtjai.

1. feltétel. Legyen A = AD, B= AD®, C = A® és D = AP

2. feltétel. Legyen A = AP, B= AP, C = AV és D = AQ

3. feltétel. Legyen A = AP, B= AP, C = AW és D = AP

4. feltétel. Legyen A — AP, B= AP, C = AP és D = AP

Ha e négy feltétel valamelyike teljesiil, akkor f és g nem idegenek eqgymdstol
(tehdt Do = Dp).

Bizonyitds. a(P*@*), b(P*Q*) és c(P*Q*) legyenek rendre 9,-beli 62
beli, illetve $;-beli élekbdl 4ll6 utak (P*a $ graf kezdGpontja, Q* pedig O vég-
pontja). Ha f és g idegenek volnanak, akkor az a ut valamely (nem elfa]ult)
része kettds titnak bizonyulna. Létezne ugyanis az 1. feltétel érvényessége
esetén a

BIP*AQ] g - a AP AP] -] HAPQY)
a 2. feltétel érvényessége esetén az

a[P*AP] - f - a [ADAD] - g - a[ APQH] .

7) A tétel némely esetében csak egy vagy két komponensre van sziikségiink, ilyenkor
kett6nél tobb komponens létezését nem koveteljiik meg.
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a 3. feltétel érvényessége esetén az

alP*AP] - f-a M [APAP] - g -D[APQ7] |
a 4. feltétel érvényessége esetén pedig a

P*AP] - gt - a AP AP] - f - DAFQ*]
ut (4. abra).

4. dbra.

A 2. tétel egyrészt egy-egy hid belsé szerkezetére vonatkozéan jelent
megszoritdsokat®, masrészt a kiilonbozd hidak &-be valdé bekapesolodasat
szabilyozza. A 2. tétel utébbi hatisit a 2a. tételben vilagitjuk meg. Ezt
megel6zéen megillapodunk néhiny értelmezéshen.

(D) jelentse a §, komponens olyan csomépontjainak szimat, amelyek
fellépnek alkalmas hid hatarpontjaként. A y(D, H,) fiiggvény értéke aszerint
legyen 1 vagy 0, hogy a ®© hidnak van-e hatdrpontja a £; komponensen,
vagy sem. (D) jelentse azt a grifot, amelyet a (D, H;) = 1 feltételt tel-
jesité  komponensekkel 6sszetartozé komponensekbil parhuzamos kapeso-
ldssal kapunk.

% Azonban a T, tulajdonsagu legaltalanosabb n-grafok is felléphetnek hidakként.
Ha D hatarpontjai paronként (D) kiilonb6zé komponenseihez tartoznak, akkor ugyanis
a 2. tétel nem jelent korlatozast D szerkezetére.
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Abban az esethen, mikor D, =+ Ds, a 2. tétel azt mondja ki, hogy két
[ és g ut az ott felsorolt médok egyikén sem helyezkedhet el. A 2. tételnek
ezt az esetét a kovetkezOkben a) allitasnak fogjuk nevezni. A 2a. tételben az
a) allitasnak két ekvivalens atfogalmazasat fogjuk adni.

2a. tétel. Az o) dllitds ekvivalens a kivetkezé f) és ) dllitasokkal :

B) Legyen A. hatdrpontja a D. hidnak, és Ag hatarpontja a Dp hidnak.
Legyenek Aq és Az csomdpontjai a $; komponensnek, legyen érvényes A, < Ag.
Al legyen a Do hidnak valamely hatarpontja a 62(7& $91) komponensen. Ekkor
SDp barmely A} hatdarpontjara igaz az A, = A} és A, = A} megeldzések egyike.
Ervényes az az allitas, amely p) eddigi részébdl a = és < jelek megforditdsdval
kaphato.

y) Azok a hidak, amelyekre F (D) ugyanaz, teljesitik a kivetkezd hdrom
allitdst :

(1) Ha D. és Dy ekvivalens hidak, és hatdrpontjaik szdma legaldbb 4,
akkor ezek a hatdarpontok pdronként kiilonbozé komponenseken vannak.

(2) Teljesiiljon a D és @ﬂ nem ekvivalens hidak kétalkalmas A (SAﬁ hatdar-
pontjira A, < Az. Ha A; és Aj hatarpontjai D.-nak, illetve Dg-nak és ugyan-
azon komponensen helymkednd el akkor A, = A;.

(3) Ha F (D) legaldbb hdrom komponensbil all tovdabbd a $, komponensére
és a kilonbozé D., Dp hidakra

Q/’(Qm &31\) =1, W(@ﬁ’ ‘91) =1, és (p('@l) =1

teljesiilnek, akkor a w(D, ;) = 1 feltételt kielégité hidaknak $H,-en kivili hatdr-
pontjai egyetlen o komponensen vannak, és p(Hy) = 1.

Bizonyitas. o) — ). Ha A4} 9,-t6]l és H,-t6l kiilonb6z6 komponensnek
volna csomdpontja, akkor ellentmonddsba jutnink a 2. tétel 4. feltételével
(0sszekotve Au-t és A)-t Do egy belss atjaval, A;-tés Aj-t pedig Dp egy belsd
utjival). Ha A; < A4, vagy A} < A volna igaz, akkor hasonlé médon
ellentmondast nyernénk a 2. tétel 3., illetve 1. feltételével.

B) — 7). Legyenek 4, B és C D, és D hatarpontjai, teljesiiljon 4 < B,
C legyen mas komponensen, mint 4. Feltételezhetjik, hogy az 4 < X < B
feltételt kielégité X pontok egyike sem hatdrpontja D.-nak és Dg-nak. D legyen
De és Dp tetszOleges hatdrpontja. Az 4 = A, B= A4p, C = 4;, D = 4,
,,5zereposztassal”’ C = D vagy 4 = D adédik. Az 4 = Ag, B = 4,,C = A,
D = A} szereposztas szerint (f) masodik részét felhasznalva) pedig D = C
és D = B egyike igaz. D tehat megegyezik 4, B és C egyikével, azaz (1)-et
igazoltuk.

Teljesiiljon (2) feltétele, tovabbd az A. < X < 4; formuldt teljesits
X pontok egyike se lépjen fel D, vagy D; hatirpontjaként. Ha az A.-t és
Ag-t tartalmazé komponensek kiilénbozéek, akkor f) nyilvin magéiban fog-
lalja (2)-t. Hatra van még az az eset, mikor 4., Az, A, és Aj ugyanazon
91 komponens csomépontjai. Tételezziik fel, hogy 4; < A;. Célunk kimutatni,
hogy D, és D; ekvivalens hidak. A f)-val valé ellentmondas elkeriilésére
egy lehetGségiink van : igaz 43 = 4. < 4 = A, és sem D,-nak, sem Dg-nak
nincs mds hatarpontja a $, komponensen. Legyenek A% és Af $;-en kiviili
tetszileges hatirpontjai D.-nak, illetve Dz-nak. Alkalmas szereposztissal
PA)mindaz A% = A% mindaz A% = A% megelSzést biztositja, tehat A% = A%.

Teljesiiljon (3) feltétele ; ekkor talilhatéak olyan D, és D; hidak, hogy
$1-en elhelyezkeds alkalmas A, illetve A; hatdirpontjaik kiilénboznek. Le-
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gyen D,nak egy hatirpontja a $, komponensen, ekkor f) kivetkeztében
Dp-nak minden H-en kiviili hatirpontja H,-n helyezkedik el. Hasonlé meg-
gondolasokkal adddik, hogy D.-nak sines $;-en és Hy,-n kiviil hatdrpontja.
Eredményiink a $,-hez csatlakozé barmely ®, hidra igaz, hiszen a fenti
kovetkeztetés végigvihetd D,-ra, valamint D, és D; egyikére. Igazolnunk
kell még, hogy @(9;) = 1. A 9(D, H,) = 1 feltételt kielégits hidak barmelyi-
kének vagy 0Osszes D,-n kiviili hatdrpontjai $,-en vannak, vagy pedig nincs
hatdrpontj a Hi-en; az FT(D)-re tett kikotés miatt létezik az utdbbi tulajdon-
sdggal rendelkezd hid. Ha mindkét tipusbdl kivialasztunk egy-egy hidat, akkor
() miatt ezeknek Gsszesen egy hatirpontjuk van H,-n. A kivilasztas tetszd-
legesen torténhetett, ezért @($H,) = 1.

y) — a). Ugyanis (Dq 5= Dy esetén) a 2. tétel 1., 2. és 3. esetei a p)
allitds (1) és (2) része miatt igazak, a 4. esetet pedig a (3) rész vonja maga utan.

d) Altalanos attekintés. A kivetkezs tételben a ¢ graftdl csupan annyit
kivinunk meg, hogy barmely pontjabdl induljon ki él. (A 7', és T, tulajdon-
sdgokat? és az irreducibilitist nem feltételezziik.)

3. tétel. Legyen adva eqy ® graf. ® legyen olyan részgrafja &-nek, melynél
& kezdbpontja és végpontja megegyezik & kezdépontjaval, illetve végpontjdval,
tovabba & felépitheté a Po———o Q alapelembdl soros és pdrhuzamos kapcso-
lasokkal. &-nek &-be nem tartozo éleit os:ialyoz~ulc H-osztdlyokba ugyanazzal
az eljardssal, amellyel e paragrafus a) részében a hidakat értelmeztiik. Legye-
nek ezek a H-oszldlyok T, tulajdonsigit n-grdfok. Ha az 1. és 2. télelek, vala-
mint az 1. tétel kz'egés:z’tése érvényben maradnak, akkor & vagy 11. vagy V1.
osztaly i irreducibilis grdaf, amelynek pontosan a &'-be nem tartozd élei kettos élek.

Bizonyitas. & irreducibilitisit az 1. tétel kiegészitése biztositja. &-nek
barmely, &”-be nem tartozé k éle benne van egy ® H-osztalynak két hatar-
pontot 6sszekotd belsd ttjaban, tehataz 1. §-ban igazolt segédtétel értelmében
egy olyan a(AB) belsé tthban is, amely §%(T) két kiilonb6z6 komponenséhez
tartozo hatarpontokat kot ossze. Legyen (D) lxe/dop()ntja P* végpontja
QF; b(P*Q*) &5 c(P*Q*) legy(‘n(\k A-n,illetve B-n dtmend, §(D)- beli élekbdl
4ll6 utal\ Léteznek a b[P*A4]-a C[BQ* és c¢[P*B]-a-1-b[4Q*] utak,
tehat & kettds él

A @-re tett kikotésiink szerint % barmely éle egyértelmi irdnyitast
nyer, ha a rajta atmend, csak &’-beli élekbdl allo palyakat tekintjik. & éleit
mindig ilyen 1rany1tasban fog]uk jelolni. Bizonyitani akarjuk, hogy & egyik
k éléhez sincs G-nek olyan palydja, amely ezen az élen ,,visszafelé” megy at
(azaz: amelynek k=1 része). Az ellenkezG esetben legyen az a palyan %k az
els6 ®-beli él, amelyen a visszafelé megy at. k; legyen az a palyan k—1-et
kozvetleniil megel6zi él.

1. eset: ky O -beli él. &-nek van egy (egyértelmiien meghatirozott)
legsziikebb parhuzamosan reducibilis $ alkatrésze, amelynek @* végpontja
k-nek is, k;-nek is wgpontJa Misrészt, az 1. tétel kovetkeztében a H**-beli
dlek kozv etlonul egymés utian lépnek fel az a aton (mert $H** csupin kezdé-
pontjinal és végpontjanal fiigg 6ssze & tobbi éleivel). Ezért barmely péalya
vagy D-nak P* kezdGpontjanal 1ép be H-ba és @*-nil 1ép ki onnan, vagy for-
ditva. @ azonban egyik palyatipushoz sem tartozhat, minthogy mind Q*-ba
befuté %, éle, mind @*-bho6l tovabb indulé -1 éle H-beli él. Ellentmondas.

9) Lasd: [1], 1. §., 213. oldal.
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2. eset: ky valamely ® H-osztaly éle. A bizonyitasnak ebben a részé-
ben ponton mindig az a palya valamely oly pontjat fogjuk érteni, amely
F(D) egy komponensének csomépontja. Az Osszes ilyen pontok halmaza
legyen a, az o halmaz elemeinek az a Gton vald sorrend szerinti rendezé-
sét a <C jellel jeloljik. (Meggondolasainkban szerep fog jutni a mar ismert
< rendezésnek is.)

Az 1. tétel szerint k,-nek (és k-nek) A végpontja eleme o-nak. El6szor
azt igazoljuk, hogy az a palya F(D)-nek P* kezdSpontjanal lép be F(D)-be, és
Q* végpontjanal 1ép ki onnan. Az ellenkezd esetben ugyanis @*-t kozvetleniil
kovetden a visszafelé haladna at egy F(D)-beli élen, ami £ értelmezésének
ellentmond.

Az a[P* Q*] ut egy rész-utjit a szakaszinak nevezziik, ! a a rész-utnak
pontosan kezdGpontja és végpontja a-beli pontok. Ha egy szakasz kezdd-
pontja és végpontja nem szomszédos csomoépontok a < rendezés értelmé-
ben, akkor a szakasz belsé utja egy H-osztalynak. Tekintsiik a[P*Q*] elsG
olyan C(€a) pontjit, melynél a[CQ*]-nak alkalmas D(€a) pontjira D < C.
(Il en C p nt van: tekintsiik pl. a £ élt tartalmazé szakasz kezdGpontjat
és végpontat.) Valasszuk D gyanant a < rendezésben utolsé ilyen pontot.
Az a utnak C-t megel6z6 és D-t kovetd szakaszai minden le etséges eset-
ben a 2. tételnek ellentmondé moddon helyezkednek el. Ezzel a 3. tételt
teljesen igazoltuk.

A kovetkez6 tételben grafon ismét a 7'y és 7', tulajdonsdgokkal rendel-
kez6 irreducibilis grafot értiink.

4. tétel. A 11. graf-osztdaly dires.

Bizonyitas. Legyen & C tipusu él nélkiili, B tipust élt tartalmazé graf.
Célunk kimutatni, hogy ® nem tartalmaz A tipust élt. k legyen & tetszéleges
éle. Az 1. tétel kiegészitése szerint £ benne van (¥’-nek valamely ®; parhuza-
mos komponensében. Van olyan a(A4B) ut, amely belsé Gtja egy ® hidnak,
tovabbd 4 csomoépontja®i-nek és B csomépontja a(®;-t6l killonb6z6) &, kompo-
nensnek. b és ¢ legyenek &'-beli élekbdl 4ll6 olyan palyik, melyeknél b dtmegy
B-n, és ¢ dtmegy k-n (tehit A-nis). Ac[PA]-a-b[BQlésb[PB]-a 1 -c[AQ]
palydk masodfajuak, egyikiikk atmegy a £ élen, tehat £ B tipusu él. Ezzel a
4. tételt igazoltuk.

A 3. tétel bizonyos értelemben teljessé teszi a VI. osztalyt grafoknak e
paragrafus a),b)és e) részeiben kifejtett elemzését. Eredményecink osszefoglalva a
kovetkez6 mddon interpretalhatok - pontosan a VI. osztalya grafok jonnek
akkor létre, ha a kovetkezGképpen moédositjuk azt az eljarast, amellyel a
kettds €l nélkiili grafok a P o o @ alapelembdl elGallithaték. Tekintsiik
e szintézisnek tetszéleges olyan 1épését, amelyben parhuzamosan reducibilis
9; grafokat kapcesolunk sorosan. Miel6tt ezt a 1épést elvégeznénk, jogunkban
all barmely $;-be 7'; tulajdonsigu n-grafokat kapesolni ugy, hogy az n-grafok
minden polusat azonositjuk $; valamely komponensének egy csomépontja-
val; megkivinva, hogy az §(D) = 9; egyenlGség és az 1. és 2. tételek érvé-
nyesek legyenek a (bekapcsolassal hidakkd valé) n-grafokra. A szintézis legutolsé
mozzanata : legalabb egy n-graf bekapesolisa egy parhuzamosan reducibilis
grafba gy, hogy az eddigi kovetelményeken tilmenden az 1. tétel kiegészitése
is teljesedjék. Eljarasunk egyértelmiien szolgaltatja a VI. osztalyu grafokat,
eltekintve a soros kapesolas asszociativitasatél, a parhuzamos kapcsolas
kommutativitdsatol és asszociativitésatol.
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3. §. Ures graf-osztalyok

A 4. tételben lattuk, hogy a II. graf-osztaly iires. E §-ban célunk tovabbi
két osztaly lirességét kimutatni. Eldszor a kiovetkezd allitast igazoljuk :

5. tétel. Eqy irreducibilis © graf dsszes éleit soroljuk két (idegen, nem vires)
%y, %y oszldlyba. Ekkor wvan a grafnak olyan pdlydja, amely x»,-beli és
%y-beli élt vs tartalmaz.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy barmely palya vagy csak x,-beli éleket
vagy csak wx,-beli éleket tartalmaz. (Ennek megfelelGen #,-palyakrél és
%y-palydkrol fogunk beszélni.) Ez a feltevés minden lehetséges esetben ellent-
mondisra vezet. ‘

1. eset. Nines ®-nek olyan belsé pontja, amelyen x;-palya és sx,-palya
is &tmegy. & ekkor két parhuzamosan kapesolt részgrafra bomlik, amelyek
egyike a x;-palyak éleit és pontjait, m