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Szerkesztoség : Budapest, V., Széchenyi rakpart 3.
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A Magyar Tudomanyos Akadémia IIl. (Matematikai és Fizikai) Osztalvanak Kozle-
ményei valtozo terjedelmii fiizetekben jelennek meg és az Akadémia Ill. osztalyanak felolvasé-
iilésein bemutatott matematikai dolgozatokat, valamint egyéb dolgozatokat, referatumokat.
tovabba az osztaly munkajara vonatkozo kozleményeket, kdnyvismertetéseket stb. kozdlnek
Evenként egy kotet jelenik meg (négy szdm alkot egy kotetet).

Kéziratok a kovetkezd cimre kiildendok :

A Magyar Tudoméanyos Akadémia
. Osztalydnak Kozleményei.
Budapest, V., Széchenyi rakpart 3.

Ugyanerre a cimre kiildendé minden szerkesztdseégi levelezés.

Minden szerz6t 100 kiilonlenyomat illet meg megjelent munkajaért.

Kozlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkesztdség lehetbleg visszajuttat a szer-
z0hoz, de felelosséget a bekiildott kéziratok megérzéséért vagy tovabbitdsaért nem vallal

A Kozlemények elofizetési ara kotetenként belfoldi cimre 40 forint, kiilioldi cimre
60 forint. Belféldi megrendelések az Akadémiai Kiadd, Budapest, V., Alkotmany u. 21. (Magyar
Nemzeti Bank egyszamlaszam : 05-915-111-44), kiilfoldi megrendelések a ,Kultira“ Konyv-
¢s Hirlap Kiilkereskedelmi Vallalat, Budapest, VI., Népkoztarsasag utja 21. (Magyar Nemzet
Bank egyszamlaszam : 43-790-057-181) utjan eszkozolhetdk.

A Magyar Tudomanyos Akadémia Ill. (Matematikai és Fizikai) Osztdlya a kovetkezd
idegen nyelvii folydiratokat adja ki:

1. Acta Mathematica Hungarica

2. Acta Physica Hungarica.



A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
1958. EVI NAGYGYULESE

A MATEMATIKAI ES FIZIKAl TUDOMANYOK
OSZTALYANAK ELOADASAI

Oktober 22-én, szerddn délutdn 3 drakor

|Anossy Lajos akadémikus

Kiterjedt fényforras intenzitas-fluktudcioi
DeTtre LaiszLo levelezd tag

A valtozocsillagok kutatasanak jelentosége

Oktéber 23-dn, csiitortikin déleldtt 10 drakor
Hajos Gyoray akadémikus*
Bolyai Janos Appendixének egy vélt hidnyossagarol
L. N. CsakaLov akadémikus
Egyértekii fliggvények egy osztilyarol
Varca Ot1o levelezo tag
A nem euklideszi geometria altalanositasarol

Oktober 23-dn, csiitortokon délutdn 3 orakor

Reper LAszio akadémikus
Komplex egységgyokok egyensilyhalmazai és Hajos csoport-
faktorizacié problémaja

Oktober 24-én, pénteken deélelott 10 orakor

PAL Lénarp a fizikai tudomanyok kandidatusa
A neutronsokszorozas elméletéréi

Oktober 24-én, pénteken délutin 3 orakor

Fenvves Ervix a fizikai tudomanyok kandidatusa—
Bozokr Gydray—Domoxos (GiBor—Gomsosi Eva

Nagyenergidjt magkolcsonhatidsok vizsgdlata fotoemulzioban
KesztheLyl Lajos a fizikai tudomanyok kandidatusa—ZimAnyr J6zser

g-részecskék polarizacidja a Li® bomlasaban

Oktober 27-én, hétfon délutin 4 orakor
Hajos Gyoray akadémikus
Az Osztalyvezetdség beszamoldja

* Hajos Gyorgy eloadasa betegsége miatt elmaradt, ehelyett keriilt sor Csakalov
bolgar akadémikus eldadasara.

1 1. Osztaly Kozleményei IX/1






AZ OSZTALYVEZETOSEG BESZAMOLOJA*
Szerkesztette HAJOS GYORGY akadémikus, osztalytitkar

/

Az Osztalyvezetdség a jelen beszamoldban kettos célt tizott ki maga elé,
egyrészt Osszefoglalo képet kivan adni a legutébbi Nagygyiilés 6ta az osztaly
tudomanyteriiletein elért eredményekrél, beszamolva az Osztilyhoz tartozé
akadémiai intézelek és céltamogatisban részesiild egyetemi intézetek tudoma-
nyos munkajarol, masrészt az Osztdly eddigi mitkodését ohajtja megvizsgalni
az MSZMP miivel6déspolitikai irdnyelveinek tiikrében.

Megkivanom jegyezni, hogy az OsztalyvezetGség beszamoldja a besza-
mold iddszakaban elért tudomédnyos eredményeket tekintve nem nyujthat tel-
jes és reszletes képet, mert hiszen az Osztalyhoz tartozd intézetek csak az év
hefejeztével adnak &atfogo jelentést ez évi tudomdnyos miikddésiikrdl, az Osz-
talyvezetdség beszamoldja pedig mindenkor els6sorban ezekre az intézeti
beszdmolokra timaszkodik.

A beszamol6 foglalkozik a matematika, a fizika és a csillagaszat terti-
letén elért ujabb eredményekkel; de a Kibernetikai Kutaté Csoport munkas-

sagara nem tér ki, tekintettel arra, hogy ez év tavasza ota az Elndkség hata-
rozata folytdn a Kibernitikai Kutaté Csoport nem tartozik az Osztlyvezetdség
feliigyelete ala.

A tudomanyos eredmények ismertetését a matematika teriiletén elért
ujabb eredmények ismertetésével kezdem.

A Matematikai Kutato Intézet tudomdnyos munkatdrsai a beszamold
idOszakdban eredményesen folytattak elméleti tirgyt és az alkalmazasok ira-
nyaba es0 vizsgalataikat. Az Intézet kutatéi mintegy 34 tervtémaval foglalkoz-
tak és ezekkel kapcsolatban tjabb eredményekhez jutottak. Az Intézet munka-
tarsainak tobb mint 100 dolgozata keriilt sajté ald. Azok a teriiletek, amelye-
ken jelentdsebb eredményekrdl szdmolhatunk be, a kovetkezdk : a métrixelmélet
alkalmazasai miiszaki feladatok megolddsara, a valdsziniiségszamitas és annak
alkalmazasai (a sztochasztikus folyamatok elméletének alkalmazdsai, pl. a tele-
fontechnikdban, informécidelmélet, valdsziniiségszamitdsi modszerek a szam
elméletben), a rendezett mintdk elmélete, a nyeregpont médszer és alkalma-
zésai, a fiiggvényapproximécié elmélete, az ortogondlis polinomok eimélete,
a hovezetés differencidlegyenletének 1j peremértékfeladatai. Elkésziilt az Inté-

* Hajos Gyorgy betegsége miatt a beszamolét Budo Agoston lev. tag olvasta fel.
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zet Szegeden mitkodd Matematikai Logika és Alkalmazdsai Osztalya altal
épitett logikai gép, amelyet tobb hazai és kiilfoldi tudomanyos dsszejbvetelen
bemutattak, ill. ismertettek. A szegedi logikai gépnek igen fontos alkalmazasi
teriilete a vasutbiztositd berendezések ellendrzése.

Az Intézet tobb Gj kapcsolatot iétesitett a népgazdasag kiilonbozd intéz-
ményeivel gyakorlati problémdk megoldasa érdekében. Azok koziil az intéz-
mények koziil, amelyekkel az Intézet a kérdéses idOszakban egyiittmiikodott
gyakorlati feladatokkal kapcsolatos matematikai problémék megoldasaban,
csak néhanyat emlitek meg: a Kohd- és Gépipari Minisztérium megbizdsabol
sor keriilt az iizemi energiafogyasztds ingadozasainak valosziniiségszamitési
értékelésére és megfeleld energiagazdalkodasi terv kidolgozasira. Az Allatte-
nyésztési Kutatdo Intézet részére biometriai statisztikai problémakat oldottak
meg a kutaték. A Diosdi Csapagygyar megbizasabol statisztikai mindség-
ellendrzési és a szerszamgépek megfeleld geometriai kialakitasiara vonatkozo
szamitadsokat végeztek. A szegedi logikai gép alkalmazasardl mar szolottam.
E kérdésben az Intézet a Telefongyarral all Osszekottetésben.

A kozgazdasagban a matematika alkalmazasainak tanulmanyozaséara rend-
szeres szemindriumok folytak az okonometria, a linedris programozds targy-
koréb6l és rokonteriiletekrol.

Megijelent az Intézet tobb munkatarsa és gyakorlati szakemberek altal
egyiittesen irt és VINCZE ISTVAN altal szerkesztett , Statisztikai mindségellen-
6rz€s” cimit konyv az ipari és kereskedelmi mindségellendrzés matematikai
statisztikai modszereir6l. A konyv elméleti része a mindségellendrzés mellett
a matematikai statisztika szdmos mas ipari alkalmazasat is ismerteti.

Az Intézet munkatarsai az Intézet partszervezetének kezdeményezésére
masutt dolgoz6 matematikusok bevonasdval nagyobb tanulmanyban dolgozzak
fel a matematikai kutatas feltételeinek alakulasat és fejlodését a két vilag-
haborti kozitti és a felszabadulas utani id6szakban. E tanulmany rovidesen
elkésziil.

A budapesti Edtvos Lordnd Tudomdnyegyetem Matematikai Intézetében
a kovetkezd témakorokben értek el az Intézet munkatdrsai kiemelked$ ered-
ményeket: rekurziv fiiggvények elmélete, Abel-csoportok elmélete, a nem
euklideszi geometria,; topologia, a valosziniiségszamitas, a komplex filiggvény-
tan, a diofantikus approximacié és a grafelmélet teriiletén.

Az elért eredményekrél az Intézet munkatarsainak kb. 50 dolgozata
jelent meg, vagy van sajto alatt. Ez évben jelenik meg els$ izben az Egyetem
évkonyvének matematikai fiizete, amely az Intézet munkatarsainak idegen
nyelven megjelené. dolgozatait tartalmazza.

A Szegedi Tudomdnyegyetem Bolyai Intézetében eredményesen tovabb
folytatodtak a funkcionalanalizis korében folyo vizsgalatok. Kiilon meg kell emli-
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teni azt az eredményt, amelynek segitségével jol hasznalhatd operatorkalkulus
adhaté meg az altalanos operatorokra. Az ortogonalis sorok elméletében elért
kiemelked6 eredmény az, amely arra a 30 éve nyitott problémadra ad valaszt,
hogy az ortogonalis fiiggvényekre vonatkozd Mensov—Rademacher-féle téte-
lekben szerepld becslések nem finomithatok.

Szamos 1ij eredményt értek el az Intézet munkatarsai az algebrai struk-
turdk elméletében és az algebrai szamelméletben. Az elért eredmények koziil
kiemelhetd az, amely a komplex egységgyokok véges halmazait illetden jol
kezelhet6 kritériumot adott meg arra, hogy egy ilyen halmazba tartozo ele-
mek Osszege zérus legyen. A matematikai logika terén elért kiemelkedd ered-
mény az aritmetika axioma rendszerének ellentmonddstalansdga Gentzen-féle
bizonyitdsanak a Hilbert—Bernays-féle axiémarendszerre valoé alkalmazésa.

A debreceni Kossuth Lajos Tudomdnyegyetem Matematikai Intézetében
intenziv vizsgalatok folynak a differencidlgeometria teriiletén. Az egyik kiemel-
kedo eredmény lehetdséget nyujt nemcsak metrikus Kawaguchi-terek osszes

# differencialinvariansainak meghatdrozdsara, hanem ezeknek a tereknek affin
altalanositasaira is. Eredményesen tovabb folytatodtak az operatormodulusokra
vonatkozo vizsgalatok €s e vizsgalatok szamos i eredményhez vezettek. Tobb
mas, az-absztrakt algebrahoz tartozé j eredmény is van. A fiiggvényegyen-
letek elméletében egyreszt tovabbi 1ij eredmények lattak napvilagot, mdsrészt
alkalmazasként a geometriai objektumok elméletében vannak uj eredmények.
MegemlitendOk tovdbba azok az eredmények, amelyek a determindns és mat-
rixelmélet teriiletére esnek.

A Budapesti Miiszaki Egyetem IIl. Matematikai Tanszékének dolgozoi az
altalanos ortogonalis sorfejtések konvergencia, ill. szummacios problémainak
vizsgalataban értek el jabb eredményeket.

A Budapesti Miiszaki Egyetem Villamosmérnokkari Matematikai Tanszé-
kén az njabb eredmény a funkcionalanalizis és a disztribucié elmélet terii-
letéhez tartozik. Megemlitendd az az eredmény, amely lehetGvé teszi a disz-
tribicio elméletnek a fiiggvényegyenletek megoldasara valo alkalmazdsat.

A kovetkezokben a fizikdban elért eredmények ismertetésére térek at.

A Kozponti Fizikai Kutato Intézet Kozmikus Sugdrzdsi Osztdlydn a
beszamold iddszakaban elsGsorban a nagyenergiajii magkolcsonhatasok vizs-
galataval foglalkoztak és értek el 1jabb eredményeket. Jelentds vizsgalatokat
végeztek az Osztdly munkatarsai a fény mikrostruktirajaval kapcsolatban.
Ellendrizték, hogy a fény interferenciaképessége fiiggetlen a fény intenzitisa-
tol és a berendezés méreteitdl, és az interferencia akkor is megjelenik, ha a
kisérleti berendezésben klasszikus elképzelés szerint egyidejiileg csak egyetlen
egy fénykvantum tartézkodik. Ez a tény alapvetd jelentoséggel bir a mikro-
fizikai folyamatokrol kialakitott fizikai kép szempontjabdl.
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Az Afomfizikai Osztdlyon eredményesen folyt az atommagok szerkeze-
tének és a gyorsitott részecskékkel eldidézett magreakcidknak a tanulmanyozasa.

Az Elektromdgneses Hulldmok Osztdlydn a radidfrekvencids spektrosz-
kopia teriiletén magpolarizacios kisérletek el6készitése folyik. A jelenség
vizsgdlatihoz sziikséges berendezés bemérése van jelenleg folyamatban.

A neutronfizikai kutatok kidolgoztdk a nagyenergiajii neutronokkal tor-
ténd besugarzds okozta récssériilések statisztikus eltéletét, amelynek alapjan
lehetoség nyilik a racssériilések okozta fizikai elvaltozasok osszehasonlitasara.

A Mdgneses Osztdlyon a kutaték kidolgoztak a fesziiltségimpulzusok
tarolasara alkalmas négyszogletes hiszterézis hurku ferritek eldallitasi tech-

A Magkémiai Osztdly kutatoinak kiemelkedd eredményei a hazai uran-
ércek kémiai feldolgozasaval kapcsolatos alapkutatasok. Az e téren elért tech-
nologiai és analitikai-kémiai kutatasok alapként szolgédlnak az ipari kutatointé-
zetek altal folytatandd technoldgiai és féliizemi kisérletekhez.

A Radiologiai Osztdlyon a kutatok az Au™ izotéppal homogén alumi-¥
nium o6tvozet elballitaisanak modszerét dolgoztak ki és ennek segitségével
eljarast adtak az aluminium kohdk aramhatasfokanak mérésére.

A Spektroszkopiai Osztdlyon eredményesen folytak a molekula, spektrosz-
kopiai, az emisszids abszorpcios spektroszkopiai vizsgalatok. Onalld kutato-
munka folyik az Intézet Elektronikus Kutato Csoportjdban is,amely kutatidsok-
nak f6 célja 1j magfizikai részecskeszamlalok, amplitudd analizitorok és
egyéb mas miiszerek épitése és fejlesztése.

A Kozponti Fizikai Kutaté Intézethen elért eredmények  koziil
csak néhdny kiemelked6t soroltam fel. Meg kell emlitenem, hogy az elért
kutatasi eredmények mellett szamos miiszer és kutatoeszkoz épitése fejez0dott
be, ill. van folyamatban. Az elkésziilt berendezések koziil hadd emlitsem meg,
hogy négy magfizikai gyorsité késziilt el és ezek kiilonbozd magfizikai vizs-
galatoknal keriiltek felhasznalasra.

A debreceni Atommag Kutato Intézetben tovabb folytak a laboratoriumi
kisérletek az U-nak szénhamuban torténd feldusitdsira az esetleges ipari
kivonads elOkészitd vizsgalataiként. A laboratériumi vizsgalatok biztatoan
alakulnak. Lehetséges a szenet megfeleld el6vélogatas és elOkészités utan agy
elfiiteni, hogy par ezrelék U tartalmu pernye maradjon vissza. Az urdnkon-
centracié tovabbi novelése azonban gyakran jelentékeny urdnmennyiség elvesz-
tésével jir a szén meddd részében maradé U miatt, ezért a gyakorlati meg-
valositas alkalméaval a gazdasagossag elérése érdekében kompromisszumos meg-
oldast kell valasztani.

Az Intézet széleskorii vizsgalatokat végzett az orszag természetes vizei
urantartalméanak analizisére vonatkozdlag. Az Intézetben foly6 kutatasok koziil
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legnagyobb érdekiodést a He’-os izotoppal végzett neutrind visszalokési kisér-
letek valtottak Kki.

Az Elméleti Fizikai Kutato Csoport kutatéi az atomok és atommagok
statisztikus elméietében, a szilard testek elméletében és a kvantumkémiaban
tovabb folytattdk vizsgalataikat és értek el tijabb eredményeket a beszdmolod
idbszakaban is. Az atommagok statisztikus elmélete teriiletén komoly érdek-
16dést keltett a magok sajat rezgésének targyaldsa, a nem nulla impulzus-
momentumt atommagok hasadasanak vizsgdlata a statisztikus magelmélet
alapjan, valamint nagyenergidju elektronok koherens szoroédasanak targyaldsa,
tovdbba a szelén- és tellurra vonatkozdé kutatdsok. A kvantumkémiai vizsgala-
tokban kideriilt, hogy a Weizsdcker-féle moddszerrel bovitett statisztikus
atommodellben a Weizsiacker-féle energiatag jelentds szerepet jatszik a
homéopolaros molekuldk kotésének targyalasakor.

Az Eotvés Lordnd Tudomdnyegyetem Elméleti Fizikai Intézetében az
elméleti fizika altalanos elvi problémdinak megoldasdban ujabb eredmények
sziilettek. Kideriilt, hogy eddig kvantumosnak tartott jelenségek a klasszikus
fizika teriiletér6l is jOlI megkozelithetok. Az elemi részek kvantumelméletében
és a termodinamikaban ugyancsak tobb wjabb eredményt tartalmazé publika-
ciot jelentettek meg az Intézet dolgozoi.

Az Eotvis Lordnd Tudomdnyegyetem [. Kisérleti Fizikai [ntézetében egy-
részt a szildrd testek fizikdja témakorébe tartozd rend-rendezetlenség atalakuldsi
vizsgalatok indultak meg, masrészt rontgenfinomszerkezeti vizsgalatok folynak,
ill. vannak elokésziiletben.

Az Edtvos Lordnd Tudomdnyegyetem Il. Kisérleti Fizikai Intézetében egy-
részt feliilet és rétegszerkezet-vizsgélatokkal, masrészt elektronfizikai és elekron-
dinamikai vizsgalatokkal foglalkoznak.

Az Epitdipari és Kozlekedési Miiszaki Egyetem Kisérleti Fizikai Intszete-
ben a kristalyfizika targykorében eredményes kutatomunka folyt a beszamolé
id6szakaban is. Az Intézet munkatarsai az Gjabb eredményeket mintegy 20 dol-
gozatban publikaltak, amelyek részletes ismertetésére nem térek ki.

A Miiszaki Egyetem Atomfizikai Tanszékén ugyancsak tovabb folytatod-
tak a molekula spektroszkdpiai kutatdsok elméleti irdnyban.

Az Orvostudomdnyi Egyetem Orvosi Fizikai Intézetében egyrészt kristaly-
fizikai vizsgéalatok, masrészt biofizikai vizsgdlatok folytak eredményesen.

A Szegedi Tudomdnyegyetem Kisérleti Fizikai Intézetében egyrészt lumi-
neszcencia, masrészt félvezetd kutatisok folytak. A lumineszcencia kutatasok
soran a polarizacios spektrumok vizsgalata céljabdl az eddig haszndlt eljara-
soknal pontosabb modszert fejlesztettek ki az Intézet kutatéi. A félvezetd
kutatasokban leginkabb emlitésre mélto az az eredmény, hogy sikeriilt kadmium-
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szulfid és kadmiumszelenidporokbol sajtolds utjan fényelemeket eldallitani és
ezek fobb tulajdonsagait megvizsgalni.

A Szegedi Tudomdnyegyetem Elméleti Fizikai Intézetében térelméleti és
kvantumkémiai vizsgalatokkal foglalkoztak.

A Kossuth Lajos Tudomdnyegyefem Elméleti Fizikai Intézetében eredmé-
nyesen folynak a molekuldk egyesitett atommodelljével kapcsolatos vizsgalatok.

Ezutan ratérek a csillagdszat teriiletén elért eredmények rovid ismertetésére:

A Csillagvizsgdlo Intézet munkaja a beszamold id6szakaban els6sorban
az RR Lyrae-csillagok fotoelektromos kolorimetridjdra koncentridlodott. Ez a
program a Nemzetkozi Csillagdszati Unidval tortént megegyezés alapjan,
mas csillagvizsgéalokkal valé egyiittmiikodésben keriil lebonyolitasra.

Az Intézet megszervezte a mesterséges holdak hazai megfigyelo haldza-,
tit és ez év februdrjatél rendszeresen figyelik a holdak &dtvonulasat. Az allo-
masok felszereléséhez 40 specidlis tavcsovet kaptak ajandékba a Szovjet-
rendszeresen megjelend kiadvanya — amely az Intézet kutatéi altal elért ered-
ményeket tartaimazza — mindig nagy nemzetkodzi érdeklodést valt ki.

A Napfizikai Kutato Csoport tovabb folytatta az el6z6 években Buda-
pesten megkezdett észleléseket és azok feldolgozasat.

A beszamold iddszakaban elért eredmények vazlatos ismertetése utan
foglalkozni kivanok az Osztdlyvezet6ség, a bizottsdgok és az Osztalyhoz tar-
toz6 akadémiai intézetek munkdjaval a bevezetben emlitett miivelddéspolitikai
irdnyelvek tiikrében. Az irdnyelvek feladatul tiizik ki a természettudomanyok
teriiletén — s igy e feladatok nyilvin az Osztdly tudomanyteriileteire is
vonatkoznak — egyrészt a perspektivikus alapvetd kutatis €s az aktudlis
részletproblémak helyes ardnyanak kialakitasat, masrészt az atomenergia békés
felhasznalasat célzo kutatdsok fejlesztését, azaz az atomfizikai €s anyagszer-
szerkezeti kutatidsok fokozdsat kisérleti és elméleti irdnyban egyarant. Az irdny-
elvek feladatul tiizik ki tovdbba, hogy a hazai tudomanyos kutatis fbleg
azokon a teriileteken folyjék, amelyeken értékes hagyomdanyaink vannak és a
vilagszint ardnylag kisebb erdfeszitéssel elérhetd és tarthatd. Természetesen a
kutatasok tervszerii fejlesztése azt kell hogy célozza, hogy a hazai kutatisok
eredményei hatékonyan hozzajaruljanak a szocialista épités kulturalis és gaz-
daséagi feladatainak megoldédsadhoz. Az irdnyelvekben megijelolt eme feladatok
megvalositdsa természetesen sziikségessé teszi a tervszerli tudomdanyos kader-
utanpotlast, olyan kutatégarda nevelését, amely a maga lelkes munkdjaval a
fenti iranyelvek megvalositasara torekszik.

Megallapithat6, hogy az Osztilyvezetoség és az irdnyitasa alatt mitkodo
bizottsagok eddigi miikddésiik sordn torekedtek oly mddon iranyitani a mate-
matika, fizika és csillagdszat teriiletén folyd kutatidsokat, hogy a perspekti-
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vikus alapvetd kutatisok és a gyakorlati élet altal megoldasra varo aktualis
részletfeladatok kozott helyes arany alakuljon ki. Természetesen ennek a helyes
aranynak a kialakitisa nem minden esetben sikeriilt, vagy nem minden kutatési
teriileten valosult meg megfel6 modon.

A Matematikai Kutaté Intézet megalakulasakor Alkalmazott Matematikai
Intézet néven kezdte meg milkddését. Az Intézet miikodésének elsé éveiben
elsdsorban és foként a gyakorlati élet altal felvetett, sok esetben nem is tudo-
méanyos jelentdségii problémak megoldasaval foglalkozott. Igy az elméleti
kutatasok, ha nem is szorultak hittérbe, az Intézet tématervén kiviili modon
folytak. Az Intézetnek a megalakuldsa elsd idejében kifejtett, foként gyakorlati
vonatkozasi mitkodését azonban mégsem lehetett és lehet helytelennek itélni,
mert hiszen a matematika elméleti eredményei gyakorlati alkalmazasanak sziik-
ségességét a miiszaki és gyakorlati élet emberei nem ismerték és azt lehet
mondani, hogy ma sem ismerték fel teljesen. E téren kétségkiviil a Matema-
tikai Kutato Intézet hasznos uttord munkat végzett és végez ma is, bar
korantsem Kkielégit6 az eredmény. Az elmélet és a gyakorlat egységének
kialakitidsa érdekében alakult azutdn 4t az Intézet Matematikai Kutato Inté-
zetté és a matematika alkalmazasaival foglalkozo osztalyok mellett elméleti
osztalyok is létesiiltek. Az Intézet mostani miikodése és az elért eredmények
azt bizonyitjdk, hogy az Intézetben a kivant mddon alakult ki az elméleti
kutatdsok €s az alkalmazasokkal foglalkozo kutatdsok aranya.

Fizikai intézeteink koziil a Kozponti Fizikai Kutato Intézet megalakulasa
utan az elsé években a fizikai kutatisokhoz nélkiilozhetetlen miiszerek épitéseé-
vel, korszerfisitésével foglalkozott. Ebben az id6szakban az Intézetben, néhany
témat kivéve, alapvet6 kutatasok alig folytak. A gyakorlat részére szamos, jelentos
méroémiszert dolgozott ki ebben az iddszakban az Intézet, ezeknek a gyartasa és
ezt kovetGen ezeknek az exportaldsa azonban igen nagy nehézségekbe {itkozott,
az ipar és az egyes szakminisztériumok meg nem értése miatt. Az Intézetben ma
mar rendelkezésre allnak a kutatashoz sziikséges miiszerek €s berendezések,
és szamos alapvetd jelentdségii témdban folynak a kutatdsok és értek el az
Intézet munkatarsai #ij eredményeket. Az alapvetd elméleti kutatasok alkalma-
zasai érdekében a jovoben az Intézetnek szoros kapcsolatot kell kialakitania
az Akadémia keretében nemrég létesiilt Miiszaki Fizikai Kutato Intézettel.

A néhany évvel ezeldtt alakult Atommag Kutatoé Intézetben a megalaku-
lastol kezd6déen helyes ardny alakult ki az elvi és a gyakorlati vonatkozasu
kutatdsok kozott.

Az Osztalyvezetbség és a Fizikai Bizottsdg mindenkor arra torekedett,
hogy az atomenergia békés felhaszndlasat célzo hazai kutatdsokra biztosittassék
a legnagyobb anyagi tamogatis. Az atomenergia békés felhasznalasat célzo
kutatasok folynak dont6 mértékben a Kozponti Fizikai Kutaté Intézetben is,
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az Atommag Kutaté Intézetben is, ill. elméleti vonatkozasban az Elméleti
Fizikai Kutatd Csoportban. '

Hidnyossagként kell azonban megemliteni, hogy az irdnyelvekben megjelolt
anyagszerkezeti vizsgéalatok nem részesiiltek kelld mértékli tdmogatdsban. Az
anyagszerkezeti vizsgalatokra a jovoben fokozottabb gondot kell forditania
mind az Osztlyvezet6ségnek, mind pedig a Fizikai Bizottsagnak.

Az Osztaly tudomanytertiletein azokban a kutatdsi dgakban, amelyekben
értékes hagyomanyaink voltak, a felszabadulds utan még erdteljesebben foly-
tatodtak a kutatdsok. Gondolok itt pl. a matematikdban a funkciondl-analizisre,
a fiiggvényapproximaciora stb., fizikdban az atomok és atommagok statisztikus
elméletére, vagy csillagdszatban a valtozocsillagok megfigyelésére. Az Osztaly
tudomanyteriiletein tehat mindenkor torekedett az Osztdlyvezettség értékes
hagyomdanyainkra, mint alapra épiteni.

A viszonylag kisebb erdfeszitéssel és anyagi aldozattal vilagszinten tart-
hatoé kutatdsi 4gakatnem minden esetben fejlesztettiik kell6 mértékben. A mate-
matikdban és a csillagdszatban az irdnyelveknek ez a célkitiizése megvalosult,
a fizikdban azonban nem minden esetben. Pl a kristdlyfizika, amely lénye-
gesen kisebb anyagi befektetéssel tarthaté vildgszinten, nem részesiilt minden
esetben abban az anyagi tamogatdsban, amelyben részesitése indokolt lett
volna. Nagymértékben elGsegitené a hazai kutatdsokat az, hogyha a barati
orszagokkal szorosabb egyiittmiikodés alakulna ki. A barati orszagokkal éven-
ként kotott kultiregyezmények ezeket az egylittmiikodési lehetdségeket biztosit-
jak, az egyiittmiikodés megvaldsitdsat azonban szamos akaddly, f6ként az e téren
meglevd biirokracia hatraltatja és gatolja. Az egyiittmiiktdés akkor lenne gyii-
molcsoz0, ha kozvetlen személyi és kutatdsi kapcsolatok alakulhatnanak ki a
barati orszdgok azonos témaival foglalkozd kutatoi és kutatbintézetei kozott.

Az irdnyelvekben kijelolt feladatok megvalositdsa tervszerit kaderutan-
potlds biztositasat teszi sziikségessé. A tudomdnyos kaderutdnpotlas terén -az
1ij tudomanyos mindsitések bevezetésével, az aspirdnsképzés megszervezésé-
vel kétségkiviil nagy eredményeket értiink el. Ezek az eredmények azonban
korantsem kielégitok. Még mindig hidnyoznak a tudomdnyos kaderek fejlo-
dését el6segitd, a dialektikus materializmus vildgnézetén alapuld €lénk tudo-
manyos vitdk. E téren voltak kezdeményezések, ezek azonban az utobbi évek-
ben teljesen megsziintek. Az Osztilyvezetdségnek és az Osztily keretében
mitkédé Fizikai és Matematikai Bizottsagnak, tovabba a bizottsagi feladatokat
ellato Csillagaszati Tudomanyos Tanacsnak torekednie kell arra, hogy élénk
vitaszellem alakuljon ki az osztidly mindhdrom tudomanyteriiletén. Tudomanyos
kaderutanpotlasunk masik hidnyossiga, hogy a szakmai és politikai kovetel-
mények nem minden esetben érvényesiiltek az aspirdnsfelvételeknél és a
tudomanyos mindsitéseknél. E téren a feladat az, hogy a jovdben a szocialista
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rendszerhez hii, nemcsak szakmailag, de politikailag is kivalo fiatalok nyer-
jenek felvételt aspirdnsképzésre, ill. keriiljenek intézeteinkbe kutatoi allasokba.

A kovetkezOkben ismertetni kivanom az Osztdlynak, az Osztilyvezeto-
ségnek és az osztily bizottsidgainak munkajat a beszamold id6szakaban
A zart osztdlyiiléseken az osztdly tagjai tajékoztatast kaptak az Osztalyvezeto-
ség munkajar6l, a Kossuth-dij javaslatokat vitattdk meg és javaslatokat tettek
kiilfoldi tuddsok ez évben torténé meghivasara.

Az Oszidlyvezetdség rendszeresen tartott iilésein a kovetkez{ napirendi
pontok szerepeltek : az Osztdly 1958. évi tudomanyos tervének kidolgozasa,
az intézetek 1957. évi tudomdnyos munkajarol sz616 beszamolok értékelése és
véleményezése, kultiregyezményes és egyéb kikiildetési és meghivési javasla-
tok 0Osszedllitisa, a tudomanyos mindsitéssel és konyv- és folyodiratkiaddssal
kapcsolatos foly6 iigyek targyaldsa.

Az Osztidly keretében miikodé Matematikai és Fizikai Bizottsag és a
bizottsdgi feladatokat ellaté Csillagaszati Tudomanyos Tanacs lényegében az
Osztalyvezet6séggel azonos napirendi pontokat targyalt, ill. e napirendi pon-
tokkal kapcsolatos véleményét szogezte le az Osztilyvezetoség részére.

A Fizikai Bizoftsdg ezenkiviil a helyszinen tanulmanyozta a Kisérleti
Atomreaktor tudomanyos osztdlyainak és a debreceni Atommag Kutatd Inté-
zetnek a munkdjat. E latogatdsok alkalmaval a Fizikai Bizottsag tagjai meg-
vitattak a két intézet munkajat és a latogatds nagymértékben hozzajirult a
két intézet kozotti szorosabb egyiittmiikodés kialakitasihoz, A Fizikai Bizott-
sag behatéan foglalkozott egyetemeink kisérleti fizikaoktatasanak problémaival
és e targyban — mivel sajnalatos médon a néhany év eldtti memorandum
eredménytelen maradt — 0j memorandumot dolgozott ki és juttatott el az
Osztalyvezet6ség utjan az illetékes férumokhoz.

A Matematikai Bizottsdg a beszamol6é idészakaban tobb uj taggal
boviilt és remélihetd, hogy az igy kiegészitett bizottsag a matematikai tudo-
many hazai fejlesztése érdekében még élénkebb tevékenységet fog kifejteni.

Mind a Matematikai Bizottsag, mind a Fizikai Bizottsag tagjai tevéke-
nyen részt vettek a bizottsigok munkajaban. Nem mondhato el ez azonban a
Csillagaszati Tudomanyos Tanacs tagjairdl.

Az Osztilyhoz tartozé akadémiai intézetek tudomanyos terveinek és évi
munkabeszamoldinak elsé fokon vald értékelése és véleményezése az intézeti
tudomanyos tanacsok feladata. Az intézeti tudoményos tanacsok valamennyi, az
Osztdlyhoz tartozo akadémiai intézetben megalakultak, de egyediil csak a Mate-
matikai Kutaté Intézet tudomanyos tanacsa miikodott rendszeresen és kielégitd
modon. Az OsztalyvezetGség éppen ezért elhatdrozta, hogy az intézeti tudo-
manyos tandcsok miikodését feliilvizsgalja és 1j intézeti tudomanyos tanacsok
létesitésére tesz javaslatot az Akadémia elndkének.
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A kovetkezOkben rovid tajékoztatdst kivanok adni az Osztalyhoz tartozo
intézetekben bekovetkezett valtozasokrdl :

A bevezetSben mdar emlitettem, hogy elnokségi hatarozat folytan a
Kibernetikai Kutaté Csoport ez év aprilisdtol nem tartozik az Osztalyhoz.
A Kutaté Csoport felett a feliigyeletet egy, az Elnokséghez tartozé Elnokségi
Bizottsag latja el. A Kibernetikai Kutaté Csoportnak az Osztily kotelékébol
valé kivalasa azért valt sziikségessé, mert az OsztilyvezetOség tagjai a Kutato
Csoport felett sziikséges tudomanyos feliigyeletet nem tudjdk ellatni, mivel a
Kibernetikai Kutaté Csoport tudomanyos tervében donté tobbségben olyan felada-
tok szerepelnek, amelyek nem az Osztalyhoz tartozé tudomanyagakhoz tartoznak.

Sikeriilt végre megoldani a Csillagvizsgalo Intézeten beliili, foként sze-
mélyi ellentétekbdl szarmazo vitdkat és problémakat oly modon, hogy az intézet-
bol kivdlt a Napfizikai Osztaly és 6nallé kutaté csoportként Debrecenben foly-
tatja miikodését Napfizikai Kutato Csoport néven, DEZSO LORAND vezetésével.

A Matematikai Kutaté Intézetben a beszamold iddszakaban a Funkcio-
nalanalizis, a Matematikai Logika és Alkalmazasai és az Orvosstatisztikai Cso-
port osztallya alakult 4t, az utobbi Biometriai Osztaly elnevezéssel. Uj ondllé
kutaté csoportok megszervezése van folyamatban (algebrai, szamelméleti és
geometriai csoport). A tobbi intézetben lényegesebb valtozds a beszamold
idészakaban nem tortént.

Az intézetek ez évi fejlesztését a kovetkez6 adatok bizonyitjak : Az Osz-
talyhoz tartozo intézetek létszama a tavalyihoz viszonyitva 71 f6vel emelke-
dett, ebbdl 60 f6 H Kozponti Fizikai Kutato Intézet létszamanak emelkedése.
Az intézetek koltségvetése a mult évihez viszonyitva csaknem 8 milli6 Ft-tal
nagyobb volt ebben az évben. A beruhdzas ez évi Osszege 1,7 millié Ft-tal
volt nagyobb a tavalyindl. Ezek az adatok azt is bizonyitjak, hogy kormany-
zatunk az orszdg gazdasagi lehet6ségeihez mérten maximalis anyagi tamoga-
tasban részesiti a tudomanyos kutatdmunkat.

A tudomdnyos kaderutanpotlds jovobeni feladatair6l mar szolottam.
A tudomanyos mindsitések keretében a kandidatusi cimek odaitélésére vonat-
kozdlag uj rendelkezés jelent meg, amelynek célja a kandidatusi disszertaciok
szinvonaldnak emelése, fokozottabb kovetelmények tdmasztasa a disszertinsok-
kal és a kandidatusi fokozattal rendelkezokkel szemben. Az uj rendelkezés
minden bizonnyal fokozottabb és eredményesebb munkara fogja ©sztonozni
mind az aspirdnsokat, mind pedig a kandidatusi fokozattal rendelkez6 kuta-
tokat. Néhany téjékoztaté adatot emlitek meg a tudomanyos kaderhelyzetre
vonatkozoOan : Jelenleg a tudomanyteriileteinken 20 doktori és 74 kandida-
tusi fokozattal rendelkez6 kutatdo van. Az ez évi aspiransfelvétel sordn har-
man nyertek felvételt szovjet aspiranturara, 1 f6 pedig belfldi aspirdntu-
rara. Az idei aspirdnsfelvételeknél mar érvényesiiltek azok a szempontok,
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amelyeket elozoleg mar emlitettem. Jelenleg az Osztdly tudomanyteriiletein
Osszesen 5 belfoldi és 5 Szovjetunidban tanuld aspirdns folytat tanulma-
nyokat. A beszamolo idOszakaban Osszesen 4 kandidatusi disszerticid meg-
védésére keriilt sor. Mind a négyen elnyerték a kandidatusi fokozatot.

Ebben az évben is tovabb fejlédtek matematikusaink, fizikusaink és csil-
lagaszaink nemzetkozi kapcsolatai. Az elmult idészakban kiilondsen a Koz-
ponti Fizikai Kutatd Intézet épitette ki, ill. fejlesztette tovabb nemzetkozi kap-
csolatait tobb kiilfoldi fizikai kutatointézettel. Elsésorban a dubnai Egyesitett
Atommag Kutato Intézettel, tovabba a roman €s a bolgar Akadémia fizikai kutato-
intézeteivel, valamint a mildnoi Atomkutaté Intézettel is felvette a kapcsolatot.
Kiilonosen gyiimolcsozok ezek a kapcsolatok a kozmikus sugarzasok teriiletén.

A Csillagvizsgdlo Intézet megfigyeléseit — a szovjet és mas Kkiilfoldi
csillagvizsgald intézetekkel hosszii id6 Ota — szoros egyiittmiikodésben
végzi. A Matematikai Kutatd Intézet ugyancsak tovabb fejlesztette a kiilfoldi
matematikai intézetekkel vald kapcsolatait, elsdsorban a folyoiratcsere ttjan.

A beszamold iddszakdban a kuitiiregyezmények keretében, valamint az
akadémiai kikiildetésekben és az Akadémia anyagi tdmogatdsaval Osszesen
65 kutaté 90 alkalommal utazott tanulmanyutra, vagy tudomanyos rendezvényre.
Ezenkiviil szdmosan utaztak kiilfoldre sajat koltségen, vagy pedig mas szer-
vek, kiilonosen az Orszdgos Atomenergia Bizottsdg kikiildetésében.

Kikiildotteink szamos kongresszuson vettek részt a beszamold iddszaka-
ban és ezek koziil kilondsen hdrom kongresszuson vald résztvételiinket sze-
retném kiemelni.

A Nemzetkozi Matematikai Unid Edinburghban megrendezett kongresszu-
san az Akadémia, a Miivelodésiigyi Minisztérium és a Bolyai Janos Matema-
tikai Tarsulat kiildotteként, valamint sajat koltségen 26 tagu magyar delegacio
vett részt. A magyar matematikai tudomany megbecsiilését mutatja, hogy a
kongresszust el6készitd bizottsdg a nagyobb eléaddsok koziil két eldadas meg-
tartdsdra magyar tuddst kért fel. A 26 tagn magyar kiildottség tagjai mintegy
19 eldadasban adtak képet e tudoméanyag hazai helyzetérdl és fejlettségérdl.

Ez év szeptemberének els6 felében keriilt sor Genfben az ENSZ rende-
zésében az atomenergia békés felhasznaldsaval foglalkozo Il. kongresszus
megrendezésére, amelyen a kormany delegaciojanak tagjaként 5 fizikus vett
részt. A kongresszuson valo részvétel igen hasznos volt mind a kiilfoldon
leguijabban elért eiméleti és gyakorlati eredmények megismerése, mind pedig
fizikusaink nemzetkozi kapcsolatainak tovabbfejlesztése szempontjabol. A dele-
gacionak a kongresszuson lehet6sége nyilt arra is, hogy az atomenergia
békés felhasznaldsa terén elért hazai eredményekr6l beszamoljon.

A Nemzetkozi Csillagaszati Unio a Szovjetunié Tudoményos Akadémia-
javal kozosen ez év augusztusdban rendezte meg X. kongresszusat Moszkva-
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ban. E kongresszuson Akadémiank képviseletében 7 tagu delegacio vett részt.
A kongresszuson vald részvétel soran a magyar csillagaszok értékes diszkusz-
sziokat folytattak a kiilfoldi csillagaszokkal. A kongresszus utdn a magyar
csillagadszok megtekintették a taskenti, gruiziai, krimi és pulkovdi csillagvizs-
gald intézeteket és megismerkedtek az ott folyd vizsgalatokkal.

Kiilfoldi tuddésok koziil a kultiregyezmény keretében, vagy mas modon
osszesen 11 kutato jart Magyarorszagon. A kiilféldi tudosok koziil kiilonosen
C.V.Raman Nobel-dijas indiai fizikus, a MTA tiszteletbeli tagja litogatasa
volt igen értékes a fizikusok szdmdara. Reméljiik, hogy nemzetkozi kapcsola-
taink a jovoben tovabb fognak erdsddni.

A beszamold idb6szakdban mindossze egy miivet adtunk ki, Grosev—
Sapiro: Atommag spektroszkdpia cimil konyvét. Konyvkiaddsunkban a besza-
mol6 id6szakdban visszaesés volt tapasztalhaté. Ennek oka els6sorban az,
hogy a legtobb szerz6 az Akadémiai Kiad6val kotott hatdrid6t sok iranyu
elfoglaltsiga miatt nem tudja betartani. A kovetkezd iddkben el6relathatéan
ismét javulds fog mutatkozni konyvkiaddsunkban, amennyiben tobb o©nallé
munka megijelenése varhato.

Zavartalanul miikodik folydiratkiaddsunk. Mind az idegen nyelvii, mind
a magyar nyelvii folyoirataink rendszeresen megjelennek és cikkekkel bdsége-
sen ellatottak.

A beszdmoid idOszakdban — kivéve a nalunk jart kiilfoldi vendégek
eléaddsait — az Osztily csak felolvaso iiléseket rendezett. A felolvaso iilése-
ken osszesen 116 6nalld eredményeket tartalmazo dolgozat ismertetésére, ill.
bemutatasara keriilt sor.

Tajékoztatdsul megemlitem, hogy a Matematikai Bizottsdg javaslata alap-
jan az Osztalyvezet6ség — az Elnokség hozzdjaruldsdval — a Il Magyar
Matematikai Kongresszus megrendezését 1960-ra tervezi Budapesten, egyiitt-
mitkodéshen a Bolyai Janos Matematikai Tarsulattal.

Az Osztaly tudoményos irdnyitdsa alatt allo Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat és az Eodtvds Lorand Fizikai Tarsulat ez évben is rendezett Balaton-
viligoson kollokviumokat. Matematikdbdl: matrixelmélet és alkalmazasai,
Monte Carlo médszer, funkcionalanalizis és diofantikus approximacio targyu
kollokviumokat tartottak. Fizikdbol: az elemi részecskékkel és a gazkisiilé-
sekkel foglalkozo kollokviumokon jottek Ossze fizikusaink. E kollokviumokon
szamos kiilfoldi matematikus és fizikus vett részt és tartott eléadast. Mindkét
tarsulattal az Osztaly egyiittmiikddése zavartalan és kielégito.

Az osztdlyvezetoségi beszamold végéhez érve kérem az Osztily tagjait
és a jelenlevoket, hogy hozzaszolasaikban biralataikkal, javaslataikkal segitsék
el6 a beszdmoloban emlitett célkitiizések megvaldsitasat.



VIZSGALATOK AZ OPERATORMODULUSOK
ELMELETEBEN, IL.

frta: KERTESZ ANDOR

II. AZ OPERATORMODULUSOK ALGEBRAI ELMELETE*

6. §. Kompatibilis egyenletrendszerek operatormodulusok felett

A Kklasszikus algebra targya a komplex szdmtest feletti algebrai egyen-
letek vizsgalata. Bar az absztrakt algebra a klasszikus algebrdbdl, s kiilondsen
pedig a magasabb foku egyenletek vizsgalatabol sarjadt ki, a fejlédés jelenlegi
fokdn az absztrakt algebrdban a kiilonféle algebrai struktiirdk szerkezetének
vizsgalata nyomult elotérbe, s aranylag kevés sz esik az egyenletekrél. Eppen
ezért, ha egy adott strukturafajta esetében az egyenletekkel és ezek megolda-
saival foglalkozunk, indokoltnak latszik erre az ,algebrai“ jelzdvel utalnunk.

Az operatormodulusok algebrai elmélete tehat az operatormodulusok
elméletének az a része, amely operatormodulusok feletti egyenletrendszerekkel
foglalkozik.

Legyen R tetszdleges gyiirli, G tetszdleges R-modulus, és x G-nek egy
hatdrozatlan eleme. E hatdrozatlanban, amelyet a tovabbiakban ismeretlennek
mondunk, felirhaté legéltalanosabb G feletti egyenlet
(1) rxtnx=g (reR,neE, geQ)
alaku. Ha van olyan x =#h (€ G) elem, amelyre az (1) egyenlet teljesiil, akkor
azt mondjuk, hogy az (1) egyenlet G-ben megoldhato és A (egyik) megolddsa.

Ismeretes, hogy egy A algebrailag zart (mds terminologidban komplett,
vagy teljes) Abel-féle csoportban barmely nx—=a (05=n € E, a € A) egyen-
letnek van megoldasa.”? Az Abel-féle csoportok kozott tehat van olyan, amely-
ben (bizonyos trivialis kivételektol eltekintve) minden egyismeretlenes egyenlet
megoldhatdé. Egy Abel-féle csoport feletti nx=a (n5=0) egyismeretlenes
egyenlet megoldhatdsagaval kapcsolatban nincsenek elvi problémdk, mert az,
ha a tekintett csoportban nem is, de annak valamely alkalmas bévitésében

* A fejezetek és paragrafusok szamozasa az l. részben (lll. Osztily Kozleményei
VI 4. sz. 411—436. 0.) alkalmazott szdmozashoz kapcsolddik. A cikk teljes irodalom-
jegyzékét is az . részben kozoltiik.

22 E tulajdonsagot tekinthetjlik az algebrailag zart csoportok definiciéjanak is.
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biztosan megoldhat6. Mas a helyzet tetszéleges R-modulus esetében, ahol
mar egy egyismeretlenes egyenlet megoldhatésaga is mélyebb kérdésekkel
fiigg ossze. Eldfordulhat ugyanis, hogy az (1) egyenletet tekintve, valamely
s(€ R), m(€ E) elemparra s(rx--nx)+ m(rx-+nx)=0 érvényes, mig a jobb-
oldal megfelelo linedris kombinacidja sg-+mg==0. Egy ilyen egyenlet nyil-
van nem oldhaté meg G-ben, de nem oldhaté meg G-nek egyetlen bovitésé-
ben® sem. Operdtormodulusok esetében tehat mar egyetlen, egyismeretlenes
egyenlet sem mindig ,kompatibilis“.* Hogy kozonséges Abel-féle csoportok
esetében ilycn anomdlia nem forduthat eld, annak oka az, hogy egy nx-—a
(n=£0) alaku egyenlet baloldalat csak a O annullalja, amely nyilvdn a jobb-
oldalt is annullalja. Ahhoz, hogy operatormodulusok feletti egyenletekkel fog-
lalkozhassunk, mindenekel6tt a kompatibilis egyenletrendszer fogalmat kell
tisztdznunk.

Legyen R tetszoleges gyiirii, A tetszbleges m(>0) szdmossagu index-
halmaz és S az x. (¢ € A) hatirozatlanok rendszere. Tekintsiik a G R-modulus
felett az
(2) Jo=8s (B€B, g€ Q)
egyenletek rendszerét, ahol B ugyancsak tetszoleges (nem iires) indexhalmaz
és fg az x. (¢ € A) szabad bazissal bir6 R(m) szabad R-modulus eleme, azaz

3) Je=<api, ns> Xagy +-oes - Lagy, ng> Xag,. (<ag;, ngi> € R*)
egy R feletti linedris forma. Azt mondjuk, hogy az
4) Xe=hoa (€ G; € €A)

elemrendszer a (2) egyenletrendszer (G-beli) megoldasa, ha (4)-et (2)-be
helyettesitve az egyenletek teljesiilnek. A megoldhatésdgnak trivialisan sziik-
séges feltétele a kovetkezd : minden olyan, véges sok fp kozott fennallo relacio,
amely e linearis formak két R*-feletti linedris kombindcidjanak az egyenldség
jelével valo osszekapcsolasa, érvényben marad akkor is, ha az fz-kat a jobb-
oldalon all6 megfelel6 gy elemekkel helyettesitjiik. Mas szavakkal: minden

$sv, i fo - <80 mip fg; =0

Sy, my gg,+ -+ <8, mi>gp, -0
kovetkezik. Ezt a kovetelményt kompatibilitdsi feltételnek nevezziik.
Legyen méarmost (2) a kompatibilitasi feltételt kielégitd egyenletrendszer.
Ekkor az f; — gp leképezés az R(m) szabad R-modulus fz (8€ B) elemei altal
generalt M részmodulusdnak egy G-be val6 j6! meghatirozott ¢ R-homomor-

alakd relaciobol

% Azaz egy olyan R-modulusban, amelynek G részmodulusa.

2 Lassunk erre egy egyszerii példat. Legyen R=—= E @ E. (Az R gylirii elemeit (1, m)
elemparokkal jeldljiik.) A (0, 1) (x, y) = (1,0) Rz, feletti egyenlet nyilvan nem kompatibilis,
mert pl. (1,0) a baloldalt annullalja, a jobboldalt azonban nem.
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fizmusat indukalja:
(Kst, m fo, + - <80, mep fo) ¢ = <sv, > (fp, )+ -+ +<8i, mi> (fp, ¢) —=
= S1, M1> Zp,~+ +++ <8, Mip g,

theat specialisan fs@ = gs (8¢ B). (A leképezés egyértelmiiségét a kompatibili-
tasi feltétel biztositja.) — Megforditva, az R(m) szabad R-modulus valamely
M részmodulusdanak G-be vald ¢ operatorhomomorf leképezése olyan G feletti
egyenletrendszereket szolgéltat, amelyek eleget tesznek a kompatibilitasi fel-
tételnek. Ezen egyenletrendszerek mindegyikében a baloldalakon az M-modulus
valamely generatorrendszerét alkoto fg linedris formdk allnak, a megfelel6 jobb-
oldalak pedig a gs= fpg egyenldségekkel vannak definidlva.

Ha két, a kompatibilitasi feltételnek eleget tevé egyenletrendszer az R(in)
modulus ugyanazon részmodulusidnak ugyanazt a M operatorhomomorfizmusat
indukalja, akkor a két rendszert ekvivalensnek mondjuk. Nyilvinvald, hogy két
G feletti egyenletrendszer akkor és csak akkor ekvivalens, ha az egyik rend-
szer barmely egyenlete a masik rendszer véges sok egyenletének R* feletti
(bal-) linearis kombindciojaként all elé, és megforditva. Az is vilagos, hogy
ekvivalens, a kompatibilitasi feltéteinek eleget tevd egyenletrendszerek meg-
oldasai megegyeznek. Eszerint a kompatibilitasi feltételnek eleget tevd ekvi-
valens egyenletrendszerek kozott nem sziikséges megkiilonboztetést tenniink
és kimondhatjuk a kovetkezd definiciot:

DEFINICIO: Egy fetszéleges G R-modulus feletti [M, ¢] wm-ismeretlenes
kompatibilis egyenletrendszeren az R(m) szabad R-modulus M részmodulusd-
nak G-be valo adott ¢ operdtorhomomorf leképezését értjiitk. Az [M, ¢] egyenlet-
rendszert homogénnak nevezziik, ha Mg =—0.

PoLLAk GQYORGY értékes megjegyzését felhasznalva definicionkat a kovet-
kez6képpen egészithetjiik ki:

A G R-modulus feletti [M, ¢} kompatibilis egyenletrendszer G-ben akkor
és csak akkor oldhaté meg, ha az M részmodulus @ operdtorhomomorf leképe-
zése folytathato az egész R (m) szabad R-modulusnak egy G-be valo ¢ operdtor-
homomorf leképezésévé. Az [M, @] egyenletrendszer megolddsai kolcsonds és
egyértelmii kapcsolatban dllnak a ¢ homomorfizmus ¢ folytatdsaival, s igy az
M, @] egyenletrendszer valamely megolddsdan mindig a ¢ leképezés megfeleld
@ folytatdsdt érthetjiik.

Valéban, tegyiik fel, hogy a (4) elemrendszer a (2) egyenletrendszernek
valamely megoldasa. Az x.— f. (e € A) leképezés az egész R(m) modulus-
nak egy G-be vald ¢ R-homomorf leképezését indukalja. Ekkor

Jo 9= <ap1, N1> (Xagy §)+ +++ +<agx, Npr> (Xag, ) =
o <aﬁl, nﬁ1> h“ﬂl Jf_ e + <aﬂ’.': nﬂl:> haﬁ,‘. ;tgﬁ :fﬂ r{’,

2 1. Osztaly Kozleményei 1X 1
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tehat ¢ a ¢ leképezés alkalmas folytatisa. — Megforditva, tegyiik fel, hogy
a (2) egyenletrendszer Aaltal indukalt ¢ homomorfizmus folytathato az egész
R (m) modulusnak egy G-be valé ¢ homomorf leképezésévé. Legyen specidlisan
Xe @ = he. (¢ € A). Ekkor

fﬁ¢ = (<ap1 3 nﬁ1> xaﬂl + e <aﬁ7f, nﬁ’f> ngk) —‘/3 =

== <ap, Mpr> (Xagy )+ -+ <@gy 13> (X, B) =

==<ap1, g hagy+ - + <k, Npi) Nag,.
Masrészt, mivel ¢ M-en megegyezik ¢-vel, ¢ definicidja szerint
Je9=Ts9=8s.

Ezzel megmutattuk, hogy x.=-h. (¢ €A) a (2) egyenletrendszer megolddsa.
Tekintstink a G R-modulus felett egy

) Je==gs (feeR(m); gs€G; 3€B)
egyenletrendszert. Jeloljikk G (m)-mel a G és R (m) modulusok direkt dsszegét:
(6) G (m)= G+ R(m).

Ekkor érvényes a kovetkezd

10. TETEL: A G R-modulus feletti (5) egyenlefrendszerre ekvivalensek az
aldbbi feltételek :

«) az (5) egyenlefrendszer kompatibilis;

3) az fs— g5 (8 €B) elemek halmaza a G (m) modulusban olyan H rész-
modulust generdl, amelyre Gn H-=0;

~) az (5) egyenletrendszer megoldhato G valamely bovitésében.

BIZONYITAS : «)-b0l kivetkezik 8). Tegyilk fel, hogy

<ryymy (fpo—8s)+ oo +<my > (fo,— g) =€ €G.

Ebbél

(<I’1, n1>fﬂ1 +oee <f[_-, ’Z’f>fﬁ/.-) - (<I'| ) n1>gﬁx+ v »{—<I'1;, nk>gﬂk) ==4g.
A (6) direkt felbontds miatt {ri, mi> fp 4 -+ 4 <rx, m> fp, =0, s ekkor )-bot
ri, ny gp,+ -+ <, 1y gp, =0, tehat g- 0 kovetkezik.

3)-bol kovetkezik 7). Tekintsiik a G (m): - G (m)/H faktormodulust. Ebben
a faktormodulusban a g (g € G) elemek a g) feltétel miatt egy G-vel izomorf
R-modulust alkotnak, G (m) tehat G bovitésének tekinthets. Az f— f (f € R(m))
leképezés az R (i) modulusnak G (m)-ba valé olyan R-homomorf leképezése,

amely az ,

fo=28s (B€B)
egyenletrendszer altal indukdlt R-homomerf leképezést - kiterjeszti az egész
R(m)-re. Az (5) egyenletrendszer tehat megoldhaté G (m)-ban.
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v)-bol kovetkezik ). Legyen ¢ az R(m)-nek G valamely G’ bovitésébe
valé olyan operatorhomomorf leképezése, amelyre fsp =gz (3¢ B) teljesiil.
Ilyen » homomorfizmus létezését ) biztositja. Ekkor nyilvanvalo, hogy az
R(m) modulus M=={..., f3, .. .}ses részmodulusanak az f; — gs (8 € B) leképe-
zéssel indukalt G-be valo ¢ leképezése az M részmoduluson megegyezik g-sal,
tehat homomorfizmus. Ezzel a tétel allitdsat bebizonyitottuk.

A 10. tétel alapjan az (5) egyenletrendszer kompatibilitisa a @) és y
tulajdonsagokkal is definidlhatd, mindamellett a mi definicionk ezeknél termé-
szetesebbnek latszik. A ) és y) tulajdonsagok gyiirfielméleti analogonjanak
ekvivalencidja megtaldlhato [38] és [43]-ban.

Eddigi meggondoldsaink illusztraldsa és alkalmazasa céljabdl atfogalma-
zasat adjuk EHRENFEUCHT egy tételének. Ez az atfogalmazéds egy érdekes 1j
eredményt ad a linedris diophantikus egyenletrendszerek elméletében. J. H. C.
WHITEHEAD egy problémajanak megoldasaként A. EHRENFEUCHT bebizonyi-
totta a kovetkezd tételt [9]:

Legyen F megszdmldlhato szabad Abel-féle csoport és H az F valamely
részcsoportja. H akkor és csak akkor direkt Osszeadanddja F-nek, ha H-nak
bdrmely, a C végtelen ciklikus csoportba valo homomorf leképezése folytathato
az egész F-nek C-be valo homomorf leképezésévé.®

Tekintsiink most egy tetsz6leges homogén linedris egyenletrendszert az
egész szamok E gyiiriije felett az x, x2, ..., X., ... ismeretlenekben :

Jo(x1, Xe, ..) = Mg Xngy + *++ + Mpi: Xugy, == 0
(¢ befut egy tetszbleges B indexhalmazt). Ez a rendszer nyilvanvaloan kompa-
tibilis. Helyettesitsiik most a jobboldalon all6 zérusokat I; € E szamokkal tgy,
hogy az :

(7 Jo=1p (6€B)
egyenletrendszer ismét kompatibilis legyen.* EHRENFEUCHT tételébdl, tovabba
a moduius feletti kompatibilis egyenletrendszer megoldhatésdgara vonatkozd
meggondolasainkbol kovetkezik, hogy az dsszes olyan kompatibilis egyenlet-
rendszer, amely az fg linedris formdk rigzitése mellett a fenti médon dll eld,
akkor és csak akkor oldhato meg raciondlis egész szdmokkal, ha az
X1, X2, ..., X, ... hatdrozatlanokkal kifeszitett szabad Abel-féle csoportban az
Jp linedris formdk dital generdll részcsoport direkt dsszeadando.

2 Figyelmeztetiink arra, hogy itteni meggondoldsainkban Abel-féle csoportot, tehat
O-modulust tekintiink, igy a szabad R-modulus szerepét a szabad Abel-féle csoport és az
operatorhomomorfizmus szerepét a kozonséges homomorfizmus veszi at.

26 Ebben az esetben a kompatibilitis feltétele . teljesen explicit alakban adhaté meg..
A (7) egyenletrendszer ugyanis akkor és csak akkor kompatibilis, ha barmely véges rész-
rendszere kompatibilis a klasszikus értelemben, azaz matrixanak rangja a megfelelé homogén.
egyenletrendszer matrixanak rangjaval egyenlo.

2%
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7. §. Szervans részmodulus

Ismeretes, hogy a kozonseéges Abel-féle csoportok elméletében milyen
fontos szerepet tolt be a szervans részcsoport fogalma. Ebben a paragrafus-
ban ezt a fogalmat vissziik it tetszoleges operatormodulusok esetére és meg-
vizsgéljuk az igy bevezetett szervans részmodulusok néhany alapvets tulaj-
donsagat.

Legyen G tetszéleges R-modulus. A G modulus valamely H részmodu-
lusat szervdns részmodulusnak nevezziik (G-ben), ha barmely G-ben meg-
oidhatd H feletti

8) , gty X, (rw, P €ER™; € H; v€ )

egyismeretlenes egyenletrendszer A-ban is megoldhaté. Szervdns részmodu-
fusra példa G barmely direkt 0sszeadandoja, igy specidlisan O és G.¥ Konnyli
belatni, hogy a szervans részmodulus fogalma kozonséges Abel-féle csoportok
esetében megegyezik a szervans részcsoport fogalmaval.™

Mint a definicid kozvetlen kovetkezményét megemlitjiik, hogy ha H,
szervdans részmodulus G-ben - és H, szervdns részmodulus H,-ben, akkor H,
szervdns részmodulus G-ben is.

Tetszbleges Abel-féle csoportban szervans részcsoportok novekvo lanca-
nak egyesitése is szervans részcsoport. Ez az 4llitds szervans részmodulusokra
altalaban elveszti érvényességét. Ezt mutatja a kovetkezd példa. Legyen

RYRP, ..., R™, ... egységelemes gyiiriik végtelen sorozata és S e gyiiriik
komplett direkt Osszege. Az S tehat egységelemes gyiirii. Az

1 1 32 1 |
O, RS, RH+ RS, .., RO+ +RE, ...

modulusok Sgy-nek direkt Osszeadandoi, s igy méginkabb szervans rész-
modulusai. A (9) sorozat S, egyesitése azonban mégsem szervans részmodulus

20 Arra vonatkozoan, hogy egy szervans részmodulus nem sziikségképpen direkt
Osszeadando, lasd pl. a [31] dolgozat 3. §-at. Az ott konstrualt G modulus T részmodulusa
G-ben szervans részmodulus, de nem direkt Osszeadando.

% Kozonséges Abel-fele csoportok esetén ugyanis barmely egyismeretlenes kompa-
tibilis egyenletrendszer egyetlen egyenlettel helyettesithett :

Legyen B az A Abel-féle csoport részcsoportja és

n,x - b, (n,€E; b,EB; »€ )
egy B feletti kompatibilis egyenletrendszer. Ez az. egyenletrendszer ekvivalens az
nx-=~b

egyenlettel, ahol n az n, elemek altal E-ben generalt idedl valamelyik generatoreleme, s ha
Il'*—l{ﬂrl—f—-..-':'Ikllj,]_ ' (..., 1, € E),

akkor
b Lb, 0B

"y T
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Sws-ben. Tekintsiik ugyanis azt az egyenletrendszert, amely S, Osszes s elemére
az sx:=-5 egyenletekbol all. 'Ez az egyenletrendszer S-ben nyilvan meg-
oldhatd, Si-ban azonban nem, mert S, mint az Ry, R., ... gyliriik diszkrét
direkt 0sszege nem jobbegységelemes gyiirii.

Most bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

11. TETEL: A G R-modulus valamely H részmodulusa akkor és csak
akkor szervdans G-ben, ha a G/H faktormodulus bdrmely eleme rendhiien rep-
rezentdlhato.®

BizoNyiTAs: Legyen H szervans részmodulus G-benés g -:g--H a G/H
faktormodulus tetszéleges eleme. Ha O (€) =0, akkor szintén O(g)--0. Tegyiik
fel tehat, hogy O(8)=L==0. Az {s,m>g ({s,m™ € L) elemek H-hoz tartoz-
nak, s minthogy H szervans részmodulus G-ben, van H-ban olyan A elem,
hogy <s,m> h —<s,m>g minden {s,m> (€L) elemre. A g’'- -g—h elem a
- g mellékosztily eleme és rendje ugyancsak L. Egy (s, m> € L elemre ugyanis
Smyg = s,mpg—<s,m>h==0,s halr,n>&L, akkor r,n>g'=<{r,n>g—
—r, np> h==0, minthogy <r,n>h€ H és {r,n>g ¢ H.

Megforditva, tegyiik fel, hogy H G-nek olyan részmodulusa, hogy G
barmely H szerinti mellékosztadlya rendhiien reprezentdlhaté. Megmutatjuk,
hogy H szervans részmodulus G-ben. Legyen (8) egy G-ben megoldhato H
feletti egyenletrendszer és g (€ () e rendszer valamely megoldasa:

ry, Np> @==h (red).
Tekintsiik a G/H faktormodulust. Ha O (g) = L, akkor nyilvanvaléan barmely
v(€ 4) indexre <r,,n,> € L. Masrészt feltevésiink szerint van olyan g’'-—=g—h
(h € H) elem, amelyre O(g’) - L. igy
rpy @ =Lry, 0> g — <y, > h =0 (reld),

v,y h=<r, n>g=h, (red,
azaz a (8) egyenletrendszernek a h (€ H) elem megoldasa.
A 11. tétel kozvetlen kovetkezményei :
Ha a G/H modulus torziomentes modulus, akkor H szervdns rész-
modulus G-ben.
A G torziomentes modulus H részmodulusa akkor és csak akkor szervdans
részmodulus G-ben, ha a G/H faktormodulus is torziomentes.

A 11. tétel segitségével bebizonyitjuk a kovetkezo tételt:

12. TETEL: Ha H a G R-modulus szervdns részmodulusa és a G- - G/H
Jaktormodulus ciklikus modulusok direkt dsszege, akkor H G-nek direkt dssze-
adandoja.

S innen

2 Pontosabban ez azt jelenti, hogy G barmely H szerinti mellékosztilyaban van

olyan elem, amelynek rendje megegyezik e mellékosztaly rendjével a G/H faktormodulusban.
v
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BizonyiTAs : Legyen 3 )
G- 2.8}
A€EA

a G = G/H faktormodulusnak ciklikus részmodulusok direkt oOsszegére valo
olyan felbontasa, ahol minden 4 (€ 1) indexre O (&) == 0 (g») (lasd a 11. tételt),
és legyen A a2 G modulusnak a g, (4 € A) elemek altal generdlt részmodulusa :

A= g
rca .
Megmutatjuk, hogy G H--A. Egyrészt vildgos, hogy G ={H, A}. Mas-
részt legyen a € AnH:

a=—=<r, m>gx+ -+, > gy, (Kri, n> € R).
Minthogy a € H, az

a-=- <l'1 » /11>,§x1 4 e <l'k, Il/;> g’*k =0
egyenldség is érvényes. A g elemek azonban fiiggetlenek G-ban, igy

ri, 0> 8.==0 (i=1,...,k),
s minthogy O(g)- O(&), az
<y iy == 0 (= 1,..., k)

egyenloségek is kovetkeznek. Ebbol a--0 adodik, s igy valoban G = H-{-A.

.
13. TETEL: Legyen H szervdns részmodulusa és A valamely H-t tartal-
mazo tetszbleges részmodulusa a G R-modulusnak. Az A részmodulus akkor

és csak akkor szervdns részmodulus G-ben, ha A/H szervdns részmodulus
G/H-ban.

BizoNyiTAs : Legyen A/H szervans részmodulus G/H-ben és
(10) ryy My X==0y (€ A; b,y € RY, € A)

A feletti egyenletrendszer, amelynek x-=g (€ G) megoldasa. Megmutatjuk,
hogy a (10) egyenletrendszer A-ban is megoldhaté. Feltevésiinkbdl kovetkezik,
hogy vannak olyan a€ A és h, € H (r € 4) elemek, amelyekre az

(11) Ly, Mpa==a,+h, (red)
egyenldségek teljesiilnek. (10)-b&l és (11)-bol
rpy My (@—g) = h, (red)

kovetkezik, s minthogy H szervans részmodulus G-ben, van olyan h€H
elem, hogy

(12) ’ oy My h=:h, (v € 4).
A (11) és (12) egyenloségek alapjan
{ryy Ny (@— h) = a, (v e d),

s minthogy a — h € A, allitdsunk egyik felét bebizonyitottuk.
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Megforditva, legyen A szervans részmodulus G-ben és legyen
{tyy P X ==a, (@, €A red)

egy A/H feletti egyenletrendszer, amelynek g megoldasa. Ekkor vannak olyan
h, (€ H) elemek, hogy

Ly, g=a,+h, €A (r€d).
Feltevésiink szerint alkalmas a (€ A) elemre
<y, N> @=—=4a,-+-h, (v € J)'
teljesiil, és igy
IS ’ ’r‘l"n1'>a:'d1' (VGJ).

Ezzel bebizonyitottuk, hogy A/H szervans részmodulus G/H-ban.

Megijegyezziik, hogy allitisunk masodik felének igazolasakor a H rész-
modulus szervans jellegét nem hasznaltuk ki. Ezért valamivel tobbet bizonyi-
tottunk : homomorf leképezésnél bdrmely, a homomorfizmus magjdt tartalmazo
szervdns részmodulus képe is szervdns részmodulus.

E paragrafust egy olyan tétel bizonyitasaval zarjuk, amely szintén egy
modulus valamely részmodulusa feletti egyenletrendszerekre vonatkozik, s a
modulus direkt dsszeadandoit jellemzi:

14. TETEL:* Egy fefszéleges G R-modulus valamely H részmodulusa
G-nek akkor és csak akkor direkt osszeadanddja, ha bdrmely H feletti G-ben
megoldhato egyenletrendszer H-ban is megoldhato.

BizonvitAs: Tegyiik fel, hogy

(13) G- H+K
és az
(14) fp(...,x,,,...)=h5(€H)

egyenletrendszer G-ben megoldhaté. Ha ...,g,,... (€ Q) a (14) egyenlet-
rendszer valamely megoldasa, akkor a (13) direkt felbontds alapjan egyértel-

miien adodo
PR (@ € H; by K)
elballitassal

fﬁ(. vy Gry o )-‘:fp( oy lyy o )+fp( ey by, )= R (E H)
adodik, ahonnan '
fp(...,a,,,... :h[g.
Az ..., a,,... clemrendszer tehat H-beli megoldasa a (13) egyenletrend-
szernek. »

™ Bzt a tételt Abel-féle csoportokra GacsiLvi mondta ki [17]. Az itt kozolt bizonyitas
is GacsALy1 eljdrasianak értelemszer{i modositdsaval keletkezett.
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Megforditva, tegyiik fel, hogy barmely H feletti G-ben megoldhato

egyenletrendszer H-ban is megoldhaté. Legyen ..., g., ... G elemeinek olyan
rendszere, hogy

(15) G={H, ..., 8u,...).

Tekintsitk most az 6sszes fennallo

(16) s Gu+ o+l M) Qoo == 1 (€ H; <riyni> € RY)
alaku egyenloséget. Ezen relaciok rendszerének megfelel egy olyan H feletti
(16") {ry A Xy, oo A=<y ) Xy = h

egyenletrendszer, amelynek a ..., g,, ... elemrendszer megoldasa. Feltevésiink
szerint a (16') egyenletrendszer valamely ..., &,,... H-beli elemrendszerrel
is kielégithetd, tehat

an iy o hy, A= oo ey e Ay, = B

Megmutatjuk, hogy

(18) G= H-+K,

ahol

K={...,8.—h, ...}
A H és K részmodulusok az egész G modulust generaljak, minthogy {H, K}
tartalmazza az Osszes g, elemet és fennall (15). Masrészt legyen

s 5 (G — B A - ey 1 (G — M) = h € H
a Hn K metszet tetszdleges eleme. Itt a baloldal (16) és (17) baloldalainak a
kiilonbsége, tehat sziikségképpen A'=-0, s igy Hn K==0 adodik. Ezzel be-
bizonyitottuk, hogy (18) fennall, tehat a tétel bizonyitasat is befejeztiik.

8. §. Algebrailag zart operatormodulusok

Az Abel-féle csoportok feletti egyenletek elméletének rendszeres targya-
lasat 1950-ben megijelent [41] dolgozatiban SzELE TIBOR adja. SZzELE egy
olyan elméletet épit ki Abel-féle csoportok esetében, amely analogonja a
testek Steinitz-féle elméletének. Abbodl az észrevételbd! kiindulva, hogy egy G
Abel-féle csoport feletti legaltalanosabb egyenlet nx-=g (n€E; g€ G; x az
ismeretlen) alaku, definidlja a csoportok algebrai és transzcendens bovitését,
s e definicidk alapjan a testelmélet szamos tétele szorol-szora atvihetd az
Abel-féle csoportok elméletébe.

A Szele-féle elméletben az ,algebrailag zart csoportok“ Osszeesnek az
un. teljes Abel-féle csoportokkal. Ertékes eredménnyel jarult enhez az elmélet-
hez GACSALYI SANDOR, bebizonyitvan az algebrailag zart Abel-féle csoportok
ama nevezetes tulajdonsagat, hogy benniik barmely, felettiik tekintett, tetszo-
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legesen sok ismeretlent és egyenletet tartalmazé kompatibilis egyenletrendszer
is megoldhato [16].

Ebben a paragrafusban egy hasonlo elmélet alapjait szeretnénk lerakni
teljesen tetszbleges operatortartomannyal ellatott modulusok esetére. Meglepo,
hogy ebben a legaltalanosabb esetben is igaz marad az algebrailag zart Abel-
féle csoportokra vonatkozd szdmos eredmény. Targyalasunknak megvan az az
elonye is, hogy néhany, operatormodulusokra mar kordbban is ismert eredményt
altalanosit és beilleszt egy szélesebb elmélet kereteibe, s a logikai sorrend
alkalmas megallapitisaval ezeknek az eredményeknek egyszeriibb bizonyitasat
teszi lehetové.

Legyen R tetszOleges gyiirii és G R-modulus. A G modulust algebrailag
zdrtnak nevezziik, ha barmely G feletti egyismeretlenes kompatibilis egyenlet-
rendszer G-ben megoldhato.

Mindenekeltt megjegyezziik, hogy a definicidban azt a kikotést, hogy
minden kompatibilis egyismeretlenes egyenletrendszer megoldhaté legyen, nem
helyettesithetjitk azzal a gyengébb kikotéssel, hogy minden kompatibilis egy-
ismeretlenes egyenlet megoldhaté. Ezt mutatja a kovetkez6 példa:

Legyen K végtelen sok K, test komplett direkt osszege. A K, testek K,

diszkrét direkt 6sszege K-ban idedl, igy K, K-modulusnak tekinthetd. A K

gyiiri egységelemes reguldris gyiirii a NEUMANN JANOs-féle értelemben®, ezért
K-nak NEUMANN egy tétele alapjan (lasd [36], vol. 2, ch. 2.) barmely foidealja
direkt osszeadandodja. Ebbol kovetkezik, hogy K,-ban mint K-modulusban
barmely egyismeretlenes kompatibilis egyenlet megoldhatd. Masrészt tekintsiik
az Osszes ksx-==kg (ks € K;) egyenletekb6l allé egyenletrendszert. Ez nyilvan-
valdéan kompatibilis, viszont K,-ban nem oldhaté meg, minthogy Kj-nak nincs
egységeleme.

Az algebrailag zart operatormodulusok legfontosabb tulajdonsagait fejezi
ki a

15. TETEL:® Egy tetszéleges G R-modulusra ekvivalensek az aldbbi
tulajdonsdgok :

a) G algebrailag zdrt R-modulus,

b) ha G a D R-modulus direkt ésszeadandoja, akkor D-nek erés direkt
dsszeadandoja is;

31 Eszerint egy R gyiirii regularis, ha barmely r eleméhez van olyan x (€ R) elem,
hogy rxr==r [35].

32 Ez a tétel mutatja, hogy az algebrailag zart modulusok fogalma az uniter modu-
lusok specidlis esetében megegyezik a R. Baer altal bevezetett komplett és a homologikus
algebraban fellépd injektiv modulusok fogalmaval. Igy e paragrafus eredményei néhany, mar
korabban ismert eredményt is magukban foglalnak [3], [8].
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¢) az Rz modulus tetszoleges Ly részmodulusdnak bdrmely w G-be
valo homomorf leképezéséhez van olyan g, (€ G) elem, hogy <s,m)>w=—
=ds, my g, minden Lg>-beli {s, m> elemre teljesiil ;

d) ha ¢ a ftetszéleges B R-modulus valamely A részmodulusdnak egy
G-be valo homomorf leképezése, akkor ¢ folytathato az egész B-t G-be leké-
pezé homomorfizmussd ;

e) bdrmely G feletti kompatibilis egyenletrendszer G-ben megoldhato

f)y ha G a D R-modulusnak részmodulusa, akkor egyben direkt dssze-
adandoja is,

@) ha G a D R-modulusnak részmodulusa, akkor egyben szervdns rész-
modulusa is.

Az a) és e) tulajdonsdgok ekvivalencidjanak érdekes folyomanya a
kovetkezo

’ 1. KOROLLARIUM : Ha az R gyiiriiben bdrmely egyismeretlenes kompatibilis
linedris egyenletrendszer megoldhato, akkor R-ben bdrmely (tetszdlegesen sok
ismeretlent és egyenletet tartalmazo) kompatibilis linedris egyenletrendszer is
megoldhato.

Minthogy egy K ferdetest feletth kompatibilis egyismeretlenes egyeniet-
rendszer ekvivalens egyetlen K feletti kompatibilis egyenlettel, s igy mindig
megoldhato, az 1. korollariumbol azonnal adddik GACSALYI kovetkezd tétele [16] :

2. KOROLLARIUM: Ferdetestben bdrmely kompatibilis linedris egyenlefrend-
szer megoldhato.

A TETEL BIZONYITASA: a)-bol kivetkezik b).” Tegyiik fel, hogy G a D
R-modulus részmodulusa és legyen A D-nek (ZORN lemmaja alapjan okvet-
leniil 1étez6,) a Gn H -0 tulajdonsagra nézve maximalis részmodulusa. Meg-
mutatjuk, hogy
(19) D. G I-H.

Bevezetve a K-.- G-+ H jelolést, tegyiik fel, hogy K< D. Ekkor van olyan
d (€ D) elem, amely K-nak nem eleme. Tekintsiik az Osszes olyan <s, m>
(€ R*) elemek halmazat, amelyekre <{s,m>d € K. Ezek az elemek R*-ban egy
L balidealt atkotnak. (H maximalitisa miatt L ==0.) A K konstrukcioja szerint
minden s, m> (€ L) elemre
<s,myd==g-rh,

ahol a g és h elemeket az {s, m> elem egyértelmiien meghatarozza. Az

s, myx—g s, m>€L)

3 Valojaban tobbet bizonyitunk be, mint amit a tételben allitunk. Baer jO! ismert
modszerével [3] megmutatjuk, hogy ha G D-nek részmodulusa, akkor erds direkt Ossze-
adandéja is. ‘
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egyenletrendszer nyilvanvaloan kompatibilis, ezért az a) szerint van olyan
2.(€ G) elem, hogy minden <s, m> (€ L) elemre

8, M Gy ==

Tekintsiik most a d'-—=d — g, (€ K) elemet. Erre

(20) s,m>d'=h¢H,

ha {s,m> €L és .
<md &K,

ha {r,n>¢ L. A H részmodulus feltételezett maximalis tulajdonsaganal fogva
{H,d'} n G==0, igy van olyan h (€ H) és <r,n> (€ R*) elem, hogy

ht+<r,n>d —g=0 (g€ a).

Minthogy <r,n>d - - g —h € K, sziikkségképpen <r, n) € L, ezért (20) alapjan
{r,nyd € H, tehat g€ H, ami viszont ellentmondasban van azzal, hogy g€ G
és g==0. Ezzel (19)-et bebizonyitottuk.

b)-b0l kiovetkezik c). Legyen « az R, modulus L reszmodulusanak
G-be valo valamely R-homomorf Iekepezese és legyen

(21) D=G--R(1).

Jeloljiik x-szel az R(1) szabad R-modulus valamely szabad generatorelemét.
Ekkor az 6sszes <s, m> v — s, m>x (s, m> € L) elemek halmaza D-nek olyan
M, részmodulusét alkotja, amelyre M,n G=0. (A (21) direkt felbontas alapjan
ugyanis az <s,myyp—<s,myx=—=g (€ G) relaciobol kovetkezik, hogy g-=0.)
Legyen marmost M D-nek olyan részmodulusa, amely maximalis a kovetkezd
tulajdonsagokra nézve: M,&SM, Mn G=0. A b) feltétel miatt

(22) D=G+M,

és igy léteznek olyan egyértelmiien meghatarozott g,(€ G) és g.(€ M) elemek,
amelyekre x=:g,-+g,. Ebb8l L minden <{s, m> elemére :

(23) s, myx=J_s,m>g,+<s,m>g,
adodik. Masrészt
(24) <8, mpy x = s, my w— (s, myyp — s, my x),

ahol <s,myyw—<s,m;x € M= M. Minthogy az (s, m>x elem komponensei
a (22) direkt felbontdsban egyértelmiien vannak meghatarozva, (23) és (24)
alapjan azt nyerjiik, hogy
Ls,myyr=<_s,m>g, minden <s,m> (€ L)-re,

ami a b) == .c) allitdst igazolja.

¢)-bol kivetkezik d). Legyen ¢ a tetszleges B R-modulus valamely A
részmodulusdnak egy G-be valé homomorf leképezése. Tegyiik fel tovabba
a c) feitétel teljesiilését.
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SEGEDTETEL: Ha b B-nek tetszoleges eleme, ¢ mindig folytathato az
{A, b} modulusnak egy G-be valo homomorf leképezéséve.

1. Ha {b}n A=0, akkor [A, b} = A-1-{b}, s ¢ folytatasdnak a leheto-
sége nyilvanvalo.

2. Legyen {b}nA==0 és L az R* gyiiri 0sszes olyan s, m> eleme
altal alkotott balidedlja, amelyre <{s,m> b€ A. Az

s, my —(<s,my>b)q s,m> € L)
leképezés L r-nek G-be valé homomorf leképezése, minthogy
<r m;» + <50, m,) — [(<31; my; +-<8s, my>) bjep =
= (<85,, M b) @+ ({Se, Ms> D) @

rds, my>— [(r<s, my)bl @ -=[r (s, m>b) ¢ =-r[(<{s, m b)g],
tehat van olyan g,(¢ G) elem, hogy

és

(25) (<s, mp by ¢ = <s, m) g
minden s, m> (€ L) elemre. Most megmutatjuk, hogy az
(26) a-+-<rnyb—agp+{r,n>g, (@€ A;<r,ny€eRY)

leképezés a ¢ homomorfizmus kivant folytatdsa. Hogy ez a leképezés miivelet-
tartd, s minden a(€ A) elemre a—ag, az nyilvanvalo, tehat mar csak a
leképezés egyértelmiiségét kell igazolnunk. Tegyiik fel, hogy fennall egy

(27) @<,y b=a, +<{r, npb (@, aEA; lr, ny,<{r, ny€R")
alakt egyenloség. Ebbdl

Ky, —ry, )b ==a,— a € A,
tehat

(28) Ky 1) — <y, o) == Sy My € L
kovetkezik. A (26) ieképezés alapjan

a,+<r, npyb—aq <y, np g,

az+‘<r-z, )b — @y 4 I, Ny 8-

Azt kell belatnunk, hogy a,¢4-<r, n) g,= @y -<r:, 1> g,. A (27) egyenlet-
b6l (28) alapjan a,:- a,+<s,, m,» b adddik. Ebbdl (25) felhasznalasaval

@ == (a'l +<80, Mo b) ¢ = ayop - (LS, Mo B) @ == Ay +- S0, Mo Lo,
tehat

és

A+ <12y Mo G0 == A1 p 4 <S8y, Mo o1 Fay Mo Go =
=@ - (<30y m0>+<r-;u n2>)go =+ <r1> ”1>g0-
Ezzel a segédtételt bebizonyitottuk.
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A segédtétel felhasznalasaval a c)=>d) allitds igy bizonyithaté be:

Tekintsiik az Osszes olyan (H,, ¢,) elempdrok halmazat, amelyekre H,
a B-nek A-t tartalmazé részmodulusa és ¢, e részmodulusnak egy ¢-t foly-
tato G-be valé homomorf leképezése. Ezt a halmazt féligrendezett halmazza
tehetjiik a kovetkez6 mddon: legyen (Hi, ¢.) = (H.,9.), ha H.S H, és ¢,
folytatidsa ¢;-nak. Mivel e féligrendezett halmaz induktiv, azaz barmely ldnca-
hoz tartalmazza annak egy felsd korlatjat (ti. a lancban szerepld H,-k ill.
@pu-k egyesitéseként el6allé H, ill g-bol alkotott (H, ¢) part), ZORN lemmaja
biztositja e halmazban egy maximalis (H*, ¢*) elempar létezését. Marmost a
segédtétel alapjan H™ feltétleniil Osszeesik B-vel, s igy ¢* a B modulusnak
egy ¢-t folytatdé G-be val6 homomorf leképezése. Ezzel a c)=">d) allitast
bebizonyitottuk.

d)-b6! kovetkezik e). Valoban, hiszen ha d) teljesiil minden B-re, akkor
specidlisan teljesiil abban az esetben is, ha B szabad R-modulus. Ez azon-
ban éppen azt jelenti, hogy G-ben barmely kompatibilis egyenletrendszer
megoldhato. ™

e)-bol kovetkezik f). Tegyiik fel, hogy G a D R-modulus részmodulusa.
Minthogy barmely G feletti D-ben megoldhaté egyenletrendszer kompatibilis,
s igy az e) feltétel alapjan van G-beli megoldasa is, tehat a 14. tétel alkal-
mazhato. Eszerint G a D modulus direkt dsszeadanddja.

H)-b0l kovetkezik g). Az allitds nyilvarvald, minthogy egy direkt Ossze-
adando mindig szervans részmodulus.

g)-bdl kivetkezik a). Legyen
(29) Jox) g
valamely G feletti egyismeretlenes kompatibilis egyenletrendszer. Ekkor a

10. tétel szerint van olyan K R-modulus, amelynek G részmodulusa, s amely-
ben a (29) egyenletrendszer megoldhat6. Minthogy a g) feltevés szerint G

4

# A d) =>e) kovetkeztetésre itt egy masik bizonyitast is bemutatunk, amely altalanos
voltanal fogva mas struktirafajtidkra vonatkozo hasonld jellegii allitasok bizonyitasara is
hasznéalhato. — Legyen

(*) SR /'Y CRUPE SN Y ) -

tetszOleges G feletti kompatibilis egyenletrendszer.+ Ez a 10. tétel szerint azt jelenti, hogy
van olyan K R-modulus, amelynek G részmodulusa, s amelyben a tekintett egyenletrend-
szer megoldhato. Jeloljiink egy tetszéleges megoldast éppen az ..., x,, ... (€ K) elemek-
kel. Minthogy a g =g (g € G) identikus leképezés a K modulus G részmodulusanak
G-re valo homomorf leképezése, a d) feltétel szerint ez folytathatd az egész K-nak G-re
valé ¢ homomorf leképezésévé. Ekkor

fobonXap o) Ul Xe . )G 2P 859 =85
tehat az ..., (x, ), ... (€ G) eclemrendszer a (%) egyenletrendszer G-beli megoldasa.
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szervans részmodulus K-ban, a (29) egyenletrendszer G-ben is megoldhato,
tehdt G algebrailag zart R-modulus.

Ezzel a 15. tétel bizonyitidsat befejeztiik.

Ha az A R-modulus a K R-modulus részmodulusa, akkor azt mondjuk,
hogy K A-nak bovitése. Ha A és K kozott az A K reldcio all fenn, akkor
valodi bovitésr6l beszéliink. Legyen O==k€ K. A k elemet A felett algebrai
elemnek nevezziik, ha megolddsa valamely A feletti <r, n>x=a r,n> € R",
0==a € A) egyenletnek. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy k trunszcendens
elem A felett. A K modulus algebrai bdvitése A-nak, ha K béarmely O0-tol
kiillonb6z6 eleme A felett algebrai elem. Minden mas esetben K A-nak fransz-
cendens bovitése.

3. LEMMA: Legyen A BS C R-modulusok linca. C A-nak akkor és
csak akkor algebrai bovitése, ha B A-nak és C B-nek algebrai bévitése.

A bizonyitds kozvetleniil a definiciobol folyik.

4. LEMMA: Legyen a K R-modulus az A R-modulus bovitése. K akkor
és csak akkor algebrai bovitése A-nak, ha K barmely H részmodulusdra a
HnNA =0 reldciobél H=0 kivetkezik.

Valdban, tegyiik fel, hogy K A-nak algebrai bovitése, tovabba, hogy
Hc K és HnA==0. Ekkor H barmely O-t6l kiilonbozd x eleméhez van
olyan <r, n> (€ R*), hogy 0==<r, n>x € A. Tehat sziikségképpen H=0. Meg-
forditva, ha K barmely H részmodulusdra HnA=0-bol H=0 kovetkezik,
akkor a O0==x (€ K) elemre {x}nA==0, tehat van olyan <r,n> (¢ R*), hogy
r,myx-=a (==0, a € A).

5. LEMMA: Legyenek A(=£0) és B a K R-modulus részmodulusai. Ha
AnB=0 és B maximdlis e tulajdonsdgra nézve, akkor a K'B faktormodulus
algebrai bovitése az (A--- B)/B(~ A) modulusnak.

Legyen ugyanis kB (k& B) tetsz6leges K/B-beli 0-tol kiilonboz6 elem.
Ekkor B valasztasandl fogva ({k, B} n (A4 B))d=B, tehat k+ B az (A+B)/B
felett algebrai elem.

16. TETEL: Egy A R-modulus akkor és csak akkor algebrailag zdrt, ha
nincsen valodi algebrai bovitése.

Legyen K az algebrailag zart A modulus bovitése. Ekkor a 15. tétel
alapjan K-nak van olyan H részmodulusa, hogy K-— A+ H. Ha K valodi
bévités, akkor H==0, s igy a 4. lemma alapjan K A-nak nem algebrai
bévitése.

Megforditva, tegyiik fel, hogy A-nak nincs valodi algebrai bovitése, és
legyen K egy tetszéleges, A-t tartalmazé R-modulus. Megmutatjuk, hogy A
a K-nak direkt osszeadanddja, ami a 15. tétel alapjan allitisunk bizonyitasat
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jelenti. Ha A-=0, akkor maris készen vagyunk. Tegyiik fel tehat, hogy A:0.
Legyen H K-nak olyan részmodulusa, amely maximalis az An H=0 tulaj-
donséagra nézve. Ekkor az 5. lemma szerint K/H az (A H)/H (>~ A) modu-
lusnak algebrai bovitése. Feltevésiink miatt azonban ez csak akkor lehetséges,
ha K=A+H, q.e.d.

Legyen K az A modulus tetszbleges bovitése. A K modulus 4, ..., A
0-tol kiilonbozd elemeit A felett algebrailag fiiggetlennek mondjuk, ha egy

rymp 4+, m> b a(€A)
alaku relaciobdl mindig -
Ky hy= -+ ==, i by =0

kovetkezik. K elemeinek tetszéleges szamossagu rendszere A felett algebrailag
fiiggetlen, ha barmely véges részrendszere is az. Nyilvanvald, hogy ha A=0,
az A feletti algebrai fiiggetlenség fogalma 6sszeesik a kozonséges fiiggetlen-
ség fogalmaval. Akkor mondjuk, hogy K tisztdn transzcendens bivitése A-nak,
ha a K modulust A és egy A felett algebrailag fiiggetlen S elemrendszer
generdlja.

17. TETEL: A fetszéleges A R-modulus bdrmely K bovitése egy tisztdn
lranszcendens és egy ezt kivet algebrai bovitésként dll eld.

Legyen ugyanis S a K elemeinek maximdlis A felett algebrailag fiig-
getlen elemrendszere. (Ilyen S elemrendszer iétezését ZORN, iil. TUKEY lemmdja
biztositja.) Ekkor {A, S} tisztan transzcendens bévitése A-nak. Ha {A, S} < K,
akkor legyen g€ K, g¢{A,S}. Az S rendszer maximalitisdnal fogva fenn-

all egy '
<I‘, ﬂ>g+<f1, l‘l1>/21—}— ‘{‘ <rk) Il/.-} /l;,-,:a (6 A)

alakn relacio, ahol Ay, ..., €S és <r, n>g==0. Igy
OF<rnyg=a—Kr,n h+-+r, m>h) € {4, S},

tehat ¢ algebrai elem {A, S} felett. Ez a tény a tételt bizonyitja.

A G R-modulus két bovitését ekvivalensnek nevezziik, ha kozottiik olyan
izomorfizmus létesithetd, melynél G elemei fix elemek.

Bebizonyitjuk az operatormodulusok algebrai lezarasanak tételét.

18. TETEL: Legyen R tefszdleges gyiiri. Ekkor

@) bdrmely G R-modulusnak van algebrailag zdrt bovitése;

8) egy G, R-modulusra nézve ekvivalensek a kovetkezo dllitdsok :
8) G, maximdlis algebrai bévitése G-nek;
6y) G, algebrailag zdrt algebrai bovitése G-nek;
8) G, minimdlis algebrailag zdrt bovitése G-nek;
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~) bdrmely G R-modulusnak van egy, és ekvivalencia erejéig csakis egy
olyan G, bovitése, amely bir a 8,), #:), #:) tulajdonsdgokkal.™

BIZONYITAS : «) bizonyitdsa. Legyen -« olyan limesz rendszam, amelyhez
tartoz6 szamossag nagyobb R* elemeinek szamossaganal. Minden r (0=7»=1)
rendszamra definidljuk a G, R-modulusokat:

1. G,—G.

2. Ha »—1 létezik, tekintsiink egy tetszéleges G,_, feletti [, ¢] egy-
ismeretlenes kompatibilis egyenletrendszert. Ekkor G,_;-nek van olyan G;_,
bévitése, amelyben ez az egyenletrendszer megoldhato. Eljarasunknak (transzfinit
rekurzioval vald) megismétlésével egy olyan G, modulushoz juthatunk, amely-
ben mar minden G,., feletti egyismeretlenes kompatibilis egyenlefrendszer
megoldhato.

3. Ha r limesz szam, G, legyen az o0sszes G, (1< r) modulusok
egyesitése.

Megmutatjuk, hogy A= G, G-nek algebrailag zart bdvitése. Legyen
[M, ] tetszOleges A feletti egyismeretlenes kompatibilis egyenletrendszer. Ez
az R(1) szabad R-modulus M részmodulusanak (vagy masképpen az R™ gyiirii
M balidedljanak) az A-ba valé ¥ R-homomorfizmusa. Ekkor van olyan o(< )
rendszam, hogy My < G,. Az [M,y] egyenletrendszer tehdt G,.i-ben, s igy
A-ban is megoldhatd. Kovetkezésképpen A algebrailag zart modulus.

3) bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy 3 teljesiil. A 3. lemma szerint G,
barmely algebrai bovitése G-nek is algebrai bovitése volna, ezért G,-nak
nincs valédi algebrai bévitése. Igy (a 16. tétel alapjan) G, algebrailag zart.

Tegyiik fel, hogy @) teljesiil. Ha G, nem volna minimdlis algebrailag
zart bovitése G-nek, akkor volna olyan G, algebrailag zart modulus, amelyre
G< G, G,. Tehdt Go= G, -+ K volna, ahol K=0, de igy G, nem lehetne
algebrai bovitése G-nek.

Tegyiik fel, hogy @) teljesiil. Ekkor G,-nak, mint algebrailag zart modu-
lusnak, nincsen valodi algebrai bévitése. Ezért G, G-nek okvetleniil maximalis
algebrai bovitése, ha G-nek egyaltalan algebrai bdvitése. Tehadt csak azt kell
megmutatnunk, hogy G, G-nek algebrai bovitése. Tekintsiik G-nek egy G,-ba
es6 H maximdlis algebrai bovitését (Zorn-lemma!). Kimutatjuk, hogy H - G,.
Tegyiik fel, hogy H’ H-nak tetszoleges algebrai bovitése. Ekkor H-nak Gy-ba
vald identikus leképezése folytathato az egész H’-nek G,-ba valdo homomorf
leképezésévé. Mivel e leképezés M magjara Mn H==0, a bdvités algebrai
voltdnal fogva M =0, tehat H-nak G,-ba valé bedgyazasa folytathatd6 H’'-re

% A minimalis algebrailag zart bovités egzisztencidjara és unicitdsara vonatkozo
allitdsnak erre az altalanos esetre valé bizonyitisat a szerzdvel egy idoben R. E. Jounson
is elvégezte. (Lasd [22], Theorem 7.1.)
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is. Igy sziikségképpen H’-- H. A H-nak tehat nincs valodi algebrai bovitése,
kovetkezésképpen H algebrailag zart, s a &) tulajdonsdg miatt H == G,.

v) bizonyitdsa. El6szor is megmutatjuk, hogy G-nek van @) tulajdon-
sagu bdvitése. Legyen G’ (az «) szerint biztosan létezd) algebrailag zart
bévitése G-nek, s tekintsiikk G-nek egy H maximdlis algebrai bovitését G'-
ben. Mint lattuk, A algebrailag zart, tehat G,-—H g,) tulajdonsdgi modulus.

Rogzitsiik Gt, s legyen G G-nek tetszOleges minimalis algebrailag zart
bévitése. Minthogy G, (G-nek algebrai bovitése és G<G, a ) => ) kovet-
keztetésnél alkalmazott meggondolasok alapjan G, bedgyazhaté G-ba, tehat
G tartalmazza G-nek egy Gi-sal ekvivalens G, bdvitését. Mivel pedig G,
algebrailag zart, és G minimdlis algebrailag zart bovitése G-nek, sziikség-
képpen G,=— G. Tehat G, és G G-nek ekvivalens bovitései.

Ezzel a 18. tétel bizonyitasat befejeztiik.

9. §. Algebrailag zart operatormodulusok (folytatas)

A jelen paragrafusban az algebrailag zart modulusok fogalmaval kapcso-
latban néhdny tovabbi kérdést fogunk megvizsgélni.

Konnyii belatni a kovetkezd allitdsok érvényességét:

Algebrailag zdrt modulus bdrmely direkt dsszeadanddja is algebrailag zdrt.

Algebrailag zdrt modulus valamely részmodulusa akkor és csak akkor
szervdns, ha algebrailag zdrt.

Modulusok kompleit direkt osszege akkor és csak akkor algebrailag zdrt,
ha minden komponense is algebrailag zdrt.

Tekintsitk most a kovetkezd példat:

Legyen R a végtelen sok S, 8%, ... gyiirii diszkrét direkt Osszege,
R .- 2'SY, ahol minden S gyiirii legalabb kételemii. Minthogy S R-nek
idedlja, R-modulusnak tekinthets. Minden S, modulust agyazzunk be egy
A algebrailag zart R-modulusba, s tekintsiik az
(30) A= A"
direkt Osszeget. Megmutatjuk, hogy A nem algebrailag zart R-modulus.
Az Osszes

rx.-=r (réR)
egyenletek rendszere nyilvanvaloan egy kompatibilis A feletti egyenletrendszer.
Ennek az egyenletrendszernek azonban nem lehet A-ban megolddsa, minthogy
barmely x (¢ A) elemnek a (30) direkt felbontdsban csak véges sok kompo-
nense kiilonbozik O-tdl, igy minden x (€ A)-hez van olyan i index, hogy
egyetlen O-t6l kiilonbozd r,(€ S”) elemre sem ailhat fenn az
NaX==1,

egyenloség.

3 1. Osztaly Kozleményei IX1
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Példankbol a kovetkezd tények olvashatok le:

a) Algebrailag zdrt modulusok diszkrét direkt 0Osszege dltaldban nem
algebrailag zdrt.®

b) Algebrailag zdrt modulusok novekvé Idncdnak egyesitése dlfaldban
nem algebrailag zdrt.

Hasonloképpen dltaldban nem igaz az sem, hogy egy algebrailag zdrt
R-modulus bdrmely faktormodulusa is algebrailag zdrt volna.

Az aladbbiakban algebrailag zart modulusokra vonatkoz6, a fenti meg-
allapitasokkal osszefliggd dualis problémakat fogunk vizsgalni.

Egy R gyiiriit T,-tulajdonsdgtinak neveziink, ha tetszéleges G R-modulus
esetén abbol, hogy az

(31) Sy x=gy (€G; <, m>€R"; ved)

egyenletrendszer barmely véges részrendszere G-ben megoldhato, kovetkezik,
hogy G-ben az egész (31) egyenletrendszer megoldhato.

19. TETEL: ¥ Egy R gyiiriire nézve ekvivalensek az aldbbi tulajdonsdgok :

a) R balidedljaira nézve maximumkdvefelménynek tesz eleget;

b) R* bulidedljaira nézve maximumkivetelménynek fesz eleget;

¢) R Tytulajdonsdgii;

d) tetszoleges G R-modulus szervdns részmodulusai niévekvd ldncdnak
egyesitési halmaza is szervdns;

e) algebrailag zdrt R-modulusok ndvekvd ldncdnak egyesitési halmaza is
algebrailag zdrt; ‘

f) algebrailag zdrt R-modulusok diszkrét direkt Gsszege is algebrailag
zdrt.

BIZONYITAS : a)-bol kivetkezik b). El6szor megmutatjuk, hogy ha A; és

Aq két balideal R*-ban, amelyekre ACAu, RNA=RnNAi és (R A }=
= {R, A;1} teljesiil, akkor A;== A;..

Legyen a;.1 € Aiyy. Ekkor {R, A} = {R, Aix1}-b0l @iy =r-a: (r€ R, a:€A))
kovetkezik. Minthogy A:S Aua, r—= i1 — a: € Ay, tehat r€eRnAia=RNA;,
azaz re€ A:. Ekkor Qi1 =(f+[11)€ Ai, tehat Ai+1§A5, ami az AigAi.H fel-
tétellel egyiitt az A; = Ay, allitast bizonyitja.

Tegyiik fel, hogy az R gyiiriire fennall a) és legyen

(32) ACSAC...CAC--

36 Ez a tény is bizonydra hozzdjarul ahhoz, hogy adott R gyiiri esetén az Osszes.
algebrailag zart R-modulus attekintésének feladata igen nehéz problémanak latszik.

37 Ez a tétel Papp ZoLTAn eredménye, amely az O szives beleegyezesével itt keriil
elészor publikalasra. Az a) és b) feltételek ekvivalencidjanak bizonyitdsa Kovics LAszLotol
szarmazik.
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balidedlok névekvd lanca R*-ban. Rendeljiik A-hez R* kovetkez6 két bal-
idedljat : '

Bi=-AnR |
C.— (R, A} | i A;'1,2, ce, Ny ...,
amelyekre nyilvan teljesiil
(33) Bi€B,S...SB,C -
és
(34) CGEGE-..cC,C---

A fentebb bizonyitottak értelmében a (32) lancban egy A;c Ai., (szigori
tartalmazasi) relacido csak akkor allhat fenn, ha a B, B, C;< Ciyq relaciok-
nak legalabb egyike teljestil. Minthogy B; balidedl R-ben, az a) feltevés’
szerint a (33) lancban csak véges sok balidedl kiilonbozhet egymastél. Mas-
részt, csak véges sok Kkiilonboz6 balidedlt tartalmazhat a (34) lanc is, mivel
a C;cCiy relacio ekvivalens (Ci'R)c(Ciyy/R) teljesiilésével és Ci/R az
R*/R (~E) gyiirii idedlja, ahol az idedlokra nézve teljesiil a maximum-
kovetelmény. Ebbdl kovetkezik, hogy a (32) lanc is csak véges sok kiilon-
boz6 balidealt tartalmazhat, azaz R* balidedljaira nézve teljesiil a maximum-
kovetelmény.

b)-b6l kivetkezik c)'. Tegyiik fel, hogy fennall b) és legyen

(35) ‘ ry, upX—=g, (€G,<{ry, M) €ER", vEA)

olyan egyenletrendszer a G R-modulus felett, amelynek barmely véges rész-
rendszere megoldhatéo G-ben.

Jeldlje L az R*-nak az <r, n,> (v € 1) elemek dltal generalt balidealjat.
Minthogy egy gyiirit balidedljaira kirott maximumkovetelmény ekvivalens azzal,
hogy a tekintett gyiirii valamennyi balidedlja végesen generalt, L végesen
generdlt balideal R*-ban és generatorelemei valaszthatok a (35) egyenlet-
rendszer baloldalan allé egyiitthatok koziil :

L=, m>, ...,{rv,mp} (vi€d,i=1,..., k).
Az

(36) oy My X == Gy, (i=1,2,...,k

véges sok egyenletbdl 4116 egyenletrendszer (35) részrendszere, ezért feltevé-
siink szerint G-ben megoldhatd. Legyen g (€ G) egy megoldds, azaz legyen

vy My & = G, (i==1,2,...,k).
Bebizonyitjuk, hogy g (€ G) megolddsa az egész (35) egyenletrendszernek is.
Mivel (35) minden véges részrendszere megoldhato, ezért kompatibilis, s igy az

Fyy Ny — &

3%
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leképezés az Lx) modulus egy ¢ homomorfizmusat indukélja a G modulus
H=={..., 8, ...}rea részmodulusira és fenndlinak az
Ll My > & ==l My > G (i=1,2,...,k

egyenldségek. Marmost, ha
"

oy > = 2K m™ > <y > (87, my € RY),
i=-1

akkor
( ‘ B
{ryy My g == (Z; S, m™> (e ) g— ; O, mS (o, 10> ¢) =

i=

ok .
— (‘)—: <S£mr m(/'m> <r"’;’ n"’i>) @ =LIp, > ¢ =g, (red),
= J

ami azt mutatja, hogy g a (35) egyenletrendszernek valoban megoldasa.

c)-bol kivetkezik d). Tegyiik fel, hogy R T,-tulajdonsagu és legyen [/’
egy jolrendezett indexhalmaz, tovabbd S< G az

S €8c...c§5, & (el
(G-ben) szervans részmodulusok novekvd lancanak egyesitési halmaza:
ST-j U Sp.
nel’
Tekintsiink most egy tetszbleges
(37) royipx=g, (€8; {r,m,€R"; re.d)

S feletti egyenletrendszert, amely G-ben megoldhatd. A (37) egyenletrendszer
barmely, véges sok egyenletet tartalmazo

(38) Ly Ny > X Lo, (=12 ...,k
részrendszere is nyilvan megoldhaté G-ben. Minthogy a (38) egyenletrend-
szerhez létezik olyan « € I' index, amelyre g, €S, (i= 1,2,..., k) és mivel
S: szervans G-ben, (38) S.-ban, s igy S-ben is megoldhatd. Az R gyiirii
T,-tulajdonsagabdl kovetkezik tehat, hogy S:ben az egész (37) egyenletrend-
szer megoldhato, azaz S G-nek szervans részmodulusa. )

d)-b0l kovetkezik e). Tegyiik fel, hogy R-re teljesiil a d) tulajdonsag
és tekintsiik az

A Asy o Ay, L (el
algebrailag zart R-modulusok
(39) ACAE--CACS (wegl)
novekvd ldncat. Jeloljik A-val a (39) lanc egyesitési halmazat: A-— | A,;

— Er
és A jelolje A-nak valamely algebrailag zart bovitését. ‘

Ekkor minden w € I" indexre A, szervans A-ban, igy a d) feltétel szerint
A is szervans A-ban, amibdl sziikségképpen kovetkezik, hogy A algebrailag
zart.
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e)-bol kovetkezik f). Az é&llitds nyilvanvalo, mivel algebrailag zart R-
modulusok diszkrét direkt Osszege el6éllithaté mint algebrailag zart R-modu-
lusok novekvd ldncanak egyesitési halmaza.

f)-bol kovetkezik a). Ennek bizonyitdsdhoz elegendd azt megmutatni,
hogy ha R-ben a balidedlokra nézve nem teljesiil a maximumkovetelmény,

akkor konstrudlhato olyan A - > A; direkt osszeg, hogy joliehet valamennyi
-1

A; (i—1,2,...) algebrailag zart R-modulus, A nem algebrailag zart R-
modulus.
‘Fussa be K, az R™ gyiirii Osszes balidedljat, s tekintsiik a H==
> Riw/Kum R-modulust, illetve ennek egy B algebrailag zart bovitését.
M

A 3.§ végén tett megjegyzésiink alapjan kozvetleniil belathaté, hogy R™ bar-
mely K balidedljahoz van B-nek olyan a eleme, amelyre O (a) =K.

Legyen
A~B G 1,2,..)
és
(40) A DA,
HES |

tovabba tegyiik fel, hogy R balidedljaira nézve nem tesz eleget a maximum-
kovetelménynek. Bebizonyitjuk, hogy A nem algebrailag zart.

Minthogy az R gyiiriiben van balidedloknak szigordan novekvd (vég-
telen) lanca, nyilvanvaléan létezik R-beli elemeknek olyan

‘ bh=0,l,b,.... 0L, ... (€ER)
sorozata, amelyre

Lt i, I, ..., L} (n—=0,1,2,...).
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
Lo={lo, I, ..., L} (n—:0,1,2,...),
L= LnJ Ly,
B {0},
B.= A+ A+ -+ A, (n--1,2,..)),
Logo = By.

Teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy minden n természetes szamhoz
létezik L, (»-nek olyan ¢, homomorf leképezése, amelyre
( Lu(pngB'n
(41) b L/l,(pn SI;BH,—I és
( ¢, a ¢,., homomorf leképezés folytatasa.




38 KERTESZ A.

Az allitds az n--1 esetben nyilvanvaloan igaz, mert ha a, B,-nek olyan
(biztosan létez6!) eleme, amelyre O(a)) == O(l;), akkor Ly@m-nek az [ —a,
leképezés éltal indukdlt ¢, homomorfizmusara teljesiilnek a (41) kovetelmények.

Tegyiik fel, hogy mar megkonstrudltuk a (41) tulajdonsdgokkal bird ¢,
homomorfizmusokat egészen n=m-ig bezarolag. Két esetet kell megkiilon-
boztetniink : 1. LN {lus1}==0, 2. LN {lny1} ==0.

Ad1l. Ha L.n {lmH}:O, akkor Lm+1(R):Lm(R) —,L-{l,,,+1}- - Legyen [ 3
Ani-nek olyan eleme, amelyre O(@m+1) = O (lus1). Ekkor az Ly — @iy leké-
pezés a ¢,, leképezéssel egyiitt az L,,igy modulus kivant e¢,.; homomorf
leképezését indukalja.

Ad 2. Legyen L.n{lwu}==0, K az l.. elem rendje az Lo.iy/Lu
faktormodulusban (mdas szavakkal K az R* gyiirii Osszes olyan {s,/j> eleme
altal alkotott balidealja, amelyre <s,j> lui1 € L,), végiil ao olyan A,.i-beli
elem, amelyre
(42) O(a,)) =K.

Az
8, 7> = (K8, /D b)) ({s, > €K)

egyértelmii leképezés Kp-nek B.-be valé homomorf leképezése, minthogy

($st5 O+ (82, Jo)) — (KS1 4 2, J1 + Jo) bnst) o=
o (<Sl ’ jl> lm-'rl) @ + (<s:_’ y ].2> lm+1) D,

<8, jy =1 <8, /0) bust] G == [1 (8, 1 b))} @ =1 (<8, 1D Lmi) 5
tehat a 15. tétel alapjan van olyan a* (€ B,) elem, amelyre

és

(43) (810 bust) g =<5, @
teljesiil minden (s, j> € K esetén. Megmutatjuk, hogy az
44) 244 O bui = 240+ (@ +a0) (2 € L, 1, ) €RY)

$mp1 leképezés az L.qn-nek egy (41) tulajdonsagi homomorf leképezése.

Az, hogy a (44) leképezés miivelettarto, és hogy L. 1 @umi1 © Byusa, nyilvan-
vals. Ha <r,>¢K, akkor <{r,t>a,==0, s mivel zg,-}<{r,t>a* € B, ¢és
{r, £ @y € Amit, kovetkezik, hogy 2@, -+ <r, £ (a" + ao) € B, tehat Lyi1@ms19=B.
Végiil minthogy L., tetszbleges z, eleme

2y == Z+ <S, /> lm-i-; (Z 6 Lm ’ <S’j> G K)

alaku, felhaszndlva a (42) és (43) egyenloségeket
20@me1 = (2 + <8 D bnv1) s = 2P + <8, /> (@ + a0) =
== 2@ +<8, JD 0" =2 + (8, JD bnsr) @m =
= (Z + <S, j> lm+l) P == 20QPm
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adodik, amely azt mutatja, hogy .1 ¢w-nek folytatdsa. Tehat mér csak annak
kimutatdsa maradt hatra, hogy a (44) leképezés egyértelmil.
Tegyiik fel, hogy fennall egy

214+, ) buer =20+ <2, B bust (z1, € L,)

alaku egyenl6ség. ¢..1 (44)-ben vald definicidja alapjan

(Zl -} <r1 ’ t1> 1m+1) Qi1 = 21 Py + <r] y t1> (a* -+ a())

(22 + <r2, t2> lm 1»1) (Pm+l =29 (pm + <r2, t2> (a* + an).
Azt kell belatnunk, hogy

21 pm + <11, 1) (@7 + Q0) == 22pu + <1, B (@ + o).
Zo==21+{r—rs, i—t) L1,
Za@m == 2o ¢y1 felhasznédldsaval
22 @ == 21 Pm + <rl ~r2, tl — tl> (ll* + aU))

és

Mivel

s igy val6ban
Zotpm +re, 2 (@ + Qo) = 21@pm + i — 12, i — ) (@° 4+ av) +
+<re, by (@ +ag) - - 21w + <11, B (@ - ao).
Ezzel bebizonyitottuk, hogy minden n természetes szam esetén létezik

olyan ¢, homomorf leképezés, amely kielégiti a (41) kovetelményeket.
Jeloljik ¢-vel az R gyiirt L= L. balidedljanak azt a leképezését,

amely a ¢, leképezések egyesitése ttjan all el6. ¢ nyilvanvaléan az L) modu-

lusnak az A= > A, R-modulusba valé6 homomorf leképezése.
=1

Tekintsiik az
(45) Ix=Ilg (lel)
A feletti kompatibilis egyenletrendszert. A (45) egyenietrendszernek A-ban
nem lehet megolddsa, minthogy bérmely a (€ A) elemnek a (40) direkt fel-
bontiasban csak véges sok komponense kiilonbozik O-tol, igy minden a (€A)-
hoz van olyan i index, hogy a€B;, s ekkor az li;1a=1I,1¢ egyenldség nem )
allhat fenn, mivel a baloldal B;-nek eleme, a jobboldal viszont ;1 ¢ =iy @ins | N
miatt biztosan nem eleme B;-nek. A tehat nem algebrailag zart.
Ezzel a 19. tétel bizonyitdsit befejeztiik,
Ezt a paragrafust egy hasonlo jellegi tétel bizonyitdsaval zarjuk.

20. TETEL:™ Egy R gyiriire akkor és csak akkor teljesiil az, hogy bdr-
mely algebrailag zdrt R-modulus bdrmely faktormodulusa is algebrailag zdrt,
ha R* bdrmely L, balidedlja valamely szabad R-modulus direkt dsszeadandoja.

38 Az unitér modulusok esetében e tétel allitisaval tartalmilag megegyez( allitds meg-
talaihaté Cartan és EiLenserc konyvében (Lasd {6], Theorem 5.4, 14. old.)



RbudiEn A

A b oiaiadtl - Aoy

40 KERTESZ A.

BizonyiTAs: El6szor tegyiik fel, hogy R* barmely balidedlja egy szabad
R-modulus direkt 6sszeadandoja, és legyen G’ a G algebrailag zart R-modulus
homomorf képe az » homomorfizmusnal. Megmutatjuk, hogy barmely [L,, ¢]
egyismeretlenes (' feletti kompatibilis egyenletrendszer G’-ben megoldhato..
(Az, hogy a tekintett egyenletrendszer egyismeretlenes, nyilvanvaléan azt
jelenti, hogy L, az R* valamely balidedlja.) Legyen L az F szabad R-
modulus direkt 6sszeadandoja:

(46) F - Lpy+K,

és jeloljiik -nal az F-nek (a (46) direkt felbontds alapjan) L -re valé pro-
jekciojat. Ha x. (¢ € A) az F valamely szabad bézisa, akkor minden « (€ A)
indexhez meghatarozunk egy (és csak egy) olyan g. (€ G) elemet, amelyre

(47) gatj=(Xa &) 4.
Az xo— go (€ A) leképezés az F modulusnak egy G-be valdo v R-homomorf
leképezését indukalja. A 1 egyben Lg-nek is G-be vald homomorf leképe-
zése, tehat az

Ix == hp (1 € L(].'))
G feletti egyenletrendszer kompatibilis. Igy G algebrai zartsiganal fogva van
olyan g (€ G) elem, amelyre

(48) g Iy
minden /€ L) esetén teljesiil. Megmutatjuk, hogy g az [Lu, ¢], azaz az
Ix- lg (1 € Law)

egyenletrendszer megoldasa. Legyen [ Lm-nek tetszOleges eleme. Mivel [ € F,
fennall egy
[ =, n) Xe,+ -+ -+ <f)!, nl:> Xa,,

eldallitds. Ekkor felhaszndlva (48)-at és (47)-et,

Hgn) = (&) n= () n=_r, m) (Xa, ) 4+ -+ + <, > X ) 4y =

:<I’1, fl1> (gax '2)+ +<r’~‘r II;,-> (g%n):<r1’ Il1> (x“x 8)q3~|— st

F <y > (X, 8) @ (Tt 11D X 2o+ L1 e Xeg) ]l ¢ = (le) ¢ - 1g
adodik, s ezzel megmutattuk, hogy G’ algebrailag zért.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az R gyiirii olyan, hogy barmely algeb-
railag zart R-modulus barmely faktormodulusa is algebrailag zart, és legyen
L az R* tetszbleges Dbalidedlja. Ekkor valamely F szabad R-modulusra s
annak valamely / részmodulusara fenndll az F/H~ Ly izomorfizmus.
Agyazzuk be F-et egy G algebrailag zart modulusba. A G’ — G/H modulus
is algebrailag zéart és F’= F/H olyan részmodulusa, amely izomorf L-hez.
Legyen © Lgy-nek F’-re vald valamely izomorf leképezése és 1 a G-nek
G/H-ra val6é természetes homomorfizmusa. Az Ix=It (/ € L) kompatibilis G”
feletti egyenletrendszer, s mivel G’ algebrailag zart, van olyan g’(€ G’)

Ay
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elem, hogy
lg’ It

minden / (€ L)-re. Legyen g egy olyan G-beli elem, amelyre
8 :;g’»
s tekintsiik G-ben az Lg részmodulust. Minthogy

(49) (Qn=-Ugn—=Ig'=Ir (lel)
az Lg modulus F-nek is részmodulusa, tovabba mivel lg=0-bol [r=0,
azaz [ =0 kovetkezik, fenndll az Lg ~ L izomorfizmus. Végiil megmutatjuk,.

hogy
F=Lg+H.

Elészor is nyilvanvald, hogy Lgn H=0, minthogy H az F modulus 0sszes
olyan / elemeinek halmaza, amelyekre 75, =0, s (49) alapjan Lg-nek ilyen
eleme csupan a 0. Masrészt (49) szerint (Lg)n==F', s ezért {Lg, H}=F.
Ezzel a tétel bizonyitdsit befejeztiik.

10. §. Az algebrailag zart trivialis modulusok leirasa

Az algebrailag zart operatormodulusokkal kapcsolatban alapvetd fontos-
sagu a kovetkezd probiéma:

Adott R gyiirith6z meghatdrozando az isszes algebrailag zdrt R-modulus.

A probléma ebben az &ltalanossagban igen nehéznek latszik. Mi a jelen
paragrafusban a megoldds felé megtessziik az elsd szerény lépést, amikor
teljes leirdsat adjuk az algebrailag zart trividlis modulusoknak.

Legyen r az R gyiirit tetszbleges eleme, s tekintsiik az Osszes olyan
m (€ E) szamok [ halmazat, amelyekhez van olyan {(€ R), hogy tr=mr
teljesiil. / az E gyiirii ideédlja, s legyen n ennek az idedlnak nem negativ
generalo eleme: /=(n). Az n szamot az r elem exponensének nevezziik és
n=-¢e((r)-rel jeloljiik.

21. TETEL: A tetszdleges R gyiirire a legaldbb kételemii G trividlis R-
modulus akkor és csak akkor algebrailag zdrt, ha R-nek nincs O exponensi
eleme és G-re mint kiézonséges Abel-féle csoportra feljesiilnek a kovetkezd
feltételek : ‘

1. G algebrailag zdrt,

2. G bdrmely pozitiv rendii elemének rendje és R bdrmely elemének
exponense relativ primek.”

3 Ebben a paragrafusban egy G Abel-féle csoport valamely g elemének rendjén a
szokasos fogalmat (tehat a g elem ciklusanak szamossagat) értjiik, és jeldlésére az o(g)
jelet hasznaljuk. Ezzel szemben még megallapodunk abban, hogy a végtelen rendii elemet
0 rendiinek tekintjiik.
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BizoNYiTAS: Legyen G algebrailag zart trividlis R-modulus. Ha r az
R gyiirii O exponensii eleme volna, akkor az rx=-a (=0, a € G) egyenlet
kompatibilis lenne, minthogy <f, m>rx-=0-bol (tr-+mr)x=0, tr=—mr,
tehat m =0 kovetkeznék, s ekkor <{f, m»>a =20 is fenndllna. Az rx=a (3=0)
egyenlet azonban nem oldhaté meg G-ben, kovetkezésképpen R-nek nincs
0 exponensii eleme. — Tekintsiik most a tetszéleges

nx=g (€ G; nekE)
G feletti egyenletet. Ez kompatibilis egyenlet, minthogy a baloldalt csupan
{r,0> tipusi R*-beli elemek annulldlhatjdk, amelyek a jobboldalt is mindig
annulldljak. Igy G-ben a tekintett egyenlet megoldhato, tehat G, mint kozon-
séges Abel-féle csoport, algebrailag zart. Tegyiik fel tovabbd, hogy valamely
r(€ R) elem e (r) exponense ¢és valamely pozitiv rendil g (€ G) elem rendje
nem relativ primek. Ekkor G-nek van olyan g’ (5=0) eleme, hogy e(r)g’=0.
Megmutatjuk, hogy az rx-==g’ egyenlet kompatibilis. Valoban, ha <t, m» rx:--0,
akkor (tr+mryx=0, tr-—=-—mr, tehat m=-m’-e(r), s igy
ymy g =tg' +-mg =mg' —=m'e(r)g’ ==0,

amib6! kovetkezik, hogy .az rx — g’ leképezés az R(1) szabad R-modulus
{rx} részmodulusianak egy G-be valo homomorf leképezését indukdlja. Mas-
részt a G trividlis R-modulusban az rx==g’ (==0) egyenletnek nem lehet
megoldasa, s mivel ez ellentmondana annak, hogy G algebrailag zart, sziik-
séges, hogy ha o (g) >0, akkor minden r (€ R) elemre (e(r), 0(g)) —1 legyen.

Megforditva, tegyiik fel, hogy R-nek nincs O exponensii eleme, G ftrividlis
R-modulus és G-re mint kozonséges Abel-féle csoportra teljesiil 1. és 2.
Megmutatjuk, hogy G algebrailag zart R-modulus. Tekintsiik az
(50) oy My X===g,
G feletti tetszoleges kompatibilis egyenletrendszert, ahol (természetesen az
altalanossag korlatozasa nélkiil) feltételezziik, hogy az <{r,, n,> elemek valo-
ban befutjadk R* valamely L balidedljat. Az L balidedl {r,, 0> alaki elemei
R*-ban szintén balidealt atkotnak, s az (50) egyenletrendszerbdl a megfeleld
(31) <, 0> x =g,
egyenleteket kivdlasztva, mint kompatibilis egyenletrendszer részrendszerét,
szintén kompatibilis egyenletrendszert nyeriink. Legyen s. (€ R) olyan elem,
hogy S.r.—=—e(ry)-r.. Ekkor

{Suy —e(r)p<ru, 00 x =0,
s az (51) rendszer kompatibilitisa miatt
{Suy —€ (1)) Gu=Su gu—e(ty) gu=—e (1) gu=0.

Itt e(r.) >0, tehdt o(g.) >0, s mivel (e(r.),o0(gu))=1, sziikségképpen
£u==0.
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Marmost tekintsiik az
(52) NypX . =g
egyenletrendszert. Az n, — g, leképezés egyértelmii, minthogy az el6z6 be-
kezdés szerint a O képe okvetleniil O, és n, +n,, képe g, -+g,,. Az (52)
egyenletrendszer tehdt egy a G O-modulus feletti kompatibilis egyenletrend-
szer, s mivel 1. teljesiil, van olyan g(€ ) elem, amely az (52) egyenlet-
rendszer megoldasa:

M, g == Gy
'Ez a g elem azonban _
yy Mg p G-+ N =1, = G,

miatt az (50) egyenletrendszernek is megoldasa, s ezzel bebizonyitottuk, hogy
G algebrailag zart R-modulus.

A most bizonyitott tételb6l konnyen levezethetOk a kovetkezd allitasok :

1. KOROLLARIUM: Ha R-nek van O exponensii eleme, akkor algebrailag
zdrt trividlis R-modulus csupdn egy van, az egyelemii R-modulus. Ha R vala-
mennyi elemének exponense pozitiv, akkor az dsszes algebrailag zdrt trividlis
R-modulust azok a trividlis R-modulusok adjdk, amelyek mint kozinséges
Abel-féle csoportok a raciondlis szdmok additiv csoportjdval izomorf. csoportok
és olyan Priifer-féle kvdziciklikus csoportok direkt Osszegeként dllnak eld,
amelyek az R gviirii bdrmely elemének exponenséhez relativ prim primszdmok-
hoz tartoznak. — Specidlisan, ha R valamennyi elemének exponense 1, akkor
bdrmely algebrailag zdrt kézonséges Abel-féle csoport mint trividlis R-modulus
is algebrailag zdrt.

2. KOROLLARIUM : Egy felszoleges R gyiirii akkor és csak akkor olyan,
hogy bdrmely algebrailag zdrt kiézinséges Abel-féle csoport mint trividlis R-
modulus is algebrailag zdrt, ha R bdrmely r eleméhez van olyan R-beli s elem,
hogy sr=r. — Specidlisan, ha R egységelemes gyiirii, akkor bdrmely algeb-
railag zdrt kozénséges Abel-fele csoport mint trividlis R-modulus algebrailag zdrt.

3. KOROLLARIUM: Ha az R gyiirii bdrmely r eleméhez van olyan R-beli
s elem, hogy sr==r, akkor egy tetszéleges G trividlis R-modulus minimdlis
algebrailag zdrt bovitése tigy nyerheté, hogy vesszitk G-nek mint kozonséges
Abel-féle csoportnak a minimdlis algebrailag zdrt bovitését, s ezt ftrividlis R-
modulussd tessziik.

11. §. Féligegyszerii gyiiriik mint operatortartomanyok

Ebben a paragrafusban az algebrailag zart operatormodulusokra vonat-
kozo dudlis problémaval foglalkozunk. Az el6z6 paragrafusban lattuk, hogy
egy trividlis R-modulus csak abban az esetben lehet algebrailag zart, ha mint
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0-modulus is algebrailag zart. Mivel pedig barmely Abel-féle csoport bar-
mely R gyiirit esetén trivialis R-modulusnak tekinthetd, nincsen olyan R gyiirii,
amelyre barmely R-modulus algebrailag zart volna. Eppen ezért a kérdést
masképpen vetve fel azt vizsgaljuk, hogy melyek azok az R-gytiriik, amelyekre
barmely R-modulus maximalis trividlis részmodulusdnak és egy algebrailag
zart R-modulusnak a direkt 0sszege. A probléma megolddsa éppen a félig-
egyszerii gyliritk osztalydhoz vezet.

Feéligegyszerii gyiiriinek neveziink egy olyan gyiiriit, amely balidealjaira
nézve minimumkovetelménynek tesz eleget, s amely nem tartalmaz zérustol
kiilonboz6 nilpotens balidealt. A féligegyszerii gyiiriik elméletében legfontosabb
a WEDDERBURN—ARTIN-féle struktdratétel ([45], [1], [42]), amely a féligegy-
szerit gylirlik osztdlydnak explicit leirdsat tartalmazza. E tétel szerint egy gyiirii
akkor és csak akkor féligegyszerii, ha véges sok olyan kétoldali idedl direkt isszege,
amelyek mindegyike izomorfegy (ferdetest feletti) véges dimenzidji vektorter linedris
transzformdcidinak teljes gyiiriijével. Ebbol a jellemzésbdl nyilvanvald, hogy
féligegyszerli gyiiri mindig egységelemes gyiirii, fennall a bal- és jobboldali
fogalmak szimmetridja, tovabba, hogy a féligegyszerit gyiiriikk kategériaja
feloleli az Osszes ferdetestet is. A féligegyszerii gyiiriik egy masik igen fontos
jellemzése E. NOETHERtS! szdrmazik [37]. Eszerint egy tetszéleges gyiirii
akkor és csak akkor féligegyszerii, ha egységelemes és minimalis balidedlok
direkt 6sszegére bonthaté. Mi a tovabbiakban FucHs LAszLO és SzeLE TIBOR
alabbi tételét is fel fogjuk hasznalni, amelyet mintegy a féligegyszerii gyiiriik
definiciojanak tekintiink:

Egy gyiirii akkor és csak akkor feéligegyszerti, ha bdrmely balidedljdnak
van jobboldali egységeleme [14].

Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

22. TETEL: Egy tetszbleges R gyiirii akkor és csak akkor feéligegyszeri,
ha bdrmely G R-modulus
(53) G=0G,+ G
direkt 0sszeg alakjdban irhato, ahol G, a G modulus maximdlis trividalis rész-
modulusa, G, pedig egy algebrailcg zdrt R-modulus.

BizonyiTAs: El6szor tegyiik fel, hogy a tetszéleges R gyiiriire barmely
G R-modulus (53) alaku. Tekintsiik ekkor specidlisan az R modulust:

R&.’) = An—f‘ An
s legyen e felbontasnak megfelelden
<0, 1>~’ -¢ 1€, (eo €A e € A.I)'

Ha L R-nek tetszéleges balidedlja, akkor minden [ (€ L)-re
il, 0/\ i l<0, 1> : [€0+ 161 == lel 6 Al,
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tehat az -/,0> ({ € L) elemek H Osszessége az A, modulus részmodulusa,
tehat A maximalis trividlis részmodulusa mar 0. Kovetkezésképpen H algeb-
railag zart. Most tekintsiik az
A, 00 x=<1,0> (lel)

H feletti, nyilvanvaléan kompatibilis egyenletrendszert, ahol [ befutja L Osszes
elemét, s legyen ennek valamely H-beli megoldasa <e, 0> (e€ L). Ekkor
minden [ (€ L)-re <[,0><e, 0>=le, 0>, azaz le=1I. Az e elem tehdt az
L balideal jobboldali egységeleme. Mivel pedig L tetszéleges volt, FuCHS és
SzeLE tétele alapjan R féligegyszerii gyfirii.

Megforditva, legyen R féligegyszerii gyiirii és G tetszbleges R-modulus.
Ekkor a Peirce-féle felbontas szerint

G-= Go+ GI7
ahol G, a G maximilis trividlis részmodulusa, @, pedig unitér R-modulus.

Annak bizonyitdsdban, hogy G, algebrailag zart, felhaszndljuk az alabbi
segédtételt :

SEGEDTETEL: Ha R féligegyszerii gyiirii, akkor az x. (¢ € A) szabad

bdazissal generdlt F unitér szabad R-modulus bdrmely M részmodulusdhoz
megadhato F-nek olyan

GaY F—M-EN

direkt felbontdsa, amelyben N

(55) N = lssxs} (ss € R)
oca

alaku részmodulus és A4 az A indexhalmaz valamely részhalmaza.
Segédtételiink bizonyitdsa céljabol tekintsiik az R féligegyszerii gyiirii-
nek NOETHER idézett tétele alapjan létezd valamely
(56) R=Li+Ls-+---+ L,
direkt felbontasat, ahol L;(i=1,2,..., m) minimdlis balidedl R-ben. Az
R gyiiri 1 egységelemére ennek megfeleléen az
(57) l==e+e+---+e,
el6allitast nyerjiik. Ekkor (56) és (57) alapjan azt kapjuk, hogy
ei=e (e1+ert - Fe,)—=eertees-t - teien,

azdaz
\ e, ha i—k,
¢4 10, ha ik

Tehat Re; = L[.
/
40 A téteiben kimondott allitds igazolasa egyszeriibben nyerheté a 28. tételre vald

hivatkozassal, itt mégis mas utat valasztunk, mert ennek segitségéve! a megoldasokra
explicit formulat nyeriink.
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Tekintsiik most az F unitér szabad R-modulust. Az 1 elem (57) fel-
bontasa alapjan nyilvanvald, hogy

(58) {x“}:{elxa}+{eixf¢}+ e +{emxn},

azaz

(59) F=2 {xa} =2 ({e1Xe} + {esXe} + -+ + {emXa)).
aEA acA .

Legyen marmost X maximadlis olyan részhalmaza az Osszes

€ Xe (e€A;i--1,...,m)
elemek halmazanak, amely altal generalt
(60) (X} = e e} oo

részmodulus M-mel kozos része 0. Megmutatjuk, hogy (54) és (35) teljesiil
F-nek N={X} részmodulusira. E célbdl nyilvan elegendd azt bizonyitani,
hogy e;x, eleme az M+ {X} direkt osszegnek barmely 4 (€A) és j=1,...,m
esetén, hiszen ekkor (58) szerint xx € M4-{X} (A €A). Ez azonban nyilvin-
valo, mert az X halmazra kirott maximdlis tulajdonsdg miatt

tejxp N (M4-{X})==0,
és igy, minthogy {e;xa} minimalis részmodulus F-ben,
e} EM+ (X,

azaz e;x, € M- {X}. Ezzel megmutattuk, hogy (54) érvényes az N-—={X}
részmodulusra; N (55) alatti eldallitisa pedig egyszeriien igy adddik (60)-bdl,
hogy az azonos X, hatdrozatlanoknak megfelel6 {e:x,} direkt osszeadandokat

{e:Xa} 4 {jXa} ={(ei + €)) Xe}
mintara osszevonjuk.

Az ily modon igazolt segédtétel alapjan befejezziik a tétel bizonyitdsat.
Legyen [M, ¢] a G, unitér R-modulus feletti tetszéleges kompatibilis egyenlet-
rendszer. Megmutatjuk, hogy a ¢ leképezés kiterjeszthetd az egész F modulus
Mg-be valdé valamely ¢ operdtorhomomorfizmusavad. Marmost (54) alapjan
¢-nek egy ilyen kiterjesztését kozvetleniil megadhatjuk. Ha ugyanis f F-nek
tetszbleges eleme, akkor felhasznédlva az (54) szerinti

f=Fr+f (f €M, f” €N)
egyértelmiil el6allitast, a ¢ kiterjesztett leképezést az
fo=rg9(cMg)

eldirassal definidljuk. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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Ha az [M, ¢] egyenletrendszert az _
(61) Jo(ooos Xay .. )=8p (€ Gi; € €A; 3€B)

,koordinatas alakban tekintjiik, akkor az egyenletrendszer tekintett ¢ meg-
oldasa az
Xe-=Ce (EMe;w€h)

alakban adhaté meg, ahol c. a (61) egyenletrendszer jobboldalan &ll6 gg
elemek koziil véges soknak egy R feletti linearis kombinacidja.

Tekintsiik most az [M,y] G, feletti homogén egyenletrendszert, tehat
My =0. Az (54) és (55) vsszefiiggések alapjan az F unitér szabad R-modulus
Osszes olyan G,-be valéo v homomorf leképezései, amelyekre

(62) My =0,
egyértelmiien jellemezhetdk az (55)-ben szerepld ssxs elemek
(63) (Ssxs) P = hs (€ Gy; 0 € 1)

képeivel, ahol O (f15)2 O (ssxs); és masfeldl : tetszbleges hs(€ G, ; d € 4) elem-
rendszert eldirva, amelyre O (hs) 2 O(ssxs), (63), (55) és (54) alapjan mindig
F-nek egy kivant tulajdonsdgti ¥ homomorfizmusat nyerjiikk. Tovabba, mivel
az ro =X,y clemrendszer az \

(64) fo(o) Xa,...)=0 ‘
»koordinatas“ alakban irt [M, ] homogén egyenletrendszer megoldasa, €s az
(54), (55) Osszefiiggésekbd! az F-beli x. elemek egyértelmiien meghatarozott

(65) Xe== X4 +6€ZA das(S5Xs) (x. € M)

el@allitasa kovetkezik, azt talaltuk, hogy a tekintett homogén egyenletrendszer
Osszes megoldasai a (65), (63), (62) alapjan felirt
Fo=Xe W= 2 dushs (¢ € A)
se4a

képletek szerint nyerhet0k, ahol a ks paraméterek értékeit az O (hs) 2 O (SsXs)
feltételeknek eleget téve, de egyébként tetszOlegesen vdlaszthatjuk meg a G,
modulus elemei koziil. '

Osszekapcsolva a (61) és (64) egyenletrendszerek megoldasaira vonat-
kozo eredményeinket, kimondhatjuk a kovetkez6 tételt:

23. TETEL: Ha R féligegyszerii gyiirii, akkor a tetszdleges G, unifér
R-modulus feletti ((61) alakii) egyenleteknek barmely [M, ¢] kompatibilis rend-
szere G,-ben megoldhato és az Osszes G,-beli megoldds az

(66) Xg = Ca+ Zdaohd (C& E A)
0ed :

képletrendszer segitségével nyerhetd, ahol a hs paraméterek értékei az O (hs) 2
DO (ssxs) (0 € ) feltételeknek eleget téve, de egyébkeént tetszdlegesen varidlnak
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Gi-ben; az ss,d.s (€ R) konstansok az (54) direkt felbontdstol fiiggd (55) és
(65) Osszefiiggések dltal vannak definidlva, végiil a c.(€ G,) konstansok a
(61) egyenletek jobboldaldn dllo gs-k R feletti (véges) linedris kombindcioi.

1. KOROLLARIUM: Ha R féligegyszerii gyiirii, akkor a ftetszdleges G,
unitér R-modulus feletti [M, ¢] kompatibilis egyenletrendszernek akkor és csak
akkor van pontosan egy megolddsa G,-ben, ha egy (54), (55) direkt felbontds
esetén (i, bdrmely h elemére és bdrmely d(€ A) indexre O ()= O (ssxs)-bol
kovetkezik, hogy h==0.

Minthogy a kompatibilitas véges jellegii tulajdonsag, érvényesek az alabbi
kovetkezmények is:

2. KOROLLARIUM : Ha R féligegyszerii gyiirii, akkor a G, unitér R-modulus
feletti tetszGleges egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg G,-ben,
ha bdrmely véges szdmu egyenletbll dllo részrendszere megoldhatc G,-ben.

3. KOROLLARIUM : Ha R féligegyszerii gyiirii, akkor a G, unitér R-modulus
feletti bdrmely egyenletrendszernek van maximdlis megoldhato részrendszere.

A 21. tétel felhasznalasaval adodik a

i
4. KOROLLARIUM: Hua R féligegyszerii gyiirii, a tetszileges R-modulus
akkor és csak akkor algebrailag zdrt, ha maximdlis trividlis részmodulusa
mint kozonséges Abel-féle csoport algebrailag zdrt.

Féligegyszerii gyiiriivel mint operatortartomannyal ellatott tetszdleges
modulus minimalis algebrailag zart bévitésének meghatirozasat tartalmazza a

24. TETEL: Legyen R féligegyszerii gyiirii és G tetszoleges R-modulus.
Tekintsiik G-nek a G, maximdlis trividlis részmodulus és egy G, unitér
R-modulus direkt 0Osszegeként valo G -= G,+ G, felbontdsdt. Legyen az
A O-modulus a Ge-nak, mint O-modulusnak minimdlis algebrailag zdrt
bovitése. Tekintsiik most A-t ftrividlis R-modulusnak. Ekkor az A--G,
R-modulus a G modulus minimdlis algebrailag zdrt bovitése.

BizoNviTAS: Legyen G a G egy minimalis algebrailag zart bovitése.
Minthogy a 22. tétel szerint G, algebrailag zart, fennall egy G—=A+G,
direkt felbontds, ahol G, A. Az A modulus, mint algebrailag zart modulus
direkt osszeadanddja, maga is algebrailag zart, mégpedig G -nak nyilvan-
valéan minimalis algebrailag zart bovitése. Mivel tovdbbd R egységelemes
gyirii, a 21. tétel 3. korolldriuma szerint A trividlis R-modulus, s mint
0-modulus, Gy-nak mint O-modulusnak minimalis algebrailag zart bovitése.
Ezzel a 24. tételt bebizonyifottuk.

E paragrafus hatralevd részét a fentiekkel szorosan Osszefliggd tisztan
gyiirielméleti kérdéseknek szenteljiik.
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Adott R gyiirii esetén az R-modulusok algebrai elmélete magaban foglalja
az R gyiiri feletti linearfs egyenletrendszerek * elméletét is. Valdban, az R
modulus feletti barmely egyenletrendszer az R gyirii feletti linedris egyenlet-
rendszernek tekinthet6 és megforditva.

A ferdetestek feletti linearis egyenletrendszerek klasszikus elmélete
szerint barmely kompatibilis egyenletrendszernek van megoldasa a tekintett
ferdetestben és az Osszes megoldds bizonyos szabadon vdlaszthato értékii
paraméterek linedris fiiggvényeiként dllithato el6. Eszerint a 23. tétel ennek
az elméletnek egy messzemend Aaltalanositdsa, amely a G,= R, specialis
esetben a kovetkezd, tisztan gyiiriielméleti eredményt adja:

Egy R féligegyszerii gyiiriiben bdrmely R feletti kompatibilis linedris
egyenletrendszer megoldhato, s az egyenlefrendszer 0sszes megolddsa az

x.,,==c,,+_>_:r,-t,- (quR)
alaku képletrendszer segitségével nyerhetd, ahol a i-k az R éyt’iriz’ bizonyos
S: részhalmazaibol szabadon vdlaszthato értékii paraméterek, a c, konstansok
pedig a tekintett egyenletrendszer jobboldaldn dllo konstansok R feletti (véges,
bal-) linedris kombindcidi.

Ha a megoldast szolgaltato képletekbe # --0-t helyettesitiink, akkor az
adodik, hogy az x, — ¢, elemrendszer megoldasa a tekintett linearis egyenlet-
rendszernek. Ki lehet mutatni, hogy ez a tény megfordithato:

Egy R gyiirii akkor és csak akkor féligegyszerii, ha bdrmely R feletti
kompatibilis linedris egyenletrendszernek van olyan megolddsa, amelyet a
tekintett egyenletrendszer jobboldaldn dllo konstansok R feletti (véges, bal-)
linedris kombindcioi alkotnak. (Lasd [25].)

Egy R gytiriit linedrisan zdrtnak neveziink, ha barmely R feletti kompa-
tibilis linedris egyenletrendszer megoldhaté R-ben.*

25. TETEL: Egy R gyiirii akkor és csak akkor féligegyszerii, ha bdrmely
balidedlja linedrisan zdrt. '

BizoNyiTAs : Eldszor tegyiik fel, hogy R minden balidedlja linearisan

zart, és legyen L R-nek tetszbleges balidedlja. Mivel az
Ix -1 (lel)

linedris egyenletrendszer nyilvanvaldan kompatibilis, van olyan e(€ L) elem,
hogy le=1 minden [(€ L)-re. L-nek tehat van jobbegységeleme, s igy R
Fuchs és SzeLE tétele alapjan féligegyszerit gyurii.

41 Félreértések elkeriilése céljabol hangsilyozzuk, hogy gyiir(i feletti linearis egyenlet-
rendszeren mindig bal-linedris egyenletrendszert értiink, azaz olyat, amelyben a hatarozat-
lanok balrdl vannak gyfiriibeli elemekkel szorozva.

42 A 15. tétel 1. korollariuma szerint e definicioban elegendé lett volna az egyisme-
retlenes egyenletrendszerek megoldhatosagat posztulaini.

4 I Osztaly Kdzleményei (X/1
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Megforditva, ha R féligegyszerii gyiri, akkor a 22. tétel alapjan
R barmely L balidealjara L, algebrailag zart R—modulus s ekkor minden
R-beli (és méginkdbb L-beli) egyiitthatokkal €s L-beli konstans tagokkal

felirt kompatibilis linedris egyenletrendszer megoldhaté L-ben. L tehét linea-
risan zart.

-~

(Beérkezett: 1958. VI. 30)




BELOUSZOV EGY TETELEROL Es ANNAK NEHANY
ALKALMAZASAROL

Irta: HOSSZU MIKLOS (Miskolc)

1. §.
V. D. BELouszov [1]' egy el6adasdban a kovetkezod tételt mondta ki:

1. TETEL: Amennyiben egy halmaz négy F, G, H, K miivelet mindegyi-
kére nézve kvdzicsoportot alkot, és ezek kozott fenndll bdrmely x,y,z halmaz-
elemhdrmasra az

1) FIG(x, ), 2] = H[x, K(3, 2)] (x,3,2€Q)
azonossdg, akkor létezik olyan csoport, melynek mindnégy kvdzicsoport izotopja.
A jelen dolgozatban e tételre egy egyszerii bizonyitast és néhany alkal-
mazast adunk. E célbdl eloszor az 1. téteit a kovetkez6 pontosabb alakban
fogalmazzuk meg:
Az (1) fiiggvényegyenlet legdltaldnosabb invertdlhato megolddsa

‘ F(x, )= A(fix, h:k,y),
G(x,y) =11 A(f.gi%, hoy),

H(x, y) = A(}14:x, h»)),

K(x,y) = hy A(fig1x, hok.y), .
ahol A(x,y) tetszdleges csoport miivelet Q felett, tovdbbd f., g, £, hs, ki, k2
telszoleges invertdlhato leképezések Q-n a

3) figa= hoky
megszoritdssal.

@)

BizoNYiTAs : Ertelmezziik az
Lhx=I(x,a), bhx=1I(ax), I=F GHK
leképezéseket, és helyettesitsiink (1)-ben
-1 p— -1,~1
i x=a, y=4g fiu, 2=k h; v,
ill. .
x=gi filu, y—a, z=ki kv,
ill.
1 1 -1, -
x=g, fiu, y=k h'v, z=a,
1 A szogletes zardjelben all6 szdmok a dolgozat végén talalhaté irodalomjegyzékre
utalnak. [1]-ben a tétel bizonyitds nélkiil van kimondva.

4*
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. . A
illetve x=2z-"-a-t, akkor az

VA, S F ks hy o) hK(gy f e, ks hy ')
@ HET T K —f G e, kR,
illetve az
F[G((l, »), a] - H[a: K(y’ a)]
osszefiiggéshez jutunk. Ebbo! kovetkezik, hogy (1) megoldasa csak (2) alaka
lehet, ahol fennall (3) is.

Masrészt nyilvanvalo, hogy (2) ki is elégiti (1)-et tetszoleges asszociativ
A(x, y)-nal és tetszbleges f;, gi, i, ki-val, melyek kozott a (3) osszefiiggés
fennafl. Err6l agy gy6zodhetiink meg, hogy (2)-t (1)-be helyettesitjiik :

AlA(figx, ok y), hakoz) - Alfigix, A(f8:y, haka2)],
és bevezetjik az ‘
u-=figx, v==hky-=—fig.y, w=hkz
jelolést. Ezaltal az 1. tételt bebizonyitottuk.

Megjegyzések :

1. A bizonyitds F, G, H, K invertdlhatésagat csak az x-= g, ill. y=-a
helyen hasznalja fel lényegében; igy a feltételek enyhitésével a tétel megfeleld
médon altalanosithaté. Ekkor A(x, y) asszociativ, de nem feltétlen invertal-
haté6 minden rogzitett x, ill. y helyen, tehat Q' csupan egy félcsoport izo-
tépja.?

2. Helyettesitsiink x='(c3u,y: wr, 2 ==« w-t, akkor (1)-et az

o, Flewas' G(esu, asv), aw] = ¢, H[e.u, e K(eyr, a,w)]
alakban irhatjuk fel. E képlet '

BYA(x,¥) = e F(ax, ¢sy) = a7 G(e;x, ¢:y) - - e, H(eX, aﬁy) = ;' K(ayX, as5))

asszociativitasat fejezi ki; minthogy F, G, H, K kozott fenn kell allni a (4)
osszefiiggéseknek, Q7 kozos csoport izotdpjanak miiveletét kaphatjuk az (5)
képlet alapjan, ha «; kielégiti az

1 1 =1 —1
o, =f,, @, =g, o =K k,,
—1 —1 -1
it = Ky, ety =gy, Gy ==h,
egyenlet rendszert. E rendszer biztosan megoldhato, pl. az

X=X, =f,...

2 A Q halmazt az (invertalhatd) I(x,y) (Q X Q -~ Q) miiveletre nézve Q! kvdazicso-
portnak nevezziik. Q! az S/ izotdpja, ha van olyan invertilhaté x ~gx, ¢x, vx (Q~ S)

leképezés, mellyel fennall
2%y - Jex vy, xy€Q)-
Ebbdl a y: ¢ ¢ specidlis esetben az izomorfizmus értelmezését nyerjik.
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valasztassal a (2) alatti esethez jutunk. Minthogy a csoport tulajdonsagok
izomorf invaridnsok, egy megoldds létezése maga utan vonja végtelen sok
megoldas létezését. A rendszer megoldhatésagdnak sziikséges és elégséges
feltétele éppen (3).

2. §.

A tovabbiakban néhany alkalmazast mutatunk be. Ismeretes, hogy az
aranyparok beltagjai felcserélhetok. Kérdés, milyen kvazicsoporton érvényes
hasonlo felcserélhet6ség ? Ezzel kapcsolatban a kovetkezd tételeket bizo-
nyitjuk be:

2. TETEL: Bdrmely Q° kvdzicsoport, amely kielégiti a
(6) X0y uorTxoUu==Yor, 0,1 €Q)
dsszefiiggest, egy Abel-féle csoport izotopja, és

X 0 Y= ea(x—1Y), (x,y€ Q)

ahol x— «x (Q— Q) invertdlhato leképezés, mig x—y egy kommutativ cso-
port miivelet inverze.

’ i

3. TETEL: Bdrmely Q¥ kvdzicsoport, amely kielégiti a
(7 X%y UxUC TXkvu=UxY, (x,p,u,v€Q)

osszefiiggést, egy 2 periodusu csoport izotopja, azaz olyané, amelyben minden
elem megegyezik sajdt inverzével.

BizoNviTAs : Ertelmezziik az x==2 oy miivelet inverzét ezen egyenlet
z==xoy-' megoldasaként. Ez kielégiti az (xoy')oy-—=(xoyJoy'=x
Osszefiiggést. Akkor (6)-ot a kovetkez6 alakban irhatjuk fel:

®) | [(Wov)yoy™ou you,

(uov)oyl=(yor)ou.
Ez utébbi (1) specidlis esete, mid6n

Fx,p)=H(y, x)=xoy™, G- K(3,x): xo},
tehat az 1. tétel szerint
xoy  y7t (px-by),
ahol x-y csoport miivelet. Eszerint fennail
EXWY = QU QXY Y-,

Valasszuk y és v-t ugy, hogy wy==yv=-e az egységelem legyen, akkor gx-—gu,
és lathatd, hogy vwu = (¢ u)"'-a, ahol a= ¢y rogzitett elem. Igy érvényes

px-(pp)”-a- gu-(g)"-a 2 px-(gu) " -a—gy-(p) " a, -
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ami tetszdleges x, y, u, v mellett csak ugy lehet, ha
Xy teuot 2 xout =y,
- x-ut=yul-x-y,
kovetkezbleg, ha u -—e-t tesziink,
Xy=yx
teljesiil, vagyis x-y kommutativ. Tehat
Xoy=y (¢px-vy) =y lpx-(¢y) -] - a(x—y),
ahol
ex =y gx-a),
mig x—y az ‘
: x+y=q(px-qy)
kommutativ csoport miivelet inverze.
A 3. tétel hasonlé mdédon bizonyithato, s oft is fennall

\ X#y ==y gx-vy),
csakhogy most
PXYY==pu-Ppv T gX- v =q@Uu-Py,
azaz
Xy o=t O Xv=U-y

érvényes. igy N
X-y=u-x"'-u-y,
ami x = x"'-et szolgaltatja, ha y—u az egységelem.

Viszont egyszeriien meg lehet gy6z6dni arr6l, hogy az ilyen alaki xoy
€s x*y ki is elégiti (6)-ot, illetve (7)-et.

Megjegyzés: Az x oy miiveletre nem tudunk felirni olyan jellemzo fiigg-
vényegyenletet, mely csupdn az xoy miiveletet tartalmazza; ezzel szemben
az xoy~ inverz miiveletre lehet taldlni ilyen Dbelsd jellemzést: ha (8)-ban
u=sov™', y=~1to+"-et helyettesitiink, akkor

so(for ™y =to(son )"

-et nyerjiik, s ez az asszociativ torvény egy viltozata (lasd [2,5]).

3. 8.
Egy el6z6 dolgozatomban foglalkoztam a

© FIG(x, ), H(w, )] = KIM(x, u), N0, ), (5, 4,0€Q)

fiiggvényegyenlettel és ennek néhany specidlis esetével [3]. Az 1. tétel alap-
ian konnyen kovetkezik a
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4, TETEL: A (9) fiiggvényegyenlet legdltaldnosabb invertdlhato megolddsa

F(x,y)==ax+£y,

G(x,y) =" (px+y),
H(x,y)= 87 (ox+wy),

K(x,y)=7vx+9y,

M(x! y) - 7-1((PX + ()‘y),

N(x,y) =0 (px+oy),

ahol x+y tetszéleges kommutativ csoport mijvelet, mig

a, B,7,0, 9, W, 0,0
tetszbleges invertdlhato leképezések Q-n.

(10)

BizoNviTAS : Az u==a rogzitéssel lathato, hogy
Fix,H(@,y), G(xy), K[M(x a)yl, N(xy)
kielégiti (1)-et, tehat az 1. tétel szerint
F(x,y)=ax-+p£y, ’
G(x, Y= a(gx+wy),
K((x,;)))———;'JH(fpdy-,F " S (xry A D)
N, y)=0" (rx+ey), -
Hasonloan szimmetria okok miatt
H(x,y)= 8" (xx+=y),
M(x,y)— 7~ (ux +zy).
Helyettesitsiik ezeket vissza (9)-be:
QX+ Yy -+ yu-trxv=ux—+stu+4rvy+or.
A valtozdk alkalmas rogzitésével lathato, hogy
ux=g¢x-ta, xv=0-+4ov,
tehat ¢x és ov-vel egyszeriisitve e
Wy+yu--b=—atautry.
Ezutan wy, illetve yu-t az egységelemnek valasztva

adadik. Vagyis fennall :
Yy+a-+aut-c=ataut+dt+-vy,
amit mas jelolésekkel az

ytutec=u+d+y
alakban is felirhatunk. Ha u az egységelem, akkor y+4c—=d+y kovetkezik,
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ami minden y esetén csak ugy allhat, ha ¢~ -d a Q* centrumaba esik; igy
c-vel egyszeriisitve
ytu- u+ty

teljesiil, azaz Q* kommutativ. Kovetkezoleg azt irhatjuk, hogy

N(x,p) 07 (rxtop)-— 07 (Wx+d+b40y) =07 (wx—+wy),

H(x,y)- <87 (xx+2y)= 87 (@ wx+c+b+0y) =7 (6x+wmY),

M@, y) —y ux+ay)=y(ex+a+ay) =y (gx+oyp).

Viszont nyilvanvalo, hogy (10) fetszdleges ¢, @, ... invertdlhato fiigg-
vénnyel kielégiti (9)-et, ha x-Iy asszociativ és kommutativ miivelet.

Megjegyzés: Ha (9) folytonos megoldasait keressiik, akkor a (10) meg-
oldasban szerepld fiiggvények is folytonosak, és az x--y csoport miivelet is
folytonos. Minthogy minden egytagu folytonos csoport izomorf a valds additiv
csoporttal, az

F(x,yp)=K(x,y), G- M=—®, H-_N -,
(D[y’ F(xr y)]:x; ?]J[F(x, y)’ X|=y
specidlis esetben a 4. tétel felhasznalasaval a hatszogit szovetek alaptételének
egy j bizonyitasat nyertiik. Ugyanis ekkor @ és & értelmezését figyelembe
véve '
F[q)(x: y)) w(u’ n)] o F[q)(x) Il)’ w(y: //)]

az X=3}, v==5X, b= ([f(y, xl)’ Xy =~ (D(yh ), Vs= zp‘(”: xl)’ Xy == d)(_]h, U)
jeloléssel masként az

Y=F(Qx0, p)=F(X, p1), w==F(x1,¥s5) == F(x3, y) = F(xs, y3) == F (x5, )
alakban irhato, ami a Thomsen-féle abra zdrasaval egyenértékii {4]. Az egy-

tagti folytonos csoportok eloallitdsanak felhasznalasaval egyéb szivésgeometria
tételek bizonyitasara is felhasznalhaté az 1. tétel. '
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KOMPLEMENTUMOS HALOK SZERKEZETEROL
irta: SZASZ GABOR (Szeged)

A halok kiilonféle specialis osztlyai koziil a haloeiméleten belil is, de
még inkdbb annak a matematika mdas agaiban valo alkalmazasai terén, ki-
emelkedd szerepet jatszanak a komplementumos és a relativ komplementumos
halok. Ennek megfeleléen szamos kutatd foglalkozott az ilyen halok szerkeze-
tének vizsgalataval, tovdbba olyan természetii problémakkal, hogy bizonyos
tipusi héalok komplementumos vagy relativ komplementumos voltara milyen
mds (bizonyos esetekben egyszeriibben kimutathato) sziikséges, elegendd,
illetve sziikséges és elegend$ feltételek adhatok meg. Ez a dolgozat is ilyen
természetii kérdéseket targyal.

Az 1. fejezet a targyalds szempontjabol legfontosabb definiciokat tartal-
mazza.

A 2. fejezet eloszor NEUMANN egy klasszikus tételének bizonyos értelmit
megforditasaval foglalkozik. Ez a megforditds lényegileg egy specialis alakd,
komplementumos moduldris halok feletti egyenletrendszer megoldhatosaganak
kimutatasat jelentené; kozben azonban tobbre jutunk abban a tekintetben, hogy
az 1. tételben egy olyan eljardst adunk meg, amely a felvet6dott egyenlet-
rendszer Osszes megolddsainak meghatdrozdsira alkalmas, mégpedig nemcsak
komplementumos moduldris, hanem tetszés szerinti korlatos relativ komplemen-
tumos halok esetében is. A tétel erejét mutatja, hogy beléle, ill. felhasznala-
saval szamos mas eredmény adodik. Igy, a fejezet hatralevd részében, a
komplementumos modularis halékra vonatkoz6 aprobb alkalmazasokon kiviil,
e tételre tamaszkodva igen egyszerii bizonyitdst adunk arra az ismert tételre,
hogy minden egyértelmilen komplementumos moduldris halo disztributiv.

A 3. fejezetben pedig egy DILWORTH-t6] szarmazd s a kettds véges-
ségi kovetelménynek eleget tevé komplementumos hdalok modularitasara
vonatkozé kritérium érvényességét e tétel segitségével a korlatos relativ komp-
lementumos halok osztalyara is kiterjesztjiik. Ebbdl adodik a 6. tétel, amely
szerint egyértelmiien komplementumos nemmoduldris halé nem lehet relativ
komplementumos. Ugyancsak a 3. fejezetben még egy sziikséges és elegendd
feltételt adunk komplementumos halok modularis voltdra vonatkozolag.

A 4. fejezet probléméja a 3. fejezet els6 §-dban ismertetett Dilworth-
féle tételhez analog tétel felallitisa (kozelebbrol, egy bizonyos tipust részhalo
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létezésének kérdése) komplementumos nemdisztributiv moduldris halokra. Egy-
szerii példak mutatjdk, hogy a pontos analégia nem érvényes; ennek megfe-
lelden sziikséges és elegendd feltételt adunk a kivant tipusii részhalo létezé-
sére (8. tétel). A tételbdl rogton adddik egy projektiv geometriai jellegii ered-
mény olyan paronként idegen linearis altérhdrmasok létezésérdl, ill. nemléte-
zésérol, amelyek koziil barmely kettd kifesziti a teret. A tétel érdekessége,
hogy a fent nevezett tipusti halok direkt felbontdsdban szereplé komponensek
hosszisdganak paros vagy paratlan voltaval kapcsolatos.

Az 5. fejezet f6 eredménye az, hogy féligmodularis félkomplementumos
halé barmely elemének maximalis félkomplementumai egyben az illeté elem
komplementumai (9. tétel). Kovetkezményeként egy elegendd feltétel adodik
arra, hogy egy féligmodularis félkomplementumos halé komplementumos
legyen. (llyen kérdésekkel a szerz6 mar régebben is foglalkozott; a jelenlegi
eredmény a régebbieket is magdban foglalja.) Tételiinket rogton alkalmazzuk
olyan végtelen hossziisagn féligmodularis félkomplementumos hal6kra, amelyek-
nek valamennyi, a halo esetleg létezd legnagyobb elemét nem tartaimazo rész-
haléja mar véges hossziisagu.

1. Definiciok

Az absztrakt algebraban &ltalanosan hasznalt fogalmakat illetéleg [10]-re
utalunk.

1. 1. Halo és rendezése. Egy L halmazon legyen érteimezve két mii-
velet, melyeket egyesitésnek és metszésnek neveziink, s \, ill. ~ jellel feje-
ztink ki. L-et hdlonak nevezziik, ha mindkét miivelet asszociativ és kom-
mutativ, tovabbd L barmely a, b elemparjara teljesiilnek az «e..(a@~b)==gq,
a ~(a b)=a elnyelési azonossigok.

Minden haléban bevezethetd egy rendezési relacio a kovetkezd defini-
cioval: a hélo a, b elemparjara legyen a = b akker és csak akkor, haa=a~b
(vagy, ami ezzel ekvivalens, ha a..b~=b). A tovibbiakban mindig err6l a
rendezésr6l van szo.

Az L halé a, b elemparjat dsszehasonlithatonak nevezziik, ha vagy a=<b
vagy a=b teljesiil; ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy a, b dsszehasonlit-
hatatlanok, s ezt az al|b jellel fejezziik ki.

Ha az L hal6 valamely q, b elemparjira a<b, de egyetlen olyan x(€L)
elem sincs, amellyel a<x<b teljesiilne, akkor azt mondjuk, hogy a-t kiveti b,
s ezt a tényt az a < b jellel fejezziik ki.

Ha egy hdlénak van olyan eleme, amely minden mas elemnél kisebb
(ill. nagyobb), akkor ezt az elemet a halo legkisebb (ill. legnagyobb) elemének
nevezziik, s o-val (ill. i-vel) jeloljiik. Az o, i elemeket ebben a dolgozatban
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a hald korldtelemeinek, minden mas elemét pedig belsd elemnek fogjuk nevezni.
Az L belsd elemeinek halmazara bevezetjitk az J(L) jelolést.

Egy L halot alulrol (ill. feliilrél) korldtosnak mondunk, ha van o (ill. i)
eleme. A mindkét oldair6l korldtos haléra a korldfos hdlo elnevezést hasz-
naljuk. Alulrél korlatos halé valamely p(==0) elemét pontnak vagy afomnak
nevezziik, ha o—<p.

Egy korlatos L halot afomosnak neveziink, ha az L minden x(==o,/)
eleméhez talalhatdé olyan p, m(€L) elempdr, hogy o <p<x=m~<I.

1. 2. Halé hosszuisaga, elem magassaga. A halo részldncain a halo
rendezett részhalmazait értjilk. A Idncok hosszisdgdt a kovetkezbképpen defi-
nialjuk : véges x,<x; <---<Xx, ldnc esetén a lanc hossza az n szdm, végtelen
sok elembdl] allo lanc esetén pedig az elemek halmazanak szamossaga.

Maximdlisnak nevezziik az R lancot (L-ben), ha R az L egyetlen rész-
lancdnak sem valédi részhalmaza. Az L 4ltal tartalmazott Osszes maximalis
lancok hosszisaganak fels6 hatdra a 1dlo hosszisdga. Aszerint, hogy ez véges-e
vagy végtelen, véges hosszusdgi és véglelen hossziisdgi halokrol beszéliink.

Alulrdl korlatos L halo valamely a elemének magassdgat az 0Osszes
x=a (x€L) elemek altal alkotott részhald hossztisdgaval definialjuk, s d(a)-
val jeloljik. Ha ez véges, akkor a-t véges magassdgii elemnek nevezziik.

1.3. Végességi kovetelmények. Legyen ¢, egy L hald tetszés szerinti
eleme, s definidljuk L-nek egy részlancat a kovetkezd modon: a részianc

ﬁggﬁzge}?(?bb% eleme legyen ¢,, egyébként pedig c. (k=1) legyen L valamely

olyan eleme, amely {E?Sge)é%bb; ¢: 1-nél. Ha barmely ¢,-bél kiindulva, minden
igy képezett ldnc véges hosszisdgu, akkor azt mondjuk, hogy L eleget tesz a
gn(jvekvé'
csokkend
ségi kovetelmény érvényes, akkor azt mondjuk, hogy kettds végességi kivetel-
ménynek ftesz eleget.

% ldncok végességi kivetelményeének. Ha egy haloban mindkét véges-

1.4, Félkomplementum, komplementum, relativ komplementum.
Legyen L alulrdl korlatos halo. Az L valamely a elemének félkomplementuman
értjiik az L minden olyan x elemét, amelyre

) anmx=o.

Ha emellett x ==o0, akkor x az a valodi félkomplementuma. Ha L minden belso
elemének van valodi félkomplementuma, akkor L-et félkomplementumos hdlo-
nak nevezzik.

Legyen ezutan L (nemcsak alulrdl, hanem feliilrél is) korlatos, s a az L
valamely eleme. Ekkor az a komplementumén értjiik az L minden olyan x
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elemét, amely (1) mellett az a . x--i egyenletet is kielégiti. Ha L barmely
elemének van legalabb egy komplementuma, akkor L-et komplementumos hdlo-
nak, ha pedig L minden elemének pontosan egy komplementuma van, akkor
egyértelmiien komplementumos hdlonak nevezziik.

Legyen a,b egy tetszés szerinti L halé olyan elempdrja, amelyre a <b.
Ekkor az a=r=5 (r¢L) feltételeknek eleget tevd r elemek halmaza L-nek
részhalbja, amelyet az q, b elempar aital meghatarozott infervallumnak neveziink
s [a, b]-vel jeloliink. Az L valamely s elemér6l akkor mondjuk, hogy az r
relativ komplementuma |a, b}-ben (vagy : r-nek [a, b]-beli relativ komplemen-
tuma), ha r~s--a,r. s=>b. (Kovetkezoleg, s€[e, b].) Ha L minden egyes
a,b,r (a=r=»b) elemharmasa esetén van r-nek legalabb egy relativ komple-
mentuma [a, b]-ben, akkor L-et relativ komplementumos hdlénak nevezziik.

1.5. A halok legfontosabb tipusai. Egy halot disztributivnak neve-
ziink, ha barmelyik miivelete a masikra nézve disztributiv. A komplementu-
mos disztributiv halokat Boole-algebrdknak szokas nevezni.

Egv hélot moduldrisnak neveziink, ha benne a=c esetén minden b-re

2) (a o b)y~c.-=aw(bo).

Végiil, egy L halot (CRoISOT nyoman, 1. [6], 85. 0.) féligmoduldrisnak
neveziink, ha az L minden olyan a, b, ¢ elemharmasahoz, amelyre

be<ia<ic<a b,
talalhaté L-nek legalabb egy olyan f eleme, amelyre

“bhme<t<b
és
(@ t)y~c=a.

Megijegyezziik, hogy minden disztributiv hdlé egyszersmind modularis, s min-
den moduldris halé egyszersmind féligmoduldris ({1}, 134. o.; [6], 84. 0.)-

2. Komplementum és relativ komplementum
korlatos relativ komplementumos halékban

2. 1. Neumann tétele. A komplementumos moduldris halok elméletének
megalapozasa és kiépitése terén igen nagy érdemei vannak NEUMANN JANOS-
nak. Az 6 nevéhez flizddik, tobbek kozott, az alabbi, bar majdnem trivialisan
bizonyithaté, mégis igen fontos tétel, amelyet — célunknak megfelelden —
az eredetitdl ([9], 6. 0.) eltér6 szovegezéssel, de lényegileg valtozatlanul a
kovetkez6képpen fogalmazunk meg:
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Neumann tétele: Legyen L komplementumos moduldris hdlo, r az
L tetszés szerinti eleme, a és b pedig az L olyan, egyébként tetszés szerinti
elemei, amelyekre :

(3) a=r=é
teljesiii. Akkor, az r akdrmelyik komplementumdt jeloli is t, az
(4) s=(a-t)~b —a o(t~b)

elem az r (egyik) relativ komplementuma [a, b]-ben.' :
Kavetkezdleg, minden komplementumos moduldris hdlo relativ komple-
mentumos.
A dolgozatnak ebben a fejezetében a tétel egy bizonyos értelmii meg-
forditdsanak probléméjaval s az igy nyert eredmény néhany alkalmazasaval
foglalkozunk.

2.2. Neumann tételének megforditasa. Mindenekel6tt néhany szot
szolunk arrol, hogy a tétel milyen értelmit megforditdsdra gondolunk. A tétel,
mint lattuk, komplementumos moduldris haldékra - amelyek természetesen
korlatosak és éppen a tétel szerint relativ komplementumosak — kimondja,
hogy ha r eleget tesz (3)-nak, ¢ pedig az r komplementuma, akkor minden egyes
(4) szerinti s elem az r relativ komplementuma [a, b]-ben. Felvetédik a prob-
léma, hogy viszont eldall-e r minden [a, b]-beli s relativ komplementuma ezen
a modon; azaz, az r barmely [a, b]-beli s relativ komplementumahoz megad-
hat6-e az r-nek egy ¢ komplementuma tgy, hogy ¢ kielégitse a (4) egyenletet.

Megmutatjuk, hogy e problémara a valasz igenld, st hogy ez a meg-
forditds bizonyos nemmodularis halokra is érvényes.

Neumann tételének ezt a megforditdsat az 1. tétel 1. kovetkezménye
fogja tartalmazni. Maga a tétel pedig nemcsak a kivant tulajdonsag / exisz-
tencidjat fogja igazolni, hanem eljarast is ad az Osszes ilyen ¢ elemek meg-
hatarozdsara. A tétel 2. kovetkezménye kevésbé érdekes; inkdbb csak a 3.
tétel elokészitése érdekében fogalmazzuk meg.

1. TETEL: Legyen L korldtos relativ komplementumos hdlo, a és b az L
olyan elemei, amelyekre a =0 teljesiil, r és s pedig az [a,b] olyan elemei,
amelyek egymdsnak relativ komplementumai |a, b]-ben. Ekkor az

\ rnt=o

rot=i
®) | @oDrb=s
a.-(t~b)—=s

U A (4)-beli két kifejezés egyenid volta a modularitasbol kovetkezik; 1.(2). — Félre-
értések elkeriilése végett hangsitlyozni kivanjuk, hogy a ,Neumann tétele“ kifejezést csak
a késObbiek megfogalmazasanak konnyitése érdekében hasznaljuk, tehdt nem azért, mintha
e tétel Neumann nagyon értékes munkassagaban jelentés helyet foglalna el.
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egyenletrendszer t-re nézve megoldhato, s a rendszer Osszes megolddsai eld-
dllnak a kivetkez6 mdodon : Vessziik

1. az a dsszes |o, s)-beli relatlv komplementumainak Y halmazdt,

2. a b Osszes [s, i]-beli relativ komplementumainak Z halmazdt,

3. végiil, minden egyes y,z (y€Y,2€Z) elempdrhoz az s 0sszes |y, z]-
beli relativ komplementumainak (y-tol és z-tdl fiiggd) T,. halmazdit.

Az (5) egyenletrendszer dsszes megolddsai éppen a T = UyT,,z halmaz
elemei? tex

1. KOVETKEZMENY (Neumann tételének megforditisa): Legyen L korldtos
relatlv komplementumos hdld, a, b, r pedig L olyan elemei, amelyekre a=r=25
teljesiil. Akkor az r bdrmely [a, b]-beli s relativ komplementumdhoz megadhato
r-nek legaldbb egy olyan t komplementuma, amely kielégiti a (4) egyenletet.”

2. KOVETKEZMENY : A tétel feltevései mellett az () egyenletrendszer bdr-
mely t megolddsa elddllithato

(6) t={(@ ") )N b)y=(a ") (s (s b))

alakban, ahol o', b, s’ rendre az a, b, s elemek egy-egy alkalmasan vdlasztott
komplementumadt jelentik.

A tételnek és kovetkezményeinek bizonyitdsa eldtt néhany megjegyzést
tesziink.

1. MEGJEGYZES: Latjuk, hogy az (5) egyenletrendszer megoldasainak T
halmaza csak az q, b, s elemektdl fiigg, r-t6l azonban fiiggetlen. Ha tehat r,
és r, mindketten az s relativ komplementumai |[a, b]-ben, akkor az (5)-bél
r=-r, és r=r, helyettesitéssel el6ailo két egyenletrendszernek pontosan ugyan-
azok a f elemek a megoldasai; kovetkezbleg, ebben az esetben r-nek és 7.-
nek van (legaldbb egy) kozds komplementuma.

2. MEGJEGYZES: A tételben adott eljards minden egyes ¢ megoldast pon-
tosan egyszer allit el6, mert ha pl. y, 3=y, (3, 3.€Y), akkor s~f=y, €s
s~t==y, egyidejiileg L egyetlen { elemére sem teljesiilhet.

3. MEGJEGYZES: Végiil megijegyezziik, hogy a tétel altalanosabban is
fogalmazhatd. Ahelyett ugyanis, hogy kikotjiik L relativ komplementumos voitat,

2 A tételnek egy nagyon specidlis esete az [1], 8. fejezet 1. §-anak 2. gyakorlo-
feladata.

3 Latjuk, hogy az 1. kovetkezmény nem mds, mint a tételben szerepld, s a tekintett
egyenletrendszer megoldhatdsdgara vonatkozd részletallitds stilaris atfogalmazdsa. Hogy
mégis kiilon kimondjuk, annak két oka is van. Egyrészt az 1. kovetkezmény allitdsa 6nma-

giban is érdekes, masrészt ezaltal valik vilagossa a tételnek a Neumann-féle tétellel valo
kapcsolata.
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elegend6 feltenni, hogy (az Y és Z halmazok nem iiresek s) létezik legalabb
egy olyan y,z (y€Y,z€Z) elempar, hogy T,. nem iires.
Ezek utdn ratériink a tételnek és kovetkezményeinek bizonyitasara.

BizoNYiTAS : A tétel feltevései miatt az Y, Z, T,. halmazok egyike sem
iires. Ha tehat kimutatjuk, hogy a T halmaz elemei valéban kielégitik az (5)
egyenletrendszert, akkor ezzel a rendszer megoldhatosagat (tehat az 1. kovet-
kezmény allitasat) is bebizonyitottuk. Ennek megfeleléen el6szor éppen ezt
mutatjuk meg. i

Legyen f a T halmaz tetszés szerinti eleme. Ek-
kor, a T definicional fogva, taldlhatok olyan y.(€Y),
z(€Z) elemek, amelyekre érvényesek a kovetkezo
egyenletek :

(7) ANpy=0, a.y=S,
8) b~zi=s, boz=I,
) SNt=3:, S\t=2z.

Tovabba, a tétel feltevései szerint

(10) rmns=a, rus==b.

Ezeket felhaszndlva, egyszerii szdmoldssal mutatjuk meg, hogy minden egyes
t elem az r komplementuma. Ugyanis

rot=(F~ b~ (zt)y= [(10)-bdI] és (9)-bol]
=robnz)it= :
=rosnt=Fns)nsni= [(8)-bol]
—anmsnt= . [(10)-bd6i]
=any =20 [(9)-bdl és (7)-bol],

s dudlisan rwf =i
Tovabba, t kielégiti az (5) egyenletrendszer utolsé két egyenletét is.
Ugyanis

@t)ymb—-(awyvt)mb= [(9)-bol]
=zb=s [(9)-bd] és (8)-bol],

s hasonléan a-— ({ ~b)==s.
Ezzel befejeztiik annak kimutatasat, hogy a 7 tetszés szerinti f eleme az
(5) egyenletrendszer megoldasa.
Forditva, tegyiik fel, hogy ¢ az (5) egyik megoldasa. Definidljunk két
elemet, y-t és z-t (L-ben) az '
y=snt z=st
egyenletekkel. Ekkor, mindenek el6tt, ¢ az s relativ komplementuma [y, z]-ben.
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Tovabba, figyelembe véve (5) utolso két egyenletét,
y=snt=(a.  t) bt=b~t,
z=sut=qau(nb)yut—=auult.

Elobbib6l a tétel feltevései kozott szerepld a =0 és az r definicidjabol adodo
a=r egyenlttlenség, valamint (5) els6 egyenlete miatt

amny=an(b t)y=(@b)~{f==
=aqaf=rnt==0,
s ugyanebbol, az (5) utolsé egyenlete miatt,

avy=aubnt) :s.
Dudlisan adédik, hogy

bwz--i, bmnz - s
Ezek szerint y az a-nak relativ komplementuma [o, s|-ben, 2z pedig a b-nek
relativ komplementuma [s, /]-ben.

Tehat, az (5) egyenletrendszer tetszés szerinti { megoldasa, y==s.~t és
z=s\_t valasztassal, valéban el6all a tételben leirt modon. Ezzel a tétel
bizonyitasat befejeztiik. '

Végiil megmutatjuk, hogy a 2. kovetkezmény allitdsa levezethetd a tétei-
bol. Lattuk, hogy minden egyes, a 2. kovetkezmény allitisaban szerepld ¢
megegyezik a tételben szereplé T halmaz valamelyik elemével. Azonban,
ugyancsak a tétel (vagy még egyszeriibben, annak 1. kdvetkezménye) szerint,
Y barmely y, ill. Z barmely 2z eleme el6all

(11) y=o0 (@ Ns)y=a s,

ill.

(12) z2=(s-b)~i s.b

alakban, ahol a', ill. & az q, ill. b elem alkalmasan vdlasztott komplementuma.

Ugyanigy, az y, z elemek akdrmilyen vélasztisa esetén is, 7,. minden egyes
t eleme el6all o :

(13) t= (yush)mz=yu(sn2)

alakban, ahol s’ az s alkalmasan valasztott komplementuma. Lathato, hogy a
(11)—(13) egyenletek kozvetleniil adjdk a 2. kovetkezmény allitasat.

2. 3. Alkalmazas modularis halékra. A 2.2. §-ban kapott eredmé-
nyeket most moduldris halékra fogjuk alkalmazni. NEUMANN tételébdl tudjuk,
hogy ebben az esetben a korlatossig és a relativ komplementumossag egyiitt
ekvivalens a komplementumossaggal; ezért az eléz6 § eredményei barmely
komplementumos modularis halora alkalmazhatok. ’



KOMPLEMENTUMOS HALOK SZERKEZETEROL 65

Eloszor egyszerii bizonyitast adunk a kovetkezd ismert tételre :

2. TETEL: Minden egyértelmiien komplementumos moduldris hdlo diszt-
ributiv.

BizonyiTAs: Legyenek a, b,r egy komplementumos moduldris (tehat,
NEUMANN tétele szerint egyszersmind relativ komplementumos) L haio olyan,
egyébként tetszés szerinti elemei, hogy a=r=b5. Az 1. tétel 1. kovetkezménye
és NEUMANN tétele szerint az r elem [q, b]-beli s relativ komplementumai
éppen az Osszes s==(a-...r)- b alakil elemek, ahol r* befutja az r 0Osszes
komplementumait. Ha tehdt L egyértelmiien komplementumos is, akkor minden
egyes r elemének barmely azt tartalmazo [a, b]-ben pontosan egy relativ
komplementuma van, ez pedig, egy ismert tétel ([1], 134. 0.) szerint azt jelenti,
hogy L disztributiv.

Az 1. tétel 2. kiegészitésével kapcsolatban természetesen vetddik fel a
kérdés, milyen tovabbi feltételeknek kell a szoban forgd L haidt alavetniink
ahhoz, hogy L minden egyes (6) alakii f eleme az (5) egyenletrendszer meg-
oldasa legyen. Kovetkez6 tételiinkben kimutatjuk, hogy ehhez elegendé fel-
tenni L modularitasat.

3. TETEL: Legyen L komplementumos hdlo, a és b az L olyan elemel,
amelyekre a < b fteljesiil, r és s pedig az [a, b] olyan elemei, amelyek egymds-
nak relativ komplementumai [a, bl-ben. Tovdbbd a’, ¥, ill. s’ legyenek az a, b,
ill. s elemek tetszés szerinti komplementumai. Ha L moduldris, akkor minden
egyes (6) alakii t elem az (5) egyenletrendszer megolddsa (s igy, specidlisan,
az r komplementuma).

BizONYITAS: A bizonyitds, a feltételek felhasznalasaval, az r.t, rmi,
(a—t)~b, aw(t-b) kifejezések értékének kozvetlen kiszamitdsa utjan is
elvégezhet6, az 1. tétel alapjan azonban csaknem szamolas nélkiil adodik az
alabbi meggondolassal (amely egyébként nem mas, mint az 1. tétel 2. kovet-
kezményének bizonyitdsanal latott gondolatmenet megforditasa).

Feltevésiink szerint az L hald moduldris. De akkor, NEUMANN tételének
értelmében, az a’, b, § tetszés szerinti valasztidsa esetén is az

y =ouf(ad8)=ams
elem az a relativ komplementuma [0, s]-ben, a
z=(swb)~i=s. O
elem a b relativ komplementuma [s, /]-ben, s végiil a
- t=(a ~s)pus)n(sb)=
= (@ "S)—(§ (s b))

elem az s relativ komplementuma az [y, 2]~ [a’~s, s b] intervallumban.

5 HI. Osztaly Kozleményei 1X/1
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Tehat, az 1. tétel figyelembevételével, ¢ valéban az (5) egyenletrendszer meg-
oldasa, fiiggetleniil attol, hogy «’, &', ill. s’ az a, b, ill. s elem melyik komp-
lementumat jelenti.

A komplementumos modularis halokra vonatkozdan még egy olyan ered-
ményt akarunk megemliteni, amely az 1. tételb6l adodik. Ez az eredmény
ugyan NEUMANN tételének és 1. tételiinknek egyszerii kovetkezménye, tartal-
mdandl fogva azonban — mint a 3. tétel természetes kiegészitése — mégsem
érdektelen.

4. TETEL: Legyen L komplementumos moduldris hdlo, a, b, r pedig az L
olyan elemei, amelyekre a=r=05 fteljesiil. Akkor az r bdrmely t komplemen-
tumdhoz taldlhato r-nek olyan la, b]-beli s relativ komplementuma, valamint az
a, b, s elemeknek egy-egy olyan o', b',s" komplementuma, hogy az a', ¥,s,s',t
elemekre (6) teljesiil.

BizONYiTAS: NEUMANN tétele szerint az (a —t)b—aw(fb) elem r
relativ komplementuma |[a, b]-ben; valasszuk ezt s-nek. Ezzel az s-sel ¢ egy
(5) alaku egyenletrendszer megolddsa, s igy — az 1. tétel 2. kovetkezménye
szerint — valdban eléallithatd a 4. tételben kimondott modon.

3. Komplementumos halék modularitasara
vonatkozé feltételek

3. 1. Dilworth modularitasi tétele. Ismeretes, hogy DEDEKIND ([3],
389. 0.) halok moduldris voltdira a kovetkezd sziikséges és elegendd feltételt
adta:

Dedekind tétele: Egy hdlo akkor és csak akkor moduldris, ha
nincs a b

(14) °

: a
hdléval izomorf részhdloja.

DEDEKIND tételét kettos végességi kovetelménynek eleget tevo halok ese-
tére DILWORTH [4] lényegesen élesitette. Tételének idézése el6tt allapodjunk
meg a kovetkezd elnevezésben: egy korldtos L hald valamely R részhalojat
Dilworth-féle részhdlénak mondjuk, ha R tartalmazza az L korlatelemeit és izomorf
(14)-gyel. Ezzel az elnevezéssel DILWORTH tétele a kovetkezoképpen hangzik :
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Dilworth modularitasi tétele: Kettds végességi kovetelmeny-

nek eleget tevé komplementumos hdlé. akkor és csak akkor moduldris, ha nincs
Dilworth-féle részhdloja.

A feltétel sziikségessége DEDEKIND tételébdl kovetkezik; elegendOsége
viszont hosszas szamoldst igényel, s az egyes lépések igen lényegesen kihasz-
naljdk a végességi kovetelmények fenndlldsat. A kovetkezd §-ban tirgyalando
5. tétel, valamint McCLAUGHLIN-nek e dolgozat lezdrasa utdn megijelent ered-
ménye (,Atomos komplementumos halé akkor és csak akkor modularis, ha
nincs Dilworth-féle részhdloja“; 1. [8]) azonban mutatjdk, hogy mégsem egy
»véges jellegii“ tételr6l van szo.

3.2. Dilworth tételének Kkiterjesztése relativ komplementumos

halékra. Az elébb mondottaknak megfelelden kimutatjuk, hogy érvényes a
kovetkez6 :

5. TETEL: Korldtos relativ komplementumos hdlo akkor és csak akkor
moduldris, ha nincs Dilworth-féle részhdldja.

BIZONYITAS : A feltétel szitkségessége ismét trividlisan kovetkezik DEDEK]ND
tételébol; elegenddségét az 1. tétel alapjan bizonyitjuk be.

Ha egy karlatos relativ komplementumos L hadldo nem moduidris, akkor
DEDEKIND tétele szerint van legalabb egy

b

¥y

Q

diagramos részhal6ja. Ebben s-nek r, €s r, is [a, b]-beli relativ komplemen-
tuma, s igy az 1. tétel utdni 1. megjegyzés szerint van olyan f elem, amely
ri-nek és r-nek is komplementuma. Kovetkezéleg, az o, r, 7,1t i elemek L-
nek Dilworth-féle részhalojat képezik. Ezek szerint, ha egy korlatos relativ
komplementumos halénak nincs Dilworth-féle részhaléja, akkor az a halé
sziikségképpen modularis.

Eredményiinket rogton felhasznéljuk arra, hogy bepillantast nyerjiink az
egyértelmilen komplementumos hdalok szerkezetébe. Régebben azt sejtették
(I. pl. [2]), hogy minden ilyen hal6 disztributiv; DILWORTH azonban 1945-ben
(az [5] dolgozatban) ezt a sejtést megcafolta, kimutatvdn, hogy minden halé
bedgyazhatd egyértelmlien komplementumos haloba.! Masrészt a 2. tétel sze-

+ Ez az eredmény azért cafolia meg a sejtést, mert disztributiv haldé minden rész-
héldja is disztributiv.

5%
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rint egyértelmiien komplementumos moduldris halé disztributiv is; tehat az
egyértelmiien komplementumos " halok két osztidlyba sorolhatok, tgymint a
Boole-algebrak €s az egyérteimiien komplementumos nemmoduldris halék
osztidlydba. Az utébbiak szerkezetének feltdrasa terén j 1épést jelent a

6. TETEL: Egyértelmiien komplementumos nemmoduldris hdlo nem lehet
relattv komplementumos. '

BizoNyiTAS: A tétel kozvetleniil adodik az el6z6 tételbdl. Ha ugyanis
a korlatos L ha&ldo nemmoduldris, de relativ komplementumos, akkor az 5. tétel
szerint van Dilworth-féle részhaloja. Kovetkezoleg, L ekkor nem egyértelmiien
komplementumos.

3. 3. Egy modularitasi feltétel. Dilworth modularitasi tétele, s ugyan-
csak az altalunk bebizonyitott 5. tétel sziikséges és elegend6 feltételt tartalmaz
bizonyos tipustt komplementumos héalék modularitdsdra. Most, az emlitett téte-
lekre tdmaszkodva, egy tovabbi modularitisi feltételt adunk.

7. TETEL: Legyen L olyan korldtos hdlo, amely a kivetkezd (A), (B) tulaj-
donsdgok koziil legaldbb az egyikkel rendelkezik :

(A) L atomos és komplementumos ;

(B) L relativ komplementumos.
Akkor L moduldris voltdnak sziikséges ¢és elegendd feltétele az, hogy L
bdrmely a, b, ¢ elemhdrmasdra az :

(15) ac==1
(16) amc=0
an b~c==0

egyenletek fenndlldsdbol vagy b=a, vagy b|a kivetkezzék.
A bizonyitashoz a kovetkezd segédtételt bocsédtjuk elore:

SEGEDTETEL : Koridfos L hdlo csak akkor moduldris, ha bdrmely a, b, c

elemhdrmasdra a (15), (17) egyenlefek fenndlldsdbol vagy b=a, vagy blla

kovetkezik.

Mert ha egy korlatos haldban talalhaté olyan a, b, c elemharmas, amelyre
a (15), (17) egyenletek mellett b>-a is teljesiil, akkor (15) szerint b c=
=Zac=1, (17) szerint pedig a~c=b~c=o0, s igy az o0,a,b,c,i elemek
L-nek Dilworth-féle részhaldjat képezik. Kovetkezéleg, DEDEKIND modularitasi
tétele szerint ekkor L nem modularis.

Ratériink a 7. tétel bizonyitdsdra. A segédtétel szerint a tételben meg-
adott feltétel sziikséges; kimutatjuk, hogy elegendd is. E célbdl tekintsiink
egy olyan korlatos L halot, amelyben (A), ill. (B) teljesiil. Ha L nem modu-
laris, akkor — (A) teljesiilése esetén MCLAUGHLIN [8]-beli fentebb idézett
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eredménye, (B) teljesiilése esetén pedig 5. tételiink szerint — tartalmaz
Dilworth-féle részhalot; ennek belsé elemeit jeldljiik a-, b-, c-vel, mégpedig
legyen éppen o< a<<b-<i és o<<c<i. A Dilworth-féle részhalé definiciéjabol
(I. (14)-et a, b, p, g, s helyett rendre o, i, a, b, c-vel) rogton lathatd, hogy erre
az a, b, ¢ elemharmasra (15), (16) és (17) teljesiil; ennek ellenére b >a. Ezzel
a feltétel - elegenddségét is igazoltuk.

A fentiekb6! lathatd, hogy a 7. tételben az (A), ill. (B) tulajdonsag bar-
mely olyan (T) tulajdonsdggal helyettesithetd, amelyre fennall az, hogy (T)
tulajdonsagti komplementumos hald csak akkor moduléris, ha nincs Dilworth-
féle részhaloja. '

4. Véges hossziisagu komplementumos modularis halok szerkezetérol

4.1. A probléma felvetése. Ismeretes ([1], 134. 0.), hogy egy modu-
laris halé akkor és csak akkor disztributiv, ha nem tartalmaz a

(18)

haloval izomorf részhalot. DEDEKIND és DILwORTH modularitasi tételeire visz-
szagondolva, onként vetddik fel a kovetkezd kérdés: nem igaz-e DILWORTH
tételének olyan analogonja, hogy kettds végességi kovetelménynek eleget tevo
— vagy, ami modularis halok esetén ezzel ekvivalens, véges hosszisagi —
komplementumos moduldris halé akkor és csak akkor disztributiv, ha nem
tartalmaz olyan, a (18)-cal izomorf részhalot, amelyben a-nak a halo legkisebb,
b-nek pedig a halo legnagyobb eleme felel meg.

Egyszerii ellenpélda meggy6z arrdl, hogy az allitds ,akkor“ része alta-
laban nem igaz. Tekintsiink példaul egy « projektiv sikot, s az ¢ Osszes line-
aris altereinek tartaimazas szerint rendezett (modularis, de nem disztributiv)
E halojat, az iires halmazt is E-hez szamitva. Konnyii latni, hogy E-ben
nincs olyan (18)-cal izomorf részhald, amely £ mindkét korlatelemét tartal-
mazna. (A p, q,r elemek helyébe ugyanis az & bizonyos pontjait, illetve egye-
neseit kellene helyettesiteni; de akkor a p,q, r elemek kozott

1. vagy két pontnak kellene eléfordulnia, amikor is ezek E-beli egye-
sitettje az ¢-nak egy egyenese, nem pedig maga az &,

2. vagy két egyenesnek kellene el6fordulnia, amikor is ezek E-beli met-
szete az £-nak egy pontja, nem pedig az iires halmaz.)
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A haromdimenzios projektiv tér 6sszes linedris altereinek haldjaban viszont
— amely ugyancsak modularis, de nem disztributiv. — mar vannak olyan
(18) diagramos részhalok, amelyekben a==0 €és b=i: ilyet alkot, az iires
halmaz és a teljes tér hozzavételével, barmely harom paronként kitéré egyenes.

Felvetjiik tehat a kovetkezd problémat: mi a sziikséges és elegendd fel-
tétele annak, hogy egy véges hossziisagn komplementumos nemdisztributiv
moduléris halénak legyen olyan (18) diagramos részhaléja, amelyben a=-0
és b—1i. A fenti két példa alapjan varhatd, hogy ez a feltétel kapcsolatban
lesz a halé hossziisdgaval.

4.2. El6késziiletek. Mar a felvetett probléma megoldasat tartaimazo téte-
link megfogalmazasahoz is sziikségiink van a komplementumos modularis
halok elméletében ismeretes bizonyos eredmények idézésére. A targyalas folya- -
matossaga érdekében egyszersmind a bizonyitdsban alkalmazasra keriilo ered-
ményeket is mar most ismertetjiik. Mindezeket az eredményeket segédtételek
formajaban fogalmazzuk meg.

Mindenek ei6tt két segédtételt mondunk ki a véges hossziisagn komple-
mentumos moduldris halok szerkezetérdl :

1. SEGEDTETEL: Bdrmely véges hosszusdgt komplementumos moduldris,
L hdlo egyértelmiien elddllithato egy Py Boole-algebra és véges szdmii P, ..., Py
egyszerii® komplementumos nemdisziributiv moduldris hdlo
(19) L-P P - P (t veges)
direkt Osszetételekent.

2. SEGEDTETEL: Véges hossziisdgi komplementumos. nemdisztributiv mo-
duldris hdlo akkor és csak akkor egyszerii, ha bdrmely p,q (p=Fq) pontpdr-
Jahoz taldlhatoé legaldbb egy olyan r(=-p,q) tovdbbi pont, hogy r-p-._q.

Az 1. segédtétel abbol kovetkezik, hogy ({1}, 120. o., Lemma 2 és
Theorem 6) minden véges hosszusigt komplementumos moduldris hédlo egy-
értelmiien el6éllithatd egyszerii (véges hossziisagit) komplementumos modularis
halok direkt Osszetételeként; a segédtételbeli P, a disztributiv komponensek
direkt Osszetétele. A 2. segédtételre nézve 1. [7], 89. o.

3. SEGEDTETEL ([1], 67. 0.): Legyen L véges hossusdgiu moduldris hdlo,
s d(x) (x€L) jelentse az x elem magassdgdat L-ben. A d(x) fiiggvény értéke
akkor és csak akkor 0, ha x=—=o; tovdbbd, L barmely a, b elempdrjdra
(20) d{a. - b)y-+d{@ab): -d(a)+ d(b).

5 Egy L halot egyszerinek neveziink, ha minden egves homomorf képe vagy egy-
elemit halo vagy magaval L-lel izomorf. '

6 Természetesen akar a P,, akir az osszes P, (k=1,...,¢) halok lehetnek egyelemii
halok is; ez utdbbi esetben — és csak akkor — L disztributiv. :
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DerNiclO  ([7], 104. 0.): Alulrél korldtos moduldris hdlé valamely
{D1, ..., bm} (m véges) ponthalmazdt fiiggetlennek (s a p,,..., pn pontokat

1
egymdstol fiiggetleneknek) nevezziik, ha’ (,.L.J.lp”)‘n’ pra=o0 ({==1,...,m—1).

_Kimutathato ([1], 104. 0.), hogy e definici6 — formaja ellenére — a
pontok adott sorrendjétél fiiggetlen; ebbol kovetkezik, hogy fiiggetlen pont-
halmaz minden részhalmaza is fiiggetlen.

4. SEGEDTETEL: Alulrél korldtos moduldris L hdlé pontjainak bdrmely
{D1s -, Du) halmazdra d(p,o---opn)=m, s egyenloség pontosan akkor dll,
ha a {p,, ..., pn} ponthalmaz fiiggetlen.

Az m =2 esetben a 4. segédtétel trividlis, az m>2 esetre pedig teljes
indukcidval igazolhaté a kovetkezOképpen. Feltessziik, hogy a 4. segédtetel
minden legfeliebb m—1 elembdl all6 ponthalmazra igaz. Ekkor a 3. segeéd-
tétetbeli (20) folytan

(1) d(pro-Ipa)= d(Pr o Puat) F A(Pu)—d (Do O Pir1) N Du)-

Az indukcidfeltevés miatt (21) jobboldala mindig kisebb vagy egyenlé mint
(m—1)41—0=m. Speciélisan, {p,, ..., pn} akkor és csak akkor fiiggetlen,
ha {p,,..., D) fliggetlen és (p, - pun) ™ pw =0, vagyis ha (21) jobb-
oldala éppen egyenld (m—1)+1—O0= m-mel.

A 4. segédtételbdl rogton kovetkezik, hogy m-hossziisagu modularis
haloé pontjaibol akkor és csak akkor valaszthaté ki m-elemii fiiggetlen pont-
halmaz, ha a halé legnagyobb eleme el6allithaté pontok egyesitettjeként. Mivel
komplementumos moduldris halok esetén ez mindig lehetséges ({1], 105. o.
Theorem 6), ezért érvényes az

5. SEGEDTETEL: Ha az L komplementumos moduldris hdlo hossza m
(ahol m véges), akkor L legnagyobb eleme elddllithaté m szdmi egymdstol
fiiggetlen pont egyesitettjeként.

4.3. A tétel és bizonyitasa. Most mar megfogalmazhatjuk a 4. 1 végén
felvetett probléma megoldasat.

8. TETEL: Véges hossziisdgi komplementumos moduldris L hdlo akkor
és csak akkor tartalmaz olyan (18) diagramos részhdlot, amelynek legkisebb
eleme az L legkisebb elemével, legnagyobb eleme pedig az L legnagyobb ele-
mével egyezik meg, ha a (19) szerinti direkt felbontdsiban P, az egyelemii
hdlo, s minden egyes Py (k==1,...,t) hossziusdga pdros.

1 1 :
“ Az |J szimbdlum jelentése: { pr= py e
k=1

k=

LY
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BiZONYITAS: Az 1. segédtétel szerinti felbontasnak megfeleléen az L
tetszés szerinti a, b, c elemei reprezentdlhatok

Ca= (e, @, ..., @) |
(22) 3 b:"—‘(ﬂ(,, ,@1, ey ,Sg) : ((l;;,,-i));, ‘/];EP),A; k:O,l,,t)
<C:(7’0, }’17---,’}4) , .
alakban. Tovabba, ha o, és 1, jelenti a P, (k=0,1,...,¢) legkisebb, ill.
legnagyobb elemét, akkor az
(23) a~b=b~c=cna=o
(24) avb=0bc=ca=:i
egyenletek az a, b, ¢ elemekre akkor és csak akkor teljesiilnek, ha az a, b, ¢
elemek (22) szerinti komponenseire fennallnak az

(25) €N F== N V=M (-ck = @,
(26) € /gI: = /})k o/ '/l; = 7}; & =y
egyenletek.

A fentiekre tdmaszkodva, eldszor azt mutatjuk meg, hogy a tételben fel-
sorolt feltételek sziikségesek. EbbOl a célbdl tegyiik fel, hogy L-nek van olyan
a, b, c elemharmasa, amely eleget tesz a (23)—(24) egyenleteknek, s igy ezek-
nek az elemeknek komponensei eleget tesznek (25)—(26)-nak.

Ebben az esetben a P, disztributiv halo «,, 8,, 7, elemei egymasnak
paronkénti komplementumai. Disztributiv halé minden elemének azonban leg-
feljebb egy komplementuma lehet ([1], 134. o0.). Ezért «,, &, 7, nem lehetnek
mind kiilonboz6k ; nyilvan az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik,
hogy éppen «,==3,. Ebb6l azonban, (25)—(26) miatt,

(== (g M By == €y My = Gy == Uy ' €y == @y By =
kovetkezik ; ez pedig éppen azt jelenti, hogy P, valdban egyetlen elembdl all.
Tekintsiik ezutdn a P (k==1, ..., ) komplementumos modularis halokat.
A P.-ban d(§:)-val jelolve a &.(€ P:) elem magassagat, a 3. segédtétel, valamint
(25) és (26) miatt, )
d(e) +d(8) = d(u) + d(or) — d(u)
d(B)-+d(y) =du) +d(w) =d(u) (k—=1,...,1).
d(7) +d(er) = d(u) +-d (o) = d(%)

Osszeadva ezeket az egyenleteket, azt kapjuk, hogy

2(d(ar) +d(B) +d(yr)) = 3d (1) (k=-1,...,1).

Mivel pedig az utobbi egyenlet baloldaldn paros szam all, ezért a jobboldalan
is parosnak kell allnia; azaz, d(u)-nak (minden k-ra) oszthatonak kell lennie
2-vel.
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A feltételek sziikségességének bizonyitasaval tehat készen vagyunk.

A feltételek elegendGségének bizonyitasdhoz, a (23)—(24) és (25)—(26)
egyenletrendszerek ekvivalencidja miatt, csak azt kell megmutatnunk, hogy
ha egy komplementumos nemdisztributiv moduldris P hdlo pdros (=5=0) hosz-
szisdgi és egyszeri, akkor P-ben taldlhatok olyan a,b,c elemek, amelyek
kielégitik a (23)—(24) egyenleteket. (Mivel P nem az egyelemii halo, ezért a
(23)—(24) teljesiilése esetén a, b, ¢ méaris mind kiilonbozok.)

Ennek megfeleléen legyen P olyan halo, amelynek megvannak az 0sz-
szes most felsorolt tulajdonsagai. Jeloljiik a P hosszusagat (annak kifejezésére,
hogy ez kikotéseink szerint paros szdm) 2n-nel, ahol n>0 és egész. Ekkor,
d(x)-szel jelolve az x(€ P) elem magassagat,

(27) d(i)-=2n.
Az 5. segédtétel szerint tehat / elballithato
(28) (Upyo(Ua)—i
alakban, ahol {p,,...,Pu,qs, ..., g=} a. P valamely fiiggetlen ponthalmaza.
Valasszuk a-nak, ill. b-nek az
(29) a= U ps
(30) b: U qr
k=1
elemet; ekkor, (28) szerint, maris '
(31) a.b—=i.

Ugyanakkor, a 3. segédtételben foglalt (20) egyenlet, tovabba (31) szerint
d(a~ by=-d(a)+d(b)—d(a. b)—=
- -d(a)+d(b)—d(i).

Azonban, a 4. segédtétel és (27) szerint

- d(@)+d(b)—d(i))=n+n—2n=0.
Utolso két egyenletiinkb6l d(a ~ b)=0, azaz — a 3. segédtétel els6 allitasa
folytdn —
(32) amb-—o.

Tekintsiik ezutan P 6sszes e, = pp\qx (k=1, ..., n) alaki elemeit. A P
egyszeriisége folytan, a 2. segédtétel értelmében, minden egyes ex-hoz van
legalabb egy olyan rx(5=px, i) pont, hogy ri=p.\q.. Mivel egyrészt a 4.
segédtétel szerint d(pi qr)=d(qr 1) = d(r. v py), masrészt r.=p.\Jq:
miatt gi o1, o P =i qx, ezért

(33) er==pPr =g S, =1\~ P (k=1,...,n).
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Definidljuk ezutan c-t a kovetkez6képpen :

(34) c—Ur.
k=1
Ekkor a (29), (34) és (33) egyenletek szerint,
A\JCZ P\ 1, == €, > (. (k 1,...,/1).

Ebbdl és (30)-bdl, valamint (31)-bél

(35) auc:au(auc)gau(qu)zaubzi.
k=1

Masrészt, a d(a — b) kiszamitdsakor mar alkalmazott gondolatmenettel,
(35)-ot is felhaszndlva, :

danc)=:d(a)+d(c)—d(awc)=-
=:d(a)-+d{c)—d(i) =
. =nd-n—2n=90,
ahonnan
(36) amc==0.

Végiil, az a és b elemek szimmetrikus szerepe miatt, az el6bbi meg-
gondolasokkal

(37) buc=-i,
(38) brc=—=o

is adodik. De (31), (32), valamint (35)—(38) szerint az o, a, b,c, i elemek L-
nek (18) diagramos részhaldjat képezik.
Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

4.4. A tétel projektiv geometriai kapcsolatai. A komplementumos
moduldris halok elmélete kapcsolatban all a projektiv terek elméletével : sza-
mos projektiv geometriai tételnek megvan a haldelméleti megfeleldje, s a
komplementumos modularis halékra vonatkozo egyes tételekbdl érdekes pro-
jektiv geometriai eredmények is adodnak.

A 8. tétel projektiv geometriai megfelelojét igen konnyen megfogalmaz-
hatjuk. Legyen 8 az n-dimenzids valds projektiv tér, P pedig a ‘P Osszes
linedris altereinek tartalmazas szerint rendezett haloja (az iires halmazt is a
linearis alterek kozé szdmitva). Ekkor a P egy (n- 1)-hosSzlisagu komple-
mentumos moduldris hdlo. Nevezziik a ¢ két X és 9) linedris alterét a ¢ fiig-
getlen generdtorpdrjdnak, ha e két altér kozos elem nélkiili s egyiitt kifesziti-
a § teret. Ekkor a 8. tételbdl azonnal kovetkezik, hogy a ‘B projektiv térben
akkor és csak akkor taldlhatok olyan AN, B, € linedris alterek, melyek koziil
bdrmely ketto a P-nek fiiggetlen generdtorpdrjdt alkotja, ha n pdratian. (A

tétel tehat, specidlis esetként, magaban foglalja a 4.1 végén, a problémafel-
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vetés elott targyalt példakat.) A tétel bizonyitdsat megfigyelve, az is kideriil,
hogy ekkor végtelen sok ilyen tulajdonsagt altérhdrmas létezik.

A most kimondott projektiv geometriai allitds természetesen tisztan pro-
jektiv geometriai (illetdleg linedris algebrai) modszerekkel is bebizonyithato,
mégpedig éppen a 8. tétel bizonyitdsdnal latott gondolatmenettel. Ez azonban
nem megleps, mert hiszen a targyalt bizonyitds maga is egy projektiv geo-
metriai gondolat dltaldnositasa. Legyen ugyanis *}}; a haromdimenzids projek-
tiv tér, s e, f a P, két kitérd egyenese. Ekkor egy olyan g egyenes, amely
mind az e-hez, mind az f-hez képest kitér6, meghatarozhatoé tgy, hogy eld-
szor kijeloliink két-két pontot, E,, E~-t és F,, F-t az e, ill. f egyenesen, s
ezutan g-nek vessziik az E.F. (k=-=1,2) egyenesek valamely G(=l- Ex, Fi)
pontjainak 0sszekdtd egyenesét.

5. Félkomplementum és komplementum féligmodularis halékban

5.1. Féligmodularis halé maximalis félkomplementumairdl. DEDE-
KIND tételét korldtos moduldris halokra alkalmazva azonnal adddik, hogy egy
ilyen hdlo egyetlen elemének sem lehet két kiilonb6z6 dsszehasonlithaté komp-
lementuma. Ennek alapjan pedig mar trivialis, hogy ha r egy korlatos modu-
laris halo tetszés szerinti eleme s ¢ az r valamely komplementuma, akkor r-nek
nincs #-nél nagyobb félkomplementuma sem.

Altalaban, alulr6l korlatos K halo esetén valamely r(¢ K) elem maximdlis
Jélkomplementuman az r olyan m félkomplementumat fogjuk érteni, amelyre
az rnf=:0, f=m feltételekb6l f--m kovetkezik (azaz, amelynél nagyobb
félkomplementuma nincs r-nek). Ha egy ilyen m==0, akkor ezt az elemet
az r maximdlis valodi félkomplementumdnak fogjuk nevezni.

Ezzel az elnevezéssel fentebbi megjegyzésiinket igy fogalmazhatjuk:
Korldfos moduldris hdlo bdrmely elemének Gsszes komplementumai egyszersmind
az illeto elem maximdlis félkomplementumai.®

Kimutatjuk, hogy a félkomplementumossag kikotése mellett az allitas
megforditasa is érvényes, mégpedig nemcsak modularis, hanem féligmodularis
halbkra is:

9. TETEL: Ha egy féligmoduldris félkomplementumos L hdlo valamely r
elemének van m maximdlis valddi félkomplementuma, akkor L-nek van legna-
gyobb eleme és m az r komplementuma. ’

% Az Allitas altalaban mar féligmodularis haldkra sem érvényes, mert hiszen korlatos
féligmodularis haloban lehet olyan elem, amelynek van két dsszehasonlithaté komplemen-
tuma (gondoljunk pl. az affin tér esetére vagy DirwortH modularitasi tételére és az 5. té-
telre), s ezek koziil a kisebbik mint félkomplementum sem maximalis.
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KOVETKEZMENY : Ha egy féligmoduldris hdlo mindegyik belsé elemének
van maximdlis valodi félkomplementuma, akkor a hdlénak van legnagyobb
eleme s a hdlo komplementumos.

BizoNYiTAs : Mindenekeldtt megjegyezziik, hogy a kovetkezmény a tétel-
bol trividlisan adodik, tehat csak magaval a tétellel kell foglalkoznunk.

A tétel bizonyitdsa céljabdl tekintsiink egy féligmodularis félkomple-
mentumos L halot, s ennek tetszés szerinti r elemét. Mivel r-=o-ra és r—i-re
(amennyiben i létezik) az allitds nyilvanvaléan igaz, ezért a tovabbiakban fel-
tehetjiik, hogy reJ(L). (Az J(L) jelentését illetdleg 1.1-re utalunk.)

Ezek utan vilagos, hogy elegendd megmutatni a kovetkezot: Ha redi(L),
és f az L olyan eleme, hogy

(39) r~nf=o0 és f:-o,
tovdbbd ‘
(40) rofed(l),

akkor r-nek van f-nél nagyobb félkomplementuma. Ennek megfeleléen tegytik
fel, hogy az r, f elemekre (39) és (40) teljesiil s vezessiik be az
(41) rof=d

jelolést. (40) és az L félkomplementumos volta miatt d-nek van valamely x
valodi félkomplementuma, s a (41)-b6l leolvashatd f=d miatt x ~f=x~d=o.
Ezek szerint
(42) xnf=xnd=o0 és x==o.
Biyonyitand6 allitasunkat most a kovetkezd két részletdllitasra bontjuk fel:
1. Ha az L valamely z eleme eleget tesz az

(43) 0<2=X
(44) uf)md=f
feltételeknek, akkor z\wf>f, és 2o f az r-nek (valodi) félkompiementuma ;

2. Ha r, f,d és x eleget tesznek a (39)—(42) feltételeknek, akkor meg-
adhato L-nek olyan z eleme, amely kielégiti a (43), (44) feltételeket.

Latjuk, hogy e két dllitds egyiitt éppen a fentebb megfogalmazott, bizo-
nyitando allitast adja.

Az 1. BIZONYiTASA: Eloszor azt mutatjuk meg, hogy 2z f az r félkomp-

lementuma :
r~@wfy=(F~d)y~(@wf)—~ [(41)-bol]

=ren{dn(z- f))=
—rnf=0 [(44)-bol és (39)-bo].
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Tovabba
inf=xnf=o0<z [(43)-bol és (42)-bol];

marpedig 2z f<z, mint tudjuk, ekvivalens z f> f-fel.
A 2. BIZONYITASA : Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
(45) (xwfymd=r.

Ekkor (41) szerint :
r=xufyndz=fnf=Jf,
azaz r=f.

Ha + =/, akkor a v elem (45)-ben adott definicidja folytan *

(xofymd=f,

tehat 2= x helyettesitéssel (44) maris teljesiil. De teljesiil ekkor (43) is, mert
(42) szerint o< x(=x).
Hatra van az az eset, amikor ¢>f. Kimutatjuk, hogy ekkor

(46) xXmr<f<r<xuf.
Valéban,
x~r=xnxwf)ynd-- [(45)-bol]
= xd==0<f [(42)-bb1 és (39)-bdl]
s
) xvfz(xwfy~d=v [(45)-bdl],
de x_ f—= 1 lehetetlen, mert beldle ismét (45) szerint

x=xuf=r=(xuvf)nd=d,

azaz x~d==x kovetkeznék, s ez elientmondds (42)-vel.

Most hasznaljuk ki azt, hogy L féligmoduldris. Az 1.5-ben ismertetett
definicié szerint (46) fennédlldasa maga utdn vonja olyan f(€L) elem létezését,
amelyre

(47) Xme<t=x
és
f=(vwt)ymr.
Az elobbibdl t U f=xf, s ebbdl tovabb, az utobbi és (45) miatt,
(48) f=@uf)~e=0uf)n(xfmd—=
= (tw f)d.

Végeredményben, (47) és (48) szerint z=t-re (43) és (44) is teljesiil. Eszerint
a 2. részletdllitast is bebizonyitottuk.
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Tételiinkhoz és ennek kovetkezményéhez egy-egy megjegyzést fiiziink.
Elészor is, nem féligmodularis halokra az allitis mar nem érvényes. Igy
példaul, az

o
o

haléban m az r maximalis félkomplementuma, s mégsem komplementuma.

A kovetkezménnyel kapcsolatban azt jegyezziik meg, hogy egy r elem
maximalis valodi félkomplementuméanak létezéséhez — azon a trividlis kove-
telményen tal, hogy r-nek egyéltaldan legyen valodi félkomplementuma — ele-
gendd példaul, hogy a hdlo eleget tegyen a novekvé lancok végességi kove-
telményének (specidlisan, hogy véges hossziisagu legyen) vagy az tn. lta-
lanos metszet-disztributivitisnak.” A kovetkezmény tehat specidlis esetként
magaban foglalja a [11] dolgozat 2. és 3. tételét.

5.2. A féligmodularis halok egy specialis osztalyarol. Ebben a
§-ban olyan végtelen hosszlisdgu féligmoduldris halokrol lesz szd, amelyek-
nek Osszes belsd elemei véges magassaguak. (Ez a tipus a véges hosszlisagu
halok legkozvetlenebb altalanositdsa.) Ezekre a halokra a 9. tétel alapjan
bebizonyitjuk a kovetkez6t:

10. TETEL: Legyen L olyan félkomplementumos féligmoduldris hdlo,
amelynek 0Osszes belsé elemei véges magassdguak. Ha L hosszusdga végtelen,
akkor minden egyes r belsé eleméhez és bdrmely K pozitiv egész szdmhoz
megadhato r-nek olyan félkomplementuma, amelynek magassdga K-ndl nagyobb.

9 Ez utobbi fogalmat ([6], 78. o. nyomdn) a kovetkezoképpen definialjuk. Legyen
H—= {xv}vé p az L halo tetszés szerinti szamossagu részhalmaza, s pry jelentse a H-nak

L-beli legkisebb fels6 korlatjat, feltéve hogy ez létezik. (Ha H végeys, akkor ez a definicio
megegyezik a 6. labjegyzetben adottal.) Az L halérél akkor mondjuk, hogy eleget tesz az
dltaldanos metszet-disziributivitdsnak, ha minden M = {b;};. , részhalmazara és barmely a
elemére az a ™ (agjb") és Eéjd (a  by) kifejezések léteznek és egymassal egyenlok.
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Kovetkezbleg: A tétel feltételeinek teljesiilése esetén az r belsé elem
osszes félkomplementumainak magassigai a pozitiv egész szamok halmazat
kitoltik.

BizonyiTAS : Mindenekel6tt ramutatunk arra, hogy a tétel feltevéseinek
eleget tevé L halé egyetlen belsd elemének sincs komplementuma: ugyanis,
mint azt a szerz6 egy régebbi dolgozatdban ([12], 243. 0.) megmutatta, két
véges magassagu elem egyesitettie is véges magassagu.

Az el6z6 bekezdésben elmondottakbdl azonban, a 9. tétel szerint, az
kovetkezik, hogy az r bels6 elemnek maximalis (valddi) félkomplementuma
sincs. Eszerint az r akarmelyik valodi m, félkomplementumabdl kiindulva,
talalhaté L-ben olyan
(49) O <My < My < v o <M< Mgy < e+
végtelen novekvd lanc, amelynek minden egyes eleme r-nek félkompiemen-
tuma. Mivel a (49)-beli my,, elem magassiga mindenesetre K-nal nagyobb,
ezért a tétel allitdsa helyes.

A tétel utdni megjegyzés helyessége a tétel allitasabol és abbol a nyil-
vanvalo ténybdl kovetkezik, hogy ha L valamely f eleme az r félkomplemen-
tuma, akkor minden f-nél kisebb. elem is az r félkomplementuma.
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STANDARD IDEALOK
irta: GRATZER GYORGY

1. §. Bevezetés

E dolgozat célkitiizése a haldidedlok egy specialis osztalyanak, a stan-
dard ideédloknak definidldsa és részletes vizsgalata. A standard idedl fogal-
maénak sziikségességét két koriilmény is indokolja.

E fogalom bevezetéséhez els6 utként az a torekvés szolgdlhat, amely
a halok idealelméletét a gyiiriik idedljainak (csoportok normalosztoinak) sze-
repéhez hasonldéan kivanja kidolgozni. Itt elsdsorban arra gondolunk, hogy
minden gyiirit ideal egy és csak egy homomorfizmus magja, tovabba az.
idealok kielégitik az ismert izomorfia tételeket, a Zassenhaus lemmat és a
Jordan—HOolder—Schreier tételt. Konnyil latni azonban, hogy halok korében
a szokasos idedlfogalommal altalaban egyik eldbbi tétel sem marad érvényben.

A fenti kérdések koziil a haldelméleti idedifogalomnak a homomorfiz-
musmagokkal |étesithetd kapcsolatait ScHmMIDT E. TAMAssal egyiitt irt [3] és
(4] dolgozatunkban vizsgaltuk. Mas fontos feladat ezek utdn az izomorfia
tételek és a Jordan—Holder—Schreier—Zassenhaus tétel érvényességének
vizsgalata. E tételek mind bizonyos faktorstruktirdkra vonatkoz6 allitasok,
s ezek analogonjaif halok korében keresve mindenekel6tt sziikséges a faktor-
halé alkalmas definidlasa. Az L// faktorhdlon az L héalé egy olyan homo-
morfizmusa altal tétrehozott homomorf képét kell értentink, amely homomor-
fizmusnak magja az / idedl. Azonban ha az [ ideallal képezhetd is az L'/
faktorhalo, ez altalaban nem lesz egyértelmii. Két kézenfekvd megéllapodas
lehetséges: az [ magu homomorfizmusok koziil a legkisebb, ill. a legnagyobb
kitiintetése L'/ egyértelmii értelmezésénél.' K. SHoDA {8] cikkében kimutatta,
hogy az utobbi definiciét véve alapul, érvényesek maradnak az el6bb felsorolt
tételek. Azonban mar .J. HASHIMOTO is rdmutatott [5] dolgozatdban arra, hogy

1 Legyenek ¢, és ¢, L homomorfizmusai és @, ill. ¢, a megfelelé6 homomorfizmu-
sokat indukalé kongruenciarelacié. Akkor mondjuk, hogy ¢;= ¢,, ha 6, = 6, a szokasos
értelemben. Arra nézve, hogy az / maggal rendelkez0 homomorfizmusok kozott létezik
legkisebb, utalunk G. Birkuorr {1]-re, s a legnagyobb létezésének bizonyitasa sem okoz
nagy problémat.

6 1. Osztaly Kézleményei 1X:1
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ez halok esetében nem jelent tul sokat, hiszen pl. lancoknal csak a kételemi
homomorf képeket veszi tekintetbe. Ezért a tovabbiakban

az LI faktorhdlon az L hdlo | magu legkisebb homomorfizmusa szerinti
faktorhdldjdt értjiik.

Disztributiv haléban — a faktorhalo ilyen definiciojaval — konnyii-
szerrel nyerhetd, hogy az idedlokra érvényesek a fentebb emlitett tételek.
J. HasuimoTo [5] dolgozatdban bebizonyitotta, hogy ezen a mddon a halo-
elméletben jol ismert neutralis idedlokra® is igaz tételek nyerhetdk. Konnyii
azonban példat konstrualni arra, hogy nem minden olyan idedlosztaly, amely-
ben érvényesek az el6bb emlitett tételek, sziikségképpen a neutrdlis idealok
osztalya. /Egy dltalanos idedlosztalyt, amelyben igazak a fenti tételek és amely
tartalmazza a neutralis idedlok osztdlyat, szolgditatnak a standard idealok.

KovetkezOkben vazoljuk a standard idedl fogalom sziikségességének
masik okat. R. P. DILwoRTH [2] munkajaban kezdte meg a relativ komplemen-
tumos halok strukturdlis vizsgalatat. Egyik & észrevétele az volt, hogy a
véges hossztisdgu, komplementumos, moduldris halok elméletébdl ismeretes
G. BIRKHOFFt0l és K. MENGERtOl szarmazé alaptétel érvényes a véges relativ
komplementumos halok korében. Ezen éltalanositasi torekvés azota sok mds
szerz6nél is megtaldlhaté. Kézenfekvd tehdt a relativ komplementumos halok
korébe kiterjeszteni azokat a tételeket, amelyek komplementumos, modularis
halék -neutralis idedljaira vonatkoznak (ldsd. pl. BIRKHOFF [1] 125. old. és
SHIH—CHIANG WANG [9]). Ez esetben azonban a tételek szd szerinti atvitele
nem vezet helyes eredményre, foleg ha olyan O elemes hélokat tekintiink,
ahol csak a [0, a] intervallumok komplementumossagat tessziik fel. Tehat itt
is egy olyan tj idedlosztaly bevezetésére van sziikség, melynek segitségével
atmenthetOk az elobb emlitett tételek, s amely idedlosztaly modularis halok
korében megegyezik a neutralis idedlokkal. Ezt a célt ismét a standard idea-
lok segitségével érjiik el.

A dolgozat 2. §-aban nytijtjuk a standard elem és idedl definicidjat és
tébb ekvivalens feltétellel jellemezziik ezeket. A 3. §-ban a standard elemnek
és idealnak néhany alapvetd, az el6bbi jellemzésekbdl lesziirhetd tulajdonsagat
foglaljuk Ossze. A 4. § a standard elem és neutrdlis elem kapcsolatat vizs-
galja, s egy elég altalanos haldosztalyban (mely a modularis héalokat is maga-
ban tartalmazza) kimutatja a két fogalom ekvivalenciajat. Igazoljuk, hogy
{81, 5, x} disztributiv részhalo, ha x tetszéleges és s,, s, standard elem. Az
5. §-ban a standard idedlok és homomorfizmusmagok viszonydt nézziik meg.
Ugyanitt adjuk BIRKHOFF és WANG fentebb emlitett tételeinek altalanositasait.

2 Az L hdlo a elemét neutrdlisnak nevezziik, ha barmely x, y€ L-lel egyiitt disztri-
butiv részhalét general. A halé I idealja neutralis, ha az L hald idealjainak € halojaban v
I neutralis elem. :
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Tovabba fetszbleges haid standard ideal szerinti faktorstruktirajat jeliemezziik.
A 6. §-ban a két izomorfia tételt és a Jordan—Holder-—Schreier—Zassenhaus
tételt bizonyitjuk standard idealokra. A 7. §-ban ellenpéldakat mutatunk be s a
dolgozatot néhany probléma felsorolasaval fejezziik be.

2.§. Standard elem és ideal bevezetése

Miel6tt a bevezetésben emlitett standard idealt definidljuk, bevezetjiik a
standard elem fogalmat. Lathatjuk majd, hogy a standard elem és ideal kap-
csolata analdg a neutrdlis elem és idedl viszonyaval.

1. DEFINICIO: Az L hdlo s elemét standard elemnek nevezziik, ha L bdr-
mely x és y elemére
(1) xN(suy)=(xns)u(xny).

Mindenekel6tt lassunk néhdny példat standard elemekre. Az x,y,2
(¥ >2z) elemek altal generdlt 6telemil, nem-modularis haloban y standard elem,
azonban nyilvdn nem neutrdlis, tovabba az (x] idedl homomorfizmusmag s x
nem standard elem. (Ezzel belattuk, hogy a kovetkez6 fogalmak koziil seme-
lyik ketté sem ekvivalens: az x elem neutralis; az x elem standard; az (x|
ideal homomorfizmusmag.)

Konnyii 1atni tovabba, hogy disztributiv halé6 minden eleme standard,
hiszen (1) disztributiv egyenléség. Ugyancsak mindig standard elem egy
tetszoleges halo 1, illetve O eleme.

A standard elem néhdny jellemzését foglalja Ossze az

1. TETEL: Az L hdlo s elemére a kivetkezd feltételek ekvivalensek:

(«) s standard elem;

(8) L minden olyan u és t elemére, amelyre u=sut, fenndll u—
=@ns)u(ni;

(y) kongruenciareldcio az a O reldcio, amelynél x=y(@,) akkor és
csakis akkor teljesiil, ha (xNy)Us,=x Uy valamilyen s, =s-re;

(9) L bdrmely x és y elemére
@) su(xny)=(@Gux)n(suy),
(ii) Ssux—=sUy és snx-=sny fenndlldsdbol x —y kivetkezik.
BizoNyiTAS: A négy feltétel ekvivalencidjat ciklikusan fogjuk kimutatni.
(@)-b0l kivetkezik (8). Mivel u=sut, ezért u —un(sut?), deez utobbit
(1) alapjan kifejtve u=(uns)u(unt), ami u-nak épp a kivant el6éllitasa.

(8)-b6! kivetkezik (y). Felhasznaljuk a [4] dolgozat 1. lemmajat. Eszerint
ahhoz, hogy O, kongruenciarelacio, elegendé belatni az alabbi a)—d) alli-
tasok teljestiléset.

6%
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a) x:z=x (M) minden x € L-re. Valéban minden x¢& L esetén (xnx)u
U(xNns)==xUx és igy az xns=-s, jeloléssel adédik allitisunk.

b) Ha xzy=2z x=y(0(,) és y:=:2(0,), akkor x=2z(0O;). A feltételek-
bol ugyanis x-yUs, és y==2zUs, ahol 5,8, =5 s igy x=yUs;=(2Us)U
Us;=2U(s;Us,), ami épp azt jelenti, hogy x-=-z (@), mert s, Us,=s.

¢) Ha x=y és x=y(0,), akkor barmely u € L-re xUu=yuu(6,) és
xnu=ynu(6,). Valdoban a feltételek miatt x=-yuUs,, (s;=s5), s igy mind-
két oldal #-val egyesitve kapjuk, hogy x U = (y U ) U s,,azazx U u =y U u(®;).
Tovabba x==yUs, és s;=s miatt xnu=puUs,=yus, tehat a (o) feltételt
u,t helyett az xnu,y elemekre alkalmazva s x=y-t is figyelembe véve,
adédik xnu=@nuny)u(xnuans)==(ynu)ys,, ahol s=:xNuNS=S,
ami épp a kivant relacio teljesiilését jelenti.

d) x =y(@.) ekvivalens azzal, hogy xuy=xny((,). Ezen allitas
nyilvanvalo, mert ¢, definicidjaban x és y csak mint xUy és xny szerepel.

(y)-bol kovetkezik (J). Lassuk be eldszor az (i) feltétel teljesiilését.
(), definicioja alapjan x=sux(®,) és yp=sUy((.). Ezen két kon-
gruencia megfelel6 oldalainak metszésével adodik xny==(suUx)n(sup)(Os);
azonban a monotonitds miatt xny=(sux)n(suy), tehat (;) alapjan kapjuk,
hogy (xny)usi=(sux)n(suy), ahol s,=s. Ebb6l — mindkét oldalt s-sel
egyesitve, s szem el6tt tartva, hogy s, =s és (sux)n(suy)=s — adodik
(xny)us= (sux)n(suy), ami épp az (i) feltétel.

Masodszor igazoljuk az (ii) feltételt. Mivel suy-=y(6),), ezért ha mind-
két oldalon x-szel metsziink és felhaszndljuk az (ii)-ben szereplé xuUs--yUs
feltételt, azt kapjuk, hogy x (xus)nx==(yus)nx=-ynx(O), azaz (y)
miatt (xnNy)Us,=x, ahol s,=s. Ezen utolsd6 egyenl6ségbol s,=x, tehat
egyszersmind §; <=sNx=:sNY=<yp (snx==sny (ii) masodik feltétele kovet-
keztében), azaz x=-(xNy)Us, =(xny)Uuy==y. Hasonloképp kaphatjuk, hogy

Y=x, azaz x—~=), ami a bizonyitandd allitas volt.

(0)-bol  kivetkezik (e). Legyen a--xn(suy) és b (xnsyu(xny).
Be fogjuk bizonyitani, hogy sua=suUb,sna=snb s ekkor (ii)-bol a--b

adodik, amivel («) igazolva lesz. Valoban, sna==sn(xn(sup))-— xn

N(s N (s U p))==x n s,tovabba a monotonitasbol folydlag x n s = b="[xn (s U y)] U

Ulxn(suy)l=a, igy ans=-xns-b6l bns==xns adodik, tehat ans—
bns. Masrészt (i)-bolsUua=suxn(sup)=@Gux)nsuy=su(xny)=—

sU(xns)u(xny)=sub, amivel allitasunkat igazoltuk.

Megjegyzés. A (0) feltételben (i) ekvivalens a kovetkezdvel

(i) az x—>xuUs leképezés L endomorfizmusa;
az allitas nyilvanvald. Tovabba a bizonyitasbél 1athatd, hogy (ii) a kovetkezd
gyengébb feltétellel pdtoihatd:
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(ii') x= y esetén sUx-=sUy, snx=sny fennallasabol x~ y kovetkezik.
Fel szeretnénk hivni a figyeimet még arra a fontos tényre, hogy O

a legkisebb olyan kongruenciareldcio, melynél (s} osztdly, azaz (.= O](s]].*
Ratériink ezutan a standard idedl definialdsara.

2. DEFINICIO: Az L hdlo S idedljdt standard idedlnak nevezziik, ha L
idedljainak € hdlojdban S standard elem, azaz bdrmely két | és K idedlra

v INSuK)=-(UnSu{nKkK).

! Standard idealokra példat nyujtanak a standard elemek is, mert minden
standard elem altal generait foideal standard ideal.

Az 1. tételnek standard idedlokra vonatkozd analogonjat, néhany felté-
tellel bovitve mondja ki a

2. TETEL: Az L hdlo S idedljira a kiovetkezd feltételek ekvivalensek:
(¢') S standard idedl;
(e”) bdrmely két I és K foidedlra In(SUK) -(InS)u{nK);
(8" bdrmely [ idedlra S Ul elemei s U x alakiak, ahol s€ 8, x€l;
(8”) bdrmely [ fdidedlra SU I elemei sU x alakiiak, ahol s€ 8 és x€[;
() kongruenciareldcio az a Oy reldcioja $-nek, amelynél | =:K akkor
és csakis akkor teljesiil, ha (InK)US,-=1U K, valamilyen §,< S idedlra;
(v kongruenciareldcio azon ([S] reldcidja L-nek, amelynél x =y (O[S
akkor és csakis akkor feljesiil, ha (xny)Us==xUy, alkalmas s € S-sel;
() bdrmely 1 és K idedlra
@) Su(/nK)=(Sul)n(SuK),
(ii*) Sn/--SnK ¢s Sul-—=SUK fenndlldsdbol |- K adodik.

BizonyiTAs. Belatjuk, hogy (8') ekvivalens a kovetkezo feltétellel.

(s*) Minden olyan 7 és Kidedlra, amelyre /< SU K, fennall / - (/nS) v
u(/ nK).

Elég belatnunk, hogy (8*)-bol kovetkezik (¢°), viszont ha Su K vala-
mely a eleme nem volna suU x (s € S, x € K) alakban el6allithato, akkor az /-—=(a]
idedl nyilvan nem tehetne eleget a fenti feltételnek. Megjegyezzitk még, hogy
(8)-nek is hasonlé analogonja érvényes [/ és K féidealokra.

2. tétel feltételei az 1. tételben szereplo feltételek analogonjai, s ezért
az («), (8°), (¥), (0") feltételek helyessége kovetkezik az 1. tétel €-re vald alkal-
mazasabol. Mivel («”) specialis esete («’)-nek, tovabba az («”)—(3"), (8")—
-» (v"") ugyanugy lathaté be, mint az 1. tétel analdg feltételeinél, ezért téte-

3 6 |I}-vel jeloljiik (lasd [4]), az [ idealhoz tartozo legkisebb homomorfizmust
indukalo kongruenciarelaciot, @.,» pedig az a = b altal generalt minimalis kongruencia-
reldciét jeloli. ’
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link teljesen bizonyitva lesz, ha belatjuk, hogy (;")-bol kovetkezik (3”).
Valdban, tegyiik fel (;”) teljesiilését az S idedlra és legyen [ tetszéleges ideal,
tovabba x &€ SuU/l Az ideal-egyesités 'definiciojandl fogva alkalmas s€ S és
i€l elemekkel x=suUi. Tekintsiik az y=xni elemek. s=sni(O[S]), igy
x=x0(sui)=[(sni)ui]nx=yp(O[S]),tehdt () miatt x=-yuys’, alkalmas
§ € 8-sel, ami bizonyitandd volt.

Ezzel a 2. tétel bizonyitasat befejeztiik.

Végiil még egy megjegyzést tesziink a standard elem és ideal viszonyara
vonatkozoan. Nyilvanvalo, hogyha az L haldban van standard elem s, akkor
létezik standard ideal is, nevezetesen (s]. Forditva azonban a standard ideal
egzisztencidja nem vonja maga utin a standard elem létezését. Erre trivialis
példat szolgaltathat egy tetszéleges, O és 1 elemmel nem rendelkezd egyszerii
halé* (lasd a 7.§ 1. példajat), amelyben nem lehet standard elem, mert akkor
a standard elem altal generalt f6idedl az 1. tétel (;) feltétele miatt homomor-
fizmusmag voina, s igy a hdlo nem lenne egyszerii. Standard ideal viszont
van benne, mert az egész hald, mint idedl, standard. Egy kevésbé trivialis
példat nyeriink, ha tekintjiilk két el6bbi tipust hald, L, és L, kardinalis dsz-
szegét (azaz x=y megorzi jelentését L, és L,-n beliil, tovabba x >y minden
x€L, és y€L,-re), amely hdloban L, nem trividlis standard ideal, viszont
standard elem nyilvan nem létezik.

3.§. A standard elem (ideal) néhany tulajdonsaga

A standard elem (idedl) legfontosabb tulajdonsagait az 1. (illetve 2.)
tétel siiriti magaba. Ezeknek néhany kovetkezményét nézziik most meg.

1. LEMMA: A standard elemek az L hdlo disztributiv részhalojdt alkotjdik,
tovdbbd az s— O, megfelelfetés izomorfizmus, igy a (), kongruenciareldcick
O (L)-nek részhdlojdt alkotjdk.

BizonyiTAs: Legyen s, és s, stardard elem. Ekkor az (1) képlet ismételt
alkalmazaséaval nyerjiik, hogy barmely x,y € L-re xn[(s;,Us))Uy]- -xn[s U
UGUNI=EnsHuxn(supl—=Ens)u@Ens)yuxny)=[xn(s,usy)]u
U(xny), ami épp azt jelenti, hogy s;Us, standard elem. Hogy az s— O, |
megfeleltetés U -re nézve izomorfizmus, az r6gton lathato, mert O, U Oy, —
= O,us, ugyanaz mint (lasd a ® labjegyzetet) O[(s;}] U O [(s3)]] = O[(s: U s3]
(mivel @, az (s] idedlt osztalyként tartalmazé legkisebb kongruenciareldcio).
Ez az egyenl6ség, mint ismeretes (lasd [4]), dltalanos érvényii, igy ezen specia-
lis esetben is alkalmazhato. :

+ Egy haldt egyszeriinek neveziink, ha csak trivialis kongruenciarelaciéi vannak.
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Lassuk be, hogy O, n Q= O,,,. Valoban, ha x=y (O, n O,,), akkor
x=y(0,), ezért (xnNPUSI=xUY(s1=$). Miésrészt x=y (O,,) is fennall,
s ebbdl s;=(xUp)nsiI=(xny)ns;(6s,), igy alkalmas s = s,-vel ss=[(xny)n

N si] U s.Mivels < s{igaz,ezért s=s, N S,€s(xNy)Us=-(xny)U[(xny)ns]Us=
(xny)usi=xUy, vagyis x=y (0, n Q) akkor és csak akkor kovetkezik
be, ha alkalmas s¢€(s;ns,] elemmel (xny)us-—=xUy, ami az 1. tétel (y)
feltétele szerint ekvivalens azzal, hogy s,Ns, standard, tovabba, hogy
O N O, = Oy,

Végiil a standard elemek alkotta részhdlo disztributivitidsa nyilvanvalo,
mert mint lattuk ez a halé izomorf @(L) egy részhdldjaval, amely sziikség-
képp disztributiv.

Az 1. lemmat standard idealokra valamivel élesebb formaban tudjuk
kimondani. ‘

2. LEMMA: A standard idedlok az L hdlo idedljai £ hdlojdnak U -re
nézve komplett, \-végtelen disztributiv® részhdlojdt alkotjdik és az S— O [S]
megfeleltetés U -komplett izomorfizmus az S standard idedlok és a hozzdjuk
tartozé OS] kongruenciareldcick kozott. ~

BizonyiTAs: Az 1. lemma miatt elegendé mdar csak a komplettségre és
végtelen disztributivitisra vonatkozé allitisokat beldtnunk.
US nyilvan standard ideédl, mert barmely / idealt is tekintjiik, US UI

valamely x eleméhez kivalaszthatdé az S, idedlok koziil véges sok tigy, hogy

X€ L”J S,. U /. Lattuk azonban, hogy DSa_standard idedl,igyx—=sUu (séCJSaAC
i=1 ! =1 ! i1 ¢

SUS., u 6]) ami a 2. tétel (8") feltétele miatt éppen azt jelenti, hogy | S.

standard ideal, vagyis a standard idealok haloja uU-re nézve komplett.
A O[U Sq]=- U O[S.] relacié fenndll tetszleges idealokra (lasd [4]), tovabba
((L)-ben érvényes az U -végtelen disztributivitds, ez pedig U -komplett rész-
halo-tarto tulajdonsdg s ezzel a 2. lemmat bizonyitottuk.

3. LEMMA: Standart elem (idedl) homomorf képe is standard.

BizonyiTAs: Az éllitds a standard elem (idedl) definiciojabol nyilvanvalo.

Megijegyezziik, hogy a 3. lemma megforditisa nem igaz, azaz alkalmas
halénak lehet olyan homomorfképbeli standard,eleme, melynek egyetlen inverz
képe sem standard (lasd 7.§ 2. példa).

4, LEMMA: Ha az S standard idedinak az | idedllal valo metszete és
egyesitése is foidedl, akkor I szintén foidedl.

> Azaz korlatlanul fennall az SNUS, U(SNS,) egyenldség.
a a
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BizoNYiTAS: Legyen Sn/i=(b] és Sul=(a]; a 2. tétel (8") feltétele
alapjan ekkor a= suUx(s€S, x&l). Allitjuk, hogy /- (xu b]. Valéban, legyen
w=xUbéswe/. Ekkor (a]2SU(w]2S U (xub]2SU (x]==(a], azaz Su (W] =
= Su(xub], tovabbd (b]=SnI=2SnW]28Sn(xub]28n(b]=(b], azaz
Snw]=-Sn(xub]. Ez utobbi két egyenlbség viszont a 2. tétel (J") (ii*}
feltétele alapjan azt jelenti, hogy (w]=-(xU¥b], igy w==xU b, amivel a lemma
bizonyitasat befejeztiik.

KOROLLARIUM: Ha az L hdlo S és T standard idedljainak metszete és
egyesitése is foidedl, akkor S és T szintén foidedl.
A korollarium a 4. lemmanak trividlis kovetkezménye.

5. LEMMA: Ha s az L hdlé standard eleme, ekkor az (a] foidedlban
ans szintén standard elem.

BizonyiTAs: Az (a] f6idedl elemei valamennyien x«a alakba irhatdk,
ahol x végigfutja L elemeit. Elég tehat a standard elem definicidja alapjan
belatni, hogy (xna)n[sna)u(@na)l-—[(xna)n(sna)ul(xna)n(yna)l
Valoban, az igazolando egyenldség baloldalabdl kiindulva, (1) tobbszori alkal-
mazasaval nyerjiik, hogy (xna)nf(sna)u(yna)l- -xna)n{suy)nal=

(xnayn(suy) =(xnans)u(xnany) = [(xna)n(sna)] ul(xna)n
Ny nae)], ami az allitas volt.

4. §. Neutralis elemek és disztributiv részhalok

A bevezetésben emlitett okok miatt a standard idealokat oly moddon
kellett értelmezntink, hogy magukba foglaljdk a neutralis idedlokat is és
moduléris haloban e két fogalom egyezzék meg. Kimutatjuk, hogy a standard
idedlok, sot elemek eleget tesznek a kovetkezd kikotéseknek:

6. LEMMA: Minden neutrdlis elem (idedl) standard.

BizoNnviTAS: Az allitas a definiciobol nyilvanvalo.

Ismeretes G. BIRKHOFF (lasd [1] 28. old.) azon tétele, mely szerint az
L hal6 a eleme akkor és csak akkor neutralis, ha az 1. tétel (d) (i) és (ii)
feltételein kiviil még azon feltételt is kielégiti, hogy

(iii) az x —xna leképezés L endomorfizmusa.

E tételb6l nyilvanvalo, hogy

7. LEMMA: Az a standard elem (idedl) akkor és csak akkor neutrdlis,
ha (iii) feljesiil.

Tovabba vilagos az is, hogy

8. LEMMA: Ha az a elem standard az L hdloban és dudlisiban is, akkor
a neutrdlis.
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Ismeretes tovabba (lasd {1} 79. old.), hogy egy moduldris haléban az
a elem akkor és csak akkor neutrdlis, ha az x—xna vagy az x—xUa
megfeleltetés endomorfizmus. Ebb6] nyilvanvaloan adédik a

9. LEMMA: Moduldris hdloban minden standard elem neutrdlis.

Mivel moduldris halé idealjainak haloja szintén modularis, ezért a
9. lemmabol adodik a kovetkezo

KOROLLARIUM: Moduldris hdlo minden standard idedlja neutradlis.

A kovetkezd 3. tétel az el6zd lemmat nagymértékben altalanositja. Hogy
a 9. lemmat mégis kiilon igazoltuk, azzal csak kitiintetett szerepét szerettiik
volna hangstilyozni.

3. TETEL: Gyengén moduldris® hdlé minden standard eleme neutrdlis.

BizonyiTAs: Legyen az L halénak s standard eleme. A 7. lemma alapjan
elég belatnunk, hogy az x —xns leképezés endomorfizmus, vagy ami ezzel
ekvivalens: sn(xUy)=(nx)u(sny).

Az egyszerliség kedvéért vezessiik be az a=sn(xuUy) és b---(snx)U
U (s ny)jeloléseket. Tegyiik fel, hogy valamilyen x, y€L-re az eldbbi egyenlet
nem teljesiil, azaz a > b. d

El6szor belatjuk, hogy aux>bux és auy>buy. Tegyik fel ugyanis,
hogy ezek valamelyike pl. aUx>buUx nem teljesiil; ekkor a > b miatt
aUx==>bUx. Tekintsiik az snx==x(0y,.,.) kongruenciat és egyesitsiik ezen
kongruencia mindkét oldalat b-vel, majd messiitk el a-val. Kapjuk, hogy
(lasd a °® labjegyzetet) snx, x — b, a, mert figyelembe véve a és b jelentését
adédik an(bu(snx))==anb- b és an(bux)-—an(aux)—a. A gyenge
modularitas kovetkeztében ekkor b, @ — u,r, ahol s N x=u < r=x. Mivel azon-
ban a, b =s tehat az utobbi hozzdrendelés miatt teljestl =1(0;), azaz az
1. tétel (y) feltétele alapjan v=wuUs (s;=s). Ekkor azonban r=uus =
<uU(snx)=u, mert s;,=x és s, =s fennalldsdbo! s, = s n x adddik. Ez utébbn
azonban ellentmondasban van azzal a feltevésiinkkel, hogy w <+ és igy
igazoltuk, hogy auUx > b U x. Hasonloéan lathaté be auy>buy.

Ezek utan igazoljuk, hogy sn(bux), bUx—an(buy),a;valdoban,mes-
siik el az sn(bux) ill. bux elemeket el6szor x-szel, s kapjuk az snx és

% Azt mondjuk, (lasd [3]), hogy az L hald g, b clemparjahoz hozzd van rendelve a
¢, d elempar, jelben a, b — ¢, d ha alkalmas x,, X, . .., xu elemekkel teljesiilnek a kovetkezd
egyenletek:

{...[@ubUuxynxjuxyn...}ux,= cUd,
{.../[@nbuUx/Nx]UxyN...} Ux,—:cNd.

Az L halot gyengén moduldrisnak nevezziik (lasd [4]), ha valahanyszor a,b — ¢, d (a > 0,
¢ > d), akkor ¢,d —ay, b, (@a=a, > b; = b).

Al
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x elemeket. Ez utobbi két elemet egyesitve a 6 Uy elemmel adodik (buy)u
U(snx)=>buy (mert snx=(nx)u(sny)—b=buy) é (Buy)Ux—
- bU(xUy). Végiil a-val torténd metszés utan eljutunk az an(buy), ill.
[6U(xUy)] na=a elemekhez (az utébbi abbdl kovetkezik, hogy b U (x U y)=
=sN xUy)-=a). Ezzel a kivant hozzérendelést bizonyitottuk. A gyenge
modularitast alkalmazando még be kell ldtnunk, a hozzarendelésben szerepl6
elemparok kiilonbdzoségét. Feltéve, hogy an(buy)=-a,bUy=a adodna s
igy auy==5buy allna fenn, ellentétben a mar bizonyitott auy > b U y-nal;
masrészt ebbdl mar az is lathato, hogy sn(bux)--bUx sem lehet, mert ez
ellentmondana a mar bizonyitott sn(bUx),bUx—an(buy),a hozzarende-
lésnek. A gyenge modularitds alapjdn tehat létezik olyan z, w elempédr, mely
kielégiti az sn (b U X) =z < w=b U x egyenlbtlenségeket és an(bUy),a— z,w.
Ugyaniigy, mint az el6z6kben, ezen reldciobol is z=w((),) adddik, tehat
w=2zUs(s'=s). Azonban w=5bU x miatt s’=sn(bUx), mert s=a>b tehat

vezetett tehat az a >~ b feltétel s igy a 3. tétel bizonyitasat befejeztiik.

1. KOROLLARIUM: Ha az L hdlo idedljainak € hdloja gyengén moduldris,
akkor L minden standard idedlja neutrdlis.

2. KOROLLARIUM: KRelativ komplementumos hdlé minden standard eleme
neutrdlis.

Az els6 korollariumot bizonyitand6é alkalmaznunk kell a 3. tételt az L
halo idedljainak halojara, €-re. A masodik korollarium egyszeriien abbdl a
ténybdél adodik, hogy minden relativ komplementumos halé gyengén modu-
laris (lasd [4]).

A neutrdlis elemet azzal a tulajdonsdggal definidltuk, hogy barmely két
elemmel egyiitt disztributiv részhdlot generadl. Analdg allitdst tartalmaz a
standard elemekre vonatkozolag a

4. TETEL: Legyen az L hdlénak s, ¢és s, standard eleme. Ekkor az
{81, S, x} részhdlo disztributiv minden x € L-re.

BizonyiTAs: O. ORE [6] cikkében kimutatta, hogy egy hdlo y,z és w
elemei akkor és csak akkor generdlnak disztributiv részhalot, ha y,z és w
minden a, b, ¢ permuticidjara fennallanak a kovetkezd egyenldségek:

) an(buc)y=(anbyu(anc),
3 au(bno=(@ub)n(auc),
@ (anbyu(@ancyudnc) -(@ub)n(auc)n(duc).

Ha specidlisan az y--s;,2=- 5, w=x elemeket vizsgaljuk, akkor a (2)
egyenlet, mivel b vagy c standard, a standard idedl definicidja miatt fennall.
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(3)-at igazolando, elég az a==s, helyettesitést elvégezni az 1. tétel () fel-
tétele miatt. A b==s;,c-—=s, eset is konnyen kiszamithato. Végiil belatjuk a
(4) egyenlet teljesiilését. Felhasznalva, hogy az 1. lemma alapjan s,ns, és
s, Us, is standard elemek, tovdbbd az 1. tétel («), (d) feltételeinek ismételt
alkalmazasaval adodik, hogy(s; N $:) U (S; N X) U (S2N X)==(s; N Sx) U [($; U $:) N x]=
=[&Bns)usUs)n[(sins)ux]=-(s;Us)n(s;Ux)n(s,ux), ami a bizonyi-
tando volt.

5. §. Standard idedlok és homomorfizmusmagok

Ha az s elem standard, akkor az 1. tétel (y) feltételébdl azonnal add-
dik, hogy L/(s] ~[s). Kérdés, hogy mi mondhatdo abban az esetben, ha a
vizsgalt standard idedl nem féideal.

5. TETEL: Legyen az L hdlonak S standard idedlja. Ekkor az LS hdlo
idedljainak hdléja izomorf $-nek [S, L] infervallumdval, s igy az [S, L] inter-
vallum izomorfidtdl eltekintve meghatdrozza L/S-et.

BizonyiTAs: Minden K €[S, L], L-beli idedlnak feleltessiik meg L/S azon
idealjat, melybe K az L — L 'S homomorfizmusnal atmegy. Ez a leképezés
nyilvin homomorf, igy elég kimutatni, hogy ha /D /> S, akkor [ és J az
L— L S leképezésnél nem esik egybe. Valdban, ha minden x € /-hez lenne
olyan y €/, hogy x= y(@][S]) allna fenn, akkor (xny)us=xuy teljesiilne’
valamilyen s € S-re. Ekkor azonban xny és s € J-bol xuy €/ adodik, vagyis
/- ] allna fenn, ellentétben feltevésiinkkel.

A tétel utolsd allitisa azon ismert ténybdl adodik, hogy egy halot ideal-
jainak haloja izomorfiatol eltekintve egyértelmiien meghatdrozza, mivel egy
halé izomorf idealhdlojanak alulrél elérhetetlen elemei alkotta halojaval
(A. KomaTu eredménye, lasd részletesebben [1], 64. old.).

KovetkezOkben egyszerii feltételt adunk meg arra, hogy egy halé min-
den homomorfizmusmagija standard ideal legyen.

6. TETEL: Ha az L O-elemes hdloban minden [0, a] intervalluin komple-
mentumos, akkor L minden homomorfizmusmagja standard.

BizonyiTAs: Legyen az L halénak / egy homomorfizmusmagja. Tekintsiik
a O [I] kongruenciarelaciot és legyen a=:b(0O [/])(a > b, a, b€ L). Feltevésiink
szerint a [0, a] intervallum komplementumos, tehat létezik egy olyan & elem,
melyre bnb =0 és bu b’ == a. Feltettiik, hogy a =05b(O[/]), tehit ' =—anb’ =

b'Ub-=a miatt az 1. tétel () feltétele szerint éppen azt jelenti, hogy / stan-
dard ideal.



92 GRATZER GY.

Az ¢l6z6 bizonyitdas kis modositdssal megismételhetd, ha L-rél azt
tessziik fel, hogy relativ komplementumos, azaz érvényes a kovetkezo

1. KOROLLARIUM: Az L relafiv komplementumos hdlé minden homomor-
fizmusmagja standard.

A 6. tételt a 9. lemmaval Osszevetve adddik G. BIRKHOFF ismert tétele:

2. KOROLLARIUM: Komplementumos moduldris hdloban egy-egyértelmii
megfeleltetés van a homomorfizmusmagok és neutrdlis idedlok kizitt.

[ly modon a 6. tétel BIRKHOFF ezen tétele altalanositasanak tekintheto.
BIRKHOFF tétele altalanosithatd tigyis, hogy az 6. tételt nem a 9. lemmaval,
hanem az altalanosabb 3. tétellel vetjiik egybe.

Ezutdn ratériink egy SHIH—CHIANG WANG-t6l [9] szarmazo tétel alta-
lanositasara.

1. TETEL: Az L relativ komplementumos O és 1 elemes hdlo kongruencia-
reldcionak hdldja akkor és csak akkor Boole-algebra, ha minden standard
idedlja foidedl.

BizonyiTAs: Eiegend6ség. Ismeretes, hogy relativ komplementumos
haloban minden / idedl legfeljebb egy kongruenciarelacional — ti. @[/]-nél —
alkot osztalyt. A 6. tétel és feltételiink alapjan minden / homomorfizmusmag
standard f6idedl, /= (s] s igy O[I]=: ;. s a 3. tétel 2. korolldriuma alapjan

-neutrdlis s igy komplementuma s’ is az, tehat G;n Oy = Oyy = Oy és O, U Op=

Gy = - O, vagyis (), komplementuma @),-nek, azaz ¢(L) valdban komple-
mentumos.
Sziikségesség. A relativ komplementumossag kovetkeztében (6. tétel
1. korollarium) L minden kongruenciareldcidja @[S] alaku, ahol S standard
ideal. Legyen O[S] komplementuma @[T], ekkor @|S]u O[T} :O|SuT]=
== O[(1]] és O[SInO(T]-=O[SN T} = G[(0]]. Mivel azonban S, T's igy SNnT
ésSu T szintén standard idedlok, tehat sziikségképpen Sn7 - (0] és SUT =
-(1], ami a 4. lemma korollariumanak alapjan maga utan vonja, hogy S és T
foidedlok. Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

6. §. lzomorfia tételek, Zassenhaus lemma

Ebben a paragrafusban a két izomorfiatételt s ennek néhany kovetkez-
ményet nézziik meg.

8. TETEL: (Standard idedlok elsé izomorfia tétele). Legyen adott az L
hdlo S standard idedlja, s egy tetszbleges I idedlja. Ekkor InS standard idedl

I-ben, mint hdléban és
1US:S~1I/InS.
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BizoNyiTAs: Az 5. lemmat alkalmazva az L halé idedljainak halojara
adodik elso allitisunk. A maradék allitis pedig specidlis esete az elsé alta-
lanos izomorfia tételnek (lasd REeDE1 [7]).

9. TETEL: (Standard idedlok mdsodik izomorfia tétele). Legyen adva az
L hdlonak S idedlja és T standard idedlja, s teljesiiljon S2T. S akkor és
csak akkor standard, ha S'T standard idedlja L/'T-nek. Ekkor

LS~ LTjsy,

BizonyiTAS: Ha S standard, akkor a 3. lemma specialis eseteként adodik,
hogy S/T standard L T-ben. Megforditva, legyen S/7 standard L/T-ben.
Kimutatjuk, hogy S-re teljesiil a 2. tétel (y”) feltétele. Mint ahogy az 1. tétel
»(8)-bol kovetkezik (7)“ részébol lathato, ehhez elég belatni, hogy x =y(O[S])
és x=zy fennallisa esetén minden wu-ra xnu=ynu(O[S]). Jelolie o
az a elem homomorf képét az L~ L'T homomorfizmusnal. Mivel x' =
—y(O@[S/T]) és S/T standard L T-ben, ezért alkalmas s € S/7T-vel fennall
x'nu' = (ynu’)us’:Lévén T standard L-ben, ebbdl xnu==[(ynu)usjut(t€T)
adodik, ami az s, = SUl, jelOléssel a bizonyitandd xnu==(ynu)Us;, $ €S
allitisba megy at. Megjegyezziik, hogy a bizonyitds sordn erdsen tamaszkod-
tunk arra az allitasra, hogy @[S/T] kongruenciaosztalyai épp @[S] kong-
ruenciaosztalyainak homomorf képei.

Tudjuk, hogy a két izomorfia tételnek kozvetlen folyoméanya a Zassenhaus
lemma. A 3. § lemmaibdl ugyaniigy bizonyithatd, mint csoportok esetén [7}-ben
torténik.

ZASSENHAUS LEMMA: Legyen az L hdlénak I és K idedlja, tovdbbd S
standard idedlja [-nekés T standard idedlja K-nak. Ekkor Su(InT) standard
idedlja SU(InK)-nak és Tu(KnS) standard idedi Tu(InK)-ban, fovdbbd
fenndll az

SU(mK)/ §TU(InK)/

Su{nT) TUu(KnS)

izomorfizmus.
A Jordan—Holder—Schreier tétel megfogaimazdsa végett bevezetjik a
kovetkezd fogalmat:

3. DEFINICIO: Az [ hdlo idedljainak valamely
L=264L2...21,

sorozatdt az [I,, %] intervallum n hossziisdgii standard-sorozatdnak nevezziik,
ha I; standard idedl I;.\-ben (j==1,2,...,n). Valodinak nevezziik a standard-
sorozatot, ha ,=>“ helyelt mindeniitt ,D“ szerepel. Végiil kompozicio-sorozat-
nak nevezziik minden olyan I, és I, kizti valodi standard-sorozatot, melynek
nincs téle kiilonbozd standard-sorozat finomitdsa az {I,, 1] intervallumban.
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JORDAN—HOLDER—SCHREIER TETEL: Az L hdlo bdrmely ket, [I.., 1.} inter-
vallumbeli standard-sorozata finomithato tgy, hogy a két finomitott sorozat
hossza megegyezik, s tovdbbd a két sorozat faktorhdloi sorrendtdl elfekintve
pdronként izomorfok. Tovdbbd, ha” a tekintett intervallumban létezik kompo-
zicio-sorozat, akkor minden standard-sorozat kompozicio-sorozattd finomithato.

Ezen allitdsok ugyanugy kovetkeznek a Zassenhaus lemmabdl, mint
ahogy az csoportokndl, gyiiriiknél szokasos (lasd pl. [T7]).

Erdekes, hogy a standard idealok Zassenhaus lemmaja az izomorfia
tételek nélkiil is kénnyen bizonyithatd. A részletekre itt nem tériink ki, csu~
pan megijegyezziik, hogy az 5. tétel kovetkezményeként elég standard elemekre
igazolni az Aallitdst, amely specialis esetben ez mar nem okoz kiilonleges
nehézségeket.

7. §. Ellenpéldak és problémak

1. A dolgozat els6 részében mutattunk példat olyan haléra, amelynek
létezik standard idedlja, de standard eleme nincs. E példa teljessé tételéhez
addsok vagyunk egy egyszerit és nem korldtos halé6 megkonstrualasaval.

Tekintsiik az egész szamok lancanak direktszorzatat a kételemii haloval;
czen hdlo elemei (n,0), ill. (n, 1) alakuak, ahol n tetszdleges egész szam és
0, ili. 1T a kételemit halo zéro, illetve egységeleme. Definidljuk a nyert halo-
hoz még az x.(n=0, <1, i 2,...) elemeket, s kossiik ki a kévetkezs relaciok
teljesiilését:

x.U(n, 1)=—=x,u(n+1,0)=(n+1,1) és x,n(n, 1) - x,n(n+1,0)=:(n, 0).

A kapott részben rendezett halmazrol (1. dbra) konnyii diszkusszioval kimu-
tatni, hogy eleget tesz a fenti kovetelményeknek.

2. Példa olyan elemre, melynek homomorf képe standard és ezen homo-
morfképbeli elem egyetlen inverz képe sem standard az eredeti haléban.
Tekintsitk az x,y,2(y>2) elemek altal generdlt otelemii nem modularis
halét. Ebben x nem standard s mégis az y==z reldci6 altal indukalt homo-
morf képben x homomorfképe standard elem, s mivel x homomorfképének
egyetlen inverz képe x, ezért x kivant tulajdonsagit elem.

3. Gyengén moduldris haléban nem minden homomorfizmusmag stan-
dard idedl. Erre példat szolgaltat a 2. dbran lathaté hélo és annak (a] idedlja,
amely homomorfizmusmag, de nem standard, mivel a=0-bdl kovetkezik
y=yn(auz)=ynQuz)==ynz, s mégis y—(ynz)ua, nem allhat fenn
semmilyen a, = a-ra.

4. Ha az L halénak egy S idedljara érvényes, hogy barmely / ideallal
Sul/'S~1'Snl, akkor S-rél roviden azt mondjuk, hogy eleget tesz az els6
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1. dbra : 3. dbra

2. abra 4. abra
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izomorfia tételnek. Lattuk, hogy a standard idedlok eleget tesznek az elso
izomorfia tételnek. Forditva azonban — miként azt a 3. abra (@] féidedlja
illusztrdlja — nem minden, az els6é izomorfia tételnek eleget tevs ideal
standard. Az érdekesség kedvéért megjegyezziik, hogy ezen példaban az elso
izomorfia tételnek eleget tevd idealok ((0], (c], (a], (6] és (1]) nem alkotjak az
idedlok haléjanak részhaldjat. Sikeriilt azonban olyan példat is adni, ahol egy,
az els6 izomorfia tételnek eleget tevd idedl nem standard s az elsé izomorfia
tételnek eleget tevd idedlok mégis az idedlok haldjanak részhaldjat alkotjak.

5. A maésodik izomorfia tétel izomorfia-képlete gyengébb alakba meg-
fogalmazva méar nem jellemzi a standard idedlokat, amennyiben érvényes a
kovetkez6:

Létezik olyan L héalo, s ennek egy S idedlja, ugy, hogy S homomor-
fizmusmag, de nem standard idedl, tovdbba minden 7 S homomorfizmusmagra

/T standard ideal L/7T-ban és L/S~ L"T/ S/T.

Ezen dllitisunkat a 4. dbran feltiintetett halé igazolja.

Végiil néhdny megoldatian problémat szeretnénk felsorolni.

Lehet arra példat konstrudini, hogy gyengén moduldris® hdlé idealhdidja
nem sziikségképpen gyengén moduldris. Igy a 3. tétel analogonja standard
idedlokra nem mondhaté ki automatikusan a 3. tétel C-re valo alkalmazasa-
val. Ellenben, felmeriil a kérdés, hogy vajon ennek ellenére

1. lgaz-e hogy gyengén moduldris halékban minden standard ideal neu-
tralis? Mi a helyzet relativ komplementumos halokban?

2. Be lehet bizonyitani, hogy csokkend lancfeltételii modularis halokban
minden els0 izomorfia tételnek eleget tevd idedl standard. Mi &llithaté gyen-
gén moduldris halokban?

3. Jellemezziik az els¢ izomorfia tételnek eleget tevs idedlokat lancfeltétel
nélkiili halokban!

4. A 2. tétel (o) feltételének megfelelden jellemzi vajon a standard ide-
alokat a kovetkezo feltétel:

(0”) barmely I és K féidedlra

(i Su{nK)=(SulHn(SUK),
(ii*) Sni= SnK és Sul==SUK fennallasabol /- K adodik.

(Az allitas helyességét sugallja az a tény, hogy a (0) és (0”) feltétel
kozott ugyanaz a kapcsolat, mint a 2. tétel (e') és («”); (&) és (87), ill. (")
és (y") feltételei kozott.)
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A TUDOMANYOS MINOSITO BIZOTTSAG HIREI

Szép Jend doktori értekezésének nyilvanos vitaja

A Tudoményos Mindsité Bizottsag 1957. szeptember 30-an rendezte meg
Szep JENO, a matematikai tudomanyok kandidatusa, ,QGyfiriik egy 1j bovi-
tésérol“ c. doktori értekezésének nyilvanos vitdjat a Bolyai Jdnos Matematikai
Tdrsulat helyiségében. Az értekezés opponensei HajOS GYORGY €s REDEI
LAszLO akadémikusok, tovabbd FucHs LAszio, a matematikai tudomanyok
doktora, voltak. A vitaban TURAN PAL akadémikus elnokolt.

A jelolt eddigi tudomanyos munkassdganak ismertetése utan Szep JENO

Az algebrai struktiurdk elméletében kozponti jelentoségii az a kérdés,
hogy hogyan lehet azonos jellegii strukturakbol aj struktirdkat konstrualni.
Ezzel a kérdéssel foglalkozik a struktardk bovitéselmélete. A bovitéselmélet
problémadival eddig legrészletesebben a csoportelméletben foglalkoztak, azonban
kivanatos e vizsgalatokat mds strukttrafajtdkra is kiterjeszteni.

Csoportok esetében az tin. Zappa—Szép-féle bovités problémaja a kovet-
kez6: Legyen adva két A" és B’ csoport. Meghatirozand6 az Osszes olyan
G csoport, amelyre G=AB, ahol A~ A’, B~B". E problémat ZAPPA,
CasapIO, REDE! és Szep teljesen megoldottak. Szamos eredmény ismeretes
tovabba a faktorizalhatd, azaz Zappa—Szép-féle bovitéssel eldalld csoportok
szerkezetére és e bovitéselméletnek alkalmazasaira vonatkozoan. A fenti bovi-
tésprobléma érdekes specidlis esete az, amikor AnB=-1. Ennek a problé-
manak gyiiriielméleti analogonjaval foglalkozik Szkp disszertacidja.

Legyen A" és B’ két tetszbleges gylirli. Meghatarozand6 az Osszes olyan
R gyiirii, amelyre

(1) R—A+B,

ahol A~ A" és B~ B az R gyiirii részgyiiriii s a + jel a gylirik additiv
csoportjanak direkt 0sszegét jeloli. A dolgozat féeredménye e probléma meg-
oldasa. A szerz bizonyos kétvaltozos fiiggvények segitségével A’-bol és
B’-bdl egy R kétmiiveletes strukturdt konstrual, s megadja annak sziikséges
és elegendd feltételét, hogy R gyiirii legyen, s teljesiiljon az (1) direkt fel-
bontds. A dolgozat az izomorfizmus problémdjat is megoldja, megadva annak
sziikséges és elegend® feltételét, hogy az A’ és B’ gyliriikb6l konstrualt (1)-
nek elegettevd R és R’ gyiiriik izomorfok legyenek. A szerz6 a konstrukcio-
ban szerepld fiiggvények vizsgalataval foglalkozva, azoknak szdmos fontos
tulajdonsdgat mutatja ki, tovabba felvilagositast ad R-nek A-ban és B-ben
foglalt legnagyobb bal-, ill. jobbidealjair6l. Fontos megallapitast tartalmaz
az a tétel, amely szerint a szerepld fiiggvényeket elegendd ismerni az A’ és

T*
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B’ gyiriik additiv csoportjainak generatorelemeire. A dolgozat tovabbi részei
alkalmazasokrodl és altalanositasokrol szoélnak.

A jelolt eldbaddsa utdn az opponensek ismertették véieményiiket. HaJos
GYORGY akadémikus mindenekel6tt a csoportok és gyiiriik bovitéselméletének
viszonyat fejtegeti. Ramutat arra a tényre, hogy mig az 0sszeadds kommu-
tativitisa a problémat leegyszeriisiti, a masik gyliriimiivelet més természetii
nehézségeket okoz. Szep témavalasztasat érdekesnek és iijszerfinek tartja. Meg-
jegyzi, hogy a dolgozatban a problémafelvetés sokrétii, de nem deriil ki, hogy
a szerzd miért éppen ezeket a kérdéseket vizsgélja, s hogy e kérdések vizsga-
lata soran miért nem megy tovabb. Bar a szerzd nem torekszik a teljességre,
az elért eredmények érdekes parhuzamot mutatnak be a csoportelméleti és a
gyiiriielméleti téma kozott.

REDEI LASzLO akadémikus hangsulyozza a vizsgalatok aktualis voltat és
érdekességét. Kiemeli, hogy a szerz6 figyelemre méltd nagy Aaltaldnossagu
tételek egész sorozatat nyeri, amelyeknek bizonyitdsa, az analdgia ellenére is,
a csoportelméleti probléma megoldasdban hasznalt modszerektdl eliité eljara-
sokat igényel. Hidnyolja, hogy a szerz6 megelégszik a minél nagyobb Alta-
lanossagu megéllapitdsokkal, s nem torekszik a specidlis esetek vizsgalatara.
A dolgozat targyalasat vildgosnak tartja, bar megemliti a megfogalmazas néhany
hianyossagat.

FucHs LAszrOo professzor biralatdban megallapitja, hogy a dolgozat
értékes uttoré munkat kezdeményezett a gyiiriik boévitésenek egyik teriiletén.
A Szep-féle konstrukcidval kapcsolatos problémakat két kérdéskorben csopor-
tositja: az egyik, egy R gylirii adott felbontdsdbdl és a komponensek tulaj-
donsagaibol az R gyiirii szerkezetére kovetkeztetni, a masik pedig, adott kom-
ponensekbdl az osszes R-ek elbdllitdsara torekedni. Bar hangsilyozza, hogy
ilyen 1jszerii kezdeményezéstsl nem kérhetd szamon, hogy sok, az ered-
ményekkel kozvetlen kapcsolatban levé kérdésre nem terjed ki, mégis sajna-
latosnak tartja, hogy a szerz$ szinte kizdrolag a masodik kérdéskorrei foglal-
kozik. Véleménye szerint az elsé kérdéskor is szamos mély eredmény elérésére
nytjt alkalmat.

A dolgozatot mindhdrom opponens doktori disszertacioként valo elfoga-
dasra ajanlja.

Ezutin Szep JENO vdlaszolt az opponensek biralatara. Elészor a dolgozat
ama hianyossagaval kapcsolatos opponensi megjegyzésekre reflektait, hogy a
dolgozat a felvetett problémakorhoz tartozé problémaknak csak egy részével
foglalkozik, és sok, a targyhoz szorosan kapcsolodo kérdést meg sem emlit.
Reszletesen kifejtette, hogy a dolgozat targyaval kapcsolatban miért keliett
magat szigoruan csupan két problémakorre korlatoznia. Hangsulyozta azonban
— ami egyébként dolgozatabol is kivilaglik —, hogy a tovdbbiakban szisz-
tematikusan tovabb kivan haladni, els6sorban az analég csoportelméleti prob-
léma vizsgalatdban kialakult sorrendnek megfeleléen. Ezutdn sorra vette az
opponensek egyes birdlo megjegyzéseit. Ezek egy részével egyetértett, a tob-
biekkel kapcsolatban kifejtette sajat felfogdsat. — Az opponensek SzEP JENO
valaszat elfogadtak.

Ezutin a hozzaszolasokra keriilt sor. REDEI LASZLO illusztrald példat keért
a jelolttdl, hogy a disszertacio részleteit nem ismerd jelenlevok szidmara is
vilagos legyen a konstrukcio. Szép JENO mutat ilyen példat. E sorok irdja a
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terminologia kérdéséhez szolt hozzd, s ramutatott a Szep-féle konstrukcid
jelentdségeére a gyiiriik struktiraelmélete szempontjabol. Végiil két elintézheto-
nek latszo problémat vetett fel. SZENDREI JANOS kandidatus megjegyezte, hogy
igen hasznosnak latja a jelolt altal vizsgalt problémdk targyalasdban a dup-
laleképezések hasznalatat, tovibba megkérdezte, hogy a jelolt disszertaciojaban
miért nem targyalja a probléma Aaltaldnos esetét. Miutdn csak SzZENDREI
kérdése igényelt valaszt, a jelolt megjegyezte, hogy az Altaldnos eset letar-
gyaldsaval varnia kell addig, amig megfeleld példak nem allnak rendetkezésére,

A vita eredményeként a biralobizottsdg megallapitotta, hogy SzEp JENO
disszertdcioja az absztrakt algebra egyik fontos problémakorével foglalkozik.
A dolgozat érdeme a csoportelméletben fontos szerepet jatszo Zappa—Szép-
féle szorzathoz analog gyliriielméleti komstrukcié fogalmanak bevezetése és az
alapproblémak tisztdzasa. A dolgozat hianyossaga, hogy az alkalmaziasokbdl
keveset mutat be. A szerz6 eddigi munkassdga alapjan azonban reméini lehet,
hogy az altala bevezetett konstrukcionak tovabbi érdekes alkalmazisait fogja
adni.

A Tudomanyos Minfsitd Bizottsag a birdlobizottsag javaslatara Szep
JENOt a matematikai tudomanyok doktorava nyilvanitotta.

-~
Kertész Andor
a mafematikai tudomdnyok doktora

Bognar Matyas kandidatusi értekezésének nyilvanos vitaja

BOGNAR MATYAS |, Topologikus terek bedgyazdsa euklideszi terekbe, cimii
kandidatusi értekezésének nyilvdnos vitdja 1957. julius 15-én zajlott le a
Bolyai Jdinos Matematikai Tdrsulat helyiségében. ALEXITS GYORGY akadémikus
elnokolt. Az értekezés opponensei FUCHs LASzZLO, a matematikai tudomanyok
doktora és So0s GvuLra, a matematikai tudomanyok kandidatusa voltak.

Az elndki megnyité utdn a Dbirdlobizottsag titkdra ismertette BOGNAR
MATYAs eddigi tudoményos munkdssagat, majd a jelolt elbadta értekezésének
téziseit. Mint kifejtette, disszertacidjdban azzal a kerdéssel foglalkozik, hogy
hany dimenzidés euklideszi térbe agyazhaté be egy n dimenzios megszamlal-
haté bazisu lokalisan kompakt kommutativ topologikus csoport. Topologikus
csoportnak topologikus térbe vald bedgyazdsan mindig a tekintett topologikus
csoportnak mint topologikus térnek a masik topologikus tér valamely alte-
rére torténo kolcsonosen egyértelmit és kolcsonosen folytonos leképezését kell
érteniink, figyelmen kiviil hagyva a topologikus csoportban értelmezett csoport-
mitveletet. A csoporttulajdonsagnak ennek ellenére is lényeges szerepe van,
minthogy fontos felvilagositast nydjt a bedgyazand6 tér mindségérdl és
biztositja egy nagy horderejii, igen hatékony elméletnek, a Pontrjagin-féle
dualitaselméletnek, az alkalmazhatosagat.

A disszertacio foeredménye a kovetkezd tétel:

Minden n-dimenzios, megszdmldlhato bdzissal rendelkezd lokdlisan kom-
pakt kommutativ topologikus csoport bedgyazhato az n -2 dimenzids euklideszi
térbe.
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A kommutativ topologikus csoportok Pontrjagin-féle dualitaselmélete
alapjan BOGNAR kimutatja, hogy a fenti tétel igazoldsahoz elegend6 a kovet-
kezd allitast bebizonyitani: legyen G egy n rangu (1 =n < o) kommutativ,
legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok elembol all6 csoport. Ekkor a G
csoport karaktercsoportja bedgyazhaté az n4-2 dimenzids euklideszi térbe.
Az allitas bizonyitasa konstruktiv jellegli. A szerz6 a van Dantzig-féle szole-
noid konstrukciot varidlva és altalanositva az n-|2 dimenzios euklideszi
térben megkonstrudlja azt az n dimenzids ponthalmazt, amelybe az Aallitas-
ban szerepld absztrakt kommutativ csoport karaktercsoportjanak topologikus
terét homeomorf modon leképezi.

A disszertacio a foeredményt kiegészitd tovabbi bedgyazdsi tételeket is
tartalmaz. A szerz6 azt a kérdést vizsgdlja, hogy mi a sziikséges és elég-
séges feltétele annak, hogy egy n dimenzids megszamlalhaté bazissal rendel-
kezd lokélisan kompakt kommutativ topologikus csoport mar az n, illetve az
n+1 dimenziés euklideszi térbe is beagyazhaté legyen. A dolgozat az n
dimenzios esetre vonatkozé kérdést elintézi, bebizonyitvan, hogy egy n dimen-
zios megszamlalhato bazissal rendelkezd lokélisan kompakt kommutativ topo-
logikus csoport akkor és csak akkor &gyazhaté be az n dimenzids topologi-
kus térbe, ha lokalisan Osszefliggd és komponensei nem kompaktak. BOGNAR
az n-+1 dimenzios esetre vonatkozo kérdést is megvizsgilja, a dolgozatba
azonban csak a feltételek elégségességének igazolasat veszi fel, minthogy a
sziikségesség bizonyitdsdnak nagy terjedelme miatt e bizonyitdst a jelen
disszertacioban csupdn vazolni tudja. Ezzel teljesen megoldja az n dimenzids
megszamldlhaté bazissal rendelkezd lokdlisan kompakt kommutativ topolo-
gikus csoportok euklideszi terekbe vald bedgyazasanak problémajat.

A disszertacid téziseinek ismertetése utan els6bnek Hajos GYORGY aka-
démikus, BOGNAR MATYAS aspiransvezetbje szolalt fel. Megemlitette, hogy
BOGNAR eredményei kis részletvaltoztatasoktol eltekintve mar kb. 3 évvel
ezeldtt elkésziiltek. Minthogy egy problémakor teljes lezarasarol van szo,
el6szor, arra buzditotta aspiransat, hogy a teljes megoldast dolgozza ki disz-
szertaciojaban. Végiil mégis azt kellett tandcsolnia, hogy dolgozatat a ,be nem
agyazhatosagi tétel“ nélkiil nytjtsa be, minthogy ennek bizonyitasa a dolgozat
terjedelmét tobbszorosére emelte volna.

Ezutan az opponensek ismertették birdlatukat. Mindkét opponens igen
szerencsésnek itélte meg BOGNAR MATYAS disszertacids témavalasztdsat. A topo-
logia nincs olyan mértékben képviselve a hazai “matematikai kutatdsokban,
amint azt fontossiga és aktualitdsa miatt megerdemelne Eppen ezért igen
Orvendetes, hogy BOGNAR topologiai targyt és jelentds eredményeket tartal-
mazo disszertdcidja e hidnyossagot pdtolni célozza s 1j szinfolttal gazdagitja
a magyar matematikai kutatdsok széles spektrumat. Az opponensek a dolgozat
értékelésében is egyetértenek. Mindketten kiemelik a fGtétel fontossagat és
méltanyoljak a disszertdnsnak a f6tétel bizonyitdsaban nyuijtott teljesitményét.
Hangsulyozandonak tartjak a kiegészito tételek érdekességét, azt a kdnnyedséget,
amellyel a szerz6 a dualitdselmélet eredményeit alkalmazza, s azt a jartassa-
got, amely a topologia egyéb teriileteirdl kolcstnzott eszkozoknek a felhasz-
nalasaban is megnyilvanul. FucHs LAszLO a BOGNAR altal vizsgalt és bizonyos
értelemben lezart kérdéskor kiilonféle altalanositasainak lehetdségét veti fel.
igy példaul: lehet-e gyengiteni a lokalis kompaktsag feltételét, elejthetd-e a
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megszamlalhatosag kikotése (a véges rang megtartisa mellett), elhagyhato-e
a kommutativitds kovetelménye? Tovabbi kérdés, hogy a topologikus csoport
egy k dimenzids részterének az ! dimenzios euklideszi térbe valé folytonos,
illetve topologikus leképezése az egész csoportnak hdny dimenzids euklideszi
térbe valé leképezésévé terjeszthetd ki? So0s Gyura a foététel bizonyitasanak
egyik részietében tesz az egyszeriisitésre javaslatot, majd — anélkiil, hogy
ezt a disszerticio értékelésének szempontjabol lényegesnek tartand — meg-
emliti a disszertacionak egyetlen hidnyossagat, hogy ti. azt kisebb aranytalan-
sag jellemzi. Ez egyrészt a bevezetés nagy terjedelmében, masrészt abban
nyilvanul meg, hogy a dolgozat jol ismert fogalmak definicidit is tartalmazza,
mig kevésbé ismert fogalmak definidlasara csupdn a labjegyzetekben jut hely.

Mindkét opponens hangsulyozza, hogy a tartalmas munka formailag is
elismerést érdemel. A dolgozat minden részletén latszik, hogy szerzbje nagy
koriiltekintéssel és alapossaggal fogalmazta munkajat, arra torekedvén, hogy
a legaprobb részletek is vilagosak legyenek. Ennek koszonhetd, hogy a dol-
gozat tanulmanyozasa a targy nehézsége ellenére sem valik farasztova.

Az opponensek egybehangzo véleménye szerint Bognar Matyas disszer-
tacioja kivaloan alkalmas arra, hogy vele szerzbje a kandidatusi fokozatot
elnyerje.

BOGNAR MATYAS valaszaban megkoszonve az opponensek munkajat,
hozzadszol a FucHs LAszLO Aaltal felvetett problémakhoz. Ezeket részben meg-
valaszolja, illetve reményt fiiz az elintézésiikhoz, részben nehéz problémaknak
mindsiti. Végiil reflektd] Soos GyuLa megjegyzéseire. — Az opponensek a
valaszt elfogadijak. )

Ezutan néhdny kérdésfeltevésre keriilt sor. CsAszAR AKOos megkérdezte,
hogy az altaldnos analitikus halmaz fogalma a jelolitél szarmazik-e, vagy mar
szerepelt az irodalomban. ALEXITS GYORGY azirdnt érdekl6dott, hogy a jeldlt
eredményei alkalmazhatok-e homogén gorbék beagyazdsi problémaiban. A jelolt
valasza az els6 kérdésre az, hogy az irodalomban még nem taldlkozott a
szOban forg6 fogalommal, a mdsodikra pedig, hogy a tér homogénitdsa még
nem biztositja azt, hogy a tér topologikus csoport tere legyen, igy az alkal-
mazhatdsagnak bizonyos korlatai vannak. S00s GyuLa kiegészitésképpen meg-
jegyezte, hogy H. HOPF vizsgalatai nyoman mdar ismeretesek bizonyos felté-
telek arra nézve, hogy egy homogén topologikus tér topologikus csoport tere
legyen.

A biralobizottsag a lefolyt vita alapjan megdéllapitotta, hogy BOGNAR
MATYAS disszertaciojanak témajat a topologidnak egyik igen érdekes, és el6z-
mények szempontjabdl kevéssé kidolgozott teriiletér6l valasztotta. A szerzd
érdeme, hogy a targyul valasztott nehéz problémat teljes altalanossagban tar-
gyalja és a megoldasban tobb ujszerii gondolatot alkalmaz. A disszertacié
eredményei kozill kiilondsen kiemelendd a jelent6ségére is legfontosabb foté-
tel: ez és a hozza csatlakozo kiegészité tételek egy fontos problémakornek
lenyegileg teljes lezdrasat jelentik. Ennek .alapjan a bizottsdg egyhangulag
javasolta a Tudomdnyos Mindsité Bizottsdgnak, hogy BOGNAR MATYAst nyil-
vanitsa a matematikai tudomanyok kandidatusava.

A Tudomdnyos Mindsité Bizottsdqg BOGNAR MATYASt a matematikai

tudomanyok kandidatusava nyilvanitotta. Kertész Andor

a matematikai tudomdnyok doktora
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VIZSGALATOK AZ OPERATORMODULUSOK
ELMELETEBEN, IIL.*

irta;: KERTESZ ANDOR

[Il. TELJESEN REDUKALHATO MODULUSOK

12. §. A teljesen redukalhaté modulusok jellemzése invaridnsok
segitségével

Dolgozatunknak e harmadik fejezetét a teljesen redukalhatdé R-modulusok
vizsgalatdnak szenteljiik. Egy R-modulust feljesen redukdihatonak neveziink,
ha egyszeri R-modulusok direkt Osszegeként &ll el6. A teljesen redukalhato
modulusok meglehet6sen specidlis szerkezete lehet6vé tesz egy tiizetesebb
vizsgalatot, s e modulus-kateg6ridnak invaridnsokkal valo jellemzését. A jeien
paragrafusban ezt a jellemzést adjuk meg.

Legyen R tetszéleges, de a jelen paragrafusban rigzitett gyfiri. Minde-
nek el6tt attekintjiik az osszes egyszerii R-modulust. Ha A egyszerit R-mo-
dulus, akkor egyidejtileg egyszerli R*-modulus is, és megforditva. Az A egy-
szerli R-modulus a (5= 0) elemére az R*a ciklikus részmodulus O-t6l kiilon-
bozik, igy R*'a=A. Az :
< my—<r,na «r, ny € R”)
leképezés R{r-nek A-ra valé homomorf leképezése. Ha L a homomorfizmus
magija, akkor L= 0/(a) és

R)/Lry = A,
ahol L R*-nak sziitkségképpen maximdlis balidedlja. Megforditva is vilagos,
hogy ha L R*-nak maximalis balidedlja, akkor R{r/L® egyszerii R-modulus.
Kovetkezésképpen, egy A R-modulus akkor és csak akkor egyszeri, ha izo-
morf valamely Kig/L faktormodulussal, ahol L az R gyiirii valamely maxi-
mdalis balidedlja. '

Megijegyezzitk, hogy az A egyszerii R-modulus két a(s=0), b(=0)
elemére 4ltaldban O (a)=~ O(b), azonban mindig fenndil R/ O (@)m) >~
~ R{p/O (b)ay. Ha az R gyiirit kommutativ, akkor mindig O (@) == O (b).

* A dolgozat 1. része az MTA 1lI. Osztilya Kozleményei VIIl 4 szamaban jelent meg
(1958. 411—436. old.), a Il. rész az MTA IIl. Osztilya Kozleményei IX/1 szamaban jelent
meg (1959. 15—50. old.). A fejezetek, paragrafusok szdmozasa az el6zd részek szamozasa-
hoz kapcsolodik. Az irodalomjegyzéket az [. részben kozoltiik.

1 1L Osztdly Kozleményei 1X/2
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Most térjiink at a teljesen redukalhat6 R-modulusok vizsgalatira. Az R*
gyiirs LY és L® balideéljait ekvivaleseknek nevezziik (jelben: L=L"), ha
Rip/LS) ~ R‘R)/L(R, Tekintsiik az R* gyiirii ekvivalens balidealjainak osztalyait.
Minden ilyen C osztdlyhoz hozza rendeliink egy A R-modulust, éspedig R*-nak
valamely C-hez tartozd balidedlja szerinti faktormodulusat, mint R-modulust.
Ezt a modulust a C osztadlyhoz rendelt R-modulusnak mondjuk. Az egyszerii
modulusokra vonatkozé fenti megjegyzésiink alapjan nyilvdnvald, hogy ha
LD=L® ¢ LY maximailis balideal R"-ban, akkor L® is maximalis balideal,
tehat beszélhetiink a maximalis balidedlok osztalyairdl. Tovabbd a maximalis
balidealok osztilyai €és a paronként nem izomorf egyszerii R-modulusok
halmaza kozott kolcsonosen egyértelmil vonatkozas létesithetd a mar tekintett
hozzarendelés alapjan.

Legyen @ alkalmas indexhalmaz, amelynek elemeivel az R* maximalis
balidedljainak osztalyait indexeljiikk. Minden Cs (& € ©) osztilyhoz tartozzék
az As egyszerit R-modulus, tovabbd rendcljiink minden Cy-hoz cgy wis kar-
dinélis szamot. Ezen a mddon [Cs, ms]($€ @) paroknak egy S rendszeréhez
jutottunk. Marmost az Osszes (paronként kiilonboz6*) S rendszerek halmaza
és az Osszes (paronként nem izomorf) teljesen redukalhaté R-modulusok
halmaza kozott egy kolcsondsen egyértelmii vonatkozast létesithetiink a kovet-
kezoképpen. Legyen S megadva. Tekintsiik minden (€ @) indexre az As
modulust annyi példanyban, mint az ms szdmossdg. Az igy nyert modulusok
direkt Osszege egy jOI' meghatarozott teljesen redukalhatdé R-modulus, s ezta
modulust rendeljitk az S rendszerhez. Megforditva, legyen G teljesen redu-
kalhaté R-modulus és tekintsiik G-nek egyszerli R-modulusok direkt Ossze-
gére valé valamely felbontdsat. E direkt felbontas alapjan rendeljiik G-hez
azt az S rendszert, amelyben barmely $(€@) indexre my a Cs osztilyhoz
tartozd As R-modulussal izomorf direkt komponensek szamossdga az adott
felbontasban. Ahhoz, hogy S a G modulust teljesen jellemz¢ invaridnsrend-
szer, még azt kell belatnunk, hogy G-nek egyszerii R-modulusok direkt
osszegeként valo barmely mas elodllitdésa is ugyanahhoz az S rendszerhez
vezet. Eppen ezt az allitist mondja ki a kovetkezd

26. TETEL:* Legyen megadva a G teljesen redukdlhaté R-modulusnak
egyszerii R-modulusok direkt 0sszegére valo két felbontdsa. Ekkor a két fel-
bontds direkt dsszeadandoi kizott lehetséges egy olyan kolcsondsen egyértelmii
vonatkozdst létesiteni, amelyben az egymdsnak megfelelé direkt Gsszeadandok
izomorfok.

8B A [Cy,my] és [Cy, m;,] (% € O rendszert akkor nevezziik kiilonbozonek, ha legalabb

egy 99 (€ 0) indexre my #m'y .
4 Ez a tétel — valamivel specidlisabb formaban — szerepel N. Jacoesonnak aszerzo

[27] dolgozataval lényegében egyidOben megijelent [21] konyvében is.
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Megjegyzés. A tétel dllitasa kovetkezik A. G. KUROS egy tételébdl, amely
a Jordan—Holder—Schreier-féle tételt végtelen normdlldncokra 4ltaldnositja
(lasd [32],[33]). Mi a tételre egy kozvetlen bizonyitdst adunk, amely vissza-
vezeti 4 kérdést a véges sok direkt Osszeadando esetére.

A bizonyitadsban felhasznéljuk a kovetkez6 segédtételt:

SEGEDTETEL:® Legyen H az A, A,, ..., Ay egyszerii R-modulusok direkt
Osszege. Ekkor H bdrmely k-1 eleme kiz0it van olyan, amely a tébbi k elem
R* feletti baloldali linedris kombindcidjaként dll eld.

BizonyiTAs: Legyen
(]) H-:A1+A2‘+"°+Ak)

s az (1) direkt felbontds alapjan a tetszoleges H-beli Ry, hay oo, By Ryt
elemekre

koo ’
B2 R (€A i=1,2, .., k+1).

=1

Allitasunk mindenesetre igaz, ha k=—1. Tegyiik fel, hogy igaz k—1-re is.
Ha a h; elemek mindegyike benne van a H’'=H,+ .-+ H(c H) rész-
modulusban, akkor indukcios feltevésiink értelmében készen vagyunk. Tegyiik
fel tehat, hogy pl. h, & H'. Ekkor A{" =0, és mivel A, egyszerii R-modulus,
az R gyiiriinek vannak olyan <{r, n;> elemei, amelyekre

KD = o my D (=2, k1),
A

(2) hy=ho— {rs, nay hy, .. ., i1 = Mysq — i1, M) My

elemek valamennyien a H” részmodulusban vannak, s minthogy szdmuk &,
indukcids feltevésiink értelmében fennall egy

3) hy = <33, ﬂ13> hi4 e <Sk+1 sy i > Rkt

relacid, amelyben a /h! elemek indexelését alkalmasan valasztottuk meg.
Helyettesitsiik (2)-t (3)-ba, akkor

ha==({re, na> —<s3, map<rs, N3y —---— Sy, My <Fest, Mrsr)) o+
+- <83, msp hg + - -+ Sk, Mipr) Rier,

s ezzel a segédtétel bizonyitdsat befejeztiik.

% A segédtétel bizonyitasa arra a specidlis esetre, amikor H maximalis trividlis -
részmodulusa 0, megtaldihato [2]-ben.

1*
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A 26. TETEL BIZONY{TASA: Legyen

(4) G=2 Ay,
rel’

() G= 2 Bu
pred

a G modulus két olyan direkt felbontdsa, ahol A, (#€1) és B, (u€d) egy-
szerit K-modulusok. A (0+)a, (€A,) elemre (5) alapjan fennall az

Qp == by, 4+ by, (O+#by,€By; i=1,...,k)
egyértelmit el6allitds. Minthogy a, az A, modulus generalé eleme, nyilvan-
P

valdan AVEZB,H. Tovabba, mivel A, egyszerii, A,-nek az (5) felbontas
. p=:k

szerint By-be vald projekcidja sziikségképpen B,-re vald izomorf leképezés,
minthogy B, egyszerli R-modulus, s a homomorfizmus magja 0. Ebb&l lat-
juk, hogy az (5) direkt felbontdsban van A,-vel izomorf direkt Osszeadando,
s A, benne van az Osszes ilyen direkt osszeadandok direkt oOsszegében.
Ebbol kovetkezik, hogy ha a (4), ill. az (5) direkt felbontasban fellépd A,-vel
izomorf direkt Osszeadanddék direkt Osszegét U-val, ill. V-vel jeloljik, U= V.
Ha még megmutatjuk, hogy az U és V-beli direkt 0sszeadandok szamossaga
megegyezik, akkor a tétel bizonyitdsdval készen vagyunk.

Ahhoz, hogy ezt az utébbi allitast igazoljuk, elegendd megmutatnunk
a kovetkezot: Ha a G R-modulus egyszerii R-modulusok n szdmossdgu hal-
mazdnak direkt Osszege, akkor G-ben bdrmely n-nél nagyobb wm szdmossdgi
elemrendszer fiiggd. Ha n véges, allitisunk a segédiételbdl kovetkezik. Legyen
n végtelen kardindlis szdm és W egy m szadmossagli G-beli elemrendszer
ugy, hogy m>n. Megmutatjuk, hogy a W elemrendszer nem fiiggetien.
Tekintsiik a G modulus 6sszes olyan részmodulusainak 7 halmazat, amelyek
a G tekintett direkt felbontdsdban fellépd direkt dsszeadanddk koziil véges
soknak a direkt Osszegeként dallnak elo. A W elemrendszer minden eleme
benne van G-nek legaldbb egy olyan részmodulusaban, amely a 7 halmaz
eleme. Rendeljiink minden W-beli elemhez pontosan egy ilyen 7-beli elemet.
Ekkor a W halmazt egyértelmiien leképeztiik a 7 halmazba. Minthogy m >,
a 2. lemma alapjan T-nek van olyan eleme, amely végtelen sok W-beli elem
képe, tehat a W elemrendszernek van olyan végtelen részrendszere, amely
benne van véges sok egyszerii R-modulus direkt dsszegében. igy a segédtétel
alapjan a W rendszer valdban nem fiiggetlen. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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13. §. A teljesen redukalhaté modulusok tovabbi jellemzései

E paragrafus célja a kovetkezd tétel bizonyitdsa:

27.TETEL:* Legyen R tetszileges gyiirii és G egy R-modulus. G-re nézve
ekvivalensek az aldbbi tulajdonsdgok:

a) G fteljesen redukdlhato modulus;

b) G-nek van maximdlis részmodulusa, s G Jsszes maximdlis rész-
modulusainak metszete 0, fovdbbd G ciklikus részmodulusaira nézve minimum-
kovetelménynek tesz eleget;

¢) G-t egyszerii részmodulusok generdljdk;

d) G bdrmely zérustol kiilonbozo elemének rendje R* véges szdmul maxi-
mdlis balidedljdnak a metszete;

e) G bdrmely részmodulusa G-nek direkt 6sszeadanddja,

f) G bdrmely részmodulusa szervdns részmodulus G-ben;

g) G bdrmely maximdlis fiiggetlen elemrendszere G-nek bdzisa.

BizONYITAS: a)-bdl kovetkezik b). Tegyitk fel, hogy a G R-modulus az
A, (v€d) egyszerii R-modulusok direkt dsszege:

G=2>A

red
Ekkor nyilvanvald, hogy M, = AZ; A, maximalis részmodulus G-ben és
redrFu
az vsszes ilyen M,(u€4) maximalis részmodulusok metszete 0. Tovabba
G-nek barmely O-tol kiilonbz6 eleme benne van véges sok egyszerii R-mo-
dulus direkt 0sszegében. Egy ilyen direkt Osszegben azonban mér mindig
teljesiil a minimumkovetelmény, s igy a G ciklikus részmodulusaira nézve
minimumkdovetelménynek tesz eleget.

b)-b0l kovetkezik c). Legyen a G modulus M, (A€ 4) maximalis rész-
modulusainak metszete 0, és teljesiiljon G-ben a ciklikus részmodulusokra
vonatkoz6 minimumkovetelmény. Megmutatjuk, hogy G barmely g eleme
benne van egyszerli részmodulusok direkt Osszegében, amib6l c) mar
kovetkezik.

Feltevéseink szerint a {g} ciklikus részmodulus tartalmaz egyszeri
R-modulust: legyen pl. H, {g}-nek egyszerii részmodulusa. Ekkor van olyan
My, amelyre Hin M, =0 s igy a H,+ M, direkt Osszeg létezik és éppen
egyenld G-vel. Legyen ebben a direkt felbontdsban g =i+ m,. Ekkor
{g) =1{h}+{m,}. Ha {m,} egyszerii részmodulus, akkor mar készen is
vagyunk a bizonyitdssal. Ha {m,} nem egyszerii, akkor biztosan tartalmaz

. % Az a), ¢) és e) feltételek ekvivalencidja mar korabban ismeretes. (Lasd pl. [18].)
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egy H, egyszerii részmodulust, és igy az el6z6khoz hasonldan egy {g} =
= {h} 4+ {h} + {m,} felbontast kapunk, ahol {h,} és {h,} mar egyszerli modu-
lusok. Ezzel az eljardssal azonban véges sok lépésben egyszerit {m,} rész-
modulushoz kell jutnunk, hiszen '

(g} {mjo{m}>...
részmodulusoknak szigoruan csokkend lanca.”
c)-bél kovetkezik d). Generdljdk G-t az A, (v€d) egyszerii részmodu-
lusok. Ha G-nek g tetszéleges zérustol kiilonbozé eleme és g€{A,,, ..., Ay},
akkor feltehetjiik, hogy

6 {As, .., Ay} = Ay 4+ A,
és g-nek (6) szerinti el6allitdsa
g=ay+ - +a,, OFa, €A, i=1,..k.°

Mivel g-t R*-nak pontosan azok az elemei annullaljak, amelyek g-nek min-
den a,; komponensét annullaljak,

O(g)=0(a,)n---nO0(a,);
mivel pedig O(ay),..., O(a,,) maximdlis balidedlok R*-ban, 4&llitasunkat
bebizonyitottuk.
d)-b6l kivetkezik e). Tegyiik fel, hogy a G modulus barmely zérustél
kiilonbozd g elemének rendje

O O(g)=Lin---nLy=D

alakban irhato, ahol L,,...,L; R*-nak maximalis balideadljai. Megmutatjuk,
hogy G tetszbleges H részmodulusa direkt tsszeadandd. Legyen K maximalis
G azon részmodulusai kozott, amelyeknek H-val vald metszete O. (llyen K
1étezését ZORN lemmaja biztositja.) Allitjuk, hog

GC=H+K.

Ehhez elegendd beldtnunk azt, hogy G barmely zérustol kiilonboz6 g
eleme benne van H- K-ban. (7)-bdl. koévetkezik, hogy az R{x/Dx modulus
Lin/Dwy, - - -5 L Day maximdlis részmodulusainak metszete 0, s igy az
1 lemma szerint R{r/Dr véges sok egyszerii R-modulus direkt Osszege.
Masrészt ugyancsak (7) miatt {g} >~ R{r)/Dw), s igy {g} is elbdllithato pl. a

41 A bizonyitds mutatja, hogy az a) és b) feltételek ekvivalencidja a kovetkezd élesebb
formaban is igaz: Legyen @ olyan tulajdonsdg, amely egyszerii modulusokra van definidlva.
Egy G modulus akkor és csak akkor g-tulajdonsdgi egyszerdi modulusok direkt Jsszege,
ha G ciklikus részmodulusaira nézve minimumkovetelménynek tesz eleget és vannak benne
olyan M, maximdlis részmodulusok, amelyeknek metszete O és amelyekre minden G/M,
faktormodulus -tulajdonsdgii.
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B, ..., By egyszeril részmodulusok direkt Osszegeként: {g} = B, 4 +ei + By
Amde K maximalitisa miatt B;n (H--K)#0, s igy Bjn(H+ K) = B,, ami-
bdl mar kovetkezik, hogy (B,+ ---+ Bi) S (H -+ K), azaz g€(H +K).

e)-bol kovetkezik f), hiszen minden direkt Osszeadandd egyben szer-
vans részmodulus is.

f)-bol kvetkezik g). Legyen S=(...,b,,...)»ca maximalis fiiggetlen
elemrendszer G-ben, és vezessitk be a H— > {b,}jelolést. Megmutatjuk, hogy
- wEd

G béarmely g eleme benne van H-ban, s igy G=:H. A g H mellékosztaly-
nak (mint a G/H faktormodulus egyik elemének) rendje az R* gyiirii egy L
balidealja. A 11. tétel szerint g+ H tartalmaz olyan g'=g-+h (h€ H)elemet,
amelynek rvendje ugyancsak L. Mivel <{r,n>h€H minden <r,n> (€R*)-re,
<r, n> g'=—<r, n>g +<r, n>h€H csak akkor allhat, ha {r, n> €L. Amde minden
ilyen {r, n> (€L)-re <r,n>g =0, s igy {g’}n H=0; ebbdl viszont S maxi-
malis volta miatt g'=0, g=—h¢cH kovetkezik.

g)-b6l kovetkezik a). Bebizonyitjuk, hogy ha G-nek minden maximalis
fiiggetlen elemrendszere bazisa, akkor G egyszerli R-modulusok direkt 6sz-
szege. A bizonyitds magva annak igazoldsa, hogy egy g)-tulajdonsdgt modu-
lus barmely ciklikus részmodulusa tartalmaz egyszerii részmodulust. Tegyiik
fel ugyanis, hogy ez igaz, s rogton latni fogjuk, hogy ebbdl mar kovetkezik
a bizonyitand6 allitds. Legyen U G azon elemeinek halmaza, amelyek (egyen-
ként) egyszerii részmodulusokat generdlnak, s legyen S U-beli elemek maxi-
malis fiiggetlen rendszere. § (G-ben is maximdlis fiiggetlen rendszer, hiszen
G bérmély elemének ciklikusa tartalmaz egyszerii részmodulust, s ennek mar
minden eleme fiigg S-t6l. g) szerint azonban S bazisa is G-nek, s igy G
egyszerii modulusok direkt Osszege.

Azt kell tehat igazolnunk, hogy egy g)-tulajdonsdgi modulus barmely
ciklikus részmodulusa tartalmaz egyszerii részmodulust. Mindenek elott meg-
mutatjuk, hogy g)-tulajdonsdgii modulus Osszes részmodulusai is g)-tulajdon-
sagtak. Legyen V—(...,a,,...)vecs a G modulus tetszéleges H részmodu-
lusénak maximalis fiiggetlen elemrendszere. Egészitsiik ki V-t alkalmas
bu(u€r) elemekkel G-nek egy W maximalis fiiggetlen rendszerévé. Feltevés
szerint W G(G-nek bazisa, azaz

3 G :v%: {a,} +’L€ZF {ba).

Ebbsl mar kovetkezik H— > {a,}, hiszen V maximalitisa miatt kell, hogy
rved

H barmely elemének (8) szerinti eldallitisaban a Z{b,l}-beli komponens
cr
egyenld legyen zérussal. ’
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Legyen végre g tetszbleges eleme a g)-tulajdonsdgi G R-modulusnak.
Ekkor a {g} = K részmodulus is rendelkezik a g) tulajdonsdggal. Ha K maga
nem egyszerii modulus, akkor van zérustdl kiilonbozd valodi részmodulusa,
pl. K;. Legyen O0=£g, € K, €s S, egy g-et tartalmazd, K-ban maximalis flig-
getlen elemrendszer. S, legalabb két elembdl &ll, hiszen S, béazisa, {g.} (£K.)
pedig valédi részmodulusa K-nak. Ha {g;} még mindig nem’ egyszerii modulus,
akkor tartalmaz egy K,(5=0) valodi részmodulust. Legyen 0=£g, € K,. Mivel
2. €és az §; rendszer g,-t61 kiilonboz6 elemei fiiggetlenek, konstrualhatunk
K-ban egy legalabb haromelemii S, maximalis fiiggetlen elemrendszert. Ezt
az eljarast folytatva véges sok lépésben el kell jutnunk K egy egyszerii rész-
modulusdhoz. Ellenkez6 esetben ugyanis K-nak egy végtelen sok elembdl
all6 maximalis fiiggetlen elemrendszeréhez, azaz végtelen sok elembdl allo
bazisahoz jutndnk, ez azonban lehetetlen, hiszen g nem generédlhatja végtelen
sok modulus direkt 0sszegét.

Ezzel a 27. tétel bizonyitasat befejeztiik.

Megemlitjiik, hogy a c¢) éc ¢} tulajdonsdgokbdl kozvetleniil leolvashatd
a teljesen redukalhaté modulusoknak az a fontos tulajdonsaga, hogy egy ilyen
modulusnak minden homomorf képe és minden részmodulusa is feljesen
redukdlhato. .

Még egy megjegyzést tesziink itt, a teljesen redukalhaté modulusok
endomorfizmusgyiiriiivel kapcsolatban. Bebizonyitjuk, hogy

egy G teljesen redukdlhaté R-modulus &(G) teljes endomorfizmusgyiirii-
Jjének Jacobson-féle radikdlja mindig 0.
Legyen G = > {a,}, ahol minden a, elem egyszeri R-modulust gene-

rdl. G endomorfizmusait jobboldali operdtoroknak tekintjiik és a o, o,... gbrog
betiikkel jelsljiik. Legyen M(a,) a G modulus dsszes olyan endomorfizmusainak
halmaza, amelyek a,-t O-ra képezik le. M(a,) nyilvdn jobbidedl &(G)-ben.
Mivel &(G) egységelemes gylirli s egy ilyen gyiir(iben a Jacobson-féle radikal
az 0sszes maximalis jobbidedl metszete [20], elegend6 igazolnunk azt, hogy
M (a,) maximalis jobbideal &(G)-ben. Ekkor ugyanis n,M(a,) =0 miatt §(G)
osszes maximdlis jobbidealjdnak metszete méginkabb O.

Annak igazoldsira, hogy M(a,) maximalis jobbideal &(G)-ben, meg-
mutatjuk, hogy barmely o¢ M(a,) endomorfizmusra a ¢ és M(a,) altal gene-
ralt jobbidedl tartalmazza az &(G) gyiirii ¢ egységelemét. a,0 == 0 miatt az
_a,—a,0 leképezés az {a,} modulusnak {a,o}-ra valé izomorf leképezése.

48 Legyen R tetszbleges gyiirli. Az R gyfirii valamely x elemét kvaziregularis elemnek
nevezziik, ha R-ben van olyan y elem, amelyre x-}y-yx-—=0 teljesiil. Az R gyiirit dsszes
olyan r elemeinek J(R) halmazit, amelyekre barmely s(€ R) esetén sr kvaziregularis, az
R gylirii Jacobson-féle radikdijinak nevezziik.
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*

Legyen o* ennek a leképezésnek az inverze, amely tehat az {a,o} modulust
tigy képezi le {a,}-re, hogy a,0—a.. Minthogy {a,¢} direkt dsszeadandé
G-ben, ¢* kiterjesztheté G-nek egy olyan o endomorfizmusava, amelyre
(a,9)o0 —=a,. Ekkor a,(0o0—¢)-=0, (0o—s)€M(a,), s igy ¢ valoban benne

van az M(a,) és o altal generdlt jobbidealban.”

14. §. A dualis probléma

Midr a 11.§-ban is lattuk, hogy a féligegyszerli gyiiriik mint operator-
tartomanyok nevezetes tulajdonsagokkal rendelkeznek. Ebben a paragrafusban
megmutatjuk, hogy a teljesen redukdlhatd operatormodulusokkal kapcsolatban
felvetett dudlis probléma szintén a féligegyszerii gyiiriik osztadlydhoz vezet.
Egy idevonatkozd kordbbi -eredmény O. GOLDMAN kovetkezd tétele [18]: Egy
R gyiirii akkor és csak akkor féligegyszerii, ha bdrmely R-modulus maximdlis
trividlis részmodulusdnak és egy feljesen redukdlhaté R-modulusnak direkt
Osszegeként dll eld. Mi egy hasonld jellegii kritériumot fogunk bebizonyitani,.
mikozben egyszeril bizonyitdst nyeriink GOLDMAN tételére is.

Mindenek el6tt bebizonyitunk két lemmat:

6. LEMMA: Egy ftetszileges R gyiirii féligegyszerii, ha R bdrmely L bal-
idedlja és a ftetszileges G R-modulus bdrmely g eleme esetén Lg szervdns
részmodulus G-ben.”®

BizonyiTAs: Tegyiik fel, hogy az R gyiirire a lemmaban kimondott
feltétel teljesiil és legyen L R-nek tetszéleges balidedlja. Tekintsiik most spe-
cidlisan az R{s modulust. A H=L<0,1> részmodulus, amely az osszes
,0>(l€L) alaka elemekbdl all, feltevésiink szerint R(z-ben szervdns rész-
modulus. Az 0sszes [(€L)-re felirt

C) <L 0px=<LL0p (leL)
egyenlet olyan H feletti egyenletrendszert alkot, amelynek <O, 1> nyilvdnvaldan
megoldasa, igy van olyan <e,0>(€/) elem is, amelyre (9) teljesiil. Ebb6I
kovetkezik, hogy barmely /(€ L) elemre fennall az e =1 relacid, azaz e L-ben
jobboldali egységelem, tehat R valoban féligegyszerit gyfirii.

1 A fentiekben a teljesen redukaihaté modulusok endomorfizmus-gy(irijének csupan
egyetlen tulajdonsagat mutattuk ki, azonban adott esetben az endomorfizmusgyiiri meg-
szerkesztése sem nehéz. Az eljards hasonlo ahhoz, amely [44]-ben megtalalhaté a véges
sok egyszerii R-modulus direkt Osszegeként eldallo modulusok esetére. Eredményképpen az
adddik, hogy teljesen redukalhatdé modulus endomorfizmusgyiiriije ferdetestek feletti matrix-
gyliriik direkt Osszegével izomorf.

5 A lemma allitdsa meg is fordithat6: minden féligegyszerii gyiiri kielégiti a lemmd-
ban megadott feltételt. (Lasd [26]). Minthogy azonban ezt a tényt nem fogjuk felhasznalni,
a bizonyitdst is mell6zziik.
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7. LEMMA: Ha R féligegyszerii gyiirii, akkor minden unitér R-modulus
teljesen redukdlhatd.

BizonyiTAs: Legyen R féligegyszerii gyfirii és G tetszbleges unitér
R-modulus. Megmutatjuk, hogy G barmely H részmodulusa G-nek direkt
Osszeadanddja, tehat a 27. tétel alapjan G teljesen redukdlhato. Legyen K a
Hn K tulajdonsagra nézve maximalis részmodulus G-ben. Megmutatjuk, hogy
G barmely g eleme benne van a H--K direkt 0Osszegben. Az osszes olyan
r(€R) elemek, amelyekre rg€ H- K, R-nek egy Q balidealjat alkotjak. Legyen
e a (Q jobboldali egységeleme. Ekkor a g—eg elem R(g—eg) ciklusanak
és H-- K-nak csupdn a O kozos cleme, minthogy r€Q esetén r(g—eg)=0
€s rgQ esetén r(g—eg)dH-+ K. Ezért a K-ra kirdtt maximalitas miatt
g—eg=0, g=eg€H+ K. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.

Most bebizonyitunk egy tételt, amely a 27. tétel alapjan O. GOLDMAN
mar idézett tételét is magaba foglalja.

28. TETEL: Egy fetszdleges R gyiirii akkor és csak akkor féligegyszeri,
ha bdrmely G R-modulusra fenndll egy G= G, G, direkt felbontds, ahol G,
egy trividlis, G, pedig a 27. tétel a)—g) feltételeinek bdrmelyikét kielégitd
R-modulus.

BizonyiTAs: Eloszor tegyitk fel, hogy az R gyfirlire barmely R-modulus
G, = G,+ G, alakq, ahol G, trividlis R-modulus és Gy-re teljesiil a 27. tétel
f) feltétele™ Elegend6 megmutatnunk, hogy R tetszéleges L balidealjara és
G tetszbleges g elemére az Lg modulus G-nek szervans részmodulusa, mint-
hogy ekkor a 6. lemma szerint R féligegyszer(i gyiirii. A fenti direkt fel-
bontds alapjan legyen g elbdllitdsa: g=g,+g,(g€G,; g,€G,)). Ekkor
Lg=Lg+Lg,=Lg, =G, s igy az f) feltétel alapjin Lg szervans rész-
modulus G;-ben. Mivel pedig G, G-nek direkt osszeadanddja, Lg G-ben is
szervans részmodulus.

Ha maésrészt R féligegyszerii gylirli, a Peirce-féle felbontds alapjan
barmely R-modulus maximalis trividlis részmodulusanak és egy unitér R-mo-
dulusnak direkt 0sszege. A 7. lemma alapjan az unitér direkt dsszeadandd
teljesen redukallato, tehat a tételt bebizonyitottuk.

Ez a tétel is mutatja, hogy a féligegyszerii gyiirii fogalma milyen fontos
€s mindamellett milyen természetes 4ltaldnositdsa a ferdetest fogalmdnak;
olyan altalanositds, amely még meg6rzi a ferdetest szdmos nevezetes tulaj-
donsagat. Az a)—g) feltételek a ferdetest feletti vektorterek legfontosabb
tulajdonsagait fejezik ki, s ezek a tulajdonsagok érvényben vannak olyan unitér
modulusok esetében is, amelyeknek operatortartomanya féligegyszerii gyfiril.

51 Minthogy a 27. tétel alapjin az a)—g) feltételek ekvivalensek, elegendd kéziiliik
<supan egyet figyelembe venni.
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15. §. Gyiiriielméleti alkalmazasok

_ A 27. tétel, az 1. és 7. lemma alkalmazasaként bebizonyitjuk, a kovet-
kezd gytirtielméleti tételt:

29. TETEL: Egy R gyiirii akkor és csak akkor féligegyszeri, ha

() van jobboldali egységeleme és

(1) a kivetkezd feltételek bdrmelyike teljesiil:

a’) R minimdlis balidedljainak direkt osszege;™

b') R-nek van véges sok olyan maximdlis balidedlja, amelyeknek a metszete O;

¢’) R dsszeesik a ,socle“-jdval, azaz R-et minimdlis balidedljai generdljdk;

d) R bdrmely O-tdl kiilonbozd elemének baloldali annihildtora az R
gylrii véges sok maximdlis balidedljdnak a metszete,;

') R bdrmely L baidedljdhoz van R-nek olyan K balidedlja, hogy
Ry = Lay+ Ky ;

') R-nek bdrmely balidedlja szervdns balidedl R-ben;™

g') Rw bdrmely maximdlis fiiggetlen elemrendszere Rr-nek bdzisa.

BizoNyiTAs: Mindenek elétt megmutatjuk, hogy az (I) feltevés mellett
az a’)—g’) feltételek ekvivalensek. '

Az a')=>D’) és b’)=>¢’) implikdciok az 1. lemma kozvetlen kovet-
kezményei.

Tegyiik fel, hogy c’) teljesiil. Ekkor R-re fenndll egy

(10) R=1L,+ L
direkt felbontas, ahol L;(i=1, ..., k) R-nek minimalis balidealja. Megmutat-

juk, hogy az R gyiirii e jobboldali egységeleme (kétoldali) egységelem.
Tekintslik e-nek a (10) alapjan valo

Soe=et e (e=Ly)
eléallitisat. Mivel ekkor L, = Re;, L; minimalitisa miatt L; barmely /(= 0)
elemére Rl;= L;. Legyen most r R-nek tetszbleges eleme. Az r—er elem (10)
szerint

r—er=>0hL-+--+1I (L €Ly
alakban 4ll elé. Az [, elemhez a fentiek szerint van olyan s;(€ R) elem, hogy
8; l;=1;. Ekkor

O:s;(e———er)———sill—}—---—[—l,-—}—,---—i—s,»lk

52 Az (I) feltételbdl kovetkezik, hogy a direkt Osszeadandoék szdma egy ilyen fel-
bontasban véges.

58 Az R gyiirii L balidealjat szervdns balidedinak nevezziik, ha Lip szervans rész-
modulus R,-ben.
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mutatja, hogy Li=0(i=1,..., k), tehat e (kétoldali) egységelem R-ben. —
Minthogy R barmely r elemét R-nek azok és csak azok az elemei annulldl-
jak, amelyek a tekintett elemnek a (10) direkt felbontas szerinti valamennyi
komponensét annullaljadk, a d) feltétel teljesiilésének belatashoz elegendd
megmutatnunk, hogy az L; tetszbleges O-tol kiilonb6z6 a; elemének A bal-
oldali annihilatora R-nek maximdlis balidealja. Legyen s¢R,s¢A. (llyen s
elem biztosan létezik, mivel Ra;==L;.) Ekkor O=sa;(€L;), Rsa;=L;, tehat
van olyan t(€R) elem, hogy fsa;=—a;, azaz (e—ts)a;=0. Igy e—ts€A,
azaz ec{A, s}, tehat {A, s} = R. Azt nyertiik, hogy A R-nek maximdlis bal-
idedlja, s ezzel a c¢’)=>d") implikaci6t bebizonyitottuk.

Most tegyiik fel, hogy d’) teljestil. Ekkor minthogy az R gyfir(i e jobb-
oldali egységelemének baloldali annihillitora O, R-nek van véges sok olyan
maximalis balidealja, amelyeknek a metszete 0. Ezért R az 1. lemma alapjan
minimalis balidedljainak direkt osszege, s igy a 27. tételt a G— R esetre
alkalmazva adadik e).

Az ¢)=>1)=>g') =>2a’) implikiciokat gy nyerjiik, hogy a 27. tételt
a G= R esetre alkalmazzuk.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy ha (I) fenndll, akkor az a’)—g’) feltételek
ekvivalensek. Most megmutatjuk, hogy R akkor és csak akkor féligegyszerii,
ha (I) és (II) teljesiil. Legyen elOszor R féligegyszerii gyiirii, s tekintsitk az
R gylirii e jobbegységelemére az tsszes r—er(r&R) elemekbdl allé L bal-

idealt. Minthogy
s(r—er)=sr—sr=0

az L balidedlban csupan a O lehet jobboldali egységelem, azaz sziikségkép-
pen L=0. Tehat e kétoldali egységelem. Minthogy ekkor Rz, unitér R-mo-
dulus, a 7. lemma alapjan minimalis balidedlok direkt Osszege, s igy az
a’)—g’) tulajdonsagok ekvivalencidja miatt R-re az a’)—g’) mindegyike tel-
jesiil. — Megforditva, legyen R olyan jobbegységelemes gyfirli, amelyre f')
teljesiil. Ha L R-nek tetszbleges balidedlja, akkor az Ix=—1[(l€L) egyenlet-
rendszer R-ben megoldhatd. Igy ) alapjan van olyan e,(€¢L) elem, amelyre
le,=1 minden /(€L) esetén. Az e, elem tehat L-nek jobbegységeleme, azaz
R féligegyszerii gyfird.



VIZSGALATOK AZ OPERATORMODULUSOK ELMELETEBEN, III. 117

FUOGGELEK

Egy radikal-fogalom az operatormodulusok elméletében

Ismeretes, hogy a nem kommutativ gyiiriikk elméletében milyen fontos
szerepet toltenek be a kiilonféle radikal-fogalmak. E fogalmak eredete ]. H.
M. WEDDERBURN klasszikus [45] dolgozatdig vezethetd vissza. A radikal altala-
ban a gyiirii olyan idedlja, hogy a szerinte vett faktorgyfiri maér radikal--
mentes, tehat radikdija a zérusidedl, tovdbba a radikdlmentes gyiiriik a klasz-
szikus féligegyszerii gyfirlik Aaltalanositdsai abban az értelemben, hogy az
ként allithatok eld.

Az alabbiakbanjoperétormodulusok esetére definidljuk a radikal fogal-
mat, s megmutatjuk, hogy ez a fogalom hasonlé szerepet tolt be a modulu-
sok elméletében, mint a Jacobson-féle radikal a gyiiriielméletben.

Legyen G tetszbleges R-modulus. Azoknak az x(€G) elemeknek az
Osszességét, amelyekre Rx benne van G minden maximalis részmodulusaban,
R(G)-vel jeloljik és a G modulus radikdljdnok nevezzitk. Ha G-nek nincs
maximalis részmodulusa, akkor N(G)== G legyen. Ebben az esetben azt
mondjuk, hogy G radikdl-modulus. Ha M (G)=0, akkor G-t radikdlmentes
modulusnak nevezziik.

© A definiciébol nyilvanvald, hogy barmely modulusnak van radikalja,
s a radikdl mindig részmodulus. Tovabba egy G modulus maximalis trivialis
részmodulusa mindig benne van a radikalban.

Jeloljiik @(G)-vel a G modulus mindazon x elemeinek halmazat, ame-
lyekre barmely r(€R) esetén rx torolhetd G barmely generator-rendszerébol.
A @(G) elemhalmaz a G egy jol definidlt részmodulusa, amelyet G @-rész-
modulusdnak neveziink. Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

30. TETEL: Ha a G R-modulus nem radikdl-modulus, akkor bdrmely x
elemére ekvivalensek az aldbbi feltételek:

a) xeN(G);

b) x€ ®d(G);

c) x eleme G Osszes homoperfekt maximdlis részmodulusdnak.

BizonviTAs: Ha a) nem feljesiil, akkor b) sem. Legyen ugyanis M

maximalis részmodulusa G-nek és rxg¢M. Ekkor Mc{rx, M} =G tehat
x¢ D(G).

Ha b) nem teljesiil, akkor c) sem. Legyen S olyan elemrendszere
G-nek, hogy

(n {rx, S} =G
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¢
és rx¢{S}, tovabba, H olyan részmodulus G-ben, amelyre {S}SH, rx¢H,
s amely maximdlis e tuljdonsigokra nézve. Ekkor H homoperfekt maximalis
részmodulusa G-nek. A maximalitds onnan adodik, hogy tetszbleges y§¢H
esetén rx€{y, H}, ebbol pedig figyelembe véve, hogy SSH, az {y, H}— G
egyenléség kovetkezik. Az rx@H relicid0 mutatja a H részmodulus homo-
perfekt voltat. Ugyanebbd! a relaciobdl természetesen az is kovetkezik, hogy
x4¢H. '

Ha c) nem fteljesiil akkor a) sem. Tegyiik fel, hogy x nem eleme a H
homoperfekt maximalis részmodulusnak. Ekkor van olyan r(€R) elem, amelyre
rx¢H, igy x¢R(G).

Ebbél a tételbdl szdmos korolldriumot vezetiink le. Mindenekel6tt mint
kozvetlen kovetkezményt megemlitjiik, hogy G akkor és csak akkor radikdl-
modulus, ha nem tartalmaz homoperfekt maximdlis részmodulust. Ebbol a
kozonséges Abel-féle csoportok specidlis esetére addédik, hogy egy Abel-féle
csoport mint unitér E-modulus akkor és csak akkor radikdl-csoport, ha algeb-
railag zdrt (1asd [13}) tovabba, hogy bdimely Abel-féle csoport mint O-imnodu-
lus radikdlicsoport.

Legyen H G-nek tetszéleges részmodulusa. Minthogy G barmely N homo-
perfekt maximalis részmodulusdra N n H vagy egyenld H-val, vagy H-nak homo-
perfekt maximdlis részmodulusa, a 30. tételbdl adddik, hogy R(H)E H n R(G).
Ha H G-nek direkt 6sszeadanddja: G = H+ K, akkor %t (H) = H n NR(G). Ekkor
ugyanis A barmely M homoperfekt maximalis részmudulusa esetén MLK
homoperfekt maximalis részmodulusa G-nek, s igy az R(H)=2HnNR(C)
relaci6 is fenndll. [Ebbol kovetkezik, hogy ha G=— > H,, akkor

R(G) QZ%(H,,). Masrészt R(G)S D) R(H,); ugyanis,haa g—h,, + «-- + hy,
(hr,€ H,) elemre rg(r€R) a G barmely generatorrendszerébol torolhetd, akkor
az rh,, elem is torolhetd H,, barmely generatorrendszerébdl. Tehat R(G) =
=D R(H,). ,

A 30. tételbol kovetkezik az is, hogy N (G/N(G))==0. Valoban, annal
a homomorfizmusnal, amelynek magja R(G), homoperfekt maximalis rész-

modulus képe, ill. teljes inverz képe ugyancsak homoperfekt maximalis rész-
modulus.

31. TETEL: Egy fetszéleges R-modulus akkor és csak akkor izomorf
perfekt egyszerii R-modulusok szubdirekt Osszegével, ha radikdlmentes.

Ez a tétel kozvetlen kovetkezménye a 30. tételnek, tovabba a szubdirekt
osszegként valo eloallitisra vonatkozd alaptényeknek (2. §.).

A 30. tétel és a 27. tétel a) és b) tulajdonsdgainak ekvivalenciaja
- alapjan, valamint a * labjegyzet figyelembevételével kovetkezik a -

.
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32. TETEL: Egy tefszoleges R-modulus akkor és csak akkor perfekt egy-
szerli R-modulusok (diszkrét) direkt 0sszege, ha radikdimentes és ciklikus rész-
modulusaira nézve minimumkovetelménynek tesz eleget.

Végiil még egy tételt emlitiink, amely a klasszikus Wedderburn—Artin-~
féle strukturatétel analogonja. Egy R-modulust féligegyszeriinek neveziink, ha
radikalmentes és részmodulusaira nézve minimumkovetelménynek tesz eleget.

33. TETEL: Egy tetszoleges R-modulus akkor és csak akkor féligegyszerii,
ha véges sok perfekt egyszerii R-modulus direkt Gsszegével izomorf.

Ez a tétel a 32. tétel kovetkezménye. Ha még figyelembe vessziik a 26.
tételt, latjuk, hogy adott R gyiirii esetén az osszes féligegyszerii R-modulus
invariansokkal jellemezheto.

Egy R gyiiri valamely L balidedljat moduldrisnak nevezziik, ha R-nek
vain olyan e eleme, hogy minden r(€R) elemre r—reé€L legyen.

34.TETEL: Ha az R gyiirli bdrmely homoperfekt* maximdlis balidedlja
moduldris, akkor az Rg modulus radikdlja és az R gyiirii Jacobson-féle
radikdlja megegyezik.”

BizonyiTAs: Elgszor megmutatjuk, hogy ha x nem eleme az R gyiiril
M homoperfekt maximalis balidealjanak, akkor van olyan r(€ R) elem, amelyre
rx nem kvazireguldris. Legyen e az R gylirlinek (M modularitdsa miatt 1étez0)
jobboldali egységeleme  mod M. Ekkor nyilvanvald, hogy az Rz = Ru)/Mwz)
faktormodulus € elemére s2=0 (s€R) akkor és csak akkor teljesiil, ha s€M.
Mivel pedig Mz R-nek homoperfekt maximalis reszmodulusa, E(R) perfekt
egyszerii R-modulus. Tovabbd x¢M miatt xe=~0, tehat van olyan r(¢R),

hogy
(2) rxe ——e.
Tekintsiik az osszes y+yrx (y€R) alaki elemek S halmazat. Minthogy
(+yrx)ye—=ye+(yrx)e—ye+y(rxey=ye—ye=0,

SCM teljesiil. igy rx nem lehet kvaziregularis elem, mert egy rx+y +y'rx=0
alaku reldciobdl rx=—y —yrx€SEM addédnék, ami ellentmondasban van
a (2) egyenlbséggel.

Megforditva, tegyiik fel, hogy rx (r€R,x€R) nem kvaziregularis elem
R-ben. Ekkor rx nem eleme az 9sszes y-+yrx (y€R) elemek altal alkotott
S balidedlnak. Legyen M R-nek olyan balideélja, amely maximdlis a kovetkezd

5 R valamely balidealjat homoperfekinek nevezziik, ha az mint R(R) részmodulusa
homoperfekt.

% Jobboldali egységelemmel biré gyliriik Jjacobson-féle radikaljanak egy modulus—
elméleti jellemzését korabban Fucus LaiszLo adta [12].
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két reliciora nézve: SCTM és rx¢M. Megmutatjuk, hogy M maximalis bal-
idedl R-ben. Valoban, legyen y R-nek tetszéleges eleme és ¢(€ R) olyan elem,
amelyre t& M. Ekkor rxe{f, M}, s igy
—yrx-+(y+yr)=ye{t, Mj,

tehat {t, M} ==R. Az rx¢M relacid mutatja az M balidedl homoperfekt voltat.
Ezzel a 34. tétel bizonyitasat befejeztiik.

Megjegyezziik, hogy az W(Rw)S/(R) relacid bizonyitdsaban nem hasz-
ndltuk ki, az R gyfiriire kir6tt feltéteit. Nyilt keérdés, hogy vajon tetszdleges
R gyiirii esetén fennall-e a J(R) S R(Ru) relacid.

(Beérkezett: 1958, VI. 30.)

A Debreceni Kossuth Lajos Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete
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INTERPOLACIO NORMALIS PONTCSOPORTOKON, I.
(ERDOS ES TURAN EGY SEJTESENEK BIZONYITASA)

frta: FREY TAMAS
(Bemutatta : Turdn Pdl, akadémikus)

1. §. Bevezetés; jelolések
Az
(1.1) [Xin] (i=12...,n;n=1,2..)

haromsz6g-matrix meghataroz egy polinomsorozatot:

1.2) m,(X) = iZ-:[(x——xm) (n=1,2,..)

amely az interpoldcié-sorozatokkal kapcsolatosan fontos szerepet jatszik. Ebben
a vonatkozdsban [x;]-t gyakran alappont-matrixnak ill. alappontcsoport-
sorozatnak is nevezik. Léatni fogjuk: nem cs6kkenti az aitaldnossagot, ha fel-
tessziik, hogy valamennyi alappont a [—1, 1] intervallumba esik.

FEJER [1] nyoman marmost normdlisnak, ill. szigoraan vagy e-normalis-’
nak nevezziitk az olyan alappont-matrixokat, amelyeknél az 1un. linedris alap-
polinomok, a
(1.3) pin() — 1 — -2 (Xin)

() (x—xin) (i=12...,n;n=1,2,...)

fiiggvények a [—1; 1] alapintervallumban nemnegativak ill. nem kisebbek a
0>0 szamndl, masszéval: a v (x) polinomok [k:] zérushelyei, az an. kon-
jugdlt pontok nem esnek a [—1; 1] intervallum belsejébe, Az alappontmatrix
normalis volta az interpoldci6-sorozat konvergenciaviszonyait illetden nem
latszik perdontdnek (1. pl. a [6], ill. az ezen munka folytatasaképp megijelend
masodik, hasonlo cimii dolgozatot), mégis érdekes kovetkeztetésekre nyujtott
lehetdséget, els6sorban az Hermite-, ill. az Hermite—Fejér, késébb azonban
a Lagrange-féle interpolacio-sorozatokkal kapcsolatosan is.

ERrRDOS és TURAN [2] bizonyitotta be ugyanis, hogy normalis alappont-
matrix esetén érvényes az

(1.4) |0a.(x) = Ci(e)-27" Vn (n=1,2,..;—14+esx=s1—s)!
1 A dolgozatban C:(e,3,...)-val olyan mennyiségeket fogunk jel6lni, amelyek az

(esetleg megnevezett) e, 3,... stb. mennyiségektdl fiiggenek ugyan, de az n (diszkrét) val-
toz6tdl nem. 3

2 Il Osztaly Kozleményei 1X/2

(rTR e v ————
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becslés. Ez a tény szorosan Osszefiigg a Lagrange-féle interpolaciésorozatok
konvergencia-viszonyait jeliemzd Lebesque-fiiggvénnyel, ti. a

k2

Aom (X) = 2 “i”l(x) I;

=1

(1.5)

(li,,.(x) =— (x::;‘g)_xm) s i—=1,2,..,m;m=1,2, )
-re vonatkozo
(1.6) |20 ()| == 2.(x) = Co(e)/ (n=12,..;—14e¢=x=1—¢)
becsléssel.

ErRDOs és TurAN fenti munkdjukban kozolték azt a sejtésiiket is, hogy
normalis alappont-matrixok esetén még az

(1.7) |ma(X)]=Cs(e)-27" (—1+e=x=1—gn=12,..)
becslés is érvényes. Ennek alapjan természetesen a
(1.8) L(x)=Ci(e)logn (n=1,2..;—14s=x=1—¢)

becslés is varhatéan érvényes, s6t az Hermite- ill. Hermite—Fejér féle inter-
polacio-sorozatok Lebesgue-fliggvényeire is kovetkeztethetlink.

Ebben az irdnyban — nem sokkal késébb — GRUNWALD [3] publikélta
azt az eredményét, hogy o-normalis alappontmatrix esetén érvényesek az

Il .
(1.9 [0, ()= Cs(8)-27" -n 2
(—1+e=x=1—¢n=12,...; r>0 tetszbleges)
ill. a
1oty :
(1. 10) () =Ci(e)n * (—l+e=x=1—¢n=1,2,..;7>0)
becslések.

Ebben a dolgozatban bebizonyitjuk az Erdés—Turan-féle sejtést, ame-
lyet — részben csak az ugyanilyen cimii masodik kozleményiinkben — még
élesitiink is; szigortan normalis pontcsoportok esetén ugyanis (1.9) az egész
zart alapintervallumon érvényes, &-tdl fiiggetlen korlattal; emellett az alap-
intervallum belsejében barmely két zérushely kozott 27" nagysdgrendii érté-
keket |m,(x)| ténylegesen fel is vesz. Igazoljuk a (1. 8) becslést is, ill. a meg-
felelo, tovibb — nagysagrendileg — mar nem is élesithetd becsléseket az
Hermite- ill. Hermite—Fejér-féle interpolacio Lebesgue-fliggvényeire. Ilymodon
a konvergencia-viszonyok minden olyan strukturalis tulajdonsaggal kapcsola-
tosan, amely az interpolalt fliggvényt az alapintervallum egy zart részinter-
vallumaban mindeniift jellemzi, teljesen tisztdzva vannak*
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E vizsgalatokat finomitjuk azutdn oly értelemben, hogy nagysagrendileg
jellemezziik a ,y fliggvények altal szarmaztatott Lebesgue fiiggvények®, a

(111) Zrn(x; w)EkZ:lwﬂx_xkﬂ')'Ukn(x)'

képlettel definidlt formuldk egy csoportjat is, olyan y-fiiggvényekkel kapcso-
latosan, amelyek alkalmasak az interpolalt fiiggvény strukturdlis tulajdonsa-
gainak jellemzésére, valamely pont kornyezeteiben. Ezaltal szigortian lokélis
approximaciés tételeket is meg tudunk adni.

Masodik dolgozatunkban — az Erd6s—Turdn-féle sejtés élesitése mel-
lett — meg fogjuk mutatni azt is, hogy az igazolt eredmények tulajdonképp
nem azon a tényen milnak, hogy a konjugalt pontok valamennyien az alap-
intervallumon kiviilre esnek, hanem azon, hogy a hozzajuk rendelt alappontok-
tol mért tavolsdgok also korlat felett maradnak.

2. §. Néhany approximacids segédtétel

2. 1. SEGEDTETEL: Tekintsiik a

0 ,ha —1=x=aqa
1 , ha a<x= 1-12-0

2.1 x)=p(x;a)=

(2. 1) p(x) = p(x; a) 4 (x——3+a),ha 1+a§x§3—|—a
1—a 4 2 4
0 , ha 3ja§x§1

fiiggvényt, ahol —1<a<1.
Taldlhato ekkor olyan {P,(x)} polinom-

sorozat, amelyre érvényesek a * ‘
1
(2 2) Pn(x) € Hﬁn—47 3
tovdbbd az § plxia)
1 !
(2. 3) |(x—a)[p(x) —Pu(®)]| = C17 -1 L 1
(—l=x=1;n=12..) 1. dgbra

2 Hy-nel jeloljiik a kovetkezSkben a legfeljebb n-edfokt raciondlis, H-vel a leg-
feljebb n-edrendii trigonometrikus polinomok halmazat.

2%
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végiil az

2.4) [[[p('_&)—Pn(E)]d,E = Cg—lll— (—1=s=x=4Ln=12..)
reldciok.
BIzONYITAS : Az x =:cos ¢ transzformacid utan a

(2.5) ' st(p)=p(cos ¢)
paros, periddikus €s a k:r pontokban (k=0; 11 +2;...) folytonos és foly-
tonosan differencidlhato fiiggvényre jutunk. Jeloljitk {A.2(g; f)}-fel az altalunk
([4] ill. [7]) megadott trigonometrikus polinomsorozatok egyikét, amely a leg-
jobb approximdcidt az f€ L., fiiggvénnyel kapcsolatosan lokalizdlja.? (L.. a
2st periddust és egy peridduson L-integralhatd fiiggvények osztilyat jeloli).
Az aldbbiakban az
(2.6) Avaly; 1) — ()

kiilonbséget becsiiljiik, a kovetkezd jeloléseket hasznalva

2.7 a=cosa;l—2+—a=cosﬂ; O< <<,
Tekintsiink egy tetszbleges ¢, pontot. Az
(2' 8) ’A"ﬁ((PO; "T)_ "T((PO)? =G (ﬂ =12.. )

becslés az A, eljards Lebesgue-fiiggvényének korlatossagabdl és st definicio-

8 Ao (p;f)-t igy definialtuk:

n2
n

i .
(2. I) AM:Q((P; f) == m J F’n;?(t—(}’) f(t)dt 6 Htg:‘)_-i:
3n— - k sin(k—[—l-{— l)x
133 n—lk+1—2n] 5 2
@) Frg®=—x > = ket 1=2n] 5 (f)
k=n 2 =0 sin T X

Marmost ardnylag konnyli szamoldssal belathatd, hogy a fentebb megadott eljaras
az alabbi — lényeges — tulajdonsidgokkal rendelkezik :

1) 1°, A9 N=f(9), ha fFEHD
. x
cos” 5
20, : . 2 1
(2.1V) [Fy0(x)] = C3 min 3:1, poaatie s

F
IF,.0 ()| dt = C,.

-n

2.V.) 3. 4, (A,0) =
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jabol leolvashatd. Tegyiik most fel, hogy ¢,=~« és n mar elég nagy, éspedig

«—3
5

1
(2.9) P |

Ezesetben igy becsiilhet6 a (2. 6) kiilonbség :

1
|An2(qro; 7T)— 7t(po) | = }_‘ jEz:ﬂ(t)'[n(¢0+ —n(g))dt| =
, ‘l‘ﬁo al "Pu ]
1
(2. 10) = P [ + J ’+ s IFn v(f)| |:f[((l‘0—|‘f—.7t(q7o)|df<
- lpo-a| 'l¢u al »
- 134 1 1
- I LIsz(l‘)l 7z 2t 3 jp—af’

minthogy sz définiciéja, ill. a (2. 1) képlet alapjan
=0, ha |t|=]|p—«|

(2.11) VT(‘P.O'*“')_”(%)| =1, ha —n=it=m
Ha viszont
(2.12) %)’éltpo—al; O=¢p=m
nd
[o{02] ?
(2.V1) 4°. IF,.2 () = C5(9)- , ha s=x|=n.
és igy
—4 n
N cos -g‘
(2. VIL) A® (A,.; )E[ J+J }]Fn;g(x)[dxécﬁ(d). ro
-n 8
5°, Tetszbleges 0 < e<C1 és tetszOleges s mellett
1
(2. VIIL) IFro@|=Ci(s39)-n°, ha n * =hkl=n,
és igy

2
1—-¢ " T
2.1X) : A(,f)(An;z;n 2 )E[ I []iFn,‘,(x)|dx§C8(s;s)-n_s.
‘ 15x ©
T
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érvényes, akkor

1
(2.13) |A,.;g(q>o;yr)—:r(cp0)|éCmF n=12..)
minthogy sz(¢) pl. a _ﬁa__—j-_?)ﬂi =¢p= a—ii’»ﬂ ill. az 5—“4——ﬂ =¢9=

intervallumban 1 exponensii L1psch1tz-feltételt elégit ki, az A,, »-eljards pedig
lokalizalja a legjobb approximaciot.
Emellett a kozépértéktétel alapjan

(2.14) |x,—a|==|cos @,—cos a| =|@,— | sin |+ I (p,— )| o 91
és igy érvényes az

(2.15) [xo—a| = |py—e!;

becsiés. [oy tehat (2.8), (2.9- 10) és (2.13) alapian — felhasznalva, hogy
BY \ it ] ) Pl s S

Ay 2 (p; 5T) péros trlgonometrlkus polinom, s igy
(2. 16) P, (x)= A., 2 (arccos x; :7)
legfeljebb (6n— 4)-edfokti polinom — érvényes a

‘Cn, ha —1=x=1; specidlisan ha !x-—alé%
Ci 1 b—a
(2-17) |P,.(x)—p(x)|§ na‘x_a‘z’ ha 7§Ix_a|< 2
1 b—a (. i+a)
|C137, ha ——<|x—al; (b— 5 ’

becslés-rendszer. (2.17)-b6] azonban a segédtétel minden A&llitAsa azonnal
leolvashatd.

2.2. SEGEDTETEL. Legyen ¢ >0, és fekintsiik a
‘ 0, ha —1=x=a
a’x [(x—a)t @9, ha a<x=a+b<li—2d<lI

|
(2.18) g (x) =g (x; a E{l —m (x—a—b) +q (a-+b—0; a),
l ha aib=x=1-2d

ha 1—2d=x=1,
fiiggvény, ahol b > 0-t z‘etszdlegesen, de ugy vdlasztottuk, hogy g az (a+b)

helyen még pozitiv legyen, végiil d > 0-t ugyancsak tetszdlegesen, m-et pedig
gy, hogy q(x) az (a, 1) intervallumon folytonos legyen. Taldlhaté ez esetben
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olyan {Q.(x)} polinomsorozat, amelyre érvényesek az aldbbi reldciok :

(2.19) Qn(x) € Hens

(2. 20) (x—a)[g(x) — Q. (X)]' = CM% (—1=x=1;n=1,2,..)
N |

(2'21) 1}[‘] (;)_Qn (;)] d; = C15 ,11 (—1 =X= 1; n—=— 1,2, . )

@

BizONYiTAs : Mindenekel6tt irjuk fel a ¢ definiciéjaban szerepld derivaltat
explicite is:

(;j_x [(x— @)+ -] = (x—a)t+e-o r —{E;‘ga_)a) 1clog (x—a)] _

= (x—a)}t9[1+c(x—a)+c(x—a)log (x—a)].
Innét azonnal leolvashato, hogy egyrészt

(2. 23) lim q(x;a)=1
x—>a+0

érvényes, masrészt pedig, hogy valo- U

(2.22)

!

ban megadhat6 olyan b,= b,(c; «) kii- glxiaic)
szObszam, amellyel
L e mite(e-a) .
@2.24) dx (x—QTl=e>0 o, ;
ha a<x=b,, a
Tekintsiik tehat az 2. dbra
_yqx;a)—p(x;a), ha —l=x+f,a=1
(2. 25) r(x) : 0, ha x—a
segédfiiggvényt, ahol p a 2. 1. tétel ,ugrdsfiiggvénye“. Azonnal belathat6, hogy*
(2. 26) r(x)e C[—1,1], s6t r(x)e W, [—1,1]

is érvényes, emellett tetszOleges ¢ >0 mellett
(2.27) r(x)€Liprnl, ha —1=x=a ill. a+es=x=1L
Jeloljik mérmost o (g)-vel az r(x)-hez indukalt periodikus fiiggvényt:
(2.28) o (p)=r(cos @).
1 Wo [—1,1] jelenti az f(x) € C[—1, 1] fiiggvények azon halmazat, amelyre
w(d;f;——l;l)gg-élog% (0<6<%)

érvényes, ahol is w (d; f; —1; 1) az f fiiggvény [—1, 1]-beli Dini-féle folytonossagi modu-
lusat jeloli.
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Megmutatjuk, hogy érvényesek az alabbi becslések:
[ Cul)
n

ha O=¢g=c—u ill. etu=gp=m.

b

T =lp—a=u

, ha pl. n

(2.29) |Aua(p;0)—e(9)] =) Cﬂ(#).“(jzgw_au
Cilogn

n ha —m=¢p=mn

Fenti egyenl6tlenségek koziil az elsdé é€s harmadik egyszerii kovetkez-
ménye a (2. 27) ill. (2. 26) relacioknak és az A,;.-eljards legjobb approxi-
maciot lokalizdlo tulajdonsdganak. A masodikat igy lathatjuk be: rogzitsiink
egy tetszlleges
(2.30) Po=0t + o3 0= || <

pontot és tekintsiik azt a folytonos és folytonosan differencialhatd o*(¢; ¢o)
fiiggvényt, amelyre

1
(2.31) o' (ps p)=e(9), ha et5phZpZ et

— ahol is a nagyobb-kisebb jelolések koziil sign, alapjan kell a helyeset
kivalasztanunk — tovabba

d ——0"(¢; Po) | = i 0" (¢; ) s (90,%)60,,

max
(2. 32) is

at— ‘I’O Z@Z oty

érvényesek. o(¢) definicidjabdl azonnal belathato, hogy igy
(2.33) lo(9)— 0" (95 #o)| = Cuo (—a=9=a),
a (2. 32) relaciobdl és ¢ ill. r definicic')jébél pedig, hogy

max
=P

d
(2.34) maX d @ ((P @o) | = Cy |log |yl

és igy o* definici(')ja €s az An;g-el]aras tula]donsagal alapjan, hogy

o lo |
(2. 35) |An;2(9; 0)—0 (fp)léczl-l——gw (—r=9p=m;n=1,2,..)
érvényes. Lévén pedig A, linedris operdcid:

2. 96 | An;2(90; 0) —0 ()| =

(2:36) < |4,;2(00; €)— 0" (@) +10" (@) — 0 (@) |+ [ Au; 2(g0; 0—07)).

Az ut6bbi egyenlétlenség jobboldalanak elsé tagjara (2. 35) alatt adtunk becs-
lést, masodik tagja (2. 31) alapjan O-sal egyenld s igy csak a harmadik tagjat
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kell becsiilniink.

(2.37) |Aw; 2(90; 0—07)|=Cy J |Fp;2(t)] dt=0(n79),
%W«'ol

s tetszOleges valasztidsanal, hacsak n mar elég nagy ahhoz, hogy pl.

1
(238) n'’ <~2—|’l)b()[

érvényes legyen. Ezzel a (2.29) alatti becslést igazoltuk; ez utobbi alapjin
azonban pontosan ugyanazokkal a modszerekkel, mint a 2.1. segédtételben,
igazolhatjuk a 2.2. segédtétel allitasait is.

Megijegyezziik, hogy a GRUNwALD G. [3] 4ltal hasznalt approximacios
tétel is élesithetd az elé6z6 modszerek segitségével, nevezetesen érvényes a

2.3. SEGEDTETEL is: Legyen h >0 és fekintsiik a

2. 30 o 0, ha —1=x=a
(2.39) g=g; = (x—a)p, ha a=x=1
fiiggvényt. Taldlhato ez esetben olyan {G.(x)} polinomsorozat, amelyre
(2 40) . Gn (x) E H6n-4
@241) g —(—a) G =2 (—l=x=10=1,2..)
és .
(2.42) 1g(x)—G,l(x)]§% (—1=x=1;n=12,..)
érvényesek.
2.4. SEGEDTETEL: Tekintsiik az
0, ’ ha —1=x=a
—1—log (x—a), ha a<x:_<_1_l2_a
(2.43) s(X)=s(x; a)= d(x) ha 1+a§ é3—}—(1
2 4
+
0, ha “—=x=1

fiiggvényt, ahol d(x) tetszbleges folytonos és folytonosan differencidlhato fiigg-
vényt jelol, amelyet azonban ugy vdlasztunk, hogy

1-+3a

14-3a | 1}

(2. 44) (x)EC[ ,IJ; s(x)eC[
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érvényesek legyenek. Taldlhatd esetben olyan {S,(x)} polinomsorozat, amelyre
(2. 45) Sn (x) E H6n—4;

tovdbbd
| = Q)5 — S, ()] = C 8
§ (2. 46)
; (l=x=1in=1,2 )
E és
: ‘
f ] J s@—s.@nas| = . 18"
-1 5 a ;
o 5 (2. 47)
3. dbra (—=l=x=1;n=-1,2,..)
érvényesek.

BizoNyiTAs: Alapjdban véve az elézéekben kovetett gondolatmenetet
ismételjiik meg. Igy a
(2. 48) t(x;a)=s(x;a)+p(x;a)
segédfiiggvényt, ill. a hozzatartozd = (¢;e) indukalt fliggvényt tekintjiik és
igazoljuk az

Cu («) max {|log|@—«|[; logn},
ha.  O=lo—¢|l=u
specidlisan |gp—a|=—,
: Coi(a) iz ; !lng! ‘P—“L!; 1 z :
(2.49) |An;2(p; ) —7(9)| = | i’(¢—a)’ nlp—eal)
ha %é}tp—a]éu
C43(u)i, ha u=|p—e«l;
. O=p=7n
becslést, ahol is 0 < u < max o g;_a . E harom becslés koziil a har-

madik trividlis kovetkezménye (2. 43)-nak iil. az A, ,.-eljaras tulajdonsagainak.
Az els6 és masodik becslés igazoldsdra megjegyezziik els6sorban, hogy a
T(p; «) paros fiiggvény ilyen alaka [0, sz] felett:

1 ha O=¢=4
o(9), ha B=p=45

- Gl log[cos¢ —cose], ha fG=¢p=c

(03 ha ‘e=g=7m
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Tekintslik most ¢(¢p; «) helyett a v* (¢; «) € Lsn paros fliggvényt, amelyre

1, ha O=¢9=p

0*(¢), ha B=9=4
—0Olog[e—og)], ha =g <«
0, ha e=gp=u,

(2.51) T (p; @)=

ahol 0* (¢) is tetszbleges, de gy van megvalasztva, hogy

a G+ , d - Btea
(2.52) LEC[O, > } és @T EC‘O,———-2 ]

legyen, tovibbda @ =1, ha a== —1 és @ =2, ha a— —1.
Minimalis szamolassal belathaté marmost, hogy
(2.53) ' A(p; @) =1(p; &)— 1" (9; )
folytonos és folytonosan differencialhaté 2sr periddusu fiiggvény, s igy

(2.54) | Aualg; )= (@) | = Cur

érvényes. (2.49) igazoldsara elegend6 tehat megmutatnunk, hogy
(2. 55) Cu(w)- max {|log|p—c||;log n}; ha |g—ea| =u

e 2
specidlisan, ha |¢—e| = R

max Hogle—ell. 2 {1
oty max | RS il ™

lIA

| Aui2 (95 7)—7" (93 fc)léi

=Elg—ea|=p

érvényes, Ezt igazolandd, célszeri még a w=a«a—¢ eltolast is végrehajtani,
azaz a

(2. 56) T**(,%,)Eg 0 ,ha —et+a=y=0

.........

fiiggvényt vizsgalni a v =0 hely kornyezetében. Marmost
| Aua(; ) — 7" @) = || Fap(t—p)l|e () —" ()| dt
= | |Fuot—)I{| log £+ log| [} dt =

= Guo|log|w ||+ | |Fu;2(®)|-[log|t + ||t
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1
i
= Cn|10g|¢I|+CaonJ log|t-+ | dt+Cn—x J loglt:t vl 4y =
1
257 = C, max {log|pl; log ) + Cu j 2l ax
U”*TL

= Gy max {[log|vy|[; log n}
minthogy a legutolsé formuldban szerepld integrdl ¥ =0 esetén az

(2.58) f log & 4
L, 2
integrallal, - =4y =0 esetén az
(2.59) j|log§|d —{—lognJ §
2 .
Osszeggel, ¢ < - esetén pedig az
ol-+ . =
(2. 60) log n [ %—?’——Hogn j%f——]—n" f I]bg|§[|d§
1 ) 1 1
I+ =

Osszeggel majoralhato. (2.58—60)-bol azonban (2. 57) — s igy (2.49) ill

(2.55) — els6 becslése is leolvashato
Legyen most n elég nagy ahhoz, hogy

(2.61) £<¢§,u (<a—48)
mar teljesiiljon. Ekkor
W)= [|Fae®)]- |0t +v)

|Ape(y; T°%)—7 ]
-n

v 1w

3 5

1

—(Y)|dt =

S IEIC R R
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\

| =

f+jlmxmwwa+w—f%mm§
(2.62) o

W
2

- llog| 1+ )l
1
' = Cu(w) Z+C3010g¢ dt+C35 ,12 J ‘—lTﬂa_p_dt‘i“

w -y

1
c log(l—ki)’
42=% J —Ww—dt—]—c,sn Jlog(l—l—w)dﬂr Cyn—2. logv,bjt3 ,

2 n 2

ahol is az els6 integrdlparban a ¢**(y)€Le, tényt és a (2. VI.) becslést hasz-
ndltuk fel, a mdsodik integralban dzt, hogy itt ¢**({--+)=0, a harmadikban,
a negyedik parban és az otodikben =**(y) definicidjat, és a hatodlkban azt,

hogy
(2.63) [T ()=

v

,'ha té—?

log 5

(2. 62)-bdl pedig konnyen leolvashaté a (2.55) — s igy (2.49) — masodik

becslésének helyessége is, ha %gwgy hiszen

1 1
t £ 2
2. 64 Jl (1 Llat=a. j—dtz :
(2.64) ) s +1 J =,
€s
@
2 log(l—l— )l o (1 C
2,65 J dt=— J llog A +7)| 4y G
2.69) T of 7
—p
| 1 . L
s 7,

2. 66 f—— g = j dt<2
(2.60) 7 gy
v v
2 2

Legyen végiil ,
(2. 67) —y<¢§—%.
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Ekkor ¢** definicioja alapjan
0, ha —u=t=|y]|

(2.68)  |T"(p+t —'f**<¢>153|1og<t—1w|>r, ha |y| <t=g,

Ervényes tehat a kovetkezd becslés:

| Ausa @3 ) =1 W) = [ [Fuse @)1 (@ + 1) — 7 () |dt

éCss(u)-%Jr%J llogt—1yD)| 4

t3
|
. Cu [llogtl,, , C - log|1— u”
(2.69)  =Cale) ot J logt ;4. Co j LU
Jw| . |y}

I

I log(l—i)

1, C }log!y/' Cu &)
§C39((“)’;2_" +E§B ° w H + nz;}Q_J Es
: :

1 lo
= 39(.”)‘ 7‘!—(«‘41%’
azaz, ez esetben is érvényes (2.49) masodik becslése.
A bizonyitds a tovabbiakban ismét szorol -szora kovetheti a 2. 1. segéd-

tétel igazoladsanak menetét.

3. §. Az 1un. ,kiils6 Lebesgue-fiiggvény“ becslése

A Lagrange-féle interpoldcid-sorozatok konvergenciavizsgalatainal a

3.1) I = 2 [ n ()|

Lebesgue-fiiggvény, a lokalizdciés problémakkal kapcsolatosan viszont az dn.
»kills6 Lebesgue-fiiggvény“

(3. 2) AP(x; a)_ > [ fin ()]

S| 6
nagysagrendi alakuldsa jatszik fontos szerepet; ez utobbi formuidban a szum-
majel feletti csillag arra utal, hogy csak azon k-kra kell Gsszegezniink, ame-
lyekre

3.3) |X—Xgn| > O

érvényes.
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Az alébbiakban - bebizonyitjuk, hogy normélis pontcsoportok esetén
érvényes a
(3. 4) AP (x; 6) = Cy(¢; 9) (—l14e=xsl—sn=1,2..)
becslés.

E célbdl mindenekel6tt azt vizsgaljuk meg, hogy a linedris alappoli-
nomokat hogyan tudjuk becsiilni normalis pontcsoportok esetén. Legyen tehat
a egy tetszoleges (—1, 1)-beli pont. Legyen tovabba
(3.5) ¢ = [min {(1—a); (1 +a)}] "

A v (x) linedris alappolinom meredekségét marmost az hatdrozza meg, hogy
milyen tavol van egymdstdl az az x;, alappont, amelyhez a tekintett alap-
polinom tartozik (ti. a definicié szerint v, (x;»)==1) tovdbba a hozzatartozo
konjugalt pont, k;, (ti. a definicié szerint v (k) =0). Azt viszont, hogy a
tekintett o pontban mekkora minimalisan és maximalisan a wvj.(q) érték, egy-

részt az alappolinom meredeksége, masrészt viszont az alappont és az g pont
tavolsdga hatdrozza meg.

3. 1. SEGEDTETEL. Ervényesek az aldbbi becslések:
(3.6) wi(a) =1—c|xn—a] (G=12,...,n;n=1,2,..))
| Xjn—a]

min {(1—x;»); (1 -+ Xxjn)}

Gmn—a) _,  xp—a
. =>1— J—
3.6a) w.(a)=1 1+ >1 I a

BizoNyiTAS: A fentebb elmondottak alapjan a (3. 7) egyenl6tlenség trivi-
alis, hiszen a konjugdlt pontok sziikségképp a (— oo, —1] vagy az [1, o)
intervallumban vannak, s igy a linedris alappolinom meredeksége nem lehet
nagyobb

(3.8)

BT w@=1+

G=12,...,n;n=1,2,...).

(xjn > a)

1
min {(I—x;); (T4x3)}
nél. A (3.6). egyenlotlenség belatisdhoz még csak azt kell meggondolnunk,
hogy ha —|a| = x;, = |a|, akkor
1 _ 1
min {(1—a); (1+a)} = min {(1—2x;); (1 4 Xjn)} ’
ha viszont |x;.| > |a|, akkor — als6 becslésr6l lévén sz6 — csak az az eset
érdekes, amikor az a pont szétvalasztia az x;, alappontot és a megfeleld kon-
jugalt pontot. Ebben az esetben azonban nyilvan érvényes az
1 1 L1
[ Xjn—kin| = min {(1—a); (1 +a)} 7 |xpm—Kpn| = 14X

(3.9)

(3.10)

, ha x;, > a
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becslés, s igy (3.6) és (3.6a) is. Ha ti. a nem vélasztja szét az alappontot
és a hozzatartozé konjugalt pontot, akkor

(3.11) vin(@) Z 1

és igy (3.6) annal inkdbb érvényes.
Tekintsiik marmost a 2. 2. segédtételben szereplé g(x;a) fuggvenyt és
valasszuk meg a benne szerepld allandokat a kovetkez8képp

(3.12) . ¢ =[min {(1—a); (1 +a)}]”
3.13) 0 < b = min 36"3;1770;—2173
(3.14) m = max ZM fq(c a)d&; 2cq(a+b; a)s
—a—
A
(3.15) Qs 0)= | g(&; a)at

fggvényhez tartozd és a tekintett [xi.] normadlis alappontrendszerre tamasz-
kodo, legfeljebb (2n—1)-edfokii Hermite-féle interpolaciés polinom ilyen
alaka;

Hu(x; Q)= é {Q () n (%) ~+ @ (Xan (e X)) i ()

(3.16) .
= 2 Dia(x; Q)+ (%),
ahol a -
3.17) D (x5 Q) == Q(Xin; @) tsen(X) + g (Xt @) - (X — Xi)

jelolést hasznaltuk:

3. 2. SEGEDTETEL: Ervényesek a kovetkezd becslések:
(3.18) Dr(a; Q) =0 (k=1,2,...,n;n=1,2,...)
3. 19) Du@;Qz=C(0)>0 (k=ksk+1;.. . xm>a+0;n=12,..)

feltéve, hogy a q(x;a)-ban szerepld dllandékak a (3.12—13—14) reldcidk
alapjdn vdlasztottuk.

BizonviTAs: A @, (x; Q) faktorokat explicite felirjuk, igy konnyen meg-
mutathatjuk a fentebbi becslések helyességét. Legyen tehat n mdr elegendben
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nagy és vezessiik be a kovetkezd index-megallapoddsokat.:

(3.20) Xip-13n =0 < Xiy3n; Ko = k(11 @)

3.21) X150 = A+ 0 < Xiyys Ko = ko(n; a; 0)
3.22) Xigin = A+ b < Xigrt;n; ks = ks(n; a; b)
(2.23) Xpgn = 1—2d < Xiga;n; ke = ki(n; a; b; d)

Ha marmost k= k —1, akkor a (3.15) ill. (2.18) alatti definiciok
alapjan
(3.24) Q (Xkn; @) =q (Xkn; 0)=0 k=k—1;n=1,2,..)
s igy (3. 18) ezekre a k-kra biztosan érvényes. Ha viszont k, = k < k;, akkor
— ismét a definicidok alapjan:

(3. 25) Q (Xin; @) = (Xin— Q)+ Cp=
(3.26)  q(xrn; @)= Q(Xxn; Q) ]—-%C;C(?%:a) — clog (xpm—a) (.
igy tehat
D (@5 Q)= Q (X)) [tin (@) — 1 — ¢ (Xpn — @) — € (Xsn — @) 10g (X — )] =
(3.27) = ¢ (Xkn — Q)i [—2 —log (X — )] =

C=—c(x— a9 2+ log (x— )] fe=s,,»
ahol figyelembevettiik, hogy k = k, 1évén, (X, —a) és igy Q(Xw; @) is nem-
negativ, és a 3.1. segédtétel (3. 6a) becslését is felhaszndltuk. Minthogy pedig
¢ >0 és k;-at ugy valasztottuk, hogy
(3.28) (xxw—a)=e3, ha h=k=ks
érvényes, ezért (3. 27—28)-bdl rogton leolvashatd, hogy ki =k =k, esetén a
(3.18) alatti; k, =k = k; esetén pedig még a (3.19) alatti becslés is érvé-
nyes, hiszen ekkor
(3.29) (Xkn — Q)@ = C3(J) > 0.
Jelsljiik a tovabbiakban a . (a)-hoz a 3. 1. segédtételben megadott minorans-
fiiggvényt u(x)-szel:
(3.30) k(@) = 8(X) pmr,, = 1 —€(x—Q)|o=s, >0, ha a=x=1-2d.

A fentiekben nemcsak azt bizonyitottuk, hogy h=k=k esetén
@y, (@) = 0, hanem, hogy

(3.31) PRO=Qx;a)u(x)—(x—a)gx;a)=0
is érvényes a = x = a+ b-ben, sbt, hogy
3.32) P(x)=Ci(0)>0, ha at+d=x=a-tb

3 [l Osztaly Kozleményei 1X/2
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Az alabbiakban azt igazoljuk, hogy a (3.32) egyenl6tlenség az a+ b=
=x=1—2d intervallumon is érvényes. E c€lbol mindenekel6tt azt jegyez-
ziik meg, hogy m (3.14) szerinti megvdlasztasa biztositja a d >0 relacié
érvényességét, azaz azt, hogy ¢q(x; a) linedris szakasza még 1 ,el6tt“ metszi
az abszcisszatengelyt. Abbol indulhatunk ki, hogy (3. 32) szerint

(3.33) Q(a+b; a) (@ +b)—bg(a+b; &)= C,(9).
Legyen most

(3.34) x=a+b+& é 0<&=1—2d—a—0,

azaz

(3.3)  Q@+b+Ea)=Q@+b)+ 5 [1(a+b)+aa+b+8],

— hiszen Q e szakaszon kvadratikus fiiggvény, g (x; @) derivalttal — tovabba
p@+b+8)=1—c(+8&=1—cb—ck
igy
Pla+b+8)={Q@+b+&ayu@+b+8—(b+48)qgla+b+§; a))=
— Q(a+b) (1—cb)—bg (@+b)+blg @+6) —ga-+b+8] —
—(1—cb—cH < [g@@+b+8+g(@+ )] —cEQat0)—Eqga+b+5>
3.3)  >W@+b)+bmE—E[Q(a+b)+q(@+b),

ahol felhasznaltuk, hogy 1—cb—c& hatdrozottan pozitiv a 0 =§=1—2d—
— a— b szakaszon, tovabba hogy ugyanitt q (a - b &; a) hatadrozottan monoton
csokkend. '

Marmost a (3. 33) becslés szerint

gla+b;a) 1—cb

(3. 51) Qa+b;a)~ b

érvényes, hiszen 1—cb >0; igy (3. 36) alapjan
W(a-+b-+E>Pa+b)+Emb—EQa+b) c—l—l_l)Cb]:

(3.38) =4"(a+b)+§mb—'.&Q(a+b)-%.=

atb

=W+ b)+E&b [m—bij qE;a) d&],
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azaz (3. 14) alapjan
/
(3.39) Da+b+E=%@+b), ha 0=E=1—2d—a—0,

amivel a (3.32) becslés helyesseégét k; = k = k, esetére is igazoltuk. Ha végiil
k, = k = n, akkor '

(3.40) Q(Xkn; @)= Q(1—2d; a); g (xrn; @) =0
(3..41) vk (@) = 1 —iz—a
tehat

1—2d;
(3 42) Dy (a, Q)E’l"kn (a) Q(xkn; a) = 2-—Q-(1—_f_a—a2
s igy a segédtétel igazolasat befejeztiik.
A fentebbi segédtételek alapjan mar konnyen igazolni tudjuk a kiilsé
Lebesgue-fliggvényre vonatkozé allitasunkat:

= G(9)

3. 3. TETEL: Normdlis alappontmdirix esetén érvényes a
(3. 43) AP (x; 0) = Cy(¢; 0) (—14e=x=1—s;n1=1,2,..)
becslés.

BizonyiTAs: Tekintstik a Q(x; a) ill. g(x; a) fiiggvényeket, amelyeket
(3.15) ill. (2.18) alatt definidltunk, a benniik szereplé allanddkat vaiasszuk
meg a (3. 12—14) relaciok alapjan és legyen

ac[—1+¢;1—é].

Az aldbbiakban mindenekel6tt azt mutatjuk meg, hogy a (3.16) alatti
polinommal kapcsolatosan érvényes a

(3. 44) |Hi(a; Q)] = C“('S) (n=1,2,..))

becslés. A 2.2. segédtétel szerint talalhatd ugyanis olyan polinomsorozat,
{Q(x)}, amellyel

(3. 45) Q@—Qw=S

és

(3.46) c—0)ew— & qw||=S
végiil

(3.47) Qi (x) € H,

érvényesek tetszéleges természetes n mellett. Minthogy még (3. 15)-b6l leolvas-

3%
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hatéan Q(a; a)=0 is érvényes, azért:

|Hu(a; Q)| =|H.(a; Q— Q(a; a)| = |H.(Q— Q)| +|Q(a; o) — Qh(a)] =
= Z ' Q(xk’ﬂ; a)_ Q: (xkn)) Tkn (a) Gin (a) +

(3. 48) % G (Xin; @) — Q;; (%) | | X1 — @] - B (@) +
+ % = = ’Lkn (a) [I o (a) + \ﬁ llm (a) + =
§2C7 CS C(,()_Cﬁ(s)

n
Tekintsiik ezekutan a

Hn (a; Q) = Z q)k” (a) l’?“(a)

ki xkn>a
Osszeget. Minthogy a 3. 2. segédtétel szerint valamennyi @y, (a) nemnegativ
X, = a esetén, azért tetszOleges pozitiv d = minge’3; I—Ta; 2—1(3_ mellett
(3.49) CGI(*) =H(a; Q= O Dula) ala).
’xlm Ftd
Hasznaljuk itt most fel a 3. 2. segédtétel mdsik, (3.19) alatti becslését is:
(3. 50) C,(0) - Z 1,,,, (@ = &6 (*)
k,a:kn
azaz veégiil
— 9 3K
(3.51) > Ba=8®9
k;xknzaﬂﬁ n

Amennyiben a Q(x; a) fiiggvény helyett ennek az x=a poritra vonat-
kozo tiikorképét hasznaljuk fel, a fenti gondolatmeneteket szorol-széra meg-
ismételve a

(3.52) N @ =29

k; xkn_n ] n
becslés adodik, s igy (3.51)-et és (3.52)-t osszefoglalva
(3.53) " Ru@) =20,

k; |z —alz=8

Amennyiben (3.53)-ra a Cauchy-féle egyenldtlenséget alkalmazzuk, a bizonyi-
tando becslést kapjuk éppen:

(3.54) > (@)= Cule; 0).

k; ]xkn—a]gé
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Az imént igazolt tételnek csaknem ftrividlis kovetkezménye a

3.4. (LOKALIZACIOS) TETEL: Az f(x) € C[—1, 1] fiiggvényhez rendelt és
az [xx] normdlis alappontmdtrixra tdmaszkodo Lagrange-féle interpoldcio-
sorozat konvergencidja tetszdleges x,€(—1, 1) pontban csakis az f(x) fiigg-
vénynek az x, egy tetszdleges kirnyezetében mutatott strukturdlis tulajdonsdgaitol
fiigg — azaz e sorozat az f(x,) értékhez konvergdl, ha valamely 0 >0 szdm-
hoz megadhatd olyan gs(x) € C[—1, 1] fiiggvény, amelyhez tartozo interpolacio-
sorozat x,-ban konvergens és amelyre

gs(x)=f(x), ha x,—0=x=x,+0.

4. 8. Az Erd6s—Turan-féle sejtés bizonyitasa

4.1. SEGEDTETEL. Tekintsiik az [xi.| normdlis pontcsoport-sorozatot.
Ervényes ez esetben a

4.1 D (x—xi) fn (%) g—cln@ (—14e=x=1—%)
k=1
becslés. .

BizoNyiTAs. Legyen a€[—1+¢; 1—¢] és
0, ha —I_S_x§—1+—}

m@), ha —l4gp=x=a—o
4.2) f(x)=13 (x—a), ha a—d=x=a+9
72(x),  ha a+6§x§1—~i—

_ %
4

0, ha 1

IA
fiA

x=1,

ahol d > 0-t tigy valasztottuk, hogy [a—0J; a4 djc|—1 + %ﬁ ; 1— E} , ¢1(x)

4
és @, (x)-et pedig ugy, hogy

(4.3) f)eC[—L 1L f(x)eC[—1,1], s6t f(x)eLipl

érvényes legyen. Taldlhato tehat olyan {P,(x)} polinomsorozat, amelyre

“. 4) Py (x) € Ha, _
G

(4.5) |f(x)—Pn(x)|§—’T (—1=x=1;n=12,..)

és

(4. 6) |f'(x)—P4(x)§%_ (—1=x=1;n=1,2,...)
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érvényesek. Tekintsiik marmost az f(x)-hez rendelt, legfeljebb (2n—1)-edfoki
Hermite-féle interpolacids polinomot és becsiiljiikk meg ennek x = a-beli értékét:

[Ha(a; NI =Hala; N—F@)| = |Hu(a; f— P+ 1f(@)—Pu(a)| =
= gl | (i) — P (i) | (@) bin (@) +- ;nl | () — P (i) | X1 — ] lin (@) +

an +2=830a02 8 Y e+ 0 =28y

n
C, Cs(¢)
+ZEC4(8)§—“”—

Masrészrol viszont részletesen kiirva H,(a; f) egyes tagjait:

Hu(a; f)= Z; [vii (@) — 2] (@ — %)’ in (@) +

k;la-x el

(4.8) + Z f(xm) u,,l(a)lkn(a)—{— Z* f(xm (a—xi) G (a)

; la—ay 1> kjla-z |0

adodik. Figyelembevéve tehat (3. T)-et és (3.43)-et, tovabba f(x) definiciojat,
érvényes az

L= e @20 (@) o (@) = ) |
Cs(®) ’
4.9 = max |f (Xn) 0 (@) + F7 (Xm) (@ — Xpen] =
= G, G _ Gs(9)
= —n——f——ﬁ‘— Ci(e)= P

becslés. A 3. 1. segédtétel (3. 7) becslését is felhasznalva, konnyen belathatd
marmost, hogy J >0 megvdlaszthaté olyan kicsire, hogy a (4.9) becslés bal-
oldalén, az 0sszegezésben szerepld [vk. (@) — 2] faktorok valamennyien negativak
és pl. — 3 <0-ndl is kisebbek legyenek. (3. 7) alapjan ugyanis

. _ - Ia_xk’l’
(4. 10) trf@)—2 = 1+min{!1—xknl;11+xknl}’
és igy
@.11) m(a)—z<—1+—?_—d_:~1+1—9=—9>o,

ha 0<d =min (60; %), ahol 9, a

Jy

1—e—0, =1=9

(4.12)
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egyenlet gyoke. Itt felhasznéltuk azt a tényt, hogy a€[—1-4¢; 1—¢] és igy
az Xp € [a—0; a+ 0] feltétel mellett

1—e—0 = 1—8—()02 min {(l—xlm); (1 +xlm)}

is érvényes. Vdlasztva tehat egy 0 < 0 = min §dy; %s -et és figyelembevéve
(4.9—11)-¢t, a '
3 2,9 Cs(é')
n

(4.13) 9 2 (m—a) (@)=

k; |a-xp,|=8

becsiés adodik; ehhez hozzavéve még, hogy a 3. 3. tétel (3.43) Osszefiiggése
alapjan
-ﬁ'* 9 0 * Q C ({-)
4. 14) > (m—a @ =4 D" K==
k; la-zp,|>6 k; |a-ay,]> n
azonnal leolvashaté a segédtétel allitasa.
Most mar konnyen igazolhatjuk az Erdés—Turan-féle sejtést:

4.2. TETEL: Tetszoleges [xi.] normdlis pontcsoportsorozat és tetszoleges
x€[—1+4¢; 1—¢| pont esetén érvényes az

[I(x—x;m = C“’(s) (n=12,..)

(4. 15) fo, (0)| =

becslés.

BizoNYiTAS: A 4.1. segédtétel (4.1) becslésével kapcsolatosan felhasz-
nalva a Cauchy-egyenlotlenséget, a

4.16) D |x—Xpn| [l ()| = Cu(e) (—14e=x=1—gn=12 ..)
k=1 .

becslés adodik. Felhaszndlva még az ERDOS és TURAN [2] altal is alkalmazott

és igazolt lemmat, amely szerint tetszbleges pontcsoportsorozat esetén érvényes a
nﬁ 1 n-2

4.17 e 22 2 =1,2,...

( ) l\% |(1)1’1(xkn)l - (n T )

egyenl6tlenség, azonnal belathaté a (4.15) becslés helyessége. Ugyanis (4. 16)

és (4.17) alapjén

@18) (0.2 S0t 3 s = 3 il (9] = Ca @)

s ez equivalens (4.15)-tel.
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5.§. A Lebesgue-fiiggvény becslése

5.1. SEGEDTETEL: Telszbleges [xw.] normdlis alappontmdtrix és
x € [—1+¢&; 1—¢] esefén érvényes a
G.1) Six—xaltb@=Progn  (a=1,2,..)
k=1
becslés.
BizoNnyiTAs: Legyen a € [—1-¢; 1—¢] és tekintsiik a 2. 4. segédtétel-
ben definialt s(x; a) ill.

6. 2) S(x; a)= | s(&; a) d&

fliggvényt, tovabba az ez utobbihoz rendelt legfeljebb (2n—1)-edfoka Hermite-
féle interpoldcids polinomot;

6.3) H(x;8)= > [—S—Mm(x)—s(xkn; a)J (Xin — X) [ ().

k; zpp>a xkn —X

]

Azonnal belathat6, hogy érvényes a

5. 4) Ho(a; S)|—=|Ha (a-S)—S(a)|sil(i)logn (n—1,2,..))

becslés. A 2. 4. segédtétel szerint ugyanis talalhaté olyan {P, (x)#jS () d&}
polinomsorozat, amelyre 5]

(5. 5) P.(x) € H,
(5. 6) |S(x;a)—P,,(x)|§¥logn (—l=x=1;0n—1,2,...)
és

K

(5.7 é—c‘—fllogn (—1=x=1;n=12,..)

[S(x; a)—:—xl%l(x)] (x—a)

érvényesek. Igy A

|Ha(a; S)—S(a; a)|=|Hu(a; S—Pu)|+[S(a; a) —Pu(a)|=
= Z {18 (Xin; @) — Pu(Xin)| v (@) lin (@)} +

(5.8)
|@— Xin| lin (@) + =22 (8) logn =

+Z 3 ’S(x,n, @) — —— Pa (xi)

= 8O 1og 1 3 na(@) @)+ D tog n 30— xal @)+

C (¢) log n

(8)
+-—=logn m
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igy tehat (5.3)-at és (5. 8)-at fethasznalva

Cs(¢) logn
=

(5.9) } > [S(ﬁ”; .a) o (@) 5 (X a)] (@— Xi) lin(@)| =

'z >a
kn

Vizsgaljuk most meg kissé részletesebben a szogletes zardjelben szerepld:
faktorokat, és hasznaljuk itt fel a (3. 6) alatti becslést is:

[S(XA’l, a) - 10g (xkn - a) Vkn ((I) + 1 + 10g (xlm - a) ==

a kn
(5.10) = 1— |log (X — Q)| [tk (@) —1] =

i () + S (X5 a)

= 1— {log (X, — a)| Mg 0(8)>0,>0,

hacsak 0 < xp,—a=Cs(s; Jd,) €s 0<xkn—a§ming 1; Tas érvényesek (az

14-a . . . . ‘ .
Xien =2 _g esetben ti. s(x;a) nincs explicite megadva; erre nem is lesz

egyébként. sziikségiink). Az s(x; a) definiciojaban szerepld d(x) fliggvényt
valasszuk azonban ugy, hogy ne csak '

B.11) s(x; a)=0, ha i%éxé],
hanem
. 12) S(x;a)=0, ha 31—a§x§1

is érvényes legyen. Ennek alapjan az (5.9) baloldalan szogletes zarojelben
szereplo és (5.10) alatt nem vizsgalt faktorsorozatra a kovetkezd becslést ad-
hatjuk :

S(Xuu; a
_,}EL_;)‘“ (@) —s(xm; @) =
C7(é')

Cs; 1

(5.13) = max [S(x; a)|-
a+min { Oy ;—1;- _ﬁé?ﬂ min

. 5
¢
max s(x; @) =Cs(e; Do),
a+min:l_*5;1;—_)— == ——
ill.

(xhn » a)
Xin—a

_0 ha an2'3-j;a.

(5. 14) Vien (@) — 5 (X1 3 @)
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Itt felhasznaltuk a 3.1. segédtétel (3.7) becslését is, amely szerint

615 @G, ha ag[—1+e1—dia<n=T2
Figyelembevéve mdrmost (5.9)-ben az (5.10), (5.13) ill. (5. 14) becslést:
Z\ [S (xldl > a) Vkn (a) — S (X/ Iy a) (x}.n a) ll\n(a) ‘ é
l-a xlm_a
k; a<ap,=a+min {1 o —2—}
(. 16) <Cologn | > [S(x’ 5.9 (@) —
n 1-a Xm —a
k; ap,~>a+min {1; C s ‘_.’.}
2 C.:,'l
—3 (xl.'n ’ a)] (xlm - a) lin (a) ’ = “—ngg-n +
120, S i (@) < Cr,10gn+2C8 C()
k; @, >a+min {1; (4'H l_—)a
azaz (5. 10) alapjan
(6.17) 0<4, > (i — ) 2 (@) = S0 n") logn
L a<xk"§a+min{1; Cs; ;)i&
Ezt egybevetve a 3. 3. tételb6l kovetkezd :
(5 18) Z (xlm - a) [}_:11 (a) é QLL;”,‘EG’)—
k; at+min {1; Cq; IT} <z, =1
becsléssel, a
> (x;,l—a)l}f,L(a)gﬁ(‘F’;—Q)—logtl (n=1,2,...

k; 0=z, =1

egyenl6tlenséget kapjuk. A C, allando fiigg ugyan még a Cg(s; d,) allandd,
azaz J, vdlasztisato! is, ez utobbi azonban tetszélegesen valaszthato — csak
a helyzete korlatozza s igy C,, tulajdonképp csak &-tol fiigg. s(x; a) tiikor-
képfiiggvényét felhaszndlva, egyébként a fentebb kovetett gondolatmenetet

sz6rol-szora kovetve adédik a

(5.19) > |xm—alln@@)= H()logn (n—=1,2,..)

by -l=e,=a

becslés, s igy (5. 18)-cal egyiitt a bizonyitandé (5.1) relacio is.
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5. 2. TETEL: Tetszdleges [xx,] normdlis alappontmdtrix és x € [—14&; 1—¢]

© esetén érvényes a

(5.20) A (X)Eki; [ ()| = Cyu (8) log n (n=1,2,..))
becslés.

BizoNyiTAs: GRUNWALD [3] hasznalta fel az (1.9.—10.) alatti relaciok
igazolasanal a

(5. 21) Sg + ;.Z

b=i+2 )

1
lx_"xlml

=Cy(e) nlogn - (n=1,2,...)

becslést, amely tetszoleges természetes n és —1 Fe=x=1—&; Xin = X = Xit1;n;
i=1i(n) esetén érvényes minden olyan alappontrendszerre, amelyre

(5.22) | vrn (%) Bn (X)| = Ci (—l=x=1;k=1,2,...,n;n=1,2,..)

teljesiil. (5.21) ti. egyszeriien kovetkezik az ERDOS és TURANtOl szdrmazo [2]
Oy 10— O > Cur- -
(5 23) v-1;n vin 17 n ’

(r=12,...,m;n=1,2,...;X;,=008 0. )

becslésbél. amely utébbi viszont (5.22) egy kovetkezménye. (5. 22) természe-
tesen barmely normalis pontcsoportsorozatra érvényes az

(5.24) ()| + 1 liin(¥)| = Cu(e)  (n=1,2,...)

becsléssel egyiitt [2]. (5.1); (5.21) és (5.24) alapjan azonban konnyen
belathat6 a tétel allitasa (a Cauchy-egyeniStlenséget is alkalmazva):

n

kZ; ln ()] = Cisle) + > *+1 | len (%) ] =

Ry R

VIx— %] [l =

n . 1
= cls(s)quEZL_;i+1 =

gcls(s)JrV S L S emlbe=

k; kSEi; i+l ]x— xknl k3 k3D i+l

(5.25)

log n
n

= Cys(8) +V Ci(e)-n-logn-Ci(e) = Cyu(e)logn,

ahogy allitottuk.
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E tétel és a 3. 4. korollarium egy egyszerii kovetkezménye az
5. 1. KOROLLARIUM: Legyen f(x)€C[—1;1}; x €[—1+4¢&;1—¢] és
o (0; f; Xo—¢; X+ &) =
, LT
— sup { max |f(x)—f(x——9)|}=03[log?] .

0=9=3 uxy-e+P=w=uxytt

(5.26)

Ez esethen az f(x) fiiggvényhez rendelt és az [x..] normdlis alappontmdtrixra
tdmaszkodo Lagrange-féle interpoldcid-sorozat x,-ban f(x,)-hoz konvergdl.
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FUGGVENYEGYENLETEK ES ALGEBRAI MQDSZEREK
A GEOMETRIAI OBJEKTUMOK ELMELETEBEN, I.

frta: HOSSZU MIKLOS

TarTALOM

Bevezetés.

1. fejezet. Az xa operacié (transzformaci6) elballitasa az ab (paraméter) mivelet
fiiggvényeként.

1. § Visszavezetés a C}’ paraméter csoport szerkezetének vizsgalatara 1. Néhany
algebrai alapfogalom. 2. Visszavezetés operator-homomorfizmusok (alcsoportok) meghataro-
zasara.

2. §. Bizonyos részhalmazon invertalhaté xa. 1. Visszavezetés egyvaltozos fiiggvény-
egyenletek megoldasara. 2, Egy normaloszton invertalhaté x a-t szolgaltaté endomorfizmusok.

3. §. Két alcsoport szorzatara bonthaté C}’ szerkezeti vizsgalata. 1. Az xa-t szolgal-
taté endomorfizmusok faktorizalhaté C‘;-n. 2, @ tényezbinek részein invertalhaté xa.

II. fezezet. Differencialis geometriai objektumok. ‘

1. §. Altalanok megiegyzések az ab paraméter miiveletrdl. 1. Az n-dimenziés objek-
tumok értelmezése. 2. Az m-ed osztalyu, k-komponensii objektumok @;;‘ paraméter
csoportja.

2. §. Cji alcsoportjainak meghatarozasa. 1. A folytonos, sszefiiggd, egytagi alcso-
portok. 2. A kéttagu alcsoportok. 3. Az egyes alcsoportok maradékrendszerével operator-
izomorf objektumok. :

3.8 A Ct’ﬁ bizonyos komplexusain invertalhatd xa. 1. A kivalasztott J{ komplexus
normalosztd. 2. A kivalasztott { nem részesoport. 3. o részcsoportja Gi-nak. 4. Megjegy-
zés a differencidlhatdsagi feltételekkel nyerheté megoldasokrol.

IIl. fejezet. Objektumok algebraja. A disztributivitas fiiggvényelméletének altala-
nositasai.

1. § Az X, tér analitikus transzformacitkkal szemben automorf miveletei.

2. §. Algebrdk az X, teérben. 1. Az X;-beli algebrdk operatorai. 2. X, bizonyos
linearis transzformacidival szemben automorf miiveletei. .

3. §. Altalanos algebrak izotopizmusai, altalanosabb disztributivitdsi egyenletek. 1.
Izotopizmus rendszerrel ellatott strukturdk. 2. Adott struktura izotopizmusai. Visszavezetés
automorfizmusok meghatarozasara. 3. Visszavezetés idempotens algebrara.

Bevezetés

Valamely k-dimenzios X euklidesi tér x elemeit A-komponensii n-di-
menzios geometriai objektumoknak nevezziik, ha hozzarendelhet6k egy n-di-
menziés E, euklidesi tér P pontjaihoz 1gy, hogy a P=e« Q (koordinita)

transzformacio alkalmaval a Q-hoz rendelt y=xe==F(x, ¢) az x-en kiviil-
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csupan a P=e«Q transzformaciotol fiigg (funkciondlisan). Ha a P=ea Q
transzformdciok sereget alkotnak, akkor az y == xe« transzformaciok is:

() (xa)B=x(«p), x€Xe; @, B8,

azaz két transzformacid helyettesithetd eggyel.
Ha F(x,¢)-nak a P=¢c Q-t6l valod fiiggése a
pQIP_(3R),  aF
dQ ‘9@ aQ”
paraméterekkel leirhatd, akkor x-et m-ed osztdlyu specidlis geometriai objek-
tumnak nevezziik. Elég csupdn a tiszta differencidlis objektumokat vizsgalni
[5,6]', melyeknél F nem fiigg explicite P és Q-t61:
X apP a P)
Q" aQr)
A P=a«Q=capR transzformacié ismétlése sordn x az (I) alatti tor-

vényszeriiség szerint transzformalodik, tehat ¢«@ a P = a(aR) osszetett fiigg-
vény derivaltjait foglalja Ossze;

y=xa:F(x,a)=F(

:(E ﬂ’)
dQ""’de’
“(4Q, 29 pca-
po i) Pmeamerr
(dP d'"P)
“ﬂ: PR Rl J)
dR dR™

igy az «f miiveletet az Osszetett fiiggvény derivalasi szabdlya értelmezi.

Az x-hez rendelt transzformdcidk (operatorok) értelmezési tartomanyat
O-vel fogjuk jeldlni. Ez rendszerint féicsoport, mely tartalmaz egy G csoportot.

Az x €X geometriai objektumot az y—=xe transzformacids torvény
(operaciti) jellemzi. igy az (I) (transzformacio) fiiggvényegyenlet megoldasa
révén az Osszes killonboz6 tipusi geometriai objektum felsorolhat6é. E dol-
gozat célja (l) megolddsanak visszavezetése a megadott O (vagy § csoport)
szerkezetének vizsgalatira, és egyes specidlis esetekben e szerkezeti vizsgélat
végrehajtasa.

Az 1. fejezet 1—2. §-ban latni fogjuk, hogy (I) megolddsa §G< C-on
egyenértekii az (absztrakt) § csoport nemkonjugalt alcsoportjainak megkeresé-
sével, és specidlisan g valamely §U normdlosztojan, rogzitett x = x, helyen
az a€dU valtozdban invertdlhatd xe operaciok meghatirozdsa egyenértékii

1 A szogletes zardjelben &ll6 szamok a dolgozat Ill. része végén talalhaté irodalom
jegyzékre utalnak.
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G bizonyos endomorfizmusainak megkeresésével.® Az utobbi visszavezetési
tétel alkalmazhatd akkor is, ha q két részcsoport szorzatira bonthatd, és az
egyes tényez0 részcsoportok normalosztéjan invertdlhatdé x,e; err6l szol a 3. §.
A 3. §-ban el6zb6leg még a megolddst szolgaltaté endomorfizmust vizsgaljuk
két részcsoport szorzatdra bomlé G-n. A IL fejezet 1.§-ban az n-dimenzids
objektumok §. csoportjanak éltaldnos tulajdonsagait ismerjiik meg, a 2. §-ban
" pedig az m==3. osztalyli Gi csoport 0sszes egy- €s kétparaméteres, az egy-
ségelem kornyezetében folytonos, illetve folytonosan differencialhato, egysze-
resen Osszefiiggd alcsoportjait fogjuk meghatarozni. A 3. §-ban vizsgaljuk a
G bizonyos részein invertalhaté megolddsokat, és meghatarozasukra adunk
egy altalanos eljarast, amit példikon alkalmazni is fogunk.

A lII. fejezetet az objektumok algebrajanak szenteljiik ; objektumok X hal-
maza algebrdt alkot, ha abban értelmezve van egy xy€ X miivelet, amely auto-
morf az X = xe transzformaciokkal szemben : Xy = x¥. Itt az el6z6kkel szemben
nem koveteljiik meg (I)-et. Az 1.§-ban bebizonyitjuk, hogy tetszbleges
k-dimenzios X, algebra izomorf egy olyan Xi-vel, mely az X'y ==x"+ vy —x’)
miivelettel van ellatva, feltéve, hogy bizonyos elsdrendii differencidlhatosdgi
feltételek is teljesiilnek. A 2. §-ban mdsodrendii differencialhatosag felhasz-
nalasaval kimutatjuk, hogy barmely k=1 dimenziés X, algebra izomorf egy
olyan Xi-vel, melyben az Xx=xe« operaciok (transzformaciok) affinitasdk ::

X=xa-+b [a=a(a), b=05b(a)),
s az ilyen transzformécidkkal szemben automorf miiveletek mindig
X+y(—x) vagy ax+6y-4c
alakuak, ahol
v(aty=ay(f), illetve ci(a—1)=(c,+c.—1)0b.

Az objektumok algebrajat lehet altalanosabban is értelmezni; ha (xy)e-rdl
csak annyit tudunk, hogy x és y valamilyen transzformaltjaibol alkothato :

(xy)e=H[K(x, @), L(y, )]
(esetleg mads

xe = K(x, &) L(x, @)

transzformdcios torvénnyel), akkor az Xi és a x4y (3) —x') miivelettel ella-
tott Xi kozott csak izotopizmus [2] &ll fenn. Ezekre és még egyéb, tobb
valtozora torténd Aaltalanositidsokra a 4.§-ban tériink ra, s latunk néhany
altaldnos visszavezetési tételt.

2 [Hietve epyenértékii bizonyos specidlis alcsoportok megkeresésével. Az ilyen tulaj-
donsagi megoldasok meghatdrozasanak problémdjat Acztr Jinos [1] vetette fel.
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I. FEJEZET

AZ xa OPERACIO (TRANSZFORMACIO) ELOALLITASA
AZ ab (PARAMETER) MUVELET FUGGVENYEKENT

1. §. Visszavezetés a § (paraméter) csoport szerkezetének vizs-
galatara.

1. Megéllapodunk néhdny elnevezésben és jelolésben.
Az © strukturat, vagy specilisan a G csoportot egy X halmaz operdtor
tartomdnydnak nevezziik, ha fenndll:

) (xa)b==x(ab), x€X; a, bel.

A geometriai objektumok elméletének irodalméaval ellentétben itt jobb-
oldali operatort vettiink; ez inverz operator Iétezése esetén mindegy elvileg,
mert pl. az ax baloperatorral egyiitt xa=-a'x jobboldali operator:

(xa)b="b"(a 'x)=("a ") x=(ab) x=x(ab),

tehat az attérés egyik oldali operatorrol a masik oldalira egyérteimii. A geo-
metriai objektumok elméletében jobbrol irott baloperator iras terjedt el: (1)
hefyett az
FlF(x,a), )] =F(x, ba)

jelolést haszndlja tobb szerzd. Kés6bb latni fogjuk, hogy lényeges szamolasi
konnyebbséget jelent a jobboperator irds; egyébként a masik oldali operator-
ral is teljesen hasonld (dudlis) tételek bizonyithatok. Hogy mégse térjiink el
tulsdgosan a bevett szokdsoktol, xa helyett az ax jelolést hasznalva, az egyes
geometriai objektum transzformdacids torvényeket felirjuk az irodalomban meg-
szokott (kontravarians) alakban is.

Operatorok § csoportjat (4ltalaban @ halmazat) tranzitivnek nevezziik X
felett, ha van X-nek olyan x. eleme, mely tetszéleges x € X-be transzformal-
hat6: x,§ = X. Ekkor nyilvan xG= X is teljesiil barmely x¢ X-nel. Ugyanis
alkaimas a€@-vel x=xaq, tehat

x§=(xa)§=x@§)=x§=X.

Ha a § csoporttal mint operator tartomannyal ellatott x unitér azaz G
egységelemére: e-re fenndll xe=x (x€X), akkor X egymastol idegen
X:=x;§ ftranzitivitdsi tartomanyok 0Osszege: X= U X:. Az x,€X elemek~
halmaza X-nek egy kifeszité rendszere. Minthogy el6z6 megjegyzésiink szerint
egy tranzivitisi tartomanyt barmely eleme kifesziti, ezért az X, terek koziil
barmely kettd kozos része iires. Nyilvdn nem jelent kiilonosebb megszoritast
X unitér volta, hiszen xa-t mar egyértelmii modon jellemzi az X-nek az

ha e
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X = Xe unitér részén valé viselkedése: barmely x€ X és ae@ esetén
xa=x(ea)=(xe)a=xa, _ -
—_ _ — ¢ X—>X=xe€X=Xe,

Xe=(xe)e=xe=1X,

s ez nyilvan érvényes barmely egységelemes & struktiran.

G s elemeit, melyek egy x.€ X-et valtozatlanul hagynak, az x. elem
stacioner operatorainak nevezziik. Ezek nem iires $ halmaza nyilvan részcso-
portja (altaldban részstruktardja) G-nek.

Az X-ben ugyan nem értelmeziink miiveletet, de X operdtor izomorfiz-
musdnak (roviden o-izomorfizmusanak) fogjuk nevezni valamely X’ halmazra
vald x«>x" leképezését. © operator tartomdnya marad X'-nek is, ha az
operatorok hatdsat igy értelmezziik:

x‘6a=(xa)’, x€X, ac®

Ez egyértelmit vonatkozdst létesit az xa és az x'c a miiveletek kozott: egyi-
kiikk meghatarozza a madsikat. Hasonld modon értelmezziik az x— x" o0-homo-
morfizmust is. X-nek minden operdtor-homomorf X’ képéhez is hozzarendelhetd
© operator tartomanyként, s nyilvan az x — x’-vel képezett x’o a == (xa)’ ekkor
is kielégiti az (1)-hez hasonlo

(1) (x0a)ob=(xa) o b=[(xa)b] = [x(ab)] =x"o(ab), x€X’; a, b¢®
operator kovetelményt, csak most x’ oa-rél a visszatérés xa-ra nem egyér-
telmil. Természetesen, x—x" csak akkor értelmez homomorfizmust, ha

x'=y’'-vel egyiitt

(xay=(vay,  acG,
azaz X oa == (xa) értelmezése fiiggetlen x valasztasatdl. Izomorf-homomorf
struktardk helyett a félreértés veszélye nélkiill hasznalhatjuk a megfelel6 izo-
morf-homomorf miiveletek elnevezést.

2. Az eldbb értelmezett fogalmak felhasznaldsaval kimondhatjuk a
kovetkezot :

1. TETEL: Adott & félcsoport hozzdrendelheté onmagdhoz és bdrmely
o-homomorf képéhez operdtfor tarfomdnyként, és tranzitiv operdtor tartomdny-
kent csak ezekhez rendelhetd hozzd.

A tétel els6 része nyilvanvald, a masodik rész bizonyitdsa végett tekint-

siik az
a(EF)— ' =Xx,a (€ X: =x.5)

leképezést, mellyel valdban
xa=c«'a=(x.e)a=x,(¢ca)=(cay.

A tétel mdas szavakkal azt mondja ki, hogy adott § & & félcsoporton és
egy tetszoleges rogzitett x,€X elem altal kifeszitett X, = x,& tranzitivitasi

4 Il Osztaly Kozleményei 1X;2
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tartomédnyon (1) legaltalanosabb megolddsa

xa=c'a=(axa), acy,
ahol ¢ —«®*=x az & tetszbleges operator-homomorf leképezése X,-ra. Esze-
rint (1) megoldasa &-en egyenértékit F 6sszes o-homomorfizmus ainak a meg-
keresésével. Ez utobbi struktira probléma megolddsa kiilonosen egyszerii pl.
egy csoporton. Ervényes a kovetkezo:

2. TETEL. Egy § csoport § alcsoportja szerinti
§=28aq, 8b,,...,—8%
felbontds jobboldali A reprezentdns rendszere homomorf képe G-nek :
(2) coa=cad, e=da(€§)—a(cH); acq.
O-izomorfizmustol eltekintve G-nek nincs is egyéb o-homomorf képe.

A tétel mds szavakkal a tranzitiv pérmutécic’)s csoportok reprezentalha-
tésdgat mondja ki a teljes permuticids csoport alcsoportjaihoz tartozoé mellék-
osztalyok permutacidiként [10]. ‘

Megjegyzés. Konjugalt 8, & =c'Sc alcsoportokhoz, melyeket G-nek
egy a—clac (belsd) automorfizmusa egymasra képez le, o-izomorf mara-
dékrendszer tartozik; alkalmas o-izomorfizmus

Sa«~8'clac=c*(8a)c.
A megegyez6 alcsoportokhoz tartozo kiilonb6zé maradékrendszerek kozott pedig
nyilvan o-izomorfizmus all fenn. Viszont nyilvanvald, hogy o-izomorf X, X’
halmazok elemeihez tartozé stacioner operatorok alcsoportjai egymds konju-
galtjai; ha ugyanis x, stacioner operatorainak alcsoportja 8, akkor x’ = (x.c)'-é
8. =c '8¢, hiszen ,
X o8 =[(x.c)c18c] = (%:8¢) = (x;.¢) =X,

tehat 8’ = 8., és mdsrészt hasonléan c¢S.c' S8 vagyis valoban 8§ = §,.

Masszoval az o-izomorfizmushoz sziikséges és elegendd a rigzitett ele-
mekhez fartozo stacioner operdtorok alcsoportjainak konjugdlisdga. [5]

KOVETKEZMENY. A G& O csoporton (1) osszes, legfeljebb o-izomorfiz-
mustdl ettekintve kiilonbozé megolddsainak megkeresése egyenértekil § Osszes
nemkonjugalt § alcsoportjainak® és a hozzajuk tartozé ¥ jobboldali maradék-

3 A Q} kiilonbzé $ alcsoportjai  koziil nem kellene szamitisba venni azokat,
melyeknek van q normalosztojat képezd része; u. i. ha § = I =N F, ahol P a @
normalosztoja, akkor &7 elemei X minden elemének stacioner operatorai, mert

XN = (x) TN =2, (€)= %, (&) = (M = x,c = x,
vagyis xa-t leirja mar a @/SZ faktorcsoporton valé viselkedése [5]. Hogy ne kelljen q fak-
torcsoportjait igy kiilonvalasztva vizsgalni, eltekintiink ett6l a megkiilonboztetéstol, és q

alcsoportjai koziil szamitdsba vessziik azokat is, melyeknek van CB’ normalosztéjat kép62‘6
(az egységelemtdl kiilonbdzo) része.
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rendszereknek a meghatarozasaval [3,5], vagyis az Osszes ismétlés nélkiili
§ =8 % faktorizaciok meghatarozasaval, ahol § a G-nek alcsoportja. A meg-
oldasokat egy x. elem altal kifeszitett X.= x.§ tranzitvitasi tartomannyal
operator-izomorf 3{-n a (2) képlet (a mellékosztalyok tranzlacidja) szolgaltatja,
ahol «—e« a G-nek ¥-ra valo tetszbleges leképezése (o-homorfizmusa).

OsszEFOGLALVA: Adott F SO félcsoporton (1) legaltalanosabb megol-
dasanak megkeresése egyenérték{i az onmagdn operalé § o-homomorf képei-
nek meghatarozasaval, s egy § csoporton az Osszes o-izomorfizmustol elte-
kintve kiilonb6z6 megolddsok megkeresése egyenértékii § Osszes nemkonju-
galt alcsoportjainak meghatarozasaval. A 2. tételben éppen azt bizonyitottuk,
hogy egy onmagin operdld § csoport o-homomorf képe o-izomorf § vala-
mely § alcsoportja szerinti % jobboldali maradékrendszerével, analég modon
azzal, hogy egy csoport homomorf képe izomorf valamely normdloszto sze-
rinti faktorcsoporttal.

2. §. Bizonyos részhalmazon invertalhatd xa

1. Egy csoport 0sszes alcsoportjainak meghatarozésa altalaban nem egy-
szerit feladat, ezért a kovetkezokben mds szemszogbol vizsgédljuk (1) megol-
dasanak kérdését.

AczeL JAnos [1] az (1) megolddsdnal mas felfogast kovet: &-nak egy
elore megadott ¥ (rendszerint normaloszto, de legalabb csoport) részén fel-
tételezi az

Xx=xE«>x'=E& (€¥)
leképezés létezését, és igy keresi xa-t. Egy X=x,€ {tranzitivitasi tartoma-
nyon ilyen ¥ bizton létezik: egyik legsziikebb x.¥ = X tulajdonsdgu ¥. .,
AczeL JANOs vizsgalataiban ¥ megvédlasztdsa Onkényes, de hasznos, mert sok
esetben minden tovabbi differenciathatésagi, folytonossagi, s6t csoport stb. fel-
tétel nélkill nyerhetd xa legéltalanosabb alakja. Az altalanos algebrai modsze-
rek ekkor is sikeresen alkalmazhatok:

Az x <> X" leképezéssel attériink X-r6l H-ra, s azon értelmezziik

x o a==(xa), X(€X)«>Xx (€X), ac
-t, mely nyilvan szintén kielégiti az
(1) (X' 0oa)ob=x"o(ab), X €¥; a, beC
operator kovetelményt. Minthogy x <« x" invertdlhatd, ezért 1étezik e € ¥, melyre
X=X, X;=—28&
teljesiil. Igy
eocd=x;0f= (x5 =§ Ecl.

4*
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Ezutan bevezetjiik ¢-nak ¥-ra valo

a—:Tta=—¢eoqa
leképezését, mellyel,

Eoa=(eo&oa==eoEa)=m(a), « E€¥, ac.
Itt azonban az a — :ra leképezést nem ismerjiik, csupan annyit tudunk rola,

hogy
(eca)ob==eo(ab)

fennallasa miatt kielégiti a
3 7T [(7ra) b] == 7 (ab), a, bed
- figgvényegyenletet. Erre tekintettel £oa-t ugyis felirhatjuk, hogy & helyett

me-~t irunk:
() o a=st(aa),

s ez azt fejezi ki, hogy ¥ az @ operator-homomorf képe. Ismételjiik azonban,
hogy itt az a—sa leképezést nem tekinthetjikk adottnak, csupan azt tud-
juk rdla, hogy kielégiti (3)-t. Az viszont nyilvanvald, hogy (3) fennéllasa ese-
tén az a — sta leképezés operator-homomorfizmus, vagyis « valasztasatol fiig-
getleniil értelmezi (re)oa-t, mely valoban ki is elégiti az (1’) operator
kovetelményt :
, (Eoa)ob=yst[(Ea)b]=:t(Eab)=E o (ab).
Marmost (3) megoldasa végett feltételezve, hogy ¥ csoport,

(cta) €N ha EeX,

ezért (3)-ban b==E€3(-t helyettesitve,
(ra)E=n(ak)

adodik. Ha ©==@§ csoport, akkor felbonthaté a ¥ szerinti
. G=a'¥, vy, ...
baloldali maradékosztalyokra. Ha a € a’¥, akkor

a=daa, ac¥.
tehat
a=sm(a d)=(wa)a=(ta)a''a.

Vezessitk be ezutdn st helyett a
wa=(ya')a
Osszeftiggéssel a y fiiggvényt, akkor az elozovel dsszehasonlitva latjuk, hogy
yal'=(na)a'!
csak a’-tol fiigg. Helyettesitsiik ezt a sz-t (3)-ba:
{1 [(za) b} (ra™Yab==[y (ab) ']ab,
vagyis ab-vel jobbrol valé egyszeriisités utan, 0j valtozokkal

x[a(eb ™) 1z b= x(ab). A
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Az elobbi megallapitds szerint ya csak a-nak az @' reprezentdnsatol
fiigg. Ha torténetesen %= &1 normadloszto, akkor b € O miatt

a0 — @@y —a, ,

tehat az ‘
a—ya=ya = y@dN)=n(@")a €MNa

leképezés kielégiti a
xazb= x(ab)
osszefiiggést, azaz §-nek endomorfizmusa. Az ilyen y-vel képezett
720 = (ya’)a (€ N)
valéban ki is elégiti (3)-at, tehdt (1’) megoldasa
Eoa=r(ta)=[y(Ea) 'Jia = (ya )ta,
s kimondhaté a kovetkezd:

3. TETEL: Az X, O halmazon értelmezett (1) fiiggvényegyenletnek az
adott © struktura ¥ részén az

x=xE> X =E (€%)
invertdlhatosdgi feltételt kielégitd legdltaldnosabb megolddsa
(xa) =& o a=n(a)[= (ra) o a = nt(aa)), x€X, acd,
ahol a — a(€X) a
3) [(wa)b] = n(ab), xE=E; a,be®; EcH
osszefiiggést kielégitd (egyébkent tetszileges) leképzés (o-homomorfizmus). Ha
O= @ csoport, melynek ¥ = 91 normdlosztéja, akkor

4) (xay =Eoa=(ya)&aq, acg,
ahol '

(5) - a—ya= y(@d) €adl

a G-nek (tetszdleges) endomorfizmusa :

(6) xaxb=y(ab), abed.

MEGJEGYZES. Altalaban 9 nem valaszthat6 teljesen ©nkényesen: ha
© =G csoport, akkor a 2. tétel szerint H csak § valamely § alcsoportja sze-
rinti jobboldali maradékrendszere lehet; akkor viszont az

a=aa—na=a, a’es
leképezés valoban ki is elégiti (3)-t, hiszen
ab=_8ab--d ab=ab.
2. A y endomorfizmusok meghatdrozasa is struktira probléma, vagyis

G bizonyos specialis alcsoportjainak megkeresésével egyenértékii. Ezzel kap-
csolatban érvényes a kovetkezd :
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4. TETEL: Ahhoz, hogy egy
' a—ya=y (@) €adt

alaki leképezés a G-nek endomorfizmusa legyen, sziikséges és elegendd, hogy
az 9 normdlosztd szerinti adl (a€§) maradékosztdlyoknak ezen osztdlyok
alcsoportot alkotd § reprezentdns rendszerére valo leképezése legyen.

A sziikségesség nyilvanvalé annak alapjan, hogy a ya (a€§) elemek &
halmaza a §-nek alcsoportja, merthisz két ilyen elem szorzata is ugyanilyen,
tovabba

re=ecS, (o) =ya €8
mdsrészt pedig § valoban az §U normdloszté reprezentdns rendszere, mert
minden adl osztdlynak megfelel egy és csak egy

x(@d) €adl.
Az elégségesség is nyilvanvald, hiszen barmely
a— yu= z(ad)

leképezés, melynek § képtartoméanya a G-nek olyan részcsoportja, hogy az az
I normalosztd szerinti maradékosztalyok reprezentans rendszere, teljesiil (6),
mert a reprezentdnsok szorzata, mely § csoport voltabol kifolydlag maga is
reprezentans, megegyezik a szorzat reprezentansaval.

Minthogy egy § reprezentans rendszerre jellemzd, hogy a G=§
szorzat el6allitas ismétlés nélkiili, a 4. tétel a 3. tétellel 6sszevetve mas sza-
vakkal azt mondja, hogy az (1) fiiggvényegyenletnek a § csoport &1 nornél-
osztojan invertilhat6 megolddsainak meghatarozdsa egyenértékii az olyan
ismétlés nélkiili

§=N=NF

eldallitasok megkeresésével, melyeknél § a §-nak alcsoportja.

3. §. Két alcsoport szorzatara bonthaté § szerkezeti vizsgalata

1. Az eddigiekben (1) megolddsat egyvaltozos fiiggvényegyenletek meg-
oldasara vezettiik vissza. Most egy altalanos eljarast mutatunk az

(5) a— ya=(ad) €adl
alakt endomorfizmusok megkeresésére, vagyis
(6) zayb= y(ab)

megoldasara az (5) teljesiilése esetén, midén ugyanakkor a § csoport

G=4G=9G=9 VG,



FUGGVENYEGYENLETEK ES ALGEBRAI MODSZEREK A GEOMETRIAI OBJEKTUMOX ELMELETEBEN, I. 159

részcsoportokra valo nem feltétlen ismétlés nélkﬁli\felbontasét ismerjiik. Ekkor
) \oay= ya;=o0(qd) €qI) a,€G,
Loay=yay=0(ad)  €qd) )N, =GN
G-n értelmezett endomorfizmusok. Eszrevessziik azt is, hogy o és o értelme-
zése, €és y endomorfizmus volta miatt nem fiiggetlenek, hiszen
a=qa;,= e, a., «, € @i
esetén
XA=2q 4= 1@xq,
vagyis érvényes, hogy .
8) 7A==0000;= 0@ 0, a=aq=qa.uq.
Kimondhatjuk a kovetkez6t :
5. TETEL. Ahhoz, hogy y a részcsoportok szorzatdra bonthato
¢=G84=99=4nG
csoportnak (5) alaki endomorfizmusa legyen, sziikséges és elegendd a (8)
egyenletek fenndlldsa, ahol o, ¢ a (1) alatti alakiu endomorfizmusok.

A bizonyitas el6tt még megadjuk az 5. tétel fiiggvényegyenlet megoldasi
megfogalmazasat is:

KOVETKEZMENY. A (6) fliggvényegyenlet (5) kiegészito feltételt kielégitd
megoldasdnak megkeresésére egyenértékii a (7), (8) osszefiiggéseket kielégitd
o, 0 endomorfizmusok meghatarozasaval, ha a § megfelel6 modon fak-
torizalhato. '

Minthogy a sziikségesség bizonyitdsa mdar megtortént, a kovetkezmény
dedig nem kivan kiilon bizonyitast, rogtén ratériink az elégségesség bizonyi-
tasara. Tekintsiik elészor (5)-ot:

ra=y(qa)=eaoaq;=o(qMN)0(a; )=
= 2(a,9,4)9) = x(@d) € aq)dya Iy=adl,

ugyanis 9= Gn N a G-nek normalosztdja tehat
a8 a Ny= a0 = o N ay=a,qd = adN,

hiszen
NN = o,
mert egyrészt .
INOLENI =8N,
masrészt

5)"61&12«9118 Uedl =(Gndu (G nd)=(Gug§)u N=§nN=3N.
Igazoljuk ezutdn y homomorfizmus voltat is. Legyen
a=qq, b"——l’“bl, ab=c|q|,
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akkor :
C) abyb = aj' (ab) =ai’ ¢,
tehat (8) felhasznaldsaval a
zayb=eaoaobeb=oao0(ab)eb = oax(a:bb)=
=oayy(ace) =oae(a;’ c)ac= oajeaj ec o= yx(cic) = x(ab)
egyenlOség sorozatot nyerjitk, melynek elejét és végeét dsszehasonlitva kapjuk
a bizonyitani kivant allitast.

Az itt targyalt visszavezetés hasznat kiilonosen akkor tapasztaljuk,
mid6én a ¢, o koziil az egyik pl. ¢ konnyen meghatarozhatd, s akkor o-t a
(8) alapjan tudjuk keresni.*

2. Ei6fordul, hogy a 3. tételben hasznalt invertalhatosagi feltétel nem
teljestil, de G faktorizalhaté oly modon, hogy az egyes tényezd részcsopor-
tokon mér alkalmazhaté a 3. tétel. Ha a tényezé §, részcsoportoknak van
olyan ¥ része, hogy azokon xa invertalhaté egy x|, illetve x; helyen, akkor
felirhato ' '

xa,= ¢, [(¢;'x)a), x€X, a,€G, i=||,

ahol
(10) alra)b] = ab), xk=E&; a, b,€G; §€X,.

Minthogy barmely a€§ esetén fennall az

a=aqm =aQq
felbontas, ezért a kovetkezOképpen irhato
za= e le] pnlley Valay = omlel golier Nela),

azaz bevezetve a

(11) o7 (1 E)a] =& o q, @1 ¢ ==, (0¥ = %)
jeloléseket,
(12) foa=on[v'm(§a)a]=r{omg(w'§)e]a}

az X-szel o-izomorf ¥, halmazon értelmezett operdcio. Igy tehat nyilvanvalo
a kovetkezd:
6. TETEL. Legyen a G, G, részcsoportok  szorzatdra bonthato § csoport
K, K, részén legaldbb egy-egy x; kelyen
v p&=xk, &EeN, i=||
4 A 4. tételre valo tekintettel az 5. tétel azt allitja, hogy a §= § G =§§ cso-

portnak az adott & normalosztoval képezett ismétlés nélkiili @:S’J‘ $( faktorizaciojanak
megkeresése, melynél § a C‘J’-nek alcsoportja, egyenértékii a hasonlé tulajdonsagii

C}’i:gi@zi, 3@':@1'0091

faktorizaciok meghatarozasaval, melyeknél fennall § =& &=9,§,.
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invertdlhato,; akkor az w-ra felirt (12,) egyenlet fenndlldsa sziikséges és ele-
gendd ahhoz, hogy a vele és a (10)-et kielégité t-vel meghatdrozott (12,)
alatti & o a operdtormiivelet legyen, azaz (1°) teljesiiljon. ‘

Miel6tt a bizonyitasra ratérnék, megadjuk a tétel fiiggvényegyenlet meg-
oldasi megfogalmazasat:

KOVETKEZMENY. Az (1) fliggvényegyenletnek a kétvaltozds xa-ra vonat-
kozo, az invertalhatosdgi feltételeket kielégitd megolddsdnak meghatarozasa
egyenértékii a (10), (12) egyvdltozos egyenletnek a :z;, w-ra vonatkozé6 meg-
oldasaval. A megoldast a (11), (12) képlet szolgiltatja,

A 6. tételbeli feltételek sziikségességének bizonyitdsa mar az elézkben
megtortént. Az elégségesség bizonyitdsdhoz (1) fenndlidsat kell igazolni,
vagyis azt kell kimutatni, hogy érvényes

(1) (Gea)ob=§o(ab),  §€H; a,b€G;

ebb6l mar a (11,) szerint fennalld operator-izomorfizmus miatt kovetkezik (1)
is. Tekintsok tehat az
a == aq b= be( ab =C|C)
felbontasokat, mellyel (1°)-t a kovetkezo, vele egyenértékii alakban irhatjuk fel :
(& o (@a)] o (b)) = & o (c|cy),
oo (§ o a)bb)} = wmlo i)l
Minthogy azonban
71§ 0 a) =m[o T (5 a)a],
és (12,) szerint :
oo G a)alb) = o7 @Ea)ab),

ezért a (10), (9) Osszefiiggés felhasznaldsaval az igazolandd egyenldség bal-
oldala atalakithato :

w{omlo™ mEa) qbloy = oo ol iEayae” ool =
— omlo” m§a(a o)y = omlo " mEe)ql.
A 6. tételt tehat bebizonyitottuk.
MEGJEGYZES. Ha H; = §1; normalosztd, akkor be lehet vezetni a
ﬂiai:Z(ai—l)ai

osszefiiggéssel értelmezett y, fiiggvényeket, s ezek (6) miatt nyilvan endo-
morfizmusok lesznek:

(6) .0, = x,(a,b),
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és (4) helyett a kovetkez6 modon adjak xa-t:
g oa=ow{(na)o (e ala} = (e ol ) o Eela,
a=qaq=q.
(Beérkezett : 1958. 1V. 24.)

Nehézipari Miiszaki Egyetem, Miskolc
Matematikai Tanszék




ALGEBRAI STRUKTURAK KONGRUENCIARELACIOIROL
ir.ta: SCHMIDT E. TAMAS

Bevezetés

Mint ismeretes (lasd [1]) egy tetszOleges A algebrai struktara* @, @...
kongruenciarelacioi a természetes részbenrendezésre nézve [() = @ akkor és
csakis akkor teljestil, ha x=y(®) maga utdn vonja x=y(®P)-t] komplett
halét alkotnak, melyet @ (A)-val jeloliink. Feladatunk @ (A) szerkezetének
megismerése. Egy adott A struktirdbdl kiindulva annal kénnyebb O (A4) vizs-
galata, minél tobb kongruenciarelacidja irhat6 A-nak 0O, alakba. (0., a leg-
kisebb olyan kongruenciarelaciot jeloli, melynél a=b. A O, alakba irhat6
kongruenciareldciokat minimalisnak nevezziik.) Ha példaul minden kongru-
enciarelacio minimalis, akkor nagyon szoros az adott A struktura elemeinek
¢és kongruenciarelacié haléjanak kapcsolata. Mivel minket vizsgalatainkban
O (A) szerkezete érdekel, ezért kézenfekvd gondolat az A strukturat egy olyan
S strukturdra kicserélni, hogy @ (4) és @O (S) izomorfok legyenek, s emellett
S-nek a lehetd legtobb kongruenciareldcidja legyen minimalis. HASHIMOTO [3]
egyik tétele szerint a minimdlis kongruenciarelaciok sziikségképp alulrol
elérhetetlenek. A dolgozat féeredménye ennek megforditasa: olyan S struktiirat
konstrualunk, melyre @(S)>~ @A) és O (S) minden alulrdl elérhetetlen
eleme minimalis.

Ez a tétel els6 kisérlet, hogy teljesen 4altalanos algebrai strukturakra
vonatkozéan bizonyitdsi modszert nytjtson. Ezen moédszer alkalmazasara a
doigozat két példat targyal. Els6ként P. M. WHITMAN [6] egy nevezetes téte-
lére ad G bizonyitast. Ezen tétel szerint minden véges halo bedgyazhato egy
particio haloba.

A modszer masik alkalmazdsa a MALCEvV altal bevezetett részleges
algebrai struktardk, masnéven algebrai strukturoidok elméletében torténik.
Bebizonyitjuk, hogy minden" véges hdl6 izomorf valamely véges algebrai
strukturoid kongruenciareldcio haléjaval.

* Az absztrakt algebrai és haloelméleti fogalmakra nézve az [1] kdnyvre utalunk.
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1. §. Elékésziiletek

Legyen A valamely algebrai struktira. Az A-n értelmezett miiveletek
Osszességét jelolje M(A). Mar a bevezetésben is emlitettiik, hogy a termé-
szetes részberendezésre nézve A kongruenciarelicidinak Osszessége, O (A4),
halét alkot. G. BIRKHOFF és V. S. KRISHNAN (lasd [1]) kovetkezd tétele effektive
megadja ezeket a miiveleteket: ‘ '

Legyen {(),} valamely részhalmaza O (A)-nak. A {G.} kongruencia-
relaciok komplett metszeténél x és y (x,y € A) akkor és csak akkor kon-
gruensek, ha x=y (®) minden O € {@,}-ra. A {G.} kongruenciarelaciok
komplett egyesitésénél x és y akkor és csak akkor kongruensek, ha alkalmas
X=X, X1, ..., Xp =) sorozatra x,.1=x;(0)) (i==1,2,...,n) megfeleloképp
valasztott (); € {Oq}-val.

A komplett metszet definici6jabdl lathato, hogy az Osszes olyan kon-
gruenciarelacio metszeténél, melyeknél a==05 (rogzitett a, b € A-ra), szintén
fennall a==0. igy tehat valoban létezik O,,.

Az A strukturan beliil meg lehet adni azt, hogy mely elemparok kon-
gruensek moduld ©., (a,b¢€ A). A tétel egyszeriibb megfogalmazhatosaga
kedvéért elobb bizonyitjuk a kovetkezot:

1. LEMMA: Minden A algebrai struktirdhoz taldlhato olyan S algebrai
struktira, hogy @A) ~=E(S) és M(S)-ben csak egyvdltozos miiveletek
vannak.

BizonyiTAs: Legyen az S struktira ugyanazon a halmazon értelmezve,
mint A. Legyen ¢ (x,, ..., x.) valamely tetszéleges n-véltozos mivelete A-nak.
Ha ennek a miiveletnek n—1 valtozojat rogzitjiik, akkor egy egyvaltozos
miiveletet nyeriink.

M(S)-et ugy definidljuk, mint M (A) Osszes egyvaltozds miiveleteit,
tovabba az oOsszes tobbvaltozds miiveletbdl, az 0Osszes lehetséges moddon
elkészitett egyvaltozés miiveleteket. Konnyii belatni, hogy @ (S) == O (A). Sot
még ennél tobb is igaz. Az is vildgos, hogy S és A kongruenciarelacioi
ugyanazokat a maradékosztalyokat létesitik.

Az 1. lemma. egyszeriisége ellenére is fontos. Ugyanis, mint a beveze-
tésben is emlitettiik, adott @ (A) mellett célunk az A sruktirat olyan S struk-
tarara kicserélni, hogy @ (A)> @ (S) s amellett az S struktirabol mar elég
sok kovetkeztetést vonhassunk le @ (S)-re. Az elsd ilyen kicserélési 1épést
mutatja meg az 1. lemma.

Legyen adott az A struktiira; most mar feliessziik, hogy M(A)-ban csupan
egyvaltozos miiveletek szerepelnek. Azt mondjuk, hogy A valamely a, b elem-

parjahoz hozzd van rendeive ac,d elempar, jelben a, b—c, d, ha alkalmas
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@1y Py ooy P € M(A)-ra
C=¢@s... (), d=e¢@ ..., (b)
[Pr@s... @a(x) roviditett jelolése ¢, (o (... ¢u (X)) ... )-nek].

2. LEMMA: Az A csupa egyvdltozds miivelettel rendelkezd struktirdban
c=d (O.;) akkor és csak akkor teljesiil, ha léteznek olyan ¢ ==:y4,y1,...,Yn=d
elemek, hogy -
a,b—yi1, ¥ (i=+1,2,...,n).

A 2. lemma explicite kimondva még sehol sem szerepelt. Lényegé-
ben azonban tartalmazza A.l. MALCEvV [4] dolgozata s haldk esetére R. P.
DiLworTH [2]. Lényegében ugyanigy fogalmazhaté meg tetszoleges (véges sok
valtozds) miiveletekkel ellatott struktirdra is, szdmunkra azonban elég a
fenti egyszeriibb alak.

Az 1. lemma mutat rd arra, hogy kongruencia szempontbol miért jogos
G. BIRKHQFF konvencidja: csak véges vdltozds miiveleteket engediink meg,
de ezekbdl akarhany lehet. Ugyanis az 1. lemma szerint kongruencia szem-
pontbol elég egyvaltozds miiveletekre szoritkozni, viszont mar egy binér-
miiveletbdl is végtelen sok egyvdltozds miiveletet kapunk.

Sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara:

3. LEMMA: Az L hdlo egyesités kongruenciareldcici komplett hdlot alkot-
nak. Minden egyesités kongruenciareldcio, O, felirhato \ Oq, alakba, ahol
Oy, az a és b-t egybeejtd legkisebb egyesités kongruenciareldciot jeloli.

BizonyiTAs: Tekintsitk az L halonak csak az egyesités miiveletét. Erre
nézve L algebrai struktirat alkot: L”. Igy tehat BIRKHOFF [1] tétele szerint
L’ kongruenciareldcioi komplett halét alkotnak. L’ kongruenciarelaciéi éppen
L egyesités kongruenciarelaciéi. Ezzel a 3. lemma els6 részét belattuk. A O
egyesités kongruenciarelacié nyilvan el6dll az 6sszes olyan G, egyesitése-
képp, melyre a=5b(0").

Az A algebrai struktira kongruenciareldcio halojanak @ (A)-nak valamely
{@.} részhalmazat iranyitott halmaznak nevezziik, ha minden O, Qg€ {O,}-
hoz taldlhaté 6, € {@.}, melyre O, = 0,, Op = O, teljesiil. Ha O eldall egy
olyan iranyitott halmaz elemeinek komplett egyesitéseképp, amely. irdnyitott
halmaznak ©nmaga nem eleme, akkor -t alulrdl elérhetének nevezziik.
Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy © alulrdl elérhetetlen. Az alulrol elér-
hetetlen kongruenciarelacidk fontos szerepet jatszanak, struktiirdjuk mar meg-
hatarozza (9(A) szerkezetét. Az alulrdl elérhetetlen kongruenciarelacidk leirasat
tartalmazza a kovetkezd {étel, mely J. HASHIMOTOtO! (lasd [3]) szdrmazik:

4. LEMMA: Legyen A algebrai struktira s O €O (A). A O kongruencia-
reldcio akkor és csak akkor alulrdl elérhetetlen, ha véges sok minimdlis kong-
ruenciareldcio egyesitése.
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2. §. Az alulr6l elérhetetlen és a minimalis kongruenciarelaciok
kapcsolata

Lattuk az eddigiekb6l, hogy a minimalis kongruenciarelaciok a legegy-
szerlibben leirhatok s igy a legkonnyebben kezelhetdk. Masrészrél az is
vilagos, hogy az eredeti struktira elemei ezekkel a kongruenciarelacidkkal
vannak legszorosabb kapcsolatban, példaul az eredeti struktira elemeinek
permutacidjira ezek a kongruenciarelaciok a legérzékenyebbek. Kivanatos
tehat, hogy a struktirdnak minél tobb minimdlis kongruenciareldcidja legyen.
A dolgozat erre vonatkozd féeredménye a kovetkezd:

1. TETEL: Minden S algebrai struktirdhoz taldlhaté olyan T algebrai
struktira, melyre ©(S) = O (T) és O(T)-nek minden alulrdl elérhetetien eleme
minimdlis.

Megjegyzés. Erdemes megvizsgdlni, hogy az 1. tétel mit mond a 4. lemma
szempontjabol. Tudjuk, hogy minden @ kongruenciarelacié minimalis kon-
gruenciarelaciok komplett egyesitése, @ =V 6,,. @ dltaldban sokféleképpen
irhatd fel, mint minimalis kongruenciareldciok egyesitése. Tekintsiik mindazon
kardinalis szamokat, amilyen szdmossagu minimalis kongruenciarelacié egye-
sitéseképp © elballithaté. A kardinalis szamok jolrendezettsége miatt ezek
kozott lesz egy legkisebb; nevezziik ezt @ rendjének. HASHIMOTO tétele azt
mondja ki, hogy @ rendje akkor és csak akkor véges, ha @ alulr6l elérhe-
tetlen, masszoval a rend véges, vagy végtelenségét ¢ (A)-n beliil haldelméleti
eszkozokkel el lehet donteni. Tegyiik mar most fel, hogy © rendje véges.
El lehet vajon donteni, hogy mekkora? Legalabb azt, hogy © minimdlis-e?
Az 1. tétel szerint ezekre a kérdésekre tagadd a valasz. Haloelméleti szem-
pontbdl semmi sem kiilonbozteti meg a minimalis kongruenciarelaciokat ezek
véges egyesitéseitdl.

BizonyiTAS: A gondolatmenet a kovetkezd: el6szor az S struktirat
kicseréljiik az S’ strukttrara, melyben mér csak egyvaltozdés miiveletek van-
nak. Ezutdn az § struktirdbol megkonstrudlunk egy olyan 7, strukturat,
melyben az eldre kiszemelt O,.U @, (esetleg mdasodrendil) kongruencia-
relaci6 mar minimdlis. Eljarasunkat transzfinit indukcioval folytatva, nyerjiik
a tétel Allitasat.

Induljunk ki tehat az S algebrai struktardbol. Az 1. lemma alapjan fel-
tehetjiik, hogy S csupdn egyvaltozés miiveleteket tartalmaz. Rogzitsiik le S
két elemét: a és b-t. Megkonstrudljuk a 7, struktirat.

Formalisan képezziik minden x € S-re az f(x) elemet (f tehdt nem
valamely miivelete S-nek!) azon egyetlen megszoritassal, hogy a—=f(b). Az
f(x) alaku elemek halmazat f(S)-sel jeloljiikk; S-nek tehdt f(S)-sel egyetlen
kozos eleme van, a, s x=£y esetén (x,y € S)f(x) == f(¥).
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Tekintsiik ezutdn a 77 = S U f(S) halmazt. Ezen a halmazon egyvéltozos
miiveleteket értelmeziink. Tekintsiik el6szor az f(x) és g(x) egyvaltozés miive-
letek definicidjat: Az f(x),x€S esetén, a formalisan értelmezett f(x) elem,
s ha y=f(x), akkor f(y)=/ff(x)=f(a); x€S esetén g(x) =0b és gf(x)=x.
T,-re Kkiterjesztjiik az 0sszes, S-en értelmezett egyvaltozds miiveletet. Legyen
w(x) € M(S). Ha x €S, akkor w(x) orizze még eredeti jelentését s y=f(x)
esetén legyen o f(x)=w (a). Az f(x), g(x) és o (x) (¢ M(S)) egyviltozos
miiveletek alkossik M (7y)-et. Ezzel Ti-et algebrai struktirava tettiik.

Beldtjuk elszor, hogy @(S)=0O(T;). Legyen O € O(S). Definialjuk
T,-en a kovetkezd relaciot: u=wv(0O) akkor és csak akkor all fenn, ha az
alabbi feltételek valamelyike teljesiil:

(1) y,v€ 8 és u=v(6);

Q) u=f(x),v=F(y) ¢s x=y(0);

) x=a(0),b=y(0O) és vagy u=x,v=/[(y), vagy u=r(y), r=x.

Igazoljuk, hogy T7;-nek O relaciéja kongruenciarelacio.

Vilagos, hogy O reflexiv és szimmetrikus.

Legyen u==v(0) és v=w(0). Ha u, v, w € Svagy u, v, w € f(S), akkor
a tranzitivitas (vagyis u=w(0)) nyilvinvalo, mert lényegében O tranzitivi-
tasar6l van szé (ugyanis f(x)=sf(»)(O) (2) szerint akkor és csak akkor
teljesiil, ha x=y(0)). Tekintsiik az wu,v€S, wef(S) esetet (az u€S;
v, w € f(S) eset hasonloan targyalhato) Ekkor 1 =v (@), v=a(0), x=56(0),
ahol w=/7(x)((1) és (3) alapjan), igy tehat O tranzitivitasa folytin u= a(0),
tehat (3) miatt u=w(@). Végezetiil foglalkozunk az u, w€ S,v € f(S) esettel
(u, w€ f(S), v€ S ugyanigy targyalhato). Ekkor (3) szerint z==a (0), b=x (O),
v=[f(x), w=a (®), s ezek koziil az els6 és harmadik kongruencia @ tranzi-
tivitasa folytan u=w(0)-t adja, ami (1) alapjan a kivant u=w (©)-t jelenti.

Ezutan igazoljuk ®-ra a helyettesitési elvet. Azt kell belatnunk, hogy ha
w(x)€ M(Ty) és u=r(0), akkor vy ()= (v)(O) is fennall. Hirom esetet
kiilonboztetiink meg:

a) u,v€S. f(u)=f(v) (O) (2) alapjan adodik. A g(x) miiveletet alkal-
mazva, a trividlis 6= b (0)-hoz jutunk. Ha o (x) S-nek valamelyik T;-re kiter-
jesztett miivelete, akkor o (1) = (v) (0) igy (1) alapjan o (z) = (v) (O).

b) u,v€f(S). Ekkor u=—f(x), v=f(y) és fennall x=y(0).Azf (x)=,(»)
mindkét oldalara az f(x) miiveletet alkalmazva f(a)=f(a)-t nyerjiik. A g(x)
miivelettel x=gf(x)=gf(y)=y adodik, ami (1) szerint szintén helyes.
Végiil valamely S-rol kiterjesztett w (x) mivelettel o (@)= w (a) adddik.

c) u€ S,vef(S). Ekkor v==f(x) s fenndllnak az u=a(0), b=x(O)
kongruencidk. u =wv(0)-ra mindkét oldalt alkalmazva rendre az f(x), g (x) és
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o (x) miiveleteket f(u)=f (a) (@), b=x(0), »(x) = (a) (®) adddik, amely
kongruencidk valéban konnyen nyerhetok a feltételbol.

Ezzel tehat belattuk, hogy @ kongruenciareldci6. @ egy osztdlyozasat
létesiti S-nek is, mint 7 részhalmazanak, s ez az osztilyozas egybeesik a ©
altal létesitett osztdlyozassal.

Kimutatjuk, hogy a © — @ megfeleltetés izomorfizmus O (S) és O (T,)
kozott. Elészor is beldtjuk, hogy 7:-nek mindegyik kongruenciarelacitja el6-
allithaté @ alakban. Valdban, legyen @ ¢ @ (T,). @ létesit S-en egy osztalyo-
zést, melyet indukdldo @ (S)-beli kongruenciarelaciot jelolje ©@. Belatjuk, hogy
® — (. Legyen u=v(®). Ha u,v € S, akkor az allitas nyilvanvalo. Vilagos
az u,r € f(S) esetben is, hiszen f(x)=f(y)(P) ekvivalens x=y (D)-vel.
Az ueS,v€f(S)(v=/S(x)) esetben a kongruencia mindkét oldalara alkal-
mazzuk az f(x) figgvényt, f(u)=f(v) =ff(x)=f(a) (D) adodik, majd a g(x)
figgvényt,s u—gf(u)=gf(a)=a (P)-t kapjuk. A tranzitivitds folytan tehat
a=v (D), vagyis b—g(a)=g @W)=gf(x)— x (D) is fennall. igy a O kon-
gruenciarelacional u=a és b=x, vagyis T;-re valo kiterjesztésénél a (3) sza-
baly szerint fennall u==f(x) (@), ami a bizonyitandé volt. Belattuk tehat,
hogy @ — @ egy-egyértelmii megfeleltetés @ (S) és O (T;) kozott. A kiter-
jesztésre vonatkozo szabaly miatt az is nyilvanvald, hogy @ > @ akkor és
csakis akkor teljesiil, ha @ > @ fennall. Ha két halo kozott adva van vala-
mely egy-egyértelmii, kolcsonosen szigorian monoton leképezés, akkor az
sziikségképp izomorfia, igy @ (S) és @ (T;) valoban izomorfok.

Miésodszor bebizonyitjuk, hogy

O, U (51;,(1 = G)c,f(d)-

Valoban, b =d (@,,. U @) s ebbdl adodik, hogy a=f(b)==f(d)(Ou,c U Osa),
s ezt osszevetve a=c (O, U Opa)-vel c=7(d)(Ou.U Osa)-t kapjuk, s igy
Oue U Oy a= O, 0. Megforditva, c = f(d) (O, za))-b6l f(€)=ff (d)=F(a) (Oc,1a)
azaz c —=gf(c)=gf(a) = a(O.a)-t kapunk, tehat a tranzitivitis miatt
a=fO)=F(d)(Oes)) és b=0d(Os0)- 1gy Ouc=Ocpa) €s Opa=Oupnytehat
Oac U Opa= O, 1a), amivel a kivant egyenléséget bizonyitottuk.

Ezzel teljes egészében belattuk, hogy 7; megfelel a kir6tt feltételeknek.

Tekintsiik azon T struktardk {7.} osztdlyat, mely eleget tesz a kovetkezd
kikotéseknek:

A) SE T és S-nek minden miivelete ki van terjesztve 7-re, amit forma-
lisan M (S)S M (T)-vel jeloliink.

B) O(S)~0O(T).

C) Legyen @€@(T) s jelole @€O(S) azt a kongruenciarelaciot,
amely S-en ugyanazt az osztdlyozast létesiti, mint @. A @ altal 7-n indukalt
kongruenciarel4dcid megegyezik ®-vel.
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{T.}-n definidlunk egy részbenrendezést a kovetkezOképp: T. < Tp akkor
és csakis akkor teljesiil, ha S és T helyett 7. és Tp-ra teljesiilnek az A), B) és
C) feitételek, tovdbba T,-nak van olyan nem minimdlis kongruenciareldcioja,
amely 7Tp-n mdr minimalis. A definidlt reldcid nyilvdn részbenrendezés. Legyen
{Ts}scp valamely lanca {7.}-nak. Definidljuk a 7 algebrai struktirat a kovet-
kezOkép: x€T akkor és csakis akkor teljesiil, ha valamely @€ B-re x€Tyg, s
legyen M(T)= a\e/B M (Tp). Mivel T, < Tj esetén T, minden miivelete ki van

terjesztve Tg-ra is, ezért valoban T algebrai struktira. Beldtjuk, hogy 7€{T7,}.
A) vildgos. Akarhogyan vesziink egy © € G (S)-et, az ki van terjesztve min-
den Tp-ra s gy magéara 7-re is. (Ezek a kiterjesztések egymds folytatdsai
éppen mert {Tg},p lanc.) Ezen Kkiterjesztett kongruenciarelacio bir a C)-ben
leirt tulajdonsaggal, hiszen ellenkezb esetben (ez érp a 2. lemmabdl lathatod
vildgosan, hozzatéve még, hogy T-nek barmelyik véges részhalmaza benne
van egy alkalmas Tg-ban) mér valamelyik Tp-ban ellentmondasra jutnank.
Ugyanigy lathato be B) teljesiilése is.

Belattuk, hogy {7.}-ban minden részlancnak van maximdlis eleme, igy
a Kuratowski—Zorn lemma kissé éltalanosabb formajabol lathato, hogy {7Ta}-
ban van maximalis elem, jelolje az egyiket 7. Belatjuk, hogy T eleget tesz
az 1. tétel feltételeinek. O (7)== € (S) addédik 7€ {T.}-bol. Tegyiik fel, hogy
() (T)-ben van véges rendii de nem minimdlis kongruenciareldcié. Ekkor
7-bo6l kiindulva és a tétel elején leirt konstrukciot ismét alkalmazva {7.}-nak
egy T-nél nagyobb eleméhez jutndnk, amely ellentmondas 7 maximalitdsaval.
Ezzel az 1. tétel igazolasat befejeztiik.

Kiegészités. Ha az S struktira véges, akkor T is végesnek vehetd.

A kiegészités allitdsa a konstrukciébol nyilvanvalo.

Lathato, hogy a konstrukcioban megadott struktira semilyen szokdsos
struktira osztdlyba (csoport, gyiirii, hdlo stb.) sem tartozik. Felmeriil tehat a
kovetkezd probléma: egyes struktira osztdlyokra taldljunk olyan konstrukciot,
mely az adott struktura osztalyb6l nem vezet ki, vagyis ha S benne van,
akkor T is eleme. Ez eddig csak két struktira osztilyra, a véges és a disz-
tributiv hdlok osztélydra sikeriilt megadni. Erre majd masutt visszatériink.
Csoportok, gyfirlik, végtelen halok esetében a probléma igen nehéznek tiinik.

3. §. Particié halok véges részhaloi
A Whitman tétel egyszeriien fog adddni a kovetkezd lemmabol:

5. LEMMA: Legyen S véges algebrai struktira, ., @, nem zéré elemei
O (S)-nek, s teljesiiljon a G, = D, egyenldtienség. Létezik egy olyan T algebrai
strukhira, hogy O (T) tartalmaz @ (S)-nek \ 0)§a, @, Szerinti egyesités homo-
morf képével izomorf részhdlét. “ ‘ ‘

5 I Osztaly Kozleményei 1X/2

E T T TN A ATIN TN
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BizonviTAs: Az 1. lemma és 1. tétel szerint feltehetd, hogy
S-en csak egyvaitozds miiveletek vannak értelmezve s hogy ©(S) min-
den eleme minimalis kongruenciarelacio, s igy Oo—= Ou,, 1., Pa= 0, a,.
Definidljunk minden az V@ga:wa—ban szerepld e indexre egy f.(x) fiiggvényt

ugy, hogy fo (@)= Ca, f,,a(b.,) =d, és minden x€ S8 (x=aq ba)-ra az fo(x)
tij elem. Legyen az f,(x) elemek halmaza f.(S). Az V(SU f« (S)) halmaz nem

strukttira, hiszen sem az f.(x) sem a ¢g€M(S)-beli miiveletek az f,(S)-eken
nincsenek értelmezve. Ismét formalisan definialjuk ¢, f. (S)-et (természetesen
feltéve, hogy S-nek nem ¢épp az a. vagy b. elemérdl van szo), tovabba
fogpfa(S)-et és igy tovabb az f.(x)-ek €s az M (S)-beli miiveletek Osszes
lehetséges véges sorrendjét figyelembe véve. Ezen uj elemek koziil kettd csak
igy eshet egybe, ha az az f.(da)= Ce,fe(bs) =d. szabdlyokbol kovetkezik.
“Tekintsiik az igy kapott elemek halmazat és jeloljiik 7-vel. Nyilvanvaloan a
T halmazon értelmezve vannak mind az f,, mind az M (S)-beli miiveletek.
Igy tehat T algebrai struktira.

Allitjuk, hogy T kielégiti a lemma feltételeit.

Tekintsitk S-nek egy @ kongruenciarelaciojat. Definialjuk G-t, T egy
relacidjat, a kovetkezéképp: x ==y (@) akkor és csak akkor, ha léteznek olyan
X, yi—k (€A,i=1, ..., n), hogy x,;=y:(O), tovabbd olyan x=2,, 2;,...2.=Y
T-beli sorozat, melyre x;,y;— 21, z: (i=1,2, ..., n). Kénnyii belatni, hogy @
kongruenciarelacié. Mivel az a.== b, kongruencia mindkét oldalara alkalmazva
az f.(x) miveleteket co=f.(ae)=fx(bs)—=d. adddik, ezért Q4 = D,.
Hasonléképp lathatd, hogy ha két kongruenciarelacio, @, és @, kongruens
V 06, ¢,-nal, akkor @, = ®,. Tovabba semmilyen, az fa (x)-ekkel bejovs uj
hozzarendedelés egyetlen (-)30,,,,,»”-11&1 kisebb kongruenciarelaciét nem bant,
hiszen egy 1j miivelet csak az a., by — Ca, d. hozzarendelést létesiti s ha vala-
milyen kongruenciarelaciondl mér a.==0b., akkor az mér nagyobb, vagy
egyenld, mint @,. Nyilvanvaléan az eredeti struktiran belil mas hozzaren-
delés nem létesiilt, hiszen mas elemparokra az 1] f.(x) operaciok alkalmazasa
kivezet az S struktirdbol s visszamenésre nincsen lehet6ség. Ezzel a lemma
bizonyitasat befejeztiik.

Lathatjuk, hogy a bizonyitas leglényegesebb pontja az, hogy a @, és ®,-k
minimalis kongruenciareldciok. Ha ugyanis @.-rdl csak annyit tudnank, hogy
alulrol elérhetetlen, vagyis @, =V Oy, s, akkor nem tehetnénk meg, hogy az

=1

a;, b-kre definidinank 1j fiiggvényeket, mert ekkor a ©,-nal kisebb Oy, s,
kongruenciarelaciokat is megbolygatnank, vagyis a @ - @ megfeleltetés nem
a VG)fa,p,a szerinti egyesités homomorfizmus volna. Az 5. lemma vég-
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eredményben azt A&llitja, hogy véges algebrai struktira kongruenciarelacio
haléjanak minden egyesités homomorf képe bedgyazhato egy algebrai
struktiira kongruenciarelacié haldjaba és igy egy particié haléba (ugyanis egy
algebrai struktira kongruenciareldcidinak héléja komplett részhaldja a struk-
turan, mint halmazon értelmezett particid hélonak). Az étfogalmazas helyes-
ségének igazoldsdhoz csak azt kell belatnunk, hogy az 5. lemmaban szerepld
egyesités homomorfizmus a lehetd legaltaldnosabb. Azonban mint a 3. lem-
mabol tudjuk, minden egyesités kongruenciarelacié minimalis egyesités kong-
ruenciarelaciok egyesitése. Igy tehat alkalmazhaté az 5. lemma. Ezen meg-
jegyzés utan igazoljuk Whitman tételét:

2. TETEL: Minden véges hdld bedgyazhato egy particio hdloba.

BizoNYiTAS: Azzal az ismert ténnyel kezdjiik, hogy minden véges L halo-
hoz taldlhato olyan B véges Boole-algebra, melynek L egyesités homomorf
képe. Valdban, legyen B az L halo Osszes részhalmazdnak Boole-algebraja.
Feleltessik meg B egy elemének, amely L valamely részhalmaza, ezen
elemek L-beli egyesitését. Konnyli szdmolds mutatja, hogy ezéltal épp a
kivant egyesités homomorfizmust kaptuk.

Minden véges Boole-algebra alkalmas algebrai strukturdnak (ti. onmaga-
nak) kongruenciarelacié haloja s igy az 5. lemma s az el6bbi megjegyzés
szerint ezek minden egyesités homomorf képe, azaz minden véges halo
bedgyazhatd kongruenciareldcio hdldéba s igy particié haloba.

4.§. Algebrai strukturoidok kongruenciarelaciéi

Sok olyan algebrai operacidval talalkozunk, melynek az értelmezési tar-
tomanya nem az egész struktiira. Példaul egy gyfirli elem multiplikativ inverze
kozismert ilyen fogalom, ugyanis egy gyiiriiben nem minden elemnek van
sziikségképpen inverze. Hasonloképpen egy elem komplementumanak fogalmat
is altaldnosan hasznaljak a haloelméletben olyan halok esetében is, ahol nem
minden elemnek van komplementuma. Pontosabban szdlva, a gyiiriiknél az
x-1, illetve haloknal az x’ operédcio értelmezési tartomdnya dltaldban nem az
egész struktiira. MALCEV [4] mutatott rd, hogy az ilyen operdciokat is (tehat
ahol az értelmezési tartomany nem sziikségképpen esik egybe az egész struk-
turaval) teljesjogi operdcioknak kell tekinteniink. Egy ilyen operaciot részleges
algebrai miiveletnek neveziink. Az algebrai strukturoid (masnéven részleges
algebrai struktira) egy olyan halmaz, melyen adott egy vagy tobb (de min-
dig véges valtozoju) részleges algebrai miivelet. -

Mint ismeretes, egy S algebrai strukttira kongruenciarelaciéinak héldja
izomorf az § halmaz particié haléjanak valamely részhaldjaval, mégpedig ezt

5%




172 SCHMIDT E. T.

az izomorfizmust gy kapjuk meg, hogy egy kongruenciarelacidéinak meg-
feleltetjiik az altala létesitett osztdlyozdst, mint a halmaz egy particiojat. Ez
az allitds algebrai strukturoidokra mér nem érvényes. Egyszeril ellenpélda a
kovetkez6: S legyen az 1,2,3 és 4 szamok halmaza. S-en egy részleges
miivelet, f(x) van értelmezve. f(x) értelmezési tartomdnya 1, 2 és f(1)=2,
f(2)=3. Legyen @ az a kongruenciarelacio, melynél csupin 1=4, s @
pedig, mely 2-t és 4-et ejti egybe. Ha (@-t és @-t mint kongruenciarelacio-
kat egyesitjiik, akkor mind a négy elem egy osztilyba keriil, mig ® és @
mint particiok egyesitésénél 1, 2 és 4 keriil az egyik osztdlyba, s 3 6nmagé-
ban alkotja a masik osztalyt.
A kovetkezd allitds azonban igaz.

6. LEMMA: Az S algebrai strukturoid kongruenciareldcioi hdlot alkotnak.
Ez a hdlo izomorf az S halmaz particio hdldjanak valamely metszet rész-
hdlojdval.

BizonyiTAs: Feleltessiik meg mindegyik kongruenciarelacionak az altala
létesitett osztalyozast, mint particiét. Akarhany ilyen particié particidelméleti
metszete tjbol kompatibilis osztilyozds lesz, mert ha a és b egy osztalyban
vannak, s valamely ¢ (x) részleges miivelet (az 1. lemma érvényes természet-
szeriileg algebrai strukturoidokra is, ezért tehetjiik fel, hogy csak egyvéltozos
részleges algebrai miiveletek vannak) értelmezve van a és b-n is, akkor ¢(a)
és ¢ (b) azonos osztdlyban volt mar mindegyik kiindulasul vett particional is,
igy ezek komplett metszeténél is.

igy tehat tetsz6leges sok kongruenciarelacionak létezik komplett metszete
s ez megegyezik a megfelel6 particideiméleti metszettel. Mivel a kongruencia-
relaciok Osszességének nyilvan van legkisebb és legnagyobb eleme (lasd [1],
49. oldal), valoban halot alkotnak. Ez egyuttal a kivant izomorfizmust is szol-
galtatja.

Az 1. tétel természetszeriileg érvényes algebrai strukturoidokra is, vagyis
kimondhato a kovetkezd allitds:

7. LEMMA: Minden S algebrai strukturoidhoz taldlhato olyan T algebrai
strukturoid, hogy O (S)== @ (T) és O(T) minden alulrél elérhetetlen eleme
minimdlis.

Az 5. lemma algebrai strukturoidokra élesebben fogalmazhaté meg:

8. LEMMA: Legyen S véges algebrai strukturoid s O = @, S-nek nem

zéré kongruenciareldcioi. Ekkor taldlhaté olyan T algebrai strukturoid, hogy
O(T) izomorf O(S)-nak VOEa, r, Szerinti egyesités homomorf képével. Ha

S véges, akkor T is felteheto végesnek. .
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BizonyiTAs: A 7. lemma szerint minden alulrdl elérhetetlen kongruencia-
relaci6 minimalis, igy alkalmas aa, ba, Ca, d. elemekkel Oy = O, ,,, , Po=—
= 0., ,. Definidljuk a f, részleges algebrai miiveleteket: f, értelmezési tar-
tomanya a, €s b,, tovabba f.(a.) =ca, fa(bs) =—d.. Ezen részleges algebrai
milveleteket hozzacsatolva M (S)-hez kapjuk M(7)-t. Az 5. lemma bizonyita-
sahoz hasonldan lathato be, hogy T eleget tesz a 8. lemma feltételeinek. Az
5. lemmaval szemben az egyetlen kiilonbség, hogy uj elemet nem kellett
~ definidlnunk s igy 7-nek 1j kongruenciareldcidéja nincsen, tehat @ (S)-nek
V(-)Ea,-pa szerinti egyesités homomorf képe nem részhaléja @ (7T)-nek, mint

az 5. lemmadaban, hanem egyenesen izomarf vele.

Ezen elBkésziiletek utdn mdar konnyen bizonyithatjuk a paragrafus
féeredményét:

3. TETEL: Minden véges hdlo egy alkalmas véges algebrai strukturoid
kongruenciareldcio hdldjdval izomorf.

BizonyiTAs: Minden véges hald egy alkalmas véges Boole-algebra
egyesités homomorf képe, tovibba minden véges Boole-algebra valamely vé-
ges algebrai strukturoid kongruenciarelacié haldjaval izomorf. Végiil minden
egyesités homomorfizmus minimélis egyesités homomorfizmusok egyesitése.
Ezen Aallitdsokat Osszevetve a 8. lemma A4llitdsaval adodik a 3. tétel.

A 6. lemma és a 3. tétel kombindcioja a kovetkez6:

KOROLLARIUM: Minden véges hdlo izomorf egy véges particié hdlo alkal-
mas metszet részhdlojdval.

Megjegyezziik, hogy azt mar O. ORE [5] bebizonyitotta, hogy minden
véges halo izomorf egy véges particio halé alkalmas egyesités részhalojaval.
Azonban a particié halé (ha tobb, mint haromelemii halmazon van értelmezve)
nem o6ndudlis, igy Ore tételéb6! nem nyerhetd a fenti korollarium.
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HASADASI TERMEKEK A LEGKORI CSAPADEKBAN
DEBRECENBEN 1952. ES 1957. KOZOTT

irta: SZALAY SANDOR* és id. BERENYI DENES**

1952. marciustol rendszeresen mértitk Debrecenben egy ombrométerbe
begyiijtott csapadék radioaktivitasat.

1952, koriil Eurdpa ezen a részén, valamint Aaltalaban a vildgon kevés
ilyen mérést tettek kozzé, és igy azt hissziik célszerii, ha a rendelkezésiinkre
allo adatokat, amelyekb6l eddig csak az 1953.-es méréseket kozoltiik [1], most
Osszegytijtve, 1957. végéig bezdrolag kozzétessziik. Mas szerz6k adataival valo
helyes 0sszehasonlitds érdekében roviden kozoljik a mérési eljarast.

Egy ombrométerb8l naponta egyszer, minden reggel vessziik ki a 24
ora alatt Osszegyiilt csapadékot. 1953. végéig horgany fémbdél késziilt mete-
oroldgiai tipus-ombrométert haszndltunk, 1,50 m? teriilettel. Minthogy tapasz-
talataink szerint a fém a hasaddsi termékek egy részét (mérési koriilményeink
kozott mintegy 5—20 %o-4t) adszorbedlta, 1954. eleje ota egy masik ombro-
métert hasznalunk. Az 1j ombrométer atméréje 400 mm, teriilete 0,1256 m?
gyljtotolcsére PVC-bol, gyiijtéedénye iivegbtl késziilt. A kapott es6 mennyi-
ségét és aktivitisat mindig az eredeti szabvanyos 1/50 m?® teriiletre szdmi-
tottuk at.

Az ombrométerbdl kivett vizet az edényben leiilepedett porral és korom-
mal egyiitt kevés sosavval megsavanyitva vessziik ki, és lapos porcelan-talban
infravords lampa alatti besiirités utdn sésavval egy 24 mm belsd atmér6jii
és 8 mm magas iiveg mérdedénykébe vissziik at és paroljuk be. A viz begyiij-

tésétol szamitott legalabb 48 ora eltelte utin — amely id6 alatt a természetes

radioaktiv anyagok (RaB+-C+-.-- stb.) lebomlanak — egy 26 mm atmérdjii
végablakkal bir6 G. M. szamlalocsé ald vittiik; az ablak 0,1 mm vastag
Al-bol késziilt. igy meghatdroztuk a hasadési termékekb6l szarmazé percen-
kénti beiitések szdmat. Egy urdnoxid standard segitségével meghatarozva a
mérbberendezés geometridjat, de nem véve figyelembe az Al-ablak abszorbeald
hatasat, ezen adatokat hozzavetdleg 107! Curie egységekbe is atszamitottuk,
és feltiintettiik a hystogramm ordinatdjan. (1. abra.)

* Magyar Tudomanyos Akadémia Atommag Kutaté Intézete, Debrecen

** Kossuth Lajos Tudomdnyegyetem Meteorologiai Intézete, Debrecen
*
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A felfelé felmért aktivitdsok fekete oszlopa az aktivitds kozépértékét, a
végén lathato két fehér jel a mérések” statisztikai hibdjat jelenti.

Az ordinatan lefelé feltiintettiik a leesett csapadék mennyiségét mm-ben,
illetve az 1/50 m?® teriiletre leesett térfogatban cm®-ekben.

Sok esetben a mért aktivitisok olyan jelentdsek voltak, hogy lineéris
abrazolds nem volt lehetséges. llyen esetben a percenkénti belitések szamat
odairtuk a fekete vonas folé. _

A vizszintes koordinatdn a naptari idétengelyt tiintettiik fel, és meg-
jeloltiik az irodalombdl, vagy sajtobdl, radidobdl tudomasunkra jutott, ismer-
tetett atomrobbantdsok iddpontjat €s helyét. Ez adatok nem mindig hivatalos
kozlésen alapulnak, és ezért bizonytalanok, tovabba bizonyosan hianyosak,
minthogy sok robbantdsrél nem tortént egyaltaldan kozlés. Ezért e robbantasi
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