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SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA A SPARRE
ANDERSEN-MODELLBEN

MIHALYKONE ORBAN EVA, MIHALYKO CSABA, LAKATOS G. BELA

A biztositasi matematika {6 kérdése a tonkremenés valésziniségének, a
tonkremenési id6 eloszladsdnak meghatarozasa, és keveés figyelmet forditanak a
pénztarban levé pénzmennyiség legnagyobb értékének vizsgalatara. Mi most
arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy a biztositasi matematikidban Sparre
Andersen-modellként ismert modell esetén vajon meghalad-e valaha egy bizo-
nyos szintet a pénztarban levé pénzmennyiség, és ha igen, akkor mikor. Alta-
lanosabban egy olyan fiiggvény elemzését végezziik el dolgozatunkban, amely
specidlis esetként adja meg a pénzmennyiség-szint elérésének valdszindségét,
valamint a szintdtmetszési id6 varhato értékét.

1. Bevezetés

A biztositasi matematikiaban alkalmazott modellek esetén a kdzponti kérdés,
hogy véges vagy végtelen id&intervallumon vizsgalva a folyamatot, vajon tonkre-
megy-e a biztositotarsasag, illetve ez az esemény mikor fog megtorténni. Ha maés
kérdések felvet6dnek, akkor is altaldban a tonkremenés idépontjaig foglalkoznak a
kérdéssel.

Mivel vannak olyan stratégidk, amelyben bizonyos pénzmennyiség elérésekor a
befizetends pénzmennyiséget csokkentik [1], vagy més esetekben osztalékot fizetnek
egy bizonyos nyereség elérése utan [4], ezért érdekes lehet annak vizsgélata, hogy
vajon meghalad-e egy bizonyos szintet valaha is a pénztarban levé pénzmennyiség,
és ha ez megtoérténik, vajon mikorra varhato. Vagyis milyen val6sziniiséggel, illetve
mikor szamithatunk kedvezményekre. Mi most ezzel a kérdéssel olyan tekintetben
foglalkozunk, hogy kdzben nem nézziik, vajon a pénztarban levé pénzmennyiség
negativva valt-e ekdzben. Azért is érdekes lehet ez a kérdés, mert a tarolé mo-
dellek vizsgalata soran ennek a kérdésnek a megfelelGje a szitkséges kezdd anyag-
mennyiség meghatarozasa, amelynél nem relevins kérdés, hogy az anyagelfogyas
el6tt meghaladt-e egy bizonyos szintet a taroléban levé anyag mennyisége (8, 9].

Ugyanez a kérdés vet&dik fel abban az esetben, amikor a pénztarbdl a kifizetés
jaradek forméjaban térténik, és a befizetések torténnek véletlen idépontokban és
véletlen nagysagban, és arra a kérdésre varunk vilaszt, hogy vajon adott kezds-
t6ke mellett milyen val6sziniséggel megy tonkre a biztositotarsasig, illetve mikor
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2 MIHALYKONE ORBAN EVA, MIHALYKO CSABA, LAKATOS G. BELA

torténik ez a tonkremenés. A kérdést megfogalmazza Grandell kényvében [6], és a
tonkremenési probléma megoldasat specialis esetben kapcsolatba hozza a klasszikus
rizik6folyamat tonkremenési problémajanak megoldasaval.

A hagyomanyos rizikofolyamat és a pozitiv ugrasokkal térténd, altalunk vizs-
galt folyamat tonkremenési egyenleteinek 6sszekapcsolasa altalanosabb esetben tor-
tént Mazza és Rulliere cikkében [7]. A pozitiv ugrasok esetével foglalkozik, de csak
a tonkremenési valészintiség megadasat targyalja Dong és Wang Erlang(n) eloszlasu
karesemények kézt eltelt idSk esetén [2, 3]-ban.

A megfogalmazott célok érdekében végzett vizsgilatok soran reflektorfénybe
keriiltek olyan fiiggvények, amelyek elemzése segiti az elsGdleges célok elérését, és
valaszt adhatnak a gyakorlati problémakra. Egy ilyen fiiggvénnyel foglalkozunk
jelen dolgozatunkban.

2. A vizsgalt modell

Tekintslik a biztositdsi matematikiban gyakran hasznalt, Sparre Andersen-
modellként ismert modellt, azaz legyen to = 0, valamint legyenek ¢; (i =1,2,3...)
fliggetlen, nemnegativ értékid azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok. A biztositasi
terminologidban t; adja meg az ¢ — 1-edik és az i-edik kirkifizetések kozt eltelt
idst. Jeldljiik kozos eloszlasfiiggvényiiket F(t)-vel, striségfiiggvényiiket f(t)-vel,
up-fel a kozos (véges) varhato értékiiket és op-fel a kozos (véges) szorasukat.
Jeldlje N (t) at ideig torténd kidresemények szamat. Az i-edik kdresemény soran az
Y; valészintségi valtoz6 adja meg a kifizetend6 pénzmennyiséget. Az Y; valoszint-
ségi valtozokrol ugyancsak feltételezziik, hogy nemnegativ értékiek, egymastol fiig-
getlenek, és azonos eloszlasiuak G(y) eloszlasfliggvénnyel, g(y) striségfiiggvénnyel,
e véges varhato értékkel és o véges szbrassal. Feltételezziik tovabba, hogy az
N(t) kirszam- folyamat és Y; egyméastdl fiiggetlenek. A befizetések folyamatosan
érkeznek allandoé c intenzitassal. Jeloljiik zp-lal a kezd6t&két. Ahhoz, hogy a pénz-
tarban levé pénzmennyiség ne haladja meg a z1 > 2 szintet, az sziikséges, hogy

N(t)
212 Zp — ZY1+ct,
i=1

azaz a z3 — 29 > ¢t — Zf\’:(f) Y, egyenlGtlenség teljesiiljon minden nemnegativ ¢
értékre. z-vel jeldlve a z1 — zp nemnegativ kiilonbséget, vizsgaljuk a

N{t)
z+ZYi—ct20

i=1

egyenlStlenség teljesiilését, ami azt jelenti, hogy a pénztarban lev pénzmennyiség
névekménye nem haladja meg a z értéket.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA 3

Definidljuk az R : R§ — R fliggvényt az alabbi médon:

N(t)
R(z)=P 0§z+Z}’,~—ct, Vt:0<t ,

i=1

tovabba vezessilk be az alabbi fliggvényeket:

Legyen V() = z — ct + Zili(lt) Y; és

inf {t : V(t) <0}
0, ha V()20 Vt>0

Ty =

tovabba legyen ¢ : Rf R{ — R az alabbi médon definialva:
#(2,8) = E(eV1in <oolV(0) =2), 220, §20.

Ez utébbi fiiggvény a szintatlépési idé siriségfiiggvényének Laplace-transzfor-
maltja. Cikkiinkben a ¢(z,48) fliggvénnyel kapcsolatos eredményeket kivanjuk
ismertetni. Megemlitjik, hogy a korabban emlitett tonkremenési probléma ese-
tén az imént definialt ¢(z,d)-nak megfelels fiiggvényt Gerber és Shiu vezették be

[5]-

3. A ¢(z,9) fiiggvény altalanos tulajdonsagai

A ¢(z,d) figgvénnyel kapcsolatban kénnyen bizonyithatjuk az alabbi allitast.
3.1. ALLITAS. ¢(z,0) korldtos, a méasodik véltozéjaban monoton fogyé fiigg-
vény.

Bizonyitds. Mivel 0 < e™%Tv < 1, és 0 < 14 < 1, ezért szorzatuk is 0 és 1 kdzé
esik, tehat a szorzat varhato értéke is O és 1 kozé esik minden z > O-ra és § > O-ra.
Ha § né, akkor e~%7v szigoriian monoton fogy. D

Megjegyezzik, hogy a ¢(z,d) fiiggvény a § =0 paraméter esetén éppen
1 — R(z)-t adja meg, hiszen ha § = 0, akkor

¢(Z10) = E(lTV<OO) = P(TV < OO) =1- R(Z)’

valamint a paraméterben folytonos, st akarhanyszor derivalhat6 (6 > 0). Tovabba
igaz, hogy

Ok p(z, 0

(P2 p(Thry <),
84 5=0

és

i = 0) =1- R(z).

Jim 9(z,8) = $(2,0) (2)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



4 MIHALYKONE ORBAN EVA, MIHALYKO CSABA, LAKATOS G. BELA

3.2. ALLITAS. ¢(z,0) kielégiti az alabbi integralegyenletet, ha z > 0 és § > 0:

COR| N | ettty et sty + | T et a1

Bizonyitds. z jeloli a beallitott szintet, Ty pedig a szint elérési idejét, ¢, az
els6 kifizetés idejét és Y7 az els6 alkalommal kifizetett Gsszeget. Ekkor

¢(Za 6) = E(e_éTlTv<00) = E(E(e—aTvlTv<oo [tl =1, Y1 = y)) =

= /Ooo /Ooo E(e_éTvlTv<oo Itl — t,Yl — y)f(t)g(y)dtdy (2)

Két eset lehetséges. Ha t; > Z, akkor E (e ®TV1p, coo Jty =t) = e %%, hiszen
ekkor biztosan a Z id6pontban éri el a szintet a pénznévekmeény.

Ha t; =t < £, akkor a szint elérési idejét ¢-hez viszonyithatjuk, tovabba a ¢,
idépontban a pénztarban levé pénz z + y — ct. Mivel

E (e—JTv 1Tv<00 |t1 — t) — e—6t¢,(z +y— Ct,5)7

ebbdl kifolydlag (2) a kovetkezdvel lesz egyenls:

oo ,i iy B o0 00 —6%
/0 /0 et G(z +y — ct, 8)f(t)g(y)dedy + /0 / e=*% f(t)g(y)dtdy.

A masodik integralt kiintegralva y szerint éppen a kivant allitast kapjuk. O

3.3. ALLITAS. Az el6bbi egyenlet 6 = 0 esetén némi 4talakitds utdn az alabbi
egyenletet adja:

o
RE) = [ [T RG - er s ey ®)
o Jo
amely megegyezik a [8] publikdciéban kézolt 3.2. allitas (7) egyenletével.

3.4. ALLiTAS. A (1) egyenletnek minden rogzitett § > 0 esetén egyértelmi
megoldasa van az R} -on korlatos fiiggvények kirében.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (1)-nek két killonb6z6 megoldasa is van, és vegyiik
a kiilénbségiiket, jeldljiik ezt ¢, (z,6)-val. Ekkor ¢x(2,d) kielégiti a

Y A I _
bi(z,6) = /0 e ute + =t D) 0)stwiay
egyenletet.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA 5

Legyen ||¢x(.,0)|| = sup |¢x(z,8)]. Mivel mindkét megoldas korlatos, ezért a
zERY
kiilénbségiik maximum normaja véges. Tovabba

16k (2,6)| < /0 /0 “ e gp(z + y — b, 8)] F(H)g(v)dtdy < l$u(., 5 /0 e (1)t

mindenz > 0 esetén.

Ha 6 > 0 és ha ||¢x(.,d)|| # O(azaz a kilonbség nem azonosan 0), akkor azt
kapjuk, hogy |6k (., Il < 6 (-, O)l fy~ e~ f(t)dt < l|gx(., )|, ami ellentmondas.
Ez azt jelenti, hogy nem lehet két kiilénb6z6 megoldésa. (1)-nek ha é > 0. |

Megjegyezziik, hogy § = 0 esetén [°e~% f(t)dt = 7 f()dt = 1, tehat az
egyértelmiség az elébbi gondolatmenet segltsegevel nem 1gazolhato. Sot, az egyeér-
telmiség nem is igaz, hiszen a (3) egyenletnek az azonosan 0 fiiggvény is megoldasa.
A lim R(z) =1 feltétel mellett azonban specialis esetekben sikeriilt bizonyitani a

Z2—00
megoldas egyértelmiiségét, s ez a megoldas természetesen az 1 — élirg o(z,8) fligg-
—04 -

vény [10].

4. A ¢(z,9) fliggvény tulajdonsigai Poisson kiarszam-folyamat esetén

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a karszam-folyamat Poisson-folyamat.
4.1. ALLiTAS. Ha a kirszam-folyamat Poisson-folyamat, azaz f(t) = e ™
minden nemnegativ t-re, akkor ¢(w, 8) kielégiti az alabbi integrilegyenletet:

80,8)-60,6) = =2 [ st@,0)de+ 3 [ (6lur+s.8)~¢(n )1 -Gy @

és ¢(0,8) = 1 minden § > Oesetén.

Bizonyitds. Induljunk ki (1)-b6l, irjuk be f(¢) helyébe az exponenciilis fiigg-
vényt, és végezziik el az integralast! Azt kapjuk, hogy

¢z 0) = / / Ae™CHNIG(z 4y — ct, 6)g(y)dtdy + e~ WO
0 0

Vezessiik be a 7 = z — ¢t 0j valtozdt; az integréilos tagot tovabb vizsgalva

© 0 _X : .
/ / —hem Ny +7,0)e TV g (y)drdy =
] z .

e o} z A _ 2 . z
= / / “e T V2g(y + 7,8)e Vg (y)drdy.
0 0

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



6 MIHALYKONE ORBAN EVA, MIHALYKO CSABA, LAKATOS G. BELA

Beszorozva e(®+}¢_vel és derivalva z szerint azt kapjuk, hogy

RUSE (8¢(Z’5) PEAs A¢>(z,6)) - /ooo 2oy + 2,8 Vi g)dy. (3

0z c

Egyszeriisitve et ¢_vel

96(z,9) | I el
P+ 200 = [ Zotu+ = 09wy
Atrendezve 50(2.9) . 5
z,0) A o+
ol = [ 26t + v gy - 20,9),
Ezt az egyenletet integralva z szerint 0-t6! w-ig
80,8) - 000 = [ [ 260+ 2. )givz — [ 206, 000
0

:/0 /0 Z¢(y+z,a)g(y)azzdy—/Ow H—A¢( ,8)dz

Bevezetve az x = z + y 4 valtozét és a B{w, §) fo (z,0)dz 1j fuggvényt,
az el6bbi atalakitas a kévetkezdképpen folytathato:

/Ooo /yw+y %¢(x, 0)g(y)dzdy ~ /Ow M(ﬁ(z 8)dz

= [ 2B +.0) - B gy - A—*‘SBW ) =

o0

- [-2Btw +1.6) - BNQ - G6D) -
b [ A6t + 0 - 600,801 ~ Gy - 242 pw,s) =
0 C

“2Bw,0)+ [ 6+ 3,6) = $u, )1 - Gy - “2B(w,d).
0

Az utols6 egyenl@ségnél felhasznaltuk, hogy

wty
B(w+y,6)-B(y,6):/ d(z,8)dz < w

)

minden rogzitett w esetén és lim (1 — G(y)) = 0. Osszegezve, azt kaptuk, hogy

Yy—o0

o(w,8) — $(0,6) / o(c,)dz + 2 / T Gw + v, 6) — S, 6))(1 — G(y))dy.

#(0,6) = 1 konnyen lathaté példaul ¢(z,d) definiciéjabol. O

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA 7

Megjegyezziik, hogy az el6bb végrehajtott 4talakitasok forditott sorrendben is
elvégezhetSk. Azaz kiindulva a (4) egyenletb6l megkaphatjuk az (1) egyenletet, ha a
bizonyitasban szerepld, (5)-t eredményezé 1épésben emlitett derivalas ellentéteként
torténd integralas soran figyelembe vessziik a ¢(0,8) = 1 kezddfeltételt. Igy a
(4) egyenletnek is egyértelmid megoldasa van a korlatos és folytonos fiiggvények
korében.

4.2. ALLITAS. Ha a karszam-folyamat Poisson-folyamat, akkor a (4) egyenlet-
nek van exponencidlis, azaz ¢(z,6) = e %)% alakii megoldasa, ahol k() > 0,
értéke fiigg 0 értékétdl, de rogzitett § esetén egyértelmi. Ez a k(8) > 0 érték 6 > 0
esetén egyértelmi pozitiv megoldisa a

k(5) - (c “a /0 " ek (q — G(y))) dy =6 (6)

ugynevezett &ltaldnositott Lundberg-egyenletnek. Megjegyezziik, hogy mivel a
korabbiak sordn bebizonyitottuk, hogy az egyenlet megolddsa egyértelmii a
korlatos fiiggvények kbrében, ezért ez a megoldas.

Bizonyitds. Induljunk ki az el6zéleg bizonyitott
O D A
8w,8) = 1= 2 [ pla Bz + 2 [ (@w+1,0) - 95,9 (1 - Glu))dy
0 0

sszefiiggésbsl, és keressiik a megoldast ¢(w,§) = e~ k¥ alakban!

Vizsgaljuk meg, milyen 6sszefiiggést, kell kielégitenie a kitevonek! Amennyiben
k(8) = 0, akkor az egyenlet 0 = —2 fow ldz, azaz § = 0 vagy w = 0, de mivel az

[+

egyenletnek minden w > 0 esetén teljesiilni kell, ezért § = 0. Legyen k(&) # O!
k() < 0 esetén rogzitett 6 > 0-ra a ¢(z, d) nem korlatos. Ha k(8) > 0, akkor

e—k@w _q _
6 [ k) A / T [ —k(8) (wty) _ k()Y

=2 z 2 - 1 - Gy))dy =
C/o e dr + c (e e ) ( (y))dy )
Seiw_1 N, ©

__ 0T = A ko _ g / ~kOV(] — Gy \du.
Rt (e ) [ O - Gy

Mivel a kifizetend6 kdrmennyiség varhato értéke véges, igy fO°°(1 - G(y))dy
véges, tehat [ e *(9¥(1-G(y))dy is véges. Legyen Dy = [ e *O¥(1-G(y))dy.

Igy (7) alapjan
) A
—k()w _ 9 A _
(e 1) <1 ck(8) cDZ) 0

teljesiil, s 1évén hogy az els6 tényezd nem 0, tehat

] A

__° _2p, -0
L= G@ ~ P2 0

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



8 MIHALYKONE ORBAN EVA, MIHALYKO CSABA, LAKATOS G. BELA

~ amibsl
ck(8) — & — Ak(8)D2 =0,
vagyis
® K(8)(c ~ ADy) = 6 (8)

Kordbban megéllapitottuk, hogy k(§) = 0 esetén § = 0, ami az R(z) esete. Ha
§ =0 és k(8) # 0, akkor ¢ — ADz = 0. Mivel Dy = [° e=*¥(1 — G(y))dy, ezért
ez azt jelenti, hogy 1 =2 [ e *¥(1 — G(y))dy.

Ezzel megmutattuk, hogy allitdsunk altalanositasa annak a [8]-ban bizonyitott
allitasnak, amely kimondta, hogy Poisson kirszdm-folyamat esetén R(z) exponen-
cialis alaku megoldasa R(z) = 1 — e %%, ahol v a %fooo el — Gly)dy = 1
egyenlet megoldasa.

Ha § # 0, akkor k(8) # 0, tovabba legyen

k) =k <r' ,\/ ‘ "'”(1 G(‘(/),)(/‘(/j .
Ju

A (8) egyenlet a H(k(4)) = § alakban irhat6. Ha k n6, akkor Dy csékken, ellentettje
nd, igy ¢ — AD; né. ElGjele attol fiiggen negativ, vagy pozitiv pici k értékre, hogy
c— Mg 20, vagy ¢ — A < 0. Ha ¢ — Aug > 0, akkor

= A / TR Gy dy s 0,
Bav

minden k >0 esetén, tehat H (k) szigorian monoton né. De H(0) =0, és
klim H(k) = oo, ezért létezik pontosan 1 olyan k > 0 érték, amire H(k) = §. Ha
oo

¢ — Aug < 0, akkor kicsi k értékekre
¢ oA / P Guyyydy <,
S0

igy annak k-szorosa is negativ. Igy H (k) el6szor fogy, majd néni kezd, sét bizonyos
k értéktsl fogva

A A / ek Gy)ydyy =~ 0,
Jo

s ilyen k értékekre a H(k) szigortian monoton né, valamint a hatarértéke co, tehat
most is létezik pontosan egy olyan k > 0 érték, amelyre H(k) = 6. A lépések
forditott sorrendben valo elvégzésével ellendrizhetd, hogy ezzel a k(4) kitevével a
d(w,8) = e~ %O Kielégiti a (4) egyenletet.

Ezzel belattuk, hogy a (4) integralegyenletnek van exponencidlis megoldasa, és
az exponencialis fiiggvény kitev6je a (6) egyenlet egyértelmi pozitiv megoldasa. O

Megjegyezziik, hogy a 4.2. tétel eredménye megtalalhaté Mazza és Rulliere [7] pub-
likicidjaban is, 6k azonban méas aton jutottak el hozza. Nevezetesen a klasszikus
tonkremenési probléma megoldéasat hasznaltak fel a szintdtmetszési probléma meg-
oldasahoz, és az &ltaluk bebizonyitott kapcsolat segitségével jutottak el ehhez a
formulahoz.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)
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| Altalaban azonban nem igaz, hogy az (1) integralegyenlet megoldasa exponen-
| cialis alaka. Fenndll ugyanis a kovetkezd:

| 4.3. ALLiTAS. Ha a kéarigények nagysaga exponencialis eloszlast valészintségi
valtozo, akkor az (1) integralegyenlet megoldésa csak Poisson kirszam-folyamat
esetén exponenciilis alakd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a ¢(z,0) = e~*(9? fiiggvény (v(6) > 0 mellett)
kielégiti a (1) egyenletet, azaz

oo pZ 1 1 00 i
ez = / / e %tV (eHy=et) f(t) —eT R Vdtdy + / e~ %% f(t)dt.
0 0 Ha 'i‘

Kiintegralva y szerint, beszorozva e’(®)?-vel, majd derivalva z szerint, kapjuk, hogy

0= li_l—le-‘s%eu(‘s)zf (.Z_) +
cpcv(8) + 45 c

+ (u(a) - g) @8 (1- F (2)) - (v9-2):1; (2).

C [ [

Egyszertisitve e("(‘s)'%)z—val, majd bevezetve az Flz)=1~-F (2 jelolést, lathat-
g c

Juk, hogy
1 1 5\ ~ ~
=———FF(z)+c{v(d)—- z x),
R TRl (v0)-3) Fap+ F o
e
amibél (v(6) 6)
F(-T):——MJ*)C—F(ZE)
pev() +1

Ez egy linearis differencidlegyenlet E‘(x)-re, amelynek az F‘(O) = 1 kezddfeltétel
mellett egyértelmi exponencialis megoldasa van, ez pedig a kévetkezs:

t:gv(ﬁ)—%!
~ iarryervie s Ik

F(:r) =e W‘-‘/W
Visszahelyettesitéssel megkapjuk, hogy

c(w®—-2)  w(®)-6
pov(®) par(d)
uav(d) +1 uer(0) +1

paraméterd exponencialis eloszlasa valoszintségi valtozok a kéarigények kozt eltelt
id8kozok.
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Ebbél v(8) kifejezhetd, és a pozitiv gyok

Spc + Mg — ¢+ v/ (Bue + e — ©)* + 4dcuc S

8) = 0.
v1(6) Seng
0O
Megjegyezziik, hogy 6 = 0 esetén A%ﬁ = cv(4) miatt A = c(v(0) + ‘%{‘)

paraméteri exponencialis eloszlasi valészinidségi valtozok az egymast kovetd
karesemények.

Ezzel egyuttal megadtuk egy specidlis esetben a (4) egyenlet megoldasat,
nevezetesen:

4.4. ALLiTAS. Ha N(t) Poisson-folyamat, valamint G(y) = 1 — e~ Gy (y > 0),
azaz a kifizetett karok nagysiga is exponencidlis eloszlist valbsziniségi viltozo,
akkor a kitevd analitikusan megadhatd, nevezetesen

2
—(i—x—5)+\/(i—,\—5> 4 ded
27e] e HG

2¢c

k(5) =

(9)

és igy

2
- A £ _x- 4cé
(J‘C > 6)+\/(I‘C A 6) +I‘G z

$(z,0) = e~ 7

Megjegyezziik, hogy ez az eredmény megtalalhaté Mazza és Rulliere [7] publi-

A (4) egyenlet megoldasanak alakjat figyelembe véve és felhasznalva azt, hogy

*¢(z,6 .
L Y

6=0

k(8)ismeretében konnyen meghatarozhaté E (1317, <co)-
4.5. ALLITAS. Specislisan, z kezd6tSkét feltételezve, ha N(t) Poisson-folyamat,

akkor B6(z.8)
Z, ! - z
E(Tv1r, <o) = = = zk (0)e~ k0=

§=0

ahol
1

XS ye RO¥(1 — G(y))dy

K (0) =
Bizonyitds. Induljunk ki a (6) Osszefliggésbdl, azaz a

k() - <c —~ A/Ooo e *@y(1 G(y))dy) -6=0 (10)
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alakbol. Az implicit fliggvény tétel alapjan lathatjuk, hogy k(4)differencidlhato.
(10)-et derivalva § szerint

k'(6) - (c - /Oo e k(1 G(y))dy) +
0
+ k() - K (8) - A/w ye *D V(1 - Gy))dy — 1 =0.
0

Figyelembe véve, hogy § = 0, valamint hogy ¢ — /\fooo e kO¥(1 — G(y))dy = 0,

kapjuk, hogy
1

A / ye *OV(1 _ G(y))dy
0

k' (0) =

5. A kitevé numerikus meghatarozasa

Tekintettel arra, hogy az (1), de még a (4) egyenletnek is csak specialis esetben
ismert az analitikus megoldésa, ezért az egyenlet megoldasa érdekében sziikség van
numerikus megoldasi modszer megkonstrualasara. Cikkiinkben csak a (4) egyenlet
numerikus megoldasi médszerével foglalkozunk.

A (4) egyenlet megoldasanak numerikus kozelitése szempontjabél nagyon
hasznos, hogy tudjuk, hogy a (4) egyenletnek exponencialis fiiggvény a megol-
dasa, s a megoldas kitevGjében szerepls egytitthaté meghatarozhaté a (6) egyenlet
megoldasaval.

A gyokkeres§ eljaras soran a Newton-modszert alkalmazzuk, kiszamitva a
H(k) — 6 fliggvény és k szerinti derivaltja értékeit, vagy ha azokat nem tudjuk
kiszamitani, azoknak kozelits értékeit. Ez utébbi esetben a kozelits értékek kisza-
mitasadhoz szitkségiink van improprius integral kozelit§ meghatarozasara. Ehhez a
kovetkezéképpen jutunk:

Az = ky helyettesités utan ¢ (1 — G(§)) = 9(z) jeldléssel kapjuk, hogy
o o ~
/ e H(1 - Gy))dy = / e " 9(z)dz,
0 0

s a numerikus integralas elvégzésére a 5(:1:) fiiggvénnyel a Gauss-Laguerre kvadra-
tara formula hasznalhaté [9].

A H(k)— ¢ fiiggvény derivaltja a Newton-modszer alkalmazasihoz szintén kell,
igy meg kell (analitikusan vagy kozelitSleg) azt is hatarozni. A derivalt a kovetkezd
alaku:

H (k) = - /0 "y (1 - Gly))dy. (11)
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Az el6bbi improprius integral konvergens, mivel

0< /000 ye ™ (1 — G(y))dy < /Ooo y(1 - G(y)dy =

e

amennyiben M, jeloli Y; i = 1... mésodik momentumaét.
A (11)-ben szerepld improprius integral numerikus kiszdmitasara szintén hasz-

<

G (1)) = 3 M,

v

nalhat6 a Gauss-Laguerre kvadratira formula a ﬁ(m) = & (1 - G(%)) fiiggvénnyel.
Igy a Newton-modszer alkalmazasaval (6) gyoke numerikusan megadhat6, akar
tudjuk a H(k) — 0 fiiggvény és k szerinti derivaltja értékeit pontosan szamitani,
akar nem. (10) és (11) alapjan k' (4) is megkaphat6é numerikusan, igy a szintétlé-
pési id6 varhato értéke kozelitGleg szamolhato.

A numerikus szdmolasok soran azt tapasztaltuk, hogy a tizenkilenced foku
Laguerre-polinomokat hasznélva az improprius integralok értékét nagy pontos-
saggal megkaphatjuk. A tizenkilenced fokt polinom alkalmazasahoz sziikséges
kvadratura sulyokat, valamint a polinom gyockhelyeit tablazatban talaltuk meg [8].

(a) (b)

1. abra. Az exponencialis megoldésfiiggvény kitevéjének pontos (-) és numeriku-
san szamolt (*) értékei (1(a)), és azok kiilonbsége 4 fiiggvényében (1(b)).

Végezetiil a numerikus eljaras soran kapott megoldas pontossagéanak illusztra-
lasara mutatjuk az alabbi dbrékat. Legyen a karszamot megad6 folyamat Poisson-
folyamat A\ = 1 paraméterrel, azaz a folyamat soran exponencialis eloszlast id6ko-
zonkeént érkeznek a karigények, egységnyi id6kozonkent atlagosan egy, mig a kifize-
tett kir nagysaga exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozo pa = 2,5 (pénzegy-
ség) varhato értékkel, legyen tovabba ¢ = 2. Az 1(a) dbra az exponencidlis meg-
oldasfiiggvény kitevGjének értékeit mutatja § fliggvényében. A vonal a (9) alapjan
szamolt pontos értéket, a * a numerikusan szamolt értékeket mutatja. Az 1(b) abra
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pontos és a numerikusan szamolt kitev6k kiilonbségét mutatja. Az eltérés nagy-
sagrendje 1076,

A 2(a) abra a szintatlépési id6 varhato értékét mutatja az atlépends szint
fiiggvényében. A pontosan és a numerikusan szamolt fiiggvények az abran nem
kiilonboztetheték meg a nagyfoku egybeesés miatt. A numerikus és a pontos érté-
kek kiilonbségét a 2(b) abran vehetjiikk szemre. A kiilonbség esetiinkben szdzadnyi
nagységrendd, és ott a legnagyobb, ahol maga a fiiggvény is legnagyobb.

(a) (b)

2. abra. A szintatlépési id6 varhato értéke az atlépendd szint fiiggvényében (2(a)),
valamint a numerikusan szamolt és a pontos varhato érték kiilonbsége (2(b)).

Els6 ranézésre kissé meglepd, hogy amint az abran lathato, a szintatlépési idé
varhato értéke el6szor n6, majd fogyni kezd. Ennek az az oka, hogy a szintatlépés
valoszintisége a szint fliggvényében exponencialisan csokken, tehéat bizonyos szint
esetén mar nagyon kicsivé valik, igy a véges varhato érték a kicsi valészintiség miatt
nem lesz nagy.

KOSZONETNYILVANITAS: A szerzék koszonetiiket fejezik ki az ismeretlen
biralonak értékes, javité megjegyzéseiért.
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LEVEL-CROSSING PROBLEM AND ITS GENERALIZATION
IN THE SPARRE ANDERSEN MODEL

Eva ORBAN-MIHALYKONE, CsaBA MIHALYKG, BELA G. LAKATOS

The main problem in insurance is the ruin probability and small attention turns to the
maximum value of the surplus. In this paper we ask if, the surplus exceeds a given level or not,
and when it does, supposing Sparre Andersen risk model. Moreover we define a generalization of
the function giving the probability of the level crossing and we analyze it. During our investigation
we do not bother if the surplus becomes negative.
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BEJARASFUGGETLEN SZEKVENCIALIS VEKONYITAS
KARDOS PETER, NEMETH GABOR ES PALAGYI KALMAN

A vaz mint régié-alapu alakjellemz6 szemléletesen definialt a préri-—tiiz
hasonlattal: Az objektum hataranak minden pontjat egyidejileg meggyjt-
juk és feltételezziik, hogy a tdz minden iranyban egyenletes sebességgel terjed.
Ekkor a vazat azon pontok alkotjak, ahol az egymassal verseng§ tdzfrontok
talalkoznak és kioltjak egymast. A vékonyitas a tizfront-terjedést modellezi
diszkrét képtereken dgy, hogy a kapott vazkozelités topolégiailag ekvivalens
legyen a kiindulasi objektummal. Az iterativ objektum-redukci6 egy lépé-
sében csak az aktualis objektum hatarpontjai koziil a torélhetének mindsi-
tetteket tavolitjuk el. Az eljaras terminal, ha az objektumon mar nincs tébb
torélhets pont.

A szekvenciilis vékonyité eljarasok konturkévetést alkalmaznak: bejarjak
az objektumok hatarpontjait és egyenként térlik a torlési feltételiiknek eleget
tevGket. Az igy kapott vazak altaldban érzékenyek a hatarpontok bejarasi
sorrendjére. A jelen cikkben bemutatunk egy olyan 2-dimenziés szekven-
cialis vékonyité algoritmust, amely fiiggetlen a bejarasi stratégiatol, vagyis
ugyanazt az eredményt adja a hatarpontok tetszéleges sorrendben torténd
vizsgalata mellett. A javasolt eljarasra bizonyitjuk a bejarasfiiggetlenség és
topologia—megdrzés tulajdonsagokat.

Kulcsszavak: vaz, vékonyitas, digitalis topolégia, topologia—megdrzés, be-
jaras—fiiggetlenség.

1. Bevezetés

A wvdzat (skeleton) Blum vezette be mint a kézéptengely-transzformdcié
(Medial Axis Transform, MAT) eredményét [3]. A kozéptengely-transzformacio
az objektum valamennyi pontjara megkeresi a hozza legkdzelebbre esé hatarpon-
to(ka)t. Ha az eljaras valamely bels6 pontra egynél tobb legkdzelebbi hatarpontot
talal, akkor azt a vazhoz tartozonak, vazpontnak mindsiti. A vazat Blum egy
szemléletes hasonlattal, a préritiz terjedésével illusztralta: Ha a vizsgalt objek-
tum hataranak minden pontjit egyidejtileg meggyijtjuk és feltételezziik, hogy a
tiizfrontok minden irdnyba egyenletes sebességgel terjednek, akkor a vaz azokbdl
a pontokbdl all, ahol az objektum belsejében az egyméassal versengé tizfrontok
talalkoznak, kioltjak egymast.

A viz mint régio-alapu alakleir6 jellemz6 az elmult évtizedekben egyre fonto-
sabb lett, kulcseleme szamos, a képfeldolgozas és az alakfelismerés teriiletén felme-
riilt probléma megoldasara javasolt médszernek [4].
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A vazkijelolés (vagyis a matematikai vaz egy alkalmas kozelitése digitalis binaris
képeken) leggyakrabban alkalmazott maddszere a front-terjedést modellezs iterativ
objektum redukcio, a vékonyitds (thinning) [14]. A tizfrontok terjedése — természe-
ténél fogva — parhuzamos folyamat, igy a legtébb javasolt vékonyité algoritmus
parhuzamos [5, 10, 14], vagyis az eljaras egy fazisaban egyidejtleg tavolitja el az
aktualis objektum valamennyi torélhet6nek mindsitett hatarpontjat. A szekven-
cidlis vékonyité algoritmusok a konturkovetés technikijat alkalmazzak és egyenként
tavolitjdk el a torlési szabalyukat kielégité hatarpontokat [1, 9, 10}].

A vazkijelols eljarasokkal szemben tamasztott két f6 kovetelmeény a topologia és
az alak megérzése. A digitalis topolégiadban fontos fogalom az egyszerd pont (simple
point): egy objektumpont akkor és csakis akkor egyszerd, ha toérlése topologia-
meglrz6 redukeid [8]. Az egyszeriség lokilis tulajdonsag, vagyis (az altaldnosan
feltételezett topologiaju képeken) eldonthetd a kérdéses pont 3 x 3-as kdrnyezete
alapjan. Az alak-informaci6é meg6rzésére a vékonyité eljarasok végpont-feltételeket
hasznalnak, vagyis a vonal-végpontok megérzésével biztositjak azt, hogy egy tetsz6-
leges, iireget nem tartalmazd objektum ne zsugorodjon Ossze egyetlen pontta.

A parhuzamos vékonyité algoritmusok egyidejileg tobb pontot t6rolnek, igy
nehéz a topolodgiai korrektség biztositasa és bizonyitasa. Raadasul a vékonyitas egy
iteracios lépése nem oldhaté meg egyetlen, csupan a 3 X 3-as lokalis kornyezetet
figyel6 parhuzamos redukcioval [13]. A fentiek miatt a parhuzamos vékonyito algo-
ritmusok vagy tobb fazisra, parhuzamos redukciéra bontanak fel egyetlen iteracios
lépést (ahol az eredmény érzékeny a fazisok sorrendjére), vagy pedig a 3 x 3-nal
bévebb (4ltaldban nem szimmetrikus) kornyezettel adjak meg a torolhetd pont-
jaikat [5].

A szekvencialis vékonyité eljarasok esetében a topolégia-megdrzés kénnyen
garantalhato, ha a to6rolheté pontok olyan egyszerd pontok, amelyek nem vonal-
végpontok. Probléma viszont, hogy a javasolt eljarasok vazkozelitése fiigg a hatar-
pontok bejarasi sorrendjétél. A jelen cikkben egy olyan algoritmust javaslunk, mely
ugyanazt az eredményt adja a hatarpontok tetszéleges bejarasa mellett. Tudoma-
sunk szerint ilyen eljarast még nem kozoltek, a javasolt eljaras az els6 szekvencialis
bejarasfiiggetlen vékonyité algoritmus. Megjegyezziik, hogy Ranwez és Soille [12],
valamint Iwanowski és Soille [7] eljarasai csupan olyan bejarasfiiggetlen zsugoritd
algoritmusok, melyek vékonyitasra csak a végpontok elbzetes kijelolésével teheték
alkalmassa. Modszeriink hatékonyan implementalhaté és letisztult (szamos algo-
ritmusnal joval kevesebb nemkivanatos agat tartalmazo) vazat eredményez.

A cikk 2. fejezete ismerteti a digitalis topologia legfontosabb fogalmait, a 3.
fejezetben bemutatjuk a bejarasfiiggetienség garantalasiban fontos kritikus pont-
parokat és tulajdonsagaikat. A javasolt algoritmus a 4. fejezetben taldlhaté, mely-
nek bejarasfiiggetlenségét az 5. fejezetben bizonyitjuk. A 6. fejezetben néhany
tesztképen bemutatjuk moédszeriink eredményeit, Osszevetve azokat a kozelmult-
ban kozolt AK? algoritmus [2] &ltal kivont vazakkal.
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2. A digitalis topolégia alapfogalmai

Jeldlje Z? a 2-dimenzios sik egész koordinatajii pontjait, a tovabbiakban pon-
tokat. Legyen z = (z1,z2) és y = (y1,¥2) két pont. A leggyakrabban hasznalt
szomszédsdgi (adjacency) relaciokat az ||z — y|| = v/(z1 — y1)? + (z2 — y2)? (euk-
lidészi) tavolsag segitségével adjuk meg. Az z és az y pontok 4-szomszédosak, ha
lz -yl <1 és 8-szomszédosak, ha ||z — y|| < V2. Jelélje N4(z) és Ns(z) az z-szel
4-, illetve 8-szomszédos pontok halmazat, tovabba jeldlje Nf(z) = Na(z)\{z} és
Ng(z) = Ng(x)\{z} a valédi 4-, illetve 8-szomszédokat.

A p pont j-szomszédos (j = 4,8) a nem-iires S C Z? ponthalmazzal, ha van
olyan s € S, hogy s € N;(p). A kiilonbézé pontokbol allé (sg, $1,. - ., Sn) sorozat
n > 0 hossza j-iut (j = 4,8) az so pontbdl s,-be az S ponthalmazban, ha a soro-
zat minden pontja S-beli és minden i-re (1 < i < n) s; és s;,-1 j-szomszédosak.
(Megjegyezziik, hogy (s¢) egy O-hosszu j-ut.) Az s; € S és az s € S pontok
j-0sszefiiggdk (j = 4,8) az S ponthalmazban, ha létezik j-iut sy és s kozott S-ben.
Az S ponthalmaz j-dsszefiggs (j = 4,8) az S’ ponthalmazban (S’ 2 S), ha S
barmely két pontja j-Osszefiiggd S’-ben. Konnyii belatni, hogy a j-OsszefiiggGségi
relacié — vagyis a reflexiv és szimmetrikus j-szomszédsagi relacié tranzitiv lezartja
- ekvivalencia-relaci6é valamennyi j-re (j = 4,8). A j-Osszefiiggsségi relacio tehat
egy osztalyozasit adja meg egy tetszéleges ponthalmaznak, ahol az ekvivalencia-
osztalyokat j-Osszefiiggs komponenseknek vagy j-komponenseknek (j-component)
nevezziik.

Egy 2-dimenzios (8, 4) bindris digitdlis kép (a tovabbiakban (8, 4) kép, vagy egy-
szeriien kép) a (Z2, 8, 4, B) rendezett négyessel irhaté le [8], ahol a Z? a képpontok
halmaza; a B C Z? a fekete pontok halmaza, melynek pontjaihoz ,,1” értéket rende-
liink; komplementere, a Z2\B a ,0” értékii fehér pontok halmaza; a fekete pontokra
a 8-Osszefiiggdség érvényes, mig a fehérekre a 4-Gsszefiiggdséget tételezziik fel.

A 8-0sszefiigg@ségi ekvivalencia-relaciéval a fekete pontokat particiondljuk.
Az egy ekvivalenciaosztalyba es6 fekete pontok halmazat az adott kép fekete kompo-
nensének vagy objektumanak nevezziik. Hasonldképpen: a 4-Osszefiiggdségi relacié
a fehér pontok halmazat fehér komponensekre bontja fel. Egy (8,4) kép véges,
ha a fekete pontok halmaza véges. Véges képen egyetlen végtelen fehér kompo-
nens talalhatd, amit hdttérnek (background) neveziink. A véges fehér komponens
neve ireg (cavity). Egy véges kép reprezentalhat6 egy P (véges) binaris tdmbbel
(bitméatrixszal), ahol valamennyi tdmbon kivili képpont értéke ,07.

A (Z2,8,4,B) képen a p € B fekete pont hatdrpont (border-point), ha 4-szom-
szédos legalabb egy fehér ponttal, azaz: Ny4(p)\B # @. Jelolje B(p) a p pont fekete
8-szomszédainak szamat, vagyis az N§ (p) "B halmaz szadmossagat. A p € B fekete
pont 2zoldlt (isolated), ha B(p) = 0.

A vonal-végpontokat megdrzd vékonyité algoritmusok tobbféle végpont-krité-
riumot alkalmaznak. Az altalunk javasolt eljarasnal az alabbit alkalmazzuk:

2.1. Definicié. [5] A (22,8,4,B) képen a p € B fekete pont akkor és csakis
akkor végpont, ha B(p) = 1, vagy 2. '
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Legyen p € B a (Z%,8,4,B) kép egy fekete pontja. Jeldlie C(p) a (Z2,8,4,
B N Ng(p)) (csak a p valodi fekete 8-szomszédjait tartalmazo6) kép fekete kompo-
nenseinek szdméat. C(p) egyszertien meghatarozhat6 a Hilditch—féle keresztszam [6)
segitségével:

ahol

)

b: — 1 ha D2 = 0 és (p(2i+1) mod 8 = 1 vagy P(2i42) mod 8 = 1)
* 0  kiilonben

ahol az Ng(p) halmaz pontjait (mint Boole-valtozdkat) az 1. abra szerint indexeljiik.
Kénnyen belathaté, hogy tetszdleges p hatarpontra C(p) = Xy (p).

P1| P2| P3
Ps| P | Pa
pP7| Pe| Ps

1. abra. Ng(p) pontjainak indexelése. Megjegyezziik, hogy a 2-dimenzids meréle-
ges képracsot (Z?) itt és a tovabbi abrdkon is a vele dualis négyzetmozaikkal [11]
reprezentaljuk.

2.2. Definicié. A (Z2,8,4,B) képen a p € B egyszerd pont (simple point), ha p
nem torol teljesen egy objektumot, nem hoz létre 4j iireget és nem olvaszt Gssze
tiregeket sem egymaéssal, sem pedig a hattérrel) [8].

A 2-dimenzi6s (8,4) képeken az egyszerliség lokalis tulajdonsag, mivel egy
képen a p pont egyszerid volta eldénthetd Ng(p) ismeretében. Az egyszerdségre
adott szamos kritérium koziil az aldbbit alkalmazzuk:

2.1. TETEL. [8] A (Z?,8,4,B) képen a p € B fekete pont akkor és csakis akkor
egyszeri, ha p hatarpont, nem izolalt pont és C(p) = 1.

3. Kritikus parok és tulajdonsagaik

A p és ¢ két, egymassal 4-szomszédos pontokra vezessilk be az Ng(p,q) =
= Ng(p)UN3z(q), valamint a Ng(p,q) = Ns(p, )\ {p, q} jel6léseket. A tovabbiakban
jeldlje C(p, q) a fekete 8-komponensek szaméat Ng(p,¢q)ban. Ezenkiviil a p1 — ps
jeloléseket fogjuk alkalmazni a p pont 3 x 3-as kdrnyezetén beliil levé pontokra,
az 1. dbran lathaté médon.
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3.1. Definicio. Legyen p egy kép tetszbleges objektumpontja. A T';(p) fiigg-
vényt (1 =1,2,3,4) a kovetkez6képpen definidljuk:

Li(p) = p2i A (P(2i-2) mod 8 V P2i-1)) A (P(2i41) mod 8 V P(2i+2) mod 8)

3.2. Definicié. Legyenek p és g egymaéssal 4-szomszédos hatarpontok egy
képen. A {p,q} halmazt kritikus parnak nevezziik, ha az alabbi feltételek telje-
siilnek:

- Clp)=C(g) =1,
- 3< B(p),B(q) <6,

Egy kritikus par lehet vizszintes vagy fligg6leges aszerint, hogy elemei egy
sorban vagy egy oszlopban helyezkednek el.

Ha egy {p, q} kritikus parban g € {ps, ps}, akkor azt mondjuk, hogy ¢ a kritikus
parban a kisebb indexd, p pedig a nagyobb indexd elem, ¢ € {p4, ps} esetben pedig
értelemszeriden ennek forditottja érvényes.

3.1. TETEL. Legyenek p és q olyan egymdssal 4-szomszédos hatdrpontok egy
képen, melyekre érvényes, hogy:

L C(p)=C(q) =1,
II. 3<B(p),B(q) <6.

Ekkor az alabbi allitasok egymdéssal ekvivalensek:

(a) Ti(p) =1.
(b) {p,q} kritikus pér.

(c) Barmelyik x € {p,q} pont térlése utdn a megmaradé y € {p,q}\{z}
objektumpontra teljestil, hogy C(y) = 2.

Bizonyitds.

Elegendd g = pa4 (1 = 2) esetet vizsgalni, mert a tGbbi lehetséges szituaciéban a
szimmetria miatt mas jelolésekkel ugyan, de azonos maédon térténhet a bizonyitas.
Harom Osszefliggést bizonyitunk, melyek alapjan kovetkezik a tételben megfogal-
mazott ekvivalencia.

(a) = (b). Tegyiik fel el6szor, hogy T'2(p) = (P2 Vp3) A (ps Vps) = 1. Azt
kell belatnunk, hogy C(p,q) = 2. Mivel C(p) = C(q) = 1, igy a C(p,q) érték
megegyezik a pa, g2, 44, g6, D6, Ps, P2 sorozatban elforduld 1-0 dtmenetek szdmaval.
A feltevéslink alapjan pa V gy = 1 és ps V g¢ = 1 adodik, tovabba mivel p és ¢
hatarpontok, ezért —pa V ~pg V —pg = 1, és =gz V —q4 V ~gs = 1. Az el6bbi négy
Osszefliggésbdl adodik, hogy a pa, g2, g4, ge SOrozat és a ge, pe, Ps, P2 sorozat is tartal-
maz egy-egy 1-0 Atmenetet. Tovabba 2-nél tébb 1-0 atmenetet nem tartalmazhat a
P2, 92,44, g6, D6, P8, P2 Sorozat, mivel akkor sériilne a C(p) = C(q) = 1 tulajdonsag.
Az el6bbiekbél tehat kovetkezik, hogy C(p,q) = 2, vagyis {p,q} kritikus par.
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(b) = (e). Indirekt moédon igazoljuk. Induljunk ki abbol a feltevésbél, hogy
{p,q} olyan kritikus par, melyre p» = p3 = ¢ = 0. Ekkor sziikségszerden
pe = p5s = ge¢ = 1 is fennall, kiilénben nem teljesiilne a C(p) = C(¢) = 1 vagy
a 3 < B(p),3 < B{q) kikotés. Viszont ilyenkor a q4 és pg értékétdl fiiggetleniil a
2,92, 94,96, P6, P8, P2 sorozat csak egy darab 1-0 dtmenetet fog tartalmazni, ami
azt jelentené, hogy C(p, q) = 1, vagyis {p, ¢} nem kritikus par. Ugyanerre az ellent-
mondasra jutunk a pg = ¢ = 0 feltevésbdl is. Tehat I'y(p) = (p2Vps)A(psVps) = 1.

(a) & (c). Tegyik fel, hogy a {p,¢} halmaz kritikus par. C(p) = C(q) =
= Xu(p) = Xu(q) = 1, igy a Hilditch-féle keresztszam definiciojat alkalmazva
megallapithato, hogy a ¢ = p4 torlése utan a C(p) = Xg(p) = 2, ill. p = ¢g torlése
utdn a C{g) = Xu(q) = 2 egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha ps = 1 vagy
pe =1,azaz psVps =1, és qu = p2 =1 vagy g2 = p3 = 1, azaz p Vp3 = 1.
Osszevonva tehat a két feltételt, (¢) pontosan akkor teljesiil, ha

T2(p) = (p2Vp3) A (ps V ge) = 1

egyenl6ség fennall. ]

Most tetszéleges p objektumpontra bevezetiink harom kifejezést, melyeket fel-
hasznalunk a kés6bbi definicidkban. A harmadik képletnél feltételezziik, hogy
pj+s =p; (1 <j <8):

afp) = (~ps Aps A((p1 Ap7) V (P2 Ap6))) V (—ps Ap2 A ((p1 A ps3) V (pa A ps))),

B(p) = (=p2 Aps A ((ps Ap7) V (pa Aps))) V (—ps Apa A ((p3 Aps) V (P2 A P6)))
4

7(p) = \/ (p2:i A D2it2 A “P2i41 A P2iva A TP2it5 A "P2ie) -

i=1

3.8. Definicié. Egy kép p objektumpontjat rendre o-pontnak, S-pontnak,
~-pontnak nevezziik, ha a(p) = 1, ~a(p) A B(p) =1, v(p) = 1.

Az o-, 8-, y-pontokat a 2. abran szemléltetjiik.

A kritikus parokat kritikus a-parnak, S-parnak, ill. y-parnak fogjuk nevezni,
ha mindkét elemiik a-, 8-, ill. y-pont, tovabba af-, ay-, ill. By-parokrdl fogunk
beszélni, ha benniik éppen a megjelolt 2-2 fajta pont szerepel.

3.1. SEGEDTETEL. Egyetlen objektumpont sem szerepelhet egynél tobb kriti-
kus a-pdrban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy {p,q} kritikus a-péar, ahol ¢ = ps (3. abra).
A 3.1. tétel szerint:
(P2V @) A(psVgs) =1 (1)

Mivel pg=q¢=1, ezért a 3.3. definici6 szerint:

a(p) = ~pe Ap2 A ((p1 Aps) V (ps Apa)) = ps Apa A ((D1 Ag2) Vi) = 1. (2)
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1.1. 11 111]1
11 p|0 1| pi{ 0 . pl 1|p|1
1. 1. N G .l of. .10 .
(a) (b) (c) (d)
yl1 1 0 0
0 1 O|lp|1 y|pl =z 1 1
z|1 1 1111 1
(e) ® (8) (h)
1|0 0|0 .| 0|0 0|1
Ofpl1 0 1 1[{pi 0 p| O
0|0 10 0]1 00

(i @ (k) ()

2. abra. Az (a)-(d) abrakon az a-pontok, az (e)-(h) dbrakon a B-pontok, az (i)-(1)
abrakon pedig a y-pontok konfiguracioi lathatok. Az (e) és (g) konfiguracikban
z Ay =0vagy z =1 kell, hogy teljesiiljon. A "." helyén allhat akar 0, akar 1.

~—

(2) alapjan pg=0, ezutan (1)-bdl gg = 1 ad6dik, és mivel a 3.3. definicié szerint
a(q) = 1, kovetkezik, hogy

—gs Ng2 = 1. (3)

Legyen r = ps. Konnyen lathato, hogy a(r) = 1 csak akkor teljesiilhet, ha
-r4 V -rg = 1. De mivel rg = p = 1 és (3) szerint 74 = ¢» = 1, ezért biztos, hogy
p2 nem lehet a-pont.

r = pg-re hasonléan észrevehetd, hogy ha pg a-pont, akkor r¢ = p7 = 0.
Viszont mivel pg = 0, igy ekkor I'2(r) = 0 lenne, ezért a 3.1. tétel szerint {p, ps}
nem alkothat kritikus a-part. Ugyanigy belathato, hogy ha r = g3 és r a-pont,
akkor I'3(r) = 0, ezért {q, g2} nem alkothat kritikus a-péart.

Végiil legyen r =g¢¢. Mivel fentebb mar lattuk, hogy q4=r3=0 és
ps = 18 = 0, ezért a(r) = 0, igy gs sem lehet a-pont.

Ezzel végigvizsgaltuk az Gsszes lehetséges p-vel vagy g-val szomszédos objek-
tumpontot, igy ha {p, ¢} vizszintes helyzetii a-par, akkor valéban teljesiil az alli-
tasunk. Fiiggdleges a-par esetén a segédtétel hasonlé modon bizonyithato. O

3.2. SEGEDTETEL. Egyetlen objektumpont sem szerepelhet egynél tobb kriti-
kus @-parban.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy ha a f-pontok kornyezetét 180 fokkal elfor-
gatjuk, akkor éppen a-pontokat kapunk. Ezért a bizonyitas (eltérd jelolésekkel)
ugyanugy végezhetd, mint az el6z6 Allitas esetén. ]
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P1j P2| 92 q3
PP | Q| qa
P7| Pe| 961 G5

3. abra. A {p, ¢} halmaz szomszédsaga q¢ = p4 esetben.

3.3. SEGEDTETEL. Legyen {p,q} egy kritikus §-par, {r, s} pedig egy kritikus
a-pér, ahol ¢ nagyobb indexi p-nél, s pedig nagyobb indexii r-nél. Ha p-nek
4-szomszédja r, akkor a {p,r}, {q,s} halmazok aB-parok.

Bizonyitds. Legyen {p, ¢} kritikus g-par. Ismét csak a 3. 4bran lathato szitua-
ciot elemezziik, a tobbi eset a szimmetridk miatt erre visszavezethets. Akkor ismét
fennall az (1) Osszefliggés, tovabba a 3.3. definici6 szerint:

Blq) = —q2 Ngs A ((q5 A gr) V ga) = 1.

Ebbél g = 1 adédik. Ha r = p, lenne, akkor s sziikségszertien csak kisebb indexd
lehetne r-nél, de ez sértené a tételben szerepls kikdtést. Tehat csak r = pg lehet.
T4 = g6 = 1 miatt a kdvetkezs Osszefliggés teljesiil:

afr) =-rg Ara A ((r1 Ar3) V (g Arg)) = 16 A ((ps Apr) Vps) =1.  (4)

Ha ps = 1 lenne, akkor p; = 0 kellene, hogy teljesiiljon, kiilénben f(p) = 0 lenne,
azaz p nem lenne F-pont, ami ellentmond az allitasban megfogalmazott feltevésnek.
Tehat ps = 0, igy ebbdl és a (4) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy ps A p7 = 1.
Az el6bbiek alapjan s = rg esetén s4 = r = 1, és sp = 0 miatt a(s) = 0 lenne,
ezért csak s = r4 = gg lehet, és konnyen ellendrizhets, hogy ekkor valdéban teljesiil
az afs) = 1 feltétel. Tehat a {p,r}, {g, s} halmazok valoban afS-parok. a

3.4. SEGEDTETEL. Ha p kritikus pir eleme, akkor p csak a-, 3-, vagy ~y-pont
lehet.

Bizonyitds. Csak arra az esetre adunk bizonyitast, amikor {p, p4} alkot kritikus
part, a tobbi szituacié ehhez hasonléan vizsgalhat6. Ha {p, p4} kritikus par, akkor

Ca(p) = (p2Vp3) A (ps Vps) = 1. (5)

Tegyiik fel, hogy p nem «-pont, és nem f-pont. Azt kell igazolnunk, hogy
ekkor p v-pont. A De Morgan-azonossagok alkalmazasaval adédik, hogy

—a(p) A =B(p) = (6)
= (pa Vo8V ((-p1 V —pr) A(=p2 V —pg))) A
(ps V —p2 V ((=p1 V =p3) A (~pa V —ps))) A
(p2 V =ps V ((=ps V =p7) A (—pa V —ps))) A
(ps V =ps V ((=p3 V —ps) A (=p2 V —pe))) = 1.
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Mivel py = 1, ezért (ps V ((—p3 V -ps) V (—p2 V —pg))) = 1. Ha pg = 1, akkor
p2 Vpe = 1, killénben C(p) > 1 lenne. py = pg = 1 esetben p nem lenne hatarpont,
igy e két pont koziil pontosan az egyiknek kell objektumpontnak lennie. Ekkor
azonban a (6)-ben szerepls konjunkcidban a kézépsé 2 tag valamelyikének 0 lesz az
értéke, igy viszont (6) nem teljesiilhetne. Tehat pg = 0, és

(=p3sV —ps) A(-p2 V —ps) = 1. (7)

(5)-bol és (7)-bol kdvetkezik, hogy (p2 A—=ps ApsA—pe)V (—p2 Ap3A-psApg) = 1.

(p2 A —ps A ps A —pg) = 1 esetben p; = 0, kiilonben C(p) > 1 lenne. Ekkor
tehat (p2 A ps A -p3 A —ps A —p7 A—pg) = 1. )

(—p2 Ap3 A —ps Aps) = 1 esetben p; = 0, kiilonben C(p) > 1 4llna fenn. Igy
ekkor (ps Apg A —ps A —pg A —p1 A —p2) = 1.

Mindkeét el6bbi esetben megallapithato, hogy v(p) = 1, tehat a 3.3. definicié
szerint p y-pont. 0

3.4. Definicié. p-t biztonsagos y-pontnak nevezziik, ha y-pont, és

¥*(p) = (—pa A —ps A —ps A —p1 Aps Ap2) V (—pe A —pr A—pg A p3 Apa Apg) = 1.

A biztonsagos y-pontokat a 4. abra szemlélteti.

of1]. .|l1]0
1{p|0 Ol p
010 ofo].
(a) (b)

4. abra. Konfiguraciok, ahol p biztonsagos y-pont.

3.5. SEGEDTETEL. Kritikus y-parban pontosan az egyik pont biztonsigos -
pont.

Bizonyitds. Ha {p,q} kritikus parban p biztonsagos vy-pont, akkor v*(p) = 1.
Egyszerden belathato, hogy v(q) = 1 csak ugy teljesiilhet, ha

(g1 A g2 Agg A—gs Aga A gs) V (~g2 A g3 A—gs A—g7 Age Ags) =1,

azaz ha v(q)* = 0. A v*(p) = 0 esetben is hasonl6an kovetkeztethetiink v*(q) = 1-
re. 0
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4. A javasolt algoritmus

Az ismertetésre keriil§ algoritmusunkban a bemeneti képet tarol6 P képmatrix
mellett egy azzal megegyez6 méretli M segédmatrixot is bevezetiink abbdl a célbol,
hogy taroljuk a torélt vagy a torlésre esélyes képpontokat. A p € Pésazm € M
egymassal megegyez6 indexti pontokra bevezetjiik a kévetkezd jeldléseket:

"NZ(p) = {ﬂp27_1p47_'p67—'p8}1
Ni(p) AN Nf(m) = {p2 A ma,ps AN my,ps A Mg, ps A mg}.

A H képpontokat tartalmazé halmazra jelolje |H| a H-ban levé 1 értéki pontok
szamat.

Az algoritmusunk hatékonysaga érdekében a két képméatrix (P és M) mellett
két halmazt, R-t és ()-t is hasznalunk, amelyekbe kigyiijthetjiik a szimunkra érde-
kes képpontokat. Mivel nincs sziikségilink bonyolultabb halmazmiveletekre, igy az
R és a @) segédhalmazokat egy-egy lancolt listaban is tarolhatjuk.

A javasolt algoritmus az iterativ objektum redukci6 el6tt inicializalja az R hal-
mazt és az M segédmatrixot. Az R halmazba bekeriilnek a P-ben tarolt
vékonyitandé kép objektumpontjai, az M segédmaétrixnak pedig minden elemét
0-ra allitjuk.

A vékonyité eljaras egy iterédcios lépése két menetbdl all. Az elsé menetben
megvizsgaljuk az R halmazban tarolt objektumpontokat. Ha talalunk R-ben olyan
nem izolalt objektumpontot, amely megjeldlt {1-re allitott) M-ben, akkor azt méar:
ebben a menetben térélhetjik. Ha pedig a vizsgalt képpont hatarpont az aktualis
P képen, de M-ben nincs megjelolve, akkor berakjuk 6t a @ halmazba. Az elsé
menet végén M minden elemét O-ra allitjuk.

Az iteraciés lépések masodik menetében sorra megvizsgaljuk a @ halmaz pont-
jait. Bevezetjiik a p képpontra a 8-szomszédsagnal bdvebb, (p-n kiviil) 12 pontot
tartalmaz6 kdrnyezetet, ahol a p; (9 < i < 12) pontok az 5(a). dbra szerint helyez-
kednek el. A méasodik menetben a vizsgalt pontok ezen bvebb kornyezetét vessziik
figyelembe a P és az M méatrixokban. Sziikségiink van még az s (Boole) valtozéra
és a 12-clemii S = (s1,582,...,S12) bitvektorra, ahol s = pV m és 5, = p; Vmy
(1 <14 <12), vagyis s a vizsgalt p képpont és a vele megegyezd indexd M-beli pont

[ p9| B
D1| P2| D3 S1| 82| 83
[pn] ps] p | pa|pu) [sio| ss] s [ 54|50
P7| Ps| Ps 87| 86| S5
[Pl [s1]

(2) (b)

5. abra. A p pont 12 elemt kdrnyezete P-ben, valamint az s pont és vizsgalando S
kornyezete.
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Osszevagyoltja, S pedig p és m 12-elemii koérnyezeteinek Gsszevagyolasaval kaphat6.
S segitségével visszanyerhetjiik p-nek az adott iteracio elején fennallé kérnyezetét és
eldénthetjiik a vizsgalt p képpont torélhetségét. Az algoritmus pszeudo-kddjaban
szerepls C(s), B(s), T';j(s) (1 < j < 4) jeldlések az S-ben tarolt kdrnyezetnek
(5(b). abra) megfelelGen értelmezenddk.

A fenti jelolések segitségével az aldbbiakban megadjuk a javasolt algoritmusunk
pszeudo-kodjat:

Input: a kiindulasi binaris képet tarol6 P bitmatrix.
QOutput: a P képmatrix, amelyben a vazat tartalmazé binaris kép alakul ki.
Segédtdrolok:

a @ és az R halmazok,

az M bitmatrix (melynek mérete megegyezik a P képmatrixéval),

az S = (s1, $2,...,812) bitvektor.
Inicializdlds:
R:=10
Q=10
for minden p € P elemre do
if p=1 then
R:= RU{p}
for minden m € M elemre do
m:=0
repeat
1. menet:

for minden p € R képpontra do
Legyen m a p-vel megegyez6 indexii pont M ben.
if B(p) > 0 and m =1 then
p:=20
R:= R\ {p}
else if 0 < |Nj(p) A =Ni(m)| < 4 then
Q:=Qu{p}
0

m =

2. menet:
for minden p € @ képpontra do

Q:=Q\{p}

Legyen m a p-vel megegyez6 indext pont M-ben.
s:=pVm

if s =1 then

fori=1,2,...,12 do
S;i=p;Vmy,
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if C(p) =1 and C(s) =1 and 3 < B(s) <6 and
(s)V~*(s) =1 then
if teljesill az F(s) — Fe(s) feltételek valamelyike then

-
.

p:=0
R:= R\ {p}
m:=1

fori=1,2,3,4do
Mo, 1= My; N\ ﬂl“,-(s)
else

!
me= —(s) A (/\ (p2; V —mg, V ﬁFZ(s))>

i=1

until nem tortént valtozas

Az Fi(s) (1 =1,2,...,6) feltételeket a kvetkezs formulak és a 6. 4bra maszkjai
segitségével adjuk meg:

Fi(s): S illeszkedik a 6(a)-6(b) dbrikon feltintetett maszkok egyikére, ahol
~(x1 Az Ax3) = 1.
Fy(s): S illeszkedik a 6(c)-6(d) dbrikon feltiintetett maszkok egyikére, ahol

ﬂ(xl Axg A —|.’I)5) A ‘1(.1'1 Nz A .’135) A —1(332 A —\273)/\
A—o(—zs ANzg Azg) A (3 Axg A ~xg) = 1.

F3(s): S illeszkedik a 6(e) dbrdn szerepld maszkra, ahol
ﬁ(ﬂl'l VAN 2 JAN $4) A —'(—L’E] Nx3z A 375) =1.

Fy(s): S illeszkedik a 6(f)-6(g) dbrikon levd maszkok valamelyikére, ahol

ﬂ(—a:l N Zo /\1L‘4) A ﬂ(—1{1,‘1 Ax3 /\1‘5) A —l(.’L'l ANxz A ﬂl‘5) =1.

Fs(s): S illeszkedik a 6(h) dbrdn feltiintetett maszkra, ahol

~{=x1 Aza Az4) A (T A T2 ATg)A
A ﬁ(ﬂ.’L‘l NZ3 /\.’175) A ﬂ(.’lll ANx3z A "‘IIJ5) =1,

és
(.’.12'1,1132,(1;3,.’[4,.7?5) 7é (la Oa 07070)

Fe(s): S illeszkedik a 6(i)-6(1) dbrdkon feltiintetett maszkok egyikére.
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[ zy ]
1. .| 1] xo Ty 1| 22 x1] 0] z4
Lo la]slo] ] [Llals[t]ad [ ]O]s]1]1] [2s]| 1]s] 1]z
I9 1 I . 0 I Ty 1 T3 T2 1 I3
| 23] - | Z6 1]
(a) (b) (c) (d)
B [ z4 ] B
I 1 Ta I 1 I T2 00 0|0 T2
lmslsO ]l 0| s 1x5]|x41 sO.|[. Oslz4l
3l 0| O 0[O0} zx3 zi 1| x3 x3| 1|z
- | - | | 25 )

(e) (f) (8) ()
1111 010 o(of|o 0/0]|1
L. Jolslo]. ] |- ol . ] [.Tols[ol.][.]o]s]1]1]
0(0]0 1 0 1{1 0[0]1
(i) )] (k) M

6. abra. Az Fy(s) — Fg(s) feltételekhez tartozé torlémaszkok, ahol s =pvm = 1.
Ha a maszk valtozoét is tartalmaz, akkor az illeszkedéshez a feltételekben megadott
logikai kifejezéseknek is teljesiilniiik kell. A "." ("don’t care") maszkpoziciok fekete
és fehér pontokra egyarént illeszkednek.

5. Az algoritmus tulajdonsagainak igazolasa

Az alabbiakban igazolni fogjuk, hogy az ismertetett algoritmusunk bejaras-
fiiggetlen, topologia-megérz6, és bizonyos értelemben maximalisan vékonyit
(utébbinal az egyértelmiiség végett elbb definidlni fogjuk, hogy mit értiink maxi-
malisan vékonyit6 algoritmuson). Elézetesen bevezetjiik az idealis pontok fogalmat,
melyekkel kapcsolatosan felirhatok bizonyos sszefiiggések a kritikus pérokra, ill.
az algoritmusunkra vonatkoz6éan. Ezeket felhasznaljuk az emlitett tulajdonsagok
bizonyitasanal.

5.1. Definicié. A p objektumpontot megmaradé sarokpontnak nevezziik, ha p
illeszkedik a 7. Abran levé maszkra.
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5.2. Definicio. Egy p képpontot idealis pontnak neveziink, ha az teljesiti a
kovetkezd feltételeket:

- C(p) = 1’
- teljesiil az alabbi G;(p) — G4(p) kritériumok egyike.

Gi(p): p nem eleme kritikus parnak, és nem megmaradé sarokpont.
Ga(p): p olyan a-pont, amely nem egy kritikus a-par kisebb indexi tagja.
G3(p): p olyan B-pont, amelyre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

1) ha p egy S-parnak nagyobb indext eleme, akkor ezen parba tartozé
masik pont egy af-parnak is eleme.
74) ha p egy af-parnak is eleme, akkor ezen parnak a-pontja egyben
egy a-parnak kisebb indexi eleme.
G4(p): p olyan biztonsagos y-pont, amely sem ay-parnak, sem pedig B-y-parnak
nem eleme.

0

olo|loc (o
S|l |O
SOOI O

7. abra. A megmarad6 p sarokpont kornyezete. (p egy izolalt 2 x 2-es "négyzet"
bal fels$ eleme.)

5.1. SEGEDTETEL. Nincs olyan kritikus par egy képen, melynek mindkét eleme
ideédlis pont.

Bizonyitds. Legyen {p,q} kritikus par, melyben p kisebb indexd g-nal. Ha
{p,q} o-par, akkor nyilvin p nem idealis pont, mivel G2(p) nem teljesiil.

Tegyiik fel, hogy {p,q} B-par, és teljesiil G3(p). A 3.2. segédtétel alapjan ¢
nem lehet egy tovabbi kritikus S-parnak is az eleme, igy G3(q) ¢) részfeltétele csak
gy teljesiilhet, ha p eleme egy {p,r} kritikus aB-parnak is. G3(p) szerint viszont
ekkor kell, hogy legyen olyan {r, s} kritikus a~par, amelyben r kisebb indexd s-nél.
A 3.3. segédtételbdl pedig igy az kdvetkezne, hogy {g, s} is egy kritikus af-par,
emiatt nem teljesiilne G3(g) ii) részfeltétele, igy ¢ nem lehet ideédlis pont. Ha
pedig abbol indulunk ki, hogy Gs(q) teljesiil, akkor az el§bbi esethez hasonloan,
a 3.3. segédtétel felhasznalasaval kovetkeztethetiink arra, hogy p nem ideélis pont.
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Most tegyiik fel, hogy {p,q} af-par. Ha p az a-pont, és Ga(p) teljesiil, akkor
G3(g) nyilvan nem teljesiilhet a 1) feltétel megsértése miatt. Ugyanigy, ha q az
a-pont, és Ga(q) teljesill, akkor G3(p) nem teljesiilhet. Tehat ekkor sem lehet
mindkét pont idealis.

Végiil ha p biztonsigos y-pont, és ¢ nem ~y-pont, akkor a 3.4. segédtétel sze-
rint G4(p) nem teljesiil, ha pedig ¢ y-pont, akkor a 3.5. segédtétel szerint g nem
biztonsigos y-pont, igy ¢ nem lehet idealis pont. Ehhez hasonloan belathaté az is,
hogy ha ¢ biztonsagos v-pont, akkor p nem idealis pont. a

5.2. SEGEDTETEL. Ha p a-pont vagy B-pont, de nem idedlis pont, akkor p
eleme egy olyan {p,q} kritikus parnak, amelyben q idedlis pont.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy p nem idealis pont. Ha p a-pont, akkor mi-
vel Ga(p) nem teljesiil, ezért p biztosan kisebb indexi eleme egy {p,q} kritikus
a-parnak, tehat a 3.1. segédtétel szerint Ga(q) teljesiil, azaz g idealis pont.

Ha p B-pont, akkor mivel G3(p) nem teljesiil, ezért vagy 1), vagy it) feltétel nem
teljesiil. Eldbbi esetben p egy {p, ¢} B-parnak nagyobb indexd eleme, amelyben ¢
nem eleme af-parnak, vagyis a 3.2. segédtétel szerint teljesiil Gs(q). i) feltétel
sériilése esetén p egy {p, ¢} aB-parnak eleme, amelyben g vagy nem eleme a-parnak,
vagy egy ilyen parban a nagyobb indexd elemként szerepel. Koévetkezésképpen
teljesiil Ga(q), azaz ¢ ezattal is idealis pont. O

A kovetkezd 4llitas igazolasahoz bevezetjiik a P’ = PV M matrixot
(P'(z,y) = P(z,y) V M(z,y), minden (z,y) képpontra).

A p’ € P’ pont indexe azonos lesz a p € P é az m € M ponttal. Mivel
adott p € P esetén az algoritmusban hasznalt S vektor elemei megegyeznek p’
12 elemii kdrnyezetének elemeivel, ezért az s = pVm jeldlést a tovabbiakban p’-vel
fogjuk helyettesiteni. igy az Fi(p’) — Fs(p') feltételek is hasonléan értelmezendsk
p' kérnyezetére, mint az algoritmus leirasaban definialt Fj(s) — Fg(s) feltételek.

5.1. TETEL. A javasolt algoritmus akkor és csak akkor torli a p képpontot, ha
valamely iterdciéjanak elején p ideélis pont.

Bizonyitds. Ha C(p) # 1, vagy C(p') # 1, vagy B(p') < 3, vagy B(p’) > 6,
vagy —~v*(p’) A ¥{p) = 1, akkor nyilvan p nem lenne idedlis pont, és az algoritmus
sem torolné azt. Ezért csak olyan p pontokat kell vizsgilnunk, amelyek meglatoga-
tasakor C(p) = 1, C(p') = 1, 3 < B(p') < 6, é&s v*(p') V ~(p) = 1.

Tegyiik fel el6szor, hogy p-t torli az algoritmus valamely iteracié 2. menetében.

Ha p’ o-pont, akkor az Fi(p'), F3(p’), Fa(p'), Fe(p') feltételek valamelyike
kell, hogy teljesiiljon, ugyanis az ezekben emlitett maszkokra torténd illeszkedés
esetén teljesiilhet az a(p’) = 1 egyenlOség. Vegyik észre, hogy Fi(p')-ben az
-(z1 A Z2 A ~z3), mig Fy(p')-ben a —(x1 A z3 A ~x5) kifejezések értéke ponto-
san akkor 0, ha p’ egy kritikus a-par kisebb indexd eleme.Viszont ha az F (p’)-ben
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feltiintetett egyenldség teljesiil, akkor nyilvan az elGbbi kifejezések értéke is 1, igy
ekkor p’ csak nagyobb indexii elem lehet egy ilyen parban. Tovabba ha p’ a 6(e),
6(i), 6(j) abrakon levé maszkok valamelyikére illeszkedik, akkor a maszkon levé
helyzete alapjan szintén biztos, hogy az nem lesz kisebb indexii elem egy kritikus
a-parban. Tehat Fy(p'), Fa(p'), Fa(p’), Fs(p') feltételek egyikének teljesiilésekor a
p’ o-pont idedlis pont lesz, mivel teljesiil ra G (p') vagy Ga(p').

Most induljunk ki abbél, hogy p’ G-pont. Ekkor az Fy(p’), Fa(p'), Fs(p'),
Fs(p') feltételek valamelyike kell, hogy teljesiiljon, mivel csak a 6(c), 6(d), 6(f),
6(g), 6(h), 6(k), 6(1) abrak maszkjainak egyikére illeszkeds p'-re teljesiithet B(p’).
Konnyen ellenérizhetd, hogy az Fa(p'), Fu(p'), F5(p')-n beliili konjunkciékban a
egy kritikus S-par nagyobb indexi eleme, vagy egy kritikus a8-parnak eleme. Ha
pedig p’ kdrnyezete a 6(k), 6(1) Abrak egyikeének felel meg, akkor biztos, hogy p’ nem
eleme kritikus parnak. Kovetkezik tehat, hogy a p’ G-pontra G1(p') vagy Gs(p')
teljesiil, azaz p’ idealis pont.

Most tekintsiik azt az esetet, amikor p’ vy-pont. Ekkor p’ a 6(e)-6(h)
abrakon levs valamely maszkra illeszkedhet, vagyis F3(p'), Fa(p’), Fs(p') feltételek
egyike kell, hogy teljesiiljén. Ez esetben megfigyelhetd, hogy a felsorolt feltételekhez
p’ kritikus part alkot egy a-ponttal vagy egy G-ponttal. Az is nyilvanvalo, hogy p’
biztonsagos y-pont, kiilénben nem teljesiilne a —~y(p’) vV v*(p') = 1 feltétel. Ebbdl
mar kovetkezik, hogy a p' y-pontra G,(p’) vagy G4(p') teljesiil, vagyis p’ ekkor is
idealis pont.

Az el6bbiek alapjan az is elmondhat6, hogy ha az emlitett konjunkcidkban
egyik zardjeles tag negacioja sem 0 értékid, akkor p’ vagy nem eleme kritikus parnak,
vagy biztonsagos y-pont, amely nem eleme kritikus ay-, ill. By-parnak. Tovabba ha
p’ szomszédsaga megfelel a 6(h) abraénak, akkor (zi,w2,zs,z4,x5) # (1,0,0,0,0)
miatt p’ nem megmaradé sarokpont (a tobbi maszkon pedig egyértelmien lathato,
hogy azok biztosan nem egy megmarad6 sarokpont kdrnyezetét mutatjék).

A fentiekbdl megallapithatd tehat, hogy a torlési feltételek teljesiilésekor p’
biztosan idedlis pont, azaz p idealis pont volt az iteraci6 elején. Most tegyiik fel,
hogy az emlitett torlési feltételek nem teljesiilnek, de p eleme egy tetszdleges {p, ¢}
kritikus parnak, és p torlésre keriil a kdvetkezs iteracio 1. menetében. Vegyiik észre,
hogy a

1
=) A </\ (por vV =ni2, V ﬁfz<p'))>

rod

kifejezés értéke pontosan akkor 1, ha p’ nem <-pont és p-nek az iteracid elején
nem volt olyan 4-szomszédja, amely mar kordbban torlésre keriilt és kritikus part
alkotott p-vel. Ezért ha g-t p el6tt latogatnank meg, és g-t tordlnénk, akkor
m = 0 maradna, ha pedig ¢-t p utan vizsgilnank meg, és 4gy torélnénk, akkor az
mo; = ma; A —[;(p') értékadasok miatt lenne ajbol m = 0. Igy viszont mind-
két esetben ellentmondéasra jutnank abbodl a feltevésbdl, hogy p torlésre kerdiil,
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hiszen a kovetkezd iteracié 1. menetében pontosan azon pontokat torli az algo-
ritmus, amelyek M-beli segédértéke 1. Tehat g-t nem torélhettiik az adott iteraci-
6ban, vagyis a ¢g-val megegyezd indexii ¢’ € PV M-re Fi(q') — Fs(q') sem teljesiil.
Kénnyen belathat6, hogy ha p a-pont lett volna, akkor a 2. menetben teljesiil-
tek volna ra a torlési feltételek, de ezittal ez nem lehetséges. Emellett a fentebb
emlitett kifejezésben szerepl6 —y(p') feltétel miatt p vy-pont sem lehetett, tehat
a 3.4. segédtétel szerint p [G-pont kellett, hogy legyen. Ha q a-pont, akkor egy kri-
tikus o-parban kellett, hogy szerepeljen a kisebb indexd elem helyén, kiilénben
teljestilt volna Fi(q’), F3(q¢'), Fu(¢'), Fs(q’') valamelyike. Ha q (B-pont, akkor
pedig kritikus af-parnak eleme, vagy egy kritikus S-parban a nagyobb indexi
elem kellett, hogy legyen, kiilonben Fa(q'), Fa(q"), Fs(q'), Fe(q') koziil teljesiilt
volna az egyik. Ebbd] kovetkezik, hogy Gs(p) teljesiilt az iteracio elején, tehat p
ebben az esetben is idealis pont volt.

Ha p nem teljesiti a torlési feltételeket, és nem eleme kritikus parnak, de
torlésre keriil a kovetkezd iterdcié 1. menetében, akkor ez csak ugy lehetséges,
hogy p’ kbrnyezete a 6(h) abra maszkjanak felelt meg. Ekkor

($1,.’E2,I3,£L'4,.’175) = (170a070a0)

allt fenn. Mivel az 1. menetben p meglatogatasakor B(p) > O teljesiilt, ezért kony-
nyen ellendrizhetd, hogy p’ nem lehetett megmaradé sarokpont az el6z6 iteracioban.
Ellenkezs esetben ugyanis annak barmely 1 értékii x € PV M szomszédjara teljesiilt
volna az F3(z) — F5(x) feltételek valamelyike, azaz B(p) = 0 ad6dott volna. Tehat
ebben az esetben is idealis pontot t6rdl az algoritmus.

Végiil tegyiik fel, hogy p nem keriil torlésre. Akkor Fy(p’) — Fs(p') feltételek
nem teljesiilnek. Ha p a 6(h) adbra maszkjara illeszkedett Ggy, hogy

(.’1:1,:52,:1:3,354,585) = (1v0,010a0)a

és a kovetkezd menetben p mar nem torlédik, azaz B(p) = 0, akkor p biztosan
megmarad6 sarokpont volt, hiszen méas esetben nem torl6détt volna az dsszes p-vel
szomszédos objektumpont. Igy ekkor p nem lehetett idedlis pont. Ha p nem volt
megmarad6 sarokpont, viszont eleme volt valamely {p,q} kritikus parnak, akkor
g torlésre keriil a 2. menet folyaméan, kiildnben az m értékével kapcsolatos fenti
megallapitasaink alapjan m = 1 lenne az iteracié végére, és emiatt p a kdvetkezs
iteracié 1. menetében torl6dne. Azt méar belattuk az eléz6ekben, hogy ha egy
pontot tér6l az algoritmus, akkor a tor6lt pont idealis pont volt, igy esetlinkben ¢
is idealis pont kellett, hogy legyen. Tovabba mivel g p-vel kritikus part alkotott,
ezért az 5.1. segédtétel szerint p nem lehetett idedlis pont. O

5.2. TETEL. A javasolt algoritmus bejarasfiiggetlen.

Bizonyitds. Az 5.1. tétel szerint az 1. iteraciéban bejarasi sorrendtdl fiiggetleniil
pontosan az ideélis pontok fognak torlddni. Igy a kéovetkezd iteraciéra jellemzd
kiindulasi kép is egyértelmden meghatarozott, és ugyanez elmondhaté az Osszes

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



34 KARDOS PETER, NEMETH GABOR ES PALAGYI KALMAN

tobbi iteracid esetén is, tehat az algoritmus végén kapott kimeneti vaz is egyértelmii,
fiiggetleniil attél, hogy milyen sorrendben jarjuk be a pontokat. 0

5.8. Definicié. Legyen T egy vékonyité algoritmus, p a T kimeneti képmat-
rixdban szerepld tetszdleges objektumpont, X (p) pedig jeléljon egy p-re vonatkozo
feltételt. Azt mondjuk, hogy T maximélisan vékonyit az X (p) feltétel szerint, ha
barmely bemenet esetén a T altal eldallitott vazban nem szerepel olyan 2 x 2-es
négyzet alaku objektumrészlet, melyben valamelyik p pixel hatarpont és teljesiil

X(p)-

5.3. TETEL. A javasolt algoritmus maximdlisan vékonyit a (C(p) = 1)A
A(B(p) < 6) feltétel szerint.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy marad olyan 2 x 2-es négyzet alaku objektum-
részlet az algoritmusunk kimeneti képén, amelynek valamely p pontjira teljesiil a
(C(p) = 1) A (B(p) < 6) feltétel. Ezen egyik pont sem lehet idealis pont, kiildnben
az eljards még nem 4llt volna meg az 5.1. tétel szerint. Ha az objektumrészletiink
valamely pontja eleme kritikus parnak és nem +v-pont, akkor az 5.2. segédtétel
alapjan biztosan lenne még olyan pont, amely idealis, azaz torlésre keriilne, de ak-
kor az el6z6 esethez hasonléan megint ellentinondasra jutnank. Ha az objektum-
részlet valamely pontja ~y-pontként szerepelne egy kritikus parban, akkor
pedig a kritikus par mésik eleme kell, hogy a-pont vagy B-pont legyen, kiilénben
lenne olyan p pont a kapott képen, amelyre G4(p) teljesiil, vagyis p idedlis pont
lenne. Viszont ez az eset sem lehetséges az 5.2. segédtétel alapjan, mivel akkor is
kellene még lennie idedlis pontnak a képen. Kovetkezésképpen a kimeneti képen
nem szerepel kritikus par. Az emlitett objektumrészletben valamely p-re C(p) = 1,
és p nem eleme kritikus parnak. Egy ilyen p csak abban az esetben nem lesz
idealis pont, ha megmarad6 sarokpont, de ekkor kénnyen lathatd, hogy ebben az
objektumnégyesben a p-n kiviili harom objektumpont mind idealis pont. Mivel
minden lehetséges esetben azt kapjuk, hogy maradt még idealis pont a kimeneti
képen, ezért ellentmondasra jutottunk a kezdeti feltevésbdl, igy a tételt bebizonyi-
tottuk. O

5.4. TETEL. A javasolt algoritmus topolégia-megorzo.

Bizonyitds. Az iteraciok 2. menetében a 2.1. tétel alapjan egyértelmi, hogy
csak egyszeri pontokat torliink. Ha az 1. menetben két egymaéssal 4-szomszédos
p, g pont keriil torlésre, akkor az 5.1. tétel szerint mindketts idedlis pont, igy
az 5.2. segédtétel szerint nem alkothattak kritikus part az el6z6 iteréacié elején.
Tehat akar p-t, akar g-t torsljiik elébb, a 3.1. tétel alapjan C(p) = 1 vagy C(q) =1
teljesiil a masodikként sorra keriils pontra, ezért ekkor is csak egyszerd pontok
keriilhetnek torlésre a 2.1. tételbdl adododan.

A 2.2. definici6 szerint tehat csak olyan pontokat t6rdl az algoritmus, amelyek
nem valtoztatjdk meg a kép topoldgiajat. ]
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6. Eredmények

A javasolt algoritmust szamos binaris képre teszteltiik és megallapithattuk,
hogy eljarasunk letisztult vazkijellést eredményez. Modszeriink alkalmazhatosagat
most hat tesztképen mutatjuk be (8-13. dbra). Eredményeinket Gsszevetettiik a
kozelmultban kozolt AK? algoritmus [2] altal kivont vézakkal (8-13. abra). A hat
tesztképre a javasolt és az AK? algoritmus futési idejét az 1. tablazat foglalja dssze.

Médszeriink és az AK? algoritmus dsszevetése alapjan megéllapithatjuk, hogy
az igényelt iteraciok szamat tekintve nincs kozottiik szamottevs eltérés, de a ja-
vasolt algoritmus egyrészt jelentésen gyorsabb, masrészt pedig nem eredményez
felesleges, zavar6 véazagat (1. tablazat, 8-13. dbra). A két eljaras Osszevetésénél
megemlitend6 még, hogy az altalunk javasolt maximalisan vékonyit (vagyis egy
pont vastag vazat eredményez), mig az AK? algoritmus 4ltal produkalt vazakban
strin el6fordulnak két pont vastagsagi vonalrészletek.

VA 2 A |

8. dbra. Eredmények egy 2110 x 880 méretii tesztképre. A javasolt algoritmus (bal)
és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiindulasi képre.

9. abra. Eredmeények egy 1000 x 1000 méretii tesztképre. A javasolt algoritmus
(bal) és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiindulasi képre.
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10. dbra. Eredmények egy 524 x 524 méreti tesztképre. A javasolt algoritmus (bal)
és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiindulasi képre.

11. abra. Eredmények egy 992 x 1000 méretii tesztképre. A javasolt algoritmus
(bal) és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiindulasi képre.
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12. abra. Eredmények egy 644 x 906 méret tesztképre. A javasolt algoritmus (bal)
és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiinduldsi képre.

13. abra. Eredmények egy 1004 x 1004 méreti tesztképre. A javasolt algoritmus
(bal) és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettik a kiindulasi képre.
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1. tablazat. A javasolt és az AK? algoritmus futasi idejének Gsszehasonlitdsa
hat tesztképre. Mindketts eljarast kétprocesszoros Intel(R) Core(TM)2 6300
(1.86GHz) PC-n futtattuk.

Tesztkép Képmeéret Iteracioszam Futasi id6 (sec)
AK? Javasolt AK? Javasolt
" 2110 x 880 310 311 42.73 20.68
% 1000 x 1000 173 174 11.82 4.25
h 524 x 524 96 97 1.93 0.62
% 922 x 1000 151 152 9.28 3.85
% 644 x 906 179 180 7.5 4.18
@ 1004 x 1004 164 165 11.65 513
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ORDER-INDEPENDENT SEQUENTIAL THINNING

PETER KARDOS, GABOR NEMETH AND KALMAN PALAGYI

Skeletons are region-based shape descriptors which summarize the general form of objects/
shapes. An illustrative definition of the skeleton is given using the prairie-fire analogy: the object
boundary is set on fire and the skeleton is formed by the loci where the fire fronts meet and
extinguish each other. Thinning is a frequently used method for making an approximation to
the skeleton in a topology—preserving way. It is based on a digital simulation of the fire front
propagation: the border points of a binary object that satisfy certain topological and geometric
constraints are deleted in iteration steps. The entire process is then repeated until only an
approximation to the skeleton is left. Sequential thinning algorithms use boundary tracking and
delete the actual border point if it satisfies the deletion condition. The skeletons produced by those
algorithms generally depend on the applied traversing strategy. A new 2-dimensional sequential
thinning algorithm is presented. It is topology-preserving and order independent (i.e., it produces
the same skeleton for any traversing strategies).

Keywords: skeleton, thinning, digital topology, topology preservation, order independence.
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A FIZIKAI MATEMATIKA LEGUJABB EREDMENYEI MINT A
KOZGAZDASAG-TUDOMANY LEHETSEGES VIZSGALATI ESZK OZEI

MOCZAR JOZSEF!

A kbzgazdasag-tudomany szamos problémaja a fizika analég modelljeinek
segitségével nyert megoldast. A kézgazdaszok kérében erdteljesen megoszla-
nak a vélemények, hogy a kozgazdasagi modellek mennyire redukilhatok a
fizika, vagy mas természettudomanyok eredményeire. Vannak, akik pontosan
ezzel magyarazzak, hogy a mai mainstream kozgazdasagi elmélet atalakult
alkalmazott matematikava, ami a gazdasagi kérdéseket csak a tarsadalom-
tudomanyi vonatkozéasaitol eltekintve képes vizsgalni. Masok, e tanulmany
szerz§je is, viszont ugy vélekednek, hogy a kizgazdasagi problémak egy része,
ahol lehetdség van a mérésre, j6l modellezhet8k a természettudomanyok tech-
nikal arzenaljaval. A masik része, amelyekben nem lehet mérni, s tipikusan
ilyenek a tarsadalomtudomanyi kérdések, ott sokkal komplexebb technikikra
lesz sziikség. E tanulmany célkitiizése, hogy felvazolja a fizika legijabb, az
irreverzibilis dinamika, a relativitaselmélet és a kvantummechanika sztochasz-
tikus matematikai Gsszefiiggéseit, amelyekbdl a kozgazdaszok valaszthatnak
egy-egy probléma megfogalmazasaban és megoldasdban. Példaul az iddoperd-
torok pontos értelmezése jelentds fordulatot hozhat a makrodkonémiai elmé-
letekben; vagy az eddigi statikus egyenstlyi referencia pontokat felvalthatjak
a dinamikus, id6ben valtoz6 sztochasztikus egyensilyi referencia fiigguények,
ami forradalmian 4j megvilagitasba helyezhet szamos tarsadalomtudomanyi,
s f6leg nemegyenstilyi kozgazdasagi kérdést. A termodinamika és a biologiai
evolici6 fogalmait és definicioit Paul A. Samuelson (1947) mar adaptalta a
kézgazdasagtanban, viszont a kvantummechanika legijabb eredményeit, az
iddoperatorokat stb. nem érintette. E cikk azokat a legajabb fizikai, kémiai
és biologiai matematikai osszefiiggéseket foglalja Gssze, amelyek hasznosak
lehetnek a kozgazdasagi modellek komplexebb megfogalmazasahoz.

1. Bevezetés

LAz 1dd, az elfelejtett dimenzié.” Ilya Prigogine (1980).

1A szerz§ koszonetet mond Martinas Katalinnak és Van Péternek a tanulmanyhoz fiizott
hasznos észrevételeikért. Kiilén készonet illeti meg Matolcsi Tamast és a névtelen lektort a
cikk szerkesztéséhez és a targyi pontositisokhoz adott javaslataikért. Az esetleges hibdkra és
tévedésekre a szokasos megjegyzés vonatkozik.
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Ezzel a meglepd kijelentéssel kezdi Ilya Prigogine 1980-ban megjelent From
Being to Becoming cimid konyvét. Mindezt azzal magyarazza, hogy a dinamika
leirdsdban, egészen napjainkig, legyen az klasszikus vagy kvantum, az idS korlato-
zott médon lép be, olyannyira, hogy autoném esetben, az idét6l explicite fiiggetlen
allapotegyenleteik, mind a Hamilton-fiiggvény, mind a Schrédinger-operator inva-
ridnsak az id6 megforditasara, a t — —t-re. Ezek azonban a valésagos esetek
elenyész6 részének felelnek meg, tehat nem igazan alkalmasak altalanos elvek meg-
fogalmazésara.?

A legkordbban, 1754-ben d’Alembert jegyezte meg az Enciklopédidjiban, hogy
az id6 csupan csak geometriai paraméterként jelenik meg a dinamikaban. Nala is
tovabb ment Lagrange (1796), amikor a dinamikat négydimenzids geometridnak
nevezte. Nézetiik szerint a malt és a jov6 ugyanazt a szerepet jatsszak. Az atomok
és a részecskék altal kovetett vilagvonalak vagy trajektéridk alkotjak az univerzu-
munkat, amelyek a jov6 és a mult felé egyarant htizhaték. Vagyis az 6sszes ener-
getikus feltette, hogy minden jelenség tokéletesen reverzibilis, és igy az egyensily
nem fiigg az id6t6l. Jollehet, kozelitéseiket csak autonom differencidlegyenletekben
fogalmaztak meg; tehat nincs is igazabol tisztazva, hogy mi az egyensily, és hogyan
is fligghetne az id6t61?

Ez a vilagszemlélet a nyugati tudomény eredetében gyokerezett, amelyet a
20. szazad elején csaknem egyhangulag elfogadott a tudomanyos kézosség. A milé-
toszi iskola, amelynek az egyik legillusztrisabb képvisel6je Thalesz volt, bevezetett
egy fogalmat az eredeti anyagra, amely szorosan kapcsoloédik az anyag konzervala-
sanak koncepciéjihoz. Thalesz szerint egyediil a szubsztancia, mint pl. a viz alkotja
az eredeti anyagot. Az 0sszes valtozasnak a fizikai jelenségekben, mint pl. a néve-
kedés vagy a csOkkenés, illazioknak kell lennilik. A 20. szazad elején ezt a statikus
szemléletet elfogadtak az Gsszes tudomany képviselsi, a klasszikus (és kvantum-)
mechanika képvisel6i pedig jobbara csak autoném differencidlegyenletekben gondol-
kodtak. Ez olyan erdsen hatott a tuddsokra, hogy még maga Einstein is bevezetett
egy kozmolégiai llandét® az altalanos relativitaselméletbe, hogy tovébbra is sta-
tikus legyen a vilagegyetem modellje. (Bar ezt késGbb élete legnagyobb hibdjanak
nevezte.)

E tekintetben a megmaradas elve a dontd, mert definidlja az id6beni azonos-
sagot. Amikor ezt a metaforat dtemelték a tarsadalomtudoményba, kideriilt, hogy
az egyensilyra itt is igaz, hogy ,ami elmilt, az elmult”; igy gyakorlatilag figyelmen
kiviil lehetett hagyni, hogy hogyan miikddik a piac ,valds id6ben”. Csak a feltétele-
zett végsd kifejletnek szenteltek figyelmet, ami a metaforanak éppen a nem statikus
voltat mutatja.

Azonban a fizikiban és a kémiaban is ma mar kozismert, hogy egy olyan elmé-
let, amelyben a mult és a j6v6 ugyanazt a szerepet jatsszak, nem alkalmas minden
jelenség leirasara. Példaul, amikor két folyadékot egy kémcsSbe &ntiink, dltaldban

2Raadasul a kdzgazdasagi dinamikdban azért sem lehet megforditani az id6t, mert a hasznos-
sagi fiiggvény diszkonttényez6je monotonitast valtana, és a halalozasi kockdzat esetén a halott

életre kelne.
3A téridének (l1d. kés6bb) imannens tagulasi hajlamot tulajdonit.
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homogén elegy jon létre. Ebben a kisérletben az id6 iranya lényeges. A dinami-
kus szemlélet a 20. szdzad mdasodik harmadatdl kezdve terjedt el végérvényesen,
csaknem valamennyi tudoméanyteriileten, ahol az idé méar lényeges szerepet jatszik.
Ezzel az evoliciés fogalom centralis szerepet kapott a fizikai univerzum megérté-
sében, amelyet a fizikiban a termodinamika mésodik torvényén, a hires entrépia
novekedésének torvényén keresztiil vezettek be.

A termodinamika masodik torvénye megfogalmazasa 6ta hangsutlyozta az irre-
verzibilis folyamatok egyértelmi szerepét. Valdszintileg a homalyos megfogalma-
zésa volt az egyik oka annak, hogy a termodinamika alkalmazésa nagyon gyorsan
csak az egyensulyra korlatozédott, a termodinamikai evolicié végss allapotéra.
Az 1980-as években kovetkezett be egy teljes szemléletvaltozas, amikor is kezd-
ték megérteni, hogy az irreverzibilis folyamatok konstruktiv szerepet toltenek be
a fizikai vilagban, és ezért a nemegyensilyi dllapotok vizsgdlata is jelentds az evo-
licio tanulmdnyozdsdban. Ennek természetesen eldfeltétele volt, hogy a dinamikai
rendszer elégségesen ,komplex” legyen, hiszen senki sem var termodinamikai visel-
kedést példaul az egyszerd harmonikus oszcillator esetében. Prigogine megmutatja,
hogy a nemegyensilyi termodinamika* vezet a disszipativ struktirikhoz, amelyek
lényegesek a nemegyensulyi vildgban, az életteriinkben végbemend koherencia és
szervezGdés megértéséhez. Ugyanez a paradigmavaltis figyelhet6 meg ebben az
idgszakban a kozgazdasagi elméletben is: sorra sziilettek meg a nemegyensilyi
modellek, amelyek stacionarius allapotai az ismert egyensilyokat eredményezték.
A nemegyensilyi mikroszkdpikus elméletek azonban még nem teljesen kidolgozottak,
ezért a kozgazdasdgi elméletek fizikai redukcionizmusdban eqyféle vikuum keletke-
zett, ami a felhaszndlhatd eredmények elmaraddsdnak is tulajdonithato.

Klasszikus értelemben a termodinamika masodik torvénye fejezi ki a moleku-
laris rendezetlenség névekedését. Amint azt Ludwig Boltzmann® megfogalmazta,
és késSbb meg is mutatjuk, a termodinamikai egyensily felel meg a mazimdlis ,va-
Igszintiség” dllapotdnak. Az evolicid alapértelmezése azonban ennek éppen az el-
lenkez6je a biolégiaban és a szociolégidban, inkabb a komplexitds magasabb szint-
jeire torténé transzforméaciokat irja le. Erzékelhetjiik tehat, hogy az idé jelentése
kiilénb6z6 a mozgasban, a dinamikdban, az irreverzibilitdshoz kapcsolédasaban, a
termodinamikaban, a torténelemben, a biolégidban és a szociolégidban. Prigogine
els6ként teszi fel a kérdést, hogy hogyan lehet Gsszekapcsolni az id6 ezen kiilon-
boz6 fogalmait, hogy egy koherens vilagszemlélethez jussunk. A valaszt az id§

4 A nemegyensilyi termodinamikdba ad bevezetést Van (2005) egyetemi jegyzete, mikdzben a
termodinamika kiilénbéz6 egyensilyi és nemegyensulyi elméleteit is ismerteti. Ilyenek példaul a
nemegyensilyi fenomenologikus kontinuum elmélet (irreverzibilis termodinamika), az egyensilyi
statisztikus homogén elmélet (statisztikus fizika), vagy az egyensulyi fenomenologikus homogén
elmélet (egyensilyi termodinamika vagy termosztatika). Az irreverzibilitds kdzgazdasigtanba
térténd bevezetésére Martinas {(2000) tanulmanya tesz kisérletet.

5Boltzmannt (1844-1906) olyannyira lenyiigbzte a termodinamika maésodik térvénye, hogy
virtualisan teljes karrierjét annak megértésének és interpretalisanak szentelte. Ebben latta
ugyanis Darwin evoluciés elméletének fizikai magyarazatat, s legf6bb ambici6ja volt, hogy az
anyag evoluci¢janak ,Darwinava” legyen, vagyis kidolgozza az anyag evolicidjinak mechanikai
elméletét.
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szerepének djraértékelésében latja. Az irreverzibilis folyamatokat éppoly valésak-
nak tekinti, mint a reverzibiliseket, amelyek mélyen a dinamikaban gyokereznek
és a legvilagosabban biolégiai szinten jelennek meg. Az irreverzibilitds ott kez-
dédik, ahol a klasszikus vagy a kvantummechanika alapvet§ fogalmai (mint pl. a
trajektoridk vagy a hullamfiiggvények) megsziinnek megfigyelhetSknek lenni. Pri-
gogine itt egy olyan mikroszkopikus formaliziciéra hivja fel a figyelmet, amely a
klasszikus és a kvantum-mechanika szokasos formalizacioi mogé terjed, és explicite
az irreverzibilis folyamatok szerepét jatssza. E formalizacio teszi lehetévé, hogy a
fizikai rendszerekre tett megfigyeléseink sok aspektusat a biologiaikéhoz kapcsoljuk.
A szandék itt nem az, hogy a fizikat és a biolégiat egyetlen sémara ,redukaljuk”,
hanem, hogy vildgosan definialjuk a leiras kiilonb6z6 szintjeit és megadjuk azokat
a feltételeket, amelyek lehetévé teszik a kiilonbdzd szintek kozotti kozlekedést.

Mig a klasszikus fizika az euklideszi geometrian alapul, a relativitaselmélet ered-
ményei szorosan kapcsolédnak a geometriai fogalmak kiterjesztéseihez. Az embrio-
l6gusok a mezdelméletet hasznaljak a morfogenézis komplex jelenségeinek dbrazo-
lasara. Egy fejl6d§ embrio modellezése rendkiviil nehéz: a sejtek szama valtozik,
szovetek és szervek keletkeznek, amelyek konfiguracioja fontos alkotérészévé valik
az dllapotnak. A bioldgiai térben minden egyes esemény egy pillanat alatt kévetke-
zik be, és egy olyan régidban, ami lehet6vé teszi, hogy a folyamatot teljes egészében
koordinatak kozé helyezziik. Ez a tér funkcionalis és nem geometriai. Az 6kologiai
allapottér gyakran a populacié olyan listaja, amely a fajok adott halmazat tar-
talmazza. A standard geometriai tér, az euklideszi tér invaridns az eltolasokra és
a forgatasokra. A biolégiai és az Gkolégiai térben viszont az események idGben
és térben elhelyezett folyamatok és nem csupéan trajektéridk. Egészen kozel kerii-
liink a kozmosz arisztotelészi nézetéhez, amely szembeéllitotta az isteni vilagot és
az 6rokkévalé trajektoridkat a 'szublunaris’ természeti (vagyis a valosagos) vilag-
gal, amelynek leirasaban nyilvanvaléan meghatarozo szerepet jatszottak a biologiai
megfligyelések.

Eudoxosz, Ptolemaiosz, Kopernikusz és Brahe geometrial modelljei tébb-keve-
sebb sikert jelentettek a Naprendszer dinamikajanak leirdsdban, de ezekbdl hidny-
zott egy olyan vezérelv, ami biztositotta volna a modellek szisztematikus felépitését.
Kopernikusz heliocentrikus modellje 6riasi filozéfiai jelentSsége mellett sem garan-
talt lényegesen pontosabb elérejelzéseket, mint Ptolemaiosz geocentrikus modellje.

Bar Arisztotelész biologiai nézeteinek alkalmazasai a fizikdra katasztrofalis
kovetkezményekkel jartak, a modern bifurkicios és instabilitasi elméletek azt
mutatjak, hogy a két fogalom, a geometriai és a szerves funkcionalis vildg nem
inkompatibilisek. A klasszikus, gyakran Galileinek tulajdonitott nézet a vilagot
egy objektumnak tekintette, s a fizikai vilagot kiils6 szemlélsként irta le. Az €16
organizmusok az egyensulyto] messze 1év6 objektumok, amelyeket az instabilitasok
szeparaltak az egyensuly vilagatol, és amelyek sziikségszertien nagyok, makroszko-
pikus objektumok. Az anyag egy koherens allapotat kévetelik meg azért, hogy
elsallitsak a komplex biomolekulakat, amelyek lehetévé teszik az élet rokkévalo-
sagat.
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Prigogine prébalkozasa az un. ,méasodik id§” fogalmanak bevezetésére, csak
egy a sok koziil. Ezek a kisérletek abbél indulnak ki, hogy a mozgéssal kapcsolatos
id§ csak az els@ aspektus, amely konzisztensen belefoglalhaté a klasszikus fizika és a
kvantummechanika kereteibe. A mdsodik idd megfogalmazasa, amint késébb bemu-
tatjuk a legelsé kisérleteket, a fluktuaciokban gyokerezik, mélyen a mikroszkopikus
dinamika szintjén. Ebben a kozelitésben az id6 tobbé nem egy egyszerii parameé-
ter, mint a klasszikus, vagy a kvantummechanikiban, hanem egy operdtor, azokhoz
hasonld, amelyek leirjdk a mennyiségeket a kvantummechanikdban. Az operatorok
azért szitkségesek, hogy leirhassuk a mikroszkopikus szint varatlan komplexitasait.
A relativitaselméletben az idé nem kiiloniil el a tértsl, és nem is fiiggetlen téle,
hanem vele egyiitt a tériddnek nevezett rendszert alkotja.

A klasszikus fizika, még a kvantummechanikival és a relativitdselmélettel
egyiitt is, a kiilénb6z6 rendszerek idébeli evolucitinak viszonylag gyenge modelljeit
adta. A fizika determinisztikus t6érvényei, amelyek egy ponton az egyediili elfo-
gadhaté térvények voltak, ma nagyon nagy egyszerisitéseknek tiinnek, val6sdggal
az evolicio karikatarai. Mind a klasszikus, mind a kvantummechanikaban, ha
egy rendszer allapota elfogadhaté pontossaggal ismert volt egy adott idépontban,
akkor a jové (és a mult is) elérejelezhetd volt, legalabbis elvileg. Az elméleti keret
predeterminalta, hogy a jelen, bizonyos értelemben, mar tartalmazza a multat és
a jov6t. Prigogine kutatdsai mindezt cafoljak. Még a fizikaban is, épp ugy, mint a
biolégidban, csak kiilonb6z6 lehetséges szcenariok jelezheték elére.

Az integralhaté rendszerek egyensiulydnak megkeresésében jelentkezs nehéz-
ségek miatt James Clerk Maxwell és Boltzmann a dinamikai rendszerek egy méasik
tipusat kezdték el vizsgalni, nevezetesen azokat, amelyeket ma ergodikus rendsze-
reknek neveziink. A termodinamikai egyensily problémajanak kézvetlen bizonyi-
tasara bevezették az ergodikus hipotézist. Ez a kovetkezoket allitja: ha a rendszer
marad a tényleges mozgasallapotaban, akkor el6bb vagy utébb keresztiilmegy min-
den olyan fazison, amely kompatibilis az energia egyenlettel. Ugyanakkor a mate-
matikusok kimutattak, hogy a trajektoridk nem toltik ki teljesen a ,feliiletet”, de
a dinamikai rendszer barmelyik trajektoridja tetszélegesen kozel keriilhet barmely
allapothoz (az energiafeliilet mindegyik pontjahoz), 6sszhangban a kvdzi-ergodikus
hipotézissel.

Ennek illusztralasira tekintsiink egy egyszerd példat, mégpedig a kétdimenzids
egységnégyzeten végbemend mozgast, amit az alabbi egyenletekkel adunk meg:

dg

L=a & - =1
a =" T @
A rendszer megoldésai az indul6 feltételekkel egyiitt:
p (t) =po + at,
q(t) =qo+t.

Az ezekbdl nyerhetd fazistrajektoria:

p=po+a(g—qo).
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A trajektoria f6bb karakterisztikumai o értékeit6l fiiggnek, amelyekre két eset
kiilonboztethetd meg. Ha o racionalis szam, mondjuk & = m/n, ahol m és n relativ
primek (egészek), akkor a trajektéria periodikus lesz, és T = n periédus utén
ismételni fogja 6nmagéit. A rendszer ebben az esetben nem ergodikus. Ha viszont
a irracionalis, akkor a trajektoria kielégiti a kvazi-ergodikus hipotézis feltevését.
Az egységnégyzet minden egyes pontjshoz tetszélegesen kézel fog keriilni, de nem
tolti ki teljesen a négyzet feliiletét.

Az a gondolat, hogy a dinamikai rendszerek csak altalaban ergodikusak,
elgszér Kolmogorov (1954) tanulmanyaban jelent meg. Kimutatta, hogy interaktiv
dinamikai rendszerek nagy osztélyaira lehet szerkeszteni olyan periodikus palya-
kat, amelyek az ergodikus feliilet egy alterére (invarians téruszokra) korlatozottak.
Mas -vizsgalatok is ismertek, amelyek gyengitették az ergodikus rendszerek uni-
verzalitdsaba vetett hitet. Példaul Enrico Fermi, John Pasta és Stanislaw Ulam
nemharmonikus oszcillitorok Osszekapcsolt lancainak viselkedését vizsgaltak. Azt
vartak, hogy a rendszeriik gyorsan elér egy termalis egyensilyt. Ehelyett periodikus
oszcillacidkat kaptak, mégpedig kiilénb6z6 normal méduszi energiaban. Kolmogo-
rov elméletét kiterjesztette Arnold és Moser, és ez vezetett az in. KA M-elmélethez.
Ennek az 4j elméletnek talan az a legérdekesebb aspektusa, hogy figgetlenil az
ergodicitdstol, a dinamikai rendszerek véletlenszerd mozgdsra vezethetnek®.

A gravitaciot a tudomany mai allasa szerint nem vonzé eréként, hanem tér-
gorbiiletként fogjuk fel. A tér és id6 killon nem létezik, egységes egészet alkotnak.
Ezen beliil minden pontszerd testnek értelmezhets a sajatideje. Egy megfigyels
(,rendszer”) nem més, mint pontszeri testek Osszessége, minden pontnak létezik
sajatideje, de ezek a sajatidSk altalaban egymastol fiiggetlenek, nem allnak Gssze
egységes rendszeridévé. Rendszerid6t csak szinkronizacioval tudunk létrehozni, de
a szinkronizaci6 és a sajatidk altalaban egymastdl fiiggetlenek.

Jelen vildgunkat kiilonboz6 szinteken vizsgalva, mas és mas torvényszeriségeit
ismerhetjiik meg. A mikrovildg szintjén a kvantumfizika torvényei a mérvadok,
a makrovilag szintjén pedig a kémia és a biolégia térvényei, mig az Univerzum
szintjén az Einstein-féle relativitaselmélet az elfogadott. A mai (nyugati) fizikai
(kdzgazdasagi) szemlélet alapvet$ hibdja, hogy azt hiszi, hogy a mikrobdl megért-
heté a makro. Azt tanitjak, hogy a fenti szintek csak a leirdsukat tekintve kiilon-
bézéek, valojaban az egész Univerzumunk a mikrovilag elemeibdl épiil fel. Minél
tobbet tudunk a mikroszkopikus vilagrél, annal tébbet tudunk az Univerzumrél.
Hasonlé szemlélet uralkodik a kozgazdasigtanban is: a makrofolyamatok alakula-
sat a mikrodkonomiabol kiindulva magyarazzak. Ami a két teriilet formalizmusét
illeti, érdemes itt idézniink Kornai (1971, 226 o.) konyvébél: A klasszikus mecha-
nika matematikai apparatusa a makrofizikira alkalmazhaté, viszont a mikrofizika
kvantumos szemléletd. Anal6g a helyzet a gazdasagi valésdgban: a makrodkonémia
nagy, aggregalt folyamatai j6l leirhatok folytonos valtozokkal, mig a mikro6kondmia
szamos jelensége kvantumos.” A makro Gn. mikro értelmezései ersen vitathatok,

6A dinamikai rendszerek egy atfogdé modern matematikai vizsgalata talalhat6 Hirsch (1989)
kit{in6 tanulmanyaban.
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mivel a részecskék egyiittes viselkedése nem kévetkeztethets 6nnén tulajdonsagai-
bdl. Ugyaniigy, mint az egyes emberek fogyasztoi magatartasi tulajdonsagaibél sem
aggregalhatok hasonlé tarsadalmi viselkedések, ami elméleti bizonyitést is nyert a
hires DSM-tételekben”.

2. Idé6 a fizikaban

Az id& az Gsrobbanés, a vildgegyetem keletkezésének pillanataban kezd8dott,
s barmennyire is furcsan hangzik, az ennél korabbi id6pontok teljesen hatarozatla-
nok. S minthogy Albert Einstein altalanos relativitiselmélete értelmében a vilag-
egyetemnek is vége lesz egyszer, ezért az 1d§, a negyedik dimenzi6 véges kiterjedésti.
Stephen W. Hawking és Robert Penrose azonban bebizonyitottak, hogy az altala-
nos relativitaselmélet a kvantummechanika hatarozatlansagi tételével (I1d. késébb)
egyiitt biztositja, hogy az id6 a végessége mellett mégis hatartalan legyen, csak
gy, mint a tér®. Az 0n. szingularitdsi tételiikkel bebizonyitottak azt is, hogy az
id6 kezdete egyetlen, végtelen slriségt és a téridében végtelen gorbiilet pont volt.
Miel6tt ratérnénk ennek mélyebb kovetkezményeire, érdemes réviden kronolégiailag
is attekinteni az id6 fogalmanak kiilénbo6z6 értelmezéseit a természettudomanyok-
ban.

Arisztotelész szamara a fizika a folyamatok, a természetben kiilénbz6 idépon-
tokban megfigyelhetd valtozasok tudomanya volt. A modern fizika megalapozéi,
koztiik Galileo Galilei szdmara is, az egyetlen valtozas, ami pontos matematikai
képletekben is kifejezhetd, a gyorsulas, a mozgasban bekGvetkezé valtozas volt.
Az id6t egy tisztan fizikai jelenség absztrakt paraméterének tekintette, ami le-
hetéveé tette a mozgas kvantifikaciéjat. Newtonnal mindez, mint ,abszolut” idé
jelenik meg. Azt tanitotta, hogy két esemény kozotti idStartam egyértelmiien mér-
hets, teljesen fiiggetleniil a tért6l. Ez vezetett el végiil is a klasszikus mechanika
fundamentéalis egyenletéhez, amely a gyorsulast a tOmeggel ardnyosan az eréhoz
kapcsolja. A fizikai id6t a mozgasi egyenletekben megjelend id6vel azonositottak.

"Els6ként Hugo F. Sonnenschein fejtette ki aggalyait két cikkében is (Sonnenschein (1972,
1973)), az elSbbit kévette Debreu (1972), majd pedig Rolf R. Mantel cikke (Mantel (1974)).
Mindegyikiik abbél indult ki, hogy a piaci keresleti és tulkeresleti fiiggvényeket a fogyasztok hasz-
nossagmaximalizalo tevékenységeinek Osszegzésével definialjak. A harom szerzé azt allitja, hogy a
piaci keresleti és tulkeresleti fiiggvények, amelyeken a piacszintdi mikroSkonémia és makroszintd
makrodkonomia Osszes ,intuitiv” 4llitadsa nyugszik, nem rendelkeznek azokkal a tulajdonsagokkal,
mint amilyenekkel a fogyaszt6i keresleti és tilkeresleti fiiggvények. Egyszeriibben fogalmazva: pél-
daul, mégha mindenkinek szabalyos alaka egyéni keresleti fliggvénye is van, nem mondhatjuk azt,
hogy a piaci keresleti fiiggvény is biztosan szabalyos alaku lesz. Csak nagyon specidlis esetben var-
hato, hogy a gazdasag gy viselkedik, mint egy idealizalt fogyaszt6. Ez valdéjaban romba dontétte
a kozgazdasagi elmélet ,mikromegalapozasi” megkdzelitését - azt, hogy az aggregalt keresietet
és kinalatot a hasznossdgmaximalizalé piaci szereplék viselkedéseként irjak le. Igy lényegében
hiabavaléknak bizonyultak azok az elmult szazadi eréfeszitések, hogy az aggreglt keresletet a
hasznossagmaximalas eredményeként szerepeltessék. (Az Olvasé egy kitling attekintést kaphat
ezekr6l a munkakrél Shafer és Sonneschein (1982) tanulméanyabol.)

8Valojaban az id6 és az energia hatarozatlansaga nem kovetkezik a kvantummechanika ma
ismert megfogalmazasabol (noha a kisérleti eredmények mégis utalnak ilyesmire).
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A Lagrange-fiiggvény, illetve a Hamilton-egyenletekb6l nyert dinamika valéjaban
nem tesz kiilonbséget a j6v6 és a miilt kozott. A differencislegyenletekbdl nyert tra-
jektoridk gyijteményével értelmezték a fizikai vildgot, a természet minden olyan
elemi megnyilvanulasit, amelyben szerepet jatszik az ids.

Itt érdemes megjegyezni, hogy a differencislegyenletek ilyen iranyu vizsgélata
termékenyitSleg hatott az absztrakt matematika minden teriiletén: Fourier a h§ve-
zetés tanulményozasakor alkotta meg sorait, Cantort pedig éppen a Fourier-sorok
konvergencia problémai vezették el a topolégiahoz és a halmazelmélethez, Lie felfe-
dezte a réla elnevezett csoportokat, és Poincaré kifejlesztette az algebrai topolégiat.

Az elméleti fizika idedlja egy olyan stabil viladg volt egészen mostanaig, amely
elkeriili a valamivé valas folyamatat. Isaac Newton dinamikaja, amelyet olyan nagy
kovetdi, mint példaul Pierre Laplace, Joseph Lagrange és Sir William Hamilton
tettek teljessé, egy zart univerzalis rendszert fogalmaztak meg, amellyel minden
kérdés megvalaszolasat lehetségesnek tartottak. Ha egy kérdésre mégsem tudtak
vélaszolni, azt definiciészeriien pszeudo problémanak tekintették, csak illazioként
kezelték, amelynek nincs semmiféle fundamentalis jelentGsége. Hosszu ideig gy
tint, hogy a dinamika lehetGvé teszi a realitasok teljes megismerését.

fgy lett a fizika f6 célkitiizése a mikroszkopikus szint olyan azonositasa, ami
lehetdvé teszi a dinamika alkalmazisat, s amely alapot ad az Osszes lehetséges
megfigyelhets jelenség magyarazatdhoz. Itt talalkozott a klasszikus fizika a gordg
atomistdk programjaval, amint azt Démokritosz allitotta: ,,Csak az atomok és az
ir?’

Ma mar tudjuk, hogy a newtoni dinamika a fizikai tapasztaldsunknak csak
egy részét irja le, az objektumok tomegét pedig grammokban, sebességét pedig
a fényénél kisebb sebességben méri. Az is kbzismert, hogy a klasszikus dinamika
érvényességét korlatozzak az univerzum konstansai, mint pl. a A Planck konstans,
amelynek értéke az SI rendszerben 6.6260755 x 10734Js nagysagrendi és a c, a
fény sebessége ~ 3-10'0 cm/sec. Az olyan 1j jelenségek, mint pl. a kis objektu-
mok, vagy a hiperstirdségi neutron csillagok, vagy a fekete lyukak tanulmanyozasa-
hoz a newtoni dinamikat felvaltottak a kvantummechanikival (amely véges értékii
h-t vesz figyelembe) és a relativitaselmélettel (amely mar tartalmazza a c-t is).
A relativitaselméletben nagy sebességek esetén a tér és az id6 &sszefonddik, mig
a kvantummechanikiban a megfigyelés befolyasolja a targy allapotat. Azonban a
dinamikédnak ezen 0j formai is 6rokolték a newtoni fizika idealjat, a statikus uni-
verzumot, a létezés univerzumat a valamivé valas nélkil. Az abszolut id6 azonban
megsziinik, minden megfigyel§ szamara mas mérték szerint mulik az idé. A csillag
gravitacios tere hatasara a felszinen tartézkodo személy szdmara masként telik az
id6, mint az drbeli megfigyels szamara.

A fenti értelmezésekben azt lattuk, hogy a dinamika olyan folyamatokat ir le,
amelyekben az id6 irdnya irrelevans. Vannak azonban olyan helyzetek is, amikor az
id6 iranya valéban lényeges szerepet jatszik. A legajabb kutatasok szerint (1d. pél-
daul Hawking (1998)) az id6nek legalabb haromféle iranyitottsaga van. Az elsd,
ami tanulméanyaink szempontjabol most a legfontosabb, a termodinamikai irany,
ami mentén a rendezetlenség vagy az entrépia né. A maésodik a pszicholégiai irdny,
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ami arrafelé mutat, amerre érzékeink szerint halad az id6. Ebben az iranyban a
multra emlékeziink és nem a jévore. Hawking (1998) megmutatta, hogy e két ids-
irdny egyfelé mutat. A harmadik a kozmoldgiai irdny, amiben a viligegyetem tagul
és nem zsugorodik. Vizsgaljuk meg most alaposabban az elss iranyt!

Ha a makroszképikus tér egy részét melegitjiik és ezutan termalisan izolaljuk a
tér-részt, megfigyelhetjiik, hogy a hémérséklet bizonyos id6 eltelte utan egyforma
lesz az egész térben (Laplace-démon). E folyamatban az id6 nyilvanvalé ,egyira-
nyusagot” mutat. A termodinamika masodik torvénye Osszegzi e folyamat jellemzd
tulajdonsagait. Rudolf Clausius olyan izolalt rendszereket vizsgilt, amelyek sem
anyagot, sem energiat nem cserélnek a kiilvilaggal. Ekkor a masodik térvény imp-
likdlja az S fiiggvény, az entropia létezését, amely mindaddig monoton ng, amig el
nem éri a maximaélis értékét a termodinamikai egyensily allapotaban:

dS/dt 2 0.

Az entrépia valtozasat, a dS-t a d.S, az entrépidnak a rendszer hatérain
keresztiili transzfere, és a d;5, a rendszeren beliil termelt entrépia hatarozza meg,
azaz

dS =d.8+d;S, ahol d;S20.

E megfogalmazasban a reverzibilis és az irreverzibilis folyamatok kozotti dis-
tinkci6 lényeges. Ugyanis csak az irreverzibilis folyamatok jarulnak hozza az ent-
ropia termeléséhez. Ilyen irreverzibilis folyamatok, példaul a kémiai reakciok,
a hévezetés és a diffuzi6. A reverzibilis folyamatok a korlatba itkéz6 hullam-
terjedés, amelyen a hullaim elnyelése kizart. A termodinamika masodik torvé-
nye ekkor azt illitja, hogy az irreverzibilis folyamatok az id§ egyiranylisagahoz
vezetnek. Az entrépia, masképpen a rendezetlenség névekedése kiilonbozteti meg a
jovot6l a maltat, vagyis iranyt ad az idének.

A pozitiv id6irany tehat az entrépia novekedésével tarsul. Ez feltételezi egy
egeészen specifikus tulajdonsagokkal rendelkezs fiiggvény létezését, amely izolalt
rendszerben az idé monoton ndvekvs fiiggvénye. Ahhoz, hogy ezt részletesebben
is targyalhassuk, tekintslink egy olyan rendszert, amelynek evolici6éjat bizonyos

A rendszer evolicidjat a
dX;/dt = F;, ({Xi})

alaku rataegyenletek irjak le, amelyekben F; az X; komponens atlagos valtozasi
sebessége. Természetesen mindegyik komponensre van ilyen egyenletiink. Tegyiik
fel, hogy az X; = O-ra valamennyi reakcidsebesség zérus lesz. Ekkor ez a rendszer
egyensulyi pontja. Kérdés, hogy amennyiben a koncentraciok nem zérus értékeib6l
indulunk ki, a rendszer eljut-e az X; = 0 egyensulyi dllapotba? Vajon tekintheté-e
az X; = 0 allapot attraktornak? A kérdés megvilaszolasaban a Ljapunov-fiiggvény
segit. Vegyiik a koncentracidk egy bizonyos

V=V(X1,Xa,...,Xn)
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fiiggvényét, és tegyiik fel, hogy értéke pozitiv a kérdéses értelmezési tartomany-
ban és X; = 0-ban zérus. Ekkor megvizsgilhatjuk, hogy hogyan valtozik a
V (X1, Xz,...,Xn), amint az X; koncentraciok fejlsdnek. Ehhez a fiiggvény id6
szerinti derivaltjat kell venniink, vagyis

dv oV dX;

dt — 0X; dt

Ljapunov (1908) tétele azt allitja, hogy az egyensilyi allapot attraktor, ha
a dV/dt elgjele V elGjelének az ellentettje; azaz a mi esetiinkben most negativ.
Ennek a feltevésnek a geometriai jelentése evidens. Izolalt rendszerekre a ter-
modinamike mdsodik torvénye azt allitja, hogy a Ljapunov-fiiggvény létezik, és
hogy az ilyen rendszerekre a termodinamikai egyensily a nemegyensilyi dllapotok
attraktora. Ezért hangsilyozta Max Planck (1930), hogy a termodinamika méaso-
dik toérvénye megkiilonbozteti a természeti dllapotok egyes tipusait a tobbiekétdl,
ha azok attraktorként viselkednek a tobbiek szidmara. Az irreverzibilitds ennek a
vonzdsnak a kifejezddése.

Az irreverzibilis folyamatok molekularis leirasaban az alapvets kérdés az, hogy
mit jelent az entrépia novekedése molekulakban kifejezve? A valaszhoz meg kell
adnunk az entrépia mikroszkopikus jelentését. Boltzman jegyezte meg elsGként,
hogy az entrdpia a molekuldris rendezetlenség mértéke, és arra a kovetkeztetésre
jutott, hogy az entropia-névekedés torvénye egyszerien a novekvs rendezetlen-
ség torvénye. Tekintslink példaul egy konténert, amelyet két egyforma rekeszre
osztunk. Azon esetek P szadma, amelyek N szdmu molekulanak a két rekeszbe
torténd rendezését mutatja, egy egyszerd kombinatorikus formulaval megadhaté:

P (NY_ N! N
TAN /) T NN =N NN

Egy bizonyos id§ elteltével elérjiik az egyensilyi allapotot, amelyben kézel
egyenld szami molekula van mindkét rekeszben, azaz Ni ~ Ny = N/2. Kénnyen
belathat6, hogy ebben az édllapotban veszi fel P a maximélis értékeét, és ebben az
evolticiés folyamatban P nd. Boltzman az entrépiat a P segitségével kovetkezs-
képpen fejezte ki:

S5 =klog P,

amelyben k Boltzman univerzalis konstansa (1,3806568 x 10~23JK~1). Az entro-
pia ndvekedése a névekvs molekularis rendezetlenséget fejezi ki, vagyis P ndvekszik.
Ebben az evolticiés folyamatban az induld allapot elfelejthetd, a mindenkori aszim-
metria, vagyis, hogy az egyik rekeszben tébb a molekuldk szama, idével mindig
megsziinik. Ha P egy allapot ,valoszintiségét” méri, akkor az entrépia novekedése
megfelel a ,legvaloszintibb” allapot felé térténd evoluciénak. A valdsziniség fogalma
az irreverzibilitds molekuldris értelmezésén keresztil lépett be az elméleti fizikdba,
ami dénté lépés volt a modern fizika torténetében.

A valésziniiségi érvelésben még tovabb kell 1épniink, ha olyan kvantitativ meg-
fogalmazasokat akarunk nyerni, amelyek leirjak, hogy az irreverzibilis folyamatok
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hogyan fejlédnek idével. Tekintsiik példaul a jol ismert bolyongasi problémat, a
Brown-mozgds idealizalt, de mégis sikeres modelljét. A legegyszeriibb példaban,
az egydimenziés bolyongasban, a molekula egy lépést tesz valamelyik irdnyban a
szamegyenes szabalyos intervallumaiba. Ha a molekula kezdetben az origéban volt,
kérdezhetjiik, hogy mi a valészindsége annak, hogy N 1épés utidn az m pontban lesz.
Ha annak valdsziniiségére, hogy a molekula el6re, vagy hatra halad-e, feltessziik,
hogy 1/2, akkor

l) N!
2/ [(1/2) (N +m))H[(1/2) (N = m)]"

Igy a molekulanak, hogy az m pontba érkezzen N lépés utan, (1/2) (N + m)
lépést kell tennie jobbra és (1/2) (N — m)-et balra. Az (1) egyenlet az ilyen kiilon-
boz6 sorozatok szaméat adja megszorozva az N lépés egy tetszbleges sorozatanak
teljes valoszindségével. (A részletekért lasd Chandrasekhar (1943).)

Kifejtve a faktorialisokat, egy Gauss-eloszldsnak megfelelé aszimptotikus for-
mulét kapunk:

(1)

W (m, N) = (

9 \ /2 -
W(m,N)=(—=) e ™/N
(m,N) (77 N) e
Felhasznalva a D = (1/2) ni? jeldlést, amelyben az [ a két hely kozotti tavolsag
és n az egységnyi id6 alatti elmozduldsok szdma, a fenti egyenletet a kévetkezs-

képpen is irhatjuk:
1 2
W(z,t) = | ———— | e7= /4P, (2)
) (2(th)1/2)
amelyben x = ml.

A (2) egyenlettel definialt Brown-mozgast az egységnyi id6 alatt jol definialt
atmeneti valoszintiségekkel is megfogalmazhatjuk. Tekintsiik ismét annak a vals-
szindségét, hogy a Brown-részecske a t idépontban a k helyen van, és jeloljiik ezt
W (k,t)-vel. Vezessiik be az wy, dtmeneti valoszintséget, amely egységnyi id6 alatt
a két allapot, a k és [ kozotti atmenet valoszintségét jeloli. Ekkor kifejezhetjiik a
W (k,t) id6 szerinti valtozasat olyan versengésben kifejezve, amely az [ — k -hoz
kapcsolodé nyertesek és a k — [-hez kapcsolédo vesztesek kozott folyik. Ekkor
felirhatjuk az alapegyenletet:

aw (k,t) _ S W (1) — wiW (k,1)].

dt 7k

A Brown-mozgésban k a racson levs helyzetnek felel meg, és az wy; csak akkor
kiilénbozik zérustél, ha k egy egységgel kiilonbozik az I-t6l. De a fenti egyenlet
ennél is sokkal altalanosabb. Valéjaban alapegyenlete a Markov-folyamatoknak,
amely vezet szerepet jatszik a modern valoszintségelméletben. (Lasd Barucha-
Reid (1960).)
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A Markov-folyamat egyik lényeges tulajdonsaga, hogy az wy dtmeneti valoszi-
niiségek csak a k és az | allapotokat foglaljak magukba. Az dtmeneti valészintség
k — l-be nem fiigg attdl, hogy mely allapotok voltak ,bejarva” a k allapot bekovet-
kezése elGtt. Ebben az értelemben a rendszernek nincs memoridja. (Ezért kérdeéses,
hogy mennyire alkalmas el6rejelzések felhasznalasara.) A Markov-folyamatokat sok
fizikai allapot lefrasara hasznaltak fel és felhasznalhatok a kémiai reakciék model-
lezésére is.

Amig a klasszikus és a kvantumdinamikaban a fizika alapveté térvényei idében
szimmetrikusak, addig a termodinamikai irreverzibilitis nem az, lényegében a dina-
mikédhoz hozzdadott egyféle kozelitésnek felel meg. Egy gyakran idézett példa Jo-
siah Willard Gibbs (1902) nevéhez fiiz6dik: ha egy csepp fekete tintat pottyantunk
egy pohar vizbe és megkeverjiik, akkor az elegy sziirke szind lesz. Ez a folyamat irre-
verzibilisnek 1atszik. De ha kévetni tudnank minden egyes molekulat, felismernénk,
hogy a mikroszkopikus birodalomban a rendszer heterogén maradt. Az irreverzi-
bilitas csak egy illazié lenne, amelyet a megfigyel6 érzékszerveinek tokéletlensége
valtott ki. Igaz, hogy a rendszer heterogén maradt, de a kezdeti makroszkopikus
heterogenitasi skila mikroszkopikussa lett. Az a nézet, hogy ebben az értelem-
ben az irreverzibilitas csak egy illizio, nagyon hatdsosnak bizonyult, és sok tudés
megprobalta hozzakdtni ezt olyan matematikai eljarasokhoz, amelyek irreverzibi-
lis folyamatokhoz vezetnek. Maésok, hasonlo céllal, a makroszképikus megfigyelés
feltételeit probaltak meg kidolgozni. Ezen kisérletek egyike sem vezetett azonban
meggydz eredményre.

Ugyanakkor nehéz elhinni, hogy bizonyos megfigyelhetd irreverzibilis folyama-
tok, olyanok, mint a viszkozitas, az instabil részecskék szamanak csokkenése stb.
egyszeriien csak illuzék lennének, amelyeket a tudas hidnya, vagy a tokéletlen meg-
figyelés valtott ki. Mivel az indulé allapotot, még a legegyszertbb dinamikai moz-
gasban is, csak kozelitoleg tudjuk megadni, a mozgés jovébeli allapotait az ids elére
haladtaval egyre nehezebb lesz eldrejelezni. Az ilyen rendszerekre nem alkalmazhat-
juk a termodinamika masodik torvényét. Alkalmazhatjuk a sok interaktiv részecske
altal formalt gazra, de nem alkalmazhatjuk olyan egyszert dinamikai rendszerekre,
mint példaul a bolygorendszer. Mindebb6l Prigogine arra a kdvetkeztetésre jutott,
hogy az irreverzibilitdsnak valamilyen kapcsolatban kell lennie o kérdéses rendszer
dinamikus természetével.

Vizsgaltak természetesen annak lehet&ségét is, hogy talan a dinamika toké-
letlen, talan azt kellene kiterjeszteni az irreverzibilis folyamatok belefoglalasaval.
Azonban ez az Gt sem volt jarhato, mivel a dinamikus rendszerek egyszerd tipusaira
mind a klasszikus, mind a kvantum mechanikiban az el6rejelzések jol beigazolod-
tak. Elegend6 csak megemliteni az firkutatas sikereit, ami a dinamikus trajektoriak
nagyon pontos szamitasait kovetelte meg. Ennek ellenére mostanaban ismételten
felteszik a kérdest, hogy a kvantum mechanika teljes-e az un. mérési probléma-
val 6sszefiiggésben? Nem kellene-e a mérés irreverzibilitdsanak belefoglalasdhoz 1j
tagot hozzaadni a kvantumrendszerek dinamikajat leiré Schridinger-egyenlethez?
Prigogine kutatésai pontosan ezeket a ,statikus” dinamika és az irreverzibilitast
hangstilyoz6 termodinamika kozotti kapcsolodasokat tarjak fel.
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A kvantumelmélet események Osszegzésén alapulé megfogalmazéasiban a
részecskének nincs egyetlen miltja, minden megengedett palyat befut a téridében,
amelynek mérete véges, de hipotetikusan nincs hatara vagy pereme. Minden ilyen
palyat Hawking két szimmal jellemez: az egyik a nagysigara jellemz6, a masik a
fazisara (a cikluson beliili helyzetére). Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy mekkora
valészintséggel halad at a részecske egy bizonyos ponton, akkor Gsszegezniink kell
mindazon hulldmokat, amelyek a pontot érint6 palydkhoz tartoznak. Ilyenkor a
képzetes id6 hasznélatahoz kell folyamodnunk, vagyis az id6t nem valés, hanem
képzetes szamokkal kell mérniink. Ennek érdekes hatasa van a téridére: megsziinik
a tér és az 1d6 koz6tti killonbség. Az olyan téridét, ahol az események idGkoordiné-
tajanak képzetes értéke van, euklideszi téridének nevezziik. Ebben nincs kiilénbség
az id6 irdnya és a tériranyok kozott. A wvalds téridében viszont, ahol az eseménye-
ket a val6s idSkoordinata jellemez, szembeszokd a kiilonbség: az id6 irdnya minden
pontban a fénykuapon belil van, a térbeli irdnyok pedig azon kiviil.

3. A klasszikus mechanika dinamikaja

A klasszikus mechanika a mai elméleti fizika legrégibb miltra visszatekints
aga, a 20. szdzad tudomdnyos forradalmainak kiindulé pontja, ami végil is a
relativitaselmeélethez és a kvantummechanikihoz vezetett. A klasszikus mechanika
jorészt abbol all, hogy Newton térvényeibdl, példaul az energiamegmaradéasébdl,
olyan differencislegyenleteket vezetiink le, amelyek sok, véges szamu szabadsagfok-
kal rendelkez$ fizikai rendszerek ,mozgastérvényeit” irjak le. Franciaul a ,,racio-
ndlis” mechanika kifejezést hasznaljak gyakrabban, ezzel is hangstlyozva, hogy a
klasszikus mechanika tdrvényei éppen a jozan ész térvényei. A klasszikus dinami-
kahoz rendelt karakterisztikumok kozt talaljuk a szigori determinizmus torvényét.
A dinamikaban alapvet6 kiilonbséget tesznek a kezdeti feltételek, amelyek tetsz6-
legesen adhatok meg, és a mozgasi egyenletek kozt, amelyekbd] kiszdmithaté a
dinamikus rendszer kés6bbi (vagy korabbi) allapota. A modern dinamika Johan-
nes Keplernek a bolygék mozgasi torvényeivel és Newton ,két-test” problémajaval
sziiletett meg. Azonban a dinamika rendkiviil bonyolultta valik mihelyst figye-
lembe vesziink egy harmadik testet is, példaul még egy mésik bolygét is. Ha a
rendszer elégségesen komplex (mint a ,harom test” problémaban), még a rend-
szer kezdeti llapotanak (barmilyen véges pontossagl) ismerete sem teszi lehetdve
altalaban a rendszer viselkedésének eldrejelzését hosszabb tavra.® Ez a bizonytalan-
sag fennall még akkor is, amikor a pontossag a kezdeti allapot meghatérozdsaban
tetsz6legesen naggya valik. Lehetetlen, még csak elvben is, példaul azt tudni, hogy

91tt kiilon kell valasztani az elvet és a gyakorlatot. A mechanikai mozgasokat (pl. az égitestekét)
olyan differencislegyenlet irja le, amelynek adott kezdeti feltételek mellett egyértelmd megoldasa
létezik. Csakhogy elég bonyolult differencislegyenlet esetén (pl. a haromtest problémééban) a
megoldast nem tudjuk analitikus formaban eléallitani.
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a Naprendszer, amelyben éliink, stabil-e 6rok idokre?!® Ezek a megallapitasok
jelent&sen korlatozzak a trajektoridk, vagy a ,vilagvonalak” fogalmanak hasznos-
sdgat. Ekkor a méréseinkkel kompatibilis vilagvonalak egyiittesét kell vizsgal-
nunk. De mihelyst elhagyunk egy trajektoriat a vizsgalatbol, elhagyjuk a szigord
determinizmus modelljét is. Csak statisztikai el6rejelzéseket tudunk tenni, vagyis
elorejelzéseink dtlagok lesznek.

Ennek ellenére a klasszikus ortodoxia propagaléi éveken keresztiil probaltak
megszabaditani a kvantummechanikat a statisztikai aspektusatol. Albert Einstein
sokat idézett mondasa: ,Az Isten nem jatszik kockajatékot.” Most viszont azt
latjuk, hogy amikor hosszu periddusokat vizsgalunk, maga a klasszikus dinamika
igényli a statisztikai moddszereket. Ennél is fontosabb azonban, hogy a klasszi-
kus mechanika, amely talan a legkidolgozottabb az sszes elméleti tudomény koézt,
ugyan zart tudomanynak tekinthets, de nagyon nem mindenhaté, azaz a valosag-
nak csak kis részét, s azt is csak bizonyos mértékig modellezi jol.

A klasszikus mechanikiban a pontrészecskékbdél allé rendszer &llapotat a
41,42, - - . ,qs koordinatakkal és a p;, pa, . . ., ps momentumokkal irjuk le. A rendszer
energiajat ezekkel a valtozokkal kifejezve, a kévetkezs Gsszefiiggést kapjuk:

H= Ek'in (pl,Pz, fee 1[)3) + Vpot ((11,(12, .. -vqs) ’

amelyben a jobb oldalon az els§ tag csak a momentumoktél (impulzusoktol) fligg
és a kinetikai energist mutatja, a masodik pedig a koordinatak fiiggvénye és a
potencidlis energiat jeloli. Az energia ezekben a valtozékban kifejezve egy Hamilton-
fiiggvénnyel definidlt, amely kézponti szerepet jatszik a klasszikus dinamikaban.
Ezekben a vizsgalatokban most csak konzervativ autoném rendszereket tekintiink,
vagyis olyanokat, amelyekben H explicite nem fiigg az id6t6l. A rendszer mozga-
sat a Hamilton-egyenletekbdl kapjuk, ami a klasszikus dinamika térvényei szerint
a kovetkezdképpen fejezhetd ki:

dq; OH | % _ OH

it " op O @t T T ag,

(i=1,2,...,8).

Képzeljiink el most egy olyan 2s-dimenziés teret, amelynek pontjait a
41,92, - - - »Gsy P1,D2,- - -, Ps koordinatak hatarozzak meg. Ezt a teret nevezziik fdzis-
térnek. Mindegyik mechanikai dllapothoz ennek a térnek egy P; pontjat rendeljiik
hozz4. Az indulé P pont helyzete a to idSpontban, egyiitt a Hamilton-fiiggvénnyel,
esetleg nem tudjuk azt kiszamolni).

Ha vessziik a q1.¢2,-.-,9s, P1,P2,---,Ps koordinatak egy tetszdleges f fiigg-

10K {ilén kell valasztani a valosagot és a modellt. A szokasos modelliinkben a Naprendszer 6rék
idore stabil. A valésagban ki tudja?
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vényét, felhasznalva a Hamilton-egyenleteket, megkapjuk az idébeli valtozasat:

df B s df dg; of dp;
d— ; [0(11 o ar | T
_ *[0f dH  Of dH ~
- i=1 |:’9(I'z dt 01), dt ] = [fa H}

amelyben [f, H] az f-nek H-val val6 Poisson-zardjele. Ezért a feltétel az f inva-
riancidjara [f, H] = 0. Vilagos, hogy

‘. [0HdH OHdJH
H H| = oLt el
| ] ; [dq, dt Jp; clf]

Ez a kifejezés egyszertien az energiamegmaradast fejezi ki.

A klasszikus dinamika és a termodinamika 6sszekapcsolasaban kévetjitk Gibbst
és Einsteint, és bevezetjiik a reprezentativ egyiittes fogalmat. Az alapétlet az, hogy
egyetlen egy dinamikai rendszer helyett olyan rendszerek kollekciéjat vizsgaljuk,
amelyek mindegyike ugyanazon Hamilton-fiiggvénynek feleltetheté meg. Ennek a
kollekci6nak vagy egyiittesnek kivalasztasa fligg a rendszerekre tett feltevésektdl és
a kezdeti feltételekt6l. Amennyiben a kezdeti feltételek jol definialtak, akkor az
egylittes biztosan a fazistér bizonyos régivjaba koncentralédik, mig ha kevésbé jol
definialt, az egylittes egy széles régié felett fog eloszlani a fazistérben. A rendszerek
Gibbs-féle egylittese egy pontfelh&vel reprezentilhatéd a fazistérben. Hatarérték-
ben, amelyben mindegyik régié nagyszami pontot tartalmaz, a felh6 egy folytonos
folyammal irhaté le a fazistérben, amelynek stiriiségét jelélje a

p(q1,92,---1qs,P1, P2y - - -, Psy t)

sdriségfiiggvény. Mivel a pontok szadma az egylittesben tetszlleges, ezért p-t
normalizdljuk, azaz

// plar g, .. .. Qs D1 P2 s pet)dqy, .. dps = 1.

Ezért a p dqi,...,dps egy reprezentativ pont megtalalasinak valészinlségét
mutatja a fazistér dqi, ..., dps tomegl elemében.

A siriség valtozasa a fazistér mindegyik t6megelemében megfelel a hatarain
atmend folyamok differencidjanak. Emlitésre meélto tulajdonsag, hogy a folyam a
fazistérben ,sszenyomhatatlan”. Més szavakkal, a folyam divergenciaja eltnik.
Valéban, a Hamilton-egyenletek felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

d 0 [ dq; a [ dp,
h =0. 3
Z{dqi(dt>+0n<dt>} @

=1
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Az eredmény: a témeg a fazistérben meg6rzédik idSben. Felhasznalva a fenti
(3) egyenletet, egy egyszer(i mozgasi egyenletet kapunk a p stiriségi fazistérre. Ez
a jol ismert Liouville-egyenlet, amely a kévetkezd alakban irhato

) *\[6H dp OH 3

_;0=_Z L _ZZ2P =[ ,P], (4)
ot | Opi Oq;  Oq; Op;

s amelyben a [, -] zar6jel most a H-nak p-val valé Poisson-zaréjele. Mivel gyakran
kényelmesebb operdtor megfogalmazast hasznalni, egyszeriien megszorozva a (4)
egyenletet i = /—1-vel, irhatjuk

.0
'ZE = Lp,

amelyben L most egy linearis operatort jelol:

.OH 9 O0H 0O
L=—-i—— 41— —.
Op Oq ~ Oq dp

A Kklasszikus dinamikaban az L a fazistérre, mig a kvantummechanikiban a

koordinata- vagy a momentum-térre vonatkozik. Az is jol lathaté, hogy a rendszer

Az egyiittes-elmélet fontossaga nyilvanval6. Még ha nem is ismerjiik a

pontos kezdeti feltételeket, de vizsgalhatjuk a Gibbs-i sdriséget és kiszamithatjuk

a tetsz6leges mechanikai tulajdonsag atlagos értékét, az (A)-t, ugy, hogy

(A) = / / A (p, q) pdqdp,

amelyben felhasznaltuk az egylittes atlagot, A (p, g)-t.
Megjegyezziik, hogy a Liouville-egyenlet forméalis megoldasa kénnyen elgallit-
haté a kévetkezd alakban:

p(t) =ep(0).

Allitasunk kénnyen igazolhaté a kifejezés kozvetlen differencislasaval. Tovabbi
megjegyzést érdemel itt még, hogy a Gibbs-i egyiitteskozelités a val6szintiség
fogalmat a p stiriségfiiggvényen keresztiil vezette be a fazistérbe. Ez lehet&vé teszi
mind a tiszta esetek tanulmanyozasdt, amelyekre az indul6é feltételeket
eléirjuk, mind a kevert esetekét, amelyek kiilonféle lehetséges kezdeti feltételek-
nek felelnek meg. Mindenesetre a sirtiségfiiggvény iddbeli evolacidja szigorian
determinisztikus. Nincs olyan egyszert kapcsolata a valészindségi folyamatokkal,
mint a Brown-mozgas esetében van, és olyan fogalmak, mint dtmeneti valészint-
ségek sem jelennek meg benne. Egy meglepd kiilénbség az id6 szerepében van:
a Liouville-egyenlet formalis megoldasa érvényes az Gsszes pozitiv és negativ ¢ érté-
kekre.
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Az operatorok fontos jellemzéje a spektrumuk, amelyek egyszeriibb esetekben
a sajatértékeiknek felelnek meg. Egy A operatornak a A szam sajatértéke, ha

Au = du

teljesiil az operator értelmezési tartomanyaban levé valamely nem nulla v esetén.
Az operatorok spektrumanak szemléltetésére tekintsiik a masodrendd differen-
cidloperatort valés fiiggvényeken értelmezve; formalisan:

d?

Ez a formula azonban dnmagaban nem ad egyértelmd meghatarozast, ahhoz
még meg kell adni azt a fliggvényosztalyt, amelyen értelmezziik. A fiiggvényosz-
talyt a hatarfeltételekkel valasztjuk ki. Legyen példaul a hatarfeltétel az, hogy
a fliggvények az = = 0 és x = L helyeken nulla értéket vegyenek fel. Ekkor a
sajatértékegyenlet megoldasai

A=—k?
és
u(z) = sin kz,
ahol a hatarfeltétel sin kL = 0 egyenlgségébdl azt kapjuk, hogy

niw

o
L

tetszdleges n #£ 0 egész szam esetén. A sajatértékek fiiggnek L-tdl, ,végtelen nagy”
intervallum esetén folytonos spektrumot kapunk.

Ha mas hatarfeltételt adunk meg, példaul azt, hogy ne a fliggvény, hanem
az elsé derivaltja vegyen fel nulla értéket az £ = 0 és £ = L helyeken, akkor a
sajatértékegyenlet megoldasai

u (z) = cos kz,

ahol k-t az el6bbi képlet adja meg, de most az n = 0 érték is megengedett.

4. A kvantummechanika dinamikaja

A 20. szazad nagy fizikai elméletei a kvantummechanika, a speciélis relativi-
taselmélet, az altalanos relativitaselmélet és az erGterek kvantumelmélete. Ezek
szorosan fliggnek egymastol: az altalanos relativitaselmélet a specialisra épiil, az
erdterek kvantumelmélete vagy a kvantum-térelmélet kiindulasat pedig a speci-
alis relativitaselmélet és a kvantummechanika alkotja. Ugyanakkor az altalanos
relativitaselmélet hataresetként tartalmazza a Newton-féle elméletet, a klasszikus
mechanikat.
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Ez az id6szak volt a funkcionalanalizis kialakulasanak idGszaka is. A Lebesque-
integrdl rdirdnyitotta a figyelmet a kiilonféle fliggvényterekre, ekkor sziiletett meg
az ortogonalis sorfejtések és az integraloperatorok elmélete. Neumann Janos ekkor
ismerkedett meg Gottingenben Heisenberg kvantummechanikajaval és Hilbert
integréloperatoraival. A kvantummechanika alapjait vizsgalé elsd cikkét 1927-ben
irta Hilberttel és Nordheimmel egyiitt. Ugyanebben az évben jelenik meg , A kvan-
tummechanika matematikai megalapozdsa” cimi dolgozata, amelyben elGszor
jelent meg a Hilbert-tér fogalma, amely azo6ta mar klasszikussa lett: egy komp-
lex vektortér, rajta értelmezett skalaris szorzattal, s azzal a tulajdonsaggal, hogy a
Cauchy-féle sorozatok konvergensek a skalaris szorzatbol szarmaztatott norméara.
Ez a nagyszerd elméleti konstrukcié valosaggal talcan kinalja magat egy kiils-
nos egyensulyi dinamika aszimptotikusan stabil megkézelitésére szinte valamennyi
tudomdnyteriileten, koztiik a kézgazdasig-tudoméanyban is.

A kvantummechanika volt az, amely megrazta a fizika Galilei altal lefekte-
tett alapjait. Eloszlatta azt a hitet, hogy a fizikai leiras realisztikus abban a naiv
értelemben, hogy a fizika nyelvezete a kisérletezési és mérési feltételektd! fiiggetlen
rendszer tulajdonsagait képviseli. Mikroszkopikus elmélet, minthogy az atomok és
a molekulak viselkedését irja le. Benne a kvantumrendszer allapotat a Schrodinger
hullimfiiggvény hatarozza meg, amely egy idében reverzibilis dinamikus egyen-
letbél szdrmazik, ugyanigy, mint a klasszikus dinamikiban a Hamilton-fiiggvény.
Bizonyos mérések azonban megzavarhatjak a kvantumrendszereket. Ebbdl ered az
a kozkeletid tévedés, hogy a kvantummechanikaban az irreverzibilitas oka a mérés.
A folyamatok nyilvan fiiggetlenek attol, hogy figyeljiik-e ket vagy sem, és azok
a folyamatok is irreverzibilisek, amelyek megfigyelése semmiféle zavart sem okoz
benniik.

Amig a klasszikus mechanikaban a Hamilton-fliggvény a koordinatak és a mo-
mentumok fiiggvénye, addig itt most a legegyszeriibb kvantumn esetében is, példaul
a hidrogénatom tulajdonsigainak interpretalasaban is egy Hamilton-operatorra lesz
sziikségiink, hogy a megfelel6 energiaszinteket az operatorhoz kapcsolédé sajatér-
tékekkel azonosithassuk. A kérdéses sajatérték-egyenlet a kévetkezs:

Hopun = Eptnp, (5)

ahol az Eq, Eo, . .., E, sajatértékek a rendszer energiaszintjei. Természetesen meg-
felels szabalyokra van sziikségiink, hogy a klasszikus valtozokrol a kvantum opera-
torokra valthassunk, amelyek most a kovetkez&k:

, h o
q — fqop €S P—*Pop=?%7
azaz a koordinatak nem valtoznak, a momentumokat pedig kicseréljiikk a koordi-
natak szerinti derivaltakkal, ahol a transzformaciéban b a Planck-allandét jelolil!.
A fliggvényekr6l az operatorokra torténd attérést a spektroszkopikus vizsgalatok

11 Az utoébbi transzformacié részleteit lasd in Neumann (1980) 112-15. oldalakon.
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tették sziikségessé, amelyek kimutattak az energiaszintek létezését. Tulajdonkép-
pen az operdtorok bevezetése valtoztatta meg radikilisan a természet leirasat.
A rendszer allapotat a Hilbert-tér elemei adjak, az operatorokat a Hilbert-térben
értelmezziik. Az operatorok nem kommutativak, ami most fizikai értelemben azt
jelenti, hogy nem lehetséges olyan allapot, amelyben mind a ¢ koordinitak, mind
a p momentumok egyidejileg jél definidltak. Ezt fogalmazza meg lényegében a
Heisenberg-féle hatdrozatlansdgt reldcid, amely a kvantummechanika egyik alappil-
lére. A két mennyiség hatarozatlansaganak szorzata mindig nagyobb kell, hogy
legyen, mint a Planck-allandé 2w-ed része, azaz AgAp > h/2n. Ha tehat egyre
pontosabban szeretnénk megadni egy részecske helyét, akkor egyre bizonytalanabb
lesz momentumanak megadasa és forditva. Mindebbél az kévetkezik, hogy a mik-
rofizika birodalmaban gytkeresen mas torvények léteznek, mint a klasszikus fizi-
kaban. Nincsennek pontosan meghatarozhaté tények, csak valészintiségek vannak.
Ez a felismerés szoges ellentétben allt Hegel torténetfilozéfiajaval és késébb Marx
determinisztikus gazdasagi és tarsadalmi fejlédéstorvényeivel, de a fizikaban is for-
radalmi kévetkezményekkel jart egyiitt.!? Példaul az energia megmaradasanak tor-
vénye csak bizonyos feltételek mellett érvényes. Az energia és az ids is komplemen-
ter mennyiségparok, egy adott pillanatban nem értelmezhetd az idS és az energia
kozotti hatarozatlansag. Mindebbdl az kovetkezik, hogy az ilyen részecskékbdl 4llo
rendszer Gsszenergiaja egyik pillanatrol a masikra teljesen véletlenszertien megval-
tozhat. Minél révidebb a vizsgalt idStartam, annal nagyobbak lehetnek ezek a
fluktuaciok, azaz az energiaingadozasok.

Niels Bohr fogalmazta meg a komplementaritdsi elvet, amely a nem-komiutativ
operatorok!'® altal képviselt fizikai mennyiségek egzisztenciajan alapul és azt mondja
ki, hogy a kvantumos jelenségek korében a hullam és a részecske tulajdonsigok
egymast kiegészitik. Prigogine érteliezésében ez azt jelenti, hogy ,a vilag sokkal
gazdagabb annal, mint ami barmely nyelven kifejezhetd”.

A sajatfiiggvények nagyon sokban ugyanazt a szerepet jatsszak, mint a
bazisvektorok a vektoralgebraban. Amint egy tetszGleges vektor az elemi matemna-
tikaban kifejezhets a bazisvektorok bizonyos koordinatakkal alkotott linearis kom-
binaciéjaként, gy egy kvantummechanikai rendszer tetszdleges ¥ allapota (hul-
lamfiiggvénye) a megfelels sajatfiiggvények szuperpoziciéjaként reprezentalhato:

= Z Coll - (6)

121tt megjegyzést érdemel, hogy egy kérdéses kvantumelmélet mindaddig determinisztikus,
ameddig ismerjiik a hullam idébeli alakulasanak tdrvényszeriiségeit. Vagyis, ha a hullam jol
definialt valamely idépontban, akkor kiszamithatjuk, hogy milyen lesz valamely méas id6pont-
ban. Az elérejelezhetetlen, véletlenszerii elem létezésére szamos kisérlet utal, amit persze tovabb
bonyolit az a megfigyelés, hogy a kvantumechanikaban az indeterminizmus (a valészintség) id6beli
valtozasa determinisztikus.

131tt érdemes megemliteni, Neumann operdtorgydird elméletét, amelyben a gylrd nem-
kommutativ operatorokbél all, vagy a mai nevén a Neumann-algebrdkat. Ennek definialasdhoz
sziikségiink lesz az operator halmaz kommutansa fogalmara: azon X operatorok, amelyek a keér-
déses halmaz minden egyes operatoraval kommutalnak. Maga a Neumann-algebra pedig olyan
operator-algebra, amely megegyezik kommutansanak a kommutanséval.
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Az egyszeriiség kedvéért, itt érdemes venni a sajatfiiggvények ortonormalt
halmazat (ami a vektoralgebraban annak felel meg, hogy a bazisvektorok egységnyi
hosszisaguak és paronként ortogonalisak) :

=1 hait=j
=0 hai#j

(7

(us | uy) = &5

ahol az (u; | uj) jelolés egyféle skalaris szorzatot jeldl a kovetkezd miivelettel defi-
nialva:

(ui | u;) = /uzujdx,
I. az u; komplex konjugaltja, és az integral az egész értelmezési tar-
tomanyra kiterjesztends. Megszorozva a (6) egyenletet uI-vel és felhasznalva a (7)
egyenletben adott ortonormalitasi feltételeket, azonnal lathatjuk, hogy

amelyben az u

Cm = (Um | U). (8)

Az elemi vektortér és a kvantummechanikiban hasznalt tér kézotti £6 kiilonb-
ség az, hogy a dimenzidszam az els6ben véges, a masodikban végtelen. A masodik
esetben beszéliink Hilbert-térrél, és az u, sajatfiiggvények, vagy a ¥ hullamfiigg-
vények a tér elemei. Mindegyik elem kétféleképpen jelenhet meg a fizikai skalaris
szorzaton beliil, balra vagy jobbra. E célbdl vezetett be Dirac (1939) egy elegans
jelolést: az u, elem irhaté mint egy bra vektor (u, |, vagy mint egy ket vektor
| un). Ezek a jelolések lehetdvé teszik, hogy kompakt moédon jelsljiik a Hilbert-tér
fontosabb tulajdonsagait. Tegyiik fel, hogy a (6) egyenletbeli kiterjesztés érvényes
minden elemre. Felhasznalva a bra-ket jelolést és a (8) egyenletet, egy tetszileges
® elemre irhatjuk:

' (I)> = ch I un) = Z | un)(un | (b)

n

Mivel ennek a relacionak igaznak kell lennie barmely tetszéleges | ®) elemre,
kapjuk a teljességi relaciot

1= Z [ un){un | .

A ¢, expanzits koeflicienseknek (azaz a kifejtési vagy Fourier-egyiitthatoknak),
amelyek a (6) egyenletben jelennek meg, fontos fizikai jelentésiik van. Ha mérjiik
a kérdéses fizikai mennyiséget (mondjuk az energiat), amelybdl az u, sajatfligg-
vény, az u,-nek megfelel sajatfiiggvény megtaldlasanak valészintisége |cn|2. AU
fiiggvényt, amely a kvantum allapotat adja, ezért valdszindségi amplitudénak is
nevezik. Vagyis a kvaentummechanika, a klasszikus mechanikdval szemben, egy
sztochasztikus-statisztikus elmélet, amelyben a valdszintségi valtozok szerepét az
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6nadjungélt operatorok (1d. kés6bb) veszik at, és bizonyos esetekben le kell mon-
danunk az egyiittes eloszlasok hasznalatarél.

A fentiekbdl vilagos, hogy a kvantummechanikaban a fizikai mennyiségeket ope-
ratorok jel6lik. Azonban ezek az operatorok nem lehetnek tetszolegesek. A meg-
felels operatorok specifikus osztalya az A operatornak az adjungaltja, amely a
kévetkezo képlettel definialhaté!:

(v] Au) = (ATv | u). (9)
Az 6nadjungalt (vagy hermitikus) operatorok, amelyekre
A=A,

fontos szerepet jatszanak a kvantummechanikiban. Fontossigukat az adja, hogy
az Onadjungélt vagy hermitikus operatorok sajatértékei valosak.!> Tovabba, egy
hermitikus operator az (5)-6t kielégits sajatfiiggvények ortonormalt halmazara
vezet.

A hermitikus operatorokon tul sziikségiink lesz még az operatorok egy masik
osztalyara is, amelyek a koordinatakbeli valtozasokkal kapcsolatosak. Az elemi
geometridbdl ismert, hogy egy skalaris szorzat értékét bizonyos transzforméaciok
nem véaltoztatjak meg. Ezért tekintsiink olyan A operatort, amely valtozatlanul
hagyja a skalaris szorzatot. Ez azt implikilja, hogy

(Au | Av) = (u | v)

és felhasznalva (9)-et, kapjuk
A4 =1. (10)

Per definitionem, a (10)-et kielégité operatorokat unitér operdtoroknak nevezziik.
Az A operitor inverze, A~! olyan, hogy

AAT = A71A=1.

Ebbdl az is koévetkezik, hogy egy unitér operator rendelkezik azzal a tulajdonsaggal,
hogy inverze megegyezik az adjungaltjaval:

A7l = AL

14 A definicié bizonyos pontatlansagot is tartalmaz, mert az értelmezési tartomanyok itt is fontos
szerepet jatszanak.

15Neumann Janos nevezte elséként ezeket az operatorokat marimdlisan szimmetrikus vagy on-
adjungdlt operdtoroknak. Egy szimmetrikus operatorhoz tdbb 6nadjungélt operétor is tartozhat,
de az is el6fordulhat, hogy egy szimmetrikus operatornak egyaltalan nincs 6nadjungalt kiter-
jesztése. Egyébként Neumann nevéhez rendelhetd a nemkorlatos linearis operatorok elmélete is.
Tovabba, Neumann Janos bizonyitotta be, hogy ha egy hermitikus operator sajatértékei diszk-
rétek, akkor a sajatfiiggvények teljes ortogonalis fliggvényrendszert alkotnak. Ezek szerint tehdt
barmely fliggvény sorbafejthetd.
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Csakiigy, mint az elemi geometridban, egy hasonldsdgi transzformdcic gyakran vég-
zend$ az operatorokra is. Egy hasonlésagi S az A-bol az A-ba az alabbi relaciéon
keresztiil vezet:

A=57148.

Ezzel a kovetkez8képpen végezhetjiik el a Hamilton-operator diagonalizaciojat.
Olyan Hamilton-operatort kell venniink, amely tartalmazza a kinetikai hozzaja-
rulast, a Ho-t és a potencialis energiat, V-t. Ekkor kereshetjiik a hasonlésagi
transzfomaciot,

H=S"'HS

egy unitér S operatorban kifejezve, amely az indulé6 Hamilton-operatort diagona-
lisba transzformalja. Ez ekvivalens a sajatérték-egyenlet megoldasaval az (5)-ben.
Valéban, a H-t egy matrixként reprezentalhatjuk, és az (5) egyenlet mutatja, hogy
a sajatfiiggvényeit felhasznalo reprezenticidban a H egy diagonalis méatrixszal rep-
rezentalhato:

(ui | Huz) = E; (u; | uy) = E;by;.

Mint az el@bbiekben maéar lattuk, egy kvantumrendszer allapotat a ¥ alla-
potvektor, vagy hullamfiiggvény irja le, mig az idGvaltozast leiré Schridinger-
(hulldm)egyenlet:

. h OV

“or ot
amelyben i = /=1 és h a Planck-konstans. Fontos megjegyezni, hogy ezt az
egyenletet nem a kvantummechanikabol vezette le Schrédinger, hanem csak feltette,
ami kisérlettel igazolhaté. Latjuk, hogy az egyenlet parcidlis differencialegyenlet, a
koordinatéak szerinti derivaltak Hyp-ban vannak, az id§ szerinti derivalt elsérendd
csakigy, mint a Hamilton-egyenletekben. Mivel ¥ ismerete egy tetszéleges kezdeti
to id6pontban, a megfeleld hatarfeltételekkel egyiitt, lehet6vé teszi ¥ kiszamitasat
mind a jévére, mind a miultra, ezért a determinisztikus szemlélet itt is érvényes,
csakugy, mint a klasszikus mechanikdban. Az egyenletbdl kdnnyen kifejezhetjiik a
¥ hullamfiiggvényt:

= Hop\Ila

U () = e 1y (0).

Mivel H hermitikus, ezért mind a klasszikus, mind a kvantummechanikiban a

jelenti, hogy a Schrédinger-egyenletben a rendszer idébeli evolicidja csupéan csak
a koordinatakbeli valtozasnak felel meg.

5. Albert Einstein eredményei

A fentiek és az el6z6 pont Osszegzéseként leszigezhetjiik, hogy ezidaig még
senki sem ért el nagyobb eredményeket az anyag statisztikai elméletében és specifi-
kusabban a fluktuaciok elméletében, mint Albert Einstein. A Boltzmann-formula
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inverzén keresztiil szirmaztatta a makroszkopikus allapot val6szintiségét a vele kap-
csolatos entropiaban kifejezve. Ez a lépés doéntének bizonyult a fluktuaciok teljes
makroszkopikus elmélete szamara. Erre Einstein (1905) ,, Brown-mozgds” leirdsa
volt a véletlenszerd folyamatok egyik legels6 példaja. A kémiai reakcidk modelle-
zése a Markov-lancokkal, ugyanezen gondolatvonal kiterjesztése. Végiil, Einstein
volt az els@, aki felismerte a Planck-konstans altalanos értelmét, ami a hullam —
részecske dualitdsahoz vezetett. Einstein az elektromégneses sugarzast vizsgalta.
Kb. hisz évvel késébb azonban, de Broglie kiterjesztette Einstein Osszefliggéseit
az anyagra. Heisenberg, Schrodinger és masok foglaltak ezeket az elgondolasokat
matematikai keretekbe. De ha az anyag mind hullam, mind részecske, akkor a
klasszikus determinizmus trajektoria-felfogasa érvényét veszti. Eredményként, a
kvantummechanikaval csak statisztikai el6rejelzéseket végezhetiink. Einstein élete
végéig ellenezte azt a felfogdst, miszerint az ilyen statisztikai megfigyelések meg-
felelnek a természet objektiv tulajdonsdgainak. Spinoza istenében, a természet-
tel azonositott istenben, a mindenekfeletti (supréme) racionalitas istenében hitt.
Ebben a koncepciéban nincs helye a szabad kreaciénak, a kontingencianak, az
emberi szabadsagnak. Barmilyen kontingencia, barmilyen véletlenszerdség, ami
ugy tdnik, hogy létezik, csak atmeneti. Ha tugy gondoljuk, hogy cselekedeteink
szabadok, ez csak azért van, mert ignoraljuk azok igazi okait. Arra a kérdésre,
hogy mi az irreverzibilitas, azt a valaszt adta, hogy az egy illizid, egy szubjektiv
impresszid, ami kivételes kezdeti feltételekbs] szarmazik. Paradox helyzet, hogy
a kvantummechanikiban végzett kutatasaiért Nobel-dijat kapott, pedig sohasem
fogadta el, hogy a vilagegyetemet a véletlen igazgatja.

6. Termodinamikai egyensily

A termodinamika elsé torvénye, egyszeri (homogén) rendszerekre
dE =dQ — pdV, (11)

ahol E a bels6 energia, p a nyomads, V a térfogat, @ a h6atadas. Ez a formula
azt fejezi ki, hogy a rendszer belsé energidjanak kicsiny dt id6 alatti megvaltozasa
egyenld azzal a hovel, amelyet kapott a rendszer, plusz azzal a munkaval, amelyet
a rendszeren végeztek.!%

MegfelelGen lassu folyamatok esetén fennall a

dQ
dS = — 12
egyenlSség, ahol S a rendszer entropiaja és T' az abszolit hémérséklete.
Kombinalva a (11) egyenletet a (12)-vel, az entropia teljes differencialjat kapjuk

E és V valtozékban:
az E és V valtozokban dE v

dS=—T-‘-+pT.

16Bgvebb kifejtésért lasd Matolesi (2004).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



64 MOCZAR JOZSEF
Gibbs altalanositotta ezt a formulat, hogy belefoglalja a komponensekbeli valto-

zasokat is. Jeldljik ny,ng,...,ny-val a kiilénb626 komponensekben 1évé molok
szamat. Ekkor azt frhatjuk, hogy

[0S 08 S
15 = (22 ) aE + Zav 22 ) dn, =
‘ (()E) dE T vt z; (e)n,,,> dn

_dE

(13)

) [~
+ ]T([V - ‘;—jdw

A p, mennyiségek per definitionem kémiai potencidlok, amelyeket Gibbs
vezetett be, és ezért a (13) egyenletet az entropia Gibbs-féle formuldjanak nevezik.
A kémiai potencidlok maguk a termodinamikai valtozok fiiggvényei, Ggy, mint a
hémérsékleté, a nyomasé, a koncentraciéé stb. Azok egy kiilénbsen egyszerti ala-
kot vesznek fel az Gn. idealis rendszerekre, amelyekben logaritmikusan fiiggnek a
mol-tértektsl, az Ny, = n, / (3 ny)-ektslh:

By =G (p,T) + RT log Ny,

amelyben R a gazkonstans (egyenl$ a Boltzmann-féle k konstans és az Avogadro-
féle szam szorzataval), és a (., (p, T) a nyomas és a h6mérséklet bizonyos fiiggvénye.

Az entrépiatermelés egyszeri értékelése valik lehetévé, ha feltessziik, hogy
az entrépia az egyensilyon kivill ugyanazon E, V és n, valtozéktél fiigg, mint
az egyensulyban. Megfelel§ kémiai folyamatokra vonatkoz6 kiegészits feltevések
mellett (részletesen lasd in Prigogine (1980, 84-85. 0.)) a (13) Gibbs-féle formula-
bol az egyensily bizonyos kérnyezetében az alabbi Osszefliggést nyerjiik:

ds
i > X305 20, (14)
i

amelyben dS/dt az egységnyi id6 alatt termelt entrépiat, J; az eléforduld kiilon-
boz6 irreverzibilis folyamatok (kémiai reakcidk, h6aramlas, diffuzié stb.) ratait, az
X pedig a megfelel§ altalanositott eréket (affinitasokat, a hdmérsékleti és a kémiai
potencialok gradienseit stb.) mutatja. Ez az irreverzibilis folyamatok makroszko-
pikus termodinamikijanak alapképlete.

A termodinamikai egyensilyban a

J;=0, X;=0

kik6tések szimultan teljeslilnek az entrépia termelésében eléfordulé Gsszes irrever-
zibilis folyamatra. Az alapképletbdl vilagos, hogy egy (6ko)gazdasagi modellben
a Gibbs-féle formula csak akkor hasznalhat6 fel, ha az a termodinamikaban defi-
nialt potencialokkal és azokhoz kapcsol6dé irreverzibilis folyamatok rataival izo-
morf moédon értelmezett. Az ilyenféle megfeleltetés kérdését els6ként Neumann
Janos (1945) vetette fel, és azéta szamtalan kisérlet tortént sejtésének igazoldsara,
illetvecafolatara. A két legérdekesebb tanulmany Brody Andrasé (1989) és Paul
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A. Samuelsoné (1992), amelyeket felhasznalunk a kévetkezé pontban Neumann sej-
tésének cafolataban.

7. Brody versus Samuelson kisérletei

Miel6tt nagyitd ald tennénk Brddy (1987) tanulmanyit, megmutatjuk, hogy
semmiféle maximum vagy minimum nem értelimes egyetlen homogén rendszerre.
Szigortan termodinamikai Osszefiiggésekbdl indulunk ki, ami végiil is Samuelson
(1992) tanulmanyaban talalhaté (15a)-(15¢) képletekben az entropiamaximumrol,
illetve a (16a)-(16¢) képletekben az energiaminimumrdl kifejtett érvelésekre vezet.

Vegyiink egy rendszert, amely két egymassal kdlcsonhatasban levé alrendszer-
bél all, és tegyiik fel, hogy az alrendszerek F, + E, Osszenergidja és Vi + Vs Gssz-
térfogata allando; ekkor az

S1(E1, V1) + S2(E,, Vo)

Osszentropia maximalis lesz egyensilyban.

Vegyiik most azt a rendszert, amely az el6z6 két alrendszerbdl all, azzal a
feltétellel, hogy az alrendszerek S; + S Osszentrépidja és V) + V, dssztérfogata
allando; ekkor az

Ei(S1, V1) + E3(S2,V2)

Osszenergia minimalis lesz egyensilyban.

Lathatoé, hogy a két rendszer merdben kiilonb6zd: az elsében a két alrendszert
egyiittesen hdszigeteljilk és merev fallal vessziik korill, a masodikban a
merev fal marad, de a hdszigetelés helyett éppen azt biztositjuk, hogy mindig
annyi hét vezetiink ki vagy be, hogy az 6sszentropia 4lland6 maradjon. A két rend-
szer kizarja egymast. Nem lehet tehdt ugyanarra a rendszerre eqyszerre entropia-
mazimumot és energia-minimumot szdmolni. Az elsé rendszert jellemz$ mennyisé-
gek Ey, E3, V1, Vs, ezekre fogalmazunk meg feltételeket és ezek egy fiiggvényének,
az Osszentropianak keressiik a maximumat. A masodik rendszert mas mennyiségek
jellemzik, ezekre fogalmazunk meg feltételeket és ezek egy masik fliggvényének, az
osszenergia minimumat keressiik. Osszefoglalva: két kiilénbdzs rendszeriink van,
két dsszegyeztetehetetlen feltétellel, és két killonbozs fliggvény szélsGértékét keres-
siik.

Bridy tanulmanyaban egyetlen rendszer van, a p és z mennyiségekre felirt
két Osszeegyeztethetd pA < ApB és Ax 2 ABz Neumann-feltétellel, és ugyanan-
nak a A fiiggvénynek (egyszer mint entrépianak, masszor mint energidnak) keresi
a szélscértékét. Mindez a fentiek alapjan kizarja a termodinamikéival vett par-
huzamot. Masképpen, Neumann Jdnos sejtése nem igazolhatd, hogy a gazdasagi
modelljében a termodinamikiban definialt potencialokkal és azokhoz kapcsolodo
irreverzibilis folyamatok rataival izomorf médon értelmezhetd lenne a novekedés.
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Viszont ez még nem zarja ki annak lehetGségét, hogy altalanosabb keretek kozt
meégis bizonyithat.1”

8. Stabilitas

A termodinamikai egyensiilynak megfelels allapotok vagy egy minimalis entré-
piatermelésnek megfelels stacionarius allapotok a linearis nemegyensilyi'® termodi-
namikaban altalaban stabilak. Az entrépia a linearis nemegyensilyi termodinami-
kdban Ljapunov-fiiggvény a stabilitasra; az entrépiatermelés val6jaban a Ljapunov-
fiiggvény ,rendszer szerinti drivaltja”. Az entrépia masodik derivaltjanak negativ
definitsége biztositja a Ljapunov-fiiggvény szélsGértékét az egyensulyban, az entré-
piatermelés pozitivitidsa — lasd a (14) formulat — pedig a Ljapunov-fiiggvény rend-
szer szerinti derivaltjanak a szélsGértékét. Tehat az entropia létezése biztositja az
Osszes fluktuaci6 csillapodéasat, a rendszer stabilitasas.

Az entrépia mésodik derivaltjanak negativ definitségét azzal az esettel szem-
léltethetjiik, amikor egyediil csak a bels$ energia valtozhat. Ugyanis az entrépiara
érvényes Gsszefiiggések szerint

89S 1
B
928 10T

9E2 = "T2OE ©

minthogy
or 1
E ~ Cv '

ahol Cy az &llandé térfogaton vett fajhg, amely pozitiv.

A linearis nemegyensilyi termodinamika mindenképpen homogén testekre
vonatkozik. Kérdés, mennyiben lehet felhasznéalni eredményeit az inhomogén rend-
szerekre, vajon az egyensulytol tavolabbi rendszerekre extrapolalhato-e ez a stabi-
litas? Vannak valaszok az irodalomban (pl. Glansdorff-Prigogine (1971)), de ezek
még nem adnak teljes kori megoldasokat. Az egyensulyi tartomanytdl messze tavol
a helyzet valtozik. Ott ugyanis a kémiai kinetika jatszik lényeges szerepet, s a ké-
miai kinetika bizonyos tipusaira a rendszer instabilla valhat. Ez azt mutatja, hogy
jelentds killonbség van az egyensulyban levs rendszerekre vonatkozd toérvények és az
egyensilytol tavolabb lévs nemegyensulyi rendszerekre vonatkozé térvények kozott.
Az egyensuly toérvényei univerzalisak, azonban tavol az egyensilytol a viselkedés
nagyon specifikussa valhat.

17Vitainkon ezt az allaspontot képviselte mindvégig Martinas Katalin és Van Péter is.

18Frdemes itt megjegyezni, hogy a nemegyensilyi értelmezés nem adhaté meg a szokasos (egyen-
silyi) keretek kdzott. Ha valahogy mégis értelmezhetjilk a nemegyensilyit, akkor az altalanos
nemegyensilyinak specialis esete az, amelyik kozel van az egyensulyhoz. Egyféle formalis kozeli-
tése a fentieknek a hires Onsager-elmélet, amelyet Matolcsi (2004) kitiinen interpretal.
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9. Onszervezédés: instabilitas, bifurkacié és evolicio

Elméletileg a bifurkdcio egyszertien az egyenletek 1j megoldasanak megjelenése
bizonyos kritikus érték(ek)re. Ezek a megoldasok egymast kovets instabilitdsok
mellett nyerhet6k, amelyek akkor fordulnak el, amikor egyre jobban eltavolodunk
az egyensulytol. Példaul, vizsgaljunk meg egy kémiai reakciot, amely az alabbi
rataegyenletnek felel meg:

dx
—- =aX(X-R).

Nyilvanvalo, hogy az R < 0-ra az egyetlen idéfliggetlen megoldas az X = 0.
belathatd, hogy az X = 0 megoldas instabil, mig az X = R stabil. Altalaban
egymast kovetd bifurkaciékat kapunk, ha noveljiikk a megfelel6 a karakterisztikus
paraméter értékét. A bifurkacié matematikai elmélete altalaban nagyon komplex.
Gyakran nagyon faradsagos kifejtést igényel, de vannak esetek, amelyekben pontos
megoldas lehetséges. Egy nagyon egyszeri ilyen tipusa helyzetet ir le René Thom
(1975) katasztréfa elmélete, amely akkor alkalmazhatd, amikor a diffazi6t negligal-

alakot irhatjuk fel:
dX; oV 8
i =A%, (19)

amelyben V egy potencidlfiggvényt jelol. Ez egy meglehetdsen kivételes eset.
Azonban, amikor teljesiil, a (15) egyenlet megoldasainak egy altalanos klasszifi-
kacidja lehetévé teszi azon pontok megkeresését, amelyekben vannak valtozasok a
tartds allapotok stabilitasi tulajdonsagaiban. Ezek azok a pontok, amelyeket Thom
a katasztrofak egyiittesének nevezett.

Végiil egy altalanos fogalmat emlitlink meg, amely fontos szerepet jatszik az
onszervezédés elmeéletében, mégpedig a strukturdlis stabilitdst!®. A fogalom a leg-
egyszeriibben a ragadozd-dldozat versengésnek megfeleld Lotka-Volterra egyenle-
tek?? egyszertisitett alakjaval illusztralhato:

dz I

- =y,

dt (16)
d_y = —-bzx

dt o

A (16) rendszer (z,y) fazisterében a zart trajektoridk végtelen halmaza veszi korbe
az origdt. A rendszer Jacobi-sajatértékei tisztan imaginarius komplex szamok.
Hasonlitsuk 8ssze a (16) rendszer megoldasait azokkal, amelyeket a kdvetkezs egyen-

19Konkrét vizsgalatra lasd a Moczar - Krisztin (2006) tanulmanyt, amelyben a szerz6k a keynesi
elmélet Harrod-féle ndvekedési modelljének strukturalis stabilitasat vizsgaljak.
20A Lotka-Volterra rendszer kézgazdasagi adaptaciojat lasd in Goodwin (1967)).
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letekbdl] kapunk:

dx — by +
- y + az.
dy

= =-b .
It T + ay

Az utébbi esetben, még a legkisebb a (a < 0) paraméterérték mellett is, az = = 0,
y = 0 pont aszimptotikusan stabil, vagyis egy olyan egyensilyi pont, amelyhez
az Osszes trajektoria konvergél a fazistérben. Ekkor (0,0)-ban a Jacobi-sajatérték
negativ valés résszel rendelkezik. Per difinitionem, a (16) egyenletek altal megha-
tarozott rendszert strukturdlisan instabilnak nevezziik, mivel a rendszer kis pertur-
bacidja megvaltoztatja a fazisképét.

A strukturalis stabilitas fogalma alkalmasnak latszik arra, hogy a legkompak-
tabb médon kifejezziik az innovacié idedjat, ij mechanizmus és 1j faj megjelenését,
amelyek kezdetben hidnyoztak a rendszerbdél.

A Brisszeleritor modell tanulmanyaink szempontjibél kiiléndsen érdekes,
mivel a megoldasok dinamikai tulajdonsagainak széles valasztéka tanulmanyozhato
elégségesen tavol az egyensilytdl: a hatarciklusok, a nem uniformizalt tartos alla-
potok, a kémiai hullimok. Amikor a kémiai kinetikaba a diffizot is belefoglaljuk,
a reakcio-diffuzio egyenletek az alabbi alakot veszik fel a Briisszelerator modellben
(részletesen lasd in Nicolis-Prigogine (1977)):

oX . 82X
S =A+XY -BX-X 4 Dx75
oY . 0%y
¢ = BX - XY + Dy 55

Tegyiik fel, hogy kezdeti értékekként a koncentracios értékeket vessziik. A ko-
vetkez6 alakd megoldasokat keressiik:

X:A+Xo(t)sinw,
L
B . nar (17)
Y = z + YO (t)Sll’l—L—,

amelyben n egy integer szam és az Xo és Yy még mindig idéfiiggdk. Ezek a meg-
oldasok kielégitik a hatarfeltételeket, az X = A-t és Y = B/A-t az r = O-ra és
r = L-re. Ezutan alkalmazhatjuk a linearis stabilitdselemzést, amivel egy olyan
diszperzios egyenletet nyeriink, amely a rendszerhez tartozé megfelels Jacobi-sajat-
értéket hozzakapcesolja a (17)-beli n integer altal adott tér-fliggdséghez.

Az eredmények a kovetkez6k. Az instabilitas kilonbozéképpen allhat elé: a
két diszperzios egyenletnek két olyan gy&ke lehet, amelyek komplex konjugaltak, és
valamely pontban a gyokok valés részei eltiinnek. Ez az eset hatarciklushoz vezet:
az irodalomban ezt nevezik Hopf-bifurkdcionak. Egy masik lehetdség, hogy két
negativ val6s gyokiink van, amelyek koziil az egyik pozitivva valik valamely kriti-
kus pontban. Ez a helyzet vezet a térben nem uniformizalt egyensulyi allapotok-
hoz. Ezt nevezik Turing-bifurkdcionak, mert Turing volt az els6, aki megjegyezte
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a morphogenezisrdl irt klasszikus tanulmanyaban (Turing (1952)), hogy egy ilyen
bifurkacié lehetséges a kémiai kinetikaban.

Lotka (1924) célkittzése az volt, hogy a biolégiai folyamatok egy 0j rendszere-
zését adja meg, és kifejtése tudatosan matematikai volt. Az egyszeri

dX/dt =aX

differencidlegyenleten alapulé névekedési folyamatok tanulményozasa utan, Lotka
bonyolultabb egyenleteket is vizsgalt. Eszrevette, hogy az ilyen folyamatokra az
altalanos alak a

dX/dt =a+bX +cX%+ ...,

amely hamarosan olyan kisérletekre vezette, amelyek ilyen tipusi egyszerii
modellekre vezetnek. Egyik ilyen felfedezése volt a ,populacidé szaporodési torvé-
nye”, amelyet a

dX/dt = aX + bX?

differencialegyenlettel definialt, az
X (t) = (a/b) /[1 + exp (—at)]

megoldassal, amely a kozismert logisztikus gorbe fliggvényalakja. Lotka hatal-
mas energiat szentelt arra, hogy kideritse torvényének igazsagat, vagy hamissagat.
Ehhez killonb6z8 adatbazisokat, mint példaul az USA lakossiga, a muslincik vagy
a baktériumtelepek szama stb., hasznalt fel statisztikai vizsgalataiban. Elképzelése
helyes volt, mivel a differencidlegyenlete azon alapult, hogy egy populacié néveke-
désének pozitivan kell kapcsolédnia a populacié szintjével, és a ndvekedés megall,
amikor elérjiik az abszolut limitet.

Lotka az evolaciét, mint ,az irreverzibilis valtozasokon dtmend rendszer mult-
jat” definidlja. Olyan evoluciés torvényt célzott meg, amely pontosan ugy funkcio-
nal, mégpedig az altalanossag ugyanolyan fokdval, mint a termodinamika térvényei,
kiiléndsen a termodinamika méasodik torvénye. A torvény egyetlen iranyt allapi-
tott meg az izolalt rendszerben megjelend folyamatokra, és ezért egy evolicids
térvénynek tekinthetd.

A kézgazdasagi dinamikaban a szamunkra érdekes legfontosabb eszme azonban
az, hogy az alapul szolgal6 modell, amelyen beliil a keretet differencialegyenletek
szolgaltatjak, a disszipativ dinamikus rendszerekhez tartoznak. A szokisos dinami-
kus rendszerek konzervativak, amelyekben bizonyos mennyiség, altalaban az ener-
gia, a rendszer palyal és mozgasai mentén konzervalt. Lotka kimutatja, hogy ezek
a rendszerek reverzibilisek, vagyis az id6 visszafordithaté benniik, ami analitikus
megoldasokat nynjt a mozgasok korabbi helyzeteire. A kerings bolygék mozgasat
leir6 fizikai rendszer megoldhaté el6re, hogy megallapitsuk a Mars jovébeli helyze-
tét, vagy visszafelé, hogy megallapitsuk a korabbi helyzetét. Lotka, mint a fejlédést
kutato biolégus, olyan matematikai modell-osztalyok kifejlesztésében volt érdekelt,
amelyek irreverzibilisek, vagyis amelyek nem fordithatok visszafelé. Egy ilyen rend-
szerre az egyenstly fogalma nem a Naprendszernek, az égi mechanikinak megfe-
lelé periodikus mozgas volt, sem a hasonlo fizikai egyensilyoké, hanem inkabb egy
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disszipativ rendszerre vonatkozoé egyensiily, egyféle surlodasos Naprendszer, hévesz-
teséggel jaro, irany nélkiili idéfolyam. Bioldgiai egyedek kipusztulnak, szervezetek
fejlsdnek. Lotka szerint a tarsadalmi tudomanyoknak is ilyen disszipativ rendsze-
reket (amelyeket Samuelson (1947) elséfaju stabilitassal jellemez Picardra (1928)
hivatkozva) kell modelleznie. Lotka a nyilt és zart rendszerek k6zotti distinkcio-
javal és a veliik kapcsolatos kiilonbozs egyensiilyi fogalmakkal bizonyos mértékben
az altalanos rendszerelmeélet (von Bertalanffy (1973)) lampasanak is tekinthetd.

Lotka koényvének masodik része a kinetikat targyalja, és elsGsorban a ndvekedés
egyszerd egyenletét, az eredményiil kapott logisztikus gorbét vizsgalja. Az egyes
fejezetek kiilonbdzé populaciokat és a névekedési tdrvény kiilonbozé példait
teszik nagyité ald. Samuelson természetesen Atveszi ezt a kifejtést a Foundations
291-94. oldalain és hivatkozik Lotkara. Samuelson populacié elméletei hasonléak
Lotka populacié-névekedésrdl kifejtett elmélkedéseivel.

A harmadik rész a statikarél szol, amelyben Lotkat az egyensily érdekelte,
vagyis az F;(X1,Xq, ..., Xn) fiiggvények zérus értékekkel. Megjegyzi, hogy a
kinetika szempontjabél az egyensily (vagyis egy stacionarius édllapot) olyan allapot,
amelyben a sebesség, a dX;/dt zérussal egyenld. Masképpen, az egyensily dina-
mikus fogalma az er6k mérlegéhez kapcsolodik, és megjegyzi, hogy ennek jelentése
etimoldgiailag szorosan kapcsolédik az egyensily” mint ,,aequa libra” kifejezéshez.
Ezeknél is érdekesebb a harmadik jelentés, az energetikdban kifejezve, miszerint
egy rendszer dinamikus egyensilyban van, amennyiben az az energia dimenzidi-
ban kifejezett bizonyos fiiggvények minimumat (vagy néha a maximuméat) elérte;
egy olyan allapot, amelyben a virtudlis munkavégzés tetszSleges kis elmozditasa
kompatibilis a korlatok eltdnésével (i.m. p. 144). Az egyensily valtozasaiban a

dXi/dt = Fi (Xl,Xz,...,Xn;P)

alakt egyenleteket vizsgalta, amelyben a P lassan nd, ugyhogy a megoldasok, vagy
egyensilyi allapotok, amelyeket a P = konstans mellett szarmaztattunk, folytono-
san ahhoz az esethez kapcsolédnak, amelyben P nem egy konstans, hanem inkabb
egy lassu valtozd. Ezt kdveti a Le Chatelier-elv (a legkisebb kényszer elve), amely
a kovetkezdképpen jellemezhets: ,Mindegyik kémiai egyenstlyban levs rendszer,
valamely egyensilyi tényez$ valtozasanak hatasara, egy olyan irdnyu transzfor-
mécién megy keresztiil, hogy ha kizarélag csak ez a transzforméacié kdvetkezik be,
akkor a kérdéses tényezd ellenkezs iranyu valtozasat fogja eredményezni. Az egyen-
silyi tényez6k a hémérséklet, a nyomas és az elektromos erd, amelyek megfelelnek
a harom energiaformanak, a hének, az elektromossignak és a mechanikai energi-
anak.” (Lotka, 1924, 281. 0). Masképpen, ha valamely rendszert (anyagot vagy
anyagok halmazat) egyensulyi allapotdban megzavarnak, a rendszer ugy allitja
helyre az egyensiilyit, hogy a zavar6 hatast semlegesiti. Samuelson volt az, aki
felhivta a kozgazdaszok figyelmét a Le Chatelier-elure, és felhasznalta a koltsé-
gek és a termelés magyarazataban.?! Erdekes lehet itt megemliteni, hogy Lotka
példaibol kittinik, hogy maga is tisztaban volt koranak matematikai kozgazdasagi

21Reszletes kifejtését 1asd in Zalai (2000) 442-445. o.
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irodalméval, kényvében példaul hivatkozik is Cournotra, Edgeworthra, Jevonsra
és Paretora. Az X;-k — konyvének negyedik részében — él6 organizmusok aggre-
gatumai; mint allapotvaltozok valéjaban ,energia transzformerek”, és a dinamika
Lotka az ,0kologia atyja” cimet. Megjegyzi, hogy eszméi fényt derithetnek kvan-
titative a kdzgazdasagtan bioldgiai alapjaira, azokra az Osszefiiggésekre, amelyek
bizonyos biolégiai és bizonyos kozgazdasagi mennyiségek kozott léteznek. Az életért
folyé verseny elsGsorban az elérhetd energisért folys kiizdelem.22 Ebben az érte-
lemben az energia értékes az organizmus szaméara, de ami nagyon kiilonbozs dolog
attél, hogy azt mondjuk, hogy a kozgazdasigl érték az energia formaja. A tar-
sadalmi fejl6dés és a gazdasigi szervezet energetikai kozelitései Friedrich Wilhelm
Ostwald elméleteit tiikrozik, aki azt hirdette, hogy az energia a centralis szervezs
fogalom a fizikai és a bioldgiai tudoméanyokban.

10. IdSoperatorok

Prigogine (1980) a valtozasok leirdsira alkalmas moddszerek harom osztalyat
kiildnbézteti meg: (1) az atlagok evolucidjaval foglalkozé makroszkopikus modsze-
rek, mint pl. Fourier torvénye, a kémiai kinetika; (2) sztochasztikus médszerek,
mint a Markov-lancok; (3) a klasszikus vagy kvantummechanika.

Az utébbi években a makroszkopikus leirds teriiletén valami egészen 1j és
varatlan dolgok torténtek, kiilondsen a nemlinedris, az egyensulytol tavoli helyzete-
kében: még egyszerd példak is egymast kévetd bifurkacidkhoz, kiilonbozé téridébeli
strukturakhoz vezethetnek. Ez viszont drasztikusan korlatozza a makroszkopikus
leiras egységesits erejét, és azt mutatja, hogy onmagaban nem szolgiltathatja az
id6beli evolicio konzisztens leirasat. Raadasul, a makroszkopikus egyenletek nem
tartalmaznak informdciot arrél, hogy mi torténik a bifurkaciés pontokban? Milyen
lesz a rendszer torése adott bifurkaciokat kovetSen?

Ezért olyan sztochasztikus elmélet felé kell fordulni, mint a Markov-lancok.
De itt is 0j dolgok jelennek meg. Kiilonosen érdekes a fluktuacidk és a bifurka-
ciok kozotti zart Osszefiigges, ami meély alterdcidkhoz vezet a valdsziniségelmélet
klasszikus eredményeiben. A nagy szamok torvénye t6bbé nem érvényes a bifurka-
ciok kdzelében, és a valoszintségi eloszlasokra vonatkozo linedris mesteregyenletek
megoldasanak unicitésa is elvész.

A sztochasztikus és makroszkopikus modszerek kozotti Osszefiiggés vilagos.
Pontosan akkor észlelhet§, amikor az atlagmennyiségek nem elégitik ki a zart
egyenleteket, amelyek a bifurkaciés pontokhoz oly kozel vannak, hogy a statisztikai
elmélet teljes apparatusat kell hasznalnunk. A makroszkopikus vagy sztochasztikus
és a dinamikus modszerek kozotti dsszefliggés azonban, tovabbra is kihivas marad.
Ezt a kérdést sokféle szempontbdl vizsgaltdk a multban.

221,3sd Hotelling (1931).
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A kvantumelmélet is bizonyara szerepet jatszik ebben, mert a klasszikus trajek-
toridk feladasara kényszerit minket. De a maésodik térvénnyel valé kapcsolata
szempontjabol, az instabilitds fogalma, amelyet ismétlédden megvitattak, alap-
vetd jelentGséglinek tiinik. A mozgasi egyenletek strukturdja a mikroszkopikus
szinten levs ,véletlenszertiséggel” ekkor a makroszkopikus szinten lev§ irreverzi-
bilitasként jelenik meg. Ebben az értelemben mar Poincaré (1921) eldrejelezte
az irreverzibilitas jelentését. Poincarénak az alapvetGen determinisztikus leirasba
vetett hite azonban tilsidgosan is szilard volt, hogy a természet relevans statisztikai
leirasat komolyan vizsgalja. A helyzet mara mar teljesen kiilonb6z6. Sok évvel
Poincaré utin a természet determinisztikus leirdsadba vetett bizalmunk megingott,
mind mikroszképikus, mind makroszképikus szinten. A klasszikus vagy kvantum-
fizika természetes korlatjai csékkenthetik az elérejelzé erejiiket. Bar az tjonnan
megjelent fogalmak segitenek e folyamat megforditasdban. Ezek kozil a legér-
dekesebb az M mikroszképikus idGoperator. Az idGoperator pontos matematikai
értelmezésére nagyon sok probalkozas tortént. Ezek sikere tobb szempontbodl is
vitatott, s elsdsorban az értelmezési tartomanyok definidlasan buknak el.

Az egyik ilyen probalkozas Prigogine nevéhez flizGdik, aki bevezeti a mdsodik
idd fogalmat, amely egy bels6 id§ és teljesen kiilénbézik attoél, amely megecimkézi a
trajektoridkat vagy hullamfiiggvényeket. Ez az idGoperator egy 4j bizonytalansagi
relaciot teljesit az L Liouville-operatorral. A (T) és a (T?) atlagokat az alabbi
bilinearis formulakon keresztiil definidlhatjuk?3:

(T) = trp'Tp, <T2> = trp'T?p.

Eléggeé érdekesen, a ’k6zdnséges’ id6, a dinamika cimkéje, ekkor egy atlag lesz az 1]
idSoperator felett. Ez valojaban a bizonytalansagi relacioé kévetkezmeénye (v6. Pri-
gogine, 1980, 188. o. és 209. 0.), ami azt implikalja, hogy

d _ ﬁ ~iLt \t —iLt _
SAT) = =t [(e79) T (e7H4p) | =
= itr [ple'"* (LT — TL)e ***p] =

= trp' p = konstans.

Egy megfelels normalizacioval ezt a konstanst egynek vehetjiik. Igy azt kapjuk,
hogy
dt =d(T).

Szavakban, a makroszképikus id6 egyszeriien az Gj idGoperator feletti atlag. Ebben
a perspektivéban a szokasos id6 fogalmat csak akkor nyerhetjiik vissza, amikor T
egy olyan trivialis operator (mint a klasszikus mechanikaban), hogy

Tp(z,v,t) =tp(z,v,t).

23 A klasszikus mechanikaban az atlagolasi operator a fazistér feletti integraciot jelenti, amihez
hasonlé szerepet jatszik a nyom operator a kvantummechanikdban, azaz trO = 3, (n | On), és
a slirliség operator, azaz p =| ¥)(¥ .
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Ekkor a ,kor” fiiggetlen az eloszlas alakjatdl a fazistérben. Ezzel szemben, az Gj
fogalom azt implikalja, hogy a ,kor” fiigg magatol az eloszlastél, és tobbé nem egy
kiils6 paraméter, nem egy egyszerd cimke, mint a konvencionalis megfogalmazas-
ban.

A Prigogine-féle idGoperator azonban a jelenlegi forméajiban hasonléképpen
értelmezhetetlen, mint a kvantummechanikai (lasd késébb a (b) pontban). Nem
adja meg pontosan azt a fliggényosztalyt, amelyen az operator hat.

A kvantummechanikaban az idGoperator pontos matematikai értelmezésére tett
probalkozasok koziil, most kettét emeliink ki.?

(a) Legyen X a térben négyzetesen integralhat6é komplex értéki fiiggvények
Osszesége, ami egy tomegpont allapotainak Hilbert-terét képezi. Az 6nadjungalt

A
H=—-——+V
2m
Hamilton-operator értelmezési tartoméanya az X -nek egy stirii altere. Egy folyamat
olyan fliggvény, amely minden ¢ pillanathoz hozzarendel egy ¥, elemet X-ben; a
folyamat kielégiti az

—L — gV
Yt ‘

egyenletet. Minden fizikal mennyiség az X-ben (természetszerileg striin) értelme-
zett onadjungalt operator. Igy a T id6operatornak is ilyennek kell lennie, hogy a
HT — TH = i teljesiiljon egy sdrd altéren (kanonikus felcserélés). llyen viszont
nem létezik, mivel a t-vel val6é szorzas nincs értelmezve X-ben (mi az a ¢, amivel
meg kellene szorozni egy a térben értelmezett fliggvényt?).

(b) Legyen C az id6ben és térben értelmezett komplex értékii kétszer diffe-
rencialhato fiiggvények Osszessége. Ezen értelmezett az id6 szerinti differenciélas,
valamint a A

o +V
masodrendi térbeli differencidloperator. Igy értelmezhets Zy, mint azoknak a
C-beli ¢ fiiggvényeknek az Osszessége, amelyek kielégitik az

.0 A
(—255—%+V>¢—0

egyenletet. Ezen térbeli integralassal skalarszorzatot értelmeziink, azzal teljessé
téve Zo-t, kapjuk Z-t, s most ez képezi a témegpont allapotainak Hilbert-terét.
Ebben a felfogasban egy allapot maga egy folyamat. Minden fizikai mennyiség a
Z-ben (természetszertleg sirtin) értelmezett onadjungélt operdtor. Az az érde-
kesség, hogy itt az energia-operator ¢ (9/0t) . Formalisan ez és a t-vel val6 szorzas
operatora kielégiti a kanonikus felcserélési relaciot. Csakhogy a t-vel vald szorzas
csupan a C-ben értelmes, Z-ben nem. Ugyanis, ha ¢ a Zy eleme, akkor {¢ mar

24¥zek megfogalmazasaért Matolcsi Tamaésnak tartozom készonettel.
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nem az. Es masképpen sem értelmezhets olyan o6nadjungalt operator, amely az
energiaval kanonikusan felcserél.

Tovabbi prébalkozasok abbél indulnak ki, hogy 4ltalanosabb értelmezésben
fizikai mennyiségnek nem kell 6nadjungalt operatornak lennie, csak maximalis szim-
metrikusnak. Ilyen idGoperator viszont nincs.

11. Kovetkeztetések

Hosszu ideig a klasszikus mechanika abszolat el6rejelezhetéségét gy tekin-
tették, mint a fizikai vildg tudomanyos képének egy lényeges eleme. A modern
tudomany harom évszizada alatt (1685-t8l szamitva, amikor is Newton elGadta
a Principia c. mivét a Royal Society-ben) a tudomanyos vilagkép egy 1j, sokkal
arnyaltabb fogalom iranyaba tolddott at, amelyben mind a determinisztikus, mind
a sztochasztikus megkézelitések jelentGs szerepet jatszanak. A sztochasztikus ele-
mek nemcsak a makroszkopikus szint bifurkicios elméleteiben lényegesek, hanem
a mikroszkopikus leirasban is, amint azt mar a klasszikus mechanika is bebizonyi-
totta. Ez az evolicié még napjainkban is tart. Az is jol érzékelhets, hogy a termo-
dinamika térvényei nem kerilhetdk meg az dkogazdasdgi modellekben. Szigorian a
termodinamika térvényeibdl kiindulva, Brddy (1989) és Samuelson (1992) tanulma-
nyaira timaszkodva, megmutattuk, hogy Neumann Janos sejtése nem igazolhaté:
a gazdasagi modelljében a termodinamikiban definialt potencidlokkal és azokhoz
kapcsolodé irreverzibilis folyamatok rataival nem értelmezhet$ izomorf moédon a
novekedés. Vagyis varat még magara egy olyan ckogazdasagi modell, amely a ter-
modinamika térvényein a valosag jobb kozelitésére alkalmas. Az 4j id6fogalom még
nem jutott el a kdzgazdaszokig, de az idGoperatorok pontos értelmezése j tavla-
tokat nyithat, kiilonésen a makrotkonémiai elméletekben. Erre talan, a megfelel
pontositasok utan, leginkabb Prigogine mdsodik idd fogalma aspirilhat. Az eddigi
statikus egyensulyi referencia pontokat felvaltjak a dinamikus, id6ben valtozo szto-
chasztikus egyensilyi referencia figguvények, ami forradalmian 0j megvilagitasba
helyez szamos tarsadalomtudomanyi, s f6leg kozgazdasigi kérdést. Mindez a dina-
mikai rendszerek 0j vizsgalatat eredményezi, Gj fogalmak és definicidk jelennek meg,
1j elméletek valtjak fel az eddigi stabilitas-, bifurkacio-, evolucié- stb. elméleteket.
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THE NEWEST RESULTS OF PHYSICAL MATHEMATICS
AS THE POSSIBLE INVESTIGATION TOOLS OF ECONOMICS

JO6zsEF MGOCZAR

The aim of this paper is to outline the newest results of physics, i.e., the stochastic mat-
hematical relations of relativity theory and quantum mechanics as well as irreversible dynamics
which can be applied for some economic problems. For example, the correct interpretation of time
operators using for the macroeconomic theories may provide a serious improvement in approach
to the reality. The stochastic dynamic equilibrium reference functions will take over the role of
recent static equilibrium reference points, which may also reveal some nonequilibrium questions
of macroeconomics. The concepts and definitions of thermodynamics and biological evolution
have been adopted in economics by Paul A. Samuelson, but he did not concern the newest results
of quantum mechanics, e.g., the time operators. Now we do it. In addition, following Samuel-
son, we show that von Neumann growth model cannot be explained as a peculiar extension of
thermodynamic irreversibility.
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'97, 11T (Déntéshozatal) témakor, (1997) 369-375.

e Rdcsos tarték dllapotvizsgdlata (Kas Péterrel és Malyusz Leventével), Uj
utak a magyar operacidkutatasban (szerk.: Komlési Sandor, Szantai Tamas),
Dialég Campus Kiadé, Budapest-Pécs, (1999) 305-323.

Linedris programozdssal és a pivot technikdval kapcsolatos munkdk

o Magyar Mddszer tipusi algoritmusok Linedris Programozdsi feladatok meg-
olddsdra (Terlaky Tamassal), Alkalmazott Matematikai Lapok 12, (1985)
1-14.

o Irdnyitott matroidok megengedettségi feladatdnak egy 1j megkozelitése (Ter-
laky Tamaéssal), Alkalmazott Matematikai Lapok 12, (1986) 279-282.

o A Bland szabdly a primdl és a dudl szimplex mddszer esetén (Terlaky Tamas-
sal), Alkalmazott Matematikai Lapok 13, (1987) 1-7.

o Az ellipszoid modszerrél (Terlaky Tamaéssal), SZIGMA XX, (1987) 196-208.

o Remarks on the Feasibility Problem of Oriented Matroids (Terlaky Tamaés-
sal), Annales Universitatis Scientientiarium Budapestiensis de Rolando E&t-
vds Nominate, Sectio Computatorica VIL., (1987) 155-157.

o A Criss-Cross modszer és az irdnyitott matroidok komplementaritdsi feladata
(Terlaky Tamassal), Alkalmazott Matematikai Lapok 14, (1989) 365-375.

o A pivot technika szerepe a linedris algebra néhdny alapvetd tételének bizo-
nyitdsdban (Terlaky Taméassal), Alkalmazott Matematikai Lapok 14, (1989)
425-448.
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e El Papel de la Technica del Pivote en la Demonstracion de Algunos Teoremas
Fundamentales del Algebra Lineal (Terlaky Taméassal), Revista de Investiga-
cion Operational X., (1989) 141-167.

e Some Generalizations of the Criss-Cross Method for Linear Complementary
Problem of Oriented Matroids (Terlaky Taméassal), Combinatorica 9, (1989)
189-198.

o Variants of the Hungarian Method for Solving Linear Programming Problems
(Terlaky Tamassal), Optimization 20, (1989) 79-91.

e The Role of Pivoting in Proving Some Fundamental Theorems of Linear
Algebra (Terlaky Tamassal), Linear Algebra and its Applications 151, (1991)
97-118.

e On the Ellipsoid Method (Terlaky Tamassal), Radovi Matematicki 8, (1992)
269-280.

e Young Programming, an Analytical Approzimation of Linear Programming
(Kas Péterrel, Malyusz Leventével és Gokhan Izbirakkal), Research Report,
Eastern Mediterranean University, EMU-AS-11 (1997)

e Az exponencidlis barrier programozds, mint o linedris programozds analiti-
kus megkézelitése (Malyusz Leventével), Alkalmazott Matematikai Lapok 19,
(1999) 199-216.

e Approximation of Linear Programs by Bergman’s DF Projection (Kas Péter-
rel, Malyusz Leventével és Gokhan Izbirakkal), European Journal of Opera-
tional Research 126, (2000) 69-79.

o On the Dual of Linear Inverse Problems (Kas Péterrel), European Journal
of Operational Research 91, (1996) 634-639.

o A linedris programozds analitikus megkozelitése Young programozdssal (Kas
Péterrel és Malyusz Leventével), Uj utak a magyar operacidkutatdsban,
(szerk.: Komlosi Sandor, Szantai Tamaés), Dialég Campus Kiadé, Budapest-
Pécs, (1999) 144-167.

e Equilibrium Conditions of Trusses (Kas Péterrel és Malyusz Leventével),
Publ. Univ. of Miskolc, Series D, Natural Sciences, Vol. 39, Mathematics,
(1999) 47-56.

Csatorna kapacitdsi feladattal kapesolatos munkdk

e A Geometric Programming Approach to the Channel Capacity Problem
(Mayer Janossal és Terlaky Taméssal), Report, Department Operations
Research, E6tvés University of Sciences No. 2, (1991) 21 o.

e A Geometric Programming Approach to the Channel Capacity Problem
(Mayer Janossal és Terlaky Tamassal), Engineering Opt. 19, (1992)
115-130.
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Hdlozatokkal kapcsolatos munkdk

o Legrividebb 1t meghatdrozdsa idétél figgs élhosszal biré hdlozatban, MTA
Szamitastechnikai Kozpont, Kozlemények 3 (1967)

o Determination of Shortest Path in a Network with Time-Dependent Edge-
Lengths, Math. Operationsforsch. u. Statist. 3, (1972) 255-257.

o An Algorithm for Solving the CPMtime-cost Trade-Off Problem (Hajda Mik-
l6ssal), Periodica Polytechnica Vol. 37, No. 3, (1993) 231-247.

o Egy algoritmus a kéltségtervezési feladat megolddsdra tevékenység-éli terv
dtem hdlon (CPM-cost feladat) (Hajdu Mikldssal), Alkalmazott Matematikai
Lapok 17, (1993) 211-223.

o Hdlds tervezési technikdk az épitések tervezésében és irdnyitdsdban (Hajdu
Mikléssal), Egyetemi jegyzet, Mdegyetemi Kiado, (1994) 183 o.

o Optimization Techniques for Planning Highway Pavement Improvements

(Bako Andrassal, Gaspar Laszloval és Szantai Taméssal), Annals of Ope-
rations Research 58, (1995) 55-66.

Statisztikat paraméterbecslési mdodszerekkel kapcsolatos munkdk

o Megjegyzés egy tobb dimenzids Cauchy eloszldsrél (Kas Péterrel), Alkalma-
zott Matematikai Lapok 13, (1987) 145-161.

e A tébb dimenzids Dirichlet eloszlds momentum és likelihood illesztésének nu-
merikus megolddsdrol (Grubert Laszloval), Alkalmazott Matematikai Lapok
15, (1990) 197-211.

Young programozdssal kapcsolatos munkdk

o Convex Programs Based on the Young Inequality and its Relation to Linear
Programming (Kas Péterrel és Malyusz Leventével), Central European Jour-
nal of Operations Research 7, (2000) 291-304.

e Young Programming (Kas Péterrel, Malyusz Leventével és Gokhan Izbirak-
kal), Encyclopedia of Optimalization (szerk.: C. A. Floudos, R. M. Pardalos)
(2001)

Elérebecslési és értékelé modellekkel kapcsolatos munkdk
o Az input-output tdbla elérebecslésérsl, MTA Szamitastechnikai és Automati-
zalasi Intézet, Kézlemények 10, (1973)

o A Theoretical Prediction of the Input-Output Tables, L.F.1.P. TC7 Opti-
mization Conference, 5th Conference on Optimization Techniques, (1973)
471-483.

o A Theoretical Prediction of the Input-Output Table, Lecture Notes in Com-
puter Science 3, (1973) 484-492.
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e Estimation of the Parameters in the Gravity Model for Trip Distribution,
A New Method and Solution Algorithm (Kadas Sandorral), Regional Science
and Urban Economics 6, (1976) 439-457.

o Equvivalence of Certain Types of Gravity and Entropy Mazimization Models
for the Trip Distribution Problem, An Application of Geometric Program-
ming (Kadas Sandorral), Contributions to the Theory of Optimization 2,
(1983) 38-70.

o Gravitdcids- €s entrdpia mazimalizdlisi modellek (Kadas Sandorral), Adat -
Modell - Elemzés (szerk.: Kovacs Erzsébet), Aula Kiado, (2001) 37-52.

e Linearly Constrained Estimation by Mathematical Programming (Mayer
Janossal és Terlaky Tamassal), European Journal of Operational Research,
(1989) 254-267.

e Hilder eltérés és alkalmazdsa a tébbtényezds értékelés feladataiban, PRO-
DINFORM Tanulméany (1992)

Egyéb munkdk

e A keverési feladat matematikai modelljeirél (Mayer Janossal és Terlaky
Tamassal), Alkalmazott Matematikai Lapok 14, (1989) 99-117.

o A New Convergent Algorithm for the Continous Modular Design Problem
(Mayer Janossal és Terlaky Tamassal), The Arabian Journal for Science and
Engineering 15, (1990) 687-694.

e A Proof of the Generalized Hadamard Inequity via Information Theory (Kas
Péterrel), Annales Universitatis Scientientiarium Budapestiensis de Rolando
E6tvds Nominate, Sectio Computatorica XIII, (1992) 21-24.

o Some Generalizations of the Criss-Cross Method for Quadratic Programming
(Terlaky Taméassal), Optimization 24, (1992) 127-139.

o On the Duality of the Mized Entropy Programming (Kas Péterrel), Optimi-
zation 27, (1993) 253-258.

e A New Algorithm for the Continuous Modular Design Problem (Terlaky
Tamaéssal és Mayer Janossal), Proceedings of the SIGAL Workshop on Algo-
rithms 10, Japan, Association of Information Science (2001) 1-8.

o Sztochasztikus jelenségek (Nagy Tamassal), Operacidkutatds, Vol. 1,
Budapesti Kézgazdasigtudomanyi és Allamigazgatasi Egyetem, Aula Kiado
(2002)

Kutatdst pdlydzati munkdk

e EGPO 59/86 kutatdsi palydzat, 1986-1989.

— A kvadratikus programozas két alapveté algoritmusa, 1987.
— A kvadratikus programozas dualitdsi problémakore és a megoldéasara
szolgalé Lemke algoritmus és komputer kodja, 1988.
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— A kvadratikus programozasi feladat megoldasara szolgalé Van de Panne
algoritmus és komputer kdédja, 1988.
— A sorozatgyartasi és a modultervezési feladat, 1989.

o OTKA kutatdsi pdlydzat, 1991-1992.

- Egy primal-dudl algoritmus az entrépia programozasi feladat megol-
dasara, 1991.

— A nemnegativ vektorok eltérésének mérésére szolgalé eltérésfliggvények
3 tipusa, 1992.

— A nemnegativ vektorok eltérésének mérésére szolgalo eltérésfiiggvények
vizsgalata és alkalmazasa a dontési modellekben, 1993.

e FKFP 0231 kutatdsi pdlydzat, 1999-2002.
— Sztochasztikus jelenségek, 2000.

Osszedllitotta: Nagy Tamds (Miskolci Egyetem)
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HARNOS ZSOLT (1941-2009)

Harnos Zsolt szakmai életrajza

Harnos Zsolt 1941. marcius 27-én sziiletett Budapesten. Az ELTE TTK alkal-
mazott matematikus szakan 1966-ban szerzett diplomét.

1966 és 1987 kozott az MTA, az OMFB és az OT kiilonb6z6 intézeteiben dol-
gozott. 1987-t61 a Kertészeti és Elelmiszeripari Egyetem (2000-t61 Szent Istvan
Egyetem, majd 2003-t6l Budapesti Corvinus Egyetem) Matematika és Informa-
tika tanszék tanszékvezetS egyetemi tandra. 2000 és 2006 kozott a Szent Istvan
Egyetem, illetve a Budapesti Corvinus Egyetem tudomanyos rektorhelyettese volt.

1978-ban nyerte el a matematikai tudomanyok kandidatusa fokozatot (Szub-
derivaltak és érintGkupok vizsgalata és alkalmazésaik optimalizacios problémakra).
1985-ben kapta meg a tudomanyok doktora fokozatot (Az agrodkologiai adottsagok
rendszerének matematikai modellezése).

1995-ben a Magyar Tudomanyos Akadémia levezs tagjava valasztottak. Szék-
foglalo el6adasét Informatika szerepe az agrartudomanyokban cimmel tartotta meg.

2001-ben a Magyar Tudomanyos Akadémia rendes tagga valasztotta. Székfog-
lal6 eladasanak cime: Mezdgazdasagi rendszerek modellezésének néhany problé-
maja.
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1997-ben akkreditaltak az Elelmiszergazdasag dontéstamogaté rendszerei cimi
doktori programot. Ez 2001-ben Doktori Iskolava alakult, melynek vezet&je volt.

Az elmilt években tiz doktorandusz témavezetdje volt, akik koziil tobben mar
megszerezték a PhD fokozatot. Tudomanyos rektorhelyettesként feliigyelte a SzIE,
illetve 2003-t6l a Budapesti Corvinus Egyetem doktorképzését. A Budapesti Corvi-
nus Egyetemen a Tudomanyos Tanéacs és az Elettudomanyi Doktori Tanacs elndke
volt.

Szamos szakmai és tarsadalmi funkciét toltétt be a KEE, SzIE, illetve BCE
bizottsagi rendszerében.

Harnos Zsolt kutatasi teriiletei az alkalmazott informatika fejlodeé-
sével, altalanossa valasaval parhuzamosan jelentés valtozasokon mentek keresztiil.
A 70-es évek kozepe ota foglalkozott a kézgazdasig, agrargazdasag, ill. a kérnye-
zetvédelem, kornyezetgazdalkodas matematikai, informatikai kérdéseivel.

Matematikai médszertani, alkalmazott informatikai kutatasai nagyrészt jelen-
t6s hazai és nemzetkozi kutatasi projektekhez kapcsolodtak. Ezek koziil kiemelke-
dék

- a magyar mezdgazdasag agrotkolégiai potenciiljanak a felmérése,
— a biomassza hasznositasi lehetGségeinek a feltarasa,

— az aszalyok elemzése,

- az AGRO21,

- az AGRO-QUALITAS programok,

- az agrotechnika termgképességre gyakorolt hatasainak az elemzése (IIASA
- nemzetkozi projekt),

- aklimavaltozas és annak varhat6 hatasa a mezégazdasagra (CLAIRE, CLI-
VARA).

A 90-es évek 6ta kutatasi tevékenysége elsGsorban az idGjarasi valtozékony-
sag, a klimavaltozas el6rejelzett alakulasanak elemzésére, annak a mezdgazdasagra
gyakorolt hatasanak feltarasara irdnyult.

A kutatasok két egymasra épiilt nemzetkozi kutatasi projekt keretében foly-
tak: CLAIRE és CLIVARA projekt, az Environment Change Unit, Oxford Univer-
sity koordinalasaban 11 orszag, s azon belill 16 kutatéintézet kozremiikddésével, a
Koézép-Eurdpai régiot a Harnos Zsolt altal vezetett csoport képviselte.

Részt vett a VAHAVA (VAltozas-HAtéas-VAlaszadéas) elnevezés projektben
2003 és 2006 kozott, amelynek folytatasat ,Felkésziilés a klimavaltozasra: Kérnyezet-
Kockézat-Tarsadalom (KLIMAKKT)” cimmel vezette.

2007-ben vezetésével alakult az Alkalmazkodas a klimavaltozashoz elnevezési
akadémiai kutatécsoport és az MTA-n a Klimavédelmi Kutatasok Koordinacios
Iroda.

Vezetésével vett részt egy kutatécsoport az ADAM — ADaptation And Mitiga-
tion Strategies: supporting European climate policy elnevezésti Eurépai Projekt-
ben.
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A 80-as évek vége ota elndke a Biometriai és Biomatematikai Bizottsagnak
és az Operécitkutatasi Bizottsagnak (1999-ig). Tagja volt a Kérnyezettudomanyi
Elnéki Bizottsdgnak, a Konyvtari Bizottsagnak, az Aszaly Bizottsagnak (alelndk).
2002-ben ujra elndki megbizast kapott. 1996-1998 elndke volt a Magyar Ope-
raciokutatasi Tarsasagnak. Elndkségi tagja volt a HUNINET és HUNGARNET
egyesiiletnek. 2003-t61 2006-ig tagja volt az OTKA Bizottsignak.

Az elmult évtizedben folyamatosan részt vett tobb nemzetkézi szervezet mun-
kdjaban. Az IFORS (International Federation on Operation Research Societies)
magyar képvisel§jeként, valamint az IBS (International Biometrical Societies) coun-
cil tagjaként.

A Nemzetkozi Biometriai Bizottsag 1990-ben rendezte Magyarorszagon XV .-ik
konferenciajat, az EURO (az IFORS eurépal szervezete) 2000-ben tartotta Magyar-
orszagon nemzetkozi konferencidjat, amelyek szervezésében Harnos Zsolt jelentGs
szerepet vallalt. 2003-ban az EFITA magyarorszagi konferencia programbizottsa-
ganak elndke. A fentieken kiviil t6bb hazai és nemzetkdzi konferencia szervezésében
vett részt.

1995 és 2000 kozott tagja volt a JABES (Journal of Agricultural, Biological
and Environmental Statistics) és 1988 6ta tagja volt az Alkalmazott matematikai
lapok cimi folyo6iratok szerkeszt&bizottsaganak. Tagja volt a Gazdalkodas és az
AGROZ21 fiizetek szerkeszté bizottsdganak.

1999 és 2002 kozott Széchenyi Professzori Osztondijban részesiilt. 2002-ben
kutaté és oktaté munkaja elismeréseként megkapta a Magyar Kéztarsasagi Erdem-
rend Tisztikeresztje kitiintetést.

2006-ban a tudomanyos utanpo6tlas nevelésben, az élettudomanyi doktori isko-
lak létrehozasaban és szervezésében kifejtett iskolateremtd tevékenysége elismeré-
seként Széchenyi-dijat kapott.

Harnos Zsolt publikacioi
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[K1] HaRrNoOS Zs.: ICL System 4 ALGOL gépi reprezentdcié, OTSZK, (1971) 90
old.
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lizis Bizottsag Kiadvanya, (1979) 75 old.
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KAS PETER

(1949-2009)

Kas Péter 1972-ben végezte el az ELTE matematikus szakat. Végzés utén az
MTA Szamitokozpontjaba, az MTA SZTAKI egyik jogel6djébe keriilt. Palyajat
Prékopa Andras Operaciokutatési osztdlyan kezdte, amely akkoriban a magyar
operacidkutatas talan legfontosabb centruma volt.

Itt a Haloézati folyamok csoportban Klafszky Emil vezetése alatt dolgozott,
akinél a szakdolgozatat irta. Mester és tanitvany soha nem véletleniil talalnak egy-
maésra. Ebben az esetben 0sszekototte Gket a stilus, a matematizalas igényes, mives
volta, mely mindkettejiikre halalukig jellemzé volt. Eléreszaladva az idében, Kas
Péter utols6 munkahelyén az Eastern Mediterranean Universityn talan negyven-
szer is elmondta a bevezets linearis algebra targyat, mert egyes félévekben tébb
osztalyt is vitt. Mégis élete utolsé napjaig nagy gonddal csiszolta az elGadasait és
készitette a feladatokat a gyakorlatokra és dolgozatokra. A rovidesen indul6 félév
el6adasaihoz készitett jegyzetei ott fekiidtek az asztalan a halalakor.

Els6 publikiciéi természetesen a halozati folyamok elméletérdl és alkalmazasa-
ir6l szolnak. A témék elég valtozatosak: a magyar ithéalézat forgalmanak elérejel-
zése; egy ltemezési feladat visszavezetése halozati folyamra; kvadratikus célfiigg-
vényii folyam feladat; a k-adik legrévidebb ut meghatarozasa; altalanos nemlinearis,
minimal koltségii folyam. Ez a korszaka egybeesik a SZTAKI-ban toltott idével.
zalassal meghatarozott kiosztasarol szol. Az 1993-ban még utoljara visszatér a
teriilethez a terviitemezési feladat kritikus utjainak elemzése soran.
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1982-ben Prékopa Andras munkatéarsaként atment a Mdegyetemre. Palyajat
egy varatlan fordulat lenditette tovabb. 1984 szeptemberében az ELTE Termé-
szettudomanyi Karan megalakult az Operaciokutatéasi Tanszék ugyancsak Prékopa
Andras vezetésével. Kas Péter a tanszék egyik alapit6 tagja. 1990-ben Ankaraba,
Torokorszag akkor egyetlen maganegyetemére, a Bilkent Egyetemre ment, ahol az
operacidkutatasi tanszék szerepét bet6lté Department of Industrial Engineeringhez
csatlakozott. Innen 1992-ben — hivasra — atment Ciprusra, a famagustai Eastern
Mediterranean University (EMU) matematikai tanszékére. Itt tanitott 17 tanéven
keresztiil, egészen a halalaig. Még az 1990-es évek elsé felében tagja lett annak
a bizottsagnak, amely megalapitotta az EMU ,industrial engineering” tanszékeét.
O maga azonban maradt a matematikai tanszéken. Itt f6képpen linearis algebrat,
valoszintiségszamitast, statisztikat, operacidkutatast, véges matematikat és kiilon-
b6z6 optimalizalasi targyakat tanitott. A tanszéknek vannak sajat hallgatoi is,
de legtobbet mas tanszékek szaméara tanit, Gn. szervizkurzusként. Emiatt minden
féléevben tobb osztalyban indul linearis algebra, melynek Kas Péter volt a koordiné-
tora, azaz vezet6 tanara. Ketten doktoraltak és szamos szakdolgozatot irtak nala.
Szép elGadasain kiviil tanari sikereinek maésik kulcsa az volt, hogy elfogulatlanul
kozeledett barkihez, legyen az akar egy tanar kolléga, avagy egy didk.

Erdeklédése ciprusi éveiben kezdett a nemlinearis programozas felé fordulni.
Vizsgéalodasainak homlokterében f6leg az entrépia és Young-programozas, valamint
a hozzajuk kapcsolodoan divergencia fiiggvények felhasznalasa allt. Tarsszerzékkel
feldolgozott vegyes téméakat is.

* 3k ok

Kas Péter 2009. szeptember 14-érél 15-ére virrad6 éjjel dlmaban halt meg.
Nyugodtan fekiidt 4gy4ban, arcan nem latszott szenvedés. Ugy halt meg, ahogy
szeretett volna, teljes szellemi és testi er6ben. Nem kellett megizlelnie a leépiilés
kesertiségét.

Tanitvanyainak haldla miatt érzett mély, emberei fajdalmaboél érzékelhets volt
az a nagy, pozitiv hatas, amit kornyezetére tett. O is azok kozé tartozik, akik
gyarapitottak hazank és a magyar matematika jo hirét.

Sirja Famagusta angol temet&jében talalhato.
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ZART: EGY MULTIFUNKCIONALIS MINTAKERESO ALGORITMUS
SZATHMARY LASZLO ES BOGNAR KATALIN

Az adatbanyaszatban az asszociaci6s szabalyok feltarasara szamos algorit-
must ismeriink. Ebben a cikkben a Zart nevi multifunkcionalis mintakeresé
algoritmust mutatjuk be, mely a Pascal-algoritmuson alapszik. A Zart algo-
ritmus szdmos olyan miveletet is elvégez, melyek altalaban egymastol fiigget-
lenek, mint példaul gyakori zart mintak keresése, ill. generatorok hozzaren-
delése a megfelels lezartakhoz. A Zart ezaltal egy komplett algoritmus a
mintak ekvivalenciaosztilyainak a kiszamitasara, melyekben a generatorok
és a zart mintak is szerepelnek. FEzen jellemzdék miatt a Zart-tal kénnyen
elgallithaték az un. minimalis nem redundans asszocicios szabalyok, melyek
az Osszes asszociacios szabaly hasznos és veszteségmentes reprezentéciojat
alkotjak. Ezen tdlmenéen a Zart - koszonhetSen annak, hogy a Pascal ki-
terjesztése — elég hatékonyan mikdédik mind gyengén, mind pedig erdsen kor-
relalt adathalmazokon. A Zart algoritmus kiemelt helyen szerepel a CORON
rendszerben, mely egy tobbcéla adatbanyasz platform.

1. Bevezetés

Az adatbanyaszatban az asszociaciés szabalyok feltarasa az egyik legfontosabb
feladat. Nagyon sok esetben azonban a gyakori mintakbol igen nagy szamu érveé-
nyes asszociacids szabalyt lehet elSallitani, erGsen megnehezitve eziltal a szabalyok
felhasznalasat egy valédi alkalmazasban. Ezen probléma megoldasara megsziilet-
tek a szabalyok kiilonbozd tomdéritett reprezentaciéi, mint pl. a generikus béazis
(GB) [1], az informativ bazis (ZB) [1], a reprezentativ szabalyok [2], a Duquennes—
Guigues-bazis [3], a Luxenburger-bazis [4], stb. Egy nagyon j6 Osszehasonlito
elemzés talalhat6 ezen bazisokrol Kryszkiewicz cikkében [5], amelyben a szerzé
megfogalmazza azokat a feltételeket, melyeknek egy szabaly-reprezentaciénak meg
kell felelnie: legyen veszteségmentes (vagyis valamennyi érvényes szabalyt vissza
lehessen allitani), helyes (azaz érvénytelen szabalyt ne lehessen belgle elGallitani),
ill. informativ (vagyis bizonyos paramétereket — mint pl. support vagy confidence
értékek — meg lehessen allapitani).

Kryszkiewicz megmutatta, hogy a minimalis nem redundéans asszocidcios sza-
balyok! (MANTR) a cover operatorral valamennyi érvényes asszociaciés szabaly
nyes a tranzitiv kapcsolatokat nem tartalmazé redukalt minimalis nem redundans
asszocidcios szabalyokra (RMNR) is, ha a cover operatort kiegészitjik a confi-
dence tranzitivitds jellemzével. Az MNR és RMNR definiciéibél lathato, hogy

LEzen szabalyokat a 2. részben definialjuk.

Alkabnazott Matematikai Lapok (2010)

(Ny0S AKAVEUA

K



108 SZATHMARY LASZLO ES BOGNAR KATALIN

ezen szabalyok a gyakori zart minték, ill. a zart mintdkhoz rendelt generatorok
segitségével elgallithaték. A gyakori mintdknak szamos t&moritett reprezenta-
cidja létezik, mint pl. a zart mintak {6, 7, 8], a generator reprezentacié [9], a
diszjunkcidmentes mintak [10], a diszjunkcidmentes generatorok [9], az 4ltalano-
sitott diszjunkciémentes generatorok [11] stb. Ezen reprezentaciok koziil a gya-
kori zart mintakat, ill. a gyakori generatorokat felhasznalva lehet&ségiink nyilik az
asszociaciés szabilyoknak egy olyan tomoritett halmazat definidlni, mely veszte-
ségmentes, helyes, ill. informativ is egyben [5]. Ezt a szabalyhalmazt minimalis
nem redundans szabalyoknak (MNR) hivjuk [1]. Ez a halmaz — méretét tekintve
- altalaban nem a legkisebb, viszont j6 kompromisszumot nyijt a szabalyok szama,
ill. a szabalyok el6allitasahoz sziikséges id6 kozott [12].

A [13]-as cikkben Bastide et al. bemutatta a Pascal-algoritmust, s azt &lli-
totta, hogy ezen algoritmussal elGallithatok az MANTR szabilyok. Sajnos a
Pascal-algoritmus kimenetébdl még nem lehet kézvetleniil elGallitani ezen szabéa-
lyokat. ElGszoér is sziikségiink van a gyakori zart mintakra is. Masodszor, a gya-
kori generatorokat hozza kell rendelni a lezartjaikhoz. A Zart algoritmus, mely a
Pascal kiterjesztése, pontosan ezeket a kiegészit6 miiveleteket végzi el. Az algo-
ritmus neve amugy a magyar ,zart” sz6bol szarmazik, ezzel is utalva arra, hogy
az algoritmus a gyakori zart mintakat is megkeresi. A Zart algoritmus kimene-
tébdl mar konnyedén elGallithatok az MANR szabalyok. A Pascal helyett masik
algoritmust is vehettiink volna alapul. A valasztasunk mégis azért esett a Pascal-
ra, mert a szintenkénti elven miikdds gyakori mintakat keresé algoritmusok koziil
talan ez a leghatékonyabb. Ez a jo teljesitmény annak koészonhetd, hogy a minta-
kat szamlalé kovetkezteté mechanizmus jelentds mértékben csokkenti a koltséges
adathalmaz-ajraolvasasok szamat.

A Zart algoritmust a CORON platformon beliil implementéltuk [14].2 A CORON
egy tobbféle kutatasi teriileten alkalmazhat6, platformfiiggetlen, tébbeéli adatba-
nyaszati eszkéztar, amely nem csupan szamos adatbanyaszati algoritmust fog 6ssze,
de tobbféle kiegészits szolgaltatast is nytjt, mint pl. az adatok el6készitése, tisz-
titasa, ill. az eredmények megjelenitése, értelmezése. Legjobb tudomasunk szerint
nem létezik még egy olyan, a CORON-hoz hasonlé adatbényaszati szoftver, mely
direkt modon mintakeresésre, ill. asszociicios szabalyok el6allitasara lett volna ki-
fejlesztve. Cikkiink egy korabban angolul megjelent kiézleményiink [15] kib&vitett
valtozata.

Ezen cikk a kovetkezdképpen épiil fel. A 2. részben attekintjlik az alapvet6
fogalmakat és definicidkat. A 3. részben a Zart algoritmus harom {6 jellemz&jét
mutatjuk be. A 4. részben a Zart algoritmust ismertetjiik, melynek mikodését egy
konkrét példan keresztiil is szemléltetjilk. Az 5. részben az MNR szabalyok el6al-
litasat részletezziik. A 6. részben a Zart algoritmus futasi eredményét hasonlitjuk
Ossze a Pascal- és Apriori algoritmusokkal. Végiil a 7. részben a konkltazidkkal
zarjuk a cikket.

2http://coron.loria.fr
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2. Fogalmak és definiciok
Vegyiik a kovetkezd 5 x 5-0s méretd adathalmazt: D = {(1, abde), (2, ac),

(3, abce), (4, bee), (5, abce)} (lasd még 1. tablazat). A cikk tovabbi részében erre
a példara ugy fogunk utalni mint ,,2 adathalmaz”.

1. tablazat. A példakhoz hasznalt D adathalmaz.

a | b | c | d]e]
1 X X | X
2 x
3 X | X X
4 x | x
S5 || x | x | x

Gyakori mintak. Legyen O = {01,02,...,0m} objektumok (vagy tranzakciok)
egy halmaza, A = {a1,as,...,a,} attribitumoknak egy halmaza, R C O x A pedig
egy binaris relacié. Az A halmaz egy részhalmazat mintdnak, egy k darab attriba-
tumot tartalmazo mintat pedig k-hossziisagi mintanak neveziink. Minden tranzak-
ci6 rendelkezik egy egyedi azonositéval (tid), s a tranzakciok egy halmazat tidsetnek
hivjuk. Egy X mintat tartalmazo tidsetet az X minta képének is nevezziik, s t(X)-
szel jeloljiik. Pl. a D adathalmazban az ab minta képe 135, azaz t(ab) = 135.3
Egy X minta support értéke — jelblése supp(X) — az X minta képének a mérete,
azaz supp(X) = |[t(X)]. Vagyis a support azt mutatja meg, hogy egy minta hany
tranzakcioban van jelen. Egy X mintat gyakorinak hivunk, ha a support értéke
nem kisebb, mint egy adott minimum support kiiszobérték (jelolése min_ supp),
azaz supp(X) > min_supp.

Ekvivalenciaosztalyok. Két minta X,Z C A ekvivalens (X = Z), ha a képiik
megegyezik, vagyis t(X) = ¢t(Z). Egy P mintaval ekvivalens mintak halmazat a P
minta ekvivalenciaosztalyanak nevezziik: [P] = {Q € A | P = Q}. Egy ekvivalen-
ciaosztalynak egyetlen maximalis eleme van (zart minta), s tobb minimalis eleme
is lehet (generatorok?) [13].

2.1. Definicié. Egy minta zdrt, ha nincs vele azonos support értéki valédi
szuperhalmaza.

3 A halmazok leirasara egyszertisitett jeldlést alkalmazunk. Pl {a,b,e} helyet abe-t, {1, 3,5}
helyett pedig 135-6t fogunk frni.

4A szakirodalomban ezen mintakat tobbféleképpen is nevezik: kulcsmintak, minimalis genera-
torok, szabad mintak, kulcsgeneratorok stb.
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2.2. Definicié. Egy minta (minimalis) generdtor, ha nincs vele azonos support
értékd valédi részhalmaza.

A lezdrdsi operator egy X mintahoz az X ekvivalenciaosztalyédban talalhaté
maximalis elemet rendeli hozza. A hozzarendelt elemet X lezdrtjdnak nevezziik, s
~v(X)-szel jeloljiik.

1. Példa. A D adathalmazban zart minta pl. az a, ac és abce. Az abc minta
(support értéke 2) nem zart az abce minta miatt {melynek support értéke szintén
2). Az abc minta generator, ui. valamennyi részhalmaza magasabb support érték-
kel rendelkezik. A b és abc mintdk generdtorok, melyek lezartjai: v(b) = be és
v(abe) = abee.

Mintaszamlalé kévetkeztetés. A support értékre és a generatorokra vonat-
kozé most kdvetkezd talajdonsagok a [13]-as cikkbél szarmaznak:

1. Tulajdonsdg. Legyen P és Q) egy-egy minta.

(i) P = Q= supp(P)=supp(Q),
(ii) P CQ és (supp(P) =supp(Q)) = P = Q.

2. Tulajdonsdg. Egy gyakori generator valamennyi részhalmaza gyakori
generator. :

3. Tulajdonsdg. Egy P minta a.cs.a. generator, ha supp(P) # minpep

(supp(P \ {p}))-

Az utolsé jellemzd szerint egy P minta a.cs.a. generator, ha P support értéke
kiilonbozik a néla eggyel kisebb méret(i részhalmazainak a support értékétsl. Defi-
nici6 szerint ui. egy generdtornak nem lehet vele azonos support értéki valodi
részhalmaza.

Gyakori asszociacios szabalyok. Egy asszociacits szabaly egy I} — I alaka
kifejezés, ahol I és Iy tetszdleges mintak ([, I C A), [ NIy =0 és I, # 0. Egy
r: Iy — I asszociacids szabaly support értéke a kovetkezSképpen definialhaté:
supp(r) = supp(l; U Iz). Egy r asszociacios szabaly confidence értéke azt mutatja
meg, hogy mi annak a valészintisége, hogy egy objektum rendelkezik az I mintaval,
feltéve hogy rendelkezik az I; mintaval: conf(r) = supp(l; U Iz)/supp(l1). Egy
r asszociacios szabalyt melynek confidence értéke 100%, pontos szabalynak (vagy
implikiciénak), kiillénben pedig megkézelit§ szabalynak neveziink. A supporthoz
hasonléan a confidence-re is megadhato egy hatarérték (minimum confidence). Egy
r asszociacios szabaly érvényes, ha supp(r) > min_supp és conf(r) > min_conf.
Az érvényes asszociacios szabalyok halmazat AR-rel jeloljiik.

2. Példa. Nézziink néhany asszociacios szabalyt, melyeket a D adathalmazbét
nyerhetiink ki. A b — e support értéke 4 (80%), confidence értéke 1 (100%).
A ¢ — abe support értéke 2 (40%), confidence értéke 0,5 (50%).
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Most pedig tekintsitk 4t néhany, asszociicids szabalyokat reprezentalé bazis
definiciojat [16].

2.3. Definicio. Jelolje FCI a gyakori zart mintdk halmazat. Egy f gyakori
zart minta esetén jeldlje F'G; az f ekvivalenciaosztilyaban 1év6 generatorokat.
A pontos asszociacios szabalyok (implikaciok) generikus bazisa:

GB={r:g=(f\g) | feFCINg € FGsNg # f}.

2.4. Definicié. Jeldlje FCI a gyakori zart mintak, F'G pedig a gyakori genera-
torok halmazat. A megkdzelitd asszociicids szabalyok informativ bazisa:

IB={r:g—(f\g) | fe FCINg e FGA~(g) C f}.

2.5. Definicié. Jelolje FCI a gyakori zart mintdk halmazat, ZB pedig az elébb
definialt megkoézelité asszociicids szabilyok informativ bazisat. Az IB tranzitiv
kapcsolatoktél mentes valtozatat redukalt informativ bazisnak nevezziik:

RIB={r:g— (f\g9) €IB|~(g)
az f legnagyobb valodi részhalmaza az FCI-ben}.

2.6. Definicio. A minimilis nem redundéans asszocidciés szabilyokat a GB
és IB halmazok unidja adja (MANR = GBUZIB). Az MNR tranzitiv kapcso-
latokt6l mentes valtozatdt a GB és RIB halmazok unidjaként kapjuk
(RMNR =GBURIB).

3. Példa. Nézziink néhany asszociacios szabalyt a fenti bazisokbol: {b — e,
ab — e,ce — b} € GB, {b — ce,b — ace} € IB, {b — ce,b — ae,bc — ae} € RIB.
Az 5. rész végén tovabbi példak is talalhatok.

3. A Zart 16 jellemzdi

A Zart algoritmus harom fazisboél tevédik 6ssze: (1) mintaszamlalé kovetkezte-
tés, (2) gyakori zart mintak azonositasa, (3) a gyakori zart mintak generatorainak
a megallapitasa.

3.1. Mintaszamlalé kovetkeztetés

A Zart elsé része a Pascal-algoritmus mintaszamlalo kovetkeztetésére épiil.
A gyakori minték szintenkénti keresése esetén elGszor az ekvivalenciaosztalyok leg-
kisebb elemeit talaljuk meg, s ezek a mintdk pontosan a generdtorok. Késgbb,
mikor egy nagyobb mintat talalunk, leteszteljiikk, hogy egy mar felfedezett ekviva-
lenciaosztalyhoz tartozik-e. Ha igen, akkor nem sziikséges tGjra végigfutni az adat-
halmazon a minta support értékének megallapitasahoz. Vagyis ezaltal a koltséges
adathalmaz-tjraolvasasokat és support szamitasokat le lehet cstkkenteni csupan a
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generatorok esetére. Egy bizonyos szintt6l viszont méar meglesz az Gsszes genera-
tor, tehat a hatralévs gyakori mintak, ill. ezek support értékei megallapithatoak
anélkiil, hogy ujra végig kellene olvasni az adathalmazt.

Az 1. dbran (bal oldal) a Pascal kimenete lathato: az algoritmus megtalalja a
gyakori mintékat és megjeloli a gyakori generatorokat. Ha megnézziik az MAN'R és
RMNR szabalyok definicioit, akkor egyértelmt, hogy ez a kimenet nem elegendé.
A Zart kimenete szintén az 1. abran szerepel (jobb oldal). Mint lathato, az algorit-
mus feltarja az ekvivalenciaosztalyokat. Az abran csupan az ekvivalenciaosztalyok
maximalis (gyakori zart minta) és minimalis (gyakori generatorok) elemei vannak
feltiintetve. A support értékek az osztéalyok jobb fels6 sarkaban szerepelnek. A Zart
altal produkalt kimenet sziikséges és elegend6 a GB, ZB, RIB, MNR és RMNR
szabalyok generalasahoz.

2
abce
2 2
abc ace
3
‘ 3 3
e | abe bce
3 3 3
ab > fae be ce
4
be
4
a 4
4 4 c
b e
(> ekvivalencia-osztaly
¢ -0s2t4 =
gyakori (nem-generator) minta B yih (kdzvetlen)
D gyakori zart minta szomszédok
gyakori generator O gyakori generator tranzitiv kapcsolat

1. abra. A Pascal (bal oldal) és a Zart (jobb oldal) eredménye a D adathalmazon
min_supp = 2 (40%) kiiszobérték mellett.

3.2. Zart mintak azonositasa a gyakori mintak kozott

A Zart algoritmus méasodik része a zart mintakat azonositja a gyakori min-
tak kozott. Bz az otlet eredetileg az Apriori-Close algoritmusban szerepelt [16].
Definici6 szerint egy zart mintanak nincs vele azonos support értékd szuperhal-
maza. A k. iteraci6 soran valamennyi k-hosszusagu mintat ,zart”-nak mindsitiink.
A (k + 1). iteraciéban minden egyes (k + 1)-hossziisagi minta esetén megnézziik,
hogy az adott minta tartalmaz-e vele azonos support értékd k-hosszisagi mintét.
Ha igen, akkor a k-hosszisagu minta nem zart, hiszen van egy vele azonos support
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értékd szuperhalmaza. Igy a k-hossziisagt minta statusza ,nem zart’-ra valtozik.
Mikor az algoritmus befejezi a futdsat, a még mindig ,zart"nak jelslt minték lesz-
nek a tényleges gyakori zart mintak.

3.3. Generatorok és lezartjaik osszerendelése

A szintenkénti bejaras koévetkeztében mikor megtalalunk egy zart mintat,
akkorra mar valamennyi gyakori részhalmazat feltartuk. Ez azt jelenti, hogy méar
a generatorait is érintettiik, csupan be kell Sket azonositani. Megmutatjuk, hogy
a generatorok keresési tere leszikithet a nem zart mintdkra. Ez a kovetkez6 két
tulajdonsagon alapszik:

4. Tulajdonsdg. Egy zart minta nem lehet egy nagyobb minta generatora.

5. Tulagdonsdg. Egy gyakori nem zart g generator lezartja nem mas, mint a g
legkisebb valédi szuperhalmaza a gyakori zart mintak kézott.

Ezen két tulajdonsagot felhasznalva a generitorokat a kévetkezéképpen talal-
hatjuk meg hatékonyan. A generdtorokat egy [ listdban taroljuk. A k. iteracié soran
a k-hosszsagu gyakori zart mintakat kiszirjiik. Minden k-hosszisagu gyakori
zart minta esetén (nevezzilik a mintat z-nek) a kovetkez6 lépéseket kell elvégezni:
keressiik meg 2z részhalmazait az [ listaban, regisztraljuk 6ket mint z generatorait,
majd toréljik Sket I-bél. Miel6tt tovabblépnénk a (k + 1). iteraciora, adjuk hozza
az [ listdhoz a k-hossziisdgi nem zéart generatorokat. A 4-es és 5-6s tulajdonsigok
garantalni fogjak, hogy mikor egy gyakori zart minta részhalmazait keressiik az [
listdban, akkor csakis a generatorait fogjuk megtalalni. A listabol visszaadott min-
tak support értéke azonos a gyakori zart minta supportjaval, igy ezt nem kell kiilén
leellendrizni. Mivel a listdban csupan a generatorokat taroljuk, igy joval kevesebb
elemet kell tesztelni, mintha az Gsszes gyakori mintat letarolnank. Mivel a k. lépés
soran az ! listaban tarolt legnagyobb minta mérete legfeljebb (k — 1) lehet, ezért
nem fogjuk megtalalni azon generatorokat, melyek azonosak a lezartjukkal. Ha egy
gyakori zart mintanak az algoritmus lefutisa utan nincs beregisztralt generatora,
akkor ez egyszerdien azt jelenti, hogy a minta generatora énmaga. Ami az imple-
mentaci6t illeti, a generatorok tarolasara egy hagyomanyos lista helyett a prefix fa
(trie) adatstruktarat javasoljuk, mivel ezen adatstruktiraval nagyon gyorsan meg
lehet keresni egy minta részhalmazait.

2. tablazat. A Zart altal hasznalt tablak és mezgk.

C, | potencialisan gyakori i-hosszisagi jeloltek minta - egy tetszOleges minta
mez6k: (1) minta, (2) pred _supp, (3) kulcs, (4) support pred_supp - az (i — 1)-hosszisigh gyakori részhal-
F, | gyakori i-hosszusdgu mintak mazok support értékeinek a minimuma
mez8k: (1) minta, (2) kules, (3) support, (4) zart kules - az adott minta generitor?
Z; | gyakori i-hosszisagi zart mintak 74art - az adott minta zart?
mez0k: (1) minta, (2) support, (3) gen gen - a7 adott z4rt minta genertorai
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3. tablazat. A Zart algoritmus féblokkja.
1) FG e« {}; // globdlis lista a gyakori generdtoroknak
2) (C, feltoltése 1-hosszisagi mintékkal;
3) C;-ben lév6 mintak support értékeinek a megallapitasa;
4) gyakori mintak dtméasolasa C;-bél Fi-be;
5) az Fi-ben 1év6 mintdkat jeloljiik meg ,zart™-ként;
6) az Fi-ben lévs mintakat jeldljiik meg ,kules”™-ként ha a support
értékiik kisebb, mint az adathalmaz objektumainak a szama,
// ui. definicid szerint az tires halmaz support értéke 100%
7) ha a bemeneti adathalmaznak van telitett oszlopa, akkor FG « {0};
8) i1
9) ciklus

10)

11) Ci+1 « Zart-Gen(F});

12) ha C;41 lires, akkor lépjiink ki a ciklusbadl;

13) allapitsuk meg a ,kulcs-ként megjelolt mintak support-jat a Ciy;
tablaban;

14) ha a C;1,-ben van olyan ¢ minta, hogy c.support = c.pred _supp,
akkor jeloljiik meg a ¢ mintat ,nem kulcs™ként;

15) gyakori mintak masolasa C;.1-b6l F;y-be;

16) ha egy F;yi-ben 1év6 mintanak van F;-beli részhalmaza ugy, hogy
a két minta support-ja azonos, akkor a részhalmazt jeloljiik
meg ,nem zart”-ként;

17) a ,zart”-ként megjelolt mintakat masoljuk 4t F;-bél Z;-be;

18) Find-Generators(Z;);

19) 1—1+1;

20 }

21) mintak adtméasolasa F;-bél Z;-be;

22) Find-Generators(Z;);
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4. A Zart algoritmus
4.1. Pszeudé kod

A Zart algoritmus harom kiilénb6z6 tablat hasznal, ezek leirasa az 2. tabla-
zatban lathat6. Az algoritmus f&blokkja a 3. tablazatban szerepel. Az algoritmus
részletesebb pszeudd kodja a [14]-es dolgozatban szerepel.

Zart-Gen fiiggvény. A fliggvény bemenete egy F; tabla, mely i-hosszisagu gya-
kori mintakat tartalmaz. A fiiggvény kimenete a C;; tabla. Az eljaras a kovetkezd:
a fiiggvény feltolti a C;; tablat az Fi-ben szereplé mintak 1-gyel nagyobb szuper-
halmazaival. A Cjy; tdbldban szerepld mintak pred supp értékei a naluk 1-gyel
kisebb méret(i gyakori részhalmazaik support értékeinek a minimumaéat fogjak fel-
venni. Ha valamelyik részhalmaz nem generator, akkor az adott (z + 1)-hosszusagu
minta sem generator, igy a support értéke azonos lesz a pred supp értékkel.

Find-Generators eljaras. Az eljards bemenetként kap egy Z; tablat, majd a
tablaban taldlhat6 valamennyi z gyakori zart minta esetén a kévetkezd miivelete-
ket végzi el: megkeresi z valédi részhalmazait a globalis F'G listdban, a talalatokat
beregisztralja mint z generatorait, kitorli ket az F'G listabol, majd az Fi-ben
talalhaté nem zart generatorokat hozzaadja az F'G listahoz.

4.2. Futasi példa

A Zart végrehajtasat a D adathalmazon a 4. tablazatban szemléltetjilk. Az al-
goritmus elGszor végigolvassa az adathalmazt az 1-hossziisdgi mintdk support
értékeinek megallapitisa végett. A d minta torlésre keriil, mivel nem gyakori.
A kovetkezs iteracié soran valamennyi 2-hosszusagu jeldltet elGallitjuk, ill. megal-
lapitjuk a support értékeiket. A Cy-ben van egy minta, amelynek a support értéke
azonos az egyik részhalmazanak a supportjaval, igy a be minta nem generator.
Az F, tablazat segitségével megallapitjuk, hogy az Fi-ben taldlhat6 b és e mintak
nem zartak, mivel van azonos support-u szuperhalmazuk. A megmaradt a és c zart
mintdkat atmasoljuk a Z; tabliba, majd megallapitjuk a generatoraikat. A gyakori
generatorok globalis listajaban (FG) — mely még iires — nincs részhalmazuk, ami
azt jelenti, hogy az a és ¢ mintadk generatorok. Az Fj-ben 1év6 nem zirt genera-
torokat (b és e) hozzaadjuk az F'G listihoz. A Cj tablaban az abe és bce mintak
nem generatorok. Az Fj tabla alapjan az ab, ae, bc és ce mintdk nem zértak.
A megmaradt ac és be zart mintdkat dtmasoljuk a Z; tablaba. Az ac generatora
onmaga, mig a be generatorai b és e. Ezen két generatort kitoroljiik az F'G listabol,
majd az ab, ae, be és ce mintakat hozzdadjuk az FG-hez. Az abce jel6lt szintén nem
generator, s mivel nincs tobb generator-jelolt Cy-ben, ezért innentsl mar nem kell
tobbszor végigolvasni az adathalmazt a support értékek megallapitdsahoz. Az 6t6-
dik iteraci6 soran mar nem tudunk 1j jeloltet elGallitani, igy az algoritmus kilép a
ciklusbél. Az abce generatorait kiolvassuk az FG listabol.

Az algoritmus tehat megkeresi valamennyi gyakori mintat, gyakori zart mintat,
ill. a zart mintdk generatorait is (lasd 5. tablazat, jobb oldal). A tablazatban a
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4. tablazat. A Zart végrehajtasa a D adathalmazon (min_supp = 2 (40%)).

adathalmaz
végigol
o C) | pred_supp | kules | supp F, | kulcs | supp | zart Z, | supp | gen
a 4 a | igen 4 igen a 4
b 4 b | igen 4 igen e 4
& 4 ¢ | igen 4 igen FGesne = {}
d 1 ¢ | igen 4 igen FGugna = 1{b;e}
& 4
adathalmaz
végigolvasé
i C | pred_supp | kulcs | supp F, | kules | supp | zart Z, | supp | gen
ab 4 igen 3 ab | igen 3 igen ac 3
ac 4 igen 3 ac | igen 3 igen be 1 {b. e}
ae 4 igen 3 ae | igen 3 Gy FGsne = {b.c}
be 4 igen 3 be igen 3 igen FGutina = {ab, ac,be, ce}
be 4 igen 4 be | nem 4 igen
ce 4 igen 3 ce | igen 3 igen
adathalmaz
végigol
S Cy | pred_supp | kules | supp Fy | kules | supp | zart Z3 | supp gen
abe 3 igen 2 abe | igen 2 igen abe 3 {ab.ac}
abe 3 e 3 abe | nem 3 igen bee 3 {be, ce}
ace 3 igen 2 ace | igen 2 igen FG.is1. = {ab,ac,be, ce}
bee 3 igen 3 bee | nem 3 igen FGuana = {abe,ace}
Cy | pred_supp | kules | supp Fy | kulcs | supp | zart Zy | supp gen
abee 2 ipen 2 abce | nem 2 | igen abee 2 {abe, ace}
FG.i510 = {abe,uce}
FGuine = ”
Cy I pred _supp I kulcs l supp
0

zart mintakat ,+” jellel lattuk el. A support értékeket a mintdk mellett zar6jelben
tiintettiik fel. Ha az algoritmus iiresen hagyja egy zart minta generatorait, akkor
ez azt jelenti, hogy a generator azonos a zart mintaval (lasd az a, ¢ és ac mintakat
a 4. tablazatban).

5. Minimalis nem redundans asszociacios szabalyok
elgallitasa a Zart algoritmussal

Ha a gyakori mintakbol allitjuk el az Osszes érvényes asszociacios szabalyt,
akkor valoszinileg tul sok szabalyt fogunk kapni, melyek kozott szamos szabaly
redundans. Pl. a D adathalmazbol min_supp = 2 (40%) és min_conf = 50%
mellett nem kevesebb, mint 50 szabélyt tudunk kinyerni. Figyelembe véve az adat-
halmaz 5 x 5-0s méretét, ez a mennyiség oOriasi. Hogyan tudnank megtaldlni a
legérdekesebb szabalyokat? Hogyan lehetne elkeriilni a redundanciét, ill. csok-
kenteni a szabéalyok szamat? A minimalis nem redundans asszociaciés szabalyok
(MNR) a segitségiinkre lehetnek. A 2.6. definicio alapjan egy MN'R szabaly
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5. tablazat. A Zart algoritmus kimenete.

Osszes gyakori Osszes gyakori zart minta
minta (| J; F;) és generatoraik (|J, Z;)
a(4) + be (4) + a (4); |a

b (4) ce (3) c (4); [

c(4) + abe (2) ac (3); |ac]

e (4) abe (3) + be (4); [b, €]

ab (3) ace (2) abe (3); |ab, ae]

ac (3) + bee (3) + bee (3); [be, ce]

ae (3) abce (2) + | abece (2); |abc, ace]

be (3)

forméja a kovetkezd: a bal oldalon egy gyakori generator all, a bal és jobb oldal
unidja egy gyakori zart minta, s a generator valédi részhalmaza ezen zart min-
tanak. Az MN'R szabalyok eldallitdsara a gyakori zart mintakra és ezen mintak
hozzatarsitott generitoraira van sziitkség. Mivel a Zart algoritmus mindkét halmazt
megkeresi, ezért az algoritmus kimenetébdl (lasd 5. tablazat) kozvetleniil general-
hatok ezek a szabalyok. A generatorok valédi zart szuperhalmazainak a gyors
azonositasara érdemes a gyakori zart mintdkat egy prefix faban (trie) tarolni.

Az MNR szabalyokat a kovetkezSképpen lehet elGallitani: minden egyes P
gyakori generatornak keressiik meg a zart szuperhalmazait (P;), majd adjuk hozza
az MN'R halmazhoz az r : Py — P, \ P; szabalyt. Pl. az e generator felhasznala-
saval az 1. 4bran (jobb oldal) harom szabaly generdlhat6. Az ekvivalenciaosz-
talyokon beliil elgallitott szabalyok alkotjak a generikus bazist (GB), melyek mind-
egyike pontos asszociacids szabaly (e = b). A kiilénb6z8 ekvivalenciaosztalyok
kozott elallitott szabalyok mind megkézelitd szabalyok (e — be és e — abe).
Az RMNTR szabalyok esetén a generatorokhoz csupan azon gyakori zart szu-
perhalmazokat keressiik meg, ahol a zart minta ekvivalenciaosztalya kozvetlen
szomszédja a generator ekvivalenciaosztilyanak. Vagyis, maradva az el6z6 példa-
nal, csupan harom RMNR szabalyt tudunk eléallitani az e generatorral: e = b,
e — bc és e — ab. Az 6. tablazatban megfigyelhet6k a kiilonb6z6 szabalyhalmazok
méretei.® Mint lathato, ritka adathalmazok esetén (pl. T20I6D100K) az MNR
szabalyok szama majdnem ugyanannyi, mint az Osszes lehetséges szabaly szama
(AR). Viszont siird, er6sen korrelalt adathalmazok esetén (pl. C20D10K vagy
MUSHROOMS) a szabalyhalmazok méretbeli kiilénbsége mar jelentés. Az RMNR
halmaz mérete mindig joval kisebb, mint az AR halmaz mérete, mind ritka, mind
pedig strd adathalmazok esetén.
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6. tablazat. Asszociacibs szabalyhalmazok méretbeli osszehasonlitasa.

adathalmaz AR GB B RIB MNR RMNR
(min_supp) | min_conf (Gsszes (GBUIB) | (GBURIB)
érvényes szabily)
D (40%) 50% 50 8 17 13 25 21
90% 752,715 721,716 91,422 721,948 91,654
T20I6D100K 70% 986,058 232 | 951,340 98,097 951,572 98,329
(0.5%) 50% 1,076,555 1,039,343 | 101,360 | 1,039,575 101,592
30% 1,107,258 1,068,371 | 102,980 | 1,068,603 103,212
90% 140,651 8,254 2,784 9,221 3,751
C20D10K 70% 248,105 967 18,899 3,682 19,866 4,649
(30%) 50% 297,741 24,558 | 3,789 25,525 4,756
30% 386,252 30,808 4,073 31,775 5,040
90% 20,453 952 682 1,496 1,226
MUSHROOMS 70% 45,147 544 2,961 1,221 3,505 1,765
(30%) 50% 64,179 4,682 1,481 5,226 2,025
30% 78,888 6,571 1,578 7,115 2,122

6. Teszteredmények

Tesztjeink soran a Zart algoritmust az Apriori és a Pascal-algoritmusokkal
mértiik 6ssze. Mindharom algoritmust Java-ban implementaltuk a CORON adat-
banyasz platformban [14].6 A teszteket egy Intel Pentium IV 2.4 GHz-es gépen
végeztiik el Debian GNU/Linux operacids rendszer alatt. Az adott gép 512 MB
RAM-mal rendelkezett. Valamennyi valaszidd valés id6, melyet a Unix rendszere-
ken hasznalt t{ime paranccsal mértiink le a bemenet és a kimenet kozott. A tesz-
tekhez a koévetkezd adathalmazokat hasznaltuk fel: T20I6D100K, C20D10K és
MusHROOMS. A T207 egy ritka adathalmaz, s felépitésében a bevasarlokozpontok
adatbéazisaira hasonlit, melyek altalaban gyengén korrelalt adatokat tartalmaznak.
A C20 egy népszamlalas részadatait tartalmazza, mig a MUSHROOMS kiilénb6z6
gombak jellemzsit irja le. Ez utobbi két adathalmaz erdsen korrelalt. Korabbi
kutatasi eredmények szerint a gyengén korrelalt adatok, mint pl. a szintetikus ada-
tok, viszonylag konnyd feladatot jelentenek a gyakori mintakat keresé algoritmusok
szamara, ui. ezen adathalmazokban kevés a gyakori minta. Az ilyen tipusi ada-
tokra valamennyi algoritmus hasonlé futasi idgt produkalt. Ezzel szemben viszont
a slirid és erGsen korrelalt adatok sokkal nagyobb kihivast jelentenek, mely arra
vezethetd vissza, hogy itt meglehet&sen nagy lehet a kiilénbség a gyakori és a gya-
kori zart mintdk szama kozott. Nagyon sok valds életbél vett adathalmaz ilyen
tulajdonsagokkal rendelkezik. Az algoritmusok altal produkalt futasi eredménye-
ket a 7. tablazatban foglaltuk 6ssze.

5Definici6 szerint a GB halmazba tartozé szabalyok confidence értéke 100%.
Shttp://coron.loria.fr
Thttp://www.almaden.ibm.com /software/quest/Resources/
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7. tablazat. A Zart futasi ideje, ill. egyéb statisztikik (gyakori mintak (GyM-
k) szama, gyakori zart mintdk (GyZM-k) szdma, gyakori generatorok (GyG-ok)
szama, GyZM-k és GyM-k aranya, GyG-ok és GyM-k aranya).

min_supp futési id6 (mp.) # GyM | # GyZM | # GyG | £2u2H | #Cud
Apriori I Pascal I Zart
T20I6D100K
2% 72.67 71.15 71.16 378 378 378 100.00% | 100.00%
1% 107.63 106.24 107.69 1,534 1,634 1,534 100.00% | 100.00%
0.75% 134.49 132.00 133.00 4,710 4,710 4,710 100.00% | 100.00%
0.5% 236.10 228.37 230.17 26,836 26,208 26,305 | 97.66% | 98.02%
0.25% 581.11 562.47 577.69 155,163 | 149,217 | 149,447 | 96.17% 96.32%
C20D10K
50% 61.18 16.68 17.94 1,823 456 456 25.01% | 25.01%
40% 71.60 19.10 19.22 2,175 544 544 25.01% 25.01%
30% 123.57 26.74 26.88 5,319 951 967 17.88% 18.18%
20% 334.87 53.28 54.13 20,239 2,519 2,671 12.45% 13.20%
10% 844.44 110.78 118.09 89,883 8,777 9,331 9.76% 10.38%
MUSHROOMS

60% 3.10 2.04 2.05 51 19 21 37.25% 41.18%
50% 6.03 3.13 3.13 163 45 53 27.61% 32.52%
40% 13.93 6.00 6.03 505 124 153 24.55% | 30.30%
30% 46.18 12.79 12.84 2,087 425 544 16.43% 21.03%
20% 554.95 30.30 34.88 53,337 1,169 1,704 2.19% 3.19%

6.1. Gyengén korrelalt adatok

A T20 szintetikus adathalmaz a bevasarlékézpontok adatbazisait utanozza, igy
egy ritka és gyengeén korrelalt adathalmazrél van sz6. Ezen adathalmazban kevés a
gyakori minta, s majdnem valamennyi gyakori minta generator. Az Apriori, Pascal-
és Zart algoritmusok hasonléképpen viselkednek. Mint lathaté, a T20 adathalmaz-
ban 0.75% minimum support felett valamennyi gyakori minta zart és generator is
egyszerre. Ez azt jelenti, hogy minden egyes ekvivalenciaosztalynak csupén egyet-
len eleme van. Emiatt a Zart és Pascal-algoritmusok nem tudjik kihasznalni a
mintaszamlalé kovetkeztetés elényeit, igy ugyanigy kénytelenek dolgozni mint az
Apriori.

6.2. Erdsen korrelalt adatok

A C20 és MUsHROOMS adathalmazokban a gyakori generatorok szama sokkal
kevesebb, mint az Osszes gyakori minta szama. Emiatt — koszénhetden a minta-
szamlalé kovetkeztetésnek — a Zart algoritmusnak sokkal kevesebb minta support-
jat kell megallapitania mint az Apriori-nak. Valamennyi esetben megfigyelhetd,
hogy a Zart és Pascal-algoritmusok futasi ideje csaknem azonos, vagyis a Zart
algoritmus extra jellemz&i (Ggymint zart mintak azonositdsa és a zart mintdk gene-
ratorainak a megkeresése) nem okoznak szinte semmiféle teljesitménycsékkenést.
Az Apriori nagyon hatékony ritka adathalmazokon, erésen korreldlt adatok eseté-
ben viszont a masik két algoritmus sokkal jobban teljesit.
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7. Konklazié és jovébeli tervek

Ebben a cikkben a Zart nevd multifunkcionalis mintakeres§ algoritmust mu-
tattuk be, mely a Pascal-algoritmus kiterjesztése. A Pascal-tol eltéréen a Zart
azonositani tudja a gyakori zart mintékat, ill. megkeresi a zart mintak genera-
torait. Megmutattuk, hogy sziikség van ezen extra tulajdonsdgokra a minimalis
nem redundins asszociaciés szabalyok el6allitasdhoz. A teszteredmények szerint
a Zart a Pascal-lal majdnem azonos valaszidGket produkil mind gyengén, mind
pedig erdsen korrelalt adatokon. Tehat a tobbletkimenet nem megy a teljesitmény
rovasara.

Erdekes lenne megvizsgalni azt a kérdést, hogy vajon a Zart-ban bemutatott
Otlet altalanosithato-e. Vajon barmely gyakori mintdkat keres6 algoritmus kiter-
jeszthetd ilyen formaban, legyen az akar szélességi, akir mélységi keresG? Vajon
lehetséges lenne agy kiterjeszteni ezeket az algoritmusokat, hogy ne csak az Osszes
érvényes szabalyt, hanem kézvetleniil a minimalis nem redundéans szabalyokat is
el lehessen veliik allitani? A jovGben ezen kérdésekre szeretnénk valaszt talalni.
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ZART: A MULTIFUNCTIONAL ITEMSET MINING ALGORITHM
LAszLO SzATHMARY AND KaTtaLIN BOGNAR

In this paper, we present and detail a multifunctional itemset mining algorithm called Zart,

which is based on the Pascal algorithm. Zart shows a number of additional features and performs
the following, usually independent, tasks: identify frequent closed itemsets and associate genera-
tors to their closures. This makes Zart a complete algorithm for computing classes of itemsets
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including generators and closed itemsets. These characteristics allow one to extract minimal non-
redundant association rules, a useful and lossless representation of association rules. In addition,
being based on the Pascal algorithm, Zart has a rather efficient behavior on weakly and strongly
correlated data. Accordingly, Zart is at the heart of the Coron platform, which is a domain
independent, multi-purposed data mining platform, incorporating a rich collection of data mining
algorithms.
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EGY UJ FELADAT: LADAFEDES SZALLITASSAL ES ENNEK
MEGOLDASA ALGORITMUSOK EVOLUCIOJAVAL

BENKO ATTILA, DOSA GYORGY

A cikkben egy uj feladatot definiadlunk, amelyet ,,Lddafedés szdllitdssal”-
nak neveziink. A feladat egyik jellegzetessége, hogy nem csak j6, hanem ,,j6 és
gyors” pakolast, vagy fedést keresiink. Néhany algoritmust adunk meg ilyen
tipusi (nagyon nehéz) feladatok megoldasara, és egy j modszert is bemu-
tatunk, amelyet ,, Algoritmusok evoliicidjd"™nak neveziink. Ezen a kiovetkezo6t
értjiik: Definidlunk egy algoritmuscsaladot, amely képes megoldani a felada-
tot, utana egy szomszédsagi struktirat ezen algoritmusok kézott, majd egy
metaheurisztikat hasznalunk (ebben a cikkben szimulalt hiitést) a legmeg-
felel6bb (legjobb megoldast ado) algoritmus kivalasztasara. Szamitogépes
tesztek segitségével demonstraljuk a modszer hatékonysagat.

1. Bevezetd

Egy 0j problémaval foglalkozunk, amit ,Lddafedés szdllitdssal”-nak neveziink.
Ezen tipusu feladatok esetében targyakat pakolunk ladakba, majd a lezart ladakat
(ahova mar nem akarunk tovabbi targyakat pakolni) elszallitjuk. A feladatot a (8]
cikkben definialtuk, és megadtuk annak néhany lehetséges valtozatat. Itt most a
lehetséges valtozatok koziil csak egyet vizsgalunk. Ezt a késSbbiekben pontosan
definialjuk, el6ljaroban csak annyit, hogy a fedett (és elszallitott) ladakert pénzt
kapunk, és ezt a profitot maximalizaljuk.

A tisztan ladapakolasi feladat (BP) esetén adott a targyak mérete, a targya-
kat be kell pakolni minimélis szamu lidaba, ugy, hogy a ladakba pakolt targyak
Osszmérete nem haladhatja meg a lada kapacitasat, amit 1-nek szokasos vilasz-
tani. A ladafedési feladat (BC) esetén a ladat fedettnek tekintjitk, ha a ladaba
pakolt targyak osszmérete nem kisebb, mint a lada kapacitdsa (megint altalaban
1), és annyi ladat akarunk fedni, amennyit csak lehetséges. Kozismert tény (3],
hogy mindkét probléma megoldasa NP-nehéz. Ez azt jelenti, hogy az optimalis
megoldas megtalalasahoz altalaban exponencialisan sok lépés sziikséges. Sok eset-
ben nem &ll rendelkezésiinkre ennyi idd, viszont megelégsziink a feladatnak elég jo,
kozel-optimélis megoldasaval is.

Amikor a targyak egyesével jonnek, és amint megjelenik a kovetkezs targy,
azonnal kénytelenek vagyunk azt valamely ladaba pakolni, vagyis az online eset-
ben, altaldban nem lehet olyan j6 algoritmust konstruilni, mint az offline esetben,
amikor el6re ismerjiik a targyakat.
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Vegyiik példaul a BC feladatot megoldé Dual Next Fit online algoritmust.
Ez egyszerre csak egyetlen nyitott ladat hasznal, a kivetkezd targyat mindig az
éppen nyitott lad4ba helyezi, amig a ladiba helyezett targyak Gsszmeérete kisebb
mint a ldda mérete. Amint megtelt a lada, lezarja a 14dat, és egy 0j l4dat nyit meg.
Ennél az algoritmusnal a felhasznalt 1adak szama (a legrosszabb esetben) kétszer
tobb is lehet, mint az offline optimalis megoldas esetén.

Ebben a cikkben az uj feladatnak csak az online esetével foglalkozunk, vagyis
itt is feltesszilk majd, hogy a targyak egyesével érkeznek. A targyakkal ladakat
akarunk fedni (vagyis telepakolni), de a célfiiggvénylink most nemcsak a fedés jd-
sdgdtdl, de a fedési eljaras gyorsasdgdtol is figg. Tehat, egyszerre ,,j6 és gyors”
fedést keresiink.

Szamos modon lehet ilyen problémét definidlni: Egyik lehetéség lenne egy
K méretd puffer haszndlata, (lasd, litemezési feladat esetén [1, 2]), ahol a puffer
mérete, vagy a pufferben tarolt targyak szdma néveli a célfiggvényt: biinteti a
varakozast. Ebben a cikkben egy masik modot valasztunk: a célfiiggvény ,biinte-
tése” a megnyitott ladak szama alapjan torténik, hiszen egyszerre t6bb megnyitott
lada kezelése tobb idét igényel.

Létezik néhany publikicié az ,Utemezés szallitassal” témakorében, (lasd: [4],
¢és az ebben hivatkozott cikkeket), de a ladapakolas vagy ladafedés szallitassal kom-
binalt valtozatat korabban még nem vizsgaltak.

A cikk méasodik fejezetében megadjuk a vizsgalt feladat pontos definicidjat,
tovabba megvizsgaljuk néhany jellegzetes tulajdonsagat.

A harmadik fejezetben bemutatunk néhany természetesen ad6dé algoritmust,
hatékonysagat demonstraljuk. Néhany kiegészit6 megjegyzéssel zarul a dolgo-
zatunk.

2. A probléma definiciéja

Szamos lehet8ség van, hogy definidljuk ezt a problémat: ,Ladafedés szalli-
tassal”, most ezekbdl csak egy lehetéséget valasztunk, ebben a cikkben csak ezzel
foglalkozunk. A t6bbi érdekes, ill. fontos valtozat vizsgalata tovabbi kutatés targya
marad. A problémank pontos megfogalmazasa a kévetkezd:

Egyenként érkeznek a targyak, az i-dik targy mérete legyen p; > 0. Adott
tovabba egy K > 0 egész szam, egyszerre legfeljebb K szamu lada lehet nyitva.
A ladak kapacitasa 1. Amint megérkezik egy targy, rogton be kell hogy pakoljuk
egy ladaba. A targyat tehetjiik egy mar megnyitott ladaba, vagy nyithatunk egy
1j ladat és a targyat ebbe az Gjonnan nyitott ladaba is pakolhatjuk, de amint
mondtuk, egyszerre legfeljebb csak K szamu lada lehet nyitva. Amint megtelik egy
lada (a lada megtelt, vagy mas szoval fedett, ha a ladaba pakolt targyak méretének
dsszege legalabb 1), azt azonnal elszallitjuk. A célfiggvény egy G : {1,..., K} = R
haszon-fiiggvénnyel van megadva a kovetkezSképpen: ha éppen k a nyitott ladak
szama (ahol 1 < k < K) amikor egy lada megtelik, G(k) profitot kapunk a lada
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fedéséért. A G haszon-fliggvényrél feltessziik, hogy pozitiv, monoton nem noévekvs
fiiggvény. Ebben a megkozelitésben azt modellezziik, hogy t&bb nyitott lada kezelé-
séhez t&bb idSre van sziikségiink, hogy elddntsiik, hova pakoljuk az aktualis targyat.
A cél a teljes haszon maximalizdldsa. (Ha végiil marad fedetlen lada, azért nem
jar pénz.) A targyak szamat n-el jeloljiik, de ezt elére nem ismerjiik, csak amikor
kideriil, hogy nem érkezik tobb targy.

Valés-életbeli alkalmazashoz alljon itt a kévetkezs példa: egy kisebb konzerv-
gyarban kézzel pakoljak a gyiimélcsét dobozokba, a gyiiméles egy ablakon keresz-
tiil érkezik, egy rakodémunkas van az ablak tuloldalan, aki ezt a feladatot végzi.
Minden ladaba legalabb s 6sszsulya gyiimoles6t kell pakolni, ennél tobbet szabad,
de nyilvin nem érdemes sokkal tobbet pakolni, mint amennyit muszdj.

Természetes azt feltételezni, hogy ez az ember nem tud tul sok nyitott ladéat
egyszerre kezelni, tovibba minél tobb nyitott ladaval dolgozik, ez annal tébb idét
igényel téle, és a feladat egyre bonyolultabb lesz szamara. Tehat a kdvetkezs ész-
revételeket tehetjiik:

Egyrészt, igyekeznie kell minél jobb fedést generalnia (vagyis mindegyik lada
legyen telepakolva, de ne talsadgosan: a ladaba pakolt gylimolesok Osszsilya legyen
legalabb s, de azt ne nagyon haladja meg), ami nem kénnyd feladat, minél kevesebb
nyitott lada van, annal nehezebb. Madsrészt mivel a gyorsasag is szamit, érdeke,
hogy egyszerre lehetSleg kevés szamu lada legyen nyitva, vagyis kevés lehetdség
koziil kelljen valasztania.

Az el6bbi két érdek egymasnak ellentmond, a dobozba pakolé személy céljat
ezért ugy szimulalhatjuk, hogy minden fedett ladaért pénzt kap (emiatt érdemes
sok 1adat telepakolnia, vagyis jo fedést csinalnia), de masrészt ahogy a nyitott ladak
szama novekszik, egyre kevesebb pénzt kap egy-egy fedett ladaért (vagyis érdemes
kevés nyitott ladaval dolgoznia).

Az online algoritmusok hatékonysagat rendszerint versenyképességi analizissel
mérik. Ez azt jelenti, hogy egy A online algoritmus altal kapott Ca () célfiigg-
vényértéket (ahol I-vel jelolik az inputot) Gsszehasonlitjak (elosztjak) az offline
optimum OPT(I) értékével. Maximalizalasi feladatok esetén (ahogy a mi esetiink-
ben is) a C4(I)/OPT(I) hanyados infimuméat (ahol az infimumot tetszéleges [
inputon vessziik) az A algoritmus versenyképességi hanyadosinak nevezziik. Mit
értiink ,offline” feladaton és mit ,offline optimum™on? Offline feladatok esetén
mindig feltételezziik, hogy az inputra vonatkozé Gsszes informacio elére ismert. Ha
az (ismert) targyakat az offline feladat esetén tetszéleges sorrendben szabad pakolni
a ladakba, akkor a G haszon-fiiggvénynek semmi szerepe nincs.

(Ha a targyakat elGre ismerjiik, akkor — exponencialis id6ben — megadhaté az
optimalis fedés. Ezt a fedést egy lista szerint is el lehet késziteni — amelyik lista
persze altaldban mas lesz, mint az adott L lista — ugy, hogy egyszerre csak egy
ladat kell nyitva tartani.)

Ezért tgy definialjuk az offline modellt, hogy elére ismerjiik a bemenetre vonat-
kozo Osszes informacioét, de a targyakat az adott L lista szerinti sorrendben kell
a ladakba pakolnunk (abban a sorrendben, ahogy azok valéjaban, online mddon
érkeznek).
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Természetesen ilyen offline optimalis megoldasnak léteznie kell. Barmelyik
pillanatban, amikor egy 0j targy érkezik, véges sok lehetGség koziil lehet valasz-
tani (legfeljebb K szamu ladaba lehet a kdvetkezs targyat pakolni). A mindent
Osszevetve is véges szamu lehetdség kozott 1éteznie kell olyan megoldasnak, ami a
legjobb értékét adja a célfiiggvénynek. Természetesen az offline-optimum nemcsak
a targykeészlettdl fiigg, de az adott L listatol is és a G haszon-fiiggvénytdl is.

Barmely véges L targy-lista és G haszon-fiiggvény esetén legyen Ca (L, G) egy A
algoritmus altal kapott megoldasi értéke. Ezt hasonlitjuk 6ssze az offline-optimalis
megoldassal, amit OPT (L, G)-vel jelélink. Ekkor azt mondjuk, hogy az A algorit-
mus p-kompetitiv, (0 < p < 1) ha

Cu(L,G)
OPT(L,G) ="

teljesiil barmely L,G esetén. Az elgbbi p szdmok maximumat az A algoritmus
versenyképességi hanyadosanak nevezziik. Masrészt, tegyiik fel, hogy az L sorozat
és G haszon-fiiggvény esetén tetszéleges A online algoritmusra

CA (Lv G)
k= OPT(L,G)

teljesiil valamilyen p szammal, az ilyen p szamok legkisebbikét a feladat fels6 korlat-
janak nevezziik. Egy algoritmus optimadlis, ha a p versenyképességi-hanyadosa meg-
egyezik a feladat u felsd korlatjaval.

3. Néhany (természetesen adddo) algoritmus

Ebben a fejezetben elGszor megadjuk néhéany klasszikus algoritmus természetes
adaptaciojat. Elgszor tekintsiik a Dual Next-Fit (réviden DNF) algoritmust. DNF
mindig csak egy 1adat tart nyitva, és amint a lada megtelik, elszallitjuk. Az algo-
ritmikus leiras az alabbi:

DNF algoritmus

— A kovetkezd targyat mindig a nyitott ladaba pakoljuk. Csak akkor szallit-
juk a ladat, ha az fedett lesz, ekkor egy 1j ladat nyitunk a tovabbi targyak
szamara. Ha mar nem jon tébb targy, az algoritmus megall.

Ezen algoritmus alkalmazasa esetén csak egy lehet8ség van a soron kdvetkezd
targy pakolasdhoz. Azonban ez az algoritmus mégis optimdlis tud lenni abban
a specialis esetben, ha az elszallitott 1laddk utan kapott haszon nulla, ha tébb
mint egy lada van egyszerre nyitva. Tovabba optimalis abban az esetben is, ha a
targyméretek majdnem egyformak, a kovetkezé lemma szerint:

3.1. LEMMA. Tegyiik fel, hogy 1/m < p; < 1/(m — 1) teljesiil minden targy-
meéretre, ahol m > 2 egész szam. Ekkor a DNF algoritmus optimalis.
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Bizonyitds. Minden fedett lida pontosan m targyat tartalmaz. Emiatt a leg-
jobb valasztéas, hogy egyszerre csak egy lada van nyitva. O

Természetesen altalaban nem feltételezhetjiik a targymeéretekre az el6z6 lemma
feltételének teljesiilését. Ezért a DNF algoritmus alkalmazasakor veszteség kelet-
kezik abban az értelemben, hogy szamos lada ,tul lesz pakolva”, amin azt értjiik,
hogy néhany lada tgy lesz lefedve, hogy a bele pakolt targyak Osszmérete joval
nagyobb lehet 1-nél, tehat joval t6bb, mint ami éppen elegendd lenne. Ha ezt a
veszteséget meg akarjuk ,menteni”, lehetGvé kell tenniink, hogy egyszerre t6bb lada
legyen nyithatd, ezaltal a lddaméret jobban kozelithetévé valik.

Tekintsiik a kévetkezd klasszikus algoritmus, a Harmonic( K) algoritmus, vagy
méretli targyak keriilhetnek egy ladaba. Egyszerre legfeljebb csak K lada lehet
nyitva. A targyakat a méreteik alapjan osztalyokba csoportositjuk, minden lada egy

osztéalyt reprezentdl. Ha a kovetkezd targy meérete az I = (ﬁ, ﬂ intervallumba
esik, a k-dik ladatipusba keriil, ahol: £k =1,..., K — 1. A legkisebb targyak, vagyis
az Ix = (0, %] intervallumba es6k pedig a K -dik tipusi ladaba keriilnek.

H(K) algoritmus

— Helyezziik a kdvetkez§ targyat a k-dik tipusi liddaba, ha van ilyen nyitott
lada, és a targy mérete az I intervallumba esik. Ha nincs ilyen nyitott
lada, akkor nyitunk szamara egy ilyen tipustit. Amint egy lada megtelik
(fedetté valik), elszallitjuk. Ha nincs tovabbi targy, az algoritmus megéall.

Megfigyelhets, hogy a H(K) algoritmus jobban teljesit, mint a DNF, ha K ,nem
tul nagy” és a fedett ladak utan jaré profit-fliggvény ,nem csékken tul gyorsan”.
Megjegyezziik, hogy a H(K) okosabba tehetd oly modon (vagyis nyeriink egy uj
algoritmust, amit Smart Harmonic(K)-nak, vagy réviden SH(K)-nak neveztiink el,
ami H(K) ,ligyes” valtozata), ha a kévetkezd szabélyok szerint pakolja a targyakat:

SH(K) algoritmus

1. Ha a koévetkezs elem le tudja fedni valamelyik 1ladat, akkor tegyuk a tar-
gyat ezek koziil a legkisebb telitettségid 1adaba, és szallitsuk el a 1adat.

2.  Barmely mas esetben az SH(K) algoritmus a H(K) algoritmus szabalya
szerint mikodik.

A kovetkezd tablazatban az el§z6 algoritmusokat hasonlitottuk dssze. Soron-
ként a kiilonbo6z6 algoritmusok altal kapott megoldasokat k6zoljiik, soronként mas-
mas feladatosztalyokra alkalmazva Gket. A probléma-osztalyok az alabbiak:

A lidameéretet minden esetben 100-nak, a targyak szamat pedig 1000-nek
valasztottuk. A targyméretek soronként a kdvetkezd intervallumokbol keriilnek
ki: [10;40], [15;25], [1;100], és ismét [10;40], [15;25], [1;100]. A profit-fiiggvény
az els6 harom esetben: G(k) = 11 — k (pl. G(1) = 10, G(2) = 9 és igy to-
vabb), ami egy gyorsan csékkend profit-fiiggvény. A kovetkezd harom esetben pedig
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G(k)=10,1-0,1k (pl. G(1) =10, G(2) = 9,9 és igy tovabb), vagyis egy lassan
cs6kkend profit-fliggvényt valasztottunk.

Igy nyeriink hat lényegesen kiilonbozs feladatosztalyt. A DNF algoritmus
altal kapott megoldas értékét mindig 100%-nak tekintettiik, és ehhez hasonlitottuk
a t6bbi algoritmus altal kapott megoldasokat. Tiz futas atlagat irtuk a tablazat
megfelel§ rublikaiba. (A program C-nyelven ir6dott, a kédot kérésre szivesen el-
kiildjiik.)

DNF H(2) | H(3) | SH(2) | SH(3)
2080 = 100% | 98,6% | 97,4% | 99% | 97,5%
1770 = 100% | 101,1% | 100% | 101,1% | 101,1%
3460 = 100% | 93,6% | 83,1% | 99,2% | 100,6%
2080 = 100% | 100% | 101,2% | 98,6% | 101,8%
1770 = 100% | 100,6% | 100% | 100% | 101,1%
3460 = 100% | 101% | 95,7% | 103,2% | 108,4%

S| WiN [~

1. tablazat. Természetes algoritmusok

Emlékezziink vissza, hogy az elsé harom esetben a haszon-fiiggvény erdsen
csGkkend. Az elss feladatosztaly esetén a tobbi algoritmus nemn képes a DNF algo-
ritmust ,legydzni”, de a masodik és a harmadik esetben mar van olyan algoritmus,
amelyik legy6zi a DNF-et. A tobbi esetben a haszon-fliggvény csak enyhén csok-
ken, itt a DNF konnyen legy6zhets, de egy id6 utan H(K), ill. SH(K) hatékony-
saga nem javul tovabb K noévelésével, SH(K) bizonyos esetekben tényleg ,okosabb”,
vagy ,ligyesebb” mint a H(K) algoritmus egyszerd valtozata (ugyanazzal a K-val).
Figyeljiikk meg, hogy a hatodik feladatosztaly esetében az SH(K) lényegesen jobb,
mint H(K), ennek az lehet az oka, hogy a targyméretek eloszlasa (1 és 100 kozott)
nagyobb lehetdséget ad az algoritmusnak, hogy ,,0kos” legyen.

3.1. Egy 4j, rugalmas algoritmus-csalad

Most egy 1j algoritmus-csalddot definidlunk, amely kellSen rugalmas ahhoz,
hogy az elbbi algoritmusok barmelyikével sikeresen felvegye a versenyt. Ezt kiilon-
boz6 stratégial paraméterek beallitasaval érjiik el. Az algoritmust Mask(e, 8, K)-
val jeloljiik, és az alabbiak szerint miikodik. K az egyszerre megnyithaté ladak
maximalis szamit jelenti. o és 8 K-dimenziés nemnegativ vektorok, ahol minden
koordinata kisebb, mint 1. Az algoritmus egy elfogadas-elutasitas politikat folytat:
a kovetkez6 targyat elfogadja, és valamely ladaba pakolja, ha a ladaba pakolt tar-
gyak (az aktudlis targy méretével) megnovelt 6sszmérete az ,elfogadd” tartomanyba
keriil, és elutasitja a targynak a ladaba toérténd pakolasit, ha a megnovelt 6sszméret,
az ,elutasitd” tartomanyba keriil. Az elutasitd, illetve az elfogadé tartomanyokat
az « és a (3 paraméterek definialjak a kovetkezGképpen:
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A k-dik lada elfogadé tartomanya a kovetkezs: [0;1 — ag] U [1;1 + Bk). Vagyis
minden lada esetén két elfogad6 és két elutasité tartomany van. Egyrészt, nem
engedjiik meg a targynak a ladaba pakolasit, ha az Gsszméret ezaltal tilsagosan
nagy lenne, nagyon ,tul lenne pakolva” a lada, vagyis, ha az 6sszméret (1 + G)-
nal nagyobba néne. Masrészt azt sem engedjiilk meg, ha a megnovelt dsszméret
mar majdnem 1, de még kevesebb, mint 1 (vagyis a lada még nincs tele, de mar
majdnem tele van). Ilyenkor ugyanis, megfelelSen nagy targyméretek esetén a
kovetkezd targy, amelyik megtolti a 1adat, egyben jelentSsen ,talpakolnd” azt. Ezek
alapjan a Mask(a, B, K) algoritmus formalis leirdsa a kovetkezo:

Mask(a, 8, K) algoritmus

1. Ha a kovetkez§ targy lefedi valamelyik ladat az elfogad6-tartomanyban,
akkor pakoljuk a targyat abba a ladaba, amelyik ezen ladak koziil a leg-
kisebb telitettségii. Szallitsuk el a ladat és menjlink az 5-0s pontra.

2.  Ha a kovetkez8 targy pakolhato valamelyik ladaba (az elfogado-tarto-
manyban, de a lada meg nem lesz fedett), akkor pakoljuk azt egy ilyen
ladaba. Menjiink az 5-0s pontra.

3. Ha k < K, akkor nyissunk egy 1j ladat, az aktualis targy ebbe a ladaba
keriil, és menjiink az 5-6s pontra.

4. Ha k = K, akkor pakoljuk az aktudlis targyat a legkisebb telitettségi
ladaba. Ha a lada fedett lesz, szallitsuk el és menjiink az 5-6s pontra.

5. Ha nincs tobb targy, az algoritmus megall, kiilénben menjiink az 1l-es
pontra.

Megjegyzés. A Mask algoritmusnak itt mar rogton az ,ligyes” valtozatat defi-
nidltuk, vagyis ha a kovetkezd targgyal be tudunk fedni egy ladat, az elfogadasi
tartomanyon belill, ezek koziil olyanba tessziik, amelyik a legkevéshé lesz tilpa-
kolva.

A kovetkezd részben a Mask algoritmus stratégiai K, a, 8 paramétereinek ,jo”
megvalasztasaval foglalkozunk. Azt fogjuk latni, hogy lényegében minden feladat-
osztaly esetén be lehet ugy allitani a paramétereket, hogy a megfelel§ beallitis
mellett Mask legalabb olyan j6, vagy még hatékonyabb, mint az el6z6 algoritmusok.

Ugyanazt a hat feladatosztalyt vizsgaltuk, mint az el6bb, a ,max” oszlopaban a
korabbi hét algoritmus (DNF, H(2), H(3), H(4), SH(2), SH(3), SH(4)) altal kapott
legjobb megoldas értéke szerepel (%-os formaban), ezzel versenyeztetiink kiilénb6zd
paraméterd Mask algoritmusokat. A paraméterek a kovetkezdk:

Masky: K =2, a = (15,20), és 8 = (10, 30).
Masky: K =1, a = (10}, és g = (20).

Masks: K =2, a = (15,15), és = (30, 30).

Masky: K = 3, a = (20,20, 20), & 8 = (30,30, 30).
Masks: K = 3, a = (10,10, 10), & 8 = (25,25, 25).
Maskg: K =3, o = (10,20, 30), és § = (40, 50, 60).
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max Mask, Mask,; | Masks | Masks | Masks | Maskg
100 % | 100,2% | 100,1% | 96,2% 91% 93, 7% 88, 9%
101,1% | 91,5% | 101,1% | 94,6% 86,2% 88,8% 88,3%
100,6% 100% 101,5% 106% 100% 103,9% | 100,6%
104,3% | 105,9% | 100,5% 104% | 106,6% 102% 102,8%
101,1% | 100,8% | 101,1% | 103,1% | 102,6% | 103,5% | 102,3%
108, 4% 105% 101,5% | 108,3% | 113,1% 110% 114%

DGt |l (o=

2. tablazat. Mask algoritmusok kiilénbozé stratégiai paraméterekkel

Természetesen nem mindegyik Mask ,,j6” minden esetben. Ez nem is lenne
célunk. Azonban megfigyelhetjiik a kovetkezdt: mindegyik feladatosztaly esetén
van olyan Mask algoritmus (van olyan paraméter-beillitas), amelyik verseny-
képes a korabbi legjobb algoritmussal, s6t legyGzi azt. Azt kell még ,kitalalnunk”,
hogy hogyan tudjuk megtalalni, egy adott feladatosztaly esetén a paraméterek
megfeleld beallitasat. Ezzel a kérdéssel foglalkozunk a kévetkezs fejezetben.

4, Algoritmusok evolicidja - EOA

Megallapitottuk tehat, hogy a Mask algoritmus paramétereinek helyes megva-
lasztasaval képesek vagyunk a feladatot jol megoldani és Mask feliilmulja a toébbi,
korabban targyalt algoritmust. Az egyetlen problémat a paraméterek ,helyes” meg-
valasztasa jelenti. Ebben a fejezetben egy 0j mddszert adunk a ladafedési fel-
E médszer mas (nehéz) online feladat megoldasara is alkalmazhato. Modszeriink
nem azonos azzal, amit ,Evolaciés algoritmus”™nak (EA) neveznek. Mi a f6 kii-
16nbség a kettd kozott? Az evolucios algoritmusok (EA) (vagy més lokalis keresd
modszerek), valamilyen offline feladat megoldasara szolgalnak. Legyen S a feladat
megengedett megoldasainak halmaza, ezek kozott egy szomszédsagi struktirat defi-
nidlunk (a megoldasokat &altalaban 0 — 1, vagy valés vektorokkal reprezentaljuk).
Az EA el6szoér meghatarozza a feladat egy zp megoldasat, majd kiindulva ebbgl
az zo-bol, ennek a kdrnyezetébdl valaszt egy (méasik) z; megoldast, ha bizonyos
kritériumok teljesiilnek, akkor zg-4t x1-re cseréli és ezt a lépést iteralja.

Most masrél van szo, elészor is, feladatunk nem offline, hanem online. (Vagyis
bizonyos értelemben az EOA az EA online megfelelGje.) Nem az offline feladat meg-
engedett megoldasai k6z6tt, hanem az online feladat megoldé algoritmusai kozott
hozunk létre szomszédsagi struktirat. Megengedett megoldasok helyett algoritmu-
sokon ,Jépegetiink”. A szerzék legjobb tudomésa szerint ilyen médszert kordbban
még nem adtak meg és nem vizsgaltak. Reméljiik, hogy médszertink (meghata-
rozunk egy kelléen rugalmas algoritmus-csaladot valamely online feladat megol-
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déasara, az algoritmusok kozétt egy szomszédsagi strukturat definidlunk, eztan egy
lokalis keres6 modszer segitségével kivalasztjuk az algoritmusok ,legjobbikat”) alkal-
mazhaté lesz a jovében mas (nehéz) feladatok megoldasarais. A f6bb kiilsnbségeket
EA és EOA kozott az alabbi tablazat szemlélteti.

EA EOA
a feladat jellege offline online

,amin lépegetiink” | megengedett megoldas | megoldo algoritmus

3. tablazat. EA és EOA 6sszehasonlitasa

A szomszédsagi struktira természetes mddon hatarozhaté meg a kiilonbozé
Mask algoritmusok kézott: Egy rogzitett Mask(K, a, §) algoritmusnak médositjuk
valamelyik paraméterét: K-t 1-gyel noveljiik vagy csokkentjiik, illetve az a vagy
8 vektorok valamelyik komponensét csokkentjiik, vagy néveljiik egy elére rogzitett
kicsi A pozitiv konstanssal (tigy, hogy a megvaltozott érték ismét pozitiv legyen és
kisebb, mint 1). A megfelel szomszéd vilasztasahoz szimulalt hiitést alkalmaztunk,
amely moédszert az aldbbiakban roviden dsszefoglaljuk.

A szimulalt hités (simulated annealing) egy népszeri, sok feladat megoldasara
alkalmazott, hatékony metaheurisztika, kozeli rokonsigban all a Tabu-kereséssel
és a genetikus algoritmusokkal. Szimulalt hiités esetén adott egy (nehéz) kom-
binatorikus optimalizilasi offline feladat, amelynek ismerjiik egy = megengedett
megoldasat, esetleg egy ilyen megoldast valamilyen heurisztikaval allitunk els. Fel-
tételezziik, hogy minden megengedett megoldasnak konnyen elé tudunk allitani
véletlenszertien valamilyen y ,szomszédjat”, vagyis egy olyan masik megengedett
megoldast, amely az el6bbinek egy ,kicsi” valtoztatasaval adodik, vagyis kicsi kor-
nyezetébdl valé. Szimulalt hdtés esetén, ezutan, a két megoldas koziil az egyiket
valasztjuk majd, megfelels szabaly szerint. Igy, iteracionként egy-egy megengedett
megoldasunk van, és ezekkel igyeksziink valamilyen optimalis megoldast megkoze-
liteni.

A szimulalt hidtés azt szimulalja, amikor valamilyen anyagot felmelegitiink,
majd lassu hiités folyaman a részecskék valamilyen alaphelyzetbe keriilnek. A kulcs
most az, hogy hogyan valasztunk az el6bbi két megengedett megoldas, x és y koziil.
Egyrészt, ha y jobb megoldas, mint z, vagyis maximalizalandé célfiiggvény esetén
nagyobb célfiiggvény-érték tartozik hozza, akkor mindenképpen a jobb megoldast,
y-t valasztjuk. Azonban y-t akkor is elfogadjuk, ha csak egy , kicsivel” rosszabb meg-
oldas mint z, de egyre cs6kkend valdsziniiséggel, és egyre kisebb célfiiggvényromlast
engediink meg. A pontos képletek helyett, az érdekléds olvasé figyelmébe inkdbb
az [5] Osszefoglald cikket ajanljuk. Szimulalt hiités esetén is sok mulik bizonyos
stratégiai paraméterek megfelels beallitasan, amelyek az algoritmus hatékonysagat
jelent8sen befolyasoljak.

Alabb ismét kozliink egy Osszehasonlito tesztet, ahol azt vizsgaltuk, hogy vajon
az EOA algoritmus altal jobb eredményeket kapunk-e, mint a korabbi algoritmu-
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sokkal (vagyis tényleg sikeriil-e a Mask algoritmus stratégiai paramétereit helyesen
beallitani, ,kézi vezérlés”, vagyis probalkozas nélkiil).

A problémaosztalyok ugyanazok voltak, mint kordbban is. Lassuk a kapott
eredményeket. (Egy ,sima” lokalis keresést (LS) is lefuttatunk minden esetben,
amelynél csak akkor Iéplink at a szomszéd algoritmusra, ha az az el6z6nél jobb
eredményt produkal.)

max LS EOA
100,2% | 100,6% 101%
101,1% | 101,1% | 101.7%

106% | 106,2% | 106.9%
106,6% | 108,7% | 109,6%
103,5% | 103,6% | 104,7%

114% | 116,9% | 116,9%

SOt | W N[

4. tablazat. Algoritmusok evoliciéja

Amint a tablazatbol lathato, az EOA modszeriink az adott feladat esetén tény-
leg miikddik, vagyis alkalmas arra, hogy a feladatot hatékonyan megoldé algo-
ritmust konstrualjon. A mas algoritmusok &ltal kapott megoldasokat helyenként
lényegesen sikeriilt javitani. A lokalis keresés is sok esetben hatékonynak bizonyul,
de ahogy varhato volt, ennél EOA (szimulalt hiitést alkalmazva) még hatékonyabb.

Természetesen modszeriink csak akkor képes jol miikddni, ha a targyak elosz-
lasa az id6ben nem valtozik. Az algoritmus-csalad (Mask) tagjait pedig nem a teljes
targyhalmazra, hanem annak egy-egy m < n darabbdl all6 ugyanakkora szeletére
alkalmazzuk.

5. Kovetkeztetések

Cikkiinkben definidltunk egy uj feladatot, aminek a ,Ladafedés szallitassal”
nevet adtuk. Megadtunk néhany természetesen ad6dé algoritmust a feladat meg-
oldasara, aztan egy sokkal hatékonyabb modszert, amit ,,Algoritmusok evolicioja’™
nak, vagy réviden EOA-nak neveziink. Ez kiilonbdzik az evolucios algoritmusoktol
abban az értelemben, hogy itt nem egy offline feladat megengedett megoldasain
lépegetiink, hanem egy online feladat megoldé algoritmusain (a stratégiai paramé-
terek valtoztataséaval).

A lépegetéshez szimulalt hitést alkalmaztunk, hogy megtaldljuk a megfele-
16 paramétereket. Természetesen ehelyett tabu-keresés vagy genetikus algoritmus
alkalmazasat is érdemes lenne kiprobélni, ez tovabbi kutatas targya.

Mivel a feladat nagyon nehéz, a szokasos versenyképességi analizis elvégzése
szinte lehetetlen, ezért szamitogépes tesztekkel igazoltuk algoritmusunk hatékony-
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sagat. Az EOA soran egy kell6en rugalmas algoritmus-csalad (esetiinkben a Mask)
koziil kivalasztjuk azt, amelyik a ,legalkalmasabb” a csalad tagjai koziil a feladat
megoldasara egy adott feladatosztalyon beliil.

Kivancsian varjuk, hogy a valés életbeli probléméak mely teriiletein, milyen

egyéb ,nehéz” problémak megoldasara lesz sikeresen alkalmazhat6 az ijonnan bemu-
tatott moédszer.
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BIN COVERING WITH DELIVERY
AND SOLVING IT WITH EVOLUTION OF ALGORITHMS

ATtTiLA BENKG, GYORGY D6sa

We deal with a new problem called Bin Covering with Delivery. Mainly we mean under this
expression that we look for not only a good, but a “good and fast” covering. There are several
ways to treat such a problem, but we investigate here only one of them, an online problem,
which has real-life application, as well. We apply the appropriate version of some classical bin
covering algorithms for the problem, and also propose a new method that we call “Evolution
of Algorithms”, to solve this (algorithmically very hard) problem. In case of such methods a
neighborhood structure is defined among the algorithms in a flexible algorithm-family, and using
a metaheuristic (simulated annealing now) in some sense the best algorithm is chosen from the
set of the algorithms, to solve the problem. We show the efficiency of the proposed method by
several computer tests.
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A LEGHOSSZABB SZERIAK VIZSGALATA ! 2

FAZEKAS ISTVAN, KARACSONY ZSOLT3, LIBOR JOZSEFNE

1. Bevezetés

Szamos mi foglalkozott mar a cimben megjelolt témaval, bar a széhaszna-
latban léteznek eltérések. Vannak szerzék, akik leghosszabb futamnak, vagy siker
sorozatnak, vagy egyszeriien leghosszabb sorozatnak nevezik egy adott kisérletsoro-
kisérletben az egymas utan kovetkezd — vagyis iradssal meg nem szakitott — fejdo-
basok szaméanak a maximumaét leghosszabb fejszéridnak fogjuk nevezni. Ebben a
munkaban ismert rekurzios és aszimptotikus tételeket, valamint a szimulacié szol-
galtatta eredményeket fogjuk Osszehasonlitani. Igy Erdss-Révész [4] és Foldes [5]
aszimptotikus eredményeit fogjuk 6sszevetni Schilling [15], Bloom [3] és Kopocin-
ski [8] altalunk esetenként kiegészitett és bizonyitott rekurziv formulaival, vala-
mint a szimulaciés eredményeinkkel. Megjegyezziik, hogy Binswanger-Embrechts
(2] az aszimptotikus tételeket vetette Gssze szimulaciés eredményekkel. Ebben a
cikkben a rekurzios eljarasokat hangsulyozzuk, ezért ezeket részletesen bizonyitjuk.
A rekurzios eljarasok adjak a pontos eredményt. Az aszimptotikus eredmények csak
hosszii dobéssorozat esetén adnak jé kozelitést. A szimulaciés eredmények pedig
véletlenszeriiek, és a dobassorozat nagyon sokszori szamitoégépes legeneralasa ese-
tén kozelitik a pontos értéket. Tanulméanyunk kiterjed a szabélyos és szabalytalan
érme esetére is, valamint mindkétféle érménél vizsgiljuk a leghosszabb fejszéria és
a leghosszabb barmilyen (tiszta fej vagy tiszta iras) széria hosszat is. A szimul4ci-
okat a MATLAB programmal végeztiik 20000 ismétlést alkalmazva, révid (n = 50)
és hosszi (n = 1000) sorozatok esetén. Munkank sordn vizsgaltuk a visszatevés
nélkiili huizasokat is, melyet példaul a kartyalap-huzas kisérlettel tudunk szemilél-
tetni. A kérdés itt is ugyanaz, hogyan alakul a leghosszabb azonos jelsorozat hossza
(példaul a leghosszabb tiszta piros lapszéria hossza a francia kiartya csomagbél
tortént huzasok soran). Irasunkban megemlitiink néhany matematikatorténeti,
didaktikai érdekességet is, melyek segitenek az egyetemi, fSiskolai hallgaték érdek-
l6dését felkelteni a téma irant.

12000 Mathematics Subject Classification: 97K50, 60C05, 60F05.
2 Key words and phrases: széria, rekurzio, szimulacio

3 A bemutatott kutaté munka a TAMOP-4.2.1.B-10/2/KONV-2010-0001 jelii projekt részeként
az Eurdpai Uni6 tamogatéasaval, az Eurépai Szocialis Alap tarsfinanszirozéasaval valosul meg.
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2. Fiiggetlen kisérletsorozat (visszatevéses mintavétel)

Bevezetésiil tekintsiik Varga Tamas egy érdekes kisérletét, melyet Révész Pal
1978-ban ismertetett Helsinkiben egy nemzetkdzi matematikai konferencian [12],
majd Schilling [15] cikkének bevezetéseként is szolgalt. Varga a tanul6écsoportjat
két részre osztotta, majd az egyik csoportnak azt adta feladatul, hogy mindenki
dobjon fel 200-szor egy pénzérmét, és jegyezze le a kapott fej-irds eredményeket.
A csoport masik részének pedig a kisérletet csak gondolatban kellett elvégezni, és a
gondolati eredményeket lejegyezni. Vagyis nekik olyan 200 elemd fej-iras sorozatot
kellett irniuk, amilyen szerintiik egy 200 elemii dobassorozat. A munka végeztével
Osszekeverték a lejegyzett eredményeket tartalmazéd lapokat, majd atadtak Varga-
nak, aki majdnem 100%-os biztonsaggal megmondta, hogy az adott lap valos ered-
meényt tiikrdz-e, vagy kitalaltat. Hiszen mig a valds sorozatokban nem volt ritka a
7 (esetleg 8) egymast kivets fej — Rényi Alfréd jol ismert log, 200-as eredményével
Osszhangban -, addig a képzelt sorozatokban maximum 5 egyforma elemet mertek
a tanulék egymas utan leirni.

Amikor volt szerencsénk Révész professzor urral talalkozni és beszélgetni
errl, elmondta a kisérlet tovabbvitelét is. O, miutan ismertette a hallgatokkal
a Varga-féle kisérletet, és az eredményt is megbeszélték, djra elvégeztette az ere-
deti kisérletet. Vagyis a hallgatok fele ijra valos kisérletet végzett az érme 200-szori
feldobasaval, mig a csoport masik fele a gondolati eredmeényeit irta le. Az Gssze-
gyljtott papirlapokat ujra sikeriilt majdnem teljes pontossadggal szétvalogatnia
Révésznek. A magyarazat nagyon egyszerd. A hallgatok tdbbsége csak az egyik-
fele, példaul a leghosszabb fejszéridra koncentralt, de mar nem figyelt a leghosszabb
irasszériara. FelvetGdik tehat az alabbi két kérdés.

i. Egy n hosszisagu sorozat esetén hogyan alakul a leghosszabb fejszéria
hossza?

ii. Egy n hosszusagu sorozat esetén mekkora a leghosszabb bdrmilyen széria
(akdr fej, akdr irds) hossza?

2.1. Szabalyos pénzérme esete
2.1.1. Leghosszabb fejszéria vizsgalata

Schilling [15] cikke nyoman vizsgaljuk a kdvetkezst. Dobjunk fel egy szabélyos
pénzérmeét n-szer. Fejszérianak nevezziik az egymast kovets (tehat {rassal meg nem
szakitott) fejek sorozatat. Jelolje R, a leghosszabb fejszéria nagysagat. Az elosz-
lasfiiggvényiink: F,,(z) = P(R, £ z). F,(z)-et elegend6 nemnegativ egész z-ekre
megadni (hiszen F,(z) = 0, ha z < 0; Fp(z) = F,(|z]), ha £ > 0, ahol [z] jel6li
x egészrészét). Legyen A,(z) azon n hosszusigu sorozatok szama, amelyekben a
leghosszabb fejszéria nem haladja meg z-et. Szabalyos érme esetén egy n elemti
sorozatot vizsgilva kapjuk tehat:

An,(x)

Fale) = P(Ra <2) = =2
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De hogyan tudnank meghatirozni az A,(z) értéket?

Vegyiik elGszor azt az esetet, amikor a leghosszabb fejszéria legfeljebb 3 elemd
(x = 3). Han < 3, akkor A,(3) = 2", hiszen minden lehetséges eset megfelel
annak a kritériumnak, hogy az egymas utani fejek szama maximum 3. Ha viszont
az n > 3, akkor a szdmunkra kedvez§ sorozatok kezdédhetnek a kovetkezéképpen
(ahol F jeloli a fej, I pedig az irds dobast): I, FI, FFI, FFFI, és utanuk csak
olyan jelsorozat van, amelyben nincs haromnal hosszabb fejszéria. Kapjuk tehat a
kévetkezGt:

An(3) = An-1(3) + An-2(3) + An_3(3) + An—4(3), han>3.

Ugyanezzel a modszerrel adédik az altalanos rekurzids képlet.

2.1. ALLITAS. (Schilling [15], 198. o.)
An(z) = Z:J'=() A"—l—j(l‘), han >z,
2717 ha O S n S .

Megjegyzés. Ha megnézzilk A,(1) értékeit, vagyis azon n elemii sorozatok
szamat, melyekben legfeljebb 1 hosszusagu fejszéria van, éppen a Fibonacci-sorozat
(azaz ag =0, a1 = 1, és an, = @n-1 + Gn—2, ha n > 2) 2-vel eltolt elemeit kapjuk.

n 0|1|12(3|4]5]|6 ]| 7|38
Ay [1{2|3|5[8]13]|21|34]55

A k-rendd Fibonacci-szamok segitségével kifejezheté A, (k), s6t a k-rendii
Fibonacci-polinomok felhasznalasaval a szabalytalan pénzérme esete is kezelhetd,
lasd {10].

R,, aszimptotikus viselkedését Foldes Anténia [5] alabbi tétele alapjan irhat-
juk le.

2.1. TETEL. (Foldes [5].) Valamennyi egész k esetén

R

ahol [a] jeloli az egészrészét a-nak és {a} = a — [a}, a tortrésze.
Itt log a természetes alapt logaritmust jeloli.

2.1.2. Leghosszabb barmilyen széria vizsgalata

Ismét alapul vessziik Schilling [15] cikkét. Dobjunk fel egy szabalyos pénzér-
mét n-szer, és jelolje R, a leghosszabb széria (akar a tiszta fej, akar a tiszta iras)
nagysagat. Legyen B, (z) azon n hosszisagi sorozatok szama, amelyekben a leg-
hosszabb (tetszéleges) széria nem haladja meg z-et. Szabdlyos érme esetén egy n
elemt sorozatot vizsgalva, kapjuk az eloszlasfliggvényt:

Bn(z)

F,(z)=P(R, <z)= “on
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Most Schilling [15], 199. oldalon leirt otletét hasznaljuk. A fej-iras sorozat
minden eleme alatt jel6lje A azt, hogy az utana kdvetkezd vele azonos, illetve K
azt, hogy kiilonbo6z6. Példaul:

F F F I F I F I 1 I I F F
A A K K K K K A A A K A

Az als6é A, K elemekbdl all6 sorozatban a leghosszabb tiszta A sorozat akkor és
csak akkor k — 1 hosszisagi, ha folotte a leghosszabb tiszta széria (fej vagy iras)
k hosszusagu. Ha a felsG sorozat n hosszi, és ebben a leghosszabb széria & elemi,
akkor az als6 sorozat n — 1 hosszi, és a leghosszabb A széria k£ — 1 elemd. Vagyis

Bp(z) = 2A,1{z - 1)

(hiszen minden als6 sorozat pontosan 2 fels§ sorozathoz tartozhat). Ennek felhasz-
nalasaval kapjuk:

Bp(z)  24,4(xz—-1) A,i(z—-1)
on on - on—1 -
= P(Rn_l <z- ].) = Fn_l(m - 1)

Fo(z)=P(R, <z)=

Belattuk tehéat, hogy
F1/1($) = Fn—l(m_l)» (2)

vagyis visszavezettilk esetiinket a tiszta fejszéria esetére.
Most vizsgaljuk azt, hogy a leghosszabb széria pontosan k hosszisagu.
Jel6lések:

bn(k): n dobasbol hanyszor lesz a leghosszabb széria (akar fej, akar irds) pontosan
k hosszusagq,

an(k): n dobasbol hanyszor lesz a leghosszabb fejszéria pontosan k hosszisagi.

A b, (k)-ra Szaszné Simon Judit is ad [18] doktori értekezésében rekurziv képletet,
melyet mi kétféleképpen bizonyitunk. Eldszor a (7) képletbdl vezetjiik le, majd
teljes eseményrendszerre bontassal kapjuk meg az adott képletet. A (7) formulat a
kdvetkezs szakaszban igazoljuk csak, de természetesen ehhez nem fogunk tamasz-
kodni a jelen szakaszra.

2.2. ALLITAS. (Szdszné [18].) Minden n = 1,2,... esetén b,(1) = by(n) = 2,
by(r) =0, har >n vagyr <0

r—1 T
ba(r) =D baa(r) + Y bur(i), ha 1<r<n (3)
h=1 i=1
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ElsG bizonyitas. Tekintsiik a (7) Osszefiiggésen a p =q = % esetet. Mivel az
Osszes elemi esemény szama 27, ezért a p(n, k) kifejezés 2™-nel valo beszorzasaval
adédik a szamunkra kedvezs esetek szama, vagyis a, (k). Azaz (7)-bél

k—1
2"p(n,k) =) 2" lp(n—j—1,k) + 2" F T R (k). (4)
N, s’ j=0¥ ~ ~ ~ -
a,. (k) an—j-1(k) An_r-1(k)

Alkalmazzuk ujra Schilling Gtletét, vagyis: a fej-iras sorozat minden eleme alatt
jeldlje A azt, hogy az utana kovetkezs vele azonos, és K pedig azt, hogy kiilénb6z6.
Ahogyan adodott B, (k) = 24,-1(k — 1), ugyanigy adodik b, (k) = 2a,_1(k — 1).
Ennek felhasznalasaval (4) képletiink a kévetkezSképpen alakul:
bupr(E+1) ’i‘:‘ buoj(k+1)  Bn_g(k+1)
2 B 2 + 2 ’

=0

Végezziik el a 2-vel vald beszorzast és alkalmazzuk a kdvetkezd atindexelést:
k+1—>r, n+1—n, 7+ 1 — h. Kapjuk a bizonyitandé formulat.

Maiasodik bizonyitas. Nézziik meg, hogy mit is fejez ki a (3) jobb oldalan
1év6 két Gsszeg. Bontsuk fel az eseményteriinket aszerint, hogy milyen hosszi széria
van el6l.

Ha a sorozatunk h (h =1, 2, ..., r — 1) hosszusagn szériaval kezdédik, akkor
a maradék n — h dobéasbdl kell a leghosszabb széridnak r hosszasagiinak lenni. Ha
a kezdd h széria fej, akkor a (h + 1)-edik elem iras kell hogy legyen. Ha a kezd§ A
széria iras, akkor a (h + 1)-edik elem fej kell hogy legyen.

F... F 1..F .. .F ..
S—— e ——’ ~~
h db fej n — h elem kdzott
(1<h<r) r hosszu széria
vagy:

I... 1 F...T...1T ...
h db fras n — h elem kozbtt
(1<h<r) r hossza széria

De ennek a kettének a szama megegyezik, és az Osszegik éppen b,_p(r). Ha
r hossztsagi szériaval kezdédik a sorozat, akkor a maradék n — r elembél ¢ =
1, 2, ..., r hosszt széria lehet. Ha az elsG r elem fej, akkor az (r + 1)-edik iras
kell, hogy legyen, mig ha az els6 r elem iras, akkor az (r + 1)-edik fej kell hogy

legyen.

F..F I...F ... F ...
S— ~~

r db fej n — r elem koézott

legfeljebb r hossz0 széria
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vagy:
I... 1 Foo.oT .01 ...
r db iras n — r elem kdzott
legfeljebb r hosszi széria
Ezen két részeset szama egyenld, 6sszegiik pedig > ;_; bn—r(3). O

A b,(r)-rel tehat megadtuk azon sorozatok szamat, melyekben az n dobas
sordn a leghosszabb barmilyen széria (akar fej, akar iras) pontosan r hosszusagu.

R;, aszimptotikus viselkedésének vizsgalatahoz Foldes [5] mar idézett eredmeé-
nyét hasznaljuk. (1) és (2) alapjan kapjuk az alabbit.

2.2. TETEL. Valamennyi egész k esetén

P (R; - [%ﬁ] < k) = exp (—2~ ({5 o),

ahol - mint kordbban - [a] az a egészrészét, {a} pedig az a tdrtrészét jeloli.
2.1.3. Numerikus eredmények

Vizsgalatunkhoz a MATLAB programot hasznaltuk 20.000 ismétlésszammal.
Az alkalmazott szamitégép paraméterei pedig a kovetkezdk: INTEL Core Quad
Q9550 processzor, 4Gb, DDR3 memoria.

A kovetkezs dbrakon ,x” jeloli a rekurzioval kapott eredményeket, ,,0” az aszimp-
totikus tételek eredményeit, az oszlopdiagram pedig a szimulaciéval kapott eredmé-
nyeket mutatja. Az els6 grafikonpar a révid (n = 50) sorozat eredményeit mutatja
a leghosszabb fej (bal oldali) és a leghosszabb barmilyen (jobb oldali) széria ese-
tén, majd a tovabbi grafikonpar ugyanezt a két esetet mutatja hossza (n = 1000)
dobashosszra vonatkozoéan.

Mindkét esetre (leghosszabb fej, illetve leghosszabb barmilyen széria vizsgala-
tara) elmondhaté, hogy kis n esetén a szimulaciés eredmények vannak kozelebb a
rekurziv eredményekhez, az aszimptotikus tételek n névelésével adjik a rekurziéhoz
kozeli eredményeket. n > 3000 esetén a rekurzids, a szimulacids és az aszimptotikus
értékek gyakorlatilag egybeesnek. Mig kis n esetén a rekurzids algoritmus gyors,
n novelésével rohamosan lassul a szamitési eljards. A futdsi idéket tekintve csak
példaként néhanyat megemlitve:

n ism futési ids
10.000 | 20.000 | 31.795.056 s.
1.000 | 20.000 3.984.981 s.
50 | 20.000 2.092.010 s.

A parbaallitott grafikonokon jol latszik a 2.1.2-ben leirt eredmény, miszerint R,
eloszlasa (kozelitSleg) az R, eloszlasabol 1 egységgel jobbra valé eltolassal adddik.
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A kovetkez6 abrakrol R, periodikus jellegii viselkedése olvashato le, ahol a viz-
szintes tengelyen logaritmikus skalat alkalmaztunk, a fiiggéleges tengelyen pedig
a P(R, = [logyn] — 1) értékek szerepelnek. Lathat6, hogy a P értékek abrazola-
sakor 2 minden egész kitevés hatvanya helyeken ugras van (a rekurzios képlettel
szamolva).

H
i

0.7

0.265}F

0'235 7 8 % 10 11 12

PRy = [loggn] — 1), n=2%...,2%% p=0,5

0.286}

0.258

valoszinGisdy
o
)
o

0.2451

024

0238

0'235 7 3 g 10 11 12

mgxP(Rn:k), n=26,---,2127 p=0,5
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A fenti két abra alapjan mI?XP (R = k) értékei eltérnek P(R,, = [logy n]—1)-

tol, azaz R, modusza nem minden n-re lesz [log, n| — 1.
2.2. Szabalytalan pénzérme esete

Ebben az esetben a fejdobéas valészintisége, azaz p értéke barmilyen valos szam
lehet a (0, 1) intervallumbol. Kérdés, hogy ez a tény milyen hatéssal van a leg-
hosszabb fej-, illetve leghosszabb barmilyen széria alakuldsara. Most nyilvan nem
szamolhatunk a klasszikus (kedvez&/6sszes) képlettel.

Jelolje p a fejdobés valoszintiségét és (= 1 — p) az iras valoszintiségét.

2.2.1. Leghosszabb fejszéria vizsgalata

Schilling [15] alapjan tekintsiik azon n hosszisigi fej-iras sorozatokat, amelyek-
ben k db fej van. Ezek koziil jelentse C,(lk)(z) azon sorozatok szaméit, amelyekben
legfeljebb = fej kovetkezik egymas utan. (Azaz a leghosszabb fejszéria legfeljebb z
hosszisagu.) Az adott jelolésekkel az eloszlasfiiggvényiink a kovetkezo lesz:

FL(E) PR, <2) = 3 O aphe (5)
k=0

2.3. ALLiTAS. (Schilling [15], 200.0.)

Z C(k_j) (@), ha . <k=h

n—1-j3
CW(z) = { =0 6
) int ha 0<k <z, 3
0, hav o < k=t

Bizonyitas. Ha 2 < k = n, akkor nyilvanvaléan C*(z) = 0, hiszen ekkor
az Osszes (z-nél tobb) elem fej, igy nincs olyan sorozat, ahol legfeljebb z fej van
egymas utan. Ha 0 < k < z, akkor C*(z) éppen a binomiélis egyiitthatokat adja,
hiszen ez az az eset, amikor az n elem kozott legfeljebb x fej van, és azon eseteket
kell 6sszeszamlalni, amikor a leghosszabb fejszéria legfeljebb z. Marpedig ekkor az
osszes sorrend ilyen tulajdonsagu. Ha = < k < n, akkor a (6) képlet helyességének
belatasahoz (melyet Schilling [15]-ban nem kozol) elegend6 atgondolnunk a kovet-
kezGket. A sorozatunk kezdédhet j = 0,1,2,...,z fejjel, utana biztosan van 1
irds, majd olyan sorozat kovetkezik, ahol a maradék n — j — 1 elem kozott & — j db
fej van ugy, hogy a leghosszabb fejszéria legfeljebb x hossztisagu.

e I b F s 1

\—V—/ N ~~
j db fej

n — j — 1 elem, melyben k — j db fej van ugy,

hogy legfeljebb x hosszi a fejszéria
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Ezek szama pedig éppen C’,(lk__lj_) ;j(z). Ezzel (6) helyességét belattuk. O

Kiszamolva C,(,k) (3) értékeit n < 8 esetre az alabbi értékek adodnak:

8 0
7 - 20
6 AR
5 08 a2 4D
4 R TR
3 Te " 10" o N8N
2 R S e L
1 W TR
TEERE AR Y rErSR

K-8 2 A kel a8

Eszrevehetjiik, hogy az als6 négy sor (k = 0,1,2, 3 esetben (}) értékek) a Pas-
cal-haromszog részletét adja, 3 < k = n esetben pedig beirva a 0-kat, a tablazat
tobbi adata a rekurzids képlet alapjan szamithat6. Lathato, hogy a fenti (6) kép-
letet jol mutatja az un. ,hokiiité” forma. Hiszen pl. Cés)(3) =24+3+4+3=12.
(Tablazatban délt, vastag szammal jeldlve.)

Nézziik most, hogy mi lesz annak a valoszintisége, hogy n dobasbdl a
leghosszabb fejszéria pontosan k hossziusagu? Jeloljikk ezt p(n,k)-val, melyre
Kopocinski [8]-ban két formulat is ad. Az alabbi (7) és (8) képlet alkalmazha-
tosagahoz megjegyezziik, hogy az (5)-beli F' figgvényre:

0, ha k<0,
Fn(k) = 1, ha &k >n,
Zf:o p(n,i) egyébként.

2.3. TETEL. (Kopocinski [8], Theorem 1, (2), (3).) Legyen p(n,k) = 0, ha
k <0, vagy k > n, p(k,k) = p*, hak=0,1,2, ... Ekkor

k-1
p(n,k) = ijqp(n_j_ 17k) +pqun—k—l(k:)7 (7)
j=0
n—k—2
p(n, k) = p*aFu i1 (k)+ D Fi(k = 1)@ Fajoxa(k)+ 5
9=0

+Fpg—1(k — 1)gp*,

han=k+1,k+2,...,k=0,1,2,..., és F,(k) jeloli annak a val6sziniiségét — az el-
oszlasfiiggvény definiciojanak megfeleléen —, hogy n esetbdl legfeljebb k hossziisagu
fejszéria adodik.
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Bizonyitas. A (7) képlet helyességét vizsgaljuk teljes eseményrendszer szerinti
részekre bontassal aszerint, hogy az elsé helyeken lehet 0,1,2,...,k db fej. Lehet
olyan, hogy az elsé j helyen fejet kapunk, (0 < j < k), majd jon 1 iras és az utédna
lévSkben van pontosan k hossza fejszéria:

F ... F I ... F et I
——— ~
J db fej az n — j — 1 elem kozott
0<y Tkl pontosan k hossza fejszéria van

Ebbdl az esetbdl adddik a (7) 6sszeg els6 k tagja, azaz Zf;équp(n -3 —1,k).
Vagy pedig lehet az az eset, hogy rogtén az elején adodik & hosszisagu fejszéria,
utana 1 irds, majd legfeljebb & hosszusagu fejszéria:
F...F 1 ... F .. I
———
k db fej

n — k — 1 elem melyben

legfeljebb k hosszt fejszéria van

Ez pedig éppen a (7) Osszefliggés utolso tagja, amivel a képlet helyességét belattuk.

A (8) bizonyitasahoz bontsuk fel az eseményteriinket aszerint, hogy az els§ k
hosszusagu fejszéria hol kezd6dik. Lehet olyan eset, hogy rogton az elsG k& dobas
fej, utana 1 iras, majd legfeljebb k hosszu fejszéria kovetkezik:

- ——

F...F 1 F I
————— ~

-

k db fej
) n — k — 1 elem kézott legfeljebb &k hosszi fejszéria van

Ez éppen az Gsszeg elsS tagja: p*qF,_ir—1(k). Lehet még olyan, hogy legfeljebb
k — 1 fej van az elején, utana 1 iras kell, hogy legyen, majd kovetkezik a & db fej,
utana megint 1 iras, és véglil legfeljebb & db fej: .

. F ... 1 I F...¥F I ... F R |
~ N — "
legfeljebb k — 1 db fej k db fej

azn —3j — k — 2 elem kozott

legfeljebb k& db fej van

Ez éppen az 6sszeg mésodik része: Z;:(;“_z Fj(k—1)g*p*Fa_;j_k—2(k). Vagy lehet
az az eset, amikor az utolsé k db lesz fej, el6tte 1 iras és a kezdszériaban legfeljebb
k —1 fej van:

... F ..01T .. 1 F ...F
~ ~ ——
legfeljebb k& — 1 fej k db fej

Ez éppen az Ssszeg utolsé tagjat adja: Fr_x—1(k — 1)gp*.

Igy a (8) formula helyességét is belattuk. (A (7) és (8) bizonyitasat Kopocinski
nem végzi el, csak [8] 5. oldalan atmutatast ad.) 0
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Az aszimptotikus viselkedés leirdsat Gordon-Schilling-Waterman (7] adja a
kovetkezo tétellel.

2.4. TETEL. (Gordon-Schilling-Waterman [7].) Legyen u(n) = ——ll—‘(;g%,q =1-p
és legyen W olyan, hogy teljesiiljén ré: (P(W < t) = exp(— exp(~—t))), ekkor t-ben
egyenletesen:

P (R, — pu(gqn) St)“P([_I)V

ogp

+ {uan)}] - (g <t) — o
ahol n — 0o. (Az el6zbekhez hasonléan || az egészrész, { } pedig a tortrész jele.)

2.2.2. Leghosszabb barmilyen széria vizsgalata

Egy szabalytalan pénzérmét feldobva n-szer, jelslje R., a leghosszabb barmilyen
széria (akar fej, akar iras) nagysagat. Az (5) képlethez hasonléan adodik az alabbi
(lasd Schilling [15], 200. oldal).

2.4. ALLiTAS. (Schilling [15].)

ahol 6&? (z) jelenti azon n hosszisigu sorozatok szamat, amelyben k db fej van, a
leghosszabb barmilyen széria hossza legfeljebb x, és ahol ¢

—(k
Croeic(®) = Caga(m, ),
valamint a Cy(m, k) mennyiségek kielégitik a (9) és (10) rekurzitkat.

Itt Cz(m, k) jeloli, hogy m piros és k fekete goly6t visszatevés nélkiil kihazva
nem lesz = hosszusagn széria. Ci(m, k) értékeire Bloom [3] adott két rekurziv
képletet, melyek bizonyitasait a 3. fejezetben adjuk meg ((9) és (10)).

Megjegyzés. R., aszimptotikus viselkedését vizsgalva Muselli [9] tételét hasz-
nalhatjuk, melyben V,,(p) jelli annak a val6szindségét, hogy a leghosszabb széria
n dobas esetén a fejekbdl adodik:

0, hao<p<1/2,
lim V,(p) =< "’ al<p<l/
n—eo 1, hal/2<p<L

Azaz 1-hez tart annak a valészinisége, hogy a leghosszabb széria az esélyesebb
kimenetelbdl, azaz jelen esetben fejekbdl all.
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2.2.3. Numerikus eredmények

A szimulaciokat ugyanolyan targyi és szoftver eszk6zokkel végeztiik, mint azt a
2.1.3-ban leirtuk. Ugyanazokat a jel6iéseket alkalmaztuk, és ismét 20.000 ismétlést
végeztiink. Az el6z6 grafikonokon szabdlytalan érme esetén mutatjuk a leghosszabb
fej (bal oldali) és a leghosszabb barmilyen (jobb oldali) széridk esetét, sorban révid
(n = 50) és hosszi (n = 1000) dobassorozat esetén. Kis n esetén az aszimptotikus
eredmények tavol esnek a pontos (rekurzios) értékektdl, nagy n esetén kozel keriil-
nek hozzajuk. A 2.4. allitast kdvet6 megjegyzés numerikus alatdmasztasat adja,

hogy nagy n esetén R, és R, eloszlasa kozel azonos.

3. Nem fiiggetlen kisérletsorozat (visszatevés nélkiili mintavétel)

Gardner [6] konyvében szerepel az alabbi allitds: "Az 52 lapos osszekevert
kartyacsomagban majdnem mindig lesz 6 egyforma szint egymés utan." Ahogyan

[3]-ben is szerepel, elvégezve t&bbszor is ezt a kisérletet nem tapasztaltuk ezt
az eredményt. 6-nal altalaban kevesebb elemi széridk adédtak. Csak nem volt
szerencsénk, vagy a szerzG tévedett?

Felvet6dik az alabbi kérdés. Ha egy halmaz kétféle tulajdonsagi elemet tartal-
maz, az egyikbol m, a masikbol k db-ot, mi a valészintisége annak, hogy az m + k
elemet sorban egyméas utan kihtzva visszatevés nélkiil, lesz ¢ hosszisagu széria,
vagyis akarmelyik tulajdonsagu elembdl legalabb ¢ kovetkezik egymés utan?

Az egyszeriiség kedvéért a két tulajdonsagi elem legyen piros (m db) és fekete
(k db), és jeldljiik a keresett valészintséget P,(m,k)-val. Meghatdrozasahoz vizs-
galjuk az esemény komplementerének, vagyis annak a valésziniiségét, hogy nincs
¢ hossziisagu széria az m + k elem sorozataban. Ez legyen: P,(m, k), aminek a
segitségével a Py(m, k) = 1 — P,(m, k) képlet alapjan adodik kérdésiinkre a valasz.
Pi(m, k)-nek klasszikus képlettel valé kiszamitasahoz vizsgaljuk el6szor az Osszes
elemi esemény szamat: az m + k elemet kell sorbarendezni, melyek kdzétt az m db
és a k db azonos tipusaak. Az ilyen sorozatok szdma nem mas mint: (%),

Ezek utan a keresett hanyados szamlaléjanak meghatarozasdhoz Ossze kell
szamlalnunk azon sorozatok szamét, amelyben nincs ¢ hosszisagi széria. Jeldl-
jiik ezt Cy(m, k)-val. El6szor szamoljuk ki C¢(m, k) értékeit ¢ = 3 és nem tul nagy

(10-nél kisebb) m és k esetén:
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mk|o[1[2] 3 | 4] 5 6 | 7| 8 9
o |1]1|1]o0o 0] 0 0| o0 0 0
1 [1|2(3] 2] 1] 0 00 0 0
2 [1({3]/6]| 7| 6] 3 1|0 0 0
3 |[of2(7|14]|18]| 16 | 10| 4 1 0
4 |o0|1]6]18 |34 45 | 43|30 | 15 5
5 |0|0|3]|16 | 45| 84 | 113[114| 87 | 50
6 |ofo|1]10] 43| 113 | 208|285 | 300 | 246
7 [0o|o0|0}] 4 | 30| 114 | 285|518 720 | 786
8 [o]ojo| 1| 15| 8 | 300|720 1296 | 1823
9 [o0|0[0]| 0 | 5| 50 |246| 786 | 1823 | 3254

3.1. ALLiTAS. (Bloom [3], 369. 0.) Ham = k = 0, akkor definicié szerint legyen
C;:(0,0) = 1. Ha m vagy k negativ, akkor pedig definicié szerint Cy(m, k) = 0.

t—1 t—1
Ce(m, k) =D _ Cu(m—1,k—i) =Y Ci(m —t,k—1)+ e(m, k), (9)
i=0 i=1

ahol tehat Cy(m, k) jelenti az m db piros és k db fekete elem olyan sorbarendezé-
seinek a szdmat, ahol nincs t hossziisagu széria (t > 2), valamint

1, ham=0é0<k<t,
et(mk)=1q -1, ham=tés0<k<t,
0, kiilénben.

Igazoljuk (9)-et, melyet Bloom [3]-ben nem végzett el.
Bizonyitds.

m = 0 eset.
Ha 0 < k < t, akkor Ci(0,k) = 1, hiszen ez azt jelenti, hogy csak egyféle elem
van, de kevesebb, mint a szériahossz. Ezeket akdrhogyan is hiizom, nem lehet ¢
hosszisagn széria, és mivel az azonos elemek egymas kézott nem megkiilonboztet-
hetSk, ezért ez egyféle sorrendet jelent. Igy a (9) képletiink a kovetkezs alaku:
1=0-0+1. Példaul:
03(07 2) = C3(—17 2) + C3(_17 1) + 03(_110) - [03(—37 1) + 03(_3’ 0)] +1=
=04+0+0-[04+0]4+1=1.

Ha k > t, akkor C;(0, k) = 0, hiszen ekkor is csak egyféle elem van, de legalabb
annyi, mint a szériahossz. Ekkor nyilvin egyetlen olyan sorozat sincs, melyben ne
lenne t hosszisagu széria. A (9) a kovetkezs: 0 = 0 — 0 + 0. Példaul:

C3(0,4) = C3(—1,4) + C3(—1,3) + C3(-1,2) — [C3(~3,3) + C3(—3,2)] + 0 =
=0+0+0-[0+0]+0=0.
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0 <m < t esetén (9) alakja:

(m, k) = ZC, —1,k—4)—0+0.

1=0
Hiszen ez a kovetkezd eset:
F..F P .. F ... P
X , N _

i db fekete
k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kozGttiik nincs t széria

Ezek szama Ci(m — 1,k — 7). Mivel m < t, igy pirosbol ¢ széria nem lehet, azaz a
fenti 6sszegbdl nem kell levonni semmit. Példaként tekintsiik:

03(2,2) C3(1 2)+C3(1 1)+C3(1 0) [ ( 1 1)+C:3( )]+0=
=3+2+1-[0+0]+0=6.

Ham =1t és 0 < k < t, ez azt jelenti, hogy az egyik fajta elembdl (feketebdl)
kevesebb, a masikbdl (pirosbdl) pedig pontosan annyi 4ll rendelkezésre, mint a
szériahossz. Ekkor (9) alakja a kovetkezs:

t—1 t—1
Ce(m,k)=>_ Cm—-1,k—i) = Ci(0,k—1i)—L
=0 =1

Az els6 szumma nem ¢, hanem csupan k 4 1 részesetet jelent, melyek i-edik tagja
olyan, hogy ¢ db feketével kezdd6dik, utdna 1 piros, majd m — 1 piros és k — i fekete
agy, hogy nincs ¢ széria.

F ...FE P e F . P

—
i db fekete

k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kbzottiik nincs ¢ széria

Ebben egy ,rossz” elem van, amikor az m = t piros egymas utan helyezkedik el.
Mivel a masodik szumma, értéke &, igy Osszesen k + 1 levonasa torténik. Példaul:

C3(3,2) = C5(2,2) + C3(2,1) + C3(2,0) [03 (0,1) + C5(0, 0)]
=6+3+1—-[14+1-1=7.

Ha m =t és k > ¢, akkor (9) a kévetkezé:

t—1 t-1
k)= Cilm—1,k—14) =Y Ce(0,k — 1) +0.
i=1

i=0
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Ebben i = 0 esetén:
P .. P . F L

~

k db fekete, m — 1 piros

és nincs kozottiik ¢ széria
Ezek szama C;(m — 1, k). Ebben lehetne egy ,rossz” is, amikor az m — 1 piros van
eldl, és a legelss pirossal t szériat alkot. De ekkor a k fekete a végén allva t szériat

alkotna, vagyis ez a rossz szituacié mar nincs benne C;(m — 1, k)-ban.
Illetve i = 1,2,...,t — 1 esetén:

F...F P F P
— ~
i db fekete

k — i db fekete, m — 1 db piros,
és kozottiik nincs t széria
Ezek szdma Ci(m — 1,k —1). De ebben lehet egy ,rossz” eset, amikor mind a t = m

piros egymas mellett van, igy le kell vonni C;(0, k — ¢) mennyiséget, ami lehet 0 is.
Nézziik példaul:

C3(3, 4) = 03(2,4) + C3(2, 3)+ 03(2, 2) — [C3(0, 3) + C3(0, 2)] +0=
=6-+74+6—-[0+1]+0=18.
Ha m > 0 és m > t, akkor a kovetkezGképpen kaphatunk olyan sorozatokat,
melyekben nincs ¢ hosszisiagu széria. KezdSdhet i db (£-nél kevesebb, vagyis

1<i<t—1) azonos elemmel (feketével), utdna  egy  masmilyen
(piros), majd ezutan sincs t széria:

F . ..F P F P
S —

-

i db fekete . .
k — i db fekete, 1n — 1 db piros,

és kozottiik nincs ¢ széria
. t-1 .
Ezen sorozatok szama: ) ,_; Ci(m — 1,k —i).

De ebben lehetnek olyanok is, ahol az 1 db piros utan is pirosak vannak ugy,
hogy t db piros van egymas utan, és utdna nincs ¢ széria:

F . ..EP ...P F P
—_— ——

-~

i db fekete ¢ db piros X .
k — i db fekete, m — t db piros és

nincs k6zottiik ¢ széria

Ezek szama: Ef;; Ci(m—t,k—1), amit az el6z8 6sszegbdl le kell vonni. De ezekben
lehet olyan is, hogy a t hosszi piros utan is piros kovetkezik, vagyis ,eltoltan” is
lehet ¢ széria. Ezek szama Zf;% C}(m - t, k — 1), ahol C;(m — t, k — i) a pirossal
kezd6d6, m —t pirosat és k—1 feketét tartalmazé olyan sorozatok szama, melyekben
nincs t széria.
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Nem szamitottuk még be azokat az eseteket, amikor i = 0, vagyis pirossal
kezdddik a sorozat. Ekkor az elsG elem piros és uténa nincs ¢ széria:

P ... P ... F ...

k db fekete, m — 1 piros
és nincs kozottiik t széria
Ezek szama: Ci(m — 1,k). De ebben lehetnek olyanok is, melyek t szériaval kez-
dédnek és utana nincs ¢ széria:
P..PF..F P... F...P ...
——— —
t db piros, i db fekete

m — t piros, k — i db fekete, pirossal kezd&dik és
nincs kézottitk t széria (1 <i <t —1)
Ezek szama: Z:;i Cy(m —t,k — i), amit el6z6 mennyiségbdl (Ci(m — 1, k)-bol) le
kell vonni.
Osszesitve tehat kapjuk a kbvetkezdt:

t—1 t—1 t—1
Ce(m,k) = > Ci(m—1,k—1) — {Zc,,(m—t,k—i)—ch(m—t,k—i)}+
i=1 i=1 =1

i=1

+ {C’t(m— 1,k) — iC{‘(m—t,k —z)} + et(m, k).

Ami az eredeti (9) képletiinket adja. Peldaként vegyiik:

C3(5,2) = C3(4,2) + C3(4,1) + C3{(4,0) — [C3(2,1) + C3(2,0)] + 0 =
=6+14+0-3+1]+0=3.
Igy tehat azon m + k elemii sorozatok szamat, melyben m db piros és k db fekete
elemet rakunk visszatevés nélkiil sorba ugy, hogy nincs ¢ széria, valdban a (9)-es
képlet szolgaltatja. |

Az alapkérdésiinkre tehat a valaszt a Pi(m,k) = 1 — %’% képletbe vald
k

behelyettesitéssel kapjuk.
A Ci(m, k) értékére Bloom [3] 371. oldalan egy olyan formulat is ad, mely az
m, k és t értékétsl fiiggetleniil mindig 6 tagbdl All.

3.2. ALLITAS. (Bloom [3], 371. 0.) t > 2 esetén
Ci(m,ky=Ci(m — 1,k) + Ce(m, k — 1) - Ce(m — t, k — 1)—

—Ci(m— 1,k ~ t) + Ca(m — t, k—t) + e (m, k), (10)
ahol
1, ham=k=0, vagym=k=t,
e;(mk)=< -1, ham=0ésk=tvagym=tésk=0,
0, kiilénben.
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Peremfeltételeink pedig ugyanazok, mint a 3.1. allitasnal, vagyis, ham = k = 0,
akkor definicié szerint legyen Cy(0,0) = 1, ha m vagy k negativ, akkor pedig
definicié szerint Cy(m, k) = 0.

A (10) képlet helyességét Bloom [3] 371. oldalon kdzolttdl eltérs médon az
alabbiakbél latjuk be.
Bizonyitds. KezdGdhet a sorozatunk 1 piros vagy 1 fekete elemmel:

P ...P...F... ezek szama: Cy(m — 1, k);
Nt e/

m — 1 piros és k fekete

F ...P...F... ezek szama: Ci(m, k — 1).
—

m piros és k — 1 fekete

Ezekbdl le kell vonni azokat, melyekben az elsé jel utan is ugyanolyan kévetkezik
Gsszesen t hosszon, utdna 1 masmilyen és utina nincs ¢ széria:

P...P F .. P F... ezek szama: Cy(m —t, k — 1);
~— e

t piros m — t piros és k — 1 fekete

F...F P .. P.F .. ezek szama: Ci(m — 1,k —1).
~——— —_—

t fekete m — 1 piros és k — t fekete

De ezekben benne szerepelnek a kévetkezs sorozatok is.

A t piros, t fekete, utana pirossal kezdGdGen olyan m -t piros és k — ¢ fekete elemii
sorozat, melyben nincs t széria. Ezek szama CP{(m —t,k — t). Illetve - forditva
- t fekete, t piros, utana feketével kezd6d§ olyan sorozat, melyben nincs ¢ széria.
Ezek szama Cgf)(m —t,k —t). De 0Osszegiik pedig éppen

Ct(p)(m —t,k—t)+ C,Ff)(m —t,k—t)=Cym—t k—1t).
Osszegezve tehat:
Ci(m, k) = C¢(m — 1,k) + Ce(m, k — 1)—
—{Ci(m—t,k—=1)+ Cy(m—1,k—t) — Co(m —t,k —t)} + e; (m, k).
Vagyis valoban a (10) képletet kapjuk. O

A szakasz elején emlitett kartyas példat tekintve azt taldljuk, hogy mig
Ps(26,26) = 0,464, (annak a valoszintsége, hogy az 52 lapos kartyacsomag lap-
jait egymas utan kirakva lesz benne egymas utan 6 egyforma szini csak 0,464),
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addig a P4(26,26) = 0,974. Vagyis sokkal valosziniibb a 4-es széria, igy Gardner
tévedett [6]-ban, amikor azt llitotta, hogy majdnem mindig kapunk 6-os szériat.

4. Néhany alkalmazas

Az eredmények felhasznalhatok a kiilonb6z6 gazdasagi, sorbanallasi problémaék,
Markov-lancok (lasd pl. Samarova [14], Schuster [16] vagy Schwager {17] cikkét),
tGzsdei eseménysorok vizsgalataban (lasd pl. Binswanger és Embrechts {2} cikke-
nek 4.2. fejezetét). Az alkalmazasnak jelentSs szerepe van a miiszaki, pl. hidrolégiai
folyamatokban (lasd pl. Sen [19] cikkeét) és a biologiai, pl. molekularis biologia, DNS
sorozatok vizsgalataban (lasd pl. Schilling [15] cikkét). Sok egyéb teriileten, példaul
grafologidban is felhasznalhatoak az eredmények (lasd pl. Arazi [1] cikkét). Réveész
{13] a szamitastechnikiban felmeriils, véletlen szamsorozat szamitégeép altali létre-
hozasat emliti hasznos alkalmazasi teriiletként. Mar t6bb médszert is kidolgoztak,
melyek véletlen fej-iras sorozatokat generalnak valamilyen médon. Nehéz azonban
eldonteni, hogy a kapott véletlen sorozat valéban olyan-e, mintha igazi dobassoro-
zatot irtunk volna. A legtobbszoér attol kell tartani, hogy valamilyen — szamunkra
esetleg ismeretlen — periédus van a felirt sorozatban. A legtobb statisztikai médszer
nem alkalmas ennek a hibanak a kiszirésére. Egy, a leghosszabb fejszéria hosszan
alapul6 proba alkalmas arra, hogy a sorozatnak a periodicitas okozta nem véletlen
voltat kimutassa.
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ON LONGEST RUNS
IsTvAN FAzZEkAS, ZsoLt KARACSONY AND JOzSEFNE LIBOR

The coin tossing experiment is considered. The length of the longest head run can be
studied by asymptotic theorems (Erdds-Révész [4], Féldes [5]), by recursive formulae (Schilling
[15], Kopocinski [8], Bloom [3]) or by computer simulations (Binswanger-Embrechts [2]). The
aim of the paper is to compare numerically the asymptotic results, the recursive formulae, and
the simulation results. Moreover, we consider also the longest run (i.e. the longest pure heads or
pure tails). We compare the distribution of the longest head run and that of the longest run. We
consider both fair and biased coins. We also study the draw of cards without replacement. We give
detailed proofs for the recursive formulae. We also touch upon a little history and applications of
this topic.
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EGY NEM HAGYOMANYOS STATISZTIKAI ELJARAS BEMUTATASA
AZ OECD PISA ADATBAZISON - ESETTANULMANY

TAKACS SZABOLCS

A hagyoméanyos szimulaciés technikak — mint amilyenek példaul a boot-
strap és a jackknife eljarasok — csak modositasok mellett alkalmazhatéak
olyan esetekben, amikor nem egyszeri véletlen mintavétel torténik. A soron
kévetkezSkben bemutatunk egy olyan esetet, amikor a hagyomanyosan alkal-
mazott eljarasok eredményeit egy szimulacios eljaras eredményeivel vetjiik
Ossze.

Az OECD PISA felméreések soran a jackknife eljaras egy modositasat alkal-
mazzak [6] bizonyos hipotézisek kiértékelésére. A modszer elméleti hatterét
[11) mar vizsgaltak. Az alabbiakban e modszer egy valédi nagymintas kuta-
tas adatain torténé bemutatasara toreksziink — megmutatva a hagyomanyos
és a szimulacios technikaval szamitott eredmények kozotti eltéréseket.

Az igazsagot nem ismerve (lévén, nem generalt adatokkal dolgozunk) pro-
baljuk értelmezni a kiilénbé6z6 eljarasokboél szarmazo, eltéré eredményeket.

Megfogalmazunk tovabba néhany észrevételt, kritikat is, amelyek az alkal-
mazott moédszer esetén felvetGdnek és az elemzéshez kapcsolodo elérhet6 leira-
sokban nem talalhaté rajuk megnyugtatd valasz.

1. Bevezetd

Az OECD PISA felmérés-sorozat egy 3 évente megrendezett, OECD és OECD
partner orszagok 15 éves didkjain elvégzett oktataspolitikai felmérés. Ennek kere-
tében 3 tudasteriiletet vizsgalnak, felmérésenként valtozé fokusszal. A felmérésbe
keriil§ iskolak szama, illetve az egy iskolabodl bekeriils didkok szama fligg az orszag
nagysagatol.

2000-ben a szdvegértés, 2003-ban a matematikai, mig 2006-ban a természet-
tudoméanyos készség volt a felmérés fokuszaban.

2009-ben djra a szovegértés keriilt a figyelem kézéppontjaba, am a 2009-es
adatok még nem nyilvanosak az elemzésiink pillanataban (vo: [18], [19], [20], [17]).

Az oktataspolitikai felmérések soran a mintavilasztas struktaraja kovetkez-
tében a hagyomanyos statisztikai eljarasok helyett szamitas- és igy idSigényes elja-
rasokat alkalmaznak. A mintavalasztas lényege egyfajta tombdositett rétegezésben
rejlik, melynek soran az adott orszdgok nemi, telepiilési, finanszirozasi strukti-
rajat is figyelembe veszik, és igy nem egy egyszer(, véletlen mintavételezési eljaras
torténik.
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Raadasul a didkok sulyokat is kapnak annak elérése érdekében, hogy valéban,
minden orszagon belill az adott orszag specifikumait figyelembe véve reprezentativ
mintat kapjunk.

Az elemzések soran szimulacioés technikikat vetnek be az orszagokban fellelhetd,
oktatas mindségét befolyasold tényezdk okozta kiilonbségek megallapitasara, azok
statisztikailag szignifikans voltanak kideritésére.

A hagyomanyos szimulacioés technikik — mint amilyen a hagyomanyos bootstrap
és a jackknife eljarasok — csak moédositasok mellett alkalmazhatéak (az alapelja-
rasok a kés6bbiekben ismertetésre keriilnek). Az OECD PISA felmérések soran —
a reprodukilhatdsag, az orszadgonként elvégzett sajat elemzések Gsszehasonlithaté-
saga miatt — a jackknife eljaras egy modositasat alkalmazzak [6].

Ezt az eljarast fogjuk alkalmazni egy nem hagyomanyos elemzés elvégzése soran
[10] dtmutatdsa alapjan, a 2003-as, matematika fokusza adatbazison.

Az adatok nyilvanosak, mind let6lthetSek a [18], [19], {20] webhelyekr6l csak-
ugy, mint az elemzés elvégzéséhez sziikséges eljarasok és a [9] technikai segédlet.

Elgszor a hagyomanyos, majd a nem hagyomaéanyos eljarasok eredményeit mu-
tatjuk be — szemléltetve azok eltéré mivoltat, ezzel némiképpen igazolva a szami-
tasigényesebb eljaras helyénvalosagat.

A két elemzésben a matematika teljesitményt fogjuk figyelemmel kisérni, és
arra az egyszerui kérdésre keressiik a valaszt, hogy a matematika teljesitmény
kiilénbozik-e a négy magyaroroszagi képzési tipusban.

Magyarorszagon az OECD PISA felmérésben résztvevs 15 éves didkok altalanos
iskoldba, gimnaziumba, szakkézépiskoliba vagy szakiskolaba jarnak.

A felsorolas sorrendje tudatos, az adatbazisban szereplé kodok sorrendjében
tortént. A kodolas sorrendje nem tiikrozi a didkok a priori teljesitményét. Nem is
szeretnénk, ha a teljesitmény alapjan az iskolatipusok kézott valamifajta ordinalitas
— és ezzel egyfajta megkiilénbo6ztetés - predesztinalva lenne.

Hasonl6 vizsgalatot végzett 2008-ban Slud és Thibaudeau [11], akik generalt
adatokon tesztelték a bemutatasra keriil, nem hagyoméanyos szimulacids eljarast.

1.1. ALLiTAS. Slud és Thibaudeau azt tapasztaltik, hogy rétegzett mintak ese-
tén, a [6] és [15] 4ltal leirt médszer eredményezi a valodi értékekhez leginkabb kozel
allé becsléseket.

A kisérletet generalt adatokon végezték. A moddszert ezen esettanulmanyban
egy valédi adatbazison alkalmazzuk a hozza tartozo technikai leirasok alapjan.

2. A megvalaszolandé kérdés, a probléma ismertetése

Az OECD PISA felmérés soran hosszas elemzések és gondos elGkésziiletek utan
olyan valtozékat hoznak létre, melyek az orszagonként és teljes OECD viszony-
latban is j6 kozelitéssel normalis eloszlasra vannak transzformalva.
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Ez a teljesitményeket mérs viltozok esetén azt jelenti, hogy a teljes OECD
atlag a foékusz évében olyan normalis eloszlasi valoszintiségi valtozoként kezelends,
melynek varhato értéke 500, szérasa 100.

Megjegyzés. Az egyéb indexeket, mint amilyen pl. az ESCS vagy a SES index is,
ugy transzformaljak, hogy az OECD orszagokra vonatkoztatva standard normalis
eloszlast kdvessenek — igy a kiilonboz6 orszagok didkjai az OECD atlagaval Ossze-
hasonlithatéak lesznek ezen indexek mentén. (SES: szociokultiiralis hattér index).

Ez egyben azt is jelenti, hogy a vendég — partner — orszagok szintén az OECD
szintjéhez vannak viszonyitva, de a standardizalasban 6k nem vesznek részt, csak
ugyanazokat a teszteket irjak és a t6bbi orszaggal megegyez6 szamitasi elvek alap-
jan hatarozzak meg a pontjaikat.

Egy egyszert kérdést szeretnénk megvizsgalni, am a vilaszt harom kiilénb6z6
modon fogjuk kiszamitani. A szamitasokhoz minden esetben az OECD PISA fel-
mérés soran elfogadhaténak itélt és alkalmazott SPSS programcsomagot fogjuk
hasznalni.

A kérdés tehat az, hogy Magyarorszagon a 4 kiilonb6z6 képzési tipusba jaréd
15 éves didkok atlagos teljesitménye kozott van-e szignifikdns kiilénbség. Ezt az
alabbi harom kiilonbdz6 médon szeretnénk megvizsgélni.

1. Elgszor az SPSS beépitett rutinjait fogjuk alkalmazni. Ertelemszerten a.
fenti kérdés eldontésére egyszempontos ANOVA-elemzést fogunk bevetni.
Az elsé esetben az OECD PISA altal hasznalt silyozast alkalmazzuk.

2. Masodik esetben modositani fogjuk az OECD PISA felmérésben hasz-
nalt salyozast és szintén az SPSS beépitett eljarasat alkalmazzuk a kérdés
eldénteésére.

3. Harmadik esetben a felmérésben alkalmazott szimulicios eljarast fogjuk
bevetni, ragaszkodva a |9]-ban megjel6lt atmutatohoz.

Ahhoz, hogy a kiilé6nb6z6 modszerek k6zotti kiilonbségeket értelmezni tudjuk,
illetve egyaltalan végre tudjuk hajtani az elemzéseinket, sziikségiink van arra, hogy
az adatbazisok felépitését megismerjiik, vagy legalabbis az elemzéshez sziikséges
paramétereket rogzitsiik.

1. Minden diadk esetén a fent mar emlitett matematika teljesitmény val-

tozo(ka)t fogjuk figyelemmel kisérni. Minden didk esetén tgynevezett
plauzibilis értékeket (PV) hatdaroztak meg, minden didkra 5 darabot.

Ezt ugy kell értelmezni, mintha a didk egyetlen teljesitménye helyett 5
darab, azzal azonos eloszlasi, egymastol fiiggetlen véletlen valészintségi
valtozo6t tekintetnénk.

Azaz:
PVA[iNV(U(),UO), j'——l,...,5,

és vg az adott didk becsiilt teljesitménye, mig oy az adott didk becsiilt
teljesitményénck szérasa.
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Ezt talan ugy lehet legkdnnyebben interpretilni, hogy a tesztek soran
tobb, kiildnbozs nehézségii kérdést kapnak a didkok (mindegyik kérdés
1-1 véletlen valtozonak tekinthetd), a teljesitmény varhaté értéke és szé-
rasa ezen véletlen valtozok egyiittesének figyelembevételével alakul ki [9].

A diakok teljesitményét Rasch-modell segitségével allitjak eld, amely lehe-
tévé teszi a plauzibilis értékek meghatarozasat [8]. E modell segitségével
minden disdk esetén megmondhatd, hogy bizonyos nehézségi feladatokat
milyen valosziniiséggel oldhat meg — igy a didk képessége egy valoszini-
segi valtozé segitségével modellezhets. A teljesitmény meghatarozéasardl
[9], illetve [8]-ben talalhatunk informaéaciokat.

Minden didkot egy adott sillyal is ellatnak annak megfelelden, hogy az
orszag mely szempontok szerint végezte el a rétegzett mintavételt - és
a diak milyen rétegnek megfelel6 részpopulaciét képvisel. Ennek segit-
ségével teszik a mintat reprezentativva az egész orszagra vonatkoztatva
(felsulyozassal). Itt gondolhatunk arra, hogy nemre, telepiiléstipusra,
iskola tipusara, méretére vonatkozé informacidkra, vagy a sziil6k iskolai
végzettségére (melyet elére nem tudhatunk) kell reprezentativva tenniink
a mintéat.

Ez természetesen orszagonként eltérd, hiszen vannak orszdgonként spe-
cifikus tényez6k is, melyeket figyelembe kivinnak venni az adott orszag
felmérésében résztvevs kutatdcsoportok.

Ez a felsulyozas azt jelenti, hogy bar csak 4-5000 diak irja meg Magyaror-
szagon a tesztet, mégis ugy kezeljlik a stlyozas segitségével, mintha mind
a nagyjabol 100000 didk megirta volna a tesztet. (Természetesen ilyenkor
csak a reprezentativitas van helyreallitva, a mintankban rejl§ informéacié
csak ilyen szempontb6l modosul).

Megjegyzés. A felstilyozast a késGbbiekben jol megvalasztott sulyokkal pro-
baljak ellenstlyozni. Ezért tesziink probat arra, hogy a felsilyozas helyett
a mintan beliil allitsuk helyre az aranyokat anélkiil, hogy az esetszamot a
sokszorosira novelnénk.

Az el6z6 pontban bemutatott silyozast a masodik modszerhez iigy transz-
formaljuk, hogy az aranyokat a mintan beliil allitjuk helyre, igy nem fog-
juk a minta nagysagat mesterségésen a sokszorosara ndvelni - ezaltal nem
csbkkentjitk mesterségesen a standard hibat.

Szerencsére ez a struktura a kezdeti felmérésektl kotott, igy nem okoz gondot

ugyanazon programok alkalmazasa a felmérések kiilénb6zé idSpontjaiban.

Megjegyzés. Az is vilagos, hogy az igy felvett minta nem kezelhets egyszert,

véletlen mintaként. Igy barmilyen nagy is a szamunkra rendelkezésre 4ll6 adat-
halmaz, annak rétegzett tulajdonsagait mindenképpen figyelembe kell venniink az
elemzés soran.
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3. A részpopulaciok atlagainak 6sszehasonlitisa, hagyomanyos eljaras

Vilagos, hogy a fenti kérdés megvalaszolasa nem mas, mint kiilonb6z6 csoportok
esetén az atlagok meghatarozasa, majd azok 6sszehasonlitasa.

Ezt hagyomanyos ANOVA-eljaras keretei k6zott lehet vizsgalni. Ehhez nincs
masra sziikség — hagyoményos esetben, — mint a részmintak atlagara és szérasara,
illetve azok elemszamara [12].

Hagyomanyos esetben els6 fazisban csak azt tudjuk megmondani, hogy a képzés
tipusanak van-e valamilyen hatdsa a vizsgalt valtozénk csoportonkénti varhaté érté-
kére. Minket azonban az is érdekel, hogy ha van hatas, akkor az miben nyilvanul
meg. Valgjaban — leginkdbb — erre a masodik kérdésre keressiik a valaszt.

Ebben az esetben az ANOVA-elemzés egyik utéelemzésére lesz sziikségiink —
nevezetesen, valamely paronként is alkalmazhaté Gsszehasonlitasra. Ismert tény,
hogy pl. paronkénti t-prébak alkalmazisa nem megfelel6 az elséfaja hibak kontroll-
janak elvesztése miatt.

Ezért paronkénti dsszehasonlitasra pl. a Tukey, vagy annak altaldnositisa-
ként felfoghaté, robusztus Tukey-Kramer-eljarasra van sziikségiink (ezen utobbi
a mintaelemszamok eltérd volta esetén is alkalmazhaté). Ezek minden tovabbi nél-
kil alkalmazhatoak a fenti esetekre attol fiiggéen — az elméleti széorasok inhomogén
volta esetén szabadsagfok korrekeiot végrehajtva. (2], [3]. Ezen médositott eljaras
a Games-Howell-féle robusztus eljaras.

A vizsgalt valtozdink normalitasa részcsoportonként is biztositott, igy a hagyo-
manyos eljarasok kivalasztisa sordn csak a szorasok egyezésére kell tekintettel
lenniink [12].

A valédi gond azonban az, hogy a mintavételi eljarasnak kdszonhetden az egye-
dek egyaltalin nem tekinthetSek fiiggetlennek. Gondoljunk csak arra, hogy az egy
iskoldban (egy osztalyban) tanulé didkok a hasonlo (vagy azonos) tantervvel, tana-
rokkal tanulnak, kozépiskolas korban persze eltér§ érdeklgdéssel — bar gyakran
nagyon hasonlé otthoni hattérrel.

Raadasul azonos hatasok érik ket iskolai szinten, pl. az iskola felszereltsége,
iskolai kidzérzet, a tobbi didk viselkedése, tanarokkal valé viszony stb.

Ahhoz, hogy ennek hatisat a paronkénti Gsszehasonlitasok esetén vizsgalni
tudjuk, meg kell vizsgalnunk az eljards szamitasi lépéseit — itt részint a
Tukey-Kramer, részint a szérashomogenitasra robusztus Games- -Howell-tesztet is
vizsgalni fogjuk, mert a szérasok homogenitasa nem feltétleniil biztosithatd. Rész-
letezettebb leirast lasd pl. [14].

1. Jelolések: Legyenek

ng az i-edik minta elemszama, i =1,...,k
Zij az i-edik minta j-edik eleme

T; az i-edik minta atlaga

s; | az i-edik minta korrigalt tapasztalati szorasa
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Megjegyzés. Ezen fenti jelolések a mi példankon az alabbiak szerint értel-

mezhetdek:
n; | az i-edik iskolatipusba jaré didkok létszama, i =1,...,4
i az i-edik iskolatipus j-edik diakja
T; az i-edik iskolatipus atlaga
S az i-edik iskolatipus korrigalt tapasztalati szorasa

2. Szamitsuk ki az alabbi mennyiségeket:
k
N = Zn,;,
=1

n; 1 n;
Ti=) zij = ZITi=—) Zij,
j -
j=1 =1

k

- O
G = g ﬂv = X = Nv
= T2
j=1
3. Legyen most
k
Qu=3 O
=1
: =0
Qx ZZ’)’L,' (T-L—X) .
=71

4. Legyenek tovibba
fre=k—1, fB=N —k,

rendre a Qg és QQ p mennyiségekhez tartozo szabadsagfokok.

5. Végsd lépéskeént kiszamitjuk az

= B
fx'

% 53 =

Qs
f5

mennyiségeket.
Megjegyzés. Az s% és s% mennyiségeket kiilsé és bels6 variancia néven

szokas nevezni.
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3.1. KOVETKEZMENY. Amennyiben a részcsoportok virhatoé értéke megegyezik
(és az eldzetesen feltett feltételek is teljesiilnek), gy az
2
F = Sk

2
5B

statisztika fr, fp szabadsigfoki F-eloszlast kévet.

Ezzel még csak azt hataroztuk meg, hogy van-e az iskola tipusanak valami
hatdsa a didk teljesitményének szintjére. Azt azonban, hogy mely iskolatipusok
teljesitenek esetleg jobban vagy rosszabbul, még nem tudjuk. FErre valé pl. a
Scheffé-teszt, vagy a mar emlitett Tukey-Kramer-préba, melynek feltétele a valto-
z6k normalitasan tal a részpopulaciokban mért szérasok egyezése [16], [22]. A sz6-
rasok inhomogenitasa esetén pedig a Games—Howell-teszt alkalmazandé.

A péaros 6sszehasonlitasok metodikija a kdvetkezd:

1. Legyenek T, és T, a két vizsgalt részpopulaci6 atlaga, ahol 1 < p,r < k.
2. Szamitsuk ki (a fenti jelolések hasznalataval) az alabbi statisztikat:

(Ep — fr)z

. | 1\~
=1 s% | —+ —
{ ) 5% <"1' t ”’_)

3. A normalitasi és szérashomogenitasi feltétel mellett, a részpopuléacidk var-
hato értékének egyezése esetén a fenti Fy, statisztika fx = k — 1 és
fB = N — k szabadsagfoku F eloszlast kovet.

Fpq=

Megjegyzés. [22] szerint az eljarasok egyik fontos feltétele az egyszeri, véletlen
mintavételezés. Ez azt jelenti, hogy csak akkor alkalmazhatjuk ezeket az eljara-
sokat, ha ezen szempont szerint kelléen robusztusak. Azonban, ahogy [5]-ben is
lathatjuk, az eljaras csak a szoérasok egyezésének sériilésére robusztus, a tébbi fel-
tételt nekiink kell garantalni.

A Tukey-Kramer-moédszer nem sokban kiilonbozik a fent ismeretett Scheffé-féle
eljarastol.
1. Legyen tovabbra is T, és T, a két vizsgalt részcsoport atlaga.

2. A fenti jeltlések mellett szamitsuk ki a

mennyiséget, ahol ¢, az «a szignifikancia-szintt6l és k, illetve N —k szabad-
sagfoktol fiiggs, Tukey-tablazatban megtalalhato érték, lasd pl. [13].

3. Ha barmely p és r sorszamu minta atlagara teljesiil, hogy

|§n - TTI 2 Dp,r’
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illetve ezzel ekvivalensen:
|fp - -w_rl

sy (1 1
332)
2 \np, N,

ugy azt mondhatjuk, hogy a Hp : up, = g nullhipotézis elutasithato.

2 Qa,

4. A Games-Howell-eljarast a kévetkezSképpen nyerjiik: a Tukey-Kramer-
eljarasban hasznalt D, , mennyiséget a szérashomogenitasi feltétel sérii-
lése esetén modositsuk az alabbi modon: g, helyett gf érték hasznalando,
ahol f nem mas, mint az N — k szabadsagfok modositasa az alabbi képlet
szerint, lasd pl. [3]:

2
s
a= -2,
Tp
b
e
fe (a+b)?
a? N b?
n,—1 mn.-1
Ez esetén kiszamitando:
Tpr = T o
a+b
2
Akkor tekintjik a két varhato értéket kilonbézének, ha
|Tp,r| 2 Qz{-

Megjegyzés. A szabadsigfok kiszamitasanak analégidja talalhato pl. a kétmin-
tas t-préba és annak Welch-féle robusztus valtozataban is [12].

Megjegyzés. Az SPSS programcsomag tobbfajta szérashomogenitisra nézve
robusztus paronkénti Gsszehasonlitast tartalmaz, melyek mindegyike a kiilonbség
standard hibajanak egyfajta fentihez hasonld, szabadsagfok korrekciéjan alapul
[21]. Ezek az eljarasok nem mutattak érdemi kiilonbségeket a hibabecslés konfidencia-
intervallumén.

4. Nem hagyomanyos eljaras ismertetése

A nem hagyomanyos eljaras soran olyan szimulaciés technikat alkalmaztunk,
mely egyfajta hazasitasa a jackknife és a bootstrap algoritmusnak. E két mddszer
altalaban jol ismert eljarasok, roluk bévebben lasd pl. [6, 4, 7).
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5. A jackknife eljaras

A jackknife mddszer alkalmazasanak feltétele mindGsszesen az, hogy a min-
tank fiiggetlen, azonos eloszlasi valdszindségi valtozékbél alljon, illetve a kozds
eloszlasukhoz véges szérasnégyzet tartozzon. (Ez a centralis hatéreloszlas tételben
foglaltak teljesiiléséhez sziikséges).

Azt is feltételezziik, hogy a statisztikink a megfigyeléseinkben (a valészintségi
viltozéinkban) szimmetrikus, tehdt az argumentumok sorrendje nem befolyasolja
a statisztika értéket.

Tegyiik fel, hogy adott egy n elemd minta: X;,..., X, ~ F.

Megjegyzés. Olyan 8 statisztikakat vizsgalunk, melyek barmely n-nél kisebb
elemszam esetén is értelmezettek (sziikséges feltétel a kiszamithatosag érdekében).

Barmely altalanos, # paramétert becsld ) statisztika esetén a jackknife mod-

-~

szerbdl szarmazo becslés az alabbi alakot 6lti. Jelolje 8 = @ (X,,..., X,)-et.
Tekintsiik a kovetkezé n darab pszeudo-statisztikat:

By = 0 (X1, -y Xict, Xit1s- -+ Xn)-
Ekkor

~ 1 &~
By == _ 00,
i=1

a keresett statisztika becslése, mig a becslés hibajanak jackknife becslése:

5 (8) = | 72 (o =)

6. A bootstrap eljaras

A bootstrap algoritmus alapjat képezd approximacié konvergenciajadhoz elég-
séges feltétel a mintankat alkoté valdszintségi valtozok véges szorasnégyzete (k6z6s
closzlast tételezziink fel itt is az X; valtozokra nézve). Ez a feltétel a centralis
hatareloszlas tétel feltételeinek teljesiilése miatt sziikséges is.

(1) 5(3:1, ..., Zn) a statisztika értéke. (Egy adott X, = z1,..., Xn = z, realizicié
mellett).
Ekkor o(F) = y/Varr (X1, ..., Xa) a statisztika valodi hibaja.
Ezt tobbnyire nehézkes zart formaban felirni.

(2) Miutan az F eloszlast nem ismerjiik, ezért F-pal, a tapasztalati closzlasfiigg-
vénnyel becsiiljiik. Ekkor persze g = o(ﬁ) becsiili o(F)-et. (Mint azt majd
az alabbiakban latni fogjuk).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



166

TAKACS SZABOLCS

Itt csak approximéaciérol van szé, hiszen ezt sem tudjuk zart alakban felirni.

Igy tehat egy approximacios eljarast kell végrehajtanunk, mely a kévetkezs
lépésekbdl all.

(i)
(i)

(iii)
(iv)

F meghatarozasa.

F-bol fiiggetlen mintavétel segitségével X7, ..., X% ugynevezett boot-
strap minta létrehozasa. Itt be kell tartanunk, hogy

: . 1
Vi: P(X] =z;)= -

(Minden mintaelem ugyanolyan val6sziniiséggel veheti fel a realiza-
ciéban szerepl$ kiilonboz6 értékeket).

6" =0 (X7, ..., X)) bootstrap masolathol szarmazo statisztika kisza-
mitéasa.
az (ii) és (iii) 1épések B szami ismétlése. Igy elgallitunk egy 7, ..., 6%

fiiggetlen boostrap masolatbdl szarmazé, a becslés értékére vonat-
koz6 mintat.

0 p approximécié kiszamitasa az alabbi formula segitségével:

e
& (4 0:)
\& BT

ap =

(tapasztalati széréas), ahol
n

e L O
0= (f},,) .

bh=1]

Megjegyzés. Ekkor, ha B — oo, Ugy a op kozeliti o (F)-et. B optimalis
megvalasztasardl nincsenek kiilondsebb vitak: altalaban elegendd 100 és 500 kozotti
bootstrap minta kiszamitasa.

Megjegyzés. Az eljarasckbdl szarmazod, adott szintii konfidencia-intervallumn
konnyen meghatarozhaté a pszeudoé-statisztikakbol szamitott, becsiilt paraméterek
sorbarendezésébdl és megfelel§ méretd trimmelésébsl.

Mas filozofia alapjan folytathato addig az (i1)—(v) lépések egymasutanja, amed-

dig a lépésenként kiszamitott és korrigalt 5: valamilyen, el6re meghatarozott, ming-
séget el6ird korlatnal kevesebbet valtozik 1 lépés alatt.

Fontos megjegyezni, hogy az approximéacié konvergenciajahoz elégséges feltétel

a véges szorasnégyzet (kozos eloszlast tételezziink fel itt is az X; valtozokra nézve),
mely a centralis hatareloszlas tétel feltételeinek teljesiilése miatt sziikséges.
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7. Fay eljarasa és a BRR-eljaras

A jackknife eljaras szisztematikussiga mellett a bootstrap eljaras véletlensze-
riségét is szimulalé eljaras elméleti hatterérsl [4]-ban vagy [6]-ben olvashatunk
bévebben. Generélt (tehat nem egy éles felmérésben végzett) adatokon végzett
szamitasokrol, azok eredményeirdl [11]-ben tajékozodhatunk. Az eltérést az itt
leirtaktdl az adja, hogy a mi esetiinkben két helyen is véletlenités szerepel. Részint
a szimulaciés technika is magaban hordoz egyfajta véletlenitést, részint pedig a
vizsgalt egyedekhez sem egyetlen mért érték tartozik, hanem 5, egymastol fig-
getlen, azonos paraméterekkel rendelkezd, normalis eloszlasbol szarmazo véletlen
valoszintiségi valtozo.

A felmérés adatbazisaban alkalmazott és rogzitett valtozok megalkotasarol
részint [10] ad képet, részint pedig [23] ad tajékozodasi pontokat.

Vazlatosan ismertetem a plauzibilis értékek altal generalt atlagok kozotti kiilonb-
ségek standard hibajat szamitod algoritmust, [10] és [11] alapjan.

A jol ismert jackknife modszer interpretalhatéd gy is, hogy az eredeti megfi-
gyeléseket sulyozzuk: minden lépésben az egyik mintaelem silyat 0-ra modositjuk,
a tobbi mintaelem sulyat valtozatlanul hagyjuk [15].

Fay eredeti eljarasa egyik valtoztatasként azt mondja, hogy vegylink egy minta-
elemet %, mig egy bizonyos masik mintaelemet % sillyal. Igy annyi torténik, hogy
egy mintaelemet kevésbé, mig helyette egy masik mintaelemet jobban vesziink figye-
lembe az egyes pszeudo-statisztikikban [6].

Az igazi kiilénbség azonban abban rejlik, hogy bizonyos egyedek helyett csak
meghatarozott mas egyedek léphetnek be a pszeudo-statisztikikba. Ezen csopor-
tokat a mintavétel soran feltételezett Osszefiiggések hatarozzak meg (az altalunk
vizsgalt felmérésben ezek a szempontok azok, amelyek alapjan reprezentativ min-
tat keészitettek az adott orszagok).

Az alapmédszert egy olyan példan ismertetem, amikor minden csoportban 2-2
egyed szerepel. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil tehetiink ilyen egyszerisitést.
Igy a jackknife médszernek egy olyan moédositasat/altalanositasat nyerjiik, mely
aranyosan rétegzett mintavétel esetén is hasznalhaté. (Az OECD PISA felmé-
résben ezeket a rétegeket és aranyokat a mérést koordindld kutatok adjak meg
minden orszagra az adott sajatossadgokhoz alkalmazkodva a mérést szervez6 OECD
kézpontnak).

Az alabb ismertetésre keriils leirds esetén a legfontosabb szempont — mely a
hagyomanyos médszerek alkalmazasat kizarja — a mintdba keriil§ egyedek filigget-
lenségének hianya.

Legyen adott H darab stratum vagy réteg. (Pl. H = 10 iskola). Ekkor az
egy rétegbe tartozo valtozok helyére csak a nekik megfelels rétegbdl valaszthatunk
Jhelyettesitd” valtozot. (Azaz, csak az adott iskoldk didkjai helyettesithetGek egy-

massal).
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik tehat fel, hogy minden rétegbe 2-2 egyed tar-
tozik. Ekkor a sulyok w vektora: w = (w11, wi2,..., WH1, WH2) -
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7.1. Példa. Ha a fenti 10 iskola mindegyikébe jir 20 fia és 30 lany, akkor
w = (20,30,...,20,30), vagy a nekik megfelels fiti-lany létszam.

Megjegyzés. Ez még mdédosulhat, ha valamely oknél fogva nem vesziink valakit
figyelembe (pl. a tanulasi teljesitmény mérésénél a Sajitos Nevelési Igényd didkokat
kihagyjuk). A végsS sulyokat az egyes stratumokban ezek meghatirozasa utan
nyerjik [10].

Igy jeldlje a h-adik stratum i-edik esetének végsé w silyadt wyni = fai(w).

8. A replikansok silyainak meghatarozasa

A BRR-eljaras ezen annyiban maédosit, hogy ezt az eljarast tobbszor, egymas
utén végrehajtja, mind az ismétlések miatt, mind pedig a plauzibilisek miatt [15].
Az ismétléses eljaras soran a t-edik replikans (ismételt minta) sulyait jeldlje
(t) (an(D)
wyp; = fri (w®), ahol

w® = ((1 4 dy)wir, (1 — di)wiz, ..., (1 + degr)w, (1 — dem)wpa)

és itt dy, egy csupa 1-bdl és —1-bdl all6 D matrix t-edik soranak és h-adik oszlo-
panak eleme, ahol a matrix sorai és oszlopai is ortogonalisak egymaésra.

Megjegyzés. Az itt emlitésre keriils, igynevezett Hadamard-matrix meghata-
rozasara [15], vagy egy program, [23] ad b&vebb instrukciét. Az ortogonalitas biz-
tositja a mintak fliggetlenségét, a +1 szorzok pedig megadjak, hogy mely egyedek
mely egyedek helyett keriilhetnek a replikinsokba.

Fay moédositott eljarasanak [6] stlyai egy korrigalo konstans szorzéban kiilon-
boznek ettdl, nevezetesen:

w® = (1 +du (1 = k))wir, (1 — du (1 - k))wiz,
L+ de (1 = K, (1 — do (1= k))7r2)-

Itt k € [0,1). Lathato, hogy a BRR-eljaras a médositott Fay-eljaras specialis
esete k = 0 esetén.

Megjegyzés. Igy egyes egyedek nem kikeriilnek vagy bekeriilnek egy-egy repli-
kansba, hanem kisebb vagy nagyobb sillyal vesznek részt a paraméterek becslé-
sében.

Amennyiben a #(wy,x) statisztikira vagyunk kivancsiak, akkor a variancidk

becslése:
[ (wv ,:E) - H(wv,a:)r,

(UFAY)2= 1_kzg[ (wﬁ), )—9(wv,£)}2

ahol T a replikansok (ismétlések) szama.

UBRR =

NM~3
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Megjegyzés. Hagyomanyos esetben a varhato érték becslésének standard hibaja
egyszer(i véletlen mintavételezést alkalmazunk).

Az esetleges Osszefliggések kikiisz6bolésére alkalmazhaté a bootstrap és a jack-
knife eljaras, melyek soran a standard hiba lényegében a replikansokbél szamitott
paraméterek varianciajatol és a replikinsok szamatdl fiigg.

Amennyiben rétegzett mintavételnél szimulacios technikat alkalmazunk, ugy a

Ha minden egyed esetén még plauzibilis értékeket is szamitunk, ugy a réteg-
zés mellett még az egyes egyedeken mért variancia is hozzaadodik a paraméter
becslésének hibajahoz, igy a teljes populacidra vett becslés végsG hibaja harom
részbdl tevdik ossze: egyik oldalrél a rétegek egymashoz viszonyitott kiilonbsé-
geibdl, masik oldalrél a replikilansok soran szamitott paraméterek varianciajabol,
harmadrészt pedig az egyedeken lév plauzibilisek variancidjanak mértékébél.

9. A hagyomanyos eljaras alkalmazasa

A matematika teljesitmény atlaganak &sszehasonlitasa két eltéré
stilyozasra a kiillonb6zs képzési tipusok esetén

A hagyomanyos eljaras mellett szamitott értékek, kétfajta stlyozas mellett az
aldbbiak szerint alakultak:
Teljes populaciéra valé felsulyozas esetén:

Keépzési tipus Esetszam | Atlag | Atlag hibaja | Széras | Szoras hibaja

1 - Altalanos iskola 6510 391,911 0,93 74,93 NA
2 - Gimnéazium 21027 | 551,907 0,37 72,86 NA
3 - Szakkozépiskola | 41668 | 491,541 0,33 66,59 NA
4 - Szakiskola 37837 | 405,981 0,43 62,91 NA

A mintan beliil helyreallitott aranyokat alkalmazo silyozas esetén:

Képzési tipus Esetszam | Atlag | Atlag hibaja | Szoras | Széras hibaja

1 - Altalanos iskola 394 391,911 3,75 75,06 NA
2 - Gimnazium 1618 | 551,907 1,80 72,88 NA
3 - Szakkozépiskola | 1852 | 491,541 1,54 66, 60 NA
4 - Szakiskola 901 405,981 2,09 62,95 NA

Megjegyzés. Megéllapithato, hogy az atlagon 1évé standard hiba - természe-
tesen a teljes elemszam megvaltozasa miatt - drasztikusan megnovekedett a maso-
dik sulyozas alkalmazasakor.
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Megjegyzés. Az SPSS 15 nem tartalmaz olyan rutint, mely pl. a szoras konfi-
dencia-intervalluméat meghatarozna.

Az atlagét az ismert % képlet segitségével szamitott standard hibaval meg-
hatarozhatjuk, mig a leird statisztikik meniipontban opcionalisan a ferdeség és
csucsossag paraméterek mellett azok standard hibajat is kiszamitja.

Az is megfigyelhets, hogy a masodik silyozas esetén a szdéras néhany tizeddel
eltérd értéket vett fel (ez teljesen elfogadhato, ha figyelembe vesszitk a korrigalt
tapasztalati szoras szamitasat).

Ezek utan vizsgaljuk meg, hogy a hagyomanyos eljaras, illetve annak szoras-
homogenitast nem igényld, robusztus, paronkénti 6sszehasonlitast elvégzé szamita-
sal mit eredményeztek a kétféle sulyozas esetén. Azért a robusztus eljarast alkal-
mazzuk, mert a Levene-proba alapjan sériil a szérasok egyenlGségét igényl6 szoras-
homogenitasi feltételiink.

Elgszor ismételten a felsulyozott, majd az aranyaiban helyreallitott sulyozas
eredményeit ismertetem.

Eredmények felsilyozas esetén:

Keépzési Atlagok Kiilonbség | Konf. iv. | Konf. iv.
tipus kiilonbsége hibaja alja teteje
1-2 —159,996 1,00 -162,56 | —157,42
1-3 —99,63 0,98 -102,16 | —-97,1
1-4 ~14,071 1,03 16,7 | —11,44
2-3 60, 366 0,50 59,09 61,64
2-4 145,926 0,57 144,45 147,4
3-4 85,56 0,54 84.16 86,95

Eredmények aranyositott,

masodik szamu silyozas esetén:

Képzési | Atlagok | Kiilénbség | Konf. iv. | Konf. iv.
tipus kiilénbsége hibaja alja teteje
1-2 —159, 996 4,75 —-172,26 | —147,73
1-3 —-99,63 4,67 —111,69 | —87,57
1-4 —14,071 4,87 —26,62 —1,52
2-3 60, 366 2,35 54,31 66,42
2-4 145,926 2,72 138,94 152,91
3-4 85,56 2,57 78,94 92,18

Jol lathat6, hogy mindkeét esetben, 95%-os szignifikancia-szint mellett a kiilénb-
ségek mindenho! eltérnek 0-t6l, azaz a vizsgalt varhaté értékek egyenlSsége elvet-
hetd. Még a leginkabb koézel 16v6, altalanos iskola és szakiskola esetén is szignifikins
kiilénbség addédott.
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10. A nem hagyomanyos eljaras alkalmazasa

A matematika teljesitmény atlaganak Osszehasonlitasa a kiilonb6zé
képzési tipusok esetén

Ebben az esetben is a 4 kiilonb6z6 képzési tipusban vizsgaltuk meg a mate-
matika teljesitmény atlagat és szorasat. Az atlag esetén képes az SPSS hibat szami-
tani — ezt fel is tiintetjiilk — azonban egy lényeges kiilénbség rogtén lathaté lesz.
Az el6zbekkel ellentétben a teljesitmény szoérasa esetén az SPSS nem képes standard
hibat meghatarozni (vagy akar konfidencia-intervallumot). A szimulacios eljarasok
ebben (is) segitségiinkre lehetnek, hiszen a szimulaci6s technikakkal az eloszlas
barmely paraméterének standard hibaja becsiilhetd, illetve barmely paraméterre
konfidencia-intervallum illeszthetd.

Az atlagok esetén itt is paronkénti dsszehasonlitast alkalmazé ANOVA-elemzést
alkalmaztunk. Igy megallapithatjuk, hogy a kiilénbdz6 képzési tipusok esetén vals-
ban vannak-e teljesitménybeli eltérések.

A Fay-féle médositott BRR-szimulacids eljarassal szamitott értékek az alabbiak
lettek (a stlyozas készitésekor figyelembe veszik tehat azt, hogy az egy iskolaban
tanulé didkok nem tekinthetdek egymastol fiiggetlennek):

Képzési tipus Esetszam | Atlag | Atlag hibaja | Széras | Szoéras hibaja
1 - Altalanos iskola 6510 391,911 7,16 82,67 4,54

2 - Gimnazium 21027 | 551,907 5,00 77,19 1,91
3 - Szakkozépiskola | 41668 | 491,541 4,61 71,18 1,95

4 - Szakiskola 37837 | 405,981 6,41 68, 50 2,2

Megjegyzés. A csoportonkénti szérasok nem egyeznek meg azzal, amit a hagyo-
méanyos eljarasokkal, a plauzibilis értékek helyett azok atlagival szamitottunk.
Ez abbol fakad, hogy a didkonkenti atlagot (elvart teljesitményt) még tudtuk garan-
talni, azonban a plauzibilis értékek atlaganak alkalmazasaval az egy didkon lévs
bizonytalansagot megsziintettitk — igy ezt a varianciabdl is eltiintettiik.

A csoportok kézotti kiilonbségek és azok standard hibaja, illetve az ezekbdl
szamitott 95%-os konfidencia-intervallumok az alabbi tablazatban lathatéak. A ko6-
dokat az el6z6 tablazatokban mar ismertettiik.

Képzési Atlagok Kiiloénbség | Konf. iv. | Konf. iv.
tipus kiilénbsége hibaja alja teteje
1-2 —159,996 8,39 —176,44 | —143,55
1-3 —99,63 8,45 —-116,2 | 83,06
1-4 —14,071 9,58 —32,86 4,71
2-3 60, 366 6,84 46,95 73,78
2-4 145,926 8,17 129,91 161,94
3-4 85, 56 7,8 70,28 100,84
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Megfigyelhet6 a kiilonbség a hagyomanyos eljards és a nem hagyoméanyos,
szimulacids eljaras eredményei kozott.

Mig a hagyomanyos esetben, szérashomogenitast nem igénylé robusztusabb
valtozata esetén is, mindkét stilyozasra azt az eredményt kaptuk, hogy a kiilénb6z6
iskolatipusok esetén a matematika teljesitmény varhaté értéke szignifikinsan eltér,
addig a szimuléciés technika azt mutatja, hogy bar vannak szignifikins eltérések,
de kivétel mégis akad.

A 15 éves didkok koziil azok, akik szakiskolakba vagy 4ltalanos iskolakba, jar-
nak, a szimulicidés médszer alapjan nem kiilonbéztek szignifikins médon az atla-
gos teljesitményiiket tekintve. Megallapithaté, hogy a gimnazistak messze a t&bbi
iskolatipus felett teljesitettek, mig a szakkdzépiskolasok a két teljesitmény kézott
helyezkednek el, valamivel az OECD orszagok 4atlaga alatt.

11. Osszegés: a kiilonbzs eljarasok eredényeinek 6sszehasonlitasa

Az altalanos formuldban hasznalt két eljaras (az egyik az eredeti stulyozassal,
felfijt minta esetén, a masik az eredeti sulyozas meértékét megtartva, eredeti minta-
nagysagon beliil dolgozva) alul becsiili azt a hibat, amit szimulacios eljaras segit-
ségével nyeriink.

Ez olyan szempontbol mindenképpen eltéré eredményre vezet, hogy a kisebb
standard hiba kovetkeztében a kiilonbségek hamarabb valnak szignifikanssa.

A szimulacids eljaras [11] alapjan elméletileg bizonyitottan jobb becslést nyujt
szamunkra a valos standard hibat illetGen rétegzett mintavételezés esetén, hiszen
figyelembe veszi azt, hogy a mintank korantsem rendelkezik azzal a fiiggetlenséggel,
mely a megszokott, % standard hiba képletének alkalmazasahoz sziikséges.

Bar e modositott eljarasok némiképpen szamitisigényesebbek, még ekkora
mintak esetén sem okoznak érdemi szamitasidé novekedést. Az alkalmazasukbol
szarmazoé esetlegesen pontosabb informécié mindenképpen megéri a raforditott
id6t. Azonban csak valészintsiteni tudjuk azt, hogy a szimulalt eredmények megbiz-
hatébbak erre a felmérésre, mint a hagyomaéanyos eljarasok szamitasai.

Mindenképpen meg kell azonban fogalmazni legalabb egy kritikat is ezzel a
modszerrel kapcsolatban: az alkalmazasban talidlhaté BRR-technika hivatott kikii-
5z0boIni a mintaba keriild egyedek kozotti Osszefiiggéseket, melyek az egy stratumba
val6 tartozas miatt fellépnek. Nem vilagos, hogy az adatbazisban talalhatéo BRR-
technika hogyan tudja kikiiszobolni azt a problémat, hogy az egy stratumba, keriils
egyedek kozotti Osszefiiggések valtozonként eltérdek — az eljarasban azonban, vélto-
z6tdl fiiggetleniil mindig ugyanazokat replikdns variiciokat alkalmazzuk.

Egyszerisitési okokbol nem a bootstrap eljarast alkalmazzak ebben az elem-
zésben, az azonban nem latszik tisztazottnak, hogy milyen moédon lehet vissza-
nyerni ebben a moédszerben a bootstrap algoritmus empirikus eloszlast alkalmazé
er0sségét, mely stratumonként, minden valtozéra méas és mas. Kisebb elemszam
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mellett a bootstrap algoritmus alkalmazhatatlan lenne, azonban az OECD PISA
adatbazis kell§ elemszammal rendelkezik ahhoz, hogy ez a probléma ne meriiljon
fel. [1]-ben a jackknife algoritmus kiilonb6z§ variansaival dsszehasonlitjak, azonban
a jackknife algoritmus semmilyen moédon nem veszi figyelembe a vizsgalt valtozok
empirikus eloszlasat.

(1}

(2]

(3]

(4]

(8]

I6

71
(8]

[9

(10]
[11]

(12]

(13]
(14]
(15)
(16]
{17]
(18]
(19]
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A NON-TRADITIONAL STATISTICAL METHOD IN THE OECD PISA DATABASE
CASE-STUDY

SzaBoLcs TAKAcCs

When we haven’t got a simple random sample the original simulation technics, like the
bootstrap and the jackknife method are usable only with changes . In the following article we
show a case when we compare the results of the traditional method and the result of a simulation
algorithm.

One of the jackknife’s modification [6] is used for some hypothesis in the OECD PISA survey.
The theorems of the applied method are introduced in [6], [11]. Now we would like to show these
algorithms in a large sample survey and we show the difference between the empirical results of
the traditional and the simulation method.

Because we don’t use generated database we don’t know the truth. Without this information
we would like to understand the different results of the algorithms.

We put some questions and critics to these algorithms which are relevant and we can’t find
reassuring answers in the connected bibliography of the survey.
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TERMESZE_TES VIZFOLYASOK ONTOZOViZ KESZLETENEK
MEGHATAROZASAT CELZO MATEMATIKAI MODELLEK

PREKOPA ANDRAS, SZANTAI TAMAS, |ZSUFFA ISTVAN

A dolgozat els6 két szakaszaban a természetes vizfolyasok vizhozam inten-
zitasat vizsgaljuk valésziniiségelmeéleti alapon. Megmutatjuk, hogy bizonyos,
redlis feltételek mellett ez a valdsziniségeloszlas gamma tipusi. A harma-
dik szakaszban a vizkivételi mitargy optimalis kapacitasinak meghatéro-
zasat célz6 modellt fogalmazunk meg, midén viztarozasra nincs lehetdség,
vagy azt nem szandékozunk igénybe venni. A negyedik szakaszban a modell
egy optimalis tarozékapacitas meghatarozasat és az optimalis vizhasznositast
célozza, mikézben a vizigények nagy valésziniséggel valé teljesitését elsirjuk.
Végiil az utolsé, 6t6dik szakaszban az el6bb emlitett, megbizhatosagi felté-
telhez hozzavessziik még azt, hogy a vizigények legfeljebb adott szama napon
nem teljesiilnek és egy vizkivételi mitargy kapacitasanak a koltségét minima-
lizaljuk.

1. Poisson-folyamat altal szarmaztatott masodlagos
sztochasztikus folyamatok

A Poisson-tipusu sztochasztikus folyamat gyakran el6fordul a hidrolégidban.
Jelen esetben az esGzések id6pontjainak egymasutinjarol tételezziik fel, hogy
Poisson-folyamatot alkot. Ezen azt értjik, hogy ha £(I) jeldli egy I idéinterval-
lumban torténd esézések (véletlen) szamat, akkor

a) minden olyan Iy,..., I, intervallumrendszer esetén, melyben barmely két

intervallumnak nincs kdzds bels6 pontja, a £(Ih),...,£(I,) valésziniiségi
valtozok fiiggetlenek,

b) &(I) Poisson-eloszlasu A(I') paraméterrel, ahol A(T) > 0.

Egy Poisson-folyamat &ltal szarmaztatott masodlagos folyamat azt jelenti,
hogy a Poisson-folyamat véletlen eseményeihez, az adott esetben az es6zési id6pon-
tokhoz tartozik egy véletlen masodlagos jelenség, az adott esetben ez egy véletlen
arhullam. A masodlagos jelenségek eseményterét jelolje Y. Ebben értelmezve van
egy vagy tobb valoszintiségi mérték.

A masodlagos folyamatok targyalasara igen alkalmas az in. szorzattér moédszer
[3]. Ez abban all, hogy a masodlagos folyamatot a (t,y) elempéarok halmazaban,
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masszoval a T'x Y szorzattérben tekintjiik, ahol T az idétengely egy részhalmaza,
ennek eleme t. A masodlagos folyamat egy specialis lefutasa, realizacidja egy vélet-
len pontrendszert jelent a 7'x Y térben. Valéban, ha ...,t_y,tg,t1,t2,... alkotjak
a Poisson-tipusi véletlen eseményfolyamatot és ...,y—1,¥0,y1,¥2,... a megfelels
masodlagos jelenségek sorozata, akkor a masodlagos folyamat adott realizaci6ja
jellemezhetd a T'x Y térbeli

ey (t—lvy—l), (t()v y0)1 (tlvyl), (t27 y2), e

véletlen pontrendszerrel.

A masodlagos folyamatok szorzattérszerd elméletének alaptétele a kovetkezot
mondja ki [3].

Ha a Poisson-folyamat kiilonb6z6 eseményeihez tartozé masodlagos jelenségek
Y térbdl vald kivilasztisa egymastol fiiggetlen és azonos eloszlasi, p valészindségi
mértékkel, akkor a Tx Y térben elhelyezkedd véletlen pontrendszer szintén Poisson-
tipusi A x p paraméter-mértékkel.

Ha a Poisson-folyamat kiilénb6z6 id6pontokban bekdvetkezd eseményeihez tar-
toz6 masodlagos jelenségek fiiggetlenek, de a t idépontban bekovetkezett esemeény-
hez tartozo masodlagos jelenség valosziniiségeloszlasa fiigg a t-t6l, tehat az arhullam
levonulasa fligg attol, hogy az drhullam kivaltasa mely idépontban tortént, akkor a
p mérték helyett py mértékekrél kell beszélniink, és a szozattérbeli Poisson-tipusi
véletlen pontrendszer D halmazhoz tartoz6 paraméter-mértékét az alabbi integral
szarmaztatja

/p,,(D,,)/\(dt), (1)

C

ahol C a D halmaz vetiilete a T halmazra és D, pedig a D halmaz kdzos része a
T x Y tér ama részhalmazaval, melyen t allandé, vagyis D, = {y | (t,y) € D}.

A Tx Y szorzattér D halmazaba es§ véletlen pontok szamat n(D) jeldli. Az (1)
integral tehat E(n(D))-vel egyenld.

A tovabbiakban az egyszeriség kedvéért feltessziik, hogy u; fiiggetlen ¢-t&l.

A masodlagos folyamatok elméletének egy masfajta targyaldsa taldlhato a [10]
dolgozatban.

2. Az ontozévizkészlet meghatarozasa a masodlagos folyamatok
elméletére tamaszkodoé modell alapjan

Az arhullam-intenzitas idébeli lefutasat jellemezze egy f(t, ) fliggvény, ahol
k valOszinidségi valtozo, esetleg valdsziniiségi vektorvaltozé. Ennek egy lehetséges
valtozata a kovetkezd

ft, k) =rt*"le Bt t>0. (2)
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A t; id6pontban tortént esézés altal kivaltott drhullam az
ft —ti, ki), t>t; (3)

fiiggvénynek megfeleléen vonul le, ahol a kiilonb6z6 ¢ indexekhez tartozo k; vals-
szinliségi valtozok fiiggetlenek. A vizhozamintenzitast a (3) fiiggvények szuperpo-

zicidja, tehat a
Z f th ,{1 - nf,
ti<t

fiiggvény irjale. Meghatarozzuk az 7, valosziniiségi valtozo eloszlasat a (2) fliggvény
esetében.

Alaptételiinkbél kdvetkezik, hogy a ¢ id6pontban az (a,b) hatarok kozott futd
intenzitasgorbék szama Poisson-eloszlast kovet, melynek paraméterét az alabbi
integral adja meg

/ Pla < k(t — )2 e Pt < p)A\(dz). (4)

Erre vonatkozélag az a = y, b = y + dy esetben az alabbi eredményt kapjuk,
feltételezve még, hogy A(dxz) = Adz, ahol A > 0 allandé:

[ Pt -0 et <yt aprd

oo
= /P(y < kv e P <y 4 dy) A dv

T4
a yOPﬁ'Ul_"
/dy ]dyAdu
0

o0

= A/éeﬂ”vl““e“y‘s"‘ﬁ"”l—" dv dy,

ahol x exponencialis eloszlasu 1/§ varhato értékkel. Az exponencialis eloszlas fel-
tételezése nem lényeges, mas eloszlast is valaszthatunk.

A t idSpontbeli vizhozamintenzitas eloszlasfiiggvénye a kdvetkezd médon kap-
haté meg. Jeldlje n{I) a ¢t id6pontban az I intervallumban elhelyezkeds egyedi
intenzitasgdrbék szamat. Ekkor az elgbbiek szerint 7(I) Poisson-eloszlast (4) para-
méterrel az I = (a,b) esetben. Eszerint a keresett valoszintségeloszlas karakterisz-
tikus fiiggvénye:

o oo oo —a
| (eY —1)E(n(dy)) A (e"‘"—l)[[ e yl=0 gmuse T ulTY gy dy.
0 0

=¢ o | (5)

[
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Az o =1 esetben eredményként az alabbi adédik:

-8y

o0 .
AT (e 15 dy
e o ' y

ami egy gamma-eloszlas karakterisztikus fiiggvénye. Ugyanis, ha a = 1, akkor (5)
igy folytathato:

%0 oo sePv 20
A [ (e =1)| [ 6eP e 10" dyldy X[ (e 1)L e~ dy.
o ) o Ay

(6)

A gamma-eloszlas karakterisztikus fliggvényének (6) alakban valé elGallitasat ille-
téen lasd a [2] konyv 92. oldalat.

Az ebben a szakaszban alkalmazott megfontolasok atvihet6k bonyolultabb
f(t, k) arhullamfliggvények esetére is. Az eredmény azonban nem feltétleniil képlet-
szerli, de mindenképpen numerikusan nyerhet6. Eredményként n; eloszlasat és a
vizhidnyos idGszak atlagos hosszusagat tudjuk nyajtani.

€ =e

3. Sztochasztikus programozasi modell, melyben a vizkivételre szolgal6
késziilék kapacitasa a meghatarozandé szamérték

Egymas utani iddszakokat (periodusokat) tekintiink és bevezetjiik a kovetkezd
jeloléseket:

Nk a szolgaltatando 6ntozdviz irdnti igény nagysiga a k-adik peri-
6dusban: mx = hg — 7Yk, ahol hy allandé és az Osszes vizigényt
jelenti, v, pedig a csapadék mennyisége a k-adik periédusban,

&k a vizhozam a k-adik periédusban,

m a késziilék kapacitasa,

M az m kapacitist ésszerten korlatozo felsé hatar,
p(m) a késziilék ara a kapacités fiiggvényében,

(x = min(m,&;) a k-adik periédusban kiszolgaltathato vizmennyiség,
Ck egységnyi viz haszna a k-adik periédusban,

K a periodusok szama,

N az évek szama,

p>0 N éven at konstansnak feltételezett inflacids rata.

Tételezziik fel, hogy a k-adik periédusban vizhidny esetén a hidnyzé viz mennyi-
ségével aranyos kir keletkezik. Ez a feltételezés egyébként implicite mar szerepelt
¢k bevezetésekor, mert a ¢ szdmnak csak az elgbbi feltételezés mellett van értelme;
¢ egyébként nem mas, mint az emlitett pozitiv ardnyossagi tényezs. A targyalando
feladat a nemlinearisan névekvé biintetés esetére is megfogalmazhato.
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A k-adik periédusban keletkezett véletlen nagysagu kirt az alabbi valésziniiségi
valtoz6 szolgaltatja

ce(me = Ck), ha me > G,
Xk = ¢k [(me — )], =
0, egyébként.

K egymasutani periddust tekintve, az Osszes bekovetkezd kar varhato

K
értéke > FE(xx) lesz. Ha a varhat6 Osszes kir nagysagit a targyévre és az azt

kévetd N egymas utani évre 0sszegezve szeretnénk minimalizalni, akkor az okozott
karok varhato értékét jelenértéken tekintve, az alabbi optimalizalasi feladatot kell
megoldani:

o )

A (7) feladat egyvaltozos optimalizalasi feladat, a [0, M] intervallumon keressiik
a célfiiggvény minimumat. Megmutatjuk, hogy a célfiiggvényben szerepls Gsszeg az
m valtozo konvex fliiggvénye. Elegendd a konvexitast egy tagra megmutatni. Jelblje
Gy, az Mk, Fi, a & valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét, fi pedig az ehhez tartozo
sirtiségfiiggvényt. Ekkor a (x valészintiségi valtozo definici6ja szerint:

, feltéve,hogy 0<m<M (7)

iE(xw = E (Ime — Gl,)

= /E (e — 2],) fu(z)dz + /E (Ime — m],) fu(z) dz
0 m

o0 00 (8)
= (1 - Gr(z))dz | fe(z)dz+ /(1 - Gr(x))dz (1 — Fix(m))

/ (1= Guly + 2))fi(=) dy dz + / (1= Gi(x)) dz (1~ Fe(m)).
0

A levezetésben felhasznaltuk, hogy ha egy ¢ valdszintségi valtozénak f(z) a
stiriségfiiggvénye, F(x) az eloszlasfiiggvénye és létezik a varhato értéke, akkor par-
cialis integralassal konnyen igazolhatd, hogy tetszéleges 2 valés szamra

oo o0

B(-2,) = [@-2)@s= (- Fa)da

z z

A (8) formula m valtozo szerinti kétszeres derivalasaval meggy&zSdhetiink arrol,
hogy (1/cx)}E(xk) konvex figgvény. Minthogy c¢x > 0, k = 1,..., N, kivetkezik,
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hogy E(xx) és ezek Osszege is konvex. p > 0 miatt pedig az N évre Osszegzett
és jelenértékre hozott varhatd kar mennyisége is az m valtozé konvex fliggvénye.
Ha p(m) is konvex, akkor az egész célfiiggvény konvex. Ha p(m) nem konvex,
akkor a célfiiggvény konvexitdsa nem bizonyithatd, azonban bizonyos esetekben
etts] még lehet akar konvex is, amint az a példank esetében is lathaté. Az optima-
lizalas viszonylag egyszerten elvégezhetd. A vizhozamok eloszlasara valaszthatjuk
a gamma, a vizigények eloszlasara pedig a normalis eloszlast.

A (7) modellnek tobb variansa fogalmazhat6 meg. A tovabbi lehet&ségek lénye-
gében a vizszolgaltatas folyamatossdganak eldirt megbizhatosagi szintjét tartalmaz-
zak valamilyen formaban.

A (7) modellt azon a numerikus példan szemléltetjiik, amelyet az [5] dolgozat
szerz0i egy sorbakapcsolt tarozorendszer tervezésére szolgal6 sztochasztikus prog-
ramozasi modell szemléltetésére dolgoztak ki. Most a két sorbakapcsolt tarozéd
koziil csak az els6t tekintjiik harom egymast kdvets peridduson at (junius, jalius
és augusztus). Feltessziik, hogy a véletlen vizigényeket leird 11,72, 73 valdszindségi
valtozok egymastol és a véletlen vizhozamoktol is fliggetlen, gamma eloszlasuak az
alabbi paraméterekkel:

varhato érték (m3) | széras (m?) 9 A
m 215760 327120 0,000 002 016 | 0,435038 479
72 433 608 243 600 0,000 007 307 | 3,168 400 000
73 484 416 214 368 0,000010 541 | 5,106 426 041

Hasonléan feltessziik, hogy a véletlen vizhozamokat leird &3, €2, £3 valészintségi
valtozok egymastdl és a véletlen vizigényektdl is figgetlen, gamma eloszlastak az

alabbi paraméterekkel:

varhato érték (m3) | széras (m®) 9 A
& 464 822 186 984 0,000013295 | 6,179 658 245
& 320576 266 040 0,000 004 529 | 1,452005 071
& 2660 40 234 040 0,000 004 857 | 1,292 152284

A vizkivételre szolgal6 késziilék forintban mért ara legyen a kovetkezd szaka-
szonként linearis fliggvény:

p(m) = {

és tegyiik fel, hogy 25 000 000 m3-nél nagyobb kapacitasi vizkivételi miivet nem
épithetiink ki.

Egy m® 6ntdzdviz haszna az egyes periédusokban legyen rendre ¢; = 200 Ft,
c2 = 300 Ft, c3 = 250 Ft. Legyen N = 10 és a konstans inflaciés rata p = 0,05.

ha m < 500 000,
ha m > 500 000,

1007,
50 000 000 + 150(m — 500 000),
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Ekkor a (7) egyvaltozo6s optimalizalasi feladat a Matlab programrendszer néhany
beépitett fiiggvénye (gamma, gammainc, quad, dblquad, fminbnd) segitségével
koénnyen megoldhato.

A fent leirt tesztfeladat optimalis megoldasa m = 580 391 m? és a hozza tar-
tozé optimum érték 523 146 000 Ft lett. Az 1. abra a (7) optimalizalési feladat
célfiiggvény értékéit mutatja grafikusan az m valtozé megengedett értékeinek teljes
tartomanyara.

1800000000
1600000000 -+
1400000000 \
1200000000 \\

1000000000
800000000 \
600000000 \\
400000000
200000000

0 g A e S S O Ko T Sl et o Mo i i i s 3

1. abra. A (7) optimalizalasi feladat célfiiggvény értékeinek grafikonja.

4. Optimalizalasi modell a tarozhato viz esetére

Egymas uténi periddusokat tekintiink és bevezetjiik az alabbi jeloléseket:

&o a tarozéban 1év6 viz mennyisége az elsé periddus elején,

&k a vizhozam a k-adik periédusban,

ak(br) a tarozoban 1év6 viz megengedett legkisebb (legnagyobb) mennyi-
sége a k-adik peri6dusban,

2k az ontozésre hasznalandé viz mennyisége a k-adik peri6dusban,

N a peri6dusok szama,

f(z1,...,2n) az Ontoz6viz hasznanak jelenértéke, ha az egyes periodusokban
21,...,ZN vizmennyiséget hasznaltunk el,

m a vizkivételt szolgalé mitargy kapacitasa,

P altalunk el6irt, 1-hez kozeli megbizhatdsagi szint.
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A modellt alkoté feladatot a kovetkezSképpen fogalmazzuk meg:

max[f(z1,...,2n) — p(m)] feltéve, hogy

k k
Plap<t+D &= 2z <by, k=1,...,Nt>p 9)

=1 j=1
0<z,<m, k=1,...,N.

Amennyiben m adott, akkor ezt egyszerien nem tekintjiik valtozonak, a fel-
adaton mast valtoztatni nem sziikséges. Ha a véletlen nagysagu n vizigényeket a
modellbe be akarjuk épiteni, ez minden tovabbi nélkiil lehetséges a 3. szakaszban
targyalt modell mintajara. A (9) feladat algoritmikus megoldasira a &;,...,&N va-
l6szintségi valtozok eloszlasara tett specialis feltevések mellett lehetGség van, lasd
az [7], [8], [9] cikkeket. A (9) modellt m méretezésére célszerd felhasznélni.

A (9) modell egy tovabbi varidnsa az, amikor a dontéshoz6 megadhatja a vizki-
vételi miitargy kiépitésére fordithaté p(m) pénzosszeg K nagysagat. Ekkor p(m)-et
kivonni sem sziikséges a maximalizaland6 célfiiggvény értékébdl és a modositott
modellt alkoté feladatot a kévetkezGképpen fogalmazhatjuk meg:

max f(z1,...,zyN) feltéve, hogy
k k
Plav<éo+ &—p 2z Sby k=1 ,Ny>p (10)
j=1 =1

p(m) < K0<z, <m, k=1,...,N.

Erdemes megemliteni, hogy ha a &;,...,&y valdszintiségi valtozok egyiittes
eloszlasa folytonos és strdségfiiggvénye logaritmikusan konkav, akkor a (9) és (10)
feladatok (m, z1, . . . , 25 ) megengedett megoldasainak halmaza konvex (lasd példaul
Prékopa [6]). Ha tehat f(z1,..., zn) és p(m) konvex fliggvények, akkor a (9) és
(10) feladatok konvexek.

Tekintsiink a (10) feladatra példaként egy tarozot négy egymast kdvetd hona-
pon at, mondjuk aprilis elejétd] julius végeéig, amely havi vizhozam adatai egytittes
normdlis eloszlastiak az alabbi varhat6 értékekkel, szérasokkal és korrelacidkkal:

varhat6 érték (108m3) | széras (105m3) korrelacios egyiitthatok
& 79,74 83,51 1,000 | 0,284 | -0,017 | 0,047
& 29,78 63,11 0,284 | 1,000 | 0,333 | 0,198
&3 -4,52 73,98 -0,017 | 0,333 | 1,000 | 0,579
&4 -43,44 73,96 0,047 | 0,198 | 0,579 | 1,000
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Képezziik ezekbdl az aggregalt
G=&
=& +&
G=L+&+E&
G=G+&+ &+

valészindségi valtozokat.

Ezek, mint a £1,&2,&3,&4 valbsziniségi valtozok linearis transzformaltjai,
tovabbra is egyiittes normalis eloszlasiak az alabbi transzformalt varhato érté-
kekkel, szorasokkal és korrelacidkkal:

varhato szOras korrelacios
érték (108m3) | (109m3) egyiitthatok
(1 79,740 83,510 1,000 000 | 0,858 792 | 0,670483 | 0,542 108
(2 109,520 118,112 | 0,858 792 | 1,000000 | 0,872681 | 0,735 707
(3 105,000 149,408 | 0,670483 | 0,872681 | 1,000 000 { 0,934 830
(a 61,560 191,201 | 0,542108 | 0,735707 | 0,934 830 | 1,000 000

Tegyiik fel, hogy a (10) optimalizalasi feladatban f(z1,22,23,24) = 40z; +
+ 7022 + 80z3 + 5024, azaz az Ontéz6viz haszna a felhasznalt vizmennyiségek
linearis fiiggvénye. Legyen az m kapacitasa vizkivételt szolgilé miitargy telepitési
koltsége is linearis fliggvény: p(m) = 50m. Legyen a tarozo vizszintjének legkisebb
értékére minden periddusban ar = 100,k = 1,2, 3, 4; legnagyobb értékére minden
periédusban by = 1000,k = 1,2, 3,4 elirva és tegyiik fel, hogy az els6 periddus
kezdetén teli tarozéval indul a szezon. Ekkor, ha kiilonb6z6 kiépitési koltség korla-
tok mellett megoldjuk az igy keletkezé optimalizalasi feladatot, akkor a dontéshozo
elemezni tudja, hogy mekkora kapacitisa vizkivételi miitargyat érdemes kiépiteni.
A val6szintiségi korlat valészindségen beliili kifejezését Gj valtozok bevezetésével
kicsit egyszerisitve a K kiépitési koltség korlat kiilonbozs értékeire végiilis az alabbi
optimalizalasi feladatot oldottuk meg:
max (4021 + 7027 + 8023 + 50z4) feltéve, hogy

{y =100 + z; — 1000

lp =100 + 21 + z2 — 1000

I3 =100 + 21 + z2 + 23 — 1000

1y =100 + 21 + 290 + z3 + 24 — 1000

u; = 1000 4+ z; — 1000

ug = 1000 + 21 + zo — 1000

uz = 1000 + 21 + 22 + 23 — 1000

ug = 1000 + 23 + 22 + 23 + 24 — 1000
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Vegylik észre, hogy a fenti feladatban a valészintiségi korlatot 100-zal felszo-
rozva szerepeltetjiik, hogy a feladat numerikusan stabilabban legyen megoldhato.
Ekkor az egyediili nehézséget a valészintség és parcialis derivaltjai értékeinek a,
szamitasa jelenti. Ehhez célszer( a valdszintiséget a kévetkezSképpen elGallitani:

L £ G < w
Ih < ¢ < wuy

P = F(u1, usz, us, uq) — F(ly, us, us,u
o< G < us (u1, w2, u3, ug) — F(ly, uz, u3, uq)
s £ G < uy

~ F(uy,l2, us, ug) — Fluy, uz, I3, uq)
— F(ug,ug,us, ls) + F(l1,la, us, ug)
+ F(l1, ug, I3, ua) + F(l, u2, us, lg)
+ F(uy, I, l3,uq) + Fuq, la, us, ly)
+ F(ut,uz,l3,lq) — F(l1, 12,13, u4)
= F(l,l2,u3,lq) — F(l1,uz,13,l)

— Fu1,l2,l3,l4) + F(l1,12,13,14),

ahol F(z1,z2,x3,24) a (1,(2,(3,(s valszinlségi valtozok megadott paraméterek
szerinti egylittes normaélis eloszlasdnak az eloszlasfliggvényét jeloli. Ez pedig
azt jelenti, hogy egyetlen valészintség értékének a szamitasahoz 2% = 16 darab
4-dimenzidés normalis eloszlasfiiggvény értéket kell kiszamitani.

Az igy kapott nemlinedris programozasi feladatnak elkészitettiik az AMPL
modelljét, a tobbdimenzidés normalis eloszlasfiiggvény értékeinek a szdmitasadhoz
beillesztettitk A. Genz ([1]) numerikus integraldsi kodjat az AMPL rendszerbe,
majd a LOQO solverrel megoldottuk a feladatot a K kiépitési koltség korlat kiilon-
b6zs értékeire. Az eredményeket a kovetkezd tablazat foglalja Gssze:
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sorszam K optimum m z1 22 23 Z4
1t 10000 | 36634,493 | 200,001 | 200,001 | 180,665 | 199,848 | 0,000
2 15000 | 39682,114 | 210,011 | 210,011 | 206,903 | 209,975 | 0,010
3 11000 | 41250,695 | 220,003 | 220,003 | 212,155 | 219,996 | 0,001
4 11500 | 42270,302 | 230,004 | 230,004 | 209,583 | 229,990 | 0,003
5 12000 | 42948,048 | 240,010 | 240,010 | 202,120 | 239,990 | 0,003
6 12500 | 43378,927 | 250,012 | 250,012 | 191,146 | 249,973 | 0,009
7/ 13000 | 43615,155 | 259,999 | 259,999 | 177,390 | 259,973 | 0,003
8 13500 | 43741,739 | 269,943 | 268,574 | 162,960 | 269,943 | 0,002
9 14000 | 43792,337 | 279,971 | 268,973 | 151,969 | 279,971 | 0,001
10 14500 | 43836,424 | 289,895 | 268,947 | 141,354 | 289,895 | 0,000
11 15000 | 43861.877 | 299,046 | 268,963 | 132,222 | 299,046 | 0,002

A K kiépitési koltség korlat kiilonb6z6 értékei mellett elérhet6 ontdzési haszno-
kat a 2. abra grafikonjan is megjelenitettiik. Ez a grafikon hasznos lehet a dontés-
hoz6 szadmaéara annak eldontésében, hogy meddig érdemes novelni a vizkivételi mu-
targy kiépitésére forditandé pénzosszeget annak fliggvényében, hogy az mekkora
novekedést jelent az 6ntoézéviz hasznosulasaban. A doéntés meghozatalakor termeé-
szetesen azt is figyelembe kell venni, hogy a vizkivételi mitargy kiépitése egyszeri
koltséget jelent, mig az 6ntoz6viz haszna tobb éven at realizalhato.
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2. abra. Az 6ntdz6viz hasznosuldsa a vizkivételi mitargy kiépitésére fordithaté
pénzosszeg fiiggvényében.
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5. Sztochasztikus programozasi modell, melyben a vizhianyos napok
szamat korlatozzuk

Adott iddszakot tekintiink, ez lehet pl. az év, mondjuk augusztus hénapja.
Elgirjuk majd, hogy b-nél t&bb napos kiesés adott, 1-hez kizeli p valésziniiséggel ne
legyen. Modelliinket egy n napbdél allé periddusra irjuk fel. Bevezetjiik a kévetkezs
jeloléseket.

&,...,&n napi vizhozamok,
Y1,..-,7n hapi csapadékok,

M,---,Mn napi vizigények,

m a vizkivételi miitargy 1 napi kapacitasa,
M m felsé korlatja,

p(m) a vizkivételi miitargy ara.

A k-adik napon van elegendd 6nt6zdviz akkor és csak akkor, ha fennall az alabbi
Oszszefiigges

min(€x, m) + vk > k. (11)
Legyenek zi,...,2, csak a 0 és az 1 értékeket felvevs determinisztikus valtozok.
Az alabbi

min(&e, m) + Y& = Trnk (12)

osszefiiggés nem jelent korlatozast, ha xx = 0, de korlatozast jelent, mégpedig nem
maést, mint (11)-et, ha xx = 1. Eléirva az

1+ -+ >n—0>b

feltételt (12) mellé, ezaltal azt kivantuk meg, hogy az (11) feltételek koziil legalabb
n — b teljesiiljén, tehat legfeljebb b esetben alljon fenn (11) ellenkezdje. Modelliink
ezek utan a kévetkezd modon fogalmazhatéd meg:

min p(m) feltéve, hogy
P{min(&,m) + v > ki, k=1,...,n =0} >p

Tyt T 2n—b,
zp=0vagyl, k=1,...,n, 0<m <M

! (13)

Ennek a modellnek is tobb variansa fogalmazhaté meg, akarcsak a korabbiaknak.
Tobbek kozdtt beépithets a célfiiggvénybe egy b-t8l fiiggd koltségtényezs. Ha a
kT, Yhy k = 1,..., N valosziniségi valtozok egylittes eloszlasa folytonos és az
egyiittes siriségfiiggvény logaritmikusan konkav, akkor a (13) feladat feltételei,
kivéve az xx = 0, 1 feltételeket, konvex halmazt hatiroznak meg.
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DETERMINATION OF THE IRRIGATION WATER CONTENT OF
NATURAL STREAMFLOWS

A. PrEkopra, T. SzANTAI AND 1. ZSUFFA

In the first part of the paper a theorem is proved which states that if rainfalls occur according
to a Poisson process and the inflows have gamma density profiles with independent, exponentially
distributed amplitudes, then the stationary distribution of the streamflow intensity is gamma.
In the further parts of the paper three optimization models are presented that lead to three
different solutions of the problem. In the first one the optimal capacity of a pump station is to
be determined when the water cannot be stored. In the second one the optimal capacity of a
reservoir, where the water can be stored, and an optimal water usage policy are to be found, given
that the water demands should be met by prescribed large probability. In the third one an upper
bound is imposed on the number of days when demands may not be met and the cost of a pump
station is to be minimized.

A folyok o6nt6zGviz készlete meghatarozasinak problémajat Zsuffa Istvan
vetette fel tobb évvel ezelStt. A feladat részletes kidolgozasara nemrég keriilt sor
az els6 két szerzd részérdl, akik ezt a k6z0s dolgozatot baratjuk és munkatarsuk,
Zsuffa Istvan emlékének ajanljak.

The problem of finding the irrigation water contents of rivers was formulated
by Istvan Zsuffa many years ago. The detailed elaboration of the problem is more
recent and is due to the first two authors who offer this paper to the memory of
their friend and co-worker, Istvan Zsuffa.
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TURANYI TAMAS: REAKCIOMECHANIZMUSOK VIZSGALATA

AKADEMIAI KIADO, BUDAPEST, 2010.

TOTH JANOS

Mi indokolja ennek az ismertetésnek a megjelentetését az Alkalmazott Mate-
matikai Lapokban?

Turdnyi Tamas vegyész és alkalmazott matematikus hosszi évek 6ta foglal-
kozik nagy Osszetett kémiai reakciok modellezésével, egyszerisitésével és numeri-
kus vizsgalataval. Az itt szerepl6 modellek leggyakrabban nemlinearis (sokszor
polinomialis) kozonséges, ritkibban parcialis differencislegyenletbé] allé rendsze-
rek. A nagy jelz6 arra utal, hogy az egyenletek szdma, vagyis a figyelemmel kisért
anyagfajtak szama legaldbb néhany tucat, de esetenként tobbszaz, sét tobbezer is
lehet. Hogyan foghatunk hozza egy ilyen, matematikusi szemmel elrettentd rend-
szer vizsgalatahoz?

A szerzé a legfontosabb alapfogalmak és alapproblémak ismertetése (2. Néhdny
reakcidkinetikai alapismeret) utan a kovetkezs megkozelitéseket ajanlja.

3. Reakcidutak A reakcibutak igen szemléletes heurisztikus médszere Horiu-
tit6l [10] és Temkintsl (Tyomkin) [17] szarmazik. A konyv néhany &braja ennek
a modszernek a felhasznaldsidval megmutatja egyes elemek atvitelét a kiilonféle
anyagfajtak kozott metan-levegd elegyek robbanésa kdzben. A mdédszer részletes és
matematikailag kielégits targyaldsa nem ismeretes, feltehetdleg az operacidkutatas,
specialisan a halozati folyamatok elmélete nyujtana ehhez alkalmas eszkézdket.

4. Erzékenység- és bizonytalansdganalizis A kozonséges differencislegyenletek
elméletében — az elsérendd linearis parcialis differencialegyenletekkel valo kapcsolat
megvilagitasa végett — el szokott keriilni a varidcios egyenlet. Ugyanez az egyen-
let a miszaki és a reakcidkinetikai irodalomban érzékenységi egyenletként szerepel,
ugyanis a megoldasok paraméterek szerinti derivaltja Ggy is interpretalhat6, mint
a megoldasok érzékenysége a paraméterek megvaltoztatasara, ezért is nevezik ket
ezen a tajon lokdlis érzékenységeknek vagy lokdlis érzékenységi egyitthatoknak.
Mivel meghatarozasuk szamitasigényes feladat, ezért folyamatosan Gjabb és djabb
heurisztikus eljarasokat dolgoznak ki erre a célra. Megjegyzend§, hogy a reakcio-
kinetikan kiviili érzékenységvizsgilattal foglalkozé irodalom jelentds része sokkal
egyszeriibb objektumokkal, id6td] fiiggetlen megoldasfiiggvények paramétertsl vald
fiiggésével foglalkozik.

A bizonytalansaganalizis lényege, hogy a modellek paramétereit valészintiségi
valtoz6knak tekintve képesek vagyunk-e valamit mondani a modellek felhaszna-
lasaval szdmolt numerikus eredmények eloszlasarél. Ennek a fejezetnek kiiléndsen
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szép része a reakcidsebességi egyiitthaté homérsekletfiiggését leiré Arrhenius-ossze-
fiiggés paraméterei bizonytalansaganak elemzése.

5. Iddskdla-analizis 1tt nem a Stefan Hilger altal kezdeményezett [8] és tjab-
ban egyre nagyobb érdeklGdést kivalté [5, 19] id6skalakon értelmezett dinamikarol
van sz, hanem a szingularis perturbaci6 klasszikus, Tyihonov-féle elméletének
[14, 18, 20] alkalmazasardl. Fizikai folyamatoknal és kémiai reakcioknal ugyanis
meglehetSsen tipikus, hogy a folyamatok tobb id6skalan zajlanak, egyesek sokkal
gyorsabbak a tobbieknél. Az ilyen fizikai és kémiai folyamatokat leiré differencial-
egyenletek merevek és numerikus megoldasuk nehéz. A merev differencislegyenle-
tek kezelhetetlensége specialis numerikus médszerek létrehozasat kényszeritette ki,
amilyen példaul Gear modszere [6]. A tobb, egymastol nagyon kiilénboz6 id6skala
léte nemcsak hatranyos: az ilyen folyamatok vizsgalata leegyszerdsithets azaltal,
hogy az egyes idéskaldkon végbemend folyamatokat kiilén kezeljiik.

Az egyszeriisités matematikai alapjarol szol egy fontos specialis esetben (a
Michaelis-Menten-reakci6 esetében) Heineken, Tsuchiya és Aris tobb mint 40 évvel
ezelGtti alapvets, még mindig nem elég széles korben ismert munkaja [7]. Mivel a
téma altalanos és matematikailag korrekt targyalasa varat magara, ezért még nap-
jainkban is lehet k&zo6lni meglehet&sen naiv cikkeket errdl a teriiletr6l. A teriilet
kvazistacionarius kozelités néven a konyv 6.5. szakasziban jra elGkeriil.

6. Reakcidmechanizmusok redukcidja A nagy rendszerek egyszer(sitésére ira-
nyulé torekvések egyik célja a valtozok szamanak csokkentése. A szerz6 itt nemcsak
a sziik értelemben vett valtozéosszevonas (lumping) technikijat ismerteti, ami itt
anyagfajtik Gsszevonasa néven szerepel, hanem szamos tovibbi hasznosnak bizo-
nyult eljarast is, igy a felesleges anyagfajtik és reakcidlépések elhagyasat és a reak-
ciolépések Osszevonasat is.

Szellemes és rendkiviil hatékony a repromodellezés mobdszere, ami nem mas,
mint a kinetikai differenciilegyenlet megold6 operatoranak interpolilasa polinom-
mal, majd ennek felhasznalasa a reakciodiffiizio-egyenlet megoldasara. Az eljarast
parcialis differencidlegyenletek megoldasara csak az operatorszeletelés modszeré-
vel egyiitt lehet alkalmazni. Ez utébbit Magyarorszagon elsGsorban Faragd Istvan
és munkatarsai vizsgaljak [2, 11] és alkalmazzak. A repromodellezés modszerével
kapott szamitasok eredményei teljesen meggy6ziek, a kozelitések pontossagéara és a
sziikséges gépidore vonatkozo6 altalanos matematikai targyaldsrol nincs tudoméasom.

7. Az érzékenységi fiigguények hasonlésiga Ez a teriilet a legjellemzébb abbol
a szempontbol, hogy matematikus nem merne hozzafogni, Turdnyi Tamas és mun-
katarsai viszont batran alkalmazzak, mint heurisztikus modszert, és példaul rend-
kiviil érdekes biologiai tanulsdgokhoz jutnak el. Bonyolult molekularis biolégiai
modellekben egyes paraméterek (rendszerint reakcidsebességi egyiitthatok) szerinti
érzékenységek hasonlosaga azt jelentheti, hogy valamelyik reakcidlépés sebességi
egyiitthat6janak jelentds megvaltozasat mas reakcilépések sebességi egyiitthato-
janak megfelels megvaltoztatasaval kompenzalni lehet. Ez a bioldgiai rendszerek
robosztussiganak egyik magyarazata lehet.

8. Programok dsszetett reakciomechanizmusok vizsgdlatdra A konyvben leirt
modszerek tébbségét nem kell beprogramozni, hanem az Internetrdl szamos
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program letSlthets az eljarasok hasznalatdhoz. Attekintést kapunk az altalanos
programokrél, amelyek kinetikai differencidlegyenletek megoldasara vagy a foly-
tonos idejd, diszkrét allapottert sztochasztikus modell (lasd példaul Rényi cikkét
1953-b6l: [15]) szimulalasara [16], illetve elemzésére szolgalnak. Az 4ltaldnos mate-
matikai modszerek mellett a szerzé — érdekl6désének megfelelSen — ismerteti az
égési, légkorkémiai és biokémiai kinetikai modelleket kezels specialis szimulacios és
analizalé programokat is.

9. Osszefoglalds Ez a konyv zar6 fejezetének cime, de itt a recenzié Osszegezése
kévetkezik.

A kényv nem kis részben a szerzd, kollégai és tanitvanyai nemzetkozi folyoira-
tokban megjelent munkain alapul. Ugyanakkor a konyv tobb témakor széleskori
attekintését is tartalmazza és kiiléndsen hasznos az elképesztGen gazdag (464 tételt
tartalmazo) irodalomjegyzék. Az Internet pozitiv hatésa tobb helyen is érezhetd.
A kbnyv szamos szamitégépes program honlapjanak cimét is megadja. A konyvvel
kapcsolatos tjabb hireket és kiegészitéseket a

http://garfield.chem.elte.hu/Turanyi/reakciomechanizmusok.html
weboldalon lehet elolvasni, és a kényv néhany kedvcsinalé fejezetét is le lehet onnan
tolteni.

Igen hasznos a teriilettel ismerkedd szamara, hogy a Tdrgymutato a kifejezések
angol eredetijét is megadja. A konyv tartalomjegyzéke angol nyelven is szerepel,
remélhetSleg felkeltve valamely nemzetkézi kiadd érdeklédését is.

Ami a format illeti: atipografia megfelel§, a megértéshez jelentGsen hozzajaruléd
abrak szépek, a képletek persze olyanok, amilyeneket a Word megenged...

Egy kritikai megjegyzés: ha egy ilyen konyv irodalomjegyzékébdl Craciun [1],
Feinberg [3, 4], Horn és Mincheva [12] neve hianyzik (csak Volpert képviseli a forma-
lis reakcidkinetika matematikai elméletét), akkor helyesebb lett volna cimként ezt
adni: Reakcidmechanizmusok szdmitogépes vizsgdlata, mert a legnagyobb hangsily
a szamitégépes modszerekre esik.

A md a szerz$ szandéka szerint segitséget kivan nyudjtani egyetemi hallgatok-
nak, illetve a teriilettel ismerkedni kivané kutatoknak. Ezen feladatainak a kdnyv
kivaloan megfelel. A jelen ismertetést olvasé alkalmazott matematikusok szdmara
azonban a fentiekbdl az is kideriilhetett, hogy a reakcidkinetikai alkalmazasok terti-
letén nem kevesebb és nem konnyebb feladatok varnak a — statisztikaval, analizissel,
numerikus matematikaval foglalkoz6 — matematikusokra (is), mint a rozsomakok
vandorlasanak teriiletén [13], és talan ezeknek a feladatoknak a megoldisa még
némi (egyéni anyagi és kozérdekii kdrnyezetvédelmi) haszonnal is jarhat.
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