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SZEMELVENYEK A KOMBINATORIKUS OPTIMALIZALAS
TORTENETEBOL
(1960-1G)

ALEXANDER SCHRIJVER

FORDITOTTA: BERNATH ATTILA, FLEINER TAMAS!, PAP GYULA

1. Bevezetés

A kombinatorikus optimalizalas a matematika viszonylag fiatal tudomanyéaga.
Kialakulasat szemlélve szamos, egymadstol fiiggetlen kutatasi iranyt latunk, mint
példaul az optimalis hozzarendelési (optimum assignment), a minimdlis koltségd
feszit6fa (shortest spanning tree), a szallitasi (transportation), a szallitmanyo-
zasi (transshipment) vagy éppen az utazé iigynok (traveling salesman) feladatokat.
E problémakat azonban csupan az 1950-es években sikeriilt egységes szerkezetbe
foglalni és koztilk tovabbi kapcsolatokat feltarni, mégpedig annak nyoméan, hogy
a linearis és egészértékii programozas kifejl§désével az operaciokutatis a figyelem
homlokterébe keriilt.

Mert valéban: a kombinatorikus optimalizalas torténetének tengelyében az a
linearis programozas 4ll, amit éppen kombinatorikus alkalmazasok (a szallitasi és
szallitmanyozasi problémak) vizsgalata nyoman fogalmazott meg Kantorovich és
Koopmans. Késébb, a linearis programozas altalanos megalapozasat kovetden,
1947-ben Dantzig kifejlesztette a szimplex modszert, mint a megoldas eszkozét.
Ennek eredményeként a kombinatorikus optimalizalasi problémakat egyre inkabb
probaltak linearis programozasi technikival megoldani, gyakran igen sikeresen.

A kombinatorikus optimalizalas gybkerei szertedgazosaganak egyik oka, hogy
szamos olyan probléma adédik kézvetlen gyakorlati alkalmazasokbdl, amit akkor
is és ma is rutinszerten kellett és kell tudnunk megoldani. Ko&nnyen belathato,
hogy mennyire lényeges még egy primitiv tarsadalomban vagy akir az allatok
kozott is, hogy legrovidebb utat talaljunk, vagy példaul, hogy élelmet keressiink.
Az utazé ligynok probléma pedig olyankor meriil fel, amikor bevasarlast vagy varos-
nézést terveziink, vagy amikor a beteglatogatd vagy a postas tervezi az utvonalat.
Hasonl6képpen: nem csupin matematikusok szembesiilnek olyan elemi problémak-
kal, mint az elvégzends munkak munkisok kozotti elosztasa, javak szallitasa vagy
éppen kapcsolatok létesitése.

1Pleiner Tam4s kiszonetet nyilvanit az OTKA K 60802 tdmogatasnak és az MTA-ELTE Eger-
vary Kutatocsoportnak.
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2 ALEXANDER SCHRIJVER

Mindezen problémék nyomait valésziniileg megtalaljuk az egészen tavoli torté-
nelemben. A jelen tanulmany azonban a fenti kérdéseknek csupin a matema-
tikai megkézelitéseit targyalja. Az attekintett idShorizont masik széle 1960-ig
nyulik, igy a feldolgozott anyag még kézben tarthaté marad. Ennek az a kdvetkez-
ménye, hogy fontos késébbi eredmények, mint példaul a parositasok és a matroidok
elmélete Edmonds munkéija nyoman vagy Cook és Karp bonyolultsdgelmélete (az
NP-teljesség) kimaradnak a tanulméanybol.

A tovabbiakban az alabbi hat teriiletet vizsgaljuk meg tiizetesebben: a hoz-
zérendelési, a szallitdsi, a maximalis folyam, a minimalis koltségi feszitdfa, a leg-
révidebb ut és végiil az utazd iigyndk problémat.

2. A hozzarendelési probléma

A hozzarendelési probléma formalisan a kévetkezéképpen fogalmazhaté meg:
egy adott n x n méretli C = (¢;;) ,koltségmatrixhoz” talaljuk meg az 1,...,n

n
Z Ci,m(4)
i=1

Osszeg a lehetd legkisebb.
Monge (1784)

A hozzarendelési probléma az egyik legels6ként vizsgalt kombinatorikus opti-
malizalasi probléma. G. Monge [1784] egy folytonos problémanak ,alcazott”, gyak-
ran szallitasi feladatnak nevezett viltozatdt tanulméanyozta.

Monge kiindulasi feladata a foldszallitas volt. O ezt egy molekulak athelyezé-
sére vonatkoz6 diszkrét kombinatorikus probléméanak tekintette. Két azonos terii-
letdi tartomany kozil az egyik tele van folddel, a masik iires. A cél, hogy az elsé
tartomanybél a foldet gy vigylk at a masodikba, hogy ekdzben az Gssz-szallitéasi
ut a lehetd legkisebb legyen. Az Ossz-szallitasi ut alatt pedig a ,foldmolekulak”
altal megtett 6sszutat értjiik. Igy tehat egy hatalmas kéltségmatrixszal rendelkezé
hozzarendelési problémat kapunk. Monge az alabbiak szerint irta le a problémat:

Lorsqu’on doit transporter des terres d’un lieu dans un autre, on a coutime de
donner le nom de Déblai au volume des terres que ’on doit transporter, & le nom
de Remblai & I'espace qu’elles doivent occuper aprés le transport.

Le prix du transport d’une molécule étant, toutes choses d’ailleurs égales, propor-
tionnel 4 son poids & & ’espace qu’on lui fait parcourir, & par conséquent le prix
du transport total devant étre proportionnel a la somme des produits des molécules
multipliées chacune par I’espace parcouru, il s’ensuit que le déblai & le remblai étant
donnés de figure & de position, il n’est pas indifférent que telle molécule du déblai
soit transportée dans tel ou tel autre endroit du remblai, mais qu’il y a une certa-
ine distribution 4 faire des molécules du premier dans le second, d’aprés laquelle la
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SZEMELVENYEK A KOMBINATORIKUS OPTIMALIZALAS TORTENETEBOL 3

somme de ces produits sera la moindre possible, & le prix du transport total sera
un minimum.?

Monge érdekes geometriai mddszert adott a probléma megoldasara. Vegyiink
egy mindkét tartomanyt érintd egyenest, és szallitsuk az elsG tartomany érintési
pontjaban taldlhaté m molekuladt a masodik tartomany x érintési pontja altal ki-
jelolt helyre, majd ismételjiik ezt addig, amig az Osszes féldet 4t nem hordtuk.
Monge indoklasa arrél, hogy ez optimalis, egészen egyszerd: ha az m molekula
valamely mas helyre keriilne, gy egy maésik molekulit széllitanank az x helyre.
Ez azt jelentené, hogy a két molekula utvonala keresztezné egymast, és ezért
létezne egy révidebb Osszittal bird megoldas:

Etant données sur un méme plan deux aires égales ABCD, & abcd, terminées par
des contours quelconques, continus ou discontinus, trouver la route que doit suivre
chaque molécule M de la premiere, & le point m ou elle doit arriver dans la seconde,
pour que tous les points étant semblablement transportés, ils replissent exactement
la seconde aire, & que la somme des produits de chaque molécule multipliée par
I’espace parcouru soit un minimum.

Si par un point M quelconque de la premiére aire, on meéne une droite Bd, telle que
le segment BAD soit égal au segment bad, je dis que pour satisfaire a la question, il
faut que toutes les molécules du segment BAD, soient portées sur le segment bad, &
que par conséquent les molécules du segment BC D soient portées sur le segment égal
bed, car si un point K quelconque du segment BAD, étoit porté sur un point k de
bed, il faudroit nécessairement qu’un point égal L, pris quelque part dans BCD, fit
transporté dans un certain point ! de bad, ce qui ne pourroit pas se faire sans que les
routes Kk, Ll, ne se coupassent entre leurs extrémités, & la somme des produits des
molécules par les espaces parcourus ne seroit pas un minimum. Pareillement, si par
un point M’ infiniment proche du point M, on méne la droite B'd’, telle qu’on ait
encore le segment B’ A’D’, égal au segment b'a’d’, il faut pour que la question soit
satisfaite, que les molécules du segment B’ A’ D’ soient transportées sur b’a’d’. Donc
toutes les molécules de ’élément BB’D’D doivent étre transportées sur 1’élément
égal bb'd’d. Ainsi en divisant le déblai & le remblai en une infinité d’élémens par des
droites qui coupent dans I'un & dans 'autre des segmens égaux entr’eux, chaque
élément du déblai doit étre porté sur I’élément correspondant du remblai.

Les droites Bd & B’d’ étant infiniment proches, il est indifférent dans quel ordre
les molécules de 1’élément BB’ D’ D se distribuent sur 1’élément bb’d’d; de quelque
maniére en effet que se fasse cette distribution, la somme des produits des molécules
par les espaces parcourus, est toujours la méme, mais si l'on remarque que dans
la pratique il convient de débleyer premiérement les parties qui se trouvent sur le
passage des autres, & de n’occuper que les derniéres les parties du remblai qui sont

2 Amidén foldet kell szallitanunk egyik helyrsl valamely masikra, Ggy rendszerint Déblai névvel
illetjiik a szallitand6 foldmennyiséget, & Remblai-nak mondjuk azon helyet, melyet az elszallitott
foldnek a munka végén kell kitdltenie.

Miként egyetlen molekula szallitasanak ara (ha minden mas egyezik) aranyos annak sulyaval
és az altala megtétetett tavolsaggal és azért a teljes szallitasi koltség ardnyos lévén a molekuldk
megtett tavolsaggal valo szorzatainak Gsszegével, az kvetkezik, hogy — lévén a déblai és a remblai
alak és elhelyezkedés szerint megadva — szamit, ha a déblai egy bizonyos molekuldja a remblai
egyik avagy masik pontjaba szallittatik, am létezik az el6bbi molekuldknak az utébbiakba egy
bizonyos elosztasa, amelynek révén ezen szorzatok Osszege a lehetd legkisebb és a teljes szallitas
4ra minimalis.
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4 ALEXANDER SCHRIJVER

dans le méme cas; la molécule MM’ ne devra se transporter que lorsque toute la
partie MM’'D’'D qui la précéde, aura été transportée en mm'd’d; donc dans cette
hypothése, si I’on fait mm’d’'d = MM’ D’ D, le point m sera celui sur lequel le point
M sera transporté.3

Appell [1928] észrevette, hogy barmennyire szemléletes is, a modszer nem tel-
jesen helyes:

I1 est bien facile de faire la figure de maniére que les chemins suivis par les deux
parcelles dont parle Monge ne se croisent pas. 4

(1d. Taton [1951}).
Parositas paros grafokban: Frobenius (1912-1917), Kénig (1915-1931)

A hozzirendelési probléma specilis esetének tekinthets paros grafban egy
legnagyobb méretii parositas megtalalasa. A pérositaselmélet alapjait Frobenius
(matrixokat és determinansokat vizsgalva), illetve Kénig vetették meg. Roviden
attekintjiik e munkakat.

Frobenius [1912], Uber Matrizen aus nicht negativen Elementen cimii cikké-
ben matrixok felbontdsat vizsgalta. Ez vezetett az alabbi ,kiilonds determinans
tétel”-hez:

3Ugyanazon sikon megadatvan az ABCD és abed egyenl§ teriiletek, melyeket tetszéleges folyto-
nos vagy nem folytonos vonalak hatarolnak, talaljuk meg azt az utat, melyet az el6bbi tetszdleges
M molekulajanak kévetnie kell, és azt az m pontot, ahova meg kell érkeznie az utébbiban agy,
hogy az 6sszes pont hasonlé dthelyezésekor azok pontosan a masodik tartomanyt toltsék ki és ugy,
hogy a molekuldknak az altuk megtett tavolsaggal vett szorzatainak Gsszege minimalis legyen.

Ha az els6 tartomany tetszSleges M pontjan keresztiil gy hizunk egy Bd egyenest, hogy a
BAD szelet megegyezzék a bad szelettel, amit feltesziink, hogy megvalaszolhassuk a kérdést, ugy
a BAD szelet minden molekulajat a bad szeletre kell vinni, és igy a BCD szelet molekulainak a
vele egyenl6 bed szeletre kell keriilniiik; ugyanis, ha a BAD szelet egy tetszbleges K pontja a bed
szelet k pontjaba keriilne, ugy sziikségképpen a BCD valamely L pontjat a bad egy bizonyos !
pontjaba vinnénk, ami nem teheté meg anélkiil, hogy a Kk és Ll utak ne kereszteznék egymast
a végpontjaik kozo6tt, és a molekuldknak a megtett tavolsadgokkal vett szorzatainak &sszege nem
lenne minimalis. Hasonloképp, ha az M-hez infinitezimalisan kézeli M’ ponton keresztiil huzunk
egy B'd’ egyenest oly médon, hogy a B’A’D’ szelet tovabbra is megegyezzék a b'a’d’ szelettel,
Ggy a kérdés megvalaszolasahoz a a B’ A’D’ szelet molekulait a b'a’d’ szeletre kell szallitanunk.
Ezért a BB’ D’D elem minden molekulajat a vele egyenls bb'd'd elembe kell vinniink. A déblai-t
és a remblai-t ily m6don végtelen sok olyan egyenessel felosztva, melyek egyenl szeleteket vagnak
az elsébdl és a masodikbol, a déblai minden elemét a remblai megfeleld elemébe kell vinni.

Lévén a Bd és B'd’ egyenesek infinitezimalisan kozeliek, nem szamit, hogy a BB’D’D elem
molekulai hogyan oszlanak meg a bb’d’d elemben; valdoban, barmilyen modon is osztjuk szét a
molekulékat, azoknak a megtett tavolsiggal valé szorzatainak dsszege mindig ugyanannyi; am ha
megfigyeljiik, hogy kézenfekvs elGszor azt a részt kidsni, ami Gtjdban van a tébbinek, és csupén
a legvégén feltolteni a remblai hasonld részét; az M M’ molekulat csak akkor kell szallitani, ha
méar az azt megel6z6 teljes MM’ D’'D részt mm’d’ d-be szallitottuk; igy ezzel a feltevéssel, ha
mm'’d'd = MM'D’'D, tgy az M pontot éppen az m pontba kell szallitanunk.

4Konnyii olyan abrat rajzolni, hogy a Monge altal emlitett két részecske Gtja ne keresztezze
egymast.
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Die Elemente einer Determinante nten Grades seien n? unabhingige Verinderliche.

Man setze einige derselben Null, doch so, daf die Determinante nicht identisch
verschwindet. Dann bleibt sie eine irreduzible Funktion, aufler wenn fir einen Wert
m < n alle Elemente verschwinden, die m Zeilen mit n — m Spalten gemeinsam
haben.5

Frobenius kombinatorikus és algebrai bizonyitast is adott.

Erre reagalt K6nig Dénes [1915], aki észrevette, hogy Frobenius tétele ekviva-
lens moédon megfogalmazhaté a paros grafok nyelvén. Bevezette ugyanis azt a ma
mar megszokott konstrukciét, mely egy paros grafot az alabbiak szerinti (a; ;) mat-
rixnak feleltet meg. Az i-dik sornak a graf v; csiicsa, mig a j-dik oszlopnak a graf
u; pontja felel meg, tovabba v; és u; pontosan akkor szomszédosak, ha a;; # 0.
Koénig ennek segitségével bizonyitotta be Frobenius eredményét.

Gallaitol tudjuk [1978], hogy Kéniget a halmazelmélet, azon beliil pedig a sza-
mossagok izgattak: ezért érdekelték 6t a grafok, és kiilonosen a paros grafok: az
azonos szamossagt halmazokrol sz6l6 Schréder-Bernstein tétellel® rokon eredmeé-
nyek bizonyitasit a grafelméleti indoklas (kilonsen pedig a parositasok) kellGen
szemléletessé teszik. Ez vezette Kéniget arra, hogy a grafokat, illetve azoknak a
matematika mas teriiletein valé alkalmazhatosagat vizsgalja.

1914. aprilis 7-én K&nig Parizsban a Congrés de Philosophie mathématigue kon-
ferencian adta el§ azt a tételt, mely szerint minden regularis paros graf tartalmaz
teljes parositast (Id. Kénig [1916,1923]). Ennek kévetkezményeként Kénig azt is
levezette, hogy tetszéleges reguldris paros graf felbonthaté teljes parositasok disz-
junkt unigéjara. Mas szédval, minden k-regularis paros graf k-élszinezhetd. Kénig azt
is megfigyelte, hogy mindez kdvetkezik abbdl a tételbdl, mely szerint a paros graf
élszinezési szama megegyezik a maximalis fokszdmaval. Mindezekre algoritmikus
bizonyitast adott.

Frobenius [1917] annak érdekében, hogy elemi bizonyitast adjon a fenti tételére,
bebizonyitotta a grafelméletben ma mar alaptételnek szamité alabbi ,Hilfsatz™ot.

II. Wenn in einer Determinante nten Grades alle Elemente verschwinden, welche
p (< n) Zeilen mit n—p+1 Spalten gemeinsam haben, so verschwinden alle Glieder
der entwickelten Determinante.

5 Legyen az n-edrendd determindns n? elemének mindegyike egy-egy fiiggetlen vdltozd. Ezek
kéziil néhdnyat 0-vd teszink dgy, hogy a determindns ne tinjék el mindenitt. Ekkor ez irredu-
cibilis marad, kivéve, ha valamely m < n értékre m sor és n — m oszlop minden kézis eleme
eltinik.

S A tételt Magyarorszagon inkibb Cantor-Bernstein néven ismerik, és azt mondja ki, hogy ha
az A és B halmazok barmelyikének van injekcidja a masik halmazba, akkor létezik A és B kozott
bijekci6 is. A tétel térténete didhéjban: 1887-ben Dedekind bebizonyitotta a fenti allitast, majd
1895-ben Cantor kimondta sejtésként. Bernsteinnek 1898-ban sikeriilt helyes bizonyitast talalnia
r4, mig Schréder mar 1896-ban kozolt egy hibasat. Bar a tételre tobbféle elnevezés hasznalatos,
mindezek kizds vonasa, hogy Dedekindre egyik sem utal (a fordité megjegyzése).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



6 ALEXANDER SCHRIJVER

Wenn alle Glieder einer Determinante nten Grades verschwinden, so verschwinden
alle Elemente, welche p Zeilen mit n — p + 1 Spalten gemeinsam haben fiir p = 1
oder 2,--- oder n.”

Azaz, ha A = (a, ;) egy n x n méretd matrix, és az {1,...,n} szamok minden egyes

n
H Gy niy = 0,
i1

akkor valamely p-re létezik A-nak p sora és n—p-+ 1 oszlopa ugy, hogy kbz6s elemei
csupa nullakbol allnak.

Mas széval, ha |Vi] = |Va] = n, akkor a V) és V; szinosztalyokkal rendelkezs
G = (V, E) paros grafnak pontosan akkor van teljes parositasa, ha nem talilhato
Vi-nek p csicsa és Vo-nek n — p + 1 csucsa ugy, hogy egyaltalan ne fusson él e
csucsok kozott.

Frobenius révid, kombinatorikus (jollehet, determinansokkal megfogalmazott)
bizonyitast adott, és emellett azt is megéllapitotta, hogy Kénig eredményei kénnyen
kévetkeznek az 6vébdl. Frobenius véleményt is nyilvanitott Kénig bizonyitasi méd-
szerérSl, amivel az 6 1912-bgl szarmazd tételét igazolta:

Die Theorie der Graphen, mittels deren Hr. KSNIG den obigen Satz abgeleitet hat,
ist nach meiner Ansicht ein wenig geeignetes Hilfsmittel fiir die Entwicklung der
Determinantentheorie. In diesem Falle fiihrt sie zu einem ganz speziellen Satze von
geringem Werte. Was von seinem Inhalt Wert hat, ist in dem Satze II ausgespro-
chen.?

Mig Frobenius eredménye a teljes parositast tartalmazd paros grafokat jellemzi,
Kénig 1931-ben egy altalanosabb tételt talalt, ami a paros grafok maximalis paro-
sitasanak méretét karakterizalja:

Paros koriiljarasu graphban az éleket kimerit6 sz0gpontok minimadlis szama meg-
egyezik a paronként kozos végpontot nem tartalmazé élek maximalis szamaval.

Mas szdval, paros grafban a maximélis parositis mérete megegyezik az Gsszes élt
lefog6 pontok minimélis szaméaval.

Ez levezethetd Frobenius 1917-es eredményébdl és Menger 1927-es tételébdl is.
(Kénig ramutatott, hogy Menger bizonyitasaban lényeges hidny van az indukci6
kezdslépésében; a részleteket a 4. rész tartalmazza.) .

"I1. Ha egy n-edrendid determindnsban p(< n) sor és n — p + 1 oszlop minden k6265 eleme
eltinik, akkor a determindns kifejtésében minden tag eltinik.

Ha egy n-edrendd determindns minden tagja eltinik, akkor p sor és n — p+ 1 oszlop minden
kozds eleme eltinik, p=1,2,--- ,n.

8 A grafelmélet, amellyel K6NiG ur levezette a fenti tételt, véleményem szerint kevéssé alkal-
g y

mas segitség a determinansok elméletének fejlesztéséhez. Ebben az esetben ez egy igen specialis
tételhez vezet, aminek értéke csekély. Mindazt, ami abban értékkel bir, kimondtuk a II. tételben.
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SZEMELVENYEK A KOMBINATORIKUS OPTIMALIZALAS TORTENETEBOL 7
Egervary (1931)

A Mathematikai és Physikai Tarsulatban® Kénig 1931. marcius 26-an tartott
el6adasdban ismertette eredményét, amit ezt kovetden Egervary Jend [1931] alta-
lanositott a stlyozott esetre.

Ha az ||a;j|| n-edrendi matriz elemei adotl nem negativ egész szdmok, tgy a

Ai 4+ py > aq , (1,7 =1,2,..n),

(Xi, pj nem negativ egész szémok)

feltételek mellett

n
min Y " (Mg + pi) = max(aiy; + 020, + -0 F ni),
k=1

hol vi,va,..vn az 1,2, ...n szdmok Gsszes permutdcidil befutjdk.

Egervary bizonyitasa lényegében algoritmikus. Tegyiik fel, hogy az a; ;-k egészek.
Legyenek A} és uj a minimumot megvaldsito vektorok. Ha létezik az {1,2,...,n}
szamoknak olyan v permutéciéja, amelyre A] + i = a;,, 4ll minden i-re, akkor ez
a permutacié a maximumot valdsitja meg, és teljesiil a kivant egyenléség. Ha nem
létezik ilyen permutacid, akkor Frobenius tétele miatt léteznek az {1,...,n} sz4-
moknak olyan [ és J részhalmazai, amelyekre

Al + 1 > ai; all tetszSleges i € I, j € J esetén

és amelyre |I| + |J| = n+ 1. Azonban ha i € I és j ¢ J esetén A} := A} — 1
és p; = p; + 1 médositasokkal éliink, akkor olyan, a feltételeket kielégits A* és
u* vektorokat kapunk, amelyekre a minimalizadlandé Osszeg csokken. Ez pedig
ellentmondaés.

Egervary tétele és bizonyitasi modszere adta meg a 16kést az 1950-es években
Kuhnnak, hogy egy djszerti, gyors eljarast talaljon a hozzarendelési problémara,
amit Kuhn emiatt ,magyar modszernek” keresztelt. Am ezt megel6zték még a
hozzarendelési problémaval kapcsolatos mas fejlemeények.

Easterfield (1946)

A hozzarendelési problémara az elsG algoritmust talan Easterfield [1946] ko-
zolte, aki igy beszél a probléma eredetérdl:

In the course of a piece of organisational research into the problems of demobilisation
in the R.A.F., it seemed that it might be possible to arrange the posting of men
from disbanded units into other units in such a way that they would not need to be
posted again before they were demobilised; and that a study of the numbers of men
in the various release groups in each unit might enable this process to be carried out
with a minimum number of postings. Unfortunately the unexpected ending of the

9Ez volt a mai Bolyai Janos Matematikai T4rsulat és az E6tvés Lorand Fizikai Tarsulat kézos
Gse (a fordité megjeqyzése).
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8 ALEXANDER SCHRIJVER

Japanese war prevented the implications of this approach from being worked out in
time for effective use. The algorithm of this paper arose directly in the course of
the investigation.1?

Ugy tiinik, Easterfield nem ismerte a rendelkezésre all6 irodalmat. Kimondott
és bebizonyitott egy Kénig tételével ekvivalens tételt, és a hozzarendelési probléma
megoldéasara leirt egy primal-dudl tipusi modszert is, amelyb6l levezethets Eger-
vary fenti eredménye. Easterfield algoritmusanak futasideje O(2"n?), ami jobb,
mint az dsszes lehetséges permutacié Q(n!) id6 alatti végignézése.

Robinson (1949)

A kombinatorikus optimalizalas egyik fontos eszkoze a negativ koér mentén tor-
ténd javitds. Egy 1949. december 5-i keltezésti RAND beszamoléban Robinson
[1949} azt mondja el, hogy az utazé iigyndk probléma megold4sanak egy sikertelen
kisérlete vezette 6t az alabbi, kGrmenti javitdsokon alapulé médszerhez a hozza-
rendelési probléméaban.

Adott a; ; matrixhoz tekintsiink egy tetszéleges m permutaciot. Tetszoleges 4, j
esetén legyen l; ; = @ n(i) — Qix(s), ha j # 7(7) és legyen I; ;) = oo. Ha létezik
[ szerint negativ koltségl iranyitott kor, akkor a = konnyen javithaté. Ha nincs
ilyen kor, akkor a 7w permutacié optimalis. Vildgos, hogy ez egy véges modszer.
Robinson az alabbiakat jegyzi még meg:

I believe it would be feasible to apply it to as many as 50 points provided suitable
calculating equipment is available. !

A szimplex méddszer

A hozzérendelési probléma megoldasaban az attorés akkor kovetkezett be, ami-
kor Dantzig [1951a} megmutatta, hogy a hozzarendelési probléma egy olyan linea-
ris programozasi problémakeént is felfoghat6, melynek automatikusan létezik egész
optimalis megoldasa. Ezt Birkhoff {1946] egy tétele biztositja, amely szerint a per-
mutaciématrixok!? konvex burka megegyezik a duplan sztochasztikus matrixokkal,
amik olyan nemnegativ matrixok, amelyekben minden sor- és oszlopssszeg ponto-
san 1. Ezért, ha a duplan sztochasztikus méatrixokon minimalizalunk egy linearis

10Az angol légiers leszerelésének egy kérdését tanulméanyozva tigy tiint, hogy lehetséges a fel-
szamolandé egységek embereit mas egységekhez ugy atcsoportositani, hogy ket a leszerelésiikig
mar ne kelljen ismételten egy ujabb egységhez atcsoportositani; és elegendd lehet pusztan az egyes
egységek leszerelt allomanyanak létszamait ismerni ahhoz, hogy ezt a lehetd legkevesebb atcso-
portositassal végezziik el. Sajnos azonban e megkozelités kovetkezményeinek még idében torténd
kidolgozasat és hatékony alkalmazasat megelSzte a Japan habord varatlan befejezése. A cikkben
talalhaté algoritmus kozvetleniil a vizsgalat soran adoédott.

11 {gy hiszem, ezt alkalmazhatjuk akar 50 pontra is, feltéve, hogy megfelel6 szamitasi apparatus
all rendelkezésre.

12Egy négyzetes M matrixot permutdcidmdiriznak neveziink, ha minden soraban és minden
oszlopaban pontosan egy egyes all, M t&bbi eleme pedig 0 (a fordité megjegyzése).
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SZEMELVENYEK A KOMBINATORIKUS OPTIMALIZALAS TORTENETEBOL 9

funkcionalt (ami nyilvanval6an egy linearis programozasi probléma), igy optimalis
hozz4arendelésként egy permutaciématrixot kapunk. Tehat a hozzarendelési prob-
léma megoldhaté a szimplex modszerrel.

Votaw [1952] beszamol6ja szerint egy 10 x 10-es hozzarendelési probléma szimp-
lex médszerrel torténé megoldasa 20 percig tartott a SEAC'3-on. Kuhn [1991]
visszaemlékezésében pedig az alibbiakat emliti:

The story begins in the summer of 1953 when the National Bureau of Standards
and other US government agencies had gathered an outstanding group of combina-
torialists and algebraists at the Institute for Numerical Analysis (INA) located on
the campus of the University of California at Los Angeles. Since space was tight,
I shared an office with Ted Motzkin, whose pioneering work on linear inequalities
and related systems predates linear programming by more than ten years. A rather
unique feature of the INA was the presence of the Standards Western Automatic
Computer (SWAC), the entire memory of which consisted of 256 Williamson ca-
thode ray tubes. The SWAC was faster but smaller than its sibling machine, the
Standards Eastern Automatic Computer (SEAC), which boasted a liquid mercury
memory and which had been coded to solve linear programs. 4

Kuhn igy folytatja:

The 10 by 10 assignment problem is a linear program with 100 nonnegative variables
and 20 equation constraints (of which only 19 are needed). In 1953, there was no
machine in the world that had been programmed to solve a linear program this
large! 15

Amennyiben a ,yilag” az Egyesiil Allamok keleti partjat is magaban foglalja, ugy
ez ellentmondani latszik Votaw [1952] fent idézett megjegyzésének.

A bonyolultsag kérdése

A hozzarendelési probléma annak megértését is segitette, hogy egy algoritmus
attol, hogy véges, nem feltétleniil alkalmazhaté a gyakorlatban, tovibb4, hogy a

134 SEAC (a Standards Electronic/Eastern Automatic Computer réviditése) egy, az ameri-
kai Szabvanyiigyi Hivatal (NBS) altal 1950-ben konstrualt, eredetileg 757 elektroncsévon és 10500
di6édan alapulé, tranzisztormentes szamitogépe. Szintén 1950-ben épitette az NBS a SWAC (Stan-
dards Western Automatic Computer) nevii késziiléket, ami a kor leggyorsabb szamitogépe volt.
(A fordité megjegyzése.)

14 A torténet 1953 nyaran kezd6détt, amikor is a Szabvanyiigyi Hivatal és mas kormanyhiva-
talok kivalé kombinatorikusokat és algebristakat toboroztak a Kaliforniai Egyetem kampuszéara
kihelyezett Numerikus Analizis Intézetbe, az INA-ba. Helysziike okan azzal a Ted Motzkinnal
osztoztunk egy szoban, akinek a lineéris egyenl6tlenségeken és rokon rendszereken végzett uttors
munkija nyoman a linearis programozas t6bb mint 10 évvel korabban megsziiletett. Az INA
egy paratlan vonasa volt az ott rendelkezésre all6 SWAC szamitégép, melynek teljes memori-
ajat 256 Williamson katodsugércsg alkotta. A SWAC kisebb és gyorsabb volt, mint a SEAC
nevii testvére, amely folyékony higany memoriaval biiszkélkedhetett, és amit linearis programok
megoldasara programoztak.

15 A 10-szer 10-es hozzarendelési probléma olyan linearis program, ami 100 nemnegativ valtozén

20 egyenlGség teljesiilését (melybél csak 19 sziikséges) kivanja meg. 1953-ban az egész vilagon
nem létezett olyan gép, ami képes lett volna ilyen méreti linearis program megoldasara!
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10 ALEXANDER SCHRIJVER

polinomidlis és exponencialis idejii algoritmusok kdzott jokora szakadék tatong.

Mas tudomanyagakban is felismerték, hogy bar a hozzarendelési probléma vé-
ges, helye van a bonyolultsag kérdésének. Az Amerikai Pszichologiai Szbvetség
(American Psychological Association) 1949. szeptember 9-én a coloradoi Denver-
ben tartott 6sszejovetelt. Ezen Thorndike [1950] az alkalmazottak (bizonyos mun-
kakra torténd) beosztasarol szolt:

The past decade, and particularly the war years, have witnessed a great concern
about the classification of personnel and a vast expenditure of effort presumably
directed towards this end. 16

Thorndike nemigen bizott a matematikusokban:

There are, as has been indicated, a finite number of permutations in the assignment
of men to jobs. When the classification problem as formulated above was presented
to a mathemnatician, he pointed to this fact and said that from the point of view of the
mathematician there was no problem. Since the number of permutations was finite,
one had only to try them all and choose the best. He dismissed the problem at that
point. This is rather cold comfort to the psychologist, however, when one considers
that only ten men and ten jobs mean over three and a half million permutations.
Trying out all the permutations may be a mathematical solution to the problem, it
is not a practical solution.!?

Thorndike harom heurisztikat ismertetett a hozzarendelési probléma megolda-
sara: az Isteni Sugallat Mddszerét, a Napi Hinyad Mddszert és a Megjosolt Hozam
Mddszert.

(A hozzarendelési problémara maés heurisztikakat, ill. geometriai modszereket
irt le Lord [1952], Votaw és Orden [1952], Térnqvist [1953] és Dwyer [1954] (az ,0p-
timalis tartomanyok moédszerét”).)

Neumann Janos a hozzarendelési probléma bonyolultsagat vizsgalta. A Prince-
ton Egyetem jatékelmélet szeminariuman 1951. oktéber 26-4n tartott el6adasidban
megmutatta, hogy a hozzarendelési probléma visszavezethet§ egy bizonyos két-
személyes, nulla Gsszegi jaték optimalis oszlopstratégidjanak megtalalasara, és ez
megtaldlhaté Brown és Neumann [1950] médszerével. ElSszor a matematikai hat-
teret ismertetjiik.

A kétszemélyes, nulla 6sszegd jatékot az A kifizetésméatrix irja le. A jatékot
ugy értelmezziik, hogy a ,sorjatékos” egy i sorindexet, ezzel egyidejileg az oszlop-
jatékos egy j oszlopindexet valaszt. Ezutdn az oszlopjatékos A(4, j) Osszeget fizet a

16 Az elmilt évtizedben és kiilondsen a habori alatt tanui lehettiink annak, hogy mekkora gond
a személyzet beosztasa, és hogy milyen mérhetetien eréfeszitésbe keriil mindez.

17Miként jeleztiik, a dolgozok munkakhoz rendelését leiré permutaciok szama véges. Amikor
egy matematikussal ismertettiik a korabban megfogalmazott, beosztassal kapcsolatos problémat,
6 erre a tényre mutatott ra, majd hozzatette, hogy matematikai szempontb6l ez nem probléma.
Lévén a lehetséges permutaciok szama véges, végig kell csupan probalni mindegyiket, és ki kell
valasztani a legjobbat. Ezzel pedig megoldottnak tekintette a kérdést. Ez azonban nem tul
megnyugtaté a pszicholdgus szamara amikor arra jut, hogy minddssze tiz ember és tiz munka
tdbb, mint harom és fél milli6 permutaciot jelent. Az Osszes permutécié végigprobalgatasa lehet
ugyan matematikai szempontbél tékéletes megoldas, a gyakorlatban viszont egyaltalin nem az.
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SZEMELVENYEK A KOMBINATORIKUS OPTIMALIZALAS TORTENETEBOL 11

sorjatékosnak. Ezt a jatékot sokszor egyméas utan jatsszak le, és a legjobb stratégia
a kérdés.

Legyen A egy m x n méretd matrix. A sorstratégia egy olyan z € R vektor,
amire 17z = 1 teljesiil. Hasonloan, oszlopstratégia alatt egy olyan y € R7 vektort
értiink, amire 1Ty = 1 all. Ekkor :

max min(z' A); = min max(Ay);, (1)
T 7 v 2

ahol = az Gsszes lehetséges sorstratégiin, y a létezé oszlopstratégidkon, i a sorokon,
j pedig az oszlopokon fut végig. Az (1) egyenléség az LP dualitasbél adodik.

Megmutathato, hogy a sorjatékos legjobb stratégidja az, ha (1)-ben szerepld
optimalis z altal definidlt eloszlas szerint sorsolja ki az altala megjatszott sort.
Hasonléan, az oszlopjatékos legjobb stratégiaja, ha az (1)-ben talalhaté optimalis
y szerinti eloszlassal valaszt oszlopot. Az atlagos kifizetés igy az (1)-ben szerepld
érték lesz.

Brown [1951] médszere az optimalis stratégia meghatarozasara abbdl all, hogy
minden jatékos gy valasztja a maga szdmara optimalisan a soron kovetkezd sort
vagy oszlopot, mintha az ellenfele az eddig latott valasztasokbdl adédéd eloszlas
szerint jatszana. Robinson [1951] bebizonyitotta, hogy ez optimalis stratégidkhoz
konvergal. Brown és Neumann [1950] modszere ugyanennek a folytonos valtozata,
és egy linearis differencialegyenlet-rendszer megoldasara vezet.

Ezek utan Neumann észrevette, hogy a hozzarendelési probléma egy optimalis
oszlopstratégia keresésére vezet az alabbiak szerint. Legyen a hozzarendelési prob-
léma bemenete az n x n méretd C = (¢; ;) koltségmatrix. Feltehetjiik, hogy C
pozitiv. Tekintsiik azt a 2n x n2-es A kifizetésmatrixot, melynek oszlopait a ren-
dezett (1, 7) parok indexelik (i, = 1,...,n) és elemeit az alabbiak szerint kapjuk:

Ai,(i,j) = l/Ci!j és An+j,(‘i,j) = 1/(,‘1',]' ha Z,] = ], I ('8

illetve
Ak,(i,j) =0

mindazon 1, 7, k esetén, melyre k # i és k # n + j. Ekkor egy tetszbleges mi-
nimalis kéltségi hozzarendelés (koltségét jelolje v) azt az optimalis y oszlopstra-
tégiat hatarozza meg, melyre y; ;) := ¢;;/v ha i-t a j-hez rendeltiik, kiilénben
Y@,j) = 0. Tetszéleges optimalis oszlopstratégia elgall, mint optimalis hozzéren-
delésekbdl a fentiek szerint szarmazo stratégiak konvex kombinacidja. Ezért egy
optimalis hozzarendelést elméletileg megtalalhatunk egy optimalis oszlopstratégia
megkeresésével.

Az elGadasrol késziilt feljegyzés (lasd Neumann [1951,1953]) szerint Neumann
a lépésszamrol szélva az alabbiakat jegyezte meg.

It turns out that this number is a moderate power of n, i.e., considerably smaller
than the "obvious" estimate n! mentioned earlier.!®

18 Az deriil ki, hogy ez a szdm az n egy nem til magas hatvanya, azaz joval kisebb, mint a
korabban emlitett ,nyilvanvalé” n! becslés.
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Indoklast azonban nem kapunk erre.
A Cowles Commission nevii kozgazdasagi kutatéintézet egy 1953. aprilis 2-i
keltezésd vitacikkében Beckmann és Koopmans [1953] igy ir:

It should be added that in all the assignment problems discussed, there is, of
course, the obvious brute force method of enumerating all assignments, evaluating
the maximand at each of these, and selecting the assignment giving the highest
value. This is too costly in most cases of practical importance, and.by a method
of solution we have meant a procedure that reduces the computational work to
manageable proportions in a wider class of cases.!®

A magyar médszer: Kuhn (1955-1956), Munkres (1957)

A hozzarendelési probléma megoldasara a f6 kombinatorikus (tehat nem LP
alapii) eljaras a magyar médszer. Kuhn [1955b,1956] a modszert Egervary [1931]
munkaija nyomén irta le, és ezért is hivta magyar médszernek.

Kuhn [1991] ,On the origin of the Hungarian method?°” c. cikkében talaljuk
az alabbi visszaemlékezést az 1953 nyaratol kezddds idészakra, :

During this period, I was reading Kénig’s classical book on the theory of graphs and
realized that the matching problem for a Dbipartite graph on two
sets of n vertices was exactly the same as an n by n assignment problem
with all a;; = 0 or 1. More significantly, Kénig had given a combinatorial algo-
rithm (based on augmenting paths) that produces optimal solutions to the matching
problem and its combinatorial (or linear programming) dual. In one of the several
formulations given by Kénig (p. 240, Theorem D), given an n by n matrix A = (as;)
with all a;; = 0 or 1, the maximum number of 1’s that can be chosen with no two in
the same line (horizontal row or vertical column) is equal to the minimum number
of lines that contain all of the 1’s. Moreover, the algorithm seemed to be good’ in a
sense that will be made precise later. The problem then was: how could the general
assignment problem be reduced to the 0-1 special case?

Reading Kénig’s book more carefully, I was struck by the following footnote (p. 238,
footnote 2): “...Eine Verallgemeinerung dieser Sitze gab Egervary, Matrixok kom-
binatorius tulajdonsagair6l (Uber kombinatorische Eigenschaften von Matrizen),
Matematikai és Fizikai Lapok, 38, 1931, S. 16-28 (ungarisch mit einem deutschen
Auszug)...” This indicated that the key to the problem might be in Egervary’s pa-
per. When I returned to Bryn Mawr College in the fall, I obtained a copy of the
paper together with a large Hungarian dictionary and grammar from the Haver-
ford College library. I then spent two weeks learning Hungarian and translated the
paper [1]. As I had suspected, the paper contained a method by which a general
assignment problem could be reduced to a finite number of 0-1 assignment problems.

Using Egervary’s reduction and Ké&nig’s maximum matching algorithm, in the
fall of 1953 I solved several 12 by 12 assignment problems {with 3-digit integers

19Hozz4 kell tenniink, hogy az Gsszes vizsgalt hozzarendelési probléma megoldhaté ,izombél”
is: felsoroljuk az Osszes lehetséges hozzarendelést, mindegyikre kiszamitjuk a maximalizalandé
célfiiggvényt, és kivalasztjuk a legnagyobb értékhez tartozé hozzarendelést. A gyakorlatban fontos
esetekben azonban ez tilsagosan koltséges, és megoldasi médszer alatt mi olyan eljarast értiink,
ami az esetek egy jelentésebb halmazin kezelhet6 mértékire cs6kkenti a szamitasi munkat.

20 A magyar modszer eredetérsl
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as data) by hand. Each of these examples took under two hours to solve and I was
convinced that the combined algorithm was ‘good’. This must have been one of
the last times when pencil and paper could beat the largest and fastest electronic
computer in the world.?!

(Az [1] hivatkozas Egervary [1931] cikkének angol nyelvi forditasa.)

A Kuhn altal leirt médszer Egervary korabban vazolt modszerét két ponton
javitja: (i) (javito utas) modszert ad, ami vagy teljes parositast, vagy a kivant I és
J halmazokat adja meg, és (ii) nem 1-gyel, hanem a lehetséges legnagyobb értékkel
javitja a Ai-ket és pj-ket.

Kuhn [1955b] megelégedett annak kimondaséval, hogy a sziikséges iteracidk
szama véges, de Munkres [1957] azt is megfigyelte, hogy a médszer valéjaban erésen
polinomiélis idében (O(n?) alatt) fut.

Ford és Fulkerson [1956b] a magyar m6dszer kapcsan az aldbbi szdmitasi ta-
pasztalatrol szamoltak be:

The largest example tried was a 20 x 20 optimal assignment problem. For this

example, the simplex method required well over an hour, the present method about
thirty minutes of hand computation.??

21K 8nig klasszikus grafelmélet kényvét olvasgattam ekkortajt, és észrevettem, hogy a parosi-
tasi probléma az olyan paros grafon amelynek két n elemi halmaz alkotja a cstucsait, nem mas,
mint egy olyan n-szer n-es hozzarendeiési probléma, ahol minden a;; = 0 vagy 1. Még ennél is
fontosabb, hogy Kénig egy (javité utakon alapuld) kombinatorikus algoritmust is adott, amivel
optimalis megoldast talal mind a parositasi problémara, mind pedig annak kombinatorikus (vagy
linearis programozasi) duélisara. A Koénig altal megadott szamos megfogalmazas egyike szerint
(240. oldal, D tétel) ha adott egy n-szer n méretii A = (a,;) matrix, ahol a;; = 0 vagy 1, akkor
a kivalaszthat6 1-esek maximalis szima, abban az esetben, ha nem valaszthatunk egyetlen vonal
(azaz vizszintes sor vagy fligg6leges oszlop) mentén sem két 1-est, megegyezik az Ssszes 1-est tar-
talmazé vonalak minimalis szamaval. Raadasul az algoritmus ,,jonak” tiint abban az értelemben
is, amit kés6bb fogunk pontositani. A kérdés ekkor igy hangzott: hogyan lehet visszavezetni az
altalanos hozzarendelési probléemat a specialis, 0-1 esetre.

Kénig kényvét alaposabban atolvasva az alabbi labjegyzetbe iitkdztem (238. oldal, 2. 1abjegy-
zet): ,,... Eine Verallgemeinerung dieser Sitze gab Egervary, Matrixok kombinatorius tulajdon-
sagairél (Uber kombinatorische Eigenschaften von Matrizen), Matematikai és Fizikai Lapok, 38,
1931, S. 16-28 (ungarisch mit einem deutschen Auszug) ...” Ez azt jelezte, hogy a probléma kulcsa
alighanem Egervary cikkében talalhato. Amikor Gsszel visszatértem a Bryn Mawr College-ba, a
Haverford College kdnyvtarabol megkaptam a cikk egy méasolatat és kikolcsonoztem egy jokora
magyar szotarat meg egy nyelvtankényvet is. Ezutdn két hetet magyartanulassal toltottem, és
leforditottam az [1] cikket. Ahogy azt vartam, a cikkben szereplé modszerrel az altalanos hozza-
rendelési problémat vissza lehetett vezetni véges szamu 0-1 hozzarendelési problémara.

Egervary visszavezetését Konig maximalis parositas algoritmusaval 6tvozve, papiron szamos
12-szer 12-es (bemenetként haromjegyi egészeket tartalmazo) hozzarendelési problémat oldottam
meg 1953 8szén. Minden egyes ilyen probléma megoldéasa két 6ran beliil megvolt, és ez meggy6z6tt
arr6l, hogy az algoritmus ,,j6”. Alkalmasint ez egyike volt azoknak az utolsé pillanatoknak, amikor
papirral és ceruzaval a vilag legnagyobb és leggyorsabb szamitogépe is legydzhetd volt.

22 A legnagyobb kiprobalt példa egy 20 x 20 optimaélis hozzarendelési probléma volt. Ezen a

példan a szimplex médszer joval egy 6ran feliil teljesitett, mig a jelen modszerrel, kézzel, papiron
nagyjabol 30 perc alatt elkésziiltlink.
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3. A szallitasi feladat
A szallitasi feladat a kovetkezd: adott egy m x n-es C = (¢; ;) kOltségmatrix,

egy b € RT kapacitasvektor, és egy d € R7} igényvektor, keressiink egy nemnegativ
m x n-es X = (z;;) matrixot, melyre

n
(i) E T;; =b; minden {=1,...,mre,

ji=1
m
(i)Y zi; =d; minden j=1,...,n-re, (2)
i=1
m n
(iii) Z Z ¢i,jZi; a lehetd legkisebb,
i=1 j=1

igy a szallitasi feladat speciélis esete a linearis programozasnak?3.

Tolsztoj (1930)

A szallitasi feladat egy korai tanulmanyat A.N. Tolsztoj [1930] irta. Ezt a
Szovjet Szallitasi Tandcs Minimadlis dssztdvolsdgu teherszdllitdsi terv készitésének
modszerei a térben cimmel egy kényvben jelentette meg, melyben megfogalmazza
és tanulmanyozza a szallitasi feladatot, és leir szamos megold6 modszert, koztiik
a ma jol ismert Stletet, miszerint egy optimalis megoldas rezidualis grafjasban®
nem talalhaté negativ koltségi kor. Valdszintleg & figyelte meg el6szor, hogy az
optimalitashoz sziikséges ez a korSkre vonatkozé feltétel. Feltette tovabba, bar
explicite nem fogalmazta meg és nem bizonyitotta be, hogy az optimalitdsnak ez a
korfeltétel valojaban sziikséges és elégséges feltétele.

Tolsztoj a szovjet vasuti halézaton illusztralta médszerét: kiilonb6z6 kiindulé
és célallomasok k6zott s6, cement, és egyéb rakomany szallitasira vonatkozo felada-
tokat oldott meg. Itt a szallitasi feladat egy konkrét, akkoriban nagynak szamité
példajat tudta optimalisan megoldani.

Tekintsiik at réviden a cikk tartamat. Tolsztoj elGszor a szallitasi feladat olyan
eseteit tekinti, amikor csak két forras van a halézatban. Megfigyelte, hogy ebben az
esetben a célallomésok sorbarendezhetSk a forrasoktdl vett tavolsagaik kiilonbsége
szerint. Ekkor az egyik forrasbél a lista sorrendje szerint ellatjuk a célallomasokat,

28Magyarazat a jeldléshez: az 1,2,...,m gyarak (forrasok) termelnek egy bizonyos arut, az
i-edik b; mennyiséget, az 1,2,...,n fogyasztok (nyeldk) pedig hasznaljak ezt az arut, a j-edik
fogyaszté igénye d;. Hatarozzuk meg, hogy az igényeket hogyan elégitsiik ki a lehetd legolcsobban,
ha még ismert az i-edik forrastél a j-edik nyel6be az egységnyi aru szallitasanak a c;; kbltsége is.
(A forditd megjegyzése.)

24 A rezidudlis grdfban minden forrasbol minden nyelSbe hizunk egy-egy éit, tovabba egy nye-

16bél egy forrasba akkor huzunk élt, ha itt a szallitott mennyiség pozitiv; a ,vissza™él koltsége
ekkor az ,el6re™-él koltségének negativja legyen.
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amig ki nem fogy ez a forrds. Ezutan a maésik forras latja el a tobbi célallomast.
Tolsztoj megfigyelte, hogy a lista fiiggetlen a kapacitasoktol és az igényektdl, igy
ezek a listak alkalmazhatok az lizemek és termelGegységek teljes élettartama soran.
Ezt a tablazatot hasznalva azonnal Osszeéllithaté az optimélis szallitasi terv az
egész évben, ha adott a két gyar termelési kapacitasa és a célallomésok igényei.

1. abra. Tolsztoj [1930] ezzel az abraval illusztralja a negativ kor fogalmat.

Ezutan Tolsztoj abban az esetben vizsgélta a szallitdsi problémét, amikor
minden forras és célallomés egy kor alaku vasutvonalon helyezkedik el (1. abra).
Es ebben az esetben az optimalis megoldast megkapjuk a két kéltségdsszeg kiilonb-
ségébdl. Ezt a jelenséget kor fiiggdségnek hivta.

Végiil Tolsztoj a két otletet egyetlen heurisztikus modszerré rakta Ossze, igy
megoldott egy konkrét, a szovjet vasuttarsasag teherszallitasara vonatkozo szallitasi
feladatot. A feladatban 10 forras és 68 célallomas volt, koztiik pedig 6sszesen 155
vastutvonal (minden mas tavolsagot végtelennek tekintett).

Tolsztoj heurisztikajaban kihasznalta a Szovjetuni6 foldrajzanak sajatossagait.
Végigmegy az 0sszes forrason (a legtavolabb es6vel kezdve), és minden X forrashoz
felsorolja azon célallomasokat, amikhez X a legkozelebbi, vagy a méasodik legko-
zelebbi forras. A legkozelebbi és a masodik legkdzelebbi forrastol vett tavolsdgok
kiilonbségeétdl fiiggden, az X-beli arut rendeli hozza a célallomasokhoz, amig X ki
nem fogy. (Ez nyilvan ekvivalens azzal, hogy csak a 4 hosszusagu kordket vessziik
figyelembe.) Amikor Tolsztoj egy negativ korre bukkan a rezidualis grafban, akkor
eltér a fenti szabalytol, hogy ezt a negativ kort elkeriilje. ,Visszatancolasra” nem
volt sziiksége.

10 1épés utan, miutan mind a 10 tizem szallitasait megadta, Tolsztoj ,ellenérzi”
a kapott megoldast a halozat szamos korének figyelembevételével, és megéllapitja,
hogy a kapott megoldas optimalis:
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Igy, a kiilonbség-modszer ismételt alkalmazasaval, és az eredmeény kor fiiggésének el-
len6rzésével olyan szallitasi tervet sikeriilt Osszeallitani, ami minimalizalja az 3ssze-
sen megtett kilométerek szamat.

Tolsztoj megoldasanak célfiiggvény-értéke 395.052 kilotonna-kilométer. Modern k-
nearis programozasi eszkdzzel (CPLEX) megoldva a feladatot ellenérizhets, hogy
Tolsztoj megoldasa valéban optimélis. Az azonban nem vilagos, hogyan gydz&dhe-
tett meg Tolszto] megoldasanak optimalitasardl. Talan a foldrajzi ismeretei segi-
tettek neki meggydzni magat errdl. Masrészt, létezik olyan megengedett megoldas
is, aminek rezidualis grafjaban a Tolsztoj altal szamba vett kérék nemnegativak,
de a megoldas mégsem optimalis.

Késébb Tolsztoj [1939] hasonlé eredményeket publikal 1939 szeptemberében
Irraciondlis szdllitdsi tervek felszimoldsdnak mddszerei cimmel a Szocialista
Szdllitds folyoiratban. Ezen mddszereket taglaljak Parijszkaja, Tolsztoj és Moc
[1947] Az druszdllitds tervezése cimi konyviikben.

Kantorovics [1987] szerint kisérletek torténtek Tolsztoj munkijanak bemuta-
tasara a Szovjet Szallitasi Tanacs megfelelS részlegében.

Kantorovics (1939)

L.V. Kantorovics, akkoriban nyilvan Tolsztoj munkijanak ismerete nélkiil,
olyan altalanos problémaosztalyt vizsgalt, mely magiban foglalja a szallitasi fel-
adatot. A szallitasi feladat volt a linedris programozas mogott a nagy motivacio.
Kantorovics [1987] visszaemlékezéseiben leirta, hogyan jutott el gyakorlati felada-
toktol ezen problémak megfogalmazasahoz:

Egyszer egy furnérozo6 termeldszovetkezettsl néhany mérndk keresett fel, és rendkiviil
iigyesen elGadtak, hogy milyen problémajuk akadt. A furnérvagé gépeik kiilonb6z6
hatasfokot érnek el kiiliinb6zd tipusu anyagok esetén; gy tiint, ezen gépek termelési
Ssszteljesitménye annak eloszlasatol fliggott, hogy melyik alapanyagot melyik géphez
rendelték. Ezt a tényt vajon hogyan hasznalhatjuk ki racionalisan?

Erdekelt a kérdés, mindazonaltal nagyon specialisnak és eleminek tiint, gy vizsga-
lataért nem adtam fel tobbi elfoglaltsigomat. A matematikai intézetiinkben egy
alkalommal vitara bocsatottam a kérdést, ahol olyan komoly szakérték voltak jelen,
mint Gyunter, Szmirnov, Kuzmin, és Tartakovszkij. Mindnyajan figyeltek, de sen-
kinek nem volt megoldasi javaslata, és a sorrendben korabban felsz6lalé Kuzminhoz
fordultak. Ennek ellenére a kérdés tovabbra izgalomban tartott. Ebben az év-
ben hazasodtam, és ez szintén elvonta a figyelmemet. A nyari vakéacié utan konkrét,
bizonyos szempontbdl hasonl, kdzgazdasagi, mérndki és menedzseri feladatok 6tlot-
tek eszembe, amik linearis feltételek sorozataval megadott maximalizalasi probléma
megoldasat igényelték.

A legegyszeriibb esetben, amikor csak egy vagy két valtoz6 van, a feladat kénnyen
mogoldhat6 azaltal, hogy végignézziik az Osszes lehetséges extrém pontot, és vessziik
alegjobbat. De mondjuk a furnéroz6 lizem feladataban &t gép és nyolc féle anyag ese-
tén ebben a megkdzelitésben koriilbeliil egymilliard egyenletrendszert kellene megol- .
dani, ami nyilvinvaléan nem életszerii modszer. Megadtam bizonyos eszkdzdket, és
1938-ban a Herzen Intézet oktoberi tudomanyos iilésén talan én voltam az els6, aki
beszamolt errdl a problémarol. Itt lényegében kitiiztiink néhany feladatot és azok
megoldasara javaslatokat tettiink.
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Ezen problémaosztily altaldnossiga a nehézségével egyiitt arral dsztbénzdtt, hogy
komolyabban vizsgaljam és hasznositsam matematikai ismereteimet, kiilénés tekm—
tettel a funkcionalanalizisb8l meritett Gtletekre.

Vilagossa valt, hogy ezek a feladatok egyrészt megoldhatoak, masrészt pedig lépten-
nyomon felbukkannak, ezért meghivtuk az egyetemre az ipar képviselgit a tanulméa-
nyom vitajara.

Ez a talalkozé 1939. majus 13-4n jott létre a Leningradi Allami Egyetem Matema-
tikai és Gépészeti Intézetének Matematikai Részlegében. 1939. majus 26-an egy
masodik talalkozo6t is tartottak a Leningradi Mérnoki és Ipari Intézetben, ahol kii-
16nésen az épitSiparral kapcsolatos problémakkal foglalkoztak. Ezek a talalkozok
alapoztak meg Kantorovics [1939] Matematikai médszerek a termelés szervezésében
és tervezésében cimid monografidjat.

Ezen monografia A.R. Marcsenko altal irt elGszava szerint Kantorovics mun-
kajat nagyon dicsérték a matematikusok, raadasul a kiilonleges talalkozén az ipari
dolgozok is egyhangilag komoly érdeklédést mutattak a munka irant.

A monogréafia hangstlyozza a munka jelent&ségét a szovjet rendszer szamara:
Ismételten nyomatékositani szeretném, hogy a problémak, amikrél sz6lni fogok, ja-
varészt a termelés szervezésével és tervezésével kapcsolatosak, dsszefiiggnek a szovjet
gazdasag rendszerével, és az esetek nagy részében fel sem meriilnek egy kapitalista
tarsadalom gazdasagiban. Ott a termelési dontéseket nem a terv hatdrozza meg,
hanem az egyes kapitalistak érdeke és nyeresége. A vallalat tulajdonosa azon termék
termelése mellett dént, ami az adott pilanatban a legértékesebb, legkdnnyebben el-
adhaté, azaz a legnagyobb hasznot hozza. Nem azt a nyersanyagot valasztja, amibgl
az orszagnak legnagyobb készlete van, hanem amit a vallalat legolcsébban szerhet
be. Nem meriil fel a berendezés legjobb kihasznalasanak kérdése; igy a vallalatok
tobbségében a kapacitasnak csak a felét hasznositjak.

Eltéré a helyzet a Szovjetuniéban. Mindent alarendelnek az allami terv teljesité-
sének, és nem az egyes vallalatok érdekeinek. Egy vallalat alapvet§ célja a terv
teljesitése és tulteljesitése, ami az 4ltalanos allami terv részét képezi. Ez nem csak
az Osszesitett eredményben jelenti a terv teljesitését (azaz a termelés Gsszértékében,
a termelés Osszsulyaban stb.), hanem mindenfajta termékre kiilén-kiilén vonatkozik;
azaz egy termékvalasztékot kell teljesiteni (a terv teljesitendé mindenfajta termék
esetén, figyelembevéve az egyes legyartott elemek teljesitettségét stb.).

Az egyik vizsgalt probléma a szallitasi feladat egy kezdetleges valtozata volt:
adott: egy m x n matrix (¢, ;);
keresendS: egy m x n matrix (z; ;) melyre:
(i) zi,; > 0 minden 4, j-re;

m
(ii) Zmi,j =1 minden 7 =1,...,n-re;

i=1
n

(iit) Z ci,;%;,; figgetlen i-t6l, és maximalis.
=1

Egy masik, Kantorovics 4ltal vizsgalt probléma a ,,C Probléma”, amit a kovetkezs-
képpen fogalmazhatunk meg:
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maximalizaljuk M-t

m
melyre Zmi,j =1 (j=1,...,n),
i=1
chi,j,kxi,j =X (k=1,...,1),

i=1 j=1
;20 (i=1,...,m; j=1,...,n).

Ennek magyarazata: adott n gép, amik m lizemmodban dolgozhatnak egy ¢ alkat-
részbdl 4ll6 végtermék elGallitasa érdekében. Amikor az i gép a j lizemmodban
dolgozik, akkor a k alkatrészbdl c; ; darabot allit els (k = 1,...,t). Legyen z;;
az az id6hanyad, amit az 7 gép a j lizemmodban dolgozik. Ekkor A lesz az el6-
allitott végtermék mennyisége. A ,,C Problémarél” Kantorovics javaslata alapjan
H.E. Scarf kés6bb kimutatta (lasd Koopmans [1959]), hogy ekvivalens az altalanos
linearis programozasi problémaval.

Kantorovics egy 11j mddszert vazolt linearis célfiiggvény maximalizalasara line-
aris egyenl6tlenségi feltételek mellett. A modszer alapjan dualis valtozdkat (,meg-
oldé multiplikatorokat”) hataroz meg és a hozza tartozo primal megoldast. Ha a
primal megoldas nem megengedett, akkor médositja a dual megoldast egy megha-
tarozott szabéaly szerint. Kantorovics ramutatott a dual valtozéknak az érzékeny-
ségvizsgalatban betoltétt szerepére, és bebizonyitotta, hogy a ,,C Probléma” egy
megengedett megoldasanak optimalitdsa kimutathaté dual valtozok megadéasaval.

A modszer hasonlit a szimplex médszerre, és Kantorovics [1987] egy labjegy-
zetében fia, V.L. Kantorovics utal arra, hogy Kantorovics 1938-ban feltalalta a
szimplex médszert:

L.V. Kantorovics gyijteményében egy 1938-as kézirat maradt fenn a ,Matematikai
problémak az ipar, mezdgazdasig és szallitas gazdasagaban” cimmel, ami tartalmi-
lag nyilvanvaléan ezen jelentésnek felel meg, és ahol lényegében leirja a szimplex
modszert a gyartasi feladatra.

Kantorovics béségesen ad gyakorlati alkalmazast a médszereihez, amiket fGleg a
szovjet tervgazdalkodabol merit:

Ebben benne foglaitatnak olyan kérdések, mint példaul a munkak szétosztasa a val-
lalat egyes gépei koz6tt, a megrendelések megfelel§ szétosztasa a vallalatok kozott,
kiilénboz6 nyersanyagok, lizemanyag, és egyéb tényezdk figyelembevételével. Mind-
ezeket megemlitik a XVIII. Partkongresszus hatarozatai.

A szallitasi feladatnak a kovetkezd alkalmazasait adta:

Elészor vizsgaljuk meg a kovetkez8 kérdést. Egyik pontrol a masikra szallithatunk
kiilénb6z6 fajta rakomanyt (olaj, gabona, gépek stb.) kiilénb6z6 médon; vasaton,
gbzhajoval; lehet vegyesen, részben vasuton, részben kdzaton és igy tovabb. Meg-
jegyzendd tovabba, hogy a rakomdany tipusatol, a rakodas fajtajatol fliggfen mas-
mas lesz a szallitasi modok alkalmassaga és hatékonysaga. Az olaj szallitdsa példaul
kiildnésen elényds a vizi utakon, ha rendelkezésre allnak olajtankhajok és igy to-
vabb. Modszeriinkkel megoldhatok és az A vagy C problémakra visszavezethet&k
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azok a feladatok, melyekben kiilonb6z6 szallitoeszkozokkel teljesithetjiink az adott
igényeket, és ezt be szeretnénk fejezni minél révidebb id6 alatt, vagy adott id6 alatt
a lehet6 legkevesebb iizemanyag felhasznalasaval.

Hadd emlitsiink meg egy tovabbi, eltérd jellegli problémat, mely, bar nem vezet
kozvetleniil egy A, B vagy C tipusii problémara, mégis megoldhaté a médszeriinkkel.
Ez a szallitasi atvonalak valasztasa.

B

D

Adottak az A, B, C, D, E pontok (1. 4bra), melyeket egymassal 6sszekot egy vas-
uthalézat. A B-bél D-be mené szallitasokat vezethetjiik a legrévidebb BED tton,
de hasznalhatjuk a tébbi utat is, nevezetesen a BCD-t és a BAD-t. Adott tovabba
a szallitasoknak egy tablazata; azaz A-bol B-be el kell szallitani egy adott szamu
vagont, hasonl6an D-bél C-be egy bizonyos mennyiséget és igy tovabb. A probléma
pedig a kovetkez6. Minden utvonalnak meg van adva a maximalis kapacitésa az
adott feltételek mellett (ami persze megvaltozhat uj szallitasi moédozatok beveze-
tésével). Ugy kell elvezetni a kivant rakomanyokat a kiilénbdz6 Gtvonalak mentén,
hogy minimalis {izemanyagfogyasztassal teljesitsiik a szallitasokat, minimalizéaljuk az
iiresen futé vagonok szamat és vegyiik figyelembe a vonalak maximalis kapacitasat.
Amint mar megmutattuk, ez a probléma is megoldhaté a modszeriinkkel.

19

Munkajanak fogadtatdsarol a kovetkezdket irja Kantorovics [1987] az emlékiratai-

ban:

Az egyetem azonnal kiadta a vitairatomat, és elkiildték 6tven tanacsnak. Csak a
Szovjetunioban terjesztették, hiszen a vilaghabortu kezdete el6tti napokban csupan
egy ezer példanyos kiadvanyban jelent meg.

A kapott véalaszok szama nem volt tal magas. Egy rendkiviil érdekes hivatkozést
kaptunk a Szovjet Széllitasi Tanacsto6l, ahol a tehervagonok atlagfogyasztasara vo-
natkoz6 bizonyos optimalizalasi problémakat vizsgaltak, és egy jo kritikat kapott a
vitairat a ’Faipar’ folyo6iratban.

1940 elején munkamnak egy tisztan matematikai valtozatat kozoltem a Doklady
Akad. Nauk [76]-ban a funkcionéalanalizis és az algebra terminologiajat alkalmazva.
Ebben nem adtam hivatkozast a korabban kiadott vitairatomra, hiszen a koriilmé-
nyeket figyelembe véve nem akartam, hogy a gyakorlati munkamat az orszagon kiviil
hasznositsak.

1939 tavaszan tovabbi beszamolokat tartottam a Politechnikai Intézetben és a Tu-
dosok Hazaban, de minden alkalommal azzal az ellenérzéssel, hogy a munkam mate-
matikai modszereket hasznal, és nyugaton a kozgazdasagi matematika anti-Marxista
iskoldiban a matematikit a kapitalizmus védelmében hasznaltak. Emiatt, mikor
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a vitairatot irtam, mindent megtettem a ,gazdasagos” kifejezés elkeriiléséért, és
inkdbb a termelés szervezésérdl és tervezésér§l beszéltem; a Lagrange multiplikato-
rok szerepére és jelentésére csak a méasodik fiiggelék végén, és szinte ezé6puszi nyelven
tértem ki.

(Itt a [76} hivatkozas Kantorovics [1940]-ra vonatkozik.)

Kantorovics megemliti, hogy a munkaja 4ltal megnyitott 1] teriilet hatarozot-
tan szerepet jatszott a Matematikai Intézet Leningradi Aganak (LOMI) megalaki-
tasaban, ahol M.K. Gavurinnal dolgozott ezen a teriileten. Maguktol kezdtek el
foglalkozni egy kérdéssel, amirdl hamar kideriilt, hogy a vasut dolgozéi mar vizs-
galtdk a vonatok vontatasi tervének probléméajaként, ugyanis ezzel lehet kezelni
iiresen futd vagonok szamat, illetve nehéz rakomany vontatéasat.

Kantorovics és Gavurin kifejlesztettek egy modszert (a ,,potencidlok” modsze-
rét), amit a ,Matematikai médszerek alkalmazasa a teherforgalom elemzésének kér-
déseire” cimi cikkiikben irtak le. Ezt a cikkiiket 1941 januarjaban mutattak be a
Leningradi Tudosok Hazanak matematikai szekcidjaban, de Kantorovics [1987] sze-
rint a publikicié politikai akadalyba itkozott:

A cikk publikacidja szamos nehézségbe litkoz6tt. Mar 1940-ben benyijtottuk a ,Vas-
uti Teherszallitas” folyéiratba, de a matematikusok mar emlitett félelme miatt sem
ebben, sem masik folydiratban nem jelentették meg, az akadémikus A.N. Kolmogo-
rov és a jblismert teherszallitasi szakértd és magasrangil vastti tabornok V.N. Ob-
raztsov tamogatéasa ellenére sem.

(A cikket végiilis Kantorovics és Gavurin [1949]-ben publikaltak.) Kantorovics
[1987] szerint szerencsésen meg tudtak fogalmazni a probléma egy absztrakt valto-
zatéat, amit kés6bb Kantorovics publikalt [1942]. Ebben a szallitasi feladat kivet-
kez$ altalanositasat vizsgalja.

Legyen R egy kompakt metrikus tér két mértékkel, u-vel és p’-vel. Legyen B az
R bizonyos mérhet6 halmazainak egy csaladja. Nevezziink elmozditdsnak (t6megek
elmozditasanak) egy olyan ¥ : B x B — R, fiiggvényt, melyre barmely X € B-re
a U(X,.) és V(. X) leképezések mértékek, melyekre

U(X,R) =pu(X) & V(R X)=p'(X)

minden X € B-re.

Adott tovabba egy r : R x R — R, folytonos fiiggvény. r(z,y) értékének
jelentése az a munka, mellyel egy egységnyi tomeget elmozdithatunk z-bd&l y-ba.
Egy ¥ elmozditas munkdjdt igy definidljuk:

/ / r(a )W (du. du'). (3)
JRJIR

Kantorovics azzal érvelt, hogy ha létezik egy elmozditas, akkor létezik egy mini-
mdlis elmozditas is, azaz egy olyan ¥, amely minimalizalja (3)-at.
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Egy ¥ elmozditast potencidinak nevezett, ha létezik egy p : R — R fliggvény
melyre minden z,y € R esetén:

(1) Ip(z) — p(y)| < r(z,9);
(ii) p(y) - p(z) = r(z,y) ha ¥(Uz,Uy) > 0
az T és y minden U, és U, kornyezetére.

Kantorovics kimutatta, hogy egy ¥ elmozditas akkor és csak akkor minimalis, ha
potencial. Ebbe a képbe beilleszthet§ a szallitasi feladat m = n esetén tugy, hogy
R-nek az {1,...,n} teret vessziik a diszkrét topolégiaval. Ugy tiinik Kantorovics
r-rél feltételezi a haromszog-egyenlStlenséget.
Kantorovics megjegyzi, hogy modszere valéjaban algoritmikus:

Az éppen bemutatott tétel segitségével konnyen eldénthets, hogy tomegek egy adott

elmozditasa minimalis vagy sem. Csupan a fentiekben bemutatott eljarassal meg-

probalunk egy potencialt konstrualni. Ha ez a konstrukci6 nem sikeriil, azaz az

adott elmozditas nem minimaélis, akkor legalabbis egy moédszert kapunk az elmozdi-
tas csokkentésére, mely végiil minimaélissa valik.

Kantorovics a szallitasi feladatot adja alkalmazasnak:

1. Probléma. Fogyasztd dllomdsok elhelyezése termeld dllomdsok figyelembevé-

telével. Az A, Az, ---,Am &lloméasok, egy vasuthalozattal osszekdtve, naponta
rendre a1, a2, - ,am vagon arut termelnek. Ezen arut ugyanebben a hélézatban
a Bj, Ba, -, By, allomasokban fogyasztjak, naponta rendre by, b2, - - - , b, vagont,

ahol Y a; = Y bg. Adott tovabba az r;j koltsége annak a miiveletnek, hogy
egyetlen vagont az A; allomastdl a By allomasba mozditsunk el. Rendeljiink hozza
fogyaszt6 allomasokat a termel alloméasokhoz agy, hogy minimalisra csSkkentsiik a
szallitas teljes koltségét.

Kantorovics [1942] szintén leir egy kormenti javitason alapulé moédszert a mini-
malis kéltségii szallitmanyozas megtalalasara (ami egy kapacitdsmentes minimaélis
koltségi folyam feladat). Ebben szimmetrikus tavolsagfiiggvényekre szoritkozott.
Kantorovics munkajat a nyugat sokdig nem kisérte figyelemmel. Kantoro-
vics [1942] cikkének utannyoméasanak egy bevezetSjében az 1958-as Management
Science-ben a kovetkezd megerdsité megjegyzést teszik:
Meégis meg kell jegyezni, hogy a cikkben nem adnak meg egy hatékony médszert

egy.tetsz6leges probléma megoldasanak tényleges meghatarozésara. Ilyen megoldasi
moédszerek kifejlesztésének kategéridjaban pillanatnyilag az oroszok elétt jarunk.

Hitchcock (1941)

Hitchcock és Koopmans Kantorovicstol fiiggetleniil vizsgaltak a szallitasi fel-

adatot.
Hitchcock [1941] volt talan az els6, aki precizen, matematikailag irta le a fel-
adatot. A feladatot Hitchcock a kovetkezéképpen értelmezi:

When several factories supply a product to a number of cities we desire the least
costly manner of distribution. Due to freight rates and other matters the cost of a
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ton of product to a particular city will vary according to which factory supplies it,
and will also vary from city to city. 2%

Hitchcock kimutatta, hogy a minimum felvétetik a megengedett tartomany egy
csticsdban, és vézolta a szallitasi feladat egy megoldasi eljarasat, mely nagyban
hasonlit a linearis programozas szimplex modszerére. Tartalmazza a pivotalast
(bazisvaltozok be- és kilépését), és hasznalja azt a megfigyelést, hogy bizonyos
dudlvaltozok nemnegativitdsa maga utan vonja az optimalitast. Kimutatja, hogy
az optimalitast karakterizalja a kiegészitd eltérések elve.

Hitchcock egy maédszert adott (2) egy kiindul6 bazismegoldasanak keresésére,
amit ma észak-nyugat szabdlyként ismeriink: legyen z1 1 := min{b;,d1}; ha a mini-
mum bi-ban vétetik fel, akkor legyen d := d; ~ by, és rekurzive keressiink egy z; ;
bazismegoldast, melyre

n m
in»j = b, minden i = 2, ..., m-re és E z;j = d; minden j =1,...,n-re;
j=1 i=2

hasonléan tesziink, ha a minimum d;-ben vétetik fel. (Az észak-nyugat szabalyt
szintén leirta Salvemini [1939] és Fréchet [1951] egy statisztikai szovegosszefiiggés-
ben, nevezetesen egy korrelacios tablazat kiegészitésére, ha adottak a marginalis
eloszlasok.)

Ugy ttinik, Hitchcock nem vette észre a modszer ciklizalasanak lehetGségét, bar
mutatott egy példat melyben néhény dudlvaltozo negativ, a primal megoldas mégis
optimalis. .

Koopmans (1942-1948)

1942 marciusdban Koopmanst a Brit Kereskedelmi Hajozasi Kiildottség
(British Merchant Shipping Mission) alkalmazta statisztikusként, kés6bb a Kom-
binalt Hajozasi Kiigazité Bizottsdghoz (Combined Shipping Adjustment Board,
CSAB) keriilt, ami a masodik vildghaboruban a kereskedelmi hajézas probléma-
javal foglalkoz6 brit-amerikai igynokség volt. Tanaranak, J. Tinbergennek (lasd
Tinbergen [1934]) hatasara tankhajok rakomanyaval és kapacitasaval foglalkozott
(Koopmans [1939]). Koopmans 1942. augusztusi napléfeljegyzése szerint, mig a
Bizottsag szervezddott, a statisztikusoknak nem akadt sok dolguk,

and I had a fairly good time working out exchange ratio’s between cargoes for various

routes, figuring how much could be carried monthly from one route if monthly
shipments on another route were reduced by one unit. 26

25Ha t6bb iizem szolgaltat egy terméket néhany varosnak, a termék terjesztését szeretnénk a
lehet§ legolcsdObban megoldani. Szallitasi dijak és egyéb szempontok miatt az 4ru tonnankénti
kiszallitasénak koltsége fligg az adott varostdl, illetve hogy melyik lizembdl szallitjuk oda.

2645 meglehetSsen kellemesen toltottem el az idémet azzal, hogy kidolgoztam bizonyos titvo-
nalakra vonatkozé teherszallitasi valtoszamokat, illetve kigondoltam, mennyivel lehetne t&bbet
szallitani havonta egy adott atvonalon, ha egy mésik utvonalon egy egységgel csokkentjiik a havi
szallitast.
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A Bizottsagban a hajék konvojokhoz valé hozzarendelését tanulméanyozta, me-
lyek teljesitik az el6irt szallitdsokat, mikdzben minimalizaljak az lires utak szamat.
Feleségének emlékiratai (Wanningen Koopmans [1995]) alapjan Koopmans a
Bizottsagban

he had been appalled by the way the ships were routed. There was a lot of redun-
dancy, no intensive planning. Often a ship returned home in ballast, when with a
little effort it could have been rerouted to pick up a load elsewhere. 27

A poszthumusz kiadott onéletrajzaban Koopmans [1992] a kivetkezGket irja:

My direct assignment was to help fit information about losses, deliveries from new
construction, and employment of British-controlled and U.S-controlled ships into
a unified statement. Even in this humble role I learned a great deal about the
difficulties of organizing a large-scale effort under dual control—or rather in this case
four-way control, military and civilian cutting across U.S. and U.K. controls. I did
my study of optimal routing and the associated shadow costs of transportation on the
various routes, expressed in ship days, in August 1942 when an impending redrawing
of the lines of administrative control left me temporarily without urgent duties. My
memorandum, cited below, was well received in a meeting of the Combined Shipping
Adjustment Board (that I did not attend) as an explanation of the “paradoxes of
shipping” which were always difficult to explain to higher authority. However, I have
no knowledge of any systematic use of my ideas in the combined U.K.-U.S. shipping
problems thereafter.28

Ebben a felterjesztésben Koopmans [1942] a CSAB Tanics szamara kivizsgalta a
szallitmanyok optimalitasinak érzékenységét az igények kismértékid valtozasaira.
Ebben a feljegyzésben (amit el6szér Koopmans Valogatott munkaiban adtak ki),
Koopmans még nem adott modszert az optimalis szallitmanyozas megaddasara.
Kés6bbi vizsgalatai a szallitasi feladatra vonatkozé ,lokélis keresés” médszer-
hez vezették, és kimondta, hogy a modszer elvezet az optimalis megoldashoz.
Koopmans 1943-ban érte el ezeket az eredményeket, de a hiboras megszoritasok
miatt csak a habora utan publikalta 6ket (Koopmans [1948], Koopmans és Reiter
[1949a,1949b,1951]). Wanningen Koopmans {1995] megjegyzi, hogy a mé6dszer

2"megdobbent a hajék beosztdsanak modjan. Szamos redundanciat vett észre, és nem volt
mélyrehat6 tervezés. Gyakran ballaszttal tért vissza egy hajo, mikdzben az utiterv kisebb médo-
sitasaval ujabb fuvart is teljesithetett volna.

28 A kozvetlen megbizasom szerint egységes jelentésbe kellett foglalni a veszteségekkel, 4j ter-
vezés(i Gtvonalakkal, és a brit, illetve amerikai felségjelii hajok bevetésével kapcsolatos informa-
cibkat. Meég ebben a szerény szerepben is sok tapasztalatot szereztem egy nagymérvi feladat
kettds vezetés alatt torténd megszervezésének nehézségeirdl. S6t, valojaban négyes vezetésrél volt
itt sz6: a brit és amerikai vezetés kettészakadt a hadi és civil érdekek mentén. Vizsgalataimat
a kiildnb6z6 utvonalak optimalis beosztasa és arnyékkoltsége alapjan végeztem, hajénapokban
kifejezve, mikdzben 1942-ben a kormanyzat kiisz6bon 4ll6 atszervezése miatt ideiglenesen kevés
stirgds feladatot kaptam. Az alabb idézett felterjesztésemet kedvezben fogadta a Bizottsag (ahol
nem voltam jelen), magyarazatképpen a ,hajézas paradoxonjaira”, melyeket a fels6bb vezetésnek
mindig nehéz elmagyarazni. Ennek ellenére a kés6bbiekben sincs tudoméasom a megfigyeléseim
szisztematikus hasznalatarél a kombinalt brit-amerikai problémakban.
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Tjalling said that it had been well received by the CSAB, but that he doubted that
it was ever applied. 2°

Koopmans [1948] a kovetkezdket irja:

Let us now for the purpose of argument (since no figures of war experience are
available) assume that one particular organization is charged with carrying out a
world dry-cargo transportation program corresponding to the actual cargo flows
of 1925. How would that organization solve the problem of moving the empty ships
economically from where they become available to where they are needed? It seems
appropriate to apply a procedure of trial and error whereby one draws tentative
lines on the map that link up the surplus areas with the deficit areas, trying to lay
out flows of empty ships along these lines in such a way that a minimum of shipping
is at any time tied up in empty movements. 30

Megadja a kapacitdsok és igények kdvetkezd rendszerének optimalis megold4asat:

Net receipt of dry cargo in overseas trade, 1925

Unit: Millions of metric tons per annum

Harbour Received | Dispatched | Net receipts
New York 23,5 32,7 -9,2
San Francisco 7,2 9,7 -2,5
St. Thomas 10,3 11,5 -1,2
Buenos Aires 7,0 9,6 -2,6
Antofagasta 1,4 4,6 -3,2
Rotterdam 126, 4 130,5 —-4,1
Lisbon 37,5 17,0 20,5
Athens 28,3 14,4 13,9
Odessa 0,5 4,7 —4,2
Lagos 2,0 2,4 -0,4
Durban 2,1 4,3 -2,2
Bombay 5,0 8,9 -3,9
Singapore 3,6 6,8 -3,2
Yokohama 9,2 3,0 6,2
Sydney 2,8 6,7 -3,9
Total 266, 8 266, 8 0,0

Ezzel Koopmans egy 3 x 12-es szallitasi feladatot oldott meg.

29Tjalling szerint a CSAB Bizottsaghoz eljutott, de kétli, hogy a médszert valaha is alkalmaztak
volna.

30Az egyszeriiség kedvéért (ugyanis a haboris tapasztalatrél nincsenek adataink) tegyiik fel,
hogy egy bizonyos szervezetet megbiznak a szaraz rakomanyok vilagszinti szallitmanyozasaval az
1925-8s tényleges szallitasi teljesitmény szintjén. Hogyan oldand meg ez a szervezet az liresen
futé hajok leghatékonyabb eljuttatasat az elérhetdségiik helyéts] arra a pontra, ahol majd sziiksé-
gessé valnak? Alkalmasnak tiinik a probalgatés médszer, melynek sordn egy térképre elSzetesen
vonalakat rajzolunk a tobbletes teriiletekbdl a hidnyos teriiletek felé, majd megprobaljuk ezeken
a vonalakon az iires hajok folyaméat gy meghatarozni, hogy mindig a lehetd legkevesebb jaratot
kot le a hajok lires mozgatasa.
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Koopmans kimondta, hogy ha egy megoldason nem javithatunk a hajok egy
kér mentén torténd atiranyitasa altal, akkor a megoldas optimalis. Robinson [1950]
megfigyelte, hogy ezzel egy véges algoritmust kapunk.

Koopmans ezen felill még azt is megallapitja, hogy léteznek p;,...,pn és
q1,...,qm potencidlok melyekre ¢; ; > p; ~¢; minden 1, j-re és ¢; ; = p; —¢; minden
1, j-re, ahol egy optimalis x megoldasban x; ; > 0.

Koopmans és Reiter [1951] a modell és a m6dszer kozgazdasagi kévetkezményeit
vizsgalta:

For the sake of definiteness we shall speak in terms of the transportation of car-
goes on ocean-going ships. In considering only shipping we do not lose generality of
application since ships may be “translated” into trucks, aircraft, or, in first approx-
imation, trains, and ports into the various sorts of terminals. Such translation is

possible because all the above examples involve particular types of movable trans-
portation equipment.3!

Egy labjegyzetben a grafok kézgazdasagi alkalmazasat fontolgatjak:

The cultural lag of economic thought in the application of mathematical methods
is strikingly illustrated by the fact that linear graphs are making their entrance into
transportation theory just about a century after they were first studied in relation
to electrical networks, although organized transportation systems are much older
than the study of electricity. 32

Linearis programozas és a szimplex moéodszer (1949-1950)

A szallitasi feladat dontS fontossagi volt a linearis programozas altala-
nosabb probléméajanak kifejlesztésében. A szimplex modszer, melyet 1947-ben
G.B. Dantzig fedezett fel, Kantorovics, Hitchcock és Koopmans munkait terjeszti
ki. A cikket 1951-ben adta ki Dantzig [1951b]. Egy masik cikkben Dantzig [1951a)]
a szimplex moédszer egy kozvetlen alkalmazasat irja le a szallitasi feladatra.

Votaw és Orden [1952] korai (a SEAC-on végzett) szamitasi eredményekrél
szamoltak be, és bizonyitas nelkiil kimondtak, hogy a szallitasi feladatra a szimplex
modszer polinomialis ideji (ezt Zadeh [1973] cafolta meg):

As to computation time, it should be noted that for moderate size problems, say
m X n up to 500, the time of computation is of the same order of magnitude as
the time required to type the initial data. The computation time on a sample
computation in which m and n were both 10 was 3 minutes. The time of computation

31 Az egyértelmiiség kedvéért az oceanjaré hajok teherszallitasarol fogunk beszélni. Azzal,
hogy csak haj6zasrol beszéliink, nem veszitiink semmit a médszer altalanos alkalmazhatdsagabol,
hiszen a hajokat ,lefordithatjuk” teherautokra, repiilégépekre vagy elsé kozelitésben vonatokra és
a kikdt6ket barmilyen fajta terminalra. Ez a forditas nyilvin megtehets, hiszen a fenti példak
mindegyikében valamilyen mozgathato6 szallitdeszkdzrél van szé.

32 A matematikai moédszerek alkalmazasaban a kézgazdasagtan kulturalis lemaradasat mi sem
mutatja jobban, mint a tény, hogy a linearis grafok koriilbeliil egy évszdzaddal késébb léptek be a
szallitmanyozas elméletébe, mint ahogy elektromos halézatokkal kapcsolatban vizsgaltak azokat,
pedig a szervezett szallitasi rendszerek sokkal régebb 6ta léteznek, mint az elektromossag elmélete.
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can be shown by study of the computing method and the code to be proportional
to (m + n)3. 33

Hamar elterjedt az tlet, hogy linearis programozas segitségével oldjuk meg a
széllitasi feladatot, de a gyakorlati alkalmazas lehetéségét szamos esetben kétség-
bevontak. Az 1954 majusaban, Londonban tartott Linearis Programozasi Konfe-
rencidn (Conference on Linear Programming) Land [1954] bemutatta eredményeit
a linearis programozas alkalmazasarol a brit kokszipar szénszallitasi feladatara.

The real crux of this piece of research is whether the saving in transport cost exceeds
the cost of using linear programming. 34

Az ezt kovetd vitdban Whitwell a Powers Samas Accounting Machines Ltd.-t6}
megjegyezte, hogy

that in practice one could have one’s ideas of a solution confirmed or, much more
frequently, completely upset by taking a couple of managers out to lunch. 35

A széllitasi feladatra tovabbi modszereket fejlesztett ki Gleyzal [1955] (egy
primél-duél moédszert), Ford és Fulkerson [1955,1956a,1956b], Munkres [1957] és
Egervary [1958] (a hozzarendelési feladatra vonatkozé magyar modszer kiterjesz-
tései). Azt is megfigyeltek, hogy a feladat speciélis esete a minimalis kdltségi
folyam feladatnak, amire szamos uj algoritmust is kifejlesztettek, lasd a 4. fejezetet.

4. Menger tétele és a maximalis folyam
Menger tétele (1927)

Menger tétele fontos el§zménye az 1950-es években Ford és Fulkerson maximalis
folyam minimalis vigas tételének.

A topologus Karl Menger a Zur allgemeinen Kurventheorie (Az altalanos gérbe-
elméletrsl) cimd cikkében (Menger [1927]) a tételét a kovetkezSképpen fogalmazza:

Satz 8. Ist K ein kompakter reguldr eindimensionaler Raum, welcher zwischen den
beiden endlichen Mengen P und @ n-punktig zusammenhingend ist, dann enthilt

33 A futasidorsl szélva meg kell jegyezniink, hogy szerény meéretii problémak esetén, mond-
juk m x n legfeljebb 500, a futasidé nagysdgrendileg megegyezik a kiindulé adatok beviteléhez
sziikséges id6vel. Egy probafutas alkalmaval, mikor m és n értékét 10-nek vettiik, futasidének 3
percet kaptunk. A szamitasi modszer és a programkod vizsgalataval kimutathato, hogy a futasidé
aranyos (m + n)3-nal.

34Ezen kutatas legnagyobb bkkensje, hogy vajon a szallitasi kiltség-megtakaritasok fedezik-e
a lineéaris programozas koéltségét.

35gyakoriatban az ember a megoldasi tletét megerGsitheti, vagy még gyakrabban felborithatja
azaltal, hogy néhany menedzserrel elmegy ebédelni.
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K n paarweise fremde Bdgen, von denen jeder einen Punkt von P und einen Punkt
von Q verbindet.36

Az eredmény a grafok nyelvén igy szol: Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan graf
és legyen P, C V. Ekkor a diszjunkt P — @ utak maximalis szdma egyenlé azon
W ponthalmaz minimaélis elemszamaval, melynek minden P — @ attal van koz6s
pontja.

Menger érdeklédését a témaban az altala gérbéknek nevezett fogalommal kap-
csolatos kutatas keltette fel: egy gorbe egy olyan X Osszefligg8, kompakt topo-
logikus tér, mely rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy minden z € X pont
minden koOrnyezete taralmazza x egy olyan kornyezetét, melynek hatara teljesen
Osszefiiggéstelen.

Konig [1932] megfigyelte, hogy Menger ,Satz §’-ra adott bizonyitasa hidnyos.
Menger |E|-re vonatkoz6 indukciét hasznalt, ahol E a G graf éleinek halmaza.
Az indukci6 abbdl az esetbdl indult ki, mikor P és () valamennyi pontot tartal-
mazza. Menger nem vette észre, hogy ez valdjaban egy nemtrivialis eset, ugyanis
Koénig [1931] azon tételére vezet, hogy egy G = (V, E) paros grafban a péarosi-
tas maximalis mérete egyenls az éleket lefogd pontok minimalis szamaval. (Kénig
[1932] szerint Menger tudatta vele, hogy tudomasa volt a bizonyitisinak ezen hi-
anyossagarol.)

Az ,n-él tétel” eredetére valo visszaemlékezésében Menger [1981] a kovetkezSket
irja:

In the spring of 1930, I came through Budapest and met there a galaxy of Hungarian
mathematicians. In particular, I enjoyed making the acquaintance of Dénes Kénig,
for I greatly admired the work on set theory of his father, the late Julius K&énig-~to
this day one of the most significant contributions to the continuum problem—and
I had read with interest some of Dénes’ papers. Kénig told me that he was about
to finish a book that would include all that was known about graphs. 1 assured
him that such a book would fill a great need; and I brought up my n-Arc Theorem
which, having been published as a lemma in a curve-theoretical paper, had not yet
come to his attention. Kénig was greatly interested, but did not believe that the
theorem was correct. “This evening,” he said to me in parting, “I won’t go to sleep
before having constructed a counterexample.” When we met again the next day he
greeted me with the words, “A sleepless night!” and asked me to sketch my proof
for him. He then said that he would add to his book a final section devoted to my

theorem. This he did; and it is largely thanks to K&nig’s valuable book that the
n-Arc Theorem has become widely known among graph theorists.37

36; tétel. Ha K egy kompakt regularis egydimenzios tér mely két véges ponthalmaz, P és Q
kozbtt n-pont Osszefiiggs, akkor K-ban létezik n darab diszjunkt gorbe, melyek mindegyike egy
P-beli és egy Q-beli pontot kot Gssze.

371930 tavaszan Budapestre j6ttem, és magyar matematikusok galaxisaval talalkoztam.
Kiilénosen oriiltem, hogy megismerhettem Kénig Dénest, mivel nagyra tartottam apjanak, Kénig
Gyulanak halmazelméleti munkassagat — aki maig a legjelentésebb szerzé a kontinuum probléma-
ban — és érdekl8déssel olvastam Dénes néhany cikkét. Kénig elmondta, hogy hamarosan befejezi
kbnyvének irasat, melyben leir mindent, amit grafokrél tudunk. Biztositottam réla, hogy egy ilyen

_kdnyvre nagy sziikségiink lenne; és felhoztam az n-él tételemet, melyet a gérbeelméleti cikkem egy
lemmajaként kbz6ltem, és eddig elkeriilte a figyelmét. Koéniget a tétel nagyon érdekelte, de nem
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Menger tételének valtozatai (1927-1938)

Rutt [1927,1929] az Amerikai Matematikai Tarsasagnak 1927. majus 7-én be-
mutatott cikkében Kline javaslatira Menger tételének kdvetkezs valtozatat adta.
Legyen G = (V, E) egy sikgraf és legyen s,t € V. Ekkor a belséleg diszjunkt s — ¢
utak maximalis szdma egyenlG azon V' \ {s, t}-beli ponthalmaz minimalis elemsza-
maval, melynek minden s — ¢ uttal van kéz6s pontja. '

Ez a tétel val6jaban kdnnyen megkaphaté Menger tételébdl ugy, hogy toroljik
az s és t pontokat, és P-t és (-t rendre az s és t pontok kornyezetének vessziik.
(Rutt hivatkozott Mengerre és egy fiiggetlen bizonyitast adott a tételre.)

Szintén észrevette ezt a konstrukciét Knaster [1930], aki azt is bebizonyitotta,
hogy forditva, Menger tétele is levezethets Rutt tételébsl altalanos (nem feltétleniil
sikbeli) grafokra. Egy hasonld tételt publikalt Nobeling [1932] felhasznalva Menger
eredményét.

Whitney [1932] Menger tételének egy kovetkezményét mutatta be 1931. feb-
rudr 28-an az Amerikai Matematikai Tarsasagnak: egy graf akkor és csak akkor
n-Osszefiiggd, ha barmely két pontja Osszekothetd n belsSleg diszjunkt uttal.
Whitney egy kozvetlen bizonyitast adott, mikdzben hivatkozik Menger és Rutt
cikkeire is.

Menger tételének tovabbi bizonyitasat adta Hajos [1934] és Griinwald [1938]
(= Gallai) — az utébbi egy algoritmikus bizonyitast adott, hasonléan Ford
és Fulkerson [1955] maximalis folyamot keres6 folyam-nével6 utas modszeréhez.

Gallai egy labjegyzetében megjegyezte, hogy a tétel irdnyitott grafokra is tel-
jesiil:

Die ganze Betrachtung lédsst sich auch bei orientierten Graphen durchfiihren und
liefert dann eine Verallgemeinerung des Mengerschen Satzes.38

Maximalis folyam (1954)

A maximalis folyam feladat igy szol: adott egy graf egy s ,forrasponttal” és egy
t ,nyeléponttal”; adott tovabba egy ¢ kapacitasfiiggvény az élhalmazon, keressiink
egy maximalis nagysagui folyamot s-bél ¢-be.

A Mazimdlis folyam egy hdlozatban (Mazimal Flow through a Network) cimt
alapvetd cikkiikben Ford és Fulkerson [1954] (els6ként 1954. november 19-én egy
RAND Reportként megjelentetve) megemlitik, hogy a maximalis folyam feladatot
T.E. Harris a kovetkezképpen fogalmazta meg:

hitte, hogy igaz. ,Ma este” — mondta bucstzasképpen, — ,nem alszom, mig egy ellenpéldat nem
készitek.” Mikor maésnap talalkoztunk, a kovetkez& szavakkal iidvozolt: ,Almatlan éjszaka? — és
megkérte, vazoljam a bizonyitasomat. Ezutan azt mondta, a kényve végéhez csatol egy fejezetet,
mely a tételemmel foglalkozik. Ezt meg is tette; igy jorészt Kénig értékes konyvének kdszonhetd,
hogy az n-él tétel széles korben ismertté valt a grafelmélészek korében.

38 Az egész levezetés iranyitott grafokra is végigvihetd, és eziltal Menger tételének egy altala-
nositasat kapjuk.
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Consider a rail network connecting two cities by way of a number of intermediate
cities, where each link of the network has a number assigned to it representing its
capacity. Assuming a steady state condition, find a maximal flow from one given
-city to the other. 39

Az 1962-es Hdldzati folyamok (Flows in Networks) cimd kényviikben Ford és
Fulkerson [1962] egy pontosabb hivatkozast adnak a feladat eredetére 4°:

It was posed to the authors in the spring of 1955 by T.E. Harris, who, in conjunction
with General F.S. Ross (Ret.), had formulated a siinplified model of railway traffic
flow, and pinpointed this particular problem as the central one suggested by the
model [11]. 4!

Ford és Fulkerson [11]-es hivatkozasa Harris és Ross [1955] Vasiti hdlozatok kapa-
citdsanak kiértékelésének alapveté mddszerei (Fundamentals of a Method for
Evaluating Rail Net Capacities) cimmel, 1955. oktober 24-i datummal?? kiadott tit-
kos jelentése, melyet az amerikai légierének irtak. Kérésiinkre a Pentagon 1999. mé-
jus 21-én feloldotta a jelentés titkositasat.

A Harris-Ross jelentés valojaban egy viszonylag nagy meéretd maximalis
folyam feladatot old meg a Szovjetunié nyugati részét és Kelet-Euréopat (a szatelit-
orszagokat) Osszekotd vasuthalézatban. Ford és Fulkerson allitasaval ellentétben
Harris és Ross célja itt nem egy maximalis folyam keresése volt, hanem a szov-
jet vasuthalézat egy minimalis vagasanak (,szlk keresztmetszetének”) megtalalasa.
Idézet:

Air power is an effective means of interdicting an enemy’s rail system, and such
usage is a logical and important mission for this Arm.

As in many military operations, however, the success of interdiction depends largely
on how complete, accurate, and timely is the commander’s information, particularly
concerning the effect of his interdiction-program efforts on the enemy’s capability
to move men and supplies. This information should be available at the time the
results are being achieved.

The present paper describes the fundamentals of a method intended to help the
specialist who is engaged in estimating railway capabilities, sothat he might more

39Tekintsiink egy vasuthalézatot, mely két varost kit ssze tébb masik varoson keresztiil, ahol
minden vonalhoz egy szamot rendeliink, mely a vonal kapacitisdt adja meg. Fetételezve egy
allando6 allapotot, keressiink meg egy maximalis folyamot az egyik varosbol a masikba.

40Felfedezhets egy eltérés Ford és Fulkerson RAND Reportjanak datuma (1954. november 19.)
és az idézetben emlitett datum kozott (1955 tavasza).

41T E. Harris 1955 tavaszan vetette fel a szerz6knek, akik F.S. Ross (nyug. tabornok) segitsé-
gével a vasutforgalmi folyam egy egyszeriisitett modelljét alkottdk meg, és ramutattak, hogy a
modell lényegében ezt problémaét sugallja {11].

42Konyvitkben Ford és Fulkerson tévesen 1956. oktéber 24-re datumoztak a Harris-Ross jelen-
tést. :
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readily accomplish this purpose and thus assist the commander and his staff with
greater efficiency than is possible at present.43

A jelentésben eldszor kiilon figyelmet forditottak a vasuthalozat modellezésére:
ha minden vastiti csoméponthoz egy csicsot rendeliink, azzal (mostani célunkhoz)
tul finom szerkezetd halézatot kapnank. Harris és Ross ezért a ,vasuti részlegeket”
javasoltak (foldrajzi alapa szervezeti egységeket) csucsoknak, és megbecsiilték a
szomszédos részlegek kozti vonalak dsszkapacitasat. 1996-ban Ted Harris igy emlé-
kezett vissza (Alexander [1996]):

We were studying rail transportation in consultation with a retired army general,
Frank Ross, who had been chief of the Army’s Transportation Corps in Europe.
We thought of modeling a rail system as a network. At first it didn’t make sense,
because there’s no reason why the crossing point of two lines should be a special sort
of node. But Ross realized that, in the region we were studying, the “divisions” (little
administrative districts) should be the nodes. The link between two adjacent nodes
represents the total transportation capacity between them. This made a reasonable
and manageable model for our rail system. Problems about the effect of cutting links
turned out to be linear programming, so we asked for help from George Dantzig and
other LP specialists at Rand. 44

A Harris-Ross jelentés nyomatékositja, hogy szakérték tovabbra is kellenek a modell
megalkotasahoz (ez jo stratégia egy tj modszer elfogadtatasihoz):

The ability to estimate with relative accuracy the capacity of single railway lines
is largely an art. Specialists in this field have no authoritative text (insofar as the
authors are informed) to guide their efforts, and very few individuals have either
the experience or talent for this type of work. The authors assume that this job will
continue to be done by the specialist.43

43 A légiers hatékony eszkdz az ellenség vasiithdlézatanak elvagasara, és ennek hasznélata logikus
és fontos kiildetése hadseregiinknek.

Mint minden hadmiivelet esetén, az elvigas sikere nagyban azon mulik, mennyire teljes, pontos
és jol idézitett a parancsnok informaciéja, kiilonésen annak tekintetében, hogy az elvagasi miive-
letnek mi a hatisa az ellenség utaAnpoétlas- és seregmozgatd képességére. Ennek az informaciénak
birtokaban kell lenniink mar a végrehajtas idején.

Ebben a cikkben leirjuk a vasati kapacitast felmérd szakérték szdmara kidolgozott modszer
alapjait annak érdekében, hogy minél hamarabb elérjék céljukat, amivel a parancsnok és személy-
zete szamara nagyobb hatékonysaggal segithetnek, mint ahogy ez pillanatnyilag lehetséges.

44 A vasuti szallitast azzal a Frank Ross nyugalmazott tabornokkal vizsgaltuk, aki kordbban a
hadsereg europai szallitasi alakulatdnak vezetSje volt. A vasathalézatot eldszor egy halézatként
akartuk modellezni. Elgszér gy tiint, nincs értelme, mert nincs okunk két vonal keresztezédését
egy specialis pontnak tekinteniink. Ross azonban észrevette, hogy az altalunk vizsgalt teriileten a
részlegeket” (kis kozigazgatasi egységeket) kellene pontoknak tekinteniink. Két szomszédos pon-
tot tsszekdtd vonal a koztiik 1évé teljes szallitasi kapacitast jelenti. Ezzel a vasuthalézatunk egy
elfogadhat6 és kezclhetd modelljét kaptuk. Vonalak elvagasanak feladata valéjaban egy linearis
programozasi feladat, ezért George Dantzig, illetve a Rand t6bbi LP szakértSje segitségét kértiik.

45Egyetlen vastitvonal kapacitasat viszonylagos pontossiggal megbecsiilni javarészt mivészet.
Ezen teriilet a szakért6inek (a szerz6k informacioi szerint) nincs semmilyen ttmutaté anyaguk a
munkajuk tAmogatasara, és nagyon kevesen rendelkeznek az egyéni tapasztalattal vagy tehetséggel
az ilyesfajta feladatok elvégzéséhez. A szerz8k feltételezik, hogy ezt a fajta munkait ezutdn is
szakértk fogak végezni.
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A szerz6k ezutan azzal a naiv elképzeléssel foglalkoznak, hogy egy vastuthalozat
csupan OsszekdtS vonalak egy halmaza, és azok elvigdsa magat a hélozatot is
elvagja:

It is even more difficult and time-consuming to evaluate the capacity of a railway

network comprising a multitude of rail lines which have widely varying character-

istics. Practices among individuals engaged in this field vary considerably, but all

consume a great deal of time. Most, if not all, specialists attack the problem by
viewing the railway network as an aggregate of through lines.

The authors contend that the foregoing practice does not portray the full flexibility
of a large network. In particular it tends to gloss over the fact that even if every one
of a set of independent through lines is made inoperative, there may exist alternative
routings which can still move the traffic.

This paper proposes a method that departs from present practices in that it views
the network as an aggregate of railway operating divisions. All trackage capacities
within the divisions are appraised, and these appraisals form the basis for estimating
the capability of railway operating divisions to receive trains from and concurrently
pass trains to each neighboring division in 24-hour periods. 46

Mig a modell felallitdsahoz szakértékre van sziikség, annak megoldasa rutinfeladat
(ha adottak a ,munkalapok”):

The foregoing appraisal (accomplished by the expert) is then used in the preparation

of comparatively simple work sheets that will enable relatively inexperienced assis-

tants to compute the results and thus help the expert to provide specific answers to
the problems, based on many assumptions, which may be propounded to him. 47

A probléma megoldasira a szerzék az ,elarasztasi technikat” javasoltak. Ez egy
olyan heurisztika, melyet A.W. Boldyreff [1955a] egy RAND jelentésben irt le
1955. augusztus 5-én. Ebben mohén a lehets legnagyobb folyamot nyomnak it a
halozaton. Ha egy csucsban egy ,sztik keresztmetszet” keletkezik (azaz t6bb vonat
érkezik, mint amennyit tovabbithat a halozatban), a vonattébbletet visszakiildik a
kiindulopontba. Ez a technika nem garantdlja az optimalitast, Boldyreff mégis a
kovetkezSképpen spekulal:

46Meég bonyolultabb és idsigényesebb egy olyan vastithalozat kapacitasat kiértékelni, mely sza-
mos vasttvonalanak jellemz6i széles skalan véaltoznak. A szakeriilettel foglalkozé egyes szakérték
munkamodszereiben jelentds eltérés mutatkozik, de valamennyi nagyon sok idét vesz igénybe.
A feladat legtobb, talan valamennyi szakért§je agy tekint a vasuthalézatra, mint 6sszek6td vona-
lak Gsszesége.

A szerz6k megerdsitik, hogy az eddig gyakorolt elvvel nem irhatd le egy nagy halézat teljes
flexibilitasa. Hajlamos atsiklani a felett a tény felett, hogy még akkor is, ha minden egyes kdzvetlen
vonal miikddésképtelenné valik, lehetnek esetleg alternativ utvonalak a forgalom elterelésére.

Ebben a cikkben modszereink eltérnek az eddigi elvtél, ugyanis a halézatot vasatiizemeltets
részlegek Osszeségének tekinti. Minden egyes részlegen beliil felbecsiiljiik a vaganyok kapacitasat,
és ezen becslések segitségével kozelitjiik a vasiti részlegek azon kapacitasat, hogy egy 24 oras
idészakban egyidejlileg mennyi vonatot tudnak fogadni, illetve tovabbitani a szomszédos részlegek
fele.

47 A eldzetes becsléseit (melyeket a szakértd allit Ossze) felhasznaljuk a viszonylag egyszerd
munkalapok el6készitésében, melyekkel mar relative tapasztalatlan asszisztensek is elvégezhetik a
szamitasokat, és igy a szakérts részletes valaszt adhat a problémara a szamara adott feltevések
alapjan.
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In dealing with the usual railway networks a single flooding, followed by removal of
bottlenecks, should lead to a maximal flow. 48

Az 1955 juniusi ORSA talalkozén Boldyreff [1955b] a modszerének egyszertiségérsl
beszélt:

The mechanics of the solutions is formulated as a simple game which can be taught
to a ten-year-old boy in a few minutes. 4°

Ford és Fulkerson [1955] j6! ismert novelGutas folyamalgoritmusukat, mely ga-
rantalja az optimalitist, még ugyanabban az évben (1955. december 29-én) egy
RAND jelentésben publikaltak. A szimplex algoritmusrél (melyet a maximalis fo-
lyam feladatra Ford és Fulkerson [1954] javasoltak) Harris és Ross megjegyzi:

The calculation would be cumbersome; and, even if it could be performed, suffici-
ently accurate data could not be obtained to justify such detail. 50

A Harris-Ross jelentésben az elarasztasi technikit hasznaltak a szovjet és kelet-
eurdpai vasuthalézat egy modelljére. Adatokat a CIA szovjet és kelet-eurépai vas-
uthalézatrél szold titkos jelentéseibGl meritettek. A vasuti részlegek Gsszevonasa
utan a halozatnak 44 csicsa és 105 (iranyitatlan) éle volt.

Az elarasztasi technika alkalmazasat a jelentés fiiggelékében 1épésrél lépésre
mutatjak be szamos vasuti diagram kiséretében. (A munkalapokat is mellékelik,
hogy a kapacitasok késébbi valtozasat is figyelembe vehessék.) Igy egy 163.000
tonna nagysagi folyamot kaptak szovjet forrasokbol a kelet-eurdpai szatelit célpon-
tokba (Lengyelorszag, Csehszlovakia, Ausztria, NDK), tovabba egy vagast, melynek
kapacitasa szintén 163.000 tonna. (Ezt a vagast ,The bottleneck” — szik kereszt-
metszet” — felirat jelzi a 2. 4bran a Harris-Ross jelentésben.) A folyamérték és a
vagas kapacitasa egyenld, igy ezek optimalisak.

A maximalis folyam minimalis vagas tétel

Az 1954. november 19-i RAND jelentésben Ford és Fulkerson [1954] (miutén
definialtak a maximalis folyam feladatot, és erre a szimplex médszert javasoljak)
megadtak az iranyitatlan grafokra vonatkozé maximalis folyam minimalis vagas
tételt, mely kimondja, hogy a maximalis folyam nagysadga egyenl§ a forrast és
nyelSt elvagd minimalis vagas kapacitasaval. Bizonyitdsuk nem konstruktiv, de
sikgraf esetén, ha a forras és nyel$ a kiils§ tartoméany hataran helyezkedik el, egy

48Ha egy szokasos vasuthalézattal foglalkozunk, egyetlen elarasztas, majd a sziik keresztmet-
szetek felszamolasa elvezet egy maximalis folyamhoz.

49 A megoldas mechanikajat meg lehet fogalmazni egy egyszerd Jatekkent melyet egy tizévesnek
par perc alatt meg lehet tanitani.

50 A szamolas faradsagos lenne; és még ha végig is lehetne vinni, nem kapnank elég pontos
értékeket a részletek ellendrzésére. ;
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2. abra. Harris és Ross [1955]-bol idézve: Nyugat-Szovjetuni6 és Kelet-Eurépa
vasuthéalézatanak sematikus diagramja alapjan a maximalis folyam értéke 163.000
tonna Oroszorszagbol Kelet-Eurépaba, és a ,,The bottleneck” felirat egy 163.000
tonna kapacitasu vagast jelez.

polinomideji konstruktiv médszert adnak. Robacker [1955a] egy 1955. majus 26-i
jelentésében kimutatta, hogy a maximalis folyam minimaélis vagas tétel levezethetd
Menger tételének pontdiszjunkt valtozatabol is.

Ford és Fulkerson [1955] megfigyelték, hogy a maximaélis folyam minimalis va-
gas tétel teljesiil irdnyitott grafokban is. Dantzig és Fulkerson [1955] bebizonyi-
tottak Dantzig [1951a] szallitasi feladatra vonatkozo egészértékiiségi eredmeényeit a
folyamfeladatra altalanositva, hogy ha a kapacitasok egészek, akkor létezik egész
maximalis folyam (az ,egészértékiiségi tétel”). Ebbdl Menger tételének iranyitott
éldiszjunkt valtozata kovetkezik.

Kotzig is bebizonyitotta az éldiszjunkt Menger-tételt, de iranyitatlan grafokra
szoritkozott. Az akadémiai doktori disszertaciojaban Kotzig [1956] o¢(u,v)-vel
jeloli egy iranyitatlan G graf u,v pontjai kozti él-vagasok minimalis elemszamat.
A kovetkezdt allitja:

Veta 35. Nech G je I'ubovol’ny graf obsahujici uzly w # v, o ktorych plati
oc(u,v) = k > 0, potom existuje systém ciest {C1,C32,...,Cy} taky Ze kazda cesta
spojuje uzly u,v a ziadne dve rozne cesty systému nemaju spolo¢nej hrany. Takyto
systém ciest v G existuje len vtedy, ked je o (u,v) > k.51

5135. tétel. Legyen G egy tetszoleges graf, mely tartalmazza az u # v pontokat, és melyekre
oc(u,v) = k > 0, ekkor létezik utaknak egy {Ci,Ca,...,Ck} rendszere, melyek mindegyike az
u, v pontokat koti dssze, és semelyik két kiilonb6z6 utnak nincs kozos éle. Ilyen ttrendszer G-ben
csak oG (u,v) > k esetén létezik.
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A megoldasi médszere az, hogy tekintsiink egy a vagasfeltételt teljesité minimalis
grafot, majd irdnyitsuk meg gy, hogy a kapott iranyitott graf minden pontjanak
(kivéve u és v) kifoka egyenls a befokaval, mig u kifoka k és befoka 0. Ez meg is
adja az utakat.

Bar disszertaci6jaban szadmos alkalommal hivatkozik Kénig kényvére, mely-
ben szerepel Menger tételének pontdiszjunkt valtozata, Kotzig nem kapcsolta dssze
eredményét Mengerével.

A maximalis folyam minimalis vagas tétel egy alternativ bizonyitasat adta
Elias, Feinstein és Shannon [1956] (,,a PGIT &ltal 1956. julius 11-én atvett kézirat”),
melyben azt allitjak, hogy az eredményt mar ismerték a kommunikacidelmélet
kutatai.

This theorem may appear almost obvious on physical grounds and appears to have
been accepted without proof for some time by workers in communication theory.
However, while the fact that this flow cannot be exceeded is indeed almost trivial,
the fact that it can actually be achieved is by no means obvious. We understand
that proofs of the theorem have been given by Ford and Fulkerson and Fulkerson
and Dantzig. The following proof is relatively simple, and we believe different in
principle. 52

Elias, Feinstein és Shannon bizonyitasa egy hasonlé redukciés technikan alapszik,
mint amit Menger [1927] hasznélt a tételének bizonyitasaban.

Minimalis koltségi folyam

Dantzig és Fulkerson [1954] vizsgaltak a minimdlis koltségd folyam feladatot
egy kezdetleges formaban, hogy meghatarozzak egy adott menetrend teljesité-
séhez elegendd legkevesebb tankhajo szamat. Bartlett [1957), illetve Bartlett és
Charnes [1957] hasonl6 modszereket adtak egy adott menetrend futtatasahoz sziik-
séges legkisebb vasiiti alloméany meghatarozasara.

Orden [1955] és Prager [1957] megjegyezték, hogy a minimalis koltségi folyam
ekvivalens a kapacitasos széllitasi feladattal.

A minimaélis kéltségi folyam feladatra elemi kombinatorikus algoritmust adott
Ford és Fulkerson [1957] (bar alcazott formaban). Ebben ismételten a rezidualis
graf nulla hosszi s — ¢ utjait keresik, miutan a koltségeket egy potenciallal valé
eltolassal nemnegativva teszik. Ha nincs nemnegativ at, akkor a potencialt médo-
sitjuk. Ennek a médszernek a bonyolultsagat vizsgalja egy jelentésben Fulkerson
[1958].

52Fz a tétel majdnem nyilvanvalénak tiinik fizikai megfontolasok alapjan, és a kommunikacié-
elmélet kutat6i mar jo ideje elfogadtak bizonyitas nélkill. Bar az a tény, hogy ezen folyamérték
nem ndévelhetd, szinte trividlis, a tény, hogy valojaban el is érheté korantsem olyan nyilvanval6.
Vilagos, hogy ennek a tételnek bizonyitasat adta Ford és Fulkerson és Fulkerson és Dantzig. A
kovetkezd bizonyitas viszonylag egyszerti, és ugy gondoljuk eltéré elven alapszik.
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5. Minimalis kéltségi feszit6fak

A minimalis koltségd feszitéfa keresésének problémaja sziamos alkalmazott
teriileten bukkan fel: t, energia, ill. kommunikacios halézatok épitésekor vagy
antropolégiai és rendszertani adatok klaszterezésekor.

Graham és Hell [1985] cikke a minimalis koltségi feszitéfa algoritmusok torté-
nelmileg részletes attekintését adja, s6t, a korabeli cikkekbdl szamos (leforditott)
szemelvényt is tartalmaz. Ebbdl az adatgyiijtésbol taplilkozik az alabbi rész.

Bortvka (1926)

Ugy tiinik, els6ként Bortvka [1926a] vizsgalta a minimalis koltségi feszitofa
problémat, ugyanis az 1920-as évek elején a brnoi Nyugatmorva Elektromos
Mivek azt kérte, hogy a villamoshalézatot a lehet§ leggazdasagosabbra épitsék
(lasd Borivka [1977]).

Boriivka a kovetkezéképpen fogalmazta meg a problémaét:

In dieser Arbeit 18se ich folgendes Problem:
Es moge eine Matrix der bis auf die Bedingungen rqoa = 0, 748 = 7g4 positiven und
von einander verschiedenen Zahlen rqp (o, 8 = 1,2,...n;n > 2) gegeben sein.

Aus dieser ist eine Gruppe von einander und von Null verschiedener Zahlen
auszuwihlen, so dass

1° in ihr zu zwei willkiirlich gewihlten natiirlichen Zahlen p1,p2 (< n) eine Teil-
gruppe von der Gestalt

TpicasTezezsTegear -« Tey_2¢4-1:Teq—1p2

existiere,

2° die Summe ihrer Glieder kleiner sei als die Summe der Glieder irgendeiner ande-
ren, der Bedingung 1° geniigenden Gruppe von einander und von Null verschiedenen
Zahlen. 33

Tehat Boriivka kimondta, hogy a megtalalt feszitéfa az egyediili minimalis koltségyi.

Boriivka a pdrhuzamos egybeolvasztds modszerét javasolta: minden egyes kom-
ponenst kossiink Ossze a hozza legkozelebbi komponenssel és ezt iteraljuk. Bar
a leiras némiképp komplikalt, az ezt kévetd cikkben Borivkanak [1926b] sikeriilt
egyszertibben leirnia a mddszert.

53 Jelen munkaban. az alibbi problémat oldom meg:
Egy kiilonbdz6 pozitiv rog (a,8 = 1,2...n; n 2> 2) szamokbol 4ll6 matrix lehet megadva az
Taa =0, Tag = Tgo feltételek mellett.
Egymastol és nullatol kiilonb6z6 szamok csoportjat kell ezekbél kivalasztani gy, hogy
1° tetszélegesen valasztott p1, p2 (< n) természetes szamokhoz létezik ennek egy

TpicasTegezsTegeqr -« Tey_acy11Teq_1p20
részcsoportja,

2° a tagjai 6sszege kevesebb legyen barmely mas, egymastol és nullatél kiildnbszé szdmokbol
allo, 1° feltételt kielégits csoport tagjainak sszegénél.
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Jarnik (1929)

Jarnik 1929. februar 12-én Boruvkahoz irt levelében, a ,,Bortvka altal targyalt
minimumprobléma 1j megoldasat” targyalja.

Az ij megoldas” lényege a fandvelés: nyilvantartunk egy fat a cstcsok rész-
halmazan, és ezt iterativ modon tgy ndveljiik, hogy egy legolcsébb éllel a fahoz egy
fan kiviili pontot csatolunk.

Jarnik [1930] publikalta a levél egy kivonatat. A német 6sszefoglaldbol idéziink:

aj ist eine beliebige unter den Zahlen 1,2,...,n. a2 ist durch
Tay,ag = min Tayl
1=12...,n
l#am
definiert. Wenn 2 < k < n und wenn [a1,4a2],..., [a2k—3, a2k—2] bereits bestimmt

sind, so wird [agk—1, agk] durch
Tagk_1.02% = MIRTY 5,

definiert, wo i alle Zahlen ai1,a2,...,a2¢_2, 7 aber alle iibrigen von den Zahlen
1,2,...,n durchliunft.54

(Korte és Nesetril [2001] cikke tartalmazza Jarnik [1930] cikkének (és a Steiner-
fakrol szolé Jarnik-Kossler [1934] cikknek) a részletes targyalasat és angol fordita-
sat.)

Choquet [1938] (bizonyitas nélkiil) ugyancsak leirta a parhuzamos egybeol-
vasztast, csakugy, mint Florek, Lukaszewicz, Perkal, Steinhaus és Zubrzycki
[1951a,1951b] is. Choquet-t az utrendszerek konstrukcidja érdekelte:

Etant donné n villes du plan, il s’agit de trouver un réseau de routes permettant
d’aller d’une quelconque de ces villes & une autre et tel que:

1° la longueur globale du réseau soit minimum;

2° exception faite des villes, on ne peut partir d’aucun point dans plus de deux
directions, afin d’assurer la sfreté de la circulation; ceci entraine, par exemple, que
lorsque deux routes semblent se croiser en un point qui n’est pas une ville, elles
passent en fait 'une au-dessus de 'autre et ne communiquent pas entre elles en ce
point, qu’on appellera faux-croisement.5%

540, az 1,2,...n szamok koziil tetszéleges. az-t a
Tay,ag = min Tay,l-
l=12,...,n
l# a1
egyenldség definialja. Ha 2 < k < n és ha [a1,a2],. .., [a2k—3, @2x—2]-t mAr meghataroztuk, akkor

[azk—1,02¢]-t 2
Tagk_1,agx = MINTE 5,

definicié6 adja meg, ahol i az a1, a2, ...,a2¢-2 szdmokon, j pedig az 1,2,...,n szdmokbél meg-
maradé szamokon fut végig.

55 Adott a sikon n varos, a cél, hogy olyan uthalézatot talaljunk, amelyen ezen varosok barme-
lyikébél eljuthatunk egy masikba, és amelyre:
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Choquet volt talan az elss, akit izgatott a modszer bonyolultsaga:

Le réseau cherché sera tracé aprés 2n opérations élémentaires au plus, en appelant
opération élémentaire la recherche du continu le plus voisin d’un continu donné.?®

Florek és szerzGtarsal antropoloégiai, ill. rendszertani klaszterezést végeztek. A méd-
szert az alabbi esetekre alkalmaztak:

1° the capitals of Poland’s provinces, 2° two collections of excavated skulls, 3° 42
archeological finds, 4° the liverworts of Silesian Beskid mountains with forests as
their background, and to the forests of Silesian Beskid mountains with the liverworts
appearing in them as their background.?”

Minimalis koltségi feszitofak (1956-1959)

1956 és 1959 kozott szamos cikk kézolt a minimalis koltségi feszitdfa problémat
megoldé modszert. Ezek koziil tobb atfedi egymast, ill. Bortivka és Jarnik cikkeit,
de j6néhany 1j és altalanosabb maédszer is napvilagot latott.

Kruskal [1956], akit az utaz6 iigynék problémara valé alkalmazas érdekelt,
Bortivka els§ cikke nyoman a kovetkezdket irta (az [1] hivatkozas Boriivka [1926a)
cikkére utal):

Several years ago a typewritten translation (of obscure origin) of [1] raised some
interest. This paper is devoted to the following theorem: If a (finite) connected
graph has a positive real number attached to each edge (the length of the edge), and
if these lengths are all distinct, then among the spanning trees (German: Geriist)
of the graph there is only one, the sum of whose edges is a minimum,; that is, the
shortest spanning tree of the graph is unique. (Actually in [1] this theorem is stated
and proved in terms of the “matrix of lengths” of the graph, that is, the matrix
laij|l where a;; is the length of the edge connecting vertices i and j. Of course, it
is assumed that a;; = aj; and that a;; = 0 for all ¢ and 7

The proof in [1] is based on a not unreasonable method of constructing a spanning
subtree of minimum length. It is in this construction that the interest largely lies, for
it is a solution to a problem (Problem 1 below) which on the surface is closely related
to one version {Problem 2 below) of the well-known traveling salesman problem.

ProBLEM 1. Give a practical method for constructing a spanning subtree of mini-
mum length.

1° az hal6zat 6sszhossza minimalis;

2° a varosok kivételével egyetlen pontba sem lehet ketténél tbb irdnybol érkezni azért, hogy
biztositsuk a forgalmat; ez maga utan vonja példaul azt is, hogy amikor két 4t gy tiinik, hogy
keresztezi egymast, akkor valojaban egymaés felett haladnak el, és nem lehet egyikr6l a masikra
Attérni, amit hamis keresztez&désnek hivunk.

56 A keresett hal6zatot legfeliebb 2n elemi mivelet végrehajtasa utan megtalaljuk, ahol elemi
miiveletnek egy kontinuumnak egy maésik kontinuumhoz legkdzelebb es6 pontjanak meghataroza-
sat hivjuk.

571° Lengyelorszig megyeszékhelyeire, 2° két 4satasbol szarmazé koponyakra, 3° 42 régészeti
leletre, 4° a sziléziai Beszkidek erdeiben megjelend majmohatelepekre és a sziléziai Beszkidek
majmohat tartalmazo erdeire. (A majmohék a lombosmohakkal és a becSs mohéakkal alkotjak a
mohéak harom térzsét {a fordilé megjegyzése).)
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ProBLEM 2. Give a practical method for constructing an unbranched spanning
subtree of minimum length.

The construction in [1] is unnecessarily elaborate. In the present paper I give sev-
eral simpler constructions which solve Problem 1, and I show how one of these
constructions may be used to prove the theorem of [1]. Probably it is true that any
construction which solves Problem 1 may be used to prove this theorem.58

Kruskal eztan harom algoritmust ismertet:

A konstrukcio: ismételten valasszuk mindig a legrévidebb olyan élt, amit ugy
adhatunk az eddigiekhez, hogy ne teremtsiink kort;

B konstrukcid: rogzitsiink egy U csicshalmazt, és ismételten valasszuk azt a leg-
rovidebb élt, amelyik valamelyik U-t metsz6 komponensbdl kilép;

A’ konstrukeié: ismételten tordljiik a leghosszabb élt, ami anélkiil térélthets,
hogy a graf szétesne.

Visszaemlékezéseiben Kruskal [1997] kitér Bortivka modszerére:

In one way, the method of construction was very elegant. In another way, however,
it was unnecessarily complicated. A goal which has always been important to me is
to find simpler ways to describe complicated ideas, and that is all I tried to do here.
I simplified the construction down to its essence, but it seems to me that the idea
of Professor Bortivka’s method is still present in my version.5°

Prim [1957] a Bell Laboratérium munkatarsaként a legkisebb 6sszhosszu tele-
fonhalézat megtalalasan dolgozott, és egy masik cikket kdzo6lt a minimalis kéltségi
feszitéfa problémardl.

58J6par éve az [1] cikk (homaAlyos eredetii) gépelt forditisa keltett érdeklgdést. A cikket a
kovetkez6 tételnek szentelték: ha egy (véges) Osszefliggs graf minden éléhez egy pozitiv val6s
szamot (az €l hosszdt) rendeljiik, és ha ezek a hosszok kiilonbszdek, akkor a feszit6fak (németiil
Geriist-tk) kézott létezik egyetlenegy, amely éleinek Osszege minimalis, azaz, a graf legrévidebb
(értsd: minimdlis kdltségd (a fordité megjegyzése)) feszit6faja egyértelmii. (E tételt [1]-ben
tulajdonképpen a graf ,matrixhosszainak” nyelvén mondtak ki és bizonyitottak, azaz az |la;|
matrixon, ahol a;; az i cslcsot a j cstccsal Gsszekdts él hossza. Természetesen feltessziik, hogy
aij = aji, és hogy a;; = 0 minden i-re és j-re.)

Az [1]-beli bizonyitas egy legrévidebb feszit6fa nem ésszeriitlen modszerrel térténé konstrukci-
6jan alapszik. Minket jorészt ez a konstrukcio érdekel, ugyanis ez megoldas arra a problémaéra
(az alabbi 1. problémara), amelyik els§ ranézésre a jol ismert utazéd {igynok probléma (az alabbi
2. probléma) kozeli rokona.

1. PROBLEMA. Adjunk hatékony modszert a minimalis Gsszhossza feszitéfa elkészitésére.

2. PROBLEMA. Adjunk hatékony médszert a minimalis Gsszhosszii, elagazdsmentes feszitéfa
elkészitésére.

Az [1]-beli konstrukcié sziikségteleniil bonyolult. Jelen cikkben szdmos egyszeriibb konstrukciot
adok, amelyek megoldjak az 1. problémat, és megmutatom, hogyan lehet az [1]-ben szerepld tételt
igazolni ezen konstrukcitk egyikével. Valosziniileg az is igaz, hogy barmely, az 1. problémat
megold6 konstrukcio segitségével igazolhaté ez a tétel.

59A konstrukcié modszere egyfell igen elegans. Masrészt viszont sziikségteleniil bonyolult.
Itt is az a cél vezérelt, ami mindig is fontos volt szamomra, azaz hogy bonyolult fogalmakat
egyszer(ibben irjunk le. A konstrukciét egészen az alapokig egyszeriisitettem, azonban ugy tdnik,
Borfivka professzor modszerének eszméje tovabbra is jelen van az altalam megadott valtozatban.
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A problem of inherent interest in the planning of large-scale communication, distri-
bution and transportation networks also arises in connection with the current rate
structure for Bell System leased-line services.5¢

Prim az alabbi algoritmust irta le: valasszuk ki az aktuilis erdé egy komponensét,,
és kossiik Gssze a hozza legkozelebbivel. Prim megfigyelte, hogy a Kruskal-féle A
és B konstrukciék mindegyike ennek speciilis esete.
Prim azt is észrevette, hogy egy feszitéfa minimalis koltségii volta csupén az
élhosszok nagysagviszonyan mulik.
The shortest spanning subtree of a connected labelled graph also minimizes all

increasing symmetric functions, and maximizes all decreasing symmetric functions,
of the edge “lengths.”!

Prim a fanvel§ moédszer mellett érvelt, annak programozhatdsiga miatt:

This computational procedure is easily programmed for an automatic computer so as
to handle quite large-scale problems. One of its advantages is its avoidance of checks
for closed cycles and connectedness. Another is that it never requires access to more
than two rows of distance data at a time—no matter how large the problem.5?

A Prim-féle algoritmus futasideje O(n?).
Loberman és Weinberger [1957] cikkének motivaci6ja vezetékek 6sszekapcsolasa
volt.
In the construction of a digital computer in which high-frequency circuitry is used,
it is desirable and often necessary when making connections between terminals to

minimize the total wire length in order to reduce the capacitance and delay-line
effects of long wire leads.5?

A szerz6k megfogalmaztik a fandvelés és az erddegyesités médszereit. Az utébbiban
nyilvintartunk egy erdét és ismételten egy legrévidebb éllel kotjiik dssze (egyesit-
jik) annak két (kil6nbdz6) komponensét.

Loberman és Weinberger csak az algoritmusuk leirasat kbvetGen vették észre,
hogy Kruskal [1956] ezt mar korabban megtette:

60 A nagyléptéki kommunikaciés, eloszt6, ill. szallitasi halézatok tervezésének sokat vizsgalt
probléméja szintén felmeriil a Bell System bérelt vonalainak jelenlegi dijstruktirajaval kapcso-
latban.

61Egy 6sszefiiggd élstlyozott graf minimalis kdltségii feszitéfaja ugyancsak minimalizal min-
den, az élhosszokon értelmezett szimmetrikus noveked§ fliggvényt és maximaliz4]l minden, az
élhosszokon értelmezett szimmetrikus, csdkkend fiiggvényt.

6252 a szamitasi eljaras kénnyen elvégeztethets automatikus szamitogéppel, ily modon egészen
nagyléptékid problémak is kezethetéek. Ennek egyik elnye, hogy elkeriili a zart kérbk és az
osszefiiggdség ellendrzését. Egy masik pedig, hogy egyszerre sohasem kell a tavolsadgadatok koziil
ketténél t6bb sorhoz hozzaférni, fiiggetleniil attél, hogy milyen nagy a probléma.

63Nagyfrekvenciaji aramkordket tartalmazoé digitalis szamitogépek készitésekor célszeri és
gyakran elengedhetetlen, hogy a hosszi vezetékek hasznalata nyoman felléps, nem kivant
kapacitas és késleltetés csékkentése érdekében az terminalokat Osszekétd huzalozés Gsszhosszat
minimalizéaljuk.
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However, it is felt that the more detailed implementation and general proofs of the
procedures justify this paper.®4

A szerzék ezt koévetSen leirtdk, hogyan alkalmazhaté Kruskal médszere, kiilénds
tekintettel az erdegyesitésre. Es akdrcsak Prim, megfigyelték, hogy a feszitdfa
optimalis volta csupan az élhosszok sorrendjétél, és nem azok pontos értékétsl

fiigg.

After the initial sorting into a list where the branches are of monotonically increasing
length, the actual value of the length of any branch no longer appears explicitly in
the subsequent manipulations. As a result, some other parameter such as the square
of the length could have been used. More generally, the same minimum tree will
persisg for all variations in branch lengths that do not disturb the original relative
order.65

Dijkstra [1959]-ben ismételten megfogalmazta a fanéveld médszert, amit
(szamitasi okokbél) jobbnak tartott a Kruskal, ill. a Loberman és Weinberger
altal megadott mdédszereknél. Dijkstra figyelmét elkeriilte, hogy az utobbi szer-
zGk szintén leirtdk a fan6velés médszerét.

The solution given here is to be preferred to the solution given by J.B. KruskaL {1}
and those given by H. LoserManN and A. WEINBERGER [2]. In their solutions all
the—possibly %n(n — 1)—branches are first of all sorted according to length. Even

if the length of the branches is a computable function of the node coordinates, their
methods demand that data for all branches are stored simultaneously.58

(Dijkstra [1} és [2] hivatkozasai a Kruskal [1956] és a Loberman-Weinberger [1957]
cikkek.) Dijkstra szintén leirt egy O(n?) implementaciot.

Matroidos kiterjesztés: Rado (1957)

Rado [1957] vette észre, hogy Boriivka és Kruskal médszerei kiterjeszthetéek a
minimalis silyd matroidbazis megkeresésére. Elsgként azt mutatta meg, hogy ha a
matroid elemein < egy linearis rendezés, akkor egyértelmiien l1étezik olyan minimalis
sulya {b1, ..., b} bazis (ahol by < by < --- < b,.), melyre minden i = 1,...,7 esetén
az Gsszes s < b; elem a span({by,...,b;_1}) lezartba esik. Rado szerint ez ,elvezet”
Bortivka [1926a] és Kruskal [1956] eredményeihez.

64Mindazonaltal gy hissziik, hogy a jelen cikk mellett sz6l az implementAci6 részletesebb leirasa
és az eljarasok altalanosabb bizonyitésa.

65 Az agak kezdeti, hossz szerinti monoton novekvé listaba rendezése utan kdvetkezd lépésekben
egyetlen konkrét aghossz sem jelenik meg. Kovetkezésképp hasznilhatnadnk mas parameétereket,
mint példaul a hosszok négyzeteit. Altalanosabban, az optimalis fa ugyanaz marad mindazon
Aghosszvariacidkra, amelyekben a nagysagsorrend nem sérti az eredetit.

66 Az itt adott megoldas szerencsésebb mint J.B. Kruskaré [I], ill. mint H. LOBERMAN é&s
A. WEINBERGER megoldasai [2]. Az 6 megoldasaikban els6ként az Gsszes — akar %n(n —1) - ag
mindegyikét rendezziik a hosszuk szerint. Még abban az esetben is, ha az dghosszok a csicsok
koordinataibol kiszamithato fliggvények, a modszerek megkovetelik, hogy egyszerre taroljuk az
Osszes ag adatait.
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6. Legrovidebb 1t

A legrdvidebb ut problémajanak matematikai vizsgalata viszonylag késén kez-
dédott, legalabbis mas kombinatorikus optimalizalasi problémakhoz képest, mint
példaul a minimalis stilyu feszits fa, a hozzarendelési vagy a szallitasi feladat. Ez ta-
lan annak tudhaté be, hogy a feladat meglehetSsen elemi és egyszerd, amit az is
mutat, hogy abban a pillanatban, ahogy a feladat az érdekldés kbzéppontjaba
keriilt, egymastol fiiggetleniil t&bben dolgoztak ki ra hasonlé modszereket.

A feladat mégis komoly nehézségeket okozott. Sokaig heurisztikus, nem opti-
malis megkozelitéseket alkalmaztak (v5. példaul Rosenfeld [1956], aki heurisztikus
megkézelitést adott optimalis kéznuti szallitdsi atvonalterv készitéséhez egy adott
utvonalh4lézatban).

Az utkeresés, specialisan keresés egy labirintusban a klasszikus grafelmélet
feladatai kozé tartozik, a klasszikus referencidk Wiener [1873], Lucas [1882] (aki
C.P. Trémaux egy modszerét irja le) és Tarry [1895] — lasd Biggs, Lloyd és Wilson
[1976]. Ezek alkotjak a mélységi keresési modszerek alapjait.

Utvonalkeresési problémakat az 1950-es években mas Ssszefiiggésben is vizsgal-
tak: keressiink masodik legrévidebb atvonalat arra az esetre, ha a legrovidebb tt
hasznalhatatlanna valik (alternativ atvonal). Ez alkalmazhaté az autdpalyahasz-
nalatra (Trueblood [1952]), de akir a telefonhivasok tovabbitasara is. Akkoriban
az Egyesiilt Allamokban automatizaltdk a tavolsigi hivasokat, és a telefonhal6zat-
ban az alternativ iitvonalat automatikusan kellett megtalalni az USA allamok kozti
hivasokhoz. Jacobitti-t [1955] idézve: :

When a telephone customer makes a long-distance call, the major problem facing the
operator is how to get the call to its destination. In some cases, each toll operator
has two main routes by which the call can be started towards this destination.
The first-choice route, of course, is the most direct route. If this is busy, the second
choice is made, followed by other available choices at the operator’s discretion. When
telephone operators are concerned with such a call, they can exercise choice between
alternate routes. But when operator or customer toll dialing is considered, the choice
of routes has to be left to a machine. Since the “intelligence” of a machine is limited
to previously “programmed” operations, the choice of routes has to be decided upon,
and incorporated in, an automatic alternate routing arrangement.57

67 Amikor a felhasznalé tavolsagi hivast kezdeményez, a legnehezebb probléma az operator sza-
mara azt meghatarozni, hogy hogyan kdsse Ossze a hivot a célalloméassal. Esetenként minden
egyes operatornak két Gtvonal 4l rendelkezésére, amelyek mentén elindithatja a hivast a cél-
allomas iranyaba. Az els§ lehet8ség természetesen a legkdzvetlenebb dtvonal. Amennyiben ez
foglalt, a masodikat kell valasztani: a tovabbi valasztisok az operatorra vannak bizva. Amikor
operatorok kezelnek egy hivast, akkor ez az alternativ tvonalak kozti valasztas teljesen magatol
értetédik. Ha azonban az operator vagy a felhasznalé csak Ggy tarcsazza a hivast, akkor ezt a
dontést egy gépre kell hagynunk. Mivel a gép ,intelligenciaja” elére ,beprogramozott” mivele-
tekre korlatozédik, az Gtvonalvalasztast a beépitett utvonalvalaszté rendszernek automatikusan
kell elvégeznie.
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Matrixmodszerek a legrovidebb utakra egységnyi élstilyok esetén
(1946-1953)

Egyes kutaték matrixmoédszereket fejlesztettek ki bizonyos dsszefiiggések vizs-
gélatara halézatokban, mint példaul egy relacié tranzitiv lezartjanak meghataroza-
sara; azaz azon s,t pontparok meghatarozasira egy iranyitott grafban, amelyekre ¢
elérhetd s-bol. Ezeket a médszereket azért vizsgaltak, mert alkalmazhaték a kom-
munikiciés halézatokban (mint amilyenek példaul a neuralis halozatok) vagy az
allatok szociolégidjaban (példaul csipésjog®®).

A matrixmoédszerek az irdnyitott grafot matrixszal reprezentaljak, majd matrix-
szorzasok sorozataval kiszamitjak a tranzitiv lezartat. Ezt Landahl és Runge [1946],
Landahl [1947], Luce és Perry [1949}, Luce [1950], Lunc [1950,1952] és A. Shimbel
tanulmanyoztak.

Shimbel érdeklddését a matrixmaédszerek irdnt a neurdlis halézatokban vald
alkalmazhatosaguk motivalta. Matrixok segitségével elemezte, hogy egy halézat-
ban mely helyszinek tudnak egymassal kommunikalni és ez mennyi id6t igényel.
Jeloljik S -el azt a 0 — 1 matrixot, amelyben S; ; = 1 pontosan akkor, ha di-
rekt kommunikacié van i-b6l j-be (beleértve az i = j esetet is). Shimbel [1951]
észrevette, hogy S! pozitiv elemei azoknak a paroknak felelnek meg, amelyek
kozott ¢ lépésben lehetséges a kommunikacié. Egy kommunikicids rendszer meg-
felels, amennyiben S? pozitiv valamely t-re. Shimbel [1951] egy mésik észrevétele
szerint egy megfelel6 kommunikicids rendszerben az az idg, ami alatt minden hely-
szin megkap minden informaciét, megegyezik azzal a minimalis t-vel, amelyre S*
pozitiv. (Hasonl6 jelenséget figyelt meg Luce [1950] is.)

Shimbel [1953] megemlitette, hogy a tavolsag ¢ és j kOzitt megegyezik az 1, j
pozicién taldlhaté nullak szamaval a S°, 8%, S?,...,S* métrixsorozatban. Tehat
tulajdonképen egy O(n?) futisidejd algoritmust adott az 6sszes tavolsag megtala-
lasara egy iranyitott grafban egységnyi élsilyok esetén.

Legréovidebb utak altalaban

Amennyiben adott egy D = (V, A) iranyitott graf és egy [ : A — R hossz-
fiiggvény, megkérdezhetjiik egy adott s csucstol valé tavolsagokat és a legrovidebb
utakat a tébbi pontba.

Ehhez két j6l ismert modszer all rendelkezésre: a ,Bellman-Ford-médszer” és a
,Dijkstra-médszer”. Az utébbi gyorsabb, de csak nemnegativ hosszfiiggvény esetén
hasznalhatd. Az elébbi csak azt koveteli meg, hogy ne legyen negativ &sszhosszi-
sagu iranyitott kor a grafban.

Az altalanos keret mindkét modszerhez a kovetkezs, Ford [1956] altal leirt
altalanos sémaval adhaté meg. Tartsunk nyilvan egy d ideiglenes tavolsagfiiggvényt.

68 A ‘peck rights’ forditasa: az egylitt tartott tyikok kozdtti erbviszonyokat az fejezi ki, hogy
melyik csiphet oda a masiknak (a forditd megjegyzése).
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Kezdetben legyen d(s) := 0 és d(v) := oo minden v # s-re. Ezut4n minden Iépésben

valasszunk egy (u,v) élt, amelyre d(v) > d(u) + I(u,v) A
és legyen d(v) := d(u) + l(u,v). )
Amennyiben nincs ilyen él, akkor d a keresett tavolsagfiiggvény.

A kiilonbség a fenti moédszerek kézott abban rejlik, hogy milyen szabaly alapjan
valasztjak azt az (u,v) élt, amelyre d(v) > d(u) + {{u,v). A Bellman-Ford médszer
sorban vizsgal mindig minden élt és alkalmazza (4)-t, ahol lehetséges, és ezt ismétli
(legfeljebb [V| kér elegends). Ezt a modszert Shimbel [1955], Bellman [1958] és
Moore [1959] irtak le.

Dijkstra madszere egy olyan (u,v) élt javasol, amelyre d(u) a lehets legkisebb
(igy minden él legfeljebb egyszer keriil kivilasztasra, amennyiben a hosszak nem-
negativak). Ezt Leyzorek, Gray, Johnson, Ladew, Meaker, Petry és Seitz [1957]
és Dijkstra [1959] irtak le. Dijkstra méodszerénél kicsit lassibbra implementalhatot
adott Dantzig [1958], aki olyan (u,v) él valasztasat javasolja, amelyre d(u) + [(u, v)
a lehetd legkisebb.

Ezzel parhuzamosan szamos tovabbi eredmény jelent meg a legrévidebb utak
problémaéjaval kapcsolatban, tobbek kdzott egy linedris programozasi megkozelités
és ,,jo karakterizaciok”. Ezeket tobbé-kevésbé kronologiai sorrendben tekintjiik at.

Shimbel (1955)

Shimbel [1955] cikkét 1954 4prilisaban mutatta be New Yorkban az Informa-
ci6s Haloézatok Szimpoziuman (Symposium on Information Networks). Korabbi,
egyseégnyi élhosszakra kifejlesztett matrixmédszerét tovabbfejlesztve bevezette az
alabbi ,minimum-Gsszeg algebrat™

Arithmetic
For any arbitrary real or infinite numbers z and y

z + y = min(z, y) and
zy = the algebraic sum of z and y. 9

Ezt az aritmetikat atvitte a maétrixszorzasra. Az S hosszmaétrixhoz tartozé
tavolsagmatrixot ’diszperzidénak’ nevezte el és a kévetkez6t allitotta:

69 Aritmetika
Tetszbleges = és y valos vagy végtelen szamokra legyen

r + y = min(z,y) és
zy = az x és y algebrai Osszege.
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It follows trivially that $* k& > 1 is a matrix giving the shortest paths from site
to site in S given that k£ — 1 other sites may be traversed in the process. It also
follows that for any S there exists an integer k such that §% = Sk+1, Clearly, the
dispersion of S (let us label it D(S)) will be the matrix S* such that S* = $k+1.70

Ez lényegében ekvivalens a Bellman-Ford médszerrel.

Bar ezt Shimbel nem emlitette, de trividlisan k < |V| valaszthato, igy ez a
médszer egy O(n*) futésideji algoritmust ad a tavolsagok meghatarozassra bar-
mely pontpar viszonylataban.

A legrovidebb 1t, mint linearis programozasi feladat (1955-1957)

Orden [1955] észrevette, hogy a legrévidebb ut problémaja specialis esete a
szallitméanyozasi problémanak (= minimalis kéltségi folyam probléma kapacitasok
nélkil), ezért megoldhaté a linearis programozas eszkozeivel is. Dantzig [1957]
a szimplex modszert erre a feladatra a kovetkezd$ grafikus eljaras keretében irta
le. Legyen T egy gyOkeres feszitéfa az {1,...,n} halmazon, aminek 1 a gyokere.
Minden i = 1,...,n-re u; legyen egyenls az i-nek a gyokértdl vett tavolsagaval a T’
faban. Ha u; < u; +d; ; minden ¢, j-re, akkor a T-ben vett 1 —4¢ at egy legrévidebb
at. Ha u; > u; 4 d; 5, akkor dobjuk ki T-bél a j-be 1ép& élt és vegyiik be helyette
az (t,7) élt. Folytassuk az eljarast a modositott faval.

Az eljaras trividlisan véges sok lépésben befejez8dik (mivel Z;'L=1 u; minden
lépésben csbkken, és mivel csak véges sok gyokeres fa létezik). Dantzig illusztralta
maodszerét egy példaval, amelyben egy csomagot kiildétt Los Angelesbél Bostonba.
(Edmonds [1970] megmutatta, hogy ez az eljaras exponencialisan sok ideig futhat.)

Dantzig [1957]-es cikkére reagalva Minty [1957] ,analég szdmitogépet” javasolt
a legrovidebb ut problémara:

Build a string model of the travel network, where knots represent cities and string
lengths represent distances (or costs). Seize the knot ‘Los Angeles’ in your left hand
and the knot ‘Boston’ in your right and pull them apart. If the model becomes
entangled, have an assistant untie and re-tie knots until the entanglement is resolved.
Eventually one or more paths will stretch tight—they then are alternative shortest
routes.”!

70Trivialisan latszik, hogy Sk k > 1 megadja a legrovidebb utakat két helyszin kozétt S-ben,
amennyiben k — 1 masik helyszint érinthetiink atkdzben. Kovetkezik tovdbba, hogy létezik olyan
k, amelyre Sk = Sk+1, Nyilvanvaloan S diszperzidja (jelsljiik D(S)-el) az az S* hatvany lesz,
amelyre SF = §k+1,

71K ¢szitsiik el az uthalozat modelljét madzagbol, ahol a csomok jelképezik a varosokat, a fonal-
hossztisagok pedig a tavolsagokat (vagy a koltséget). Helyezziik a ,Los Angeles” feliratli csomoét a
bal keziinkbe, a ,,Boston” feliratiit a jobba és hzzuk szét a két keziinket. Ha a modell bebogoz6-
dik, akkor kérjiikk meg a segiténket, hogy csomozza szét és Gjra Ossze a csomokat, amig a gubanc
kisimul. Végiil egy vagy tobb ttvonal kifesziilése jelzi az alternativ legrévidebb utakat.
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Dantzig ,legrévidebb utjainak faja” megtalalhat6 ezen modell segitségével, ha
stulyokat erdsitiink a csomépontokra és az egész modellt felemeljiik a ,,Los Angeles”
csomoépontnal fogva.

Nagyon is helyénvalé megcimkézni a csomépontokat, kiilonben egy-két haszna-
lat utan kénnyen Gsszekeverhetjiik Gket

Hasonlé médszert javasolt Bock és Cameron [1958].

Ford (1956)

Egy 1956. augusztus 14-re datalt RAND riportban Ford [1956] leirt egy mod-
szert a Py és a Py kozti legrévidebb it megtalalasara egy halézatban, amelynek
csomoépontjai Py, ..., Pn és l;; jeloli egy él hosszisagat ¢ és j kozott. Idézziik:

Assign initially zo = 0 and z; = oo for ¢ # 0. Scan the network for a pair P; and P;
with the property that x; — z; > l;;. For this pair replace z; by x; + l;;. Continue
this process. Eventually no such pairs can be found, and zn is now minimal and
represents the minimal distance from Py to Pn.72

Ez tehat az az altalanos keret, amit fentebb mar emlitettiink ((4)). Ford nem ad
semmilyen tovabbi javaslatot (4)-ben az (u,v) él valasztasara.

Ford igazolta, hogy ez az algoritmus véges. Mindazonaltal Johnson [1973a,
1973b,1977] megmutatta, hogy Ford nagyvonali valasztasi szabalya exponencialis
futasidét is eredményezhet.

Ford modszerének helyessége kovetkezik egy olyan eredménybdl is, ami
Beckmann, McGuire és Winsten [1956] Studies in the Economics of Transportation
cimd kényvében szerepel: adott egy (l;, ;) hosszisagmatrix, a (d; ;) tadvolsagmatrix
az a matrix, amit egyértelmien meghataroznak az aldbbiak:

di; =0 minden i-re;
dix = min(l; ; + djx) minden i, k-ra, amelyre i # k.
J

J6 karakterizaciok a legrévidebb 1t problémara (1956-1958)

Robacker [1956] megfigyelte, hogy a legrévidebb utakra teljesiil a Menger-
tételnek egyfajta dualisa: egy N grafban a legrévidebb Py — P, ut hossza meg-
egyezik a paronként diszjunkt Py — P, vagasok maximalis szdmaval. Robacker
szavaival:

72Legyen kezdetben xg = 0 és x; = oo minden i # O-ra. Keressiink a halézatban olyan P; és
P; part, amire x; — x; > lj;. Erre a parra helyettesitsiik -t z; + lj;-vel. Folytassuk az eljarast.
Végiil mar nem talalunk ilyen part, ekkor zy minimalis, és megegyezik Po és Py tavolsagéval.
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the maximum number of mutually disjunct cuts of N is equal to the length of the
shortest chain of N from Py to P,.78

Hasonl6 ,,jé karakterizaciot” adott Gallai [1958]: egy (V, A) iranyitott graf él-
halmazén értelmezett | : A — Z hosszfliggvény pontosan akkor nem szolgaltat
negativ 6sszhosszisagl irdnyitott kort, ha létezik egy p: V — Z fiiggvény (,,poten-
cial”), amelyre I(u, v) > p(v) — p(u) minden (u,v) élre.

Case Institute of Technology (1957)

A legrévidebb 1ut problémajat a Case Institute of Technology egy kutaté-
csoportja is vizsgilta a Ohio allambeli Cleveland-ben a Modellezési Technikdk
Vizsgdlata (Investigation of Model Techniques) projekt keretében, amelyet a had-
sereg elektronikus eszkozoket tesztels alakulatanak harcaszati fejleszts osztalya
(Combat Development Department of the Army Electronic Proving Ground)
részére végeztek. Az Elsd éves beszdmoldjukban (First Annual Report) Leyzorek,
Gray, Johnson, Ladew, Meaker, Petry és Seitz [1957] ismertették eredményeiket.

El6szor is észrevették, hogy Shimbel modszere felgyorsithaté azzal, hogy
Sk-t iterativ négyzetre-emelésekkel hatarozzuk meg (a minimum-dsszeg algebra-
ban). Ez O(n3logn) idében megoldja a legrévidebb utak problémajat az Ssszes
csucspar kozott.

Ezutian kezdetleges médon leirtak egy Dijkstra moédszerével ekvivalens méd-
szert. Idézziik:

(1) All the links joined to the origin, a, may be given an outward orientation. ...

(2) Pick out the link or links radiating from a, agq, with the smallest delay.
Then it is impossible to pass from the origin to any other node in the network by
any “shorter” path than aqo. Consequently, the minimal path to the general node
@ 18 daq-

(3) All of the other links joining o may now be directed outward. Since aqo must
necessarily be the minimal path to «, there is no advantage to be gained by directing
any other links toward a. ...

(4) Once a has been evaluated, it is possible to evaluate immediately all other nodes
in the network whose minimal values do not exceed the value of the second-smallest
link radiating from the origin. Since the minimal values of these nodes are less
than the values of the second-smallest, third-smallest, and all other links radiating
directly from the origin, only the smallest link, aq«, can form a part of the minimal
path to these nodes. Once a minimal value has been assigned to these nodes, it is
possible to orient all other links except the incoming link in an outward direction.

(5) Suppose that all those nodes whose minimal values do not exceed the value
of the second-smallest link radiating from the origin have been evaluated. Now
it is possible to evaluate the node on which the second-smallest link terminates.
At this point, it can be observed that if conflicting directions are assigned to a link,
in accordance with the rules which have been-given for direction assignment, that
link may be ignored. It will not be a part of the minimal path to either of the two
nodes it joins. ...

734 kdlcséndsen diszjunkt vagasok maximalis szama N-ben megegyezik a Po és Pp kozti legro-
videbb lanc hosszisagaval.
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Following these rules, it is now possible to expand from the second-smallest link
as well as the smallest link so long as the value of the third-smallest link radiating
from the origin is not exceeded. It is possible to proceed in this way until the entire
network has been solved.”?

(A fenti idézetbdl toroltiik az abrakra vonatkozoé hivatkozasokat.)

Bellman (1958)

Miutan t6bb cikket publikalt a dinamikus programozasrél (ami bizonyos ér-
telemben a legrévidebb 1t médszerek altalanositdsa) Bellman [1958] végiil ma-
garél a legrévidebb 1t problémarél is kozolt egy cikket a Quarterly of Applied
Mathematics folyéiratban. Ebben leirja az alabbi ,fliggvényegyenletes” megoldast
a legrévidebb utak problémajira, ami lényegében megegyezik a Shimbel [1955]-ben
talalhaté modszerrel.

Tegyiik fel, hogy adottak az 1,..., N szamokkal jelolt varosok, és koziiliik bar-
mely kett6t kozvetlen ut kot Ossze. Adott egy T = (;;) matrix, ahol ¢;; azt
az id6t mutatja, ami alatt i-b6l j-be kozvetleniil el lehet jutni (ez nem feltétleniil
szimmetrikus).

Bellman megjegyzi:

74(1) Az a orig6t érintS Ssszes kapcsolat kifelé mutaté iranyitast kaphat. ...

(2) Valasszuk ki az a origobol kimutaté minimalis aqaq késleltetési kapcsolatot vagy kapcsola-
tokat. ... Ekkor lehetetlen az origbbol a halézat barmely mas pontjiba egy aao-nal ,rovidebb”
aton eljutni. Tehat az altalanos o csicsba @qe minimalis Gt.

(3) Most mar az a-t érint§ minden egyéb kapcsolat kifelé iranyithat6. Minthogy aaa-nak
az a-ba futdé minimalis itnak kell lennie, semmi eldnyiink sem szdrmazik abbél, ha barmelyik
kapcsolatot « felé iranyitjuk. ...

(4) Miutan o-t kiértékeltiik, azonnal lehetségessé valik mindazon csuicsok kiértékelése, amelyek
minimalis értéke nem haladja meg az orig6b6l indulé masodik legkisebb kapcsolatot [helyesebben:
késleltetést (a fordité megjegyzése)]. Minthogy mindezen csiucsok minimalis értéke kisebb, mint
az origdbol kozvetleniil kiindulé masodik legkisebb, harmadik legkisebb és tovabbi kapcsolatoké
[késleltetéseké], csupan a legkisebb [késleltetésii] aao kapcsolat lehet része az ezen csicsokba vezets
minimalis utaknak. Miutan a minimalis értékeket mindezen csiucsokhoz meghataroztuk, a bejové
kapcsolat kivételével minden mas kapcsolatot kifelé iranyithatunk.

(5) Tegyiik fel, hogy mar mindazon cstcsokat kiértékeltiik, melyek minimumeértéke nem haladja
meg az orig6b6l kiindul6 masodik legkisebb értéket [késleltetést]. Most mar kiértékelhetjiik azt
a csucsot is, amelyikbe ez a masodik legkisebb [késleltetésii] kapcsolat mutat. Ezen a ponton
megfigyelhetjiik, hogy ha a kapcsolatok irdnyat elGir6 szabélyok szerint egy kapcsolat két ellentétes
iranyitast kap, akkor ezt a kapcsolatot figyelmen kiviil hagyhatjuk. Ez ugyanis nem lesz része a
két végpontjaba vezetd minimalis utak egyikének sem. ...

Ezeket a szabalyokat kdvetve immar kiterjeszkedhetiink a masodik legkisebb [késleltetésii] kap-
csolatrél és a legkisebb [késleltetési] kapcsolatrol mindaddig, amig [a csucsokhoz szamitott ér-
tékekkel] nem haladjuk meg az origéb6l indulé harmadik legkisebb [késleltetésii] kapcsolatot.
Ily médon eljarva lehetségessé valik a teljes haldzat megoldasa.

A fordité(k) megjegyzése: a fenti leirasban a csucs ,kiértékelésének” fogalma nincs pontosan
meghatirozva. Egy lehetséges definicid, ha az adott csicsba irényitott ,kapcsolatokkal” meg-
hosszabbitott minimalis utak kéziil vessziik a minimumértéket megvalésité utat, és ennek hossza
(késleltetése) lesz a csucs ,ertéke”. Kénnyen lathatd hogy az igy kapott eljards csakugyan ekviva-
lens Dijkstra irdnyitatlan grafon alkalmazott algoritmusanak rekurziv megvalositasaval.
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Since there are only a finite number of paths available, the problem reduces to
choosing the smallest from a finite set of numbers. This direct, or enumerative,
approach is impossible to execute, however, for values of N of the order of magnitude
of 20.73

Adott egy ,fliggvényegyenletes” megkozelitést:

The basic method is that of successive approximations. We choose an initial sequ-
ence {fi(o)}, and then proceed iteratively, setting

(k+1) _ . (k) .

5 —I};?(tij'l‘fj ] i=1,2,...,N-1,
k+1

JED =0,

fork=0,1,2...76

Kiindulé fi(o) sorozatnak Bellman (F. Haight javaslata alapjan) az fi(o) = N
sorozatot javasolta. Bellman észrevette, hogy minden rogzitett i-re az fi(k) sorozat
monoton cs6kkend k-ban és a kovetkezot allitotta:

It is clear from the physical interpretation of this iterative scheme that at most
(N — 1) iterations are required for the sequence to converge to the solution.””

Mivel minden iteraciét O(N?) id6 alatt végre lehet hajtani, az algoritmus idigénye
O(N3). A bonyolultsagrél Bellman a kiovetkezdket mondta:

It is easily seen that the iterative scheme discussed above is a feasible method for
either hand or machine computation for values of N of the order of magnitude of
50 or 100.78

Egy labjegyzetben Bellman megemliti:

75 Mivel csak véges sok Gtvonal létezik, a probléma megoldhaté ezen véges halmazbél a legkisebb
kivalasztasaval. Ez a direkt, avagy felsorolé megkodzelités azonban kivitelezhetetlen mar 20 koriili
N-ek esetén is.

76 Az alapvet6 modszer a szukcessziv approximécio. Valasztunk egy kiindulé sorozatot {fi(o)},
és azutéan iterative folytatjuk a kévetkezd értékadéasokkal

(k+1) _ y (k) - _
f; _rjn;érz] (t,]-l—fj ], i=12,...,N-1,
i =0,

minden k=0,1,2----re.

77 A leirt iterativ séma fizikai interpretaci6jabél vilagos, hogy legfeljebb N — 1 iteracio sziikséges
ahhoz, hogy a sorozat a megoldashoz konvergéljon.

78Kdnnyen lathat6, hogy a fent ismertetett iterativ séma megengedett modszert ad mind kézi,
mind gépi szamitasokhoz akar 50 vagy 100 koriili N-ekre is.
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Added in proof (December 1957): After this paper was written, the author was
informed by Max Woodbury and George Dantzig that the particular iterative scheme
discussed in Sec. 5 had been obtained by them from first principles.”®

Dantzig (1958)

Dantzig [1958] cikke O(n?logn) fut4sidejii algoritmust ad a legrévidebb ut
problémara nemnegativ élhosszusagok esetén. A modszer a (4)-ben olyan él
valasztasat irja els, amelyre d(u) + {(u, v) a lehets legkisebb. Dantzig feltételezte,
hogy

(a) that one can write down without effort for each node the arcs leading to other
nodes in increasing order of length and (b) that it is no effort to ignore an arc of
the list if it leads to a node that has been reached earlier.3¢

Megjegyezte, hogy Bellmanon, Mooreon, Fordon és 6nmagéan kiviil D. Gale és
D.R. Fulkerson is javasoltak m@ddszereket a legrévidebb utak problémajara
Lnformalis beszélgetések alkalméaval”.

Dijkstra (1959)

Dijkstra [1959] olyan atfogo és vilagos leirasat adta a ,Dijkstra modszernek”,
amely O(n?) futasidejii implementaciot tesz lehet6vé. A kévetkezdt allitotta:

The solution given above is to be preferred to the solution by L.R. Forp [J] as
described by C. BeRcE [{], for, irrespective of the number of branches, we need not
store the data for all branches simultaneously but only those for the branches in sets
I and II, and this number is always less than n. Furthermore, the amount of work
to be done seems to be considerably less.3!

(Dijkstra’s [3] és |4] referenciai: Ford [1956] és Berge [1958].)

Dijkstra modszerét konnyebb implementalni (O(n?) futasidével), mint
Dantzigét, mivel nem Kell az informaciét listakban tarolni: ahhoz, hogy a kévet-
kezS csicsot megtalaljuk, ami minimalizalja d(v)-t, csak végig kell nézniink az
Osszes csucsot.

79 Nyomddba adds utdn: (1957. december) Miutan ez az irés elkésziilt, Max Woodbury és George
Dantzig értesitették a szerz6t, hogy azt a bizonyos, 5. fejezetben ismertetett iterativ sémét &k is
kidolgoztak az alapigazsagokbol kiindulva.

80(a) faradsag nélkiil felsorolhatjuk barmely pontra a beléle kimens éleket nvekvs hosszisag
szerint (b) nem keriil faradsagba eltekinteni egy éIt6l ezen a listan amennyiben az egy korabban
mar elért pontba mutat.

81 A fentebb ismertetett megoldds mindenképpen el6nydsebb az L.R. Forb [J] ltal adott meg-
oldasnal, amint az C. BERGE [{]-ben leirta, mivel az agak (élek) szamatol fiiggetleniil nem kell
tarolnunk az dsszes aghoz tartoz6 adatot egyidejiileg, hanem csak azokat, amelyek az I és II hal-
mazokhoz tartozd aAgakhoz tartoznak, és ez a szam mindig kisebb, mint n. Tovabbé az elvégzend6
munka jelentésen kisebbnek tlnik.
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Moore (1959)

A Harvard Egyetemen 1957 aprilisaban tartott Nemzetkozi Kapcsolaselme-
leti Szimpéziumon (International Symposium on the Theory of Switching) Moore
[1959], a Bell Laboratérium munkatarsa ,Legrévidebb kitt a labirintusbol”
(“The shortest path through a maze”) cimmel tartott eladést:

The methods given in this paper require no foresight or ingenuity, and hence deserve

to be called algorithms. They would be especially suited for use in a machine, either
a special-purpose or a general-purpose digital computer.82

Moore szaméara a motivaciét a tavolsigi telefonforgalom adta. Ismertette az A, B,
C és D algoritmusokat.

Elsének Moore azt az esetet tekintette, amikor egy G = (V, E) iranyitatlan
graf adott és nincs hosszfiigvény, hanem egy olyan utat kell keresni az A pontbdél
a B pontba, amely a lehet6 legkevesebb élbsl 4ll. Az A algoritmus a kdvetkezs:
elGszor is cimkézzilik az A pontot a 0 szimmal. Ezutin & = 0,1,.. -re tegyiik a
kovetkezot: tegyiik a k+ 1-es cimkét minden olyan eddig cimkézetlen pontra, amely
szomszédos valamely olyan ponttal, aminek a cimkéje k. Alljunk meg, mihelyst B
is kapott cimkét.

If it were done as a program on a digital computer, the steps given as single steps
above would be done serially, with a few operations of the computer for each city of

the maze; but, in the case of complicated mazes, the algorithm would still be quite
fast compared with trial-and-error methods.33

Az eljards egy kozvetlen implementaciéja valéjaban O(m) futasidejd algoritmust
eredményezne. A B és C algoritmusok abban kiilénboznek az A-t6l, hogy gazdasé-
gosabban (kevesebb bitet hasznalva) cimkézik a pontokat.

Moore D algoritmusa abban az esetben talalja meg a legrévidebb utat, amikor
minden élnek nemnegativ hossza van. Ez a moédszer a fent ismertetett Bellman-
médszert finomitja: (i) kiterjeszti arra az esetre, ha nem barmely pontpar tud
kézvetleniil kommunikéilni egymassal, azaz egy G = (V, E) graf adott egy hossz-
fiigvénnyel; (ii) minden iteraciéban csak azokat a d; ;-ket tekinti, amelyekre u;-t az
el6z6 iteraci6 csokkentette.

A modszer futasideje O(nm). Moore észrevette, hogy a moédszer parhuzamos
megvalositast is lehetdve tesz, O{nA(G))-re csokkentve ezzel a futésidst, ahol A(G)
a maximalis G-beli fokszam. Moore a kdvetkezd tanulsdgot vonta le:

The origin of the present methods provides an interesting illustration of the value of
basic research on puzzles and games. Although such research is often frowned upon

82 A jelen cikkben ismertetett médszerek nem igényelnek semmiféle el6relatast vagy talalékony-
sagot, igy kiérdemlik, hogy algoritmusoknak nevezziik Sket. Kiilonosképpen hasznilhatoak lehet-
nek gépek szamara, akar célszamitogépre, vagy altalanos célu digitalis szaimitogépre gondolunk.

83 Amennyiben egy digitalis szamitogép egy program formajaban hajtana végre a fenti lépéseket,
azokat sorban egymas utan hajtana végre, az atveszté minden varosahoz csak néhany miiveletet
igényelve. Azonban bonyolultabb labirintusok esetében az algoritmus jelentSsen gyorsabb lenne
a proba-szerencse modszernél.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



SZEMELVENYEK A KOMBINATORIKUS OPTIMALIZALAS TORTENETEBOL 51

as being frivolous, it seems plausible that these algorithms might eventually lead to
savings of very large sums of money by permitting more efficient use of congested
transportation or communication systems. The actual problems in communication
and transportation are so much complicated by timetables, safety requirements,
signal-to-noise ratios, and economic requirements that in the past those seeking to
solve them have not seen the basic simplicity of the problem, and have continued
to use trial-and-error procedures which do not always give the true shortest path.
However, in the case of a simple geometric maze, the absence of these confusing
factors permitted algorithms A, B, and C to be obtained, and from them a large
number of extensions, elaborations, and modifications are obvious.

The problem was first solved in connection with Claude Shannon’s maze-solving
machine. When this machine was used with a maze which had more than one
solution, a visitor asked why it had not been built to always find the shortest path.
Shannon and I each attempted to find economical methods of doing this by machine.
He found several methods suitable for analog computation, and I obtained these
algorithms. Months later the applicability of these ideas to practical problems in
communication and transportation systems was suggested.34

A moédszer tovabbi alkalmazasai kdzott Moore ismertette azt a példat, ahol
a leggyorsabb csatlakozast keressiik egy adott dllomasrdl egy masikba a vasiti
menetrend ismeretében. Hasonl6 médszert adott Minty [1958].

1958 majusiaban Hoffman és Pavley [1959] a kivetkezd szamitasi eredményeket
prezentaltik a Western Joint Computer konferencian Los Angeleshen Moore algo-
ritmusar6l minden pontpar tavolsiganak meghatarozasara alkalmazva:

It took approximately three hours to obtain the minimum paths for a network of
265 vertices on an IBM 704.85

84 A7 ismertetett modszerek eredete érdekes illusztraciojat adja a rejtvényekkel és jatékokkal
kapcsolatos alapkutatasok értékének. Bar gyakran komolytalannak ftélik ezeket a kutatasokat,
ugy tidnik, hogy ezek az algoritmusok komoly Gsszegeket sporolhatnak meg azaltal, hogy zstfolt
kozlekedési vagy kommunikaciés rendszerek hatékonyabb hasznalatat teszik lehetévé. A kom-
munikaci6val és szallitassal kapcsolatos valés problémakat annyira elbonyolitjdk a menetrendek,
biztonsagi el6irasok, hasznos jel-zaj aranyok és gazdasagossagi kbvetelmények, hogy eleddig azok,
akik ezeknek a megoldasat keresték, nem vették észre a feladat alapvets egyszertiségét, és minden-
féle proba-szerencse modszerekhez folyamodtak, amelyek nem adjak meg a valéjaban legrévidebb
utat. Mindazonaltal egy egyszerii geometriai utveszt8 esetében a fenti zavar6 tényezék hidnya
lehetévé tette az A, B és C algoritmusok kidolgozasat, ezekbdl pedig rengeteg féle kiterjesztés és
mobdositas adédik egyszerten.

A problémat el@szér Claude Shannon labirintus-megoldé gépével kapcsolatban oldottak meg.
Amikor ezt a gépet egy olyan labirintusra alkalmaztak, amiben nem csak egy kitt volt, a latogaté
azt kérdezte, hogy vajon miért nem a legrévidebb Gt megtaldlasara készitették a gépet. Shannon
és én megprobaltunk gazdasdgos moédszereket talalni erre, amit egy gép végre tud hajtani. O tsbb
olyan modszert is talalt, amit analég szamitégép hajthat végre, én pedig ezeket az algoritmusokat
talaltam. Par hénappal kés6bb felvet6dott ezen Gtletek kommunikacios és szallitasi rendszerekben
valé gyakorlati alkalmazhatoésaga.

85Egy IBM 704-esen koriilbeliil 3 ériba telt egy 265 pontu héalézatban a legrévidebb utak
meghatarozasa.
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7. Az utazé ligynok probléma

Az utazd igyndok probléma (traveling salesman problem, TSP) a kévetkezs:
adott n varos és a koztes tavolsagaik, keressiink legrévidebb kérutat, amely min-
den varost pontosan egyszer érint. Matematikailag az utazé iigynék probléma
kapcsolatban van a Hamilton-kor probléméajaval; altalanositja azt. Ez a probléma
Kirkmanig [1856] és Hamiltonig [1856,1858] nyulik vissza és Kowalewski [1917b,
1917a] is tanulmanyozta (lasd Biggs, Lloyd és Wilson [1976]). Osszefoglalénkban
az utazd ligyndk probléma altalanos alakjara szoritkozunk.

Az utaz6 ligyndk probléma matematikai gybkerei homéalyba vésznek. Dantzig,
Fulkerson és Johnson [1954] a k&vetkezt mondjak:

It appears to have been discussed informally among mathematicians at mathematics
meetings for many years.56

Az 1832-es kézikonyv

Miiller és Merbach [1832] vették észre, hogy az utazé ligynok probléma ter-
meészetes megfogalmazasat mar 1832-ben megadtak egy, a sikeres utazo ligyntkok
részére késziilt kézikonyvben: Der Handlungsreisende — wie er sein soll und was
er zu thun hat, um Auftrige zu erhalten und eines glicklichen FErfolgs in seinen
Geschiften gewifs zu sein — von einem alten Commis-Voyageur®” [1832]. (Mig a
politikai
korrektség manapsag azt kovetelné, hogy az utazoé iigynokot ,traveling salesperson’
nak nevezziik, addig a kézikdnyv alapbdl feltételezi, hogy a ,Handlungsreisende”
férfi, és 6va int a néktdl az iizletben és azon kiviil is.)

A matematikamentes kis kdnyv a kovetkez8képpen irja le a problémat:

Die Geschifte fithren die Handlungsreisenden bald hier, bald dort hin, und es lassen
sich nicht fiiglich Reisetouren angeben, die fiir alle vorkommende Fille passend sind;
aber es kann durch eine zweckméafige Wahl und Eintheilung der Tour, manchmal
so viel Zeit gewonnen werden, daff wir es nicht glauben umgehen zu diirfen, auch
hieriiber einige Vorschriften zu geben. Ein Jeder mdge so viel davon benutzen, als
er es seinem Zwecke fiir dienlich hilt; so viel glauben wir aber davon versichern
zu diirfen, daf es nicht wohl thunlich sein wird, die Touren durch Deutschland in
Absicht der Entfernungen und, worauf der Reisende hauptsichlich zu sehen hat, des
Hin- und Herreisens, mit mehr Oekonomie einzurichten. Die Hauptsache besteht
immer darin: so viele Orte wie mdglich mitzunehmen, ohne den nidmlichen Ort
zweimal beriihren zu miissen.%8

86 Jgy tinik, matematikusok matematikai talalkozokon mar évekkel ezel6tt is beszélgettek rola.

87 Az utazé ligyndk — milyen legyen és mit tegyen azért, hogy megrendeléseket kapjon és biz-
tosftani tudja iizletének boldog sikerét — egy oreg utazd ligynok altal”

88 Az iizlet az utazo ligyndkét hol ide, hol oda szolitja, és nemigen adhatunk olyan atvonaltervet,
amely minden esetre megfelels; mindazonaltal a kérit ttvonalanak megfelelé kivalasztasaval és
megtervezésével annyi id6t takarithatunk meg, hogy nem keriilhetjiik el, hogy ezzel kapcsolat-
ban is adjunk néhany szabalyt. Mindenki annyit hasznosit belfle, amennyi éppen a céljanak
megfelel; annyit mindenesetre biztosan mondhatunk, hogy nem lehetséges a németorszagi kérutat
gazdasagosabban megszervezni, tekintetbe véve a tivolsagokat és az oda-vissza val6 utazésokat.
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A keézikonyv 6t kdrutat javasol Németorszagon 4t (az egyik részben Svajcban
halad). A 3. abran Gsszehasonlitjuk az egyik ilyen koratvonalat a legrévidebb
atvonallal, amelyet ,modern” médszerekkel kerestiink meg. (A t6bbi tura tébbnyire
nem felel meg a f6 feladatnak, mivel részkbrutakat tartalmaznak, igy egyes helyeket
tobbszor is érintenek.)

Menger hirnék-problémaja (Botenproblem) (1930)

K. Menger talan az els6 matematikus, aki az utazo iigynok problémardl irt.
Erdeklodésének gydkereit Menger [1928b] cikkében talalhatjuk. Ebben tanulma-
nyozza egy S metrikus térbeli C egyszert gorbe [(C') hosszdt, amely definicié sze-

rint
n—1

I{C) :=sup Z dist(z;, i+1),
i=1
ahol a szuprémumot a C-n minden zi,...,z, vailasztisa mellett kell venni
a C gorbe dltal meghatdrozott sorrend szerint. Menger azt figyelte meg, hogy ezt a
C gorbe véges X részhalmazaira relaxalhatjuk és az X Osszes lehetséges sorrend-
jeire minimalizalhatunk. - Ennek érdekében egy metrikus tér tetszéleges véges X
részhalmazara definilta a A(X) mennyiséget, mint az X -en 4tmend legrovidebb ut
(grafos szohasznalattal: Hamilton-1it) hosszat, és megmutatta, hogy

I(C) = sup AM(X),
X

ahol a szuprémumot a C Gsszes X véges részhalmazara kell venni. Ez annyit jelent,
hogy megmutatta, hogy minden € > 0 esetén létezik egy X véges részhalmaza

C-nek, amelyre A(X) > [(C) —e.
Menger [1929a] ezt a kovetkezGképpen élesitette tovabb:

Uey = sipfi(X),

ahol a szuprémumot ismét a C 6sszes X véges részhalmazaira kell venni, és (X)
az X egy feszitd fdjdnak minimalis hosszat jelenti.

Ezeket az eredményeket Menger [1930] cikkében meg is jelentette. Szamos
masik cikkben, ugymint Menger [19282,1929b,1929a], hasonl6é karakterizaciokat
adott erre a hosszfliggvényre.

A \(X) paraméter nyilvanvaloan kizel 4ll az utazé iigynék probléma gyakorlati
alkalmazasahoz. Ezt a rokonsagot Menger explicite is megemlitette 1930. februar
5-én a bécsi mathematisches kolloguium-on (amelyet néhany didk kivansagara szer-
veztek). A Menger [1931a,1932]-ben talalhato jelentés tanusiga szerint el6szor
megkérdezte, nem lehet-e tovabb enyhiteni a formulat, (X )-et kicserélve a (mai
sz6hasznalattal élve) X-et 6sszekotd Steiner-fa minimalis hosszaval — ez egy feszi-
t6fa az X-nél bévebb S-beli halmazon. (Tehat Menger végiglatogatott j6 néhany

A f6 célkitiizés mindig abbdl &ll, hogy a lehets legtabb helyet 1atogassunk meg anélkiil, hogy egy
helyet kétszer is érinteniink kéne.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



(8008) yodvT 1wY}VWIIV 1}OZVUDY]Y

Halle

Sondershausen
Merseburg

Muhlhausen

Eisenach

Freiberg

Salzungen Chemnitz

Rudolstadt Greitz Zwickau

Plauen

Neustadt

Bruckenau Hof

Cronach
Gelnhausen

Schweinfurt

Baircuth
Bamberg

Wurzburg

3. abra. A (vastag és vékony) folytonos vonalak egy 45 németorszigi varoson atmendG, 1285 km hosszi
kiriitvonalat mutatnak be az 1832%es utazd figynok-kézikonyv alapjan. A legrovidebb kiriitvonalat a
vastag folytonos 65 a szaggatott vonal mutatja (1248 k). Ez utobbi a foldrajzi tavolsagot veszi figyelembe
~ a helyi viszonyokat is tekintetbe véve elképzelhets, hogy az 1832-es kirfit az optimalis.
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kombinatorikus optimalizalasi problémat.) Ezt a feladatot Euklideszi-terekben
Mimura [1933] oldotta meg.
Ezutan Menger az utazé ligyndk problémat a kovetkezSképpen fogalmazta meg:

Wir bezeichnen als Botenproblem (weil diese Frage in der Praxis von jedem Post-
boten, {ibrigens auch von vielen Reisenden zu losen ist) die Aufgabe, fiir endlich-
viele Punkte, deren paarweise Abstinde bekannt sind, den kiirzesten die Punkte
verbindenden Weg zu finden. Dieses Problem ist natiirlich stets durch endlichvi-
ele Versuche lésbar. Regeln, welche die Anzahl der Versuche unter die Anzah! der
Permutationen der gegebenen Punkte herunterdriicken wiirden, sind nicht bekannt.
Die Regel, man solle vom Ausgangspunkt erst zum néchstgelegenen Punkt, dann
zu dem diesem nichstgelegenen Punkt gehen usw., liefert im allgemeinen nicht den
kiirzesten Weg.89
Tehat Menger a legrévidebb Hamilton-utat kereste az adott pontokon. Tisztdban
volt a feladat bonyolultsagaval, és tudta, hogy a jol ismert legkbzelebbi szomszéd

heurisztika nem feltétleniil ad optimalis megoldast.

Harvard, Princeton (1930-1934)

Menger 1930 szeptembere és 1931 februarja koézotti idészakot meghivott els-
addként a Harvard Egyetemen tolt6tte. Egyik szeminariumon tartott el6adisaban
Menger bemutatta a fenti eredményeit gorbék hosszardl és véges ponthalmazokon
atmend legrovidebb utakrél. Menger {1931b]-ben azt irja, hogy Hassler Whitney,
aki akkoriban épp a Ph.D.-jét irta grafelméletbsl a Harvardon, egy kapcsolédé
javaslatot tett. Ez a cikk azonban nem emliti, hogy vajon a gyakorlati interpreta-
ci6 szdba kerlilt-e ezen az eléadéason.

A koévetkezs évben, 1931-32-ben Whitney a Princeton Egyetemen a Nemzeti
Kutatasi Tanacs (National Research Council) kutatoja volt, ahol tobb szemina-
riumi elSadast is tartott. Egy ilyen elSadason emlitette meg azt a kérdést, hogy
keressiik meg a legrévidebb kérutat az Egyesiilt Allamok 48 allamén keresztiil.

Tébb bizonytalansig is van ebben a torténetben. Nem biztos, hogy Whitney
a 48 allam problém4jarol ezeken az 1931-32-es elGadasokon beszélt (amelyeket
azonban bizonyosan megtartott), vagy esetleg kés6bb, 1934-ben, amint ezt Flood
[1956] allitja az utazé ligyndk problémarol szold cikkében:

This problem was posed, in 1934, by Hassler Whitney in a seminar talk at Princeton
University.90

Ez az emlékezés bizonytalan lehet, mint ahogy azt a kdvetkezd két idézet is bizo-
nyitja. Dantzig, Fulkerson és Johnson {1954] megjegyzi:

89 Nevezziik hirnék problémdnak a kdvetkez6t (minthogy ezt a problémat gyakorlatban meg kell
oldania minden postasnak, és mellesleg sok utazénak is): véges sok pontra, amelyek paronkénti
tavolsaga adott, keressiik a legrovidebb kérutat, ami Gsszekoti ezeket a pontokat. Természetesen
ezt a problémat meg lehet oldani véges sok proba segitségével. Nem ismert olyan szabaly, ami a
sziikséges probak szamat az sszes permutaciok szamanal lejjebb tudnd vinni. Az a szabily, ami
szerint a kiindulopontbol a legkdzelebbi pontba menjiink, innen szintén a legkdzelebbibe lépjiink
és igy tovabb, altalanossagban nem adja a legrévidebb korutat.

90E7t a problémat Hassler Whitney kérdezte egy szeminariumi el6adasan 1934-ben a Princeton
Egyetemen.
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Both Flood and A.W. Tucker (Princeton University) recall that they heard about the
problem first in a seminar talk by Hassler Whitney at Princeton in 1934 (although
Whitney, recently queried, does not seem to recall the problem).?!

Mindazonaltal David Shmoys kérdésére Tucker 1983. februar 17-én levélben a
kdvetkez6t valaszolta (lasd Hoffman és Wolfe [1985]):
I cannot confirm or deny the story that I heard of the TSP from Hassler Whitney.
If I did (as Flood says), it would have occurred in 1931-32, the first year of the
old Fine Hall (now Jones Hall). That year Whitney was a postdoctoral fellow at
Fine Hall working on Graph Theory, especially planarity and other offshoots of the
4-color problem. ... I was finishing my thesis with Lefschetz on n-manifolds and
Merrill Flood was a first year graduate student. The Fine Hall Common Room was
a very lively place—24 hours a day.92

(Whitney 1932-ben szerezte Ph.D.-jét a Harvard Egyetemen.)

Szintén nem tudni biztosat arr6l, hogy Whitney pontosan hogyan is fogalmazta
meg a problémat. Az a verzid, mely szerint a legrovidebb kérutat kereste az USA
48 allaman keresztiil, Flood-t6] szarmazik egy 1984. majus 14-én késziilt interjubol
(Tucker [1984]), igymint ,Hassler Whitney 48 allam problémaja”. E tekintetben
Flood meg is jegyezte:

I don’t know who coined the peppier name ‘Traveling Salesman Problem’ for

Whitney’s problem, but that name certainly has caught on, and the problem has
turned out to be of very fundamental importance.%3

TSP, Hamilton utak és iskolabusz-tatvonaltervezés

Flood [1956] rengeteg kapcsolatot emlit a TSP és Hamilton-jatékok, illetve
grafok Hamilton-itjai kdzott, és igy folytatja:
I am indebted to A.W. Tucker for calling these connections to my attention, in 1937,

when I was struggling with the problem in connection with a schoolbus routing study
in New Jersey.9*

91Mind Flood, mind pedig A.W. Tucker (Princeton Egyetem) uigy emlékszik, hogy a problémat
elgsz6r Hassler Whitney-t6l hallottak 1934-ben a Princeton-on (bar Whitney, megkérdezésiink
alapjan nem emlékszik a problémara).

92Sem megerdsiteni, sem cafolni nem tudom azt a torténetet, amely szerint a TSP-t Hassler
Whitney-t§l hallottam. Ha igen, (amint azt Flood allitja) akkor ez 1931-32-ben tortént, a régi
Fine Hall els6 évében (ma Jones Hall). Abban az évben Whitney posztdoktori 6sztdndijas volt a
Fine Hallban, grafelmélettel foglalkozott, f6ként sikbeliséggel és a 4-szin probléma egyéb nyulva-
nyaival. ... En az n-sokasagokrol sz6l6 tézisemet fejeztem be Lefschetz-cel, Merrill Flood pedig
éppen diploma utan volt. A Fine Hall k6z6sségi terme akkoriban nagyon életteli volt — szinte a
nap 24 orajaban.

93Nem tudom, ki alkotta az életerésebb ,utazé iigynsk probléma” elnevezést Whitney prob-
lémajara, de annyi bizonyos, hogy a név rajtaragadt, és a problémarél kideriilt, hogy alapvets
jelentdségii.

94H4laval tartozom A.W. Tucker-nek, aki 1937-ben felhivta a ﬁgyelmemet ezekre a kapcsola-
tokra, amikor iskolabusz ttvonaltervezési tanulmannyal bajlédtam New Jerseyben.
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Az alabbi, Tucker [1984] interjijabél szarmaz6 idézetben Flood egy masik allambeli
(West Virginia) iskolabusz utvonaltervezésre hivatkozik, és megemliti Koopmans
bevonasit a TSP-be, aki 1940-1941-et a Princetoni Egyetem énkorményzatanak
vizsgalati csoportjanal (,Local Government Surveys Section of Princeton Univer-
sity”, roviden ,the Princeton Surveys”) toltétte:

Koopmans first became interested in the “48 States Problem” of Hassler Whitney

when he was with me in the Princeton Surveys, as I tried to solve the problem in

connection with the work by Bob Singleton and me on school bus routing for the
State of West Virginia.?s

1940

1940-ben tébb cikk is megjelent, amik az utazé iigyndk problémat més-méas
szovegkornyezetben vizsgaljak. Ugy tiinik, ezek az elsék, amik matematikai ered-
ményeket tartalmaznak a problémaval kapcsolatban.

Menger mathematisches Kolloguium-anak amerikai folytatdsaban (Menger
[1940]) visszatért a metrikus tér adott ponthalmazan atmend legrévidebb 1t prob-
lémajahoz, amelyet Milgram [1940] legrévidebb Jordan-gérbével kapcsolatos vizs-
galatai kovettek, amely lefed egy adott, nem feltétleniil véges ponthalmazt egy
metrikus térben. Mivel a ponthalmaz nem feltétleniil véges, a legrévidebb goérbe
nem feltétlendil létezik.

Fejes [1940] az egységnégyzet n pontjan dtmend legrovidebb gbrbe problémajat
vizsgalta. Ennek kévetkezményeképpen Verblunsky [1951] megmutatta, hogy ennek
hossza kisebb, mint 2++/2.8n. Ez iranyt kés6bbi munkak tobbek kdzott Few [1955]
és Beardwood, Halton és Hammersley [1959].

Mabhalanobis [1940] alsé korlatokat vizsgalt a sikon n véletlen pont legrovi-
debb koératjanak varhaté értékére, hogy megbecsiilje a Bengélban jutaval beiiltetett
teriilet foldmérésének koltségét. Ez a foldmérés 1938-ban zajlott és a legkoltsé-
gesebb tényez$ az emberek és eszkdzok széllitdsa volt az egyik mérési ponttol a
masikig. A kévetkezSképpen becsiilte a stk n véletlen pontjara illeszked6 legrovi-
debb kérat minimalis (euklideszi értelemben vett) 3sszhosszat (bizonyitas neélkiil):

It is also easy to see in a general way how the journey time is likely to behave. Let
us suppose that n sampling units are scattered at random within any given area;
and let us assume that we may treat each such sample unit as a geometrical point.
We may also assume that arrangements will usually be made to move from one
sample point to another in such a way as to keep the total distance travelled as
small as possible; that is, we may assume that the path traversed in going from one
sample point to another will follow a straight line. In this case it is easy to see that
the mathematical expectation of the total length of the path travelled in moving
from one sample point to another will be (/n—1/y/n). The cost of the journey from
sample to sample will therefore be roughly proportional to (v/n — 1/y/n). When n
is large, that is, when we consider a sufficiently large area, we may expect that the
time required for moving from sample to sample will be roughly proportional to /n,

95 Koopmanst akkor kezdte el el6szdr érdekelni Hassler Whitney ,48 allam problémaja”, amikor
a Princeton Surveysnél dolgoztunk egyiitt, és én éppen probaltam megoldani a feladatot egy Bob
Singletonnal kozds, iskolabusz Gtvonaltervezési munka kapcsan West Virginia allam részére.
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where n is the total number of samples in the given area. If we consider the journey
time per sq. mile, it will be roughly proportional to /7, where y is the density of
number of sample units per sq. mile.96

Ezt a kutatédst Jessen [1942] folytatta, aki kisérleti dton hasonlé becslést adott az
Iy tavolsag esetében (Manhattan tavolsag), amikor Iowa 4llamban egy mintavétele-
zési foldmérés statisztikai vizsgalataban farmokkal kapcsolatos tényeket probaltak
gydjteni.

If a route connecting y points located at random in a fixed area is minimized, the

total distance, D, of that route is®7

-1
D—d <y >
VU
where d is a constant.

This relationship is based upon the assumption that points are connected by direct
routes. In lowa the road system is a quite regular network of mile square mesh.
There are very few diagonal roads, therefore, routes between points resemble those
taken on a checkerboard. A test wherein several sets of different members of points
were located at random on an Iowa county road map, and the minimum distance of
travel from a given point on the border of the county through all the points and to
an end point (the county border nearest the last point on route), revealed that

D= d\/g
works well. Here y is the number of randomized points (border points not included).
This is of great aid in setting up a cost function.%98

963zintén nem nehéz megfigyelni, hogy az utazas idétartama hogyan fog viselkedni &ltalaban.
Tegyiik fel, hogy n mintavételezési egységet szorunk szét véletlenszerden egy adott teriileten,
és tegyiik fel, hogy minden ilyen mintavételezési egységet egy mértani pontnak képzelhetiink el.
Azt is feltehetjiik, hogy az elrendezésben arra téreksziink, hogy ugy akarunk haladni az egyik
mintavételezési ponttél a masikig, hogy a leutazott Gssztavolsdg a lehetd legkisebb maradjon,
azaz feltehetjiik, hogy két mintavételezési pont kdzbtt egyenes vonal mentén fogunk haladni.
Ez esetben konnyen lathato6, hogy az egyik mintavételezési ponttol a masikig tartéd it 6sszhossza-
nak matematikai varhat6 értéke (y/n — 1/y/n) lesz. A mintahelytél mintahelyig tarté at dsszkélt-
sége durvan aranyos lesz (v/n — 1/v/n)-el. Amikor n nagy, azaz ha meglehetSsen nagy teriiletet
vesziink figyelembe, arra szamithatunk, hogy az utazasi id6 mérési ponttél mérési pontig durvan
V/n-el lesz aranyos, ahol n a mér6helyek szama az adott teriileten. Amennyiben a négyzetmér-
foldenkénti utazéasi id6t tekintjiik, ez durvan ,/y-al lesz ardnyos, ahol y a mér6helyek szdméanak
négyzetmérfoldenkénti stirtisége.

97Ezen a ponton Jessen egy labjegyzetben Mahalanobis [1940]-re hivatkozott.

98 Amikor egy adott teriileten véletlenszerten elhelyezett y darab pontot Ssszekéts atvonal mi-
nimalis tavolsagat keressiik, akkor ezen Gtvonal D 0sszhosszusaga:

D=d < 7’—i~l> .
VY
ahol d konstans.

Ez a kapcsolat azon a feltételezésen alapszik, hogy a pontokat kbzvetlen Gtvonallal kétjiik Gssze.
Iowaban azonban az Gthalozat egy meglehet8sen szabilyos négyzethéaldt alkot. Nagyon kevés atlos
at van, ezért két pont kozott az ttvonal inkdbb egy ostablara emlékeztet. Egy kisérlet azonban,
amelynek keretében t6bb esetben kiilénb6z8 ponthalmazokat helyeztiink el véletlenszeriien egy
Iowa-i megyei Gttérképen és meghataroztuk a minimalis Gthosszat egy adott pontbdl a megye
szélén, végig az Osszes adott ponton majd befejezve egy végponton (amely a megye szélének az
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Marks [1948] bizonyitast adott a Mahalanobis-féle korlatra. Valojaban azt mutatta
meg, hogy /2 A(y/n—1/+/n) egy als6 korlat, ahol A a régi6 teriilete. Ghosh [1949]

olyan heurisztikat adott, ami 1.27v/ An Osszhosszuisagu tiurat talal, ezzel a felss
korlattal tehat megmutatta, hogy a fenti alsé korlat aszimptotikusan kozel van a
varhat6 értékhez. Tovabba megfigyelte a feladat bonyolultsagat is:

After locating the n random points in’a map of the region, it is very difficult to find
out actually the shortest path connecting the points, unless the number n is very
small, which is seldom the case for a large-scale survey.%®

TSP, szallitas és hozzarendelés

Mint ahogy sok mas egyéb kombinatorikus optimalizalasi feladatnal, a TSP
kutatasanal is lényeges szerepet jatszott a RAND vallalat Santa Monicaban,
Kalifornia allamban. Hoflman és Wolfe [1985] a kovetkezdket irjak:

John Williams urged Flood in 1948 to popularize the TSP at the RAND Corpora-
tion, at least partly motivated by the purpose of creating intellectual challenges for
models outside the theory of games. In fact, a prize was offered for a significant
theorem bearing on the TSP. There is no doubt that the reputation and authority of
RAND, which quickly became the intellectual center of much of operations research
theory, amplified Flood’s advertizing.1%0

A RAND kutatoi arra gondoltak, hogy a szallitasi feladatra kidolgozott sikeres
moédszerek talan atiiltethetok valahogyan az utazd ligyndk problémaéra is. Flood
[1956] megemliti, hogy erre az elképzelésre Koopmans hivta fel a figyelmét 1948-
ban. Tucker [1984] interjujaban Flood igy emlékszik:

George Dantzig and Tjallings Koopmans met with me in 1948 in Washington, D.C.,
at the meeting of the International Statistical Institute, to tell me excitedly of their

utols6 ponthoz legkdzelebbi pontja volt), azt mutatta, hogy

D=dyy

itt is jol mikodik. Itt y a véletlen pontok szama (hatarpontoktél eltekintve). Ez nagyban segiti
egy koltségfiiggvény felépitését.

99Miutan elhelyezstiik az n véletlen pontot a régi6 térképén, nagyon nehéz megtalalni, hogy mi is
valdjdban a legrévidebb ut, ami ezeket 8sszekoti, hacsaknem az n szam nagyon kicsi, ami viszont
ritkan teljesiil egy nagy pontossagu felmérés esetében.

100 John Williams 1948-ban arra szténdzte Floodot, hogy népszertisitse a TSP-t a RAND-nal,
részben attol motivalva, hogy szellemi kihivast teremtsen olyan modellekkel kapcsolatosan is,
amelyek nem a jatékelmélet teriiletérsl szarmaznak. Val6jaban dijat is kitiiztek annak, aki a
TSP-vel kapcsolatosan lényeges elméleti eredményt talal. A RAND gyorsan az operacidkutatas
egyik intellektualis fellegvarava nétte ki magat, igy kétségtelen, hogy a hirneve és tekintélye Flood
problémajanak kiilénds silyt adott.
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work on what is now known as the linear programming problem and with Tjallings
speculating that there was a significant connection with the Traveling Salesman
Problem.101

(Ezt a talalkozot valéjaban 1947. szeptember 6-a és 18-a kozott tartottak.)

A térténet Julia Robinson [1949]-es RAND beszamoléjaval folytatodik, aki az
utazo6 ligynok feladat megoldasara tett sikertelen kisérlet kapcsan annak relaxacio-
jara, a hozzarendelési feladatra adott egy kér mentén javitd eljarast. A kapcsolat
a kovetkez6: mig a hozzarendelési feladat egy optimalis permutaciot keres, addig
az utazé ligynok feladat célja egy optimdlis ciklikus permutéacié megtalalasa.

Robinson RAND beszamol6ja talan a legkorabbi matematikai hivatkozas, ami
az ,utazoé ligynok feladat” kifejezést hasznalja:

The purpose of this note is to give a method for solving a problem related to the
traveling salesman problem. One formulation is to find the shortest route for a
salesman starting from Washington, visiting all the state capitals and then returning
to Washington. More generally, to find the shortest closed curve containing n given
points in the plane.102

Flood (egy 1983. majus 17-én E.L. Lawlernek cimzett levélben) azt irja, hogy
Robinson beszamoléja sok beszélgetést stimulalt a TSP-vel kapcsolatosan kozte
és tudomanyos segédmunkatarsa, D.R. Fulkerson kdzétt 1950-1952-ben!%3,

Beckmann és Koopmans [1952] megjegyzi, hogy a TSP megfogalmazhat6 négy-
zetes hozzarendelési feladatként, amelyre azonban nem ismeretes gyors megoldéasi
mébdszer.

Dantzig, Fulkerson, Johnson (1954)

Szamottevd eldrelépést az utazo iigynék feladattal kapesolatosan a RAND-néal
dolgoz6é Dantzig, Fulkerson és Johnson [1954] cikke hozott — amely Hoffman és
Wolfe [1985] szerint ,a kombinatorikus optimalizalas egyik f6 eseménye”. A cikk
t6bb olyan modszert is bevezet az utazé ligynok feladat megoldasara, amelyek ma
alapvet6ek a kombinatorikus optimalizalasban. Egyik f6 erénye, hogy megmutatja
a vdgdsikok jelentGségét a kombinatorikus optimalizalasban.

101 George Dantziggal és Tjallings Koopmans-szal 1948-ban talalkoztam Washington D.C.-ben
a Nemzetkdzi Statisztikai Intézet talalkoz6jan. Meg kell mondanom, nagyon izgatottan vartam
ezt a talalkozast a (mai nevén) linearis programozasi feladattal kapcsolatos munkijuk miatt,
illetve Tjallings-szal azon spekulaltunk, hatha van ennek valamilyen kézvetlen kapcsolata az utazo6
ligynok problémaéval.

102{ras0m célja, hogy egy megoldé modszert adjak az utazd ligyndk feladat egy rokon prob-
lémajara. Ennek egyik megfogalmazasa szerint a legrovidebb dtvonalat keressitk egy iizletkotd
részére, aki Washingtonbél indul, végiglatogatja az Gsszes allam f6varosait és végiil Washingtonba
tér vissza. Altalanosabban, a legrévidebb zart gérbét keressiik a sik n adott pontjan keresztiil.

103 pylkerson csak 1951 marciusaban kezdett a RAND-nal.
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Birkhoff [1946] egy tétele szerint az n x n-es permutaciés matrixok konvex
burka nem maés, mint a duplan sztochasztikus matrixok — ezek azok a nemnegativ
maétrixok, amelyekben minden sorsszeg és minden oszlopésszeg 1. Mas szavakkal
a permutéciés matrixok konvex burkit meghatérozzas:

n n
z;,; = 0 minden i, j-re; g z;; = 1 minden i-re; E z;; = 1 minden j-re. (5)
j=1 i=1

Ez teszi lehetdvé, hogy a hozzarendelési feladatot linearis programozasi feladat-
ként kezeljiik. Adodik az elképzelés, hogy prébaljuk meg ugyanezt a megkozelitést
az utazo6 tligynok problémara. Ehhez els6ként is linearis egyenlGtlenségekkel kellene
leirnunk a wutazd iigynék politépot — a ciklikus permutaciék konvex burkat. Ennek
érdekében hozzaadhatjuk (5)-hdz az alabbi résztira kikiszobolést feltételeket:

Z Z;; > 1 minden egyes I C {1,...,n}, amelyre @ # I # {1,...,n}. (6)
i€l,jel

Azonban mig ezek az egyenl6tlenségek elégségesek ahhoz, hogy levagjak a nem
ciklikus permutaciokat a duplan sztochasztikus matrixokbél, nem adjak ki az utazo
ligyntk politép Gsszes lapjat (ha n > 5), mint azt Heller [1953a] megfigyelte:
barmely n > 5-re vannak olyan n-edrendii duplan sztochasztikus matrixok, ame-
lyek kielégitik (6)-ot, de nem éallithatok el6 ciklikus permutéciés matrixok konvex
kombinéaciéjaként.

Mindazonaltal a (6) egyenl6tlenségek hasznosak lehetnek a TSP-hez is,
mivel als6 korlatot kapunk az optimalis tirara, ha az (5) és (6) feltételek mellett
minimalizalunk. Ezt az alsé korlatot megkaphatjuk a szimplex médszerrel, ha
az (exponencialisan sok) (6) feltételeket az eljaras soran mint vdgdsikokat vessziik
figyelembe, amikor az eljarads megkoveteli. Ezen a mddon Dantzig, Fulkerson és
Johnson meg tudta keresni a legrévidebb korutat az USA 48 allamén és Washing-
ton DC-n keresztiil. Egyébkeént ez a feladat kozel all ahhoz a problémahoz, amelyet
Julia Robinson emlit 1949-ben (és talan Whitney is a 1930-as években).

A Dantzig-Fulkerson-Johnson-cikk nem algoritmust ad, mint inkabb egy kor-
utat, és bebizonyitja annak optimalitasat a résztira kikiiszobolesi feltételek segit-
ségével. Ez a modszer adja az alapjat sok késébbi olyan munkinak, amelyekben
nagyméretii utazé igyndk feladatokat oldottak meg.

Az utazéd {ligynok politoprél az els§ tanulmanyok a kovetkezdk: Heller
{1953a,1953b,19552a,1956b,1955b,1956a], Kuhn [1955a], Norman [1955] és Robacker
[1955b], akik szamitasi eredményekkel is vizsgaltak annak a valészintiségét, hogy
az utazé ligynok feladat egy véletlen példanyanal sziikség van a (6) feltételekre
(v6. Kuhn [1991]). Ez késztette Floodot a kivetkezé megjegyzésre a feladat valodi
bonyolultsagat illeten (Flood [1956]):

Very recent mathematical work on the traveling-salesman problem by I. Heller,
H.W. Kuhn, and others indicates that the problem is fundamentally complex. It
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seems very likely that quite a different approach from any yet used may be required
for succesful treatment of the problem. In fact, there may well be no general method
for treating the problem and impossibility results would also be valuable.104

Flood az utazé iigynok probléménak szamos alkalmazasat emliti, f6képp gépek
iitemezésével kapcsolatban, amelyekre George Feeney egy a Columbia Egyetemen
tartott 1954-es szeminariumi el6adasa hivta fel a figyelmét.

Az 1950-es években a kovetkezd egyéb munkak sziilettek az utazo iigynok fel-
adattal kapcsolatosan: Morton és Land [1955] (egy linearis programozasi megkd-
zelités a 3-csere heurisztikaval), Barachet [1957] (egy grafikus megoldasi modszer),
Bock [1958], Croes [1958] (egy heurisztika), Rossman és Twery [1958]. Barachet
cikkére reagalva Dantzig, Fulkerson és Johnson [1959] megmutattik, hogy médsze-
riik kiadja a Barachet altal (heurisztikus tton) talalt megoldas optimalitasat.

Ko6sz6netnyilvanitas

Koszonettel tartozom Szasa Karzanovnak Tolsztoj és szdmos mas szerzd cikkének
a moszkvai (ex-)Lenin konyvtarban valé megtalalasaban nyujtott hathatos tamogata-
saért, Irina V. Karzanovanak Tolsztoj 1930-as cikkének pontos forditasaért, Alexander
Rosanak Kotzig disszertaciojanak elkiildéséért és a kivonatanak forditasaért, Frank And-
rasnak és Jordan Tibornak a magyar nyelvd cikkek forditasaért, Adri Steenbeeknek és
Bill Cooknak az 1832-es kézikonyvben szerepld 45 német véaroson atvezetd legrovidebb
utaz6 iigyndk utvonalnak a megtalalasaért, Karin van Gemertnek és Wouter Mettropnak,
a CWI kényvtarosainak, akik szamos cikk maésolatat és bibliografiai adatait beszerez-
ték, Alfred B. Lehmannak a t6le kapott régi Case Institute of Technology beszamolok
maésolataiért, Jan Karel Lenstranak az utaz6 iigynok problémarol sz616 Albert Tuckert6l
David Shmoyshoz, ill. Merrill M. Floodt6l Eugine L. Lawlerhez sz616 levelek masolatai-
ért, Alan Hoffmannak és David Williamsonnak a segitségért Gleyzal szallitasi probléméarol
52616 cikkének megértéséhez, Steve Bradynek és Dick Cottlenek a klasszikus RAND re-
portok megszerzésében valé kozremikodésért, a Pentagonban, a Légier6nél dolgozé Kim
H. Campbellnek és Joanne McLeannek a Harris-Ross beszamol6 titkositasanak felolda-
saért, a RAND vallalatnal dolgozé Richard Bancroftnak és Bustave Shubertnek az eb-
ben térténd kézbenjarasért, Bruno Simeonenak Salvemini cikkének elkiildéséért, valamint
Truus Wanningen Koopmansnak azért, mert megosztotta velem ,Stories and Memories”
c. visszaemlékezéseit, ill. Tj.C. Koopmans napléidézeteit.

A masik két fordité koszénetet mond Fleiner Tamasnak, aki nagy alapossaggal ellen-
6rizte mindkett§jitk munkajat.

1047 Heller, H.W. Kuhn és masok 4j kelet{i matematikai munkassaga az utazé iigynok feladattal
kapcsolatban azt mutatja, hogy a probléma alapvetSen bonyolult. Nagyon valésziniinek tfinik,
hogy az eddig hasznaltakt6l lényegesen eltérd megkozelitésre lehet sziikség a probléma sikeres
kezeléséhez. Val6jaban lehetséges, hogy nincs is altalanos modszer a probléma megoldasara, és
ilyen lehetetlenségi eredmények is értékesek lennének.
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EXTRACTS FROM THE HISTORY OF COMBINATORIAL OPTIMIZATION

ALEXANDER SCHRIJVER

As a coherent mathematical discipline, combinatorial optimization is relatively young. When
studying the history of the field, one observes a number of independent lines of research, separately
considering problems like optimum assignment, shortest spanning tree, transportation, and the
traveling salesman problem. Only in the 1950’s, when the unifying tool of linear and integer
programming became available and the area of operations research got intensive attention, these
problems were put into one framework, and relations between them were laid.

Indeed, linear programming forms the hinge in the history of combinatorial optimization. Its
initial conception by Kantorovich and Koopmans was motivated by combinatorial applications,
in particular in transportation and transshipment. After the formulation of linear programming
as generic problem, and the development in 1947 by Dantzig of the simplex method as a tool,
one has tried to attack about all combinatorial optimization problems with linear programming
techniques, quite often very successfully.

A cause of the diversity of roots of combinatorial optimization is that several of its problems
descend directly from practice, and instances of them were, and still are, attacked daily. One can
imagine that even in very primitive (even animal) societies, finding short paths and searching (for
instance, for food) is essential. A traveling salesman problem crops up when you plan shopping
or sightseeing, or when a doctor or mailman plans his tour. Similarly, assigning jobs to men,
transporting goods, and making connections, form elementary problems not just considered by
the mathematician.

It makes that these problems probably can be traced back far in history. In this survey
however we restrict ourselves to the mathematical study of these problems. At the other end of
the time scale, we do not pass 1960, to keep size in hand. As a consequence, later important
developments, like Edmonds’ work on matchings and matroids and Cook and Karp’s theory of
complexity (NP-completeness) fall out of the scope of this survey.

We focus on six problem areas, in this order: assignment, transportation, maximum flow,
shortest tree, shortest path, and the traveling salesman problem.
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MODELLEK A MAGYARORSZAGI EVES FOLDRENGESSZAMOK
VIZSGALATARA

KOVACS ELOD, ARATO MIKLOS, LIPOVITS AGNES

A magyarorszagi éves féldrengésszamokat vizsgaltuk. Célunk olyan sztochasz-
tikus modell kivalasztasa volt, amely megfelelGen illeszkedik a megfigyelt adatokra,
és alkalmas a jov6beli folyamatok véletlen szimulalasara. Vizsgalatunk soran csak
azokat a rengéseket néztiik, amelyeknek magnitiddja legalabb 2,9. Az adatok ké-
ziil elhagytuk az - altalunk adott definici6 alapjan kiszlirt — utérengéseket, majd
megnéztiik, hogy a XX. szazad sorin az egyes években hany rengés volt. Tébb
modellt is illesztettiink az igy kapott adatsorra: a biztositdsmatematikidban leg-
gyakrabban hasznalt karszameloszlasokat, keverék Poisson-eloszlasokat és rejtett
Markov-modellt (HMM=Hidden Markov Model). Bemutatjuk a becslési modsze-
reket és eredményeket, valamint néhany szimulaciét.

1. Bevezetés

A kataloégusokban a foldrengéseket jellemzd adatok Altalaban: a rengés he-
lye (3 dimenzidés adat), ideje, erdssége, amelyek kiegésziilhetnek mas adatokkal.
A magyarorszagi rengésekrdl (részben interaktiv modon) részletes adatokat nyujt a
www. georisk. hu, lletve a www.foldrenges.hu honlap. A [8]-[18] munkakban részletes
adatsorokat talalhatunk. A Pannon-régio, illetve a Karpat-medence szeizmicitasat
pedig — t6bb mas szerzd és tanulmany mellett — Toth L. és tarsai cikke [18], illetve
Zsiros T. [17] tekinti at nagyon részletesen.

1.1. A rengésszamrol

A foldrengésszammal kapcsolatos egyik els6 vizsgalat Omori nevéhez fiizédik.
Az 1891-ben, Japanban, Nobiban tortént rendkiviil er6s — 8-as magnitudéjia —
foldrengést kovets utérengéseket vizsgalta. A f6rengés 6ta eltelt napok ¢ szama
és az egy napra es6 utérengések n(t) szama kozott az alabbi kapcsolatot talalta:
n(t) = K(t + ¢)~!, megfelels K és c¢ konstanssal (Omori, 1894). Kés6bb 44
utérengés-sorozat vizsgalatat kovetden Utsu ezt a kdvetkezSképpen moédositotta:
n(t) = K(t + ¢)™P , ahol a p konstans gyakran 1-nél kissé nagyobb, altalaban 1
és 1,5 kozé esik [3]. Utobb mas, tébb parameéteres illesztések is sziilettek. Megfe-
lels skalsdk birtokdban — amelyek korabban nem léteztek — a XX. szdzad elsé felé-
ben kezdték vizsgalni a rengés energidja és a rengésszam kozotti kapcsolatot (Wa-
dati, 1932, Gutenberg és Richter, 1936). Az energiat erg mértékegységben mérve
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(1 erg = 10~7 joule) Gutenberg és Richter (1956) a log E = 1,5 - M + 11, 8 defini-
ci6t adta a rengés M magnituddjara. (Ha az energiat joule-ban meérjiik, akkor —
természetesen — a log £ = 1,5M + 4,8 Gsszefiiggést kapjuk.) Ezekkel a jelolések-
kel korabbi eredményeiket az alabbi formaban irhattak fel: log(N(M)) =a — bM,
ahol N(M) jeldli az M-nél erGsebb rengések szamat (adott nagysagn teriileten és
id6intervallumban), a és b pedig a teriiletre jellemz6 allandé. Az a konstans ér-
téke (természetesen) fligg a vizsgélt teriilet és id6intervallum nagysagatol, illetve
hosszatél. A megfigyelt teriilethez tartozé b konstans értéke altaldban 0,6 és 1,1
kozé esik (Zsiros munkajaban 0,5 és 1,5 kozottinek mondja [17]), sok teriilet esetén.
kozel 1-hez |7, 3]. Ezek a konstansok egy Magyarorszag nagysagu teriileten nagyon
eltéréek lehetnek.

1.2. Statisztikai megkozelités

A foldrengések eloszlasanak statisztikai vizsgalata a XX. szazad kozepén vett
nagy lendiiletet, bar a legelsd, legegyszertibb modellek mar joval korabban megszii-
lettek. A modellek egy része az id6beli, masik része a térbeli eloszlasra koncentralt,
majd sziilettek tér-idé modellek is.

Az id&beli eloszlas vizsgalatara elsGként stacionarius Poisson-folyamatot alkal-
maztak (Schuster, 1897) [3]. Eszerint egy [¢; t + At] id6intervallumban egy adott
teriileten bek&vetkezd foldrengések szama csak At-t8l fliggh £at valdszintségi val-
tozd. Annak valbsziniisége, hogy éppen n rengés térténik az adott teriileten és
idében:

P(éar = n) = (v- At)" - exp(—v - At)/nl.

Ebben a modellben csupan a v intenzitis becslésére van sziikség, amely megfelelGen
nagy T hossziisaga idGintervallumot tekintve N/T, ahol N az id&intervallumra
esd rengések szama. Keés6bb inhomogén Poisson-folyamatokkal is kozelitették a
rengésszamokat.

Az idébeli eloszlast vizsgalé modellek masik csoportja a felajitasi folyamatok
apparatusat hasznalja. Ezek két rengés kozott eltelt id6 jellemzdit, példaul varhaté
értékét vizsgaljak.

1.3. A cikkben targyalt modellek

Tanulmanyunkban az éves rengésszamot, mint valészintségi valtozét vizsgal-
tuk. Elészor feltételeztiik, hogy az évenkénti rengések szamai fiiggetlen, azonos
eloszlasu valoszintiségi valtozok, és eloszlasukat kivantuk azonositani, paramétere-
iket becsiilni.

Miutan kideriilt, hogy az (a, b, 0) — vagyis a Poisson, binomialis, illetve negativ
binomialis — eloszl4sok nem illeszkednek jol, Poisson eloszlasok keverékeit vizsgaltuk
és paramétereiket becsiiltiik. Ezekre két Poisson keveréke esetén:

n
—xe, N2

n!

/\n
Pei=n)=p-e™ Tr+(1-p)-e
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illetve harom keverékét nézve:
n

_ A _ AD AT
P(fi:n):p.e /\l_n_1!+q.e )\2'?2!4‘(1“])—(])'6—)\3' 3

—, n>0
n!

)
ahol az i-edik év rengéseinek szamat jeloli &;.

Ezt kivetden lemondtunk a fliggetlenség feltételezéseérsl. A keverék modellek
egyfajta altalanositasat tekintettiik, ahol az egymaést kévetd évek rengésszamai,
mint valészintiségi valtozok, fiiggenek egymastél. Egy olyan, kétallapoti modell-
ben végeztiink paraméterbecslést, amelyben ~ az &llapotokhoz kélcséndsen egyér-
telmden hozzarendelt — intenzitds paraméterek egy altalunk nem megfigyelhetd,
stacionarius Markov-lanc szerint valtoznak. Feltételeztiik, hogy az intenzitas para-
méterek ismeretében az egyes évek rengései feltételesen fiiggetlen, Poisson-eloszlasu
valosziniiségi valtozok, és ez a feltételes eloszlas csak az adott év allapotatol fiigg.

A modell struktira tehat a kovetkez6 [20, 23, 24]: a diszkrét idejid sztochaszti-
kus modellt egy rejtett, meg nem figyelheté {Z;} Markov-lanc és egy megfigyelhets
{&:} folyamat alkotja, melyekre

1. ha Z; adott, akkor &-k feltételesen fiiggetlenek, valamint

2. ha Z; adott, & feltételes eloszlisa csak Zy-t6l fiigg minden k esetén.

Esetiinkben &,-k feltételes eloszlasa Poisson, Z-k pedig {0, 1} értékkészletii
valosziniiségi valtozok. Ezt a modellt kétallapoth rejtett Markov-modellnek vagy
keverék Markov-modellnek hivjuk (Hidden Markov Model, Markov Mixture Model,
specialis esetben Poisson Hidden Markov Model).

Ebben a modellben az intenzitas paramétereket és az dtmenetvaldszintiségeket
becsiiltiik.

2. Az adatok

Az elmult 1600 év magyarorszagi rengéseinek rendezése, az utérezgések kiszd-
rése erre a célra készitett szamitégépes programmal, az adatok vizsgalata pedig az
R programcsomag segitségével tortént. (Megjegyzés: az északi szélesség 45,5 — 49
fok és a keleti hossziisag 16—23 fok kdzotti teriiletet értettiik ,Magyarorszag” alatt.)

Vizsgalatunk soran nem az 8sszes ismert rengést tekintettiik. Csupéan a f6rengé-
seket (mainshock) néztiik, kisziirtitk az utérengéseket (aftershock). (Megemlitjiik,
hogy az el6rengések — foreshock — azonositssaval egyaltalan nem foglalkoztunk).
A fenti fogalmakra univerzalisan elfogadott egzakt definicié nincs [3], bar az uté-
rengések szamara vonatkozé Omori—formula (1894), amelyet méar emlitettiink, t&bb
mint 100 éves. Igy az alabbi munka-definici6t adtuk: nevezziik utérengésnek azt
az R rengést, amelyhez talalunk olyan rengést, hogy

— legfeljebb 30 nappal R el6tt tortént,
— epicentruma R epicentruméhoz ,nagyon kdzel” van és

— magnitidéja R magnitud6éjanal nagyobb.
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Munka-definicié: az A(z, y1) és B(zz, y2) pontot térben ,nagyon koézelinek”
tekintjiik, ha

1

1
(@1 -2 +1,89 (w1 - w)*) " < 3,

ahol az els8 koordinata hosszisagi, a masodik a szélességi kort jelenti (fokban).

A definiciénk szerinti utérengéseket toroltik a listabol. (ElGszor csak megje-
161tiik a fenti kritériumnak eleget tevSket, utana toroltikk a megjelélteket. Moéd-
szeriinkkel az utérengések utérengéseit is toroltiik. Masik listdt eredményezne az
azonnali torlés.) A tovabbiakban ,rengés” alatt az utérengések elhagyasa utan
megmaradt rengéseket értjiik, amelyek legalabb 2,9 magnitudéjaak.

Az ennél kisebb magnitiudo6ju rengések esetén minimalis az esélye, hogy ko-
moly kar kovetkezik be, ugyanis a 3-as magnitidénal kisebb rengések maximalis
intenzitasa — a tapasztalatok szerint — nagyon ritkan éri el a IV-es fokozatot, igy
komoly karokat nem okoznak. Az intenzitds skila a pusztitds mértékeét jelzi 12
fokozat segitségével (I-t6l XII-ig valtozik). Ez utébbi mar teljes pusztulast jelent
az épitett kornyezetben, az elébbi viszont alig érzékelhetS. A Munich Re Group
CD-je [1] szerint a kdrarany varhato értéke még egy V-0s intenzitasu rengés esetén
is 0,1 %-nal kisebb. Megjegyezziik, hogy t6bb intenzitas skala ismert, a kozottik
1év6S kapcsolatrol attekintést ad T. Utsu munkija [2].

3. A megfigyelt rengések szamanak és erGsségének alakulasa az
évszazadok soran

A regisztralt magyarorszagi foldrengések szama rendkiviil gyors névekedést mu-
tat, ennek oka — minden bizonnyal — a technikai eszk6zok fejlédése. Nézziink két
példat ennek szemléltetésére!

3.1. Csokkend sorrendben tekintsiik, hogy mely évbdl szarmazik az elsé regiszt-
racié az egyes magnitudé értékekbdl! Vagyis az el6zénél kisebb magnitidé-érték
hol jelenik meg leghamarabb Magyarorszagon:

1. tablazat.

Magnitidé | 6,3 | 5,6 | 4,9 | 42 | 3,5 | 3,2 | 2,9 | 1,8
Ev 456. | 984. | 1230. | 1528. | 1590. | 1723. | 1757. | 1822.

Adatainkat az 1. 4bran lathaté grafikonon is megjelenitettiik.

3.2. Nézziik meg, hany olyan rengésrdl tudunk az alabbi idSintervallumokban
(50 év), amelyek Magyarorszagon torténtek, magnitudéjuk pedig legalabb 4, de
kisebb mint 5 (vagyis jelentds rengések). (2. tablazat, 2. abra)
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O 2 N VW 0 0 N

<« Adatsor1

500 1000 1500 2000

1. abra. A korédbbiaknal kisebb magnitudoju rengések megjelenése

2. tablazat.
Ev 1200-1250 | 1250-1300 | 1300-1350 | 1350-1400
Esemény 1 0 0 0
Ev 1400-1450 | 1450-1500 | 1500-1550 | 1550-1600
Esemény 0 0 1 3
Ev 1600-1650 | 1650-1700 | 1700-1750 | 1750-1800
Esemény 5 f 6 14
Ev 1800-1850 | 1850-1900 | 1900-1950 | 1950-2000
Esemény 24 22 57 46
[m Adatsort |

1 % 3 4 o M - g 8 B0 AN 18T AN 16

2. abra,
évenként

4 és 5 magnitudo kozotti erSsségi rengések észlelési gyakorisaga 50
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Szembeo6tls a megfigyelések szaméanak gyors névekedése. Hasonloé eredményeket
talalhatunk Zsiros tanulmanyanak [17] 5. fejezetében. A legnagyobb valtozas éppen
a XX. szazad elején tortént, amikor kozel egy tucat megfigyel6-allomasbél 4llo
halézatot épitettek ki Magyarorszag akkori teriiletén, mellyel az orszag az észlelés
terén a vilag élvonalaba keriilt [18].

4. Két lehetséges megkdzelités

4.1. Megtehetjiik, hogy az évenkénti (magyarorszagi) foldrengésszam eloszla-
sanak vizsgalatakor csupan az elmult kb. szaz év megfigyeléseit vessziik figyelembe,
»kidobva” a korabbi rengéseket. E mellett sz6l, hogy ezek az adatok joval részlete-
sebbek és megbizhatobbak a korabbiaknal. Munkankban ezt az utat valasztottuk,
vallalva rengeteg adat mellGzését.

4.2. A masik ut, hogy specialis statisztikai médszerekkel ,Gsszehasonlithatéva”
tessziik a kiilénb6z6 korok megfigyeléseit. A kisebb magnitiud6jia rengésekré] csak
nagyon hianyosak az adataink. Igy az elmult 1600 év Gsszes — utérengések nélkiili
— eseményét tekintve minden évben egy bizonyos ,kiiszob” (threshold) feletti ada-
tokkal kell dolgoznunk [4], amikor az éves rengésszamot vizsgaljuk, illetve amikor
egy-egy hipotézist ellendrziink. Raadasul a feltételezett ,kiiszob” — részben tarsa-
dalmi okokbol — teriiletenként és koronként is eltérs. Feltételezziik, hogy a ,kiisz6b”
alatti rengeéseket ,nem latjuk”, roluk semmilyen adatunk nincs. Es abban sem le-
hetiink biztosak, hogy a vélasztott ,kiiszob” felett minden (megtértént) rengést
ismeriink. A threshold médszert foldrengések vizsgalatara tobbek kozott Dargahi-
Noubary alkalmazta [4], egyszerre becsiilve egy adott idGszakban a foldrengések
szamat és az erdsséget jellemz§ paramétert. Ezt az utat egy masik munkinkban
akarjuk bemutatni.

5. A XX. szazadi adatok vizsgalata, modellek

1900-t61 2003-ig az egyes években regisztralt legalabb 2,9 magnitid6ji nem-
utérengések szamat a 3. dbran mutatjuk meg.

5.1. Els6 modelliinkben feltételeztiikk, hogy az évenkénti rengések szamai:
£1900, 1901, - - -, E2003 flggetlenek és azonos eloszlastiak. Az alabbi grafikon mu-
tatja, hogy 1900 és 2003 koz6tt (104 év) hany olyan év volt, amikor a féldrengések
szama 0, 1, 2, ..., 17, 18 volt. (4. abra)

Az évenkénti rengések szama eloszlasanak azonositdsa soran prébalkozhatunk
elGszor a Poisson-, negativ binomialis, illetve binomiélis eloszlassal, 1asd példaul
Kagan és Jackson cikkét [5]. Megjegyezziik, hogy ezek az eloszlasok a biztositas-
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—e—arengések szarra—l

3. abra. Rengésszamok 1900 és 2003 kozott (az utorengések nélkiil)

Rengések szama - évek gyakorisaga

0. 0 020 I dntab W8 . (a8 00 A Sha e 13 10 T By - il A8

4. abra. Az évenkénti rengések szamainak gyakorisagai
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matematikdban gyakran alkalmazott (a, b, 0) eloszlasok [6], melyekre

P =n)=(@a+bd/n)-P€=n~-1), n=1,2,3,...

Megnéztiik, hogy adataink ilyen tipustak-e. K,-nel jeloltiik azoknak az évek-
nek a szaméat, amikor n rengés volt (n =10,1,2,...), és a

o=+l R By (=000

mennyiségeket is tekintettiik (ahol értelmezhets volt). Igy a kovetkezd adatsorokat
kaptuk, a T, értékeket pedig grafikonon is dbrazoltuk:

Rengés | Hanyszor i
4] 2 2
1 14 3,8
2 7 4,286
3 10 2,4
4 6 12,5
5 15 4,4
6 11 7,636
7 12 4,667
8 3 5,143
9 4 15
10 6 16,5
11 9 2,667
12 2 19,5
13 3 9,333
14 2 7.5
15 i § 0
16 0 értelmetlen
17 2 0 Osotc¥ds 3 400 6.7 00 9 A7 13, 161518 17

5. abra. A T, értékek

Mivel a T}, sorozat nem (kvazi) monoton névekeds, nem monoton csokkend és
kozel allandénak sem mondhato, ezért a fent emlitett harom eloszlast rogton elvet-
hettiik [6]. Ellenériztiik mégis azt a hipotézist, hogy & (i = 1900, 1901, ..., 2003)
fiiggetlen, Poisson-eloszlast (azonos paraméterrel) x2-probéval is. Ekkor a

P(& =n)=\"-e */n!

hipotézist elfogadva a paraméterbecslés: A = 706/104 = 6,788. A 3. tablazat
mutatja a kategéridkat, a (tényleges) megfigyelések szamat (melyeket N(n) jelol)
és a becsiilt valoszintiségekkel szamolt értékeket.
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3. tablazat.

n =1 2 3 4 5 6 7 8 9
N{n) i 10 6 15 2 S I 7 4 26
Beesiilt értékek | 0,91 | 2,70 | 6,11 | 10,36 | 14,07 | 15,92 | 15,44 | 13,10 | 9,88

v
>

et
5}1
[
o

A becsiilt paraméterek szama 1, igy a szabadséagi fok 10 —1 — 1 = 8. A 2
statisztika értéke 55,35. A hipotézist elvetjiik, mert a x? eloszlas kvantilise 99 %-os
szinten 20,09 (a szignifikancia szint kozel 1).

Megvizsgaltuk a gyakorisdgokat abban az esetben is, amikor a magnitidé leg-
alabb 3, 5, illetve legalabb 4. Az alabbi, 6sszesen 263 rengést feldolgozé adatsorokat
kaptuk a 3, 5-0s kiiszob esetén. A T, értékeket grafikonon is abrazoltuk:

Rengés(n) | Gyakorisag(K,) 45
0 14 1,7857
1 25 1,92
2 24 2
3 16 2
4 8 3,75
5 6 2
6 2 21
g 6 1,3333
8 1 18
9 2 0 0 1 2 3 4 5 ] 7 8
10 0

6. abra. A T, értékek a legalabb 3,5 magnitiud6ju rengések esetén

A 7. abran lathaté adatokat pedig a 4 magnitudos kiiszobnél kaptuk (109
rengeés).

Az els§ esetben a harom emlitett eloszlas nem keriilhet sz6ba. A masodik eset-
ben a névekedés negativ binomiélis eloszlast sejtet, amit megerdsit, hogy a véarhato
érték becslése (1,048) kisebb, mint a szérasnégyzet becslése (1,22%) [6]. Kordbbi
foldrengésszam vizsgalatok miatt is erre az eloszlasra gondolhatunk [5]. 5 katego-
riat alkalmazva a szabadsagi fok 2, a y2-statisztika értéke 8,1 lett. A hipotézist
elvetjiik, mert a x? eloszlas kvantilise 95 %-os szinten 5,99 (a szignifikancia szint
98,26 %).

5.2. Legteljesebb (legaldbb 2,9 magnitudoju rengéseket tartalmazo) adatso-
runkat vizsgaljuk ismét. Az el6z6 eredmények miatt (mivel az illeszkedések nem
voltak megfelelok) az eloszlast 2 Poisson keverékével kozelitettiik. Feltételeztiik,
hogy az évenkénti rengések szdmai: €1900, 1901, - - -, 2003 fiiggetlenek és az (1.1)
képletnek megfelel6 azonos eloszlastuak.
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Rengés(n) | Gyakorisag(K,) Tn T értékek
0 46 0,5869
1 27 1,3333
2 18 1,3333
3 8 25
4< 5

7. abra. A T, értékek a legalabb 4 magnitud6ju rengések esetén

A likelihood fiiggvényt az R programcsomag segitségével, kozelitéssel maximali-
zaltuk A kozelités a kovetkezs eredményt adta: p = 0, 56, A1 = 14,3657, Ay = 9, 88.
A x? statisztika értéke ebben az esetben 9,129, tehat az illeszkedés nagyon jo, a
hipotézist elfogadhatjuk. (A kategoériak szama 10, a becsiilt paramétereké 2, igy a
szabadsagi fok 7. A 7 szabadsagi foki x? eloszlas eloszlasfiiggvénye a 9,129 helyen
75,65 %).

Ezutan nem meglepd, hogy a tobb paramétert tartalmazé 3 Poisson-eloszlasi
valosziniiségi valtozé keverékével dolgozé modell még jobb illeszkedést muta-
tott. Csak szemléltetésiil kozoljiilk a maximum likelihood becslés eredményeit:
p=0,1033, § = 0,5915, \; = 1,8528, Ay = 5,5832, A3 = 10, 7964.

5.3. Az egyes évek (utérengések nélkiili) rengéseinek szamat fliggetlennek te-
kintve azt tapasztaltuk, hogy a keverék Poisson-eloszlas igen jol illeszkedik az ada-
tainkra. Mégis ugy gondoljuk (alapvetSen a foldrengésekkel foglalkozé kiilfoldi
irodalom alapjan), hogy vizsgalnunk kell olyan modellt is, amelyben az egymast
kovets évek rengéseinek szdmai kapcsolatban allnak egymassal, fliggenek egymaés-
tol.

Olyan modellt tekintiink, amelyben az egyes évek megfigyeléseinek (rengései-
nek) szamai az allapotok ismeretében feltételesen fiiggetlen, Poisson-eloszlasu va-
l6szintiségi valtozok, az allapotok viszont Markov-lancot alkotnak. Igy egy rejtett
Markov-lancot kell vizsgalni.

6. Rejtett Markov-modell

6.1. Modell strukttra. A kovetkez6 modellt épitjiik fel. Legyenek
Zi1, Zs, ..., Zy indikator valészintiségi valtozok. Z,, (m = 1,2, ..., N)-re ugy
tekintiink, mint az m-edik ,&v” allapotara. Legyen Ao a 0 allapot, A\; pedig az 1-es
allapot paramétere (Ao, A\; > 0). Tegyiik fel, hogy az allapotok homogén Markov-
lancot alkotnak:
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P(Zm+l =.7|Zm :iyzm—l = Zm-1y -, Zl =217Z0 =ZO) =
=P(Zm+1=j|Zm=i)=pij, i,jE{O, 1},771,6 {0, 1,...,N—1}¢

Igy az adtmenet—valészinliség matrix:

B _ | Poo 1—poo
= (pij)i,je{o,l} - [ pio 1—pio :I '

Jelolje &, az m-edik év rengéseinek (megfigyeléseinek) szaméat. Feltessziik,
hogy &, &2, ..., En feltételesen fiiggetlenek a Z; = 2y, Zo = 23,...,Zn = zn
feltételre vonatkozdan, tovabba &, feltételes eloszlisa Poisson, és csak Z,,-t61 fiigg
minden m esetén (m € {1, 2, ..., N}), vagyis

P(Emkalzl=Zl,ZQ=2:2,...,Zm=i,...,ZN=ZN)= e

és

k.
Az ey
;!

N
Plea=ki, &a=ky, ..., én =kn|Z1 =21, ..., By = zn) = ||
j=1

Lathat6, hogy az (1.1) képlettel meghatarozott keverék Poisson-modell jelen
modelliink specislis esete a pgg = P15 = p paramétervalasztassal. Célunk meg-
becsiilni a Z1, Z,, ..., Zn értékeket, Ao és Aj-et, valamint a pyg és p1g dtmenet-
valészinlségeket.

6.2. Bayes-i megkozelités. Bayes-i megkozelitéssel dolgozunk. Feltessziik,
hogy paramétereink a priori eloszlasa a kévetkezs:

Poo ~ E(0,1), P10~ E(0,1), Ao ~T(ao, fo), A1 ~T(ea, f1)

Adottnak feltételezziik az ag, Gp és a1, 51 paramétereket.
A Bayes-formulabél

f(zly) - f(y)

——_f{f(zly) f(y)dyaf (zly) - f(v),

flylz) =

ahol A = {az &sszes lehetséges y érték}. Itt az o a Bayes-i statisztikiban szokasos
jel6lés, azaz azt jelenti, hogy a két mennyiség konstans szorzotol eltekintve egyenls.
Ezért most

fPoos P10s 2o, Aslg (P00, P10s Aoy Arlk)

aP (€=k|Poo=P00, P10 =P10, A0 =20, A1 =A1) * fpoo.Pr0. A0, A1 (P00, P10, A0y A1) -
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Ennek a fiiggvénynek a maximumhelyét, illetve maximumhelyeit keressiik.
Megjegyzés. € = k feltétel a &1 = k1, §2 = ka, ..., En = ky feltételt roviditi.

Amennyiben a pgg, P1g, Ao, A1 valészinlségi valtozok fliggetlenségét feltéte-
lezziik, akkor a fentiek igy irhatok:

P (€ = klpoo = P00, P10 = P10, Ao = Ao, A1 = A1) * X{poo€[0,1]} - X{p1o€[0,1]}"
[ )] 231
_/\Ot()—l . e—ﬂ()'/\o . 'BO ./\011—‘1 . e—ﬁr)\l . I o
0 I'ag) 1 [ ()

cx()—l . )\1111-1_

aP (§ = E|Poo = Poo, P1o = P10y Ao = Aoy, A1 = >\1) : )\0

eTPoro=B1A1 — g (pog, P10, Aoy M) -

Ha pedig Zy, Zg, ..., Zn értékeket is becsiilni kivanjuk:

f24,22, .. N, Poos P1o» Ao MalE (215 225 -5 ZN, P00, P10, Ao, A1lk) =
=P({=klZi=2,Z2=2,..., ZN = 2,
Poo = Poos P1o = P10, Ao = Ag, A1 = )\1)'
P (Zy=2,Zy =23, ..., LN = zN|Poo = Poo;
P1o = P10, Ao = Ao, A1 = A1)~
* oo (P00) * Fo,0 (P10) a0 (Mo) - fa, (A1) /P (E=EK) =
_g(z1, 22, - -, 2N, P00, P10s Aoy A1)

- P(E=k)

ag (21, Z2y +++y ZNy P00s P10, /\07 )‘1) 3

ahol
fooo (P00) = X{pooclo )y fo1o (P10) = X{pro€lo, 1}
az fx, (Mo) és azfa, (A1) fiiggvény a gamma eloszlas striségfiiggvénye, a P (€ = k)

csupan egy normalizilé konstans.
Ennek az £z, 7,,....,Zx, poo: Pros Ao, A€ (215 225 - -+ 2N, Po0; P10, Ao, A1lk) fligg-

vénynek a maximumhelyét keressiik. A figgvény tényezdit kiilon-kiilén vizsgaljuk
meg!
P(é':]ﬁ'Zl = 21, Z2=Z21 <ty ZN:zl\h
Poo = Poo,; P1o = P10, Ao = Aoy A1 = )\1) =

ki
Qo (1~ 2) +A1-2)" _(ao(1-z)+h1-2)
P ’

N
=1

i

valamint
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P(Zy=2,2Z2 =23, ..., Zn = 2Nn|Poo = P00, P1g = P10,
Ao =X, Ay = A1) =

= P(Zn = zN|ZNn-1 = zN-1, -- ., Z1 = 21, Pgo = P0o; P10 = P10
Ao = Ao, A1 = Ap)-
P(ZN-1=2N-1|ZN-2=2N_2,...,Z1 = 21, Pgg = P00s P10 = P10,

Ao = Ag, A1 = Ap)-
- P(Z3 = 23|Zy = z1, Pog = P00, P10 = P10, Ao = Ao, A1 = A1)~
P (Zy = z1|Poo = Poos P1o = P10; Ao = Ao, A1 = A1) =
=pey - (1 = poo)®™ - pf¥ - (1 — pro)
“P(Z1 = zt|Poo = Poo; P10 = P10, Ao = Ao, A1 = A1),

£

ahol £yg jeloli a 0 allapotboél 0 allapotba, £y; jeloli a 0 allapotbdl 1-es allapotba,
£10 az 1-es allapotbol 0 allapotba, £3; pedig az 1-es dllapotbél 1-es allapotba torténd
Atmenetek szamat.

Megjegyzés. £oo + £o1 + £10+ 411 = N — 1.

Megjegyezziik, hogy az utolsé tényezd esetén Z; eloszlasa mar fliggetlen a fel-
tételben szereplé eseményektdl.

6.3. Az a posteriori eloszlasok.

6.3.1. Eloszor a Ao valbszintiségi valtozo a posteriori eloszlasat vizsgaljuk.

g (21, 22, ..., ZN, Ao, A1, Poo, P1o
Frole,z (olk, 2) = ) _

p({=k)
“1-;,»’2_:,\(,2":‘

—___._1—._. . . s—A0
“ple=g K P I

vagyis a nullas allapotokat tekintjliik csak. K nem tartalmaz Ao-t, ahogy a 2 51= )

és a k;! tényezdk sem, szorzatukat C jeloli. Ekkor

Z ki —A(rf: (l—z,~)
i=1 .

Frolez Qolks 2) = C - frg (Mo) - A" e
Mivel Ag ~ ['(a, 6), és igy siiriségfiiggvénye
Fro(Ao) = LTS AT (Ao >0)
o \N0 T (Ot) 0 )
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akkor
LIt VIR SV T Sl e
Faolg,z (Rolk, 2) = h(Xo) = C- R Ao ° e ( =1 ) =
a—1+ Z k; _ N —
- B . AO i1z, =0 e /\0(6+i§1 (1 t)) '

Tehat azt kaptuk, hogy A a posteriori eloszlasa:

N
)\0|§:g,Z:§~F(a+ > ki, 5+Z(1—z,-)).

4:2;=0 i=1

Ugyanezt mondhatjuk el A; a posteriori eloszlasarol (of és &, illetve o’ + k;
g , e
1:2;=

N
és &' + > z; paraméterrel.) [22]

i=1

6.3.2. Attériink a Poo Valészintliségi valtozé a posteriori eloszlasanak vizsgéla-
téra:

g(zl’ 22y -y ZN, AOa /\17 Poo, pl())
k, =3 =
fPool_f_,Z(pOOL— ?.) P (é _ E)

= C'* fog (Po0) P - (1 — poo

)e()l
Megkaptuk, hogy az a posteriori eloszlas 8 (£p9 + 1, €91 + 1). Hasonl6an adhat6
meg Py; & posteriori eloszlasa is, amely 3 (£19 + 1, £11 + 1) lesz.

6.4. MCMC (Markov Chain Monte Carlo) médszer alkalmazasa.
A maximumhely keresést az MCMC (Markov Chain Monte Carlo) médszerrel vé-
gezziik (1asd példaul a [21] Gsszefoglalé cikket).

1. Z1, Zy, ..., Zy értékeit {0, 1}-en diszkrét egyenletes eloszlasbol, pgg és P1g
értekét E(0;1) eloszlasbol generdljuk, Ag-at T (3; Tlg), Ar-et I'(5; 1) eloszlasbol
valasztjuk ki. Az igy kapott értékek lesznek iteracids eljarasunk kezdGértékei.

(Bar valasztasainkat a paraméterek esetén ,indokolni”’ nem tudjuk, a kévetkezd

meggondolasbdl sziilettek: a keverék Poisson-modell esetén a varhato értékek becs-

lesei A; = 4,38 és Ay = 9,88 voltak; most pedig 3- 4+ = 4,565 5- + = 10 a fenti
1,8 2

értékekhez kozeliek.)

2. A {1,2,...,N}-bél visszatevéses mintavétellel kivalasztjuk iy, iz, ..., iy-t.
Jelolje g * (i1) azt a fiiggvényértéket, melyet ugy kapunk, hogy z;,-et 1 — z;,-re
valtoztatjuk, a t6bbi argumentumot valtozatlanul hagyjuk.

Ha g* (i)

g(z1, .-+, 2N, Ao, A1, Poo, Poo)

> 1, akkor z; -et 1 — z;,-re valtoztatjuk.
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g*(11)
g (21, 22, .-+, 2N, Aos A1, Poos Poo)
cseréljiik, 1 — a val6szintiséggel meghagyjuk z;, értékét.
Hasonléan jarunk el i, i3, ..., iy esetén is. (Ez a lépés a Metropolis—Hastings
algoritmusnak felel meg.)

Ha = a < 1, akkor ,,a” valoszintséggel ki-

3. Uj értéket generalunk Ag a posteriori eloszlasabol, jeldlje ezt A§. Ao-t Aj-ra
valtoztatjuk, a tobbi argumentumot valtozatlanul hagyjuk.

4. Hasonl6an jarunk el az aktuélis A1, poo és p1o értékkel szemben is. (A 3. és
4. lépést Gibbs-1épésnek nevezziik.)

5. A 2-4. pontban leirtakat megfelelGen sokszor — néhany tizezerszer — megis-
- mételjiik.

6. A Xo és Ap, valamint a pgg és pyg becslése az algoritmus soran hasznalt
értékeik atlaga lesz. (Az els6 néhény ezer adatot — az iteraciok mintegy tizedrészét —
nem vessziik figyelembe.)

7. AZ; i =1,2,3,..., N) becslése az az allapot, melyben a rendszer az
algoritmus soran t6bbszor tartézkodott.

Az iteracios becslési eljaras elvégzéséhez programot dolgoztunk ki, amelynek
alkalmazasaval a kovetkez6 eredményeket kaptuk:

5000 figyelembe nem vett iterdcié utan 100 000 iteraciot végeztiink. Az alabbi
tablazatban lathatoak becsléseink. Az ,Gsszesitett” becslés az els6 (,,Atlag”) sorban
lathato, a tovabbi sorok 100-100 iteracié soran kapott dtlagot mutatjak (vagyis csu-
pan 1200 iteraci6 eredményét tartalmazza az 1-12. sor, az els6 viszont 100 000-ét).
Az utolso két oszlop azt jelzi, hogy az utols6 2 évben az iteraciok hany szazalékaban
volt az egyes allapotban a rendszer.

laos15100949, ammo.’m: 1mm:mw
&ﬂASWSMl sowao.mmea‘o.mmwm
~ |4.1238587659, aamwa,ﬂmvwa,umm 81
T &tmmmmmn&«mf&,z&m:wm
j4.305457540 9, 75951 sessa.vmzmmﬂn
- x:mmmx :m&wmmss
- 9,555752326&,@95&9&5?&,25:@91 1488
- 9, mmmwmm

’ ‘ msaasmmvmmoﬂmmawmmmm
1 uamismmanmzmmmn
| ammmsmm 0,671 wuseéo.mmw
f &3 mz&@mﬁo mma,zsssmxm

,,,,,,

ELELBUDEDELE
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Megjegyezziik, hogy az el6bbivel megegyezs feltételekkel torténd masik két fut-
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tatas eredménye (a fenti sorrendben):

Ao becslése | A\; becslése | pg, becslése | p,, becslése | Zio3 becslése | Zioabecslése
4,2667 9,5401 0,2717 0, 7385 72,29 51,81
4,1848 9,5976 0,2727 0,7333 73,64 53,06

Lathat6, hogy pgg €s pio becslései igen tavol allnak egymastol és a futasi
eredmények alapjan elutasithaté az a hipotézis, hogy egyenlGek (mér emlitettiik,
hogy ez felelne meg a keverék Poisson-eloszlas (1.1) modelljének).

Ao és A7 a priori eloszldsanak paramétereit megvaltoztatva hasonlé becsléseket
kaptunk.

Az iteraciokat 100-asaval csoportositva Ag és Ay becsiilt értékeit abrazolja az
alabbi két grafikon:

100 400 s00 600 700 200 1 ooa

8. abra. A )\ becslései az iteraciokat szazasaval csoportositva

3
1048 a1

9. abra. A \; becslései az iteraciokat szazasaval csoportositva
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Az atmenetval6sziniiségek becslése pedig a kovetkezéképpen alakult py, illetve
P1g esetén:

ael

0.78 .
a,76
0,74
o072

0.7 -
09,658
ogs § L.
s d

106 200 300 400 s00 B00 700 B0 200 1 oo

10. abra. A p,, becslései az iteraciokat szazasaval csoportositva

0,95
0,34 |
0,33
0.32
o.31
0.3 |
aza i
o,za §EH]
0,27
0,26
a,25
0,24
a,.23 b
e e
oz} -

11. abra. A p,, becslései az iteracidkat szazasaval csoportositva

7. A becslések eredményeinek 6sszehasonlitasa, elérejelzések

7.1. Két Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozo keverékének eloszlasa esetén a
becslésekre a kdvetkezok adodtak: p = 0,56, \; = 4,3657, A\, = 9,88. A 12. abra
mutatja a becsiilt paraméterekkel a rengésszam eloszlasat.

Adatainkat grafikonon is abrazoltuk.

Lathato, hogy négy rezgésre szamithatunk legnagyobb eséllyel, illetve példaul
annak esélye, hogy legalabb 10 rengés lesz egy év soran 0,2396 e modell szerint.
Az illesztett eloszlas medianja 6.

%.3. Hérom Poisson-eloszlast val6szintiségi valtozo keveréke esetén p = 0, 1033,
G = 0,5915, A\; = 1,8528, \» = 5,5832, \3 = 10,7964 adodott. Az eloszlast és a
hozz4 tartozé grafikont a 13. d4bra mutatja.
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Gyakorisag 0 1 2 3 e 5 6
Valoszintiség | 0,0071 | 0,0313 | 0,0689 | 0,1023 | 0,1166 | 0,1117 | 0,0975
Gyakorisag 7 8 9 10 11 12 il
Valoszintség | 0,0837 | 0,074 | 0,067 | 0,0599 | 0,0514 | 0,0414 | 0,0872
Két Poisson keveréll:c.

12. abra. Két Poisson keverékének eloszlasa a becsiilt paraméterekkel

Gyakorisag

0

1

2

3

4

5

6

Valoszintiség

0,018422

0, 042497

0,062834

0, 083002

0,076011

0,111148

0,108231

Gyakorisag

7

8

9

10

1l

12

>12

Valoszintiség

0,115015

0, 080752

0,066643

0, 055092

0,045506

0, 036076

0, 097869

Harom Poisson keveréke

13. abra. Harom Poisson keverékének eloszlasa a becsiilt paraméterekkel
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A legnagyobb valészintiséggel hét rengés torténik évente a modell szerint. (Ot
és hat rengésnek is szinte ugyanennyi az esélye.) Az éves rengésszam medidnjanak
becslése e modellben is 6. Legaldbb 10 rengés lesz 0,2354 valoszintséggel, igy
varhatéan kb. 4 évente lesz legalabb 10 rengés.

7.3. Az MCMC modszer egyik el6nye, hogy segitségével a kovetkez6 évek
torténéseit is szimulalni tudjuk. A becslési iteracié minden (vagy példaul min-
den 100.) lépésénél a pont aktualis paraméterekkel a feladatnak megfelels szamu
év eredményét sztochasztikusan generaljuk. Ezéltal a mddszer alapja lehet mas
vizsgalatoknak is (példaul foldrengések modellezésének).

Az alabbi tablazat soraiban egy-egy elérejelzés lathaté 2004-t61 2023-ig. A pa-
raméterek becslése utan allapotokat generaltunk 20 évre a megfelel6 dtmenetvalé-
szintiségekkel, majd az allapothoz tartozé (szintén becsiilt) paraméterrel Poisson-
eloszlasbol adatokat generaltunk:

ot

11]6]9]12 shalielslnlaknlzl a2
6 |4[4] 3 ]ol6l4]ols]8]afr]u[1]3]4]16]10]3]

(513
W
el

B}

A 20 év rengésszamainak generalasat 1000-szer végeztiik el. A 2007-es évre
(amely a negyedik generalt adatot jelenti) az alabbiakat mondhatjuk:

7.3.1. A rengésszam gyakorisaga a kovetkezonek adodott 1000 forgatokonyv
vizsgalata soran:

2007-re 1000 forgatdkonyv gyakoris agai

DeEls 2073 242064670 L. 48 9510511192 4314 S196 . 7B 1. 2021 722723

Rengés évente

14. abra. A 2007-es évre generalt adatok gyakorisaga 1000 forgatokdnyv esetén

7.3.2. Az emlitett évre a rengésszam kvantilisére 99%-os szinten 16,95%-o0s
szinten pedig 13 adédott. Meg kell jegyezni, hogy a keverék Poisson-eloszlast
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modellben a becsiilt paraméterekkel nagyon hasonlé értékek jonnek ki.
P(¢ < 13) = 94,4%, P(¢ < 14) = 96,6%,
P(& <16) =98,9%, P(& <17) =99,4%

7.3.3. A 20 év medianjanak gyakorisdga a 15. 4bran lathato. A legtobbszor
az 5, utédna 4,5, 5,5 és 6 jott ki.

A medianok gyakorisaga 1000 forgatékonyv esetén

15. abra. A medianok gyakorisaga 1000 forgatokdnyv esetén

7.3.4. A 20 év generalt rengéseit tartalmazé 1000 forgatokényvben a ma-
ximaélis rengésszamokat vizsgalva az esetek tobb mint felében legalabb 13 volt a
maximalis éves rengésszam. Leggyakrabban 14-et kaptunk maximumnak, és nem
elhanyagolhato (0,05 és 0,1 kozotti) azoknak az éveknek a relativ gyakorisaga,
amikor 17 vagy 18 eseményt generaltunk maximaélisan (20 év alatt).

Maximalis rengésszamok gyakorisaga 1000 forgatékonyvben

0 5 10 15 20 25 30
Maximalis rengésszam

16. abra. A 20 évenkénti maximaélis rengésszamok gyakoriségai 1000 forgatokdnyv
esetén
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8. Osszefoglalas

Dolgozatunkban megprébaltuk bemutatni a Magyarorszédgon bekovetkezs éves
foldrengésszamok statisztikai vizsgalatanak néhany lehetséges megkozelitését. Cél-
jaink kozé tartozott, hogy az ut6bbi években egyre népszertibb MCMC-moédszer
hasznossagat egy érdekes adatsoron szemléltessiik.

Megallapitottuk, hogy a leggyakrabban alkalmazott eloszlasok nem illeszked-
nek jol adatainkra. A keverék Poisson-eloszlassal a gyakorisagokat megfelelGen k-
zelitettiik, de a rejtett Markov-modell becslésénél kapott eredmények azt sejtetik,
hogy az éves rengésszamok nem fiiggetlenek egymastol.

A kidolgozott programmal a jovébeli események kénnyen szimulilhatok, fel-
hasznalhaték példaul biztositési szamitasokhoz. A tovabbiakban tervezziik kisebb
teriiletek foldrengésszamainak leirasat tér-idé modellek segitségével is, de ugy gon-
doljuk, hogy az eddig kapott eredmények segitséget nyijthatnak ezekhez a vizsga-
latokhoz is.

Ko6sz6njlik Szeidovitz Gyd6zd segitségét, akitsl tobb hasznos tandcsot kaptunk
a foldrengeések szakirodalmaval kapcsolatban. Koszonjiitk tovabba a lektor hasznos
észrevételeit.
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MODELLING OF ANNUAL FREQUENCY OF EARTHQUAKES IN HUNGARY

EL6p Kovics, MikL6s ARaTS, Agnes LipoviTs

Some possible approaches of the annual earthquake numbers’ statistical investigation hap-
pening in Hungary is tried to be presented in the essay. We aimed to demonstrate an interesting
series of data the usefulness of the MCMC method, which is getting more and more applied in
the last years.

We pointed out that the distributions applied most often do not apt well to our data. We
approached the frequencies with the mixed Poisson distribution acceptably, but the results, recei-
ved by the evaluation of the hidden Markov model, suggest that the annual numbers of frequencies
are not independent of one another.

Future events might be easily simulated with the presented program, applying for insurance
calculations for example.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)






Alkalmazott Matematikai Lapok 25 (2008), 99-117.

EGY KONSTRUKTIVAN DEFINIALT TOBBDIMENZIOS
GAMMA-ELOSZLAS ILLESZTHETOSEGI FELTETELEVEL KAPCSOLATOS
KOMBINATORIKUS PROBLEMAKROL

KERI GERZSON ES SZANTAI TAMAS

A jelenlegi dolgozat célja a [4] dolgozatban bevezetett, és a [6] dolgozatban
tovabb vizsgalt, konstruktivan definialt tSbbdimenziés gamma-eloszlas empirikus
adatokhoz valé illeszthet&ségére vonatkoz6 Gj eredmények kozlése. A tébbdimen-
zi6s gamma-eloszlas és alkalmazasi lehetGségeinek bdvebb targyalasat az érdekléds
olvasé az [1], [2], [3] és [5] kiinyvekben talalhatja meg. Azt mar a [4] dolgozat szer-
z6i megmutattak, hogy az altaluk bevezetett t6bbdimenziés gamma-eloszlas nem
feltétleniil illeszthets tetszdleges nemnegativ tapasztalati kovariancamatrixi adat-
halmazhoz. A [6] dolgozatban a szerzé a kovarianciamatrix elemeire vonatkozo sziik-
séges feltételeket fogalmazott meg az illeszthetdségre vonatkozoan. Ezekr6l a 4-nél
nem nagyobb dimenzi6s eloszlasok esetében meg tudta mutatni, hogy elégségesek
is. Nagyobb dimenzi6 esetén e sziikséges feltételek elégségessége nyitott kérdés ma-
radt. Ebben a dolgozatban megmutatjuk, hogy magasabb dimenziéban a [6]-ban
felsoroltakon kiviil tovabbi sziikséges feltételeket is kénnyen meg lehet adni. A mai
fejlettebb szamitastechnikai eszk6zdk birtokdban megadtuk az 5 és a 6 dimenziés
esetekre is az illeszthet&ség elégséges feltételeit. Ennek soran kideriilt, hogy 5 di-
menzid esetén a sziikséges és elégséges feltételek Osszességére még tetszetds, kerek
meghatarozas adhat6é, 6 dimenzié esetén azonban e feltételek oly médon béviilnek,
hogy mar nem GsszegezhetSk a 4 és 5 dimenzios esethez hasonléan, és kezdenek
szinte kaotikusnak latszé format Glteni. Megkiséreltitk a 7 dimenzi6s eset megolda-
sat is, err§l azonban menet kézben lemondtunk, amikor kideriilt, hogy az elvégzendé
szamitas gépid6 igénye a vartnal joéval tetemesebb.

1. Bevezetés

A [4] cikkben a szerz6k bevezettek egy 1j, tobbdimenzids gamma-eloszlast a
Tisza Tokajnal mért havi vizhozam adatainak a modellezésére. Ezt az eloszlast
illesztették a hat egymas utani vizszegény hoénap vizhozam adataihoz és sikeresen
alkalmaztak azt egy sztochasztikus optimalizalasi probléma megoldasaban. A [6]
cikkben a szerzé annak feltételét vizsgalja, hogy egy empirikus kovarianciamét-
rixhoz létezzen a méatrix adataira illeszkedd t6bbdimenziés gamma-eloszlas. Ez a
vizsgalat kapcsolédik a [4] cikk eredményeihez, melyben a szerz6k harom modszert
dolgoztak ki a targyalt tobbdimenziés gamma-eloszlas empirikus adatokhoz torténd
kozelits illesztésére. A [6] cikk alapdtlete annak felismerése, hogy a tobbdimenzi6s
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gamma-eloszlas illeszthetGségének a problémaja a kdvetkez6 lineéris egyenletrend-
szer megoldhatosdganak a kérdésére vezethets vissza:

Milyen feltételek mellett teljesiil, hogy adott n x n méretid valés szimmetrikus
C matrix esetén a

P
zalalTﬂl =C (1)
=1

egyenletrendszernek a v;-ekre van nemnegativ megoldasa? Itt p = 2" — 1, az
a; € R"l = 1,2,...,p vektorok pedig az Gsszes olyan R"-beli vektort jelentik,
melyek komponensei 0 vagy 1 értékiiek, de nem mind 0 értékd.

A C matrix szimmetrikus volta miatt elég az (1) egyenletrendszernek a C mat-
rix felsd haromszog részéhez tartozé egyenleteit tekinteni. Ekkor az a;a} diddoknak
is csak a fels6 haromszog része marad az egyenletrendszerben. A felsé haromszog
matrixok elemeib6l 2n(n + 1) méretii vektorokat képezve, (1)-bél az

Av=c
9>0 @
feltételrendszert kapjuk, ahol A egy Fn(n + 1) x (2" — 1) méretd matrix.

A [6] cikkben a szerz§ az (1) egyenletrendszer nemnegativ megoldasinak lé-
tezésére a kovetkez§ sziikséges feltételt talalta, melyrsl megmutatta, hogy n < 4
esetén elégséges is. (Idézzitk az emlitett cikk 2.1. tételét.)

1.1. TETEL. Ha egy C empirikus kovarianciamatrixra létezik az (1) feltételek-
nek eleget tevs, csupa nemnegativ komponensbél 4116 9., . . ., ¥, paraméter halmaz,
akkor C elemeire teljesiilnie kell a

Z Ci — Z Cik + Z Cik + Z cik >0 (3)

i€l i€l kel 1€l1,k€1,i<k i€ls,k€ly,i<k
feltételrendszernek, ahol I, I, C I = {1,2,...,n} és 1 NI, = 0.

E sziikséges feltételek segitségével egy 1j, az el6zGeknél hatékonyabb algorit-
mus késziilt a pontosan illeszked6 t6bbdimenziés gamma-eloszlas meghatarozasara,
melynek alkalmazasa soran ugy épiil fel lépésrél lépésre a pontosan illeszkeds t6bb-
dimenziés gamma-eloszlas, hogy a fennmaradé rész kovariancia méatrixa mindig
eleget tesz a ra vonatkozo sziikséges feltételeknek, vagy legalabbis azok koziil a leg-
lényegesebbeknek. Az algoritmus lépései soran mindig csak az &ltalunk eddig ismert
sziikséges feltételek teljesiilését kdveteljiik meg a fennmaradé rész kovariancia mat-
rixara vonatkozoan, ezért el6fordulhat, hogy az algoritmus gy fejezédik be, hogy a
szitkséges feltételek teljesiilnek ugyan, mégsem lehet a fennmaradé részt pontosan
elsallitani. Ennek esélyével kapcsolatos szamitasokat a cikk végén, a 4. szakaszban
ismertetiink. A kdzbees6 részekben (2-3. szakasz) az 1.1. tételben megadott sziik-
séges feltételek altalanositasara, majd n =5 és n = 6 esetén sziikséges és elégséges
feltételek megadéasara és osztalyozasara vonatkozé ujabb eredményekrdl szamolunk
be.
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2. Egy médszer a sziikséges feltételek bévitésére

Ebben a szakaszban ismertetjiik és bebizonyitjuk az 1.1. tétel altalanositasa
formajaban megfogalmazott bGvebb sziikséges feltételrendszer létezését n > 4 ese-
tén. Az altalanositas elSkészitéseként elGszor egy lemmat bizonyitunk be.

2.1. LEMMA. Ha egy C empirikus kovarianciamétrixra létezik az (1) feltételek-
nek eleget tevd, csupa nemnegativ komponensbél 4116 9y, . . ., ¥, paraméter halmaz,
akkor C elemeire teljesiilnie kell a

1 n
pl(pz +1) -
Z cat ) D mpress 20 @)
i=1 k=i+1
feltételnek tetszdleges p1, pa, . - ., pn €gészek esetén (melyek kéz6tt lehetnek azono-

sak is).

Bizonyitds. Az (1) egyenletrendszer szerint

14
cik =Y auand
=1

ahol ayy,az, ..., apm az a; vektor komponensei. E kifejezéseket a (4) egyenlStlenség
bal oldal4ba helyettesitve azt kapjuk, hogy

n-1 n

Z Pz(Pz +1) e+ Z Z PiPkCik =
i=1 k=i+1
1S [
=3 Z {Z(p, + pi)a? +2 Z Z ptpkauakz} Y =
=1 i=1 k=i+1

l\Dl)—A
M“

(Z pt“zl) + Zpia?[ 9 =
i=1
n n
(Z Piail> (Z piai + 1) 9 > 0.
=1

i=1

o~

1

Mu

1
2[1

Az stalakitas utolsé lépésében felhasznaltuk, hogy a? = ai, mivel a; értéke
csak O vagy 1 lehet. ]

Az altalanositast kimondé tétel megfogalmazasihoz jel6ljik a 0-t6l és egymas-
tol is kiilonboz6 p; egészek szamat s-sel, és gydjtsiik Ossze az azonos p; egészek
indexeit az Iy, Is,..., I, indexhalmazokba. (Természetesen lehetséges, hogy vala-
mennyi nemnulla p; kiilonbozik egymastdl, ebben az esetben az Iy, Is,..., I in-
dexhalmazok mind egyelemtiek.) Most tetszdleges p € {1,2,...,s} esetén legyen
T, = p; ahol © € Ip. E jelolésekkel nyilvanvaléan adédik a 2.1. lemma alabbi
kévetkezménye:
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2.1. TETEL. Ha egy C empirikus kovarianciamétrixra létezik az (1) feltételek-
nek eleget tevé, csupa nemnegativ komponensbél 4116 94, . . ., ¥, paraméterhalmaz,
akkor C elemeire teljesiilnie kell a

2 rp(rp + 1) :
S S S RS o R O
p=1

p=1 i€l i€l, kel i<k
s—1 s
+ E E TpTq 5 cr | >0
p=1g=p+1 i€l, k€1,

feltételeknek, ahol Iy, I,....I; € I = {1,2,...,n}, I, NI, = 0, hap # q,
r1,T2,...7s pedig tetszbleges 0-t61 és egymastol kiilonbozd egész szamok.

Vegyiik észre, hogy a 2.1. tételbdl az 1.1. tételt ugy kapjuk meg, hogy a para-
métereknek azokra az értékeire szoritkozunk, melyekre s = 1, r; = ~1, vagy s = 2,
T = 1, rg = —1.

Megjegyezziik, hogy mar az 1.1. tétel is tartalmazott redundans feltételeket,
ez még inkdbb igy van a végtelen szAmossagu feltételt tartalmazo 2.1. tétel esetén.
A [6] dolgozat feltarta, hogy az 1.1. tétel esetén melyek a redundans feltételek,
megmutatva, hogy tetszbleges n-re az 1.1. tétel feltételrendszere ekvivalens azzal
a szlikebb feltételrendszerrel, amit ugy kapunk, hogy az eredeti feltételekbél csak
azokat vessziik figyelembe, melyekre

ny =20 és ng = 2,
vagy ny = 1 és 1<n; <n-ny,
vagy ny > 2 és 2<ny <n-—n.

Itt és a tovabbiakban is ny,-vel az I, halmaz elemszamét jeloljiik.

A 2.1. tétel esetében altalinos értelemben nem, de n = 5 esetére a késsbbi
1. tablazatban megadunk egy hasonld, redundancidt mar nem tartalmazé sziki-
tett feltételrendszert. E feltételrendszer meghatarozasahoz szamitégépes modszert
hasznaltunk. Ugyanez a kérdés n > 5 esetén nagyon nehéznek latszik, viszont egy
ilyen, az ltalanos esetre vonatkozo vizsgalat jelent8ségét amigy is nagy mértékben
csokkenti az az — ugyancsak szamitogép segitségével kapott — meglepd eredmény,
mely szerint n = 6 esetén mar az 1.1. tételhez képest lényeges b&vitéseket tartal-
mazdé 2.1. feltételei sem adnak elégséges feltételt.

A 4. szakaszban n = 5 esetére két konkrét példat latunk olyan kovariancia-
matrixokra, melyek az 1.1. tétel feltételrendszerét még teljesitik, de a 2.1. tétel
feltételrendszerét nem. Ezek az ott Ci-gyel és Ca-vel jelolt matrixok.

3. Az n =35 és az n = 6 eset szamitogépes megoldasa

Amint mar a [6] dolgozat is részletesen kifejtette, a sziikséges és elégséges fel-
tételek vizsgilata ekvivalens bizonyos konvex poliedrikus kipok extremaélis iranyai
meghatarozasinak a kérdésével.
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s m no ng| vy rpo o org feltéte] tipus
1] 2 - - |~ - - caz >0
211 1 -1 -1 - cu—cnp2l
2y 2 -4 1 -1 - o te—cp—cs 20
2 1 3 - i -1 - et egs + a3y —C2—Cz— g 2 0
211 4 - 1 -1 - 11 + a3 + cag + 35 + €34 + €35 + Ca5 —
—Cig— 3~ — 05 2 0
212z 2 -1 -1 - cintemtatos— a0~ 20
212 3 - 1 -1 - 11tz t 2+ Coq + Cas H 45—
—~C13 — Cl4 — €15 — 28 — €24 — €25 > 0
21y 2 -1 -1 - etz t s+ e+ st vas + o5
—C4 —C15— €24 —Cas —Cxq — O35 2 0
2| 4 1 -]~ 2 - Begs + cio + 033 + 014+ Cas + 3¢ + O34~
"'2(.‘15 —2(‘;35 '—2(335 —'2(7.‘5 2 0
3 1 3 H 1 -1 2 011 + 3055 + 023 + €24 + €34 + 2015 —
—Cra — C13 — €14 — 2005 — 2035 — 2045 2 0
303 1 1 1 -1 -2 €11 + Cag + Css + €5 + Cia + €13 + o3 + 2045 +
—C14 — €24 — €34~ 2015 — 25 — 2035 > 0
3 2 2 i i —~1 =2 [ o191+ €22+ 055 + O3 + €3¢ + 2635 + 2045 —
~Cy3 = Cpa ~ Cg3 ~ Coq —~ 2015 — 2095 2 0

1. tablazat. Sziikséges és elégséges feltételek n = 5 esetén
Jelolje C, azoknak az nxn méret val6s szimmetrikus C matrixoknak a halma-

zat, melyekre az (1) feltételrendszernek létezik nemnegativ megoldésa. Jelolje Dy,
azoknak az n x n méretd valés szimmetrikus D matrixoknak a halmazat, melyek

elemeire teljesiil
S S
22 dii 20

j=1k=1
az 141,12,..-,%5 (1 £ 8 <n) indexek minden olyan rendszere esetén, ahol
1 <14 <i3< -+ <is £n. [6]ban a szerz6 megmutatja, hogy a C, és D,

halmazok konvex kiipok a szimmetrikus matrixok mint vektorok -"J"—;—l-l dimenzids
euklideszi terében, melyekre fennall, hogy D € D,, akkor és csak akkor, ha

n n
> "> cikdi >0 minden C € Cy, esetén,

és C € C,, akkor és csak akkor, ha

Zcikdik >0 minden D € D, esetén. (5)
1 k=1

n
=
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Az ilyen tulajdonsigu kup parokat egymas dudlisinak (vagy polarjanak) szok-
tak nevezni, gyakran forditott egyenlGtlenségekkel értelmezve, de az altalunk vég-
zett vizsgalatok szempontjabél mindegy, hogy a lehetséges értelmezések melyik
modozatat valasztjuk.

Az el6bbi megallapitas alapjan kimondhatjuk, hogy egy C empirikus kovari-
anciamatrixra akkor és csak akkor létezik az (1) feltételeknek eleget tevd, csupa
nemnegativ komponensbél all6 91, ..., ¥, paraméter halmaz, ha fennall (5). Ebbsl
kovetkezik az alabbi szitkséges és elégséges feltétel. (Ez lényegében a [6] dolgozat
4.2'. allitasa.)

3.1. TETEL. Egy C empirikus kovarianciamétrixra akkor és csak akkor létezik
az (1) feltételeknek eleget tevd, csupa nemnegativ komponensbdl 4ll6 9,,...,17,
paraméter halmaz, ha

n
Zcikdik >0 minden olyan D € D,, esetén,

n
=1k=1

1

mely a D,, kipnak extremalis irdnya.

E tétel gyakorlati értéke azon mulik, hogy meg tudjuk-e hatarozni D,, extre-.
malis irdnyait.

A 2.1. lemma alapjan annyi rogton latszik, hogy a kovetkez6 matrixok mind
elemei (de nem okvetleniil extremalis iranyai) a D, halmaznak. (Ehhez a
2.1. lemma (4) formulajat irjuk &t a f6atléo alatti elemeket is tartalmazo

S ko1 PiPkCik + D iy picii = 0 alakba.)

p1(p1 +1) p1p2 p1p3 e P1Pn
p2p1 p2(p2+1)  p2p3 e p2pn
(6)
Prp1 Pnp2 Prnps3 oo pa(pn +1)
A p1,p2,...,pn paraméterek itt is elGjelben nem korlatozott egész értékeket
vehetnek fel, kozottiik lehetnek 0-k és azonosak is. -
Ismét osszegytijtve az azonos p; értékeket az Iy, I, .. ., Iy indexhalmazokba és

bevezetve az Iy = {1,2,...,n} \U;=1 I, jelolést, a (6) alatti D € D, matrix elemei
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a kdvetkezbképpen is megadhatok:

rp(rp+1) haielp, 1<p<sy,

d,;, = (1)
0 ha i € Iy,

J rZ2 hai,kel, i#k 1<p<s, ®)
0 hai,k610,737ék,
rprq hat €l kel, 1<p, q<s,

dy =4 7T PATSp q P g<s, p#q 9)

0 ha i € Iy vagy k € I.

Az Osszes extremalis irdny szdmanak meghatarozdsa n = 5-re és n = 6-ra
a kettds leir6 modszerre (double description method) Fukuda altal implementalt
cdd+ programrendszer (lasd [7]) hasznélataval tértént. Az eredmény:

A Ds halmaz extremdlis irdnyainak szdma 210.
A Dg halmaz extremdlis irdnyainak szdma 38780.

Izomorfia (vagyis ekvivalencia) vizsgalat alapjan ezek a szamok jelentGsen csok-
kenthet6k. Két azonos méretd szimmetrikus matrixot izomorfnak és egyuttal ek-
vivalensnek tekintiink, ha szimmetrikus sor-oszlop permutacié egyiket a masikba
viszi.

Nyilvanvald, hogy ha D € D,, extremalis iriny, akkor az 6sszes D-vel ekvivalens
matrix is eleme és extremalis irdnya a D, kupnak. Sajat készitésd gépi program
hasznalataval n = 5 és n = 6 esetére meghataroztuk az egymassal nem ekvivalens
extremalis irAnyok szamat, melyre a kovetkezs eredményt kaptuk:

A Dy halmaz egymdssal nem ekvivalens extremdlis irdnyainak szdma 12.
A Dg halmaz egymdssal nem ekvivalens extremdlis irdnyainak szdma 145.

Az alkalmazott moédszer lényege, hogy valamilyen szisztematikus leszamlalasi
eljarassal minden esetben az egymaéassal nem ekvivalens struktirak (esetiinkben
extremalis iranyok vagy, ha gy tetszik, matrixok) szamat hatarozzuk meg. E cél-
b6l valamilyen lexikografikus rendezési elv alapjan minden ekvivalenciaosztalybol
egyet, a lexikografikus értelemben legkisebbet taroljuk a leszamlalas soran.

Az n =5 esetre az izomorf alakzatok kizarasa utan kapott 12 extremalis irany
a 2.1. tétel feltételrendszerébdl is kikovetkeztethets, ha az 1. tablazatban megadott
s, n; és r; paraméterekkel irjuk fel a 2.1. tétel feltételeit. E tablazatban felsoroljuk
elszor a 8 kordbban (az 1.1. tétel alapjan) is ismert feltétel fajtat, majd a vizszintes
vonal alatt folytatjuk a késébb talalt 4 feltétel fajtaval.

A matrixelemek indexeit variilva, a tablazatban felsorolt 12 feltételtipusbol
tipusonként 10, 20, 30, 20, 5, 30, 10, 10 (eddig Osszesen 135 régi), 5, 20, 20, 30,
mindosszesen 210 feltétel adodik. A Dgs konvex kupnak ugyanennyi extremalis
iraAnyat kapjuk meg a 2. tablazatban felsorolt matrixokbdl a sorok és oszlopok
szimmetrikus permutacioi segitségével. '
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[ 2 -1 -1 -1 o) [ 2 -1 -1 -1 1 Y [ 2 1 -1 -1 0 \
-1 0 1 1 0 -1 0 1 1 1 1 2 -1 -1 0
-t 1 e 1 o -1 1 0 1 1 -1 -1 0 1 o
-1 1 1 6 v -1 1 0 1 -1 -1 1 0 o

\ o o o o o/ \-t + t 1t o) \ o o o o o)

(2 1 -t -1 ) {2 1 1 - ) {0 1 1 1 -2)
1 2 -1 -1 -t 12 1 -1 -1 10 1 1 -2
-t -1 0 1 1 t o1 2 -1 - 1 1 6 1 -2
-1 -1 1 0 1 -1 -1 -1 0 1 1 1 1 0 -2

\ -1 -t 1 1 0/ \~t -t -1 1 o -2 -2 -2 -2 &

[(2 -1 -1 1 2) 2 1 1 -1 -2\ 2 1 -1 -1 -2
-1 11 -2 2 1 -1 -2 12 -1 -1 -2
-1 1 1 -2 11 2 -1 =2 -1 -1 0 1 2
-1 1 1 0 -2 -1 -1 =1 0 2 S

\ 2 -2 -2 -2 6/ \-2 -2 -2 2 2 -2 -2 2 2 2

2. tablazat. D, extremalis irdnyai n = 5 esetén

Megjegyezziik, hogy szamitégép nélkiil, standard matematikai moédszerekkel
elméleti uton is bizonyithatd, hogy az 1. tablazatban felsorolt feltételek kdzott —
bizonyitast az olvaséra bizzuk, és ennek megkonnyitésére felsoroljuk az extremaélis
iranyoknak megfelel§ matrixokat is (2. tablazat).

Strukturak ekvivalenciaosztalyainak vizsgalata soran illik megadni az egyes
osztalyok automorfizmus-csoportjanak rendjét. Szimmetrikus matrixok ekvivalen-
ciaosztalyai esetén automorfizmusok azok a — sorok és oszlopok szimmetrikus per-
mutacidjaval értelmezett — leképezések, amelyek az adott métrixot valtozatlanul
hagyjak. Megvizsgalva ebbél a szempontbdl a 2. tablazatban megadott métrixokat,
kénnyen lathato, hogy e matrixok esetén automorfizmusok azok az indexpermuta-
ciok, amelyek csak az azonos (n;,r;) parokhoz tartozé indexeket, tovabba az eset-
leges csupa 0 értéket tartalmazé sorok indexeit permutéljak. Az automorfizmus-
csoportok tehat ezekben az esetekben kisméretd szimmetrikus csoportok direkt
Osszegel. A tablazatban megadott méatrixok automorfizmus-csoportjanak rendje
eszerint minden esetben a

fl n;! (ahol ng=mn-— i m) (10)
i=0

i=1
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képlettel kaphaté meg, és igy a 12 matrix automorfizmus-csoportjanak a rendjére
sorrendben a 12, 6, 4, 6, 24, 4, 12, 2, 24, 6, 6, 4 értéket kapjuk.

Itt érdemes mindjart megjegyezni, hogy a (10) képlet tetsz6leges n esetén is
érvényes minden olyan szimmetrikus matrixra, melynek elemeit a (7)—(9) el6irassal
képezziik.

Ratérve az n = 6 eset vizsgilatara, a 145 egymadssal nem ekvivalens extremalis
irany, illetve az ezeknek megfelel§ matrixok attekintése soran az deriilt ki, hogy ezek
koziil csak 31 matrix adhaté meg a 2.1. tételben és a (7)—(9) formulaknal hasznalt
jellésekkel. Sajnos, ez azt is jelenti, hogy az n = 6 esetre érvényes sziikséges és
elégséges feltételrendszer feltételei koziil ezeknek csak koriilbeliil egynegyede vezet-
hetd le a 2.1. tétel alapjan. Ezek koziil 12 matrix az 1. tablazat soraihoz tartozo (és
a 2. tablazatban szemléltetett) 12 matrixnak egy-egy csupa 0 elemi sorral és osz-
loppal térténd kiegészitéseként adodik. Az ott még nem szerepelt ujabb 19 esetnek
a felsorolasat a 3. tablazat tartalmazza. Az e tablazat sorainak megfelel§ egyen-
16tlenség feltételek az 1. tablazathoz, azok matrix reprezentacioi a 2. tablazathoz
hasonlé médon irhatok fel.

S ni ng ns LZY T1 T2 T3 T4
211 5 - - 1 -1 - -
212 4 - - 1 -1 - -
2{3 3 - - 1 -1 - -
214 2 - - i -1 - -
214 2 - -{-1 2 - -
215 1 - - | -1 2 - -
311 4 1 - 1 -1 2 -
312 3 1 - 1 -1 2 -
3] 2 3 1 - 1 -1 -2 -
31 3 1 2 - 1 -1 -2 -
313 2 1 - 1 -1 -2 -
3| 4 1 1 - 1 -1 -2 -
214 2 - - 1 -2 - -
2| 95 1 - - (-1 3 - -
311 4 1 - 1 -1 3 -
313 2 1 - 1 -1 -3 -
31 4 1 1 - 1 -1 -3 -
411 3 1 1 -1 2 =2
41 2 2 1 1 -1 2 -2

3. tablazat. Néhany tovabbi sziikséges feltétel n = 6 esetén
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A hétralévs tovabbi 114 extremalis irdny matrixa koziil a legtébb egyaltalan
nem, vagy alig rendelkezik felismerhets struktiraval. Ezért ezeknek a matrixoknak
az egyenkénti vizsgdlata nem tilsdgosan érdekes. A részletes vizsgilat helyett csak
néhany példat mutatunk itt Dg olyan extremalis iranyaira, melyek nem vezethet&k
le a 2.1. tételbdl: :

0 1 -1 -1 2 2 0 1 1 -1 -2 =2
1 0 -1 -1 2 2 1 0 1 -1 -2 =2
-1 -1 2 1 =2 =2 1 1 0 -1 -2 =2
-1 -1 1 2 -2 =2\ -1 -1 -1 2 2 2]
2 2 -2 -2 2 3 -2 -2 -2 2 6 3

2 2 -2 -2 3 2 -2 -2 -2 2 3 6

o 1 1 1 0 -1 o0 0 0 1 1 -1

1 0 1 1 o0 -1 o 0 1 0 1 -1

1 1 0 1 -1 0 0 1 0 1 0 -1

1 1 1 o0 -1 o]’ 1 0 1 0 0 -1
0 0 -1 -1 2 -1 1 1 0 0 o0 -1
-1 -1 0 0 -1 2 -1 -1 -1 -1 -1 4

Ezek még viszonylag szabalyos struktiuraval rendelkezé matrixok. (Az egymas-
sal nem ekvivalens extremalis irdnyok teljes listajat a Fiiggelék tartalmazza.)

4., Az illeszthetdség vizsgalata racspontok esetén

Ebben a szakaszban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy mekkora annak a
veszélye, hogy a (3) sziikséges feltételen alapulf illeszt§ algoritmus nem Allit els
pontosan illeszked6 tobbdimenzits gamma-eloszlast. E célbol kiszamitjuk és dssze-
hasonlitjuk a racspontok szamat a (3) feltételnek eleget tevé C matrixok halmazéa-
nak, illetve a C,, halmaznak korlatos metszeteiben (adott élhosszusigu kockakban).
A tovabbiakban ismertetjiik a leszamlalasra alkalmazott modszer részleteit és ered-
ményét.

A gamma-eloszlas illeszthetGségének, tehat az (1) egyenletrendszer megoldha-
tosaganak a kérdését itt olyan C szimmetrikus matrixok esetén vizsgaljuk, melyek-
nek minden elemére teljesiil

0<¢; < A
Cij egeész

} (1<i,j <n). (11)

Kis n-ek és M-k esetén (n <6, A <9, de az utébbinak a korlatja n-tél is fiigg)
meghatarozzuk az olyan C matrixok szamat, melyek kielégitik az 1.1. tétel, illetve
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a 3.1. tétel feltételrendszerét, és egyidejileg eleget tesznek a (11) korlatossagi és
egészértékiségi kovetelménynek is. Ellendrzési célbol Ssszeszamoljuk az olyan kii-
16nb6z6 C empirikus kovarianciamatrixok szamat is, melyek ugy adédnak, hogy
A-nél nem nagyobb nemnegativ egész értéki v; értékeket helyettesitiink be az (1)
feltételrendszer bal oldalan 4ll6 kifejezésbe minden lehetséges médon, és megha-
tarozzuk, hogy az igy kapott kiilonb6z6 C matrixok koziil hanyra teljesiil, hogy
minden matrixelem abszolut értéke legfeljebb A.

A leszamlalas eredményét az 4. tablazatban mutatjuk be. (E tablazatbél az is
lathaté, hogy a kiilonb6z6 n értékek esetén milyen A-kra végeztiik el az dsszehason-
litd leszdmlalast.) A leszamlalasra és ekvivalenciavizsgalatra készitett programok
helyességének teszteléseként elGszér n = 3-ra és n = 4-re végeztiik el a szamitast,
és azt talaltuk, hogy ezekre az n-ekre A < 9-ig a kiil6nb6z6 modon elvégzett le-
szamlalasok azonos eredményt adnak. Ez nem megleps, mivel tudjuk, hogy a (3)
feltétel n < 4 esetén sziikséges és elégséges. Mégis kaptunk ezzel egy nem tul erés,
de talan ennek ellenére emlitést érdemid mellékeredményt:

4.1. TETEL. Ha valamely 3 x 3 vagy 4 x 4 méretd C métrix minden eleme
10-nél kisebb egész és az (1) rendszernek van nemnegativ megoldésa, akkor van
(1)-nek olyan nemnegativ megolddsa is, amely csupa egész értékid komponensbdl
all.

Megjegyezziik, hogy n = 3-ra az 4.1. tételben megfogalmazott allitds a A < 10
korlat nélkiil is igaz. Ez konnyen lathat6 a [6] cikk 4. szakaszaban k6zolt gon-
dolatmenetbdl, amely n = 3 esetén a (3) illeszthetSségi feltételek elégségességét
bizonyitja.

A\n 4 5 6

1 12 19 19 19 30 30 30
2 10 32 108 373 371 370 1365 1339 1332
3 20 | 110 759 6593 6549 6546 75567 73498 73265
4 35| 313 4230 90667 | 90152 | 90144 | 3259603 | 3177039 | 3174592
5 56 | 771 19190 | 929050 | 924671 | 924660

6 84 | 1702 | 73239

7 120 3442 | 241999

8 165| 6487 | 709746

9 220 11533 | 1884440

4. tablazat. Az egymaéssal nem ekvivalens C matrixok
szama 3 kiilénboz6 értelmezésben

A 4. tablazat n = 5-re és n = 6-ra harom oszlopot tartalmaz. Ilyenkor az
azonos n-hez tartozé harom oszlop koziil a balra lévs (kisebb fontmérettel nyom-
tatott) oszlop a (3) feltételrendszernek eleget tevé C matrixok szdmat, a kdzépss
(normal mérettel nyomtatott) oszlop a sziikséges és elégséges feltételrendszernek
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eleget tevé C matrixok szamat mutatja, a jobbra lévs (megint kisebb meérettel
nyomtatott) oszlop pedig a nemnegativ ¥; értékek behelyettesitése utjan nyert C
matrixok szamaét.

Az n = 2-h6z tartozo oszlop értékeit meghatarozo fajlokat még kozvetleniil ge-
neraltuk az alabbi észrevétel alapjan: n = 2 és tetszéleges A esetén az e paraméter-
értékeknek megfelels fajl azon 2 x 2 méreti szimmetrikus C méatrixokbol all, melyek
elemeire fennall

0<ci2<cnn<cp <A,

az ilyen (c12, €11, c22) hdrmasok szama pedig

A+3
(3 )

n > 3 esetén az n-hez tartozoé fajl elkészitéséhez a program inputként hasznéalja
az (n — 1)-hez tartozoé fajlt.

A leszamlalas eredményei bizonyos mértékig valaszt adnak arra a kérdésre,
hogy a (3) feltételekre épiils algoritmus mennyire megbizhaté. Ez jorészt azon
mulik, hogy a (3) feltételrendszernek eleget tevé C matrixok kozott milyen arany-
ban fordulnak el ,hamis megoldasok”, vagyis olyanok, amelyek nem elemei a C,,
halmaznak. Az el6z6ekben specifikalt racspontokra n = 5;\ = 2,3,4,5, illetve
n =6, A =2,3,4 esetén a 4. tiblazat adataibdl kiszamithato, hogy ez a részarany
a vizsgalt esetekben 0,47 és 2,74 szazalék kozott van, és ez elég megnyugtatonak
tlinik.

Végiil két példat mutatunk ,hamis megoldas” elfordulasara. Valasszuk ehhez
a 4. tablazatban a legegyszeriibb olyan esetet, amikor a kiilénb6z6 értelemben vett
leszamlalasok eredményei kozott eltérés van. Ez az n = 5, A = 2 eset. Most
tekintsiik azokat a 0, 1, 2 elemd 5 x 5 méretdi matrixokat, amelyek a (3) felté-
telrendszernek eleget tesznek, viszont egész értékd 1J;-ek behelyettesitésével nem
allithatok el6. Harom ilyen matrix van, mivel a leszamlalas 373 matrixot generalt
az els6, 370 matrixot a harmadik esetben. Ezek a matrixok a kdvetkezdk:

e Al IS | e e Sl
-1 23 N I |
Ch=% 8T, 2. 11 % =1 Tl 30005 T
e B i S S ol OE R
: W O g 5.0 188
- FEN N g, i )
A e
e O e (M
+ O N O )
AP Sl
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A matrixelemek behelyettesitésével verifikilhat6, hogy mindhdrom métrix ma-
radéktalanul eleget tesz a (3) feltételrendszernek, viszont C; és Co esetén (1)-nek
meégsincs nemnegativ megoldasa, tehat C; és Co mint empirikus kovarianciamét-
rixok esetén a gamma eloszlas nem illeszthet pontosan.

Konkrét szamitashoz (1) helyett célszertibb a vektorialis (2) feltételrendszert
tekinteni. Az ebben el6forduld A matrix n = 5 esetén a kdvetkezs:

8! Il 1L 1l | i LA B |
1 1 LA 1t l 30 0 el I8 1 e 1 |
1 1 1 1 B o & il ol dals 11 el

1 1l Aty 1o Ui oo 001 (ol 11 e Lol o B0 B

ik 1 ol 3 [ L L T G 0 19 T i g

1 1l ] 1

1 1 1:d ]l

B0 T b |
il Lol 1[40 el V9 |
it 1 154l 15l 131
1 1 3 el 5 g € A €
1\ 1 11 11 el

1 1 ds e} Al

1 1 7S g R o T

1 1 11 1l 1ot

>
Il
—
ok
—

(Az attekinthetGség kedvéért a 0-k helyét tiresen hagytuk a matrixban.)
Szorozzuk meg a (2) feltételrendszerben allé egyenléségrendszer mindkét olda-
lat balrél az

(1500 Ol 1502, - 2020 —2 AleT0—1 18 1,.0)
sorvektorral. Ezaltal azt kapjuk, hogy

91 + 94 + 95 + 306 + 397 + Y10 + 315 + 616 + V17 +
+ 918 + Y19 + Va0 + Y24 + Vo5 + 3096 + 3027 + V31 =
=c11 + Ca4 + €55 + 2¢12 + 2¢13 — 2¢14 — 2C15+

+ 623 — €4~ Co5 €34 — C35.71 €45 = 1,

és ez ellentmond a 9 vektorra megkdvetelt nemnegativitasnak.
Hasonlé médszert alkalmazhatunk a C, métrixra is, de ehhez a

R T O BN B S (R Sy g O W
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sorvektorral érdemes szorozni, hogy a kivant célt elérjiik. Ekkor azt kapjuk, hogy

39, + U9 + 696 + 97 + Vg + g + P13 + V14 + V15 + 3016+
+ 3917 + 3018 + 3Va5 + Vo + V27 + Yag + V3o
=3c11 + €22 + 2c12 — 2¢13 — 2¢14 — 2€15 — C23—

—C24 — C25 + €34 + €35 + €15 = —1,

ami ismét ellentmond 9 nemnegativitasanak.

Egész mas a helyzet a C3 matrixszal. Ez a matrix arra az esetre példa, amikor
a (2) feltételrendszernek van nemnegativ megoldasa, de nincs egész értékd nemne-
gativ megoldasa. Egy nemnegativ megoldas a kovetkezs:

) + hale {7,8,9,10,11,12.29.30}
Ki | =
0 az Osszes tobbi ! indexre.

Ilyen esetek el6fordulasa magyarazza, hogy a 4. tiblazatban az n = 5-hoz és

n = 6-hoz tartozé harom szamoszlop koziil a méasodik és a harmadik oszlop kissé
eltér egymaéstol.
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COMBINATORIAL PROBLEMS ACCORDING TO CONDITIONS ON FITTING A
CONSTRUCTIVELY DEFINED MULTIVARIATE GAMMA DISTRIBUTION TO
EMPIRICAL DATA

G. KER1 AND T. SzANTAI

The main goal of this paper is to give new results according to fitting the multivariate gamma
distribution introduced in paper [4] to empirical data. This problem was investigated before also
in paper [6]. More details of the multivariate gamma distribution and its applications can be
found in the books [1], [2], [3] and [5]. The authors of paper [4] proved that the new multivariate
gamma distribution not always can be fitted to empirical data when the empirical covariance
matrix has all nonnegative components. In paper [6] necessary conditions of the fitting were
given and the sufficiency of these conditions was proved for dimension 4. For higher dimensions
the question of sufficiency of the necessary conditions remained an open question. In this paper
we formulate further necessary conditions. This way we prove that the necessary conditions given
earlier are not sufficient. Using the more efficient computation tools we are able now to give the
sufficient conditions for dimensions 5 and 6 as well. However, for higher dimensions we have only
necessary conditions and the sufficiency of these conditions remains an open question.
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ELDISZJUNKT UTRENDSZER KITERJESZTESE

SZABO JACINT!

A dolgozatban egy ujfajta problématipussal, az ugynevezett kiterjesztési prob-
lémaval foglalkozunk. Az off-line kiterjesztési problémdban adott egy G hal6zat
egész élkapacitasokkal, valamint egy H; és egy H igénygraf egységnyi igényekkel
ugyanazon a ponthalmazon. Feladatunk meghatarozni az olyan F C E(H,)NE(Hz2)
élhalmazok méretének maximumat, amelyeknek van olyan G-beli egész utkiosztasa,
amely kiterjeszthet§ Hi, valamint Hy egy-egy egész G-beli titkiosztasava. Az online
kiterjesztési problémdban adott egy G halbzat egész élkapacitasokkal, egy H igény-
graf egy G-beli dtkiosztassal, valamint egy Ho igénygraf egységnyi igényekkel,
amelyre E(H) C E(H;) teljesiil. Kérdés, mekkora az olyan F C E(H) élhalmazok
méretének maximuma, amelyekre az adott tkiosztds F-re valé megszoritasa kiter-
jeszthet6 Hp egy egész utkiosztasava? Attdl fliggben, hogy a grafok iranyitottak
vagy irdnyitatlanok, négy kiillonbo6zé feladatot kapunk. Mind a négy NP-teljes, de e
dolgozatban teljes megoldast adunk e feladatokra abban az esetben, amikor G egy
gyird és az igénygrafok csillagok.

1. Bevezetés

A kovetkezé fogalmakat iranyitott és irdnyitatlan grafokra is értjik. Egy
c: E—{0,1,2,...} kapacitas-fiiggvénnyel ellatott G = (V, E) grafot hdldzatnak
hivunk. Legyen adott egy G halézat és egy H igénygraf ugyanazon a V ponthalma-
zon. H-nak lehetnek parhuzamos élei, de feltessziik, hogy H semely éle nem hurok.
E(H)-nak egy P leképezését H egy G-beli dtkiosztdsdnak hivjuk, ha minden s és
t kozotti f € E(H) élre P(f) egy st-ut G-ben, és minden e € E élt legfeljebb c(e)
ilyen 1t hasznal. Az e-t hasznalo P-beli utak szama az e terhelése, ezt Ip(e)-vel
jeloljik. F C E(H) esetén azt mondjuk, hogy H-nak a P utkiosztasa kiterjeszti
F-nek a Pp utkiosztasat, ha Pr = P|p.

1.1. Definicié. Az OFF-LINE KITERJESZTESI PROBLEMABAN adott egy
G = (V,E) halozat a c: E — {0,1,2,...} kapacitasfiiggvénnyel, valamint i = 1, 2-
re egy H; igénygraf ugyanazon a V ponthalmazon egy-egy G-beli ttkiosztéassal.
Jelolje v, (G; H1, Hp) azon F C E(H,) N E(H3) élhalmazok méretének maximu-
mat, amelyeknek létezik egy olyan G-beli dtkiosztasa, amely kiterjesztheté H; és
H, egy-egy G-beli utkiosztasava. Feladat meghatarozni o (G; Hi, Ha)-t.

1A kutat4s a France Telecom R & D, az OTKA K60802 és TS049788 paly4azatai, valamint az
ADONET Marie Curie RTN (504438 sz. FP6 szerz§dés) tamogatasaval folyt.
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1.2. Definicid. Az ONLINE KITERJESZTESI PROBLEMABAN adott egy G = (V, E)
halézat a c: E — {0,1,2,...} kapacitasfiiggvénnyel, egy H igénygraf egy
G-beli P utkiosztassal és egy masik Hp igénygraf egy G-beli utkiosztassal ugy,
hogy E(H) C E(Hy) teljesiil. Jelolje won(G;P; Hz) azon F C E(H) élhalmazok
méretének maximumat, amelyekre P| g kiterjesztheté Hs egy G-beli utkiosztasava.
Feladat meghatéarozni @on(G; P; Hz)-t.

Ezen feladatokat tavkozlési halozatok utkiosztdsi problémai motivaljak.
Tegyiik fel, hogy adott egy ilyen hal6zat, és egymas utan kiilonboz6 igénygrafok
valtjak egymast, amelyeknek azonnal utkiosztast kell biztositani. Ezt lehetéleg
ugy akarjuk, hogy egy igénygraf-valtasnal minél kevesebb a valtast tuléls igénynek
kelljen 4j utat kiosztani. Ez épp az ONLINE KITERJESZTESI PROBLEMA. Figyeljiik
meg, hogy egy igénygraf-valtasra koncentralva feltehetjiik, hogy a korabbi igény-
graf részgrafja az djnak. Az OFF-LINE KITERJESZTESI PROBLEMA akkor meriil
fel, ha példaul valamilyen napszaktdl fliggs struktirija van az igénygrafoknak, igy
elég szamitasi kapacitasunk van arra, hogy elére kiszamitsuk igénygrafok egy soro-
zatanak utkiosztasat. Ezt szintén lehetsleg gy szeretnénk, hogy minél kevesebb
megmaradé igénynek kelljen 1j utat kiosztani. Bevezethetnénk tehat az OFF-LINE
k-KITERJESZTESI PROBLEMAT is, ahol egy k igénygrafbdl allé sorozatnak kell utki-
osztast adni, ebben a cikkben azonban csak a k£ = 2 esettel foglalkozunk. Tavkozlési
, halozatokrol bévebben [6]-ban olvashatunk.

A kiterjesztési problémak fenti definici6jaban azért tettiik fel, hogy H;-nek és
Hy-nek adott egy-egy G-beli utkiosztisa, hogy a kiterjesztési probléma ne tartal-
mazza, az Gtkiosztds keresésének NP-teljes feladatat. Bebizonyithaté, hogy még igy
is NP-teljes a kiterjesztési probléma mind a négy valtozata '

Ebben a dolgozatban a kiterjesztési probléméat egy specialis esetben oldjuk
meg.

1.8. Definicié. Az  oda-vissza  irdnyitott kor egy irdnyitott graf a
{v1,v2,...,vn =vo} (n > 3) ponthalmazon a {viviy1, vi41v; : 0 < i < n — 1}
élhalmazzal (azaz két ellentétesen iranyitott kor ugyanazon a ponthalmazon).
Gyirid alatt iranyitatlan vagy oda-vissza iranyitott kort értiink.

A 2. fejezetben az iranyitott esettel foglalkozunk. Mind az off-line, mind az
online valtozatra egy minimax formuldt mondunk ki abban a specialis esetben,
amikor G egy oda-vissza iranyitott kor és az igénygrafok minden élének ugyanaz
a pont a forraspontja. Az off-line esetben bizonyitast is adunk, az online eset
bizonyitasa pedig a [5] dolgozatban talalhaté.

A 3. fejezetben az irdnyitatlan esetet targyaljuk azon feltételezés mellett, hogy
G egy iranyitatlan kor, és az igénygrafok éleinek egyik végpontja kozos. Bizonyitas
nélkiil kimondunk egy minimax formulét az off-line valtozatra, és egy polinomialis
algoritmust adunk az online esetre. Itt az a meglepé helyzet 4ll el§, hogy gy tinik,
a masik harom esett6l eltéréen az iranyitatlan online valtozatban nem létezik szép
minimax formula. :

Vegyiik észre, hogy ha csak egy csillag igénygrafunk volna, akkor a maximalis
folyam — minimalis vagas tétel miatt a jol ismert vagasfeltétel sziikséges és elégsé-
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ges egy utkiosztas létezéséhez. A kiterjesztési problémaban viszont a valasz joval
bonyolultabb abban az egyszerii esetben is, amikor a halézat egy gydri.

A tavkozlési halozatokban betoltott fontos szerepe miatt szdmosan vizsgaltak
az utkiosztasi problémat gytrin, egy igénygraf feltételezése mellett. Ha a kapa-
citasok egészek, az igények egységnyiek, és a P utkiosztas tért st-folyamokbdl all
st-utak helyett, akkor tort utkiosztasrol beszéliink. A vagasfeltétel nem elegends
tort tkiosztas létezéséhez oda-vissza iranyitott kor halozat esetén, ami megmagya-
razza azt, hogy erre a problémaéara az egyetlen ismert médszer egy linearis program
megoldasa. Iranyitatlan kor esetében viszont a vagasfeltétel elegendé tort ttkiosz-
tas létezéséhez, és az els§ kombinatorikus algoritmus vazlatat Schrijver, Seymour
és Winkler [4] adtak. Modszeriiket kés6bb Kiraly [3] javitotta.

Az utkiosztas e cikkben hasznalt fogalmara térve, Wilfong és Winkler [7] leirtak
egy elegans algoritmust Utkiosztas keresésére egész élkapacitasi oda-vissza iranyi-
tott kor halézatban, feltéve, hogy tort utkiosztas létezik. Az iranyitatlan esetben
Frank [2] egy médszerével adhat6 polinomialis idejii algoritmus.

Ha az igények egészek, de nem feltétleniil egységnyiek, és megkoveteljiik, hogy
az (tkiosztas osztatlan legyen, azaz minden dy igényd s és ¢t kozti f igényélre az
utkiosztasnak egy dy értékd st-utat kell tartalmaznia, akkor NP-teljes problémat
kapunk abban az egyszeri esetben is, ha a halozat egy gytri (Cosares és Saniee [1]).
Az iranyitatlan esetben Schrijver, Seymour és Winkler [4] egy olyan kombinatorikus
kozelits algoritmust adtak, amely tort Gtkiosztas létezése esetén egy olyan osztatlan
utkiosztast ad, amely legfeljebb %D—vel sérti a kapacitasokat, ahol D az igények
maximuma. Megoldasuk kénnyen kiterjeszthet$ az iranyitott esetre is.

A kiterjesztés” gondolata mas érdekes kérdéseket is felvet a kombinatorikus
optimalizalas témakorében. Példaul, egy paros graf élei pirosra, zoldre és piros-
z0ldre vannak szinezve. Hatarozzuk meg a maximaélis mérett piros-z6ld élhalmazt,
ami kiterjeszthetd piros, ill. zold teljes parositassa is. A szerzé tudomasa szerint
ezen probléma komplexitasa nyitott.

2. Az iranyitott eset

Legyen G = (V, E) egy oda-vissza iranyitott kor. Egy iranyitott igénygraf
egy s € V kozéppontu csillag, ha minden élének forraspontja s. Ebben a fejezet-
ben H, Hy, és H; ilyen iranyitott grafokat fognak jel6lni. A fejezetben mind az
OFF-LINE, mind az ONLINE KITERJESZTESI PROBLEMARA kimondunk egy minimax
formulat abban a speciilis esetben, amikor G egy oda-vissza irdnyitott kor és Hj,
valamint H; egy-egy s € V kozéppontu csillag. A révidség kedvéért az online eset
bizonyitasat kihagyjuk, ez megtalalhat6 [5]-ben.

2.1. Definicié. A G oda-vissza iranyitott kor két lehetséges irdnya koziil az
egyik legyen az eldre, a masik pedig a hdtra irany. Ennek megfelelGen, egy e € E él
lehet el6re- vagy hatraél, ‘@z u,v € V pontokra a két lehetséges u — v-ut kozil

[u,v] jeldli az elére-, és [u,v] a hatrautat (ha u = v, akkor mindkét ut egyetlen
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pontbol all). Legyen (u,v] = [u,v]—u. Végiil legyen ‘€ € E az e € E él ellentétesen
iranyitott parja.

Mint latni fogjuk, csillag igénygrafok atkiosztasa specialis alakinak vélaszt-
haté.

2.2. Definicio. A H igénygraf P utkiosztasa sima, ha létezik egy 2 € V — s
pont, hogy minden t # z nyel6pontu f € E(H) igényre, hat € Vs, 2] (t € V|z, s]),
akkor P(f) az el6re (hatra) s — t-ut. A z nyelSponti igényeknek barmely ut ki
lehet osztva. z-t a P egy ellenpontjdinak hivjuk.

2.1. LEMMA. A G oda-vissza irdanyitott korén egy H csillag igénygraf minden
P tutkiosztasdhoz létezik H-nak egy P’ sima utkiosztdsa dgy, hogy lp: < lp.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a t; # t2 nyel6ponta fi, f igényekre P(f;) tar-
talmazza t3_;-t ¢ = 1, 2-re. Ekkor mindkét igénynek az ellentétesen iranyitott utat
kiosztva, semely él terhelését nem néveljiik, s6t valamelyik élét még csokkentjiik
is. Vagyis véges sok lépés utan a modositott P’ utkiosztasban mar nem lesz ilyen
f1, f2 igénypar, és igy P’ sima. O

2.3. Definicié. Az s kézéppontu H csillag igénygrafra és az u,v € V pontokra

legyen
du(u,v) = |{f: f € E(H) nyelépontja [u,v]-beli}].

Azt mondjuk, hogy a t; nyel6pontii e; € E eldreél és a t5 nyel6ponti e € E hatraél
szembenéznek, ha t; € V(s,t2]. Legyen dy(ey,e2) = du(ti,t2). Végil e € E-re
legyen

ri(e) = min{c(‘€) + c(e') — dy('€,€') : € € E szembenéz ‘e-vel}.
Elészor az off-line esetre bizonyitunk egy minimax formul4t.
2.1. TETEL. Legyen G = (V, E) egy oda-vissza irdnyitott kér, Hy, H, pedig

s € V kézépponti csillag igénygrafok, egy-egy G-beli titkiosztassal. H-val jel6ljiik
a V ponthalmazon az E(H) N E(H,) élhalmazi grafot. Ekkor

©off(G; Hi, Hy) < |E(H)| — max {dn(e1,ez) — ru, (1) — ru,(e2)},

ahol a maximum szembenézs ey, e; € E parokon fut. Tovdbba vagy egyenldség 4l
egy szembenézé ey, e3 € E élparra, vagy pog(G; H, H2) = |E(H)|.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy H minden P tutkiosztisaban lp(e) < ry(e)
teljesiil minden e € E élre. Az egyenlGtlenség tehat nyilvanvalo.

A masik allitashoz hivjuk egy F C E(H) élhalmaz egy kiterjeszthets P ttki-
osztasat szépnek, ha minden E(H) — F-beli igény nyelSpontja P-nek ellenpontja.
F = { iires utkiosztasa szép, ezért tekintsiink egy maximalis méretd F C E(H)
halmazt, amelynek van szép kiterjeszthetd P utkiosztasa. Jeloljik H; — F kiter-
jeszts utkiosztasat Pi-vel, i = 1,2-re. A 2.1. lemma miatt feltehetjiik, hogy P;
és P, simék a z, z» ellenpontokkal. Feltehetjiik, hogy z; € V (s, z2] és vélasszuk
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meg zi-et és zo-t Ugy, hogy az [s, z1] és 22, s] utak a lehets legrovidebbek legyenek.
Lasd az 1. abrat.

Ha |F| = |E(H)|, akkor készen vagyunk. Egyébként s; € V(s, s3] mellett
legyen [s1, s2] az a minimélis graf, amely tartalmazza az Gsszes f € E(H) — F
igény nyel6pontjat. Ha Pi(f) = Pa(f) eloreut egy sy nyel6ji f € E(H) — F
igényre, akkor F' + f-nek létezne szép kiterjeszthets utkiosztasa, ellentmondasban
F maximalitasaval. Hasonléan érvelhetiink s esetén, ahonnan az [s1, s2| C [z1, 22
Osszefiiggés adodik. Tovabbi kovetkezmény, hogy z1 # z5 esetén Py (f) hatraut és
Pa(f) eléreat minden f € F(H)— F igényre. A z; = z5 esetben pedig, ha léteznek
olyan f1, fo € E(H) — F igények, hogy Pi1(f1) eléreut és P;(f2) hatraut, akkor
P1-ben mindkét igényt a masik uton elvezetve F-et megnovelhetnénk { fi, fa}-vel,
ami nem lehetséges. Vagyis H; és Hy szerepét esetleg felcserélve a z; = z; esetben
is feltehetjiik, hogy P;(f) hatraut és Pa(f) elérett minden f € E(H) — F igényre.

-

e
v g s €
& e A
| \ “
€ f\t e /\11 !
\# v/ 1
ki / i
e 2 3 /
Y] '\ P, (h) 7 23 /
N o /
e g
\\~: - // (& :
R elére irany

1. abra. Az off-line valtozat az iranyitott esetben.

Legyen f € E(H)—F egy s; nyelGji igény, mint az 1. abran lathat6. Ha f-et el-
vezethetnénk 7P;-ben az el6reaton, akkor F + f-nek volna egy szép
kiterjeszthetd utkiosztasa, ellentmondasban F maximalitasaval. Vagyis létezik egy
e’ € E[s, s1] eloreél, hogy lp,(¢') + lp(e’) = c(¢'). Vegyiik észre, hogy Ilp, (') > 0,
mivel Py(f) terheli e’-t. Kovetkezésképp ¢’ € Els,z], és valaszthatunk egy
h € E(H,) — F igényt z; nyel6vel, amire P;(h) eléreat. P;(g) hatraut minden
g € E(H) — F igényre, ezért h € E(H,) — E(H). F maximalitisa miatt nem lehet

e
f és h mindegyikét a masik uton elvezetni, ezért létezik egy e € E[sy, z1] hatraél,
hogy lp, (e) + lp(e) = c(e). Mivel s; ellenpontja P-nek, lp(e) = 0 teljesiil. Legyen
e; = ‘€. Osszefoglalva, s; ellenpontja P-nek, z; ellenpontja Pi-nek, e’ € Els, z1]
etk
és e € E[s1, z1], vagyis
TH, (61) < c(e) o C(e,) % dHl (67 e/) = (17’1 (e) o lPl (el)) i l‘P(e,) 3 dHl (ev e’) =53
= dHl—F(ea 6,) Ay (dF(ev 6,) ey l'P(el)) T dH1 (6, 6/) 7= l'P(el)'
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gy lple)) = ru, (e1). Hasonldan, létezik egy e; € E[z2, s2] hatraél az
lp(e2) = ru,(e2) tulajdonsaggal. Mivel s; és s; ellenpontjai P-nek,

dr(e1,e2) = lp(e1) + lp(e2)
teljesiil. Végezetiil,

dy(e1,e2) —rh,(e1) —rh,(e2) =
dr-r(e1,e2) + dr(e1,e2) — lp(e1) — Ip(e2) = du_r(er,e2) = [E(H) — F|,

és készen vagyunk. ]

A fenti bizonyitas algoritmikus. F = @-nek az lires P utkiosztasabél indulva
minden lépésben noveljiik F' méretét, mig az el nem éri a 2.1. tételbeli korlatot.

Az irdnyitott ONLINE KITERJESZTESI PROBLEMA specidlis esetére vonatkoz6
alabbi tétel bizonyitasa megtalalhato [5]-ben.

2.2. TETEL. Legyen G = (V, E) egy oda-vissza irdnyitott kor és Hp egy s€ V
kézépponti csillag igénygraf egy G-beli titkiosztdssal. Legyen H a Ho egy részgréfja
egy G-beli P itkiosztdssal. Ekkor

von(G; P; Ha) <
< |E(H)| - max {dy,-pm(e1, e2) + lp(er) + lp(e2) — cler) — cle2) },

ahol a maximum szembenézé ey, e; € E parokon fut. Tovabba vagy egyenldség 4ll
egy szembenézd ey, ex € E élparra, vagy gon(G; P; Ha) = |E(H)).

3. Az iranyitatlan eset

Az iranyitatlan H grafot egy s € V koézépponta csillagnak hivjuk, ha H minden
¢éle illeszkedik s-re. Ebben a fejezetben a kiterjesztési probléma azon specialis esetét
vizsgaljuk, amikor G = (V, E) egy iranyitatlan kér, H,, valamint Hy pedig s € V
kozéppontu csillagok. Bizonyitas nélkiil kimondunk egy minimax formulat az off-
line valtozatra, valamint algoritmust adunk az online esetre, amely egy maximalis
kiterjeszthet§ ttkiosztast keres meg.

Az el6re és hatra irany, simasag és ellenpont fogalmat ugyanigy definidljuk,
mint az iranyitott esetben. Az st-ut elére (hatra), ha s-b6l t-be iranyitva egy elére-
(hatra-) utat kapunk. Az iranyitott eset (2.1. lemma) bizonyitasdban szerepld
elgondolas alapjan belathaté a kovetkezd lemma.

3.1. LEMMA. A G koron egy H csillag igénygraf minden P ttkiosztdsdhoz
létezik H-nak egy P’ sima ttkiosztdsa tgy, hogy lp: < lp.

3.1. Definicié. Az s kozéppontu H igénygrafra és az u,v € V pontokra legyen

du(u,v) = |{f : f € E(H) egy [u,v]-beli pont és s kézott fut}|.
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Az e; = ujv; € E (i = 1,2) élekre azt mondjuk, hogy a rendezett (e, e2) par
szembenéz, ha ezen pontok sorrendje az elére irdnyban s, uj, vy, uz, v2 (néhéany
koziiliik egybeeshet). Ez esetben legyen dy(e1, e2) = dy (vi, uz). Végil u € Vs, ]
mellett az e = uv € E élre legyen

ri;(e) = min{c(e) + c(¢') — dp(e',e) : €' € E[s,u]}, és
r(e) = min{c(e) + c(e’) — du(e,€') : € € Efv,s|}.
Kénnyen lathato, hogy az F C E(Hy) N E(H,) élhalmaz minden olyan utki-
osztasaban, amely kiterjeszthet6 H; egy G-beli utkiosztasava i = 1,2-re, az e € E

élt legfeljebb |} (e)/2] elSre-, és legfeljebb |7y (€)/2] hatrant terheli. Az off-line
valtozatra a k6vetkez6 minimax formula bizonyithato [5].

3.1. TETEL. Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan kér, H, és Ha pedig csillag
igénygrafok s € V kizépponttal és egy-egy G-beli iitkiosztdssal. Legyen H az a
graf, amelynek ponthalmaza V és élhalmaza E(H,) N E(H3). Ekkor

0o (G; Hi, Hy) < |E(H)| - max{dH(el’ez) _ [rEIQ(el)J_ _ [r;,zz(ez)J } |

ahol a maximum szembenézd (e, e2) parokon fut. Tovabba vagy egyenlSség all egy
szembenézd (ei, e2) pérra, vagy ¢og(G; Hy, H2) = |E(H)|.

Most az ONLINE KITERJESZTES!I PROBLEMA iranyitatlan véltozatara tériink.
Azt mondjuk, hogy F C E(H) kiterjeszthetd, ha P|r kiterjeszthet6 Hy egy G-beli
utkiosztasava. A kovetkezG tétel bizonyitdsanak magva egy polinomiilis algoritmus,
amely egy maximalis mérett kiterjesztheté F' C F(H) halmazt keres. A 3.2. tétel-
ben el6fordulhat, hogy semely szembenézé (ey, e3) par nem ad egyenlSséget, emiatt
nem tudunk itt szép minimax formulat bizonyitani, a t6bbi harom esettel megleps
ellentétben. Azonban, mint latni fogjuk, ha ¢on(G;P; Hz) < |E(H)|, akkor a
kiilénbség az egyenlbtlenség két oldala kdzott legfeljebb 1.

3.2. Definicid. ey, e; € E-re jelolje P, e, azon f € E(H) igények halmazat,
amelyekre P(f) tartalmazza ej-et és ep-t is.

3.2. TETEL. Legyen G = (V, E) egy irdnyitatlan kor és Hy egy s € V ko6zép-
pontu igénygraf egy G-beli utkiosztassal. Legyen H a Hy egy részgrifja egy G-beli
P itkiosztdssal. Ekkor

SOOII(G;’P, H2) S pi= |E(H)| _ max{lpel,egl _ {c(el) + 0(62)2_ de(el’e2)J }’

ahol a maximum szembenézé (e, ep) parokon fut. Tovabbad
pon(G; P; Ha) € {|E(H)|, p, p— 1}
Polinomialis idében taldlhaté egy maximalis méreti kiterjesztheté F C E(H) él-

halmaz.
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Bizonyitds. Ho minden utkiosztasiban azon utak szama, amelyek ej-et és eo-t
is tartalmazzak, legfeljebb

[c(el) + 0(62)2—- de(el,CQ)J '

Az egyenlStlenség ezért vilagos. Az alabbi algoritmus egy won := won(G;P; Ha)
méret kiterjeszthetd F C E(H) halmazt talal, és egyben arra is bizonyitékot szol-
galtat, hogy won € {|E(H)|,u, # — 1}. Az algoritmus nyilvantart egy F C F(H)
kiterjeszthet6 halmazt, valamint H; — F-nek egy Ps kiterjeszt§ utkiosztasat.
Legyen P’ = P|p. Minden lépésben vagy néveljiik F méretét, vagy bizonyitékot
nyeriink, hogy F maximalis méret.

Start. Legyen F' = () és P, a Hy adott utkioszt4sa. Menjiink az 1. lépésre.

1. 1épés. A 3.1. lemma alapjan tegyiik Ps-t simavd, majd minden olyan
f € E(H) - F igényt, amelyre Pa(f) = P(f), adjunk F-hez és toroljiik Pa(f)-et
P2-bsl. Ha F = E(H) akkor megallunk. Egyébként ha Py(f) el6reat minden
f € E(H) — F igényre, akkor lépjiink az 1. esetre, ha Py(f) hatraat minden
f € E(H)~-F igényre, akkor cseréljiik 4t az iranyt és lépjiink az 1. esetre, kiilonben
lépjiink a 2. esetre.

Po-t médositani fogjuk a tovabbiakban, de amennyiben P; sima, 21 és 29 olyan
ellenpontokat fognak jelolni, amelyekre [s, z1] és [z2, s] a lehets legrovidebbek.

1. eset. Pao(f) eloreit minden fe E(H)— F igényre. Amig lehetséges,
valasszunk egy leghosszabb Pao-beli P eldreutat, és iranyitsuk At hatrautti. Ha
P egy f € E(H) — F igényhez tartozott, akkor megallunk, f-et F-hez adjuk,
és az 1. lépésre lépink. Ha ez az eset soha nem fordul els, akkor E(H) — F
nemiiressége miatt egyszer megakadunk, aminek az oka egy e; € E[z,s] él az
lp,(e2) + lp:(e2) = c(ez) tulajdonsaggal. Tekintsiink egy f € E(H) — F igényt s
és t kozott, amire [t, z1] minimalis. P(f) mutatja, hogy valdjaban eg € E[zy, s, és
hogy vélaszthatunk egy h € E(H2) — E(H) igényt s és 2o kozitt, amire Py(h) hat-
raut. Ha mind f-et, mind h-t 4t tudjuk irdnyitani P»-ben, akkor adjuk f-et F-hez
és menjiink az 1. lépésre. Ha nem tudjuk, akkor talalhatunk egy e; € E|t, 25] élt,
hogy lp,(e1) + lp:(e1) = cle1) — 1. Az f él valasztasa miatt E(H) — F C Pe, e,
teljesiil. Vagyis

c(er) + clez) — dp,(e1,e2) <
< (p,(e1) +1p,(e2)) + (Ipr(e1) + lpr(€e2)) — dy(er,€2) + 1 =
=dg,-r(e1,e2) + (2|F N Pey e, + dr(e1,€2)) — du,(e1,€2) +1=
= 2|F n Pel,eg| +1, (1)

azaz |F| = p, és készen vagyunk.
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2. eset. Léteznek olyan f1, fo» € E(H) — F igények s, valamint t; és to ko-
zott, amelyekre Pa(f1) eldreit és Po(f2) hdtradt. Lasd a 2. abrat. Azt mondjuk,
hogy F' C E(H) szép, ha nem léteznek olyan f' € F', f” € E(H) — F’ igé-
nyek, hogy P(f”) valodi részitja P(f')-nek. Ha F nem szép, akkor helyettesitsiik
F-et F — f' + f"-vel, és P'-t P"” = P|p_f4sr-vel, amely nyilvan kiterjeszthets
H, utkiosztasava. Mivel P” terheléseinek Osszege kevesebb P’-énél; ez az eljaras
el6bb-utébb egy szép kiterjesztheté F' halmazt eredményez.

Vélasszuk most fi-et agy, hogy minimalizélja [t1, z1]-et, és fo-t ugy, hogy mi-
nimalizalja [22,t2]-t. Legyen h; € E(Hy) — F egy s és z; kozti igény i = 1, 2-re ugy,
hogy Pa(h;) eléreit és Pa(ha) hatraut (h; = f; elképzelhet§). Ha mind f;, mind
hs atiranyithaté Pa-ben, akkor adjuk f-et F-hez és menjiink az 1. 1épésre. Ha ez
nem lehetséges, akkor létezik egy e; € Elt1, 23] él, hogy ip, (e1)+1p:(e1) > c(e1)—1.
Mind P(f;), mind P(f2) terhelik [z, zo] éleit, ezért e; € E[ty, z1]. Hasonl6an, vagy
novelhets F, vagy létezik egy es € E[z2,t2] él, hogy lp,(e2) + lp:(e2) > c(e2) — 1.
Ha e; vagy e megvalaszthato ugy, hogy itt szigoru egyenl6tlenség all, akkor készen
vagyunk, mivel E(H) — F C Pe, ¢, az f1 és az f, valasztasa miatt, igy érvelhetiink
ugy, mint (1)-nél.

2. abra. Az online valtozat az iranyitatlan esetben.

Maradt tehat az az eset, amikor
lp,(e) + lp/(€) < c(e) — 1 minden e € Elty, z1] U E[22, t2]
élre. P(f1) és P(f2) miatt ez minden e € E[z, 2] élre is all. Ha ez minden
e € E|ty, s] élre is teljesiil, akkor Po-ben f; atiranyithaté, és igy F' novelhets. Ez

esetben menjiink az 1. lépésre. Feltehetjiik tehat, hogy létezik egy e” € Elta, s]
él, hogy lp, (") + lp: (") = c(e”), és hasonléan, egy €' € E[s,t1] él, hogy

lp,(€') + lpr(e') = e(e').

3.2. LEMMA. F maximalis méretii kiterjesztheté halmaz.
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Bizonyitds. Ugyantgy, mint (1)-ben kapjuk, hogy
c(el) + 6(62) - dH2 (817 62) S 2|F N Pel,ezl + 2. (2)
Tegyiik fel, hogy létezik egy F* C E(H) kiterjeszthet§ halmaz az |F*| = |F| + 1
tulajdonsiggal. Persze feltehetjiik, hogy F™ szép. Legyen P* = P|p- és legyen
P35 a Hy — F* egy kiterjesztS utkiosztasa. Felhasznélva, hogy E(H) — F C Pe, e,
kapjuk

2|F* N Peyey] =1 21F N Peyeg| +2 > cler) + clea) — dm, (€1, e2) >2
22 (l'p; (61) + l'pzv (62)) + (l'p* (61) + lp- (62)) - de (61, 62) 23
23 de_ps (61, 62) -+ (QIF* N Pel,e2| + dp- (61, 62)) — de (61, 62) = QIF* n P51,82 l,

vagyis végig egyenlség all. >! miatt E(H) — F* C Pq, ¢,- >2-b6l kapjuk, hogy
Ipy(e:) + Ip-(e:) = c(e;) 8ll i = 1, 2-re,

és emiatt Ip,(e;) = lp;(e;), hiszen Ip-(e;) = lp/(e;) + 1. Végiil >3 szerint semely
f' € E(Hy) — F* igényre nem tartalmazza a P3(f’) 4t e; és e; mindegyikét. A

P = (P'UP)IEH NP, o, ¢ 2 PL = (P"UP)EG\P., ..
jelolésekkel tehat ip_(e) = lp- (e) minden e € E[s,t1| U E[t, s] élre. Ha

[{f € F*:P(f) el6reat}| — |{f € F : P(f) eloreat}| =g > 0,
akkor szitkségképpen

|{f € F:P(f) hatraat}| — |{f € F* : P(f) hatraat}| = g — 1.
Mivel F és F* szép, ebbdl az kovetkezik, hogy

Lpeups (€) > bprumy(€) +9 — (9 — 1) = ofe) + 1,

ami ellentmondas. Hasonléan érvelhetiink, ha
{f € F*: P(f) hatraut}| — |{f € F : P(f) hatraat}| > 0. O

(2) szerint |F| > p — 1, vagyis készen vagyunk a 2. esetben is. a

Koészonetnyilvanitas

Szeretnék készonetet mondani Csizmadia Zsoltnak a probléma felvetéséért, va-
lamint Szegs Laszlonak a hasznos megbeszélésekért.
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UPGRADING EDGE-DISJOINT PATHS IN A RING

JACINT SzABG

In this paper we introduce the upgrading problem of edge-disjoint paths. In the off-line
upgrading problem a supply graph G with integer capacities and two demand graphs H; and
Hj, with unit demands are given on the same vertex set. Our task is to determine the maximum
size of a set F C F(H;) N E(Hz2) such that F has an integer routing in G which can be extended
both to an integer routing of H; and to an integer routing of Hy. In the online upgrading
problem we are given a supply graph G with integer capacities, a demand graph H with an
integer routing and another demand graph Hz with unit demands such that E(H) C E(H3).
Our task is to determine the maximum size of a set F C E(H) such that the restriction of the
given routing to F can be extended to an integer routing of Hz. Thus, depending on whether the
graphs are directed or undirected, we have four different versions. We give algorithmic proofs to
minimax formulas for the case when G is a ring and the demand graphs are stars with the same
center. All four versions are NP-complete for general graphs.
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TERMESZETES KIVALASZTAS ES RIEMANN-GEOMETRIA

| FARKAS MIKLOS |

Felirjuk a szelekci6 Fisher-féle differencislegyenletét, targyaljuk ennek legfonto-
sabb tulajdonsagait. Kimondjuk a Kimura-féle maximumelvet, és 4j metrika beve-
zetésével igazoljuk azt.

1. Bevezetés

Ha egyetlen fajt tekintiink, és valtozatlan kériilmények kézott, a tobbi egylittéls
fajtol elkiilonitve vizsgaljuk, a darwini természetes kivilasztis egy egyszerdsitett
valtozatat viszonylag konnyen modellezhetjiik matematikailag. Feltételezziik, hogy
genetikailag minden egyes egyed egy diploid sejtbdl fejldik ki. A diploid zigdta
két haploid ivarsejt, két gaméta Gsszeolvadasabol jon létre, amelyek az egyed két
sziilGjétsl, az anyatol és az apatdl érkeznek a reprodukcié sordn és hordozzdk a
sziil6k genetikailag atorokithetd anyagat. A gamétakat genome-tipusokba soroljuk;
egy 4 tipusd és egy k tipusi gaméta egy ik tipusu zigétat alkot. Az ik tipust
azonosnak tekintjiik a ki tipussal, vagyis nem kiilénbdztetjiik meg a gamétikat
aszerint, hogy az anyatol vagy az apatél érkeztek-e. A reprodukcié soran az ik
tipusi zigbta egy ¢ és egy k tipusi gamétat produkal, ezek azutdn mas gamétapart
keresnek maguknak. Az egyszeriiség kedvéért azonban ugy képzeljiik, hogy az ik
tipust zigdéta egy ugyanolyan tipusiat reprodukal, és figyelmen kiviil hagyjuk a
mutaciékat és a cross-overt (azt, hogy egyes gének véletlenszertien kicserélgdnek,
illetve azt, hogy a zigé6tat alkoté gamétdk kromoszoémadin egyes szakaszok helyet
cserélhetnek). A ,létért valo kiizdelem” a zig6tak kozott zajlik; az életképesebb
tipusok elszaporodnak, a gyengébbek kihalnak. Jeloljiik b;-val, illetve d;-val az
ik zigota szaporodasi, ill. haldlozasi ratajat; ekkor a

Mk = bix — dik

kiildnbseget az ik zigdta fitneszének nevezziikk. Az elGbbiek szerint m;, = my;. Ez
az idében allandénak tekintett érték hatarozza meg a zigbta sikerét a versenyben,
vagyis azt, hogy melyik zigota genotipus marad fenn és 6rokit at, és melyik hal ki.
Az itt szerepls fogalmakra és a kovetkezGkre nézve lasd [1] és az abban szerepld
hivatkozasokat.
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A kovetkezd pontban bevezetjiik a gaméta genome tipusok allapotterét és felir-
juk a dinamikajukat leiré Fisher-féle differencidlegyenietet. A 3. pontban kimond-
juk a Kimura-féle mazimumelvet, bevezetjiik a Shahshahani-metrikdt és igazoljuk
a maximumelv érvényességét.

2. Az allapottér és a Fisher-féle differencialegyenlet

Legyen n a kiilénb6zs, figyelembe vett gaméta genome tipusok szama és
z;(t) > 0 az i-edik genome tipus mennyisége (i = 1,2,...,n) a t id6pontban. Fel-
tételezziik, hogy a populaci6 ,,jol kevert”, vagyis barmely gaméta egyenls valoszi-
nitséggel talalkozik barmelyik masik gamétaval, és a létszamok olyan nagyok, hogy
a relativ gyakorisdgokat egyenlének vehetjiik a valdszintiségekkel. Az ik tipusa zi-
gotak szdma legyen z;, az Osszes zigbta szdma T = Z?,k:l Tk, a2 0sszes gaméta
szama 2T = Y ., T;. Az ii tipust homozigdtdik egy f6re es6 szima idSegység alatt
my;-vel, az ezeket alkotd i gamétak szama ennek kétszeresével valtozik. Az ik ti-
pusi heterozigotdk egy fére esé szdma idGegység alatt m;k-val, az ezekben 16v6 i
gamétik szama ugyanennyivel valtozik. Az i gamétik szamanak dinamikijat a
kovetkez6 differenciilegyenlet-rendszer irja le:

dz .
—d?l = 2mTi; + Z Mk Tik i=12,...,n )
k#i

Minket a kiilonb6zd genome tipusok gyakorisiga, a genome tipusok eloszlasa ér-
dekel. Az i genome tipus gyakorisiga p; = 3, az ik és az 11 zigéta genotipus
gyakorisaga

Tik .
Dik = é =2pipk, i1 #k,

illetve

mivel ennyi annak valészindsége, hogy egy ¢ gamétat tartalmazé zigbta egy k
(illetve egy ugyanolyan i) gamétat tartalmazé zigbtaval taldlkozzék és ilyen uté-
dokat hozzon létre (ez az un. Hardy- Weinberg-térvény; a heterozigbtak esetében
ugyanaz a genotipus kétféleképpen johet létre: anyatol-apatol, illetve apatol-anyéatol).
Az allapottér

R} ={(z1,...,zn): :20,i=1,...,n},

a gyakorisagok dinamikija azonban e tér
S={(p1,-..,pn) ERY : p1+--+pn =1}

szimplexéhez van kdtve. A kovetkez6kben (p1,...,p,) mindig e szimplex pontjat
jeldli. Nem tul nehéz szamolas utan (1)-bdl levezethetS a természetes szelekcid
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Fisher-féle differencidlegyenlete:

dp; .
5 P Ek M4k Dk — kg A Mg;PED; | » i=1,...,n. (2)
2J

Az
my(p) = Z MikPk
k

kifejezés az i gamétat tartalmazo zigétak fitneszének sulyozott szamtani kdzepe;
ezt az i gaméta fitneszének nevezziik.

m(p) = > _ mipkp; = »_ m;(p)ps
kg 3

a populécié dtlagfitnesze. A (2) differencidlegyenlet ezekkel a mennyiségekkel még
a kovetkezSképpen is felirhato:

p; =pi(mi(p) —m(p)), i=1,...,n (2)
A (2') egyenleteket Osszeadva lathato, hogy ha a kezdeti érték p(0) € S, ak-
kor 3, p;(0) = 0, vagyis a megoldas trajektoridja rajta marad az S szimplexen.
Tovabba, ha az i gaméta fitnesze nagyobb az atlagfitnesznél, akkor gyakorisaga ndg,
ha pedig kisebb, akkor gyakorisiga cs6kken. Egyensilyi allapotba akkor keriil a
rendszer, ha az 6sszes (megmaradt) genome tipus fitnesze egyenls. Egyszeri sza-
molas mutatja, hogy a targyalt esetben (szimmetrikus fitnesz matrix) érvényes a
kévetkeza:
2.1. TETEL. (A populiciégenetika alaptétele). A (2) differencidlegyenlet meg-
olddsai mentén a populacié 4tlagfitnesze névekedik.

Valéban kiadédik, hogy

. 2
m (p(t)) =2D*> >0, ahol D*=) p; (mi - Zpkmk)
i k

a genome fitneszek eloszlasanak szorasnégyzete. Egyenldség csak akkor all fenn, ha
a sz6ras zérus. Az el3z6 egyenlStlenségbdl az is 1athatd, hogy az atlagfitnesz annal
gyorsabban noévekszik, minél nagyobb a széras. Ekkor gyorsan csokken az atlag
alatti gameétak gyakorisiga és novekszik az 4tlag folottiekeé.

3. A Kimura-féle maximumelv, a Shahshahani-metrika

A Kimura-féle mazimumelv, amelynek érvényességét intuitive elvarjuk, azt
mondja ki, hogy az evolicié soran nemcsak az igaz, hogy a populacié atlagfit-
nesze allandéan névekedik, hanem az is, hogy az eloszlas a leggyorsabb névekedés
iranyaban valtozik. Matematikailag ezt a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk meg.
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3.1. TETEL. A Fisher-féle differencidlegyenlet megoldasai trajektoridinak érin-
tévektora, vagyis a (2) differencidlegyenlet jobboldalan 4116 vektor parhuzamos az
atlagfitnesz gradiens vektoranak az S szimplexre vetett vetiiletével.

Ha elvégezziik a szamitasokat, kideriil, hogy a Tétel allitisa nem teljesiil.
Latszélag vagy a Kimura-féle maximumelvet, vagy a Fisher-féle differencidlegyen-
letet el kellene vetni. Az ellentmondast Shahshahani oldotta fel [2] dolgozata-
ban azzal, hogy a gaméta genome tipusok mennyiségeinek fazisterében mas met-
rikit kell bevezetni. Az R fazistérben két ,szomszédos” pont, (1,...,Z,) és
(z1 + dzy1,...,2n + dz,) tavolsiganak négyzete, az ,ivelemnégyzet” (azért, hogy
Osszhangban maradjunk a korabbiakkal, a koordinatak indexeit tovabbra is alulra
irjuk, és nem fogjuk az Einstein-konvenciét hasznalni):

1 1
d32=—d:c%+---+——dm,21, z; >0, i=1,...,n. (3)
z1 Tn
Ez a Shahshahani-metrika, amit fazisteriinkben hasznalni kell. Intuitiv jelentése
az, hogy a dz; megvaltozas anndl jelentGsebb, minél kisebb z;, és nagy x; esetén
elhanyagolhat6. A (3) metrika bevezetésével a fazistér latszolag Riemann-térré
alakul. Azonban az
72 81:,« 1

z - -y~ .
T; = %, dx; = a—fidxi = Ez,-dxi, i=1,...,n (4)

koordinatatranszformacio a (3) ivelemnégyzetet a
ds? = dz1° + -+ dy°

alakra transzformalja, ami azt jelenti, hogy a tér euklideszi maradt, bevezethets
Descartes-féle koordinatarendszer, csupan az eredeti (méarmint az x; rendszer)
nem az.

Ezek utan kiszamitjuk az atlagfitnesz gradiensét és annak vetiiletét az S szimp-
lex érintGsikjara. A hullamos, Descartes-féle koordinatarendszerben S egyenlete

51’2+"'+ﬁ2:47 -’E;ZO, i=1,"'an7
vagyis a Shahshahani-metrikiban S az (n — 1) dimenzids, 2 sugari, origé kozép-
ponti gombfeliiletnek a pozitiv ortansba ess része. Az atlagfitneszt attranszfor-
maljuk az 1j koordinatarendszerbe:

- - - 1 e
m(z) = ka,'kz,-(x)mk(x) =16 zk: MieTi T
1 1]

Ha egy Riemann-térben egy skalirmez& gradiensét kiszamitjuk, akkor elsédlege-
sen a vektor kovaridns koordinatait kapjuk meg. Euklideszi térben, Descartes-féle
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koordinatarendszerben azonban ezek megegyeznek a kontravarians koordinatakkal.
Tehat az atlagfitnesz gradiensének kontravarians koordinatai

Vm(E) = i [Z muZ1(@E)% Y mokT3(Tr)%, .0 D mnki:(izf] :
k k k

E vektor S érint&sikjara vett vetilletének kiszamitasahoz latnunk kell, hogy az S
gombfeliilet Z pontjidban a normalvektora Z, ennek abszolut értéke 2, vagyis a
normél egységvektor 5. A gradiens vetiilete S érintGsikjara tehat

9(Z) = Vm(z) — (ﬁm(f) : g) g = Vm(z) - m(Z)Z

~n\2
- [f (zmlk (&) —mm) T (Zman)z ——@))} .
k k

A (4) transzformacios formulat alkalmazva a kontravarians vektorkoordinatakra

3

I 5 )2 —
vi(z) = 5 L (Z Mik (m:) - m(z))

k

= 2z (Z MikTk — m(z‘))

k
= 2z,(my(z) — W(x)),

ahol ), z; = 1. Ez (2') jobb oldalanak kétszerese. Ezzel a 3.1. tételt bebizonyitot-
tuk.

Vannak, akik a természetes kivalasztason alapulé evoliciébol azt a kévetkezte-
tést vonjak le, hogy az egyes fajok valtozatlan koriilmények kozott a lehets legélet-
képesebb szinvonalra fejlédnek, illetve fejlédtek, hogy a ma é16 oroszlan, szinyog,
tolgyfa, vagy ember maga a tOkéletesség. Ez hamis kdvetkeztetés. Amikor hosszi
idére allandé koriilmények jonnek létre (idGjaras, egyiittéls fajok, stb), az adott faj
az un. fitnesz tdj (fitness landscape) egy meghatarozott pontjan talalhat6. A fitnesz
t4j az stlagfitnesz grafikonja a gamétaeloszlasok szimplexe folott. Ugy képzeljiik ezt
el, mint egy holdbéli tajat, vagy egy vulkinikus csicsokkal tarkitott ,kamcsatkai”
vidéket. Amikor az evolucié elkezdédik, a populacié a Kimura-elv szerint elkezd
maszni folfelé azon a hegyen, amelyen éppen van, vagyis gaméta Gsszetétele ahhoz
a ponthoz tart, amely folott a hegy csticsa helyezkedik el. Ha ezt a pontot elérte,
nyugalomba keriil, hiszen innen mar nem tud elmozdulni (ugy, hogy atlagfitnesze
novekedjék). Innen vigyakozva tekinthet méas kozeli, vagy tavoli, magasabb hegy-
cstcsokra, ahol mar nem lenne vakbele, nem kapna rendszeresen torokgyulladast
és konnyebben megértené a matematikat. Méas pontba csak akkor juthat el, ha a
kériilmények valtozasa kovetkeztében, az idében a fitnesz taj valtozik, atalakul agy,
hogy lehet6vé tegye a mozgast, illetve akkor, ha igen kis val6szindségti, 1ényeges,
hasznos mutécié torténik.
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NATURAL SELECTION AND RIEMANNIAN GEOMETRY

MikL6s FARKAS

The Fisher differential equation of natural selection is presented and discussed. The Kimura
maximum principle is stated and proved by introducing a new metric, the Shahshahani metric in
the space of gameta genome types.
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FARKAS GYULA MUNKASSAGANAK MEGUJULO HATASAI
GURKA DEZSO

Sziiletésének szaz6tven éves éviorduldja kapcsan Farkas Gyula neve a szakmai
koérokon til is ismertté valt, az életmid minél teljesebb megismerése és bemuta-
tasa pedig mind tSbbek személyes ligyévé lett. A munkassagaval foglalkozé cikkek
szamanak gyors gyarapodasa abbdl a ténybdl adédik, hogy Farkast mind az opera-
cidkutatas, mind a termodinamika kutatéi szakteriiletiik klasszikusai kozott tart-
jak szamon, a tudds személye irdnt megnyilvanulé rokonszenv magyarazata pedig
— a tudomanyos életmii tisztelete mellett — alighanem a sokoldali teljesitmény
mogott allo sokszini személyiségben keresendd.

Farkas Gyula 1847. mércius 28-an sziiletett Pusztasarosdon, ahol édesapja
az ottani Esterhazy-birtok uradalmi ispanja volt. A kisbarnaki elénevet visels
k6znemesi csalad Zala megyébdl szarmazott. A sarosdi rémai katolikus parédkian
talalhaté keresztelési anyakonyv tanisiga szerint édesanyjanak, Hoffman Cecilia-
nak a csaladja szintén nemesi eredetd volt.! Farkas a gimnaziumi éveit a gyori
bencéseknél toltotte, majd kapcsolatba keriilt Jedlik Anyossal, s az & dszténzésére
fordult érdeklédése a fizika felé. Révid székesfehérvari tanarkodasat kovetGen a
bar6 Miske, majd a grof Batthyany csaladnal vallalt hazitanitoi allast.

Jol zongorazo édesanyjatél kapott indittatdsa nyoman kezdetben intenziven
érdekl&dott a zenei palya irant. A zene szeretete késSbbi éveit is végigkisérte,
Onéletrajzanak tanisaga szerint Gyd6rott, Tolnan, Székesfehérvarott és Nizzaban
klasszikus zongoradarabokkal koncertezett.? 1865-ben, nemesi el6nevét hasznalva,
Kisbarnaky aladirassal harom cikket is k6zo6lt a Zenészeti Lapokban, majd 1869-
ben ugyanitt jelent meg téle A diatonikus kemény hangrovat cimi zeneelméleti
tanulméany. E munkainak kdszénhetéen neve szerepel a Zenei lexikonban is.?

A fiatal tanar tudomanyos ambicioit igazolja, hogy 1874-ben azzal a kéréssel
fordult az Magyar Tudomanyos Akadémidhoz, hogy a III. osztaly iilésén tegyék
lehet6vé szamara egy dolgozata felolvasasat. Az Akadémiai Ertesits szerint sor is
keriilt a nyomtatott formaban beterjesztett A fénysugarak térésmutatdja és rezgés
szdma kizt fenndlld térvény cimii hétoldalas tanulmany eladasara. E6tvos Lorand

L A Farkas csalad cfmere ,kék pajzsban z6ld mezén zéldlombos palmafa alatt jobbrol dgaskodo
farkas, balrél 4ll6 oroszlan”. (Csanki Dezs6 (szerk.): Somogy varmegye, Budapest, 1914, 615.)
A Hoffman csaldad Krassé megyébsl szarmazott (Nagy Ivan: Magyarorszag csaladai V., Rath,
Pest, 1859, 128.).

20rtvay Rudolf: Farkas Gyula rendes tag emlékezete, (A Magyar Tudomanyos Akadémia
elhunyt tagjai f6lott tartott emlékbeszédek, XXI. kitet, 15. szam), Magyar Tudoményos Akadé-
mia, Budapest, 1933, 7.

38zabolcsi Bence ~— Toth Aladar (szerk.): Zenei lexikon 1., Zenemt, Budapest, 1965, 602.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



138 GURKA DEZSO

kéziratban fennmaradt véleménye kiemeli, hogy a Cauchy egyik dolgozata eredmé-
nyeit helyesbiteni kivané szerz§ egyenletei csak néhany ,szikkorid esetre” igazak.
Eo6tvos birdlatat igy fejezte be: ,Barmennyire is oriiliink annak, hogy vidéki ta-
nar tudomanyos buvarlatokkal foglalkozik, s bArmennyire is szeretnék e toérekvést
partolni, mégis Farkas urnak jelen értekezését a kinyomatasra nem ajanlhatjuk.
Remeényljiik, hogy e biralat szerzének kezéhez jutva lelkesedését csdkkenteni nem
fogja, s hogy az irodalmi ismeretek megszerzése czéljabol magat szakemberekkel
érintkezésbe téve ijabb feladatokkal szerencsésebben fog foglalkozni.”

Farkas Gyula kdvetkezd néhany éve valoban az E6tvos altal felvazolt kévetelmé-
nyek jegyében telt el: a kisérleti fizikai témakrdl attért a matematikara, széleskori
szakmai olvasottsagot és hasznos kiilfoldi ismeretségeket szerezett, s egy jo évtized
multan az elméleti fizika teriiletéhez visszatérve mar figyelemre mélt6 eredményeket
tudhatott maga md6gott.

Farkas tudomanyos péalyakezdésében a Batthyany csaldd jelents szerepet
jatszott. A polgardi kastély fizikai laboratériuma ideslis koriilményeket biztosi-
tott a flatal tudds szamara, viszonylagos anyagi fiiggetlensége pedig lehet6vé tette,
hogy 1877-ben Genfben kiadja Baltzer A determindnsok elmélete cimi kdnyve elsd
részének forditasat. A konyvet, a magyarazé jegyzeteken til, sajat eredményeivel
is kiegészitette. A kovetkezs évben sajat koltségén publikalta harom matematikai
tanulmanyat.5

Mivel Farkas arisztokrata tanitvanyait tavolabbi utjaikra is elkisérte, kiilfoldi
szakmai kapcsolatokra is szert tehetett. Megismerkedett Hermite és Villarceau ma-
tematikusokkal, akik ismertették Farkas Franciaorszagban megjelend cikkeit. 1878-
ban ismét bekiildott az Akadémidnak egy kéziratos dolgozatot Az zm +ax =b
egyenlet minden gyokének egész dltaldnossdgban valé meghatdrozdsa cimmel.®
A TI1. osztaly iilésén felolvasott tanulmanyrél révid Gsszefoglalé jelent meg az Aka-
démiai ErtesitGben.

Noha Farkas els6 jelentdsebb munkai az algebra teriiletén sziilettek, 1880-t6l
a komplex fiiggvénytan magantanara lett a budapesti egyetemen, s ekkoriban j,
az analizis teriiletéhez tartozé téméak is megjelentek cikkeiben, mindenek elGtt a
Hamilton-Jacobi-féle differencidlegyenletek.

1887-ben Farkas Gyulat kinevezték a kolozsvari egyetem matematikai fizika
tanszékének professzorava. Helyzete azért kiilénleges, mert tudomanyos palyajanak
kezdetén matematikusként, késébb inkabb elméleti fizikusként tartottdk szamon,
a tuddsi életmi mégis egységesnek mutatkozik, ugyanis fizikai cikkeinek legfébb
sajatossaga a szigori matematikai megalapozottsag maradt. A vektoralgebra és
a vektoranalizis fizikai vizsgalatainak gyakorta hasznalt eszkoze volt, s e témarél
Vektortan cimd munkijiban adott Gsszegzést, amely a maga 160 oldalaval Farkas
legterjedelmesebb miive.

4MTA Kézirattara, Ms 1255 és 1285.

5Gabos Zoltan: ,A természet a matematika nyelvén sz6l hozzank”, Természet Vilaga,
1997/7, 291.

6 Akadémiai Ertesits, 1878, 34.
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1893-ban Farkas Gyula képviselte a kolozsvari egyetemet a padovai Galilei
{innepségeken, ahol ,tiszteleti doktorrd” avattdk.” Az iinnepségekrdl készitett
hangulatos beszamol6 Farkas ir6i vénajarél tantiskodik.? Az életmtivének silypont-
jat képez6 cikkek keletkezése éppen a padovai Galilei iinnepségekhez kétddik, mivel
ez alkalombdl késziilt el A virtudlis sebességek elve Galileinél cimi tanulmanya. Ezt
kévetSen vizsgalatainak visszatérd témajava valt a mechanika e részteriilete.

Az 1893 és 1926 kozé esd idGszakban a virtualis sebességgel, s az ennek kapcsan
f6lmertil6 matematikai problémakkal Farkas kilenc dolgozata foglalkozott, amelyek-
nek az optimalizalaselméletre gyakorolt hatasat els6ként Prékopa Andras mérte
fel.® A Fourier-féle elv mechanikai alkalmazdsa cimdi 1894-es cikkben szerepel
el6szor a Farkas-tétel kimondasa.!®© A tétel eredetileg a mechanikai egyensuly
leirasara szolgalt. Farkas matematikai eredményei a Theorie der einfachen Un-
gleichungen cimii, a Crelle Journal 1902-es évfolyamaban megjelent munkaja alap-
jan valtak ismertté, s egyszersmind ennek a cikknek az 1950-es Gjrafelfedezése tette
6t az optimalizalaselmélet sokat idézett klasszikusava.!!
ben a Caratheodory nevéhez fiz6d6 termodinamikai elvet kérvonalazta. Bar Farkas
cikke tizennégy évvel elézte meg az elv névaddjanak 1909-es kozleményét, nem
valtott ki kiilbndsebb visszhangot. A legijabb kutatisok bebizonyitotték, hogy a
termodinamika Farkas-féle megalapozasa Charatheodoryétol teljesen eltérd,
s ugyanakkor joval egyszertibb utat kdvetett.!2

Ezzel egyiitt mégiscsak a termodinamikai cikkeinek sorozata, pontosabban
azoknak matematikai precizitasa hozta meg Farkas Gyula szamara az elsé jelentss
kortars elismerést. Munkassaganak kiilfoldi visszhangjarél ezt irta: ,Eszrevehe-
tGen emelkedett itthon tudomanyos hitelem, midén 1896-ban megjelent az akkor
nagyhiri géttingai professor, Woldemar Voigt Mathemathische Physik-jének méaso-

TFilep L4szl6: Farkas Gyula élete és munkassiga, Matematikai Lapok, 1978-81/4, 231-44.

8 A Galileirsl és a paduai Galilei-linnepségekrél cimd iras a Természettudomanyi Ko&zldny
1893. 4prilisi szamaban jelent meg. Fontosabb részleteinek Gjrakizlése: Természet Vilaga, 1997/7,
295-96. és Martinis Katalin (szerk.): Farkas Gyula élete és munkdssdga, E6tv6s Lorand Fizikai
Tarsulat Termodinamikai Szakcsoportja, Budapest, 2003, 45-48.

9Prékopa Andras: Az optimalizilaselmélet kialakulasanak torténetérsl, Alkalmazott Matema-
tikai Lapok, 1978/4, 165-191.

10Farkas Gyula: A Fourier-féle mechanikai elv alkalmazisai, Matematikai és Termeészet-
tudomanyi Ertesits, 1894, 457-72. A Fourier-elvvel kapcsolatos kutatasokba Farkas bevonta
tanitvanyat, Kacsoh Pongracot is. A kés6bb zeneszerz6ként hiressé valt tanitvany nala irta meg
Az egyenldségi és egyenidtienségi elv viszonya a mechanikdben cimi doktori értekezését. (Gabos
Zoltan: Farkas Gyula vizsgalatai a Fourier-elv és a relativitaselmélet korébdl, Fizikai Szemle,
1997/10, 318.)

11Vizvari Béla: Farkas Gyula él6 matematikai munkassaga, in: Martinas Katalin (szerk.):
Farkas Gyula élete és munkdssdga, Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat Termodinamikai Szak-
csoportja, Budapest, 2003, 30-33.

12Brodszky Ildik6 — Martinas Katalin: Az integral6-oszt6 torténete, Fizikai Szemle, 1997/10,
323-26.; Erdei Alex — Martinas Katalin: Farkas Gyula uj termodinamika-felépitése, Fizikai Szemle,
1997/10, 328-33.
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dik kotete.”!3 Voigt ugyanis — Beltrami és Boltzmann mellett — Farkas Gyulanak
is koszonetet mondott korabbi cikke pontatlansigainak helyesbitéséért.'* A no-
vekvs hazai elismertség jeleként Farkas Gyulat a Magyar Tudoméanyos Akadémia
1898-ban levelezd, majd 1914-ben rendes tagjava vélasztotta. Hét alkalommal a
kolozsvari egyetem dékénja, az 1907/1908-as tanévben pedig rektora volt.

Farkas Gyula kolozsvari jelenléte, Valyi Gyulaé mellett, nagyban hozzajarult
ahhoz, hogy ez id6 tajt éppen a kolozsvari tudoméanyegyetem matematika tanszéke
lett (a miiegyetemi tanszék mellett) az orszag egyik legfontosabb matematikai cent-
ruma. Farkasnak szerepe volt a kolozsvari matematikai hagyomanyok tovabbfejls-
désében is, nevezetesen abban, hogy Schiésinger, Fejér, Riesz és Haar az erdélyi
egyetemi varosba keriilt.

Farkas Gyula a korabeli tudomanyos élet legfrissebb jelenségeire széleskorii
érdekl6dése mellett is gyorsan reagalt, és idénként megel6zte kortarsai jelentds
részét egy-egy problémakor fontossaganak felismerésében. Piccard fiiggvénytani té-
telét példaul megjelenése utdn néhany hénappal mar felhasznélta. Igen koran felis-
merte a relativitiselmélet jelentGségeét is, de ,Lorenz gitolta abban, hogy Einsteinig
eljusson”™® Filep Laszlé az 1970-es években felkutatta Farkas akkor még é16 roko-
nait, akiknek visszaemlékezése szerint Farkas Gyula levelezésben 4llt Einsteinnel.!8

Ergs6dé szembetegsége egyre inkibb megnehezitette az id6s6d6 professzor
tudoményos munkijat, ezért nyugdijaztatasat kérte. Kolozsvari tanszékét Ortvay
Rudolf 6rokolte. Az Ortvay kinevezéséhez gratuldlé levélében, Farkasra jellemzd
modon, egyszerre van jelen az udvariassdg és a fanyar tényszertség: ,Fogadja
legmélyebb 6rvendezésem nyilvanitasat abban a bizonyossagban, hogy a legjobb
valasztéast tette a miniszter ur a kiilonben is egyediil kinalkozé lehet&ségben”.1?

1915-t61 Farkas Budapesten élt. Bekapcsolédott a Mathematikai és Physikai
Lapok megalapitasaba, s két alkalommal tagja volt a Kénig Gyula-dijat odaitéls
bizottsagnak is. (Az 1924-es dijjal a Kiirschak Jozsef, Farkas Gyula, K&nig Dénes
és Riesz Frigyes Osszetételt bizottsag Szegd Gabort jutalmazta.'?)

Farkas Gyula 1930-ban halt meg Pestszentlérincen. Az akadémiai emlékbe-
szédet Ortvay Rudolf tartotta rola, aki mar 1927-ben is (akkor a nyolcvanéves
tudost koszontve) értékelte a fizika és a matematika szamos teriiletét dtfogo életmd
eredményeit.

131dézi: Ortvay Rudolf: Farkas Gyula rendes tag emiékezete (A Magyar Tudomanyos Akadémia
elhunyt tagjai folott tartott emlékbeszédek, XXI. kotet, 15. szam) Budapest, 1933, 7.

14Voigt, Woldemar: Kompendium der theoretischen Physik II., Gottingen, 1896, 810. Vo-
igt Max Bornnak is tanara volt, aki professzoranak eredményeibél kiindulva s Brédy Imrével
egyiittmiikddve dolgozta ki a kristalyok termodinamikajat. (Born, Max: Vilogatott tanulmdnyok,
Gondolat, Budapest, 1985, 141.)

15Gabos Zoltan: Farkas Gyula vizsgalatai a Fourier-elv és a relativitaselmélet kdrébél, Fizikai
Szemle, 1997/10, 318.

16pilep Laszlé: Farkas Gyula élete és munkdssdga (egyetemi doktori értekezés), Debrecen, 1977,
12. jegyzet. A Szénassy Barna témajavaslatara késziilt disszertaci6 a Farkas életrajz adatainak
mindmaig leggazdagabb forrasa.

17F{istéss Laszl6: Ortvay Rudolf, Akadémiai, Budapest, 1984, 58-59.

18Névai, Paul: Szegs Gabor (1895-1985), Magyar Tudomany, 1986/8-9, 730.
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Farkas eredményeinek jelent&ségét mar tobb kortarsa is felmérte. Kiirschak
Jozsef igy Gsszegezte Farkas tudomanyos munkassaganak {6 vonulatat: ,Matema-
tikai szempontbdl a linearis egyenlGtlenségekre vonatkozé fontos vizsgalatait kell
kiemelniink (...) ismételve olyan érdekl6déssel tért vissza a targyra, amilyen oda-
adéssal a tudoméanynak szentelt egész életén at az elméleti fizika atalakuldsanak
minden fazisat figyelemmel kisérte, eredményeit lelkébe fogadta és redjuk dolgoza-
taival reagalt.”1® Haar Alfréd 1918-ban igy jellemezte egykori kolozsvari tanartar-
sanak eredményeit, utalva azok tudomanytorténeti helyére is: ,,A linearis egyen-
16tlenségek elmélete Farkas Gyulatél és Minkowski Hermanntol ered. Egyméstol
fiiggetleniil és kiilonb6z8 utakon jutottak el az elmélet két fGtételéhez: a linearis
egyenlStlenségek alaptételéhez és azok paraméteres megoldasahoz.”20

A homogén lineéris egyenlGtlenségek Crelle Journalban publikalt alaptetele
Farkas-tétel néven valt a matematikatérténet részévé. Harold W. Kuhn és Albert
W. Tucker 1950-ben rabukkant Farkas tételére, és felhasznalta azt a bizonyitasai-
ban.?! Linearis egyenlétlenségekkel kapcsolatos értekezéseinek késdi tjrafelfedezése
maradandé helyet biztositott Farkas Gyula szadmara, igy a linearis programozas, a
matematikai és a kozgazdasagtani optimalizalas és a jatékelmélet klasszikus el6fu-
tarainak sordban.??

Munkissdga az optimalizalas torténetének szakirodalmaban kiemelkedd helyen
szerepel, az egyik legujabb, a Grattan-Guinness altal szerkesztett matematika-
torténeti szintézis pedig a linearis programozdas térténeti el6zményeibdl hangsu-
lyozottan Farkas tételét tartja a legfontosabbnak.?

A Bolyai Janos Matematikai T4rsulat 1974-ben Farkas dijat alapitott az alkal-
mazott matematika teriiletén jelentds eredményt elért fiatal kutatok jutalmazésara.
Sirjara a Magyar Tudomanyos Akadémia 1981-ben allittatott siremléket, amely egy
kés6bbi varosrendezés soran a temetével egyiitt megsemmisiilt.

A séarosdi sziil6hazat 1997-ben a Bolyai Tarsasag, az E6tvos Lordnd Fizikai
Tarsulat és a helyi 6nkorméanyzat emléktablaval jelolte meg. A sziilShely alta-

19Kiirschak Jozsef: Az utolsé szdz év matematika torténetébdl Magyarorszdgon, Magyar Tudo-
méanyos Akadémia, Budapest, 1926, 20.

20Haar Alfréed: A linearis egyenlStlenségekrdl, in: Haar Alfréd dsszegytdjtott munkdi, Akadémiai,
Budapest, 1959, 421-38.

21 prékopa Andras ,Farkas Gyula élete és munkassaginak jelentésége az optimalizalas elmé-
letben” cimid cikkében igy irja le a cikk Gjrafelfedezésének torténetét: ,Tucker elmondta, hogy
amikor a nemlinearis programozas un. sziikséges optimalitéasi feltételének bizonyitdsan dolgo-
zott Kuhnnal, akkori doktoranduszaval egyiitt, megakadtak egy ponton, ahol sziikségiik volt a
line4ris egyenl6tlenségrendszerekkel kapcsolatos eredményekre. Miutan Tucker lekiildte tanitva-
nyat a kényvtarba, hogy kutasson, hatha talal valamit, amire tamaszkodva a bizonyitast teljessé
tudjak tenni, a tanitvany csakhamar raakadt Farkas Gyula cikkére, melynek f6 tétele pontosan
azt mondja ki, amire sziikségiik volt”. (Prékopa Andras: Farkas Gyula élete és munkassaganak
jelentésége az optimalizalds elméletében, in: Komlosi Sandor - Szantai Tamas (szerk.): Uj utak
a magyar operdcidkutatdsban, Dialog Campus, Budapest - Pécs, 1999, 16.)

22Kett6jiikon kiviil még szdmos magyar vagy magyarorszagi szarmazéasi tudos vett részt a
jatékelmélet elméleti alapjainak kidolgozasaban: Kénig Dénes, Kalmar Laszl, Haar Alfréd, Wald
Abraham, John Kemeny, S. Vajda és Harsanyi Janos.

23Gra.ttan Guinness, Ivor (ed.): Companion Encyclopedzae of the Mathemathical Sciences I1.

London, 1994, 829.
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lanos iskolaja felvette Farkas Gyula nevét, s 2000 6ta évente megrendezésre keriils
emlékversennyel is tisztelegnek a kozségiikben sziiletett tudos emléke el6tt.

Szilletésének 150. évforduldja alkalmabol a Fizikai Szemle hat, a Természet
Vilaga két cikket kozolt Farkas Gyula életérsl és munkasagarél. Az Uj utak a
magyar operdcickutatdsban cimd kotet a Matematikai Kutat6intézetben megren-
dezett konferencia tébb el6adasat tartalmazza. 2003-ban Farkas Gyule élete és
munkdssdga cimmel jelent meg egy hatvan oldalas tanulmanykétet.?? Az drvende-
tesen terebélyesedd Farkas-kultusz legkiemelkedGbb eseménye a Kolozsvarott meg-
rendezett nemzetkdzi tudomanyos konferencia volt. Az egyetem épiiletében szobrot
allitottak az egykori professzornak, akinek az arcképe is felkeriilhetett a rola elne-
vezett terem falara — a réla elnevezett sarosdi altalanos iskola ajandékaként.

Farkas Gyula budapesti lakohelyeit nem jel6li emléktabla, holott itteni laka-
sainak cime is ismert: I. ker. Nagyenyed u. 3., VI. ker. Podmaniczky u. 87. és
XVIIL ker. Fiirst Sandor u. 23-25. Noha Farkas Gyula emlékezetét legméltébban
éppen miiveinek megijulé hatasa 6rzi, mindenképpen kivanatos lenne, ha nem
csupdn a sarosdi sz{ildhazan 1évs emléktablaja és a kolozsvari egyetemen 2005-ben
felavatott szobra valhatndnak matematika-, illetve fizikatorténeti emlékhelyekkeé,
hanem életének jelenleg még kevéssé ismert budapesti helyszinei is...

GURKA DEZSO

Tessedik Samuel Féiskola
Pedagégiai Féiskolai Kar
5540 Szarvas, Szabadsag 1t 4.
email: gurka@drotposta.hu

THE REVIVAL EFFECTS OF GYULA FARKAS’ SCIENTIFIC WORK

DEzs6 GURKA

Gyula Farkas {1847-1931), professor at the University of Kolozsvar, was a well-known sci-
entist in his age due to his thermodynamic achievements, but today he is also noted as one of
the founders of operation research. At the beginning of his scientific career he was noted more
as a mathematician, later more as a theoretical physicist, yet his scientific oeuvre looks homoge-
neous, because all of his articles had a strict mathematical background. Between 1893 and 1926
Farkas wrote nine articles about Galilean virtual speed and the mathematical problems relating
to it, which made an effect on the theory of optimalization. The Farkas Theorem, his main
achievement in mathematics, became known by his article Theorie der einfachen Ungleichungen
published in the Crelle Journal in 1902. The rediscovery of this article by Harold W. Kuhn
and Albert W. Tucker in 1950 made him the often cited classic of the theory of optimalization.
Nowadays Farkas is recognized as the predecessor of several areas of modern science (e.g.: linear
programming, economic and mathematical optimalization).

24Fizikai Szemle, 1997/10, 309-32.; Természet Vilaga, 1997/7, 290-95.; Komlosi Sandor — Szan-
tai Tamas (szerk.): Uj utak a magyar operdcidkutatdsban, Dialog Campus, Budapest — Pécs, 1999.;
Martinas Katalin (szerk.): Farkas Gyula élete és munkdssdga, E6tvés Lorand Fizikai Tarsulat
Termodinamikai Szakcsoportja, Budapest, 2003.
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EMLEKEZES NEMETZ TIBORRA (1941-2006)

Nemetz Tibor matematikus 1941-ben sziiletett Balatonuj-
lakon.

Szakmai munkassagéaval jelentés hatast valtott ki tobb
szakteriileten is, melyek koziil kiemelésre érdemes

— tudoményos kutatémunkaja;

- oktatoi tevékenysége, j matematikai témakorok be-
vezetése az egyetemi és kozépiskolai oktatéasba;

- egyes matematikai eredmények gyakorlati alkalma-
Z4sa;

— ismeretterjeszts tevékenysége.

Szakmai palyafutasanak f&bb allomasai:

1964: Matematikusi diploma, E6tvos Lorand Tudoméanyegyetem, TTK,
1970: Egyetemi doktori cim, E6tvos Lorand Tudoményegyetem, TTK,
1971-72:  6sztondijas eléado: Carleton University, Ottawa, Canada,

1973: A matematika tudoméany kandiddtusa,

1979-80:  Meghivott professzor: J.W. Goethe University, Frankfurt, NSZK,
1982-83:  Meghivott professzor: Technical University, Wien, Austria,
1992-94:  Meghivott professzor: Middle East Technical University, Ankara,

Torokorszag,
1994: A matematika tudomény doktora,
1998: Habilitacio, E6tvos Lorand Tudomanyegyetem, TTK.

F6bb munkahelyei: MTA Matematikai Kutaté Intézete (Rényi Intézet), ELTE
TTK Valészintiségelméleti és Statisztika Tanszék.

Tudomanyos kutatémunkajat elsGsorban az informaciéelmélet egyes téma-
koreiben és annak hatarteriiletein végezte. Tébb mint 110, tébbnyire neves fo-
lyéiratokban megjelent publikicijdban ismertette eredményeit, mely eredmények
koziil az alabbiakban szemléltetésiil csak néhanyat emelhetiink ki:

Altalanos informdcidelméleti kutatdsai koziil jelent&sek a Gyérfi Laszloval kozos
cikkekben megjelentetett (tobb valoszintségi mérték kiilonbozéségének mérésére
vonatkozo) f-disszimilaritassal kapcsolatos vizsgalatai.
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Fontos eredményeket ért el az elméleti és gyakorlati entrdpia-vizsgdlatok terii-
letén is:

— példaul a nem ismert valészintségeloszlassal rendelkezé diszkrét, emlékezet
nélkiili forras entrépisja relativ gyakorisagokbol térténd becslésének konver-
genciajara vonatkozodan;

— gyakorlati vizsgalatokat folytatott (Szilléry Andras, Szaszné Simon Judit és
rozaséra, tovabbfejlesztve a Shannon-féle ,Guessing game” és a Cover-King-
féle ,gambling” id6- és mintaigényes technikakat;

— az frott szévegek redundancidjanak vizsgalatabol Gj tipusi hibajelz6 eljarast
dolgozott ki, mely lényegesen novelte az adott forraseloszlasra vonatkozé ha-
tékonysagot (az ilizenethossz novelése nélkiil).

Jelentds eredményeket ért el az optimdlis, egyértelmien dekddolhato kodok vizs-
gdlatdban. KiemelkedGek az optimalis kodok egyedi kodhosszanak felsG becsléset,
valamint a binaris prefix kédok aszimptotikus szamaéra vonatkozé formula leveze-
tése (exponencislisan sok ilyen kéd van, ahol az exponens egy transzcendens egyen-
let megoldasaval hatarozhaté meg). A Huffman-kédok témajaban Katona Gyula-
val kéz6sen elért eredményeinek érdekessége, hogy az optimalis binaris (Huffman)
kodok hosszanak becsléseiben éppen a Fibonacci-szamok szerepelnek. (Ezt az —
IEEE Trans. on Info. Theory, 1976-ban megjelent — eredményt hasznalta fel Travis
Gagie a tavkozlésben fontos — torlédasokat cstkkentendd ~ korlatozott kédhosszu
Huffman-kédokkal foglalkoz6 értekezésében is, 1d. http://www.cs.utoronto.ca/
~travis/msc.pdf).

Informacidelméleti vizsgalatait kiterjesztette az adatvédelem, kriptogrdfia terii-
letére, nagyszami, részben 6nalléan, részben tarsszerzdékkel (pl. Katona Gy., Papp
P., Ureczky J., Vajda I.) kozosen megjelentetett publikiciéval gazdagitva ezt a
dinamikusan fejl6dé alkalmazott matematikihoz kapcsol6dé szakteriiletet. Ezen
eredmények koziil kiemeljiik a véletlen sorozatok kriptografiai tesztelését, valamint
felhasznalasat a linearis bonyolultsag névelésére.

Nemetz Tibor az elméleti kutatdsok mellett nagy hangsulyt fektetett az alkal-
mazasokra, a gyakorlati felhasznalast segitendd kozéleti tevékenységre is. Az
alabbiakban csak néhany fontos elemet emeliink ki ezen funkciékbél:

1969-t6l:  két évtizedes valasztmanyi tagsdg a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulatban és a TIT-ben,
1986-88: a magyar nemzeti IMU (Int. Mathematical Unio) bizottsag tit-

kara,
1988: Matematikatanarok Vilagkonferencidjanak fGszervezgje,
1991- az IACR (International Association of Cryptologic Research)
1992: igazgatdsagi tagja,
1992: az Eurocrypt’92 konferencia f6szervezGje,
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1997: Magyarorszag képviselete az OECD kriptografiai irdnyelvekkel
foglalkoz6 iilésén Périzsban,

1998: a Digitalis Azonositéasi Konferencia (DAK) szakmai program szer-
vezGje,

1998: IFIP’98, EDI/EC (Elektronikus Kereskedelem) meghivott elado,

1998: "Secure Internet Connection" (BIK) konferencia egyik szervezéje,

1999: az ABET adatbiztonsagi konferencia fészervezdje,

1999- részvétel a hazai digitalis alairas torvény technikai el6készitésé-

2001: ben.

Hatalmas hatést gyakorolt oktatéi tevékenységén keresztiil. Egyetemi tanar-
ként oktatott az ELTE TTK Valoszintiségelméleti és Statisztika tanszékén, kiemel-
ked6 oktatasi tevékenységet végzett a matematikusok, matematikatanarok képzé-
sében, segitette szakdolgozatot készit6k, doktoranduszok kutatasait.

A matematika tanitasanak modszertanaval, ezen beliil els6sorban a val6szint-
ségszamitas és statisztika tanitasaval is igen sokat, szivesen foglalkozott. A 80-as
években az MTA matematikai kozoktatasi munkabizottsaganak tagja. Reészt vett
tantervek irdsaban, tanartovabbképzé elGadasok tartasaban és kisérleti tanitésa-
ban. Nemetz Tibor volt a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat részérdl a f6 szer-
vezGje az 1988-ban Budapesten rendezett ICME nemzetkozi matematikaoktatési
konferencidnak (Sixth International Congress on Mathematical Education). Ne-
metz Tibor kezdeményezésére alakult a BJMT-ben a Matematika miiveléséért és
a matematika oktatasaért Alapitvany. 1989-1991 k6zott az Eurépai Matematikai
Unié Matematika Oktatasi Bizottsaganak elnoke.

TarsszerzGje volt a sok kiadast meg-
ért gimnaziumi fakultativ B valto-
zatu IV. osztalyos Matematika tan-
koényvnek, és 6 irta a specialis mate-
matika tagozatos osztalyok szamara
késziilt ,Valoszintiségszamitas” cimii
tankonyvet (ez is t6bb mint 10 ki-
adast ért meg).

Mint minden nagy oktaténak, didkjai tudasaban, gondolkodasi képességében
élnek tovabb tanitésai, de fennmaradnak legendds mondésai is. Matematika ta-
nar szakosok el6tt — megszolitva hallgatoit — emlitette: "A hallgatok és a leendd
tandrok... A ketté nem ugyanaz!"

Sokat tett a matematika oktatasaért, a tanitas megkedveltetéséért, a matema-
tikatanarok tovabbképzéséért, azért, hogy megmaradjanak a palyan.

Kedves humoréval is hozzajarult a hallgatok és kollégak szeretetének elnyeré-
séhez.
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Nemetz Tibor professzor 1989-t6l elinditotta az els6 hivata-
losan is elismert hazai egyetemi kriptografiai kurzust.
1991-ben Vajda Istvan (BME) professzorral kozosen kiadott
kriptografiai tankényve alapmiivé valt részben a téma okta-
tasaban, részben a gyakorlati alkalmazasokat miivel6k koré-
ben.

Emberi kapcsolatait, a matematikahoz valé hozzaallasat jellemzik a kozos kuta-
tasok, a tarsszerzékkel megjelentetett publikdciok nagy szama, kiemelkedd oktatdi,
oktatasszervezdi, -segit6i tevékenysége, tovabba az ismeretterjesztésben végzett
munkija is.

A val6szintiségszamitéas és az adatvédelem teriiletén kiemelten foglalkozott to-
vabbképzéssel, speciilis ismereteivel segitette az informatikai biztonsag hazai szin-
vonaldnak emelését.

Kiemelkedd szerepet vallalt az adatbiztonsag novelésében kiilonbozé allamigaz-
gatéasi szervezetek munkdjanak segitésével is. Példaul a Hirkozlési Féfeliigyelet (mai
nevén Nemzeti Hirkozlési Hatosag) vezet6i, munkatarsai szamara kriptografiai tan-
folyamot tartott.

A PTE Allam- és Jogtudoméanyi Kara 2000-ben rendezte meg az Informatikai
Szakmai Nap nevii szeminariumat joghallgatok, valamint elméleti és gyakorlati te-
riileten dolgoz6 jogaszok szamara. A rendezvény téméja: az elektronikus alairasok,
illetve okiratok jogi szabalyozasanak aktualis kérdései. Nemetz Tibor jogaszoknak
tartott el6adasanak cime: A digitélis okiratok hitelesitésének kriptologiai kérdései.

Ismeretterjesztéssel kapcsolatos publikacioi kozott je-
lentések Az informatika biztonsag kézikonyve c. alap-
mitiben irt fejezetei (Verlag Dashofer kiado, 2001-2007)
Cikkeket jelentetett meg az Elet és Tudomanyban (Vé-
letlen szamok generélasa és hasznélata, 2000), valamint
t6bb folydiratban (pl. A Springer rejtjeles levele, Mate-
matikai Lapok, 1991; Statisztikai kovetkeztetés kis min-
takbol, avagy nem kell egy tojast megenni ahhoz, hogy
megtudjuk: zap, Szakmodszertani Lapok, Matematika,
2000).

Jelentds munkassagat tobb dijjal ismerték el, ezek koziil az alabbiakat emeljiik ki:

1972: Griienwald-dij (fiatal matematikusok szdméara),

1980: MTA elnoki dija,

1980, 1981:  Kozépiskolai Tankonyvek Nivédijjal valo elismerése,

1982: Beke Man6-dij matematika- oktatéasi tevékenység elismerésére
1986: TIT Dij

1989: MTESZ Dij

2001: Kalmar Laszl6-dij
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Befejezésiil ismét Téle idéziink: egyik 6ra elején hangzott el egy témarol, hogy
"Miben kiilonbozik az el6z6t6l? Eldszér is abban, hogy a milt héten erre mdr nem
maradt idd..."

Sajnos tobb érara, tobb tudoméanyos cikkre, t6bb tankdnyvre nem maradt idé.
Az életmii szerencsére itt maradt eredményekben, tankényvekben, benniink.

SZABO ISTVAN, volt tanitvanya, kollégaja
ELTE TTK

Valosziniiségelméleti és Statisztika Tanszék
szaboi@cs.elte.hu
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FARKAS MIKLOS (1932-2007)

Farkas Miklos 1932-ben sziiletett Budapesten.

A legels6, nem-tanar szakos matematikus évfolyam tagjaként szerzett kitiinte-
téses diplomat az E6tvos Lorand Tudoméanyegyetemen.

Hajos Gorgy tanitvanyaként differencidlgeometria témabol lett kandidatus. Aka-
démiai doktori értekezését differencidlegyenletek téméban irta, ,,Auton6m rendsze-
rek periodikus perturbaci6ir6l” cimmel (Budapest, 1973).

Otven évig volt a Miiegyetem oktatoja. Mintegy hisz éven 4t vezette a
Gépészmérncki Kar Matematika Tanszékét, amelynek jogutédjan, a BME TTK
Matematika Intézete Differencidlegyenletek Tanszékén volt egészen halalaig pro-
fessor emeritus.

A hatvanas évek elején a differencidlegyenletek teriiletén paradigmavaltas tor-
tént — a geometrikus, kvalitativ elmélet keriilt el6térbe — amelyhez Farkas Miklos
j6 idéérzékkel, sajat kutatéomunkajaban is témaéat véltva csatlakozott, és amelynek
els6 magyarorszagi munkasa, tanara, és szervezGje lett. Strukturalis stabilitasrol,
bifurkaciokrol, katasztrofaelméletrsl a hazai matematikusok koziil els6ként beszélt
a katedran és irt nemzetkdzi rangu szakfolydiratokban.
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Publikacids jegyzéke 77 szakcikket, tovabba 15 tankdnyvet és egyetemi jegyze-
tet sorol fel, kozottilk az alkalmazott matematika legnagyobb presztizsi sorozata-
ban megjelent csaknem hatszaz oldalas ,Periodic Motions” (Applied Mathematical
Sciences No. 104, Springer, Berlin, 1994) nagymonografist.

A nagykoézonség Farkas Miklést leginkabb mint a Matematikai Kislexikon
(Miiszaki Konyvkiado, Budapest,1972) fészerkesztéjét ismerheti, amely fontos sze-
repet jatszott a magyar nyelvii matematikai kultira apoliasaban.

Minden erejével azon volt, hogy a matematikus szakma miiegyetemi bedgya-
zottsdgat novelje. Kereste a mérndkokkel valdé szakmai kapcsolatokat, és munka-
tarsait is erre Osztondzte. Géaspar Zsolttal, Kollar Lajossal, Michelberger Pallal,
Stépan Gaborral irt kozos cikkeket az Acta Technica folydiratban. A mérnokék és
a matematikusok kozotti egyiittmiikodés javitasaért azzal tette a legtobbet, hogy
Béda Gyula akkori dékinnal egyiitt 1974/1975-ben létrehozta a Gépészmérnoki
Kar (sajnos a kilencvenes évek kozepére elsorvasztott) matematikus-mérndk szakat,
amely az egyetemi 6t év folyaman végig kiilon, kiscsoportos képzésként szervezs-
dott, és magnesként vonzotta a kiemelked$ képességti hallgatokat. Koziiliikk késébb
sokan a gazdasagi (Sparing Laszl6 Graphisoft), politikai (Kovacs Kalman informa-
tikai miniszter), tudomanyos (Stépan Gabor akadémikus) életben vezets szerephez
jutottak, s6t egyikiik (Haller Gy6rgy - MIT, Morgan & Stanley) a BME tiszteletbeli
doktora lett. Az itt tanité professzorok kozott kiilon is meg kell emliteni az akkor
mar nyugdijas Borbély Samu akadémikus nevét, aki csaknem o6tven évvel korab-
ban maga is matematikus-mérnékként végzett, mint a TU Berlin-Charlottenburg
névendéke.

Farkas Mikl6s minden lehetséges forumon, igy a Fels6oktatasi Szemlében, a Ma-
gyar Tudoményban, orszagos és egyetemi bizottsdgokban (az ,elefantcsonttorony-
matematika” nem egy képviselgjével személyes konfliktusokat is vallalva) kiizd6tt
az alkalmazott matematika elismertetéséért. Azt a véleményt képviselte, hogy az
salkalmazott matematika” legjava nem szorul a ,tiszta matematika” legjava mogé és
hogy mindkettében a mindség az — jollehet ennek kritériumai nem teljesen azono-
sak az ,alkalmazott” és a ,tiszta” matematikiban —, ami egyediil szamit. Neumann
Janos életmiive, vagy a Navier-Stokes egyenlet példaja mutatja, hogy a tiszta és az
alkalmazott matematika mennyire atjarhatja egymast a legmagasabb szinteken is.

Dolgozatokat irt a differencidlegyenletek koézgazdasagi és biologiai alkalmaza-
sairél is. Id6s koraban ez utobbiakkal foglalkozott a legtobbet, amire a ,,Dynamical
Models in Biology” (Academic Press, New York, 2001) szakkdnyv a legf6bb bizo-
nyiték. Utols6 egyetemi kurzusat is errél a témarol tartotta.

TanszékvezetSként iskolateremtd egyéniség volt.

Kamaszkora 6ta élénken érdeklédott tarsadalmi-politikai kérdések irant.
Cikket irt a Magyar Filozofiai Szemle 1978-as szaméaban, ,,A tarsadalmi rendszer
fejlodésének katasztréfaelméleti modellje” cimmel.

A hires XIX. szazadi gondolkodohoz hasonléan az § jeligéje is lehetett volna a
nagy firenzei mondasa, "Segui il tuo corso e lascia dir le genti”.

,Menj utadon, s ne band, hogy mit beszélnek.”

Szemelvényes élettorténetét mintegy kétszaz oldalon ,A huszadik szdzad, ahogy
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megéltem” (Bibor Kiadé, Miskole, 2003) cimmel irta meg, amely dokumentum-
értéki részleteket is tartalmaz.

Tanitvanyai kétnapos differencidlegyenletek konferenciat rendeztek 75-ik szii-
letésnapja tiszteletére a Realtanoda utcai Intézetben, amelyen egyre silyosbodo
betegsége miatt az {innepelt méar csak nagy énfegyelemmel, szakaszosan, hosszabb
pihenési periddusokat kozbeiktatva tudott résztvenni. Nagyon Oriilt annak, hogy
olyan sokan vettiik &t koriil ragaszkodasunkkal.

Befejezésiil alljon itt néhdny mondat a kdszonté beszédek egyikébsl:

»Farkas Miklést mindig tenni akaro, jobbité szandékia embernek ismertem meg,
aki egyszerre tudott konfliktusvallalé és kiegyensilyozé lenni. Emlékszem, hogy
tanszékén védelmet nytujtott Bajcsay Palnak, aki terhelt tant volt a hatvanas évek
egyik birdsagi eljarasaban és Gyodkér Soltnak, aki akkor jart rendszeresen a 301-es
parcellaba, amikor azt még nem iiltetett virdgok boritottak. Ezeket azért emlitem,
mert nem kozismertek, és taldn az sem az, hogy Farkas Miklésban mindannyian
olyan embert tisztelhetiink, aki elkotelezett tagja a Jozsef Attila vers cimérél elne-
vezett Eszmélet Kornek, a hazai baloldali gondolkodas egyik hiteles szellemi m-
helyének.

Differencidlegyenletek megoldasat régen integralasnak hivtdk, amint arra az
,els6 integral” fogalma ma is emlékeztet bennilinket, vagy az I betd az ENIAC,
Neumann Janos elsé szamitégépének nevében: numerikus integrator. A régi és
a mostani tanitvanyok nevében koszénom Farkas Miklésnak, hogy megtanitott
benniinket differencislegyenleteket megoldani, azaz integralni — ami egyébként a
newtoni Principia Mathematica altala gyakran idézett mondata szerint nagyon is
helyénval6 tevékenység — és kGsz6nodm, készonjiik neki egy teljes, intéger és integ-
ralo személyiség peéldajat.”

2007 nyaranak végén halt meg. Sokan emlékeznek ra tisztelettel és nagyra-
becsiiléssel.

Tanitvdnyai és kollégdi a BME Differencidlegyenletek Tanszéken

Farkas Miklés Publikaciéi

MATEMATIKAI SZAKKONYVEK:

[A] Specidlis fiigguények miszaki-fizikai alkalmazdsokkal, Miiszaki Kényvkiadé, Budapest, 1964,
pp. 416.

[B] (TARrsszerz6: Farkas L) Introduction to Linear Algebra, Adam Hilger Ltd. & Akadémiai
Kiad6, London & Budapest, 1975, pp. 205.

Alkalmazoit Matematikai Lapok (2008)



158 FARKAS MIKLOS (1932-2007)

[C] Periodic Motions, Springer, Berlin, 1994, pp. 577.

[D] Dynamical Models in Biology, Academic Press, New York, 2001, pp. 200.

MATEMATIKAI SZAKCIKKEK:

[1] Discussion of the geometry of affinely connected spaces by direct method, Publ. Math. Deb-
recen 8 (1961), 25-54.

[2] On differential geometric investigation of ordinary differential equations, International Cong-
ress of Mathematicians, 1962, Stockholm, 74.

[3) Mdsodrendi kozénséges differencidlegyenletek egy osztdlydnak differencidlgeometriai vizsgd-
lata, Mat. Lapok 13 (1962), 289-297.

[4] Constructing affinely connected spaces by direct method, Trudy Sem. Vector Tensor Anal.
(Moscow State Univ.) 12 (1963), 5-6. (in Russian)

[3] A proof of Gauss-Bonnet’s theorem, Nigerian J. Sci. 1 (1967), 175-178.
[6] On stability of geodesics, Abacus (J. Math. Assoc. Nigeria) 6 (1967), 25-28.
[7] On stability and geodesics, Ann. Univ. Sci. Budapest, Sect. Math. 11 (1968), 145-159.

[8] Controllably periodic perturbations of autonomous systems, Congres International des
Mathématiciens, Nice, 1970, 228.

[9] Controllably periodic perturbations of autonomous systems, Acta Math. Acad. Sci. Hungar.
22 (1971), 337-348.

[10] Determination of controllably periodic perturbed solutions by Poincaré’s method, Studia
Sci. Math. Hungar. 7 (1972), 257-266.

[11] (TArsszerzG: R. A. KAriM) On controllably periodic perturbations of Liénard’s equation,
Per. Polytechnica Budapest, Sect. Electr. Eng. 16 (1972), 4-45.

[12] (TArsszErzS: Farkas 1.) On perturbations of van der Pol’s equation, Ann. Univ. Sci.
Budapest, Sect. Math. 15 (1972), 155-164.

[13] A feltételes szélsdértékrél, Mat. Lapok 24 (1973/75), 113-129.

[14] On isolated periodic solutions of differential systems, Ann. Mat. pura applicata 106 (1975),
233-243.

[15] A szimultdn tanulds dinamikai elmélete, Alk. Mat. Lapok 2 (1976/77), 103-114.
[16] Folyamatok kvalitativ vizsgdlatdrol, Alk. Mat. Lapok 2 (1976/77), 237-257.

[17] FEstimates on the existence regions of perturbed periodic solutions, SIAM J. Math. Anal. 9
(1978), 876-890.

[18] A tdrsadalmi rendszer fejlédésének kataszirdfaelméleti modellje, Magyar Filoz. Szemle 22
(1978), 802-808.

[19] (TARsszERzZGK: LOKOS A., MiLE L.) A szimultdn tanulds hatdsa a tuddsmennyiség noveke-
désére, Magyar Pedagogia 18 (1978), 220-225.

[20] Isolation of trajectories of periodic solutions of systems of differential equations, Trudy
Moskov. Orden. Lenin. Energet. Inst. 357 (1978), 107-108. (in Russian)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



[21]

(22]

(23]

(24]

25]
(26]
(27]

[28]
[29]
[30]
[s1]
[52)

(33]
(34)
(35]

(36]

(37)

(38]

[39]

[40]

[41]

FARKAS MIKLOS (1932-2007) 159

A model of the development of the societal system in catastrophe theory, Acta
Philos. Acad. Sci. Hungar. 5 (1978), 235-244.

(TArsszerz6k: J. FriTz, P. MICHELBERGER) On the effect of stochastic road profiles on
vehicles travelling with varying speed, Acta Techn. Acad. Sci. Hungar. 91 (1980), 303-319.

The attractor of Duffing’s equation under bounded perturbation, Ann. Mat. pura applicata
128 (1980), 123-132.

(TArsszerz6K: L6kos A., MiLe 1.) A dynamic model of simultaneous memorization, Acta
Cient. Venezolana 32 (1981), 132-137.

Attractors of systems close to periodic ones, Nonlin. Anal. 5 (1981), 845-851.
Attractors of systems close to autonomous ones, Acta Sci. Math. Szeged 44 (1982), 329-334.
Mathematics and objective reality, Acta Cient. Venezolana 33 (1982), 275-279.

Attractors of systems under bounded perturbation, In Proc. Equadiff No. 5 (Bratislava, 1981),
Teubner, Leipzig, 1982, pp. 91-94.

The attractor of perturbed van der Pol’s equation, Z. angew. Math. Mech. 63 (1983),
T44-T45.

Duffing’s equation under bounded perturbation, In Proc. Int. Conf. Nonlin. Oscillations No. 9,
Vol. I. (Kiev, 1981), Naukova Dumka, Kiev, 1984, pp. 371-373.

Stable oscillations in a predator prey model with time lag, J. Math. Anal. Appl. 102 (1984),
175-188.

Stability of bifurcating orbits in a predator-prey model, In Mathematical Modelling in Science
and Technology (Ziirich, 1983), Pergamon Press, Oxford, 1984, pp. 925-927.

Zip bifurcation in a competition model, Nonlin. Anal. 8 (1984), 1295-1309.

A cusp model for the evolution of the social systems, Science of Science 4 (1984), 285-293.
Stabilis egyiitiélés és bifurkdciok a populdciédinamikdban, Alk. Mat. Lapok 10 (1984),
203-229.

A zip bifurcation arising in population dynaemics, In Proc. Int. Conf. Nonlin. Oscillations

No. 10 (Varna, 1984), Bulgarian Acad. Sci., Sofia, 1985, pp. 150-155.

(TARsszerzOk: Farkas A., KaiTAr L.) On Hopf bifurcation in a predator-prey model, In
Differential Equations: Qualitative Theory, Vol. 1. (Szeged, 1984), North Holland, Amster-
dam, 1986, pp. 283-290.

(TARsszerzOk: L. SpariNGg, SzaB6 G.)On Hopf bifurcation of Rayleigh’s equation,
Per. Polytechnica Budapest, Sect. Mech. Eng. 30 (1986), 263-271.

Competitive ezclusion by zip bifurcation, In Dynamical Systems (Sopron, 1985), Lecture
Notes in Economics and Mathematical Systems 287, Springer, Berlin, 1987, pp. 165-178.

(TARrsszerzOk: Garay B. M., SzaB6 G., SzépkUTI L., Nacy 1. V.) Modeling of depth
filtration, Ann. Univ. Sci. Budapest, Sect. Comput. 7 (1987), 67-73.

(TARsszErzOK: GASPAR Z., KoLLAR L., Patké G., PomAz! L., StérAN G.) Stability
investigations of mechanical systems: state of art, Acta Techn. Acad. Sci. Hungar. 100
(1987), 67-99.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



160

[42)

(43]

[44]

(45]

[46]

(47]

(48]

(49)

50]

(51]

[52]

(53]

(54]

(55]

[56]

(57]

(58]

[59]

FARKAS MIKLOS (1932-2007)

(TArsszerzS6: BRODY A.) A gazdasdg mozgdsformdirel, Koézgazd. Szemle 34 (1987),
1178-1184.

(TARsszErRzOk: FARKAS A., SzaB6 G.) Bifurcation charts for predator-prey models with
memory, In Proc. Int. Conf. Nonlin. Oscillations No. 11 (Budapest, 1987), J. Bolyai
Math. Soc., Budapest, 1987, pp. 808-811.

(TARsszErzG: BRODY A.) Forms of economic motion, Acta Oecon. Acad. Sci. Hungar. 38
(1987), 361-370.

(TARsszERZS: FARKAS A.) Stable oscillations in o more realistic predator-prey model with
time lag, In Asymptotic Methods of Mathematical Physics (Kiev, 1987), Naukova Dumka,
Kiev, 1988, pp. 250~256.

(TARsSszERzZGOK: FARKAS A., SzaB6 G.) Multiparameter bifurcation diagrams in predator-
prey models with time lag, J. Math. Biol. 26 (1988), 93-103.

(TArsszerzS: H. I. FREEDMAN) The stable coezistence of compeling species on a renewable
resource, J. Math. Anal. Appl. 138 (1989), 461-472.

(tArsszerzG: H. 1. FREEDMAN) Stability conditions for two predator one prey systems,
In Evolution and Control in Biological Systems (Laxenburg, 1987), Acta Appl. Math. 14
(1989), 3-10.

On the stability of one-predator two—preys systems, In G. J. Butler Mem. Conf. Diff.
Equat. Math. Biol. (Edmonton, 1988), Rocky Mountain J. Math. 20 (1990), 909-916.

On the local stability of n predators (preys) one prey (predator) systems, In Qualitative
Theory of Diff. Equat. (Szeged, 1988), North Holland, Amsterdam, 1990, pp. 181-191.

(TArsszerzOk: DaNcsO A., Farkas H., Szao G.) Hopf bifurcation in some chemical
models, React. Kinet. Catal. Lett. 42 (1990), 325-330.

(TARsszERZS: GYOKER S.) On robustness of stable food chains, Acta Cient. Venezolana 42
(1991), 9-12.

(TArsszERZOK: DANCsO A., Farkas H., SzaB6 G.) Investigations into a class of generali-
zed two-dimensional Lotka—Volterra schemes, Acta Appl. Mathematicae 23 (1991), 103-127.

(TArsszerzS: STEPAN G.) On perturbations of the kernel in infinite delay systems, Z. an-
gew. Math. Mech. 72 (1992), 153-156.

(TArsszerzG6: KoTsis M.) Modelling predator-prey and wage-employment dynamics, In
Dynamic Economic Models and Optimal Control (Vienna, 1991), North—-Holland, Amster-
dam, 1992, pp. 513-526.

(TArsszerzG: M. Cavani) Bifurcations in a predator-prey model with memory and diffusion,
In Proc. Int. Conf. Diff. Equat., Vol. I. (Barcelona, 1991), World Sci. Publ., River Edge, NJ,
1993, pp. 379-384.

(TArsszerzG: M. Cavani) Bifurcations in a predator-prey model with memory and diffusion:
I. Andronov-Hopf bifurcation, Acta Math. Hungar. 63 (1994), 213-229.

(TArsszerzG: M. CAvaNt) Bifurcations in a predator-prey model with memory and diffusion:
II. Turing bifurcation, Acta Math. Hungar. 63 (1994), 375-393.

-

On the distribution of capilal and labour in a closed economy, In Proc. Int. Conf. Applied
Analysis (Hanoi, 1993), South-East Asian Bull. Math. 19 (1995), 27-36.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



[60]

(61]

(62]

(63]

(64]

(651

(66]
[67]

[68]

69]

[70]

(71]

(72]

(73]

[r4]

(73]

[76]

[77]

(78]

FARKAS MIKLOS (1932-2007) 161

Spatial inhomogenity due to Turing bifurcation in an economy, In Dynamic Systems and
Applications, Vol. II. (Atlanta, 1995), Dynamic Publishers, Atlanta, 1996, pp. 153-166.

Two ways of modelling cross-diffusion, In Proc. 2nd World Congress Nonlin. Analysts
(Athens, 1996), Nonlin. Anal. 30 (1997), 1225-1233.

(TARrsszerzS: J. R. GRAEF, C. QiaN) Asymptotic periodicity of delay differential equations,
J. Math. Anal. Appl. 226 (1998), 150-165.

Comparison of different ways of modeling cross-diffusion, Diff. Equat. Dyn. Systems 7
(1999), 121-137.

(TARsszerzOk: HORVATH Z., MEYER D.) Egy kétszektori ndvekedési modell hdromdimen-
zids dinamikdje, Szigma 30 (1999), 197-207.

(TARsszERZOK: P. VAN DEN DRiesscHE, M. L. ZEeMmAN) Bounding the number of cycles
of O.D.E.s in R™, Proc. Amer. Math. Soc. 129 (2001}, 443-449.

On time-periodic patterns, Nonlin. Anal. 44 (2001), 669-678.
On the stability of stationary age distributions, Appl. Math. Comp. 131 (2002), 107-123.

The result of even allocation of funds for postgraduate training, Ann. Univ. Sci. Budapest,
Sect. Math. 44 (2002), 193-197.

(TARsszerzS: Bocs6 A.) Political and economic rationality leads to velcro bifurcation,
Appl. Math. Comp. 140 (2003), 381-389.

(TARSszERZS: S. ALy) Bifurcations in a predator-prey model in patchy environment with
diffusion, Nonlin. Anal. Real World Appl. 5 (2004), 519-526.

(TARrsszERzG: S. Avry) Competition in patchy environment with cross diffusion, Non-
lin. Anal. Real World Appl. 5 (2004), 589-595.

(TARsszERZS: S. ALY) Bifurcations in a predator-prey model with cross diffusion,
Ann. Univ. Sci. Budapest, Sect. Math. 47 (2004), 35-45.

(TARsszerzS: S. ALy) Prey-predator in patchy environment with cross difffusion,
Diff. Equat. Dyn. Systems 13 (2005), 311-321.

(TARrsszerzOk: J. Dias FErRrEIRA, P.C.C. TaBARES) Degenerate center in a predator-prey
system with memory, Ann. Univ. Sci. Budapest, Sect. Comp. 25 (2005), 53-65.

(TARsszerzOK: E. SAEz, SzANTO 1.) Velcro bifurcation in competition models with genera-
lized Holling functional response, Miskolc Math. Notes, 6 (2005), 185-195.

Természetes kivdlasztds és Riemann-geometria, Alk. Mat. Lapok 25 (2008), 131-136.

(rArsszerz6k: Kiss K., Kovics S.) Qualitative behaviour of a ratio-dependent predator-
prey system, Nonlin. Anal. Real World Appl. (megjelenés alatt)

Egy kis klasszikus differencidlgeometria, a Gauss-Bonnet tétel bizonyitdsa, Alk. Mat. Lapok
(megjelenés alatt)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)






Alkalmazott Matematikai Lapok 25 (2008), 163-171.

MARTOS BELA (1920-2007)!
SZABALYOZASELMELETI MUNKASSAGA?

SIMONOVITS ANDRAS

1. Bevezetés

Martos Béla 1960 és 1975 kozott a nemlineéris programozas terén ért el vilagra
sz0l6 sikereket (vo. Rapcsak, 2006). Kornai Janos (1971) Anti-equilibriumanak
megjelenésével parhuzamosan Martos érdeklGdése fokozatosan attevédott a sza-
“balyozéaselméletre, bar méar az Andorka—Danyi—Martos (1967) kotet is ebbe az

IMartos Béla optimalitaselméleti munkassaganak méltatasa az Alkalmazott Matematikai La-
pok 23(2006) kotetében talalhaté. (A szerkeszté megjegyzése.)

2Martos Béla halala alkalmaval felkért az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkeszt&sége, hogy
irjak szabalyozaselméleti munkéassagarol. Halaval tartozom Vizvari Bélanak a tanulmany el6z6
valtozatahoz fiizott értékes megjegyzéseiért.
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irdnyba mutatott. Kornai (1971) megjelenésével szinte parhuzamosan jelent meg
Kornai-Martos (1971) cikk a vegetativ szabalyozasr6l. Martos a hetvenes évek
kozepén kezdett el foglalkozni a szabalyozasok ekvivalencidjaval. Kornai (1980)
A hidnyaval szinte egy id6ben jelent meg Kornai és Martos (1981) szerkesztésé-
ben a vegetativ szabalyozas addigi modelljeinek egységesitett targyaldsa. Végiil a
kutatas koronajaképpen késziilt el Martos (1990), amelyben az ekvivalencia mel-
lett a mikddéképesség is teret kapott. Bar a 75. sziiletésnap alkalmaval mér ir-
tam egy hasonlé visszatekintést, most célszeriinek tartottam egy Gjat irni, ahol a
modellek leegyszeriisitése révén nemcsak tételeket, hanem bizonyitasvazlatokat is
adhatok. E révid visszatekintésben e nevezett kérdésekkel a kovetkezs felosztasban
foglalkozom: 2. A vegetativ szabalyozas alapmodellje. 3. Ekvivalens szabalyozasok.
4. A szabalyozasok miikéddképessége. 5. Szubjektiv megjegyzések.

2. A vegetativ szabalyozas alapmodellje

Folytonos idejd statikus szabdlyozdsi rendszerrdl beszéliink, ha az n-dimenziés
x(t) allapotvektor és az m-dimenziés u(t) szabalyozasi vektor kozott a kovetkezd
Osszefiiggések teljesiilnek:

Allapotegyenlet

= f(:t’ u),

Statikus szabalyozasi egyenlet
u = g(x),

ahol a jeldletlen t id6valtozé a [0, co) félegyenesen fut végig, a valtozo feletti pont
az id6 szerint derivaltat jelzi, f és g megfelelden definialt fiiggvény, és adott az xg
kezdeti allapot.

A neoklasszikus kozgazdasagtant biralva vezette be Kornai (1971) a vegeta-
tiv szabalyozast, amely a piaci és a tervszabalyozas alatt mikodik. Lényege: a
termel6k els6sorban sajat informéaciojukra tdmaszkodva doéntenek: decentralizdcid.
A készletjelzéses szabalyozas alapmodelljét a kovetkezSképpen irhatjuk le. Legyen
n a gazdasag dgazatainak szama, és legyen az n-dimenzi6s A = (a.;) négyzetes mat-
rix az agazati kapcsolatok matrixa (egykoru részletes elemzést lasd Brédy, 1969,
1970). Azaz a j-edik 4dgazat egységnyi kibocsatasahoz kozvetlentil a;; egységre van
sziikség az i-edik termékbol. Ha az n-dimenzibs y(t) = (y;(t)) és a ¢ = (c;) vektor
az id6ben valtozo kibocsatas, illetve az id6ben valtozatlan végsé fogyasztas vek-
tora, és v(t) = (v;(t)) az id6ben valtozé n-dimenzids készletvektor, akkor definicio
szerint fennall a kovetkezs készletvaltozasi egyenlet:

v=y— Ay —¢,

és a vg kezdeti készletvektor adott.
Feltessziik, hogy a termelést a lehet6 legegyszeriibben szabalyozzak:

y=y—-nv,
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ahol § az n-dimenzios kapacitasvektor és 7 > 0 a visszacsatolasi egylitthatd. Szoé-
ban: minél nagyobb a készlet adott idSpontban, aranyosan annal kevésbé hasznal-
jak ki a kapacitasokat.

Normal valtozokrodl beszéliink, és a v*, y* jelolést alkalmazzuk, ha a rendszer
id6ében valtozatlan marad, azaz

v=uv* azaz y*—-Ay*—c=0, azaz y*=(I-A) e

A kozgazdasigi alkalmazéisokban (de a matematikai programozasban is) fontos
szerepet jatszik a mikddoképesség, azaz sem a termelési-, sem a készletvektor nem
lehet negativ. Ehhez a mindenkori készletvektornak, v-nek kisebbnek kell lennie,
mint ¥ = §/n: 0 < v < U. Emellett a normalis kibocsatasnak kisebbnek kell lennie,
mint a kapacitas: 0 < y* < §.

Szokas szerint feltessziik, hogy A > 0, A irreducibilis, és A spektralsugara ki-
sebb, mint 1. (Ezek a feltételek természetesek, és ha nem teljesiilnének, akkor a
rendszer részekre esne szét vagy felrobbanna.) Ekkor az un. Leontief-inverz, vagy
a matematikiban ismert kifejezéssel élve, a rezolvens matrix 1 helyen vett értéke
(elemenként) pozitiv: (I — A)~! > 0, tehat y* > 0. Mi a helyzet a stabilitassal,
azaz mikor tart aszimptotikusan a készlet a v* = (§ — y*)/7 normalkészlethez és az
y kibocsatas az y* normaél kibocsatashoz? (Kézgazdasagtanban az aszimptotikus
jelz6t gyakran elhagyjak a stabilitds mellsl.) Vezessiik be a norméatél vald eltérések
vektorat:

*

b=v—-v" é J=y-—y*.
Ekkor az inhomogén linearis készletvaltozasi és termelési egyenlet homogénna vélik:
b=(I-A)) és §=-nb.

Behelyettesitéssel
b= —n(I — A)b.

Jol ismert, hogy e kezdetiérték-feladat megoldésa
B(t) = e MU= Ay,

A korabbi feltevések szerint A minden sajatértéke a nyilt komplex egységkorbe
esik, ezért a —n(/ — A) matrix Osszes sajatértékének a valds része negativ, azaz a
szabalyozas lokalisan stabil, tehat mikodéképes.

Erdekes modon az uttérd Kornai — Martos cikk jéval bonyolultabb modellt vizs-
galt. A keészleteket felosztotta output és input készletekre, és a termelés mellett
megjelent a vétel is. Az A méatrix és ¢ vektor idSben tig tartomanyban véltozhatott,
és a szabalyozas is sokkal bonyolultabb volt. Az itt leirt szabalyozas csak késébb,
Brody (1973)-ban, majd Martos (1990)-ben jelent meg. A megértés szempontjabol
azonban az itt bemutatott szabélyozéas is elegendd.
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3. Ekvivalens szabalyozasok

Brody (1973) visszatért a hagyomanyos ar-profit-termelés-szabalyozashoz,
de az 4rakat a készletektsl tette fiiggévé. Legegyszeriibb valtozatban legyen
p(t) = (pi(t)) az idSben valtozd n-dimenzids arvektor, és az idSegységre juté 4r-
valtozés legyen egyenl§ a profit ellentettjével:

p=—-(I-A)y.
A kibocsatas valtozasa pedig a profittal egyezik:
y = (I - Al)pa

ahol a’ a matrixtranszponalas jele. Belathat6, hogy az egyesitett rendszer cikliku-
san ingadozik a (p*,y*) normalallapot koriil.

Erdemes megfigyelni, hogy mig a készletjelzés decentralizdlt, azaz az i-edik
véllalat termelési dontése csak sajat készletallapotatdl fliigg, addig az arszabilyo-
zas centrelizdlt: az i-edik vallalatnak minden piaci arat ismernie kell, holott azok
mindegyikérdl mas és méas vallalat dént.

A par éve elhunyt, inkabb gyakorlati gazdasagpolitikusként (s6t, késébb po-
litikusként) ismert Tardos Marton vetette fel annak idején a kérdést egy Kozgaz-
dasagtudomanyi Intézeti vitan: mikor ekvivalensek egymassal a készlet- és az ar-
szabalyozasok? Martos Béla 1975 és 1990 kozott szamos tanulmanyban vizsgalta
e kérdést. Anélkiil, hogy teljes definiciét adnank, két szabalyozasi rendszert akkor
tekinthetiink ekvivalensnek, ha azonos bemengjelekhez azonos kimendgjelek tartoz-
nak.

Feladva Brody centralizalt arszabalyozasat, Martos decentralizalt arszabalyo-
zast is modellezett. Itt csak azt mondhatjuk el, hogy a decentralizalt készlet- és
arszabalyozas nem lehet egymassal ekvivalens. Tagabb értelemben viszont hason-
16k egymashoz.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az ekvivalenciavizsgalatot Martos a miiszaki
iranyitaselméletben j6l ismert Laplace-transzformaciora épitette. Ez nemcsak ma-
gyar, de nemzetkozi tekintetben is uttors kezdeményezés volt; sajnos nem akadtak
kovetdi.

4. A szabalyozasok miikéddképessége

Eddig a szabalyozas miikédSképességét a szabalyozas lokélis stabilitasabol ve-
zettiik le. Martos (1990), (1998) és (2000) azonban nem elégedett meg ezzel a keriils
tittal, hiszen egyrészt ciklikus vagy akar kaotikus szabilyozas is adhat miikoédéképes
palyat, masrészt a lokalis stabilitds adés marad a mikodoképes indulé allapotok
meghatarozasaval. Ellentétben Simonovits (1996)-tal, a rovidség kedvéért ezut-
tal sajat, diszkrét idejd, absztraktabb, de linearis modellemet idézem (Simonovits,
1998). Legyen t = 0, 1, 2..., az id6valtozd, x; és u,; a t-edik id&szak allapot- és
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szabélyozasi vektora, azonos n-dimenzi6val. Legyen B olyan n-dimenziés négyzetes
matrix, amelyre az allapotegyenlet

Tip1 = T + But, o adott.

Skalazassal elérhet6, hogy B minden 4tlés eleme egységnyi legyen: by; = 1, ¢ =
1, ..., n. Jelolje a B métrix f6atlon kiviili elemeinek, az in. kereszthatasoknak a
matrixat — N, azaz B = I — N, és tegyiik fel, hogy N > 0, N spektralsugara kisebb,
mint 1. (Ezek a feltevések teljesiilnek az altalunk vizsgilt specialis modellekre.)
Vezessiik be az
Uy = —(k)xt

decentralizalt visszacsatolast, ahol (k) egy n-dimenzis k vektoru diagonalis matrix.
Egyszerd szdmolassal belathaté, hogy az egymés utdni allapotvektorokra a
kovetkezd rekurzié igaz:

T4l = Ty — B(k)l‘t = [I — (I — N)(k)](l?t = [I - <k) + N(k)]xt = M.’Bt.

Ha 0 < k£ <1, akkor M > 0 és k > Nk. Bevezetve az x vektor ||x|| oszlopGsszeg-
normajat és a hozza tartozo ||M|| matrixnormat, adédik az ||zi+1]| < ||M|| [|zsl]
egyenlStlenség. Ennek az egyenlStlenségnek a segitségével mar konnyi explicit
kifejezést talalni a mikéddképes induld dllapotok résztartoményéra.

5. Szubjektiv megjegyzések

Miutéan felvillantottam néhany eredményt Martos Béla gazdag és jelentss sza-
balyozaselméleti munkassagabol, szeretnék néhany szubjektiv megjegyzést tenni.

A Kornai Janossal kdzosen irt uittérd cikke hamarosan a matematikai kzgaz-
dasagtan vezets lapjaban, az Econometricdban jelent meg (Kornai—Martos, 1973).
A gazdasagi mechanizmusok Gsszehasonlitasardl szold Martos (1979) cikk is neves
szerkesztOk altal jegyzett kétetben jelent meg. A Kornai—Martos (1981a, b) szer-
kesztette kotetet a magyar kiadassal egy id6ben angolul is kiadtak. Martos (1990)
monogrifisdja is egy rangos nemzetko6zi kiadénal jelent meg. Dinamikus modellekré]
5z6l6 sajat tankényvemben (Simonovits, 1998) is baségesen hivatkoztam a vegetativ
szabalyozasra, és azon beliil is Martos munkaira. Azonban az igazsagnak tartozunk
azzal, hogy a szabalyozaselméleti siker elmaradt a nemlinearis programozasét6l. De
ez nem Bélan, hanem a vildgon milott.

A Szigma szerkesztGjeként és hazai, valamint kiilf6ldi konferencidk allandé ven-
dégeként sokan hallhattak mindig jol felépitett és érdekfeszits el6adasait, szellemes
kommentarjait. Mindenki becsiilte eredményeit, és szerette kozvetlen modorat.
Kar, hogy csak kiilf6ldén tanithatott!

Nem szerencsés, ha masokrol irva az ember sajat magarol kezd el irni. De e
megemlékezés végére érve nem hallgathatom el, hogy Béla munkait nemcsak, sét
nem els6sorban kinyomtatott cikkeib6l és kényveib6l, hanem kéziratbol (gépirat-
bél) ismertem meg. Bélaval személyesen 1969-ben talalkoztam eldszor, és halalaig
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tartott a kezdetben szakmai, kés6ébb barativa bévilld kapcsolat. Amig bejart az
MTA Koézgazdasagtudomanyi Intézetébe, addig rendszeresen megbeszéltiik kozos
dolgainkat: elGsz0r a szabalyozaselmélet, majd a nyugdijrendszer kérdéseit. Sziile-
tésilik folyamataban lattam eredményeit, gyakran mint barati vagy felkért lektor.
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BELA MARTOS - CONTRIBUTION TO CONTROL THEORY

ANDRAS SIMONOVITS

Between 1960 and 1975 Béla Martos obtained results on nonlinear programming which made
him worldwide-known (cf. Rapcsak, 2006). In parallel with Janos Kornai’s Anti-equilibrium
(1971), Martos’s interest step-by-step shifted to control theory, although the Volume by Andorka—
Danyi-Martos (1967) already overshadowed this change. Kornai-Martos (1971) on the autono-
mous functioning of economic systems was published at the same time as Kornai (1971). Martos
started to study the equivalence between different control mechanisms around 1975. Another
parallelism: In 1981 Kornai and Martos edited a volume on the autonomous functioning simul-
taneously with Kornai’s The Economics of Shortage (1980). Finally, Martos synthesized his
control-theoretic works in Martos {1990), in which he studied both equivalence and viability. The
present article surveys this path-breaking contribution.
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KONYVISMERTETES

Jarai Antal:
Modern alkalmazott analizis, Elméleti matematika
Typotex, Budapest, 2007

SZEKELYHIDI LASZLO

A kényv szerzGje az ELTE Komputer Algebra Tanszékének tanszékvezets egye-
temi tanara, valamint egyetemi tanar a BME Analizis Tanszékén. Kényvében azo-
kat az ismereteket foglalta 6ssze, amelyekre fizikusoknak, programtervezé matema-
tikusoknak, elméleti matematikusoknak, illetve villamosmérnokoknek a kalkuluson
tul sziikségiik lehet tanulmanyaik vagy mindennapi munkijuk soran.

A koényv nyolc fejezetb6l all, s strukturalt felépitésti, amennyiben a szerzé az
elméleti ismereteket torzsanyagra és kiegészité anyagra osztotta, ugyanakkor a gya-
korl6 feladatok mellett szerepelnek olyan haladottabb problémak is, melyek meg-
értése és megoldasa nélkiil nem lehet tovabblépni.

A koényv fejezeteinek rovid tartalmat a kovetkezékben ismertetem.

A , Bevezetés™-t kovets els6 fejezet cime: Mérték és integral”. Ebben a fejezet-
ben a szerzd ismerteti a Lebesgue-féle mérték- és integralelmeéletnek a kiilsé mérték
fogalman alapul6 felépitését. Kiilonds hangsilyt kap a targyalas soran annak bemu-
tatasa, hogy a Lebesgue-féle integralfogalom a Riemann-félénél sokkal jobb valaszt
ad a differenciélas és az integralas kozti kapcsolat kérdésére.

A masodik fejezet a ,Funkcionalanalizis” cimet viseli, s a funkcionalanalizis
alapvetd strukturiit és fogalmait (metrikus terek, normalt terek, linearis ope-
ratorok, Hilbert terek, kompakt operatorok, differencidlszamitids normaélt terek-
ben), valamint legfontosabb tételeit (Uriszon-lemma, Tietze kiterjesztési tétele,
Tyihonov tétele, Baire-tétel, Banach-féle fixponttétel, Riemann atrendezési té-
tele, Mertens tétele, Abel tételei, Euler Osszegezési formuldja, Stirling-formula,
Bolzano—-Weierstrass-tétel, Riesz-lemma, Arzéla—Ascoli-tétel, a Riesz—Fischer-tétel,
Bochman-Korovkin-tétel, Weierstras approximaécios tételei, Stone-tétel, Hahn-Ba-
nach-tétel, Bohnenblust-Sobczik-tétel, Szegs tétele, Harsiladze-Lozinszkij-tétel,
Lebesgue-tétel linearis projekcidkrol, zart graf tétel, Kolmogorov-Rademacher-tétel,
Mensov-lemma, Tandori-tétele, Hellinger-Toeplitz-tétel, spektraltétel, kompakt
operitorok Riesz-elmélete, Hilbert—Schmidt-tétel, implicit fiiggvény tétel, inverz
fliggvény tétel, Kantorovics tétele) és moédszereit (Aitken-moédszer, legjobb app-
roximécié Hilbert térben, Fourier-sorok, Gram-Schmidt-féle ortogonalizalés, orto-
gonélis polinomok, spektralintegral, linearis iteraci6, Fredholm-alternativa, sajat-
értékek médszere, Jordan-normalalak, Taylor-formula, lokalis szélsGértékszamitas,
Newton-m6dszer, irdnymenti cs6kkentés modszere, algebrai egyenletek megoldasa)
mutatja be.
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A kovetkezs fejezet cime: ,Vektoranalizis”. Ebben a fejezetben a szerz ismer-
teti a differencidlgeometria alapjait, a Stieltjes-integral és a gdrbementi integral
fogalmat és alkalmazasait, valamint a differencialformak integralasat, az ezzel kap-
csolatos legfontosabb tételeket (divergenciatétel, Green-tétel, Stokes-tétel, Poin-
caré-Stokes-tétel), illetve ezek felhasznalasi teriileteit a geometridban, fizikaban.

A negyedik fejezet ,Komplex fliggvénytan” cimmel az analitikus, a holomorf
és a meromorf fliggvények elméletével kapcsolatos legfontosabb ismereteket tar-
talmazza. Helyet kapnak ebben a fejezetben tobbek kozott a Cauchy-Riemann-
egyenletek, a Cauchy—-Hadamard-tétel, a Taylor-tétel, az analitikus folytatasrol
52616 tétel, a nyilt leképezések tétele, a Cauchy-féle integraltétel és integralformulak,
Liouville tétele, Morera tétele, Laurent-sorok, a reziduumtétel, a parcialis tortekre
bontis mddszere, az argumentum-elv, valamint eliptikus integralokkal kapcsolatos
tudnival6k.

A kovetkezs fejezetet a Fourier-soroknak, illetve Fourier-integraloknak szentelte
a szerz@, cime: ,Fourier-elmélet”. Itt a klasszikus Fourier-sorok mellet az ortogo-
nalis polinomokkal, valamint a Fourier-transzformaciéval kapcsolatos legfontosabb
alapismeretek targyalasat talalja az olvasé. Ugyancsak szamos példa és feladat sze-
repel a gyakorlati alkalmazasokra a differencislegyenletek és az interpolacioelmélet
teriiletérdl.

A hatodik fejezet cime: ,Variaciészamitis”, melyben a f6 hangsily természete-
sen az Euler-Lagrange-egyenletek kiilonb6z6 alkalmazasaira helyezédik.

Végiil az utolsé két fejezetben kozOnséges, illetve parcidlis differencialegyenle-
tekkel foglalkozik a szerz§. A ,K&zOnséges differencidlegyenletek” cimi fejezetben
az alapvetd fogalmak értelmezése utdn elemi megoldasi modszerekkel ismerked-
het meg az olvasd, majd az egzisztencia- és unicitastételek targyaldsat a linearis
egyenletekre vonatkozé legfontosabb eredmények és médszerek bemutatéasa kéveti.
A fejezet a stabilitas fogalmanak ismertetésével és a kapcsolatos f6bb eredmények-
kel foglalkozik. A ,Parcislis differencidlegyenletek” cimd zar6 fejezetben altalanos
megoldasi modszereket ismertet a szerzd, majd bepillantast nyeriink a disztribiciék
elméletébe. A fejezetet Cauchy-feladatokkal, peremérték problémakkal és vegyes
feladatokkal kapcsolatos eredmények és megoldisi médszerek ismertetése zarja.

A konyv rendkiviil igényes, magas szinvonald munka. A fenti révid ismer-
tetésbdl is kitinhet, hogy milyen hatalmas anyagot Olel fel, &m olvasasat mégis
élvezetessé teszi a szamos idézet, torténeti utalas, amelyeket a szerzd a fejezetek,
illetve szakaszok elején helyezett el. Bar a kdnyv mérete els§ latdsra rémiiletet
ébreszthet a potencialis olvaséban, aki esetleg az alkalmazot tudomanyok terii-
letérsl érkezett, &m rovid tanulmanyozas utdn rajbhetiink, hogy a latszat csal:
a szerzé nagy rutinnal és pedagogiai érzékkel vegyiti az ,0lvasnivalét” a mélyebb tar-
talommal, igy munkaja tankonyvkent és kézikonyvként egyarant rendkiviil hasznos
lehet mindazoknak, akik a modern analizis eredményeit és médszereit meg akarjak
ismerni, illetve sajat szakteriiletiikon, az alkalmazott matematikaban, a fizikdban,
a kémisban vagy a mérnéki tudoményok legkiilénb6z6bb szféraiban kivanjak fel-
hasznalni.
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MODELLVEZERELT SZOFTVEREK KESZITESE I.

KILIAN IMRE

A ,modellvezérelt szoftverkeszités” (Model Driven Architecture, MDA) kifejezést
az OMG hasznalta a hasonlé cimii projektjében [3]. A szoéban forgd projekt nevében
azonban a modellvezéreltség, mint jelz§ inkdbb a ,szoftverkészitésre” vonatkozik.
Az OMG elképzelésének kiindulasi pontja szerint ugyanis a szoftvert a gépi és egyéb
kérnyezeti viszonyokt6l teljesen elvonatkoztatva, fiiggetlen médon tervezziik meg,
és a kiilonb6z6 szoftver és hardver kérnyezeteket leir6 metamodellek és atalakitasi
szabalyok segitségével kérnyezetfiiggd modellé alakitjuk.

A jelen iras egy masik, de az el§z3t6l nem fiiggetlen és nem is idegen megkdzeli-
tést alkalmaz. A modellvezérelt jelz6 nem a szoftverkészitésre vonatkozik, hanem az
elkészitett szoftverre magara. A fut6 szoftver az, amely magat a vizsgalt célteriilet
modelljét is tartalmazza és kezeli, és a tarolt modell alapjan bizonyos egydntetiien
megvalosithaté miveleteket végez.

1. Kétszintd szoftverek

A ,modellvezéreltség” mellett alkalmazhat6é masik jelz§ a ,kétszint(iség”, ami
szintén jol magyardzza a megoldast. Hagyomanyosan készitett szoftverek ugyanis
segyszintdek”. A szoftver maga testesiti meg a modellt, hiszen annak atalakitott,
ykodgenerélt” valtozata, amihez a fejleszté még hozzakapcsolja az egyedi része-
ket, felhasznalé feliiletet, egyes algoritmusok egyedileg megirt részeit és masokat.
A szoftver maga az 4ltala altal kezelt, atalakitott és a szamitégép taraban futas-
idében létrejové adatok metaszintjének tekinthetd.

A ,meta-” el6tag gorog eredetii, jelentése valami felett 4ll6, valamin tal fekvo
(pl. metagalaxis, metafizika). Modellezési értclemben a ,meta-’ valamilyen adat-
tomeg leirasat, kezelését, ill. a felette értelmezett miiveletek szintjét jelenti, ezért
egy szoftver mindig az &ltala kezelt adatok metaszintje. Az egyszintii szoftverek
bonyolultsdga részben a szoftver modelljébe van betervezve, masrészt viszont a
bonyolultsag az osztilyfiiggvények megvaldsitasiba van bekodolva, amit a szoftver
terv mar nem tartalmaz.

A hagyomanyosan készitett egyszintii szoftverek olyan korlatokat allitanak a
sajat fejlédésiik elé, melyek kétszinti felépitménnyel feloldhatok:

1. Nehéz valtoztathatosag: a modellszint rogzitett, a legkisebb ujabb bévitési
elképzelés esetén is modellbGvités, a megvalésitas nyelvén Gjabb program-
csomagok megirasa, lefordit4sa és szerkesztése sziikséges.
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2. A modellek programnyelvekbe torténd leképezésének hasznalatos megol-
d4sai esetenkeént tulsdgosan nehézsilytiak, de esetenként korlatokat is alli-
tanak (pl. objektum orientalt nyelvek esetében a tObbszords oroklsdés
tiltadsaval). Ennek kévetkezményeképpen méar a tervezés folyaméan iigyelni
kell egyes megval6sitasi részletekre is, pl. ha a tervbdl a programkédba
atvivé gépi leképezés nem szolgiltat elegendSen ,pihestlyd” program-
objektumokat, akkor mar a modellben sem épithet6 fel a probléma igénye-
inek megfelelGen aprolékos osztilyszerkezet. Vagyis méar a tervezés sordn
is figyelembe kell venniink egyes, a feladat belss 1ényegén és Gsszefiiggésein
talmutaté szempontokat.

3. Egyedileg meg kell valésitani minden olyan eljarast, amelyek az egyes egy-
massal is Osszefiiggl modellosztalyok elemeire vonatkozoan adatokat gy(j-
tenek Ossze, ill. alakitanak 4t, noha ezek egyGntet, magasszinti adatelérd,
ill. -atalakit6 nyelven torténé megfogalmazasa kézenfekvbb és egyszertibb

- lehetne.

4. Ha mégis a modellszint tarolasadhoz hasonlé adatszerkezetek abrazolasa
szitkséges a szoftverben, akkor az is egyedi megoldassal torténik, ami egy
egységes megoldashoz képest lényegesen megnovelheti a fejlesztés befek-
tetésigényét, és noveli a hibakockazatot.

A kétszintd vagy modellvezérelt szoftverek (1. 4bra) mindezen hatranyok kikii-
szObolésére torekszenek. Ezekben a program természetesen ugyanannyira kétott,
mint mas szoftverekben. A szoftver altal kezelt adatok azonban két részre kiilonit-
heték el. Az egyik a modellszint vagy metaszint, a masik pedig a tényleges adatok
szintje. Ezekre a kovetkezok a jellemzsk:

e A modellszinten taroljuk a vilag vizsgalt részének modelljét, és ez vezérli
az adatszintet. Ehhez a modellhez tartozhatnak egyedileg beprogramozott
fiiggvények (a modellek osztalyfiiggvényei vagy modszerei) is, amelyek az
adatszintrél 6nmidkdédden hivodnak meg, de erre a képességre nincs mindig
sziikség.

o Az adatszinten vagy példanyszinten folynak azok az iizleti modellnek meg-
felels adat-atalakitasok, amelyek a hattértar rétegét a megjelenités réte-
gével Osszekapcsoljak. Ezek a miiveletek nincsenek kozvetleniil beprogra-
mozva, hanem csak néhany tipikus és altalanos miivelet van megvalésitva.
Az adatszint nyitott annyiban, hogy a modellszintrél vezérelve objektum-
példanyokat hozhatunk létre, és ugyanigy végrehajthatjuk a rajtuk defini-
alt miveleteket, ill. a modellszinten beprogramozott fliggvényeket (dina-
mikus tipuslekétés és hivhatésag).

o Kétszint programfelépitmény létrehozéasa soran technikai jellegd dolog
ugyan, de igen fontos emlitést tenni a programfutast tuléls (perzisztens)
objektumok tarolasat megvalositoé végsé adattarold (back end) rétegrdl is.
Itt taroljuk az adatszint objektumait, de a modell-leird elemeket is.
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1. abra. Kétszinti szoftverfelépitmény

A rendszerhez a végfelhasznal6 az adatszinten keresztiil kapcsolodik. Itt modell-
vezérelt altalanos célu eszkozok allnak rendelkezésre, amelyek megjelenitd feliileten
keresztiil miikédtethetsk.

A modellszinten a modellez6/fejleszté elsGdlegesen egy modellépits és -karban-
tart6 eszkozon keresztiil kapcsolédik a rendszerhez. Ez az eszkoz lehet grafikus
jellegii, de mindenképpen lehetGvé kell tennie a modellek betoltését, mentését, és
osztalyfliggvények (moédszerek) létrehozasat. Vagyis egy olyan integrélt fejlesz-
t6i kornyezetre van sziikség, amelyik programkéd szerkesztésére, majd dinamikus
forditasra-betoltésre is alkalmas.

Az adat és a modellszint ilyen kettévéilasztasanak a legf6bb haszna, hogy az
alkalmazas létrehozasa soran elsGdlegesen a célalkalmazas logikai/formalis modell-
jére Osszpontosithatunk, a programozasi részletkérdésekkel nem kell torédniink.
Az adatszint maga is adhat eszkozoket egyéb alkalmazas- és kornyezetfiiggs dolgok
(pl. felhasznaloi feliilet) automatikus vagy félautomatikus elkészitésére, de mindez
a modellszinttel semmilyen médon nem keverhetd Gssze.

Modellvezérelt rendszerek esetében tehat a célszoftverek adatai, vagy azok egy
része nem rendelkeznek k6tott modell-leirassal, hanem a modell maga is a program
adatainak része, amely a tobbi adat szerkezetét irja le. A lehetséges modellek
leirdsara alkalmas a metamodelljiik, amely immar lehet kotott is, és amely igen
er@sen meghatarozhatja a ténylegesen felismert és értelmezett modellek, valamint
az azok alapjan feldolgozhaté adatok és adatmiiveletek korét.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



4 KILIAN IMRE

2. Az OMG négyrétegi metamodell szerkezete

Az Object Management Group egy objektum orientalt technologiai szabva-
nyokat kidolgoz6 nyereségmentes alapitvany, amelynek munkatéarsai tobbek ko-
zott az UML tervezényelvet is létrehoztak. Tevékenységiik legvégsé modellje-
ként a négyrétegi metamodell szerkezetet allitjak (2. dbra). Ez az ,alkalmazoi
adatok/alkalmaz6i modell/ metamodell/meta-metamodell négyes”, amit az abran
lathato faval jellemezhetiink. A fa csomopontjai kézott a ,példanya” viszony all
fenn, vagyis az alkalmaz6i adattomeg példanya az alkalmazo6i modellnek, ez utébbi
modell viszont példanya a metamodellnek, ill. a metamodell példanya a meta-
metamodellnek. Altalanossagban a faszerkezet n-edik szintjén levé modellek pél-
danyai az n + 1-edik szintrdl feléjiik mutaté modelleknek. A faszerkezet is jelzi,
hogy a modellalkotasi folyamattol fliggden egy adott példany-adatkészlethez tobb-
féle modell is létrehozhaté. A fa magassaga elvben nem korlatos, vagyis a modellal-
kotéas folyamatéat elvben barmilyen sokszor ismételhetjiik, a gyakorlatban azonban
a meta-meta szintnél tavolabbi elvonatkoztatasnak nincs jelentgsége. Tekintsiik
ennek a fanak a szintjeit:

' Alkalmazsi adatok. |

& ot

1 Alkalmazadi

A modell-leird
formalizmus (pl.

_;\WQ_" R~ UML) leirisa

A modellezGeszkaz
leirdsdnak a leirdasa

2. abra. Az UML négyrétegii metamodell szerkezete

e Az alkalmaz6i adatok szintjén a szoftver altal kezelt konkrét adatokat,
személyeket, szamlakat stb. értjiik.

e Az alkalmaz6i adatok példanyai az alkalmazoéi szoftver modellben leirt
osztalyoknak. Ezt a szoftver tervezdje hozza létre, ebbdl generdljuk ki
a futo szoftver programkodjat is. A konkrét adatok részben a szamitogép
taraban, részben hattértaron jonnek létre. A programkéd maga a modell
egy masik megjelenési formaja, ami tartalmazza a késébb példanyfiiggden
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létrejové adatelemeket, valamint a példanyfiiggetlen eljarasok kadjat.

e Az OMG elképzelés harmadik szintjén az alkalmazott tervezési nyelv, ese-
tiinkben az UML metamodellje all. Ez a nyelv altal biztositott modell-
elemeket és azok Osszefiliggéseit irja le, (esetliinkben az osztaly, tulajdonsag,
kapcsolat stb. fogalmakat). Ha a kétszinti rendszeriinkben a modellszinten
rogzitett metamodellt kivanunk hasznalni, akkor a legcélszertibb a meta-
modellt kiegésziteni, esetleg abbol levezetni a sajat modellelemeinket, majd
azt megvalésitani.

e A legmagasabb elvonatkoztatasi szinten a meta-metamodell 4ll. Ezt akkor
hasznalatos, ha valamilyen modellvezérelt szoftverben még a metamodell
sem rogzitett. Vagyis olyan esetben, ha a szoftvert ,haromszintiiként” hasz-
nalva, kiilonb6z6 metamodelld rendszerekre kivinjuk hasznélni, ill. esetleg,
ha az egyetlen metamodell az id6k soran valtozna, fejlédne.

3. A modellszint miiveletei

Modellvezérelt szoftverek kritikus pontja a modellszint megvaldsitdsa. Ezen
a szinten ugyanis a modellkarbantarté miiveleteket kell megvaldsitani, amelyeket
csak a fejlesztést végzs szakemberek miikddtethetnek.

A modellkarbantartas tipikus miiveletei:

o Modell mentés-betdltés, amelynek soran valamiféle széveges jellegii modell-
leiré nyelv és a modelltarhaz kézotti adatesere torténik. Ez az adatcsere
maga is lehet modellvezérelt abban az esetben, ha a modelltairhaz maga is
modellvezérelt. Ilyenkor a harmadik szoftver szinten talalhaté metamodell
a szoveges modell-leiré nyelv nyelvtanat is tartalmazza. A modellszinten
ezek utan csak a szOveg-generald és a szdveg felismerd miiveletek futnak,
amelyek a metamodellhez kapcsolt nyelvtanleiras alapjan dolgoznak.

e Modelleken végzett inkrementalis szemlélet